DI ALCUNE PROPRIETA DEL TRIANGOLO

In questa Nota sono esposte alcune proprieta del trian-
golo, le qonali si riferiscono ai punti dei tre lati che divi-
dono questi in tre coppie di segmenti di eguale rapporto.

1. Indicaudo con a, &, ¢, S 1 numert che misurano &
tre lati e l'area d'un triangolo, la quantila

22*b* + 2b*c* + 3¢*a* — (a' + b + &%)

¢ positiva ed eguale, com'& notissimo, o i55°.
Reciprocamente, se 1 numeri posilivl a, b, ¢ soddisfapno

alla diseguaglianza
2a?b? + 2bc® + 2¢*a® - (@' + b* + ¢cY) >0

esiste un triangolo coi lati misurati da a, b, c.
Infatti questa diseguaglianza equivale alla

(@a+b+c) brc—a) @a+ve~b) la+b -c)>0
&
per soddisfare alla quale dev'essere posilivo il prodotto
b+c—a) @+c-b) (a+b—c¢)

S

e in conseguenza ciascuno dei tre faltori, perche, se due
di essi fossero negativi, dovrebl’essere megativo uno dei
numeri a, b, c.

2. Sui tre lati BC, CA, AB del triangolo ABC sieno 1
tre punti Ay B, C' cosi sitnati che abbiano luogo le egua-
glianze di rapporti

BA! CBir AC
AC BA CB

] - L] n_n - "
nelle quali m significa numero qualunque positivo o
negauvu
Indicando con a@,, &,, ¢, 1 tre segmenti AA', BB, CC,
si trovera

(
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¢ = ma*+ b - 0
L+ f +m
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¢ in conseguenza
4 - § - L.

20} 6} + b2 ¢+ al) ~ (el + Bl + o)

(m*+m41)?

—

(m + 1)} B@*d* + be* + c*a®) = (ah + b + ¢t

Da ﬂuest’cguuglianza ¢ manifesto (1) che esiste un trian-
golo coi lati egmali ai tre segmenti AA', BB, CC', e che,

indicando con § larea di questo triangolo, si ha la pro-
porzione

S m*+ma+1

——

S ‘(m-}-ij‘
la quale, nel caso di m=1{, esprime una nola proprield
delle mediane. E quesio 1l caso nel quale il rapporte 5:-

o il minimo valore, come si rileva facilmente risolvende la
precedente egnaglianza rispetto ad .
d. Indicando con a,, &,, ¢, i tre segmenti B'C', C'A,

AR, si ha

g 3
”é=(l ) (1 —m) b* + (m* — m) c* + ma’)

1

bs {1 +m) ((t=m)c* + (m* — m) a® + mb?)

|
=ty - m) @+ (mt - m) b+ mo)
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mediante le quali formole si trova che il rapporto dell’area
del triangolo A'B'C' all'area del triangolo ABC @
m* —m+ 1
(m = 1)?

Anchie questo rapporto & minimo nel caso di m=1.

4. S'indichino ordinatamente con A,, B,, G, i punii
d’incontro delle tre coppie di rette (BB, CC'), (CC', AA"),
(AA', BB). Applicando i1 teorema di Menelao al triangolo
ABA' tagliato dalla trasversale CC', ed al triangolo ACA' 1a-
gliato dalla trasversale BB, si hanno le relazioni

AB, AC_TC
BA'CB CA™ '
AC, A'B CC
CA BC BA_ "
dalle quali si ricava
AB, AC, m +1
E—EF=M(M+1), C_Iﬁ': a3
e In conseguenza
B.C, m* -1

A_A m’+m+1

In modo analogo st dimostreranno le eguaglianze
C;A, A,B, m® - i

BBF ~CC mrem41
Percio il triangolo che ha per vertici i Pupti A.B,.C, & si-
mile a quello che ha i lati eguali ai tre segmenti AA’, BB, CC.'
E chiaro inoltre (2) che il rapporto dell'area del triangolo
A .B,C, all'area del triangolo ABC & dato dalla formola
{m — 1)?

m? 2m + 1

5. Se con a,b, e, a', b, c' s'indicano le proiezioni der
punti A, B, C, A, B, C’ sopra una retta qualunque r del
piano del triangolo ABC, si ha la proporzione




—

Ala' - Bb ~ BA'
Cc - Aa AC
dalla quale si ricava: |
Nets ——Bb & —2 Ce
m + 1{ mw + 1

In modo analogn s1 trovera:

B = — Ce + —2 Aa,

m - 1 m 4+ q
i m
Ce' = Aa + Bb ,
m + 4 m + 1

e in conseguenza sara
Ala' + B'Y + C'¢'= Aa + Bb + Ce

cioe Ia somma delle distanze dei punti A' B'C' da nna retta
qualunque del piano del triangolo ABC @ egnale alla somma
delle distanze dei vertici di questo triangolo dalla retta
stessa. Di qui risulta che i triangoli ABC, A'B'C' hanno Io
stesso centro di gravita,

6. Reciprocamente, se i punti A', B, C' dei lati BC,
CA, AB sono cosi situati che il centro di gravita del trian-

golo A’B'C’ coincida col centro di gravith del triangolo ABC,
dev’ essere

B e ot it
AC DA TR i |

Infatti, indicando con m, n, p questi tre rapporti, si |
hanno le eguaglianze

I

|
|
m == | nm + 1 i

ANa'= —_Bb + Ce
Bb = —_ C¢ +—— Aa
n -+ {1 n + f

C'e' =—— Aa + £— Bb
p o+ p o+ 1




dalle quali risulta

Ala' + B C'c' = (F—l— + —ﬂ——-) Aa =

+( L +—P)Bb+ —i—r-+ m)Cc
m+1 p-+1 n+4 ni4A

Percid supponendo
Ala' + B'% +C'¢' = Aa + Bb + Ce

51 avra l’eguag]inn::a

n—p p-m m— n
(n+i)(p+i) [p+i)(m-ri) (mn)(n-:-i

la quale dev’essere verificata per ogni posizione della retta
w sulla quale si proiettano i punti A, B, C, A, B/, C', quindi
anche quando essa coincide con uno rualunque dei tre lali;
¢ 1n conseguenza Sara

m=n=p.

7. Indicando con a,, &,, ¢, le projezioni dei punti
A,, B,, C, sulla retta « si ha

B,b, —Aa AB,

A'd-B.b, BN
ossia {4)
1 m(m = 1) ,,
B.b, = — Aa + ___( ) A'd
m* + m + 1 m* +m-+1
Si trovera analogamente
(e —+
ey = Bpa ) gy,
m* + m + 1 m’ + m + 1
4 m{m + 1
Aa,=— s BN o
m= = m - 1 L™ - i -+ |

o quesie tre eguaglianze addgzionate daranno (s)
A.a, +Bb, +Cie, = Aa + Bb + Ce

Dunque anche i triangoli A,B,C,, ABC hanno lo stesso
cenlro di gravita:
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8. Quando m & posilivo, nel quale caso il triangolo
A,B.C, & interno al triangolo ABC, effettuando in quello la
costruzione che & stata fatta in questo, ciot determinando sui
suoi lati i punti A',, B',, C,' cosi che sia
B,A', C,H, - A0, o
A'C, B.A C,B,
e indicando con A,, B,, C, | punti d'iocontro delle tre
coppie di rette (BB, C,C,), (C,C,, A,A,), (A,A., B,B."), pei
operando analogamente %l triangolo AB.C , e cosi conli-
nuaiitfo, i vertici dell’ n™® triangolo cosi costruito tendono
a coincidere col centro di ‘gravita del triangolo ABC,
Questa proprieta & un’ovvia conseguenza. di quella di-
mosirata al nnmero precedente.

D. Besso.

il e ——— e

'ALCCNI TEOREMI SULLA EQUIVALENZA
STABILITI COL METODO INTUITIVO

1. I principio fondamentale su cui riposano le seguenti
considerazioni, & il segnente

Data una superficie limitata, per es. un foglio di carta
di forma gualunque disteso o no sw di un piano; se sopra
di esso poniamo delle figure che, senza sovrapporsi, ricuo-
prano una parte del foglio, l'urea del fogliv che rimane o
scoperta, e sempre la stessa cominque sieno poste le figure
su di esso,

-

Se adunque le parti restanti per le diverse posizioni
delle figure hanno una facile espressione geometrica, otter-
remu ogni volta un teorema, relativo all'equivalenza. E poi-
che totti i teoremi sull’equivalenza , si riducono a dimo-
Strare on'eguaglianza di aree, sara dimostrato uno di questi

e L -




&

R s

"
teoremi, quando il fogliv e le figure sieno tali, che, poste
queste convenientemente e successivamente sul foglio una
prima ed una seconda volta, rimangano scopeite rispelliva-
mente le aree scritte nel 1° ¢ 3° membro dell'eguaglianza,

2. E da osservare peraltro, che questo metodo mal si
presterebbe per quelle dimostrazioni in cul tutli e due o
uno solo dei membyi dell'eguaglianza, contenessero dei ter
mini negativi; in tal caso glovera, per mezzo della traspo-

sizione dei termini, renderl pusitiﬁi, e pol dimostrare guesta

nuova eguaglianza, " .

e

Tsonkua 1, |

I rettangoli dei cateti non omologhi di due triangoli ret-

tangoll simili, sono equivalenti fra loro ed equivalenti anche

al rettangolo costruito sull'ipotenusa deil'uno e sull'altezza

dell’ altro triangolo (Tav. 1, Fig. 1%),

_ Siano ABC e CDE i due triangoli rettangoli simili; si
vool dimostrare che il retiangolo dei due cateti non omo-
loghi BC ¢ CD & equivalente al rettangolo degli altri due
cateti AB e DE, e che ognuno di essi & equivalente al rettan-
golo che ha per lati I ipotenusa dell'une, per.es. AC e l'al-
tezza DF dell’ altro,

Si prenda per guadro un triangolo retlangolo AGE, di
cul i caleti sieno rispetlivamente le somme dei cateti 0mo-
loghi dei due triangoli dati.

I irviangola CDE & scomposto in due DEF e DFC, per
mezzo dell’aliezza DF,

Ecco come si dimostra o'a il teorema. Quando i trian-
goli dati hunno sul quadre la  posizione ABC e CDE, ri-
mane scoperta la figura BCDG che & il rettangolo der due
catell non omaloghi BC ﬂPCj ma se si porta il Iriangolo ABC
in HGD, [ucendolo scorrere col lato AB lungo il late AG
del quadro fincht B giunga in G; e il triangolo DFC si
porla in HMA, facendolo scorrere col lato FC lungo il lato
EA del quudro finche C giunga in A, rimane scoperta
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perta nel quadro la figura HDFM che & il rettangolo del-
Iipotennsa AC del triangolo ABC, e dell'altezza DF dell’al-
tro triangolo EDC,

Si porti poi il wiangolo DFE in HML, facendolo scor-
rere col lato EF lungo la EA e il triangolo HGD in LIE
facendolo scorrere col lato GD longo la GE; dopo questi
due ultimi cambiamenti rimane scoperta la figura GHLI che
e il rettangolo costrnito sopra gli altri due cateti non omo-
loghi: il teorema resta in tal modo completamente dimostrato.

Corollari. Se DC fosse eguale CB, i due triangoli ABC
e CDE, potrebbero rignardarsi come i due triangoli rettan-
tangoli secondo i quali viene scomposto per mezzo dell' al-
I'altezza il triangolo rettangolo che ha per cateti AC e CE,
per altezza CB=CD; e per ipotenusa AB + DE, come si pud
riconoscere immediatamente facendo rnotare il triangolo CDE
intorno a C, fincht la CD coincida con CB.

In questa ipotesi, cogli stessi movimenti, si viene a di-
mostrare 1l teorema :

« Il quadrato costruito sull'altezza di un triangolo ret-
» tangolo, & equivalente al rettangolo dei due segmenti in
» coi lipotenusa vien divisa dal piede dell’altezza, ed equi-
» valente ancora al reltangolo di uno dei cateti e della pro-
» 1ezione dell’altezza su questo cateto ».

Teonena 1II.

Dati due triangoli rettangoli simili, la somma dei pa-
rallelogrammi che hanno due lati adiacenti uguali a due
cateti omologhi, e Uangolo compreso uguale ad uno degli
angoli acuti dei triangoli dati, & equivalente al parallelo-
grammo che ka un angolo uguale allo stesso angolo acuto
ed ¢ lati che lo comprendono uguali alle ipotenuse dei due
triangoli dati (Fig. 2).

Sieno ACB e DCE i due triangoli simili e rettangoli dati;
stabiliamo che 1'angolo acnto dei parall elogrammi sia I'an-




-9 -
golo ABC = CED. -Si pongano'i dae triangoli col vertice del-
I'angolo retto in comune, e in modo che CE risnlti paral-
lelo all’ipotenusa AB; si compiano i parallelogrammi ECBF
ed ACDG: si yuol dimostrare che la somma di guesti due
parallelogrammi & equivalente al parallelogrammo delle due
ipotenuse AB e DE, coll’angolo acuto eguale ad ABC.

Infatti, se il triangolo DCE si la scorrere col lato DE
lungo la DF finch® abbia preso la posizione LBF ; se si tras-
porta ACB in GDL, e finalmente se si fa scorrere il trian-
golo LFB col late BF lungo la FH, finche abbia presa la
posizione GMA, rimarra scoperto pel quadro il pardllelo-
grammo GLFM che & appunto quello che ha per lati le due
ipotenuse, coll’angolo acuto eguale ad ABC = AFL.

Corollario. — Se il triangolo DCE (Fig. 3) avesse |'al-
tezza CP eguale al cateto CB dell’altro triangolo si vede
subito che DP & uguale ad AC e CD eguale ad AB, vale a
dire che ognuno dei tre parallelogrammi di coi si fa men-
zione nell’enunciato del leorema ha la base egnale all'altezza,
siccht trasformando questi parallelogrammi in rettangoli si
ottiene la dimostrazione del teorema di Pitagora.

Lascio alla cura del lettore d'interpretrare la fig. 3 che
contiene appunto la dimostrazione del suddetto teorema.
Questa dimostrazione non differisce in sostanza da quella
di Zaliwski (Comptes Rendus, 1365).

Trorena 1II.

Il quadrato costruito sepra un lato di un triangolo,
opposto ad un angolo ottuso, ¢ uguale alla somma dei qgua-
drati degli altri due lati, aumentata di due volte il ret-
tangolo costruito sopra uno d§ questi wltimi lati e sulla
proiesione dell’ altro su di esso. (Fig. ).

Sia ABC il triangolo dato e BD la proiezione di AP sn
BC; vogliamo dimostrare che il ‘quadrato di AC ¢ uguale
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al quadratol di BC; pidy it quadrato-di AB, pid due yolte il
rettangolé che bha per lati BC ¢« BDv ¢ - 1) '

Si ‘costruisca sopra AC il quadrato AGMI e si prends
per gidtdroi il quadrato che ha - per-lato DG+ AD, -

[ triangoli rettangoli ADC, AETI, IFM, MGC, son tutti
eguali fra luro. : -

La dimostraziove 'si fa ‘uel modo seguente: Si trasporti
ABC in ILM; il triangolo MCG si faemia scorrere col lato
UG lungo da GD fincht venga:in (LNB ; # triangole THA si
trasporti in LPB e infine il triangolo ADB, scorrendo col lato
AD sulla DE, si trasporti in HQP. L’ares che rimane sco-
perta si compone del quadrato TLPMI, che & 1l quadrato co-
struito suella AB: del rettangolo QPBD, che & quello co-
‘slroito sopra rette egnali a BC e BD; del reltangolo LMGN,
che ha il lato ML eguale a.CB e il Jato MG =CD, e quindi
51 compone del quadrato della CB e -del rettangolo delle
due rette CB e B[}: il yeorema adunque dimostrato,

Trorrya 1V,

1l guadrato costruito sopra .un lato di un triangolo,
opposto ad un angolo acyto, ¢ uguale alla svmma dei
quadrati costruiti sopra gli altri due lati, diminwita di
due voite il rettangolo che ha per lati uno di questi ultimi
lati e la proiezione -delgfr;itru_';;a di esso. (Fig, ),

Sia ABC il triangolo dato e AQ la proiezione di AGC
sopra AB; si tratta di dimostrare che il quadralo costroito
sulla CB uguale alla somma dei quadrati di AB e di AC,
diminuita di 2 volie il rettangolo di AB ed AQ. Per 'osser-
vazione fatta al n. 2 dimostreremo invece che il 1° qua-
drato aumentato dei due reitangoli, ¢ vguale alla somma
degli altri due quadrati, '

Le figure che formano la 1° parte dell’eguaglianza si di-
spongano nel mado seguente: si costruisca su CB il qua-
flralu CBDR ; su AR il rettangolo ABFG, col lato BF = AQ,
inline si facein jp LEDP wvn altro rettangolo eguale ul pre-
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cedente esscndo LP=AB, LE=AQ. Si riconosce facilmente
che la figarh RDPN & uguale a DBFE, il triangolo BFE = AQC
e il triangole DBE = BCA-

Per dimostrare il teorema si-cambianoe le fignre .oel modo
segueunle :

Si porta il triangolo FEB in GHA ; ABC in HEI ; EDB n
IRC; e il quadrilatero PDRAN in LEIM. L.’Area che rimane
scoperta si compone dei due quadrati AHIC e IMNR, cle

sono appunto costruiti respettivamente sui lati AC ¢ RI =AB
del triangolo dato.

TEorgma V.

La somma dei quadrati costruiti sopra due lati di un
triangolo, é uguale al doppio guadrato costruifo sulla metd
del terzo lato , aumentato del doppio quadrato costruito
stlle mediana relativa a questo lato (Fig. o).

Sia ABC il trinngdlu dato, ¢ BP la sna medi'ﬁim; vO-
gliamo dimoslrare che

AB* + DBC* =2AP* + 2B

Si prenda il triangolo DBE, eguale al triaugolo ABT, os-
sia eguale alla meta del parallelogrammo ABCT, e s1 ponga
in modo che i swvoi lati DB e BE risulline rispetlivamente
perpendicolari ad AB, e BC; si compiano i quadral ABDL
ed EBCM; si prenda il triangolo LD = APB e il triangolo
EHM = CPD e inline si compia il parallelogrammo FGHE. )
facile dimosirare che FB & perpendicolare ad AC; MIH e LI
a DE; ID ¢ EH ad FB.

Assuminmo come qoadro la figora irvegolave ACMHGFDILA
della quale D'area scoperta sia rappresentata dai duve qua-
drati ABDL e BCME ; dimost#remo clie la somma di quesli
due qoadrati & equivalente al doppio quadrato di BP an-
mentato del doppio quadrato di AP. Si porti DBF in LAQ;
BEF in CSM; LID in AUB; EFGH in RIDF; EMH i F5G
e finalmente tutta la figura AUBC in QRFS.
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L‘ﬂ;m.,f%,‘ﬁi'p_mne scoperla ¢ composta dei due quadrati
- QRIL e SGHAM il cui lato & uguale alla mediana, & del ret-
tangolo QSCA i cui Iati sono AC e la meta di AC, e che
quindi equivale al doppio quadrato di AC. Il teorema resta
in tal modo dimostrato.

Teorgma VI.

In un triangolo qualunque il guadrato della mediana
che parte dal vertice di un angolo acuto é equivalente al
quadrato della mete del lato su cui cade.la mediana, pii
i rettangolo costruito sopra uno dei rimanenti lati e sulla
proiezione dell'aliro su di esso (Fig. 7).

Sia ABC il wriangolo dato; AD la spa mediana e NB
(parallela ad AC) eguale alla proiezione di AB sopra AC.
Voglio dimostrare che AD*= BD= + AC. NB.

St prendano quattro figure, eguali al trapezio ACBN, e
st dispongano in ACBN; OBEP; HEFI, LFCM, in modo che
BCFE resulti un quadrato (equivalente a 4 volte il quadrato
fatto sulla BD). Si prolunghino i lati AN, OP, HI, LM dei
quatiro trapez1: ¢ facile dimostrare che la figura che si ot- -
tiene TQRS & un quadrato, e che NBOT, PEHQ, IFLR, e
MCAS sono 4 rettangoli eguali, costruiti sopra lati eguali
ad AC e BN. Abbiamo dunque che I'area del quadrato TQRS
diminuita dei 4 trapezi, & equivalenle a 4 volte 'area scritta
nel 27 membro clr:ll'f:guaglianza che vogliamo dimostrare; il
téorema sara quindi dimostrato quande avremo fatto vedere
che quest’area ¥ equivalente al quadruplo quadrate di AD o
anche equivalente al quadrato costraito su di una retta dop-
pia di AD.

Si porii la figura ACBN in SMWJ; la MLFC in UXHZ;
la EBJF in WXVM e finaimente la BEPO in ZHQY: l’area
che rimanpe Scaperla ¢ composla dei due quadrati VRUX e
JXYT, la cui somma, pel teorema di Pitagora, ¢ uguale al ]
']“‘5"‘]1’“1‘:Il di §X, e per conseguenza a 4 volle il quadrato Al




e AR =

di SK che & appunte un segmento di lunghezza doppia
della mediana percht diagonale del parallelogrammo SWXM,
Se la mediana si conduce pel vertice di un angolo ot-
tuso il teorema si enuncia nel modo seguente:
In un triangolo qualunque il quadrato della mediana che
parte dal vertice di un angolo oltnso & uguale al quadrato
della meta del lato su cni cade la mediana, diminuito del

retlangolo costruito sopra uno dei rimanenti lati e sunlla pro-
1ezione dell'altro su di esso.

DUE TEOREMI
SULL ESTRAZIONE DI RADICE

1.

NVell estrazione della radice n.* da un numero appros-
simato, il numero delle cifre della cui parte intera non
sia un multiplo dell'indice n, si pud contare su tante cifre
esatte nella radice quante ne ha il radicando. Se poi il
numero delle cifre del radicando & multiplo di n, si pud
contare parimenti sopra tante cifre esatte quante ne ha
il radicando se lultimo gruppo di n cifre a sinistra co-

10 \ =
stituisce wun numero maggiore di :.:)
V n
Sia N il numere approssimato dato ed = l'errore asso-
luto del numero. Consideriamo dapprima il caso in cui «
¢ in difetto e diciamo ¢ l'errore corrispondente nella radice
n*'® di N. Possiamo stabilire , per ipotesi, I'eguaglianza
seguentle: B
N +a=(VN+e",
da cui

x> nV N+~ £

0ssia
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a:
E < .
np N

Si faccia - -
N> G. 0™,

dove G & #l primo genppo di cifre a sinistra ed m @ il no-
mero dei gruppi successivi di # cifre ctascuno ‘e contati nelda
parie''intera.

‘1 Abhtamo | 3 !
s N < ¢/G. 10"
e quindi
b o & «
( } : HVGH.'_:. ID"-"

Se il gruppo G ba up nomero di cifre eguale ad n - £,

polremo scrivere

G > o~
¢, sostiluendo nella (i), avremo
w a
(3) o E"'::,"_p/!ﬁfh_'k—luh'_]] fh‘r.ll--m'

Ma ora si trova che

ﬂv"iﬂln—!—l.lll-llp_lug—rﬁ—!; [per A‘Zl]
infathi questa disuguaglianza & conseguenza della
n* >yt ——1
la quale t sempre vera per A2 1. *) Pertanto, sostituendo
nella (2), possiamo serivere, a fortiori,

') B evidente che basta provare la diseguaglianza
o > 1072 (a)
la quale si verifica subito per n =2, = 3, = 4.
31’:! dalla : il '
A+ = Lg. 0"+ ....) (n+ 1)

(R 1)%+F12 (2n f 2™,
¢ in conseguenza, per n = &
(1 4 )72 > 40 p"
Percio, ammessa Ia (3) per un valore di » ~ 4 sard a fortiori
(- 1)1 > g

cioe la (a) dovra essepn verificala da quel valore di # aumentato di 1.

&t ricava




- Ny =

a
() ‘ <:u137-]_'-l_lln—ll-d

e, supponende 1 <a<1, vale dire supponendo che V'eyrore

di N affetti soltanto la cifra del decimi, 81 olliene

i
£§ £ —

’u-:n+tlln.—u—-k ’

la quale ci mostra che si potra conlare nella radice fino ad
(m +1) (mn — 1)=& cifre decimali esalle, oltre ad m + 1 cifre,
che si trovano nella suva parte intera, cosiccht ayremo in
totale (m + 1)n — & cifre sicure, precisamente taante quante
ne ha il pumero proposte.

i i

Quando « divenla minore di —, di —, in generale di

i ] E - L3 L2 w -
— , ossia, in altri termini, quando l'errore di N si porta

{1
sul centesimi, sui millesimi, in generale sulla cifra decimale

di (p+1)®™ ordine verso destra, evidenlemente, per la for-
mola (2), anche il valore di ¢ diminuisce con « e si tras-
porta verso destra di wno, di due, in generale di p posti.
Cost si dica mel caso in cui « aumenta,

Nel caso in cui & & eguale a zero, supponendo

()

&
i“lm+l Ma4=1!

risulta dalla (1)

8 &

che dimostra la seconda parte del teorema quando il radi-
cando sia approssitmato per difeflo.

Supponiamo ora che il numero N sia approssimato per
eccesso ¢ indichiamo con m 1l numero delle sue cifre esatte.
Allora sostituendo con altreltanti zeri le cifre che seguono
queste cominciando dalla (m + 1)*=2, olterremo evidenlemente
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un nomero N' approssimato per difetto ¢ che ha, come il
primo, m cifre esatte. Pertanto estracndo la radice n*™ di
N' siamo condotti al case precedente ed il teorema resta
dimostralo in via generale.

ConouLario 12 — La radice quadrata di un numero ap-
prossimato ha tante cifre esatte guante ne ha il radicando
quando il numero delle cifre della parte intera del radi-
cando ¢ dispari, ed anche quando, essendo questo numero
part, le prime due cifre a sinistra costituiscano un nu-
MEro superiore a 23,

Corovuamo 2° - Nell'estrazione di radice cubica da un
numero approssimato si pud contare nella radice su tante
cifre esatte quante ne ha il radicando quando il numero
delle cifre della parte intera non & un multiplo di 3, ed
anche quando, essendo questo numero un multiplo di 3, le
prime tre cifre a sinistra costituiscono un numero supe-
riore'a "193. -

- e T I_L

Se nell estrazione di radice n**™, a meno di uno, di
un numero dato si divide il resto, a cui si & pervenuti
calcolando tante cifre della radice guanto ne ha Iindice
oltre alla metd, pit una, delle rimanenti, per n volte la
potenzd (n— )" del numero formato scrivendo accanto
alle cifre gid trovate tanti zeri, quante sono guelle che
mancano, st ottiene un quoziente, le cui cifre sono quelle
della radice, che si cercano.

Sia N il radicando dato, g il numero delle cifre dell'in-
dice n, e supponiamo in primo Inogo che la radice a meno
di una unita abbia 2p + g + 1 cifre. Sia r il numero che si
otterrebbe sostituendo tanti zeri alle ultime p cifre della
radice, ed x la parte razionale od irrrazionale, che bi-
sogna aggiungere ad r per avere esattamente la radice nti
di N. Si ha per ipolesi
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N=(r+axr
e, pel teorema del binomio,

N=r“+nr"‘".x'+n' :I; ) rt— .

Ma N-p esprime il resto dell’ operazione quando si

sono ottenute le prime p + g + 1 cifre della radice, percto
chiamandolo R si ha dalla precedente eguaglianza

R

nr*—*

= - Q_,
dove si & posto:

n—4 x* (n—-1)(n-2) 2
Q:—— — .
® .r 2.3 r

Ora, se si vuole che r + a sia, a meno di npa unita, la
radice n**=* di N, & necessario e sufficiente che x sia, & meno

di una ﬁ[:ilfﬁ:,' 'il @nz‘.ieﬂl@é mtero della divisione == ch.é
quindi si dimostri essere Q<.

Pertanto abbiamo, per ipotesi, che

r2 0P, p3 2 40
di guisa che
(R—1) 2 (107 — )10

r ot <1
d'onde si ricava
(n—1)x* |
=
op 8
Inoltre abbiamo, a fortiori,
W (m-g)x 1.
{ o
ar 3

e quindi, wmoltiplicando membro a membro le due ultime
ineguaglianze,



Nello slesso modo si trova
n—1)(n -9 (n —23) 2
— <

2.3.4% 3.4
ed in generale
fr=1)n-29... (n—=3 f:{ !
2.3....(+1) r ifi +1)

di maniera che si oltiene

0L : -+ k - L x - :
1.2 2.3 3.4 " (a-1)n

!Ialg snmﬁa che sta al secondo membro & uguale a 1 — 2 5

n
qumffaﬂlm-qcu e cio6 dimostra il Leorema.
¢ "Mel caso in :cai la radice in questione abbia 2 +g
cifre e s¢ ne calcolino coi metodi ordivari le prime p + ¢ +4,
il teoreéma evidenlemente resta verificato a piu forte ragione.
Osservazione. — Sovenle non basla, nel rismltato di una
operazione, che si si4 determinato il valore com un 'errore
minore dell'nnita dell’'ultima cifra, ma & necessario inoltre
che {uesto errore sia per difetto. A tal nopo, nel caso nostro,
converra calcolare nella radice una cifra in pid, quindi sop-
primerla senza alterare la precedente.

A. Bassax.

— e i | S —

QUISTIONE PROPOSTA

Fra totl i tetraedr) nei quali 1 sagmenﬁ che nniscono 1
punti di mezzo delle coppie di leti opposti sono eguali fra
loro e ad um segmento dato, trovare quello di massimo

volume,
D. Bgsso.
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ESERCIZI PER LA SCUOLA
- ARITMETICA

Metodi abbreviati di calcolo niemerico (%).

{. Si ottiene il prodotlo di un numero per 11, scrivendo al
disotto della cifra delle unitd la cifra stessa, al disotto
della cifia delle decine le nnita semplici risultanti dalla
somma di questa cifra e di quella delle nnita, al disotto
della cifra delle centinaia le upila semplici oltenute ad-
dizionando ¢nesta eilra con guella delle decine e col ri-
porto (se c'?) della somma precedenie e cosi via. 1 ul-
tima cifra del prodotto, a sinistra, & costituila poi dal-
I'ultima del moltiplicando aumentata, se pure & il caso,
del riporto proveniente dalla somma precedente.

2. 1l prodotte di un numero per 12, 13, 14 .... 18, 19 s'ol-
tiene immedialamente moltiplicando ciascuna cifra del
moltiplicando per quella delle unita del moltiplicatore e
ageiungendo a questo prodotto la cifra che trovasi alla
sna destra e il riporto.

3. 1l prodotio di an nomero per 21, 31, 41, ..e... 81, 91 5 ot-
‘tiene seuz'altro moltiplicando per uno la cifra delle unita,
del. prodotto, quindi successivamente ciascuna cifra del
moltiplicando per quella delle decine del moltiplicatore
e aggiungendo ogni volta al prodotio la cifra di sinistra
e il riporto.

4. 11 prodotte di on numero per t14 ha per unitd Ja cifra
delle vnith del moltiplicando, per decine la somma della
cifra delle decine e delle unila, per centinaia, la somma
delle cifre delle centinaia, decine ed unita e il riporio
della somma precedente, per migliaia la somma delle
migliaia, centinaia e decing del moltiplicando pit il ri-
porto e cosi di seguito (*%).

{*) Le semplificazioni di calcolo qui esposic hanno un’importanza leorica
affalto secondaria, ma invece un certo interesse pratico essendoche, tullo cid
che vale ad_abbreviare il conleggio . ne diminuisce la nola, accresee I'ntten-
zione dell'operatore e in pari lempo la probabilita dell’esattezza. Sollo que-
sto punto di vista le consideri adonque il lettore. _ _

(**) Una regoia anuloga permelle di comporre immedialamente il pro-
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';:J *'.,:!” di on - numero' per 2\, 83, ...; 90 oppure =22,

s, #1 - B generale Per un numero composto di cifre

AR AR A

: |

Foa o end i . . &
g?%gﬁ**}f;tﬁ? pué otlenmersi a norma degli esercizi 1 ¢ 4, rad-
'Iljil!":ﬁﬂ.' 1'.'--51' ;Elf}', ..,.'1-__ ' .' - . a

SRR AT Vsl .;;fﬁ,ﬂpppllandn, triplicando ece, ciascuna somma che conduce

: 15+
i R Lf'.lF.\ :’I W -'..\t.-f_:' >
17 =R r_":" -:-."'."i " _.,1".-': .}:

L Bl "--"". s '

@ trovare le eifre del prodotto prima d'aver aggiunto il

1 | l;ﬁcﬂ El{] ESEIII])in 1 caleoli necessari Per otlenere il pro-
dotto di 56892 per 3z3:

ANy
x
I '

4 28=05 o42=m, 1,3=33; 84 0+ 3= 40
SEE .
; ‘ ,.iﬂ-3= 57, 5?+ 3 = ﬂﬂ; ﬂ -+ B = g:m, 23_3 — 0.91

vy 69 + 6= 175 ; 5+6+8=19, 140.3=s57, 87 + 7 = g4 ;

§+06=11, 11.3=33, B+6=30; 53=15 45+3=18

Paicuil
ka2 56802338 = 18945036 (*),

ﬂ.iﬁn"r’lﬁfodutin di un numersy per un altro formato da lutie
cifré 9 pud ottenersi serivendo alla destra (el moltipli-
~cando tanti zerj quante sono le cifre 9 del moltiplica-
tore e sotiraendo dal numero cos) oltenuto il moltipli-
cando stessp,
7. Per moltiplicare yn fumere per un altro formato da una
cifra Eigui'ﬁcativu, diversa da o, seguila da intti 9, hasa
moltiplicarlo per la cifra significativa aumentata dj una

unita , serivere alla destra del prodoito ottenuto tanti
Zert quanti sono j g Jel moltiplicatore, quindi sottrarre

cezion fatta da quella delle unita, basta scrivere alla de-
slra dEl‘mD.Itipliunuc]u lanli  zeri quante sono e cifve
del moltiplicatgre o togliere dal numero ottenuto il pro-

dotlo anche quande il moltiplicatore sia
merg costituito da tule cifro 1.

o I:ul Ya da sé che tutte queste operazioni semplici possono venir fatle a

14, 11114, in gencrale un nu-
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dotto del moltiplicande per |’ ecoesso d; 10 sulla cifigy
~delle unita,

J. Chiamando a uno qualunque dei nomer; contemplati nelle
regole 4, 2, 3, 4¢3, il prodotto d'nn numero qualunque
per un altro ehe sia la differenza frp un numero {op.
malo da nna cifra significaliva seguita da zeri ed a, puo
oOttenersi moltiplicando il moltiplicando per Ja eifra si
gnificativa e alla destra del prodotio scrivendo lanli zeri
quanti ne ha il minuendo della differenza considerata,
linalmente togliendo dal numern cosi ollenuto il prodotio
del moltiplicando per a.

Ed es: essendo 98067 = 60000 — 23, per moltiplicare per
50067 bastery moltiplicare il moltiplicando per 6, alla destra
del prodotto scrivere quatlro zeri, quindi applicando la ro.

10. 1l prodotto per un numero d; due o pit cifre, decom-
pounibile in fattori d'una cifra sola o in fattori della na.-
tura di quelli considerati nelle regole 1, 2, 3, 4, 3, puo
ottenerst moltiplicando il moltiplicando per il primo di
questi fattori, jl prodotio ottennto per il secondo e cos!

via fino all’ultimo.

Ad es. dovendo moltiplicare per 72 si moltiplichi prima
per 8, quindi il prodotto per 9; dovendo moltiplicare per
781 = 7§.11, Si moltiplichi prima per 71, pot il prodotto per i1.

11, Quando il moltiplicatore & decomponibile in grappi dei
quall uno ¢ un numero d"ung sola cifra o uno dei nn-
meri degli es. 1, 2, 3, 4, 5 ¢ ; gruppl rimanentl sono
multipli di esso secondo un numero d'una sola cilra od
uno dei numeri degli stessi esercizi Iy 2, 8, 4, 5, per
oltenere i prodotlo, si pud moltiplicare il moltiplicando
per il primo gruppe c il prodotto ottenuto per quei
numert secondo i quali i rimanpentj gruppi son multipli
di questo, scrivendo ogni volta i prodotti  parziali jy
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-.'. |:-;-{:} '. :- fir . " a . . . .
i 2 'motle ¢he ka prima cifra di ciascuno cada sotto la prima

.ﬂ:g“rﬁf}*a di quel gruppo moltiplicatore che ha servito a
"\"produrle, finalmeate eseguendo Yaddizione come wellor-

dioaria moltiplicazione (%)

Ad es. sia da moltiplicare 3137450864 per 3572840154, Si
osservi che il moltiplicatore pud essere decomposto nei quattro
i groppi (35), (7), (28), (40), (r5%) pel quali si ha: 35=17.5,
08 =174, 49=7.7, 15§ =7.92. Dopo cio I'operazione pud es-
e sere eseguila come appresso: |

'i!'?lﬁﬂﬂﬁl
35 7 (2 8) (4 9) 1 5 4)

—

1 B 9 2 2 1 90 4 38
1 0 9 4 6 10 95 2 1 9
5% 87356 8:876 192
e 1 5 3 2 45 5 3 3 8 3 ¢
4-8 1 0 2 8 3 4 9 p 3 &
- =

191739423 209326123 353505 ¢

11, Per moltiplicare vn nomero per 25 o 125 si scrivano

¥ 20 3 zeri alla sua destra poi si divida il numero risul-
tante per 2 od s.
_J 42. 11 prodotto di due numeri di due sole cifre ciascuno ha

per unila il prodotto della cifie delle wnita de; faltori,
1er decine la somma dei prodolli delle decine di ciascun
fattere per la cifra delle unita dell’altro pitt il riporto
© per centinala il prodotio delle cifre delle decine dej
due fattor] pit il riporto. (*%)
13. 1l prodoito di due pumeri che differiscono I'uno in pit,
—_— _

(*) La regola si estends anche al caso in coi aleuni dei grappi siano
wmullipli di ono dej rimanenti e alcuni altri multipli di un altro dei restanli.

Non & necessario che tutte le cifre del moltiplicatore concorrano a formare
tali groppi.

(**) Nel Traliato d'aritmetica sl Bertrand a p. 35 & esposic un meto-
‘@0 generale dj moltiplicazione abbreviata 'di cui queslo & un caso parlicolare.
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Faltro in meno dallo stesso numero formato da ung cifra
significativa seguila da zeri, pud ottenersi facendo il
quadrato del pumero da cui differiscono e togliendo da
questo 1l quadrato dell'eccesso di dette numero sul mi-

nore dei fattori dati.
Ad es: 573. 827 =600 — 27° = 360000 — 720 — 359271 (™)

Il quadrato di un nomero qualugue si pud oltenere, ad-
dizionando il doppio del prodetlo di ciascuna cifra per il
numero formato dalle seguenti con la somma dei gquadrati
di tatie le cifre, prestando attenzione nell'operare sulle
singole cifre di considerarle seguite da tanti zeri quanle
sono le cilre che le seguono nel dato numero.

I calcoli mentali da effettnare e la disposizione da dare

all'operazioue per compoire il quadrato di sgeers, seguono
gul appresso :

doppi prodotti (7.0=63, 63.2= %26 ;

delle unith dei )2.0=18, 2.18=86, 2.7=14, 14.2=98, 24-+3=31 ;
diversi ordini 0.0=54 ; 2.54=408 ; 8.7=42, 42.2=84, B4+10
prese due a due =94, 6.2=12, 12.2=24, 24+0=33 ; ecc.

Gelle singole wni: | (64) (09) (36) (04) (49) (1)

8 8627 9=

1 360
o 1 6
4 3 4 B
B T 067 4
5 80 4 6 4
0409 380440281

=02 902832b6bsB i
2

o

15. Il quoziente della divisione d'un numero per 125 pud

ottenersi moltiplicande il dividendo per s e sopprimendo
le tre ultime cifre del prodotto. Il yesto poi risulta

(*) Il quadrato di27 pubd ottenersi senxza operazioni ausiliarie applicando

la regola dell'es.o §2.
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L v dalla divisione (sempre esatta) per 8 del pumero trascu-
| rato (®).

16. Qua:ido il divisore & un numero dt!cnmpunihile nei fat-
tori 2,3, . .. 0, 10, 41, 12 per trovare il gquoziente si
dividera il dividendo pel primo fattore del divisore (scel-
asi il minore), il primo quoziente ottenuto pel secondo
attore (& bene scegliere il minore dei rimanenti), il
uovo guoziente pel terzo fatlore e cos) di seguito, Per
vere pol il resto si formera la somma de prodotti di
¢lascun resto per tutti i divisori precedenti. et

A. LuveLl.

_—-Wm_

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA (3) PROPOSTO A Pac. 99

(3) Se _iﬁ-ﬂdﬁpia di punti A,A,, B.B., C.C, sono situate
rispettivamente sulle tre rette BC, CA, AR , cos! che le
rette| AA,, BB,, CC, concorrane in uno stesso punio , e
che anche le rette AA,, BB,, CC, concorrano in uno stesso
punta, e s'indichino rispettivamente con a, B, v i punti
di incontro di AA, con BC,, di BB, con C,A, e di CC,
con A,B,, le tre rette A,z, BB, C,y concorreranno pure
e unp stesso punio. (D, Resso),

Dimostrazione del prof. G. Riboni. (**#)

S¢ si indicano con a, Bis 7, 1 punti di incontro ris-

pettivi di AA, con B,C,, di BB, con C.A, e di CC, con A.B.,

(*) |Bara utile inollre che gli alonni siano 1straiti a trovare immediatamente
(a mentd) il quoziente dolla divisione d'on namero qualsiasi per 44, (2 ¢ 25, i

che 8i gonsegnird facilmente quando I' insegnante abbia cura di far loro im-
parare

memoria 1 mullipli semplici di questi numeri.

(**) L" applicazione di questa regala & specialmente utile nel calcolo dei
minneri complessi,

("""} Una dimostrazione simile n questa venne inviala dal Sig. Capitano
1. Bey
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sono evidenti le seguenti eguaglianze di rapporti anar-
monici

AS  AB, 8,4
Cﬁ C.B, " AB,
Cax  Cua, BA, ~BA,
B.a B, =EA_, " GA,
B.y B.y. AC, : AC,
ﬁ:]" - A:Tt BC: BC:

Atﬁ C.a Bu}' CBI ]LA,' ) AEI
CB Bz Ay AB, CA, BC,
A B, Gz, B.7, CB, BA, AC,

— - ———— - —

C,ﬁ,- Bz, Ay, AB, CA, BC,

Ma, pel teorema di Ceva, i prodotti che slanno al se-
condo membro sono entrambi eguali a — 1, ed & pure eguale
a —1 il prodotto

:p: G:“l B:?’j ;
Ciﬁl Bz, A:?':

percio si ayra l'egnaglianza

A Ci,e B,y
C.f B Ay

=-—-;|’

la quale proya il teorema proposto.

Analogamente si dimostrerebbe che, indicando con a, b, ¢
rispettivamente i punti d’incontro di AA, con B .C, , di BB,
con C.A, e di CC, con A 1By, le rette Aa, Bb, C,c con-
corrono in uno stesso punto,
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- DIMOSTRAZIONE ELEMENTARE |

D'UN TEOREMA SUL CENTRO DI GRAVIT
(% IYUN ARCO DI CIRCOLO

1. La somma
cosP + cosaP + cossp + ...+ cos(re - 1)p

LIIs

¢ egoale a

dyoe  asend

Infatti, ghiamﬂﬁ"]ﬁlg S, si ha
lSliﬂM ﬁqﬂﬂﬂl 1B+2coszfisenzf + ... + acos(n—1)Bsen3p

 m{gen2B-seniP)+(sengf-senif) + .... + (sen(m-3)B—senyf)

ossia |
| sen{e + 3)8 |
BT ke 0 i L s= Eﬂﬂﬂ!ﬂ = 9
5 TSRO .

TRHCN .fi-iSﬁ*-f'Fﬁ'C tun arco di cireofo di raggio R e céntro O &
R T U TR § ‘su0')punte di mezzo. Si suppenga Inscrilta io
"qut'nrm una spezzala di 2n lati fra loro eguali: sieno
€€y Chun...Coy, A1 vertici di essa situati sull’ arco
CAyte-D, D,, Dyyrese Doy, A le lore proiezioni sul rag-
“" gio OA. Il centro di gravita della spezzata sara un punto G
Sﬁ.mggiu J0A, e, indicando con gp il perimetre della spez-

zala, s1 avra

.00y JOD + 00, Q00 & 0D,_, + 0A
n b P 9

ossia, indicando con @ il rapporto dell'arco AC al raggio
R
0G =E (1 -+ cosa) + — [cﬂsE + cOs2~ +ures+ CO8S(R2 — l]ti]-
' 2n Ti T n i

In forza del lomma rammentato a principio questa for-
mola diviene

a
sen(n + 3)—

ey e T,
o b AT e et

R R n g

0G = = (1 + cosa) ~ i — g
27 n @ 2 'i

2560 —— &

ﬂ .'-1.‘
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08814
a
R B en * a
on a a 2n
sem —
p

. a
¢ rammentando che il rapporto —— tende ad 1 quando «

tende a zero. S1 avra

R corda CB X raggio

lim0G = - = .
1 - sena ——CAR

). Bgsso.

e e e e
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Genetische Stereometrie von D. Kanu Heinzz, weiland Prof.
in Cothen, bearbeitet von Frani Lucke , Gymmtsiai-
lehrer in Zerbst (p. X e 194, con 12 1av. litogr.) Leipzig,
Teobner, 1886.

Nei trattati elementari di Geometria solida si soglionu
esporre 1 metodi per determinare i volomi dei prismi e delle
piramidi, dei coni e dei cilindri, dei tronchi di com e ci-
lindri a basi parallele e di alcane porzieni di sfera. Haunovi
perd molti altri solidi di eni b interessanie econoscere la
cubatura, sia perche hanno un’ importanza individnale tee-
rica, sia perché s’ incontrano in alcune applipnzinni pratiche
della geomelna (architettura, tagliv delle pietre, eristallo-
grafia, ecc.) i una esiesa classe di tali sulidi, s1 occupa il
trattato (di stereometria in 8enso siretto) il eutl tilolo sta
scritlo in testa di questo articolo. Di esso vogliamo render
conlo n guesto Periodico, affincht pin facilmenie vengu CO-
nosciulo dagli insegnanti delle nostre scuole secondarie in
genere e da quelli dei nostri Mtituti tecnici in ispecie: a
caccomandarlo alla loro benevola altenzione bastera il fatto
che al concelto suo fondamentale applaudirono gli scien-
ziati tedeschi, anche prima di vederlo attmato. (1)

(1) Senza pretendere di indicare complelamente i lavori che prepararcnp
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;.r-_,;'_:*‘:':_:'.P_J":._.‘atudiali dal.. Sig. Heinze sono generati pel ge.
guente mo

modo. Date in due piani paralleli 7, s due linee
Ehmﬂe[(g_ﬁjj, e o p,qligﬂn_n]i} l, L., st stabilisca fra 1 loro punti
una cdﬁ*ij;{mdenm univoea e si congiungano due punti cor-
rispondenti qualunque com una curys 7 di specie assegnata;
8¢ tulte queste curye (generalricl) si succedono con conti-
nuita, esse limitano, assieme alle porzioni di piano (hasi) li-
mitate dalle curye L 1,, uno dei solidi Ja studiare. [ yo—
Inmi V dei pit notevoli fra questi corpi sj possono  espri-
mere: con una formola unica; chiamando, Clok, s, e s, le aree
delle basi e 5 I'area dolla sczione latta nel solido dal plano
hisettore dello strato ™ % € h lo spessore di questo
strato, si ha

V=214 (s, + 485 + 5.),

Supposto: 4% che le generatrici siano rettilinee; 2° che Je
curve /, /, siano ellissi simili cen gli assj paralleli e con i
centrl su una perpendicolare a n, e le generatrici siano co-
miehe: con wn vertice comane. ') latto che questa formola
iSeama’ q eseguire ‘metodicamente la cubatura d: molti so-
lidyy & una delln ragioni del nome’ « Stereomelria genetica »
dato dall'A. alls sua opera. Essa formola dimostrg che, date
le-.ourve Ly dy il calcolo di V & ridotto a quoelle di s,

Variando le linee I e ly, la legge di corrispondenza
univoca fra i loyp punti e le curve generatrici s; ollerranno
infinitj 'solidi; o studio di  esa; & facilitdto da upa oppor-
tuna - classificaziope proposta dall’A.: crediamo necessarig in-
dicarla; qui sommariamente Per porre 'in grado il lettore i
giudicare del pumero € della varieta d; corpi stndiati nel
libro che analizziamo, (y)

—— —

Fopera di eni ¢j Otcupiamo o aluturono gli sutori nelja compilazione di essq,
mlert_u QUi aleuni sepjiy che hanno con certe arti di questa un' attinenzy
Strellissima ¢ la cui Jeiturs intercsserd chi vug?ia approfondirsi in questo
genere i stuodii -
Steiner. — Giornyle g; Crelle, Vol. XXIIT (1842),
l’a_:;ppu. — Ein never | ehrsats der Slereometrie (Essen 1843).
Li ﬂliﬂ*ﬂ:!é”—- Inhaltsbernﬂhnnng der Korper mach giner einzigen For-
mel. :
Bellavilis. — Lezion; di geomelrip deserittivg (Padova 1851) p. 443
E. F. August. — Giornale di Crelle, Vo, XXXXV (1853); of
A Giornalo di Borchardt, Vo). LX (1862),
Witistein. — Das Prismatoid {Hannoyer 1860),
» Archivio di Grunert. Parte XX XIX.
(1] Le numergse 4 belle figure litografate che accompagnano il iesio, per-
mettono al lettore g immoginare, senza troppo grayi dﬁncuua, anche | so
lidi di definizione Pl complicata; sicehé non condividiamo I'opimione del
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A) Solidi a generatrici rettilinee. . -

L. Solidi. a basi poligonali. F b s

t. Le due basi sono eguali ‘e -hanno i lati omologht pa-
ralleli (Prisma).

2. Le due basi sono simili e hanno ;i lati omaologhi pa-
ralleli (Tronco di piramide), '

3. Le due basi sono equiangole e hanno i lati omologhi
paralleli (Obelisco).

4. Le due basi sono qualunque.

5. Una delle due basi ridncesi a un segmento rettilipeo
(Cuneo). _

6. Una delle due basi riducesi a un punto (Piramide).

i Entrambe le basi souo segmenti rettilinei,

8. Entrambe le basi si riducono a punti.

Rignardo ai solidi di tale specie ¢ da notare che le loro
facce possono essere o triangoli o parallelogrammi o trapezii
oppure essere limitate dai lati di un quadrilatero gobbo. In
questultimo caso, la faccia stessa & il luogo delle posizioni
di un segmento rettilineo i cui estremi scorrono su duoe lati
di questo e che ¢ parallelo al plano =, (a.cni sono.paral-
leli ghi altri duoe lati del quadrilalero); quindi essa &.mna
porziope di paraboloide iperbolico limitata da quatiro, gene-
ratrici, due dell'un sistema e due dellaltro.

Il. Solidi a hase curvilinee.

Se in ognupa delle sottospecie testd gnumerate, si smp-
pone che il namero dei lati delle basi cresca indefinitamente
mentre 1 lati stessi indefinitamente diminuiscano, si otlerra
una sottospecie dei solidi a basi curvilinee.

Fra i corpi di cui cosi si riesce a determinare il volume,
noteremo il cilindro e il tropco di cilindro, il cono e il tronco
di couno, la tinozza (1), la campana (2), il tronco di iperbo-
loide a una falda di rotazione a basj parallele, ecc.

B. Solidi a generatrici curvilinee.
I. Solidi a basi curvilinee. » | ‘L
1. Le due basi sono ridotle a punti (Es. Sfera, ellissoide).

Sig. Lucke, il quale alferma essere i modelli conditio sine qua non per in-
segnare la Slereomelria di Heinge.

(1) Questa corrisponde all’ ipotesi che ¢, e [, siano dve ellissi ad assi
paralleli con i centri sy una perpendicolare ai loro piani e che I siano rette po-
ste in piani che passano per questa e la incontrano in punti eslerni allo
slrato =, m..

(2) In questo easo 2, & un cirenlo o un’elisse ¢ I, una retta ogni punto
della quale corrisponde a ung coppia di punii di l,.
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';@‘l‘{;—;_:’*_-_ & ridotta: -a wn- punto (Zona a npa buse di
% afars ,«di ‘ellissoide rotondo o di un iperboloide rotondo).

By e ie basi sono simili (Disco).

r " L '-‘,'l“'rflll A4 e due basi sono eguali.

e T T T poligonali.

T g Le  due basi sono ridotte a punti (Unghie sferiche e el-

.. lissordiche).

o i, Una base & ridolta a un punlo,

'_ " f 3, ‘Le' basi sono simili.

WIS Lol e basi sono eguali.

.'I ;:‘ -.- L9 A 'III'I;'. _.,‘_ & A
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%24« . I |risultati ottenuti studiando questi solidi, inseguano a
_,_r;rﬁ' ~ . troven i volumi di molti corpi, che men pussoOno venir com-

05 presi pella definizione generale prima riportata, ma che pos-

. “sopno decomporsi in parti seddisfacenti questa condizione. Ci-
S ‘teremo ‘come esempi 1 cruque corpi regolari (1) (di Platone),
A ‘¥ itred cicorpi semiregolari (3) {di Archimede), il toro, al-

7 sénine 'yolte; ecc. Aggiuugeremo che I'A. determina anche la
e Vatiperficie faterale o totale di molti fra i solidi che studia,

T bl wddsso molle Tormobe che ottiene entra un angolo atto a

J:“:}&}r . ndividuare la forma del solide, e che: egli in tali casi pon
FLrgRATRARAEE £ 3 . . . . . i

}f":-f- ItwanicH di stodiare che cosa accade al variare di qnut'angnlu.
et Queste indicazioni crediame safficienii a porgere un'idea

nbbastanza esatta del libro di cui trattiamo e non v'ha chi
non vegga che largo campe possa trovarvi un abile -inse-
- giante nello scegliere quali quistion: possa svolgere egli stesso,
quali possa proporre come esercizio 'ai discienti: onde non
81 ‘pud| che tributare larga lode a chi ided quest'opera e a
chi la condusse felicemente a termime. Ma chi credesse ]
trovaryi quel rigore di metodo e di esposizione che oggidi
4 mgwne si pretende in un libro didattico, dovrebbe ben
presto (riconoscere di essersi ingannalo. A persnadere il let-
tore della deficienza che da questo lato presenta il trattato
dell’ Heinze, basli citare due esempii,

Il primo, che & apche il pit grave, & offerto dalla pro-
posizione che sta a basc della Stereometria genelica. Essa &
ennncigta dall’'A. come segue (p. 2):

« Due solidi sono equivalenti (Enhaltsgleich) se le sezioni

.11 N qoesti | A, delermina, non solo il volitme, ma anche le soperfi-
Cie, | detic sfere imscrille o circoscritle e gli angoli diedri.
(2) (Queste possnno ollenersi con apportanr sfaldature dai corpi regolari

¢ banno |la_proprield comune di essere inscrittibili in una sfera di cui 1"A.
deferming in ogni caso il FREEI0; anche di essi I'A. trova la svperficie.




fatte 1n essi da due piani qualongue paralleli o equidistanti
da wn plano fisso sono équivalenti (glaich) ».

(Questa proposizione ¢ chiamata Postulato o Assioma (Grund-
satz) di Cavalieri e pero non viene dimosirata. Si sarebbe
tentati di considerarla come una deflinizione di cid ehe 8%n-
tende per solidi equivalenti; ma "antore aggiunge la segnenle
n splegazione n:

« Per readersi ragione di quesia proposizione s'imaginino
condolti tanti piani aventi la stessa giactlora del dato e vi-
cinissimi fra loro; allora i dve solidi saranno divisi in istrat;
cosi- sottili da poter venir considerati come limiti dj corpi ;
allora non si ha che da agginngere cose eguali a cose eguali »,
la quale dimostra che I'A. la considera come una vera pro-
posizione. Ora, si pud effeitivamente considerarla eome un
assioma o un postalato? e in caso negative le ultime parele
rporlale possono riguardarsi come una dimostrazione di essa?

L'altro esempio che voghame citare ci & fornito dalla
nota a pag. 64-5, in cdi I’A. si propone di dimostrare. la
eguaglianza (priva di sense) c0.0® =o0. Egli dice, percid, es-
Sere .0° = 00.0.0, rammenta che co.0 & egnale a una guan-
tita finita & e conmclude o00.0”=4.0=0. Non aggiungiamo al-
cun commeuto, ritenendolo superfluo.

Certamente un lettore provetto nelle dottrine .del caleolo
mfinitesimale, sapra, senza gran [atica, sostituire questi e
ltri ragionamenti e modi di esprimersi dell’A. con altri
esenti da qualsiasi obbiezione: ma altrettanto puo foise ri-
petersi per uno dei lettori ai quali sembra di preferenza de-
stinato il libro dell' Heinze ?

Concludiamo pertanto dicendo che 'opera di cui trattiamo
potra essere di ulilita grandissima per un maestro che ne
sappia usare con molta cautela (1) ¢ angarandoci che il Ma-
nuale di Stercomelria genelica promessoci dal Sig. Lucke sia
esente dai non hev: difetti che si potano nel libro che egli
ha ora publicato: solo in tal caso’ sara vivamente desidera-
bile la sua diffusione fra gli allievi delle nostre scuole.

Mantova, 28 Seltembre 1sss.
Givo Lonia,

(1) Comsigliamo lo studiv della bellissima memoria di Steiner: Ueher
einige slereomelrische Sitze (Gesammelte Werke, 1l Bd., p. 311—j20) che,
per la soslanza ba qualche punto di conlatlo con la Stlereometrin genclica,
ma che per la forma ne differisce complelamente.
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SOLUZIONI IN NUMERI INTERI
DI EQUAZIONI INDETERMINATE DI 4° GRADO

1.

1. Si sa che ognmi equazione a coefficienti razionali di
(7 grado a due incognite, che ammetta soluziopi in numeri
interi, pud ridursi alla forma

(1) a,x, +a,x, =k
OVe d,, a,y, kK sono numeri interi noti, e a,, a, sono inoltre
primi tra loro. Di pit possiamo supporre che 1 numen a,, a,
slano positivi, cheé, se non fossero, st ridurrebbero tali, can-
giando, secondo occorrera, x, in - x, x, in - .x,.
Applichiamo ai numeri a,, a, il processo della ricerca
del massimo comun divisore; se Gv3 Gas 5 - - §. SONO 1 quo-

zienll € a,, @3y .. a,,, 1 resti che si ottengono successi-
vamente, avremo

(2) Qo= @By ¥ Qzy Q=@ X+ A3g e 0 oy Apey =G, 0, + Ay,
ove, per essere a,, a, primi tra loro, &
(3) A, = 1,

Moltiplicando la (1) per @, e la prima delle (2) per %

e sottraendo, risulta
a, (a2, = k) +a, {a,x_ + g, k) = 0,

da cui s1 dednce che, essendo @, primo con a,, la quantita
1., + g,k & divisibile per a_ . Ponendo allora

A, + ¢,k =a x,,
on x, numero intero, la precedente eguaglianza diviene
ATy + ALy = K

Analogamente operando si perviene al seguente sistema
Veqnazioni

3
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5. a,x, +ax, =k
Ay, + 4,2, =k
() ( a3z, + a,oe3=k

L] [ | [] W ™ " - i

Bypr T+ Ay Xy y =
ywltima delle quali, quando si badi alla (3), & soddisfaita da
(5) Lpgx =0, a&, =2k.
Moltiplichiamo le (4) rispettivamente pei numeri inde-
germinati 1, 1,, 2,, . .., 1, e sommiamo; otlerremo
RN TC RN R N, SR TS Vo e

= (AgF A oot 1,.) K

$e determinitamoe le A in modo ohe sia

.: _".'.ﬂ'l'i- ha, =0, da, + dat3 =0, e Ay B T AR 20,
gisnltera in generale
aal,

ln - (_ ” |

"

Por questa, per la (3) e per la prima delle (5) i ricava
dulla (o)

! 1 - 1"
(7] ‘rn?‘ﬂok ‘_—""—4--'—-—*...'1'( l)f‘
ﬂﬂﬂl ﬂ'lﬂﬂ ﬂ,ﬂ; ﬂ.l!

Se .dﬂllﬂ (4) si esclude la prima e sulle rimaneusti si
ppera 10 modo analogo al precedente, si trova

i el |
(BJ ml =a.‘lk __i—- — '; e + ( l)n §
Q,a, da,a, a,.1

1 qt!ll risultato poteva anche ottenersi diretlamente col so-
siltuire nella (1) il valore dj X, piu sopra trovato.

8. Le (1), (8) ¢i danno una soluzione della (1); la so-
lusione g.enerale, per quello che si sa dall’analisi indeter—
mlnata di «° grado, sarh data dalle formule seguenti:
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A a2
[g) olly 1 8 @) "
| { )
It-ﬂl{k(ﬂ—la—"‘-ﬂ:as-l- + 2.1 )-—ﬂ r,

nngaﬁvn.
3. Se consideriamo ora la serie del numer: inleri

a, b: Poy oy Pay 0 0o Py,

OV€ Py, Pay «. .37y SO0 1 resti che si ottengono col di-
videre successivamente 2 per b, b per r,, r, per ry,...r._,
Per r,—;; € poniamo

i _ 1 1 t (— 1)®
(19) Eﬁ_ab br +r"1r, "'+r._,r."

[ '
-2
Infatti se a £b, allora r.=a e la seconda delle (il]‘ ¢
evidente; inoltre si ha

i i { | . . (— 1)

— — E o M ;) — - . ?
E ba or, br, rmr, Py

che combinata colla (10) ¢i da la prima delle (11). Se poi
a>b, allora il resto della divisione di 2 per a ¢ la stessa

b, epperd | ,

i i
il —hr S~

e anche in questo caso abbiamo le (11),
5, Per cib che precede avremo adungue




7 I - [ i
—— + —— e ——
a.a, ea au,
(13)
| )
e e
s Q.a, a.a,

precedenti, polranno

T = a, (1:2-—‘—-+5)

Q.a,

(14)

H
Ly = a, (){'E:I—E- — E}.

0y L ALY el L f
Rk .1_; T :lfn _';l:::i' j:I:'. : ',__._ . - .
BRI i La prima delle (13) ¢i fa vedere che le (14) soddisfano

*;;“r - “efféttivamente 1a (1); infatti sostituendo in questa ad x,, x,

g valori dati dalle (1), risulia per I"appunto la prima
o delle (13).

195 5. Sia ora nn'equar.ione di primo grado con un numero

= r-
]
"

b ‘qualunqgue d’incognite

}

|
&

¥

il gl i
'rl'- s AL
iy + T .Ik
[T r L T

i
L}
X ¥

(15) ﬂn'rn + au—l‘rl = Bpea'yg F ous + ﬂ.-'.l'.'n = ‘-l

nella quale i numer; Ky ayy a,,...a, sono interi. Inoltre at-
tribuendo i segni dei termini del prime membro alle ingo-
guite rispettive, potremo supporre che le 2 sieno tutte ' po-

i sitive; di pid, poiche possiamo dividere I'equazione pei fat-
tori di £ che sieno comunj » totte le @, potremo anche
& Supporre che nessun fattore di % sia comune a totle le a.
i E poi necessario, afinchy Uequazione (15) ammetta soluzioni
i N numeri interi, che nessun fattore diverso dall'unith sia
i comune a tutte le a, cht alirimenti il primo membro del-

U'equazione sarebbe divisibile per
Applichiamo ora gj numen a,, a,, a,, ..., a, il pro-

Cesso della ricerca del massimg comun divisore, che gia sap-

Piamo, per lipotesi faita, essere 'unity. A tale SCOpo sia

lali fattori e il secondo no.
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Jy il massimo comun divisore dj 0,; i

J, » » » 4. a4

d3 » - » d,, a3

e, » » D Gemay Bpeyy
sara poi

t il massimo comun divisore di 3,_,, a, .

Ponendo allora

au ! ﬂI]. I
-—— ﬂ o 3 - — ﬂ
3, 3,
3] a
-_,_l o | 6,1 ’ _! —t R'I
[1&] 2 a:
L L » " ’ i & & -
0 —a | ay .
- =d n—2" '_'."_I e ﬂln—l
al—l A—1]

il numero @', sard primo con a',, &', con a,, 3, con
» . -
v oo d ., con a',_, . Se per lanto pomamo in oltre

/
a i ‘rl—l *: ﬂln 'ru =jn-—l
f
ajl Xyey +0 /=i = ) —a
f
(’7) ﬂrs XLyag+ 0 Y T Ry U

{ /
ﬂu-l ‘r1+'ju—-1]1=}rl )

/
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ognuna di queste equazioni ammellera soluzioni in numeri

wleri,

Moltiplicando le (17) rispettivamente per d,, d,, Gyp o0e Opuss

¢ sommandole, otteniamo per le 1)

ﬂu—-: "Tl + nu-—l ‘r: i T R ﬂn "Tn = au—] _y'l b

che, combinata colla (15), ci da

@yXy + 8,y 7 =K.
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Anche questa equmione, per essere d,_,, a, primi tra loro, f

ammette soluzioni in numeri interi. Applichiamo allora a %
questa e alle (17) le formule (14); avremeo ey

2 4 el 1

_ 2 . _ 2

’:-I-:l. al—l ( E &H_-I a, -+ El)’ £ a2, ('k E a, aﬂ_l at) ‘

[ 8 i 'Eq

3 " _e) i

psy { """{T’EB’,_.&'._.* B ity 'za’._,ﬁ’._. ) EAL

-Tu-::ﬂl,f}’n-lz ‘E'E: - 81)1 'rn:ﬂlu (?'-—l 2 ﬂ'rlﬂl, 94:)!

]

ove le 6 sono numeri interi qualunque positivi 0 negativi.

Queste formule servono al nostro scopo, perchd dandoci
esse direttamente i valori di y, e x,, si potranno poi per
successive sostiluzioni calcolare le rimangnti y € quindi an-
che le rimanenti .
.+ 6. Abbiamo veduto essere candizione necessaria affinche
Vequazione (15) amwetta soluzioni in numeri witeri, che,
t?lti 1 fattori comuui ai due membri, il messimo comun di-
visore dei coefficienti @, @,, @5,...,a, sia 'unita; ora
vediamo che questa condizione @ anche sufficiente, perche,
ﬂnnndu essa si verifica, le (18) ci damno totte le soluzioni
In numeri interi della proposta equazione.

7. Riprendiamo la serie dei numeri

e

L

g
Aot
74

i
s
e B =
P e m—
w
e

- .|
o . > IJ
R e i <
: r 'r,!_; N et M,
e e = : T

Pl b
= el

E‘ b" rl! rljlliﬁ‘rui

§ | .
Faltimo resto r. sara il massimo comun divisore di tuotti i o
nomeri della serie. Dividendo questl numeri pel loro mas- |

SN0 comun divisore, & chiare che ollerremo una serie di i
finozienti ;
g
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Per questa eguaglanza, badando alle (16), le (18) di-

yengono

'rn’_—an-l tﬂza : "'E )‘l J’"“ﬂ (‘-E

“E;)i

3 1 1 .ll—t -
“— (.7 0 n—T Ea +0 )! Ja= d (Tta n-lz

(19) Oa— PR L Ay i

' L] " - - - L [} W ] ,

{,
gy = n(_yﬂ.—l I.E T =EIUH—16:

au,

8. Se due coefficienti della (15) sono primi tra loro, in-
dicandoli con a,, @,, potremo scrivere

alxﬂ—l +aﬂxﬂ :k _ﬂﬂr._ﬂl'—t .'I'I = saah '-ﬂi.rn__zg

a cui applicando le formule (14) per rispetto alle due incognite
Lp—yy Ly LPOVEremo

.1'“___1=ﬂui (k-—-n,,.i:'n-a,,_.,..r, ﬂ,-rn__,}zﬂ' +0 ‘

_92.
Per tanto, assegnando alle x,, x;, ... &0y, 0 dei valori
interi arbitrari positivi o negativi, risulteranno determinati

(20)

.rﬂ = ﬂl’- '(k—ﬂumn-ﬂn_lxl‘—“-—ﬂlx

valori interi per X,_;y X.. &
A questo medesimo risultato si poleva giungere appli-
cando le (19), ove nel caso presente le d somo tulte eguali

all'unita. Essendo infalui

—— e el [ .. A — e i

L = e —= e e
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Xo=0;y X, =0,,... + ez =04y

+ En)! xX,=a, (yn—lz - on)l

aa, aa,

Ly =.ﬂn .(:rﬂ—'l 2
J =]t'*—-ﬂ“9” ¥ £ Sl & Sl PSS - S Yami = Ya—a=a30,
dalle quali si ricaya
¥V ia—1 =i’-—ﬂ.ﬂ,-—ﬂﬂ_.1 9: - "'_a:eu—l=k"ﬂnxn_ﬂn—l'rl""'_uzmu—l

e quindi anche le (20) quando si ponga 6, = 0,

9. Analoghi risultati si otterrebbero se fia i coefficienti
della __(_,i«’;),‘,ﬁﬂﬂ essendone doe primi tra loro, ve ne sia un
eerlo numero m, che hanno unity per loro massimo comun
divisore; poicht indicando con @yy Ayy Azy . .. a, detid
coefficienti sarebbe

r}m = Jnl;|-1= — =an-—'l = {.

Urbino, 18 Novembre 1gss.

G. Moricont.




NELLE SCUOLE SECONDARIE

Gli elementi della trigonometria che da molti anni for-
mavano parte dei programmi dei nostri Licei, vi sono stati
tolti pochi anni fa, e poi sono stati rimessi, nei programmi
del 1885, ora in vigore. Si capisce da un lato F'opportunita
di semplificare, epperd ridurre, In materia che deye essere
insegnata, anzi a me piacerebbe che tali riduzioni si faces-
sero in pit larga misura, e non soltanto nella matematica;
d’altra parte la nozione dei rapporti trigonometrici giova
ad inlendere alcune leggi fisiche; e gli elementi della trigo-
nometria propriamente detta somo parte essenziale di quel
corredo di cognizioni matematiche che & necessario agli in-
gegneri, di guisa che, se questo insegnamento venisse tolto
dai Licei, sarebbe indispensabile che esso venisse im partito
nelle Universita, ma non facil cosa sarebbe, per la natora
sua elementare, e per altre ragioni, che effettivamente si
desse in ogni Universita; aggiungo che i primi elemeuti di
trigonometria bastano perché i discenti sieno in grado di
rendersi conto, almeno all’ingrosso, di alcuni degli ammira-
bili risultati ottenuti dagli Astronomi, e p. €. come, me-
diante cerle misure di angoli e di lunghezze, ¢ certi calcoli
fondati su quelle, si possa determinare la distanza dalla terra
alla luna: e in cosi fatte nozioni sta principalmente il va-
lore di tale insegnamento nella coltura generale.

2. Per queste considerazioni penso che la saperiore Au-
torita scolastica ha bene operato rimettendo nei Licei 1" in-
segnamento degli elementi di trigonometria piana; ma credo
che ancor meglio avrebbe fatto se tale insegnamento avesse
limitato alla sua parte essenziale. E per meglio spiegare il
mio concelto trascrivo lestualmente il programma :
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. Hunzioni circolari e lora variazioni al variars dell aren
~ Riduzione degli archi al primo guadrante - Relazioni
fra le funzioni- gircolari di wno stesso areco.

Sena, coseno, tangente e cotangente della somma e dellu
differenza. di. due archi, det doppiv e della metd d'un arco
— Relazioni fondamentali fra i lati e gli angoli d'un trian.
golo rattilineo.

- -Applicazioni — Uso delle tavole logaritmiche delle fun-
T Wﬂcf.

Ord''fake’ & me che' Fra gli efementi d' Algebra e Geome-
ti-ié,';ijuilfi‘si'iﬂségnmu nelle prime due classi def Liceo, e
qnmgdh!ﬁen'ﬁ della teoria generale delle fanzioni goniome-
tﬁuﬂ}!‘; ricliesti dal programmd della terza classe, sia mna
fachiia, 3’ copirire la quzle gioverebbe uno studio preliminare
di queste fanrioni limitate al‘r'aﬂgtﬁo acito o, se¢ si vwuole,
estese “anéhe all" angolo otfuso. Anche in (uesta , come in
ﬂ%‘fﬁmaew Isegraments, o 8 deve trastarare del tutio
ir llg‘l'acéésn slorico, che & quello della generazione delle ideé.

D"tﬁi’ir. parte’ o stidio elementave del semo e del coseno’

¥ sufffeiente allo scopo della triganomvetria propriamente detta,
<iod “V"Fisoluzione dei tnangeli. E mentre trovo epportuno,

per le ragiont Sopra avvertrie, che la risoluzione ‘def trixi-

goli ;" ihticno nefla sna parte pid efemettare , ¢fa insegnata
nei’ Bicei , mii sembra che senza alewn inconveniente ‘s po-
trehbe ‘dmimetters in quelle scuole Fa trattazione delfe fun-
zioni goniometriche considerate in generale , la quale trova
il suo vero posto nel corso ¢’ Anakisi algebrica che viene im-
partito nefle Universits,

3. E perché questo studio riesca veramente eflicace, credo
che la costruzione e I'uso delle Tavole dovrebbero avervi

pit farga’' parte di qualla che pelfa maggior parte dei libri

moderni le viene accordata.
Infatti , posto il problema della trigonometria , si yede
subito ch'esso si riduce aj due seguenti:
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Assegnare; per qualunque valore d'un angolo acuto d'un
trinngoler 'vettangolo, il rapperio del catelo ad esso opposio
all'ipatenusa. *

Dato il valore del rapporto d’ wn caleto d' un triangolo
rettangole all'ipotenusa, assegnare qualunque sia quello, la
misura dell’angelo apposto a quel cateto,

La risohazione di questi due problemi,che & la cosa pit
essenziale, suol easere~appena acconmata, e in quella vece
si suel dare il posta d’enore a formole, utili senza dubbio,
ma che fameo perdere di visia Vebbiettivo principale.

4. Osservo poi che, per caloro che nom sanno ancora
abhastanza beng cosa siene gueste fubaioni che s chiamane
seun, eosenn, ecc., me cosn sia quell’alira funzione che si
chiama logaritmo, I'nso delle tavole dei logaritmi dei seni,
eosend, ecc. mon pud assolatamenie essere bene inteso. Con
sufliciente esercizio esso poirebbe diventare wna pratica,
punto educatjya, ma wen inutile per coloro che devono pro-
seguire gli stndi matematici, ma quel poco esereizio che a
tale nso puo essere accordalo nell insegnamento Ficeale si
riduce ad npa perdita & Lempo.

E. qui mi pace riferive un brano d'une seritto del eom-
pianto prel. Hodel. *

« L'enseagnement de ls trigonometric est compliqué &'une
maniere fachense par 'babitude odt Fon est d'intreduire dés
le début V unsage de Tables conlcnant les dogarithmes des
fonclions circulaires au lien des valeurs naturclles de ces
fonctions. Il serait infiniment préferable de commencer par
exposer, avec trés pen de delails et en se fondant i ue-
ment sur les bissections successives des angles, la construction
des Tables de valeurs natorelles, et ce serait un excellent
exercice pour les éléves que de construire eux mémes, en
suivant les prescriplions indiquées, une petite table, a deux

* Remarques sor 'enseignement de la trigonometrie par ¥, Holiel, Gior-
oale di Battaglini, Vol. XIII,
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ou trois decimales et des intervalles assez rapprochés pour
que linterpolation de cette table fut commode. Cette tabley
corrigée avec soin, devrail étre senle mise entre lears mains;
avec son aide; en y joignant le secours de la regle a- caleul,
ils seraient 2 méme de résoudre tontes les questions de' tris
gouometrie avec une approximation bien superieure a l'exa-
ctitudine de leurs constructions graphiques, et beanconp plus
prompiement que par 'emploi des logirithmes, surtout qband
on complique les formules d’angles auxiliaires, pour les ren-
dre ce qu'on appelle calculables par logarithmes.

L'usage prématuré des logarithmes Irigonometriques dans
un enseignement s’ adressant i des jeunes gens encore pen
experis dans la pratique du calenl, ne peut gue retarder
leurs progrés dans cet art et leur en fermer I intelligence,
Le mal est grave surtout lorsqu’ on met dans leurs mains
novices les grandes Tables qui conviennent seulement aus
praticiens exercés, et dont le maniement n'apprend rien de
plus, an pomnt de yue de la théorie » (que celui des Tables
a trois ou guatre figures.

5. In quanto alla costruzione ed all'mso delle tavole si
possono seguire diverse vie pili o meno elementari. Ma, per-
cheé Uinterpolazione non sia troppo incomoda, non basta fon-
darsi sulle bisezioni successive degli angoli come accenna
IHotiel. Percid non mi sembra inutile I'esporre qui un me-
todo molto elementare col quale si possono calcolare i seni
dei multipli di 15/, con cinque decimali, a meno di miﬁ*

Non occorre rammentare i metodi pel calcolo dei seni
¢ cosenl dei multipli di 3° Median te questi seni e coseni,
dopo avere calcolato il coseno di 1° 2> Si Ticavano agevol-
mente 1 seni e coseni dei multipli dispari di 1° 1, applican-
do le formole

sen(mb+b) + sen(mb-b) cos(mb+b)+cos(mb-b)

2 2
senmb = - - , COSMb = —~—
cosd

I
cosl
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e per mezzo di queste slesse formole, dopo avere calcolato
il coseno di 45', 8i: possono calcolare i seni e coseni dei mul-
tipli dispari di a'. Collo stesso metodo si potrebbero ‘eal-
mlare successivamente i seni e coseni dei multipli di 29'L,
di 1’4 +y ecc; ma, perché la differenza fra due angoli con-
seculwl della tayola sia nn numero intero di minuti, si do-
vrebbero poscia applicare quelle formole, pel calcolo di seni
e coseni di angoli molta. piccoli , che risultano dalle limi-
tazioni del seno e del coseno in funzione del rapporto del-
Iarco al raggio. Molto piti facilmente si ragginnge lo scopo
col calcolo di seni’, caleolo che si puo effettuare colla mas-
sima semplicita.

Una figura molto semplice metle in evidenza che il seno
della media aritmelica di due angeli acuti & maggiore della
media aritmetica dei loro seni. Da questa proposizione si ri-
cavano le disuguaglianze

Senda — senia > senda — senia
S§€Nn2a — sena > senda — sensa

sena > senda — senla
dalle quali risulta

senda < ;sensa.

Inoltre dalle disuguaglianze

SeéN4a — SENda > Sensa — senda

senda — sensa > senda — sensa
51 deduce

sendaz > sensa + ;(sen6a ~ sensa).
Cosi p. e. posto a=15, colle limitazioni

0,0130805 < sends' < 0,0430896
0,0261769 < sen1°30’' % 0,026 1770
51 trova

0,01745194 < seni® < 0,01745280
€ I coseguenza
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Ora .molto facile il calcolo dei seni dei muoltipli di i_:‘;’_ ﬂp_lp:_l;;_
pregt ra due multipli consecutivi di 45'. Si ha p. e.
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ma dalla tavola dei seni dei multipli di 45' si ha;

sens7® = sent7’ 18' costs' — cos 17° 15" sents’; ;

Bl ;‘F‘I{fﬁx e o g send7’ 18’ = 0,290842 3
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coi quali valori si trova
seni7” = 0,20287 d meno di "
{
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Cosi si possono calcolare i seni e coseni di tutti i multipli

5 : T . 8 .

di 15', con cinque decimali, a meno di —, come facilmente
: 10
-I'_:L . - . L 4
? si puo dimostrare. Cun una tavola cosi fatta I’ errore nel
.f:'::-' - . . . -
s . calcolo del seno, coll'ordinaria interpolazione, & sempre mi-
.0 _ T o
i nore di oo ¢ Verrore nel calcolo dell’angolo & sempre mi-
= T
o . *) Questo semplicissimo metodo pel ealcolo di send® si trova esposlo nel-
(7 opera : Les euvres malhématiques de Simon Stevin de Broges ou sent in-
] serées les mémoires mathémaltigques esquelles g"est exerce le irés-haut el

trés Mlustre Prince Maurice de Nassau. Le tout revu, corfigé et angmenté
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nore di ; di minulo primo quando I'angolo non supera 8s°
(esso & minore di2".5 per gli angoli non wmaggiori di 457).

Ma qui non credo di dovere entrare in altre particola-
rita che troverebbero miglior posto in wn libru; e mi li-
mito ad eaprimere il desiderio che alouni det calcoli richie-
sti per la costrozione della 1avola , sieno eseguiti dagli al-
lievi, ¢ corredali da un apprezzamenlo sull’approssimazioue
consegnita.

6. La confusione che nasce dal comprendere sotlo uno
stesso nome delle scnole d'indole tanto diversa, quali sono
le cosi detle sezioni degli istitoll tecnici, non ha poco con-
tribaito al fatto ch'esse per forza procedono insieme, con
danno di tutte. Ma qui non ¥ il luogo di discorrere che di
nn inconveniente che ne deriva nell insegnamento della tri-
gonometria; e tale inconveniente pare a me che potrebb’ es-
sere facllmente eliminato. Non credo che si creda, dagli Awn-
tori dei programmi, essere veramenie indicato, pei futur
agrimensori e misoratori di fabbriche, lo studio della teoria
generale delle funzioni goniometriche , e che il tempo ad
esso dedicato non sarebbe pid utilmente impiegato in eser-~
citazioni numeriche relative specialmente a problemi guali si
possono presentare nella carriera che quei giovani vogliono
intraprendere. Ma gli allievi di quella sezione, nella mag-
gior parte degli istituli, si devono trovare, per tale studio,
insieme a quelli della sezione fisico-matematica, eppercio il
programma di frigonometria piana (pitt esattamente dovreb-
b' essere delto di goniomelria e trigonomelria piana) e lo
stesso per le due sezioni; € in quesio caso i bisogni delle
scnole speciali sono sagrificati a benefizio della scnola di
eollura generale, mentre in altri casi accade |'opposto. Ora
questo inconveniente puo essere facilmente tolto , perchd il
programma della terza e quartd classe della sezione f[isico—
matematica pud essere diversamente distribuito nelle due
classi; e, in particolare, gli elementi della teoria generale
delle funzioni gouiometriche possono essere insegnati nclla
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:"lﬂﬂ' continnandosi nella terza classe di quella

R g classi delle sezioni di agrimensura e di costru-
gnatento della trigonometria piana propriaitente

7.” Awéhe in queste scuole come nei Licei ritengo che ,
all’'uso delle tavole di logaritmi delle funzioni goniometriche,
debba essere preferito quello delle tavole delle funzioni na-
turali, il quale pud esservi dichiarato in modo che gli al-
lievi riescano ad apprezzare |’ approssimazione dei risultati,
in forza di teoremi le dimostrazioni dei quali essi possono
intendere.

Veramente le formole della trigonometria sferica possono
sembrare di assai lunga calcolazione quando non si faccia
uso delle tavole di logaritmi delle funzioni goniometriche,
Ma esse sono suscettibili di trasformazioni che ne semplifi-
cano notevolmente il calcolo. Cost p..e. la formola pel cal-
colo di un angolo quando. sono dati i tre lati

cosa — cosb cosc
senb senc

cosA =

™ | L
sl trasforma nella

A 2c0sa ~ co8 (b + ¢) — cos (b - ¢) ,
COSA= ———

cos (b —c) — cos (b +c)
che, pel calcolo numerico, & molto pit semplice,

8. Chiuderd con un’osservazione la quale nom si riferi-
sce soltanto a questa parte dell’ insegnamento della ma-
temalica,

Una delle ottime abitudini intellettuali promosse. dallo
studio dells matematica & quella di formare le reciproche
delle proposizioni gia stahilite, e di porre in questione la
loro validita. Ma forse a questa parte del metodo non si
suol dare tutta I'importanza che merita. Per la qual cosa
uon stimo 1ioulile di preseutare qui due esempi di pro-




posizioni reciproche che si riferiscono alla irigonomelriu
slerica.

La reciproca della proposizione fondamentale & vera, ossia
sussiste 1l teorema :

Se a,b,c, A, B, C sono le misare di angoli comprese {ra
0 ¢ 180° e se hanno luogo le relazioni

cosa = cosb cosc + send senc cosA
cosh = cose cosa + senc sena cosB

COSC = cosa cosh + sena senb cosC

esiste un triangolo sferico coi lali misurati da a, b, ¢ e gli
angoli ad essi rispettivamente opposti da A, B, C,

Nel triangolo rettilineo ha luogo la doppia proposizione :
Se due lati sono fra loro eguali, devono essere fra loro egnali
le mediane corrispondenti; e reciprocamente. Ma non & cosi
nel triangolo sferico. E bensi vero che, se doe lati d'un
triangolo sferico sono fra loro eguali, devono essere fra loro
eguali gli archi mediani corrispondenti; ma la reciproca non
¢ vera. Cosi p. e. nel trinngolo sferico che ha i lati @ = 126°,
b=120°, ¢ il lato ¢ dato dalla cosc =~ 3 - sen 21° - sen 3¢°
(c=111° 28' 54", 43 a meno di 0", 13) sono eguali gli archi me-
diani dei lati @ ¢ &, ®)

D. Bgsso.

*) Questa quistione & risolta nella nota: Di unag propriela del triangolo
sferico (Annuario del R. Istitato teenmico di Roma, 1883).

I
e e, = BN ——— S .
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“'ESERCIZI PER LA SCUOLA
GEUM_ETEL@
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Parallele. — Somma r.’fgh anguh del trmngﬂfﬂ -
Angoli del triangolo isoscele.

gy T
-

.
- -.ﬂ -

I. Da due punti A e B d'nua retta sono guidate, da una
stessa banda di esse, doe vetie pavallele AA' e BR, sulla
prima delle guali si porta un segmento arbitrario AH,
e sulla seconda un segmento arbitravio BL, quindi si tira
la retta HL, e si truva ch'essa forma colla AH un an-

-' =gu]u egua]e a l]dl'.l nlu rello; frovare, 1t Parll d'an-
‘golo retto, langnln uhe la retta L forma colla BL.

2. Sieno le rette AR, BS perpendicalar alla AB, ma situate
~da bande opposte di questa retla, sian B un pnnto qua- - e
lnnqun dell’una ed § un punto gealungue dell’altra;. qquale i
«relazione ha luogo fra i due nnguh ARS, BSR? '

d. In nn triangolo, un lato del gnale & lungo un ceolime-
tro, & rapporti di due anguli all'angolo retlo sono [ e
;i3 un altro triangolo ha nn lato longo mo nhilumel.ru,
e doe angoli di esso sono rispettivamente % e % d'angolo
rello; se l'angolo retto & diviso in 336 parti eguali, quaote
di queste saranno contennte nel terzo angolo del primo
triafigolo, e quante nel terzo angolo del secondo triangolo ?

4. L'angolo BANM (' un triangole BAM & % d’angolo retio;
se I'angolo ABM viene sumentato o diminuilo di == d'an-
golo retto, col fur givare il lato BM intorno al punto
B, cosa avviene del terzo angolo BMA?

3. Due Lriangoli hanno in comune uvn angolo, ¢ la somma

degli altri quaum angoli egnagha 3 d’angulo rello; se
I'angolo retlo @ dmsn in 54 parti egnali, quante di que-
sle saranno conlenute nell'angolo comune ai due triangoli?
6. Dal vertice B ('un triangolo ABC si guida, foori di esso,

una retta Tl che forma colla BC un angolo egunale alla

T [ -
T e

= ot T

-
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T
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somma dei due angoli ACB, CAB, e sn questa retta si
prende un segmento BD =3 metri; se il lato AB & lungo
2 metri, si domanda la lunghezza del scgmento AD,

7. Da due punti A,B d'una retta AB svnv condotie, da

una slessa banda di essa, le rette AA', BB in mwodo che
l'anguln BAA' & 2 dell’angolo ABB', e che la diflerenza
dei due angoli & = dell”angolo rellv; provare che le
due rctle, convenientemente prolungale, si incontrano, e
sono fra loro perpendicolari.

8. L'angolo al vertice d'an triangolo isoscele ¢ = d'angolo

retlo : trovare il rapporto d'uno degli angnh alla base
all"angolo retto.

9. In uvn trisngolo isoscele uno degli angoli alla base &

10.

1.

2.

doppio dell’angolo al vertice ; se 'angolo retto & diviso
in clujue part eguali, quante di queste saranno conle-
nute nell’apgolo al vertice?

E dato un angold BAC: se da un punlu B del suo lato
AB s guida, deniro l'angolo; la BH perpendicolare ad
AB, & necessario ch’essa incoutri il lato AC?

Sia BAC un triangolo isoscele col vertice in A: provare
che la pﬂrpuﬁdicnlﬂl'e alla base BC, condotta da un =uo
punto qualunque, internamente all’angolo ABC, deve in-
contrare l'altro lato BA di guest’angolo,

Nel triangolo BAC, ciascun angolo del guale & minore

- della somma degli aliri due, & condotta, da un pualo

del lato AB e internamente all’angolo BAC, la perpen-

dicolare a quel luto; provare ch’ essa deve incoutrare

~T"aliro lato dell’angolo BAC.

13,

Nel triangolo ABC l'angolo A & maggiore della somma
degli altri due: si puo costruire nn lriaugﬂln rellangolo
nel quale la somma dei doe angoli acutli sia eguale al-

I'angolo A? -

14. Nel triangolo ABC T'angolo A & egunle alla somma de-

gli altri due angoli: se laugulu A ¢ diviso 1n dne parli
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si puo costruire un triangolo rettangolo cogli angoli acuti
egnali a quelle dne parti?

15. E dalo un segmento AB, e, nel suo interno, un punto
C: come dev’ essere un triangolo gli angoli del quale
stanno negli stessi rapporti dei segmenti AC, CB, AB?

ARITMETICA
Sulla moltiplicazione delle frazioni.

1. Un segmento AB ¢ lango 4 mefri: trovare le lunghezze
dei segmenti che sono rispeilivamente il doppio, il tri-
plo, il gquintuplo, il settaplo di AB.

2. Trovare le lnnghezze dei segmenti che sono rispetliva-
menle un lerzo, un settimo, un qguindicesimo del
segmento ABD.

3, Trovare le Inughezze dei segmenti che sono rispeltiva-
mente 3, 7, 5 del segmento AB.

4. Che significa moltiplicare & per 2?2

0. Un segmento CD & } di metro: trovare le lunghezze dei
segmenti che sono rispetlivamente un quarto, un settimo,

un tredicesimo di CD.

6. Trovare le lunghezze dei segmenti che somo rispettiva-

mente 3, 3, % di CD.

7. Che significa moltiplicare
8. Che significa moltiplicare
9. Provare che il prodotto di

L
di ; per &,
2

10. Provare che, moltiplicando per 2 il prodotio di : per 3,

si ottiene lo stesso prodotto che risulla moltiplicando
prima ; per %, e poi ? pel prodotto ottenuto,

11. Eseguire in diversi modi il predotto delle quatiro [ra-

zZionl 5, 3; 31 33
12. Provare che la somma dei due prodotti % % | o X o

¢ eguale al prodotio della somma o+ 15 per .

13. Quando accade che il prodotto di un numero per un
altro ¢ minore del primo numero ?

per
per
l; per

e e

L]
)
L
7

?
?
; & eguale al prodotto
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14, 11 prodotto di {2 per un numero & 12 : quel numero & mag-
giore o minore di 1?

15. Il prodotio di -}g per un numero € |
maggiore o minore di 1?

16. 1l prodotte di un numero per sé stesso b maggiore o
minore di quel numero?

17. Coulroutare i prodotti che si ottengono moltiplicando
una, due, tre, quattro, cinque volle per st stessa la
{razione I,

18, Confrontare i prodotti che si oltengono moltiplicando
una, due, tre, quattro, cinque volte per seé stessa la
frazione 3. .

19. Trovare un prodotlo di pik fattori, tutti eguali a
il quale sia minore di 1.

20. Trovare un predotto di pilt faltori, tutti eguali a & il
quale sia maggiore di s,

1,

;¢ quel pamero @

3
in?

DI UNA SERIE
DI PUNTI NOTEVOLI NEL TRIANGOLO

e e e = —

I centro di gravita, il centro del cireolo inscritto e il
punto di Grebe o di Lemoine *) appartengono ad una se-
vie di punti, uno qualongue dei quali & I' incontro d' una
terna di rette che congiungono i vertici A, B, C coi punti
A', B, C, dei lati rispettivamente opposti, determinati dalle

BA'_G*" cp' ~a* ACT B
AC b~ BA ¢’ 0B ~ a*
S1 dimostra facilmente cl® le distanze d’uno di questLi
punti dai tre lati sono proporzionali ai numeri

-

'} &u quesin punto notevole veggusi la Memoria del Sig- Lemoines in-
serila nel Mathesis (Maggio 1886).
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al=t, =ty et 9

Di qui risulta la notevole proprieta che esso & il punto,

interno al triangolo, pel quale ¢ minima Ja somma delle po-
tenze m." delle distanze dai lati, essendo

[

M= ——

f—1

Infatti Je distanze d' un punto interno al triangolo dai
lati verificano la relazione

ax + by + ¢z = costante,

in cui x, ¥, 3 sono positive, eppercido la somma

L]

€ minima guando

Questa proprieta era gia stata avvertita nel caso di p =3,
ciot pel panto di Zemoine.

D, Besso,

__-_*—____-_

—————————

*) Questo punto & slato chiamato dal Sig. De Longehamps, vel caso di
P—1 intero e positivo « polenziale dordine B—1 ». (Veggasi la sua recenle

memoria Généralilés sur la Géomatrie du triangle: Les points réeiprogues of
les potentiels d'ordre p.)

) Una dimostrazione elementare di questo leorema trovasi nella me-
moria ;

Teoremi elementars sui massimi e minimi (Annuvario del R, Istituto
lecoico di Roma, 1879),




SOLUZIONE DELLA QUISTIONE PROPOSTA A Pac. 18, I

Fra tutti i tetraedri nei quali { segmenti che uniscono
! punti di mezzo delle coppie di lati opposti sono eguali
[ra loro e ad un segmeuto dato, trovare guello di massi-
mo volume. | (D. Besso).

Soluzione del prof. M. Misani "1

Si consideri un tetraedro SABC e sieno L, L ; M, M, ;
N, N, rispettivamente, i punti di mezzo degli spigoli a due
a due opposti SA, BC; SB, AC; SC, AR, e 2/ le lunghezze ,
per ipotesi fra loro eguali, dei segmenti LL,, MM , NN,.
Questi Lre segmenti, com’® noto, si dividono per meia in
O baricentro del tetraedro dato, Ora il tetraedro OM NI, ha
per base il triangolo M;N,L; la cui area & un quarlto della
base ABC del tetraedro SABC, e per allezza un quarto del-
l'altezza di questo ; e cio perché, come si sa, il bnri::eulro,
d'un tetraedro divide i segmenli che vanno dai vertici ai
baricentri delle facce opposte in due parli che stanno fra
loro come 3 ad 4. Risulia da cid che il volume del lelrae-
dro SABC & sedici volte quello del tetraedro OM,N L,, e
quindi il massimo volume del primo corrispondera al mas-
simo del secondo. Ora il parallelepipedo (romboedro) che
ha per uno desl angoli Liiedri langolo in O del tetraedro
OM,N. L, e per spigoli i tre spigoli egunali di questo OM, ,
ON,, OL, ha il volume sestuplo di quello del tetraedro, e
tale volume sara massimo quando il romboedro diverra il
cube di lato £, poich il romboedropdi massimo volume co-
struibile con uno spigolo di data lunghezza & appunto il cu-
Lo, Il massimo volume del tetraedro OM N L, sara dunque
2, e quello del dato SABC 2. Siccome poi in quesio caso

—= e ——— = — —

*) Una soluzione simile a questa ¢i veune inviata dal 5ig. Capilano J.
Beyens.
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dél‘matsimo/gli'angoli M,ON, , M,OL,, N,0L, sono retti, 108
sultano! egualifra: ‘loro i lati ML, LN, MN, e quindi ghij’@

Bﬁgol:ij_{M;BC, CA; e se si osserva che le figure LNL, Hr;.l‘-i_a
Lﬂﬁ'iﬂi'i_;.MNM,N, sono quadrati eguali, si ricavera altresh (¥

i

]
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Peguaglianza dei tre spigoli SA, SB, SC, fra loro ed aj pre S
cedenti, e quindi il tetraedro richiesto di massimo volume &
- -
regolare. Tl suo lato sara o/y/a. .
Soluzione del prof. G. Riboni. b
Anzitutfo osservo che, se fe congiungenti i punti f.
degli #piguli opposti d'un tetraedro sono eguali, il tetraedro
ha gli'spigoli opposti ortogonali fra loro, perché (jueste congiun- C

genll sono Je diagonali delle sezioni medie falle nel tetrae-
dro. Ne segue che il parallelepipedo circoscritto al tetrae- th

.

dro. in. quistione (ottenuto col condurre per ciascuno Epig?ld-;ii}g?
il 'platio’ parallelo allo spigolo opposto) ba le facce equilass 8

Al
o

teve, poicht le diagonali di ciaseuna sono: uno spigolo del 8
tetraedro, e una retta parallela allo spigolo opposlo. Quest&l"f“;
parallelepipedo, come si sa, ha nn volume triplo del tetrae- /i
dro inseritto *), quindi la quistione ¢ ridotta a trovare .'il:_‘}”;jff
massimo fra | porallelepipedi a facce equilatere di dato spi- '/
golo. Ed essendo moto che frg questi il massimo & il cubo; .8
a cut corrisponde il tetraedro regolare, si conclude che que- J
“to tetraedro ¢ il massimo cercato.

Soluzione del prof. R. Badia.

Indicherd con A, B, C, D i vertici di un tetraedro, nel ,
(juale i segmenti che uniscono i punti di mezzo dei lati ﬁ ;
opposti hanno tatti 14 stessa longhezza £, ¢ con E, F, G, H, m"
Ky, L1 puati che dividono rispettivamente in due parti eguali
i lai AB, AC, AD, CD, DB, BC,

Se si tolgono i fetygedri AEFG, BEKL, CFHL, DGIK,

L ﬂt_lf-fn'r, Stereometrin. Tradugione d; I.. Gremona, pag. 142 della se-
conda edizione (Genoya, 1877)
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ciascuno dei quali & l'ottava parte di ABCD, rimarra 1'ot-
taédro EFGHKL che @ la metd del tetraedro dato ed ha per
assi 1 segmenti EH, FK, GL 1 quali, come & noto, passane
per uno stesso punto nel quale si dividono scambieyolmente
in due parti eguali.

Indicando con z l'angolo sotto il quale due di questi
assi si taglano, con B l'angolo che il terzo asse fa col piano
degli altri due, I'espressione del volume doll'ottaedro sarh

: & sen « sen §
la qusle diviene un massimo quando si verificano simulta-
neamente le eguaglianze

sen = 4 sen B=1

ciot quando l'ottaedro, avendo gli assi egvali e rettangolari
che si tagliano in un punto equidistante dai loro estremi,
¢ regolare ed ha quindi i lati egunali fra loro.

Dopo cio, osservando che ciascuno dei lati dell’ottaedro
¢ la meth di uno dei lati del tetraedro preso a considerare,
st conclude che anche il volume di questo diviene massimo
quando i suoi lati sono eguali fra loro, ossia quando esso

e regolare,
Soluzione del prof. C. Moriconi.

Sia SABC un tetraedro: si sa che indicando con V il
suo volume ¢ con a, &, ¢, a,, b,, ¢, vispettivamente gl

spigoli SA, SB, SC, BC, CA, AB, 2
(1) 1aV3=aa  (b*+bi+c*+ej-a*-al) +b°b] (c*+ci+a +a-b7-b2)
+¢%! (a%+ai+b +bi-c*~c?) ~ bc*ai+c*a*bivabiel+ath’cl).

»
Ma, se L, L' sono i punti di mezzo dei lati opposti SA, BC
e si pone LL' =1, poiche

b: + 0? = ﬂgiﬁz s ﬂ‘ﬁ"ﬂu :
b ¢! = 2AL" + 8BL”,
SL"? + AL'" =20 + 2512,

e

|

S e —— B

e —
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i ha |
i 6‘+b:+c’+cf=d‘+n’+a:
e analogamenie
) c’+cf+a‘+'af=ﬂ’+5‘+bf
a“+af+b=+bf=d‘+c‘+a:,

che insieme allg Precedente conducono alle altre

(2) @* + a?= > thi=¢c"+ =422,
percio la (1) diviene
36 V" = g3p2> - 2 (a* = b' 4 ¢ 1 ¥ {a® + 5 + c®) — 1845, i
Trasformando questa nella segnente /
(8) 86V <4~ (22 ¢ ’)‘+(a[‘—b')’ﬂzl'—c')ﬂP—(:F—ﬂ’)(:P—b')(zl’-c’),‘.‘"
sara facile dedurne che, se qualcuna delle tre quantita e*, f;
6% ¢* ¢ uguale a 3, senza che lo siano tutte, oppure se:

una o tutle e lre ne song minori, si ha ST
36V* < al, e

E siccome, aggiungendo e togliendo pella (8),la goantita ’

e si b AT (287 = B) (ot - %), P

SI. pud pervenire alla | | | )
36V =gl IW’—::’)' - (b’—a‘j’] P~ (al*}n) (al*-¢) (m-n’),"'fg.?_'é

cosl si conclude che la stessa Cota avviene anche q‘ua"_

una sola delle quantita a*, b2, ¢*, p. es, la a*, o tulte '&“-.e’ja.

Lre sieno maggiori di 272, perché, come apparisce dalle (2), - &

la a* deve essere minore di 42°. Donque, eccettuato il y..-;;,!;,_.,_‘-?# &

i eui lutte e pre le quantila a*, b* e* sano egnali a 2/*,

o ogni altre & sempre

za s :::'; :'_|I:._
il volome V raggiunge questo valore massimo (;)Bultautﬂ B
per

I|'|

I-

P=pb*=¢* = g2,
nel qual caso, come risulta dalle (2), & anche g

traedro richiesto & regolare.
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QUISTIONI PROPOSTE

Se si dividono i lati d' o poligono rettilineo piano o
gobbo, mello stesso senso, in due segmenti aventi il mede-
simo rapporto, la diflerenza fra le somme dej gnadrati delle
distanze di un punto qualunque dello spazio dai vertici del
poligone e dai punti di divisione » costante.,

A. luecL

Fra quali limiti devono essere compresi gli angoli d'un
triangolo affinchi si possa costruire un triangolo colle di-
stanze del centro del circolo circoscritto du tre lati?

Se le rette AA,, BB,, CC, cle uniscono i vertici A, B, C
d’vo triangolo coi punti A, , B, , C, dei Tati rispettivamente
OPposll  passano per uno stesso punto, e se inoltre gli an-
goli AA,C, BB.A, GC,B sono fra loro eguali, quelle rette
sono le altezze del triangolo. -

Se si costrniscono suni tre lali d’ on rtangolo ABC, o
eslernamente o dalla banda in cui & il triangolo , Lre poli-
goni regolari di egual numero di lati, le rette AA,, BB, ,
CC,, congiungenli i vertici A, B, C coi verlici A,,B,, C, dei
poligoni opposti rispeltivamente ai lati BC, CA, AB, o coi
punti medii dei lati opposti a BC, CA, AB, passano per uno
stesso punto.

* D. Besso.

ik, T I ey, ® e s s
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n SEnso f?ﬂ_!’{"lfﬂe nelle seienze esatte ~ Espostzione per tli-tﬁ |
dei prinoipii delle scienze matematiche — di GuoLizs !
Kinggon Cuprorr - Milano F.lli Dumolard ssss.

-

Baedhne terminava la sna opera immortale avvertendo ch
. &

essalera:soltanto una -semplice logica e non un :*;;a_-l-:--

?mﬁ'ﬂiﬁ{siﬁva 51 lettori del libro, che ora vogliamo idti S SE
icare *le: “studiosi italiani e che ha per epigrafe Pafos S &
risma- XLEV ‘del 11 libro del Noviem organum, riconosces' e

ranne/tfaciliente che il Cliffort, semza fare un trattato

matematica elementare, ha volutlo in quest’opera luginamerii' “:I‘g |
. - - a & . ig I -E:l . s
esporre le basi sulle quali si fondano le varie teorie t'ie";'rf i

L= r-' :
15
A /|

matenjatica, dedncendole dalla esperienza quotidiana. Talchié

‘I“Eﬂ_'k-?,]?—hfﬂ sara, a parer nostro, nn’ottima guida pér COp. s
loro iché "sono’ chiamati a dare aj giovani un ihseglnam:e“}
fondamentale di matematica. Richiamando la loro alt.e:nzif% it
¢ la loro riflessione soi primi principi, esso servira a dave; IR
“H?*"MIggiﬂre' esaltezza e lucidita alle idee che essi Ijgj,“
lmunﬂ;:en.nbn ‘¢ chi non veda quania maggiore chiarezzﬁ;
atkratiiva acquistera con cid il loro insegnamento. i

Dobbiamo perd dichiarare che non tutte le parti del libye 8

r
AT T
!
el

s sembrate ugualmente meritevoli di lode. E mentr
g:;;af;}nnsenza restrizioni ll?dn_re il primo capitolo ;!‘E;‘QQJ&'{ §

ol “mfﬂ'“: dmfﬂ va specmlmenlt segnnlata Iln e]e _. 7
¢ semplice dimostrazione dello sviluppo delle potenze Yo S

“ﬂ"ﬂ,qﬂl binomi, dobbiamo mnel capilolo Il notare una cerla. e . ﬁ
B . a7 R ANCAT
oscurita nel concetta (i forma, sul quale pure tanto si m'--?-:l%* & o

siste, senza che mui venga esatlamente definito. Come si pud,;

i -3 -rl
R & Sy 7 2Ty

infalti ammettere che |e superficie in ogni punto liscio pre-;

AT

.
o 14
ey "
o
Y
L]

scutino la Stessa [orma ? Basta confrontare un punto ellitticoy i
ed wno iperbolico di dye superficie per vedere che, pur g (i
sendo ambedue pantj lisci, le superficie presenlano in ﬂl‘sﬁfgﬂ

uoa notevole differenza di forma. Cos) pure come puo '!:.-::-I.-‘_:%;

che la forma * un affar d’angoli? Che gli angoli }fu,;
Fn.lrare- nella definizione di [orma nessun duhhiﬂt: ma SI p{il:ﬁl,f '”?-_
t:IS_e dire che due poligoni non simili, che abbiano gl :En?-"
89U uguali, hanno la stessa fuorma ? Nella pagina successiva

H : ‘ :
quclla che conhiene (questa osservazione, troviaumo che an-

e P el e S el sl s
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goli vgnali sono guelli che, corrispondono alla stessa aper-
tura di compasso, e qui vi & errore dimetodo, non avendo
a quel punto ancora dimostrato nessuna delle proprieta del
circolo. La definizione della retta e npel Capitolo [V le con-
sideraziom sulla curvatura, c¢i son pure sembrale oscure e
non sempre logicamente rigorose. Ma queste lievi mende sono
ben largamente compensate da quel tesoro di 0Osservazioni
mgegnose e spesso originali, che si trovano nei capitoli IL1
e 1V, ove il metodo dei « pussi », svolto con tanta ele-
ganza, conduce cosi semplicemente alla dimostrazione delle
principali proprieta dei oumeri complessi. E sono veramente
da segnalare all’attenzione del lettore le dimostrazioni ivi
date del teorema di Moivre e delle formule dJi Euler, che
legano le funzioni esponenziali alle fupzioni circolari,

Condotti alle soglie di tanti rami dj scienza, come ad
esempio della geometria proiettiva, della teoria delle curve
del terzo ordine, del calcolo grafico e dei quaternioni, ¢ da
ritenersi, che 1 giovani lettori, invogliati, vi si addentreranno.

La brevita colla quale nel capitolo V sono esposte le
basi della meccanica, fa vivamente desiderure che presto av-
venga la pubblicazione degli Elementi di Meccanica del
Cliffort dei quali si parla nella prefazione. Poiche, convinti
per lunga esperienza, che l'insegnamento della meccanica,
come dice lo Stallo nel suo libro: La matitre et la phy-
sique moderne, acquisterebbe in chiarezza se vi si potesse
diminuire per quanto  possibile I'uso del termine forza,
saremmo desiderosi di vedere, come il Cliffort, sempre origi-
nale e che ammette ancor lui questo vantaggio, abbia potuto
lare a meno sistematicamente di qunesto concelto.

Ma non possiamo terminare questo breve cenno del libro
li Cliffort senza rivolgere una parola di encomio all’egregio
raduttore, che con tanto amore ¢ tanta scienza, ha curalo
edizione italiana. E ci sia permess esprimere: un nosiro
lesiderio: affidino i coraggiost editors della Biblioteca scien-
lfica internazionale allo stesso valente scienziato anche la
raduzione dell’'opera del Mach Die Mechanik in threr En-
wickelung, che fa parte della stessa collezione, e saranno
iempre pia benemeriti degli stndiosi italiani.

E. Pabova,

R NS e T ——
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pﬁ'ﬁ'(‘ A). ~ Trattato di "Aritmética teorico pratita g"pié_ ‘Hﬂ
fqnfi‘:f d’algebra on tavolé logaritmiche ad uso delle .;
tecuichie. — p. 220 e XXII ~¢* ed. — Veneézia, 1886 =L 3%
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11 Signor Prof. Faifofer, antore di libri scolastici di misté i
waticaassal pregevoli, con questa nuova edizione del suo trals (G 8/
mw;d arilmetica, tanto diversa dalle precedenti da F*ﬁ# £y
considerare come un nuovo libro, ha avato per scopo n{

pilare uﬂ'ﬂpen_ml che si adattasse ai moovi programmi’ peris u
le m:_mle len:_mclle. Ed iovero il ‘libro di cni trattas: & Fpss
propralv agh alunni delle due sezioni del 3° corso, f.

che avyia j giovinelti all’ istitulo tecmico , e 1" altéa ¢l -_
conduce alla licenza, e maggiormente per quella che -ﬁ

i
¥ ||

quesia, per una ragione che forse ¢ da ricercarsi pit nel

‘indole Eiﬂi naov ordinamenti che in altro. ;l

1_-E_d1vers_e parti della materia seno tratiate con ¢ 5
sobrieta, com! erd utile di fare, e il libro & ricco di l?
In, fine del medagimo Lrovasi una tavola di logaritmi vql ,f‘ R

a. 5 deeimali per i nameri da’'t a 1000, con unmeraziong; @i
. 1)

-l p]
s

/ G s
parte da potersi staccare dal rimanente. Con cio _I'A_..'_: i

3!‘"{“‘!’“3'-“ alla - disposizione del programma che .1'1
" - . - . o . 198 i
1 Wmpartire agli alonni, che mirano alla licenza, 01 ,.lu_;gif:;_

wozivne sul caleolo con logaritmi per servirsene specialmetite s
n_e!la risoluzione del problema d'Interesse compostao, }E“
sizione la cui opportanita sembrami assai discutibile, pf.m
che esistono tante o pregevoli tavole che permettono i’ iy i

If 1

soluzione del problema stesso con molta maggiore faciliti & &/

spedi : . Y . i B
l.lwd"iﬂ%m, posto che, in pratica e pei bisogni del commercio; * s |

usu di tali tavole sary sempre da prelerirsi allimpiego dﬁ.'ti:é_,' X
."-,f':.;j’ x.

lugm'll:lm, posto finalmente che quest’impiego richiede upa 5/ q
certa _E{;trezzu nel caleolo che non & facile ULLEnere-dglm {;
genemlua degh Eﬂﬂlﬂri. |? r'zf‘;.'.'-.!

7k
(1

1.1Ii-.".|"r. "i i
» 3 = _ - Ll .‘-5 I{‘,..' it "-."--‘I i
Y l:;ﬂ per dire pin particolarmente del libro ¥ da notgjei &
che dopo Iesposizione chiara, semplice e precisa delle (quat] .h e .
preme cor primeipali teoremi che vi si riferiscono. E Gui I"A. ha:f‘
metica per 1 ginnasi, scostandosi dagli ordinari testi in cid i

operazioni fondamentali, seguono la divisibilitd e | numeériii:

a0}
seguito il metodo stesso adoperato nei suoi elementi 5&-
che ha ?f}h_llﬂ premettere la teoria dei numeri primi al Mussimo
comun divisore, conferendo cosi unith maggiore alla materia. [
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Cid & cosa hen fatla, ma qui ingenera la lieve dilficolta, pur
da notarsi, che un teorema importante (quello del n° gs), viene
2 subirpe discapilo nella semplicita della dimostraziowe, sem-
plicita che deve essere uno dei crilegi direttivi dell’insegna-
mento nelle scuole tecniche.

A litolo di lode per I'A, mi piace poi riconosceye che il
libro dimostra all'evidenza la sua cura grandissima di esser
semplice, per quanlo & possibile, senza pregiudizio dell’esal-
tezza. Cosi per citare un esempio, per ollenere la genera-
trice d'una frazione periodica: semplice V'A. si fonda sul [

: v .4 g 1
cile teorema che « se due frazioni semplici (della forma -)
n

hanno per denominatori due numeri consecutivi, lu mag-
giore e uguale alle minore awmentata del prodotto delle
due frazioni », giongendo agevolmente alla genaratrice cer-
cata. Anzi puo dirsi in generale che i diversi §§ del libro
conlengono quanto basla e nulla pid. Alcuni cenni sulle
progressioni aprono la via ai logaritmi e qwesti 'sono' trat-
tati assal bene, in vista dello scopo al qunale sono destinati
a servire, oo
Terminerd col dire che I'edizione & assai nitida solto il
punteo di- vista. tipografico e veramente econontica, cit che
costituisce' un pregio rimarchevole ove st ponga mente che
le scuole tecniche sono fréquentate in gemere dai giovariclti
appartenenti alle classi che non sono delle piti favorite dalla

fortuna. |
A. LyegLi.

k —
— = g - =
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TBASYFI{SALI NEL TRIANGOLO

§ t. Consideriamo un triangolo qualanque A,A.A;, fis-
giamo sopra ognuno dei lati A,A3, AsA,, A A, un punto
B,, B,, Bs, conduciamo le rette A,B;, A,B,, ABy, B.B;,
B;B,, B,B,, e chiamiamo rispettivamente

N,, N., N3 i punti d’incontro di A.B, con A;3B;, di A;B;
con AB,, di A,B, con A,B,,

C,, C,, C3 i punti d’incontro di A,B, con B.B;, di A,B,
con DsB,, di A3B; con B.B,,

B,,P,, B i punti d'incontro di A,A; con B,By, di AjA,
con BsB,, di A/A, con B,B,.

Posto
A,Bl P A;.]B, Pa AlBg P3

= ="y

W BATe ' BATq BA g
siccome il triangolo A,A,A; & segato dalla retta B3B'B,,
sara pel teorema di Menelao
AB; AR, AsB,
KA, "T.A " BA,

quindi per le (1) avremo la prima delle tre seguenti e in
modo apalogo le altre due {osservazione che in seguilo ci

risparmieremo di fare)

o AB__ggs Ab, gy, ADs_ g,
Brl A, PaP3 B!iA] P3P B':’A: PP,

Con queste (1) e (2) potremmo lacilmente esprimere in fun-
zione delle p e delle ¢ qualunque altro rapporto fra due
dei segmenti determinali dai punti A,, By, A,, B; sulla
retta A,A ; ci limiteremo al seguau’ti perche ci saranno ntili

in seguito. Dalle (1) ricaviamo

A,B, P AsB, Pe A,B; Ps

(3) —— = =

A:A-'i FI+‘?I, ﬂ3A1=P:+-{f; AlA: Fa+ s

9




B _pes  BA g DAL Pps iR
S s =g " B pp=gsg AR pa = i ]
e linalmente dalle (4) e dalle @ B

) 2o 5B, _Pppit g ’
ALA4 f,ﬂqﬂa —7343) Py + q,)
8- 2. Occupiamoci cra dei mppuru fra 1| segmenti de~ S
terminati dal punli A,C,N 4» N3, B, sulla vetta AB.
Il triangolo A ADB, & segatn dalla retta BAN,, unde aarﬁf Gl o

ii_l_}_ﬁ A:A'.‘l BIINI

] Badn Aa Ngﬁ,

¢ quingi per le (1) e per le (1) ayremo

B, N, YEVE Baﬂ;.t - 4104 B3Nl = ba93 . it
'N R hw1WI} jNJA.: ﬂ;(P._*q:) ’ N1A3 P:U’.’!‘i“?a} “
Il triangalo A;B..A; e segato dalia retta N,AB,, onde sarh ‘
'Almi B, A, Aj B, e

X

N Dt T  —— = — | -:'f-
NiB, AA, B,A' -"-E'}"if

¢ quindi per le (1) ¢ per le (3a) avremo AR

o) s galertg) AN gaiprg) AN, gu(pegs)
Na B ‘F 9 ‘N‘ 2 F ap 3 N H3 Pap '.'_"'f*-.'ﬁ‘;fj"-
Il triangala AB,A, & pare segata dalla retta C,b'B,, onda- &

8ara ‘ JI.\:I_!‘ |
¢ quindi per le (1) e per lc (5) e (5) avremo .

MG 9Pslpirqi) MG, gipiipq,) MG gpilpstgs)

' N 4;{
CB panbgug.s C,1, PP 19:9s” Cs By puppaeqggs i
i

Hd l'

{9) ==
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Premessa una considerazione analoga a quella fatta alla

fine del § prec. “osserviamo che dalle (7) e dalle (8) si ri-
_cavano

A’IN o f,'!{p.:"‘ql)“
(.w{ ‘Eﬁ P PEPIrgag,
my ANs_ g+ ,
AB,  puprpigg.g,
e da gueste

N,N; (P1PP379:9.93) (pi+q.)
oo O i

B PPpsqg+3q.) (puppgtg.g.) |

le quali nnitamente alle (1) ¢i daono

{'3) ILNE-H_ PIP:}’.? __qlgﬁﬂ
A‘l N; 9,(PE!PI+P3‘{.+?3?,)
§+ 3. Finalmente veniamo a considerare i rapporti fra 1
segmenti delerminati dai punti B, G, B, B’# sulla retta BB,
Il triangolo AB B, & sevalo dalla retta A3B' A, onde sara

Ads BB, BA,
AB, T8 AL

e quindi per le (3) e per le (1) avremo

EBS_ P:‘(pt"'(fl}’ Bl-'iBi plLDE‘Fq&J ? b, B, PolPa+qs)
Il triangolo A BB & segato dalla retta ACN,, onde sara

AA, BC, BN,
AB, ' TB ~ A,

(14) ELB—I! = 7 (Pa"'l?a) ]-3=E’_3 — il(p*“?*-l R?‘ B’l — ‘?3(Pz+rfﬂ
i

¢ quindi per le (4) ¢ per le (8) #vremo

(15) 251 (2:Pstg) BiC, _g.9(pq) BGC:  gagipg.)

e . — |

[':133 P3P1(F:+qz)’ C=BI __Plpncpfl"'qﬂ)’ CEB: Psz(Pl_H?l)

Premessa la solila considerazione, osserviamo che dalle (44}
si ha
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(t6) B.B, _ y_l'-ﬂh): --_ VERE s
BB " =0, ,

Y- 4. Dalle formule precedenti se me Potrebberu dednrre '.'.-u-.

molte altre, alcune delle quali coniengeao come casi pnru ':'
colari prrmu]e note, Comincieremo ad applicarle alla ricerca 2 ‘:"',-:‘
dei rappurtl, che le aree dei triangoli N,N,N;, B,B.B; hanno/ i 1 i
coll” area del triangolo A A A . Indicheremo per hrewth cqn. w
[A,A A I'area del tnangolo A A A e analogamente per gl; 4 4: ." .; a;a';*'f
altri; di pih fisseremo di prendere le arce positive o uega- | o
tive, aecnndaché essl 81 troverehbero alla destra o alla sini- | ‘;
stra di chi percorresse il contorno mel senso in cui sono no- i

minati 1 vertici. Cio posto si ha e 1

[N, NzNa] _ s [Aaﬂ,ﬂﬂ ,

.........
«

mnoltre

[A_:,A BJ = A,As [AlA!A’;I ! .

onde per le (13), le (12) e le (4) avremo

" i
5 "-lr
"'I" S
T -y 'r Ai7
7 ey
[}

[AAA]“‘

(PP.P3 - q:92:93)"
N N N; |=rme—o
(”) [ i3 3] (szl"l'FB?{'"?S‘? ._.' (P(P:'LP 1?:+QIQ:J(PnP3+P N ER UE )

": *"

g__

Si ha anche e
BB e
[B B;_,].: i :| l3BlBg], T '{yll'—,ifu
ma
[B';B Ba]=B b [A,B,A,]
iimllre

[A:BFAL-J: AA_:%: [A:A1A3]
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onde per le (16) per le (s) e per le (3)

B +9,9.95
(18) [BBBy|=— L3 TG GGs g p 41
(B0, C”.“?;”P:"'?J(Pa*?a)[ ]
§- 5. 8i potrebbe cercare direttamente anche il rapporto
di [B',B"H'g] ad [AlA:A.g]j cosi pure, se si conducond le rette
BB, BB, BB, esi chiamano Cy, €., C" i punti in
cul queste rette incontrano AB , A;B,, A B, rispettivamente,
si potrebbero cercare i valori dei rapporii
B.C B¢, B.C,
2 3 i
C'B5" C\¥," T8’

ma & evidente, per le (2), che questi valori si possono ol-
tenere dalla (18) e dalle (14) quando a

P, Py P:

9 9, 93

s1 sostiluiscano rispetlivamente

_98 94 9,
PyP3 P3P, PiPs
Cosi facendo otteniamo
) 2..2..% 2 . 3,92
19} [B' B B e PiPPy — 9,949, — A A4
o) [ b a] (ﬂhﬂa*?ﬂsJ(PaPr“?a?J(P:P:-'?r?;) [ bE 3]

CFy 7995 qlpwi-939))

§- 6. Se poi si considera il triangolo B, B.B; i cui lati
sono divisi dai punti €3, C;, C, nei rapporti dati dalle (14),
si conducono lerette C,C,, C,C , CC,, si chiamano D, D,. D,
rispettivamente 1 punti d'incontro di C,C; con C,B, ecc.
ecc. si possono trovare altrettante formule analoghe alle pre-
cedenti e cosi di scguito.

Altreltanto si dica del triangolo B'.B,B' i cui lati sono
divisi dai punti €', €', C, nei rapporti dati dalle (20).

§- 7. Fra le formule accennate in principio del §- 4 no-
teremo




Bt M Y
e Lol ?ﬁf?"}‘ﬁ;
T g o
< ) Al ’;f;';f;’?ﬂﬁ :
AT :}qih":'f_'
gt L A TER ey
I 1Il:'l' ‘krill IFI'I'l :I;- i
BN SN =" -In-
Gl e T~
L] . i1

 (7) dalle (8) e dalle (9) ,

ie"st ‘dedbidons
gqf,;-a]!;: t.ﬁ; r.*tf.h" J,jr '. i 2
tﬂj‘j E‘,H_\!ﬁ}}":”l"ﬂ ji{ R B G B:ICB (P1P1P3)

f‘ : T”&iﬂ] Il q' ik | c Bg GsBl q‘?’qi

ot fonl e AR
= ’ @ gy ﬁg cB:fg ( 'PM)&’ Y
ke rjw 5 : 3 VAV EVE! o
v dhe e .,ﬂin:a, dalle (20). &
MRS SRR }r upponiamo ora m Parllcolare che le tre rette A B, 3 ﬁ “
114,3, Passino per nn punto N, Allora, dovendo ewé i

'i
u

"N.Ng] =0, la (17) ci dice che sarh # _-‘,1_..-

| pite ' 4 Plpﬂpﬂ=i
BN IV E

e reciprocamente (leorema di Ceva),

La (f0) ci dice che | tre punti B, , B , B, sono in li-
nea retia e rEElPI‘ﬂ[‘:ﬂmenLE_

Le (23) ¢i dicono che

BC, _ , BiN

Cl"ll Nl"'"""'
S- 9. Sﬂpponmmn anche che sia

1 B Pe

7 T 9
allora dalla (17) si ha

L
= = -

= m



- @
| :Lﬁﬁgﬁ* 0 Al

m* +m + 4

e dalla (l.ﬂ) A%
'

m® — m 1
[BIBlB3]=

(m + i): [Ainina]'
E questo il caso considerato dal Prof. Besso (*) il guale

oltre a considerazioni sul triangolo formato coi segment; AB, ,
A.B,, AB, (considerazioni che estese al mostro casn danno
risultati- poco semplici}, agginnge alcune ricerehe relative ai
centri di gravita deéi triangoli AAA;, BBB;, N,N.N;ys di-
mostra cioé che, ammessa la nostra ipotest, i centri di gra-
vita dei primi due coincilona e videversa, € di pia che coi
precedenti coincide anche il centro di gravita del terzo.

Con processo analogo e ricordando le (13) si pud dimo-
strare che amniessa la nostra’ ipotesi, anche il centro di gra-
vita del triangolg B"tB’.H*g coimcide con quello di A:A Ay e
viceversa,

Cosi per mezzo delle (14) e ‘dellé (20) si dimostrerebbe
analogamenle che, ammessa sam‘j'ﬁe"lla nostra ipolesi, coi pre-

cedenti coincidono pare i centri di gravita di C,C,Cy, C' O CYy

e reciprocamentle.

Finalmente tutti i triangoli analoghi ai precedenti che
si olterrebbero successivamente colle costruzion accennale
nel §. & avrebbero Lutti i loro centri di gravity coincidenti

con quello di A A A,. :
Groserre Pescr,

—-'"1.

TEOREMA PROPOSTO

Se i seni dei diedri d'un tetraedro sono proporzionall
alle lunghezze dei rispettivi spigoli, quel tetraedro é a facce
eguali; e reciprocamente,

G. GioLiast,

-

— - — —— =
(") V. Fascicolo 1, Annoe Il di questo periodico.




. DELLE RADICI COM
#H P UN EQUAZIONE
oMt L

nddlla I'eqnazione alla forma:

Lt

g

DT D= 5 Tt p s pm

eaaﬁﬁdup,, Py oss 3 Px coellicenti interi; il che si pué E'?T‘ '

‘catiie| ¥ ‘1oto, ‘sostitmendo alFi incognita (ove occorra) un gf! 3

iplo’ ‘converiieiite di essa. -In tale ipotesi 1a (1) non potrh ain;' ;

mettere alcuna radice frazionaria ; e la ricerca delle sue ra: x

dici rezionali si ridurra a quella delle intere snlnmnnte..g.;;
~Se al posto della x si pone in flz) nn intero qualunque

Ia illﬂ'h’reﬂgaﬂ-r) =7la) sira divisibile per x—a; laonde, r

P i 5

4 AR
R E 1)1

I-.-_

" ir

i}”d"'i‘-'-'?h' ';'?.‘;._4, Al L P T L
‘dicando t:Hﬁ Q'on 1nlero, ‘seriveremo : T

d !'}_111-_.5.-‘; ..;u' ;o

identith ogni qualvolta si soétituisca ad una radiee di Ax) <o./§
Ma allora fix) & =0, onde si ha
fle)

x=ﬂ-——--

-:.j.:i]iﬁ".j' ,
- . g 1 T W

Ora se 2 & intero, per questa eguaglianza dovia Z%z es- e g
ORI

. — L] - ® M - *-l:‘ll:l I:j'li.:.’l. .‘.;i:.i' .I 1

S€I'e pure un inlero 5 laonde se 81 cercano Llulki i1 divisori "* i

¢

positivi Q di [la), nella serie &" i

e 3

saranno comprese tutte le radici intere della data equazione. '/7EEL)
Se si assume analogamente un altro numero o', le radici e
dell'equuziune dovranno anche essere comprese nella serie ’

e L oL



§ o M‘--*ﬁ“
I T ot (3)
::. s :_.-ml.!. i ™ ._.Q J !

E cosi si "-"r pmegmre ; ma in genarale cid non
¥ mecessario, Le tltft- serie (2) e (3) o non hanmo alcun nu-
mero comune, ed allora leqmumne non ha radiel) @tere; od
banno dei numeri comuni ed allora soltanto fra. egsi vanno
scelte le radici; cosiccht si potranmo addlrlttur& sostiluire
nella data equazione, per verificare se vi soddisfacciano.
Questi tentativi si possono ridurre a tanli quante sono le
radici realmente esistenti, o poco pin, bastando aumentare
il numero -delle serie (2), (3) ecc. ed escludendo addiritiura
dalla prova 1 numeri che non dividono p, (essendo noto che p,
¢ eguale a = il prodotio delle radici dell'equazione).

Questo metodo & semplice e comodo assai, poicht le
serie (2), (3) si possono ottenere facilmente, per essere a, 4',...
numeri arbiirari, le cui potenze si.pussong calcolare una
volta tanto, per servire a R, DOmero qualunqua di equa-
zioni. I vantaggi di questo)imafedo, che si puo applicare
fruttuosamente anche senza Hﬂil!lypdl altri criteri solle ra-
dici (sui limili, ecc.) si vedranng da chiunque yoglia porlo
a confronto con quelle di Newton, generalmente adoperato
mm simili ricerche.

Ne porgeremo qualche esempio.
Sia
fAx) =2’ —102* +31 2~ 30

Si ba f{1)=~8, f{4) =—2; onde i divisori di 8 essendo s,
4 2, 1, e quelli di 2 essendo 2 e 4, le soluzioni intere della
equazione flz) =0 andranno cercate tra i numeri delle due
serie »

128, 14, 12, {*+] ¢

A=2, 4=2

le quali non hanno a comune che i numeri s, 3, 5. Provati
questi numeri, si vede che soddisfanno alla equazione,




s 1k~
T
o L
fl(x)= 2% ~11x* + uc - 0
. ¥, . f IS ;ﬁﬁ!ﬁ!
Si, trova subito : s |
o )=, fley=<1s, fla)=-2s iy A
- sl . . e |
Dn‘[jgl.s{iﬁ }mo IE lre Hﬁrlﬂr rm ]E :q“all sonp dﬂ cercare * ik
JE Eﬂ]umiﬂ inl,en: di ﬂ,z) =0: A ‘#, . I;
420, 150, 45, 1=4,  pEm, g .

3 . -r"'L. i
—iEdB, —1E24, 1510, —1=12, —1+8, ~[24, —14y, —143, —gebp, —gueff] RN

T
syt DETRINTAS - S
'lj g ] i (R

Sia‘ ancara :

. Lo e :'.;: T
&2, 2, ‘238, 2ig, D4, 243 33,  af. _'Jlifi Lol

Escluse da queste iré serié addirittara i numeri che nof "_“-E;f i

P

dividono il termine noto ~ 24, restano le lre serie B
+ by -4 =3, +3 =1\, -i-j-

| ":'il ﬁ’r;‘rr*\}q* II j:ﬁ"in . +. P‘ ¥ -";;2’ —_ I' N +';4.,l :ﬂ!_' l'

le ‘qnali. von haneo a comune che i numeri -3 e F
Questi, sostityiti nella f(a) laannullano; e somo quinli tatie, ;&

b

te'radici intere di- queloypugzione (Cfr. Compl. di Alg.. dek 8
Todhunter trad. dal Battaglinii; pag. 7: il pracedvmento qtlfsrl
adoperato si vedra assai piit semplice e hreve di quetlo ““ﬁ‘
indicato), il

Sia da ultimo 'equazione g w1

27 — 132% 4 8 - x — 2= . - h

Si trova subilo ehe sostituendo ad 2 il valore 1, il prims

mem bro aﬂquisla il valor 61, numero primn; onde, sempre " E:m
secondo la formola i), le radici sono a cercarsi nella serie F

1==01, 1=1, clo¢ 62, — gp, 2, 0. Esclusi i numetl che non di- - ’

vidong - I'nltimo termine, resta il 2. Per queslo numero cosi ‘i

basso si pug eseguire direttamente il calcolo (senza ricorrere: R s

ad una seconda serle), per verificare che non & radice; onde ,

subito si & mostrato cle I'equazione, proposta non ha radici: '/
intore,

:'.:. - -

V. Munes.
— et ——
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LEMMI PER LA MISURA DELLA CIRCONFERENZA

jj'{ -

E DELL‘A.'[IE& DEL GIRGGLO

—*

Per dimostrare che la circonferenza ed il cerchio sono
limiti del perimelro e dell’area del poligono regolare inscritto
o circoscritto di n lati quando n tende all'infinite serveno
1 seguentl teoremi che possono, forse con vantaggio, sosti-
tuire quelli che si lrovano nelle ordinarie Geometrie Ele-
mentari per dimostrare che i perimetri e le aree dei poli-
goni regolan inscritti in ona data circonferenza hanno gli
stessi limiti dei perimetri e delle aree dei circoscritti qnando
cresce indefinitamente il vumero dei lati di essi poligoni.

. La differenza dei perimetri dei | poligoni regolari di
n Jﬂtl, Funo circoscritto e Teltro inscritto alla stessa cir-
conferenza é minore d'un cateto d'un triangolo rettaigolo
che ha laltro cateto egualé ad’ atto raggi e l'angolo acuto
adiacente a questo eguale a!ld‘ ™ parte di due retti o

maggiore di questa,
Sia AB.un lato

del poligono re-
golare inscritlo
di 7 lati il pe-
rimetrodel qua-
le indicheremo
con P,. Sia P,
il perimetro del
poligono regﬂlnre circoscritto d1 n lati. Si faccia AF eguale
ad otto raggi. Si conduca la tamkente in A alla circonfe-
renza e la perpendicolare in F alla AF; queste s’incontrino
in E. L aogole FAE ¢ la n™ parte di due retti. La tan-
gente in B alla circonlerenza incontri in C la AE; e sia CD
perpendicolare ad AB. Avremo:

P.-P, =n x (AC + CB— AB) = 2n % (AC — AD)
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prer& MW i :,‘I.;"l:i.l_ SRR A B . ]

| - Fﬂ ——= P._ <. 2n X CD_ W, o
AMO;;@H&M&-? 20 i
Y e P: < AF.

.
Si faccia

Vi AL=P,=n x AB=>2n. AD.
Si conduca LM parallela ad FE e s avra

| . LM=2n x CD LM < FE
eppero
P, ~P, <FE,
Facedlo -~ G
< <
FAH > FAE
avremo
‘ FE <« FH .*:T
eppero anche .
P,l - Pn < FH- bt ;';': 4l -
% Ogni e mento dato piccolo quanto si vuole & m:urr
giore della differenza che esiste fra i perimetri dei poli-i
R

3‘?;: reg;ha.tri di _n lati 'uno circoscritio e T altro in.rﬂr:'étp-gé?'
a : J's;e ﬂﬂi:d c:ramffercrfm, se n & grande abba.rtanza."_f{:
nlatti: S1 costruoisca il triangolo rettangolo FAH “

I

cateti AF, eguale a quattro diametri della data chcuufareh;hé_'-. e

ed FH eguale al segmento dato. Si formino i multipli del-

Pangolo FAH. Se si trova che m X FAIl & maggiore di due

relti, si avra

' P.-P, <TH
se sara

n- m. )
J
p 3. Ln :{:ﬁ’areum delle superfici dei poligoni regolari
["; n lati, L'uno circoscritto e laltro inscritto alla stessi
_“1; ”""Zﬁrenm e minore della su perficie d'un triangolo ret-
“Mngoto che ha un cateto eguale a quattro diametri e l'an~-

| T
Y
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i
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- Y
golo acuto adiacente a questo eguale alla n* parte di due

an

retti o maggiore di questa, |
Indicando con §', ed S, le superfici dei poligoni rego-
lan di n lati I'uno circoscritto e 1'altro inscritto avremo:

A A
S'.~S,=2n xX ACD ALM = (sn)* x ACD
quindi:
A A A -
§', =S, < ALM < AFE < AFH.

A. Ogni superficie data piccola quanto si vuole ¢ mag-
giwore della differenza che esiste fra le superfici dei poli-
goni regolari di n lati, l'uno circoscritio e laltro inscritto
alla medesima circonferenza, se n & grande abbastanza.

Infatti: Si costruisca un triangolo che non saperi la su-
fice o data e si trasformi in un triangolo equivalente
che abbia un cateto eguale a quattro diametri della circon-

ferenza ; se risulta adiacente a questo cateto un angolo acuto
maggiore della m* parte di due retti, sard

Sy =S, < o se sara nS m.

Prof.” Faancesco Gsupice,

DIMOSTRAZIONI DI TEOREMI ENUNCIATI & Pic. 50,

Se si dividono i lati d’ un poligono rettilineo piano o
gobbo, nello stesso senso, in due segmenti aventi il mede-
stmo rapporto, la differenza fra le somme dei quadrati
delle distanze di un punto qualunque dello spazio dai ver-
tict del poligono e dai punti di divisione é costante.

A. LucLi.

Dimostrazione di Jgnacio Bgyens, Capitano del Genio
(Cadice). (*)

Sia il poligono AAA;....A, e P,P,,P,_,P, i punti
che soddisfanno alla condizione assegnata, si avrh:

*) Nello stesso modo ba dimostrato i) teorema il Sig. Prof, F. Paniz:za.
Un'alira dimostrazione 2 stata inviata dal Sig. Prof, &. Riboni,
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it
Sant

e applicando il teorema . di Stewart ai triangoli GAlA';,_é 2

i

; Wi
P

: ™
p 1 LN | \ TRl Py
AP, =

T

a1
e

O0A A3, ... OAA aventi il vertice comume O in un puntg; i
qualunque deHo spazio : T

>
|_|_: *.
2 "ﬂ;. L

- ) - - A i{ 0

by OAI- n'l ":"'0 l.' tm _ g - . min - e
i m 4+ n - A! ﬂl-i—ﬂl-_OPl +(—--———m+n)=- AlAl

oKs, — 0A:, -2 __op mn

. moan m+n_-ﬂpl+(m+ﬂ)" AL
IDA'E' & + 0A2 A OP*? e A P{;

¥ m <+ n I.Hl--j-n_. '+(m+n)z. pil| |

i | vy Y

le fpalt addizionate, membro a membro .danoo:, e

It '-:|;

OA2+0A%4.....+0A=0P2. Op? mn
FO0A ... +0A° ?P‘_FQPRT:"'OP:+_(m+n]n(AIA:"‘A=A:+----'FJQ!__.4 "
TR L !

0ssia
mn

S04 - "'()P;-._-
: = (m+n)*

STR
- Se 1‘3 retlg AA, BB, CG,. che uniscono i vertici.A, B, G
I un fﬂango!n cot punti A . _B: C, dei lati r'i'.s‘pettiuamn?e;j
”PF_“‘" t2" passano per uno stesso punto e se inoltre gli E:;;_:._. e
goli AAC, BBA, CCE, sono tra loro eguali , quelle reite % 1
sono le altezze del trﬂmgﬂ(a, i

. =
(-
i

* ¥ AA,, =costante. |

D, Bgsso.

('
|
=
¥

: )

Dimostrazione del prof. . Panizza *).
. Ilf‘[ll_ﬂt!rﬂugnlu A, 0B, C (O puotodi incontro di AA, BB, CG;)";
e IISCI']ﬂhl_lE essendo <0AC+O0BC =0BC + OB A = 2R. Cﬂ'é}{' v
pure sono 1oserivibili i quadrangoli OB AC , OC BA rﬁifﬁiﬂi? i
S1 avra: ¥ 2 = R

ACx AB = AA x Ao, ABx AC, = AA . Ao.

*) Altre dimostrazioni ¢j sono pervenute dai Signori J. Beyens ¢ G, ﬂl'ﬁﬂl;-
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Da queste egnaglianze si deduce

L. D AOR AB = ABx AC, ,.
quindi anche il quadrangelo BC B,C & inscrivibile e percid
< BCC=BBC, ma < BC,C=BB/A per ipotesi , dunque
< BB A=BB.C ¢ pero BB, & perpendicolare ad AC. Nello stesso
mudo si- proverehbe ohe AA,, BR, sono rispeltivdmente per-
peudicolari a BC ed AB. *)

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Prof. Rajoua Pescarmni. — Elementi di Aritmetica generale
ed algebra. Napoli, Morano editore, 1884, — L. 4. — Kap-
portt esatti ed approssunati ¢ teoria delle proporzion:
ad uso delle Scuole Secondarie. — Napoli, Morano editore —
1886. — L. 1, 50,

Nella prefazivne I'A. esprime l'opinione che, sebbene Ia
mlaggior parte degli autori considerino il numeéfo come jl
rappresentante del rapporto di due grandezze, anzicht come
elementv di conteggio, pure ¥ difficile trovarne qualcuno,
il quale si mantenga invariabilmente fedele a tal concello,
e che, in oltima analisi, non faccia confusione tra la gran-
dezza ed il numero che ne segna 1l rapporto. Ed a questo
proposito critica alcuni puouoti dell’Aritmetica del Baltzer.

Afferma inoltre che I'Avitmelica deve fondarsi sulla hase
della quantita concreta , e che, dal non aver fallo queslo,
dipende il poco profitto delle scnole, dove gli alunni non
sanno risolvere un problema elementarissimo, il (quale sia
1mmediata applicazione d'una leoria.

Critica anche la delinizione della moltiplicazione data
dai divers: autori, ed allndendo poi a1 molti concelli nuovi
introdotti nel suo libro, fu particolare menzione dei concetti
di eguaglianza, di nnmero negativo, di divisione e di radice;
€, rispetlo a quest'ultimo concettop afferma di essersi molto
ocenpato delle radici approssimate, perch sentiva 1'obhligo
dmna specie di compenso, avendo dalo assai poco rilievo
alla teoria dei numeri irrazionali.

") I Signori J. Beyens, F. Panizza, G. Riboni hanno pore dimosiralo
il lerzo flei teoremi enonciati 2 pag. 30. Una @i tali dimestrazioni sarh pub-
blicata nel pressimo fascienlo.
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7" "4.°Cio premesso, facciamo ' alcume 'osservazioni ‘di ordiné
 generale. Qnanto - all'idea -di ‘parve & base dell'Aritmetics Ja

quantila, siamo- perfettamente d’accorde eoll’A. e gliene
butiamo lode per avervi imssstito’, sebbene 1 idea now :., L
nuova, fdﬂppﬂi_ il Bertrand, mel definive le diverse opeéras i
zioni ‘aritmetiche, le frazioni ed i rapporli, parla sempre :d gL
quantiti, e non considera il numero che quale tf a0
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della quantita stessa; come pure il Bellavitis, nei $uoi riassunti’ i T i
d’aritmetica ed algebra, afferma che la guantita costituisée ' HE 3
l'oggetto si dell’'vma come dell’altra di queste due scienzes! .
Pero quello che non possiamo approvare si & che abla; /80P
parola quantjta'l'A. aggiunga lepiteto di concreta, scrivendo (g &
antitd conereta o numero concreto. A mnoi sembra che ' |
idea di qoantith sia astratta, come & tale quella di super- /E8%
ficie, di linea ed altre. Difatti, allorch® si dice quantith di (S
tempo, di spazio, di forze, ecc. la cosa & per st evidente, »,:'
ma anche quando si considera una collezione di oggetti rea- @
L, p., e. dei minerali, e diciamo che, tale collezione si come (i
pone ‘iji:"fcqn,to minerali, noi faceiamo astrazione di tutte. R
loro differenze e li consideriamo proprio come identici - o
no, all'altro, talmente che jmo puo sempre  essere matitﬁiﬁfi
in, lgogo d'un altro; e questo in realth non pud evidenper =
mente accadere, onde l'idea di quantita & astratla, Se poi i
si parla di numero concreto, la denominazione & anche pi Wi

1-i- [
1= [

r

inesalta , wa su cid avremo opportunith di aggiungere . it}
seguito qualche altra considerazione. K

A nostro avviso sarebbe invece preferibile il dire quan= i}
fita specificata , quando si volesse aver riguardo alla * i
cie della quantita che si considera, come p. e. quando si 4
dicesse una quantita di monete, ey

~Un'altra cosa poi che I'A. avrebbe dovuto fare, dal - R
momento che si proponeva di pigliare a fondamento dell’a-

ritmetica la quantilh, sarebbe stala quella di definire il si- .~

gnificato di questa parola o almeno di determipare per gugljli;z-_l
o I'. =

Faratteri essa entra nel dominio dell’aritmetica. lnvece eglp;'_.;
in tutto il corso dell’opera, non usa mai la parcla quan-. {48
Lita, cio che fa sempre pid supporre che essa sia ritenuta S S
come gigponimo di numero concreto.
2. Diciamo ora del modo col quale & stato diviso il li-
bro, premetiendo a tale scope la distinzione che 1I' A. fa

delle eguaglianze.

[
i )

I .

]
- -r‘
» o
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Un’ eguaglianza ‘pud. essere evidente, come quando si
afferma che una quantith & eguale a sé stessa, oppure puod
essere convenziomale, come quando si scrive. 4.3 = 4+ 4+ 4;
ed in questo caso. essa non & che 'espressione della defini-
zione d'un determinato segno : tali eguaglianze si-chiamano
identita. Invece, un’eguaglianza pud essere il risuliato d'una
dimostrazione, esprimendo simholicamente |'enunciate d'un
teorema , come quando si scrive ab =ba; a questa specie
di eguaglianze & assegpato il nome di equivalenze. lufine,
un’ eguaglianza pud essere I'espressione d'una condizione im-
posta ad upa data quantith, p. e. ar=a + x. Quesla lerza
specie di eguaglianze son dette equazioni, le quali sono da
considerarsi come la traduzione simbolica delle condizioni
espresse in un problema.

Falta questa distinzione, I'A. dice che scopo dell’ Zrit-
metica generale ¢ appunto lo studio delle identita e delle
equivalenze , che servono d’introduzione all’ Algebra ; la
quale invece ha per oggetto lo studio dellle equazioni. E
cosi il libro viene diviso in due parti: una intitolata Arit-
metica generale e I'altra Algebra. Tutto qubsto & giuslo ed
esatio, ed. ha il vantaggio di.segnare una .divisione precisa
tra laritmetica e I'algebra.

Oltre alle due parti precedentemente menzionate, I'opera
contiéne anche un’ appendice nella guale sona svolte, insie-
me .con alcuni problemi fondamentali, le parti principali
dell’ aritmetica razionale ordinaria, affincht il libro polesse
servire al corso liceale (¥). .

d. Passiamo all’ esame dell’ Aritmetica generale, la quale
consta di 14 capitoli preceduti da un' introduzigne.

In questa, il nostro A., presi a considerare degli og-
getlh omonimi, capaci perd di potere essere aggruppati gli
uol coght altri, uno qualunque di tali oggetti chiama unit,
ed aggruppando successivamente quesle uaith ottiene dei
gruppi di oggetti che simboleggig in diverse maniere, ma
preferibilmente cost :

) Mas Ma: Ma3: . ., .
ove deve leggersi : M preso una volta, M preso due vol-

— - —

(*) Qui fa duopo avvertire che la presente pubblicazione fu fatta al tempo
del Begolamento Baccelll, il quale prescriveva I aritmetica razionale al pri-
mo corso del liceo. '

6
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te, ecc, . . . e dove M non significa .altro che il nome /i
dell” oggetto funzionante da unita. E quando questo ;i*
fosse sollinteso, la serie 1) si cangerehbe in quest’ altenr © EHEE

2) i, ﬂ, 8y 89 o ¢ o » _H ‘Fw .J:
la tjual cosa pero ¢ da evitarsi quando pud nascere ambi. e
guita fra duoe diverse nnila, Y

I stmboli delle serie 1) e 3) vsati a rappresentare 1 vagi ”5 {
gruppi di mnita si chiamano zumeri;.e si dividono in cons i
crefe ed astratti : sono concreli, se l'onita & perfellamenty |
determinata, sia o no.esprossa ; astratti , quando I'mpita ¥ > SR
lasciala indeterminata. | e

Tale definizione i numero & apa]nga a qlle“a cha M, J.
Hotiel da nelle sne Considéraiions élémentaires sur la gone- il
ralisation successive de lidée de quantite dans Vanalyse ma-
tﬁehmtigue (Panis 1882), dove si 1egge: « un nombre est le

simbole de I'addition de plasicurs quantités, considérées, par ,t“\i'
;

i & 2 » " IR L -'IIII:I" ) ..."‘
délinition,, comme identiques eulve elles et que l'on nom- e
3 : ;= .'l":.'.!..'_-.l | 'Il."l

me upilés,om, . g
Senza disconescere 1'@satlezza di quesia definizione, Avremd, N

. - : - N e S
Wm0 amalo meglu} ehe. Bl 'mellesse 1u magglm' Eﬂd&naﬂ ﬂhﬁ'_;-fg?' ""‘ }

il numero, olire a rappresentarc la quantita, determina Eﬂmﬁ,',";;fﬁ
pre una relazione [ra due quantita, ciot esprime quanté, it
volte la quantita che . viene scella come unita deve pren- (&
dersi (addizionarsi) onde avere l'altra gmantita, e i

Anche T Hopiiel , non parendo contento. della precedente |8
definizione aggiunge 3 # le nombre est la loi de formation A
d’une collection d'unités au moyen des anités individuelles ».

Qnanto  por alla distizione dei numeri in concreti ed 7
aslralli, mi pare da bandirsi, peroeché i nvmeri son sem-
pre astratti , come ¢ tale anche Midea di quanlita , per le
ragioni gia dette innanzi. Inoltre, se il numero & un sim-
bolo, qual significato ba la dislinzione fra un simbolo con-
crelo ed uno astratto ? Ma ¢'d di pid : quando dovesse chia- i ,
marsl conerelo quel nomero ehe si rilerisce ad wna umta '--.-;,--..:__,--.:
determinata, doyrehbe dirsi concrelo anche il moltiplicatore Ui
d'un prodotio e I'esponente d'una potenza, Invere, quando
dicesi p. e. 4 molliplicato 3, s'intende una somma di 2 parti
eguali a 4, ed allora 'unita del 3 & perfettamente determi-
nata nella parte eguale a 4. Dunque I'A. a nosiro av-
V150, avrebbe fallo meglio a parlare di numeri e dj quan-
lita piutioste che di numert astralli e concreli,
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h. Vengono ora le definizioni delle diverse operazioni
aritmetiche.

Dato il significato dell’ addizione, I' A, avverte che un
gruppe qualungue d'unita puo essere consideralo come una
nuova unita, colla quale si possono formare dei grappi ana-
loghi a quelli avuu colla primitiva wnith ; cioé si puo avere
la serie :

3) M.s.1; M.s.2; M.s.ay Msaa; . .
ed assegnando al groppo M.s il nome N, la stessa serie puo
THPPTESEHIHTRi HI]ﬂ]IE ilJ {]“EEI,! ﬂ]l!'ﬂ mu:lu:

3) INogs Noas NE3 o « o s

E quindi allo scopo di distingnere come la N proceda
dalla M, quella dicesi unita secondaria e questa unita primaria.

A ciascuna delle espressioni della serie 3), ove 'onita M
puo essere sulliutesa, si da il nome di prodotto, e fattor:
si chiamanuv i nameri che vi compariscuno.

Rispetto ad wn prodotto di due fattori, I'A. preferisce
dire ch’esso esprime nn gruppo di gruppi dell’ unita pri-
maria, pinttoslo che affermare che per prodotto deve inten-
dersi una somma di termini egnalii cio che si poleva fare
faciimente essendo gia stata data la defimizione di somma e
di termine. Ma egli vou ha volute imitare gli altri scrit-
tori, i quali, com’'& nuvlate nella prefazione, han dalo due
distinte definizioni della moliiplicaziooe , una pel caso del
moltiplicatore intero e 'altra pel cuso del moltiplicatore fra-
zionario. Nel fatto pevdo non sono distinte le due definizioni
che si soglion dare della moltiplicazione dagii auteri ehe han-
no scritto con qualehe competenza della materia ; ma sono
imvece lona COUSELTET La dell” gltra. OQuunlo alla prima de-
linizione : il prodotto é una somma di termini eguali, sem-
bra a noi molto semplice ed esatta, ed ha i1 vanlaggio di
mostrarci come 81 origina la moltiplicazione ; di pin s1 pre-
sta assai bene per determinare il significato del moltiplicando
e del moltiplicature. Da essa poigsi ricava assai facilmente,
come proprieta del prodotto, la seconda definizione: i pro-
dotto & compasto col moltiplicando come il moltiplicatore
e formato coll’ unitd. E (ui & da unotarsi che la parola for-
malo non sembra esprimere, come allerma I'A. nella prefa-
zione, un concetto vago ed indefinito, perocché essa si ri-

lcrisce alla genesi del numero ; il quale , come supplamo ,
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esprime appunto Tinsicnse © I'aggregato o pill propriamenité I:En
'addizidne di pili ‘uiita, oppure di parti dell’ unith quatat‘l’&'»‘-g;
¢ frazionavio, || L B
Ammettendo 'adunque come definizione la prima propo-
sizione , la seconda ne ‘vieme come conseguenza ed esprimie ‘ot k8
una propriets del prodotioc. Invece , se si assumesse comé: -"_-.¢,’Zi ,';T-"-'.-;
definizione la seconda proposizione, ne verrebbe come con- 'JI{E’.
seguenza la prima, che esprimerebbe essa una proprieta del &
prodotto. Ora finchi si dovesse discorrere soltanto di np- i B
meri interi sarebbe proprio indifferente pigliare , come -de /Tl BE
finizione di prodotto, I'opa o 1’ altra delle proposizioni sus S
accennale, sebbene si dovesse dar sempre la preferenza alla hikiit
prima per- le ragioni sopra esposte, Ma quando si hanno ‘da -2 g
considerare i nomeri frazionan e specialmente un moltiphi- n{[‘ _
plicatore frazionario, allora , veduto che la seconda defini- {ifEL
zione pud estendersi benissimo ad un moltiplicatore di tale L &
nalura; ragion vuole che si adotti la medesima a preferenza '8/l
della prima; che non gode della stessa proprieta, nd e
Concludendo , quello che a nostro avviso si' deve Tk = i)
proverare agli autori si & che essi non si curino molto di 58N

B T L

far vedere la dipendenza che esiste fra le due definiziony’y | /s e

| 1
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€ non mettano in chiaro quando & opportuno adottare Pupa -2
a preferenza dell” altra. L
Il nostro A. si scosta da totti gli altri, e da questo muds G

VO enunciato della moltiplicazione : e

ﬂ:folzz'plicare un numero per un altro significa trovar- -4 )
ne wn terzo che valga il secondo guando & riferito all'c- i
nitd secondaria espressa dal primo, ove il primo ed il ter-
zo namero debbono intenderst riferiti alla stessa uniti primaria,
_ Slamo d’ﬂpininue che questa definizione sarebbe riuscita -
di pii facile intelligenza enunciata dopo la prima definizione,
di cui sopra abbiamo parlato ; comunque sia perd non Si
P'uo negare ch’ essa ¥ ingegnosa ed esatla, e che, se nella
Sostanza non differisce dalla seconda, nella forma invece ne
¢ senza dubbio superiore. SR

9. Sul concetto di frazione I'A. si esprime press’a poco 'l
cosi: se M ed N sono legate dalla relazione M. 5= N, M pud- 57|
cunsiderarsi come ottenula dalla scomposizione di N in pint
elem:enti cguali, e allora se si prende N come unita primaria,
M si dovra considerare come unita secondaria, e percid a
far vedere che M & gencrala da N si snole scrivere M =N £,
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la quale espressione leggesi N partito in cingue oppure N
moltiplicato per un guinto. E qui si vede subilo che la pa-
rola moltiplicato ha nn vero siguificato di divisione.

At simboli\della forma £, 3, ¢. ... I'A. assegna il nome
di frazioni semplici e agli altri della forma %, %, ... quello
di frazioni composte. Quindi aggiunge : anche le espressioni
della forma . 5; 3.4 diconsi prodolti, cosicché una frazione
composta e il prodolio d'nna frazione semplice per un intero.
Quanto alla prima espressione, I’A ha perfettamente ragione,
ma rispetto alla seconda non pud dirsi lo stesso, perche la
medesima non ba peranco ricevulo un significato. Difalti,
che cosa vuol dire 3. 3? Servendosi delle stesse parole del
libro vuol dire 3 partito in 7, ossia cio che préso 7 volle
da 3. Ora questo guid non & certo fra i nomeri interi, ma
trovast fra 1 numeri frazionari nella frazione L. Intanto pero
I'A. non ha ancora dimostrato come una [razione moltipli-
cata per il proprio denominatore dia per prodotio il nume-
ratore; e poi se si dovesse rilenere |'espressione 3. ! come
equivalente a 3, sarebbe proprio inutile che a pag. s, n. 22
si cercasse di dimostrare legnaglianza .l =1. 3, ea pag. 20
si dimostrasse che 3: 7 =2; dunque al punto in cui siamo,
non pud dirsi che l'espressione 3. ! abbia un significato.
Forse 'A. ha credulo che la sua definizione di moltiplicazione
bastasse per dare un significato a Lutti i prodotti, ma cié non
puo essere finche non si ¢ dimostrato che se un’unita primaria
¢ divisibile in parti, qualsivoglia unita secondaria proveniente
da quella ¢ pure divisibile in parti nell'istesso modo, o, in
altri termini, finch® non si & dimostrato che ogni frazione
¢ il quoziente del suo numeratore per il corrispondente de-

nominalore.

6. Sul significato di sottrazione non hayvi nalla da os-
servare, laonde si passa subito alla divisione della fquale si
leggono le tre seguenli definizioni :

17 Dividere un numero per un altro significa trovarne
un terzo che riferito all'unita sebondaria ra ppresentata dal
secondo, valga quanto il primo riferito all'unité primaria

o7 Dividere un numero per un altro significa trovarne
un terso, al qam!{.’ come nuniied secordaria riferendo il secondo,
questo valga quanto il primo riferito ell'unit? primaria.

30 Dividere un numere per un altro significa trovarne
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un terzo che moltipli . v “ et
equivalente. al pri w perl il secondo dia un prndntfq :L
E evident,e E]]E lﬂ 'ﬁm com . JER (ST T:'.*;:. ko)
- | prende le prime due, per la; i i@
:Il :al c;ma sarebbe stato ben fatio che gmeste)fossero dedotte, . 7 B8
qze l"; Come proprieta del terzo numero, chiamato quoziente.: h .
. PPI{"F“‘!“ la prima definizione, 'A, dice che il terza :* { i
mero, il quale chiamasi rapporto, ¢ astratto; e applicando; -

Ty o R |
o !'-.I'I" = s u y

o
i

E
i
-i1
X

;i Td-,t. il l“

invece la seconda, & astratto il secondo numero, che chia- i
masi divisore, ‘ SR
.Sl pno qui ripetere la stessa vsservazione fatla a pro- 3
posito -del moltiplicatore d' up prodotio e dell” esponente
d'una polenza: |'unith a cui si riferisce il rapporto non &
una "lpa.‘!“ﬂ_f].uﬂg_. ma & il divisore che pad per convenzione; B
cluama_rsl con un nome l]ll'lﬂunf]ue. Per rsgmpiﬂ, quﬂﬂdﬂ §i 8
cerca il Bumero dei metr dj panno che s1 possono com prare. g
:Dnh“ h"’_ sapendo che wn metro costa 4 lire, il rapporto {
 che esprime quaule volte il § & contenutv nel 20 & rife-
rito sl metro come wnith, ma non s pud negare che il metro i@
& per convenzione equivalente a 4 lire, civé al divisore. ‘f il
7. !l EHP' [ comincia con questo tevrema: In un pro-
j‘"’z to di pite f attori, ad alcuni fattori consecutivi sostituendo
pglg{:; i;ﬂ;iﬁiﬁuuam, S ottiene un nuovo prodetio equi-
La d_:musl.razione di tal teorema non regge, par{_‘;hﬁ ]'A
d“rf”i“e il suo ragionamento ammette senza accorgersene la. i
verita che vuol dimostrare. Difatii, egli dice: « nel prodotto

M. 2. 2. 4. 5.8 i, a1 fattori 3. 4. 5. si puao sostiluire 80 ed avere
M.2 3. 4.56.7.=M. 2. g. 6. 7
In vere, denotando con N Punith secondaria M. 2, 8i ha:
M. 2 0= N, g

)
il
i
I.
»

1]
W

vome pure
M.2 3, 4.6 =N
- '] '] '“'l's

Ma 8) N. oo = N. 3. 4 3 dun
g . 8 3. 4 5, que .... » Ognun vede
che il teorema sia tallo nell'eguaglianza 5) e gpe;- con-

se2 . - :
guenza che affermando vera |g medesima, si ammetie il

tEﬂ - : ] . R F:-'-,"I'h":, 110
- ::mnN senza dimostrazione. Poleva benissimo scriversi e
come :i 1(3-‘4- 6, ma mon come & stato fatio dall'A. E poi &8,

puo ragionevolmente yitenere che Ia proprieta asso- S

Ciﬂﬁ?a del . > . 3 - Insiteg
prodotio possa dimostirars; senza aver ricorso ad i

&5

Lt
gy
e

altre ot ' : R
Proprieta precedenti o a dei concelti gih stabiliti ? e
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8. A pag. 17; n: 34, si dimostra I'eguaglianza: N. 8. 8. %,
=N. 8 5 {.3.9; e snsseguentemente, al n. 33,’si dimostra V'al-
tra: N.5. 7= N. 1. 5; e per giungere a questa si tien conlo
della verita deélla prima. Ora, senza hadare che le espres-
sioni, le quali compariscono in queste eguaglianze , non
bhanno ancora un significato, giacché per esse polrebbe ri-
petersi cio che & stato detto {n. 5) a proposito dell'espres-
sione 3.z, si puo vedere che la prima eguaglianza & evidente,

erche deriva immediatamente dal significato di frazione , e
fﬂ seconda, per esser dimostrala vera, non ha bisogno af-
fatto ‘della prima. Difatti risparmiandosi d' impiegare tante
sostrtuzioni di simboli a simboli, si poteva aver ricorso al
teorema sull'inversione dei fattori, ragionando in questa ma-
nicra: poiche l'eguaglianza

M.s.35=0. 5.4

¢ vera qualunque sia M, se questa unita fosse la quarla parte
di N, si avrebbe egualmente

N.3:4.83=N.2.8. 4

Ma N.j:4 non & altro che N; N.% 5 & per definizione
la frazione N. 3, duoque N. 5 = N. . 4; ciok la frazione N. 3,
moltiplicata per 4, da N.5; di cui & per conseguenza la

tlnm'ta pariej ¢ si ha: N. s5: I=N.-:-; 0, che & lo slesso,
N. 5. ;=N. 4. 5.

Faceodo in tal guisa, I'A. avrebbe subito raggiunto il
suo scopo, che, in ultima analisi, si compendia nel teorema:
i/ quoziente di due numeri interi & equivalente alla fra-
zione che ha per numeratore il dividendo e per denomi-
natore il divisore.

Non si capisce poi perch® il teorema sopra enunciato sia
confinato in un’osservazione, mentre & di capitale importanza;
ed inolire, percht si msserisce cle lo stesso leorema costi-
luisce una guarta definizivne della divisione, della quale non
¢ evidente I'sccordo colle precedenti definizioni. A noi in-
vece sembra che uest'accordo, specialmente colla 8* defini-
zione, sia evidentissimo, perche la frazione N. Z, moltiplicata
per 4, da N. s,

—- — — it
= g —

- & [
-—“i—-_—-—__:_ -
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At oA t'::_.a_u- | ’
‘ ﬁ‘éi 'H' \ et ﬁunghauza si basa la dimostrazione del teorems:-' }_7 .:j_-i. :

_ _‘ 01 ET Vdue o pit prodotti che hanno unr fattnrc {: '1:,5
b """"mf—‘up ';1 1L Mfﬂmﬂ al prodotto del fattore comune per: i s

; ifl,

, -;ﬂi'ih ‘”*“:.?*-* 4 fal‘im rimanenti ; giacche P pud Slare a rap- 4 "* Wt
L5 "‘*'@iﬂr:i ' rllil ‘mpita secondaria qualsivoglia. Y f-.
5 Questo “iilodo di procedere in upa dimostrazione non ¥
certo al ,.ﬁl".l corretto, perche elimina ogni sorta di ragiona-
;i'denhln 6), puo servire a verificare o a mtulre

é};l;tﬂn pno tramulars: rigorosamente m nna equi-

e per uno scambio di simboli. E patura é .
‘al Pposto del secondo membro d'nna identith si '- .'.'.fj.'f--f:,
mtf Ia identitl s trasforma in una di quelle che e
per se, ciod in una identita di forma e di’ '.”
J‘B‘}lh 1 ﬂﬁi sémbra che la dimostrazione d"un teorema dﬂbBEL 1

. -m]r ( "iﬁ:i glare sopra allre verita pmcedentemente dimostrate;’
J lln :{?r bbe fatto meglm a servirsi anche in questo c:aﬁ'ﬁt,
élla proprieta associativa della somma, tanto pin se dal * u
tearema sopra enunciato doveva dedursi I'equivalenza k.

(5+C+dja=ba+ﬁﬂ-'—rfn

'ﬁ

BT if u*\ %{E
mettel l,,j:' fi
IL”.’}gLAd‘f

_I I'I 'r :“:’I

}] Testo f]El capitolo procede bene, anzi i diversi teoremi re-
atrvi alle somme ¢ afle d:ﬁ‘erenze di due o pilt numer vi
80N Traltati con molta chiarezza e precisione, non tralasciando

mal di mettere accantn ad ogni proprieta diretta la corri- e
spondente Inyersa, v

10. Un’alirs

galivi & trattata
dichiam di ‘FU]E.'r

distinti punti di
problemi sopra
di r]unlunrlue g

questione importante, quella dei numeri ne-
nel Cap. 111, Fin dalla prefazione , I’ A.
considerare il pmmero negalwu sotto due
vista, ciod (qnale esso & nei teoremi e nei
numeri astratti (o meglm riferibili a grandezze
tnere) e quale esso & nei problemi sopra gran-
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dezze determinate ‘e specialmente quale valore dei loro que-
siti. ‘Sottovquesto ' secondo - aspelto, il numero negativo- deve
essere studiato in quella parte dell’Algebra che ha perscopo
la risoluzione dd problemi ; sotto I'altro punto di vista, l'idea
di numero negativo deriva spontanea dal concetto di formole
equivalenti, di cui, subito, al principio del Cap. III, si trova
la seguente deflinizione , che I' A. chiama generalissima :
« Due formole sono equivalenti quando é possibile sostituire
» luna all’'altra in una terza formola, senza alterare il
» valore di questa »,

Tale definizione ® essa esatta? Non ci pare, perche pos-
sono -esistere formole non equivalenti, che sostituile in una
terza non alterano il valore di essa, Difatti, se nell’espres-
sione x*" al posto di a si sostituisce b—a oppure a—b, essa
non cangia di valore, ed intanto a-b e b-a non son certo
equivalenti. Si vede adunque da cid, senza cilare altri esempi,
che la definizione di formole equivalenti & lutl'altro che vera
ed esatta, Come si potra dunque sopra di essa fondare ra-
?iuna?n]mvznte il concetto di numero negativo ? Cio nonostante
'A. osservando che in un’equivalenza le espressioni + (b—c),
— (b—=€), = (b + ¢) possono essere sostituite alle altre +5b—¢;
—b+c; —b-c; pur riconoscendo che tali espressioni non
hanno in st alcun significato, ritiene le prime respetlivamente
equivalenti alle seconde, e scrive: + (b—¢)=4+b—; — (b—)
==—b+¢; — (b +¢)=—b-¢ donde, annullando 5, ne derivano
le altre egnaglianze conyenzionali:

+(~€¢)==-¢; —(-¢) =+¢; —(+¢)==¢C

le quali racchindono le proprieta relative all'addizione e sot-
trazione dei numeri negatiyi, di cul & data la seguente de-
finizione: « 1l numero negativo, cioé quel numero che &
preceduto dal segno —, e che figura in un'equivalenza, & un
dimioutore espresso, che si riferisce ad un diminuendo non
determinalo e non per anco espresso ».

E vero che I'A. si propone #i dare in seguilo, a propo-
sito dell'interpretazione dei resultali negativi nella soluzione
dei problemi, un significato definitivo agli stessi mumeri, ma
cio non toglie che, ancle astrazion fatta dalla proposizione
falsa da cul ¢ partilo, non si possa rivolgere a lur lo stesso
appunto che il Prof, Betti fa, nelln swa prima nota, all’al-
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gebra del: Bertrand,; qnnndu - « Jintroduzione nall'l]Af
gebra di numeri megativi, ai quali si- ‘sttribuiscono pwprmlﬂ? 5
di convenzione e che non- bamvo wignificato, puo far nased e’ s
difficolta in chi comincia lo studio di 'quesla scienza e, n9 & 7 |
sembrare abbastanza giustificata dallo scopo di rendere - pi i
semplici. aleuni resultati ». : f?“ﬂ : L

Conveniva quindi assai pin all'A., glﬂcﬂh'e aveva -presgs ':’.f,'.ﬁ' ! i
a fondasmento dell’'Aritmeatica la qulnmm far vedere €ome th‘f’!?,i ¥
(Juest ‘idea si svolge e si generalizza, dlstmglh:ndn le quannita: 1 _‘i*i;-;;,-,‘; - fit
in positive e negalive, sebbene egli sia d'opinivne che- pan i =0l
tendo. da questo coocetto lidea di numero negalivo, Bllfl?"r ‘.h.i
acqnisti il significato piu- generale possibile. Ma che lmPorH*'L’ ’{'“ sl 51}
uesto,. quﬂlldu $€ De possonu aver dei vantaggl dal late 1&1:-‘-: "J\ iy ik
dattico? Del reslo Pﬂl, una volta introdutsi el calcolo questl: "1{ i % ik
nuovi eoti, esq]. come i numeri pesitivi, ac(uistano Prnprlaul_'& F%:
inj st; e si pud, ove occorra, estendere il loro mgmﬁnama.:,bﬁ ._,.F}..'_’f::
Per. esempio, ammesso che nn esponente intero e pmltmd ,-ﬂ”[rr |
indichi - un prodotto di fattori eguali, ciog indichi l'unital: ;”
moluiplicsta. successivamente. per lanti (atton egnah quantg) 15-
Sono lﬂ unita dullespnnenle, perehe non si; pud dire cHEIHE 3
lﬂEPDﬂUﬂtﬂ iniero e negahvn  esprime inyvece "unita diviga: “"‘”";..L..__-T
successivamente per tanti divisori egwali quanie snnmflh‘ﬁ b
unita. del. valore assoluto dell'esponcote, dando cosi l'l'lllﬂw
mero negatlw il sicnificato opposto. di quello che, na“l(ﬁf,. ..::;
stessa questione, ha il numero positive? E rispetlo af i“"i ;r
meri frazionari non facciamo forse la stessa cosa? Noi:ini- : &
troduciamo questi numeri considerando I'unita come dwtﬂ!-’ g
bile in parti, sicche essi rappresentano wna o pil pnrli*
aliqunote della stessa umith ; poi, vedulo che tullt i numeri' -
frazionar godono della pmantn che moltiplicati per il de-
nominatare danno on prodotto eguale al nnmeratore, li rite~
niamo 4 rappreséntare non solo il quoziente di un nomero
diviso in tante parli quante sono le wnita d'un altro nu-
mero, ma anche il vapporto di due numer riferiti alla stessy,
unila, estendendone cost il concelto primitivo. R

1. 1 capltoh seguenti fino al Cap. IX inclusivo  song,
bene trattati. Vi si espongono assal eslesamenle e con muLl,@
chiarezza le proprieta dei quozienti e degli esponenti interl
positivi e negativi, e quelle dei monomi e polinomi, dicui

si stabiliscono le regole di calcolo. Fra le altre cose poi me-
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rila lmrtiuulnrﬂ menzione il modo originale onde % viene a

dimostrare la regola della divisione dei polinomi, il quale

riassumeremo  brevemente, Stabilita in precedenza la egva-
a -4 — bl

glianm—b=!+ — 'A. se ne vale per trasformare

ana [razione a teymini polinomiin un’ altra espressione avente
una parte intera ed una fraziovaria, nella quale pero il grado
del numeratere & minore di quello del numeratore della fra-
zione data, mentre il denominatore rimane 1l medesimo. Tale
trasformazione riesce facilmente, quando la frazione data e
di grado positho o di grado zero rispello ad una slessa let-
tera, ed il termine di maggior grado del numeratore & di-
visibile per quello di maggior grado del denominatore. Tra-
sformande por la seconda frazione , come & slato fatto per
la prima, ciok in una parte intera ed in una frazionaria di
erado minure, e cosl successivamenle, si gionge a dare alla
[1azione proposta la forma d' oo polinvomio intero pin una
Ivazione che ha il numeratoie di grado pitn basso del deno-
minatore , ¢ qualche voha la forma d’ an polinomio intero
soltanto.. Questa trasformazione smpgerisce subito la nota
regola della divisione di due polinomi, la quale operazione
lautore definisce appunto « il passare da una Trazione a
teymini polinomi ad una formola equivalente che sia o un
polinomio intero, o un polinomio imtero addizionale con
una [razione di grado pin basso. »

Lo stesso procedimeoto permette anche di trovarve con
abhastanza semplicita il qnoziente ed il resto della divisione
d'un polinomio ordinato rispetto ad x per x - a, e di sla-
bilire il eriterio di divisibilita in simili casi, evitando di
ripetere la dimnstrazione poeo correlta che 81 trova, m
tutti 1 trattati di Algebra; e che si fonda sull'eguaglinnza:

D=0 (r-a)+h,

la quale, essendo stata ottenuta nell”ipotesi di a diverso
da &, si fa poi valere senz altro #rnginnn'menln anche per x
eguale ad a, allo scopo di dedorne R =D,, essendo D, cio
che diventa D dopo la sostituzione di a ad x.

Torna ora opportuno fare un’ osservazione cioe, che mentre
' A. s & occupato di trasformare una frazione proposta in
una espressione intera addizionata con una [razione di grade




& hasso della data, ba mancato po di risolvere il i
om a.inyerse., cioe di far vedere come .una frazione spid e B

trasformarsi, in upa espressione composta di una parte:iuy, R

tera o di nna frazione di grado pin elevato. - A 5 rf

. In' questo ‘dovra forse trovarsi la causa per la qualediii: g8
nel capitolo che riguarda la divisione dei polinomi, rgw
si parla affatto delle divisioni di polinomi ordinati Tiﬂ‘Pﬂmﬁ';j;f -

alle potenze crescentl d' una medesima lettera; cosa quesfa G

LR ¥
| 7284 )

poco commendevole perché potrebbe far nascere in chi .stubs (i RE
dia I'idea che le divisioni dei polinomi non si potesseng it §°

L] .-.-
L7 I

fare che Drl]iﬂnﬂdu“ sempre in un modo. ”.,r: #h
12. Al calcolo sui monomi e polinomi fa seguito la 31'4’1 il
delle proporzioni, quella delle disposizioni, permutaziunigg;:;.:
combinazioni e infine la formula che da la potenza dlwnin: @
polinomio , dalla quale son dedotte moito opportuname *
quelle del quadrato e del cubo; le gnali cose son J: :
esposte in modo assai semplice e chiaro. - (j,
13. Si passa quindi al Cap. XIIT , doye I'A. si ocen ~,.

dar e

LD
U
-' &

delle radici esatte ed approssimate , ¢ da anche un cennp 7
sui numen irrazionali ed immaginari. Egli considera dipsiiti

A
Lr
iy R

. 'I':-‘.!:;l"l'.
Wl

prima il simholo }/a come avente significato razionale, cipR:

Fot

- ¥ - . - il .:-"-1!:-1":::'|-r'_-";"_ ‘_*
nell'ipotesi che a sia {olenza n™ d’un nomero intero o fra- GE A
L] ™ r.lll.m."t - i
chi

zionarip il quale ama xadice esatta di a e dimostradiEhaiiy "1"".

solili teoremi. sul calecolo dei radicali. Poi estende lo sti;_: h i
simbolo a significare le basi. delle potenze n™* inleriovi ntﬁ-
a essendo allora & un numero qualunque, oppure quelle

i
LA
gL

At
)] i
R 1

ot

delle potenze n™ superiors ed 2, e propriamente indi

a a) reidgis i =
con (Va), le prime, e con (a)_, le seconde, essendo e ,1 ¥

tal numero che aggiunto alla base d" una potenza inferiore il
ad az, da un pumero la cui polenza n™ & superiore ad .:j;f.%-;_
soltrallo invece dalla base d'nna potenza svperiore ad a, da
un numerola cui potenza n® & minore di a ; percio le prime i (s
basi chiama radici approssimate per difetto e le altre - .

radici approssimate per eccesso. Con questo secondo signi- liL |

" - Y . O0c S
ficato, /a viene 8 considerarsi variabile per valom raziox: A
nali; e I’ A. dimosira che anche in questo caso spssistond fﬁ?f‘a :

di calcolo sussistenti per queste puo facilmente “Bt‘md“riﬂ 51
alle radici a pprossimate, determinandone ogni volta il 'grﬁJn )
d" approssimazione. Questo lavoro, il quale & molto atile 7 |

r‘
gli stessi teoremi delle radici esatle; cosicche le uperaziﬂﬁﬁ- w‘

j
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pitt praticamente che scientilicamente, sarebbe stato meghu
fatto in un capitolo, che tratiasse delle approssimazioni 1n
generale e in particolare delle approssimazioni decimali; ¢
non compensa im niun modo, neppure in parie come Spera
' A., la mancanza della teoria dei aumert 'irrazionali , che
egli dice non aver voluto gui tratlare per non accumulare
in up sol volume troppe novita.

Il cenno che I'A. da del numero irrazionale & proprio
insufficiente, e non serve che a far intendere appena il s1-
gnificato del radicale d' indice qualunque, di coi si legge

questa definizione: « Il simbolo /a, riferito ad una dala
anith primaria, rappresenta l'unita secondaria maggiore di
tutte ‘quelle rappresentate dalle radici n™= di a per difetto
e minore di tutte quelle rappresentate dalle radict n** di a
per eccesso », E cid puo andare bene ; ma I’A. avrebbe dovuato
effettivamente mostrare almeno uno dei processi che esistono
capaci di farci ottenere una unila secondaria maggiore di

tutte quelle risultanti da (/a), e minore di tutte quelle nsultanti

da (}/a)_., invece di limilarsi ad affermarne semplicemente
I'esislenza, dichiarando ancora una volta che nom poteva in.

questo libro trattare rigorosamente la teoria degli irrazionali. (*)

(*) Perd quello che non & stato fatto nel libro, si lrova in una mofa a
parte, inserifa in un‘alira pubblicazione dello stesso autore, ed intitolala
Rapporti esatti ed approssimabi. Noi non piglieremo in esame guella nota

¢ non andare troppo in lungo, Mo gi limiteremo ad osservare che essa pre=-
senta fin dal principio una lacuva la quale consiste in cib che PA. si vale
del coneotto di condinuitd senza averlo precedentemente definito; sicehd la
sua prima dimostrazione, sulla quale pol deve pogginm totto il resto, non
pub dirsi completamente rigorosa. Ed a proposito del concetlo di continuita
¢i viene alla mente un articolo pubblicato snl Nuovo Educatore, dove ad un
certo pumto si legge: « il concetlo gemerale di lémite inelude in s& quello da
continuita, ciog quello di ndezza conlinua; dungue rer tali antori [per
quelli cioé che danno la definizione del numern merck il concetlo di limile)
numera limite non pub signilicare altro ¢he la misnra d’una cerla grandezza, »
Quesle parole che il mostro A. seriveva per dimostrare in qual modo molti
serittori d'Aritmetica ed Algebra goando definiscono il momera come limile
s‘aggiruuu in un circolo vizioso fatio colle doe purole rmmero & misuray =0neo
lutl allro che esatie perche se si pensa al valore limite, o come vuol dirsi
alla generalrice d'una frazione decimale periodica, tal limile pud benissimo
rappresentare una quantith discreta , 3 preferenza d’ una ?nantilh continua ;
dunque senza citare altri esempi, 1l conecetto generale di limite pon puo n-
cludere quello di grandezza continua. B vero bensl che i numerl irrazionali
non possono avere significato eome rappr@entazione di grondeza, se essa
non € conlinua; ma non € (quesla una ragione perchi non si possano consi-
derare in sé. definendoli con processo numerico ¢ stndiandone poi le proprieta
indinendentemente dalla natora dell’ unith a cui si riferiscono. E 1 numeri
frazionari banno forse sempre un significato? Evidentemente no , perche

quando |'unith non & divisibile in parli, non si pud concepire frazione di
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1 4. Intorno ai numeri immaginari von & detlo allro ﬂaf
sonv dei noovi simboli introdotti nell’Avitmetica a rappréd e
sentare 1 radicali d'indice pari dei numeri negativi ; rispetio g |
ai quali si estendono le equivalenze dimostrale pei radil:'l:ﬂi-'_-‘:;ﬂ.'f]' "
-reali. Successivamente si definiscono pure | nwemeri complessiy |\t B
¢ si fa vedere come il prodotte di due wamer ﬂﬂﬂip!ﬂh'}.' 1
contugati & un numero reale. ' "‘Mﬁ’é
15. Un altro concello a cui non si & dato nessnna ims o i
portanza, mentre la dovrebbe avere grandissima, & quello dj M
fimite. L' A, infatti ne da il significato in mna nota ‘i 5§
basso alla pag. 150, tanto per avere agio di dimostrare cli&§
la potenza 7n™** (delle radici n™= approssimate di a bha per ll”}% o 1
mite a, allorch il grado d’approssimazione iw piccolisce il 7
definttamente ; e di poterne parlare trattando delle equazioii-

1 L
e B

questa nm 1a; e nell'istesso molo pub aceadere ehe, in v determinata qugr,;__:' 1
Shione, non tutli i pumeri ioleri possano rappresentare uoa quanlita Cid' |G A
non pertanlo i numeri jnleri come i frazionari, woa volta definit), ai studiany’ s
€ 81 opera sopra di essi indipendentemente dalla specie dell’unita alla uaie, R0

sung riferili; anzi pussismo dire di pit cbe gii stessi numeri, introdotti, n .‘;'.-FE?.‘-:-QL-??;_';:r
caleolo colie p'u‘!metil della quantita di eni somo I'espressione, ne acquistano ]| e S
delle \proprie, ed & nppunlo percid che non talte le trasformazioni di caleblo 317500
hnno sempre ra ione in un fallo, in wna relazione fra quantiti g

Ora, che ensa fanno eolorn i quali definiscono Dirrazionale come limifd' ijfiii;fi' B | i

d'unn serke di uumeri? Estenilonn a dei nuovi simbol; ?ﬂElln slessa pruprinﬁﬂ_@ g o
la quale appartiene al tempo stesso ai numers razionall e alle grandezze. i JAind

L3

generale; in modo che nnn solo vengona a comprenderc in un concetio r 7
tolli gli enti aritmetivi, ma hanno altres) la ?ihililh di rappresentare mel ‘" uedi - B
calcolo tolti gli stati d'una stessa granidezza. poi si considera la cosa dﬁ -jﬁ'."!’*"’-'“i':;

un altro as etbi, si vede che I'introduzione el calevlo dei numeri irrazionall’ a5

¢ abbaslanza. giustificata dal fatlo che, eon essi, tmte e estrazioni di rndipq;,! tit'ﬁ’*! E
sono rese sewpre possibili. T

8i & anche scritto, che |' irrazinnale non ptio dirsi propriamente un n“?ﬂ"ﬂﬂ"-?!‘ i

- P i '|=:.l| I Y
Ef]']f-ll.!lh : ; ;ll
| 3

ma B0lo Fespressione d'un fenomeno che lrova spiegazione in fatli geowetriets. ) i
Sarebhbe bene non far questione di orole, ma «i congetli: se 1" irrnziopale 00
non veol chiasmarsi nomero . poco nporta ; &i chinmi pure semplicemente
simholo o segno; mu & innegabile che alla sta eomsiderszione siamo indotl v
non solo da falli geometrici, ma anche dai processi delle operazioni aritmes ~ Jul
tiche. Difatli, quando si estrae per es. Ja radier quadrata da un nomero intero”
S viene n delerminare ona serie di numeri che soddisfanno alle stesse leggi: -
dei valori d'una frazione decimale periolica, e nell”istesso modo che questi = o
valgono sempre ad individuare un numero razionale, possono i primi ritenersi :'-‘;E-';’E'*f“{f_"
snlficicnti a definire, in wancanza d'un pomero razionale, un altro fambuloy _:.-;.j-;f"jﬁ.
clic per conlrapposto si chiama irrazionale. B cosl che si generalizzano i /i
concetti della matemalica elementare e si mettono le basi per le teoricha’ - ¥ |
i ordine pii elevalo. o AT
In conciusione, se, nel rispetto didatlico, per dare 1a definizione d"irrazio-
nale, 3i vuol Partire dall*idea di quantita e distinguer prima le guantii e %
commensurabili dalle incommensurabili, si faceia pure, e sard ben faltos wa i
non si dica che & inesalta o vacua la definizione data col concetle di limile |
€ tolle classi di numeri, prima 0'averle sostituito fqualche vosa di meglip e di
Py rigorosp. .
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relica generale da termine uo capitolo svgli esponenti fra-
ionari, il quale & completamente e rigorosamente svilnppato,
16. Passando ora alla seconda parte del libro, dichiariamo
ubita che ¢i duoole assai didoverne parlare hrevemente, per
wn abusare troppo dello spazio che ci & concesso. In essa,
‘A, espuue la leoria delle equazioni, le prugressioni e i lo-
aritmi. 1 primi sei capitoli, destinati allo studio delle equa-
ioni e sistemi di equaziom di 1° e 2° gradn, souo, In com-
lesso, trattali assai bene; ¢, se avviene che qualche cosa
imanga a desiderare, & intorno all’ equivalenza delle equa-
wni. L'A. infatti, allorché dimovstra che si puo aggiungere
d ambedne | membri d'un’equazione una stessa guantila,
rascura di considerare il caso che essa possa perdere 1l suo
ignificato ; e, nell’altra questione rignardante la molliplica-
ione dei membri d'un’eqnazione per uvna slessa quanlila,
on delermina precisamenle in quali casi la nuova equaziooe
I conserva equivalente alla prima, e, nel caso cuntrario
vando & che il pumero delle radici di una equazione au-
nenta, oppure diminuisce. Perd astrazion fatta da qunesie
oche mende, I'A. ha esposto sullo stesso argomento molte ed
tilt “considerazioni, fra le guali tornano assai opportune
uclle yelative ai simboli e ;= .
Anche la teoria delle progressioni & ben Lrattala.
Quanlo ai logaritmi, essi sono esposti in modo analogo
quello usato per le radici approssimate , evitando cioe il
oncetto di numero irrazionale, e la loro definizione & cosi
spressa: « la radice dell'equazione esponenziale a* =&, con
h prestahilito grado d’approssimazione, si clhiama logaritmo
i b nella hase u ». Se ora si osserva che I'A. ha sempre
vnsideralo razionale l'esponeate d'una potenza di leggien
comprende I'inesaltezza della precedente definizione. Sic-
h&, dal canto nostro, pur riconoscendo che la teoria dei
igaritmi com & esposta dallA. puo avere importauza nel
alcolo ‘delle approssimazioni, nel rispetto scientifico non
ossiamo approvarlo, perche senza il concetto dei numeri ir-
1ziopali, non si puo aver chiara e riggrosa idea del logaritmo.
Per ultimo osserveremo che l'appendice all’aritmetica ge-
erale contiene un’importante capitolo su problemi relativi
| rapporti delle grandezze e alla proporzionalita diretta ed
wwersa delle medesime; e che, tanto per la chiarezza e sem-
licita dell” esposizione come per il rigore dei ragionamenti,
: diverse teoriche dell’aritmetica razionale che vi sono stu-
iate, non lasciano nulla a desiderare.

M. GrExwoxst
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SUL CONCETTO DI NUMERO

Il concetto fondamentale dell’ Analisi & quello di nu-
mero, Esso, almeno nella sua forma piu semplice di numero
intero, & d'altra parfle uno del concetti pii comunl e nalu-
rali: e sembra cost spontaneo, che Hoiiel lo giudica « una
» proprietd primordiale ed indefinibile » (%) degli aggre-
gati di oggetti, Cid non vuol dire che non si debba cer-
care di renderlo chiaro piti che si possa e che, per lo meno
nelle sue forme pitt generali di numero preceduto da seguo,
o di numero irrazionale, ecc., non siano necessarie delle vere
e proprie definizioni.

Invece nell’ insegnamento, almeno a gindicare da molli
tratlati , s insiste cosi poco su questo concetto, da doversi
persnadere che i giovani sindiano spesso 1 numeri frazionari,
i numeri negalivi ecc., non perché ne ahbiano una chiara
idea, ma percht da sk slessi tentano di riconoscere nell’og-
getto del loro studio quelle stesse caratteristiche con cui si
presenta alla loro mente l'aliro concetto, che pure porta lo
stesso nome di numero, il numero iutero, che hanno piti
chiaro perch® & loro famigliare fino dall'infanzia.

A me sembra che questo modo di procedere non sia
scientificamente da lodarsi: e, se pud esser sufficiente per gli
usi che nella pratica si fanno dei numeri, non e d’ accordo
colla parte educativa che 1'insegnamento della matematica
deve avere nella scucla. Di pia i giovan), senza averc midea
chiara del concetto generale di numero, comprenderanno solo
in modo vago ed indeterminato le considerazioni che loro
si potranno fare sui numeri complessi: e non arriyeranno
mai a sapere qual’® lo spirito che guida I introduzione di
nuovi numeri, ¢ fino a che punw sia utile o conveniente
spingersi in questa introduzione.

(*) Hoiiel, — Considérations élémentaires sur la généralisation successive
de Vidée de quantilé dans I'analyse mallématique. — Paris 1883.
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Se in cerli trattali, come or si accennava, si lrasm;n
di dare il concetto di pumero , in certi altri lo si da, HI,I,
ma in ;modo molto ipesatto. Spesso &i trovane espressioni 1
tali da far sopporre che il numero dia tutt'npa cosa ﬂoua ,
grandézza, cosicche, p. es., 7 libri cosEituiseiid 1} numern ’ﬁ”“ Trl
talora si vede supposta gia chiara l'ided del numero rnmﬂa”" i o
nale (bexich avmta spesso soltanto da uno studio eclemen~ ;1 4"5 "

tariséimo di aritmetica pratica) ¢ s insiste solo sull’irrazio- g i

. 1'1.!:.'!.;;_'
|I g

nale , dandone wun concetto che , se anche & esatlo , non 8i ;_—JIJ
puo afferrar bene , non essende pesto in modo altrettanto .
esatto guelle del numero razionale. In altri trattati , pure 2 ol v
essende fe varie specie di numero introdotie in modo ri-. ) f
goroso, lo sono partendo da punti di vista differenti, talch® ;
ron s arriva a dare un concetto aniéo dél namero, ma si
danne altrettanti concetli separati del numero razionale, B
dell’ irrazionele, del megalive, tantocht sembra arbitrario il . rm
eomprenderlt sotto ghiéllo solo di bumero reale. o

lo riténgo éssere -indispensabile l'introdurre chmramentaf ;
:ed esattairente 1" ided di numero, per far ben comprendere '
lo scopo ¢ Voggetto dello studio dell’slgebra. Nop nego che f;r
vi siape traltati e pubblicazioni speciali in ¢mi & svolta n-'-'
gorosamente la question¢ del nomero: nonostante stimo le
poche considerazioni ché sto per esporre non inutili affatto
per chi comprenda l'impertanza dell'insegnamento elementare
della Matematica.

j -r_ T | |

b |
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1. Due sono i panti di visla sotlo emi si pro intre-
durre ¢ sviluppare I'idea di nomero; ritenendo cioe questo
o come rappresentante le grandezze nel loro rapporto con
una della loro specie, o come ente puramente analitico, senza
curarsi dell'applicazione che polra ricevere nella misara delle
grandezze, S'intende che, o in un modo o nell'altro, il nu-
mero non sara mai che un ente ideale, un puro concéilo;
soltanto nei due modi ne ¢ differente l'origine ¢ lo scopo,



per quanto gl enti general) dalfuno e dall'altro punto di
vista §i possano identificare fra loro.

2. Col primo metodo 1l numero nasce dadlla considerazione
delle grandezze e dall’ utilita di avere un eote che le rap-
presenti. Non insistiamo qui sul sigmificato da dagsi alla pa-
rola grandezza (*); ma rileviamo che certe categorie di’og-
getti che sogliono pii comunemente stodiarsi, ciot gli ag-
gregati di oggetl) ngnali fra love e sgparals I'uno dall'altro,
gli aggregatl di parti di questi, 1 segmenti, gh angoli, le
superficie, i sokidi, i tempi, 3 pesi, ecc., hanuo tali prupriet‘a
comoni che si puo raggrupparu sotto un concelto unico
dicendo che quegli oggetti (clascuno nella propria categoria)
sone grangdesze. Per indicare pra gli oggetti di una mede-
sima categovia di grandeaze di fronte ad una grandezza della
cajegoria ‘slessa (unith) si sogliono spoghiare gli oggelti di
tuite le proprieta lore che pon inflaiscono su quesio COn-
fronto: e ne risulta un eonte ideale che serve a rappresen-
iarli e che si dice numere. Il numero sotto questo puule
di vista, ¢ guindi un ente tale che et ricorda il medo in
cui nua grapdezza ppod ottenersi dall’unita della sua categoria.

‘3. Incominciame dallg grandezae pia semplici, che sono
quelle formate da aggregali di pih oggett i quali, gedendo
tubtly di certe proprieta, 5i dicono ngnah fra loro di fronle
s quells propriefd. Se in questi oggetti si ha rignardo a
gueste gole proprieta, essi prodacono tutti su di noi la me-
desima impressione. Ciascuno di essi si dice un'unitd.

Sp partiamo da differenti unita , si otlengono aggregats
di diverse specie; ma Sse prcs_ﬂindiamu dalle pruprie-t'u che
servone a distinguere I' yna dall’ altra unita coll'immaginare
'unita spogliata di queste proprieta stesse, pd essa viene
pella nostra wenic a sostituirsi nn enle ideale, dotalo della
sola propricta di polerac ipmaginare quanii se ne vuole
uguali ad esse ed aggregabift fra loro: e agli aggregati di

(*) Cfr, Grassmant. Lehrbuch der Arilmetik, — Siols. — }'nrlnaungn;-
l%hﬁll' allgemeine Aritmetik, — Hankel, — Vaorlesungeh itber die r.nm_p]gu
ahlen, eccc.
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unita vengono a Sostifuirsi gli aggregali di quegli enti i
quali sono gli stessi qnalunqne siano gli bggetti. Quéll’ente
ed i suoi aggregati sono rispettivamente’ il numero 1 € gli
altri numeri, i qoali intti con un nome unico si diconio
numers intert o naturah.

La necessita di considerare grandezze formale da quegli
oggetti che si sono detti unita e dalle loro parti (supposti:
gli oggetti divisibili in parti da ritenersi nguali) conduce
all’ introduzione di nnovi enti, i numen frazionari, di cui
ciascuno rappresenta uno di questi aggregali di unith e di
parti di unita, Se si prendono poi a studiare le grandezze
geometriche o quelle che si sogliono rappresentare con gran-
dezze geometriche (generalmente con segmenti), p. es. tempi,’
pest, temperature, forze ecc., si vede che i concetti prece-
denti non bastano per oltenere tutte le grandezze possibili ¥
partendo da una data grandezza ed applicandale le leggi . i@
espresse dai‘ numeri “preéédenti (razionali): di qui la neces~
sita di nuovi enti alli a rappresentare le grandezze che, i
di fronte a quella data, non si possono rappresentare cob
numeri ‘razionali.’ E ancora, se si riflette che talune ‘sran-+ =8
dezze, considerate da certi punti di vista, presentano- due
modi di comportarsi opposti fra loro tali che, prese due con-
venienli di quélle grandezze, il loro insieme non ha pid il ca-
raitere di quelle grandezze ma equivale alla loro assenza, si
vede che nei numeri precedenti occorre determinare qualcosa
di piu, perché servano completamente a definire le grandezze —
donde 'introduzione dei nomeri col segno. Considerando in se-
guito cerle grandezze (i segmenti) come caratierizzati da qual-
che proprieta di pit di quelle cni si & avato ricorso per
introdurre i numeri reali (ciod la direzione) si prova I'insuf-
ficienza di quesli nnmeri reali stessi; e, volendo per ogni
grandezza avere il numero corrispondente, siamo condotli aj
nomerl compless: a due o tre dimensioni, secondoch® si stu-
diano i soli segmenti del piano o tutti quelli dello spazio,
E in questo modo potremmo anche spingerci pitn oltre.
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