UN" OPERA RECENTE
SULLA STORIA DELLE MATEMATICHE ELEMENTARI
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In due modi differenti si possono intendere le ricerche sulla
scienza delle eta che furono. Si pud infatti proporsi di seguire ac-
curatamente, colle opere esistenti alla mano, 1’apparire e lo svol-
gersi delle singole idee direttrici, tenendo conto delle vicende che
attraversarono i piu eminenti pensatori nell’intento di scoprire dove
essi possono aver irovato lo stimolo o 1'ispirazione alle loro inve-
sligazioni od eventualmenie incontfrati i germi delle scoperte che
ad essi si attribuiscono; & questo il cdmpito preciso dello storico
nello stretto senso della parola, il quale nell’ adempierlo arriva a
distinguere netlamente le guestioni storiche esaurite da guelle che
dall’avvenire attendono una solnzione definitiva. Ma st pud anche
prescindere in gran parte dagli nomini e fare la storia delle idee, se-
guendone sin che si pud lo svolgimento in base ai materiali esisienti,
spingendosl poi a colmare le lacune che nel loro insieme s avvertono
col ricostruire il processo logico che presumibilmente avra diretio i
pensieri degli indagatori passati. 11 primo di tali modi di procedere
s1 aceosta a quello seguito dai bibliografi, esige di regola una copiosa
e svariata erudizione e mena di consueto a conclusioni da nessuno
combattute, per converso da molti sfruttate. Il secondo invece si pud
ritenere modellato- su guello proprio dello seienziato procedente alla
ricerca di nuovi veri. Se del primo indirizzo & oggi maestro insuperato
M. Cawror, del secondo il pili eminente e schistio rappreseniante & il
celebre geometra H. G. Zeutuen; ben lo sanno i nostri lettori che
conoscono ed apprezzano a dovere Ja geniale sua opera intorno alla
teoria delle sezioni coniche dell’antichith (7).

(*) Yer esasrae Ja lingun daness poco conosnoitin, ns cito 1a versione fedesen fatts da
R. v. Fiscusz Bayzox ed intitolnts: I¥e Lekie von der Kegelschnitten in Allertem (Kopenh-
pen 15561,
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Iid in tale situazione egli si riafferma con le Leziond sulla storia
delle malematiche nell antichild ¢ nell'evo di mezzo, uscite in danese
nel 1893 () ed ora in tedesco (") e sulle quali intendiamo con gueste
linee atirarre l'atienzione degli stodiosi e degli insegnanti. In esse
1"antore si & proposto di esporre qiel tanto di storia che a swo avviso
importa di sapere tanto agli studenfi quanto ai professori di mate-
tiche elementari, cioé non tanto di far conoscere i pin minuti par-
ticolari biogralici e storici, non gia c¢hi per primo abbia scoperio una
proposizione od usato un prﬂcedimeuto, ma sibbene di porre in luce
le forme primitive sotto eni apparvero le varie verith ed i vari pro-
cedimenti nonché le applicazioni che ne furono fatte in origine, E un
libro frutto di lavoro originale, di indole pinttesto matematica che
storica, glacche in ultima analisi ¢ uno stulio approfondito dei
grandi scrittori, inteso, meno forse a determinare quello che sapeva
un certo scienziafo, una cerla generazione, un certo popolo, che
a porre alle scoperto le intime ragioni per cui i teoremi e le dimo-
strazioni dovevano per ineluftabile necessith presentarsi nella forma
incul li incontriamo. La genialita di tali indagini ¢ evidente ed il
valore dei risultati a cui esse condussero verrh riconosciuto da tutiti,
anche da coloro che saranno recalcitranti ad inserirli nel ecatalogo
delle conquiste fatte dalla storia delle matematiche.

Se una cosa ci @ impossibile non lamentare & che tali risultati
siano esposti sotto una forma dogmatica che ne cela ai profani
I'elemento ipotetico (™), il gquale era per converso esplicitamente
vilevato nell’ opera storica anieriore del medesimo auntore (tale
mutazione & foree 1" espressione dell’essersi nell’ autore raffermata
la fede nella verith delle tesi originali da lui gid sostenute ?). Di
piti — ed & questo 1'altro appunto che ci permettiamo di munovere
all'opera di eni ei oceupiamo — la preponderanza dell’ elemento so-
stanziale sull’elemento storico-cronclogico fa porre in non cale alcune
questioni di cui soltanto la risoluzione a venire dard a certe illazioni

\*) Foriaeoning ocay MHathsjratioang Higorie of H, G. Zuvomer. Qldtld o Middeldlder
(Kjibenhawn 1893).

%) Qeschichfe dev Athemasl in Altevtwn Mittelabizr, Vorlesungen von H. G. ZEurnex
Trofessor an dop Univergltdit Nopenhogen (openhasen 1806),

(=) Cito ad esemipio U'affermazione ehe « i Povismi (di Euslide) contenevano pareccliie

clalls proposiziont sulle trasversuli e le puntegzinte che vengone oggi egposte nolla geo-
nigtrin prujsttivae » (p. 97).
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tutta la desiderabile saldezza; basti qui ricordave a sostegno di tale
osservazions la quostione eroniana, che, nel suo stato attaale, non
permette di delineare la figura di Erone con la stessa precisione di
quanto sia possibile ad es. per Archimede, e le incertezze inlorno
all'ath in eni fiorl Diofanto, le quali rendono mal sicure le relazioni fra
I'algebra dei Greci e quella degli Indiani. Tale preponderanza riesce
evidente al solo percorrere I'indice delle lezioni dello ZeuTHEN, ove la
divisione in sezioni & fatla in base a consicerazioni elnografiche o
eronologiche, mentre la divisione in capitoli & determinata dalle varie
(uestioni matematiche trattate.

Il lettore che ricorrera all’'opera originale — a cul auguriamo una
iraduzione italiana che ne agevoli la. diffusione nelle nostre scuole
medie, alle quali essa sembra per la maggior parte indirizzata — vedra
qual singolare abilith lo ZEuTHEN possiede nella scoprire il legame che
unisce le ricerche che a prina vista possono apparire disgiunte, ed
apprendera delle osservazioni ingegnose e hrillanti le quali costitui-
scono un yero commento sforico critico all’antica geomefria ed in
ispecie agli Elementi di Buelide. Mi limito, per non uscire dai Jimiti
impostimi, a segnalare specialmenie i capitoli snll’aritinetica geowme-
trica e sull’algebra geometrica, ove sono luminosamente esposti gl
artifiel mediante 1 quali gli antichi peterono affrontare anche le pi-
cerche sulle proprieta dei numeri, in virtn dei quali artifici la geo-
mefria de’ Greei abbraccia in unltima analisi pressoché tutte le dira-
mazioni delle maiematica moderna.

Un altro punto di grande imporfanza a cui lo ZruTueN rivolse
il suo fine ed acuto senso critico ¢ quello delle ipotesi sulie quali
Euclide ha erefio il proprio edificio geometrico ; e poiché le questioni
ivi trattaie sono di guelle che destano maggiore inferesse nel puh-
blico a cui si rvivolge il Periodico di matematica, credo opportuno
spogliarmi della veste del recensore per prendere quella pit modesta
del traduttore riferendo qui completamente le originali quanto inge-
gnose osservazioni dell’eminente geometra danese :

Le ipotesi sulle quali Euelide fondw la geometria debhono yvenir rintrac
ciate nelle definizioni. nei postulati o negli &ssiomi posti in principio dei
vari suoi Hbrl, Offrono un interesse speciale gquelll relativi al I libro
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giacché essi, nonché i risultati che sopra essi riposano, servono di base anche
&1 libri sncoessivi. Pereid noi ei arrestereme di preferenze su di essi, com-
pletandali eolle nuove ipotesi introdotte in aléri libri. Tuttavia quelle ohe
s1 riferiscono a teorie speeiali, quale sarebbe la teoria delle proporzioni, ver-
reano da noi esaminati pit innanzi oceupandosi di tali teorie.

Una prima lettnre delle definizioni, del postulati e degli assiomi di Ea-
clide mostra indiseutibilmente che essi non sono per fermo all’altezza delle
osigenze formali e logiche che gli antichi, come liremmao, hanno sollevate,
St vedrd & mo' d'esempio che parecchis definizioni non inssgunano nienfe
intorno a quanso doveva essere definito e quindi non danno sleuna garenzin
che in corrispondenza nd esse esista realmente qualche cosa. Cost In defini-
zione dells retta non dice niente di piu che se dicesse: ¢’s una sertn coate-
gorin, di linee che si chiamano rette. Di qual specie di linse si tratti, ciod
quali siano le proprietd dslla retta, cha oggidi si introdnrrebbsro nella de-
finizions, viene fatto conoscere soltunto ne’ postulati i quali dicono: noi par-
tivemo da ¢ié che la vetta possiode queste & queste proprietd. Anche i po-
stulati e gli assiomi sono enunciati con una tale brevith che pud sembrare
emgmatica o che & in aperto contrasto colla prudente prolissita con cul &
trattato butto cid che si trova nelle proposizioni propriamente matematiche
nolla loro dimesirazioni,

L ragione di cio & che nelle definizioni, nei postulati e negli assiomi
viene indicato futto quello che il matematico & antorizzato a Presupporrs
nel corpe di dobtring, ma non viene dato alenno chiarimento o aléuna illn-
Strazione del «come», né alouna dimostrazione dal « perché». Lo scopo &
principalmente di dare un cafwlogo completo di quanto si supporrd il guale
siv cosl intelligibils che quande si dovra servirsene dia dei ragenagh tanto
chiari che riesca evidente in ogni easo di non avere adoperato né pii ne meno
di guanto avevasi il diritto; per converso non si di importanza alle astrazioni
che guidarono & stabilire i concetti e ad attribuir lore mediante postulati
ecl assiomi precisamente quelle certe determinate proprietd, e nemmeno alle
prove di avers effettivamente soddisfatto la condizione di non attribnire loro
né soverchie né insufficienti proprietd. Come matematico Buslide si ritiene
responsabile soitanto di questo che colui il quale gli accorda futte queste cose,
poi, astretto dalla forza delle sue deduzioni, sia obbligato a concedergli tutto
quelle che egli ne deduce. Deve percid sperimentalmente dimostrara che ha
stabilito un numern sufficiente di ipotesi. Che egli non ne wbbia fatte troppe,
non s1 pud dimostrave con altrettanta facilith; ma ove egli avesse com-
nesso tole errore, sarebbe stato esposto ad apprenderlo da altri scienziati,
I guali avrebbero potuto conviucernelo sia dimostrando che aleune dall
Sue supposizioni sono fra lore confradditorie, sin deducendo alecune i esse
dalle rimanents.

Volendo valutare a dovere le ipotesi geometriche esplicitamente fatte
dagli antichi e specialmente da Euclide si deve badare a quello che sono
tali ipotesi piuttosto che alls mancanza di notizie sulla lorp provenienza o
alla forma sotlo eui ei si presentano. Si vedva allora che sono le medesime
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di gquelle su cui noi oggidl erigiamo la geomefria e che vengono esposte
i modo cosl sicuro e completo, che meritano di servire sempre di modello
anche & eoloro che potessero giudicare opportuno di introdurvi aggiunie o
modificazioni. Cié non ostante per intenderle pienamente dovremo qua e li
tener presente la forma imperfetta, almeno secondo le idee moderne, in cul
eS8 5010 BSPTEsse.

Cominceremo dal porre in disparte quelle D®RriNTzIONT le yuali possono
sifrive il fienco aile critica. T punfo ¢ definito medisnte la sua indivisibilita
(Libro T, Def. 1). Partendo da esso si procede alla kmes considerats come
lunghezza senza larghesza (I, 2), alle superficie con lunghezza & larghezza
(I, 5\ e, nell’XT libro, al solide con lunghezza, larghezsa e profondita (X1, 1).
Queste definizioni non spiegano in alenn modo per qual via si ArTivi 81 Con-
cobti di punto, linea, superficie e corpo, pongono dungie come ipotesi su
oui lavorare chs =i sin gia in possesso di tali concetti e si sia in grado di
comprendere il significato delle frasi: il ponto ha zero dimensiomni, la retta ne
ha una, sce.; in esse & poi inclusa la possibilith di concepire una retia come
logo geometrico di punti, uns superficie di linee e un solido di smperficie.
In pratica per giungere in possesso di tali econcetti di regola bisognera per-
correre, non queste viz sintetica che va dal punto ella linea, alla superficie
ol al solido, ma la vin analitica opposia, partendo dal corpo come qualche
cosa i dato a priori, e considerando le superficie come limiti di corpi, ecc.
Che agli anbichi non fosse ignota tal via per giungere a gquesti coneetli, smerga
(n un'altra serie di definizioni — ciod XTI, 2, 1, 6, e 1,8 — le qual pert in
Euclide non fanuo la parte di nuove definizioni di superficie, linsa e punio,
ma gono soltanto informazioni intorno &l modo in oni sono limitati i corp,
le superficie e le linee.

Ho gih rilevato coms, non nelle definizioni, ma sibbene nei postulati com-
binabl con umno degli assiomi, si dovesse cercare la spiegazione di cid che
fosze una refta. Anche l'esistenza della circonferenza & accertata soltanto
dai postulati, giseché diversamente da guanto accadde per la retin, la de-
finizione @i essa (I, ) dice pinttosto troppe che troppo poco. Lsea infabti
non soltanto afferma essere tubti 1 punti della circonferenza equidistanti
dal centro, ma eziandio essere il cerchio una figura, cioé ana porzone (ki
pinno limitato dalla circonferenza, edl essere 1l ceniro interno a queiln Lnea.
Se non si aggiunge che I circonferenza comprende fufés i punia dotati i
quella proprietd, il primo dei deti snrrifexiti rende per nulla supertuo un
caratters atto o distinguers la periferia da un arco di oircolo. Tele nuovo
dato pub quindi acczmpare dei diritti ad un posto fra le detinizioni. Del resio
vedremo che esso, anche se non avesse potuto trovare luogo gui, avrebbe
dovuto venire aceolto tra i postunlati, vuoi sotto quests, vuoi sotto altra
forma.

Al contrario la definizione (i diametro di un cerchio ha un'appendice
senza dubbio superflus, non soltanto nelln definizione, ma anche ifra le ipo-
tesi. Griacche ivi ¢ detto, non soltanto che il diametro passa pel ceniro, ma
snche che biseca il cerchio, Questuitiina proposizione & un teorems che si
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pud dimostrare tenendo conto della congruenza delle due parti in ¢id il cerchio
& diviso da un diametro. Forse quaiche editore lo ha piu tard: inglobato nells
definiziorne, non trovandolo fra i teoremi di Eneclide.

La definizione di angolo data da FEuclide & wvu ta cirea gquanto la
definizione di wvebtba. A tale difetio viene posto riparo con gli assiom: nei
quali sono stabiliti dei contrassegni generali per distingnere se una quan-
tith geometrica sia maggiore, eguale o minore di un’altra della medesima
specie. Infatti quest contrassegni si possono applicare anche sgli angoli e
siccoiie e i pari templ insegnato come gii angoli pessano venire addizio-
nati, oosl si arrive in tal modo & una classe di grandezze hen definite. Si
osservi del resto che la primitiva definizione di angolo & applicabile anche
ad angoli fra linee curve. T9d infatti questo concetto é nsato neila proposi-
zione IT1, 16, in cui & dimostrato che la retta perpendicolare al diametro
passante per un punto dells circonferenza forma con quests un angolo mi-
nore di guello fatto da gqualunque altra rvetta, in altri termini si sceosta
alla circonferenza piit di ogni altra refta.
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I rosriaTt stabiliti da Euclide nel L libro sonn, s& oi atteniame alla
revisi ne del testo pilt recente e pili degna di fede (%), 1 seguenti:

1. Condurre nna retta da nun ponto ad un alfve.

2. Prolungare indefinitamente una retta limitata.

3. Deserivere un cerchio con dafo centro e dato rageio,

4, Tutti ghi angoli retti sono fra loro eguali.

5. Be una retta. segante altre due, forma con gueste da una parte due
angoli inferni minort in somma di due retbi, quelle due rette prolungate
all’infinita si taglieranno dalla parts ove la somma & inferiore a due retti,

Tutte le costruzioni che nascono applicando questi postulati sono quelle
che in pratica si effettuano con riga e compasso. Mu sarebbe erroneo il con-
siderarli esclusivamente da questo punto di vista. Lo si vede fra altro da
¢id che facendolo { due ultimi postulati dove si trovano nen sarebberc pii
al loro lunogeo; appunto da queste 1 pitt antichi editori si sono lasciati indwre
in errore e i allogarone fra gli assiomi.

Come si vede riga e compasso non sono nemmeno menzionati. Il loro nse
condurrebbe ad wnfidea imperfetta della retta matematica e del cerchio ma-
tematico. I tre primi postulati non spiegano in slcun modo — cosa ¢l del
resto osservamimo in generals riguardo alle ipotesi di Euelide — donde pro-
venga o con guali mezzi si effettni. quello di emi i tratta. Essendo in ultima
analigi 1 problemi degli antichi proposizioni sull’esistenza e le loro seluzioni
dimostrazioni della esistenza di cid che si fratta o di eid che si cerea, i po-
stulali sono asserzioni di esisfenza. delle quall si chiede |’ accettazione per
vere senza dimostrazione o verificazione. Le asserzioul inclise nel tre primi
postulati dicono soltanto che vi é una retba passante per duoe punfi, che

(%) Euclidis Elemasta; edidit ef latine interpretatus est J, L. Heibere, Lipsine, 15838-98, 8,0
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questa si pud prolungare senza limite e che esiste un cerchio avente un
cenlra dato ad arbitrio ed un raggio dato ad arbitrio uscente da guesto,
in altre parole, un eerchio avente un dato centro e passante per un dato
punto. Che il terze postulato debba intendersi appunto lu questo senso, che
ess0 non esiga venga ammessa senza dimostrazione l'esistenza di un eerchlio
con dato centro e raggio dato in una posizione qualungue del piane, si desume
dal fatto che Euclide nella seconda proposizicne degli Elementi mostra come
la. determmazione di un tale cerchio si possa, servendosi della costruzione
di un triangolo equilatero inseguato nella prima proposizione, comporre con
le costrazioni prestabilite. Siccome eid & effettivamente possibile, cosi Buclide,
introducendo la limitazione richiesta dsal terzo postulato, ha adempiuto al
gia ricordato dovere di non suppoire troppo. Se invece egli avesse avuto in
vista I'sscenzioue pratica col comipasso, la posizions del dato raggio sarebbe
stata indifferente; si pud anzi osservare che la via tracciata nella seconda
proposizione 1non fu certamente suggerita tenendo couto dell’effettunzione dei
dinegni.

Coneapito in tal modo il significato dei postulati, & chiaro non essere
sufficiente di postulare 1esistenza di rette e circoli deferminati nel modo
pitt semplice. Le costruzioni geomefriche debbono venire eseguite in modo
ehe i vari punti siano determinati come intersezioni di linee e servana poi
a daterminare delle nuave lines. Epperd Vesistenza di punti di intersezione,
come quella delle linee, deve venire postulata, essendo impossibile che quella.
«in. ona consegunenza di questa. Epperd nel guinto postulato viene posta,
gome nuova ipolesi, che due rette si tagliano, pur facendo la restrizione
necessaria affinehd quell'asserzione sia veva, restrizione che fa qui Ia stessa
parte del diorisma in un problema. Ove non tosse stata richiesta col posta-
lato B l'esistenza del punto diintersezione, le goluzioni dei problemi in cul
intervengono i puntl d'intersezione di rette non avrebbero avuto in gene-
rale il earvottore di dimostrazioni dell’ psigtensa delle figuve costruite nel
quale appunfo risiedeva il risultato essenziale delle costruzion.

Se tale modo di vedere & giusto, si nvvertivd s, mancanza in Euelido di
analoghi postulati che accertino l'esistenza di intersezioni di una retéa con
una circonferenza o di due civconferenze. Ma la determinazione completa
de' casi in eui Vintersezione ha laocgo effetfivamente esige la conoscenza di
parecchie propusizioni ed e forse il fatto di non poters kare subito questa
determinazione con piena generalifd che ha trattenuto Euclide dallo stabi-
lire i relativi postulati. Tuttavia in generale per adopersre il cerchio uelle
costruzioni sono inevitabili almeno afcure ipotesi intorno alle inferseziani
di esgo colla retta e con altri civeeli; ed & nelle applicazioni esposte cle is
mestieri eercare quali siano quelle adoperate da Kuclide. Cosi sl vede che
nel teorema I, 12 per essere sicuro che un cerchio di dato centro ftagli una
certa retta, egli fa passare questo cerchio per un punto posto rispeito
alla retta dalla parte opposta del centro del cerchio, nel teorema 1 ritiene
evidente che due cerchi ognuno dei guali ha il cenfro sulla periferia del-
Ialtro si faglino, e usl feorema 22 che un cerchio il gquale passi per un
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puuto interno ¢ per un punto esterno alla periferian di un altro, taglisrd
quest’altro. Che egli si fondi su queste sapposizion emerge (ai passi citatd ;
altrove egli non ammette nnlle sull’ intersezione di eerchi fe di lore o (i
retie con circoli che non sis statc prima dimostrato.

Ora, le ipotesi stabilite espheliamente da Huclide, non econtengono esse
assolutnmente nulla interno alle ipotesi di fatto di cui egli nel citati ino-
ghi, e specialinente nella proposizione 12, si mostra pisnamente consapevale?
I postulaii certamente no; me, come vedemmo, la lines di demarcazione
tra postuleti e definizioni non & cosi netta da autorizzare si cerchi soltanto
fra. 1 primi. Di pit & chiaro che Euclide pud rinvenire Vautorizzazione ad nsare
queste ipoiesi nell'aver egli detto essere nn cerchio una figurn contenente il
Prapric centro, giacché s cid emerge che egzo tagliera in due punti ina retta
sufficientemente prolungata se essa ha il preprio cemtro da mna parte di
questa retta e passa per un punto posto dall’altra parte e altrettanto fard
per un'albra circonferenza se questa unisce un punto interno ad uno esterno,
Del resto si osservi che in certi casi si pud dimosirare snalogamente l'inter-
secarsl i relte senza mvocare il pestulato 5% tenenio conto del fatto che i
contorni di polizoni limitano pure dells axes non estendentisi all’infinito. i
tale circostanza fa nso Fuclide in I, 21.

Ul mancs ancora wne spiegazione dell’esistenza tra i postulati dsl’asser-
zione dell'sguaglianze di tutti gli angoli retti. Dagli assiomi seaturisce che
tutti gli angoli sono egnali quando sono congrnenti, ¢ soltanto allora, onde
quell'asserzione equivale perfettamente allaltra: tutti gli angoli retti sono
congruenti. Siccome mm sngolo retto (mella Def 10) & caratferizzato dalla
proprieta di essere egnale al proprio adiacente, cosi gquel postulsto dice in
sostanza che l'angolo oggi da moi chigmato piaéio ha vma grandezza deter-
ininate, ossia che il prolungamento di mma retta al di 14 di un estremo &
determinato univocamente. Tlna pienns confermsa che appunto guesto devesi
intendere si ha osservando che (il posinlato & in fatto applicato in gnesto
senso nella dimostrazione del teorema I, 14.

Per conseguenza il postulato 4° & mm complemento al 2° dal momento
ohe dice essere univoes la determinazione dal prolungamente di ma retta;
ad esso dunque competeve un posto fra i postulati & mon fra gl assiomi,
Il lettore moderno non avrebbe avvertito la mancanza i quel postulato,
perche egli, essendo abitnato a vedere tenuto conto del numero dslle soln-
zioni, avrebbe ritenuto che 'univocitd fusse gid, inclusa nel postulato 2o
Ma, messo orn in quest'ordine di idee, egli avvertirh tosto l'assenza di wn
altro postulato, di quello civd che afferma anche Punivocitd della determi-
nazione della retta insegnato dal 1° postulato. Di tale univeecitd Duclide fa
nso esplicilawmente nel'a proposizione I, 4 ove egli, nel corso della dimostra-
zione, adopera come argomento che « due rette non possono inclndere al-
cuno spazio » ; ma quest' asserzioms, che equivale g dive essere umivoca la
refita determinata dal 1° postulato, non & trova tra le fatte ipotesi. In cid
vi & indubbiamente un'incoerenza. kissa venme notata fin dallantichifd e sug-
geri agli editori di includere I'ipotesi egplicitamente applicata in I, 4 0 — pro-
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babilmente dapprima — fra i postulati o fra gli assiomi. Tale nuove postulato
dice poi anche essere univoca la determinazione di un punto data dal 5" po-
stulwbo come intersezione (i due rette.

Al contrario non fa mestieri supporre l'univocitd delln determinazione
qi un cerchiv mediante cemiro e raggio insegnati dal 3° posimlado. Gincche
qui si pnd far uso ancora dell’sssere il cerchio nelle definizioni di BEuclide
determinato pitt completeamente della retva. Parcid Enclide & in grado di
dimostrare, nei teoremi ITI, 3 e 6, che due cerchi concentrici non possono
tagliarsi o secarsi, che quindi il completo luogo geometrico del puuti avenii
da un dato ponto la stessa distanza che ha un altro punfo, sonsta soltanto
di una eurva. chinga, che in altri termini al & postulato non sorrisponde
che wn cerchio.

I postulati 1% 2°, 4° e §° di Enclide, completati dull'ipolesi, applicata nelln
proposizione I, 4, che il primo postulato dia una determinazione wnivoos,
e da nn'altra ipotesi che vedremo contenuta nel 7° assioma, esprunono tutbie
le proprietd delln retta usate nei fondamenti della geometria. Coms vedremo
Euclide he cosi quasi senze ayvedersene stabilite nello stesso tempo le pro-
prietd fondamentali del piano. Le definizione di piano data espliciiamente
(I, 7) & alirettanto insignificante di quella di retta. Il piano & amcors man-
sionato nelle definizioni I, 8 e 15, ove & detto che i lati di un angolo
stanmo nello stesso piano e che il cerchio & wuna figura plana. Maggiore
importanza ha il fatto che nei posfulati propogti @ tacitamente supposio
¢he tutto accada in nn medesimo piano, altrimenti il &° postulato sarebbe
proprio prive di senso. Ora la proprietd attribuita al piano, specialmente
dai postulati 1° e 27, comsiste in ci¢ che esso contieme quelnngue retia
passante per due suoi punti nonché il prolungamento di essa. Ova Enclide
'avessa stabilita espressamente avrebbe ottenuto un solido fondamento per
le tre proposizioni dell'XT libro che dicono che una retia parzialmeute posta
in an piano mon pud mai usecire da esso, che due rette segantial stanno 1o un
piano (e lo dsterminzno) e che la linea d'intersezione di due piani e una
retta; egli invece congegna aloune albre dimogtrazioni, di cui gnells per ln
proposizione XI, 1 suppone lesatitezza della proposizione XI, 2, la qusale a
sua volta & basata sopra la X1, 1. Dal punto di vista logico, come anche
per la forma ¢ pei principi fondamentali, la tratéazione delle stersometria
in Fuclide & ageai inferiore alla trattazions della planimetria, del che 1noi
broveremo wun esempio ancora pit signifieanta parlando degli assiomi; tunt-
tavis vedremo che, malgrado guesta deficienza, i matematicl greci conosce
vano i teoremi e le operasioni storeomeiriche in un ambito molto consi-
derevole. .

B ik

Mentre noi, trattando delle definizioni e dei postulati, per avere nm rag-
puaglio esatto delle ipotesi che le une e gli altri eaprimevano, dovemmo in
perte ricorrere alle applicazion che Tuclide ne fa nelle sue proposizioni,
all'opposto quegli Assiom del T libro, la cui autenticith non pud essere ve-

vocata in dubbio e di cui pertanto noi esclusivamente ei occuperemo, ¢ioe
2

Fia 0 ek B
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eli assiomi 1-3 e 7-8 (*), danno notizia in mode breve quante chiare dei
fondamenti necessarl all’applicazione dei concetti di eguaghianza e dise-
guaglianza alle grandezze in generale ed alle grandezze geometriche in
particolare. Il primo contributo al concetto di eguaglianza & dalo nell'as-
sioma 1, il quale dice: Le quantitd che sono eguali ad una medesima quan-
titd sono fra loro egusl. La presenza della parcla « eguale » nella defini-
zione del concetto di eguaglianza non annienta il valore di tale definizione,
come emerge fra l'altro da cid che nella definizione inclusa nell’'assioma non
& lecito surrogare la parola « disuguale » con « ugnale », Kssa perd non é
sufficiente a porgere un concetto di grandezze suscettibile di applicazione.
A tale scopo fa mestieri aggiungere che nna quan€ith non si altera divi-
dendala in parti € pol munendo fubte le parti otbenute. Cit & espresso dagli
assiomi 2 e 3, it guali dicono che agginngendo o togliendo da cose eguali
delle eose eguali si ottengono cose eguali. Inollre, quando si vuol conside-
rave anche la disegnaghianza, bisogna aggiungere che si ottiene qualche cosa
di pin piecolo di una gquantita se non si prendono tutte le parti in cui questa
¢i ¢ divisa; & quanto dice l'assioma 8: il tutto & maggiore di una parte. I
¢osi data anche una definizione dell'addizione e deila sottraziope di gram-
dezze generall ed ¢ detto che l'ovdine degli addendi non ha influenza sulla
somma. Osserviamo che il concetto di grandezza in un’aritmetica moderna (=)
& definito cost: « Per quelle proprietd delle cose che non mufano riunendo
le loro parti in ordine differente dal primitive, ma si perdons <& aleune
delle parti sono tolte, si dice che le cose hanno grandezza », e che questa
definizione esprime essttamenie gquanto gli asgiomi citati, i quali anzi
hanno le prerogativa di definire un po! pit direttamente che cose & Uegnaies,
il maggiore o il minere,

Il conestto di grandezza dave venire completato affinchée ne sia possibile
I'applicazione a speciali categorie di grandezze, quali sarebhero le grandezze
geometriche, 1 pasi ece, ad anche alle pure grandezze numeriche astratie,
Euclide, pel quale la grandezza geometrica coincide con la grandezzs astratta
- giacchs essa, nell’algebra geometrica, serve a rappresontare grandezze di
qualunque specie, anche numeri — & eostretto a darve anzitutto dei contras-
segni per leguagliarza delle grandesze geometriche ; gli & quello che egli fa
nel 7° assioma del T libro, del quale noi parleremo fra un momente. Intanto
notiamo che nel V libro & esposta una diretta rappresentazione dsile gran-
dezze astratte mediante rapporti ed insegnati anche i caratieri dell'egia-
glisnza e della diseguaglianza. 1 rupporti wlPunitd sono numeri nel sigtifi-
cato moderno e generale di questa parola. Ma l'unitd non & introdotiz che
nel VII libro ed applicata pol come misura delle grandezze ad essa com-
mensurabili. Le ipotesi relative verranno da nol esaminate assieme al rasto
di qunanto contengano questi libri. - '

Nell’assioma 7° del T libro — & cul noi ritormiamo dopo guesto sgunardo

(") Buclidie Elementn; ed. Heiberg. Lipaine, 155359,
(*) Jurmue PereuseN, Avilhidhik og Algebra til Skolébrug, — Kjohenhavn, 1878, p. 3.
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od una determinazione delle grandezze differenii dalla geometrica — £
defto essere eguali le grandezze che sono coineident (congruenti) o pos-
cono rdursi a coincidere. Questo carattere distintive dell’eguaglianza geo-
metrics precede naturalmente quello dells diseguaglianza contenuto nsl-
I'sesiomn 8 o che non esige aleun speciale complemento per essere appii-
cnto & grandezze geomebriche, Neli’assioma 7 Euclide addita con grande
cicurezza cid che sard sempre punto (i partenza di ogni ricercs sulle gran-
dexze geometriche. Si neofi che la congruenza s'incontra gid npella mnsura-
zione pralics la quale in fondo consisie nell'enumerare in ¢id che dev'essere
misurato una serie di parti eguali all’nnitd di misuara. Inoltre essa trovasi
tanto nelledificio geometrico di Fuclide come in tubti i posterior: che ftrat-
tano di graudezze geomstriche ; infatdi sempre gi prendono le mosse dal
fatto che certe grandezze sono eguall per essere coincidenti e diseguall
perché una di esse 6 una parve dell’altra. ovvero eguale ad una parte del-
P'altra. Appunto tale procedimento viene applicato da Buclide nel I lilro
per dimostrare quali reluziont intercedano fra eguaglianza o diseguaglianza,
di lati e angoli dello stesso triangolo o di triangoli differenti. 1 risultati
cttenuti vengona combinatl colle ipuies: generali sulle grandezze; eghi anz
si industria ad applicare il meno possibile il prineipio geomefrico specifico
della. eguaglianza ; cosi nella proposizione I, 26 non adopera direttamente
la sovrapposizione par dimostrare che se due triangoli hanno eguali uns
base e i due angoli adiacenti avranno eguali anche gli altri lati, ma deduce
questa proposizione per assurdo dai casi di eguaglianza di triangoli gia
trattatbi.

Riguardo a rette ed angoli I' eguaghanza coineide con la congruenza
(sovrapponibilita). Invece per linee spezzate, aree e volumi, soltanto dopo
avere dimestrata Ueguaglianza per congruenza, si & in grado di dimostrare
I'eguaglinnza senza congruensa coll’ajuto di un'argomentazione fondata sopra
le ipotesi generali intorno alle grandezze: ¢id all esempic & fatto in I, 46
ave & dimostrata l'eguaglianza di parallelogrammi aventi la stessa base €
ia stessa altezza. Alle grandezze delle linee curve e delle snperficie da esse
limitate, nonch? alla graudezza della maggior parie dei volumi non 8t puo
giingere che con passaggi al limite che venivano dagli anGichi eseguiti
mediante il metodo di esaustioue ed esigono delle nuove ipotesi. Lo vedrema
rattando del XTI libro di Euclide e dei lavori di Archimede.

Per converso dolibiamo subito osservare che il modo adoperato da Buclide
per applicare alla geometzria dello spazio il postulato 7" ha upa menda gravis-
simna, Kssa dipende dal fatto che nella stereometria enclidea si cerca IMvanoe
la distinzions fra eguaglianza ¢ simmetrin ; tutiavia & facile rviconoscere che
Euelide non ritieus per eguali (sovrapponibili) due figure simmetriche. Giacché
in Lal caso egli svrobbe ritenuto di possedere nel 7' assioma un fondamento
safficiente alla determinazione dei volumi. Invece, al posto di esso, egli st~
hilisee tmt vuova ipotesi che pud servire fanto per figure eguali quanto
per sinunetriche. Infatti wella 10° definizioue del libre XI vengono definite
per eguali ¢ simili due figure solide Limitate dallo stesso vumero di figure
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piane eguali e simili, Tale definizione racchinde, oltre una denominazione,
una ipotesi geometrica, un assioma dungue, quello ciod che dice aver tali
figure il medesimo volume (%), Tsso & applicato nells proposizione XI, 29
ove & dimosirate essere eguali i parallelepipedi i egual base ed eguale al-
ezza ed inoltre nella XT, 28 ed & dedotto da cid essere eguali i due prismi
trisngolati di cui consta un parallelepipedo, Ora sisa che i prismi che nalla
prima dimostrazione vengono trasportati sono eguali e che 1 prismi trian-
golari dell'vitima proposizione possono essere trasformati in prismi eguali
distribuendone opportunamente le parti. Gli & quante Enclide non pud avere
osservato; giacehd allora lintrodnzione di uwn miovo principio per I'egua-
ghanza dei solidi savebbe stata superflua, cosa contraria all’ ordinario suo
inotlo di proceders.

Llassioma 7, considerato nelle applicazioni smrriferite, nom ha sommi-
nistrato cha wn carnttere deileguagliunza geomoctrica o, ss meglio piace,
une definizione di questa; comunque, & ivi inclusa uns vera ipotesi geo-
metries, ossia wn sssioma di gronde importanze. Fsso afferma poliersi pur-
lare in genere di figure egnuli (sovrapponibili), ciod di frasporfe di figure in
altre posizioni dello epamio. In forza dell'assioma di Budlide le grandezze
geometriche determinano tutto quello che resta invariato durante un tale
trasporto. In cho cosa consista tale movimeuls non viene perd in aleun modo
(ichiarato, anzi di cid non viene nemmeno fatto cenno nell’ assioma ; perd
dalle applicazioni emerge clhe si deve intendere il trasporto maieriale noto
pei corpi fisici detti invariabili,

Se noi prime abbiwmo detto che 'assioma I, 7 & necessario o caratieriz-
zare piennmente una refta, pensavamo appunto a questo che Euclide, ad
esempio nella dimostrazione dei teorvemi sull’aguaglianza, adopera esplicita-
wente la presupposizione che la rebta non si alteri per un movimento,

Corne potevasi prevedere i capitoli veramente originali dell’opera
dello ZEUTHEN sono quelli ehe concernono la malematica de’ (xreci,
la gnale fu sino a poco fa il campo di studi da lui preferito; e
val la pena di notare come egli, dopo averla esaminata nel suno stato
di foridezza per determinare a quali doti essa dovette la facolth di
riuscir vineitrice in tante € cosi memorabili battaglie, cerca anche
1 germi della malattia che la condusse a perire, arriva anzi a farne
una diagnosi soddisfacente: e cosi adempie ad uno dei precipul com-
piti dello storico della scienza, guello ciod di determinare le ragioni
della fransiforieth di certi metodi.

E qui facciamo punto; non senza perd avere nuovamente rac-
comandaia l'opera dello Zruragy, tanto ai cultori della storia delle

(*) Caveny dimostrd ehe in futdo tali figure sono sempre eguali o simmetriehe,
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matlemstiche, quanto ai professori inclini ad introdurre un po’ di
elemento storico e critico nella irattazione della geometria, indotti
a cid dalla persuasione di ridurlo meno arido e pit vivace, eppero
di rendere pint facile il raggiungimenio del fine supremo di qual-
siasi insegnamento, che &, non sollanto di far apprendere, ma anche
di [ar amaye la scienza.

Genova, 9 otfobre 1809,
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SULLE FRAZIONI CONTINUE NUMERICHE

- ——

Nella presenie Nota richiameremo rapidamentc alcane proposi-
zioni, che d ordinario non sono date con chiarezza e rigore suffi-
cienti, e ne dedurremo aleune formule utili (V. 11, ...). Daremo
nna nuova proposizione molto semplice colla quale g1 pud riconoscere
«e una data frazione continua ad elementi positivi sia convergente :
e ne daremo un'alira, anch’'essa nuova ed importante, con la quale
si pud decidere in molti casi se una frazione conlinua convergenie
abbia valor razionale od irrazionale (V. 15, 17, 20, ...).

DerinzioNl E TRASFORMAZIONI.

1. Diremo calena di pit frazioni date in ordine assegnato la
espressione indicanie che devesi aggiungere I' altima frazione al
denominatore della penultima, il risuliato otfenuto al denominaiore
della terz’ ultima & cosi via fino ad aver collegate tutte le frazioni
date: e diremo valore della caiena il risultaio, che s’ oftiene ese-
guendo le operazioni con essa indicate.

Dicesi 7™ componente d'une calens la 2™ delle frazioni colle
quali la medesima ¢ formata.

2. Dicesi frazione continua ogni espressione indicante che,
essendo date infinite frazioni ordiparie in ordine assegnato, si vo-
gliono considerare i valori della prima frazione data, della catena
delle prime due, di quella delle prime tre, di quella delle prime
quattro e cosl via.
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Diremo componente #™* d’una frazione continma la #™* delle
frazioni colle gquali la medesima & formata: e dirermo 72™* catena
duna frasione continue la calena delle sve prime % componenti.
Diremo elementi i numeratori ed i denominatori delle componenti.

Diremo valori d’ una frazione conlinua i limiti (), se ve ne
sianv, dei valori delle sue catene. Diremo che una frazione continua
& wmsigmaficante, od & monovalente, bivalente, lrivalente, ece., op-
pure & indelerminala secondo che non ahbia valori, o ne ahhia uno,
due, tre, ccc., oppure abbia infiniti valori. Una frazione continua
si dice convergente, quando & monovalente,

3. La frazione continua, che ha per ecomponenti

3. . % 9 T
b, ' b, by B,
sl indica in uno qualunque dei seguenti modi:
a, .
a == a
4
EiFt : @, bi . ix "_i__l_ o
b, - 5 .. - b, . '
(38 B n)
b, b, k=, b, e SR
f.'I! EE ﬂﬂ- ﬂi ; GE . _..ﬂi. %
B, L By B e g Ty Sy s e
4. Dalle equivalenze letferali
@ _ ha ¢ i
¢ hc'&—{—?:&hl i t--n::‘_
b—l— _{_i_ hb + d t i ﬂ"-l—'d_

segue immediatamente che:

Non s'aliera il valore d una calena di frazions, se si mol-
tiplicano per uno stesso numero 1 due lermond @ una componente
ed il nmumeralore della successica.

Non s allera il valore d'una caiene di [razioni, se in una
componenle st loglie 1 al denominalore, nella successiva $i au-

menla il denomimalore del numeralore e wulasi seqgno al nwme-
1
1

ralore, e [ra le due s inlerpone la nuova componenie

LR T . Goomer: Sulle guccessiond. Reudicontl del Cireolo Matematico di Palermo
Tomo V, 1501, pag. 290,
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Per le catene di frazioni sussistono dunque le notevoli formule
di trasformazioni:

I} (ﬂ'{! ﬂE] e ﬂ,,,)_ﬂ (ﬂ{i: EL_GEEE_,."# €. ;C,a, )
b, " &, b ¢,b,” c,b, e b
D (et )
{ 2 1 m+1 n__1 "
(i _ﬂm_._j & L — Mamesd __t%'.ﬂ.'*i _HH-_)_
b, g vesy b-m_i ’ T A bm.—l—-l +'1m-.;,1: b oo 5 s ouy bn

I'RAZIONI CONTINUE GENERALL.

5. Per la I) si ha che: Se in una catena di frazieni si sop-
prime il denominatore dell’ultima componente e si moltiplicano per
tal denominatore i due termini della penultima componente, s’oftiene
una nuova catena, che ha una componente di meno ed e equivalente
alla data.

Se si sopprime il denominatore dell’ ultima componente della
catena #™* d'una frazione continua e si moltiplicans per tal deno-
minatore i due termini della penultima componente, indi si fa analoga
operazione sulla nuova catena, poi ancora sulla nuova e cosi via,
si perviene finalmeute ad upa frazione ardinaria, che tal quale risulta
dicesi ridofla #»™* della frazione continua ed & equivalente alla ™
catena.

6. TroreMA. Ciascuno dei due lermund della ™" ridolla s’ olliene
addizionando i lermang omonimi delle ridolte anliprecedenie e pre-
cedente dopo d’ arerli rispetivamente molliplicali per numeratore
e denominalore della componente wW™.

DiMosTRAZIONE. Se sono dati i numeri

Lyp Mgy gy sans s bi' bﬂ’ b:a’ ’
le egquazioni
{ @, %y _biui:uﬂ
a,u, — bu,—=uwu,
1) .
ﬂnﬂn_l T bﬁ Hn — 1!7-“_'_1

determinano U, , u in funzione delle t,, ¥,, che si possono

3"..‘

L PSR = cm
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lasciar arbitrarie. Trasiormando ciascuna di gueste equazioni per

mezzo della precedente, si frova infatti:
= by — ﬂi'biun - ('IE + bl bg} U,
b, — (e, @, -+ a, 0, bal y — (aa bl i d, ba ~+ bl. b, ba’ ",

eio s1 trova in generale:

b1 .
IV] ('_' 1) u.m- A lﬂﬂu T F-“Hi ..1
dove X e ¢ sono formati solamenfe col numer
von B3 0,5 Bpyvevas D

Dividendo per @ 2 la »™" delle IlI) e trasformando convenien- ==

a, .,

.j-' E‘, L

temente il risultato, s1 trova: =

uﬂ a,

W

-l bl -+

onde si ha: -
% __ % Up __ B
& : U, d e

L 14 ;

0 2 2 e

o, + %, by i 2 g
2

Trasformando ciascuna delle prime »n di queste relazioni per
mezzo della suceessiva, si oftiene:

U a

V) NTE

1 n—+1

i
" i
n

Questo risuliato prova che, se le arbitravie w, ed 2, si fissano
in modo che sia nulla % , il rapporto %, : %, da il valore della

catena delle n {raziom

- il
- __ B, 73
b

6 8 4
b, b, 7B,

Indicheremo cid scrivendo:

(H') _

ma la IV) da:
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onde ne segue essere:
ln = ﬂi
=gt
Vi) o AT ..,
M =S | ﬂn
b,y 5

T

Osserviamo ora che la #™® delle eguazioni IIT) e la IV) danno:
O (l»n_z te — Pae “1) _I_ Eﬁ. {11_1“0 ~— Py Hi) i 1n Uy — P -
Questa & dungque nu equivalenza per valori arbitrarii delle 2,

©,; debbono quindi essere eguali i coefficienti di %, come pure
quelli di 2%,, nei due mambri eciod dev’ essere:

YII Al
) ij.n — ﬂn Fln__ﬂ i bn EL#I.._.i'

Ma dalla V1) e da quanio precede segue che X ¢ P non sono
aliro che numeratore e denominalore della ridotita #™* della frazione

continna
@y
by - =2

by .

per cui le VII) provano la verith del fsorema.

7. Si riconosce immediatamente che la legge di jormazione delle

ridotle, che ¢ espressa dal teorema dimostrato, vale gid per la prima,

l 0

se ad essa s’ antopongano le ridolte virluali - e . Per introdurre

le ridotte virtuali anche nella serittora della frazione continna, basta
psservare che & identicamente:

e Y a, pLY
b F=2 .

s 04+ =

2T By, by +

Per le ridotte virtuali sarebbe cosi:
}"._{:1’ H_*.I.:D; }.ﬂzn, ]-LD=1.

8. Tuorema. Il delerminanie dez lermenz delle ridolie (n — 1)™
el 1™ & uguale al prodotio der nvuwmeralor: delle prime n compo-
nenli mulati di segno : quello dei termini delle ridoiie (n — 2Z2y™°
ed n™® ¢ uguale al prodoilo dei nwmeralori delle primme n — 1 com-
ponenli mutati di segno per il denominatore della componente 0™,
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DisostrazioNE. Se si pone

e si tien conto della VII), si riconosce subito essere:

S

A
"l=—D A
I-Lil-—ip.ﬂ

won—|

» 1 ——— " B ;
per cul, essendo A, — 2 M, =—a,, 8

" . n__1 1'1:_1‘

A A

n— p—0

| A M

P'ﬂ_g E'Li'-l

A

— A =(—a)(—2,_)...(—a)(—a)

—= b0 (—a, )(—a, ) -..(— a)(—a,).

Il teorema & cost dimostrata, cioé si ha:

}‘w_i My — 1!:- F'n_; — (_ l]ﬂ ﬂl ﬂ'g e aﬂ_] mﬂ'
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9. Dalle ultime formule deducesi immediatamente :
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10. Da quanto fu detto nel precedente numero si rileva subito 1a
opportunita di porre la seguente definizione: Diremo serie equINo -

L @

lente, serie dispari e serie pari della frazione continna r : ?
b+ D, 4=
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a d, @, | da,0, a,ay 8y a,
b, T TR ol
Ay a, a, b, Gy Gy dq 0, b,
Xy b B~y e s
12 = ﬂl "1'1 i‘l b..; I HI ﬂz 1'11 ﬂ.g E‘E hﬁ } _____
[ s Py g By
F1l. Dalle formule VII) deducesi :
A, A s Hn
e/ d, = == €& s=———}
ln._i = _[_ s I‘;'I"-"F—E ] ["‘!l-_:[ i _l_ i ‘
e -+
== Lo i =i b H n—-j n—1
)LH_I + I"'n._:l _l_ n_‘i_' + F'n,._,‘!

¢ da queste, essendo X, =0, #, =1, A, —a,, », = b, segue im-
mediatamente:
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12. Dalla prima formula 1X) deducesi.
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e da queste segue immediatamente:
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[3. Torema. Se le quantila u,, v, soro dafee leu,, u,u,, ...

sono delerminate dalle eqitaziont TI), perché la frazione conlinua :
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abbie per unico valore u_ : v . & necessario e sufficenle che sia
in (e D) ()t )
= B 4 ) Pn_1 e

dove h, e ., somo numeralore e denominalore della n™ ridolln
della frazione conlinua.

DinosTrazione. Da gquanto fu detto al num. 6, e specialmente
dalla V), segue essere :

ty lﬂ-_.l II"F.I'I-_l_]_ + :ll‘ﬂ oy,
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i A S
da cni si vede appunto che i tende all’unico limite %, : %, che &

quindi unico valore della frazione continun, allora & solo allora chie la
condizione enunciata nel teorema & soddisfaita.

(Contimup ). F. GIUDICE.

TEMT DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL'AUSTRIA-UNGHERIA
alla fine degli anm seolastici 1891.92 ¢ 1882.93.

(Continvasionz: V, pag. 27, 55, 97, 148, 18ddell'anno 1X e 25, 58 dell’anno X),

Bupwris : 1, 7. (innasio sup. ted. — 1. In un vaso conico eol verliee in
git e coll’asse verticale l'scqna contenutayi ha un altezza k=37 o e una
superficie col diameiro d—=— 44 cm,; dopo immersavi ung pallze di sasso l'acqua
seleva di a—4 ¢m.: gual' é il diametro della palla ?

2. Trovare @ dall’equazione 243 col 2 2 — 4 tg «.

3. 51 cosiroisea il cerchio o +9*==25 e lg parabola 3y = 162 e si
ealeoll la snperficie delle parte ecomuna. |

KneMSIER: 2, r. Ginnasio sup, ted. — | .6zt 30 2 4-822° =352+ 6 =0,

2. Qualcono paga ad una banea 300 fr. al prineipio di ogni anno duranfe
10 anni per procurarsi il diritto ad una rendila che duri per 20 anni comin-
ciando colla fine dell' 11° anno. Quanto importa guesta rendita? (4 %/)).
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3. Una sfern viene fagliata da un piano. Qual’ 2 la superficie di cinschednno

dei due segmenti sferici, sapendo che il primo ¢ alto 3 dm. ed ha un angolo
al centro di 38° 35" 18" %
4. Dal punto w, — 3, y, =0 st devono guidare delle tangenti all'iperbole

2 g
%
95 Tﬁ — 1, determinare le equazioni di queste fangenll e le coordinale di
sontaito per quel punto di contailo che ha le coordinafe vosiiive.
31 om—1
KLAGENFURT : i. 7. Ginnasio sup, — 1. 2= p0==, ¥ — Y 85—,

9 Da una via relfa si diramano alla distanza di 1.5 Zm. due vie retts, la
prima a sinistra soilo un angolo. di 30°% & Dslira solto un angolo di 60° =
desten ; sulle prima si arviva dopo 4 Am. ad un luogo A, sulla seconda dopo
2.5 km. ad un lunogo B. | due luoghi sono congiunti da ana via retla; quanio
& lunga questa !

3. Per il fuoco situato sulla parle positiva dell’asse delle @ & condotta une
eorda nellellisse 16 o® + 25y° = 400, la quals taglia I'asse minore dalla parle
negativa per metd. 8i trovi l'eguazione della corda e dells tangente & normale
parallela alla siessa.

Pisex: i, r. Ginnasio sup. ted. — 1. Un prestito di 120000 fr, deve ve-
nire ammortizzato entro 24 zoui. Qual’ & la quola annua da pagarsi, se 1" in-
teresse viene ecalcolate al 4 %“}n?

2. Dato lo spigolo alla base e d"una piramide n-gonsle regolare e I’ an-
golo ¢ che fa una faccia laferale colla base, trovarne il volume.

(n =24, a=18,Tm, y = 32°15’ 10").

9. 95 domanda il perimsiro e 1'area del triangolo i cui labi hanno le equa-
1 10

doni y=32—2, y=24+14, y = 5z o+5-

BRESSANONE : i . Ginnwsio sup., — 1. Si donanda gquella progressione
geornetrica nella guale la somma del primo e del seitimo termine ¢ 195 ed il
quarto termine & 24.

9. lina piramide oltagonsale regolare nella guale uno spigole laternle
a4 — B4 em. fa colla base un angolo « =74 49 34" devs yenir fusa in una sfera.
Qual' 4 la superficie della sfara se nella fusione va perdufo 1'8 Y/ ?

3. i datas l'equazione di nna ellisse 18 «” -+ 25 y*==400. Si devono car-
cave le equazioni delle tangenti guidaie alle estremitd del parametro e calcolare
cli angoli format: da quesie ecol parsmetro ed inoltre l'area compresa fra 1l pa-
sunetro e l'arso minore dall’ellisse. |

Hatn: i. r. Ginnasio sup. — 1. 16zt + 80z =069 deferminare o me-
diante funzioni eoniometriche.

2. Si determint )‘/-1_1_ per mezzo delle frazioni conlinue, per mezzo del teo-
remna binominale ed abbreviatamente, ogni vulla con 5 decimali osath.

3. Si determini il volume di una piramide formata da guatiro trizngoll 180~
sceli congruenti (sfenoide tetragonale), se ln base de’ trisngoli & — 3 dm. ed
il lalo = 5 dm.
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4. La differenza di dee lati di un triangolo é di 15 m, |' angolo du essi
compreso 140% il lato opposte B4 m.; risalvere il rizugolo.

Mansuge: & r. Ginnasio sup. — 1. Gl angoli (in numeri intieri) di un
triangolo seno fali che la quinta parte del primo, 'ottava parte del seconde e
la tredicesima parie del terzo funne insieme 2[° Quali sono i lati del trian-
golo s¢ ¢ > 0 e l'are del (riangolo é s = l a.

2, Costruire e trovare equazione di quel cerchio che ha il rapggio » =5 e
passa per il punio P (5,2) ¢ tocea la rotta 42 +3y 4+ 3 = 0.

3. In une progressione arilmetiea il prodotto dei quatéivo primi termini é
= — 13, il quoziente del secondo e del ferzo termine 3. Quanti termini si
devono sommare perché la somma sia — (I 7.

Uncarsee-HrApiscH: 4. v Gianasio sup, —. 1. Qualeuno pone in una banea
per 12 anni al principio d'ogni anna 380 £, e leva negli otte anni seguenti
alla fine d'ogni anno vna somma tale ¢he il suo avere viene consumato, Qual's
guesta somma venendo caleolzio linleresze al 4 % R

2. In un triangelo s ha a: & =03 : 52, l'angolo compreso da questi due
lati & y=—=22°37" 10" ed il perimetro p = 70m. Viene domandatoe il terzo lato,
eli altri due angoli, I'area ed i raggi del circoli inscritlo e eircostritto.

3. Tin triangolo col lati di 41, 29 e 2] em. ruola alttorno ad un'asse paral-
lelo al lato maggiore e distante da questo di 10 em.. Qual's lz superficie ed il
voluame dal corpo di rotazionet

1. Pel vertice delle parabola y* = L0 = sono condotte due retie perpendicolari
15

fra loro. La prime ha una costante di direzione = 5 Uniti 1due punti d'inter-

sezione della parabola si domanda 1l punto d'intersezione della congiungente

coll'asse della parabola. |
Tescumn: 2. #. Ginnasio sup. — 1. Da guale altezza sopra il polo Nord delia

Terra si pud ancorz vedere quel parallelo del quale ogni gradoé lungo 1€ K. ?
2. Un lale ineassa di un espitale di G827 £ impiegeto al B %“{‘n alla fina

del &" anno ed in ognuno dei suceessivi 1390 £ Quando il capitale sard consumato?
3. Quali angoli positivi minori di 360" soddisfunno !'aquazione

9 1geent (850 + ) 4 18 |5,91+ sens

4, Che distanza ha la fangente sd ona estremitd del parsmstro della curva
Qg — 16 y*— 144 dall'altroestremo?

Maar,~TriBau: i 7. Gmnasio sup. — 1. Quali padici comueni hanno le
equezioni a* 44 —=10e a*+52"+ 10 #* - 102 +4 =0 eqgoali non comuni?

2. Una rendita temporaria di 5000 [, che scade per 20 anni (ogni volta
alla fine dell'anno) si deve frasformare in uwna rendits perpetus, ponendo
hase il 4 °/;, che scade alla fine dell'anno.

3. Un punto luminnso & distante di 25 dm. dal centro d'una sfera ehie ha il
ragaio di 15 dm.: qual parte della sua superficie viene da esso illuminats?

4, Qual punto della curve 4 2* +0 y*=—138 ha la minima distanza dalla
refla 2y —a -7, ¢ quale la massima?

Bravnau: Ginnasto superiore dei Bensdeitini. — 1. Per sostenere le rpess
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di costruzions di un palazzo municipale una citth deve assumere un prestito
che verrd estinto in 22 auni con 9000 £ annui al 4. "/os Quanto importa il
prestito ¢ *

9 L'altura Elisshatta presso Brounau é alla 704 m; da quale distanza pud
sgsore veduta ancora la sna  sommla, considerando la terra come sfera di
raggio — 6377 Lm ¥ |

9. Dati i vestici (3,-T), (1. 11}, (-4, 13) di un {riangolo caleolare le lun-
gliezze delle mediane e gli angoli formati (ra esse,

[ Continud ),
el A—

PICCOLE NOTE E SUNTL DI NOTE

= p——

Sur I'équivalence de deux portions de droites. — Un dif que deux
portions de droifes A B et CD soni égales quand on peut les appliquer 1" une

sir 1'autre de fagon que C A, A, 4, jI;; J? R | 7

. |
eoincide avec A et D avee A ——
B. 1l n'en resolle pas que

CD soit épnl & BA; mais ]
on peut le démonfrer en | N *

s appuyant sur le postulat svivant qui est d' gilleurs indispensahle & {ous les

points de vue. | |
Posturat. 8i A, est un poral d' une portion de droite AB el st oi piend
sur le prolongement de A A, ung série de poinis Ay, Bgy. - tels que

AA, —A A = Al = cwivs

on finira par brouver un point A, qui me Soil pous sur la _p&_!'ﬂ'ﬂ?l de droite A B.

Ceci dit, supposons que €D soit égal  AB et que, en porlant CD f!-.LH'
84, de fagon que la point € coincide avec le poini B‘, il arriw.:e tlu& le point
D tombe en A, enive A ef B. Alors, comme la portion de m'n‘::ma BA, est
dgal & la portion do droite AA B, il y aura entre B et A, un point B, lel que

AB, — BA — AB.

Puis, A4 B, étant égal 4 AB, 1l y a entre A, a} B, un point .jq.E-tEI que
AA, = AA,, et ainsi de suite indéfiniment: ce qui est en contradiction an.:e::
le postulat ci-dessus. Done, quand on porte CD sur BA de fagon qus C m:nn-
cide aves B, le point D ne peut pas tomber enire B et A; on voit de meme
qu'il ne peut tomber sur le prolongement de BA, Done il tombe en A.

e mbme raisonnement prouve qu'none portion de droite ne peul éire égal
4 'une de ses parties. La demonstration subgisle méme si on n' admet pas la
possibilite de ia superposition do deux figures. . Girann.

Sul metodo dell' antica. scuola giapponese per deterrc?ir!a:re
I*area del cerchia. — Sin dato on circolo di diametro 4 B — d. Si divide

AD in 2 parti ugnali @ pei punti di divisione, eseluso il centro, sl conducano
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delle corde perpendicolari ad A D, Chiamando quesie corde C,C)\ €,C,, C,C), . ..

¢ DO, D,DS DD, .. a cominciare da quelle pit prossime al centro, se-
condo che si travano dall'una o dall’altra parte di esso, e tirando b ¢, D,0C,,

b
D.C,, ... (parallele sd AB), s0 2m —n e ~, = @ si ha subilo

g . 1% . d?
D0, —CD, — d®*—a* = ¢
ne

P2, at
E:{F—Eﬁa"=d5— 5
9

= 2 2 4 0 =3
b!:(;zi l.ci_) —a 1.:*. 1*. d 1%, d l.ﬁ.d“”
n* 2n 8nt 16 n® 128 n¥ )
22 g 2% @ A 98 5.4
252 3t 16 28 ] 2R 78

L - & - " L] L - L] - L] - [ & ® @ 00m w g & B W

Posto a . by — A, 4.03— A, .... & chiaro che la somma di A4, , 4,,
A, ..., &l crescere indefinitamente di » ha per limite l'avea del circolo. Ma
A, b, [ 15 | % 1° 1.5
@~ ad n 2 727 B 22" 1657 1287% "
A,

d!

N 92 24 21 28 .5

re el e 2 5t 8 n” 16 n* 128 7% "°'°

-
-
O
=
L2
e
3
o
=
a-l
]
oo
-
(=]

“JE 4 n 12n%
1 ] 1 | |
o,8 16 m 24a% " 240 nt
l 1 1 1 l
7.186 32 n B3O OB n* BT2 nt
D o 5 : 7 7 |

¥. 128 256 n 1022° 7 3845t 576n° | 768w

quinii
Aren wircolo ] 1 1 1 8
d® T 2.3 2.8 7 .16 g. 128 "’

Ora il primp termine del seconde membro & il numero originale, il 2° la
prima difforenzs, il 3° la seconde differenze e cosi via.
1

La prima differenza si ottiene dal numero orviginale moltiplicando per > 3
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_ _ _ - 3 1.3
la seconda differenza proviene dalla prima moliiplicando per 1.5 O B la
< * e 2 3.0 -
la 37 dalla 2" moltiplicando per = 0 5 Iz 4% dalla 3* wmoltiplicando
5.7 '
per o—g © eos1 di seguito. Questi fattori sono domgue
l 1.3 3.5 5.7

2 3> 4.5 6.7 8.9

¢ la legge secondo la quale =i snceedonn & evidenta.
Facendo 1 calcoll st trova

area cireolo ( s

7 == —I) — 0,7853081633974483096156608458 (7).
Preof, D, Rirocul.

2" Nota sul problema del Malfatti. (Continuezions, v. pag. 156 del

yol. X). — Bi risolve ancora il sistema (4) esprimendo i seni e i coseni degls
: : i : &
arehi m, y, = in funzioni delle loro langenti; ponendo —J*l — A, % =4
A 1
E”‘F—B E'—_H c“—c.' % = il detto sisi diviene
3 =B g =B g =0ng = .+ 11 detlo sistems divien
A, + A, tang » tangy = P/ (1 + tang® @) (1 - fang® v)
(13) B, |- B, tang y lang 5 = p/(1 + tang® y) (1 -} tang® )
C, -+ C, iang s tang @ — ¥ (1 4+ iang? 3) (1 -} tang® z)

Dalle due ultime si ricava linearmente tang 5 e g1 -+ tang® z; onde eliminando
tang z scaturisce la risnltante sotto la forma

(2,6, — D, B =(B,F, — G I, " (B, Dy — I, Dy)s
dove i simboli significano D, — B, tang y, D, = C, tang =, £, = 771 -4-tang®y.
B, = 21 +tang® m- Siccome la precedente eguagliznza s serive pure (8, 0,
D, D, — Ly E)* = (B} + D} — ) (€3 + DY — E). ¢ la prima delle (13) ©
identica ad E, F, = A, -+ 4, tange tang y; con la apstituzions del surriferits
valori cenchinderemo l'shminata razionnle

[Bg f.:rru - A{} - 3 (B] 01 p— .t'i]) tang @ Lﬂ.l‘lg‘ y]E _—
[Bﬁ-— 1 -—I—(B‘ﬁ{'— l)tang“y] . [C’T,"" | - (Gf——l}tang"m],
che unita allz prima delle (13) offre i1 modo di calcolare lo tangenti degli

arehl an, .

(14)

P
cos (5~ — 4@
~ P
A causa delle formule 4 = —cosa+senatang—7-, 4, =
I -
)

(%} Abbiemo erednio ubile riportare fuesta semplice volutazione dell'srea del cireolo,
traduoendols libernmente dal perindico minpponess: Tokyo Segake Bulsurigei Kwri Kipt
(VII, 1885) o ol ripromettismo di dare In segmite 1l sUnto i un altro lavoro del Professox
D. Kixvem sopra argomento affine. [N. d, R.].

4
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SEI'I.(; —-ﬂ)

— cosa — SEN a eutg— e delle altre simili B, B, , C,, C,, che

sen 2

st deducona da 4., A, per lo scambio di g nelle vispettive lettere b, ¢ troveremo
le relazioni

]

a1 p¥_ * ] sen 4
; = :Ci == mtg%,dﬁ | = gan (p — a),
A’ﬂ'_[ Hili'l_l Cg.__'[ = msi_...g__

sen (p — &)

(15) B0, —4 =—"= sen (p — c),
Eﬂﬁ‘!?

. i = Cos a

B, C, —A =(B,C — A, cot 5 | A4 =2 ey sen (p — a).

In virli di queste l'equszione (14) e la prima della (13) acquistano le forme
simmetriche

!
2

2
(B8,C, — 4,)° (l ~+ cot? - tang @ tang y-) —

(B = 1)(C3— 1) (1 — cot* -5 tang® o) (1 -—cut'-%tang?y):

" s 2
(tang z - tang y ) = [A: — 1) (1 — tang® x tang® y cot® 5 ) i
| 2(4,4,4- 1) tang = teng y.
Assumendo lz incognile aunsiliarie s — tang = +— tangy, w—fangwtangy e

sosiituenda le surriferite espressioni dei coefficienti ayrema il sistemsa

21)‘ ,;E__( 1£)*_.a e P
(l—]—-mcnt 9 sen G — [ ¥ wcat 5 2* cot 5

(16)

s* cos® g = senasen (p —ﬂ)[l -+ Zw cota i:mt.%—— w0t cot® f; ]:

dalla prims equazione viene

" P P A
(1'7) s::(t&.ng-é——kwmt?)ms?,

e posto nella secondi queeto valore di & ne discenderd la quadrien

2 o P
w* \sen p eos” -+ senasan bean ) —

a0 tang % (2senbsenceosa —senYp) - lang? % (sanp sen” i‘—}— 8en asen ba&nc) ={);

da cui s1 traggono le radiei

A
Zsenfasﬂnc(casﬂiseni) — sen?

. ! i
(18) w:—ﬂ—tﬂng 5 7
| ﬂﬂnpﬂﬂf?—}-ﬂ-&ﬂﬂﬂﬂllﬁ!ienﬂ
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Mediante 1 valori delle ausiliavie s e w si possono determinare le tangent:
degli arehi @, y, w;, s, Fy, Py in funzione dei lati a, b, c¢; sibbene ci pro-

; sen (p — a)
porremo di caleolare i prodolio tang p, lang P, — sen w, sen w, - — np
: . . : 'y P
lafatti a motive dell’ eguasgliunze o, = 5 0y wy = y troveremo suc-
cessivatuente
/
Een%—uﬂs% lang @ sen%——ms%tﬂ.ngy
sen w, s8N W, — = — " —
: : P I+ tang?a /1 -+ tang® y
P Yy # P
= = — tang o+ wceol
| (tang 2 4= 1w cot 2 $ 85 .5 " 4
- == I —_
g NP A 1+ A e A, + A v 1
6 per conseguenza
tang % -+ i cot ;
lang p, tang p, =sen (p — @) sen’® 1 A +4,w -

sostituendo i valori dei coefficienti A4,, A, ¢ dalle radici w si oltiene

(19) tang o, tung g, =

. 4 i o o ey
EEHEIEEHCEEH(}?——H)EEH'? HHEEH‘EHH—I—LUHH-—EEH 5

. . .11 A
sen p cos (p — a)—+ sen dsenc [tﬂ.ng %(l —— (0s 2 Sen E)Iaenﬂsen §:|

Permatando fra loro le lettere @, & ed A con B ne canseguird il prodotto

tang p, tang p,: similmenie scambiando nella (19) le letleve @, ¢ ed A con C
si avrd taug p, lang p,; da questi tre prodotti @ facile ricavare le tangenti sfe
viche deai vaggl py, fu. 0, 10 funzione dei lati a, ¥, c. Nel caso cel triengolo

@
equilatero le relazioni (1) e (2) si riducono alle tang p, = sen (E —m[)

EEIL W)

Vﬁiﬂﬂﬂ“%-—l

, ¢ ne discendono le formule

i 4 cott —
(L 2
cot '.III — o0t . —]— =
2 . a 1
(20) ]/ J cot 5

i m = =
cot py = 43(5';‘?—1—2{:“-? BGDti'-%———-].

(Continua,).
(3. BELLACCHI.
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Osservazioni circa la nota * Sulla simmetria in alcune dimo-
strazioni della geometria elementare,, {V. Anno X. p 1683). — Il signor
prof. Ciamberlini nella mota citata osserva che in geometria accade di frequente
che una stesst propriets sia relativa a pite enii geometricl, i quall entrano nello
stesso modo a far parte dell’ enunciato della propriste stessm, & che percid la
dimostrazione dovrebbe essere tale che in essa gli enii stessi fossero egualments
considerats, mentre non di rade avviene che la dimastrazione dia (o vreferensa
@ qualcuno di essiy e cio, dice, & arfificioso.

Convenge in massima nell' osservazicne dell’egregio professore e trovo lode-
vole la modificazione fatta alla dimostrazione della propes. VI del libre X1 di
Euclide, perché questa (senza richiedere speciali premesse, né complicare la
costrnzione) di alla dimostrazione lp desiderata simmstriz. Ma alirstianto,
non credo possa dirsi degli altri eserpi citati, Cosi per la dimostrazione del
Teorema: La somma degli angoli d'wn triangole & wuguale a die retéi, I'A,, in
omaggio alla simmetria, conduce da nn punto gaalungue le parvallele ai lati dal
A e fa osservare che 1 sei angoli cost formali intorno sl punto sono ugusli &
ire a tre agli angoli del triangole per una stessa vagione, donde conclude la
verita dell’ euuuciato ed aggiunge: Se lordingria dimosiraziong si pone in con-
Jronto con quesia, si vedrd subilo quanio nella prima vi sic d' aréificioso. Ora
tutio l'artificio sta in questo, che scegliendo per la sopradesciitfa coslruzione
invece di un punto qualunque wuno dei vertici del triangolo, due delle tre paral-
lele si confondono con due lati del {riangolo, e percid non resta che tracciare
la perallela al lato opposto sl verfice scelio, e cid con notevole sempliciti nelle
COIrUSIONE,

Pel Teoremn fondamentale: In we triangolo un lato & minore della somma
degli aliri due, la dimostrazione dell'A., sebbene assai spedita, richiede che si
sappia costruire la bisetlrice di un angolo, od almens che ne sia provata la
esistenza, premessa non unecessariz e che da buona parfe dei tratiatisti & data
In geguilo,

Pel Teorema: fn un triangolo la bisstirice di wn angolo divide il luto op-
posia iu parti proporsionali agh altri dusz, 1a dimostrazione dell'A. richieds nuna
speciale costruzione. Eecone una che (rigpeltando questa volta anshe la simme-
tria) non ne esige aleuns;

Nel iriangolo A BC sia A D la bisettrice dell' angolo in A. T triangoli
ABD, ACD hamo la stessa altezza rispetto al vertice 4 pereid:

ABD: ACD=FED:(CD
Gli stesal briangoli hanno altezze eguali vispetio al vertice D, percid:
ABD: ACD=AB:AC
dalle quali proporzioni si ha appunto:
AB: AC=BD: DC.

Dimosirazione che vale anche per la bisetirice deli*angolo esterno.
Cosi pel Teorema relafivo alla distanza di due refte sghembe 1I'A. alla solita
cosiruzione sostituisce altye, pitt eleganti se =i yuole, ma meno semplici.

e

| pa
L
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Riassumende mi sembra che I'A. alla eleganza deila simmetria nella dimo-
sirazione sacrifichi talvolla un po’ troppo alire doti non meno apprezszbili.
secondo il mio avviso, dal lato didattico, guali cioé che la costruzione sia ridotia
allo stretbo necessario, si ehe la figura vissea semplice il pin possibile, 2 che
la dimosirazione richiegga il minimo numero di premesse,

Cosl per dare un nmovo esempio, si definisce come angolo di due reite
sghambe, quello formato da doe parallele alle prime condotie da un punto qua-
lupgue, Ora il guastave la simmelria non mi sembra motivo sufficients, perché
ci si astenga dal prender il punto sopre una delle rette date, il che risparmia
la costruzione di una parpllela.

B tanto pit mi sembra eccessiva la cora per la simmetria, in guanto che
la preferenza data a qualche elemento nella dimostrazione & apparente pit che
altro: polché ciascuno degli elementi di cui sl parla pud trovarsi nelle stssse
gondizioni in cui & posio uue di essi: il che del resio converrd far notare ai
discenii nell'esporre la dimostrazione stesss,

G. Risonn

Sulla deduzione della relazione =09+ ¢" dalle due relazioni
b=asenf, c==aseny. — Nei traliati di Trigonometria che ho lelto, non
escluso quello eecellentissimo del Prof. G. Pescl, ultimamente pubblicato col tipi
del solerte edilore R. Giusti, si suole eadere in una petiziens di principio che
credo possa riuscire utile rilevare., Si dice che le ire relazioni By =90 (1),
b—asenl(2), e—acosP=—asen (') (3) sonc snfficienti a risolvere gua-
lunque triangolo retfangolo, & ogni relzzione che inlercede fra gli elementi del
medesimo, ¢ conseguenza di quelle tre. E si deduce per es.: che a® — &+ ¢* (4)
quadrando e sommando 12 (2) e (3), e osservando poi che sen®f - cos®f =1.
Ora quesla formola nel detti trattali =i dimostra facendo uso del teorema di
Pitagora, esteso alle misure dei lali d'un briangolo; vi ¢ dimque petizione di
principio a dedurre la (4) dalle (2) e (3).

Potrebbe dalle (2) e (3) dedursi la {4) nel seguente modo. Calando dal ver-
fice dall'angelo retto la perpendicolare sull'ipotenusa, dalle (2) e (3) s dedace
subilo che e ="tseny -+ csen §. In seguito ai ha: B +c* =108.b + c.o=
b.asenfB 4 c.aseny = a(bsen B 4 ¢ sen y) =a’. =

S. GaTaxia.

(%) @i, b, ¢ sono ordinatamenta le misnva dell'ipofannsa o del ecafell d'un olo ret-
tengolo; § © Y l¢ misnyve, in gradi, degli angol! oprosti ai latd & e o
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
247%, 250, 251*, 255, 256, 261" ¢ 262"

247. Un trigngolo ABCG é tnseritie in wun ceichio ed é tirato il dia-

metre AD.

1?* Le profexioni di ADB, AC su di un diamsire perpendicolare ad A D
sano rispeltivamente eguali a due lati del triangalo ortico di ABC,

2° S BC € paralleln ad AD, lo differenze dei quuadraty del due lati
AB, AC del triangolo ¢ maggiore di quella relativa ad ogni altre triangolo
inseritto, col vertice in A e con base eguale a BC.

° Se lalte:za su B C é wypuale alla proiesione di BC sopra AD, § due
lati AB, AC sono 'uno il segmento aurco dell’ altro. (G. GavLucer).

Dimostrazione del Sig. . Secoirsa, studente a Plsa.

Indicheremo in seguito con A, B, C, @, b, ¢ gli angoli ¢ 1 Iati del triangolo
ABC, con H |'ortocentro, con H_, H , H i piedi delle altesze, con R e
con O il raggio e il centro del cerchio circoscritio.

1" 8ty M il punto ove il diametro perpendicolare ad AD incontra AC.
Dal trisngolo isoscele A O Cineni 2 AOC =2 B siricava ~0AC=90" — B
e quindi dal triangole rettangolo A OM segue che T'angolo O3 A & nguale a B.
Allora la proiezione di A C sul diametro perpendicolsre ad A D sard data da:
ACcos C MO =heces B. D'altionde dal Lnangola H_H_ B, shnile al triangelo

H H b : .
A B C, si ricava H“:‘ BE_ ==t dal triangolo vetlangolo A H B si ha pure:
i

H B=—c cos B, dunque H_H_= b cos B, ossia eguale allz proiezione di AC

sul digmelro perpendicolare ad A D. Similmenie si dimostrerebbe che H_H, &

ugnale alla proiezione di A B sullo stesso diametro, .
2° Sin § il punto ove 4 D incontra BC: si ponga per comodith 2 ASC = g

e si indichi con » la distanza 0T del punto O dallz retta B C.

r L] [
Sard ST —reoty, O8= e quindi
el g

i'

[
BS_-:E—'_?'ﬂDtT'l CS:-;-—{—?'Eﬂtql', AS = R l

2 sen g

inoitre
e AN 4 BS -+ 2AS.8Beosg; b =48 + §C —2AS.SCcosg

dunque = s
EE_ﬁEzBS'—GS'-[—E.ASﬁ{ & eos g

nssis. sostituendo 2 BS, CS ed AS i loro valori:
¢! — b = 2ZRacos u,

Da cid segue che la differenza o — b* & massima quando é massimo cos ¢, rima-
nendo coslautl a ed R, ossia quando ¢ =0 e la reita 5 C e parallels ad .1.D.
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3" L'angolo @ che ci ha servito precedentemente pud essere determinato
mediants A, H, C osservando che nel triangolo ASC 'angelo SAC=—90"— B
@ quindi g == 90" 4+~ B — €. Allora la proiezione I di BC su A D sard data
da: £ = acos g — a sen(C — B).

L'alfesza calata da A su BC & data da

san B san C sen B sen O
AH =—=a = ;
a sen A sen (B - C)
dunque dal porre ¢t —= AH_ segue sen (€ — B) sen (B - C) — sen B sen (¢ ossin
sen® 0 — sen® B — sen A sen O, da cui dividendo per sen O sen €, sostituendy

. " sen (J sen B i  antt e i _ _ )
al rapporti ———5 e — —~ gli equiva enfi R Tt riulucendo  si olliene
et — ' =bc la quale vguaglianzae soritta nel modo seguente

0" = c(c— )

¢i mdice appunto che AC & il segmento aureo di A4 B.
Possiamo osservare che in quest'ultima ipotesi si hanno anche i seguanti
risulfati :
4% La distonza dei piedi delle biseltrici dell angolo A & wguale a 2a,
Difatti taie dislanza ¢ data da

ab ab 2abc
. — - Ja
e+ b c— 1 ¢t — b*
poiche nel ecaso nostro c* — b = e

5" Il segmento intercettato sul lato a dal zerchio dei nove punél ¢ dals

be
da ag ‘® guindi se AN é ln mediana clhe paree dal vertice A si la te ANG —=

Ysen A.

Difatfl il segmento intercettato dal cerchio dei nove punti sul lato a & ls
prowezione su questo lato della medizna AN, e si ha quindi, come & fucile

¢ — b? ')
verificare, NH L= 5 g: .
Il 2
Dy qul segue:
A H 2acsen B
tEANCZN—,HE= b — 2 san A.

250. Dato & triangolo ABC (= A\) ¢ il punto interno M, si tirino per
v vertier le trasversali AM, BM, CM ad incontrare i lati oppnsti 1 A, B, Cf
€ St cosiyuiscano ¢ confugad armomici M, , My, M, () di M rispefio ad A e
A, BeB, CeC' Postoc BA": A'C =—m, GB" :B'A=n, AC":C'B= P
dimosirare che area del triangolo M, My M, é daiz da

o[l 1=) (12 r1- 2]

(A. LueLi).

(*) Punts armonicaments associats ad M rispetto ol trlangols A B C, che supponiamo eadan
esternamente ad esso entro gli angali CA B, ABC, BC A ? e ’
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Dimostrazione del Sig. G. Sforsa, studente nella R. Universia di Pisa.

Anzitotto noteremo che i punti M, M, , M sono a due a due =allineali
con C, A, B vispellivamente, poiché dall'essere per es. armoniche le due forme
(BM B'M,), (CMC'M ) si deduce che le due rette A M, , AM , separano ar-
monicamente AM da AB e A(: dunque A M,, AM_ sono per diritto.

Poi indicheremo per brevith con a, b, e, A, B, ¢ 1 lsii e gli angoli del
triangolo ABC ¢ con ¢ & & gli angoli M, AC ed ACH,.

Allora dall’ essare armonico il fascio di relte A (B, M, O, M,), si dedoce
sen BAM san BAM, sen (A -+ o)

—— == ossia, poichd dai triangoli BA A
sen MAC sen CAM gen o 1% P &
ed A'AC aventi la medesima allezza e le basi nel rapporto di m : | risulta
BT 4 m b
Bdﬂ{zmb1 si ha anche sen (4 + ) — gen A cot p - 00SA — -
sen MAC ¢ sen @ c

¢ sen A

- e dalla
mb— ccosAd

Dall'ultima eguaghianze segue evidentemenie 1g o —

considerazione del faselo armonico O (MBAM B) si rieaverehbe in na modo
analogo

apsen {0
h—apcos C

g =

Note le tangenti dei due angoli ¢ e ¢ si trova l'area del iriangolo AM,C
adoperando la formula
b® e o tg 4
2 igplg¥

e sostitvendovi | valori ormai conoscinii di tgp e tgd. Si trova cosi:

area A M, { =

P gb*esen A sen C
2 becsan A — paesen B~ mpabsen C

mrea Aﬂ:.fb{l'_

ossin per essere besen A = acsen B—absen C =2 /\ e quindi 4 /\* =
ab®e sen A sen U, st trova finsimente

pPA
L == gy MQ

AI'ed A.Hb =

Seguendo uua vie alfatio analoga si troverebbe che la ares dei triangoli
CM B e BM A sono date rispsitivamente dalle espressioni:

n /N _ m A\

| n~i-np | —m 4 mn

quindi l'ares richiesiz del triangolo M M, M sarh daia da

n b { i )

&(I+_l_;p_;l:mp l —m4+mn 1 —n—4np

Facendo le convenienii riduzioni nell” espressione contenula fra le parenies e

sapvendos) dellan relazione:

mnap=— ]I

e
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she risulta dall'upplicare il teorema di Cmva alle rette concorrenti 4 A, BB,
CC si trove

MMM, =N :|(1 —p+mp) (| — mpmn)(l —n +n7)

o, dividendo 1'espressione contenuta fra paventesi per il prodotto mnp = 1,

MEML,M;=4&‘[(“‘ i ;)(" 1+ ) (=1 i)]

Qunesta espressione & alquanlo differente da quella deil'enunciato, ma si verifica
senza pena che egli @ appunio

(m——l—l—:}—)(ﬂ—l—[—&)(}n 14

ot 1= 3) (1= ) e -

|

E\--:s. -
e

m

servendost della relazione

mnp = 1,

Dimostrazione del Sig. Prof. G. Mola a Cempobasso. N
Determinerd primieramente 1" arvem del iriangolo i di eni lati sono dati m
soordinate bsvicentriche: pussando poi alla selusione della quistions e di quella
che ha il n. 249" | _
I, Siano i punti X, X', X", viferiii ai vertici del triangolo ABC, dati dalle
equipollenze (7):
JAX +mBX +nCX =0
'AX - BX 420X =10
"AX" 4+ m"BX" -} n"CX"= 0.

Dalle doe prime, ponendo Bd - 4 X, (AL AX, BAAX, CA 4 A X',
rispettivamerte in loogo di BX, CX,| BX e CX/, si ha

(I +m +n)AX
(¢ 4 m' n)AX

mAB 4+ n AC,
m'AB 4+ a"AC.

+ |

Da quest’ultima, moltipticata per [ - m
tiplicata per & -} m’ + »a" =¢"; ed ho

n ==&, soltraggo 'antecedente, mol-

(m's — m H')AB e (ﬂrS — ns') AC .
88

XX —

ldenticamente operando, si ha pure

(m”s — ms")AB - (n"s — ns')AC ’

< 311'

Ix.ﬂ" —

Moltiplico, membro a membro, la prima di quests due equipollenze per la
comingata (') deli’altra, e la seconda per la coningala della prima, e pol s0i-

(%) Brytavrms: Espostzions del metodo delle equipollenze.
[.H] Iﬂ.ﬁm! n. 4a.
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tragen 1 prodotti; si ha:

XX .ejXX" —ej XX . XX "=
[(m's —ms")(w"'s —ns") — (m"'s —ms") (n's —ns"j)](AB.cjdC —cjA B. A C)

3=; ﬂr?r

TEEE i etk ey
e W A

R
s i’ T

IR
Sany

Il fattore algebrico dsl ssecondo membro & uguale a

U
1 1.';?}5 En

I wm n :
&F # F l s
nm 7 — e
e ew ss's
I m" n

I poiche, essendo 7 'unita immaginaria, ()

%{ﬂ.ﬂ'.ﬂjdc —cjAB .AC)=—ABC (=A)

- (XX g XX — i XX . XX) = XX'X" (= A)

si otliene
I wm n A

Fas | o' 7" | =222—1").

o T gs" " ( ) -

£ n

2. Applichiamo questa formola al cazo della guistiona che domanda larea _
del trisngolo che ha per vertici i punti M_, M, . M . armonicamentes associati,
per rispetto al A ABC, al punto M; il quale & comune alle trasversali menate
dai vertici di 4 BC ai lali opposti, nei punti A", B', €' dsti dalle relazioni

'‘BA" - mCA'=0, CB 424B' =0, AC 4 pBC' =0.

Facciamo p, : 6, =m, m, :p =mn, n :m, =p; lequipolienza dcl punto
M sard

mAM -, BM - p CM=10,

¢ quelle dei punti M_, M , M _saranno vispetlivamente

T e T

7 P
24k --Q-l-'L.-.!_;l-.-_-L

—m AM_ -2, BM - p,CM_ =10,
ml.»i_ﬁfn |- HIBMb——plG.ﬂfh=ﬂ,. « = = « 0]
in.lAjfc —qﬂlHHE——I}!ﬂM{::ﬂ.

L il ke it

Onde Varea del triangolo M M, M_(= /\") sara data da
— W, ) B,

r FAY
&1 -_— ™M, — 7 P . .
*"1 n: —p: (-—m -0, —p, ) —n, 45, ) (e, 47, — 5]

U R R T T
4l g

bttt

I evidente che il determinantz & uguale & 4, n,p,; ¢ perd,

[_*"1‘!‘”:'1‘?31 my— iy +n; m|+“1—‘iﬂ1]
n,

pl - 17'!-1

A=4A:

(%) Benravrrs: Esposisione del wneiodo delle equipollenze, u. 57,
(##) Si possono derivare do guesta farmola quells | 7] @ [8] che sone nel pregevole ar-
ticolo del Prof. A, Loalr: dlcend feorem: df gemnetria., V., Vol, X, pp. G e 7,




= BB =

ds cui il valore domandato, in funzione di m, #, p,

pmia(m 1= D) er1= D)o +1- )]

3. Se invece delle [1] si avessero

—send. Al +senB.BI +senC.CI =0,
send . A" —seuB.B1l” 4sen(Q.CFH' =0,
sen A . A" +sen B . Bl 4+ senC.CI" =1

che sono le equipolienza dei centri I/, J". 1" dei circoli ex-inseritti al A\ ABC,
'area de! A I'I” I' ayrebbe per valore

4sen A sen B sen C. A\
(— EEILA—I—EE;IB-{—EEHUJ{E-E!I\A—EEHH—I—EERG} (sen A -+ sen B — sen()

A b L = P03 — 22 R
: i — = - B &
2 sen 2 sei —5 sen —5 VAV AN

il

(SErmur: Trigonometria, au. 121, 122).

Evidentemente questo ¢ un caso parlicolave dell’altro.

251" S v & un ftero aibitrario von negalivo, e n un inlero pure arbi-
traric ma Superiore @ r, 3i auvrd

G EO=@) T +E) (T = () (=2
(G. Nonnt).

Dimostrazione del Sig. Prof E. Nunnei a Bari ().
Dalla nota formola

(6= () + @) =+ G) =0

ponendo A —n —7 ¢ sostiluendo ai simboli i valori corvispondenti, risulta

=)

n—r  (a—7r)a—r—1) YA (—r)n—r—1)... 2.1
l'I_ li ‘"'+{ ) |H—l"

nin —1)...(e—r-4-1)

|

| ——

p(p—1)...(n—741) nlw—I1)....(a—r-1)n—r)
| KL

o q(1n — ; [1]

g i eosn8u B _ o

=

¢ moltiplicando per

| n—r|r

8y UTn'slére dimostrazione pervenne dal Sig. F. Ceccurnix studente della B, Universita
i o,




— 3B

Ora poiehé si ha

n(n—1 ...(n—r—s-1) nr—1)....(n —s+1)
|7 B £l

(p—8)....n—r—s+1) (ﬂ) (?l— s),

35 r

Lr

la [1] pud scriversi

D=0 CT)+E 07 =+ (2) (=1

che & la relaziome da dimostrare,
Si pnb osservare pol che

(ﬂ) (H-S) — n{n—1)....3.2.1 . u(ﬁ-——]}....(ﬂ—l-l:l .

s r |s [r ln-—rr—s |?" ]n—r—-s

afn—1)...(r+s+1) . (g-+s)....(s+l):( n )(r—ri—s);

!n-——‘r—s 1_?'_ n—rur—=

N

e percid due termini dell’ capressione data, equidistanti dagli estremi, sono egueli:
sicché nel casp che il nomero dei {ermini sia pari, la dimostrazione & ovvia.

255%, Dimostrare che per due triangoli sferici polari sussiste la sequente
proprieta: I tre circoli massimi passanti per le coppie di vertici corrispondenti
(cing tali che uno sia polo del lato opposto dell’ altro) s'incontrano negli estremi
di uno Stesso diametro, mentre lz tre coppie di Lot corvispondenti & inconirand
i punti di uno siesso eircolo massimo, b cui piano risulle perpendicolare @l
suddetto diametro. (°) (M., Caisi).

Dimostrazione del Sig. 8. Resia, alunno del R. Istitulo tecnico di Bari,

Siano A B C, A" B (" due trisngoli sferici polari, e sin 0 il centro della
sfera alla gnale appartengono. Essendo O 4’ perpendicolare al piano B 0 C,
I'arco di cerchio massimo passante per A ed A’ sarh perpendicolare al lste BC.
Similmente avendost 0B" | €04 e 0C' L 40 B, risulta che gh archi di cerchio
massimo BB, CO sono perpendicolari & CA4, AB, quiadi perché in ogni
triangolo sferico gli archi condoiti dai veruiel perpendicolarmente ai lati oppasti,
passano per lo stesso punto, gli archi considerali passeranno per lo slesso punto,
e sia H Ma AA’, BB, CC sono anche i circoli massimi delle coppie di ver-
tiei corrispondenti A, A'; B, B'; €, (" det due trianzoli polari, sieché la prima
proprietd enunciata & dimostrala.

Siano ora A, H”, H i punti d'incontro delle coppie di lali corrispondenti
B, B'C: CA, C'A"; AB, A'B". Poiché 04" é perpendicolare al piano BOC
ed DA a B'OC (essendo i triangali ABC, A'B'CY reciproci), il piano 4 04’
sard perpendicolare tanto a BOC che a B'0C, quindi alla loro intersezione
O H', donde si deduce OH | OH'. In modo analogo si dimostra che anche

*) Questa proprietéd si brove anche snumneiats in Bavrzur: Slersomeiria: §4; o [N.d. 1]
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o

OH”, OH" sono perpendicolari ad OH. [ trepanti H', H, H'". come le retle
o', OH", 0B & trovano dunque in uno siesso pieno il quale & perpendi-

aolare ad OH, c¢. v. d.

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Reteli & Milano.

Se das triangoli (ABC) (abe),
(e ¥ ¢) (A’ B'() sitoafi in nn me-
desimo piano ¢ sono reeiproci rispetio
a una conica Cf, postz mel plano g,
essi sono omologici: le tre retle

|A4"|, |BE|, |CC'

copeorronn in un punio £ 1 tre
punti

(ad’), (b8 (cc’)

giacciono sulla polare p° di P yi-
spetio a C%.

Se due triedri coneentrici 8 (xpy)
(abe), S (a'bc’) (a'f'y) sono reci-
proci rispeito a un cono quadeico
Te a1 vertice 8, le tre relie

|ws’ly BBl LYY

gisecionn in un piano w e 1 fre
prani

(aa’)y, (&8"), (0 ¢')

passana per la polare p° di w ri-
spetto a I'%.

Assumendo nel teorema a destra per T'* il cono isofropo ( ) uscente da S
e segando con una siera arbitravia di centro S olieniamo 11 teorema proposto.

256, Mopstrare che rvisolvende le egquasion:

(W4 va+ wi+ 1)

— (i va o+ wE )

2(¢ — &)

BGE S T e SR

20—

. . e
> w4 vF - w®
2V
N, =1 — Ta , _®
P R g
¢ : 2w
— L vl 32
rispetto alle v, v, w, 81 ha
-2
n= =
af 4-by el 1
b
¥== = =
a% 4 by +cl 4+ |
e
W= r—

— att+ bp4cl 41
ave si @ messo, peér brevifa,

a— 2(—§)6",

b=2(1 — 1)3"

EE_}_.J]?_I__?;E_{EE_I_.‘]’E_l_ﬁ'E}

g — 9

Bra 4t —EFc+0)

¢ — 2(L —ZHs?

3= (E— 4+ — )+ — L)%

(A Dz REg).

(%) 11 sono che proietto de S il serchio immaginario all” inlinito.
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Risoluzione del Sig. G. Viiali, studente nella R. Universitd di Bologna,
Le equazioni date possono essere surrogate dalls seguenti

ho
'l o
(MTiitiren,

[
5
i

]
1
- 3
e
e
"
b
v
by
=
e
feof L
LE s

31

L
R
bt 2
g
Fob
g
s
e o
HiE
i
T
:5“' :
-'.n.'g .:5 :
e
i
sk E'::
o
B
i

i
=
i
-y
=
B2 -
2
-
r .
=
S

ot i Fontwl+ ) =0V,
Ora dividendo la seconda o la terza par la prims di gueste equazioni si ha

v __n—n w__ £V

4 E—EF7 u | —
e sostifuendo i1 valori di » ¢ di w0 olie risultanoe da queste ultima due relazioni
nella prime eguazione si ricava

2u q—1 C—U
g u 1)

e}

w[E—E P4 (—7 )2l — )] [EGE=E)+ um(n—a) + el -0+ E-E)=1,

2uEE —&) +2unfn—n) + 2wl € —¥) +2G—§)

uo6* =l

if
et + by~ cl 4 =1

¢ finalmenie

E _: =] ;

” BhE

at = bm Fool— i

Di qui sostituendo convenienlemante si pud avere

S 2% —§)
IR A (AR SN

Fgiriak

il

In modo analoge si possono determinzre i valori di » e di w. (%)

LT A

g i o g v e S i i et e -

2617, Eliiminare a ¢ 3 dalle tre equasioni

S

a o i ing
" tan (8 ) ' wan(d+e,) ™ tan (3 o)
(G. Pesect), L

% "::;_L""'JEE?'-!TE'E:'C
SO W 2l il

Risoluzione del Sig, F. Zalla, alunne del R, Isiitufo feenico di Piaccnza.
Osservando che ¢, — g, = (@4 ¢,) — (3 + @,), segue

(*} Boluzioni dells quistione perveunero anche dal Sig. 1. Columboe gid studente nella
B, Universita di Nuwpoli e doi Bigg. Proff. F, Nauniwf ¢ T, Retali,
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S g o] = ]TE'B-I—@I)—tan(B—I—:pE) ___“’(5:‘3:]:
2t (8 4+ g,) lan (3 4-¢,) s, 5, 4 a®
a motivo di tan (3 + ¢ ) = ::, tan (& + g,) = : tan (8 4 ¢,) — :.
Analogamente si frova - H
tan (g, — 9,) = 1(2:}]~ tan (g5 —¢,) = ::3(.':: “;"";3

Ponendo per brevita tan (g, — @) =m, ian (9, — 9, )=mn, tan (g, — ) =
Ie tre relazioni precedenti si possono serivere

a (8, —a,) =m (5,5, -~ a?)
a{s, —s,} = n(s,s, 4+ a?
2 {s, — 8,) = p (545, 4+ o).
Eliminando primieraments a® dalla prima e seconda, poi dalia seconda o
terza dl queste eguaglianze, si ricave con faeilitd

ﬂi n(s, —3,) — m (53 — 5,) E:ﬁ;ﬂ. % (8; — 8,),

o P (E:t — 52) — (sl — ) ;-'-—'anp £ {52—5:}‘

ed ora dividendo membro & membro, si ha

n(s, — 8,) — (s, —8,) m . S,(s, —8,)
p (s, — 32) — (e — 33:‘ P 8y (SE _51) |

che & la relazione ceprestia,

Risoluzione del Sig, Prof. V. Retali a Milano,

Dalle
8, + S, =1lg (84 g,): tg (8 4+ g,)
SptS=tg (84 g) : tg (8 + )
abbiamo
2, 8 ,
sen (28 4+ ¢, + ¢,) = ; — : -sen (9, — 9,) = &,
i 2
¥ 5

sen (28 + g, +- 0,) = s (o, — o) =&

< - 217

g — 9
sen 28 cos (g, 4 p.) 4+ cos 28, sen (g, 4-g,) = &,
sen 24 cos (I:i:-E 4+ w,) +-cos 23 , sen (0, + 9q) = kuys

le quali, risolufe rispelio a sen 26 e cos 238, danno:

ho sen (g, + 7,)
agil 2% == 1 = = v —
sen -"351 sen (g, - a) - {?1 rlh)
! cos (g, -+ @) Ky5) | o T .
505 0= €08 (o - 9u) H5) | Bl (g = 9

e e

bl 2 4
= T

- ull-.-..—:.-“--lllu!l

gl il R — l—ﬂ!,.l._.'.:.\.'..\. =i P W - e il
- W — 8 " | — " =



quadrando e sommando membro a membro =i trova, dopo qualehe riduzione,

(51 -+ 5?)5 (8g — 8,)° sen” f’h =1pi) =4
(s, — 8)° (8, 4 5,)" s00® (9, — ) —
(s, — 5'3.}2 (83 — sy)* sen® (9, — ,) =
2 (3? — ;) (3‘;: — s3) sen (9, — g,) sen (3, — 2,) o8 (9, — ¢,)- ()

262, Trovare col solo compasso il raggio del cerchio inseritlo in un trian-
gols reitangolo. {G. Canpino).

Risoluzione dei Sigg. S. Resie, alunno del R, Islituto teenico di Bari, &, Bi-
scaldi e F. Marsoni, alunni del R, Liceo di Novara. (*7)

Sia A BC un triangolo, rettangolo in A. Con centro in B e raggio B A
si tagli I'ipetenusa B in D, quindi con centro C e raggio 0D, si tagli AC
in K. Poiché la differenza di due lati d'un iriangolo & minore del terzo E cadra
nell"interno del cateio AC.

Ora essendo AE, per costruzions, la differenza fra la somma del catell e
I'ipotenusa, in seguito al futlo che la somma dei diametri del cerchio inseritio
e circoseritlo in un trianzolp rettangolo & uguale alla somma dei catetl, sard
AFE uguale al diamelro de! cerchio inseritto nel triangolo reitangolo 4 BC. La
quistione, come vedesi, & ridotia a dividere per meld col solo compasso un seg-
mento daio.

Una soluzione di guest’ ultimo problema (V, Mascasroni: Gesmetria del
compasso), & la seguente: Sia A B il segmento da dividerst per meld. Si trovi
il ponto simmetrico € di A vispetto « B e con centri A e C e raggl rispet-
tivamente eensli ad AB e AC si deserivano due cerchi che si fagliann in L
ed M. Poi ¢con cenfri in guesti ultimi punti e raggio A B si deserivano due
altri cerchi segantisi in K, fra 4 & B, questo punfc XK e il cenlro del seg-
menio A8,

QUISTIONI PROPOSTE ()

295% Di un iriangnlo isoscele sono dati il perimeiro 2p e
'altezza %; determinarve i lati e gli angoli del triangolo.

Condizione di possibilftd del problema e easo in cni il triangolo
diviene equilatero,

(%) Bisposta alla quistione pervennere anche del Sige. E Biscalds (R. Laceo di Novarn)
g . Falivcer (B. Universitd (i Napoli). ‘ | _

(#%] Bnons soluzioni pervennero uneho dai Sigg. G. Santore (IL, Liceu Musgldalomi) o
F, Squagsi (R, Ist. t=c. Piseenza), - _

(*#%) Lp gueskioni contrasseginte con semplive psterises spuo indiezate e ll lienng
della spuole zacondario, quolle distinte von due asterisehl svoo divedts Itf piselivolac mnpule
agli studenti olle senole snperiorl, senza sseludere qualsinst alive sindioso.
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396+ Dato nn rettangolo B di lati 2@ ¢ 25, si vuole co-
struirme un alivo K, interno ad K, coi lati paralleli e ad egnale
distanze da quelli di K, tale che la sua area sia in un rapporto dato
g (g < 1) con quella del rettangolo dato. Determinare la comune
distanza dei lati paralleli dei due retfangoli, esaminando i casi pid
notevoli, e discutere | risultail,

29%p*. Tnscrivere un rettangelo 1o un dato eerchio di raggio K
tale che facendo ruptare il eerchio avioruo al diamstro parallelo ad
un Jato del rettangolo, il eilindro che si genera abbia la superficie

totale in un repporto dato g colla smperficie della sfera di raggio £,

Condizione di possibilitéd del problema, & c250 speciale Il g = —i—

298% Scomporre nu nNUMero N in tre parti 2, %, 2 1n Drogres-
sione aritmefica, e tali che la somma dei Joro enbi sia nguale al
ouho di an numero dato P; e trovare le condizioni perchd i tre nu-
meri @, ¥y, 2z risultino reali e positivi (%)

29 9%, Determipare un triangolo isoscele dati il perimetro 2Zp
o Valtezza & relativa a olascuno dei lati egnali. Quaal' & 1l minimo
valore del rapporto 2p e guali sono gli angoli corrispondenti?

(G. BrrnLAcoul

S00**. Dati il perimetro 2p di un triangnlo sferien isosvele &

U'aliezza b dei labi eguali, sono questi definif: da un' eqquazione bi—
TE

quadratica; riducibile al 2" grado quando sia p = 5
G. DBruvracemi.

304% Dati due eerchi O, O eguali e che si tagliano ortogo-
nalmente, se per uno 4 de punti di loro intersezione si conduce
nna secante comune A M A" e per 4 ed A" due enrde AB, A'B° pa-
rallele fra loro, in una direzione gualsiesi, dimostrare che la somma
AB —{—I’B_'= u eostaute.

I'. CELESTRI.

302* Caleolare gli angoli di nm triangolo rettangolo sapendo
ohe la metd dell’ipotenusa & media proporzionale fra la somma del

cateti e il raggio del cerchio inseritto.
G. ViT4dLL

(%) Lia guistioni 3L, DO6=, BT = AWF, anlvo una formo pi snuesinti per 1a prime tre,
non souo nliro che i temi dati per 1a licenza dagli Istituti tecniei nellw Sezioune Fisiro-
smatemalics, le prime due nel lnelio, e altre nall'ottobre 115,
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RIVISTE E NOTIZIE BIBLIOGRAFICHE

Didaktik und Methodik des Rechen —, Muathematih — und Physik - Unterri-
chts von Dott. MAx SiMoN, Hrofessor am Lysewm s Strassburg, wund
Dott. J. KiEsSLING, Profissor anr der Gelshirtenschule des Johannenms in
Hambury. Sonderausgabs awus Dott, A, Baumpisten's « Handbvch der Er-
sichungs — und Unlervichislehre fior hohere Schulen, — Minchen, 1805,
pp. 128 473,

Le ricerche didattiche non sono di gusio dei maiematici italiani ; & vano
negarlo come riuscirebbe probabilments infruttuose qualunque sforzo inteso a far
germagliare un sentimenlto al quale sembra refialtano chi nacque e crebbe satto
il bel cielo d'Ifalia: il genio di un popolo non si muia per volontd umana e
d’ altronde il popol nostro ha gia wn corredo di qualith sofficiente a compsn-
sarlo dell’ assenza di entusiasmo per le investigazioni di ordine didasecalico, In-
vece quello che importa & di colmare la conseguento lacuna della nostra lelte
ralura matematica ricorrende alle letlerature straniere, affinché noi mon sianio
tacciatt di spreszare quello che ignoriamo. Ed & appunto ad impedire che passi
snosservata in Italia un' opera che, quantunque piecola di mole, per essere densa
di pensiere e frutto di lunghe e coseienziose esperienze & di indagini acule e
perseveranti € degna di considerezione e di studio da parte di coloro che all'in-
ssgnamenlo delle matematica (7) consacrarono la loro vite, Tanto pili che ne &
autore uno che, dopo avers inauguralz sotto buoni auspici la propria carriora
di scienzialo, mise in digparte le tanto sedacenti indagini nelle regioni inesplorate
del peusiero, per consacrara tutla la propria attivita a sbocconcellare il pane dells
aclenza, 4 togliere gl’ impedimenti di cui & cosparsse la via che conduce alle ve-
vitd algebriche e geomstriche, Seguendo le tradizioni de’ suoi eonnazionali egli
€ sceso in eampo enrazzalo di lulla la scienza del suo secolo; ma — ed & questo
un ayppunto che gia mi ocsorse di fave in altre opere uscite in Germania (*%) -
egli sembra propense ad afwibnire il nome di scienza esclusivamente & quanto
produssero 1 pensalori snoi conierranei, epperd non ha tenuto il debita conlo
dei visultati conseguiti da una @lange di pedagogisti inglesi lavoranti in assoocia
zigne ("77), da un'altra analoga costitvitasi in America ("""}, e da aleuni seienzisti
italiani operanti, per impulso proprio, da rivoluzionari o da riformatori.

Seguire passo passo il sig. Simen nell'esposizione da lui fatia dei risultati
delle proprie espevienze & impresa ineseguibile : d'altronde modo ¢ tempo a noi
farebbero difetio per verificavle e discuterne le conseguenze : hasti accenunarle per
sommi eapl, Dapo un capitolo introduttorio contenente una rapida ma interes-
sanfissima rassegna delie sviluppo storico dell’ insegnamento della matematica in
Germania (*****), il nostre autore espone (eap. I1) aleune considerszioni generali di
didatlica mafematica per pol oceuparsi successivamanie dell’ insepnamento del
caleolo numerico (cap. 1), deil’avitmetica e dell’ algebra (esp. 1V 2 V) e della
geometria (cap. VI e VII). Risalendo poi & considerazioni di pia ampig porlala
egli di del saggi consigli e degli atfimi suggeriment: ai professort di ogni ramo

(¥) Ciy eqgnlvale ad on'espliaita dishiarazione chie le nosire considernzioni g Hmitano
alla ‘parte motomutica dell’opusealo in esome, nellic parde fisica basti rilevare lostudlo dalle
relagioni A T'inscennmento di guesty scienza e quelle delln matzmatiea,

(*%) Git. questo Periodico, t. VILL, pp. 94, 95,

(#==) Cfr. questo Pardodico, 4. IV, p. 125428 & t. VIIL p. 101 e seg,

5 (5 R&l’mrﬁ of the Commitlez of Ten on Secondary School Studies (Naw-York, Cincinnati,
uegag ;. T80,

(*‘ﬁi"@*] HEsiste wuo rassegna analogn di quanto necndde in Tealin?
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di matematica (cap. VII), per finive discorrendo dei (ratiail e delle raceolte di
di prablemi (eap. IX),

Fra le tesi a nol simpatiche che ['aulore sostiene noleremo guelly dell'intro-
duzione dell’elemento storico nell'insegnamento elementure (7) (del qual elemento
egli Jdetermine la portata eJ 1 confini), quella dell'utilita di fondere planimetria
o sterecmetria, ¢ quella delle relamoni di buon vicinato che imporia stabilire e
rendere quanto pill € possibile stretle fra | 1struzione secondaria e | upiversi-
tavia (%), Fra le questioni piu riccha di interesse ed imporianza noteremo la
determinazione degli scop che ha 1’ insegnamento delle matematiche neile scuole
medie @ dell’aiuto che esso pud prestare all'insegnamento degh altri rami ivi
professati, nonche quella del genere di lavore personale a cui pud dedicarsi un
professore di giunasio o liceo per evitare i due seogli altretlanto pericolosi del
cristallizzarsi nello stesso cerchio di idee in cui si aggirs le sua opera didattica
¢ del perdersi melle nubi delle questioni irresolute che la gcienza nostra prescata.

Eceellentl sono le osservazioni del sig. Simon sulle opere a cul 'insegnante
pub ricorrere per allargave un po’ il eampo infellettuzle de’ migliori fra suol
studenti, per dar loro almeno un’ idez del campl sconfinali che stanno al di 1a
di quello in cui sono trattenati dei programmi governativi, osservazioni che sem-
brano ispirate dalle suree parole 33 Alel: « Si I'on veut fzire des progrés dans
les mathématiques, il faut étudier les maitres et non pas les ecoliers ». Inollre
va data & lui lode incondizionata per avere richismals in vite una geniale osser-
vaziona di Mabins, che ciod le dimostrazioni per asswrdo che intervengane nella
geometria elementare si possono in generale trasformare in allre dirette fondan-
dosi sulle proposizione seguente: « Se due serme di eoncetti a, b, (= 2, ves)
apparlenenti a due distinle fotalith di concetli A, B contengeno lo stesso aumero
di elementi e sono in tale relazione di corrispondenza che ogni ¢lements ¢, di
A ahbbia in B un delerminalo covrispondente b, allora ogni elemento b, di B
troverd in A un ecorpispondente determinatn a, v Per conversn non ¢ troviamo
d'accordo coll'autore nell’annoverare la Trigonometria fia le seienze applicate ;
era tale nell'origine, quande fungeya da semplice ausilisre dell’asfronomia; non
lo & pilt oggl che formma un eapitoln della geometria di misura (™"} ed in certo
aodo una propedeuatics all’applicazione dailalgebra alla geometria.

A queste motizie ed osservazioni potremmo aggiungare; ms (per usare le pa-
role di Amleto)

- v .. . since brevity iz the goul of wit
I will he Uriet.

Grentova, 20 novembra 18585, Gino Loria,

GARDENGH! dotl. GIUSEPPE. — Manuale tecnico per le Societa di mutug
soccorso. 174" Manuale dellu collezione Hoepli, — Milano, 1895, — Prezzn,
| ) 10

Di questo libretto, scarso di mole ma riceo d'importanza, che viene a far
seguito & diversi lavori congeneri meritamente apprezzati ("**") dello stesso A., si
peeupd cou parole molto lusinghiere il sig. dott. Ch. Moser in una recensione
pubblicatz nel faseicolo di luglio dei Schweicerische Blitter fir Wirtschafis
und Socialpaiitik. Pave nondimeno che non sia fuorl di proposito parlarne di
nuovo per countribnire a rendere edotto il pubblico italiany dei pregi del libro,
facendolo in questo periodico, giaeché l'operefta, malgrado la sua forma pono-
lare, ha fondamenta matemaiico.

%) Ofr. queste Peréodics, t. V, p. G06L
2*”’1 Cfr. quasto Periodica, X, p. 197,
(=%} Cfr. questo Pardadico, ©. 11T, p. 50,
7484} Y, gd es. lo recensione pubblicata nel val. IV, pp. 156180 41 gnesio Periodico
dell 'opera Teorda mefematica della previdenza,
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Seopo dell'A. & di stabilire con guale ordinamento tecnico siano la regolare le
Societh di mutuo soccorsn basate sostanzizlmente sul risparmio, affinche possano
corrispondere ai loro fini prineipali che sono i seguenti: 17 Assicurazione -:11_ un
sussidio di malattia: 29 assieurazione di un sussidio di vecchiaja; o° assicuraziong
di un sussidio alle vedove o alle famiglie der soel defunti. [t percid ?hﬂ. FA.,
mostrando la necessitd che tali Socisti vengano considerate come Istituti di assk
curazione pogeiati su basi matematiche, si propone di darae le nortne  Per sta—
bilire Vordinamento fecnico in base al quele la Societa pud venir costituila con
eviteri pazionali, e le norme con le gnall sia possibile di nah_tnlara il _vnlm'i?
capitale attuale, ciog in un isfente quslsiasi, di tutﬂ_ i-susai_ﬂl promesst € di
futte le quotz ds versarsi dagli assicurati, e10 che cosiitaisce il En!::m.:fm temma._

Il Manuale comprende quatire capitoli, ossia: L. Comsiderasions g_ﬂnﬂrﬂh
sulle Socizd di muup soccorso; 11, Questioni fondameniali di arumeace so—
cialz; 111, Applicasioni; 1V. Elementi e norme da applicarsi in cast ':;ae::wh
Segne un'eppendice in eui si trova uno schema di slatuto per le Societa Im
prrola, redutto in base ai principii fondamentali dell’nrd'inmnﬂnl_;u Iza.'.unnul& e
alle prescrizioni delia legge vigente (15 =aprile 1886) sulla uus_txtumnna‘legaig
delle Societk di mutuo spceorso, e infine la proposta dell'ipotesi da farsi per 1
caleoli relativi ai sussidi d'invalidith. * _

[l libretto & poi ricchissimo di valoyi calcolati in base a diverse tavole i
meortalitd & morbosiia, _

1! eonsiglio della previdenza (nell'ultima sessione), dovendo esaminare le con-
dizioni teeniche di diverse casse-pensioni ein particelare il progetto di ung cassa
l'assicurazione per gli operai addetll alllindusiria dei ma.-rnli di Carrara, non
esith a prendere per guida il manuale del prof. Gardenghi (*)- | o

Ove si aggiunga che guesto menuale & redatto con molta chiarezza di slile
cosl de far entrare con faeilitd i1 lettore nell’ordine d'idee dell’A., ognuno in-
tender: di leggieri il nuovo importente coniribulo portato dal prof. Gardengh

ello svolgersi della previdenza sociale (7). .

Annuvaire pour 'an 1896 publié par le Bureau des {_.ungitudap.
Avec des Nutives scientifigues. In-18 de IV-804 pages, avee 2 Certes magne—

tiques. Paris, Gauthier~Villars el fils, — Prix: fr. 1,59; franco, fr. 1,35.

Come ogni anno a quest'epoea & comparso UAnnusive du .f::i‘urglau'das Lon-
gitudes. L'annuario per i1 1896 contisne in gran copia delle indicazion: Prfit}che
rianile in questo piccolo volume per comodo degli studiosi e degl_l nomini pra-
tici. Vi si trovano anche articoli dovuti agli scienziali pit illustrisulle Munet_&,
la Statistica, la Geografia, la Mineralogin, ece., infine le nofizie seguenli:
Les Forces a distonee et les ondulations ; per A, CORNU —— Les Troavaux de
Fresnel en Optigue; per A, Cornu — Sur In consiruction des ﬂnﬂmues_ C'EI_{'HE’E
magnétigues du globe, immtraprese sotto [a direzione dell'Ufficio delle Longiluadinig
per bE BErnARDIERES — Sur wne lroisigme ascemsion o Unbservatoire dat sommet

dw mont Blane et les travauw exdcutds pendant Veid de 1895 dans lz2 massyf

de cetle montagne; per J. Janssen — Notice sur la wvie ot les travaws due

- - - .._ = )
contre-emiral Flewriais: per pi BERNARDIERES — Alocutions pronencess ou®
fundraitles de M, L. Brunner; per J. Janssex e F. TissgRAND.

———

¥ V. Annali dzi m'-.;;:'r.'im ¢ delln previdenza, n. 2 . 18 8 gegnanii.
E“’J Tl pressunte mannalatio gﬂ sy

Esposizioni rinnite di Milano, Bezione Previdenzmn.

Finita. la Redazione il di 20 gennaio 1896.

premiato oon medaglin 1"argento dalla Gimda delle

TS

iiEdd
150

Bl

T

‘E-"'Eﬁ:ﬁz'

i 13.-\.-.-\.:-{:-{-'-' e B Tann [ -r.;..._.:
THRL A D E e AL [ L

Fr L

-

S R R e

' .
I-i-:!-féumi-';:'i's 14 it

PhEbEE A,
il

s

ATRY R Ak -t L
(B AT B s e B ] st e d

i ]
LR 4 i il .
#ﬁ e e Tt s o g S e i, s e

e R s
mmm

i

S s T

w=rafre g p g
o PR B 5



DI UNA NUOVA FORMULA

PER CALCOLARE LA SOMMA DELLE POTENZE SIMILI
PET NUMERI NATURALI

1. Alle formmie note per determinare la somma delle potenze
<imili dej numeri naturali se ne pul aggiungere un' altra neila
quale non appariscono esplicitamente | coefficienti binomiali, A tale
nggetln osserviamo che dalla identita n* — n (#"—') seguono, ynan o

n sio anche intevo e positivo, le segnenti:

e . T e S et a1 ptt
(r—1)F = (n—1Y—* + (n—1)*" F=1 )t (1) () y=i
(n—2)* = (-2 + =2+ (r—2) et (n—2)—*

2?.. — Ek_l + Eﬁ—i

1% — 1%

ave | secondi membri hanno rvispetfivamenle %, 7 — ¥, sosis 25 4
topmini. Semmando per colonmne si ha |

= .5 = I < e T | el =P . " i
St=F a1y a2 e o + S ey e
A=t 1 =2 m—3 e—n—1 a—n

Ma per ogml iniero positivo » <= si ha (» =1 escluso)
S R i T e
Sat=2w >, (r=2,3.4,.... 1)
wL=r a=1

]

ande sostituendo nella precedonto

=1 sy =1 %4 a1 o =8 -y zemip—| A
St mn St | D et T ottt ZaT et S ]
o | m—1 a=—=] =1 e | =1
DY VELD

e — ] % A—h ¥ 4 —=fi—] A== 5 4

o | =1 =1 a1

n—=h
e posto per breviti 32:1 gt =, , si avra per R qualongne,

e |

(]) "SRR O "Ta‘i,,u___r‘r.i"-a':.—l.ﬂﬁ_ -E Gh—1.x
=

= Pl ELMUUTELG S

e B AR amy
- il A 3. e,
R A a1

e e
T h
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2. Di questa formula oi varremo dapprima per stabilire in
generale la forma della funzione di # che rappresenta il valore

di &, ,. Vi si ponga a tal fine # =1, si avra
=—n—1
G-T.H:ﬂﬂ.ﬂ.ﬂ - ;::l Gy 5
) i s—nv—1 s=—u—1
Ma Th 0 — N, qu[m‘h Toe — &, E Ty s — E S§ =6 ,—nN
s—=1i =}
onde

El.u — ﬂ"h == E.'I"..l + 7.

avvera la notissima relazione

l
— 2
e =5 0+ 5

La somma s, , per £ =1, & dungue una [unzione intera di grado
41 =2 in n. Supponiamo che questo fatio si verifichi per aleuni
valori conseeutivi dell” esponente %, e precisamente supponiamo che
per A=1,2,3,...., k— 1 la somma «; sia definita dalla rela-
Zione |

. - At A
@ =t a,mt b et

¢ (imostriamo che una relazione analoga sussiste per A — k.
Poniame  infalti nella (2) A==k — 1 e sostitviama i} valore

ensl trovato di o,_, ,, (@ quello di «,_, ) nella (1). Avremo subito:

Gpon — [ﬂﬂ.k-—l 7" -+ @ 5 s B —|—- cone == a,m‘_l] —

=t —]

g (- S s* + @2y s S L e T R o )

—j

Ma alla 2, del secondo membro puo sostituirsi nna soma i & - |

£—1—1

ternini delia forma 2 @, _, .8
—l J

A A—
— ah—r,h-—hl . rJ"_. 11—1 (?"___ i, k - ]:

. 1, 0), quindi la relazione precedente diviene:

Fhuﬂ. — ﬂ'l,ag!h_i ﬂi _I_ ﬂ:l}h—! 'ﬂ.h—i + PRSP —I—' ﬂhkn—-i_] —

4= 11 G T O/ |

} T ~= 1y S
i_”u, E—1 En,u_i 1 #—1  R—1, n—d Rt R © Yitsq Hh,h—! 'n,“_;]

Por la prima delle ¢ del seeondo membra, che ha Mwlice &, si ha

evidentamente

;;;
......
....

++++
Y 1

. T= i
csqssata by bt

o by
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onde sostituendo e trasportando nel primo membro i terming

_ ﬂ‘r&,h_ﬁl Ty St piedava

T e RO R e i W B ol WAL O

En —
U ol -

(%)

R T LA WL W T il S s S L
O @y 5

Ma le o del secoundo membro hanno indiee non maggiore di o — 1,
e quindi, a causa della (2), sono fuunzioni interc rispettivamente di
arado &, k—1,.... 2, 1 nella variabile » — 1, per cwi anche
nella varviabile . Ne segue immediatarnente che il seeondo membro
dell'ultitna relazione ¢ una funziome intera di grado 241 in #,
sicché potremo serivere

T Ao k 2
— l_’I-n‘iH ~- a, ,n N . ahkﬂ -l B o

’Tﬁg ]
come i voleva provare.

3. La formula (z) puo ora ritenersi vera per gualungue valore

di k&, e poiché la guantiti entro la prima parenfesi del secondo

memhbro ¢ o, assumera la lorma
T
- kot
iy ™ 1 _I_ El’.’l..t—i

(3)
AR n U o ST IIL Sr 3 1 Ton_

j

&k 1% i,n— _{_E!,k._l

5 ﬂﬂq x—1

Questa formula serve a determinare il valore di ¢  quando siano
ot Tiunt ==+ T3, a0 Glacehe in tale 1potesi sono
note anche le a_,  (r==0, 1,2, .... k) percheé coefficienti deila

oid noti quelli di «

fumsione gia irovala, che rappresenta il valore di o, . La (3) ¢
appunto la formula cercata.

Cesenu., dicembre 1585,
ALsEirTo TAGIURL.

1.51_'51 Ih
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SULLE FRAZIONI CONTINUE NUMERICHI

(Continuasions: V. puy. 13).

FraZ1oml cONTINOE AD ELEMENTI IFOSITIVI.

14, Da quanto fu delto al numero 9 [ V. X}| segue immeitiata-
mente che: Ogni frazione conlinua ad elementi posiivi & monrova-
lenle o bevalenle ; se & monovalente, il sue valore & limite inferiore
delle ridoite d'ordine dispari ed & limite superiore di quelle d’owdine
pari; se ¢ hivalente, il maggior valore & limite inferiore delle ridotte
Qordine dispari ed il minors & limite superiore delle ridotie d’ or-
dine pari.

Se sono positivi tutfi gli elementi della frazione continna

I:JJ “-':.' H'H
b=+ b, 4+ b+
F . : . '
¢ —= ¢ la 2™ ridotta della medesima, sono certamenic convergent
Uiy
le serie
:\_1 ay ety s 7y ety ay iy fig o
* fhy Hhy [Fg Heg
ho | @pa,aghy oy et il b, |
1_ # i
e P o

¢ le loro somme sono i valori della frazione continna, che ¢ monova-
lente o bivalente secondo che le due somme sone uguali o diseguali.
Nel primo caso il valore della frazione continua & pur dato dalla serie

by Py e M s tailty

che allora & convergente, ¢ nel 2° caso guesta serie non ¢ con-
vergenie @ preeisamente & bivalente ed ha gli stessi doe valori della
frazione coulinua, cio® questi sono i limiti dell’lnsieme (s,
dove s, indichi la somma dei primi » termini dell” ultima serie,

15. TeorEMA. Se somo fulli posilivi @ numer: a , a

. O R

E. Elﬂ.' ilrl;

s By by, ...., perché sia monovatente la frazione conilmuc

———

b4+ b+ b+

g

S

e

g eii [UEREE eI TR et et cen
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b necessarw e sufficienle che sy divergente il prodotlo di infinite
]'I".'EH{':'J"I' o

-(1 —+ %’;—bj) [l - I—:Z— (bE = :;:)] [l e ;i:- (fi';.-l— _il_k— ;E)]

DimosrrAzoNE. La X1I) mostra infatti che, se ¢ suddisfatia la con-
Jizione del teorema ¢ soltanto se & soddisfatia, st ha

.}I l - : l?m - E?".‘ "
[ ( e T ) —{) ossia lim —= = hm e
=L P’gm P‘?m 1 e T Tim 4

[a condizione enonciata nel teorema i dungune appunio necessaria
. . . Y T
s sufficiente perché le ridotte dordine parl ¢ quelle d'ordine dispars
tendano al medesimo limite, ciob (V. 14) sia monovalente la frazione
coniinua. | .
16. Gome Corollario del teorcma precedente abbiamo per es. che
& Ll - L] L] "- S i.::

Qe sono utti posilivi 1 numert @, @y, .- O, Oy el

divergente il prodoito

; *;_t h.
o) (1455 (1 +5)--

(1 -+

Allora & monovalente la frazione coubinua

'.Trl “i "'1

b, -+ b= U +

17. TEOREMA. &2 A > la ™ ridolla della frasivne conlmud
' ‘ {

i

ad elementi posilici ed inlert

i, a, Wy
b, = by + Uy +
ed e:
T e B

n= 2 )"I'. + [J"'u

la [razione conbnid & monovalenie ed ha valore i?“raﬁiﬁﬂd'-ft!.'

DimosTrazIoNE. Lo ridotte d’ordine dispari, come mosirano le X).
decrescono sempre e fendono ad un limite, che ndicheremo cf}n.p;
le ridotte d’ordine pari erescono sempre o tendono ad un l‘1m1tr_-,
che non put essere maggiorc .di P od indichersmo con g. ?}u ppt::-:
niamo che esista un numero razionale, che non sig nd maggiore di

-
= 4 [*] [l ¥

Py

"
T
=

=3-'°'5-_.‘-"'_-EEI""t_-f.'r'-%'-m'.‘f-'."_'.'-‘....
i i

o,

T S
== ..

T

et b

T Ll

L o e
e
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=
el
il o ——

i
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e
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L] - . ) ¥ " i - - - '1
p ne minore di ¢ e fal numero sia la frazione 2 fermini interi

i

)

questa frazione sari compresa fra due rvidotte consecuiive qualuu:iuu

¢ sard por ¢io:
R
| By B

= . $
L“‘r,ﬁﬂf

L

L
St

n n__| ol l:ﬂ_l
/)

>

E’ﬂ._l ]

l n n_t‘ = A

IJ'ﬁ._I .

Vil E i

O e

dove si son chiose le dilferenze tra sharre per indicare che si deb-
honv prendere i valori assoluti delle medesime. Da quesie disegna-
guaglianze, tenendo conto della prima VIN) ed osservando che il

valore assoluto di ap , — ba_ . essendo intero non nulle, non
puo essere minore di 1, deducesi:

|.-\_|.1!.l:-‘:
= S

1gh ([T TE

}_‘ii.

2111{:

: i
b>alcr2...ﬁ: 1 ﬂ>ala

b

- e o o sl b R P
VRS TIITH TR Bhid TRy =crenry v

T

por cal ¢:
A, e
P A b % mn =
+b>

2"'“11.

LI LIT L ] ] ptetesaa

Dovendo quesia relazione sussistere per ogni valore di n, ne ssgue

clie, so la condizione del teorema si verifica, deve essore T —Y
per cul @ ¢ & non possono essere finifi, ciné non pud esistere una
frazione, che non sia nd maggiore di p né minore di ¢ o cid & pre-
¢isarmente quanto dire che ¢ & eguale a p e non & razionale, ossia
che la frazione contitna ¢ monovalente ol ha valore irrazionale.

I18. Gome Corollaris I del numero precedente e della terza XI),
pussiamo dire che:

Se sono futtl positivi ed interi i numer; Byn Wyrss s
ad & divergenie il prodotto

allora ¢ monovalente ed ha valore irrazionale la frazionoe conilnga

a ﬂg @

i
b, = b, 4+ b, +

19. E come Cerollaric IT possiamo dire che:
5S¢ sono tuldl positivi ed interi i mumeyi 2 S E’u .{’uE, -
cd ¢ divergenie il prodotio

b, by b, b )(.!aﬁ b
(aﬂ ' -:._+ﬁ,ﬁ) (:;-4—:;3—1-&2&;: E-{—n{-{—b b)" B



allora & monovalente ed ha valore irrazionale la frazione eontinus

i!"!'l _E'E' G;-‘.
b= b D+t

20. TrorEma. Se ¢ monovalenie la [razione conlinua ad ele-

menlt posiHivi
ﬂ'l E‘E thay
b, +b, + b, + """

perché sia u,:u, i valore delle medesima, é necessario e suffi-
ciente che siano tuile dello stesso segno le quanitile 1, u_, u

. N .

4 1
determinale medianle le equazioni 111,
A

DimosTrAZIONE. Per la V), indicando sempre con ;‘ﬂ laa™ ridotia,
H
=1 ha:
_ﬂ_l — Eﬂ,__l Y 4et - lu. oy 5
0 Ii"'ﬁ-_i uﬂ*l‘-'l ™ I'L'rl- Y

Ora una frazione, che abbia per termini le somme degli omonimi
termini i due date frazioni, ¢ compresa oppure non & comprosa ira
le date secondo che i denominatori delle medesime sono di segno
uguale v diverso: per ci¢, essendo positivi ., ¢ g, 1l secondo

memibro dell'ultima eguaglianza ¢ compreso oppure non & compreso

frad % ., ‘@ W €A% iU o0ssi@atrad g @A I,
secondo che w_ad w__ sono di segno ugnale o diverso. Concludiamo
n oL

; u

quindi che, s¢ le » sono tutte dello stesso segno, — & compreso tra
o

A A : . . .
f——l e -If‘— , qualunque sia n, & per cid & precisamente il valore della
== =

frazinne continua; se invece non sono tutte del medesimo segno ed ¢

per s, w4 la prima, che abbia segna diverso da quello di # , per

4

cui ahbiano diverso segno ©_ed »___, ” non ¢ ablora compreso hra
A A ) o |
u,r_l ¢ E,,' e non pud guindi essere uguale al valore della frazione
N = ™

eontinua, il quale & compreso fra queste due ridotie.
21. Una frazione continua, che abbia tutti i numeratori uguali
ad 1 e tutti | denominatori positivi ed interi, la diremo érreducibiie.
Le proprietd rdelle frazioni eontinne irreducibili dedueonsi imime-
distamente da quanto precede; noi, per non fermarei su cose froppo
note, ei limitersma a ricordare che:

........

g ]
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Le ridotie d'una Irazione continua irreducibile sono frazioni ordi-
narie irvetlucibili. Ogni frazgione continua irredoeibile & monovaiente
el ha valore irrazionale. |

APPLICAZIONI.

Per provar subito Fimportanza delle proposiziont date qui, le uoti-
lizzoremo per dimostrare in modo nuovo | irrazionalith delle potenze
1 e ’psponeate razionale e del quadeato di =.

2Z. Sa nelle equazioni 1) si fa

o ﬂim oo q 2wl
v, =—coshae—=—>» ., uiz_aenhm._ .
sy (2 m)! =1 (2m — 1) I

— — —_— —_— — — gy
¢ =&, a,—=0,— 0, =...=&; b —=2n I

=i trova:

Xl 2¥m— 1) m— 2)...(m — k) _a
Ret-f 21 x" !

o R | (2m —1)! .
onde (V. 6 e 20) si ha:

for ¥ an son @ x? €0° # @w @t o &t

coshe |4+ 3 2a—1F u  T+3F5F74+

per cul, essendn

PEE:] ]' ] .
1 - —
"tehe
Ne SeLL: g-sere:
&7 — 1 4 2 _.7:9 »* ol
V' —g 4+ |+ 3B T7F"""
=

Pomendo —— in luogo di & od approfittandn della formula di tras-

[ormazione T), <1 ottiene infine

2
EI — 1 ; - :._:1
E s I ﬂ:':
6 - .
10 4 =
L&,
0 14 . T . -
1 prodotto : 1i Iq .. & divergente per tutti i valort di o
. S - -
L | 2+ dn . X |

perché il suo fatior generale —— aumenia indefinitamente con »,

il
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onde (V. 18) ne segue che ¢~ e irrazionale per tutti i valori interi di @

e tale ¢ quindi anche per tubii | valori frazionarii di @, perche, se

M -

11-:
fosse 1 azionale e”, sarebbe razionale anche (ﬁ)""’ ossin e,

Sono dungque #rrazionali tutle le polenze di e d esponente
razionale ()-

29  Qiccome una frazione continua irreducibile, che ablia per
valore un irrazionule gnadratico, ¢ necessariamente periodica e dal
precedenta sviluppo di ¥ deducesi subito

g — | l_ 1 1 1 1
Z 1+ A+ 10+ 144 18 -

g—1
2
esseve irrazivnale guadratico, cloé non pud essere radice di un'e-

cquazione di 2° grado con coefficienti razionali (7).
24. Se nelle equazioni III) si fa

¢ost ne segue immediatamente che , quindi ancora e, non Pu

s s @0 -
u, —gosx = (— 1)" _ . U, == SENT = (— 1) .‘Iﬁ
m=0 (2m)! 1 (2m—1)!
a,——&, ftE:ﬂazu&—_—...:—mg, b, — — [Zn— 1),
g1 irova
o 1 (— ])m_h_i 28 m—1) (m—2)...(n— k) it

pta i (2900 — 1) ! '

onde (¥, G) ne sogue essen :
iz ST QR .
ot — - Uit
L 3 - o —(2n — )} u_

Da guesta relazione, mediante le formule di trasformazione 1) e 11),
si (lednce sublto:

0 o =
| — @ ol = — A — 1 e
RIS R B S = A U ——
ot I U, .

"1~ I Ea —

(%) Por In traseendenza (i £ ¢ 7 & pox altra aqunestioni celebri mella Storin della Muate
motion convien leggern il libvo, di sole BB pneine: TP, Eremw - Vorlpige diber xnsgeiuillie
fragen der Elementargeomeirie. Leipzig, 1905,

(=) Per gli irvazionnli In geners, gli irrneionnli gnodraticl & enhiei ed algelric in
partieslave, le fensioni conbinue snmertohe 1snali ed aveha por In tynseendenza di 7 &l ¢
gi pni put leggare mialmente {1 piceolp lilvo (151 pagine): P. Bacisaxs - Vordesrengen e
Jir Natwr der Trvatfonudzalien. Leipsig, 1552,
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Per quanto fa detto al n. 20, essendo

=L (g 1).. (m—h-1)

I
Ny - ) 21
w, —u, = (—1)""Rm—2k31-1) B —1)] =,
=K
sussiste quindi, per tutti i valopri di 2 da — —1;- a - ;, il seguenie
sviluppo di | — @eote in frazione continua ad elementi positivi:
'l
| —zentp= —— |
< N w®
' I
4 — a2 L at
14 1
b —a® - :
! 1 I m
8 —a" - |

25. Da guanto fu detto nel precedente numero segue pure che,
se nelle equazioni 1I1) si pone

Tou oy — %, @, =0, —1, b =2, b, . —=2n-+1)— &
& o 2(m— 1 -
v, —Sen®, o, —sena — xeosw—>» (— [)** ) Bt
' ; (ﬂm. — I)E
m—4

st doeve {rovare

25m — 1) (m—2)...(m — &)
a — - [ | o 4t |
a4 —"“:24_[( 1) {(2m— 1)1 < '

= 3 (—)Eem—2p—1) Tl mh),

Eh_m:k—{-l (Zm— 1)1

\Ei—

Cio si verifica facilmente e si perviene cosi per via pit diretta al
precadente sviluppo di 1 — @ cota.

26. Si riconosce ora subito che = ed anche il sno guadrato
sono irrazionali. Infatti, se il quadrato {i = fosse razionale. tale

& TE & " & “
sarebbe ancorn quello di -+ ma, se il quadrato di - fosse la-[ra-
p i 3 i 5 W 2 x \* L :
zione a termini interi — . ponendu 2" —|(— — - nello sviluppo

precedente di | — weole e ricorrendo alla formula A irasforma-
ziome 1), si otterrebbe:

r 5 th 8 F i

! — 25413+ 4s —~r 3+ 1 - 6s—r4

Questa vgvaglinnza ¢ assurda, porehs (V. B8, il secumdo melio

e e

YRR fi.'_f.-..., = N s
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ha valore irrazionale, essendo divergente il prodotio

93 l 45 —r I Og—pr |

r 5 " ' S ' g ' g
. : ; 208 — r |
come 81 riconosce immediatamonte osservando clhic - :
r §
. | | . . 1
ossia Eﬂ‘———s_, eresee indefinitamente eon w. ¥ dunque assnrdo
=

P"ammettere, che sia razionale il quadrato di =, per cul st con-
clude che =% & trazionale ed é quindi irrazionole anche =.

27. Il pregio delle rigorose dimostrazioni date in quesic appli-
cazioni consiste specialmente in eio, che la validita degli sviluppi
dati ai numeri 22 ¢ 24 (V. 25) e la prova dell’ irrazionalita delle
potenze di ¢ d'esponente razionale ¢ del quadrato di = seno [on-
date solo sulle propesizioni semplicissime del numeri 20 e 18,

Grenoyva, sattembre 1885,
. GIUDICE.

TEMI DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATURITA

IN GINNASI ¥ SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA
alla fine degli anni scolastici 1891-92 ¢ 183293

(Continuazione: V. pag. 27, 58, 97, 148, 184 deil'anns IX, 25, 58 dellanne X
e 20 dell'anno XI).

RoooLssweRT: § . (inngsic sup., — 1. Dopo quanti anni sark esbinio un
prestibo di 4000000 f. al 6 °[; se ln rata ssmesirale d'ammortamento imporis
144500 .2 Qual'® lo prime e quale I'ultima rata?

2. Un cono relto viene troncate alla distapza di 2 s dalla base  talebé il
volume del tromeo & di 36 =.? Se le due besi slanno fre lore come 5: 3, quale
¢ I'altezza e quale il volume dell'intiero cono, & quale linelinazione del lato
sulla base?® .

3. Soneo condotte delle tangenti all'ellisse 4 z* —-25 y* = 100 da quel punto
che ha per coordinate i valovi intieri e posilivi di med y che soddisfanno Uequa-

. . 2 e o _ *
sone 3 &+ | S — 17. Si domandano le eguazioni delle tangenti ¢ 'angole

da case compleso.

Zwatm: i+, Ginnasig sup, — 1. Una somma di 6400 (k) { deve venir pagats
eon 12 (2 1) rate annuali eguull, esleolando Uinteresse eomposlo nei primi 6 ()
anni al 4 (p,) °/, e quindi al & (po.) "f,. Quanto importa la rate annuale?

2 1l 43¢ T2 8326G. 87~ = 132, 8% T e § 4=V,
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3. Una sfera vuota di ferro pesa 30 (%) Ky. e s'immerge a meta nell'acquoa,
qual's ln grossezza del gusein, se il peso specifico del ferso si preade pruale

a 7,7°%

4. Sonn condotle delle tangenti alla parabola y* = 4 @ nai punll d'inlerse-

zione colla retiz @ + y — 3. Caleolare I'aiea del Iriangelo formato dalle retia
colle due fangenii.

Czernowitz: & v, Gignasio sup, — 1. Dividere il samero 18 in tre park,
che forminoe una progressione arilmetica, ¢ tuli che il quadrato della lerza parte
sia di 9 minore della doppie somma dei quadrati delle due prime parti, Quali
sono le tre parli?

9, Qual'd la superficie d'una sfera inscritta ad un cono equilatero che ha
I'altezza h — 3 ?

3.Un angolo d'un triangolo é w =579 7" 18", lasua bisetirice & b, = 10,245 m.
ed une dei lati che lo comprendono @ »==14 m, 8i domandano gli altri luli ed
angoli del triangolo e l'area.

4, La tangente condoita al cevehio (x — 1)° == y* =1 dal punto o —=—3,y=10
divide il eerchio (o — 4)* +y* = 4 in due parli disuguali. Si domanda "area
del segmenta minore.

(Continua).
— b e— —

PMCCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Problema di geometria elementare. — Si divide un segmenio rel-
tilineo A'A in due pari A'B—=—=3a, BA =10 ¢ sopra A'A, A'B, BA gunk
dicemetrs si deserivono tra se-
micirconferenze o, &, B, nel-

Farbelo o spasio comprese [ra /
queste si costruisce um cerchio ;

w, {angenie o ciascwna, mdi
nello spazio racchwuso fro i

cerchi o, w,. B 51 disegna la
circonferensa t, che Ui tocehi;
parimente nello spazio com- |

preso fra le Gnee 6, w,, P s A /) B

descrive il cerchio %, ad sssi

tangenic e cos: di sequito ; esprimere it raggio del cerchio o, in funzione di a, b, n,
Rappresentino O, D, E i punii medii dei segmenti A’A, A'B, BA; due air-

conferenze snceessive « , oo abbiano & vaggi v, »_ 3 1 loro centri C, et

ad il contelto M si proiettino orfogonalmente nei punti P, Q, ¥V della relta 4'A.

[ facile stapilire ie relazioni C.C, . =, 7, ,+ BC = 4 r oy EC =

= g 2 ' @ |
&~ b @ -} b o , ‘
5 —3 r..qs dal triangoli OEC,,

b
E—l-- }‘“4_*1 Og_ﬁ-——-

rar 00, =

e

e L e

Tt b g LT




BT —

|

OPC ricaveremo leguaglianze EC, = 00+ 0E —20L.0P, PG,
{t = b (2 h -+ a
S =i 1l 1

) r . 20
& s "

l -
= 2h(a -+ b (@ — 22.); in simil modo per i briangoll OEC_.,, 0QC__,

0Cs — ﬂ’i dalle quali si traggono 0 P =

olieniamo

(_]Q____':jj (Eﬁ't-'“

2 i

L

| =
) PH—'—I ? (2 CHH"I P E VZE’(EE + b)rﬂ+1(ﬂ_‘|2ru+l):

e — . — i
-

inoltee il trapezio birettangolo C, P QC, , fornisce C.C.y = PO -
(PC, — QC,, )% ovvero

&2 | :
{rn + i""ﬂ+1)2 — & E’f (ﬂ' + b,} [me (ﬂ —_—2 Ta) — VT!H-'L (ﬂ = ':‘"r-+I:]-.| _I"'

5 .
(*b:-ﬂ) (r, — 7u.,)" che si lraslorma nell'cquasions razionale
i . —}-b"(l 1)'-‘- Lb[-{-f](l 1).
a(a : BN ’
} ) “-H_i_l T‘_rf. - r“_|_l T“ :

al
i [:?.Ei - a)‘—BT—(u+ El) = U
n

Risolvendola avremo

1 | 2 1/2(;'& : _]
- = (1) — = {
= bla 3 0) [ﬁ- -+ r (¢ o 7) Lt (a4 0) |.

rﬂ;—t—l
. it : _ . ; abla = b)
Col porvi n=0, r,= 5, raggio del cerchio o, risully 2r, = —+ s
| = - a° - ab + =

) ab(a -} )

s nar n=— 1 st trova 2»r, — - « 1n wvenerale col supporre
i plﬂ ll; 2 4E!+llb+b21 Et lp

L " ab(a -+ b)
o SIS S T T pegt Lgb - B°

dall'equazione (1) dedurremo 29, = i I:}Erf— — = == o per n>1 =i

dovea prendere il segno - per il primo cocficiente del denominaiore, vns) la
legge ¢ verificata. Ne consegue

ab(a -} b)n
L s,
la quale propesizions di Parro (Mathematicaz collectiones, liber V) # ErINnCA
le distanse del centro Cp dalle vetta A'A st¢ el diameiro 21y del cerchio

() v w5 c v e POES

gorrispundente @&n nel rapporte de n all’enila.
Si dimostrano con semplice ragionamento le relazioni

T @ Crigi +F'“+IPC“
Poo 1 Torsy

r, 00 +v, OFP,

|
Ys = Ty

MN= NN =

1

che per i valori precedenli si riducono alle



2y i . b b a\ i,
MN— """ oa b 1), ON=" z(_'_) el

Tn + rﬁ+l

ne derivano

: . 2h 4 a® n
Im_:a[”'l_:) o ,ﬂff:[( :"H) 4+ @n + 1Y

a ¥os T Fiars
2% Ny )2 ( a4 ) Yy T
- — 4§ = :
s + l'rﬂl..r.{ e T + j’ﬂfﬂi—l
A molivo di |
e . ] (2b - a)® 4= ¥ (20 4 1)
rﬂ- ' M T ab (a4 ﬁ)
MA®  2Bb(a-b)

si conchinde la proprieta ~i T a9

rine di questo segmento sulla retla AA4', ed A, per suo ternming, # luogoe geo-
melrico di M é la circonferensa descritta col diometra AA 5 dove A devide
mternamente A'A nella ragions di a:2bs: i Lioge dei centr C, e [ eblisse

al -
avente i fuochi O ed B, o cousa di 0C,; + EG, = 5 + b. La cords dei con-

tatti fra il cerchio @, e ciascuno dei cerchi P, ¢ passa costantemente per il
centro di omotetia inversa di questi cerchi.

A tutte le proposizioni dimostrale si giunge subilo col metodo d'inversione
poiche seegliendo per polo il puntn A e per potenza il quadrato w® = b (2 - 0)
dellz tangente condatts dal punte A al cerchio &, i cerchi g e passando per
il pola si convertono in due rette ¢, B° normali ad AA', tivate per B ed 4
ed il cerchin = si trasformera in se stosso. Ora i cerchi o, tangenii alle paval-
lele o, [5’ od esternamente fra loro hanno il diametro a, e la distanza del polo

a \* . e
A dal loro centro €, sard evidentemente d',, = (IJ +- T) -} »* a*; nuindi

e a

il diametro del cerchio inverso o, verra determinalo per 2w, = i b
'? i
':Enl == [ . )

, £
ab (a -~ b ‘ ) _ . | Zna
T 51!1 —Il_— ,3! v @ detto g, l'angolo 4°AC, si trovera pure Lang g, = - Y
L5 . . . .
Il numera w, — 19 corvispondente al raggio del cerchio o per i valori

particolari @ = 3, b = 2 si legge nel hber assumplorum, che wien attribuito
ad ARCHINEDE come si riferisce ally pagina 136 del libro 2° della pregista
opara Le sciense gsatte nellantica Grecia del Pirof. Gmo Loria.

Avvertivemo infine che nell'ipotesi di 4 = oe e b costante dalle formule (2),

17

(3) si deducono lim v, = ?E’ ¢ i PCL= — le circanferenze o, & dive—

=t

nendo le perpendicolari innalzate dei punti 4, B alla retta AA',

(:. BELLACCHT.

W e naey ki
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Sopra una disposizione particolare dei triangoll simili. (Canti-
auazione : V. p.o 103 del vol. X), — 0 1l triangalo coi verfici nei centri dei

cerchi . P, y, ¢ che indicheramo rispettivamente con Hgy, H{g, HT. & pure
simile ai triangoli A BC, ABC, AVB"C” ...., ¢ passante per K. Difatl i
suoi 1ati sono rispettivamente perpendicolar) alle velte a, b, ¢, le gnali formano
appunto fra loro angoil rispettivamenta eguali a quelli dei ncli Wriangali simili
ABC A'B'C., AYB”(C” ....(n. 3); 'angalo dei ragei KH[S! HHT‘ & eviden-
temente supplementare all’ ang (B, y) = ang (b, ¢} = ang H[._r, H, &,; ne viene
che il quadrangole K Hg H, d, . avendo gli angoli in K e in H, oppost sup-
plementari, é inseriitibile in un cerehio; ossia il eerchio circoseritto al friangolo
T, Hg H'T passa per K, e percid gode pur esso la proprieta gid notata al n. 5.

= Chisma refta @i Pascal vispelto un trisngolo quella che contiene | punti
d'incontro dei lati colle tengenti nei vertici opposti, al cerchio ad esso eireo-
geritio.

Cid posto si considerino le refle di Pascal rispetio i triangoli £ 1A, F I B/,
IIC' inscritti rispetlivamente nei cerehi o, &, y (Tav. 1, fig. 1% del val. X)
deteyminate dalle tre coppie di punti d’ineoutro formiti dai tre sistemi di due
coppie di retle:

[: (LA,. I_B); (5,07 rA) i (.8  I.0"): (I.A,, [,B)

i [’bel”. fﬂHl']; (1,4, , I#CI")

le cui equazioni riferite all’ orvigine I, alla retta ¢ come asse delle ordinale,
alla perpendicolare ed essa in I come asse delle uscisse, sono:

L (y=—mm +i,, y=—mEZ—1; (y= mmti, y=ma—i)
. (y=—m@ — i, y =— m,a); (y=  wm@—i, y=m2)
M. (y= mp2 414, y= " ) [y —=—m® 1, y=—m2)
dove & I I, =1, , [I =——1i,; lang (90" — A)==m_, lang (90" — B)y=m,,

tang (00% — C) ==m_.
[ due sistemi o'y @y’ 0i coordinate di punti fornito dalla soluzione co-
mune di ciascuna coppia:

& led { i
i = ““1 il o f
i 0, — 2% m, — "
' i, 4 . i, 1
T " . +i [y =—m - ==L
: ¢ @ — M | & m —m
a l
—_— —
r [ i o
W= #il 2 B
“ ] H& ] = Jﬂﬁ
i — m,, i, y" — n i,
T I/ i — i
i |/ e I
2 | ]
1 fir
\ & = it \ T = ' )
m_ — — 1
'
inr. ¢ o i - .
“r m_t ‘ y” — ni 1,
D T 1Y) S ‘Hlﬂ 1 T ire — i-i.'h
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sustifuili successivamente nell' equazione dells relta congungentie due puntr (i

i £iF

conrdinate note &'y’, =y
o (y.i' _ HFFJ . y (i:." . ‘J:”) . yi':nﬁ + mi‘ y.rr — U‘
danno le tre rette di Pascal considerate

L o(m,m, —m ) (m, —m )y — i, (m, Fm)—1i, (m, +m)=10
IL (m* — m m o (m, —m )y — i (m +m )=0
L (m* — ) & 4= (m, —m )y — 4, (m, +=m_) =10

di euwi il delerminante dei coeificienti é:

. T : : |
m> = ok, oy, —m, i (m, 4 m)—i (m 4 m)
2 — —
", wm, o, m, i (m, +m)
2 _
m- —om m, m, — i, -1, ("ma -t mn]

Dico che se & ., punto i mezzo di J,1_ed 4= 00" le tre rotie di Pascal
considerate, s'incontrano in un punto. Difatti essendo allora mn:ﬂ, ™t

etl inolire

7, 1 =113
i =g

quel determinante divema

— 4, (m, + m_ ) (m, —m_)* o 1 |
m, | 1]=20

—m, | 1

che & la condizione necessaria perché p_ , g1 Py passipo par lo slesso punlo.

La costruzione de fare per trovarsi nel easo testé considersio e la seguente.

Si faccia centro nel punto di memo I d'un segmento 1,1, ¢ con raggio
i1, =11, si deserivé un cerchio o. Su questo cerchio st prenda un punio
qualongue K, e si coatroisenno i cerchi K1 ] — vy, K1 I = §, Come risulta
dalle proprieti del n. 2, le tangenti a ysu 7, @ a B in J, 8'incontrano in un
punto A, di «; cosi pure le tangenii & y in I ead x in J s'inconirano i
un punto B di , a le tangenti a B in J_ e ad « in [, & incontrano in un
punto €, di y. Le reite di Pascal rispetto ai triangoli 7 7,4 , 1.1 B/,
I 1,C" cosi oltenuti s'incentrano sllora nello stesso punto P. Dalle relazione
delle coordiaale corfesiane di P con ang. B — ang. ac = ang, ey (n. 3) riea-
vala dalla soluzione comune di due reite di Pascal nalle eondizioni del leorema:
e dalla relazione di B eoll” angolo 0 che il raggic vettore p di £ fa coll asse
delle 2, risulta assai facilments

pt = | -} 3 cos’ 9,

aquezione della curva luogo dei punti coma P

8. Si prendanc orva tre punti qualunque I, 7, / del piano: sapponiamo
cha in questi punti & incontring i Jati omologhi a, «'s &, ¥ ¢, ¢" di doe tricngold
simili ABC, A B € ; in altri termint mieno I.-.-' !h. I{, i punti d'inconiro del

lnfi omologhi a, a'; b b 1 e, ¢ di due trinmgoli simii 4 B, AR comun-

que posti sul pisno. 12 ehiaro che 1 vertici omologhi A, A" glacciono in un

| . i -

b O

0T s LR bt e By
- Wit

ii --'-imr-éﬁé“:
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cerchip o prssante per 7, 7 : B, 8" in un cerchic § passante per I.,.1:0C°¢C
su un cerchio vy passanle per [, I . Per considsraziont affatio analoghe n
quelle dei nn. 1 e 3 i cerchi o, i, y passano per un unico punto K; 1 lah
omologhi cowe a, b, ¢ di tulti i triangoli simili ai friangoli dail coi verticl
omologhi come A, 4, € siteali in «, ey passano per 1, T, I, @ lulli (uesti
triangoli sono evanescenti verso ii punto K.

Qui spariscono tulle guelle propricta che dipendevano dall’allineameuto dei
punti J , I, I,, fra cui quella dei cerchi «, B, y di formare inforno al loro
punto comune K angoli eguali a guelli dei friangoli simil.

Cid posto %i imaginino i punti J_, 1,, I situsii a distanza mfinifa. Allora
i tre cerchi @, B, y si riducono a tre rvette concorrenti in un punto K. Inkath
i trinngoli simili col vertici omologhi rispettivamente su quelle tre rette hanno
i lati omologhi incontrantisi all®infinito, ossin paraileli; vale a dire sono omo-
letied,

Dungue 1'omolstia dei Iriangoli non & che un cusp particolare di quesin
disposizione dei triangoli simili da me sladiata.

0. Si pud ormai scorgerc agevolmente come le precedenti propriefa sinpo in
parte estendibili ai poligoni sumili. A tal wopo, dati dne poligoni siinili, basta
considerare le coppis dei triangoli simili cui danno luogo le diagonali condotte
dn due wvertici omologhi, [ vertici omologhi si Lroversnnn su altrettanti cerchi
totti passanli per un melesimo punto: i lati omologhi o le diagonali omoeloghe
passeranno rispettivamente nei pnnti dove quet cerchu s'inconirans a due a due.

Banrio CoMiNoTto.

Ancora sulla simmetria in alcune dimostrazioni della geometria
elementare. (V. Anno X p. 163 ¢ anno X1 p. 28) — Ringrazio il sig. prol.
Riboni di aver rivolta l& sua aflenzione alla note suddstta, e ho piacerc ch'egli
convenga in massima nelle osservazioni in essa contennte. — L'egregio professore
mentre trova lodevole la modificazione da me suggerita alla dimostvazione della
prop. VI del libro X1 di Tuclide, non crede possa dirsi alireltanio per gli nitri
eseinpi da me citati, e fa in proposito slcune considerazioni, Permelta ora che
io risponda alle sue con altre brevi osseryazionl,

Non ered> di aver ssagernto nell'affermare che I ordinaria dimostrazione del
teorema: o somma degli angoli di wn trigngolo @ ugualz a dwe retéi, & arli-
ficiosn in confronto dall'sltes, da me indicala, nella quals =1 condueono per an
punto qualungue le parallele a1 lati del trisngolo.

Certo, un artificio v'3, @ lo stesso prof. Riboni lo conferms, facendo pero
oaservare che, in grasia di esso, « non resia che traceiare la paraliela &l lato
opposto al vortice scelto, ¢ cib con motewnle semplicitd nella costruzione » Ligh
entra ecost mella questione se la mis dimostrazione sin 0 no preferibile, dal luto
didattico, a guella ordinaria; questions che, in realts, ic non avevo sffatfo ai-
frontate, avendo avuto soltanto intenzione di presentare una dimostrazione che
rivestisse il enratiere della simmetrin, Ora, & eoerto chs la costruzione richiesin

dalla min dimosirazione é pifi complicala dell’ ordinaris, ma non tanio quantu

b
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4 prima viste pud pavere, perchd la figura formats dalle lre parallele rumane
complotamente staccata dal triangolo, e percid resce chiara ad ogni alunno,
mentre quella della dimostrazione ovdinavia, benché pid semplice, pud forse -
soive confusa. Ma la semplicitd dellz costruzione non cogtituisce la principal dote
di una dimostrasione; ché, alcune volte, le figure che accompagnano le dimo-
strazioni pin intuifive non sono le piti semplici. Resta il ragionamento; ma, se
si osserva ohe, nella ordinaria limostravione del suddetto teorema, i tre angoli
formati attorno al vertice seelto sono rispettivamente uguali a' quelll del trian—
golo per ragioni tutte differenti, meatre gl augoli formati attorno ad un panto
qualungue sono uguali a quelli del triangolo per wna stessa ragiore, mi pare
non s possa negare che il raglonamente segulto nella dimostrazione simmetrica
sis, tale da essere pin facilmeute compreso, e meglio ricordato dagli alunai.

il prof. Riboni non trova buona la mia dimostrazione simmetrica del leorema:
in ogni triangolo wn lato & wminore della somms degli altri due, perche « sob-
¢ hene assai spedita, rvichiede che si sappia costruire la biscitrice di un angoto
« od almeno che ne sia provata l'esislenza, premessa non necessaris, e che da
¢ buonu parte dei trattatisti ¢ data in seguifo » A ¢l st pud obbieltare che
una corta dimostrazine pud convenire ad aleuni libri ¢ ad allm noj e se si vo-
lessero chiamare huone soltanto quelle dimostrazioni che convengono a  tutli,
poche se ne conterebhero, La mis semplice dimostrazione pud siar bene p. es.
negli elementi di Euclide, di. Sannia ¢ D' Ovidio, di Faifofer,... nei quali ['esi-
stenza dells bisettrice & provata fin dal principio; gli aliri autorl trovino, se
vogliono, un'altra dimostrazione, ché non ve ne sard in generale una sols, neanclte
es ai wuola che essa abbia il pregio della simmetria. Hecone p. es. un’ altra
pure simmetrica e samplice che potrebbe star henizsima negli elementi del De Paolis,
¢ Sia il {riangols AB(?: basta pravare che il teovema sussisle per il lato che
« superz cigscutio degli alfri due. Sia questo il lato BC, Gli angoli adiacenti
s o questo lato somo ambedue aculi, e quindi 'aitezza AD, relative al lato BC,
¢ cade denfre il é¢riangolo. Ora s ha: BD < AB, DC < AC; quindi
« BDA+DC<AB | AC, cloe B <= AR 4 AC.» Del vasto, per la stessa ra-
gione per la quale all'egregio prof. Riboni nan par buona la mia dimostrazone
potrebbe a gualecuno non piscers qualla eh'egli snggerisce per il teorsmas i un
triangalo la bisettrice di un angolo divide il lato opposia in parti  proporsio-
nali agli altri dug, poiché Ia proprietd: dua friangoli @ wguali altezze stanno
tra loro come le basi, & una premessa davvero non necessaria per stabilire il
teorama di eui sl tratts, semza contere che qualeuno potrebbe anche essere di-
spiacente di dover ricorrers al confronio di due superficie per dimostrare una
proprietd relaliva a segmenti vettilinei.

Oina delle dimostrazioni simmietriche da me indicate pel teorema relativo
gila distanza di due rette sgphombe, si trova gid nel Sannia & D'Ovidio.

o conclusione, mi pare, contrurizmente a quanto afferma il prof. Riboni, di
son aver sacrifieato, al pregio della simmetria, le altre dou apprezzabili dal
lato didattico.

1l Prof. Riboni termina osservando che la mis cura per la stmmelia e tanto
pitt eccessiva, « in quanto che la preferenza data & qualehe elemento nella di-
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« mostrazione @ apparante piu che altro, poiché ciascuano degli elementi di coi
¢ 8i parla pud Liovarsi nelle stessa condizioni in eni & posto uno di essi »;
cosicche, in sostanzs, la preferenza sarebbe apparonte per la ragione che pud
esserg preferito wno qualungue degli elementi di eui si tratta, Cid non mi pare
giusto, La preferenza v'é invoee di fatto; e cid & tanto vero, che di essa -
mane traceia in tutta la dimestrazione, appena uno degli elementi sie posioin
condizioni diverse degli altri, e che, per quesio soltanto, iz dimostrazione siessa
cessa di essere simmeirica.

Fermo, febbraio 1596,
Conaano CilasBERLINI.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
231%* 233%, 250, 268%%, 259%, 263%, 2647,
265%, 266% e 2677

e e e R g O G ™

231", Di due fasci proiettivi di ragq (U), (0), giacenti nello stesso jraso,
como mati: il centro di protettivita U”, dus punti M, N per cut passano (lue
ragii corvispondenti, gli angoli 9, 0" che questi formano con le vette UT 1,
U" 1, e le retta UV, 8i domanda di castruive i due fusci, e di disculere i
problema. (A. Da. Re).

Risolazioni analoghe dai Sigg. V. Columbo e G. Gablucet, studenti neila
R. Universith di Napoli.

La quistione si riduce a {rovare 1 punti U, U’ poiché allora essendo noll
il centro di proettivita U”, due raggi corrispondent! OM, UN e i contr
17, 17 dei due fasei questi si possono costruire.

S deseriva su MU un sezmento di circolo capuce dell’angolo 8, comple-
iando il relative cireolo, ¢ su NU" un segmento capace dell’angolo §°, comple-
tando il circolo. Questi eircoli tagliersnne in genevale la refia U ' =sin
quativa punti U, U, ed U, U7 Aliora per centri dei due fasel si potranno
seogliere 17, I'; U, U5 U, 05 U,. U/, il che darebbe quaifro spluzioni. Ma
su M7 ed NU" < possono deseriveve da wna parée ¢ dalialtre due segmanli
capaci degli angoli 6, 8" per modo che esistono in cenerale due altri punti U
o due altri U o siano U,, U, ed U, U/, Allora potendosi accoppiare cia-
scuno dei quattro punti U col punt i, si hanno in generale 16 soluzioni del
problema.

Se I & fuori di s ed M, N non cadono in s e si trovano rispetto ad "
dall'aitra parte di s, il problema avra tatie le soluzioni possibili. Se e¢ld non
ayviene qualeuno del circoli passantl per M, " sd N, ¥ pud non inconfrare
< od essere iangente ad s, riducendosi le soluzioni a 12 o meno di 12 od anche
4 nessuna,




Se U cade in 5 11 numero delle soluzioni pud anecora yenir diminuito, po-
lendo qualeano dei cireoli ausiliori riuseire langonte ad s, senza tuliavia di-
ventalr Zero.

Riguardo ai valori di 6 si pud osservare che sc 6 & di 90° i punti U, U,
commeidono eon U, 7, e cosi per ' = 90" eoincideranno U con U, e U,° con
7). Se poi 8, 0" son zero si ha un solo punte U= (s, M [} e un sol punlo
U' = (s NU"). In ambedne i easi il numero delle soluzioni diminuisee (7).

233", Di dus fasci protetiivi di raggi (U), ("), giacenti nellg stesso pians,
sono wnobiz 1 sentri U, W, & centro di proiettivite U”, 7 pun#i tEmi 1, 1" i
duz punteggiate che ne sono sesioni, e Vangolo 0 dei sostegni di gqueste pun-
teggiate. 8 domande di costrure © due fasei, e le due puntegyiate.

(A. DeL Rz).

Risoluzione del Sig. G. Gallucei, studente nella R. Universita di Napoli

[l probleme si riduce a costruire 1 vaggi 4, 7 del due fasei (U), (U') che
corrispondono ai vaggl U'I' =i, UJ =3, poiché allora conoscendo i centii
dei due fasci, la coppia ¢, ¢’ 0 j, j' di raggi corrispondenti e il cenfreo di pro-
iettivita U, si pud trovere il corrispondente di ogni altro rageio dall” uno o
dell'aliro fascio, iusieme ai sostegni delle dne puntegginie.

8i deseriva a tal nopo sopra U U un segmento di cerchio capace dell’angolo
dautv 0, completando il cerchio al quale appartiens 1'arco, auindi si trovi il
punto M = (j, ). Per una nofa proprieta il punto N = (i, ;) cadri nells
" 0. Mz d'alira parte se csserviamo che per dato : & paraliela al sostegno
della punteggiata che contiene J e j° & parellela al sostegno 2’ della punteg-
ginta contenente I, 1o stesso punfo N sl froverd altresl sul ecerchio preceden-
temente deseritto 8 percid esso coingiderd con 1'wno o "altro del punti d'inter-
seztone della refta UM con questo cerchio. Trovato N per completare la
soluzione converrd poi tracciare UN =i, ' N =—j" e descrivers per J, I' le
it, % ordinatamente pavallele ai raggi 4, j'.

Osservando che su U0 si possono deserivere lanio da una parie che dal-
Paltra arehi di cerchio capeei dell' angolo 0, si deduce che il problema ha in
ganerale 4 solugioni, le quali si riduncono a 2 nel case di § = 90°

Se U, U vadono da banda opposte di UM nessuna soluzione yiene a com-
parire, ma se [, I sono dalla stessa parte di U M pud aceaders che uno od
ambedne 1 cerchi passanti per U, U siano tangenti od esterni ad UM per
modo che le solozioni possono vidursi a 3, 2, una o nessune.

Se¢ poi 0 =0 i zostegni delle due puntegeiate sono peralleli o coincidenti
e la cosiruzions del problema si ridoce a condurre da U, U le parallels ad

(%) Potrd essere oo while eseveisio pei giovani guello di completave la presente discus-
sioneo irovande il numere delle soluzioni eorvispondenti ai diversi yagi particolari possi bili,
per il che sard ntile infrodnres gli angeli e, o' softo i gnali sono vednti i secrmentd AT
el ¥ doi punti i contadéo dei cershi passanti rispsttivamente por ¥ ed Y, N ed 7"
e tnagentl ad s [N, . Hed.].
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1 M e cosi s nifensono i, 37, conducendo poi da J, I' le purallele ally sicssn
i7" M si hanno i sostegni w, w', che coincideranno fra loro nel caso di J I pa~
valloly ad [P' M. 11 problemsa ha in questo caso una spla spluzione (7).

a50. Dato il triangnie AB(Q (= A) e it punto inferno M, si tirino per
i wertici le trasversali AM, BM, CM ad incontrare i lal opprsti in A, B, OV
s si cosbruiscano i condugati armonici My, My, M, di M rispeito atl A e
A, BeB, CeCG. Posto BA": A'C—m, CB :BA=n, AC:C'B=1p
dimosérare che Tarea del triangolo M My M, & data da

41.'}.:[(111!1 %‘)(ﬂ’{‘i‘__:.?) (1’11 :l:n)]

(A. LueLi).

Dimostrazions del Sig, Prof, F. Ferrari a Chietl.

Le trasversali (AM , BM_, CM ), (AM,, BM,, CM,), (AM_, BM_, CM )
dividono i lati opposti di ABC rispeitivamente nei rapporti (m, —an, — p),
(—m, n, —Pp) (—m —n, p). La presente quistione 2 quiadi an cornllario
della sezuente pil generale, che passo a rigolyere :

Dati nel pieno di un triangolo ABG tre pundi P, P, P, esprimere Larec
del trigngola P'P7 P in funsione dei rapporii secondp o le trasverseli che
wnisconn i vertici A ABC a ciascuno dei punti P, pr P
posti i ABG,

indico con £/, P, PF’ i punki ove AP', BP', CP' incontrano BC, C4,
AB, see., & pongo

divicdono 1 lati op-

BP/:P 0= m, CP P A= n, AP :P B—p, ec.
donde coniponendo
BP':BC=m : m - 1, ecc.
Dal triangelo 4 P C segalo dallu BP,/ si ha pol leorema ili MaEseLao

AP PlB: OB .
PP’ BCO P'A—

onde per le preecdenti relazion

AP m =1 - AP w4+ |
7 e e : —i & . 1 m u —— ) ¥ &
P P”_' w n Al AP/ w'n’ Fm 4+ 1
4 nalogamente s1 troverd
A P m =1
AP“:: . _mn '?1" _]_ '1?1” + ]
Tinolire dalle relazioni
B Pg' - m’ EPn” o o
B m 41 BC =~ wm'+1

(%) Un'sltra rispesta olls quistions pervenne dal Big. V. Colwmbp, studente nellp IR
Universith di Mapoli.
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sottraendo si ha

P 1% L m —m
B(C (na' 4 1) (" =+ 1)
Pereio
A Pf 13-”' A f_.: Pﬂ’ API Pﬂ.ﬂ' A Pﬂ: P"f.f .
ABC AP Pﬁ" ApTpr AEBC
AP" AP P'P m' — uif
A P;r AP BC =~ (m'a 4w + 1) (" 5" 4w 4= 1)
Analogamente si trovera
AP'P" m —m
ARC {—ﬂ%u_;in =i m.”-—]— 1) (ﬂlnr naﬁ - e ]-]
i Pl‘.l'.l’ Pf mf _ _?“I.’l'd"
ABC (" 2™ = wm" + 1) (m 0 o ﬁr

Ore si sa che, tenendo confo del sezno, & sempre

Pl' P'H' PJ‘H" e AP!‘ PH + 1.'1 Pﬂ Pl.ﬂ‘ —I— .‘i PI‘H‘ PF
g percid
PJ‘ P” Pﬂ'r . A Pl' PH' A PH Pnr I APH.-‘ Pr

ABC ABC_+ ABC ' ARC

Nella quale sostituendo i valori precedenti ¢ riducende, si otbene

P PP m'n’ (m'” — ") 4= n" (p — w") w2 (" — ') g
ABG (”_'..I'ﬂr _!__mr‘_l_ 1)(1]1”'1”_'_ -"-H-”+ 1) {m!”“.ru _i_mr}'r _I_ 1) - ]

!
In essa al posto di m'a’ si pud anche porre FE ece.

Il numeratore del secondo membro deila [1] si pud anche sevivere cosi
' n' I m
mrr ﬂ” 1 m”
mll‘l H.J'-I.F" 1 m!l’f

La [1] non & che la nota formola ehe di L'avea del Lrisngolo in funzicne
delle coordinate barvicentriche relative dei vertici riferite ad un triangolo fonda-
mentale A B €, poiché (m'#', 1, w'), (@ 2", 1, m"), (m"" =", 1, m"") non
sono che le coordinate bariceatriche relative di P, P”, P, la quale formola
pisnlte cosi stabilita divettamente.

Por risolvere la guestione proposta non si ha che a porre nella {17 1 rap-
porti corvispondenti ad M, M, M e tener presente che mnp = 1.

258", Due fasci provettivi di raggi (8, &), (8, o’) essendo dati in dus piani
diversi, ed intorno a dug diversi punti, projetiare Uuno di essi (8, ¢') nel fascio
(Syy @) sul piano dell’altro, per muods che, in o, il csmiro di proicttivita di (S),
(8,) sia un dato punto S,. (A. DeL RE).

Soluzione del Sig. Prof, V, Refteli a Milano,

Sulla rette %, comune ai due piani ¢ e ¢’ i fasei Se 8 segnano due pun-
teggiate proiettive «, (P) @ w, (P,); sia € la infersezione di v, eol raggio

a
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LS'S._,| — ¢ del fascio 8, ¢ C, 1l punlo corrispondente a C nella 2, (Pi): il
rageio [.5‘(!’ | =€, dovrit pussare per &, ; se ora denotiame con B il punto O,
considarato come appartenente alla #, (P). e B, & il swo covrispondenie nella
u, (P,), la rvetta |S, B,| =14, passerd pure per §,; questo punto & dunque la
tersezions delle due rette | S, B | e |SB| ()

259, Si vuole proiellare HRQ u di due punteqgiate proiethve, sopra un
piano o condatto pel sostegna U dell'altra, per modo che la proezioné corlerga
wi ussegnoto punto M di o, @d abbia con (0) ur dato asse di proigttivita a'’

(A. De. RE)

Soluzione del Sig. Prof. V. Retali a Milano,

Il sostegno =, dells panteggiata proiezione & la refta che unizee M col
punto (¥ &): se ora poniamo (uw,y=B e (u ¥'’) = O, poiché (u) e (%) deb-
hona avere " per asse di proietlivita, sara (2, ") = B, e €, coincide con
: so denotiama con B” e € i punti che nella (#') corvispondono rispetliva-
mente ai punti B e C della (u), le due reite |B'B/| e |BC'| si segano nel
centeo di proiezione cereato (7).

283", Di un irapezio simwmelrico calcolare 1 lati ed i raggio del cerch
circoscritto in funzione dell’ angol uculo A, della diagonale 2d e dell'area m®.

(G. BeuuaccHi).

Soluzione del Sig. G. Manfredini, licenziato dal R. Istitoto fecnico di Ve-
nezia 7).

qia A B CD il trapezio che si considera di bast AD, CD, Pongasi AD = @,
DO=y, AB=23 ¢ s chiami & la sus altezaa DE, sard 4 E—hotd al

AR =— BE -} licotA, NC=DBE — Loot A. Ora dalle relazioni evidenti B £ .
DE—m? BD ==DE -+ EB . sostituendo st ha

y + heotd). h= mb  4d? =k + (y -+ heot A)*.

Da queste, eliminande la quantith y -}~ heot A, si deduee 1'eguazione higus-
datica
W 442RE 4 m* =0,

che risolota di

f:..—_-_VZdE"—“]/d:d*—m*=1/di_|_ Eﬂ_i d2 —
2

e ==

2

E

(#) Il problema & stnio risolubo anelie dni Bigeg. V. Colunbs, Dott. . Marinntont ¢ T'ro-

fessor E. Naune,
{*#) I1 problemn & stato vianiute nuche dai Sige. V. Columba, Dott, F Marianioit e Fro-

fesgor K. Nannel
(=) Splozione nnaloga dnl Sig. Prof. . Retale 0 Milano. Alire soluzioni dal Sigeg. E.
fiiscalii, liconsinto dsl R Tiean di Novarn e (r. (fellucci, studante aolin K. Dniversiti ddi

Napaoli.
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Le espressioni per i lali @, ¥, 3 51 possong ore oltenere osservando che

me 2
o=/ :send, y=— — heold, 3= A -+ hcot A,
. L : N {
Il raggio del cerchip circoseritto al trapezio & poi evidentemente — aef A
B ﬂ b

264°. S: A’ B, C' sono punit dei loti a, by ¢ di wun triungolo ABG tali
che BA": A'C CB' :B'A=AC : C'B=—=m: ny posto BG" ==&, G'A" =1/,
A'B = ¢, dimostrare la relasione

(P. CGasreuu).

Dimostrazione del Sig. A, Bozal Obajero, professore nell” Istitulo di Bilbao
(Spagna).

Chiamando /*, P', P, le polenze tolali dei triangoli ARC, A’ B ¢ & (i
quello 1 cui lali sono A A", BB, CC'. & noto che si ha

2(m* — mn 4 »n% P P ) m? - mn - n®

7P = o % 4
(m 4 n)* (m -4 n)*

Sellraendo gueste eguaglianze membro 2 membro si deduce
(n —n)’ — man
(m 4 n)*

od anche, sostituendo a #7, P o P’ lo somme che rappresentano

1 - | (:n — :a}g —mn
_ Z R S ot e '

da eul = ha infine

o
2

Pi=2 ¥,

(m — n)° — mn . . .
A— Tt =—=23Fa'", e d.d. ()

TAA” 4

265" . Dimostrare che, per n inlero e positive qualungue, l'espressione

0% — 4% \n
3m [1206 , 34n—3 - 3(3%n~1 — 24ty ptapn — f::*n( T )
8 divisibile per 1895, (S. Garm).

Mimostrazione del Sig. G. Vitali, ¥icenziato dal R, Liceo di Ravenna (")
Consideriamo 1" espressione

™ [b-l.mdﬂ-H 4 ﬂ{uéﬂ._i . b"""“i} _ El'“‘]“ - E;‘“"( P L )n

a? - b

e — —

(%) Dimostrazioni sostnoeinlmonte analoghe porvennern dai Sigg. . Gallueed, stndente
nella K. Universitii di Napoll e Prof. ¥, feloli a Miloxo.

("%} Alfyve dimostrazioni pervennero dud Rigg. L. Agoster (H, 1si. bee, Pincenzn), S Resin
(B Ist. tec. Bari) e @. Gallues, studente o Napoli,
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in cul @, b, » sono inier: e positivi. Essa & divisibile per

in _ pin
plot=+1 in—d ___ pAn-edy __ pte _ pd =
u[ e _I_ ﬂ(ﬂ ) ..| “E + e
a10C per |
i 4a\ (ph 2 ﬁﬁaiﬂi“__ai“
(!® — 2* ™) (0 6* 4 a) — b pr
0 mnche per
gt — e

[(b*a® 4 &) (¢® 4~ &%) — b¥]
g pin semplicemente per
[(0* a® 4 a) (a¥ = V) — b*] (a® — BY).

. particolam faeendo a =3, # =2 si ha |'espressione

:IE—-;—EJE'

. . . - E}Eﬂ_‘iﬂrh- T
3“[125"] b S-L:r.r.—..t -3 (34 O Edn+ 1) —_— E"‘ Jn o E#H( ] ]_3__ )
che & divisibile gquindi per

[(2 . 3% - 3) (3% 4 2%) — 2] (3® — 2%)

e2sia per L8895 | B.

266°. Se di un triangelo ABQG inseritlo in wun cerchio il veriice A vimans

: .. : ) ——

fisso e i vertici B ¢ G variano cosi che la somma AB - AL romergn co-
séanle, (imostrare che il lwogo del punto medio di BCG é wne retla perpendh-
colave al diemetro passante per A (). (5. Gavuvect).

Dimostrazione del Sig, S, Resta, alunno del R, Istituto teenico di Bari.

Chiamando M il punto medio del late BC, per un noto teorema si ha su-
bito AB - AC —24M 4 2BM° e poiché per ipolesi AB L AC —
costante, secue che ¢ 1":11I'[= costante la spmma E.ﬂ_:‘j -+ E’E’IE. e quindi ecostonte

—_—

la guantiti AR - BM —0B =AM -+ BM — OM —BM — AM"
— DM, doye 0 designa il cenlro del cerchio civeoscritto al A . Il punto M
code dungue delln proprieth che la differenza del guadrati delie sne distanze
da due punti fissi A @ 0 & costante e percid il luogo di esso & una retla per-
pendinolare alle congitmgente guesti due punti (Bavrzer: Geo., § 14,3,)

Il Sig. Prof. V. Retali, osservn, nello stesso ordine 4 ides della dimostira-
#one procodente, che posto AR - ACT — 44" & indicando con = il R

del cerchio circoseritio al /\ ed 4" il punle diametralmente opposio ad A, si hn

(%) T} Big. GredluecF A, della quistione wyverte la Bedazione clio la quistions stessn &
statn dn Im rinvennta n questi altimi gornd, esprezss noasi uei medesimi terming, nel
poriodics bolge Mathesis, eontraddistinia eol m. 157 @ dovuie al Sig. V. Jaupr. Esponendo
le riaaralip 1o gnnll 1o eonduszars nlla proposimone in parols, il Sig, Gallues! avverte poi
elie na teorama aunlogo esiste nelle sterenmefrin ed & il segnenta: Se di un defirisrire
A BCD, fusevitfo in nan sfara, 1 verdice A viwane fisso e 3 vertics B, G, TV vassiocin va ool

che tn somniis A B - A0 -+ AT rimanga eostuabe, I luogo del bavicentre o BCD ¢ wn
g perpendicolare ol diametre dofln sfera prssanls per Al



— N
cosicehé il luogo di M & la perpendicolare ad A A’ nel puonto X tale che AX :
A'X = (Rt 4 ) : (B — +9).

Per 2% —=— r* il lnogo & la tangente in A; per A2=—172, la fangenlein A"}

per &A% ==0, il diamefro perpendicolare ad A A’, per %* =oo, la retéa all'in-
finito.

Dimostrazione del Big. . Taschier:, alunno del R. Istifuto fteenico di
Piacenya.

Si proietfino 1 punti B e C sul diametre 40 in B e C e si tivi per M,
centro di B C, la perpendicolare M H ad A 0. Si ha subito B'H = A" e chia-

mando » il raggio del earchin, per nn tearema nota: AR =—2¢_ 4 R, AT —
27 . AC', donde sommando segue:

AB° 1-AC =2r.(AB + AC).
Ma per essers H punto medio di B'Q, AB - AC = 2AH, onde

AR 4- AC" =4 .». AH,

Ora Vipotesi di A B 4 AC° costante ports e¢he AH & invariabile, cosicehs
U luogo del punto Af & appunto la perpendicolare M H al diametro A0 (7).

267" Se si costruiscono © punti simmetrici I', 17, 1" del centira U del cer-
chio inscritto in un trigngolo ARG rispeito ai luti BC, CA, AB, fe relle chie
congtungono questi punét ordinatamente con A, B, G concorrono in un punto.

(S. CaTania).

Dimostrazione del Sig, G. Galluoci, siudente nella R. Universits di Napoli.
Siano A. B, €' i punti in cad AL, BI", CI" tagliano 1 leti BC, CA,
A R del triangolo e conducansi da 4" ed I’ le perpendicolart A'D°, A'E" ed 1D,
I'E ad AB, AC. & chiaro che si avra D'A": A'E' = DI : T'E, ma BA =
DA :zen B, A'C = A'Il" : sen C, onde
BA' D' A" zen (0 or sen C

——

—

AC — AEF senhB I'E sen B

Rimane ora a trovarec il valove del rapporto DI’ : I'E. Osservando per |”ipo-
tesi che i due angoli I’ BA, I'CA sono rispettivamente eguali a B - %— B«
¢ 4 %’— (', & deduce subito 07" — BI' . zen -g B, I'lF= I'C san % !, onile

1 ]
Df' Bf’ E-Em% BI Eﬂﬂ%ﬂ_ E-EHECEEII EH
re - re _._.8_.,° IC 3 i 8 .,
E.E-I'I.EC sﬂnﬁﬂ' EEIIEBE-EHEC

(#*} Adtre dimostraziond pervenmera dal Sige. B Biscoldd. . Mor=ous (TL. Lieso Novian)
= dal Sig. Prot. G. Giovairaind a Mondragone.
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per eui fEnalmente
A
BA sen O EEII,% (' sen E_B_

7 1 3 .
40 E-EIEBSEILEBE-EILEG

¢ analogamente

i B g
.Cﬂ' EEﬂAE&ﬂFﬂEﬁﬂgﬂ Al EEIIBEGH%BEEH—;A
= s | ' 1 3 =
G'A annﬂ&&ﬂ-ﬂ*ﬂﬂm—g—d C'B mnAEEIIE&EEngﬁ

Moltiplicando queste tre relazionl memiro & membro segue

BA' 0B AC
BC BHBA O

—1,

sosicelid pel! teorema di Ceva, le ire rette Al. BI", CI' congorrene in un

[punie,

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Retali a Milano,

[ due triangoli ABC e I'T'T ‘“* sono polari reeiproci vispetto al ear il
di centro I & raggio egnale a r V’E, ge 1+ & il raggio del cerchio inseritio,
essi sona dunque omologiei.

Osservasione. Se sopre i raggi I, 1., I, che vanno ai puntt di contelto,
4 pusrtire du questi punti ¢ nel medesuno senso &l stuccano tre segmenti egusli
117, 22", 33", i due triangoli ABC e 1'2'3" sono amologicl.

QUISTIONI PROPOSTEO

e

3038. Risolvere il sistema d’equazioni

a(l + ) = (y + =)
b(1+ y)=(z+ o)
o(l 4 2) = (x + )"

304+, Se A B, C sono i punti simmetzici del centro del oir-
colo circoscritto al friangolo D E F rispetto ai lati EF FD DE,
A D, BE, CF concorronc in an punto che & il centro del eir-
i lati del triangole [ E F.
S. Resta.

le refie
colo passante pei punti medi de

somplice asherisco sono indirizzade agli alunni
n due nsterisohi sono direthe m prrticolar modo
esclnderc gualsinsi aliro studiosoe.

(#) L questioni conbrnsseguaie con
aalle Seucle secondarie, quelle distinte ¢
agli studenti delle Seuole supuriori, senza
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305" Dimostrare che in un triangolo rettangolo, di cui C 2
I'angolo retto, si ha la relazione

3

s

11

a(l—uut?i) - 25 ot 2 — 0.

2 '2___

R ] s b et i ke b R R e
i e L e e N LI ey o 0 e

¢ 1 qualunque triangolo rettilinen, la relazione
ac sen (d — B) = (a® — 5°) sen 4.

(r. Grovaneryl.

306", E dato un semicerchio 4 M B, di diametro 4 B. Condurre
al medesimo una tangeante M 1, terminata al prolungamento del dia-
metro, in moido da formare con esso un avgolo, da determinarsi, tale
che facendo ruotare la figura intorno ad 4 B la superfioic generate dal
sogmento # ¥ sia in un rapporto dato » con quella della sfera generats
da A M B, o che siano in nn repporto dato n’ la superficie conica ge-
nerata da M T'e quells della zona sottostante al cono. — Discussions.

B L A HEE R THE R S b B s S R TR

I'. CELESTRI.
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307" Se «, b, ¢ sono le misare dei lati di no triangolo, ed «,

B, v le misure delle distanze dei suoi vertici da un punte del cerchio
circoseritto, si ha

(@ — B+ ) (F — 7+ o) (¢ — o 4 ) =
(4 4 3t — Tc){'bﬂ 0 TE _ ﬂs)(,:ﬂ - — BE)

5. CATANIA.

S08". Essendo dato nello spazio un numero thspari di puotd
0,, Gg,.. O, .., e presp ad arbitrio un punfe P, si trovi di
1nesto 1l simmetrico P, rispetto al eentro O, pot il simmetrico P,

di P, rispetto al centro U.; e cosi di segnito finehd si nttenas P,

. "{1 ) i . ) D=t
stmmetiico di P, rispetto al centro O,..., & si ripeta ancora, par-
tendo dal punto P,

wryt 1 Operazione prime fatte partendo dal puate
P; s otierrd cosi in fine il punto P, Dimostrare che questo punto
coineide con P, |

(. BiasL.

-
K
k
5
T
o
=
Ty
¥
-
n
.
T
2
enin
=
-
&
"
-
y e
i
¥
=
b
.
L o
ot
o
.
=,
rv%
R
P
Ly
=y
-
—.
PR
e
e
s
.
Lo
[
ey
e
e
=
)
-
=

308*", Dimostrare che la potenza di un triangolo & eguale alla
semisomma delle potenze dei triangoli aventi per vertici i centri dei

quadrati costruiti esteriormente ed internamente sui lati del trianeplo.

A, Bozan OBEJERD.
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340. 1 noto che il problems anuloge a quello i Malfatti nello

spagio & pit che deferminato epperd generalmente impossibile. Tro-
vare le (dne) relazioni che devono passare Ira i sei spigoli di wu
tetraedro affincht esistano quattro sfere ognuna delle quali tocehi le
alire tre e tre delle facee del ietraedro.

(. L.ORIA.

3414 %. Eliminare © ed y dal sistema

Ayt Rre+dyy=ca (1 4= y*)
ety Bre—4-dy) =cu(dutcy—2a)
St -Baly? (2ex +dy) =4datcx (rat eyt 4+ 2dzy — 2ay).

(3. FraTTINI.

34 2%, Bliminars a ed y dal sistems

Qarey —+ ad — ez¥ — a2t (1 - vyt — LYy
b} Y Y

i
2a (2arzy +ady’ —cx) = ¢ (da 4+ cy — 2a)
haf - Baty (2aray —-ady’ — cx) = da’cx (va® - cy* + 2day — 2ay),

3. FRATTINL

343, 8¢ ABC =abe ¢ un triangolo in un piano o, & Sono

¢, { due retie condotte ordiuatamente per 4, B in o, per ogni punto
P, di 7, posto

I'(4,B, C)=2p, q, *; (chep) =u, (cajg)=7v, 7+ (e, /= Lv, I
si ha, 1 essendo l'argomento del numero complesso w - LV,

0 — arc . tg (C'e EF).

A, DEL RE.
314 Mostrare che, 'equazione cubica 1n ;
p— (FF =+ 1) -+ 2¢ yo— 2 =
(1) |«p—2% o — (4 o) By-+24 '
ya—+ 2§ py — 2a p — (a® =+ §Y)

quauwde s1 pongea

I Fl g e,
= P, 0= T
win L eosh = xa — ;‘ai:‘: —}—T"|"r



A
gi riduce all' altra

F— 20 4 (w40 — 40t sent ) =10,
ed lha una sola radice reale inferiore ad «®sen®l,

NB. Io ho incontrato ls precedente equazione in aleune ricerche wtorno
allp distribuzione delle accelerazioni nei moti rigidi dei solidi; e, dato il
cavattere inwariante, rispetto ad una trasformszione di coordinase delle
quantits o, w', 0, ho potube riconoscere, SEN%A CALOCLIL, ole suiuppare o
determmiante (1) é come sviluppare i determinante

2). . . .| p 0 — 24, ,
0 £ — w* Qa,
Bﬁi _——21' F—I'Li'ﬂl

dove ora sia w?=a+p% w.cosl=2.
Pud qualehe lettore del Deriadico arrivarc a mostrore 1'identitd fra i
determinanti (1) e (2) senza confrontarne gli sviluppi?
A, DeL Re.

315", L’ espressione [(n 4 1) b — na]* a® — b (0™ + ab® —
a"*Y) & divisibile per (@ — &)’ ; deferminare il quoziente ; dedurne in
particolare la somma 2% (3 n — 1) - 2511 divisa per 27 dave per
resto D.

(+. BELLACCHI.

3416*. Un cono circosoritto ad una sfera ha yper base il cerchio
del contatto, la superficie laterale (o totale) ha il rapporto m eou
la calotta iseritta (o con I'intera superficie del segments sferieo iseritio);
determinare 'angolo al vertice del cono ed il rapporto fra i veolumi

del cono e del segmento sferico.
(. BrrLviacor.

31'7*. Se in un cerchio O s'inscrive nu esagone AEBEFCD,
tale che sia AD — AE, BE = BF, CD == CF, dimostrare che:
19 le diagonali 4F, BD, C'E passano per lo stesso punto; 2° 1'esa-
aono AEBFCD & doppio del triengole ABC; 3" la somma dei qua-
dvati dei lati dell’esagono & doppia del quadrafio del lato del trian-
golo equilatero inseritto nel cerchio O aumentato del quadrato del
segmento econginngenie O coll’ ortocentro di ABC.

S. (FATTI.
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RIVISTE L NO’[‘[Z[E BIBLIOGRAFICITE

Paow. V. AICARDI. — I triangolo — . Loescher. Roma, 1896, — Prezzo
Lire 4.

La geometria del triangolo ha ricevuto da eirea nn ventennio un impulso
eonsiderevole per opera di diversi distinti matemsatiei, fra i guali sono partica-
laenta da aanovarsre 1l LEMOINE, DE Loncousnps, Brocamrn, Neupeie. Le
vicerche compiute da questl scienziabi o da molti altr, fra cui ¢ bes giusko
sicordara il nostro Prof. GesAro, sulle propriefa del triangolo, disseminate per
la mogeior parte negl atti dells Assaciation Frangaise pour bAvancemérd des
Seignces, nel Journal de Mathématigues del Prof. Longemaxes, nei Nouvelies
Asnales de Mathdmutiguss ¢ nel periodico Mathesis. souo venute in bréve 2
costituire un nuovo ed imporinnte capitale della geometria clementare, comu-
nemonte designato eol nome di Geometria elementara recente, ed hanng foruito
aceasione a lavori sistematiel di grande inleresse eull argomento fueri della
patria nostra (). E perd 5 venuta melto opportuns la puhblicazione del libro
del Prof. Aicarpi, quanfungue non sia ispiratia che in limitaia misura alla
geometrie vecente ed assomigli molto nella sua parie teorica ad un lavoro d'ignoto
raceoglitore col titolo: Jelations enire los dléments d'un iviangle, apparse da
pochi anni in Francia. Ma in vealta qui fra noi credo non abbia nulla di ana-
logo, snche nella parte pralica, <alve forse wn libretta di problemi dell'lng. Ni-

crra aulla Deserisions del cerchio.

L' opera, vome I* A. avverte nella prelazione, & diviea in due parti ben di-
stintz; nella prima si antineiano e si dimostrano rolazioni degli elementi del
tvianeolo fra loro, con altewre, mediane e bisettrici ed anche col cerchl inseritti,
civcoserilil, ex-ipseritti e d'Eulero ; la seconda & una raceolta di 7840 prablemi
sulla coztrazione del triangolo, che sono reggruppati in sere principali, cinscuna
delle quali si suddivide in serie secondarie, distribuzione originale e ben fatta per
evitare ripetizioni che l'A. spiega con parecchi esempi. sia che si ricerchi un pro-
blema, sia che di un dafa problema si voglia 1a solezione, In ganerale le dimo-
siyazionl sono ben condotte ed abbastanz sviluppate glenne peralro un po’
laboriose, come per il Teor, 40 a pag. 51, pel quale se ne pno ricavare ing
gssai semplice dalle tormule 1°, 2/, 3, 4' che nsl Corol. B a pag. 27 danno
i valoyi di 7, #, ¥y t". Bene dedotti i aorollavi, per guanto in qualche 2aso
tale denominazions non sia matemalicamente asattz. 11 linguaggio aleune volte
lascia a desiderare per chiarezza e per precisione; cost ad esempio non & esallo
il seguente enunciaio (Corol. 1* e 2% pag 4): il luogo geometrico dei verlici
dei triangoli della stessa base 5 ¢ — a ed uguale altezza Rk [superficie 8] e unao
parallele atlae base condotta slla distanza & [deferminata dalla relazione N =

¥

il ii]: né sono corrette le segmenti espressioni: e costante un dafo rapporto
degli altri dne lati (del triangolo) [Teor. 18, pag. 22|, - il ¢entro del cerchio
v & sulle metda della vEHGE .. .. [Teor. 28, prg. 34| Nel (porema 22 e
seguito viene tratinta la Georaetiia elementare moderna: ed & qui nuovaments da

(%) Oittzwmo ad es. U capitolo supplementaye dell'opera: Cassy (d.). 4 Sepuel Lo the flrst
six Buoks af the oleinesits of Huslid, unn naobo molio esiess dal Prof. Neoszrae (4 [Ser (@
géouiéeic vecenle du triangle] in appendice ol Trald de Cdomdrie dei Prof, Ropunt ot Gow-
AOUEER & 16 apers separste: Minez wnd Boamors (T Gl Companion to the wakly problan
peepors — IHwsmmicn (A ), Din DyorardsScicw Gebrilda,
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osservare che a guesie importante parte della geometria del iriangolo I'A. ha
dato une sviluppo insofficiente, limitandosi & poche proprieth delle antiparal-
lele, delle simediane, delle coniugate isogonsli e del circole d'Enlero. Pochi gli
arrori di stampa: nitide le figure, alcune delle guali perd poeo precise, speeinl-
mente gquando ireliisi di circonferenze tangenti frs loro e coen rette,

In conclusione & un libro che io consigliv ben volentieri al giovani stu-
diosi, angurandomi che 1'esyegio A in ung prossima rislampa, tolie le poche
e lievi mende cui ho acecennabo, dia alia 1 parte guello sviluppo che & neces-
sario, perché lo studip del triangolo pesss dirsi completate, avendo egli ora
tralasciato altresi parecchie relazion: metriche importanti.

U. Cererri.

Elementi di Geometria, & uso delle Scuole Secondarie inferiori, di G, Risony,
corredati da una raccolta di cirea selcento esercizi, per cura di D. Gamsionl.
— DBologna, Ditta Nieola Zanichelli, 1896 — Prezo: L. 2.

Di quest” opereflz 10 tenni pavola in questn periodieo (7). aellorehé apparve
la prima edizione ad ora che € comparsa la secomda, assal migliorala e tale da
renderla ancor meglio adatiata alle Scuole secondarie inferiori, sono lieto di
constatare, a lode degli autorly, che era nel vero asserendo che il libre non
pareva destingto & finire dimeulicato nei polverosi scaffali delle librevie.

A, L.
CORRADO CIAMBERLIN]L. — Elementi di geomatric per le scuole tecniche,
normali e professiopalt, — Parte 1%, planimetria. — Montegiorgio, 1895, —

Prezzo: L, 2,50,

L'A. ha ben eomprese come deve essere fatto un libro per quesie scuole,
cosicché il sup, apparenlemente modesto, ma seribto con [orma facile e piana,
contenente futlo quello che deve essgre insegnato nelle seunole, alle quall @ desti-
nato, e ollimi e numerosi esercizi, € riuscito fra 1 migliori ¢ tale da farve desi—
derare che presfo vegea la luce anche la seconda pare. :

A. M,

VARI@TA

AVVISO,

L'Associazione Mathesis fra Insegnanti di matematicn di Senole seeondarie
[n noto che s1 @ coslituito il sup Comitate Diretiivo,

[l primo anno sociale eomineierd col 1% fuglic 1896,

La sede socizle per il primo biennio (1896-897 o 07-08) ¢ Torino presso il
Presidente, Prof, Roporro Bmrrazzi, Corso S. Martine, 1.

Par quanto concerne 1'amministrozione, 1'inscrizione a socio, il pagamenio
tdelle quole, le informazioni, le richieste di stampati, ece., occorre rivolgemsi sl
Segratariv-Tesoriere Prof. Francesoo Giupics, Corse Uge Bassi, 40 — Genova.

Il Comitato fard conoscere dopn la sua prima adunanza ordinavia aulunnale
il regolamenio che avrh adotlato per il funzionamento dell’Associazione.

Torino, 3 aprile 1800,
Per il Comitato: Prof. Rooorro BerTazzl

= -

E.-‘} TDI. Trf-u PI" Tr"—lH-

Finita la Redazione il dl 13 aprile 1896,
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La cagione del lutlo deli’odierna puntata del Periodico di metemalica & ormai
nota ai lettori: né io ricorderd loro, dopo il giudizio che ne avraano recalo esal

stessi, quale e quanta iattara sia 1a morte di Aurelip Lugli, non solo per le sorii
del Pariodico, ma altresi per la scienze e l'insegnamento.

Inearicato dal Consiglio diretlivo dell' Associazione Mathesis delia eura del Pe-
~iodico fino al termine dell'annata in corsop, mi- SONO INESSO all’ opera con anino
volonteroso, sicuro che alla mia pochezza supplira la copia di eceellenti seritli
che il compianto professore feneva in serbo per la pubblicazione (). Gedo ora la
parola al prof. Elis Millosevich, vicedirettore dell'Osservatorio astronomico del
Collegio romano e professors nell'lstituto teenico di Romea, come a quei che pia di
ogni altro, fra i numerssi amicl del Lugh, ebbe con esso comunanza di vita e di
uffici. Ma prima mi sia permesso di mandare, anche & nome di Mathesis e del suo
presidente prof. BerTAzzt, un Wiimo saluto al caro Wstinto; a un cuore che,
diviso tre la famiglia, la scienza e I'amicizia, fu illestre tempio di domestiche e
eivili virti. Possa nn raggio della yirtd di lm brillare sulla fronte de'suoi figlio-
lobti divenuti adulti, e sia raggio che sul cighio della sposa desolals ferge le lagrime

dell' ora presente.
| G. FRATTINL

AURELIO LUGLI

Dal defunto Enrico Lugli e dalla vivente Teresa Bertelli na-
seava il nosiro Aurelio a Modena, il 6 dicembre 1853.

Perché figlio unico, i genitori di lai poterono, ad onta. di mezzi
aconomici esigni, dargli una completa istruzione, con grande loro
sacrificio ¢ con sussidi esterior.

Noi lo troviamo da prima studente alla Seuola tecnica, poi al
patrio Istituto tecnico, nel quale consegni il Diploma di Perito mee-
canico e Costrutlore, noell'estate del 1871. Le classificazioni conse-
guite fino dai primi studi presagivano l'esiio splendido col quale
avrebbe il Lagli compiuto il corso dei medesimi.

(¥} Pereln precedenza nella stam dal medesimi forono osservaii 6 sl OSIELVEVRDDY
4 gni gl idnl T =
£l 1m pé gt presi dal Lipoil.

u
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Dall'Universita di Modena, nella quale percorse il primo biennio
della Facolts delle scienze fisico-matematiche, passd, per i suoi me-
riti, alla Scuola Normale di Pisa; e fu proeclamato, fra il plauso
di womini illustri, Dottore in scienze fisico-matematiche il 27 no-
vembre 1876, con pieni voti assoluli e la lode; il Diploma di Ma-
gistero della R. Scuola Normale di Pisa porta la firma di Enrico
Betti. Nell'anno 1877 gli veniva conferito dalla R. Universita di
Pisa il posto di perfezionamento in Fisico-matematiea ; subito dopo,
dal Governo, quello di reggente di matematica nel R. Liceo di Ca-
tanzaro, e poi di titelare di 1° classe nella R. Scuola tecnica
P. Melastasio n Roma.

Nal 1879 ereavasi in Roma ['Ufficio centrale di Mateorologia, e
il Direttore di quell’lstituto eleggeva Aurelio Lugli quale assistente
al servizio della prognoesi del tempo, nel qual posto egli rimase dal
dicembre 1879 fino al giorno della sua morte.

Classificato subito dopo 1'eletio alla cattedra di fisica del R. Liceo
T. Manvoni in Roma, vinceva il concorso al posto di titolare di
matematica nel R. Istituto tecnico Leonardo da Vinci, e dall'oftobre
1888 msegno matematica in ambiente numeroso, dove poté metiere
a prova le attitudini didattiche eminenfi di cui era fornito, & delle
quali un illusire matematico, Valentino Cerruti, aveva gia fatto fede

in ufficiale doecumento al Governo.

Quando il prof. Davide Besso fondava il periodico di matematica
per l'insegnamento secondario, rivelse gli occhi al Lugli per averlo
come con-diretiore, e, dopoche il Besso fu chiamato a pit alti uffici,
il Lugli ne rimase direttore di fatio, e quanto amore egli abbia posto
nella direzione di questo periodico e con quanto disinteresse lo abhia
retto, e quanfo bene abbia recalo e al corpe insegnante e agli allievi,
non v'é aleuno che, occupandosi di matematica elementare, non lo
fappia.

Circondato dalla stima universale per la sua dottrina e per 'equi-
librio delle sue qualith morali, maestre severo, ma equaiime, rigoroso
nell'adempimento de' suoi obhlighi, mite nel giudicave gli obblighi
altrai, pareva destinato, anche fisicamente considerato, ad una vita
lunga e felice. Tre innocenti bambini, natigli in seconde nozze da
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un'egregia signora, gli rendevano hbeata la vita domestica, che egli
divideva colla vecchia sua madre, verso la quale ebbe culto degno di
ammirazione.

Parve agli amici suoi che ai primi di maggio egli dimagrasse ;
invece era ferito a morte, come ben disse il [Frattini in un momento
solenne. Iid in verith il 23 maggio cadeva ammalato, e, prima che
la scienza accertasse la malattia, egli moriva serenamente il 27
maggio verso mezzanotte.

Le pubblicazioni di Aurelio Lugll sono di due specie: aleune
riguardano la. matematica elementare, altre sono di meteorologia; le
une e le altre in apmonia coi posti che cost degnamente occupava:

Alla prima categoria appartengono:

1. «Soluzione di aleuni problemi generali di georetria » (st
Lombardo, 1881).

9. «Soluzione d'un problema di geometria elementave» (R
vista di matematica, 1884).

3. «Aleuni teoremi generali sul moto d'una figura nello spazio»
(Rivista citata, 1885},

4. « Superficie @ volume dell'anello poligonale regolare e
eircolare » (Rivista cifata, 1889).

5. <« Volume dell’anello ellittico di riveluzione. — Una que-
stione di trigonometria» (Rivista citata, 1885).

6. « Sulla proiezione stereografica » (Periodico di malema-
tica, 1886).

7. « Sulle frazioni decimali periodiche » (Periodico citato,
1887). :

8. « Un problema d'aritmetica » (Periodico citato, 1890).

9. « Aleuni teoremi della recente geometria del triangolo »
(Periodico citato, 18Y1).

10. « Aleani problemi relativi alla divisione d™un poligono
convesso in parti proporzionali a piti segmenti dati » (Periodico
citato, 1891). )

11. « Volume del segmento sferico a due basi» (Periodico
citato, 1892).

12. « Sopra una formola per la imisura dei volami » {Pe-
riodico citato, 1894).
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13. « Aleuni teoremi di geometria » (Periodico cifato, 1895).
Olire guesie Note noi dovremmo aggiungers un numero sira-
grande di riviste bibliografiche, di problemi proposti per esercizio, di
soluzioni di essi, ece. ecc.
Alla seconda categoria appariengono le Memorie seguenti:

A) «Sulla variazione media della temperatura in ltalia con la
latitudine ed altezza ». — Questa Memoria ba reso possibile di ri-
durre al livello del mare le temperature lette in un lnogo fqualun-
que in Halia (isoterme normali). Annali di Melereolngia, 18382,

B) « Primi risultati sui presagi del tempo, fatti nell’ Ufficio
centrale di Meteorologia in Roma » (Annali eitati, 1882).

C)} « Sulla variazione media della tensione del vapore acqueo
atmosferico in Italia secondo la latitudine ed aliezza » (Aunali ci-
tati, 1883),

D) « Sull’ipsometria barometrica ». — B un contributo nota-
bile per migliorare la formola che da 'altezza d™un Inogo snl livello
del mare con osservazioni baromefriche. (Annali eitati, 1883).

(Un riassunto di detta Nota trovasi nei transunti della R. Acca-
demia dei Lincei, 1884).

E) « Risnltati dei presagi del tempo fatti nell” Ufficio cen-
trale di Meteorologia ». (Annali citati, 1885).

F) « Sul Lehrbuch der Meteorologie del dott. Sprung » (Me-
morie delle Sociela degli speliroscopisti italiani, 1886).

(i) < Periodi, intensitd e traiettorie delle depressioni sull'Tfalia
¢ paesi limitrofi nel decennio 1880-89 » (Annali dell’ Ufficio cen-
trale di Meleorologia, vol. X, 1888, pubblicaio nel 1891).

Quest’ ultima Memoria & un riassunto cartografico di tutio il
lavoro fatto dal Lugli sopra la prognosi del tempo a proposiio delle
depressioni. Dodiei Carte rappresentano lo stato di fatio del [enomeno
per un decennio; da quesie egli si riprometteva di poier cavare
conclusioni importanti per la predizione delle burrasche nel nostro
paese.

R. Ogservalborio del Collegio Romano.
E. MILLOSEViCH.

......
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FONDAMENTI

PER UNA TEORIA GENERALE DEIl GRUPPI
pt RODOLFO BETTAZZL

INTRODUZIONE.

T.o scopo principale del presente layoro 4 quello di dare la distinzione
fra i groppi finiti e gh infiniti. Le questione, certamenie non nnova, & state
studiata, anche recentemente, da altri autori.

1l DEpEEIND nella sua operatba Was sind vnd was sollen die Zahlen (Braun-
Euhwéig_, 1888) d4 una definizione rigorosa di cio che egli intende per
gruppi infiniti: e veramenie i gruppi che egli indica con tal nome hanno un
carattere che anche in pratica si tradarrebbe colla frase « essere infinitis.
Ma dopo, egli dice finito ogni gruppo non infinito; e ¢id, sebbene rigoreso,
non pare sufficiente a dare mmlimmagine netfa di quello che sipun gruppo
fnito. E resta inoltre il dubbio se tufti i gruppl che non sono inimifi 8iano
di guelli o cul, pres: isolatamente, oi sembrerebbe adatio il nome di finito,
quando almeno si voglia con fal nome interpretare 1'idea ohe grossolana-
mente nella pratica si enuncia col nome « finito ». Opportuno misembra quel
nome per gli speciali gruppi finiti che il Dedekind stesso studia di poi
come parie dei gruppi de lui detti semplicemente infiniti; ma non pud dirsi
se ogni grappo finito (ciod non infinito) si possa ridurre ad wno di essi, non
sembrandomi rigorosa la dimostrazione del sno Teorsma del n, 169 (%), dal
quale dipende guelio dal n. 160, dove sgli invece asserisce che vi sl possa
ridlarre,

Il CANTOR non A4 una esplicita defimzione del gruppo infinito. Nel suo
opuscolo Znwr Lehre VoM Tronsfintien (Halle-Saale, 1891) agli discube il con-
sotto d'infinito, e sembra (ved pag- 43) che egli intenia dire infinito il gruppo
di potenza maggiore a qualunque grappo finito. Ma la definizione di gruppo
finito eglhi la di solo pilt tardi (pag. 61) e sotio mna forma non del tutto
chiara e rigorosa, 8, LOMUN(TE, IO sompleta, dimenticando di eitara il prin-
cipio d'induzione. Paraliro i snoi concetti si prestano abbastanza hane per
sssere complefati e resi adatil all'uso: ed appunto da essiio ho preso I"idea
per 1z definizione di grappo finito che presento in guesto lavoro.

T prof. VERONESE nei sioi Iondamenti di Geometria (Padova 1801) fa
nelliintroduzione nno studio sui grupp ordinati. Bgli considera dei gruppl

—

(%) Cfe. 21 § 96 (i questo seritto.
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da dirsi finiti e dei gruppi da dirsi infiniti, sebbene gqueste parole egli la
nei salo pilt tardi pariando di grandezze. Limitandosi ai gruppi ordinati,
mentre colla sua serie limitata di 1% specie (Introduzione n. 5ai pud dare
an’ides esatta dal gruppo finito, non pud spingersi invece imo ad un con-
catto che tutti abbracei i gruppi infiniti, come fa p.es. il Dedekind in modo
preciso ed esplicito. Di pil il suo concetta di ordine ¢ dato in modo asso-
lato fondandolo sul pensare gli enti prdma o poi; e quindi mi pare che im-
plichi necessarimmente 1'idea di tempo, estranea invece n quella generale di
gruppo, 0, quanto meno, quella (in generale non neeessarial di successione
di pensieri. Inoltre, a. mic eredere, quel concetto di ordine non & capace di
generare altri gruppi infniti, che quelli che egli dice serie illimitate di 1
specie (Introduzione n. 3.

Il prof. Brasi tents egli pure una diskinzione fra i gruppl finit e gli in-
finiti nei suoi Elementi di avéitmetica e di algebra (Ssssaxi, 1892, 11 profes-
sor Buratr-Forrr sul vol. Il della Rivista di Matemaliea i1l ung sua ve-
censione di questo libro (ottimo del resto per altri riguardi) mette in
mostra alcune imperfezioni che rendono illusoria quella distinzione. lo qui
asservo che la definizione data dal prof Biasi pel gruppo infinifo (che pre-
cede nel suo libro quella del gruppo finito) assegna quel nome ad un grmppo
o sistems tale che «dopo aver pensato pilt cose del sistema, sia sempre POSSI-
« bile pensarne altre ancora (§ 4) » Oru fule definizione: 1° o presupponc qualla
di gruppo finito, affine di poter completare la frase dicendo: «dopo aver
pau;aa.tu pitl cose del sistema costébuenti un gruppo finito », senza di che la
definizione & assurda (potendosi per piti cose prendere tutie quelle del gruppo
oltre le quali non ve ne sono altre) ed in tal caso d4 origing ad un sireclo
vizioso, giacché il prof Biasi dice finito ogni gruppe che mon & infinite —
N o suppone tacitamente il concetto di ordinemento, mentre questo nel 1i-
bhro & dato dopo, €, comungue, limita il concefta di gruppo infinito.

Nel presente lavoro io ho credute bene di dave da s& & prima il concetio
di gruppo finito, perché ci si possa servirve di esso (clhie nel primo insegna-
mento delle matematiche & il pilt importante) anche senza ricorrere & quello
del gruppo infinito, e U'ho fatto appoggiandomi al concelio di ordine: pot ho
definito coms gruppo infinito quello che mon & finito, o, il che & lo stesso,
(come si dimostra) quello che ha maggior potenza di qualunque grappo finito.
I groppi che io dico finiti sono tali anche nel concetbo del Dedskind; il re-
eiproco non pud asserirsi se non ammettendo il Teorema 160 del Dedeldind,
che dipende dal Teorema 169, quale uléimo, come ho gia detto, non pare
vigorosamenta dimostrato. |

T grappl che dice infiniti il Dedekind (e da me detti svilnppabili) sono
iifiniti anche nei mio concetto, senza che posss asserivsi il contrario, se
nox accettanda il Teorema 159 del Dedekind del quale si parlava ora.

Colle distinzioni da me adottaie ¢ & il vantaggio di avere per la defi-
pizione dei gruppi in questione propristd, le quali pare che rispecchino con
nssai fedeltd il concetto che ci si fa erdinariamente e spontancamente, seb-
bene grossolanamente, di cid che & gruppo finito od infnito.

i
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I presente scritio mostra che & rigoroso ¥uso di aleune frasi da me
adoperate nella mia Teoria delle grandezze (¥) e che a prima vista sem-
hrerebbero dipendere necessariamente dal copcetto di numero dal quale ivi
io intendevs prescindere, o le sostituisce con sltre in cui & chiara la man-
canza di tale dipendenza. Esso permeite anche di ennnciare esplicitamente
la qualita di finiti in quei erappi nei quali in detta mia opera la Supponevo
tacitamente, e cid senza ricorrare ll' idea, di numero, 'uso della quaie
avreble costitaito un circolo Vvizioso; volendo jo in quella Teoria delle
grandezze dedurre il concetto di numero sppunto da quello delle elassi di
grandezze (™).

Non tutta guello che ho esposto nel presente lavoro & indispensabile alla
rigorosa trattazione della Teoria delle grandezze a el ora accennavo: credo
anzi che &i possa ridurre a piccola parte quello che & necessario Porve
o fondamento dell'introduzione esatba del concetto di numero partendo dalle
grandezze, cosi Spesso asate nell’ insegnamento, T metter pill dello stretia-
mente indispensabile, come I riportare cose gia esposte e dimostrate da
altri, mi & parso utile per effrire un tubto armonico e completo, che da se
servisse di fondamento ad una teoria generale dei gruppi.

Torino, maggio 1836.

Carrrono L

I GRUPPI.

1. Ammettiamo note le frasi:
1. Avere enté (Si hauno, si abblano enti, e simili);
L. Avere un ente (solo);
IIL Awere un enfe ed un ente;
[V. Non avere nessun enle ]
senzs preoscuparci se si intendono definite o assunte come primifive, purche
nel loro uso si rispetiino le leggl seguenti;
1 & conseguenza e della I e deila I11: non possono coesistere IT e ITI,
IEIV,HEW,IHEN. ?
Definiamo :
V. Awversi pia enfy,
come I'aversi enti che non siano un ente z0lo: €
VL Awersi un gruppo (5
Paversi o nn ente o pilt enti.

(%) BerTazs - « Teoriadelle Grandezzes - (Pisa 159) - Parte Tn: « Lo GGrandegze & le olaasi s,
(¥*) Vedi, in proposito, fleune geservazloni o
Praxo - «Sul coneebto di numerg s - Nota II - (Rivistn 5 Magsmatica - Vol 1).
Biast - « Elemeati di Aritmefics ¢ di Algabra » - (Sassnri 1592) - Prafnzione.
Boratt Form - « Snl Trattata dl Aritmeticn razionnte dal DNott. G M. Testt » - { Afdsla
A Matematica - Vol I
(#%2) Uso qui 1a parola grappo inveos dell’altra clagse che yur da moltl @ adopratn (V. « For-
mulnire de Mathématiques» pullié par le « [ivistn di Matematies s - Torin 1880) e perche
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il non aversi nessim ente si indica talora anche con la frase:
VIL. Awersi il gruppo nullo.

Gli enti di un gruppo costituito di pit enti si divanuo disténi Tra loro.

Tl gruppo costituito di nn ente ed un ente =i dirk coppia di enti e, sol-
tanto se cid sia conveniente alla speditezzn del linguaggio, si dirdA anche
gruppo di due enie.

2. Ammetteremo che un medesimo ente si possa trovare in pin
gruppi, ed allora diremo che guei gruppi hanno quell’ente comune, o una
coppia di enti identicr,

Se tutti gli enti di wn gruppo G sono identiel ad enti (aleuni o btubhi)
di un altro grappo @, divemo quello parfe di questo: @ lo diremo parte pro-
pria se, inoltre, in @ vi siano altri enti non comuni econ & .

Si dice pmde comune di pit gruppi un gruppo che & parte di cisspuno
di essi: e legame (*) di essi il gruppo costitnito da tuthi a soli gli enti ad
essi comuni.

3. Be gli enti di un gruppo G zono fubti e soli gli enti dell'ono e dellaltro
di pitt gruppt G,, G, ece, si dird G composto di G,, G, ecc.

Se G & il gruppo composto di pit gruppi &, Guy.... privi di anii co-
muni, diremo che G & spezza nei grappi &, &,,.... dei quali esso si dira
la somma, scrivendo snche G =G, + G, +..... In particolare se a & un
ente non di G, il gruppo composto di G ed a si spezzerd in G ed @, & lo
indicheremo con & —+ 4.

Se (¢ si spezza nei due gruppi G, e G, diremo @, (o G,) differenza fra
# e G, (o risp. G,) serivendo rispettivamente

G=G—0, 0,=G6G- G

In pariicolare, se @ & un ente di &, saréa G —« il grappo degli enii di
G distinti da a,

Carprrorno 11,

(CORRISPONDENZA FRA I GRUPPFI

4. Dati due gruppi G, e Gy, si associno gli enti dell’ uno e quelli dal-
I"altro, pensando i gruppi formati ciasermo o da coppie di un ente di 7, ed
mno di Gy, o daun sclo ente di G, 0 di G,, in modo she: 1° ogni enfe com-
pavisea in uno i tali grupm ed in uno sola, 2° se Vi & qualche ente di G, che
costitnisca de s& solo un gruppo, non ve ne siano tali di G, e viceversa

gruppo ¢ il primo nome con euni i lingna italinna venners Indicatl § Henge del Cawxtow,

che 1i ideo (Dist - « Fondamenti per la teoris delle frmzieni di variabili realls - Pisa 1878),

e perché io adopro con alére significato it nome di eluess nelle mie «Teoria delle Grandezze »

- (Pisn 1800}, Tn lingna francese ln parols corvispondente naata & ensembls - 11 DupERIND

¢ Was zind und was sollen dle Zahlen? - Braunsehweig » si serve della parola Sysbm,
Accenneremo Q’orn in 14 & gnest'ultimo lwvoro semplicsmente colla parole DEnpERIND,
(%) 11 DNeoezmo nes In parola Gemeluheit (§ 1, N.17).
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Gli enti di ogni coppia si diranno allora corrispondenti, ghi altri 2solalz;
‘1 fatto orn definito si dird wna corrispondenza fra 1 gruppl G, e Gy

Una corrispondenza di mna coppis di gruppi le diremo distznia da an’alfra
della, stessa coppis, quando nell'ima comparisca plmend nn gruppo parziale
(di noo o due enti) che non sia nell’albra.

5. Quando si considera wn grappo ed insieme il medesimo gruppo, ¥i-
tenendolo nna volia distinio dall’ altro per il solo fatte che possiamo dare
ail esso il pensiero in momenti diversi, si vede potersi parlare anche di cor-
vispondenza di wn gruppo coit S §1es30.

Una tale corrispondenze si dice identifd, quando in essa non vi sono enfl
igolati, ed ogni coppie & formaia da entl identici.

Se nelin corrispondenza i un gruppo (3 con s& stesso accade che 1 cor-
rispondenti di una pavte (7 del gruppo sono di nuovo tutti e soli gli enbi
di &, ciod (¢ corrisponde a sg stesso, diremo che in questa corrispondenza
G & un ciclo. Un ciclo pud essere composto anche di un ente soio. I eicli
parti proprie del grippo si diranno parziali.

Se nessuna parte di un ciclo @ ciclo essn stessa, diremo semplice 11 ciclo.

8. Por indicare une ocorrispondenza 2 fra due gruppt (7, e (7, serive-

remao
"..Gl! Gij?.

¢, naturalmente, tale simbolo equivarrd all’ altro (G, ()5,

Per indicare i tre fatti distinti: 1" che nella eorrispond enza non vi siano
enti isolati, 2° che se ne abbiano In ,, 9" che se ne abbiano in ,, secri-
veremo rispettivamente:

(G, 2 Ga)yy (B> Goyy (6 < Ga)y )

o diremo che, rispetto ad 1, & risp. equivalente, prevalente o supvalente a G .
Se (G, & (y)y, diremo anche che, rispetto ad 2, &, e &G, sono in COrPISpen-
denza unieoca.

B chisro che se (7, > Gy),, sara (G < )., © che 1 tre casi sopra
citati si escludono a vicenda mnella sbessa gorrispondenza. Con ¢id non si
vnole escluders che in corrispondenze distinte possa aversi talora un caso,
talore un altro.

7 Alle domnandna se dati due gruppi qualungue posss Sempre gtabilirsi
nna corrispondeuza fra essi, non pare =i possa rigponilere in generale, finche
almeno si laseci cosl ampio il concetto di gruppo.

Fro, in gruppo G ed wna sus parte (¢ pud stahilirsi una corrispondensn,
almeno quells che associa ghi enti di & agli identici di G, e lascin isolati
gli altri. Tn tale ultima corrispondenza 2 sard ((F << &), ; ma non pno as-
sorirsi che simile relazione accada in gualungue aliTa corrispondenze che
possa stabilirsi fra & e G

(") T1 segno =~ & usato dal Uaszon (p. &5 +. «Unse conbribution b la théorie das smserm-
bless Aota Math., Bd. 2, pag. Bl1), Esigenzs tipozrafiche, of obblignno, per in(lieare lealire
relagioni, & neare, inveoce che segni speciali, quelli prdinari = & <.

11

ot —
p—— TR

e

S



Y S

& Dati i grappi G,, G., G, & due corvispondenze z, } risp. fra G, e G,
e fra G,, Gy, s nou sia in esse (7, insieme suvvalente (od insieme preva-
lente) a G, ed a Gy, avremo una corrispondenza fra G, e G,, associanda
zli enti che in o ed in § corrispondevano allo stesso ente di @, , e lageiando
isolati gli altri. Diremo una tal corrispondenza fra G, e G, composta delle
due 2 e B, e la indicherema con f . Avremo precisamente che

se (G, <Gg)z © (G503 st (G <Cg)pe,
58 (G; > Gy)y € (G 2 Gg)y sard (G1 > Cy)fa,
se (62 Gy)g & (Gos Gy)y sark (G ;"E__, Ga)B -

-

Carrroro 11L

POTENZA DE] GRUPPI.

9. Se dati due gruppi G, e G, esiste uny corrispondenza o rispetto alla

quale siano equivalenti, 1i diremo equévalenti (senz’altro) o di ugual polenza.
Patremmo usare, seguendo "esempio di altri, anche la parola sinile.

Se invece fra G, e G, si possono stabilire corrispondenze, e in tutic le pos-
sibili corvispondenze sia sempre G, suvvalente a G,, diremo G, de polenza
ménore a quella di G, e G. di polenza maggiore & G, {*), Seriveremo nel

primo caso:

G, o Gy
¢ nel secondo:
G, <G, e G,> 0,

I tre cagi:

G, < Gyy GyevGy, G, > G,

si eseludono a vicenda, senza che necessariamente possa dirsi che presi due
grapgi @, e G,, anche se si sa esistere fra essi qualche corrispondenzs, debba
accadera nno dei fre casi.

Diremo che due gruppi hanno pofensa consecutiva, se non esiste nessun
gruppo di potenza maggiore dell'uno e minore dellaliro.

Discende immediatamente dalle definizioni date, che:

Il gruppo nullo (§ 1) ha potenza minore di tutti gli altri non nukli,

11 eruppo di un ente (§ 1) ha potenza maggiore a quella del gruppo nulio,
ngnale a quelle di gualungue altro gruppo di nn ente solo, minore a gquella di
qualunque gruppo di pil enti.

Un gruppo & sempre di ngual potenss a sé stesso (§ 5).

10. Come si vede facilmente per assurdo dal § 8, si ha, se G, G, Gy

sono gruppi, che:

(%) Canron L oo pag. 812, Vedi tracee di tali coneeGil anchie in Dowsaro, « Paradoxen
der Unendlichen s, 1850,
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da. G e GGy, discende G, = G

= G
1 < 3% P < 8,
da G, % G, e G, Tj Gy discende Glpz, Gy,

prendendo ogni volta i segni sulla medesima linea. Tali relazioni possone
anche seriversi sotto le alire forme, che facilmente si deducono pure
dal § 8:

da G, c=G, & GGy siha G, &6y
da G, <G, e G:J.::GH 21 ha GI{G-HI
da. GI}GE e {?EZ‘-‘-"GB si ha Gl-::[;a.

11. Diremo per brevitd paragonabili dus gruppi quando di essi possn
divsi se hanno ugnal potenzs,o, se non P'hanno, quale di essi I’ha maggiore
¢ quale minore.

Un grappo & paragonabile con sé stesso: il gruppo nallo ed il gruppo
di un ente sono paragomabili con qualunque grappo (§ 2

Uarrroro IV.

GRUPPI SVILUPPABILIL

12. Diremo suviluppabile ogni gruppo che sin equivalente ad una sua
parte propria (%),

Teorema. — Esistono gruppl sviluppabili.

Tale & goello citato dal Dedehind (*%) (che, a sua volta, lo prese dal Bol-
zano (7)) di tutti gli enbi che possono essere oggetti del nostro pensiero, siano
essi materiali o pensieri essi sfessi. Associando ad ogni ente § di un tal
gruppo & lidea § che § puo essere oggetto del nostro pensiero (idea chse
essa pure & ente di quel grappo), si stabilisce nna corrispondenza fra tuihi
gli enti di quel gruppo ed enti di esso i quali non costituiscomo 1" inkero
gruppo G, essendovi in (- enti (p. es. il nestro i) che sono distink dalle
‘dee s In tale corrispondenza il gruppe si vede essere equivalente ad una
sus parte propria. -

Si he pire un groppo cosifatto se prendiamo come enti gli istanti del
tempo a cominciare da un determinato fino neil'eternitd, associando claseuno
di tali ictonti p. es. 2 quello che lo segue dopo wn minute (o nn secondo,
o un ora eec.), riuscendo cosl il grappo equivalente a quella sua parte pro-
pria che si ha da esso sopprimende gli istanti del primo minuto (o secondo,
od ora ect.),

(%} Tali groppi sonn dal DEpBxiND (8 b, n. 84) detti fnfinéti; ma ho preferito duge in se-
giito tal nome ad an’altra astegoria di gruppi a cul appartengono i prappt svilappabili,
o olie mi sembra corvisponds maglio al conestio che ¢i sl In ordinariamente del grappo
infinito. (V. § 8 o Iniroduzione).

(®) L o. § 5, N, 8 — da lnd detito, come si accennava Ord, gruppo iniingto,

(*#2) L e § 138,
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E si potrebbero dare anche altri esempi,

13. Teorema. — Un gruppo I' equivalente ad uno svi-
luppabile & tale esso pure (%),

Se (¢, & un’ opportune parte propria dal gruppo sviluppabile dato G,
e %2 & una conveniente corrispondenza, dovith essere, secondo 1’ipotesi,
(r, =2 @), ¢ e 58 § & la corrispondenzs per sui (T~ &)y, e [, & il gruppo
degli enti di I' corrispondenti in B a quelli 7, di @, dalle relazioni

(I'l o3 G]);EL : (Gl o~ GJ._,” (G o2 ]f‘)lrj
gl ricave
(Cy = T)a (ap)

ciove T & un grappo sviluppabile.
Oorollario. — Ogni gruppo eguivalente ad nno non

svilmppabile, non pud essere sviluppabile neppur
€550.

14. Teorema. — Se una parte di un gruppo G & svi-
luppabile, & tale anche il gruppo stesso ()

Sia (7, una parte sviluppabile del gruppo &': sard per una conveniente
parte propria 7, di 7, @ per una conveniente corrispondenza i,

(G‘l o~ Gg}-:c .

Agginngendo in z a &, ed & G, gli enti di ¢ che non sono in &, e di
essi facendo corrispondere gli identict nei due gruppi, si avra che 7, e (7,
si cambieranno il primo in & efl il secondo in una sua parte propriza, e nella
corrispondenzn stabilita tali gruppl sarannoe equivalenti, il che dimostra il
teorema.

Corollariec 1. — Le pavii di no gruppo non sviluppa-
hile mon sono syilunppabili.
Cor. 2. — Un gruppo pravalente ad uno sviluppa-

bile # & sviluppabile esso pure, essendo per ipotesi ima
sua parte equivalente a (7 e quindi (§ 18) sviluppabile essa stessa.

15. Teorema. — Se esiste una corrispondenza nella
quale una parte di ua gruppo (propria o no) & pre-
valente al gruppo, questo & nn gruppo sviluppabile.

Infatti dovra essere equivalente al gruppo una parte propria della parte
citata, che pure & parte propria del gruppo

Uorollario I. — Se in una corrispondenza un gruppo
e prevalenbts a 58 stesso, il gruppo & sviluppabile.

Cor. 2. — Ogni parte di un gruppe il quale non sin sviluppabile & tale
che, se esistono corrispondenze fra essa ed il gruppo, in ognuna di esse
deve essere suvvalente al gruppo. Ma si possono sempre stabilive corrispon-
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denze fra un gruppo ed ane sua parse, per lo meno gquella in eui gli ent
delia, parte si aceoppiano agli identic del gruppo; si conclude dunque che
ogni parte di mn gruppo mnon syiluppabile 8 suvya-
lente anli'intero gruppo.

GarrroLo V (%)

CATENA DI UN ENTE.

16. Supponiamo che 51 abbin un eriterio qualungue, cnl guale, dato un
sruppe & ed una sus parte, propria © no, &, ad ogm ente & di G, se ne
eolleghi un aliro (solo) di (s, che indicheremo con o, colla condizione che
o due enti distinti ne vadano collegati due purc distinti.

$a sia b = 6 @, soriveramo anche a = b, Se dunque 2 e § sono due enti
distinti di G, sargnno distintl fra loro (quando esistono) ¢z © 5, e cosl
% e wfh

Evidentemente si stabilisce con tale criterio una corrispondenze fra il
gruppo (71 ed una parte (', propria o no, di G, neila guale quello e guesta,
sono equivalenti; ad a di G gorrisponde sa nelln parte G di G,ed n bdi
' corrisponde = di G, Ogni ente di G, sammette 1'ente 5, ed ogni ente
1i G' ammette l'ente = : non & esclusa l'esistenzs di enti di G prividi ente
g, o di ente w, o dell'uno e dell’ altro.

Si sostrnisea un gruppo parte di G, tale che contenga uu enle o di G,
& che se contiens un ente di G contenga anche il suo ente 7 wquando gquesto
egista): si indichi tal gruppo serivendo (a)., o dicendolo gruppo () rispebto
alla corrvispoudenza o criterio 6. Se non POSIA NASCErS ambignitd, lo indiche-
semplicemente con (@) (¥).

Dei gruppi (¢) (i G relativi ad nna stessa ¢orrispondenza si costruisca
il legame T (§ 2), che non & il grappe nullo, contenendo per lo meno a.
Taso & tale che se contiene un ente di G contiene anche il suo ente g (guando
questo ¢’8), ed & guindi esso stesso un gIUpPPo (re).

Qualumgue gruppn (1) di G dovendo contenere, per detinizione di legrme,
tal gruppo T, sard assurdo un gruppo () di G ehe sia parte propria di esso
legame T : il guale quindi pud divsi, in certo modo, il minimo fra i gruppi
(a) di G.

Definizione. - - 1l gruppo in guestione si dirh catena dell' ente a nel
gruppo G rispeito al critevic s (%% [ potendosi chiaraments parlar di om-
tena anvhe invertendo, in quello che si & detio, le lettere ¢ e =, diremo il

(¥} v. Beryiza, < Snlln citeénn 41 nn ente in un gruppo » (At dells F. Accomlomin
lelle Beiepze di Torino, Vol. XXX
(==} TI DreuakiNn (§ 4] dice she tali gruppi sono calens phe contengono a, (OpPo HYVer
deito caleie nn gruppo equivalente ad una s parte fn nue dabu corrispontdonza.
(#%%) Cir. DEnerisn § 4 N. 42 11 Dedekind nbbraceia anche le porrispondunze che ezl
Iice dissimili: mu si restringe alle cutene che pih olire diro illimitage.

—— T
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eriterio ¢ @ il criterio = opposti, e opposte le due catend di un ente prese
rispetto a due criterl oppostL

Una catena z dirh prodofia dalla corrispondenza fra I'mtero gruppo 6,
o una sus parte Gy, ed una perte &'di G, della guale si & paviato piu sopra
in questo paragrafo.

17. Teorema. — Se b appartiene alla calteus di a fatba
in & rispetto a ¢, gquesta catena contiene come parte
la catena di .

Infatti la catena di @ contiene D, per ipotesi, e sc ull ente di G, anche
il suo ente 5. Ogni ente c della catena di b deve appartenerle: altrimenti il
gruppo legame delle due catene sarebbe un gruppo cie conterrebbe O, se un
ente dj & anchs il suo ¢, € nou ¢, ciagé non conterrebbe intera la catena di ¥,
contro quello che si ¢ detto della catena di un ente (§ 16).

18. Teorema. — In una catena (%) pnd esistere un solo
cnte privo in essa di ente =, ed un solo privo in essa
di ente 7.

. Se T & catena di a rispsito al oriterio v, e b & un ente di T’ diverso
da a, dovrd in T esistere m ! altrimenti, sopprimendo b, che alloya in [ non
& ¢ di pessun ente e non & a, resterebbs un NUOVO STUPPO (@) contenente a ¢
il 5 di ogui suo eafe, e che farebhe parte della catena T', contro quanio si e
visto (§ 16) per lz catena. Il solo enle « pud dungue (senza che cosl si mo-
stri cid mecessario) essere privo di ente m, esista 0 no 'ante ®a nel gruppo
completo dato. _ |

9 Qia b un ente della catena I' di a che sia privo di ente . Se b & a
sara I costituito dal solo enie o e il tcorema & provato. Se b non & «, si
costruisca allora in T la catena I di b rispetto al eriterio . lissa conterrd a;
ad invero se non contenesse a nojt conterrcbbe ¢ a, giacché a & I'enfs =
di ga, e = &1l eriterio della catena I"" e quindi il conteénere un ente, p. es.:
¢ a, porta che geigta, il szo ente m, che sarebbe appunto ¢ In generale, se
non contenesse au ente di & non canterrebbe il sno eute ¢, e percio mon
conterrebbe (§ 16) la. intera catena di a, @ quindi weppure b, che & di tal
catens, e cid @ assurdo. I siccome in ogni catena, per la prima parte del
teorema, il solo ente privo di m, se il eriterio & 5, (e guindi di @, se il cri-
terio & =) pud essere gquello di cul essa & catena, cost in I il solo b puo
essere privo di ente o e quindi T contiene &, & contiene l'smte o di ogni
ente, che non sia b, e quindi contiene intera catena 1': talché I™ coincide
con T. B siccome in [V, some si & visto per Ja. prima parte del leorema
applicata a T col criterio =, il solo & pud essere privo di ente g, cost clo
vale anche per I', identico a [, el & provaio il teoremas.

Definizione. TTna catens fatta rispebto al eritevie & si divd Gmitata od

iHlimitata, secondoché esiste ‘0 esss 0 no un ente privo di ente ¢; aperta o
chiwsa, secondoché esisfe in essa o 1o Ul ente privo di ente .

(5) Dicendo catena seuz'aliro, snbendoremo diore i 14 la eatern di up conveniento ente,
rigpetfo ad un conveniente eriterio.
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19. Teorema. _ Una cabtena aperta illimitata ¢ un
gruppo syiluppabile & 124

Tnfatti pella corrispondenza ¢ al gruppo equivala il gruppo siesso prive
dell'ente di cul esso & catend.

20. Teorema. — Se la catena T di un ente a rispetbo
sd un eriterio ¢ in un gruppo G & aperta, essa non puo
con la catena di @ oppasta ad €S54 (§ 16) aver comune
altri enti che @

Siano infatti I',, e le catene di a rispetto ai criteri o e w, arMMessq che
esistano entrambi ¢ nou si ridueano 4l solo a. Se p & un ente comune & I
o [, ede diverso da @, esisteranno € saranio communi anche ¢ e = p: invero
essendo p di 'y, e noOD essendo 2, esiste in I', il sno ente & (§ 18), e quindi
talo ente esiste nel gruppo G, e deve srovarsi anche in [, che & cateun
rispetta al eriterio ¢: in modo simile esiste in [, il =p, ed @ anche in T,.
come g eva accennato. 1l gruppo degli enti cowuni dunque contiene «, e
dovrebbe contenere il 7 di ogni proprio ente, e contenere percio ' mtera
catepa [',: e dovendo conienere il = di ogni proprio ente, dovrebhe conte-
neve anche I'inters [, Quindi dovrebbero essere comuni tutti gli enti di
1, e Fyy @ percid essere identiche guesie due catene. Dovrebbe quindi = a,
che & per definizione in Iy, @Ssere anche in 1), il che non puo essere, essendo
[+ aperto per ipotesi. Dunque & assurda 1’ esistenza, di enti comuni a 1, e
i\, diversl da clie & quanto dovevasi dimostrare,

(sservazione. Anche la catena Ty & aperta, non potendo contenere o d, che
sarebbe comune con [,

21. Teorema. — Ll gruppo [, comp osto della catena
aperta di un enle a € folla sua opposta (che ¢ pure
aperta) (§ W)nonpud contenere gl piltt che un solo ente
prive di ente T, ad uno solo priveo di emte 7.

Infatti gl enti di tal gruppo T, sono: 1 'ente a, di eni esisbono gli euti
¢ e = rigp.: nelle catene 1, e [', fatve rispetio & ¢ e =; 20 enti di [, di-
stinti da a, di ciascuno dei quali esiste in T, l'eute %, ad al pit di uno manca
Pente o; 50 enti di T, distin® da a, di ciasouno dei quali esiste l'ente o i
I,, ed al pit di uno manca l'ente .

22. Teorema. — 0B peér ogni eunle del gruppeo [y defi-
hnito nel teoremsa precedente si sostruisce l'amalogo
gruppo, €850 cainecide con I

Sia T, il gruppe in guestione costruito rispetto ad @, € b ue sia un ente
diverso ds @: e si indichino con [, I le due catene di b prese risp.
rispetto a @ €  edan r{ il loro gruppo composto. Se O p. es. appartiene
alla catena [, 4i a rispetic & g, sari I‘T‘* parte di I'i (§ 17) e quindi di T,
Ma lo stesso deve aversi per l‘ff}. Tufatti se un ente ¢ di Ig’} & in T, deve,
come si 0 visto, esservi ® L, quando gsiste, e percid ', confiene heli =
di ogni eunte di Tg':' che esso contenga, € quindi anche I' intera catens
T4, 8i conclude che [', contiene b, Iy, I‘fém, ¢ quindi il gruppo m que-
stione '1"5;’} & parte di Ty
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(ra 1":(,“15'}I deve contenere a: giacché alirimenti, siccome [ E‘-] contiens gli
enti & dei propri enti, e quindi manca degli enti = degli enti mancanti, cosi
mancando di a @ del ¢ di ogni ente mancante, mancherebbe della intera
catena I, di @, & gquindi di 2, il che non dev’essere. Si conclude che n & un
ente del gruppo _l'E-f’}, quindi, per la parte gid dimostrata, sard [, parte di

]'g'}. Le duc parti combinate insicme dimostrano che ') e I‘Lm sono iden-

tici, come si doveva provare.

Annloga dimostrazione pud farsi se b ¢ di [,

Corollario. — Se in un gruppo come [, esiste un ente
¢ privo di ente =, il gruppo & la catena di 2 rispetto
al criterio o: e 82 esiste nn ente d privoe di ente 7 il
gruppo & la catena di d rispeltto al eriterio =,

Osservazione. Fra i gruppl precedentemeante studiafi, si distinguono dalle
catene solo quelli in cui ogni ente possiede l'ente = e l'ente o.

23. Definizione. — Il gruppo composio della catena aperta illimitnta di
un ente ¢ e della sua catena opposta (che & pure aperta) supposta illimitata,
5i dice bicateno dell'ents a.

Corollario 1. - Una bicatena di un enie & bicatena
rispetto a gualungque suo enta (§ 22)

Osservazione, Potremo, in base al Corollario precedente, indicare le bica-
tene di un enie col semplice nome di bicatene.

CUor. 2. - In una bicatena ogni ente ammetie 'ente
¢ @ 'ente =

Oor. 3. - TUuna bicatena é un ciclo (§bH) della eorzi-
spondenza che la produce (3 16)

Cor. 4 - Una bicatena & um gruppo sviluppabile,
avendo parti che sono oiascuna unn catena aperta illimitata (§§ 19, 14>

24, Teorema. - Dato un gruppo G, se la catena T di
un suo enfte a presa rispette ad mn eriteric o mon
consta di un solo ente ed & chiuga (§ 18), & catens
chinsa anche rispetto al eriterio =, ed in entrambi
gli aspetti & illimitats (§18.

Infatti nella catens date [ ogni ente contiene il proprio ente w, cid ac-
cadendo 18 18) in tutte le catene per tatti i loro enti, eccetio al pin per
quallo di cmi sono calene, e nella nostra I' anche per fale ente, per ipotesi,
essendo la catena chiusa.

i costrmisca ora in G la catena T di « rispetto al criterio =, ciod il le-
game dei gruppi (a)- i quali 1° contengono @, 2° se contengono un ente di
G ne contengono anche 'ente 7. Hssendo [, come si & ora visto secondo
I'ipotesi, uno di tali gruppi (e, esso dovra contenere l'intero [” (§ 16).

Reciprocamente deve T' contenere l'intero |'. Ed invero |° contiene a.
Inoltre in 1" esiste ente ¢ di ogni ente, sccetto al pin ¢, giacche come in
ogni catena presa rispetio al criterio o esiste l'ente = di ogni ente (eccetto
al piti gquello di cni ¢i & fatie la catena) cosi mel caso nostro, essendo 7 1l
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criterio, ed il corrvispondente di cid che primo si indisava con = essendo ora g,
si avra che di ogni ente, per lo meno distinto da o, esisterd U'ente ¢, Iud esiste
in I anche o a, alirimenti, maneando sa, mancherebbe il ¢ di ca (poiche
essendovi tale ente vi sarebbe il suo ente = ¢he & &) ed in generale man-
sando wn ente mancherebbe il suo ente o: laomde il gruppo degh enti
mancanti, aggiungendovi ¢, conterrebbe a e, se un ente, il suo 4, e quindi
Iintera catena [, e la eatena 1 non conterrebbe altri enti di 1" che a. Cio &
assurdo, giacchd essa contiene xa, per definizione di catena, e wa & di [' per
ipotesi, ¢ inoltre wa non & w, altrimenti sarshbe « anche o di sé stesso, e
I" consterebbe del sclo ente a coniro 1 ipotesi i dungue provato che in
I esiste ¢ e il ¢ di ogni ente, & guindi |" contiene I.

I due gruppi [ e I' essendo ciaseuno parie dall’altro, sone identici, il
che prova la prima parte del teorema.

Contensndo poi 1°, come si & visto, I'ents ¢ di ogni suo ente, ed essendo
T* identico con I, lo stesso accadrd per [, e quindi [ spriv catena illimi-
tate pel eriterio 7 sd analogamente per guello m, il che prova la restante
parte del teorema.

Corollario 1. - Ogni catena chinsa non di un solo ente
coinecide econ la propria catena opposta (§ 16/

Cor. 2 - 0Ogni ¢catena chiusa non di un solo ente &
illimitata,

Cor. 3. - Ogni catena limitata e aperta.

o5 Teorema - Una cabena chinsa ¢ nn cielo (§5) della
corrispondenza che la prodmce (3 1B)

Infatti nella corrispondenza 5 ogni eute della catena ne ammette uno x,
perché la catena & chiusa, od unc o, perché quindi (§24 Car. 2.) la catena
¢ illimitata, eioé il gruppo corrisponde a s¢ stesso nella corrisponidenza .

26. Teorema - Una catena chiusa I' di un gruppo G, &
in quel gruppo catena di nno gualunqgue dei propri
enti, rispetto allo slesso eriterio dellp ocatena datn.

Tnfatii, se |' & definita come catens di @ rispetio peres. al criterio ¢ e
b & un suo ente, dovra (§ 17) I’ contenere lu cabena di b, Ora, nel caso at-
tuale, si ha inoltre che la catena di b dovra confenere « Ed invero, 8e in
esss manca un ente mancherd anche Uente = di esso, giacche se conlenesse
questo, conterrebbe anche il sno ente s che & quellp in questione. Se dun-
que mancasse in essa g, essa sarsbhe priva i @ e se dinn ente anche del
sao ente 7, e gquindi anche dell’intera catena fatta rispetto alle corrispon-
denzs =. Ma tale catena coincile (8 24) con la catena data di @, dungne la
catena di B dovrebbe mancare di tutti gli enti della catena di &, fra i quali
& b stesgo. Non potendo cid essere, la catena i b combiene «, quindi la
catena di a.

T.e due catene di @ e di b si contengono a vicenda, e quind goincidono

e, d. .
Oorollariol.- Ogni cateuna chiusa, che nom sia di an

colo ente, coincide con ciaseuna delle due cateme
12
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opposte di uno qualunque dei supi enti, prese ri-
spetto allo stesso criterio ed all® opposto.

27. Teorema. - Se in una corrispondenza « priva di
cicli un gruppo ¢ & simile ad una sua parte propria,
essa gi pnd spezzare in un gruppo di catene aperte
ed illimitate di enti di G.

Sin G la parte propria di G. a cui G eguivale in =, e &, il gruppo G — G
(S 3}, Definendo come ente ¢ di uno di & il suo corvispondente di G, ogmi
ente di (¢ ammette |'ente 5, ed ammettono 1'ente = gli enti di &' e non
quelli di G,

Si costruisea lu catena, rispatto al eriterio ¢, di ciaseun ente di G, Allora

1° «eDue catene la, I» di enti distinti @, b di &, non
= poesono avere enti comunis.

Infatti b non pud essere di |'a, giscchd b non ammetie ente n ed in la
0id accade soltanto por a (§ 18), e b non & a. Analogamente a4 non puod
essere di [p. Gli enéi comuni a I'c 8 |'s, se esistono, devono dunque essere
diversi da ¢ & b, Ora se un ente di |'s che non sia b & anche ente di [a
distinto ds a, di esso deve esistere l'ente = tanto in Iy quanfo in Ty (§ 16y
e guindi se un eule ¢ di Iy non & di Ty, non lo deve essere neppure il sno
ante g, altrimenti 'ente w di guesto, che & ¢, dovrebbe esserlo pure, contro
Pipotesi. Percié il gruppo degli enti di Ty che non sono in Ta & tale che
contiene b e se coutiene un ente contiene znche il suo ente g, e quindi
contiene ogni ente di Tp, per il concetfo di catena. Dungue nessun enle
di [ @in la, e quindi I's € % non hanno enti comuni.

22<«0gni ente di ¢ deve trovarsi inqualche catens
«di quelle ora cogtruiles.

Ed invero gli enti privi di ente n sono quelli di G, e con ciasouno di
gssi Si & costruita uns catena. Se invece ~ & un ente che possiede ente =,
sL supponga, se é pbs.si_hile, che non apparbenga s nessuna delle catene co-
struite: non dovrd & nessuna di gueste catene appartenere ne il suo enfe ¢
(§ 18) né il suo ente = (§ 16), poiché esso & ente = del primo ed ente & del
sacondo. Consideriamo il gruppo di tufti gli enti che non appartengono a
nessuna delle catene costruite: per guanto si & detto, ciascun eufe di esso
ammette in esso Vente w e Pente o, e quindi questo gruppo & tale che i
suoi enti eorvispondono a enti del gruppo stesso senza eufi isolabi, ed esso
& un cielo, contro lipotesi. Dungue non possono esistere entl non apparte-
nenti a nessuna delle catene costruite.

Si conclude che il gruppo proposto sispezza in piit catene, nna per cia-
seunc degli enti di G che non somo nella parte proprin G equivalente a G,
Tali catene sono aperte, essendo ente, di cni sono catene, privo, per ipo-
tesi, di =: e sono illimitate, poich® di ogni enfe esiste lente c. c. d.d.

Corollario 1° - Se ¢ un ente di G, e in una coTrispon-
denza o priva di eicli parziali si ha (GG —p),, sara
G catena dell’ente p rispetto alla corrispondenza z,
e sard una catena aperta illimitata.
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Cor. 2' - 8¢ in una corrispondenza un gruppo & equi-
valente ad una sua parbe propria, esso, rispetto =
quella corrispondenza, si spezza in un gruppo di ca-
tene aperte s di cicll.

298 Teorema. - Se in una corrispondenza « priva di
cicli parziali un gruppo &G & equivalente 3 sé stess,
(cio® G & un ciclo semplice) il] gruppo € 0 una catena
chiuss, o una bilcatena,

- 8i prenda per ente @ di un enfe di & il suo corrispondente pure di G,
nella corrispondenza =: e quello sia l'ente x di questo. 5i costruisca la ca-
tena [' rispetto al criterio ¢ di un ente qualunque a di G. Se essa & chiunsa,
deve essere identica allintero gruppo G, altrimenti (§ 25) sarebbe un ciclo
della corrispondenza. x, contro l'ipotesi, In tal caso il teorems & provato.
Se invece | & aperta, non pud essa essere identica al gruppo, gizcché in
esea maenéa almeno Vente = di a, che iuvece esiste uel gruppo a causa della
gupposta corrispondenza e del significato di =. Se in essa manca un entz p
di . mancherd anche il suo ente w. del quale, se non mancasse, dovrebbe
esistere in I' lente 5, che & p. Il grappo |" composto di a e degli enti di
G che sono in I' & dungue tale che contienea e l'ente = di ogni suo ente,
quindi esso & un gruppo (a) rispetto al criterio =.  dovra essere anzi ca-
tene di @ rispetto a = Infatt, altrimenti, la catena di ¢ rispetto a = dovrabhe
esser parte propria di esso, (§ 18) ed il gruppo [I's composto di fale catena
e di T mon esamrivebhe lintero gruppo: ma in I, esiste 'ente ¢ e l'ente w
di ogni proprio ente, dunque esso nella corrispondenza @ corrisponderebbe
g s& stesso ¢ sarcbbe un cicle, contro lipotesi

Doyra dungue al gruppe dato essere identico il gruppo composto delle
due catene citate, ciod la bicatena di un ente qualunque a del grappo. Cosi
& provato il teorema,.

Corollario 1¢ - Se rispetto ad una corrispondenza priva
di cicli parziali, in eui sia simile a se stesse, a1
gruppo non & cafens chiusa di un suo speciale ente
(¢ quindi (§26) di nessun suo ente) il gruppo & svi-
luppabile (§ 23. Cor. 4.

Cor.2. — 8e un gruppo non & sviluppahile, ed in una
corrispondenza priva di eciecli & simile a se¢ stesso,
esso ¢ cafena chiusadi ogni suo ente,.

Cor.3. — Poiché tanto la catens chiusa (§ 25) quanto la bicatena (§ 25,
Cor. 8.) sono cieli della corrispandenza che le produce, si ha che: Se in
una corrispondenza un gruppe & egquivalente a &¢
¢tegso, esso, rispetfto a quella corrispon denza, i
spezza in un gruppo di cieli.

29, In nna catena ' aperts illimitata di a rispetto ad un criterio g di
ogni ente esiste I'enfie o e l'ente w, eccetto per l'ente « che non ha = ; fra

I'e ' — a si pud quindi stabilire una corrispondenza z, nella quale ad ogni
ente di |' corrisponde il sue 5 in I' —a, ed in essa si ha (I'a2 I'—a)q.
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In una ecatena chinsa (quindi illimitata), di ogni ente esistendo gli enti
5 8 = $1 otbiene in modo simile una corrispendenza del gruppo ' con sé
stesso, nella quale I' & simile o 8@ stesso, Cosl dieasi delle bicetene. E nella
catena limitata ed aperta. si otfiene una corrispondenza in cui [ & simile a

58 stesso, dicendo ad ogni ente corrispondente il suo 5, ed « ente corrispon-
dente (z) di quello prive di ente s.

Definizione. — Diremo in ogni caso ciascuna di gueste corrispondenze
corrispondenza daella catena o della bicatens.
o0. Teorema. — La corrispondenza di una cateuna o

hicatena di uvn ente &« € prive di eieli parziali.

Sia [' la catena di n e sin, se & possibile, I'; un suo ciclo; |, sara tale
che contertd gli enti ¢ e w di ciascun suo ente. Se [ contenesss a, alloras
contenendo « e lente o di ogni proprio ente, dovrebbe confenere Iy, il ¢he
& assurdo devendo essere I'; parte propria di ['. Se T, non contenesse a,
la differenza I'— [, conterrebbe a e 'ente ¢ di ogni sno ente (giacchd ge
un ente & di I'— |'y, eioé non di |y, il proprio =, di cui esso & 6, & an-
cora di T'— I';) 2 guindi conterrebbe 1, il cke & parimente agsurdo,
Dunque [|'; non pué esistere, e. d, d.

Corollario. — Una bicatens ed nna catena chiusa sono
cicli semplici(§5)dellacorrispondenza che le produce,

{ Continua).
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RICERCA DEL MASSIMO COMUN DIVISORE

DI DUE O PIU NUMERI

MEDTANTE LA DIVISIONE

1. 1l noto metodo per la ricerca del massimo comun divisore di
dne numeri mediante la divisione non & che un easo particolare d’un
procedimento generale per trovare il massimo comun divisore di
(uanti si vogliano numeri.

Scopo della presente nota & appunto |'esposizione di tale proce-
dimento, il guale offre tutti i vantaggi del caso pariicolare sopra
citato riguardo all'uniformitad ed alla [acilita dell'applicazione.

Siano dati pin numeri interi a, a

a,, ...., 7 _disposti n or-

4" gy w
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dine decrescente e dividasi @, per a,, il resto otienuio per 4, il
nuovo resto per 4, e cosl via | il resto dell’ultima divisione si dira
vesiduo finale dei numeri dati e la scrittura

la,, a,, @,, vy ) =7

indicherh che » & il residuo finale dei numeri &, &, &y, - oo &y

i evidente che se il resto di una delle division & nallo, saranno
nulli anche totti i rimanenti e quindi anche il residuo finale. Se il
resto di una divisione & minore del numero suceessivo o di pin numeri
suceessivi della serip data, si continuera l'operazione dividendo fuesto
resto per il primo nuwero che non lo supera. Finalmente se il Testo
&i una divisione & minore dell’nliimo numero della serie data, €ss0
sari il residuo finale.

Esempio. 11 vesiduo finale dei numeri 12365, 728, 42, 298, 96
& 4, ecive si ha

[12365, 728, 425, 208, 96| — 4,
L’operazione pud disporsi nel seguente modo :

12365 728 | 16
5085
717 425 | 1
292 06 | 3

4

SIano ¢,s Gyr~vvvs 4,1 quozienti delle divisioni eseguite coi nu-
Merl &, &, Byy -v-or &, nel modo ora dichiarato per ottenere il re-

siduo fAnale . & chiaro che si avrha:

a.n:a{qi—!— a3 2y ++ ﬂngn+iﬁ'

Questa nguaglianza mostra che se 1 numeri @,, @, ----- a_ ed
hanno wn divisore comnne, questo deve dividere anche il residuo finale
» e che se i numeri @,, @y, ---«s &, ed » hanno un divisore comune,
questo deve dividere anche il numero 4.

Restano quindi dimostrati i due seguenti feoremi:
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TroreMA 1. — Se un numero divide piv numers, anche i loro
residwo finale ¢ divisibile per quel numero.

TeorEMA II. — Se il residuo flnale di pii nwmert e quesit nu-
meri, ad eccezione del primo, hanno un failore comune, questo dz-
vide anche il primo numero.

2. Premesso ¢io, dati i numeri @, @, ....,a,, si determinino

| npumert a___ ., @ .4 @, o1 ceens definiti dalle seguenti ugua-
glianze :

:ﬂ;u, ai’ e an ] :H'n+1'

:rz.i, By o ve gl ] =10 s

_ﬂz L ﬂ:l . : n-{—i] — En—:—s ’

Se qualcuno dei residui finali & ,, @_ . che cosi vengono

s o S
determinati successivamente & nullo, esso verra abbandonato e si con-
tinuerd l'operazione cogli n numeri che lo precedono. Otienuto nuo-
vamente un residuo finale nullo, si abbandonerd e si continuerd Iope-
razione cogli » — 1 numeri precedenti e cosi via, finche dopo un
numero finito di operazioni ¢i si ridurrd a due unici numeri, coi quali
si procederd finché si otterra un residuo nullo.

[ chiaro che si deve pervenire ad un tale risultato, giacché i re-
sidui finali non nulli vanno successivamente decrescendo.

TeorEMA. — L'ultimo residuo finale non nullo, oltenulo me-
diante il procedimenio precedente, ¢ il massimo comun dirtisore
dei numeri dati.

‘Siano infatti Q.. @, @,
ordine decrescente e suppongasi che, applicando il procedimento ora
dichiarato, si ottenga il risultato espresso dalle seguenti uguaglianze:

a,. @, cinque numeri inieri disposti io

[‘”u= Gyy Qg Gy a,|=a,
[EI.I, a,, a4,, a_, ﬂﬂ-[:ﬂ
[ﬂg, ﬂﬂ. ﬂi, Hs]:as
[aﬂ, . 8., d.| —a.
[ﬂi. a., a,, {T?:.:U
[ﬂﬁ, a, a]=—20

[ﬂa’ ﬂ'.-'-':as

[ﬂ,_,, a.s':ﬂ.

aaaaa

aaaaa
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Procedendo dall’ultima uguaglianza fino alla prima ed applicando
replicatamente il teorema 11, si riconosce suhito che g, divide tutti i
numer: dati.

£ poi evidente che i numeri dati non possono essere divisibili
tutti per un numere maggiore di e . giacché se cio fosse, n hase
o]l teorema I dovendo essere divisibili per quel numero anche i re-
sidui finali, lo dovrebbe essere anche «, il che & impossibile.

In modo identico si pud dimostrare il teorema per quanti si vo-
gliano numeri.

Da quanto precede si ricava la seguente

Rucova. Per frovare il massimo comun divisore di pit nuwrnert,
si dispongono dapprima in ordine decrescente e st trova il loro re-
siduo finale; st abbandona il wwumero magqgiore, ollo destra del
minore si serive il residuo finale prima calcolalo e st lrova il re-
- siduo finale di questi numert, e cosi via. [ residutl finali che risul-
tano nulli si abbandonano di volla in volia.

Terminata I'operazione, 'witimo residuo finale non nullo & il
massimo comaen divisore del numert dafi.

Esempio. Vogliasi determinare il massimo comun divisore dei

numeri seguenti :

36738, 11448, 5904, 342, 288.

Operando secondo la regola si trovera:

(36738, 11448, 5904, 342, 288] =0,
11448, 5904, 342, 288] = T2,
5904, 342, 288, 72 1= 18,

342, 288, 72, 18 ]=0,
[288, 72, 18 ]= 0,
(72, 18 1= 0.

[l massimo comun divisore dei numeri dati é dunque 18.

In pratica si pud disporre I'operazione come segue:
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36738 | 11448 | 3 342 | 283 | 1
2304 | 342 7 54 | 18
0 0
11448 | 5904 1 oR8 | 72 4
5544 | 342 | 16 0
2124
72 72 | 18 4
0804 | 342 17 d
2484
90 | 72 1
18

Travigo, settombre 1805,
Prof. Loiei Carnini
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TR D1 MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL'AUSTRIA-UNGHERIA
alla fine degli anni scolastici 1891-92 ¢ 1892-93.

(Continuazione e fine: V. pag. 27, 55, 97, 148, 184 dell'anno IX,
25, 58 dell'anno X, 20 ¢ 55 dell'anno X1).

Horn: Ginnasio reals sup. provipciale, — 1,
3 ’ &
log 3/ 12w (32— 1)+5(w—6)—2 log Po—1=

el 1o

2. In un quadrilatero inseritto la corda AB—a="03m, BC=b="7om
la diagonale AC==g = 104 m, ¢ I'angolo OB D—=R=—=47" 18" 32". Qual &
I'altra disgonsle? Costruzione.

3. Due persone A e B che abitano alla distanza di 93 miglia I'una dall'alira,

partono c¢ontemporeneamente e si muovono incontro. Ognuna comincia facendn

5 miglia al giorno, A fa perd ogni giorno suceessivo 7 di migho di meno,

menire B fa —g—di miglio di piti del giorno antecedenie. Quando si meontrano
Quante miglia fa ognuna in tuito e quante ciaseuna nell'ultimo giorno!

4, Siseghila parabola y®* —6zcolla retta 3y —d@-+ 6=0 e nel punti
d'intersezione si guidino le tangenti alla parabola. i domandano le equazioni delle




