1.E CONFIGURAZIONI PIANE
DI CAPORALI

e B —

Nelle Memorie di Geometria di Bitore Caporali si trovano due
frammenti sulla teoric delle eonfiqurazioni, Tale teoria o stata studiata
in segnifo sotto altri punti di vista e con maggiore profondita da
altri. (%)

Tuttavia eredo non inutile rimettere in luce su guesto periodico
i1 concetto fondamentale che deve aver guidato I'illustre geometra,
troppo presto rapito alla scienza, specialmente considerando ghe la
sua teoria si pud svolgere in modo elementare, ammettendo come note
soltanto le principali proprieta dei soefficienti binomiali ed 11 teo-
emna fondamentale deli’omologia, ciod: ¢ Se due triangoli si corrispon-
dono in modo che le rette, che congiungono i vertic corrigpondents,
eoncorrano in un punto (centro d'omologia), le coppie di lati corri-
spondenti & inconfrano in fre punti situati in linea refta (asse di omo-
logic); & VICEVeIsa . I due triangoli si dicono allora amalogici.

Mostrerd poi in un'altra nota come le configurazioni piane di Ca-
porali si possano sstendere allo spazio.

I. Se in un piano sono dati » circoli 8,5 8,,... 5, i cui cenbri tre
o tre non sono in linea retta, & noto che due di essi S;, 5, ammet-
tono un asse radicale 7., © tre di essi Si, Si, Sx un centro radicale
Puu, per il quale passano le tre vebte v . 74, m. Si ha eostun esempio

———

{*) Traflano delle configurnzionl ¥ lavori apguentl :
5. EARTOR. Dabasr eine Galtuny von Cospigriralionsil, Sitzungsberichits der Wieney Akad, Vol. 80,

_ [sher die Configurationss (3,3) acc Ihid, Vol $4.

Tg. Reve. Das Problem der Confignrationen, Acta Mathematiea. Vol 1,

G. Jura. Suilteguitihelo dei poiigowus avticolati in connessfone col probloma dells configuraziont. An-
pali di Hatematiea. Towmo 12.

MARVINETTL Dapa aletind Configurasioni piana. 1bid. Serie 11, tomo 14.

— Spilte Configirasiond piagks [ - Ibid. Serie IL, tomao 135,
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\ ;
di on sisiema formato da (\2} punti Puy e da (g) rette ru. Per ogm

punto passano tre rette; quelle che si ottengono togliendo uno ad uno
gl'indici che rappresentane il punto considerato; ogni retia contiene
n — 2 punti; quelll che si ottengono assoeiando ai due indiei della
rebta considerata uno qualungue dei rimanenti. 1_

Un altro esempio dello siesso genere si ha dalla figura formata

da # piani, dalle (g) rette d inconfro di essi presi due a due & dagli

G:) punti d” incountro del piani sbessi presi tre a tre. Proiettando queste
retle e quesii punti da nn punto dello spazio sopra un piano, si often-

Zono (g) punti I’ e (;) rette », tali che per ogni punfo P passano tre
ratfe » ad ogni retta » contiene # — 2 punti P. :

Similmente, se consideriamo » sfere 8,, 8., 8, .. . 8, tali che i cantri
di quatfro qualungue di esse non siano in un piano, & noto che due
di esse S, S determinano un piano radicale mu, tre S;, Sy, S de-
terminano un asse radieale »uw, guatiro S, Sy, 8., S, determinano
an cenbro radicale Puw. Per il punto P passano quatiro rette ru .,
ikl miy Pink; PET I8 rebta ras passano tre piani mw, ma, Tu. Proiet-
tando 1 punti P e le rabie + da un punbo qualungue dello spazio sopra

urt piano %, 81 otliene in gquesio un sistema di C:) punfi e @ (;) retie;

per ogni punto passano quabtro di queste rette; ogni relia contiene n —3
di quel punti.
Questi esempi suggeriscono natnralmente I'idea di studiare dei si-

) refte, tali che, rappresen-

sterm1 composfi i (:) punti e di (—n f {
tando clascun punto con una combinazione di v fra = indici 1,2, 3,. .. n,
e ciascuna retta con uma combinazione di » — 1 fra gl'indici stessi.
ogni punfo appartenga a tutte le rette, i eni simboli si obtengono da
quello del punto stesso, sopprimendo ono det suoi indiei, e per comn-
seguenza ogni retta contenza gli » — » -+ 1 punti, i cni simboli si of-
tengono da quello della retfn stessa, aggiungendo une degl indici
rimanenti.

Chiamasi configuraziore di ordine n e classe » nn tale sistema di

punti e rette, ehe rappresenteremo colla serittura C, ...
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I sistemi sopra eitati sono Ca.ge Csy

Per brevita adottersmo in seguito la seguente notazione. Bssendo
Ay Oy . - - G 1RAIC] dati, peres. 1,2,5...% seritti in un ordine gual-
siasl, rappresenteremo con A, il gruppo d'indicl &, @, 05 .. - Gy, COI
A. . % ... 1l groppo d'indiei che si ottiene ageiungendo al gruppo o, &
oy .. .7 gl'indicd o, 2 ... (r,s=v+ 1,0 +2..,m),con A, (—a) (—es)- -
il gruppo che si ottiene dal gruppo A. sopprimendo gl'indici a-, %
(r,g=1,2...v)

‘Cosi un punbo di una Ci,, sipud rappresentfare col simbolo A, e
le rette che passano per esso col simbolo (A, , (— o)); una rekia della
(,.. si pud rappresentare col simbolo (A, _1); i punti che giacclono su
di essa col simbolo (A —: on).

2. Si potrebbero anche studiare sistemi di (1) relte e (ﬂ " )

e ——

punti, tali che le rette fossero rappresentate dalle combinazionl »
a » di » indici, ed 1 punti dalle combinazioni a v — 1 2 » — 1 degh
stessi indici, e che verificano la condizione che ad ogni retta (A,), ap-
partengano 1 » punti, il em simbolo si ottiene da As, sopprimendo uno
dei suoi indici, € per conseguenza per ogni punto (A, _1) passino n — v -+ 1
rebte (A,_ %), 1 eul simholi si ottengono aggiungendo ai suol indiel
une gqualunque dei rimanenti. Indicheremo con I'y s un tale sistema.

S eapisce facilmente perd che le proprieta di una [y sl rica-
vano facilmente da guelle di una (1, ., scambiando la parola punio
eolla parola relia, le parole refta che passa per dne punii colle altre
punto @ incontro delle due relte ecc., applicando cio& il principio detto
di dualita.

Inoltre, essendo (1) = (ﬂ i?_ k) & chiaro che una T, , non & altro che

ana Cn, o <co. Infatti il numero del 3101 puntih( " )==( s , )1
v—1 n—2+1

. . (1
e il numero delle sue retie € ( ):( & )
) v n—v

(i limiteremo percid allo studic delle C.,s.

3. Dalla definizione stabilita sl ricava:

1°. Una C.,, & un gruppo di # punti in linea retia.

2 TTna C,,. & nn n-latero completo. Tofatéi, le sue retle essendo
Py Pese.. 7o 1 SuDi punti Pu non sono altro che i punfi d’incontro di
quelle rette prese a doe & due.

9* TUna (., & un gruppo di » retie che passano per un punto.
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3¢ TTna O .. . & un n-gono completo. Infatti, se per brevité con-
veniamo di sostituire ad una comhinazione di(n — 1) o (& — 2) indici
I"indice o i due indiei rimaneuli, i suoi punti si possono rappresentare
con P,, P,,...Ps, e le sue rette sono le congiungenti di quest: punti
due a due.

4. Se in una C.,., si separano gli elementi che non contengoic un
determinato indice da quelli che lo contengono, ¢ primi formano una
Ca_syv € gli altri una Gy _ 1,y 1.

Ogni retia delle G, v conbiene un solo punto delle C,_y. .1, ¢ vice-
persa ogni punto di questa giace sopra una sola vetta di Co-y,.. Diremo
percid che la Cy_ ., & cirecaseriita alla Coosvv_x 0 chela C,_1,._
& inscritta nella C. _, ,

Se infatti separiamo per es, I'indice » dairimanenti 1,2,5...%n — 1,
che seritti in un ordine qualunque chiameremo o, %;. .. % -1, i punt
e rette dalla C,.., che si possono rappresentare colle combinazioni a
vauveaev—1ar—1d questi » — 1 indiei, formano una C._.. -
Tutte le rette rimanenti hanno simboli della forma (A, . n), ed 1 punti
rimanenti banno simboli della forma (A, -, #), e formano una G, .,

perché i loro numert sono rispetfivamente (: B é) : Cf" ___ 1), per ogni

punto passano » — 1 refte, ogni retta contiene (n—1)—(e—1+ 1=
n — v + 1 punti. Per ogni punto (A, -;#) passa poi una ed una sola
retta della C, _.,. gii considerata, ciod la (A, _.). Percid questa si pud
dire circoserifta alla C, ., ,-:.

Inversamente:

Quando una C._.,, & circoseritta ad une Cociyw_1 & punti e le
vette delle due configurazioni costituiscono una G, , ..

[afatti il numero complessivo dei punti delle due configurazioni e

Goy)+ ("5 )=6)

g il numero complessivo delle rette

n—1 n— 1 7
&—)+&—J=L*J'
Per ogni punto della C,_,, ., circoscritta passano v retie della me-
desima, e per ogni punto della C,_, ,»—: passano v — 1 retie della me-

desima ed una della. C, ., circoseritta, ossia per ogni punto dell'una
o dell’'altra configurazione passano v rette. Similmente sopra ogui
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PERIODICO D1 MATEMATICA. 1 LT*'E
vetta della C,_ , v circoscritba giacciono (n —1) —» + 1 =7 —vpun i E“
lella medesima ed una della Gy, v - iseritta, e sopra ogni retla il
della Cy—s,«—r glACCIONO (n—1)— (2 — +1l=n—0v+ 1L punti di i *E

essa; cost ogni retta dell'una o dell'altra configurazione contiene

» — ¢ + 1 punti delle medesime.
6. Se in una configurazioné, G,y Si considerano k indici (k<< v

< n — k) separatamente dagli alivi, o configurazione si puo consideiare

o
3 ‘..'l i
WA
:
"
2 4

come U ingianme

di 1 = (I{;? configurazione Ca—yxyv-xy
K\ er
" (2; configuraziont Co_i v —n+1:
1| (g) = Gn-l:wr—‘k-l—'z-.
" (?;) o Un-—lﬂ1?—k+h1
.?.
" (k_b_l) 1 Gn-kﬂ-lw
ke
nls(k) - Gn-lttv-

i seelgano k indici ad arbitrio fra gli # che determinano la G, v,
o seritti in un ordine qualsiasi, chiamamoli £, B, .- - Pi gli 72 — % indici
rimanenti serittl in un ordine gualungue SIANO Gy, %g .- Fn—k - Rap-
presenfiamo inoltre con B. il gruppo 4 indici B;, f..-.0 e con A, il
gruppo d'indicl %, oy« . %

Tutti gli elementi della C.,+, che contengono tatti 1 & indicl J,

ciod i punti (Bi A, ) € le rette (Be Ay-i-:) formano una configura-

sione di ordine # —k ¢ di classe v — &k che ehiameremo ﬂfffgr_ .

Tutti gli elementi che contengono lc — 1 indici § per es. §; B. - - Bt
cioe i punti (Br-: Ac- vr1) e le retbe (Be - A,_: ). formano una con-
figurazione di ordine n — . & di classe » — k + 1, che chiameremo

Bi-1) L _ : _ :
Eij & i LB configurazioni di questo tipo sono (ip) . @ 800 C1reo- g
| @
B, , ' :

geritte alla C[ﬂ _':hn, perché ogni refta (Bi_1 A,y ) conbiene uno é
od un solo punto (BiA. . di quesia configurazione, 5
Tatti gli elementi ehe contengono % — 2 indiei §,peres. fi,, f-. - %

ﬁ
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S PERIODICO DI MATEMATICA.

Pr—s; ciod 1 punfi (B, _, A, -x+2) @ le rette (B._, A, _..,) formano
una configurazione di ordine # — % e di classe » — & + 2, che chia-

(By_3) s _i3Y : .
meremo C_ _k,:,,. _x+¢ L& configurazioni di questo tipo sono (2), e cia~-

] 2 * » B[-- l -
souna (i esse & circoseritta a due {‘}{ ' ﬂ_h 44+ quelle che si olfen-

n—k ¥

gono aggiangendo ai suoi indiei B uno qualunque dei due vimanenti.
K cost di segnito.

In generale tutti gli elemenii che contengono & — A elementi, pet
es. B, By ..o B u ciog 1 panti (B, _, A, i) elorette (Be_y Av 1oy )
formano una configurazione di ordine » — i o di elasse » — 4+ %

. (B 1)
che chiameremo i ey

Le confignrazioni di questo tipo sono ( h)' Clascuna di esse & cir-

coseritta ad g QP+ -2+ _,+ quelle che si ottengono aggiungendo ai

o—l, o —k-E),
k — h indici B, uno qualungne dei rimanenti.
Infine totti gli elementi che non contengono aleuno degl’indiei B,
€108 1 punti (A:) e le rette (A,_,) formano una Ci-x,+, che 8 cir-

\
coscntbu alie (kf_ 1, configurazioni OF

-
a=k v—1

Si osservi che il numero complessivo dei punti della C,,. deve es-

— i

n . .
sere (?),E quello di una €, _,, .~ k1 dove essere (-uf ot h): & per-

c10 risalfa P identita

= CZD+ (1) T E )+ () ")+
e +(;) [”f;ih)+......+ (i:) {'”;‘f");

e A

19 P PRt | o I N [ P

------+(;;:f};) (p?—J:—I: ﬁ) +(E;f) (n; k)

Questa identith si dimostra anche in algehra.
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Nei 8§ seguenti dimosireremo che sono veri i teoremi inversi di
quelli snuncinti, e ne dedurremo un mezzo semplice per cosiruire una

C.,, per mezzo di configurazioni di ordine e classe inferion.

AR | » . . :
B. Se due configurazioni GLLH Gi’m sono eircoseritie ad una stessa

£1,2 - . - . .
Say esse sonu inscrifle in una stessa C, oyo. Tutte insicine queste quatiro

configurazioni forinano une Uspe 3o
Rappresentiamo con (A, J*2 (A, +:)® (A, 1) 1 punti, eon (Awa)"?,
(A, ) (A,)® le refte delle configuraziom D:‘f_'i], Gnﬁliﬂ, L‘Jf), o
I due triangoli, che hanuno per lafi
[A-T'—I m?)(” 5 [At—l'i‘i‘-l'-'l)cﬂ ] (A?--&m?—]—i’.)u}]
[A-\'— 1 E-T)w ’ {}_‘L e =1 ﬂlr+1)m » (A ¥ =] '5:'-'—1-3}&]!
g per verficl
[A"""—'im"-*'l_l E‘F—I"r'-:)u} ? [‘é‘ '!-'—J.I:“:H."ilr—t—i)rn - [A '-'_l'ﬂt' mr-J.- 1]“."
[AT'—‘IEI-T-L—IE?—F‘:){E} 1 (A\'—im‘r zv—’r'l:}ﬂ] ¥ [g-v—-l'z:' m'r*lrl]ﬂ}:
sono omologici, perchd per ipetesi i lati coneorreno nei puni
{Aw - 1%y ]Eﬂ 3 [ﬁr -1 %4 l)m} ’ As ﬂv—l-'z]{m:
della retta (A._.)". Percid le rette che congiungono i vertici, e che
chiameremo

(Ay_1@er1zvtn) 5 (Av_1Ge@yss) 4 (Avoi1@vseti),

devono eoncorrere in un punto, che chiameremo (A, 5 .). Nella siessa
sujsa si dimostra che tutte le rette, il cul simbolo si otiiene da (A, 1)
sopprimendo un indice, passano per il panto (A . +.). Dungue i punti
(A,1s) o le rette (A, ) formano una O, 4. circoscritta alle

(1) (&)
E"n. vy4+2 9 DII.., v 1

Le quattro confignrazioni insieme poi formano uoa Ca e vy Infatti
il numero complessivo di vertiel &

B)+2(2) (1 =6 ()4 () 63+ 6) (T -Gre)

e il numero complessive di reite e

(ﬂi1)+2(:) o )= (a) ")+ 6) @ {ajl)z(:;:f)

ed & facile vedere che per ognuno di quei punti passano » + 2 relle,
Si ottengano facilmente i simboli di questa C,.4-s <12 nella forma

S DAL L e SIS

ol i ol l.nw-:-:-u-:-.'.l-{*un-:w..;:-:ztm-Jlm.ﬂﬂ:{_ﬁ.%?ﬁﬂ.._i"“ Rk AR L e
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ordinaria, dande agli indiei o, e, .0 1 valort 1,2,3..2, e facendo
:'!f, dagli
indici # + 1, e n+2, quelle degli elementi di €Y, ,, dall'indice =+ 1

¢ quelle degli elementi di Lu .+ dall’indice n 4+ 2.

seguire le combinazieni ehe rappresentano gli element1 di C

& 1) i,4) . i
7. Se tre configurazioni Co.> i O g ., Sono circoseritte ad

i : ) @) @) . :
UNE b Y le tre confiquraziont Uf etz Omviar G g, circoserilte a due

@i esse, sono inscritie in une C, 3. Queste 8 configurazioni insieme
formano una Cos s i3 '
[ndichiamo 1 punti delle varie configurazioni con

(A)9* 2, (A 1a)®?, (A vied)® D (Avas)® D, (Agya)? (A, +3)9, (AL 0@,
¢ le loro rette con
(A"—IJH'EE'J,. (A?)ﬁﬁli [&T]mljr (_A_T){H]! (AH_I]{L‘J’ (Av—l—])ﬂ), (ﬂv+1){“.

I due triangoli che hanno per lati

(A#Et’-i-l)ﬂ} . (A.,EET+1]B} 3 (-&uﬂﬁ.+1]r‘}
(Avaessd® |, (Avzerad® , (Ayaess)®,

e per vertici

(ﬁv Z v+ IJ{ﬂai . (le e ARV R 1]{! 4 1 (-B- v % vt 1)“ 5
(ﬁ-rm\*-}-i)ﬁn 3 (-A-v mv-—l—ﬂ]{E ) 1 («é-\- Er—i-i}“ =J1

sono omologici, perch® le rette che congiungono i vertici, ciod
(A, ) (A.)*2 , (A.)0W,

concorrono nel punto (A.)**®, Percio 1 punti d incontro dei lafi

(Arpe)® , (Assd® o (Acsl)®

sono situati sopra una retta, che chiameremo (A, 1.). Cid prova che

la G, yis circoscritta a due delle C,, CY

anche alla terza.

Le 8 configurazioni insieme fanno una C,ys, e Infatti il nomero
complessivo di vertici a

(v) +3(, +1) +8(, 1o) +(v:3)=@) (:)+(z) (uil)+(?) (or2)
+(0) (o) =(s3):
iy

In simil guisa s1 vede che il numero complassivo delle retie e (

,Cf,,_,_ﬂ O circoscribta

v+2"
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od & facile riconoscere che per ogni verfice passana (p+3) rette, @
che ogni retia contiene (n-+3)—(v+43)+ {=n—p+1 verticl.
8. Se - configurazioni Oy vis SON0 circoscritte ad una Gy, v, prese dice

. K . . A
a due deteriinano (2) Oy s, nelle guali sono inseritte; queste com-

: . . k :
binate convenientemente ire @ tra  deterninm (B) G« 15, nelle quali

k

g0 InSeritie ... .3 co8t prusﬂguaﬂda st giunge a (k 1) O vt =14 che

sono imscritte in una stessa Cicv b xeo
Tutte queste eonfiguraziont insieme formano wna Cupsvtx
SupporHanio dimostrato il feorema per Uh dato valore di & — 1,

o dimostriamo che esso & Vero anche per k.

_ iy P _ B
Indicheremo la data configurazione con Gfﬂ,ﬂ P ossia con C{;‘:}

o s s ; P Bi 1)
(dove fi By re- 8, son k indicl serifti in un ordine qualsiasi) con th f J: \

| - Bre-s : . By 1 B
quelle ad essa circoseritia, conl {'}i o E) quella eircoseritta a GE, i Be)

H == _0] & - H = 1P
» =k — 1, k)..., i generale con GE : ,,' ]qualla, civeoseritta alle U( 7 ‘l_:ﬁ !
Tl o oy vl

w=k—h+Lk*h+&“”ﬂ
I triangoli che hanno per lat1

(ﬁ--r.-ﬂl:-—ﬂ mr)ai ’ (-A";'+1:—EI'-'Ir_)EIE 1 {A"H‘k‘: mf)ﬂal
Aepeos @) 5 (Arsra )™ 5 (Begues w. ),
e per vertic
(Aﬂ—k--ﬂ mr}EEB‘ ' [ﬁ-vH:—E D:r]ﬁaﬁl 3 (A¥+1—3 mf}ﬁlﬁt I
[A—?—i—h-ﬂml ]EIEE:l ' (A*'F-PE-EEH]EEBI 1 (—é'\"i'i-’-—ﬂ-ﬂ"‘li]ﬁlﬁi 1

sono omologici, percheé le rette che congiungono i verlici, cloe

(ATH.--:)F"HE . (51%-3)5*@‘ | [ﬁr%—ﬂﬂ‘ﬂ’f

concorrono nel punto (A.v{-h-a)ﬁ‘ﬁtﬁ’. Percid i punti d incontro dei lata,
che (supposto @y = Getr—zr %o ™ o ¢ ) SONO

Gy, wix, circoscritta a due delle C" ., . @ circoseritta anche alle alfre.

Tukte gueste configurazioni prese insieme formano un Cegu v

=
=
[

= P et i R Lt e
i el ay

e s e 4 T

i s

e
——

a1 w1

O e = e o P e = )
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Intatti il numero complessivo di vertiei &

WE (:HJ (?) L (w—?:z) @** (-.~:+ 5 1) (#fl) e
() () G 6B + (2o G5+t (i) ()

(ﬂ j:,{) (g) (: 1;)

In simil guisa, ponendo » — 1 al posto i v, si vede che il numero

n+ k )
v+ k —1/) %%

Si otfengono facilmente i simboli dei punti e retfe di questa con-
figurazione nella forma consueta, dando agl indici o 1 valori 1,2.. . #n,
agh indici §i valori n+1, n+2,...n+% E facendo seguire 11 gruppo

oy 58 5 4 . By _y, .
d”indiel di ogui elemento di una Gf,t; 1:} da quelli del gruppo B, _,

della configurazione.

f

7

)

n

-

—

complessivo delle refte (

J. 1 teovemi esposli permettono di costruire una C. . per mezzo
di altre di ordine inferiore.

Dal teorema del § precedente risulta infatti che una C..+ & deter-
minata, quando si eonosce una Cu—y, v—1 111 essa contenuta e le & confi-
gurazioni C..., ;441 8 questa circoscritte e contenute nella C, . data.
Se si prende k=#—1, la C,_, .., divenia una Ca—vira, 0s8ia il gruppo
dt % —»+1 vertici situati sopra una retia. Te & Ca —syr—sctr diventano
»=1 Cacyrs 08sia i 2—1 (n—v+1) -lnteri formati dalle rette, che
passano per guel punfi, Se ne deduce:

1'. Una C,, & individuata dalle (v— ). (n—v+1)+1 retie, che passano
per t eertici di wna sua rella.

Si noti perd che, affinehs la €. , sia determinaia in modo unico,
deve esser dato, oltreain—w+1 puntiin linearetta e alle (p—1).(n—v+1)
vetle condoite per questi punti, anche il modo col quale devono esser
aggruppate quesie rette in (v—1) C._ ..., appartenenti alla C, . . Se cip
non fosse dato, si potrebbero costruire (n —o—+ 1) configurazioni C

2°. I numero di condizioni necessarie o determingre una U, . ¢

D ¥ #

n.o— (v+1) (»—2)

Infathi per determinare la reita che si sceglie, occorrono due con-
dizioni, per determinare (n—w-+-1) punti su di essa occorrono (n—2+1)
condiziont, per determinare le rette che passan per questi punti (p—1

......

'''''

vvvvv
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b
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per ogni verkice), occorrono (v ~1) (n—v-t 1) condizioni. In tufto dungque
1 pumero delle condizioni &

o4 (n—o+1)+p-1)n—2 +1)=v(r—2 +1)+2=n. “Tﬂ’”@ﬂ 4P
—nr—(o+1)(v—2). ”

Per es. una C,s & determinata da 3n—4 condizioni.

1} [‘1} - o ] .

10. Se¢ due C,\_y C, v S070 snseritte in una U, ,, €s8¢ SONO CWCO-
L] s 1,] - & & -

coritte ad une O s, Tutte insigme gueste configuraziony formano una

Gﬂﬁ'i"-tu""
Tudichiamo con (&) 1 punti con (Av.) le rette di una C,-: eon

CA, ¢y § A, .)®i puntiele rebie di una ¢ | inseritta In essa, con
(A,-1)?, (Aya)® 1 punti e le reite di un’altra C,_, pure inseritta
in essa.
I triangoli ehe hanno per lati
[ﬁ-v—ﬂuﬂ'—i)"ﬂ ' (A“l*ﬂm"‘—l]m ’ {Av—ﬂ'ﬂv)m:
(Ay_sot—2)® (Ay 52— ) (A, _32¢)%,
e per verkici
[ﬁw_ﬁiv-ﬂh]m 1 (Av—ﬂmvuimv]iﬂ y (Au—ag:v—im‘-_l)l”
(A scte-atty)® (A,_s0y-22e)P (A gte=n%e )T,

<ono omologici, perehe le vette che conglungono questi vertici sono
[A'H’-—le"f--lm?) L] ('A"'-"-—H 21‘—'31"?) 1 [A"-—[Imi-—ﬂ'.‘zf_ij
=

e concorrono nel punto (A ). Parcio le coppie di lati 8" ineontrano in
fre punki, che chiameremo

(A-‘?—? AT )ﬂ' 3 1 (A-v-! y P | .}“' ] " {A*—H 2 }IL 1}1

o che sono sifuabl sopra und retta, che chiameremo (A, _a )%

Tenendo fisse le prime due coppie di lati dei griangoli conside-
yati, e variando la terza (ponendo €08 al posto di @, snccessivamente
G Ot o<+ B5) S1 TrOVA che tutti gli n—v +3 punii (Ao st )2
(r=n—v+1l,n—¥+ 9 n—-v+1,n—%... n) giacciono sulla rofia (Ao—s oL

Yo ora s considera la coppia di retie (A o)W (A, _,)® con tutle
quelle che si otiengono sopprimendo un indice a, e sostituendo suc-
cessivamente tubi i yimanenti, s1 ottiene, operando nel modo sopra
indicato, una retta (A= z.) )" che passa per (A,_.)%, Cosi per
(A, _:)" passano (v — 2) retie.

- Dungue i puntt (Aes)™ 5 o le rette (Aq_s)>? formano una (s

T e

inseritta alla CU c® . Come caso parficolare gi ha:

u.,-r—l

-1
-

!i'
g
%
i
G
i!':

§
{
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Se due n-lateri (C, 4) sono insevitti in una C, ;. 7 lati corvispondenti

= 8t taglieno in n punti situati i linea vetta (C, ).

Questa retts, msieme coi due n-lateri e la C,; formano una Cye. .
e 60l .
(1. Se tFe C.°, ., C™._..C® . sono inseritte in wuna G, . le C*¥

Ry¥ =210

i “-.'.{ [
C_‘: ,].,. C.. ,,l._,, alle quali sono etreoseritle a due @ due, seno circoseritte
+(1.9.9)

ad una stessa U, _s. Tulle tnsieme queste configurazioni formano waa
Csta. v
Indichiamo con (A..) 1 punti della €, ., con (A._,) le sne rette,

con (Avmy ) (A )® (Acoi)® i punti delle tre configurazioni C°
c® ,C¥ ., inseritte nella C, ., con (A, _a)®, (A,_)®, (A _.)® [e
lovo rette, con (Ay—s )™, (A )®", (A, _2)"¥ i punii e con (A, ;)9
(A, )&, (Ass)™ le rette delle CU7 L., CFL,, O Y, inscritte in due
delle O, G, €0, ..

. .4 a3y - (1)
Le due configurazioni C‘L 2..0"Y Snscritte nella C I‘_,. SOTO Cir-

i
(1. ﬂ,ﬂ:i

coscritte ad una C7;. Dico che a questa & circoseritia anche la

CHY . Infatti i due -t.ri&ngnli che hanno per latj

wmy-9"
(A‘__a o r):u 1 UL.--.: u:,]”] r [At_ s r]m ‘
(Ars ) | (Avsa,)® , (Ase,)®,
e per vertic
(AE_E ﬂ:rj“"” : (A_?_E. EE;-J[E']":I ; (A‘__H m,j“*ﬁ,
. (JQLT_H II,)E'*"” : (Ar—l u:=)m'“ : (A-r-:-. ,_-',.,MJ"-:'-.'-‘::I1
sono omologiei, perche le coppie di lati s incontrano nei punti
(Avasze ) |, (Avsa,o,)® |, (A e, a,)®,
della retta (Av—s . . ); & percio le rette che congiungono i vertici, cioe
(A, )em (A._)®0 (A, )4,
concorrono in un punto (A, _;)®=9),
Che Je sel configurazioni insieme formino una C_ 5. visulta da
quanto abbiamo detto nel § 7.
Come caso particolare si ha :
Se tre n-lateri (C,,«) sono inscritti in una G, s, le tre rette, che con-
tengonio v puithi d’ incontro dei laii corrispondenti degli n-lateri presi a
due a due, eoncorrono in un puito,

Se ne deduce:

NS¢ k n-lateri C, . sono inseritii in una C, 5, le (é) vette, che eonlen-

gono i pundi @ incontro degli n-lateri presi due a due formeano wna G s.
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La figura formata da questa Ux, s, dagli n-lateri e daila Gy, ¢ unw

Du‘]!.'.,il -
12. S¢e k

k
(3)0
di esse, ect..... COst proseguendd st ottengono (klf_l

sireoscritte ad umrd CEE'_;' P }.

Rssendo gia dimostrato il teorema per
valore di k, e facciamo vedere cle esso

(k<) GE:'?',_?_I sono inseritte in un@ Co v, 11 €58€ SOMO inseritie

Ctﬁ*ﬁﬂf ») gnseritte in fre

ﬂ. I\'_

_ [k
(B,Fe); queste alla loro volta fif‘m"'"”‘ﬂ”m(3)

n, v—2*

) b, - Fic-1) ¢he sono

o=k

7-—3. supponiamo che esso

5

sia dimostrato per un dato o

vero anche per k+1
Poniamo al solito B=f s+ P © consideriamo i due triangoli che

lianno per lali

(A"_hdlmt}(ﬂk—ﬂﬁk-—l} : (Ar_-l.:_l mr](ﬂk—aﬂﬂ ! (AT‘EH o
(B o) Bt (AL G S 7 Ve

I]Uﬁa—: Bt )

m](m_g ﬁk-'-.rll

o per verticl
: , : .
(By—z P e freda) Ry mr]l_Hk—-E Bre—1 Bt ) N e m]{ﬁu g fe—1fk) ;

(-B—r—k—l I::'I"\l‘]
(Bi—2 Pt F &)

[B--r—k—l W}(Bk_iﬁ kﬁle} 1 [A'“r*ll-—1 ml](Bh-_i ﬁk‘—l EH-H ' (A-v-—k—l I'I_:}

Tesi sono omologiel, perche le coppie di lata &' incontrano nei punti

(.A-q,r--—k—l oL ﬂul}{Bh-ﬂ Ek_l] y (A‘ g1 P E:)(B];_Eﬁh:l » [Ar—h—[ olr I'.'(-;]EBE_E Eﬂ-ﬂ)
B

della retta (Ay - o - el
percio le rette che congiungono 1 vertici, ¢loe

(Ar-—h-—l }{Eh_ga k P/ ‘ [ﬂLrFk_L}{Bk_i 1 Buts) -. (A_‘__k_l){ﬂn-: fi-1B) !

concorrong in un punto (A,_,,_;]B“H.
taal si vede che tuite le rette (Af_h-.i)(BkJ""{' Fe)) passano per un

; (B |
vartice della Cfihl

Tutte gqueste configurazioni insieme formano

rema del § B
Si possono avere i simboli della

inseritta a due G, x
un Cass « peril teo-

C 4 sObbO la forma ordinaria fa-

cendo seguire il simbolo di ciascup punto o vetta dagl indiel della

configurazione parziale di cui fa parte.
13. Una C. .y cirveoseritta ad une Co v @
rette, condotte per alivettanti punti situatt sopra una retta della <., <.

individuata da n—v+41

|
|
llrrr--—-ulh-r-ll-.l-rl-p.--pln-r——-
ot R
T
LR 2 Ll "
il e ! g

ol |

1" —aa

e



16 PERIODICO DI MATEMATICA,

Infatti una O, , ed una C, . ad essa civcoseritta formano insieme
una Cayvrr (§ 4), per determinare la quale & necessario o sufficiente che
sieno dati (n+1)—(p+1)+1=n—o+1 punti sopra una sua retta e ¢
rette, per ognuno di questi vertici. — Ma gli n—v+1 punti snddeit;
e v—1 rette per ognuno di questi determinano la C, ., percid le 1i-
manenti (z—v-1) refte (una per vertice) dovranno servire a indivi-
duare ln C, 4, .

Una O, ... inseritte in una C, . 8 individuata da v suoi punti seelti
sopra altyeitante rette della C, ., concorventi in un punto di essa.

Questo teorema si pud dedorre dal precedente, osservando eche una
Cp« mon & altro che una T, vy (§ 2).

14, Se esiste una Cu.v, circoscritla ad wna C, , ¢ iuseritin in una
Covea, esistono alive C, ., in numero semplicemente infinito circoscritte
atle Cyo_: e inscritte alla C, .y, date.

Kssendo

(Av—‘l Ew—l] ' {ﬁ'?—ﬂ‘a?) 1 (A' _Em"'!'t)

tre ratte della C,,, che formano un triangolo che ha per vertici
[Av—ﬂ &y EL-—|—I=) ' (Aw—:‘ Hw_y 551.—-&-1) 1 (JL—L-—E. Yov—1 z,,.],

quesfe giacmono sulle rette, rappresentate dagli stessi simboli, delln
Uivi1, che concorrono nel punto (A..,) mentre i lati passano per |
punti, rappresentati dai medesimi simbol della C,...., che giaeciono
sulla retta (A, .). Ora, se st prende ana retta ad arbitrio », che passs
per uno dei panti suddefii della C, ,_;, e si costruisce un triangolo omo-
logico 2. quello considerato, che abbia per lato la refta scelta, essendo
(A.41) il centro e (A,_;) T'asse d’omologin, & si prosegue poi la costrii-
zione per tutti i possibili triangoli della C, . , vicordando il § 6, si vede
ehe per ogni posizione della retta r esiste una ed wna sole C.. cir-
coscritfa alla C,.; e inseritta nella C,,._,.

In altre parole:

Se ¢ data wna Oy s, eireoseritic ad une Ca .., e inseritia ad una
Coivta, € si fa rotare una retta della C, . ottorno ad wa punto di C, —,

mientre due suoi punti, appoarienenti clla stesse G, . searvone su due
velte della C, ..., anche le alive rette di C, . rotano altornoe ai vertici
della Co,_y, mentre i suoi vertici scorvono sullp rette dello O PPATINP

. Lazzenr,

—e i —
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FSERCIZIO DI ARITMETICA

j. ProsLeEMA. (V) — Ouali sowo i numeri interi, che seritti nel sistemda
usunle di numerasione, vguaghianoc il quadruplo del prodotéo delle loro
eifre?

Tralaseiando la soluzione in eni tuite le ¢cifre sono nulle, osservo
shs nessuna delle cifra di un tal numero potri essere zero, per cul non
potrd essara nemmsno ¢ingue, perche in guedto easo tale nnmero do-
wrebbs asgers multiplo di venti ed avere percio nulla la sua cifra delle
nnifh.

Se indichiamo CON Ay 419 Qyesor gy &y la # + 1 eifre dell’inlero cer-
eato, il problema proposio & quello di determinare le 4. (8=1,2...,7+1)
in modo che econ D < @, < i0 ed intereo sia

(1) 10™. @uys + fom=1a, + ... +10a, + 2, = da, Ag.vor By -2 80 lntrs
Se poniamo

(2) Po = by @y vrne gy Q. = .41 @ -2 eeer Bny

la (1) puod essera seritta sS0LI0 la forma

(3) g {1 R 10 ="' @, 4+ «oves + a0 + & = 4 PQ. ag41

Osservimmo gui che in Q, entrano A — & fattori, oinscuno dei quali
4 compreso fra 18 9 i limiti inelusi; cosi sard

2 el =€ P < 10 L

e

od ogserviamo pure eche il nostro numero pon pud essers che MagEiore
di 109 a,4., @ poreid verra

1{}3{!“_{.1‘:,_36}( ll}'ll-'ﬂ-j-‘ﬂ,lﬂﬂ._‘_lr

s dividando per 36 X 10° =7 ! s 41y rignlsa

25
—g—}\]U = Pos
osain
(4) Fn}?){lﬂ‘“‘+7}{30"ﬂ+....+?K1ﬂ+7.

{1} Questo prablemn 3 stato suzgerito dn goelio proposte dal Sigoor Buganio Galaasi: Trepwre
il pin piveale fumsro fitarn ohe il aguEie al guodruplo del prodofio delle aue cifye, Da guasto anum-
ciato sembrezebhs che i polessero C3s8re pilt namer apddisfocenti 1l nostro probiema, ¢ity che, coma

yedreme, non 51 werifien,
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2. H facile veders direttamente ehe non vi sono numeri con una o
due cifre che rendano soddisfatto il problema.

Se dividiamo per 4 1 due membri della (8), risulta che deve essers
10a, -+ a,

1 un numero intéra: con guesta condizione e coll’altra, che risulta

dalla (4) cioé a,a, => 27, & poiché entrambi a, ed e, sono compresi fra
I'e 9, 1 limiti inclusi, risulta che per le due cifre a,, @, non si pos-
sono avere cha 1 segunent! sistemi

(5) { a&,=—8, a,—%; a,=4,a,=8; a,=6, a,=7; a,=38§, a,=6,;

a,=6, &,=9; a,=8, a,=8. |

Quall sono i nawmeri di tve ¢ifre che soddisfanne il problema proposta?
Indicando eon @« la cifra dellse centinaia, infero compreso fra 1 e 9 (1
e 9 inclusl) esaminiamo, se e per quali dei sistemi (5) & soddisfaita lu

WPz + 10a, + a, = 4q, a,z.

Fatto questo, vedremo che essa non & soddisfattache pal sistema a, —4, o, —8,
con che & ha #=3 e percid 384 é il solo nwmero di tre cifre che sod-
disfaceia questo yprablema.

3. Se vi sono interi son piu di tre cifre che soddisfaseiano il pro-
blema, osserviamo che nei (5), vi gono una o pin cifre pari; cosi da,ag...@ 44y
sard multiplo di 8, & dividendo per 8 i due membri della (1). risalta

2 10 :
(6) 5 85 + = ;_ = intero,

e pereid nel caso di a, =8, a, = 4, a, dovra essere pari e compreso fra
1 e 9; il che contraddice alla condizivve a, a, o, > 277, quindi non vi
possono essere numeri di pi di tre cifre quando si abbia a,=8, a,=4,

Be a, =4, a,=8 per lu (0) si vede che a2, deve essere dispari, 1'unico
valors ammissibile di @, che soddisfaccia guesta condizions e la a,a,a,>>277
¢ @¢,—9, resta quindi a provare il sistema a,=4, a,=8, a,=9.

Con a, =6, @,=T rieulta che 2, & impari; e dovendo essers a,0,a,>277,
1 scorge che gli aniei valori ammissibili per 4, sonoe a,=7 e a,=9, ¢
quindi & ayranno da provave i sistemi a,=6, a,=7, a,=7; a,=6, a,=
& = 4. )

In modo analogo ei deduce che con a, =8, a,=6 non pud essere
che a,=7 od a,=3; con a,—*6, a,=9 non pud essere che a,=6 od ¢,=8§;
¢ con @, =8, a,=8 nou puod essere che «,—6 od a,=8.

Da questa discussione risulta, che pei numeri con pia di tre cifre,
che possono soddisfare il problema, i soli sistemi delle ultime tre cifre,
sono dati dal quadre seguente:

a,=4, a;=8, a,=9; a,=6, w, =7, a,=7; a,=6, a,=7, a,=9;
(7) a, =8, a,=6,a,=7; a,=8, 2,=6, 0,=9; a,=6,0,=9, a, =6
a,=06, a,=9, a,=8; a,=8, @, =8, a,=b6; a,=8, a,=8, a,=8,
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Per un numero di quattro cifre a, dovrebbe soddisfars sotte le solite
gondizioni 1'equazicne

1000 a, + 1004, + 10 a, +a, =4a,08,a,a,;

equazione non soddigfatta da valori interi di a,, compresi net goliti limit
in corrispondenza dei nove sistem: (7) per a,, @, .

4 Vi sono numeri con piit di quattro cifre che soddisfaceiane 1l
problema? :

Coun a,=4, a,=8, a,—9 & a,=6, a,=7, a;=7, non esista un a, <10,
pel quale sia a, @, 4,0, > 9777; quindi a questi due sisteml non pos-
spno oorvispondere numeri ¢on pid di guattro cifre, seddisfacenti il pro-
blemas.

Quanto al sistema a,=6, a,=7,a,=9, onde sia ¢,a,a,a, > 27T
dovremo avers o @,=8 o a,=Y.

Nei casi restanti, poiché 4a, a,a, & multiplo di 16, dividendo i due
membri della (1) per 16 risulta '

00 .
{8) %-'I- e, +116ﬁ @ T % _ jntero;

per cui con a,=8, a,=0, a,=1 si scorge che e, oltre alle solite lumi-
fazioni, dovrebhe essere pari, o soddisfare la @, 2,2, @, > Aa777; ecid
4 in contraddizione colle condiziani precedenti.

Con a,=8, a.=%, ;=% dalla (8) si deduce che a, deve ossere impatl,
per cui essa non potra avers che 1 due valori 7 e 9.

[n modo analogo si seorge che per a,=?b, a,—9, a,=6 deva essere
a,=9; e per a, =0, a, =9, a,=3 deve essere a,—=S; per a,=8, a,=8§, a;=b
sard o a@,—=6 0 a,=8; per ¢, =5, a,=8, a,=8, dovri essere a,=7 0 a,=5.

Onde riassnmendo i soli sistemi di quabtro cifre, coi quali possono
terminare i pumeri con piG di quattro gifre, che soddisfacciano 1l problemsa

sono compresi nel quadro seguente

a;=6, a;=T, a,=9, 2,=8; a, =6, a,=T, a,=9, &,=9;
ﬂ1=31 a’l:'ﬂ'l "-'15=H: a,=7; a,=8, ﬂu=ﬂ: =9, .‘:1:*:9;
(9) a,=8, H‘n=9: *I'n':ﬁl a,=9; a,=b, ﬂ:a:_"gl aazgl "!’i:B;
a,=8, a,=8, a,=6, a,=6; a,=3%, a,=8, a,=6, a,=b8;
a, =8, a,=8, a,=8, a,=T; a,=8, a,=8, a,=8, a;=3

Nal modo consueto si vede che non vi pessono essars interi di eingue

eifve che rendano soddisfatto il problema.
5. Vi sono numeri di pii di einque cifre, che lo rendauo soddisfatto?
Jon a,=H6, a,=T, a,=9, €, =8, ovyero a, =8, a,=6, 2,=9, a,=T7, 0
a, =6, a;—=9, a,=b, a,=9, 0 a,=8, a,=8, a,=6, a,—=b, ovveroa, =8, a,=5,
a,=6, a,=8 non ssistono interi @,< 10 pei quali sia soddisfutta la con-
dizione 4, @y By @ 4, > 2771 7: quindi nessun mumero che fermint con
quei sistemi di gnatiro sifre pud soddisfare il preblema.

g
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Con a,=6, a,=7, a,=9, a,=9 & soltanto I'intero ¢,=9 < 10, che god-
disfaceia 1a a0, a, 0,2, 2. > 27777,

Per tottl i restanti sistemi di valori il prodoite 4 a,a, a4, a, a, &
mulfiplo di 32; e dividendo per 32 i due membri della (I) risulta.

a,
2

1 1000 a, + 100 a2, + 10a, + a,

(10) =

= intero;
e quindi con a,=38, a,=6, 2,=9, a,=9 dovrda 1'intero a,<C 10 esuere
impari; e perchd sia @, ¢,a,a,a, >27777 dovra essere a,=Y,
Par la (10) con #,=6, a,=9, 2,—=8, 2,=8, l'inlero ¢, deve essere paris
ma non vi @ infero pari q,.<{10, pel qnale sia g, a,a,a,a, >27777,
dangus ste.
Con a,=8, ,=8, a;,=8, a,=7, per la (10) I'a, <710 deve essere im-
pari, & per la @, g, a,a,a.>>27777 non 81 polra avere che «. =9,
Con g,=38, a,=8, a,=8, 4,=9 per la (10) 1’a, <10 dovrd essers pari,
o parchd sia a, a, ¢, 2, ¢, >2777 7, non si potrd avere che a_=8.
Onde risssumendo, se vi sono interi, con pin di eingus cifre, tali che
siano nguali al guadrupleo del prodotto delle loro eiire, dovranno termi-
nare con uup di gunesti sistemi
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(11) fa,=6, 8,=1, 2,=9, 0,=9, a,.=9; a,=8, a,=6,a,=9, a,=9, a,=9 e
lEI:S! ﬂ:|=B| a,=8, a,=7, ﬂszg; a,=8, a,=8, 1, =05, ﬂe:g: a,=8. e
Col metodo solito 81 fa vedere che non vi sono numeri econ sei cifre e
che soddisfaceiano 11 problema, =
6. Vi sono mamer: con piu di sai cifre che lo rendano soddisfacto?
CUon a,==0, a,=7, a;,=9, a,=9, #,=9 non esisie nn intsro a,<<10, pel ?
quale sia g, a,a,a, a, &, > 2777 77, dangue ece. =
Pai sisteml restanti 4 a, a, a, a, a, & divigibile per 64, s quindi diviso .
il primo membro della (1) per 64 resta f;
a, , 10a, + 10°a, + 10%a, + 10a, + a, . e
(12) = : e . ! = intero; E=
2 b4 =
per sui con a,=8, a,=6, a,=9, a,=Y, a.=9, deve 'q,<<10 essera pari, =
8 quindi il selo valore ammissibile di «,, pel quale & abbia 3
a,a, @, a,a,a, >277777, & a,=8 i
Con a,=8, 2,=8, a,=8, a,=7, a,=9 per la (10) 2,<<10 dovri essere o
impari @ por la eondizione @, 2, @, a, a, 4, > 277 77 7 dovrl egssre a,=9. e
: : A
Uon a,=8, z.=R8, a,=8, ¢,=9, 2.—=8 allo sfesso wmodo 31 vads che ==
dovra essere a,=9. e
Riepilogando risnlta che, ss vi sono interi con pid di sei eifre ohe. -
soddisfaceiano i1 problema, la loro ultime sel saranno
-‘,II:B, HE=E, ﬂ$=9, ﬂ4=9, ﬂﬁ=91 &E=B :;
e,—8, a,=8, q,=8, a,=7, a,=9, a,=9 S
¢, =8, 3,—8, a,=R, a,=9, a,=8, a,—=9 s
-
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Nel modo consueto si vade pol che non vi sono numeri di seite pifre
ohe soddisfacciano il problema. ' |

7. Ve ne sono di guelh con pii. di sette che lo rendano soddisfatto?

Per il primo & pel secondo sigiema non egista un a,, tale che sia
3,0,0,0,8,0,8, > 2777777 duangue ece.

Clol terzo sistema nmon vi & che z,=9, che essendo intero 8 << 10 sod-
disfaceia la a,a,a,0,0,0a,>2077777: & quindi & impossibile che un nu-
mero soddisfaceia il problema, se ls sume ultime getts cifre mon sono
a,=8, a,=8, a,=8, a,=9, a,=8, ag="9, a,=%

Si scorze col metodo congmeto che mon vi possono essere numerl di
otbo vifre che lo soddisfaceiano, come pure noL egigtendo nn a,<<10 pel
gqnale s1a aluﬂnnuiaiasa,ﬂﬂ}27777‘??7, non potranno psistere numerl con
pitt di otto eifre ehe lo rendano soddisfatto; pereid 884 & la sols golu-

zione dal problema.
. M. Piroma.

L\ RISOLUZIONE DRULE DISEQUAZIONI DI SECONDO GRADD

e delle disequazioni bignadratiche (*) a coefficienti reali

il

Limitl delle soluzioni reali. {*)

|. Una disequazions a coefficienti reali
o) <V

& apddisfatta dn tuttl 1 valori reali della » che non spddisfano né la

digequeazions

f(z) >0,

flz)=10;

nd 'aquazione

(M) Intendigmo per lisequazioni hiquadracichs 1o disequaziond di guarto grado, che mancinoe della

potenze dispuri dells wariabilo.
(") Abbiamo crodulo epporinno taner diseiunty 1n riceren dei limm@ dslle soluzioni reall dn guelin

dei limiti dolle soluzioni complesse el jmmaesinaria, bastande per la primn le nozioni di alzebra ele-

mentars.
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@ q_:.uud1 Eupnrﬂuu. ogni ricerca relativa al limiti dei yalori reali, che
soddisfano mna deile anzidette disequawzioni, quando tale ricerca sia ﬂtata
gyaurila per l'altra.
Supporremo, in ¢id che segue, che il coefficiente della massima po-
tonza della wvarialile sia, in ogni disequazione, ngunle all’unith positiva.
9. Disequazioni di seconds grads. (') — Sia la disequazione

@t 4 pw + q > 0,
e siano », ed @, le radici dell'equazione
n* + po +q = .

Suppnnandu dapprima che le Eaddet.ta radiel siano reali, e ohe, in
tale ipotesi, sia @z, > a,, daila dlsaqnazmna pracadenie, posta sotto la

forma
(@ — &) (7 — &,) >0,
¢i deduoe dover assere
»>ax,, oppure 2 <,

Nel easo particolara che #, ed x, siano reali ed uguali, la disequa-
sione & manifestamente soddisfaita da qualupque valors reale s1 attri-
buisea alla @, all'infuori del valore @ = 2, = &,.

Quando le radiei dell’equazione non siano rveali, 1l primo membra
della. dissquazione, posta sotto la forma |

4 )0

& cogiituite dalla somma di due quantita positive, la prima per sua va-
tura, la seconda per ipotesi; guindi la diseguazione & soddisiatta per

qualungue valore reals della .
3. Discguazioni biguadratiehe. — Sia la disequazione

ot 3 jﬂlﬂ}'?' + g > {0,
¥ " {2 ¥ -
e siano @,, @, — &, — #, l8 radiei dell’equaszione

o+ prt + g =

Suppouendo i primo luogo che tali radio: siauo roall, la disequaziane
in esame 8i potrd porre sotto la forma

(m‘:ﬂlj(m“m;j{m +£‘:){$+5‘7;]}D

ed affinché quests disequazione sia soddisiatta, dovranno darsi alla »
tali valori da rendere 1 fabtori del primo membro o tuttt guattro positivi,
o tutti quattro negativi, o due positivi e due negativi. Quindi, se suppo-

("1 A rendera completa in taorin cho veniame espenende, riportiamoe in questo parageafo la con-
suets risoliogone iy someri veall di Bali disequaziynt.
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niamo che @, ed @, siano le radici positive, © che inoltre sia x, = L.
. s .

=%

dovra essere
&>, oppure T < — 3, oppure — % < @ <L Wy

Vale o dire che la & pud assamers qualunque valore, che non sia neé
pguale ad una dalle radiei dell’squazione, né compreso fra le radiel po~
sitive o fra le radicl negative.

Nel onso particolare in eul sia @, = ¥y,
i valorl & = I a7,

Supponiamo 10 seondo lnogo che due gole radici @, € — % 214n0
veali, ¢ che =, sia la positiva ; allora 1a disequazione si potra porre sotto

gono da agsludersi soltanio

la forma
(z — ) (@ + @) H>0,

ove H rappresenfa un fattore di secondo grado in =, tale che 18 radiel

dell’equazione H = U nou cono reali. In base a guanto precedentements
si disse, il fattore H & positivo per qualungue valove reale della @, ed
Jfinchs la disegnazione sia soddisfatta, dovrd esserse

@ > a,, oppare &< — ¥y

Supponiamo -da altimo che nessuna delle radiet dell’equazioue sia
reale ; cid pud avyenire o perche, p° < 4q, o perche, asgendn pt > 24,
si ha p=>>08 ¢>0. Nel primo caso, ponendo la disequazione S0%L0 la

forma

(1:" —1—%) +(Q—%)}Ur

& chiaro che 1l primo membro, rigultando dalla somma di doe quantita
. & POSLEVO;

positive, la prima per Sud natura e la seconda per ipates:
nel secondo easo 1l primo membro a* + p2' + ¢ gssenda p e g quantita
positive per ipotesi, & coll maggior evidenza Pur sempre posibivo. Aduu-
que nell'un caso @ selltaltro la disequazione & soddisfatta da qualungue

valore reale si attribuisee atla @

11.

Limiti delle soluzioni complesse gd immaginarie.

4. Converremo che per soluzioni somplesse di nna digaquaziona (@) >V
o flay<0 st debbano iutendere que valori complessi che rendano f(2)

sumero reale e rigpettivamente positivo o megativo.
Non vale nella ricerca doi limiti delle soluzioni cowmplesse ed -

njaginaria quanto si disse al primo paragraio, potendo uD dato numerao
gomplesse od immaginario rendere complessa la

flr) e quindi noD sod-

..:-.EﬁEi.:i{ﬂw

HE

ST AT TR T

i o e A L ﬂﬁﬁm@
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disfare alcuna delle ralazioni B

g e
Rt Lg

= —

——
i

.....

flz) >0, fAx)=0, Flx) < 0. e

5, Osserveremo purs in generale che una diseguazione s cosfficienti -

reali 2
! } -ﬁ?
f{fﬂ:l N Ul :“i
al pari di aps equazions, se & soddisfatta da un numers complesso e
Ty =&+ B, = :
S r
to & purs dal suo coniugato S5
Ty = g — Bi. Ma,.. W
Infatti, se il valore 2, soddisfa I'anzidetta disequazione, & quanto dire =
che esso soddisfa una determinata squazions 2 :
In cul 4 rappresenta una quantita reals, positiva s indipendente dalla e
ma tale eguazions ammetie pare la radice couingata @, e quindi =z, & = :
pure soluzions della disegquazions anddatta. e
b. Disequasioni di secondo grado, — Affiuch® un numero complesso Mm =
%49 soddisfi la disequazione =
2t + pa + ¢ > 0, =
dovrad aversi e ;
(o + B+ p(z+ B+ g >0, i
08813 '
o +2a% — {4 po+ pli + g >0, i i
e gnindi i i
(28 + pp —0
L@ — Bt + pat >0, =
Dalie equazione del sistema. dividendone tutti 1 termini per [, chs non 5&% :
- # . W a -153-; o
puo essers nulla psr ipotesi, si ricava e
D
o — == =1 SR
e la disequazione del sistema, sostitnendo ad z tale valore, diviene - :
e :‘
pE ._E:I.%:?m .
P+ 5 — <0 =
- . =
dungue la dissquazione .
i
@ 4 pr g >0 e
¢ goddisfatta da $ntil 1 numari complessi o fi, che si ottengono dando - RS
- ! p .y - oy i :"-:E:
ail ¢ i1l valora — 5 © a § uno qualungns dei valori reali she soddisfano e
PR
o

. p L
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jia disaqunaziono
3
8* -+ %— — q < 0.

¥ opporiune notars cha la dizequazione in 6saiis potra qnindl esssye
aoddisfatta da nn nnmaro immaginario, solo guando gia p =0} ad allora

il eoefficiente reale f della dovirh soddisfare la disequazione
B2 —g<O.
7. Analogamente la disequazione
o px+g<V
b soddisfatta da tutti i numer complessi o + fi che si ottengono dando

ad o il valore —%—a a B uno gualunque dei valori reali, che soddistano

la diseguazione

]

g+ 5 —¢>0.

Noteremo pure che la dissguazione iu esame potrd guindi essere sod-
disfatta da uwn nnmero immaginario, s0lo quando gin p =03 ed allora il
coofficients veale [ della i dovra soddisfare la disequazione

g* —g >0

8. Disequaziont biguadratiche. — Quando un'eguazione biquadratica
ammetto dos sole radici reali, le altre dus, dovendo essers afl mn fempo
coningate nonché nguab e di segno contrario, non SATAnAo complesse ma
inmaginario; guando non ammette aleuna radice reale, per la suesposta
ragione, le radici saranno © tntte immaginarie, o tutte cowplesse e pre-
sigamente della forma

IE"?"BI:]- —Eﬂ-—?ﬁ, D‘.——ﬁi, '__H"_I_BE-

Ne consegue, tennfo presente quanto superiormente gi disse, che, se
noa equazivus od una ligequazione higuadratica ammeiie per soluzione
ano fualungue del guatiro pnmeri pracedenti, 1i ammsite gutil guattro.

9. Prondiamo ora 1n esame {n disequazlons

2t 4 pat + g >0

Qpgtitnendo ad @ il numero o + Bi, s1 ba

(:x+{3f)‘+p(m+tii)'+ g >0,

pssia
2t + Bl — 6B — 4B% + R + pat 4+ 2pafi — PR + ¢ >0
quindi doyra s&8sere

[ 42°8 — 4afi® + 2pp =0
| ot — 6B + B + pe’ — pB? + ¢ > 0.
Dividendo tukti i termini dell’egnazione del sisiema per 2 » por B, che
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. non pud essere nulla per ipotesi, e ponendavi z a fattor comune, essa
diviens
(22t — 28 + p) = 0,

ad il sistema precedente si pud quindi scindere nei due sistenn

g=10 l’m’:ﬁ!—%
ml_6m£ﬁ1+ﬁd_’_ﬂm1_zjﬁ!+q}0 lﬂﬂl‘—ﬁﬂ.ﬁ[ﬂg +ﬁl+})m!_pﬁ?+q}{].

Se poi nclla discquazione di ciaseun sistema si sostituisce ad ¢ il valore

dato dalla corrispondente equazions, i due sistemi divengono

o =1 _jf=ﬁ“f%

B —pft 4+ ¢>0 | (48 —p)» —4g<0.
Emerga dal primo sistema chs Iz disequazione
-ﬂ?l _I_ pm'i _I_ 7 ~ 1)

ammette per soluzioni immaginarie tnttr i numeri i che s1 oftengono,
dando a [§ uno qualunque dei valori reali; che soddisfane la disequazions

Bt —pp* + 9> 0;
dal secondo sistema che la disequazione in esawme ammette per soluzioni

complesse tubti i numeri o + [, che si ottengono dando a f§ une qua-
lungue dei valori reali vhe soddisfano la disequazione

(4[32 T :‘JF T 4‘? < 01

purche si abbia §#* > %, e dando ad z I'uno o l'alivo dei due valor che
corrispondentemente si ricavano dall’equazione

e

[}, Analogamente la disegquazione
et + prt + ¢g<<0
¢ soddisfatta da tutti i numeri immaginari §i, in cul [ sia soluzions reale
della disequazione
p* = +¢ <0
Ed & soddisfatba inoltre da tutti i numeri complessi & -+ [i, in oul f§ sia
soluzione reale della disequazions

(4p* —p)* —4¢ >0,

¢ tale da avara §8° }—g; sorrispondentemente si hanno per « i due valori

dati dall’equazicne

Y2
EE____BE _.E..

)., FeELLINI.

-t & =
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SOLUZION DBLLE QUESTION _3'!81 My

—

_ i 1 .
218%, In un iriangolo sferico, seeonda cfte sen’ 5 2 d uyuals maggiore o mEnare

=i e . . . :
di sen” - h + sen” - ¢ aiiche 2 sgrd rispettivamints wguale maggiore 0 MRoOre di

i i

B+ ¢ inpersantents.
L. BosL

Qplazione di Francesco Barbagallo alutino del B. Ist. Tecnico di Catanma.

Sapendo che (Fodhunter trig. sferica arb. 49)

S cos g cos{n —0o) ‘l—b— sos 7 cos(s—10)
gen' — 4 =— — BN S
2 gen p sen Y 2 sen « sen Y
| a0sacos (39—
gen” — 6= y
2 sen o sen {
T o

ge sen” o = sen® 5 b+ sen” — €,

s == 2 7

si ha
c0sGeos(s — %) Emsimsiﬂ* i) cosocos(e—B)

sep fseny > Sen « sen 7y sen « 5en p

e siccomo €oso 8 negativo, dividendo per ¢osd, riducendo allo stesso denomina-

tore ¢ moltiplicando per sed o« sen Bseny, si ha

cos (o — o) sen & = eos (c—B)6eu b+ eos{oc—7)senty,

gLoé

cosogenlz 4-2senc aen® o~ €0S G 86N 21 Zsend gen® i - cos gsen 2¢--2 gén 7 sen’y,

coga(sen2 u—sen? fi—sen 2v¢) = 2sens (gen” A-}-sen™— sen” o,

sen ﬂ'(ﬂﬁsﬂﬂ—ﬂ-ﬂﬂgﬁ—'ﬂﬂEﬂT + 1),

AVII AVI

n L o

(sen O 008 X B-——msuseuﬂﬁ)——(&auu sos 2 & — cos o 861 2 &) Zsauﬁ —

—(sen @ cos 27 — ©0& csen 2 7),

sen (o — 2 p} — sen {E*—Eﬂﬁ}ﬁﬁﬂ“—‘ﬁﬂﬂ{ﬁ—‘gﬂi

| A

sos (5 — & — E) sen (@ — B) Enus(a~ﬂ sen ¥,

cos (m +BF_T) setl iﬂrﬁ)%ﬂﬂ (E_i-ﬁ#'r) gen

-ﬂ =

—

] o " o
P - {.}HEH | : ' = § i



Fan )
-_c'ga-c'

P
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— S e - -l a
= E s e ey e
. P i .. o
ot it s
R
L L LI
! . ¥ 5 s
L e
= v [t
o e b
3 s
L
-

i o+ B—v . . . . : . e : :
ovvero, poiché E { & minore di 80", epperd il suo cossuo & positivo, 8i ha:
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sen (% — ) = sen v, : =

cive - i
sen (=—f) —sen 7T Z 0, _ :z*

'llnﬂ:dﬂ' s

Y — S e
il ol B-EEIIT-E_E' Ellr""“:-L":'F;, —

2 ¥ =

|-'\I-'\-i‘c
L

2 o=

= —
2

; o : S ek :
& siecome < GO0°, epperd il suo eoseno @ positive e diverso da zéro, deve

éggség.é& ;

essere

i
i

i el
it

Bt
EanT'.B < 1)

= >

i | :
d’onde, esssendo ¥ E < 90°, si ha = ]
-

__.:;EU: i
Y 4+ P = ,

cioe e

T T

) Er b el 1

='| E'\-':'Il
i

-

Yra

‘? =

U D a2
8 - " —

— i

i'onde

Ve
prl-t.e. s
" B
cIpe s
PR
A
s
e
g
o

e
SelL @ 08 B—ﬂuamsenﬂ-f_ seny;

T,

e sapendo che

cos ¢ — co8 b cos ¢ cosh—cosveose i :
oLs « , Gos = , = :

sen hsen o 881 @ Sen ¢

&
1ot

M M M
sen ¢ = , Ben | = 5aIl T — :

H
s5en b sSen ¢ gen ¢ Sen ¢’ sen @ sen b

dove

]
5
i

.3' [ ]

M= V1 —cos’a—cos*h— cos” ¢+ 2eosacos boos ¢,

:

st ha

i

R

M (cosh —gospeose) M (eosa-—eos beose) = M iR

: s b
sen a sen b sen” o 56 a sen b sen’ ¢ <~ sen asen b =

donde

(cos & — cus o) (I <+ eos ) -:{:" sen” ¢,

¢oad —cose—1 —cose,
=
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i

sel E—(u 4+ B}

sBn" == sen”

e

sen” 1
=

S —
—

a — sel’

aqg*, In un friangulo sferico,

di cos’ —f.{-

di b + o3 e Inpersamente.

3+ GDE,—}ET;

Soluzl

8 - 180" sard yispettivamente ugh

one di Francesto Barbagallo alunuo

ondo che (Todhunter trig. sfer.

i
o 6

Z

Ben %— (e —
.3

2

i

2

—

- b) _5 gen’
<.
)

= r::.

bg n*
58 >

<
h L sen”

$|‘J

L=

<
0. V. D.

¢ . :
secondo che oS’ 5% 2 uguale maggiors 0 MINOTE

ale, minoie 9 maggiotre

1.. Bosr.

del R. Ist. 'Teenico di Catania.

ark, 49)
sen s sen (8 —¢)

sen ¢ sen b

& |

aen s san (s —b)

1
, 008 5 T—
sen @ sen ¢ =

sep & sen (8 — &)
sen ¢ sen b

1

aegn a 580 ¢

_:;_sen (8 — b) sen h + sen (s — ¢} sen ¢,

n2h —2cos8 sanh -+ sen @ sen Ze —
— 2 pos & sen” &,

> D gos § (sen®az — san® b — g8n® ¢),

<

> pos 8 (cos 2b 4 o0 2 — pos 2a — 1),

m—

_ {cos s cos 2b + sen S sen 2b) f": (cos ¢ cod Ze

+ gen 8 88N 2¢) — @03 8,

cos (8§ — 2g) — COS&,

AV

———

@ — b) sen (¢ — b) zaan (g — c) sen 2,

5§ sen (2 —9) gsen L

a 4+ b —c)seng,

o

= zen ¢,

<

sen (b — @)

=ap

| seng sen{s— i
cos® == sen ) g~ f=
2 san b geh ¢ 2
- | i_ X . .
ap cost— &~ COS 73 B4 cos’7 T, Bl ha
2 < 2 2
s6n ¢ sen (5 — n) <5 sem s 36m (s — b)
gen bsen ¢ <_
genl(s — m) sen @
<
sey 3 Seu 2a — 2 €08 8§ sen® @~ sen s se
<7
sen & (sen 2a — EeN 2h — 3en 2¢)
n b+ §
(Gos & co8 2¢ 1 sen & sen 2a)
cos (s — 2a) — €08 (s — 2b)
gen (5 —
s&n E s — (§ —
£108

sent (b — @) — Ser cz": 0,
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EEDE;];—[_b+ﬂ—ﬂ:] Bﬂn_ij(ﬂ—}—ﬂ—iijéu,

!
2
zére, deve essere

g siccome U} < —(a + ¢ — &) < 20°, eppard il swo seno & positive e diverso da

cﬂEé(&{—t—nj?ﬂ,

s
cioa -
Cag —i Prt+a—b—c) -~ 0.
&= <
per cui, EEEEB{IH%{QE L a— b —¢) <%, deve essere

—
ik

2n+a—b—¢

VA

clog

——

T4+ a<biec

P y
el =
R

et
t‘-.-'\..-\.'\.li-'ﬂlﬂ.i'\.t-\..-g
R e

C. V. D.

Similmente, s T -1—1';:;1* + e, clog %% + ¢ — ﬁ—gz‘z T,

L
S

o

o
5
e

Sara - e
enaE{Eﬁ—[—ﬂ—b-—c]:{}u,
e quindi
1 1 e
_ Eﬂuﬁgw—l—ﬂ—ﬂ}ﬁﬁﬂgfﬂ—I—E—-bJZﬂ;
da ocul

sen ¢ — sen (b — «),
o

o T

—

gen ¢ — sen b cos @ — cos b sen @}

e sapendo che

eos o + cos [| vos vy os § + cos w cos Y

e a= ¢en § sen v | sen & sen Yy ’
= sen b = 2 san ¢ =i
SeR A= enpeseny’ sen @ sen | sen « sen p
dove
N =Y —coso eos (¢ — &) cos (o — B) cos (6 — 7).
g lha
ON ?21'1 (cos @+ cos fcosy) 2N (cor [ 4- cos & cosy)
20l & sen f = gsen & sen p sen® y sen « sen f sen” Y
da ocut

gen® y E (nuu & — cos fi) (i — COS T,

1 cos Sunﬂm-—uﬂsﬁ.
T T{

—
—

auﬂ*%jﬂz aen-;g{m + B mn% (f — o),




PERIODICO DI MATEMATICA. 31

1 = ° i
os? — v — sen'— B —sen” - @&
cod? 7 SR R8O
.Ej‘ o 1 21
coB -E—T-',BGE gu&—cns Eﬁ’
i , =y i
- S o g
cos’ + cos” B':E 008" 5 %.

3. V.. D.

——— i e ——

OUISTIONT PROPOSTE

327. Qualungue numere, tranne 9 e 5 ed iloro multipli, & un divi-
sore d'up numero formato da cifre tutte uguali a 9.

328. Ogni frazione irpiducibile che ha per denominatore &, ridatta
in decimale, genera una frazione decimale periodica che ha per pe-
riodo un numero di 3=-* cifve.

499 Se una frazione irriducibile, che ha per denominatore il nu~
mero primo p diverso da .3, ridotta in decimali genera una frazione
periodica, il cmi periodo contiene p’ cifre, ogni altra frazione ordi-
naria irviduethile che ha per denominatore p®, ridotta in decimall
produrrd una frazione periodica il cul periodo conterra p'. p=-t cifre.

930. Se una frazione irriducibile ha per denominatore un prodotio di
pii fattori primip, g, y... diversi da 2 e da b, e le frazioni }‘%, % i— o
ridotte in deeimali producono periodi di 2,41 cifre rispettiva-
mente, la data frazione ridotta in decimali produrra un periodo di
a1 cifre, essendo m il minimo multiplo comune di g, Q¥ e

331, Se % & una frazione irriducibile in eui b=3%.p" P2 SR
9, @y ¥y --s SONO pumeri primi different da 2 e da 5, indicando con
P Q¥ qaee rigpettivamente 1 numeri delle cifre dei periodi delle frazioni

T S, i i . & . : .
decimali equivalenti ad R la frazione - ridotta in decimali
produrra un periodo di & cifre, essendo % il minimo multiplo comune
dei numeri 3™, p’, e qﬁ'_l, R L

BonoLis.

(*} Lo quistion sontressegnate con un asterisce sono proposte agh sludenti delle scuole 8s-
comdnrie; le altra a tnttd gl studios] mdist ntanente.

I‘1 j o AT M R R
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332*. Dat1 cingue punti in un piano o nello spazio, tali che tre di
essi non sieno in linea retta, s1 possono formare con essi 10 trangols.
I dieci seementi, che congiungono il baricentro di ciascuno di guesti
triangoli col punto medio del segmento individuato dagli altri due,
passano tuttl per un punfo.

333*. Con sei punti daii nello spazio, in modo che quattro di essi
non sieno in un piano, si possono formare quindici ferne di segmenti
aventi per estremi i sei punti dati. I quindiel piani individuati dar punfa
di mezzo delle quindici terne di segmenti passano per un punto. Per
questo punto passano anche le refte che congiungono 1 baricentr: da
ciascuna coppia di triangoli che si pessono formare col se1 punii data.

334*, Uon sette punti dati nello spazio, in modo che quatiro non
sieno in un piano, si possono formare 35 tetraedri. Le reife che congiun-
gono il baricentro di uno di questi tetraedri col baricentro del triangolo
determinato dagli altri tre punti dabi, passano tutie per umo stesso
punto.

335*. Con 8 punti dati nello spazio, in modo che guaitro di essi non
sieno in un piano, si possono formare 35 coppie di tetraedn. Le relle
che conginngone i baricentri di ciascuna coppia di tetraedr: passano
per un punto. (‘) =

LAzzrri.

336. Di un guadrilatero piano qualungue ABCUD s1 conoscono gh
angoli interni A e D, il lato AB=gq, eil rapporto BC: AD =k; e inoltre
si sa che AB = CD. 5i considerino su AD e su UB rispetiivamenie
due punti mobili U e V, tali che sia sempre DU:CV = k. Determinave
11 valere minimo del segmento UYV.

(y, Prson.

337%*. Dati due corpi di forma sferica e di peso P, P’, determinare la
velazione fra » e 9" (pesi specifici), perchsg, essendo P = o', il corpo
di peso P" cadendo nell’aria asquisfi una velociia costante maggiore
di gquella ehe aequisterebbe i1 corpo di peso P’, ammettendo che la
resistenza dell’aria sia proporzionale al quadrato della velocith.

F. BARBAGALLO.

(') N. B, Le quistioni 332°, 232°, 844", 885° devono ecssers risolute indipendontemonte dalls teorin
ilelle proporziont o dellzguivalenza e da vonsiderazioni di meseanien.

iouie Lazzert — Divaliore responsabile.

Finito 41 stampave il 16 Gennelo 18047,




S0PRA CERTI DETERMINANTI

s cui elementi sono funzioni trigonometriche

(Estratto di una Istiern del Prof. G. Lomra al Direttore).

flla ricorda certamente la seguente identita

| cose senc 1
cos B sen g 1= 4 sen
cosy seny |1

che (a tacer d'altri) & viferita cdal Mansion nel suo ben noto libretio
sopra i determinanii. Forse Le sark pur nota I'altra relazione

B I8 & B
5— SB0 Sen ——5—

el -

sep o CUSo  Sen 2z
senfp cosp senZj
seny CosY senzy

= 4 sen L ; L senT E % sen < ; B[BBH(B + )+ sen(y+a)+ senfz + B)l,

ohe & dimostrata nel Vol. V1 (p. 88) di Mathésis. Ora, aleune ricerche
esomebriche che mi occupand da vario tempo, mi condussero a stabi-
lie le segnenti relaziomi analoghe 8 quelle surriferite:

cosz tga 1
cosB fgfh 1
cosy tgy 1
B—y y—e  o—B

|

dsen—5— 60— Sell — g
- = » = ‘ : 08 T
cose cos B cosY [cos(p ] )+ cos(y +a}+eos(e+Bl—1;
cns2e sena 1 dy  y—a_ o—B _ BET ks b

2 — 2=l — ;
cos28 senf 1| =1b6sen— sen-— —sen—g 605y eos 5 CO8 5 ¢
sos2y seny 1

cose senZa 1

cos§ sen 2P 1

cosy senZy 1
- - —§

— :JcsﬂﬂB 5 ¥ seuT 5) % sen = 5 [cose+ cosfl -+ cosy — cos(a + 6+ v11.

ot

I
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la dimostrazione delle quali puo fornire un otfimo esercizio aj giaovani
lettori del Periodico da Lei direlito. Tutke gueste relazioni, eccettuata

PEBIODICO DI MATEMATICA.

la seconda, danno il valere di determinanti del seguente tipo:

SETL 8,0, , SEN M0, o - ..y SET M %y, COS M@y - - .. COS M. &,
{.-5.) S@r 9, oL, Sen ui%,, .- .., 3S€H e oy GOS g1y, -+ - -, COS My Oy

........ 1-----1*-1 - @ 1*---"1'1'--#--!----*1 - B ® B @ ® @& m = § 'T

SEIL I, Cln s SN Wiyl y « <« <y SN Gny COSMEgalln 4 « - o vy COS Hin
GVE N8y .- - -« 7, SONO Mumeri inter, 1no del quali (a pactire da miy, )

puo essere nulle. Il ealeolo di tale deferminante presenta qualche dif-
fieoila, e pud essere necessario In molte cirenstanze. Quando fosse
ehhero assegnare 1 valom degli analoght determinanti

eseguito, =1 polk
del tipo seguente:

| sen™ie,, ..... Senc e, , COS®k Tig,, ..., COS™a o,
SETMIg, . .. ... SENDE 22, , COS™k Tla., ..., COSMe @,

(B) . S N .
SEN™, Gin 4+ .-y SO 2, . eoste Thg, . ..., COS™n gy

Ma & ancor (dublio se invece non convenga ridurre 1l caleolo dei
determinanti dal tipo (A) a quello dei determinanti del tipo (B). Co-
munque. Hlla vede che siawo qui dinnanzi ad una minicra di questioni
piene d'interesse per l'analisia e pel geometra, e sulle quali bramerer
che 10lla fissasse 1'attenzione dei nostri colleghi, affinché, se non altro,
arricchissero di qualehe nuovo numero il eatalogo dei casi speciall in
cui esse sono risolte. Che tali quistioni formine un campo tuttora ine-
splorafo, sembra visultare dall’esame dell’eccellente Manuale del Pascal

su la teoria e le applicazioni del determinanti, recentemente pubblicato

dall Haoepli.

SULLA DEFINIZIONE DI INFINITO

Il prot. Bettazzi, uel suo pregevole lavero Fondamenti per una leoria
generale dei gruppt 1MSerito nel vel. XI del Periodico, a pag. 82, mi Ia
Uonore @i citare 1 miel Rlemenft di aritmetica © alogebra, ecombatiendo
la definizione di sistewma infnito in essi coptenuta e cosl concapita.
« i sistema si dird infinito se, dopo aver pensato piu cose del sigtema,
gia, sempre possibile pensarne alkre ancora ». Sembrandowi le sue ceu-
sure ingiustificate, oredo mio dovere e mio dirvitto il rispondergli.

Egli dice prima che il prof. Burali-Forti matte in mostra aleune 1m-
perfezioni del mio hibro che rendone ilivsoria quella definizions. ILi’ob-
biezionae dal prof. Burali-Forti consiste nel dirs che io ehiamo infinifo
sid che & infinito e finito eibé che & finito; @ per provare come cl0 non
sia vero, besta Uesempio del gruppo del punti contennti in un segmento,
il quale pud dirsi finito perche ha fine da una handa e dall’altra, mentre
per la mia definizione & infinito.
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11 prof. Bettazal aggiunge poi che 1a mia definizions & assorda, ove
non si completi la frase dicendo « dopo aver pensato piit cose del sistema
costilfuenfi un gruppo fanito . Ora questo complemento, che, come egli
dice, darebbe origine & un eireolo vizioso, & affatto superfluo, poiche la
Jefinizione stabilisee come condizions sufficiente, non necessaria, affinche
il grappo sia fimto, ] fatto ¢he le cose siguo pensate. E invero 1o non
avevo precedentomente amimessd la. possibilitd d1 pensare tutte le oose di
an sistema, e Wil 81'a percio lecito parlare di sigtemi, i cui individui non
gi potessero huttl peusare, come ho fatto: mi par dungus strano che agli
Jica « potendosi per pit cose (pensate) prendere tutte quelle del gruppo,
oltre le fquali non ve ne s010 altre », una volta che 1o, per il gruppo
in quistione, avevo legittimamente gtabilito il contrario.

Draltronde 1'esistenza di gruppl - finiti seconda la mia definizione 81
pua dimostrare collo Stesso asempic di Bolzeno 6 Dedekind, riporiato dal
Prof. Bettazzi a pag. 87 del sitato lavore ; poiché dopo aver peusato pitL entbi,
cieno essi materiali, o pensierl egsi stessi, rimangono Semprs & pensare
le loro immagini nella nostra mente.

(3. Biast.

- _—'-.g..‘_

T, POSTULATO DELL EQUIVALENZA

| Tabreve nota del mio egregia collega ed amico Giudice, pubbli-
eata nel 10 fascieolo del Bollettino dell’ associazione Mathesis, sembra
che risolva U importante quistione d1 dimostrare il postulato dell’equi-
calenza per ung via assal pitt facile e sollecita di quelle proposte In

precedenza, ammesso perd che si possa qccettare senza discussione
lg, definizione cliegli da di grandezze finite ed infinite.

Su questa definizione, € sulle considerazioni relative ad essa [atte
JajFalfro mio amico @ collega. Sforza (Bollettina di Mathesis n. 2) ni
permetfo di fare aleune modeste osservazioni, allo scopo d mvogliare

i professori delle senole secondarie ad applicarsi allo studio di questo
argomento interessantissimo, per sisolverlo di comune accordo i
modo defimbivo e completamente soddisfacente.

9 Tl Prof. Giudice sbabilisce 1 definizione di finito e infinito nel
nodo seguente: © Direino che una grandezza & finila, se now & possibila
togliere una prima parte, indi una seconda che sia equale alla primd,
poi unae terza che sia eguale alla prana, ¢ cosd via indefinitamente: s¢
invece sia possibile allora divemo che la grandezaa & infinid: o

Premessa questa definiziene 1 Prof. Giudice dimostra. la propo-
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sizione comunemente ammessa come postulato per la teoria dell’equiva-
lenza, ciob * se una grandezse A 2 scomposta in parti, non ¢ possgibile
traseurando aleune di queste parti ricomporre le allre in modo de rico-
stituire la grandezza A stesse ,. La dimostrazione si pud riassumere

cosi. Supponiama che, trascurando una parte B di A si possa colle
altre vicostituire la grandezza A. Allora, traseurando una seconds
volta la grandezza B, si pofrk di nuovo costituire la grandezza A, e
cosl via indefinitamente, di guisa che A dovrebbe essere infinita. Salla
fimostrazione mi sembra ehe non ei sia nulla da obiettare, e da essa
apparizece che il postulato sull'equivalenza discende da quello di
Archimede: ma la definizione, sulla quale essa & basafa, ma sembra
un po troppo indeterminata e non interamente esulla, se non si
stabilisce senza ambiguitd che specie di parte si deve toglere suc-
cessivamente da nna grandezza data, per stabilive se essa & finifa o
no. B infatti per es. una striscia & secondo la definizione di Giudice
una grandezza infinita, poichd si pud da essa togliere snccessivamente
¢ infinitamente una sua parte che sin un rettangolo, ma & finitn, se si
considera che da essa si pnd logliere scrlt;}g.ntﬂ un numero finito di
volte snceessivamente un’altra striseia. N ello stesso modo l'angolo &
finito se si confronta con altri angoli; infinifo se si confronta. eon
sfriscie o puﬁgunj.

Da questi esempi chinramente apparisce che, come non & possibile
definire la grandezza, ma si posseno definire le eluss: di grandezze,
codi non si pud parlare di grandezza finifa o infinita individualnente,
ma soltanto di classi di yrondezze finite, o infinite, chiamando classl di
erandezze finite (o di 12 specie secondo 1l Bettazzi) (%) le glassl che sod-
disfano a) postulato di Avehimede, tali ciod che date due grandezze della
classe esiste sempre una multipla della minore che supera la maggiore.

(fosi, pur riconoseendo che I'acuta osservazione di Giudice @ del
massimo interesse, e che eontiene probabilmente i1 germe della dimo-
strazione semplicissima, che si dovra accettare come definitiva, pure
ritengo che per ora non si possa ritenere la guistione come esaurila,
finehd non sin ben precisata la definizione di finifo e infinito.

3. Passiamo alla nota di Sforza che si pud riassumere cosi

Premessa l'osservazione che la definizione di finito data dal Giu-
dice eoineide col postulato di Archimede, egli fa il seguente sillogismo.

{*] Berrazzi, Teorio deils grandesse, § o). FPisa 158U,
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Ogni grandezza she soddisfa i postulato di De Paolis velutio al-
P aquiralensit ¢ finita.

Il seqinento soddisfa al postulato di De Paolis (V. De Paolis, flem.
di geom. Pas. 42 n. 56).

Dungue il segniento soddisfa al postulaio di Archimede, che atneno
per 1 seqmenti dipeni@ WR teoremn.

" La forma del sillogismo a perfetla. Vediamo la sostanza.

Nen so se il mio collega ha osservaid che la dimosirazione della
premessa minore (il 3eginento soddisfa al postuleio Ji De Paolis) & ba-
sata sul postulato della possibilita d’inverfare un segmento. Dun(ue
Punica conseguenza Jogica che si pud dedurrve dal detio sillogismo, &
che il postulato di Archimede per il segmento 8 cONSEZUENZE di quello
di De Paoclis e &1 quello della possibilita di far coincidere wm S€&-
mento con se SLESsO roveseiandolo. Siccome perd il sig. (térard ha
dimostrato che I inversibilita di uo gegmento discende dal postulato di
Archimede, (¥) V1 8 in tutto gquesto un sircolo vizioso. Pinttosto da tutio
quello che © stato seritbo parrebbe 51 dovesse concludere che tre
postulaiy, quallb della inversibilita di un segmento, guello dellequiva-
lenza, quello di Archimede debbano essere raggrnppatl in nn solo, ehe
valga a caratterizzare le classi di grandezze finike.

Non se come cid s} debba, o si possa fare, ma mi pare che la cosa
non sin impossibile, e varcebbe la pena che molii se ne occupassero.

4. Oredo opportuno di aprire qui una parenfesi.

Ho adpperalo sopra la, locuzione postulato Ai De Paolis per TYpor-
tare fedelmente le parole del Prof. Sforza; ma per amnot di giustizia
devo osservare che, se si dovesse daye un TOmE alla proposizione
armai tanto discussa, guesko dovrebbe essere il mome di De Zoli, 1l
fuale Yenuncid per il primo fno dal 1881 & col suoi pregevoll opu-
scoli sull equaglianza del poligoni ¢ dei poliedri mise le fondamenta di
questa. importante parte della geumetria elementare. [nfatti & pag. 12
della prefazione ai Principt sull' equaglionza dei puligons stampati
nel 1881 (menire la geometria del e Paolis i stampata nel 1884) &
osservato che per trattare la teorin dellequivalenza @ necessario che
o ninetia esplicitamente quale assiome o si dimostiy, COME 70l PROCT-
gammo di fare, o proposizione: S W poligono e diziso in parti in un

(*t GEmARD, St Péynivulence s denx poriions As droifes, — Parjoldivo i Mmook, vol. XI, pne. a3,
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modo gualungue, non & possibile, irasewrando alcune di esseé parii, di-
sporre le rimanenti in nodo da coprire interamerite il poligono,

La dimostrazione laseia & desiderare. e sembra che lo stesso autore
ne dubitasse, poiche dice che egli ka procuralo di disnostiare la citata
praposizione e non che ha dimostrata: ma cio non toghe che egl
per primo riconoscesse che quella proposizione era il cardine della
teoria dell'equivalenza. -

5. A proposito della definizione di classi di grandezze finite ricor-
deve che il Bettazzi nella sua pregevole Leoria delle grandezze chiama
classi di 2¢ specie assaluta guelle elassi di grandezze, che si possono
scomporre in sotbodlassi ordinarie di 1* specie (separate da salfi), in
modo che qualsiasi roultiplo di una grandezza di una sottoclasse e
minore di qualsiasi grandezza della sottoclasse successiva, BEbbene le
parti di piano offrono un esempio interessanbissimeo di queste gran-
dezze. T poligoni, le striscie, gh angoli costitniscono tre softoclass: di
grandezze di 1* specie o finite, considerate separatamenic; ma prese
insieme formano una classe & 2¢ speecie assoluta; e, chiamando finifa 1
poligoni, possiamo dive che lﬂﬁﬁtl‘isﬁfﬂ formano una classe di grandez.rza
‘nfinite di 1 ordine, e gli angoli formana una classe di grandezze 1n-
finite di 2° ordine.

In simil guisa le parti di spazio si possono suddividere in quattro
sottoclassi, poliedri, prismi indefiniti, strati, diedrl e angoloidi; ogm
sottoclasse & finita o di 1% specie; ma tutle insieme formanc una classe
di 2= specie assoluta; e se chiamiamo finiti 1 poliedr, ['lﬁtI'Er'i'D:D l"lile E]lP_'.
i prismi indefiniti costituiscono una classe di grandezze inliniie d}

1* ordine; gli strati una classe di grandezze infinite 2° ordine, e 1
poliedri e gli angoloidi una classe di grandezze infinite di 3° ordine.

Osservo intanto che, se non esplicitamente, almeno mnplicitamente,

in tutti i corsi di geametria si dice che le grandezze finite 81 possa tra-
scurare in confronto delle infinite, e queste in conironto degl’infiniti di
ordine superiore, Infatti, quando si considerano due rette parallele, e
si dico che gli angoli corrispondenti sono aguali, si dice in sostanza che
ans striscia & trascurabile in confronto di un angalo. Anzi in un vecchio
libro, il trattato di geometria del Luvini, & esposta una pretesa dimo-
strazione del postulato delle parallele fatta dal sig. Bertrand basata su
questi prineipi. 1l ragionamento carfamente non regge, edﬁ & nrmail ucftu
chie il postulato delle parailele & indimostrabile: ma non si puo asserire
che esso non si possa trasformare, e far dipendere da un altro.
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‘Ora. se si potesse stamlire elemeui‘ﬂrﬂlenﬁe | concebto degl infiniti
e il posbulato che le grandezze finite O infinite sono
onto degl’ infinits degli ovdini superiori, COIE in
e che gl s finitesimi deglt grdini su-
o delle grandezze finite o infinibe-
mentall

dei vari arding,
trazeurabill in contr
aalcalo infinitesimale g1 stahilisc

periori sono trascurabili 1n confronb
e inferiore, un*:-lte-dinmstraﬁiuni di teoremi fonda

cbhero di una semplicitd sorprendente, e 1o
allele verrehbe a collegarsl con questi con-

sime di ovdin
della geomeirid diverr
stesso postulato delle par
cetti. Beco degh esempi.

a) TEOREMA. — L son
sesso & nguale @ e angali platiL.

Tufattl la somma degli angoli ssterni di un polig
cutto il piano (ossia due angoli piatii) meno il pol
sssendo finito, © trascarabile confronto di un infinik

CoOROLLATRIO. — L@ Somd degli angolt interni di un poligono di D
lati & n—2 piatti, e i particolare quella deglt angoli di wn triangolo
2 equale ad wun migolo Pretio.

b) Premessa ia dimostrazione de] {eoremas.

da una terza fanno gli angoli aorvispondents nguali, esse non g 1BCon-
tabilire 1a definizione 41 sfiiscid © semistiriseia, ed 0sser-
scia. Si deduce allora il

te da una terza, glt an-

yna degli angolt ostorni di un poligono Cow-

o110 CONVEsso forma
g0mo ABCDE, che,
o di 2° ordine.

« Qe due rette taghate

EYENO 4, 51 PUO §
vare che l'angolo @ infinito rispetto alla strl
TRORBMA. — Se due relte parallete 070G taglia
goli coniugati intertiv sono supplemendart-
Infatti la loro sormma & un angolo pratho pilt una semistriscla Tra-
searabile.
CoroLLARIQ. — Feér um pi
ad una reita dald.
Altrimenti un angolo dovrebbe essel

o nom S pud condurre che una perallele

e nguale ad uD altro angolo

he & una sua parte.
¢) TEOREMA. — La sotm ¢
wosso @ nunoere di due diedri piatti.

Infatti essa ®ugunale 2 tutfo lo spazio {oss
diminuito della somm: dell’angoloide e del sua op
quale & jello stesso ordine A'infinito dell’ intero
somma suddetta dei diedn asterni di,un angoloide
diedri piabhi.

(CoROLLARIO.
o di n faccie & compresa fran e n—2 diedri piatis.

Tei diedri gsterpd di wn angoloidé con=

ia 2 doe diedn piatti)
posto al vertiee, la
SPAzio. Percio la
& minere di due

— La somma dei diedri interni dt un angolpide cON-

vess
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Infatts, indicando con B Ip, zomma dei diedri eslerni, con 1 guella
dei diedri interni, con p un diedro piatio, si ha |

I+ B = np,
ed essendo
B << 2p,
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segue
np >1> (n—2)p.

6. Questi esempi, ed altri che si potrebbero trovare, saranmo suffi-
cienti a dimostrare I’ importanzs della (questione, e spero che invo-
glieranno altri pin abili di me ad occoparsene. Quesiione che per
concludere si pud riassumere in questi termini.

¢, ein qual modo, si possa negli elements di geometria stabilire con
assoluln esattezza per mezzo di un postulato il concetio di olassi di G an-
dezze finite ¢ infinite dei vari ordini, e fur dipendere de esso i quatiro
postulati delle parallele, della equivalenza, i Archimede, della inversibi-
litee del segmento, dell’ angolo, ece.

Tengo perd a ripetere che io propongo la quisfione, ma non pre-
tendo minimamente di risolverla. Anzi osservo che mentre & indisci-
tibile T'utilith di fondere pitn postulati in uno, di semplificare certe
dimostrazioni, mettendo in certa guisa In evidenza la causa prima di
certe verita, non & egualmente certa Uopportunita di introdurre fin dal
principio i! coneetto ¢ infinito, che & abbastanza difficile a delicato,
dato anche che si riesca a farlo con tutto il rigore desiderabile.

(. Liazzrrr,

APPENDICE

Al FONDAMENTI PER UNA TEORIA GENERALE DEI GRUPPI
o1 RODOLPO BETTAZZI

(0. Peripdico, fuse. 3,4, 5 ¢ 6 deilanno 1895)

1. Duranle 1a stampa degli ultimnm eapitoli del mio lavoro 2 comparsa negli
Atti della R. Accademia delle Scienze di Torine (anno 1896-07) ana Nota del
Prof. Buvali-Forti, ecol titolo * Le elassi Rnite -+ OElla qunale egh dimostra on
teorama da cul si pud trarre profitho per togliere nu dubbio che io avevo accen-
nato sussisiers eirea la validith di una proprieth esposta dal Dedekind.

Nei ® Fondamenti , io ho dimostrato (§ 96 Cor. 2% che & infinito (eioe, se-
condo le mie denominazioni, non finito, ossia che non s1 puo renders somplicemente
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orilinabo e limitato) ogni gruppo svilnppabile (ciod equivalente ad und gna parte
propria); ma he accesnato (§ 96 oss. 1s s Nota) che la inyersy Don @ provata
vara, non essendo prive di ohiezioni & dimostrazione datans a4l Dedekind. Hicer
qando che il Dadekind dipe fnfinito un gruppo eguivalente ad noR SUA pavte propria
(Eruppo seiluppobile seanndo il Mio \inguaggio) e finito un SYuppo che non & infintbo,
da]l mio lavoro si dednee che:

¢) i grappi che sone finiti secondo la ia defimizione sono tali apche secondo
quelle del Dedekind (§ 59 Gor. 19;

b) i ernppi che sonod infiniti nel senso dal Dedekind (aviluppahili} gono fall
anche nel senso nanto de me (§ 96 Cor. 2%);

proposizion aquivalentl fra love, delle qnali restavauo dobbie le inverse.

e vicerche del Prof. Burali-Forii porisno 2 soneladere che (ueste inverse
sussistono.

2. il Prof. Burali-Forti parte dalle definizione dei gruppi finiti ed infiniti data
da} Dedekind (V. Buyali-Forti, Noba citata, g 2. Prop. 1, 2)- Per pgni gruppo fnito G
definicee pel un ErUppy T, cha dice pruppo (olasse) aormale formiaio cogli enki
di G, colle seguenti leggi: (ivi § 3 Prop. 1) — 1° 1 suol glementl sono gruppi
qon nolli di entd di G. — 90 se un elemento di ' € di potenzs minore od uguale
+d un altro pure i 7T, il primo & pavte del secondo (10 particolare due elemanti
agnivalenii sono :dontici. o, sotto altra forma, futti gli elementl distinti di T hanno
disngual polenza) — g jn T vi & un elemento ghe consta di B sola ente di G
(dird tale slemenio 'elemento stnitario di T) — 4" per ogni elemento (3, di T che
sia diverso dall'intero STUPPO (3, esiste 1o & 0B altro olemento G+ contenente un
ente di pin, che sia distinto da tutti gli eofi 21 sontennti in G (elemento seguenbe
a Gy: o dird inoltre G, precedenic & Gp )

Por un simile ruppe ecli dimostva, fra le altre, guesie propristi:

1o che esso b fiaito (ivi § 3 Prop. U).

9s che in esso 0gni olemento, che mon Sia gueilo auitario, ha il precedente
(Prop. 10).

9o che di esso fa parie G (Prop. 11).

40 che in esso si veribes il prineipio &' induzione (Erop. 12).

50 che da ogol gruppo funito (s'intende seconido Dedekind) si pub dedarve
almeno un gruppo novmale formato sol suoi enk! (Prop. 13).

g, T facile allors ] vedere che ognl ErUPPU finito (secondo Dedekind) puo
rendarsi semplicementa srdinato e limitato.

Tufakti dal gruppoe finito 3 si dednea un groppo aormale T, che esiste Sempre,
speondo Ja Prop. 13 del Prof. Burali-Forfi ora citata: poisi ponsideri 11 groppo o
costituito dagii enti di 3, ciaseuno ded guali & o Vente she costitnises 1'elemento
unitaric di T, o l'ente che si ubtiens facendo la differensa fra clascun glemenlo
di T ed il suo pracedente.

Tale groppo coinocide con #. Ed invero:

1. Ogni ente di (& comparisse iu Ge. Poyehs se & un enie di @3, esso appariiens
4 tniti gli elemeni di T, quindi anche a quello anilario, e percid al gruppo Ge.
Je o wmon apparbiene 8 tuiti, ma manea 10 qualeuno (in tutti no, appartenendo
almeno a G che & alemento di I') non pud MAncare nel seguente di 0gni alemento
d4i-T in col manca, perchs iovrebhe, per il printipie di induzione di T, ancare
in tutii; e guindl se @ mancherd 1n D alemento Gy & nou nel sesnente Got verra
ad aporriesere a G, perche o SRS 1a differenza fra Gy © (3.

11. Ogni enta di 6 gomparisee Lo (1, una volta sola Peyche infatii se & com-
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parisee i valla come difterenza fra 1,4 e ¢ ed wn’altra eome differsuza ifva
o, tove ) & digtinlo da Ley, #llara essonds . a5 ,oedt polenzan minove 4 Iy,
sarahloe 100 Al potenza minors ald unanele o g, & quuli per la delinizine dei
grinpipo wormale sarebhe G pacte, proprin o na, i 4, 8l o1 eommpararebbe = 4
nonspalrelihe 2 essere o differenza fra 15, L o Gopor il mado son enn sq prande |,
Reguenie di 1l

Neet tule arappe Gy siopreide some enfe 5 0§ 310 di un enle % che provenss
dadla differenza frao i 0 3 quello ehe proviene dalta ditterenza dei doy elomen |
seguentt « quesb, » eome enle avigingein gnello eogtituente Pelogento unilario
de ol genppe visalla ehinramente heae ordinnle, @l o guelie Vmitalo wvendo UzS
edle thle Ll differenza fea 'elimento G ed i sno precmlente. lnulive essa o calenu
dal sue enle originavin, giaeehe sodisfa eluaramente nl pranerpe i lizane e
apdhiafa 1 Oia d (st st voleva dimos)iarce

£. 81 veile dda gquuntbo precede elie un wrnppo el & finita seeonda Dadeleing -
Hitke unelie nel soise nealo da noe. Veceio o vora lo taversa dedly o o reitiel
e 1[11-‘”.1 della i

Uoeaneeltn ot gornppo fintlo o i mbuite dan oer goer = Pandwmenti © o~
diftevenzaana dungne per o sosbanze daquad]i el Deadekind, gome prima della dim-
struzione dells Prop. 15 del Proll Borali-Poacos wen legitimae ol duliitaes v bnfpa-
duztone ¢ § 96 dei mper * Fondumenti . ed el 18§ Todells mia Naota * R
bt ed anlinine i enii

Lat demantiisivziane di geappo seiluppabile poleie quindi d'ura in ln essore STHTE
Lt P rltlttiv:l]t'lhhllu Faltrw di Zrunpa tfinnlo; sulve o mant enerla ]ll'ln‘riﬁnl'mlnunlt-
nello svinlgere o tearia, (o quands §1 viegen apporinge i psare i relalive eoan-
ceflesanelte seza weer daly la deffnimons & evuppr Boili ed infiniti.

2. L weineidenzy dells due definizioni v cenppo finito le dimasim appoed g
cotranthe, perelié etasenun di o eome b di parienza o come feorenta, o dige
diverse praprieti, ngnalwenbe paporianti, delle quali, quralungue punto di visia
<L eanstiders, tieressy sin dotata an grappe eho voglia dirsi fnito.

Quale delle die dedinizioni sin da peefiricsi. non spelfa a gne qut il decidere
IE Profe Hueali-Fovli olaetta alin noa definizione elie non & veecssamna 11 vearreys
al coneelio dI avdine per definive il ginppo ek, won aveindone oeli fultn nzo.
Lnestin ossorvazions ¢ selentifienmenle gimstia: mn siseehe pel’ mattere movilisvn
le praprield pite nobevali del gruppe fintto ezl ricorre i arappl normnle dor goali
quasi spontanvimente sealurisce I proprioia dell’ordinahilita ebe sosi Trovasi in-
elusa auche el swo modo di considerave il groppo Bnite. io ersde che. didatiicu:
mente, ste pon conyeniente il vcorrere esplicitamenloe ol coneetto di ardive. ehe piie
gettare sssar Inee sulla defivizione di gruppo dinite, flesla inoltre il fufre che
segtietida (| Dodekiud, ocenrve definiye pramu il grappo inliuile e pat il grnppn
finito, o dave yueslo eon una propriefa negativa Gmpossihiliti chie nin so parvte
proapria sit egqiivdlante all”intero grappo |, menlre aolla mia delinizione =i i ELE T
drettaniente Pidea di gvappo fintlos i1 cho o min erodere, specialivenie nel] ju-
segmimenlo, oftve un noelevols vantageio.

Turiun, tvennare 1897
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wezze della [razinue avente per nuweratore il perioda 17 & par denomi-

PEQIODICO DI MATEMATICA, i3

UL NTVERO BELLE CIERE KL PERIOD0

NELLE FRAZIONI DECIMAILI PERIODICHE (%)

Y S a , _
. £ wow che la fraztane prapiia (rpidweibn fe i il ewi depomina-
#

tore & & primo con 2 ¢ eon 3, sonvertite in decimals da luogo a noa
a

fraziong periadica seagit.ee; T questa si ritornw alla geusratiie j ber

natore 1M — 1, essonde n il swanera dedie cifre del perioda, compresi gii

seri wlie possonn procodere e pifre signilieative A P st h eior

i, P

. . el a a - s = . 4 = g wm= ¥

¢ quindi, poicha =7 10 eeidueibile. Jovri essere 100 — 1 divigibile per 4,
F)

agsla

(1] 1w - 1 (mod %),

Jove it & il wmiabno esponents, diversns du zero, «he =oddisfa alla (1)
Como si vede il valare i n & affatto indipendento da &, appere potrsbbe

togliersi lo restrizione auvunesswy @ < h; 6eosl pure rspeltd @ h. vhe ab-

biauo supposte priwo con 2 ¢ comn 3, non &' & mnila tolea alla generalltd
dai fad-

delln quistione, perehé il valere di n dipenderd sempre e soltanto
tari i & differsnti dal 2 e dal 5 qnesti wltimi fatiori, come si sa, M-
Anisconu solameute snil'antiperiode.
Iu quel chie segue chiamerema per bravitd, = o b e corrispondents.
2.(**) Propriela jondamentale del numero . — Dallu tenvia dells con-

&

g bl
ey

i L)

5y Bl PRRE R ']
", = -
E

grnenze si ba ehe la (1) & sempre verijicate (teorems (i Fermar genera- 5o
lizzato) dal numero ¢ (4), indicando con guesta funzione il numero de £
gwumeri interiori @ & e primi con esso; come purs sappizmo che il valore

e |

di n deve esser dato da mn divisere di g (#), non escluso () stesso. i
Questa proprietd, sebhens non determiin i valore df u, futtavia lo i
inide el solt divisori dt @ (D). 5

1) Woesty Javaro chie contiene la plgukuzione delle quisfion 525, 42, 42, A0, 331 propesie dal e
Proi Bonolis nel 19 fazsicaln el correnfe auna JU - phvite dallautare ol Prof Peatding fie dali 3
gearse Nav., i Patioade direxions non ne alibe tolizia altre el dojjo i pubhliesziene del 1° frse.:
i prafessori Deuelis o Botfini dunque song gt ngli afessi cisallati tmiorande elaseuno il lavara

Jeil'nitro. (Note di (5. Lazzem),
") Te propricti accemuie in questo ¢ nel seeneule § 4i possony loggere, vaposic gl matal

anche pin elemenfard, nekld nola < wnlla fragioni destingll periodiche , el compianta Tral. Ll 1o
sorita nel Vol 17, fare. B9 del presciita I"eriml[en.
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-

g2 & & primo s1 ha

i

enfre invecs quando siano g, [F... 1 fattori primi disnguali di &, &1 ha

;{b;:ﬁ(l—]—‘”h—%).., Zb =1

A C

visulta perfanto che il wassimo valors di #, eiod & — 1, pno aversi so-
lautente nel vaso che £ sia primo.

3. Il valore di v st pud delerminare per messo dei FGACHT Ny Uy
che corrispondono ai fattori pront diseguaty db b, — Supponiame hy primo
luogo &6 —a . .Y ..., 01 2,0, ¥ ... [atsori prim tacti differsuti tan
lore, e si siano trovati i minimi esponenti che soddislano alle cengrusnze

108 =1 (mail 2)
10n: = (mod §)
10 =] (mod y)

& L L] - - L L] - " B - L

Poiché g, B, ... - souo primi fra loro, 1l minimoe comune multiplo di #,
Ry gy .-». Sard il valore di » che corrisponde o &, non potendosi con un
nuwnero pill piccalo verificare contemporansaments la congruenze 108 =
(mod &) e tutte le antscedantl,

Pal easo di pin fattori nguali limitiawoel a porre

f = et

con k>>2 s dimostriamo che se n, corrisponde ad o, n,o"-" dovra cor-
rispondere a b, purcheé aon s

10m =1 (mod a*).
Infatti per quel cha s'é detto, dovendosi avers
10m= (mort o)
a 10n =1 (mzod 5 e, a fortiori, (mod =)

sard necessarinments # = i K ; e pershé 10 — 1 & divisibile per e & non
per #*, 41 avra
(;I') 10y =1 4+ @9,
dove 4 & priwo eou g. Elevando la (2) alla potenza K, & sviluppando
colla. farmaola del binomio, si ha

1

RKik—1
1[1“-—1::13:{;-]—1[__, }mf—'q'}—}—.....;

questa egnaglianza, divisa suceessivamente per o, g®. . . ., ¢i porta facil-
mente a concladare che deve essers K inuitiple di g"'; e perchd & sui-
figisnto elevare la (2) alla potenza g"—', affinché si abbia 100 =1 (mod &),
sarh K =gt t e quindi 22 = 7, 2" .

Se poi insieme alla 10m =1 (mwod gj, &1 ha purs

10m — (1ol z¥)
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eon 2L e hy ai avrh sulko con ragionamanic analogn nl precedeuto
p=n, . Delrasto il cago ora considerato & agan] TArG, COMS 0ESETV il Lin-
sas (Theorie des Nombres p. 423), parché, per o ameri primi infariori a 1000,
solomenta il 3 a il 487 verificanio contamporansanenis le congrugnzs

10m = 1 (mod @) 8 {(mod &)

Riassumendo, risnlsa che « e d=2a" ,PF--cus il corrispondente srlore
di n sard sempre dalo dal minimn mulfiplo COMBRRE dei vari prodotii
ny oty Pa B anis che sepuratamente oi wicavann da o 0 ?
apperod 1n segilito supporreins S mpre ohe sia uguals a Tn NRMOTO primo i
lifferente dal 2 e dal D.

4. Troreuta. — I palore di n, che corrisporde & wil NYINEry Pprimo P,
s dato dal quoto Ui p— 1 Per il magsimo coyaun divisore di p— 1 & del-
I indice di 10 rispelio al modwlo p.

I gpumeri #, pei gquali p — 1 &il primo valore dell'ssponente, par eni
< abhin r*=1 (mod p) i chipmano radiel primitive di p, © hanne la i
propriefd di dare un sigtems di p — 1 resti insongrni per tuthi I yalor i
a1 ap—1 dell’ssponente ; esiste pertanto Gn anmero & (indice di 10 b
vispetto alla base 1), Per il quale s ha =il
(3) =10 (mod p).
Blevando alle potenza 2, g1 he

an—=1pr=1 °  (mocl p); Iy

& dovenilo esgers ¥n = multiple di p — 1, i1 yalors di n sard daio dal [ 'l
=1 - (
2 . dove m & il m.e. 4. A2 p=— 1 a @. Cosi il probiemna uhe §

7 iy TrgrE TaL TN - o ;
(5 i Ty | S0 | oy T A AT B ek, —— .

o - - = 15 -1 X -
ol [ T | - ‘.: - - y 2 = -~ =

AT |

b= S Tyl g - s
T T - M
A

BT

- _|-_-|-|E|.

._Lﬁ. E

(B L et I
._Tﬂ.
if e e,

oLn
1 ¥ii

el eravamo proposti somplataments visoluto servendoel @ wna tavola delle
radici primilive @ degli indiet dei nurnert primi; in esst ritroveramo sf-
Lita ge il 10 & o no vathes primitiva di p; nel primo easo

Ja b -

T

n=7n— 1 £
nel saconds caso, coleolato il m. ¢ domdi p— 1 & deil indice di iU, 5 ha | |
71— 1
= i
(yserofnsione. — indipendentamanta dalle iarvole orz nominate, POCO i
diffase & sewmpro abbestanza vistrotte, in moltissiml gasl 81 possono
gtabilive de1 priteri per avero ‘| yalora di # o almeno la forma di questo 1
Ammnave, cots vedrsmo in segnito. Del resto per pumeri p cle nou s |
rovino in dette tavole, si pud obhenersa agevolnente il corrispondente va- y
love (i 7, operando par Congruenso . tenendo conto della propriefi fon- |
demeninls, per la quale sappiamo che in guesto Cas0 n deve essers un :
divisore di p — 1.
5. TEoREMA. — FEV gpatmeri prini delli forma :

i

8K + 3 e ferminafi per 1 ovvero per 9
8K = 1 » » 3 v 7

il coprigpondente vAIOTE di n ¢ sempre pari. |
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ey . o
Ripigliamo la relazione (3)

r = 10 (lmod ),
e Supponlama
= .
10 * =—1 (wod pl,
ammettiamo cioé che il 10 sin 2o residuo quadralico di p, cid ehe il
) . . . 10
Legendre esprimeva simbolicaments coll’egnaglianza (-EJ—) = — 1, Ele-
: . p—=1
vanrdo la (3) alla potenaa 5 9 lin
!
p 2 =—1 (mod p),

e questa congruenga non patrebibe sussistere, se fosse @ divisibile per 2,
perché in tale ipotest il 2° membro deve essare 1; pertanto essendo a2
dispari, 2.7 multiplo di p — 1, & guindi pari, sard n uumere pari, ed
anzi avrd per fatiore la massima patenza di 2 contenuta in p — 13 da
cid concludiame: n ¢ sempre pari in (il 1 cast in cul i 20 & non
restduo quadratica i p.

E facile ora determinsre la forma di tusti { numeri m di eni 1l 10 &
non residuo, servendoci delle proprieta del simbolo di Legendre, Nel nostro

(- BE)--

Ricordiamoe inaltre che

cago abliiamo

2 :
[}_j.] =1 se p e della forma 8K + 1.
(2

—_—l= —1 o b 2 b ig.‘
\ It

di pin per la legge di reciprocitd

)= (5)= (%)

ove o @ 1l resto della divisious di » per 5, ove cicé g & la cifra delle
nnitad di p, diminuits, se oceorre, di 5. QGuando il valore di ¢ ¢ 1 ovvere 4,
nssia quando p fermina per L ovvero per 9

4~

58 pol @ & 2 ovvero 3, cioe qnando p termina per 7 ovvero per 3, si ha
2 9 y
5/ \s)

D :
(—— =1 quando @ termina per ] ovvere per 8

tanlko che
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—

) 5)
Oombinasido tra loro 1 resuliaty oltenut!, pelativi a (j_) = u(;) . conclu-
) ¥y
: ; 10 : . ; :
digmo che si avra e 1, ossia che il valore di n sara pari, quando
i] numero p soddisfs all’una o all’alira delle condizioni poste mel teo-
remi.
Osservasione. — B imporiante pev la pratica riconoscere @ priort
quando 2 € pari, perche in tal caso trovato il 19 semiperiodo decimale

- - ﬂ L] ] - } - 1 §
corvispondente alla frazione -, I'altro semiperioda & formato volle cifve

complementari, rispetto a 9, delle antecedanti. (Vedi Mem. citata.)

6. Classi di nuwwert p pei gquadi st ha n=7p — 1. — Tra 1 oumeri
sonsiderati nel teorema antecedeute, e tra agsi solfanto, ¥l saranio cer-
tamente quelll per eni n=7p — 1 tali ciod ohe hanno per rsdice primi
tiva il 10, & che guindi danno tuogo al massimo valore di » pessibile. Se
ne possonc trovare alcune classi moliv semplicemente: _

1¢ Ai numeri primi di Gaunss maggiori di 5, dat dalla formula
n= ok L 1, dove h é una pofenza di 2 deve currispondere 7 = @ — 1,
perché, come sopra s'e debto, # deve essere divisibile per la massima
potenza di 2 contenuta 1np — 1; questi numeri p finvra conoseiutl sono:
17, 257, 64537,

90, S¢ p & della forma voluta, ed & ugnale a 2, + 1, con @, primo,
51 avrd sempre

in=12p =p=1

rranpe il case di p = 11, unico numero che verificli la congraenza
102 =1 (mod p).

Si trovane in guneste condizioni i nemer
59, 167, 179, 263, 383. ... .. 863, ete.

53¢, Qualungne sia il numero primo p,, porche terminato per 7, se

sl ha
p=4p, + L
si avrd pore in ogni caso = p — 1, perché nessun planforo p di guesta
forma verifica la congruenza
10 =1 (mod p);
Esempi: Da
p, =T,87, 67, ¥......

sl ottiene
n = 23, 149, 269. 889.. ...,

Nessun altro numero p, che termini con ¢ifra dilferente da 7 pabt dare
di tali nuwmeri p, perche 4p, + 1 risniterebbe della forma SK —3 e fe:-
mninato per 8§ ovvero per 7. .

49, Tn generals i numeri primi terminatl per 8 ovvero per 7 adells
forms 2tp, 4 1, con A >2 @ p, primo, AVIAnN0 per radice primisiva il 10,

e e

e N | R TE
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43 PERIODICO DI MATEMATICA. =
ad eccezione di guel pochi chs potessere verificars la congrnenza i
2 : i
108" =1 (wod p) =
e fossero della forma wolnta. =
Cosi per es. 238, 857 ete. a tutfi gli altri della forma 2%, + 1 hanno
- - § 0 " ® = - __;?""“'
senipre per radics primitiva il 10, ad ececezioue del 137, unico per eni =
g1 abbia E
= i1
IF=1 (mod p). =
Lo stesso dicasi dei numeri della forma 2%, + 1, nessuno dei guali, ee- 3
cotbunto 11 17, verilien la congrnenza i
10" =1 (mod p). ::

Pev es. 118, 593, 977, 1553, ete.

Osservasione. — Siccoms 1 numerl p della clagsi ora eonsiderate mon
presono tarminare che per una dslle eifre 3, 7, 9, 8’ intends come siano
poco frequenii i numeri terminati per 1, ® che hanno il 10 per radies pri-
mitiva; 1 primi che i trovano seno 61, 131, 181, 461.

7. Condizsione necessaria e sufficiente perché n sia dispari. — La con-
cizionl sufficienti stabilite nel § 5, afinehé = sia pari, non souvo tutbavia
necessaris, fanfo che » pud esssr pari anche in altri casi. Prendiamo
pereid & considerare 1 numeri primi p, ehe hanno il 10 per residuo gua-
dratico; gquanto alla lovo forma, per quel che 8’ & detto al § 5, dovra asseres

(4 : p=08K =1 s terminato per 1 ovvere per 9
) p=8K %5 » » B8 » ¥
& noi sappiamo solamente che per easi deve aversi
l_i:-_‘l
10 * =1 (mod p).

[v tale ipotesi, quando p = 2¢ + 1, con d dispari, anche » & sertamente
dispari, o per di pit se d & primo si ha addiritbura 2 = d; per es. da
p= 107, 237, 3119.... abbiamo senz’altro » = 34, 113, 15659....; ma
quande p=2"d 4+ 1 con 2> 1, pud benissimo il valore di » esser pari
cOme ayvigne pei numer:

[ 13, 197, 203, ... .. della forma 4d + 1
p=1 89, 281, 2521. .. .. » 8d 4 1
241, 1008. .. ... . » 16d + 1 s=te.

E difaiti per avers » dispari non basta che sia il 10 residuo quadraticn
d1 p, ma, come sappirmo, dave essere almeno residun d’ordine 20 | dove
2" & la massima potenza di 2 confenuta in p — 1; si riconoses poi, che
quest’ ultima condizione & anche sufficients, ma guando nop & soddisfatta
ancora per numer: della forma (4) st ha che » & pari. Spetta alla teorin
generale del residui determinare con metodi facilmente applicabili le con-
dizioni per ls quali il 10 & un residuo d'ordine 2" dei numerip =244 4 1:
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visoluta questa guistions ben g’ infenda il
qnando si pensi che 1 pochi resulfati,
etati ricavati dal considerars il 10 com

8 Tavola dei velori di m cOrrispo?
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~he siamo venuil

vantageio ohe se ne pao trarre,
ufi acesnnando, sono
o residuo © non residun quadriico.
wdenti ai mumeri primi sino a 277:
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N e ————————tr R ———
P 7l P n | P (7]
3 1 79 15 179 178
7 £ 85 41 181 180

11 2 89 4 191 95
13 6 97 96 193 192
17 16 101 4 197 1
149 18 103 54 199 99
29 33 107 99 211 30
29 28 109 108 223 222
31 15 115 112 227 113
87 3 127 42 229 223
41 9 181 150 233 232
15 21 137 5 259 i
47 45 139 45 241 30
53 13 149 148 251 50
59 h8 191 5 267 206
61 60 157 78 263 262
67 33 163 81 263 268
7l B 167 166 | 271 D
75 S 173 15 27: 69

L’opportunita di avere nua tavola abbastanza estesa dei valori di n
sarh sufficientemente spiegata dalle seguent]

Applicazioni: 1’ Vogliasi trovare 1l numere 72 gorrigpoudente a
b= 113778 =2.5* .71 . 48]
preseindiamo dal fatbors 3 di b e sotto gli altri seriviamo i valori »,a*™"
gorrispondenti (V. § ¥), von I'syvertenza che 10=1 (mod 37)

3 Y 45
3 6.7 213
ore: seaenie: A% . M. e, questi ulbimi nnmeri sarh n = 42.

91 Serviamoct dei valori di 7 per sCOmMPOITe in fattori primile sspres-
sioni della forma 10* £ 1; pores. 10'¢ — 1: seriviamo in une riga gtk
: divisori dal 16, e sotto di sgsi L numerl p ecorrispondentii gmali sl fro-
vano nelln bavola superiore

1 2 4 85 16
g: 31 101 73.137 17

Tl prodotto di guesti fattori, ecceftnato il 17, da 108 — 1, eppero gli altri

1

ALk |
L i

= e e ok

R v e e o

i ha y
g btk R PR A e B
A 5

LT m—

g
TR A
L’ s

; l“‘l”.r'::.:ﬁ-. "1, r--_r.: I:q.'r:*r:;'i:: 4 e ::'l L.-:u i .:.' o
113

i e Ml A S e -l agh)
=, o i

P e et
I L S

e
peas emems = A pE2
P LY
vy T e lp———
B g i it T
4 T 1

J

—
g

- - i a
-.;-:l-_-l-:\-'m-.:a.-\.: i. g —wi s B ) piea » s
- g -;lﬂ -, - T Bl
fﬂﬁﬁ .n% i . C S -

yErmar
it T

-
e

o
ey

i o '..'

e
! Al il B

1 o W
e o A w:ﬁ'ﬁ":}.'.‘mx"{é'u:".‘ﬂﬁf"'”

[l
g0 L8

e g



.....

<!!~!é]|W}:¥|}E?J=1."

|.:'.|'!|

il DHEFETR N L
H Vgenh T RERRY 2T LT
i'. :-:-.

".:H:, i 5]

50 PERLODICO DI MATEMATICA.

divisori richiesti, trw eul il 17, s1 avranno da 10% L 1 e saresnno tubt: della
forma 164 + 1: fatto gquest’ultimo caleelo, finalments otteniamo:

[0 —1=98°.11.17,73,101, 187 . 5832553.

Il case ora presentatosi, in cui i divigoyl di 10%* 4+ 1 sono tutii della
forma 16%& -+ 1, vale soltanto quando esponents di 10 & nna potesza di 2;
ma in gensrale per la scomposiziona di 10® + 1 dovremo ricercare tuthi
i pumeri p che corrispondono a » = 23d, dove 29 indica la massima po-
tenza &1 2 contenuta in 2k, ¢ d ognuno del divisori dispari di A, Manita
compresa; infatti dovendosi scomporve 10% — 1 == (10" — I)(10" | 1),
tatti i fatbori primi di quest’espressione si awvrennc ia corrispondenza
dei vari divisori di 2A, i gquali sl possemo ovdinare in duoe gruppi: se
poniamo mnel primo gruppo tutti i divisori di A, nel secondo vi rimar-
ranno soltanto quelli della forma 28¢; ¢ perehé ai numeri del primo
srappe covrispondonc tutél 1 fattori primi di 10" — I, dovranno neees-
sariamente ai numeri del secondo gruppo corrispoudere i fattorr primu
di 108 + 1,71 guall pertanto savauno delly [orma p = 2¢dk + 1. Abbias:
pur es. 102 4 1:

n= 2, g, 13

p=11L 7.158 19
& quindi

- 10"+ 1=7.11.13. 19 . 52579.

QOsimo, novemhre 1836,
B. DeET1mNI

Sty =l p—

CORDE NOTEVOLI DEL TRAPEZIO

|. Prendiame a considerare un trapezio gqualungue AA'BD’, ls cui
basi AA’, BB indicheremo risp. con a ¢ & (@ > &). Diremo, par bravita,
corda # un segmenfo EE" parallelo alle basi ¢ terminato ai lati obliqui.
Congiunti eoi vertici i due punti F' e I, nei quali la corda ¢ segata dalle
dizgonali del trapezio, verranno determinati sulle due basi rispettivamente
due punti D e D' e altri due €, O’ E chiaro intanto che essendo:

FH: AA" = BE'FY: AA’
sard EF = E'F’, e quindi anchse BF = E'F. Ne segue subito che sard

AD =AD"=, ¢ BC =BT =y.
Conducendo poi da un estremo della corda la parallela a wa lato obli-
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quo, & dicendo Ay, f, le distanze che essa ha dalle basi, si rendone evi-
denti le proporzioni:

(1) a——u:u-—b:_—?s.,:ia,.;m:bzﬂ:y

Clonfrontando il primo rapporto col terzo e col quarko rispettivamenie, se
ne deduce

b[a—l—:ﬁ‘ﬂ.(b—l—?ﬂ_
b+x a+y '

e confrontando 1l terzo ecol quarto,

(IT) % =

(T11) ay = ab.
Quest’ultima aguaghanza potendosi anche serivere
arxz=19:0,
da, a causa della (1)
a—ziy—b=a:b==50:h

I se ne deduce che i triangoli ADEH, B'CE sono simili, epperd che

D, I, O sono per diritto. Suranno parimente per diritto Y, B C.

X

Otteniamo in tal mode due trapszi ABCD, A'B'C'D’, che per un mo-
mento diciamo asnessi al dato, 'area dei quall sta all’area del dato nel
x4+ U
a+}+ &

2 Diremo simmebrica di % la corda 2" che dista da upa base guanfo «
dista dall’altra, Per la (I) si ha

rapporso

a—uiu—hb=u —bra—u,
ende

[IV} H—I—ﬁ'——:m+6.

Due corde sivomelriche hanno quindi somma costante. Dalla (1), & pre-
cisamente dalia &, : iy = 2 : b, 8l ricava che le @ di due corde simmetriche
hanno costantementa il prodotto &% Analogamente si prova che le y hanno
sostantemente prodoito = 4.
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Si diranno inveea conivgate dus corde che hanno sostantemanie il pro-
dotko = ad.

3. Vediamo anzitutio gquando avvenga che i trapezl annessi eguival
gono al dato. Oceorrera a tul wopo che » 4 ¥ sin = a 4 &. Ora sssendo gia,
per la (LI}, vy = ab, dovrebbe essere x = a, y = b, oppure @ = b, ¥ = a.

Nel primo ecaso i trapezi annessi vengone a coinciders eol dato, 1
poeti Fe F' coincidono in O, 8 la corda passa quindi per il punto d’in-
eonire dalle dingounli, ed & ivi dimezzata. Olire a c¢id avendasi

a—uwsu—b=ua:b,

: : . 2 ab '
la % risultn merlin armonicn fra a & &, epperd sgnale & s (")
Nel secondo caso avendosi dalla (1) k, = &,, Ia corda passa a egnale

a + b

listanza dalle basi. Olire a ¢io, poiché & — % = % — A, sard ¥ =

¢ciod # & media aritmetica frn a e &, cosa del rosto nobissima.

Se infine s1 poue la condizions che uno, epperd anche 1’altro trapezio
annesgo diventi un parallelogrammo, dovendo allora essere & — ¥ — Vab,
per la (I11), si vede che la corda risultersbbe egunale alla base di guesti
paralislogrammi stessi, epperd alla migdia geometrica fra a e b,

4. Raspetto alle corde simmstriche ossevviamo anzitutto che la sim-
' a-+ U
| 2
le basi, il ehe & noto. La simmeirica invece dslla corda =, che soddisfa
allag — u:u—b=naqa:b, ciog della media armonice, sodidisfard alla
a— o % —b=0>0.a, essendo il rapporio 4 — %" : w — b eguale o
gnelle delle distanze fra la 2" e le basi. Cio & guanto dire che la «" sarh
ﬂ——ﬂ ii fra le basi.

Rispetto invece alle corde coningate 31 veds subite dalla definizione
data, che lz soningata di sé stessa & Vabd, ciod la medic gevmeirica; e
la coningata della media aritmefica & la media armonica.

5. Abbiamo cosi trovato quatire corde, gia notevoli per altre lore pro-
prietd, le quali servono a rappresentars in modo affatto intuitivo le gquat-

metrica di sd stessa & per la (IV) = , cioé la media aritmetica fra

sguale alla media articrmonicn

: . 2 ab ~— g
tro meadis fra a e 4, civd 'armonica P la geometrica Yub, 1'aritme-
: a4 b . . - oatr + B 2
tica ——, 8 lantigrmonica -
2 a - b

() Datie £ ana delle due pavth ezonli in sui 1o cords armonien & divisn dn O, si avrebbe
i 1 L '

?zz'. = clie & In nola formola delle lenti. E si ha eod In costrozione grafica che il Sig. Cole hia

ﬂntEr renenlemente oolla sna nota, Nuors viztedo grafive per 1= lenti, inserite nel Philosoplieal Ma-
gazine (vol. 41, Marzoe 1898 — Vedl Nuowo Cimanto — loglio 1898), Analoga eogbruzions si avrabbe
par =i speceld,

Qneste nolizis, che mi pare ngginngono lntersase ail'argomernte, deve alla cortesin dellnmico
Frof Cresol
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['armonica & guella corda che passa per O, V' antiqrmonica € la sue
simmetrion, V'aritmetica 4 la simmetrica di se stessa (quella che passa
a egnal distanza dalle basi), o la geomeirica ¢ guella che agnaglia In pro-
pria 2z o la propria ¥, cipg guella per Ia quale 1 frapezi aunessl al
dato divengono pamllﬂlngmmmi.

Il {rapezio permstte quindi di sostruive inmnadiatamente je prime tra
medie, o di di tutte e guairv aba rappresentazious geometrica che rende
evidenti molte loro propriski.

(ol per & > b agsendo chiaro che la sorda & tanto pit ergnde quanto pio
si norosta alla &, pgzia nuanto pifi piccolo & il rapporto h,:hy =" b,
epperd (nanto pit piceola B la x, le predelie medie armonien, Geome=
(rica, ariimelied, pantiarmonica St SUSSEJUORD in ordine Creseente. Per
la prima & infatti (vedi n. 3) ¥ =& POF la gacondn & @& = Vab, per la
terza @ = b, che svidentements si SussSaguoOny in ordine decrescents. La
quarta, pol ssgapdn simmetrica della prima, savd la pin vicing alla. base
maggiore eppero 1o pit grande di tubte.

L

| reso inoltre chiavo che gueste medis 5000 somprese fra @ e b, & 81
siducono butte egunli nel caso lo fossero due di o838, @ sonsegueniemnents
anche a o b.

gi vede anecora che, poiche le due corde Armoniea 8 aniiarmonion pas-
anno a egual distanza dall’aritmetica, 1 media writmeticafra o € b lo
¢ anche fra le due medie armoniea € aniiarmonica fra le stesse a6 b.

6. Consideriamo ora altre eorde notevoll,

Comineiamo (dulla barisentrale. Per sssa & notoriaments

r’!,:hh:...b—i—ﬂ-:ﬂﬂ—-l-f?

. ; 9 at+4ab+ ¥

5 si ricava subito dalia (I) che la sua luaghezza & =~ 1 ) =
2 a®— 5

B =

Caleoliamo ora la corda medianw, quella ciod she divide o metd 1l

trapezlo.
I chiaro intanto che ls due parti, in eni una corda nualunque % di-
(@ + wh, la+ w){e — %)

i1 {1 trapezio, hanno per ln (D) il rapporto FTIGR, T (b + ) —Y)

a? — v’ , o ) ) _
=m0 Porche gqueste dua parti S1ENO equivalenti 0ocOTTS che sla
. a4+ b° :
ut —u? = w — b onde ul = ——+ Il quadrato della corda medrand
i |

¢ qitirich medic aritmetiea jra 2 quﬂdruti dalle basi.
Ta corda inveca che divide il Lrapezio 1 dne paril, che stanno fra
loro come b? : @, ha per guadrato & + 52 Fesa & guindi I 1potentsa del

triangolo di cur & € b seno i catelt.
Vi somo poi altre due corde imporbanti guelle divise in 3 parkl

. . . . . £t
exnali delle diagonali, e che Sl ottemgono guando S &=y pppure
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o/ :%. Hsse sono gquindi rigpeftivaiuente eguali aﬂgfi;;j ¢ ?‘:—'ﬂ . S
noti che esss stanno fra loro come 2a 4 &6 : 25 4 g, cio® come le distanze
che 1l sentro di gravitd del trapezio ha dalle basi. Si asservi ancora che

a-+ 2 20 L a

le lore coningate sowo g g la quali alla loro volta sono tra
lora simmetriche, e dividono in 3 pm‘ti'ﬂgu&li l’altezza. Iaso infattl si
I

ottengone dalla (I) facendo 2 : b6 = 2 oppure @ : 6 = 5+ Si pud anche dire

=

che le due corde che dividono wn 3 parti eguali le diagonali sonoe coniu-
gate delle due che dalle diagonali stesse sono divise in 3 parti eguali.

7. Pud giovare 1n cerfi casi di esprimere la « per mezzo dsl rap-
porto + fra A, o &y, ossia dalle due parti in eui essa divide la diagonale

=U . a +4- br
=, 51 avrebbsu = .

(o i lati obligui). Avendo allora

w — b 1L+
. . . ar ab (@ + 6°*)
Sé 1n particolare si pone r = Zar S ha » 2 & oo Per n=1
= - ‘ - # . l -
si frova la corda armonica, per n =0 si ha Paritmetica, per =3 8
a a
: 1 ai L b .
La la geometrica, per » = — 5 8 ha % = T + T = a+b—Vab epperd
a? N
la simmetrica della media geomstrica,
1 : :
Per » = 2 oppute = 3 si rilrovano le due corde che dividono iz 3 pari

aguali 'altezza del trapezio; per » = 1 si ritrova la media sritmetica, sce.
8. Ss si fa 2 = & U trapezio diventa un parallelogramwo, e tutte le
nadie risaltano egnalli, came fn detto.

Sa si fa & =0, il frapezio diventa nun triangolo, e le quatiro medis

diventane 0, 0, g—, & ; la corda media diventa v i_ =2 ;.fd e la hari-
2a -
centrale —, cose notissime,
Alessandria, 31 dicembre 1898,
V. Mugrez.
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qullo sviluppo del seno e del coseno
della somma di # archi

Nel trattato di Trigonometria del Servet, a pag. 42 della tradu-
sone italiana del Prof. Grassi (Torino, Fratelli Bocea 1898) btrovasi
ina nota del traduttore, nella quale e detto: © Le formule generah
« ghe esprimono il seno ed 1 coseno della somma di un numero # d)
¢ arehi, in funzivne dei seni e det coseni di questi arehi, & stata tro-
o vata dal Prof. B. De Angelis, che ne esponeva la ricorca direiia
¢ negli annali del R. Istituto teenico e nantico di Napoli (anno 1885).
« Presentando qui appresso gueste formule, colmeremo un vooto, il
« guale si ravvisa in fubt * trattati di Trigonometria pubblicati fin
“ oggl .

Anzitubbo credo doverosa di motare che le formule in queslione
eranc conoscinte molto tempo prima della pubblicazione del Profes-
sore De Angelis. B infatti esse possono risecontrarsi alla pag. 164-16o
del Lehrbuch der ebenen und sphir ischen trigonometrie 41 1 H. T. Miller
(Halle, verlag der Buchandiung des Waisenhauses. 1852). Tu questul-
timo trattato, per altre, le formule, predette non sono veramente di-
mostrate, ma pintbosto concluse induttivamente da quelle che esprimono
lo sviluppo del seno e del coseno della somma di 2, 3 e 4 archi,

Mi propongo con questa noba, di dare una dimostrazione delle
modesime formule, seguendo una via alquanto diversa da quella tenuba
dal Prof. De Angelis, € cle, se mon vado errato, mi pare che abbia
il vantaggio di una maggiore facilita, e gemplicitd, ¢ di condurre can-
temporancamente alla dimostrazione delle due formule,

Lo formule che si tratta di dimostraré sono le seguenfi:

(1) sen (@, + @+ --- +a,) = + Zsen, cos,_ — L8N, COSya T
L ¥ gen, €08y-5— --.- + (— 1)0 X setlyy COSn_di) -+ v - s
(2) cos (@, + Ga+ .o T G )= 1 e0S8, — X CO08,_o S€N; +
+ B eodes 860, —. ...+ (= 1P X COS,—a S6Tgp .+ < vy

ave in generale col simbolo & sen, cos,_. si vuole indieare la somma
di totti i prodotti di » fabtor:, 7 dei quali souo i sen: di altrettanti
archi scelti in tutli 1 modi possibili fra oli n consideratl, e #n — 7 50RO
. coseni di tutti gli archi rimanent. Si osservi poi che nel primo
sviluppo ogil termine contiene seémpre Wi RUWEro dispari di seni, e 1l
segno di claseun termine & + o — secondoché quel numera dispari e
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56 PERIODICO DI MATEMATICA.

un multiplo di 4 pit o meno 1. Nel secondo sviluppo, mvece, ogni ter-
mine contiene semprs un numers pari di sent, e i) segno di ciascun ler-
¥ mine & + o — secondoché quel nmmero dispari & 0 no un multiplo di 4,
: Cid premesso, & facile dimostrare che lo svilappo (2) & conseguenza
' necessana dello sviluppo (1).

Intotti, se uno qualunque degli # archi dati, per es. @., viene cam-
bnato nel respettivo complemento, e tutti gli archi vimanenti si cam-
bieno selamente di segoo, il primo membro della (1) diviene:

b

EELE
..".\' -
il R

f LI |
sen | @ Mooy —Uuy + (—E*u. J—n.in-....— fr,.Jr =

ZSEH{ — (e, +a,....4a,_, + &+ a, j1.... 1a, )} =

Lol &

——-t‘:ﬂ.%{ﬂl-i-ﬂ.;—F tl;-...—l‘ au}-

Quanto al secondo membro osserviamo che, dopo avervi effet-
toato 1 cambiamenti accennnti, ogni termine della somma
(—1) 2 ‘ I a conleners o = —a, ) ocos (% — g

e

Nel primo caso quel termine perde un seno, acquista un coseno, e
sublsce 2p cambiamenti di segno. Nel secondo caso, invece, perde nn
coseno, acqnsta un seno, & subisce 2p + 1 cambiamenti di segno. Ossia
un fermine qualunque (— 1)F sens, 1y 08, _geq dello sviluppo (1) si
trasforma, per efietto dei cambiamenti predetti, o nel termine

{(— 1)¥ seny, o8, s, } (— 1) = (— 1)° sens, cos,_ sy
oppure nell'altro

'{ [—1)P sena; . COS,_ga- Loy }‘ (— 1)t = (—2)M seDsgaqy €08, agin.

E poichs quest'nltimo termine & della stessa forma del precedente,
possiamo dire ¢hie in ogni caso si ginnge ad un termine, che contiene
sempr'e un numero pari di send, e che ha il segno -+ o — sacondochd
questo numero pari & o no mulbiplo di 4. Ora tubti 1 termini di queska
specie apparfengono allo svilappo (2); dunque possiamo concludere che
lo sviluppo (2) & conseguenza delio sviluppo (1).

Dopo ¢id basterd limitarci alla dimostrazione della sola formula (1),
¢ per far questo (ritenendo come verifieato lo sviluppo pel caso di
dine archi) segniremo il metodo di conclnsione da » a » + 1. Consi-
derando dunque # + 1 archi avremo

s&_n{u,+ﬁg—i— ety g p =sen{ (@, ay.en. Fan )t duys ) =
=sen (@, + a,+ .... +a, ) o8 thyyy + cos (@, + @t -... ta, ]Eﬂnﬂ"nﬂ-

Ossia limitandoei a considerare i soli termini generali degli svi-
luppi, avremo, per quanto & stato ammesso & dimostrato,

Sen {ﬂ'q T Oyt auei E dy + {I..+1} = 008 @ata (— 1)° X s0Dagsg CO8y— (a1 +
-+ 86N Gyqs (— 1)* 2 c08,_s, 86D, .
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Ora & facile riconoscere che ogui termina del 2" membro & un
prodotto di # + 1 fatiori, tra i quall si trova sempre un certo numero
dispari di seni, associati con i coseni di twidi gli wrchi rimanenti, S
riconosce pure che il segno di ciascun termine & posikivo o negabivo
sacondoch® il numere del fattori seno & un maltiplo di 4 pi1 0 meno
uno. Inollre la prima parte del 2" membro c¢i d& tutti 1 termini 1n em
I'( + 1)™ arco, ossia ..., apparisce come fatiore coseno; complessi-
vamente le due parti forniscono quindi futti 1 terummi della forma

(— 1) 2 seno,ty COSy 1 (ondty

che 3 il termine generale dallo sviluppo di sen (a,+ @, ....0 + tuia ).
Ma guesto termine & della stessa forma di quello dello svilappo (1);
possiamo dungue concludere che lo sviluppo, essendo vero pel caso
di » archi, & altresi vero pel caso di (» + 1) archi, e quindi & vero in
senerale. |
Corornario 1. — Se nel secondo membro dell’espressione,

sen (@, + . ....+ o)

cos (¢, + @g.v.. + @)

sostitniamo gli sviluppi forniti dalle (1) e (2), e dividiamo poi nume-

ratore e denominalore per cos, , sl trova

Ytang, —Itang, + Ttang,. —Ztang, +....
1— Yiang, + X tang, — A tang, +....

In modo analogo s1 offiene:

tang (a, + @, .... + a;) =

(3) t-ﬂﬁg[fl-!-Fﬂﬂ e ) =

%) by, = cobn — Zeotu s + Teotu.— Hcobus

) BobiA T ~ Heotey —Zcob, s +Ecoby_s —Bcoba_;

che pud dedursi anche dalla precedente, scambiando 1 due membri nei

loro inversi, dividendo numeratore e denominatore per fang, & sosti-
1

langente

tuendo infine -la eofangenie a

~ Se nelle espressioni
1

cus (@, +a, + «xv. =+ Oy
1

sen (¢, + a,+ . ... + &)

sacla, + a.... + @) =

cozee (d, + Gge...+ @) =

sostitmiamo, nei secondi membri, gli sviluppl (1) e (2), & dividiamo
pol numeratore e denominatore di ciascuna espressioue pel prodotto
san, 008, 81 obtbiene dopo aver sostituito essecante & secante rispelti-

L}
- ; L 1
YameniLe a o e & e .

see, COSes,
COSEC, -  RGOSEC,_136C, + JC08EC, 486C, — vuey |
_ sec, cosec,
— ZSEs,COSEC,_ 1 — NSE8C, COSEC_1 1T NSEC,COBEC_3— uuim

(5) secla,+a,+....+ @) =

(6) cosec(a, + ... )
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Nelle quattra formule precedenti, tang, , cot. , 8BC; , COSEC, hanno

un significato analogo & quello ehe abbiamo stabilito in principio per ==

a0+

E cﬂﬁr L

Coronnagio L — Le formule (1), (2), (3), (1), (6), (6), per

@y = Oy == Ggvese = O = @,

divengono rispelbivamente:

(1)
(2)

()

(£)

(5)

) genirt g . st Tl g

1
11 7L =E (— 1) (2?3 L1

i : B
COs N =2 (—- 1)e (ﬂp) seu™ ¢ cos"T ' a

7l

N (17 (g, 1) tane a

E (— 1) (é;}) tang™
V(=1 (gp|cote—a
(=1 ( 8 )eﬂt”v“m

= 2p + 1
‘BOC™ @ CO8eCt a

tang nea =

golt wa =

SECHa —

E (__ l]F (;;) gsecV @ cosen™* ¢

aaaaa

gact 1 cosec" a ' o
(6") COSec na = " =
g : — ] R
—o e EEGﬂF:H a ¢cosec” i g o
(—1) (‘?..p n 1) =
Dalla semplice ispezione delle formule precedenil s1 rICAVAZ ﬁ:;s?
1* Che sen n@ non pud mai esprimersi razionalmente per cos; =
ma pud esprimersi razionalmente per sen a tuite le volte che # € ul =
numera disparl. N _ | =
90 (Ohe cos na & sempre esprimibile razionalmente per ¢os &, mentre :

non pud esserlo per il seno, sé n non ¢ un BUmero pari. |
3¢ (Ohe sec na & senpre esprimibile razionalmente per sec a, _meu’ae
non pud esserlo per la cosecanie, se # nnn_‘e un numero pari. |
4 Che egsec @ NON Pub mai esprimersi razionalmente per ¢0sd,
ma pud esprimersi razionalmente per coséc @ tutte le volte che 7 &
' ero dispari N
ry F:fsuitaﬁ BI:E 4" si deduceno rispettivamente dal 2° e 1°, Eﬂ&ﬂ!bl&ﬂdﬂ
geno ¢ coseno 1n cosecante e secante, ¢iv che del resbo poteva facilmente

1

sec da

prevedersi a causa delle relaziom sen @ = == o= Cos @ =

‘A. ARNDREINT.
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*

SULLA QUISTIONE 524

La gquistione 324% da me proposta nel volume deil’anne 1896 di questo
Periodico pub essere vigoluta, con 1'intervente di coneiderazionl geo-
metriche, in una magiera abbastanza elegante, dalia quale maniera ap-
parirvi che 1o formole, di cul 1D quesia questions si dissorre, somo le
formole di na interessante {easformazione quadrativa (doppia) dello spazio.
Rammentiamo che si tratia di mostrare come, risolvendo rispottc alle w,
» 0, le eqguazioni

L, h(—u2 ot ot —2 (e vin)u
! W= T et owwt— 20U — 2o — 2yie

; n(u® —u° 4 20)—2(ww A
(1) \ V=T pt L w— 2% — 210 — 2yio

v(1® + ot —10%)— 2(h J-pojw
att 0t 965 — 20— 290 — 2y

si hunno, dopo aver posto H = Vur o +w® K= ViEpr+vE, le for
maule

1

[
i ==

H)EEKu
U="THFK
(;2] e Hp e
HEK
" By K
= HK '

dove i segni superiori (e sosi pura gli inferiari) si corrigpondono.
Siano (u, ©, 1¢) 18 coo cdinate di un piano @, (@, ', W) gquelle di un

piano © € {(A; b y) quelle di nn piaue o; serchiamo in quali relazion:

devono essere queste U lerne di soordinate, afiinché T sia simmetrico dia

-

vispetto & m. B chiara che, essendo

u:u-{—ny-{-w:;—l—l:ﬂ, h:-{-p_a;—wz—l—].:ﬁ
le equaziont di w € di o, la equazione di dovra avere la formea
(3) u:u+vy+ws+1+ﬁ0.m+py+va L 1) =1,

dove k & da determinavsl. Prendiamo in g o punto arbitrario L (€, 7, LI
o diciamo 1/ (E," m," T) 1l suo gimmetrico rsgpeito a m; avremo le relazions

(4) W =1—— &

T T
Lﬂﬁﬂﬁﬁ'ﬁ Lty e )

i H_E_Eﬁ_é_:l'_ll‘\%'!é_?' ": 1 gl = o

i -

1 |:-:‘
SRR

= g I .
: B U R e
— ] -_—:.:-..:'—_.—I-.'l. leww ~- - e

] .
L& I. =

(2 el SR PR |

+ o e A
b A o K2l L
Lh e AL i ——

L
S

e
“:_l_"'l—'j
i

ﬁﬁﬁﬁﬁ
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mRk i3,
A e a2 ! - + - S
ST ove =u-+v"4-w? A=uf oy w41, perchd, ingieme alle (4) & ==
P I . s
e £’ " {=U -
b ¢—¢ M=% G—C o
puinng v — 1. EE;

T

g

L 28 v i
zam

&
-

5 8 porche dette p, p” le lunghezze delle perpendicolari abbassate da L, L &=
ik HOPYA 4T, PET essere

- GE+ o+ '+ 1 = — (U + vy + 10 + 1) :

= |[come facilmente =1 vede moltiplicando ordinatamente la (4) per u, », w
' ¢ sommando con 'anitd] & purs p=—p'.

== Seriviamo § inveee di Ju + pr + yw; siceoms L dovrd trovars! sopra
- w’y, equazions (3) dovrd essers verificata dai valori B/, 4, & di @, v, =.
Dungue, si dovrs avere o

24V 0: e
= ¥ i

£ G

—AN—z

('onds % = —-ﬁ%. Ne segne che 'equazions di ¢’ & i

,, 9 LA _.2 _ %
_ “G“Wv)m+(_2v”y+@ ‘”5+1 2y =

e da questa seguono le rslazioni i
, QA — Zyu =t

m
H ra "
Jr— = o
. & = ar
-
— L
mmmmm
-----

GEint cine appunfo ls (1). La solazione dells (1) rispetto alle u, », w =i pub, =

2 dunque, fare, tenendo preseute il precedente significato geometrico, nella FEE
= ’ R
maniera sleganie che sague. e

Dualls (1) [e converrd guardare le (5)] si vicavano la segusnti e

[H’ == 1-::) 2?5 :'“
(v — o = — )2y,
(10" — v) @ = (@' — )2y, e

,...,_
Eﬁ-
|
-
e
-
|

per cul possiamo sorivere, introdusendo il fattore o da dsterminare in
i . - . 4 ’ ’ i ey
funzione di o, »', w’, ), hy T

[u=w—pw—41 i
=0 —p (' —p)
w — p (w0 — ). g

(6)

|

Quesie relazioni mostrano che eguazions dal piano = (¥, », w) & la se- i
gnents o

il = o

o + vy +ws 4+ 14 ]%E;(lﬁ? + py + vs + 1) = 0; =
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ma poichd questo piano deve essere bisettors degli angoll dei piani
w (w, v, ), 2} W y,), 81 dovrd averse

eppero

PTHEIEK

Questo valore di p, sostituito nalle (6) fornisce per u, », 10 18 aapression!
H), = K#

HEK '’
Hp = Ky

HE+K'’
Hyt Ew'

B+ K

" =

g ——

li.rr" ==

che si volevano frovare.
A. Dein Re.

SOLUZIONT DRLLE QUISTIONI 26 270 275" 286" 327 328 320 330 b 33l

269. Oualunque sia 'intern positivo m, s ho
1 1 R m (i — 1)
m—+n-41 n-+1 {ﬂ—|—]}(ﬂ+ﬂj+ (1 + 1) (n+ 2)(n +38)
" mm—1)...2.1
+i=4] {H-i—l}{n—l—ﬂ]...(u—i—m-'rl]'

!!!!!!

(x, Mosso._

Risoluzione del sip. Giuseppe Vilali, licenzialo dal Licen Alighieri di Ravenna.
Se S indica la somma & % I'#¢ termine dell’espressione

1 . m (m— 1) T m(m—1).2.1
a1l (nr1)(n+2) " (n41)(n+2) (n4+8) (9% I}(ﬂ:—ﬁ-ﬂ]...l:ﬂ-i-m—i-l}'
si ha

.  mee— 1)
il w1+ 1 Hoe
e quindi

(m 4 1wt — 7w+ (r + 1) theq - BUen == 0.

Ponendo in questa relazione » =1, 2,8...m, e semmando lo ezuaglianze che
risultano, s1 trova

l:ﬂi—i—11+1}3—-(-:4+1:|1£1=0 i
[m—i—n—f—l)‘é‘r=1 ¥
1

5= ‘
m+=n-+1 l
¢, d. d. '
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Altre risoluzioni analoghe del prof. Luigi Bosi, e del sig. Vincenza Columbe.

70%, [n wn'wraa si frovane un squod wumero di paile rosse & nere. Ne ven-
gono estralin successtvanionte u, pimpttendo volte per volta la paltle estratta nell'wrna,
Dimastrare che la probabilité che fe n palie estratie presenting wne deforiinate
dispesizions di colori & data da

I

2L P23 —75—
Pmpﬁ

ineui e +-f=ne Py=1.2....n, S

Risoluzione del sig. F. Celestri studenie della R. Universiia di Napoli.

Qualungue sia la determinata dispcsizione di colori che devono presei-
tave le # palle da estravre, la probabilita che questa disposizione avvengu &

sampre—l—- Cosi per esempio, se delle n palle da esbrarre si vuole clhie se ne

211
esfyageona prima a rosse, poi b nere, indi ¢ rosse, ace. &l ha anzituifto che le pro-
babilith di estrarre di segnito @ palle rosse, o b unere, o ¢ rosse, &cc..... , sona

] idtr- ? ﬂtﬂ .
4 n ! " 3“
l_ t E I]' E 1 EHIE 0 . Ii .

=i succedano nell’estrazione ordinulamente sara:

1 1 1 1 1
_EFX ah i >< T gat bR an

Volendo ara ridurre questa espressione a quella dafa nell’enunciako csserviame
che pud scriversi

, see, & quindi la probabilith che questi gruppi di palls

1 ! 1 B

TG R e LG e B Gl

- n . nin—1) amn—Ln—2....2.1
Grpine g g T 1.2.3....(n—1)

1.2 _B....m
1 d

¢ maltiplicando ciasenna frazioue del denominatore per |'espressione
(eid che nou alters P'espressione) si ha:
l 1 -

22, nl23.n aln—1)1.25.5 w(n—1)n—2)..2.1123..n
s 3 11.2.8,.n E 1.2 1.3.3--.u+ “2asa K 123..5 123,

1 I 1 1 1 1y

|

R S s Y |

“t 1*2'3"'"'{? [28.(n—1) ' 1.2 128..(—2)

la gquale espressione per le considerazioni fatte nell’enunciate puo seriversl ancora

1
24 P32

PB:-PE e, d. d,

9T6*, Fra twti § triangoli i ewi lafi formano wia progréssione aiibmetica i

date ragione; quali sono rettangeli, quali acutangoli, quali oftusangoli ?L "
- a31.
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| sig. F. Celestrl ctudente della R. Universitd di Pisa.

Risoluzione de
# il lato minore. I lafi del triangolo

Indichiamo con ¢ la ragione data e con

Sayanno Percid ;
ad essenda -+ 2d il lato maggiore, ne viene che il triangolo aayi yettangolo, acu-
tangolo, ottusangolo, & spconda che sussiste la priuma, la seconda o la terza delle

tre relazionl .
2 4 (= a)* 1; (x+ 2d)%;

ogsis, sviluppando e yiducendo,

! — 2dx — 3d° Efﬂ,

e ™

¢ seomponendo 1l primo membro in fattori di prime grado le velazioni precedenti

[1OSSOBa seriversi

( — Bd) (i -+ d) :éﬂ;
o i valori accettabili, che si ricavano da quesie tre velazioni, sona per la prima

~3d e per la terza r < 8d. Quindl potremo dira che
progressione writmetica di ragione

iviplo della ragione duta, @it

=34, per la seconda @
Fra tutti 4 Eriangoli 1 pub lati formono une
data, sona vettangols quelli in cui 1l lafo minoreé &

tangoli quelli in cd i lato minore & maggiore del
sangoli quelli in cut i late minore & minore del triplo della ragione data.

ORGT, Risolvere il sislema d'squazioni
(v + y) Coy + L) =ary

(7 y?) (ety' + 1) = by
7. CroCcHERINL

Risoluzione del sig. F. Colestri studente a Napoli.

Dividendo i due membri della prima equazione per Ty @
per z'y*, il sisiema proposto diviene

] (;l'*'%) (—’I"HJrl)_—_.m

(1) - l (,n+_1_)+ (”:-4__1_)___31
!I:.“ n yﬁ |

e ponendo

(2) w4 =t g+ o=
% ¥

il sistema (1) diviene
4 -+v ——'r

u? -1—-1:!3—-3 (1t 4 v) =0,
gss1a
j 44 v=4
| 4o =10 4 B,

iplo delle vagions data. ¢ ntbu-

quelli della seconda
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Finaa Per avers ora i valori di # e v si sottraggs in quest'ultimo sistema s saconda
i, efuazions del oubo della prima, e si ottiene

dur (i + 2) = a® —3p — b,

d'onde
oy — ¢'—8a—5& @ —3Ja—0b
3 (w4 2) Sa
: Sicehe del valori 1 e » sl conosce la somma
M+ r=—=a
e 1l prodofto
@' —Ba — b
e =
Ba ! .
e gquindi guestt valor: sono le radiet dell’squazions
; a'— 33— b .
(@ s
ﬂ’nnﬂa E"

=
i
FEes

“iv s _ 4 a*—3a — b .

_ " 54 8¢* = V3a (35 + 12— )
2 Bt

Dungne

__sa X V3a(4b + 1204 —a°
Ga

e

B =V3udb+ 122 —&°
G

Dalle (2) si hanno poi le equazioni

* : g —pxr -+~ 1=10
?fe—v.if+1=0r

d'onde
e Vad —4
> : b =
| - - Vi — 4
i _ 5 ,

o sostitucndo ad ¢ e ¢ 1 loro valori ottenuti dalia (3), corrispondenti a1 segni en-
periori, si eliiene

o= 30"+ V3a(4b+ 120 —a’) £ V6 (26— 182 + a® + a VBa (45 + 12a — )
12a

o 807 — Vﬁu (42 +— 120 — ¢*) = \‘IEH (2h— 180 + " — u VHE (4h 3+ 120" — ;13)_
126

Dall'avere poi diviso la prima equazione per 2 y e la seconda per »° 7', =
hanno le due soluzioni

=10, y=>0.

230, Qualangue numero, tranne 2 & 5 e i loro mullipli, 2 un devisore d'uvn neners
Formato da cifre tittte wquali a 9.




PERIODICO DI MATEMATICA. 6D

Le risotuzionl pubblicate di questa e delle quistioni successive fino alla 331 soNG el
sig, L. Nofolbasso studente della K. Universiia di Napoll.

- = - 1 L] Ll L
Se @ @ N ROIMEYo gualungune primo cou 2 o 5, la fraziond — ridotta in deacl:

mali prodnce nna {frazione periodica semplice, la cnl generatrice La per pumerniore
il periodo N e pey depominators un numMero sormato da tanti § quante SON0 le

- . : . ; 1
cifre del perindo; guesta genernfrice essendo equivalente alin frazione —, ne B~

oup che ¢ deve BSSETE divisore d’'un NUMero formato da cifre tuile uguali a 9.
¢. B. D.

328, Ogni fruzione irriducibile che ho per denominatore 3%, ridotta in decimali
jjenera wna frazione decimale periodica semplice, che hG per periodo tin HuMEr fdi
§m=—-2 gifre.

gi ha 10=1+3% 8 quindi 107 = (1+3y=1+h 57, st 107 =1 {rod. 8%).
Similmente s ha 100" — (1 4+ k. 8)'=1+ i .58 cloi 19" = 1 (mod. 3"): g segul-
tando ad innalzare snccessivamente o 3° potenzd i ha

105 =1 (mod. 3%).
K

GEW-‘.: o 1

Da cid segue che la frazione irriducibile -;—n pud porsi soklo la forma :

a ridobta in decimale da una Frazions perindica semplice, che lia un periode di 3°7°

eyfve,
C. B. X,

20, Se une frazione irriducibile chosha per denominators il NHHIETO primoe p
diverse da 3, ridotta decimale genera wia frazone periodicn, ¥ mii periodo con-
tiene p cfre ogni nilre frazione ordini)’ic repidueibile, che ha per Adenoninabors
p®, ridotic in dectmali produrrd una frazione periodica, il e periodo comteirri
p" : Pm—:. t"if]'ﬂ.

Qe la frazione —, 1D oul p . up nomero primo diverso da 2, 3, 5 vidotia v
decimali dh an peviedo di p' cifre, yuol dire che

10Y = 1 (mod. p), civé 10 =1 + & p.
Tpnalzando a potenza p™%, poiehd p & prinio, si ha 10P'P = (14N pp=14+7n [
ciop 1P P=1 (mod. Pl Innalzando d1 nnovo & potznza p™ 51 ha
1[]13"113 — [1 _;l_ ]‘r Pdg:].[, _____] 4 hrrﬂ‘. ﬂiﬂh 10]"[!2—____,-; 1 (Iﬂﬂd ?{r};
e cogl innalzando suecessivamente sempre 8 polenza p=* 51 TICAYVA
em—1
0P P =1 (mod, p"™).
K
TILE S

- I e L
Da 0ib sezuse che la fvazione jrriducibile };;] si pud porre SOTLO la forma

e quindi ridolta in decimali produce una frazions periodies il eui periodo ¥ i
pf.pm-! cifre.

Quest'nltimo numero o« viduce & p° . P™* Sl paso, Tarissimo perd, che sin
107 =1 (mod. p*): pel pumeri primi maggiori di 3 & minori di 1000 quesko caso

ai verifica una sola volta ed & per p=48T.
C. B. .
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330. Se nwna frazione irriduecibile ho per dénominaiore un prodetto di pik fai-
IR S . ;
fori primi p,q,t,... diversi da 2 ¢ da 3, ¢ e frazion: F ik o e ridotie in de-
cimeli producons periodi di p’y q' v .. cifre rigpettivamende, la data frazione »i-
dotte in decimale prodiord un periodo @i m cifre, essendo m il mrnimo muibiple
comine di paq i -

1 ; ; s Aw w e oy s ; . :

Poiche l, —, —1-, vidotte in decimali dznno peviodi di p, ¢', +',... cifve ri-
rnar !

speitivamente, vuol dire che 10" =1 (mod. p), 10Y= L (inod. q), 10" = 1 (mod. rj,..

Ova essendo m il minimo multiplo eomune di p, ¢', #*,.. osservaando che con ogni

congruenza della forma 10" = 1 (mod. k) sussiste la congruenza 10* = 1 (mod. &)

purehie s sia muliplo di &, ne segue che Ia congraenza 10® = 1 vale per ciascuno

dei moduli p, ¢, 7). @ quindi, poiché essi sono gumeri primi, anche pel modulo

P=—p.g.. Sieconchiunde che la frazione irridocihile % o porsi sobto la forma

A

e —7 quindi ridotta in decimale di un periodo di e cifre.

C. B. 1L

L
b

sono wweri prime difforenti da 2 ¢ da 5, indicando yispeltivanieite con O T SRR

. s =3 L J

i numeri delle cifie dei periodi delle frazioni dechmali equivalenti ud il 5%

R L] A e - =

la fr.-:zzimm-ﬁ ridotta ©n decimali, produrrd, wn periodo di k cifre, essendo lc it mi-

=, |
.. r_"

381, Sz — & una fazione irviductbile in cui b = 3", p%. qﬁ Bl s EP G K

}ill.

. - ; caW—2 . a1 =]
alio nudiiple conune dei mamert 3 , P -] . q° . qﬂ :

Dai teovemi precedenti si ricava che:

|-|lil

=1 . = i
" El(mnd.gﬁj, I{]r";r =l(mod.r¥)....

-3 ' =1 ’
10" =1 (moil.8=), 10V-P  =1(mod.p%), 109" ¢

- 1 r )

e quindi se k& & il minimo mulliplo comune di 37—, P 7 q". gﬂ_' A grasas

osservando che con la eongraenza 10°=1 (mod. p) sussiste la congruenza
10r =1 {mod. p) se & & multiple di =, conchiudiamo che la congruenza =1

vale per ciascuno del moaduali 5“’,1}“’ . gﬂ ; r'T, .... & quindi, poichd essi sono prumnt

b

fra lore, anche pel module b = 8" ym e #' . _... Da 6id segue che la frazione

irridueihile % piud porsi solte Ja forma i _—1 ° pereid ridotta in decimali di un

periodo di % cifre.
Be ung dei mumeri primi dali, p per es. da luogo ail'sccezione indicata nel

— |

_ . . . -1 . .
tearema 229, si calcolera & sostituendo a p'.p il mumero p.p .

C. B. D.

Questi teovemi del Bonolie riducouo la ricerea del numero delle cifre del pe-
viode d"una frazione decimale periadica al solo easo in enl la genevabrice € una
frazione irvidacibile avente per denominatore la prima potenza d'un numerd primo
diverso da 2, 3 e 5: e di cid «i occuperemo furse [ra breve.

Olire a quelle pubblicate. sono slate inviate alla Direzione due soluzioni della gue-

stione 327 dai prof. Beftazzi, delle quistioni 327, 328, 329, 330, 33! dal prof. Gaili, e
delle 327 e 328 dal prof. Padoa.
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QUISTIONI PROPOSTE ©

938%, Daterminare la parte di superficie sferica racchiusa fra due
archi V'uno di eivcolo nassimo, 1altro di circolo minore terminati alla
corda comune.

339, Nel cono deseritio dalla rotazione dell'angolo § Intorno ad un
suo lato si conduce un piano perpendicolare ad upa generalbrice e
dictante del segmento d dsl vertice; esprimere in funzione di b e d
gli assi, U parametro della conica e gli angoli formati dalle genera-
friei passanti per due verticli della curva.

940. Per un punto di uoa superficie conica cireolare retia, con-
Jurre un piano segante :n modo che gli assi della ellisse (o dell’ iperboie)
abbiano una data ragione L. Si conosce la distanza d del punto dal

vertice e 'angolo 26 del cono.

]
L'
“T
1=
I
ez s
sl
] .
% ;
I
al
o
2
i
2|
EEi
HEl:
-3
::-\. -
=k S
£
-
i
=

ﬁﬁﬂ'_%:_.fﬁ, ’

BELLACCHL :
. : ; , : =1l
a41%. Dae triangoli col Jabl rispetiivamente parailell sono iiterni | 5
Puno all'altro, e volti nollo stesso senso. Prolungando i lati &1 quelilo i i
interno, si hanno bre pa.rallelngmmmi x, i, 7 & e trapezi £, &, . 3
Determinare &, ¥: 2 :n funzione di &, /" e del triangolo interno T. Eré‘j
ALasIA. %;

1492%. Indicando I vertict di un quadrangolo inseritto in un eireolo i?
con 1, 2, & 451 lati con @, b, ¢ d; con hw P. €S- la distanza del ver- 3
tiee 3 dal lato @, e coll Ms, 1L segmento congiungente .1 vertice 3 col i
punto medio del lato ¢, dimostrave le formole il
) EIEE . har_ haﬁ hn-, %i[
% Jaa ~ Fee ~ ha T ‘ % |

o o :

b) S=v\Vhs t Fhas ) (Bl + cluie ) chee T Ahaa ) (dhsy + @hisa )s | 21

3l

1 1 1 1Y E

G) Uhh -+ h;u =pe h-h: = v hn..)(hm = Taa -+ h-u- + h:'ﬂ.n) — %

N P ) 4

(h::: _‘l- h-hl. = i h&: _i' h{l.. ) (hﬁ_‘: ] h“ —i_ h—;gd —1_ h.u;. %‘

O T B

—[a+ﬁ+ﬂ—?d)(“+-£+ﬂ+'a)1 %]

d) ity e T Mg T g = Mg -+ 2 T M-y + M 4y - E

x. Canpino. i

(*y La quistion sontrasgeaiite con U asferigeo s010O propnsie agli sbtudenti delle senple se-
sondavie; le alure 4 gauti gh stidingl indistintamenta,
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343%. La cifra delle decine di qualungue potenza di 3 non pud mai
essere dispari.

344", In qualungue potenza di 5 la cifra delle wnity & sempre 5.
quella delle decine e sempre 2, la cifra delle ecentinaia non pub es-
sere che 1 o 6, quella delle nuita di miglisia non pue essere che 0, 3,
5, 8 (0 e & corrispondono al 6; 3 ed § all'1), e finalmente la cifra delle
decine di migliaia non pud mai essere nd 3, ne 8.

345% La cifra delle decine di qualungue potenza di 7 nen PO Bs-
sere che U o 4; e propriamente & (), se la cifra delle uniia dellg po-
tenza & 1 0 7, ed & invece 4 se la cifra delle unith © 3 0 9.

346%, Il quadrato d’un numero, formato da p cifre 9 seguite da una
eifra qualunque @, si compoune di p-1 cifre 9, segnite dal complemento
& 100 del doppio di 10-¢, da p-1 zeri e dal quadrato di 10-a prece-
duto da uno zero se & di una cifra. Per esempio

998998* = 9999 96 0000 04, 999903* — 9999 86 000 49,

347%, Se un numero P & formato da # cifre ngaali ad a, seguite
dalla cifra b, e da ognuna di queste cifre si tolgono ¢ nmnith, si avra
un nuovo numero il cui guadrato si otterra dal guadrato di P togliendo
da. ognuna delle sue cifre ¢ unita, soltanto per

l
o
50
o
=

Per esempio
(55 ...56—11 ... 110 =55, ..56* —11...11
(66...67 —33...33)' =66...67: —33...39
(TT...TB——ﬁfﬁ...Sﬁ]*=T?...783—55...55
(83...89 —77...77) =88...892 _77...77. .

348%. 1l prodotto d’un numero qualongue N di p cifre, per un nu-
mero formato da p eifve uguali a 9,  ugoale al numero N-1, seguite

flal complemento di N rispetto a 107 .
BonoLis.

VARTITETA

—— e ———

Congresso internazionale di matematici. — Nei giorni 9, 10, 11 Agosto del cor-
rente anno avrk loogo a Zurige la prima ruumione del congresso internazionale
dei matematici, che sembra debba rinscire molio numeiosa, avendo gia aderito nun
gran nomere di seienziati.

Planimeiro Prytz e macchina di Torres per risolvere le equazioni. — Segnaliamo
all'attenzione dei lettori de! Peripdico questi due slramenti d' invenzione recente,
che sono importantissimi per la pratica. 15 noto che sono nnmerosissimi gli stru-
menti dealinati alla misura delle arse piape; il planimetro Prytz si distingue dagli
altri per la semplicita della sua costrnzions e del modo di usarlo.

La macchinn di Torres sin equi costruita serve & trovare le radici di un'egua-
zione di tre seli termini; ma il prineipio snl quale si fonda pud servire per la co-
struzione di sltre maechine atle a travare le radie} un'equazione ¢ualsiasi.

-




. g
PERIODICO DI MATEMATICA. )

RSAML D1 BACCALAUREATO DELLAPRILE 183%

Accademnin di Lione.

= s : SN — o
1°, Quistioni a scelta. — ) Deesnporre il trinomio ' 4 px® 4+ g W un p
dotto di due trinomi di aemnﬁin gradui_h‘
i ' taorin delle apnualiba. . -
ﬂ{ E:E;;:Eils:ni seometriche; somma dei termim d'uma bale progressione. Fra
ﬂ ! " B L]
ymeri dati [nsevire - trici.
dati @ e b iusevire 71 _medl Zeome _ _ B _ -
ﬂuag:,lu:jrat:;lﬁma (obbligatorio). — ¥ data una Efﬂrﬂ'd‘l mggl.n R.—t;,ﬂaf ilﬁ;,ii::lfgm_
il };-iﬂ della base e I'altezza del cono di volume minimo eircoscriiio @ (|
ragé

Accademia di Montpellier.

- g 5 &

Cialoolate i luti d'un iviasgoloe ospsla, sonoseendo V'aren di ?Iumtunt:-{;l;g;g u_‘
I ﬂni;erﬁnia totale del cono che esso gsnera rotaudo aitoymo alla s ;
Dizcussion#:

Aecalemin di Naney.

] i triche del-
1. Quistioni a scelta, — ) Dimostrare che fulte e linee trigonome

. I
'esprl ‘a7z i nzione di fang 4 -
I'arco ¢ S eSprunono razionalments in fu 5

B ;
b1 Clonoscendo tang o, caleolare sen o . Discussione,

¢) Riﬂuiuziﬁna trigonoemebrica delil‘nqunziune ﬂi ﬂinm]dn oyado.
9" problema. — Studiave la variizione del quozieni#
4] o — 82 — B
iz" — Slz — 15

: e
quundo @ varia in modo conlinue da —oo & - %0

Acendemia di Poitiers.
1°. Qulstioni a scelta. — @) Dimostrarve le formule 'addizione pev 1l seno e coseno.
| J 7 S
) Conoscemlo tang o, ealcolave tang 5 - Disenssione,

) Dimostrave che fva li angoli e lati di un triangolo qualangue gsiskono
le relaziom ihon O i B

h=coos A -F ¢ cos O

— nweos B+ boos A,
Deduwrne la formule

Wl =3 4 *—Rbecos A
b =¢" - & —2encos B
A =n*+ b — S abeod C.

GlRaenno
99 Problema. — Una plramide "BEDIM_B ha Pm‘.hﬁ's.ﬁ 47 qg:::;iﬂi- blﬂle gon 20,
dai ftl:;ﬂn.n-nﬁ isesceli, che formano le fapeie laterall, sirappre o T R
i lt":l ti con y, I'albezza gorrispondente 4l lato Za com i, e o1 At
i '3‘1] fil J::uu 2. Caleolare = e il goseno deil’angolo rveftilineo de ‘ *:
gpondanti &1 Ikt | t li. Come vavia uest'angolo allorché A dm;':mﬂne
formato da due facee latera ( Cantinue)
pnrt.ire da o= ?

.
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E. De Moxren. — Le legqi dell'interesse (Seansano, 1896). (¥)

Voglinmo dare un cenno di quest’Opuscalo, estratto dalla Bieiste di Sﬂﬂt’ﬂfﬁﬂi’ﬂ,f:if
in yuanle che essu & una bellissima prove delle importunti e svaviate ﬂppliﬂﬂmiﬂni :
¢he pud trovare la Matemaliea nello stadio delle leggi economico-sociali. E noto -
che fuori d'Italia tal genere di studi he trovato ampio sviluppo: basterebhe C-ltﬂ_ra :
il Maxwell e il Walras e dare un'occhiata al gioruale degli attuari inglesi: ma
in Italia finora son poehi gli studiosi di questo vamao delle matemeatichio diseipline,
e non oi pare superflue dar nolizia di quest’ultimo lavero di uno dei piit antichi - *
e i}ﬂﬂlpetﬂﬂtl cultori d&lia materia, ::lie snuol r:hmmarst mf:.tuncr.tn:n fimii'_::hl? ia; i;aniq

|.-\.-\.!-

metria analitica e proietiiva.

%
=

1 noto che le leggi, affatto canvenzionali, regolatrici dellinteresse sin EEI!I]_JHL‘}E
che composto, suppongono chie il capitgle abbia, per un tempo indeflnito, 1a stesg
sapacila produtiiva, ipotesi queste ben lontang dalla vealtdy, sin perche ogui eGpi--
tale col fempo =i esaurisce, sin perché Paumento delia vendita non & che in limiti
vistretti, praporzionale ali'anmenta del capitale.

['A. si ogpupa della questione comineciando eol rvicordare che il sig. Cat&laﬂ
fin dal Congreaso di Berdeaux del 1871, propopeva, pel calecolo dell'interesse comi- =
posto, in luogo dell'attusle, una formula empiriea e complicata, colla quale vulevﬂ .
soddiefare 2 due condizioni: 25 =0

I" che ‘per piceoli valorl del tempo, il frntte rimavesse proporzionale &l
tempo.
2" che coll'aumentare indefinifo del tempo, il montante tendesse verso nm-
limite azsai ristretto. Questo limite &, naturdlmente, convenzionale, e il Catalan lo
supponeva inferiove a 10 volfe i capitale; ciogé supponeva che un eapitale coi suoi
inferassi suceessivi non arrivasse mail a decaplicarsi |

LA, nola gll evidenti difetti di questa formula. X, studiande il problema in

generale, indicando con 2 il tempo. con g 1l monfante di I lira, trova Ia velazione

zy + ay -+ bx —a =13, (1)

dave i paramebri « ¢ U son determindt: dal saggio » dell'interesse, giacchd, per
w==1, dev'essere y=1 -+ », e dal massimo che ai vnol raggiunto dal montante
per & =,

Da questa formula si deduce, come caso particolare, quella dell’ interesse sem-
plice, Hssa si presta a svariate applicazioni, in particolave al easo in cui si desideri
che il eapitale dopo un certo numervo di anni divemti iufruttifero. ge

{*) Menlre sl stampsva questo breve cenno, Il sig. Rowchd presentava 'opern del prof. De honta!
all'Aecsidemia delle Scienza di Parigi e no pubhlhiears una relazione nei Comptes- Rerndus (1837 N, B).
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A

T/A. nota inoltve ehe la sur velazicne € quella chie in (teom. proietliva stabi- %;gt
ligce la covrispondenzi anivoca fra due punteggiate proiettive. [ pil osserva, clie, A5
mentre per l’interesse gemplice le eurva dal montante & una retia € pet |*inkeresse | %g
compogto una GUTYS |ogaritmnies, per I'interesse da Jut caleolato & un ramo d'iperbole. J*gm
[ A. come esempio prende quindi a sonsiderare il caso in cul gin =4, col él

| {3\,

tavola dei montanti da 1 2
plica il suo metodo al eal-

paid

massimo 8. Caleola, per questn ©asy, un’apposiia
99 anni; e servendest di una nota formula d'Bulero, ap
eolo di una rendita anticipats, & ne deduce importanti conseguenie d'ordine econo-

mico, che mon & qui il luogo di rilevare. Noteramo S0l0 QUESiA: che, colla legge
Jinterossi eonfemplati dall' 4. una rendita perpetua avrebbe un yalore attnale
infinito; quindi sarebhero ammissibill 1 debiti consclidati,

Yesue poscia la Lraltazione del problema genersie dell’emissione, dopo un breve
& chiare riassunto della Eeoria delle rapdite a bermine vatiahile.

P
= |I e e,
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E. Narvel. -

Pror. Arouno MARTINI-ZUCCAGRL. — Lezioni di Arilmetica teorict. — Ne
Teoria dei numert razioniali, — Lavornoe, Stab. tip. S. Belforte, 1897. ‘_!| ?}

i EE:-'“{

Questo libra si allontans alguanto dueli ordinavi frattati di Arvitmetien razionale, H %

che si adottana nelle scuole, gia per 'ordine che per le dimostraziont di diversi 4 E
taproni. Beso & fruEto di lungo studio od & acenratwmenie redalto. | Its_j;
Net 1° cap., dalle cousiderazione del gruppi di aggett, 1'autore passa al con- | 1555
cetta di numero; definisce Vumidh e i) numera, stabilisce un aviterio per distingusre 12
se uyl Nunere uglaie; maggiore o minore @i un altro, od epuncia infine il prin- :' “i

B i o
]
(]

cipio fondamentales I numezo intero 3 nescolianiente indipendente dall ordine & dal

sodo con cui SO0 QGITHPPALe le suwe wnitd.
Nel cap. &', tratle dell'addizione, della moltiplicazione e dell’inpalzamento &

potenza, che ehiama uperaziuni divette di 1% 2¢ e 3* specig, l'iﬁpettiva.mentﬂ. - l]l
!
i

mustra primg 1 teorami relativi alla proprieta associativa dell'addizione e della
stafiva. Indi, dimostri

moltiplicazione, € poi quelli celativi alla proprieta commt

sleuni teoremi sulle somme sui prodofil, avendo cura di metterli umo aceantd :
all’altro, in wmodo che Si possa scorgere coONme olasguna proprieta di und delle due 7}
aperazioni diretis 3i 1= e 28 specie, S1 pussa dedurve dalla proprieta corvispondette )
dell'altra cperazions. '.

Par dimostrare la proprieta associativa del prodotto di pin fatbori, l'autore 51

serve del metodo o induzione (0 di conclosione da # a n <+ i}, Non ecrediamo che
sia conveniente infrodurre quesfo metodo di dimostrazione nell'insegnamento del- . 5

Tavitmetion, e speciglmente al principio del corso.

ey g e e e
S —— P
i ikt ]

5 et

e ]
SR EEE S
FEETRA

Nel cap. 8" souo Jimostrate le regole per effetiuare le opevaziomi direbte di 1 ; ‘f‘i;:.;'(
e 2¢ specie. h
Nel eap. 4" I'autove parin di sintesi e di analisi, delle dimostrazioni indirette, i

del metoda di conclusione da st a 1+ 1 (gia adoperato printa). del metodo di ridu-
sione all'assurdo, & dimostra :fine il teorems di Hauber. Non crediamo che questo
ecapitolo dehba trovar posto in un brattato di aritmeticn, & ci sembra che per di-

. ~ B
mostrare che se b = ¢ deve esgere a4 -+ b=
< <

—

a 4+ ¢, & simili teoremi, non_valga

la pens ricorreve al teorema di Hauber.
Nel cap. 5° I'antore tratta della sottrazione @ della divisione dei pumers intert,
praprieta fondamen-

che chiama opervazioni inverse di 1% e 2* specie, e dimostra le
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iali di detie operazioni, facendo rilevare come ciasennn proprieta di nna delje opera-
zomi inverse, solirazicne e divisione, si possa dedurre dalla proprietda corrispondente
dell'altra vperazione, eambiando le parole resto in gquoziente, diminuends in divi-
dendo, eoe., e vicevevsa. '

Nel suseessivi eapifoli, 6'e 7", 'autore considern i teoremi relativi alle teoria
del queziente incompleto, ed alle regole per effettuare la sottrazione & la divisions.
tinndo wua luoga dimosiraziene per ia regola dalla divisione nel esso in cui il di-
videndo, il divisore e il quoziente seno di pint cifre.

Nel cap. 8", l'anlore risolve diversi prublemi, fra i quali i sezuenti; * detevmi-
nare la sommne dei primi » nomeri intevi — determinnre quantt ambi si possonn
formars con i primi 90 numeri — determinare la somma 1 -+ a4+ o 4 ...+ (t®, ecc.

o
Non crediamo che nn prof. possa proporre ai suoi ailievi, che bamno studiato fip-
pena la nperazioni sni numeri intexi, problemi del tipo di quelli aecenuali, & non
¢i sembra conveniente far stndiare agli ailievi quei problemi, che in seguito pir
tranno pit facilmenle conprendere,

Negli ultimi guabbro capitoli delln prima parte, I'autove tratta della divisibilita
dei nimeri, de]l massimo comune divisore, del minimo comnne mulliplo, e delia
feoria del numerl primi; mantenendo sempre nelle dimostrazioni dei diferenti feo-
remi, quel rigore & quell'originalith cha s'incontrano in Eutie il libro. Abbastanza
semplice ed originale ci sewbra la dimostrazione del teorema relptivo slla ricere
del m. e. m. di due nmneri, '

La 2¢ parte del libro comprende lo stndio delle grandezze in gewevale. Da
questo studio, avlore passa nella 3" parte, a quello dei numeri frazionari osen-
pandosi nei primi due capiboli delle frazioni ovdinarie.

Nel 3" cap. tralta dei numeri deecimeli, dimostra le loro proprieth generali, &
la regola per oalcolare il walore di una frazione ordinaria in unith decimali di un
ordine qualungue (n. 258). Dopo aver parlaio delle operazioni ani numeri decimali,
"antore ritorna alla riduzione delle frazioni ordinarie in decimali; dimostrn prima
la condizione necessarin e sufficiente affinche nna frazioue orlinavia irridacibile
sia uguaie ad un numere decimale, & poi da nnovamente (n. 264) la dimostrazions
(originnte ma molio lunga) della regola per ridasrre noa fraziene orvdinarie in no-
mero dscimale. (Juest’ultima dimostrazions st polrebbe sopprimere sostituendo il
n. 256 al n. 264. '

Abbastanza bene & svolta I leoria dei numeri decimali peviodici, nelln quale
Fantore ha escluso ogoi counsetto di limite; perd sarebbe bens modificnre la dimo-
straziona del teorema che di la generatrice di un nnmero decimale pevipdico sem-
plice, cha {'autore tn dipendevs dal problema: ealeolare la somuin Id4ata+..+a

Linltima parte del libro contiene la teoria delle misurve delle grandezze com-
mensurabili, In essa si trova Iy seguente definizione: * Chiameremo misure oi wnu
grandezza A, rispeito ud un'adtra grondezzo B, commensurabile con e prine, il
Niwero che rappressnia quente volte le grandesza A contivne lu gramdesza B, o
nna purte aliguote della yrandz=za B ,, che non & esatin.

In complesso il lihro ha molti pregi, e erediamo cha, sopprimendo qunlebe
capitolo e modificando qualehe dimostrazione, posse essere ulile all'insegnamento.

P. Visaras,

Giouie Lazzcer — Direttors responsabile.

Finito di stampare il § Marzo 1SH7.
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1l prof. Besso per 1l primo € 1 professoti Pescl e Panizza di poi, 1n
Note apparse in ¢uesko Periodico, s occuparono dello studio dei Lrian-
goli aventi lo sbesso baricenbro. — Anch’io, in una Nota pubblicata
el fascicolo 3° dell'anno IV dello stesse Periodico, ml pccupai dellar-
gomento, dimostrando proprieti ehe non erano state considerate, e r1-
solvendo nnovi problemi.

La presente noba & un saggio d'umo shudio, certo molto attraente,
che si potrebhe fare sul tetraedri isobaricentiicl. '

|, Indico con A, A., A, AL vertici d'un tetraedro, con A il suo
haricentro. 11 punto A & anche A1 baricentro di quatbro pesi eonali ap-
plicati a1 vertici. Le reiie A A tagliano le facee opposte del tetraedro
nei baricentri delle facce stesse. |

Un totraedro & determinate n arandezza € posizione da dodici
sondizioni, perchd I'assegnazione Tun suo vertice equivale a tre con-
dizioni. 11 baricentro d'un tetraedro ne & un punto notevole (*), Tufabti,
dati tre verbici e 1 baricentro il tetraedro € determinato, & in modo

UmEo.
9 Dati due vertici A, A, e 1l bavicenbro, vi ha una tripla infinita

di tetraedri. Un altro vertice A, ne dividua uno, e se A, descrive
ana figura I, 11 quario verlice deserive una fignra T, che & simme-
trica di F rispetto al punto che e sinmetrico del simmetrico di A
rispetio al pnnto medio di A, A,. Iu particolare, s¢ la figurn I' & uni
reita 0 un piano, la fignva F° sara in corvispondenza una reita o un
plano.

(*) In gualelie brattato i Guometrin il barizentro, Frorlocentes ege, d*un brianezelo sono dolti punis
aotapell del medesimo, win NOR % detlp ¢he sosa si debbn inteniders per punto nolavole dune Bguri.
1 nua min noba pubblicats nells Wil i Mateniatico (Tocine, 1503) proposi, non su sk per il primo,
di cifamare punde notavels dood figurn pianid ol punfo del piapo della Azora i1 guals, (uandn s
dato, equivalgn ud nssegnare die conilizioni o cul Tn Azwem duve sodisfire. Por analogin S dirdy promko

notevole d'oan hgonra solida un punto ia omi AssBEnAsione uruivalga o tre condizipnd per la Bgura

A g o0 galdoes o
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14 PERIODICO DI MATEMATICA.

3. Da quanto & stalo detto nel numero precedente risulta la riso-
Juzione del seguente problema: Deserivere un tetraedro, dati A, A, A,
une reite a, su cui dece stare Ay, e un piano o, sw eui deve stare A,

H punfo A,, (Aw & il punto medio del sezmento A, A\) & nafo; &
il simmetrico di A rispetto ad A,,. Descrifia la rvetta @', simmetrica,
di a, rspetfo ad A,,, essa tagliera a, in on punto A, e la retta A, A,
taglera a, 1n un punto A,, esara A, A, A, A, il tetraedro cercato (%).

4. Si ba pure la vigoluzione del seguente prohlema:

Costrwire un fetraedro, dati A, A, e tre relle a,, a,, 8, su cui devono
stare A, A, A,

1l problema & manifestamente determinato. Per risolverlo si pud
rammentare la risoluzione di quest'altro problema di slercomefria:
Date tre rotlc sghembe g, b, ¢, tivare una covda della prima e della
terza, che sia bisecata dalla seconda, Basterd condarre da gec1 due
piaui paralleli, e poi il piano bisettore dello sbralo da essi determi-

nato; guesto prano taghera b in un punto, da cui condurremo la refta

che sl appoggia ad a e ¢; giacera su guesta retta, la corda cercata.

Ci0 posto, quando A, si muove su @, A,, descrive una vebla a,,
parallela ad a,, e che si pofra costruive; A, descrivera una retfa a,,,
che @ la simmetrica di a,, vispetto ad A, e che si pofrd anche costruire;
tirando la corda A, A, delle rette a,, @, che sia bisecata da a,,, si of-
terra nel punto d’intersecazione di a., con A, A, il punto A,, da cu
sl atilene A ,, e infine la refta A, A,, tagliera ¢, nel punto A, 1l
tetraedro A, A, A, A, & quello cercato.

3. Nella figura del precedente problema si faccia muovere A, su
a,; ad oguni posizione di A, corrisponde una retla a,.. Per cosfruire
tutte le refte a,,, basta prendere su e, un punto A, e pel punti medi
dei segmenti A, A, tirare le parallele alla a,. Siccome 1 punti medi dei
segmenti A, A, sono in linea retta, cosi tutte le rette a,. sono m un
piano, che & il hisettore dello strato delerminato dai piani, fra loro
paralleli, che passano per s, @, II allora staranno in un piano fntte
le relte a,.; e siccome i puntl A,, sbanno in un piany, che & il biset-
tore dello strato determinato dai piani paralleli, condotti per a,, a,, cosl
segne che A,,, A, sono simmefriel rispetto ad A, e percid stanno su
due retie dei piani suddetti parvallele alla loro intersezione. Si dimo-

{*) In guesbo e in altri prollowi semplisi omello vgni discussione e la 1vicerca delle comdiztoni
di possihilita,

¢ s v by A
saliiipid B

B

3

4
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«tra similmente che in altrettante rette sono i punti A, A W T
e quindi il leogo delle posizioni della retta di un labo del tetraedro
A A A A e quello d’ ong rotta che si appoggia a e relile sghembo.
S hia cost il leoremas:

Se wn tetraedro st deforma in aodo che i suot verlici scorianc St
quatira relte date, menfie ¥ bayicentro rimane [isso, lo yette dei suot late
generano seé quadriche a pndi iperbolict, wne per ogni rélia.

6. Le considerazioni ord fatte ci permeltono di risoivere il seguente

problema: Descrivere un tetraedio Ji nalo baricentio, 1 il vartici cadano i
su quattre retle date fyy gy Sy By € la faccia opposta al vertice che deve
cadere in &, passi per uin date punto M. ﬁjﬁ

Desecritta la quadriea corrispondente ad a,, @5 € quella corrispon- fﬁﬁr
dente ad @y Gy 9 determinino i cont circoseritti alle medesime € %_?"E

aventi il vertice COIRURO M, Se g, & un piand tangente comune, ©

A A, A, sono pun b comuni ad o, e alle retie @y, dy o sArANN0

e

=T
aak

T, =
R e
= : LWL E—u_rﬂh'_%ﬁﬁ'—. E

A, A, A, 1 vertici del tetraedro corcato, dai quali si deduce poi
gubiio A,

-
oty

7. T noto che, se sl dividono nel medesimo senso i Iati d'un poli-
eono Ay As...s piano o gohbo, nelio sbeseo rapporto nel punti B, Be.o s
: due sistemi di punti A @ B hanno lo stesso baricentro. Se percio s1 ﬁ'r
considerano due coppie di lafl opposti d'un tatvaedre come laki d'un '§1

i

quadrangolo, © i dividono nel modo ora indicato, si avranmo I vertiet
d'un secondo {etraedro isobaricentrico coll il dato.

AT

i

Se si dividono due coppie di lati opposti d'un tetraedra nel rapporio
1”:1", e nello stesso SEs0, i quatiro puni di divisione sono veriici d’ un
secando tetraedro isoharicentyico.

(%) Questo totraedro ha col pitmo il rapporto (1 — 1y (1t -1 (17:<=11")"
Tafatti si supponga che i lati A, A,, A By, A A, A A, sieno stutt divisi nel
yapporbo I ° 7’ nei puniil, 2,3, 4 Siassamanv A, A, A, A,, A, A, coms sistema
di assi coordinati obliqui. Le soordinate dei punti 1, 2. 3, 4, posto A A =D,
A A,=e A A, =d, sono sispebtivaniente, come 2 facile veriiicare:

("" 5,0,0) (,L L u) ¢ Lo = d) 0,0 : nv)
Lr+£rr Mt ? Ir_[_tlr IF—i—-I" 3 1 -:-Ir_{_;:-_-- :I-_Jr_z-r f ¥ '-!!'—11-1.‘“"'

Qustituendo guesti salovi nella nota formals che da il velume d'un tebraedro
in funzione delle coordinate dei snol vortici, gli assi supposti ohliqui, st ha:

9 1l ol [P
f.rr.i-f”}’ 3.

NS et

V. [123¢35£lﬂb..-;.d

(*) Chi non ¢onescs ia geometria aualitica pao onmsihere lo parti slampate i carabtore piccolo,
clie non s000 indispensabili per apmyprendere o parts prineipale di questa Notw
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=i
e
£
Ma
4.

V.(A A A A)=— lb;ﬂ.ﬂﬂﬁﬂmﬂr; e

6

sosiitunendo & ba;

W=TI0=+17) 5 (A, A A, A
. : | { Sl - a2 ~

V- {l 934.} = l:fr + Irr:l.t ."f;".,,

8. Un Lelraedro 1234 & individuato da uno de’snoi vertici, p. es.
dal vertice 1. Si dira il tebraedro corvispondente a quel punto. Se A, =
gl muovein A, A, 1 vertici 2, 8, 4 descriveranno sulle corrispondenti
retle der lali in eni giacciono delle punteggiate simili a goella de- e
scritta da 1, e simili fra loro, Dati in A, A, due punti 1,1, & guesti =
corvisponderanno due tetraedri 1284, 1°2°3°4", Se invees di considerare =
1l quadrangole gobbo A, A, A; A, si considera il guadrangolo gobbo ==
A, A, A A, ai punii 1 o 1" corrisponderanno due nuovi tetraedri =
1567, 1"'5" 6 7', Questi quattro tetraedri eoi loro vertici segnano un =58
segmento per ogm spigelo del tetraedro fondamentale, tranne per lo '::iﬂ.m
spigolo A, A, opposto ad A, A,, nel gquale sono segnati due segmenta -
a5, 667; e poiche =

e

i
43
i
e

L

P e BIE LR

Ll
SR

oL RS R |

A3:8A, =A6:6A, AZ:3A:A6:64A, §
1 punti 5 e 6, come 1 poanti 3" e 6" sono equidistanty da Ag, A,, & percio ,.;.l}
23 = 66°. 51 hanno cos in tutto sei sezmenti distinti, uno per ogni “‘-‘*“‘"
spigolo. Ora le pinteggiate deseritfe dai pimbi 1, 2,... essendno similj, “:
e ad A, cormspondendo A, ad A,, A, ece, s1 ha come & facile ve- :i-:_m
rificare:; mﬁ“”
117 23 3y M 37T 5
AA, T AA,T AA, T AA T AA, T AA/ =
eloé g«m
Se sw d'un lalo d'un teiraedro si prendono duye panti, ¢ st costrui- mw
seone & qualtro tehraedyy ad essi corrvispondentt, questi coi lovo veyhiel de- _ﬁ
terminano sui lali del telraedro fondamentale sei segmienti, che sono latl —m»;w
d'an nuovo tetraedro simile al dalo. ;ﬁﬁ
9. Per semplieita d'esposizione un tetracdro iseritho in un altro si *i;” :
diva di prima specie, se i snoi vertici cadono sulle facce dellalivo, ==
unno per clascuna facela; di seconda specie se ha 1 vertict in due coppie “gm
di spigoli oppesti, ano per ogni spigolo; di terza specie, se 1 delh %%
vertici cadono in una coppia di spizoli opposti, due per ogni coppia. ’“f
10. Se si prolungune i lati dun lelraedro iserillo di seconda specie =

e isobaricentrico con i dato, i prolungamenti taglieranno @ due spigoli

>>>>>

P e T

wprstMp Tt b ;l-.:...:!_!.: JEEEL e

2 :-F!i-:-!--\.-
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rimanenti nei vertici &'un telraedro iscritlo di terac specie e isobaricen-
trico col dalo.

Infatti: 12,34 taghino A A, In P e Q rispeitivamente, e 2314 se-
chino A,A, in R ed S ordinatamente. Si ha per 1l teorema di Me-

nelao:
A1 AP A2 . Ad A3 AQ
1A, PA, 2A, 7 ¢ :

da ot
AP QA, A.A, AA,

e

AP TQA; AP T QA
e quindi A P =QA,
Similmente si dimostra che AR = SA.. :
Questi risultati dimostrano che PQ ed RS hanno gli stessi punts

di mezzo di AA,, ALA, e cioe 1 tetracdro PQRS ha lo stesso bari-
centro di A A A A,

11. Si puo determinare it volume del tetraedro PQRS. Infatki si deduce con
facilith che
I'l= | ;l‘: I.I‘-I"‘.".I + If"."
PQ'_-JIFEI__F:AI&!' R'S'_t.rn A E"‘r

_.31 a

Inoltre
. 1 :
V. (A AAA) = 2A A AL, sen (A4, 4.4)

V. (PQRS) — %am RS sen (PQ, BS),

dove & & la minima distanza fra le reite A A, ALALF)
Di qui si Leae
Iri _!"_EH:

V. (POBS) = (5 ) V. (A AA,A).

Il':__.[ F=

|9 Le mediane d'un tetraedro isobaricentyco iseritio di secondi specie
tagliano le facee del telraedro dato in quattvo punti, verlici d’un teliaedro
iscritto di prima specie isobuyicentrico con il dato, e tagliuno i prolun-
gamenti delle fucee sfesse aitri quattro punti, vevtici dv un tetraeddro
analogo.

Questo feorema 1nsegua & costruire del tatraedyi isobaricentricl con
ano dato e iseribi in esso.

I wolumi & questi duy teirosdri gono:

Y = I":l fir: A EHE} : “.r e E”.:I “.r_- L I”'“;I
(ng e P‘F}n ' El: &E A: lﬂ-l 1 UI‘ — :_“.,,.l_l

KA Ak

(=) Bavtzer, Trigon, § 6, 11
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Infatli, assunti come asst coordinati le velle A A,, A A,, A A, e posto
AA =b, AA =c, AA, =d, con facili considerazioni &i trovano come punti
W'mtevsezione delle deite mediane con i piani delle fucee del tetvaedro fondamentale
le seguenli due quaderne di punti:

B —17) el ar \ pfoE=in _ar
a( B (0, , 35,_4,‘).,

Sf =t " ¥ —1' JI"—0P")° 3 —i"
nir Al hi' el
38— " . 8l — f“)' 0 3" 4=t ’ﬂ) ‘
T el d({"" — 1} 1 al’
o ( | :
B 1" 8= Hi”—-f")' B (U‘EH' — 7" 8" ——ul')

B — ) az ( B (" — )
g 'I'ﬂr T s ] r ¥
S (:—H'—t' m"-—r) V'\ser—7 s —7 ﬂ)

@ §i verificn subite che le coordinate dei baricentvi dei tetraedri ABCD, A'B'C'D’

/] -

Sonn T T %, cioé gquelie stesse del barvieentro del tetraedro dato.

Applieando poi a gqnasti doe tebraedri la nota farmola per il caicolo del volume

in fanzmone delle coordinate dei vertiel, si olterranno, con facili trasformazioni, le
Formale sovitte nall'entneiata.

13. Se sielle vefie A A, ALA. si prendono & punti A',, A, in modo
che sia
AA A A, =AA A A, — ¥
e sulle relte A A, A A, siprendono i punti A’ A’ in modo che sia pure
AA A A, =AM CAA, =,
th telraedro A" A, A A", ha -lo stesso haricendro del tetraedro date.
Infatti, posto AL AL..AA =K A A, .A"A.=H, si ha:
AAG: A’ A=A, K:KA,.; AA:AVA, =A H:HA,, =7

Di qui =1 ftrae

A K:KA,,=HA,: A, H,

e quindt 1 segmenti A, A, ,HK hanno lo stesso punto di mezzo, Ora
essendo A, A.. 1 punii medi di A A, AA,, ed H,K i punfi medi di
A" A ALAT, 1 due betraedii A AJALA, AP A AGAY, hanno lo stesso
haricentro, c.d. d. |

Questo teorama insegna a costruire nn'altra classe di tetraedri
1serithi nel dato e ischaricentriel con esso.

14, Se d'un tetraedro iseritto di 3° specie e isobavicentrico con il dafo
le due coppie di spigoli, che harno le medesime vette, sono proporzionali,
le mediang tagliano le facce del fetraedio fondamentale in quattro punti,
vertici d'un alfro tetraedro fsobaricentrico col dafto.
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Sia PQRS, come precedentemente, uu tetraedro isobaricentrico
iseritto di 3* specie, e si fnceia 1'ipotesi che AA,:PQ=AA RS
Si dicano GG 1 haricentri delle facce AAAARA, &S tiri A, G, che
tagli ALA,, inun punto D. Applicando i teorems di Menelzao al triangolo
RA,A,, bagliate dalla trasversale A, G, si ha A, D:DA,, = 2594, RS

Qimilmente si ottengono sulle altre facce del tetraedro dato altul
fre punti B,C, D fali che |

&4\3 9 AA_R' Jl'—.'-l'fjl' D PA, AnA- 9 P!?L.,,
BA,., HS * UA, = PQ ' AA, = <-pQ -

In yirti deli’ipobesi fatta, e per quanbo & stabo dimostrato al n. I3,
i secondi rapporti sono egunli, ¢ quindi saranno egnali anche 1 primi:
e allora (teorema precedente) 1l tatraedro ABCD ha lo stesso bari-
centro del dato.

[ coudizione espressa dal teorema pracedente per concludere che
ARBRCD @ isobarvicentrico con il dato, la quale & stala dimostrata suf-
ficiente. & anche necesearia, come @ facile verificare.

Clutania, agosto 1896,
S. CATANIA.

Y TR

ORMOLE RELATIVE AL NUMGRO DECLE COMBINALION SEMPLIC B CON RIPETIZION

dedotte dalle progressioni aritmetiche

La ssopo di guesta breve mota & di mostrare come ls ordinavie for-
mole ehe danno il numéro delle combinazgioni semplici e guello dslle
sombinazioni con rvipetizione di L elemonti, g1 possano con UM metode,
che mi sembra piit naturale, dedurre dalla progressioui aripmeliche, o
quindi di far vadere come il seggetto del numeri combinatorii, tanto In-
portante in guestioni teoriche @ pratiche, si possa anolie in un corso
ligeale oppertunamsnte feattara come una applicazione della acrendata
teoria.

|, Rappresentiamo gl # alomenti dati, fra di love differenti col gimboli

(o) @, @, O s @y

e proponiamocl di frovare il numero delle combinazioni sempliol deila
clasge 2, civé il mmmncrd dei gruppi che si posscnd formare con gli n ele-
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menti della serie (z), in modo cha ogui gruppo contenga due slemsenti
seelti da (g) e, viescan groppo differisoa da ogununo degli altri per con-
tenere almeno nn elemento differsnte. Un tal numero si suols Yappresen-

, n
tavo con U, , od aunchke con (?) -
-

Basteri. osservare che il primo eleinento a, di () si pud snecessiva-
menie accoppiare con ciaseuno dei sucesssivi, dando Juogo in tal modo ad
(n — 1) groppi della specie riehiestn, che il secondo slewmento a, i (x) st
pud alla gua volta accoppiare con ciascuno dai snceessivi, dando lnogo ad
n— 2 gruppi differenti fra di lovo per il sseondo elémento e different;
da quelli ottenuti prima per 1l primo elemento; nalle stesso modo 'ela-
meauto ﬂ;, dara # — 3 gruppi differenti fis di Joro s do tabti i precedenti,
finalmente il pennltimo elemento a,_, dard luogo al solo grappo (a,_, a, );
in tal modo moi obéaniamo tutte le combinazioni poagibili dslla classe 2,
poiché ognuna di gueste, ordinata secondo gli indici crascenti degli ale-
menki, dovrd comiaciare econ uno degli elementi di () e contenare un altro
elemento ad esse successive; inolire tntti i gruppl oftanuki seno ¢ome 31
e visto, fra loro differenti, e pero si ayra

1 P (:):(n—1)+(n*-2} 4+ (n —8) +..2+ 1

C, , = (n) :ﬂ{ﬂ —1)

2 1.2

2, Per avere C,_, o (g

scune di fre elementi differenti scelti da (), e tali che ciasenno diffe-
risea de oguuno dei rimapsnti psr contensre almeno un elaniento diverso,
basta ossevvare che da eiascun gruppo di due elementi woi pessiamo of-
tenera 7 — 2 gruppt di tre slementl, agsinngando ad esso ad uno ad uopo
clasenno degli elementi iz esso nou contenuti; pert ripatendo quasta ope—
razions per ciasenno dei gruppi della elusse 2, s otterrebbe tre volts
il medesimo grnppo di tre elswenti; infatti ad es. il gruppo

), ossiv 1l numare dei gimppi, composti cia-

(x; iy 0y
g1 sara oltennto dm tre gruppl
agglungendovi rispettivamente gli elamenti a,, a;, a;: se vogliamo dun-
nue ottenere il numero delle eowmbinazioni differecti degli # elementi della
closse 3, dovremo dividers per 8 i numero

#in—1)(n —2)

1.3

o 'ﬂ) nlin—1)(n — 2)
SHET gy T 1.2.3 '

g gquindi s1 avrea
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3. Supponiamo ora ehe la leggs precedentements dimostrula per O, s

e €, sia valida per O, (k <<n) e dimostriamo she essa & valida per
On‘k.-’r'l (k "I’— li ﬂ)m

Par 1potes: avremo

1 np—1)m—2)....(n—k+1)
Coe = s PR T | R ;

ora se ad ognuno dei gruppi composti di & slemeanti scelti da («) nol
agginngianmo ad ano ad uzno gl alementi eselusi dal gruppo atesso, che
sono in namere di 7 — &, noi otterremo (r — &) grappi della classe & + I,

e se nello stesso mode opereremo su ciaseuno dei groppl delln classe X,
otterremo in Eutto

ﬂ(ﬂ—-lﬁfﬁﬂm....fﬂ—-i't-[—]}fﬂ—*?f‘.'
/I - R

gruppi composti di £ 4 1 plemanti: ciasenno pert di'que?ti _gru_ppi é;‘i-
petuto % + 1 velte perchd ottenuto dalle £ + 1 combinaziom di X ale—.
menti dedueibili dal groppo siesgo col tragenrare uDO qualungue ‘degh
slementi in esso contennti; par avers quindi 1]l pumero dei grappi dif-

foronti dells clagse £ -+ 1, si dovrh dividars il numero oltenulo per £+ 1
st avrd gqumndi

n nlp — 1{n—2) ... n— &)
() G"*""‘H=(h+1)_" 1.2.3.... k. (k+1

4, Dalla formola (B) si deduce immediatamente che

S Ty | 4 (i 1).
) (;;) =\ & e 1)
basters ridorre i due terminl del secoundo membro wlle stesso denomina-

fore.
Applicando ripeiutamente la (y) avremo

n n—1 1 =l

1) =37+ 6=
i — 1 n—32 n— 2\
(2 =07)+ G
n— 2 n— 3 n — 3\
(37 =%+ 625
35 o SV (!:) _
(%)=
e sommando le precedenti eguaglianze mambro.a mambro, ed osservaunto

k E—1
che (,{) = (fc—- 1) — ], ayramo

@ (1)=G2)+ 62D+ 62+ (S 6o

=

;Mﬁﬁﬁh@u

T

=
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a. Applichiamo la formola (B) alla determinazione del numero C7,
delle combinazioni con ripetizione degli elsmensi {g), cioé al numero dei
gruppi che si possono formare cogii elementi di (&) ciaseuno comiposto
di & elementi egnali o diffeventi, ma tali ehe ogni gruppo differisca da
cirgeuno degli altri o per cantenere un elemento differente oppure ghi
stessi elementi ma ripetuti nn numerve differente di volte.

Per avers ,, é chiaro che basta accoppiare ciaseun elemenio della
gerie (@) con sé stesso @ con ciascuno dei ssguenti, per cul sl avrd

Choe—=nt -1+ (Hm —2)+....2 F1,

e108
L nire 4= 1) 7+ 1
Uwme="Tz —\ 2 |
) . n 4+ k—1 i o g
Ammesso ora ghe si abbia 7, = ( i . dimostriamao che s1
l , - (n+ &
avra ancora O 4, = (& n 1) -

A tale scopo immaginiamo di disporre gli elementi di ciascun gruppo
sscondo 'ordine crescente (non decrescente) dei loro indici, e contiama
quanti sono i gruppi che terminano coll’elemento @, quanti queli che
terminano coll’elemento a,, e finalments gquanti sono quelli ehe terminano
coll’elemento ¢,

Un solo gruppo termineri enll’elemento &, il quale vi sard ripetute
k4 1 volte; dungue di guesto tipe ne pvremo ( P );_ coll’elomento a, ter-
mineranno tanti grapp! quante sono le combinazioni con ripetizioue della
classe % che si possano formare eoi dne elementi @, , a,; essi saranno in

fa+1) )

nUmero ( 5 |3 in generale termineranno coll'slemento-a, (& < ) tanti

gruppl quanis sono Je combinazioni eon rjp:atizinnﬂ della classe & che s1

ok 1
possano formare cogli elementi a,, 0., @q... oy, G 08814 ( I );

eoll’elementio o, termineranno tanti gruppi quante sono le combinagioni
con ripatizione della. classe % .che si possano formare cogli % slementi

: : o A :

dati, ossia (R-I 5 1); si avrd guindi
‘ k | 42 w4 t— 1
G“"‘“=(f.:) +( k )J"( k )+( R )

7 :
ma per la formaola (F‘j] i1l seopndo membro Equivﬂlﬂ a (: T ;] a pEl':'J 51 AVTid
1- 1]

. 4 &
O re = (k ¥ ,1) .

Franocmsco PANizZzA.

VYenezia 1 febbraio 1897,
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T b e, 3

ALCUNE PROPRIETA DELLA SVILUPPANTE DI GERCHIU ;}g
: i)

§ 1. Se, dopo di avere avvolto au filo flessibile e inestendibile attorno

o una eireonferenza i, lo si svolge tenendalo teso in linea retfa e ade- *% 3
cente al cerchin, 1’estremiti del filo degorive una curva A che si ehiama bl
sptluppante od evolvenle del cerchio e questa inversamnente e Ja svilup-
pale o Vevolula Jella curva' A. Potendosi il filo supporre idealmente di

lnnghezza indefinita, si comprends che A € una curva 4 spirale, che si
avvolge iofinite volie attorno al cerchio L.

Qia M il punto comune alle curve A, 7 (ovigine della sviluppaute),
o il eentro del cerchio evoluta ed R il diametro di gnesto. |

Fermato i1 movimento del filo guando & tangente al cerchio A nel
punto @, e chiamala aA la parte di esso che & rettilinea, i puntia s A
si riguardano come corrispordenti; il punto . il segmento alA (=p)
'altro OA (= R) si dicono vispettivamente centro di curvalurd, raggio
di curvalura ® raggio veltore di A nel punio A,

Dslla generaziona di A si rieava che il raggio di eurvatura p & co-
stanlementa eguale in lunghezza all’areo del cerchio evoluta che & com-
preso ira l'origine M e il centro di cnryatura.

= 5
[
St st e b ]
— = -

e
T T L

R L e e S 1 A ot

e
i
M il
' il
i
¢ i

5l

5
i
i !
Tt i
1
it
il
8
Qja MA = 8 un arco gualungue di A, comineciante dall’origine M » EE
® - = ¥ EE
Ma — 5 l'arco eorrispondente del carchio ). Divigo 1’'arco Ma in 7 parti !
eguall nai puntl @i, , Mgy Myy « = Wyery Ay y + -+ - My_y, 81 tivine l8 tan- ¢
prolungandole fino all'incontro di A. :
;;:;%
|
i
,!_"
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5 o e iy R e W

’
I
i




84 PERIODICO DI MATEMATICA,

Se # € sulicientemente grande, gli avehi MM , M M, M. M_,....
gi possono songiderare some wrehi sircelari di centri m,, M, Mo, .. ..
e di raggr m, M, m M,, m ¥, . ...

Chiamaudo ¢ 'anree DMon, , & 'angslo formato da dne {angenti conss-
cutive ed osservando che quesie tappenti hanno la stessa lunghezza del-
'arvo corrispondente di A, si ha:

'

argo My M, =m, M, .e=Mm, .g =4#.¢

e quindi:

E=n , (- 1 1 1
T M M =(1424+3+...4n).lg = (.} ]-fsz—aﬂf.(ﬂ.e—{—ﬁ‘!.
k=1 P, 3

Pagsando al Thnite per 7 = oo, si trova:

1 .
$ =— g . angolo MOa;
e dlccome:
~ arsn Ma 2
angolo MOa = o =y
g irio Iy
=1 ha:
ESH
] R —
(1) >

Ne viens di conssguenza che il raggio di curvaturs p(=arcog) in
un punto gqualonguos della svilnppaute di cerchio & legato all’arco s, con-
tato dall’origine, dalla relazione :

(2) = Yi.s.

Ora dal triangoln rettangolo OAa si ricava:

OA=Via t0a =Y ot o

a, in eaasa dell’eqnazione (1):

h_:
ﬂ R:_ L [ ——
(3) hs + -

Se A, B sono dus punfi gualunqne della sviluppante, corvispondens
al valorl s, s, dell’arco ed R, R, 1 loro rasgi vettori, la formola (3)

'altra analoga:
4 h':_
R‘l ::V )t!.S'l L I

(supponendo s, > s » guindi R, > R) ¢i dinno:
fi(s, —s)=1R* —R*,

da ool 81 ricava:

R! L
(4) arco AB = — 7 L
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Determiniamo l’inclinazions § del rosgio veitors sulla lines A. Siano
A, A, due punii vicinissimi di A o sia 04, > OA. Col centro O e col
raggio OA si descriva j*arco di cerchio AC intercetio fra i raggi vettori
DA, OA, ; avendosi

_(0A+ CA )P — DA® (4,(2.0A4+CAN

o AA ==
s i h ’
| trova
areo AA DA k&
— E " —-'_ —I— L
CAI e U&,‘

Si passi ora al limite, supponendo ¢he A, vada indafinitamente ayviei-
nandosi ad A; siccome lo posizione-limite della congiungente A, coD A
5 la tangente in A alla linew A, 81 trova:

1 (A : IR
—=2.—, psgia : cos b =

cos B h h

g 2. Dall’ulbins formoln trovata appare che il coseno § & inversamenie
proporzionale al raggio vettore, e il fattore di proporzionalita & il raggio
del cerchio evolunta.

i trova ad es. = 30" § = 45" rispettivamento nel punfi mn el

h h

==

ger—
12° 4

11i arehi MP, , MP,, MP,.... della svilnppanis che corrispondeno a
1, 2, 8,.... volte Ja circonforenza evolute, si chiamino cicli. Bssendo
allora il raggio di curvainra della sviluppante all’estremiba Py del siclo
pmo gruale a khmw, e gquindi il ragglo vsttors ppunls a:

i
5 Vik 7w + 1,

sague che:
« Linelinazione f nell’ estiemita del ciclo kme ¢ late, che: tang f==2Fk. T ».
Dall’squazions (4) si deduce che secondo che si abbia:

R, + B =mh, avvero R, —B=mh,
s1 ha rispeftivamente:
AB=m(R, —R), OVYEIro AB = m{R, + R).

Dunigue:

« Se la somma, o la differenza, di due ragyi veitori é eguale 4 m
wolte il digmetro del cerchio evolula, U'arco inlercetto da quel due ragg
¢ rispellrvanienie equale ad m volle la differensa, o lo Sonmma, dei due
vagyl veliort ».

Dalla, (4) si veds che, se = parfire da un dato punto A si vuel por-

tare, sulla gviluppante, Pareo AB di data lnoghezza Z, la determinazions
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di H,, a eui sl riduce svidentemente la soluzione del problema, si {a col
mezzo dell’aquazione:

(5) R, = VR £ &l

=

nella quale si prenderd il segno + o il seeno —, secondo che 1'arco !
deve essere portato verso lu parte dei raggi vetbori crescenti o dei raggi
vettorl decressenti. :
Nel secondo caso perd si deve notare che, non essendoyi nella ayi-
: . ; : . b
Tuppante di cerchio alenn ragpio vettare minore di TR il problema & pos-

sibtle seltanto gquando sia:
R* &
[ <
— R 4

E'rest, a partive da A, i due arehi AB = ACQ =17 in direzioni opposte,
o chiamatl @, y, i raggi vettorl dei punti B, C si ha dalla (5):

;E:V]_{!—l— flﬂj

Y = VR#— LT

ed eliminanda 1:
&'+ y* = 2R,
Dunque:

e Lo sonmea dei quadrali dei raggi voltori che vanno a justi situati
da Oande opposte di un punto dato A ed equidistanti dee esso, & costants
ed eguale a dus valte il quadraio del raggio veitore che va ad A »,

Per ¢ =mR, si ha:

2= VR(R +mh) , y = VR (R — mh)

e quindi :

« Per portare sulla sviluppante, a partive da A, un arco equale ad m
wolte il raggio vettore di A, basta far partive da O un raggic wvettore
media proporsionale fra R ed R 4+ mh, ovvero fra R ed R — mh, seconds
che U'arce deve essere diretto verso la parte dei raggr vetlory crescenti o
det raggl vetiori decrascanti.

Se nall’squazione (5) sl considera il segno 4+ e si suppone I =k, ri-
sulta:

R = R* 4 AL
Pereio:

« 5¢ sopra wna sviluppante di cerchio si prende un arco AB eguale
al diameiro del eerchio ewvoluta, nel triangolo mistilineo OAB ¢ verificato
il teorera di Pitagora, quando si consideri come ipotenusa il raggio
vettore mu grande OB s.

Sd nel triangolo mistilineo OAB si suppone verificata la condizione

—3 % -1
AR =.OA + OB, applicando l'equazione (4), si trova che fra i raggi
vetfor: estremi R, K, deve sussistere la relazione:
(Rllf T H‘E]E
i:

_R11 + H*

.......
-

.....

e
s

......

-
+++++
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Ja quale, risvlta rapporto ad B, @ limitata ai soli valori positivi, da:

B V ht 4 2R* £ h Vi + 8R!
D '

Non potendo B, ed R essere aguali, si pud supporre R, > R, ed allora
il sogno — davanti al radicale intarno ¢ da escludere, poiche prendendo
tale segno, si giungerebbe alla diseguaglisuza assurda :

2 — h '\ ikt + SR* =8,
Dungue:
< In un triangolo mistilineo QAR ¢ veryficato il tearema di Pitagora,
considerando Uarco AB come ipotenusa, quando st abbin :

\/h’ 4 2R* + h Vi + 8RS
R, = _ :

2

Nel caso particolare di R=#, si ha:
Rl — w- hi
h

A partire da un punto qualungne A si prenda un arco AB = R

da B si conduca B tangente al sarchio evoluta. Dall’equazione (5) si

ricAva .
p— 9

a allora il triangolo rettangclo OB6 oi d

—~
Bb :VOA o -_;— — OA.
Dunque:

¢ Se sopra una sviluppante di cerchio, e a. partire da wn pUnio qua-
lungue, si prende un arco eguale alla meta del raggio del cerchio cvo-
luta, il raggio vettore nell’esirems pite vicino all’origine dell’evefute ¢
egueale al raggio di curvaiura nell'allro estreing ».

Sa nell’equazions (B) si suppons che il punto A coineida coll’origine M

] : -
della sviluppaute, si ha R = —: & l'equazions (b) diviene:

bt

hifh + 0
Rl :V 2 :

E se in questa si fa in generale:

l=nn+ 1) 4k,

assendo @ un nomero qualungue positivo, diverso da zero, si ha:

I_—gﬂ_i_ih.
2
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Ad es, psr n=— risulia:
' 5
§— 2 h R1 — fi
a guindi: f
« Un raggio vellore egiale al diamelro del cerchio evoluia, staecen

. -3 _ .
sulia seiluppanie un arco eguale a 1 del dicomeirao; e reciprocamente ».

Sapponendo che nalle formole precedenti # sia un nuwmero intero, si
ha il teorema:

« Se in wnn sviluppante di cerchio, a partive dall'origine, si prende
un greo eguale ad n (v + 1)-diamelri del cerehio evolwla, il ragglo vk
fare del punio estremo é eguale a 2n + 1 raggi; ¢ reciprocamenie ».

(Conlinua) Gaminiany PIRONBINI

SOPRA ALCUN! POSTULATI DEL SEGMENTO

In une migz comunicazione all'’Ass, Mathesis (Boll. 2), dopo aver conslatata
Pingegnosita dell'osservazione del Prof. Frattini (') (e del Prof, Gindice (7)) aolla
quale gi derive il postulate di De-Zolt () da quello di Archimede (), esprimevo
invece i miei dubbi sulla possibilita asserila dal Frattini (. e.) di derivars inver-
sgmenie A da Z.

La cosa per lo meno mi sembrava meritasse attenzione, perche, dicevo se di %
diseendesse A, il 'puatuintn A diverrebbe pei segmenti un teorema 1o qunnto che 7
& tale pel segmenti. Ora il Prof. Lazzert ha esservalo °} ¢he la dimostrazione
di1 7 & appogginla al postnluto dell’inversibilita del sezmento (%), per modo che il
mio vagionameuto si traduce nall'alkro: da O discende 7, da 2 discende A (per
ipotesi), dungue da O discende A; sicche, vicordando che Gévard {7) ba provato
che dan A dissende O, il Prof. lazzer: hs creduoln a bubba prima di scorgere un

(1) Peviodies 1805, pag. 158

(%) Boll, Matkeais, 2.

(%) Questo postninto; (cbe, come mi ha osservabo il Prof Lazzeri, lo avevo prronsgmaente abiri-
buito al De-Puoliznl ha per enunsisto “ Se vaa grandezza & divian comumgle in partl, nen s pud,
Gueceravdons alemis, comporss con lo yimanent] I'inkera grandezza, . © sark qui indicato son (2 )

l::-l.j ‘[llf“l;hﬂl'b con A quﬂﬂtﬂ ]]Dﬂt-l]i*ﬂ-tlﬂ ghi: 8i Ellu!lfniﬂt: = fdats duo EmﬂllE!E-IB pmoganee ﬂiﬂﬂgﬂﬂ]]
ekiste sempre g mwalkipln delln minoro che supern ln maggiors .

(2] Periodice fas, 2, 1807 * Sul pestulnte dell'equivnlenza .

(%) Queslo postulate ¥ nflcibulio genoynimenta al Prol. rovidio ad ie I indighert semprs con O.
Esso si enmmedn " AR § sovraponibile 2 BA .. B danotarsi eho esso equivale (lozicamanla] a guslla parie
del post £, di Voronese cha si ennnoin * Un gegmento non & egunle ad uni sua parte. Un segmento
qunlsinei AB & sgunle al ssgmento BA . (Veronese [n eollab. con Gnzznniza — Eleminti i Geo

wlrie, 1857, png- 11, Clv. pih ionanzi a pre. 14 il teer. 1 & seg.)

{7} Feriodico 1506, fase. 1.
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cireolo viziose nel cicle di proposizinmi coeaistenti: dn A discende O, da O di-
soende 7, da Z discende A (per ipolesi); e davvero 8 primo aspetto (quesio eiclo
pud parere vizioso ; ma ritengo che il Prof, Lagzeri ricnnascerd di egsare stalo tratto
in inganno, forse dalla forme non suffcientemente esplicita del mio gerilto, in oul
di O non si parlava affatto. in ogni modn resla sempre desideralile cib chs IBglt
in sesuito vichiede, che ciok si veda piit chiaramente la dipendenza logica dei fre
postulati O, %, A pe sogmeihi. I, cio che Lenterd di fure gui.

Intanto io proverd che de 7 won discende in generale A, come appunto 10 Avevo

dubitnkoe.
Consideriame infattl con Bettazzi (') Ia classe I' di grandezze formata dall’ -

sioma delle tre seguenti categorie:
1* ordini di infinilesimo di a+ per & positivo e infinilesimo, wys |t prende
tutti i valori reali e positivi; ()

Ld
L]

- [ - i ‘J L - - -y §
9" Opdini i infinitesimo di (u n) per & infinitesimo posiivo ed ¢ > 1,

ove v prenda tniii 1 valori reali e posifivi.
I

S —

" | - i . L
80 Opdini di infinitesimo di (u_ =) x—  per & infinilesimo postlivo ed a1,
ove n ed m prondono tutil I valori reali & posilivi.

. ] AW
1o chiaro che indicando con 2 Pordine di infinitesimo di « =, quello di (n i3 ;)
1

_ Iy e _ ,
sarh v&, e guollo di (n- =) ~— w@arh n@ == m, e che inoltre st ha sempre

0w<v2 , w<_ n km. (o)

T.a (lasse cosi formata
= (p, V2, n& * m)

o ad wna dimensione perche di due qualungue delle sue grandezze avviene che o©
sono eznali o una & maggiors doll’altra. Inoltre Ja Clusse & ad un senso perche
la somma di nlenne detle sue grandezze nom & mai minore (anzi & magziore) i
ciuseuna di ssse; ed essendo poi @ b= a la Classe & cerlnmente senzi infini-
lesimi ciod non couliens grandezze che siano la differenza di grandesze egnﬁ.ﬁ g
in altre parole in essa vale il postulalo Z. La Ulasse ¢ poi propria (*) ed inolfre
5 illianitete perche non conliene erandezza minima o

(1) Bereazzy, Teoria dells G rmrinsse, opora preminta delin B Asc, et Linecoi. Pisa, Spoeri, 1541
V. prg 41, 41,

(=) Quii, contrarinmenio # qoeubte Ta il Battnzzi, 3i esclude cho possa essere pe=1 percliid, come
non esisly il segmento xero, anar vozlipmo escludors per annlogin che 1a noskea (lasye soniange In
differsnaa @i due grisndezze eguali

%) Quando, con Bettoxzi, si pmmsits cue ogm (Mlasse econtenga Je difleronze di prinileze egunli
clod gli Inbnitsylmi, 51 possomn fare dne ipoteai: o 81 ammulle che valen sempra per ln sp@ER I
propristi delin dipsudenzd, sios sl anmmetbla che la somma si alteri ge i anugia uun {una avla) Fus
parte in uraliva figuguale (non sonfondns) il eangiare eol sopprimera a diritinru), oppnre sf negn In
dipendonza por il caso che s fratl (7 soslitnite no inbnitesimo oen Bl allyo, Nel priuno case s prove
che (slmenu neile Ulass proprie, giet tili cho sontengono in differenzs 6l dne qualonguo loro gramn-
dezze) tutti gli infinitesimi sono prunli & la grandezza che Ui rappresenta pronde allora il nows di
moduls dalln somma & Al indien eol aintholo O. {(Bekirzsl, l. &, pus. 13). La 'pnasi_lji‘l‘rt.'ﬁ di Classi son
snfinitesimi differenti @ subito pnlese considersndo 1'insicma @ tokdd gl eugell o i totte lo somii-
atriaeie dol picno {Lazzerd, L ¢)3 guagts nllime spno jnlinitosimi perohe Un angolp pnd rimanero in-
wnrinto eollagginnta di npa semistriscia di qualimque alkezz,

{4y Giod coniiens Ia differenza di doe gualnngquo sus grandezne Efsnyesdi,

(6) TTnn elnsse non pud contelsrs srandesnn MAsRIND, perche & contiene @ & b, eonlsne anghe
at-b, ot a--» > a (per & non infinitesinie e qnindi senspre nel gaso nosirol
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90) PERIODICO DI MATEMATICA.

Tuttavia a cagione della (z) non & manifestamente valido in tale Clusse il po-
stubato -di, Avehimede. I ¢3d prova il noslvo assunty, perche per trle Classe, come
si & g notato, vale 1t poslulate di De-Zolt.

In secondo fungo dico che da Z deviva O (pei segment),

A o L k=

Lufatti supponiamo che vibnltando nn segmento AB su se sfesse in modo elie A
vada in B, il punto B preada una posizicne O diversa da A si polra sewpre sup-
povre chs C cadn fra A ¢ B. Allora avremo AB =EC e polremo prendere fra B
e (! un punto D {a mode che sia ACB = BDC, donde BC — (D, Ne segue AD = CD,
menive, essendo AB=AC { CD 4 DB, dev'essere, pel postalale Z, AR = CD.
Dungue O & vero.

Ih qui segue che meppure A pud devivare da O; perchd se da 0 deriyasse A,
da Z derivando O, dn 2 derivevebbe A, il clie non & pussibile come si 2 gilk motaly.

Cost abliam veduto che dei tre postulati O, %, A uno solo (A) cantiene gl
altri dne e pnd esser preso per fondamentale. Ma la poea evideuza di A rvende
oppertuno di cereare di ricavare A da qualche altvo postulate, unito (8e vecorre)
ad uno det due Z, O. Ova Beltuzzi ha provato chie la conuessione (') & per le Classi
proprie illimitake In condizione necessaria e sufficiente per la validita di A ().
i siccome la connesgione ansi la conbinuita & molto pia evidente chie A per la
classe del segmenti, cosi sembra apporfunn nceettarls insieme u % (v ad O) per
dimostrare A, salvo poi a verificare se Z sia o wo contenuto in essa.

Amuelteindo Ia continuita, diviene acoettabile per esempio la segucnte dimo-
strazione di &, che mi & stata recentemente comunicata dal Prof. De Amicis, e che
10 applicherd per pitt chiarezza ai segmenli. SBupponiamoe ehe enfro AB eadano
infinifi segmenti consecutivi AC, OC°, C'C7, .. .. eguali fra loro. Allora ammessg
la continuila si prova esistere un segmento AM = AB (*) limite di AC + CC' +
4+ C'C" 4 ...
~ Auvche CM poi & limite di CC' 4-CC" 4 ...., e potche le parti di yueste due
somme souno vispellivamente eguali, deve essere CM =AM, ciot la parte eguals
al totte, contro al postulate Z.

¥ piit semplice perd fa dimostrazione di Betbazzi che sippone soltanto fa. con-
nessioge, lissa & Ia seguenta:

Sia @ an segmento, ¢ ai pongano in un gruppo P, tati i segmentl p, che sono
minori di @ o di qualehe multiplo di @, e in an alteo gtuppoe P, tutth 1 runanenti

(1) Quando tulte te grandesze di nna Classe proprin si ripartiscons in due gruppi Py, Po, in mode
che tufte le grnndezze di 1) sinne mineri di quelle di Ps pessouo darsi quatire cas,
1° Pub davsi che Py ablla massiwo e V' minimne.
2% Pab darst ehe Py dbhia massimo e Fa non abbin minimo,
3" Pud darsi ehe Py non albin wassimo o P, abhia minimo.
4" Puo davsi clie nd Py albia massine nd Py abbin winino.
Si dieo allora che Proe P, danoo luoge nel 1Y Caso g una successtone; nel 2% o 3% 4 un Colleganianto,
nel 4% & uno spezzauients.
Lo sperznmenio si dies poi unn s2zione ge la @liTavenzas {4 tna grandezza di Py e una di Py pud
prendorsi miners di unn geanderze qaaiungue asseguala; albrimenti 5 dien welio.
Le classl proprie illimllate non contengono cha collegawrenti o spezzamenti (miai suceessioni):
esse diconsi connsses, quando von gmineticno salbl, e pil in pavileolare diconsicondinue, se non am-
melbono ud sulld o =oeziond, ciod so . awmmetdono =oltanto coltegamenti. (Non mi sembrana nesgssaris

la considerazionl sulle olassi chijuse & commesse clic il Bettarzi premotie alla definizione delle aenfi-
uuith). Betiazzi, L e, pag: 80, 31 e 40-41.
(%) Berrazar, L o pug 4343,

() 11 segno "1 siguilles son maggiore. {Vodi Zeitschrift, fase. 99 del 1897},
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segmenti p., cioe quelli che sone maggiori di qualunque maultiplo di a. Allera per
la connessioue si poira prendere p.— p; <<« 088IA p, <. p, T 05 W S€ P, <7 ha SO

p, + < (m + 1)a, e quindi g, << (m + 1) @, conkro I"ipotesi; dungue p, non esiste,
e percid nemnmeno P, il che equivale a dire che & valido A.
Reggio Emilin 7 Aprile 97,
(. BFonza.

SULLA DEFINIZIONE DY INFINITO

Fre———————

Nei miei © Foondamenti per una leoria generalo dei gruppi . (V. questo Fe-
viodieo, anno 1896 e fase. 2%, annoe 1897) cilando aleune delle defimizioni di gruppo
finite od infinito date da altri, censurai quella data dal prof. Biasi: il quale nel-
I'altimo fascicoio di questo Peviodico difende la sua definizione. Mi permetla l'e-
gregio prof. Biasi c¢h'io qui hrevemeule gli replichi

La sua definizione & la seguente: (V. Buasy, Elemenii di Arvitmetica ed Algelira,
Sagsari, 1892, § 4). Un sistemn si dira infinito, se dopo aver pemsilo pin cose
del sistema, sia sempre possilbile pensarve nltre ancora o, brevemente, se si possa
continuare indefinitamente 8 pensare nuove cose del sistema. In easo diverso si
divk finito ,. Al § L dei sue libro & pui deblo: ® Una cosa (prima} e un’altra od
altre imsieme (successive) somo pie cose . lo ho obietiato (V. Foudamenti-lntro-
dugione) che tale definizione & assurda, cioe che non esistone grappi o sistemni che
siena infiniti secondo essa, potendosi per pity cose prendeve fufte quelle del sistema,
oltre le quali non ve ne sono altre; o meno di non inlendere o solfintendere che
le case pensafe costitniseano un gruppo finito, il che darcbhe lnogo ad un circolo
VIZ10E0.

Ora il prof, Biasi, nelle sue osservazioni, dice: *....la definizione stabilisce
+ some condizione sulficienle, non necessaria, affinch@ il gruppo sia fnito, il fatto
¢ she le cose siano pensate. 1l invero io non avevo precedentemente anunessa la
“ possibilila di pensare tublec le cose di nu sistema, e mi era percio lecito parlar
« di sistemi, i cui individui non si potessero tuiti peunsare, came lo fallo ,. Ri-
spondo che precedentemente egli non ha ammessa, © vero, ma neppure hao esclusa
gquella possibilith; wa anche accetiando questa modifieazione, domando come s
concepisce un sistema, del guale non si posseno pensere tulle le cose? IS guelle
che non si possono pensare di che natura saranno? Se auche 'autore volesse dire
che ammette la possibilita di now pensare swccessivamente tulte le cose del sistema
(came forse si pud iotendere dalla sua eitata definizione di pile cose a cansz di
quel sucecessive lra parentesi) la cosa forse cambierebbe aspetto, ed io intravederei
i1 suo pensiero, ma non accellerel wgualmente la definizione, giaccheé in essa si
trova allora il concetto di ordine, assai complesso, che l'autore non cita né spiega
affatto prima,

Inoltre il prof. Biasi, a dimostrare Ia non assurdita delle sne definizioni & le-
sistenza dei swoi gruppi infiuiti, cita 'esempio cle il Dedelcind prese al Bolzano,
quello cioz di tubti gli enti che possono essere oggetio del nosliro peusiero, per-
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che, egli dice, * dopo aver penmato pii enti, sieno essi materiali, o pensieri essi
ﬁ,..::“_shes.ai, rimangono sempre a pensare le lore ymmagini nella nosira mente .. Tale
?‘?’-ﬂ;“ﬁaempiﬂ non dimosira nulla. Quel gruppo esiste mfatti, & vero, ed aliri, con altre
definizioni, pnd ginstameunte chiamarlo inlinito ; ma il ragionemento che 'antore fa
per dirlo infinife nel senso suo si pud applicare a qualangue groppo, facendo cosi
parers infiniti bublz I gruppi, meno quello di un sole ente, giacebd in ogni gruppo
chie mon sw di un solo ente, pensative alouni ce ne sono sempre altri a coi
pensare,
L/olbiezione che fa 1l prof. Burali-Forki, ¢ ehe il prof. Biasi riporls, ciod: che
in sostanza egli dice che & infinito eid che & infinito e finito cio che & finito
mi pare che, inferpretata convenientemente, abbia fondamento, Bd infuiti inten-
dendo In definizione del prof. Biasi nel solo modo nel quale, secondo me, pud es-
seve difesa, clob ool Peusare successiowments le cose del sislem:, ss non si vuol
caders nell'obiezione fattn che si potraimo sempre pensar futte lo cose dopo le quali
non ee ne sono alirs, bisognerh dive obe un gruppe & infinito quende [come chin-
risee l'antore slesso nel § 4) si possa continuare indefinitamente a pensave nuove
cose del sistema, e nui si annida allora, com’s ehiavo, "idea di gruppo infinito,
quella stessa che si vuul definire. T V'esempio che I'aniore poria nel rispondere,
cioe gueilo * dei punti conbenuti in np sezmento, il guale pud dirsi finito perche
® ha fine da una banda e dall’allea, mentre per la definizione mia (del prof, Biasi)
& infinito , non vale giacehd gli esbremi del segmento sono finali soltanto per
la loro posizione, proprietia speciale alla natnra geometriea del gruppe, che non
ha che far niante coll'idea del gruppo finilo: e il sszmento & finito sollante in
guanto & nn ente individoo indipendenlemente dall’essere costituito dn un grappo
infinito o finito di punti, mentre il prof. Barnli-Forti non intendeva, com's ehiaro,
usare le sus parole finito ed iufinito se non nel senso dei grappi di punti.

Torine, 9 marzo 1597,
K. Berzazzi,

SR

SOLUZION] DELLE QUISTIONT 2847 2087 3427 3437 344" 3457 346" T 48"

Z84%. D wa quadritaters ABCD sono noti ¢ Tati AB=a, BU=1 e gli angoli
A, B, G Dimostrave che l'avea del quadrilatero ¢ espressa da .

{ @k [san B.sen (A + B + U) —sen A.sen U —sen (B 4+ Cl.zen (A + E}} -
@’ sen A sen (B + C) -5 sen C. sen (A B}} :2sen (A 4+ B 4+ C)

A, Lper.

Hisolvzione del Prof. A. Chiari.
Siano « e B gli angoli che i lati J e o del quadrilatero fanno econ la sia dia-
gonale d=AC. Pasto AD=—y, CD = », P'area delln figura & espressa da

1) Szl{mbaenﬂ 4+ a2y sen D}-

2
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Dal trinngelo ACD, per le velazioni esislenti tra gli elementi d'nn triangnlo, 81
oltiene

- dsen (G — =) ) — dsen (A — )
' sey 1 ' : sen D '
e quindi

- N i@ sen (C—z)sen{A—B)

(2) L =

sen’ D
Tial trinngolo ABC si othiene

Eenir.—“Sﬂ‘B Eenp_bsenlj!
d ¢
b— noos B a— beos B
QoS o = 3 : cos P = y -

Syiluppando ln (2), ¢ sostituendod in esan questi valori si ha

uh[snn A sanC+sen(A -+ B)sen(B | {]ﬂ: 4 send sen(B-| )—b"senC.sen(A+ B).

sen” D

Yy =

Posto questo valore mnella (1) risulta, essendo sen N —=— sen(A + B + 0),
S =—{uﬁ fseu B.send( 4 B 4+ C)—sen A.sen (' —sen (B + C).sen (A + B']]+
@ sen A sen (B +C) + b" zen C.sen{A | B}} : sen (A + B+ Q).

i osservs che se il quadrilatero @ iseritto, sen A = sen U} sen (A4+B4C)=—
__sen B; sen (B 4 C)==sen (A — B) & che ia foymola diviene in valore assolulo

Zabaen” A — [I.’:i" +. 3" sen A eog B — (a® — b%) ens A sen E] sen A
Zsen B

Se il guadrilatero & mn paralielogrammo, la formoln si semplifien in

S — absan B.

q -

Altre risoluzioni del Prof. Castelli e del sig. Celestri.

QNSF, Seomporre wh MMLro N in ire parti X, y, & in progressions arilinelice, @
tali che la somma dei loro cnbi siw equaio al cubo di wn Nuwere P, e (rovare le
condizioni perché u tre swmeri %, ¥, 2 vegulline venli e posiiice.

Risoluzione dei sigy. Giulio Michetli, studenle dell’ Universita di Pisa @ G. Luobrane.

St L 1l sislema:

f:h L T Y = =N ]
(2) By =P
(9] ' p 3z =2 l
Saglituendo nalle (1) il valors di 2 | = dato dalln (3) s3 ha |'equazione
. N
iy 43y =N . da onl V=j3-
Spstituendo nellu (2) questo valove di y, si ha
N |

; ,r;s L 3:: P"L
® 2 4 e 4 ..
dnll'ideatila

o =+ 2 — 3wz 1+ 2)
sostituondoci 1 valori nolt avremo:

x4 =

- - 1.0
Ercti oAt
= =4, .
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PERIODICO DI MATEMATICA.
¢ per comseguenza la (4) diviene

8N? N?
— 2z — = P
o7 azN <+ o7 2,

e da quesla equazione si riesava

o Nt — BP’_
- 6N
ed essewdn
aN
€L —-l-" . —= _3_
tvalovi di @ e = sono le radici dell’equazione di 2¢ grado
. o9 N'— 3P
{0) -.-u’—-?m. 5N =) s
dunque:
i 'y l:m o N:
= — -
T3 (N V 2N )
N
\ Y = 3
1

g= (HtVBP““HH) :
3 oN

Queste due solazioni sono simmetriche, e ragione di eid si ha ricordando le pro-
prieta dalle progressioni-nritmetiche.

Disovasions. — Il numero dato N & di supporsi positivo, e quindi perché »
€ z sleno reali bisogna che sig
9P — N* > 0,
da cui o
3
N<PVa,

Siccome x e z sono le radiei deil’equazione (5), atfinche sieno positive, hiso-
goera clie il primno membro della (5) abbia doe variazioni; il che riehiede che sis

N*— 3P >0,
da cul T

&
N>PYV3.

Dunque la condizione affinché o, y, = sienn reali e positivi 2:

i d
PVy >N>p Vi

232", Indicando i vertici di wn quadyilatero inseritta in un civeolo con 1,2, 3, 4
i dati con a, b, e, d, con gy, per esampio, la distenza dal pertice $ al Laio a, € con

Wy i segueiito congiungente il vertice 8 col punto medio del late a. Dimostiarve lo
seguenti formude ;

«) ;1lh=?ll_!u_:'h3ﬂ= fie
f1 e Ty, fa, I
1 d
) 3 =E \J'I:l'r.‘[fd-u <+ bhg, ) (il 4 110 ) (0fine 3- dhag) (dhyy 4 iz ),

1 1 1 l
EJ (hm ir T s L ﬁh} (Fﬂ:h ¥ flad+ Iy ¢ b )_

=
o

ey
T
o
-
-
e
i
o

A
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1 1 1 I
(Jrae + T+ Fiaa + 4 i) (Eg_ + Iy T _F;—l_ _ﬁ;.)

, [ 1
—=(a -+ b+e¢ t-d) (r—t‘fi ?‘P E)I
d) i’y 4 e Wiag - W de = ey 4 meq + W1 + >y,
G. Caxuvipo.

Risoluzione del sig. Gine Lubrano, studente d'Istituto tecnico a Livorno.
Dato un quadrilatero 1, 2, 4, 4 inscvitto in un civeolo di raggio R. indiclbamo
con & ed y le sue diazornli 13, 24

Considetiamo separatamente i triangoli formali da una

conseculivi; per um beorema nota avremao

dingonale e da due lals

@i b e an aif b . d
by == EE ha, = EE: lryg = ﬁ, e = gﬁ: fog = EE_’I s fiag = ﬁ' by — :EE' N == Eﬁ.

Qe dividiamo la prina di queste agnaglianze per ln quinta, la seconda per la

sesta, ja terza pev la saltima, la quaria pev l'ollava, abbiamo

feyy, N Nau i 24 H ¢ e g o

— o IR e —

g Y M ¥ he ¥ T Y
Siscome i secondi mambri di queste eguaglinnze 50%0 egnali, cosi devono es-
sere pure egunli ) primi, e In formula {(a) & dimostrata,
La superficie S di tutto 1l quadrilatero & uguale alla sormma delle superficie del

due trigngoli, nei quali & scomposto da ciascuna dalle due diagonali, cosi ie arce del

: . i . :
triangoli 123, 841 essendo vigpettivamente egoali a - b Iy, %ﬂh;q. si ba

L
p—

E: :_:I'(ll}uh _j‘_ E‘th::l "
1

8= ) (adiyy, + bl )

= X

= E‘ ':Uhm:- + lﬂ?m]‘ '
1

S — E ({Hl-;-m + {'II.'-;_E:I .

Moltiplicando membro a membro queste eguaglanze e visalveudo rigpetto ad 8

si ha la fermula (8).
Per dimostrare la foymula (2] s
espressi dalle formuie Sopra slabilite, e ai ha

{ ¥ . FE 1\ = T T U
(Il-'.thh-ﬂrul”‘I'hll:"I h&n)( 3 — jHr, 4 IIE;L) Eﬁ.(ﬂ —P‘b-i‘.[ —,—.‘1")-—(;4;— +—! FJ=

aska sostituive alle altezze i valori clie sono

Ii'-u. J'iid. 'E H
f -[ -l _—
=|\n+n+e+fﬂ =4 Ti+_‘_]_
J il I
Similmente

1 i 1 1 i 2
(Jmc—l—maJrhaa*Huu) (—-+ +-—--'r—-—)=2—l(ﬂ+b+c+d —H'(L{» I_+L+j_]:
y\ae b ¢ )

Itae = Tlin Jra fiau

o la formula (¢) & dimostrala.

T T U e S LU e el s et = i =
J 1 ] ¥ Y L ;o - e T e e £ EEREA T Al om e ——
e — . — e

A #M'l'ﬂﬂmﬁmmww
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| PH. di}ﬂnﬂtmre I egunglianza (@) applicheremo il teorema delle mediane ai
Lriangoli gih oaservati, ed avremo:

1" Z2 I8 1 r
| . n e @
i ih""é‘('ﬂ:—!—ﬁ—g] 1113“—_—'5[{?'-[-!'-—"":3")

., | IO
mlz'::'_ j ({f_ -I— f;“" — E!_,) ”,r"‘_Mz_;. (-u? + ﬂf— g)
g Lf., . @& _ ] | i
M oga :_EI e Jr- ¢ — E) IJ:’IE=§ ({'l: fod —-L—I)
N : s

Somiaandt avremo:

. - | . i 5 1 - -
M g + W 1-»,1"" LR ‘I— R y" + _.I {'“3 _!_ b = i + EF::',

NE 3+ feg 4+ e+ it =2 ¥+ i—l‘:t#’ + 67+ "+ d°);
min due gnaatiti egnnli nl una terza sono ezuali fra lore, e la formula {¢) resla
iimostrata.

Altre risoluzioni del sip. Barbagallo e del sig. 6. Guadalupl, alunno del R. isfituto
tecnico di RBari.

S8, La cifra delle decine a4 quatungue potenza di 3 nen pud wai essére di-
spari.
Bonorns,

Risoluzione del sig. Francesco Barbagallo, alunno del R. istituto tecnice di Calania
& del sig. T. Mari, N |

Infabli la eifra delle unithy in qulingue polenza di 3 non pud essere cha 1,
3_:- T_- 9, I'__“ic]]b ana potenzn di 3 vor & divisibile n& per 2, ua per 5, epperd mol-
i p]lﬂful‘.lﬂﬂ ina potenza di 3 per 3 la cifra delle decine da riportare & sempre 0 o 2;
per ou, essendo il prodefto di due muoweri dispari venale ad un wumero dispari
ed il prodotto di un numers dispari per on numero pavi nguale sd un numero
pari, la cifra delle decine in non polanza dv 3 o & sempre pari, 0 sempra digpari,
ma nella lerza potenza di 3 Ja eifia delle decine & 2, siecch® resta ditnoatyato che
oo polenza qualungue di 3 Ja eifea delle decine non pubd essere mai digpari.

o825, Tn qualvague potenza di 5 In gifra delle unitd & sempre 5, quelle delle
(tecine @ sempre 2, la cifra delle eentingia non rrd essere che 1 o 6, quella delle
tiiitee ofi wmigliain non Puo essere che 6, 3, 5, 8 (0 e & corrispondons al 6; 3 ed 8
ald' 11, ¢ finglinente lu cifra delle @evine di origlini o gaud ynai essere e 3 nd 8.

Bowouss,

Risoluzione del sig. Francesco Barbagallo.

Iissendo wna potenza di 5 divisibile per 5 e ton per 2, & evidente che la eifrn
[_iell_e unitd ¢ sempre 5, onide moltiplicande une potenza di 5 per 5 la cifra dslle
decitre dis ripovtnre ¢ seimpre 2. Ora essendo il prodolto di 5 per un numero pari
ugnale ad un multipio di 10, ed il prodoito di 5 per un numero dispari = ad un
mu]_tipln di 10 pit B, visulla chinvo che in qualonque potenzn di & [a eifea delle
:1113:::11& deve essere o sempre 2, o sempre 7; ma & 2 pella polenza 5% onde resia
dimostrato che la cifin dello decive in una potenza di 5 & semprs 2,

Moltiplicando cos) una potenza di & per & la cifra delle centinaia da riportare
& gempre 1, epperd quuluugne sia Ja cifrn delle eentivmia mella polenza 5m-1 &
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chinro ¢he mella polenza 5™ la ciira delle centinaia & o 1, o §; e precisnmente,
se nella potenza 5" & 1 1a ellia delle cenkinain @ chinro ehe in 5741 deve essere B
pd in ™12 deve essere nnovuments 1, e cost i seguils alternativamenta: e siccvms
in 5° la cifra dells cenliuain & 1, possiamo sinbilize chie in una potenza di 5. la
cifra delle centinnia & 1 o 6 secondo ¢hie Pesponcnie & dispari o parl,

Moltiplicanio una polenza di 5 per & la cifra delle nnita d; migliaia da ripor-
fow b 0 ovvero 3: epperd qualungue sia Iy cifva delle unita di migliaia nella
potenza 5™, In cifra delle upita di miglinia nella potenza /™ deve essere 1, 5,
5, 8, e precisnmenie se — 9y, nelln potenza 5= la eiira delle centimnin & 1,
oude molliplieando 5™~ per o 1y cifra delle unita di miglisia da nportare @ 0,
per eni in & la ecifra delle centinain & B, e la cifra delle noith di miglina & o
0, o 5; se poi m=2n + 1 allora nelln potenza 5@t la cifra delle cenlinnin @
6 e molliplicando 51 per b la cifia delle unith di miglinia da viportare @ D,
onde nellie potenza 5™ la silia delle ceutinata & 1 e ln eifra delle unith di mi-
glinin @ 3 o B

Moltiplicando una potenza di © yer B n cifia delle decine di miglinia da -
portare & sempre 0, 1, 9 4, onde gualungue sia la eifra delle decine di migliain
nella potenza 5, nella putenza 5w bt la cifra delle decine di miglima pun pueo
esaere né 3, né 8.

Q45%. La cifra delle decine di qualungue polenza di 7 sron pud esseve che o 43

e propriamente & ) se la cifra delle unitt della potenza 31 a7, ed & tnvece 4 ve
la cifra delle unitd 2 8 0 9.

Bowows.
Risoluzione del sig. Francesco Harbagallo.

Infatli @ evidente che, se due pnlenze di 7 hanno {'.D’ﬂLEIIIF&!’HHE.H.IHEHILE la stessa
cifra delle noith e in stessa ¢ilva delle deecine, nelle potenze aniccessive Je cifre
dalle unita e le eifre delle decine si debbono ripélere con o siesso grdina come
nelle ankecedenti, ed essendo, T, 1, 3 1, 7,... le cifre delle unith: 0, 4, 4. 0, 0,...
le cifre delle decine nelle rispeltive potenze 1% gn §w 4o, §* .., possiamo dive che
nelle potenze di 7 in eui la cifra delle uniti & 7. 9, 8, 1, la cifra delle decime &
rispettivamente 0, 4, 4, 1), @ possiamo osservare inoltre clie dette potanza debbuno
assere vispebtivemente dells forma 4K + 1, 4K 4+ 2, 4K —1, 4K,

346*, 11 quadiaio d'ui numers, fommato da p cifre 9 segiite do wnee eifra guo-
lungue 0, 51 compons di p— 1 cifre 9, seguite dul complemento n 100 del doppio
di 10 — a, da p —1 zers ¢ dal quadrate di 10 —a preceduto da uno zero S é di
una cifra. Per esgimpio

990998% = 9999 96 L0OC 04,
499993* = DY99 86 000D 49,
Bonowts,

Risoluzione del sig. Francesca Barbagallo e dal sig. Guido Bordi.

Iptatti judicando con 999... 8 un numero in eni sono p cifre uguali a §, abbiamo:
900 ... 9a®= [10v+ — (10 — @)
— 10w+ — 2(10 — a) 100+ - (10 — a)°
10t — 27K 10042 o 2a 1004 4 (10 — @)
—(1or —2) 10rF* 4 Za 10p41 4 (10 — )
g...9 % 10 8)10¥t* + 2a"10¢+! + (10 — a)*

IBisaal

G 5 10048 4 8 3 100F2 4 2a 10041 4 (10— )"
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98 PERIODICO DI MATEMATICA.
8 ElCCOme
80 % 2¢ — 100 — 2 (10 — a)
@
a-<_9
achie

80 4 22 < 100

onde (80 + 2¢) 10r1* non pud contenere pia di 2 cifre seguite da p 4- 1 zeri;

e
analogamente essendo

(10 — a)® < 100

anche (10 —«a)® non pud contenere pii di 2 eifre, onde il teorema yests dimostrato
$L7% Se wun nwmero T 2 formato de n eifre ugnoii ad a, sequite dalla cifra b
¢ de ogrune di quesie ecifre si tolgono ¢ wnitd, si avr® un miora mizero il eni que-
drato si otterya dal quadrato di P toglirndo da ognuna delie sue cifve ¢ unitd, sol
tanio per ’

o1

a—a, 6, 9,
b=4%, T, B,
e=1, 8, b

=

=] 2= 0

per esempia
(09...86 —11,. 11 =50...56" —11...11
(66...67 —33...38)" =66...67° — 33...33
(77... 78 —55...85)" =77... 18 — b5.._55

(88...89 — T7...77)" =8B.,. 88" —77...97

Boxons.
Risoluzione del sig. Francesco Barbagallo, alunne del R. Istilute Tecnico di Calania.

[udicht A un numero formato di # eifre nguali ad o, seguite dalla cifra §: o |

un mumero formabo di » + 1 cilre uguali a ¢; allora il probhlema puo rvidursi al-
I'aspressione

(1) (A — )= A — [(p—¢) 10" 4- p]
OVVETD
(2) (A —p)f =2%— (p 10 £ )

secondo cie 2* conteuga 2 + 1, o 20 4 2 cifre. Dalle precedenti uzunglianze

si pud eseludure il caso di ¢ =9 poiehd allova iu esse i secomli membri dovrel-
hero essere negalivi.

Ova dalla (1) st ha-
At —2hp=A"—p10° 4 ¢ 10" —

da cni
100 + p 4 I*E 10m = 23
¢io ehs & impossibile, poiché n contenendo o + 1 cifre uguali a ¢ sara:
elus = p

. - - . -
per e 109 4 p -1 — - 10" & sempre frazionario, menfre 2 2 sempre intero.

Eseluso il caso quindi che A* covienga 2a + I cifve, si Lia dulla (2)
Bt —2hp =A% —p 0wty
ciog 10%HC 4. L | =91 avvero

¢c.l1. 19 11 14 2=2¢, 1...1-—~2a 1 9
] | L= o 1 E2 ... nepa 12 ... thge]
da eni
a—=b -+ 1
— Qg —9 — 2
S=lo = 1. .1
1% ., . n-dd
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PERIODICOG DI MATEMATICA. 449

ed in consegnenza, essendo ¢ un numero intero di una sola cifra,
{ﬁ_b+1=9: Ezﬂﬁ‘—'ﬂ, ﬂ:;f-v}: [J'ZI'I-J._—I.

Dando qaindi ad @ i valori 5, 6, 7, 8 si vicavano per & i valovi 6,7, 8, 9 e per ¢
i valori 1, 3, 5, 7.

gi:si' 11 pﬁ‘ﬂﬂﬁﬂﬂ d s nero guﬂhﬂlq[m N di I ﬂn:fl'ﬂl per HH numero fﬂ.‘"ﬂ"ﬂfﬂ

da p ecifre uguali a 9, & wguale ol mimero N — 1, seguito dal complemento @i N
pispella @ Loe, Boxaiis,

Risoluzione dei sigg. Francesco Barbagalla, Guido Bordi, G. Guadalupi e T. Mari.
Indicando con N un namero in cut le gifre sono p, e con T un oumery formako
da p cifre vguali o 9 si ha:

N.T =N X (10F —1)
=N 10r — N
=({N—1)10¢ 4 10* — N

e siccome N conliene p cifre sara:

N> 1002
onde 100 — N =2 10v~1 (10 — 1)
e & pin forle ragione e 00

oude 107 — N npon pnd contenere piu di p eifve; epperd il teorema resta dimosbrato.

QUISTIONI PROPOSTE ©

349.* Se, A, B sono due punti qualunque di due piani «, § non

paralleli, si trovi il panto X della retta (e, B) per il quale 'angolo AXD
’ 35[!?%&& due punti A, B, ambedue esterni o ambedue interni ad

an oircolo o ad una sfera, si trovi un punte del eircolo o della sfers,
tale che la somma dolle due distanze da A e B sia massima 0 mniga.

(3 AMBIOLL.
35(*. Risolvere il sistema
oyt hut =
ylz+2+u)=0>
z(z+u)tz2u=c
rz=d
(C ARDIDO.

94 Tetsrminave una piramide triangolave regolare, conoscen
la guﬁperﬁcia totale s e la distanza k dei vervtici della base dalle facce
oste. o _
ﬂppﬂﬁ?-“. Determinare un triangolo, dati il pevimetro 2p e due al-
S Ty Lutar Bosi.

("} Le quistioni conlrasseguite coll ui asteriseo sono proposte pavticolavmente agll studendi dello
senole gocondarie; e altre a tuth gli sbudiosi mdisbimtamenie.
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100 PERIODICO DI MATEMATICA.

354, Dati in un piano due cevchi, la conica K* avente per fuochi
1 loro centbri, e inserikin nel quadvilatero ad essi eircoseritto, & hi-
tangente al cerchio radicale (') dei eerchi dati: 11 lnogo dei pnnti di
mezzo delle corde (reali o ideali), che le tangenti di K* staccano nei
due cevehi, @ 1l cerchiov radienle.

355, Se due cerchi eguali si sezano softo un angole di 60°, i1 loro
corchio radieale & il Inogo della projezione (ertogonale) di unm puuto
dell'un cerchio sulla sua polare mispetto allaliro.

356. Cosbruire le paraboele che hanno una data direlbrice, e

«) passano per due punti dati,
b) passano per un punte e toceano una retta data,
¢) toccanv due reife date.
357. Costroive le parabole, aventi per diretivice ana retta data, e
w) bitangenti ad vn cerchio dato;
h) osculatrici ad un cerchio dato.

358. B¢ (g, m,), (p, v,), (p,, w.) sono i ragei vettori e le corrispon-
denti anomalie vere di un pianeta in tre posiziom P, P, P,, il pa-
ramelro dell'orbita &

. Pa Py Pu
P =94
ove A e l'area del triangolo P, P, P..

[sen (v, — w,) + sen (w, — w,) + sen (w, — mu]],

363%. Sapendosi che par a > 7, t.t'n.; etl @ — 2 ediste per lo meno un

numero primo, dimostrare che il prodotto dei fattori primi inferiori
aid 2 e che non lo dividono &, da un certo valore di # in poi, mag-
giore di n.

364. Indicando in generale con f(a, ) I'espressione (°)

{1
dl.flg--"dﬂ‘@({f_ _;‘?!_ _,,,|‘.'Ii|:11)!l

nella quale &
d,=D(ahb), d,=D (ﬁi,d,), ds:D(dij, ,:‘IE) eyl =0D (d p ,ﬁ_dnﬂ,"’f""l)‘-

e si suppone .= 1, dimosfrare che se &, & sono divisori dim sus-
siste la relazione:
fin,a) . fla,b). b =4 f(wnb)f(ba).a
365. Sia o multiplo di a, b
Se i non contiene allin fatfort primi oltre a quell di «, b, sussisie
la relazione
fla,b).m = f{m, b). a;

ed inversamenie, se ha luogo tale relazione, m si compone con soll
fatbor primi di a. b.

. Scarprs.

S

(") Inteutflomo per cerckio vadicale di dne cevelil post! in ua medesimo piane il Indgo dei puit
avenld rlspebto il fdne oereld, polenze sguali & di Segno conbrario, (v. DGRAN LOEIEA — Sograo fos
eireios rudicates; Proge. mab T V. pug. 90, — Sar lsz corcies vadicunss MaraeEsm, T. VI, p. 109).

(%) I simboll D {a,8) 0 P (n) mdionne rispeltivamente il massimo eomuy divisore di o, b ed il
nomere dei vuweri non superior: ad w o yrimi cow esso,
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PERIODICO DI MATEMATICA. 101
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(taprano Frasca, — Noziom di algebre ad uso delle Scuvle Tecniche, —
Napoli, 18496.

M libvo & diviso in due parti: nelln prima I'A., dopo le necessavie definizion,
espone con sindints chiarezza le principali proprieth delle operazioni con mnmeri
algebricl e con monomi e polinomi, aleuni hrevi eenni suila decomposizicne in fat-
tori, snlla ricerca del massunv comun livisore e del minimo comuns multiplo di
piit monemi interi e sulle propriefa delle operazieni con frazioni plgebriche. — La
geconda parte, b riservata alle eqiuagioni ed ai probiemé di primo grado e eonliene
le proprietd generali e Ia risoluzione delle equazioni di primo grado ad mineo-
gnits, 1 metodi di risoluzione del gistemi di primo grado 8 due incognile, € un
brevissimo cemmo sul modo di riselvera un sislema &i tre equazioni con tre inco-
enite. In fine di ognl paragrafo rovast una copiosa raecolla (i esercizi e problemi
qcenralamente scelti ed ordinatl

11 libro comprende adunque tufto i programma per la licenza della seuole teenicea.

L'A. segus ii metodo intitifine. viuscendo sempre chiave e rigoresu nell’esposi-
zione, e superands felicemente molke delle non levi difficolia ehe presenta la com-
pilazione dei tratial: slementari. — Le mende Sonn cosi piccole e rare che non
meritano rilievo. Forse ora desiderabile uno svolgimento pii ampiv della seconda
parte specialmente in ¢id che riguarda In risoluzione delle equazioni e dei sistemi,
ma & cid pud sapplire 1'insegnante.

I'A. ha avute lo scopo (coms Bigli serive uella prefazione) di fare um lavore
utile dal punto di vista didattice: questo scopo pud dirsi raggionto.

A, Maszont

-

Egxesro Pascar. — Caleolo delle Variazioni e delle Differenze fintte
(LI Purte del Caleolo infinitesimale). — Manuali Hoepl.

La importante collezione des Manuali Hoepli & siata arrvicchifa ultimamente &
un albeo volumetio che <'intitola * Caleclo delle Varipzioni e delle Differenze finite
il quale forma la terze pavie del Caleolo infinitesimale, ehe il ehiar. prof. F. Pasenl
dall’ Universith di Pavia lia dole recentemente alle stampe. Lo parts di Malenmia-
tiche esposta in gnestn hreyve tratinlo & limitata, si pnd dive, &ad un corso regolare
% Caleolp, e benche molto spesso la vishretlezsa dello spazio ohhlight l'aniore =
dare soltante un vapide cenno di aleane feorie o di cerle considerazioni svolte dai
vari autori, tuttavia, cvu delle preziose indicnzioni storiehe e bihlipgrafiche razie-
nalmente ordinate, riesce 3 rendere interessante in ogni punto lo studio del suo
libro, nel quals un misurato rigore seientifico si trova sempre in peeordo con uni
mirabile chiarezza.

In guest’ultima purte del Corso, 'autora ha dato un maggiore ¢ piit asenralo
sviluppo alle indieazioni bhibliografiche, tndieando sommariamente la ragione d'es-
cere dei matodi ivi studinli, e donde sono derivati. Cost lo studioso, condotlo passo
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& PSSO @ quasl a sua insaputa, a ragianare intorne ad importanti prablenyi e a
tratbare di argementi, su oui l'esae critico ehbe ed ha futtorn tauto da diseutere,
8l Grova senza fatica, con In scorta mkelligente dell’antore, preparato dianzi il
terreno e facilituta Cindagine,

L'interesse sempre viva che accompngna la lettora di quest’altinia pubhlieazione
del sig. Paseal, & Ia migliore prova eli'egli & riuseito nel sio mfento, cioé di creare
ma goida verameoie ufile ai glovani studiosi.

A, B.

Dott. Frof. Grovawsy Lozz — Foima libro sull'istruzione secondaria
in Italia “ Tu PERSONALE 1NSEGNANTE » Napali 1846,

Il Prof. D’Ovidia disse, che le paghe della Pubblica Istruzione in [talia s600
tante, clie nou hasterelihero dieci Rasming i deseriverle e dieet Pelrarea a pigngerie.
Questa, ehe parreble una esagerazione yvebfories, appavisce la verita dalla letbura
dell’aceuratissimo Tavars del Dott. Lozzi prof. di watemaiica nei RR. Licei di Roma.

H Tibro & cost vieco di argomentt e di nolizie con somma eura raccolte, clie
non & possibile in un hreve eenno riussumerlo canvenienlemente,

Sono notevyli le critichie che I'A. fa a made di formazione dei professori per
le senole secondurie, la son praposta del fivoeinio anche per i laureali, fe censure
al difelto di ore di insegnamento per la wmstematica pelle seuole elassiche.

Condotie con five acume le osservazioni suglt orari, e giusta la proposta di
perequazione degli oruri medesimi

Notevolissimi poi gli ultimi captloli, nei quali sono esposti con chiarezza due
progetit di nuovo arganico, sesondo i quali si potrebhoero sensibilmente miglioiare
le condizioni degli inseznanti senza aggravare maggiormente il hilancio dello stato.

In couclusione I'A., mentre con precigione rinnova crifiche gii nole, tratta
molti ed importanti argomenti nuovi, krae conclusioni nuovissime, e studia il pro-
blema del personale da capo a fonda con amore vieo e siucars,

Il libro & dedicato sll'ex-minisiro Martivi, e noi erediamo che possa essere
ultlmente consultato dy insegnanii e stadenti, e da guanti si nccupano di seuole
e di professori; percio non & sembrate fuori di posto un breve cenno di tale apera
1 quesio periodieo,

A, Masont,

Dort. 8. Orru CarBONY. — Problemi clementari di applicazione del-
Calgebra alle Geometria. — Livorno. Tip. di R. Giusti, 1897,

Questo libre conliene un'introduzions sugli elementi della teoria delle eqUa-
zioni e sulla risoluzione dj problemi geometrici mediante I'Algebra, e circa 800
problemi.

Dei problemi non @ data Ja soluzione, e questo e un pregio dell'opera; perche,
come giustamente osserva l'nutore, nessuno pud considerare come aventi meta
plansibilmente didattion le Haceolte col eliiari, ossia con le soluzioni pin o meno
sviluppate in mado costante ed uniforme.

Pard, di ogni problema, pochil eccettuaii, I'wutore dice qualeha cosa ohe prossa
venders piil facile all'alunno la soluzione, in aleuni sceenna lo formale adatte che
bisogna applicare o ricarda problemi analoghi, in molli da il sistema risolvente,
ed in altri indica soltanto il risuliato.




