UNA GENERALIZZAZIONE DEI TEOREMI

di Ceva e di Menelao

- L — Tre punti A,, B,, C, presi rispettivamenie sulle rette di un -
triangolo ABC determinano su queste sei segmenti tali che la differenza

fra il prodoito di tre di essi mon consecutivi ¢ il prodotio degli alfri
tre &

abe a~\?
o afy (__\ )
dove A,a, b, o sono rispettivamente area e le lunghezze dei lati di
ABC; XN, &, V, ¢ Varea ¢ le lunghezze dei lati del triangolo formato
dalle congiungenti i ire punti 4,,B,, C, coi vertici opposti A, B, C; =, B, Y
le lunghezze delle trasversali AA,, BB,, CC,. (")

Sieno A', B', C" i punti d'incontro delle coppie di rette (BB,, CC,),
(CC,, AA), (AA,,BB), e BU =a", A" =b", AB' = ¢, ABC=A";
e sl ponga

BA, (B, AC,

1 1 _hl_ = M — s
L AL "BATPCB 1
componendo, si ha
BU &A+1 CA p+1 AB " 4g+41
2) J BA, * h ’ CB, ™ p ' AC, ~ g '
BC CA _ AB
l A‘G—h'i'].,Blﬁ:!p_r’ll UIB—Q';_I. &
S1 ponga inoltre . - '-_-:‘ _
1+hthp=p,,1+0p+pg=p., 1 4+ g+ gh=p,. . ;(:w
1 triangoli AA, C, AA, B segati rispettivamente dalle rette BB,, ”*'L.;
'0[:1 danno B "'!:r?"-»% '-ft’.{'%if
AC" A\B (B, = AB" AC BC, 1 :‘:;;'
0A," BC 'B,A ' BA,CB CA
(') Questo teorema fa proposto nelle Nowosllss Anwales (questione 1529, atmo 1892) dal prow i -4
fesezore Cosaro & vi rimase indimostrato. o
oL
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donde per le (1) (2)

AC h+1 AB
CA,  hp ' pa — e+,

e componendo,
ACY h+1 AR gqlh+1)

AA, ~ p, ' AA, ™
o sottraendo e yiducendo |
a  (h+1)(1— hpy)

'35 Py My

Analogamente s1 frovera
¥ (p+1)(l—lpg ¢ (g+1)(1—hpg
P the Po o Iy s
Dalle quali moltiplicando

ab’e (1 —hpe)(h +1)(p +1)(g + 1)
(3 —a = 1, &

oy - Ha P P
Si sa che I'area del triangolo A’B'C’, circoseritbo ad ABC, si pud espri-
mere mediante la formola

(4) A" = A (1 — hp‘,?]f:
B e Pa

e percid la (3) si pud serivere
ab'e (ﬁ')“m+ D(p+ 1)(g -+ 1)

afy \A 1 — hpq ‘
0ss13
(5) Z0Y (L‘.')‘= 1—hpg
a'be’\ A (i + 1)(p+ 1)lg+ 1)
Orn dalle (2) si ha
: 1 ~ 4C.BA.CB
(2 +1)(@- 1)g 1)  BO.CA.AB °
hpy BA,.CB,.AC,

(h+1)(p+V+1) BC.CA.AB °
e pereid lo (5) diventa

® L ase(4) =AC.BA.CB—BA,.CB,.AC.

"a'b A |
Questa relazione per A" = o da quella di Ceva.
H. — Tre punti delle tre velle di un trieangolo ABC determinano su

queste segmenti tall che la somma del prodotio di tre non-conseculivi e

del prodotio degli altri tre é

A
- E‘ufm

i "
= ;F_.:__; "
I'r ook +
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dove A,a,b,c, sono Parea e i lati di ABC, ¢ A, & Varea del triangolo
det ire punti, . _
Eissendo A, B,, C, 1 tre punti presi rispettivamente sulle rette BC,
CA, AB, e ritenendo le denominazioni del teorema I, dalle (2) si ha
BA, CB, AC, AC BA (,B 1+ Ipg
BC CA AB ' BC CA "AB (i f)p+1ig+i)’
e poicha I'area del triangolo A, B, C, inseritto in ABC si pub espri-
mere mediante la formoln

_ 1 + hpg
Y= DD+ 1)’

In precedente diviene

(7) BA,.0B,.AC, + A,C.BA.CB =2 at.

La {7) per A, = o dit 1l teorema di Menelao. |

L. — Quattro punti A,, B,, C,, D, presi rispettivamente sulle »etie
AB, BC, CD, DA di un quadrangolo gobbo ABCD determinano su queste
otto segmenti lali che la differenza fra il prodotto di quattro di essi non
consecutivi ¢ il prodotto degli aliri guatiro e

abed T\?
abed dat (?)
dove 1,a, b, c,d sono rispettivamente il volume del tetraedro ABCD e i
lats AB, BC, CD, DA del quadrangolo ABCD; T”, 8", b, ¢’, A" sono il zo-
lume e le faccie del tetraedro formato dai guatiro piani ABC,, BCD,,
CDA,; DAB,; o,B,v,8 le aree dei triangoli trasversali ABC,, BCD,,
CDA,, DAB,.

Sieno A', B, O, D" rispettivamente i punti d'incontro delle guattro
terne di piani (CDA,, DAB,, ABC,), (DAB,, ABC,, BCD,), (ABC,, BCD,,
CDA,), (BCD,, (DA, DAB,)), e A'BC'= &, BCUD = ¥, CD'A’ = ¢,
D'A'B'=d’, ABCD'=T"; e si ponga |
®) TE=h FeoP mme oy

AB BC ™™ CD~ % DaA~7"
se ne deduce, componendo |
AB A2+1 BC »p+1 CD g+1 DA r+1

=N

(0) AA,~ h " BB, p ' 00, " ¢ " DD, - " r.
AB ., ., BC__ . €D _ ; DA _ .
AB TR TET gD —Evhhpr =Tl

Si ponga inoltre

L+h+hp+hpg=p,, 1-+p+pg+pgr=p,
Ltq+grt+grh=y,, 1+r+rh+rhp=yp,
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e sia N il punto d'incontro delle rette (BC,, B,D) ed S quello delle
rette (AC,, CD,).
Dai triangoli BCC,, DAC,, segati rlapﬂtbwamanta dalle retts DB,

e CD,, sl ha
BN CD CB, | S AD, DC i
NC, " DC BB » SA "BbD° o T ¢
donde per le (8) (9)

BN C,S ;
1) N, 2@+ [ =T

Ura il triangolo A'B'C’ @ circoscritto al triangolo ABC,, ed 1 suoi
lati A'B’, B'C', CA’, mecontrano 1 lati BC,, C,A, AB di ABU, nspet-
tivamente ne: punti N, S, A,, e percid, applicando ad esso la formola (4)
e tenendo presenti 1 valori (R) (9) (10}, si trova

o _(L—lpgryig+1)

% P Pz s
Analogamente _
b (I—hpgry (r+1) ¢ _ (1—hpgr?{h+1) 4 _ (1—hpgr)(p+1)
ﬁ - }'LI P‘Sl I‘ti ; T !-I'a P‘l I"l'I , 5 F'-l [1-1 I-":

" B moltiplicando
(11) I ﬂ'E:"c'd' (1 — hpar)® (h + l)[p + D {g+ 1) (r+ 1]
a3y 0 1T T DA Ty
Si sa che il volume di un tetraedro A'B'C'D’, le euni faccie passano

per 1 lati del quﬂdlﬂ.uguln gobbo ABCD si pud esprimere mediante
la formola

Ta ks T (l — kpgrlﬂ
Peo s Ha M

"

e pereid la (11) si pud serivere
a'b'e'd ('I")’ (A+1)(p+ Dig+ 1) (r+ 1]

-

e i ) 1 — hpgr
O3B18
12) Py s (T’)lt _ 1L — kpgr
dHed \ T G+LE+)Gg+rD0 +1)
Ora dalla (9) st ha
1 _ AB.B,C.C,D.DA
(£ + 1)(p +1)(g+ 1)(r+1) AB.BC.CD.DA
hpgr AA,.BB,.CC,.DD,

+D@-+Dg+1)Fr+1) - AB.BC.CD.DA °
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e pércid la (12) diventa

3
(13) 2212 aped ('{1) —A,B.B,C.CD.D,A—AA, .BB,.CC..DD.

La (13) per T" =0 da 1] noto teorema sul quadrangolo gobbo ana-
logo al teorema di Ceva.

IV. — La differenza dei prodotti dei segmenti, di cui & questione
nel teorema 111 &, anche equale a

L abed

dove T, ¢ il volume del tetraedro A, B,C, D, ¢ T, a, b ¢, d hunnﬂ il

significato del teorema 111,
Difatti dalle (9) si ha

AA,.BB,.CC,.DD, A,B.B.C.C,D.D,A 1— hpgr
AB.BC.CD.DA  AB.BC.CD.DA —(i+)(p+ g+ D0 +1)

@ poichd si sa che 1l volume del tetraedro A, B, C, D, inscritfo nel
guadrangola gobbo ABCD si pud esprimere colla formola

T — 1— Apgr
! (A+1D(p+1)(g+ 1)+ 1)

la precedente diviens

(14)  AA,.BB,.CC,.DD,—AB.B,C.C,D.D,A = ~* abed

La (14) per T, = o0 da il noto teorema sul quadrangolo gobbo ana-
logo al teorema di Menelao.

Ottobre 1897.
. FraNCESC0 FERRARL.

il =i

Qualche osservazione sulla determinazione
di numeri eome limiti di insiemi

Gl I11.=! Prof,r Ricer e CapeLiul (*) hanno svolta receniemente la_feoria
delle operazioni nnmeriche, facendo uso rispettivamente di ripartizioni di
DEpERIND e di clagsi contigue per la determinazione di nmumeri. Il me-
todo delle classi eontigue permetie molta semplicita nelle dimostrazioni;

(1) Glormale di Matamatiche, Napoll, 1897, pag. 22, 29,
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o per ¢10 lo ho seguito in miei libri elementari: (*) esso collegasi stret-
tamente agli altri matodi usuali per la determinazione di nomeri, come
feei veders nel Periodico di Matematica, (*) e potrebbesi dire molto op-
portunamente melode dei valori approssimati. A & chiaro che conviens
sonsiderare sistemi ascendenti o discendenti, perché il concetto, che si
ha d'un numero per Is conoscenza d’un valorve approssimato ad esso, si
pud migliorare selo con la conoscenza d’un valore piit approssimato.

Il metodo ora accennato e guello delle parti integranti di Wgigr-
sTRASS (7) sono facilmente aocessibili agli scolari, che sono abituati a con-
siderare un numero decimale periodico come somma della parie intera
con 1 decimi, i eentesimi, 1 millesimi ese. ed anche come urnico numero
separante 1 valori approssimati ad esso per difetto & meno di 1, di 0,1,
di 0,01, di 0,001, sce. da quelli approssimati per eccesso. Ed anche nalla
pratica & uso costante e naturale di comsiderare appunto wna grandezza
come somma delle parti integranti in cui vien divisa dal processo di mi-
surazions, cosicchd dall’estensione della parte misurata progressivamente
siricava, per successive approssimazioni, un soneetto relativamente esatto
dell’estensione dell’interan grandezza.

Delle cousiderazioni utili anahe ralativamente alla determinazions di
numerl mediante insiemi di numari razionali, e specialmente aite a gin-
stificare la sostitnzione di successioni ascendenti o discendenti xd insiemi
disordinadi di valori approssimati per difetto o per eceesso, trovansi in
una miz comnnicazione al Clireolo Matemnticoe i Palermo, (*) dove ho
date notevoli proposizioni sulle suscessioni a pit limiti; le quali provanoc
p. es. ahe; se si puo stabilire una corrvispordensa wnivven tra i limiti
a'un insieme ed ¥ numeri 1. 2. 3,..,, si puo stabilire una corrispondensa
wpivoea ancora tra questi nwmert ¢ Ml i numeri dell’ ingieme, cipe i
mumert dell’insieme si possono ordinare in suecessione. Prima di proce-
dere oltre faremo vedere come gueste cnss nossano avere svariate appli-
cazioni,

Se una grandezza finita & divisa in infinits pavil, I"1nsiems di gqueste
ha necessariamsnte per limite lo zero (grandezza nulla, s g’ammetia
questa espressione) ed easo solo: per cid esse parti si possono ordipars
i suceessions, e questa, comungue siasi formata, tenderd necessariamentes
al limite zero (ciod gualsiasi grandezza %, omogenea con qualla divisa,
ne superera tntts ls parii, che nelia sugsessione seguono una di posto
agsegnabile dopo che % sia data). (*) E, se si aggruppine arbitrariamente
dalle parti consecutive in modo da avers ancora una sncosssione infinita,
questa tenderd anch’essa a zero per la stessa ragione, cioé per essere
necessarinmente ancora zero unico limite dell’ insieme dei grouppi, la

\}) Algebra, Palermo, (ed, R, Sandron) 1888: Geomsiria piang, Brespia, (ed. T. Apolionis) 1897,
solida, Pnlarmo, 1E9D.

() Periodico @i Matematiea, 1893, pag. 144,

(%) V. 1. Pixoa=ERLE, Gioruals dj Mutematicn, 1830, pag, 178.

(1) V. Rendiconti, V, 1891, paz. 28N

() V. 8. Sray, Rivists di AMptemeiics, Torino, 1804, paz, 147,




PERIODICO DI MATEMATICA. 7

somma di questi dovendo essere ancora la primitiva grandezza finita.
Mediante considerazioni analoghe si potrebbe manifestamente stabilire il
eriterio generale di convergenza delle serie,

Per la determinazione di numeri mediante parti integranti, od aunche
mediante successioni ascendenti o discendenti di valori approssimati, ho
Jati due metodi, molto ecomvenienti nella pratica, In una nota, che, sab-
bene vi sia fatto uso delle notazioni della logica matematica, (*) pud fa-
cilmente intendersi da tubti.

Dopo d’aver fatli alenni richiami al solo scopo d’evitare ripetizioni,
vredo opportnno di fare aleune considerazioni nnove.

Si snol dire che il netodo delle parti integranti di Weierstrass &
tudipendente dai concetti d’ordine e di limite, ed altrettanto, con egmal
ragione, $i puo dire del metodo dei valori approssinati: ed iuvero un
nmmero 8’ intuisce comne somwme delle swe parti integranti o come sepa-
rante dne snol sistemi contigni di valori approssimati, per difstto e per
BOCRSBO, 8enza ricorrere, almeno apparentemente, né all’idea d’ordine né
a quella di Iimits. La cosa presentasi perd affatto diversamente nella
pratica, Per dare infiniti numeri razionali in wodo, che si possano ve-
ramende concepire, dovremo generalmente darli ordinati, Ja qual cosa
sara sempro possibile, pershé 1’insieme di tutti i numeri razionali & di
prima potenza, cioé nnmerabile; & mentre pui seinbrare, e generalmente
si erede, che 'ordine si possa stabilive ad arbitrio, & inveca prestabilito,
In quanste che si potra bensl dare un ordine arbitrario ad nn pumero
illimitato di termini e precisamente a gquelli che la mente pno 1solare;
ma, per quanto sia grande il nomero degli elementi gik separati ed or-
dinati, sard s.mpre infinita Ia probabilita che un elemento casuale del-
I"Insleme s1 trovi tra quelli; che non furono ancora separati, perché
rimarranno sempre degli insiemi parziali condensati intornn ai limiti e
formanti come degli elementi di continno; questi insiemi si potvanno dire
molto a proposito gruppi filarti o chiome dei Limiti, e si possono con-
cepira solo (affatto astrattamente) come elemsnti di continno formuti dai
numert estremi d’una successione od, in generale, dai nnmeri d’an insisme
tligeontinno. |

Per chiarire quanto ora fu dette, limitandoei al caso d’un sol limite,
limostreremo la seguente proposizione, che si trova nella ma eitata co-
municazions al Cireolo Matematico :

Ogni successione ad unico limite tende a questo nel senso usuale della

L] L] & ] " - 1 i 5
pardgia; eoe diviene infinitesima con — la differensa tra i fermine npmo
n

deila sucecessione ed il limite, se questo ¢ findo, e diviene infinilesimo
positivo o negativo i reciproco del termine nme delln successione, se il
hnite ¢ 4+ oo 0 — o.

Snupponiamo infatti che la suceessione

ﬂl‘ ﬂ:’ HH! L L]

(") V. Atli dells R. Ace. delle Seienze di Torino, XXIX, 1893-84, pag. 110,
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abbia l'unico limite @. Per quanto piccolo sia g, la successione avra sol-
tanto un numero finito di termini fuori dell’intervallo (@ — &, a + &),
perche, se ne avesse infiniti, avrebbe anche un limite finito od infinito
fuori di questo imtervallo e per cid diverso da @, la gual cosa & eontraria
all’ipotesi. Dopo d’aver dato g in qualungue modo, si potré dunque fis-
sare 7 abbastanza grande, perché precedano a, tutti 1 termini della suc-
cessione, che non sono interni all’intervallo (2 — g, @ + g), & conseguen-
temente siano interni a questo intervally’ tutti i numeri

@y 5 oty Bppsy = » = vy

eiasenno dei gquali avra quindi da a una differenza minors di &. Segne
di gut che la differenza tra a, ed n tende a zero coll’anmentars indefi-
nitamente di 7, e questo & appunto quunto dire che la successione tende
ad a vel senso usuale. Per vedere che il teorema & vere anche per una
successione, che abbia per unico limite + e 0 — oo, basta p. es. riflet-
tere che, 1n lnogo d’una tal suceessione, se ne pud considerare un’altra,
che abbia per termini quelli della proposta, che son cempresi tra — 1
e + 1, ed i.reciproci dei rimanenti.

Cib spiega come mai, per gquanto si alteri ’ordine dei termini della
successions a,, d,,.... sfuggiranno sempre a qualsiasi alterazione i numers,
che souo, per cosi dire, aderenti al limite, come mai eiod la succegsions
debba sempra fur capo allo siesso insieme filante od elemento di eontinno,
il quale seguird sempre necessariamente i termini isolati della successione
(esterni alla sfera d’attrazions del limite), che sono in numero illimitato,
ma pon assolutamente infinito,

SL riconosce cosl [lacilmente perchd, pella pratica, un’idea relativa-
mente esatta d’'un numero, che sia definito mediante insiemi di numeri
razionali, si acqnisti geperalmente considerande valori sempre piti ap-
prossimati e seguendoli colla wente in modo da intnire il numero, che
81 conocepisce appunto come limite a eni il pensiero & guidate dalla pro-
gressiva considerazione dei mumeri razionali, che lo determinano; il
numero ¢108, che & centro comuna d’attrazione di tutte le menti, che
percorrano affatto libsramente i numeri razionali componenti i detti in-
siemi, cosicche ad esso eonvergono tutie le vie non chinse attraversanti
qusstl numeri, essendo esso comuns limite delle suceessioni infinite se-
parabili da questi insiemi.

Queste considerazioni peraltro non tolgono pregio ni metodi dei valori
approssimati & delle parti integranti, mediante i quali si put dave la
teoria del numeri irrazionali in modo affatto elementars, evitando di ri-
correre espiicitamente al concetsi d’ordine s di limite. Questi conceiti
riceveranno intanto un lento, ma econtinuato, sviluppo virtnale, per cul si
preésenteranno poi spontancsamente e si potranno guindi esplicare con
facilith estrema.

F. GIuDicE.
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ON TECREMA SULL' APPROSSIMAZIONE DELLE RADICI QUADRATE

1
a1 Per difetto dei 27 inter: com-
presi fra n? ed (n4-1)* e, rispstto ai numaratun delle fragioni che ne danno

i valori, i vesti relativi, godono le 8aguenti propristéa, ohe ne permstiono
la qltasi immediata determinazione

i*,

Tali numeratort, termint conseculivi e crescenti della serie de¢
nwmeri naturali, si possono ottenere coll aggiungere n*-+n all’ infero di
cui si vuole la radice; la quale uguaglha n prie una frazione di nu-
meralore eguale al nwnero che ne indica il posto

2°, I resti relativi alla determinasione degli ansidetti nwmeralonr,
formano ordinatamente i termini della sevie.

1.2n, 2(20— 1), 3{20—2)... k[2n—(k—1)]... (20—2)3, (2n=—1)2, 20.1, (*)
evidentemente eguali, se equdistant: dagl: estrem
1
8%, Per questi la somma di ogni coppia di radici @ meno di

per difetlo,
a 2n+1.

: 2n+1
der numeri che vi corrvispondonoe, ¢ costanie ed eguale

Infatti, estraendo la radies guadrata a meno di on’onith per difetto
dal prodotio (n? + &) (27 4 1)%, si otliens l'identita

(n2 L&) (20 + 1) = [(nt + k) 4 (2L n)P+k] 2 — (k—1)]
8 ponendo 2n— (A—1) al posto di A
(7420 —(k—1))(2n + 1P =[(n*+ 2n— (A—1)+ (n* + n) P+ [20—(k— 1)}

- ] 1 X :

epperd le radici guadrate a meno di 51 dei numeri 72* 4 £, ed
ni42n — (A—1)

saranno rispettivamente

2nt 4 n | A - k
2 204+ 1 en+ 17
2nf + 3n—(A—1) 2n —(k—1) T & ‘
2r -+ 1 - 2n4+1 27 + 17

dalle quali formole risultano evidentemente le proprietd enunciate
Eceo infine alcuni. esempi di applicazione;

FPsi numeri 5,6, 7, 8, compresi fra i gquadrati consecutivi 4=2%

=32,

(1} Ove In zomma dei due fatiori di cinsean termine & 2p--1, mentre il prime & quanto il nuo-
mero che ne indiea il posto; inolire 1 due resbi consecniivi vp od v, ., egnall e necesanriamentio

massimi, sono anche eguall al minore n2--w=mi(n 4-1) dei due termini medi1 della serie degl'intar
fra n® aﬂ (a1)2
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essendo » =2, il denominatore dell’approssimazione & 27 +-1=35, ed
#'+4-2==6 & la costante da aggiungere ai dati, per otteners & meno di
una unitd per difetto i numeratori dells rispettive radiei; 1 qnali saranno
qmindi 11, 12, 18 & 14, rispettivaments coi resti 4, 6, 6 8 4 poiche &

ora 1.2n =4;2(2n — 1) =6 = 8 (27 —2) ece, Ovvero, pin semplicements,
. - = i w - 4
tali radiei, a mano dl—;-par difetto, saranno 2 —;—, ET:" 2%7 23-

Trattisi aveora di ealeolars V275: poicha 275 & compress fra 256 — 16°

6 289 =17 si ha qui per n— I6, 2n +1=233 (denominatora dell’ap-

prossimazione); ed essendo inoltre 275 - 215 — 19, sard queato il nn-

mero cha indice il posto di 275 nelia serie degli interi fra 256 e 289,

QRuiadi a meno di una unith per difetto, Y275 x83° =275+ 162 4 16 = 547
1

eol regto "= 19214 (agsendo 14=33—10): o & menn di 5 Per difatto, e
v g — 19
mdipendentements dalla divisione 3i 547 par 33, sara V275 =16 & g3 ece.

_ 1
3001 POt difﬂ_ttr,:, sard Y 10U0: - 1=1000 L 5001

Ed & ovyvio come tali caleolazioni siano tanbo pilt yantaggiose. gquanto
piit grandi sono i numsri dei quali ricercasi la radice quadrata; giacché
cresce con essi indicato denominatore dell’approssimazione.

Similmente, a meno dj

Palermo, Settembre 1897,
F. P. PATERNO,

GEOMETRIA ELEMENTARE RECENTE

Nel faseicolo T dell’anno VI-1892 (el Periodico di Matematica 1'sgregio
prof. A, Lingli, di cuoi amiei e colisghi piansero la dolorosa perdita, pub-
blicdb una nota rizssuntiva delle prime nozioni di Geometria elementare
recente, alla quale ne sarebbe certamente segnita un’altra che la com-
platasse, se la morte non avesss private il Periodico del suo valante
Direttors.

I poiché ognora pit progredissono in Tizlia ed all’estero gli stundi
della Geometria racents, per opera specialmente del prof. Ceséro, del
Lemoine, del Casey, del Brocard, del Neuberg, ho stimaio convenients
el ntile esporre in questa interessante rivigia un riassunto dells teorie
nhe fanno seguito a quelle contenute nella cifata nota del prof. Tugli,
sperando d’invogliare con cid i giovani studiosi di Matematica a dave
parie della lorn attivitd a questo munovo ed hnportanta ramo della Geo-
metria elementare, che, al dirs (el Davis, «a été le progrés le plus re-

« marquable et [g plas importants gu’'alent fait leg math ématiqgues élomon-
« taires en ces dernisrs temps ».
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I. — Figure dirvettamente simili.

. Se sopra ciwscana delle semirette DA, DB, DC,...., esseudo D
un punto fisso arbitrario ed A, B, C,.... gli elementi di nn dato sistema
di punti, si prende nn segmento DA’, DB’, DC’,.... inmodo che si abbia
la serie (i rapporti uguali

DA DB DO’
DA DB DC Tt

i dne sistemi di punsi A, B, C,..,. 8 A’, B, (’,.... sono omotelici, es-
seundo D il loro cendro di omotetia.

Il punto D, se si considera come punto di uno dei due sistem], e anche
il suo omologo nall’altro, e percid si chiama punio doppio dei dne si-
sterni. Dati due poligoni, si pud determinare con facilitd il lore punto
doppio. Dus lati omologhi AB e A'B” 8’ iutersechino in G; le duae cir-
conferenze determinnte rispettivamente dai pnati A, A" 8 G, B,B' e G
oltre al punto G avranno in eomune un wltro punlo, che e il punte
doppio D demandato, perché nei due triangoli DAB e DA'B’ simli 1l
vertice D del primo & omologo al vertice D del secondo. Questa eostru-
zione non vale nel! easo che i due lati owmologhi secelti siano segmenti
consecntivi. Sianc ad esempio AB ed AC; in tal caso si deserivono le
due ecirconferenze aggiunte relative ai segmenti considerati, cioe le cir-
sonferenze passanti per B o per C e tangenti in A ad AB o ad AC; 1l
secondo punio d’intersezione di esse € il punte doppio richiesto D
[perché ADB ed ADC gono simili e D & omelogo a D], 1l guale gode
anche Ia proprietd di essere il centro del segmente AH, essendo H 1’in~
tersezione di AD eolla eirconferenza Z circoscritta ad ABC. Esso gode di
altre proprietd, fra cul le seguentii:

12 le distanze di D da dne punti omolpghl banno un rapporto
cogtante

2n le distanze di 1) da duoe rettz omologhe hanuno uwn rapporto
aostanto

82 'angole di vertice D ed avente i lait passanti per due pnnti
omeloght & sostants.

2. D, D, D, siano vispettivamente i punti doppi delle eoppis F,
ed F,, F, ed F,, P, sd T, di Lve figure direttamente simili; il triangelo
DD, D = ¢ chiamasi triargolo di similitudine od il cireolo circoscritto ¢
shiamasi eireolo di similitudine.

3. In ogni sistema di tre figure direttamente simili F,, F, ed F
il triangolo $,8,8,, formato da tre rette omologhe s,, s, ed 85, & omo-
logico ¢ol triangolo di similitudine ¢, ed il lnogo dei centri di omologia
& la eirconfersmza di similitudine e, Inlaltl st ha per 1potes::

(D,.s,) 4 (D,. s,) R, (D.,s) =«

., e —

a, _ ay
D %) a (Dey8g) @y (D 8,) a,

=k
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essendo a,, a,, a, tre lati omoleghi di F,, F',, F, ed indicando con (I, s)
la distanza del pnnto D della rerta £; Je tre rette D,8,, D,S,, D.S, si ta~
ghiano quindi in un punto K tale che le sue distauze dalle tre rette s,, s,, s,
sono propoerzionali alle lunghezze a,, Ay, a, di tre latl corrispondenti
n F,, F ed F, e che viene chiamato eentro di omologia det triangoli
D,D.D, ed 5,8.8,. Gli angoli di 3,3,5, sono i snpplementi degli an-
goli a,, &y, @, angoli costanti che formano tra loro dus retfe omologhe
@ Fyed Fy, di Fed ¥, di F, ed F,; o peroio gli angoli 8,KS,, 8,KS,, 8,KS,,
ossia anche gli angol D,XD,, D,ED,, D,KD, , sono costanti. Ne viens che
il punto X deserive al variars di 3,8,8, la circonferenza ¢ circoscritta
a D D,D,, perché si muove sulle circonferenze passanti per le coppie D,
e D,,D, e D,D, e D..

4. Le rette KP,, KP,, KP, parallele ai lati di S,8,8, e condotte
per K, eentro di omologia di D,D,D, ed 8,8.8,, fino a tagliare la circon-
farenza ¢, sono rette omologhe, perché si ha:

(D KP.) (D, 80) 4,
(U!} E-Pn:] LDE] Hn} - Hiﬂ l

ton ¥ =1,238 m=28 1; n=8, 1, 2. Inoltre &: DKP; — angolo
(KS;, B,8,) = costante: quindi Pareo D.P; é fisso e percio fisso anche 1l
panto Py Dunque nei sistema ¥, Iy, ¥y di tre figure direttamente gi-
wili vi sono infiniti groppi di ire retie omologhe concorrenti, le quali
Tuotanc intorno & tre punti fissi della circonforenza e, Questi fre punti
P, P, e P, diconsi punti invariabili ed invariabile il triangolo P PP,
ehe & inversamente simile ad ogni triangolo formato da tre rette omo-
toghe. I triangoli P,P,P, e D,D,D, sono omologici e le distanze del loro
centro di owmologia dai lati di P’ P,P, sono inversamente proporzionali
ad a,, a,, a,, lunghezze di lati omologht di F,, IV,, F.. Basta per cio di-
mostrare che lo rette che conginngono due a due i vertiei omologhi dei
due triangsli si tagliano in un medesimo ponto. Infatti i bra .

t¢n D, P, (D,PP,)

— ——

i D, Po (D, P,P,)

con ¢t = 1, 3,3, m =E, 3, 1; ?1:'3','1, 2, dﬂﬂqﬂﬁ D1P” Dll)g! DHPH Ei ta-
gliano in un medesimo punto A, che chiamasi punto direttore delle tre
figurs F,, F,, F,.

9. Sia D',, punto @i F,, omologo a D, punto di F, e di F,; per
questo le rette D’ P, D,P,, D,P, si tagliuno in un medesimo punto ed
1 punti I¥, P, e D, sono eollineari. Similmente se D', punto di F,, &
Vomologo di D, punto di FeediF, iponti D, P,e D, sono collinsari;
oma pure sono collineari I, P, e D, nelle ipotesi corrigpondenti. Quind;
L tre triaugoli D DD, (i similitudine), P P,P, (invariabile) 8 D", D', I,
8010 owmologiei ed hanno i! medesimo centro di omolngia. I puati D', D', D',
81 dicono punti aggiunti.
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6. Come esercizio si pud dimostrare che il punto dirsttore A e I'nno
e 1'altro dei triangoli D,D,D, e P,P,P, sono sufficienti per determinare
le figure ¥,,F, ed F,. ' :

7. Di nn triangolo ABC siano O il centro del eircolo cirooseritto Z
e K il punto di Lemoins; su OK, come diametro, si descriva nn circolo,
che chiamasi circolo di Brocard [Lugli, N. C. 16]; le perpendicolavi
00X, 0Y, OW ai lati di ABC incontrino il circolo di Brocard mei punti
A’, B, C' che determinano un triangolo detto primo frigangolo di Bro-
card, 51 ha per costruzione che QA’, OB" ed OC’ sono rispettivamente
perpendicolari ai lati BC, CA, AB; quindi con semplici considerazioni si
ottiens:

A OB ACB = A’G B’
B'OC’=BAC = B'A’ f i i
C'OA’— CBA — ("B’A”,

gloé i tnaugnh ABG’ 8 A'B'(C’ sono invarsamente simili. E poichd 81 ha:
OAE=0BK=00K=90° le reite A'K, B'K, C'K non sono altro che le

parallele di Lemoine.

Si prolunghi KA" e siano F' ed E i punti di intersezione col cireolo
vircoscritto Z ad ABC, Il cireole di Lemoine [Lngli, N. C., 11] ed 1l
circolo di Brocard sono councentrici; la perpendicolars 0Q ad EF’ di-
vide per metd tanto EF’, guanto KA" & perd é: F'A—KLE. Ne viene che
AA" ed AK sono coningate isotomiche | Lugli, N, C., 7] rispetto ad A.
Similmente si prova, che BB" e BK, clie CC" e CK sono coningate iso-
tomiche rispetto a Bed a O; quindi AA’, BB’, CC’ si tagliano 1n un me-
desimo punto, cha & il coningato isotomico del puoto di Liemoine.

8. Si conducano le mmadmnﬂ [Lugli, N. C., 2} del triangelo ABC;
1 puntl d’intersezions col eireolo di Brovard siano A” B”, e 0" il trian-
golo A”B”(Y chiumasi secondo friangolo di Brocard; esso & 1l i:rinnga]n-
di similitndine (2) di tre figure direttamente simili e gnalungne costraite
ani Jati di ABC.

E invero OA”K & retto, perché inseritto in semicirconferenza, A” &
il gentro della corda simediana corrispoudents (1) e per conseguenza €
il punto doppio delle dae figure direttamente simili deseritte sui lati AB
edd AC. Pereio A”B”C™ & il triangolo di similitndine.

Poichd A A,A,, trizngolo formato da tre rette omologhe di tre figure
direttamente simili costrnite sni lati di ABC, & simile ad ABC, essendo
A" il punto doppio delle due figure costruite sni lati BA ed AC omo-
loghi ai lati A A, e A A Iaretta A”A, divida 'angolo A A A, in parh
rigpettivamente uguali a quelle in cui A”A divide I’'angole BAC; quindi
A”A, 5 npa simediana di A /A A, e tali sono pure B"A o C"A,; percid
si ha che le simediane di A A A, passauo per i veriici del secondo trian-
golo di Brocard, Essendo poi A,A A, omologico eol triangolo di simili-
tudine A”B"C” (3), il esntro di omologia, che & il punto di Lemoine
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di A/A.A;, 6 un punto del cireole di similitudine, ciod del eircolo di
Brocard di ABC. '

Si ha ianfine che i vertiei A’, B’, 0’ del prime triangolo di Broeard
sono 1 pnoti invariabili (4) di tre figare direttamente simili deseritte sni
lati di ABC.

9. BEsercizio utils ed slegavte & il seguente: I simmetrici dei vertiei
A, B, C di un triangolo ABC rispetto ai lati opposti siano A,,B,, C,;
supponendo che A,BC, B,CA, C,AB faceiano parte di tre figure diret-
tamente simili deseritte sni lati di ABC, dimestrare che: 1¢ A, B, C sono
1 punti doppi; 2° gli ortocentri di A BC, B,CA, C,AB sono i pontd in-
varmabiii; 3" A,, B, C, sono i punti aggiunti; 4° Vortceentro di ABC é
il punto dirsttore.

IL — Poligeni armoniei.

10. La teorin dei poligoni armonici pud ritenersi come la ganeraliz-
zazione della Geometria recente del triangelo, estensions intuita fino dal
1886 dall’illustre geomeira Tueker, il cuale lascid seritto: «je crois que
«tous ces resultats auraient liew pour nn polygone inserit dans an eercle,
«s’il y avait entre les ediés une relation telle qu’il existe nn point,
« clont les distances anx c¢Otés soient proportionelles & ¢es cbtés .

Sul poligoni armoniei pubblicarono note importanti il Tucker, i
Neunberg, il Casey, il Tarry ed il Simmons io varii periodici di mate-
matlea di Franecia e di Inghilterra.

Il. Nel piano di un poligono gnalunque ABCD.... inseritto in un
circolo si possa trovare mn punto K, il qoale abbia la propiieth che ls
sue distanze dai lati del peligono siano proporzionali ai lati stessi; il
poligono ABCD.... chiamasi allora poligonoearmonico; le rette KA, KB,
KC,.... simediane del poligono ed il punto K centro delle simediane. Ss
due poligoni hanno le medesime simediaue diconsi eo-simediani.

12. Sia O il centro del cireolo oircoseritto al poligons ABOD....;
slano a, b, ¢,.... 1 snoi lati; 2, y, ,.... le langhezze delle perpendicolari
condotte dal ceniro delle simediane K ai lati: il eiresle di diametro OK
chiamasi allora cireolo di Brocard [Luglh, N. €., 16] & i'angolo w de-

)y ) ;
terminato do wna delle seguenti equazioni: tang w = :: = _;” = %:
dicesi angolo di Broeard |Lugli, N. C., 8]

13. In un cireolo Z gnalnngue di eentro M sia inserilto un poliguno
regolare ABC.... ; i raggi AM, BM, CM,.... prolungati oltre M incontrine
il gircolo nei pnnti A’, B, (¥,....; sin un punto gqualungue P del piano
del poligono il polo d’inversione rispetto al quale si trasformi la figura
per inversione. Il eircolo pircoseritto si trasforma allora in nn altro eir-
colo X; se g, By ¥ye--s € 11 gistema di punti che corrisponde al sistews
A B.C,....ed &', §, ¥,.... quello ehe corrisponde al gistema A’; B, V...
81 ba che le rette congiungenti « con o, 8 con fi', y con y',.... passano
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per un medesimo punto K, e siceome i punti A, B, C, B’ formano un
gruppo armonico, anche i loro inversi o, 8,y @ §° formeranno un gruppo
armonico; & poich® la retta BB’ passa per K, le perpendicolari condotis
da K suoi lati of e fy -sono proporzionall a questi stessi Iali; percid per
inversione dal peligono regolare ABC.... si @ oftenulo nn poligono ar-
monico «By.... dello stesso numero di lati.

Reciprocamente si pud sempre trasformare un poligono armonico in
an poligono regolare dallo stesso numero di lati. Sia infatti ABC..., un
poligono armonico, Z il eireolo ecircoseritto di centro O e K il centro
delle simediane. Sianc 8 ed 8 i punti limiti del ecircolo Z e di quello
QKX deseritto anl dinmetro OK; si umisea 8 con B e ¢con A e si pro-
lunghino le congiongenti, qualora occorra, fino a tagiiare il circolo Z net
panti A® e B'; il segmento A'B" & il lato del poligono regolare risultante
dalla trasformazions. Le rette AB e A'B’ si taglino in P e tagline OK
in Ca C.

[ polare di S passera per P e per 8, ed il fascio P (SCS'C') & nr-

monico; quindi s ha:

2 1 1 1 1

SSY ~ S0 SO TSk TS0
SK—SC S0’ — S0 KEC 0C _ SK
SK.S0 ~ SO .80’ SC 'SC ~ 80

(K, AB) (0.A'R) 8K
(8, AB) " (8, A'B) SO’

036814 &

(K, AB) (0,A'B) S8SK

AB ' A" 80’

perché dai triangoli simili SAB ed SA'B" &1 ha:
(8. AB) AB

(§, A'B)  A'F

-~

E1 ﬁ & L i - L] -

Mai ABB} & gostante, perché AB ¢ lauto del poligone armonico, d)
L - SE i L]

eni K & il eentro delle simedians; 50 ° dato, perché 8, K ad O sono

i (0, A'B) | : : ,
panti dati; dongue g © ceslante e pero costante © pore A'H,

[ punti 8 ed 8’ si chiamauno centri d inversione del poligone arme-
nico e sono coniugati armoniel rispetto ad O ed a K.
8i pud quindi trasformare sempre un poligono armoeni¢o 1n un altro
pura armonico.
14, Iu un poligono armomico siano 1, 2, 3,....1 vertiei; siano 1, 2 e 3
tre vertici consecntivi; KP e KP” la perpendicolari condotte dal sentro
delle simediane ai lati 1, 2ed 1, 8; sia 1" il punto. d’ intersezione.di 1, K

KP BBy
5 15 > Rgesie e rapporlo

eol eireolo circoscritto Z, 1l rapporto
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anarmonico (1, 2, 3,17, il quale & costante, perché ugunale al rapporto
KP

anarmonico corrispondente in nn poligono regolare; essendo T3 costante,
?

lo & pure i—i; ciog il poligono stallato formato dalle corde (1, 3), (2, 4),
(8, 5).... & un poligono armonico ed ha K per centro delle simediane.

In modo analogo si pud dimostrare che & pure armonico il poligono
stellato formato dalle corde (1, £), (2, 5), (8, 6),.... che ha K per centro
della simediane.

Cosi pure si pud dimostrare fuecilmente ehe i poligoni formati dal
vertici alternati 1,8, 5,....2n — 1 @ 2, 4, 6,.... 2n di un poligono armo-
pico di un numero pari di lati sono pure armonici e che hanno il me-
desimo eentro dells simedians.

|5. Sia & la lunghezza KO ed R il raggio di Z. 8i & visto che o &

2z 2(K, AB) '

definito dalla equazione: tangw = — = N gsia A'B’ 1l lato del
poligono regolare di n lati inaeritto a Z; si ha dalla geometria slemen-

Te Bkl i i 2 (0, APB,}
tare: cotang — =— ; esgendo: hy=a (0, AB’), 8: cotang — = —rp

. 5 : ; . o w
Dividendo termine a termins le espressioni che danno tangw o cotang —-

8l ottiene: :
tangw (K, AB) (0,A'B) SK
%= AB ° A’ BO’
cntﬂ.ng;

per quanto si & visto precedentemente (14).
Ma siceoms O e K sono coningati armoniei rispetto ad S ed §') che
sono inversi rispetto a Z, si ha:

SK L] SO Ju— l ! .'
.R

7: a:
tung[ﬂ:unt.,ﬁug; ] — R

da eni, risolvendo rispstto a d:

d* = R? (I — lang® o tang® '—?;)

Come caso particolare si supponga eche il poligono armonico sia un

.triangolo equilatero. Poichd ls distanze @, y,z del punto K di Lemoine

dai lati sono proporzionali ai lati stessi [Lugli, N. C., 5], da: tangw =
2 4A

=—, gl ha: tang m = 7— ; ed essendo: Ak = ‘E\’E—a quindi: 2A=ah.=
s £ T ! 9

a, — , . . a*V3 1
> V3, sostitnendo si ricava: tang m = B}:’ —

[Lugli, N, C., 9]

e percid: w=30"

——
—
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T 180° =
Eﬂﬂﬂﬂdﬂ dl’lll[]_“ﬂ: tan ; = tfi.'ﬂg 3 = tAaug 60° — VB] g1 ottiene *
1
d* = R? (1 . 3) = 0, come s1 poteva prevedere, giacché nel caso dal

iriangolo eqmuilatero il centro del cirecolo circoseritto ed il punto di Le-
molne goineidono.

Si verifica subito che per gli angoli w ed w” di Brocard di due po-
ligoni armoniel di 7= e di n latl, aveutl 1l medesimo eircolo eircoseritto
e lo stesso centro delle simediane, 81 ha la relazione:

T s
tang w : ang @’ == cotang — : cotang —— -

K poiche un poligono regolare di » lati pud ocenpare nel cireolo cir-
coseritto infinite posizioni, risnita evidente che nel medesimo ecireolo s
possono inscrivers infiniti poligoni armoniel di » lati col medesimo centro
delle simediane. |

16. Per il punto K di un poligone armonico ABCD.... di » lati si
condace nna retta qualungue che tagli i lati nei punti R, R, R,,....; il
lnogo del punto P di essa preso in modo da verificars i’nguaglianza:

1 - _n
KR, " KR, W KR, T " T EpP°

& la polare di K rispetto al eircolo cireoseritto Z, polo & polars armo-
nica rispetto al dato poligono, che furono chiamati punto e »etta di
Lemoine dal poligono.

Analogamente se 1] punte P & )’ intersezions della retta arbitraria col
cireolo cireoseritto Z, & verificata la medesima ngnaglianza.

7. Con una dimostrazione analoga a quella fatta al n. 18 della nota
del prof. Lugli, linea 5%, si pud provare esattamente la segnente pro-
prietd generals: in ogni poligono armonico di # lati le perpendicolari
condotte dal centro del circole circoseritto Z ai lati incontrano il cir-
colo Z in n punti tali che la 2% rette congiungenti guesti punti cogli
estremi dei lali corrispondenti si tagliano, # ad n, in due punti fissi O
ed 9" di Z che si chiamano punti di Brocard del peligono [Lugli, N. C., 10].
Gh » punti Ly M, N,...., in cni le perpendicolari tagliano il cireolo di
Brocard sono detti punt: invariabili [4); le proiezioni del centro O di Z
sulle simediane sono i punti doppi | 1] del poligono.

I8. Sia ABCD.... un poligono armonico inseritto in un cireolo Z; per
1l centro K delle simedians st conduea la KU,, parallela alla tangente AT
condotta al eireolo Z per il vertice A, sino a tagliare in U il lato AB;
1l segmoento KU & costante. Sia A’ il punto, in eui AK incontra Z; si
congiunga A" con B e si conduca KX perpendicolare ad AC. 8i ha su-
bito per semplici cognizioni di geometria piana e di trigonometria :

- ~ o~ AB
KX : KU = sen ATUK = sen TAU = sen AA'B = 5 R;
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¢ dungue;
KX: KU = A—éB i B,
OHBIA .
KU:R =KX % ;
ed essendo [12]: tangw = ?AEEE , & pare: KU = R tang o = costante.

Si divida ora KA con un punto A” in modo che sia: KA™: A"A =m:n,
pssendo m ed % quankith date; per A” si conducano le AU e A"0,
parallele alla tangente AT e ad.OA, sino a tagliare AB in U" e KO iv
0’; si unisea 0" con U’ e si conduca KU parallela ad A”U’ sino a ta-
gliara AB in U. Il triangolo O'T’A” & rettangolo in A”; quindi &:

00" = A"T” + A"0" .
Dai triangoli simili KAQO e KA”0O" s1 ha:
KA :KA” — AO: A”0;

a dalla ipotesi KA” : A”A —m : n con sempliei trasformazioni 8l ricava:
KA:EA” =m - n:m; quindl si ha:
AD:A"Q" =m + n:m,

OFSIA ;
m . AD m . R

m+n o+ n

AFFDJ‘ —
Analogamente dai triangoli simili AT'A” e AKU s ha:
EA:AA" =RKU: A" =m 4 n: 7,

avendosi :
EA:AA"=m +5a:0;
e pereio:
7n: KU »2Rtangw
m-tn  m+n

per quanto precede. Quadrando ed addizionando i valori di AT e A"OF
si othiene: ‘

AFIUF P

00U = R (m* + »'tang® w): (m | n)* = costants,

e quindi O = costante, ciod i punti analoghl ad T’ sono sopra una
circonferenza I' di centro 0" e di raggio O'U'.
Se B”V & parallela alla tangente in B al sireolo Z e taglia BU in V',
il triangolo O'B"V’ & ugnale al triangolo O'A”T’; guindi si ha:
'OV’ = ADB .
se ne deduce percid che i punti U’, V”,.... sono i vertiei di un poligono
simile al poligono ABC...., e formane dungue un poligono armonico. Un

altro poligono armonico si ottiene ripetendo la costruzions nel senso op-
posto, ciod rispetto alla semiretta AT’ opposta ad AT.
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|9. Da questa importante proposizione si posgono trarre aleuni casi
particolari dando al rapporto m :n valori diversi, 81 ha cosi:

1" g8 m = 0, il eireolo T' & il secondo cireelo di Lemoine (circolo del
eosenn degli Inglesi) |Lingli, N. G., 17]:

920 gp m=n, & il ecentro di OK ed il eircolo T' & aoncentrico al
eircolo di Brogurd; per analogia chiamasi primo ereclo di Lemoine del
poligono [Lugli, N, C., 11]; il sno diametro & uguale ad K secw;

39 ga m = n tang? w, 11 centro del eireolo I' & il centro del segmento
QQ’ [17];

4° gp il poligono si riduee ad un triangolo, e se &:
m:n = — cotang A cotang B cotang O : eotang w,

il sircolo T' @ il eircolo di Taylor [Lugli, N. C., 18];

50 ogni eircolo di Tucker [Lugli, N. C., 20] di un triangolo ABC @
&n circolo di Taylor di gualungue altro triangolo A’B’'C’ che abbia il
medesimo eircolo circoseritto ed il medesimo pumto di Lemoine.

Ohi abbiz desiderio di acguistrre pili estese cognizioni su fuesto ar-
gomento, pofrd consultare le seguenti pubblicazioni, deile quali 1o pure
mi sono servito: Annnaire de 1 Associstion frangaise pour |'avancement
des spiences, monée 1881-1883-1886; Chapitre gsupplémentairs de A se-
quel to the firat six Books of the Elements of Euclid de] Casey:; Com-
panion to the Weehly Papers del Milne, Mathesis de Mansion et Nen-
berg, tome II, V, VIL & Nonvells Correspondance mathématigue, tome ITI,

IV, V ot VL

Novembre, 1587.
Dott. U. CerETTL

T

A PROPOSITD DELLA KOTA DEL PROF. CIAMEERLINI

« Sulle definizionl di equazione e di sisteml di equazione ,

[V, Pariodien, anno XII, fasec. V1. pag. 184)

Nel mio insegnamento io definisco I'equazione od inequazione wn problema do
»isolvere, che congiste nel cercare quali sono i valori dell’ incognita o dells ineco-
gnite che rendono nguali o disngaali, dune dale espressioni algebriche. E simil-
mente pei sistemi. Cosi s1 melte in loce, io credo, la vers natora delle equazions
od inequazioni, e restano incluse anche le equazioni od inequazioni imposaibili e
quelle identiche; e le equazioni identiche conservano una certn digtinzione dalle
identith, in quanto Je prime corrispondono, come probiemi, alle domande: * Cor-
eate il valore di @ per cui A @ ugoale & B | alla quale st rigponda: * x pub
assumers qoalongne valore, , menire le seconde sono veri feoremi, 7 entinciano
le peritd * A & uguale a B per ogni valore di = , costituendo cost guesta come

la risposia a quelle,
Nel concetto, come si vede, 1a mia definizione c¢ollima con quella del prof. Ciam-

berlini,

Torino, Sovembre 1897,
Roporro Berrazzr,
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONT 190 278 281 203 325 358

190, Date tre tangenti a, b, ¢, alla pavaboln ed il punto M. di coninllo sul-
Puna o, determinare analiticamente il fuoco e la grandezza dal paramel)o,

APPLICAZIONE. — Cereare il lwogo geomeirico dei fuoechi delle parabole tangenti
@ due reite fisse ¢ ad una circonferenza inscrittn nell’angolo di queste reite.

Brriaocor:.
Risoluzione del Prof U. Ceretti di Badia Polesine.

Assi eoordinati siano le tangenti ¢ 6 b, ehe formine an angole 0; siano @,

8 0 le coordinate eartesiane di M.. Le equazioni di b di ¢, e di & saranno: =0,
y=0, = +% =1, essendo percid — i 8 —ll_: le eoordinate plilckeriane di a. L'a-
Fig

quazione della parabola tangente agli assi coordinati & della forma

(1) ur + hu -+ ko — 0,

nells quale 5 ¢ & sono parametri arbitrari. Ogoi tangente alla (1) essendo TAppre-
santata da

(2) uz - oy -+ 1 =10,

affinche Ia parabola sia tangente alls ¢ nel pumto M. (= , 0), dovra essere

-u=—% , & dalla (1) si dedorra: v > 8 73 se la tangente ¢ & anche asse
L 1
Jello ascisse, il valore di © deve essers iufinito per % diverso da zero, onde gi

]
ha: k& =— . Inolire alla parabola & pure tangente la a; percid la (1) deve es-
|

] 1 . :
sere soddisfatta da —i e ——; sl ha cost la condizione: hn 4+ km=1, Ia guale
1 — .. :
coll'altra % = oy da: J"__m1gw . Bliminando » fra le equazioni (1) e (2) si
H

ottiene 1

we 4 uwlke —hy +1) - 2=0,

d1 cui il diseriminante, uguagliato a zero, rappresenta Ia parabola in coordinate
cartesiane e ciod

(3) bz —hyy" —2(kz+hy) +1=0,

daila quale, per una nota formola della Geometria analitica, per il parametro p
risulia

(4) »=

Qhlksen'd

=
(A* + &' + 2hie cos 0) 2

Poiché le rette congiungenti il fuoco F ¢X,Y) della parabola coi punti ciclici
all'infinifo sono date dalle equazioni y —~Y + (2 — X) (cos # 4 i sen 6) =0 per
je=+V—1, ponendole softo la forms (2), si ricava:

cos 8 - igen B e 1 _ i sand):
Y+I[ﬂnﬂﬁ —l"i-ﬂﬂ'ﬂr.'l] ’ Y+E(ﬂﬂﬂﬂ+isﬂnﬂ)_“[unﬂ »

sostituendo questi valori di » ¢ di ¢ nella formola (1) si trova:

h(Xoosd 4 ¥) 4+ k(X + Yeos0) —1 4 7send (hX —k V) =0;

I =

'1?"_:‘1 e

Bfgle i, wla b

(R ]

LR e

= S

“Q.\-j:
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ds cul s: ha il sistema:
( VAX - A(2Xeos0 +Y)=1,

1l quale risolte rispetto ad X o ad Y di

X S
I h* 4 B* + 2hkcosh’
(6) l "

Y =
h* + k* + 2hk cos 8>
coordinate che delerminanc il fuoco pei valori determinati di & e di %. Sostituendy

nelle (4) a (6) Eiaka

z, —m

ad A, e ponendo P = (2, — m) (z,— m + 2n cos b) + o

Ll

g1 otliene
20z, (2, — m) sen’ O nx, nx, (2, — m)

= —— Y =
| ¥ b ] i ]
P P P

relazioni che risolvone la prima parte della guestione.

P:l

OsservazioNe. — Per 8 = 90" i numeratori non variano, essendo: sen® § — 1
ed il denominatore P diventa: (z, —m)* 4-n ™.

Apprioazions. — Come precedentemente siano le tangenti b e ¢ assi coordinati
che formino un angolo 6. L’equazione generale del cerchio in coordinate pluche-

rinne, essendo « e P le coordinate del smo centro, ed R il raggio, &
(a2 4 Po + 1)"Ben®@ —R* (3" + 0" — 2upcos D) = 0 ;
e poichd deve essere tangente agli assi coordinati, si hanno ls relazioni

f*sen'8 —R* =10 , a'sen*—R'—10,
dalle guali si ottiene o = f§ = E%::%; e perd 'equazione precedente si riduce ad

{E(u -+ v) 4 gen* E}' —R'(u' + o —2upe080)= 10,

vppure
(T) 2gur +2s(nu+r) =a"=0,
avendo posto per brevith 1 4+ cosb =g, ]—?E-BEI:I b=u.

Eliminando v tra le equazioni (1) e (7) &i ottiene l'equazione
24 {g?l—s)—-—u[ﬂ.s (fe — h) -+ s'] —ka*=0;

il diseriminante nnllo di questa ssprime che le curve (1) e (7) sono tangenti, il
che appunto si ha per dato: i rieava cos)

(8) {E{k—h)+s}'+3k(gl;—s)=0.

Flimizando % e % fra le equazioni (5) & (8) si ricuva una equaszione fra X o Y
che rappresenta il lnogo cercato. Dalla prima delle (5) si ha:
A=21Y ¢ lb=AX:

@ percid dall’altra =i ha
1

X'+ 2XY cosB+Y*°
sostitnendo ors mella (8) e riducendo, si ottiene I'equazione:

9) {1* + Y+ AXY + B(XY + XY*) + C (X* 4 Y*) 4+ D (X*Y + XY?)
+EX + Y) 4+ FXY=0,

A=
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4 4
avendo posto A—2 (1 + 2eosh); B— 4 coab: C=—E; D= ——(1+ Zeosh)
E=§;F=§cus ¥, equazione di una curva di 4' ordine passante per "origine,

Osseavazions, — Per 0 =90' Ia (6) diventa:
4
X' 41+ EI’T——%(K‘ + 1) —%(I’Y +HEV) + (X + ¥ =0,
che si pud anche serivere

{10) (‘I‘-|-Yf;{X*+Y*~§{E+Y)+;}=U.

equazione di an luoge di 4* orvdine che si seinde nei due:

4
X'+ Y= e K“+Y‘—%{K+T)+?=U,

dei guali il primo & I'insieme delle rette isotrope condotte per origine, ed il ge-
condo & una circonferenza tangente agli assi epordinali.

278, Ni considerino gutti i triangoli inscrilti in uns conica, aoventi wn vertice
comune ed i lato opposto parailelo alls bangenie in quei punto. Trovare il luogo

del centro del eerchin eircosoritto & ciascuno di questi triangoli,
. Soorza.

Risoluzione del sig. G. Gallucei studente a Napoli.

Supponiamo che Ia conica sin una ellisse. Prendiamo come assi di coordinate,
il diametro passante pel vertice fisso A ed il suo comingato. L'equazione della

CUrva SAra
(1) —= + ==1

Se alla distanza OP =m dal centro O =i conduce la parallala alla tangenia in A,
ossia all'asse delle y, questa incontra I'sllisse in due punti, di cuml P'ascissa eo-

m

e
mune & m e le ordinate sono p— =+ }, ove ' =" (1 -——) Allora 1 3 punti A,

faf -

a
Al, M’ avranno per coordinate (a”, ), (n 18 (m, — D). Se z, y sono le coordinate di

un punto equidistante da A, M, N, si avra, indicando con ® "angolo degli assi,

() {f:l-‘—a'}"l‘?.f"l'g{.r —a')yeosw=(z— m)? 4 (y—2)" 4 2(z — m) (y—2) cos o
(B—u*)'—l—y’-l-ﬂ{.‘:—r::')ycﬂsm;—.(m_m)& _I_(y_’_dji_l_ﬂc_ﬂ_ '"J‘(y“J' nﬂﬂﬁm-

Per trovare l'equazione del Inogo- richiesto bisogna eliminmre la m a la . Per sol-

trazione dalle (2) si ha
iy 41 (z — m) cos m =1,
da oot

! €T eos—+ g
X m—= Y : v = ‘I.
o8 W £cOg m

Addizisnando invece si ha:
(Z—a" L 2y (22— @) 080 =(z — j;)* L ¥+ +2(z—nt)ycosw.

Sostituendo in guesla egnaglianza m': = ad 2 — o, e
m" , a0 ® - 4+ 2 2 cos
re — 372 __ 7’3 L/ i
b (1—2) =87~ k.

ad 7, dopo le opportune ridnzieni si ha

z* (2™ 4 B’ o5t 0 4 2 xy (6" cos® 0 4 B ppy W) 45" (207" cos" w — g + b)) —
— 2 J_‘“FJ EESE o +" ‘2&’ ura GI!:‘EH W +I:ﬂr+ - ﬂ-l bﬂ) fﬂ'ﬂ" w =.0.
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Qnesta & I'equazione del lnogo. Se la eonica data d ung iperbole, il risultato
@ analogo; basta sostituire — 5" a 5. In entramhi 1 casi & facile vedere che |"in-
varianle assolute
@) %ya '
ﬂtl n'i‘! |

& —a" sen” w cos® v, onde il Inogo richiesto & una iperbole, che pud ﬂagenemra
anche 1 duoe refte secondo 1 valori w

Se la conica dala & una parabola, prendendo come assi il dimmeiro passante
per A e la tangenie in A, la sua equazione & y°* = px e le coordinate dei 3 punti

A, M, M* sono (0,0), (m. Vpm), (. — V pm). Con io steaso procedimento precedente
a1 arriva alla equazione

Treos" 0 L Ay et — Y sen ' W —preos’ ® — py cos =10
In guale rappresenta un’iperhole.

Se o = 90°, qualungne sia Ia conica data 'equazione del luogo si riduce ad y* =0,
che rappresenia il diameiro passante per A coniato due volte.

281, Due cerchi di centri 0,0 si tagliano in A ¢ B. Preso un punto P sul
primo e condotle le gecanti PA, PB « tagliare il secondo nwovwnents in A’, B’, di-
mostruve che al muoversi di P sull'arco esterno del cerchio O, rimane costante il
ropporto della potenza di P, rispeito ad O, all’area del quadrilatero ABB'A'.

GauLoeer.

Ricoluzione del Sig. Francesco Celastri.

Si ha, indicando con 9 I'angolo APB
area ABB'A—area A'PD' — area APB

=;PA’}{PB'.EEBH —%Pﬁ X PE .sent

(PA" XX PB' — PA X PB) . sen 0.

u:nll-l (3=

Bisogna dunque dimostrare che si ha

PA" X PA
(1) ] = costante;
' 9 (PA' X PB" — PA X PB)sen

ossia, essendo sen 0 coztante, deve essera

PA’ X PB’ — PA X PB
PA” X PD

ossin aneora, dividendo numeratore e denominators per PA’ X PA,

= costanta;

1
2 —
(2) 5B PR costnnte.

PA PA’

Tiriamo ora le reffe A’B, AB’; per un noto teorsma si sa che al variare del
punto P sull’areo esterno del eerchio O gli angoli PAB’, PBA si mantengono
costantemente nguali all’angofo OAQ’ sotto eni si tagliano 1 doe cerchi, e quindi
al variare di P 1 triangoli PAB’, PBA, avendo sempre due angoli costanti, si man-
tengono aimilt a 38 steasi e quindi i rapporti IP:E ; ﬁi,

¢id rimane mnche costante la {2) d’onde deriva che & anche vera la (1). e.d.d

rimangono costanti e per-

= e
N N ——

T Y L TR e T a

g p—

=
= g—=t 0 - .

by — i

— T Slaaeem—— T T LR
L S —

e
=

—y__—

" =
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208. Se gli spigoli di un triedro triretiangolo, di vertice O, sono fegliali da
un puano arbitrario © nei punti A, B,0C, ¢ sono M, M’ dug punti gualungiiz simme-
{rici rispetto o %, 3i ha la relazione

4 MM* 1 ] 1
- = + = + A
(OM* —OM=)* ©Oa' OB @ OC

A. D1 Rz

Risoluzions del sig. prof. Pietre Pastelli.

Poniamo OA =g, OB — ), OC — ¢. Nel tetrandro rettangolo OABC gieno 8, 5,
8,,8 le aree deile facce OBC, OAC, OAB, ABC. 8i ba Ia relazione 8*—=8°4-8.' 487,
oasia 48" <0 + o'a® 4 @%°. Inoltre il volume del tetraedro & la sesfa parte
del parallelepipedo retto avente i tre spigoli non paralleli egusli ad 4,5, c. Quindi,
se H & la proiezione del vertiee O sulla facein ABC, si ha

i

1
ﬁﬂ-bﬂ:SEUH,

donds
@b =48 . 0H* = Ol (b2 & o’c* + a'b’)

Dividendo per «®h%¢'. OH* avremo

] ] 1 I
(1) on & B Te

Siano N Is traccin della retia MM’ sul piano % e D la proiezione del vertice O
sn MM’. Nel triangolo OMM’ la retta ON & mediana, quindi per un teorema

noto si ha
OM* — OM"* — 2 MM’ . ND — 2 MM’ . OH.
donde (OM* — OM'®)* — 4 MN"2 . Om®,
08gig Eﬁiﬂ’—(ﬂm _D;j.f)‘
4 MM
Sostituendo questo valore nella (1) si ha,
4 MM 1 1 N 1
O —on7) ~ « T Bt 7

] N 1 1
~0a' " OB T o0
Alira risolozione del siy, Francesco Celestri.

¢. d. d.

825. Se si pone g=u" +0* +w®, A=uf 4+ o -l + 1, & sf eliminano le
. 9.5 fra ls equazioni

(1) Mg 4 o' 10l + (M€ - on - wl - 2) =0,
{2) wE vy +wi’ +1 =0,
(3) E'-—-E=7]'—-?]:C'—-§=u:u:w,

8t he per equazione risultanie

0 00D 24—¢
I 0 0 —& w

010 —y e¢|=¢@Etrgd-wC+1)—24 (uu’ 4 22" <+ i’y =0
0 01 —C% w
W e w 1 0

Dei Re.

i 2 o
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Risoluzione del Sig. E. Palumbo Tedaro studente delia R. Universita di Palermo.
Dalle (3), indicando con p un fatfore di proporzionalith, si ricava

’E — E=pu
(4) W —n=pv
lc — L= pw.

Da ambo i membii della (1) togliamo 2 (uE + 71 -+ w§), ed otteniamo riducendo

WE —B 4+ —m+wl —t=—28ni+oy +wliit 1)
Sostituendo in questa a (& —E), (" — %), (E"— L) 1 loro valori ricavali dalle (4),
g1 ha

o(uf+0' L w)=—2{(uf+m+ul +1).
ossia, per quanto & stalo premesso neli'enuncinto
() pp = —2A
Se ora dalle (4) ricaviamo i valori di £ ,v', T o li sostibniamo nella (2) essa

diventa
WE - v’y kw1 + pun 4 o0 4 w0’) = 0,

oggia
(B) wWE+om+iws +1=—guu 4 oo +w’).
Moltiplicando adesse le (=), () membro & membro, 8i ha
gEF e twi+1)= 24 (uu’ + vo' + iowe’)

0 00 2A —¢
1 0 0 —=§ i
01 0 —q v
0 01 —¢C w
2 o W 1 0

p8sia

@ (WE o'+ 2T+ 1)— 24 (uu’ 410" + wi') =0==

358. Se (p, »,) p, ) (p, »,) somo ¥ raggi vetlori focali e le corrispondenti
anomalie vere @i un pianela in tre posizioni Py, P, P, il parametro dell'orbita ¢

p= p"gpil'ip“ [suu (3, — o )L sen (0, — v, ) +sen (v, —m, ] .

ove A & U'area del iriangole P, P P,

ReTall
Risoluzions del sig. Ernesie Laura.

'equazione polare dell’orbita al fuoco &

1
P=2 [ ecos (w — B

ove B & I'amgolo che fa I'asse fisso con I'asse principale.
Da essa deducesi
P — xp €08 O -+ Yyp Ben b = p,

ove
w=—=¢ecnsf, 1 = — ¢ sen f.

Snﬂﬁbﬂﬂﬂﬂﬂ in 884 In luﬂgu di {P. m) riE‘PEt’t'hnmEﬂtE {F'n mu)l (Pl m‘IJF (Fi ms)

81 ottiene
n — &p, CO8 B, - yp, Ben W, = p,
P iy ﬂ"'“F.: E"B mi + .UF; 5Eﬂ m1= F],

p — ITp, COB O, -+ P, 88D 0, = Pg.

o e m—— —

—-
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Eliminando = e y, 81 ha

g, —p COSWO, p, Ben w,
p, — p,C08W, p Ben M,
P —psCO8W, p,8eN 0,
= 1
1 —p,cosm, gsB8eEDW,
I —p,cosw, p, senw,
1 —gp.cosm, p,S5en0m,
da eui
1 cosw, - Ben
1 cos sen m,
! COS to, sen ©,
p=¢g, P, Ps
1 o, C08W, B, 9en i,
1 p,cosm, p sento,
I p,cosw, p, senw,
Ma
1 Cos v, semn o,
1 608 1, gen o, | =sen (©, — © ) 4+ sen (w, —w,) -+ sen (v, — 0,)
1 008 ©, gen o, .

e 1n valere assoluolo

1  p,ecos0, p osenmo,
I 7 cos0, p senw |—=2)
1 p,cosw, p,sento,

Quindi in valore assoluto

Ba Py Ps ,
p=""5" [sen (10, — @) + sen (v, — o) +sen (v, — w, ],

QUISTIONI PROPOSTE

391. 1°. Se una conica, insecritta nel friangolo ABC, ba un faoeo
nel punto H d’incontro delle altezze, ha I'altro nel centro O del cer-
ehao cireoseritto ad ABC.

2° Se una conica, inscritta nel triangolo ABC, ha un fuoco nel
centro D del cerchio inserittfo ad ABC, & un cerchio. )

3°. Se nna conica, inseritta in ABC, ha un fooco nel bariecentro G
di ABC, vuolsi sapere quale & il rapporto delle distanze di dne ver-

fae1 di ABC dalla retta, che nnisce il terzo vertice al secondo fuoco H
della conica. '
F'uBINI.

392. Se @ e b sono tangenii & una coniea K* nei punti A e B:
1% La coniea K,* omologica armonica di K® con A centro e & asse
di omologia, coincide con la omologica armonica di K?, guando si
prende B per centro ed @ per asse di omologia.

. 2 Ogmma delle coriche K* e K,* & polare reciproca di st stessa
rispetto all’altra. -
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30 Lo due coniche K* e K,* in ognuno del punti A e B, ove esse
si toccano, hanno raggi di curvatura eguali e di segno contrario.

4° Determinare la specie della conica K’ dipendentemente dalla
posizione del punto U= (a}) e dalla natura della K3, supposta fissa.

Reravt.

393. Entro un'urna sono n palle numerate (P,,P,...Py) e m
estraggono futte ad una alla volta. Probability ehe una almeno sorta
nell’ordine dato dal propric numero. — Caso di = w.

394. Dati due mazzi di carte, se ne estraggono due alia volta, unr
per ogni MAZZO. Probabilith che sortano insieme due carte nguali.

BAROZZINI.

395. Sieno ¢,¢ due circoli posti nello stesso piano, che abbiano
er centri rispettivamente C,C, e 5" incontrino in due punti H e K.
maginando nn triangolo variabile MNP, tale che 1 lafa MN, MP, NP,

passino rispettivamente per H,C,C ed i vertici M, N sieno rispetti-
vamente su ¢ e su ¢, dimostrare che il luogo del terzo vertice P &
il cireolo che passa per C,0" e K.

(' ARDOBO-LAYNES.

396. Sia dats la parabola 2* + 2hy (1 + cos ) — Zhzsen 2z =0,
che ha Tasse ¢i figura parallelo all'asse delle y. Dimostrare, essendo
gli ussi orfogonali,

1° che « & 'angolo che la tangente alla parabola nell'origine forma
comn P'asse positivo delle x; _

29 che slaccando sull'asse delle 7, & partire dull’origine, un_seg-
mento OA = h, la parallela all'asse delle @ condotta da A & la diret-
trice della paraboln; .

0 deserivendo su di OA come diametro una semicirconferenza
che incontri in B la tangenie alla curva nell’origine, la parallela con-
dotte da B all'asse delle = & la tangente alla parabola nel suo vertice;

A® sa quesia tangente meontra 1o C I'asse delle y, rendendo 1)
segmento BD uguale ed opposto a BC, sara D il vertice della parabola;

5 congiungendo A con B e prolungando questo segmento AB di
altrettanto in T, sarha F il fuoco della parabolas

6 Il Inogo dei vertici di tutte le parabole, che sl otiengono dal-
I'eq. data lasciando inalteraio % e facendo variare ¢ con legge di
continuita, & una ellisse che ha per asse minore il segmento OA=h,
e 1'asse maggiore uguale a 2A;

7° in questa stessa 1potesi di o variabile ed  costante 1l ]_ua%'n
dei fuochi di tutte le parabole & un circolo di centro O e raggio /A3

%" nella stessa ipotesi I'inviluppo di tutte le parabole & un’altra
parabola avente 1 vertice in A ed il fuoeo in O;

9" il luoge dei vertici di tunite la parabole, che si otitengono dalla
equazione dafa lasciando ‘nvariata « e facendo variare h con l1egge di
continuitha, » nna reiia che passa per origine e divide per meia le
ordinate della tangente alla parabola nell’origine;

10° mella stessa ipotesi 1l quugn dei fuochi di tutte le parabole 8
uns retta che passa per l'ovigiue ed 8 perpendicolare alla refta che
forma un angolo uguale a 2« con l'asse positivo delle x;

11° nella stessa ipotesi I'inviluppo di tutte le parabole 8 la retia
che passa per l'origine e forma un angolo ngnale ad « con ]'nsse po-
sifivo delle z.

BonoLis.
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RousAvpr. - Cours de géométrie descriptive. - Paris, Masson et Cie,, 1897.

Questo libro, & 1a riproduzione delle lezioni che 'egregio antore fa da molti
anni agli allievi della classe d; seconda moderna; & quindi il frutto di noa lunga
esperienza dell’insegnamento.

I’opers & preceduta da una hreve introduzione, mella quale senc esposte le
prime nozioni sullp prolezione cilindrica, e coniea (prospettiva) e la nozione degli
elementi all'infinito delis retta e del piano, con varie eleganti applicazioni. Fra
quesie ci sembra uofevole una dimostrazione assal elementare delle proprieth di
due triangoli omologici in un piano, dedatia da guelle di due triangoli omotetioi.

Nella stessa introduzions & falic opportunamente cenno dells distinzione delle
propriets delle fignre in deseritlive, proietiive e metriche. |

Nei 16 capitoli dei quali &i sampone il libro & trattata difusamente la descrit-
tiva eol metodo di Marge, ed & fakia larga parte all’importantissimo metodo dei
vibaltamenti. & esposia con cura |a punteggiatura delle parti invisibili di una figura
per distinguerle dalle visibili e la teoria delle ombre.

I libro termina con una nota relativa alla soppressione della linea di terza
nei d_iEEE.'IIi.. nella guale nota some esposti i vantaggi che derivano da tfale sop-
pressione,

Crediamo utijle riportare le seguenti parole, colle gqualt I'egregio antore chiude
Ia prefazions,

* In tnite le guistioni che 10 ho tratiato, io mi sono attenvto a presentare j
“ metodi generali nel modo pit semplice, a applicarli in tutti i easi piattoste che
“ ricorrere ag artifizi; e 2 separare in ogni problema Ja soluzione geometrica, in
: generale indipendente dalla rappreseniazione adotiata, dalla soluzipne gralica

¢he s riduce Sempre a nun pinunﬁ: nomero di tracciati fondammnentali .

La luciditi e chiarezza di esposizions, unite alla bonts del metodo segnito e
c¢he & riassunto neile parole sopra citate, rende il libro molto raccomandabile ai
glovani studiosi, K.

¥. Gomes TrixErea. — Curso de Analyse Infinitesimal. 3* Bd, (Calculo
Differencial) premiado pela Academia Real des Sciencias de Li-
sboa — Porto, 1896, '

Qoesta nuova edizione del Calcolo Differenziale dell'illustre professore F. Go-
mes Teixeira, venola in luce sotto gli auspici dells Reale Aceademin delle Sciepze
di Lishoua, non poteva, anche a prescinders dal chiaro nome dell’avtore, esssre
meglio raccomandata sgli studiosi di matematica. Fssa non &, come del resto ara
facile imaginare, per chi conoses I'aperosita e la grande coltura dell'autore, una sem-
plice ristampn delle precedenti edizioni, benché Iautore vi abbia mantenuta inal-
terala, per cosi dire, Vorditura.

Questo prime volume del Corso di Analisi Infinitesimale si pud dividers re-
golarmente in tre parti: Nozioni di analisi algebrica — Teoria elementare dol
caleolo differenzinle — Nozioni sulls funzioni di variabili imaginarie. La prima
pazte ¢ divisa in due capitoli, ne primo dei quali, dopo un breve cenno sull'ope-
razioni algebriche, 'sutore efpone suceintamente la teoria dei numeri irrazionali
definiti mediante la decomposizione in elassi, imaginata da Dedekind, e definisce
1 numeri negativi e le operazioni degli imnginari sotto forma ordinaria e sotto
forma ridotba. A ¢ip fa seguito un'aecurata nozione di limite, di cui faceva difstio
la prima edizione, o quindi una elementare esposizione della teoria delle serie, dei
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prodotti infiniti e delle frazioni continue. Nel secondo capilolo 'autore espone, in
base mi teoremi di Weierstrass sull’esislenza dei limiti e di Cantor sulla conti-
nnith, i fondamenti della teoria di funziomi di variabili reali, poi dimostra aleuve
proprieth delle funzioni algebriche e delle trascendenti elementari. Questa prima
parie oceupa guasi un terzo del volume.

Nella seconda parie, premessa una facile e chiara esposizions della teorin delle
derivats e dei differenziali delle funzioni a variabili reali, 'autore si eccupa della
derivazione del limite di noa somms o del determinanii fumziopaii, dimostrando
aleune propriets dell’jacobiano e dell'hessiano. A eid fa segumifo un eapitolo salle
applicazioni geometyiche, ed un altro sulle derivale e differenziali di ordine supe-
viore. In guesto 'antore dimostra una propria formola di anpalisi, da eui deduce
lo sviluppo di Taylor colle forme dei resti pin importanti, e nel capitolo segnente
applica allo sviluppo in serie di funzioni espliciis ed implicite, aila determina-
zione dei massimi e minimi di una funzione ad una o due variabili indipendents.
Quivi » anche un breve cenno sull'interpolazione, nel quale, unitamente alle note
formole di Lasrangia e di Newton, 'antore dimostra una propria formola estratta
daile Memoria dells Societa Reale di Liegi. Segue poi vn capitolo di applicazioni
sapmetriche relative ai contatti ed alle singolarita delle curve, Dus teoremi sulle
funzioni definite per serie, 'uno per stabilire la continuita e altro la derivabilita,
e da uitimo un interessante studio smlle singolarita di aleune funzioni mettono
fine a quella che abbiamo chiamata la seconda parte del velume.

La terza parte & unn interessante monografia di cirea 50 pagine intorno ai piu
recenti progressi delle postre eonoscenze sulle funzioni di variabili imaginar,
dovuti specialmente all'opera insigne di Weierstrass e di Mittaglefiler. A. B

N. Cor & J. Riemany. — Traité d' Algdbre éémentaire. — Librairie
Nony & C.le Paris.

Ho studisto questo eccellente irattato e eredo bene meriti il detto: indoct:
discant, ament meminisse periti., — Quantnngue il titolo indichi trattarsi di un libro
elementare, pure vi é della materia superiors, che da noi viene iraftaia nel primo
anno universitario. La esposizione, in generale, ha sapore di originalith e possiede
rigore scientifico. Quasi sempre la teorin & aceompagnata da applicaziont impor-
tanli che accreseono cartamente 1’interesse che desta 'opera; né meno importante
trovo la eccellentissima seelta dei gruppi di esereizi proposti.

La materia & cosi distribuita.

Numeri algebrici, Polinomi. Prineipi generali relativi nlle aquazioni considerate
isolatamente. Principi generali relativi alle equazioni simulianee, Delerminanti.
Risoluzione d'un sistema qualungue di eqaazioni del primo grado. Equazione del
szoondo grado. Equozioni e sistemi di equazioni riducibili al secondo grado. Pro-
blemi del secondv grado. Progressioni. Definizioni riguardanti i limiti e la conti-
nuiti. Studio di qualche funzione semplice.

: ay -+ b 7 1 ar® +be+¢
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Studio della fumzione esponenziale. Studio della funzione logaritmica, del numero e.
Funzioni eircolaxi (b un bellissimo trattato di goniomeiria). Definizioni e teoremi ge-
nerali sulle derivate. Calcolo delie derivate. Applicazioni (Studio della fonzioue
ar -+ bye

o'+ by+-e

y=A (x —a)(z —B)....(x —1), siritorna sulla funzione , sviloppo

in serie della funzione esponenziale, logaritmica, di aretg x, stadio di y—=a* 7= g ) g

‘;5:- j
Oredo che il libro meriti V'atienzione dei signori Professori delle nostre Scuole
Secondarie; indubbiamente poi i giovani studiosi di queste scuole che avessero
intenzione di dediearsi agli studi matemabici 81 avvaniaggerebbero non poco collo
studio di questo trattato. Dott, G. Caxpipo.
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L 1" CONGRESSO INTERNAZIONALE DI MATEMATICHE A ZURIGO

9-11 Agosto 1897

II'1" eongresso internaziomale di maiematiche tenuto a Zuarigo nello seorso
Agosto & riuseito veramente degno degli egregi scienziati che lo OTZADIZIAYOND @
della nazione che accolse, ospiti gradifi, i pin illusiri matematici d’ Buropa.

Fra questi notiamo: Byivschi (Milano), G. Cantor (Halle), 3I. Cantor (Heidel-
berg), Kiein (Gottingen), Lindelsf (Helsingfors), Mittagleffier (Stockholm), Peano
(Torino), Picard (Parigi), Weber (Strassburs), IWeingarten (Berlino) ete.

Anche il sesso genlile era degnamente rappresentato al congresso, poichd fra
1L congressist si notavano ben 30 signore.

1l 9 Agosto il presidente del comitate promotore, sig. Geiger (Zurigo) tenme,
in un’auls della seuela politecnica, il discorso inaugurale e dichiard apario il 1° eon-
grasso matematico.

Fo pominato il comitato definitivo come segue: Geiser (Zurigo) Presidente,
Franel e Budio (Zurigo) segretari generali:

Borel (Parigi), Pierpont (New-Haven), Vollerra (Torino), Weber (Monaco) se-
grelari;

Membri: Brioschi (Milano), Bugaieff (Mosca), Hobson (Cambridge), Klein (Gl
tingen), Mertens (Vienna), Mittag-Leffier (Stocolma), Picard e Poincard (Parigi),
H. Weber (Sirasburge).

Il Presidente seusd I'assenza del Poinearé che non polé intervenire per un lutto
in famiglia, ma che perd invidb una memoria * Sui rapporti de Uanalisi e de la
fisica matematica.

Le decisioni prese mell'adunanza generale farono le seguenti:

1. Per I'avvenire i congressi internazionali di matematiche si suceederanno a
wfervalli di 8 a b noni. Sara tenuto conto nella scelia delle sedi dej legittimi
desideri dei differenti paesi.

II. Si sceglierh alla fine di ogni congresso la data e la sede del progsimo
congresso come pore gli organi e le associazioni incaricate di prepararle e di
orgamzzarlo.

ITL. Se in segnito a ecasi imprevisti an congresso non potrd esser tenuoio nel
giorne e nel luoge fissalo, il comitato deli'witimo congresso dovra prendere le
disposizioni necessarie per la convocazione di un nuove congresso. A questo scopo
il comitato si aceorderi eon gli organi o le associnzioni i cui al . It

IV. Ogni congresso pud, quand’esso Jo creda utile, per in studio di certe fue-
stioni di natura internazionale, nominare delle commissioni permanenti, per le
qual tl mandato dura dall'mno all’altro eongresso.

V. Il pressimo congresso sard tenuio a Parigi nel 1000, La societh maiema-
tien di I'rancia & incaricata della sua preparazione e organizzazione.

VI, I/ufficio del congresso di Zurigo 2 costituito in commiissione permanente,
in esecuzions della decisione [V per istudiare le guestioni che gindicherd pin im-
poritanti {ra queile che sono menzionate nel rapporto del comitate preparatorio o
che potrapno essergli sommesse. Bzso potra aggiungervi dei nuovi membri, e
fornira alla societa matematica di Francia tutte le indiecazioni utili per Ia prepa-
razione del congresso del 1900.

Nelln 22 seduta ai formarono le seguenti sezioni:

I. Arvitmetica e Algebrs. II. Analisi e feoria delle funzioni 111. Geomelria.

1V. Mececaniea e Iisica matematica. V. Storia e Bibliografia,

I lavori leti1 nelle diverse sezioni farono i segumenti:
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[* Suzione.

. Wusum, Uber die Genera in algebraischen Zahlkorpern.

Repsoare. Konstituantentheorie eine neune, prinzipielle und genetinche Meothode
zur Invariantentheoris. '

SrepraNos, Sur les gystémes associatifs des nombres symboliques.

(Zorpan. Resuliagte ternirer Formen.

. Enrigoes. Bur les problemes guni se rapporient aux résolutions des équations

algébriques repfermani plusienrs incomnoes.
Saariner. On Pamgraphy its presents stale and the passigraphic movement
in [taly.

. Rapos. Zur Theorie der ad_]unglrteu gquadratischen Former.
Tarry. 1" Généralisation du probleme des reines. 2° Procédés mécaniques ponr

rézoudre les équations inddferminées.
A, Vasssurer. Uber ecinige asymptotische Werte,

HRO QH
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F. Briosoai. Sur une classe d'éguutions dn einquidme degré résolubles algébri-
quement et la transformutions du onzidme ordre des fometions elliptiques.

E. Proarp. Sor les funﬂtlunq de plusisurs variables et en particuliers des fonciions
algébriques.

Z. pg Gaupgaxo. I unifications des concepls dans la science mathématigue.

Buaarssr. Les mathématiques et la conception du monde an point de vue de la

philosophie sciantifique.
3* DEZIONE.
Reye. Neue Eigenschaften des Slrahlenkomplexes zweilen Grades.
Giersanpi. La configurazione del gruppo semplice di 360 collineazioni pisne.
Boraii. Les postulats pour la geoméirie d’'Tuoclide et de Liobatschewsky.
Axprape. La statique non euclidienne et diverses formes mécanique du postula-
tum d'Euaclide.
Fawo. Uber Gruppen inshesondere kontinuierliche Gruppen von Uremona — Tran-
sformationen der Ebene und des Raumes,

4* SgzioKE.

Stopovra. Die Beziehungen der Technik zur Mathematik.
Jouxowskl, Uber einen gyroskopischen Apparat.
a* SezioNE.

H. G. Zevrney. Isaac Barrow el la méthode inverse des {angentes.
&, Exesrrom. Uber die neusten mathematisch-bibliographischen Unternehmungen.

ASSOCIAZIONE « MATHESIS »

11 num. 1 dell'anno II del Bollettino di detta assoeiazione, ollre aulle consuete
bibliografia e rivisie di pubblicazioni, contiene una nota del prof. Certo sull'eqni-
valenza e il Verbale dell’adunanza del Comiiate Direttivo. In qresta adunanza
insieme ad altre cose furono proposte allo studio del professor: (seol o no) le
segnenti questioni:

Questione FIIl. — Date che le studio dell'sritmelion razionale debba aszse-
gnarei parte al Ginpasio e parte sl Lieeo, o parte al 1° biennio e parte al 2° di
Istituto Tecnico, fissare come debba essere distribuito il programma di detta di-
sciplioa,

- o e —— —
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Questions 1X. — Data che debba modificars; il programma di geometria asse-
gnato al Ginnasio, stabilire i limiti dell’ insegnamento di questa materia pel Gin-
nasio, parché dis in esso buoni fruthi, e prepari allo studio dells geometria nel
Liceo.

Questione X. — Dato che debba lasciarsi agli insegpanti libera seelta fra il
metodo della fusione e quello dells separazione della geometria piana & solida, for-
mulare programmi secondo 1 qoali tale seelta sin possibile,

Questione X1 — Be, od in Guali seuole seoondaris, convenga tratlare la teoria
delle proporzioni per un qualunque sisterna di grandezze di 1", 2" 8 3" genere senza
altra nozione numerica che quella dei nameri naturali (in modo ehe la deita teoria
resti anche atabilita, in particolars, pel sistama dei nomeri realj assoluki); ovverc
8e 8ia preferibile, premessn Ia teoria doi numeri reali assoluii e sviluppata la teonia
delle proporzioni per essi, dedurre, mediante la teoria della misara, 13 teoria delle
proporzioni anche per eiaseuno dei citati sistemi di grandezze,

Questione X1I. — In quali scuole secondarie conviene procedere allo sludio
telle varia specie di pumeri in quesio ordine: numeri interi sssolufi, numeri ra-
zionali assoluti, numeri reali agapluty, numeri reali relativi.

Questione X111 — 8i indickino tulti gli enti dells matematiea elementare per
1 quali si nsa dai vari autori, & talora con qualche ambiguitk, piit di un voeabolo
(per es., rombo, romboide; cerchie, circolo, eireonferenza; raggio, semiretta, dire-
zione ; semipiano, falda; qnoto, quoziente, ecc.): e si propouga per clascono di easi
il voeabolo da adottarsi definitivamente.

Questione X1TV. — Bulle modificazioni da introdursi nall'ordinamento degli stadi
matemafiel universitari, affine d’ottenere buoni insegoanfi secondari,

I} num. 2 contiene le relazioni snils questioni I e IV proposte 'anno seorse
dal Comilato e riprodotte nella copertina del n. 1" 1897 di queato Periodico, una
bibliografia di pubblicazioni tedesghe recenti, ona replica del prof. Gindiee all’ar-
Geolo sull’equivalenza del prof. Certo, un riassunto di un articolo del prof. Pontain
sul modo di insegnare la matematica, & un'osservazione del prof. Burali-Forti sui
programmi delle scuole complementari. Nelle notizie varie si trova il remdionnto
dell'adunanza di una societh tedesea assai analoga a Mathesis.

CORRISPONDENZA

Nel Ne. precedente di questo periodico & stato pubblicato un santo di quanto
be fatio I'associazione Muthesis nel corso delPanno 1897. Fra le cose pabblieate
nel Bollettine dell’Associnzions fu rfportata anche una definizione di equivalenza
proposta dal Prof. Bettazzi che dichiarammo di non potere approvare * poiche
“ o semhrava della stessa naturs di quest’ altra evidentemsnte assurda. Si ehinma
parallelogrammo un guadrangolo che ha ogni lato parallelo al suo opposto, op-
“ pure che ha ogni lato eguale al sne opposto, oppure ecc. ,

Questa osservazions ¢i ha procarate una risposia del FProf. Bettazzi, che non
accebls la parola awsurda applicata alla definizione sopra citata, Posso eonvenire
che, in qnella definizions non esisiendo contradizione, Ia parola assurda non era

forse la piti propria ad asprimers il miop pensiere; ma, tollo questo, non pesso che
confermare il mio gindizio.

(1. LiazzExi.

Giowie Lazzert — Direttore responsabile

Flnlto 4l stampare il 18 Docombrs 1897,
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FRANCESCO BRIOSCHI

Straordinaria versalita d'ingegno, singolare potenza di assimila-
zione rapida e profonda, instancabile tenacia in ogni ricerca come in
ogni intrapresa, tuli furono le doti onde rifulse la mente, davvero ec-
celsa, di Franeeseo Brieschi.

Neile scienze matematiche poi, in eui egli ragginnse piu presto la
gloria, e gloria solida e dorafura, recd uwn'altra preziesissima dote,
cuella che or si direbbe una impareggiabile virtuosita, ciod una agi-
lita elegante di forma e di pensiero, la quale, se sgomentava gli 1m-
pazienti ed i meno provetti, formava Fammirazione dei dofti e deglh
studios1 di lena.

Allevato alla scuola di Bordoni nel eulto, forse un po” troppo esclu-
sivo, dei metodi lagrangiani, entrd poco appresso con Piola nell’'am-
biente meno rigido delle ricerche fisico-matematiche di Fourier, di
Poisson e di Cauchy. Ma, per quanto grande e feconda fosse allora
la prodnzione matematica francese, che era la sola cul attingessero
i pochi studiosi d’ Italia, egli intul ben presto la necessita d'allargare
la cerchin delle fonti, estendendola alla prodnzione delle altre nazioni
colte @’ Buropa, massimamente della Germania e dell’Inghilterra. Fra
noi egli fu indubbiamente il primo a mettersi risolutamente per quesia
via, e ad indirizzarvi quanti allievi e studiosi pota atbirare con sé in
quest’opers, che pud ben dirsi di risanamento, giacché solianto per
essa cessd quel tale ristagno che da lungo tempo pesava sulla scienza
italiana, e incornineid quel sempre piu attivo e fecondo ricambio mn-
tellettuale colla scienza e cogli scienziati di fuori, che fn certamente
favorito e promosso dalla fortunata ricostituzione dell’'nnita nazionale,
ma che sarebbe ingiustizia non revocare a lui, per ci0 che spetia alle
sne prime origini, ben pin modeste, ma ben piu laboriose,

1 incredibile la quantith di lavori che il Brioschi seppe comporre
e produrre in luce, nei piu svariati indirizzi, non appena si fu rapi-
damente orientato nel vastissime eampo delle ricerche che occupa-
vano, alla meta di questo secolo, i pitt valorosi matematici d Furopa.

il e i et
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fa recente scomparsa del grande Jacobi, col quale il Brioschi aveva
unta affinith di temperamento scientifico, richiamava allora la alb-
tsnzione sul grande problema delle equazioni dinamiche, e fu gnesto
15 dei primi soggetti a eui egli si rivolse, trattovi anche dalla na-
wra dell’ insegnamento che impartiva all’ Universita di Pavia. Nnme-
~as) ed apprezzatissimi sono i suoi lavori, sia sul problema d inte-
srazione, sin sulle affini teorie delle equazioni a derivate parziali e
ielle equazioni isoperimetrichie. Né cessd ma, anche a maggior di-
sanza di tempo, di ritornare su quei primi studii con altre geniali
snbblieazioni, come, a cagion d’esempio, eon quelle relative all'ellis-
wide flnido di Dirichiet ed al problema dei tre eorpi,

Aliro argomento di nmmerose ed interessantissime pubblicazion
%, la teoria analitica della superficie, rimessa allora in onore da una
¢%lebre Memoria di (auss, che era passata per lungo lempo inosser-
vats, ma di cui 1 geometri riconoseevano finalmente la fondamentale
wnportanza, 11 Brioschi prese parte grandissima allo svolgimento
idivenuto poi sempre piu largo e pill complesso) di questa teoria, e
¥i arreco pin d'un contributo essenziale, tra alfro col concetfo di
“nordinate curvilinee tangenzinli, da lui primamente adombrato in
“na nofa sulla superficie deile onde.

Non volle rimanere estraneo agli studi di pura geometria, il cui
decisivo risveglio visgle a un dipresso alla medesima epoca, benche
¢"indole peculiare del suo ingegno lo chiamasse di preferenza alle ri-
«trche di pura analisi; e fu felicissimo nella trattazione di quelle
4nestioni in eui I'una e 'altra disciplina gareggiano nel raggiungere
ina stessa meta, del che basterd citare Vesempio fornito dei poligoni
11 Pouneelet.

Ma l'indirizzo in eui il Brioschi si slancido con vera passione e
con Jstraordinario suceesso fu quello delle ricerche sulle equaziom
slgebriche e sui nuovi algoritmi, che si riassumono nell'uso siste-
matico del determinanti, degli invarvianti, dei covarianti e delle forme
algebriche e simbolichie. Basterebbe gia il libro dei Delerminani,
zhe risale ai primissimi anni della sua carriera scientifica, e che fu
iradoito in pressoch® tontte le lingue colte, per constatare le eminenti
wne doti d'assimilazione e d'invenzione, come il profondo e sieuro
possesso d'ogmi pitl disparato dominio dello scibile matematico. Ma
«wirebbe 1mpossibile analizzare anche sommariamente senza enfrare
in parficolari froppo disformi dall’indole d'un giornale, ' infinita copia
4l nuove vedute, di nuove proposizioni, di nuovi procedimenti che si
Irovano disseminati nelle numerosissime memorie di lui sulle indieate
teorte, fra le quali basterd menzionare quella Monografia sulle forme
hinarie, che doveva riassnmere gran parte dei suoi studii e che seb-
hene rimasta incompleia, contiene pur tutkavia un vicco tesoro di
materiali preziosi. E, per citare almeno une dei moltiszimi argomenti
apeciali in cul maggiormente brillarono I'acume e la genialith del
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Brioschi, giovi ricordare le sue elegantissime ricerche sulle serie
analoghe a quella di Sturm.

Per cid poi che spetia alla dottrima delle equazioni algebriche,
baséi il dire che, nella memorabile scoperta della risoluzione del-
I'equazione di 5° grado, il nome di Brioschi & indissolubilmente legato
a gaelli di Hermite e di Kronecker, con questo di pii, ch'egli mowu
ha poi mai cessato di illustrare con nuove ricerche quesio eampo
cos) irto di difficolta, preparando il terreno e partecipando atfiva-
mente ad altri non meno cospicui progressi.

Un altro larghissimo campo di studii ai quali, non meno che ai
precedenti, il Brioschi si irovd spontaneamente attratto dalle sue
peculiari attitudini e preferenze scientifiche, e che del resto si colle-
gava necessarinmente ed intimamente coll'ultimo de dianzi accennatl,
fu guello delle funzioni trascendenti, inaugurato da Legendre e re-
cate d'nn tratto o smisurate altezze dai lavori di Abel, di Jacobi e
da quelli, allora recentissimi, di Weierstrass. Qui forse, pi che al-
trove, il Brioschi era destinato a raccogliere nna messe oltremodo
feconda e rigogliosa, 1a mataria prestandosi mirabilmente a quel suo
genio, ormai mature, di annalista supremamente classico, € gia egh
era entrato gloriosamente nell’arringo, ispirandosi ai lavori di Weier-
strass, quando sopravvenuti gli eventi del 1859, s1 trovod d'un tratto
chiamanto a spendere in altro modo le forze esuberanii del suwo in-
gegno. Cosi si chiuse il periodo eroico della sua operosith scientifica,
periodo che durd non pit d'un decennio, ma che bastd a circondare
per sempre il suo nome d'una aureola di zloria purissima cosi presso di
noi, come presso tutie le culte nazion, di cii in cosi breve Lempo egli
aveva saputo assimilare ed egnagliare la poderosa produzione scientifica.

S tuttavia, in tutto il tempo successivo, egli non poté mai pii
coneacrare alla scienza pura l'intera somma delle sne smisurate energie
intellettnali, neppur cessd mai di tener sempre ed amorosamente fiso
in essa lo segnardo, tornando ad ogni tratto, e pib d'nna volia abba-
stanza intensamente, al culto di essn, cost da aggiungere molto al
moltissimo gia prodotio, e nulla trascurando di cio che poteva, direl-
tamente od indirettamente, favorire la diffusione ed il progresso degli
alti studii nel nostro paese. In quest'ultimo senso merita principal-
mente d'esser ricordata I'opera indefessa da lui data mel mantenere
in vita dapprima, e nel recare poscia & rigogliosa fioribura quella
pubblicazione periodica che s'intitola Annali di matematica pura ed
applicata, ¢ che da non breve tempo rappresenta degnamente I'ltaha
fra le congeneri e piu apprezzate pubblicazioni d’Euaropa e d’Ameriea.
fia fin dal 1858, quando questo periodico sorse in Roma, in confi-
nnazione d’un altro pii modesto che lo precedette, egli aveva con-
tribuito moltissimo o dargli alimento e notorieti; ma nel 1867, gquando
In vita ne era divennta alguanto Janguida e sientata, egli ne trasporio
la sede da Roma a Milano, e ne assunse la direzione, dapprima in-
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1810 col collega Cremona, poi, dopo la partenza di quesio, da solo.
F{El bront'anni trascorsi dopo questo rinnovamento dell’antico perio-
dieo 'omano, ne sono apparsi in loee bhen 26 volumi in-4°, ai quali
collabornrono tutt migliori matematici italiani e non pochi fra gli
Et:rﬂnlim'i l'ogni nazione, atlivando cosi anche fra noi quel ricambio
Tospitalii seienfifica, che gia s'era iniziato altrove, ed al quale il
Briosol)i nyeya gia tanto e cosi ampiamente contribuito coll’esempio
e col uonkiglio,

F inutile dive lungo dell'opera data, in un senso piu universale,
® Pro dolln yeienza italiana durante 1a lunga presidenza dell’Acca-
demin ei Lingei. Niuno ignora come primo pensiero del Brioschi sia
pre wlato quello di far convergere i maggiori mezzi possibili al-
lﬂf"lllimnﬂntn delle pubblicazioni accademiche, cosi da potervi acco-
gliery, nome put ora ben dirsi che avvenga, ogni degna manifestazione
degli wbaii nazionali.

_Hlflllmnhia Fanalisi delle varie, per non dire infinite forme sotio
€Ul M1 enbrinsecd 1'ardore inestinguibile del Brioschi per tutto cio che
sathony ngli studii ed agh studiosi del nostro paese, ardore che ando
facenjon; Hompre piu largo e comprensivo di ogni sana manifestazione
del ponmierg scientifico, mentre da un lato condarrebbe troppo lon-
tano o sgonfinerebbe dal campo prefisso, 1uscirebbe forse dall’altro
ad offuscare un cotal poco, specialmente agli ocebi di chi non ebbe
'8 vontura di eonoscere da vicino I'nomo, I'immagine integra e di-
stini cho di Tui dobbiamo formavei, e che & bene rimanga scolpita
indelvbilmente nella storia degli intelletti d'Italia. La quale immagine
€ guolln d'un forte campione della schietta stirpe latina, la eni
mm]tn, sovennamente equilibrata, fuo sempre aperta ad ogni pin alta
ASpi'ngiona ideale come ad ogni pii intimo bisogno di vertiginosa
ALMVith estorna, e che nell'opera soa, di qualunque natura si fosse,
1'90_31 mvarinbilmenle 1a benevolenza, la sicurezza, la sereniti e, mon
n]tlluu ntirattiva, quell'amabile seioltezza che, nell’esercizio delle
dlﬁsﬂi]ﬂine @ delle cose severe, Jascia come spirare un sottile profumo
di squisit artisticita.
Hu menzionato per prima la benevolenza fra le nohili caratteri-
che dell’nzione del Brioschi, e non a easo. Come ben disse I'illustre
AE:UUH. Vassistenza affettuosa di cui egli ha favorito, con criterii per-
HI_Hﬂ{lu‘iH—aimi, un numero sterminato di enlteri d'ogni pin disparata
disoipling, basterebbe alla gloria d’un uomo.

st

Eueenio BELTRAMI

Frofeszore oll Mnivergitd di Roma.

(Ualla * Popngveransa ).
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SUL CERCHIO DI TAYLOR

NOTA Dl GEOMETRIA RECENTE.

|. E noto il seguente

Trorema A) — Proicitando i predi delle altezse di un triangolo sui
lati di questo st hanno set punt: conciclict.

DrrinizioNE 1. — 12 circolo che passa per quesh sei punti ¢ dello
sireolo di Taylor.

Dermnizione I1. — L'esagono, che ha per vertici quesli stesst punti [o
diremo esagono di Taylor.

Sia il triangolo ABC, H il suo ortocentro, H,, H,, H, i piedi delle
«ne altazze ed LMNPQR le projezioni di guesti sni lati (v. fig.)

(Jonsideriamo la congiungente i punti R ed N; questa per la omo-
tetin delle dus figunre AH, HH,, ARH,N & parallela alla H.H,; ma
questa & antiparallela al lato BO, rispatto all’angolo in A, epperd anche
BN & antiparallela al lato BC rispetto all’'angolo in A, Apalogaments

dicasi delle QN e PM, Di pit osserviamo che la RN taglia il lato
H_H.inV,ed il triangolo H, VR (essendo VH ;R = VEH,)bhaVH,=VR.
St ha pure VE.R=A+B 1—;—=1—;—G,BVEE[_=2—-—[}, epperod
RV = VH,, da cni, tenendo conto che VH. =RV, &i ha H,V= VH,.

Osservando che si possono ripeters la analoghe considerazioni per
i punti in coi le altre antiparallele tagliano 1 lati del triangolo ortico,
otteniamo 11 nolo

TeoreMa B) — Congiungendo i punti medi del triangolo ortico di un
triangolo, dette congiungenti tagliano i lali del triangolo fondamentale
in sei punti ehe costituiscono Uesagono di Taylor.

9 Ora osserviamo le tre eirconferenze aventi per diametri i lati del
triangolo ortico. Relativamente a guesie si hanpo alenni teorsmi che
andiamo ad esporre.
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Dalla fig. risnlta facilmente che cizscuna antiparallela é divisa dai
centri di due delle notate circonferenze in tre partiche sono rispettiva-
mente 1 raggi delle tre circonferenze U, V,Z. In altre parcle, poiché
ciageuno dei raggi delle tre circonfersnze U, V, Z risulta uguals alla
metd di un lato del friangolo ortico, possiamo ricavare il segnente

Teorema 190 — Lg antiparallele RN, MQ, PL sono fra loro eguali,
e eguali alla somma dei raggi delle circonferense U, V, Z (oppure al

semiperimetro del triangolo ortico).
NR

Ogservasione, — Oonsiderando il ériangolo NRH , si ricava T a .

da oui NR = 4, sen A, ed anulogamente MQ = 4, sen B, LP = 4, sen C,
¢ per 1l teorema precedents

fi,sen A = &y sen B = f_ sen C = RN.

TEOREMA 2°, — Gli assi radicali del circolo di Taylor, rispetto ai tre
circoli U, V, Z, sono i lati dell'esugono di Taylor, che non sono sui lati
del triangolo fondamentale.

La cosa resulta facilmente dalla semplice ispezione della figura.

Trorema 39 — Gl assi radicali dei civcoli U, V, Z sono le altesze
del triangolo ortico del {riangolo fondamentale.

Infatti le circonferenze U, V, Z si tagliano a due a due sui lati del
triangolo ortieo, ed hanno rispettivaments per diametri i lati di guestos
eid rende evidento il teorema,

TeoruMA 40, — Per gli stessi punti in cui i circoli di Taylor dei
triangoli BHC, UHA, AHB (agliano i lati di questi, passano le circon-
Jerenze U, V, Z,

Enfatti & noto che Ze antiparallele RN , QM, LR tagliano i lati dei trian-
goli BHC, CHA, AHB rispettivamente nei loro punti d’intersezione coi cir—
colt di Taylor di questi iriangoli; allora basta per esempio dimostrare che
I'antiparallela RN & tagliata dal circolo V nel punto in eui gquesta in-
conma la H,.U; e guesto si vede subito, perché la RV passa per V,
P’angolo in H, & retto, quindi per il punto in cni la H, C taglia la RV
pagsa anche 1l eircolo V o si pud dedurre il teorema.,

3. DermvizioNs, — 11 ¢riangolo che si ottiene dall’incontro degli assi
radicali dei eireoli U,T; V,T; Z,T; (con T indickiamo il circolo di
Taylor) lo diremo triangolo dei centri radieali,

Relstivamente a questo triangolo si hanno i seguenti teoremi.

TeorEMA 190 — Per i vertici del trwaangolo dei eentri radicali passano
rispetiivamente gli assi radicali dei circoli U, Vv, Z

Infatti consideriamo il vertice A’; asso & dato dall’intersezions degli
assl radicali di V,T od U, T, evidentements per A passerd 'asse radicale
di U,V ed analogamente ripetendo per B, C', 81 giunge all’enunciato.

TroreMA 2°. — 7 centro del cireolo circoseritto al triangolo dei centri
radicali ¢ U'orfocentro del triangolo ortico del trangolo fondamentale,

Infatti 1'ortocentro del triangolo ortico del triangolo fondamentale &
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il centro radicale dei circoli U, V, Z [§ 2, Teor. 8¢), ossia il punto d’in-
coutro delle parpendicolari [§ 8, Teor. 1°] abbassate dai vertici del trzangolo
dei ceptri radicali snlle antiparallels aisuoi lati. Ricordando allora che
« la conginngente il centro del eerchio circoseritto di uwn triangolo eon
nn vertice, & perpendicolare alla antiparallela al lato opposto, » ed essendo
i lati del triangolo ortico antiparallel: ai lati del triangolo dei centr ra-
dicali (perchd & moto che i lali PQ, LR, MN deli’esagonn di Taylor sono
respettivamente paralleli ai lati del triangole fondamentale), il ieorema
rasta dimostrato.

TroreMA 8°. — [ triangolo dei centri radicali ed il triangolo forda-
mentale hanno lo stesso punto di Lemoine.

Il triangolo A’B'C” dei centri radicali ed il triangolo ABC sono omo-
totici, gineché sono simili ed hanno i lati paralleli. Indichiamo con K1l
loro centro di omotetia. Osserviamo per esempio la BB’, essa taglia
Ja QM nel suo punto medio, perché diagonali entrambe dsl parallelo-
grammo B'QBM; dunque la BB’ é ]a madiana del lato QM nel trian-
golo B'QM, epperd & simediana del laito C'A’ del friangolo A'B'C; lo
stesso dicasi della QM comsiderate come lato del triangolo QBM in rela-
zione col triangolo fondamentale ABC, & poich® Ia stessa considerazione
gi pud ripetere per le CC’, AA’ il teorema rimane dimostrato.

TEOREMA 4°, — La somma dei quadrati delle distanse dei latz dell’e-
sagono di Taylor dal centro di omotetia del triangolo fondamentale e del
triangolo del cendéri radicali é un minimo.

Il ¢entro di omotetia, di cui iell’enunciaio, & il punto di Lemoine de:
triangoli A'B'C’, ABC |§ 3, Teor. 5°]. Ricordando allora che la somma
dei gquadrati delle distanze del punto di Lemoine di un triangolo dai suoi
lati & un minimo, si ha subite l’enumnciato.

Osservasione. — Le BB ,CC’AA" passano anche per i punti U,V,Z, come
si vede considerando che ognuno di essi & centro di omotetia, rispattiva-
mente della coppie di triangoli: QU'R, MCN; NB'P, LBR; MA'L, PAQ. D'al-
tra parte & noto che i punti medi delle QM,PL, RN seno 1 puati i contatto
del eerchio inseritte nel triangolo UVZ; si viene quindi a coneludere:

Le congiungenti di U, V,Z con 1 punti di contatlio del cerchio in-
seritto nel triangolo U, V, Z sono le simediane del triangolo fondamentale.

Cio pud enunciarsi in maniera pin slegzante.

Teonema. — Fl punio di Gergonne del triangolo mediana (¥) di un
triangolo orlico, & 1l punte di Lemoine del triangolo fondamentale.

Levma., — Se X, Y, Z sono le dis'anse di un punto M gualungue
del piano dat vertici di un triangolo in cui trovansi le masse a?, b7, o?
la espressione

at X 4 YR | en Z°
¢ un minimo se ¥ punto M coincide col punio K. (**)

[*) Ghe ha 1 veriieil nel punti medl di un trizngolo.
(**) Eim) & il punto d' incontre dells rotte ehe purtendo dmi vartici dividono il late opposto nel
rapporko inverso delle potenze n=* dei kati adiacentl
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8i vede intanto facilmente che il baricentro del triangolo ABC nei
cal vertici trovansi rispestivamente lo masse an, 61, ¢v & 1l punte K®,

B noto d'altra parte che la sommn dei guadrati delle distanze di un
ponto M dai punti A, A, ... A moltiplicate rispettivamente per le masse
Wy My..o.my, di oui sono caricati gnesti punti, & un minimo, quando il
punto M coimnerds ool baricentro; epperd il lemma & dimestrato.

Poniamo e, = LM, e, = NP, e, = QR, allora risulta facilmente che
AB =¢+4¢,,BC=a+e,, CA'=0bLe,.

Teorena 6°. — Indicando con X,, X, X, X,.X,,X, le distanze
del centro di omotetia dei due triangoli fondamentale e dei centri radi-
calt, daivertici A, B, C, A", B', U la espressione

X P+ PX o X (a4 e, )X+ (6 + e, X2+ (e + e ) X,®
£ un minimo.

1l teorema risuita evidente tenendo conto del lemma, e considerando
ehe il centro di omotetia dei due triangoli ABC, A’'B'C’é il punto K@
comuns [§ 3, Teor. 4°].

Vator: di e, e,,e.. — Si possono facilmente enrleolare i valori di

€ay €y, €. 11 Tunzione degli elementi del triangolo fondamentale.
Infatii si ha che i lati del triangolo ortico sono dati rispettivameute da

H.Hy, =vcosA (&cosB - ¢ cos C)
HyH,=cosB(aecos A + ¢oos C)
H,H,=vcosC(bcosB + acos A)

o da guesti risulta subito

e, =1co08 A ¢cos (B—C)(bcos B + eeos O)
¢y =00s Boos (A —C)(acos A + ¢cosC)
e, =¢08Ccod (A—B)(acos A + & cos B).

Nota. — Applieando il Lemma, per mezzo di teoremi gia noti, si banno
le seguenti proposizioni;

1o, Indicando con w',, "y, ", le distanse del baricentro di un
riangolo da’ suoi vertici, !'espressione m', + m’?, - m™, é un minimo.

20. Indicando con 1", ,, V', Y, . le distonze dell'incontro delle biset~
trici dai vertici di un lriangolo, la espressione ",a + b1, 4 ol
€ un minnhno.

3°. Indicando con 8’ 8, 9", le distanze del punto di Lemoine di un
iriangolo da' suo: vertiei, I'espressione a%s™®, + b, + ¢'s" . € un mi-
ntmo, (*)

4°. Tndieando con w'y,, 0y, e e distanse del punio O di Brocard

I'! r.!. J=
D "1 B "4y 1 * 10

=

1y* ¢ a¥

dat vertic; A,B,C, di un triangolo la espressione

€ UN MmInimo,

(*) Queata proposizions & stata gis snuneinia (inGi mostrata) da Lemoine, (Vedi M. E. Lemaisz,
Mrlunges sur la péomdtrie du tri angle, Congréy de Bordeme (1BUS) powr Pavancemen! des seinnces),
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50 Indicando ¢on © g, © 1w, 0 20 (& distanse del contugato isogonale
del punto & (secondo punto di Broeard) daoi vertici di un triengolo la
0 5 W ey 0 s h
= ;T + % ¢ U MIRUNO.

Una proposizione avaloga al lemma enuneiato innanzi si ottiens con-
siderando che i punti K e K* gono coniugah 1gotomioi ed & la seguentas:

Indicando con K- il coniugato isolomico del punto K& e conp, b, €
le distanze di guesto punto dai vertici A, B, C del ¢riangolo carichi di
»nasse rispettivamente a~", b=" ¢~ la eSPIrESssione

pt b

5 Pt e

espressione

& un mmimo,
E da questa proposizions ne discendono altre analoghe alle pracedenti.

Pisn, gennaio 1808.
Dott. G. Canpipo.

INTORNO AL CALCOLD APPROSSIMATO DELLE RADICI QUADRATE

Indicando lo lettere pumeri positivi, sia o 1D valors approssimato
1i VD. 8i elevi il binomio w + YD a esponente intero e poaitivo i,
& si ohiami Q. il coefficienta di YD 8 P. la parte razionale della po-

tenza, vogl da avere
(0 +VD)»=P, + QuVD.

Sari altresi _ B
(0 =YDy =P, —QaVD.

D’onde _
P, .- (w+VD)™+ (o— VD"
(1) E = VD. =\m Hiym’
(v + VD)®—f{w — VD)
o anche B
() — VD)E
1+ -
\w + VD
Da questa eguaglianza, per essere il valore assoluto del rapporto
w— VD
w—+ YD
minore dell’ unitd, s’ inferisee che
fim £ VD

2 o [— i
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Pm ¥ » ey 1
Quanto al modo di convergere dells frazioni o al limite VD, esso &

diverso, secondochd o & un valors di YD approssimato in eceesso, op-

Py
pure in difetio. Nel prime CABO, eome appamscs dalla (1), le == ten-

m

dono al limite decrescendo., Nel secondo caso esge tendono al limite

decragcendo, se m assmme valori dispari, e crescendo se m assmne valori
pari. Cosieché nella serie

w P P, P

1 | |

TIQI'IQ’? Qai"'

i termini di posto dispari e qualli di posto pari tendono a un comune
limite YD, i prim erescendo e I secondi decreseendo, nallo stesso modo
che le ridotte di una frazione continga. Didatticamente parlando, guesto
secondo caso & notabile, come esemplo elementarissimo di noa quantitd
che tende al limite oseillando intorne ad esso. Na sogue che, applieato
nella scuola alla ricerca del valors di nna radiee quadrata per sncees-
sive approssimazioni, permstle di valutars ad ogni istante Verrore, me-
diante Ia differenza tra due valori approsgimati consecutivi.

Debbasi per essmpio saleolare V19, di cui un valore approgsimato i
difetto & 4. Moltiplicandn 4 4 VI por 4 V19, si aved

4+ V19) (4 + V19)= 35 + 8 V10,

Un secondo valore di V19, appressimato in escesso, sara dungne

+ 51 molbiplichi ora 85 8V19 por 4 + V19, o si avra

(35 4+ 8V19) (4 + VID) =202 1 ¢7 V9.
292 . . ; .
D’onde 7 » valore di V19 approssimato in difetto. Cosi continuando,
si otterranno i seguenti valori di V19,

alternativamente approssimati in
difetto @ in epcesso:

14 35 202 2441 20404

1: 8! ﬁ?' 55[]1 4631 y BUES,

5€ si pope
. 2441
VIS = 55,
81 commette un errore minore di
2441 20404 81

560 4681 ~ 560.468] -

Si noti che, mentre nel calcelo di VD mediante le frazion: coutinue,
Per conoseere una ridotka, & necessario passare per valori di tutte le
ridotte precedenti, nel nostro Caso eid non oceorre. Debbusi per esampio

ealcolare Y3, di eni un valore approssimate in difetto ¢ 1. Basters fare
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il guadrato di 1 4 V3, poi il gnadrato del quadrato, quindi il quadrato
del nnovo guadrato & via dicendo. Si otterrd successivamente

23+ VB (%) T+4Y3 0T +56V3 18817 4 10864 V3 ece.

La frazione 18817
10564

sarh dunque un valore di V3 approssimato in eceesso. Ova si do-
mandi ’errore, si moltiplicherd 18317 + 10864 V3 per 1 + V3 a fine di
ottenere la frazione snsseguents, approssimate in difetto, che &

51409

29681

E poiche i8817 51409 1
10864 ~ 20681  10864.29681 ’

81 AVIrA
— 18817 1

V3 = {pger & ™ene di 15aer 506wl

Applicando 1’esposto algoritmo al ealeolo di Va® + %, partendo dal
valors a, si ottengono lo segnenti frazioni, alternativamente approssimate
in difetto & in eccesso:

a 20°+k 4a® + 3ak 8a' + Ba'k -+ &* 16a® + 20’k -+ Sak* (%)
1 2a da* -+ k 8a® |- dak 16a* =+ 1227k + &

Si pud notare che la differsnza fra due counsecuntivi di questi valori

approssimati di Ya® + %, & una frazione che ha per numeratore nna
potenza di A.

G. FrRATTINI.

= e e

S0 UNA FORMOLA D'ANALISL COMBINATORIA

Nella teoriz dei determinanti si dimostra che il numero dei termini
di un determinante d'ordine n» & n! Esso & evidentemente anche il nu-
mero dei modi sesondo i guali in uno scacchiere quadrate di lato » si
possono scegliers dei groppi di caselle talmente che ogni gruppo ne
contenga una sola su ogni linea ad una sola suogni colonna. In questa
nota mi propongo di far conoscere un’espressione di un numere Ppil
generale del precedente. Dati guattro numeri posifivi interi =, m, A, &

tali ¢he A <I %, 2 < m, ed nno geacehiers A di dimensgioni «— » ad f m,

(") Invees di 4-]—:31"3_,11 she non turbs il rapporto fra in parte razionals o il coefMeients di V3.
(*) Sono le ridotte della frazions continus che ha per quozienii mecomplst]

4 ,, 2
k § = ) ‘: p WS ganew

i,

2, per =1, Jo note ridotte di Va4 1.
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w1 propongo di lrovare noespressione del numero dei modi secondo ;
quali si posseno scegliere in A dei grupp: di caselle, talmente che ogni
linea di A pe contenga % di quelle di ciaseun gruppo, ed ogni volonna
ne contenga %. Iocidentalmente dimostro anche una notevole proprieta

delle potenze intere o positive del aimbolo combinatorio (T)

S1indiehi eon X, nuo qualungue dei gruppi suddetti o con (7, h;om, &)
il loro numero, Se esists almeno un Xy, , le dimensioni di A devono essere
proporzionali ad 4 e k. Infatti il numero degli elementi appartenenti
ad nn Xy, si pud esprimere eon uno dei prodotti n % ed m i, che sono

. ' n h .
uguali soltanto guando == il che appunte supporremo. Il simbolo

(m, 2 ;m, k) soddisfa alla relazione
(7, h;m, k) = (M — Rim, m — k),

che si dimostra osservando che le cazelle di A non appartenenti ad
nn X, appartengono ad nn X u,m-k ©vViceversa, Supposto h =n , k =m

& ricorrendo alla relazione suddetta, 8i da significato al simbolo (7, 0 ; m, 0),
ponendo

(7,0;m, 0) =1,

Consideriame uno dei gruppi X,,. Esso contiene % caselle sulla 12 co-
lonna di A poste su # linee. Delle caselle del gruppo e¢he sono sulla
2% colonna ve ne sard un certo nmero 7,,, al pitt ngoale 2 £, posts sn -
delle % lines dj A suddette, & le rimanenti % — ", BRranno so altre
% —r,, linee di A. Sieehd ponendo »,, =k ; », = m — Ryryg =k —r,,
risulta che si possono sceghiere % caselle sulla 1* golonna di A ek
sulla 2» talmente che 1’insieme dalle 2% caselie seelte possa far parte di

an qualehe grappo X, , in (’”‘) my ("u) (:u) modi differenti. Consi-

k l"!] _ {.' ll‘f!’ 34
deriamone uno soltantao.

Noi abbiamo in A »,,, lines ognuna delle quali contiene una delle
caselle meelte nella 1= colonnn ed upa di quelle scelte nella 23; poi al-
tre 2(&—1r,,) lines contenenti clascuna una delle caselle scelte nolla
12 o 23 goloyna; infine m —~24% 4+ »,, linee non contenenti aleuna delle
caselle seelte. Possiamo assooiars qneste caselle con % caselle della
% colonna di A, in modo da avere un nsieme di 3% easells apparte-
nenti ad nn qualehe gruppo X, prendendone su di essa nn certe nu.
mero 7, < r,. posta sa 7se delle »,. lines di A saddette; pol un certo
numero »,, < 2 (k —r,,) posta su *as delle 2(& — ) lineo di A sud-
dette ; infine un certo numero Yes =k — 7, -1 . poste sn rys (ella
m—2%+r,, linee di A rimunenti, Sicchs ponendo »y, =, =
=2(k—ry);r, =m—2k% + Ty; 3 Tisulta che possiamo sesgliere % oa-
selle gulla 14 ¢olonna di A, 2 sulla 22 & % sulla 3%, in modo da avere
un insieme di 8% caselle appartenenti ad un qualohe X, in

r

--l—l|-|-_-I
. 1
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l‘ = l“-‘ '.ﬂ= I' J.l-l= I' : | ] w L %
(m) EE . ) - b2 = (? u) (} u) (J ll) (' 31) (’ s:)

modi divarai. .

Consideriamone un soltanto. Abbiamo in A r,, = »,, lines contenenti
glasenuna unn ecasella seelta gulla 18 colonna di A, una scelta sulla 22
ed nna scelta sulla 32; poi alire »r,, =, — r,, + r,, linee, ognuna dells
quali contiene due vaselle scelte su dus delle tre prime colonne, una per
volonna; poi altre »,, =3 & — 2r,, — 27r,, —r,, linee coniensnti viascana
una dslle caselle scelte nella 1* o 2* ¢ 32 celonmna, 1ufine r,;, = wn —38
k4 rgy 4 74y + 7', linee non contenenti alenna delle caselle scelte, Sal
gruppo delle 3% casells scelte si pud ragionare come precedentemente
su quello di 2% e cosi via. Poniamo ora »,, = m;»,, =4 e consideriamo
le suscessioni

U 1t rl' rl-‘l ?':4
Pay Tag Tz Tsx Taz Tw
Yoo VYoo Taa Too 738 Tae "4 Taee

Tenuto conte di quanto 81 & detfo, risulia che: 1° I'ultimo numerc
di viassuna linea & uguale a £ diminnito della somma delle » poste nella
stessa linea ed aveute il 2¢ indice pari; 2° oguni r avente il 2° indice
dispari & ugunale alla differenza tra le r c¢he sono nella linea soprastante
e nelle due colonne pracedenti, aumentata della » posta nella linea so-
prastante e nella colonna seguente. Continnando il ragionamento fino
qui fatto, si coneluds ovviamente che, se date le suecessioni

rll J.]l
ag Viz Tea T
_ i e - . . Py 2
8l pone
Yo = 1l l
1
L ' ) 2=0,01,....,8—1
(1) Piep1 =Tucyjse—1 —Vu—r.8s TFe=1,22 T Vamr,ands s —9 8 k
. . - i - Ty | L il |
Pong = B — Vg — Fyg — 400 =740y 3 l
7y =0 per y>2 ed y<0 ]

e si caleola 1'espressioue

) BB T E=R gy, r Pyl Fetl Byvansg Pt
_ IO il [ s T i o
J (.k) "p_ﬂi—-_—-ﬂ TE—3" r.'} r,i J."h p=3’3,---ﬁ| J’ﬁ
si ha il namsro dei groppi di A% caselle contensnti % easells sn ognuna

lelle prime % colonne di A scelte per modo che il loro insiame possa
far parte di qualche Xm. E a notare che un tal numero non & altro che

(21) h, giaceh® tatti i snddetti grappi si possomo ottemers prendendo in
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tulti 1 modi possibili una delle combinazioui %a # delle caselle dzlla
I# eolonna di A, una di quelle della 2= . . . . una di quelle della fma,

] h -
Pereid, ponendo uella relazione precedente g = (:I) st ha per 4> 2.

1
m) b-1 BE=Tpa -1 A a1
= b .
% e I o

"P.i=o g=12 ’

A i:S, ceeayp—1
Nz J P=2 .oy A

L} ragionamento fatto per le prims % verlicali di A si puo continuare
per le rimanenti n —A. Si conclude allors che il simbolo (n, h ;m, k)

puo mettersi sotto la forma:

I'l'-‘.'-'ﬁ =l-'|,_ -1 =N i 3
111 an .?'l Yoy = I=]. -n---]"_l
(2) (m,h;m,ﬁ:3=(‘) > I ()( : ); ) Seesd
k Ipli=o =2 e P 2 P =2y n
TitEﬂEﬂl‘]D hti 2 — TUS2,4 = s v e = a4 4% = D, quaud{} $=h -t }_,- e

supponendo le » assoggettate alle condizioui (1), velle quali perd § possa
variare da 2 ad z.

Velondo servirsi della (2) per caleolare (m, & ; m, &), dati =, k, n, £.
8 utile saper esprimers prontamente ognt » aveute 11 2" indice dispari
10 fouzione di m, % e delle r aventi il 2°* indice pari. Cambiapndo uella
3% delle (1) sins — 1,5 — 2,...,2 o corrispondentemente z2in > —1,
s —2...,8—s5+ 2, indi sommando e riducendo s1 ha:

i—8 —1
ra, 2zd1 — l‘1. 22 — 2543 +' E | {Tn-i, g(zt2-i3 — Va—i, 2 (= -I—l-il]'

i=

Escluso il caso s <<z -+ 1 por il quale & 759,41 = 0, 81 banno guesti
ive altrl casi: 1° s>z 4+ 25 20 g=242: 3 5=z 1.

1l termine r33, 343 & nullo, ecestto quando 22 — 25+ 8 = 1, 2;
percio esso & nullo nei primi due casi ed & uenale ad r,, = muel 3e.

Tenuto poi conto el fatto che Fs—iazdo—j) = 0, guando 2 (s — ) <
2{(z+2—i) e quando 2 —2 —i<0 o parimenti che 7y _igzti—i = 0
quando 2(s —1) << 2(z2 + 1—i) o quando ¢ —1—i<< 0, si trovane le
formole seguenti: o

i=r

Vi aatt =Py o 4,9 T _ El (P, 8 =1 — Pu—, 2ta 1 =1)) 20 8>3 2
| i —
f=—s3—1] j=z—1i ‘
- 3 s - L . — = E
P4, 2211 ='1f(3 = IJ—Z-' 22— ‘E . (2? st 2o, Bledl-1 1 _L y T;:-]-E—-I_i_!) Be §=2<s+ 2
e =
: =d-—1 J=e—Ii
Vo241 = M — A (3— 1)+ Z 2 P s p1—i, 2 ses=zs+41

=1 1=l

Dalla definizione del simbolo (%, & : m, %) risulta ch'esso non cambia
di valore scambiando » con m ed A con %. Percid di tale proprieta deve
godere anche il 2° wembro della (2).

Naturalmente volendola verifienre bisogna supporre che anche nelle (1)
siansi fatti i suddetti cambiamenti,
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Chindo osservando che i gruppi X, sono suscettibili di essere rap-
presentnti medinnte sucecessioni di elementi, s cid nel segnents modo.
SIAN0 €8y, g+ ¢ + Wyk ) » « + = 3 Ooy Ong - = - Eux y 7 dollo combinazioul £ a %
degli indici 1,2, ...., m, scelte per modo vhe soltanto A di esse conten-
gano lo stesso indice,

Disponiamole 1'una di segnito all’altra in un ordine gqualungus, ed
affinclié resti traccia del posto ocenpato da ciascuna combinazione, Appo-
piamo ngli elementi di quella chie oecupn il posto p=e 'indice superiore 1.

Avremo una successione d'indict del tipo

)

g g L a w® ™ g® ™ e, Y,
5401 H. 2 i B gyl S 154 k TEL 51y 2 sg ., &

che diremo §. A cinsenna z i B facviamo sorrisponders unn casella di &
o pracisamente ad g la casella posta nella linea (mﬂh[)m:. o nella co-

LT mj

lonua i ™3, osgia la colonna indicata dall’indice superiore. E allors chiaro
che ad ogni snceessione § corrisponds nn Xy e viceversa, pereid (=2, h;
m, %) & anche il numero delle 8. Notiamo che una { non cambia, o per
meglio dire continus sempra a rappresentare lo stesso Xy, comungue
«i enmbi Pordine delle & in essa contenute, purché ogul g 81 ritenga
invariabilmente collegata al sno indice superiore. Al contrario da una §§
rappresentants un dato Xy se ne pud avere una rappresentante un X
diverso dal primo tenendo fissi gli indiei superiori e scambilando oppor-
tunamente Je ¢ munite dei soli indici superiori. Un'operazione a ¢id sof-
ficiento sarebbe ad esempio una successione di sostibuzieni delia forma

(mlif}] ﬂs.‘l‘% e I:'.":n'!'fl*r)
)
i_ﬂ] .ﬂl ﬂ.j HE e m‘j Hr
ritependo ogni ¢, del numeratora diversa da ogni ¢, anche non appar-

tenente al denowminators, ed ogni ¢, del denominatore diversa da ognl o,

anche non appartenente al numeratore.
Dr. Nicotd TRAVERSO.

ol o —

SULLE QUESTIONI 203, 325

L propvsizione contenula nella quistione 263, da me slesso proposia w gnesio
Peviodico, e della quale una dimoskrazione & apparsa vel 10 Inseioolu del corrente
amno, puo essere dedolta come conseguenza delle equazioni (1), (8), di cni 81 parla nella
quistione 325, allorche queste equazioni vengano convenientemenle interpretale.

In fatii, si assumano QA =z, UB=y, OC=z, come una ierna di assi coordi-
nate ortogonali, e, vispetto ad essi, si dioano (£, %, C), (€., &) ordinalamente e
cooydinate di M, M’. — Si dieano poi m,#. ¢ le eoordinate pliickeriane del plano
ABC=m, rispetto ad OA, OB, OC.

La equazione (1) della quistione 825 dice che il punto medio di MM & su T,
e le equazioni (8) della stessa guislione dicono che MM’ & perpendicolnre a m;

dnnemue, il faito di essere M, M’ simmetrici rispeito & =8 tradobto dalle equazioni
(1 w(EFE) +oefntnitew@E+E)4+2=0
(2) E—E'=pn,n—%=p5 L —E=¢n,
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ove g & il valore comune dei rapporti eguali
(3) E—8 tu=—n—% 10 —E— F:w.

Dalle eqaazieni (2) deduciamo

Bt = P = [w B+ E) () - w(E -8
epperd, in forza della (1), pure

P~ — (B2 U= —2;

ovvero OM —OM' = — 2p, d'onde
(4) (OM™ — ON7°)* =452
Ora dalle (2), quadrando e sommands, abbinmo auchs

N =% (i* + »* 4 w*);
dungue abbiamo in fine
4 NIM .1 1 i
_,:!M ’1E=!1E+ l.-"j J.'lﬂ"'=:_,,—_+:£—'-— — 1t
(OM"—ON") 0A OB 0C

tenuto conto del significato di x, v, 1.

Alla risoluzione dells quistione 325, da me proposts in questo Periodivo, e delis
quale noa risolozione (difettosa nel fatto che non laseia snbito vedere in qual modo
alla eliminata vichiesta si poasa dave la forma di determinante prescritta nell’enun-
ciato) & apparsa nel 1° fase. del corrente amno, si pud Arrivare in onn maniera
rapidissima come segue.

[ntrodncendo on conveniente fattore di proporzionalita g, le equazioni (3) sl
possono serivere cosi:

E—E—pu=0,0"—m—z0=0,8—§—po=0;

donque, invece di eliminave, £,%’, £ fra le (1), (2), (3) proposte, 81 possono elimi-
nare £', 7", C', p fra le equazioni del sistema

ug' oy’ 4wl L0.p4+A31=0

wg +eon 'l +0.p41 =0
& 409 + 0.0 —up —E = ()
0.&+7n +0.0 —rp —y =0
0.8 +0.9 4+ 5 —wp —T — ().
Ora, 'eliminala di questo sistamn si ottiene eguagiinndo a zero il determinante
1 v 1o 0 A1 ]
1’ o w' 0 1
=1 0 0 —u —E .
0 | 0 — F T !
{ ( 1 — — &

Ma moltiplieando per u, v, i ordinatamente gli slementi delia 3%, 4%, 3* oriz-
zontale, 8 solbraendo 1 prodotti oitenuti dalla 1% si ha

0 0 { o 22
n’ ' w’ 0 1 |
=1 0 0 — —Z |
0 1 0 —® —
0 0 1 — —

lunque, permutando I'altima con la penultima verticale, e trasportando Ia seconda
ovizzontale dopo Ia quinga, si ha appunio quanto si era proposto.

. N. B. La quistione precedente ha un significato geomebrico molte impertante.
lissa si attacea allaignistiona dei punti e delle linee brillanti delle superficie con-
silarate in nna mefrvica euclidez. I da un tal punto di vista che io I'bo incontrata
nelln mia memoria Ricsrche geometriche diverse ete., in corso di stampa negli atti
della R, Aceademia| di Modena, dells quale memorin una parle, dell’estensione di
50 pagine, & gia dn‘ parecchi mesi stampata.

,I A. DeL Rz,

R s ———
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PRO FUSIONE

Relazione sulle questione V proposta mel N. 1 (anno 1) del Dollettino
dell’ Associazione Muthesis * Opportunita della fusione della geometriu
piana con la solida nell'insegnaniento ,.

Tuvisrouo risposte seritte relative alla questione V 1 professori:
#. FerrarI (L. T. Alessandria), ¥, PALATINI (1. T. Sondrio), G. RIBONI
(I. T. Milano), F. SorA (L. Carmagunola). 11 prof. R. BETTAZZ] (L. Torino)
come risposta alla stessa (uestione invio due suoi articoli pubblicati nei
fascicoli 1V e V del vol. VI del Periodico di Matematica.

Come il lettore vede, la questione V ebbe gearsissime risposte. Do-
cremo concludere per questo che la questione mon abbia destato mte-
resse [ra i nostri colleghi? Preferiamo eredere che la maggior parte di
essi abbia pensato: « La questione, ormai vecehia, € replicatamente di-
Zattuta € discussa, ¢ cosi importante che ogni insegnante deve gid averia
per propriv conto risolta; ciascuno ha dungue preso oramai (per motive
didattici o scienbifici. o, pit specialmente, soggettivi) una decisione defi-
nitiva in proposito; € perianic sarebbe infrutiuoso il raguwnirne GRCOra ».
Angzi fra gli stessi professori che hanno risposto, il RIBONI, dopo d1 aver
detto che non gli era stato coneesso di esperimentare in iscuola 11 me-
todo della fusione, conchiude appunto: « Percio il pariarne & priori,
dopo quanto & stato detto pro ¢ eoniro da chi é assar pii oz me compe-
tente. mi sembra inufile ». Avremmo tnbtavia gradito che ciascuno del
molti nostri eolleghi avesse espresso, magari ¢on due sole parole, il proprio
parere; ¢10, se nou altro, avrebbe potuto servire a fare nn po di sbati-
stica, a contare cioé e distinguere fra loro 1 fusionisti e 1 separatisti;
poiché, & inntile dissimnlarlo, sul campo della guestione YV, souo ap-
punto 'ano contro l'altro schierati questi due partiti scientificamente
e didatticamenie avversi.

Mgz passiamo senzaitro a cornupicare al lettore il tenore di claseuna
delle poche risposte pervenubeci.

Tl prof. BETTAZZI & tavorevole nlla fusione, cost favorevole che in
uno degli articoli suddetti serive: & Ouanto alla fusione della geometria
piarnia con o sohda, stimo inutile mostrarne 1 vantaggr »; € tanto nello
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stesso articolo, che & una recensione degli obtimi Flementi di (Feometria
di LaZZERI e BASSANT — prima edizione (*) —, come nell'altro, che ¢
uno studio sull’insegnamento della Geometria nei Licei, con validissimi
argomenti egli domanda che sia resa possibile dai programmi la fusione
della geometria piana colla solida in tutte le nostre seuole secondane,
facendo anche osservave i vantaggi che ne risalterebbero pel coordira-
mento col programmi delle matervie affini.

II prof. RIBONI, quantunque autore di due pregevoli Jibri di testo
di Geometria, 'uno per le senole secondarie iufeviori e 'altro per le
superiori (**), nei quali & praticata la separazione, tuttavia non & con-
travio alla fusione; difatti nella sna rsposta cosl si esprime: « Se in
un promo insegnamento non mi sembra opportuna la fusione della Pla-
nimetria colla Stereometria, ho desiderato di tentaria nell lstituio per
vederne alla prova i@ riswltali, ma devetti abbandonare Uidea per lim-~
pessibilitd di atluarle in quest Istitute coi corsi suddivisi, tanto i che
il Preside ed i colleghi non erano del mio arviso ». _

11 Prof. FERRARI invece scrive: « Sono partigiane dell insegnamento
separalo della geometria piana e solida e questy anche per T esperienzao
di 22 anni di insegnamento ».

Il prof. SoLa si dichiara contraric alla fusione « a causa del diffe-
remento ella 5% classe di Liceo dellp studio delle ro giont delle grandesze
e della misura, richiesti in classi anteriori dai programmi di fisica e
di crisiallografia ».

Finalmente il prof, PALATINI fa lunghe osservazioni antifusionistiche,
che qui raggruppiamo, abbreviandone qualenna,

1s, & cerio che vi sono yroposizioni di geometria piana la cui di-
mostrazione mediante considerasioni stereometriche ¢ pue semplice delle
demostraziont fatte sensa wscire da concetti di pure planymeiria, mao
ben inteso delle dimostrazioni fin qui conosciute, giacché, siccome le vie
prie sevaplici sono ordinariamente le piic tarde a presentarsi, nulla ¢'im-
pedisce di ammettere che anche sensn wuscire dal piano, st possano ofte-
nere dimosirazioni altrettanto semplici.

2s, B pur certo pero che tale applicazione delia stereometria ha
luogo, almeno per quanto si pub asserire allo stato attuvale delle vicerche
di tal genere, in particolare per quelie proposizioni che riguardanc pro-
prietda di posizione, (e quall nella permaetria elementare sono in nwmero molto
ristretio, essendo questa di natura principalmente metrica, e per quanto
si desume dagli « Elementi di Geometria » del DE PAOLIS, ... si riduce in
fondo a qualche rotazione del piano intorno ad un asse (come p. es. per
dimostrare che esistono rette perpendicolari),ed a ricavare certi luoghi
geomeiriel piani come casi perticolart di uoghy analoghi nelio SPAZO, ...
se st [accia astrazione dalla solusione del problema i costruire un trian-
goto isoscele che abbia ciascuno dei due angoli eguali doppio dell' aliro,..,

("} Uoms nedsune ignova, in questi Elementi, pubblicati nal 186F, & slata praticrla la fusioae,
forse, didotlicamente nlmeno, in manisra anche pili felice ehe nell'opera analoga del D Paonis; dei
mudesim] oeeira quanto prinmg, eon vivo interesse o o wpisclmente dogli studiosi, una nouova edlsione:
eonsiderzamo fale ristampa ancora eome un pratico argomento & favore della fusione.

(') Bologra, 1892 e 1804: Bd. Zanlchelli. 13s] secondo B ora useits una nnova adizions {eolla
data del vemienls 1808).
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¢ percio non e da ammeitersi in favore delle fusione della geometria
elesnentare piana con [a solide la ragione del sussidio che si possa trarre
dello studio di questa per la trattasione di quella.

32, Sempre da quanto st desume dal libro del DE PAOLIS, la fu-
sione apparisce pidt che altro intesa ziel senso di alternare gli argo-
mentr di geometria pana con queili di geometria solida, {ratiando suc-
vesswamente quelly che presentanc andadogie [ra lo'a, le qualy perd molto
facilmente si possomo wacttere in rilievo guandoe st dratta la geomelrin
solutla, eol vantaggio.. cosi di richiamare dimostrazioni gia stuwdiate.

dn, Aecettandn (n fusione, conviene runandare alla fine del corso
tutfa la teorma della misura, rinvnciando cosi.. per lrnghissiwn Lemgm
a [ar esercitare 1 guovani nel vasto e mmportantissimo campo delle ap-
plicasioni dell'algebra alla geometria.

5%. Conviene far comprendere agli alunii ehe i prineipl sui guali
g1 Jonda la planymetria sono sufficienii per se stessi a svolyere sensa aiuh
esterm tutte le proprieta ad essa inerenti.

G3. Che si debba procurare di dimostrare ogmi proposicicne della
geometria elementare senza rmcorrerve a quelle teorie dalle guali essa non
dipende necessariamente ¢ princigmo soslenwto dai fautori stessi della fu-
sione, e Lesempio sopra riferito del DR PAOLIS valga a provarlo. Questo
autore stesso 51 mosira propugratore di tal prineipio onche ron [ osserva-
sione che fa nella nota XX[I, ché egli dimostra il teorema fondamentale
sulla perpendicolarita fra retta e piano fondandosi soltanto sulle proprieta
prie semplici degli angoli e dei diedri, senza ricorrere all'eguaglionza dei
triangoli. Non capisco percio come chi é tanto temero della distinsione
[ra le proprieta che appariengono alle diverse teorie della planimelrio
voglia asservire, dird cosi, questa alla stereometria. E certo pero che i
principi si modificano a seconda dei cas e in conformita del propri in-
tenti; tant e vero che in contraddizione con quanto abbiamo ora 0sservato
Cautore stessu nella nota XX VI dice: « Riconosciuta Tn necessita di do-
mawlare il postulato delle parallele, ¢ meglio concederlo subilo e trarne
le principali conseguenze ece. »

Esaminiamo ora ad npa ad una le risposte medesime. (Quanto ai due
articoh del prof. BETTAZZ, mentre preghiamo i nostri eolleghi di ri-
leooerlt e discuterli, & debito nostro diehiarare che, nella parte special-
mente che si viferasce alla questione V. Ji approviamo pienamente, e
desidereremmo vivamente che fossero letti, segnatamente il secondo,
anche da coloro al gqnali pare che attnalmente sia affidata nna radieale
riforma det programmi didabtici governativi, in oceasione della fusione
fdelle scunle destinate a costitnire |n futura Sewnla secondnria inferiore

untee, ciow la Seuolt media da tanto tempo desiderata e promessa (*).

{*y Belln Sewolu media dovrebbero n pnrer poelro essere rionite non =olo le soucle Ginnasiuli
0 Teopiche, ma anche le cosl dettoe Complementari (vies proparatorio alie Normnali) ; ¢ gl atiaall pro-
prammi di1 gqueste tre soncle dovrebbers, soordinnt! & riunith, ma sfrondati del snperfine, coatitnire
il programma della Sewole media. Unico iiiolo per 'nmmissione a guesta scuola dovrebbe esasro
Ila licenza slemeontare. Ln Scuolm media dovrebbe cassre & qunbire anmni, con tagse complessivapiente
ugunli alle atbuali del Gianasio, dnlle qunli si potessero perb ssentare guegli alunni appartenanti a di-
angiale famiglie i qonll dessere prova non dubbin 41 eeccellentl dobi intollotloall, Ben inteso, oltre Ja
Seiolu meding, vi dovrabbe ospers una Scwela popoiure, con intendiment) veramente pratiei ¢ con inse-
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Ed in sostegno delle considerazioni che il prof. BETTAZZI svolge in fa-
vore della fusione della Geometria plana con la solida, crediamo oppor-
tnno ricordave che il chiarissimo professore di Geometria superiore del-
['Ateneo genovese, GiNo LoR1a, nell"importante suo studio storico ¢
didattico « Della varia fortuna di Euclide in relazione con i problew
dell insegnamento yeomelrico elementare ».(*) dopo aver dimostrata la
necessita che I'insegnamento della geometria elementare prepari allo
studio della geometria che si espone nelle Universith, conclnde: « (ru
yer ragmungere tale intenio, non potendos: pensare ald agyravare 1 pro-
grammi delle scuole secondarie,... (**) fa d'vopo riordmare com pletamente
i piano degli elementi. Bisogna anzitutto toglicre ta vieta SEPArasione
della planimetria daila stereometria, al che non si oppone nessuna Serii
defficolia scientifica, né (come Pesperienza dimostra) didatiica, ¢ po-
irebbe essere generalmente adotinto purche i programm: governativi aves-
sero une elasticith sufficiente ». E qunesta elastweita dei programmii
governativi, desiderata dal BeTTAZz: (1891) e dal LORIA (1893), e stata
anche recentemente invocata nelle adunanze, promosse dalla _4ssocin-
ziome Mathesis, tenute quest'anno a Torino, a Palermo e a Firenze, ¢
presiedule rispettivamente dai professori D'Ovinio, TORELLI ¢ LaZZERI,
facendosi voto dai nmmerosi convenuti che sia resa possibile a1 professort
la scelta, nell insegnamento della Geometria, fra il metodo della separa-
ziwone e quello della fusione; e lo stesso volo, che manifestamente suona
adesione a quest’ultimo metodo, & stato comunicato a S, K, 1] Ministro
della Pubblica, Istruzione nel Memoriale — T orino, 13 maggio 187 —
presentatogli dal Comitato dell’ Associazione medesima. Agoungiamo che
anche reputatissimi autori di libri di testo di (Geometria elementare,
nel quali Ja fosione non & ancora adottata, si esprimono tuttavia in
modo favorevole alla fusione medesima, Cosi per es. il prof. GIUDICE,
In una nota alla fine della prima edizione della sua Geometria piana
(Palermo, 1880), non manca di avvertive che lo stodio contemporaneo
delle Geometrie piana e solida & da ritenersi conveniente, sta per far
rilevare subito un gran numero di proposizion: correlative per indiriz-
zare di buon'ora al fecondo importantissimo prineipio di dnalita, sia
per poter sviluppar meglio alcune teorze, per es. la similitndine, sia per
altre ragioni; e se nella seconda edizione (Brescia, 1897) egli non s ¢
ancore deciso nd adottare la fusione, a noi consta che se ne deve ri-

cercare la causa mei programmi tuttora restrittivi del Ministero della
Pubbliea Istruzione. (¥**)

goumonti di arti e meslloci, tofalmente gratnita. Lo licenza della Senola media dovrubbe essere I'unico
iitolo di ammizsione alle Sexsle cacondearis antoessive, 6 ciod al Lisao, aliTstituto Temiico e alla Stuols
Normale, le gquali, conservando presso a poco gli attasll programmi rispattavi, cku devrebboro pard
avolgersl In maniera pinttosto intensiva che eslenslva, doveebbero eusere portate rulle e fre a
quattro noni di studio; & per tatts o tre dovrebbero assegnars tasse eguall (corrispondenti alls at-
tuali del Eieao), condonabili snehs queste agli alunul d) molto ingegno e di insufficienti fortune.

[*) Periodico i Malemalics, 1898, vol. VIO, pag. B1-113.

(**) Per quanto riguarda la matematicn attnalments assagnaka agli Iskbitull Teeniei, con an pro-
Sruiia comuns per tutte ie Sezioni ned 1= bisnmio e eon programmi speciali per le sezieni di Agri-
mensura € Fisico-matematica nel oo bisunio, eredismo anzi chie 83 debba pinttosio pensare ad alleg-
gerire che non ad nggravare.

{*"") CIr. colls prefazione dei precitatl Etementi di Lazzes: o Bagsawt, pag. XI; ivi & par fatto
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Lo stesso prof. GIOoDIOE nella Rivista di Matematica, Torino, 1891,
a proposito dei precitati Klementi di LAzzERT e BASSANI, esprime il
parere che lo stndio contemporaneo della Geometria piana e solida giow
sia p2r migliorare o semplificare dimostrazion: o anche ntere teoric, sio
per scolpire 1 vari conceiti wm moedo pwe completo ed esatio nelle menti
degli scoleri.

1l prof. TESTI nella prefazione alla sua Geometrin elementare (per
le Scuole secondarie smperiori, Livorno, 1896) scrive: « Sono stalo lun-
gamente in dubbio se dovevo separare la geomeliia piana dalle solida
oppur ne, € conjfesso che per opinione mig volentieri avrei abbandonata
questa separazione; ma o desiderio di uniformarmi pitt che é possibile
ar programmi wmgenit nelle nostre scuole, mi ha deciso a conservaria. ()
Pera... nor ci sarebbe inconveniente nessuno a far seguire allo studio del
primo libro (Le figure piane), quello del terxo (Le figure solide) ¢ pas-
sare poi agii altri due (Equivalenza, similitndine e misura delle fignve
piane, Libro secondo, e solide, Libro quarto): anszi eosi facendo si avrebbe
il vantaggio di avere distinte twtte le proprieta di forma da guelle di
grandezza e ravvoicinate teorie che hanno tra loro cosl intimi legami ».
Analogamente negli ottimi Blementi di Geometria di SANNIA e D'OVIDIO
(che per la maggior parte dei meno anziani professori che ogol inse-
gnano matematica nelle Scnole italiane sono stati la pietra angolare
sulia quale ciascimo ha fondato le proprie cognizioni geometriche) in
nna delle prime pagine della sesta edizione (Napoli, 1886) ¢ scritto:
« Nulla vieta di alternare i quatiro Libri di Stereometria coi quatéro di
Planimetria, eccetto qualche punto speciale » (**), e nella prefazione alla

notare che gid de a=sni In soepavazions della geomniria piana dalla solids ? soppressc neile souple
Hanegi (ovo 1’imsognamantio geometrico ragginuge on Tivello di considersvole altesza, come dics il
Logia nello seritto precitato).

(") In alirl termini si ripeta Pantico molto * Videe meliora, proboque; dateriora ssquor _; 8 par-
eha? Per seguire i programmi. 8i faceianse invecs nheora nuov! 1ibri Al teate di geameirin in cul In
fusione 4in coragzicsaments adoftara, fraendone totts 1'atile didattico-seientifico posaibile, & si fae-
einne appunto dai pia vepulabl posiri autori, e specialmenie (guod est #a vetis) da quel Maostri me-
desimi ni quall I'Italis deve gii le migliordi geometrie elementari nells quali 1intern Planimetria
precede la Stervometrin ¢ che aono state seritta (le prime adizioni aimeno) quando di gna dall'Alpi
tl fusione ancora non si parlava, cosicche la maggioy parte degli insegnanti, almeno i pili volonte-
rosi, siune dispostl nd adottarli; saraneo allorn | eompllatori dai programmi ehe seguiranno I nuovl
tasti, e, 3¢ won prescriveranno, aimeno permettaranno Ia fasione; poiché non bisogna dimenticare
che non pochi programmi &l redigopo sulls orme, o sull' indice, di gualche testo (non sempre sealko
fea 1 preferibilis si confronkine ad essmipio | progromomi di gsometrin per Pammisnsione alls Bcnela
Militars di Modena & il Troftate di Geomatsin elemegntars 41 A. AwmoT, versions dal Novil.

(") Anche il prof. M. Gazmics), yoankungne separatisia (81 vedano i siol Elaneti di Gromelria
il uso delis zeuple professionuli ¢ teeniche; Nirenzo; Vol I, Planiwerip, 1806; Vol, 11, Stereomelria,
al wse ancha dellu terzm clases ticeals, 1807), tnltawia, a pag. 60 del Vol. 111 delin Rimisia di Matematien
iTorine, IB93), active: * Non 5i creda perd che combatiendo In fugione delle duz Fepmnliia, 1o roghin
fenerie netfaments separate;, perocche penso che sprabbe molto otile "aliernarne eonvenlontomorte Te
parti. E radrai anzi di bwon grado cangials 1 programmi meinisteriali dei Licei in modo che, dopo 1
prioe quatire b " Euclide, si polesserv espurve lo proprieid di pogizione delie vette e del piand dello
apizioy di guisa che & govani, avanti di aecingersi allo gludio dells proporzioni, avessero ad uw lomipo
a maggiore eoliure malgmatica o ik familiaritd colle guestioni geowelviche .

Par guanto, pinttosto affermando che provando, Tu seritbo dallo stesso prof. Gresmicst contra-
riamento alin fusions, rimandiamo j lettori agll artieoli che sgli ad 1l pref. Lazzen: hauno pubblieato
nella gid citnin Binisla @7 Motematicn (1ED2 fane, 11F 1203 fage. 4%-3° o Taze, B® 1394 jnsc. 27, nonehé
nlin Prefazione allo ateonda edizione del Lilnvo prime degli Elewmenti Af Enclide (Fivenze, 1898), ed alla
prefnzione nl vol 1 degli Elamenti i Geomaivia sopraeitatl
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stessa ed. 6* la fusione delle Geometria piana colla solida & considernta
come uno dei iboli di merito pei quali mofto si raccomandano gh Ele-
menti del D PAoLIS. E avalogamenie ancora nella 6+ edizione degli
Liementi di (eometria del prof. A. Faivorer, alla fine del IV capitolo
della Planimetrin (I quale cousta di quattordiei capitoli) si legge: « 4
tal punio si puo passare alla leitura dei tre primi capitoli delia Stereo-
mebria ». Finalmente 11 chinriss. proi. VERONESE, nei snoi recentissimi
Llementi di Gepmetria (Padova, 1897), quantunqgue per eccrte ragion)
seientifiche vitenga opportune distingnere nel priveipio del sno testo non
solo la Planimeiria dalla Stereometria, ma anche ln Retthnetria du en-
trambe, tuttavia ad un certo punto. per altre ragioni scientifiche, ma
specialmente per ragioui didattiche, fonde nella loro esposizione gueste
tre geometile; emancipa egli pure (seguendo il DE PAOLIS) Ia costru-
zione del pentagono regolare dalle teorie dell'equivalenza e delle pro-
porzionl, e nella prefazione del swo libro serive: « Per parte mia ri-
tengo che mel primo insegnamento della Geometria sia di regola piv
uhle procedere dal particolare al generale e dal semplice al composio.
Cib che pero riesce seitza dubbio utile anehe didatticamente ¢ la trat-
tazione simuitanex delle teorie speeiali (dopo aver premiesse le proprieta
generali della retta, del piane e dello spazio), eioé le terrie della con-
gruensa e summelric, dellequivalenza, delle proporzioni, delle figure
simile e della misura; raccogliendo cosi in un solo capitolo le proprieta
detla retta, del piano e dello spasio che dipendono dogld stessi principi.
In tal modo non solo si consegue nell insegnamento un notevole Tisparmio
dr tempo, ma, cid che pie importa, lo scolaro comprende meglio le rela-
siomi che sussistono fra le figure piane ¢ solide raccolte nello stesso ca-
pifolo e saccorge di legyeri chke molte dimostrasions date per e seconde
sono una facile estensione di quelle date per le prime. Con cip & possibile
ovviare allincomveniente da alcuni lamentato, che ciod. al comtrario di
quanto avviene nell Istituto tecnico, nel Liceo non si svolgomo alle fine
welle classe 1* o in principio della classe 2o Je proposiziond delle figure
solide wtily ad alcune parti delle Fisica e della Cristallografia »,

Da tutto questo si ricava che la fusione, specinlmente se intesa come
trattaztone coutemporanen degli argomenti afini di Plavimetria e Ste-
reomefrin che come sistematico sussidio di quesia a quella, non pno
cssere scrinmente osteggiata da aleuno: e pertanto affermiamio nunova-
mente che le idee del prof. BE1Tazz1 favorevoli alla fusione meritano
ILPProvazions plenissima,. -

Veniamo a quanio dice il prof. Risont. Hgli pure, come il VERONESE,
vittene che in wn primo insegnaments della geometria 1o fusione non
sia opportuna. Giova peraltro osservare che i prof. RIBoxNT allnde qui
in particolar modo alle Senole Tecuiche; e vonveninmno con ini, poiché
crediamo che i giovanetti che le frequentano siano ancora in troppo
tenera eta per possedere la cosi dettn fantasia geometiica, o intuizione
spazinle, in grado snfficiente alle coucezioni stereometriche (tanto pit
che per le misere risorse finanziavie delle scuole medesime, anche la
stereometiia viene ad essi insegnata, non gid come si dovrebbe, e cioé
con appositi modelli solidi, ma sulla lavegne, « pereid in prospettiva,
senza che essl possano aver gia aleuna iden delle proiezioni piane di
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ana figura non piana). Perd nell'Istituto teenieo il prof. RIBONT avrebbe
desiderato tentare la [nsione; & cosa per nol veramente spiacevole che
le civcostanze alle quali egli accenna glielo abbiano impedito; poiche
siamo certi che anche l'esperimento del prof. Risoxi, nell'importante
[stituto tecnico di Milano, sarebbe riuscito favorevole alla fusione, e 1
questa certezza pe induee non tanto la personale esperienza che della
proficua superiorita di tal metodo abbiamo potuto fare nell’ Istitnio
teenico di Alessandrin, quanto pinttosto il sapere che da circa dodiel
anni il metodo dellu fusione & adottato con ottimi risnltair nelis Regia
Aceademin Navale di Livorno. T inoltre a nosira coguizione che lo stesso
metodo é praticato attnalmente in diversi Licel ed Istifnti teculel d'Italia,
e da per tutto con risnltati assai mighori di quelli che solitamente si
ricavano collantico metodo della separazioue, prescrifta dai vigenti pro-
grammi,

1 ventidue anni {'insegnamento separnto della geometna piana dalla
solida, pei quali il prof. FERRARI si dichiara partigiano del metodo della
separazione, diventano ventidue secoli di esperienza generale del metodo
medesimo, se pensiamo che In separazione ¢ stata segnita per lo meno
da Euclide ad ora; ma neppure questi ventidue secoli potrebbero essers
citati come argomeuto a sostegno del detto metodo; I'equita vorrehbe
che il prof. FERRART facesse altri ventidue anni di insegnamento (e come
antichi suoi colleghi glielo anguriamo di cuore) e il mondo matematico
altri ventidne secoli di esperienza, sdottando invece il metodo della
fusione ; allora solamente, confrontando i risultati, il nostro buon collega
dell' Tstitnto teenico di Alessandria e i matematici del secolo XL1I po-
franno eitave tali prove a favore dell'uno oppure dell’altro metodo: per
ora, se si vnole essere imparziali, |'anzianit di sexvizio del metodo della
separazione non deve essere considerata né come titolo di preferenza,
né come motivo di collocamento a riposo.

Mentre il prof. BETTAZZI e il VERONESE (brano citato, ultimo pe-
riodo) giustamente osservano che la fusione permetterebbe nel Liceo di
anticipare cognizioni stereometriche a profitto della Kisica e della Cri-
stallografia, 11 prof. SOLA invece asserisce precisamente il contrario, e
cioé che la fusione sarelbbe causa di differimento di alkre cognizion
oeometriche, proporzioni ¢ misure, richieste nelle classi anteriori dalla
Fisica e dalla Cristallografia. T il caso di dire: « Tut capita, tot sen-
tentige ? » No, poiché la contraddizione non & che apparente, ed infattl
lo stesso prof. BeTTazZZI, preveneundo fn dal 1891 I'obiezione del pro-
fessor SOLA, nel secondo dei suoi avticoli precilati aveva gid seribto:
« Se si pensa allo sconcio notalo nelle predeita prefazione (della 17 ed.
degli Elem. di Geom. di LAZZER1 e BASRANI), che cioc i giovani del
Liceo arrivano al ferzo anno senz’avere messung nozione di geo-
metria selida, mentre assai prima il professore di fisiea e guello
di seienze naturali hanno bisegno di presupporre tali nozioni
specialmente nella cosmografin e nella eristallografia, st vede che,
adottando nei licei la fusione delle due geometrie col manterere la di-
pisione dell insegnamento in tre anni di studio, s scanserebbe il guoo
accennatn, pey cadere forse nell'eliro di vedere trattate le teorie delle
oroporziont, della similitucline e delle misura ¥n ferso £orso, mentre G-
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corrono cerlamente prima al professore di fisica ». Giova perd osservare
che la Fisica ¢ la Cristallografia hanno bisogmo delle proporzioni, della
similitudine e della misura, non soltanto nel piapo, ma anche (e preci-
puamente) nello spazio; la separazione adunque della geometria piana
dalla solida, mentre non recherebbe a quelle dne scienze 1 vantaggi che
loro porterebbe la fausione, e ai quali accennano i professori LAZZERI ¢
Bassant, BeETTAzzI e VERUNESE, non ovvierebbe nemmeno agli incon-
venienti ora lamentati dal prof. SoLa e gia previshh dal BE1TAZZI rela-
tivamente alla fusions.

E indubitato che il coordinamento dei programmi di materie affini
¢ questione spesso ardua a risolversi; tuttavia nel caso atbnale vi si
potrebbe acconcinmente provvedere esaurendo nelle prime due classi 11-
ceall, come gia ebbe a praporre il prof. BETTAZZT nello seritto ora citato,
I"insegnamento della matematicn (constderata come materia di coltura
generale e ridotta al puro necessavio, purché sufficiente per !'indispen-
sabile sussidio alle materie affini, da svolgersi, queste, nella 35 classe,
nelle loro parti dipendenti dalla matematica); & uatnrale pai che adot-
ando questo provvedimento (*) rimarrebbe impregiudicata la questione
se st debba svolgere Iintierp programma d1 geometria col metodo della
fusione o con quello della separazione. al qual proposito ripetiamo che
le disposizioni governaiive dovrebbero lasciave libera scelta all inse-
gnante {sia mel primi due annt di Liceo, come nel primo bienuio nel-
I Istitnte tecnieo), anche perché ali’atto pratico la preferenza che cia-
scan insegnante & indotto a dare all'umo pratiosto che all'altro metodo
deriva. ben sovente, come abbiamo accennato in principio, da motivi
specialmente soggettivi, sui quali non é possibile discutere.

B veniamo finalmente alle obbiezioni che il prof. PALATING, decisa-
mente separatista, muove contro i [usionisti. Quanto alla 1¢ & infanto
da osservare che in essa eghi non puo fare a meno di concedere che vi
S0no proposizioni planimetriche la cui dimostrazione & pitt semplice se
¢l si aluta con considerazion stereometriche; e ¢id ¢ ben natnrale:
come molte volte avviene che wua cosa si veda meglio se ¢l s ponga
a rignardaria dal @i fuori piuttosto che rimanendo e addentrandoei in
e88a, cosi pno accadere che certe propriets del piano meglio si chiari-
seano osservandole in certo qnal modo da un punto esterno, cios da mn
puuto che non sia sul piano, o in altri termini servendosi della geo-
mebnia solida; e come il famoso punctum wbi consistam, situato faori
della Terra, sarebbe Lastato ad Archimede per solievarla (*%), cosi Ia
Stereometria, ciod l'ammettere la esistenza di un punfo fueri di un
plano, puo fornire in certa qual maniera al geometra 21 punio dap-

("t Che pressnta nnche albrl vanlngglh pel quali rimandinmo il lettore allo atesso arlivolo dal
proi. Burrazzi, Si vegga anche lo seritto presonte a pag, &4,

(™) L wcopertn del printipio delia leva, comunementa atiribuile ad ArcaimMeEdE (208 a. G. 0,
¢ cortamenly SEkETiore: polelid guesto prineipio sl tvova gilk enunciato nel libre snlle Questioni mae-
cateiche di Amisrorine (381 a. (. G i “eid ehe tunto Broxe come PATFo wltriBiiscone ad ARCHIMEDE
¢ la dimoslrazione & Lald principio v 3 suo vicalleynmenio o wng leorie yenerule e centit i gravfid .
31 vade In proposito In mtersssantissima nnlg del Dott, (2. Vatuari: Dal coneatio di centro di grasiid

nelin Slatica A Avchisee (A alella R Avenilomin delle Stienze di Torinn. Adonanza del © Mag
zio 1897).
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poggic per nina dimostrazione relativa n quel piano. K gh esempt, che
in geometria proiettiva abbondano (vedi p. es. 1 teoremi di DESARGUES
sul triangolt omolozict, dimostrazione BALTZER-CREMONA, e 1 teoremi
di PascAL e BRIANCHON, dimostrazione FARJON), anche se c1 si limita
al campo strettamente elementare, non maneano, e sono tniti 1mpor-
tanti poiché servono quasi sempre a completare nnoa teoria. Cosi, per
citare ancora tna volta l'esemplo pir noto, la teona delle antiche se-
ziom del giro, o, cid che & por lo sfesso, la costrozione det poligoni
rerolari i 3, 4, 5, 6, 10, 15 lati, che una volta non poteva essere esposta
intieramente se non che dopo la teoria delle proporziom, ed al pin dopo
quella dell’'equivalenza, le guall, direlinmente almeno, non sono colle-
eate coll'argomento, pnd adesso, col metodo dovato al Du Paouis (ed
al qunale st sono atienutl nou solamente 1 prolessort LAZZERI ¢ Bags-
SANT, ma anche 1l VERONESE), relativo al pentagono ed al decagono,
precedere invece entrambe queste teorie, con progresso nell'ordine iogico,
scientifico e didattico; ed a questo proposito giova notare che nel pro-
gramma 1 geometria assegnata nlla 12 elasge delfl’ Istitnto teenico, quan-
tungue questo programwma escluda lo fusione, la teoria del poligoni
vegolari precede appunto le teorie della equivalenza e delle proporzioni,
Tndipendentemente da quesie stesse teorie, si puo, ricorrendo ad nna
sfera, dimostrare semplicissimamente il teorema relafivo all'nguaglianza
delle distanze tangenziali di due cireoli segantesi da uno stesso punto
della retia contenente i loro punii d'intersezione; anche quesi’esempio
dell’efficacia della stereometria rignardo a questioni planimetriche, che
alirimenti esigerebbero 1'nso di teorie non diretbamente collegate col-
I'argomento, & dovnto al Dm PAOLIS; (*) cosl guesto teorema pud pren-
dere il suo posto naturale, subito dopo a quello relativo alla ngnaglianza
del segment? condotti da nn punto tangenzialmente ad un circolo o ad
nna sfera. I, per considerare anche un esempio che non & dovuto al
D& Paownis, si peusi che la divisione di un segmento in partl eguall,
che occorre prestissimo, € al solito basata sul teorema « A segmenti
uguali duna trasversale d un faseio di rette parallele corrispondono
segmenti wguali dun'altra trasversale qualungne »; se non altro I'ana-
login e l'ordine logico vorrebbero che a quesio teorema si accompa-
gnasge immediatamente 11 seguente « A segmenti ugualh di una ra-
sversale di un fascic di relle qualungne corrispondonc segmentt uguain
d'un'altre trasversale parallela », tanto pila che anche sul secondo po-
trebbe basarsi la suddetta divisione de! segmenti (anzi, dal punto di
vista grafico, meclio sul secondo cha sul primo, specialmente se trattisi
di piccoli segmenti); ma se non si vuole wuscire del piano, 1l secondo
teorema mon si sa dimostrare, & percio il secondo metodo di divisione
non si pud esporre (e si noti che cli alunni dell Istitnte Tecnico gih lo
conoscono dal Diseono lineare), fino a che esplicitamente o 1mplicita-

(*) V. G. Frarrsi: Una belie oasereazions de? DEPaoste = Poviodieo di Matomaljes 1896 .. Invoce
idi rinorrare ad nna soln sfers (passanie pel due sireeli, dope di averne fakte rolare uno attorno alls
rolkn ¢lie no contlene i punti di Intersezione df tul grise che la figura cessi @i sssere piana), 81 po-
trebbo, laseinndo piana ta fignre daia e schivindo 11 movimenfo, ricorrers a dno sfers uguali (vedi
LazzeRl ¢ Bassasy, op. eit., art, 215), ma la dimestrazione risseirebbe meno semplica,
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menie non i gia parlato di rapporti o di proporzioni o alineno del-
lequivalenza dei triangoli, e pertanto, fino ad allora, la trattazione della
predetta questione rimane meompiuta; cerchiamo al conirario un punio
d'ﬂ]ﬁpoggiﬂ nello spazio (al quale ad ogni modo, anche per proposizioni
planimetriclie preliminari — data 'ordinaria definizione di ngnaglianza —
¢ s1uocoforza ricorrere), e anche il secondo teoremsa sarh subito espo-
nibile, ¢ per farne la dimostrazione basternnno in sosbtanza due piani
paradeli tagliati da un terzo (V. pag. 67). A tutti & poi noto I"1nge-
s1080 e semplicissimo procedimento col quale recentemente (26 agosto
1896) il prof. G1upioE ha mostrato come dalla proposizione « La sfera
¢ finila » 8i possa dedurre « Il cerchio ¢ finito » e quindi & Il segmento
¢ finito » (postnlato d’Archimede), & come conseguentemente la snddetta
Proposizione possa esser posta a base dell’ordinaria teoria dell’'equivalenza
(ricavandone come teorema il noto postnlato che Di Paonis ha for-
mulato sopra una proposizione del D Zont). E finalmente tutti sanno
con quanta semplicith ed eleganza col sussidio della geometria solida
81 venga ad emancipare dalla teoria delle proporzioni la teoria dell’eqni-
valenza (cfr, DE PioL1s), e da entrambe gueste teorie quella degli assi
radicali, come pud vedersi nell’opera precitata di LAZZERT e BASSANI.
Anzi questi due autori, sempre col possente atuto dello spazio, sono
riusciti ad ottenere sensa proporzioni ¢ rapporti una mirabile tratta-
zione della teoria delle figure omotetiche; cosicché, basandosi sn tale
trattazione e dicendo simili dune hgure se si possono disporre in modo
che siano omotetiche (*), o in albri termini sz una @ esse ¢ uguale ad una
delle omotetiche all’alirn (**), si potrebbe pervenire al risultato notevole

(") Quosta defluizione, hasata sull'aliza = 8i @ice ckhs dwe figuie sono emoleliche 3¢ ¥ foro pandi 5i
corvaspondone in miodo she le reile ind imduste da coppte di punii corrvispondents forsiano un fuscio =d
ogmi ratio. indiv lQuate dg dws punli di ung figure siac pargllels o guelio indieiduata dai loro corvi-
spondenti dall'aliva , . pob vedersi nolla Geomatria pione dl F. Grwooice (Bruscia 1897, p. 282 @ 278).
Salve 1a formn, | stessa defimizione di similitndine ers pii statn dsta dal GrooieE nalla prima adi-
zione della Bun Geometrin piona (Palermo 1880, pag. 20 & 198) e nelia sun Geometria solida (Pulormo
1691, pag. &),

1) Cod) 8l esprime il prof. MosExo uei suvi Elementi @i Geomslyia (Napeli 1871, pag. 96), ado-
perando pertanto una maniera di dire sha pormetterobbe di adottare quesia definizione anche a olii,
aesplicitamento almeno, voiesse schivare Fidea 37 movimento. 8i noti gche nella definizione di figure
omotstiche (op, sjl., pag. $9) il Moreno, uniformandosi all'ase piia comuno, introdnce Il coneetlo di
proporzioualilh o rapporto: 13 definizions di gimifitndine dovata al prof. Gropice (V. annolarione
preeedente) non eoineide adunque con quella adoiiata dal Moreso; quest ultima appartiene, sostan-
2ialmoenta, g Du:uurz[., il quale nalla sum opera Des méthodes @ans [e scirncea de roisonnement (1867)
mise munnzi appunto la noova doflnizione © Due sistemi di punti diconsi simili ge 2 poszilile sHtuarii
in modo che 1o ronginngenti ie coppie @i pumti omrologhi passing per wno slesso pumio 1l guale abbio
dee e pumti corvispoandents gualungoe digtaize aventi wn rapporis costanle , , segnila poi anclie dal
Dr. F. Hookvag yol 1888 {eir, lo seritlo procitato de! Lonia, pag. 87 e PB). La definiziona Jel Qropics
ha fra ghi alty vautaggl anche guello di meltere immodiatamante davanti il caratiere piti inknitivo
dolla etmiliinding; ed infatli chi fosse anche totnlmenfe digiuno dl teorie geomeiriche, per vedare
S€ S0n0 veramonts simil dge figure che alirl avesse gih riscontrato per tali e che tall & Inile dicesse
(& converrebhbo pinlkosto dirgll che guelle figure #i assomigliano, kasnp lo madevima forma) Bi por-
robbe a rigoadarls da OED1 parte, per vgni verso, ma sempre, se sono maoteriali & spostabili, di-
sponendole, eonaciamente, in modo che siano omotetiche fra ipro nel sense intese appunie dal
Grovrer (¢ Ay Lazzzny o Bazsawr), riferandosi ciot® instintivamente ai concotél intuitivi di rette con-
torrentl & (1 rokbe parallels: eglt non andrebbe portamentis n pensare a proporzioni fra segmenti e
alil'ugmg]immu di rapporti o di apngoli, E dal rosto quando, ad sssmpio, per esporrs ai disceull 1a
dimestrazions (i yug Proposizione relaliva alla similitadine di dwe poligoni, arbitriariamente situn-
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di dare una teoria dedle simititwline indipendentemente da proporzioni
e rapporti. Non per nulla, insomma, il prof. A. FATFOFER, quantungue
pei ora separatista, esprimendosi ne’ suol Blementi di Geometria (Ed. 100
pag. 88) intorno alla relativa divisione in piana e solida, parla di pretesti
per separare e »ragioni per unire.

Nella stessa obbiezione 1* il prof. PALATINI osserva perd che anche
di quelle proposizioni planimetriche, la cui dimostrazione ech concede

bili, li si disegnane snlla Invagna o altrovae, non §i & solill Torse a traoeiarli, appunio perche rie-
seano simill, in mode che risnltine emotetici, nnche se ail'omototia in gual momente non ai pensa?
L'omototin, giovn notarlo, basatn smi soli coneolii i comcorrimento o parallelisme, ed esponidile
coifninto della peometria solfda indipsadenizoiente dalle propoveioni, viene nd essere in sostanzu
una tooria pill semplice dell'ardinarin teorin della similitadine dei poligoni colle annesse propor-
zioni fra grondezze, quantongos In prima, doviin specialmente & Caasues, sia relativamenta rocants,
g In seconda risalgs, se non fine a Tavere, almeno a EvcLipg, @ quanionqusi progrommi governa-
tivi 3 matematica per gli Tstitutl keenlel nssaguino la prima al farzo coran @ alln sola sezione fisico-
matematica & In setonda al primo corso o pereid & tatle le seziom. K {uttora comune, @ pur troppo
si manifests anche nella distribuzionn dolin materia dei suddsiti programmi e dl altri ancora, I'in-
vateralo 8 novive pregindizie dal ritepere {ante piit elameniare, tanto piin faclle o taniv pit neces-
sarin tma teoris, gquante pilt esea b notorinmenie antica, o tamnto pin elevata, fanio pits diffieile &
tnnto pin aneassaria, quanto piit essa @ moderna, Cosl per esampio le non facili nozfoni mii mumers
irrazianali & sulle pperazioni n? essa velafive costifmiseono uno dei primi argomenti del programma
di matematica nssegnato alla 20 classe o a tults la =ezjom dell'lutituto tecnico; e 81 tratta appunto
dx argomento noto periimo agli antichi: ma convien peraltro ritenere ohe questi lo reputassoro ben
ardoe, dappoiehd i1 CoMMaxpino [nel sne Euelide, Urbino, 1575) lascib seritko “... narrano & Fylke-
goriel.,.. ehe colui, il guals prima ardl di pulesare iz contemiplations delle guantilé irprationali, in moare
annegd. .. dicono anchora, che re per anuenlura alcino hasiendo oppreso guaiche coso deile quaniiia ir-
rationali, In publicasse, aubitementa 3 inandato nel Inogo del profonie, &t quivi perpetinimante 2 tormen-
teedo ,. Lo nozioni invecs ralalive alle disposizions, permutaziond, 8 combinazioni, 608 gamplicl & cosl
nkili in tante elementarissime gquesiioni di ennmevazione, ma | om garmi risnigono selomente al
gecolo XVI, sono tuilora considarzte nei programmi come nna difficite novith e peroid relegate al
quarto corse delln sola sezione fimoo-matematica, La nosioni sulda divisione crmemica dolle valle,
tramandateel & varo dni Greei (Nicomaco, Apollonfe, ece.), ma in ono studio slementare indubita-
tamente necessoria, son6 par 1a 13 classs e per talfe 1o seszioni: mentre invece quelle sulle figure
aimmeiriohes, dovuie specialments al LeoewoeE, sono per la 3° classe e per la #eoln sczione lisico-
matomnatien, gqnantongne siano nssolutameznte indispensablll psr gompletars il coneeito fondrmen-
lale della ngnaglianza geometrien. Lo aobiili koorie aritmetichs dei nnmeri primi, dalla divizibilita
dei numerl interi e del massimo divisore & minimo multiplo di dae o piii numeri (vale a dire Iin-
trofuzione alls izoris dei numari), che hen a ragione si posgsono qui dire aeeagsoria, peichd la loro
ommissions non savebbe di ostacelo alle svolgimento dei suceassivi programmi df oyifmetics geme-
rale o i algsbra, o che spesso danno luoge a dimostrazioni che lesperiznza ha provato non facili
adl smsers gmemeralmonts benm intese & ritonule, sono assegoale alla 12 glasse, probabilmenie as#a
pure parchd trattale dai Breel (Eoewunz, 1. VI, VIII, IX); Ia formozions dei cosflicienti binomiali,
incomparabilmente pin samplice, ma avvertiia soltanto mel 1582 da Stives e per complelaTe la guale
o1 volla i sommo Nzrwros, b natnralizente giudicata nei programmi come cosn ben diffieile. e oome
tnle, agsepnata nlln 48 elasas fisico-matemation, a meno che sit considernta come cosa ACCES80TIA,
il che fion eradlamo, poichd, se I'insegnante non vi i inkrattiens fin dalla prima claase, ¥i ¢ il prave
peritoio, comprovato dall'esperionza, di veder scrivere alla lavagnn (44 by =am+-b™, @ cone i
mill, aee. Ma, poichd ¢i slamo, ¢hi saprebbe direl porehd le proporeioni fra grandezze (EUTLIDE, 1. ¥}
siane per la 1% olasse o quells fra pumeri (Evering, | VII) per la 237 Perché il volnme del sogmenta
sferico b assegnnbo alla 27 classe o quello delle spiechio sfevico wlln 48¢ 11 !eitore vorra perdonares
In nou breve digressione.

P. B. Durante 1o stampn delle seritbo presente I ehlaris, prof. V. Rerans, nostro collogn nel
Comitato diretiivo dall' Associazions Mathesia, gentilmente ¢l fa enpero che la delinizions di similite-
dine ohe abbiamo riporiate al principio di guoesta annotaziono, o che il Lomia (L. ¢.) attribuiece a
DupaMaL, © fu enmcialn prima dall’OLIVIER (1826, G, @i Cnerie, vol. 7, png. 247-843) e sviluppalo

ampiumante dol CRELLE sfeszo in uno memoria lafia il 15 Warze 17928 nlla B, Accad. della Seienze i
ferlino 4.
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essere pill semplice se 81 fa uso di considerazioni stereometriche, nulla
impedisce di ammettere ohe si possano trovare nuove dimostrazioni pla-
nimetriche altrettanto sempliei: si vede perd facilmente che tale ammis-
sione, eertamente possibile, & peraltro assolutamente inverosimile se si
pensa che & zia da oltre due millennii che si studiano e si perfezionano
tali dimostrazioni planimetriche; all'opposto inveee, poiché 'applicazione
sistematica e generale della stereometria alla planimetnia, specialmente
in geometria elementare, data solamente, almeno per guanto € noto, da
ben poehi anui, & razionevole cosa il credere piuttosto che quando tale
applicazione diventerh piti comune, » sard generalmente adottata nel-
I’ insegnamento, allora si semplificheranno anche maggiormente gnelle
dimostrazioni nelle quali si fa uwso di quesia applicazione, e il loro
numero erescerd rapidamente, poiché, come gia avvertl il DE PAOLIS,
se molti di questi esempi finora non si sono presentati, nella Geomehria
elementare, ¢ propric [antica e coslante divisione che ha impedito di
scoprirli.

Che quaesto numeto sia almeno per ora, mollo ristretio, specialmente
perché la geometria elemeniare e di natura principalmente metrica, é cosa
agserita, nella sua obbiezione 2¢, dal prof. PALATINI, il quale pertanto ri-
tiene doversene concludere che non possa ammettersi in favore della fusione
della geometria pianc colla solide la ragione del sussidio che si possa
trarre dallo studio di questa per lo tratlazione di quella. In quesso ap-
prezzamento il prol. PALATINT & in pieno accordo col VEROXFSE, il quale
nella prefazione precitata serive pnre « ....2a (Feometria evclidea ele-
mentare & principalmente di notura metrica. a base della quale sta !
concetto dell'eguaglianza... Nei miei lavori geometrici 10 sono stato fautore
non solo della fusione della geometria delio spazio ordinario con quella
del piano, ma ezigndio di quella degli spazi superiori con gl wnferior:,
perché appunto lo studio delle prom-eta proietiive di guestr drova per
mezzo di guellt la sua piw completa e pii alta estrinsecasione, tultavia
non possn non riconoscere che lu (eomelria solida é in questo senso di
poco aiuto alle Geometria elementare del piano ¢ della relta, perche
guesta, come dissi, ¢ per sua natura metrica », Kd in appoggio dell'as-
serito nnmero ristrefto del casi in cul si pudo utilmente applicare la
geometria solida alla piana il prof. PALATINI, nella stessa obbiezione 2°,
cita pure in proposito le applicazioni che si possono vedere negli Ele-
menti del Dy PAOLIS; ma uon tuite; infatti il PALATINI ommette di citare
in proposifo proposizioni importantissime, quali p. es, il postulalo della
reversibilith dell'angolo (p. 17), 1l teorema dell'nguaglianza degli angoh
opposti al vertice (p. 20), 1 duc tcoremit reciproer sul triangolo iso-
scele (p. 80), 1 teoremi sui triengoli uguali (da p. 82 a p. 87, ved:
specialmente quello del num. 106) e conseguentemente la bisezione del
segmento e dell'angolo (p. 95 e 96), I'ngnaslianza del segmenti obliqui
condotti da un punto ad una retta ed aventi sn questa proiezioni
ugunalt (p. 98), la ngnaglianza dei policoni (p. 118 e 119) e conseguen-
temente 'equivalenza del poligoni (da p. 202 a p. 310) e segnatamente
1 due teoremi reciproei sui triangoli fra loro equiangoli, esposti nella
prima parcte del numero 362 e per la dimostrazione deit quali il De PAOLIS
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fa nuovamente uso della stessa proposizione stereometrica (*y che gli ha
sorvito a costruire il triangolo isoscele con clascun angolo nlla bnse
doppio dell'angolo al vertice indipendentemente dalle teorie dell'eqmi-
¢nlenza e delle proporzioni. Ben & vero che, falta eccezione solamente
per questi due ultimi teoremi, in tubte gueste propesizioni, come in
questa relativa-all'esistenza di reite perpendicolari, citata dal PALATINT,
' tanto solamenie si ricorre allo spazio in quanto che per le dimo-
strazioni adottate occorre, o pud oceorrere, di dover seam biare fra loro
le due pagine di nna hgnea piana; ma, in toile gneste dimostrazion,
allo spazio, sia pure per nn semplice movimento iu esso i una figura
piana, si ricerre. K c1o avviene non solamente ne! testo del DB PAOLIS;
cid, pit o meno esplicitamente, ma nd ogni modo inevitabilmente per
guasi tutte le proposizioni suddette, avviene in tutti i testi, tanto Fo-
sionisti che separatisti (nel senso usnale di queste denomivaziont), #nei
quali si espone Uordinarie geometria euchden elementare, o base delln
quale sta il concetto dell'wguaglionza, intesa eome sovrapponibilita
mediante movimento eseguito se occorre eziandio nello spazio (s1a
cioé clie, per verificare la possihilith di sovrapporre due figure, supposie
movibili, di nno stesso piano, supposto immobile, basti spostare una di
esse in questo plano, OVVEro OCCOMS prima ricoltaria e percid favia
nscire dal piano facendola poi ricadere, cosi rivoltata, sul plano, ese-
gnendo pertanto un movimento nello spnsio, movimento che savebbe
assolutamente vietato, anzi, inconcepibile, per um geomeira piano: (*%)
poiché bisogna aver presente che anche ln Geometiia prana di KUCLIDE,
come quella del SANNIA & D'Ovipio, del FAIFOFER, del BALTZER, del
GlUDICE, del TEsvl, del RIBONI, ecc. ecc., non & nssolutamente iale
nel senso rigorosamente scienfifico, dal momento che, secnendo 11 me-
todo tradizionale e comune, in essa s1 fa uso (indigpensabile, una volta
intesa la nguaglianza nel signilieato predetto) del concetfo di spazio;
taie invece & quella esposta nel libro IT de precitati Hlementi del VE-
RONESE, basati perd su wna definisione di uguaglhianza, diversi da
quella fino ad ore universalmente adolinta: hisogna insornma che 1 se-
gnaci della scolastica divisione i convineano che essi pure, se adoi-
tano la comune definizione di ngnaghanza e se oD vogliono rinunclare
o buons parte delle propuosizion fondamentali della Geomelria piana,
mel senso teadizionale i gunesta denominazione), 5000 necessaripmente,
dn] punto di viste. sctenbifico, fusionisti: infatti, data quella definizione,
essi, se per evitare per davvero I'alborrita fusione § imporranno coscien-
ziosnmente 'indispensabile vineolo di non uscire dal prano, nol solnmente

(*) * Se due leinnguii sonn prospetliv: € due lali dell’ano sono puralleli ui corrispondenti el
ultvo, anehe | dne lati pimanenti sono paratieli . Questa proposizione, com’ & noto, pud considerarai
pome Wil ensd parlicoisre del teorsmp d7 Desarcues sul Lriangoli emologiei: ¢ non & qui fuor i
lnozo I'aveertire che * I teorsing dei teiangoli omslogiei, nel pigno, ok wn teorema @i Gdonialryia
salida 3 questa nokevele osservaziono & dovotn al Peaxo (S«i fendamenti delia Geomenria, Rivisia
di Matemoatien, 1504, p. 78); egli prova il suo nsserte snl Aimostrore cho guesto toprems & rohses
pnpnza Gol postnlato ® Date mn piuny, i pud spguare un punin fueri 7 6830 o, GBINER el quale In
peopoalziony sui Lrinpgoli pmulogial pud non sususiore, PUF eqsende verilicald tubli | postniali
precedenll

(*) Un geomodvu a duo dimensiont nou potrobbe advngue rivolior fn frittedu ! 1) lettore vogha
permetierei questo selierzo, gastronomieamento effeace.
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non potrapno neppur parlare delle due pagine di un piano, e percio
pemmeno della reversibilité di certe fignre piane, quali ad esempio il
cerchio, il trinngolo isoscele, e particolarmente 'angolo, ma non po-
tranno neanche dimostrare p. es. I'esistenza della bisetirice di un angolo,
né quella di rebte perpendicolari, né tampoco I’ ngnaglianza degli angolt
opposti al vertice, a meno che non introdueano appositi ed ulteriori
postniati, (*) senza dire che essi dovranno necessatiamente restringere
la teoria delle fignre nguali al caso dell'ngnaglianza diretia e conse-
guentemente lasciare incompleta eziandio la teoria dell'equuivalenza; e
pertanto i geometri separatisti, o superficiali, o piani che dire st debbano,
se, rifnggendo dal rinunciare al loro misoneismo, non s indurranno ad
acoettare la novitd della [usione, si troveranno pol cosiretfi, per essere
separatisti sul serio, ad accetiare il sovraceennato metodo del VERDNTESE,
cioé mna novitd molto maggiore ¢ veramente essenziale (poiché il VE-
RONESE, modificando in conformita dei proprii intenti la defimzione da
ngunglianza, viene in sostanza a mutare le 1polest fondamentali della
Geometria ordinaria); ma nesstna movitd & bollerata da coloro <« Gui 3@
montrent fort désobligés quand on les innte a refiéchir » (FF).

E ritornando ora all’obbiezone 2* del prof. PALATIRI ci sia lecito
domandare: Perché egli, tanto in questa come nella 3® e 5% sia per
gindicare della maggiore o minor portata del metodo della fusione, come
per investigarne il sostanziale indirizzo nonché i principii sostenuti dat
famtori stessi delln fusione, si riferisce sempre ed eselusivamente al libro
del DE PAonis?

Non vi sono forse (per tacer d'altri testi, d'Italia e fnori, nei quali
la fusione & praticata) gli ottimi Elementi di LAZZERT e BASSANT, ormat

(y L'ordinaria dimostraziona dell'aguaglianzn degli angoli opposii nl veriice, basata sulla 1ho-
ziane di angolo eonseguenia ad un oltra (Fangolo o't &i dice eonseguents all'asogolo ' se ba rigpet-
tivamente per lato-origine & per lntc-termine il lato-termine di 0" & la semnirstta opposta al lato-origiae
i1 6o & 311 teorema © 8z «, f,y sono angoll, e gz u 2 consepwentea fi, & 5 é consegqueniea yoaurd angialeny
(per la ¢ dimostenzione &l ricorre, come & noto. alla reverkibilith defPongule, eseguendo no movi-
menko nello spazio), pub sssere sostituita dn un'altra, per la quale non oecokTe 86 Won cho on
moviniente nel piano, purch® si ammotinno i dne segnenti postulati: 1. * Se 8" 28" gono dng semirelie
wcemnti (fa un punto P ¢ costituegnii wna relln 8,0 ge v" e’ somo fus samipiuni usceali dalle vella 8 ¢
costiluenti un pionoa, gueato pud mnoversi @i ta? guivs che, ol lerming del movisento, V', &, o vangano
rispettivimenie n coimncidere con le siluasioni primilive di P, 8", o . 1L * Dati tre punti non eolfi-
weari AB,C, se Il piano ABC si muove di tal guisy che, al termme daol mavimento, il panlo A La semavelio
uscente da A = ppssanie per B, e # semiplane wacente defie retia AD o pussanls per C vengano rispefiv-
sremenle @ roincidere con 12 Toro situazioni primitipe, nliretionto noverrd per ogri poito fec piano ABC ,:
di qui infatts, coll'ainio delie note proposizioni * Due punti imdividuano wna redia , @ “ Se 0" e "
sonie e genripiani wscenl 0 wne vella 8 2 costizuenti un piano o, ¢ &8 Q' e Q" wono due punie (siinndi
entranmbi fuori 4is) Uuno sy o' g Paltvo su «*" le due reitese Q' 3" avranno wn punto G comune , Si
dodnee che medisnte i1 movimanio di cui gi parie nel posiulato ¥ (che pud concepirsi tome uno striseis-
mento Al ¢ s1 58 stessy - raloziene pieas di o wlierne ¢ P di 150 -) ogni punio Q di o vien condaiio sulln
semiretln opposia nliv situnzione primitiva dells semivelia wscenia da P & passanie per ()" ; per ln dimo-
alrnzions hasta esegnire due volto il movimento suddalios ecollo siesso movimento &l prova allora
immediatamente Ioguaglianza degli angoli opposti al vertice (supposti sitoaii so o). 51 vedn in pro-
posito In precitata mofa Swé fondamenti dello Geometria del prof. Prawo, Iz guale non sark mal
ahbastanza meditatr da chimgqne vozlin esporrs razionalments i prineipii della Geometria elementare.

(**} Parole di Laveerr TAmnAve o proposilo di certi eritiei di Issew; le gnali, ben inteso, qui
non voglionsi riferive se non che a coloro she, doliberatamente e sempre, opponendo una eisca
forzn d'inerzia intallettnale a qualsiasl novith sclentifien o didathica she 1k obblighi a pensnrs, non
per aliro le si dichiarano conbrvari ehe per seansare Il distarbo di avetls a studinre.
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giunti in breve tempo, ad una nuova edizione, nel quali la fusione é
anche pit intima, le applicazioni del nmovo metodo sono pill DUMErose
e relative ad intere teorie, e la trattazione apparisce dal punto di vista
pratico meglio rispondente in senerale alle esigenze didattiche?

Forse che pel prof. PALATINI Fusione ¢ De Paolis sono tuntia una
cosa, come gia pel GIUSTI Granduca e Tedeschi? (%)

(Clome si & visto pil sopra, 1l Rerrazzl, il Giopice, i TESTI, 1
GreMIGNT (V. nota a pag. 53), el VEROXESE specialmente, fanno osser-
vare 1 vantaggi che derivano dalla trattazione simulianea, 0 alter nazione,
degli argomenti analoghi di planimetrin e stereometria, sia pel notevole
rispormio di tempo che cosi si consegue, sin per far meglio comprendere
allo scolaro le relazioni fra le corrispondenti figure piane € solide, sia
per altre ragionl; ma in questo mondo ogni medaglin ha il suo rovescio
(asiche pei geomelri piam, PAre impossibile !): infatti nella obbiezione
3+ i1 prof. PALATING afferma al coutrario che con la separazione s1 ha
il vantaggio, quando s1 trakta la geometria solida, di richiamare dimo-
strazioni gia stndiate 1n geometyia piana, CloE di ripeterle. Ma €10 non G
al certo possibile p. es. negh Istituti tecnici, ove 'intiero insegnamento
Jolls matematica razionsle elementare — Aritmelica, Algebra, Geome-
tria — deve essere impartito in due anni — 19 bienuio — (**) assoluta-
mente insufficienti per un coscienzioso svolgimento di cosi vasio pro-
gramma richtedente esercitazioni numerose, ed ove perfanto uon gl pud
certamente far getiito di tempo 1n iipetizioni, per quanto utilissirme (***).

Quanto alla 4* obbiezione PoireIMINO USSEIVALE che dal lato stretfa-
ente scientifico applicazione dell’ Algebra alla Geometria (ben inteso
dal punto di vista puramenie elementare, e quindi astraendo completa-
mente dalla (Geometrica analitica) ¢ peuttosto aryomento di Algebra che
di (Geometria (non vstante che solibamente lo si esponga come Appendice
alla seconda, anziché alla prima), e quindi il ritardo di tale applicazione,
portato dalla fusione non & o rigor di termini, da considerarst come

(*) ¥ Ma I'nso in oggi alln voee Tutlexchi
Sposo talmente la voee Graniuey,
Ohe Tedasehi signifien Erandnes,
E Granducn significe Tedesehi .

Ls wossts di @, Giusti, Firenzo. Barbera, 186D, p. 372

Dealls seherzevole foyma di guestnltima domanda, velative al prof. PALATINS, ehiodipmo a lul
venia ed al lotloro 3 non senza ricordare, i NOSLLO disgarieo, ls note parole di Bragio Pascal: W Las
nigtidres d2 péaméirie sont ai adrfonges d'alles ménies, il est qeunlugous gi' il 'offre anelqie pecnaion
ponr fea venire un _pid fiperiissanies ..

(**) Nel 1° biennio degll 1stituli tevsici, che, per l'eta degli alunni e pel nnmero degh anni de-
digati a stndi prevadenti, sorrisponde ora allo slnssi 42 @ e ginnasiall, & sttunlmente prescritlo di
svolgora (ealvo Momeopntica trigonomelvic gense {riangoli abbliguangoli 01a ausegnala alla 3+ classe
Liceale) qoellov stosso programima 4i matemalicn che nelie sonola alussiche si syolge inveca in pingTG
anni (due di Ginnasio superiore e kre di Liceo) ad ainnni generalmente meglio disposti ad appren-
dete per molteplici mgloni aotiologiche (specialments atavistiche), 8i vegea in proposito il pracilato
Memorinle o S. E il Ministro (p. 63},

{**) 8i & invese cosbrotti n fave 1a massima oconcmia possibile di tempo; & poichd nessmmo polra
nogare che I3 fusione grreghi appunto siffatin economia, #i ha eosl, almeno per gii Tulitul tecnici,
un nuevo argomenio didaitico o tavore delln fmsione, Solto lo steaso punto di vista ziova pure negli
{atituti teeniei fondera insieme I'insegnamento di nna parte dell’aritmetica yazionale con quello del-
'aritmetica genurale, introducendo ciok & numeri negativi appena si parla delia gotirazicne, o06.
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ragione contravia alln fusione, in s, In gnale & qnestione di Geometria
€ non di Algebra; ma preferiamo far notare, tanto piii che "obbiezione
¢ didattica, che di tale applicazione conviene piutbosto essere parchi
uell'insegnamento, se si vuole evitare che gli alunni, sedotti dalla spe-
ditezza dei metodi algelrici, ehe non affaticano il pensiero, attnbiscano
in breve il loro delicato senso geometrico, abitnandosi troppo presto
& preferive (e comoditd di lasciarsi guidare dal caleolo ol profittevole
cimento coutro la difficolth e sottigliezza delle investizazioni puramente
geometriche; il ritardo nell'applicare i procedimenti algebrici alla Geo-
metria & dunque o ritenersi pin niile che danuoso; e ad ognl modo poi,
negli Istiteti tecniel, per gli alonni a cni interessano, tali applicazioni,
snlle quali vertono con sincolare costanza i temi (*) proposti dal Mi-
uistero per I'esame seritto di matematien pet licenziandi della sezione,
fisico-mateinatics, possono essere fatte in segnito, e con miglior profitio,
nel 2¢ biennio; nel Liceo si possono fare nella o classe, sia col pro-
grammi attnali, sin, e allora meglio ancora, adottando la proposta del
prof. BETTAZZI, e gia riferita in patte a pagina 55, di esanrire cioé nei
primi dne anni di Liceo 1'insegnamento della matematica elementare,
ridotta alle swe parti assolutamente indispensahili per tutti gli alunni,
riserbandone le parti complementari al terzo anno, per quei soli alunni
che fossero destinati alle facolta scientifiche dell” Universita (*%).

Uome si & vednto pid addietro, senza wuscire dal pinno non ¢ possi-
bile trattare tutte Uordinaria geometria piana euciidea elemeniare; né
varrebbe adduarre in contrario I'esempio di quanto fa il VERONESE nei
sno1 flementi, poiché la Geometria del piano ivi trattata, nel precitnto
libro II, cambiate le premesse fondamentali perche intesa I'eguagiianza
I 5en80 nuovo (**¥), non & priz l'ordinaria Geometria piana enclidea ele-

("} Tolti lo pth volte, da qualche anno A guesla parle, di pubbiicazioni franeesi

(") Al guail eos) si polvebbare completore gli snsegnamenti propri dei corsi secondari, preparandali
“ segnire com fratlo T Tezioni uwiversilavie: il chs won & possivils eon Voltwale ordinamento, com’?
Wi reryale LAFHaNER, | Berrazzr, 1. e.)

(") Non sglanrenie smoro, ma in disnccordn ecoll'erdinario s perold col prineipio .che lo skusso
VERONERE enupcin nell'dppeudics ai snoi Blouenti * didatticomania in wa irnifale slomontars man
conviens miare sau=n neseggita Puso i parols uccellafe comunements o secoli a (P 23} 3 08 eredinmo
che lo mutazione do! irnifizionale signifiealo dell'uguaglianza geomelvica risponds ad uwa vera ne-
nesuita seisntifica o, fanto weno, didatifen; polehs non sAPRIAMID ANCOTA Bhe ia aciensa abbia veramenis
Hevoslyoto cha Pordinarie deteruiinazione sl concetto Fell'sguaglionza delle figore geomelviche sia To-
Flecunente erradg, & twobo meno rinsgiame a vedere che sffattivamante sin ormai incontesiahila el
N o8sa 51 riscouttd win patizione i pricipio (elr. Verowese: L o pag. VIL; Elementi di teomelria
pag VI ; L. Cearo, Sull'equivielenzu, Bollatine dell’ dssnciceaions Matiiesis, 1807-08, pag. 17): ginmo
livese aopvinti chs per tentinre rigorosamente In goometria metrien, nslls quile appunlo compariacy
il conestio i higire uguall, non sin affatto necessorio mutare V'erdinarin definizione relntiva,
chiungne polra persnaderssnn leggendo In sesonda parle delln precibafa nota dul Peano (da p. 75
Aope D) Per couvineoarsd pol che 1l muovo sense mel quals il Vepownese intende ' npnaglian
goomatriea & in disaceordo collordinario basta pensare a dne briedri o angoloidi apposti al vertiec,
OVIEXa & due poliedri simmetrici, 0 a dus fignre solide gualuvgue fea loro aimmakriche: tali fgury
Hon sono in ganerale soveapponibili mediante movimentoe, nel nostre spuzio erdinario a tre dimen-
sioni, e poreib non sons ugnali ne! sango ordinario; inveee nel senso adoitato dol Venoyese sono
ughnli, Ma in qnesta eirecotanza, ¢ I guosbo disasvordo spuclilmenie, conglste appunto T ingegnosith
o In seducente genialith di questo mode di vedere del Veronzse, medisnte il qnale non solnmonts
$i evita in corto qual mods wn wosimento in wno spazio lineare n qoatiro dimensioni, ma si viens
pol ad essere in accoro eolla infuizione naturnlo, 1o guale {centrariamente all'ordingrio eoncebio
eaometlrico dell' nguaglianzs), talorn, mon volendo, ei fa dire olis qualunigue eorpo & nguale alle propria
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mentare (*), a base della quale, giova ripeterlo, sta la nozvme comune
di ugnaglionnza, ciot |"ugnaglianza non altrimenti intesa & oon come
sovrapponibilith mediante movimento eseguito occorrendo anche nelin
spasio; e percid, una volta adottato il metodo ordinario, 11 far com-
prendere agli alunni, come vorrebbe 1l prof. PALATINT nelia sna obbie-
zione 53, che senza aiwli esterni st possono svolgere tutte I proprietn
inerenti alle planimetria € assolutamente impossibile

« Per la contraddizion che nol eonsente »,

Si dovrh dungue pwr di non uscire dal pieno abbandonare il metods
ordinario? Non lo crediamo. D'altra parte, pevche questo wrore dells.
sprzin? Perche affnticarsi a compiere questa difficile opera contro naturu
(poiché /o spazio fisico esiste, e non cosi il piano) di impeiirs almeno
per un anno che gli alunni pensino lo spazio, di ridurli intelletbual-
mente ad animali piatti, schiacciando sulla tavoln uera ogmi foro con-
cezione geometrica? (**) Perché infine condunnare il giovaniie ingegns:
a strisciare sul piano, tarpandone le all, limitandone le forze? (**7)

Astrarre dall'inevitabile concetto di spazio é altrettanto Jdifficile sia
per guidare il pensiero al di fuori di guesto, nei campi ideaii del¥am-
biente assolufo, come per costringerlo nelle angusfie di un’sniea retta o
di un tnico piano; curare in ogni caso di evitare locuzioui le guali o
tale astrazione perfettamente non corrispondano pud ruscire malagevole
non solasmente at discenti, ma eziandio ai Mnaestii. 1l pensiero nmano,

immagine, ottennta medianie uop specchic piano. La definizions dovuia al Veropzaz ba dungue il
vantaggio di allargnie, por 1a fgure solide a nello spazno ovdinario, if conceite di wgeaglianzo, el
anclte per ls figure piane 6 ei 8i impona il vincolo di oon nacire dal piano: ma nen per questo e
ainsto il dire che la definizione antica avesye §i difetio di resiringsre Iala concens a quello della
eongrnenzs (efr, colla prafazions dai precitati Eleswnli di Geomstria dal Vewonese, pag. VI, o eolly
relnkiva rosensions del prof. Bormas, Periadico di wai, 1387, pag 1853): 28 mna nuaTa conveanziony
allargn eerti confini, ¢id non vool dire che la tonvenzione primiliva I3 sbbia ristreiri La nnova de-
finizions ha tnoltze il vankaggio di ridurrs l'oguaglianzn di due figwre guaiangue al conestto pil
semplics dell'uguaglinnza dei segment: (1l quale perd, cosi como & poste neil'opera del VERONES:
mediante il ralative pestnlato Ui, rimane alguanto vago e indeterminnte, poiele nel postnlate me-
llesimo non ei A& nessun criterio per decidere in ogni coso se dali doo segmenli 2 e &, ablbia o noy
Albin luogo il fatto ohe si vool esprimere dicendo “ b & wgunle ad a ). Fer fuents e per alfro ru-
gioni il metedo dsl VeEzsosese o I'intiero suo feslo, eni la novith di vedole dlstinguono subito da
qualsiasi altro consimile, non possvno mancare dall' intevessaro lavorcvolmente tutls queg!l invcgnanii
al quali sta & cuore il progresso scientifico o didatticn dolla gaomelrin elemeninre: ¢ le stesse dil
fiolta chie in guesto Lesto s incontrano pomsono essere non ullima civeostanza la qoa's indues alenn|
dnl pid volenterosi fra esai ad adobtarlo nei Licei e negli Istituti teenici. Tale adouazione giovora
non poeo alla fusione delln geomatma piann colla solidn, poehd il VEresese pratica siffubia fosionv
apponn torminato il prositate iibro I, @ eioh in Mutli @ rimongnti setle Wi dei snoi Eanienld, segonti:
quantn abbiamo gis dekle a p. 37,

(*) Inoltee nel pracitato libro 11 non & krattata che una prima parte delin Geemerria pinnaz T
parti rmanenti sonn svelte, simultanenmente «l corrispondenii argomoenii skerevineiricd, nei libri V.
Vi, V11, VIl » IX, dopo bratiata nel libro 171 1o prima parte della Geometrin solida, e dopo intro-
dotti nel libro TV i coneethi di eonzruenzn, simimetria ¢ movimenio delie fignre, nel pianoe o palle
HPAZID,

(™) Balve poi, naturalmente, a gnavdarsi bene dallo schivceiare gll alunmni stoxui agli esumli, anchy
sz dnranne prova di non aver saputo rienvare verun eccstrutio da goal scientiflca » anaturata asben
zione (olla qunale ad ogni mele, sbodiande pel Geowmetria solida, convien par rinpneiare t).

("""} * Obbligindoei a cevenre I propristd (i unn Iinen o di ung superficie, senea patevs witlizzosr
gli suti geomelrici posti fuori della linea o della superficie s/esga, hmitiamo e forze &1 ot possiony
disporve . (De Paouls, L. o, pag. i),
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obbediente ad inelnttabili leggi speciali, quali a facolth intellettunle di
esseri a tre dimensioni si convengono, mal sacconcia alla tirannia di
un raziocinio geometrico rigidamente astratto che voglia mlﬂ.i;tarlﬂi a
comporfarst come pensiero di ceometri dotati di nn winore o magzior
unmero di dimensioni; ed & appuuto per gqnesto che tal'una volta trat-
tando in Geometria del piano come geometri piani, e ciod senza ammet-
tere: l'esistenza i punti fuori del piano, anzi per intanto esclndendola,
avviene che si trasenri tuttavia (i evitare parole accennanti a siffabti
panti (*); tal'altra iuvece, trattando prima la Geametria dello spazio
come geometil a quatbro o piit dimensioni, accennando implicitamenie
alln possibilith i spazi disiinti a tre dimensioni col dimostrare p. es.
che: « Se nu piano 2 ha in comune eon la spasio Ox tre punti non
collinearl, i1 prano o stesso apparterra allo spazio ansidetio » e che
« Dali quattro punti gualsivogliane non complanari, 1l piano determi-
nato da tre di essi e il quarto punto determinano lo spaszio @ cui ap-
pariengono i gquattro punti» (**), acende poi che, quantungne scientifi-
camente non 8l sia esclusa 'esistenza di punti fuori dello spazio che si
considera, si dica p. es. senz'nltro « Per qualsiasi punto del piano o fuori
del pians si pui condurre una sola relta perpendicolare al piano» (**F)
ommettendo di preporre le parole « Nello spazio » o meglio « In nn dato
spazio » (menfre iuvece, se s suppore p. eg. di essere im un S, &
talt perpendicolari, qnando il punto ¢ sul piano dato, esistono infinife,
e cioe una in ciaseuno degli S, passanti per quel piano e gincentl in
quell'S,), e adoperando ancora le loocuzioni del piano e al piano dopo
aver considerato eziandio piani distinti g

E veniamo finalmente alla 6* e ultima obbiezione. T certamente
obtimo principio (possibilmente segnito non solo dai fsionisti in geo-
metria, wa da chinnque si occupi di scienze di naturs specialmente de-
duttiva) che ogni proposizione sia dimosteata senza ricoitere a teovie dalle
quali essa non dipende necessariamente (****); consideriamo anzi come
progresso logico e seientifico non indifferente lo svincolare la dimostra-

() Vasonres, EV @i gusm.: p. 37 * Gn piano & determinate da una retta e dt un punto gnal-
Siasl &f es57, occ. o5 P 38 “ Duo rette parallele, o glo s'ineontrano, determinano ws piawo _; p. 54
* v g2 i Aueangoli non sono stiuoii nellp stogyo pitae o3 p. 55 Se dun rolte di nn pirmo sono riapatii-
mente perpsndicolari a doe albve relle di esgo eec. .

(') Loe. oit. p. 108 & 111. Proposizioni eosiifatte sostibuiseono ceriaments un sfeace avviamento
alln teoria degli iperspuzi , glorin tutia italinna o toblavia el domandiamo: £ veramenie opportunn
infroturie nell*insognamento dalla Geomelrin assegnatn olle sennle secondarie? Se i pensn che fino
R pecki amii or sono (i talo tooriz noh 8l leneva parola nemwmeno noi eorsi universilarvii, elis ancke
nalle Tuivarsith lilustei watematic lqnaii ad esempio Guserrg Batracuin) furono avversi all'in-
troduzione di questo wuovo gensre i studi (V. Il conuo neorologleo dettale da E. Pascan nalla
Rivista di Malzmatica (el 18%4), e finnlmente elo o Fanmeiria nen # una peiensza &i pure ragiona-
maanio (D Paous, ). o. p. 475) o consegnontemants alllnehd una leoria mntomaticn meriti il nome di
reomairio Hﬁﬂgﬂﬂl che le sus ﬂ.l:ﬂﬂh‘f 0 posialaly saprimung il wigultafo delis OAE Ay PUTF O pitl smﬂin’
e elementari dells fignre fisiche (Peaxo, 1. o, p. 9); 0 In altel terminl soddisfaecinne ¢f prinvipic rhe
(uiiy 1 postulets some Iratli direllsiignts iz oggetli sensibili (VEronese, |. e, p. X3), la visposta non Imi'
essore dubbin, Vedi anchs la precitala <ippendice: Notn XTI, da p. 30 a p. 34, ¢ p. 87.

(") Loe. wil. p. 119, Vedi anche, nelln precitika Appeniice, 'annotnzions a p, 87 o 8BS,

(***) Loe. eit. p. 107 eorollario; p. 118 teor. TV ¢ Vip 115 teor, 1: & § 2 dal Libro I

{****] In omaggio a questo medesimo prineipio 3! chinr.mn o gompinnto prof. A, Loawi, fia le varie
condizioni alle quali deve soddisfare wn libwo @ ritmalion vigorose includeva sppunto ehe cagenng
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zione sia pure di un solo teorema da teorie alle quali esso non appar-
tiene. E appunto nel snddetto principio, e nel desiderio del consegnimento
di siffatto progresso, & forse a ricerearsi la genesi o il primo incentive
del metodo della losione.

Sinno ad esempio a, b, ¢ semirette complanari uscenti da nuo stesso
punto O (fig. 1) ed inconbranti rispettivamente dne reite parallele net
pnuti A ¢ A", BeB’, Ce(, di tal guisa
che AB = B(. & si voglia dimostrare che
A'B =RC. Tl procedimento comnueg & (ue-
sto: si hn A'B:AB:: OB’ : 0B :: B'U: BC;
diqui AB:AB:: B'C: BC: ma AB = BC,
dunque A'B" = BT, c.d.. Ma ¢he cosa
ha clie fare la complessa feoria delle pro-

%// porzioni col teorema considerato, il quale

nella sna ipotesi e vella sna tesi, non € che
o : una delle piti semplici propesizioni che co-
/ \ stitniscono 1l nesso fra la teorin del paral-
a ¢ lelismo e quella dell'nguaglianza ?
Potremmeo dire: 1 faiapngoll OAB e
OB( sono equivalenti, perche hannoe le bas
AB e BC uguali & la stessa altezza; i triangoli A’AB e C'BU pavimenti;
dunque anche i triangoli OBA" e OB
sono equivalenti; ma guesii hanno la - 0
stessa base OB, dunque saranno ugnali
le loro corrispondent: altezze; e poi ché
queste sono pure altezze dei triangoli
ABB' ¢ OU'BB’, questi, avendo inoltre
la stessa base BB’, saranno equiva-
lenti; ma essi possono anche eouside-
rarsi come aventi le basit A'B" & B'(
@ corrispondenternente la medesima al-
tezzn, e pertanto queste basi dovranno
essere ugnali; cioe A'B" = A'C’ e. d. d.
Ma che ha che fare 'equivalenza colla

questione trattata? |
Ricorviamo allo spazio: facciamo b

rofare |'angolo be attorno o b per meno

di 180°; congiungiame poi (fig. 2) A

con C, ¢ A" con C'; poiché BA[|B'A’, Fig. 2
e BO||B(, sard il piano ABC paral-

lelo al piano A’ B (7, e percido le intersezioni AC e A'C7di essi col piano
deil’ angolo ac saranno parallele; quindi BAC =B'A’C,e ACB=A'CB;
ma AB = BC o percid BAC = ACB, dunqne BACY = AT'B; di qui
AB' =BU, e.d d.

E con quests dimostrazione, come con quelle che accenniamo qui In

0

fupriil per exseve stabibila gengid eccezlong man Aoveshdes uleraf @i andi ealpies nlla propric naisrn

(“ Pariodiro di Mulomatics , 1803, p. 199),



it PERIODICO DI MATEMATICA.

nota, (*) si esee, & vero, dal piano, ma non si esce dalla teoria del paral-
lelismo e della egnagiianza, alle quali la ueskione appartiene; e questo

(") Ohi volesse lascior pinna la fignra daia, 8 schivare il movimanle, potrabbe condurre per AU
e par A'C* {fig. 8) i piani paralleli a e a’, e prendere 8o 2 & foori della retta AB un punto ¥ tale
che BE — AB; la semiretta OF {neontreri o' in un punto E* tio che A"BF=BHE e B'E=0"D"
([limostragions precodents); dungne A'B = ("D, o. . (. — Se si volease ronsiderare nnche il eiso '

~ 0

Al quatiro semirelte complanari a, b, e, 4 vscenti da O [fig. 4) ed incontranti rispeitivamente due pk-
rallele r. ' neipanti Ae A", Be B, Ce O, D e D, di tal gnisa che AB=CD, & 5i volease dimoslrare
ehe A"B'= (D', bastersbbe appogeiarsi al casp precsdente, poichi, detio M il eentro di BU e M* )l
punlo in eui la semiretta OM incontra la retla »*, st avrebbe BM—= MO & pereit B'M™=M"0’, s1 avreblo
inolire AM—=MC o percid A'M =M'C", e consegnentemante A"B' = C'D’, ¢, d. d, — Oppure: condotii
por AC e per A'CT {fiz. 5) | piani paralleli a & 4" & preso su a o fuori dalln retia AU un ssgmento
UV equipollente ad AR, sinse U' e V' 1 punti in cal le semirelte OU ¢ OV Inconlrano «”; sl avri

Fig. 5.

AUJEV, AU AU BV | BV, o gulndi AT BV ; inolire AR UV, AE[ AE', UV | UV, & quindi
A'E" || UV’ dongue A'E’'= T'V’; parimenti ¥*C* = U'V*; consegueniements A'E' = F'0', ¢. . d. —
La gtessa dimoslruzione potrebbe farsi anche pel primo easo, Un'altrs dimosirazione, basnla sn una
pemplice proprieti del letraedio, pud vedersl a p. 114 dei preciiali Bionenti di Lazsien: o Dasaarst
ou fquesta slessk proprietih * La aszions di un ielrsedro ollenuis medianie un piono pacaiielo a due
spiyali oppeali & wn parallslogramma ., che pud anghe anunciarsi ® @n piene parailele aile dicgonafi
di un gnadrilutere gobbo taglic i lali nei verdici @1 un porallelogrammo , 9 ¢hie 6 conseguenss
quasi immedixta del coneetto di porallielismoe, | medssimi Autori bnono pare basato unn semplieis-
gima ed eclegania dimoatrazione delle notovels proposizione stereomatrien * Fo saszioni i pirsnidi
avenii basi ed allezze nguali, ollauite medionta piani parallsli ai piani dedls bani ed equidistonti du
quaeeli, sono poligoni uguati . e di qui come semplies eovollario hanne dedetto 1" imporiante teoremn
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dal punto di vista logico & I'essenziale, ecl anche dal punto di vista didat-
tico, tanto pill poi per chi la geometria solida deve pur studiare; e altret-
tanto si dica per questioni analoghe ed in particolare per la gia ricordntu
costruziena del triangolo isoscele relativo al pentagono e al decagono re-
wolari, ottenuta dal DE FPAOLIS indipendentemeute dalle proporzioni e
dall'equivalenza. E tutto questo & non solamente in armonia coll’ottimo
principio suddetto, ma anche in pieno accordo, nnziché in contraddizione
come vorrebbe il PALATINI, coll’ultro prineipio (didatticamente inoppu-
enabile) adottato dal DE PAOLIS nel suol Flement: ed esposto, riguardo al
postulato delle parallele, nella preciiata nota XXVII, che, rignardo al-
l'impiego della stereometria nella planimetria, potrebbe enuncinrsi ana-
logamente cosi « Riconosciuta la necessita di domandare il postulato delin
esistenza dello spazio (che & fnor di dubbio i} pih evidentemente fondato
sulla osservazione) & meglio concederlo subito e trarne (e prircipali conse-
guenze. Si potranne poi (in uno siudio complementare o superiorve) ulil-
mente distinguere le propriela che esisterebbero anche se postulalo non
fosse arnmesso ». I non € certamente o Riccarno DE Paonig, la eni -
matura perdita non sarh mai abbastanza compianta, che si possono riferire
le dure parole del prof. PALATINI « E cerio perd che 1 principi si modi-
ficano @ seconda dei cast e in conformita dei propri intenti ». X perd debito
nostro nvvertire che 1o stesso prof. Palatini, quasi pentito di averle
sevitte, di termine alle sue considerazioni dichiarande di non aver inteso
con le obbiezioni mosse ad aleune asserzioni del DE PAOLIS di menomare
il merito dell’illustre geometra, le cui coscienzinse ricerche sulla geomelria
elemientare hanno prodotto wn testo che va sén pre anproverato fra i miglort.

E finalmente non crediamo neppur ginsto il dire, come fa il PA-
LATINT, che chi della Geometria solida si serve a prd di proposiziond
appartenenti alla Planimetria voglia asservire quesia ada Stereometria.

Stereometria e Planimetria, figlie entrambe del concefito di forma e
dell'iden .di estensione, sono scienze naturalmente congiunte, destinate
o contraccambiarsi continnamente reciproco appoggio; a seconds del
cast, specinlmente dal punto di vista didattico, pud convenire che la
prima, sorella pilt robnsta e gagliarda, ainti la secouda, pii delicaia e
sottile, o 1a seconda aiuti alla sua volia la prima. Chi, faccndo opera
contraria alla loro intima essenza, nell’ iInsegnamento elementaye le vuole
disginnte, fa loro violenza e reca danno ad entrambe; al pari, del resto,
i chi vuole rendere I'una serva e l'altra signora. E coll’antico metodo
3 trattaziove della Stereometrin col quale si fa quasi tntte a furia @
triangoli, si viene appunto a far dipendere la Stereometria dal bene-
placito della Planimetria. (Vedi per esempio il beovema fondamentale
sulla perpendicolarita fra retta e plano — dimostrazioni di EUCLIDE, di
(‘RELLE (*), di LEe®NDRE (*) —, quelio sul parallelismo di rette perpen-

“ Sa dus pirasmnidi dannoe bosi equivalenti e uliszae nguali, due lore sexioni qualungie parallsle alle
st & do esse equidistanti sono pure eguicalenis dtmostrandolo cosi per la prima volta indipond ex-
tements dalls proporziomi (op. c., p. 113 & ZB84),

(*) La dimostrazione di CreLLe & gquella adottatn ordinariamente (V. p. v8, Elementi di Sammia
& Tr Ovipio, ed, 5, p. 345),

(**) Ln dimontrazione di Lraz=pmr A basata sopra equivalenze relnkive & guodran ai Inti di
frinngoli.
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dicolani ad nno stesso piano — dimostrazioni di ETCLIDE e di BALTZER —.
quello dzlte tre perpendicolar: — dimostrazione di FarroreEnr — (%),
quelli relativi agli angoli a latl paralleli e alla somma delle facele di no
angoiolde convesso — dimostrazioni di BuoLiDe —, quelle soll'eqmva-
lenza dei poligoni ottenuli sezionando piramidi aventi ngnal altezze e
bagi eqnivalenti mediante piani parallell ai piani delle basi ed equidi-
stanty da gnesti — dimostiazioni di LEGENDRE (**) e di BeTT1l ¢ BRrio-
SCHI — [***), ece., e confronta tubie qneste dimostrazioni, non sempre
semplicl € spesso indnbitatamente artificiose, eolle corvispondenti dimo-
strazioni natnrali e facili che si possono vedere invece nelle opere preci-
tate Jdi DE Paonis e di LAZZERT ¢ BASSANI),

Crediamo cost i aver visposto alle obbieziom del prof. PALATINI e
dei professori Sor.4 & FERRARL.

Ma vi & nn'altea obbiezione, che non pnd essere passata sotto silenzio;
cl fu fatta, alcani anni or sono dal prof. ing. F. RaMPoNE, Preside del
B. Istituto Teenico i Alessandria, e pud formularsi cosi « La sepa-
razione ¢ yn progresse, dungue la fusione & un regresso ». L'obhezione,
non si pan dissimularlo, nella sna espressiva brevita, colpisce e pare in-
coufatabile,

Con essa s1 vuol dire: ¢ In questn questione della fustone € corso un
equvies. Chi la vagheggia come Uultimo € il pine sapiente prodotiv del-
larte rle]l'im&gnamenm} geemetrico, esamini pit atlentamenie la que-
stione ¢ troverci che la fusione ne & invece il primo rudimento. Iufath
il primo concelto geometrico & stato indnbitatamente per I'nomo (ente
ragionevole a tre dimensioni) quello dello spazio, esistente in naturn;
il concetto di piano, risnltato di una proficua ma artificiale astrazione,
ha dovnte dunqgne essere posteriore ; e pertanto in principio, la Geornefria
doveva necessariamente essere una sola; solamente piu tardi (le vie pint
semplici sono ordinarinments e pitt tarde a presentarsi (****)), perfezio-
uata la facolth di astrarre ed affinato il senso geometrico, per comodita
di studio e per la facilits del traceiamento di segni per esempio sul limo
delle sponde del Nilo o sulle arene delle spiaggie mediterranee, si ¢
trovato esser cosa pia opportuma, piti perfezionata, piti semaplice, sepa-
rareé la geometria piana dalla solida e qnella porre a (ondamento d
questa. Dungye c¢hi cerca o fasione invece d andare avanhi, vuole tor-
nare undielro: e (uesto ¢ quanto molti amanti della fusione non avevano
forse snai aveertito. « NIEIL NOVI SUB LUNA ».

Nati il lettore: tutte le parole seritie in corsivo nel capoverso pre-
cedente: wonn di Massivo D'AZEeLIO e s possono leggere In un sue
opsiienls dal fitolo QrEsTIONT DRGENTI, publlicato coi bipi del BDarbeéra
& Firrnzi nel 1861; ben inteso egli non parla di fosione e separazione
di Strveometria e Planimetria, ma di . ... Repubblica ¢ Monarchia. B
forse qnesta, In prima volta che una questione matematica puo trattarsi
eolle utesse parole relative ad una guestione politiea, e parcid solamente

—

(') Klanenti di Gisometria, od. 102, n. 531 e 582.

(*'y Frhments de idpmdéiriv. Paris chez F. Didol, 1828, p. 138, 184,

{"*") Appandice agii Edomenéi i Euclide. Firenze, 1868, p. 415,

{"""*) Aforisma citato anche da! prof. Pararist nella sma 1* obbiezione,

R e —r——— | ———————
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ci & piaciuto riportarle testualmente; non si spaventi pertanto il let-
tore purus mathematicus senza quel che segue; quantongue l'obbiezione
D'AzEGLIO sia della stessa forma e natura dell’obbiezione RAMPONE,
nou vogliamo qui disentere la prima, ma bensi la seconda.

Ed anche rispetto a questa, pur riconoscendo la gravita che essa pud
avere, i limitiamo a domandare: Ma & proprio vero che In Geometria,
in principio, fosse nna sola. & Ju separvazione sia venuta piu tardi? Se,
come abbiamo detto pitt sopra, delle due scienze sorelle, Planimetria e
Stersometrin, la secondn & dal pnnto di vista naturnle e scientifico la
pitt gaglinrda e robusta, dal punto di visia cronologico non & forse a 1i-
tenersi che essa sia puve la sorella pit giovane, cosicehe il vanto di esserc
primogenita debba spettare alla Planimetria? E ol proverebbero lorse
I'etimologia dello stesso nome « Geometria », e la nota ogservazioue, che
con questa etimologia st collega, che la necessith di operazionl catastali-
topogratiche fu il primo incentivo nlle ricerche geomebriche? (*) Con-
fessiamo tuttavia che non siamo in possesso di dati storici suflicienti per
risolvere con sicurezza questa questione « In geomeéria & pit antico i
metodo della fusione ¢ quello della separazione? ». Quialora si pervenisse
a provare che l'opiuione, per la quale propendiamo, della minore anti-
chith, anzi della quasi attualith della fusione (che probabilmente, scien-
tificamente almeno, non risale pin addietro del MOXGE) & realmente
conforme al vero, l'argomentazione antifusionistice del prof. RAMIONE
cadrebhe immediatamente e percuoterebhbe di rimbalzo 1 separafisti me-
desimi. Ma del resto, dato anche ehe la fusione, o per dir megho la non
separazione, fosse il metodo iniziale e primitivo, forseche ogni titoruo
oll'antico & dn considerarsi come un regresso? Forseche 1 lawdalores
temporis acti hanno sempre ad essere dalla parte del torto? Per counfo
nostro dichiariamo che I'intima convinzione che abbiamo nella preferi-
bilith del metodo adottato da DE PA0LIS non secemerebbe in aleun modo,
anche se i separatisti, scuola certamente antica perché anteriore a PLA-
TONE (**), riuscissero tuttavia a provare che i perfezionatori, 1 progressisti,
i novatorl sono essi, o per lo meno lo furono, e che per conseguenza i
vetrogradi, i rudimentali, i neofobi sono precisamente i seguaci della
primordiale fusione.

E con questa dichiarazione poniam termine alla presente relazione,
geppure il beniguo lettore permetie ancorn che relazione si dica questo
seritto, al quale noi stessi abbiamo ritenuto conveniente preporre an
titolo di battaglia « Pro FUsSiONE » (**%).

1y La parcls Geonielvie, misura delln lerm, dccenna ad wno svepe wrividies, ud wne seris di
riceiche, da eni poi & goria lo srienzu dall'extensione (Dr Paoris, o, . pag. 401}

(**) (7id gntichi sepmrarvono la cognitions de piam deifo seranze ¢ soliddi, perciochs quelin chiania-
rolo Geomatria, come mieslya PLavoxe ne { lihrt polifict, 62 qussia siereomiaivio, Mo 1E moderni, parchd
1a cognitivne dell'nnn, et dell’aitra seixnza coneidis inforie ulte grandeses, stinndip con un sooe Gow-
mune Phanio chinmoate Geomeivia, conginngendo guelle Mwiems, facendone nnn sold (CompaFRING, O, ¢
elro pag. 205).

(**) E Ju battaglin non sari perdafa se vatrrh ad indurre gualehe nostre ecllegn, flnorn separa-
Ligta, a sperimentare li fusions; in questo caso provire provoisayinmente worri dire, pofendo, adotiore
definitdeumente, poichd i quento sinmo oartl ® FeA 017 AVVREDSATE DELLA FLAIONE WON VE MEL uNo
(= TALE HEA DIVENTATO PER AVERNE FATTO URA CONVENIENTE B STAVOREYOLE ESIERIENZA .. Ed &
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Come relatori avremmo dovuto [imitarei, dope riassunte le risposte
alla questione V, a porre sotto agli occhi dei fusionisti e dei separatisti
le seguenti parole « Un cambiamento spesso non ¢ un progresso, come
dice una parte degli womini, né wn reyresso, come dice l'alira, non vn
camtaggio ne una roving, ma un cambiomento. Null'altro». (%)

Bresgia 14 Novembre 1897,
E. D Ayicis,

appumio nella speranzn df poter in qualche wmode sonbvibulie a far 51 che del metedo della Tosone
=1ano falte in pratiea pil ampio ¢ numerose prove, tho atlo seritto presonte abbiame date nn’eston-
siore maggiors di qonelln chis savebbe convennts ad von semplice relszione snlle poche risposte per-
vemre al Comitato dz]l dssaciseions Mathesziz inforue alli Qusstions dellu fusione dalia geometria
piana colla sohidu. Ma, non ostante siffutta cstensione preghiome il lettors @i von veler copsidorare
quesso arlicole cume gos relisione infermo o quanke f'n serilto su goesio dibatiolo aigomenle ¢ vmlo
meno poi come mno studic scieptifico-didalbive npposito ¢ complelo sulla pradetils Questions. In En
-alt sindio, cho nvrebbe dovnto esser fatto dr ehi avesse volate dare esaunriente risposta alla Que-
alume medesina (e che ¢i svgurismo sia fathe in segnile, al pill presto) converrebbs anzituilo che
fossero netiamente separnie dus cose:

1° — La possibilitd seientifiea i separare eerte cose da allre, @ Ia necessilh seientifien di
riunirle; poicki: & necessnrio cho ognl teorema sia snonciate dopo 1 poatulati di eni ba bisogno nella
dimastrazione,

2°. — L& convenienza didattiea di rionive o i seporare.

Il primo pnute apecialmente & dl magsima imporlanza, pereb® ad esso b subordinate Il secondo,

e perehe, oome Jo sindio che sl & falte in guasto seeolo sulla leoria delle parallele, o Geouielria as-
solulg, non & che V'analisi di on posimlato, cesi to siudio cha nttualments si va facendo snlla foaione
0 separazione dalle geomatsieo piana e golids, solto 'aspetlo seientifieo e V'analisi di un altro posto-
tato. i1 quale In riehieds anebo plit aculn o pi vasts o prefonda,

(") ALan-Reng LE Bans, Twreare!, versions italiana con prefazione di Gatve Mancoeer. Roma,
1%L, p. 13,

(Estratlo dal Bolledlino delt Associazions Muthesis).
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIOM
310 380 382 385 380 390 391 3% 394 2%y 36

870, Se A A" B,B'; C,C; DIY sone quattro coppie di elemenli coriugali in nuni
ineolizione quadrative 1, i coniwgati di A’ B',C" wispettivamenle nelle involuzioni
‘{B,C;D,D*), (C,A; D,D"), (A,B: D)D) sono un medesimo elemento ;e i contngali
rigpettivi i A,B,C nelle involuzioni (B’ C7: D.D"), (C,A"; D, D), (A", B"; D,D’) coin-
cidono nell’elemento B conivwgaio ad 1 nelin 1.

Reravr.

Risoluzione geomelrica del Prof. §. Cafania e del sig. Guido Fubini,

Siane P,Q,R i1 coningati di A”B ,C’ rispettivamenie nelle involuzioni indicate
nell’enunciato. Dalla prima involuziene si ha

(1) DD'BA' A D/DCP .
dalla seconda

(2) DIAB'AD'DOQ,
e dalla 1

DD BA’ADDBA.
Ma D'DB’A ADD’AB, quindi DD’BA’ ADD'AR', e percid dalle (1) e (2) si

deduce
D’'DCP A D'DCQ,
e quindi P=Q.
Dalla 2* & 3* involuzione si hanuo nello stesse modo:

D'CB’ AD'DDAQ, I'DC’BADD RA, da cni D'DAQADD’RAAD'DAR,
e pereid Q=R.

3i dica Il il punto in cui coincidono P,0.R.

Qi dimostra similmente elie in un medesime punte I eoincidono 1 coniugali
vispeftivi di A,B,0 nelle nibre tre involuzieni indieate nell’enuneratn

Dalle due involuzioni

(B,0; D,D’; AE) , (B,C; D.D'; AE)
si trae BDCA A CD'BE, B’D’CAA CDB’E’, 1 primi membri sono proiettivi n
caush dell’involuzione 1; lo savanao percid i seeendi, viok
CD'BEA C'DB'E',

il gnale risultate mostra che E ed E’ sono coniungafi nella I.

Risoluzione analitica del Prol. A. Barozzini di Mirandola,

Sia il easo d'upa involuzione di punti; le ascisse di A, A’ B.... siano &, a’ b....

sara nllora
' =00 =¢c¢'=dd =

i involuzione (B, C; I, D) ha per eruazione
zy 2-+y 1
pbe bl 1 | =0,

Lt a1
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e il coningato di A’ ha un'ascissa x data dail’equazione

Px axr+1¥ a
(1) be b4e¢c 1 |=0.
> d+d 1
Cosi i coniugatt di B’,C" nelle (C.A; DD}, (A,B; D,D’)} hanno per ascisse rispel-
tive guelle date dalle equazioni

ra bz 41" b Fle cx+01" ¢ |
(2) ca e+a 1|=0 (3) el  a+b 1{:0.
*oddad 1 P od+d 1,

Addizienando le (1), (2), (3) ho un'eguazione ehe da

I:‘i:] ?'l-——"u””"f-"'”+“£’}+ﬂbf'd—i—d"j.
. = [[f‘l_ 0 — (i ;‘;_'_ I:-'}] S+ abe

St pud verificare che tsle valore soddisfa le equazioni (1), (2}, (3) e di l'ascissa
del punto E. Quella del punto E’ si ha mutando nella (4, le a, b, ¢, nelle a’ " ¢

R L L

o nelle —, —, —, e si ha
it b ¢
:'E,'_—_-L..

13

Quindi E, E’ sono econingali pella L c. d. d.
In mode anaiogo, si procederebbe, se s1 traliasse d’una invelnzione di raggl
o d'ina mvoluzione di piani. '

880. Determinare lo inviluppo d'un cerchio. il ewid centro percovys una parabola
dati, ¢ che tocea uaa retta pavailele alia divettvice. Tyorare § punto @i contatlo
del eerchio mobile col suo inriluppo, e dimostrare che quest’ wltimo & pure Io inci-
lisppo detle reite sivemetiiche delle retta dote rispetio aile tangenté della porabolu.

BETALL

Risoluzione del Prof. A. Barozzini di Mirandola.

Siaue bracciale una parabola, la sua diretirice o, una retta » parallela alla
direttrice, mn cerchio col ceniro N sulia parabola e tangenie alla retta »; con-
duco per M una parallela all'asse della parabeola sine ad incontrare le relle d, »

vispetlivamente in D, R. Se unisce il fuoco F della parabola con M, e P 2 il punto
d'incontro del ecircolo colla reita M, & facile vedere cho &

FP=DR,

percht M dista ugualmenie dal faoco e dalla diretivice. 11 eireolo M & dungue
sempre fangenle ad un cerchio di centro F e raggio DR /distanza della direttrice
dalla parallela » data). Tale inviluppo passa anche pei punti (reali o immaginari)
in cui » taglia Ja parabola.

Se conduco la perpendicolare a4 FP in P fino ad incontrare in L la », dai due
triangoli uguali LM P, LMR deduco ¢he PL & simmetriea ad » rispetto nd LM;
che LM & tangente alia parabola, perché passa per M e vi biseea I'angole [for-
mato dal raggio focale eolla parallela all’asse o quindi il eircole di eentro F e
raggio I'I' & pure inviluppo dells reite PL ¢. d. d.

Altre risoluzioni del sig. G. Fubini e del Dott. G. Cardoso-Laynes.
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383, Luogo dei fuechi delle parabole che toccano una parabole data ed hanno
per direlivice una medegima retta, parallele alle divéllrice della parabola dots,

RETani.
Risofuzione del Prof. Giulio Cardoso-Laynes di Livorno.

Conservando le notazioni adotiate mella risoluzione della guestivne 380, sup-
ponendo che la parabola data sia guella di cui s parla nelia detta guestione e la
retta dala sia la r, osserviamo che dall’eguaglianza dei triangoli LNP e LMER
segue che M1, & hisettrice dell’angolo PMR. Perein, se immaginiamo che upa para-
beJa tangente in M alla parabola datr, cicd avente per tangente ML, nbbia per
divattrice », il sno fuoeo dovya trovarsi su MP per ii nolte {eorema * Ja fan-
gante in un punto M di umna parabola & lu biselirice dell'angolo formato dal raggio
foeale passante per M con la parallela condotia da M all’asse ,. K poiché inoltre &
MR = MP il punto P sara il fuoco della parabela variabile. Ma quando M scorre
sulla parabola data, P si maove sul circolo che ha per eeniro il fuoco F e per
vaggio Ia disianza DR delle rette d,r, percido questo circolo & il Inogo cercato.

Altra risoluzione analilica del medesimo ed allra geomelrica del sin. G. Fubint.

385. Dimostrare ¥ nguaglicnza

V29418V 5 4 V29—13V'5='7\f§.

Gerx,
Risoluzione del sig. Gluseppe Cavacchiali.

Si ha idenlicamente sviluppando
0+ V) =1+7TVo+1064+175V548754-525V5 875 +135 V5
. T
— 1856 4 832 Y5 =64 (20 + 13 VF) = - (20 + 13V3),

(1= V3) == (20— 18Y%),

quindi
2(F+ V5 2(1 —=VYary
290 + 13V 5= ( ‘ﬁﬂ; 99 — 183 Y5 = 2}{ J:
& pereid
; 14+ V5 7—
V2 +18Ys = EV Ve,
i 1=NV35 7=
ves—13Vs5 = 2V Ve;
d'onde

3 1 i —_

V2O +13YV5 4+ V9 —_1BYE=9v2.

Alira risoluzione de! Prof. Sarozzinl.
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389, Se N e k sono mumeri interi ed v > 1, si he Néx#r= Nt (modulo 9).
Boxo1is.

Risoluzione del sig. Aftilio Crepas.
8i ha
(1) Negrr — N=— Nr(N$k — 1).

Distinguiamo duoe casi:
1". B8ia N della forma 3 X, Allora N, purché sia 1> 1, & divisibile per 9, e
quindi Ia (1) & divisibile per 8, e percid, in lal caso, si ha

N1 — N7 (mod, 9).

2", Sla N primo con 9. Smk allora N* primo con 9, & quindi (V. questione 372
la sesta potenza di N* & corgrus ad 1 rispebto al modalo B, o pereid, anche 1n

ial caso, &
N&s+r— Nr (mod. 9).

390, La quinta poienze d'ogni wumero intero ¢ conprun a 0, 0 @ =+ 1 rispetto

al module 11.
Boxoils,

Risoluzione del sig. Attilio Crepas.

Qualsiagi pumere N o & divisibile per 11 o & primo con 11,
Nel 1° ¢aso abbiamo

N* =0 (mod. 11).
Nel 2" caso, pel feorema di Fermat, si ha

N¥=1 (meod. 11):
e quindi
N*== 1 (mod. 11).

891. 1'. Se una conica, inseritia nel triungelo ABC, ha un fuoco nel punto H
d'incontro delle allezze, hn Paltro nel centro del corchio cireoseritio ad ABC.
2' Se una conica, inseritta nel drinngolo ABC, ha un fuoeo nel cenlro D del
cerchio inscritto ad ABC, & un cerchic.
3. 8e unw conica, inscritta in ABC, ha wun ficoeo nel baricentro G di ABC,
vuoisi sapere quale 2 i rapporte delle distanze di due vertics di ABC dalla retiu
che unisee il terzo vertice al secondo fuwco delles conieq.

Fugmn.

Risoluzione del sig. Prof. Retali.

I teoremi 1% e 2' sono evidenti, perehé i fuochi di una conica centrale inscritta
nel triangole ABC gon coningati isogonali rispetto al triangolo e; 1° il comingato
isogonale deli"ortocentro & 11 centro del cerchio eireoseriblo; 2' 1l centro del cer-
chio inseritto & coniugato isogonals a se siesso. Quanto al 3” basta osservare che
il eoningatv isvgonale del baricentrn G & il punto di Lemoine L del iriangolo
ABC: ne segue che il rapporto p. es, delle distanze dei vertici A e B dalla refia
CL & »*: o'

Alira risoluzione del sig. Radolfe.

1 b
' ,_:'n'-='i."'|'1.'
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Risoluzione e generalizzazione delle questioni 393, 394 del sig. Eugenio Strocchi.

Col simholo Xa,x,r indicheremo il namero delle disposizioni a it a & dim gle-
menti @, @, ... @, nelle quali nei primi » posti non vi & nessun elemento eho
oecupi il posto dato dal proprio indice; qualeche volta col simhbolo stesso indiche-
remo per brevila le medesime disposizioni.

Si prendano gli m — 1 elementi @y t2. .. e -1 Gr41... 0m, @ e Ne considering
le disposizioni a k—1a k—1, io numero di X 5, 0-1,r-1, nelle quali nei primi
» — 1 posti nessun elemento occupa il posto dalo dal proprio indice; in ognuna
di queste si ponga a, all'»® posto; in tal modo si hanno intte le disposizion: di m
slementi & A& & in eui nei primi » — 1 posti nessun elemento occupa il posto dato
dal proprio indice, mentre . & all’»? posgbo.

Per avere le Xm,k,r bisogna evidenfemente escludere dalle Xu,x,r -1, quelle
che contengono a, all'v® posto; ma si & visto che quests somo in numero di
N e1,1 -1 ,,—1, quindi si ba

[.1] Im.lrr'::{m:hr—l'_Em—'-l:h—lr—-h

dove si suppone evidentemente m > k> .
Il facile persuadersi chs &: {

E—I'Il-h._-l =I}II.I'4L_D.III—1|1—I se -‘:}l
Eu vkl =D1:r|1h —1 58 b==1.

Avremo dunque, mediante la (1),

Em.1.2=Dm.l _Dm—l k=1 — fDm—-l,h—l "'Du-'.énh.—ﬂ:

9 2 2
- (3 (1)t () pne

Xo,e=Dont—DPuoitskct — (Do —1)=

= () s = ()pe-rn-r+ (z)

a secondn che & k maggiore od eguale a 2.

Cos1 proeedendo, con un ealcolo molto facile si ginnge alle seguenti formole
generali:

h

0 1 h

h h |
Efﬂllpll“‘__(ﬂ) Dmil- (1)DEJ_111—1 + (2

Im,l,h=(h)]}m,t—- [h)Dm—hk—‘.i —I-(E)Dm— R 8 1}"( )Dm-—h.h—h

)DB,H,L_,...+(—1)I=(;‘).1

a seconda che & L =>h oppure k =Aa.

Quneste due formole possono unirsi in nna sola ponendo D,,.=1, gqualunque
sia s.

Possinmo donque enunciarve il seguenie

TeorEMA. — II numero delle disposizioni a k ak di m elementi 8 ... 8m, nelle
guali nei primi h posti nessun elemento occupa il posto dato daf proprio indice -

re==h

2 (= l}f[h)Dm_,,h_f.

=0 di

Nella dimostrazione di questo teorema & inclusa quella del
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Corovraxie 1°. — 21 numero delle disposizioni di m element: 81 ...0m, @ k ak,
nelle quali nessun. elemento occupa il posto designato dal proprio indice &:

r==k #
E {_1:’ (%)Dm_rll—r-
y==g !
8i ha poi finnlmente, facendo h =% =m, 1
CoroiLario 2°. — Il numero delle permutazioni i m elementi a1...8m, nelle
guali nessun elemento occupa il posio designalo dal proprio indice, &
= 1
m/! E {——1]’;‘,
y=0

Ora siamo in grado di risolvere 1a seguente guistione:

Tntro un'urna sono m patle numerate P, P, ... Pu, €3¢ nz estraggono k, una
alla volla. Probabilitd che une almeno soria nell’ordine dato dal proprio numero.

Estraendo % palle, e tenendosi conto dell’ordine, moi potremo formare egual-
mente una gualongne delle disposizioni a k a % delle m palle, cogicché 1 casi possi-
bili sono in numero di Du,x. Sono favorevoli guel casi, in cui almeno uns palla
sorta nell'ordine dato dal proprio numern; tali easi sono (1° Cor.)) in numero di

r=g k
Dmll'-_' E (_l}r(r)Dlﬂ—'fJI—T

Y==20

La probabilita cercata & dungue

r=—k A
Dm,k—" E (—']Jr(?.)]}m—r,l-—r
yF=da0 F—
-D.[l]'l.
b k-1 1 kE-1E-2) 1 EE-1).. [k—-k=1)} 1

=E_Hi(-m—l) 21 m{m—1){m—2) EI_'"+E_1}I[_-] mim—1)..[m—(m—1)] kI

Q¢ si fa k=m, ln probabilita divenia

1 1 1 . . 1
gt g L T

A questo risultato si poteve giungere appiicando direttamente il 2" corollario.
Si noti che se pell'nllimo risultato si cambia m in m + 1 la probabilita au-
menta o diminuisce secondo che dispari o pavi; cosicché aumentando m: suc-
sessivamenke di unn unita, la probabilita oseilla, ossia subisce degli anmentl e
delle diminnzion.
Qe si fa m = oo, In probabilita 2 dala dalla somma s della serie

1 S
1! 21 1 381 2L

Tale sexvie & [Cesiiro, Annlisi Alg. pag. 128, § 9] convergente, ed ha per somma
1 g —1 1,718281828458040.....

=]—et=1 ——=

£ e 2, T18281828459040..... '

Si pub trovare guesto valore di s, anche osservando che essa & il limite co-
mune delle due sene
1 1 1 1
(11 Hl) T (ﬁ_ H) Tep

1 (1 ] 1 1
1! 21 3:) (4:_5)‘_"'

i




PERIODICO DI MATEMATICA. 19

I termini della 1* serie sono tutti posilivi, quelli tra pareniesi della 2% sono
pnre positivi, dungue I8 probabilith per m= o & compresa tra 0 e 1; non solo,
ma & ssmpre compresa tra la somma di un numero qualunque di lermini della
1* serie e la somma di quanti si vogliane termini della 2°.

La somma dei primi 4 termini della 1 serie & zg;g; —(),631125.. ..

220024
3 A — 0.631128...
5 - . Y 362980 0,6311

Cosicohi la probabilita & compresa lra 0,631125 e 0,631129 e st pud prendere

n "

egnale a 0,631125 goll'spprossimazions di -1%— per difetio.

Abbiamo cosi risoluto la segnente qguistione proposia dal Paricdice:

303, Entro un’urne sono n pelle numerate (P, P,...Py) e si estroggonoe tutte
ad una alla volta. Probabilitd che una almeno soria nell'ordine dato dal proprio

indice. Caze di n= .
BAROZZING.

Poasiamo ancora tisolvere ln seguente quistione :

Date due 1wrne contenenti ciascung m potle mumerate, se ne estraggono due alla
poita, na per ciaseina wind, Probabilitgd di estrarve insieme due palle coilo stesso
RILHETD.

Quando avremo levato tuile le palle, avremo formato tanto con guelle di
un'urns, goanto con gnelle dell'nkira, una permutazione delle m palle. T dungue
possibile di associare fra loro due permatazioni qualangque delle m palle; quindi
il numero dei casi possibili & (mZ)%

Si prenda una permukazione qualunque delle i palle della 1* urna, e 8iR
a, a,...00; taie permutazione polra univei ad uns qualmmgae delle permutnzioni
delle mn palle date, ossin delle stesse palle ¢, a,,. .. dm.

S avrk nn easo favorevole ogni volta che alla permutazions press na ASse-
cieremo una che contenga qualche elemento nel posto date dal proprio indiee:

- = I F }
i - ® - ™ 1 M o
ot tali permutazioni s0n0 1n NUTIErO dim!—m! 5 (—1)—. (Josicehd 1l nu-
¥.
pr=2>0n

mera totale dei casi favorevoli &

= 1
(m 1) [1 s ) D) ——]
gt

gt ==}

=1 1 r=1m

S eyl LR L

!
=0 ri r=1 "~

Le probabilita domandate dalle guestioni ullima e penuliing  s0N0O dungne
eguali.

9e nell’nltima probabilita trovata si fa m — 40, si ha ia soluzione della qui-
stione seguente proposta dal Perviodico:

394, Dati due mazzi di carte, se ne éxlraggond due alla volls, una ner ogiti
mazzo, Probabilitd che sortano insieme due certe Hgnali.
BaRrozzZ1Nl.

Altre risohizioni del sig. D'Ormea.
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330, Siano c e ¢ due cireoli posti nello stesso piano, ehe abbiano per centri
rispetisvamente C e U, e 8 incontrino in due punti H, K. Immaginando wu trian-
golo variabile MNP, tale che i lnti MN, MP, NP passino rispettivamente per H, G, €’
ed ¥ vertici M, N siano rispettivamente su ¢ e ¢, dimosirare ehe il luogo del terzo

vertice P & 1l circolo che pagsa per C,C" ¢ K.
Carposo-Lavynes.

Risofuzione del sig. Eugenio Sirocchi.

I diametvi di ¢ e ¢ passanti per K inconlrino i dne eerchi rispetlivamente in
M, N'; gli angoli KHM/, KHN' essendo vetti, le corde M'H, HN” sono per diritto,
ossia K & un ponto del luogo.

Consideriamo una posizione gualunque di P e distingniamo due casi, & seconda
che P ¢ade o no dalla siessa parle di K rispello alla retta CC”.

Nel 1° caso sia Q il punte d’incontro dei segmenii MK, NP (o a seconda del
easo N'K, MP).

Si ha evidentemente
MM’ = NIIN’,
MCM’' =2 MHM', NCN =2.NHN".
Quindi
PUQ = MOM’ = NC'N' = EC°Q.
Iid essendo Gﬁ?——-— G}aﬁ, risulta
MPN =MEN’,
ogsia P 81 frova sul circolo dei ire punti C, €', K.
Nel 2° easo, i‘alguin NUN & egriale al doppio del supplemento di HEN', 08-
sia al doppio di MHM".
Ma anche MCM’ & doppio di M‘ﬁhf', duoqus
NC'N’ = MCM‘ — FCK.

Dingue gii angoli PEE, FC'K sono supplementari, quindi sono supplementar
snche gli altri CPC’, CKC'; ossia P & un punto del cerchio passante per C, C', K.

Altre risoluzioni della signora Dofi. Ersilia Bisson e dei sigg. E. Siretli, F. Celesiri,
L. D'Ormea, Radolle e M. Bells.

896, Sie data la parabola x' 4 2hy (1 4+ cos 22) — 2hxsen 22=10, che ha

Lasse di fignva parallelo all'asse delle y. Dimostrare, essendo gli assi orlogonili,

1" chie « @& Pangolo che la tangente olla parabole nell’ovigine forma con
U'asse positivo deile x:

2" che stacsando sull'asse delle y, a partive dall origine, un segmento OA = h,
ltt parallele all'usse delle X condotin da A & la direttrice deila parabela;

3" deserivendo sw di OA come dipmetio una semieirconferenza che ineontri
in B la tangente «Ila curva nell'origine, la parailela condotta da B wll’usse defle X
¢ la tangente allu parabole nel suo vertice;

4" se questa tangente incontra in O Passe delle y, prendendo i segmento BD
uguale ed opposto a BC, sara D il vertice delia parabola;

5" congiungendo A conw B ¢ prolungando questo seginenio AB di aliretianto
in F, sara F il fuoco della parabola;

6% il Iuogo dei vertici di tulte Tz pavabole, che zi oftengona dall’ equazione
data luscigndo inalterato h e fucendo variarve a con legge di contimuita, ¢ una el-
lisse che ha per wsse minore il segmento OA =h, e "asse maggiore ugnale a 2h;
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7% in guesta sfessa ipofes di o parinbile ed h costante il Twogo dei fuochi s
tutts le parabole @ un eiveolo di centvo 0O e raygio b;

3' nella stessa ipotesi Vinriluppo di tulfe le parabole 2 wn'altra parabola
avente il vertice in A ed il fuoeo in D;

Q' il luogo dei vertici i fulte Ie parabole, che si oltengono dalla eguazione
dala laseiando invariate o e facendo raviare b con legge di comtinuitd, & nnu
votin che pussa per Uoriging e divide per wetd le ordinale delia tangente alla pa-
yabola nell’ovigene;

10° nelin stessa ipotesi il Tuogo dei fuochi i tutte le parabole 2 wna retit
¢he passa per Uorigme ed & perpendicolare alia vefio che forma un angolo ngunle
@ 2u con Uasse positivo delle X;

11" nella stesse ipotesi Uinviluppo di tutée le parabole & la relta chie Pssn
per Porigine e forma un angolo uguale ad & con Pusse positive delle X

BoxoLis.

Rigoluzione del Prof. Giullo Cardoso-Laynes.
1. La_tangente nell’vrigine delle coordinnte ad una conica

(]‘J n“:ﬂ’—1—2[!;&:_!;-{-&._,,3;’+2r:lu:r-{—2ﬂﬂy=ﬂ
&
Chyy ¥ + fhyy H':G ¢

quindi nel nostre caso, essendo

(2) z* + 2hy (1 + cos 2a) — 2hx sen 22— 0

I'equazione della conics, quella della tangente nell'origine sark:
a7 (1 + eos 2e) — x 8€n ga=—\

ciod

(3) y==xlga

¢ib che prova la 1* parie della guestione.
i1 La diretivice della (1) & data da

A, .+ A
-ﬂ'mm'}'-ﬂ'sny: 1—; =

dove con A, s'indicans gli slementi veciproei di = nel discriminante della (1),
percip nel nostro Caso essendo

E.n"———h'[l-l—ﬂﬂﬂﬂﬁ)i, A, = — h*sen' Za, A,=0, A,.=—— h(1+4 cos2a),

avremob

h {L] L gos 22)° 4 sen’ Eu} .
Y= clo8 y=nh
2 (1 + cos2x)

dunque la direitrice della (2) & la parallels coundotia dal punio A= (0, i) all'asse

delle z.
I1L 1) circolo che ha per diamelro DA, ha per equazione

(4) 2t +y —hy=10.
Questo inconbra la retta (3) nei punti le cui aseisse son radici dell’equazione

x* (1 g’ wj=hetgs,
cipg 2, =0 8 @,==NSen%Cco8%
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e pareid le ordipate corrispondenti sono

y1=ﬂ e y!.Zﬁ sen' oz,
Dunque il cireolo (4) e la retta (
che ha per coordinate

(5)

3}, olire che nell’origine, s'incontrano nel punio B

*=hsenaxcosx, y=hsen®a
Uta osserviamo che 1'asse della parabola (1) & dato da
Jle|~'.

ﬂnm'I'”:j .'J"_}'ﬂm . =0
6., T L

cioé mel nostro CAS0,
(6) z=Isen 2=,

@ pereid, dovendo il vertice D essere i punto d'ineoniro ‘g distanza finita) della
(6) con la (2), avra per coordinate

(7) m=hsen2x, y=hsen'u;
ed allova facilmente si vede che Ia tangente nel verfice D & Ia
y=hsen® a

In quals, come si vede dalla (5) & Ia parallela condotta da B all'asse delle .
IV. La tangente nel vertice incontra I'asse deile y mel punto C=(0, h sen®ai.
Iralle (5) (7) & evidente ehe B 3 il pante medio di CD.
V. Sia F= (@,, #.) 1l fuoco delia parabola. Poiché il vertice D ha per coordi-

nate le (7), ed il punto d'incontro dell'asse delln parabola con la divettvice y =7
ha per coordinate (% sen 2« k) avremao

(8) x, = h sen 2z,
8 Y, deve essere tale che sig % san® e — 8 __;‘E'y", glod
(8°) ¥y = — h cos 2z,

Le coordinate dei fuochi possono anche trovarsi

diretlamente per mezzo delle
note eqguazioni

1 0/3 I On¢ 10 1 ¢
(Eﬂ_-zr) = (E_;) = (a,, —a,) flz.y), (E(}—.:: ' (E{}__y_ =a,flz Y

che nel nostro easo divengono rispethivamente

@ —hsen el — 1 (1 4 cos 2x)=—a' L 2hy (1 4 cos 24) — 2k v sen 2«

E
& — ke sen %a) {1 + cos 2a) A* = 0.

La seconda infatti di subito o — hsen2a. e Jal®

che per Ia 2* pud facilmente
ridursi alla forma

2y {14 cos 2a) =- fiuen? 2 + A{l +cos22)*=10
Y =— heos2a,
Ora osserviamo che essende A=(0, 4 e F={

le eul coordinate son date dalla (5) & evidenteme
VI. Eliminando % dnlle (7) 81 ha

div

hsen 2z, — heos 22) il punie B
nte il punio medio di AT
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. ; ; h .
la quale equazions rappresenta un eliisse di centro (D, E) . Trasporéando |'ori-

aine degli assi in questo punto con una semplice braslazione, I' equazione prece-

dente diviene

Py %

h.;‘. ¥ (i . | ’
7)

dalla quale si vede chiaramente che le langhezze degli nssi sono vispettivamente
2h w I :
VII. Eliminando invece « dalle (8), (B") che danne le enordinate dei fuechi, st ba

2+ ="
ciod I'equazione del circolo di raggio &, che ha il ceniro nell’origine.

VIIL. Vediamo ova qual’@ l'inviluppo delle parabole al variave di «.
Dalla (2) s1 ha

:";_2= — 4 hy sen 20 — 4 Az cos 22,
: of
v —_— = : 2
L' equazione <~ 0 da tg 2o y
e quindi
T -
cos 2a =+ — , Bemda=F
Vo + »* \CE

o sustituendo questi valori nella (2) si ha
2’ + 2hy == 2h Vf+1=={}

ciod
2t A haty — 4 x* =10

la quale si scinde nelle due seguenii

xt==0

2t 4 hy — 48 = 0.
Quest’ nilima rappresenia una parabols. Trasportando con upa iraskazione Vorigine
in (0, &) In precedente equazione diviene

g =—4hy

Ja quals ci mostra che A & il vertice della paraboln e che, il parametro essendo
2k, il fuoco savha alla distanza h dal veriice, e voichs tale distanza va contatu nel

senso negativo delle ordinate, il fooco sard in O.
T i

1X, Daile (7) eliminando A si ha = ——— Givd & sen & — 2 cos &« — 0,
senZa  sen” 2
da eul
) fe "0 Eg .
. De ) eliming k, 81 hai ~ N e
X. Dalle (8), (B") eliminando &, si ha invece uE 4 T 0 cios
l

= g 2a =

X[. Fioalmente dalla (2} si ha

0
d—";:ﬂy{l 4+ co8 22) — 2x sen 2%
g pereid 15% =0 e db
sen 24
y —— —= Lg =,

— 4 p0S L2
Altra risoluzione del sig. Radolfe.
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QUISTIONI PROPOSTE

354. (*) Dati in un piano dne eerchi, la conica J* avente per fuoehi
1 loro centri, e inseritta nel quadrilatero delle tangenti nei punti al
finifo comuni, & bitangente al cerchio radicale dei cerchi data: il Inogo
dei punti di mezzo delle corde (reali o ideali), che le tangenti di i
staccano nei due cerchi, e il cerehio radicale.

38L. (*) Due parabole omofocali hanno le direttuici parallele, ed »
¢ la bisettrice della striseia formata da queste direttricl ; dimostrare
che Io inviluppo delle retie smnmetiiche di # rispetto a una tangente
variabile dell'una o dell’altra parabola & un medesimo cerchio

V. ReraLL

337. Un determinante D, di ordine 7. 1n cul un termine qualungue
a.., & nullo, se » ed s differiscono tra loro per pin che un’unita, di-
venta (— 1)°D., se si cambiano di segno gl elementi della diagonale
principale. Se n & dispari ed i termini principali sono anch’essi nulli,
1l determinants D, & nullo.

G. Fuem.

398. Sﬂ_ﬁ. B, C sono i punti di fuga di 3 rette 2 a 2 ﬂrtugunﬂli
PoPri U planc ¢ d'una rappresentazione prospettiva, e sono rispet-
Livamente O, R il centro od il raggio del cerchio di distanza, s1 ha
identicamente

1 1 1 ( 1 )’

OA* " oB T o= (13

In che senso questa quistione si pud considerare come un corol-
lavio della guistione 2032
A. DeL R

. 399. Un punto A percorre una curva {(z,%) = 0; un altro punto B
81 muove 1 modo che rveslino costanti la distanza BA e Pangolo che
il raggio vettore BA fa colla tangente della traiettoria di B.

Si domanda in qual modo s pud determinare 1° Fequazione della
tralettoria di B, 2° i rapporto delle veloeita di B ed A,

Si studi particolarmente il casa in cui A pereorre una retta con
moto uniforme,

(Queste problema si presenta uel easo che una nave voglia inse-
guirne un’altra, mantenendosi 2 distanza determinata da essa e rile-
vandola softo un angolo determinato),

400. Un punto A percorre mma ourva @, y) =0 con velocita V.
Un punto B percorre cop velocith V' una curva tale che in OgMnl
1stante la fangente in B passi per 1l punto A. Si domanda eome si
possa trovare I'equazione della traiettoria di B. S1 studi il easo par-
bicolare in cai A percorre ung refia o altri casi particolari.

GG. Lazzer:

(") 1I prof Barozzini scrisse alla Dirozioug, nolando clie gli enuncisti dello gmiationi 85%, 381

erang inesalil: eontemporacesmente Paatere delle wedosime rrof. Retall invid gli ennociati reftifieati,

elie qui pubblichinmoe. (Nota del Divetiore).
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401. Determinave lo inviluppo di un cerchio, il cui centro per-
corre una enrva piana C, e che bocca una retia fissa » del suo piano:
frovare il punto di contabto del eerchio mobile col suo inviluppo; e
dimostrars che questultimo & pure lo inviluppo delle retfe simmetriche
di » rispetto alle tangenti di C. Esaminare il caso particolare in cu
C & una coniea,

V. ReraLL

~ 402. 11 luoge ?emnatricq del vertice di un triangolo, di enl la base
vimane fissa e nel quale gli angoli ad essa adiacentl differiscano co-

stanktemente di 90°, & una iperbole equilatera.
E. Pioeciovnr.

403. Sicno ¢ e ¢ due ecircoli posti nello stesso piano, che s incon-
trine in due punti H e K.

Considerando un triangolo variabile AMB, il ent lato AB passi
per H e gli altri due lati AM, BM sieno tangenti rispettivamente al
circoli ¢ e ¢ nei punti A e B, dimostrare che il lnogo del terzo ver-
tice M & una cardioide che ha per regresso il punto K.

404. 11 luogo dei fuochi di tutte le iperbole eqnilatere di un piano,
concentriche in O e passanti per uno stesso punto M & la lemniscatn
di Bernoulli che ha il centro in O e un fuoco in M.

(3. Carposo-LAYNES.

BIBLIOGRAFIA

e

A Soocer e (4 Tornowrl, — Gli elementi di Euelide, — Firenze, Suce.
Le Monnier, 1897.

Pensando ebe taluni professori conlinaane tultora a tever per zuida nell'in-
segnamento gl * Elementi di Euclide, , ¢'& da domandaysi, & con ragione, se 1n
tanti sacoli la Geomebvin non abbia affatte progredito e se uessun irattato mo-
lerno sia seientificamente e didalticamente pregevele. Che il testo euclideo puro
e semplice abbia molte [acune e molti difetti & fuori di dubbio: va dunque amplinto
e corretto per adatiarle alle nostre seuole, ma allora di Buclide che cosa resia?...
Questo ho voluto notnre perché mi sembra ziusio; N siccome vi Son sempre io
ltalia molki insegnanti, che stimano convenienie adoilare il testo euclideo, ern
davvero seulilo il bisogno di nna puova edizione dell’opers del grande geomelira
greeo; percio mon fuori di proposito & uscila dalla ensn editrice Le Monnier &
Firenze una nuovn edizione dezli elementi di Kuelide, per cura dei professori Soec
e Tolomei.

Quests, per certi riguardi & snperiore alle altre precedsntements 'pubblicale.
In essa infatti gli aubori non hanno conserviie il testo seconde la traduzione del
Viviani, ma "hanno migliorato assai stilisticamente, hanno cambiato aleune de-
nominazioni che pitt non si confacevano all'uso moderne, come ad es. refta pey
segmento, figwre eguali pev eguivalenti BeC.; hanno aggiunto quei postulail ghe in
Euclide erano ammessi tasilamente e cosi pure molti feoremi e gorollari che man-
cavano nel testo, e le dimostrazioni di queat: sono condotte, in generals, con rigore
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seientifico. B stala aggionta ancora un’appendice sulin * Misura , e riordinate e
gollegate le proposizioni di Geomelria svlida, colmandone le lacune,

Certamente il libro dei prof. Socci ¢ T'olomei non & prive di mende, che spero
vedere tolle in una prossimp edizione. Accennerd alla poes precisions nel dars aloune
definizioni come, ad es., quella di rette parallele: (L. 1, pag. 70) Due reite si i-
cone parallele, guando.... clo@ PROLUNGATK INDEFINITAMENTE.... 20R § incontrano e
quest’alira: (pag. 10) un punto O si dice esterno (nd un segmento) quando =i trora
sul prolungamento del segmento. Noterd ancora che a pag. 1 e 2 & delto: * il limite...
che separa due parti di uno stesse corpe si ehimmee SUPERFICIE , € * il linite che separa
due parti di una superficie... si chinmo 11584 . Quesie delinizioni, qguantungue si
trovino in quasi tutti i trattati di geometria, non misembranoe esatte: per esse infatti,
ad es., cid che separa Je due falde di una superficie coniea sarebbe una linea o eid
che separa i due solidi corrispondenti sarebbe una superficie, mentre & chiaro che
in questo easo, tanto le due parti contigue di superficie, quante le due parti contigue
di solido sono separale da un punto; analogamente si potrebbero citare allri esempi.

Uost pure aleuni enunciali di teoremi sono inesatli, eome ad es. quello della
Prop. A del 1° libro: 3) di dwe segmenti obliqui, visieuaLMentE DIsTANTI dal prieds
delle perpendicolarve, il pitt LonTawo & il magyiore: anche ammettendo che in Geo-
metria la frase © segmento pél o meno LoNTAN0 da un punto , abbia un significato
non sarebbe certo quello che le danne gli A,

Un errore assai grave trovasi a pag. 27 dove & deblo: ... une rells & indivi-
duota da due sole condizioni....: ¢ib non & vero sempre; analiticamente parlando
sarh vero guando le eondizioni date sieno traducibili in relazioni lineari fra le due
indeterminate dell'equazione di una relta, ma sollanto allora: del resto, in Geo-
melria elementare quella proposizione, anche se fosse vera, come potrebbe giu-
stificarsi ?

Tralasciando di notare altre mende che ho riscontrato, come conelusione dird
chie, seconde il mio debole parere, nelle scuole elassiche possono con piit profitto
usarsi del buoni trattaii mmoderni di Geometria, ma volendo adottare un rifacimento
piu o meno fadele degli * Elementi di Fuelide, , il Jibro dei Préf. Socei e Tolomei
& certo 1l pia indicabile.

Dott. 5. Carnoso-Lavxses.

e e e ——

DA GIORNALI E RIVISTE

Dal Zeitsehrift fitr smathematisehen und naturwissenschafilichen Unterricht.
1l problema delle 3 blseiiriel.

Nel fasoicolo 8 (Heft 8. Dez. 1898) del * Zeitschrift ote... , il Prof. Heymann
mvitava 1 colleghi a studiare Ia questione di determinare i 3 lati a, b, ¢, di un
triangolo, conoscendo di grandezza le 3 bisetiriei s, wy, 10

lJuesta stessa questione era stala posla nella * Rivista matemalica , di Peano
Vol. IT, pag. 34 soito la forma seguente:

Costruive il Iriangolo avenie per Disettrici interne tre segmenti dati, usindo
soltanto di velte e civeoli. In cazo @ impossibilita provaria.

Nella successiva annata del * Zeitschrift eto. [1887] sono comparsi due articoli
riguardanii la gnestione enunciata che credo utile riassumere.
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Dr. A Korserr, Lisaxn [Zeitschrift ete., Heft 2, Marzo 1897]. Un friangole non
pud in generale esser costruito geometricamente date fe 3 bisettriel.

[n questo articola V'A. parle dalla nota formula

ot 4bcs(e — )
! (b +e)F

ove s & i senipetimetro, e calcola . — 1y, dedneendo dalla espressione trovata,

> - 7 :
chie se ira = iy, tleve esgeve corrispundeniemente h? , € inversamente.

S

. i ' ; . . ", 1
Considera pul il case particolare In cul iy = iy =10, ponendo — = 5 "
nw

(i i | . e (2= 1V (x—2) m? N -
— = , e trova cosl: |—]| = = dn cui sl ricava le-
e FA v E{a— 1) 4
(uazione di 3" grado
(1) W=D+ 2 —2=N0

Dimostra poi che ogni radice della equazione del 3° grado lrovala 51 pubd
esprimere razionalmente per mezzo di woa delle altre, ed osserva che per valori
genernli di m In (1) & irriducibile, e che quindi una radice qualungue dells (1) non
potendo esprimersi per soli radieali quadratiei, si pubd concludere della irrisolubi-
lith geometrica del problema per mezzo di sole rette e circonferenze.

L’antore fa osservare infine che se m la la forma

n(3 —a")

" = -
D

=3
F 2 (—1)7
solo valore di m il problema delle 3 bisettrici, nel caso del trinngolo isoscele @

seomebricamente risolubile

ove n=2 1a & si pud costruire geomelricamente, e quindl per questo

x
¥ ¥

Dr. W. Heymasn, i problema delle 3 bisellrics.
L'A. divide 'arbicolo in 8 paragrali.
Nel 17, parte dalle formole:
"HI {‘r] + ‘I‘.s}E =5 ""-‘Jg ‘E.g. {£| + :ﬂg + m;) {_ 'El + :-'I'.-'l _I_ :{:u.]l
”""11 ["r:l + ;1:.1}! = ‘:':3 $1 (“FL + *I-": + ‘Bu.] {‘r: -_"Ti + ‘Tz}i
“"1' {‘r’1 - ;’L”':}: = i alg {‘I"i + 2, T 'T’rn.] E‘ﬂt Wy &),
e le analoghe per le hiseitrici esterne w,™, 0w, w," velle quali s+, ., %, indicano
le Invghezze dei lati e suddivide il problema nei 3 gruppr di mroblemi seguenit,
variando 1 dal.
1 gruppo:
@ w ow,w, , b)yww e , w, wow, ,  d) w/ e g
[l gruppo:
W @ ) wS, byrwlw,w , o owowSw, @ w ow o
{11 gruppo in cui i dali sene le 12 combinazioni ancora mancanti delle se

quantita 1o, w, w, w0,” w," «,” prese 3 a 9.
Fa vedere poi che i problemi di einseun gruppo possone vidursi I'uno all’altro,
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e che guindi, Lrovatn la soluzione di uno dei problemi del gruppo, gl altri sono
in conseguenza tisoluti.

Osserva che i Problemi del T e IIJ gruppo non sonoe fine ad oggi risoluti
peieh secondo ls pi recenti ricerche il ealealo conduce ad equazioni del 10° grado.
Al eonlrario quelli del gruppo I possono essere algebricamente visoluti medianie
equazioni quadratiche e cubiche.

Nei suceessivi §§ I'A. passa al enlcolo effettivo delle formole che visoivono il
problama el 27 grappo, ecaleoli che sarsbbe gui troppo lungo riassumere.

AroLDpo Manrmsi Zoereacyr.

——

VARIETA

La biblioteca Boncompagni. — Sta per cominsiare, se £iA non & jncomin-
ciata, l'asta pnbblica per la vendita alla spiceiolata delle opere che compongonp
questa magnifica o famoss bibliotecs. Cosi la piuz grande 8 preziosa raceolta
private di opera matematiche, che esista, messa insiems in un mezzo secolo dal
principe Baldassare Bonecompagni con ingenti spese, continui stndi ed seenrate jn-
dagini andra dispersa ai quattro venti,  in agran partg fuori 4'Italia.

doloroso cha il Governo, il Municipio di Roma. gl'Istituti nazionali non
abbiano valuto impedire che tanto lavore andasss perdulo, ed assistano indiffe-
renti allo smembramento di nna collezions cosi PIrRziosa,

Bollettino adi Bibliografla o storia delle scienze matematiche pubblieato
Per cura di & Loria. — Questoe bollettino nacque lo Scorso auno, sotto
forma di appendice del miornale di Battaglini. D’ors in avanti, staceato comyple-
tamente da questo giornala, versi pubblicatn dall’editors Clausen in fascisoii di
J2 pagine (guatiro per anno), e conterrd principalmantes articoli relativi alla
storia della matematica, recensioni, progiammi e riassunti di corsi universitari
necrologie, notizie seientifiche.

E note con guanto ardore e altezza d'ingegno il Prof. (. Loria, il giovans
e valents di professore di geomefria superiore dell'Tniversith di Ganova, si &
dedieato agli studi di storia e bibliografia matematica, e per conseguenza e earto
che sari da lui ben diretto il nuove Bollsttiny, al queie inviamo i pilt sineeri
ALSurt.

Premio Lobatchefsky. ({0 concorso - 1807). — L'Accademia Soiontifica di
Rasan per onorars la meworia di Lobatehefsky, hna istituite guesto premio i
40U rubli, da conferirsi ogni tre anni, alla mieliore fra le opere relative alla geo-
meotria, ¢ di preferenze alla geometria non-euclides, pubblieate nei seianni pre-
cedenti al gindizio dslla sccieti.

Il primo i guesti premi & stato conforita a S, Lie per la sna Theorie der
Transformations-griupper. Band 111 (Leipzig, 1843). Vennero poi conferite le se-
guant! menzioni onoraveli:

I* al sig. L. Gérard di Lione per la sun Tigse s la Jévomélyte won-eyeli-
dicuns (Paris, 1392),

= al Prof. E. Cesaro dsll'Tnivarsitd i Napoli per le sue Leziovai i geometyia
titrinserg (Napoli, 1896),

3 al sig. E. Fontené del eollagio Rollin per le soa opara L'hyperspace an-1
dimensions (Paris, 1892).

La Societh he corforito una medaglia d’oro a T, Kisin per la suas interessan-
tizgima relazione intorno sl risultato del suncorso, che & sinta pubblicata per
cura delln stessa societd col titolo Zur erst=n Vevtetlung de2s Lopelolefsky Preises,

11 2 premio sarh conferito il 3 novembre 1900 Le opore destinate al coneorso
devono essers dirette nlla Socigls Phivico-mathdmal g (I [asan prima del 3 no-
vembre [~00,

Giun1o Lazzert — Direttore-responsabiiy

Finito i stampare il 27 Febbraip 1898,




SULLA TEORIA DELLA DIVISIONE B DELL ESTRAZIONE DI RADICE

Di

OTTO STOLZ

DELLUNIVERSITA DI INKSBRITCEK

Lie nole regole che servono per eseguire sui numer: infer: e fra-
zionari la divieione e V'estrazione di radice si possono formulare con
esattezza non solo, ma anche rigorosamente dimostrare in modo si-
stematico e semplicissimo come ora vedremo.

Nelle dimostrazioni che seguono ¢i limiteremo ai numeri del si-
slema decimale. Se si volessero estendere 1 teoremi ad un sistema
a base ¢ > 1 basterebbe porre e in luogo di 10 e ricordare che al-
lora i numeri da introdursi come cifre sono 0,1,2.,..,¢ — 1.

1. — Divisione dei numeri interi.

Innanzi tuito determineremo il numero dslle cifre del quoziente
completo o incompleto di due numer: natural.

1. Lemma. — Se b & wn numero &i n cifre, q un numero di k cifre
ed v 2 0 o un numero naturale minore di b, il numnero bq + v he n+k—1
o n + k eifre.

Dalle ipotesi fatfe risnlta immediatamente

100 < b< 1= 1,

101 < g< 10*—1,
0 =<r<Ili

dunque
1042 < hg + r < (10* — 1) (10* — 1) § 10 < 107+,

la quale dimostra la proposizione enunciafa.
2 TeoreMA. — Sia a un numero intero di m cifre, b un altro nu-
mero intero din cifre e precisamente 8 = b, dunque m = n ¢ sia inolire

(1) a=bg+r 0=r<b

1l quoziente @ ha m—n o m—n+1 cifre, secondoche le prime n cifre
del dividendo formano un numero minore o non minore di b,
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Secondo il lemma precedents, se k& indica il numero incognito delle
cifre del numero g deve essere m=n + k, ovvero m—mn + k — 1
qund1 k=m—nok=m—n-+ 1.

Per vedere quando si verifica 'nno o V'altro di quesii casi, si pro-
cede nel modo segnente.

Come conseguenza immediata della (1) si ha

(2) bg = au<b(g +1).

Se s'indica con @ il numers formato dalle prime = cifre i a,
avremo

(3) a=a10"" + q”, 0= a”" <10,
da cu
(4) a’ 10 = g < (a’ + 1) 10~

Dalle relazioni (2} e (4) s1 deduce quanto segue.
Se @ <& e quindi o' + 1 = b, per le relazioni citate si ha

bg = a<<bl(=,
¢ conseguentemente
< 1U™%,

In questo easo ¢ non pud avere m — n + 1 ecifre e ne avra per-

cid m — n.
Se b invece a” = b, si ha analogamente

: b10=—= <= a<b(g + 1),
da enl seguoe

€108

g dovra dungue avere almeno m—mn + 1 cifre, e siccome abbiamo
visto che non pud averne piu di questo numere si pud concludere
che ha m — n + 1 cifre,

I, — Divisione dei nnmeri decimali finiti.

TreorEMA. — Sie o un numero decimale con m cifre significative

:} i - ® . .
e 107 (p = 0) rappresenti Uordine della 1* cifra significativa a s:mistra,

gia B un altro nmumero decimale con n cifre significative ¢ 107 (g ?0]

rappresenti Uordine delle prima cifra significative o sinistra. Inolire
sia &' # numero formato con le prime n cifre di «, completato con zeri
seritti alla destra nel caso che fosse m << n.
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Il quoziente o.: B comincia com umild il cui ordine & rappresentato
da 107~ gppure da 1079, secondoché 8’ & minore o non minore clel
numero intero formato com le n cifre di B.

Questo teorema, di cui la proposizione 2 del § precedente & un
caso particolare, i dimoestra facilmente, ponendo:

=102 g = 109~}

ove @, b sono numeri interi, il primo con m ciire, i1l secondo con n
cifre. (¥)

[1I. — Estrazione della radiece m ®®we,

1. Se la prims cifra sigoificativa a sinistra di un numero deci-
male 8 & dell'ordine 10° (q% 0) i limiti fra cui & compreso I'ordine
della prima eifra significativa a sinistra in §* sono

mgq , mg + m — 1 (*¥)

Cid posto indichiamo con k lordine incognito della prima cifra
significativa a sinistra della radice m*®=* del numero decimale

z—a, 100 + @, 10°* + ... [p%ﬁ];

per quanto si & detto precedentemente dovremo avere

mk Sp=mk+m—1<mk+1);

e questo dimostra che % & il quozienie di p per m nel sengo ordi-
nario, ciod quel numero intero per em si ha

=
p=mk+ r, ki[}‘l 0= r < m.

{*) Bi ba infaiti eseguendo il guozients :
B gp? =1 = (m—n) &
a; f=10" 7"
Se ora indiehiamo con @' 1l numero formato con ls prime » oifre di @, complotato con zeri

a8 m < n, la prima cifra del quozionie di «: & sara dell'ordine;
we—mn—1 0 m =3

sacondoeh® o' & minore o non minore di b

L'ordine della prima eifra di a:p sari dunque dato da.

p—q—{m—n]-l—m—l--l-:p—g—l.
ge & o"< b; o invace da:
p—g—{m~nj4m—=n=p—g,

g0 & o' mon minore di &

(**} 8i ha infati:

1097 > g =10,
quindi:
TR 5 g = 1™,

Iordine della prima oifra di f= dovra dunguo casere al minime weg od 2l massimo mg = m — 1.
(Nots del tradut. A. Martini-Znceagnl).
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La radice cercata potra allora scriversi _
m - R4
Voo =g 10" 4+ ¢, 10 4 .. 4 g 1074 ... .. 5
."_'F.t'_-'
ed avremo allorn %
(5) e 10" =VYa < (e, + 1) 10=.

2. 5t seomponga in elassi di m cifre ognuna la parte intera di =,
andando da destra a sinistra, e la parte decimale andando invece da
ainistra a destra, dimodoché il numero « sia ridotto alla forma:

(6) a=0,10=* 4 G, 10=0C-2 4 __ _ + C:10=&™ | .,
in eui C,,C,,.... sono numeri interi al piu di wm eifre.

Determiniamo allora la prima cifra ¢, di ¥

we U, & la meim potenza di uno dei numeri naturali 1, 2,3,....9
questo numero sara appunto la cifra cercata c,. Altrimenti per ¢, si
prende quello fra i detti numeri la cui smesims potenza & pin approssi-
mata per difetto a C,. Sara eiod

6" = Gy,
oppure
e < C, < (e, + 1)=,

Infath dalle (5) e (6) risultano le relazioni
G 10 < g < (e, + 1)= 10
C, 109 < g < (C, + 1) 10=,

quindi |
e, 10™ < (C, + 1) 10=*,  C,10=* < (g, L 1)=10=

Ovvero '
e2<Co+1, C,<l(e, + 1), b
e guindi sark ”
e < Co<fe + 1)
m bl
J. La deferminazione delle cifre successive di Va si fonda sul
noto teorema che, se A & un numero positivo la eni m®ims potenza ol

6 < e sl pone

Va=A+ =z,
e allora
(7) pc g B
pi A1 _
" Supponiamo ora di conoscere gia le prime r cifre

- Coy Cyo Cgy vevny Craa
di Yo, e poniamo

A=c 10 4 ¢, 1051 4 ..., + ¢ 10+,

. = A
se alla frazione = diamo Ia forma
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o— A® .

(8) AT — 9 10~ + R,
in cul ¢, & un numero intero ed R soddisfa alla relazione
(9) 0 =R<10~— :
avremo allora |
(10) i T

Se s1 pone infabti |
(11) | = 105"+ ¢, 101 4 ...,
avremb - ’ “ a

c. 10+ = o,
e per le relaziom (7),....(9)

. T < (g + 1) 10~
quindi
< g+ 1, €iod o =g

Ablamo cost un limite supermr& per ¢. e si datarmma allora per
tentativi la cifra ¢., per cul 81 ha cd

(A + ¢ 10%7)= = a.-d(a + (e + 1) 10~ )=,

Questa-Ticarea. si. pud facilitare, determinaindo anche 1l hmlta 1D~

feriore di e.
4. Un tal limite si determina con l'aiuto della 1elﬂ.zmna

({il)s o v ' o IB’-;--’”—;' B < z(*)

(*) 8¢ w & un numere positive <1 e g & pare un numero posiiive < 1 yello sviluppo (14wt
i termini suceessivi al 2° sono allernativaments negalivi e positivi & siecome sono continoemaenke
daerspoontl, avremo la rolazions :

1+mu=-u+m1"=-1+pm+*“f“ 2 o,

o quindi: .

u:1+,m_{[+.ujﬂ.=;"nlﬂ md,

la quale vale del resto anchie 80 w 5 1, com'd facile dimostrare eonsiderando lo sviluppe di
Iy - ;
(]— — ) parw > 1,

J = w

Facsndo in quesia:

nbhbismo :

Ponepdo in questa:

e mnlﬂplinmlu i dao membri per A:

A+B— f_n:

da oul immadiatamente :
|

A B! < a,

B —

(Nela del Tradutiore).

L — e L e W i = — —l .




%4

in cui & posto

PERIODICO DI MATEMATICA.

a@— A™
B = mA=" °

Dalla (8), abbiame
g: 10v-* = B <= (g, + 1) 10%*,

e poiche A > ¢ 10°, da questa relazione si ricava

1 -
(13) g. 1057 — '"2% (g0 + 1105 < B — 2= ey

Osservando ora che per la (11) &€ z < (& + 1) 10+, dalle (12) e (13),
dopo averle moltiplicate per 10--*, i ha

- (14) g — ’"2;1 L"'l‘;” <e+ 1,
Se @

m — 1 (.'?r+ HE
o, 17 1

dalla (14), essendo g. intero, si deduce

gr—lir:,-.

Da questa e dalia (12) si dednee che in questo caso deve essere e,
agnale a g. 0 g, — 1.

N. B. Piit abituale del precedente uso della disngnaglianza (12) & il seguente.

@— AW

Si ealeoli il quoziente Ao & meno di unita di ordine di v — 2 volie pii

grande, cosicoh® in luogu della (8) si ha Ia formoln
B=hI0k2+2 4 R, 0 < R'< 1px—t42

iJ? eni % & un numero intero. Allora eon ragionamenti annloghi a quelli del § 4,
st perviene alls relazione

— 1 1

| Ordinarianmente & & un nomero di »*—1 cifre, quindi A L£1 < 10+, o pereid
51 AVrR | o

lﬂi—h"'“(h - ’"2; I) < < (b 4 1y 10e-2e42, (%)

0. SToLnz.

; (") Pili ampie applicazioni di quest’altima formols si travano nella prepevolissima opera del-
VAutore: Vorlesungen fiber allgemeine Arithmetit, I, pog. 310.

(Note del Tradultors),
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DISCUSSIONE. ELEMENTARE DEI CAST DI PLURIONOLOGIA DEI TETRAEDR!

Si deve a Schrdter ed a Rosanes la discussione dei casi di pleriomo-
logia dei triangoli (Math, Annalen. Vme 2), La disenssione analoga per
1 tetraedri & stata falta da Ed. Hess. nella memorin: Beitrige sur Theorie
der mehrfach perspective Dreiecke und Telraeder (Math. Apn, Vme 28)
ove sono tratéali detteghatamente i diversi casi, sia pel triangolo sia pel
tetrasdro. I tetraedri omologiei in 4 modi, o tetrredri desmici, erano gia
stati studiati a fondo da Slephanos, Veronese. Reye, Vietor ace, Hess di-
mostrd che solo un altro caso & possibile, quello dei tetraedri omologiei
in dne soli modi, e dette pure qualche proprietad di questi tetraedri. I
procedimento di Hess & analitico, e quello delle altre memorie trattanti
(questo argomento non & nemmseno elementare: solo Schriter in nna me-
moria del giornale di Crelle (*) Vme 109 si propose di dimostrare ele-
mentarments le proprietd fondamentali dei tetraedri desmiei, partendo da
una costruzione data a priori.

Lo scopo della presenie nota ¢ di rifare la discussione di Hess, ma
in modo sintetico e del tutto elementare; e di dedurre dalla costruzione
effettiva dei tetraedri omologici in due ed in quattro modi ls loro pro-
pristh principali.

l. Se due tetraedri completamente distinti ABCD, A'B'C'D’ sono
omologicl, in modo che le congiungenti AA’, BB’ CC’, DD, passino per
, irggg 0. Pnod
darsi, che sostitnendo nella scrittura precedente ad A’B'C'D’ una dells
permutazioni tra le 4 leftere, si abbia nn’aliza omologia, con un altro
contro ', Allora 1 tetraedri ABCD, A'B'C'D’ si dicono omologici in due
modi. Dobbiamo ora rivercare quale delle permutazioni bisogna scegliers
perche cid sia possibile.

2. Tra le permutazioni delle lettere A’, B, (', D" si vede facilmente
che bisogna seartare quelle che laseiano =l loro posto nna o due lettere.

un punto O, eid6 81 indicherd brevemente serivendo:

Infatti, se insieme alla omologia irgrglgr () si avesse ad esempio 1'altra
i,gfgrg. , 1 due triangoli BCD, B'C'D’ non sitnati in un piamo (per

I’ipotesi dei tetraedri distinti) sarebbere omologiei in due modi: 8 ¢id non
puod essere, perchd allora st avrebbe un asse di omologia comune ai due
modi, eiod I'intersezione dei pinni dei due triangoli,

3. Le permntazioni restanti non lasciano nessuna lettera al suo posto;

(*) Elementar Constrnction der Figur dreier in deamieher Lage befindlichen Tatraeder.
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6838 sono le sei permutaziomi dispari: B'O'D’A’, B'D'A'C, CA'DE,
CDBA, DA'B'C, 'B'CYA, o I tre pari D'C'B’'A’, B'A'D'CY, O'D'A'B.
Se &1 avessero lo due omologie li;g.grg‘ 0, Igpg,gff.r‘ 0", 1o spigolo
AB 8i appoggerebbe tanto ad A’B’ quanto a B'C’, e percid conterrshbe
il punto B’ d’incontro di gunests rotte; similmente lo spigolo CD si ap-
Foggerabbe tanto a C'D’ quanto a IVA’, quindi conterrebbe il punto D’
tomune a queste ratte. Allora si avrebbe questo assurde che le BB, DD"
odsia i due spigoli opposti AB, CD si dovrebbero incontrare nel centro
di omologia 0. In modo del tutto analogo 81 arriva alla esclusione delle
permutazioni BI'A'C’, C'A'D'B’, D'A’B'C, D'B'C’A’, cosi dells permn-
tazioni dispari rimane O'D’B’A". Se si avessero lo due omologie &-E,g-g-]()
é’]?’g’g 0, lo spigolo AC si appoggerebbe tanto ad A'C’ gquanto a O'B’,

quindi conterrebbe il punto € 4’ incontro A queste rette; lo apigolo BD

si appoggerabbe tanto a BT’ quanto a D'A’, quindi conterrebbs il punto D’

d’ incontro di gueste rette: ed allora, come nel caso precedents si avrebbe
"assurdo che’i due apigoli opposti AC, BD (eoincidenti rispettivamente
con CC’, DD') si dovrebbero incountrare nel centro d’omologia O,

Cosi restano escluse tutts e permutazioni tranne queste tre: D'C'B’A’
BFAIDPﬂr' G':D'A.’:B'-

4. Dato un tetraedro ABCD ad un pento O, sia proposto di trovare
un punto O° od un tetrasdre A'B'C'D in modo da avers: irfg:grgr 0,
ABCD

D’GFBFﬁrI (. Bi unisea O con A, B, (, D; siccome i punti B, ¢’ &i

debbone trovare rispettivamente sn 0B, 00, il centro O’ della ssconda
omologia, incontro di BO' econ OB’ dove stars nal piano OBC; i punti
A%, 1) dovendo stare su OA, 0D, lo stesso punto O, coms ineontro di AD"
A’D, deve trovarsi nel piano OA’D’, dungue 0" & nella intersezione ! dei
piani OBC, OAD, Costruita questa retta {, che passs per O e si appog-
gia a BC, AD, e seelto s essa comunque tl punto O, il tetraedro ri-
chiesto A'B'0'D’ risulta determinato ponendo: A'=A0-0D B=B0O-0'C
C'=C0-0’B, D’=D0-0’A. Difatti le AA', BB, CC", DIV, passano per O
¢ le AD’, BO", CB’, DA” per 0.

Le stesse considerazioni prescedenii valgono per le zltre due psrmu-
tazioni B'A'D'CY, C'D'A’B".

Riconoseinta cosi 1’esistenza dei tetraedri biomeclogiei passiamo a di-
mostrarne alcune proprista.

5. Pongasi M=AQ-A'CY, N=BD'B'D’; la retta MN trovandosi nei
dne piani BC'A’, B'CA, si appoggia ad A'D, AD’, ma queste due rette
concorrono in 0, dunque MN passa per (. Similmente 8i vede che i punti
AB*A'B’, OD*O'D’ stanuo allineati son O". Risunlta da cid ohe il PIZNO )
della 1* omologia comprends il centro deila 2%, a similments il piano w’
della 2a omologia comprende il cemtro O della 1%, Dunque: se due fe-

2
F
¥
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traedri sono biomologici il piano di una delle omologie passa per il cenivo
dell'altra (Hoss. mem. ecitata)

B. Dalle considerazioni fatte si deduce la costruzione dei due piani
di omologia, dati che sisno O ed 0': il piano o & quello delle due rette pas-
santi per 0, e che si appoggiano rispettivaments alle dus coppie di spi-
goli AC, BD; AB, CD: il piauo w” & quello delle due rette passanti per
O e che si appoggiano alle stesse coppie precedenti. Inolire i punti
0,=BC-BC,0,=AD"AD" appartengono ad entrambi i piani v,
danque O, O°; & I’ intersezione di questi piani, Avremo dunque che:
fissato un tetraedro ABCD ed un punto 0, esistono infiniti tefraedri
A'B'CD biomologici ad esso eon uno dei centri in 0; il piano w' del-
laltra omologia ¢ un piano fisso, il punto 0" ed il plano w apparten
gono a due rette fisse (1 ed 6, 0')).

7. Nei due tetraedri biomologici ABCD, A'B'C'D’, escluse le coppie
BC, B'C"; AD, A'D’ che si corrispondono in entrambe le omologie, ordi-
intamo le coppie rimanenti in due modli:

AB, A’B’ AB, D'C’

AC, A'CY l gorrigpondanti AC, D'B eorrispondenti
CD, 0D lnella 18 omologia, CD, B'A" [ nella 22 omologia.
BD, B'D’ BD, (A’

In oguuna delle eoppie corrispondenti nella 12 omologia unendo in
eroce, gli estremi avremo i punti AB"BA'=P, AC"CA=P’, CD"DC'=Q,
BIY:DB'=Q'. Siwnilmente per la 2* omologia avremo i punti AC”- BD'=R,
AB"CD'=R’, CA"-DB'=S, BA"- DC'=S’, La PP’, trovandosi nei duae
piani AB'C’, A"BC si appoggia s B'CY, 8 BO quindi passa per O, incontro
di queste rette; la QQ’ trovandosi nei due piani DB'C’, D'BC, si appoggia
alle stesse BC, B'CY, qnindi passa pure per 0,. Analogamente si trova
che PQ', P'Q pussano per O, @ PQ, P'Q" per 0". Ciod i punti PP’ QQ’
stanno gal piano w, formando un quadrangolo, il eul friangolo diagonale
8 0,0°,0", Lo stesso vale per i pnnti R; R, 8, 8’ rispetto al piano ', ende:
in due tetraedri biomologict, esclusi gli spigoli che corrispondono in en-
trambe le omologie, si considerino le 4 coppie di spigoli che corrispon-
dono in uyna di esse; se in cigscuna di queste coppie st trova il punto
d' inconiro delle retle che uniseono in eroce gli estremi degli spigoli, si
hanno 4 punii del piano di quelle omologia; questi punti formano un
quadrangolo, che ha per puniti diagonali i centro dell’altra omologin ed
! punti d’ incontro degli spigoli non considerali.

8. Se due triangoli sono omologict in due modi, in generale 1'asse
di una delle omologie non passa per il centro dell’sltra, C’& peré un
oaso particolara, (*) ehe corrisponde esattaments al easn dei tetraedri bio-
mologiel. 81 he questo teorema: se due friangoli ABC, A'B'C" sono omo-

(*} Quasto caso o eonsidorato nella memoria di Hess.
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AEBC
CEA

ABC

logiei nei due modi | vp 0" o', ed 0 appartiene ad o, 0

N

appartiene ad 0.

Siano dati il triangolo ABC e dne panti O, 0" allineati con B;
pongasi AO*CO'=A’, 00-A0'=C, AC-AD'=L, AB - LO'=N,
NA’-00'=B’; il triangelo A'B’C’ cosi costruito & omologico ad ABC nai

dune modi \ifg,g:‘ 0, érgagr] 0O', e 'asse o0 della 1% omologia passa per

il centro O della seconda. Vogliamo dimostrare che O sta sn o". Per 1l
quadrangolo AA’CC’ il fascio delle reite o, o', LC, LC" & AYMonico ; se-
gando con CO°, si ha che il groppo dei punti C,C, P=0-CC el O &
armonico; segando con CA”, si ha il gruppo armonice dei punti O, A’
Q=CA’-LO, 0". Proisitando il gruppo CC’ OP su 00" dal punto BC'B'C’,
si ha il gruppo armomnico BB'O0Y, che con l'altro gruppe CA'QO" ha
an punto comuns, dunque BC, A'B’, QO (ossia LO) concorrono in un
punto. Cid vaol dire che la econginngente di I. eon BC * A'B', ovvere o
contiene il punto O.

9. In dne triangoli omologiei hanno importanza per lo studio delle
confignrazioni i punti d’incontro delle rette che si oltengone unendo in
eroce gli estremi di dos lati corrispondenti. (*) Questi punti formano
un triangolo (che si potrebbe chiamare triangolo di Veromese) omologico
ad entrambi i triangoli primitivi e con lo stesso asse d’omologia. Se 1
due triangoli stanno nello spazio il piano del triangolo di Veronese passa
per 1’incontro dei piani dei triangoli primifivi. 8i dedues da eid che daii
due tetraedri omolngiei, i piani dei 4 triangoli di Veromese corrispon-
denti alle 4 coppie di facce corrispondenti formano un tetrasdro (te-
trandro di Veronese) omologico ai tetraedri primitivi econ lo stesso piano
di omologia.

Posto 010, il teoremn di Hess e queilo del n. 7 si possono enunciars
completamente dicende che: in due tetraedri biomologici i tetraedri di
Veronese eorrispondeniti alle due oirologie st riducono ai piani di esse.

Per il caso particolare del triangoli biomologici, analizzato nel nu-
mero precedente 8i ha il teorema analogo, facilmente dimostrabile.

[0. Ritorniamo ora alla discussione di Hess. Abbiamo visto che se

due tetraedri ABCD, A’B'C'DY omologici nel modo i,g,g,g,

omologiei anche in un altro modo, guesto dovra corrispondere ad ana
delle 8 permutazioni: D'C'B’A’, B'AD'C, O'D'A'B’. Cosi & sempre pos-
gibile costrnire due tetrasdri ABCD, A'B'C'D" omoelogici nel due modi

iggg O iggg‘ Q' (§ 4). Vogliamo vedere se due tetraedr) sif-

fatkl possono risultare omologici anche in un terzo modo, il quale dovra

corrispondere ad una delle due permutazioni B'A'D'C’, C'D'A'B’. In-

0 risultauo

(") Vesoxeae, Nuori leoremi snll'zsngrammeo mistico, Lineei, 1877,
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ABCD| .,
BA'DC

Allora, la retta A'D’ incontra BU, B(¥ incontra AD. La retta [ interse-
zione dei doe piani OBC, OA'D" dovrd incontrare BC, A'D, o guindi
passare per il loro punto d’incontro G; analogaments ¢ passa per I’incontro
H di AD con B (”. Risulta che il punte O non 8i pud scegliere comungue
snlla retta /, ma deve essere il coniugato armonico di O rispetto al punti
@&, H di appoggio di Z eon BC, AD Scelto (' in questo modo, si ha un te-
iraedro A 'B'C'DY, che effettivamente risulta omologico ad ABCD anche al
ABCD

BA DG
AR, BA’, CD’, DC’ stanuc & 2 a 2 in piani differenti, e percio passano per
uno stesso punto O”. Anzi abbiamo gunlche cosa di pin; le 4 rette ACY,
BD’, CA”, DB’ stanno pure a 2 a 2 in piani differenti e percid concorrono
in uno stesso punto O™, Dungue 8¢ due tetraedri ABCD, A'B'C'D’ sono
omologici in tre modi, essi risultano anche omologiel in nn guarto modo.

Pereio, il risultato finale della discussione & questo: se due tetraedri
ABCD, A'B'C"D' sono omologici in pitt modi, essi PoSsOno essere omologici
in due, od in tuiti e gquatiro i modi seguenti:

ABCD'O ABCD ABCD ABCD
A'BCD1| > IDCHBA’ BADC CD'A'B

I tetraedri omologiei in quattro modi farono.chiamati da Stephanos te-
traedri desmici.

11, Nel numsro precedente abbiamo dimostrato 1'esistenza dei tetrasdr
desmici, e data nello stesso tempo la loro costruzions effettiva. Da questa
costrnzions dedurremo le loro proprietd principali. Sin O, =BC- B,
O, =AD" A'D’; la retta O, 0’, appoggiandosi a BD e« B'D’, passa per
il loro incontro O; ed appoggiandosi a CD", C'D, passa per i] loro in-
contro 0"; dungue O” ed O stanno sulla retia O, O,". Analogamente
g1 dimostra che O ed O’ si trovano sulla conginngente i punti AB -A'D,
CD-C T e che 0°Q” stanno sulla conginngents i punti BC-A'D’, AD-B'U.
Ma i punti O, 0, AB-A'B,CD CD, BC-A'D, AD - B'C’ stanno sul
piano d’omologia w corrispondente al centro 0, dangue il piano 0"00™
coincide eon . Similmente i piani 0700, 0’00, 0°0”0 ceincidono
rispettivamente con i piani d'omologia o, o, v che corrispondono ai
contri 07, 07, 0. Dunque: se due tetraedri sono desmict ¢ 4 centried 1 4
piani &’ omologia sono t verfici e e jacce di uno stesso letraedro. Questo
totraedro & desmico ad entrambi. Infatti dalla figura rigulta snbito :

gieme alle due omologie precedenti si abbia ad esempio 1'alira

terzo modo O ’, Infatti per la costrnzioni eseguite le 4 retie

O 0 ™.

ABGC D|,, |[ABCD |p |A BCD | |AB CDy,
m"{r"o'l » l0r00'07| B> j00°007| v |0'0™0"0|
ABO D|, ABCD |p |ABCD o AR U’D'lD
00"0"'0*1 » om0 00 B 00007 [0000"0 [

i ha cosi un sistemi desmico di 8 tetraedri ABCD, A'BCD/, 000”0,
dne qnalungue di essi sono omologici in 4 modi con i centri ed i piani
d’omologia mei vertici e nelle facce del 3° tetraedro.
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12. In dune tetiaedri desmiei ABCD, A'B'C'D nno spigelo di uno di
essi si appoggia ad una coppia di'l spigoll epposta dell'altro e propriamente
AB, CD si appoggiano contemporaneamente ad A'B’, ('D': BC, AD si
appoggiano a B'C’, A'D’ a BD, AC si appoggiano a B'D, A'C’. Pid
brevemente 81 pud dire con Stephanos che i due tetraedri si appoggiano
tra loro. Reviproeamente se dne tefraedri ABCD, A’'BC D’ verificano le
condizioni precadenti, essi sono desmici. Difatti per ipotesi lo rette AA’
BE', CC', DD’ stanno a 2 a 2 in piani differenti, quindi concorrono in
un punto . Analogamente le altre tre quaterne di rerte: AD', BC', CB’,
DA'; AB. BA', CD’, DC"; ACY, BD', CA", DB’ sooo costituite eiascunsa
d1 quattro rette concorrenti in uu puouto,

13, Nei tetrasdri ABCD, A'B'C'D’, 00°0”0", appartenenti ad on si-
s'ema desmico, consideriamo la coppia di spigoli BC, AD del 1° tetraedro
e le due coppie B'C’, AD"; 00, O70™ degli altri due, che si appog-
giano alla prima. Queste 6 rette sono gli spigoli dal tetraedro O,0°, GH.
Partendo dalla ecoppia BA, CD, 81 ottiene un aliro tetraedro, e partendo
dalla terza coppia AC, BD, se ne oitiene un terzo. In tal modo ab-
biamo 3 nuovi tefraedri, 1 eni spigeli coincidono con quelii dei tetraedri
primitivi, ed i eui vertici sono i 12 punti ove coneorrono a 3 a 3 questi
spigoli all’ infwori dei punti A, B,C, D A", B, C", D', 0,07, 0", 0", Ri-
sulta che i tra nuovi tetraedri, come 1 primitivi si appoggiano a dne a due
quindi formano un uvovo sistema desmico che dicesi il sistema désmico
conivgato al primo gistema, Un teiraedro di uno dei due sistemi ha due
spigoli opposti in comune con ciascuno dei 3 tetraedri dell’altro sistema.

14, 1 18 spigoli dei tetraedri del sistema deamico ABCD, A'B'E€T),
000”0 si incontrano a 8 a 3 nei vertici dei tetraedri del sistema co-
ningatn, In opgnuno di essi stanno dangne 4 punti, dne vertiei del 1° si-
stema 8 dus del secondo: queste coppie si separano armonicamente. Di-
fatti considerando ad esempio la coppia di spigeli BC, AD del 1? tatraedro,
ad essa si appoggia la coppia B'C’, A'T) del 2° nei punti G,0,; H, 0",
e la coppin OO, O”0" negli sressi punti e dalla fignra risulta sabito
che BC ¢ diviso armonicamente da G. 0, e AD da HO",, Analogamente
per 1 punti che stanno ADB CUD; AC, BD scoe.

I5. T facile vedere che la retta Q0 si appoggia alla coppia BC, AD
in G, H ed il gruppo OO'G'H & armonico. Similmente O, Q" sone di-
visi armomicamente dai punti di appogzio della loro congiungente com
la coppin AB CD, ed 0.0 sono divisi armonicamente dai punti di
appoggio della loro congiungente con 1'altra coppia BD, AC. Dungue
in un sistema desmico di tre tetraedri, un vertice O di uno di essi e il
polo della faccia opposta G'07()” rispetio a ciaseunn degli altri tetraedri.

Sicché dato un tetraedro ABCD ed an punto O si pud costruire um
golo tetraedro desmico ad ABCD, e di cai un vertice & O: basterd con-
durre per O le 3 rette, che si appoggiano rispetfivamente alle. 3 coppie
di spigolt opposti di ABCD, e segarle col piano polare di O rispetto allo
stesso tetraedro ABCD; 1 3 punti di sezione O', 07, 0", insieme ad O,

D A,
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