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Nel suo trattato di Géomdtrie deseriptive Monce ha mostrato come
alla proposizione * i centri di similitudine esterna di tre cerchi di un
piano consideratl a due a dve . si giungesse nel modo pin naturale
e luminoso, considerando i circoli dati come sezioni centrali di tre
sfere e quindi immaginando i tre coni inviluppati dai piani che ne
toccano esternamente due gualunque. B questo forse il pin antico e
certamente uno dei piir brillanti esempi del vantaggio che vi & in
certa casi di mvoeare considerazioni stereometriche nella geometria
del piano. Un aliro, di natura un po’ piit elevata, ma non meno bello.
venne offerto da QueTeLeT ¢ DAnpuum, guando mostrarono con quanta
naturalezza s1 pervenga ai fuochi di una eurva del second’ordine, con
nuanta eleganza se ne stabiliscano le proprieta, rignardando quella
curva come sezione piana di un comno eircolare retto e quei punti come
di contatto del piano della curva con sfere inseritte mel cono. Un
terzo esempio € somministrato dalla notissima dimosbruzione stereo-
metrica della propriety caratteristica di due friangoli omologici ap-
partenenti allo stesso piano.

Altri ed altri esempi congeneri =i aggitmsero in processo di tempo.
lissi fecero sorgere e sviluppare il desiderio di infrodurre siffatte luci-
chssime argomentazioni nelle esposizioni piil elementari della scienza
dell'esiensione. Ora a far ¢id si opponeva un ostacolo imsormontabile,
cioé 1l ecostume (che risale per lo meno &ino ad Evenipe) di consi-
derare la planimetria e la stereomefria come discipline separate, di
esporre quindi le proprieta plastiche dello spazio soltante dopo di
avere esaurite quelle delle figure piane. A togliere guesto ostacolo
una sola via si apriva dinnanzi all’ innovalore animoso: quello di fare
della planimetria e della stereomefria un tutto organico, riavviei-
nandone tra lore i femi aventi fra loro intima affinita ed esteriore
somigliamza. Chi per primo ebbe tale idea, che, in un rezno vivente
sotto lo scettro di BEuvcvipr, doveva sembrare estremamente anar-
chica? Non ardisco di rispondere categoricamente a tale domanda,
perché lo studio della storia della scienza in genere e della matema-
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{ica in ispecie, rivelando che un gran numero di idee, considerate
dai moderni come opera propria, sono frutti di investigazioni melto
anteriori, impone una prudenza estrema nel promuuciare giudizi di
tal fatta. (*) Mi limito pertanto a constatare gquanio segue.

Nel 1825 il GereosyE scriveva: “ Il est donc raisonnablement
permis de se demander... si nofre maniére de diviser la Géométrie,
en Géomélrie plaie et Géoméirie de Pespuce, est aunssi naturelle et
aussi exactement conforme a 1'essence des choses, que vingt siecles
d'habitude ont pu nous le persuader. Toujours du moins d emeure-t-1l
vrai qu'en y renongant, on parviendrait, en ne recourant pour ainsi dire
qu’'s la simple intuition. & pousser assez avani dans la (Géométrie, des
commencants que 1'étude du caleul, présentée dés I'entrée, ne rebute
que trop souvent, et qui peut-étre 8’y livreraient plus tard avee bean-
coup moins de répugnance, lorsque leur intelligence se serait agrandie
et fortifiée par I'étude d’une série plus ou moins prolongée de pro-
prietés de I'étendue ,. (**) Queste auree parole rimasero inascoltate;
infatti Evoume e LEGENDRE continuarono ad imperare in Francia
come altrove, e non ad esse si deve il primo tentativo a me noto ds
cancellare la linea di demarcazione esistente fra la geometria plana
e quella dello spazio. HEsso & rappresentato da Lelirgebiiude der nie-
deren Geometrie fiir den Unterricht am Gymnasien und hoheren Eeal-
schulen di C. A. Brercevemrr (Gotha, 1844), In guesto ottimo hbro
— ove molto si pud ancora imparare, malgrado i progressi che fece
la geometria in quest’ultimo mezzo secolo! — la innovazione d1 cul
si fratta @ praticata e consigliata riflettendo: 1° che trattenendo un
giovane a lunge sulla geometria piana, la sua fantasia geometrica
diviene tarda e priva di agilita, 2¢ che (come l'esperienza dimostra)
il metodo didattico, che si fonda sulla separazione della planimetria
con la stereometria, non da di regola migliori risultati di quello
basato =ulla fusione dell'nna coll'altra. In conformith a tul modo di
vedere il DBrerscmsemng divise la parte del suo libro relativo alla
“ (feometria sintetica , in fre sezionmi intitolate risp. * Geometrie der
Lage ,, © Geometrie der Gestalt . e * Heometrie des Maasses ,.

E poiché la distribuzione della materia & quello ¢che a nol spe-
cialmente interessa, poiche d'altronde la guestione di redigere um
programma & doppio uso (¥¥*¥) & atfualmente all’ordine del giorno fra
noi, (¥¥*%) cosl ritengo opportuno riferirne qui I"indice dei capitoli
contenuti in ognuna delle tre citate sezioni.

(%] Mi sia concesso giustificars questa mia riservatezzan con un asompio. Fu di recents solle-
yala la questicne: cli psr primo tentd fondere il calcole differenziale con 1'integrale? Aleuni vi-
spiuseru ricordande uno, Allrl on nitro dei trattatisti di quest'ultimo venlennio. Ora chi mai avrebbe
ereduio ehie Ia rizposia vern nnn &l sarebbe otienuin se non sitando le Insrituliones anelylicae pub-
blicale per la prima volta a Bologna nel 1767 da V. Riccarr e U SaLADINGT

(*=) Anoales de Mathématigues, T. XVI, p. 200,

[*&%) S| noti che Il BheTscBRNEIDER, provedendo lo opposizioni che avrebbe ineontrale, adotio nin
?l'giinnmﬂnm tale che il buo libro polesse anche veuire prese come festo da un professors anki-
usivnirtn,

(*=7) Gir. una relazions del Prof, Giomes inserila nol T, XIV, p. 51-86 del Periodécn di Malemn-
tien per Uinnegnamento segandurio.
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L. Geomelria di posizione: 1° Refta. 2° Piano. 8° Angoli piani
4° Parallelismo nel piano. 5° Diedri. 6° Angoli di rette e piani. 7* Pa-
rallelismo nello spazio.

I1. Geometrice della formea: 1° Figure piane in generale. 2° Pro-

prieta del triangoli. 3° Quadrilateri, in particolare parallelogrammi.
4* 11 cireolo. 53¢ Figure inseritbe e circosciitte. 6° Angoli solidi, 7° Po-
liedrt 1in generale, 8 Piramdi. 9° Prismi. 10° La sfera.
1. Geometria di miswra : 1° Divisione e misara delle rette, 2° Pro-
porzioni. 3° Area delle figure rettilinee. 4 Similitudine. 5° Relazioni
metriche tra figure simili. 6° Periferia ed area del cireolo. 7° Volume
di prismi e piramidi, 8° Similitudine e simmetria di solidi. 9°® Area e
volume i1 figure tronche. 10" Area e volumi della sferan e di solidi
annulari.

Se il BrerscusEiper abbia trovate segoaci ignoro; (%) ma & certo
che non debbono essere stati molto numerosi e significanti, dal mo-
mento che il nuovo metodo da lui immaginato cadde ben presto in
dimenticanza (il BAvrzer stesso, che in molte occasioni attinse a larga
mano all’opera del BrerscuNEER, Non solo non ne adottd il concetto
fondamentale, ma nemmeno lo onord di una semplice citazione!) Sieche
s1 pud affermare, senza tema di ingannarsi, che dalle idee dell’'egregio
professore del Liceo di Gotha non frasse la propria ispirazione il se-
condo, in ordme di tempo, di coloro che propugnavane lutilita di
alternare nell’insegnamento gli argomenti di geometria piana con
quelli d1 geometria solida; & desso il sig. C. MEray, autore dei Nou-
veanz Lléments de Géomérie pubblicati a Parigi nel 1874, il quale
giustifiea I innovazione da lni arrecata, eon le parole seguenti: * J'ai
abbandonnée la distinction d'usage entre la Géométrie plane et la
Géométrie dans Uespace. Outre qu'elle n'est pas dans la réalité des
choses, putsque la nature ne nouns offre que des figures dans 'espace,
elle met un long interval entre la théorie de la ligne droite et celle
du plan, dont chacume cependant est nécessaire a la parfaite intelli-
gence de l'autre; elle nécessite méme une interruption dans 1'étude
de la lhgne droite. Enfin, elle est encore plus nuisible dans 1'ensei-
gnement. professionnel, car la pratique des Arts réclame bien plus
la connaissance apprnfuncﬁe des principales combinaisons de droites
ot de plans, gque colle do propositions théoriques. comme les propriétés
des sécantes du cercle. Ces inconvenients m’ont paru surpasser de
beaucoup les avantages que cetle méthode peut avoir comme artifice
didactique; si elle divise et aplanit un peu les premidres difficultés
de la Géométrie, on ne pent nier qu'elle goit pour beancoup dans Ia

1¥) Tale & forse A. Sreew, enpe della secuoln dei Tusionlst] danesi,
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lenteur gne mettent les 6léves & acquérir la faculté de live dans Ve-
sprice . )

A chi legge non isfuggira cerfamente I'indiscutibile analogia di
natura che esiste fra i motivi addotti dall'eminente geometra fran-
cese e quelli che gnidarono il BrerscENEIDER a conclusioni analoghe.
Riguardo alla maniera in cui quello tradusse in atto le proprie idee,
affinché 11 lettore se ne formi un concetto dird che i1 MEray abban-
dond la solita divisione in libri, ¢ distribm tutta la matera trattata
m ventisette capitoli, al quali seguono sette appendici relative a
question1 speciali. Un esame un po’ attento di tutta 'opera manifesta
che quei ventisette capitoli compongone vari gruppi. Infatti dai primi
sefbe si apprendono relazioni di posizione e il paragone (ciod la sem-
plice constatazione dell'eguaglianza o della diseguaglianza) di angoli
o porzioni di retie; per precisare questi dati notisi che — prescin-
dendo dal Cap. I introduttorio — il 11 contiene delle generality sopra
rette e piani, il 111 & vonsacrato al parallelismo (eon ispeciale ri-
guardo al moto di traslazione) nonché all' intersezione di rette e piani,
il IV alla perpendicolarita (con nozioni relative al moto di rotazione),
1l Ved il VI trattano del paragone fra angoli (piani o diedri) o fra
segmenti rettilinel, ed i1 VII delle proprietd principali dei friangoli. —
Passando quindi alla misura, il Méray consaera un capitolo (I VIID
alle mutue distanze fra punti, rette e piani, ed applica subito le no-
zioni stabilite alla determinazione della lunghezza di un arco di curva
(Cap. IX), dell’area di una superficie piana (Cap. X) o curva (Cap. XI),
e del volume dei solidi (Cap. XII). L’autore ritorna poi a questioni
attinenti alla posizione, trattando delle figure omotetiche e simili
(Cap. XTIT) e di quelle simmetriche (Cap. XIV) e dimostrando le prin-
cipali proprieta del triedro. Nel resto dell'opera il concetto di fusione
non rappresenta pio che una parte secondaria, giacehe 1 Cap. XV1-XXI
sono tutt: dedicati al cerchio ed ai poligoni regolari, mentre i restanti
trattano successivamente di cilindri, di coni, di superficie di rivolu-
zione e finalmente della sfera.

All'opera del Meray non arrise migliore fortuna di quello che
ebhe lo scriito del BrerscaxTmER, giacehs, non soltanto le proposte
ivi fatle vennero accolte con estrema diffidenza dalla classe dei vecchi
insegnanti, affetti dappertutto di misoneismo eromico, pronti sempre
a2 gihndicare le cose nuove pil difficili delle antiche: ma anche agli
scienziati essa passd Inosservata, onde venme troppo presto dimenti-
cata, e s1 presenta, dopo un quarto di secole, come opera nuova,
tuttora in atiesa di un giudizio. Ma chi voglia oggi misurarne il
valore deve tener sempre presente 1'epoca in eui venne scritta: altri-
menti rischierebbe di misconoscerne le doti di originalita e quegli altri
pregi che ora in Francia (probabilmente per 1'incontestata autorita nel
frattempo acquistatasi, coi suoi lavori di analisi, quello si considera, da
un certo punto di vista, per il WeiErsTrASS della Francia) vengono ri-
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conoscinti nel modo pitt esplieito, cioe coll’adozione ) quel] opera come
libre (i testo mm parecchi istituti. (¥)

S
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I venticinque anni che sono ormai seorst dalla pubblieazione dei Nou-
veawx flements de géométrie sino ad oggl compongono un periodo estre-
mamente importante per tutto quanto concerne la filosofia e la didat-
tiea della geometria. 51 ricordl infatti che gli & nel decennio 1870-188()
che si diffusero in tutto il mondo, divenendo proprietii comune, le
idee radicalmente riformatrici di LoBarscarrrsky e Bouyar: fu allora
che divenne generale e profonda la convinzione della necessiti di
sottoporre ad una revisione completa la materia della geometria di
Eueclide, nonché 11 metodo con cu1 & trattata, specialmente coll’ intento
di misurare gquanto solido fosse l'edificio eretto dal sommo Alessan-
drino. £ neil qumndi¢ci anni che seguirono, queste assiduo lavoro di
revisione non & cessato un istante; inoltre, in Italia, una schiera di
giovani valorosi, abbandonando le aule universitarie, dove avevano
apprese le nuove idee, popolarono le scuole medie, infinmmati dalla
nobile intenzione t far fruttare quanto avevano appreso, sicche un
soffio di nuova vita parve circolare nelle aule, in cui dianzi maestri
e discepoli sonnecchiavano sugli Elementi di Euclide.

(‘ome esponente di questo nuovo stato di cose e1 s1 presenta un
trattato di geometria mformato all'idea di fondere la planimetria
con la stereometria; ma di fonderle, non col semplice mtento di ren-
dere pit agevole, piu dilettoso, pi fecondo lo studio della geometria,
ma con guello, ben pi2 nobile ed alte, di rendere meno numerosi o
pin chiari 1 postulati fondamentali della geometria, pih semplici e
rigorose cerle argomentazioni, piu * pura , la compagine di alcune
teorie coll’'eliminazione di certi elementi estranei, Il trattato a cu
allndo (il lIettore se n'e gia accorto) é quello pubblicato da R. Dr Paornis
guindiel anmi or sono sobtto 1l tifolo di Flementi di geometrin (To-
rino, 1884), ed ove totla ia sclenze dell’estensiome & divisa m sel
sezionl, cioé: 1 Verita fondamentali, 2° le fiecure fondamentali della
geometria (triangoli e poligeni, angoli triedri e angoli poliedri, solidi
poliedri, 3° cerchio, cono, cilindro e sfera, 4" teoria dell’'egnaghanza,
50 teoria della proporzionalita, 6° teoria della misura. Va rammen-
tato che dal ben auspicato connubio fra planimetria e stereometria,
eelebrato dal D Paowis, u"aﬂquem delle nuove dimostrazioni, cosi 1m-
portanti dal punto di vista dofirinale, da costitnire un vero progresso
seientifico.

La novitd dei concetti e la concisione del dettato fanno apparire,
oggl, come quando vennero alla luce, ghi Elementi del De Paous, pint-

) Yeumero anche eoslrniti del medelli in legnn per illustrarne il conlennto & farilitarne 1" in-
lelligenza
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tosto come un * liyre du maitre , all'uso francese, che come un ma-
nuale scolastico: ¢id spieght percheé essi oftennero scarsa diffusione
nelle senole italiane, anche i quoelle dirette da fusiomisti I'oriuna-
tamente due egregi insegnanti (uno dei quali discepolo del De PaoLis)
contribuirono al trionfo delle nuove idee, esperimentando 1l nuovo
metodo nell’Accademia Navale di Liverno e poi pubblicando un'o-
pera (*), ove i procedimenti ideati dal compianto professore dell’'Uni-
versith di Pisa gono modificati in modo da meglo corrigpondere alle
esigenze delle senole, e formano un trattato che nulla vieta di adot-
tarec como piattaforma di un insegnamento elementare della geometria.
In conseguenza il numero dei fusionisti da manipolo diventd legione; (**)
e si accrebbe a dismisura il numero di coloro che, pur noen arrclan-
dosi in tale schiera, assumono un’attitudine favorevole alla fusione,
e s¢ ne servono ne cagi in cui da essa provengauo indiscubibily
vantaggi. (¥*%) |

%
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Tl problema della fusione non pud, né deve vestringersi entro gli
angusti confini della geometria elementare. ¥ di vero — per non
parlare della geometria sintetica, ove la considerszione simultanea
di figure piane e di figure solide & sangne e midollo di tutti 1 con-
cetti e di tukti i metodi — & naturale domandarsi se essa sia teor-
camente possibile e praticamente utile mella geometria analitica.
Orbene, per gquanto concerne la parfe elementare di questa disciplina,
I'Ttalia ha gis da tempo risposto affermativamente a tale demanda;
giacchd, tanto nella Geomeiria alle coordinate (Parma, 1891) di L.. Rascar,
quanto nel Trattato di geometria analitica (Livorno, 1893) di G. LAzzZERy,
sono esposti contemporaneamente i fondamenti del metodo delle coor-
dinate per forme di I, II e III specie, e quindi applicati alle figure
di primo ordine (rette e piani) ed a quelle di secondo (coniche e qua-
driche). Per quanto invece coneerne la geomefria analifica superiore
o geometria differenziale delle curve e superficie, la risposta venne
data da quello stesso eminente seienziato che gi fece in Franca apo-
stolo della fusione per 1”insegnamento elementare. Giaeché il MERAY
nella TV ed ultima parte (Paris, 1898) delle sne oftime Lecons nou-
velles sur Uanalyse infinitésimale of ses applications géomériques, piil
ancora che mescolare le ¢onsiderazioni concernenti il piano con con-
siderazioni relative allo spazio, rignarda la planimetria infinitesimale
siccome caso particolare della stereometria, ed otfiene cosl rilevanti

(5| . Lazzent e A. Baseawt, Flawenti i geometrin, Livorne, 10 ediz, 1891: 20 1BYB,

{**, Ofr. la vivace relazione del Prof. Dx Amicts, Pro fusions, Periodico di Matsmatica per I'in-
ssgnamento secondario, T. XIII, 1898, p. 40-72; e l'arlivolo del Doit. 6, Oaxnroe Sur lo fusion de In
plsnunetrig gf de in steréomelrie dans Penseignement de la géumetrie élémentiairs en Ttalia in L'ansszi-
gonement wmathdmntique, T. 1, 1859, p. 204-215.

(**#) Basali annoverara fro questi oitimi il Prof. Verones (v. ls dichiarazioni nella Prafazinns
agli Blomenti @i Geomeisria. Padova, I807, da lui redatti collu eolinbnrazionsa dal Prof, GAZzANIGA),
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semplificazioni e ravvicinamenti importanti. A tale innovazione siamo
sieuri che molti faranno buon viso: giacché se m taluno puod sorger
dubbio sulla possibilita che uno, digiuno di planimetria, sia in grado
di assimilarsi la stereometria, nessuno potra giudicare pin difficile 1l
retiificare una curva gobba del rettificarne una piana, ovvero piu
complicata la determinaziome analitica del piano tangente ad una
superficie di quello che si1a la risoluzione del corrispondente problema
per una curva piana,

Da tutto quanto precede scaturisce che I'1dea di fare un tuito delln
geometria del piano e di guello dello spazio, sorta dapprima dal mo-
desto desiderio di meglio corrispondere ai fini ed alle esigenze del-
I"insegnamento elementare. si manifesto gradatamente sotto Naspetto
assal pit imponente di metodo atto a rendere pin perfetta la strut-
tura della geometria, pin sciolto e regolare il funzionamento de’ snol
organi. Concepifa in origine come applicabile soltanto a1 rudiment
della scienza della estensione. essa a poco a poco mette ali cosi ro-
huste da poterne attingere le vette piui eccelse. Quanto essa sia esente
da artificio, quanto corrisponda allo stato odiermo della scienza, &
dimostrato dal vederla nascere (almeno) nella mente di ire persone
differenti per indole di studi, per tendenze scientifiche e per nazio-
nalith, dal vederla riuscir vittoriosa sull’indifferenza sprezzante di
alcuni, sull’aperta opposizione di altri. Non hasta forse ¢io a consi-
gliare chiungue 1nsegna a considerare 1 metodo della fusione almeno
come nno di quelli che si possono scegliere per |'istruzione della gio-
venti? E 'aver agginnto un metodo di esposizione e coordinamento,
nuovo e potente, a quello che ha il suo prototipo negli Elementi di
Buocumoe, non & forse titolo sufficiente per accordare un posto stabile
nella storia della scienza a coloro che primi predicarono coll’esempio
il prmeipio della fusione?

Genova, 20 Aprile 1399.

— ol i B E— e e —

OSSERYAZIONI SOPRA LE COORDINATE POLARI

f1l |

GINO LORIA
»

Si sogliono ordinariamente considerare come coordinate polari di
un punto P del piano il raggio vettore p e Fanomalia w, cioé 1l numero
positivo che misura la distanza di P da un punto fisso O {polo) e I'an-
golo, contato in un senso deferminato, formato dalla semireita OP con
una semiretta fissg uscente da O (asse polare). Tale definizione & per-
fettamente logica e non presenta inconveniente aleuno, aliorquando s
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considerano dei punti isolati; inoltre, essa viene in certo modo legit-
timata considerando, assieme al sistema di coordinate polari, il si-
stema di coordinate cartesiane orfogonali, la eni origine cade nel polo
e d1 e l'asse delle aseisse eomneide eoll'asse polare; Paceettabilita di
essa viene ancora confermata notando che la prima delle definite eoor-
dinate polari altro non & che il modulo o ealore assoluto del numero
complesso rappresentato nel modo consueto dal punfo P,

Ma, guando s1 considerano delle serie continue di punti (linee) e
st vogliono studiarle coll'nso esclusivo delle coordinate polari, s'in-
contra una difficelta assai grave. Infatti per rappresentare mediante
un tale sistema una earva, si dovra adoperare un’equazione della forma

(1) f[P )= 0;

orbene & cliaro che facendo variare w da — coa -+ o, in generale,
in certi intervall ¢ risultera positive, ma in aliri negativo, e ad in-
terpretare siffatts valorl & 1mpotente la definizione che abbiamo ri-
ferita in principio.

Ad ovviare a tale inconveniente basta modificare un po’ le consi-
deraziomi di parienzs, surrogandole con le seguenti: Si consideri in
un piano un punto fisso O ed una semiretta fissa a vscente da esso,
e s immagini che una sewiretla givi attorno a O partendo dalla po-
sizioue ¢ o rotando nel senso considerato come positivo o nell’opposto.
Per ogni sua posizione # si froveranno su di essa iofiniti ponii (li
indicheremo con M) ed altrettanti se ne troveranno sulla semiretta
complementare » (li indicheremo con M). Orbene per fissare la posi-
zione di un punto M si prenderanno i numeri:

o =-}- lunghezza OM , w = angolo (ar),
menire per fissare quella di un punto M si assumeranno i numeri

p=— ]ﬂﬂghﬂZEﬂ Dﬁ , ) = Engu!n (ﬂr}.

| In conseguenza tutbti 1 punti di qualsivoghia semiretta avranno po-

sibiva la primae ¢oordinatn polave, mentre tutti quelli della semivetta
complementare 'avranno negativa; la seconda coordinatba sara la stessa
per tutfr 1 punbi di una semiretta, e precisamente positiva o negativa
secondochs la semiretta mobile per raggiungere la posizione conside-
rata ruold nel senso positivo o mnell’opposto.

Osservando: 1° che se unn semiretta » fa con la retta fissa @ un certo
angole, la complementare fa con a I'angolo w =+ =, 2° che per arrivare
i quelia posizione » pub sempre ruotare nel senso positivo, risulta evi-
dente che per determinare un punto mediante coordinate polari, si
pofranno sempre surrogave i numeri precedenti con altri sempre posi-
tivi., Ma tale artificiosa sostituzione, se pud tornare utile gunando si
tratti di punti isolaki o quando si voglia passare a coordinate carte-
siane, complica di regela la risoluzione delle questioni riferentisi alle
curve, in particolare quella del problema (pel geometra fondamentale)
che consiste nel determinare la forma della curva rappresentata da
un‘equazione del tipo (1).

Per dimostrare la verith di questo nsserto addurremo due soli
esempi, dopo avere premessa 1'osservazione secuente: per cosfruive
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la curva rappresentata dalla equazione (1), 1] modo pii consentaneo
alla natura delle cose & di far rnetare una semiretta attorno al polo,
in un senso o nell'altro, partendo dalla posizione a, e determinare sopra
ctascuna i punti corrispondenti della ecurva: tale rotazione dovra essere
continnata indefinitamente in enbvambi 1 sensi, se si tratta di una
curva trascendente, ma se si tratba di una eurva algebrica s1 pobra
arrestarla dopo un certo numero di giry, perche, & un certo momento,
sl rieadra in puntl gia segnati.
Esempio 1. — Abbiasi la curva rappresentata dalla equazione

(2) o = 2R sen w;

e subito visto essere dessa non altro ehe il eerchio di raggio R tan-
gente all'asse polare nel polo e posto nel semipiano delle y posifive.
Ora dalla (2) msulta che:

per <ol® e p>0

-,

per T<W<In 6 o < 0,

Interpretando gnesf: fath conformemente alle esposte definizioni
si vede che su ognuna delle semirette uscenti dal polo e situate nel
semipiang delle % positive si trova un punto v
della nostra eurva, ¢ che altrettanto accade
per Ia complementare di ognuna delle semi-
retie situate nell’alfro semipiano: cid & ap-
punto gquello che corrisponde allo stato di
cose rappresenfato dalla figura, che lasetamo
al lettore di tracciare.

BEsempio 1I. — La curva rappresentata
dalla fig. 1 rientra nella categoria delle * ro-
donee , di Guide Grand), la cul equazione
ganerale 8 p=—=2Rsenmw; ora tale classe di
curve, meglio di qualunque altra, pubd servire a dimostrare utilita
delle nuove coordinate polari; essa ¢i somministrerd il secondo esem-
pio che voghamo svolgere. — La curva

Iig, 1.

(3) p:EHEﬂn—g-,

in coordinate cartesiane & rappresentata dall’equazione seguente:
(7" +- y°) — 4R a" - y°)" - 3Ry = 0.

Essa & dunque una curva delssest’ordine, simmelrica rispetto ai
due assi della coordinata, avente nell’origine un punto di contatto di
due rami con per Oz velafiva tangente; su quest’asse ha inolire due
punti semplici A, A" tali che 0A =0A'=2R, mentre sull'asse delle y
ha due punfi doppi D, Dy tali che 0D =0D, =R V2. La forma gene-
rale della carva risulfa dalla fig. 1. — Ora viprendiamo la equazione (3),
per applicare ad essa le nosire considerazioni generali. Per ottenere

tutta la curva bastera evidentemente far compiere alla semiretta » due
giri; la (3) fa vedere che

per 0<<w<<2m & o >0,
per m<<w<<dwm e 0 < 0.
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Percid su ogni mmﬁe_ﬂaiﬂﬂﬁﬁﬁﬂ&ﬁﬁﬁuﬁ un punto della curva
-1n questione; il.Inogo geometijee’ di esai’ & 'aveo 0BDA’D,B,0. Invece
8 nessuna’semiretta del sedondo givo'si trovano punti della earva,
ma uno ne esiste sulla complementare ‘di ciascuna; si genera in con-
seguenza l'arco 0BD,ADB'), che complea Ia curva.

E superfluo per noi il molkiplicare:gli esempi; il giovane lettore
potrh svolgergli per proprio esercizio. Importa invece fare un’osser-
VAZION® concernente certe spirali notévoli conoseiutissime.

Definita la spirale di ﬁt‘i;ltlj._l:l_lpﬂég‘mdjante I'equazione

SEANA)
- i R,
(4) p=an. 0y 5 4 >0,
= ! 1 b ; J.\“_.l" u

i'}l ot s XA

. . . TR el 7 2% ;'"‘éi’-':' e TR, SHEY :
facendo variate w da 0 E+W!{G&‘§Hﬂ#{nh? Ia corva parte dal polo

T

e fa atborno ad esso nel: gengo’ poaiti g infinite circonvoluzioni allonta-

nandosene mdeﬂmh'mmanfﬂ ]
punteggiato mella’ fig. 2. do. “

tenendosi alle convenzioni:

vJa'curva segnata a tratto
veod sk fa. variare w da 0 a — o, at-
ite, miroktiena up altro ramo di curva,
-dells/eutivaidianzi tracciata: & quello che

segnato nella fig. 2 a tratto codkinuo. Ora & chiaro che volendo

Pk
k
Yy

-+ I w1 i
L 1S -
2 gl J A e
w1 R S -

'

Fig. 2.

lasciare alla » la massima libertd, di cui ha diritbo, converrs conenderle
tutti i valori da— o a — o0 ; onde (contrariamente a quello che di
consuefo s1 pratica) come rappresentazione geomelrica comMpLETA del-
Fequazione (1) si deve considerare I’ insieme dei dus rami segnati nella
fig, 2. Percid Ia spirale d’Archimede & una eurva simmetriea rispelbo
all'asse delle y o possiede infiniti punti doppi distribuiti su quest’asse,
Similmente: tutte le spirali rappresentate dall’equazione

(5) p=aw",

ove n & intero positivo, sono curve simmetriche rispetto 2 O.se n &
pari, & Oy se n & dispari; in ogni easo sono fornite di co!? punti doppi,
allogati sopra una retta. — Di analoghe prerogative godono le spirali

(6) o™ =au®,

Ove m e m sono numeri interi, positivi o negativi; lasciamo &l lettore
di enunciarle, nonehd di verificare che la spirale logaritmica, oltre
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il ramo continuo generalmente considerato, ne possiede un secondo
punteggiato.

Considerazioni analoghe a quelle qui svolie, potrebbero istituirs
relativamente alle coordinate polari nello spazio.

(Genova, 10 Aprile 1889,

SULLA DEFINIZIONE DEL NUMERO

|. Nella mia Teoria delle Grandezze (*) ho dato la seguente defini-
zione : “ Data una classe di grandezze I" (senza porre per essa nessuna
“ condizione) e prese due sue grandezze qualunque A e B, secondoche
“ esse sono uguali disuguali, diremo che esse hanno wguali nuneri o
“moneri disuguali .

A tale definizione. citata nei precisi termini ora detti e senza al-
cun’altra delle parole che poi seguono nel testo, il Prof. A, M, BusreLis,
in un sue lavoro (*¥) fa la seguente osservazione:  Mi pare che gquesto
“ modo di esprimersi dell'autore possa dar lnogo a degli equivoci. Par-
“ rebbe infatti, stando a eodesta enunciazione, che il numero fosse
* qualche contrassegno assoluto di A ¢ B nel modo stesso che & tale
* delle pluralita. Ma ¢id evidentemente non &, quando si tratta di gran-
“ dezza 1n generale, perché allora il numero & relativo all'umita di
“ misura; e cosiffatte relativita I'autore avrebbe fatto bene a metterle
“ 1n rilievo da bel prineipio ,.

E il Prof. D Amrcis in una sua Leitera apertia al Prof. Busrerny (¥5%)
trova ginstissima 1'obbiezione e aggiunge: “ Al sostantive grandezze
“ doveva seguire l'aggettivo misurabili, e, se io non erro, dovevasi
“ pol dimostrare che se A, B hanno numeri uguali (o disnguali) per
“ una data unita di misura, hanmo pure numeri uguali (o disugnali
' per qualunque altra unitd di misura ,. (¥55%)

Per la chiara cognizione di quanfo sto per scrivere, aggiungo che
alla mia citata definizione fanno seguito poco dopo nel mio libro le
parole: ® Collegando ad ogni grandezza di I' un ente da dirsi numero,
“ considerati due di questi enti possiamo sempre concludere che deve
“ dirsi che essi sono ugnali oadisnguali. Questi entl sono quindi per
“ noi grandezze ,, E poco piit in gi1: ¥ Se indicando Sil simbolo del-
“ Yoperazione generatrice della classe I' ed essendo A, B ....L, M gran-

(%} Briragyt, Teoria delle Grandesze. Pisa, Bpoerr!, 1860, pag. B2,

(¥*} A, 8. Hosrewnr, La Matemalica od i fenmomens nodurali. Dispensa 18 § feaomeni mdurali e
Ie rappresentasioni matgmariche. Milano, Trevisini, 1898, pag. 36,

\*=%) Lo motematicn ed 1 femomien) natwroli, Diseovai del Prof, Awros Marra Busrersr, Letlera
nperta del Prof. BExaico De Asicis all'nutore. Periodico di matematica, Tomo X1V, Marzo-Apriie 18680,

(***=) Im detii lavori ;1 fanno aoche nltce osaervazioni alia mia citata Paorie tdelle Groandéazé
ma sn gualle non intendo in quedln ¢ircosianza intrattenermi pnbblicamente, ed nleuno, del rvesto,
rigonapea giuste senz'niiro o pura
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* dezze i questa classe, «,f...2 ,pi loro pumerisiabbiaS (A |, B,...L)=M,

“apdaremo il nome di somma di a«,f.]
“at+Bt....FA=p ,.
Iisaminero le obiezioni mosse, prendendo
e chiarire la definizione da me usata.
2. I 1nnanzi tutto, una definizione di quel
troduce una parola nuova (mwmero) senza da

. A @ scrniveremo allora
motivo cosi ad illustrare

a forma colla guale s1 in-
re ad essa un significato,

costituisce un errore? Senza dubbio no; essa, per adottare la termi-
nologia usata dal Prof. Buravi-Formi (*) & una definizione di quarta
specie, simile a quella a eni ricorre Euclidg il quale, per esprimere

un certo fatto geometrico, che egh definisce
gioni uguali, nella quale comparisce il nome
egso =1 dia on significato. Definizioni di que

, usa la frase: avere »a-
di ragione senza che ad
3to genere ¢l permettono

spesso di preparare Ia via alla creazione di concetti nuovi, per es.
glt ordini di infinitesimo, o ad introdurre cdneetti diffieili a definire
direttamente in se, come per es, il tempo. (%)

Né si pud opporre che con tal modo si {a uso di parole non de-
fimite; giacche una parola acquista spesso pm diverso significato a
seconda delle frasi in cui entra, talchd sono| veramente gueste frasi
che vanno definite guando la parola nmon debba usarsi isolata: e se
son ben definite le frasi, poco importa che giano definite tutte le pa-
role che vi compaiono, precisamente come per definire una parola
poco Importa che abbiano o no ricevuto un ¢ignificato le sillabe che
la compongono. 1'essenziale & che non ¢i si grenda la liberta di usare
quelle parole fuori dolle frasi eolle quali spno state presentate, o
delle altre di cui si sia dopo data la definizipne.

(16 non toglie per altro che si possa a quella parola dare dei si-
gnificati per usarla isolatamente o farla servire ad indicare enti
uufwi, purché guei significati st accordino edli'uso delle frasi gia de-
finite. Cosi alla parola ragione nsata da Ruclide si pud dare il signi-
ncato di rapporto fra due grandezze, non perché civ sia necessario,
ma perche la fraseologia del rapporto & identida a quella della ragione:
aglt ordini di infinitesimo, o almeno ad alcuni, g da il significato di no-
mero, o 81 tengono in conto di enti nuovi, e (via dicendo. Ma nel mo-
mento di dar la definizione di una frase, questa questione del dare un
significato ad una parola di essa usata sola, si lascia impregindicata.

L’obiezione del Prof. Busrerir apparisee (per le parole che egli
cita) che sia fatta alla mia definizione dellp frase * aver numeri

1:1 ]JLI'HJ!L]—FHE'H_ Logrwn maotemabica, Milnvo, Mammali Hoaepli,| 1584, pag. 140.

1) Yedi mia Peoripg delie Grandszzs, pag. b.6. 11 Couwrunar, Jie Pinfini mathématique, 2 Paris,
Libru |, Unp. [, serive;: * In ganerate il matematico non definisys mai nessuno dei coneebli fon-
damentali della scienza : ne il pnmero, ne n lopnzliezza, né la dprata, né la mnssa, she sone Lut-
avia gl oggetlti proprii delia speculszione matematica » 2gli elopenti costitutivi di tutle le gran-
i} dedze. Egli non puo nd deve definire che 'nguaglinnza e l'addijione di due grandezze omogenes
) (uaste definizieni gll bastane a earakterizzars pgni specie di glandesze e la deferminano intera-
. lmnntn - 0 nl_trm*a fivi 1* Parte, Libro T, Cap. 1H). * 1l matemalivo. pone dei simboli e pone insioms

© ragole, seeondo enl dovri eombinarli inslems, e gneste rvegole bastano a caralbterizzare questi
simboli e a Aav lore un valore malemalico. In wna paroli, egl] oron degli enki materalics per
+ mexzo Jdi gonvenzioni athitrarie.
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uguall ,: ma siccome egli dice che si viene cosi a fare di ogni nu-
mero il eontrassegno di una grandezza, senza che s sa stahilito di
assnmere un'unith, mentre 1 numero e relative a guesta unita, o
osservo che con quella mia parola si definisce la frase * aver numeri
ugnali . la quale aecenna alluguaglianza di doe grandezze, che & un
fatto assoluto e non relativo ad un'uniti. Mi pare dungue che Fobie-
zione sia piuttosto da trasportarsi a quel tratto (da me superiormente
citato) nel quale mi propongoe di atiribuire alla parola numero il si-
gnificato di ente che stia da sé. Altrettanto dicasi dell'obiezione del
Frol. DE Awmicis, 1l quale. echiedendo che si dimostri che se A ¢ B
hanne numeri ugvali rispelto ad un’unita non U possono avere disu-
guah rispetto a qualche altra unitd, tende a far vedere che la frase,
“ aver numeri uguali , corrispende ad una relazione assoluta fra A e B,
indipendente dal mezzo scelto per la rappresentazione (unita): se
limifiamo a quelle parole citate dal Prof. Brsrrier, la fraze * aver nu-
merl uguall . esprime 'asseluta uguaglianza delle grandezze ed & In-
conciliabile colla frase, * aver numeri disugnali . ¢he @ il contrassegno
delle grandezze disuguali, talché anche tale obiezione deve esser fatta
non & quella frase ma all’idea segnente, che ad ogné grandezza si
faccia corrispondere wn numero.

Cirea T'aggettivo misurabidi che il Prof. DE Amcis vorrebbe ag-
giunto alla parola grandezze, osservo che il concetto di misura non
essendo che quello di applicazione del numero alle grandezze, non mi
pare che si possa parlare di grandezze misurabili, prima di parlare
del numero, & meno che con quella parola misurabili non si voglia
allndere a speciali classi di grandezze da definirsi prima in modo con-
veniente ; limitazione che io in quella definizione non intendevo porre,
volendo 10 nel mio libro studiare il coneetto di numero nella sua am-
piezza e non il solo numero (reale) che si oftfiene dalle ordmarie
classi continue,

3. Esaminiamo dunque | idea. alla guale soltanto si possono 1i-
ferire le mosse obiezioni, che cioe * ad ogni grandezza si colleghi
un ente da dirsi numero ,; e vediamo anzitutto due modi di far fale
collegamento, eioé o senza fare intervenire il coneetto di unitd, o ser-
vendosi di esso. Quando si dice: * ad ogni grandezza si faccia corri-
spondere un ente nuovo da ehiamarsi nwmero . questo nuovo ente non
vien definito in s&, ma soltanto dalle relazioni di nguale, e di somma,
che esso ha con altri numeri; talché di tale ente non pud farsi uso
se non nelle frasi che alludono & queste relazioni, oltre, s’ intende, a
tutte guelle altre che vengono definite mediante esse, come quelle
in cui s1 parla di moltiplicazione, divisione. elevazione a potenza ece.
che si definiscono, ricorrendo soltanto ai concetti di uguale e di somma.
L antroduzione di un ente apposito per ciascuna grandezza, se altro
non si dice, non autorizza ad usare la locuzione * numero di A , legata
a fras) consimili (numero di B, numero di (. eee) da relazioni di-
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verse da quelle ora citate di nguale e di somma e dipendenti; ¢ guindi
in sostanza la teoria del numeri non & mutata da questa introduzione
del numero isolato, e percid a rigore potrebbesi fare a meno di una
tale introduzione. Non si pud negare peraltro che 1'introduzone di
quesio ente, cioé in sostanza autorizzazione di usare sola la locu-
zione numero ¢ A, (purché se la 1 usa associata ad altre s1a sempre
nel senso sopra detto) & utile per la. rappresentazione delle grandezze,
gtacche in sostanza questo ente numero viene a potersi concepire come
la grandezza stessa priva di ogni altra proprietd che non sia quella
di potersi paragonare colle alire omogenee, per gindicare se ad esse &
ugnale 0 no, o se di esse & la somma. Questa eoncezione del namere &
didatticamente utile e insieme facile assai, Siccome le grandezze geo-
metriche (segment: per es.) sono gh enfi ideah che si ottengono dalla
considerazione di cose della realta astraendo da alcune loro proprieta,
da tuntte quelle ciod che non influiscono su c¢id che praticamente si dice
forma ed estensione, (*) co=i non resta difficile allo seolaro 1] contanuare
per queste grandezze 'astrazione, e spogliarle di alire proprieta per ri-
dursi solfanfo a gquelle-esprimibili eolle parcle ugnale e somma, nel qual
modoe resta nella mente il concetto di numero, 1.’ esperienza mi ha mo-
strato la facilith di un stmile econcetto.

4. Per indicare questi numeri cosi introdotii e per scrivere i ri-
sultati delle operazioni si richiede per ciascuno di essi un segno scribto
ed mma voce. Ma siccome I'mso ha gia infrodotto una terminologia
apposita e razionale per tale scopo, conviene servirsi di questa, e ad
uno di questi numeri far corrispondere il segno 1 ¢ la voce “ uno . ; al

numero sormma (1 141 1l segno 2 “ due ,, al numero metd di 1 il
1

SOZN0 5 (un mezzo) eec. Come si capisce, peraltro, il numero a cul far

corrispondere il segno 1 & pienamente arbitrario; il che a prima vista
appare strano, perche avremmo la possibilita di pé numeri 1, anzi qua-
longue numere potrebbe essere 1, mentre invece siamo usi 8 parlar
di nwipero 1 (al singolare). La stranezza, solo apparente, dipende dal
fatto che s1 fa confusione ordinariamente fra il numero e la sua rappre-
sentazione materiale, dicendo indifferentemente numero tanto 1'ente,
quanto la voce ed il segno che lo rappresentano. Sparirebbe la stra-
nezza e nsieme si farebhe cosa a mio credere pii propria e pin op-
portuna, se si usassero nomi diversi, dicendo per es. nimero 'ente e
semboli numerici (verbali o seritii) i segni ad esso destinati: allora
non parrebbe assurdo che ad un medesimo numnero corrispondessero
pii simboli numerici 0 che un medesimo simbolo numerico potesse
rappresentare volta a volta e secondo le circostanze numeri diversi. (*%)

(™) Cir. in o datrodiz. a un corse di geopi, elem, Lezioye pubblicata pel gioroale Ji Pifagera, fasc. 1.

|¥%) Tale convenzione favebbe risaliare meglio In differenzz fra il matodo 4@ interoduzione del nu-
mero partendo dalle grandezze (sintolico) da noi segnito, per T'altro che introduce | nonmeri eome
auti da e, Indlpendenti do altrl (anslilico). 1) primoe inireduce il pumeie o poi usa | simboli nume-
riel par rappresentarle, il secondo infroduee o studin § puri simbeli aritmelici, che applioa dope diral-
Lumente alle grandezze.
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E del resto si rifletta che anche nell'uso comune non si nsa poir gia
costantemente lo stesso simbolo per indicare uno stesso numero:
per es. il 10 si indica talora con 1 quando si cessi di parlare di unita
e si parli di diecine, e cosi dicasi del 100, del 1000 ece.; 11 9 del si-
stema decimale si serive 10 nel sistema di numerazione a hase 9 e
invece si indica col segno 11 1n quello a base 8, e cor segni 12, 13,
14, 21, 100, 1000 rispettivamente nel sistemi a base 7. 6,5, 4, 3, 2 e
cosi dicasi di qualunque altro numero.

Con questo metodo ad ogni grandezza corrisponde 1l proprio nu-
mero che in modo essoluto la rappresenta. Le obiezioni citate, allora,
non hanno piu ragione di essere, perché in tal modo 1l numero &
davvero il contrassegno assoluto della grandezza.

5. Il metodo ora accennato, per il quale ad ogni grandezza di una
classe si fa corrispondere un ente che la rappresenta 1n modo asso-
luto, fa s1, come si & detto, che ogni numero possa rappresentarsi
con uno qualungue dei simboli numerici. (id, veramente, fa contro
I'uso comune, secondo il quale ogni segno numerico risveglia 1'idea
di un ente deferminato, tantoche, per es. il numero 1 & un ente di

natura ben fissa e definita nella mente di eiascono: la corrispondenza-

variabile fra numeri e simboli, intesa non nel senso che, ideato un s1-
stema di simboli per tutii 1 numeri, se ne possa ideare uno o pi altri
differenti, ma nel senso che proprio lo sfesso sistema di simboli possa
rappresentare in modo diverso la elasse di tuth 1 numen, pare dunque
non opportuna. Si aggiunga & carico di questo metodo, cho con esso
ad ognl classe di grandezze corrisponde uno speciale sistema di numert,
quelli che 1a rappresentano; ed allora tali sistemi di numeri costitui-
scono un ben meschino vantaggio e meriterebbe il conto di identifi-
carli colle grandezze stesse, se non si potessero ridurre ad un sistems
unico di numeri, che servissero a fufte le classi di grandezze o almeno
a tutte quelle di un certo tipo (classi confinue).

Per raggiungere tale intento bisognerebbe che 1l numere di nna
erandezza di uns classe, per es, di wsi certo segmento, tosse anche
il numero di una grandezza di un'sitra elasse. per es. dv ¥n angolo;
ma il numero di un dato segmento sard uguale al numero di gquale
angolo? Occorrerebbe in ogm classc fissare una grandezza ad arbitrio
¢ stabilire che fosse lo stesso il numern di tutte quelle grandezze
scelte, talche avuta la classe gl numeri, per es. del segments, gh an-
goli sarebbero rappresentati dagli stesst numeri, facendo servire il
numero di un dato segmento a rappresentare un angolo da stabilirsi
ad arbitrio, e quindi il nmmero per 1'angolo non sarebbe pii un ente
che rappresenta assolulamente gquell’angolo, ma lo rappresenta dipen-
dentemente da una scelta fatta nella elasse, contro il concetto stesso
che ha servito a creare i numeri con questo metodo.

Non pare quindi conveniente tener questa precisa via per intro-
durre il concetto di numero. '
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b! Ed allora, se davvero si vuole ad ogni grandezza far corri-
~spondere un numero, converra fener 1'altro metodo (guello, In sostanza,
a lenl mi sono attenuto 10 nei Capitoli I1 e III della Parte 2 della
min |Teorie delle Grandezze) col guale s1i fa corrispondere ad ogm
grundezza di una classe un numero che la rappresenta rispetto ad
urla speciale grandezza della classe stessa: ciod, per usare un lin-
grjagirio piu rigorose, scelta uns grandezza A della classe, se B &
urf alfra grandezza qualunque della classe, ad ogni eoppia di gran-
dezze B, A si fa corrispondere un ente che gi dice rappresenti B. Cio
equivale a convenire, colle regole accennate al § 2, di usare la locu-
zigne| snimero di B, ma non gia isolata, sibbene unita all'altra (espressa
0 rotfinlesa) rispetto ad 4, che si snol tacere quando, eom’s frequente
il |cago, I'ambiguita & impossibile. Introducendo dungue wn numero
per 1appresentare ogmi grandezza con questo metodo, apparisce ne-
epsario ricordare la grandezza scelta ceme unita, e obiezione del
.| BusrEnL1 diviene una giusta osservazione, se la si riferisce non
parole che egli cita, ma alle seguenti da me riportate, sebbene
ondano ad esse i seguenti capitoli del libro, nei gnal I'idea &
letamente chiarita. Scelta dunque tma grandezza arbitraria A
a classe r (che, senza dirln ogni tmltm SUPPOITEmo ad una dj—

N eri rea,h), ad ogni grandezza della classe faremo cnrrlspnn—
un ente, i numero, sempre dando alle frasi ® numeri ugua.h

iero somma di pia altr , il slgmﬁc!atn stabilito in prmcipio.
perd cosi una classe di numem, che sono 1 numeri della classe
sta rispetto all'unith A. Parrebbe allora che per ogm gran-
seelia come umita A, risultasse una speciale classe di numori
esentativi; ma evidentemente la classe ottenuta coll'umita A
y comungue & scelga un'altra nnitd, glaccheé la classe con se
s#t 81 pud porre, ed in un modo unieo, in quella corrispondenza
nella mia Teoria delle Grandezze (Parte 29 Cap. I1) dissi cor-
vlenza metrice, e che non @ che la corrispondenza di proporzio-
té) diretta, stabilendo la condizione che debba corrispondere B ad A.
rrispondenza metrica fra due elassi di gm:udezze o fra una classe
stessa s1 defimisce cosi: 1° che sia univoca, 2° che a grandezze
1 corrispondann grandezze ngnali, 3° che aﬂ una erandezza di
l&..ae che gla, SOImMma, di altre. E['IlTin{}ﬂd& ]E. somma delle cor-

. grandezze che in qHDHﬂ. cm-rispnndenza metrica cm'rispundunu

andezze che essi rappresentano coll'mnith A, questa nuova
|azione fra grandezze e numeri ha Inoge in modo che a gran-
uguali vanno associati numeri ugnali e alla grandezza somma di
pit altre il numero somma dei numeri ad essi rigpettivamente associati;
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talché 1 numer: che rappresentavano le grandezze della classe rispetto
all'unita A, le rappresentanc ora rispetto all'unith B. B del pari se si
mette in corrispondenza metrica la classe in questione con un’altra
di altre grandezze (purché continua anch'essa) in modo che ad A cor-
risponda nu'arbitraria grandezza A', si vede che 1 numeri introdotti
nella prima classe rispetto all'unita A servono per altra classe ri-
spetto all'unitd A", e che quindi una classe di numeri introdottd come
rappresentanti di una classe (continua) di grandezze con una certa
uniti, serve a rappresentare qualunque identica o distinta classe
continua mspetto a qualungue unita.

Tutto cid dimostra quanto chiedeva il Prof. De Amcis nella sua
seconda obiezione, e trovasi appunto sviluppato nei Cap. I e 11T della
Parte 2" della mia Teoria delle Grandezze,

Con questo metode ad ogni grandezza di una classe corrisponde
un numero che pubd dirsi '{u'rappresenti: mia questo numero non é
sempre lo stesso, gincehe dipende dalla scelta dell’'nnitia. Esso percid
non & eontrassegno delle grandezze. ma delle coppie di esse grandezze
e dell'unita, come 8@ gia accennato.

Questa variabilita dell'ente numero che rappresenta vna grandezza
non nuoce alla rappresentazione delle grandezze stesse, giacche Ia
locuzione * numero i wna erandezza . si associn soltanto alle frasi
“ ngnale al numero di un'altra . o * somma dei numeri di pin altre ,,
oltreché alle dipendenti da queste (eome =i si & defto), e quest’as-
socrazione, come 8 & visto, accade gualunque sia U'unita rigpetto alla
quale 1 numeri rappresentano le grandezze.

In questo metodo possiamo ad un medesimo nmmero associare un
unico simbolo numerico, che & c¢id che si fa ordinariamente: quindi
ogni simbolo numerico rappresenta in sostanza non una grandezza fissa,
ma una grandezza variabile, determinata per altro quando & fissata
Tunata.

- o1 pud riassumere lo spirito (i guesto motodo, dicendo consistere
esso nel ereare mma eclasse di enti destinati a vappresentare comples-
sivamente ognl classe di grandezze, a cut la si faccia corrigpondere
metricamente: e che in elascuna corvispondenza ogni numero rappre-
senta singolarmente ed assolufamente una grandezza.

Si osservi che lo stabilire ypa corrispondenza metrica fra la classc
d1 grandezze e guella dei numeri non e che il far corrispondere ad
ogni grandezza guel numero che & la sua misnra rispetto a quella
grandezza a cul si fa corrispondere il numero 1: talché con questo
metodo s1 ha 1l vantaggio che eoll’ introduzione del numero risulta im-
mediatamente gin stabilita la teoria della misuara.

Anche con questo metodo I'introduzione del concetto di numero &
didatticamente facile. Si pud partire da un'arbitraria classe, per es.
guella dei segmentd, e dire di astrarre in ozni gegmento da tutte le
proprieta cecetto nuelle che rappresentanc le relazioni di ngnaglianza
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o (i somma (e dipendenti, ciod differenza, multiplo, summultiplo. -
mite di variabili convergenti) che possono legarlo ad un determinato
sopmento 8. Resta cosi un ente per orni segmento, finché si mantiene
fisco quel segmento S5 scelto (unith); e per tali enti s1 devono dare
le definizioni necessarie acciocche essi rappresentino 1 vari segmentl
in quelle relazioni. B quindi per definizione diremo nguali due di tali
enti chie corrispondono a grandezze ugnali, e m ente lo diremo somma
i piz altri se corrisponde ad un segmento che & somma del corr-
gpondenti agh allri. B a tali enh si dara il nome di samers, € a
quello che corrisponde al segmento mnitd il nome di wmo. Poi st di-
mostrera colla possibile eorrispondenza metrica fra due classt, o
ma classe con sé stessa. che guesti numeri possono identificarsi con
quelli ¢che vengono in modo analogo da un altra classe di grandezze,
o dalla stessa cambiando unita.

Mi pare che il melodo da me seenito nella Teoria delle Gron-
desz¢ e da me illnetrato pei precedenti paragrafi, sia suscettibile
di una leggiera modificazione che lo mighora. Invece delle definizioni:
“* Di grandezze uguali diremno che hanno numeri pguah , e “se la
grandezza A & somma di B, C ece. diremo che il numero di A & uguale
alla somma di quelli di B. ¢, ecc., potremo dare I'altra: * Due gran-
dezze ngnali hanno lo «tesso numero ,: 1l numero di A ¢ la somma di
quelli di B, C ecc,

B invero, i rigore, numeri uguali non ¢i sono: e sl usa a proposito
dei numeri la parola uguale solamente per accennare a due diversi
modi di mdicare il medesimo numero o a due espressioni che espri-
mono operazioni, le quali diano lo stesso risnliato (Ezﬂ, 51-3=9—1 EG{‘!.)

Per 1 numeri luguaglianza & I'ident:fa.

N metodo di introduzione dei numeri si svolge allora in modo
ilentico o quello esposte. nei precedenti paragrafi, salvo legoere e
tucili mioditicazioni di qualche parola. Forse sarelibe utile, non neces-
cario. moditicare la definizione di corrispondenza metrica (proporzio-
naliti) dicendo essere in corrispondenza metrica due classi di grandezze
quando alla sottoclasse compoesta di una grandezza e delle sue uguali,
corrisponde quella dun'altra grandezza con tutte le sue uguali e ad
una sottoclasse che contenga tutte le grandezze (uguali fra loro)
sonma di grandezze date la sottoclasse che contiene le somme delle
arandezze corrispondenti e le lore uguali.

Torino, Aprile 1398,

Roponro BeETTAZZI.

T e N LY M oy Sl L T &
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SULLE DISTANZE DEI PUNTI NOTEVOL DI ON TRIANGOLL

In nna mia notn {*) feei concescere una relazione fra le distanze di 5 punti,
4 dei ynali sonp posti in uno slesso piane. Mi propongo orn di far vedere come
por mezzo di essn si possa ricavar subite la distanza di tn punto gualungne da
uno qualsivoglia dei punti noteveld di un triangolo. e guindi, in parbicolare, le di-
stapze a dne » due di guesti punti,

1. Siane Ay, Az, As, Ay A; cingne punty, dei guali § prumi gquative siane sitnab)
nello stesso pinno. Se 81 indien econ ay In distanza A\, : con by 'uren del triamgolo
AjAx Ay, & con g l'area del triangole che ba per lati i prodotti ees mid, tas a0, e 0
dei lati opposti del quadrangolo Ay AsAq4, . la velazione # la seznente:

(15 deyy — t°; dgyy + (%5 dype — fﬁh Biay — g, = U'.
nella guale, por le mee A, va tewnin conto dellordinarin regola dei segii.

Sia M nn punte del piano di nn triangele ABC, X un altro pnnto gnalsiveglia
(che pud anche non essere situato nel piano ABU)Y le cui distanze dai vertiol A, B, U
indicheremo eon .y, 2. Applicando la relazione suddetta ai 5 punti A, B, C, M, X,
=1 trova
(1) XM*, A =2 MBC 4 o*. MCUA 4 #°. MAB — e,
dove 4 = ABC, ¢ & & I'nmrea del triangolo che ha per Inti i prodoiti MA . BC,
MB. CA, MC.AB.

Indicando con 7,m.n le disianze del punto M dai vertiei A, B, C, e supponendo
che Il punto X coincida con M, dalla (1) si trae
(2) e = MBC + w2 . MCA +— o*. MAB.

. Supponieme che il punto M coineida col bavicentro 5 del triangeleo ABC.
Poiché in tal caso

GBC — GOA — GAB = - ABO;

/== 3 (2" + 2 — %), i —- (2T 20 =) T — T2 2 5
le (1) e (2) diwnnou
X J:%—rﬁ-}—y“+z~1 A—pg
E:}Tli (G 48 4 ¢*1.4;
dalle qunali si ricava: »
(3) KG!:%[::?‘—H;E—I—:EJ—%{ﬂ“—]—b’“—l—GE]- ()

Pear mezzo delln (3) si pud ealeolare la distanza di un punto gnalungue X dal
havieentro (G, quando si comoscano le sue distanze @ », 2 dai vertici A 13, C. In

(*1 dntorno alle vebazione Irva 12 digtones di 5 punti dello spasie (vol. XXXIV del Qjornale i
Matamativhe di Feltogloe, n, ).

(¥*) 1] Dr. Hexke @i Dresda trova questi relazicme servengosl ] ¢ensiderazioni sui sioenti
d'imerziu, (V. il lesc, del 20 ottt 1897 (el Zeditachreift [idr misnndischen nad aulisreissenschunftiche
Unterrickt), Va nolalo che lw relazione valv unehe nel caso che il punle X non sia situate vel
pinne ABC,
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particolsre, si potranno calcolare in funzione dei lati a, b, ¢ le distanze del ban-

cuntro da cisseuso dei punii notevoli. (%) o -
3. Suppeniamo che il punto M coincida col centro () del cerchio circoseritto

n! trimngolo ABC. Allora. detto B il raggie del circumcireolo, si ha

I=m=n—R;
D]]U=4in] 4R — q*: 0051:% E}‘HR"—J;E; 0333:—11— eY4R* — ¢%;
¢ poiche
R Iﬁ;:i : 16 A2 = 2p%% L 2e%% + 2a"° — @* — ' — -
81 ha

TR X y b 1 o ¥} E i
1'4H:—ﬂ1:4—1f53+ﬂ2—ﬂ3}: \@EL_;;E:E{&+“-_@E}; V4R2— u'=ﬂfﬂ“—l-b“—c].

Tenendo conto di queste relazioni, dalle (1) e (2) si ricava

: a’ib? -1—nf.:E—ftzj.:t-'g—|--T:.-"[i£"+ﬂl’-i‘ﬁ']._Jgil“-l—.':5[:1.“'—}—t‘,rg-—n':'"’j'p.ztE i

2 A 16 a -
a*h*c*
" T 164’
qundi
(4) i{_}t:151;5é[ﬂs[fﬁ—]-ﬂi—ug}.:r*-i—bgt¢2—|—ﬂrs—b"; e bt —et) 2 —a " ") (M)

Per mezzo della (4) si pud caleolare la distanza di un punte qualunque X dal
sentro O del eircumcircolo. In particolare, si potranno trovare per mezzo di essa
le distanze del centro O da fuiii 1 panti notevoll

Se il punto X coincide col punto K di Lemoine, poiché in queslo easo

e bi? (2B + 2t —a) ,  c'a®(2e% 4 2a*—BY) . atht (203 + 2b° — 53):
B GE G C  E r @+ 0 +

dalla (4) si ricaya

. 2L gt 22
Ko'=R 2 Lo
3 T\t 1 s

Se il punto X coincide col punto positive @ di Brocard, poichi in quesio easo

Le? . pta® . ('
) : ul

T et "l‘ e + flifi""” 0 = Jy2e® _l_ cﬂﬂ_: + ﬂ'-!bi’ - hépt —l— gt -I— ﬂgbg’

2

A

dalla (4) si ricava
ﬂz?)'ﬂi
A% -k e*a® + a®bh?
Dalla simmetria di guesta formola si deduce che i due punti di Brocerd sono
egmidistanti dal centro del cireumeireelo.

U’ — R —

" [‘;g V. in propoailo I'art. di A. ManTis1-Zeocaowt (Supplemento ol Periodico di mmlematica, anne 1,
ase .

{(**) Cfr. questo risultato eoll’aléro ottennto nella min nota: Sopra ima particolure corrispondénza
trae @ pati di un prane e @ punti di un purnboloide ellittico. (Giormsle di Mutemaliche di Ballaglini,
vol. XXXII). 1 questa vota {v, n. 13) troval il valore delln potenza di un punto gualungue rispatio
ul cercliio viveogeritte ad un trinngolo. Aggiungendo K* al valore della potenza sl ha 1] quadralo
della distapes 4i un punko. del piane del triangole dal eenlro del girenmeirevlo.

T o e A L

= i By
-

gz .
12 —— s % [t
AR il — i E =i f T

— | e T
T b Sl S

il

Ty #_r._-___-.- L
oy ¥
r ‘]
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4, Supyponiamo che il punto M ecoineida eol centro O del cerchio inzeritto. In
tal caso, detto » il semiperimetro del triangolo ABC, si ha o)
SR
A A o
MBC —=—; MCA WL ; MOB = ﬁ,-, SEY
2p 2p 2p <o
J - e (9 — - A
F_JL (p ﬂ.]’ e eer (p— b) : :__ ah [ p r}; :[
r P » S
guindi dalle (1) e {2) si ricava .
2 A '
EG'.&-——Q—JP{HH‘E—]— y? + ez") — 8, !
E__ﬂbci_ s
% ]
quindi 1
2 M- . - “ |
(5) E-D.;_n.r -= by —r ufwl x
& i
Per mezzo della (3) st puoe ealeolare la distanza di no punte gualunque, e in
particolare i ciascun punto notevele. dal centro O° del cerchio inseritio. > 13
». Se il punto M coineide col centro ortico H, siccome si hn :
HA® =4R*— n?; HB =4R* —3*; HC = 4R® — «2; |
I . | i i , b* — (e — a*)® HAR e — (@* — B%)° . T
HE0 16 A e 16 A ’ _ 16 A ’ o ﬂ A |
dalle (1) e (2) si ricava | ‘1
_— 1 | ﬂ M
XH' — T {{a:“— 4R* -+ ') [} — (0% — ¢*)®] 4 {y* — 4R+ 8%) [4* — (c*— a®)?)H- _*-‘i |
+ 1% — 4R + o%) [ — (a* — 837 |, R |
per mezzo della quale si troverd la distanza di wn punto qualongne X dall’orio- ""-;-1;
ceniro. ' *‘
6. Per ricavare dalle (1) ¢ (2) 1a distanza di un punto qualungne X dal centro O |
del cerchio dei nove punti, si faccia coincidere il punto M col punto Os, e =i -l
osservi che a{ |
Ty S _ B |
A= 1 (B= b4 = a%); B = —i (* =+ ¢ - 42—~ DY) }‘
. ] 1 ' | Jj
(= T (R® + a* + b* — e%) ; Sl
1 2 i ==gA-? - 09 i
0sBC = V/a'R R [ ); i
2 2 o
T
7. Sopponiamo che il punto M coincida col punto K di Lemoine. Le distanze
del pomto K dai Iati sono, com's noto: ~ N
=
2l . b _ Jud _
Tl o s - R s A S T L ST
quindi si ha.
a*d h=A A 3
KB( — + KCA — . . — : _ .
a4 b 4 ¥ G o SAK o 4 b 4-e?’
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¢ poichd le distanze I, m,n del punto K dai punéi A, B,C sono quelle indicafe
nel n. 8, dalle relazioni (1) e (2) si ricava:

A A= g o 0+ 0y o) —s,
. 3a®htA
(oningli:
5 N e

u’.'.'_i_IJE_|_¢2 fffE‘I' IJ?—FLJ]?.

Por mezzo della (6} si pubd ealcolare ta distanza di un punto gnalungue X dal
punte di Lemigiae. Volendo, ad esempio, trovare la distanza tra il punto di Le-
moine & 11 punte positive 8 di Brocard, basterds porve in luoge di @, y, 2 1 valovi
uelle distanze di € dai vertiei A, B, U (indicati nel n. 3), & s avra:

— 1 3
c2__ o309
SR = a®b% (bacz Eefa® 4 a®®  (a® b eﬂ]ﬂ} ;

Dalls simmetria i questa formola si dednee che il punto di Lemoine & aqui-
distante dai due punti di Brorard.
inolfre, come si pnd subito verificare. si ha:

E:Dz - EDE + EEE'

e pereid i guattro pmumti O, L, Q, Q' giacciono sopra uns stessa eirconforenza (eir-
conferenza broceydinng), di diametro KO,

8. Sopponiamo infine che il pumto M coincids col panto positive Q di Brosusd.
Le distanze del punto @ dai lati del triangolo ABC gono

Jac*A  Zhat A Zeb* A
1T K K

dove
K = ¥%* 4 c*a® + a™b®;

quinili si ha

B o ) La® A FEhE A
) K QUA = K (JAB = K

o poiehé le o distanze £ oy n 6] puufo 2 dai pnuli AL B, C sono qnoelle indicate
nel n, 3 dulle (1) ¢ {2}, si rienva

ne el -\ : iy o
AL A —= E [f[gﬂﬂ:rg —{- !a_zrl“_tjg + E"”f.!?;?gl' — K,

__abe*. A
z E :
g
(7) o (%2 + By + %% — HEE?ERE'

Fer mezzo delln (7) si puib trovare la distanza di nn punto qualungne dal
punto positive & i Srueard. Poiche. per esempio, 1 quadrati delle distanze del
punte negativo Q' 0 Beocerd dai vertici A, B, €, sono

¢*  a%t e

— R — ]

K* K° K

ettt 8 o

'm-r'- ol

e g

W
ey
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si ha, per In distanza dei due punti di Brocard:

s oDt [t 4 b + et — D% — Fat — 0*hY)

RO — R
(2?4 e*a® - g2 F '
come s1 trova anche ':ZIEEE]T‘E‘LD[]I} che dev'ossere
L] EEE ] QO
o0 — - .
KO

Fermo, LGennaio 1HIE,
Conwrano UraMpeR Ling.

SOPRA LE FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

nelle guali Ia parte reale & un polinomio algebrico, razionale intero.

Nora p1 LABINDO GIANN]

1.

l. Se f(z) indiea un polinomio algebrico, razionale, mntero di grado m
m z, e ge in esso si pone z=x+1y, ove x ed % sono due variahili
reali ed 7 & I'onitd immaginaria, separando in f{e-F7y) la parte reale U
dal coefficiente V dell’ immaginario, allora tantoe la U quanto la V sono
manifestamente due polinomi in z ed y algebriel, razionali interi del
arado stesso di 7(2).

lo mi propongo, inversamente, di prendere in esame quelle fun-
ziomi di variabile complessa nelle quali Ia parte reale & un polinomio
algebrico, razionale, intero: di esporne le principali proprieta: e da
queste dedirre — cin che daltronde & molte facile u provedere —
che la forma analitica di funzioni cosiffatte & guella i um polinomio
in 2 algebrico, razionale. intero.

2. 81 osservi subito, in generale, che so T — (V & una funzione di
ina variabile compleasa nella quale la parte reale p separata dalla
immaginaria, avendosi

— VR iU=i(U-+1iv),

anche —V +- /U & manifestamente una funzione della stessa vaviabile
complessi. Percio qualungue proprieta che compate alla T per 1l fatto
che e parte reale di una funzione di vuriahile compiessa. compoters
pure a — V. e se da un gruppo di ipotesi fatte gopra U a1 deduee
uni corta proprieta per la V. quella stessa proprieti appartiene anche
alla U, quando quel gruppe di ipotesi si riferisca alln — V. Tale osser-
vazione sard applicata molto utilmente nel seguito.

n
i

. .
e — LR

|
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.

|. Essendo:
U—+iV =f(z+iy)

una funzione della variabile complessa - #y, nella quale U e V in-
dicano respethivamente la parte reale e il coefficiente dell'immaginario,
sonno verificate le relazoni

dll dV ) f?j_ n’_’{f' 1)
de  dy ° dy —  dx-
E gumd, s¢ &1 suppone in prime luogo che T sia una funzione h-
neare delle vamabili # ed %, ed ablia percid la forma

U=me~+tny-h,

1 deduce subito. in virtu delle (1),

V=umy — nx 1k,
la guale prova che anche la V & una funzione lineare delle variabili
stease.

2. Se la U & una espressione di 2" grado in @ ed », poiché deve
verificare 1'oquazione:
gl | d*U

&EU—‘?EE e =),

m T dovranno comparire ambedne i termini in 2* ed in #° o nessuno
dei due: & se vi eompariscono, debbono avere coefficienti numerica-
mente eguall, ma di segno eonfrario. Talche la forma generale della U
sara la seguente:

U =mz® - 2nzy — my* -+ hax + by -+ ».
Da qnesta, a cansa delle (1), si otterrha

7hY dV
— == i AN —_— A0 -— N
Ty A + 2ny—+h s 2ne —+ 2my — k.
Indicando guindi con ¢ una funzione arbitraria della sola « si avra:
= 2may —+— ny” - hy -} o.

Da questa. tenendo conto della seconda delle precedenti egna-
ghanze ed indieando eon ¢ la derivata prima di ¢ rispetto ad 2, s
deduce

2y + o' =—2nx—+ 2my — k.
Da e

¢ =—2nr—k, e perclo o =—nx—kr—+s
dove & & la costante d integrazione. Sarit quindi:
¢ =ny" - 2mry — nx® + hy — kr + s.

s e Ll i i o
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Cosi, in generale. assegnando alla U Ia forma che ha il polinomio
in x ed y di grado m, i1l qguale soddisfa alla equazione A®U =0, si
vede sublto guale & la via che si avrebbe a tenere per determinare,
ove esista, la forma cormspondente della V, allo scope di costrnire
la funzione U -V della variabile 2 4 #y. Dall'esame allora della U
e della V se ne potrebbero dedurre le loro scambievolt proprieta e
51 potrebbe ancora risalive alla forma analitica della funzione f(x -+ iy)
che & eguale ad U 4 /V. Ma non si tarda a riconoscere che questo
metodo, cost semplice dal lato teorico, non sarebbe poi altrettanto
semplice quando si volesse praticamente attuare: mentre d'altra parte
non & difficile studiare molte delle proprieta dei polinomi U e ¥V anche
senza che sia sviluppata la loro forma; per lo meno quelle ¢he sono
sufficient1 a farci dedurre la espressione analitica della funzione
di 2~-iy che bha dato lnogo alla U+ iV,

3. Comineiamo col dimostrare che: “ Sela parte reale di wna fun-
zione dellp variabile complessa x -1y ¢ un polinonio in x ed y di grado
m, essendo m un nmimero infero e positivo, anche i coefficiente dell’ ini-
magmmario deve essere un polinomio in X ed y del grado stesse m ..

Se infatti la U & di grado ». mma almeno delle sne derivate prima
parziall rispetto ad = e ad y sara un polinomio di grado » — 1, I'altra
un polinomio di grado non superiore all’ (m — 1), Indicando respet-
tivamente quelle derivate con P, e Pg, si avrd, in virtia delle (1)

o B, LA )
(Lo

B se & Py quello dei due polinomi che certamente & di grado m —1,
sard [ P dz un polinomio di grado m, che indicheremo con P. Talehe,
indicando con ¢ (y) una funzione arbitraria della sola y, si avra

V=—P+ 9y

Ma per la prima delle precedenti egnaglianze s1 ha

(P’

— @—F v (y)=1rI,.

E questa ¢ indica chiaramente che ¢ (y) deve essere un polinomio di
grado non superiore all'(m — 1)*™: quindi la conseguenza che o (y) &
d1 grado non superiore ad m.# percido V=—PFP 4 o(y) &€ un polino-
mio di grado m, come 81 voleva dimostrare,

a) Poiché se V & un polinomio di grado i, tale & pure —V, cosl,
in ordine a quanto abbiamo osservato in prineipio (I, 2) potremo an-
cora affermare:

“ Se il cogfficiente dell immaginario i une funzione delly variabile
complessa X 1y ¢ un polinoinio di grado m in X ed y, anche lu parte
reate ¢ un polinomic in x ed y del grado slesso .
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b) Por 1l nostro scopo, nella dimostrazione del teorema prece-
dente & bustato assicurare che mna almeno delle due derivate di U
rigpetio ad 2 e ad y era un polinomio di grado m —1; ma & facile
provare che entrambe le derivate della I sono di grado in — 1, pesto
che la U s1& un polinomio di grado .

Per »1 =2, la cosa & manifesta solo che si osservi la forma che
in tale ipotesi ha la U (11, 2). Quando m sia maggiore di 2, la nostra
affermazione risulterd provata tostoche si dimostri che in T dove
sempre esistere almeno un termine della forma a2y, econ r— 3=
e + ed ¢ differenti da zerv. Per provar questo, si osservi che se la U
¢ un polmomio in x ed y del grado m e non contiene i termini in ™
ed in ™, deve allora contenere certamente almeno un termine z z* #* :
con r—s=m. ('hé se poi la U eontenga uno almeno dei termini in 2™
0 1o y™, per es. il termine 3z, si potra porre:

U=B$m'|_ q?('r:y):
¢ la (2, %) risnlterd: di termini indipendenti da @ e da y: di termini
conienentl ambedue le variabili z ed y: di termini contenenti la sola %
€ (i termini contenenti la sola x: ma guesti nltimi di grado inferiore
ad m. Cib posto, poiche deve aversi AT =1), sarh
79 | P
Cdr Uodyt

i (in — 1)3z"=

Ora perché tale relazione sia verificata, dovra intanto la espres-
sione
Py | d%p
de® ' dy?

contenera 1l termine: — m(m-—1)30=2. Ma per quanto si & visto
arca la forma dei termini di (x, 7). nessuno di essi derivato due
volte rispetto ad = pud originare un termine della forma: yz*=*;
dimgue dovrd necessariamente aversi:

I~

75 e mn{m—1)gz" *—+ bz, y).
E pereib sara -
.m . " -
9@, y) =—5m — 1) a2y + £ (r, )

0ve £ ¢ il simbolo di un polinomio in 2 ed y. Lnonde:

) m{m—1 g b e
U =5a"™ {g }ﬁ-”"“zy“"‘-;(m,!f]-

E guesta egnaglianza prova appunto gquanto volevamo dimostrare.

¢} Poiche se V& um polinomio di grado m, tale & pure — YV, cosi

potremo coneludere (1. 2) che por m > 2 anche V conterri sempre un

termine di grado » nel gquale compariscono emtrambe le variabili 2
cd 9. K si potri quindi in generale affermare che:
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“Se U—-1V & una funzione della variabile complessu x4 iy ed T
¢ un polinomio e x ed y del grado m > 2, non 2 possibile che U ¢ V
siano somme di termint che contengono la sola x con itermini che con-
tengono la sola y .

) La verita della precedente proposizione pud anche aceertarsi

nel seguente modo che ha carattere di maggiore generalita.

Si consideri wna funzione U della # e della y nella guale le va-
riabill siano scparate cosi da avere:

U =ofx)-5(y);

e vediamo di determinarla in modo che soddisfi alln equazione AT =0.
Dovendogi allora avere

Pp A%
a s — U,
dx™ " dy ’
sSAri necessariamente
o &l
fq; — 21 . “), = — 2
r? T rfy‘

ove 2m ¢ una costante. Quindi:

o = mx'—+ hx—+n Y=—my*+hky+p

essendo 2, n, k. p altre costantl. E ponendo »=n -} p sari:

U =me" - ha — my* + ky 4+ ». - (2)

Dungue la funzione U di z e di . che soddisfa alla A" =0 e che

ha le variabili separate, & uan polinomio di secondo grado in x ed y,

la cui forma & appunto data dalla (2). Da cid la counseguenza che se

la parte reale U di una funzione della variabile complessa =} iy &
un polinomio di grade m > 2, non potra essere

U = () + b ()

[0 questo conferma appunto guanto avevamo concluso precedonte-
mente o,
¢) Una funzione U +/V della variabile complessa x -1 iy nella
quale la U ha Ia forma data dalla (2) esiste effettivamente. Si pub
infatti mediante la U costruire la V; e si ha

V =2may+ hy—kzx + s.
B

I11.

l. Premettiamo due proposizioni semplicissime relative alle funzioni
omogenee, delle quali avremo occasione di servirci in seguito.

Lemya 1% —— “ Se una funzione di due (o piiy) variabili & omogenean,
le sue derivate parziali rispetio alle variabili stesse sono funzioni omo-
genee ,,.

-lli. rr

I---. ")
L

i #
o 4% § F e & L
il =l = 1 s -
R R M

r
II
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LN
"..l
i
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u{" y
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S1a f(x, y) una funzione omogenea di z e di y, e sia m I'ordine della
sua omogenita. Ponendo: -;i:E, g—-= , POirémo scrivere:

IEN=yX1) , flzy=2fQ,Y)

Indicando con 74, fs le derivate parziali di f rispetto ad 2 e ad v,
sl avra:

f" (.I-', y]:ym_lfl[_xr ]-) . f}' [ﬂ"rff} =$_¢“‘"f~;(],Y}_

Queste relazioni provano appunto che f,, f. sono funzioni omo-
genee,

Lemma 2% — “ S le derivate prime rispetto ad x ed y di una fun-
zione di queste due variabili sono polinomi emogenei di grado v, la
funzione & un polinomio omogeneo, all infuori di una costante additira -

Sia f{z, %) una funzione delle due variabili « ed 5; e le sue deri-
vaie prime rapporto ad z e ad y, che indicheremo rispettivamente
con @[z, ), ¢ (x,¥), siano polinomi omogenel del medesimoe grado »
S1 avri intanto

[z, y) = folz, y)de -y (y),
dove x & il simbolo di una funzione arbitraria, Ponendo

Oz, y) = [ ¢z, y)dz,

giccome o(z, ¥) & un polimomio in @ ed y, i fermimi di ® si sono ot~
tenuti da quelli di ¢ colla molfiplicazione di ciasenno di questi per
un tattore «z, ove 2 & un numero diverso da termine a termine: e
quimdi poicht o & un polinomio omogeneo di grado r. sara @ un
polinomio omogeneo di grado » 1. Ora si ha:
ad
?@——]- a%: b (2, »). (3)
. . . /D
Ma 2 & per dato un polmomio omogeneo di grade »: 7, + 88 nom
¢ zero. &, W forza del primo lemma, 1o polinomio pure cmogeneo di
grado »: dungue dovra essere necessariamente
i~y

r.f_r; =8y,

essendo % una costante. Laonde:

I
;(.(y]_r+ ly"‘—f—ﬂf.

ove & & un'altra costante. Sary per conseguenza:

flr,9) = @fa, y)+ 59+ k.

Questa eguaglianza prova appunto che /(z. y) € un polinomio omo-
geneo di grado »-}-1, all'infuori di una costante additiva,

',a__.'-.-". lh.'—.'l-. .
-.il\-'l:.I'i-l-J:-"la -'—--.-1-|--‘-‘n'r .._q. -I:

[ - L N B . e
: ‘.aﬁ EI: ﬂ',’._‘-"....'ﬂ_.-h' ‘-L_..-I-. -—"‘w-.-|...".---J“---"'.';""‘;-'I -

e
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(

@) Se fosse %f eguale a zero, la @ sarebbe indipendente dalla .
ed avrebbe percido la forma o™ . Quindi si avrebbe dovuto avere
p=[(r—+1)eaa*, E sebbene guesto caso non sia esplicitamente con-
templato nell’1potesi del nostro teorema, pure questo sussiste ancora.
In tale supposizione, la (3) c¢i da

X
!.!J——F',?—}iy .
E quind:

; /
f(x, y) =o' ; —li—_l / i

che & una funzione omogenea di z e i y all'infucri di una costante

additiva,
2, Cib premesso, riprendasi ora la nostra funzione

U+ éV=Ff(z4iy).

e suppongast che la U s12 un polinomio omogeneo di grado p. Poiche
deve aversi:

dU dVv di0  dV
de i ' dy —  dx’
dU dl A ; e by
8= ) ay g80no, 10 virtn del primo lemma, polinomi omogenel di grado
dVv dV

p—1, tali saranuo ancora -, —— . E allora, per il secondo lemma, ¥

(t1y
sarf un’ polinomio omogeneo di grade p, all’infoori di una costante
additiva, Dunque:

“ Se la parte reale di wna Junzione della variabile complessa X -1y
e wn polinomio omogeneo, i coefficienie dell'itmmaginario ¢, all'infuori
di una eostante additiva, un polinomio omogeneo (del medesimo grado) ,,.

) Poiché se V ¢ un polinemio omogeneo. tale & pure — V., ¢osl
potremo anche affermare (I, 2):

“ Se il coefficiente dell’vmmaginario di una funzione di variabile com-
plessa ¢ un polinomio omogeneo, la parte reale ¢, all’ infuori di una
costante additiva, un polinomio omogeneo (del medesimo grade) ,.

3. Abbiamo visto che se nella UV la U & un polinomio in z
ed y di grado m, tale & pure lg V. Si aggruppine in U tutti i termini di
grado m e a1 chiami Uy 1l polinomio che cosi si ottiene; 81 chiami U, _,
quello che si ottiene aggruppandoe | lermini di U che sono di grado
m—1 e cosi via via. 91 faccia lo stesso per 1 termini di » e si adot-
tino notazioni analoghe alle precedenti. Sara allora

U=23t, |, V=XV, ((w=m,m—1,,..2.1,0)

E s pofra serivere

U4V =2(U.+iV,)
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Quindi
W _ gV 3O —x(— %),

(% cly dy d.x i

Ura poiche T, e V, sono polinomi omogenei, tali saranno pure

dT, dT, dv, dv.
da ' Ty : e ' iy *

E le precedenti eguaglianze non potranno snssistere. se non &
abbla separatamente

dU, dvV, dl, 4V,
de — dy ; dy — dx’

per tutti 1 valori di s da zero ad . Cid vuol dire che ciascuna U, —+ iV,
¢ una funzione della variahile eomplossa 2 - iy. Potremo quindi con-
cludere che:

" Se U1V ¢ wna funzione della variabile complessa x - iy, ¢ la 1
sua parie reale ¢ un polinomio in x ed v di grade m, la funzione @ |
decomponibile in wna somma di funzioni della variabile stessa, le quali 1’

hanno la parte reale ed il coefficiente dell’immaginario che sono polinoms
omogenel di grade m, m — 1, m — 2... respeflivamenie . 1
4. Poiché la U,-{-iV, considerata precedentemente ¢ una funzione |
di & -1y, pongasi
Us+ iV =gz +iy). |
L chiamando z la variabile x +iy; si potra scrivere: | b
U+ V.= g(2). ]
Se ora si indica con ¢ la derivata di ¢ rispetto a z, si ha i
dU, | .dV, . U0, AV ., (4)

dg ' dz T ¥ ' dy idy — P
Ma. per il teorema di Eunlero relativo alle funzioni omogence, si ha
U, U, Vv, dV. i

Yz T Y N sCs o T TUY y PEes

Da queste si deduce immediatamente

_ 70, | .dv, au, | .dv. i

3 ] W — o |5 I e <
"’[—L"+ﬁ°}_l( de V! r?.z) y( Y i_g'r.fy ) '*::.

Ossia per le (4): |
(U 4 iV = (2~ in) % (5) ¢

. A, dV, . - ;
Poiché poi rg : :?ﬂ_ sono polinomi omogenei di grado s —1, si de-
durra in modo analogo, indicando con " 1a derivaia di ¢’ rispetto a z, -f

(s —1g'=l+ in)y" i
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E similmente

Si ottiene per consegnenzi

7w (s) (U V)= (v iy)a™.
B perche
T, | .0V,

¢ -
¥ iy, ifc® ’

sara ¢ una costante complessa. Ponendo allora

fpx’.d-]

T a)!

gt avra finalmente
U+ iV,=0a(z+iy). (1)

Potremo dungue in generale affermare:

Una funzione della variabile x -&- iy, che ha la parte reale e il
voefficiente dell’ immaginario, che sono polinom? omogenei di grado s, é
eguale al prodotio di wna costante complessa per la polenza s*°™ i
X -} 1y.

E in virtii di quanto si & visto precedentemente (1L1. 2, ), poiremo
dire anche pin generalmente:

Se la parte reale o il coefficiente dell’ immaginario di wna funzione
della variabile complessa x -+ iy & un polinomio omogenco in X ed Yy,
la funzione, & all’ infuori di wna costante addiliva equale al prodotio di
una costanie complessa per unae potenza di x -+ iy, il cui esponente @
equale al grado del polinomio omogeneo. La coslante additiva @ nel
prime cago innmaginaria, nel seconde, reale.

«) Abbiame dimostrato la (6) per tutti i valori di s positivi, in-
teri, diversi da zero: ma si viscontra facilmente che cssa sussiste
anche per =20. In tal caso infatti U,}-/V. & una costante complossa:
e la (6) ci dice appunto quesio,

5) Pel nostro intento, che & quello di considerare funzioni U, V.,
che sono polinomi in 2 ed y ® grado intero e positivo, la (6) serve
completamente, avendola ricavata appunto in tale ipotesi. Ma non &
fuori di proposito 'avvertire che essa & valida per gualsivogha va-
lore di &, come si dimostra agevolmente nel seguente modo.

La U, -V, & una funzione » della 2 =xz- iy che soddisia. come
abbiamo visto, all’equazione differenziale (3)

3 — 2% .
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Ora questa pud scriversi
dp_ da
? k& 3 L]

Quindi, essendo ¢ una costante, sara

dp  [dz
.[E—Hf;—l— C.

loge =slogz—+-c.

U1oe

E ponendo ¢=loge,, si ha subito:

P =162",

nella quale nessuna ipotesi limita ora il valore di s.

9. Sostituendo nella relazione

e U4 V=2(U.-+iV.)

Ia espressione i U, ¢V, data dalla (6), si offiene

UiV =3 (x+iy) .

K questa denota appunto la forma che ha la funzione della varia-

bile comyplessa che avevamo presa in esame.

Firenze, Marze 1899

PROPRIETA DELL'ORTOCENTRO DEL TRIANGOLO

[. Dato un friangole ABC ed un punto H, sono determinate le tre
retle AL, BM, CN coniugate armoniche di H rispetto ai tre angoli A,
B, C ossia le polari di H rispetto agli angoli del triangolo. I punti
d’'incontro L, M, N di queste polari di H con i lati BC, CA, AB stanno
su una retia che si chiama la retta polare di H rispetto al triangolo ABC.
La corrispondenza tra un punto e la sua polare rispetto ad un trian-
golo conduce a notevoli risultati ed & stata ampramente studiata
(vedi Trupr e Cremona, Giornale di Matematica, vol. 1), Ricorderd che

s& Ay, By, Cy sono 1 punti d’incontro di AH, BH

, CH

con BC, CA, AB

ed A, Ba, Uz 7 eoningati armonici di H rispetto alle coppie AAy, BB,,
UGy, 1 puntn Ag, Ba, C; sono 1 vertici del triangolo formato dalle AL,
BM, CN e questo triangolo & omologico ad ABC con il centro d’omo-
logia H e con I'asse d'omologia LMN polare di H rispetto ad ABC.

'
iy
L]
[
o
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Se H & Jortocentro di ABC, il triangolo Aq, By, Ce avra certe pro-
prieta rispetto agli elementi del triangolo ABC; lo studio di queste
proprieta ¢ I'argomento della presente nota.

2. Sia A’ la proiezione dell'ortocentro H di ABC nella sua po-
Iare AL rispetto all'angolo A. I punti A, B, 0y, A" stanno sul cerchio
deseritto su AH come diametro, quindi LA . LA'= LB, . L(;; 1 punti
Bi, C; stanno sul cerchio deseritto su BC come diametro. quindi
LB . LG ~—LB. 10 e per conseguenza LA, LA'=LB.L(, ossia A’
deve stare sul cerchio ABC,

Risnlta cosi il teorema: in ogni triangolo le protezioni dell’ ortoceniro
sufle sue polart rispetto ai tre angoli stanno sul eerchio cireoseritio.

Vedremo ora che l'ortocentro & il solo punto del piano del trian-
golo che abbia guesta proprieta,

3. Ricerchiamo prima di tutto il luogo de1 punti K, le c¢ni proiezioni
sulle loro polari rispetto ad un angolo A del triangolo stanno sul
cerchio eircoseritto. Sia D il punto diametralmente opposto ad A nel
cerchio ABC ed N un punte qualungue di questo cerchio; al variare

di N i fasci delle rette AN=»n e DN =mw" variano proiettivamente, _
ma la AK = vara proiettivamente ad AN, dungue 1 due faser di

centri A, D formati con le rette " sono proteftivi e pereid K de-
serive umna conica « che passa per A, D ed anche per B, C come & fa-
cile vedere. Considerando le bisettrier dell’angolo A s) scorge che la
comca o ha 1 punti ali’ infinito nelle loro direzioni e quindi & una iper-
hole equilatera.

Procedendo allo stesso modo per 1 vertici B,C si trovano altre
due iperbole equilatere B, y circoscritte ad ABC e con gli sesintots
paralleli rispetitivamente alle bisettriei di B, C.

Un punto le em proiezioni sulle sue polar: nsp::l:tﬂ ad A, B, € stunno
sul cerchio ABC deve necessariamente appartenere alle tre iperboli
2,8, 7: ma gueste all mfuori di A. B, U non hanno che 1l solo punto H
di comune. dunque resta dimostrato che la proprieta del numero
precedente compete unicamente all orfocentro.

4. Sarebbe forse interessante studiare le proprieta delle tre 1per-
bole a, 3,v: mi limiterd ad alenne ovvie osservazioni.

Le iperbole «, 8, v hanno 1 centri rigpeftivamente nei punti medi
di BC, CA, AB. L’iperhnle 2 ha come tangente in A la simediana di
BC e le tangent: in B, C song perpendicolari al diametro del eerchio
ABC passante per A. Lo stsso per le iperbole 3, v.

I punti di ciascuna delle ire iperbele hanno la proprieta che 1 cerchi
determinati dalle loro proiezioni sopra i tre lati passano per un punto
fisso, e questo punto & il eentro della rispettiva iperbole,

5. Le considerazioni precedenti danno delle proprieta dell’ iperbole
equilatera:

1 se in wna iperbole equilatera =i congiungono ¢li estremi di un
diimetro con un punto delln cwrva, le proiezioni di un altro punto qua-
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Lungue della curon sopra i diamefro e sopra le congivngenti stanno su
wn cerchio passante per il ceniro di essa.

2" le vefte che proiettano 1 diversi puniti dell’iperbole sopra le lore
polari rispetto alle due congiungenti passano per uno stesso puato della
rrel eee.

6. Rifornando alle proprieta dell’ortocentro, & facile vedere che la
retta HA® proiettante di H su AL passa pel punto medio di BC. In-
fatti se D & 1l punto d’incontro di HA’ con il cerchio ABC, sara AD
un diametro di questo cerchio e quindi BD & parallela a CH e CD
parallela a BH; per consegucnza HA' passa pel punto medio di BC.

Se A”, B”,C” sono 1 punti medii di BC, CA, AB, le tre rette A’A",
B'B”, €'C"” passano per H, quindi i friangoli A’'B'C", A”B”("” sono omo-
logici col centro d'omologia H; I'asse d'omologia & la retta LMN asse
ortieo di ABU, perche i punti d"incontro delle coppie di lati B'C, B"C”;
('A’, C"A"; A'B’, A"B" sono punti di eguale potenza rispetto al cerchio
ABC ed al eerchio dei 9 punti di ABC.

7. 1 due triangoli AsB.Cs, A"B”C” stanno in una posizione note-
vole: ¢ssi sono ortologici eom @ due centri di ortologia cotmcidenti nell or-
tocentro del triangolo ABC. Infatti le perpendicolari abbassate da AsB.(s
su B"C", C"A",, A"B” passano per H & le perpendicolari abbassate da
A", B”, 07 sn Bollg, CoAg, AgB; passano pure per H. E facile vedere
aniche che i due triangoli sono omelogici; noi dimoestreremo perd che
in generale: se due triangoli sono ortologici con i due centri di ortologia
coincidents, essi sono reciproci vispetto ad un cerchio e quindi omologici.

Siano ABC, A'D'C’ due triangoli tali che le perpendicolari A'A,,
B'B, . ("C; abbassate da A", B", C" su BC, CA, AB passino per un punto M
e che le perpendicolari AA,’, BB, O(5" abbassate da A, B, C su B'(,
C'A’, A'B” passino per lo stesso punto M. Dalla figura risulta subito
che 1 se1 prodotta

MA’ MA, MB'. MB,, MC".M(;, MA . MA,, MB.MB,’, MC .M.

sone eguall, gqundi deseritto 11 eerchio di cenfro M e eol rageio eguale
alla radice quadrata del valore comune di guesti prodotti, 1 trian-
goli ABC.A'B'(" risnltano reciproci rigpetdo a guesto cerchio: quindi
sono omologicl ed il centro d'omologia e l'asse d'omologia sono polo
e pelarce rispetto allo stesso cerehio.

11 teorema reciproco del precedente non si verifica, cioé se due
trinngoli sono omologiel ed ortologicd, 1 due centri di ortologia in ge-
nerale non coincidono; (*) cosi ad esempio un triangolo ABC ed il
sno primo triangolo di Broeard sono omologici ed ortologici; ma i
dne centr1 di ortologia sono distinti, ma & il centro del cerchio ABC
¢ I'altro ¢ 1l punto di Tarry di ABC.

(*! Per riguardo a quesii triangoli SonpaT ha dimostrato che ia congiongenta i doe eentri di
oriclogia eomtiene i1 centro d'omologin e & perpendicolare ali'nsse d'omologin [Imtermediaire des
mrtAvmatliciane, qnestion 2%, 1804),
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8. Un altro esempio di coppie di triangoli ortologici com i due
centri di ortologia coincidenti & il seguente. In un triangolo ABC siano
0,07 0" 1 simmetrici del ceniro O del eerchio circoseritto rispetto
a BC, CA, AB; ¢ noto che 1 due triangoli ABC, 0°0”0" sono simme-
trici col centro di simmetria nel centro del cerchio dei nove punti
di ABC (vedi ad es. le quistioni 206, 304 del Periodico). Aggiungi amo
che: i tricengolo O°O70™ ¢ ordtologico ol triengolo AB,Cy ortico di ABC
ed i due centri i ortologia coincidono nell'ortorentro di ABC.

La dimostrazione risulta evidente dalla figura.

Dal teorema del n. prec. possiamo poi conchiudere che 0°070”,
A B:(y sono pure omologici.

9. Un ragionamento del tutto analoge a quello del n. 7 conduce
a dimostrare che: se due tetraedri sono ortologici ed i centri di ortologic
s0n0 coincidenti, esst sono reciproct vispetto ad una sfera. Se ne deduce
che 1 due tetraedri sono anche iperboloidici ciod le congiungenti delle
coppie di verticl corrispondenti sono quattro retie di un’iperboloide
rigato.

(. GaLLrueer

CORRISPONDENZA

Urviete, 16 (ingno 1398,

Sig. Dirvettore del “ Periodico di Matemalica

per Uinsegnamento secondario ,,
Livorno.

II dottor G. B. Marangoni in una sna Noix critica, dedicata ai tre professori
Fraftim, Do Amicis e Fazzari, {a aleune osservozioni snl min opusenlo I fenomeni
naalurali € le rappresen'azioni matenatiche. bBiccome In Notn, venota in nna eono-
scenza 0ggl stesso, e non prima, ha relazione anclhe al gindizio ehe snl detto mio
vpuscolo diede nel Tascicols marzo-aprile ultime 8 codesto Periodico il professore
De Amicis; eosi prego la sun gentilezza di voler dar posio nel prossimo fascicolo
del Periodico alla seguente mia comunicnzione, significandole in pari tempo che
consimile preghiera rivolgo oggi stesso al periodieo La nostra seneola, da cui la
Nota fu estratta, e agli altri docell Playore e la Scuola educatrice, che pubbli-
carono gindizi rispettivamente dei due professori Fazzari e Frattini, sul mio opu-
Boolo, gindizi al quali anche ha relazione la Nofn stessa.

Il Marangoni, com'egli stesso richiama nelle sun Nota, gin altra volts si era
occapato del mio opuseelo, e precisamente nel numero del 10 dicembre 1898 del
periodico Ln senola secondaria italiana. Allern, e propriamente con mia lettera
mndinzzata alia direzione di quel periodice ed inserita nel numero 24 dicembre
del medesimo, rilevate alcuns inesattezze @i fatio nelle quali cra cadnto Vardico-
lista, sozginngevo che guanto al merito o valove intrinseco delle considerazions
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contenute nell'articolo aprei avuto occasione @i parlarne fru brevissimo in und
Nota che avrei premessa al 2° discorso & imminente pubblicazione: in essa Nota,
raccolte ¢ ordinate le osservazions di tulii coloro che mi avessers fuatto Uonore i
ovceuparsi del 1° discorso, avrei detio schiettamente e motivatamenie quali osser-
szioni mi fossero sembrate acceltabili e quali no. Ma le condizionl della mia sa-
lnts, per ls quali in febbraio ultimo fui collocaiv, e mi trovo tuttora, in aspettaiiva
relativamente sll'uffizio mio di provveditore agli studi, furono la canss onde rimase,
ed & tutlora, sospesa guella mia pubblicazione.

fn ozni modo perd il 2° discorso, con la Nota che lo procederd, sara presiis-
simo dato alle stampe, ® immancabilments non olire il novembre prossimo. Nella
Nota che lo precedera comprenderd pertanto anche I'esame delle nuove esnsure
del Marangoni; ma frattanto vo’ rilevars le seguenti altye fnesatiezze di fatto, 1n
terza delle guali & Ia ripetizione, con vafforzamento, di una d& quelle T em
Marangoni era gia imcorso nella prima recensione, e gia de me denumnziate con la
richinmata mia lettera del 24 dicembre alla direzione della Scuole secondaria ita-
liana. Feco, senz'aliro, le nunove fneswiiezze di fatlo:

1% La letters del De Amiecis a me, sebbene inserita nel fase. marzo-aprile 1399
dol Periodico di matematica, non & posteriore, ma anteriore alla recensione 10 di-
cembre 1898 del Marangoni sulls Scuocle secondaria italiana. La lettera siampata
porta nel Periodico 1a data 2 novembre 1298, o la lettera manoseritta, che con-
servo, porta la stessa data, fo allora direfta a me 1n Aqmla, ed & identica a ynella
stampata.

20 Non » esatto che io nel parag. IV abbia fatto sfuriate contro i filosofi
positivisti; le ho fatte soltanto {s1 legga bene) contro nna eceria classe di essi,
parlando anzi con rispetto degli altri, e facendo pur qualche nome tru queshi

20 Mi si attribuisce novamente, e con un erescendo, di aver diretia la frase
indecente © purus mathematicus purns asinus , ai geomeiri e agli annalist che hanno
voluto porre in questi wltimi tempi la scienza matematica su basi razionali ecc,, e
di apver con la frase steasa tentato di offendere tutto un gruppo i studivsi italiani,
benemeriti della scienza, dell’insegnamento ¢ della patric; mentre 1a conclusione
eaplicita alta quale iv pervengoe mel N. 20 a pay. 20 i sollanto queska: Il noio
adagio © purus mathematicus purus asimis , & unn condanne Severc gi, troppo se-
sers, dF quei matematici che rimangono chiusi in uwn ordine specidative ¢ di puro
wstrazioni; me un qualche fondamento giusto lo ha.

4% T quella che il Murangonl chiama fraduzeens fedele dal Coutwrat ne
digcorreremo, come 4di tutto il resto, nella promessa Noia, che precedera 1l 27 di-
scorso; ma, se mai, yuella fraduzione sarebbe non del capo V11, ciodé dell’intero
capo VII, come asserisce il Marangoni, bensi di una sesic parte appena di esso
capo, occupaute, tutbo intiero, nn pochino pit di cinguo pagine e mezzo di 16° grande:
1" insieme delle particole fedelmente tradotie dal Couturat i limiterebbe a8 tm po’ meno
di una paginefta del mio opascolo. " uns verifieazione sperimentals che chimmque
pud fare.

Mi creda, Sig. Diretfore,
Dav.mo sno
Axros Marra Busranir
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QUISTIONI PROPOSTE

470. 11 lnogo dei vertici dell'angolo retto i cui lat abbiano date
direzioni ed intercettino in una data iperbole eguilatera corde tali,
che la differenza dei loro quadrati sia costante, & un'iperbole equi-
latera concentrica alla data.

Considerando poi il caso in eui le corde debbano essere aguali
dedurne la seguente proprietd: Due rette ortogonal passanti per il
funeo di una iperbole equilatera intercettano in guesta corde eguali,

Si pub generalizzare quest'nlfima proprieta?

471. Si consideri il parallelogrammo che ha per vertici due dia-
metri coniugati di un ellisse, e per un punto P di uno di questa dia-
metri =i conducano due parallele ai lati del parallelogrammo. Se A, A

B, B sono i punti d'ineontro di tali rette con Iellisse, @ e b 1 semiass]
di questo, &1 ha

PA® 4+ PA"+ PB'  PB” =2(a*+ F).
(ELESTRI.

o S

BIBLIOGRAFIA

Mavrice »'Ocaexe. — Traité de Nomographiz. — Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1899, — Fr. 14,

L'uso di grafici {diagrammi o abbachi), i quali diano immediatamente il valore
di una funzione a piit variabill, va sempre piu estendendosi nella matematica ap-
plicata; ma i procedimenti per la loro costruzione erane fin'ora poco noti e disparati,
perche non esisteva wui'opera che 1i raccogliessu o Li coordinasse,

A questa muncanza ha voluto riparare il prof. M. d'Ocagne (nomo gia neto
ai matematici), il guale ha elevalo guesto ramo segondario della Stalice yrafien
a nuova secienza, attribnendole il nome di Nomografia; & con questo titole egli
pubblici fin dal 1891 un compendioso fascicolo, pregiovolizssimo; ma i numeros
sontributi personali, le moitissime applicazioni fabie, da quell'spoca in poi, del
moderni metodi (all' ingegneria, alla navigazione, alla balistics, all'astronomia, al-
I'idranlica, alle eperazioni finanzigre,. .... ), han fatto & che quel fascicolo di
cento pagine appenn ¢ ora diventato un volnme di hen cinquecento pagine,

Non & possibile dare, in poche parole, un'idea di tutto cid che gquesto volume
contiene, perche gli argomenti in esso trattati sono o puovi o poco noti, ci limi
teremo per cib ad alcune osservazioni di ndole genprale.

Noteremo prima di tatto che 1'A. (meno che in una parte dell'ultimo capitolo)
non suppone nel lettore altro che una conoscenza elementare della Geometria ana-
litica, e che, essendosi proposio di essere wufile pringipalmente ai teenmici, comineia
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coll'occuparsi del caso pit semplice (quello delle equazioni a due variabili (cap. 1),
per tisalire di mano in mano & casi pil complicati. Poscia, dopo aver studinto a
fonde (cap. 11} il caso in ¢ni un'equazione a lre variabili pub essere rappresentaba
da un grafico conlensnte tre sistemi di rette quoiate (amamorfosi del Lalamme,
generalizzata dal Massan), passa a esporre (cap. II1 e IV) il suo wetodo dei punti
allineadi & wnae sol yuolfa (che nel citaio Fascicolo del 1891 aveva chismale metodo
dei punti semplicemente isopleti), metodo fecondissimo, il qunale semplifica la co-
struzione e 'uso dei grafici e la cul imporianza ¢ largamente dimostrata dalle
numerosissime applicazioni che I'A. stessp o espone per disteso, o ciia seltanto.
Ma dove il pregio della geniale idea dei ponti allineati @ messo in piena lnce &
nel capitolo segnente (V), nel guale I'A. fa vedere come il metodo stesso si possa
facilmento estendere ad aleuni tip1 frequentissimi di equazioni a quatiro, o cingue
& & sel variabili, dando cosi luogo al metoedo dei punti allinenti « due guote (gla
metode dei punti doppiamente isopleti). E fra gli esempi eiteremo quello delle equa-
zioni complete di 3" e di 4% grado, e quello per la risoluzione di tuntii 1 triangoli
sferici. 1l cap. VI (ed uliimo), dal punto di vista teorico, & il pit importante di
tatti. In esso 1'A., dopo aver determinati e classificati tutti i modi possibili per
rappresentare le egnazioni a on mmmero gnalnngune di variabili, esamina i tipi ge-
nerali che comprendono tutéi ¢nelli stndiati nei capitoli precedenti, e 3i propone
il problema di cerecare qunando nna equazione qualungne sia ridoeibile a un deter-
minato fipe: si presentano eosi problemi notevolissimi di Analisi il primo dei guali
fu nsolto dal nosfro Dr 8. Bormrr. — Ma anche la Geonrelria superiore pud nalla
Nomografia trovare lavgo campo di applicazione, e lo prova |'utilith che si & gia
potufo ricavare dal principio di dualita (cap. III, 56-59) e dalla itrasformazione
omografica (cap. 1I, 49-50).

A noi pare, nsomma, che questo libro merila di essere studiato sia dai tecnici,
sia dai matematici: dai primi perché forniri Joro il mezzo di evitare (nella mag-
gior parte dei cagi) i calcoli numerici, dai secondi perché presenierd lore nuovi e
inferessantt problemi teorici, ma di applicazione utile e immediata.

. Pesor

H. Pnﬂgcm. — L théorie de Maaxwell et leg oseillations Hertziennes, —
Pams, G. Carrd et C. Naud, 1889,

Il volumetto fa parte della collezione * Scientia , ¢olla quale il benemerito
oditors intende di esporre, in forma accessibile anche ai non specialisti, 1 problemi
scientifici che sono, come snol dirsi, all'ordine del giorno. Non isvgna dungue 13-
chiedars la forma elevata e la profondita delle ricerche analitiche, che il Poinearé
adoperd gia in dus precedenti volumi Electricité et Optique, Les oscillutions #lec-
irigues; egli ha qui inteso di sviluppare in mode facile la teoria di Maxwell, e
¢id che il Righi chiamo, in modo intuitive, 1'Oftica delle oscillazioni elettriche
(Bologna, Zanichelli, 1807). Ma, ed & forse superflno farlo molare, anche in guesbe
pagine slementari abbondano le osservazioni acute e meniali, e si ritrova la chia-
rezza e la vivacith del dire, che & uns delle pin brillanki earatteristiche dell’{l-
lustre scienziato.

La lrattazione pud dirsi completa, ed estesa per guanto poteva permetferio la
mole del libro. Dove, malgrado Ia penna illustre che lo ha dettato ci permettiamo
di dirle, ci siamo imbatiuti in pavecchie asserzionti, che non si possono cerfo ac-
cettare ad occhi chinsi. Cosi non sembra logico dive e¢he, riconoseinto il paral-
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lelismo fra un dato fenomeno ed nn fenomeno meccanice, si abbin garanzia sufi-
ciente della spiegazione meccanica del primo; che innanzi Maxwell i fisica considera-
vamo la scarica di nna bottiglia di Leyda come una corrente a circuifo aparto, els.

Trattandosi poi di un'opera di volgarizzazione, ci snrebbe piaciuto di vedere, a
finneo delle anslogie idranliche e delle altre sviluppata qualvhe analogia fra l'elet-
tricith od 11 calors. Questo secondo mmetodo, non sempre applicabile & vero, ha il
vantaggio di non materializzare i fenomeni glettriel, e di ravvicinarli a fenomeni,
la di coi natura vibratorin & a tutil nota.

Il volumetto fa larga parte mi lavori del nostro Righi e del Garbasso; ed esso
& infine da raccomandarsi vivamente come miroduzione generale, sia alle altre
opere del Poincoré, zin all'insigne studio sopra ciiato del Righy (%}

R. Prroxi.

GroraES MAUPIN, — Opinions et Curiosités touchant la  Muthématigue,
apris les ouprages francais des X171, X111, XVIII siteles, 1 vol.
in-8¢ di 200 pagine, con figure. Parig, Georges Carré e (. Naud,
editori, 1894,

Nei secoli passati cosa pensavano dell’ufility delle matematiche non sole 1
dotti, ma specialmente i fabbricatori di libri ed anche gl ignoranti? (Juall van-
taggi si credeva trarne per l'educazione; che legame speciale volevasi stabilire ira
1o dotérinag matematica e la religione? Ecco di che tratia gueslo volume. Offrando
estratti interessanti e curiosi degli autori che cita, il sig. Manpin non si & per-
messo d'agginngere che brevi commenti e corie note biogrefiche, non volendo toglier
nulla del loro caratiere ai festi citati.

Dobbiamo sogginngere che guesto non & un lavore doito @ che, nei punti prin-
cipali, & stato vercalo di renderio alla portata di togti coloro che hanno in mate-
matice medioeri cugnizioni.

Questo libro ha, d'altronde, un lato docamentario il quale sedarth colore che
<interessano all'evolnzione dell'idea matematica altraversa le gravi gquistioni di seuole
o le seottanti discnssioni dei dogmatici. — | matemabic: s’ interesseranno vivamente
a questn escursione retrospettiva nel campo della geometria, ed i curiosi, che non
i spaventano degli argomenti imprevisti, yroveraunu piacere nell' intervento delle
matematiche nel dozma della Presenzn reale. — Daltronde, il volume del sig. Maupin,
varamente istrottive in ozoi sna parte, vi offve vome d'aitualita, dai punti di vigta
origingli &n eid che pensaveno 1 maestri di prima sull'niilitk dell insegnamento
el latino,

Molte delle idee che emettiamo oggi a guesto proposito sono, per dire il vero,
guelle d'ieri, e dobhiamo al libro del sig. Maupin la soddisfasione di apprenderlo.

(+. pe LoNecuamps. — Colrs de problémes de Geom. Analytique. Pa-
rigi, Delagrave, 1398-90.

(Quest'opera che consta di tre grossi volumi mon & una delle solite raccolte di
esercizi, ma benst nm verp e pruprio irattato nel quale l'autove, dopo aver classi-
ficato i vari problemi che possono presentarsi in Geomeiria analilica, espone per
cinscuna clusse, con la chiarezza ed il rigore scientifico che lo distingnono, 1 vari

(*} Ricordinmo come a questo medesimo scopo gioviov le IF Lezioni suiln luce dl A. GARBAERD
Milano, L'Elettricita, 1897.
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metodi che eonvieme segnire per ginngere alla soluzione. La teoria & segnits sempre
da numerosi esempi parte gia risolati, parte laseiati a risolvere al leitore, quasi
gempre pero accennando ai resultati finali.

I due primi volumi comprendono la Geometria & due dimensioni. Vi sono trattati
successivamente i problemi che si riferiscono alle tangenti, ai poli ed alle polari,
al luoghi di centri, di fmochi, di veriici, alle normali, alle corde, alie divettrici ece.

Lo capitole & destinato alle Coordinate bariceniriche ed alle tangenziali ed
uro alle Trastormazioni delle curve.

‘on lo stesso metodo & composto il volume 8° cha s rviferisee nlla Geometria
a tre dimensioni, In esso vi si tratbano i problemi relativi a tangenti e piant lan-
gentl, eemiri, poli ® piani polari, vorde e piani secanti, normali, piani ciclici e {per-
ciclici, generatrici, ece.

L'ultimo capitolo @ intieramente destinato alle stmdio particolareggiato di una
superficie spociale. 1 scelta come esempio per guesto studio la snperficie di Steiner
0 superficic romana (del 4° ardine e della 3% classe), quella superficie cioe che & ea-
ratterizzata dalla proprieta che ogni suo piano tangents Ia sega secondo due coniche.

In conclusione 1& naova opera del Toxcomases colma un vuoie, giacchi qnan-
tungue non manchino, specialmente in Francia, le boone raccolte di esercizi, sin
risoluti (per es, guella del Brisse, del Rémond ece) od enunciati seraplicemente
(per es. yuella del Laisant), non ¢’ers ancora, almeno ch'io sappia, un libro che
confenesse noa trattazione sistematica del modo di risclvere i problemi in Geo-
metria analitica,

L% Cours de problémes , mi sembra che riconfermi sempre pin I'alto valore

dell'antore dell’ Algdbre e della Gdometrie Analptigue. .
. C. L.

*DA GIORNALI E RIVISTE

Nouvelles Annales de math. 1. XV1I[,, 1899 (Paris. Gaathier-Villarsh.
Fase. T1 (febbraio). Siaecksl P. Sopra aleune proprieta aritmetiche delle funzioni
analitieche (traduzions della Mem. di egual titoly iuseriis wel . XLV dei Mothe

matische dnniien), — Plestol A. Nuovi processp per risolvere le egnaziemi dal
terzo gradn. — Fordand . Sopra alcuni poliedri mobili comparabili ai puligoui
di Poncelet. — ¥ues F. J. Soluziene grafica di » equoazipni lineari con n varia-

hile. — Faguant A. Risoluzione della quistione di Malematiche elemeniari; Aggre-
gazione delle scienze matematiche : concorso del 1898. — Certificati di studi ¢ . periori
della facolths di setenze Sessione di novembre 1808 (Caen, Grenoble). — Riscluzicne
di guistioni proposte; 1722 (L. Malo) 1727 (G. Tzitzdica); 1729 (Tzitzéica). — Qui-
stioni 430, 495, 498 512, 513 {nnovamente proposte perche fin‘ora inselute) 1812 (*),
1813, 1814

A¥YVERTENZA. — Gl artiooli confrnssegnati eon nsberisco (%) sono sinli inviati dul Comitato
dell' Associnzione Malhesir.
: ") Questa goistions 1812 (E. Duporeq) deve esscre ulata inserila per una svisin, gincché enuncla
il teorama dei Chasles fondamentals nella touyia ilelle epbiele gobbe, relative sl piani osculatori
in tre puntl delly eurva. — (V. p. es, DEvE, Gromdirie de povition, T, 11, p. 112 della trad. francese;
SCORGTER, Theorie dev OberfiGehe 2, O und der Raomnkisren 3, 0 p. 260), (v. R.)
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Fase. 111 (marze), Ripert L. Sull’'omografia e 1a dualith applicata alle propriela
metriche del piano. — Biklen 0. Sulle normali dell’elissoide (tre nmovi teoremi
sull’argomento indieato). — Mariantoni ¢ Palatini. Sul problema della polisezione
dell'angolo (elegante applicazione della teoria delle corrispondenze (1,n) al pro-
blema indiesto nel titolo) (*). — Piccinli E Un teorema di geometria ad » dimen-
sioni {estensiope ad un 8, del teorema: le sviluppanti delle eliche cilindriche di
un 8 son curve piame). — Facgiant A. Risoluzione della quistions di Analim
(Aggregazione delle Se. Mat. Coneorso del 1898). — Certificati di studi superiori
della Facolta di Sc., sessione di nevembre 189% (Lilia). — Bibliografin. — Qui-

stioni 436, 1816-1R18 [*),
(V. R.)

Mathesis, Recueil mathematique ete. par M. M. P. Mansion et J. Neuberg, T 1X,,
Gand. Ad. Hoste, edifeur.

Fasc. 111 (marzo. 1899). Barbarin E. Costruzioni sjeriche con e riga e col
compusso, — (VA. si propone di mostrare come sopra grandi superficia sferiche,
e in particolare sul pisno riemanniano possa usarsi la riga e il compasso per |
braceinmenti elementari), — Jerabek V. Sulla Thrisettrice di Maclawrin (dal centro O
¢ da un punto fisso A d'ana circonferenza O* si hirano il raggio variabile OM e
1a cordn parallela AN: il lnege del pala P di [MN, rispetio a 0% & la Trigettrice
di Maclsurin avente in B il vertice e in O il fuoeo; I'inviluppo di [MN| @ nna
cardioide; il Inogo del pnnte medin di MN & una lumaca di Pascal; il luogo del
punto commne & [MN| e alla tangente in P, una eardioide). — Note matemaiiche:
Osservazioni sul triangolo (Ripert); sul parallelepipedo (Stwpvaert); Teorema sil-
I'iperbole |G. Gerwrd). — Formole relative af irian golo (Delnhaye). — Bibliografia, —
Quistioni risolute: 1056 [ Proz-Farny); 1161 (Gerard, Drepréz, Droz); 1186; 1159
(Buysens); 1102 (Retali); Quistioni d'esame B881-882. — Quistioni proposte 1211-
1214. — Al presente fascicole & unita ceme Supplemento la Mem. Sopra nunn ira-
sformazione geometrica del sig. H. Birocard, (Estr. dalle Mem. Soc. R. delle Se.
di Ladge),

Fase. IV (aprile). Barbarin E. Costruzioni sferiche elc. (continupz. € fine). —
Congresso Internaz. dei matematiei a Parigi. — Hetali T. Sopra una cubica cir-
colare. — Note matematiche: Caleolo approssimato di una radice gquadrata (G. Fral-
tini). — Sulla sfera dei dodiei punii (Ripert). — Un regolo calcolatore o abaco.
| Lambert). — Paradosso concernente 1'inviloppo delle ellissi omofocali (Barisien). —
Biblipzrafin. — Risoluziomi di guistioni proposte. 394, [Neuberg): 1041 1156 (t7e-
jure): 1176, 1177 (Buysens) |¥*°), — Quigiioni d'vsame E83-887. — Quistiont pro-
poste’ 1215-1215K.

e o
(%, Sin ¢ lm perpendicolave ni [AB| in B ed X on punto tale che w. KAB—XBA : Ia retia |BX'|

simmetrica di |BX| rispetio ad s sega |AX| in un punbo X’ il cul lnozo & una aurvs selfiics ¥ b
d'ordine » gon un punte (# — 1)-plo in A, pussante {onu volta) pei punii giclici ece. La enrva Co

gtudiato dai sigg. Mariankoni o I’:iln:lnl& dungus la omelogiva armonien dalla sellrice ™ guando si
prenidi A per gentro od x per asse d'omologia, se s possono vicavare le proprieth da quelle note diI™.

Piil meneraluionts se . XN°AB=n". (1800 — X'BA) il Inogo di X’ & nnr cwr'vo sptivice T 72 1 del-
PPordine w+ o = |, gcon gn pamto (n—J)}-plo In A, Bu puinte {n" = 1}-plo in B, un punio n-plo in
ognuno (ei puntl viehel svc. Quesio cwrye getledci sono stute studinte acenraiamente dai B1g FProf.
I M. Kehonte di Gronings (V. dvchives Neéevlondnisen ivs 8, rxnetes ebe, 1, XX, p 40-04, @ J, de AMut,

spfe., anne 185, (V. H.)

(#%] Par la gnistione 1517 {del sig. Gardose-Laynes) viggasi la risolnzione che lo 08 ho data nel
T X1l di questo Perindico {pag. 124, guistione 403). (V. R.)

(***) La costrurions dala dal sig. Prof. DEUBERS, wella nola ¢he segue la rivolnzione dol sig. Buvssny,
vale anche ne! easo generale di upp eorva piANG gnalungie; veggasi In mia quistions 401 (FPeriodico
d Mut,, nnne XIT, pag. Ba), (V. R.)




Fasc. ¥V (maggio). Jérnbek V. Curve polari reciproche delle epicicluidi ed ipo-
cicloidi (risultati imporranti relativi alle enrve psen (n--1) o =& alle loro
inverse gtc), — Oriando L. Apyplicozioni dell’ juversione {osservazioni su teoremi
niolto noti). — Note meatematiche: Sulla guistione 1171; Sulle coniche omoietiche
passanti per due punti fissi (Dépres). — Bibliografia. — Risoluzioni di guistioni; 1042
(Retali, Buysens, Gob, Droz, Déprez, Mandest); 1102 { Stuyvaert); 1181 (Lorent); 1139,

Quistioni d’esame BREZ01, — Quistioni proposée 1210-1222, V. R
(V. I

Revue de mathématiques Spéciales, redigée par M. M. E. Humber! et G. Papelier,
U année. Paris, librairie Nony ef (.

Fase. 6° {marzo 1399). Luagrange A., Lezione sulla generazione delle eubiche
(prodotto di due fasei prowettivi 'une di coniche e I'altro di raggi; cosirnzione della
cubica col due metodi di Uhasles e Jonquisres; costrozione {di Hart) del mono
punio comone a 2 cubiche passanti per 8 punti deti). — Lapointe G., Sopra una
proprista delle cubiche gobbe. (I il feorsma indieato nella nota a pag. 274 del
Periodico di Mat. che I'A. vicava con trasformazione omografica da nuna propriefa
delle enbiche equilaterel. — Froubet, Sopra nua formole della quale © caso par-
ticolare qualla degli incrementi finiti. — Soluzione della quistione 753 |[Scuola
Pulitecnics, convorso del 189R%). Geom. Analitica. — Risolnzioni delle gnistioniz 746
(relativa all'ellisse di Frégier)(®) 757. — Qustioni proposie 815-816. — P. Dar-
borin, Teoremi da dimostrare, pavte 2% — Geom. Analitica, Quistione 768 (Buuola
Centrale 1898) (fuoghi relativi alla parabola, alla enbica ecuspidale; la curva vriop-
tica di ana parabula di Nei? & una parabola ordinaria etc). — Quistioni pro-
posts 824-826. — Bibliografia. |

Fase. 79 (aprile 1899). Parte 1% Chuluuz M. Toyvariaati di un polinomie intere
iz, relativi alla trasformazione lineare 2 = -+ h. — Risoluzione delln qui-
stione 762 (Aggregazione delle Sc. mat. 1898) (quistione relativa alla superficie
di Steiner, che non puo risssumersi gqui brevemente). Scuola Normale Superiore,
Concorso dei 1808 [quistione relativa alla superficie cubica circolare w(z? 4+ ¢* + 2% +
@{x?+ y* — 2% =0, inversa di una quadrica di rivoluzione rispetto a un sao
punio). — Geom. Andliticx, Risolnzione della gnistions 758 (**). (ABC & un &riungelo
mseritto alla conica C2 & cireoscritto a K2; 2,4, v sono i punkti di contattos il inogo
lel punio M comune alle rotte A=, B2 (7 & una conica del faseio (C% K¥) —
Fisica e Chimica, Risoluzioni delle quistioni 750 e 752. — Qnuistioni proposte negli
esami orali della Senola Normale Superiore (1808), - - Malsmatiche, 218-272,  Fi-
siea, 273-283, — (Juisiioni proposte R27T-R2R, — P. Barbarin, Teoremi da dimo-
sbrarsr B29-532 (seguiln..

%) L eoslrugione delly intersezionl i una sonica reals ©f con le rekie 1Is01ope NSCETE du U
sue plnto M si la asssi sewplicemente cost: Sieno AR la corda normale in M, MT in tangente in M;
MGy, MC, bisetivici degll angoli @i queste due reits, seghino ¢! respstiivaments in A, s By; posto
iL]ﬂlA:I_-IRHI )= Gy (IMEBy] , ) BAI=Cu, 1 duv punti serenti sono sullh rotin 10,0y] eposto (|00,
| R|’=. C,l AU, G ) =T, aono i punti duppi della involuzione (0, Us; C,T). ne segus clie |l
polo M =j|A,B)j. |5} By di |Gy0;) rispetio alia coniea C! & 1l punlo di Frigier vorrispondente ad M,
os2in Io inviluppo di |0,Cy] & la polare veciprocn, rispetto o O, dall'sllises i Fyégier., Yegegasl i1 £ 17
delle nvie Bicervkae vopra Vismgginarvio in Gevmelriu (8erio IV, T. 1X delle Mem. della R, Aco. delle
Scienze i Bologna): per diverse proprieta dell’ ellisse di Frégier v. Steiner (Crolle +. XLV) 6 Ratnli
(Mem. dell' Ace, Ji Bolognu, Serie IV, T. VII, pp. 620-§22),

(V. B.)

{(**) Risolozione geometrica: cerchinmo i pooti del luogo elie eadono su C%: ss A & wno dsi
anti conumi s C* e K2 e In tanzente s K* In A seghi 02 in T, Ia iangenta in T n 0 foecherh K?
B UL punio «, v due punti 44 seno rinnid in A sulla [AT| , 8 i due BO sulla [Te| in T: il trinngole ARC
& inseritlo in C? o eircoseritto n K* le relte Ae D Cp sl segitno in A, 11 Teego Lia dunque in comune
con ©' i 4 panti (C7HY).
(V. R)




Parte 2°. — Scuolp ceutrale, Concorso del 1803. — Trigonometria, 771 (Cal-
eolo): 772 (Risolvere il triangolo ortico d'un triangole dato acmtangolo ABC; dime-
strare ch’esso fra i trinnzoli inseritti in ABC ha il minimo perumetre). — Scuola
delle miniere di Saint-Etienne. 724 (es. di geom, analitics). — Quistioni pro-
poste H833-834.

(V. R.)
Bulletin de malhdmatigues speciales, publié par M. M. L. Gerard, . de Longchamp
et B. Nivwenglowski, anno 5°,
Fase 5% (febbraio 1R049), — AMichel Ch. Teoris sintetica delle ¢ubiche a
punto doppio e delle curve di terza classe con iangente doppia (continnazione e
line; eenno sulle enbiche cuspidali]l. — Bally. Dimostrazione di aleuni teorem

velativi nlle coniche {continunzione; Se PyP; sono i poli di pypa rispetto a una
conica C* il covariante fondamentrte del sistema formato dalle dus coniche C*
o P,P: & una conica T? passante per PyPy e pei punti (C%py) (Cpa): reciprocamente.
U & il contvavariante fondumentals del sistema T pips; se PiP: somo i punii
vichici. T & il cerehio 4l Monge di €% L'A. dimostra geometricamente varie pro-
prieth col sistemn (2. F') — Gérard L. Sul teorema di Poncelet (la guistione
dei poligoni inscritti a nna conica K° e circoscritti ad un'altra C? si abbassa al
1° grado guando le coniche dale hanoo fra lore doppie contatto, nel caso zenerale
occorvono le funzioni ellittiche: 1'A. mostra che so K* e U% sono tangenti, bastano
la funzioni vircuvlari) (). — Qnistioni riselnte 154 (Barision). — Barisiea. Noia
relativa a due curye che possono essere considerale come una gen ernlizzazione della
Inmaca 31 Pascal. La prima curva considerata doll’'A., (24 2 — azx)(B*2* 4 A%ty =
— A®B2(2* -+ 4*)* & la concoide generalizzata dall’origine O rispetto all'ellisse Biz®
+ A%® = A"B* e al gerchio & + y* — az =0) (*). — Quistion proposte 165-170.

Fase, 69 {rmarze 1809, — Michel Ch. Sulle coniche bitangenti a due coniche
date ed 1 cerchi tangenti o due cerchi dati {nota di-genm. analitiea). — Bally K.
Dimostrazione di alenni teoremi relativi alle coniche [cont. il tsoremn di Poncelet). —
L. . Sul teorsma di Rolle. — Quistioni visolnte 154: 155 (Barisien). — Barisien.
Nota relativa & due enrve che possonc essere considerate come nnd generalizzazione
della Iumaea di Pascal (cont la seconda enrva consideratsa dal sig, B. non €
altro che la pedale di un'ellisse rispetto a un punto del sno asse maggiore & percid
perfettamento coneseintn (%), — Quishioni proposte 171-1%2,

(V. R.)

(*) E ormai provabo che Sleingr aveva seoperio la trasformazione qnadratiza razionale genernle
prima del 1820, (Veggas! In nin nobi: S la frasformution gridenzigue rateonsie, nel T. V., p. &4
deil fuierm, dex Mu(fd & dnpgie winlto probabile e Egli fokse, nell'epotn indieatn. euehe in poskess0
dol matode At veraione=: I oznl eavo, nssal priman del 15439, Megiens (Graila T. VI, 1851, p. &) #»
i Felluritis (mn. della 5 T, Vi, Padova 1836) avevano esposto somplatumonte guesio mmobods.

(V. I

(#%) Ba ry=/1H), ra=fo (M, .. =[l (& sone le annazionl polar di s cavrve, viferile nllo stesan
polo e al wedesimo asse polare, ln eniva == ¥ ful0) 8i dics convwide generutizante del polo vispetko
nd wess. Sebbene mon gia statn Anora studintn 1a Seasformazicng puma doppin del guart’ording che
da la ehiave delln teoria delle soneoili, 8] conoecono parecchie proprieta deiln enrva v =" f» (6),
per es.: B9 ne pnb enstraire n tangente in un punto, il eentro di corvatnre ste. Nel ease particolars
congiferato dall'aA. ia nermale alla sesticn nel powto (0, Bl passia per (A, Ol Coneeidi generalizzate
di un eltisse o & uan cerells si prassntane gpodso nolle applienzloni dellan Geometrin desccliiva &
procisnmente nsiin teoria delle ombra ail in guella dalle linee isofole. .

(V. If.)

(##*) Bg yispelio a due assi retlangelar Or, Uy paralieli a quelli d'un eliisse i semizaesl A, E le
coordinete del centro apne w, b, Ja equazions polnie

1*=—m cosl/ - u eosh 1 Y A* ¢ps'f - B san™

rappresaita la pedale dell'ollisse rispetlo ad O:ponendo in quustt » = 0, m = u abblamo In sagonda
atizva dlol sig, Bupisien, clie & dungne la podale di 0 =~ u.0) mispeito all'ellizse, — Na segue subile,
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El Progreso Matemalico, Rivista de Matemdticas puras y aplicadas; director D. Zoel
&. de Galdeano, caledritico de la Universidad de Zaragoza, serie 29, num. 1
(mageio 1899}, — Ragione, oggetto e programma. — Appunti per un piano di
educazions scienfifica. — D. Zoel G. de Galdeano. La moderna orgamizzazione
della Matematica (¢ 1s prima di una serie di Conferenze tenute dall’A. nel marzo 1893
all’ Universith di Madrid). — Cronaes; Congresso di Zurigo; congresso di Dusseldort;
la societh italiana Mathesis. — Bibliografia. — Quistioni risoluie (*) (Brocard), —
Quistionl proposte 254-256,

(V. R).

Dalla: Zeitschrift Tur Malem. und Nalurwiss. Unierrichlt. rileviamo nel:

Fase. V. 1898. 1" TUna recensione snlie: Lezioni di Storia delln Matematica di
M. Cantor {vol. 111, Lipsia, G. B. Teubner); e sull’'opera: Trattazione elementare
del potenziale e sue applicazioni alla teoria della gravitazione del magnetismo,
dell'elotivieita, del calore e dell’idrodinamica di Holsmeiilles (ihd).

29 Relazione di A. Peter sul VII congresso dell'Associaziene fra ghi insegnanti
di Mat. e Scienze, avuto Ilnogo a Lipsia nell’estate scorso (e di emi {fo date gin
un cenno nel nostro Bolletiino). '

Fase. VI 1" In questo fascicolo rilevasi una: Rieerca statistieo-scolastica aceom-
pagnata da aleune tabelle concernenti gli Istituti delle varie regioni della Germania
e 3 libri di testo di Matematica (Aribm., Alg, Bsercitaz. alg.. geom. piana, sferao-
meiria, frigonom.} 1vi adottati. Da queste ricerche risulta che di gner 400 isfituii
secondar la maggior parte adotla 1 compendi del Kambly, del Mskler, del Reidt,
i brattati algebrici di Bardey, di Kambly, del Reidt; le raccolte di esereizi di Bardey,
dell'Heis, dell'Hirsch..., 1a planimetria del Kambly, deflo Spieker, del Lieber, o del
Reidl. In questa stafistica perd mem si tien confo dell’epoca in ecui quei libri di
testo vennero pubblicali, né vuolsi trarre aleona eonclusione cirea il merito scien-
tiico e didaitico dei medesimi. L’auiore di gnesto articolo fa rilevare che molte
scuole non hanno adottato aleun libro di testo per I'insegnamento della matematica.

2% Il detio fascieolo contiene una recensione sopra la: Guida pratica per I'inse-
gnamento del conteggio nelle scuole popolan di K. Sireng.

FPase. Vi1, Questo fase. contiene, fra altre cose: :

1% Un tentativo di ricostzuziene di un ponte sul Reno, conforme i Commentari.
De bello Gallico di 3. Cesave, di F. Zimmerhaechel.

oltreche In disenssions sompleis delln guartes, anehe la sun aren, giaceld per on leprema noty,

ssEn i generalo ¢ j (0F = ™ pmnentatn dell’area della pedale rispetie ad O, essa & dungue

e |

{ m® = 0¥ =} A*-1-B% 2 nel caxo partieolars, del aig, B.%[u’-‘,—ﬁ'-i- 139),
(V. R)

(*) Li sig. Brecard trova por equazione del lnogo
e[ — oy - (p — 6)'] — b — apY [+ (y — A7) =0

WML guesta non rappresenla, come dice I'A,, nna coeva del gnart’ordine pavehé 81 gpezza n due Iat-
t“”‘lﬂ primo dei quali (§ — B+ aly —d) =0 &la retla ehe unisce il punto luminese A eol punie B,
g 'altro

[(d4-b12e— ngl [ 4+ yY) — d (v -2 bay — ay’) =0,

rappresentn In strofofde obligua col pinto doppio nell'erigine O, passapie per A, B 8 per la proie-
zione di € soprn [AB|. Allo stesso risultato si arriva subito usservando che il Inogo & il prodotio de
e fused invelutord guadratici A, B #n poszivnn ridulin el grvmurdine E faclle riconoseares In identita
del prallema 90 oitien geomelyica traflgie dal sig. Broeard con quelle risoluio sinfeticamente dal
Frotl. Lorte nel fase Juin 180T dei Nowrelles Annntes, 11 Prof, Loria trova lv alrofoide sopraindienis,
ma la genera come prodofto di due fasei di rogei C, B in corrispondenza 11 20

(V. R.]
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20 Ungp recensione dell'opera di I. P, Schuridt: Discussioni su alcune teorie o
quistioni di Aritmetica e di Algebra elemeniare, stampata & Triev nel 1807

11 Tase, VIII & dedicato ad articoli di Botanica e contiene il Resoconto della
rinnione di naturalisti e medici, che ebbe luogo a Diisseldorf nel settembre 1898,

P. G.
Giornale di Matematica. Nov. e dic. 1898. — Ramorine 4. Gli clemeuti immagi-
nari nella geometria (continuazione e fine). — Viterhi 4. Sul gruppi di sostituzioni

a coeffivienti interi appartenenti & un corpo di vumexi compless: di grado fimito qua-
lunque. [$i tratta dei gruppi di sostituzioni della forma di quelle che il Fricke (Zur
gruppentheoretischen Grundlegnng der autormorphen Functionem, Math, An. XLil
Bd) studib soltanto nel case in eui i lore coefficienti siano pumeri interi d'un
corpo reale]. — Cuszzanign T. Sul enleole di gualehe determinante numerico. [Ni
fanmo delle applicazioni di due sviluppi dati dal Mangeot (Sar une méthode de
développement, An. Eeole n. 1897]. — Palatini F. Linee contenute nelle rigate
razionali di ordine # immerse nello spazio di # + 1 dimensioni, [Partendo dai resul-
tati ottenuti dal Segre (Sulle rigate vazionali di wno spazio linenre gualundgite,
Atii Aec. Torino 18%4) si arriva & concludere che in una data rigata di ordine
o direttrice minima sm si hanno tanfi sistemi di dalo ordine & guante sono le

unita dells parte intern di

i B si dammo i earatteri di tali sistemi]. — Cyp.
p—

Stéphanps. Sur un mod: Je composition des déterminants et des formes bilinéaires.

(fenn. & febh. 1898, — Gallueci . Studio smi tetraedri biomologici con appli-
eazioni alle configurazioni armoniche ed alla configurazione di Klein. [Viene consi-
ABCD 0 ABCD
ABCD| T [ABCD
e insieme & questa si considera un'altra coppia debta coniugete ed una terza detta
associata alla data. Lo studio di gueste coppie permetfe all'A. di stabilire nuove
proprietd della configurazione armonica (per la gquale trova che le rette & formano
mna ofz. (72 72:) di rete e quadriche tutte reali) e di quella di Klein (per la qusale
trova che le rette k& formano una cfz. (860s, T20,s) di rette e quadriche in parte
immaginarie)]. — Mussavini 1. Intorno alle coniche rispetio alle quali due alire sono
polari reciproche, [Contiene la determinazione, falta per via analitica con metodo
aniforme, delle 4 coniche rispetto a ciascuna delle quali due ¢oniche date sono pelari
reciproche, e delle 32 coniche rispetto a ciascuna delle guali sono polar reciproche
ana di quelle 4 ed una delle date]. — Gaitorno G. Bulle due enrve laoghi dei
contri di curvatora gesletica e di curvatura normale di una hinea traceiata sn ung
snperficie. [Stabilite aleuve formole preliminari, e notato il faflo imporiante che
“ la curvatura geodetica di una lines traceiala su una superficie non @ che la
earvabura normale cambiata di segno della stassa linea, quando questa linea la s
consideri tracciata sopra una superficie ortogonale alla precedente lnngo di essa ,,
I'A. trovasi in grado di studisre parallelamente le due curve nominate nel titelo
del lavoro, 1° ricavandoue le proprieta fondamentali sis nel caso genersle che in
casi particolari, 2° trattando il probfema inverso della determinazione di nna linea
(descritta su una conveniente superficie} conoseemdo che una data linea ne & Il
lnogo dei centri di una curvaiura geodetica o di quelli di curvatura normale], —
Ciani E. Sopra la configurazione di Kummer. [E una Nota destinata a sostituirne
un'altra dello stesso A. pubblicata nel vol. XXXV del Giornale di Matematiche,
allo scopo di esporne n altro modo una parte che conteneva una dimostrazione
non del tutto rigorosal.

derats uma coppia di tetrasdri omologici nei dne modi 0
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Marzo e aprile 1899. — Ciéani E. Sopra la cfz. di Kummer (continaazione e
fine). — Searpis U. Tna proprieta dei determinanti dedotta dal concetfo di sosti-
tuzione. — Marolli B. Di una classe di funzioni finite e continme, non sviluppabili

in serie (i Fonrier nmel ponto =0, [Trattasi di una categorin @i funzioni che
differiscono sostanzialmente da quells, dotate delia stessa proprieta enunciata nel
titolo, trovate dal Du Dois-Reymond, ¢ tali da potersene dednrre, sotto cevte restri-
zioni, una fonziove, avente la detta proprieta, portata quale esempio dallo Seliwarz
nelle sne Lezioni], — De Francesco N. Supra alenne formole elementnri di Geo-
metria non euclidea. [L'A. si serve di facili considerazioni di Statica per ottenere
con mwetodo pit semplice di allri propesti le note formole che nella zeomelria
iperbolica legano gli elementi di un trianegolo rettilineo e per stahilive Pegnazione
della vetta nel pianoe i delta geometria, riferendols a due assi ortogonali]. — Del
Frete . Le omografie e correlazioni permntabili fra di lore in uno spazio ad un
mmmero fnalungue di dimensioni. [Contiene, in forma sinbetica, in parte nna ge-
nerplizzazione ed in parte un complemento dei risultati ottenuti. snll'argomento
indicato dal titolo, dal Szomig, dal Reye, dallo Sturm, dal Segre. Il lavoro i chin-
dera con un'applicazione della teoria del gruppi continni del Lie]. — Da Porto A.
Snlla generazione, per stelle reciproche, delle guadriche ad un pumero qualunque
di dimensioni. [Nel presente fascicolo trovasi soltanlo la prefazione e parte del-

Mintrodaziene].
Frarmoesoo PavaTint.

The Mathematical Gazette.— 11 n. 16 (febbr, 1899) contiene gli articoli: Roberts H, A,
Moto uniformemente accelerato: dimostrazione vettoriale della formola dello spazio
descrifto. — M*. Vicker C. E. Un teorema su due lacei isoperimetrici: se due
ellissi &1 tagliano, sono di eguale perimetro 1 lacci chinsi formati da archi delle
due ellissi insieme con due tangenti comuni, date speeciali relazioni di lunghezza
di gueste tangenti, — Contiene le seguenfl piccole note. Palmer J. €. In un
quadrangolo sferico gli archi conginngenti i punti di mezzo delle tre coppie di laty
opposii sono concorrenti. — Daurell C. V. e Beard W. F. Metodo geometrico per
trisecare un angolo con un'iperbole equilatera, — Problemi. — Soluzioni. — Nella
copertina c¢ontiene una breve notizia delle adonanze generali tenute dalla Mathe-
mticat Assoriation (di cul esso & organo) il 15 gennaio, 6 maggio e 23 settembre 1898,
coll'elenco delle memorie che vi furono lette.

Alti dalla R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XX IV, disp 3-10, — Tol-
ierye T, Soprn una classe di moti permauenti slabili. — Lundele E Alenne os-
servazionl preliminari sulle teoria del movimente delle superficie. — Givdice P

Angolo di dne vstte ¢ di dne piani; perpendigolarita e parallelisie in ¢oordinate
emogenee. — Sewerini (1 Sulla rappresentazione analitica delle tnnzioni reali diseon-
tinue di variabili reali. — Segre (. Sophus Lie: cenni. — Vollerra ¥. Sul Husso
di energia meceanica, — Guidi C Sopru un problema di elastieita. — Fano (.
Snlle equazieni differenziali lincari che appartengone allo stesso spazio delle lory
aggiunte. — Jd. Sulle equazioni differenziali lineari del 5° e del B° ordine le cni
curve integrall sono contenute in mna gundrios.

Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, serie 1T, anno XLV ITL. — Pless .
I principii della geometrin di posizione epwposii in sistema lozico deduttive. —
Levi B, Sulle varieth delle corde di una eurva algebvica. — Fans 6. I' grappi
i Jonquiéry generalizzati.
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R. Istituto lombardo di scienze e leliere, serie 11, vol. XXXI fase, 6-8. — Tivanii &.
snll'estensione del metode di 1otegrazione di Monge ¢ Ampére. — Teneroni E.
Sopra il complesso delle rette polari rispeito od un fascio di snperficie d'ordine
gqualunque. — Viranti &. Sulle funzioni traseendenti inteve., — Tedone (0. Sulla

teoria degli spazt a curvature costanti,

Alti del R. Istiluto Veneto di scienze. leltere ed arli, serie Y1, vol. X. — Cassani P.
sni fondamenti della Geometvia: considerazioni e proposte. — Faleating F. Alenae pro-
prieta sul sistema di saperiicie di ordine » passani) per gli apigoli di nn (» -+ 1}edro
completo, & aleuni teoremi sulle superfieie algebriche in relazione eolla teoria
deile polari. — Tolterra V. Sulle funzioni pelintmoniche, — Lauricella G. Inte-
gvazione dells doppia equazione di Laplace in un campo a forma i corona cireolare.

Rendicont! della R. Accademla delle Scienze dell’lslituto d&i Bologna, nuova serie
vol, 111, fase. 1-8, — Ruffind F. P. Ricerche iniorno a1 momenti dinerzin di um
sistema di punti privi di baricentro. — Pincherle S. A proposito (i un recente
tepremn del sig. Hodamard.

Memorie della R. Accademia delle Scienze delt'istiluto di Bologna, serie \, ftomo
V11, fase. 3. — Donati L. Sulle proprieth caratteristiche dei campi veltoriali.

Rendiconlo dell’Accademia delle Scienze fisiche e malemaliche (Sezione della sociefh
Reale di Napoli) serie 111, vol. V, appo XXXVIII, fase, 2.4, — Siaeei F. Sulla
compusizione delle forze nella stalica e sui sool poestulati, — Monfesane D. La
snperficie romana di Steiner. |

Atti della R. Accademia delle Scienze fisiche e matemaliche (Soeweia Heale ¢
" Napoli) serie Ii, vol. IX. — Brambillo 4. Sopra nna particolare varista del 27°
ordine mnello spazio a 4 duwensiom. — Amodeo F, Curve & ogonsli di g™
specie. — Pigtroecolo €. Snill'uso dall’algoritmo isobarico nella risoluzione delle serie
necorrentl. — Brambidla A. 1 poligoni principali di una goartica gobba doetata di
punto doppio. — Cavalli €. Le fignre reciproche e la trasformazione guadratica nella
gimmetrica. — Brambilia A, Sopra una classe di superficie e di varietda razionali.

Annali di Maiematica pura ed applicata (Milano) serie I1I, tomoe 11, fase. 2.3. —
Bianchi. Xleune ricerche di geomeiria non euclidee, — Levi. Intorno alla compo-
sizione del punli generiel delle linee singolari delle superficie algebriche. — Cifu-
relli. Le congrnenze. — Seorza. Sopra la teoma delle figure polari delle curve
piane del 4" ordime. — Sebinine. Sur les formuoles gni servent a représsnter In
variation d'npe intregrale definie multiple sous la forme propre aux applications, —
Cuzzanige. Appunti sulle moltiplicazioni del determinanti normaioidi, — Thnerding.
Uebsr ein quadratisches Nullsystem.

Rendiconti del Circole Matematico di Palermo, tome X111, fase. 1-2, — De Fran-
chis, Riduzione dei fasci di curve piane di genere 2. — Daniele. Sull’ equilibrio
delle roti. — Tivanti. Sugli aggregati perfetti. — Pizeetti. Nuova dimostrazione
di taluni teoremi relativi alle funzioni sferiche contenuti in una Nota del Prol. Paei
(Da nna lettera al Prof. Paed). — Gegenbaner, Generalizzazione di alenmi teoremi
intorno alle funzionl sferiche contenuti in una nota del Prof. Paei, (Da una lettera
al Prof. Paci). — Eunrigues. Una proprieta delle sorie continue di carve appartenenti

ad nna saperficie algebriea regolare. — Alagna. Delle congruenze hinomie rispetto
, : . : cp—1
nd nn module primo p e ad una potenza di esse, nel caso in cui £ 5 Siu un

nomerp primo, ovvero il doppio di un numero primo
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I| Pitagora, pubblieato dal Prof, . Frzzari. 1] numero 4 dell’snuo V (1° semestro)
contiene: Relazione sui lavorl presentati pel concorso del 1898, — Riboni. Sulle
serie ricorrenti (cont.) — Busfelli. La grandezza in generale e s grandezza mate
matica in parficolare. [cont. o fine). — Tes?i. Sui problemi di massimo e minimo
(¢ont.) — Palatini. Ln teoria detta del segmenti proporziopali svolta indipen-
dentemente dalle teorie delle proporzioni e dell'equivalenza mediante trattazione
paramente planimetrica. — Archimede. Da garemae mumero: trad. da A Maneim
(cont.) — Quistioni e soluzioni.

1l nom. 5 contiene: Testi. Sui problemi di massimo o minime (cont, e fine). —
Crrdoso- Laynes, Circonferenza, cerchio e cireolo, — Riboni, Sulle serie ricorrenti
(¢ont. e fine), — Adrehimede. De arenae numero: frad. ds A. Maneint |coni.) —
Qunistioni e risolunzmoni.

Il num. B coutiene: Bosi. Dimostrazione di un feorema sui polinomi. —

Aleune denominazioni di guadrangoli., — Ciemberlini. Quistioni di nomenclatura
geomeirica. — Esercizi. — QYuistioni e soluzioni. — Temi per il concorso del 1549,
R. B.

NUOVI GIORNATI

El progreso muatemdtico, revigta de matematicas puras y eplicadas. — Dopo
4 anni di sosta 1l Prof. Don Zoel G. de Galdeano dell’Universith di Saragozza ha
inmiziate ls pmbblicazione della seconda serie del suo giornale.

Tuporttamo qmi qualche bhrane del IY articolo Causas, objelo y programa de lo
actual publication, per iar conoscere al nostri lettori lo scopo e I'indole del Progreso.

“* Nella parie speeulativa si pubblicheranno lavori di earatiere generale entro
il dominio della critica scientifica che esprimano la generazione sia logica, sia
istorica dells scienza, ed anche lavori sopra argomenti speciali di caratiere pu-
raments fecnico, ¢he possano servire agli slumni deile facolta e a quelli delle
carriere speciali come complementi dei loro stndi; e infine si esercitera Is loro
aftivits con collezioni di problemi.

* Nell' ordine concreto sari necessario pure discendere a trattare delln orga-
nizgzazione dell’jusegnamento e dell’educazione scientificr, oggl eccessivamente
trascorala fra noi; ¢ seguslare alcuni vizi v difedti dells medesima ¢ indicare
1 mezzl di evitarli, sara banto wtile quanto 1"esporre le pit interessanti Leorie,
poiché equivarra a facilitare il modo di impadronirsene coll'sinto dai mezzi che,
come l& sun efimologia indica, sone le vie della sclenza.

* Ni pubblicheranno le notizie pil inferessanti del movimento selentifico, sia
ralabive ad avvealmenti straovdinari, sia concernenti imdividualita o corperazioni
scientifiche, invenzioni o modificnzioni degne di essere menzionate nei prozressi
dells scienza o dell'insegnameanto, ed a questo scope il gilornale destineria vna
* sezione intitolata Cronaen scientifica ed un'aliva di Bibliografic matemaiice.

* Riassumendo il nostro programma sara: Lo seolgimenio matemaiivo cone
base dell'vducazione scientificn .

Al valente matematico spagnuolo, ehe con tanta attivith ed erndizione da opera
a diffondere nel suo paese la conoscenza di quanto si fa nel campo scientifico in
tutto 1l mendo civile, ed in particolare anche in ltalia, al forte campione della
fusione della geometria piana colla solida in Bpagoa, il Periodico invia un fraterno
salcio e un sincero angnrio di prosperith per il suo giornale.

Lo stesso angurio invia ai Sigg. D.* 0. Boxies e D" E. WoLrFixne, che banno
inizinle a Stuttgart la 2% serie delle Mathematisch-naiwricissenschaftliche Mittei-
fungen in Aufirag des mathematisch-naturwoissenschaftiichen Vercins in Wilrttemberg,
che era sospeso da sel anni.
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| NUUERT IRRATIONALT (O BETODD SNTETICO ®

PER LA SCUOLA

. Se A e B sono due grandezze commensurabili fra loro e U un

summultiplo comune contenuto m volte in A e » volte in B, il numero,

. _ o B = ,
mtere o frazionario, — (icesi rapperto di A o B.

Consideriamo quattro grandezze 1n proporzione, (*¥)

AL R= 5.1y
ciog, tali che due equisnmmullipli qualisivoglians di B e di D sieno
contennti lo stesso numero di volte rispettivamente mm A e m C. de
A & B sono eommensarabili lo sono pure U e D e 1 due rapportt sono
eguali fra loro. Se A e B non sono commensurabili; non possono esserio
neppure C e D, tuttavia ammetferemo, anche in questo easo, che esista
un rapporto fra la 1* e la 2% grandezza ed uno fra la 3% e la 4% e
che guesti rapporti sieno eguali fra loro.

Due rapporti eguali a uno stesso sono equali fra loro.
Infatti, se hanno luogo le due proporziont

A:B=C:D M:N=C:D
ha pur luogo l'allra A:C=M:N.
Due grandezze eguali hanno ad una medesima grandezza rapporti

eguali e reciprocamente.

[nfatti, supposto A =B, ha sempre lnego la proporzione

A:C=B:0;

reciprocamenie, ammesso che abbia lnogo questa proporzione se ne
deduce A= B.

2. Se quattro grandezze A, B, 0, D non formano proporzione, di-
remo che 1 rapporti di A a B e di € a I sono fra loro disuguali.

L’sguaglianza e la disuglianza di due rapporti g'escludono & vicenda
evidentemente.

Se un certo summultiplo di B, ad es. |'n®*®®% parte & contenuto
m volte in A, e 1" n**ma parte di D & contenuta in C m volte, diremo

che il rapporto di A a B & maggiore o minore del rapporto di Ca D
secondoche gia m Z m.. »

{* Neli'adunanza del 10 gennnio u.s. fra i soei di * Mathesis , residenti in Torino, disentandos!
sul modoe di presentars nellie senole sscondavie In teoria dei numeri irrazionali, fu convenuto dalla
wmpgzioranza del presenti, di dare |a preferenza, sugiche a un metodo puramenie aritmetico, a un
metodo sintetico in oui si metia a profilto leo sognizioni geometriche it acquistaie dai giovani.

In fuvove d'an tal metodo parlarono Il prosldents prof, Dettazzi (per il primo) & | DProiessor
Burali-Fortl, Nasab, Angeleri ¢ Modigliano,

in segnito & questo gindizio dell'autorevole eonseaso ehe mi sono deeiso di pubblisave il pra-
sonte sunto della Teoria dei pumer) irrazivuali, come Ja esponge da qualche anno nells seuola.

(**) Suppongo note In teoria delle proporzioni & quelln dei segmenii proporaionsall,
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1l rapporto fra due date grandezze non pud essere a un lempo mag-
giore e minore del rapporto fra due alire date grandezze.
Infatti, se nell'ssempio ora considerato & m > m', la grandezza A

e minore di quella L. che sodisfa alla proporzione
L:B=0C:D

(giacche L deve contenere 1I' n®*™® parte di B soltanio s’ volle): se in
pari tempo esistessero due equisummulbiph di B e di D, ad es. le gesime
parti, contenuti i] 1° p volte in A e 11 2° p" volte in C e fosse p <p/,
dovrebbe essere A minore della stessa grandezza L. Non potendo
essere A maggiore ¢ minore di L, non & ammissibile che possano ve-
rificarsi contemporaneamente i due casi m > w', p <y

Quando le quatiro date grandezze A, B, C, D sono segmenti o poli-
Zoni, si pud sempre praticamente gindicare se il rapporto fra la 1% e
la 28 sia maggiore, minore o eguale a quello fra la 3% & la 4% con-
frontando Ja A con L.

Se le grandezze date sono (almeno due) angoli o archi, quest’'ope-
razione grafica non pud sempre farsi, perché in generale non sappiamo
costroire un angolo quarto proporzionale rispetto a tre angoli dati.
Per la teoria basta sapere perd che un tale angolo esiste, il clie pub
dimostrarsi o col mezzo delle classi contigue o colla considerazione
degli archi retfificati. :

UomoLLARL. — Dati due rapporti, necessariamente, o essi sone eguali
0 i 1° & maggiore del 2° o il 2° & maggiore del 1° ¢ ognuno di questi
casi esciude gli allri due.

Se di tre rapporti il 1° & maggiore o equale al 2°¢ il 2 ¥ maggiore
del 3°% anche il 1° ¢ maggiore del 3°.

Due grandezze disuguali hanno ad una medesima grandezza rapporti
disuguali ed & maggiore quello corrispondente alla grandezza maggiore
& reciprocamente.

Infatti, se A > B, un summultiplo gqualsinsi di ¢ che sia minore
della differenza A —B & conlenuto pii volte in A che in B, & percio
1l rapporto di A a (& maggiore di quello di B a (; reciprocamente,
8¢ un certo summulfiplo di C & contenuto pint volte in A ¢he in B &
manifestamente A > B.

3. Il concetto di rapporto, fra grandezze incommensurabili, pud
dirsi cusi completamente definito; infatti, con un postulato se n’é am-
messa l'esistenza e con appropriate definizioni si sono poi stabilife le
ﬂfmtliziuni d'eguaglianza e di disuglianza in modo tale da render so-
(Lisfatte Jo leggi fondamentali comuni a toiti gli altri enti aritmetici,
geometriel e fisici che nella scienza si considerano.

| rapporti fra grandezze incommensurabili =ono grandezze che
"ppartengono alla classe dei numeri. (*)

") Berrazzi, Teoria delle grandezze.
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Questi nuovi nameri diconsi irrazionali per distinguerli daglt altr,
interi e frazionari (esprimenti rapporfi fra grandezze commensura-
bili) i quali dicousi razionali, 1 numeri irrazionali non hanno un si-
stemn specinle di numerazione, ma s'indicano mediante simboli parti-
colari, che variano a seconda della categoria eni esst appartengano,
come vedremo ai §§ 10-16,

Il rapporto d'nna grandezza a guella della sua specie, assunta come
unita, dicesi misura, o valore di quella grandezza, o numero ad essa
corrispondente.

A ogni grandezza corrisponde un numero; a grandezze eguali, 11-
ferite a una medesima unitd, corrispondono numeri eguali e recipro-
camente: a grandezza maggiore corrisponde numero maggiore e reci-
procamente.

4. Addizione. — Date due o pit grandezze omogenee, 13 misura
della loro somma dicesi somma delle loro misure.

Poiche Vaddizione delle grandezze & un'operazione commutbativa
e associativa, lo stesso sard dell’addizione dei numerl che le rappre-
sentano.

Sottrazione. — Date due grandezze omogenee disuguali, la misura
dalla lovo differenza dicesi differenza delle loro misure,

Poiche la differenza fra due grandezze omogenee disugnali esiste
sempre, albrettanto dovra divsi della differenza fra due dali numen
qualonque disuguali.

La differenza fra due nomeri eguali s indica con 0.

Aggiungendo alla differenza fra due numeri il sottraendo, si oftiene
il minuendo.

5. Moltiplicazione. — Data una grandezza A e nn numero b, dicesi
prodotto di A per & quella grandezza P il cui rapporto ad A e egnale
a b: essa deve dungue sodisfare alla proporzione

P:A=B:1U,

ove B @ ln grandezza che ha alla sua unith U un rapporto indieate
da b. 31 sucle serivere P =A . /L

La grandezza prodotto & sempre omogenen al moltiplicando, in
aleuni casi si sa geometricamente costruire, in albri noj pertd essa
esiste sempre ed & unica,

Grandezze eguali moltiplicate per numeri eguali danno prodotti eguali
e grandezze disuguali prodotii disnguali, ed é maggiore quello corvispon-
denie alla grandezza mug'{,'iure.

Infatti, se P—A .b, PP—A". b, dovendo aver lnogo le due pro-
porzioni P:A=B:TU, P: A’=B:U ha pur luogo I'alira P: A =Pt A
dalla quale ricavasi che se A=A anche P=1P", s¢ A > A’ anche
P>,

Grandezze equali moltiplicate per numeri disuguali danno prodoti
disuguali, ed ¢ maggiore quello corrispondente al moltiplicatore maggiore,
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Infatt, se P=A . b, P=A.%, dovendo aver lnogo le due pro-
porzioni P: A=B:U, P: A=B":1], ha pur luogo I'altra P: P’=B:B,
dalla quale ricavasi che se B > B’ (ciob & > 1) & anche P > P,

Moltiplicando una grandezza successivamente per dice nwmeri si ottiene
un prodotto che non cambia invertendo Uordine dei due molliplicator:.

Sia A la grandezza moltiplicando, & e ¢ i due moltiplicatori, mi-
sure rispettive delle due grandezze B e C rispetto alle loro mmta Ue V.
Penendo P=A.b e P= A .¢, abbiamo

P:aA=B:0 P':AZC:‘F;
e ponendo
R=P.c=A.b.e R=P.b=A_.c.b,
abbiamo

R:P=C:¥V R:PP=B;T.

Ora, dalle proporzioni 1* e 4* deducesi P: A=R": P, e dalla 2¢ ¢ 32
P:A=R:P, e da queste due R=R, ¢.v.d.

Se 1 moltiplicatori sono piut di duoe si pub invertire 'ordine di dae
consecubivi gualunque, e in conseguenza disporhi tutti quanti in ordine
arbibrario.

La misura del prodotio d'una grandezza per un numero dicesi pro-
dotto delln misura di quella grandezza per questo numero.

Se uno dei due fattori d'un prodotto diviene eguale a zero anche
1] prodotto si pone eguale a zero.

Il prodotio di due dati numeri non cambia invertendo lordine dei
fatiori.

Sieno a e b 1 due dati numeri, misure rispethive delle grandezze
A e B (omogenee o no) riferite alle unita U e V. Ponendo P= A . b
R=B8B.a, avremo

P:A=B:V, R:B=A:T:
scrivendo 1 termini della 2* in ordine inverso otteniamo una Propor-
zione che ha i medi ordinatamente eguali a quelli della 1%, e percio
dalle due proporzioni deducesi quest’altra

P:U=R:V,

la quale appunto significa (essendo P omogeneo con A e B con B) che
la. misura, di P, ossin @ .5, & egnale alla misura di R ,ossianbd.a,
e.v.d,

1l prodotto di parecchi muwmeri 2 windipendente dall ordine dei fatiori.

Avendo gia dimostrato che la grandezza prodoito A .b.c.d...
non cambia mutando l'ordine dei moltiplicatori, si pud intanto con-
cladere che meppure la sna misura, ciod il numerc (a.é.e.d...),
cambia al cambiare dell'ordine dei fattori che vengono dopo il primo.
Che esso poi rimanga inalterato anche scambiando fra loro i primi
dae fattori (e percid anche scambiando il 1° con un altro qualunque}
resulta dal teorema precedente relativo a un prodotto di due fatbori.
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Il prodotto della somma di pie grandezze per un numero & eguale
alle somma dei prodotti di quelle grandezze per questo numero.
Pomamo

P=(A+B+4+C+..)m
P1=.&.1‘ﬂ P2=E.'.m'- PH,:C.?H...

Indicando con M una grandezza (omogenea alle alfre date) corri-
spondente ad m rispette all’'unita T, si ha

PI:.A.:M:U‘ PE:B:M:U, PE:G=M:U...,
datle quali, dopo aver scambiato di posto i medi, deducesi

(P4 Pe4Ps4..): M=(A-+B-}-C+..): T,
& da questa

Py+Pe+Pe+...=(A-+-B+0C-...).m, e, 0. d.

Se con o, b,¢...m indichiamo dei numeri qualsiensi, si ha dunque
(¢ +b+tet+..).m=a.m—+b.m+c.m=...

6. Divisione. — Data una grandezza A e un numevo b, dicesi quo-
ziente di A per b quella grandezza Q che moltiplicata per  da per
prodoite A; essn deve dungue sodisfare alla proporzione

A:Q=B:T,

ove B & una grandezza il cui valore, rispetto a U, & uguale a 2.

In aleuni casi, la grandezza quoziente la sappiamo geometrica-
mente costrnire, in altri no; perd essa esiste sempre ed & unica,

La misura del gquoziente d'una grandezza per un numero chigmasi
quozienfe della misura di quella grandezza per questo numere.

Se g & Ia misura della grandezza quoziente Q, @ la misura del di-
videndo A e 4 il divisorve, dall’'eguaglianza

A—0Q.b

si pnssa all'altra
t=q.b;

e percio pud anche, aritmeticamente, definirsi il quoziente di due
numeri, quel terzo numero che moltiplicato per il divisore da per
prodotiv il dividendo.

Da questa definizione (o ploprieta) del quoziente e dai teoremi
sulla mn}trplmazmna collo stesso metodo che si usa in aritmetica pei
numerl razionali, si possono estendere ai numeri irrazionali i teoremi
relativi alla divisione d'un prodotto per un numero, d’on numero per
un prodotto, d'una somma o d'una differenza per un numero, non che
il teorema secondo il quale il quoziente di due numeri nen cambia
moltiplicando o dividendo 1'uno e I'altro per un medesimo numero.

; i ..l. s - L ".l_".- o
L g P 'y T Pl _: _.:_" ot Wl a1 .;\: iy ez
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7. It rapporto fra due grandezze ¢ uguale al gquoziente dalle loro
misure.

Infatiy, se r & il rapporto fra due date grandezze A ¢ B, ed a e b sono
le vespettive loro misure, essendo (§5) A=B.r & pure a=b.r=1r.b
e percid r=a:b, e.v.d....

8. I! gquoziente di due numeri a e 4 suvol indicarsi, in generale,

: a . ;
colla serittura 3 Per convenzione ha dunque sempre luogo I'egua-

llanza i1
& j.b=n,

€ per conseguenza, le regole delle operazioni sulle frazioni a termini
irrazionali sono le stesse di quelle relative alle frazioni a termini
razionali.

3. Se A, B, C,D sono quattro grandezze in proporzione e a, b, e, d
sono la respettive Joro misure, si ha (§ 1, 7)

& __ 2
b  d
Categorie nofevoli di numert irrgzionali.
19. Se C e C' sono i segmenti equivalenti rispettivamente ai due
circoli di raggi R e R', ha luogo, com’é noto, la proporzione
(:0C=R:R
@ pereid anche I'alira

0:2R=C':2R,

la quale significa che il rapporto d’un cerchio (rettificato) al suo dia-
metro e costanfe. Questo rapporto, che Lambert nel 1770 dimosted
essere un numere irrazionale, viene indicato colla lettera =

. Dato un numero qualungue a, razionale o irrazionale, esso aspri-
mera la misura d'un certo segmento A rispetto a un altro arbitrario U,
preso come unith. Se immaginiamo di costruire con questi due seg-
menti 1l rettangolo e poi il guadrato equivalente, savh il lato del
quadrato mn segmento B medio proporzionale fra A e U, & percid se
con & indichiamo la sua misura, avremo (§9)

aib=4éb:1
da cni,
b* = a.

Il numero & chiamasi la »adice guadrata di a e  indien col sim-

bolo Va.

Questo simbolo serve dunque ad esprimere la misura del lato del
quadrato equivalente al rettangolo costruito sul segmento rappresen-
tato dal radicando e su quello unith. Non saria inutile far vedere cle
la misura del lato d'un tal quadrato e indipendenie dalla scelba del
segmento unita. Se A & il segmento rappresentato dal numero a ri-
spetto all'unith U e A’ quello rappresentato dallo stesso numero rispetio

) o L ":::_'J..! T
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ad U’, abbiamo A : U=A":T"e percid i due rettangolr (A, U) (A, T)
gono gimili. Se L? ¢ L” sono i quadrati ad essi equivalenfi abbiamo
dunque

(A, D)2 (AL T =" Uf=1*: L"

da cui deduocesi
Iysly=—742t
e infine
LU=, 9.2,

12. Un'alira eategoria di numeri irrazionali ha origine dalla con-
siderazione dei rapporti che hanno fra loro 1 lati d'un medesimo trian-
eolo rettangolo.

Questi rapporti, che variano soltanto al variare degli angol del
triangolo, diconsi fumzion: goniometriche. Qualehe volta essi hanno va-
lori razionali ma piir spesso valori irrazionali. Se « indiea la misura
d'uno degli angoli (acuti) d’'un triangolo rettangolo, queste funziom
si rappresentano colle notazioni: sen g, cos«, tang z, colang e, sec «,
coset %, secondochs si vuol rappresentare il rapporto che ha 1l cateto
opposto o il cateto adiacente (ad «) all’ ipotenusa, o il rapporte dex
due cateti, oppure i rapporti inversi dei primi due.

13. Vi sono poi altre importanti categorie di numeri irrazional:
che hanno un’origine puramenie aritmetiea.

Per intendere come e1d possa avvenirve, conviene anzitutto stabi-
lire le proposiziom seguenti:

I numeri corrispondenti agli elementi di due classi contigue (di gran-
dezze) formano due classi che sono contigue.

(id resulta immediatamentie dalla nola definizione di class1 eon-
tigue e dal coneetto di numeri egnali e differenti (3 3).

Date due classi contigue di nuwmeri, esiste un numero ed uno solo
viaggiore di tuiti gli elementi dell'una e minore di tutti quelli dell’altra.

Cid discende dalle analoghe proposizioni (postulato e teorema) re-
lative alle classi di grandezze.

Ogni nwinero irrazionale & compreso fra due clussi contigue di nu-
mer: razional;.

Infatti, se @ & un numero rvazionnle ¢ A la grandezza da esso
rappresentata, inegommensurabile coll'unita U, le due classi contigue
m m—+1
n Uy n

U (con n e per cogseguenza anche m crescenbi tndefini-

m m—+1

tamente) comprendono A, e percid Je due classi w ) o  compren-

dono a.

14. Sia a un dato numero, razionale o irrazionale; se mdichiamo
con V, W, le due classi di numeri formate colle radici nesime di g,
approssimate per difelto e per eccesso, le due classi V, W sono con-
ligne, e pereid comprendono un numero b razionale o irrazionale. Ma
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atche le due classi V@, Wr sono contigue (¥) e comprendono a e com-
pltendﬂnﬂ. br, sara dungue
bt = a.

| a_.
Tl nnmeto b si chiama radice nesimé di @, e si indica col simbole ) a.
In gnesto modo resta stahilito che ogni numere ammetie la radice
(esatta) di qualsiasi ordine, la quale, se mon & un namero intero ©
friusionario, & un numero irrazionale che esprime la misnra della gran-
dzzza limite comune di quelle rappresentate dalle radiel approssimate

del radicando, (*¥)
15. Sieno dati un numero qualsiasi ¢ (differente da 1} e wno irra-

ziongle b; se indichiamo con V, W una di quelle coppie di class1 con-
Hone di numerd razionali che comprendono &, e consideriamo le dune
class

a¥ ., av,

per le note proprieta delie funzioni esponenziali, se ne inferisce che
anchie gqueste due classi sono contigue e individnano per conseguenza
gn numero ¢. Questo numero mon pud essere eguale a una potenza
di @ ad esponente razionale, perche un tal esponenie, dovendo essere
epbmpreso fra V ed W, non esiste, e percid s1 stabilisce per conven-
zione l'eguaglhanza
e=a".

1l nuovo simbolo a® chinmasi potenza ad esponente irrazionale. (%)
(on a* s intende dungne di rappresentare la misura di quella gran-
jﬂzzu limite comime delle grandezze rappresentate dagli elementi delle
ue classi contigue a*, av.

16. Dopo aver dimostrato che la funzione a® gode le stesse pro-
firieth, ed & sottoposia alle stesse regole di caleolo, tanto che b vari
per valori razionali che irrazionali, si dimostra che I'equazione

| —

riella quale a & ¢ sono due dafz pumeri qualsiensi {¢ differente da 1),
dgmmette sempre nna ed una sola radice (reale).
il valore di questa radice, che in cerh easi pub essere razionale
ha pii spesso & irrazionale, chiamasi logaritmo di ¢ in base a, & sl
indica colla notnzione logec.

Aliri nomeri irrazionali notevoli s’ incontrano neilo studio della
Matematica superiore.

Pistoia, Gingno 1899. SILVIO SBRANA.

(*; Infntti, essendo
-1 -2 =
IP:—-{‘:_=(|1'_‘—I‘F)(.H‘2 +er2 +---+:':; l)ﬁi(m!—ur]nw!

In difvrensa 1::-:-— 1'11 decreece indefinitamente insieme nlla differsenza e — v .

(%%} Ginnli a q,'mgm punto. nelli scuola, 1unn?er1'h srolgere Ia teorin der radicali, quella delle
\olenso ad esponente roagionario e la proprieta della funzione esponsbzizle con espomente razionale.

(¥#) Bg n=1, lo due elagst G- , (" no0 2000 eontigus, porehs composts id'wlementi tubld egnali

» 1: per questo epso nNon sale 1o Gefinizione genérale o 'altrn particolare a% =1
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SOPRA UN METODO

per foymare nlcune combinazioni di elementi a pin indiei
dette combinazioni ad 1y 2, 3 ..es dimensioni

Studiando la proprietd di aleuni enti algebrici, (sl quali forse trattero
in altra unota, ho dovuto oceuparmi (i alenne combinazioni di elementi
a pitt indici, delle guali snno ¢aso particolare quelle studiate nellordl-
naria analisi combinatoria. In quesia pota wi propenge di delimre tali
sombinazioni, ed indicare un metodo per formarle tutie senza yipetizioni
od omigsionl.

Considerviamo mmn elementl @yy. . Axn g Toie W 5o iy gew s lmn ed M —-
gnimeri positivi interi pyy-oopmy YareeeVas tali che |1 -+ s A =
— ' 1| vn——i—.“—‘——yu:_—-ﬂ; Ha s I‘lﬂ?"'p‘ < N3Vig Vay+r+Vn im.Propt}uia-
moci i formars tutti i possibili gruppi &, contenentl siaseuno N slementi,
dei quali p; abbiano 31 1° indics uguale ud 4, 8 v abbiauo il 2° nguals
ad j (=1 ,2, ey g=T1,% s Per esempio S€ fosse m =98, n=4=%4;
w=1, e =09, Iz= Baowgp==1, ve=2,nw=2,n=1 fra 1 possibili
groppi di N=~5 elementi vi sarebbero i seguenti: @i (g O (g3 (e (a3 4
(144 Ogg (Tgg (Tpy Oag (g 5 (g (o fee g2 ua (las 5 GCC. + .. 11D Magiuinie 0ra nuo Seas-

chiere rettangolare di dimensionl j o ed s—s 2, 8 deponiamo "elemsnio a;

nella casella appartenente all’orizzonte 1™ ed alla verticale jm8, Ad ogni
groppo G di lementi eorrisponde un groppo G di caselle, scelte nello
ssacehiere per modo che se ne trovino fa, ;- e rispettivamenta
gaulla 18, 28, .. w8 orizzontala, & v, va, -+ W¥n rispettivameute gnlla
1a, 28 ... ame veriicale; poi evideute che ad ogni groppo & corrisponds
un gruppo G pertanto i gruppi G’ di caselle i poOS8NNO ASSUMEre COM?
gruppl rappresentativi del grappi G di slementi. Appunte per la poBsi-
bilita di essere rappresentati mediante gruppi (i caselle gealte 1 uno
ssaccliers rettaugolare, 1 gropp G sl chiamerannd sombinaziom o dne
Jimensioni, od anche rettangolari, degli mn elsmentl dati. I numert #x
od n si diranno prima e seconds dimensionz di tali combinazions; 1 nu-
wnerl Ny, . o fhmy 10y <RI coeffiviente relativo alle 19 dimensious, 1 un-
eT] ViqaseVag L0g0e. W0F soefficiente relativo alla 22, (%)

Risulta da quanto si & detto che per sapere formare i gruppi & basta
saper formare i groppi G' & viceversa.

(¥} Poicid qui si parin di vombingzioni a doe dimonsiond, & naturale il ebiedersi ehie debbn inten-
dorsi yer eowbinaziom nd uns dimensione Supponiamo = 1. Allora ls combinazioni suddelte non
annoe altro elhe lo combinnzioni 1y Ay degli alsmenti Syy....8m; in L41 easo ovidentemente si ricads
nelle ssuuli evmbinazioni, © poiehe per ETuppl rappresentniivi di Asxe posSsONv assumarsi i groppl
di 1y easelle, seello in tutt i modi possibiii fra » asscpnate disposle in fila, tali combinazion pos-
gapo chinmprsi nd sun dimensions, oii puelie limeari. 11 nNUmMEre n & In loro dimengione, Il pULISTD
1y 1l voefficicnte il vs3s
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Consideriamo la successinne 8 dei nameri yy,...v, ; sceglinmo 1n essa
un gruppe di py numeri in tutti i modi possibili, e formiamo nna seconda
snccessions di nomeri, dedncendolz dalla 8 col diminuire di un’unitd 1

n w L]
) suecassionl
fte

che chiamersmo sucuessioni S,,. In ciascuna di queste scegliamo in tutti
i modi possibili py numeri fra guelli che non sono nnlli, & deduciamo
dit essa una S, diminuendo 1 namsri seslli di un'unitd. Su ognuna
delle S, operiamo analogaments, ma relativamente al numero pg, @ cosi
via. Avremo cosl altre serie di snceessioni S,uuisy e« Sy s+ qme CCUSI=
deriamo orn le S, ., ... un; mostrersmno che esse sono composte di tusti
zero o che il loro namero & eguale a guello dei gruppi G'. Infatti una
gualuogue delle 8,,... . . yu 31 ObileNs diminuendo dapprima in 8 di un’nnita
i numeri aventi certi posti ¢ ...ou,, poi diminuendo di un’unitd nella
successions ottenuta pe nuweri aventi i posti f,... 8., ecc. ecv.

Pertanto le nnith complessivamente tolte daila S per passare ad una
Siye e v um SORO py o+ um, Ci08 tante quante ne contiens la somma del
numori della 8. Adungue la somma dei numeri di egni S,, ... uu & 2Z6T0
vile a dive ogni S, ... 4. & formata da tuii zero.

Suegliamo ora nella 1% orizzontale dello scacchiers le enselle avanti
i posti atg. ..o, Della 28 quelle aventi ¥ posti B;... fu, ece. ...; avremo
uno dei gruppi di vasslls precedentements indicati con G'. In vero, se
la 8,,. ..o considerata contiens soli zern, vuol dire che in qualchedana
di guelle fra le Su,, Suuey -« - Suy oo b —1 dalle gquali e stata dedotta, com-
purirauno al posto ime (i=1, 2,...2) 1 numeri y; —1,vy;—2,...1, ®
quindi delle casslls del gruppo sanddette ce ne saranno appuuto v, sulla
ima varsicale dello suacchiere. Viceversa si comprende facilmente che,
in porrispondenza di ogni gruppo &', & possibile costrurre una serie di
suecessioni, la 18 appartenente alle S,,, la 22 alls S,yu,,. .. I'nltima alle
Sy« 00 up dedotte, ciasenna dalla precedentes, colla legge ora esposta; pei-
tanto vi sono tanti grnppi G” quante S, ... ... Da gaanto ho detio risnlia
gubito come devesi procedere per forware tutti i groppi G senza ripsti-
zinue od ommissione; basta formarve lp Sy ..., ad elementi tutti nulll

numeri appariensnti al groppo eonsiderato. Avremo unai(

ed iu corrispondenza a ciascuna d’esse, formarve 1l groppo G al gnale da
lnogo. La formazions delle S,,... 4, non offve difficoltd; giova auchs os-
servarve che da uuna 8y ...,u non si pné passare ad nna Sy .o pgp ) 88
quella non contiens almeno ., numeri diversi da zevo. E pol evi-
dente che invere di partire dalla successione vy, ...y, ed ottensrs la
Sigr-er Spgers umy 81 puo partire dalla snceessions yy, ..., 6d otlensre
le 8,,,...8,.00.v,; 1) pumero delle S, ,...,, composte di tatti zZell 8
anch’esso ngaale al nwmero del gruppi G,

(hvedn non inntile illustrave 11 metodo espozfo con gqualche esempio,

San=i;m=8;nmn=2,n=1,uv=1w=2,u=2;;m=1,
g =3, pa =4,

Si ha 5

iL'

1,1,2,2
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| 1 1 2 2
2 0 1 2 2
g,=¢{2 10 2 2
2 1. 3 1 3
2 11 2 |

(per ciasenna dells 5,, sono gegnati in caratters grande I nvmeri che s1
ottengono diminuendo di 1 guelli che ocenpano in S lo stesso posto).

Poiché ciascuna delle S, cosi ottenute contiene almeno g =3 ele-
menti diversi dn zero, si possono dedurre da essa della 8,.,.,; di guest’nl-
time guelle che servono devono contenere almeno gy =+ alementi diversi
da zero, e sono, come & facile verifisure :

110011,101 1 1,011 1 | dedotts dalla I° delle S,
o111 » 24 »

Syryey = 1 1001 » 33 »
||]11|,|1[|1|,|110| » 4s P
ipo1t11,01011,111180 » Ha »

(per ecinsennd Sy, S010 gegnatli in caratters grande i numeri ottennti
diminuendo di 1 guelli ¢he ocenpano lo stesso posto nella 8, dalln guale
derivano).

Da ciascana delle S, 81 pud otheners nna sola Sy, © questa ha
olementi tutti mulli, ginveh® ogni S, ba quattro slemeonti diversi da
zero 8 tutti uguali ad 1.

Dunque e Siyuus ad elementi tutt unlli gono in nOMeroe di 11, e quindti
anche 1 gruppi G' sono 11, Seriviamo ciageuna delle Sy ., ad elements
aulli e sove’essa la Sy, © la 8y, dalle quali proviene. Avremo i guadn

|1122|1]23|1122
11011 306204 011Illpmvaniﬂntidﬂl]aIIIEZ
pDoo00 00000 Uﬂﬂﬂﬂl
20122
IDlll] » y 20122
00000,
9102 2]
1011 »  2102%
00000l
oy 132 1112 "Elllﬂl
10111 Il[l_ll 11101 » » 21112
50000 00000 00000]
2112'2112|2112|]
10132 112001 11110 » y 2112]|
goQgo0 0D0O0PODO 0009 ‘

ohe diremo guadii rappresentativi dei gruppi G o G. (Nella Spppus ad
olomenti tutti nulli di ciasenno dei gmadri, sono segnatl in carattere
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grande i numeri (zeri} che si otlengono diminuendo di un'nnitad quelli
che nella 8,.,, soprastante occupano lo stasso posto).
In corrispondenza di eiaseun quadro si ottiene un gruppo G' secegliendo

nello scrochiere di dimensioni T 3 e m— 5 o onselle aventi il posto che

nei quadri & oecupato dal mnmeri serifti in carattere grande, e si ottiene
un groppo & seegliende otto delle ay,... @i, Oar:ee-fasy Tuyes (38 1n
modo che niasenna abbia per indice i nmmeri d’erdine dell’orizzontale e
vertieale del guadro che s’incontrano in uno degli otto numeri segnatl
in caraitere grande.

Tutti i groppi G sono adunque i seguenti:

(Tyy @oqg flog g Om Tag Oz 85
(tyy Heg (o Qa5 Om ag Cop €33
Ny, O; Osg g (g Oay (O3

(s (gy @og oy Om Oz s Uss

flig O oy (tgz; g (ao gy {tay

Estendendo oltre la due dimensioni il concetto di sombinazione, N0l
incontrinmo subito quells a tre dimensioni. Per intender bene la defini-
zione che ne daremo fra breve, consideriamo 'esempio seguente. Siano
3.3,4— 86 clementi a5y, (2—1,2,8;,y=1,2,3;2= 1,2,3, 4).

Consideriamp il groppe v dei 22 elementi

l ftyys gy Oyea Tips Tim Migs Oasd U2n figys  fImy  (Teas
| osy ez Tams  Oan Op1s O (agz (o Ogag azz  Hasd

¥

Esamivandolo, si vede chs le eoppie di indiei 11, 12, 13, 21, 22, 23,
31, 32, 835, souo le coppie del 1% & 2° indice rispettivamente 1w 1,3, 35,
3,1,8,2,9,3 clementi di esso; le coppie 11, 12,13, 14,21, 22,24,
24,81, 82,33, 34, sono le coppie del 1° e 3° indice rispettivamente
in 1,2,2,2,2,2,1,2,2,1,2,8 elementi, e le coppie 1 , 12,13,
14, 21,22, 28,245 81,82, 33, 34, sono le coppis del 2" ¢ 3° indice ris-
pettivamente in 2,1,1,2,1,2,2,2,2,2,2,8 elemenii.

Cousideriamo uno scacchiere romboidals le cui dimensioni secondo i
tra assi @,y ,s sano 8,3,4. Esso pertanto consia di tre strati che
supporremo contatli nel senso dell’asse @; ognuno di essi contlene fre
orizzontali contate nel senzo dell’msse y o guattro veriicali contate nel
seuso dell’asse 2. Noi possiamo immaginarlo costituito da 3. 3=29 file
di oasslle parallele all’asse z, contenenti ciaseunn tre caselle. Indivi-
duiamo tali file colle nove coppie di iedivi 11,12,13,21, 22 .23, 31,
32, 33, Possiamo anche immaginare lo gencehiere costitnito du 12 file

E =
L L5

bod : . F-_-ﬁug! !:"':i':-il -..i'p,q: — ri' i =

=
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di saselle parallele all'asse ¥ ed individuate dalle coppie i indier 11,
12 18, 14, 21, 23, 23 ,24,81,32,33, 34, oppure da 12 file parallele
all'asse w, contraddistinte ecolle coppie di indiei 11,12,13, 14, 21, 22,
23, 24, 81, 32, 83, 84, [ndividniamo poi ¢iascnna casella dello seacchiere
cot tre indivi, dei guali il 1° indiehi lo strato al gquale appartiene, )l 2%
ad il 8° rispettivamente Porizzeutale a la verticals di tal strato che 8'in-
crociano in essa. Per es. 2138 indiea 1a casella del 2" strato, appartevente
alla 18 orizzontale e 32 veriicale di esso.

. zl 1 //
3 2k
K3
3 8% |~ sk
|
21 ! 21 ,ng 33

Al grappo di elementi indicato con y possiamo ora far corrispondere
an grappe y di easelle, snegliendo guelle che sono rispetiivamente indi-
viduate dai tre indici di eciaseun plemento di vy. Il gruppo Y’ gode della
proprieth che dslle saselle nd esso appartenenti, se me trovano 1,8,3,
3.1,3,2,3,3 rispettivaments nelle file 11,12,13,21,22, 23,31,
32, 33 dello seaschiere, parallele all’asse =; 1,2,2,3,2,2,1; 25 By k;

0§ rispetiivemeuts nelle file 11,12, ..... . 34, purallele all’asse Y,
ed2,1,1,2,1,2, 2,2,2,2,2, 3 rispettivamnente nells file 11,,..,34

parallele all’asse x. Al gruppo Y si & fatto corrisponders il gruppo Y’
o vicaversaa y sl potrebbe far gorrisponders y; pertanto ¥’ 6 nn gruppo
di caselle rappresentativo del gruppo v di slementi, Appunto per la pro-
prietd di essers rappresentabile con un groppo di caselle seslte in uno
sencchiere romboidale, 11 grappo Y gi pud chiamare nna combinazione a
tre dimensioni o romboidale % . 96 elementi dati; i numeri 3,3,4% LRI
i massimi valori di =z, ¥y, sono la 18,28, 3a dimensione di essa; 1
pumeri 1,9,8,8,1,8,2,8,3 8sono i coefficienti della 3@ dimengione
(riferendoci allo <easchiere il 1° di essi si pubd chiamare coefficiente delia
fila 11, il 2° della fila 12, .. 1’ultimo della fila 38), 1 pumeri 1, 2, 2,
1.,9,2;1,%2,8 cosGoionti della 28, ed i numeri 2,1, ; (o

;3524
1.2.2,2,2,2,2,3 sosfficienti della 1% Poiché quelle delle casells

b 1
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di v che appartengono ad uno stesso strato delio seacchiers, parallelo ad
uno dei piani @y, 2z, ye, costitniseono il gruppo rappresentativo di una
combinazione rettangolare degli elementi corrvispondenti alle caselle di
quello strate, fra i coefficienti suddetti, guelli che si riferiscono & tutte
lo file parallele di caselle costituenti nno stesso strato, devono dare nna
somma costante (variabile perd in generale da strato a sitrato). Infatt
gerivendo le tre serie di coefficients

1,8.8,8,1,8,2,8,8 ..oiciiairieieans (1%)
1,.8.2.8.2.8.1,92,2,1,2,8 i.00.n00 (90)
o 1,.t,8,1,28;,2:2,2,2;9;8 -iiuuon (38)

& facile verificare che le somme le] 10 20 8¢ 40 50 §0 /70 80 00 della 1% serie,
sono uguali rispettivamente alle somme del 1° 20 30 4o, 50 60 70 80, 90 10°
110 12° della 29; le somme del 1° 40 70, 20 50 3o, 30 60, 90 della 1% sono
rigpertivamente nguali alle somme del 102°3040, 596070 8¢, 9° 100 110120
della t2rza: le somme del 1050 80, 2060 100, 3° 70117, 40 B* 12¢, della seconda
sono rigpettivamente ugueli alls somme el 1P 50 go 20.6° 10°, 3° 7° 11°,
49 80 12° Jella terza; infine la somma dei coefficienti di cizseuna serie e
costante ed ugnale a 22, numero degli elementi della combinazipna ¥.

Pili generalmente siano »,m, 7 tre interi positivied @, (¥ =1,2,...7}
y=1.2 ,..m;z=1,2,...n), rmn elomenti dati. Congideriamo le
successioni di numerl

1,2,...3;1,2,,...m; 1,38,...%

o formiamo le coppie di numeri 11,...m=n, in numere di mn, contenenti
un nomero della 2% sucesssions ed uno della 3%; le coppie 11,...7n, in
numere di 72, contenenti un numero della 18 ed uno della 3%; infine ls
coppie 11,...7sn, in numero di 7m contenenti nn numero della 1% ed
uno della 23, Ayremo in tutto m#n -2 - 7m eoppie di numeti, In cor-
rispondenza di ciasenna ecoppia sia dato nn intero positivo, e siano
G11y <+ By gli interi rigpettivamente corrigpondents ulle coppio 11, ...m%;
211 g+ -« P quelli rigpettivamente gorrigpondeni alle voppie 11 ,...9%;
Vity .Y Guelli rvispettivamente corrispondenti alle coppie 11,...7m,
Sia inoltre:

Citse e Prmo 75 Ptr e oo Pln = 705 Vag oo o Vo =7
[t =t e
“:ri— oo Vim=Pa T - - o e
funt. o pe=pnt- AP

l}iﬂl+" :"_"[-Lm':Pm_]_---_i'_an
[put - Fon=wt .t
If-':ml‘l“---—— Orin = Vit = + + + T Vuor

- il o
i i o oA LA b T - M8

= o

e BT

—

1“"‘1!'1"_'-\'.:_-'.:_"'-_':5,-_-"-- "-'-l= -:h i O il = T -._,-\.IEEEE- - -.“
- = 7
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& pertanto
Sv=Z2p=2%p=0
dove Zv, Iy, Zp rappresentano rispettivamente la sorema di tutti 19,14,0

S8 Az« Az o« - A2 5 6. & BNA sncceasione (i g degli element) dati,
tali che gl indiet & % (f=1,2,...q)si trovino 1° e 2° in yg,; elemenh
di essn, gli indici & 0;, 8i trovino 1%e 8° in ps 4 elementi, gl indiei
7, B, sitrovine 2%e 3% in Do slsmenti, @ se inoltre tra le coppie &7y ,... Eavje
vl & almeno nna volts ciascuna delle coppie 11,...mn; tra le coppis
Efy,...En i almenn una volie elascuna delle coppie 11,...7n e trn Jb
soppie Ty, .. 70 8, almeno una volta ciascana delle coppie 11,...mm,
diremne allorn che tal successione € una combinazioue a tre dimensioni,
o romboidale, degli ymn elementi dati.

I nnmeri 7,32, 7 81 diranno 18 2%, 34 dimensione della combinaziona;
I Bumerl gy...pue coefiicienti della 1® dimensione; 1 nuwmerl pyy, ...y,
goeflicienti dslla 28 ed { bumeri vi,...v.. coefficient: dslla 35,

Consideriamo ora une scacchiers rombmdale i dimensioni r,m , n,
vale a dire formato di » strati, ciascnno del guall contengn e orizzontal
ed m verticali. Se a ciasenn elemento ag,s (i=1,2,...¢) della combina-
zione suildetta si fa corrisponders la casella & w; B dello scacchisre, si
ha un gruppo rappresentative della combinazione siessa, contenente g
casells tali che di esse se ne trovimo vy, sulla fila £ % parallels all'asse
7, pse snlla fila &;6; parallela all’asss y, pye sulla fila ;6 parallela al-
Passs @. Appunto percié la combinazione si chiama a fre dimensioni
o romboidale.

Con ragiouamento analogo a quello fatto parlando delle combinazioni
a dne dimensioni, si dimosirerebbe che, per formare tutte le combina-
zioni a tre dimensioni degli »mn elementi dati, basta operare come segue,

Si formano » serie di quadri rappreseniativi delle combinazioni ret-
tangolari i dimensioni I el s—s 7 degli elementl @y, v o Gy oo o gy oo - By 3
per tostrurre la 1# serie si assuwwono per coefficienti della dimensione m
I uumer! Yoy ... Vi, @ per coefficienti della dimensione 7 1 BUIMETT Py o0 P |
per la 2% sere 81 assumono 1 COEMie1entl o ... Ve, Par s «eng - infius
per In 2B i gosfficientl V... Vem;Prie -« P (DL potrebbere anche for-
mare 9 (od n) serie di gquadri rappresentativi delle combinazion di dimen-
gioni »,7n (od m,r) assnmendo opporiunamente i coeflicienti.)

Si seslgono in tutlli 1 modl possibili » quadri ¢, ga,...¢, prendendons
uno in ciascuna serie, 8 preuiﬂamenta prendendo g, nella serie pmi, Iissi
contengono complessivamente rm»n numeri, dei guali alenni, in numero
di A, saranno seritti in carattere grande, ed apparterrannoo o nel 1% o
nel 2°, .., o nell’ ™o alla 1™ orizzontale ed alla 728 verticale (1=1, 2,.,,,m;
g=1,2,...n). Nel guadro

P11 Cage v oo v o B
Q= P?ﬂ Girg « o o v+« Paa

Pml Pm‘;" i A -F'u.u:
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che contiens i coefficienti della 18 dimensione (ciod la rimanente dopo
le dimensioni m ed #) si diminuisea il numero g di A;; uvita, e sup-
poniamo che dopo ¢id si ottenga un quadre composto di tutéi zero. Poniamo

'b:l—l—---‘l"hm:[lll_i""_I_P'lﬂ'__gl ;
‘1'51_’_“-—’—‘ﬂﬂm_——'ﬂﬂ;t--‘l*rl_l‘---_]_""rm:ﬁf'

Se
Tipjey Thaby = = - ﬂhul €, iy oy Ndy &5+ » f[ﬂﬁg 8y 't My ky Qs Ky v o s frhﬂr R,
sono la »* combinazioni rettangolari corrispondent: a1 quadri @y, Gay oo <G
allova il gruppo di elementi
ﬂlh]ﬁt (R ﬂlhﬂ'l nu:’ fIEﬂlﬂ-l i o8 = flﬂdu_! ﬂ-ﬂ! L ﬂrlllkl 5w f‘fhﬂ:r kﬁr

¢ nna combinazione rvomboidale degli rmn elewent: dati. Se 1l gqnadro
ottenuto da p vol provedimento dianzi indicate nom & formsato di tuiti
zero, gl » quadri ¢y,...qy , non sono fali da dedurre una combinazione
romboidale, & si ripete la prova su altri » seela nel modo detto.

Estendendo oltre ls tre dimensioni 1! coneetto di combinnzione, noi
troviamno quelle a 4, 5,...iu generala a 2 dimensioni. Della combina-
zionl a A dimensioni si potrebbe dare una definizione comprendents come
east particolari guelle date per le combinazioni a tre e due dimensioni,
¢ 81 potrebbe pure dimostrare ch’esse possono formarsi combinando oppor-
tanamenle combinazioni a % — 1 dimensioni.

Sarebbe anche molto interessante risolvere relativamente alle combi-
nazipni a & dimensioni gquei problemi che I'ordinaria analisi combina-
toria elementare risolve relativaments alle comuni combinazioni ¢ ad

unst dimensione; per es. poich® gid sappiamo formare le eombinazioni.

a piu dimensioni, & naturale ricercars come si possa calcolare il loro
numero, genza farle, dati i valori delle dimensioni ed i lore coefficienti.

Non comoseco aleuna formola semplice atta a cid, né ecredo cosa facile
il trovarla.

_ Dorr. Nicond Traverso.
Siracusa, Gingno, 1899,

UNA GENERAZIONE DELLE CUBICHE RAZIONALI CIRCOLARI

Queste cubiche, specinlizzate dal punto di vista proiettivo per la
présenza di un punto doppio e dal punto di vista metrico per la pro-

prieti ch’esse hanno di contenere i punti eiclici del piano, si possono
immaginare generate per punti con molte e svariate costruzioni. Di
¢id mi oceupai altra volta. (*)

(") Le cubdiche piome razionali eircoiori., Livorno, Balforie, 1897.
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In questa breve nota, mi propongo di dimostrare che ogni eubica
piana razionale circolare pud essere constderata come I inviluppo dei eircoli
che passano per un punto dato, ed il cui centro giace sopra una dala

parabola.
Infatti sia

(1) y=ar' +br-c

I'equazione cartesiana di una parabola, supposta l'origine nel punfo
dato P e gli assi #, y rispettivamente paralleli all'asse della parabola e
alla tangente nel vertice.
Facilmente si vede che se m, 2 sono le eoordinate del vertice della
parabola e » & il parametro principale, sussistono le relaziom:
1 #l m® —+ 2pn

2 =5, o= g=
(2) 2p p 2p

Posto €id, osserviamo clie un circolo avente il centro sulla (1) ha
per equazione

(t— AP+ [y—(ad®+b).+ ) P="",

dove A & un paramefro arbitrario; e se 1] cerchio deve passare per
I'origine P, la sua equazione diverra

(3) fle, y. A) =a"+ y* —2ha — By (a)* +— bd + ¢)=0.

Resultera pereld

= T W IRETE

On
a guindi 'equazione
q q o,
oA
da
- "II—I—' E"y
(4) he=sT®.

Bliminando A fra le (3), (4), si ha per ! equazione dell' inviluppo
del cireolo variabile (3)

day (* + ) + 2>+ 2bay + (B — dac) y =0,
od anche, sostituendo in questa 1 valori dati dalle (2),
(5) y(@* + o) + pat — 2may — 2ny° =0,

Questa rappresenta evidentemente una cubica razionale circolare
ed & generale (giacche in essa compariscono tre costanti mudipendenti).

I1 punto doppte & in P. Nohiamo che P sara un nodo, una cuspide
od un punto isolato delln cubica, secondo che

2np + m* % 0.

¥ ] . = =
i L i i
a & bt
L i r [ #
-'_'—I-"— — T - > M
%, -
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Ora osserviamo, che indieando eon

?’(miy}=0

'equazione della parabola data, quando siasi operata una traslazione
degh assi trasportando I'origine nel vertice, e con A il diseriminante
della detia equazione, secondo che

Ao (—m, —-ﬂ}%ﬂ,

i1l punto P sara interno alla parabola, sulla parabola o esterno.
Poiché inolire & A < 0, come facilmente si verifica, ed &

o (—m, —n)=m"- 2pn,
resulla che a seconda che &

2np —E—-m”%ﬂ :

1l punto P & esterno, sulla parabola o interno, Si eonclude percid che
la cubica (5) ha un nodo, un regresso o un punto isolato, secondo che P
rispelio alla parabola data ¢ esterno, o su di essa o interno.
In particolare:
a) se P & sull’asse della parabola, cioe se

m =10,

y (2" =+ %)+ pa® — 2ny* =0

che rappresenta una Concoide Slusiana.
b) se P & sulla diretirice della parabola, cios se
4

ﬂ='2—_

la (5) diviene

la (5) diviene
y(@ 1+ y')—2may +p (" — ) =0
che rappresenta vna strofoide
¢) se P coineide col punto d'incontro dell’asse con la diretirice
per (a) (&) segue che la cubica & una strofoide retta.
@) se P coincide col vertice della parabela la cubica & una Cis-

soide di Dioele.
Infaiti se m=mn=0 la (5) diviene

Y+ 97 1+ pat =0

¢) Finalmente se P coincide col fuoco, la eubiea degenera.
La proposizione contennta in questa noticina pud generalizzarsi
sotto due diversi punti di vista. Cid sara oggetto di altre mie note.

Grurio Carposo-LAYNES,

Livorno, Agosto 1899,




_1—'

¥

h-.l

PERIODICO D1 MATEMATICA. b

A FORMOLA COMPRENSIVA DI GEOMETRIA NETRICA

AMEDEO GIACOMINI

Assumiamo in uno spazic a guattro dimension la pirsmide che ha per base
il totraedro ABCD e per vertice il pnnto V. Costruito il prisma, che ha la mede-
gima base, e che ha per ecostola laterale per es. AV, dimestriamo facilmente che
esso equivale a guattro volte quella piramide. Infatti, si stacchi dal prisma la dala
piramide mediante I” iperpiano passante pel vertici V, B, C, D; il solido rimanente y
a la piramide che ha per vertice V e per base il prisma triangelare BCDD'BC.
Ora quest'ultimo, com’e nete, s1 pub scomporTe in tre letraedri equivalenti di eul
ano ha per base B'C'D’; onde il solido Y si scompone in tre piramidi egquivalenti
fra loro ed equivalenti alla data. (™) B €i0 prova quanto si era neserito,

Osservando poi che ogni poliedro dello spazio ordinario si pud scomporre in
letraedri, e che guindi ogni piramide dello spazio a gnatiro dimensioni si pud scom-
porre in piramidi analoghe a quells considerata, ne conclodiamo che la misnra di
wna piramide dello spazio a quatbro dimensioni equivale alla gquartz parte ‘della
misura della base moliplicata per Ia misura dell'altezza.

(ol medesimo mebods ricorrente si dimostrs che la misura di nna piramide
dello spazio ad n dimensioni equivale alla n-esime parte delia misnra della base

moltiplicain per la misura déll'sltezza, f’};‘;_.
i abbia ora in generale, nello spazio ad n dimensioni (n > 1), una piramide '
tagliata da on iperpiano parallelo alla base. Siano B @ & le misure delle due basi
del tronco di piramide, & ed % - 4 le misure delle altezze del troneo di piramide
e dells piramide dets rispettivamente. Indichiamo ancora con k= g il Tap-
porto di similitndine delle dune basi (e qnali sono dne poliedri simili ad n— 1
dimensioni).
La wmizura del tromeo sara
B
Y= lh+dl——b—f?.
7 n
E poiche (*%)
T E— ¥ L
T k=1 ’ .
saris, sostituendo, % Ry
> B (,r.:n— 1) |
 om \E—1/

od anche

R L e it

i*) 8i suppone neto 11 feorema draquivalenza delle piramidi il quale ai dimostra nelio spazio &
pit di tre dimsensioni eon metodo Analogo » guelle oha vale per le piramidi dello spazio ordinario.
(**) Dobhiamo suppoirs k < 1; ma In formols fmale vale anche per il caso limite & =1].
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1a quale formola dungue, attribuendo a & i valori 0 od 1 o i valor: intermedi, s
adatte ad esprimere 1a misura del triangolo, del parallelogrammo e del trapezio,

___ del settore circolare, del cerchio, della corona circolare; della piramide, del cono,

del prisma, del cilindro, del tronce di cono o d1 piramide, della sfern, ecc.: e dei
solidi analoghi negli spazi & pii di tre dimensioni

Pedona, sgosto 1899,

STULLA QUISTIONE 355

Se due cerchi eguali si segano solto un angolo di 60°% il lore cerchio radicale
& il luogo della projezione (ortagonale) di un punto dell’un cerchio sulla sua po-
lare rispetio all’aliro. V. ReraiL

All'elegante dimostrazione analitica che della guistione 355 ha dato il profes-
sore Cardoso-Laynes (Anno XII, pag. 161) non mi sembra inopportuno agginngere
“1a seguente, che & molto elementare,

Indico con R il raggio di ciaseun dei doe circoli dati; D, E i loro centra; A, B
i loro punfi comuni. 1l cerchio radicale dei daii cerchi ¢ quello di diametro AB,
! cui centro si indichi eon O. Sieno M il punto del cirecolo O pin vicine a D, Q
il punto del eirecolo E pii lonfanc da D. Si ha:

j_

AB=R, M—Rf, DM R:a %,

DQ=2D0+R=RV3+R. Quindi DM.DQ=R?

la qualeosa mostra che la polare di () rispetio al cerchic D passa per M e sie-
come tale polare & perpendicolrre alla retta QM, M & la prolezione ortogonale
di Q sulla polare di Q rispetto al cerchio D. Reciprocaments; se DM, . D} = R?,
risultera M, = M.

Sia Q" un altro punto del cerchio T, M' il punto del cerchio O, situato sa DL,
piu prossimo @& 1), Tirato il raggio EF nella stessa direzione di 04X, si dimosira
snbite che F, A, D sono per diritto, e che quindi D & il centro di omotetia direfia
dei corchi O ed E, e percid i punti M, Q, M, Q', che non sone tutis e gnabiro su
una delle traversali DQ, DQ) e sono anti-omologhi, saranno conciclici e si avra

DM .DQ — DM. DQ — R%,

e Ia polare di Q, rispetto =l cerchio D, passerh per M| il quale sara la proiezione
ortogonale di Q' sulla polare di Q rispetto al circolo D. Viceversa, se DM, . DQ=R?,
nsultera DM, = DM, e quindi M, = M,

Pror. 8. CaTania.

1y .H}‘-‘?—-— d
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LUOGHI ED INVILUPPI (%)
(ESERCIZI DI GEOMETRIA ANALITICA)

|2. Se si proietta ortogonalmente sulle normali di una parabola un
punto fisso O dell'asse, il luogo delle proiezionl & una quartica civeolare :
con un punto triplo in O. (¥¥)

13. 1l lnogo del vertice di nn triangolo di c¢ui & dato 1l lato opposio
o 1'nltezza n questo relutiva & ugnale alla semi-differenza degli altri dus
lati, & una kohlenspitsencurva equilatera (inversa cartesians di iperbole

equilatera).

|4. L'invilappo dei cerchi che passano per un punte dato P ed hauvo
il centvo sopra un dnto cerchio C® & una conchiglia di Pascal.

Yueondo ehe P & eslerno a 02, sopra €2 o interno, Ia conchiglin & erumadaiz, cuspidata (cardicide)
o acnmicle,
|5, Sia ¢ una tangente fissa i un eircolo C* ed m la tangents in
an punto mobile M del circolo stesso;
19 11 Juoge del simmetrivo di T = (mt) rispetto ad M & una #riset-
trice di Mac-Laurin (oltre alla 1)
20 11 lnogo del simmatrico di M rispetio a T & una eussoide di Diocle
(oltre alla ¢,

16. Sia C" un cerchio, O an suc puuto fizso 8 d il diametro passante
per O: il inogo dsl baricentro del triangolo variabile ABO, rettangolo
in A e tale ehe A seorra su d e B su C? e una ellisse.

|7. Se ¢ & una tangente mobile di un’iperbele eguilatera o Py, Py sono
le proiezioni ortogonali dei fuochi sopra ¢, il luoge del punto medio del
segmanto P, P, & nnn lemaiseata di Bernoulli.

8. Sieno A 8 A" due Zappa sguali, col punto deppio O a comune
e gli assi ortogonali ed » nna ssmi-retta maobile uscente da O che in-
contra in M e M rigpettivianente le dne curve.

Se, partendo da M, si riporta OM’ nella direzione OM in MM”, il
lnogo di M” & una Areuzeurva equilatera. s

LR R

19. L'inviluppe delle parfbole che hauno il fuoco sopra un sirootaiy

. . # " . i y 5" ':I‘,:T-"_ ; ﬁﬁ
dato el hunno per direttrive un diametro fisso di gquesio cireolo & unKZEN.
coppia di parabole. :-i“!

:
(*) Continnazione v. Vol. presed. a pag. 150. {, '
(¥*) Quesio es. & una generalizzazions dall'nltimo di pag. 151, Ne! enso iv eul O sla il fuote, Ja "
quartiea 8i seinde in una paraboln ¥uuntﬁ per O ed in una coppia di retle lsotrope imcrocianiaz e L
in O, Vedi ln nota 8+ n pag. 269 del feac. scorso, 2t
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20. Sia O un puule fisso di un cireolo C* e. PQ un diametro mobile
di guaesto eircolo. La perpendicolare condotta da Q al diameiro passante
per’' O incontra la OP in un punto M che deserive una cissoide di Diocle.

21. 11 luogo dei baricentri dei triangoli che npa tangente mobile di
an’iperbole fiu von gli assi & una kehlenspitzencurva. (¥) 2

22, Se » 8 una retla variabile perpendicolare al diametro AB di un
circolo C* e se B, 8 sono le intersezioni di » con C% il luogo dei punti
1" imeontro delle rette BR ed AS & un’iperbole equilatera.

23. Data una parabola p? ed una retia » perpendicolare nl suo assge, si
condaea dal vertice di p an raggio mobile che seghi » in Ao p* in B,
Condugendo de A o B rispettivamente le parallele all’asse el alla », il
Inoge dei punti d’incentro di guneste due retis & una cubica iperbolica.

24. 1 dato un verchio C* di cui il centro 8 C ed un suo punte fisso P.
8¢ M & nn punto wobile sa C% il lnogo delle intersezioni LI’ dei cerchi
P(PM) e M(MC) & una sestiea tricircolare, che ha tre puuti doppi su CP,

L'invilappo della retta I’ & nna parabola.

26. Se un triangolo rettangolo variabile ha per ipotenusa una corda
di un cerchio C* perpendicolare ad un raggie fisso OC di tale cerchio,
ed uno dei cateti passa costantemente per O, il luogo del vertice del-
'angolo retto & un irifoliuwm retio, (*%)

26. Sia OA un segmento dato ed » una retta perpendicvlare a questo
segmonto. Si conduca per O uva semi-retta mobile p e sia T=(r,p).
Facendo centro in A, con un raggio AT, si deseriva un cerchio che tagli
alteriormente p in M. Il luoge di M & una concoide slusiana.

indicando con 4 la distanza 4i O da r e ponendo 0A —a, 88 2= 2a, o, %. si ha rispettivamente

Una cisyoide di Djocle, una slrofoide vello, una triseitrice @i Mac-Lourin. 88 d=0 la cubiea sl seinde.

27, Sia C? nn cerchio di centro ¢, O un suo puulo fisso ed M uuo
mobile. Bia T il puuto d’incontro della tungeute in M col diamelro pas-
sante per O e () la prolezions ovtogonale i M sullo stesso dismnetro.

Se viportiawmo, a partive da O e nei due sensi su OM, del segumsnti
eguali a MT |, CQ, CT, si hauno rispettivamente nn molino a vento, un
vosone quadrifoglio e una Arewzcurva eguilalera.

28. Sia C? un vcircole dato di centro C el O un pusto gualungue
del suwo piano: se da un punto mobile M di C® si vouduva la perpen-
dicolare 12 a GO o da O si conduce la parallela r al raggio CM, il lusgo
di P=(m,r) & una coneoide di Nicomede.

f.!?ngp‘q_ﬂ‘? che U ¢interno a U% en C¥ od esterno, Ja concoide ba iv O un nede, au regresse 0 un poy's
Asolalo, He Oeoincide con € la curva degensra.

(on tiu'uti.]
(. CAarposo~-LaAayNES.

(*) Cfr. n. 7. |
(*®) Begue da eid una semuplicissimn oastruzione per punil del trifeliun

.
iF
. i ot -
B e e 1 “h:'jl‘

T
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RISOLUZIONI DELLE QUISTION]
289, 30, 304, 401, 463, 464, 460, 468, 410, 471

=8, Diniostrare che i rapports della potenza di un triangelo alla sun area
¢ uguale al rapporio fra sl guadruplo del raggio del cireolo di Eulero ¢ un catelo
di wn triangolo rettangolo cvente per ipotenusc il raggio del primo cireolo di Le-
moine e per altro cateto il raggio del circolo di Broeard del triaagolo.

BozaL-OBOJERO.
Soluzione del prof. U. Cerefti di Cesena.

Sia dato un triangolo ABC; siano @, b, ¢, i snoi lati, S la sua superficie, O ed B
il centro ed il raggio del circolo circoscritto, K il punto di Lemcive. Il raggio del
circolo di Eulero & subito determinato, perché si sa che & sempre nguale alla met
di R. Determiniamo il raggio Ry del primo circolo di Lemoine. Dalla teoria dei
poligoni armonici si ha che il diameiro di questo circole & dato da R secm, es-

: 1

sendo m definito da nna delle equazioni:2 = IE a tang m, y =5 b tangm,..... ;
in 6ol @, B0 i indicano i lati di un poligono ed =, 4,2, ..... le perpendicolari
condotte dal punto di Lemoine ai lati stessi. Nel ¢aso nostro dalla prima di queste

equaziout s ha:%zltﬁmg m; o per il teorema * le perpendicolari condotie da

i
: £ . . s g . g 2 0 Y Z
K ai lati di un triangolo sono proporzionali ai lati sfessi , e clob: — =—=

a b ¢
25 48

si otliens: tang m =

. Dalla trigonometria sl ricava:

:ﬂﬁ—l—bﬂﬁl-ﬂ'ﬂ‘ EIE-*"-.?J!“}_E‘
. : = 16 8* . TS TR = R 'f I 16 8% .
sec = Y1 + tang m——-l/l L (b a0 quindi &: Ry, = ﬁyl (bt c)?

Passiame ora a determinare il rgggio Ba del cireolo di Brocard. 11 diametro di
tale eiveolo & il segmento KO = . Dalla citata teoria dei poligeni armonici per
il teorema * se & & lp distanza dal centro deile simediane al centro del gireclo

R2

i : » . ; T
merc dei lati del poligono armonico, , essendo ora n =3, si ha: uﬁtang; =

) ) 1 ;
gircoseritto di raggio B, si ha: tang m = catnng% V 1 ——, essendo n il nu-

0 ﬁ .. .'. - 43 tft_}‘_ q g
— gotang 60°=1:Y 3; e pereid si otliene: ey * e 1 RFy 8’ 8 cui, 1i-
solvendo rispetto a % s1 ha:

PO— 45 8* \
2
S T

e quindi:
R? { 485 )
ST : .
=TV " o+ e

R e S
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Caleobiamo ora la differenza Ry — R’s. Si ha sobito:

R? 168 | R® 48 §* ] —
Ry — R = 4 {1 Ii (@ +0*+c) 4 {1 (a® 4- b* + ¢%)*
R? B4 81 16 R* 8*

— 1 {u’—]—bg*l-ﬁg:'!-tﬂﬂ'f'bi"l'ﬂﬂ]f
E formando la proporzione voluta dalla questione, si ha:

32 [®
“’+£"+“R:S=2R:V{" 188

5 T 0%+ %)

[y

QBEIA

a® 4+ {l! + & :§=9R: 43R _, proporzione idenlicamenie vera.

2 "a® - bt et

Alira risoluzione del prof. Merizzi di Ceva.

350, Dati due punti A, B ambedue esterni e ambedue intern ad un circolo
0 ad una sfera, si trovi un punto del circolo o della sfera, tale che la sommau delle
sue distonze da A ¢ B sia massima 6 minimn. ‘
{7431 BIOLL.
Risoluzione del prof. Barozzini di Treviso.
Siano in un piano un esrchio di centro O e raggio 7, & due punti A e B tali

che sia OA —a,0B =135, AUB= o

Je P & sulla circonferenza e AP -+ PB & massimo o minimo, la ellisse pas-
sante per P e avente per fnochi A e B sara tangenie al cerchio dato. Coaducendo
invece un'iperbole coi fuochi A, B o tangenie al cerchio dato, il punio di contatio P
darebbe un massimo o un minimo per AP — PB. In enframbi i casi per nota pro-

prieta delle coniche, AP, PB sono ugualmente inclinati aé¢ OP normale alla co-
nica tangente al cerchio,

Assumo sllora OA , OB come assi coordinati Oz , Oy, esprimo che la AP, BP,
dove P = (2y), distano ugualmente da O.
ay b
Vo' + (& —a)® + 2y (2 — ) cos ~ Y@ [y — b)* + 2 [y — b)cosw
(Quadro, tolgo il fatters ey - bz — ab ed ho per lnogo & T

[ + 2 4 2y cos w][bx — ay] = ab [&° — y*]. (1)
Tenendn conto che P s1 trova sul cerehio dabe
.rﬂ-i—ygﬂ—ﬂ;rycaam:rﬂ (2)
& ponendo
am = bn = »* (3)
la (1) si ridoce alla
(4) mx — ny = a* — y°

8¢ M, N sone coniugati svmonici di A, B rispetto al cerchio dato la (4) rap-
presenta un’ iperbole equilatera con diametro MN, passanie per O, @ avente gli
asinfoti paralleli alle hisettirici di w.

Con procedimenlo ngnale & risulve il prubluma: Segnore il cammine che deve fave una palla in

un biglinrdo eircolaye nffinche partende dul punto A duto, passi pel punlo B datn, dopo aver Loceata
la sponda una sola volta,
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8 potra facilmente costinire e tagliera il cerchio dato in quattro punti (in ge-
nerale) ; dne daranno il massimo 0 minimo di AP + PB. 1l ramo dell’iperbole che
passa per O taglia sempre 1 corchio dato: quindi due dei gnattro punti P sono
sempre reali. Gli altzl due saranno reali 0 no, secondo che la minima distanza di O
dai punti dell’altro ramo dell' iperbole & minere 0 maggiore di .

Se, per esempio, 1 punii A e B sono entrambi fuori del cerchio, i punti cercat]

apno reali totii guattro.
3o fosse data wna sfera invece del cerchio, la si taglierebbe col piano ABU e

si ricadrebbe nel problema precedents.

5. Dati in un piuno due cerchi, la conicn R nvenie per fuochi 3 ioro
centri, € inseritta nel quadritatero delle tangenti nei punti al finito comuni, € bitan-
gente al cerehio radicale dei centri dati: il Tuogo dei punti di mezzo delle corde

che ¢ tangenti di B* staccano mei due cerchi & il cerchio vadicale.
' Herali

Risoluzione del prof. Barozzini di Treviso.

Prendo 1'asse radicale der due gerchi dat) I{er asse delle y e 1A congiungente
i centri per quello delle x: le equazioni dei cerchl saranno

f=g° 4+ y?—2ax —b* =0 f'zm'“—l—y*——?a’m-—b“-——ﬂ

dove a o sono le distanze dei centri A A' dall’asse radicale,  meta della cords
she unisce i punti commni B, B supposti reali. Fongo inoltre

(1) 0+ a =128 a—a =724
[na conica coi fuochi in A e A" ha per gquAZIone:

—---I2 .
(o ’ﬂ +__I,i_

il

=1 (3) Jove ui—ri=d"

(2)

e sark tangente alla tangente B (x=0 5= "») al cerchio { eioé a
(4] hiy — &)= ax se (5) a4V = (b° + as)?
Dalle (3) (4), tenendo conto delie (1), ottengo:

1= b+ 8, =t aa

guautita che non variane mutando 2 i —5, od o n «, guindi valgono anche
se prendiamo qualunque delle altre tangenti ai cerchi diti nei punti comunl inVeee
delln (4). L vonica richicstn @ allora:

(x — a)® y

i +!J=—i—ﬂﬂ'

Se ora serive l'eguazione del cerchio radicale
&

prf=0 a4y —2m—0=0

vedo che esso ha per diametro I'asse maggiore della K2, quindi & la curva podaria
dei fuochi di essa coniea: SATH percig bitangente alla comica (come d. d.) e con-
terra tuiti 1 piedi delle perpendicolar condotte da A e A alle tangenti di K.

Mo lo perpendicolari suddette cadranmo nei punti di mezzo delle corde che |
cerchi f,f staccano sulle tangenti alla coniea, quindi resta dimosirato ghe i punt
medi di tali corde stanno sul cerchio radicale, '

=T,

(%)
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Nell'ipotesi fatta ehe i cerchi si taglino, la curva E' sarh

ellisse Be b+ ac >0 05514 ﬁﬂ&' < 9n°
iperbole Bt aa <9 ABA > 900

Nel caso in eni 3"+ aa'= 0, i cerchi sono ortogonali fra loro & la conica st
riduce alla retta doppia y*=0 come lnogo di punti, ¢ ai pmmti A, A" come invi-
loppo di rette. Allora il cerchio radicale ha per diametro A A" od & il lnogo dei
punii madi delle eorde condotie da A, A' ai due cerehi

Altra risoluzione de! prof. Merizzi di Ceva.

201, Deierminare I tneiluppo di un cerchio, di cuf il centro percorre una
enrve piana C e che tocca una refie fissa v del suo piano; trovare 5T punto di con-
tatto del cerchio mobile col sup inviluppo e dimostrare che quest’ultimo 2 pure
Vinoiluppe delle retie simmetriche @i v rispelio alle tangenti di C. Esaminare il cazo
particolare, in cui C ¢ uma conica,

Reraia,

Risoluzione del prof. U. Cerelti di Cesena.

218 dato un sistema di assi coordinati 8 e sia anzi asse delle aseisse la data
reita fissa r; wns corva piana gqualunyune C, riferita al sistema S, sia definita dalle
equazioni;

(1) X=9(), Y=4¢(;

¢on centro m F=X, Y, punto qualungune della enrva C, si descriva una ecirconfe-
renzu €' tangente ad r nel punto Q, di cui le coordinate saramno X e O per le
ipotesi fatte. L'equnazions di C' & dnnque:

(2) ‘ x—XP+y*—20Y=0;
differenziando rispetto a ¢ si olfiene:
{3} (z — X)dX 4+ ypdY =10

dalle (2) e [3) si oftengono nno ad uno i punti dell’inviluppo I cercato. Risolvendo
infatti le (2) e (3) rispetto ad a e ad y si hanno le formole:

aX 7y
e _aey ]
4) | “= TP & ar
ax?
-9
l J YdE”—|— TAS

¢he dammo le coordinate correnti z ed y dell'inviluppo 1, il guale ¢ cos) deter-
minato,

Dalla (3) si ha inolire: |

T—A=— aX i |

ax 7’
¢ciod la (3) rappresenta la perpendicolare alla tangente alla curva C nel punfo P
condotia per il punto Q, giacche le coordinate X e O di Q Ia verificano; il punto M
dell"inviluppo Té dungue il simmetrico di Q rispelto alla tangenie TT' in P alla C;
#i ha quindi che |n tangente m M alla circonferenza C' & la vetia zimmetriea di »
rispetto alla iangente T'". Inolire 1a cireonferenza C e il sno mviluppo I si toe-
cano nel puuto M; e poiché Ia retta MR, essendo R il punto d’intersezione di »

s

=
o
R

o

i
- i =
Fpais W o s, ?_-__—-1. - w3
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con TT, nel suo variare si mantiene sempre tangente ad I, risulia evidente che
il sno invilappo é ancora l'inviluppo L

ArprLicazioRt, — 1%, Se C & una comica gualungue, s1 pud supporre:
(5) i v L ot TN OO, SO il AR
at*>+20 &t + ¢ ity at*+2hi4¢ 3

che definiscono appunto una comica qualunque; si ha cos) una discussione simul-

tanea. Per applicare le (4) determiniamo if & {Er Differenziande 1e (5) 81 ottiene:

" r-fﬂ-] i t.iﬂ';. idiia t?ﬂﬂ.
ix Mam T Mg ay ™ a T

11 @ * / el 0zt !

ossia anche:

ﬂﬁd—g— day ﬂdz er ; .
e T R, @ =y T S e

o quindi esegnendo :

Hai % — B{f{lﬁl* — ﬂﬂﬁ) {2 + [|!1|‘.:'f p— ﬂnl‘.'] ¢ + ‘bf‘ — ?JL}} S Efﬁ'_{ ’

Y

oyt — =2 Ha'b"— a'®} 12 4 (a'c’— a'c) 2 + (be™— be) } = 2 ;

sostituendo nelle (4) 51 ha:

I}l b_u_ — s Eﬂu ?.11 Eiﬁ - {4} “112 -I— 31251 — Eﬂi bl by _
b* 4 be? az az 4+ ) as (b * 4+ bs®) '
m*  Zae by* _ Sae by *
bi* 4 b az by? + ba* a3 (D% -+ ba*) '

r— X —2Y

y=2Y

equazioni che rappresentano una sestics razionaele.
98, Supponiamo ora che ls retta fissa » sia parallela ad nna direttrice, si hanmno
per le coniche le tre forme segnenti:

Farabulia Eilixze i peringle
Y 4+mXi=n [ X=ncostc I}::iﬂﬂﬂﬁhﬂ—irﬂ
| Y =10sent | Y = dsenh i,

nelle guali m, n, e, b, ¢ sono costanti qualunque, e senk e cosh sono seno e co-
geno iperbolico. Consideriamo separatamente ciascuna di quesie tre forme.
Parabola. — Si ha subito: dX = dX, dY = 2m X dX; quindi dalle {¢) 81 ottiene:

2m X dX* X (1 — diin)
o 2 | =
=K —2(mX 0 o Xt gk? 14 dnt K
dX* _ 2{mX*+ )

— 9 (X2
y iRl 4-) dX¥ - 4= XFdXe 1 44mX? °

ciot per qualungne valore reale di m o di » un'ellisse reale, che ha per assi gli

; s e i 1
nssi coordinati e per centro l'origine, gualora sl suppongs m = — i
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Eilisse. — Dalle formole che determinann I'ellisse si ha: dX = — a sen/,
dY = bcost; e quindi immediatamente dalle (4}:

@ CoS .ﬁ{b“ + (a* + b?) sen® t}
a* sent + &% cos®t

- 2a* bhsen® ¢

= aTsen®s 4 B* cos?t’

-‘J.'-—E} »

che danno uns sestica razionale.
Iperbole. — Procedendo in modo analogo per I'iperbole si ha;
X = —acosh ¢, dX = bsenh ¢
e quindi anche:
aa cosh t {F -+ (@* — b~) sﬂnh“r.}
a® senh® ¢ + b* cosh?{
2a* b senh® !

¥ asenh® ¢ + b® cosh®t’

T =@ac I

Ci0f RNCOra unn sestéica razionale.

263. un triengoto ONI ha due vertici fissi e 1 terzo P descrive una
refia g non passante per V nd per O; la perpendicolare a NP| in V seghi OF
in P'; dimosirare che

1% 31 Tuogo di P 2 una conica G passanie per O ¢ normale a OV, el
punto V; costruire Te tangenti in 0 ¢ P';

2 G* ¢ ellisse, parabola o iperbole secondoeh il cervehio GY descritto sul
segmento OV come diametro séga g in due punti itmaginari conjugati, reuli ¢ coin-
cidenti, o reali e distinii;

3" se g pussa pel punto medio M del segmento |OV| la G* 2 iperbole equi-
latera; il luogo dei centyi delle iperboli equilatere corvispondenti ai raggi del fa-
soto M & wun cerchio;

4% @ Luogo dei fuochi deile parabole corrispondenti alle fangenti del cerchio G

¢ una cisseide di Diocle. (¥
Rerarl.

Soluzione geomelrica del prof. A. Droz-Farny di Porreniruy.

Unando T’ si nmove sulla retta g, 1 raggi OF o VP costitniscono due fasel
prospettivi VI' & VI¥ sssendo coppie in inveluzione civeolars, ne risulta chs OF
e VP generano due faosei omografici. 11 luoge dei punti P, o la trasformeta dells
rettn g & dunque una comica che passa per O e V. Be VP & perpendicolars in V
gu OV, VP coincide ¢con OV, OP & dunque tangenie in O alla conica; ai taggi OP
e VI’ coincidenti, » corrispondenti al punto P d'intersezione di g eon OV, cor-
risponde un raggio VP perpendicelare a OV e che sari (uindi tangente in quel
punto. La conien & guindi normale in V a OV, Alla relin g corrisponde eviden-
temente il circolo descritto sn OV come diametro, poicheé i raggi omeloghi OF
e VP gssendo paralleli, VP & sempre perpendicolare od OP. Se si fa girare Ia
retta g intorno ad un punto fisso P, le coniche corrispondenti formanc un faseio;
passano tutte per O, e per il punto P' corrispondente a P o sono tangenti in V.
! loro centri sono sulla conica dei nove punti del faseio. Se le retie g sono pa-
riilele, i quative punti-base de! fascio sono O, il punito V doppio ed un qunarto

(") Por 30 & 40 =fv. J& mie risoluzioni delle gnistioni 259 & 280 in Proprdso Mutemiatico di Zara-
gozn (Agosto 180D, pag. 120 & 125). V. R,

Lt R
b }

T g s & R A el e
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porto su (2, corrispondente al punte P, delle veite g. In guesto caso gli assi delle
coniche sono parallel,

Se ¢ tagha g% in due punti @ e a’, 1a conica corrispondente sard una Iper-
bole che ha 0% e Oa" come direzioni ssintotiche. Se =’ & 2" coincidono in =. la
conica & una parabola, il cui asse ba per direzione Uwx, Se finnlmente 1 punti «
o o' somo imaginari comiungaki, la eonica & un’ellisse.

Se g & un diametro di g5, le direziom 0Dz" e D2 sone ortogenali, ¢° & dunque
un’ iperbole eqnilatera. Sia P’ su G, il puutio corrispondente a P su g. 1 irian-
zolo OP'V inscrifto nell’ iperbole equilalera & retiangole in F'; dunque secondo
un teorema conosciuto, la tangente di G* in I sara la perpendicolare abbassata
da P’ sull'ipotenusa OV. Le tangenti G* in P ¢ V sono dungue parallele; ne ri-
sulta che P’V & un diametro della curva, che ha guindi il suo centro nel punio
di mezzo di P'V. II' Tnogo geometrico dei centri deile iperbol equilatere eorrispon-
denti ai vari raggi del fascio dei diametri M & la circanferenza descritta sn MV
come dinmetbro.

Consideriamo finalmente una retta g tangente in P al circolo G%. La sna tra-
sformaba sath una parabola il cui nsse & parallelo a OF. La porpendicolare in ¥
ad (OV) incontri g in 8. La parabola & tangente in O a S0 e in V a SV. Sieno B:
il punto di mezzo di 80. B' quelio di SV, B gunello di B,RB. Per una ben nota pro-
prieta della paraboela, B, B’ sard altresi tangente della carva nel punte B ¢ S8BM
sara un diamerro della parabola. BB e BV essendo dne langenh ortogonali della
parabols, B’ & un punto della sua diretirice ed il pede I’ della perpendicolare ab-
bassata da B’ snlla sna polare BV sard 1l fueco della curva.

Tiriamo da B la perpendicolare BC sn MV; C sara il punio di mezzo di MV,
quindi un punto fisso, e sia 8 il piede della perpendieolare abhassata da C su BV.
Si ha evidentemente VS eguale ad FB: ora il luego di 8 & la cireonierenza de-
soritta su OV come diametro. 11 lnogo di F & dunque una cissoide di Diocle avente YC
per asse, OB per asintoto e V per punto di regresso.

La perpendicolare abbassata da B sul diameiro SM & la direttrice dalla para-
bola; ora OB & parallels a SM, dungue: le direttricl di queste parabole inviluppano
ana parabola che ha C per fuoco e VS per iangente al vertice.

Si dimostrerebbe inoltre che i loro assi inviluppano un’ipacicloide di Steiner.

26G%. Un triangolo OVP ha due vertici fissi e il terzo P descrive nel suo
piane una cwroe O se o 2 lu perpendicolare ¢ [OVI in V, ¢ P Ia intersezions
di 0P| con lu perpendicolure a [VP| in V, dimostrare che o tangeniv ¢ G¥ mel
punto P ¢ alle cwrva corrispondente (% in P & segano sulla retta 0 simnetrice
di o rispetto a [PV].
ReraLy

Soluzione geometrica del prof. A. Droz-Farny.

Ogni raggio OF inconira C° in g punti P i cui corrispondenti P’ somo sn OF;
la rotta taglia C* in »n punti @ i eni corrispendenti coincidono con O; la trastor-
mata ha quiodi in O un punte s-uplo, le tangonti in questo punto essendo le rette
Ox; la trasformata & generalmente del 2n*™* grado. L’asse OV inconira C* in »
punii B i cui corrispondenti soineidono con V che & alt'.~ n-uplo per la tra-
glormata.

Bupponiamo due segmenti retiilinei, PP P,P,’ i cui astremi P, P; ¢ P, Py
sieno su due curve fisse ¢ o ¢ e sieno visti da un punto fisso V sotto un angolo
Cotto. Bi domanda di determinare il punto di contatte di gquesti segmenti col loro

———

—
—

e e

— - - = _
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e
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inviluppo. Sia O il punto d'incontro di PP e PPy’ e T gquello delle corde PP,
o P,P,. Secondo un ben noto teorems, le rette PPy, P'Py’, PP e P,Py’ sono tan-

genti ad una eonica avente V per fooco,
Al limite le corde PPy e PyP; divengono respeitivamente tangenti in P e P
alle curve C e € ed il punto limite di O diviene punio di coniatto di PP colla

conica ed il sno invilappo. 8i costruird dungne una comica avente mn fuoco in V
e tangente alle tre rette TP, TP'® PF. 1l punto O di contatto con PP sard il
punto cercato. Utilizzando i teoremi di Poncelet, si vede facilmente che le rette V'

e VO sono isogonali nell’'angeole PV
Se la retta PP’ inviluppa un punto fisso O, come accade nella nostra trasfor-

mazione si obtiene il teorema segnenke che coincide econ quello del sig. Retali
Le tangenti ai punti P di € e P' di €% s'intersecano sopra upa Teita o,
isogonale dell'asse OV rapporto ai lati dell'angolo PVE.
8i vede subito che VP e VP sono biseltrici dell’angeole delle retie o e o.

2565« Un triangolo OVP ha due vertiei fissi ¢ il terzo P descrive um cerchio,
passante per O, col centro sulla perpendicolare in V alla OV|; se il raggio |OP!
 segato in P' dalla perpendicolare a |YP| in 'V, 4l luoge di P 2 una strofoide.

Costruire In tangente in 1 RETail.

Soluzipne del prof, A, Droz-Farny.

Ad ogni raggio OP corrisponde su guesto raggio nn punto P'. La perpendicolare
ad OV in V taglia il circolo nei punti @ ¢ «. A questi punti, come punto P cor-
risponde il punto O. La curva & dunque di terzo grado col punto doppio in O.
Ls tangenti Ox e Oz in questo punto sono ertogonali. Se I' coincide con ano
degli ombelichi del pianec, il suo corrispondente P’ coincide con esso. La curva e
quindi di terzo grado, circolare, eon nodo s tangenti ortogomali, ¢idb che caratfe-
rizza nna strofoide. La strofoide » refta allorchd il centro del eircolo coineide
con V, Secondo la quistione 464, se I'isogonale di OV rispetto all'angolo PVF tagha
in T la tangenie al rircolo nel punto P, 1a retts CP sara tangente in I alla eurva,

265, 5y raggio vettore condotto dal fuoco F di un’ellisse a un punto va-
viabile P della eurca si prendono a pariire de P ed F neile direzioni PF, FP ¢
segmenti PA', FA eguali al semi-grande asse: dimostrare che Vangolo AOA" 2 vetin;
trovare 1 luogo del punto A, RETALL

Soluzione del prof. A, Droz-Farny.
Faceiamo FP=», OF = ¢ 6 angolo AFO =g, 8i ba prima
A =ndn—r=% 2 —»
0A — o —+ ¢* — 2aecos g
OA; = (@— )%+ ¢t + 2{a—7) _
OA +- U_A:i — n° -+ c’—2n1'+[ﬁ3+r‘; Srecosp) & |
— 24° 4+ ¢* — 2ur + OP 4 2p% { <
Ora »* - (2a —2)*20P —+ 2¢*, quindi:
UEE - DTLE — 4%+ 2 —dar = (2 — )= Ei
I'angolo AOA" & dungue retlo. o

I Tuogo d&i A & la cireonferenza descritta da F' come ceniro eon unm ragﬁm
ngnale ad a. 11 lnoge di A' é quindi unz eomcoide d'ellissi, la curra i Jerabek

(vedi quistions 468).

¥

2
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KT, 11 logo dei vertici dell angolo velto & cni lali abbiano dale direzioni
ed intercettino in una datn iperbola equilatera corde tali che la differenza dei toro
guadrali sia ecostante, & wn iperbola equilatera concentrica alla duta.

Considerando poi il easo in cui le corde debbane essere eguati dedurne la se-
guente proprieta: Due rette ortogonali possanti per un fuoco di una iperbola equila-
lera intercettano in questa corde equali: sipud genevalizzare quest’ultima propriela?

CrLEaTRI

Risoluzione del prof. V. Retali di Milano.

ot

Se ay =5 ¢ la equazione della iperbola equilatera riferita agll assintotl, fu-

=

cendo rotare gli assi atiorno all'erigine di un angolo 2 fino a renderli paralleli alle
direzioni date, la equazione diviene

(! — y*) sen 2z + Zrycos 2z = a”

e i quadrati delle corde condotie pel punmto (£, %) parallelamente al Doovi assl,
sono i diseriminanti delle eqnazioni

wtsen2a + 27 .cos22 . x— (nEFsen 2z + %) =0
y?sen 2% — 2§ . cos 2z, y — (£° sen 22 —g*) =1

divisi per sen®2c, cioe

4 4

2 2 5] =2 i
—— (7,2 -+ «® sen 2z2) , = £ a’sen 2=z),

(1)

Serivendo che la loro differenza costants & 4k?, abbiamo per equazione del hzogo

del punto (3, %)
E2 9% — 2n%gen 22 -} A* sen® 2.,

Se prendiamo per (5, %) an faoeo, ponendo ciod

E— o{cosa -+ sen &)
1 = alcosa —sena),

, ¢id che dimosira la se-

:
le espressioni (1) divengono entrambe eguall & (EE;HE:,)

conda parte dell’enunciato.
Altrimenti; Le equazioni polari dei dne rami della iperbola sono

i . e |

S = . P:
1+Y2.c08@

1 —12.cosw

g per le lunghezze di dne corde focals ortogonali troviamo:

e . —a n da
i — P — s
1 —-VY2.e0800 1+ Y2.senw EOSOE
» ;
P omel o Bx= = : = e
oy o+ 1 —12.senm 14+ Y2 senw COSO®

11 teorema piin generale (note) & il seguenie: une iperbola equilatera omofocale a
un’ellisse, intercetta sui lati un angolo retto ireoscriio all’ellisse due corde gguali.

291, Si consideri it parallelogrammo che ha per vertici ¢l estremi di due dia-
metri coniugati @i un’ellisse, e per un punto ¥ di yuno di questi diometrs gi condcano




80 PERIODICO DI MATEMATICA,

due parnllele ai lati del pavallelogrammo. Se A, A, B, B' sono i punti d’incontro di
tali rette con Vellisse, & ¢ b 4 semiassi di questo =i ho

PA  PA” 4+ PB - PB = 2(a® 4 BY).
CELBETRI.
Risoluzione del prof. V. Refali.

Basta dimostrare che se per un punto P (e, §) interno all'ellisse conduciamo
due corde AA’, BB parallele a dne diametri eoningati si ha la relazione proposia.
La equazione dell'ellisse riferita a due assi condotti per P x, §) parallelamente

8 due diameiri eoningati 2
bile +af+a(y+ 5 =a°b%
1 segmenti 'A, PA; PB, PB son ls radier delle equnazioni
b 2+ bt . 2+ (@b F a=F —a?b®) =10
a®y® -+ 2pat. o+ (Fa® + 522 —a®b%) =10
dungue,

— o = 2
PR PR = 20 (05— 1o )

@ u*

e — g it o2
PB + PB" — 9 ﬂ( ,&+1)

e sommando membro a8 membro

PA' L PA PB + PB — 2(a® 4 b'%) — 2 (a® + B9).

QUISTIONI PROPOSTE

472. Se un.determinante I £ ayitaa. .. a1, & tale che per ogni ele-

mento s1 abbia
=9 .

R s & 8 A L A RO !

473. Se da un punto P, (n—2)plo sopra una curva C* d'ordine #,
si conduce una retta mobile che seghi ulteriormente la eurva nei
punti P; e Py, il luogo del punto medio del segmento (reale o ideale)
PiP: & in generale una curva U™, d'ordine n, di cui P & un punto
(n — 1)plo.

Dare la dimostrazione analitica e sintetica. Esaminare 1 casi par-
ticolari e generalizzare la questione.
(. CArDOR0-LAYNES,

474, Sono dati un triangolo ABC, il suo cerchio inscritto di eentro O
ed una tangente Z in un punto S di guestultimo. Si fa rotare 1l fa-

b e s i i e T e A S T TR G

§—m i

o BT

iy g iy o v

L S —

R e e L

- '-|';'.-|;|H-|-'I.-.lq"'\-'|lr\:h, 1 W ]

- -11-‘:‘...

L
-

-:-"_‘I--.-—“'-l:-l—lni-ih-ﬂia E
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scio O(ABC) di un angolo 9 in un senso determinato: sia O(ABC) la
sua nuova posizione. Le rette OA, OB. OC incontrano ¥ respettiva-
mente in A, B, . Dimostrare che AA’, BB, CC si segano in un
punto P. Qual’ ¢ il luogo di P;

1° se 1] punto S @ fisso e se v & varabile;

2 ge 5 & costante ed S & variabile?

475. E dato l'ortocentro del triangolo ABC ed il punto di mezzo

del lato BC. I vertici B e C si muovono sn di uma retta fissa.

17 81 cercln P'inviluppo del latt AB e AC.

2°% 1 piedi delle altezze abbassati da B e C sono su di una stro-
foide obligna.

3. La retta che congiunge questi due piedi passa per un punto
fisso,

4%, 81 cerchi il lioge dei punti d intersezione col eircolo ABC
del diametro che passa per il punto di mezzo di BC.

3. 8i eerchi 1] luogo del punte di Lemoine del triangolo.

A. Droz-Farxnv,

476. Se una curva piana del quart'ordine e della sesta classe, ha
un solo punto doppio di mnflessione Y, i punti di contatto della curva
con le due tangenti uscenti da wno degli altri suoi due punti doppi,
sono allineati con Y sulla retta separata armonicamente mediante
le due tangenti stazionarie in Y, da quella che unisce Y al terzo punto
doppio.

V. Rerauir,

~477. Risolvere I'equazione:
228 =20+ F — 2z -+ a* = (.
F. SiBirawt.

478. Date 2n variabili indipendenti

1%y« o Mg
dimestrarce :
1°, Che 1l numero dei valori algebricamente diversi che pud as-
sumere la funzione

@ (@12 on) = (Brgt@a) (Ta+ 24) . . . (Fruca - 00)
per tutte le possibili sostituzioni sulle #, & dato da:
Awn=1.3.5... Bn—1).

2°. Che, indicando con Iy (@2 .. . 22,) la somma dei predetti va-
lor, e eon T (&, Ty - .. Tisy ) w0 (X, _, #1s,) 1] prodotto della somma
del Ay valort della funzione

P (s Ty oo Xy, o)== (21, + Tig) o s ("Flﬂp—s _I— Diin _,)
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per la funzione

P (ml“.’n-l misn) — ("riﬁn—I + mi*.-n)
s1 ha

2 (213 . . 20) = ¢ (21%0) Zep (g . . . 24,) -+ o (Tars) Zep (TeXy s o« Fan) - -
+ Bl (‘Tlr'-!nj A - (-TETE!- . .EF-J‘.u-LL

. ScaARrPIS.

.

OUESTIONI PROPOSTE NEL PERIODICO

rimaste senza risoluzione

Vol. V, pag. 90.

73. Dato un friangolo, non regolare, trovare il luogo geometrico
dei punti tali che una delle perpendicolari condotte da ciascono di
essl al latl ugnaglh la somma o la differenza delle altre due.

A. BALDASSARRE,
Vol. VII, pag. 42.

I116. Dimosirare che, se nella serie 1- E]’, | ; +.... 81 camba

1l segno ad ogn termine il cui denominatore ha la forma 4K | 1 ed
e composto di un numero dispari di fattori primi, ugnali o disngnali,
o ha la forma 4K —1 ed & composto d’'un numero pari di tali faftori,
la somma della serie che si oftiene ¢ 13, . In altr termini.

l|l i, 1 3 ¥ 31 .3 .1, 1 B
5 T T T TS

1
1=

._|,
]
k.

I
o
(W
SIF

E. Cegino.

I17. Dimostrare che, se si cambiano i segni dei termini nella serie

N
o)+ 22+ 8 2D

segpendﬂ la legge indicata nella precedente guestione, la somma della
serie che si ottiene ¢ ngnale a

ﬁ(l L 1—....).

1"

K. Cesaro.
Vol. Vil, pag. 161,

136. Se due gruppi di » numeri tutti differenti fra lore e da zero
1 possono porre in corrispondenza univoca di proporzionalita al pii

T ot - 2 iy AT T o [ S T B = ar
R R e e e

-

i n ™ T Am
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in m modi (m>1), m sard un divisore di », ed i numeri dei due
gruppi potranno essere tufti reali soltanto per m=2.

(. Srorza.
Vol, VIII, anno 1893, pag. 78
158, Si ponga
o =(xs— )M+ (ys —dr)N
8 = (Bin — an)M - (3ir — yn)N (A)
" = (s — Br)R - (ys — )8
0’ = (3w —2n)R (B — yn)s

ed inolfre
MS —NR =wmws —nr—=1. (B)
Dalle (A), lineari e di determinante 1 per rispetto alle «, 3, 1,0 8
deduce
ad — 8 = ab— 3.
E vera la reciproca? Se cioé «,3,7. 0 sono espresse per mezzo
delle %, 8, v, 5 da formole lineari di deferminante 1, e se

25— Ay = af — By

le %, 5, v, 8 saranno sempre riducibili alla forma definita dalla (A) e
dalle (B)?

5 - (. J'rRATTINI.
Ol » PRE. b

161. In un triangolo ABC, indiecati con H l'ortocentro e con &G 1l
baricentro si eonoscono le distanze AH=—a, GH=1, msieme all'an-
golo ¢ di queste rette: esprimere le tangenti degli angoh A, B, C ele
condizioni affinche la GH sia parallela a ciascuno det tre lati.

G. Berrnacom,

211, Presi ad arhitrio due punii I, M su di una conica g, s1 tro-
vano le proiezioni ortogonali H,KX del polo della corda LM sugh
assi o, b di g, ed i simmetrica M’ di M vispetto al cenfro ., s1 hanno
le proprieta seguenti:

1° il simmetrieo di M rispetto ad « (a b) & allineato con K (con H)
e con Li;
2° i quattro punti L, M', HK . o =P, Q sono su una circonferenza,

A. Dz RE.

Vol. IX, pag. [21. ’

212. La conica che passa per i vertiei di un rettangolo, di eni due -
lati sono gli assi di una conica ¢, e pel punto all'infinito diuno dei
diametri comingati egnali di o, passa pure pel punto all'infinito del-
laltro di questi due diametri, e taglia 9 in quattro punti eoneiclici.

A. Dzr R

Vol, IX, pag. 122.

216. Se aa, b¥ sono due coppie di diametri coniugati di una eo-
nica u, di centro C, tali che si abbia, in grandezza e verso an’ = E@,
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@ sono ML’ due punti arbitrari di ¢, conducendo per M le parallele
ad «, 5" le quali seghino di nuove v, ordinatamente in M;, M., e, po-
nendo M,1'.a'=H, M. 5 =K, si avranno le proprieta seguenti:
1" 1a retta HK tagliera ¢ w doe punti che insieme ad M, C ed al
simmetrico L di I’ rispetto a C, sono su di un’iperbole. che ha gli ;
assintoti paralleli ad «', b5 2% sostituendo o con a4, e b con b, e, chia-
mando H', K i punti che, dopo cib, vengono a sostifuire H, K, il punto
HK . HK =8 rimane fisso, quando aq' =15 varia.

i 4=
- - - e 3 | BT R
-l':'-lir#h'_"' Rl e - L] =] T i e Pl :-_

=

-
- e

-
A
-

A. Dr1 Ry,

1
g
-""._._ Y

Vol. IX. pag. 169, 3

228. Per un punto 8. ad up cerchio o si eonducano le secanti g

arbifrarie SB(, SMM', ¢ Ia secante SAD, perpendicolare al diametro fﬁ

che passa per B: si avra 'l

. | 1 ' C £l

1:3171%—{~j .tangg . tan BéM — tfan—Bgi(‘nm::B—‘_r_;,‘ﬂE -+ ftan B:;i —tan %—)=0. j
(Continne) A. Dgu Re.
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Resiine. — Muthématiques et M Gthématiciens (Pensées et Curiosités), —
Parigi, Nony, 1808 (3¢ edizione).

Questo libre, senza formale e senza figure, si legge con interesse e senza froppa
applicazione dalla prima all'altima pagina.

Pubd considerarsi composto di quatiro parti: nella prima, che & certo la piin
mmporfante, sono raceolti molfi pensiari, sia sull’oggetto e sul varattere della Ma-
tematies, sia sni metodi, sia infine sn ynestion particolari : pensieri eapresst tanbo
dal matematic stessl, guanto da filosofi, da storiei ece.

Descartes, Pascal. Newton, Kulero, Lagrange, Laplacs, Jacobi, Chasles. per
tacere di tanti e tanti altyi finp o Bertrand, a Hermite & o Poinearé si SUSSEZL) BT
¢ =1 allernans con Erodoto s Cicerone, con Napoleone 1, Voltaire, Vietor Hugo, ecc.

Da un lato Lamarfine afferma che * I'enseignement mathématigne feit 'homme
© machine et degrade la pensee, ., dall’aliro Napoleone proclama che * 'avance-
© ment, le perfectionnement des mathématignes sont liés & 1a presperité de I'Etat .
¢ Ed. Quinet ¢ convintg quil est tal probleme de ealeul... qui suppose antant
* d’inspiretion que Ia plus belle ode de Pyndare! ..

Voltaire osserva ¢he ¥ il fant hien distinguer entre la Géumetrie utile et la
* géometrie curienso,... .. mentre Jacobi all’opposto pensa che Io 8COPO nnico
della Scienza & 'onore dello Spirito umano, e a gnesto Hitolo una questione i
teoria dei numeri vale quanto wna riguavdante il sistema del mondo.

Vorrel sopra ogni soggetto riportare alcuni brani, ma la vistretteszza dello
§Pazio mon me lo consento . mi limiterd percio n viporiare i titoli dei vari eapi-
teli di questa prima parte,
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Oggstto e caratiere delle Matematiche. — Nozioni primitive. — Metodi, —
{(ieometria ¢ Amalisgi. — ] numeri, i simboli e le funzioni. — 11 limite, 1'infinito
e |'infinitesimo. — Mntematiche applicate. — Sistema metrico. — Geometria de-
serittiva. — Meccanica. — Astronomis. — Probabilith, — Insegnamento. — Storia —
Filosofia & Morale.

La 2¢ parte contiens: Varieta e Aneddoti. L'antore dice mnelia prefazione:
FDUS Nous sommes permis quand méme, sur un sujet anstére, quelgnes sourires
" mesurés . Questn dichiarazione riguavda evidentemente (questa seconda parte,
dove perd mi sembra che 1'auntore abhia qualehe volta sorpassali i limiti che si era
imposto: in essa infatti si trovano riportate aleune cose affatto puerili e che sto-
nano col resto del libro; per fortuna son poche, e si hanno in compenso degli in-
teressanti e dilettevoli aneddoti della vita de grandi matematici ¢ una varieti
straordinaria di scritti riguardanti pit o meno da vicino la Matematica ed i Ma-
tematier, e che sono improntali ad un vere spirito di buona lega.

La 3" parte contiene i paradossi e le singolariti: la materia & seelta assai
bene. Nelin 4* infine si trovano moltissimi problemi ricreativi,

In conclusione il libro (el Rebiére, tolto quel piceclo difetto a cui sopra ho
accennato, mi sembra chie debha meritave Vatlenzione del matematiei - nella prima
parte infalti essi trovano dei pensieri che a lor volta fanno pensare (mi 8i coneceda
espressione, : gli aneddoti e 1e varieid acerescono Ia cuitura generale e alcuni pos-
sone fornire anche un certo contributo alla conoscenza della Storia della Matematica;
Infine an requisito, non del tutio trascurabile. dj ogni parte del libro & che esso
diverte. * Lin matiéves de méometrie sont si serieuses d'elles memes, qu'il est
" avaniageux qu'il s'offre quelgue oceasion pour le rendre nn pen divertissantes .
Cosi dice 1'immortale Pascal.

G. C.-L.

K. Fourrey. — Révréations aritloneiques. — Parigi, Nony, 1899.

. 1l n'existe a 1'henre actuelle, & notre connaissance, sur les Réeréations
avithmetiques, que des ouvrnges ou trop anciens on trop savant pour &tre &
" la portée de tout le monde. Le present volume a pour ohject de combler cette
lacane. Sans rien sacrifier & la riguenr, nons nvons senlement supposé chez nos
* leclenrs la counaizsance dos operalions et régles pratiques de I'Arithmetinue.
© Noms rappelons, daillears. daus une Introduction, les gquelques noetions théo-
rigues necessaires .

Cosi nella prefazione I'A. espone 1 indvle del libro.

I vari problemi che vi sono trattnti nen sono naturalmente eriginali, almeno
in gran maggioranza, ma la materia & hen disposta e si nota sempre assal chia-
rezza nell'esposizione.

Iiuvere intercalato le nozioni #eoriche alle applieazioni rieveative fa s1 che
questo libro raggiunga il duplie seopo d'istrnire divertendo,

[ B

E

G. C.-L.

Gruserpe Incrami. — Elementi di geometrin per te seuole secondurie si-
pertori. — Bologna, G. Cenerelli, 1899,

(Questo libro si manifesta fratto di lunghe meditazioni e di uno studio acen-
rato e intelligente dei piii recenti lavori sni fondamenti della geomeiria. Noto an-
zituttv che vengono trattate (cii che costituisce un pregio) le principali proprieta
che si riferiseono nlla generaziene degli enti geometricl fondamentali (retta. pinuo,

a
= = L 3

i
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3;*" ' spazio, fascio di raggi e di piani, stells di raggzi e di piani) ed alla intersecabiliia
K di rette & piani fra loro. indipendeniemente dal concetlo di eguaglianza. La via
NG scelta & la segmente. Preso come concetto primitivo, oltre al conceito di pnoto (la

cai esistenza & ammessa dal post. [: Esistono infiniti elementi che noi chiamiamo
punti), quello di segmento, popendo il post. 11: (1°. Due punti gualunque non comn-
iy cidenti delerminano in modo wunico wtna classe di infiniti punti, alla quale appar-
ik tengono anche i dus considerati: tale classe noi chiamiamo & comprendiamo cotla
parola segmento; 2° Due punii gualungue di un segmento determinane un altro
segnento appartenente al primo), e chiesta 'esistenza dei prolungamenti di un
segmento mediante il post. 1I1: (1° Dato un segmento gualungue AB, resiano de-
terminate adire due elussi di infiniti punti: la prime classe & di punti X tali che
) per oynuno di essi riesce 1l punio B interno ad AX e si chiama il prolunganiento
di AB dalle parte di B; la seconda 2 la clesse di puntt Y tali che per ognuno di
essi il punto A risulti interno « BY e nomasi il prolungamento di AB dalla parte
di A; 2% Se M sia un punto interno ad AB 4 prolungemento di guesto dalla parte
di B coincide coll’analoge di MB e quello dulla parte di A coll’analoge di MA: il
prolungaments di AM dalla porte di M 31 compone di MB ¢ del suo prolungamento
dalle parie di B: analogamente per BM), definisce la retta come la classe di infi-
niti punii formata da un segmento e da' suoi duoe prolungamenti, e ne stabilisce
le principali proprietih di posizione fondandosi pure su altri due posinlati, uno de-
stinato ad esclndere il caso della retfa chiusa e I'aliro destinateo a chiedere 1'esi-
. stenza di punii fuori di una retia data.
| Quante al piano ed allo spazio I'A. 1i genera (ammettendo, dopo aver parlaio
del piano, Vesistenza di punti fuori di un piano dato) proietiando i ponti del con-
torno rispeitivamente i un trisngele o di un teiraedro mediante raggi aventi
I'origine nell interno di questo triangolo o di questo tetraedro, e ne svolge le
principali proprietd di posizione, muovendo dal post. V1I: Dati tre prunti A, B, C
non collinears, le tre clussi di segmenti determinate la prima da A con ogni punto
di BC, la seconda da B con ognune @i AU, la terza da C con ognuno di AB, sod-
disfano alle seguenti proprieta: 1 ogni segmento dell'una classe ha un punto in
comune con cinscun segmento delle altre due; 2° il raggio determinato da uno dei
tre punti dati come origine e da un punto interno ad un segmenio delle alive due
classe, tneontra il segmento individuoto dagli altri due punti dati. La genesi di
plano e di spazio dats dall'A. & notevole, pereh? non ha hisogno di aleuna nozione
sulle rette parallele. Oltre ngli avgomenti fin gni consideraii vengomo svolle nella
prims, parte le principali propriefi di posizione velative ai peligoni piani, agh an-
goloidi ed ai poliedri.
Rigunardo a guesta prima parte (cap. 1-V) del libro osservo che il post. 11 ha
bisogno di essere completato, aggiungendo che se un punte M trovasi nel segmento
AB, questo si compone dei segmenti AM, BM (cioé ogni siuo punto appartiene o
all’uno o all’ altro di questi segmenii, mentre dal detto postulato si puno dedurrs
soltanto che ogni punto di AM e di BM appartiene ad AB). Di guesta proprieth,
che non pud nemmeno dedursi dal postulato LII, si fa uso (olire che esplicitamente
in pit punti, come per es. nella dim. del cor. n. 16) implicitamente nella dimo-
strazione del teorema (pag. 10): Una veltu # determinaia da due suoi punti que-
lingue.
In vero la prima parte di guella dimostrazione pin esplicitamente pud esporsi

cosi. Si vuol dimostrare che.se M & an punto di AB la retta AM coincide con
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la AB. Difatli se un puntp X & nells AM, esso & o sul prolungamento MA (*) che
coincide (post. ITI, 2°) col prolung. BA, o in AM che appartiene (pest. i1, 29)
ad AB o gul prolung. AM che si compone (post. I11, 2°) di MB (il quale, post. 1T, 29,
appariiene ad AB) e del prolung. AB: dunque in ogni caso & sulla AB, Sin ora Y
un pnnto della AB. Esso appartiene o al prolang. BA che comeide (post. 111, 29)
col prolung. MA (quindi appartiene alla AM), o al prolungamento AB 1l quale
{post. 111, 2° coineide col prolung. MB, il quale appartiene (posi. 111, 2% seconda
parte) al prolung. AM (quindi Y appartiene alla ADM), o ad AB, e pereio o nel
seymento AM (e quindi nella AM) o nel segmento MB che fa parte (post. 111, 29
dei prelung, AM (e percib nella AM).

Inoltre 1 fa uso ripetutamente (v. per es. la dim. del 1. 2, 15, la parle 3°
deila dim. del t. n. 17 ecc.) della proprietd che date un triangelo ABC, se F &

interno a un segmento che projetta da C un punte M di AB, i prolungamento
di FA dalla parte @i F incontra BC, menltre nel post, V1 & detto soltanto che il

raggio Al' incontra BU, senza escludere cosi che 1'incontro cada in AYF. E vero
che tale proprietd pubd dedunrsi, per es. ragionando per assurdo, dal pest. VI, ma
non ¢ conforme al metodo rigoroso che I'A. julende segnive, il farne uso senza
averla dinestrata,

11 eap. IV & seguito da una nefs, la quale introdacendo nn poestnlaio non ne-
ecssario, pub esser sostituita n una poarre del eapitolo stesso da quegli msegnanti
che credessero opportuno rimandare ad altro tempo le nozioni snl fefraedro in esso
contennie.

La seconda parte {cap. VI-XIII) & dedicata alla tratlazione dei seguenii argo-
menti: conironto fra i segmenti; confronto fra gl angoli; relaziom fra gli elementi
deil poligoni; rette perpendicolari e oblique; parallelismo di rette e piani: confronto
fra 1 diedri. piani perpendicolari; velazioni fra gli elementi degli angoloidi e dei
poliedri; parallelogrammi, prismi, parallelepipedi. In questa parte 1I'A., assunto,
seguendo la via tracciata dal Veronese, coms primilive 1l concetlo di eguaglianza
di due segmenti, da separatamente ls definizione di eguaglianza (diverss da caso
a caso) tra gli angoli, 1 poligoni, i diedn, gli angolowdi, 1 poliedri, le striscie e
gli strati, riservandosi di dimostrare, in nn'appendice che segue il cap. XIII, che
tutte quelle definizioni si possono sostituire eon una sela. Im ¢io non mi trove
affatto d'aceordo con Vegregio Collega, giacché mi pare che ol metodo da lai
secuito s complica di melte la teoria della sgnaglianza per il =sole fatto di voler
evitare (i dar snbito la definizione generale che. per guanto mi risnlta dalla espe-
rienza che ne ho fatfo in isencla. non trova gravi difficolta ad esser afferrata anche
dalla wente di alouni medioeri, yualora si proceda nei primordi sbbastacza lenta-
mente e si [accinno opporinni disegni ed esereizi,

Da questo punto in poi il libro non differisee gran che dai comuni, come al-
ferma 1'A. nella prefazione. Vi & nna terza parte (eap, XIV-XIiX) che trattn del
c¢ircolo e della sfera, del }ﬁlignni e poliedri regolari, del cilindro e del cono in
relazione alls teoria delleguaglianza, e che si chinde con la risoluzione dei pro-
blemi fondamentali di planimelria ¢ stereometrin. Nella qonarta parte si svolge la
teoria dell’egnivalenza delle gramdezze i 2° genere (cap. XX), partendo dalla de-
finizione della scomposizione in parli rispetiivamente eguali, e di guella delle gran-
dezze di 3" genere (eap. XXI1). Viene poi {eap. AXll) la teovia delle proporzioni
trattata col metodo degli equimullipli & seguita dalle applicazioni ai segmenti

(¥} Diris per brevili con I'A, prolangamento MA invece di prolungamento di MA dnlia parte di A,
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preporzionali e (cap. XXIII) alla teoria della similitndine fondata sulla definizione -
Dne figure si dicono simili se fra i punti loro si possa porre una corrispondenza
untvoca tale che i segmenti delerminati dai punti dell'ena figura due a due, siano
proporzionali ai corrispondenti dell'altra. Infine si ha {cap. XXIV) la teoria della
misura con aleune applicazioni dell’algebra alla geometria e alenne brevi nozion:
di trigonometria piana. Chiude il lavoro una raccolta di 281 esercizi.

Come risnlta da quaanto si disse, gli argomenti di gtereometrin sono alternati
con gl analoghi di planimetria, perd questi ultimi possono essere svolli tutti in
precedenza, purché {eome avverte I'A. nella Prefaz.) si modifichi la dimostraziene
del teor. (§ 173) * Due rette parallele ad vna ferza lo sono fra love, , e si pre-
metta a quella del lemma (§ 25d) * Esiste un angolo quinia parie di dne rette ,
la mota che trovasi in fine del libro, nella guale & riportata la dimostrazione pla-
nimekrica che i1 Faifofor nellx 11+ edizione dei suol Flementi di geometrin da del
teorema relativo a due triangoli omologici aventi due coppie di lati corrispondenti
paralleli,

Conclndo con I'affermare chs il libro & fatho cosclenziosamente, e che contiene
rilevanti pregi sia dal lato seieniifico che didattice, 81 da meritare il favore di
quegli insegnanti che non temono di affrontare qualche difficolta pur di otienere
che il loro insegnamento sia fondsio sui notevoli risnltati ottenuti dalla critien
moderna relalivamente alle basi della geometria elemenfare,

Sondeio, 1 gingno 1899,
Frawoesco PavLaTivg.
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SULLE GONFIGURAZIONI NELLO SPAZIO

l. Sienc date » sfere 8, & ... 8. T loro (;) plani radicali wp, i

lore (;) assi radicali rme, 1 loro (:,:) centri radicali Piww (7, b, &, 1
essendo quattro degli indici 1, 2, 3...n) formano una figura che di-

I'éimo Pn,}.
Ogni punto Pix appartiene a

4 ..
(,;, =0 plani %y, Wik . 70, Thk, TN, Tk 6 &

4
(%) —4 yette ki, rei, 20, Fie.

Ogm retta ik appartiene a tre piani zus, wxi, 7m € contiene 17 — 3

punti Pi v x1, dove ! & uno qualungue degli # indiei ¢ atl, esclusi 7, A, k.

. : n— 2 ;
Ogni piano w contiene (n — 2) rette rux e( 5 punti Piwx che

|

formano una confignrazione piana Cn—2 s di ordine n e classe 2. (*)
Una tale figura Ty ¢ si chiama configurazione di ordine n e classe 4.
2. Questo esempio fa nascere naturalmente 1'idea di estendere tale

definizione nel modo seguente.

. ; s n
Comfigurazione di ordinen ¢ elussev ? la figura Ty, formata da ( v)

. | n n e .
punti, y—1) rette e y— o) Piceni (che & possono rappresentare colle

combinazioni*a v ¢ v, 6 v—1a v—1 e g y—2 4 y—2 rispettivi-
mente di n indiei 1,2, 8... n), i guali varificano le condizions seguenti.
1% Ogni punto appartiene a tutte le v vette i@ cui simboli si often-
goio du quello del punto sopprimendo wno dei suvi indici.
2°. Ognt retta appartiene a tutti i y — 1 prani ¢ cuwi siinboli si ot-
tengono de quello della reiia pOpprimendo uno dei suor indici,

56 o1, 0z .. . 2n sono glin indici 1, 2, 3., ., seritti in un ordine (qua-
lungue, e poniamo per brevita (A;) al posto di o o ..., & chiare
che (A.), (Av-1). (Ay—2) sono rispettivamente i simboli di un punto, di
una retla e di un piano della configurazione Ta,. Dalle propriet
precedenti discendono quest’alire,

") Cft. Lazzenl, Le configurazioni piane di Caporali. * Periodico di Matemalien . Tomo XIIi,
Fasg. 1, 1087,
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3“' O.UHI p?-“ﬂﬂ (AH*—QJ contiene [I] v I 2) rette (Aun-ﬂ E\‘!r) ¢
(n -—‘:—f—Z) punti (Av—saras) (v, 8)=(—1,v, v-+1,... n). Quest

puniti e rette formano una Co— g, 2.
4°. Twtti i piani ¢ vetfe che passano per un vertice di I'n s formano
wna I's 2.

Ammetteremo per ora l'esistenza di queste 'y, », delle quali del
resto abblamo gik dato un esempio, e ne sindieremo alcune proprieta
che c1 permetteranno poi di costituirle effettivamente.

3. Notiamo intanto le seguenti propriefa evidenti.

1% Una 'n1 & un gruppe di punit in linea retta.

: (m .
2°. Una Y'y,2 & formata dallen vette e dagli (?) vertici i un n-latero

prano completo, e dal piano i questo.
3% Una T'ns & un n— edro completo,
4°. Una Uon &la figura formata da n piani concorrenti @ un punto

| Y :
e dalle (,}) refie o intersezione o e o e,

5. I'ma Tan_1 ¢ la figura fermata da n punti nello spazio, dalle
rette che bv congivungono due a due e dai piani che gli congiungano tre
i ire.

4. Se in une Tu,» separiamo wn indice dai rvimonenti, tutti gli ele~
menti che contengono questo indice formano wna Tn—1,,—1, quelli che non
lo contengono una Tn_1,+, ogni piano della quale passa per una ed wuna
sola retta dellu Th—1,,—1.

Chiamando f3; I'indice considerato e a... zan—1 1 Timanenti, scritt)
1n un ordine qualungue, gli elementii c¢ui simboli contengono By sono
t punti (f; A.1), le rette (8, A,—a) eipiani (3, A.—s) che formano uns
configurazione di ordine # — 1 e classe v — 1, perché ogni punte ap-
partiens a v — 1 rette ed ogni retta a v —2 piani, e che chiameremo
Ty e s

Gli elementi che non contengouo 5. cloe 1 punta (As ). le rette (Ar—)
1 piani (A,—2) formano evidentemente una T'h—1,.. Ogni sua retta (A.—1)
conticne uno ed un solo punto (A._1 o) della T hL1,v—1, 0gNi suo piano
(A,-2) contiene una ed una sola retta (A.—2f:) della medesima.

Diramo che la Tu_1,» # ipercircoseritta alla TH_\ .1, ovvero che lo
TRty ,—1 ¢ dperinseritic alle Tu—i.,.

Una T's,» sipud in 2 modi seomporre in una I'y—y,,—1 ¢ in una I'u-a,y
ipercircoseriita ad essa. '

5. Una I'ny si pud scomporre in una I'n—z,+—2, in dtie Vn-2—1 tper-
ctreoseritte ad essa, i wna Tn—s.. tpercirecoscritia a queste.

Separiamo due indici Py, fa dagli altri, che, seritti in un ordine qua-
lungue, chiameremo o, og. .. &—2.

Tutti gli elementi i cul simboli confengono By, fa, cioé 1 punti
(3 fa Av_s), lo rette (31 Fa Av—s) i piani (5122As—4) formano nna configura-
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zione di ordine 7 — 2 e di classe v—2, che indicheremo con I‘f‘_.‘%‘_, ol s
perché ogni punto appartiene a v— 2, rette ed ognirettaa v—3 plani.
Tutti gli elementi i cui simboli contengono 8 ma non &, cioé i

punti (% Ay—1),lerette (8, A.—2),i piani (81 Ay—s) formano una TV,

ey |
ipereircoseritta alla ]“,l;&i‘;f]‘,_g.

Tutti gli elementi i cui simboli contengono B; e non contengono f;
formano un’altra rﬁ‘-'_g,,._ 1 ipercircoseritta alla T3 . _,.

Intine tutti gli elementi come (A,), (A,—1), (A.—¢) che non eontengono
e 5 D& pe, formano una T'n—e,. ipercircoseritta alle TV, |, L T

Ogni piano (Av—o) di questa contiene uno ed un sol punto (A.—s 3 )
delln Tﬁ’_ﬁﬁi g

Diremo che la Th—g9,, & circoscritta alla Ff;i}g!*,._g . 0 che questa &
inseritta alla Th—g ..

. x . N . R :
Una I's» si pud geomporre nella maniera indicata in [9) modi.

[=1

6. Se k 7/ un numero minore di v ¢ @i " — v, wna Fev, 81 puo

. (0 . :
7 (ﬁ) modi scomporre in

k C
1= (D eonfiguraziont Tn—x, .-k

(i ) - [nex o k-1

(Az) . n—x, s—x42 .

(;;?-) s Pﬂ—-h,r-];-}-h

(ﬂil) 3 Pii=k, r=1
L= (D " | (AT

Seegliamo & indici arbitrari §, 8., . Bx esiano oy, 2. .. o—x i Tima-
nenti, serittl in un ordine qualungue, e rappresentiamo con B; il gruppo
d'indici 3. .. 8- e con As'il gruppo d'indiei eaag. .. os.

Tott gli elementi, 1 eni simboli conten gono tuth 1 1 indici &, f2. .. Br,
ciod i punti (Bx A,_x), le rette (Bx Avx—1) e i piani (Be A,—x—o) for-

mano una configurazione i ordine n— i e classe v—7: c¢he chiame-

(Bk)
remo ]’m_k! S

Tutt1 gh elementi, i cm simboli contengono & —1 indici B, per es,
Pry Pa. .. 3x—1, ciod i punti (Bx~1 Av—xy1), le rette (Be_; A, k). 1 piani
(Bi—1Ay-k—1) formano una eonfigurazione di ordinen — J- e elagse
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v~ k=1, che chiameremo I‘E‘;I‘J_k 11+ Le configurazioni di questo

tipo sono (1 ) e sono tutte ipercircoscritte alla I'\"Y) .  perchd ogni

retta (Bk—-14,—x) contiene un punto (B A,—x) ed ogni piano (Bi-1A,-x—1)
contiene una retta (Bx Av—x—1).

Tuttl gli elementi, i cni simholi contengono % — 2 indiei §, per es.
P1y Pa . .. fx—2, ciok 1 punti (Bi-a Ay—k4.2), le rette (Br—s Ay_ki1)e1plam
(Bt-2A,—x)formano una configurazione di ordine n— % e classe y—J: -2,

che chiaméremo I‘D‘B_";_] rr9e L€ confignrazioni di questo tipo sono (g) '

sono tutte circoscritte allaT.™. | . e ciaseuna & ipercircoscritta a

(Bx-1)
due Pn—k. !'—1-|-1 -

Tutti ghi elementi, i eni simboli contengone & — h indici §, per es.
[f':r: ﬁn:. . P, €108 1 punti (Be—n A,—x14), le rette (Ag—n Ay jin—1) € i
planl (Bx—n,v—kin-2) formano una configurazione di ordine n—% e

classe v—{ -k, che chiameremo I\% ... Le configurazioni di

. ke . .. :
questo tipo sono (k). Ognuna di esse & ipercircoseritta ad A confign-

razioni I‘flﬂjgjﬁi 1y (8 quelle che si ottengono aggiungendo ai k — &
indici § uno qualunque dei rimanenti); ed & circoscritta ad (';) confi-

gurazioni I‘ff;f:_”k +n—2 (& quelle che =i otfengono aggiungendo ai k—

indici § due dei rimanenti).

Finalmente gli elementi i cui simboli non contengono sleuno de-
gl'indici §, ciot i punti (A.), le rette (A,-1) e i piani (A,—s) formano
una configurazione I'n—x,» di ordine n»— k e classe v, che & ipercirco-

; Jgi'- I '?h
seritta alle (fﬂ—"l) E-Dﬂhgtll A Z10TL [n_]_,_.r__l g gireoseritta alle (ff—g)

configurazioni 1%

(1,2} (1,2)

stessa 'a'S', agse sono iperinscritte in wna Un, »-b2, che ¢ circoscritte alla Ta'y.
Rappresentiamo con (A,)™, (Ay+1)®, (As)® i punti, con (Ay—7)™ |
(A)™, (A)™ le rette, con (As—2)®®, (Ay=1), (A,—1)® i piani delle

(13) (1] 1
]'-‘ﬂr ¥y 1, F+1 I PE:I. |Ji+l "

I due tetraedri, che hanno per piani corrispondenti (A.—saw)®,
{ B:T—g ar)®? (r=y—1, v, v—+1,v-+2) sono omologiei, perché quests prant
s mcontrano per ipotesi nelle rette (As—gox)® , appartenenti al piano
(A,—2)®, Ne gegue che i piani (A.,—z«» t5) che congiungono le cop-
pie i1 spigoli corrispondenti (A,—gur 0)®, (Av—z or %)@, e le rette
(Av—2ar 4 2s), che congiungomo le coppie di vertici corrispondenti,

coneorrono m un punto (A,4s).

- . ' ’ i - . . .
b. Se due configurazioni T w41, Tiis+1 sono ipereircoseritte ad una

e e e I s B e N i s i

& b

N ca g SRR

| . :
= -
3 = Sy Sy "
T LW gt L e B, :_‘;
S———
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Nella stessa guisa si dimostra che tutie le rette e ptani, il em
simbolo si ottiens da (A,..2) sopprimendo uno o due indici passanc per
il punto (As4e), e che tutti 1 piani, il eni simbolo s ottiene da (A1)
sopprimendo un indice, passano per la retta (A.4.1). Dunque i1 punti

(A.t2), le rette (A1), 1 piani (A,) formano una I'n,»+2 1pereireoscritta a

(1) 2 . . .3
Tasse, € aTE,’r+1 e eircoseritta a '

Le quattro configurazioni insieme formano un I'nte,». Infatti il
numero complessive di punti &

()2l ( 2 =) )+ G+ () (2= (13

In simil guisa si trova che il numero complessivo di rette & (ﬂ_l_a) ,

2 : :
e quella dei piani (ﬂf ), ed & facile vedere che per ogni punto pas-

sanc v-2 rette e per ogni retta v+ 1 piani,

i ‘ 2.8) f3,1) s » ' .
7. Se tre configurazioni T'y141, Ta w1, Tost1 8000 percircoscritie ad

unag I‘E,‘f‘m, le tre configurazion? I‘{nl.}v-]-ﬂ ; I‘EJH-E. PE:Jr-I-E 1percireoseritte a
due di esse e circoseritite allo I‘ff,':'sj somo iperinscritte ad una Ty, 4.
Indichiamo con (A,)"%9 (Arp1)®, (Asgz)®) (Asga)d®, (Asg2)™®,
(At ), (Asa)®i punti, con (Ay—r) 59, (A,)ED(A,)60, (A,)0-9, (A, 1))
(Avt1)®, (Asp1)® le rette, con (A,—g)®2® (A,_7)0® (As=1)%9, (Ay—1)2,
(Ax)™, (Ay)®, (A5)® i piani delle date configurazioni,
1 due triedri che hanno per piani

(Av—1 )™, (Avara0)®,  (Av-1a)?,
(Av—1 040", (Asc1e41)®,  (Aveiotsn)®,

e per spigol

(A!‘—-E (1 4% )“’ EJ; {A‘r—l Ly ]':!' ﬂ, (Ar—-l Ay )1 iJ,
(Arms Gt )%, (Aot o}, (Avcs s )49,

sono omologici, perché i piani, che passano per gli spigoli corrispon-
denti, sono

A, Re)on,  (A,op)es,

o passano per la retta (A,—1)**. Percid le rette d'inconfro dei piani
corrispondenti, cioé

(Avp)®,  (A)®,  (Asg)®,

giacciono in un piano (A,41). Cio prova che la I'n, 43 ipercircoseritta
a due delle PE]I,]v—fE, et Poiris, @ ipercireoscritta anche alia terza.
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Le ofto configurazioni insieme formano una Tats, ~s. Infath 1l
numero complessivo di vertici &

(Tj)+3(*; -ﬂ— 1)+3(vi2)_l_(*-‘j]i 3):

=(3) () G+ (E) G 3o+ (0) b al=C8)

ey e : . . . fn43
In simil guisa si vede che il numero complessivo di rette & (J: L ;,).

;
e quello del piani & (q: :_ 'ﬂ Hd & facile vedere che per ogm punto
passano v—-3 retie e per ogni reita v--2 plani

8. Se k configurazioni I'n»t+1 sono ipercireoseritte ad una I's ., prese
ke
E
iperinscritte : queste combinate convenientemente tre « tre determinano

due a cue deterininano ( ) [o.va2 (cirveoseriite a Thn,s) nélle guals sono

k : g py
( ) T'u, »+3 nelle quali sono iperinseritte:. .. .. cost proseguendo st giunge

3
k : k . T

r:r,_( o — g)I‘n, vik—2, POL (& ( k—-l) [y, stk —1, czascuna delle guali & iper-
circoseritta « k — 1 delle precedenti ¢ finabmente ad wne T'n vyx epercir-
coseritta a tutte le Dn,wpx—1 € cireoseritic o tutte le I'njx—o.

Tutte queste configuraziont formano une U'njx »4x.

Supponiamo di aver dimostrato il teorema per un dato valore £A—1,
¢ facciamo vedere che esso & vero anche per il valore A

Indichiamo la data configurazione con I‘ﬁ"f*"ﬂ * ovvero con I‘f.",

(dove B:B: ... .PBx sono & indici, seritti in un ordine qualunque), con

E — - W - -8 ] - -
I'; 341 quelle ad essa ipercircoscritte con I‘LB‘;_; quella ipercircoscritta

a Pfi__ijﬁ Y (p=k—1,k),...., in generale con T'" _‘}fﬂ quella ipercir-

coscritta alle PP vf) (o —f— h 41 k—Dh—2,... k)

ue=h—1
I triedri che hamno per piani

(Aviz—san)h,  (Agx—ta)a (Aspr—a 2,
(Asps—sas)s,  {Astpr—sas)™,  (Avfr-s2s)™,

e per spigoli

{Ar—{-k—i mr)ﬁ"ﬂ;’ (4'5.1--[-11—4 mrjﬁaﬂxr (—A-T-I-R—J: gl.)ﬁlﬁr,
(Asti—s ta)frfs,  (Asix_aas)fP,  (Artr—s zs)P1Fy

sono omologici, perché i piani che passano per questi spigoli, eioé

(Arie-s)ifs  (Asppoifott (Appxi)inis
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concorrono mella retta (A.gr—d)ffs. Percid le rette d’ incontro del
piani, che (suppostor=y-k—3, s=1 -k —2) sono

(Aigx—2)h, (Agx—2)fe, (Avgr—2)fs,

gono sitnate in un piano, che ehiameremo (Asyx—2). Cid prova che la
Iy wtx ipereircoseritta a due della I‘:ﬁ?—pa;—} & ipereireoseritta anche
alle altre.

Tutte queste configurazioni insieme formano una njx,.

Infatti il numero complesgivo di verticl &

V(o) () () (8) 4+ o) ()4
it (A-il) +( )=
BT R R AN AR,

o) (101D ()=
n—-k )

Tn simil guisa si vede che 1l numero complessivo dirette e ( o1

e quello dei piani (vijr—ﬁ—z) Ed & fucile vedere che per ogni punto
passano v--k rette e per ogni retia v—#&—1 piani.

Si ottengono facilmente i simboli degh elementi di questa confi-
surazione, dando agl'indiei & 1 valori 1,2...n, agl indici 3 1 valori
n-+1,n+2...n+% e facendo seguire gl'indici di ognl elemento
di una Ty, dal gruppo d’indici Bz—u della confignrazione medesima.

9. 1 teoremi esposti permettono di costruire nna I'n,» Per mezzo di
altre configurazioni di ordine e classe inferiori.

Tufatti dal teorema del § precedente risulta che una Ta. € com-
pletamente determinata. guanido si conosce una T'n—k,.— contennla
in essa e le b configurazioni Ta-x «—k+1 & essa ipercircoseritle.

Se i suppone A=v—1, la I'n—x»-x diventa ung I'n—.41,1 Clog un
gruppo di » — v 1 punti in linea refta e le % To—x, »—k+1 diventano
(v—1) Io—rtr,2, ClO& (B— V-1 1) — lateri. le em rette passano per (uel
punti se ne deduce.

Una configurazione T . & determinala dai (v — 1) piani che passano
per una swa rebbe e dai (v—1) (n— v+ 1) — lateri format: dalle ri-
manenti refte situatt in questi piant.

Se invece =i suppone A=y —2, la In—x.»r—x diventa una I'n—viee
cioe un (n—v - 2) — latero, le & I'n—x,r—k-b diventano (v — 2) Tn—2,3
cioé (n— v 2)— edri, 1 cui piani passano per quelle rette. Se ne
deduce:
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-Una configurazione T'n,» ¢ determinata da wn swo piano e da tutti gl
altri piani che passano per le retie contenute in esso,
10. 11 numero di condizioni necessarie a deferminare una I'n, . #

n.v—(v-+1)(v—3).

[ufatti, se adottiame il primo di metodi indicati nel § precedente
per costruire la I'..,, si vede che per determinare la retta scelta »
occorrono 4 condizioni; per deferminare n— v -}-1 punti P sulla » oe-
corrono # — v-+ 1 eondizioni; per determinare (v — 1) pram per la »
occorrono (v— 1) condizioni: per determinare in uno di questi piani
(n— v-+1) rette per i punti P occorrono (n— v— 1) condizioni. Il
numero complessivo di condizioni & dunque

d+m—yv+1)+(v—D+Em—v+1)v—1)=
vir—y+1) v+ 3=ny—(v*—2v—3)=nv— (v--1) (v—3).

Se poi adottiamo la seconda costruzione, si vede che per determi-
nare un piano m della configurazione ocecorrono 3 condizioni; per de-
terminare (» — v + 2) sue rette occorrono 2 (n — y -+ 2) condizioni; per
determinare altri v— 2 piani che contengono una di queste rette occor-
rono v—2 condizioni. Il numero complessivo di eondizioni & dunque

3+2m—v+2+v—2) (n—y+2=vin—v+2)+3
=n.v— (V' —2v—8)=n.v—(v+1) (v—38),

come abblamo gia frovato,

. Se due Tw'v—1, Thu_t sono iperinseritte in una Dy, ., esse sono iper-
cereoseritte ad una I'n,y—2.

Tuite insieme gueste configurazioni formono wne Tate - .

Indichiamo con (A.) i punti, con (A,-1) le rette, con (A,—g) i piam
di una Cp,», con (8,—1), (Av—2)®, (Ay—3)" 1 punti, le rette e i piani
di una T'y)y—1 in essa iperinscritta, con (A,—1)®, (A,—2)@ (A,—_g)® i
punfi, le rette e i piani di un’altra Cn -1 iperinscritta.

I triedri che hanno per piani corrispondenti (As—1 o)™ (A, —g o)™,
dove ad » si devono dare quattro valori qualunque da v—3 a n,
peres. v—a,v—2,v—1 v sono omologici, percha le rette che ne con-
giungono i vertici (As—sor o 60)® (Av—s or s 21)® somo situati sulle
rette (A, 4 ar @s ar). Poreid e coppie di piani si tagliano secondo quat-
iro rette (Av—¢ o) situate in un piano (A.—d4).

. Tenendo fisse tra delle coppie di piuni considerate, e facendo va-
riare la quarta, si vede che tutte le rette (Av—sar) (r=v—3,vy—2...n)
stanno nel piano (A,—d).

Se ora si considera una coppia di piani (A,—3)* (A,—5)® insieme
4 quelle che s1 oftengono sopprimendo un dato indice us (3=1,2... v—3)

1 -l i e
. e e R e g e e R oy
L : =iy Lat e T s T & R LT
T e i T i'mw e BB R et g el |
w"hd-_-mh_ Iy 7 - - y

.. A

R "
i

s i
g
o el I

e -
i T
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e sostituendo uno gualunque dei rimanenti, si dimostra nello stesso
modo che tutti si tagliano secondo rette di un piano (A as), che passa
per la retta (A.—s)"". Cosi tutti 1 (v— 3) piani (A,-32s)¥ passano per
la retta (A,—s) ™.

In modo simile si dimostra che le rette (A,—sos)™® passa per
(Ay—g) 12

Come caso particolare si ha:

Se due n— edri (Tn,a) sono iperinseritti in wna I'na i piani COTFISPOR-
denti si tagliano secando n rette (Tn,2) sttuate in un piano.

2. 3)

1 1) 2) 1) . = .y -
12, Setre I'sv—1. Tnv—1, Iy, v—1 5000 (perinseriie th una Ty leIs =2,

(8.} 1,7 i ' ‘ . -
@0 Tawee. alle quali esse sono ipercircoscritte d due a dre sono i1per-

] - :'_1..'2,3} - ] ] : ! " b
pircoseritte ad wna T2 in esse inseritta. Tutte insieme queste configu-
razioni formano una Intsv.

Indichiamo con (A.), (As—1), (A.—2) i punti, le rette i piani della
Ta»; con (A,—1)®@, (Ay—2)™, (Av—5)" i punti, le rette ¢ 1 piam delln

® s ((=1.2.3); con (A,—2),®" (As_g)"¥ (A,—4)® 1 punti, le rette
e 1 piani della ibts (5 h=1,2,8)

Le due configuraziom I‘E'f]_z, I*][;i',‘flg iperinseritte nella I‘i.‘,},,_g ’
- = @ .E.E . 2
sono ipercircoscritte ad una 8% Voglio dimostrare che anche la
[2,3) {1.2,3)

9 . & ipercircoscritta alla stessa I'n)»=s.
Infatti i due triedri che hanno per facce corrispondent

(A1 ), (As—sar)?, (As—20)®,
(A, —g 22s) (An—sas)?, (As—g as)®,

e per spigoll

(ﬂr—-i ﬂtr)ﬁ'm, (.B.rmi D!r]'{a‘ “, (ﬁ.r—st G!.r)“' ﬂ},

(Av—i IIE]{H'E], (A‘r—{- 5‘.5].3‘ H, (J:Lr—i ﬂﬂ)“'i}.
<ono omologicl, perche le eoppie di facce s’ineontrano nelle rette
(A’rﬂ-% Ly ﬁs]clj ) (Ar—-i dr EEJHJ . (Al'—-i G As (% .

del piano (A.—i 2 as), € percid i piam determinati dalle coppie di spi-
coli, clod
(A#_ ‘)[E. i'J1 (A_P__ ]{E. 1._'.*1I (ﬁj___ﬂ{l.-l]r
»

passano per una retta che & la (Ap=g)lts%®,

Da quanto abbiamo detto nel § 7 risulta poi che le otto configu-
razioni insieme formano I'nigs, v.

Come casi particolari si ha:

8¢ tre n-edri (Tn,3) sono iperinseritti tn nna I'na, 7 1re piant che con-
tengono le rette @ intersezioni degli n-edri pres due a due concorrono i
un punto.
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e ne deduce:

'l - = N " o - ™ W zlll W ¥

Se b n-edri (I'n,z) sono ipermseretie th yna oy, 1 ( 2) DIRANE Cle comn-
tengono le rette d intersezione dei piant degli n-e¢dri, presé due o due
formano un n-edro (I'n,8), che insieme agli n-edri daii ¢ alla Ty formng
Hna —I“D—i-k.i-

13. Sek(k<y)TV Y sono iperinseritte i wiet o v, 1 e552 3000

n,¥—] v '

TN o - . A ;
tperinseriite (i,,)l“"”“’?’J tqueste alla loro polta determinano [‘%J r ,[f’ffa'}

n,y—2"°"
iperinseritte in tre di €sse, ece,
, - A . e . .
Cosi proseguendo i giunge @ (;c_{)) conflgurazioni I‘E'fj;i"ﬂ“*, poi
k _ - .
a (?;__ ]) configurazions I‘f’f:;f;_“l‘ V. le prime delle quitle soo Lutte circo-

seritte, le seconde tpercireoseritie ol ]’f‘,:jf”.

- Per k=3 il teorema & gia dimostrato. Supponiamo che esse sia
dimostrato per un dato valore di k, o dimostriamo che & vero per i—1.

Poniamo al solito B, =51%...3s, e consideriamo 1 due triedri che
che hanno per piani.

(Av—k—]'. 2, J(Br-2 =1} - (A-tv—l:—l g_r][Bk-! ) (A g3 ﬂ')[—ﬂk—iﬁk—i—l].
(Ar—g %) B2 5-1) (A, —xj a,) B2 fir) o (Ay—x—7 &) Bx—2 ki )

e per spigoli

(Ar—z 1 o) B2k Beir) (A 7, )Bie—2 fix 115 -0, (As—x— o) Br-2Bu- 1+
(A, 2y ) Bl—2 . p1) Ak ) B2 Pkt Pr—1), [-A-r—t—l &) Br-2f-18k 1),

Lissi sono analogici, perche le coppie di piani 8'incontranoc nelle rette
[Ar—-k—_l o 2, ) Br=2 K1) : [Jiv-—i—l o {[.]'Bll:—i 1% , (A,_k_| g'rzl]['ﬂk—!l Bri1)

dBI‘ plano (A,—x_;a, %)\®Y: percid i piani che congiungono gli spi-
goll corrispondenti, cioe

(:Lr-—k.—.]JfH“*iﬂk et | {A,_h__])i]ﬂk—u Autedie—) {ﬂ.r—-}:—l}[m‘_“ Fi=1 fik)

CONCOTTONO 10 una vetta (A, y_q)Bet),

Uost si vede che tutti i piani, il cui simbolo si ricava da (Ay—g ) Br+1)
sopprimendo un indice P Passano per una retta della P 4y iperin-
serifil a due Iy ,y. |

| |‘.I-. Una Tn.oq1 ipereircoseritia ad wice Iy ¢ individuate da n— v~} 2
e condotti per altrettante retie situate sopra un piano della Ty

Infatti una T, ed una I'n »43 ad essa ipercireoseritta formano (§ 4)
i Loy1ys1, per determininare la quale & necessario e sufficiente co-
_USeAre un suo piano e tutti i piani che passano per le (n1)—(v+1)-+
2=n—+2 retfe, che giacciono in esso (v—1 per eiascuna retta). Ma
tl piano suddetto e y—2 alipi piani per ciascuna delle rette individuano
fa I ., dungne i rimanenti piani (uno per ciascuna retta) individuano
la I'n, 1. G. Lazzer:.
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I NUMERI TRIANGOLARI
P LA RISOLUZIONE DI DNA PARTICOLARE BQUATIONE DI 3° GRADD

Qi ponsideri la seris di numert
I, 8,0 Iy 0ms

ove, indicando con a, I’ennesimo termine, s ha

(1) 1, — 0, _,—1n, & pero (2) a, ,_ﬂm j_ 1).

I numeri a, vonsiderati si dicono unmer friangolar.

Scopo della presente nota & di esporre parecchie proprieta dei nu-
meri triangolari e di studiave una particolare equazions di 8° grado, di
eni le vadiei sono tre numeri Eriangolari consesutivi

1. Fra due termini a,y, € 8, della serie considerata si ha la rela-
sione

(3) ot T LT,

Intanto perm =20 si ha la formula (1), e per m =1 31 brova
Bt = MNMy1 1 20— 1.

Supposta ora vera la (3) perm = p, dico che & vera poerm—p - l.
Tofatti per la (1) si ba

Buypis = Quiy T 0+ P15

ail essendo, psr ipotesi

(D eEaty
My ==y 1— 5 '
31 ha
=12~ p) (p-—=2)2n-Fp—+1)
f"uﬁ-p-}l:‘ﬂnﬁl I n = P 1 ]' I l: j r _Hl‘h—i I + J 2 }+ L

e, v, il.

Percié essendo la (8) vera perm=—1, & pur vera parm=2, 8, ...
11. Su due numeri triangolari consecutivi, abbiamo i seguenti teoremi.
1o, La somma di due triangolari successivi & un quadrato e la dif-

ferensa dei lovo quadrati & un cubo.
Abbiamo infaib

71— 1 n 1
ﬂu-:_l'—”n_(” 2 Y I {n;— ).—n"’,

. : n¥{nt1P¢ (r—1°n
1

'y iy 1—
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COROLLARIO. — Due numeri tali ckhe lz loro somma sia K (essendo K
un intero positivo gqualungue) ¢ la differensa dei loro quadraii sia K*,
sono due riangolari successivi.

Ricordendo che la somma dei quadrati dei primim numeri interi, &
data da

mim -} 1) (2m - 1)
%'— 6 !

se indichiamo con 2, la somma dei primi » numeri triangolari, tenendo
presente la prima parts del teorema dimostrato, si trova

Ei_’ﬂ(ﬂ—l— lé(ﬂ —]—2)_

2% La somma dei quadrati di due numeri triangolari successivi ¢ un
triangolare,
Si ha
(R — 1)*n®  2f%n - 12
a’_ -+ 4, = 1 | 1 = fIp=.

3°. I doppio pradutto di due triangolari successivi é un irangolare.
81 ha infatti

— 1 1 nin®—1
EfFu_Lﬂnzﬂ{ﬂ 9 )ﬂ ﬂ{ﬂj J—- {HE J—ﬂ'nl....]_.

CoRoLLARle. — La quarta potensa di un numero n diminuita del
triangolare ay ¢ il doppic prodotto di due iriangolari conseeutivi.
Abblamo infatti

ﬂ."‘ — {In! — fIpg1—1 — 2ﬂ"_1 My «

¢, 1l quadruplo prodotto di due iriangolari consecutivi ¢ il quoziente
di due triangolari,
Ed invero si ottiene

(n—1)» n{n4-1)
2

(t—T1)n* - nHn-1) Myt—1

2 - 2 l".I“'I! '

4“1:-—1 Hn ——~‘:i:

= = (n*—1)

i

LI1. Notevoli sono, per !’applicazione che ne faremo, le seguenti pro-
prietd di tre numeri triangolari successivi.

2% La differenza tra il quadrato di un numero friangolare e il trian-
golare stesso, ¢ eguale al prodotto dei due triangolari che lo compren-
dono.

Ciod, dieo che si ha
QO —tt, =0, LS

Infatli &

l':t'ﬂlz_"':fll: a (0, _1)""

ﬂfﬂ;— l](ﬂ{ﬂj—]) ])

_nn—1)(n 4 1)(n - 2)
4

=T, _ HIH*'-I .




