- Dii dlcoue successioni ricorrenti @ tormini futeri ® posiivl

§ . L. Formano oggetto di guesta nota quelle successioni di numeri
interi e positivi ciascuno dei quali & ugnale alla somma dei due pre-
cedenti.
Dotta U una di tali successioni e indicati con
UlUiUﬂ...Un-..
i suoi termini si ha per ipotesi (n= 3)
-“ Un = Un-] + Un—ﬂ

o ln successione sara individuate allorche siane fissati 1 valori di
U, Uz che rappresenteremo rispettivamente con a, b e diremo fermint
iniziali. Nel caso particolare di a=1,b=1 si ha la SUCCesSIone

1,1,2,8,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, ...

che diremo u; ne rappresenteremo i fermim anche colle notazioni

ﬂj,l:‘;.'""ﬂ.'...ﬂu}q--

Le proprieta della successione U dipendono da quelle della u; tra
i loro bermini si ba infatti una relazione che passiamo subito a sta-

bilire.
A tal uopoe osserviamo che se ai due termini della relazione

Uutt = Un—+ Un—y, data per Ipotesi, si agginnge Un & ha, tenendo
conto di nuovo della legge di ricorrenza,

Up4r=Un + Un—
Uﬂ-ﬂ — 2U. —'I— Un-—l

e sommando
Uiﬂ-ﬂ = SU:: + 21].1_ |

ovvero, osservando che & w =3, 1 = 2

Uu.-}-:l = 4 Un '—I— R Uy-1. j';-ik

Ma allors & facile vedere che si ha in generale
Un,.|..ﬂ = HsH Ua + us Un—1. (_I) | 4
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Supposto infatti che quesia sia vera fino ad un certo valore di s
si avranno le relazionl

Un—l-{u—]‘.l': uy Uy + ts—1 Un—3
Unis=tai1 Un -+ tte Ua—

e sommando, tenendo conto della legge di ricorrenza, si trova subito
Ustiot-1)= ths3 Un = #s-t-i Un—s ':
pertanto la (I) & dimostrata per valori arbitrari di »n, 5 E se in par- fai ¥ ‘3
ticolare si suppone che la U comcida colla w si dedurrd mutandao “ } ._
Urinw .
Unts = Ust1 Un | Us Un—-1. (1) E”

- ,H':ifﬁ:_ ;!

el v e b

-
el =

.‘f-"'- 4

Se invece nella (I) si pone #—=2 e si tiene conto che & Uz =1,
Uh—an s1 ha

=

ST

: -.:! - e

A
# o
A

Ustz = Us G Ust1 b ~) N

. L

e mntando ora 8 in n —2
Ui=un—2a-}tna b (2)

Nelle relazioni (1), (2) hanno fondamento le proprieta della suc-
cessione .

2. DEFINIZIONT ;

a) Se in guattro termini Us, Up, U, ,Usé B—a=0—% &1 dira
che essi formano ¥an gruppo somnetrico.

h) Due gruppi simmetriei Uu, Up, Uy, Us 0 U, Upe . Uy, Ut 52
divanno equisimmetrici quando ¢ B—a=§ —d, Yy —p=71 —f.

¢) Un gruppo di tre termani Uy, Up , Ue si dirc semmeirico se €
h—a=c—h.

d) due gruppi simmetrici Ua, Un, Ues; Us , Uy, Ue 8 diranno
equisimmetrici se ¢ b—a=Db —a’

e) Due gruppi equisimemetrici (di quatiro o tre termini) si diranno
consecutivi se le differenze tra gli indici di due termini corrispondenti
sono uguali ad 1.

Due gruppi equisimmetrici consecutivi sono cio¢ della forma

U. ,Us ,U, ,Us Us , U , U
Ueer, Usy, Upmy , Us—y Ua=1, U, Us—1
TeorEMA, — Nei gruppi equisimmetrici formati di quattro termine la

differenza tra il prodotto dei medi ed il prodotto degli estrem ¢ costante
in valore assoluto.
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1o, Dimostriamo dapprima la proprieta pei gruppl della suceces-
sione u: un suo gruppo simmetrico qualunque & della forma

tn—k , Un, Us , Usike
Ora se nella (1) si muta s in s —1 s1 ha
Wty —1 = s Un ~= tig—1 Hu—1
e mutando in questa » in 7n—F# ed s In s+ k si deduee ancora
Warbo—| = Motk Un—k —|- Uatk—1 Yn—k—1
e sottraendo questa dalla precedente & ricava
Ws Ty — MWtk Un—k = — (a1 W1 — Nsk—1 Un—k—] )

pertanto & dimostrato che le differenze tra il prodotio dei medi e
quello degli estremi dei due gruppi eyuisimmetricl consecutivi

“ﬂ'—k L] 1‘:1 - m ¥ Jliﬁ—t-k

ﬂn—l—l 1 u“‘—l . 'ﬂ-l—l 3 1h‘+".t‘—'l

sono nguali in valore assoluto e dl segno opposto.

Par caleolare la costante osserviamo che se pell'ultima ugua-
glianza si diminuiscono snecessivamente gli indici di 1 per n—k—2
volte consecutive e si moltiplicano membro & membro tutte le rela-
zioni cosi ottenute si1 trovera

2t s — tate Bn—x = (— 1)* %=1 (Uo—n 31 Bkt — U 21 L )
e poichd & w1 =1 avremo ponendo s —n=2,
tta tin — Motk tn—t == (— 1P (Us-4342 kg1 = Uo-2}1 ).

Abbiamo cosi, nel secondo membro, l'espressione della costante
dipendente soltanto dalle duc differenze tra gli indici del gruppo sim-
metrico dato. Ma le si pud dare ancora una forma pill semplice; se
infatti mella (1) si muta s in & ed « in 34+ A1 s1 ricava

Uit Ukt — WepkH == — Wk sk
e quindi sostituendo
iy Uy — stk Un—k==(— 1)~ Fux Ho-fk. (3)

90 Passiamo ora a dimostrare il teorema enunciato per la sue-
cessione U, ma per maggiore chiarezza di ci0 che segne facglamo un
cambiamento di notazioni nella (3) osservando che se W, U, Uy, W
5 un gruppo simmefrico, e 81 pone B—a=4", y—B=24 esss assume
la forma

up Uy — o s = (— L) s vaps. (3)
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Cid premesso sia

Un—-k. Un, Un, UH—k

un gruppo simmetrico qualongone di 7. Se nella espressione
Un Us == Un—x Us—x

gi gostitniscono alle U le loro espressioni in funziom delle % cal-
colate per mezzo della (2) si ha

Un Us — Un—x Uﬂ—|—k = (ttn- 2 6 + Wn—1 b') (Us—2 6 —I—‘Hs—] b) —

— (Un—k—2 Un—1t—20 + Uy—%—=1D0) (Ustx—2 0 | Napx—1 D)
che sviluppando i prodetti del secondo membro assnme la forma
UaUs —Up—x UH-E =" ('ﬂn-—?. Ug—2— Up-k—-2 “Hk—-ﬁ) _F

- b (=1 tg—1— Un—k—1 Us4k—1 )+

—l—ﬂb {('Hn-—E'H-B-—-] — Un—k—4 Ustk—1| )‘I‘(“n—-l Usg—2 —Upn—k—] UstEk-—20 )}

Le differenze nelle parentesi del secondo membro si possono cal-
colare mediante la (3') applicata successivamente ai gruppi simmetrici

Un—k—-2, Un—-2, Up—2, Ustk—2
Un—k—1, Un-1, Ua—1, Us}x—1
n—%—%, Un-2, Us—1, Usik—)
Yn—k-=1, YUn-1, Ws—2, Up}k—2

pel quali avendo rignardo alle differenze degli indici e posto, come
nel primo caso, s —n==2 8i frova subito

n—2 We—1 — Un—k—2 Ustx—2=(—1)"—%  wuy wayx

y—1 ts—1 — lig—k—| Uptk—1 = (— 1) 5T uyg wagy,

Wi—2 Us—1 — Un—k—0Ustk—1 — (— 1" 5  qup usys 4

Un—1 We—2 = Un-k- 1 Ws—k—9 = (— I KT g ag

onde sostituendo sari
Un Us — Un—x Ub-}-i :(— D)P—*aex ways (32'_ bu) -+
+ (= 1)" % g bk (Uadsd1 — Udbk—1 ).
Ma per la legge di ricorrenza stabilita per definizione la quantita
entro 'nlfima parentesi & uguale a usy: e quindi
UnUs — Unex Uptx =(— 1) % ug vatre (¢® — b+ abd). (4)

[l secondo membro dipende soltanto dai termini iniziali @, b della
successione ¢ dalle differenze 8, % tra ghi indiei del gruppo simmetrico
dato; esso & dunque costante in valore assolufo nei gruppi equisim-
metrici di U come &i voleva provare,
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Tl procedimento tenuto nella precedente dimostrazione & valido
anche se s=n e, per conseguenza, &= 0: in questa nuova ipotesi le
(3) (4) divengono

oty —fln=k Magt =(—1)-Fu (5)

0%, — Uit Up—g = {(— =Ry (" — b* + ab). (6)
Riferendosi soltanto alla seconds (giacche la prima ne & un casoe

particolare per a=8=1) segarviamo che il primo membro & la dif-
ferenza tra il quadrato del termine medio ed il prodotto degli estremi

nel gruppe simmetrico

Uu—x . Un . [Tll——l'..

pertanto & dimostrato anche il seguente
TeoreMa. — Nei gruppi equisimmetrici formati di tre termini la

differenza tra il quadrafo del medio ed il prodotio degli estremi & co-

stante in valore assolulo.

()SSERVAZIONT !
¢) Se in lnogo di s si pone il suo uguale n 45 le (3) (4) divengono

(8")  tn a2 — Un-k Unjddk — (— 1% Uk #s4x (*)
4) UnUn—s—Un—x Unpszx = (— 1% ug wsa (@* — b ab).
b) Denotando con g(3, k), (5, k) i valori assoluti delle differenze

al primo membro delle (3) (1) (o di quest ultime) e con | a® — b* + ab|
quello di a* —b* - ab avremo

i o k I
E;E‘;: I.')) = |a* — b*+ abl

o denotandn analogamente con (0, k), G(O, k) 1 valori assoluti di quelle
al primo membro delle (5) (6) =1 Ticava pure

GO, K) .
o — otV

e poiche 1 second membri sono interi ugusali e indipendenti da 5 e

da % possiamo concludere:

In due gruppi equisimmetréct eppartenenti uno ad U Paltro ad u, le
differenze tra il proddito dei medi e quello degli estremi (o tra il qua-
dvato del medio ¢ il prodotio deyli estremi) sono proporzionali € la co-

stante di' proporzionalita e il numero intero |a°—b* - abl ece. ecc.

(%) Par 6=k = 1, poichs B oMy My =) ne==1 8i hn come caBO particolarissimo

ooy ey wop=th U, 0.4, - U,y Uoneg=F |a¥ — I¥ 4 ab)

giod: In gualliroe teriind conneentivi di U fa differensa iva # produtio de=i medi & guello degli aniremi
i + l(o?— ' nb). Analogamonts xi trovn valandosl di (5) [B)

W=y " p=e e U= U+nt = (= 1" (a? = B* - ab] vee.
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3. Accanto alla suecessione U consideriamone un’altra 1’ di ter-
ymni iniziali @, 4 (definita colla medesima legge di ricorrenza stabi-
lita in principio) vssia

’—,‘_h

.[TEI'.'II bt [In,[]+ __+¢Un ;..Un ,.--T—Unu}.‘;...nn—'—&.,. -
U":‘tr’,b’.U"g.U'4...*U'ﬂ...U’g,‘..,U'n+£....U'E_|_{,,”.

diremo simil: due copple (U, 1), (Unte Usts) che hanno ugnali le dif-
ferenze tra gli indici deil loro termini, e diremo corrispondenti due
coppie come (U, U,) (U T )1 cui termini hanno indiei rigpettivamente
nguali. Cib premesso si ha il seguente

TrorEMA. — Se si fanno corrispondere due suzcessioni U, U’ termene
@ termine tutii @ determinanti di secondo ordine formati cla coppie cor-
rispondenti ¢ simili sono uguali in valore assoluto.

Qui =1 tratta di provare che s1 ha in valore assoluto
Un Us = ' .UII—|—9 Ua-{—y
U,n U'u B U’n-{—_:_:- Urg-[-g )

A tal fine osserviamo che se nella espressione Us U's — U's Uq s0-
stitniamo alle U le loro espressiom i funzione delle u ricavate dalla

(2) si ha subito

Us U'n — Us Un = (ts—2 | tta—1 8) (thn—~2 &' - tn-1 ") —
— (HH*E 'H' _I_' Us—1 b,) (un-—ﬂ‘ /] + Mu—1 b)

ed anche sviluppando 1 prodoti

U-: Uln = an n— (ﬂh' — ﬂ#b) ("n—] Upg—2 — Uu—1 Un—2 )-

Qui & opportuno considerare il gruppo simmetrico

y—2y M—1 , Up—2, Hg—1

dove & certo n—1 = #—2 essendo per ipobesi u <_»; allora appli-

cando lo formola (2) dopo aver posto s —n=—25 s1 frova

ity My—2 — Hg—p Up—2 = (— 1)" 215
e sostituendo

Us Up—U's Up= k_ 1:'"' (ﬂ'y e ﬂ,b) s (7)

[l secondo membro di questa relazione dipende in quanto a valore
nasoluto solamente dn 5, e dai valori iniziali; pertanto mutande # in

n—-p 8 in s p poiché non varia 5 resta invariato anch’esso. Cib
prova quanbo si1 @ affermato.

4. Snl precedente risultato si fonda una notevole proprieta della
successione 1, contenuta nel seguente

TEOREMA. — In ogni gruppo simmetzico formato di tre termini come
(Un—s, Un, Usts) il termine medio » un divisore della sommu degli estremi
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se & & pary, ed & un divisore della loro differenza se & ¢ dispari. Inolire
il quoto intero &, nel rispettivi casi, costante n butti 1 gruppi equi-
cimmetrici al primo, ¢ di pite & indipendente da o e b.

— 1) Un— . 2, iz
Si tratta di dimostrare che @ U"H_i_{-'n MU _ jntero indi-

pendente da a, b, n.
Qe infatti nella (7) sostituiamo ad s il sno uguale n -3 s1 ha per

qualungue valore di n e B
Uit U's —U’n{--} Up=1— 1" (nb’ — ' b) s

¢ per conseguenza cangiando » in n— B sara ancora

T e T T,

; U Wi Ula Dps=—1)" =i (b’ — (') us

:; segue quindi

) Unsa Ulp— Cnga Un = (— 12 Uy Ut —(— 1)* 'y Un-s
| ed anche

Vata+ (—1P Ui _ Ulnss 4 (— 1Y U'n-s
Un Uy
Mu la snccessione U’ che ha per termini iniziali due valori arbi-

trari @, b pud supporsi in particolare coineidente colla u col porre
a—=b=1, ed allors & U't=1m e la formola precedente diviene

Un-{--ﬂ —l— (—— 1‘)" Un—s __Hn-d + (_ 1)& Wn—48
Un lin

:
La dimostrazione del teorema & cosi riportata ad un groppo aqi- R
simmetrico al dato, ma appartenente alla sucoessione 4 Oceupiamoci i

dunque del quoziente
tings + (—1)% Un—3 5l

Hn

Qui conviene ricorrers alla formola (1): se iy exsa =1 muid § i o

gi ha intanio
s —= Wit iy - Wa o

e se inoltre si considera il gruppo simmetrico

Us—1, Ua. Wn—1s

si ha per la solita formola (3)

Wy tn—-1 — w1 = L— 1)[}_1 Ho—>a.

* T IR

Sottraendo questnltima dalla precedente uguaglianza si ha

wnps - (— 1) tu—s == Us 1 tn - wg—1 tn

e ¢uindi
Up-t-d + ':'_ 1]& Un—d _ A1 + wHa—1
Hi
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Coneludendo sari

Unpa+ (— 12 Up_y
U,

Il secondo membro essendo tntero ¢ indipendente da a, b, n 1l teo-
rema e completamente dimostrato
Casi particolari della (8).
1) Per n =251, e poiche & w,=1. s ha

Uzst1 -+ (—1)°

841

= Us}1 - Ha—1

— )1 "'I_ '"'IH—I

b) Par n=73 42, essendo pure =1, & invece

— L . -
U2b-1-0 —’—f: 1-) = %31 + Hi+1 ovvern, mualando 3 in e —1
ted-4-2
tgs — (— 1)9

5]

5. @) La successione particolare sulle cui proprieta sono basate
quelle di ogni suecessione 1, ha oltre 1e esposte comuni colle T, altre
proprieta speciali, Una di queste che paseiamo subito a stabilire e
Servira per dimostrare un'eltra delle 7. La questione che i proponiamo
ora & di vedere se esistono e ecome sono distribuiti nella successione »
i multipli di un suo termine %. Comineiamo dal dimostrare che per
qualungue valore di m 4l termine mi & multiplo di u;.

I procedimento che temiamo conduce anche alla determinazione
del guoziente. Se infatti nella (1) poniame s = (m — 1) t, =1, risulta

= U4 + Ué—a BCe.

s a4 W= =) W Wimeyi Y
e quindi
Wim—1i

—— == M=) - — By
I It

Da questa relazione di ricorrenza s1 riconosce che affinche sia
. Wi ’ Hi{im-— . 9 - .
intero — basta che sia tale "fm-11 E poiche quest’ultimo rapporto

Té N
PEr =2 assume il valore 1, cosi saranno interi sucecessivamente
Y T ttt T, come si voleva provare.
15 i (¥

Dalla precedente relazione di ricorrenza risultano poi, facendovi
Successivamente m=2, 8, 4.... m o valendosi ogni volta dells rola-
Zione precedente, le seguenti

1
— N iti—
Uj cin + =
(LET
B == U2i4) —]—- =1 (Hi—l + Wit1)
J
U4i

. WBi-1 —f= Ui — 1 {HEi+1 ~+ i1 (1#i— + ‘"H-I)}

"illlun..--.q-nr--t-t--'ul-iltuilI
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e da queste, come & facile veders col solito metodo di induzione,

discende poi la nofevole ngnaglianza | 11
(B) 1::ﬁ 0 i WP weauP T - -
i T ','II-.‘P.'. hE 1)

—}— W —3)i- 1 H?‘_l —]~ M —8)i-H1 Hi—1 —|— Hm —2)i4-1

b) Per esaurire la questione posta resta a vedere se olire i e
termim L

.......

Wi, W, WEi... "mi .

esistono nella sueceessione u altri mullipli di #. Supponiamo che ne
esista uno compreso tra due dei precedenti multipli, per esempio tra
Wim—11i €d tmi: esso sard necessariamente delle forma wgi- con p <1,
Indichiamo con ¢ il guoto intero della divisione di mi per p se s
vuole supporre mi non multiplo di g, & col medesimo simbolo ¢ indi-
chiamo invece " intero immediatamente inferiore al quoto esatto
di mi per p se m si suppone invece mulbiplo di g. Sard cosi neces-
sariamente a seconda del caso

mi—qe < ¢

Cid premesso se si prendono a considerare nella successione % 1
termini a indici decrescentl

s T g~ S -

dico che resulteranno fwtti multipli di %;: tali gono infatfi wwmi per
quanto precede, ed wmi—, per I'attuale ipotesi, e quindi_bastera pro-
vare che ove la proprieta si verifichi per tutti i fermini seritti fino
A Wmi—«e incluso si verifichera pure per il successivo umi—t1). Per
comoditi &1 ponga

m—Ap=])

surd quindi wi —(@—1)p =j 1 p, Ml — (u + 1) p=1—p.
Dalla (1) si dednce

Uptop = U5 Up-1 |- -1 Up .

Mu per ipolesi i, u®sono entrambi multiph di wi, e percid
sard multiplo di @ anche il prodotto w%j—1 w,. D'altra parte essendo
j=mi —wmp>p 8 1l caso di considerare.il gruppo simmetrico

1‘9-—!, 'H:i, *Hj—l, "H‘j
nel guale si ha per le solite formole del n, 2,

Up Uj—1 — Up—1 = (— 1)2~ 2y

ma allora poichd risnltano multipli di 4 entrambi i fermini del primo
membro, sard multiplo di % anche il secondo wj—p Ci0& ¥mi—(ut1)0; Vat- 2 » el
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fermazione posta & dunqne dimostrata, e dovra essere multiplo di
,puche il termine ultimo della successione considerata. cio& mi-qe.
D’alira parte essendo per ipotem

m—gp=p<1i
e certo

Hmj—~qp <. Ui

la conclusione precedenfe & quindi assurda.

Relativamente alla successione u possiamo dunque enunciare il
segnente

TeorEMaA. — La condizione necessaria & sufficiente affincheé we sia
mulliplo di us & che v sia muliiplo di s

Gororrario L. — I termini con tndici composti sono composti.
.S Cororrario II. — Un fermine ue ha tanti divisori nella successione
quanti ne he U'indice v nella serie dei numeri naturali {ossia nella sue-

cessione degli indied).
Corarranrio I — Se d, m sono rispettivamente il massimo comune

divisore ed il minimo comune multiplo di pin numeri r,8,t..., saranno

Na, Uwm Mmassimo comun divisore e minimo-comune muliiplo, nella sue-
cessione 1, dei lermini Up, Us, W,... ecc, ecc,

g Questi risultati metlono in vista delle analogie tra la sncvessione u
ool e quella dei numeri naturali.

J,& 6. Torniamo ora a considerare la snccessione 1. A partire da un
78 termine gualangue, si consideri la successione di tutti 1 termini aventi
5y gli indici in progressione aritmetica di differenza qualunque p. Tale
i suceessione potra rappresentarsi cos:

e — :_'|1_"__ = |

¥y | Us... Up-me Up—tm—t30.-. Up—ig... Up... Uptig. .. Upttm—1i0 Uptme...
" Se allora si prendono in esame, le due coppie simmetriche rispetto
s all’'elemento 75 :

e
;ﬁ ’ (Up—mo Uppane) (Up—io, Upig)

Y si ha il seguente

i TrorREMA. — Il quoziente

Up—f-mm- — (—=1)"2 Up—mg

ptip —(— 1) Up—iy
¢ un numero intero se e solamente quando m & multiplo di A, @ eostante
a vaviare di Uy nelln successione U mentre sono fissi m e p, ¢ indi- i
£l - L] L L L] L] L] .:t.:‘.'-:l:ll
pendente da: lerming iniziali a, b della suceessione 1, g =
ipGee
e
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Per la dimostrazione conviene premettere alcune semplici consi-
derazioni relative alla successione . Denotando p ed » numeri qua-

|ungue sappiamo che & per la (1)
Up-t-n = Up Un-Hl —= thp—1 Hn .

E supposte p > (cid che & lecito perché p ed n sono permuta-
bili) &i consideri il gruppo simmetrico

U, U1, My Hpd.
Applicando il teorema del n. 2. come altre volte. g1 avra:
Wnt-t Wp — tn pt1 = (— 1) Up—n
che sottratta dalla precedente di la segnente
Wpin — (— 1) ttp—n=1ttn (Up—1 —+ Up 1)

Ora tornando alla U si costruisca I'espressione Uptn — (— 1) Up—n.
Tenuto conto della (2) risulta

U —(—1)P Upn—=(@ttgpn—abkpn—t ) — (—1)° (atp—n—1+-Dttp—o—1)

U,H—n —{—1 ]II.U p—n=ﬂ(‘l¢p—|—n —2——{‘——] }u'up—- n— EH—b (il—p*}«n—l—'(_l)n'up—n—.l)

Ma se nell'nltima relazione tra le sple ue 81 muta ima volta pin -
p—2 ed un'alira volta p in p— 1 = trova

Uptu—2— (— 1) tip—n—2==1Un (tip—a— wp—1)

Uptn—12 (— 1)" Up—u—1— 'l.ln r_'ﬂp#ﬂ == Wp )

e quindi sostituendo
Updn — (— 1) Up—n = #n [[rmp_ 1+ buy 1 -+ [aip-a—+ bup_g]]

kith entro le parentesi mberne sono, & CAUSa

¢ poiche le due quan
Up-1 cosi avremo ancora

della (2), rispettivamente ugnall ad Upp,
Uptn —(— 1) Up—n=1n (Upt1 + Up—1)

dalla guale mutando 2 in mp una prima volta, poi In
dendo le due relazioni utt*enutﬂ gl rCAva ¥

Uptmp — [ 1)111[' Up—mo _ l¢me

Upsae— (— 1P Up—2 Wig
ente da p, a, b sono dimosirate
to nell’'enunciato del teorema;

amente osservando che il

&
|

Ap e divi-

i
&
3

cioheby i

Poiché il secondo membro & indipend
la seconda e la terza proprieti contenu
in quanto alla prima risulta pure immediat

guoziente 1—‘?— 5 intero soltanto e sempre che sia mp multiplo di Ap,

cioé m multiplo di A, come abbiamo dimostrato al n. 5.
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12 PERIODICO DI MATEMATICA.
OBSBRVAZIONI: o

u) Dalla relazione wp3n — (—1)" up n = Un (Up—1 + up41) stabilita -
in principio della precedente dimostrazione risulia
L i (; L] tip-n = Tip—| =~ tp41

e poiché il secondo membro & indipendente da », cos) possiamo dire
che nella successione u il rapporto al prime membro della precedende

7 : i : ;
W eguaglianza & intero & cosltante al woriare di n.
ia @) Mutando » in 5 e p in 61 & ha in pariicolare
8. dosp1— (— 1)°

—— = 4 | tis4p

Ha
h) Mutando invecenind e p in 3 -} 2, e nella formola ottenuta
cangiando di nuovo 5 in 53— 1 si ricava

us+ (—1)° g
o = Us—1 T U4

¢) Nella successione particolare » si ha poi un’altra proprieti
notevole che diseende subito dalla (1). Infatti se vi si ponen=1s-}1

g1 “ha subilo .

Wasg1 = Wyt -+ '
osgia: lutti i termini di indice dispari sono la somma di due quadrati
tntery, ¢ di pitt dei quadrali di due termini conseculivi della successione.

- -'.l_=- 3 =
e

— -
‘.ﬂ,l

e 5
o

Ve

La 8pezia, aprile 1900.
Arrpento Taarom

i .
- L] = Rl
B I""L:-:a. -"""l"%’_-l-u'\-iI
."—l"..--;—_-...‘h-'1 L
L L - L s
== .I-,."-, [
-

-
T e

-"“LI_""-P"I ."-':'. oy

i

' i H'fr:‘:-_@}r_ ".;‘:.'.I-_:.
. o | = ;

TRASPORMAZIONE DI UNA FRAZIONE NELLA SOMMA DI PIU FRAZIONI

| cui denominatori sono le successive potenze di un numero dalo

ok S A
!

Th
-—'F' -y a

-
-,-‘-l._l
L

oy
opria =% ed un numero infero p, oi proponiamo

"
Il—.

]

Data una frazione pr

i di dimostrare che si possono sempre trovare dei numeri interi Gys Qo « « + Qs
minori di p, tali she la frazione date si trasformi nella somma

i , s 7s
p p‘+“'+p'
1

esattamenia o con un serrore assoluto mipnors di — , 8 che in tutti e due

. n -
o
. —

1 casi la trasformuzione si pud fure in un solo modo,
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necessaria e sufficiente perehé la

Rieercheremo quindi la condisione
te, e congidereremo poi il caso

dotta tragformazione si possa fare esattamen

particolare di p= 10,
Indicheremo per breviti

Premettiamo il segnente
1

h ] -
LEMMA., — S€ Oy, (g - « - qu SONO minori di p, ed g ¢ minore di _P_" In

con T la trasformazione di eni si tratia,

& g e, T
. - .-r_ i B - "-_;.ll - -
e et it L I W LAy 5 T Ll w ol Pt -
i cal i, s — - r g LA™ R T i 4
:.T| 5L T = - = - k! -4 o = 1 £ a o i ke
e f s L = ) = L afer a = = 7
e = ™ L L a0 -] 5" el | — L
P i Tl L = = e L L =l 1 = : .
. T s — AT X % . = = i} T
" . - il s T £ = il e 4 - 'y
- e — - " - - I.'
- =

[
' §OININA
01 4 Y= 8% 3 M
(A) ¥ I’E_I_ vie ‘+ l’- F K
¢ ymnore di 1.
Infatti, se nei termini della somnia (A)in luogo dig(i=1, 2, . 008)
gi pone (p—1), che & il maseimo dei valori vhe puo avere g, gl trova i
p—1,p-1, 1, h_(p=D 4 +.41), b _p—1 R
?-] ] pl [t IJ! Ilf'l p.g |k pj |k ;
W T,
e poiche — {?}E,m aduee
pt—1 h
P ' li ) < 1,

ragione la somma (A) sari minore di 1.

s quindi a maggior
effetiuare ed in

Teorema 1% — La trasformazione T si puo SEmpre

un solo modo,
Infatti si divida mp per m, sin gy la parte intera del guozients ed 7

il resto; si divida mp per 7, sia g la perte intera del quoziente ed 7y

il resto;. ... 81 divids »~p, per sia g, In parte inters del guozients

ed r il resto.

Dobbiamo distinguers due casi:

19 ypo==10

20 p».= 0, né & possibile Lrovare un ¥
nel sacondo caso avremo 1 dne gruppi d eguaglinnze:

psto nulte. Sia nel prime che

mp I 1 m f1 | "y
N n _ p ! ap
1P Ty 1 Jas | s h
(B)y » = _I_b" )y »p ¥ np? i
N R oy oy T s
fr.- =T 7 s L A 3
J

g i pomeri @y, (g .. - {f» SAIANNO minori di p.
Addizionando le (C) membro & membro e sopprimendo nell’eguaglianza

dedotte i termini comuni ai due membri, si trova nel 1° easo

ds | H
- it G

»
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14 PERIODICO DI MATEMATICA,
nel 2% gaso

m e i ] g | ql | Ty ;

n P | Pi | ®* v P., | np'— ’

s 1

& BiCODME ’E' { —s perche », << m, la prims parte del teorema & dimo-
shrata,

Supponiamo ora di aver trovato mediante due procedimenti diversi

n_ 4, 9, | T , €
7 p I iull TRLE BB }-Jﬂ I
i 0y |, 9s g | &
" p g pr T k)
essendo
Pl A_J
d<p &S p
Si deduce 'eguaglianza
D QI '?i C '?1 gi
N L Rt o I AL

e moltiplicando i due membri della (D) per p si trova

( J gl_l_?]+- lp.—l I ad & % F "'+p-—1+71
8 SATH

pe 1 ph ]

d < PI—I ) _'k- { Pl—l -

Ma affinchs la (I) poBsa sussisterds deve essere

th— g1,

perché per la proposizione premessa ln somina dei rimanenti termini in
siascun membro della (E) é una frazione minore di uno. Allora avremo

anghe '
_";?3 | VE ’ o I | pc e | 7y I Za | p'h .
» | o St pu—l U d T » ‘ j‘?u+ b | p-_l R

e da quesi’ultima egnaglinnza si ricava, ragionando come prima,

fs — U3,

e cosl continuando si arriverds all’eguaglianza

0 | Pe_ g | pA
p ' d  p U R

bbbbbbb

% L5 ! i - gt ] ! = - - ; xS
= by ! e 7 - i O Ty
_:-.-.-""F.."':'- e il I o - i " g A e - - R
s, T (e s o — Ll 7 - -.-
i - ke N N - o " el
[ =" 1 " S L. p- v v " -
-y T, o - S - . - z L

- '_'I‘:-

2 —

=2k,

& L] 5 -

i iy,

=1
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PERIODICO DI MATEMATICA. 16

da cui g1 dadoee

s — Ya:
e _h,
g &°

od il teorsma & completamente dimostrato.
OssErVAZIONE. — Nel caso in cui non 8 puo frovare un resto nullo,
la trasformasione T si puo effettuare con un errore SEmpre min piceolo,

perché minore di %a, dove 8 si puG prendere grande a pracere.

_ a
TgorEMA 2°. — Per wna [rasione — .
pﬁ

tenza s°5mn perfelta, la trasformasione T s pud sempre effeltuare esat-
tamente, ¢ il nuwmera dei termini é eguale ad 8.
(per ln guale & lecito supporre &

il oui denominatore @ una po-

lufatti operando con la frazions %

e ewa o : m : ‘
non divisibile per p) come si 8 operato con ln frazione —— . 81 Irovino

i guozientl incorapletl Gy fa+ - - s ed i resti ry, 79...7,. Poiché ry & il
resto della divisione di ap per p¥ ry sard divigibile per p & allorn 7yp

per p%, 7P per §°, Tea P PEX PY; dunque », = 0 ed avremo

L AV
P'__P—I_‘P'—]_'”+

TeoreMa 3%, — La condisione necessaria € sufficiente perché per una

.
p*

: s MM . _ ; .
frasione proprié —- rriducibile la trasformasione T si possa effeituare

esaitamente ¢ che i fattori primidi n siano fattori primi di p; e quando
la trasformasione T ¢ effettuabile, il numero dex fermim la cul Somma
equivale alla frasione data € uguale al piie piccolo esponente per cut si

hin una potensa di p divisibile -pTer .
La coudizione & mecsssaria. Infabtl se

}l_?]+?]u—i_."+ﬂﬂ, "‘:

g1 dedoce 4
’ 3 i

m gt et e T gt

R -’ P* ’ e

T —— : . e . Sk

ed ossendo '—ﬂ— irriducibile, p* dev’vasere multiplo di 7, & quindi i fattor: ke
s

primi di # devono esseve [uttorl primi di p® e perecid di p. &g
La condizione & suffiviente. Tnlatti se I fattori primi di n sone fat- el
tori primi di p, potremo trovare uua potenza p*, wvin questa la pin pie- i

coln, divigibile per »n ed allora avremo I

bl O ,
n - p A
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16 PERIODICO DI MATENAYICA,

e per il teorema precedente % gi potrd trasformare esattamente nel modo

detto il numero dei termini sara s,

OsSERVAZIONE. — Se gZi esponenti dei fallori primi di p sono eguali
ad 1, e i fattori primi di n somo fattori primi di p, la pin piceola po-
tenza di p multipla di n ¢ quella che ha per esponente il pii grande
degli esponenti dei faitori primi di n.

. b .
Se & data una frasione — maggiore di 1, si divids & per n; sia ¢ la

parte intera del gquoziente ed » il resto; avremo

b

N
P Y

essendo -;1— << 1; e quindi la frazione data si potrd trasformare nella

BOMmMIM&

i Ju
Jl :i"'+}]g

: : &
esnilamente o con un errore assolute minore dl;, operando sulla fra-

. & _ .
mnnﬂ;‘— la. trasformazions T,

Supponendo p==10 risultano dai teoremi precedenti le seguenti pro-
posizioni:

a) Una frazione si pud trasformare inm un nnmero decimale esatta-
mente o con un errore assoluto minore di una unitd di un ordine deci-
. male gualunque,

o Iufatti la frazione data si potrd, per guanto abbiamo dimostrato, tra.
sformare nelle somma

| 1 T e
| . /3
[.F) g7 11 Il ]“2 <P s |' 108
|
esattanente o con un errore assolnfo minore di 108 } gsspuio la somma (T')

on numero decimale, che ha ¢ per parte intera e per cifre decimali

14 Ta.+ . {fl

b) Lin condizione necessarin o sufficiente perché una frazione ﬂﬂ 1rri-
dueibile 81 possa trasformare esattamente in un numero decimale, & che 2
non contenga fattori primi diversi da 2 e da 5; e quando In detta tra-
sformazione & effetinabile, il numero delle ecifre decimali & nguale al pin
grande degli esponenti dei fattori 2 e 5 di n.

Cio risulta dal teorema 8% notando ohe 10 = 2 X B, o tenendo conto
dell’osservazions fatta & deito teorema.

Belluno, dicembre 1809,
. MonTL.




PERIODICO DI MATEMATICA. 17

QUALCHE COMPLEMENTO AL TEOREMA DI HUNTADY

su certi determinanti

Dato un determinante gnalungque d’ordine »

b e (0. k=1, :.8)

il teorema di Hunyady dimostra come un cerio determinante A di

nin-+1)
5
esprimibile con una potenza di 1. Non fo avvertito perd, per quanto
& & mia cognizione, che pure complementi algebrici di primo ordine
in A, ammettono una espressione elegante in funzione di D e de’ suol
complementi di primo ordine.
Tale semplice ricerea e le conseguenl relazion: intendo porre in

evidenza nella nota che segue.

ordine opportunamente formato con gl elementi ., sia

|. Approfitte di un richiamo del teorema di Hunyady per iniro-

durre qualche utile notazione.
Per mezzo del determinante D costruisco le g funzioni lineari:

I in & 1 Q2 .'I:"I—. e s s Iy Tw=—=11
(A) ‘ Mye Ty 1 (o ;rg-—}—....—— thng 0 == Ya
[l iy + “'3.11. WLy + Mon L0 — i

Si facciano ora i quadrati ed i prodotti due & due delle funziom (A},
e indichiamo con e il coefficente di (#1x;) nella funzione quadra-
tiea (yuip). Le zayan non mutano seambiando due indiei di una stessa
parentesi, e si presentano in numero di

‘[ﬂ(ﬂi ;- 1)]“‘

Serivendo ordinatamente le funzioni quadratiche (ynp) sl ottiene:

i 2 _- b
ey (ay) 1 T En ) Zy Fa + o e T Eam)(1) Tn = Hh

r e
Uy pe Ty 1 %o (2) L1 Le 4. ... T leman T — Y1 Yo

(B)

e
l G111 (und T’ —|‘ Z(12) () Ly Lg + . s + Ztan)tan) T = UYn
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Si costrmisea allora 11 determinante
A= [‘-'Ii'iﬂllﬂ-l]:

ponendo nella stessa colonna tutte le a in cui sono fissi 1 primi in-
dici (ij), e nella stessa linea tutte quelle « in cui sono fissi i second]
mdicl (Ak).

Le colonne e le linee cosi costrnite si indicheranno brevemente
con 1 rispettivi simboli (2)), (/ik).

Ora il teorema di Hunyady & espresso dalla formola

(1) A=D",
intendendo che le linee e le colonne in A sieno opportunamente or-
dinate, cosl per es. come nella tabella (B). si presentano i coefficentl =

2. 8i afttribuisea alle %, significato di gquantita arbitrarie. Allora
dal sistema (A) rieavando i valori di 2.2, risulta

(2) | T = D ' : &= D Y

dove Di(y), D, (v) =i deducono dal determinante I} ponendo la colonna
delle y rispettivamente al posto delle colonne di posto i, j
Dal sistema (B) ricaviamo ors @, zizj, 2%, onde

e Aiily) Ayly) 2 Ay (y)
(3) T =" 1 Lidy =" 1 7= ==,

dove Ay si deduce dal determinante A, ponendo i prodotti
i (hk=1,2,...n)

al posto della enlonna ()
Bliminande ai, 21 fra le (3) si ottiene la {ormaola

(4) Aif* (y) =2Au(y) A;(y),

la quale @ molto interessante per chi ne analizzi 1l significato, e
servira di cardine a parte delle nostre ricerche,

3. Si confrontine ora i valori delle =@ dati dalle (2) e (3). Tenuta
presente la (1), si ottiene in modo ovvio

(5) Aul(y)=D=".DF (y).

Sostituendo ora questa espressione nelle Ay, Ay della formola (4)
ed estraendo la radice, risulta

(6) Ay () =D"".D,;(y) . Di(y),
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dove, caleolando il segno di un medesimo termine nei due membri, &
tosto verificatn che, nell’estrazione di radice del secondo membro,
a questo compete il segno positivo appunto, come si ¢ posto.

4. Dalle (5) e (6) @ facile ora dedurre I'espressione dei minor: i
primo ordine di A. Indichiamo in generale eon Dy il eomplemento
ﬂ]gﬁhﬁﬂﬂ di T3 In D, e con -'-lﬂj]{hh] il Eﬂmp]EmEntD il Z" (1) i A,

Poniamo
¥

=1, yp=00r==h)
Per tal modo i determinauli
Diy). Dily), Ay , Ay
diventano rispettivamente

Dy U,lh . Ao Bapong -

Onde la (5) e la (6) diventano
(7) Amyay= D" . Dix,
(B) ﬁu}m:h}: D=1, Dy, Djh '

delle quali la prima naturalmente & caso particolare della seconda.
In questo modo abbiamo determinata Vespressione dei complementi
algebrici di elementi, in cui almeno i secondi indici sono uguali,

5. Per procedere ora alla ricerca generale poniamo
= —1, Yr=10), ('?':JZ}M A,
e sostitniamo nella (5). I determinant

Di(y) . Ayly)

g1 muotano allora in

Dll;+ Dlh y j!,’I I‘.l-.’llh}_}' J.'il;ll]lun""' Auu[‘huj -
ontle

:im!cmn ‘I— ﬁm}[m‘—}— ﬁ{ﬁ] (ker o= (Dih —+‘ Dih )E:
e tenuto conto della (7) |
(%) Agp o= 2D" ' Dy Dy (h={=k)

espressione del minore in cui i primi indici sono uguali. Sostituendo
invece i posti valori delle A nella (6), essa diventn analogamente

I’:'-tu_r k) + dl:l_]', [m:r_l' jlijl[kh= (Dih + le) (DJH + DJI )

=

- e i
= ) & F - 5
Pl g =
""Il"-'l;_--.-‘ -
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Relazione questa, che, sviluppando il secondo membro e tenendo
presente la (8), si riduce alla forma

(10) Appnso= D*"1(Ds, Dj".+ Do D).

E questa comprende la (9), ma & vera soltanto per == k.

6. In sostanza adunque abbiamo ottenute due formole generals,
la (8) e la (10), per I'espressione dei minori di A, Tali formole non
sono ricondneibili 1'nna all’altra in_guante la prima vale quando m
Auwme 1 secondi indici sono uguali, e l'altra solo nel caso che sieno

essenzialmente diversi.
Per riassumerle in una forma comprensiva possiamo porre

(11) Agrao=—¢eD"" (Dy Dy Du Dy )

L[ =

dove e=—5 per h=1%L, e=1 per h=|=k

7. Per indicare qualche applicazione della (11) deduciamo un teo-

rema abbastanza interessante.
Caleolando il reciproece A" di A, e posto

(n* —1)(n—+2)
o= 5 :

el ottiens, rammentando la (1),
A'=D-.

D'altra parte se con I' indico il determinante di elementi

Tnmn =— Dis Dju —+ D Djh '

questo, & meno del fattore

nni=1)

M—oD"

L

coincide con A" Risulta adunque paragonando,
(12) I'=[Ymue]=2"D " . N |

Segue quindi il teorema:
Se D==[ay] ¢ wun determinante dordine n, e mediante i complementi %
algebrici d¢ suoi elementi si formano le espressioni 1

Yopex = D Dy —+ D Dy, %

allors il determinante ; of
%

I'=[Yupox] B

PR W
r:.hr .d_"".-'l ! s Mg
i il 1B
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d ordine n(nz—k 1), formato ponendo nella stessa colonna le ¥ in cui 1

primi indici sono fissi, e nella stessa linea tutli quelli in eui sono fissi
i secondi, & espresso per D nel modo seguente:

=& D™,
in cui il segno dipende dell ordinamento delle colonne.
8. Applichiamo ancora la (11) a gualche determinante speciale,

a) Si supponga D un emisimmetrico d'ordine dispari,
Allora dal noto teorema D=0 discende

A=0 , duwmo=0

Supponiamo invece D d'ordine pari, onde
D=(1.238,...%)"

e indichinmo con [ij] il pfaffiano che si deduce da (1,2,3,... %), soppri-
mendo gli indici /, j, considerato eon segno -+ 0 — a seconda che ¢ =
Ricordando allora che

Dn=(1,2,3,...a5)[rs] (r=]=8),
le (1) ed (11) diventano

A=(1,2.8,...n)"2,

Ao =e(1,2,8, ...a)"~* {[ik] [jk] 4+ k] [jh1} .

In virti poi della formola (12) con facili osservazioni si ha pure
che, formando gli elements

Banow =1 ih] [gk) -+ [ik] [jh],

¢ con essl il determimante

B= [ﬁiiﬂﬂhﬂ]!
questo ¢ dato dall’espressione
B=2~.(1,2,3,. .. )" r~=,

b) Facciamo ora I ipﬂtﬁﬂi che il determinanle D sia ortogonale,
ad esempio destrorso. In tal caso si ha

D=] . Du_-ﬂrl:

onde le formole
A=1,
d{unhh} — (aih ﬂjh _I_ ik H}h) |

in cui & ba 1 soliti valor:.
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Di qui si vede che il teorema del n. 7 diventa in questa 1‘putea1

particolarmente semplice:
Se D={[nu] ¢ un determinante ortogonale destrorso, e mediante i

suoi elementi i formano le espressioni

Yeinms == O O — G Gy,

. secondo

nin- 1)
)

allora costruendo i determinante T = [Tﬁimlﬂ_] &' ordine

l'esposti legye, questa la il valore T' =2+ quando alle colonne di T si

dia un ordinamento opportuno.
Omettiamo ogni esempio ulleriore.

Sassari, 4 maggio 1000,
Trro CAZZAKIGA.

+ INTORNO AL TEOREMA DI WILSON

1. In guesta breve nola ci proponiamo di siabilive aleune formule analoghe
a queila eelebre di Wilison

(p—1!I+1=0 (med p),

la gquale offve, come si sa, una proprieth carntteristica dei numeri primi.

Abbiamo
p—Nl!=@p—2'p—(p—2)!
0 grundi
(p—2]!—1=0 (mod p);
cosl
p—2!=(p—38)lp—2(p—8!
onde s
2 (p — 8) 14+ 1 =0 (mod, p); bt
prosegnendo cosi si oftiene la formila gensrale | &n
() e!{p—lx-+ 1} =(—1H (mod.p)
Se questa formuln & vera per il valore z; di @, esse & pure vera pel valove = + 1,
infatti, essendo
{p—lm+0}i=—{p—ta+2) ! {m+ 1) (mod p)
81 ha 4
(71 4+ 1)1 p—(m +2)} ! = (— 15 (mod. p).
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Cosi la (&) & dimostrata, Dssa vale per ogni valore intero compreso fra Gep—1:
per tali doe walori di # si ricade nells formula di Wilson. Pud farsi in partico-

p—1
2

lare: 2= : 51 ha allora:

e Bl
(1) (-‘P—l) #=(— 1) % (mod. p).
Ma ai fattori del prodotto

= L\
e (2
; "3

si possono sostituire i residui quadeatiei di p; indicundo con wm, il lora prodotto,
si he
pi

(2) mp=(—1)* (mod. p),

cioiz Per ogni nmumero prime p, i prodotte dei residui quadratici, aumentato o
diminuite di 1, & divisibile per p; vicerersa tale proprietd caratlerizza i aymers
primi.

13, Riprendiamo la (1). 31 pud seriyere

p—lI__j;-—E,p—l ] p—3'p__ 1 p—38,
2 2 2 I g 2 -
onde
1 p—8,\* oL
(2 PE !) ={—1)2% (mod. p};
cosl analogamonte
8 n—5 Y P+
(EE L 3 d!) —[— 1) * (mod. p);
ed in geuerale
lIJ“_E'”_]‘r'a‘]I
' ,|."' o P ".;1 :2 . B TPF_I;
i‘;] l:j-D-T.H..-IEy—l_I" - :[-—_]} 2 [H}ﬂﬂ- ‘,}J‘

:i'_h.
Se la formula & vera pel valove 4 @ y, lo v puve pel valave y + 1, perché &

‘fi'——g‘l’[—ll_ﬂ——g_d]—ﬂl .I.l—g_l‘r‘[—'ﬂlgyi-‘f‘l .

2 2 # 2 2
Essa vale per ogni valors & iy eompreso fra 0 e - : 1. Per y= 0 si ricads
nella (1), Per y= & ;:1 si ha
1

(3.5.7.0...(p—2)" =" (=1 *F (mod p),

¢ pel teorems di Fermat

i
(3) {3.5.?.9...[1}—2]125[—1]‘ (mod. p),
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Oppurs s
14.6.8...(0 — 1)) =(—1)* (mod. p).

In generale sath onportunc prendere per case particelare della (f) 1l massimo
valore di y che soddisfa la disugnaglinnza:

D3 ] (p—29—1 p—2y—1
E(ﬂ_gf )—|—E(ﬂ 2‘.‘—)4-.,. +E( T );?"1

dova T {a) & 1] simbolp di Legendre e 2* & la massima pofenza d@ 2 contenuta

inp—2y—1.
3. 8i hn ancorn

=1 2
() = (-1 -2 ) = e 25

- —

it g . |
soslituendo per [ﬁ : ,') e ( =8 !) i valori congrui che si rienvano dalla (§),

2 2
sl ha
rl  a—1 p—38 AR
2(—1) 7 + =15 = =1 (mod. p);
_ 2 p—>o £
prosegueniln cosi per — s oftiene la formnla generale:
nhi —P=28 p—9>—1
(1) 2T —1) 7 422+ 1) {3.5...2e— 1) —1E——1-0 (mod, p),
y dove =z pud vavinre fra 0 e ‘“;_ 3. Per qunest’nliimo valore di 2 si oitiene ancora
f_-f* Ja formala (3).
kf 4. Le formule (=), [5), {v) & le altre. ¢he ne sone particolari casi danno altret-
e tnnte condizioni neccssarie ¢ suflicienti pel riconozcimento di un pumere primeo.
Jﬁiﬁr Benché esse siano ancor lungi dall'offrire criferi pratici, si pogsono tutlavia notare
Ay dal punto di yistn lozico.

Mawin \mocmr,

- ppeig . —

PROPRIETA DEL TETRAEDRO E DEL QUADRILATERC

4

1. In questa nota chiameremo: Ay, Ap, Ay, Ay 1 wvertici di un lebraedro;

), 2, 5% le laceo opposte; vy il piano elevate porpendicolarmento allo spi-

' golo AA; nel suo punfo medio, 2;; il piano perpendicolare allo spigolo A4 con-

dotto dul punto medio delle spigolo oppoesto, (i il baricenire, O il centro della
gfera circoscritta ed H l'orbocentro, ossia il centro dell iperboloide delle altezze.

Oeservinmo primn di totto che il pinmp vy & il simmetrico del piamo 2; ris-

petto a . Infatti essi piani sono paralleli perchd entrambi perpendicolari ad AA;,

1
- b
|_'.'l
[
i
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ed il punto ove il primo incomtra A4; (punle medio di AjA)) & il simmetrico
rispetio a G del punio ove il secondo incontra Jo spigolo opposte A Ay (punto
medio di A.A). Risulta allora che, allo stesso modo come i 6 piani y; formano
un apgolo quadrispigolo di vertice O, i sei piani &; formanoe un angolo quadri-
spigolo il cni veriice & il punto simmeirico di O rispetto a @&, il quale in virth
di un teoremn di Monge(®) & 1'ortocentro H del tetraedro,

2, It facile vedere che il trispigolo diagonale dell' angolos quadrispigolo dei
piani 7;; ha per facce i § piand antiradicsli (**) delle tre coppie di sfere deseritte
sulle coppie di spigoli opposti del fetraedro considerat] come diginetri (**). 8i de-
duce guindi che lo facce del frispigolo dingonale dell'angolo quudrispigolo dei
piani %;; sono i piani vadieali delle stesse coppie di sfere. Entrambe le terne del
piani sone costituite da piani perpendicolari alle 8 congiungenti le coppie di puuli
meidii degli spigoli oppoesti.

3. B noto che se b, Ps, Bs, &4 s0n0 i pani condotti da O perpendicolarmente
alle mediane del tetrnedro partenti da Ay, A, Ay, Ay per ogni punte M del
pianc f; 51 la:

3MA =MA 4 MA," + MA,” (#)
ove i.j,k,! sono, indipendentemente dall'ordine, | numeri 1,2, 8 4, Possiamae
aggiungere che: Pangolo tetraedie dei quatiyo piani §i,Ba. Bo, Fu & wrmonicamente
circoseritto all'ungolo guadrispigolo dei piami v,;, cioé le tre coppie di spigoli
opposti dell'angolo tetraedro dei piani § si brovano solle tre coppis di facce del-
'angolo tetenspigolo dei piani y); ed il friedro diagonale del prime eoincide eol
trispigolo dingonale (el secondo.

Infathi, per ogni punio M comune ai piani 2, , f2 si ha:

8 MA," = MA," 4 MA:® + MAS?)
3 MA;* — MA," + MA,* + Ma,'J
e sottrnemdo: 4 MA," =4MAs" | ossin MA, = MAs. Sicché il punto M si trova

anche nel piano via. Inoltre la prima delle due eqoazioni (1) per MA, = MAy =i
pno SCTIvere:

(1)

MA," 4 MA," — MA,” 4 MA,*,

e cib indiea che il punte M s trova pure nel piene anlivadicale delle dne sfere
descritle sn A;8e, Agdy come diamelri. Potremo quindi nffermnre che i pian 5
g1 incontrane in una rettn che & comune anclo al piasio v ed al piano antiradicale
delle due slere descritte su AjA) e sullo spizolo opposto come diametri; od il teo-
rema # con elo dimostrato,

Da vid che precede si ricava pure che Uangolo telruedre formato dai piani
W'y, F'e, b5, By condotti da 1 perpendicolarmente alle mediane uscenti da Ay, As, As, Ay
& armonicamente circoseritlo nﬂ'ﬂﬂgﬂfﬂ guadrispigolo dei piani &;;.

4. Voglinmo ora ricercare la relazione che passa tra le distanze di un punto P
di nn piane py dai 4 verbict del tetraedro. Siano A, A%, A, AL 1 simmelrici
di Ay Az Ap Ay mispetto & G, avremo nllora:

aPA\"=PAs" 4+ TPAYy" + PA :i ece,

(%) Carveqpunidguce mv Uéeole poiutheenique, Vol. 11, 1500,

1**) Sone | planl simmetrivl del pinnl radicall rispetbo ni puntl medii delle centrnli.

1% Clr.. 4. " Quelques théordmes de géumbtrie . Nouvelles Awnales e Math,, pag. 17, 1897,
(¥24F) Ofr.: 14 nora elinty, pag. 13,
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D'altras parle ¢i ha

PA + PA' = 2PG 4+ 2GA,
PA 4+ PA = 9PG° 4 QGAS"
PA;" + PAL = 2PG° + 2GA,
PA + Pa = 2PG + 2GA,"

e sotlraendo (el friplo della 1* l& somma dslle altre tre, si ha:

EFAIE_ (P-'lfl + ]:,_-13_-;1 + ﬁ:‘]) =2‘{3GA;J —I::GA*.;! ‘1— GI:\;E —-I— l}:‘i..' :l} "

Ora, se indichiamo con Gy il baricentro di As 45 Ay, 3i lin

_ g e == ] —
GAS + GAs" 4+ GAS =306 + 5 (D47 + 340 + L),

Ed osservando che G :%.&;G;. e che A3 ———%A;G:.

& W = - = r e H _— ‘]I - 1 . [
304" — (A" 4 GA, + GAYY) = ] A Gy — £ (Al R + AdAS)

——y  —— | —— —y 1 e
Inoltre: A A" A A + A A0 = BA, 000 — 7 (A&’ + A7 + AyAe)

'.iﬁicnvnmlu Ay Gy e sostituendolo wella espressione provedente, si trova dopo
faeill riduziom

SPA—(PAS+ PAS’ + PA)=(A, A7 + Agds 4+ AA0)— (A F 4507 4 AGAY).

Analogamente per i punti dei piani 8e, 8y, &L

Llortacentro H oi un teiraedro A\ AsAs Ay he adungue lo propriei¢ espressa
dalle eguaglianze sequenti:

SHA =HA +HA + HA + & peri=1,2,5.4 (2)

ove & & la differenzee tra le sommn dei guadrati degli splyoli passinti per A e
e gouppa (Fei garcctlrati degli alli tre spignli.

. lu particelare se gli spigoli opposti seno ezuall sl ha 2, =0 ¢ guindi H inin-
cide con 0, 3i hn cosl un teorema nolo per il tebraedro equifncciale (v. ald es.:
Besso, Periodivo di mdematiea, Vol 1).

9 Bisa che HAC 4 HAy + HAS 4+ HAS = 4R% ove B & il raggio della
sfern civeoservitta al tetvaedro (v, INTiana, “ Sul tetvaedro , Rendiconti dell’ Accu-
demin Reale di Napoli, § 11, 1888). Tenendo conto anche dells [2) si rieaverh

—

3 1
HA — R*= Tﬂi.

@ da qui si deduce faciimente che: © valori assoluti delle % sono proporzionuls
wtle profezioni delle GA, sulla yetta (GO,

G. Supponinme che tre dei verlici A¢As A, del tetraedio siano o fissi, che il
qonarto vertice X, si muove su an piano =, guale & linviluppo dei piani B ?

Sul pisno = disegninmo un circolo p, e sia M il punto ove il sno asse » in-
contra uub__l!filjiliﬂﬂi B, quﬂli corrispondente ad una certa pesizione di A; so p;
Sbavea: SMA;" =MAe" -+ MA;" 4+ MAL" Se A & un albro punto i p, per esgers

s A A
el ’.’.Ef'."lg- “
is
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MA; =MA' si avea: 3MA'," = MA" -+ MA,* 4+ MA®, e quindi il punto M si trova
anche nel piano §y corvispondenle al tetrasdro A A AA;. Risulla cos dimostrato
che, quando il punto A, si muove sul circolo p del plano =, i piani §;, corrispon-
denti passano per un punto M inviluppando un cono di secondo grado. Kecipro-
camente an punto M di laoge ad uno selo di siffatti coni, perché non pub esistere
un ulbro circolo che din Incgo pure ad un cono di vertice M.

Facendo variare il circolo n su m si avranno o« coni di setondo grado, i cai
piani langenli somo i piani fy, ed i cul vertici sono tutti ) punti dello spazio,
Risulta da cii dimostrato ehe Uinviluppo vicliesio & una quadriea.

7. Nelle stesse condizioni del parugrafo precedente, yuale & |'inviloppo dei
pinni {y condotti dagli orloceutri perpendicolarmente alle mediane passanti per i
vertiel A; ¥ Dimostreremo che tali pianl passanu per uno slesso punto M.

Dal baricentro Gy di AuA; Ay si abbassi [n perpendicolare P al pisno =, e
sin M il punte ove essa incoutra il piano Py verrispondente ad un punto A, di n;

==y by cmme—n 1 . ; ;
si avrh: M4, —_—F{Mﬂ{ + MAy + MAS) + 5 ©1, ossia, sostiluendo & & il sno

valore, ed esprimendoe la semma A, - i T VT + Az A medinote Ay Gy

MAL: i(Mﬁ. ) WAL 4 A it : T i = —2)
Ay =3 o 4 MAs -+ MAS) + A4 — 0 (.:Le,ia + Az Ay + AjAL )

Sia ora A nn punofo gnalungue di w; col eentro P & rageio PA si descrive
Ia circonferenza p che ineontra FA, in nn punte A, Avremo:

MA;" —MAY" = GA;"— GA'Y,

onde si poird serivere:

R—— ]- ] 4 eae——— E—— ——— . S = 2 :
MA = Euﬂag‘ + MAS + VAT + A G — (Ao Ay™ b Ay A > 4 X AT

1 R —— ~ 3 -t s & l
a7 {51__3.5! + My + th":} -+ ¥ 2y,

ove &, & il & ecorvispondente ad A e eid dimostra che il pinno #, corrispondents
od A’y passn pure M, Dal falto poi eha A si trova suopovisults MA = MA,, d'ondes
si ricava Tacilments ehe nuche o pinnu t:'u.l'riﬁ-pr.nnlﬂﬂtﬁ ad A passa DeEr M. Cosi il
teorema & dimostrato

Nella memoria citata di Tobrigila (§ 4% & 3¢) si tvova studiate il lnogo degli
ortocentri dei tetranedri, she @ una guadrien.

5. Supponendo ¢he i 4 punti A;A-A A, shiano su un pisne. si henno proprieti
del guadrilalero. Invece dei piani ), 8 si avrnnno le rette g, dsj. Le veite g,
sono 1 6 lati di un quadranzole clie ha per verlici i centri dei cerohi vircoscritti
al triangoll AsAsAs, A AxA,, A Audy , AjAgAy (trinngoli parzinli del quadnlntaro).
Le reite di; sono le simmetriche delle retle precedenli vispetin al barvicentro G
del quadrilatero, e quindi sono i lati di un altro quadrangolo. Nel ease purticolars
del quadrilatero insorittibile (e solo allora) le rvette (,; concorrono in un punte 0.
e quindi le rette i, concorrono it un altro punio H simmetrico di O rispetto o (3.
Wuesto punte H, che si potrebbe chinmare ['ortocentro del quadrilatero inscrittibile,
gode di parecchie altre propriets 1Cfr.: ad es.: Grnuer, * Aleune proprieta del lrian.
golo e del guadigngolo » FPeriodico, pag, 147, 1895 e la 15* quistione a concorso
del Supplemento al Periodivs, proposta dnl prof. Carposo-Layxes),

=
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g
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9. Anche nel piano si pud considerare il luogo dei punti M tali che:

=y == o
M&_-:_H"(ﬂﬁi-l-ml'-}-ml)

ove 1,7, %7 sono indipendentemente dall'ordine i numeri 1,2, 3,4, 8i avranno
cosi 4 rette by ba, by, bs, le yuali soltanto nel quadrilaters inscrittibile concorrono
in un punto; in generale perb formano mn guadrilatero srmonicamente circoscritlo
al quadrangolo determinato dalle sei retle g, (v. la fignra). 8ila cosi un mezzo
semplice di costraive queste 4 reble.

10. Analogamente si troveranno 4 rette bylsdsbs definile come | pinni fBeBafy;
tali rette formano in generale un quadrilatero armonicnmente circoseritto al gua-
drangolo determinato dalle B rette @iy

11. Se vi rimangono fissi 3 dei vertici, 4-=.As. A: del quadrilatero dato, ed
il 4° yertice A, si muove su una retta, l'invilappo della retta B« & una conica e
le relte b, passano tutte per uno stesso punto.

(1. Garuveer.

UL BARICENTRO DEL TRONCD DI PRISMA TRIANGOLARE

ftlimo Signor Diretiore,

Nel Fasc. V del Periodico di quest anne ho letto nna sun nota.snl harvicentro
del troneo (i prsma trigngolare. A me pare che s possa dimoestrare la uistions
nella detta nota teattata, anche senza useire dal eampo della matemntien elementare.

Uonservo le notazieni adolinte nel detto articelo, e suppongoe noto anch’ie,
cosa del vesto fncilissima a dimostrarsi. che

Pi ¢’

Ps__ﬂ -{-.ll"

Allors il baricentro del tronco di prisma coincide con il baricentro dei punti
Ky, K¢, a1 quali sieno applicati rispettivamente i coefficenti ¢, a'+ 0, ovverp 1
coeflicients proporzionali 40, 44 + 0. Il punto Ke. 4(a" 4+ 0°) (") pud riguardarsi
come il baricentro dei punti ¢ (o' L), Hy Sia"10"); e il punto K, ,4¢" come
, come il Laricenlro dei punti C°'.2¢", . 2. U essendo il punie medio di AB. 1l
pianc CU'D taglia ii trinngolo A"B"0C", secondo lan medians C”E oscente da C”,

(*) Seznendo Il Ballzvr indivo con P, il ponto T alfette dul coefficionie w.
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¢ 82 1 & il punto comune a detts mediana e alla retta C'D, risulta subito dalla
considerazione dei triangoli simili IC’C”, IDE. che

i 2c’
1D &+

e percio 1. (a4 b' ++2¢’) pud rigunrdarsi il baricentro dei punti D . 2" €' (a"+8").
F siccome & anghe
e 2¢

IE a+b'
L.ta"+b" +2¢") pub ritenersi come il bariceniro s punt: C”.{a" 4+ 0), B, 20",
Infine K.2¢" & il baricentro dei punki A".¢’, B'".¢" & Hs, 30" 43" & il baricentro
dei punti A* (2¢' 4 3’} + Bla’' -+ 26°), e yuindi 1* barvicentro del bromeo di prisma
coincide eon il baricentro dei punti

AT 20° b +¢'). B'.(a +32A +¢), C.in'+d+ 2),

che & quanto volevasi dimostrare,

3. CAaTaxtia.

Bi-be

PROBLEMI DIVERSI

l. Sieno OA e OB due raggi perpendicolari fissi d'un eircolo dato. La
tangente in un punto variabile M del circolo incontri le rette OA ¢ OB
im P e Q. Sia 8 il punto d’incontro della parallela ad OB condotfa
per P colla parallela ad QA eondotla per Q. K Ia proiezione di S
su PO, K'la proiezione i K su OA, P’ la proiczione di P sulla pa~
rallela PQ condotta per §, ¢ H la proiezione di O su PP’

I*. La eurva luogo del punto K & una quartica unicursale. L area
compresa fra la curva e le rette OA, OB, KK’ & equivalente a tre
volte T'area del settove circolure MOA. L area fotale compresa tra
la curva e i suoi asintoti & il triplo di quella del cerchio dato.

2¢, Si costruisea il puntf in cui la retta PP’ tocea il suo 1n-
viluppo.

4% Il lnogo del punto P’ & una quartica di cui I'area compresa
fra la curva e gli asintoti & il triplo di quella del cerchio.

4 1l luogo del punto H & un cappa di cui V'area compresa fra
la curva e gli asintoti & eguivalente all’area del cerchio.

2. La tangente in un punto M variabile d’un’ellisse mcontra gli
assi in T e T"; la normale in M li incontra in N,N. Il luogo del
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centro dell'iperbole che passa per 1 punti T, T, X, N ed ba i Suol
assi paralleli a quelli dell’ellisse & una curva tale ehe l'area compresa

fra essa ed 1 suoi asintofl €
24 Bt

C=nb— ab | duab”

3. Sieno O il punto di regresso e O I'asse di simmetria di una
cardioide, 0 la perpendicolare ad Ox, M un punto qualunque della
cardioide, P @ Q le sne proiezioni sopra 0. Oy. Trovare le aree delle
tre eurve seguenti:

1° inviluppo di PQ:

20 lnogo della proiezigpe di O su PQ:

30 lnogo della proiezione di M an PQ.
31 costrniscano queste curve,

4. La tangente in punto M di un'ellisse di centro O inconira
I'asse maggiore in P. Sia Q il punto dincontra della parallela al-
I'asse maggiore, condotta per M colla parallela a OM condofta per
P, () il simmetrico di Q rispetito a P, 5 la proiezione 0 sn QQ, H
¢ H' lo proiezioni di Q e Q' sulln perpendicolare a MP condotta per
P, K il pmto d inconiro di PQ colla. parellela condotta per M al-
V'asse minore,

1°. 11 luogo del punto Q & la quartica
o a%(2h* — A
C=T )

(essendo ':;E | i’,—‘l I'equazione dell’ellisse data). e |'aren compresa

fra la curva ed i enoi asintoti & U=3xab.
20 1] Tuogo del punto Q' & Ja guartica

P i

==y

e I'area compresa fra questa onrva € gli asintoti & U = b,
0. Tl luogo del punto 8 & la sestica

b”y’(:c“ = yi)i — a2« iy U - i’“ : tlr
Fene T [

T’arves compresa fra questa curva e i suol asinbotl & 30 |
it B

ra(3a” — ) o

-_— i . d.'nfp' ThE |

20° ' R C N

i* La retta PO tocca il sno inviluppo n un punto che s1 ot~
tiene nel modo seguente.
Si proiotta M in I sull’asse maggiore, si prende il simmetrico I dil
rispetto a P. La parallela all’asse mimore condotta per 1 incontra la
retts. PQ nel punto cercato. Questa parallela incontra anche Ia retta

PH el punto in eni PH tocea 1l suo imviluppo.
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50. 11 luoge del punto H & una curva unicursale; 'area com-
presa fra questa curva ed 1 suol asinfoti &

U :;—' ("~ 56°).

81 osservi che le aree delle curve 1 e 5 sone equivalenti per a=25%
e per a=>5b.
6%, 11 luogo del punto H' & una cwrva unicursale: area com-

presa fra questo ed 1 suol asintety & ['=—:-:,:(rﬁ—::’rh”_l-
7% 11 luogo del punto N & la sesfica

., b (rt— :rgf"

i o 2

5. Si consideri un eircolo di centro O ¢ doe puntt A e A’ fissi
sitnati sopra uno stesso dinmetro a egnali distanze da O; e sia M
un punto variabile del ecircolo.

12, 11 luogo dell’ortocentre del triangolo MAA' & una quartien;
I'aren compresa fra la curva ed i suol asintoti e equivalente alla dif-
ferenza per il doppio dell’area del cerchio di diametro AA' e l'area
del eerchio dato.

20, Tl Tnogo del punto di Lemoive del triangolo MAA' e dei suoi
punii associati si compone d'un’ellisse, d'una retta e di due quartiche.

6. Si consideri un’ellisse ¢ e il circolo ¢ concentrico a e ed avente
per diamctro la somma degli assi di 2 Esistono infiniti triangoeli
ABC inscritti a ¢ e circoscritti a e Sian A, B, C' i punt1 di contatto
dei lati BC. CA, AB con c:

1° la perpendicolare condotia per A su B'C' & normale ad un’el-
ligse fissa;

20 questa perpendicolare e In normale ad # in A" s'incontrano
sopra. un ellisse fissa:

3% 1l Teogo delle proiezioni di A su B'C ¢ una curva unicursale,
della quale si domanda [area:

40 le perpendicolari abbassate rispettivamente da A, B, € sn B'C/,
("A', A'B’ concorrono in uno stesso punfo. Si trovi l'area della curva
luogo di gquesto punto. P

7. Se si prendono per ordinata ed ascissa di un punto rispetio ad
assl ortogonali le distanze del ceniro di vn’ellisse della tangente e
della pormale in un punto variabile dell’cllisse medesima, si forma
una quartica costituila di due ovali. L'area di eiascuno di quest: &
eguale a quella delle podaria del centro della sviluppata dell’ellisse.

E. N. Barisien.
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RISOLUZIONS DELLE QUISTIONL
1, 506, 507, 500, 30, BH, 512, 513, 514, Hla, olb, al

S5O04. Dinostrare che nelle guartica acenle per equazione (rssi vettangoleird)
(x* + y2)2 —dax (x*— ¥%) + 48 (x¥ = 8y") =0,

12, Le guettro tangenti condotle alla cirra da ogiino del suni dne punti
doppt A ¢ B formune wn fuscio aquinrmonico.

2v. Delle ovtlo tangenti doppie, guatira $ono immaginarie e gunttro veali;
queste wltime, due delle guuoli gono isolate, concarrana in wn pinto, & gli etto pnli
di contatlo sopra un cerchio. Tyovare ie ollp equazion delle tangenti doppic.

3%, 8¢ P d un punio arbitraria della guayiice, Uoitocentio del triangulo PAB

gade suwlla carpn.
V. Reravt.

Risoluzione del prof. A. Barozzini di Treviso.
Una retba y = %a passanie per A taglia la gquartica in punti le cni nscisse
seno date da

(1) (1 432222 4 da (7. — Dz + 44 (1 — 34%) = 0.
La retta & tanzenie se sono uguali le radici di (1), cioé se
M50 —1=0,

Se =z @ il valore del rapporte mnarmounice del fascio delle guativo tangenti =i ha
lacilments 52 — & + 1 =0, quindi il fascio & nnarmenico come d. <,

Della guatiro tangenii due sone reali & due immaginarie, i contatti stanno snl
cerchio z* -+ y* 4+ SBuxz — 12¢% =0, che conliene anche 1 punti J,J  della curva
per gouall o =0,

Una retta per B y— ple — 2o) taglicta la quartica nei punti le eni sscisse
sono dote da

(2) (A 4 ph? 2t + dap® (1 — p?) 2+ 4ap? (" — 3} =0

;3 - :
Tale equaziona =i oftiene dalla (1) mutande A* in —; cioe se Py & nn punto delln

quartica, vi & sempre un raggio BPsy perpendicolare ad AP, essendo I': nltro
punto della guartica colln medesima aseisss di Py. In albre parols Pe ortocentro

di ABP; sta sulla curya come d. d.
La vetie y=p (x—2a) & tangente se pt — 6p2— 3 =0. Cio dimostra ancors

che le tangenti condoste per B sono perpendicolari ordinatamente o qoolle per A,
quindi sono nguali i rapporti anarmonici dei due gruppi di tangenti. Quelle per B
sono pure dne renli e due immaginarie ed lanno i loro coniatti sul cerchio

z? 4yt — dax =10

passante per A & col centro in B.
L'eguazione delln gquartica si pud scrivere

& + o® 4 2ax — Ha*]* = du [2z — 3a] [«* — 3a7].
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Si hanne allora guattro tangenti reali. dne isolate (la retta all'ec tangenie nei
viclici e Ja z =4 ay 4 3) e doe coi contatti reall. (i otto contatti stanno sal
varehio z? -+ y* 4 20xr — Ga*=0 & Je quattro tangenti concorronn nel punto all’ oo
della perpendicolare ad AB.

Altra forma deli’equazione della curve &

[By* + =* — B + 6u*]* =4 [3® (2 + 4* — 2ue) + (% — 3ax + a¥7).

Il secondo membro uguaglinte a zero di I"equazione complessiva delle quattro
bangenti doppie immaginavie; il primo wembro uns &llisse che passa pegli otto
contaitl delle tangenty medesime, | doppi A;B sone coniugati rispetto tale conica.

Nobw. — 1I chine® prof. Relali ottiene la vostruzione della quartica nel se-
gnente modo: Cua retla o= tagli in P, il cerchio »° +#'—3u*=0; centro P,
si descriva un cerchio ovtogonale a quello il coi diametro o AB, & che tagli In
retia in Py, Pu; rali punti appartengone alla ¢runrtica.

Ora aggiungo che le tangents & tale curva in PP e la tangente al cerchio

254t —3at =0

in Py, concorrono in un medesimo pante posto sulla vette 2= 3¢ — . Cio da
un motdo semplicissimo di tracciare le tanzenti alla carva,

luollre i cerchi eircoscritti ai triangoli AP,P., BP,Rs somo uguali ed hanno
1 centri pure su cerchi nguali al cerchio 2* -+ ¥ —Ra*= 0.

Finalmente la superficie compresa nei due appil in cui e divisa lo parte reale
delln curva ba per misura lotale

HE[‘I V3 + 8n .

SO0, Sono dati in un pinno due cerchi K2 C* ed AB sono i termini del
diwmetro di W= sulla linewr dei centri; da un punio pariabily P di C?* §i condiucono
o perpendicolure p ad 'AB_ ¢ Ju tangeate |Pw| o KL Determinare il lwogo dei
punti o anlersezione di p con le rette WA, jwB,, ehe wnizcono il punte di con-

lieklo w con A ¢ B.
V. Rerani.

Risoluzione del comandanie E.-N. Barislen di Costantinopali.

Sieno l'eguazioni dei eireali K ¢ 0% o delle rette Puw e p

(K*j £ty —=R=0, (1)
(%) (& —a)* + y* —R*=0, (2)
(P%) zevsy -+ yseuy; — R =10, (3)
(p) =X, A (%)

essendo ¢ l'angolo del diametro di K2, che passa per o, col diametro AB. Cono-
scende le coordinate di A(R.0) & di » (R cos 9. R senyp), ui deduce che 'equazione
delln rettn (Aw) &

[Aw) Xseny + gyl —cusp) = K sen 5, [5)

Si avra 1l luoge del punte d'incontro di (Aw) con p. eliminando =, y e » fra
le nltime quattro equazioni. Facendo = = X nelle (3) e (3), fjuesie equazioni di-
ventano

Xoosy + Yseng=R
Yreosz—IN—Riseng=T1T.

o
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L'eliminazione di 9 fra gueste dne ultime equazioni di
XY —YR]*+ [Yy-+ BR(X—R)]*=[Yy + X{X — R)J%,

OSSR
(X —R)*[X? — V¢ — R! 4 2Yy] = 0. (6)

“La retia X — R =10 & evidenlemente uns soluzione estranza. Facendo r=X
nella (2) 51 ha

y=\1R*—(X—na).

L'equazione del luogo del punte d incontro delle rette (Awm), p & dongue

X?2—Y: —R*+2Y YR*— (X —a)®

OVVEroD '

(K — Y —RM 4+ 4V [(X — u)* —R%) = 0. (7)

Facendo lo stesso calcolo per il luogo del punto d'incontro di (Bw) con p,
81 trova la stessa quartica (7). B una curva formata da due ovali.

Osservazione I. — Sia (F'o’) la seconda tangente a K* uscente da P. Si vede
geometricamente che le rette (wA), (Bw') concorrono in Q su #, & che le reiie
(wh), (w'A) eoncorrono in Q' su p, poiché’i quattro punii A, B, Q e Q formano
un gruppd ertocentrico, Ad ogni punto P di U, corrispondono dunque i due Q e @
del Inogo cercato. Siccome queslo & evidentemente simmetrico rispetto alla refta
dei centri, ne risults che su di ogni retta P, si trovano quattro puouti del lrogo.
1l luogo & dunque, & priori una quartica.

Osserouzione Il. — Se si rimpiazza il circolo C* con una retia, basta rim-
piazzare y con una funzione lineare di X [y = mx + p) nell’'equazione (6). 11 lnogo
sara quindi | iperhole equilatera

(X*— Y2 —R?) 4 2Y (mX -} p)= 0.

In mua forma piie generale, se 1o eurva percorsa da P ha per equazione

i

y= l'.{J'].

il lnego analogo a quello dell’enunciato sarh In enrva

X*— Y' _R*4 BY.F(X)=—0,

- -

207, Siano G » g polo e polare rispetto ad wne conice immiaginaria w©. Dato
un punto P del piane di w, sia P' il punto della retta GP che & reciproco i T
rispelio ad . Trovare lu condizione necessnrin e sufficiente affinché una curea p del
piane di w, sia il lyogo di P gquando P deferiva auna retta .

G, ManLerra.
" Risoluzione del prof. V. Retali.

Sqfﬂ K* la conien reale comiugata ad o rispetto al punio G (e all'asse g): le
polari p: e p' di P pispetto a K% e ad w si seguno sopra g e sono separate armo-
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nicamente mediante (3 e g. (
& K* ed w, & allineati con (3, si corrispondone dup

avente (i per centro o g per asse d'omologia; se P descrive npa retta r, il lu
di P, & (toorems nolissimo) la coniea R® corrispondente ad » nelln 1
Hirst avente G per polo & K? per conica daj puntl uniti, dongue il lnego di P’ &
la conicn amologica armonica di B* G centro ® g asse d"omologia: passa per G
per 1 due punti IMAEInAri conjnaati (¥, w) e ppi due ove K°
¢h’e separatn armonicamente dg niediante G ¢ g,

0go
nversions di

8 sezata dalla retta

D09, Dimostrare che

d

"x1x.dx _ 35 =%n?
o} Ya— ) x bt

E. N. Barisies.

Risoluzione del prof. V. Retali e del sig. V. Golisciani, sludente della R. U. 4 Napoli.
Se poniameo

aVr
== —
1 Va—yz -
sl ha
{1) ayt =z (z* 4 2.

Pintegrale definito Proposio rappresenta dunque 1'acen A tompresa fra la carva (1)

I'asse della o e ]'nssintoto veale d'inflessione, che & » — a; per ideterminare

quest’ area pongo y — gf — x1gh: le aguazioni Parameiriche della gquintica razio-
usle (1) sono dungne

fii at®
*2] I=[1+|¢H}r= y:[l_l_t:]'.'!

¢ abbiamo su tCessIvament e

4 gt
b . il
1] 4 %) @
=
5 /-tl r‘} 3
A= yadxr = 44°¢ e df = 4¢g? sen?f o -
4 i (1= % .
esservande ovn che g
- n'
"3 gk
[senh 2 44 — ST

(%) Berary, *Sulle ceniclie tonimgate o teoyr, X111 ¢ Mo deflan B, Adve. delle

T. Vi, pag. 104; aone 18R/, IvExn, * Osservnzioni annlitico-geometriclis spe. « (id, T, Vi1, pag. 12,
anne 1886) In gnesie dits mie note sl irovann, con alty, quagl Luthi | resuitati otiennti 4 algnor
. MarLerra nella son elegants nota “Hulle polariti Piane  meorila recentemente m ljuesto Ps-
"odico [Anno XV, png. 144-150). Le gwaltre Farita pioms consjderate dal signor Maprpgpry Bono
wlentiche 1) Alstom di quakiro coniphe dritomiche Bindislo ripelutamente dn STEINER, LResaxa,
ICHHOTEN, Rosases, RuFrixg, BarracLixi UOYIDte. Staees Vesruness, Cirs Wigxer & {ia me.

Scaengy di Hologna,
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abbiamo
: (1)
2 4 0n
sen) 89 =""55— = 2.938
0
e finalmente
| 35w 35® nt
A= T T 4" = ad

S10. Sin A un punto d’incontro d’ nne prrabola colla sua sriluppata 1l
rapporte del vaggio di cwrentura della parabola e della sua sviluppota in guesto

o ¢ %6, :
punio € | E.-N. Banisiex.

Risoluzione del prof. V. Relall.
Dalle squazioni y* =2pz e 2Tpy® = 8l —p)*, delln parabela e della suon
sviluppala, abhamo
48— 12p2® — 15p°z — 4p* =1,

che pud seriversi (x=4p).(2z - p)*=0. Le coordinate dei due punti reai d'iv.
conkro delle done eurve sono dungue

z=4p.y=%2pV2,

e quelle dei punti imaginari coningati comuni

! ] L s
E ora ponendo mnella solita formola s = (14 y*: y,perx ey |} ]m‘nﬂ Vil
" lori troviamo per espressioni dei raggi di curvatora dellan parabola e della svilup-
pata in un punto (al finito) di ascissa z rispettivamente

_@a4pt | _2@e+pit Yr—p

1= ¢«  Pa 3 5 fE

Vr

g e queste

n_3y—~
Pa 3‘ Il — pl

che esprime un teoremn pit generale di qnéllo enunciato nella guistione.

== : 21 .
Per x —4p si trova ﬁ-———;—. V6 & per z= g ahhmln#-g: iY3.

4
ofde Besendn dnta 1a eubica \ Z;:— gi comsideri il punto A della eurvn

tale che Uordinata AA' sic eguale all'aseissa OA'. Sieno B il centro @i enrvature
reletivo ad A ¢ B Ta proiezione di B sull'nsse X,

1° Se U designa Darea della cubicn compresa fra Zarco OA. l'asse delle x
e Vordinata AA', ¢ s¢ U rappresenic Uarea delle sna geiluppata compresa fro
Pareo OB, U'nsse x ¢ Voydinate BB, si ha

U 2188
T~ B3
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2°. 8e 8 ed B indicano gli archi OB ed OA, si ha

8 _ 2(18Y13—+¢
S 117 Y18

E.-N. Barisiex.

Risoluzione del prol. V. Retali.
2
Dall & y'=%— shhiamu. derivando due volte,

e 3.ri= L 3
o ¥V T
2k 44 x5

y

e le coordinate (£, %) del centro @i curvaturs nel paato (x, y) sono
49" x(Yr + 2k)
vy 2k
L1+t 4B8r+ 012
= ¥ = — '
y 3Vk

dalle quali, ponendo == k. troviamo per le coordinate del punto B. centro di
curvatura reiativo ad A (&, 1),

== =

e 1k 16k
o 2 ) 0 — 3 ¥

ma T'arco OB =§ dells sviluppata essendo uguale al raggio di curvatura AB,
abhiamo subito

— :\ 1 16 % L
S‘:AB:] (;- g 1;‘) : (ﬁ- ;’*) _%. 1313,
Caleoliamo ora 'arce 8

I . Y
R i I o 4 —— |
o j; 114y dr L/r: ]/(1 41‘) e

e, posto db 4+ Hr = 2, '

3% L -
N = 1_ :.n’:=i,.-(lﬂ]l:-i——1’ﬂ]
131 I8 i 21

dungoe

8 (13 VIB—8) 6 _ 2(13y13—8)
§ 27 18 V13 117 ¥13

L'nrea ADA" & espressa da

E K o
rzfydzz—,l:f ST =,
0 "k 0 3]

il ealenlo di T7 & meno breve ma pur facilissimo: abbiamo

11k

- — Y 4 ¥ L gy g_f
U= : v.d; 31E~/;[3::+3H:1.(.1_+k)d:¢

o 0
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@ guccessivaments

|8 2 36 M s 4) 1
U’=———_f::r d':::—i—‘-—_ z? dx 4+ —— x dx
Vi Jo THA SYkJo

_ 32k 7247 Bt 553617

U T vt 8~ 5.88 "
dunque
[ 2768
7 63

5‘2- Dimostrare che la rvella ayenle per quazione
x(1 -+ 1% — 2ty =at*11* — 1)

inviluppa wne cubicq, allnrehs L raria.
E.-N. Bagises,

Risoluzione del prof. V. Relali.
Derivanido rispetio a ¢ la equazions dala abbiamo

2l + . x—y=at(21*— 1)

e rizolvendo rispetto ad x,y troviamo per le coerdinate del punto di eontailo
della retta col suo inviluppo

ai®

14

c¢hé sono le equazioni parametriche della cubica d’Agnesi. Infatti pliminando ¢ &8i
hi subito a’z=(a— 2) ¢y~

T y = at;

: A" X
A3 Da un punto P della curva d’Agnesi (Jﬂ ené equazione & y* = = x)
si possono condurre setle normali alla curva. Dimostrare che:
1°. La somma delle distunze dei piedi di queste seite normali dell’asse i

simmetric defle enyvea & in wn vapporic costante col loro prodottog
2% il luogo del punto P tale che la somma delle inverse deile distanze dei

piedi delle normeli dall'asse suddetto sin costanie, ¢ una reffa.
E.-N. Barisies.

Riseluzione del prol. V. Relall
Le equazioni parametriche deil' Agnesiona sone (v. risoluz. della quisbone 512)

at*

S L

e quella della langenie alla curva nel punto ¢ @

zil 4192 —2ty—=at* (I" —1);

la equazione della normale nel punto ¢ & dunque

2t 4+l 4+ y=at(1 +"+ 2nt?
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ossia, sviluppande e ordinando rispeito a ¢,

— @t + y2® — Bats + Byt | (22 — Ba) ¥ By + 2=t - y=0;
il rapporio della somma al predotte delle radici dell'ultima equazione & dungome 1,

- 2 ;
e Ian somma delle inverse delle radici & espresso da —?'T ; 86 Ora 08serviamo

che il parametro ¢ & proporzionsle all'ordinata del piede della normale troviamo
subito che il repporto indicato nel teorema 1° & 1:0% e che il luogo cui si accenna
nel teorema 2” & la redta per 1"origine

by 4+ 2az=10
dove & & la costante.

oM. Fusendo B, la projezione del centro di una iperbole equilutera xy = k*
sulla tangente in un punto M ¢ 8 il simmetrico di S rispetto ad M, si dimostri:
1° che Uequazione del lwogo di S riferita agli assinloli ¢

l Mppee 'y e B A
b TR (11 +y1):‘}k;
20 che U'area racchinsa fra gli assintoti ¢ la curra 2 1 = Bk

E.-N. Barisiex.

Risoluzione del prol. V. Relali e del sig. V. Golisviani, studente della R. U, di Napoli.

Sieno A 8 B i due punti ove la langente in M sega rispetlivamente gli assi
Oz, Oy: posto MO = p, MDA = 6 abbismo AM = MB = e BAO = 6. Le coordi-
nate rettangolari X, Y di M sono

X=kYeott, y="rkYig0,
e quelle di 8

7 — 08 cos(90° — §) = & VY2sen 20 ., senl — 2 send 1"5&11!! cost
¢ = 03 sen (900 —0) = L'} Zsen 20 . cosl) = 2% cosl } send) cosy ;

le coordinate (z,y) di §' son dougne

]
. — QOB ,
v =2X — &' = 2% Y uosb . v = 2 cos' : Vseny cosy
senl
, , — 5N /
y=2Y — 4 —_—E-i‘.-'lsauti.r — 2k sen0 : Vsenb cosl
cosh

queste sono le equazioni paramelriche del Inoge di 8'; per eliminare 6, moltiph-
cando e dividendo membro a rgembro si ha

i = 44" . sen’d cos®
¥ 4t
L t.g :

¢ dalla seconda di gneste ultime,

'
Bl T
-4 ' #ﬂEB =

senll =

l.l-
—
L
hil
~-
=
Hlll
f —
l-!i-

(s =y7)

-y E
el e LY

LS
b e
=]
e Y

i
il;_
¥

e

_..\-._-. w,
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o finalmente

Tl = 4;:' fﬂ"y} : t
419

(27 + yE

1 . ok
()7 (5 4+ y7) =42

Per trovare l'area compresa fra le curve e gli assi positivi conviene servirsi
delle eqnozioni parametriche: abbiamo

1 =
EE_—'-I; ;HI'EI..
1

=
y =2k sen 10 cos 3!

o 2 x\ 3 =<5
dx = 2% (_:Q_ EE‘H'IUEHH!U—-:E an:BEEH ‘:H) aj

1 2 =
- U=10%* l;: sen) cosll @ -+ 24% _/;‘-’-' sendl vos™J dB

|
4

& ajesome fﬂnn’ﬂ cosl dh — l cos'll,

4 sen'll f aenl eos™ d0 —

1

5 U =108 [%) 4 ope (l) — 852,

4

A5, Sin doto un pentagono piano 12345, & ronducoeno le diagonali 18 ¢ 14
¢ 25, le due prime sienn taglinte dalla ferza respettivamente in 4 » 8, si trovino
| due punti che dividone armonicamente i segmenti 24" ¢ 53" e si eonginngano con 1,
#i wipele la stessa costruzione portandoe da cinsenno negli nltri guettro wertici det
pentagono. 1 dieci punti cos) ottenuti appartengone ad una stesse conico toceqla
delle disei vette,

D. Vareri

Risoluzione del prol. V. Retali. | L'Z;.'.-_'I;

Uonsideriamo Ia oonien, reale e immaginaria di prima speecie, conugata al

triangolo 153" e vispetto alla quale il punto 8 & palo delln retia [42/: i due punti A
% ¢ 2 intersezioni delln retta (42| con le |13, (58| sone respeltivamente i poli | uﬁ,
rispetto n K* delle retle |35|,(31] le quali uniscono 8 c¢on i punti 5 ed 1. La S
comica fwdicata sell’enuncinto & duogne quella in rispetto slla guale ogni vertice | j_‘::m
del pentagono piano 14523 & polo dol lato opposte. (Clv. v. Svaupr., Geometris g
drer Lege, p. 153, 8 238,) L

. 6. Sia dato i1 triangola ABC e sieno Ay, By, €, ed H 7 piedi’ e il gnendo

@incontro delle altezze, Swi lati AB ed AC i trovine le due coppie di prnti (reali :.-*‘-'Hj
se Vangolo A 3 aewto, immaginari se oftusn) c¢he sonn equidistanti da A e che '_3'
dividono armonicamente i segmenti BCy ¢ CBy: sulle altezze BB, ¢ 0Cy i trovino , J;{:
‘e due coppie di punti equidistanti respettivamente dn By e Cy ¢ che dividono armo- WA g
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nicamente i segmenti BIL ¢ CH. Gli otto punti cos) ottemnti sono in un cerchio di
cenire A vespettiramente al guaie i poli delle altezze BB, e CCy sono respettion-
mente C ¢ B,

D. Vaiery

Risoluzione del prol, V. Retali.

1l eentro (el cerchio conjugato rispetio a un trinngoio dato & T'ortocentro del
trinngolo: dunque il cerchio A* conjugato vispetio al lrigngolo BHO hn A er
centro ¢ passa per gli otto punti indicati nell’enunciato del teorema che & cosl
dimostrato.

Osserrazione. — Si hanno cosi quattro cerchi A% BY C% HY. tre dei giali sono
reali ¢ altro (velativo & quello dei punti A.B,C, H che & interno al triangolo
formuto dagli altri tre) Dmmaginario di prima specie. Ogmimo dei quattro cerchi
sega ortogonalmente yli altri tiv¢ (¢ 'Jacobiano del sistemn formato dagli altri tre),
ha il centro in nno dei quattro punti A.B.C. H ed & conjugato al triangolo for-
mato dagli altvi tve: due cerchi gualungue della guaternn si segane in dye punti
reciproci rispetto nd ognuno degli oltri due, Sv i (1o coyehi yeall sone per es. AN B2 CE,
se cioh il trisngole ABC é acutangolo. le corde di qriesti cerchi parallele vegpe!tivn-
mente ai lati BU, CA. AB sono eguali. Proponiamo al lettore In dimostrazione di
questi teoremi; Ia quaterna di cerchi ora econsiderata & importante anche perche
identica a quella dei cerchi foewli di una guartiea bicircolare e di una cubica ciclica.
Cfr. * Sar le donble eontact ete. , § 8: Mem. @ la Soc. royale des Sc. de Liége,
t. XVilis e FPeriodieo di Matematica, 1. X111, paz 100

A7, Costruite ancora 1e dne prime coppie di punti come nell'esercizio pre-
cedente ¢ determinate invltre sulle altez=e BB e CC; e coppie di punti eguidistants
respettivamente da B e da C e che dicidono ermonicamente i segmenti B,H, ¢ C,H
& homnn otto punti che somo in wn’iperbole equilatern di centro A rispetto olln
quale i poli delle altezze BBy e CC, somo respettivamente Uy ¢ B,

D. VaALrri.
Risoluzione del prof. V. Reiali.

Constdertnmo [a coniea Hy di centro A e eonjugatn al triangolo B,C H; poiche
B e Ui sono reciproci rispetto ad H, questa passa pel due punti ove il cerelio A®
[vedi Ia visoinzione della guistione precedente) & segato da |AB. e analogamente
sl vede che H, passs per i doe muntl comuni ad A* e alln retta "AC

Poiche la yetta OC, e In retts all"infinite sone respetlivamente pelari di B,
ed A rispetlo ad HE. Il polo di AC sara il punto ali’infinito di OC, e questa retta
sega H, nei punti doppi deila mmvoluzione

(& \H ; C,o0);
e analogamente si vede che H; sega la retta BE,| nei punti doppl della involuzione
{Bl rH ' -B . 'Ij

La H. passa dunque per gli ofto punti indicati nell'enunciato; per dimostrare
poi che H. @ equilatera osservo che, condotte pel centro A le rette |AC , |ADBg]
respettivamente pavallele a [CC, , BB;, sono AC!,'AC) e |AB . ABy| doe coppie
di diametri eonjugati., ma gli angoli CAC, , BAB, hanno le medesime bisettrici,
dmmque gli assintoti di H, sono rettangolari.
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QUISTIONI PROPOSTE

———.

5i8.Se P, Py, Py sono le proiezioni di P sui lati del triangolo ACB, de-
terminare il lnogo di P tale che le retie AP, ,BP;, CP, siano concorrenti.

919. Determinare sull'ssse della strofoide retta tre punti A, B, C
tali che, per ogni punto P della curva, abbia luogo la relazione

PB"=PA . PC.
A. Barozzixy.
620. La curva rappresentata dall ‘equazione

"+ 20 (" ) =o' 2°
ha la stessa area della lemmiscate di Bernoulls
(" + )" =a' (2*— o)
521. Si considerino le due curve, di cui le equazioni polari sono

sen* i
cosh *

r=uqtanf),

¢ che rappresentano nna cissoide refta ed nna cappa, L'area limitata
fra queste due curve, che sono asintotiche, @ equivalente a quella del
cerchio generatore della cissoide.

522, Dimostrare che:

1" se si prolungano i raggi vettori focali d'un ellisse, di assi
=a e 25, della lunghezza V0 (V6 — y&): il Inogo degh estremi di questi
raggt vetbori & nna curva, di coi 'aven & doppia di quella dell’ellisse;

2’ se si diminniscono i ragzr vettori focali della lunghezza 25,
la curva luogo degli estremi di questi raggi accorciati ha ares ugunale
a qualla dell’ellisse. |

523. La tangente ¢ la normale in un punto M d'un ellisse incontrine
m T ed N I'nsse maggiore, e signo T' ed N1 simmetrici di T ed N
rispetto al centro dell’el)isse. Quando M percorre I'ellisse:

I la retta MN' ¢ normale ad un elisse figsa ;

2" il lnogo del punto di mezzo del segmento MN' & un ellisse;

A" 1l lnogo del punto di mezzo del segmento MT' & una curva.
tale che I'area compresa fra essa ed | suol assintoti & finita ed equi-
valente ad un gnarto dell'aria dell'ellisse duia,

524. La podaria di una cardioide rispetto al suo vertice & una
sestica binodale, di eui I'aren S ed il perimetro p sono

'}-ﬁ 2 PN e . o i
8=, P=6u+a V3. LOSL2)—=8756. .. 4

L

5?5?5]&“ @ ln distanza fra il punto di regresso ed il vortice della car-
olde.
E.-N. Barmsiey,




=,

PERIODICO DI MATEMATICA. 43

BIBLIOGRAFTA

F. Exrigurs, — Questioni viguardanti 1o Geometria elementare. Bologna,
Zanichelli, 1900,

L' idea di quesia Taceoitn, & stata snggerita al chinrissimo prof. Enrigues
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ARrTicoLy Il, — Amaldi, Sm concebti di rettg o pinno.
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1strumenti elementari,

Articoro XL — Enpigues, Sulle equazioni ulgebriche risolubili per radical)
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integrali lineari dei moti spontanei a carniteristiche indipendenti. — F. Giudice,
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Nuova serie, vol. 1V, fase. 10, — F. P. Ruffini, Linee radicali e punti radicall.
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Serie 11I, tomo IV, fase. 1% e 20. — Binnchy, Snlia deformazione dei parabo-
loidi di rotaziome negli spazi di enrvatura costante. — Tantwrri, Ricerche sugh

" spazi plurisecanti di una curva algebrica, — Cald, Risoluzione d; alenui problemi

sull'applicabilita delle superficie. — Armanini, Sulla superficie di minima resi-
stonza. — Dini, Engenio Beltrami (Cenno necrologico ed elenco dei suvs lay oxi),

Rendicontl del Circolo Malematico di Palermo.

Vol. XIV (1900), fasc. 10 e 2° — Appel, Sur 1' integration des équatiens du
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M. Appell. — Pizzetti, Sulla correzione da fare alle Isiiludini osservaie per tener
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soprn il covariante 8 della quartica piana. — Petroritch, Sur 'expression du terme
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Il Pitagora, diveitn da G. Fazzari,

Auno VI (1900), fase. T-8, — R Bettouzz, 1 nomeri limiti (continnaz, e fine). —
E. Trecisan, Sul problema dei ponti di Khnigsherg: risolnziene del problema ge-
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— Del Chicea. Sull'insegnamento delle nozioni varie nelle Scunle Elementari (con-
tinuaz ). — Rivista bibliografiea.
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J. Hewwood, Sulla proposizione fondamentale collegain all'annullarsi di un deter-
minante: breve dimostraziona del teorema che la condizione neciocchi a equazion
lineari nd 2 incognite, omogenee. abbiano seinzioni diverse dn zero & !'annul-
lnrsi del delerminante dei coefficienti. — Problemi e seluzioni

Unterrichisbidtter fidr Mathemalik und Naturwissenschaflen.

Anno V (1899), frse. 4°, — Oltre ad articoli viguardanii le scienze naturall
troviamo: F. Pietzker, Sistemi e metodi nell insegnamento delle scienze esatie
{continnnzione e fine), — Hecensione sulle opere: 1% Primo periodo dell”insegna-
mento geometrico in Quarta (Oslern, 1896). 2° 1l secondo nono dell’ iInsegnamento
geomatrico nel Ginnasio (Ostern, 1807) di Selrdte, Frnest W. . & su trs opera
didattiche di . Sehultz, dedieate alle senole operale.

Fase. 5% (1R90). — L. Hiepert, Sulla malematica delle assicurazioni, (Matta
una breve storia dello sviluppo dell'idea dell'sssicuraziens, di eui trovansi fracce
it presso gli antichi Greei @ Romani, A, discuie ani metodi che riguardano il
caloolo dei premi). — B. Habenicht, Semplificazioni all’insegnamento geomeirieo,
specinlmente del primo auno: (1l metodo che I'A. sviluppa & fondato sulle seguentl
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A. Richier, Ln nautica in relazions all'insegnamento trigonometrico |L'A. si pro-
pone i provare con aleuni esempi 1'atilils di trattare, nell' insegnamento trigo-
nometrico, problemi che si riferiscono alla nautical. — Kecensiong dell opera: Erler,
(1 elementi delle coniche trattati sinteticamente, 5* ediz, Tenbner, Livipzig, 1898,

Faae, G0 (180%). — L. Kiepert, Sulla matematica delle assicurazionl (cont, 8
fine), — B. Schmsedl, Analogie frn 1 pii importanti coneetii e lezei delin idrodinmmica
s della teoria dell’slettviclta, — B. Haben/cht, Semplificszioni aco. [combinnazone o
fine). — Luvori del congresso dei Diretbori dello Sehlewig-Holslein sull’ imparti-
sione dell'insegnamento della matematien, — K. A Mayer, Nuove compasso pa-
roholico. — Recensioni delle opeve: H. ¢ Helmholiz, lezioni di fisica teorelica,
Vol V. Lezioni sulls teorin elettromagnelica delln luce, Hamburg e Leipzig. 1897.
Fenkener, Dy. Hugo, Manualo di geometrin per l'insegnamento matematico negli
istituti superiori. Prima parte: Geometria piana. 3* ediz. miglioratn. Otto Salle,
Berlin, 1897, — Ganter, D#® H. ¢ Rudio, Dr. T. (1l elementi delln geometrin
annlitica a uso degli Istituli superiori con numerosi esercizi. Prima parte: La
geom, anal. del pisno. 3* ediz. migliorala. B. . Tenhner, Leipmg, 1887,

Giornale di Malematiche.

Muggio Giugno (1840). -—— Aleide da Porto, Sulla generazione, per stelle reci-
proche, delle quadriche ad nn namero quaiungue i dimensioni (continuaz. € fine), —
Arturo @’ Alessandro, Sui Grappi Hamiltoniaoi. (L'A. dopo aver riassunta nna me-
morin di Dedelind [Ueber Gruppen, deren sitmmtliche MTheiler Normaliheiler sind
Math, Ann. Bd. 48) dia delle nuove relazioni ed inolire nna semplice formola per
enloolare il numero dei Gruppi Quaternioni conlennti nei Gruppi Hamiltoniani). —
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Filippo de Astiz, Un sisioma di tre forme quadratiche binarie. (L'A., seguendo
nn procedimento gia tennto in uns sun Notn pubblicata nel vol. XXXV1 dello
stesso (iornale, tratta la seguente gquestione: Date tre forme quadrntiche binnrie,
vedere se esiste una sostituzione linears tale che le forme trasformate risultine
lo derivate parziall seconds di unn stessa forma biguadraticr) — Firancesco Stas,
Sui sistemi di due guartiche binsvie devivabili da nua medesima guintiea. (Vien
trattatn in altra forma ed approfondita maggiormente nna gquestione traltata dal
Salmon nel § 225 delle Legons d'Algabre supérienrsa), — L. Sinigallia, Sulle super-
ficie di aren minimn applicabili so se slesse (continuazione ¢ fine). — Franz
Meyer, Rapporto sullo stato presenie della leorig degll invarianti (Continunzione).
Lunglio-Agosto (1808). — Frane-Meyer, Rapporlo ecc. (continnaz. e fine). — G. Pi-
rondini, Simmetria ortogoosie rispetio nd vonm lmen qualungue (countinunazione)
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Francasco Caldarera, Lin meceanica in coordinate tetrnedriche e friangoelari, No-
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Alfredo Bassi, Studio sulle funzioni di genere qunlunque ece. (continuaz, e fine). —
Gualielmo Givrdans, Sulle eondizioni per V'esprimibilita delln forma F (x% y°) per
mezzo 4i mn quadralo esaito. — T. Alberti, Sulln Funzion vetboriale di primo
grado @2,

———— -

* PUBBLICAZIONI MATEMATICHE ITALIANE RECENTI

A. Camosei (Romano Finschi, Tspettore scolastice) L'insegnamento dell Arit-
metick nelle scuvle elemeniari, sppunki e note per 1 mnestrs. Torino, Para
via, 1899,

S Pincherle, Gli Elementi dell’Aritmeticn ad nso dello senole secondarie. Nona
edizione, Bologns, Zanichelli, 1900, L, 2,

F. ¥ioln, La Planimetria indipendente dal eoncetto di misurn. Padova, Pro-
sperini, 1899,

S Vecehi, Sulla figura complein determinats da v numero qualungne di punti
o da un numero gqualungue di tangenti di una conica e salle loro correlative nello
spazio. Parmna. Rossi-Ubaldl, 1899,

P. Fulcheria, Blementi di Geometria ad uso delle Scnele tecniche e normall
17* edizione, Torino, Paravia, 1900, 1. 4.

¢. Mandoli, Tratiato di Algebra elementare aid uso dai licel, Seconda edizione
Napoli, Trani, 1900, L, 8,560.

F. Levi, Problami elementari velativi ad aleuni easi di eguivalenza di figure
piane. Lodi, Dall'Avo, 188G 1. 050,

0. Maller, Tavole di logaritmi con cingue deciinnli. Sesta edizione anmentals
delle tavole dei logaritmi di nddizione e sottrnzione per curn di M. Rajnu. Milano,
Manuali Hoepli, 1900,

'I E. @iorli, L'Avitmeiica o la Geometria dell'operaio. Milano, Manuall Hoe-
pli, 1800,

G. M. Testi, Nozioni di Geometria ad uso pin specialmente delle allieve dei
corsi complementari. Quarta ediziove, Livorne, Giusli, 1900. L. L

A. W. Grube, Manuale per |'insegnamento del caleolo nelle scuole elementari

secondo i principii del metodo inventive, — Versione dal tedesco del prol. 4. Am-
browini, coll'nggiuntn di sloune lezioni pratiche di A € Olles. Tovine, Peravia,

1900. L. 4.

S. Miele, Problemn sulla costrnzione d'un segmento circolarve (i data area. Fi-
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F. Earigues, Questioni rignardanti la Geomelra elemeniare, Bologna, Zani-
chelli, 1900, L. 12.
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PER EUGENIO BELTRAMI.

La facolta di matemaliche dell’ Universita di Roma si & costituita in comitato
per onorave In memorin dell’ illustre estinto, ed ha givstamenle pensato che il
moenuwmenio pi duraturo, che si pulesse immnginare & guello che egli si & costruito
da sé siesso. — Il Comitato ba aperto quindi una sottoserizione fra tntti i cultor
della matematica allo scope di pubblicare la raceolta completn delle opere di
Engenio Beltrami.

| sottoscrittori per almeno 50 live riceveranno nna gopin delle opere complete (i
E. Beltrami.

CONCORSI A PREMIO

DEL K. 1ST1T. VENETO DI SCIENZE, LETTERE ED ARTL — Premio di fondu-
zione Querini Stampalia. - Concorso per 'anno 1002,

Tesa. — I caratieri prgieltici delle superficie algebriche a due dimensions dello
spazio ad 0 dinension:.

Tali caratteri e le lore relazioni numeriche sono gia conosciuti per le cirre
algebriche anche i amo spazio ad w dimensioni. Sone pure stati gtwdiati guelli
delfle sopeificie dello spuzio ordinario ed wlenni delle superficie degli spozi supepiord.
Il tema propone lu stessa ricerca aenerale per le supeificie a due demensioni dello
spazio (lineare) ad n dimensioni.

Negli wltimi anni i ¢ svolla la geomelrio sopra una superjicie algebrica gene-
vale, per werilo poriicolarniente di geometri italiani e francesi, tenendo conio dei
earatleri della superficie che rimangono invarinli per trasformazioni birazionali.

Geometyicronente & pure importante di conoscere i caratteri che vimongeno in-
raviati per bragformazioni projetiive, le velazioni fra loro, ¢ come queste #i modi-
fichino col modificavsi di aleuni di essi.

Potranno anche essers premiate ricerche importanti clie pon risolvano comple-
tamente il tema. — 11 concorso rimarra aperto fino al 31 Dicembre 1902, — 11
premio & di L. 3000.

Discipline velative n questo comvorso. — Naozionali e stranieri, eccetinati i nem-
Lri effettivi del Reale Istituto \eneto, sono ammessi al coneorso. Le Memorie po-
tranno essere scriiee nelle lingue ialinna, Irancese, tedesca ed inglese, Tutte poi
dovranno essere presoutate, franche di porto, nlla Segreteria dell” Iséituto medesimo.

Jecondoe l'uso, esse porternnno un'epigrenfe, ripetuta sopra un viglietto snggzel-
lato, contenente il nome, cognome e domicilio dellantore. Verriv aperto il selo
viglietto delln Memovia premiata: & totti 1 mnnogerstti rimsranne pell’archivio
del R Istitwio a gusrentigia dei proferity giudizn con I soly faculin agli autor
di farne Lrarre copin aulenlica Jalla Cancellerin dell” Istituio, n loro spese, 1l _
risultato det concorsi =l proclama nell’annoa pubblica solenue adunanza dell’ lstitulo. %3

Lao proprieta delle Memorie premiante vesta nzli autori. che sono obbligati a ¢ '“
pubbliearle entro il fermine di un anno, diciro aceordo colin Segretevin del]” Isti
tuto per il Tormato ed il caratiers delln stampn, e per In sunccessiva obbligntoria
consegna (i 50 esemplari delle medesime., Nella stampa del lavory premialo. 'nutore
La 1'obbligo di premettere ln intiera relazione della Gionia esaminatrice del R. Isti-
tnfo. 11 danare del premio non poira conseguirsi, se non dope aver soddisfnito a
quesle preserizioni.

L Istituto, s1 mantiens il diritto di fare imprimere a proprie spese, quel nu-
mero qaniungue di copie, che reputnesse conveniente. i

Avvertenza, — Ugni premialo dovra pagare sotlo forma di teattenata sul premio ".-"-'

ﬂg_gniuﬂjuntngli. Uimporto della tassa governativa di Ricehezen Mobile (93,15 per
miile).

Givrie Lazzexr — Direttore-responsabile ) i,
Finlto di stampors 11 31 Tugio 1000, L.Ji%
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W EEEEEEEEEEE———

;“{’ Al momento in cuil il Periodico stava per essere stampato,

Ty ana funerea notizia ha immerso nel lutto tutta I Ttalia.
wakl, . =0

1% g
UMBERTO | i

. 2t
L% il Re mite e generoso, il figlo del Re galantuomo, il discen-
A dente di una stirpe derol, il gentile cavaliere della Jpqtrl_n r S
i della carith, ha esalato la sua erande anima sotto 1 colpi diun el
iy vile assassino. _ _ | it
b La morte, che egli aveva sfidata imperterriio, € che non

aveva osato colpirlo sul campo cruento i Custoza, presso al
letti dei colerosi di Busca e di Napoli, tra le rovine di Casa-
miceiola e nelle inondazioni del Veneto, la morte che egl aveva
soegnato sul campo della gloria. per la orandezza della sua patria
diletta, lo ha sorpreso w tradimento al terzo attentato. come
un volgare tiranno: lui, il pin liberale der Re. :

Tutta la parte sana della Nazione, ossia la gran maggio-
ranza (i essa, che a Iui guardava come ad un faro, che nelli
uhione indissolubile della Monarchia, cletta dai plebiseiti, col
popolo vedeva la grandezza dltalia. rimane sbigotfila e com-
mossa dinanzi alla grande sventura, e si domanda con terrore,

se la stella che pres?ade ai destini d' Ttalia, che dal campo fatale

di Novara la guido trionfante al Campidogho, si sia offuscata;
ma le parole che il morto Re rivolse al paese, appena assunto
alla suprema dignith regale, e che poch giorni fa, quasi pre-
sazo della sna prossima fine, ripete come Suo testamento “
Re ¢ wmorto ma le istituzioni non mneiono , S levano eome pro-
messa e speranza. _

Non puo ammettersi che Yopera grande del risorgimento
o dellunita & Ttalia, opera di migliaia di martiri e d’erol, opera
di geni, che il destino creo per la forbuns della patria, sla messa |
a repentaglio per I'insano furore di un pazzo malvagio, & per it
I"infamia dei pochi malfatfori che lo hanno pervertito, e gh i
hanno armato la mano. *

[l sangne gentile di Savoia, Imguamente Spurso, ricada, pi
che sul volgare assassino, su cn.‘lnru che 1'hanuo spinto al
delitto. su coloro che facendo balenare dinanzi agli occhi delle
plebi incoscienti ideali utopistici, le hanno corrotte ed hanno
scatenata la bufera. (‘ome olocausto pacificatore, valga a ren-
dere a totti il senso della rettitudine, della verita e della ginstizia; i
ed allora nel selide avello le ossa del Re martire esulteranno

‘ per l'estremo servigio reso alla patra. :

(+. LAZZERL

A
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Sopra una nuova espressione di 7 in funzione di solj numeri primi

e sulla fattoriale di un numero

H i “'o o T T E:
* Dicimus, Tractionum fllam So0> 0 X3 X TX T X se

0X905% 491} an. XX AXEXOXEX ec.
CTY m it continuatam,
Ll B ST

EIRE IpNiBsI I Nm Qudesitym Tomerno I praeclss

ad quem (1a se babet 1, ot Ciroulys il Quadra-
tam Diametri

WaLLs, n. 1655 4. 1. p. 260

l. Fra le molte formule ¢’ approssimazione pel valore di n che
furono date nel periodo 1650-1770, a cui appartiene la nascita del-
I’Analisi moderna, ve n’a una, abbastanza notevole, dovuta al mate-
matico nglese Gio. Wallis, che si distingue dalle altre pel fatto che,

invece di essere sotto forma dj serie, & sotto forma dj prodotto in-
finito. Questa formula & Ia segnente :

= 2 4 4 6 6 8
T=33 e Ralh (1)

4  3°8'5°'HF°
Orbene, partendo appunto da questa espressione, con opportune

trasformazioni, si arriva ad esprimere = in funzione di soli fattor
primi. Bd eceo la via da me segutta ;

2. Principiamo col moltiplicare 1 due memhyi
avremo, aggruppando i termiai due o due,
= (18 6459 3
& M "3)MNFEI BT e
che possiamo anche serrvere, arrestandoci al termine Jpretum

della (1) per 2 ad

. . 2.4, 1 o (2n)® .
E'__ HE < i A L — (Eﬂ N 1-]’ (Eu —I- lj ("?‘)

3. Cerchiamo ora un’espressione, 1a quale ei permetia di caleolare

il valore di = per » fissata ad arbitrio, senza fare le suecessive mol-
tiplicazioni, indicate dalla (2).

Abbiamo intanto pel numeratore, pei primi » fattori,
(1.2%2.2%3.28..... (n. 28
e, metlendo da tutti in evidenza 2°
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7 ripetuto » volte, ossia 2™, moltiplicato pel guadrato
della fattoriale di »: dupque
29 42 67....(2n) =2 (n))". (3)

Prendiamo ora a considerare il denominatore
ST stareiaionn 2n— 1) (2n+1):

esso @ dato dal prodotto di due faltori: une @ il prodotto dei gua-
drati dei numeri dispari conseentivi, da 1 fino a (2n— 1); T altro @
2n-+ 1t ossia &

L. 8.8 T aasn (20— 1)) @n+1).
Ora evidentemente

-f1.2_3_4....(2-11—1)1’
$1.8.5.7.... (2n — 1)) {2.4 ......... (2?1—:?.)}‘

ossia
{(Eﬂ— ])!}’ir
2.4.....20n—2)

Ma dalla (3), sostitnendo al posto di n, (n—1), si ha

24 .. (2n—2F=2I{(n—1)1} ;
quindi |

A1 (4)

2
{1 .3.5....(2n— 1)} = 9 'ﬂ{(ﬂ‘“*l)!}’

Sara dungue per le (3) e (4)

T 1 2% {n 1) i gen_ etn—tt () S — 1) 1"
— == 1111 = : —_— L‘ITI L - . l
2 a=={@n—1) @1 == {@—DY @t 1)!
n—1 18
2 7'{("” p— 1) !l' . % (in—1) (“ 1)2 '{fﬁ - 1) !}H

= b= 2'” _‘— : [ {(?.ﬂ N 1) !}“

e dividendo nameratore e denominatore per {(n — 1) b

E__ . 21[!iu-lJ (ﬂ !JH

s = 1 Pw F1).....@n—1F
.1 gty k
T ee2n+1lnn+1)......... (Eﬂ—l)f o
__ 1 Qro—1(n —1)! }'
T el \m+1Dnr+2)....2n—1))
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Moltiplichiamo ora i due fermini della frazione fra parentesi per 2n:

sl ha
T lim 1 | Syl \*
2 ==2n+1lln+1)....24).
Ma -
| . 27 |
n+1)(n+2)....20= Sl
quindi
= . 1 24 1)° 1 gl 17 0t T
T_J‘=LG-|-1]2u: | =lm s +1[ 2 | Jl -'
| %7 )
da cui

29+ i 'F1F . 3
,],l_n: In+112n!) (3)

4. A questo punto, prima di procedere oltre nelle nostre ricerche,
& necessario fare alenne considerazioni

Sulla fattoviale di .

5. La fattoriale di un numero & il prodotio del numero stesso e di
totti quelli che lo precedono. B nataorale quindi che lu via pin sem-
plice che s1 presenta alla mente per calcolare la fattoriale di un
namero n, sia quella di moltiplicare per n la fattoriale del numero
precedente (n —1). Perd, a bene osservare. =i capisce facilmente che
se questo mezzo pud riuscire comodo e celere nel caso che il no-
mero # sla piccolo; oppure che, pei caleoli che si devono fare, sia
necessario trovare la fattoriale di tntti i numeri successivi da 2 fino
all’ {(n — 1l)esimo., e1o nondimeno esso ha doe difetti eseenziali @ il
primo che, per la grandezza dei prodolti che. anche per fattoriali
di numeri piceoli, =1 ottengono (*), le operazioni riescono oltremodo
lunghe e laborinse, & quindi pit numerose sono le gause d errore;
secondariamente pol, quando s1 vogliano le fatloriali di numeri iso-
lat1, senza tener conto di quelle der precedenti, riesce inutile, per
non dire dannoso, il lunghissimo calcolo che bisogna premettere, Mi
sono quindi proposto, osservato che, nella fattoriale di un numero,
compure il prodotto di tubfi i numeri primi ad esso lllfﬂl'lﬂI'L di espri-
mere la fattoriale stessa mediante il prodotto di essi numeri primi,
elevati ad opportune potenze.

(*) Ad esompio. In fathoriale di 25 8 espressa dn mn numoro di 20 cifre

1 ol L
= e iie
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6. E, principiando dal 2, osserviamo che, in una successione di n

.. 7 - - ’
numeri consecutivi, ce ne somo 5 multiph del 2, intendendo che, se

n & dispari, &1 debba prendere per ;—l la parte intera del quozienie:

in ambedue i casi di # panrl e dispari, possiamo rappresentare con
]2
B

il numero dei multipli di 2 contenuti in u, introducendo il simbolo

di Legendre indicante numero mtero.
: c o M )
Mettendo allora in evidenza 2 da ognuno di quesii I 5 fattori,

s1 hn
R

rimangone poi le potenze di 2, le guali s1 seguono di 4 in 4: da
queste alla lor volta mettendo in evidenza 2, avremo

;P

LA

e cosl successivamente, finche si arrivi ad un esponente
n
==,
Py
Possiamo dunque concludere che, nella, fattoriale di =, il 2 compare
all’esponente

H N H E_
E5x+Es+Eg+....+Ep,

indicando con P, la massima potenza del 2 contenuta in 7.

Del pari, consideriamo che in » numer consecubivi ce ne sono K
multipli del 3: levati questi, e messo cosi in evidenza

i

3

rimangono sempre le potenze del 3, che si seguono di 9 i 9 e che
¢l danno

3F%
¢ cosi di seguito. fino &
" HE .
dove
n
E B

Avremo dunque che il 3 compare nella fattoriale di »n all’esponente

n n n
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gamente per il 5, che ci da I'esponente

'y

n « 1 M
E“§+EE’§++E P,

e per gli altri numeri primi successivi, fino al massimo contenuto in #,
che indicheremo con p e che ha per esponente

n

B o B L
BPTEP“+"" EPF

Avremo dungue, riassumendo

mn i n i i i | L1 ¥} H
2&?+ET+...-LEF;- 3:T+ E?+-..TEF E—+£‘—+...+I—'

n!= I, ) N Py Fp

e, raccogliende tutto in una sola espressione.

F=p _n n n
E—+EBE—+,.-4 B =—
e R Ui (6)

==

dove, come abbiamo detto. Pp rappresenta la massima pobenza del
valore che si da a p, minore od eznale ad .

7. Esempi. — Supponiamo che =i voglia trovare 10! Applicando
la (6) abbiamo

10! =23 3t 5, 7=256 .81 .25 . 7="5.628.800.
Cosl, costruiamo 15! Sara
Lol=2ltel ;Joet_o¥. 7 .11.18=2048. 720 .125..49. 11 . 18 =
= 1.307.674.368.000,

come s1 trova direttamente, (Cfr. le tavole in fine della memoria.)
8. Riprendiamo ora la formula (5) che ¢i dava il valore di =, e
enardiamo come si trasforma mediante la (B).
Dalla (6), cambiando % in 20 si ha

1T 2ii 2 n iin il 11 Bik ‘H 1T

I_ E_'%_.-il_i'E__-E _"-..| E_ L H_ -, E_I A H--._i
e S RO Rty T IR e Bt
s in

E— 2. u E —-

Ij_ | T l",u_

dove con p' indico il numero primo che immediatamente segue p, e
e con p il massimo numerg primo = o << di «.

Dica perd ehe “ di tutti i termini seguenti ad E%T"; soltanto 1l
primo, cioé -
I 2n
T

pud sussistere, ed in questo cnso & sempre eguale ad 1: gli altri
tutti sono sempre eguali allo zero .

.‘;-"‘
- |,:'1.
k :.a-
| I'I

¢
’ L]

-

bt
"~
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Vedia mo dunque, prima di tutto, quando sussiste il termine

.
PPB ’
ciog, in altre parole, sotto quali condizioni si ha
2n . 29
™) 1 ossia P, =1
dimostreremo poi che
2n

per qualungue valore di ¢ diverso di da 1.
Intan to, se deve essere

20
‘!...“].?ll =1 ? (“‘)

£)- 3
21 =pPy  da cui P.=%‘ od n=222,

R

sara pure

quindi, perché si verifichi la (2) deve essere

——2n

Pp < 5 ~
nel caso poi che fosse
Py > %i g
sarebbe
n
pP,

e gquindi, nel caso nostro, trascurabile, Osserviamo qui che, nel easo
di p=2, si ha sempre

2n
B3P, =1
Devo ora dimosirare che non pub essere
i
K== =5 1,
%
Per questo, supponiamo per un momento che si avesse
Zn :
P, — 70
PEy
sarebbe allora
ﬂ:—%Pp

e P, non sarebbe pii1 la massima potenza di p contenuta in n.

(") Si suppene g—=1,

¥ .
- i
3 pE= i
S
x4

= 1
[R5
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Con un ragionamento analogo si dimostra che, per qualunque va-
lore di g diverso da 1, si ha

21
E pq P1. — D []
Infatti, supponiamo che si avesse
2n
dove r & diverso da zero. Sarebbe allora
==

-

od n conterrebbe un’altra potenza di p maggiore di P,. contraria-
mente all’ ipotesi.
8. Premesso guesto, possiamn serivere

s W e S .. E - R
n— + .. —— Y — — - —_—
ni=2"* TR T 3D ¥ e
4n 9n Sy *n
B .t R E——=— ..4FE=
P ¢ Pp -lllilll-!- -f" rq".

Ebbene, io dico che gli esponenti dei numeri primi successivi a p,
quando sussistono, sono sempre egoali all’unita ..
Prendiamo, p. es. a considerave I'esponente di p': esso & dato da

2n 2 2h
E?—I—E-p_Jﬁ_[_'-.n."I‘EP 'y

dove & evidente che la parte intera pii grande & quella del primo
addendo. Orbere, se arrivo a dimostrare che questa non pud essere
maggiore di 1, restera pure dimostrato che tutte le altre saranno
eguali a zero, @ che Vezponente di p" & 1.

Rammentiamo per questo che p rappresenta il primo numero
primo successivo ad » : abbiamo dungue

.

p>n
quindi

2p > 2n

» 2y

o <1

B,
€ per conseguenzu

E 2_u — c. d. d.
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Anslogamente per gli esponenti di tutti gli altri numeri primi
maggiori di p; quindi finalmente possiamo scrivere

u ih =n 2n on n

— f.LAtB - BE—4., . tE E— + ...t E—
gn1 =953 todBa, gERReAEE  Eeetmm o)

10. D’altra parte, sempre per la (), abbiamo
OB ik Qe L oo TR B b TR

n)f=2"" 4 Fpsanlp ¥ Fp
quindi
n M ) n Weihe
= ¢p— 4 .. 4 2E—
('"r !JE 2 T -+ = ]-"_! o p T I’],, .. .-::
Do | e I o T
=i . EE 2 r + 5 T T Wy P 1 sl iislt LI"]! 1y P I_l “ ‘
che possiamo anche serivere
1 W n n .:'
(1‘. !]-2 . 1 S EET—L . = il 'il: R 2t|_i e "'f' -.E"r_]l B :I
S T S B2 4t B g 8) ik
O%we, 9 WP L.t 27 = P ...p P n M
Ora il secondo di questi fattori possiamo metterlo sotto la forma K

1

: (9) e

i m_n_] _1,_-‘I E.ﬂ_#t:.:.' Hi_g._u)*_ _4_‘.1.;2_11[:_1) #, 1k

2 E=g - g T r, 'F,I»J __'?]L ¥ v e Pp ¥y lr_fﬁ

i

*

Il. Vogliamo adesso considerare quali saranno i valori di queste
singole differenze che compaiono alF esponente, dato il valore di ».
E chiaro intanto che, qualunque sia il valore di n e di P;, s1 po-
tranno verificare due soli casi

. Ll LS
T _I'_:-r;_a_'“ Jlll--h‘

()
20 7l |
— I‘-: el i

Guardiamo quando si verifica | uno piuttosto che I'altro. Princi-
piamo per guesto dall'osservare che, dato un wumero » & pincere, lo
possiamo sempre mettere sotto la forma (dal momento che n deve
essere maggiore di 1%, altrimenti la parte intera non sarebbe pii 1)

EP, 40, (6)
dove 4 ed a sono numeri interi e positivi e di pii

a < k.

Allora dico che * se si ha
Py
1'__.-’I

= o (*)

r Pp :
(%} Qui possiamo mebiore addivilbura —_;" u‘wenu it E = | pereho, esuendo, comre nbbinme sap-

posto, « intaro, se dove essars mapgiore di 1_—I, ¢ phluraie elie, nel enso cho questo conlengs an-
clhie noun parte fruzionariy, sara o foruer -

Fir
n}E__}
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sara
29 7N
Es—2B5=1;
| P, D,
se invece
1<
2
sara
2n "
hoe— — 2 — — 1}
EPp 2K P ..
Infatts principiamo dal considerare
2]
B .
ed al posto di o sestituiame il sno valore dato dalla (3).
S1 avra
on WP, B8 20

P,= B, TP, 2+p

Ora, essendo per ipotesi [ intero, sara tale anche 2/: bisogna dun-

gue per trovare I :i,i:, considerarc il secondo addendo %,: Ora qui
si vede subito che, se 2a = P, ossia ﬂ'_“-’:%, e
2
ES =1:
I
m questo caso dunque sari
q @ ——T T .
P, =2k 1:
Py

ge mvece 2a < P, ossin a4 < 5 » SAra

| 21
) e guindi
- )
Pp e [
. i »
Passiamo ora a considerare
N
4 DESE

TR

Abbiamo intanto, colla stessa sostituzione di prima,

n kP, , a il

B, =P, TP=FTrp "

a5 ] ¥ . [l 4 ﬂ — -
Ma k & intero: bisogna dungue cereare in guali casi 7. € Intero, i
i o
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Si vede perd subito che per ¢ = =2, si ha

2
0
E P = U
¥ e quindi
- B
P,
* .
am N ]
- 2E P, 2k ;
: | < ;s
J per <5 si ha a fortiori
. F ; =0,
onde, in ogni ecaso,
| 2B5 =2k,
S "
L
;-.;:"‘ Riassumendo, abbiamo
20
p,| ¥p, =2%+]
per « E-‘i?
T ; — 2%
I
quindi
2n "
o s e
2n
s B =<2k
PET « < {,—' [ i
quindi
EX _gp 2 _y
Py P

e, d. d.

que di questo criterio, possiamo, dato #, trovare
enti dei singoli fattori che compaiono nel denomi-

Servendoci dun
a priori gli espon
natore della (9).

12. Per fare un’applicazione d quanto abbiamo detto fin qui, sup-
poniamo di dover caleolare

(101
201
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La formnla (8) mediante la (9) a da
(n!)? 1 i
2N T oEI @ o5 X
2%, . 3%, ... p%F,.p oL
‘ 1
X (10)

E(Ez,-.um;)+...+(z;:_ﬂ%)___ﬁ(zi;-mg)+,..+(sg_m;-ﬂ)'

Nel caso nostro, ricordando che 2 & il primo numero primo = n,
e che p 2il pit grande dei numeri primi <2n, il primo fatore

sara
1

2.11.13.17 19

giaccheé per le osservazioni fatte al § 8, gli esponenti dei nomeri
primi 3, 5, 7 sono egnali allo zero.

Passinmo ora al secondo fattore: i numer: primi comparenti al
denominatore saranno

giacehd p ci indica il massimo numero primo << n.
Quanto agli esponenti, faceiamo la seguenti considerazioni: intanto

P_l; — 8
IJ: — 9
5 =0
Pt —
avremo poi per I'esponente di 2

20 10 20 10 20 20
(EE-—-EE _"_.JT)_’_(E '4_———EE —1—)-[—(' g——?E '.‘3_)'

ma il primo di questi addendi, essendo

. 10=52-1L0D
e quindi

ro| e

o <<

¢ eguale a zero: i secondo, essendn

o 10=24 42
e gquindi
» 4
H=T3‘,

o eguale ad 1; il terzo, essendo

L 10=18+2
e quindi
8
'ri{ 2 ¥

6 eguale a zero; dunque si ha

2&5111:-_:2




v b By
R ST e
- ﬁj'.'::.:?"i{_‘:é":.'." |

L
ILI
50
..
-
==
i
5
]
»

80 PERIODICO D1 MATEMATICA.
Analogamente, 'esponente di 3 sarebbe

(5 -2 5) (7 -=3);

ed applicando la stesso eriterio
10=383-+1

bo| eo

. ed 1l prime addendo = 0;

10=19-4+1

Y
ﬂ{—z-

qundi a<

e il secondo addendo = 0; gquindi si ha

P —

—
-

Passiamno finalmente al 5: abbiamo

10=25-+10

- 5
dunque a < 5 © l'esponente = 0.
In conclusione, il secondo fattore & dato da

11
21

quindi
(101)* 1 1
20! 2211.13.17.19 184 .756°

Cerchiamo quello che si avrebbe col metodo diretto. Applicando
la (6), s1 ha

10 f
in LU, | N [] 10

mg:gE?**ET*ET_S Te, 5 =098

0
e
|
=
-]

donde
(101 =2% 8% 5. 7°.

Abbiamo poi, sempre per la (6)

i o0 a0 10 0 {1
201:25‘_‘4ET”T*”RS“?”%?%T"T11.13.17.19=
dumque =2 3% 5. 7°,.11,13.17.19;

(101 2.3, 547 _ 1 _ 1
201 w8587 .11.13.17.10 2°.11.18.17.19 184.756'

come avevamo trovato con 'altro metodo.
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Altro esempio. — Supponiamo che sia n—13, ¢ si voglia caleolare

(»1)* _ (131"
2n! 261 °

applicando la (10) si ha

(130® ) X S 1 ¢
26! 2.179.19.28 2°.5.7 2 .5.7.17.10.98
mentre direttamente J
g3l)" 27 3. 5 .1t13r 1
26! 29.89.5°.7".11°.17.19.28 2°.5.7.17.19.23 " o
I3. Trovata I'espressione (10) per %:T_ , poniamo per sempliciti 7
{20 n 2n 7 ) 2N R 21 i
SRR\ (Rt —pp By (]3 R o ﬂ] - o
2 3J+( 4 4,4_'— i Py Py +E2P! As
(o 208 . ‘ﬂ) ( 200 o N 27 2 491
i — —3AR — B=- —2% - E 2 —9 - | ——
LE 3 E 3 + 9 94‘ | | ( Pa EPH) J JJ 3P. -ﬂ{ _-II' ¥
' 21; I -n - '?l. . fu- 1 -:En- | .—n‘ . ’?‘;1 |
E——?.E—J B2 —28 24 A (Em—-:L’E—) B2y
( p P +( » T P, P, T y 1t ' }i
e, per omogenelta, diamo ai numeri primi consecutivi a p gli esponenti o }ﬁ’
e
A'.“l' a & o 8 s ‘A'.“l : I_J*EFIE
(R |
ricordando perd sempre che guesti, per quanto abbiamo visto, sono "ﬂL
eguali all'unith. Allora la (10) prende la forma i
(nl)* _ ] (11) 411.{‘;
20! 24 Bl A pAT A ()
Sostitniamo ora quesio valore nell’espressione (3) trovata per m: ne
AVIEImo
. Eili-i—l 1
b —— !’LIE Eﬂ _l'_ 1 i A, . 3"’“5_ o p'.:&p ‘pﬁ.u.p' - I‘Lu“ 21
e dividendo numeratore e denominatore per 2 i{
— 1 (12) _‘;"'
== “]':IE {2‘,@_{__ 1.1. . zilr—{-ln-l 1] ! B.‘lﬂﬁ o ‘pﬂp : P'l.ﬂ.p' i P:.‘_J" . '--.;1
I4. Ui rimane adesso da fure un ultimo pasgo per avere l'espres- b
sione di = in fanzione di soli fattori primi, che ¢i eravamo proposti
di trovare fin da principio. Osserviamo, prima di tutto, che nel caso 42
in cui 2n4-1 fosse numero primo, la (12) sarebbe appunto Ia formola M?
cercata: noi perd faremo delle considerazioni generali, comprendenti 5

mmsieme 1 due ecasi.
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Scomponiamo per questo 221 in fattori primi: avremo
2n—+1=2%.3%  _ pw g .o ',

osserviamo qui che, dal momento che 22+ 1 & un numero dispari,
deve essere sempre (s =0; di piut per ragioni, analoghe a quelle @i
dette pit avanti, gli esponenti dei numeri primi suceessivi & p non
possono essere maggiori di 1; finalmente ' non esistera che quando
2n -1 sard numero primo, ed in questo easo, sara ad esso eguale,
Possiamo dunque, mantenendo perd per simmetria tutti gli espo-
nenti, serivere

_ 1
‘ 1
¢ ponendo per semplicita
2s + Q="
2A; + QI = (I
28" +~Qu=2a,,
AVTemo
== lim 1 X (13)

ng=4n+ 1) ' i
n:.r2'l L ‘Ilu-"'r

che, raceogliendo sotto il simbolo di prodotto, possiamo scrivere pill
semplicemente

= ]j;]]] oHr &E F:_IFI: ;ﬂi ; (]4)

Questa & appunto la formula che si cercava.

I5. Trovata I'espressione di = in funzione di soli fatlori primi, mi
propongo di cereare quale approssimazione ottengo, arrestandomi ad
un dato termine, cioe prendendo per » un certo valore. S presentano
qui & priori due question :

1. trovare I'approssimazione del valore di = corrispondente ad
un dato valore di .

2. trovare 1l valore di # corrispondente ad una data approssi-
mazione.

Consideriamo la prima questione:

Nel principio delle nosire ricerche, considerando I'espressione di

Wallis, I'abbiame posta sotto la forma

- DEHENE. )

che & facile vedere ci da il valore di = per difetto. Preso p. es.
n=3, si ha

R OO

YRS
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da eui
4608
— — =
575 — 298
ebbene, rappresentero con A il valore di = dato da questa forma
dell'espressione del Wallis.
Ma possiamo porre l'espressione di Wallis anche sotto la forma

- 2.4 4.6 6.8
"R 05 Sl TR A

che ei da il valore di = per eceesso,
Per es., sempre per 2= 3, abbiamo

o
i

s 0.216
| _ 4 11.025
da el

36.864

®=T10pp — or¢-

Rappresentiamo con B il valore di = dato da questa seconda forma:
avremo allora

A< wm<HB.
e la differenza tra il valore esatto di = ed A sara minore di
: B =4,
Ora abbiamo
P o S0 (25)®
8.5 T . (@n—1)F@n 1)
B— gl R | SR (2n)* (20 < 2)
o LA ORTy @0+ 1P
quindi
E _Jl K
B=A n 11

Sard allora
L - AZn+—2)— A(Zn+1) A
B—A=A- — A= - - .
41 A 3 -1 TS

Abl.riﬂmr) dunque che la differenza tra il valore esatto e il valore
trovato di = & minore di

A
» Znt1

Dato allora #, si pub facilmente calcolare ' approssimazione che
per esso si oftiene, bastando trovare A e dividerlo per 2n 1.

Cosi la prima questione & risolta.

Fassiamo alla seconda: ci proponiamo, data un’ Approssimazione
arbitraria, di trovare il valore di n che ad essa eorrisponde. Anche
per questo giova ricordare che

A
2n+1

o— A <<




-
- L] % 1 g . . - -
L 1 2 o
! e = g "-F.' T il
I , P = - e -
L a - i -

=ML

—
=
=4

M T T
@ gum "
W -
"i"n,._#__"_:'! j"‘.‘
e [
B -

a
F
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Supponiamo p. es. di aver gid trovato che il valore di = a meno
1

dif5 @ 3, 1, e di volerne trovare il valore a meno di 100 Sard dun-
que sufficiente che sia
' A |
2n 4-1 =100 ()

Ora sappiamo gia che la prima eifra decimale di = & 1; In se-
conda, nella ipotesi a noi piir sfavorevole, pud essere U, ed & evidente
che, supponendola eguale a 9, sark, in ogni caso. soddisfatta la ().
In goesta ipotesi abbiamo

3,19 1
2n1 5100

319 < 2n 4 1

3189 —1
.} <n,

0ss1a

amélpr.-r avere la seconda cifra decimale, ossia un’ approssimazione
“<{on > Disogna prendere

n > 159.

Anu]ngnmﬂﬁlte, se volessl la terza cifra decimale, cio 1'approssi-
n.mzinnﬂ di J 000 » Potrei porre, supposto di aver trovata la seconda
cifra eguale a 4,

3,149 I

2n -1 <I.Df}0'

3149 < 2p +— 1
3148 < 2n
1574 < m:

donde

m generale dongue. volendo I'approssimazione di — . per % potenza

G

del 10 grande ad arbitrio, dovremo prendere (indicando con A il

valore di = coll’approssimazione di -é— == %“J E
10
As .58
g = 1 ; : (15)

Con questa formula siamo certi che, per n ad essa soddisfacente,
avremo dalla (14) il valore di % a meno di i :

4

16. Supponiamo di volere il valore di = a meno di un’ unita: dovra
essere

3.8

e
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Cl0& l
_ o ">
ossia, al minimo,
" = ﬁ \
Difatii la (14) per n=6 ¢i da
1 ar 2.097.152

-

RT3 T 6U86B — ewgom —

Cerchiamo ora il valore di = a meno (i ] : per la (15).& ha che #
. o, 8,108 10
deve essere maggiore i 5

=19, cio& almeno

i = 20);
Allora dalla (13) si ha
1

. — day.-88 Hos o's, (@ 111'1” ) 1:-3-;1_-_ AT 10wy 239 29‘5_ 313‘ 373 W

essendo, per n = 20

p =19
p=23
n = 37
= %L

Cerchiamo gli esponenti dei singoli fattori primi : abbiamo
g =27, —4 essendo

Ay =] + 1 y
Uy =275 —
Aa —— 1 '+ 1 y
(s —27; =2
Aﬁ. —r
(fh — 247 =
A. =1:
Ony=234y=—2 ¢ Tt
.1‘_‘1.11:- : ':";I'II
Qia=2A =2 g
ll!lm—— 1} ,—l “:.
(I =2Ap=10D LN
ﬂ.u’-—* D s {‘1“&()
ﬁis = 2A,p=10 '-‘_f-'-%
.&1[} = { " b :
& - et
[]'I.I.II]E].I LA E‘E%
"~ BUE 10 137 937, 29" B1% 57, 4 — 2 cirea, i
: 1 .
cioe coll’approssimazione a meno dil_D’ COMEe €1 eravamo proposti. .—;ﬁ\
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TAVOLE NUMERICHE.

Tavora T, Polenze del 2. || Tavora I gigue Polenze del 2.
%—_
x S 23
1 U ol 2.251.709.813.685.845
] 4 &l 4.508.509 627570 498
2 - al 0007, 199,254 740 9582
1 16 o4 18.014 308 608. 451,084
b g2 i 36098 THT.018. 068,968
Fi 6d oh T2.007.504 (037,927,558
T 128 ai 144 115188075 855, 072
4 IR 58 2589.280.376.161.711.744
f . iz of} 0i6.460.762,508.428. 488
10 |0y 0 162,621 504, 605,246.978
11 2,048 Bl 2.805,549,000.219.699 0652
13 4,088 B2 4.611.686.015.457, 867 604
18 8. 162 68 9.229.872.080.854.775.808
14 16.884 Bd 15.446.744.073.709.551 616
15 82,788 s 86,558 189.147.410,708.262
10 B5.6R1 BE T6.755.976. 204 858308484
17 181.072 &7 147.578.952.550 6876.412.028
18 969,144 08 905.147.005 179, 852 555 558
18 524,289 B 580205 810,968,706.661 712
20 1,048,578 70 1180531 .620.7T17.411.803.424
1 2.097.162 71 2.,58] 183,241 454 622,600,248
e, 4. 154 804 i 4. 722,868 ,452.869, 645,213,895
23 | B BA8 609 78 0.444. 782,065, TH 900,427,809
24 10.777.216 74 18.830.465.531 .478.580.854.754
25 88.5064 .42 7 ST.778.991 862 457,161 . 700,588
“5 07.105,5804 6 D001 .250,725.914 8¥0.419,186
27 10,217,728 T 101.115. 727,451 528,640,888, 372
2R 208 405,458 7R AN2.231.454 908.557 208,876,544
20 BaR.870. e n A4 4R2,000.807 814.587,.358.089
A0 10717158 R 1.208,025.810.0 11,899, 174,705,170
a1 2147 490,048 &1 2417851 50,220,958 210,412,955
52 4 204,167,206 82 4 855 708,278,459 516,608 824,704
B3 8.0580.054.60 Ry 1.671 45655501 7.088_307.640.408
84 17.179.860, 184 54 10, H12,919 118 8 0BG, 795,909 810
85 34.059.7585,868 Ha 85.655.626,.227, 668, 109500, 597 652
A O%. TI0470,706 ap TTOTL.252. 455,886,267, 181.195.264
E v 137.488.853.472 "7 154.742.504 910,672,534 .582 590,598
o8 O74.877.906.944 TR 800.485,000,82| 845,088,724 ,781 .058
89 540.753.815.458 4 B15.970.019 642 G50, 187 446,562,112
40 1.080.511.827.776 a0 |.257.040.030.25%.450.274 500,124 224
41 2 109.028.955,864 1 24754980 078.570,760,.549, 705,218,448
42 d. 308, 04651 1104 2 4 051,760,157, 141.521.000_ 506,406,505
43 5.7898.008,022.208 08 0.000.020.9 14 293,002, 160,102,088, T
+H 17502086, 0111 418 AT 19.507.040.525.560,08:4,.808,885,8597.554
A5 35.181.872 085.684 A HO.B14.051 257,132, 169,796,771 475 168
as 268744177 684 £ TORR, 162,514,954 087 500, 749,050,888
47 140,797.458 755,828 o7 108,456,025 028,598 675, 187087000572
48 51 474.076.710.656 € 816.912.650.057 057,350,374, 176,801 844
40 abZ.b.EGE. 421 818 o 0,425,000, 114, 114,700 748,551 802,888
o0 1.125 500,906 812,524 10 I 267650800 225,220,401 406,708,205, 076

Bl -‘F"-_" 2

— L
- - ¥

I e

!-..F"_—Lar":-""

4

i 2y i
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Tavora Ti, % Potanze del 3. || Tavora III, Polenze del 5.
“ E
T 3 r 5=
1 i 1 &
2 9 2 %5
q o7 b 125
d Al q 25
= 218 & 8.125
G T2 6 15.65
7 2 1587 7 RIS
4 6.561 8 800,825
o 10,683 o 1.953,195
10 50048 10 0,765,695
11 1TT.147 11 48,8515
19 531.411 2 244,140 625
13 1.504.98 13 1.220.708.125
14 476832, 110 14 8.108.515.625
5 14,848,007 15 30.517.578.1%
18 48,048 721 16 152 587 800,825
1% 129.140.163 17 T62.030.453 195
18 897,420 489 18 8.814.597 266,625
19 1.162.26].167 19 19.078.480. 529,125
a0 3.486,7ad 4D) 20 U5.507.4131 840 195
g1 10.460.363.208 | o 276.897.159.203.125
2 31.891.056.600 22 2.881,185.791.015.62
28 4. 148.178.827 23 11.920.628,955,078. 12,
- 282,420,586.481 24 PRLB0L.B44.775. 900,625
% BIT.268.600.448 || o5 209,023,229.97F 653,185
26 2,041 .B65 .55, 1) 26 1.480.116,116.984.785.625
a7 T.625.507 454,087 o7 T.450,580. 708 928 898,125
28 &2.870.702.£54.051 28 57.952 902.954.619.140.625
29 t8.080.577.864 553 29 186,384,514 .628.005 708,125
80 205.891.132.004.849 80 B3 322,574 615 4T8.516.025
Al G17 673,006,258 007 81 4.656.612,878, 077 002,378 125
52 | 333,020, 155,551,944 2 23.235.084.8685 190 DE2 590,055
35 5.599,080.556.555.523 i 116,415,921 428.081.814. 433,155
3 16.677.181.680.656.568 B4 BS2 070,900, 184,674,072 265.62%
s N0.03 1,546, 098990, T0T A5 2,010,888, 045,678,870,.5981 593 125
ap 150,004 .685._ 200,000,121 75 14.551 .915.229. 066,551 .806.640.625
97 460.358.005 800 007853 o7 T2.750.570, 141 824,950 082.005. 125
as 1.850.851,717,672.992,080 a8 89.797,580,709.171.295. 166.015.625
94 d.038.655,1 E.'!.U‘.IE@B.ET a9 1,518,989 .408.545.550,475.880.078. 1%
m 12,157 085450, 056,098 80] 40 0.084.947.017.729,282,870. 150,890,625
a1 H8.472,906.8977. 170,788, 408 d1 45.471.735.088,846.411 895 751.055.125
49 100,418,089, 131,512 250,00 43 Z27.573.675.443.332.050.478.760. 7%, 025
43 d28 258 967. 5040 .537.077 .67 45 L1313, 868 877, 216,160,207 .305.708.828. 195
dd 034, 770002, 183,61 1 232 351 44 3,554 B 1,B86.080.801 455.068.904. 140655
45 2.0954.812.706.550.535.005 548 45 25 421.706.480.404.007.434 .844.070. 709,195
48 5.802.084.1 10652691 .005.0:0 46 | 142.108.547.152,020.087.174.224 853,51 5.005
47 96.595.514.958.067.500 297,787 47 | T10542.785.760.100.165.671 .121.267.578.12%
48 Ta.7160.448,078,572. 500,863, 841 48 | B.552.713.678.800.500. 020,855,021 537,800 6425
49 250,290, 5920,.290_ 617,529, 590,082 40 I?.TE&EEE.MDEE.EDLB&H.??B-JUH.W.EE.IE&
50 WLEENT D9T.601 852 598,770,240 o0 |5881T.841.070,012 523 233 RO 538 447,965 625
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Tavorna 1V, Polenze del 7.
x 7%
1 (]
i 49
i 248
4 240
2 16507
5 117619
7 528,541
8 B.TRAS01
b 40,938.007
10 262 175.240
11 1 577,825,743
12 15.841.257.201
19 06,580 010.407
LS BT8.434.072.518
15 4.747.061500.918
16 $3.282.080.560.601
17 2493 (80.513.087 207
18 1828418567 010,440
19 11,398 .505.1586. 373,143
20 70,7 288,907 612,001
al hSR.545,984.088.284,.007
2 8,000 821, 048,582,083 (49
99 07,882 747.240,090.916.848
u 191.551.251,380,566.414.401
= 1.311,058.619.553 964500807
26 0,857 480 247, 647.754 205,610
& 63.712.562.361.531.980,180.548
= 438.936.536.54 1, 750,960,076 801
29 3.210.905,765.910, 1 TH.T26 8497, 807
a0 %) 50 910,290 (02958, 087 865210
3l 157,775,192, 084.845.800.8 15,042,748
i |10, 12T BT4.2 13590, RARB05 200,201
83 T.780,008.710,707, 444,544, 107,004 407
H 4.1 16:450,037.052.11 1. 679,550 BR0. 40
B 87881 B402.265,565 . 781892 T17.625.043
A 2651750 845.950,659.471.770.023.551 501
37 18.5602.115,021.017.574.202.433.168.671 .207
3R 126,984.81 1 447.123.020.117.172.145.808.449
a8 000, 48680, 720,561 .1 40520, 205.0 19,559, 144
40 536680, THU.Y0W, 027.085.741 445, 180,221 .00
d) 44.567.640.386.358. 105.000.190.045.074 588,007
e 91 1.978.482.984 & 19,871,901 480,801 S21 076.040
a8 8,183,514, 875,001 T0R, 580, 100.812.952. 753 902 148
a4 15.956.700.691, 042 570, 108,765, 1 85.769. 278 526 401
45 107.006.004.495, 595,083,956, 856,800, 854 937,784 507
0 740.048.800.985,188 283, 494401 ,.102.691 564, 183,840
47 5,248,338 518, 756,908,554 46 1.45%.718.861.951.465 513
48 | B6.703.888.217.204 125.441.980.21 1 082.033.650,183.501
49 | 258.929,577.521.008 57808961 | 477.924.450.621. 821507
B0 | L708.405.042. 547 4 12.146.620.250.340.560.6840.840.251.240

PERIODICO D1 MATEMATICA.

Tavors V. ¢ F alteriali.
n nl

- 2
d 6
i 2]
b 120
i 720
v 5.040
8 40,20
9 300 350
10 § B29_F0D
11 B39 010,500
12 179,001,500
18 .227.020.800
11 97.175.2] .20
15 1.807.674.565.000
10 20,929, TRE 558,000
7 155,637 .427.995.000
18 6. 402.973.708.922.000
19 121 .645.180.974.632 000
20 2 433 902.607.462 640,000
2 51.070.654.757.845.440.000
2 1,124,001 004,661 ,586.680.000
o8 5,558, 028, 107, 21 6. TH2.640. 000
24 (20448 554.579.208.028,360.000
a5 15.511.810,884.8980,075.581.000,000

Massa, gennaio 1900.

Manio Lazzarivi
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Uno sguardo alle curve algebriche in base alla gonalita

Conferanza lotta In frannase dall'A. nal Congressn internazinnats dei Matematiol
il 9 agusio alie ore 2 pom,

—— e

SOMMARIO. — § 1. Ohe cosa & 1a gonaiild dells corva. — § 2. Metodl @ nomsnolatura perlo studio dalla
gonulith. ~ § 3. Risultati generici relativi alle eurve algebriche. — & 4. Risnltnti relativi alle
curve di data gonalith — § 5, Proprieti delle curve k-gonali dotate i enrve aggiunts ™ =%=1 _
§ @, Curve k-gonall senga punt! Gssi per le OV~ 5~ 1 — 8 7, Curve L-gonall con punti fissl per
le 0" —*=' _ Bibliografin,

§ 1. — Che cosn & In gonalita della curva.

|. Seguendo 1 concetti di Riemanw, “ 1a gonalith & il pin piceolo
“ numero di punti della superficie di Riemann di genere p, pei quali
“ una funzione razionale della superficie diviene infinita di primo
* ordine ,. (Oeuvres mathématiques, page. 115-116.) Sulla importanza di
questo numero si sono espressi i signori ArpeL e Goursar dicendo:
“ Pour une courbe donnée lé nombre des poles d'une fonction ration-
“ nelle (tous ces poles étant supposés du premier ordre) ne peut pas
“ descendre au-dessous d'un certain minimum. Ce nombre minimum,
“qni se conserve evidemmeni dans tonte transformation biration-
“ nelle, parait devoir jover un role important dang la théorie des
“ gonrbes algébrignes .. (Theorie Jes fonctions algébrigues ¢f de lewrs
mtégrales, pagg. 385-386.)

2. Secondo le idee di WEIERsTRASS, non esistono funzioni razio-
nali della curva algebrica ((/ebilde) di genere p che hanno come
punto infinito unico, di multiphicita =< p, un punto arbifrariamente
scelto sn questa curva; e, ®ato un punto particolare della curva, se
§i cercano le fonzioni razionali della eurva, del gradi 1,2 3,4,....
che ammettono questo punto come punto infinito unico, vi sono pre-
cisamente p numeri che non si possono ritrovare come gradi di fun-
zioni aventi il punto di cul si tratta eome puntd infimito unico. Per
ogni punto della curva vi & un grado minimo per le funzioni razio-
nali che hanno guesto punto come punto infinito unieo. 41 pidt piceolo
fra questi gradi minimi, allorch® il punto varie sulla curva, ? la gona-
lita di questa.
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3. Secondo il modo di vedere della Geometria su & una curpd al-
gebrica, Fordine delle serie lineari complete o parziali ( Vollschaar o
Theilschaar) semplicemente infinite, segate sulla curva da fasci di
varietd, e quindi da fasei di enrve aggiunte, se la curva @ piana, non
pud discendere al di sotto di un certo minimo. 71 minimo ordine delle
serie blineart o', che esistono su wna cwrva Cy di ordine w, di genere p,
indiee la gonalitd della cwrva.

Nol rappresentiamo con % quesia gonalith; essa & un numero che
pud variare da 1 a co. Le curve di gonalith 1 sono le eurre wnicursali
0 razionali; le curve di gonalith 2 sono le curve iperellittiche, com-
prese le ellittiche.

3 2. — Metodi e nomenclatara per lo studio delle gonalita,

4. Dal punto di vista analitico la ricerca della gonality della curva
si riduce alla ricerca delle funzioni speciali delle superficie di Riemann,
qualora si faccia astrazione dalle superficie di penere zero e dalle
superficie ellittiche. A questo proposito il Kiemv dice-

" La esposizione e la ricerca delle funzioni speciali appartenenti
" ad mma superficie F' & una delle pih interessanti ma anche delle pii1
“ difficili parti della teoria delle superficie di Riemann e finora in
" nessun modo si & potuto ragginngere una soddisfacente risolu-
“ zione ,.(") (KrEmN-FRIOEE, Elliptischen  Modulfunctionen, Bd. 1, pa-
gina 555). Percid conveniva tenfare la risoluzione del problema eol
metodo algebrico-geometrico: ma, pure con questo metodo, la ricerca
presentava grandi difficolth; poiche, quando si passava dalle curve
iperellittiche alle curve di gomalita maggiore, 1 teoremi che si tro-
vavane erano sempre ritenuti di dubbia fede, perché mancanti di una
completn generalita per rispetto al genere,

5. Noi abbinmo tentata questa via e sinmo riusciti a fare qualche
passo, ed a sharazzarci il cammino dalle grandi difficolta che il sog-
gotto presentava, & cid semplicissimamente, pensando, in opposizione
& c1d che i signori Brir e NomHER avevano affermato nella loro
classica. fondamentale Memoria * Sulla teoria della (veometria sn una
curva algebrica , (Math. Ann., VII), che dovesse essere di capitale im-
portanza lo studiare in modo diretto le curve aggiinte alla curva CJ
di un ordine <m—3, e sopratutio le curve aggiunte che banuno il
minimo ordine compatibile con I'ordine, e col genere della curva data.
Son queste le curve ¢he noi abbiamo chiamate curve agginnite minime.
Intuitivamente ¢i convicemmo ehe queste curve dovessero funzionare,

(") Dis Aufsbellung nnd Untevanchung der zu einer Pliche F gehlivendon Specialfonotionen gehart
0 den intersssanlesten, abor such sehwierigsten Theilen der Rismaniy'selion Theorie und ist binlang
keinoewops oley sbgeseblossenon Lioeung zuginglich gewosen,
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per le curve di gonalith > 2, come le curve aggiunte dell'ordine m —3
funzionano nelle curve iperelliftiche, e non ¢’ ingannammo: poiché
tutte le nostre ricerche hanno confermato e dimostrato questo fatto
esgenziale della teoria. Questo metodo di ricerca ci ha obbligato ad
adottare una nomenclatura pilt minuziosa di quella che si uvsava
prima; quindi riservammo il nome di serie speciali alle sole serie li-
neari segate dalle curve agziunte di ordine m —3 e non da curve
aggiunte di ordine minore; e abbiam dette serie specializzate una volta
quelle che sono segate da curve aggunte di ordine m—4 e non da
curve aggiunte di ordine minore; serie specializzate due volte quelle
segate da curve aggiunte di ordine m — 5, ecc. Ed inoltre chiamammo

1% serie canonica quella che & segata da tutie le curve agg. di ord. m—3,
28 serie canonica ’ - " . m—4,

- - = - ™~ & " N ® ™ @ & . ® [ - ® L] -

- W - & - L] - il & - - & = v - L w L -

(z—-1)m* gerie canonicd . " . . H—3—1.

6. La piu grande difficolta consisteva nel determinare la dimen-
sione effetliva delle serie canoniche suceessive alla prima; ¢ a quesia
difficolta era legata un’altra, che, tenfain da Kiirper, era state gm-
dicata da questi ben dificile a superarsi (Bibl., 1). Ecco di che si
tratta. Essendo data una curva C», di ordine m, una curva aggiunta
di ordine m—3—= deve avere in ogni punto s-uplo di U™ nn punto
(s —1)-uplo, e, quindi, deve soddisfare a +Zs(s—1) condizioni lineari,
che intanto possono non essere tutte linearmente indipendenti per
le cnrve aggiunte d’ordine m—3—a, se >0, Se si suppone che pa
di queste condizioni dipendono linearmente dalle altre si dice che pa
& la sovrabbondanza del sistema di curve aggiunte di ordine m—3—a.
La difficolta consisteva nella ricerca di un limite superiore di ge .
Unaltra difficolth consisteva nella necessita di rischiarare in qualche
modo la funzione e di conoscere il numero dei punti fissi che 1 s1etemi
delle curve agginnte di ordine <<m—3 possono avere sulla Cp, fuori
dei punti multipli; punti fissi che mancano completamente, come si
s, per le curve aggiunte di ordine = m — 3.

»
§ 3. — Risultati generiei velativi alle eurve algebriche.

7. Distingneremo i resultati ottenuti colle nostre ricerche in due
categorie: ciob in risullati generici e risultate velativi ad una gonalita
determinates In quanto ai risultati geuneriei, il primo che siamo per-
venuti a stabilire, considerando la (z-}-1)"* serie canonica, & stabo il
limite superiore di pa, risnltato di cui si dubitd dapprima, ma che si
¢ finilo per ammettere,
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Trovammo che (Bibl., 4):

(1) oa < 5o (m—8—a).

8. Un altro risultato & la forma che prende il teorema di Riemaxy
. e Rocy esteso alle curve aggiunte di ordine m—3—a. Becolo (Bibl, 5):
o Se per un gruppo G, d'una curva C§ pnssano <t curve aggivnte tf.'.
ordine m—3 —a, il gruppo appartiene ¢ una serie lineare completa g,
di cui la dimensione vo non pud essere inferiore a N+ ra—p-+1 }

—]—Em(; I-3) + ga. ¢ modo che si deve avere,

@) o> (- ra) —p— D+ 2D
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Questo feorema pud enunciarsi anche nel seguenta modo: La di-

.‘; mensiome della ser ie lineare completa g.,“ residua della g,” rispetto alla
< serie canonica gx" segata dalle eurve aggiunte di ordine m — 3— =z, e
(a3
o < (p—1)— (e —re) — 28T _

Or, se noi facciamo l'interpretazione analitica di questo teorema,
considerando che un polinomio aggiunto dell’ordine m —8 — o & una
funzione speciale della superficie di Riemass di genere », e che il
numero . rappresenta il numero dei parametri non omogenei, che
enfrano linearmente nella funzione di eui si tratta, che ha per poli
di 1° ordine gli 7. punti, noi perveniamo al tanrﬂma seguenle:

Dati n punti tali che essi appariengane @ v=1' -1 curve aggiunte

’,&({F linearmente indipendenti, dell’ ordine m — 3 — o, la f unzione algebrica
pite generale, cvenle per poli questi n punti o una parte di e8si, conterva
' abmeno
@ (2 4+ 3)
*- 1t r—p 142D

=l

costanti arbitrarie omogenee,

J. Un altro risultato dapprima creduto dubbio, in seguito rico-
noscinto esatto, & quello che da il minimo genere delle curve di

ordine m, dotate di curve aggiunte di ordine m — 8 — «, Questo mi- ey
nimo &

(3) p———%um—kl.

ID._ Un risultato di cui I'esattezza ¢ stata assodata mediante una
polemica avuta con 1 signori Berrisi e BurkuaArDT, & la estensione
del teorema di reciproeitd di Nortuer alle curve aggiunte di ordine |
m— 33— . B

e b, awa
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Fu nssodato che: gli ordini e le dimensioni di due sevie, residie
fra loro rispetto alla serie eanonica gﬂ*:: . segate dalle curve aggiunte
ordine m — S — z, sono legati dalle relazioni

(4] Ta "+_ﬂpu ZHH ' iztj'u_'f'*n }_(Hn '_H., i )] E 2 (a“ 7 )i

ove 2. rappresenta il pi alto valore che p. possa raggiungere.

I1. Inoltre abbiama trovato che la condizione necessaria e suf-
ficiente per l'esistenza delle curve aggiunte G"~°=¢ &

(5) p <+ om-14(a—pa),

purché si ammetta anche il caso limite, cioé che in uma curva senza
punti muliipli ogni punto possa essere considerato come una eurva ag-
ciunta di ordine 0, la gnalcosa ha la sua ragione di essere (Bibl., 12).

12. T infine abbiam trovato che la formola, conosciuia, del piii
allo genere di una eurva C0 appartenente ad uno spazio a d dimensioni

prende le forme sequenti, secondo chem # congruo ¢ 1, a20a 0,83
oad—2 adva d—3,.. per rispetto al modulo d —1:

per d par,
(m ~—-£) (m — #_ 1)
(m—1)(m—d) (m—2) (m —d-1) 2 2 _
2= "39@—1) ° 2(d—1) 2(d—1) '

per d dispari,

(Y
(m—1Dm—d) m—2)m— d-+1) - 2
P="g@—n * 20—0 " W—D

§ 4. — Risultati relativi alle curve di data gonaliti,

13. Per esporre con chiarezza le proprieta delle curve algebriche
relative alla gonalith, segnaleremeo innanzi tutto quelle che sono co-
muni a totte le eurve di gonalita %, e poi esporremo le proprieta delle
curve aventi la stessa gonalita, ma che soddiefano pure a gualche
altra condizione.

Bisogna prima di tutto notare che sulle superficie di Riemann a
modnli generali e di gonalita k, RimMaxy ha trovaio che: * Torsque les
& palewrs de ramifications de la surfuce ne satisfont pas @ des équations
& de condition, il faut que Von ait (Oewvres math., p. 116) k= j__f‘p—l—l i

p+3
o

Noi abbiam trovato che si deve avere pure (Bibl., 6) k =

L]

d'onde segne che: Le superficie di Riemann, a moduli generali, sulle

e
=

T iy - o
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quali le funzioni razionali ammettono k per minimo numero di poli di
primo ordine sono quelle de generi

2e—3 , 2r—2.

Questo teorema pud esser tradotto e completato nel seguente:
Fra tutte le curve di gonalitd k. soltanto quelle dei generi 2k — 8,
2k—2 PossoNO essere u moduli generali; e fra queste, quelle di eui il

genere & 2k — 3 wmmette una semplice infinitee di g, . mentre che le altre

ne hanno =
- el (k—1)1"

Per tutti ghi altri generi le curve ammettono moduli particolari;
ma ¢id non impedisce che le eurve k-gonali dei generi 2k—3, 2f—2
possano avere moduli particolari. B assodato (Bidl., 19) che cid non
avviene per le curve iperellittiche dei generi 1 e 2, né per lo curve
trigonali dei generi 3 e 4; ma cid comincia a verificarsi per le curve
tat[iagunnli. St trova infatti fra queste eurve la O] (di 7° ordine, di
generi ) che ha moduli particolari ed ammette una semplice infi-
mitis di g, se essa & dotata di 3 punti tripli; ma, se essa ha 2 punti
tripli & 3 punti doppi arbitrari, essa ha moduli generali ¢ non am-
mette che 5 gl. La prima di gueste enrve & wuna trasformata quadra-
tica della curva di 5° ordine senza punti doppi; 'altra & trasformata
quadratica della Cg, del 6° ordine con 4 punti doppi.

. Eceo gli altri risultati, che si riferiscono alle propriefa ge-
neriche delle curve algebriche di gonalith data k.

1%, Se wna cwrva k-gonale C™ ammette almeno k — o curve aggiunte
dell’ ordine m — 3 — =, linewrmente indipendenti, le curve C=~*~2_che pas-

sane per K—oa —1 punti di un gruppo di una g , passanc per tutti

. * 0 ey » -
ghi a@ltri punti del gruppo; esse segano una gy oy, e quindi le curve

aggivmte C=2=2 che passenio per-wn gruppo di questa serie possono ser-
vire @ seyuire lg gl . B, B e 15).

In particolave: wella stessa ipotesi, ogni gruppo delle serie g:c vele
R—2 condizioni per ogni (w2 aggiunida, vale k — 3 condizioni per ogni
C=* aggiwnta,..., e vale una sola condizione per ogni curve aggiunia del-
Fordinem—k —1.

20 Le curve k-gonali dell ordine m non POSSONG GUEre Curve aggiunte
di ovdine minorve di m —k — 1. Da ¢ib 3i deduce che: _

a) Il pit alto genere che possono reggiungere le eurve K-gonali dun
ordine dato m @

(6) pz{z:——l)m——%(k——l)(ﬁ: 2).

b) Se il numero dei punti dopp: di una curva piana semplice, del-

Pordine m, & minore di - (m— k) (m—k—1), la gonalite: della curva
sorpassa k.
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9 Sulle curve k-gonali, singolari nel loro genere, non possono esistere
serie irrazionali involutorie, semplicemente infinite,~ dell ordine k e di

B S )
genere -.rr:f-::p Gi, 1) (Bibi., 3).

4°. Le eurve k-gonali, di cui il genere SOrpassa (k—1)%, devono ne- _?fg;j:
cessariamente vvere una sola g (Bibl, 15 o 3). #ﬂ %
=0 e curve k-gonali, ¢ moduli particolart di cur ¥l genere superd J,{
ok — 2, ma non (k—1)°, possono anche avere una sold gl . _‘
--'.':#J

AN

§ 5. — Proprieta delle curye k-gonali dotate
di carve aggiunte Cm-*". 0

15. Timitandoci, pel momento, a esaminare le curve f-gonali do-
tate di eurve aggiunte del piit piceolo ordime compatibile con la K
sonalith, troviamo in primo Inogo che queste curve hanno un carat-
tore fondamentale rimarchevolissimo, che apporta una folla, di pro-
prietys semplici ed interessanti. IT carattere di cui si parla consiste
in cid c¢he ogni gruppo di ciascuna g , esistente sulla curve, ha §© suoi
punti. in lineg retta (Bibl., 6).

Clome abbiamo visto sopra, ciascuno di questi groppi equivale una
sola condizione per ogni curva aggiunta (jm-%-1 che passa per esso,
donde segue che:

Se vi & wna infinitas di queste curve aggite Qo= ogni g, ¢ segata i
da un fascio di curve C*=%~' 5S¢, al contrario, non i # che una sola curva A

aggiunta C=%=", ogni g , che esiste sulle ewmrza data, & segata da un
fascio di curve aggiunte dell ordine m— k. .
AN

--:'-':':.1:

16. I genere pite basso ehe pud raggiwngere Wi cHrea k-gonule, do- 21

tater i ewrze aggatite spinime, ¢

(7) = (b —2)ym—+1.
Le curve X-gonali, di eui il genere soddisfa alle limitazion: sequenti b
-'Er'];i,ﬁ'l‘

! 1 R

8) L (k—2)m—+1+ (Bestpu-e) = p = (b—1)m — = (1) (k-2), g
AN

hanno certamente per diritto © punti di ogmi gruppoe di ciascuna g .

17. L'inviluppo delle rette che sostergono ogni gruppo di und g sulla
curve k-gonale & della classe (Bibl., 7)

(9) g=1 +i(£»:3
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dove O rappresenta Ueccesso del genere massimo delle curve k-gonal? sul
genere p della curva data, e £ 2 il numero delle coppie di punti comuni
alla g, e ad ogni g seqata sulla curva da un fascio di rette il cui
centro sie esterno alla ewrva, ciod 2 il numero delle coppie di punti dei
gruppi della g, assorbiti nei punti multipli della C. .

Da cio si deduce che:

Ll numern 8 & sempre equale « & auwmentato di wn multiplo di % k(k—1),
cial (Bibl,, 6 e 19)

(10) E=E+%—k(¢:-—1}t{f%[ﬂa E—1)k.

§ 6.— Carve JZ-gonnli senza punti fissi per le Cm-%-1,

I18. Dopo aver stabilite queste proprieth comuni a tutte le eurve
l-gonali, dotate di eurve aggunte minime, non pareva facile di
procedere innanzi, e per superare le difficoltd che si presentavano
avemmo dapprima 1’idea di considerare, fra queste curve, soltanto
le curve di gonalita %, che non hanno punti fissi pella (h — 1)ms
serie canonica segata dalle curve aggiunte C=-*'

Ficeo le proprietd principali che abbiamo potuto scovrire:

1% La serie canomiea segata su queste curve dalle curve aggivnte 0",
allorche la dimensione del sistema di queste curve & > 1, ¢ una serie
&, ... Sempre composta mediwnte l g . R essendo la dimensione del sisteme
delle curve aggiunte dell’ ordine m—k —1; di modo che la (k — 1)ma
serie conomica si comporta per queste curve come La serie canonica seqaia
dalle curve aggiunte O™ §i comporta per le curve ipereliittiche.

2% Tuite le curve aggivnte C==%=', che passano per i gruppi di unda gi_
allineati con wn punto fisso del piano dellu curva, passano wnclesse per
questo punto (Bibl, 9 e 15).

19. Per poter fare uno studio presso a poco completo di questa
categoria di curve, abbiam trovato utile di suddividerla in famiglie,
adottando come carattere differenziale un carattere proiettivo, che
abbiam chiamato specie della curva. Il numero che indica la specie
della curva & uguale alla elasse dellinviluppo delle refte che sosten-
gono tntfi i gruppi di ogni g, . Questa divisione in famiglie e stata
per nol di grande utilith come mezzo di ricerca, ma essa non avra
hisogno forse di essere mantenuta, quando si potria pervenire diret-
tamente ai risnltati ottennti. Hssa ¢i & apparsa massimamente utile
nello studio e nella ricerea di curve di dato genere e di data gona-
lith, aventi solo punti doppi.

o

e ot e L
i

e ————— e —— T

r- -
fos g | "



PERIODICO DI MATEMATICA. 71

20. Limitandoci alle curve di 1* e di 2* specie abbiam potuto as-
segnare la loro costruzione offettiva mediante fasci di curve (Bibl., 9);
abbiam segnalata 'esistenza di una infinita di reti, e di sistemi tripli,
quadrupli, . .., di curve di ordini m senza punii multipli che hanno
delle reti a intersezioni variabili formate di gruppi di m—1 punia
per diritto (Bidl., 11); ed abbiam potuto stabilire che:

1° Nelle curve k-gonali di 10 specie i valori di go,Qry.... Px-2 SONO
tutti nulli,

99 Nelle curre k-gonali di 20 specie, che hawno unda solu curva ag-
giunte dell ordine m —k —1, cioé nelle euroe GI: ot St ha

L

(11) =0, ;=1 pa=;oens p~.._4=(A2 ),p;_;z(.‘_zg),pu_g=(k:1).

3. Nelle curve k-gonali di 10 specie la serie segaia da tutle le coniche
del piano & contenuta in una serie g, completa; la serie segata da tutte
le cubiche del piuno & contenwta in una gerie completa g:: , 80C. ece.

2|. Per le curve di gonalita & e di specie 8 = 1 in generale, 1
risultati pil essenziali riguardano la determinazione precisa delle
Jimensioni di alcune delle serie complete segate su queste curve
dalle curve ageiunte e da eurve non aggiunte. K fra tutii questi
risultati si & gindicato molto difficile ed importante quello che con-
cerne 1 dimensione della serie lineare completa, che contiene la serie
segata snlle curve dalle rette del piano. Beco 1 teoremi. (Bidl, 15.)

1° La dimensione della serie lineare complela, che conliene lo serie
segata dalle rette del piano, ¢ equale allee specie della curve aumentala
di un'unita.

2 La sovrabbondanza p, del sistema delle curve aggiunte di ordine
4 8 s—1.

0 La soorabbondinza oy del sistema delle eurve agginte dell ordine
m—k ¢+ (—1)k—2)k—3)

4. La sovrabbondanza oy~ del sistema delle curve aggiunte dell’ ordine
m—k—1¢5is—1)k—1E&—2).

50 Ta dimensione delia (k — 2)™° serie canonica, segta dalle curve
aggiunte dell’ ordine m —k @ OR +s-1- 1, donde seque che la serie in

. ¥ tR+eHl
questions ¢ Sr\n i

m

22. Dalnprim.u dei teoremi che precedono =i dednece che (Bibl., 17):

Tutte le curve k-gonali di g™ specie sono le proiezioni di eurve dello
stesso ordine dello spazio di dimensione s-1, MG NORMALI pev questo
spazio; e queste curve normali appartengono a superficie rigate razionali
dell ordine s, di cui eiascunn generatrice le meonira k volte.

.
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7. — Carve J-gonali eon punti fissi per le €=+,

23, (i resta a dire qualche parola sopra i risultati ottenuti intorno
alle eurve algebriche k-gonali, che hanno curve aggiunte minime del-
Fordine m —k—1, e che presentana inolfre un certo numero o di
punt1 fissi per gueste curve aggiunte, fuori dei punti mnltipli. Lo
studio di questo argomento riguarda anche, per o =10, tutte le curve
considerate nel paragrafo precedente, di modo che torneremo a con-
siderare ora tutte le curve 4-gonali dotate di eurve aggiunte Ov—*-1,
Il genere di queste corve & dato dalla formola

(12)  p=(k~T)m— (le-1)(4+2)~ ~ k{le—1)t—E— L (l—1)(2im—he—2)E

e in tal caso l'inviluppo delle rette, eni appartengono i gruppi di
una g, & della classe

(13)

Noi conserveremo per quesie curve la divisione in ¢specie; ma
non bisogners dimenticare che, fra lo carve di s™* specie, si trovano
ora, non solamente le curve gia considerate innanzi (¢ =0, £ =0),
ma anche tutte le altre per le quali o e E non sono entrambi egnali
4 Zero.

s=1t-1,

24. 1l primo teorema che conviene citare & il segnente (Bibl, 19),

Ogni curve k-gonale, di cui I inviluppo delin g]t ¢ di elasse s, si pud
irasformare birazionalmente in una curva k-gonale dello stesso ordine,
datata di wnm punio (m —k)-uplo, di 8 — 1 punti k-upli, ¢ di altri
punty mulbipli, di multiplicite mferiove a X, equivalenti a £ punti doppi.
Questa cwrvae si pul anche trasformare birazionalmente in une ewrvi
k-gonale di 1° specie di wn ordine inferiore m' dolate di wn iito
(' —K)-uplo e di altri punti multipli di multiphieitie inferiore a k.

Girazie a questo teorema le proprieth invariantive delle curve
k-gonali di assegnata specie possono essere oftenute tutte dalle sole
curve k-gomali di 1* specie Cm che hanno un punto (m — k)-uple e
altri punti multipli di multiplicita inferiore a £.

2b. Feco guali sono i caratteri di gqueste curve.
Bisse hanno 6§ ==%; il zenere e l'ordine zono

3

2H

p=5k—1)2m—% 2)—b m= k14

1l namero dei punti fissi &
o= (k—2)b — koi_s;
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la dimensione e Vordine della (k— 1)™® serie canoniea sono
R=m—~k—1 (0 Ph_gl:] 3 N=EkR —*—E.

Il numero dei punti doppi arbitrarii sono B—p._., € vi & tra
e gu-: lo relazione seguente

e — 2
Ft*ﬂiTﬁr

che ¢l fu comuniecatn da KirrPER,

26. In particolare, per le curve iperellittiche, si trova (facendo A=2)
6= —kpgy; ma ¢ non pud esser negafivo, dungque =170, ¢io che di-
mostra (per la prima volta di una maniera diretta) che non possono
esseryi punti fissi nella serie canonica sulle curve iperelliftiche.

97. 1 caratteri delle curve, di cui si & parlato nel n. 25, possono
essere ulilmente espressi in funzione della dimensione R del sistema
delle curve aggiunte minime:

=R k14 (0—pes) , p—g(F—1ERAHH-E—2)—(k—1)pr-

¢ le eurve hanno un punto (m — k)-uplo e alfri punti multipli ¢i mul-
tiplicita inferiore a #, equivalenti a 6 punii doppi.

Le curve aggiunte minime si riducono al sistema di B (0 — pi—s)
rette, di cui H— py om0 fisse e determinano i o punti fissi della
ourva.

28. Le curve per le quali si ha p._»=10 hanno una importanza
particolare ; fra esse son comprese tufie le curve trigonali di 1* specie,
Per tali eurve si hanno i seguenti teoremi:

1°. Le cuive C ': k-gonali di 15 specie; che hanno g, _o=="0_ non hitinio
che soli punti doppi ¢ un solo pundv (m — kj-uplo, che vion & an lLined
vetta con due dei punti doppt.

2 La serie segate su quesle curve dalle refte del piano & CONPLETA
donde segne che le curve in questione sono tutte cwrve normali per il
Pitiio.

Per mostrare 1'importanga di guesti due teoremi ¢l arresteremo
ad osservare che, limitandoci al solo caso di A=13, si ritrova il teo-
rema di Bopex: Nelle cwrve trigonali il numero dei punti fissi a=14, la
cui estensione al easo di  qualunque appariva estremamente difficile:
o si arriva a stabilire la rappresentazione normalc di tutte le curve
trizonali, risultato che abhiamo avato 'onore di comunicare all’ Acea-
demin delle Scienze di Parigi. e che si pud rmassumere nel seguente
feoreme:

3% Ogni curva trigonale (per conseguenza di genere p = 3) pudr essere
rappresentate per mezzo di una ewrva nornale del piano, dell’ erdine
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E—I—B 1:'_1‘3 ondo cf ¢ pari o dispari. La cwrva normale
5 0 —5— 13, sec che p & puri o dispari.

deve avere un punto %-up?.ﬂ e un solo punto doppio nel primo caso, e

non deve avere, nell'altro caso, che un punio P : -uplo (Bibl., 19).
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RELAZIONI FRA LE RADICI DELL' EQUAZIONE CUBICA

e quelle della sua derivata

Siano 2, 20,2 le radici dell’equazione eubiea f(z)=0, e G, k=
quelle dell’equazione derivata 1(z)=0. Ogm sostituzione lineare 1n-
tern sulla variabile z trasiorma svidentemente le due equazioni in
modo che la seconda non cessa di essere I'equazione derivala della
prima; e d'altra parte si sa che per tale sostituzione non variano gli
anzoli delle reite, né i rapporti fra le dislanze dei punti del piano.
Ne sezne che la sostituzione stessa lascin innlberate le posizioni der
punti o e Lo rispetto al trinnzolo z12e7:, € che qualnnqne relazione
fra disganze deve, per la sua omogeneita, sussislere indipendentemenie R
dalla posizione del triangolo nel piano. Di €10 voglinmo approfittare
per situare il griangolo nella posizione piit conveniente; e prima di
tutto ne poniamo il baricentro 2z nell’origine, in guisa cioe che sl
abbin 2 f—zﬂ [ z,=—0, e per conseguenzi

e ™ - . B o - h '-:- : o
ot & Risas i --'-:.‘- : ,‘.:: A P ] L o
- - - . =21, : : S ol =" el

.

T
T
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=
g |

=y
il e W R—

l. L]
* .
' T .
¥ i ': [

\
2’33':—|— 2aZ) + ZyZg— :;‘ (-"-’rn+ Zg" ‘1‘ Eaﬂ)-

(osl 1'equazione diventa

2 — i} (3" zo" + 25) 2 — 21%a% — 0,

) 55 . . ’

e perd le radier dell’equazione derivata sono
1 | e f.-‘".ﬁz&ji
{;1: _B" V?1i+ gﬂ'n_ll__ 33“ 3 ::E —_— 'f: "l ?1ﬂ_'_ 22J+ zﬂn‘ ' (1) . '_'-_"r_.l_-::e:
sicehd 1 punli 5, e Gg seno simmetrici rigpetto a 2z, Questn &, del R
vesto, mna proprieti che appariiene alle aquazioni Ui gualsivoglin N
grado, nel senso che il baricentro delle radici di () coineide sempre 2
con quello delle radici di f(z). ”:f
Ora, tornando al triangolo, e conveniente rotazione di tutta la _ %
ficura intorno all'origine nduce 1 punti & e & sull'asse dei numert 5,;,:;*;;*
reali, e tale posizione della figura 6. per le (1), caratterizzata dal !
fatto che il numero Ji
bzt bzt = (') — (' Hy) 12 (2s1pt2ayat-Tays) ;
deve risultare reale, non negativo, dimodoché . -

zyy -+ atfe + Tays—=0; (2)
_ )
ad inoltre, ponendo

A e ay = ba’, ‘Eb‘ -+ !,fia -t ?f:’ — 647, (3)
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dev'easere a® =1 e per consegnenza = % Ya'— b Un ealcolo fa-

cile mostrn che la eondizione (2), insieme all'altra «® = 6%, assicura
la scelta dell'asse dei numeri veali in guisa che la somma §*+¥s' '
si trove ridotte al suo miminio valore. Anche guesta proprieth sus-
siste per le equazioni di grado gualunque %, perche, se il coefficiente
di 2= & nullo, e se gnello di 2~* & un numero reals nim positivo,
queste medesime circostanze si ripresentano nell’equazione derivata,
Ne segue che nna stessa retln gode della proprietd che la sommna (el

guadrati delle sue distanze dalle radici di 1(z), o pure da quelle di 1(z),
> minima. Bvidentemente anche le radici delle successive derivate
si vanno sempre piti accostando alla medesima vetta, senza che venga
meno la proprieth enunciala, finchsé s1 giunge alla derivata (n—2)esima,
le eni radici cadono necessavinmente sulla retta, e bastano per de-

ferminarla.
Riprendiamo 'eqnazione di terzo grado, ed osserviamo che G € G

sono 1 fuochi dell’ellisse
2 . ¥ =1, (4)

ﬂ:i I bﬂ

D'altra pavte, se si raprresenta con o I'avea del triangolo zizszy, ossia

1 = o
1
0= 1 wq ya |,
11 @, ifs

basta elevare al gquadrato questo determinante, e tener presenl le

nguaglianze (2) e (3), per ottenere o = 3abys. Intanto dalle ugua-
glianze

Tt e t+wa=0,  Zaph T Lays T+ Tsya =10,
gl deduce, ricordando la prima delle (3),

@y X'y g Sa* ¢
Yoz Y ih Tt 5 0B
quind]
' (e w2 ty’)—y' ,  ow
a* 3B 36 o 0*
(os1 vediamo che I'equazione (4) & soddisfatta nel punto 2= i 21,

ghe divide per meti il lato 2ez. Similmenie si vede chie Ja (4) & sod-
disfatta negli analoghi punli 25 e 2’5, sugli altri lat? Siceome poi ls
corda #2';, purallela a zpzy, & divisa per meta dal diametro 2021, 18
direzioni di gneste rette sono coniugate, e perd in 2, I'ellisse toeea 22,
Altrettanto dicasi degli aluri Jati. B poi noto che questa ellisse, fro
le infinite inscritte nel trinngolo zzezs, & quella che ha l'area pii
grande. Dunque le radici di {'(z) sone i fuochi delle massima ellisse
insevitta mel trinngolo, che ha per vertici le radici di f{z). Questo non é
che un caso particolare d'un bel teorema di Van don Berg. (7)

[ﬂ Mendicond] o Crreafy audempglien di Myleyoio, Iﬂﬂl, - 100,

.I' r._. :I-Illhli, 5
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La distanza # = Y@ —b° si pub facilmente esprimere mediante le
distanze 7y, re, rs di 2o ai vertici del triangolo. Infatti s1 ha

= (a® b — 4" = *313 (12 4= 1g" 1) — % o (5)

D'altra parte, se 2y o il simmetrico di 2 rispetto & 24, il trian-
golo 222"y, i cui lati hanmo le lunghezze ry,re, s, @ equivalente al

triangolo zp2e2s, € perd la sua area vale =0 Ne segue, per una nota

formola,

3 I = { 1 i
u e I IErlura-t _I_ Erﬂﬂrld = Brllrﬂg __.?.14 T _ril- ’. . ;

poi la (5) da

1
v
Suppuslo 1y = 99 = 1y, S8 si osserva che dev essere Yo 1= ra == 2r.
la stessa (3), traseurandovi g, di # < 7. Dunque, se da zo come centro
si descrive nun circolo, Jageiando foori una sola radice di fl(z), fuon
del circolo stesso non cadra alenna radice di f'(z). Del resto non pud
caderne aleuna neppure fuori del trinngolo, d’onde segue che, quando
2, zs, 22 tendono & disporsi per dritto, altretfanto debbono fare & e G
Intanto, poiché si tende anche ad avere 5=0, la (5) da non solo *=r4,
ma pure » = In questa doppia limitazione sia la ragione dell’or-
dinario feorema di Rolle. Infatti, snlla vetfa, i varii punti 81 presen-
tano nell'ordine 22120253 e poichd r & compreso ira 7 ed re=rs nnA
radice dell’equazione derivata deve cadere fra 2 e za, I'nltra fra 1
simmetriei di questi punti rispetto n z, e perd sempre fra z1 @ 2a.
Bd ora & naturale domandarsi se nna spiegazione analoga si pud dare
del teorema di Rolle per un'equazione di grado n. Questa domanda
noi rivolgiamo ai lettori del Periodico.

= (it 1t et — et — ! — ).

T. CisAno.

PICCOLE NOTL

1°, Osservazione sopra mnon formula utile in topografin ¢ geodesin. —
11 Chiarmo Ing. A. Cerai, insegnante di geodesia nella R. Universita di Pavia,
in nna pregevole sun memorin intilolata Deviazione della stadia , (inserita nel
periodico I Politecnico, Milano, 1894 hn considerato 'errore che solitamenie s
sommelte nelln misara tacheomelrica delle distanze, allorehd la stadis mon uscendo
dal piano verticale di collimazione, devin dalla posizione normals, stabilendo cosi
V'espressiona esatta di tale errore, tanto col metodo delln stadin verticale, quanto
coll’altro delln stadia perpendicolare mettendo in evidenza, tanto 1" influenza della
deviazione della stadia, che quella della inclinazione dell’asse di collimazione.
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Nel metode della stadia verticale (piis utile) il sig. Cerri, stabilisce per espres-

sione rigorosaments esatta dell'errore v 1a formola:

0= (EE sen® ﬂ;——l-Eaan e tang q:) tan ¢ — 27T sen® {T

ove & & V'angolo di deviazione dalla verlicale, ¢ l'elevazione dell'asse di collima-
ione sull’orizzonte ed I, T dati derivanti in base & letture fatte per la distanza
origzzontale di due punti. (Vedi citata memoria.)

La formola {1) riceve una semplificazione notevole, ynando si voglia per v
un valore approssimato (che noi non addotlinmo).

Considerando 1'espressione esatta di », vogliamo con samplici trasformazioni,
metterla sotto altra forma netla quale per gli angoli ¢ ed s non figuri che la
sola funzione seno. Dalla (1) si ha:

; X uz.}aEaan‘—;—haugtp 4 Esenstang® ¢ — 2T Eﬂn“—;—=
2K sen® % genyp cosy --- Bsens sen®p — 27T sen’ % cos® @
o cost ey -
LT 2K . sen - Ben % son  cos p--21 sen -52— cos —Eﬂﬂiﬂ’?—ﬂ gen® % (1—sen’y)
Tt - 1 — sen®y a
) = E E =
: ﬂﬂﬂn—g—{E(EEn? RO P unﬂ:p—i—-nuﬂ—ﬂ—nnn“qr) — Taeun 5 (1 Eﬂﬂ’@')}
_ ‘“ 1 —sen®q -
*1[ 2 son 32— {Esan @ (nen—;,— co8 P -} 880 @ cos —%—) — Tsen !2 (1 HED‘?]}
- 1 — sen‘y -
liE = { Esen @ sen (q: - —E—) —"T'sen =
] b ¥ |—sen’y 2 é
HEr
RYLE che si pub nnche serivere:

== i_‘EEE&nqﬁ.sﬁu (tp{—_;—) l :
v = Sen— l[l-’s—EEH-FHI‘_ﬂﬂﬂ‘FJ TJ

formola che volovamo stabilire per # molto pin comods anche pel modo che con-
tiene la T.

Biradelln (Proviame), 5 agosio 1900
G. GiovARETTI.

20, Integrale @’una Tunzione particolure. — In cerle questioni di fisico

mutematica, vccorre considerare 1 integrule della funzione:
\

{ B(1 4+ 0) (sen nD + cos nb) }
clo8;

J” {ﬁ (1 +0) (sennt - Eﬁuﬂﬂ}fiﬂ'f

ove #n & 1 numero [inito intere,
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(i proponiamo pertanio il calcola di queste integrale Gducendole alla eansi-
Jerazione 4’ integeali pil gemplici & determinarai.
(opsiderando che g ha:

KL [1+E}[5Euﬂﬁ+uusnﬂ}}dﬂ= [ a(aonnt-4-cosn0)d8+ [ 9%(sen ud-+cos nl) dl =
— [6semnd 20+ f Bcosnd d? + [6%sennbd @0 + [ Gcosnbdb,

: &
& = - s
= X -
—-— i —_ - -
- ==
- A - g -
1 e .

e g R
.
%:
=
i
1
e
.

. metodi d'integrazione:

ai potra ealeplare geparatamente qu

[nfatti & meno di costanti i ha applicando i oot

=
a=k

L &
&
b eosnl  sennb
18 (1) fﬂ gennf dl = = —+
Ak
) .
v h B
(2) [ Bcosnddd = “”"1" +
flsennd , 29 cosnh  2ssnnl
2
(3) fotcosnbdd=—( + 3 =
A% cosnl 00 pen nf . 2cosnd
i | — .
(4) f B2 sen nd dit = - — =
3 Sommando membro 8 membro queshi integrali si ha:
feognb  sennb fsennb  cosnb
e - +

f{ﬂ{l 4+ 8) (sennf + cnﬂnﬂ}} il = = . - =
2sennd  0*cos nb opsennd  2ecosnb
o iy 1 nd

f%'sennbd . 20cos TR
: " T n

1 _
} =3 { 2 laennﬂ-—munﬂ]}

1
n n
_1 {ﬂ[ 1-+0) {sanﬂﬂ——cﬂmﬂj} + 71'; {[ 14-26) (sennf-+cosnd)

I

lire, od ordinats se-

integrale che volevamo stabl

= a3
condo le potenze crescents di o

aspressione che rappresenta I

Stradella (Previano), 6 agosko 1900,
(. GrovANETTL
{ g9, Sulla gquistione H24. — Nello enunciato dells quistiona 524 (psg 42) ¢
rispetto al suo verlice @ uns sesticy binodale:

detbo che la pedale della cardioide
goart' ordine, della

tre quells al finito)

1 ¢ facile perd veds
1 classe terza ed ha umd cuspide in

abbiamo, con le mofaziom gonsuele,
a=3 T1=% g=1 {polo gulls curva)

b ==,
g 2 . ’
g=2 g_f._P—-q—U

o per la pedale rigpeito al vertica:

=6, G =3, P=1, Q=4

M =G, N =0,

Questa pedale & dunque del sest'ordine e della classe quinta, ha nell'origine
(cioé mel vertice della cardioide) un punto triplo con una coincidenza, equivalente
a due punti doppi ordinari © una cuspide; in ogmuno dei punti eiclici ha un punto

e griplo con due coimeidenze, equivalenti insieme & due punti doppl e quatiro cu:
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spidi; il rimanente punto doppio & la proiezione del verlice sulla langente doppis

della cardioide. Abbiamo dungue

=25 punti doppi ordinari
¥ =2 cuspidi di prima specie

e, come insegna la formula di Plicker,
N=MM-1)—25 -3x=6X5—2X5—8X5.

Meaudrisio (Bvizzera), 7 azoslo 1800,
V. Rerarni

RISOLUZION] DELLE QUISTIONI 508, 518, 519, 520, 521, 522, 523, 524

SO0%. culcolare i seguenti integrali
f o™ tan™ px . dx,
J-H"I cot™ fx , dx,
J-E"'t tanh™ px . dx,
fﬂ“ eoth™ Bx _dx

Risoluzione di €. L
a) 8i ponga per brevita

(1) j =J¢ﬂxtauh“::dr.

Per mezzo di una integrazione per parti si trova

o fiX

ir— 1
Ipog= tanh™—1 2! = f pux  tanh™=—= 2 gech* 2. dz

ovvero (essendo sech®x =1 — tanh®z)

&@ pax

2 — Wm0

{2) I.H—llm_-l m__ltanh 2 Iﬂ,—1+1m-
S6 no deduee

3) lo=——Tlut+ ln_s — —— tanho-1 2,

Applicando successivamente questa formola di riduzione, il caleolo di |

ridnce a quella di

e di
I:=Jﬂ=tunhmdz=lf¢"1::;:::dz.

si

e i
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Ponendo ¢* =y si trova

-
I*:J1+;:ya_ldyi

integrale che per = interc o anche frazionario 8i defermina facilmente;
b) Per calcolars,

lu= [ esxcoth® zdz =T

possiamo valerci della stessa formola {2). Se in essa PORINING 7= in—2), sl trova ", 8
& X g
=ln=1)— =Dy —1_u —f(o=— iy
- — h— 1) i (o=1) =n— 1) fanh xT 1 -+ 1 fo=4]1 : _'“1‘3
08416 .'.:":' ]
' e . ; gux - A4
(4) o= g fas + Tag — 5 SOt
Per mezzo di guesta formela il calcelo di I' =i fa dipenders da quello di _I_'P{:IF
fq —_— Iu e di _ .._"I
, &+ 2 48

1:='_r£“1 ﬂﬂthmtim=hrﬂuz = dz,
chie si caleola come 1y per « intero o lruzionatio. -

¢) Per il caleolo di J' sox lanz dz si trova una formola di riduzione AD&-
loga alla (2). Posta 1. =Ur£ﬂ=tanm;r dz, i trove con nns infegrazione per parti

gOx m—]

Tm—: — _EI'-_ tan®=-!x = -.r pak iﬂﬂ“f"'*:ﬂ sectr dx,
dan eni
(5) @ qp =" etz — Tuos— T
me— 1 m—1
(6) T ® Ty —Tos+ e tanm1e
m o —1 in—1 TR | jﬂ——'i

Cosi il calcolo di T,y si pud far difendere da guello dl Ty e To.

518, se Py, Pe, P3 sono le proiezioni di P sui lati del triangolo ABO, de-
terminare il luoga @i P tale che le raile AP,, BPs, UPy siano goncorrenti.
A. DaAroZzZINI.

Risoluzione del prof. Claudio Merizzi del R Ginnasio di Geva.
Presi come assi cartesiani il Jate BC, e l'altezza relativa, sia b l'ordinaia “'

di A. siano ay, ne 1o ascisse di C, B, ¢ s1a P=(Z %): affinchd la lre retie Al;,
BP., (0, siano concorrenti, dovra essere pel teorema di Ceva ﬁ:{
- il

BP, . CPs . APy= P;C. Pad . P:B. ’}%3

Ora BPy = — a, PiC= ai — E. Tssendo pol "‘;?'"

:'-_!T!!

a?—aa b+ A : i

aquazione della retta PP {passante per T, e normale ad AC) sard
]jﬂlﬂ + h*

gt — ay & an 4 m §— by quella

I lunghezza CPy, e quindi Va,*+ h* 0ssia -
di TeA. Nello stesso modo si trova Vou? -+ h? Va2 b
AP he34 as§ — by m_llul-rlg§+ﬁ1}

Ya<*+ k* Vag® + A?
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Sostituendo questi valori nella (1) si trova l'equazione del luggo di P
(2} (E—m)(o*—ar§—Tm) (B asE—hn) 4 E—a ) (A +-a: E—hm) (e *— aaE+Rn) =0,

che & mna cubica passante pei tre vertici e per I'ortocentro del triangolo.
Be il triangelo fosse isoscele, ciod e = — @ ln (2) diverrchbe

g {ﬂﬁﬁ! — hn*+ by (h3—ay?) —rﬂ;‘} — 0.
che si spezza nelle dae

E=50. 5 — Wit i (ht — ay?) —a it =0

civé nells bisetirice dell'angelo A ed in una iperbole avente il centro nel

_[I——
punto = (ﬂ, i Ehm ) o l'assa delle v come asse, reals od immaginario, secondo
che & R*(h* — 2m*) Z 3at,

Tale iperbole, se il triangolo fosse anche rettangolo (cioé @y =—— ay =— h),

sarebbe equilatern ed avrebbe per centro il punlo medio della ipotenusa e per

vertici gli estremi di questa. 7

He fiuslmente in triangolo fosse equilatero (uiué s =—m= h—-_l‘"r la (2)
: 3
diverrebbe

s+ Ven—al E—V3n—a)=0,

cioé la cubica =i spezzerebbe nelle trs bisetirici del triangelo.

Risoluzione del comandanie E.-N. Barisien di Coslantinopoli.

Uon procedimento analogo al precedente il sig, Barisien trova l'equazione della
ourva in coordinnte polari sotto la forma

#c080 | acosB—2¢0s{B+-8) ] [b—rcos(C—0)]=rcos( C—0)(a—rcosd) [beosA+reos(B-+8)]

essendo il polo e OB I'asse polare, & da questa deduce I'eqnazione in coordinate
cartesiane, Egli fa inoltre le segnenti osservagioni :

1%. La vurva passa per i centri dal cireolo inseritto e del circolo eircoscritto,
per il punto di Lemoine, ece.

2% Il Iuago del punto  comune alle relte AP,, BP;, CP; & un'alira cabica
che b clresseritia al friangole ABC ¢ passs por 1 panti noteveli del wriangolo che
che han le dipendenzn richiesta fra P e Q. Cos) passa per il baricentro del trian-
golo (corrispendente al centrs del cireolo cireoseritto) e per il ponte di Gergonne
(cormispondente al centro del circolop imseritio).

59 LR Determinare sull’'asse della strofoide refia tre punti A, B, C tali che,
prer ogni punto P della curva, abbia Twogo la relazione

PR’ —PA . PC.
A, Banozzin
Risoluzions del prol. C. Merizzi.

L'equazione delle strofoide retta, riferita all'asse ed alle normale a ((nesto nel
nodo, pud scriversi, indicando con o ls distanza del podo al vertice,

2(2® + y*) — az® + ay* = 0.

Sia P=(x.y) e sianow, o, w le ascisse dei tre punti da determinare, A, B, C.
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Hseendo
PA—Viz—mw'+ ¢’ PB=Viz—of +»° PC=VYlx—w)+¥"

dovra essere

(@ — o)+ 1t =Yz —w® + . Yiz— )t + o'

donde guadrando, riducendo ed ordinando

olx® + v (— 40 + 2 | 2ue) A @¥(6e* — W — et — duw) +
+ 422 — u* — w?) + a{— 40" + Zwwe” + i) -+ (vt — wwt) =0,

DES1A
Bp? — 1 —1e* — danio 9p® — = —w*
2 2 9 |
x@ -+ 9%+ 4r | 2u + w m+——-4n+2u+2wy iy
. — 40 4 2w + Qutw v — ut et

! — dy - 21 + 2w 3 —4p—|—214—|-2u:l_ )

Dovendo questa equazione essere soddisfatta per tutf i valori di z, y che sod-
disfano all'equazione della strofeide, i termini simili delle due eguazioni devono
avere | coefficienti proporzionali, ossin deve essere:

(1) Bo® — o — 10 — duze — — al— 40 + 2u+ 2w)
(2) 20 — 4yt — w? = a(— 4r + 2u + Zw)
(3) — 4%+ Z0ae® 4+ e =0

(4) o — w3t —{ |

I' facile vedars che la (4) 2 conseguenza delle altre fre: ora, sommando
le (1), {2) membro a membro, abbiamo

(9) 49 = lut + we)®
che si scinde nelle due oguaziomi
(6) 20 =+ (u-+ 1) () 20=— (u+ w)

Ora & chiare che il complesso dei due sistemi (2) (3) (6) e (2) (8) (7) cloE

Op? — 3t — et — ul —4r -+ 2u+42w) 99% — y? —wi=nal —4v 4+ 24+ 2u)
ot = {1 | ) 24 = awlts + )
Qv—ii -t l o = — (i + 1w},

sarp squivalente al sislems (1) [2) () (4).
11 primo di guesti aista;ﬂ dedotti da 1a soluzione 4 = ¢ =1 = 0 che & da tra-

senrare : i1 secondo ci di la solnzione u = 2a(V2 — 1), w=—2a(y2 + 1) e vice-
versa, = 2.
Osservazione, — Si deduce che 18 strofoide retta pud anche considerarsi comse

luogo del punto P che gode lu proprieti

PB* — PA . PC

essendo A, B, C, tre punti di nna rettn situati alle distanze 2a(Y2— 1), 2n,—ﬂn(f2_+ 1)
ds un punto fisso 0 dells stessa, e assumere quesia proprieti per definiziene della

strofoide rettr.



90 | PERIODICO D! MATEMATICA.

RO La curva rappresentatn dall'eguazione
{Il + 23,51}{ (!2 _I_ ]"] H-" — I'
ha la stesaa aren della lewmmiscate di Bernonlli

{11 _l_ Fill = E' ['.'Ei S T}!‘
B.-N. Barisies.

Risoluzione dei profi. Merizzi & Relali.
L'equazione polave della prima curva &

. a® cos® b

O = (I sen® p

la qnarta parte deila sua ares & dumgue

a2 pZ  gos?h @t M 1—2° nti; = )1
o= [ ar =5 (I

“ﬂ
3 | * T Fsentt) =4

¢ il teorema & dimostrato, perché & notissimo che l'area dells lemmiscata

p?=a"cos 20 ¢ a®,

Altra risoluzione del prof. Barozzini,

e Si considerine le due vurve, di cwi le equazioni polari sono

gantl

g r = afanh,
cosll

r=aua

e che rappresentano yna cissoide relta ed una cappa. L'area limitatn fra queste
diua curvee, cha sono asintotiche, & wquivalents a quelle del cerchio generatore della

cisgoide.
E.-B. Barisiex.

Risoluzione del profi. Barozzini & Merizzl.

Essendo le dne carve simmetriche rispelto nll'ssse pulare, 'ares da esse limi-
tata sara espressa da

2 fu"sen® 0 a® sen® B
2 dll
0 2 eosih 2 cos® I

0SsiR
I

2 2 2h —
ot gen® 0 (aen® B IdB

o cos’ ¥
che semplificato diventn

— a® zacn*ﬂr?.ﬂ.

0
Abbiamo duongne
=
. Iuanﬂcuuﬂ——ﬂ E_l :
Area = (" [ 3 ._47:" i
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Daies Dimostrare ches
19, Se si prolungano i yaggi veitori focali d'un ollisse di assiZa e 2b, della
lunghezza — b + Vb2 L 2ab il Juogo degli estremi di questi rags petiori & una curod,

di cui Varea ¢ doppia di quella dell’allisse.
20 G si diminniscono i raygi petiori foc

degli estremi di quest raggt vetlori qecorciati ha arec

ali della lunghezza 2b, lo curoa luogo
ugnale @ quella dell’eliisse.

E.-N. Barisies.

Risoluzione © generalizzazione del prof. Barozzini.
b* *
m.

) " ] : = bi 4 ——
1.'aquaz. dell'ellisse sinr=m=""0 o5 o quella dells concoide »= === T

51 hn per ayea dellp concoide
— (m? 4+ 2bm + ab) w.
oncoide e gnella dell’ellisee sin A,

Ss s vuole che il rapporto fra l'aren della ¢
1a m dovra verificare I'equazione
m? - 2bin -+ ab = hah .
m= — b+ V& + 2ab.
=0 a m=——2b

asp che se 2b<a+¢ In curve ba
della curva.

S A=12 si ha
He 2 =1

are in quest’ ullimo o

Conyiene perd 0SSery
dus volte nella misura dell'srea

sn nodo il guale viens coniato

Altra risoluzione del prof. Merizzi.

Sade La tengemie ¢ la wormale in un punio M d'wn'ellisse incontrino i T
i di ' a N rispetto al centro del-

ed N Pusse maggiore, « sieno T & N' & sinunetric
Pollisse. Quundo M percorre Pellisse:

10 la retle MN' & normale g¢d una elligae fissn ;

90 §l lwogo del punto di mezzo del segmenio MN ¢ un’ellisse;

30 il liogo del punto di niezzo del segmento MT ¢ una curva, tale che Vareo

compresn fro essc ¢d i suoi asaintuli & finia ul equivalents ad un guarto dell'aren

dell’ellisse dalu.
E.-N. BARISIEN.

Rizoluzione dei profl. Merizzi e Retali.

Lo 1ellisse viferito agli assl, so (Z,%) soun le cooridiunte di M e T,, Ny 1
2

Suppos
punti medi dei sezmentl MT, MN', le ascisse AiT ed N sono rispettivamente :_:E_. e E,
2
quelle di T',H*,——%- __¢%E, e le coordinnte di To, Ny
(1) p=(E2—a%):28 , ¥= 12

(2) o= b'%: 2’ , y="n:2
Cid posto: 1" I'eqnazione della reta |IMN'| & |
n.x—1 4 E.y+ =10

s 1'equazione tangenziale dell’ invilappo
at (14 &)t . w' -+ Bept = a®h? ¢* . u'e’

20 ponendo nelln -

(3) BE - oty = b
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i valori £ = 2a%: 0%, = 2y ricavati dalle (2) troviamo per luogo del pumto Ny

I"ellisse
4 (a"z" 4 b%°) = b*

Ponendo invece vella (3),§=a * Va* + 2*, =2y, ricavati dalle (1), si hn
I'equazione del lnogo di T;.
) byt (b1 + uty?) = b,

una (uariics razionale somiglinnte nolla forma o on cappa. L'origine & un tacnodo
con l'asse delle y per tangenle taenodale; il punto all'infinito dell'nsse delle z &
nn punto doppio d”inflessione e le tangenti in esso sono 2y = & i: gli altri dne
punti all’infinito della guartica sono quelli stessi dell’ellisse data.

II quarto dell’ area compresa fra la quarfica e i suoi asintoli reali & dnngne

. b n }‘,bi—‘iyﬁ b V (h) :_yl

e siccome il valore dell’ultimo integrale definito & =

- 4
mente 4 A — Iﬂ'ﬂ.

Allra risoluzione del proi. A. Barozzini.

2 :
(%) — % abbiamo final-

D%, Lo podaria d'una cardipide rispefto al suo vertice & unu sestica bino-
dale, di ewi Varea S ed il perimetro p sono

ITrnl

8= ;’:‘ , p—=6a+ay3. L(Y34+2)=8756...a
esgendo n In distanza fra il punto di regresso ed il vertice della enrdioide.
E.-N. Bamisiex.

Risoluzione del prof. A. Barozzini dl Trevise,

L'equazione polare della cardioide si pub mettere sotto 1a forma » =f§[1 — cosf).

Osservando che la tangente alla curva fa eol raggio vetfore al punto di con-
tatto un angolo nganle a | , 81 possono dedurre per le coordinate di nn punto della

-

podamn 1 valor) ;

]::: —-E-[b c0s® ) -+ 3 cos® ) — b eos 8 1 1],

ly— afaanﬂ[‘znuﬂ’ﬂ—l—maﬂ—l].

fliminando B si ha per equazione della podaria:

27 a%® [ -+ 2* + ax]= [y* + (= + a)*)* [8y” -} (x -} a) (B8z — a)],

. .y . l'l - . u
sestica tricireolare, che ha un nodo in y=0,2 = 3 ° nel vertice della cardioide

un punto triplo formato da un ramo della curva e da una cuspide.
L'area della curva & dals da
. 1 2
8= Ef{_rdy—yd:} =E3%-'f[15 cos® B — cos?l .— 11 ¢os 8 4 5] 26

3a°

= ga [10 sen B cos® 6 — sen 6 cos 0 — 2sen ﬂ'-i— 90},

= LA T i ey
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2

Integrando fra —=® & + 7 T per area di tutta In enrva, ma cosi i
"

sodo interno & contato due volte. Integro frn—-g—" e -+ % ed ho pel node interno

3 |
B;_? gquindi pel rimanente della curva pore H;g -

La lnnghezza si ha da

p=[Vdz* + dy’ =§f‘ﬁn V(1 + cosb) (5 — 3 cosb);

— I
o pousndo V38 el = 3

™ i
p=tu )’E!frr.-.- T ﬂs— E Vi+ 2+ logiz + YT+ 2]
Prendendo 1'integrale fra i limiti 8= = = ossin fia 2= — V3 e 2= 13, si ba

p—Ba+aY3 log(2+ 13-

sl L o

QUISTIONI PROPOSTE

525. Trovare un cireolo per eui sia minima la somma del qua-

drati delle distanze di quabbro punti alle rispettive polari.
E. CesAro.

526. 1l cireolo osenlaktore In an punto M variabile d"un’ellisse in-
contra Vellisse in P. Trovare I'nvea della curva inviluppo della per-
pendicolare abbassnta da M salla tangente all’ellisse nel punto P.

527. Si trovi
1* il luogo dei centri dei cireoli insevith ed ex-inscritii a tubbi
| triangoli, che essendo inseritil 1o un cireolo dato, hanno due loro
lnfi paralleli a due direzioni dule.
2° 1 inviluppo del terzo lato di questi triangoli.

528. Sulla Langente in un punto M di una parabola di fuoco F
si prendano due punti M', M" fali ohe sin MM'=MM"=MF. [l luogo
di guesti punti M’, M" & una cubica. Si trovi l'aren compresn fra
guesta enrva e il suo asipioto.

529. Per ogni punto M di una ellisse i conduca una retta che faceia
coll’ellisse un angolo costante a. Il cireolo che ha il centro in M e che
& tangente all’asse minore dell'ellisse incontra la retta suddetta in
due punti P, Q. 11 luogo di ciascimo di guesti punfi si compone di
due curve chiuse eguivalenti, e delle quali I'area resta costante qua-
lungue sia 'angolo a.

530. Se si porta sopra ogni raggio vettore focale FM d’un’ellisse
un segmento uguale ad un semidiametro coningato & quello che passa
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per M, il Inogo dell'estremo di questo segmento & ura quartica di
cui I'nrea & equivalente a quella dell’ellisse.

631. Dimostrare che
' VIV

(2 —15)da

o V12x— (" — 9

L

E.-N. BArisiexn.

532. Se y & una funzione della varinbile o, ponendo z = ¢', ed assu-
meniio ¢ come nuova variabile indipendente, si ba, qualunque- sin 7,

"y _dy  d" 'y dvty =" !
o ff::: — A Eltﬂ."_] - ng A, o (_1 ]hﬂh a't“—?' ‘I'."']'[_l Joe=3 (H_I )! Ti‘: ’

n—1

dove s indiea la sornma dei ( ) ) prodotti dei numeri 1,2,....0—1,
combinati 4 ad 7 in tutti i modi possibili.

M. Cainn

!
*
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Gruscrre Scoro. — Flemendi di geometrin per le senole secondarie
e piu particolarmente ad uso delle scuole normali del Regno.
Palermo, Sandron, 1900.

L'A. nella prefazione esponendo le sue idee ngnardo allo scopo che deve avere
lo studio della Matematica nella scuola Normale dice fra le nltre cose che * dee
© porre nelln mente dei foturi maestri nozioni precise, idee chinre, concetti esntt
“ e completi ,. Bombra dungue slie I'A, eveda che il suo Jibre sbbia * nozioni pr-
cise, idee chiave, concetti esuiti e completi. Ma vib & proprio vern® — Spigolerd
qua & 1 e laseero poi giudice il letlore,

A pag. 10 81 legge: ® ... chiameramo linea sin il contorno tutto iotero di uno
" porzione di snperficie che nna parte sola di esse contorne. Necessitando una
* distinzione chiamersmo linea completa o chinga la prima, segmento di linea l'attra.
Niccome non di una definizione speciale per linon vperta e per congsegnenza deve
logicamente intendersi che chiami linea aperta ogni linen che non & chiusa, poiché
i pag. 11 & detto che Ju rotta & una linea apertn, megno cho la retda non ¢ com-
pleta ed inoltre che & wn segmento di Tinen!

Completa ¢ chiusa, slmeno se mon si vuel porre una contraddiziono con i Ti-
speblivi significati che banno queste parole nella lingua italiana, non possono esser
sinonimi. Per es.: come chiamerebbe 'antors Ia peerrte di ina curva (bonele dei francesi)
che percorrerebbe un punto mohile partendosi dn wn nede e ritornando jn esso?

Altretianto dicasi per le snperficie per la quali I'A. fa le stesse distinzioni
(pag. 10 e 18). A pag. 17 I'A. da la definizione di spozzata e parvln di linee senza

1
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avere ancora considerato il piano, e percid &' intende che parli anche di linee non
piane; allora non si spiega come possa dire: * ..rispetto ad una linea non refta
¢ diremo porzione piana iniercelfa In 65ss quella che @ limitata o dalls limea stessa
¢ quando ossa & chiusa, oppure dalla linea o dal segmento che ne unisce 1 termini
¢ quando & aperta, Dal resto anche fra le linee piane, secondo la riportata defi-
niziona quale sarebbe la porsione piana intercetia in una linea aperta indefinita?
(per fissare lo idee, si pensi per es.: ad upa parabols cubica).

Luscinmo andare * i segmenti piani estesi indefinitamente in ogni direzione .
che fignrano a pag. 18 e Ja dimostrazione dell'eguaglianza di angoll piatti (pag. 24)
fatta precedere alla definizione di ggnaglianza fra angoli (pag. 95), A & Proposito
di egnaglinnza e diseguaglianza di angoli @ bene notare the & pag. 25 & datto:
“ dati dne ppgoli, se s1 BOVIAPpPONKONO in maniera che due lati (e quindi vertiel)
¢ coincidano, pud darsi che gli altri due lati coincidano pure o che non abbiano
¢ ¢he la sola origine comune. Nel prime caso i due angoli sono eguali, nell'altro
* non combaciano e diconsi diseguali ,. Segne da cid che se due angoli egnali si
portano ad esser consecutivi, si viene a provare che essi sono diseguali.

Uosi potrel continuar di guesto passo & citare fragi come la seguenies.
¢ { dne angoli non potrauno entrare in uno stesso tiinngolo . (pag. 45) e formole

tome questa:

s5e

settore = = ,-qurnggm (png. 143).

I dire che 1'A. critica, con ragione, la scrittura m. 3% m.5=m*15!...; ma credo

che basti,

Tuttavia, se il libro dello Scoto ha i suoi difeiti, che principalmente trovansi
nei concelti generali e particolarmente nelle definizioni, dall'aléro late, nel rma-
nente, dove non si discosta dagli ordinari trattati. ha il pregio di esser seritto in

forma pinne & in genernle con Rssal chinrezza,
. C.-L.

CONGRESSO INTERNAZIONALE DEI MATEMATICI A PARIG!

[S-12 AaGOSTO I=® =)

Il congresso si dovevn inaugurare aile 14 del 6 agosto, ma, per una Ccerta
tinta di disordine che vi ha regnato uniformemente © ¢he ha contribuite a rendorio
piti originale, fu inangurato alle O del mattino, togliendo cosi 1'opportuniia a quelli
che arrivaromo & Parigi all' ultif’ora di ascoltare 1n conferenza del sig. Morrr2z
Casrow, Sur I'historiographie des mathématéiques; e 1a conferenza del sig. Viro
Vorrenna inlitolata: Treig analistes itnlienk: Beimi, Brioscm, Casoram el irois
manitres d'envisuger les questions d'analyse - Leny mfluence.

Gliscrithi ol congresso [mrono eirea trecento. di eni cingnantn ociren TAPpre i
i > . # ' a ) i . .31
sentavano il sesso gentile; gl'intervenuti furonu poco meno. Fra 1 congressiatl €
italinni intervenuti notammeo 1 signori Gapelli, Maggi, Peano, Volterrn & la soa *i‘r

signora, I'ano, Levi-Civita, Amodeo e la sua gignora, Boceardi, Contarino, Pados,
Poggi, Vaccn e Vailaty, Evano inseritti, ms non intervennero, Del Re, Guecia,
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Somigliana, Varonese ¢ la soa signora. Vi erano delegati nfficiali dell’ Austria, della
Spagna, degli Stati Uniti, dell'Ungheria, del Giappone, del Maxico, deli*Universita
di Columbia, dells facolth di Beienzn di Buenos-Ayres e dei Ministri della Marina,
e delle Belle Arti della Francia. L'inaugurazione fu fatta al Palazzo dei Congressi
nel recinto dell'Esposizione; le sadute si tennero alla Sorbona negli elegantissimi
anfiieatri di Cauchy e di Leverrier. Fo nominato presidente d'onore HemanTe, presi-
dente effettivo Pomnpars; presiedevano i lavori delle Sezioni; Hizszer per I'Aritme-
tica ed Algebra, Pammvevi per I'"Amalisi, Damsoux per la Geomelris, Lanwor per
la Meceanica, Fisico-matematica & Meccanica Celeste, M. Casrtor per la Biblio-
geafia, Sloria, Insegnamento e Metodo.

Nom -d possihile riferire tutte le domunicazioni fatte nelle diverse sezioni; esss
gorpassano la quaranfina; queste si potranno rilevare ed ammirare nezli At del
Congreaso che ci auguriamo non tardine ad essere pubblicati. Alenne delle comm-
nleazioni, per omissioni fnitano nell’elence dei lavori, furono annunzinte von ayvisi
messi alle porie delle anle. Le comunicazioni dei mnatemalici italiani furono, per
ordine alfabetico degli autori, le seguent::

Amopzo, Coup d'eil swir les courbes algebriques ax poin! de vue de ln gonalité,

Boocamor, Sur le caleul des perturbations spécialen dss plundtes.

Caesril, Le operazioni iperarilmetiche e U'indirizzo combinatorio dellaritmetica
gidinaria.

Pavoa, Un nouveau sysidme irréductible des posinlats pour Ualgibre,

— Un nowveaw systdme de définitions powr la gdométrie euwclidienne.

Prawo, Sur la logique mathématigue.

Il cougresso ai chinse 1"11 agosio con due conferenze; nna di Mrrrac-Lerriee
“ Une page de la vie de Weierstrass ,; 'alira di Porvoarg “ Dy réie de Vintuition
et de la logiqgue en Mathématique ,,.

Su proposta di Canror fn votnto che la futura sede del Unpgresso sara Baden-
Baden nel 1904; e su proposta di Vourerra fu raccomandala per sede del Con-
gresso del 1898 la citth di Roma.

Le cortesie fatte ni congressisti fnrono: nn Zumeh offerto dal Direttore delln
Scuole Normale; un ricevimento del pomerigegio fatio dal Presidente della Repub-
blica all'Eliseo; un ricevimento serale fatto dal Principe Rolando Bonaparie.

Il pretesto di nn déjenner rinmt un'ultima volta tatbi i congressisti, alle 11
del giorno 12, nolln Sala dell’Athéné Saint Germain, ove tutti si anzurarone eolln
massimn covdislitih di rivadersi il 1904, 2.

LERATA-CORRIGE del fasc. precedente.
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SCCESSIONT DI NUMERI INTERI POSITIVE

eiascuno dei quali & una funzione lineare dei due precedenti

Mi propongo di studiave in questa Nota quelle successioni di
numeri interi pogitivi Vs i cui termini (per n> 3) sono legati dalla
relazione lineare Van=hVa—1+Vp-2, dove h,l sono interi positivi
comunque fissati, e Vy, Ve, termini iniziali, sono pure interi positivi
fissati & piacere. Le ricerche di cui mi oceupo sono fondate sopra
oo relagione tra i termini Vo di una qualungue delle dette sucees-
sioni (successione V), € quelli va i guella speciale successione ¥, de-
dotta dalla V quando si supponga Vi=1, Vo=~4A. Alcune STICCESSION]
gid studiate in un’altra Nota che ho pubblicato su questo Periodico (*)
non sono che un easo parficolarissimo delle V, », e le loro proprieta si
trovano qui, ingieme ad altre ricerche, generalizzate od estese. (**) Le
nuove ricerche si riferiscono alla successione »; esse hanno speciale
attinenza coll'aritmetica ordinaria e mettono spesso in visia, notevol
corrispondenze tra certe proprieta dei termini 2, quelle analoghe
dei loro indici, — Sono comprese tra queste proprieti alcune relative
ai termini v, in cui p & un numero primo: sotto certe condizioni, uno
qualungue di tali termini non ammette, nelle successione, divisori di-
versi da sé stesso e dall'unitad ed e percib chiamabo primo nella sue-
cessione ; i numeri primi nella successione presentano, come vedremo,
alenne analogie coi numeri primi,

|. Consideriamo la successione
val|ﬂr2| Vﬂ,--- vﬂil-
gin definita, ¢ siano rispettivamente «, i valori dei termini iniziali
Vi, Vo. Hesendo per I'ipotesi

1;‘rl:q-i-l = ?ivn + A
v;+i = }IVH-}.I —I'-' ZVH

(*y * Di aloune succossiom ricorrenti eec. 5. Towno X VI, luglo-agoslo, 1000,
" Per h=I=11lo ¥V, v 8l riducono alle U, n della nola eitnka.
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g1 deduce mediante sostituzione
Vioge= ("4 1) Vn -+ AIV -1

Analogamente sostituendo gnesta espressione di Voo € la prece-
dente di Va1 nella relazione

Vita=AVete -+ Ve
g trova

Vo= [h(H* D)~ ) Vo + (R 1) Voo

(iib posto se si considera la successione

HE T-?]_! f;'g, 1’[], " ‘E"i‘l' w e

definita da o
P = 1 s Vg — h ¢ Un — htn—1 _I_ h’n—ﬂ (?1?3)

sara

P8 — W —[— i, M= hU‘lH ', I) '| lh

pertanto risultera ancora
Vodo = VaVn _I_ gV n—1
Vits = 0,Vn + l0gVa—s

Queste formole provano che per =2, s=3 ha luogo la relazione
Vigs =70st+i Va1 s ¥ o1

Proveremo col metodo di induzione che & vera in generale. — Sup-
posto infatti che sia

V ntts—2) = vs—1 Vo -+ lts—2 Va1
vn-|—|u—l] — Vs Yo + h’u—l Vn—l

si moltiplichi la prima per {, e Ia seconda per h; sommando rigulta
AN nbinety IV npqa—o = (hva —+ lbe=1) Vo - b1 lia—s) Vin—3

che per la legge di ricorrenza stabilita nell'ipotes diviene

(1) Vats = s+ Vu 1 s Va1

come s1 voleva provare.

2. Dalla precedente relazione, che & quella cui accennavamo in
principio, discende subito un'altra tra i soli fermini della successione 2.
Infatti i termini iniziali «, § della V essendo arbitrari possiamo porre
in particolare « =1, f=~"; allora (poiché la logge di ricorrenza tra
le vn & la stessa che gquella tra le Vy) le Vi si riducono alle v, e
percin la (I) -con guesto cangiamento diviene

(1) Visps == Uy Vu-}1 = Lig tn—1
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Dalla stessa (I) pol si deduce ancora la espressione delle Va in
funzione delle v, e, naturalmente, dei terminl iniziali «, 8. — Infath
scambiandovi tra loro g n, cib che & lecito perche entrambi arbitrari,

si ha
Vn-|—; — T+l VEI “I— Ih-"ll vﬁ—l
e ponendo s=2, coll’osservare che & T:=48, Vi=2z, 81 ha
Ve = Boata - L2

ovvero, mutando n mm #—2,

(2) Vo= ;rﬂ'n—] -+ lav, o

3. Richiamo con qualche aggiunta aloune definizioni della ma Nota

. : " _
g e 4 . L] - m - £
- ey g < e 2 y g A =i ¥
- = - w - o - == -

M ) e T e L R T e et [ R e R, e " g

d 4 5 s 1] d 5 -

- [ < = anu
- Tt . —_ B 5 = = g [ - "
- e e - . i L = ® = = it
. - - e 0y F

citaba:
g) Se in gquattro termini Va, Vg, Vy, Vo (a<B<y<3d) ¢ :
B—a=73%—7y §i dird che essi formano wh gruppo gimmetrico., E:
b) Due gruppi simmetrici
Tu . T'H " Tr " ‘Tﬂr I:
vn:' ¥ T,\‘."' 3 YF' ' vﬁ' ﬁﬁ
si diranno equisimmetrici quando ¢ §—a=f —da, Y —p=Y —F.
¢) Un gruppo di tre lermini Vo, Ve, Vysidira simmetrico quando *5“
B—a=y1v—B. | il
s " i
d) Due gruppe stmmelricd "E‘
Y . v;ﬂ \ v? il
-vu' . -Vﬁ’ 3 v,-'

s diranno equisimmetrici se f—a =8 — .

Aumentsndo o diminuendo gli indici di un gruppo simmetrico di
ano stesso numern y si ottiene manifestamente un gecondo gruppo
equisimmetrico al primo; se y=1 1 due gruppi equisimmetrici s
diranno econsecuticl,

Dato un gruppo simmefrico

Tu 1 ‘Tﬂ [ T:-' L) -‘(-.lii

con o> 1, sottraendo da ciascun indice «—1 si ottiene 1l gruppo
equisimmetrico
Vi, v,'.l—#-n ; ‘U,ﬂ...:,_. ] Tfa_u+]

Aunmentando di 1 gli indiei di guesto grappo, ripetendo sul gruppo
ottenuto l1a stessa operazione e cosi di seguito si forma una Succes-
sione di gruppi equisimmetrici a quello dato, nella quale ogni gruppo
& consecutive di quello ehe lo precede ed occups un posto rappresen-
tato dallindice del suo primo termine. A fale successione che contiene
manifestamente tulti i gruppi equisimmetrici al gruppo dato daremo
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il meme di sistema ordinato di gruppi equisimmetrici. Ogni coppia di
mderi positivi z, ¥ (da considerarsi nell'ordine scritto) individua un
amlema, ciod quello in eni = & la differenza tra gli indici medi ed y
guedla tra uno degli indici estremi ed il medio prossimo in uno qua-
Insvme dei suoi gruppi; e reciprocamente.

Mmservazioni analoghe si possono ripetere per gruppi equisimme-
trael i tre termini.

4. Rispetto ai gruppi equisimmetriel di guatiro termini si ha:

Teonema, — In ogni sistema ordinato di gruppi equisimmelrici for-
medi do quatiro termini, le differenze tra il prodotto dei termini medi e
qudls degli estremi in cinscun gruppo formano una progressione geome-
briey avente per quoziente il numero intero negativo — 1

) Dimostriamo dapprima la proprieth per 1 gruppi della sne-

cessiome v; a tal nopo se nella (1) st mutann n—p, & 1In s-+¢ € la
relazione cosi ottenuta si sottrae dalla (1) stessa si ricava

Vo] Vo — Vetptl Vn—p — — l (H’ﬂ Vp—1 — Va+t0 'ﬁn—-g—-l)
ov¥ero mutando s (che & arbitrario) in s —1
Vs ¥n — Vato Vn—p — — L(Ve—1 On—1 — Vstp—1 Vn—p—1).

Ora il primo membro di guesta relazione, e la guantita tra pa-
rentesi del secondo, sono rispettivamente (supposto n < 8), differenze
del prodotto dei medi e guello degli estremi nei due gruppi equisim-
metrici conseculivi

Up—p 4 Un Vs  Vsta
Yo—p-1, Un—-1 , Vs—1, Ysip-—1

pertanto & provato quanto si voleva per la ».

Ma prima di passare alla dimostrazione del feorema in generale
conviene trasformare lultima ngusglianza. Percid, posto s—n =75,
applichiamo Vugunglianza stessa ail. gruppl (bn—p, ¥a, Vs, VetollVa—p—1
Ga =1, D1 s Vufom1) (Vn—o—2 , ez, Dum y Pardep—2)oure 01 4 Pt o Voo » Vif20+1)
'::Enirlﬂrﬂt'l due a due; si ricava poi moltiplicando tuatte le relaziom
oLlenule

P 'y — Pn—p Vsdo — (_ Z)T'_"?_'] ['yy—]-l Vy4ot1 — I u-'l-t-ﬂg_,—l-l)-
ma ¢ yi=1 quindi
Dy Uy — Vg Vn—-p == (— D)=~ (241 V34041 — Pit2041)

| K 80 ora nella (1) si pone in luogo di =, s, che sono a piacere,
nspellivimente 54 p+ 1, p, si ottiene

Di4201 == Vp-f-1 Wttt | Mo Difo
ondo rismlbori gostituendo

(3} Uy Vo — Vptp Uy—p — (‘_ ”n-—g Vo Vd4-p




