lla ricerea del * logaritmoseno * ¢ del * logaritmotangente "

DEGLI ARCHI PICCOLI

=

§ 1. — Siccome per questa ricerca si danno nelle Tavole
lagariimo-trigonometriche e nei trattati di T'rigonometria parecchi
metodi diversi, ci & parso utile confrontare fra loro questi me-
todi, studiando I'approssimazione che con oguuno di essi si rag-
giunge. L'indagine & stata lunga e minuziosa, ma crediamo che
1 risultati da noi ottenuti possano utilmente servire, sia per in-
trodurre qualche opportuna modificazione in parecchie delle tavole
piu comuni, sia per rendere pit completo o pil esatto quanto in
proposito si suol dire in molti degli ordinari trattati.

§ 2. — Sia f(z) una funzione, la quale, in tutti ghi intervalli
nel quali occorrerd di econsiderarla, abbia la derivate seconda
finita e diversa da zero: indicando con z, e x, due valori arbi-
trari della variabile e con # un valore fra questi compreso, dalla
teoria delle funzioni interpolari (') si ha

fl=)  flz,) ] [ (w)
i mﬂ_mll+(:ﬂ—~’ﬂl)(m-mgl 5

1) f(m)=fr:cl>+(x-:sl){

dove w rappresenta un valore, generalmente incognito, pure
compreso ira z, e ,; & da quests, ponendo

r-—x, —ow e Ty — &, =Ax

e indicando con 6 un numerc compreso fra 0 e L, si ricava

(2) (=) =f(fﬂlJ+Lz{f(ﬂh +A4 :l)“-f(ﬂ-'f.J}—

A
. ———
& Sx\Ax _
M(LM) o1 (2, +0A2).

(') V. Praxo, — Calcolo Differenziale, § BE — (Ed. Bocee, Torino 1884),




2 PERIODICO DI MATEMATICA.

Cio posto, se nel calcolo di f(z) si ammette il principio delle
parti proporzionali, ossia se si ammette che sia

3
3) f(m3=f(m1)+ﬁ{ fla, +Am)—fca-a},

e sl Indica con /&, I'errore da cui risulta cosi affetto f(x), sard
evidentemente

Y 5o\ Aw
.;3.:1’!(1 Aﬂ;) 5 [ (x, -8Ax).

Osservazione. — Non ei occuperemo degli crrori che si com-
mettono nella ricerca inversa, perché i vari procedimenti che si
seguono per risolvere il nostro problema hanno, generalmente,
per iscopo di rendere trascurabile solo 'errore &, , che si commette
nella ricerca diretta: gli errori relativi alla ricerea inversa sono
quindi, generalmente, subordinati al procedimento stabilito per
la ricerca diretta.

(4) jr‘l —

§ 3. — K noto the a questo errore k, se ne agginnge un
altro, generalmente maggiore: quello che deriva dall’ essere i va-
lori di /(@) e di f(z,+ Az), dati dalla tavols, approssimati a
meno di una mezza unitd dell’ultimo ordine, e dal Tritenere per
f (@) solo tante cifre decimali quante ne -hanno eciascuno dei due
valori precedenti.

Questo errvore, che indicheremo con /, non dipende né da Az
ne dalla forma di f(z), e, supposto che la moltiplicazione di

5
[z, +Ax)—f(z,) per IZ s1 eseguisca nel modo ordinario (e

non con metodi abbreviati), il suo valore assoluto |I| ha per
massimo una unita dell’uliimo ordine, come si pud dimostrare
col seguente ragionamento. Indicando con e, e, ,e, gli errori da
cul sono rispettivamente affetti f(x),f(x)) ed f(z, +Ax) per
I' accennata ragione, dalla (3) si ha,

- I B‘T'
(ﬂ) Zze—[—ﬂl " Az (32—81):
O8sia |

' ax &
(5) t=ete(1—3o) +epe;

ma oguuno degli errori e, e, ,e,, considerando come cifra delle
wmita 1’ultima cifra decimale di f(z), ha per massimo 0,5 se &
per eccesso, ed ha invece per lumele superiore 0,5 (in valore asso-
luto) se ¢ per difetto, quindi sard evidentemente

;z|go,5+0,a(1

ii) I &
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da cui

(6) I =1.

Cosi, se fosse
[ (2,) = 2,325 ed [(x, 14 2z)=64hH5,

dalla (3) risulterebhe

f (2, + 0,5) = 4,390 : F‘
mentre che, tenendo due cifre decimali solamente, si avrebbe
i) —2.83 ed [(z, 44 2) =646 - *H
e quindi { | ___?
f(z, 4 05) = 440 ol
Osservazione. — B utile, per il seguito, temer presente che | =%
I'errore [ consta di due parti (ognuna delle quali ha per mas- ﬂ }

simo 0,5): quella che deriva dagli errori ¢ ed e,, e quella che

deriva dalle cifre che si trascurano nel risultato finale e che | {E
abbiamo mdicato con e. Pl I
" :'.-}. :"IE;LI;

ik -1_

§ 4. — Supponiamo ora che, indicando con lvg il logaritmo
volgare, sia

[ (z) =logsen z ed f(x) =logtan 2:

' ! b C " k& :ll Fou
o - Rl = A T
iy a7 At T e !
T S g el RS ":"'u.q'g‘ Ty

se ¢, e g, sono i corrispondenti errori k,, siccome, indicando

con M il modulo dei logaritmi volgari, si ha rispettivamente g

f@)=—M ——  ed [(x)=—a Y2

sen’ x S€T 23‘ I_f

dove }%l

:al

M = 0,43429 44819 03251 .. ..., 851

i

dalls (4) &i avrd | &
—

5 5r \dzx 1 "3

(7 =N ( 1——= %)

) 4 ' Ay dx/ 2 . sen” (z, + 04 x) &

.

, 8 a 5 & 5 ctn 2 (xz, 40, & o) ‘;

8 ol i ag o W

®) 71 I ﬂm( ﬂm) - ZMsenﬂfiz:l—f—ﬂlﬂ:ﬂ): ":

e quindi g, sard sempre per difetto e ¢ sard per difetto o per |
eccesso secondoché z, + 0, A 2 sard minore o maggiore di 4H° |
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Da queste formule poi, osservando che il massimo valore del

prodotto
¥ R
1 : ;
si ha per Ei 5 @ supponendo, ora e 1in seguito, z, Az

minore di 45", sl avra rispettivaniente

Maz 1 : Mﬁi:!l}tﬂ.'ﬂi—‘l
9) @< 8 sen®z, . 10) 9. < %  sen 2z,

Osservazione I. — Un limite inferiore per g, e per g, si ot-

. . R 1
tiene facilmente, osservando che per = &l ha
' H -

1) H‘?Mami 1 _— _}Mﬂiﬂ‘z ctn2(xz, +4x)
SR sen” (2, + 4 x) e (127, 2 sen2(z, +4x)

Osservazione IT. — L'errore g,, nella nostra ipotesi, ¢ scm-

pre maggiore di ¢ ,. Per dimostrarlo basterd osservare che, po-
nendo nella (4)

flx) = log sen 2 — log tan &
e, servendosi delle notazioni precedenti, si ha

._E 4 ﬁm)d;r. M[ 1 4(31}112(551*}'5&:17]
=917 4, Az/ 2 sen*(:ulJrBﬂ:;n)_ sen2(x, + 0Az) ]’

e che, gualunque sia x, s1 ha sempre

1 etn 2 o
— >4 .
sen’ 1 sen 2 o

Osservazione I1I. — Supponendo z, = Az, il secondo mem-
bro della (11) s1 riduce a

’ o
M Ax M QA )
3

8 senAx 832\ sen2izx

per cui, qualunque siaz A e qualungue sia il numero delle cifre

o 1
decimali, per &, =4x e =7 51 avra sempre

M -
= i@, >$_2_ e quindi g, >0, 01357 ....
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Osservazione IV. — Collo stesso procedimento, se
f@)=loge , fl@)=senz , fl@)=tmz

e seg,,4, ¢ g, sono gli errori k, corrispondenti. si trova

Miz 1 1_.1-4

(13) g, <<

Ax® tan (2, 4+ A2

(19) |g',| <<

4 eos® (o, +

(dove, essendo ¢', negativo, se n'é¢ indicato con g ;| il valore as-

- oxr 1
seluto) ; e, sppposto N O
i} Miz L _ Ay
(1'3) gt> 8 {ml_l_lm};' ? (1f) g:]} ~ SEII.‘?TI,
13_ tan x
T 3.
{:]‘S.' 1-? 3] > _:I: Eﬂs'ﬁ :rl ?

risultati che ¢i saranno utili in seguito ('), E, con un procedi-
mento analogo a quello tenuto nelle prec. Oss. I, si trova pure
che |g,| € sempre maggiore di g,

§ 8. — Dalla (7) e dalla (8) si deduce che g, e g, crescono
ambedue al calare di =, 842 e di , + 8, Az rispettivamente
e che per z, molto piceolo possono assumere valori molto grandi,
tanto da alterare fino la seconda cifra decimale (Oss. IV al § pree.).

Di qui deriva che, qualunque sia 4 2, per archi vicini a gero
il prineipio delle parti proporzionali non & piu applicabile fiella
ricerca in questione, e che quindi & necessario stabilire per x,
un limite inferiore sotto il quale bisogna ricorrere ad altro pro-
cedimento. B siccome il valore di f(x) dato dalla (3) € sempre
affetto dall'errore ¢ (§ 3), che, come & detto, ha per massimo
nna unitd dell’ultimo ordine, questo limite si fissa generalmente
(tanto nelle Tavole logaritmo-trigonometriche quanto nei trattati
di Trigonometriz) in modo che ¢, e ¢', non superino una uniti,
0, almeno, una mezza unitd dell’ ultimo ordine ; cosi I’ errore com-
plessivo k&, -+ | risulteri certamente minore di 2 o di L5 rispet-
tivamente, ¢

Servendoci della (9), ricordando I'Oss. IT al § prec. e indi-

(M) Tutti [ limiti datd dalle (8), (10),... (LT}, (i8) sono pia ristrett! dj quelli ordinarlaments
notl, e, meng gueils duto dulla (1) (che sl trova nsi § 88 del Calcolo Differensiale del Peaxo,
citeto), furune pubblicat) per 1a primna volta, assieme ad altrl anaivght, ds ool stessi nally notg :

« Errori prodotli dalla infsrpolacione nell’ uso dells Tanole togaritms trigonometriche » (Supple-
mento i fagcicdlo del Luglio 1805 deila Rivista Marsttima),

g o (14) g, < o senlz —Az),

.
- |

& i

s ':‘:"'l"...'. T
g s,

!
K
b

TR L]
":I‘L:h",r'

e

. my

- I ‘:‘F?'l::

..
i B -
— w -

el f_i o
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cando con 7 1'ordine dell’ult'ma cifra decimale, si trova subito
che (tanto per la ricerce di logsemo quanto per la ricerca di
log tangente) per cid basta che sia

Ax M 107 AZ o /
(19) senx, > —2—\/ o o (20) senzx, > 5 V M 107,

secondoché si vuole che ¢, e ¢,” non superino una unita 0 una
mezza unitd dell’ultimo ordine.

Cosi, p. es:, se 4z =1 ed #n =735, essendo
arc. 1' = 0,00019 08882 08665 . ...,

affinché g, e g,’ siano ambedue minori di una mezza unita del-
I'ultimo ordine, bastera che sia g B0

sen x, > (0, 02143 2323

e quindi (')
(21) z, = 1°14.

Osservazione. — Dalla (9) e dalla (11), prendendo per cifra
delle unitd la quinta cifra decimale (%), per z = 1°13'30" si ha

0, 9914 < g, < 1,0190,
e per x=1°14 30" si ha
| 0,9651 < g, < 0, 9916 :

i limiti dati dalle nostre due formule sono dunque m questo caso
molto ristretti. Se poi si confrontano i valori trovati per logsen
1° 138’ 30" e per logsen 1° 14 30" supponendo 4 x =1 ed n =5 con
queHi che si hanno supponendo 4x=1" ed #=10 (%}, si trova

§1=1; 0020. .. e _I‘?]=0, 9782...

rispettivamentc; questi risultati sono efieftivamente compresi fra
i corrispondenti di limiti or ora trovati, e il primo dimostra che

(1) Per Vuso del valorl naturall ayvertismo una volta per sempre che, se dovreina consi-
derare solo del seni e del cosenl, of serviremo della tavola che frovasi (daila pag. 256 salla

pag. 474) nelle
Mathemalical tables, edite duilo Cuasmeks (Edimburgce, 1963).

e che da § seni da 00 & 900 di 1”7 in 1° con #&dfe cifre decimali; e ehe, se dovremo @onsiderire
suche delle tangenti o delle ecotangent, ¢l serviremo della tavois aggiunia al secondo vo-

lnme del
Cours de Mathématigues dl D Couserovese (Bd. Gaulhier-Villars, — FParigi 15949),

e che, da 00 a 80° e di 1" in 1”, dh anche )& tangenti o le contaugenti, ma con cingue cifre de-

cimall solamente.,

f*) Converremeo, pule nng volta per sempre, che ne& volori di J ¢ d1 1 e i tutti gli altri
errori che studieremo in seguito si detba considerare pex cifra delle umita ! ultima cifra de-
aimale dei pumeri corrdspondenti. T la stesss convengione faremo per le differenze tavolari che

pecorrera di considerare.
5 Qome npella Tavols IT del Thesaurus logardthmorum 4 Viea (In Hbrarla Weldmannia, —

Lipsia, 1794). Da questa tavols folenderemo sempre ricavatl i valori o dieci cifre decimall, ehe
pdopreremo L seguito,
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7

il limite dato dalla (21), essendo & x = 1", non pud i nessun modo
essere abbassato.

§ 6. — Abbiamo applicati la (19) e la (20) ai casi in cui sia

ed

e i corrispondenti limiti superiori di &z, ,

ﬂi‘:l'

fn—0

1

)

15

6

chiusi nelle seguenti due tabelle

10"

F

{

]-H'

10,

cosi trovati, sono rac-

\ 5 6 7 10 |
Ax !
1014’ 3¢ 54’ 120 25" » i
i ‘ i
o <o | 17| 1880" | 580" | 304 30" s
10" 12' 20 39" 00 20 02" 50" »
|
|
1" 1' 14" 363" | 1217 | 6°29°10" |
\ 5 G 7 10
Axp
1 1" 45 Bt 31" 17¢ 39 »
1. 1 i Wi s i 10 i i 0 r i
PR e 1 | 26 16" | 109930" | 4° 20" 45 ;
2 10~ -
10" 17 30" pb’' 00 | 2°53" 60" »
I 144" b" 30" 792" | 9*11"33"
Osservazione I. — Per ognuno di questi limiti si possono fare

* considerazioni analoghe a quelle fatte nella Oss. al § prec.
Osservazione I1. — Per n =10e A2z =10" , 15" , 1", ¢,

pud sempre essere maggiore di una unitd dell'ultimo ordine.

§ 7. — Cheil principio delle parti proporzionali non si possa,
per la ricerca in questione, rigorosamente ammettere si dice in
quasi tutti i trattati di Z'regonomefria, non sempre pero s Os-

serva. che l'errore corrispondente pud diventare molto

grande,

anzi in alcuni si asserisce che, In pratica, esso e trascurabile.
Cosi, limitandoei a uno solo dei parecchi esempi che potremmo
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citare, i1 Lz CoiNtE nel suo esteso e notevole trattato (') dice
i proposito « Questo principio non & perfettamente esatto; ma,
« come si puo far vedere mediante 1’ Analisi Infinitesimale, esso

« conduce In pratica a una approssimazione sufficiente ».

In tutte le tavole poi, come nella maggior parte dei buoni
trattaty, s1 stabilisce nn limite di x;, sotto il quale quel principio
non si deve ritenere applicabile: ma, dietro quanto abbiamo di-
mostrato nei paragrafi precedenti, sui vari valori assunti per
questo limite possiamo g:re le seguenti importanti osservazioni,
limitandoci perd alle tavole e ai trattati pii comunemente noti.

§B. — Per n=7e Az=10" il Brurvs () stabilisce per limite
inferiore di #, 6°; il Cavzer (*) e il Breammr (%) stabiliscono 5°; lo
Scaron (%) 3.2 Ma, come risulta dalla seconds delle tavole del § 6, per
avere un errore minore di mezza unitd dell’ultimo ordine basta che x,
non sia maggiore di, 2°563'5(0", guindi tutti questi limiti sono elevati
sufficientemente e i primi due potrebbero essere notevolmente abhassati.

Il Brumns giustifica il suo Limite solo col dire (Prefazione, pag. TII)
che, servendosi per archi inferiori a 6° di un’altra tavola, in cui invece
di Az—10" si ha A =1", si risparmiano lunghe e ardue interpola-
giorl; €, se non si considerano frazioni di secomdo, questo & vero.

I limite stabilito dal Catuwr e dal Bremser e adottato da moltis-
simi aufori di trattati (Serrwer (¢), Guyov (7), Vacquant (%), Lannargrrrms (°),
Krgvee ('%), F. T, (v*), Tonrusrer (*f),....) & giustificata dal Seazer (L c.,
pag. 76 e T7) col dire che, avendosi

, M (arc 107)®
9 <

2 sen w,

questo errore g, e sempre minore di una unitd del settimo ordine, se
sorpasse un certe limite inferiore a 5¢ E infatti si verifica facilmente
che, afiinché il secondo membro della precedente diseguaglianza sia mij-
nore di una tale unitd, basta che ®, non sia minore di 4°05"40". Ma
usando la (9), si pud asserire che, per x, maggiore di 65°,g, é minore
non selo di 1, ma anche di 0,168, - |

Il limite stabilito nella tavola dello Scemér e adottato poi da diversi

(V) Lk Cowre. — Lepoms sur le theoris des fonetioms civewlatres el o Trigonomiiris, pag, 94
(Ed. Mallgt — Buchelier, Farigi 1868)

(") Byusxs, Nuove manuale logaritmice-trigenomelrica, Tav. I1T (EA. Tauchnitz, Lipsia 1889),

(8} Oavies, Tubles porfatives des logarifimes, pag. 390 e seg. (Ed. Firmin Didot, Parigi, 1864 ),
Uneste tavolé ocoupone un grosso valnme di S0 pagine in un ottavo grande: farona pera ahin.
mate portalili in confronto sile antiche tavole deil Gampiner (1770) ehe sono in ur quarty melte
grande € che il CaLLer voile sostituire perche d1 uso moito meomodo, specisimente nei ealeoli
nancici.

(*) Vesa, Monuale logariimico-frigememelrice, Tav. L (Bd Weidmarn, Terlino, 1873),

(%) Searoni, Tables de logarithwmes, Tav. 1. (Ed Gauthier-Viilars, Parigi 1594).

(" Bimrer, Traste de Frigmmomitrie (Ed Gauthier-Villars, Parigi 1888), .

(*) Guror, Traite de Trigemomilyve (Ed. Berger-Levraait, Parigi 1861). — E gqnesto il trat
tuto pig originale fra tuttt quelll che noil eonosciamo,

(*} Vacguart, Cours de Trigonoméirie (Ed, Masson, Parigi 1804). d

{*) Lazmsvorrmisn, Trigonométrie récliligne, suive des promcipes de la nouvelle Gaoniéivie du friangls
(Lit. Croriile-Morant, Parigi, 1580). )

1"} Kirvem, Lehrbuch der Logurdmen (Ed Mejer, Stutigarda 1884).

(Y1) F. L., Compicmenls de Trigonomedrie a8 mélhodes paur la vepolulion des proliemes (DA
Poussiclgue, Parigi 1886).

. (**) Toorusres, Trigomomeina piena, Versione del Prof. Vito pap. 152 (Ed Pejlerano, Na-

poll 1875).
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autori (De Comserousse, gid citato; Resnirk ('),....) non & giustificato che
dalle segnenti parole (poste dall’Houxr nella prefazione, pag., VII) « Da
¢ 0° a 3° le differenze dei logaritmi dei seni, delle tantenti e delle co-
« tangentl variano troppo rapidamente, perché si posse interpolare con
« sufficiente esattezza col metodo delle parti proporzionali » r%l, serven-
doci delle solite (9), noi possiamo aggiungere che per z, non minore di
39 & certamente ¢, minore di (0, 466. |

Solo nel trattatto dello Cmaovexer (%) troviamo incidentalmente indj-
cato un himite che pud portare un errore g, non precisamente minore di
una unitd: infatti questo limite & 2° e per 2 =2°00'05" dalla (9) e dalla (11)
risulta che ¢, & compreso fra 1.04 & 1.05.

Osservazione. — Alle tavole del Bremizer e a quelle del Carner, suac-
cennate, dobbiamo perd fare la seguente osservazione. Fin dal principio
di queste tavole si trovano indicate le differenze tavolari per 10", mentre
che I'uso di queste differenze potrebbe portare. come gia sappiamo (§ 7,
Oss. ), ad errori tali da alterare fin la seconda cifra decimale; sarehbe
quindi opportuno sopprimere le differenze stesse per 2, minore di 8o (come
giustamente fa Jo SomBoN), ché per , non minore di 3° & certamente g,
minore di 0.5.

§ 9 — Per n=17 e Ax=1" il Rovwauvn (*) stabilisce per limite infe-
riore di @, 12¢; il Kémzs (‘) 9°; lo Caamsins (gid citato) 2°; e oltre
queste tavole citeremo anche Ja motissima e autorevole raccolta di eser-
cizi del Remr (*) dove, nelle stesse ipotesi, si & presa per limite 6o, Tutti
questi limiti sono inferiore a quello indicato nella prima delle due ta-
belle del § 6, cioé 12°23'; e mediante la (11) si pud verificare che nes-
suna di essi & sufficientemente alto,

Il Reynavn (nella prefazione alle tavole del Latasom, pag. XXIX),
dopo aver detto che « nella ricerca dei logaritmi delle linee trigonome-
« triche si & costantemente proceduto in modo da ottenere questi loga-
¢ ritmi & meno di una unity del settimo ordine ». ginstifica il limite 120
dicendo che prima di 12° la differenza fra due differenze tavolari non &
sempre minore di 8: vedremo in seguito (§ 38, Oss.) su quale ragiona-
mento sia basata questa conclusione, per ora possiamo verificare che, per
quanto il limite in questione differisca di poce da quello da noi indicato,
tuttavia esso non &, a rigore, sufficientemente alto, perché, dalla (11), per
e=12°00" 30" si ha g, maggiore di 1.059.

Lo Ceawpers e il Remr giustificano il loro limite addncendo, in so-
stanza. la stessa ragione: giacché il primo dice (pag. XVIII) che sotto
20 le differenze non si possono pid ritenere costanti) e il secondo (pag. 41)
che per archi minori di 6° le variazioni dei logseni e dei logtangenti
non sono proporzionall alle variazioni dell’arco. Ma colla solita formuls (11)
si vede subito che per z = 6900 30" e per = 2°00' 30" _si ha, rispet-
tivamente g, maggiore di 4,18 e di 37.04, e di questi due errori nep-
pure il primo pud ritenersi trascurahile.

s

") Benthue, Cowrs de Trigomom irie Elémentave (Lib. Germer-Baeilliere, Parigl).

(*) Cuavvenrr, 4 Treatise on plane and spherical Frigonometry, pag. 56 (Ed. Lippincof, Fila-
delfia 1591, Iu guesto bellissimo fruttsto ¢ molto notevole ii Cup, VIL della Parte IT, nel quale
sl d& e soluzions df wo triangaelo sferico qualpugue {(nun suppooedndo cloé 1 alf e glt angoli
minori di =),

(*) Lavaxne, Tables de logarithmes cdendues a sept decimales (Bd. Gaulller-Villars, Parigi 189Q).

('} EonrLen, Manuaie logariiwmaco-trégenometrico (ld. Tauchnite, Lipsiu 187H). Questo tavole sono
molto usete nejle nostre seuole,

(") Ruior, Sarmmiung von dufgaben wnd Bespiolem aus der Trigonomseiriv und Stovsomutrie; T Thei)

Ed. Teubner, Lip=sia, 1877,
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Osservazione. — Sulla tavola dello Crammrps si deve fare una osser-
vazione analoga a quella fatta alla fine del § prec., e concludere che. per
la stessa ragione, sarebhe opportuno sopprimere le differenze tavolari per
@, mmore di 18° o di 13°, secomdoché si vuole che g, risulti minore di

1 o di 05.

§ 10. — 1l Komer assume per limite. come s’ ¢ detto, 9°, mentre
che per x eguale, p. es., 8 3"00'30" si commette un errore maggiore
di 1,87 (e questo, al solito, risulta dalla (11)). Egli perd da o, = 9" in
poi di per 1" delle differenze diverse da quelle che si ricaverebbero
dalla tavola stessa (cosi per x, =9° 59" la differenza per 1” ricavata dalia
tavola & precisamente 7170 : 60 = 119,50, e invece nella tavola stessa
si trova segnato 11953); e, in proposito, dice semplicemente questo:

. 1
(Prefazione, pag. XX VIII) z Le differenze non sono esattamente &0 della

« differenza che passa fra due logaritmi successivi i di cui due angoli
differiscono proprio di un minuto. T logaritmi trigonometrici procedono
secondo una progressione di ordine elevato, mentre gli angoli corri-
spondenti non procedono che secondo una progressione aritmetica di
primo ordine, il che porta seco sempre un errore, quando si vuole in-
terpolare una parte proporzicnale: non resta altro da farsi che vedere
di rendere questo errore il minimo possibile, cid che si oftiene per
mezzo della ivi agginnts differenza 1” ». — Si presentano quindi tre
questioni :

1.° come sono calcolate quelle differenze?

2.2 portano esse effettivamente un errore minore di quello che por-
terebbero le differenze ricavate dalle tavole stesse? |

3.2 questo errore & minore di una unitd per x maggiore di 9°?

Servendaoci delle tavole del Veea a dieci cifre decimali, (gid citate),

abbiamo potuto verificare che le differenze date dal Komuer, invece di

essere nguali a

iR AR A & K

1
G0 { log sen (¢; +— 607} — log sen x) }:
sono eguali a
1
= [ log sen (z, | 30") — log sen (z, 4 20") |,

e questa & la risposta alla prima questione,

Passiamo ora alla seconda e dimostriamo che la risposta ¢ affermativa:
ossia che, chiamando g; I’ errore che 8 commette mella ricerca di log-
seno gquando si usimo le accennate differenze, il massimo valore assoluto

di gy & minore del massimo valore di g,. Percid cominciamo dall’ osser-
vare che, essendo

gk:{ log sen (&, + § ) — log sen &, }—

o

—5 { log sen (x, -+ 30") — log sen (2, -+ 20") } :

questo errore, nulo per Zax =0, cresce al crescere di A fino a rag-
giungere il suo massimo per il valore di @ z, compreso fra 207 e 307,
che s1 ricava dalla equazione

- —— e
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M arc 10"

; ) —
@) ‘izt log sen (x, + 30”) — log sen (x, -} 20") °

poi decresce sempre e per &x = 60" & negative: basterd dungue dimo-
strare che si ha sempre \

(23) 6 —9,>0

e che il valore assoluto di gs corrispondente z 4z — 60" & minore del
massimo valore di g,. Iniatti, siccome

T

gy ={log sen (z, +57) — log sen, | — |

log sen (x, + 60”)—log sen a;, },

sara

0x ” ,
(24) g, —9,= 20 I:G{lngsen (x, + 30"} — log sen (x, - 20") } —_

_ { log sen (2, 4+ 60") — log sen z, }] 3

ma, indicando con B la quantité posta fra le parentesi quadre e svilup-
pando log sen (x, - 20”) . log sen (z, - 30") e log sen (z, |- 60") colla for-

mula di Tavion arrestata al ferzo termine, si ha

M (are 607} | 4 6 9 |

12 | sen® (z, +-6,207) * sen*(z, 1-0,60") sen*(x,+0,30")
(dove 6, , 0y e fl, hanno il solito significato), da cui |

M (are 60”)* | 10 9 |
12 | sen? (z, 4 60") sen*wz, [

e, nel nostro caso, & certamente

—

B>

10 sen® &, > 9 sen?® (@, -+ 60"),

dunque la (23) & dimostrata, Per dimostrare anche ['altra parte osser-
viamo che per 2z =6060" s ha — gi —= B, dovra dunque essere B mi-
nore del massimo valore di g,: e infatti, sostituendo a B il valore dato
dalla (24) e a g, il valore dato dalla (11), si vede che per cié basterd che sia

21 sen* x, > 20 sen® (x, - 60")

e anche questa nel nostro caso é sempre vera.

Non & perd affermativa la risposta alla terza questione, giacché g, pud
essere maggiore di una unifi. Per dimostrario bisognerebbe trovara un
limite inferiore del maseimo valore di g;, ma, per breyvitd, tralasecieremo
qui questa ricerca alquanto laboriosa e ci limiteremo a tar notare che
per @ =—9"00' 25" (valore dedotto dalla (22) ponendo x, — 9" e trascu-
rando le frazioni di secondo) si ha certamente ¢, maggiore di 1,298:
come si vede servendosi della tavola (a dieci cifre) del Vrea, confrontande
il valore cui si giunge seguendo il procedimento del Kouner col valore
che si ottiene dalla tavola stessa (col metodo del § 34), e sapendo che
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vest’ ultimo valore ¢ certamente approssimato a meno di due unifa
ell’ ultimo ordine,

Se dunque si vuole che 1'errore prodotto dalla interpolazione sia mi-
nore di una unita, il limite (9") stabilito dal Komiee & ftroppo pieeolo,
anche servendosi delle indicate differenze per un secondo.

Ma un’ aléra importante osservazione dobbiamo fare, ed & che, usando
queste differenze, I'errore I (§ 3}, che ora indicheremo con [, divenfa
maggiore dell’ unith ed ha per limite superiore, inabbassabile, 1,3. In-
fatti, se ¢ & U'errore da cui & affetta la differeuza per um secondo data
dal Kowner, si ha

(25) h—=¢e -} e, 4 0% e

e siccome quella differenza & data con due cifre decimali, ossia a meno
di 0005, e 5 hs per limite 60, % potrd, per 8% tendente a 60,
tendere a 1,3. :

Ne deriva che, quando la differenza fra il massimo valore di g, e il
massimo valore assoluto di g; ¢ minore di 033 (e questo avviene; p. es.,
per a, — 14° 00, perché da 14"00" a 14° 01’ g, & certamente minore di
0,79 mentre g pud essere maggiore di 051. come si vede servendosi
anche qui della tavola del Veea a diec cilie) I errore che s1 commette
col procedimento indicato dal KOmiER puo essere maggiore di quello che
si commetterebbe seguendo il procedimento ordinario ( servendosi cloe

delle differenze tavolari effettive).

§ 11, — Per n=06 e Ax—= 10” il Bremsxmr (') suggerisce di non
seguire 1’ ordinaria interpolazione quando z sia minore di 5°: come risulta
daile due solite tabelle, questo limite & moito alto, e forse fu cosi scelto
perché solo da B in poi hanno potuto trovar posto quasi tutte, e da 7° 20°
in poi tutte, le tavolette delle part proporzionall,

Osservazione. — Dobbiamo qui ripetere una osservazione analoga a
quella fatta al § 8, perché in guesta tavola si trovano segnate le dii-
ferenze tavolari da 40" in poi. In questo caso, per evitare l'errore gran-
digsimo (maggiore di 2171) in cui potrebbe cadere chi credesse chﬁ -
tarsi servire di tali differenze, sarebbe opportuno sopprimere le diffe-
renze stesse fino a 1°, perché per x maggiore di 1° g, & certamente mi-
nore di 0.5,

§ 12. — Per n=6 eldAx= 15" 1’ Inmax stabilisca per limite inleriore
di «, 50 e il Camuer 42 (%) _ |

Il primo giastifica il suo limite dicendo che per archi piccoli i log-
geni e i logtangenti crescono « mon solo rapidamente ma anche irrego-
larmente » (%), Questo limite e certo sufficiente per 1’use al quale la ta-
vola & destinata, sarebbe perd opportuno alzarlo fino a 1° perché allora
g, sarebbe certamente minore di 1. mentre che per x="500"07",D si ha

g, maggiore di 1.34.

(1} Brumies, — Logarithmizeh-trigonometriche Fafeln mil gechs Decimalstelien (Ed. Nicolaische
— Berlino 1890),
() InMAx, Nautical Tablss (¥, Tribner, Londra);
Oarner Tables deg logarithmes & co-Jogarichmes.... (Ed. Lo Folye, Vaunes 1887),
Le prime d4i gueste tuvole sono usaie dally marica Inglese, le sscomde delie marine fran-

ccga e itnliana. La sealtn dell'intarvailo di 16" & giuarificata dal fatto ene qguindici sesondi di

aves equivilgono & un secondo di tempo. - :
(") Vegrasi iu proposito: Fooowak, Plans mudsphmmlﬂ’ngummetry, pag. T8, (Ed Longmans,

Londiu 1801}



PERIODICO DI MATEMATICA. 13

1l secondo dice (pag. VIII) che « i logseni e i logtangenti degli
¢« archi picceli variamo troppo rapidamente; dimudnché, visti ghi er-
« rori da cul sono necessariamente affette le osservazioni, le ultime cifre
« decimali non ageiungono nulla all’ esatezza della operazione. Percid nelle
« prime pagine della tavola queste ultime cifre sono staccate dalle altre
« e le parfi proporzionalli poste eccanto suppongonc che non se ne tenga
¢« conto ». Relativamente al namero di gueste cifre dobbiamoe fare le
seguentd osservazioni, ma diciamo fin d’ora che, per il caso in cui, es-
sendu T minore di Do, si volesserv sei cifre decimali, il Camier stesso
propone il metodo che esporremo al § 39. — Per x, maggiore di 4° non
si trova nessuna cifra staccata e per x, conpreso fra 19 e 4° ge ne trova
una sola; quindi il logseno e 1l logtangente s bhanno con sei cilre
decimali nel primo caso e con cinque nel secondo. Queste cifre sareb-
bero esatte se 1'interpolazione fosse fatta nel modo ordinario (poiche g
¢ certamente minore di una mezza unitd del sesto ordine ze z & mag-
giore di 1°22'30", ed e certamente winore di una mezza unitd del gainto
ordine se x & maggiore di 26" 15", come resulta dalla seconda delle due
solite tabelle); ma usando le tavolette proposte dal Camnrer. che sono
calcolate sulla differenza media fra quindici differenze tavolari successive,
Uerrore aumenta, ¢, con un procedimento in altra occasione indicato ()
si vede facilmente che per 8z tendente a 15” esso pud essere maggiore
di 3.26 nel primo caso o di 4.67 nel secondo. — Per z compreso fra
15" e 1° si trovanu due cilre staccate, e colla ordinaria interpolazione si
hanno infatti guattro cifre certamente esatte (perché per & maggiore di
15° si ha g, minore di 0,10, presa, si imtende, per ecifra delle unitd la
quarta cifra decimale); ma usando le tavolette proposte, per la ragione
suindicata, si trova che l'errore pud essere maggiore di 540. — Per x
minore di 15" si hanno ancora quatfro cifre staccate, ma mon son pit
date le tavolette per le pm-h prupﬂrzmnah e si trovano solo Je differenze
per 10" a partire da 1’ 15": gui perd |’ errore di imterpolazione pud es-
sere sensibilissimo, e servendosi, p: es:, della prima differenza segnata (%),
esso pud essere maggiore di 10.07. — 'E termineremo coll osservare e.he
usando le tavolette da Cawter proposte, anche il limite dell’ errore [ an-
menta, ed mumenta precisamente di 0, G99..., come altra volta dimo-

strammo (*).

& 13, — Per n—=>5 =i ha generalmente A ® = 1'; in gquesto caso i vari
limiti stabiliti per 2, somo quasi sempre molto maggori di qoelli dati
dalle due solite tahelle (10 14" e 1° 15" secondoché si vuole che g, sia
minore di nna unitd o di una mezza umitd), e potrebbero quindi essere
molto abbassati.

1l Dupuis (*) assume per limite 2* 12, perche (pag. 172 e 173) « per
archi maggiori 'applicazione del principio delle parti proporzionali porta
un errore minore di una unmita del quinto ordine.

L/ Avsreesr (*) e I"Hooen (*), assumono 3°, « perche, dice il secondo
« (pag. XV). il principio delle parti prﬂpumiuu&ii cessa di essere appli-

s

(') Vegeasi il § 10 della nostra nots, gid cltata, < Erverd prodsfli dnlla cnferpolasiome..o
(%] Notiamo, Incldentelmente, she la seconda delle differcnee segnate deve essers 448 e

non 4479,
{9} Vegpasl § 8§ 27 e 20 dell dppendice )l nostro Tralfalo slemenlare di Trigonomelria (Ed.

Gmall Liv rna 1845}
(4} Doruis, Tables de loguritimes a oing docimules (Lib. Havhette, Farigi 1878),
(%) Avauwvent. Isganthmisch-trigonometrische Tafein mit funf Decimalslellen (Ed. Stankiewlecz,

Berlino 1884),
(%) Houst. Tables de logaritimes a cmg décimales. (Bd, Gaothier-Villacs, Pacigi 1868),
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xz cabile verso i due estremi del quadrante e per archi minori di 3° o
« maggibri di 87° & preferibile ricorrere ad un altro procedimento; » ma
cominciano ambedue da 2° a dare le tavolette delle parti proporzionali.

B fra le tavole a cinque decimali citeremo anche quella del Bresmises (7)),
nella quale le suddivisioni dell’arco (sessagesimale) seguono il sistema
decimale: in questa tavela =i propone il metodo che esporremo al § 39
per @ maggiore di 4° (perd le tavolette delle parti proporzionali si danno
da 3° in poi), e anche questo limite & pii che sufficientemente alto, es-
sendo A eguale a un centesimo di grado.

§ 14, — Passando ora ad alcuni trattati, noteremo che "Haxwmr (%) as-
sume per limite 6; I' Hes (¥) 4": il Genaow (%), il Remr (gid citato) e il Kiryes
(gia citato) 2°; T, L (gia citato) e il Bmoor (*) 1°80°. — L/ altcaza
esagerata del secondo limite non é in nessun modo giustificato; & quella,
ancora pitl esagerata del primo é giustificata dali’ A. dimostrando (eon
un ragionamento non esatto, e lo vedremo ai § 26) che fmo a 6° si pud
nsare il metodo che esporremo al § 24 — Nell'ultimo poi di gquesti
trattati ¢ aggiunto

che per 2 compreso fra 1° ¢ 1°3(° I'errore non sorpassa una unita,
e questo non & vero perché per a=1°01'30""g, & maggiore di 1,4;

e che per x compreso fra 45" e 1° 'error® mon sorpassa due unitd,
e neppur questo & vero, perché per & — 45" 30" ¢, & maggiore di 2.06.

Osservazione I. — Per tutte le quatiro tavole accennate dobbiamo
ripetere la solita osservazione (§§ 8, 9) e concludere che sarebbe oppor-
tuno sopprimere le differenze- tavolari per x minore di 2°

Osservazione I1. — Relativamente alle tavole dell’ Hourn dobbizmo
fare un’ altra osservazione ed & che le tavolette ausiliarie (per il caleolo
delle parti proporzionali) non danno le cifre decimali dei sucecessivi pro-
dotti parziali (come tutte le tavole del secolo decimottavo): e guindi,
usando questa tavola, il limite dell’errore ! (§ 3) pad aumentare e puo
aumentare precisamente di 0,66b6... come altra volta dimostrammo ().

: [’iLBI;TEITIEB. — Tavele logaritmico-trigonometriche con cingue decimsll (Bd. Hoepli, — MI-
AN0, L
Nelle prefazione a qneste tavole (a pag. VII) 1" A, dopo aver ifatto potare ' imutilita di

una fuvole d’antilogaritmi, aggiunge : « Cosl pure dave easare hissimata 1 nutile aggiunia dei
« Senoverss e cokengrersi comea cemplamento decadieo def legaritmil dei coseni e del seni, puiche
« Il sottrarre on logaritmo non & & maggior faties che P aggiungerio »>; qui evidentémente s
tratta @) un errors di stempa, e invece di semoversi e colemoverii deve leggerss lagaritmi secanly &
lagaritmy eosecanty,

Pol ugginnge : « Collo stesso diritto 8i potrebbe anche domandars ona tavala del comple-
« mentl dessdie: del logaritmi del numerl, il ehe per fortuna non e ancora veniild in mente
< ad alelng », FParemo potprc ¢he non sono o q_uE“!'h:l pPARTErE ni " Housnxowu (1. ¢ pag. V) ne
I" Armryour, né Lilti eoloro, e somo molti, che negli ovdinari ealeoli nautici s§i Servono dalle ta-
vole del Uamimr (dove sono sempre dat! | cologaritml, ¢ssia { complementi 4 Zero, tanto del
lugﬂl-lr:mj et numert guanto del logaritmi delle fanzigni tifgonometiriche); del resto, per la
medesimi taglune gon avrebbe dovuto il BRemisim stesso sopprimere nella sue fvols i logs-
ritmscolangamty ¥

E nella Inbyyiduzione {Fﬂ,g, II]'_}: < PET angoll ]}il.‘t'.ﬂl.i, dove i gemi e e irmgmﬁ non cre-
« 8C000 PIU Uil fyrmemente all'sreco, i prende.,.. »: invece & noto che, pil I'areo € piccolo, pia
nniformaian i truteono tanto il seno che la tanpente : anche gui dungne si fritis evidentic.
iy Ul efruro di stamps, e, invece di semi e fangenti dove leggersl logaritmi seni e loga-

panii,

) Mamary, Lehrbuch der sbenen und sphidsischen Triponometric, PRg. a6 ¢ 80, — (Ed. Metaler,
— Btutlpgnsrn I HMRY,

€) Moan, — 2, — ' o, 48, — (Ed. Du Mopi-Schanb _
Colonin | nn':-:'] hehrbuch der Geometris, — Dritter Tail, pag. 45. — (& o erg,

{(*) Yvin,  Brdments de Trinonométrie pag. 16, — (Libr. Wesmasi-Charlier, Ramur 1885;.
C) Wuaor o1 (yoquer, Zepoms de Trigenemétriz, pug. 68. — (Libr. Delagrave, Parigi 1837
() Veusman 1) § 93 della nostre Appendics, gia citata.
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§ 15. — 1 metodi prupnﬂtl per evitare o diminuire gli er-
rorl Im questione, g, eg¢, , quan 0 quest1 supererebbero una unita,
o aimeno una mezza unita dell’ ultimo ordime, sono, che noi
sappiamo, otfo: ci proponiamo di confrontarli fra loro, esaminando

I'errore a ciascuno di essi corrispondente,

Primo metodo. — Questo metodo consiste nel diminuire il
passo Az della variabile ed & quello che piu naturalmente si
presenta: esso pero mon e sufficiente, perche, per quanto piccolo
«1 prenda il passo costante 2., per .r molio piccolo g, e g, po-
tranno sempre avere del valori grandlsslm1 (§ 4 Oss, II1). — In
un caso solo esso sarebbe sufficiente: quando si mettesse come
condizione di non considerare ftrazioni di & inferiori al Az
stabilito.

16. — Nel caso di n— 7 si trova una tavola con Ax=1" nel
Bruaws (Tav. II) fino a 6" nel Veca (Tav. II) e nel Carzzr (da pag. 290
a pag. 389) fino a 5"

Nella prefazione (del Brewmer) alle tavole del Viea (pag. XTX) &
detto che. per archi inferiori a 30" ' uso della 11 tavola in discorso « & in-
« comods nei caleoli geodetici tanto per le grandi molfiplicazioni e divi-
« gioni richieste dal calcolo delle parti proporzionali, quanto perché si
« deve aver rignardo alle differenze seconde » (Veggasi in seguito § 34)
< laonde & da preferivsi I'uso della tavola 1 = (veggasi in seguito § 41).
Ma, per quanto ahbbiamo detto, I'uso di questa Il tavola & da evitarsi per
B.I‘Gh_l molte piceoli, inferiori p. es.: a 207 (veggasi la seconda delle due
solite tabelle). non perché sia mfﬂmmfa ma perché potrebbe portare ad
errori froppo grandi (anche tenendo conto delle differenze seconde, § 36).

Osservazione analoga, ma con maggior ragione dobbiamo tare a.lla
tavola 1I del Brumys, nella quale si danno anche le tavolette delle parti
proporzionali, meno cha da 10" a 1°20° per mancanza di posto (Prefa-
zione pag. VI e VII). Ebbene: usando quelle tavolette per x minore di
1’ i pud commettere un errore maggiore di 150, 7. Questo grave difefto
potrebbe essere folto dalle belle tavole del Broass, sopprimendo le ta-
volette delle parti proporzionali anche per # minore di 10°, ma bisogne-
rebbe pure sopprimere tutte le differenze tavolari per o minore di 18’
perché I"uso di queste differenze, anche per @, = 17" 21", pud portare un
errore maggiore d 0.5,

Sole 1l Carrer, fra quelli citati. mon ammette che per frazioni di 1
si possa applicare il prinecipio delle parti proporzionalt (nell’uso della ta-
vola. in discorso), e indica invece (dwveriissement, pag. 35) un metodo,
che, essendo proposto anche in parecchi trattatl, sara da noi completa-
mente studiato in seguito (§ 32

[l Komee poi nella sua tavola pone Moz —10" fino a 9"; abbiamo
gid visto (§ 10} che questo limite nonm & sufficientemente alto: osserviamo
ora che questa parte della tawsla contiene tuite le differenze tavolari ef-
fettive (che fino, p. es., a 3° dovrebbero, per la solita ragione, essere
soppresse) ; e che in essa non ¢ stabilifo un limite sotto i quale I' in-
terpolazione ordinaria non sia gemessa Per x minore di 3° & perd pro-
posto un altro metodo (quello del § 39, al solito), ma, pare, solo per mag-
giore comoditd di calcolo (Prefazione. pag.

§ 17. — Nel caso di n—=6 e Az —=—10" il Bremmzr di una tavola
(la IT) con Az=1"" fino a 5° ma non di le differenze tavolari e indica
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un metodo (che, al § 43, dimostreremo essere in parte errato) per evi-
tare I’ interpolazione ordimaria in futta la tavola.

L’ Ixwan da una tavola con Az =—1" fino a HBU': abbiamo gid osser-
vato 1§ 12) che questo limite potrebbe npportunamente essere elevato a
1°: in guanto alla interpolazione ' A. non vi accenna neppure, e. per il

genere di caleoli cui quelle tavole son destinate, essa certo non oc-

cAOrTe.

Alle tavole del Camier | editore ha aggiunto (*) una tavola a seffe
cifre decimali e con Az — 1" fino a 5°: per 1'uso sl quale quelle tavole
devono servire, ci pare che il numero delle cifre sia inutilmente anmentato
e che il limite di B0 sia esagerafissimo.

§ 18. — Ne! caso di n—=>0 I'Ausrecsr di una tavola (la 1L, con
Az=1" fino a 3°; le differenze tavolari non sono segnate, pero. al so-
lito. 'A. mon indiea un limite sotto il quale l'interpolazione non sia permessa
e questo era necessario. perché mnella introduzione (pag. XIL: si danno
esempi in cui, considerandosi delle frazioni di 1'', questa interpolazione
effettivamente si eseguisoce.

& 19. — Im quanto ai trattafi, citati fin qui, ei limiteremo ad osser-
vare che il Vacquant (pag. 104), il Brror (pag. 65), I'F. L (pag. 172) e
1l Tooeurrer (pag. 1563) dichiarano esplicitamente che, se Az —=1". ¢« non
« usandosi allora 1 interpolazione altro che per frazioni di 17", essa non
¢ pud produrre che errori trascurabili »; e questo, ripetiamolo, non
& Vero.

Osservazione. — I1 Prof. Ricosnr nella suwa mota « Swll’ approssima-
zione dell’ ordinaria interpolazione nelle tavole di logaritmi delle funzioni
goniometriche (¥), dopo aver osservato che, tenendo un procedimento indicato
neila prefazione alle tavole dello Somsbx, si pud fare in modo che I’ er-
rore [ risulti, in valore assoluto, minore di 0,75, aggiunge che, affinche
g, risulti minore di 0,25 (ossia affinche 7 4- g, risulti sempre minore di
una unitd) si dowrebbe usare una tavola -

di 17 in 17 dal’ a 600307 | =
s 107 » 10" » 6°00°30" » 45° [ o S

di 10" i 10" da 1’ a 4 | e —
» 11 » 10 > 4 » 459 j FERT

(") Par lu prima volta nella ristampa dal 1880,

(%) Periadicn di matematica Tascie. 1V e ¥V, 1588,

Lu qu-sto FngE'IF[ﬂE tavore 1"A. fa per i logaritml delle funzwoni trigonnmetriche apo
«tudiu elementare @ molto acearsto, apalogo a quello che il Prof. Besso (Eementi di TI'rigonomstria
pisna, Bd, Loascher, Roma 1880), fece per i valorl naturall delle fanzioni stesse, Tsle stadio e
fucty onche nel trattaio del ToosgxTes, ma in csso A, &l limita a far vedere che gll orrord in
disnorso solo pieeoli, senza darne mai del Hmiti stuperiori.

G. Piscr
(Lontinua)

it L} - e - PR -
] L | = - F -
— o T FE ey W T P L



PERIODICO DI MATEMATICA. 17

SAGGIO DI UNA TEORIA

sull’ approssimazione naturale o variabile delle radici quadrate

“ AMisurare ¢ eaperc.
KepLER,

Da un teorema precedente sull’approssimazione delle radici qua-
drate degl’interi, (¥) ora gencralizzato ai numeri misti ed alle frazioni.
poter in seguito dedurne altri, successivi perfezionamenti del primao
o di taluni gia noti, offrendo cosi sull’arsomento. sagaio d1 una
teoria, che a’ vantaggi della maggiore estensione e dell aceresciuta
esattezza, unisce anche quello della facility nelle applicazioni. Ed ove,
sopratutto, si addimostra come, in generale, non convenga considerar
senipre la medesima approssimazione costante per yun numers qualsiveglia,
mdipendentemente dalla sua grandezza : mentre & piu razionale desu-
merla dal valore della sua radice a meno di una uniti per difetto e
da quello del resio: elementi che risultando spontanei dal procedi-
mento stesso dell'operazione, ne stabiliscono a priori il grado neces-
sariamente variabile, D'onde il titolo del lavoro, nel corso del quale
sara manifesto che, senza spingere oltre i calcoli per Pestrazione @i

radice, ma arrestandoli bensi laddove vi determina p. €s. ]/ I % — 1,98

soltanto a meno di 1%, sl pud, molto meclio, ottcnerne il valore pil

esatfo a meno di 2790 - Ché se poi risaputi artifici si combinano ai

metodi proposti si ha, considerando perd la forma equivalente b% V4950

? - . - 1 . 1
["approssimazione ancora piu spinta a meno di 30480

Ma ecco il primo degli accennati teoremi
Treorema [. — Se di un numero qualsivoglia N (entero, misto o fra-

: a0 ara : o :
ztonario) ¢ Y N=n, a meno di wi'unité per difetto col vesto ', Sardino

r I‘-{—l : . o i . ” :
1 -1 ed n - on1 due altri valori di VN, piit approssimat del

. . . i A - :
praino perche rispettivamente a meno di 21 per difetto o per eccesso : vi-

sultandone cosi VN definito dalla limitazione

15 | |
s RPN

P — j
= Eu—t—.l{] N<n- 5

/

E sara, pertanto, facile il mostrare:

1°. Che, non necessitando la condizione di » intero, & ajustificata
la estensione del teorema anche al caso de’ numeri misti o frazionarii
(intendo riferirmi alla gia citata nota, ove peraltro il teorema non
era esplicitamente enunciato).

"} Perviedica di Matematica, Vol. XITI, 1898 Livarno.

i A
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2. Che scegliendo altrimenti il limite superiore della +1) si pud
eonseguire un'approssimazione molto piir esatta di quella mdicata dal
suddetto Teor. E come risultera dai teoremi che seguono.

3°. Infine che le applicazioni di tali teoremi si possano anche van-
taggiosamente estendere alla ben nota approssimazione decimale, che
costringono a maggiore esabtezza.

Assegnando infatti, come limite superiore del valore di } N, quello
. 5 . e s .
approssimato per eccesso 7 _I_'EE (che per la » =< 2n & pitu piceolo, In

generale, del precedente ;!1—:—1) si perviene a quest altra limitazione:

7 M\ . -
41 — EH_I_]L{“-'N*’:”—’—EE ---------- .« {2)

la gnale definisce ancor piu esattamente che la (1) 1l valore di }'ﬁ,

] : : : : :
giacche permette ora di esprimerlo a meno di 5 On1): frazione

sempre minore, eccefto che per r=2n, dell'altra 2—1_—1-. che da

l’a];glprnssjmazinne consentita dal Teor. I. D'onde il seguente
eorEMA 11, — Se di un numero intero o misto (*) N qualsivoglia ¢,

a meno di una unita per {difetto col yesto v, \ N =n: saranno, rispetti-

. T : T -
vamente, a meno i 2N+l per difelta ¢ per eccesso, n- 511 el m-- .2]11

due aliri valori dé \r’r _ﬁ, piwe approssimati del primo.
Infatti quadrando separatamente le due disegnaglianze, nelle
quali si pud secindere la limitazione (2), si ha
r V. 2y R
(ﬂ'_l_ﬂn—l—l) =t 2 -1 | (ﬂﬂ-—l—l) ;

d'onde, siccome

onr 9-

L -1 ——y e inoltre (——T::;‘—T—-
2n--1 " 2n-+1 ’ 2n 1 2n-4+1°

5
viene .
_’I
i | .
n g i lfi‘.‘N.
e dalla
.r .J‘ E J- 2 - - L] & |r - i‘
o \ i ’ o
Lﬂ, | En) — N -+ (ﬂﬂ) ~similmente si ricava 1 N <<n - 5

I cosi verificata V'esattezza della (2), ed a foriiori quella della (1);
¢ dimostrati quindi 1 precedenti teoremi 1 e II.

Ed ora applicando direftamente il Teer. I ad una. frazione qualsi-
vogha -E—-r-: [, se ne otterra il valore della radice approssimato soltanto

(*) Malgrado ii Teor, IV, per cui ne ho ristretto I'enuncinto, non sia direttamente applieabile alle
frazioni minori dell'unith (gincche se s = 0 la formaola dell”approssimszione cade 1n ditetlo) & peyn
con noti arlifizi, sempre possibile secvirsene vantaggosamente anclie in sl easo: anaiogs oseerva-
zioTie pel successivo Teor. 111,

=

b
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a meno di una unita: poiche. essendo » =0, e quindi » eguale alla fra-

_ o i a _ @ : — a
zone stessa, si avra =< T ?+l ; na siccome e d’altronde —g—ﬂzl,

consegue infine che, a meno di 1 — -2 b;ﬂﬁ saia %—{ ]@{ I,

=
¢ si ha il seguente

Teorema. — I palore della radice quadrala a meno di h;& i una 4
w
. i \
frazione P I, & compreso fra quello delia [razione stessn e Vunitd,
Lisempio. — A meno di 0.1: 0.01: 0,001 ... rispettivamente per

difetto si ha
10.9=09, 10:99=099, 10999—0,999 ...
1

e, 1n generale, a meno di =

| lji:l__ﬂ—ll

7t

r ¥ ® & .1 . s _

Inoltre, I'approssimazione a meno di o unita pud facilmente de-
dursi dal Teor. II, ottenendone cosi un enunciato pi1 generale del
risaputa, cioe:

EOREMA. — Se di un numero intero o maisto N qualsivoglia ¢, da

meno di wna uaitd per difetto, | N =n, saranne rispettivamente a Meno

" | \ . : g
di 5 per difetto o per eccesso n ed n 41 due altri valori di TN, se-

condo che il resto non superi ¢ supert n. In altre parole: Di wn nwmers
intero o misto N. la radice quadvata « meno di ) e, per difetto, equale

ad 1, se n"<<N <n°4f-n: mentre ¢, tvece, per eccesso, eguale ad n —+1,
$¢ " 4-n < N <n®2n- 1.

Dal Teor, 11, infatti, si ha, pel massimo #*<4-n, e pel minimo
w*~n <1 de' numeri rispettivamente egnali 0 compresi Era I primi,
o fra gli ultimi de’ 2n interi fra #2 ed (n 1 1)% le seguenti limitazioni

L s Z
| a8 il
L e <In'+au<n +2n

ed
1 r '
" ?T:z_:—l <) iPn+1 <a-

n-1
2
quindi a fortior

»
1 =
n<Vultn< n—]—é ed +-§- <} 0¥ n -1 < n—+1 e d.d.

Ma l'approssimazione consentita dal Teor. II pud, a sua volta,

esser perfezionata; giacché in modo simile a quello per cui si deduce

1

dall’approssimazione a meno di una unita, I'altra g meno di 5, si

puo, dalla sola ispezione del resto, determinare « priori, quale delle
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. 7
da 1ci approssimate a meno di sia pii ; H0 0
e radici app S @n - 1) Sia piu esatta, se, cloe,

quella per difetto o quella per eccesso: d’onde la miglior approssi-

1 »
- i .- —— - - ; d
mazione a meno di 5 X5 (@n 1) stabilita dal seguente
Teoreyma 1IL. — Se di un nuwmero qualsivoglia N, intero o misto,

e, a meno di una unite per difetto col resto v, YN =n: sara @ meno
1 r _ f— r
di = s . per N intero, YN compreso fra n - et
3 "n@nt 1) ! , press frd B g Ty

r ., 4n—-1

1‘
e E3 . o - . S
B3 W] K i (%), sz r = n, o fra questo valore ed E+EHSE r<<n;

" ® ,J__ i ] . & i = -
mentre, per N misto, ¢ twvece YN compreso fra 1 primi o fra gli wtimi
Zn

ide’ suendieati limidl, od esattamente equale ad n - 41; BE secondo che
| T

r=n fn41¥ —1, Sara quindi, per N intero (inisto), pitc esatto il

; (J:n-_’_]_j: RVER i g A Jp-r J 'Ib F P!‘f‘ 'ES rﬂ !v'

talore per difetto i 1ﬁ S¢T=n (r =>n (41; 4-11—_11_]-1;; 1); 0 guella, moece,
(4n + 1) — 1]
(dn+1)*

Se infatti, come s1 asserisce per » << u, sussiste la limitazione

1 r 4i—+-1 — ”
T an-1 X 4n <%\ {:ﬂ+2u’

PET eccesso, s Y <l (r <

sara N (=n’4-r), compreso fra 1 quadrati de’ limiti sudetti, e percid

dovra avers
(ﬂ . K dn--1

ST R ) =W

da cui semplificando
(dn +1)*—1 (
@I " ccttroreeees a)
Se ¢, Invece, + = n, consegue similmente che il presumere sia
| p T 9" dn-1
n | En—kl{hl r{n+2u—f—l>{ ris

equivale a dimostrare la diseguaglianza inversa della sudetfa {a): a

. .. : 4 1F—1 _——
dimostrare, cioe, cle sia » > ul F'Eiﬂ 4_]”,, . La quale & evidente per

r=un, ed a forfiori se r > n.

T <_n

Ma ora sembrami opportuno giustificare perché si sia preferifo
distingnere & non sostituire gli uni agli altri 1 teoremi anzidetti 1, I1
e III, malgrado, dei due ultrmi, ciascuno assegni limiti piit precisi che
il precedente. E cid non solo per la maggiore evidenza de’ perfezio-
namenfi successivi dell’'approssimazione proposta, che cosl natural-
mente si collegano a quanto prima era gia noto: ma anche perche
I'aceresciuta esattezza, che gradualmente si consegue con essi, puo

& ] ¥ 2 e r : RS :
|*] Proviene dalla = < Il -+ 3 X g TREST otfenuta nggungendo al Limite inferiore meti

delin differenza de’ due limiti, dr emi &l Teor. I




PERIODICO DI MATEMATICA. 21

talvolta non giudicarsi opportuna. Né si tien

per altro apparenti, relative agh ultimi
mmori dell'unitd (V. la precedente nota
L chiaro, infatti, come de’ dye noti teo

, g : 1
Papprossimazione costante a meno di una o di —-

mento del primo:

il secondo guale perfeziona
etto e di eiascano

successtvi del secondo sudd
gia scgnati I, IT e IIT, j quali danno Pappr

1
en—+-1°

vamente quelle a meno di

gliore, I'uno & meno di

con n e con r.

Ma rispetto al Teor, I
due danno, ciascuno, due limiti
0 laltra di due distinte limita
un limite comune) tre differenti

)

—

I

denominarsi: limite tnferiore,

spandenti radici: valore per difetto

conto d

due teoreni per le frazioni
al Teor, 11

remi che danno Je radici eol-

unita, possa infenders;

e quali perfezionamenti
dei precedenti. i teorem;
0SSimazione senipre mi-

variabile con s e gh altri, rispetti-

’1

y R
5 Bn 1) ed 5 b4 Zn 20 1) variabili

. & da notare inoltre che, mentre i primi
soltanto, esso stabilisce invece, I'una
zloni e quindi (poiche queste hanno
limiti, che pntrebﬁ:

£ro rispettivamente

medio o superiore; e i valor; delle corri-

MIIING
wmedio ?

WSS
€ valore per eccesso, 4S540

thedio

Risultando evidente dal teorema sudetto che il limite medio. cige

y dn-1-1
i 2n IX in !

condo che sia, per N intero, > n od r<<mn;

Lisempi ;

1% Si tratti del caleolo approssimato

di 1 per difetto, col re
si ha successivamente p

pel Teor, I,
r'—-.::" 5 VT
J Iﬂ{: 3%: a meno di -,:,—
UVVEero
- Zegy 18
1'10 o4 & Meng di —
< B —f'ﬁ 84

==

1'_.,_-_-_?

v =3

1
O0XT
>

'10
1 =8

(412 —1
T

va considerato come superiore o inferiore, se-
e, per N misto,

e i .
di V10 ; siccome €, a meno

V10=3. e quindi n=23 e an—+1=7%,

Teor. I, II e III.

pel Teor. TL

3 ,:“: a meno dj

1
= — , ovvarg

42
 §)
8+

51

. 2
% @& MeEno 'i'gTL

pel Teor. ITL

1d
}3—‘—}; o |
Eamenn dtﬁ.

B4

E poiché 1] resto 7(=1)<<n(=3). dei due valari dati dal prece-

dente Teor. I1, &, pel Teor. ]'ZIH

=8 é—i— Si segnera quindi,

Puo essere tanto per difetto che

1

» pitl esatto quello per eceesso 3 - =

d’ora innanzi, tal valore piit esatto (che

pEI‘ eCCessn

} con un asterisco *;

osservando che simile scelta non 81 & [LJFrh antorizzati a fare tra ;
1

valori pit approssimati che da il Teor. |
- T M ® -y - - _I_
minata Mapprossimazione, ancora piti spinta, a meno di

sino & che non si sia deter-

.J‘l

4 20 (@n 1y

elle restrizioni.
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Risultati analoghi si hanno pel caleolo di V11, giacche anche ora
il resto 1{=2) & minore di n(=3), ossia: 1 valori di ',’Fll} e di 1}‘Jllw rispet-

tivamente 2 meno di aq © 8-:-1 debbhono esser compresi fra 1 limiti infe-

riore medio o superiore massimo, e saranno piu esatte le loro radiei
el numeri successivi 12, 13, 14 e 15, 1 cul restl sono
,he b, e
tti i valor: per difetto delle loro radici approssimate a meno

per eccesse ; mentre
rispettivamente 3,

oy

pill es
ST I
a1 o' 81' 81°

PERIODICO DI MATEMATICA.

&)

ﬁ.

36 perche, cioe, compresi tra i limiti inferiore minimeo

ei quali si ha » = n, saranno 1nvece

¢ superiore medio. Si avra p. es.

113

4
>3+

4 13
<37 X

e

o |
a meno

84

L

21°

OVVera

113

nel quale si contengono, rispetto ai numeri suddetti,

approssimate per difetto e per eccesso a meno di 1 o di 5 3 d1 o 1 0

4 roo
! 2n(Zn—+4-1)°

ed, infine, a mena di R TICTE Y per

1

[

o medio, 0 per eccesso medio 0 massimo.

——“

>34+4X g
<81+4X4

Ma, ancora megiio, ecco un quadro eomparativo,

le loro vadicl 3
1

|

difetto minimo

= In(2n1)=6XT _ .
oy NTHERL o amtrj—xexg) 10 | 11 ] 12 1 13 | 14 | 15
Resti delbe radici qradrate 8 mewo di woo per diftilo 1 | 9 ‘ 3 4 5 6 3

- i ar diretto 3 ,'
N {0 di unaf P ! valor comune ] valor comune
T =t anita. . . . . l s ECEE580 3 4
= 5
E 3 L .1 .. f per difetto 3 &/ 3
i m. di = unita
- 2 \ ., eecesso k! 4 A
=
$¢ 1 i 9 3 i 3 B
= : : g . a
m. di pr difelio 3= g — g — 39— 53— d —
E [ﬂ In _I_ ll P f 1 i i i 0 7
2 (®) oo 2 |23 | g4 |gd |38
p l ciod . .« « . l n £CCP8S0 | 3= 3= | 3+ 3~ 3= 4
= .
= ’ a | 2 a4 ¥ 4 * B ®= f ¥
S = y per difeito 7 3= |3+ |3= |3+ 3—
= i i [} 3 i
=35 am.di -—
32 Qe . . . .. Iameulu Yl B3 5.7 | 6.7 | B.7 | 6.7 |87 7
s = 1= 2 % 3 4 5 .
- " = ; —— :} — - . = }
m’“ i per eccesso | 3 2 5 E 35 3 3 - 4
— = . . 3 o 4 ] o B
"E ; M difelto [Illll]llll]J 3 T 3 3 3 = B! =
2 _ Cva1 13 lo9 13
% a meno di w o medie 37 13 3'-;_ IT
> 1 » e i 1 0 4 4 A 6 1
2 " OnlBat1)q M AMMOA | 5T | 267|267 |Tl6.7 | 2.6.7 26T 23
- 3 13|, 8 13l 6 13 n 13
ptrmnﬁsumtdm[ ST'ES?'EH? Sl 851
" 1 2
s o3 maﬁumnl S'E 3=

N | '.'I
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Ne, infine, sfugga di notare che, se la completa applicazione del
Teor. 1L del ealeolo, cioe, di due dei tre valori ch’esso pud dare, non
e cost semplice come quella dei tearemi precedenti [ e If, basta pero
e conviene sempre consultarlo, almeno per la scelta del piu esatto dei
due valori che da 1l Teor. II; occorrendo all’'nopo raddoppiare soltanto
il denominatore dato da quest ultimo.

20, Si debba caleolare la radice approssimata di una frazione ri-
)

-

nore dell’'umita, per es. di T SL avra successivamente

@) pel Teor. I, che & nel caso I'unico applicabile direttamente,

2
B =T a; 9 3
—- a men 1 _
15<:1 2 550

*) e
ma ¢ preferibile porre ]! === } 10, giaccheé si otticne cosi un risul-
tato molto pin esatbo: infafti

!
2 @ meno di
45

I_?,J PE] Teor. T:

) e
ossig
> 30 1 , :
Z — 51T -
— Y 14 o IMeno d1 90— o X = 2
V‘J {:?-—E 4 21) 2 210)

Ma volendo arrestarsi ai valori dali dal precedente Teor. I1 bastava

osservare, in virtu dell’attuale Teor. III, che essendo i{— 1)< n(=3),

dei due primi valori & pit conveniente, perché piu esatto, quello per
3 1 3 14*

) 116 | i S,
eccesso, €108 & |- gy =-¢ +42ﬂ'

3% Nel caso di una frazione maggiore dell’ unita o numero misto, 1
AG .' g 1 :
er es —'_V]_:EEESE!I]dDTI_fiEd?“—'j 81 AvVra successiv i
peres. [/oe=V15e = =55 » a successivamente
@) col Teor. I: i due valori rispettivamente per difetto e per 1
48—23 1 '

eccesso, a menog di 7 ¢ioe

75
23 29 o | 3
Lt gid=14gz e 14 (241):3=142

i)
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L) eol Teor. ll.

(=)
::' 1 '—‘_ i:'." T ::’ 1 - ?—1 L
]ﬂ% (‘;.33] oseld ]1“—}{ 1 o 2 meno di %
|

T

|-t.|
o

<1
: ; 23 .
¢) col Teor. I11 infine, poiche per n=l il valore T risponde alla

- , : dn+1)y—1/, ., Wnf1yr—1 2
gia indicata formola di #< -.u.(T { 4._"' _]_) 0 (mfath 51‘ hB:( {ij _:1]2 -—3-:__)
ne viene che i limiti fra i quali & compresa la richiesta radice, sono

I"inferiore medio ed il superiore massimo é di due valori che da 1l
2:3%

Teor. Il & perd pit esatto quello per eccesso cioe 1 - 0 eppero,
applicando direttamente il Teor. [11

J"E.:'I
\s5) o
) '

5 5
'—}1—!_ 3 T:{ A }1__:17‘.]!
1= 38" ossia ]1*'_'_‘ ) 23
] 20 (-?) 23 -c:__]_——a—l}
<1+-%
a meno di
2% I S
300 ° cioe 1 I Girca.

. . dn —+ 1) — _ ) e
Nel caso. invece, di -r:>ﬂ.{ T-jj; _:1}5 11 per esempio di 1';1”‘;._}”

To ne—e1 ed 4 ( ” (dn +1PF—1 24 48 vident
essendo n=1 ed »r=z5 (eppero — TryET = 95~ §( evidente-
mente minore di i—d) la radice richiesta sara ora compresa fra i li-

miti inferiore minimo e superiore medio: e sara quindi piu esatto,
quello per difetto, dei due valori assegnati dal suddetto Teor, L1, che
coincide per altro eal valore minimo dato dal Teor. II1: si avra cioe

49
-1 q”) >l
/4 ossia i 40
‘lbu (?E) " ‘lan{l—-m
=1 === X

| & (150 —120)X 49 49
a meno dI o5 150 600

al disotto di 11—2

ciog, con un limite di errore, poco

Ma nel caso. ora considerato, di numeri misti o frazioni maggiort
dell’uniti, il miglior modo di servirsi com vautaggio de’ suddett: teo-
remi non &, certamente, quello seguito, malgrado esso ne indichi la
pin diretta applicazione: aiacche conviene invece, riunire anzitutto la
parte frazionaria alla intera del numero misto dato, riconducendosi
cosi al caso precedente delle traziomi minori di 1; che, col noto ar-

s =L ] W T
- (T =
/ i r
il i = A= e
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tifizio di moltiplicarne amba 1 termint pel denominatore, & per aliro,
lo stesso di quello degl’interi: al quale percio pud dirsi che si ripor-
tano tutfa 1 casL _

Esempi. — Per un miglior confronto coi precedenti, caleolo di nuovo

col metodo sudetto talum degli esempi giu trattati, per es. ]f I% o ]fl_:—:

col Teor. L col Teor. IL col Teor. 111
— T 1 44 poiché a meno di L per di-
L —(34 S & o Al
].jl ﬁ :V 95 = 95 } 1200 1 1@ = 20 Fi'-?sll fetto & 1 1208=341 mimore
. =0 < 1 1 - 44 del vesto 44, sarn
cloe 95 ;;,1| 1 4
iﬁ r’34 _}_4_-1) ossia _ :-:63'(34_'__')
I Jisman 39 | Gy . 176 ‘1 g £ &
= 11200 9 4 4 43 — > 186 + g0 | 55, Ly, A4 4.84-0)
<3\ iié) | R 188y L0 | 25\3 g6 - ax31 )
assia < hpek BRUL 05514 176
176 a meno di : -
: =130
P 2 = L e 76 TR I 8- " g
u5 : e S S K = & 0 £ Al
< 1,36 + 6900 68 < 6900 1y 7 1525 | <136 -+ ARG50
. meno di o8sia a4 mena cirea ) a meno cirea di
4 1 1 |
G900 ~ 1725 2666 ! 2 9866 1
Similmente, calcolando col Teor. IIT per es. '1’1 ;_i:l‘ ?g— r:%} 14950 %
3 o] L

si ha che, poiche a mena di 1 per difetto 149500=70 col resto 50 < 70,
guel valore sard compreso fra 1 limiti inferiori medio e superiore
massimo: epperd de’ due valori dati dal Tenr. II sara piu esatto quello
per eccesso: sl avra

| (R A TII )
T a4 1 - 300
<& ("’0 LB Hr])

0ssia, per eccesso,

f7e__1 (- :-.n)ﬂ_ b7
-‘115”_5[] kiﬂ+14ﬂ -—-] T 140
a meno di
1 1 Hi) |

9 50140, 141 T 30480
risultato incomparabilmente pitt esatto di quello altrove ottenuio me-
diante l'applicazione diretta dal Tem'emu, ciot del valore 1 -+ % ap-
prossimafto soltanto a meno di 9 CIVCiL,

»
4° Si voglia, infine, calcolare con |l consueta approssimazione
: . e _ T | s
decimale, il valore di | 2. per es. a meno i (1,1, Pongasi fo= 10 ] 200,

si avra a meno di 0,1 per difetto V2:=14: mentre col Teor. III

S = 1 N o
si ottiene a meno di ne Pel eccesso | 200 = +i{lﬁ , e quindi
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— 58 1 i s ;

e—— § L ELC =3 = 4le —
V 2=14 + gres a meno di go per cccesso. & endo il limite dell’er
rore ancora piu piccolo di % di millesimo. cioe di 0,00025: e siecome
ma?i]—ﬂ,ﬂiﬂ&.., ne viene che tutte le cifre decimali sino. alla 3* n-

clusa, del valore di } 2=1414... ottenuto azziungendo la soddetta
frazione al valore 1.4 non potranno in alcun modo venir modificate
e risulteranno percid sicuramente esatte. Il caleolo diretto da infath

Vo—14142.., o

Ma qualora si trattasse di fraziomi o di numeri misti esatfa-
mente eonvertibili in decimali, & ovvio comprendere come " appros-
simazione decimale sia la pin propria a caleclare le loro radici:

N f—— l . — .
cosl, per es. nel caso, gia cousiderato, di] 11—: — ¥198 = 10 ] 198, 1l

s
Teor. II1 da il valore 1"1+ﬁn'! approssimato per eccesso a meno

1 1 1 R
di 09999 — Rop ¢On un errore, clog, piu piceolo di 3 di 11,0001

ossia di 0.000125: osservando, inoltre, che la periodica 0,00 [7142835]
)

Ve TieCcassd-
230] de s

riamente dare esatte le prime tre eifre, si pud quindi porre sen-

(prmeniente dalla conversione in decimali di

e
z altro “*1%:1,#]?. Giacclhie il valore trovato essendo per eccesso,
e I'errore minore di 0,000125, quand’anche guesto si sottraesse total-
qgu =1 40714285... le prime tre cifre della differenza
non potrebbera esser diverse da quelle indicate. Il ealcolo diretto da,
infatti, 7, 407 1247....

mente da 1,4 -

Ed ora, infine, riassumendo, segne da quanto si & detto che lap-
prossimazione uel caleolo delle radici quadrate é:

1°. Pei numeri interi o misti (cioe frazioni maggiori dell unita)
naturalmente tanto pin vantaggiosa, quanto piu grande & il numero
di cui vuolsi la radice: o, piu esattamente, quanto pin grande & il
valore n della sua radice a meno di una unita per difetio. Ed e mnoltre,

r # costante (ciod per tutti gl'interi o misti compresi tra »n” ed
n+1)%) tanto maggiore, quanto piit piccolo & il resto della radice
a meno di 1 per difetto: giacche, per tale ipotesi, essendo il valore

»

detla frazione ;
‘ 2u (2 - 1] ]
proporzionale a quello del suo numeratore, quel valore variera quindl
in ragione inversa dei termini crescenti della serie naturale da 1 a 2n:
dei resti, ciog, delle radici ece.... dei 2 interi fra #? ed (n-1)°.-
. . @ :
2'. Per le fraziom 3 < 1, deducesi da un teorema precedente (che

: _ . h—u .
ne fa conoscere la radice approssimata a meno di j ) come 1" ap-

1) (indice dell’approssimazione) direttamente

rossimazione sia tanto maggiore, quanto piu grande & il denomina-
ore, e quanto pin piccola ne-¢ la differenza col numeratore, o, 1n
altri termini: qnanto piu il valore della frazione si accosta all'unita,

i At | o R
L T

At it -
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e quanto piu grandi sono i suoi termini. L' importanza delle quali con-
dizioni visulta evidente applicando 1 feoremi IT e I1I: ed &, in fondo,
identica a quella relativa alla maggior grandezza del numeri (interi)

rispetto alla migliore &p]ijrnssimazmne_ delle loro radici; eppero_ne
deriva la convemenza della trasformazione equivalente delle frazioni
minori dell’ unita in altre con termini che sieno grandi quanto piu é

paossibile,

Ma ecco, in ultimo, un breve accenno a taluni notevoli casi par-
ticolari. o .
@) B avvio intendere la precedente relazione (a) e la sua inversa,

o 4n+1)—1 e : :
ossia viunendole: » 2 .h'.[ {:I:ul _{_I ) come quella che stabilisce pe numeri

misti, 1 limibl di », affinchée det due valori approssimati della radice,
risulti piu esatto quello per difefto o quello per eccesso. Ed e, moltre,

(4n + 1) —1

hen facile assicurarsi che la particolare ipotesidir=un i T

mostra che il dato numero misto é un quadrato perfetto, e che ne é.

quindi, esattamente assegnabile la sua radice gquadrata; mentre ver-
: o 1 1 (4t 1) — 1 (¥)

rebhesi a commettere lo stesso errore di 5 IEnF1)” Gn 1)

qualora, im _L*ogriamente, si adottasse, vuol il valore per eccesso, che

quello per difeito, altrove definiti pel ecaso di » < h. [ quali riesci-

rebbere percio egualmente lontani dal vero. I'uno n piu e Valtro in
. - - (dn -1 —1 .

meno. Infatti, siccome or si ha N=n*+n (@ _l_} T e ¢i0 non con-

trastando con la relazione <Cn, ma bensi con laltra r>n (;t:ii]i- ;l :

& naturale che sia da preferire (Teor. IT) pel calcolo di ?’JH la formula
che da il valore, per eccesso (ma per eccesso ritedio e non Massino):
valore che risultera, ova, non pii approssimato, ma invece esattamente
definito. Si avra pertanto, com'e facile verificare,

(dn+1)—1
I. gy (40 1)*—1 | T A1 4n-4-1 . 20
‘/n T 1) = 2n-4-1 X in idpty?

d’onde il corollario:

54 (dn -+ 1)*—1(*) .

:l - 11. - % L] L] r &
L espressione 1 dn=-1F ¢ wn quadrato perfetto, qualunque
sia 1 (intero, misto o frazionario) e la radice quadrafa ne @, esatfamente,
2n
o
[

uguele ad n—+ 1

b) Se_due numert interi o misti qualsivoglia, perd compresi fra
gli stesst quadrati consecutiyl mteri n® ed (n-1)% ne sono inoltre
. . i a |
equidistanti, consegue: 1° Che tanto le loro radici a meno di 51

g ¥ ¢

per difetto, che i resti relativi di quelle a meno 1 per difetto, sono

* B metk della differenza dei due limiti che dic il Teor. II, cioe 234 A . quando vi si
o —= 107 — ] 2 Inizn-4-1) -
PUOEA r=r TS Tl ossln: quanto la differenze tra § limiti medio e wiinimo, ¢ MAEsImo ¢

medio, di cul al suecessivo Teor. 11l
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fra loro rispettivamente f;?mplementmi di 21 —1: 2* Che tali numeri
=) e

superaro Eguaﬂmenlse di 'Eg“_:_l”;)._.(hj 1 quadrati delle loro ra-

dici a meno di 517 Ve difetto: proprieta (quella dei resti & da

er sé stessa evidente) che risultano subito dalla espressione delle

oro radiel.
51 ha infatti

-
1"

ed € ovvio che aggiungendo, sia all'uno che all'altro de” quadrati di

. r -
Yatdtr=a-t; 1 cd Vo' +-R2n—1—rj=n-+1—

o ———

tali valori, la frazione (5 (meglin cofto la forma 3 A 1 — @n T,h 7 J"]
td == =1t 5 L

s1 ha rispettivamente:

i'ﬂ
a -

y° | 9
| [ =
(H | 2?:+1] " 2n4-1 2Znf1F !

ed

L1

- A i
[(‘” -1 2ﬂ-|-1] "1 (@a 15
Esempi,
1°% Per due mter1 & ¢ ¥ equidistanti da 2°=4 e da 3°=29, si ha,
(porche n=2; 2rn+1=20 ed » eguale rispettivamente 2 2 0 38) a

{(n+1F—» ec.d.d.

. 1 . _. 2 — :
meno di & per difetto, } 6 =2 = e} i=2 2 ; e la (b) d& rispet-
- . : .2 M3 8
tivamente, sotto le formo E(]HIVHJEIltIQ; _ Q d —=_lo stesso valare %
’ _j- F [ a]

a2 o)

comune allo dee differenze B—(E;) ‘e T— (2 =] -
2°. Similmente pei du¢ numeri misti
105=9+417 e l4;=16—12

equidistanti dai quadrati consecutivi 9 e 16, fra i quali sono compresi,

s ha: ?=3%Lﬂzt—|— 1=7 ed r rispettivamente uguale ad 14 2 = Z
i 4 i o . .
6 5= 1 ¢ € quindi a meno di = per difetto
i 1 | .3
x [ A 21, 7
— |7 — — — >< e

o la (b) da, ne” due easi, i risultati equivalenti - (F 5 -4) 4,— 5 j
_ _ 3 i X 1 (R
il cur valor comune T indica quello delle due eguali differenze

05—(87) e 43— (32)".

¢/ Ne' casi particolari di » =n od +r=n 41, pei qual verificandosi
la » = n, convengono (Teor. ILI) i valori per difetto delle radici, la

: . n(n—4+1) . :
formula (&) da: @n _f__|~”g: e, nel casu di »r=un, puo esser utile osser-

-
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vare che, se n & piuttosto grande, anche 1l corrispondente valore della
radice approssimata per eccesso medio & abbastanza convenjente: il

suo quadrato superando N soltanto di [ _H_:,”l T S1 ha, allora. infatti

i
= 1t T
e 201
W N T in—-1 : , dn-1
SET 11" Ly ®8a <atge— TN
e. dopo facili riduzioni,
[ . dn -1 ]” o Ndn+1) | ({nd-1F 24 ] 1
B @ 0 T T, L) Tl 1p s [42n 1)

Fisempi. — Per n=1,2, 3... cioé, pei numeri 2=1"41; 6=23|-9;
12=3"+3 ... n* 4+ n: pel quali e, rispettivamente, 2a2 --1=3.5.7. .. _:
n=4,8,12...; 4n14-1=35,9,13... sl avra {Teor. III) che i valor:
per difctto (mninimo) € per eccesso (medio) delle loro radici, approssi-

ate a di e no ordinatamente
mate a meno 2n11)* aranno ordimatament

|
l-- 4
TJ} 3 :}1+ﬁ
1“..-1,}_1 2 1Ssia a dil } 2 5
N 3 - 4 s s o+ o» o« USENIA mena 12'-1:-.- i -'{] _}_1-::}
—1}2? > ‘3'—I—~E- : |
16 > 2 ) 1 Ve 20
{i—l’ | :j. ‘5 ----- - b = E --------- ‘.:‘: 2+ %]:
I | B
:"3—:* 2
V12 3 9 1 o T
= /19 :
-E____H —I—-"—;— 3. = w4 i - - ol ﬁ- ------ ‘l 13
i b FAN ":q —|I—I—_
oy fg
ron ¢ >2+ 35
1 20 - 4 17 l V,TU + -'I'f_i
_I_'E‘ ¥ 1_{;: ----- - - m ‘IE -------- — {4—'-;%
- i dn
—= 2n + 1 Sn+
Yr*4n o n ‘3><'4"+1 1 g 4‘}[2’”_"1“
{_Hu .S - - - r *mwa § / ”_|_.
2 | dn 4(2 1
- " ) <n +‘HHH—I—1}

Osservando, infine, come i precedenti risultati confermano il teorema
l L L] [ 2 - L] 1
concernente I'approssimazione delle radici quadrate a meno di 5, pel

: ; 4n -1 f
cago di N =wn"--n, giacche & n - 4{21-{—1) f::ar—kg; e che, per es-

sere noltre »* 5= (» 4+ 1), indicano una facile e convenjente ap-
prossumazione per tutti quel numeri che sono eguali al prodotto di

due inter consecutivi (vedi Supplemento al Periodico di Matematien,
anno I1I, fasc. III, quistione 215f

. P. PATERNO.
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LA RADIALE DI UNA CURVA ALGEBRICA

DI

GINO LORIA

Se da un punto fisso O del piano di nna curva I si conducono 1
segmenti equipollenti ai raggi di curvatura di questa si ottiene una
nuova curva T la quale porta il nome di redicle della curva data.
It evidente che variando il punte O, la curva ', congerva la propria
forma, la propria grandezza e la propria orientazione, subendo sol-
tanto uno spostamento nel piano in cul si trova. (*)

Supponiamo che T sia una curva algebrica dell’'ordine # avente
per equazione razionale

(1} f(Ii y} =,

onde f sara un polinomio intero in a. y del grado #, del quale indi-
cheremo con fi, fa, fu, frz= fu, fa le derivate parziali del I e 11 ordine
rispetto a , y. Da formule note (**) risulia che le proiezioni sopra gl
assi coordinati del segmento che va dal punto P (x,y) deila curva 1
al corrispondente centro di eurvatura C (xy, 1), cioe le quantita @ —.x
e y1 — ¥, sono espresse dai prodotti di /i e fo per la frazione

fu fiz h
(F5 7% | fa f [
fi 2 O

Ora, chiasmando («, f) le coordinate del punto fisso O € (2a4 o)
quelle del punto P, che corrisponde sopra [, al punto P, si ha evi-
dentemente 2, — %=1, — &, Yo — 3 =19, —¥. quindi, in forza di c10
che precede,

fu fﬂ fL f.u flz fl
(2] .1-{,_—_5;—{—(;"21—[—]"%]: fﬂl f“— fﬂ - yu=3—|-{f"":+f2ﬂ: fﬂl fﬂﬂ fl.
fl f‘-’i U f1 ﬁ: 0

Per ogni coppia di valori di ., y soddistacenti I'equazione () queste

equazioni danno le coordinate del corrispondente punto della radiale,
onde eliminando z e 7 fra le tre equazioni (1) e (2) si gilungerehbe
all'equazione di questa corva. Tale eliminazione non si & in grado di
effettuare in generale; ma, anche senza eseguirla, si puo trovare quale

(*} Quesia cireostanzi venus ntilizzatn neilan min notu Tutorno aila radiali deile coyed pinné pré-
geitats al Cireolo matematico di Palermo nella seduta del 8 gigno n. 8. nul preeente seritto non
se ne fece uso, perchd cssa, dz un lulo avrebbie revato sewmplicazivoni insignificanti e d'attronds
avrebhbe reso meno lhmpile cerlo argomentaziont.

(%% Saumox-FiEpree, Annlylische Gepmetrie der hikeven ebenen Cuver (Leipzig, 1573} p. 100,
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sia il grado del risultante, cioe V'ordine della radiale I';. Si considert
infatti una rvetta arbitraria + del piano, p. es. quella di equazione

Ar+By+C=0;

se r contiene il punto Py, le cui coordinate sono date dalla (2), si

R ‘. fm f
® et B0l fa 1 + (Afs + Bf2) (% +2) =0,
1 2 ‘

Il questa |'equazione di una curva A in generale dell’'ordine 3 (n—1)
la quale taglia la curva data 1" in 3n (n — 1) punti tali che i loro cor-
rispondenti sulla radiale sono gli unici che cadono sopra la retta »
considerata. Cid antorizza a concludere che lo radiale di wna cuwrva
algebrica dell' ordine n & una curva algebrica in generale dell ordae
9 (n — 1). Per es. la radiale di una conica & in generale una curva
del 6° ordine, risultato noto, e la radiale di una cubica e i generale
del 18° ordine. mentre era state ammesso potesse salire al 128 (%)

[l numero 3 {n — 1), esprimente l'ordine di I'y, sofire notevoli ri-
duzioni per la presenza di punti multipli nella data corva I'. Per dimo-
strare e valotare |'influenza sull’ordine di T’y di un punto multiplo,
supporremo che questo ahbia la molteplicita p e cada nell’origine:
in tal caso si potra serivere

(4 flag) =+ 4.,

essendo p>1 e f¥(k=p,p—+1,...,n) una forma bmaria di grado p
in x, y; in tali ipotesi [® =0 rappresenta il gruppo delle tangent
alla eurva I' nell'origine. Sostituendo nella (3) questo valore di f ed

ordinando secondo le potenze ascendenti di . si vede che il gruppo

di termini di grado minimo e dato da

f“!fpl fmmi ;‘"1{11"' |
(Ij_h.:t _i_ B"j _[_ C] fﬂlp} fﬂﬂ(ll.l f:E'.n'J
flf.n]l f'ﬂful 0

Ora, applicando il teorema di Eulero sopra le funzioni omogenee
ed operando ovvie trasformazioni sul determinante precedente, que-
st'espressione pud trasformarsi snccessivamente come seglie:

f“[ul r'ﬁtu} r I'Iluﬂr il Y j'ml'p.'l

%‘1 + BB 'I_(\1 /'21{9]1 Eiipl T f-i]fp".l B y. fﬂ‘!ﬁi} IS
p_l fl'rl fE{FT' 0
y fu{['] ﬁu!“'p‘lI () -~
_ Ax+BjC Fo™ fay™® () = s ( Aa+Bﬂ+C};“~'l'-‘l fu® fi®)
p—1 FO0 Fo) —( fy @ by ) p—I | [a® ™

(*) R. Teexer, Ou endial curres (Proe, of the Lond, matl. See, T. T, 1865).
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Emerge di quest’espressione che l'origine & in oenerale per la
curva ausiliare A un punto di molteplicita p+2(p —2)=3p— 4 e
che ivile tangenti a tale curva sono: 1°le p tangenti in quel punto
alla data curva. 2° le rette costituenti 1'Hessiano del gruppo da esse
costituito. Nel caso generale in cui tutte le tangenti a I" nell'origine
siano relte distinte, in quel punfo sono riunite p(3p—4)+ p=3p(p—1)
intersezioni delle due curve I' e A, quindi ogni punfo p-plo a tangent:
distinte della curva data produce wn «bbassamento i 3p (p — 1) unita
nell’ ordine della radiale (¥). Pit considerevole & la diminuzione pro-
dotta quando si rimuova l'ipofiesi che le tangenti siano tutte distinte:
per determinarlo in ogni caso hasta adoperare il metodo che serve
a scoprire il contegno dell’ Hessiana in un punto multiplo della curva
fondamentale, ¢ioe ricordare: 1° che un elementa s-plo (s <I p) di un
cruppo appartenente ad una forma di 1° specie e grado p & multiplo
secondo 2 (s— 1) per 'Hessiano del gruppo, 2° che se gli elementi di
un grappe coineidono, il corrispondente Hessiano & indeterminato.

Applicando il rvisultato precedente nell'ipotesi p=2 si conclude
che ogni punto doppio a tamgenti distinte produce nella radiale un ab-
bassmmento i sei unite. Conceda il lettore che segnaliamo una veri-
ficazione di questo risultato. Si consideri una carva I' compesta di p
curve I'n.Ta. ... [« degli ordini ., s, ..., ne ed esenti da punti multipli;

I' @ dunque una curva dell'ordine =1, + s+ ...+ 1 con Xy
ke

(i, b==1,2,...p1) punti doppi; in virta del teorema precedente la ra-
diale di T' sara dell’ordine
St it ) et e — 1) — 6 S =
=3+ e oot i )" —3 iy +120 .. -T— iy ) — 6 gy, —
30t et At ) — ot A )= Z B (e — 1)

& quello che doveva accadere, perchd la radiale di I' non & che l'in-
sieme delle radiali di Iy, Tay.on s
Qe la curva I' & razionale ed ha i punfi singolari ordinari di molte-
plicita py, pa,...; 81 avra
wPilp—1)  (m—1)(n—2)

s

i

e l'ordine della radiale di I' sara:
In(n—1)—I3p (pi—1)=3u{n—1)—3 (n—1)}{n—2)=6{(n—1);
i

dunque la radiale di unwa cwrva razionale d'ordine n ¢ in generale del-
Vordine 6 (n—1). Questo numero subisce ulteriori riduzioni quaudo
la curva data abbia velazioni speciali con la retta all'infinito; basti
a provarlo | esempio della parabola, la cni radiale non & che del
terz’ ordine.

(%) Notisi che quest'espressione & vera anche per p = 1, tase smora escluso.
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Osserviamo finendo che, mtroducendo per I'omogeneita delle for-
mole una terza coordinata z 'equazione (3) diviene:(*)

(5) (ﬂ%ﬁl (82— BE+C) -+ (Afy +Bfe) (A° + 15 =0,

H essendo 1'Hessiana della forma f. Se in partieolare, supponiamo
A=10,B=0, cioé consideriamo come retta r la retta all’infinito del
piano, la (5) si decompone nelle due H—=0,2=0: i punti dell infinito
delle radiale corvispondono quindi ai flessé ed ai punti all infinito della
curve primetéioa, cosa che d'altronde potevasi prevedere.

Genova, luglio 1901.

Sopra una speciale trasformazione cubica del piang

Nota per Dorr. Gionio Carposo-LAyREs.

I. Consideriamo due piani sovrapposti = e =, una retta doppia s
ed un punto O determinate di essa; ad ogni punto P del piano =
facciamo corrispondere nel piano =" la sua proiezione ortogonale sulla
retta simmetrica della OF rispetto alla ». Inversamente ad un punto P
di @' corrispondera nel pianmo = il punto d’inconfro della retta sim-
metrica della OI, rispetto alla i, con la perpendicolare condotta
da I alla OF. In tal modo si ha una corrispondenza biuniveea fra
i due piani.

Facendo uso di epordinate polari, esseude O il polo ed » I'asse
pﬂ]icu'e, posto che sia I’=(p, b). P =(p, &), si hauno facilmente le for-
mule

(1) =—8 ; ' == o cos 20,

da cul per le corrispondenti coordinate carfesiane ortogonali (ori-
gine O, asse delle ascisse 1), supposto che sia I’=(a,3), P'=(x, v).

s1 ha L
(e 4 4?) —y (1)
9 e g ‘ W 1 i
@) b R e
¢ inversamente
. 2" —1) —y (2" — ")

fﬂ g — ' r_ it ™
(2') & .,BE+T!H Y Id_i_:u-

La trastformazione @ hirazfonale.

2._ Ad una curva C di ordine e 2. Ad una curva O di ordine it
del piano =, la cui equazione in | del piano =, la cui equazione in
coordinate cartesiane sia coordinate eartesiane sia
(3) Xfi(x,y)=0, (3) X1, o )=0,

1 |

() Baiwos-Freorez | c.
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dove f;(x, y) Indica ull polinomio
omogeneo di grado i nelle r. .
corvisponde nel prauvo T und cur-
va (', che per le (2), ha per equa-
ZIONE

P A N
= :\IIU':_’J) ERTE =},
100

gy =0,

N erado i clascun termine

del 10 mewbro della (4) &
i1 2 42(n—i)=2n —+ i

quindi, facendo =1, S trova

che la (4). la quale rappresenta

la curva O, ¢ di grado n =3n.
Si conclude dunague che:

(1) ad una curca Cdi ordine 1, |

del piano =, corrisponds, i gene-
rale, wa cwrsa C, del pano =, i
grdue n = 3l

Doiche mell’equazione (4), che
rappresenta la (v, il termine di
minimo grado &

fo(af, —1) . @ — %), )

si puo notare ancora che:

(IN). la curea G ht, generdle,
i O wi punto 2u-plo con wund
coppie di tang. ortogonall inclinate
(i iL; suqli @ssi, contata 1 polle.

uoltre, come si vede subito
dalla (4): o

(T la trasformata (" di una
crv C che non passa per Q é
i geneidle, 0 =eircolare, ctof Cai-
tione i pundi cielict dl picna come
Jhetit d}r menltiplicita n, ¢ se HLDECE
e O ha i O un punfo v -plo. la
(" ¢ (n— 1)~ circolare.

Auzi si pud notare anche che
wi termine di grado m della equa-
sione della C ¢ divisibile per

(Ei!! _|_ F‘ﬂ']m' .

1) S il

' dove fitr.y) indica un polinomio

omogeneo di grado ¢ nelle &, ¥,
corrisponde nel plano =una cur-
va €. che per ke (2) ba per equa-
Z10ne

P e — |
Sre—nlzil)=

. Fl10E

) B
(® + -y =0,

1l «rado di ciaseun termine
del 1* membro della (4) e

i 202 (0 — =21 1 ¢,

quindi. facendo (=11, si trova
chie 1a (1), 1a gquale rappresenta la
curva C. & di grado n =23n.

Si conclude dunque che:

(I) ad una cwrea U di ordine n,
del piano =, corrisponde, i gene-
rute, wna curva C, del piano . di
oreine n =3n.

Poiche nell’equazione (4), che
rappresenta la C, il termine di
minimo grado e

fo (2, —y) . («* -+ )%, (%)

si puo notare ancora clie:

(IT) I curva © ha, in generale,
in O wn punto 2n' -plo di ew le
rette isotrope sono langenti n'- ple.

[noltre. come si vede suhto
dalla (4):

(IL1Y f¢ trasformeta C di una
curta O che non passa per Q hea,
i generale, W coppie di assintobl

artoganali, inclinatr di il—t sugii
assi, ¢ se invece la C ha i () un
punto ' = plo, le ' copple di assin-
toti considerate st riducong a n—17.
Anzi s1 pud notare anche che
wn termine di grado m della equit-
zione della C & divisébile per

(x*— y)".

(*) Per wniformitd st pone fole; ¥) ¢ fule’, — ) ma Vi uotato che queste sono cosianii

n gl 0
-._i—.....-._' L .I'.'
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3. I resultati ottenuti riguarde all’'ordine delle trasformate, appa-
rentemente contradittori. sispiegano con quanto ora noteremo rispetio

all’abbassamento dell’'ordine sfesso.

Sia € una curva di ordine
del prano w. rappresentata dal-
I'equazione (3) e € la sua trasfor-
mata nel piano @, rappresentata
dalla (4): se O ha un punto 7plo
in (), si ha

filr'. —7y)=10 (per i <)
¢ quindi la (4) diviene

(") .2 i, —) . ==y ).
St =gy =0

e pereclo, tralaseiando 1l fattore
(" ™), che eguagliato a zero,
rappresenta le retie 1sofrope con-
tate » volte. il grado dell equa-
zione della € si ahbassa d1 2»
unita, dunque:

(IN) la presenza in O di un
punto v=plo della curva C fa abbos-
sare di 2r wnita Uordine della tira-
sformata ',

In particolare se € passa per O
I'ordine della (" abbassa di2 unita.

Pud notarsi inoltre che

(V) se f.(x.v) ¢ divizibile per
x? 4 ¥° cito che geometricainenie
eqivitcile a dire che C ha nel punta
r-plo st coppin di faingenti i36-
trape, il gradeo dell’ equazione della
C" si ridice ancora di due unifa ;
cosi se f, (x.v) ¢ divizibile per
(x* -y ed ¢ fpa(x.¥) (per
1 << k) divisibile per (x°-L-v7),
Uovdine dellee O si abbassa di 2k
witifit,

[1 grado dell equazione della
puo ahbassarsi ancora per alive
cause; ad es.: se fu(r, y) € divisi-
hile per 2* — i la ' vien rap-
presentata dall’equazione

Lr:ﬂ_y:ﬁ} » { (e —y’}_{_.l" E_HJEP-—I ;
1
| 2hu—i ‘ ——

e percio, tralaseciando il fattore
& — %, che eguaghato a zero

Sia O ona curva di ordine #'
del piano ='. rappresentata dal-
Fequazione (3) ¢ € la sna trasfor-
mata nel piano =. rappresentata
calla (47: se C ha un pante #-plo
in () si ha

fl (41“1 — i) = [ [11[‘-1‘ == r’)

¢ quindl la (4) diviene

(r*— 7). 11: {fil".r, — ). (> —'),
: A UE e B R
eyt =0

¢ pereio. tralasciando il fattore
(+* —¢*)"". che eguagliato a zevo,
rappresenuta le msettrict degl an-
aoh c¢he formano gli assi, contate »
volte. 1l grada dell’'equazione delia
C sl abhassa di 2" unita, dungue:

(IN) lo presenza in O di wn
punto v-plo delia curva C' fo abbas-
sare di 2r" unite Fordine della tra-
sformata (.

In particolare se €' passa per
O l'ordine della C s1 abbassa di 2
unita,

Pud notarsi inoltre che

(V) se - (X', y') & divisibite per
X°— ?«"“, cior cle geomddiicamente
equivale a dirve che (Y he nel punto
=plo una coppice di tangenti orfo-

—
i

gonall inclinate ofi * 4 sugli s,

b grado dell’ equazione della © si
piaduce dicora i die wnite: eos
se T (x.¥) ¢ divisibile per (x*—y" )"
el & foss (X0 ¥) (per i << K} divini-
bile per (X*—v°)" =", Pardene della C
st ubbansa di 2k° unita.

1] grado dell equazione della C
puo abbassarsi ancora per altre
cause: ad es.: se fi (. y) & divi-
sibtle per r*+ 4% la C vien rap-
presentata dall” equazione

(* %) X Vile,— ). (2P
i
J(@® —= 1= } =)

e percio, tralasciando il fattore
2" 4+ 7%, che eguaghato a zero
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rappresenta le bisettrici degli an-
gﬂf'l l'lﬁgh H.ESL il g[‘ﬂdﬂ lil':!l]’quu-ﬂ-
zione della €' viene abbassato di 2
upita; se poi, piil in generale, si
suppone che fu(r,y) sia divisi-
hile per (Z—¢°) ed fi.i(z,¥y)
(per ¢ << n) sia *dlﬂmhale per
(*— oF)*", Pordine della € si
riduce di 24 unila, dungue:

(VI) se la C ha p coppie di

s

assintoli wclinatt di = — sugl

assi, I'ordine della trasforinata
si abbassa di 2p unita,

Posto c¢id, se U & una curva
generale dell’ordine ». del piano =,
sara per il Teor. (I), €' dell’'ordine
n' = 3n.
~ La trasformata C; nel piano ©
della eurva €' del piano = deve
coincidere evidentemente con C,
ma d’altra parte, il suo ordine
dovrebbe essere n, — 9n. Osser-
viamo perd che per il Teor. (II)
la ¢ ha un punto Zr-plo in O, e in
questo punto 2u-plo vi é una cop-
pia di tangenti inelinate di = :i—h
sugli assi, contate u volte, quindi
per 1 Teor. (IV) e (VY, e tenuto
conto anche della forma della (4'),
I'ordine della U, si riduce a

O — 441 — 2 — 3t

Inoltre per il Teor. (11I) la O
& m-circolare, @ tenendo couto
anche della (4), per 1l Tear. (VI)
I’ ordine #, della C; s1 riduce a
In — dn =i

Dunque si ha #,=wn, come
appunto sembrava logico che do-
vesse avvenire.

rappresenta una coppia di rette
isﬂi.TﬂEe, il grado dell’equazione
della C viene abbassato di 2 unita:
se pol, pin in generale. s1 suppone
che [ S;r',y') sia divisibile per
(25422 ed oo (£,%) (per i<’
sia divisibile per (#*F2P ", T'or-
dine della (! s1 viduce di 2p umta,
dunque:

(Vi)Y se la C' ha p' coppie di
azsintoti isotiropi, clot se & p'=cir-
colare, ed wn fermine qualingue
tr (X, ¥) della sua equazione é di-
risibile per (X*-+y7)v, Uordine
della trasformata C si abbassa di
2p° unita,

Posto cio, se (7 & una curva ge-
nerale dell'ordime #', del plano ="
Eﬂ.l'ﬁ.}pfﬂl' il Teor. (I), C dell’'ordine
n=ai.

La trasformata €, nel piano =
della curva C del prano = deve
coincidere evidentemente con €
ma. d'altra parte, il suo ordine
dovrebbe essere ny =9, Osser-
viamo perdn che per il Teor. (L),
la C ha un punto 2a-plo in O ed
in guesto punto 2n-plo vi & una
coppia d1 tangent: isotrope con-
tata n' volte, quindi per 1 Teo-
remi (IV) e (V), tenuto conto an-
che della forma della (4), 'ordine
della C' si riduce a

Un —4a — 20 =3

Inoltre per il Teor. (III) la C
ha »" coppie di assintofl inclinat
di £ 1;— sugli assi, e tenendo eonto

anchie della (4), per il Teor. (VI),

"ordine s, della C; s1 riduce a
I — 20 = .

Dunque st ha ay=#", come

appunto sembrava logico che do-
yvesse avvemre,

4. Vediamo ora come s trasformano alcune particolar: curve C del

piano .

Rette di m. — (n=1). — Da tutto quanto s1 & detio & facile
vedere quale sia la trasformata di una retta del piano =, ¢che non passi
per O; l'ordine deve essere w =3 (Teor. 1), cioe la curva deve essere
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una cubica; deve essere circolare (Teor. [11); deve avere in O un
punto 2n-plo (Teor. Il), ciod, in questo easo, doppio, ¢on una coppia
di tangenti ortogonali; la C & dunque una cubica razionale, eirco-
lare, e ortonodale. ciog una strofoide.

Anche analiticamente si ha la conferma di cid, perché se &

[/ p:!' —I— V'

lequazione di una vetta C del piano =, dalla (4) si ha per la {ra-

sformata € ' o o -
(W + p' )™+ y=) + v(z® —y*) =0

che rappresenta appunto una strofeide col nodo in O e coll'assintoto
reale parvallelo alla retta simmetriea della C rispetto alla ».

Questa strofoide sara retta se & p=0, cio se la retta ¢ é paral-
lela ad »; perv va osservato che non ¢ questo il solo caso in cui la
strofoide & refta, ma lo & anche per ik — <o, ¢lod sc la retta C & per-

endicolare alla »: infatti in tal caso essendo lg ( rappresentata dal-
‘equazione

la C" lo ¢ da

I=K,

21 y*) — k@ —y*)1=0,

Concludendo si ha dunque che

(VLL) Le refte del piano = von passanti per O si trasformano in stro-
foidi ed n particolare quelle parallele o perpendicolari ad v diuno Luogo
@ strofoidi relle.

Se poi la € passa per O, come abbiam detto (Teor. I¥V), I'ordine
della trasformata si abbasea di 2 unitd; si ha dunque una retta; cio
del resto era chiaro geometricamente perche la trasformata di una
retta OF e la sua simmetrica rispetto alle s

Ad un fascio di rette di @ col eentro nel punto (4, b), rappresentate
cioé dalla equazione

Yy —b=7(x—a)

corrispondono le strofoidi rappresentate da
F @, o, )= + Aa) (& -+ y*) — (ah — b) (" — ") =0

. - 4 X — W z l*
che passano per il punto (ﬁf:: ‘—_I_h': }, r:&”_j }J ed hanno 1l lore

nodo i_11 (). |
Poiché s1 ha

F . .
=2 (@) —a (2 — ),

le strofoudi F(x, ¢/, 2) =0 inviluppano una strofoide retta rappresen-
tata dall’equazione
, OF
A

che ha 1l vertice in (a,0) ed i] nodo in O,

(

_«Coniche di m— (n=2). — Vediamo ora come si trasforma una co-
nica U del piano = nel piano ',
Srg

(5) U 7° 2@ 2y + g i* + 200 2+ 290 Y - gy =10
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l'eqﬁﬂzinne di tale curva: per la (4)'equazione della trasformata sara

6) @y (ma® —2aay +aay) - i
—]— 2 (.I‘u — y"J (Aizax — (Teslf ) —!— (22 (ﬂ.‘»“ — y'}"-: ().

Questa rappresenta, in generale, una sestice bicircolare con un punto
4-plo in () a fangenti ortogonali doppie.

Questo resultato si poteva dedurre dai Teor. I, II e IIT del n. 2.

Se nella (5) & @ — (. cioé se la conica C di = pasea per O, allora
la ', per la (6). si scinde nel punto circolo rappresentato da

z® 44" =0

e nella quartiea circolare
(7) (& 4y an 2* — 202y + A ") 2@ — Yy Napr — am y) =10,

la quale ha un punto triple in O con tre tangenti, in generale, distinte.
(id & conseguenza anche di quanto fu detto al n. 3.
In particolare se la C & un circolo passante per O ¢ col centro
sulla #, cioé se s1 ha

3 = flag = |, e = gz = U, ﬂ':a:ip,

(z® - y®)" £ 200" (27 — y7) =0

che rappresenta un irifolium retto. ‘ _
Cosi pure se C & un circolo tangente in O alla », ossia ortogonale
a quello precedentemente considerato, cioé se si ha

1a (7) diviene

o iy =— . — 1, {'I]_R:.{1:,‘3*__.—_{]I ﬂﬂ:-:ip,
la (7) diviene | | o |
(@ + y*)F £ 209 (2 — y*) =\

che rappresenta pure un trifolium retto.

Se la C & un’iperhole equilatera con un vertice in 0, ed » & un
S0 asse, Cloe se e '

ﬂu:—ﬂﬂzll ﬂﬁ:u, ﬂ'm:ﬂ(ﬂ HgH:D:l B oy — + p(ﬂ (fyg =— = = P),
la (7) si scinde unella coppia di rette

_ rt—y =10
e nel cireolo

rE+y" F 2 =0 (0 27y~ L 2 =0).

D e1o st trova spiegazione nel Teorema VI
Se la C e una parabn?a, avente () per vertice ed n per asse, cioe se &
(= @ja = (lgg — (L. (fag = 1, (hg=— T P
la (7) diviene
(" +y") £ 2pp (@ — ) =0
che rappresenta un rifolinvn parabolico.

Se mvece di supporre nella (5) aix =0, come abbiamo fatio fino
ad ora, si suppone

(Tag Z: 0 ma day=—idy=>0,

.‘.u'f.'L

2 e S
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cio¢ se immaginiamo che la conica abbia 1l centro in O, la (6) diviene
(%) (™ ) (an2® — 20122’y + A2y ®)  ass (2" —y7) =10,

In particolare se la C & un circolo, cloé se &

T}

Mty = g =— 1, Ty — 01 (gg—— {
la (8) diviene
(_f:ﬂ - y’ﬂ}ﬂ A Fs(ﬂ-ﬂ =2 y--.zjﬂ —

che rappresenta un rosone quadrifoglio, e se la C & invece uniperhole
equilatera che ha n per asse, cioé se é

(fyy =—— flaa — 13 (e — [l! (Tax :_-t Pﬂ:
la (8) si scinde nella
T R ylg — []
¢ nella . o )
€ ($T+yﬂj-i P-[I;T'-J—y')zﬂ

che rappresenta una lenniscata di Bernoulls.
5. Tutti questi esempl particolari della trasformazione (C, (¥) si
potevano anche trattare direttamente applicando Ie (1). 8
Ugﬂ per es.: dalle seguenti equazioni polari di eoniche C, passanti "
per O:

: acosd . crcosh '

oy =wacosf(circolo), o= cosdn (iperboleequilatera),op, —gen’l (parabola) J
¢ dalle altre che hanno il eentro m O: »’i
2 .:'f"p'

- . (t . .
puy=K* (circolo), ¢°s = o058 20 (iperbole equilatersa),

si hanno rispettivamente le equazioni delle trasformate:

¢'w = cos i cos 20° (trifolinm retto). 0w == a cos 0 {circolo),

a cos () eos 26
sen®f

0= (trifolium parabolico),
¢y == k* cos 200 (rosone quadrifoglio), g% =a" cos 28 (lemniscata di
Bernoulli),
tatti resulbtati questi che gia avevamo trovato,
Possiamo vedere inoltre che:
1° s¢ C & una Kreuzewrve equilatera, rappresentata dall’equazione

(&

—
— T — e

— sen 26°

cioe che ha il centro in O ed » & un suo asse, la €' & un moling a
vento rappresenlato dalla gquazione

_ o = — a cobg 20
2 ge & un molino a vento che ha per equazione
p=a tg 20,
le (' & un rosone quadrifoglio rappresentato da

"= —qasen2:
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0 g0 C & un énversa di foliwm semplice, cioe se & una cubica du-
plécatrice (0 purabola puntata), rappresentata dall’ equazione

a
= cos*

la ¢ & un foliwm parabolico retio
. acos 2
7 Tcos®l
6. Finalmente occupiamoci di vedere come si trasformano nel

piano = alcune curve particolari del piano =. Pochi esempi baste-
IANNG.

Rette di = — (w=1). — Da quanto fu detto & facile dedurre che
la trasformata nel piano = di una vetta C, che non passa per O, di =

eCcC, eCC.

& una cubica con due assintoti ortogonali, un punto doppio in O ed
in questo una coppia di tangenti izotrope. Anche analilicamente s
ha la conferma di cio; poiche, essendo

y—=wx+v
Iequazione di una retta (¢, dalla (4} =i ha per la trasformata C
(y + pr) (2 — ) +v &+ 7) =0,
Se & p=0, ciod se la C & parallela ad », la precedente diviene
y(#— o)+ v @+ y)=0
che rappresenta un'inversa di trifolivan vetto.
Analogamente, se la ' & perpendicolare ad r, cioé se e rappre-

sentata dall’equazione
¥==F.

la C & rappresentata da
7zt — ) —k(@ +y)=0

che & pure U'equazione di un’inversa di trifelinm retto, .
Coniche di & — (' =2). Sia

(9) @ -+ 2aser’y + asy® - a1z - 2atsay + g =10

l'equazione di una comica C di ' per la (4) Vequazione della tra-
sformata nel plano = sara |
10) (2 — 1) (@ns® — 2aury -+ awy’) + 2 (@ — i').

(s — asgy) 1 o (= + oy =0,

la quale rappresenta una sestica con un punto isolato a tangenti
jsotrope doppie in O e con una coppid di assintoti ortogonali (incli-

nati di i;—: sugli assi), contata due volte,

In particolare, supposto che la C' sia un circolo, cioi supposto che
nefla (9) s1a :
ﬂu—;ﬂﬂzl p ﬂ.]::n’

la (10) si scinde nelle due
@y =0
e

1) (@@ — 2@ — ) ey — o) 1 (22 44 =0,

g
;
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Quest’'ultima, se il cirecolo G passa per 0, ciog se & ag=>0, sl
acinde a sua volta nelle due '
:Fg—yz—__—-ﬂ L :EE—'yE—I—g({Tig.E_ﬂgsy):U,

I'ultima dello quali rappresenta un’iperbole equilatera. _
Qe invece il cireolo (' mon passa per O, ma ha il suo centro in

questo punto, cloe se ¢,
(fgg — (lag — U,

(2 — )+ aw (2 + %) =0

che rappresenta una Krewzcwirve equilaterd (quella stessa trovata al

la (11) diviene

—
dw

n. b givata dr * T)'

Si potrebbero ancora, volendo, moltiplicare indefinitamente gl
esempl e si potrebbe ancora confermare 1 resultati ottenut: a1 nu-
meri 4 e 5 osservando le trasformazionl mverse a quelle in tahh numer!

considerate,

Susa, aprile 1901

'
&
*

On correlativo del TEOREMA DI STEWABT *

“ Cette proprieté qui est & peu pres inconnue de nos jours, me-
« yiterait bien de prendre place dans les éléments ou au moins dans
“Jes complements de géometrie ,. UHASLES, Apercu historique, 1837.
Memoires couronnées de I'"Accademie du Belgique, T. XL p. 175..

« Plusieurs géométres tels que R. Simson, Tomas Simpson, Bulero,(**)
¢« John Leslie ont utilisé le théoréme de Stewart dans leurs éerits
¢ mathématiques ,,. CLEMENT THIRY, Applications du théoréme de Stewart,
1890. {***) .

“« B noto di quale possente ausilio sia questo teorema nella trat-
« tazione di guestioni molteplici e come serva mirabilmente alle dedu-
¢ gioni di numerose relazioni metriche ,. A. LueLr, Periodico di Mate-
matica, anno 1V, fase. VI, p. 196.

& 1. Persuasi dell'utilita pratica e deli’'importanza di questo fecondo
teorema non crediamo fuor di proposito dedurne uno correlativo,
»

(%1 Matlhien Stewart (1717-1785] illusbre gaometra scozzess fu diseapalo di Roberto Simson (1657-
1768) & di Maciaurin (1008-1740); egli profoeso dopo la morls del sue maestro nell' Universila di

Edimburgo.

(*) Eulero (1707-1783); Thomas Simpson (1710-1761), & noto il suo metodo per In quadratuta
delle superficie prime; Jhon Lesiie (1766.183¢} fu professors dell'Univereita di Edimburgo.

{*HY Cremest THIRTY, Appiications remarguables © théordme de Staioari . Paris 18281, Il teorema
di Slewart trovasi pure dimostrafo in aleoul tratiali italiani, p. es. nello Lesfone di wigebra elemen-
tare del prof. Benvacom, vol. 1, p. 101§ negli Etementi di Malzualicy del Bavrze trad. di Cremona
I'lan, § 14, p. 22; nells Geomelria piana di Fraxcesco Grupice, 1897, p. 104 ecc.
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Tl teorema generale di Stewart relativo ad un triangolo qualunque
rettilineo viene enunciato nei seguenti termini: “ Se s1 divide la hase
¢ di un triangolo in due segmenti con una retta passante pel vertice
“ opposto, la somma dei quadrati dei due lati molfiplicati rispettiva-
“ mente per il segmento non adiacente & nguale alla base moltipli-
“ cata per il quadrato della distanza del vertice opposto al punto di
« divisione, piu la base moltiplicata pel rettangolo dei due segmenti,,

S estende la dimostrazione del teorema al caso in cul la retta
passante pel verticc opposto alla hase ineontri questa nel suo pro-
lungamento ed allora si tiene conto della identita di Eulero per tre
punti posli in linea retta. (%)

Se indichiamo come al solito con @, b ¢ 1 lati opposti ai vertic
del friangolo ABC e con z, 'z le distanze del punto F (che puo
trovarsi tra i vertici A e B o al di la) I’ enunciato del teorema di
Stewart si ha nella seguenle relazione: '

atr by = F-cy2 (1)

"¢ si pud enunciare anche cosi:
4 S si congiunge il vertice di un triangolo con un punto qualungue
« della base opposta o del suo prolungamento, la somma del qua-

« drati dei due lati moltiplicati rispettivamente per le distanze del
“ nunto dai vertici opposti & uguale alla base moltiphcata pel quadrato
« della congiungente, piu la hase moltiplicata pel rettangolo delle
“ altre due distanze ,.

Identicamente la velazione (1) si pud scrivere sotto la forma se-
enente sostituendo ¢="5b--y:

¢.8f=(a*— ) X 2+ (" —2) X V- (2)

Basandosi esclusivamente sulla identita di BEulero, il teorema di
Qtewart assume nel suo enunciato la forma seguentie:

¢ 22— ar b bfﬁ — cnb, SJ

Osserviamo come questultima non & altre che la nota relazione
di Simson:

PAL Y BC - PB° X CA 4 PC* ) AB -+ AB X BC X CA=0. (4)

Questa relazione vale quando P & situato sulla retta dei tre punti
ABC e quando trovasi fuori; si determina direttamente oppure si de-

duce come caso particolare di una relazione piu generale. (**)

(#) Tre punti A, B, G s dicomo in finga vetta od allineati quando senginngendo Uno qualungne
ai essl p. es. cogli altei due A, B le due congiunsenti OA, CB popno in dirgzione arallele ad noa
medesima relta: oppare quanio le due congluugenti CA, OB formano con uns medesima relia pus-
sanle pel p}mt-n comune © angoli oppustl al vertice cguali. Queste due definizioni caincidona ;
qualunque sia la disposizione dul tre puntl in linea relis, Fidentita di Eulero & la seguente:

AB-4BCU 4 CA =0
(¥ AcErLE BANNIA, Lezioni di geometrio arojattipa. Napoll 1886, § Vil

.'q'i:.l‘.'.'.llq.—l-;-u-'-'«lw-l-ﬂ—-. s

[ | "
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Uwn'altra forma meno usata dello stesso teorema ¢ la seguente:
a2 07 - 2y X (@® + 8° — ) = &2, (5)

che nel caso parficolare del triangolo rvettangalo si semplifica e di-

venta:
G o TRl (6)

e nel caso particolure del triangolo isoscele e:

6" -2y =2° (7)

§ 2. Esaminiamo 1n qual modo si puo modificare enunciato del
teorema di Stewart, quando invece dei segmenti z. y determinati dalla
trasversale U, st considerino g,_{i angoll da essa formati coi due lati
¢ colla base, ciogd pomamo: PCA = X, PEB:Y, APC =&

Dalla semplice ispezione della figura si vede che esistera sempre
Ja relazione angolare X +Y =0 oppure X + Y =C -+ 2x.

St ricavano facihimente l'eguaglianze :

u“.a--——rﬁ.b'aenh ‘
SCH & (8)
e . 19 @.senY
0. y=0b. Sen e
_ ab.senX.senY

¢.8Yy=¢c. con’c (9)
ab.senU=ec.z.senec. (10)

Sostituendo questi valori nella relazione (1) si ottiene:

. v .SenX.senY
a.sen X + b, sen z.sen Q¢ s (11)

Paragonando le due relazioni (1) e (11), si seorge che si pud pas-
sare dall’'una all'altra col semplice scambio della seguenti quanfita:

ar=sen X
by=sen Y I
cz=sen (X -+Y)=sen( (12)
_ ; _ senX.senY l
ab=sene ossia: ay=
sen e
per cul saranno verificate le doe serie di eguaglianze:
(. by * ez eth iy
senX senY senU  sene  senxseny (13)
Sen e
ey b e 1y al)
asenX bsenY zsen(C ecsenXsenY  senc (14)

Sell e
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e st conchtude la proprieta che: “ Il rapporto fra i termini dell’equa-
“ zione (1) ed 1 corrispondenti dell’equazione (11) & costante ed eguale a
“ gquello del rettangolo de1 due lati al seno dell’angolo d’inclinazione. |,
Si pud enunciare il correlalivo del teorema di Stewart nel modo se-
guente: “ Se si congiunge il vertice d'un triangolo con un punto qua-
* lunque della base opposta o del suo prolungamento, la somma del
* prodotto di ciascuno del due lati per il seno dell'angolo sotto cui
“ e veduto 1l segmento non adiacente & uguale alla conglungente mol-
“ tiphicata pel seno dell’'angolo del triangolo, pii la bhase moltiplicata
“ pel rettangolo del sent dei due angoli componenti e diviso pel seno
“ dell'angolo d’ine¢linazione. ,,
Se poniamo:

sen X \ sen Y : scn Y seEn X
— — y =) 1
sen C ' gen O M sene I sene

essendo anche dalla figura: sen e =sen (A 4 X) =sen (B +} Y), I'equa-
zione (11) si pud scrivere:

z=a.A1b.p—c.v, (15)

che permette di enunciare il correlativo del feorema di Stewart in
altro modo. La relazione (11) pud essere utile per calcolare le lun-
ahezze di alcune refte notevoli del triangolo.

§ 3. St puo dedurre la dimostrazione della relazione (11) mediante
l'uso delle formule definitive di risoluzione del problema di Pothenot da
nol trovate in altro lavoro. (*) Esse sono:

mz%ﬁm[m—ﬁ)

. CLE

y=-g seu 8—H) (16)
z;%ﬁlﬁen (T—C]l

dove il valore di ¢, che noi abhiamo chiamato segmento fisso del
punto P rispetto al friangolo di riferimento ABC, & dato da una
qualunque delle seguentt eepreseioni:

9" = o*sen” B - b sen® o + 2al sen @ sen § cos (Y — C) l
g"=0b"sen*y +c¢* sen*fi +2hcsenfeeny cos (z—A) ;. (17)
¢ = c*sen” e @ sen®y + 2¢a sen Y sen « cos (8 — B) ]

Inoltre sono sempre soddisfatte le relazioni di condizione angolare:

A+B4+C=m=x
e—+0-+7v=2m q. (18)
(e—A)+(E—B)+ (¢ —C)=x J

(¥} Atti della R. Accademia dei Lincel. Glugno 1899, G. DEwITALA, Foruinle definitive &i riselu-
sAane del problemia di Folthenat,
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Le dette formule sonoc generali per qualungue punto P nel piano
del triangolo ABC e per tutti i valori degli angoli a,f, compresi
fra zero e 2. -

Supponiamo che il punte P mobhile nel piano del triangolo eada
sopra uno dei lati p. es. ¢ o sul sno prolungamento, possono avvenire
soltanto le tre disposizioni delle ficure seguenti

el

¢ _ — Iy——mzc
4

—y=c
la—f—ﬁzﬂn la:—]—[i=21:

=)

Per 1 particolari valori degli angoli da una qualunque delle for-
mole (17) si ricava il valore particolare del segmento fisso

"=

g = sen o =e¢csen

mentre dalle prime due delle formule (16) si ricava g—=bsenX+tasenY
da cut 'eguaghanza: esenag—=—"Jdsen X + asen Y, che & vera.so si con- 1
sidera anche la proiezione della spezzata ABC sopra una retta per- B |
pendicolare alla trasversale C'P. ; r
Per 1l easo particolare esaminato, le formule generali (16) diventano :

setl X l

=0

senY ' .4
=X g |} 19

b . sen ()
e A——
. 8en ¢

5611 %

e quindi st ottengono le relazioni

. , bsen X '
0 == (¢ .
& sen # I

asen Y
sen =
absen C =¢ ,zsen ¢ o
absen Xsen Y

son’ o |

=&, (20)

¢. 8 =@ .

le quali sono identiche alle (8}, (9) e (10), che riproducono la formula (11j. K
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|
|
§ 4. Sard istruttivo esaminare che cosa diventa il seginento fisso ¢ "i
e come si trasformano le nosfre formule quando si supponga _ll_puntu P ;|
immobile nel piano del triangolo ABC, e guesto s deformi In mnd{:j 1
che i tre vertici si riducono allineati; in questo cas::-‘];mrtmnlare S|
possono presentare le seguenti tre disposizioni delle figure: |

O A

= @ Y -/ b L
-‘r___-‘- "‘-_-r'=|-. : -
P R P § T
R £z -~

i - ] -‘I- J

£ i

\ P ‘ .

-_.'F i

b T ;
i T 8 v et L L i

=
_i_
r

= 7 -,
B - -~ C : . L v 1--|
Y P .‘- - 1
5 ; L <A
i ¥ i
---_._-- :I:‘\.‘ E‘.- -'__.‘ =' ._
y . e el b, 5 ¥
1-‘* ‘. i
s R Bt X -,k,- i i

e g v A5y =
Iy & .
:"-E-- i : ’ E

1 L]

1]
3 ” ; .-:|
P A
g |
.'..I
c—aqa—>b |
|A=m=, B=0, C=0
B A ;1
e AN ; )
o L _[ﬁ L
- T - Sy

-
= 1
-

L]

LR
[ 0= b —
| A=0, B=g=, C=0.

r‘ Ly !

Le relazioni (16) si semplificano e diventano !
be

e =—=—BONn o

q | :

Y = £ sen 3 {9 (167) ‘
q

Im

|

ab
z——38eny

dove il segmento fisso @ dato da una gqualunque delle seguenti espres- 2
gigni delle (17):
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¢* = a® sen® B - &° sen” & — 2ah sen z sen §j cosY l
" =0 sen®y -+ ¢ sen’§ —2bc sen fiseny cosa o - (17')
q—“ — o sen®a - a® sen® Y= Zea gen Y SeIlL o COE [3 l

Le (16') ci permettono di enunciare la seguente importanie pro-
prieta:

“ 1,6 distanze di nn ponto P da tre punti allineati sono eguali al
“ prodotto dei due segmenti aventi U'estremita comune in quel punto
¢ pel seno dell’angolo sotto cui e visto il restante segmento, diviso
“ pel seguento fisso dal punto P rispetto alla terna di punti allineats ,.

& 5. Fsaminiamo infine che cosa avviene delle nostre formule
quando si supponga il punto P mobile sul contorne del triangolo
fondamentale ABC.

Percid consideriamo i due casi in cui il punto P cammini nel senso
dell'ordine ciclico dei vertiei del triangolo o nel senso inverso. Con-
sideriamo una prima posizione del punto I’ sul late CA ed mfinita-
mente prossima al vertice A: quindi una seconda posizione sul lato BA

pure infinitamente vicina al vertice A.

Evidentemente al Iimite della coincidenza del punto P col vertice A
si avranno rispettivamente per le due figure le seguenti eguaglianze:

£—0 a=B z=—0 g=A
y=c¢ Pp=r= y=c¢ p=(n—A)
z2=b t=(=—A). d== Y=r

Nel primo caso le formule generali (16) diventano:

0
i~ |

g=asenB [’

#—asen B
e le (17) danno del segmento fisso g, il valore seguente:
g—=0bsen A ]
g =>bsen A

Q:V%ﬂiﬁ(c’e I &* — 2ea cos B)=bsen A (




48 PERIGDICO DI MATEMATICA.

donde si eonchiude I"eguaglianza:
«#8en B =~bsen A. (21)

Nel secondo caso le formole generali (16) diventano:
(
=70

qg—=asen U

g—=—asen

3

mentre dalle (17) si ottengono:

g = Vsen® A {@® + IF —2ab cos ¢) =csen A l
g=csenA I
g—=csen A

donde si eonchinde I'eguaghanza:
a.senC=¢.scn A (22)

Dalle formule (21) e (22) si dedues la doppia eguaglanza

A | Y - (23)

sen A sen B gon U i

ch'esprime il noto teorema dei seni pei triangoli rettilinei. Alla stessa
conclusione si sarehbe giunti considerando la posizione del punio P
mobile sl contorno del triangolo al limite della coincidenza rispet-
tivamente col vertice B o col vertice .

Rimane cosi dimostrato che anche il teorema fondamentale della
Trigonometria rettilinea & un caso particolare delle nostre formule
pit generali, le quali ricevono molteplici applicazioni nello studio della
geometria del piano; una di queste e la »isoluzione del tetragono piano,
di eni gia et siamo oeenpati in altro lavoro. (%)

Prof. GiusppPE DELITALA.

- i -

APPENDICE ALLA MIY MEMORIA BIBLIOGRAPIC

SULL'ULTIM() TEOREMA DI PIETRO FERMAT ™"

1. Nel compilare questa memoria o omesso di citare i segnenti avoni:

a) Mémoire sur la réso'ution, en nombres complexes, de U'équation ASBAi4-(C5=()
par G. Lamé. (Vedi * Journnl de mathématiques pures et appliqudes , de J. Liou-
ville, Tome XI1I, annde 1547),

: [*]ﬂlﬁ- DELITALA, Fin visolazione completn del feliragono piawo. * Pariodieo di Matemalics, , gen-
neio | .

(*%) Vedi * Mungria biblichrafica dellwldima teorema di Fevinal del D=, GaxsroLl, * Periodico di
Matamation, Toma XVI, genunio-fehbreio 10901.

|
d
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b) Mémoire sur la vésolution, en nombres complexes, de U'équation Av--Br-L-Cn=0
par G. Laxg (Ib. id.)

¢) Démonstyation générale du théorime de Fermat sur ' impossililité, en nombyes
entiers, de l'éguation x" - y" ==* par G. Lamg. (Vedi * Comptes rendus hebdo-
madaires de séances de 'Académie des sciences ,, Tome XXXIV, 1847),

@) Note sur un sujel de fa démonstration du théordéme de Fermat, par Law.
(Th. 1d.)

e) Seconde midmoire aur le dernier théordme de Fevinai par G. Lawi. (Th. Id.)

[} Trotsiéme méwoire sur le devnier théordine de Fermat, par G, Lame, (1D, 1d.)

g) Extrail d'une lettie de M. Kummer & M. Liourilie. (Vedi * Journal de Lioy-
ville ,, Tome X1I, anndée 1847).

h) Sur Te nomhres complexes, qui sont formés avee les nambres enlivrs 1éels of
les vacines de 'unité (im latino par M. Kumser) (Th. 1d.)

t) Rémarques ¢ l'occasion d'une conimmmicaiion de M. Lamé sur un théovese
de Fermai par M. Lriovvrure (Vedi © Comptes rendus...., Tome XXXIV. 1847).

1} Note sur quelques propriétés de facteurs compleres par B. Caueliy, (Ib. 14.)

m) Théorie des nombres. Mémaire sur de nonrelles formules vélative & la thioris
des polynimes radiceuzx, et sur le dernier théortme de Ferinal par M. A. Cauchy.
(Vedi * Comptes rendus.... , Tome 24 annde 1847).

2, Tl Laxg avendo vedufo che impiegando solo i numeri reali men gli era
siato possibile di poter dimestrare il teorema d&i Fermaf, che nel caso particolare
di n ="7,(*) per pervenire alla dimostrazione dal caso generale pensod di ricorrere
ai nwmeri complessi; ma tosto il Liouville (Vedi £)) ed egli stesso si avvidero,
che anclie questi nuovi mezzi erane insufficienti, poichd il teorema su cai si fondaya
la dimostrazione del Lamé cioé “che nun numero complesso composto non pud
scomporsi in fattori primi, che in un s0l modo, , come osservava il Kummer nella
sua lettera ¢g), diretta al Licuville, non Its luogo generalmente. Sicehé come ora
da aspettarsi riuseirono vani anche gli sforzi, che il Lamé fece coi suoi ultimi
lavori &), e), f) per puntellare 1'edifizio, ehe egli aveva fabbricato su basi non salide.

3. I1 celebre Cauchy, allorche il Lamé lesse all’Aceademia di Francia la sua
memoria ¢, prese la parola per ricordare ©che egli aveva in nna seduta prece-
dente (19 otbobre 1846) presentato all’Accademin stessa una wmemoria, nella (quala
faceva conescere un melodo e delle formule, che in parte riguardavano la teoria
dei numeri e che gli sembravano poter condurre alla dimostrazione dell” ultimo
teorema di Fermat; ma occupato in altri lavori, egli nen aveva avuto il tempo
di asgicurarsi, che una tale congettura fosse fondata ..

Che il Cauchy in seguito si fosse occupato deila memoria ¢! del Lamé, ne
abbiamo la prova nella nota 7), in eni epgli fa vedere, che i principii stabiliti dal
Lamé, nelle sue memorie sopra citate, su cerki fattori complessi, 81 possono otte-
nerg in un modo assai semplice.

iy

E d'aopo osservare che il Cauchy non dubitd mai della validitz e della esat-
tezza delle dimostrazioni dafe dal Lamé tanto, che colla sua lunga memaoria 1)
pare che abbia valute in certo gmal modo rafforzare e direi quasi ribadive queste
dimostrazioni; onde egli cadde negli sfessi errori, in cui era caduto precedente-
mente i1 Lamé. Ierd in chi abbia presente 'attivita febbrile del celebre qunalista
francese e quell'inforno di tempo, che va dal 1840 al 1850, in cuni 1' Accademia
delle scienze di Francia aveva fissato per argomento del suo * grand priz , 'ultimo

(*) Vedi * Comptes randus...., Tomo 1X, 183,
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teorema di Fermat e percio era uato un cerio risveglio ed una vifioritura di lavori
intorno ad esso, pud sorgere il dubbio che ii Cauchy abbia studiato profonda-
mente una tal questione indipendentemonte dalle memorie del Lamé, ma che non
sia rinscito a dare di un tal teorema una dimostrazione pit soddisfacente di quelle
gia note.

4. 1| Kummer scarse subito il lato debole delle dimostrazioni del Lamé e del
Cauchy, e si avvide tosto della insnfficienza de’ mezzi adoperati dai due mabema-
tici francesi; onde si affrettd ad introdurre uell’ algebra nuovi entl, i cost deln
“ nuwmeri complessi ideali ,, mediante i quall egli riusci a dimositrare, come si sa,
rigorosamente il teorema di Fermat nel caso, ¢che |'esponente a1 =ia um nwmera
primo disparl € non compavisca come fatbore nei numeratori dei primi pnmeri

bernoulliani 5 (n — 3). (%)

Quantenque le dimostrazioni date dell'oltimo teorema di Fermat dai due mate-
matici di Parigi siano difetiose, luttavia io eredo che esse ahhiano suggerito al
prof. di Berlino la sua memoria e eli abbiano indicata la via, che egli poi segul.

5. Ammesso che il Fermat ahbia dafo una dimostrazione semplice e rigorosa del
cuo ultimo teorema, come egli ebbe ad asserire, & certo che In essa egli ha im-
piegate i soli numeri reali; onde mi pare che volere adoperare a tale oggetto altri
numeri per dare una dimosirazione vie pin senerale del sno feorema, sia volere

complicare la questione.
Dotlt. Dioxisio (FAMBIOLL

Milauo, 81 maggio 1901,

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 339, 557 & 999

3D Calcolare
f[{L + n sen"—! 1’} sen (n + 1) 'f]d'r'

(3. GIOVANETTL.
Risoluzione del sig. Filippo Sibirani di Bologna.

I integrale ) .
url{l -+ gpph =] :1-: S0 {ﬂ -|— 1| T‘tfir

51 scinde nel fre

.J‘EEH (n+lle. de4n fewn"*' T SemnT., ':UE.T,rf.:+lljﬂﬁn“.rﬂﬂsrrr.ffr.
L

Ma
cos{n—+1la

n—=1

i fsen m41)a.de =

'I'I'-JEE]]“I . COS fr .d = son"x .gen Hr — N f:—mn ne.sen" 1 x.cos r.ax,
L

o quindi sostituendo
cos{n 4 1)z _
n-+ 1

fl_{l -+ n sen™~! 1'} sen (2 + 1) n] dr — sen"c. sen nr —

{*) Vedi Joninal de Crelle, Tomo 20, 1850,
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2OTe Trovare UVinviluppo delle parabole che hanno per fuoco il fuoco di
wna parabola fissa, e per direilrici (e tangenti della parabola slessa.

(IREEKRSTREET,
Risoluziene del sig. E. N. Barisien.

Sia y* — 2px — 0 l'equazione della parabola fissa. L'equazione di nuna tangenie

P
qtge’

i

a questa parabola, che facecia |'angolo @ con Oz & y=xtgop +

}
(1) zsen®p—y . Sen @.CoS P 4+ E; cos® ¢ = (.

8i ayri Vegnazione della pavabola, che ba per hisettrice questa tangente e per
fusco il faocoe della parehoela fissa, esprimnendo chie g distanza Jdi un punle da
quella tangenie e dal fuoco sono eguali. Si ciliene cosi

2 5en @ — i sen qr_{:usr;{—ﬂcns’cp -
. il B\ s
(2) = ]r (:r: — T‘f) + =
san @ 2
p\* . - :
Mouendo ( —E) + ¢v* = R, questa equazione si puo scrivere
EN L (O | R
(3) (.r.‘ 2)ELI]\F y cos ¢ S 5en g
La derivata di quesia equazione rispetto a ¢ o
2. _ peosy
(4) (2 —2) cosg + ymeng = Fooc

Resta da eliminare o fra le (3) ¢ (4) per avere V'inviluppo richiesto. Elevando
4 quadrsto Je equazioni (3) e (4) e sommande membre a membro le due equazioni

ottenube, si ha

Y T U< »’
( 2) w == seing | 4dsenteg
da cui
b=
(=) Y]
Dalle (3) & (4) si ha, elunmmande g,
p . peoste

2o P
.-;:—E_Rﬁe,ntp 3 Jsen'y’

o, in funzione di sen o,

( — EJ sen®p =R sen® ¢ — %SEHEEF 'i'rg—][l‘—ﬁ*ﬂlﬂﬂ-

2
Sostituendo in questa egqnazione a sen ¢ il sao valore date dalla (5) si ha
A
: , 4
(6] sen op = .
T +§
B

Benagliando i due walori di sen’ e ricavati dalle (5) e (G}, al ha immediata-
mente, che il fuogo richiiesto & la cabica rappresentata dall equazione

2 |
w44+’

Ly Rard v E 3__.|— _E %
ipy —-4(:r-|— 2) 27p (::r: 2) :
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2N

559, Se un circolo passa pel vertice di wna parabola, 2 tangenle ad essa
iin P e la taglive in Q, il cextra di coreabira corrispondente « I’ s trora sulle

normale nel punto Q. |
(VREENSTREET:

Risoluzione del sig. E. N. Barisien.
Siano. y* = 2px 'equazione della paraliola, o (zy, 1), (2s, y2) Te coordinate dei
punti I, Q, in guisa che si abbia y* = 2pa, #p* = 2po.. 1l coefliciente angolare

della tancente in I' O £ , quella della vetta che congiunge il vertice () delln pa-

: )
rabola eol punte () & — £ Dungque
I
P __ %
L - xe e

Ne sezue che le caordinate del punto Q sono in funzione di quelle del punto P

T Erh!
.:—Ej' da — —_— — — 4.
i1 i ) 2p » !
L'equazioni delle pormali nei punti P e €} sono dungue
!.-‘—.'II'_—'_:—:“*?—R‘IL
2y
e ;I ( — 4xy).
Queste due equazioni visolute rispetto ad x ed y danno
3
1
:E:S:l!‘.'1+p 2 y:'-_'!l_-,.
pe
che sono le coordinate del cenfro di curvatnra corrispondente a P.
(sserrvazioni. — Questa fizura di origine a interessanfi propriefa:

1", Quando P si sposta sulla parabola, il Tuogo del centro del cireolo dell’enun-
piato ¢ la cwrve rappreseniata dall’equazions
, 4ix—pP®
o 2ip
eloé ana crbica sviluppata della parabole y° =4p (x + ).
Quesia cubica & anche il Inogo di wn prnto tale che le {re sormali alla para-
bola ¢ la purallela all'asse, candatte per quel punto forinano wn fascio armonico.
D La refla PO inviluppa stna parabola.

y

34, II lnogo del centra dell'iperbole equilatera che passq per il vertive O, per

il puntio P e che & tangente in Q) alle paradola, ¢ una cubica sviluppata della
parabolna.

———.—-."_

QUISTIONI PROPOSTE

b64. Considerando due fangenti qualunque in duc punti P; e Pa
di una parabola riferita al suo asse ed alla sua tangenfe nel vertice,

se I’ @ 1l punto d'incontro di tali tangenti, dimostrare eche 1l'ascissa

di P & media geometrica fra quelle di I’y ¢ P., mentre l'ordinata &
media aritmetica fra le ordinate degli stessi punti P, e P,
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565. Se

fl (2, y):[}! /2 (, H):“'G
~sono le equazioni di- due coniche di un piano, il luoge dei centri dj
tutte le coniche del fascio a cui queste appartengono & in generale
una conica che ha per equazione

oh o o f ()
ar Dy oDy

Dedurre da cio che la condizione necessaria e sufficiente affinclie

le polavi di un punto P, rispetto a tuite le couiclie di un fascio D,
sienno parallele, & che P sia centra di nna delle conicle di @.
(. CAnrposo-Laynes,

966. Dimostrare che la quartiea rappresentula in coordinate po-
lari dall’equazione -

r:
== o
oS -

ha l'area compresa fra essa ed i suoi asintoti finita ed equivalente
all'area della buccola della eurva. |

567. Si considerino due circoli di cui i centri sono fissi, e la somma
dei raggi resta costante. Dal centro di ciascuna circonferenza si con-
ducano due tangenti all'altra. 11 luogo dei punti d’incontro di queste
quattro tangenti colle due circonferenze si compone di un cireolo e
di quattro conchiglie di Pascal.

568. Sono date due rette r. y perpendicolari ed una terza z, con-
correnfi in un punte O. Si trovi I'inviluppo degli assi delle ellissi
che hanno un fueco sopra 2. sono tangenti ad » e ad y ed hanno
I'asse minore eguale ad una lunghezza data.

969. Siano A, A'e B, B'i vertici di un ellisse, ed M un punto qua-
lunque di essa. Lie perpendicolari condotte ad MA, MA’, MB, MB' nei
loro punti di mezzo incontrine la normale in M nei punt: C,C, D, D".
Dimostrare che CT = C'D’, e che il Inogo del punfo di miezzo O &

una ellisse. E. N. Barisigs,
— -0 —
BIBLIOGRAFIA
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Loter Brawcur. — Lezioni sulla teorin delle [unzioni di variabile com-

plessa e delle funzioni ellittiche. — Pisa, E. Sporri, edifore, 1901,
pag. 608. — Lire 20,
La teoria delle funzieni di variabile complessa puo svolgersi secando due punti

di vista; 1'nne, che si potrebbe dir fisico, di Cauchy-Riemann ; I'altro, antmetico,
del Weierstrass. Questo lezioni del prof. Bianchi, che riproducono con molie e no-
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tavoli aggiunte i corsi tenuti dall’A. nella R. Universita di Pisa, e che gia furono,
almeno in gran parte, litografate nel 1895, possono caratterizzarsi per una geniale
e felicissima fusione dei due metedi, 1 quali vengono in fal guisa a ¢completarsi
v rigchiararsi & vicenda ¢ permebtone di condurre il lettore abtraversoe un'esposi-
zione, in cui semplicita e chiarezza si sposapo ad una classica elegauza, ad una
folla di risultati del pin alto interesse.

Lno sgunrda all'indice dell'opera € sufficiente a dare un'idea della ricchezza
degli argomenti trattati e della loro intelligente coordinazione. Ai primi teo remi sulle
surie di potenze e sulle vappresentazioni conformi, 1'4. fa seguire nel Capitole 1

lo studio dei gruppi discontinui di sostituzioni lineari 'sn wua variabile complessa
(gruppi Fuochsiani e Kleiniani), in particolare dei gruppt di gostituzioni paraboliche,

- T . ; .
dal gruppo modulare di takie le sostitnzionl =z = — j: " (con &, B, 7y, interi ed
a8 — &v = 1}, cosi imporiante per Ia teoria delle fanzioni modulari ellittiche, del

gyappo di Picard delle sostituzioni lipeari a coefficienli interi complessi. 1l terzo
capitole ¢ dedicato wlla teoria degli intograli eurvilinei e delle funzioni armoniche
del piauno, fine alla risoluzione del problema di Dirichlef, in an campo cireolare,
Heguono nei Capitali IV-VE le proprieta fondamentali delle funzioni di variabile
complessa {feorema di Cauchy, sviluppi di Taylor e di Laurent, fanziont analiti-
che, infiniti ed nBnitesimi, singolarity polari ed essenziali, indicatore logavitmico,
trascendenti intere, loro genere, teoremi di Mitiag-Leffler e Welerslrass, funzione T
euleriana oce, ece.) Fondamental e nell'esposizione del Bianchi & il feorema di Canchy
sull’ integrale di uuna funuziove di variabile complessa esteso al contorna di un'area
entre la quale, il eontorno inclusa. la funzione e la derivaia prima sono finite, con-
tinae o monodrom#; sg con questo, come €on gualche ragione osserva lo Stickel, (*)
si perde forse, almeno in gran parie, il carattere elementare dato da Welersirass
alla teorin delle funzioni e del prolungamento analitico, vi & pero largo compenso
nella concisione e nell’sleganza, colla quale I'A. pubd condensare in breve spazio
tanti risultats.

11 Capitole VII & dedicato alle propriets fondamentali delle funzioni analitiche
di pin variabill complesse, delle funzioni implicite ed, 1n pariicolare, delle fanzioni
algebriche di nna variahile complessa, 'ultimo capilolo della prima parte contiene
infime i concetti tondamentali della teoria delle superfici di Riemann, delle funzioni
razionali sit una superficie Riemanniana, ¢ degli integrali Abeljani.

Anchie la teoria delle funzioni ellitiiche & lratiata dall’A. con metode personale,
notevelissima, & nostro parere, per la sna semplicitd ed ubilita didattica, Questa
seconda parte dell'opera, densa di formule e di risultati, pud ginstamente, come
asserva lo Stickel, (**) considerarvsi come un primo interessinlissimo capitolo del-
'ampia teovia delle funzioni automorfe. Mediante un woto teorema di Welerstruss,
dimostrato nella prima parte, I'A. costraisce, dai suoi infinitesimi, la trascendente
intera oy, cle pone anche egli, come il Weierstrasg, a base di tutta la teona,
SEnza lmrf\ ]Iﬂl’ﬂl’ﬁ dal teorsma d'ﬂdﬂi_.’ﬁiﬂﬂﬂ, che & invece rﬂndﬂ,]]mutﬂlg nella aspo-
sizione del Weierstrass. Delle proprieta wonerali delle oy, ¢, pu, delle loro varinZioni
per aggitnia dipe riodi o di semiperiodi, delle funzioni periediche di 1%,2%, 3* categoria,
delle funzioni cllittiche generali, del teorema di addizione, della moltiplicazione e
Jivicionu deil'argomento nella s, della equazione per la divisione dei periodi beat-
Lato ) primi doe capitoli. La questione dell'esistenza della pi con assegnabi inva-
rianti porta 1'A. allo studio della pin semplice delle funzioni modulari allittiche.
dell'invariante assolubo J(3), come [unzione nel semipiano positive del rapportc

r

. 1} . : )
dei perviodi == —. Seeue la riduzione alla forma normale di Weierstrass del dri-

(%) Civ. Jahrbuch diber dle Furigahritte der Muthematik. Bd. 29, s 332.
(**) i, I. e, 8. 3il.

L=
Fooey
L

e e o e e
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(problema d'inversione); la distinzions in lre specie, secondo Weierstrass, deg]i
integrali ellittici mormali, 1a riduzione a questi del pii generale integrale ellitticn.

I tre capitoli che seguono sono dedicati in mmassima parte alle funzioni di
Jacobi sne, cnv, dnp, ed alle serie . Lo studio delle funzioni periodiche, le quali,
congiderate come funzioni del rapporte o dei periudi appartengonoe ad un soito-
grappo del gruppo moedalare, la classificazione in specie (secondo Klein) di quelle
che appartengono a determinati softogruppi cougruenziali del gruppo stesso, con-
duce I'A. alle tre funzioni o pari (funzioni periediche di 3* categoria e di 2* specie),
alle lovo propuriety principali, alle lovo, trasformazioni per le sostituzioni del Sruppo
modulare. Dalle g si hanno poi le funzioni di Jacobi e le lore proprietiv caratteri-
stiche (formole di addizione, trasformazioni del Iv erdine, trastormazione comple-
mentare, il quadrato &% del modulo di Legendre come funzione modulare ate.) 1
grande importanza per le applicazioni sono i doe capiteli sexuenti, sulle propricta
della pie ad invarianti reals, delle funzioni di Jacobi, quando il moedulo & & compreso
tra 0 od 1, sagh svilappr in prodetii infiniti ed in servie trigonametriche deile fun-
zionl o, sulle serie & di Jacoli.

Alla trasformazione delle funzioni ellittiche, alle fuuzioni ed alle equazioni
moedulari sono dedicati i Gapitelt dal XV al XVII, ammirevoli per eleganza e chia-
rezzu, Partendo dal problemna generale della trastormazione della pu, (della vicercea
cive delle funzioni pu, con diversi periodi, che sono lezate da una relaztone alge-
briea) che subito si riduce al problama piit semnplice delle trasformazioni razional;,
da poche e chiare idee gonerali I'A, deduce le principali propriets delle funzioni
odd equazionl modulan, il teorema di diramazione di Klein, i risultati di Hermite
relativi alle prime equazioni modulari trovate, la risoluzione dell'equazione gene-

rale di quinto grado, riducendola al problema della divisione per cinque dall'argo-
d

mento della funzione modulare di Hermite glt)= k.

Gli ultimi due capitoli dell'opera trattano delle funzioni ellitliche a moltipli-
cazione complessa. Rilevato il legame di queste speciali fuuzioni ellitticlie colla
teorin delle forme hinarie quadratiche a determinante negative, 1'A. da le formule
cffettive di moliiplicazione complessa; dimosfra, per queste speciali funzioni ellit-
tiche, la risolubilith per radicali della relativa equazione per In divisione dei pertodi,
I'esistenza della equazionc algebries per gli invarianti delle classi primitive, di
prima e di seconda specie, di assegnato determinante negativo. Dalla teoria Gaus-
siani della cowiposizione delle forme quadratiche, che 1'A. espone sotin lo veste
geometrica, tenuta dal Klein nelle sue lezioni, segue lno determinazione del grappo
di Galois per I'equazione degli invarianti delle classt e la sua risolubilita pey
radicali. Chiude questa breve e concetfosn csposizione della teoria la dimostrazione
del feorema di Kronecker della decompenibilita, mediante agziunla di radicali qua-
dratici, della equazionc sbessa in tanti fatbtori di ugual srado, corrispondenti ai
generi in cui si distribuiscono le classi primitive di prima specie del determinante
che si considera.

Questo, pallidamente riassunlo, ¢ il contenato del Lilwo del Bianchi: qualungque
lode sarebbe superflusz e presuntwoesa. Ci sin lecito solo raccomandarne vivamente
lo studio a quanti giovani in Ltalia coltivano le matematichie superiori, ed esprimere
insieme la speranza e lsugurio cife a questo altri libri del Biauchi debbano se-
guire, per l'ineremento della cultura matematica e della fama scieutifica italiana.

, dave P (i) & il polinomio pitt generale di 3¢ e 4v grado

ferenziale ellittico

Rieli, b agosto 1901,
Onorate NIccorgTTi,

R e
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(. BreourpaN. — Le sysiéme méirique des poids et mesures. Paris,
Gauthier-Villars, 1901,

E trascorso un secolo dalla creaziono del Sistema metrico adottato ormai da
trecento milioni di wemini, e in via di adezione da altrettanti, che abitano gli Stati
Uniti e la Gran Brettagna, la Russia, il Giappone, I'Egiito e la Turchia.

Il suo trionfo definitivo non sembra adunque lontano, e 1'ora di ricordarne gli
umili principii, il faticoso sviluppo, le lotte sostemute, era suonata. Guglielmo
Bigourdan, astronomo titolave ali’osservatorio di Parigi, ben noto per i suoi studii
e i nuovi perfezionamenti agl’ istramenti ed ai metodi di misurs, ci ha voluto nar-
rvare tutto questo in un volume, pieno d'interesse storico e scientifico al tempo
stesso, servendosi dei documenti originali posseduti dall’Osservatorio.

L'idea di prendere dalln natara il prototipe di misura linearve, per assicurarne
Vinvariabilita, non sembra che debba farsi rimoutare ai tempi pia remoti, quando si
trassero cerbamente dalle dimensioni del corpo umano le singole unita di misura.
Essa insieme alla divisione decimale e al sao rapporto colla lunghezza del pendalo
che batte il secondo &i frova in un'opera di Gabriele Mounton (1670), vieario della
chiesa di 8. Paglo a Lione, e fu subilo ripresa da Picard, che perd con Huyghens
e Lia Condamiue propendeva per adottare invece la lunghezza del pendolo che al-
I'equatore batte il secondo. Tinalmente, sulle domande reiferate doi tre staii e in
mezzo all'entusiasmo di riforme da cui la Francia fu invasa nel 1780, I'Assemblon
Nuzionale decise, su rapporto del vescovo Talleyrand di adultare la lunghezza del
pendolo che batte il secondo a 45° di latitudine. Ma una Commissione dell’Acca-
demis della Scienze respinse questa unita, perché dipendente da grandezze ete-
rogenee alla lunghezza. Dopo un naovo rapporto di Talleyrand, Luigi XVI alla
vigilia della sua fuga da Varennes sanziono la miswa dell’arca di meridiana,
ricevé e s'iniratfenne amichevolmente colla Commissione allora nominata. Ma non
vogliamo qui spigolare dall'interessante apera del nostro A. i vari episodi cie
rendono attraente la storia di quesia grande impresa cominciats sotta la direzions
dell’Accademia e dalla quale 1a Repubblica Francese, dopo essersi sharazzata del-
I'"Accademia stessa “ perché un governo saggio non deve tollerare istituzioni paras-
site , attendeva la scomparsa di ogni traccia di divisioni territoriali o feudataria
consacrate nella varieta delle antiche misure.

11 psicologe pofra con frutlo stmdiar le critiche misomeiste che dai dotti e piit
dal popolo venuero contro il muove sistema  non necessario in fin dei conti, al
¢ mantenimento della repubblica ,; le piccole invidie, lo sottigliezze, i raggiri, i
ritorni pia 0 meno velati all'antico, che protrassero I'adozione definitiva del sistema
metrico, quale i suoi autori 1'avevano voluto, fino alla legge del 4 luglio 1837, Lo
sclenziato ci trovera non solo U'esposizione minuta di tutta la parte scientifica delle
misurs e dei caleoll che ebbero Juogo alla prima determinazione del metro, insieme
a molte cose ancora inedite, quali i disegni del compavatore di Fortin, ete., ma anche
le eritiche e le discussioni che farono in seguito fatte dai corpi scientifici, segna-
tamente dalla Conferenza geodeliva internazionale del 1867, le decisioni della con-
terenza internazionale del metro, il riassunto dei lavori dell’ufficio internazionale
di Pesi e Misure dal 1875 sl 1900. La Bibliografia delle pubblicazioni di questi
due ultimi corpi scientifici, e la tavola cronologica delle leggi francesi relative
alle misure dal 1357 in poi, chinde 1'opera importante.

. Della quale aleuno lamenterh forse I'omissione, per la parte anedottica, di
celebri libelli contro la Commisione del metro, some quello di Marat ¢ FLes charia-
tans académéques , che non dovevano esser dimenbicali; e per la parte scientifics,
i ben noti errori di Méchain e la sua singolare insistenza a naseonderli.

R. Prroxr,

Grionto Lazzert — Direfiore responsabile
Finite di stampare 1) 16 ngosto 1961,




Sulla ricerca del “ Iogaritmoseno ” ¢ el logaritmotangente "

DHEGLI ARCHI PICCOLI

B —

(Continuazione, vedi fasc. precedente).

Questo ragionamento ¢ basato sull aver prese per limite superiore
di g, ("
T
Ax X
8 sen?z, '
servendosi invece del limite da noi indieato, e che & uguale al precedente,
moltiplicato per M, si vede che basterebbe usare una tavola

di 1" in 1" da 0'25 a 4 o l
» 10" » 10" & 4° 06" » 25" 23 pern =7
» 1' » 1" 3 92593 3 a5 |

di I im 1" da 0°08 a (25 l )
» 107 » 10" » ("9 s 9o og pern = 5.
» Y » 1" y 2008 . 4z |

§ 20. — Secondo Metodo. — Questo metodo consiste mel
supporre
(26) logsen 2 = log = ¢ (27) logtan z =log x|

ma, per evitare il passaggio dally misora in gradi alla misura
circolare (passaggio generalmente necessario), si riduce # in se-
condi e dal logaritmo del numero z” di questi secondi si toglie
il logaritmo di 648000: %, ossia il logaritmo del raggio in se-
cond: (poiché cosi si suol chiamare il logaritmo del numero di
secondi contenuti in un arco che abbia per lunghezza il raggio),
e che si indica con log R”. Tl metodo in discorso consisterd quindi
nel porre

(26) 10gsena:=log:c”—logR” e (27) Iogt&nmzloga‘-"-—-lﬂgR”
dove
(28) log R" = 5, 3442 51331 76459 .. :

questo nunero si trova in quasi tutte le tavole, v mella prima
delle tavole dello Scarix & ripetuto a pié di ogni pagina.
Indichiamo con gy e con gy gli errori portati dalla (26) e

(8} Vegqusi, per es., Vimiie, Pheorie yendrale des appreximolions wumdrigues, (Ed. Malle:
Bachelier, Parigi 1864).
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dalla (27) rispettivamente, ossia le quantity che si dovrebbero
aggiungere ai secondi membri affinché le eguaglianze stesse fos-
sero esatte, avremo evidentemente

senx

. ‘ tan
(29) gu = log = e (30) gn =log = 3
dalle quali risulta intanto che g & negativo e che g’ & positivo;
ma. volendo per I'uno e per 'altro un limife superiore, si puod
procedere nel medo seguente. Si sviluppino i secondi membri in
serie di Mac-LAURIN arrestate al terzo lermine, si avrd

31 =M ?—2 rl :
&b In= 2 I:sen?ﬁ:r: {0 m)’:l
e

1 cos 20, x
(32 - 2 i 1 .
(82) fa=TMH3w [(2 0, 2)* sen’ 28, x] :

e le gnantita fra le parentesi quadre sono positive e crescono
ambedue al crescere di 6z e di §, & rispettivamente. Che sia po-
sitiva la prima é evidente; per dimostrare che % positiva pure la
seconda bisogna dimostrare che si ha

sen z\*
(33) ( ) —eosz _>0;

x

e per dimosirare che ambedue crescono bisogna dimostrare che
le loro derivate son positive, ossia che si ha

’ sen x '} 3
(34) ( = —cos iz >0
e
son 2\
(35) 1—1—@08“:5#2('9::1) >04

e siccome poi la (33) & vera a fortior: se & vera la (34), bastera
dimostrare queste ultime due. Percid osserviamo che i primi
membri son nulli per & =0, per dimostrare quindi che essl son
positivi basterh far vedere che essi crescono al crescere di x, ossia
che le loro derivate son positive, ossia che si ha

{36) 3(1 —cos2ax) —3wsen2x < 2&'
e
(37) 3(1 —cos2z) —3zsen22>2z' cosz

E infatti, sviluppando le funzioni trigonometriche in serie d
Mac-Laomis, opportunamente arrestate, si vede facilmente che

: . W
per # minore di - queste son vere.
=
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Avremo quindi, indieando con lgy| il valore aseoluto di Iy

o 1 1
(38) ool <M G | oz — ]
e
. : (22) 1 cos 2
(88) gn<M 2 [(21!}9 —sen“‘zs\r]'
Osservazione I. — Le stesse quantith fra le parentesi quadre,

nei secondi membri della (31) e della (32), per = tendente a zero
1 1

tendono 3t rispettivamente ; come si vede applicando

in ambo i casi la nota regola dell’ Hospresr quattro volte di se-

guito; avremo quindi anche

z , 2z)*
(40) lgu| > M & & (41) gu>M 12 °

Osservazione II. — B facile vedere che gn & sempre mag-
giore di |g;|; Infatti per cio basters che sia

@ /ta.nac
seng - @

?

e questa coincide colla (33).
Osservazione II1. — Dalla (39) si pud ricavare, col solito pro-
.cedimento, 1’ altra

2o 6 | 400
12 [6—(23;}*}'|1+T5 8=t ¢

(42) CFu<M

molto pit comoda per il caleolo numerico,

Osservazione IV, — Ci siamo fermati un po’ lungamente su
queste vicerche, perché il metodo in discorso & una di quelli che
crediamo da seguirsi, nei casi che indicherenio in seguito, e poi
perché i risultati ottenuti in questo paragrafo ci saranno utili
anche nello studio dell’ultinfo metodo (§ 39).

§ 21. — Ed ora si pud facilmente, per n — 5, 6, 7, indicare
un limite di # sotto il quale il metodo in questione porti un errore
minore di una mezza unitid dell’ ultimo ordine.

Osserviamo prima di tutto che, volendo che uno stesso limite
* valga tanto per il logseno quanto per il logtangente, bastera
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{§ 20 oss. II) che sia minore di una mezza unith ¢y soltanto. Cid

posto, dalla (42),

se n=>0 per x=20 siha ¢ n<_0491,
n—8 » =< 6 » » gxy<044,
s m=T » z=2 2 » <0490,

Ma ¢y e gn non costituiscono tutto I' ervore portato dal se-
condo metodo, perché a questo si aggiunge laltro che si pud
commettere calcolando, calla interpolazione ordinaria, log ' ora,
supposto che per n=1>5 od n= 6 nella tavola dei logaritmi dei
numeri bisogni ricorrere alla interpolazione da 1000 in pol e che
per » =7 bisogni far eid da 10000 in poi, quest'altro errore
(come si vede colla (13)) & certamente minore di 0,005429 per
n—>5, di 005429 per =0 e di 0,005420 per =7 ; aggun-
gendo quindi quest errori ai corrispondenti limiti, avremo che
nelle tre ipotesi indicate 1’errore, derivante dall'aver ammesse la
(26) o la (27) e dal calcolare log 2" colla ordinaria interpola-
zione, & ancora minore di una mezza nnith dall’ultimo ordine.

A questo errore si aggiunge il solito errore ¢, che anche in
questo caso ha per limite I units, purché, se nella ricerca di log ="
. occorre | interpolazione, si trascurino le cifre successive alla »™?
solo dopo aver sottratto log R": infatti | errore e (§ 3) sara anche
allora minore di mezza uniba.

Concludendo : I'errore complessivo portato dall’ applicazione
del secondo metode, melle ipotesi e sotto i kimiti indicatl, non
ragginnge mai 1.90.

Osservazione. — Dalla (41), per i tre casi considerati, si ha
rispettivaments
9’.11>01489 1 .qrn>0:4‘io ' 9‘11>0;489:

i limiti da noi indicati per g’y sone dungue molto ristretti.

g 22. — Troviamo indicato questo procedimento nel principio della
tavola del Komge, dove per il logseno e per il logtangente ¢ dato il
logarca di decino in decimo di secondo, ma fine a 1’ solamente, e
quindi non & certo per riparare al solito inconveniente, accennato alla
fine del § 16.

11 Rent poi propone questo metodo per @ non maggiore di 1,20” guando
n & uguale a 7 e per ¥ non maggiore di 13’ guando 2 & eguale a. b:
in ambedue i casi I'errore complessivo & certo minore di 1,22.

E noi stessi, supposto »n—=6, lo proponemmo per I non maggiore di
5 (). nel qual caso I’ errore complessive € certo minore di 1.31.

') Veggasi 7l § B4 dellu nostrs dppedice, Fid elluta
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§ 23. — Per una tavola a cingue cifre decimali il primo e
il secondo metodo, opportunamente limitati, sono piit che sufli-
cienti per ottenere il logseno e il logtangente com un errorve
complessive minore di 1,5, Per cid basterd che sia A2 —1" fino
a2 eAxr=1 da 2 in poi e che si stabilisca di ricorrere al
sccondo metodo quando 1'arco sia minore, p: es: di 5. Tnlatti,
colla. solita seconda tabella del § 6 e coi limiti superiori irovati
al § 21, si vede subito che in queste ipotesi tanto g, quanto gn'
sono sempre minori di mezza unita.

Per una tavola a sei cifre decimali si pus dire altretianto:
basta che sia Ar=1"finoa 1" (0 2 2 e Awr=10" (0 a 15")
da 1° (o da 2°) in poi, e stabilire di ricorrere &l secondo metodo
quando I'arco sia minore di 6 (quest’ultimo limite perd non puo
essere sensibilmente alzato come nel caso precedents).

Ma altrettanto non =i pud dire per una tavola a seffte cifre
decimali, perché, supposto che essa cominei con Az =1", e che
I"errore complessivo debba essere minore di 1.5, il primo me-
todo cessa di essere applicabile per @ minore di 17°21° (§ 16)
e il secondo per ¥ maggiore di 2 cirea (e, p. es: per x, — 6’
si #¥rebbe gu' maggiore di 44 e g maggiore di 4,1).

Osservazione I. — La prima parte della tavola (in eni 4 2 = 1%
pud essere opportunamente estesa oltre i limiti indicati, per fa-
cilifare i calcoli necessari alla interpolazione.

Osservazione II. — Osserviamo che per m — 5 raramente ae-
corre |'interpolazione mella ricerca di loga”, e che quindi rara-
mente il limite dell'errore complessivo sorpassa una umiti. Ag-
giungiamo di pin che gli errori g, e g';, nelle ipotesi fatta per
% = b, sono molto minori di una mezza unita, percll)lé perdx=1"
a partire da 5 e per Aw=1" a partire da 2° I'errore ¢, & mi-
nore di 0,06 e di 0,38 rispetfivamente: e applicando il secondo
metodo per & minore di &' |'errore gy’ € minore di 0,05.

§ 24. — Terzo metodo. — Questo metodo, dovuto all’ astro-
nome MasgELYNE (') consiste nel supporre

1
{43) log sen & = log 4- 3 log cos «,
2 »

2
(44) log tan & = log — 3 log cos 2,

('} Veggasi: Hamuer (1. ) pag. 97; Tovvunrsa (). ¢.) pag. 164; Hovm. (L e) peg, XXXIX,
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ossia (§ 20)

(43)* log senz=1loga" —logR" + ]—3' log cos @ |
e

9
(44)! logtan # =log " —log R" — 3 log cos 2 .

Osserviamo prima di tutto che la (44) si pud ricavare im-
mediatamente dalla (43) sottracndo dai due membri di questa
logeos x (') ; bastera dunque studiare I'errore che & portato dalla
(43) e che indicheremo con g, (onde gy, sarh la quantita che si
dovrebbe aggiungere ai secondi membri della (43) e della (44)
affinché queste equaglianze fossero esatte). )

Ci6 posto, siccome & noto (%) che, se si pone

- q 4 1 -
(49) S,9=l+2=.ﬂf§;+....—|—ﬁ—}—.... ®
81 ha
. _ (g2, 2, | By
(46) lngsen:n—logx—MlSEni-}- 9 ::‘+””+ ” n"‘+""
e
(47) logcosa:=ﬁM{S.‘,i‘2’—1}f—;—|—
S, t 3 atr |
g8 ... 21— F....
+2( 1|.|_.*l.. p(2 l}n_r’"— [
sara
| (2 —1 S, ! ‘

9.1 Sp2? |
+(E2 )5

da cui risulta che g,y & positivo e crescente al crescere di .

(1) Nor & dnnqne necessario, dopo aver dimostrato che lo (48) & spprossimativamente vers,
fare altrettanlo per la (44), cvme fanno |'Hamuer ¢ (| TonsusTER. 4

() Veggasl, p. es, Novt, — Traftafs di Algebra: Superiors — pag. 330 e 340 (Bd. Le Monnler
— Firenze 1863)
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§ 25. — Si verifica facilmente che, supposto n =7, per =
eguale a 2 44' gy, & ancora minore di 05 e che per & eguale
a 245’ comincia a essere maggiore di 0,5: ma, supposto Az — 10"
per « eguale a 2"45° ¢ maggiore di 0,6 anche g, , dunque
questo terzo metodo, nelle ipotesi indicate, non pud sostituire gli
altri due e sempre occorre una parte della tavola con Az = 1",

Supposto invece # =06 e Ax=10", n =6 e Ar=1H",
n—=>56 ¢ Ax=1', la tavola si pud usare fino a x eguale a 56',
a 1'"22°307 e a 1°45’ rispettivamente, e quindi il metodo in di-
scorso potrebbe completamente sostituire 1 due precedenti.

Siccome perd per applicare questo metodo bisognerebbe ri-
correr sempre a due tavole e potrebbero anche esser nocessarie
due interpolazioni, ei pare che esso mon sia preferibile ai due
precedenti (limitati come s'é detto) per n =25 ed n =6, né a
quello che vedremo (§ 39) per n=7.

Senza notare che a gy si aggiungono gli altri dus errori che
si possono commettere calcolando, colla interpolazione ordinaria,

log” e glogc—os @ (la somma di questi due errori perd non su-
pera 0,00671), e che ad ! si aggiunge il corrispondente errore
che si commette nel caleglo di 3 logeos # ¢ che *(supponendo

anche qui di trascurare le cifre successive alla #™ non mnei cal-

1
coli di loga” e di glog cos z, ma solo nel risultato finale), ha
per limite 0,1666....

§ 26. — Questo metodo, quando sia =7, & proposto dal Rmwr
per x minore di 2°44'; ma si verifica facilmente che per questo valore
di & g:;; ¢ maggiore di 0,496, quindi, tenendo conto di quanto abbiamo
defto alla fine del § prec., questo limite & un po’ troppe alto. Lo stesso
antore lo propone, quando sia n="5, per = minore di 8732 e questo
limite & sufficientemente basso.

Supposto ancora n=7, esso & proposto anche nelle tavole dello
Craupems per 2 minore di 2°; ma, come gia si osservd al & 8, questo
limite & molto basso e, anche spingendo I’uso del metodo in discorso
fing a 2"44", sarebbe poi sempre necessario ricorrere a un altro metodo
fino a 13° circa. 2

Anche il Tormvxree lo propone, ma non dice fino a quale valore di z
si possa adoftare, né indica un limite saperiore dell’errore che si com-
mette.

E ricorderemo, finalmente, I’ Hawweg, il quale fa questo ragionam ento.
« 8i ha approssimafivamente ~ *

m'l

{49) sena—x — 3]

0ssin sen:r:—-x(l L mi)
=*\—3 )

« ma, puré approssimativamente,

(50) x(i_%i;l)=x(1—i“i)%
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« ed anche

(1) cns:r:l—‘_f_’
« dungue =sara

(02) sen = 1 (s L)+

= e da questa si ha la (48). » E dopo di cio egli asserisee che. affinché,
ph

supposto i 0,000005,

tenendo cosi conto solo dell’errore da cui & affetto il secondo membro
della (49) e non di quelli da cni sono affetfi i secondi membri delia (30)
e della (51). &5 con questo ragionamento che egli conclude che, per 1'ap-
plicabilitd del terzo metodo., deve essere or minore di 6% come gid ac-
cennammo al § 13.

§ 27. — Quarto metodo, — Questo metodo consiste nel
supporre

(53) logsen z =1log sen 10 x — log 10 — 0,33 log cos 10,
e
(1) log tan = log tan 10 z — log 10 4 0,66 log cos 10 x

ed & proposto nella prefazione alle tavole del Boroa ('), pubbli-
cate dal Durawmre; queste tavole peroé sono fuori di uso (F) e
non avremmo preso in esame il metodo in discorso, se non lo
avessimo visto (sostanzialmente) proposto anche nelle recenti ta-
vole del Rex. (%)

Indicando con grv e con g'vr gli errori portati dalle due egna-
glianze precedenti (ossia le quantiti che si dovrebberu aggiun-
gere al secondi membri, perché le ugusglianze stesse fossero
esatte), e servendosi anche qui della (46) e della (47), dopo facili
riduzioni si trova

35 gi; S*'T"l 01 2 |1
(63) Gr=——ggr |1 38 —110°—10*
Sgp.’ﬂ . ’ I
e 2 2p—1) —
py— 1-+33(2*®—1)10 10%

i S::‘BOII;A — Tuables trigonomitrigues d efmales. — (De 'Tmprimevie de 1n Bépubligne, — Pa-

5 (*] Per | ealeall colla divisione cenbesimale si Lanno cre le splendide Tables das loparithmes

o Fft d“"-"”"dki pidilides par ordre du Mimatre de la Geerre (Imprimerie Nationale, — Parigl 1893),
AT Uex, — Vierstellige Logavithmsn-Tafein. — (Bd, Metzler, Stuttgarda).




PERIODICO DI MATEMATICA. (6%

(=]

(56) gw_ S, 4 (25— 2) 10°— (2 —1) (1 -} 66.10%) L
M T2 - A=
Sag a* | 2 2 2 V{ a6 102e—1; |
o ]1+(2-P—'2)10r’—(ﬂ—l){l—i—bb.lo ”’J "

dalle quali risulta che g e gy sono ambedue negativi e che
{essendo p non minore di 2) ambedue crescono, in valore asso-
luto, al ecrescere di @ .

Osservazione. — I facile vedere che ,gw| € semupre maggiore
di |gwv!]; infatti per cié basterd che sia

10% — 1 — 66.10"¢ =1 > 33,101,

@ questa, per p non minore di 2, & evidente, Volendo quindi che
uno stesso limite di @ valga tanto per logsemo quanto per
logtangente, basterd considerare g'rv soltanto.

§ 28. — Si verifica facilmente che, supposto n—=7, per z
eguale a 16 |giv| ¢ ancora minore di 0,5 e che per z eguale a
17" comineia ad essere maggiore di 0,5, (cresce poi rapidamente
tanto da essere maggiore di 5, di 52, di 92, di 1327, di 3660,....
per « rispettivamente eguale a 7', a 82, a 1°% a 2% a 2'45,.);
ma, se Ax=1", per z, egnale a 17" 21" & maggiore di 0.5 anche
g., dunque nessuno dei metodi trovati fin qui ¢ sufficiente.

Anche se # =26 ed n =2 il metodo in discorso, da solo, non
¢ sufficiente, perché (come si & osservato or ora) per x muaggiore
di 52 e di 17, rispettivamente, si ha |g'w| maggiore di 05;
ma siccome per @ minore di 51" e di 16/, rispettivamente, si ha
|¢'tv| minore di G,3, si vede che sareble invece sufficiente il me-
todo stesso associato al primo (quando cioé si avesse una parte
della tavola con Az =1").

Perd anche 1 applicazione di questo metodo & alquanto labo-
riosa (sia pur la tavola a divisione centesimale), e ci pare di
poter ripetere, con molto maggior ragione, che (per n =95 ed
n = 6) & preferibile ricorrere ai primi due.

Senza notare che a giv e & grv Sl possono aggiungere due
altri errori: quelli che si gommettono caleolando colla interpo-
lazione ordinaria logsen 10 @ (o logtan 10z) e 0,33 logeos z
(0 0.66 log cos z); e che ad I si aggiunge il corrispondente errore
che si commette nel calcolo di 0,33 logeosz (o di 0,66 logeos x),
e che (sempre suppomendo di irascuvire le cifre sucegssive alla
m =7 solo nel nsaltato finale) ha per limite 0,1666.... (o
0,3333....).
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§ 29. — Il Hex, posto » =4, propone un metodo anologo al prece-
dente per z minore di 12°: osserviamo subite che, essendo m principio
della -tavola 4x=0,1, questo limite & esageratamente alto, giacché
fino da 4' si ha g, minore di 0,35. 11 caleolo poi & leggermente sempli-
ficato coll’ aggiunta di una colonna che di ii valore dell’ ultimo termine
del secondo membro della (54) fino a 2°: ma a noi pare che non valga
davvero la pena di seguire questo metodo e che per & minore di 4’ sia
molto pill semplice ricorrere al secondo metodo, il guale, in questo caso,
é largumente sufficiente.

Osservazione. — Se @ & tanto piccolo che moltiplicato per 10
sla ancora minore di 12 (e contenga dei centesimi di 1°), si mol-
tiplica per 100, per 1000,.... e pol negli ultimi termini dei se-

2
condi membri a 0,33 ¢ a 0,66 si sostituisce 3°3 rispettiva-
mente. Cosi si insegna nella prefazione alle tavele del Bonba,
ma, per quanto abbiamo detto, crediamo inutile fermarei pin a
lungo su questo procedimento.

§ 30. — Quinto metodo. — Questo metodo consiste nel ri-
cavare prima i valori di senz e di tanz da una tavola dei va-
lori naturali, e poscia i logaritmi di questi valori da una tavola
dei logaritmi dei mumeri,

Osserviamo prima di tutto che, indieando con s il valore del
seno, ricavato ammettendo il principio delle parti proporzionali, e
con g, ed I, i soliti errori corrispondenti, sara

senz—=s+4g,+ 1,

ma si ha in generale

. M1
57) log (N -+ ) — log N + Wgh

dove N ¢ un numero qualunque (diverso da zero) ed M e §
hanno i soliti significati; quindi, se con gy si indica 1'errore
che si commette con questo metodo nella ricerca di logsenz,
sl avra

| LM
ik AR Traen Ak

Ura, g, & sempre positivo ed /, pud essere positivo o nega-
tivo, sara dunque

— 8| <0 (g, 1) <g,+ |4
e quindi f
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(g, + 1) M (g, 4 L) M
(68) e T L=
ed anche
-~ tqs'*llsi)M (.91+|I:1|)M
60) o ha) g a9 S senz,— 3]

Si noti che, supposto Z, positivo, si ha
s+g.+ I ll=s8+4g, +l,=senz,
per cui, dalla (59), sara certamente

M
(61) lgvl >(‘%—+i‘)—;

sen

ma per z tendente a zero tende a zero anche g,, quindi per x
molto piceolo (essendo il limite superiore di i, una unitéa dell'nl-
timo ordine) g pud essere molto vicino ad M.

A questo errore poi si aggiunge il solito errore I (§ 3), che
i commette nella ricerca di log e.

E ad analoghi risultati si arriva se si applica il procedimento
.indicato alla ricerca di logtan =.

Osservazione. — Ci pare notevole il fatto che, se non si tiene
i :
conto di I, e si suppone & =&, +—g_’ I'errore gv dipende solo

da Az e non da z,. Infatti in questo caso si ha

i A A
s—_—senx,—|—-§[san(o:l+ A2) — sen®,| =sen (9;1+-2—m) cos r;—:
e quindi

A A
gq_——logsen(ml+?x)—10gs=ﬁlogcus?x -

§ 31. — L' Hovrr 1E.mpcme questo metodo per i primi tre gradi e
pereid, in principio della ‘ta.vola che di i logaritmi delle funsiomi trige-
nometriche di 1’ in 1’ & @ cingue cifre decimali, aggiunge due colonne
coi valori naturali di seno e di tangente a sei cifre decimali; dei valori
ricavati da queste colonne si devono poi pigliare i logaritmi dalla tavola,
4 cingue cifre decimali, dei logaritmi dei numeri. Applichiamo, per esempio,
il metodo in discorse alia ricerca di logsen 3’ 30”. Dalle colonne indicate,
mediante la interpolazione ordinaria, si ha

§ =0,001019;
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¢ per avere i limiti dei corrispondenti errori g, col 7, si pud tenere il

seguente procedimento, dove per i valori di g, e di I, si & presa per
cifra delle nnita la sesta cifra decimale, Dalla (14) e dalla (16) i ha

000000922 < g, < 0,00001231 ,
€ quindi, esgendo g, positivo.
0.00101900000922 < 5 + g, << 0,00101900001231 ;
my dulle tavole del Vesa a dieci cifre (pag. 631) si ha direttamente
0.0010181085535 < sen 3° 30" < 0,0010181085345 ,
dungue 1, sara negativo e si avrd

08014455 < [I,! < 0,89145472 .

Dalla (6o, prendendo per cifra delle unitd la guinta cifra decimale, si
avVra gnindi

87,959 < gv < 88.027.
E infuiti datle tavols del Vies si ha

log s — 3, 0081741840

log sen 3' 30" = 3, 0077940864,
& quindi certamente
gv =38,009. ..
Ricavindo invece logs dalla tavela T dell’ Hovmn si ha
log s =3 . 00817,

@ quindi, essendo il nuove errore [ negativo, l'errore complessivo gy 41,
da eui & affetto il risultato, diminuisce e si riduce a 3759... ma &
sam']”‘“nm“ggiflre di 37 unitda dell’ ultimo ordine.

. ¥4, nelle sue tavole a dieci vifre. propune guesto wetodo per
minore di 12 ¢ d4 per cio (pag. 631 e 632) una tavola dei seni natu-
vali di 1" in 17 pella quale il numero deile cifre decimali & variabile
ed & precisamente tale che dopo la prima cifra significativa s trovano
sempre ultre nove cifre; per aid, supposto 2 maggiore di 2%, si hanno

14 cifre decimali da 003" a1 0'20"
13 » » » 021" = 826"
12 » » » 327 » 127007

gli Onbremi inclusi, Considerando per cifra delle unitid la decima eifra
decitnly e supponendo che |f,| possa raggiungere il suo wal massimo
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(cioé 1ma unité, dell’ ultimo ordine, § 3), dalla (60) risulta che

per 326" <wx <12 00" i ba 4,31 < |gv| <4,37
. 020" =x< 828" » » 4,50<Igv] <4,2
» 00 <—z< 02 »» 2,98<(gy| <4,00.

A questo errore si aggiunge poi, come s'é defto, il solito errore [ nel
calcolo di logs, guindi, per guanto U'errore complessivo che si pnd com-
mettere usando la tavala ora accenmata ¢ quella dei logaritmi dei numeri
a dieci citre decimali sin molto minore di quello che si pud commetters
colle tavole dell’ Hoven, ci pave che il metode in guestione (anche pre-
scindendo dal fatto che per applicarlo bisogna ricorrere a due favole)
non sia consiglinbile neppure quando si ugino le grandi tavole del Veea. (*)

Osservazione I. — I Veaa consiglia di eseguire il caleojo delle parti
proporzionali colla moltiplicazione abbreviata (per mulliplicationem con-
tractam, — miltelst abgekirzien Multiplikation, — Introduzione; p. XXIT);
quindi sgli errori qui indicati =i aggiunge un altro errore ancora: di
questo nuove errore noi stessi demmo gia un limite sureriore. (*)

Osservazione II. — Volenda, colle tavole del Viea, il logaritmo tan-
gente di un arco minore di 12, hasta togliere il logeoseno dal logseno:
cosi perd il limite superiore dell’ errore complessivo aumenta, e guindi
le conclusioni precedenti sono vere a maggior ragione.

§ 32. — Sesto metodo. — Questo metodo consiste nel sup-
porre che il rapporto fra due archi piccoli sia eguale al rap-
porto dei loro seni e al rapporto delle loro tangenti, ossia mnel
supporre che per tali archi si abbia

©2) sen(ml—]»‘a‘x):m,—iﬁx o (63) tan(ml+51)=w,+8$

sen x, tan @, &,

Tndicando con gy & con g'vr gl errori portati in logseno e
in logtangente dalle precedenti ipotesi, sariy

(61) gvi= |logsen (2, +8a) —log (2, +8x)] — |logsen, — log®,4
e

(65) g'vi=|logtan (&, -+ 32) —log(z, +¥x)] —[logtan®, — log ]

. -

1) 11 gninto metodo & proposto anche dal Prof. Gatwo | Lnzioni di Triganometria reftalinsn
pag. 167, — Bd. Cestaldi, Averusn 1892)}; 11 guale perd non dice precisaments enlre qual
jimiti i debba sppileare & fa, mvl‘ce, 14 seguente csservagione.

« Sebbene per i dne esempi’8 & § sl ¢ usato la stesso modo dl interpolazione che per
« gll altri esempi, pare cessa di essere applieato trattandosi di sngoli verso I'estremiti del
< guadrante, o di lloee triganometricha | oul logariii diventano piccolisaimi o grandissimi ».

Gli esempl 8 e 6 consistono nells ricerea di logsen 16084723", 6 e di logeoses 75040 2477, 8,
al quali (supposte Az=1" ed n= 5) I'A. hu applicato it sclito principlo delle pard propor-
sionslt; mn | due logaritmi precedentl sono oguall rispetfivamente s — log sen T40 26° 367/, 4
e a — lozsenToY46’ 24", 8 e lerrore {1 interpolazione esla al crescere 4l :I (§ 6y, quindl il
principio stesso non dovrebbe ritenersi applicabile quando z sia minore dl TE 467 24", 8 ' AL
atesso in aliri essmpi nom & di questo parere. (Accanto ai risuitati fOnali del due esempi se-
cenpati, come aceanto o un altyo che opnsiste polis ricerca 42 logooty 27013° 55,4, & irova
segnato (— 10], ma esrto, wolo per errove di stampa).

[8) Veggasi il § 13 della nostra Appendice, piu volte cltata,




70 PERIODICO DI MATEMATICA.

e quindi

1 1
(66) 9V’=”M“"[ml+eam_tan(wl—ﬁ-ﬁa‘“)]

e

1 1
oy o — 19 =
67) g'wr T_-Maz[sen2(£,+915.l?] 2($|+ala$)].

Ma le quantita poste fra le parentesi quadre sono ambedue
positive (e questo ¢ evidente), e erescono ambedue al crescere
di @ +088x ¢ di » -+ 8 8x rispettivamente (e questo si vede
ricorrendo alle derivate prime e ricordando la (23}), dunque sard
certamente

o 1
(68) lgni<M"‘°'c-[I1+A;g—tan(:z:,—i—‘iﬂ)]

1 1
sen 2 (z, —I—AJ.')_Z(;\:,—|—A.I'-}]

(69) g'w<2MAm[

¢ per ¥ tendente a 4 z sard anche

- 1 1

3 ol >Maa [ 2~ 2]
e

71 ! 2Ma '———1 —1
(@) i A sen?a.rlﬁﬂ.r,].

Osservazione. — E facile vedere che y'ry & sempre maggiore
di |gvi|; per cid si osservi che, essendo gyi negativo, si ha

gvi—|gwil = [logtan (2, + 2 x)-2]og (r, +&.x)+logsen (2, +2.2)| -
-[logtanz, —2log 7, +logtan ;|

2 2 1
=Ma -
LS I[sen‘Z{,rl—{—Bax) ml+ﬁﬁ;c+tun(,rl—§—ﬂa,-r)

onde basterd, dimostrare che per $<% si ha

2 1
+

2
By e

tan @ &

sen 2 x
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0ssia

sen 2

3-4cos2ax<4
2o

e questo si vede facilmente sviluppando anche qui (§ 20) cos 22
e sen 22 In serie Mac-Laoriv opportunamente arrestate.

§ 33. — Il Smarer (. c. pag. 75), seguendo in cid completamente il
Caczer (1. c., Explication, pag. 30), il quale, con n =7, pone Ax=10"
ma di una tavola separata con 4 x—=1" fino a 5°, insegna | ordinario
metodo di interpolazione per 4 x — 10", e dimostra che 1’ applicazione di
questo metodo non parta ervori maggiori di una unithd del settimo or-
dine, quando x sis maggiore di 5 (col ragiouamento che riportammo al
§ 8); e quando poi sin x minore di 5° ¢ contenga delle frazioni di se-
condi dice che 1’ ordinario metodo di interpolazione non conduce pitt a
una approssimazione sufficiente e che hisogna usare il metodo del § prec.
(servendosi per cid della tavola con 4 z—1").

Ora per @, = 42" dalla (70), essendo » =7, si ha

lget| > 0,087,
mentre che dalla (9), supposto 4 x—1" si ha
g, << 0,0835

dunque usando il mefodo indicato dal Semmsr nella ricerca di logseno,
per @, =42’ si commette un errore maggiore di quello che si commette
colla ordinaria interpolazione; per m, =—3° 16" poi st ha

iyﬂl >0,3980
mentre che, anche supponendo A » =10", si ha

g, < 0,303,

dunguae per x; =3° 15’ I’errore portato dal metodo suggerito dal Serrer
¢ maggiore di quello portato dalla ordinaria interpolazione, anche se, non
avendo una tavola con A & = 1", si ricorre a una tavola con 4 ¥ — 10",

E tutto cid é maggiormente vero se si tratta del logtangente, perché
dalla Oss. 1T del § 4 e dalla Oss. del § 22 risulta

go<o e [gvr] <g'w
e quindi
7, <g'vt
Per esempio, se my =34, dalla (71) si ha

g.n> U 1342,
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mentre che dalla (10) si ha
¢, ~<0,1314,

Il metodo in discorso non deve dunque. per n =T, cssere
applicato fino a 3°: ché da 42 per il logseno e da 34’ per il
logtangente & certamente preferibile ricorrere alla solita interpo-
lazione semplice.

Siccome poi esso & alquanto laborioso e richiede sempre 1'use
di due tavole diverse, delle quali quella dei logaritmi delle fun-
zioni trigonometriche deve comineciare con 4 = 1°, ci pare che
per n =7 mon sia da preferirsi a quello del § 39 e che neanche
per =05 ed n = 6 sia da prefevirsi ai primi due spportunamente
Limitati (§ 23).

Senza mnotare che a |gw| e a g'vr si aggiunge 1 errore che
si pud commettere nella rvicerca di log (v, — % x. colla ordinaria
interpolazione e che all'errore ! (avente per massimo 1) si ag-
giungono i due errori (aventi per massimo, ciascuno, 0,5) da cui
sono affetti logsen 7, e logx, .

Osservazione, — Fra i tratbati, ohe, seguendo quello del Szrarr, pro-
pongono il metodo precedente {(sempre supponende a =7, ricorderemo il
Latsarermnms (L ¢, pag. 53) e U'Awpag (*), il primo per & minore di 57, il
secondo per x minore di 2°. — Auche il De Comberousse il. c. pag. 651)
suggerisce questo metodo per & minore di 3% ma poi nel volerne mo-
strare |’ applicazione a un esempio, segue invece, come vedremo, il me-
todo del § 39.

§ 84, — BSettimo metodo. — Questo metodo consiste nel
tener conto anche delle differenze seconde: per trovare quindi
I'errore corrispondente, che indicheremo in generale con k,, do-
vremo cominciare col tenere un procedimento analogo a quello
tenutc nel § 2.

La (1) & un caso parficolare di una formula generals, alla
quale si giunge considerando m valori, .r, , 7, , ... 7 , della varia-
bile &, e supponondo che f(r) abbia la derivata m® finita e di-
versa da zero; quella formula per m=2 si riduce alla (1) stessa
e per m=3 si riduce all'altra

[ fl@) (=) L,

@) T@=fE)+e-el o —r |
f f (7"1) f (xe) f(lg) |
+(®— C— 3, o -
(#—a )= "ll(xl—;z:,j (2=} (2y-2)(x,-x,) {,—,) (xa—scf)f+
Ho-a) -ny -z
dove w & un valore compreso fra =, e x,. )
(") Axous, — Nourean Cours ds Trigonomeirie pag. 38 — (Ed. Guédon, — Parigi),
G. Pescr.

{Conlinua)
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Intorno alla radice quadrata di oo numero inters
Nora pr GIOVANNI FRATTINI

Indichi D un numero positivo, ed « un altro, minore di ¥ D. In
una nota pubblicata in questo periodico osservai che, se si pone

(“ + Vﬁ)n — Pn + Qll V‘ﬁ ’

il rapporto _(Pf al crescere di n, tende al limite 1D, Inoltre, che delle
frazioni - ] ’
Py B Ps

E ’ @ r @ e
quelle di posto dispari si avvicinano a | D crescendo, e le altre de-
erescendo, al modo stesso delle vidotte della frazione conbinua ordi-
naria
1
4+ T
o ﬂ’_l_as +..
che rappresenta | D.
L’analogia tra il modo di convergere dei rapporti
P P P,
Q7 Q7 QT
P
qt - 913, Ga
della frazione continua corrispondente a 1D, mi ha condotto a con-

e delle ridotte

; P, . .
frontare il rapporto Q. con la ridotta ?;‘d: egual posto, per vedere
) un n
se mai il rapporto Q—” non si approssimi al valor della radice piit che

[a corrispondente ridotta -'? Ho pertanto dimostrato il teorema:

"
Se D & un aumere intero ¢ a la sua vadice « meno di wn' it il rap-

P, ) = ; . n (¥
porto Q. ¢ pite prossime a V' che non le corvispondente ridotta L2 (¥)
n

"
Questo teorema & fecondo di applicazioni: basti qui l'accennare

che, se @ & la radice a mend di un’unita di un numero intero @,
le espressioni delle ridotte di Va* 4 (finche questa quantita conserva
la sua forma algebrica generale) sarebbero complicatissime, ¢ infri-
cate, dulla seconda in poi, con funzioni di funzioni E, indicanti parti

b Y . VT
i*) Si euppons, nuturalmente, elie i rapportl (—n of® slano diffleventi, Ova fossero eguali, si ba
n n

il cuso pill sfavorevole; e allora i due rappoiti souu egunlmente vicmi alls radice.




T4 PERIODICO DI MATEMATICA.

intere di espressioni algebriche: menire, gostituendo o una qualsiasi
ridotta %:"l il corrispondente rapperto q': , 8i ottiene nna funzione ra-
sionale di @ e di » incomparabilmente pii semplice di quella ridotta,
‘e cib nondimeno pitt prossima al valore della radice. Elevando per
esempio « +1Va*+r alla 4* potenza, si ha:

(o V@ 1) =8a*+Sa¥r | 1+ (8a* - dar) Yo'+ r.
E il quozienie
8a* -+ Ba¥r +1*
8a®+ dar

sari pin prossimo al valore di Va* &+ che non la 4* ridotta dello
sviluppo di questa quantith in frazione continua.

Cio premesso, vengo alla dimostrazione del teorema.

L Sia D un numero intero e positive, e sia a la sua radice qua-
drata & meno di un’unita. Considerando la formola

az 4D
z+a
come indicante uns sostituzione lineare sopra una variabile positiva 2,

se ne formi il quadrato operativo; poi il cubo; quindi la 4* potenza
ecc. Indicando con
(az -+ D]

s +a
la potenza nm* della sostituzione, & facile verificare che
(az -+ D) _ Pe4-DQ.
2@ /n Quz+Pu
IL Cerco ora un’altra espressione della suddetta potenza ennesima,
e per semplicith mi riferisco ad un esempio numerico.

Sia dunque D =19 e conseguentemente a=4. In questo casola
sostituzione su z diviene

4z 419 1
z+4 f4+z+-i-'
3
4

Sostituendo nel 2* membro jii_q invece di 2, si formera il qua-

drato della sostifuzione, che sara

(4z+19)___4+

1.
z+4 8z 435"

3z 12

ovvero, separando dalla frazione g/z—i—?—ﬁ, la parte intera del quoziente
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della divisione del 1° termine del numeratore pel 1° fermine del de-
nominatore,

dz4 19y 1 . 1
E=t )r*+2+2z+11—4+2+ T
3z 412 3z 412
22 11
Sostituendo di nuovo nel 2° membro 4:1? invece di 2, si avra
(4.2—!— 19) =4+;=4+;1__g'
z+4+4 /5 24 1 g} 1
= 2424105 1 5z 23
192 |82 T e
Cosl continnando, si troverebbe
1
(4z+ 19) =g
z+14 /. 1
bt
: ka4 L 1
S
T lUyz -3

dove ky, by ... ku, non che a, B, v, 8, sono numeri interi ¢ positivi. T questo
fatto, importantissimo non solo avviene nel caso particolare qui con-
siderato, ma altresi nel caso della potenza della sostituzione gene-

az+D . .

rale zia , conforme heo potuto verificare mediante un calcolo al-
1 -y - - - -

gebrico che per brevita tralascio, ma che riportero in altra occasione,

tornando sull interessante sviluppo della potenza ennesima della
o az+D ., ; : 5
sostituzione e B frazione continua. Si ha pertanto:

r ) A
z-{a /. 1
Ny 4 ————
Mg+ . s 1
' A2-}B
™A G F
COn My, iRs...Mmy; A, B, C ed F, interi e positivi.
az—+D

Confrontando questa espressione di (

con quella trovata al
n. I si ottiene I'eguaglianza = )“ -

P,z DQ, 1
Qe FP, ™7, T
et —T
. . 1
+——xrE
Mt =T R

Dico ora che i numeri interi e positivi wy, #s...m, non sono se
non gli erdinari quozienti incompleti dello sviluppo di VD in frazione
eontinua, Considerando infatti il 1° membro dell'nltima eguaglianza,
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si scorge che esso, per qualsiasi valore della variabile positiva z, &

PH Q‘ﬂ

compreso tra Q. © D *, quantitd che hanno entrambe per limite ¥ D.

P,

Percid anche il detto 19 membro, per gqualsivoglia valor positive della 2,
ha questo limite. i poiché, a cagione dell'egnaglianza, il Iimite del
1* membro & uguale a quello del 29, si conclude che la frazione continua

ha per limite V¥ D; che cioe i numeri interi e positivi s, ne, mi . . on
sono se non gl ordinari quozienti lﬂﬂﬂmplétl dello sviluppo dl‘} D
in frazione continua. Chiamando @y, as, «5. .. siffattt quozienti, si-potra
dunque serivere

P.z 4+ DQ, | L
Q2 + Pu — | 1
(2] s —— . _ | ) S
Az +B
D= Cz—+ F

con A, B, C, I interi e positivi.

II1. Se :‘;}“* j; “— indicano le ridotte {n —2)™ ed (n— 1)™* della
m— H—i
frazione continua

1 1
a
. =

il 2° membro dell'ultima eguaglianza si puo mettere, com’d noto, sotto

[a forma
' Az By |
_Ijn-—-l ('ﬁ‘ﬂ G.E' _|_ F] | 1?"_2
' Az+B ’
‘Ell—! (ﬂ'll L'E"—!“ lu) gn.—g
riducibile facilmente allaltra

2 (Cput=Apuri ) + Fpu 1+ Bpas
E[CQH _I_ A-gu i ] (i F‘?u N Bgu—l .

Si avra dunque per confronto:

Pn.? + []Qu - = (f-:-"pii Nl -A-pu—l ) i Fﬁn + Bpn—l
Quz + P'I"I. - {{_:gn S = A‘?u—nl J = S FQM '_l_' ]‘}qu-—-'l

d’'onde facilmente:

Pn {:"pn + A a—1
Qll '[1’{}11 g *‘Lgn -1

N F —+ Bpa_
o an —L fj“?n—T
Py th'u _ij'u_l

Qn [In BTE A?u—-;

¥ - E s L ]
o o e e W

4
i 3

¥
;
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: | : -
tre formole che collegano il rapporto g, °on le ridotte 22!

, ? della
frazione continua corrispondente a l":D, mediante I'intervento di quat-
tro numert interi e positivi A, B, C, F, Dette formole sono feconde di

notevoll conseguenze, tra le quali non dedurrd se non guella che &
l'oggetto di questa nota, B
1

(Ve |

Dalla prima delle tre formole si scorge che la fra.ziﬂne‘Q— & com-
n
presa tra le due ridotle consecutive ‘g — @ ? Si avra dunque, per
n pari,
i E < Pu
Qo= Qn
s . Pn . fre== L ,
b poiché per n pari Q, © & superano entrambe | D, & chiaro

P ¥ . - " " - - oy & =g
che Q—“, cioe il minore dei due rapporti, sara il piii prossimo a |D.
ji 1]

Alla slessa conclusione si giunge nell’ipotesi di n dispari.

- # P" "
QUESTIONE DA RISOLVERE. — Dimostrare che il rapporto g, ' Svi-
1

luppato in frazione continua ordinaria, ammette, come primi quozienti

incompleti, tuttt quelli di B,

I

et i [

SULLA DISTRIBUZIONE DEI TERMINI CONGRLI

In alcune successioni di numeri interi positivi

In una Nota pubblicata in questo Periodico (*) ho trattato di quelle
successioml di numeri nteri positivi ¥, che per n = 3 sono definiti
dalla relazione |

o =hV s +1IV, s
dove k.[ sono interi positivi diversi da zero comunque dati, ed i termini
imiziali V, V; sono pure dati ad arhitrio. Tra esse ho considerato piiz
specialmente quella ottenuta attribuendo ai termini iniziali i valori 1%
rispettivamente; cioé quella definita dalle condizioni

=1, ve="~, v, =hou—y}+ ., (n = 3).

Per questa successione (snceessione #) e nella ipotesi che i numeri
h, I siano primi tra lore, ho determinato. nella Nota citata, tulti i

(%} Saccessiont di wiumeri trleri positivi, cigscuno des guali ¢ und funcione lineare def dne prece-
wents, Tomo XV Novembre-Dicemmbre 1800.
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termini che sono multipli di un fermine dato; in base a questa ricerca
e ad altre proprieta ivi stabilite, mi propongo nella presente Nota
di studiare, per la stessa successione », la distribuzione di quer ter-
mini che, rispetto ad un termine fissato #., sono congrui con un altro
termine pure dato comunque v,..

Dovremo supporre sempre v > 1, ed anche v > 2 per quella classe
di suecessioni in cul & ve=h =1 supporremo inoltre 1 numeri A,/
primi tra loro.

. Sia ¢. un termine qualimque della successione »; 1ndicando
con p un intero positivo qualungue, i termini zyp, @upd1) sS0n0 mulbi-
pli di # , ed inoltre non cade tra essi, nella successione, alenn altro
multiplo di v.. (¥) Pertanto 1 v—1 termini compresi tra ¢.wp, dvip
dovranno dare un resto rispettc a v..

Indichiamo con Vspdo, tvpte, (<< o <v), due di gquei termini, e
cerchiamo se, e quando, danno il medesimo resto rispetto a v..

«) Supponiamo dapprima ¢ > 1. Dalla relazione

Coia=— ¥n Va1 T L0alami, (FF)

mutando n in ¢ ed & in vp, si deduce

Vvpdo = Up Trp1 + sp Vot
ed analogamente,

Vrpt-0 = Vs Cvp1 —+ [oip Va—1.

Osservando che », & multiplo di »,, si avra, sottraendo, la con-

gruenza
Dyppdo— Lupto — Uwpp1 (Ve — Vo) (mod. vy );

e poichd il fattore v —w. &, per le ipotesi, minore di v, e diverso
da 0, mentre I'altro fattore v,p4:1 & primo con v, perché sono primi
tra loro i lero indici, (***) cosi potremo concludere che il secondo
membro della precedente congruenza & non divisibile per v.; pertanto
1 due termini #ypto. Mwpte daranno, rispetto a v, restl differenti.

b) Sia ora p=1; dalla relazione gia stabilita

- _ Uypt-a — U g VwpHl + Ei-:l'll Ug—1 .
discende subito '

Vypades — Vyptt = thypd1 (00 — 1) - Ltisp Vo1,

e quindi
Dypio— Trptl = Uepti (Wa — 1) ( mod. » ).
Onde potremo concludere come nel caso precedente, semprechs il
secondo membro sia diverso da 0; ma il secondo membro & O solamente
quando 8 s =2 ed =1, (perche allora & v,—=wv.=h=1), dunque
se h=1. dei termini compresi tra vwp. twpt1, Sono tra loro congru
soltanto vpp1 , Uwpta. Quindi:

I‘lI lh El|§11- -

(**, L. o, § 2.
(**®, L. e, § 13,

ol LR
! T F -
R T Sy T -r.-..'_.'l.a._l_

e B ) v

s Bty s, i <

- 'y s
e ] -
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T termini della successione v compresi tra due multipli consecutivi :"
Vop, Vaptn) del termine v, sono tra loro incongrui vispetto a v, quando
¢ h>1: se invece h=1, sono ancora incongrui ¢ medesim: termini ad
eccezione di Vepir , Vepta che Sono sempre congrui rispetio @ V.. |

2. Sia ora z. un termine qualunque di ¢ diverso da v,; se p & K
multiplo di v anche v, & multiplo di #, , in easo contrario la divisione
di 2, per » dovra dare un resto, () e possiamo allora dimeostrare
che esiste una successione di un numero infinito di termini, eon in-
dici in progressione aritmetica, che sono congrui con z, rispetto a »..
Premettiamo a tal finc che se #, & (n > &) sono due interi qualunque,
ha loogo la relazione:

tots =+ (— 1) wn—s

n

= {ts—1 o343, (™) (1)

e poiché il secondo membro & intero, avremo la congruenza
FJ’I-!—E! = — I:__' I)é t'n—4 (ﬂlﬂd. ﬂu)q.

Cid posbo, indichiamo con 2 un inlero indeterminato, e con 1 un
altro intero pure indeterminato ma minore di v; se allora mutiamo »,
g, che sono indipendents, rispettivamente in vA, t si otterra,.

Vil =—(—=D" i (mod. #.:);
cambiando 1n questa A, t rispettivamente in A — 1, v — 1, sara ancora

Py — ™ [:— t{)"-j' Uy(i. =24 (Iﬂﬂd. ﬂrﬁ.);

e quindi, poiche vz & multiplo di v, , i

Cyitr == ('_ Z}" Uei—itr ( [Ilﬂﬂ. T ). | :
Posto ora '

u=yp+r (r<vy), e p=2q-+7r (r < 2), K
g1 cambi nell'ultima congruenza t in », e si diano poi a ) successi-
vamente 1 valori p, p —2, p—4, ..., p—2 p—2(g—1); st dedur-
ranno le ¢ congruenze g |

gt =(— 1) rip—srte
Orip—2ibr= (— 0)" Ciip—g141
S AN e o s ( mod, v, ).

Orip—2q42 +r = (— )" Ouip—29)42

Moltiplicando membro atnembro, e tenendo conto che & vp -+ »r= m
€ p—2g =1, ofterremo

(1) 0u = (— 1)1 virgr ( mod. r; ), b

(%) L. e, § 1L
(**) Diwendo mleri, intonderemo sempre interi positivi,
***) L. c, & &
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e moltiplicando soltanto le prime ¢ — 1, sl ha vece
(2) P (— Na—iryg, {r'—l—i]—l—? ( mod. 7+ )
a) Supponiamo dapprima g pari; posto allora ¢ = 29" la (1) diviene
£.=12" trry-da (mod. z+)
quindi se ' =10, cloé se p= iq" sara |
(3) 0. = 2970 ( mod. z+),
p se invece » =1, cloé s¢ p=4q 1 said
(4) ru={ "0 4r (mod. v+).
b) Se q & dispari, polremo porre g=2¢+1ela (2) diviene

Vu—= iy Cylt'+2i=1 (mﬂd. v 1):
ma & Inoltre

p=2q-+1v=4¢ +2+7 (' <2)
quindi se ' =0, cioe se p=4q9 -+ 2 sara
(2) v, =127 P (mod. ©.),
e se ¥ —1 cioe se p—4¢ -3 sara
(6 = 129" Ot (mod. ¢+).

I visultati contenuti nelle formole (3) (4) (5) (6) si possono racco-
gliere nel seguente enunciato gencrale:

® [

Siano dati due termint Vi, Vy, CON |1 07 divisibile per v; se 1 Poné

w=vp-+r con r<v, p=4¢ +¢ con ¢ <4,
sara
0 = % 0rfr ( mod. z ). (%)

9. Tndicando coun x un intero indelerminato, consideriamo ora il
termine v, essendo y definito dall'uguaglianza
o=y + 4vr.
Avendosi, come abbiamo gia detto,

p=vwp-r con <y, p=—4q¢ +o <on o <4
sara anche:
y=v(p+ dx)++ , prie=4H+2)t¢
e quindi applicando Pultimo teorema alle due coppie (v, ), (T5. D),
avremo la congruenze:

ﬂ_lu_ — qu"l' ﬁg'l'-l-]? ] .

vy =1 T Yoy f ( mod. #» ).

(¥| Questo teoremn sussiste anche genza lipotesi pouta ehe i coafficlenti A, ! siano primi Lra
lovo, vows la @ dalla guale & iledatto. '
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Deriva di qui che affinché sussista la congruenza
vy = Ve ( mod. zv ),
& necessario e sufficiente che sia
1207 g ragr = LT Uytnter (mod. #: )
od & sufficiente, che si abha
[2q'r = [2q-HxT (mod. zr)

ed anche
ez =1 ( mod. tr ).

Ma essendo {, e quindi anche *, primo con ¢, (%) questa con-
gruenza, ossia
((Z3E=1 (mod. ),

ammette infinite soluzion, contenute tutte nei successivi multipli della
minima. Pertanto detta e tale soluzione, Je altre sono date dalla for-
mula x=ne dave u & un mbero qualunque; e poiche per tale valore
dix e

Yy = - 4ve.n,

cosl polremo concludere che per n=1,2,...%, ha luego la congruenza

P = Crefhre. » (mod. % ).

Se inoltre pomamo
p=4ve . Q4+ R con R <dve

sara anche, per qualunque valore di #,

Tr = Und-drem (mod. 7+ )
ed in particolare per # =Q,

g = O ( mod. o ).

Pertanto resta dimostrato il secuente teorema:
Siano vy, vr due termint qualungue, con (& Noi divisibile per v: 8¢ €
3 la soluzione nunihna della congriuenz

(BrpE=1 ( mod. o ).

od B il resto della divisione di p per dve, § termini della sucecessione lli-

giifata
»

AT g Uiifdre 5« e - o g Upttrg g e o v v 0o Upeg-drz st o o o (SJ

(ove gli dici formano und Progressione aritmetiea di differenza 4vz
SONO cONgrii con Vy vispetto @ Y.

%, 1, ¢, § 11, lepna 19,




392 PERIODICO DI MATEMATICA.

CoroLLARI0 ], — Se supponiamo in particolare p=1, essendo
allora ry=r=1<<v,, s1 concludera che ¢ fermin:

ﬂllﬁl—I—iﬂE} ;Eﬂ,i"l-ﬁl'ﬁ & B @ EI-I—*?E‘"--, .

digisi per v, danno di resto 1. ' ;
COoROLLARIO II. — Se ¢ k=1, & anche ry—1; quindi facendo =2,
si dedurra che oltre quelli del corollario precedente i fermini

Va, 124 4pc 4o Vddremy ...

divisi per v. dinno di 1esto 1.

4. I lermini della succesione (5) del teorema precedente appar-
tengono alla successione :

LRI vllt—'i’r ¥ ﬂill' b ﬂ‘h'-%-*l' 5 ﬂluHi‘ g = = v_f{Hi'J. § = = r '-'I.E

ove la progressione degli indici ha per differenza 4v. Facelamo vedere
ara che se p,v sono prume tia lore non esistono in quest’ wltima altri
lermini congrui con vy rispetto a v, . Posto mfatti z=p - 4v4, sup-
poniamo che sussista la congruenza

Cau = Uy ( nod. & ): “
avendosi, come precedeniemente,
p=vwp-tr ,p=4¢ -+ (r<v,p <4)

=v(p+4)+r . pt+dH=4(g+N+to.
i dedurra, a causa del teorema del § 2,

e quindi

LI
A e e e Wi

=3

ARy Py

T

Iﬂq"it' Uo'ytr — I'f"ff'!"'l‘-"-l? Catvdr ( Illﬂd. Py ).

:|_ F

Ma poiché per ipotesi p,v, e percio v, sono primi tra loro, sa-
ranno primi tra loro anche i numeri v, ¢'v - #; ne segue che 1l fat-
tore t,w4r che figura nei due termini della precedente congruenza e
primo eol modulo 2, ; (*) inclire & primo con », anche 1l fattore 29", (**)
onde dividendone 1 due membri per 20 go4r AVremo necessariamente

(=1 (mod. #, ),

e percid ), =ne, essendo £ la soluzione minima ed n un intero qua-
lungues: ne segue

i e e s — L.
St i e S

z=pn-|4vz.n

e quindi », appartiene ad (S) come si voleva provare.

5. Riprendiamo a considerare i due termini v,., #» e le relazioni
p=vptr, p=2+ (r <v,r <2);

¥ T.c, § 19, o
**, L. ¢, § 11.

R A T m s e v A U i AL
B T s e PR

n’
e i

]
- -
st T
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abbiamo trovato al § 2 che &
Ve = (— D" Dyrgr (mod. »: ),
e quindl ge v & pari s1 avra
(7) P =0 Vyrr ( mod. v, ).

10 premesso pongasi ¥ =p+ 2vx ove x & un intero indetermi-
nato; sara anche

y=v(p+2r)+r p+x=20@Q+x)+

e percio, a causa della (7),

Le=Irat+x pyg (mod. », ).
Determiniamo # in modo che sit abbia la congruenza
U= e (mod. =, );
a tal fine s1 deve avere
I ey = P9 e gy (mod. ).

ed (analogamente a quanto dicemmo al § 3) & sufficiente che x sod-
disti {a congruenza

(e =1 (mod. #)

che, per essere [* primo con #» , ammette 1nfinite soluzioni contenute
tutte nella formula z=#ne,, essendo e la soluzione minima ed % un
intero qualunque. Si conclude dunque che sara per qualunque =,

Vi = Vut2vey .0 ( mod. # ).

Se inoltre chiamiamo D il resto della divisione di p per 2ve sara
anche, rispetto al modulo v, ,

Vp=Vp+2rm1.n,
ed in particolare
Vo=V .

Possiamo dunque enunciare- il seguente Leorema:
Siano v,V due terinini qualungue con w non divisibile per v, e sia v
Nt numero pari; se g ¢ la soluzione nunima della congruenza

, & =1 (mod. v,),

e D il resto della divisione di w peér 2ve, @ teriine della successione
ilimitata

VD s Vp2ver g« oy Vgt g Prd-2rm g oo o g Vpbdrmmy o v oy (S)

(ove gli indici formano una progressione aritmetica di differenza 2ve)
SON0 CONGrut com v, rispetto a vi .
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In particolare supponendo p—=1, p =2 successivamente, si ha:
Cororrario I. — Se v 2 un nuwmero pari, i termini

iFI . ﬂ1+2r!1! & F 8 B W B ﬁl‘l‘ﬂ“'ﬂqﬂ" & W

divisi per v, démno di resfo 1.
Cororrario IL. — Se v & pari ed inoltre h=1, @ termini

o,V dpeyye o e U214 %921 71 45 o »

dicisi per v, danno di resto 1,

6. I termim della successione (S;) appartengono alla successione
===y 1J'|'I—E'l’ » .EJ‘H- L F.H-I-EP Pree v.”_l_i 1"-;- g .-

ove gli indici formano una progressione di differenza 2v. Quando i
nners p v sono prin: tra lovo non esistono in questa altri termini
conrgrui con Ve rispeilo a v, , Infatti, posto z=p - 2yj, suppongasi

Bee = P ( mod. 2. ).
Essendo

p=vpr.p=2¢ v (r<v,r <2
z=vy(@+2)F+r, p+3n=2(q+ )47,

applicando la (7) alle due coppie di termimi (z..%» ) (2., ) si ottiene

[*a Vw4 r= [ria+4 Vsr'4r ( mod, Ty ) .

e quindi, per le stesse considerazioni fatte al § 4, si dedurra che deve
necessariamente aver luogo la congruenza

(i )yY=1 ( mod. #. ).
onde L =mns;, dove & © la soluzione minima ed »n un intero qualun-

que: quindi 2=y - 2vem, e v, appartiene ad (8,) come abbiamo as-
serito.

7. Dal teorema del §3 e da quello del § 5 risulta che se v & pari
sono congrui eon . rispetio al modulo », i termini delle due succes-
stonl itlimitate,

. oW 'u,rt-—-—ir-f = 1-‘:}1' 5 Hﬂﬂ—i—‘—il'f § &= ‘Elfl-l—il'ﬁ H F B (S}
co s Un—2rm y Up s Dud-202) g« oo CordbBrsinig o v s (Sl)

essendo e, & 1| minimi inferi che soddisfano le congruenze

E?:riii ( mod. 2z ).

Ma da queste si deduce che 2e @ un multiplo di . onde indi-
cando con y un numero intero deferminato, si avra

ds=gY;

]

¥ i—
iy
B e A wn =L ||

]
(s B Tt} =y

¥ -
; ik WO
# o T i |l O L1 O

el F a1 gV .

B N oty S
T G M M CCETY
A=A ey, PR e e e, L il g e - T

L} -_-d.-.

= & i g
e T

g 1 - o el

o il O e T e T e e M
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ne segue, per qualunque valore di »,

dye .= 2ve, (Y1)
e quindi
CVoatdren — Viet-2re1 yn) -

Foiche il primo membro &€ un termine qualunque della succes-
sione (S), mentre il secondo & uno speciale di (8), (perché dipen-
dente da ) cosi potremo affermare che tulli i termini di (S) cadono
m (3;); ma questa contiene inoltre tutti i termini della forma

Vi Dyryam

nei quali m non & multiplo di y. Nel selo caso di y=1 le due succes-
sioni colncidono. Ora si puo vedere che ¢id awvviene soltanto quando z,

¢ paeri. Infathi in questa ipotesi la congruenza

(I" )n=1 ( mod. r,)
assume la forma
()= =1 (mod. r);
e quindi % ¢ una soluzione della congruenza
([2)x= (mod. 24 );

. 1 . - = ' 5 W E
ma coincide colla soluzione minima s, perche se fosse s{?l non

sarebbe 2¢ multiplo di &, come & necessario. Avremo dunque per e
pari, 2: =¢,;, onde y=1, e le due successioni (3) (S,) coincidono.
Se pol g @ dispari, luguﬂ,ﬂ'lmnza 2e =gy prova che & v > 1, quindi
la (S) ¢ contenuta nella (5,). Cio prova quanto abbiamo asserito.
Osgervazione. — Da quanto abbiamo ora stabilite, risulta che
quando v & part il teorema del § 3 & contenuto in quello del § 5;
onde bastera dire che rigpetto a z., sono congrui con v, 1 termini
della successione (S) quande v & dispari, e quelli di (S;) quando v &

pari.

8. Alcune alirve proprieta stabilite 1n questo paragrafo, vengono
applicate nel seguito ad una classe speciale di suceessioni, dedotte
dalla 7. per la determinaziowe del resto nella divisione di due lora
termini qualanque. Abbiamo visto al § 2 che, essendo v, , ¢, termini
gualungue e

p=vwp-r con ¥<v,p=2-+7 econ <2
si ha .
® V= (— {0 Vyr' e (mod. , ).
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Consideriamo separatamente le 1potesi di v pari e v dispari:

I* TroTRST
V € un Numero pari.
La congruenza precedente diviene
"Hlu E EQT i.:rl"-!-],' (mﬂd- ?-:i" )-’
quindi:
1% Se ' =0, cioe se p=2¢ si avra,
D = 197 v, (mod. vy ).
2% Se »' =1, cioé se p—2¢-+ 1, sary invece
Vi = [a» Vstr ([[10{1 Uy ],
ma e, per qualunque valore di v,

Tyd-r _|_ f'__ E}rﬁu'—r

Uy

= numero intero (¥*)
0ssia

Codr = — (— ) 0yr ( mod. o, ),
quindi, poiché v & pari, risultera

U =— (— )37y, . ( mod. ).
Ne consegue. se » & pari

Vu =— {9y =191 (0, — Vy—y) (mod. v ),
e se r e dispari
UL (mod. ).
Riassumendo si ha il teorema:
Se v & un numero pari é vy, vo due termini di v, posto p=vp -t
Con r <V, $& avra rispetto al modulo v,

1% wu=0v quando é p=2
G { 0 =10 (5, — 0, ) quando 2 p=2q 1 con r pari
T =ty quando 2 p=2q -1 con r dispari

* TPoTESI
v ¢ un numero dispari.

4) Suppouiamo prima che ¢ sie pari; dalla congruenza {8), che
sussiste incondizionatamente, si ha allora

(T — Eq‘l ’I?:.-r"—i-r ( Illﬂd- (4 )1

(") L. e, § B,
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e se g1 pone g=2¢, 81 avra anche

p=2¢q+=4¢'-+» con <2
1°, Se »"=10 cioé se p=4q" si dedurra snhito 5 '

1E{J‘.‘ E ng'p Er-

20, Se =1 cioé se p=4¢' 4+ 1 sara
ry = (20°7 Py y _ "
ma, come abbhiamo visto, si ha per qualunque valore di v f!i
Crgr = — (— 1 vy—sy ( mod. v, ),
guindi se¢ T ¢ pari sara (sempre rispetto al medulo )
tu=—0PV g =B (0, — tyr),
€ 8¢ 7 ¢ dispari 81 avra invece
Vo =120 oy,

B) Suppomiamo ora ¢ dispari; dalla (8), poiché v & dispari per
1potesi, s1 deduce

Tf‘" = Jq_r ﬂrl“'-[-l‘ :

inoltre se s1 pone ¢=2¢ -} 1, sara anche

p=2q+r =4¢ -2} con # << 2
3% Be =0, cloé se p=4¢' -+ 2 si troverd sostituendo
o).

49, Se ' =1, cioé se p =44 -+ 3, sard invece

U = E{Eq'—]—l]:' p.= E(Eq*-i-] " (?}r

Pp=— [0 Tr g0,
@ poiche, come abbiamo gia osservato, si ha per gqualunque v
- Vydr =— (‘— nr Vy—r y
si dedurra
Up=— (-‘- [J{EQ"H Jr-f-r Ty—i
quindi se 7 & pari sara

W = 01 g,

e se r ¢ dispart 81 trovera

1]1“ - — ﬂ(gﬂ"']'l]r"]'l* ?JF-]' == [-‘Eq'+1:|r-1-r [ﬂl’ — 'ﬂjr—r].
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Riassumendo possiamo enunciare il seguente teorema:
Se v ¢ un numero dispari ¢ Vu, vv due termini di v, posto p=vp -1
coit T << v. si avra rigpetio al modulo vy :

1o, ra=ltTroy gquando & p=4q
P, | ea=P"T (5 — Crey) . , p=4¢ 1 ed »r pari

\ rn=0arr g . ., p=4q 1 ed r dispari

::;f.l. i‘_ﬂ = EIEL}'—'{-H:' { ey — ﬁ!-} » " p —_ 4:qt =p= E
40, | =l g 5 . p=4q¢ -+3 ed r pari
l = Bl S 2 T (L'v —_ 51‘—-1‘) = . P = 49 43 ed r dl-ﬂpﬂl'i.
(Continua) Arserro TAGIURL
o —

SUL RESTO DELLA DIVISIONE ALGEBRICA

Nell'ultimo numero del Supplemento & detto che le considerazioni
con cui i recenti trattati d’Algebra mettono al coperto dalle erifiche,
che le erano state mosse, la ordinaria dimostrazione del teorema sul
resto della divisione dun polinomio intero per z-— a non hanno con-
tribuito a conservare ad essa il grado di semplicita, che la distinguevas:
peraltro. volendo, se ne potrebbe conservare tutta la semplicita senza
venir meno al rigore: hasterebbe imfatti osservare che, per la regola
della divisione algebrica, il resto & precisamente la differenza fra il
dividendo ed il prodotto del divisore pel quoziente perche, per I'ac-
cennata regola, si giunge al resto sotiraendo successivamente dal
dividendo il prodotto del divisore pei varii bermini del quoziente, per
cui, se A, B, Q. R, sono dividendo, divisore, quoziente e resto d’una
divisione algebrica, la relazione A —BQ =R risulia stalilita me-
Jiante diretta sottrazione del prodotto BQ da A, indipendentemenie
quindi dal concetto di divisione ¢, per cid, sussigte anche pei valori
delle lettere pei quali B=20. In questo modo, senza introdurre com-
plicazioni, resta dimostrato che dividendo e vesto sono uguali pei
valori delle lettere pei quali & nullo il divisore od il quoziente, osser-
vazione generale guesta, che d&, come €aso particolarissimo, il resto
della divisione d’un polinomio intero per z—a. B si pud aggiungere
che viceversa, se per speciali valori delle lettere sono uguali dividendo
e resto, per quei valori & nullo od il divisore od il quoziente. Le con-
siderazioni che si fanno comunemente, e che io ebbi gid occasione di
suggerire nel Periodico (1890, pag. 157-158) sono tuttavia necessarie
per dar rigore al calcolo letterale, per assicurare, p. es., che due po-
linomii interi, per esser ugnali per valori qualsiansi delle lettere,
debbano essere identicamente usuali. per generalizzare delle formule
come anch’io ebbi gecasione di fare, p. es., nella Rivista di Malematica
(1893, pag. 148, ultime linee).
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E poiché sono in argomento voglio pur comunicare un'espressione
del resto della divisione d'un polinomio intere per un altro, la quale
non vidi mai rilevata, quantungque derivi immediatamente da formule
molto note.

Sia f{z) un polinomio intero ed a eoeflicienti interi di grado non
‘minore di m e Q(z) ed R(x) siano quoziente e resto della divisione
di f(z) per (# — @) (x —@a) ... (x —aw), cosicche

f(;tl') — (& ) (-T — ). ..(z—aw) Q(z) = R (2),

da cui segue che, se k& & uno dei numeri 1,2,..., m, (o) =R ().
Si ha quindi che

B(z) a2 2=2...2 1
f(ﬂ']) a," ! ﬂ'lm_a TP 1 0

AGu) B2 Wa ™ v lin
per gli m valori, ay, sy ..., @y di x. Il primo membro, essendo di
grado minore di m in z, & nullo 1denticamente e quindi

H(ﬂ?} — ﬂim'_l .[[.1"“_"' e 1
[ 1 ﬂm:.: . ﬂml

La forma frazionaria del secondo membro & solo apparente, perché
il nameratore, annullandosi se per una qualsiasi delle » quantita
gy ey (y 81 pone una delle rimanenti, ¢ divisibile pel prodotto delle
differenze di queste quantita, ossia pel denominatore; ed anzi, oltre
ad essere intero, & simmetrieo nelle a,, ..., 4., per che numeratnre e
denominatore sono funzioni alternanti di queste quantita, eloé mutano
di segno, senza mutar di valore assolutoe, per ogni trasposizione di

due delle guantita a@;,...,a,: e cid era prevedibile perche, 'se «,
ey oo ay, son le radiei dell’'equazione gy (z)=0e g (z) =a™ + 0, 2" -
...... + Ca—s @+ eu, R(2x) & resto della divisione di /(x) per @ (z) ed

& intero in ¢, ..., Cw.1, . Al Testo si posson dare varie forme, come
rilevasi subito dalla teoria dell' interpolazione; s1 vede immediatamente,
p. es., che, conformemente alle formule di Lacranee e di Newroy,

(I — ﬂﬂll [ ﬂ'lll] {:E S— ﬂlj ue (3; — ﬂm—t)
R (z) '_'f[ﬂ‘fl) [ty — ag)...(Gy— ) | -1 () (an — ay)...(@n— @nv)
—=f(a:}H{x—a) (HJ:EIL | ﬂ{—(-f-?-ﬂ; H(z—a)(z—as) ([m —{i()?t;]:— (ig) |
f‘ﬂg] f{ﬂﬂl
7 (s — @) (as — ) i_[ffa“ul}(ﬂﬂ'__ﬂﬂ)) s
| f(t.’h] ( | f{*'rul)
2 —t). (T —0) ((ﬂl—r:g]...[ul—am] R (nm—ﬂmﬁlj) :

~
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Dal confronto di quéste varie espressioni del resto, come pure
dalla equivalenza

el | sl - 1 {'IIm_l ﬂ'lm_! A (£ I
™ @t ...l | e @™t ... (s {
ﬂ.: (EE—I s ails ﬂml ﬂﬂ-—-i ﬂ: g Hml-

— " — (T a ... -+ aw) ™ + . I @ity - . . A,

si posson dedurre particolari sviluppi di determinanti ed anche (¥)
notevoli relazioni segmentarie.

Genova, 10 maggio 1901.
F. Grupice.

QULLE FRAZIONI CONTINUE PERIODICHE

Per le frazioni eontinue periodiche semplici & noto che dati i quozienti
incompleti del periede &i possono mediante questi otteners le espression|
dei termini (i una qualunque ridotta. Tale problema fi riscluto da
Gantaer (¥¥), che si é servito dei determinanti, ed ultimamente anche dal-
' Amanzio(¥¥*), che si & servito di certi polinomii, di cul ha trovato nobe-
voli proprietd.

L'oggetto di questa nota & dimostrare che esisfe una semplicissims
ralazione tra le dne ultime ridotte di vgaoi periodo di una fraziene continua
periodica semplice, e dedurne alcune conseguenze riguardanti le frazion
continue periodiche semplici simmetriche ed i numert (i Fibonacoi. Tale
relnzions che qui & dedotta direttamente, mon si potrebbe 1 m ado facile
ottenere dalle complicate formole dei su citati autori.

|. Consideriamo la frazione continua pericdica semplice positiva, radice
detl’ equazione quadratica

c=1{

(1) ax® — bx

ove a, b, ¢ sono unmeri interi e positivi
Se % & il numero dei quozienti incompleti di un periedo vogliamo
dimostrare cha tra le due ridotte ultime di ogui periode, ciod fra Ry
ed R.._. esigte nna relazioue bilineare i eui coefficienti sono a, 4, c.
Se si indicano con P, Q i numeratovi ed i denominatori delle ridotte,

(%1 V. L4 matematiche pure ed applicaie; vol, I, n, I, febbraio 1901 V. RevaLl, Un'applicazione

geamidiricn dei determinanti,
(#%) Zaitsehirft fdir Matbematick di Seblémilel. Anne 1877, . |
(#%%) Annali dell'Istituto teenieo di Napeli, 1598, — At della H. Accademia delle Scienze di

Napoll. Vol. 7 delle 2% eavie.
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e e e T
T el s

35 B 5
o B e, T ol e

.

|
4
1

b B e e T RO T e g g i .
P = . -, - RERE, .
I T, i iy = i, #2 E f
T e

s

e S

- T e

!

;
¥
5

- .
- '



PERIODICO DI MATEMATICA. 91

I'equazione che da il valore della frazione continua 81 ottiene arvestandosi
ad uu qualungue periodo, ed & precisamente:

Qm]; 0" — [Pmk 2 le:—l‘l-'-ﬂ — Pmkﬂl =={}.

Coufrontande questa equazione c¢on la (1) si ha

ka — {4 . él1111
Pml: — 1=0.A,.
8

lmk—i ——a i ...'a“”

ove A, e un coefficiente intere dipendente da wz. ciod dal periodo a cui
¢i siamo fermati
Dalle precedauti aguaglianze, per divisione visulta

PJ.UL: arat Q‘nk—l b i Pmk = C

ka (t - Q:mk - a
o Qua B |
Dalla prima si ha: Q — Boire = e dividendo questa per 'altra:
mk
e
Rlll b
' Quan—1 S
Pnﬂ:-—l_— i ‘
Ovvero
- HH.,“h—b
lenlcmi == = -

donde otterremo la relazione
':E]' allyy . By _bRnL-.—I — C-.

2. 8e la frazione continua periodiea semplice & anche simmertries, deve
essere in virtu di nu teorema di Gavois (*) @ =e. Allora la (2) diventa

ﬂRm’k E’ml.-—l A mek——l — Oy

ovvero
] ¢ R(Rmk Hmk—l T ]-) — E"];':‘l-‘mlm—:lg
¢ quindi -
h
(S) R’ml: = Rt_ul:—-l i ;

Cict: tnrn wna [rasivie conlinua periodica semwmiplice sinunetrica é co-
siante la differenza tra lulluna ridotla di un qualungue periedo ¢ Uin-
versa delln precedente.

3. Serivendo la (3) von la notazione solita abbiamo

»
Pml-: le-:-—-l b
‘ q.]ul: Pluk—l & '
ma 8i ha puve
Pl]ﬂ; P:rﬂ:—l 1

— .
QTIIIE ka—l ka ka—-i ¢

(*) Vol. 1§ degli annali di Gergonne, aono i828.2%. Cfr. pure Lucas, Thderie dex mombres
pag. 492-457.
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dunque
_b_ -+ ] mt—l Q mk~—1 _

o Q’l.l‘l]-‘.Qﬂir.-—l qrﬂk—l Pmk—l '
od osservando che per essere la frazione continua simmetrica & Q=P .,
g1 ha

b ||1h—-l Q mle—1 - ]'
{é) a Py Quic—t

Se @ =1, cioé se la frazione continua ha un sol guogients incompleto
per periodo, si ricava che la frazione del secondo membro & un vumero
intero, ciod: se si ha una frasione continua perodica semplice con il
periodo di un sol guosiente imcompleto, la differenza det quadrat dei
termini di una ridotia qualungue cumentate o diminuila di 1, secondo
che il suo poste & part o dispari, é divisile per il loro prodotio,

4. Dalla (4) risulta

mek-—l mk—-1 — ﬂP"ml L= “IQ mlr—1 i i@,

Avendosi cosl nna equazione del 2° grado in Qu_;, 1l suo diserimi-
nante, ciod

(_5) bEP!mk_l ‘—I— 4HEPEm { =l 4&3

deve essere un quadrato esatto.
Scegliendo il segno -, cioé supponendo m numero pari, e supponendo
di pitt che & sia numero pari, la somma:

[ ]+ o]

deve essere un quadrate esafto. Avremo quindi il teorema: se si frasforma
in frasione continua la radice positiva dell’ equasione quadraltica: ax® —
— 2hx —a =20, e si mdica con g il numeratore della penyltvma ridolia
di un periodo di posto pari, la somma dei quadrati dei lre nunert a, ga
ed ah é un altro quadrato.

Cosi si ha il mezzo di risolvers con 1'uso delle frazioni continue sim-
metriche |’equazione pitagorica a* 4 y* 1 %=1’

B.Sea—0b—=11inumeri P & Q sono i termini %, = 1, uy—2, w; = 3,
#, = 5... della serie di Fibonacci, e 1’ espressione (5) diventu Hu,* 1= 4
ciog: 2l quintuplo del quadrato di un termine della serie di Fibonacel
awmentato o diminuifo di 1, secondo che é di posto dispart o part, € un
quadrato esatfo.

Sia i, un termine di posto dispari, ma che sia numero pari (% dovra
essere della forma 6K -5 per K=0,1,...); avremo

o Uy” —H4u,® - 4 = quadrato
e dividendo per 4 '

(1 )—I—u9—|—1 quadrato

-, x . . - . & ik i
e a1 O i), iy PSP AR, VI SRR il

i ST
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ciod: Se u ¢ un lermine part di posto dispart della serie di Fibonacei, la

somma del quadrali di u e della sua meta auvmentaia di 1 & un quadrato
b :
6. Dalla (8) si ricava R _, — R,y — — ., ma s ha pure

1
R - ik = i 3
o RnL kale:—t

dunque

T |

Abbiamo c¢loe una equazione del secondo grado in R, ; 1l suo diseri-
nminante, ossia

1 b\* 4h 1 h\?
- L= ( L —) 4
(QhﬂiQﬂk-I a ) II':"'!Cl!\llll-r th—l i kaka— 1 a _I— :
dovra essere un quadrato esatto, 8 percid dovia essere quadrato esatto anche

(@ £ Quu Qui—)* 1 46* (Quux Qua—t)™

Cosi si ha un altro mezzo per trovare dei numeri interi che soddisfano
all'equazione %° 4 y*=2*,

7. Supposto a=>0=1 si avra:
(thka-a = = 1)2 (ngEka—-I)! = quadrat.n

e s1 ricavera la proprieta seguente dei numeri della serie di Fibonacei.
Il prodotto di due termini consecutivi della serie di Fibonacci fornisce
una solusione dell’equazione pitagorica x* - y® =z*: se p é tale prodotio
si puo porre x =2p ed y=p * 1, seconda che il fattore maggiore é di
posto part o dispari,
Cosi per 1 primi due termini 1, 2 81 ha =4, y=238 e si ritrova la
solnzione minima costituita dai numeri 3, 4, 3.

(. FaLLuCOL

RIOLLZIONL DELLE QUISTION 564, 962, 566, 567, 568 B 563

20 %. Congiderando due tangenii qualiungue in due punii P, e Py ad una
parabole riferia al swo asse e alle langente wel vertice, se P & il punto d'incontro
di tali tangenti, dimosirave che Pascissa di P & media geometrica fra quelle di I;
¢ Pu, nientre Vordinata é media aritmetica fra le ordinate degli stessi punti Py e Pe.

(. Carposo-LaYNES.
Aisaluzione del sig. Di Stefano R. U. di Calania.

Dalle equazioni delle tangenti nei punti Py {z; y:) e Ps{xe ye) alla parabola
¥ = 2px cioe
gy —pxi —pa =0 yypa—p2 —pr=10

%
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si oltione che le coordinate del pamnto d'incontro seno

(£s — x1) Yy« 41
y""P — 0

¥ — i1 2
I
x —= [Il IE]T .
Altrs risoluzioni dei sigg. Bianca R. U. di Catania : Barisien; Fornari di Varese; Mer-
cogliano e Longobardi di Napoli; Occhipinti R. U. di Palermo e Pensa di Savigliano,

oD, se f) (x,¥)=0: fa(x, y) =0 sono le equazioni di due coniche di un
piano, il {uoge dei centri di tutte le coniche del fascio @ cui guesie appariengono é
in generale una conica che ha per equazione
dfi dfs dfs df;
dr dy dz dy

Dedurre da cid che la condizione necéssaria e sufficiente, affiniche le polart di un
puntc P rispetto a tutle le coniche di un fascio ® sieno parallele, & che P sia ceniro

di wuna delle conicke ®. _
5. Carposo-LAYNES.

Risoluzione del sig. Longobardi @i Nepoli.
Al variare di % npell’ equazione

(1} fulw, y) + kfe(z,y) =0
si hanno tutte le coniche del fascio € a cui appartengono le comiche
file, ) =0 ; filz, y) =0
Le coordinate del centro della (1) sono le soluzieni delle equazioni di primo

grado In = € y

(2) df :

df] dfﬂ - f
E-I_ dx =g +L dy

Kliminando % fra le (2), si he pel luogo dei centri delle coniche di @ 1'equazione

dii dfe dfa dfy

- =0,
dx dy dxr dy

(3)

cioe detto Iuogo & anch'esso una conica
L’equazione della polare di un punto P {ay, y) vispetto alla (1)

afy dfl | ﬂ!fl (df] d,f:l | fifl)
(4] day = + dy'j _1_ 5 oy —I_ !.l"l ¥4 az; o lj,
e al variare di & in (4) si hanno le squazioni delle polari di P rispetto a tutte le
coniche ®, — La (4) al variare di & rappresenls uie fzscio di rette il cui centro
é il punto comuue alle rette
) dfy arn ifi . dh 4R, dfr _
(3) d’.n 2t If == dey = T 2 1 —|— —

polari di O rispetto alla coniche £z, y) =0, fe(z, y) = 0.
Perché dunque le polart {4) steno pavallele & necessario che le coordinate del
punto P (@, ¢ ) verifichine !'equazione

dfs df:  dfs dfi
dx; . t'l_"!h dxy ’ {fyl

J ' 5 il ’
ol = = i o T .I "- Fmp e - T ry - wl . by T - - 5 = - — = . e
ey I e e R "-.—‘-‘-'"-L-_._.... A A e e s bt mmkﬁ“:hf}g:ﬂu ¥ ettt TR e B T
e e ettt et et et s} e T

e

L
b
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cioé & mecessario che P sis un puunto dells conica (3), cioé centro di una delle

coniche del faseio @.
Osservazione. — Se pin generalmente si vuole che dette polari convergano

sopra una ratta data
(6) Az + By +C=0

e necessario che il polo P (2, y1) sia lale da Far coesisiere le equazioni (5) con
la {6); ciod & necessario che P sia un punto della conica

A
d.ux 1y dz
i A A |=0
d:r dy dz

A B C

Questa si riduce alla (3), cioé al luogo dei centri delle coniche del fascio,
quando la retta data e all'infinito cioé quando nella precedente equazione A = 0,
B =40, C diverso da (. E facile trovare la proprieta correlativa,

Altre risoluzioni dei sigg. Bianca R. U. di Catania; Di Stefano R. U. di Catania; Mer-
cogltane: Pensa di Savigliano.

SG6. Dinostrare che la guartica rappzesentaia in coordinate polari doll'equn-
zione

(1) p=

1

)
Co8 ——
2

ha larea, compresa tra essa ed i suoi asintofi, finita ed equivalente all'area delia

bitceola della curea.
Bagisiex,

Risoluzione del sig. Longobardi di Napoli

La (1) & simmetrica intorno all'asse polare e al raggio vellore ad esso per-
pendicolare; ha sul detto raggio vettore due punti doppi alla distanza o} 2 dal
polo; ha per asintoti le parallele all'asse alla distanza Z2a.

L'area della buccola della (1) & quindi

v T

m
Ll Lotk Ef_ b
9 9 2 .
S=12 £ = do = 4a* Zm —4ﬂ2[tE%|d‘——4aE.
2 - Ueadd 0 '
1 CuUE '—-2 5 Cos 7

L'equazione di un asintoto della (1) &

¢sen v = 2a,

L'area compresa tra la (1) eq i suol asintoli & quindi

w
T o —
T 4_ ¥ ' E =T
5 =2 ﬂ, : do = 4a* — 4n? (— cotg E) = 442
~ | 8en‘ w g W 5 2 /a
et 0" — o~ B e
2 2 e ? 2 E

ciok & finita ed equivalente a gquella della bhuecola.
Altra risoluzione del sig. Formari di Varese.
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o67. s considering due civeoli, di ¢ui i@ centri sono fissi, ¢ la somma dei
raggi resta cestante. Dal centro di ciascuna circonferenza si conducano due tangenti

all'attra. Il Inogo dei punti d’ineontro di queste quattro tangenti con le due circon-
ferenze si compone di un ecircolo e di quattyo conchiglie di Pasecal.

Barisiew,

Risoluzione del sig. Longabardi di Napoli ¢ Fornari di Varese.

Sieno O e OV i centri fissi dei due sistemi di cerchi, & 1a somma dei raggi ed a
la distanza 00,

Evidentemente i punti di contatto delle tangenti a ciaseun cerchio condotie dal
centro dell’altro sone sulla circonferenza descritta sul diametro QO

Se 6 & I'angolo che una tangente da O al circolo di centro 0 fa con Ja retta 0O,
asservando che l'espressione del raggio di quest'ultimo & asenf, si avra tra le
coordinate p-e 8 (00" asse polare, O polo) dei punti d incontro di quella tangente
col corrispondente eerchio 0 la relazione

prasentl =K,

che rappresents due conchiglie di Pascal.

Similmente =1 ragiona per "altro cerchio.

Le equazioni cartesiane di dette quattro conchiglie di Pascal riferite alla 00
per asse delle » e alla perpendicolare ad essa in O per asse delle y sono

(#* + y* * ag)* — K* (2" + »*) =0
[((z—a)+y* T ayPP —K?[{x —a)? + ¢y*] = 0.

0%, Sono date dua rette X, ¥ perpendicolari ed una lerza z, concorrenti in
wi punto O. Si trovi Uinviluppo degli assi delle ellisi che hanno un fuoco sopra z,
xoNo tangenti ad X € y ed hauno U'asse minore eguale ad una funghezza dala.

Barisikx,
Riseluzione del sig. Longebardi di Napali.

Le rvette r, y siano gli assi, e 'equazione della z sia
(L) Y = mx.

L'equazione tangenziale di ogni conica tangente agli assi @
{2) 2h wv -+ 2gu 4 2fe +1 =1
¢ il punto (g, ) ne & il centro. Le coordinate del fuoco F della (2), che deve stare
sulla (1), stane &y, may. L'equazione di uua qualungue retta («, #) per F &
(3] y—mxy = p (2 — x1),
e le coordinate della congiangente il sue polo rispetto alla (2] con F sano
(guy + oo+ 1) may — by — f — hoy + g— (o + for - 1)y
(hity + floy — (Ao 4 g) mx *  (hay + flae — (hey - g) e
¢ questa retla (wue, 0¢] & perpendicolare alla (3), se

[ *—{gm +Azi+him E—[{m?*—1)z, +2lg—fm)xy |my—[mx 2 —(gm—4-f)zs +h]=0

Essendo F' fuoco della (2), qualunque retba per esso & perpendicolare alla sua
reciproea, e percid la precedente equazione dey'esser vers qualunque sia la retta
(1, v) per esso, ciod qualnngue sia m;. Si hanno dunque le equazioni

(4) fmx*—(gm+ flzy + 0 =10
{ (m* — 1)y +2(g—fim)=0;

W —

3
!
{

; J‘Jl-"- :'i'l:-' o o

Lot —f-
oyt i B
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eliminando tra le quali z;, si ha la condizione

2Z(m* + 1}igm —flg—fmb+ R (mf—1)=0,
alla quale debbono soddisfare £, g, & perché 1a (2) abbia un fuoco sulla =z
Kssendo Vorigine il punto di incontro di due tangenti orfogonali della (2), il
quadrafo della sua distanza dal eentro (g, f), cioé ¢ + 7% & eguale, alla somma dei
quadrati dei gemiassi @ e b della (2). Quindi la distanza del faoco F della (2) del
sue centro (g, f) & dato da

(5) Vo? 4 7/F — 207,

essendo b il semiusse minore dato. Per conseguenza il punte F, dovendo stave
sulla (1) e trovarsi alla distanza (5) dal punto ig, f) & un punto del luogo

(L4 )y ® — 2 (g + o)y 4+ 22— (),
e, dando a z; il valore dato da (4), si ka la condizione
(6} dm (gm — fllg — fm) + b’[m"’—]]“:{];

alla quale debbono soddisfare f, g perché la (2) abbia dato il semiasse minore.
L'equazione dell’asse focale di (2) &

cioé dando & 21 Ul valore dato da (4)
[2gm — (m® 4+ 1) flx + [2fm — (m® + Daly 4 2(gm — f)fin — gl =10;

e le sue coordinate sono

gm —{m* 4+ 1) F e g 2fm — (m* + 1)g
- 2lgm—flfm—g) 2gm — f){fm — g1

Eliminando f, ¢ tra le precedenti e la (6), si ha per l'inviluppe dellasse fo-
cale della (2) la conica

{(7) b*(mu 4+ ) (mv + 1) — m = 0.
L'equazione dell’asse minore di Q &

u

§—if=
ciod, dando a 2, il valore dato da (4),

[2fm — (m* + 1)glae— [2gm — (m® +1)fly + (m® + 1)(g® — 3 =0:

¢ le sue coordinate sono

"__Efm—{m’—l-llu e dgn — (m= 4= 11f
' (we* + g™ — %’

(m* 4+ 1) (y* — )

Eliminando £, g tra le precedenti ¢ la (8), &i ha per I'inviluppo dell’asse minore
di (2) la eurva di quarta classe

(8) dm(my — v} (mp —'ﬂ:} 4+ 0% (m*® 4 1)% (¢ — u® =9,

doppiamente tangente alla retta all’infinilo.
Chiamando z,y le coordinate g,f del centro, I’equazione di condizione (6) si
riduce a
dinfwmax — y){z —my) + 5% (m® — 1)1 =10,
e rappresenta il luogo del centro. Trasformande guesia equazione in coordinate
tangonziali si rieade nell’equazione

imu 4 e)(me + u) —m =0
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della comica inviluppo dell’asse focale, cioé Ia comica luogo del cemtro coincide
con la conica inviluppo dell’asse focale. Da ¢16 segue che 'altro asse & semipra
uns normale a detta conica (7) e pereio il suo invilappo (8) coincids con invi-
luppo delle normali alla (7], ciogé con la sua evoluta. Riassumendo si ha dungue
che l'inviluppo degli assi delle ellissi, che hanno un fuoco sulla z, sono tangenti
a x ¢y ed hanno I'asse minote eguale ad una lupghezza data & 1'insieme della
conica luoge dei loro centri, e della sua evoluta.

Ossereazione. — Poiche il centro {g, f) & il punto medio tra i due fuochi (z, ¢)
(x2, y2} 81 ha

2im (f — gn) 2{f — gm)
= 29 — g s a=2f —y1 = L — e
donde
I 1
iz — e -

Adunque mentre il fuoce [z, ) percorre la retta y — w2z (delta 2) Ualive fuoeo
(w2, ya) percorre la refta my — z (che diremo 7). Le retle z o ¢ sono egualmente
inclinate rispetfivamente a » e y. Si ha anche, evidentemente I’ egnaglianza

{9) 1T = fhys = b*,

Queste relazioni mostrano cae l'asse focale defermina su z e ¢ due punteggiate
proiettive, e percid la conica (7) da esso inviluppata é un'iperbole avente = e ¢
per assintoll

La (9) esprime il noto teorema: ¢ costante Uarea del triangolo formeto dagli
assintoti ¢ da una tangente pariabile dell'iperbole.

20D, Siano A A ¢ B, B' i cortiei di un ellinge, ed M un punfto qualungue
di essa. Le perpendicolari condotte ad MA, MA", MB, MB' nei loro punti di mez=o
incontrine la normale in M nei puuti C, O, DTV, Dimestrare che CDD — O o che

il luogo del punto di mezzo CU & un'ellisse,

Banisiex.
Risoluzione del sig. Longobardi di Napoli.

Sia M (a,y) un punto deil'ellisse

(]
(1) o i T — 1
x, y verificano la (1), cioa
. x?
L'equazione della normale ad (1) in M &
,__nty .
{3} y—y=p @—2a)

e quelle delle perpendicolari a MA e MB mnei loro punti medi seno

4 ¥y -;r’( a :r’)
b ._I_ yl J:I' II'-
5 — i
(8) Y 2 bh— (I 2 J
Le eoordinate del punto d'incontro ¢ di (3) e (4) sono guindi
! ]
6 =2 r . = =3
(6] - 2a3{m+u], Y=g @ )

e |
[ - E
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& quelle del punto d’incontro C di (3) e (5) somo:

_ ¢ ! s ey )
{7) m—-gﬂ_._,b[ Yy +0); y= .Jb,(—y—b}.

Muotando nelle precedenti espressiomi (6) e (7) @ in —a ¢ & in — b si hanno
per le coordinate dei punti C' e D’ rvispettivamente i valori

e - ey .
I_ﬂ{r"( = 4 a); y_ﬂub"'[ s
. ey .
%= gamp ¥ TO): Y=gy ¥ — 0.

Dai precedenti valori dedncesi che il punto di coordinate

e°% ety
(8] T YT T
& punto medio di CU e DD, e da cid segue che
CD=CTD.

Elimimande =" e y tra la (2) e le (8), si ba pel luogo del punte medio di CC’
o DD, al variare di M sull’ellisse, 'equazione

¥ 2

o? E+ LT

= @

cioé detto laogo & anch'esso un’ellisse, che diventa omotetica alla data se si gira
di §0¢ intorne al centro.

Osservazione. — Si hapno [acilimente le segnenti relazioni, nelle quali & & il
semidiametro coniugato a quello che pasea per M

Ebl" ¥ P

S I
ﬂ F r r
0D = 00 = 55 {C— 7]
00 = ‘ﬂi’: . DD — ﬂ:i'f
Lk T A
CC 4+ DD”" = ; j; 24

Altra risoluzione del sig. Bianca R. U. di Catania.

CUESTIOINE A PREMIO.
Dimostrare che per valori interi e positivi di a, 4, ¢, le espressioni

i i
b—{-% b 1 I
O==—
ir

b
hanmo la stessa parte intera, almeno gquando ac-54 & un numero pari.

(., FraTTINT,

N. B. Fra coloro che risolveranno la precedente questione, verra sarteggiato
un premio, consistente in un'opera di matematica del valore di L. 50, done of-
ferto dal prof. (. Frattini al Periodico. L'opera di matematica sara a scelta del vin-
citore. Il tempo utile per I'invie dei lavori scade il 31 marze 1902,
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QUISTIONI PROPOSTE

670. 51 desidera una dimosirazione puramente geometrica del se-
guente

TeEorREMA, — Siano iy, 14, 13 tre rette che partono dai tre vertici
de un triangolo e g5 ge, g2 le loro rispettive coniugate armoniche; se le
tre prime s'incontrano m un pauto, le due coniugalte g, ps si Lcon-

irano sulla 7, le due g¢,ps 8 Incontrano sulla r e le due ¢;, 5 si incon-
trano sulla 7.
P. Cassaxt

571, Dimostrare che

® sen’f cos® db 1
o (sen® +cos®)  3°

572. Mostrare che il rapporto delle aree delle due curve, rappre-
sentate dalle equazioni

("4 " — ax) — a¥(&” + y°) =0,
(2® + 94 —ax) — a*(&* — ") =0,

; I 3
¢ eguale a 5

573. Esistono infiniti triangoli simili ad un triangolo T' e circo-
scritti ad un triangolo T.

Trovare il massimo dell’area e del perimetm di questo triangolo.

Caso mm emi T" & equilatero.

574. Luogo del punto M del piano di un triangolo ABC, tale che
sin MA =MB -} MC. Caso in ecui il triangolo ABG é eqmlﬂt&rn

575. La potenza del vertice di una parabola rispetto ad un cireolo
bitangente ad essa & eguale al quadrato della distanza del vertice
stesso dalla corda di contatio.

576. Il luogo dei centri di similitudine dei circoli ¢he sono orto-
aomali ad un cireolo dato ¢, e di eunl il centro si sposta sopra una

retta fissa # & una counica.
K. N. BArismen.

B77. Dimostrare 'eguaghanza delle due frazionmi continue

(E* a b )( i ab b b )
a*dba'b ) \ab+ta' at-b+ab’ a-tb-t+ab’ atbdab’”

578. Se st ha o+ di=flz11 i + y¥1 —i) essendo o, b funzioni
a coeflicienti reali di z, y, si deve avere

d'e | o . dd , d*
dx* =

dyt det ' dyt

==\J.

Jr—




PERIODICO DI MATEMATICA. 101
579. Escendo S=axr®-}2hay-t by* = 2¢r 4 2fy+ ¢=10 T'equazione

di una conica, A il sno deseriminante cd R*=(a — &)} 44" 1'equa-

zioni delle diretfrici si possano mettere sotto la forma
S s
VB+e—b——+1R+b—a i +2¥2A=0.

580. Trovare i punti dinflessione della curva
2* (2" —2) 4y (5" — 2) =0.

(FREENSTREET.
581. Risolvere il sistema
1 a 3 , =
1 -
Saf 4 oy (o~ ) = «q, ey =0, N =c.

i 1 I § -
LT

C ANDIDO.

BIBLIOGRAIFITA

P —

Opere matematiche di Francesco Brrosenr — Tomo I con ritratto di

F. Brioschi.

L'editore 1]. Hiepli con questo volume, nifidamente e riccamenie stampato
dalla tipegrafia wmatematica di Palermo, ha iniziato la pubblicazione delle opere di
F. Brioschi; pubblicazione che fu deliberata dal Comitato sorto alla morfe del-

' ilustre matematico per onovarne la memoria e composto dei genatori 4dsecoli, Bel- |
trami, Colombo, Cremona, Negri e Schiapparelli.

Questo primo volume di 410 pagine contiene 54 note o memorie pubhblicate
dal 1851 al 1861 negli otto volumi degli Annali di scienze mtematiche, ¢ fisiche
del Tortolini e nei primi quatbre volumi degli Annali di matematica pura ed ap-
plicata,

Revisori sono sbati i professori Cerruti, Bianchi, Capelli, Gerbaldi, Loria, Paseal,
Pittarelli, Reina e Tonelli. — La prefezione del prof. Colombo presidente del Comi-
tato si chinde colle seguenti parole, che ¢i piace di ripovtare:

“ Con questa pubblicazione il Comiltato crede di aver bene nberpetrato il
¢ pensiero dei sottoscrittori, sicuro che la raccolia degli scritti @i Francesco Brioschi
“ rimarra il monumento pii degno della sna memoria ,.

De numeris libri duo authore Joamne Norviomago, esposti ed illustrati
dal Prof. G. Frizzo. — Drucker. Padova 1901, — L. 3.

Il Prof G. Frizzo, B. provveditore agli studi & Pavia, cercando nella biblioteca
lomunale di Forli materiali per la Storia delle snatesnatiche alla quale attende da
molti anni, trovdé un volume, Ec'gnatﬂ nel eaftalogo eome rasre, nel quale erano
vilegate insieme cingue opere diverse pubhlicate nel secolo XVI, una delle gquali
& quella che ha molto opportunamente esposto ed illustrate nel presente volume,

I libri duo sul numeri di Giovanni Bronchorst (1494-15700, altrimenti detto
Noviomague dal nome della sua citta nativa, Nimega, sono infatti assai interessanti.
11 Libro primo dell’aritmetica che trafta della logistica, ossia dell’arie di compridare
contiene una detbagliata esposizione dei vari modi adoperati dai Greci e dui Bomani
per rappresentare i mumeri, 'antica maniera di computare piegando variamente le
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dita, (ehironomia) ricavata da un volume di Beda, i simbali dei nomeri tratti ‘
dall'astrologia caldsics, che gonc assgi ingegnosi, sehbene non possanc reggere il :
i

confronto colla scrittura attualmente in uso introdokia in Europa da Fibonacei,
infine le varie regole per eseguire I'addizione, sottrazione, moltiplicazione o divi-
sione ¢ la somma dei termini di una progressione, Fra queste sono alcuge regole
orms1 dimenticate, seguite dagli antichi, che sebbene meno sempliei e comode
delle attuali, sono perd molto ingegnose. — ['ra queste sano curicsissime quelle
per fare operazioni con serie di monete o con pallottole.

Il libro si chiude ¢on unz hreve teoria delle fraziowi e colla regola del tre,

it libro secondo delt’aritmetica che tratia della teordia desd numeri ¢ meno inte-
ressante. e, come osserva giustamente il Frizzo, & ben povera cusa in confrento
di quanto Euclide lascin nei [ibri Vi I, VIII, IX, X dei suoi elencents, i quali centengono
il germe della feoria dei numeri, che ragginnse il suo massime sviluppe slla fine
del secolo XVIII e ai principio del XIX. lsso si agzira principalmente sulle di-
stinzioni in numeri pari e dispari, pariniente impari e traparinente pari. sui numeri
Superflui. diminuiti e peyfetti, sui numeri figurati, lineari, poligonali, piramidali, ece,

Tutfa 'opera vale a lumeggiure i sistemi segititi nell'insegnamento della ma-
tematica in Europa nel secolo XVI, e crediamo che il I'rizzo abbia rese un ser-
vizio alla storia della matematica, rimettendola in luce. —— L'esposizione fatta
dal Frizzo, come tutte le cose dell'agregio autere, & fatta con eleganza & sem-
plicita, in guisa che 'opera si legge con diletto. 1.'edizione e ballissima. K.

= '-|l:"-l'l|' -
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Voer. — Eléments de mathématiques supérieurs @ Pusage des physiciens,
chiémistes et ingenieurs f des deéves des [acultés des sciences.

Scopo di questo libro, come dica I'A. nella prefazione & di mettere pli stu-
denli di matematica, fisica e chimica che éntrano nell’ Universita in grado dj
profitiare pin rapidamente che sia possibile dell’insegnamento superiore teorico e
applicato; © essi sono desfinati ai giovani che hasno fatfo buoni studi di mate-
* matiche elementari, e che. desiderando seguire dei corsi d'analisi, di mececanica,
“ di fisica, di elettrotecnica, di chimica fisicn, di elettrochimica, esc., non possono
“ consacrare un intero anno per imparare in una classe di matematiche speciali
il poca d'algebra e geometria analitica che & loro necessaria, né seguire un eorso
" completo di caleolo differenziale e integrale ..

Ed infatti apparisce chiaro lo studio di condensare la maggior quantita di no-
zioni e conecelti fondamentali in un numero reiativamente piccolo di pagine ((20)
come si veds dall'Indice che riassumo:

e

ParTe 1. - Complementi dalgebra. — In 8 capituli contiene: Equazioni lineari g dye
e tre Incognite. — Determinanti fing a] 4o ordine. — Formula del binamioe,
Radicali ed esponenti. — Limiti, — Berie, — La serie ¢ e la funzione ¢r.
Funzione esponenziale e logaritmi.

Parre I - Principi di geometria analitica. — In 6 capifoli contiene: Thith e
omogeneita, — Segmenti e proieziani, — Coordinate nel piano. — La refia. —
Equazioni wsuali delle eoniche, — Coordinate nello spazio.

Parve IIL - Derivate e differenziali, — In 10 capitoll, tratta dei seguenti argo-

menti: Derivate. — Variazioni, — Formule i Taylor e Maclanrin., — Fgrme
mdeterminate. — Funzioni rappresentate da serie. — Interpolazione. — [pfini-
testmi e differenziali. — Funzioni di pii variabili — Harmale di Taylor per
le mmedesime. — Massimi e minimi

Pawrte IV.- Teoria dell’equazioni. — Contiene quatbro capilali. che trattane degli
imaginari; delle proprieta deile radici di un'equazione algebrica; della visoln-
zione dell’equazione di 89 grado; della risoluzione numerica dell'equazioni.

Pawte V. - Applicazioni geometsiche. — In 8§ capitali vengono trattate le nogzioni

fondamentali di geometria differenziale cioa: Tangenti e normali. — Costruzioni
di curve piane (Cap. II e II[). — Luoghi e invilappi. — Curvature. Tan-

genti @ normali alle curve gobhe, — Generazions di guperfisic,
Curvature delle curve gohbe,

tavilappi, —
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Parre VI. - Calcolo integrale. — In 9 capitoli si stadiano: Integrali definiti e in-
definiti. — Processi d'integrazione delle funzioni razionsli — Integraziona df
funzioni algebriche e trascendenti. — Calecolo degl’integrali definiti. — Inte-
grali dappi. — Integrali tripli. — Integrazioni dei differenziali totali. — Integrali
curvilinei, — Integrali di superficic. — T'rasformazione degli integrali multipli.

Parre VIL - Eguazioni differenziali. — Contiene 4 capitoli: Equazioni differenziali
del 10 ovdine. — HEquazioni differenziali di ordine superiore. Equazioni diffe-
renzizli simultanee. Equazieni a derivate parziali.

Il volume si chinde con due lunghe note nelle quali si completano i corsi di
algebra e zeometria analitica.

La ricerca della breviiz & qualche volta viuscita o danne del rigare, Per es.
la teoria dei determinanti ¢i sembra poca felice. A pag. 34 nofiammo la seguente
definizione: Una serie & convergente se la successione dedotia ha un limite, & di-
vergente se la successione stessa non ha limite. E lo serie indeterminate? K.

- DA GIORIWALTI F RIVISTE

Bullefin de scicnces mathémaliques el physiques élémentaires fondé par M. B,
Neewenglowski.

Anno VI N. 13, 1 aprile 1801. — Z. ¢., Sulle definizioni {Esamina se sia sempre
necessario dimosirare I'esistenza della cose che si son definite). — G. De Rocquigny-
Adanson, Questioni d’aritmetica. — Preparazions agli esami. — Questioni riso.
lute. — Questioni proposte.

N. 14, 15 aprile 1901. — L. G, Sulle bisettriei. (Hiporta e completa una
dimostrazione del noto teorema: “ In ogai {riangolo, al maggior lato corrisponde
la minor biseftrice ,, data da TVasteels, mdipendente dal postuiato d Buclide). —
L. (z., Sulla definizioni (cont.) (D3 on'idea del metodo logice di Peano). — Que-
stioni risolate. — Questioni proposte,

N. 15, 1 maggio 1901, — B. N., Teorema fondamentale relativo alla somma
algebrica. — Ch. Michel, Sulle corde d'un circolo. (Di un'espressione del rapporto
anarmonico di quattro punti della circonferenza valendosi del teorema di Tolo-

meo ece.). — Preparazione agli esami — Questiond risolute. — Questioni proposte.

N. 16. 15 maggio 1901. — B, N., Definizione della lunghezza d'un areo di
circolo. — Ch. Coschez e T Grand, Costrozione di iriangoli. — Coervispondenza,
(L. G. difende il metodo di Peano dell'accusa di essere un nuovo rolapii:(l)). —
Preparazione agli esami. — Questioni, ecc.

N. 17, 1 giugoo 1901, — 4, Bonnefoy, QOsservazioni sulle solonzioni nega-
tive. — Z. &, Problemi matematici. (Da conto di una conferenza di M. Hilbert), —
Preparazione agli esami. — Questioni, eee,

Journal de Mathématiques élémentaires de H. Tuibesre,

Anno XXV, N. 13, 1 aprile 1901. — Ch. Bioche, Sulle relazioni fra gij ele-
mentl dei triangoli

N. 14, 15 aprile 1901, — §- Rech, Note sull’applicazione del senso degli
angoti in um piano,

N. 15, 1 maggio 1801. — M. Laurence, Nota sulle frazioni continme, —
M. Mascart, Discorso pronunziato a Nancy il 13 aprile 1901.

N. 16, 15 maggio 1901. — R. Badia, Volume della sfera (Trova facilmenta

¥t

le formule del volume, servendosi della nota relazione Iim Hﬂ_-fll‘ == Ll, ).

N. 18, 15 giugno 1901. — I Fogt, Sugli assintoti dell'iperhoie,

In questi numeri e m quelli non citati, numerosi esercizi o prohlemi.
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L' Enseignement mathématique Revue internationale dirigée par M. M. C. 4 Lai-
sant et H. Fery.

Auno III, N. 2, 15 marze 1901. — Fy. Pietzeker, L' iInsegnamento della mate-
matics in Germania. (Porta in appendice il programma delle matematiche nei
ginoasi » nelle scuole reali.) — C. A Laisant, Un’esumazione geometrica, | Vedi
Periadico di Matematica, Anno XV], num. VI, Boliettino deli’associaz. Mathesis,) —
K. de Montessus, Si possono volgarizzare le matematiche superiori? (Crede di si.
e da come esempio un’esposizione della teorica delle superficie minime e delle
superficie applicabili). — L. Lelieyrre, Sui poligoni di Poucelet, — H. Padé, Nota
su un punto dells teorica della funzione esponenziale e dei logaritmi. — Cronaeca. —
Corrispondenza, — Bibliografia. {Parla di opere di L. Walras, Fr. Michel, L. Bo-
chelier, Ii. Deluge, 1. H. Graf, Ed. Gubler, Th. Crivetz, (fauss e Bolyai (corrtspon-
denza pobblicata da Schmidt e Staeckel) Miiller, Bagnoli, Alasia, Patrick e Che-
vel, Holzmilller, De Franchis, Ghersi) — BoHettino bibliografice,

N. 8, 15 maggio 1901. — . E. Swmith, L/insegnamento della matematica negli
Stati Uniti. (Coi programmi delle Upiversita di Haward, Chicago e Michigan.) —
Ch. Meray, L/'insegnamento delle matematiche. — D, Hilbert, Sulla retta consi-
derata come piu breve distanza da wn punte a un altro. — M. Alliaume, Sulla
costruzione delle coniche in geometria proiettiva, — A, Lelieuvre, Sulla teorica
dei determinanti. — (., A, Lavisani, Trasformazione delle coordinate baricen-
briche, — L. won HEmelen, Sull'impiego del simbolo ls nella ricerca delle formule
trigonometriche. — P. Barbarin, Su una variazione elementare, — Cronacs

Corrispondenza. — Bibliografia. (Parla dell opera di A, Marckoff: Calcolo delle

probabilita.) E. Nawsgr

Unterichishidtter filr Mathematik und Natlurwissenschaften,

Anno VI (1800), fasc. 4°. — 7. Schotten, Scienza e scuola, (cont. v, fase. 39). —
B. Boger, La geometria di posizione nelle scuole. — H. Schubert, Bui triangoli
eronici con trasversali misurate da numeri inter. (L’A. ricerea come possang
prendersi misure dei lati a, b, ¢ di un trisngolo in numeri interi in modo che la
mediana ¢ uscente dal vertice A risulti pure espressa mediante nn numero intero,
¢ trova che basta prendere due numeri interi pari qualunque ¢ > ¢ e due di-
visori 7>, e porre b=e(f+f)—¢(f—f), e=e(f—F)+¢€ () a=2(ef— &),
che allora si ottiene t=ef 4 ¢'f). — Sugli esami di ammissione ai “Seekadetion . —
Notizie scolastiche e nniversitarie. — Mezzj d'insegnamento. — Recensioni delle
seguenti opere: — 1¢ H. Borner, Manuale di fisica ecc., 2% ediz,, Berlino, 1898, —
2Y B. Féaux, Trigonometria pizos e stereomeiria elementare, Padeborn, 1898, —
3" 1. Reye, La geometria di posizione, Leipzig, 1899, Baumgivtner, — 4° ¢ Schu-
bring, Il nuovo secolo e il calendarie eristiane.

Fase. §° (1900). — K. Hraepelin, Aforismi sull’insegnamento delle scienze
naturali deserittive. — A. Wernicke, Temi scolastici sulla meceanics con Speciale
riguardo alla tecnica. — A. Faller, Sopra nuove ricerche sulla teoria dei ragei.

(St fa un raffronto tra le propristis def raggi lintgen e dei raggi Becquerel. —
Haentzachel, Le definizioni nella trigonometria. (Risposta alla eritica di Schafheitlin,
v. fasc. 3%) — Moraff, 1l teorema deli’addizione per i seni e coseni. — Notizie
scolastiche ed universitarie. — Associazioni e adunanze. Mezzi d'insegnamento, —
Hecensioni dei segnenti libri: — 10 3. Britchner, Poligoni e poliedri, T'eoria o
storia. Leipzig, Tenbner. — 2 A, Ritter, Manuale di meccaniea superiors, Lieip-

zig, 1899, Baumgiriner. F. Pararmng

Gronio Liazzert — Disettore responsabile
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