SULLE PRINCIPALI

operazioni dellanalisi combinatoria formale e su alemne loro ap-
plicazioni relative allo sviluppo rapido dei determinanti e degli
iperdeterminanti.
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delie eombinazioni & due dimensioni i mn elementi dati — Nozioni sugli iper-
determinaki; metodo per svilupparli e per determinare il numers dei loye
termini,

INTRODUZIONE.

L'analisi combinatoria si ocoopa di questioni che possono ridurs
A tre lipi principali. Dati aleuni oggetti possiamo infatti Proporci:
1° di stabilire norme secondo Je qualt si possano in tutti i modi pos-
sibili aggruppare gli oggettl dati in modo che per ciaseun rnppo
stano soddisfaite determinate condizioni; 2° di determinare quanti sono
i possibilt gruppi, soddisfacenti a determinate condizioni, senza for.
matli; 3° di stabilire relazioni di dipendenza tra simboli, ognuno dei
quali rappresenti il numero dei gruppi di data specie formati con
dati oggetts. Per es. quando si stabiliscono le norme per formare 1o
permutazioni, combinazient m ad m ece. di o cose diverse, si risolve
una questione delln 1" specie: quando si prova che il numero delle
permutazioni di x cose diverse & n! si risolve una questione della
2" specie; quando infine & prova che il numero delle disposizioni m
ad m di n cose diverse @ uguale al prodotto del numero delle com-
binazioni m ad m di tali cose, per il numero delle pormutazioni di
cose, sl tratta una questione della 3a specie,

Segue da ¢id che 'analisi confbinatoria pud dividersiin due parti;
la 1* tratta questioni della 1¢ specie e potrebbe chiamarsi analic] com-
binatoria formale; la seconda tratis questioni della 2" ¢ 3% specie o
potrebbe chinmarsi analisi combinatoria quantitativa,

Chinngue apra un trattato di algebra cosidetts complementare, si
accorgera che nella trattazione di questioni riguardanti I'analisi com-
binatoria, si dit in generale poca importanza alla parte formale: osse
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sono considerate esclusivamente o quasi dal punto di vista quantita-
tivo. Uno degli scopi che mi sono proposto colla pubblicazione della
presente nota, & di mosirare quanto possa essere utile un largo svi-
luppo dell'2nalisi combinatoria formale. Ho limitato a tal nopo le mie
considerazioni agli aggruppamenti piit comuni, quali le permuotazioni,
' combinazioni ece., con particolare rignardo ai metodi per formare ra-
pidamente le permutazioni di a cose diverse.

I coneetti di permutazione, inversione di due element di una per-
mutazione, classe e segno di una permutazione, sono famigliari a chi
conosce appena 1 principi dell’ alzebra complementare: di essi si fa
uso frequente per es. nella teoria dei determinanti: anzi occorre averl;
presenti, per ben comprendere la definizione stessa d; determinante.
La guestione dello sviluppo rapido di un determinante. cins della serit-
tmrazione rapide ed immediata dei snoi termini, senza ricorrere ai so-
lifi svilnppi per mezzo di determinanti d'ordine inferiore. si attacen,
attesa la definizions stessa di determinante, a quella della forma-
zione rapida delle permutazioni di a2 cose differenti. Malgradoe lo svi-
luppo gia considerevole della teoria dei determinanti. nna soluzione
ben soddisfacenie di tale questione. non si ha, per qnanto io condsca,
ancora. (%) In questa nota me ne ocenpo lnngamente, esponendola quale
applicazione della parte formale della teoria delle permutazioni di »
cose diverse. L indirizzo che ho seguifo &, a parer mio, 1'unico ve-
ramente razionale che conduca ad una buona soluzione.

Nella seconda parte del lavoro, premesse le necessarie definizioni,
espongo la parte formale della teoria delle combinazioni = due di-
mensionl di mn elementi dati, & ne faccio I'applicazione allo sviluppo
rapido degli iperdeterminanti a due dimensioni. Ho trattato della for-
mazione delle combinazioni a due dimensioni e dello sviluppo degli
iperdeierminanti rettangolari in alcuni miei precedenti lavori: (**) in
(questo espongo alcuni nuovi metodi. i quali dal punto di vista pra-
tico sono di gran lunga preferibili a quelll imdieati nei suddetti lavori
e credo che, tenuto conto della naturn alguanto complessa di simili
questioni, il lettore li trovera assai sempliei.

Il concetio di combinazione a pian dimensioni e quello correlntivo
di iperdeterminante non sono certamente troppo noti (***) e lrattun-
done in questo lavore ho voluto illustrarli largamente per mostrare
in qual senso ritenzo utile o razionale una generalizzazione dell or-
dinaria analisi combinatoria elementare,

Relativamente alle combinazioni a due dunensioni di = elementi
dati, ho anche trattato il problema della determinazione del loro nu-

[(*} Nel libro T determinnnti deol prof. E. Paseal Maunale Hoepli) seno cilall al §¢ i principall
lavor: cha frattano delln sviluppo vapide doi determinguti.

(") Baramne citaii in saguilp,

(***1 Da poco teuwme mi veelpo nei meiel lavori di fall enti ohe, rev quanle sappia, Lonc statl
stodintl pur la 1* volln da me.
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minante rettangolare, ho soltanto accennato nei miei lavori precedent;:
in questo dimostro e conferme con esempi, come I'effettiva determi-
nazione del numerp delle combinaziont a dye dimensioni s pubd far
dipendere da poche e notevol; proprietia di un opportung simbolo che
lo rappresenta.

5 1. Metodi per formare rapidamente le permntazioni
di 22 cose diverse.

Metodo 1. — Supponiamo elie le 7 cose siano i numer 1L,2.. 0 e
per maggior semplicita sia dapprima n = 4. S devono adungue for-
mare le permutazioni dei numer; 1,2 3. 4. Si comingj g SCriverne ung
qualungue, ad es, (1, 2,38,4), (% Seambiando in essa 11 1° elemento
con tiascuno di quelli che lo seguono s1 ottengono le tre permuta-
zioni (2154), (321 4),(42381). Da ciascuna delle quatire permutazioni
gia formate se pe possono dedurre altre due, tenendo fisso i) 1° e
mento e scambiando i] 20 cop ciaseuno di quelli che Jo seguono. Iy

(1234) si deducono Je (1324), (1452)

(2134) : (2314), (2431)
(321 4) ) (3124), (3412)
(4231) : (4321), (4139),

Si sono adunque gia formate 414-4.2=12 permutaziom. Da cjg-
scuna di esse se pe pud dedurre un’altra tenendo fissi i primi due
elementi e scambiando 11 3° col 4° (cioé con I'unico elemento che lo
segue). Si hanno cosi alire 12 permutazioni. le guali nssjeme alle 12
gla ollennte costituiscono un gruppo di 24 permutazioni tutte diffe-
rentl, Sono adunque queste tutte Je 4! permutazioni degli ele-
menti 1, 2, 3, 4,

I generale per formare tutte le permutazioni di » elementi (if-
ferenti si serive una qualungue di esse e da essa sl derivano altre
—1 permutazioni scambiando il 1° slemento con ciascuno dj quell;
che lo seguono: dg ognuna delle » permutazioni gia formate si de-
rivane altre a4 — 2 permutazioni, tenendo fisso il 1° elemento & scam-
biando il 20 eon clascuno di guelli che lo seguono. 8i hanne C0S)
n (" —2) permutazioni che assieme alle n précedenti, costituiscono yn
eruppo di # 4+ n (n 2)=mn(n— 1) permutazioni. Da ognuna di queste
st derivano 5 — 3 permutazioni tenendo fissj i primi due elementj e
scambiando il 30 eop ciascuno di quelli che Jo seguono; si hanno cosi

(*1 Seriveramo SOHIPIY una permulazions chindendo fr4 1o parentesi { ) i anoi elomont olie
Mipporremo contutl (a sinistre a destrn.

£ ,_ 2

= aﬂ—-ﬂ'k;mmilu-ﬂmr:ﬂ*.‘:'-I—T'Fi"‘-?'!'-
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altre # (n — 1) (n —3) permutazioni, le quali assieme alle n (2 —1)
precedenti, costitniscono nn grappoe di % (n — 1) (n —2) permutazion.
E cosi si continna fino ad aver ottenuto # (n—1) (0 —2)... 4.3 per-
mutazioni ; in ciaseuna di gneste si scambiera allora il penultimo ele-
menfo con 1'nltimo e si avranno altre n (n—1)...4.3 permutazioni,
le quali, assieme alle n(2—1)...4.3 precedenti, costitniscono il
gruppo di tutte le n(p—1)...4.3.2=n! permutazioni degh ele-
menii dati.

P noto che nna permutazione si dice di classe pari o dispari, se-
condoche il numero delle inversioni in essa contennte & pari e di-
spari. (¥) Si considera poi quale segno di una permutazione il 4+ od
il — secondoché essa & di classe pari o dispari; pereio, se v € il nu-
mero delle inversioni contenute in una permmtazione, il suo segno
sara quello di ( —1).

Se inleressasse non sollanto formare le permutazioni di n element:
differenti, ma determinarve ancors il segno di ciascuna, si cominciera
a determinare gquello della 1* permutazione scrilfa, contando le in-
versioni in essa contenule. Il segno delle permutazioni rimanenti si
determinera allora, senza contare le inversioni contenuie in ciascuna di
esse, ricordando che se da una permutazione si passa ad un’altra eollo
scambio di due elementi, questa & di segno confrario a quello della
precedente. Dovendo formare le permutazioni dei numen 1.2,...4
si pud assumere come permutazione principale la (12...2), la quale,
non contenendo aleuna inversione, ha il segno .

Metodo Il. — Cominciamo da un caso particolare. Si debbano ad
es. formare le permufazioni dei numeri 1, 2, 3, 4. Seritta una di esse,
ad es. la (1234), possiamo subito ottenerme un'altra, eseguendo
sulla 1* una sostitnzione eirecolare; (*) otteniamo adungue la (23-41).
Da questa mediante sostitnzione cireolare si deduce la (3412) e da
questa la (412 3).

Si sono cost gzid formate gonattro permutazioni. Nella 1* di esse
la (1234), teniamo fisso 11 1° elemento ed eseguiamo s rimanenti nma
zostituzione circolare; otteniamo la (13 4 2), dalla guale con operazione
analoga s dednee la (112 3) E similmente dalla

(2341) s dedueono le (2413), 2134)
(3412) : 3124), (3241)
(£123) " (4231), (£312).

1*) Besondo o1, a2, ,.0m, 4 slomenti diversi ed ssssndo (woy. . an) ona lore permuiazions
de'la prineipale, @i dies ehe nella permutaziene (e .. .on', due elomenti i ed af fauno inversions
=& essendo i a destra (snistra) 41 af nella (moz...onl, 1o atesso ai & & sinlelia (destia) i o) neils
(ayne . . ay); in #llre parols dus slementi della ey ... &g, fanno wivsision= guanido non sono lisposis,
I"une vispetio all'altro, eome nslla permulazions principale. Se gli slementi sono numerl, 8 pno as-
suinare come permuiszions prineipale guelis velln qunle sonn disposti i ord e erescents, ed nlloia
assando #1 ol 4 due alemewti Ni vwalira permuinzione wi dirh elie 2y M jnversions con resan > i
B30 7y & o8 slnistea di a2,

==) Si diee che si eseguae nmae sosiltueions clreoinrs su u elemienty m, v, ... n guanio st
stambin ciseuno eon goello shis lo segue e I'mitimo col 19, dimodorlis 1l tisultute di nun sostitu-
zlong circolare gseguita so una permukazione (mes. . wa) & la permulaclone (nem. . .anm .
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Si sono cosi gih ottennte 12 permutazioni. Nella 1" di esse, 1a (1234),
tentamo fissi 1 primi due elementi, ed eseguiamo una sostituzione cir-
colare sni rimanenti (cioé scambiamo gli elementi 3° e 49). Otfeniamo
14 (1243) e similmente, con analoga operazione, da eitascuna delle ri-
manent] undici permutazioni possiamo dedurne un’altra, dimodoché
abbiamo altre 12 permutazioni, le guali assieme alle 12 gia formate,
eostituiseono il gruppo di tutte le permutazioni dei numeri 1,2, 3, 4.

In generale per formare tntte le permutazioni di # elementi di-
versl, se ne forma una qualunque e si eseguiscono n — 1 sostitozioni
circolari, la 1* sulla permutazione scritta, e ciascuna delle altre sulla
permutazione otienula eseguendo la precedente. Da ognuna delle #
permutazioni gih formate si dedueono altre n — 2 permuiazioni, te-
nendo figso il 1% elemento ed eseguendo u — 2 sostituzioni cireolari
sugli elementi rimanenti, ciascuna sostituzione dovendo eseguirsi sulla
permutazione ottenuta eseguendo le sestituzione precedente. Si hanno
cost # (r —2) permutazioni, le guali, assieme alle n precedentemente
formate, costiturscono un gruppo dian—~+n(n—2)=n(n—1) permo-
tazioni. Da ognuna di queste si derivano altre « — 38 permutazioni
Lenendo fissi 1 primi doe elementi, ed eseguendo n — 3 spstituzioni eir-
colari sugli elementi rimanenti, ciascuna sostituzione dovendo ese-
guirsi sul risultato della sostituzione precedente. Si hanno cosi altre
n(# —1) (n —3) permutlazioni, le quali assieme alle # (n —1) prece-
dentemente [ormate, costituiscono un gruppo di u (n—1) (n — 3) -
—+n(n—1)=n(n —1)(n— 2) permutazioni. E cosi si continua fino ad
aver offenulo un gruppodi n(n —1)(n —2)...4.3 permutazioni. Da
ognuna di queste se ne dedurra allora un’altra, tenendo fissi i primi
n —2 elementi, ed eseguendo =sui rimanenti una sostituzione eirco-
lare (cioé scambiando gli ultimi doe elementi). Cosi si avranno altre
#n(n—1)...4.3 permutazioni, le quali assieme alle n (n —1).,.4.3
precedent costituiscono il complesso di tuttelen (n—1)...4 .3. 2. =#»!
permutaziom degli elementi dati.

Volendo formare col metodo suddetto le permutazioni di # cose
@\ . ..ay € determinare inoltre 1l segno di ciascuna. bastera tener
conto di quanto segue. Sin (22;...2,...2,) una di esse. Eseguendo
una sostituzione circolare sugli elementi «p,...%,, si ottiene la per-
mutazione (zy7e...%p—1%prs...207p). Ora sl sa che una sostituzione
circolare fra m elementi equivale alla successione di m — 1 traspo-
sizioni; pertanto la snddetta sostitnzione circolare eseguila sughi ele-
menti o, ...a,, 1 quali sono iR nomero di # —p+ 1, equivale ad
n—p-+1—1 ossia ad n—p lrasposizioni. Percid se n —p & pari,
la permuntazione (2%, . % (%4i...2u2,) € dello stesso segno della
(1% . .. ay); &ltrimenti & di segno contrario. Pertanto se » & pari (di-
spari), le permutazioni o, . .. %,y 7,41 ... tyy) €d (23. .. 2,) hanno o non
hanno lo stesso segno secondoche p & pari (dispari) o dispari (pari).
Pensiamo ora al processo dianzi indicato per ottenere dalla (% ... o)
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tutte le permutazioni rimanenti. I1 segno di essa si potra subito de-
terminare contando il numero delle inversioni formate dai suoi ele-
menti. Sia dapprima # pari. Le # — 1 permutazioni oftenute eseguendo
nel modo noto n— 1 sostituzioni circolari, hanno tutte segno con-
trario a quello della (2,...a,). Le n—2 permutazioni ottennte da
ciascung delle n permutaziom gia formate, esegnendo nel modo noto
n— 2 sostitnzioni ecircolari, hanno invece lo stesso segno della per-
mutazione dalla quale si deducono; le n—3 permutazioni ottenute da
ciascuna delle n(n— 1) gia formate con n — 3 sostituzioni circolan
eseguite nel modo noto, hanno segno contrario a guello della permuta-
ziong dalla quale si deducono ece.... Il contrario accade se n & dispari.

Notazioni e simboli. — Dati » elementi aa.,...qa, differenti, mn-
dicheremo con 8,, I’operazione che consiste nello serivere una qna-
lunque permutazione di essi. Kssendo (z:@s...ep.. .0, ... &) Una per-
mutazione degli elementi @ ,...«,, indicheremo con o, I'operazione
che consiste nello seambiare in essa gli elementi che occupano i
posti p™ e ¢V e diremo che la permutazione (. . . %u—, (Zq)p: Zpri 5 - - -
e e ety (@p)ay Baris - . &n) @ il risultato dell'operazione o, eseguila
sulla (@y...ay). Per es. esegunendo l'operazione ag sulla (215464),
vale a dire scambiando gli elementi che occupano i posti 2° e 3°, s
ha per risnltato la (2654 1 3).

E chiaro che le operazioni s, e a,, sono equivalenti, giacche ese-
cuendole su una stessa permutazione si ottengono risultati identiei,

Indicheremo con oy,. 0. @ur ... Joperazione che consisie nello
scambiare gli elementi p"™ e ¢"° nella (&;,...a,); pol nella permu-
tazione ottenuta quelli aventi 1 posti »"° e s™°; pol mell’ nltima per-
mutazione ottenula guelli aventi 1 posti w™ e v™® ecc. L'operazione
GuqOrsOue « - - 81 dira prodotto delle sy, Grey Oue ... € 8i dira risultato
della o507 - - - eseguita sulla (2 ...2,) 1l complesso delle permuta-
zioni ottenute esecuendo oy su (@ ... 2,), 9, sul risultato di o4, ouy
sul risultato di s, ece. Per es. il risultato dell’ operazione uGsom
eseguita sulla permutazione {(21534) & il complesso delle permuta-
sioni (12534), (13524), (13425).

Il simbolo a,, rappresenta lo seambio di an elemento con sé stesso;
quindi se esso compare, qual fattore, in un prodotto di 3, si puo sop-
primere.

Eseguire un'operazione su un gruppo di permutazioni significhera
aseguirla su eciascuna permutazione del gruppo,

Scrivendo il segno = fra i simboli di due operazioni da eseguirsi
su una stessa permutazione o su wno stesso gruppo di permutazion
allo scopo di otlenere altre permutazioni, intenderemo di affermare
che tutte le permutazioni ollenule quali risultato della 1* operazione,
si possono ottenere quali risultalo della 2* e viceversa, E le suddette
due operazioni s diranno eguivalenti rispetio alla permuiazione (od
al gruppo di permutazioni) sulle quali devono eseguirsi.
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Indicheremo il prodotto Guqi:0guta. -« Bqr, (¥ = q), cON 1y € 5CII-
VETEMO TorTyr - - - Tyr, 00 anche convenzionalmente t.", invece del pro-
dﬂt‘tﬂ ﬂq,ﬁq " ﬂ"rﬂyﬂ-fd § & & @ G|'|rﬂq,q+1:. -‘- . Uqr i El]i fﬂttﬂri Ei ﬂttengﬂnﬂ
gerivendo di seguito 2 volie quelli del prodotio oy ,iiG0441 « .- Oye-
Adungue ©, e T, sono due operazioni definite dalle eguaglianze:

Trjr — Oygt1Ug 4429« =« s Uq.r

]I — G o— e—
T‘H" S— hqer“r i b & Lllr — Gq_“ph—l i e n e Eq“‘ "o ’Jq‘qé-]u“l,r.

L ) b

S1 ha perfanto 1= o

Metodo lll. — Cominciame da aleoni casi particolari. Le permn-
tazioni dei due elementi 1.2 sono le (12), (21); la 2" di esse st of-
tiene dalla 1* eseguendo su questa I'operazione == 5;:. Volendo for-
mare le permutazioni degli elementi 1,2,3, cominciamo & scriverne
una per es. la {123). Eseguendo su di essa [ operazione 1= s
otteniamo le permutazioni (21 3), dedotta dalla (12 3) colla o, € (3 12)
dedotta dalla (2 13) mediunle la 5,5. Da tale (31 2), ossia dall nltima
permmtinzione ottennta, possiamo dedurne altre due eseguendo su essa
ancora la T;s € queste sono le (132) e (231). Se infine sulla (23 1)
si esegne la o4 siha la (321). Si sono adunqgue formate le permu-
tazioni (123), (213), (312), (132), (231), (321), che sono tutte le
permutazioni degli elementi 1.2,3. Di {ueste le ultime cingue si pos-
sono considerare come dedotie dalla (123) medianie I"operazione
ciaTiaTietisdie (Ziacche la 10 di esse =1 deduce dalla (1 23), e clascuna
delle altre dalla precedente. Indicando adungue con ey | operazione
che permette di dedurre da una permutazione di due elemenli per
es. 1,2, tutte le altre. e con z quella che permette di dedurre da
una permutazione di tre elementi, per es. 1,2, 3, tutte le alire, si ha:

EEU =TI'J__- ':L'!

30 = 0120135100 12010 — T1ig~ 137012 — Tﬂ:a g4t T

Analogawmente per [ormare totte le permutazioni di quattro ele-
menti differenti, per es. 1,2, 3,4, basta scriverne una; pol eseguire su

i essn l'operazione
_ B0 — T'14T1a
DE81R
Eap =— 1201371471003 7140127130147 129 13

indi sn ciascuna delle permutazioni gii formate (sono dodici) eseguire
I'operazione che indicheremo con e (il lettore comprenderi in seguito
1l perche).

By — Taa — Qai.

Ed invero esegnendo la e, ad es. sulla (123 4) &1 hanno le un-
dici permutazioni (2184), (2124), (1123), (1423), (2413), (3412),
(4312), (1342), (2841),(3241), (42531). Se ora s1 esegue su tutte
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le permutazioni gia formate la =y (cioé si scambiano gli ultimi due
elementi) si ottengono le permutazioni (1248),(3142), (413 2),(1432).
(2431), (3421),(4321),(1324), (2314), (2314), (4213), le quali
assieme alle 12 gid oftenute costituiscono il complesso di tutte le 4!
permutazioni degli elementi 1,2, 3, 4.

Siano orn dati cingue elementi differenti, ad es. 1,2, 3,4, 5. Si ese-
oulsca so una loro permutnzione qualungne, ad es. sulla (12345)
I'operazione

Eﬂﬂ:r*lﬁ.rll
ottenendo cosi altre 19 permutazioni; poi sulle 20 permutazioni oia
formate si eseguisea un'operazione sy, definita dall'eguaglianza

Eas == T ssT5)

otienendo cosi altre 100 permutazioni. 11 letiore potra verificare che
le 120 permutazioni formate sono tutie differenti; esse sono le 5!
permutazioni degli elementi 1.2. 3, 4, 5.

Ed ancora volendo formare le permutazioni di sei clementi di-
versi, se ne scriverh una gqualsiasi; poi si eseguirh su esse 1 ope-
I'AZ10T1e

Eno T 10715

otlenendo cosi una 1* serie {i permutazioni (nella quale & compresa
la permutazione seritta per la prima). Su ognuna delle permutazioni
della 1" serie si eseguira I'operazione s definita dall’ ugnaglianza.

Egs — Tﬂaﬂm

ottenendo cosl una seconda serie di permutazioni: infine su ciascuna
permutazione delle prime due serie (cioé su tulte le permutazioni
gid formate) si esegnirh I'operazione

E64 — Ton — UTse
ottenendo cosl una terza serie di permutazioni.

Le permutazioni delle tro serie sono tutte le permutazioni dei

sel elementi dati.
Ed ora si vogliano formare le permutazioni di »# elementi diffe-

renfi. 81 considerl un'operazivne z,, definita dall’ugnaglianza:

e 81 ritenga =1, gualunque sia 'intero 2, anche nullo.
Dimodoche & in particolare:

e a=Tr=]

S — T i Sa—1
Eno—2— Tﬂ—l.n -Eu—-l.lr—:l. — Tn—:,rl .

Ne risulta che essendo 7 ed 7 numeri interi non tutti € due nulli
ed j=> ¢ I'espressione di gy si deduce da quelle di e, avmentando il




PERIODICO DI MATEMATICA, 0

primo indice delle t della differenza j—i e diminuendo I'esponente
del 1° fattore (In prima <) pure di j— /.

Dalla delinizione dell'operazione e,, risulta clie: eseguire 'opera-
Z10ne &y, sU una permutazione di # elementi, (# = p), significa seam-
biare n —(p—1) volte di segnito I'elemento avente il posto (p -+ 1)m
con ciaseuno di quelli ehe lo seguono e poi ancora l'elemento avente
il posto (p— 1" cou quelli che oceupano tpostd (p—2)™,...(n — 1)
ciascuno di tali scambt dovendo esegnivsi sul risultato dello scambio
precedente.

Infatti I'espressione della &, mediante operazioni o & la seguente:

S il it 20y e e Ty time e ae e Gty pebaGpdn, pbd oo o Bpugen, 0 Gt -t e o e G, et
B — R —— ——
! bh={p41)

Sia dapprima » pari e si formi ana qualungune permutazione degli
n elementi dati. Per dedurre da gunesta tutte le rimanenti basterd

noL - !
formare - serie di permutazioni: la 1" serie comprende la permuta-

zione gia formata e quelle cle si ottengono eseguendo su essa l'ope-
razions

3 - ==l =
=i Llﬂl i 'l.l.n—'l_-

La 2' serie si otliene eseguendo su ciascuna permutazione delln
1" serie I"operazione

- — i
T

ma L TR = |

la 3" eseguendo su ciascuna permutazione della serie 1" e 2* I'ope-
riazione
Eng — :;.:'115,1,_1
i LAY y
o s aibil (; ——IJ serie eseguendo sulle permutazioni di tutte le serie

—

precedenti I'operazione
E Lty =1 — "_-_-"".'“T""—Euﬂ =

: . x LU : : :
I'nltima, cioé la (T) serie. eseguendo sn ciascuna permutazione

delle serie precedenti 'operuzione

— | —
E—d.l"l- B Wi -:||.'II_-U!:I.—1.I.|'

n—1

Se u & digpari, le serie da costrarre sono ——; la 17 serie com-

-

. o 8
prende la 1" permutazione seritta e quelle ottenute esegnendo su essa
l'operazione
Spt— T?;t Ti.o—1

Ia 2" serie s1 oftiene eseguendo su ciaseuna permutazione della 1 serie
l'operazione
Bnet = Tho T8a—1
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s - L ,l _—— 3 Fane - - L] ' d
... la penultima serie ossia la |——5 serie, si ottiene eseguendo

-

sulle permutazioni di tutte le serie precedenti I'operazione
Enu—3 — *p—4n To=d4.n—1

— Thmn )
e 1'ultima, ossia la(“ 5 I) si ottiene eseguendo sulla permutazione

tutte le serie precedenti 'operazione

—

Elhﬂ'_.: g— ‘H"'iill -i‘“ -i"ﬂ'—l'l-

Si ricordi adunque che le permutazioni di una stessa serie si of-
tengono sempre eseguendo una certa operazione sulle permutezioni
di tutte le serie precedenti.

Adungue: per formare le permutazioni di n elementi diversi basta
seriverne nna qualunque (iniziale) ed esegunire successivamente le ope-
PAZIONI Enyo? Snedl Enndl« » - Eno—t 5€ 70 & PATT, ed Eui Enge; Sutd - oo Buo—a
se n o disparl, avvertendo di eseguire Ia &, sulla permutazione mni-
ziale e ciascuna delle e,.4; ;... sulla permutazione inziale e su
quells ottenute esegnendo le e precedent.

E ovvio convincersi e¢he le permutazioni cosi offtenute sono n!
Infatti eseguendo I'operazione 1, su una permutazione di n elementi
(g, 7= n), si hanno »— ¢ permutazioni, giacehe t,, & il prodotto
di »—q seambi. Percid dicendo vy, il numero delle permutazion: ot-
tenute eseguendo 1'operazione g, su unn permutazione di n elementi.
(i, p = n), 81 avri:

Vo= —(p+ 1)} . Im—(p+1)} + {n—(p+2)]

o — o — (p 4 1Y 4 fm— (p+2).

Intendiamo ora con Vae, vae, Wi ... 11 nomero delle permutazioni
oltennto da una data di » elementi, eseguendo su essa rispettiva-
mente le operazioni =z, 2., Eni... € supponiamo dapprima # pari
Esegnendo la g, su nna permutazione se ne ricavano altre v, le
quali assieme alla data costituniscono una prima serie di v, + 1 per-
mutazioni, Eseguendo su cinscuna di questo la ey si ha una seconda
serie di (vae -+ 1) vie permutazioni le guali assieme alla v, +1 pre-
cedenti costituiscono un complesso di

f"-fnu + 1] Yna + l“"'mr_l_ l) - ["’"nn '"F_ 1] (ulﬂ _I’_ 1)

permutazioni. "Esezuendo su ciascuna di esse la s si ha una ferza
serie i v (veo+ 1) (ve-}-1) permutazioni, le quali assieme alle
(10 == 1) (vie -+ 1) costifuiseono un eomplesso di

Y (‘-"m-"i“ 1] ("'“ﬂ 1 1] |I ['l"'nn"_ l) ('hlE —l_ 1) — [‘l’im + 1) ('-’lL'al‘_l“ 1) (‘Ju-l + ]J

ossia
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permutazioni. .. Cosi continnando si conclude che il numero delle per-

mutazioni della serie 10, 23, , (%) &

Po={(me=+1) (Vs + 1) e. . (Van-s+ 1) (von—a -1 1),
Ora s1 ha:
Yot 1=M—124+0—2)F+1=nn—1)
e+ 1l=m—3) "+ n—4)+1=(n—2)(n—3)

Vyou—+1=04+2+1 =4.8

Yhu—2 l —— 1 —+1 —L |
e pertanto

Pn=nn—1)(n—2)...4.3.2.1—n!

Similmente, se n & dispari, si prova che P, =n!

F quindi fuor di dubbio che col melodo esposto st ottengono tutte
le permutazioni di % elementi diversi.

Laddove interessasse determinarve tl segno di crasenna di esse ba-
sterebbe pensare che: eseguendo una delle operazioni & su una data
permutazione, le permutazioni ottenute hanno alternativamente il
segno -+ e — e la 1* di esse ha segno contrario a quella della per-
mutazione sulla quale si esegne la suddetta =. Infatéi ciascuna ¢ & un
prodotto di scambi (operazioni o), ciascuno dei guali deve eseguirs
sul risultato ottenuto eseguendo lo scambio precedente.

Metodo IV. — E meno semplice dei precedenti, ma non meno 1m-
portante.

L'operazione che consisle nello scambiare i primi due elementi di
g permutazione (% ...z,) & Ia 0.; la indicheremo anche con w: ¢
pertanto ws = o1 adunque il risultato della w, esegnita sulla (x7e, . .0y)
& la [(zaoh (o)e caza].

Dati » elementi @ ,...,, 'operazione che consisie nello seri-
vere una permutazione gualungue di essi, per es. la (= ...,) 51 In-
dicheri con 0, e la (z...%,) si dird risultato della 8,, eseguita cogli
elementi ¢ ... a,, Tale (2 ...a), considerata gquale risultato delia 8,
eseguita cogli elementi ay...a,, s1 dira permutazione principale.

Si debbano dapprima formare le permmutazioni di due elementi,
per es. dei numeri 1,2, Esse sono le (12), (21): una di esse s1 ottiene
esegnendo la By cogli elementi 1,2, ¢ Ualtra esegunendo 1'operazione w,
sul risnltato dello Uy. Sicche, indiczndo con w’ Voperazione che per-
mette di formare tutle le permutazioni di due elementi, s1 ha:

mrg - HHI e,

Dovendo formare le permmtazioni di tre elementi per es. dei nu-
meri 1,2, 3, eseguiamo con essi la Us, ciog seriviamo la permutazione
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principale. Sia essa ad es. la (128). Eseguendo su qnesta la w si ha
In (213). Indichiamo ora con 6, l'operazione che consisie nello seam-
biare in una delle permutazioni gia formate, ciot le (123),(212) il
3% elemento con uno di quelli che in tali permutazioni non hanno
mneora occupato 1l 3° posto (sono gli elementi 1 e 2). La by puo
adunjue essere esegnita in quatiro modi, scambiando nella (123} o
nella (213) il 3° elemento con wno di quelli che lo precedonn. Nni
la eseguiremo scambiando nella (213) gli elementi 3 ed 1 che sono
consecutivi, dimodoché il risultato della s eseguita sulla (213) o
la (23 1). Eseguendo su questa In we si ha la (321). Indichiamo
con Bz l'operazione che consiste nello scambiare in una qualungue
delle gquattro permutazioni gia formate il 3° elemento con uno di
quelli che in nessuna (i esse hanno ancora oeccupato il 3° posto (sol-
tanto I'elemento 2 si trova in tali condizioni). Anche tale operazione
s pud eseguire in pil di on medo e preecisamente in quattro modi.
giacelié in ciascuna delle permulazioni gia formate si pud scambiare
I"ultimo elemento con l'elemento 2. Not la eseguiremo scambiando gl
elementi 3° e 2° nella (321), (sono elementi consecutivi) dimodoche
il risultato della f eseguita sulla (321) & 1a (312). Eseguendo Ja w.
sul risaltato della fiy s1 ha la (1 82). Si sono cosi ottenute le sei per-
mulaziont degli elemenli 1, 2,3, nell'ordine; (123), (213), (231).
(321), (312), (132). Di queste le prime due terminano coll’ele-
mento 3, le doe seguenti coll'elemento 1, e le ultime due coll’ele-
mento 2.

Convenendo clie il seeno + seritto tra 1 simboli di due OpEri-
zioni indichi soltanto che quella rappresentata dal simbolo seritto a
desira debba eseguirsi dopo quella rappresentata dal simbolo scritto
o simistra, ed indicando con 'y l'operazione che permette di formare
le permutazioni di tfre elementi differenti, nel modo dianzi descritto.
possiamo scrivere

MFEIUmﬂ}g“'—BmLEﬂ“I_BIBlﬂi”- [I]

La we consiste nello scambio dei primi due elementi, e deve sempre
eseguirsi sul risultato delle i immediatamente a sinistra; ciascuna 0
congiste nello scambiare in una delle permutazioni gia formate il
4% elemento con uno di quelli che non hanne ancora occupato in esse
il 3" poste: fa eccezione la bw la quale consiste nello serivere una
permutazione qualungue degli elementi datfi.

La permutazione risultato della 6y si dira permmtazione iniziale
relativa, rispetto alle operazioni 6y, s (il lettore comprendera in se-
guito il perché di tale denominazione). Possiamo pertanto dire che
le By e tw devono eseguirsi sulla permutazione iniziale ad esse rela-
tiva, oppure su una di quelle ottenute dopo di essa.

liseguire nn'operazione wy definita dall'nguaglianza

by = wy ~ Dayws =+ Oaaws . . . (1)
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si una permuiazione (zzg2s) di tre elementi, significa eseguire le w.
sulla (2i2a%), poi la By. poi la wy sul risultato della 6y ecc... assu-
mendo come permutazione iniziale relativa alle fiy , By, la permota-
zione data (zzs2). In altri fermini per eseguirve la wy sulla (zyus75)
hasta eseguire le operazioni che compongono la w’s e che sono po-
sterior a fl. essendo wy loperazione definita dalla (1) da eseguirsi
cogli elementi oy, oy, 5.

Egeguire la wy sn unn permulazione (22 ...a,) di n elementi, i-
anifica eseguirla sulla (xxux). e serivere accanto agli elementi delle
cingue permutazioni ottenute gli elementi o, 25...2,. 11 risultato
della ws eseguito sulla (z;...a,) & adunque un gruppo di cinque per-
mutazioni, le quali terminano totte cozli elementi «,,.. .4, Indipen-
dentemenle dull’ordine, esse sono le seguenti:

(‘Iz' 173%40 00 Op), [?H‘Iﬂlii -—" (ﬂ'a:fu?ﬂa v oIl 23712975, ). {5' 173 924, .. Ty )

Notiamo ancora che nel enso speciale della formazione delle per-
mutazioni degli elementi 1,2, 3 nol abbiamo eseguito 1e fiy, e fyz in modo
dit operare sollanto seambi tra due elementi consecutivi. Eseguendo
ciascuna delle operazioni w e 0 (esclusa la ) sul risultato prece-
dente, si ha un eriterio (non unieo) per comporre la ws di scambi da
eseguirsl fra due elementi consecutivi. Infatti I'operazione w’; ese-
gmia per formare le permutazioni degli elementi 1,2 3 & la

]
W — ﬁﬂﬂjlafzaﬂ;sigim.

Oznl espressione della w's composta di soli seambi tra elementi
consecutivi si divd forma singolave delin w’s. Adungue per ridurre
la msa forma singolare basta disporre opportnnamente delle fuy e (.

Prima di trattave il caso generale, esamineremo ancora quello par-
ticolare della formazione delle permutazioni di quattro elementi ad
es. dei numeri 1,2, 3, 4. Cominciamo a formarne una qualungue (prin-
cipnlo), ad es. la (122 4), esegnendo la 04 cogli elemenli 1,2, 3. 4.
Eseguendo la ws sulla (1234) ofteniamo cinque permutazioni che
terminano coll’'elementou quatlru e che indipendentemente dall’ordine
sono le: (2134), (2314), (3214). (3124), (1324). Indichiamo con 8y,
loperuzione che consiste nello seambinre in una defle sei permnta-
ziomi gia formate, il 4° elemento eon mno di guelli ehe non hanno
occupato in esse, il 4 posto (sono gl elementi 1.2, 3 che precedono
I'ultimo). Essa pud eseguirst in 6,3 = I8 modi, giacehé in ciascuna delle
suddetle sel permutaziom si pud scambiare I'nltimo elemento con uno
degli elementi 1,2, 3. Noi la esegniremo sulla (1234), scambiando gl
elementi 4° e 3° dimodoché il risultato della O, & la (1243). Ese-
guendo su questa la ws, si hanno. indipendentemente dall'ordine, le per-
mutazioni (2143), (2413), (4213), (4123), (1423), le quali assieme
alla (1243) sono tutte le permutazioni degli elementi 1.2, 3.4 che
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terminano coll’elemento 3. Sia By 'operazione che consiste nello scam-
biare in una delle dodiel permutazionl gia formate il 4° elemento con
uno di quelli che in nessuna di esse hanno occupato il 4° posto, cioé
con uno degli elementi 1 e 2. Tale operazione si pud eseguire
in 12.2=24 modi e noi la eseguiremo sulla (231 4) scambiando gli
elementi 4° e 3° dimodoche il risultato della 6 & la (2341). Ese-
auendo =u questa 'operazione ws s1 banno mmdipendenfemente dall or-
dine le (3241), (3421). (4321), (4231). (2431). Esseela(2341)
sono quelle fra le permutaziomi degli elementa 1, 2, 3. 4, che termi-
nino coll’elemento 1. Sia infine 6 1'0perazione consistente nello seam-
biare in una delle diciotto permutazioni gia formate, 1l 4° elemento
con uno di quelli eche in nessuna di esse hanno occupato il 4° posto
(tale & il solo elemento 2). Tale operazione g pud eseguire in diciotto
modi diversi e nol la eseguiremo sulla (3124) scambiando gli ele-
menti 4° & 39 dimodoche il risultato della O ¢ ln (3142). Ed ors,
eseguendo sulla (314 2) 'operazione wy otteniamo. indipendentemente
dall’ordine, le permutazioni (1342), (1432).(4132),(4312), (841 2);
esse @ la (3142) sono tutte le permotazioni degli element: 1,2, 3,4
che terminano coll’elemento 2.

Le permutazioni formate sono 4! =24. ed alive evidentemente non
posseno formuarsene,

Sempre convenendo che il segno -}- posto tra i simboli di due ope-
razioni indichi che guella rappresentata dal simbolo posto a sinistra
debba eseguirsl immediatamente prima di quella rappresentata dal
simbolo posto a destra, e chiamando con w’y 'operazione mediante la
guale si formano col processo dianzi indicate le permutazioni di quattro
elementi differenti, possiamo scrivere:

'y = Dsotg =+ Usytwg | Bietog ~ Ojatog . . . {2)

Nell'applieare la (2) oceorre aver presente che ciaseuna wy va ese-
cuita sul risultato della 0, immediatamente a sinistra e che eiasenna b,
va eseguita su una delle permutazioni precedentemente ottenute, tranne
& 8w che va eseguita sugli elementi dati.

Ncll’cseguire le 0y, 04, by ¢’ dell’arbitvavio, giacche egni b pud
eseguirsi in pin di un modo., Noi abbiamo eseguita la 6y sulla per-
mutazione principale (1234) e le flg, Iy sulle (2314) e (3124) le
quali sono due delle permutazioni ottenute dalla principale eseguendo
st essa la wy soblo forma singolare e precisamente eseguendo le ope-
razioni fy e Ui della ws. Come vedesi, ciascuna delle fly . Oy, Oy ese-
guite in tal modo, consta nello scambio di due elementi consecu-
tivi (4° e 3%; dimodochée se nell'applicare la (2) supponiamo le ws
ridotte a forma singolare ed eseguiamo le Hy, 8., By mspettivamente
sulla permutazione principale e sulle due che 81 ottengono eseguendo
su essa le operazionl Oy e by di wy, possiamo dire che ln w, consla
di scambi fra elementi consecutivi. Una tal forma della v, si diri
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forma singolare; pertanto per ridurre la o, 8 forma singolare, il che
¢ possibile in pit di un modo, basta mettere le w, sotto forma sin-
golare e disporre opportunamente delle @,

La (2) sostitvendo ad ws V'espressione data dalla (1'), diventa:

w ¢ = bywe —|‘ {sy s + Usatog + Bt teg “[— U twg ‘I— Dauton —I‘ Hﬂlﬂz ‘+
+9mm2+ﬂmlﬂ:+ﬂmmi+ﬂm tedo ~-lyatng . . [3]

Diremo che la permutazione principale & iniziale relativa delle (od
alle o vispetto alle) operazioni 6y, b, 65, © che la permutazione otie-
nata quale risnltato di una 0, & iniziale relativa delle operazioni fy
¢ bhe & destra di essa f, ed a sinistra della f, seguente (se c'e). Per
es. la permutazione resultato della 8, & iniziale relativa delle Oay € Hyg
comprese fra Oy e (.

Pertanto nell'applicare la (3) devesi osservare clie: 10 CIAsCUna ws
deve eseguirsi sul risultato della § immediatamente a simisira: 20 che
ciascuna By, (i =4, 3), deve esegnirsi sulla permufazione iniziale ad essa
relativa o su wna delle permutazioni ottenute dopo di essa (dopo tale
permutazione relativa) e che in ogni caso rappresenta lo scambio del
Felemento ° con uno di guelli che fo precedono. e che nella permu-
tazione iniziale relativa ed in quelle formate posteriormente ad essa,
non hanno ancora occupato '™ posto.

Eseguire un'operazione w. definita dall’ nguaglianza:

Wy = w3+ Bty 1 Niewy —+ Biato,
oppure

1y = g Unwe - Hyswe + Buwe -} Hanwa - Bagtog — Hhiatug — gy e
—)l— beaterg -+ Dhatog -+ ay g + Hastig

su una permutazione di quattro elementi (o23247,), significa esegnire
lo vy sulla (zy2azs2s), poi 1a 6y, poi la w, sul risultato della 0, ecc. ..
considerando come permutazione iniziale relativa delle by b by Ia
(n7e2:2) @ come permutazione inizinle relativa delle b € te di una
tata ws, la permutazione ottenuta quale risultato della 6, che le sta
a simstra od, in assenzn di essa, la {@izazazy); pertanto il risultato
della wy &, indipendentemente dall’ordine, un aruppo di 23 permuta-
zioni. le goali sono tutie le permutazioni degli elementi o, 0s. o3, 24.
tranne 18 (z792a2). In aliri termini possiamo dire cle eseguire la w,
sulla (x2g2e2,), significa [are in essa le operazioni che si fanno po-
steriormente alla 0O, neeseguire la ., sugli elementi a, o, oy, 24
(considerando come risultato della #,, la (@1gzaty ).

Eseguire la w, su una permutazione (g, . . .2y) di % > 4 elementi,
significa esegnirla sulla (cxe7ars) € poi serivere gh elementi &, a5.. a,
a destra di quelli di ciaseuna delle 23 permutazioni ottenute, per-
tanto il risultato della w, eseguita sulla (xas. .. ) & un gruppo di
23 permutazioni le gquali terminano tutte coghi elementi a:, 24. . . o,
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Passiamo ora al caso generale. Indicliamo con w, un’operazione
la quale ci permetfa di dedmre da una permutazione (z .., z) di i
elementi diversi, tutte le vimanenti i! — 1. Diremo che si esegue la w
sulla permutazione (z. . .%,) di n > 7 elemen t1, quando si serivono gli
elementi o, ... 2, di seguilo a quelli di ciascuna delle permuntazioni
ottenute esegnendo la w; sulla (2 . ..#,), dimodoche il risultato della ]
eésernita sulla (...2,) & un gruppo di i!'—1 permutazioni aventi
comauni ghi elementi finali ziey,. .. 2.

Consideriamo V'operazione w’, definita dall’ uguaglianza

mrn — gﬂ;ﬁﬂn—i + Bn]fﬂu- 1 _[_' vew _}_ Hmtﬂu— | —I" “ e + Bu.n—l Wy—i. . (4]

dove fh., e un'operazione che consiste nello serivere una permuta-
ziane qualunque (7. ..%) di # elementi dali, w,_, & nn operazioneé che
¢l permetie di dedarre da una permutazione di n — 1 elementi tutte le
rimanenti e che deve eseguirsi sul risultato della 6, immediatamente
a sinigtra e Ay, By, .. . SONO operazioni delle quali ognuna pud ese-
guirsi sul risultato della 6, (permutazione prineipale) e su una delle
permutazieni gia formate (cioé formate prima di eseguire la fi, che
si considera) e consiste nello seambio dell'ultimo elemento con uno
di quelli che nelle permutazioni gia formate non hanno ancora oc-
cupato I'ultimo posto.

Immaginiamo ora di eseguire la o'y. Dopo aver eseguito la w,_,
seguente by, avremo oftemuto tutte le permutazioni degli # elementi
dati @ ...z, le quali terminano ad es. con un certo elemento 2 ; ese-
guita la w,_, seguente 0.4, avremo ottennte tutte le permutazioni che
ferminano con un certo elemento P. ece..., esecuila 1a w. . se-
suente H,,_,, avremo ottenuto tutte le permuiazioni che terminano
“on un certo elemento .. Gli elementi 7 ... [, sono, salvo l'ordine,
gli stessi o, ... 2, adunque In w', & un’operazione che ei permette
di formare tutte le permutazioni degh elementi =, ,...z,.

Sostitvendo ad »n 1 numeri » — l,n—2... &1 hanno dalla (4) le
espressiomt di oy, 0z, ... 0, s Correlativamente a tali opera-

zioni possiamo definirne altrettante Wy—1y Wy—s,...uwy wy stabilendo

L‘:hE ER’EgHiI"H IIUPETE.Z'IDDE}
by = CWi—y _f" E}umi—z _]“ Hlﬂfﬂi'—r _l_ - bis H1,|—~1fih—l .. {5‘)

St una permutazione (4, ,...%) di i elementi, significhi operare sugli
elementi di essa come si opera su quelli della permutazione ottenuta
quale risnltato della 6, di guisa che il rvisultato della e & un com-
plesso di ¢! —1 permutazioni, cioe il complesso di tutte le permuta-
zioni degli elementi o, ,.. .z, tranne la (ay,...o): 20 esegnire In w,
S Tna permutazione (#,,...a,) di 1> i eloementi, significhi serivere
¢lt elementi oy, , ..., di segnito a quelli di ognuna delle permuta-
zioni ottenute eseguendo la w, sulla (% ...a), dimodoche il risultato

4

T

= =
_..ll [
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di tale w; esegnito sulla (z;,...7,) & un complesso di {! — 1 permu-
tazioni aventi comunt gl elementi finali oy, .. . 2.

Se ora nella (4) sostituiamo alle w,—, le loro espressioni mediante
le ,—., poi nella relazione ottenuta sostitniamo alle w, . le loro
espressioni mediante le w,_, ecc... infine alle w; le loro espressioni
mediante le we, abbiamo:

lﬂ'11=ﬁuulﬂ5 _F_‘Bmf-ﬂi__ﬂﬂﬂ'ﬂﬂ__‘ D e g e + Ugatoe ‘—]‘ Hietos - bsytoa + Bﬂﬂ@ ‘}‘
= Bﬂ!ﬂg = Bum:__baﬂll‘a"_‘ Hs g O tide —— Blsﬂh'.t + &lim‘ﬁ = Hﬂmﬂ + B:illh T
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dove nel 2" membro tra by e 0 (i =3.4,...5: hk=1,2,.., i—1)
deve supporsi scritto quanto precede By, tramne f,,. Per descrivers
facilmente la w’, chiameremo permutazione iniziale relativa alle ope-
vazioni By, b, ... 0, (/=3,...n), la permutazione pricipale, cio# il
risultato della 0., se percorrendo il 2° membro da destra a sinistra
a partire dalla 6 considerata non si incontra aleuna biLi: 7 3@ Invece
st ineontra ana o pitt 64, chiameremo permutazione iniziale relativa
alla t, considerala il risultato della #,,, che le & piil vicina a si-
nistra.

La descrizione delln o', & quindi la secuente:

1" L'operazione B, consiste nello scrivere una qualunque permn-
tazione degli n elementi dati:

2" we & un'operazione che consiste nello scambio dei primi due
elementl di una permutazione e deve esegnirsi sul risultato della B
che le sta immediatamente a sinistra:

3" B & un’operazione che deve esegnirsi sulla permufazione ini-
ziale ad essa relaliva o su una delle permutazioni ottenute posterior-
mente (cioé ottenute dopo la snddetta iniziale relativa o prima di
esegnire essa fiy) & consiste nello scambiare 1"elemento i™ con uno
di quelli che lo precedono e che nella permutazione iniziale relativa
alla B ed in quelle ottennte posteriormente ad essa, non hanno an-
cora occeupato I'ultimo posto:

Esaminando il 2° membwo della (6) si vede che:

I* ogniqualvolta si esegue 'operazione 6y (¢ = 8), su una permn-
tazione A gia formata, bisogna eseguire sul risultato di tale 6, quelle
stesse operazioni che s1 sono [aile sulla permutazione principale e
su quelle da essa dedotte prima di eseguire la i che & destra di 6,
¢ che si lrova pin vicina ad essa (vale a dire prima di esesuire per
la 1# volta la 6,);
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2* tutle le permutazioni ottenute prima di eseguire per la prima
volta la 0y, (i > 3), hanno comuni gl ultimi #» — ¢ elementi:

3* ogniqualvolta si esegue una By su una permutazione, le ope-
razioni posteriori ad essa ed anteriori alla Uyy: pia vicinag ed a
destra di B, hanuo per scopo di permutare in (i — 1)1 —1 modi i
primi i—1 elementi della permutazione ottenulba quale risultato
della ﬂu. |

Le permutazioni oftenute esegnendo In w', sono evidentemente
futte differenti; & anche facile convincersi che sono n! Infatt: esse
sono tanfe gquante sono complessivamente le § ed w, contenute nel
2° membro della (6), gincché a ciascuna i ed wg corrisponde una di
tali permutazioni, la qoaie ne & il risultato. Sia vi 11 numero dei sim-
boli & ed ws che compaiono nell'espressione di w'. Sara w—1 il nn-
mero di quelli che compaiono nell'espressione di ;. Allora supponendo
nella (4) sostitnite alle w,—, le loro espressionl mediante le we, compa-
riranno nel 2° membro # (v,_;,— 1)+ n —nv,_, simboli. Si ha quindi

S
Ma & pure

nl=mnn—1)!
quindi

Vo =n!

Consideriamo ancora la (4). Sostituendo ad w,_, seguente 0,, la
sua espressione mediante w,_., (si ricava dalla (9) supponeudo i=n—1),
essa diventa:

m*ﬂzlﬂﬂumﬂ-‘l +BH~'I.1 W) -2 +- ' -+ Bn—l.rl-'! mn—-i} + Blllmn—-l _l_- -4"‘_" ﬂmﬂ—l Ly,

Ora le permutazioni ottenute eseguendo le B, Buoyy, ... oo ioes
hanno fotte in comune I'ultimo elemento, ed in esse tutti gli elementi.
all’infaori di quest’ultimo, compaiono al Penulfimo posto, uno per
clascuna permutazione. Supponiamo che la fi, sia esegulla sulla permn-
tazione principale (la sua iniziale relativa) e le 0,3, fus, . . - Oun, rispet-

tivamente sui risnltati delle Bamrty Bocng .o 04y, _o. Poiche ciascuna By

consiste nello scambio doll'ultimo elemento con uno di quelli che
nelle permutazioni gii formate non hanno ancora oceupato 'ultimo
posto, per eseguire lo 0, g ... Bhaey OcCOrTe scambiare gl ultimi
due elementi nelle permunlazioni ottenute mediante o, 0,5, ,...Hy_j0_s.
Eseguendo le By, . ..0,,, in siffatto modo e supponendo che cinscuna
wa—y comsti di scambi tra dupe elementi conseentivi, si vede che anche
la ' constera (tranne la fuo) di scambi tra elementi conseculivi, sari
cioe ridotla a forma singolare.

Cio che si & detto per v, si puo ripetere per w'.—;. Supponendo
che le w,_, dalle quali dipende una w',_; constino di soli scambi tra
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elementi consecutivi, e disponendo opportunamente delle 0,_, in essa
contenute, potremo ridurla a forma singolare, (Cosi continuando si
eonclode che:

Affinche la w', consti, tranne l'operazione 0., di scambi tra ele-
mentl consecnlivi & sufficiente 10 che qualunqgue sia B, (i > 3), I'ope-
razione we + faws -+ fastoe seguente essa fy si componga degli scambi
degli elementi 1% @ 20, 20 o 8% 10 e 20, 20 ¢ §0 17 g 2% del quali 1] 1°
va eseguito sul risultate della 6 e ciaseuno de rimanenti sul risul-
tato del precedente; 20 che la Uy, qualunque sia : > 3, consista nello
scambio degli elementi che occupano 1 posti e ed (i — 1)me ¢ dehba
eseguirsi sulla sua permntazione iniziale relativa se j=1 e sulla
Ui-;— immediatamente a destra della 6§ colla quale si & otfenuta essa
permnulazione iniziule relativa, se j=- 1,

Sviluppo della w', in prodotto continuo, — Consideriamo ancora la (f)
od una delle f; del 2° membro. Tra le permutazioni sulle quali essa
puo eseguirsi, si trova sempre quella ottenuta quale risultato della w.
immediatamente a sinistra. Immaginando ora che cirscuna B sia ese-
gutta sul risultato della w. che le sta immediatamente a sinistra, il
2* membro della (6) conterra operazioni (tranne la 6,) tali che Cli-
scuna dovra eseguirsi sul risultato della precedente. Possiamo per-
tanto metlere la o', sotto forma di prodotto continno, serivendo

' = Guot9a0 WabastoeHi 0B waBsareias . . . Gy . . biawe  (6)

eonvenendo che f; rappresenti (kranne #,,) un'operazione da eseguirsi
sul risultato della we immediatamente g swistra e che consiste nello
scambio dell’elemento i con uno d; quelli che nella permutazione
iniziale ad essa relativa oceupano i primi i posti e che né in ossa.
ue in quelle ottenute posteriormente ad essa, hanno ancora oceapato
F i posto.

Notiamo in particolare i seguenti sviluppi di o'y ed w'; in prodotto
continuo, utilissimi per la formazione dells permutazioni di 4 ¢ 5
elementi,

m'. = Hmﬂuﬂmﬂ:ﬂﬂ:sﬂﬂiuﬂmﬂmﬂx 1‘31nﬁmﬁmﬂmﬂmﬂmﬂmﬂ:aﬂmﬂlzﬂuﬁmﬂuzm

m'a. = ﬂama':lm{ﬂ;ﬂtnm;ﬂmlﬂﬂ:ﬁmi
dove si & posto
Wy ¥k oy k ooy ke ooy &
ed &
k = 0149185180 12012.

Segno delle permutazioni, — [] 4¢ metodo per formare le permuta-
zioni di n elementi differenti ci permefite di determinare con facilita
il seguo di ciascuna. Infatti si determini dapprima il segno della per-




2) PERIODICO D! MATEMATICA.

mutazione principale, sia esso ad es. il segno 4 la 2* permutazione
avra il segno —, Ila 3* se dedotta dalla 1* avria segno —, se dalla
2* avrd segno —+. In generale il segno di nuna permutazione & il segno
contrario a quello della permutazione dalla quale si otliene mediante
lo scambio di due elementi. Se la w,, & sviluppata in prodotto con-
tinuo, allora ciascun scambio deve eseguirsi sul risultato dello seam-
bio precedente. quindi il segno della 1* permutazione seritta, sara
pore guello delle permutazioni 24 5 723 a7 mentre le permutazioni
20 48 6, .. avranno segno contrario.

§ 2. Formazione rapida delle combinazioni
¢ disposizioni semplici »: ad m di n eose.

Ci occorrerd in seguito di saper formare con prontezza le combi-
nazioni # ad » di m cose diverse (u = m). Il metodo che esponiamo
¢ di molta importanza pratiea.

Si debbano ad es. formare le combinazioni tre a tre dei cingue
numeri 1,2, 3,4,5. Disponiamoli in un ordine qualungue per esempio
3,4,2 1, 5; uttﬁmﬂmu cosi una sinccessione di elementi che diremo
fﬂudﬂmentﬂlf Coi primi tre di essi formiamo una prima ecombinazione
la (342), che diremo iniziale. Le altre si dedncono da essa nel se-
guente modo. Sostituendo all'ultime elemento ciascuno di guelli che
Io seguono nella saccessione fondamentale, abbiamo le combinazioni
(34 1), (345). Da ciaseuna di queste possiamo ottenerne nna o pi
sostitnendo al pennltimo elemento, ciot il 29 ciagscuno di guelli ele-
menti che nella successione fondamentale sono compresi per posi-
zione tra esso ed 1l 3° elemento della combinaziene che si considera.
E cosi tra gli elementi 4 ed 1 della (34 1) & compreso nella succes-
sione fondamentale il solo elemento 2, dimodoche dalla (34 1) si pud
derivare soltanto la (32 1); invece tra gl elementi 4 e 5 della (345)
sono comprest nella snccessione fondamentale gli elementi 2, 1, di-
modoche dalla (345) =81 deriveranno le (3235), (315). Da cin.aﬂunu
delle combinazioni (321), (325), (315) deriviamone una o p1u sosti-
toendo al 1* elemento, vno ad uno, quelli che nella successione fon-
damentale, sono compresi tra esso ed il 2 della combinazione con-
siderata. B cosi dalla (321) si deriverd soltanto la (42 1), giacehé

tra gli elementi 3 & 2 di essa & compreso nella successione fonda-.

mentale solamente |'elemento 4; similmente dalla (325) st deriva
soltanto la (4205), e dalla (3 1 5) si derivano le (4 1 5). (215). Abbiamo
quindi formate le combinazioni (342) (34 1)(345)(321) (325) (815)
4211425 (415) (215), le quali evidentemente sono tutte le com-
binaziom tre a tre degli elementi dati.

e —

“d
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Se gli elementi dati sono n, la norma da seguirsi per formarne le
combinazioni m ad m & la seguente:

Si serive la successione fondamentale disponendo gli elementi dati in
un ordine qualunque; poscia si assume quale combinazione iniziale quella
che comtiene i primi m elementi della suceessione fondamentale, Da tale
combinazione si deduce wna prima serie di combinuzioni, sostituendo
allm™° elemento, uno ad wno, quelli che nella successione fondamentale
fo sequono. Dalle combinazioni della 1° serie si deducono quelle di wna
2 zarie sostituendo in ciascuna all’ (m — 1)™° elemeito, uno ad. uno, quelli
che nella successione fondamentale sono compresi tra esso e 'n™ della
combimazione considerata. Dalle combinazioni delln 2% serie si deducono
quelle di una terza serie sostituendo in cinscuna all' (m — 2)2° dlemento,
une ad wno, quelli che nella successione fondamentale sone compresi tra
esso ¢ I'(m— 1)y=° della combinazione considerata... E cosi si continua
fino a costrurre Pm™» gerie di combinazioni. In generale, oftenuta lu
serrie 1™, si costruisee la serie (i -+ 1)™2 sostituendo in ciascuna combi-
nazione delle serie 1™, all'demento (m—1-4 1), uno ad uno, quelli
che nelle suceessione fondamentale sono compresi tra esso e I'(m —i - 2)me
della combinazione considerata.

Per ea. le combinazioni tre a tre degli elementi 1,2 3,4, 5,6 as-
sumendo la 1,2,3,4, 5, 6, quale successione fondamentale sono:

(123) combinazione iniziale

(124), (125), (126)  dedolte dalla (123) )} 1 serie
(134) » (124) |

(135) (145) = (125); IT serie
(136), (146), (156) . (125]]

(234) . (134)

(23 5) . (133)

(245), (34 5) - (145) .

(23 6) , (13¢) [ serie
(24 6), (346) . (14 6)

(256), (356), (456) X (156)

In tutto (g) = 200 combinazion.

Si pud provare che il numero delle combinazioni ottenute col me-
® 9 ln— |
(:)-—ﬂ L. l)"j;:;” o IJ. Infatti abbiamo
dapprima una combinazione iniziale dalla guale si deducono n — m
combinazioni appartenenti alla 1* serie. Dalla prima combinazione
della 1* serie se ne deduce una della 24 serie, dalla 2 se ne deducono
duoe, dalla terza tre ece. dalla (2 —m)™, 2 —m: il numero delle
combinazioni della 3% serie & dunque 14+24-...4(n—m). Simil-

todo dianzi indicato e

—_— mmm — i
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mente provasi che le combinazioni della 3* serie somo in numero
h1+0+2)4+0+2+3)+...+[14+2+...4 (n—m)] ece... In

generale ponendo

Fu-—l:n.ﬂ —

Fowy=n—m

Fn—nﬂ?Fm—[—Fg,lﬂ—.,.—*‘Fn._m_;‘_l F 2 I .,.+(H—J}I)

Fn—-nq — Fl.q—] + Fﬂ.l'r—l —f_ A2 _I_ Fn-—-m,q—l

si ha che il numero delle combinazioni della serie ¢m & F._., Il
numero Iy, suolsi chiamare (*) p®° numero fignrato d'ordine ¢. Si
sa che:

Fl‘m Al Frnq—l _|_ FF—'h"l
e pertanto
Fpm =Fp—-lq +Fr—l.q—1+ .ot Fp—:l,r|—Fp-u (1)

essendo F,,=1. Si sa inoltre che

n
(Jﬂ) — Fn—n*'-ri.n .

Supponendo adunque nella (1) g=m; p=n—m + 1, si ha:

Fn—ﬂr-:-t.m o Fn-ﬂl-.rn + Fn—n.m—nl + .« wa _f_ an-u..l _I'" 1

0ssia

T

m

& il numero delle combinazioni appartenenti alle serie mma, (m— 1)m,
28 1% oltre la combinazione iniziale.

Disposizioni. — Dopo quanto abbiamo detto la formazione rapida
delle disposizioni m ad m di u cose diverse non offre difficolti. For-
mate le combinazioni m ad m, formeremo cogli elementi di cinscuna
tutte le permutazioni possibili seguendo uno dei metodi indicati. Queste
saranno touthe le disposizioni m ad m delle n cose date.

(" Lucas, Thiorie des nombres, Paris 1851, pag. 56 e peg Ivi perd & rapprasentato eol sun-
bolo F{.
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§ 3. Formazione rapida e rappresentazione delle permutazioni
" di n elementi non tutti differenti.

Dei metodi indicati per formare rapidamente le permutazioni di n
clementi differenti, soltanto il 4° si puo applicare alla formazione
delle permutazioni di » elementi non tutti differenti. Basta adungue
scrivere una di tali permutazioni ed esegnire su essa & su quelle ¢he
da essa si deducono le operazioni che abbiamo rappresentato eoi gim-
boli 6y ed we. nell’ordine indicato nel 2° membro della (6, § 19). Bi-
spgna pero in ogni caso avere l'avvertenza di considerare quale ri-
snltato dello seambio di due elementi nguali di nna permutazione, la
permutazione stessa.

Se vogliamo ad es. formare le permutazioni degli elementi 1,1.2,3, 3.
Una di esse (principale) & la (11 233), dalla quale, scambiando 1 primi
due alementi, =i ha la permutazione stessa. Scambiando il 3° elemento
con uno di quelli ¢he lo precedono, per es. con quello che si trova
alla sna sinistra si ha la (121 33), dalla quale. scambiando 1 primi
due elementi si ha la (21133). Cos1 ci aceorgiamo che al 3° posto
sono gia comparsi gli elementi 2 (una volta) ed 1 (2 volte), cioe eia-
scuno degli elementi differenti che occupano 1 primi tre posti nella
permutazione principale. Possiamo anche dire che le permntazioni
formate hanmo comuni gli ultimi due elementi ed in esse 1 primt tre
elementi sono stati permutati in tutti i modi possibili. Scambiando
in una delle permatazioni ottenute, per es. I'ultima, il 4° elemento con
uno di quelli che sono da esso differenti e che lo precedono, per es. con
quello che gli sta a sinistra, si ha la (21313) e permutando in essa
i primi tre elementi in tutti i modi possibili si hanno le (123 13),
(13213), (81213), (32113).(231 13). Seamhiando in una delle per-
mutazioni ottenute, per es. la (3121 3) il 4° elemento, con une di quelli
che sono differenti da esso, ehe lo precedono e che nelle permutazioni
formate non hanno ancora accupato il quarto posto, per es. col 3° ele-
mento, si ha la (31123): dalla quale, permutando in tuiti modi pos-
gibili i primi tre elementi, ;1 hanno le (13 123), (11323). Cosl s1 sono
gin formate tutte le permutazioni che hanno comuni I'ultimo elemento
che 2 un 3. ed in esse 1 primi quatiro elementi sono permutati in
tutti i modi possibili. Contguiamo adungne seambiando in 1na delie
permutazioni ottenute, per es. I'ultima, 1l 5° elemento con uno d1 quell
¢he lo precedono e sono da esso differenti per es. col 4°; avremo la
(11332) dalla quale, permutando in tutti i modi possibili 1 primi
gquattro elementi, otteniamo le (13132), (31132), (31312), (1331 2),
(33112). In una di tutte le permutaziom gia formate, per es. l'ul-
tima, scambiamo 1l 5° elemento con wtmo di quelli ad esso non nguali

' b ol s e S g——

.

o g W
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e che non hanno ancora occupato il 5° posio, per es. col 4°; offeniamo
la (33121), dalla quale, permntando in tutti i modi possibili i primi
quattro elementi, si hanno le (31321), (1332 1), (13231),(31231),
(32131),(23131),(21331), (12331), (32311), (33211), 23311).
Le permutazioni formate sono evidentemente tutte le permutazioni
degli elementi dati. Si sa poi che il numere N delle permutazioni di
n elemeuti tra i quali B, ugnali tra loro, =y pure unguali... .3, pure

aguali, (B, 4-...B. =), &

f

7
Bl Bl ... o

N=

Segno ‘delle permutazioni di » numeri non tutli differenti. — Se zli »
elementi dati sono » numeri =i pud assumere quale permulazione
principale quella vella quale sono disposti in ordine crescente. Se
ad es. tra gli » numeri dati ve ne sono 1 ngunli ad 1, »; uguali a
Z.... o uguali ad », si pud assumere come permutazione principale
la (11,..122,..2...rr...7). Essendo allora =z ed z: due elementi
differenti di un'alira permutazione si dira che essi fanno inversione
88 & > & € s€ g 81 trova u sinistra di =.; quindi i1 numero delle in-
versioni contenute nella permutazione principale, cioé formate da due
elementi qualunque differenti di essa, e zero. Al solito si dira che
una permutazione & di classe pari o dispari, oppure che ad essa com-
pete il segno + od il segno —, seecondoché il numero delle jnver-
sioni in essa contemite & pari o dispari. Riguardando lo zero come
numere pari 81 abfribuira alla permutazione principale il segno -,
B poi evidente che se in una permutazione si scambiano due elementi
differenti e consecutivi si ottiene una permutazione che ha un'inver-
sione di pit o di meno della precedente; pertanto le due permuta-
zioni sono di segno conlrario.

In una permutazione i cui elementi sono numeri non tutts diversi,
metfiamo in evidenza due elementi # e » e mdichiamo con A 1l
gruppo degli eiementi precedenti w. con R quello deghi elementi se-
guenti » e supponiamo » a destra di u. Siang pol oy, g, ...% eli
elementi posti tra u e ». Seriveremo tal permutazione nel segnente
modo: (Aux . . . aeB).

Consideriamo i seguenti seambi di due elementi: 1* di % con o,
29 di % com ag..:v™ (i u eon 2y, (v 1)m di u con vy (v 2)mo, dj
#eon o, (v4-3)20 di » con ay,. v (@v1p di v con &, ed ese-
guiamo il 1° sulla permutezione snddetta e ciascuno degli altri sul
visultato dello scambio precedente. La permutazione ottenuta ese-
guendo Fultimo scambio & la (Aza, . .. xB) che s1 pud derivare dalla
data scambiando gli elementi v e #: noi invece per ottenerla abbiamo
operato 2v-}-1 scambi tra elementi consecutivi. i 1, ed v, il no-
mero degli elementi rispettivamente nguail ad v e ¢ contenuti nella

=+
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successione zi,...o. Nel passare do una permutazione alla succes-
siva, eseguendo i snddetti scambi, si ha un cambiamento di segno
soltanto quando gli elementi scambiati sono differenti: perfanto il
numero totale dei cambiamenti di segno sarh 2, -1 — Tn =N, cho
¢ pari o disparl secondoche lo & 7, -} 7. -+ 1. Pertanto la permuta-
zione (Avx, ... ownB) avri o non avra lo stesso segno della (Anzy...arB)
secondoche v, 4.+ 1 & pari o dispari, ossia secondoché T ke
dispari o pari (si considera pari anche lo zero).

Adungue: s¢ in una permutazione di elementi (numeri) nomw tutti di-
verst sk seambicno clue elementi diffeventi la nwova permuiazione ottenwta
ha segno uguale o contravio w quello delly data secondochs il wumers
degli elementi compresi (per posizione) ira quelli seambiati ed wuguali
alluno od all’altro di essi & dispari o pars.

Ks. nella permutazione (284523135 2) sono contenute 19 inver-
sioni, quindi ad essa compete il segno —: nella (2545231332,
oftenuta daila prima scambiando gli elementi 2° e 9%, sono contenute
25 wewersioni o quindi il segno di essa ¢ —. Gli elemenli che nella
permutazione data sono compresi tra il 2° ed il 9° (i gquali sono un 3
ed un 5) sono 4,5, 2,3, 1.3. Tra questi ve ne sono due uguali a 3 ed
uno uguale a 5; quindi il numero di quelli uguali a 3 od a 5 & tre:
tal numero & dispari, quindi senza contare le inversioni contenute
nella 2* permutazione potevamo essere sicuri che essa avrebbe avato
segnou uguale & quello della data.

Riguardo al segno delle permutazioni di » numeri non tutti dif-
ferenti, osserviamo che Ila permutazione principale ha 1l 8egno ——
e che per ciascuna delle altre si pud determinare facilmenfe il
segilo, giaccheé ognuna di esse si deduce da una permutazione di
segno noto mediante lo scambio di due elementi differenti. Osser-
viamo ancora che nel formare le suddette permntazioni, ¢’ una
certa liberta nello scegliere la permutazione sulla quale si deve
eseguire ciascun scambio ed approfittando di tale liberta potramo.
mediante nna scelta opportuna. operare soltanto secambi tra due ole-
menti consecutivi (le permufazioni degli elementi 1,1,2. 3.3 dell'es,
dianzi frattato, si sono appunto formate operando solamente seambi
tra due elementi consecutivi). Procedendo in tal modo otieniamo
permutazioni tali che ciascuna & di segno contrario a guella dalla
quale & stata dedotta.

Figurazione delle permutazioni di » elementi non tutti diversi. — it
noto (*) come le permutazidni di n elementi diversi possSoI0 essere
figurate mediante gruppi di # caselle scelie in una matrice gquadrata
di lato n, per modo che di quelle di ciascun gruppo una ed una sola
appartenga a ciascuna orizzontale e verticale della matrice. Anche
le permutazioni di elementi non tutti differenti possono essere figu-

(*) Oft, Lucas, op. cit,, pag. 65 o seg
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rate mediante gruppi di elementi scelti opportunamente in una ma-
trice rettangolare,

Si considerino ad es. le permutazioni dei nove elementi bedh de
dhh tra i quali quelli differenti sono: I'elemento b preso una volta,
’elemento ¢ preso due volte, I'elemento ¢ preso tre volte ¢ I'elemento &
preso tre volte. Formata la matrice

(lyy @y Oyg Gy Tp (g Ty Ugp yy
iy (Tgo floy (lgy (Tus (lay ey flog (lgn
Qg Oy Tz lss s (s Ox1 (as (s
gy (Ryg Uhgy Ulyg Uy Ty Thyy g My

di dimensioni =— 9 @ I 4 (nella quale ciod ogni orizzonfale confiene

O elementi ed ogni verticale £) si chiami con G un gruppo di elementi
scelti in essa in modo che: ogm verticale della matrice ne contenga
uno e le orizzontnli 1% 2°, 3" 4%, ne conlengane rispettivamente 1. 2,
3, 3 (tali sono i numeri che indicano guante volte gl elementii diffe-
rentl b, ¢, @ h della successione b, o, d. h, ¢, ¢, d, h, i sono contenufi n
essi. Sin ad es. (F = (@y du, tys e (s (tge G4y Oy (lyg).

A tal gruppo possiamo far corrispondere una permutazione del
nove elementi dali convenendo che ad ogni @; corrisponda ['ele-
mento b, 0¢, 0d, od & secondoche i=1, 2, 3, 4 (cioé s1 fa eorrispon-
dere ad my; quello degli elementi b, 2, 4, A che nella suceessione data &
preso i volte) ed assegnando a tal elemento 1l posto j™". La permun-
tazione corrispondente al gruppo G considerato & la{bdhehehdd).
Viceversa dabta una permutazione del suddetti elementi per es. la
(ehehdbdhd) sostituiamo a ciascun elemento di essa 1'elemento a;;
ritengndo i=1, 2, 3, 4 secondoche I'elemento sostituite & b, e, d. h ed
assnmendo per j il valore 1,2.3.... secondoch® 'elemento sostituito
ovcupa 1l posto 1°,2°,. 3% ... Avremo il gruppo di elementi (i g s
Ty gy Clyg (yy Ciys ttge), ¢he evidentemente & uno dei possibili grupp G.
Pertanto ad ogni gruppo G di elementi scelti nella matrice suddetta
cormsponde una permutazione del nove clementi datl e viceversa, ad
ogm permutazione un griuppo; quindi 1 gruppi G s1 possono assumere
gquali gropp! figurativi delle permutazioni degli elementi dati, In ge-
nerale se gli elementi dati sono n e fra questi ve ne sono A ugual
tra loro, kg pure uguali Lra loro, ... % uguali tra loro, (h+he—+...
.o+ hy=m, si possono figurare le permufazioni di fali elementi
meadiante gruppi di elementi oy seelti in una matrice rettangolare di

dimensioni == n ef I s, ciod di n verticali ed # orizzontali, in modo

che ogni verticale della matrice ne contenga uno solo e le orizzon-
bali 18, 2% ... +"* ne contengano rispettivamente A, Ay, ...k . Vedromo
in seguito che la figurazione delle permutazioni di elementi non tutti
diversi & un caso particolare della figurazione di speciali aggruppa-
menti i elementi dati, dei quali ¢i occuperemo fra breve.
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§ 4. Metodi per sviluppare rapidamente i determinanti.

I metodi dianzi esposti per formare rapidamente le permutazioni
di n elementi diversi, possono tutti applicarsi allo sviluppo rapido
dei determinanti. Perd, dal punto di vista pratico, & preferibile I'ap-
plicazione dei primi ire.

Sia dapprima

il determinante da svilupparsi. La notissima definizione di determi-
nante si compendia nell’ugnaglianza

— i flyq Uag .« iy

cioe il valore A del determinante si ottiene sommando algebricamente
il prodotio e tiss .. . ftyn € quelli che da esso si oftengono tenendo
fissi 1 primi (secondi) indici della @ e permutando in tutfi 1 modi pos-
sibili i secondi (primi), assumendo poi per segno di ciaseun prodotto
guello della permutazione del secondi (primi) indici. Se (e o ... ) &
adunqne una permutazione degli elementil. 2,...% SATA (e 02,00 . .. Oy 8y
un termine del determinante e ad esso competera il segno di (2 2s... 7).
Per scrivere i termini del determinante bastera adungue scrivere le
permutazioni dei numeri 1, 2. .. », seguen do ano dei tre primi metod
(¢ convenientiesimo il 1%) e poi = sinistra degli elementi 1% 2',. .. di
ciascuna serivere i segni oy s . . . ity disponendoli rispetto agli elements
di ciascuna permutazione come sono disposti nel prodotto i,w... tn.aa
rispetto ad ay,zs,...2s. Il segno ciaseun termine si delerminera
poi eollu massima facilith, giacché corrispondentemente a clascuna
permutazione (x ...e) 81 pud subito scrivere il relativo segno.

(‘onsideriamo ora il caso nel gquale ghi elementi di un Teterminante
sono numeri non rappresentati col segni @y, .. .y, ma con altri segni
qualsiasi. Ad es. si debba sviluppare il determinanie

A — 9 1 =1 3 3
3 9 —1 1 4

b 2 () B =] 2
—* A 1 —2 4

32 —1 D 2 )

I+

Premettiamo anzituito un osservazione. Sif L (1), (2,08 4 o (tyaq UTL
termine del suddetto determinante A. Se nella permutazione (2 ...a)
dei secondi indici delle a si seambiano due elementi #%,,¢; st ha una
permutazione di segno contrario a quello della (21 ... 2 ) Essa ¢ la
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(&, oommios 05 By onn ooy & %+1...2y) € le corrisponde il termine
im.m...m,uj. P e [

32 E?_]_tiq-lﬂlﬂl--;-ﬂlr'-l'*"{r!"
|
:
|

1 PR TAT "hi "i"j e o oo [y
Xl

r'rj'l L I ”iul r'j‘“l ZUpA R T rr-l“
Uiy = v v o Mg oo ffll.uJ- e oou My I

S1 oaservi che il termine - Uan e Oy ons @jttivn. lnme S deduce dal
bermine % oy tous. .. Ana, sostituendo ai fattori aiu, te, collegati

nelle figura soprastante colla freccia *\\ ; rispettivamente i fattori

@iy e collegati colla freccia ¢ 1 e cambiando il segno. Se gli

elementi di A sono numeri, una simile sostituzione si fa colla mas-
sima facilita; basta sostitnire a due elementi, due altri i quali, coi
primi sono ai vertici di uno stesso rettangolo. Per es. si vede subito
che agli elementi 2 ¢ —2 rispettivamente delle orizzontali 21 e 4
di 3, dovrebbero sostituirsi gli elementi 3 ed 1 delle orizzontali 4%
e 2% Gh elementi @y, aiq si diranno coniugafi degli elementi ay, ayq,
e precisamente @, sara coningato i aga ed iy i @3 due fattori
coningati appartengono adungue ad una stessa verticale di A e pre-
cisamente due elementi di A (apparienuti a linee differenti) ed i loro
coniugati sono ai vertici di une stesso rettangolo. Considereremo !'ope-
razione che consiste nel sostitnire a dne faltort di un termine di 3
aventi 1 posti i™ ed ™ i fattori coniugati, come correlativa di quella
che consiste nello seambiare in una permutazione di » cose gli ele-
menti aventi 1 posti i ed e

Der metodi esaminati relativamente alla formazione rapida delle
permutaziont di 2 numeri 1,2, .. . (sono anche questl n cose diverse),
il 1° ed il 8 sono particolurmente importanti per I'applicazione che
Se ne puo fare allo sviluppo rapido dei determinanti Mostriamo ad
©S. come si possanv scrivere rapidamente i terming di & applicando
11 1" metodo. Si cominei a seriverne uno, per esempio il principale
4-3.2.8.(—2).3.

Seritta la permutazione (1 23405) degli elementi 1,2, 3, 4, 5, sap-
piamo gid che per formare le rimanenti seguendo il 1° metodo, si co-
mincia a dedurne altre gnattro seambiando in essa gli elementi 1° o 20,
1°e 3" 1"e 4, 1°¢ 5. Eseguendo sul termine -2.2.3. (—2).3di5
le operazioni correlative de suddetti seambi abbiamo altri quattro
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termini di 3. Adungune ai fattori 1° e 2% che sono 2 e 2 sostituiremo
i fattori econiugati che sono 3 ed 1 ed avremo il termine — 3.1 .3,
.(—2).3. Similmentie sostifuendo ai fattori 1"e3° 1" e 4° 1° e 5° 1 fat-
tori coningati abbiamo 1 termini —2.2(—1) (— 2).5; — [—;1}.2 .3.8.3;
—2.2.3.(—2).3.

Praticamente ¢’ & perd un inconveniente il guale proviene dal
fatto che non sempre in un sol mode, con due elementi di un de-
terminunte si pud formare mna coppia 1 coi elementi abbiane valori
tleterminati. Per esempio la coppia (3, 3) st puo formare con dne
elementi di 2 in piu di un modo, ad es. cogli elementi 1° e 5 della
1* orizzontale ; 1° della 2¢, e 3° della 3*; 2° della 4" e 5° della 5" ecc. ...
Ora gquando ad es. dal termine principale |2.2.3.(—2).4 se ne
dlovesse dedurre un altro, sostituendo agli elementi 3" e 5° 1 loro co-
niugati, bisognerebbe dapprima cercare in 8 tali elementi (3 e 3), ed
attesa la pluralita delle coppie 1 em elementi sono 3 e 3, ¢'¢ pericolo
di non scegliere la coppia che occorre (la guale nel nostro caso com-
prende gli elementi 3" della 3" orizzoniale e 2° della 4*). Tal pericolo
pud soltanto evitarsi con una faticosa atienzione la quale pregiudica
la rapidith ed il buon esito dello sviluppo del determinante 3. Pen-
siamo perd che esso cesserebbe di esistere quando tutti gli elementi
di & fossera differenti, eioé fossero numeri a ciascuno dei guali cor-
rispondesse un segno differente.

Orbene se percorrendo successivamente le orizzontali 1° 2% ... di 3
da sinistra a destra, noi troviamo parecchi elementi uguali, muniamo
il 1% di essi dell’indico 1, il 2° incontrato dell’ indice 2, cee.... e n-
eordiamoci, quando vediamo scritti ad es. 1 segni 3, , — 2y ece. .. che
essl Tappresentano 1 numeri 3, —2,., ..

Vediamo allora che in

— E; 11 ——11 31

lir-r
o

)
=

2 22—l 1T 4
23 Dl *dj == 1.1 3}

|
-
-
érk'.'r
&
II!l;.....‘-
Lo

25 B J—E 51 25 3&

due elementi gualungue differiscono per il valore, oppure, avendo lo
stesso valore differiscono per 1'indice ; in ogni ecaso, due elementi qua-
lungue differiscono almeno nella forma, vale a dire 1 loro segni rappre-
sentativi sono differenti. Allora due qualunque delle coppie formale
scegliendo due elementi di , differiscone almeno per un elemento, e
dovendo cercarne nna i1 cui elementi siano fatfori di un dato termine
di 3, possiamo trovarla subito pensando che i 1° 2¢, 3°,... faitore di
un termine di 8, devono cercarsi rispethivamente nella 10, 28, 3, . ., oriz-
zontale, Per es, g1 trova subito la coppia (24, —2,) del fermine prin-
eipale +2,.2.3,.(—2,).3¢. Sostituendo in esso ai fattori 1% ¢ 2° 3
loro coningati si ha il termine —3;.1,.8;.(— 2).2:; sostituendo in-
vece ai fattori 1* e 3°1 loro coniugati =1 ha il termine — 2. 2., (— 1,).

T A W - i
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(—2).3. ecc. ... si dedncono quindi dal fermine principale altri
quattro termini di & sostitnendo ai fattori 1°e 2°, 1°e 3%, 1% e 4°, 1% e &°,
i loro coningati. B ricordiamoci bene che se da un termine di o se
ne deduce up altro sostitnendo a due fabtbort del 1° 1 loro comugata,
i segni dei due termini sono contrari.

(‘onsideriamo ancora la permutazione (1234 5 e le quatiro oite-
nate scambiando in essa gli elementi 1° e 2°, 1°e 8% 1° ¢ 4% 1" e B
Per avere le rimanenti permutazioni, seguendo il 1* metodo sappiamo
che occorre scambiare in ognuna delle cinque permutazioni gih for-
mate il 2° elemenfo con eiascuno di gquell ehe lo seguono (3" 4" e 5°).
Ora se noi in ciascuno dei eingue termini di 3 corrispondenti alle
suddette cinque permutazioni (il 1° di tali cingue termini & 1l prin-
cipale), esegniamo le operazioni correlative dei suddetti scambi, cioé
ai fattori 20 e 3¢, 20 e 49, 20 g 5°, sostitwiamo 1 loro coningati, otteniamo
da ognuno di essi altri tre termini di 5. Abbiamo in tutto 15 termim
che assieme ai cingque gii formati costituiscono nn gruppo di 20 ter-
mini. Se in ognuno di essi sostituiamo ai fattori 3" e 4%, 3%e 5% 1 loro
coningati abbiamo altri 40 termini, e se infine in ognuno der 60 fer-
mini gia formati sostitniamo ai fattori 4° e 5° i loro coningafi ab-
biamo altri 60 termini di 8. Ormai ¢ chiaro che:

Seritto un termine di un determinante d’ordine n (per es. il termine
principale) si possono oltenere tulté i termini vimanenti esequendo su e3so
e st guelli che da esso si deducono, le operazioni correlative di quelle che
si esequiscono sulla permutuzione (12,..1n) ¢ su quelle che da essa st
dedducons, per avere tudte le permutazioni dei numerd 1, 2,.. .1, sequendo
il 20 od il 3% od il 4, dei metodi gitn espost,

L'operazione correlativa dello scambio degli elementi di una per-
mutazione aventi i posti ™ ed 7 consiste nel sostituire ai fattor:
aventi i posti i ed 7 del prodotfo corrispondente a tale permula-
zione (il qual prodotfo & un termine del determinante) 1 fattori co-
mugati, che trovansi subito nel determinante dato. Alla permutazione
(12...n) corrisponde il termine del determinante formato moltipli-

cando gli elementi della diagonale principale \ , €d ha 1l segno —+;

a due permutazioni, delle quali la 2* sia dedotta dalla 1* mediante
lo scambio di due elementi, corrispondouo termini del deferminante
aventi segno eontrario, ed il 20 di essi si deduce dal 1° esegnendo su
(uesto l'operazione correlativa del suddetto scambio.

Ancora una osservazione. Non occorre affatto per scrivere tulbii
i termini del determinante dato, di serivere prima le permutazioni
dei numeri 1,2,...»n, ma soltanto di eseguire le operazioni correla-
tive di quelle che si eseguirebbero se si volessero formare fali per-
mutazioni. Quello che dungue importa conoscere, come appunto noi
conosciamo, ¢ l'ordine di snecessione di tali operazioni,

Ausa, luglio 1902

(continuaj Dort, Nicond TravERSO.

l...

i b=
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DI UN CERTO ALGORITMO

per lo sviluppo della radice quadrata di un numero intero
in frazione continua

Ebbi gia occasione di segnalare in questo perviodico (Tomo XVIL
sett-olt. 1901), un singolave algoritmo per lo sviluppo delln radice
guadrata di un numero intero e posibivo in frazione continun, e di
farne I'applicazione alla dimestrazione di un eorema notabile. Pro-
misi altresi di tornarve sull'nrgomento per giustificare il deito algo-
vitmo, che esposi allora senza dimoskrazione; questo & lo scopo della
presente nota.

Detta w© la radice guadrala n meno di wn'unitd di nn nmmero
intero e positive D, I'algoritmo consiste nel formare le polenze con-

wz —+ I

secubive di g considerata come indicante unn sostituzione li-

neare snlla lettera 2 e formarle nel modo che indicai con 'esempio
numerico: D=19, w=4. In questo caso Ia soshituzione sopra z di-
viene

42119 4 |
z+—1 ' z+4
)

42119
z1+4
di z, si obtiene il quadrato operativo della sostituzione, che &
(d:z ——]9) 4 1
z———i a I EE——E:E!.

dz+12

Ponendo mel 2° membro di gquesta eguaglianza in loogo

. 8z 135 :
Separando dalla frazione .;__?2 la parte infera del quozienie

della divisione del 1¢ termine del numeratore pel 1° termine del de-
nominatove, detto quadrafo prende la forma

(43-]—19) 4 1

z+14 E_I_Ejz—l—_lﬂ
. 22+ 11
Si ponga 42 iig invece di z nel 2° membro di questa eguaglianza,
@ 81 Avra
(43 ——19) T 1
z-14 /3 ‘ % -}- 1
24z + 105

19z +— 52
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: 24z 105 :
Ovvero, separando dulla frazione TS la parte intern del quo-
ziente dei lermint in z. :
(43—]—19) 4 1
z+4 /s lﬁ. l
14 192 |52
Dz -+ 23

E via dicendo. — 1 numeri interi e positivi otlenuti come quozienti
delle consecntive divisioni, sono i guozienti incomplell conseentivi
dell'ovdinario sviluppn di VI8 in frazione continua. X lo stesso av-
viene applicando un consimile nlgoritime alla radice di D, qualora D
rappresenti un numero intero e posilivo qualsivoglia. — Infaili, sup-
poniamo che ¢id si verifichi fino ad unn cerln potenza della sostituzione

[ueare
wz—+— D

e sia la polenza #™=; talehé st abbia

(msﬂ—D)_H ‘ |

.E_I_Iﬂ 1 = ug—i—-_

(1) 7 1
Uy 23_ﬁ3

—

Y19

dove @, @a,...ay rappresentano i primi 2 quozienti incompleii di YD.
Supponiamo anzi che z, §, ¥, & siano quatlro numeri positivi, non
escludendo che taluno di essi possa essere zero; ma avverlendo che
in ogni caso il determinante a5 — 3y dovra essere posilivo ed egoale
alla potenza ennesima di D — w®, ciob del resto della radice quadrata
di D. (*) Supponiamo finalmente (perche sarh necessario in seguito) che
s1 vertfichi la diseguaglianza

& = .

Dimostreremo che le stesse circostanze si rvipefono per lu po-

¢ 2 8 Sy
tenza {n-- 1)2* della soslituzione principale hfim . E poiche per
n==11e dette circostanze si verificano, come si vede dall’eguaglianza
w0z D) , 1
{E+M1_m|3+m

i'

* Il loitore s ne persunderi facilmanie ripenaandn all'esposto algoritnio, & rleordando 1l
noto toorema che: if deterwiinante dei provotte di due sostituzionm fingars & il prodotic dei detayinis

wuntd des fattori.
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nella quale » rappresenta il resto della radice quadrata di D, si con-
cluderis per induzione che esse si verificano gualunque sia .

Per formare la potenza (n -+ 1)™* della sostituzione u;z_—_ﬁ—f , 81
mufi z in m:j‘f nel 2° membro della (1), e si avra
(mz—f— D) oy 1
2l fygs ag 4. 1
i 1
—|_ Ty 1
Bt ot 7
Yz 15
dove B indica la parte intera del quoziente
et + B
TW 6

e a,B,7,5, hanno i seguenti valori:

2 =Yw-t 5
(1) 5 =vD -+ bw
Y =aw+p—(rw-13)E

=D - Bw — (yD - 3w) E.

Sari da dimostrare: 1° che «, §', v'e 3 sono positivi; 2° che E uguaglia
il quoziente incompleto (u - 1)=° dell’ordinario svilappo di YD in fra-
zione continna; 3" che 3 > Y'w.

In quanto alla positivita di o, f',y" e &, essa & evidente per «, f
e v, come apparisce dalle (1). Che poi anche 3 & positivo, risulta
dall'osservare che il determinante o'5— 8y’ & positivo ed eguale ad
y>*1, epperd B non pub essere negaliva.

Passiamo alla X, parle intera del quoziente

em -+ B
Yw-B
e paragoniamola col quoziente incompleto (n - 1) dello sviluppo

di VD in frazione continua. A tal fine facciamo nella (1) z=1YVD,
ed avremo

o= 1
‘Uziﬁ 1| ﬂ=+. . :
i 3
- ' ) 1 _
=X a¥D -8
yYD+5
Il quoziente completo (n -t 1)™ velativo a VD & dungue
uv'ﬁ—f—ﬁ.

VD43




34 PERIODICO D1 MATEMATICA.
D'atira parte & noto che il detio quoziente & pure della forman
m-+VYD

M
dove m ed » sono numeri interi e posilivi. (¥) 5i avra dunque
D45 —1—’4'-[E
vi1D+458 L

d'onde
ai —ym ==

fn—am =vD.

Molfiplicando la prima di queste egnaglianze per w e agginngendola
alla seconda:

n(aw -+ B) —m (yw -4 &) =0 +D=olfw L B) s

e da guesta: |
gw—+—3 M- Y

.
w—+% n n(yw—+108)°
Ora, poiché il quoziente incompleto (- 1)™" reliative & | non @

: . D . Nt
se non la parte imtera di Wt , egnnle a quella di =

, sava dimo-

i

: . oW 3 .
strato che esso b anche lu purte intera di _ _—g. ove sl glunga @

15y~
_= M=t Hit——tu il | .
: [ — = tessn parie intera.
stabilire che " e o R fro - 5) hanno la s P

I cid sarh evidente qualora si dimostri ehe il massimo numero di
ennesimi contenufi nella somma

m-w (r
n ' alyw-8)

LY i - - -{i | 1 #*
- e ciog la frazione _ non monta a — - (*%)
& m =, che ciog la vy g -

Ma Ia disugnaghanza

yr 1
nlywm—+8) ~n

o < yw+ 7,

per dimostrare In guale osserveremo che, essendo

st ridiece all’albra

r < 2w,

per una nota proprieta del resto dell’estrazione di radice guadrata,

* Lmoesper. Theénria des nombres, T. 1, § 5.

=, Di questo mozzo per vorifienrs cbhe due espression hanne ia rlessaparie intera nl_ur'-r'l
pare |l prof, 1, Sosi por la rispluzions dells guostions a premie div mo propouts in gnesin pariodico
ft. XVIL ssti-ott. 19015 — Si vada In mia relazicue nel (ascicole 41 morzo-aprils 100K — Il premio

loces In surle mul dobtl Iaole (Callonen.

HE
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si ha pure: yr < 2yw. E poiché si b supposto yw <6 (salvo a dimo-
strare che anche y'w < &), sommando le ultime due disuguaglianze
membro a membro, si ha per I"'appunio

Yr < yw— 0.
Resta n dimostrare che v'o < &, che cloe
wlaw—3—(yw+3)E] < aD - 3w —(vD + sw) E.

Posto w®-F» invece di D e fatte alcune riduzioni, questa disu-
euaghanza s1 riduce all’altra

a > vl
per dimostrave la quale basteriy mettere invece di E la quantita non mi-
f
aw 1 - :
nore f , e verificave che si ha pure:
Yw -3
zto | B
I'I } ‘r -~ T
-I’m e ﬂ

Ora quest’ultima disugnaglinnza si riduce all'altra
as—fy >0

che & vern, perché 28 — 5y ="
(. FRATTIN

SOPRA (N0 DEGLI ERRORI PRODOTTI DALLA INTERPOLAZIONE SEMPLICE

§ 1. — Si cousideri una favols numerioan qualunque, Ja quale dia i
valori di una funzione eorrispondenti ai sneeessivi valori di nua variabile
grescenti in progressione avitmetica (come ln tavola dei logaritmi del na-
meri, la tavola dei logaritmi delle funzieni civeolari, Ja tavola dei valom
wuturali delle stesse funzioni,...); e siano ¥, e ¥, 1 valori della funzione
sorrigpondenti w dne valori sneeessivi oy e z, della variabile. Quando,
par avera il valora ¥ deila funzione corrispondente a un valore 2 delln
varinbile compreso fra 2, ® @, 0, inversmwmente, per avers il valors a
della variabile corvispondente a nn valore » della fnuzione compreso fra
Yo & Yy, 8i ammette |l prindipio delle parti proporsionali, ossin si am-
melte che ala
) — Wy
i — Yo

(1) v=we+ {-B—ﬂ‘u}:l:*:"_—m

r]_"'_iru

, (2) -'J'T:il-‘u—i‘ [;u—yﬂ

é noto che ¥ & z risultano, generalmente, affetti da dus errori: uno che
doviva dal principio ammesso, il quale & vero solo quando la funzione

— e ———— T = ——

T
e —— . —— . e —— R R — 1
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sia razionsle, intera e di primo grado; 'altro che deriva dall’essers 1
valori ¥, ® ¥, dati dalla tavola, approssimati a meno di una mesza unita
dsli'nltimo ordine e dal snpporre che y si caleoli, o sia dato, collo stesso
numero di cifre di y, o di w.

La ricerca di un limite per il primo errore (che indicheremo con 7)
ssco generalmente dal eampo delle Matemaliche elementari (¥1; ma per
il secondo (che indicheremo con ) si pud facilmente trovare un limite
son sonsiderazioni elementari; e, per I’ importanza pratiea dell’argomento,
evadiamo utile esporre gui sleuni risnltati, che ei geambranc notevoli s
she coordinano e completano quanto altra volta (¥¥) serivemmo in pro-

puﬂitn.

§ 2. — Stabiliamo prima di tutto

che y, ed y, siano i valori dati dalla tavola e che » sia il numere
dalle loro ecifre decimali;

che @, od a, siano gli errori di ¥, e di ¥ dovuti alle eifra traseo-
rate (ovvero che yo—@ & Y1 sinmo 1 valori esatti di 9, e di 24);

she, nella ricerca inversa, anche y sia dalo eon n cifre decimali;

che a sia 1’errors di y dovuto alle cifro trascurale, e che, quando y
gia il risultato di un ealcolo numerico, b sia 1'errore dovuto agli errori
da cui possono essers affetti i numeri sui quali si & operato.

Ricordiamo inoltre ehe V'ultima cifra (I'2™*) s’intende sempre Rumen-
tata di 1 se quella che seguiva era uguale o superiore a 9, e che guindi,
prendendo gquest’ultima eifra per oifra delle unitd, il valore assoluto
deil’errore dovuto alle eifre trascurate ha per masgsimo 0,5, se guest’er
rore & per sccesso, ed & inveca minore di 0,5, ma pno differire da 0,5
meno di upa guantitd piceola finchd si vuole, se quest’errore & per difetto.
(losi, dei due mumeri esatti 37,500 e 42, 499, trascurando tutte le cifre
decimali, si ha rispettivamente 38 & 42, © guindi |’accennato errore 8
ngnals a — 0,500 nel primo caso, & —- 0,499 nel secondo.

B supponiamo finalmente che (come goneralmente aceade) al crescere
della variabilith da ap & @ la fonzione eresea sempre o cali sempre, ®
che quindi le tre differenze y —yo, 21—y © 1 — Vo ahbiano tntts lo
stasso segno.

§ 3, — Cid posto, siano Iy ad 7 | valori di 7 nella ricerca diretta e
nella ricersa inversa rispettivamente, e siano )g 8 A | corrigpondenti va-
lori assoluti.

In quanto ad {y nulla abbiame da aggiungere & quanto gin dicemmo(***);
ricorderemo solo che mon & esatto il dire che Ay @ sempre minore di 1,

(*) Unop studie completo ne faeemmo nol atassl pella nola ® Brrori prodottl dalls intarpolazinna
semylies nall'uso della tavols logaritmo-trigonomuiriche , [Rivisla Mariltima, Luglio 1805], e nal-
Faltra * 8ulla vicsron del logaritmoseno e del logaritmotangente degli avehi piceoli o (Corrispon
dewza, An. IL fnse. V, V1 e Vii; & Feriodico di Muremulics, Luglic-Decambra 1001).

(%% Veggasi I' “Appendies , nl nostro Trottato di Trigonomatrin (Ed, Gluasti, Livorne, 1BDA),

(*%) V. il § 22 dell'™ Appendice , citala.
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giacché, come gid facemmo vedere cou un esempio (*), A; pubd anche
esgeras eguale a 1.

Passiamo dungue ad /.

Osservaziong. — B notevele che, se la differenza iy, — v, , invaca di
dedurla direttamente dalla tavola, si calcola con altro procedimento, 1l
quale conduca ad avere la differenza stessa con approssimasione mag-
giore (**), Perrore ly, invece di diminuirve, puo anche erascere.

Supponiamo, p. es., che per ay=—=1 e x;=2 nella tavola a1 abbia
vo=2,83 e ¥ =249, e che si voglia il valore y corrispondente a
z=1,9: dalla (1), essendo y; — y,=0,16, avremo lmmediatamente

u=2,83 40,9 0,16 =2,47.

Supponiame ora che 1 valori esatfi di y, e di y; siano 2,3250 e 2,4899
(dai guali sl siano ricavati guelli dati dalla tavola trascurando le nltime
dne cifre) e che nel calcolo precedente, invece di usare la diflerenza
approssimata 0,16, s8i usi la differenza esatta 0,1649, che si deduce da
questi due valori; avremo allora

y=2,334 0,9 X 0,1649 = 2,48,

Ma il valore esatfo di y (prescindendo dali'errore g) &, evidentements,
dato da
y = 2,3250 - 0,9 < 0,1640 = 2,47341],

guindi, usando le differenza approssimata si commette un errore egnale
a = 0,00841, usando invece la differepza esatta sl commette un errore
eguale o — 0,00659, che & maggiors, in valore assoluto, del pracedente,
E s noti che la eonclusions non cambia se nel caleolo di y s1 evita 'er=
yore ¢ (non trascurando cioé nessnna cifra devimale), perche, invece dei
due valori 2,47 o 2,48 si avreblhe 2,474 e 247841 @ 1 due errorl corri-
spondenti sarebbere — 0,00059 & — 0,00500,

Questo apparonte paradosso che si spiega facilmente esaminando la
formuala da ;.

§ 4. — Diatro tutle le notazionl stabilite 8 prescindendo, per ora,
dall’errore &, dalla (2) 31 ha Jmwodiatameuts

| (v— @) — (Yo — 1 g = yu]

ST fial':yl + ay) — (Yo 1 10) yl__yujtml_'xa‘h
g quin
(i —yo) — @y (P—yo) — ay (Y — 1
(3) - T\ Yo T, 3? Yo o LW i) (.rl—-zr)_

(¥1 — Ya) {(Ih -+ ) — (Yo ﬂu}}

) V. il § 3 @#slln nota cilata * Suwlia vicsren del legaritmoreno... ..

|**) Quesla avvivme, p. s, nelle tavola Erigonometvica del Kiumuea, dove, Inveco della diffe-
ranza per 1°, Bi dis la difforenza per 17, caleolats con ana o duae eilre decimall, sopra una differenza
per 107, intermadia o dedotta da uoa tavols a 10 eifre decimali (come noy slessl (rOVAmMMO, Pro-
eoldendo por tontativi; v, Il § 10 dells nola cilala * Sulla riceron dul logaritmosany... ).
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Ci propeniamo di trovare un limite superiore del sscondo membro, sup-
ponendn dapprima che le differenze y — g, vy — ¥, ¥1— Y siano po-
sitive,

§ 5. — Osserviamo prima di tutto che cisscuna delle dve differenze
Y—1u 8 ¥1— y deve supporsi uguale a 1 almeno (perché, altrimenti,
I"interpolazione non occorrersbbe) e che quindi la differenza tavolare
¥y — #o deve supporai ugnale a 2 almeno. Oeserviamo inoltre che o dif-
ferenze @ —ay, ay —a, @y, — a,, per quanto s'¢ detto nel § 2, possono
differire dall’'nnita di una quantita picsola finché si vuols, ma non pos-
sono ué superarla uné uguagliarla. Osserviamo finalmeure come di gni
intanto derivi che il denominators del sscondo membro della (3) & sem-
pre positivo.

Ed ors, al crescere di a, supposto a, ed a, gualungne wa fissi, il
valore di /; cresce sempre (perché il denominatore & positive); gquindi
avid il ano minimo valore eguale a gquello che si ottiene facendo a =—0,5,
e il suo massimo potra differive meno di won quautith piceola finché si
vuole dal valors che g1 gttiene facendo a4 = 0,5,

Al crescers di ay inveea, supposto « ed a, qualungue wa fissi, 4 cala;
& meno che, comparende a, tanto al numerntors che al denominatore
delln frazione che figura vel seconde membro della (3), la frazione stessa
non sie imilipendente da ay. Ma é facile vedere che, indicando con g un
acereseimento qualungne attribuito ad a,, affinehé si avesse

a{ yr—yo)—a (y—yo' o' %—y)  alyy—yo)—{ey] Et‘-‘{y_lfﬂj_"ﬂ{m_y}
(¥1 - ay) — (Yo 1+ aq) B (% + @+ =) — (Yo + )

dovrebbe esssre

/s Yo=—= g — A,

o questo e impossibile perché, come si & osservato, y-—y, & almaoo
eguale & 1, menire a,—a & sempre inferiore a 1. Dungue /,, supposti
a ed ay qualungne ma figsi, avrd il sno massimo valore eguale a quelto
che si ottiene facendo oy = — 0.5 & il suo minimo potra differire di nna
quantith piceola finehé si vuole dal valore che si ottiene facendo a,=--0,5.

Vediamo finalmente coma varia i nl creseere di a,: in gueste caso,
gnpposti, al solite, a ed @, qualangus ma fissi, tanto il numeratore
quanto il denominatore della frazione decrescono, ma & facile vedere che
decresca anche la frazione stessa. Tnfatti, indicando con g, un aceresvi-
mento gualungue, ma positivo, attribnito ad ap, si avrd SBMpPrs

algi—yo)—a(y—wo)—a,(y,—y) alyy—yo'—m(y—yol—lay20) 31—y
(7 @) — (Yo + ap) (1 1) — (Yo o &)

perchd guesta diseguaglinnza equivale all'altra

?

hh—y=>a6—m,,

© questa & sempro verificata, perché, come si & osservato, y, —y & al-
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meno egnale ad 1 mentre @-—a, & sempre minore di 1. Quindi, coms
nel easo precedente, suppoesto @ ed a; qualungune ma fssi,  avrk il suo
magsimo valore egnule a quello che si ottiene facendo ty=—10,5 o il
sno minime potrd differire di una guantitd piceols finché si vuols dal
valore che si ottiene facendo a, = |- 0,5.

§ 6. — Da quauto preceds risulta che /, sard sampra minora del valore
cho si otliens dal secondo membro dslla (1) ponendo a=--9,5, a;=-—0,5,
mg=-— 1,5, 8 sard sempre maggiore del valore che si ottiens dalla
frazione siessa ponendo a=—075, h=—-+0,5, a,=+ 0,5, potendo
pero differire dall'uno s dall’altre valore (i una quantita piscola finche
si vnole,

Ma, ponendo a,—a,, la (8) s ridnce a

i ‘J.— o
() : = — g o )
gnindi si conelude che
i
3 . & — X0,
(J) F A ‘:—: T y_“ {T‘] Yo

8 che questo limite & inahbassabile.

Abbiamo supposto che tutt's tre differenze y — y,, h—Y, ¥Y1— Yo
siano positive, ma oran & faecile vedere che i risulrati precedentl mon can-
tiano se tatt'e tre queste differenze sono negative, perche nella frazions
che figura nel secoudo mombro della (9) cambiane segno i coefficient
di a, ¢, & ay, ma cambin seguo anche i denominatore; dunque la (3) &
BEMpPI'0 Vora,

Esempio, — Sia

dp — 1 ) Mo = 21 33 1 g — — ”,‘]DEU“
vy =439 |, a = 0,00400
ry=2 , m=0646 , a, =— 000500 -

dalla (2) si avra subito

] " ‘I

6 |
=] 413—11498?89...

mentra vol valori esatti di v, y, 7 =i avrebbs

‘ o
I_ljl%mj
"4 13000

— 1,501208, . ..
onde
L, =0,00241. ...
E la (5) da appunto
1

' 2.
113 CHSE1H ).1 < D?ﬂﬂ..':l.2 . % 08

A =
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Ossgrvazione [. — Se oltre c¢he dell’errors @ a1 tieno conto anpche
dell’errore & (§ 2), invece della (5) si ha avidentementa
16
6 A - a
(6) 1“:?1_?“[11 To)

Osservazione I, — Nell'ssempio precedente si & caleolato il valore di 2
con un numero di cifre esagerato, per meglio nonformare 1 risultati pre-
cedenti: mu, par non avera una approssimazione illnsoria, bastava fer-
margi alla terza cifra desimals (¥).

§ 7. — Allerrore /; neppur si accenna negli ordinari trabtati di Tri-
gonometria, mentre invese 'srrore /, & spesso preso in vonsiderazions
per giustificare la preferenza che, nella ricerce inversa, sistabilisce do-
versi dare al logaritmo della taungente, rvispetto al logaritmo del seno o
del coseno.

Il BeakET (¥*) suppone a & < 1 e trascura esplicitamente gh errori
a, ed @y, e allora dalla (3) si ha immed:iatamente

1
hi < (ry — @)

Yi — I

Lz stessa ipotesi e In siessa conclusione si trova in totbi i trattati, nel
quali, per 'sceeunata ragione, si considera 7, (Restirs, T'. J., Brior et
Boouer, Picuor, VacQuant,....).

Fanuo eccezione, che noi sappiamo, solo il Dr Comserousse (¥%¥)
e il Bmsso (****), Il prime, riportando an ragionamento fatto dal
VienLie (***%%), arriva pure alla (5), ma supponendo a —a, e a; — a,
minori, in valore assolnto, di 0,5, ipotesi evidentemente inammissibile,
potendo juvece lanto a—a, che «, —a, ifferire da 1 meno di una
quantitd piccola finché si voole, Il Besso partendo dalla (3) invece che
alla (5) arriva, nelle nostra ipotesi, all'altra

115

1
h— Yo— 1

1 <<

visultato al gquale, ¢on uu ragionamento piit breve, noi pure giungem-
mo (¥*) s che d& un limite supariore maggiore di quelln dato dalla {6).

E accenneremno finalments anche & quanto trovasi nalla pregievols
introdnzione dell"Houer alla bellissime tavole dello Seauron (%), Ivy,
invecs della (3), si ammaette vhe sia

1 Tf—.!fu) ¥— |
T f— . C— .
) ' &= (l “ o — 1)

(*) V. il B 17 dell' ™ appesulice , nitatn,

(%% Traiié de Trigonmndiria. (Eil. Gantiar-Villars, Farigl, 18BE, pag. 78.)

(%%2) Conrs de Mothématiguss. (Ed. Gauthier-Vilinrs, Fangi, 1883, t. 11, pag, 840.)

(%24=%) Efemanti di Tmgonomeliia prann, |EA. Losselar, 158D, pag. 106.)

IWREES Phdoria géndrals dey apprasinialiion s mimérigne | Bl Mallel- Baehdllee, Parvis, 1854, pag. 016,)
(v¥) V. il § 22 dell' *Appendice . pin volte aitata.

(V*%] Tubles ife logarithmey. [Ed, Gaulhier-¥illavs, 1804, pag. 1=

=

- -

e R e
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e ailora 8i arriva immediatamente alla (5); ma la conclngione non & ri-
gorosa, essandn la (7) vera solo approssimativamente,

Ooncludendo: la (6) & vera tenendo conto di tutti gli erroria, g,
ed a, e il limite che essa fornisee & inabdassabile; o noi credinmo guesto
risultato nuovo a (specialmente pei casi in eni la differenza tavolare y,—jy,
& piccola) praticamente importante.

G. Prsol.

Sulla minima distanza di due iperspazi

E noto che date due rette sghembe dello spazio ordinarie, esiste
sempre un segmenfo compreso tra esse, € uno solo, che & perpendi-
colare ad ambedue e minore di tutti gli altri: nella presente nola &
mio proposito far vedere geometricamente, (*) che 1l teorema vale
anche se alle due rette dello spazio ordinario si sostituiscono due
gpazl duali S, S..— (ello spazio a n dimensioni S,. La dimostra-
zione di gnesto teorema non differisce gran che da quello che si da
per le rette sghembe dell'Sy; & utile per questo, a fine di non com-
plicarla troppo, premetlere alecuni teoremi generali. Hssi sono una
naturale estensione di altri, noti nella geometria dello spazie ordinario,
e quindi eredo opportuno ometterne le rispetfive dimostrazioni.

z) 1. Se un §; & perpendicolare a due spazi S; ed S, in un S,
che essi abbiano a comune. & pure perpendicolare all’S,_, che essi
individuano:

2. se un %; @ perpendicolare a un S,_,, &€ pure perpendicolare a
tuttl gli spaz di dimensione inferiore contenuti in S,.;, e passanti
pel piede di S,

3) 1. Dato un S e un S i/ =< k) giacente o no in S, 81 pud sem-
pre condurre per S.; un S, perpendicolare ad Sy;

2. 88 Sy non glace m S5, I'S, ., sezione di Sy con S,.,, si dice
proiezione di S, sn Sy, ed & il luoge geometrico dei piedi degli S,
perpendicolari, calati dai singoli punti di S, su S,

v) Se da un S, 81 eala I'S, perpendicolare a un 3,_,, il segmento
che congiunge 5 col piede di questa perpendicolare & la piu corta
distanza d1 questo 5, dall'S,_,.

9) Per un 5, s1 puo semprge condurre un 5y parallelo ad un Sy duto.

g) Se un 5 ¢ parallelo & un N di S._. o & parallelo a questo S._,
O SiAce In esso.

:) Se un S & parallelo a un S,-,, ogni S..,, per Sy e per un punto
di S.- seza S, In un Ny parallelo ad S;.

" Par guanto vignarda la Lraliazione analiliva del problama vedl per ssemplo il Iogpan, Bvarai
siur da gfomdirie a4 n dimensions. Bull., Soe., Math,, de Franee, 171
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%) 1. Se due Sx 8y sono paralleli e il primo ha a comune con
un 8, un Sus—s (A4 % = n), anche il seeondo avra a comune con S
an S.hd—l—n:

2. se¢ 8, ¢ moltre perpendicolare ad Sy, & perpendicolare anche ad 5.

A) Due spazi S¢ 8 paralleli a un terzo 5" sono paralleli fra di loro.

n) Un 8, e un 8¢ paralleli, sono ovangue alla medesima distanza.

Uid premesso. passiamo alla dimostrazione del teorema.

Siano in S, due spazi S ed 5., indipendenti, che non abbiano
cioé alecun punio in comune, Si prenda in S._,—; un pnnto e per esso
si conduca 'Sy paralielo ad Sy [5]. Questo 5y vnitamente all'S... ..
determina un S.-, parallelo all'Se [z]. Per Sy & conduca [8, 1.] "S-
perpendicelare all’S, ,; esso meontrera detto S, 1n un 57 [2]. Es-
sendo parallell 8% ed 8% [A], 8" ed S, . ., hanuo un punto comnne
[#, L.]. Sin A questo punto: per A conduciamo I'S; perpendicolare
(3, L] ad S._; esso risulta perpendicolare a §" [z, 2.] e quindi m-
contra S perpendicolarmente [%, 2] in un punfo B. Abbiamo cos
trovato un segmento AB perpendicolare a1 due spazi Sy S,——. Dico
che di tali segmentl non esiste che guesto: infatti ogni altro che
godesse di fale proprieta. essendo perpendicolare all'S. intersezione
di 8, eoll’S,., contenente 1'S, dato e questo segmento [:] [z, 2.],
lo surebbe pure ad S.-; [, 1.] e quindi giacerebbe in S, 3, 2]
dovendo poi incontrare S,_,—, non potrebbe essere distinto da AB.
Adesso nom ci resta che far vedere che AB & la minima distanza
dei dne iperspazi dati, ciod che & il pin breve fra gli «*' segmenti
che conginngono un punto qualungue di Sx con un altro pure qua-
lunque di S,_.,. E invero, se B, e A gono punti di S¢ e di S,-—
rispetfivamente, e distinti da B e da A, detlo A, il piede della per-
pendicolare calata da B, sn S, [3, 2] sara A, By minore di A; B, [1]:
ma A; By & uguale ad AB, [u], dungqne AB & minore di A; B,. Il
feorema & cosi dimosfrato.

Nell' 3, avremo da considerare la minima distanza tra un & e
un Sy, nell’S. quella fra un S, e un S; e qoella tra due S.. In generale
n—2

3

—

nell'S,, avremo da considerare
n—1

2
cid che & gid contenuto unei teoremi [B, 1.], fatto A=I=n—1. e[y]

Il chiaro che se g dovesse trovare la minima distanza in S, di
due iperspazi S, ed Sy tali che fosse h | & minore di 2 — 1, baste-
vebbe prendere per spazio ambiente 'S,y ., da essi individuato e
ripetere il ragionamento precedente ponendo A} %+ 1 al posto di .
Il easo di 4 -} % maggiore di n—1 non offre alcun interesse por noi,
avendo allora i due spazi S, ed S¢ almeno un S, & comune.

minime distanze se « & pari,

ed se n & dispari, non ocecupandoci di quello bra un S, e un 5,-.,

C'isa, maggio 1902.
Lxrico Prectonr.

b——
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GENERALIZZAZIONI

riguardanti la Divisibilita dei numeri e la Teoria delle irazioni
decimali periodiche

1.
Divisibilita.

. Un untevole criterio di Divisibilith dovuto al Ch.m¢ prof. G. Lona
g1 pud ennnciare nel seguente moio: (¥)

La condizione necessaria e sufficiente affinché un intero N seritto nel
sistemia di numerazione deciinale sin divisibile per un ntero a prio
con 10, & che sia divisibile per s la somng dei avmeri ottenuls separando,
fiitcheé ¢ posstmle, le cifre di N in tanti gruppi di m cifre ciascunoc co-
minerando da destra. m essendo 1 intero ehe verifica la enngruenza 10m=1
(mod a). Il numero m, per il teorema di Fermal generalizzato, esiste o
persid il eriterio & genevale,

Questo eriterio ¢i pud estendere fucilmente al numeri rappresentatl in
nn sistema i base qualnuque g, medianle le osservazioni seguentl, dalle
guali appare come esso dipenda solamente dallo stesso teorema di Fermat
generalizznto. Infalti sopposto 'iutero positive N seritto nel sistema di
numerazione a bass 7, si potra porre ed in un sol modo,

N=ay,}g.a+ . as-+...g". a;

ove le a,, etlra del numero, sono minor: r g sd g, & Jdiverse da zero,
Indicato con A uu intern indeterminato, i aggruppine 1 termini del se-
condo membio a ) & ) cominstando du ay; Se pol 81 pone

Ny, i=0pi - Roit-1. g1 Opat2 g oo Ouicp-a—1 g (==0,1,2...)

a1 ba: |
N=Noisi+pgt.Nio+g2.No.s ... (1)

Ora detto a4 un iutero positivo primo con g, i pud assegnare al-
I"indeterminata A un valore m per il guale si abbia gm=1 (moed a);

ne segue s
=1, ¢=1,... (mod a)

@ dalla (1), dopo avervi sostituite m a i, si rieavera la congruenza

NE tTﬂlm-]_ Nl.m+ N.E..m+ e (Inﬂd- ti];

L]

.....

* Lomia, Cavattere di Divigibilitd per um wumiero infevo gualungie. (* Nendicont! della R Aee,
ded Linced | 1001 & = )) Bollettioo di Matem. | direlto dal Dotl. Alberto Uontl, gennnio-febliraie 1902,)
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ma 1 termini del secondo membro non sono altro che i numeri ottenuti
separando le cifre di N in gruppi di m cifre ciaseuno comineirndo da
destra, quindi 1'ultima congruenza esprime il ecriterio enunciato esteso
alla base g, come ¢i eravamo proposti.

2, Puo accaders che esista un esponeute w per oni si abbia ge=—:1
(mod @) ; in tale ipotesi si deduce

p=1, gle=—1, gw=1,... (mod ),

@ quindi 88 torniamo a considerare I'nguaglianza (1) &8 81 muta 1"iude-
termimate ) in w, si ricaverd subito

N= Nﬂ,m—ﬂi,m + HE,M - Nﬂlm_l_ "oeo -(I'IIIJLI ﬂ}

onde 1/ numero N sara divisibile per n quando, e solo quando, é divisibile
per 8 la somma alternata dei nwmeri ottenuli separando le cifre di N
. gruppl di w cifre cominciando da destra. ()

USSERYAZIONE. — Se 2 & un numero primo e g @ non residuo gquadra-

. : : o1 e i
tico di a si ha, come & notissiwo, g2 =—1 (mod a), quindi w = 5 i

onde il precedente eriterio & applicabila s tntti i numeri primi di cul g
& non residuo gnadratico.

3. Teorema di Platean genernlizzato. — Ogni numero a primo colla
base g di un sistema di numerasione, amamegie nal sistema stesso wn nul-
tiplo della forma 111, .. 1. (¥¥) |

Infatti diseende dall’ipotesi che i due numeri g, (g —1)a sono primi
tra loro; quindi si potra determinare un esponente m che renda g — 1
divisibile per il prodotio (g — 1) a. Ma poiche

" —1=(g—1) (g g ... 41),

1l fallors che & nolla seconda parentest dovrd essers divisibile per a;
ora tale fatbore & appunto un numero di m cifre uguali ad 1 ne? sistema
di base g, quindi il teorema ¢ dimostrato.
4, Sia =ay:a3:ay...:0,:.. una progressione geometrica illiwitata
# termind interi e positivi. 8e ¢ & il quoeziente costante si ha ay=mg""',
@ puiche @, & intero per guulunque valore di %, anche ¢ & necessaria-
mente uo numero iutero. Cid posto se indichiamo eon a un intero po-
sitivo primo son ¢ e eon s, ln ln somma dei primi » termiui della
progressione dico che s poira asseynare ad n un valore tale vhe s,
risulti multiplo di a. Tudichiamo infalti eon & il massimo comupa di-
visore dei numeri @, a,: affinohéd si verifichi quanto abbiamo affermato
(L

© necessario e snfficiente oche 14+qg-4.. = ¢** sin divisibile per d

ovvero (moltiplicando i due termini dol quozients per g — 1) che g"— 1

[.] ?l an-ﬁ- I-. .
Y Lomia, 1. e
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sia divisibile per (g —1) :: - Ma, & causa dell’ipolesi & sempre possibila

determinure # in modo che si abbia

q“zi[mnd (g ]]::].

onde il teerema & dimostrato.

Se n € la soluzione minima di quest’ultima congruenza sonn multipli
di @ 1 numeri §,, Sy, ... Syn + + « 8 Dessun altro tra i numeri s..

9. Agginngeremo ora alecune considerazioni rignardanti la determi-
nazione del minimo valore dell’ esponente che verifica le CONErienze
g*==x1(mod a), g ed ¢ essendo due numeri dati primi fra di loro,

@) Se m & il minimo intero per cui g™ =1 (mod a), i primi m termini
della sncecessione

.!Ly": = ﬂm- §m+1| ng—:' .

danno riapstto ad a resti diversi da zaro, diversi tre loro & ultimo dis
resto 15 tali resti si riprodncono poi periodicaments. Se ora indichiamo
con 7 mn namero positivo qualunque primo con w e minore di esso
anche 1 primi m tra i prodotti

ol r“ﬂ’l o rﬂymt ?‘uﬁf'““; ..

daranno rispsito ad @, resti differenti da zero, e tra loro, & 1'ultimo
dard resto »;; pertanto indicando eon 7y Ty ooy (=) tali resti, aviemo
le congruenza

Tl =Ty 90" =72, ...7g"=r, (mod a)

sa ne dednes

I=T1y TIG=T2,... uyg=1r (mod a)

¢ quindi potremo porra le wguaglianze

"o — ace, "I‘ "1y Mg =aty + Pay e« P = e, + o (1)

dove, poiché 7o < a, i quozienti interi ¢ risullane minori i g. Conelu-
dendo In determinazione di m puo farsi in pratica cosi: S¢ divida ol
per a e sia vy il restor si divida T\E per a e sia vy il resio, eeo.: c0si si E
proseguan fincheé non si incontra una divisione che di il resto vy, Cio che
deve necessariamente accadere; il numero delle divisioni eseguife & il va-
lore cereato di m.

b) Con questo procedimento si caleola anche, qnando esiste, il mi-
nimo intero  che verifica la congruenza g@= — 1 (mod @). Infatti sup-
posto che w esista si ha anche g*=a—1 (mod a), e quindi tra i resti
delle m potenze

Gy 8y se04 0™
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$i incontra Il resto 4 — 1; ne segus chie @ non pud superave m, ma sic-

come nella ipotssi di @ =m si bha simultaneamente go =1, gv=— _
(mod. @) & quindi a =2, (*) cosi, eseluso quast'nltimo caso, sara v < . ‘
Cio poste da g =—1 (mmod. a) si dadunea

vo" =a—ry (mod a);

ma poichd si ha avebe per gquanio preccde,

Yot g =1oy" = 1w (mod a),
ai dedurra

Y =— 00—

o quindi tra gli wm vesti differenti delZalgoritmo (1') Uw™™ ¢ appunto

ﬂ — }.UI
Resiproeamente ge tra gli m vesti delle (1) se vne incontra nuo »r, =

— . — 1, avendosi anche

T0g™ = Vel = Ve (moid ),
si dedurri
reg =a—r, (mol a),
GEETE

gu=—1 (modl a),

2 quindi esiste ., Rinssumendo si ha:

TeorEMA, — Se g, a sono due moaner: privi tra lovo, la condisione
necessarie e syificiente affinché la congruenza g*= — 1 (mod a) stz pos-
sibile ¢ che una delle m divisiont (1') dia 7l resio a8 — ry: quando oo s
verifica, Uindice w di quel resto (eioé il numero delle divisioni eseguile)
é il minimo valore dell’esponente per ewi g =— 1 (mod a).

Du queste teoremna, ricordando che 7y & nno gualungue tra 1 ¢ (@)
nomeri minori di @ @ prumi con esso, si dednce:

CoroLLARID. — Se »,, ¥y souo dua numeri dati minovi di @ 8 primi
con esso, & so il resto w"™ dell’algoritmno (17) (corrispondente ad i) &
a— 1y, anehs il resto w™ dell’algoritmo,

.j-’ﬁg :ﬂ{:r] + 1':‘: ¥ ’]‘r!? —— f‘[:"r_} + r'ﬂ R

covvispondente ad 1y, sard @ —r.

Osservazton®, — Nella ipotest che sia possibile ln congruenzn g* =
— 1 (mod @), torniamo a considerare i nuineri w, m, gia definiti; aven-
dosi g» =— 1 (mod a), sard g?» =1 [(mod a), quindi 2w & multiplo di % ;
ma & per gquanto precede, ¢ < m guindi 81 conclndera chie se esisle
sara m = 2.

\*) Siecoma in guesto easo g o dispari, perchié prime con 2, sari o = m= 1.
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IT.

Periodiche semplici.

6. Premleremo ora g trattare ln genevalizzazione delle firazioni dowi-
mudi perioliche o dells loro proprieta pin notevoli,

e f.ﬂ - i - n—— . b A
Sea - un frazione {reidveibile che, senza limitare la ganeraliti,

|ossinmne supporee projria, & g nr intero qualungue maggiors (i 1; sap-
Posto dapprima g prone eon a si consitlering le gguaglinnze

{*"5‘) Yol = €10y + Fiy M@ —AQCe~-0, .. . . Tu—-1 9 = a¢, + Tag = =

dedotte Jdalle suscessive divisjoni dei prodotti ry_y g per a, (=1, 2,...)

lasciundone idomitato i1 wumero. Se m & Pesponeute al gnals appar-

tene (*) ¢ rispetta al module o3 resting, oy, ..., Pai=1s 7 S0no diffs-

reut! da zaro e tia loro - inoltre, coms abbiamo vaduto, »,, & nguale ad y,.
Ne sogus che il gruppo degli m numere o, ¢, . . . €u 81 1iproduve

perioilicamente: dimostrerewo che il perioda (cics. .. e,) & irviducibile,

vale a dirs chese & ¢ < m nou pno esistere un aloo periodo (eyey . .. cu)
Infatti se eyey . . . ¢, fosse un periodo s aviebbe

0y — ﬂ,l+1 —— EEE.IJ,-T —=—fpa i 104
l"_{ —_ Efr-'—ﬂ — r}En-l-; —_— . a s
e le relazioni (A) si potranne serivere wanifestaments nel modo seguente:
Yo @I = ey —f— " » — Ml = 1o « s - Ta=1l =11y, + T

.f‘ﬂl :’J S— ﬂ'r.'_] ._li_ ,‘lt—j—l 5"".,_.}._}!} —— ﬂt‘s —— 'l'"_j,_i o ’12.‘_-1.?- ‘_'__'a'“fl _J_ ’*.,_1”
Four] {10 + F"._'n—[»-l Pfu_f.]y — ill'a + ?‘gn_l,-_i . e J'ﬂu_]y — 10, + A0

i - i " i & o - L] - - - x n - = & L] L] - Ll L] -

Essaulo », diverso da 7, sippongas) ry << »,. Confroutando ciaseuns
telle relazioni della prima lines colla corrispondente nella sevonda, si
dednee successivamente Ty~ Tudl, 79 < Mada. .. e finalmeule Pa << g
Nelle stesso wodo, coufrontande le relazioui della seconda e terza linen
si ginnge alla relazions ra, < Y3« B Co8i seguitando si eoncluderi

Vo < Ta < Vage <O Vides S viala )

O8BIN 1 resti 2y, 2%, P2y .. . AP eui il numero 3 Mlimitate, formano una
Successionse indelinitnmente cresento cid che & assurdo. Dal supporre
invece », > 1, 8i trae in modo analogo che la successione degli stessi
resil ¢ indafinitamente deoresente, che & pure assnrdo; resta dungue sia-
hilito che il periode dei quozienti ¢, ey .. . consta necessariamente di m

“*) Cos) come & nato 8i suole indicare il minimo esponente per e g™ =1 (mod al,
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terminl vome guello dei resti. Cio posto dalle prime a relazioni (A) dopo

averle divise rispeltivamente per ag, ag®. ...ag" si ricava
LI STV L% ; % 1
e I - I L I L i
a g g g" ' a’g"
8 poiche z: < 1 el # & arbitrario, avremo anche
n ®op™ a7 T
a v ¥ a7 @ 1 ¥
Divemo la serie del secondo membro periodica semplice di base g (*)
o
generata dalla frazione " la somma dei suoi primi n termini e dunque

. 1
approgsimato a

= dando poi che m @ un

divisore di g(a) potremo cnnnludm‘u inoltre che i numero dei termini
periodict ¢ un divisore di @(a) e precisamente L'esponente al quale appar-
téene g rispetio al miodulo a: tals numero & costante per tulfe de frasioni
irriducibili di depominatore .

5

7. Per esprimere — in funzione di g e dei termini periodici 81 molti-

plichino le prime m delle (A) rispetiivaments per I/ = ORI, S L §
zionando le relazioni oftenute si deduce

g™+ 0g™ 4 ...+ e

.._-

dl 5
a g™ —1

Poiché sostitnendo g—1 agli m numeri ¢ il secondo membro diviene 1
mentre il primo ¢ minore di 1, 81 concludera che gl m termini perio-
diet ¢, ¢;...¢; non possono essere futli ngnah a g— 1.

8. Supponiamo ora data npa periodica semplice
thy i

g .'a'? +

nella guale i termini periodici d,dy...d, sono minori di g ed uno almeno
e minora di g—1 =i vedri, veciprosaments she sssa ammette la generatrice

dy g} da g2 . .. L,
gt —1 '

dﬁ

R

Infatti questa fraziome & minore di |1 ed ha il denominatore primo
con g; inoltre applicando ad essa, s anche alla frazione irridueibile equi-
valente, il procedimento {A) si genera appunto Ja periodica data: qund
ogni periodica semplice ammetie una generatrice irriducibile che ha il
denominatore primo con g.

(*) Intendendo g eome base di un ninlema d1 numernzions, | nomeri eq sono di wos cifra @ 14
frazione ?— ha per rappresentazions 0, 02..
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PROPRIETA DEL NUMERO DEI TERMIN] PERIODICI E SUA DETERMINAZIONE.

3. Per imdicars che tutte le frazioni mridaeibili di denominatore N
[N prime con g) generano periodi di K termiui diremo anche per brevita,
che il denomnatore N genera K. Cid premesso indicando aneorn con g
nn mumere primo con g, supponiamo che si abbia a=b.c.d...ed i
latton b, e, d grimi tra loro due a due; nllora se a, b,e, d.., ygenerano
rispetlavamente m,wm,, My, ... saré m i minino multiplo comune ai
rumeri my , mg, wy. . . (¥)

Infatti avendosi per ipotesi

g™=1 (mod b), gm=1 (med ¢),......

ngnianaliiplo comune ngli esponenti m, , my, My .. & nessun aliro numero,
¢ un valore dell’esponents che verifieca In Congrnenza

=1 (molb.c.d...) ossia (wod a)

percio m & il minimo maualtiplo comnne di my, %, ... come abbiamo
affermato.

I numeri &, e, d,,.. 8i possono snpporre in partisolars potenze di
fatter1 primi distinti del denowinatore a, gquindi la determinozione del
numero del termini perjodiei generati da nn dewominatore qualnngune &
ricondotta al ecaso in eui il denomivatore é nna potenza po (2= 1) di
wn numers primo p non contenuto in g. Tn tale ipotesi risperto « p si ha:

LEMMA. — Oe p* genera w e p*tl un numero n differente da m,
sard n =mp,

Egsendo infatti

g"=1(mod p¢), g"=1(mod p=+1) & percid (mod p2),
sard n=mlk con 2 maggiore di 1. Ma

ym}__l ={gm — I) [,‘?m —1) _]_gmfl—'!' ._i__ 30 + ])

e poiche il primo membro di guesta uguaglianza & divisibile per petl,
mentra p* & la massima potenza di p che divide il primo fattore del
sscondo membro, sard la somma entro I'ultima parentesi divisibile per p:
e avendosi per » qualungue g™ = 1 (mod p), ponendo =0, 1,.... A—1
e sommando si trae che la predettn somma da rigpetto a p il resto di },
e poroio il minimo valore di A che la rende divisibile per p, (easendo
diverso s zero) & appunto p fome si doveva dimostrare.

Indichiamo ora con v il numero dei termini periodici generati del
denominatore primo p (rispetto a g). Cid significa che si ha

g* =1 (mod p);

(") V. BearRawn, Avitmetien (Tradoziene di Giovanni Novil — Bryrwa, " Su) numero delle
eifra del pariode pells frazion] desimall periodichs , | Prrladico Anno X1} — Luerr, *Salls frn-
ziond decimali periodiche , ‘ Periodico, Anno 11,
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ma indieande con % un numero maggiore di 1, pwo nccadere che si

abbigz anche
g =1 (mod p"),

ed allora se p' & ln massima potenza di p per eni ha Jnogo "nltima
songruenza, i denominatori », p%, ... p" gemereranno tutti v termini pe-
riodiei, mentre p™ ne genererd yp. Cid posto si ha:

TeorEMA. — Se i denominatori p, p°... D" generano, rispetto alla
base g, il medesimo numero v € P un mmero differente. phir gene-
perd vp!, eccettuato il caso in cud si ha stmultaneamente p= 2e h=1

DimosTiazionE. — Dall’ipotesi e dal lemma discende che p", p**,
generano rispattivaments v, vp: il tesorema sussiste dungue, pai deno-
minatori p" p**t. Per stalilirlo in generale proveremo che sussiste
per p*t** supposio che sia vero per pit pht . essendo ¢ ngnale o
maggiors di 1; e poiché cosi sl viene & snpporre che p'** genera wp,
baaterd, per il lemms premesso, provare che pi~*' genern un nnmero
differente, ossia che la differenza

gv—1

non & divigibile per p*++'. Ma siccome si ha
gt — 1 = (g —1) (gre' =1 - g2 L 1),

ed il primo fattore del secondo membro & divisibile per p*™'~%, ma 76m
per una potenza di p di maggior gradoe, si dovrd dimostrare che la somma

entro Uultime parventesi non & divisibile per p°. A tal fine gonsideriamo
le p—1 differenze

A, =g? -9 —-1 , s=12,...,p—1;

a cansa dell'ipotesi esse sono divisibili per ph+t=1 ma non per pi=t, per

00 posto

A.=—pbHQ, R, eon R. < phtt,

i p— 1 resti R, saranno diversi da zero e wultipli di ph+—!; inoltre tali
resti sono tutti differenti poichd, indicati com ¥, s, (¥ > s) dne numeri

inferiori & p, 8i bha:

B— By = g =i [l — 1],

e siccome (per le ipotesi) il primo fattore del sepondo membro non eon-
tiens p, ed il secondo fattore non & divisibile per ;" perché I'esponente
di g & minove di yp', la differenza A, — A, non & divisibile per p"*™. 51
dednee che i p—1 resti R, dovranno coincidere, preseindendo dall’ordine,

¢oi nameri
ph-i-t-—:l : E}Th t=1 . s (,P _— 1) ph-!-t—l g

Ma avendosi
D;‘i e |
a20.=2 R, {mnd p"‘“ },
1 1
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s1 dadurra

-t — ]
gr® " (p=1 . grp'ip—2) +aea=f1= 2 {‘: ) + p (mod ph+y),

ed anche, poiché A, ¢ non sono minori di 1,

! L e _,Jihh(.p‘_l) 1
gF =1 L gty +..k1= = 2 (mod p%).

: W T " (p—1) |
Ora se il numero primo ## & dispari il u amero - {:‘f ) € multiplo

di p" qoalungue sia /: e P=2 sussiste la stessa canclusione purche
sla 7t > 1, non potendosi escluders, per ipotesi, cha sia !{=1; dnogue
Ll primo membro dell'ultima congrusnza diviso par p* da il resto Iy e8cluso
H solo caso espresso nell’enunciato del teorema : ¢ib prova guanto sj
voleva.

10. Quando » & wn nnmero primo dispari, il teorema precedente de-
termiua in tutti 1 casi il nomera de termini periodici generati da una
polenza qualunquedi p: ma resta da completara |’argomento quando p=—=2,
Intanto pel teorema stesso sappiamo ohe gualungue sia il nnmero primo p
(p =2 incluso), se p" genera y o P un numero differenta di termini,
p"*' ne generan yp' quando & A > 1. Cis premesso supponiamo p-—32;
poiche g & primo con 7, sara g nn numero dispari e pereid di una delle
due forme 4n-L- 1, 4p | 8.

1°. Bia g=4n-}-1, allora i potrd porre g=—=2"' -1 gon h>1
ed n' dispari, onda

7=1 {mod 2h) ma non (imod 2%13).

ne ssgue che i denominatori 2, 22, | |, y 2" generano un periodo di 1 ter-
mine e 2% un periodo di 2F termini per quanto abbiamo premesso:
guindi detto A un intero indeterminato nony minore di & e mutato i - ¢
in A si potrd coneludere: Se g i delin forma & -1, il denominatore
genera 2=b termini periodiei, essendo h Uespomente della massima potenza
di 2 contenuta in g — 1.

2% Bia g =4n--3; sarhk g=1 mod 2) ma non (mod 29); (lale ipo-
tesi rigpetto a g corrisgonde dangue al caso escluso nal teorema del pa-
ragrafo precedents); ma &

g* — 1=38(2n*+3n+1)

guindi detta A’ la massima potenh di 2 conlenuta in ¢g* — 1, sard &' non
mferiore s 8 e

g°=1 (mod 2%) ma non (mod 2¥+1),

percio il denominatore 2 geners 1 termine, 2% 2% ... 2" ne pensrano 2,
e 2" ne gemererd 2, 2t — 9tk (giacehe ' <38~ 1). Se quindi deno-
tiamo avcora con ), una indeterminata non inferiore ad %', mutato h" -t
in A siconeludera: Se g ¢ della forma 4n -3 il deneminatore 92 gone-
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rera 201 teymyni periodicl, essendo W' Iesponente della massima po-
ieriza di 2 eontenutn in g° — 1.

Uas1 parmICOLARI NoTEVOLL. — &) Il primo dei due ultimi teoremi
& applicabile supponendo g —4 (2n 1) 4 1 =Bn | 5; ma essendo
allora g —1=2"(2n1-1), 8 h =2 o 2*~1—=242 per gualonqus valors
di 72; onde 22 genera 27—2 termini periodici rispatto a tutte le basi dslla
forma 8n -4 5.

&) Il teoremn ultimo & poi applicabile prendendo g—3%n—8; ed
essendo allora g*—1=2%(8n"+}6n-{-1) si ha per qnalungus n, k' =3
guindi 24-W+H1—=252 percio 2° genera 22 rigpetto & tutte le basi delia
forma Bp - 3. Riassumendo si ha:

Le prazioni irriducibili di denominatore 2%, dove ), ¢ un intero mag-
giore di 2, generano costantemente 22~2 termini periodiel rispetto a tutte
le basy delle formwme Bu -5, 8n-+ 3.

ll. Tornando ora a cousiderare il denominatore primo dispari p, i
possouo ricercare la basi rigpetto alla guali esso gemera nn nomero pre-
stabilito v di termini periodici, A tal fine, supposto ecome & necessaria
che v sin nn divisore di o (p)=—p—1, osserviamo che le basi cercate
debbono appartenere all’esponents y (§ 6); ma & noto che se y & un
divisore arbitrario di p—1 esistono +(y) numeri incongrui (mod p) che
appartengono a y, guindi potremo concludere: se v ¢ un firisore qua-
lunque di p — | esistono ¢(v) basi ineongre (mod p) tali che il periodo
generato dal denominatore primo p consta di v 1ermini,

Per avere nn sistema di tali basi incongrue, supposta nota unz qua-
lungpe che diremo g, basta fare le @fy) potenze g dove x assume i p(v)
valori inferiori & v e primi con eseo, od anche prendere i loro minimi
restl positivi rispetto a p. Se g,, gey ..+ gy sono tali resti le p(v) pro-
gressioni aritmetiche illimitate

Juy oDy n+2p,..0 n=12,..., (%))

conterranno fuife le basi cereate.

Supponendo in partieolare y=p — 1, si trae che esistono p(p—1I)
basi incongrue rispetto al modulo p per le quali Is periodicke semplic
generate dalle frazioni di denominatore p, hanno un periodo di p—1
termini, Tall basi souo le radiei primitive del numero primo p.

PROPRIETA DEI TERMINI PERIODICI,
12, Riprendiamo a considerare i due numeri a & g primi tra lore,
e sia ;" una frazione propriz irriducibile di denominatore a. Bvilup-

pando % in serie periodica semplice rispetto a g 31 ha come abbiamo

vaduto
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ove i termini periodici, il ¢ui numero diremo ancora m, sono determi-
nati mediante 'algoritmo

o =ACy 11y NP =Aty—-15, .. . r* Vg —aqc, 1 P s (2)
essendo r,=r,. Supponiamo che tra gli m—1 resti differenti P13 T e Py
¥l sia uno », uguale ad a-—r,. Dal teorema del n. 5 si deduce allors
che w & il minimo esponente per eni g®=—1 (mod a), e quindi, per
Vosservazione che segue lo stesso teorema, il nuwero m & pari e 81 ha
precisaments i = 2w. Cid posto se si sottraggono le prime w delle (2)
dalla identita ay =ay si ricavano le w relazioni:

(a—ro)g=alg—c,—1)(a—n)), (a— ) g=alg—es—1)4-(a—y),...
w0 —rwr)g=0(g —c0— 1)+ (a—1u); (3)

ma le (2) considerate dalln (w - 1)rsimu g]ly gpesion go o

Tor = OCcs 1 Vit Twd1 =00y 12 +?'u+3 120y Pm—1 = ACn1 H]

¢ poiché & per ipolesi 7,=a — »,, dalla prima di queste confrontata galla
prima delle (3) si trae, identificando gquozienti interi e resti,

Eu;+]=g—ﬂl—]g 1"'“;—*-]-—_“_?‘1;

ve segue confrontando ordinatamente le (3) e (4)

Cott =g — e — 1, Tote=a —r
Cofd3=—g —Cs— 1, Pujs—a —r,

L] -

Cm =4¢ Cens 1, YW —1a AP
085ia
E.l‘_*_c“’"H:Eﬂ T Cutz=. . '=":W+Em__ﬁy I} (HJ
T] "i__ iﬂ“'—l—] _':rrﬂ 7 | r"'-'—"'E B ?.W+,-II[ —

e poiché dal corollario del n, & discende inoltre che s i;—" 8 un'altra fra-

zione propria irriducibile di denominatore a il resto w™ dell'algoritmo
ad essa corrispondente sarg a—y,, avremo concludendo :

Se 4l resto w"™ dell algoritmo (2) corrispondente ad wna frasions i

e - r = ¥ # e = - e q '

riducibile ;" ¢ w—T,, sard 2w il numero dei termini periodieir © ter-
miizi che occupano o stesso pofto in ciascun mezzo periode avranno co-
slantemente per somma g — 1 » e 1 corrispondenti resti avranno i
somma a: teli proprieta si verificheranno inolére per tulte le frazioni
irriducibili di denominatore a. (*)

'*) Ofr. Meges, * Sulle frazioni poriodiche .. Proprield de gruppl in coi 8i pud scomporre ii
periodo & dei relasivl resti [ Periodizo, A, XI11,)
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13. Reciprocamentes si ha:
Se una frazione irriducibile = yenere, yispetto a g un numero pari 2uw

di termini periodici, ¢ se inoltre la somma di due termini che occupano
{0 stesso pasto in ogni semiperiodo é costantemente vyuale @ g — 1 il re-
sto w"® dell'algoritino (2) sarda a—r,.

Infatti, essendo per ipolesi nelle (2) % = 2w, ed inoltre

7 — 1 — 1 i Co-1— € + Caf2 ==+ . s =10, l AT
le stesse nguaglianze (2) divengono

?'uﬂ':ﬂﬂ1+ N, Mg =0cs I v "w—lﬂzﬂfm—l‘rmi
tog=0(g—1—t)Frat1; repg=—alg—1—rce)+roye, ...,
Flw—1 0 — y—l—ﬂm)+l'u.

Somwando ogui relazione della prima linea colla corrispondents nella
seconda s1 trae

glrtro—a)=ritrop1i—a, g+t ropi—a) =rs4rvotpa—a, ...
g [rl-l-"l—! + Fig—]— H) —_— ru+ Ven— ﬂ‘

e quindi, molliplicando membre a membro, sara

gere+re—a)(ri +re1—a). . . (roaa+1rma—a)=
= ("1t ref1—a) (1 Twpe—a).. . (re+ 70— a).

I fattori del secondo mewbre sono tutii anche nel prime ove si ha
di piu il fattore g che & maggiore di 1; & percid necessario che almeno
une di guei fastori sia nullo e guindi, a causa delle uguaglianze prece-
dentl, suranno nulli anche tubdi gli altri: in particolare sark

o ?to—a=0 ossia ro=—a—mnr,

comae devevasi dimostrarve.

[4. Por il teorema del n. 5 la velazione »w=a —r, ha lnogo quando
6 g?=-—1 (wod a), ed allora soltanto; quindi dagli nltimi teorewi si
dedurrd anche che rispetto alla base g, gemerane un nwnere pari di
termini periodici colle proprieta vedute (I1) tutte e sole quelle frazioni il
eyt denominatore a & un divisore della forma g ~+ 1, 2 esplusn- in parti-
eolare tnile quslle frazioni avanti per denomipatore nn numero primo p

-1

di cui g & non residuo quedratico, miacché é allora y?'!_z — 1 (mod p)
»—1

'
&

8 quindi esiste nu intero w non muggiors di per cui si hn

#?=—1(mod p). (*)

i*; Ufr. Berzma, L e
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111,

Periodiche miste.

I5. Supponiamo ors che il denowminators a della frazioue propria

irriducibile ?ﬂ, countenga nualehe fattore primo di ¢ ed uwuno o pit ahd

nou conlenuty i ¢; 1 prodotti

. ppe . '
rﬂyl lqyl"',”y"""

hon sarauno divisibill per a4 e pereid i rispettivi resti 7y, re ...y -
dgaranno wuill diversi da zero. Cowminciamo a far vadera che sono totti
differenti da 5. A tal fine 8i osservi che se per gualche valore di n
fosss r,=—1,, 81 avrebba

reg" = ry (mod a),

onde y"—1 sarebbe divisihile par @, e quindi comerrebbe in particolare
nuel fattori prini che sono comuni ad a & ¢, eid che & assurdo assendo
g"—1 8 g primi tra loro,

Clé premesso vousiderinmo le congruenza

Vol =T1y 100 = ¥a, 00 s M0 =1y, .- - (mod @);
poiché se ne deduce
Fe =Ty MY =040« y Py Y=04, -+ (m0d @),

indieando con ¢, ¢,... y Cayo-o 1 quozienti (interi) delle divisioni
per a idei prodotti che sono al prime membro, si nvranno le nguaglianze
(lv vumero illimitato)

o = ey =Ty NG = ey Tay o ey g=ar, A Taye.  (9)

ova 1 nomeri ¢ risaltano minori di gi se r, &1l primo reato che si ni-
pate ol rgi, il primo tra i successivi che lo ugnaglia, i primi s-{-p—1
YESIL 7y, Pay e oy Pugu—) Sono tutti diffsrenti, inoltrs i t restl 7y, Tegy,
oo Puu—1, B0 1 p quozienti cugy, oo, . .., Cet,, si riprodueono pE1l o-
dicamente. Dungne esiste uy perivilo di potermini, i eund il primo ter-
wine eepy ha 'indice maggiore di 1. Cib stabilito, dimostriaimo che 2on
eseste tra gl s - it numeri Cig Cay « « oy Coden NPsSUN allro frerwodo. Infati
sin 6 & possibile ¢, , Cag1, ..., Cusi, dove -3 non SUDOIR &~ 1,
periodo differente da quello gia trovato e xia dapprivia o > 1. Se @
%~ -:.‘..’3—}—“,  due resti r, . ?ots Sono differenti perehe hanne eu-
trnmbi un indics minore di §1ei 88 € iuveee @+ h =8}y, il resto
Vaopi (= 74 4ep) ugnaglie v,y soltanto quandoe z — 1 =y ossin g =5 1]
1o che & da escluders perché i periodi {c, . . ¢ Cudi)y (Cud1 + o v Cigtse) SOMO
diffeventi per ipotesi. Quando si suppongs luvece g=1, tattli 1 rest
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sono diversi dn 7y, @ ai ha ancora 1.4; differents da 2,y ; dungue i due
resti #s—1, Y2 5000 in ogni caso differenti. Ma avendosi par ipotesi

Ca = Caglpl = Ca}2ili — - &
CatT— Op-fdifd = Cafdl2 = . v«

le (5) considerate dalla (z)®® jn poi si potranuo disporre come segne

Ta=1g——0Cq=T a) Falf——0Cu| Tutl y -+ +y Tadi—1G=0Cyti~Tuti
Yo d = ACa T ud i1y Tadid 1=tV adid s ovy Ve 2i=AC e it 21

ed essendo eorne mbbinme visto r.—; diverso da Poti Bl derinrra, con nn
ragionamento identioo a gusllo del n. 6, che la successione illimitata
di rest

Pee1y Vodry Vat2l4d1y o« « 3y Patodlfin—1)y - - «

b iudelinitamente crescante o decrescente, il ehe & assurdo.

Cio prova guante wbbiamo affermuto. In particolave si deduce che la
snccessione dei quozienti considernta da ceyy in poi non contiene alenn
perioido con nun numero di termini minors di p: d'altra parte nemmeno
sulla suceessione illimitata oy, ¢s, 5, ... puo esistere un periodo ¢z Caty,..City
di coi il primo indice B sia minore di s—-1. Infutti in tale ipotesi si
ha §—1<s, quindi »3—, essendo tra quei resti che non si viproducono
od eguale ad ry, & differente da rzy,, onde con un ragionamente ilen-
tieo a quello gid fatto si giuugerabbe al rvisultato assurdo di une sue-
cessioue ilimitata di restl indefinitaments crescente o desrescente. Rias-
snmendo possinmo concludera che se s 5~ sono gli indici dei primi
due resti uguuli nelle (5), il periodo (periado irriducibile) ¢ necessaria-
mente formato dai p termini €ty Cata, . .. Cadu: il gruppo e ¢g. . . G,
e antiperiodo.

16, [udicando con n un inters qualungue si ricava subito dalle (5)

rlﬂ cl | cﬂ | {"I‘I i ?.II I
o= ( ! _ﬁ” PR ¢’ 'V a * y"
e quindi
"o 1‘;!. i ] "y & Cu
e N o =
f 1 4 U . 1 ¥
51 Cn i i : : : .
La serie EFI” e la peri cica snista (i base g, generata mediante le (5)
!

.J‘[} = # . - -
pt guando il denominatore hu futtori primi

dalla frazione irridnsibile

di g ed altei nvon esontenuti i g

\7. Determinazione dei numeri s, .

1% Puor determinnre il numere s Jei termini antiperiodici riprendiamo
a consicderars le relaziont:

POJ == @0 Py M1 =g Vayee ey Y= AC Ty P =0y Py e -
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Risolta da gueste, e da quanto precede, che anche lo s—1 fra-

i W rj'. r: rl—-‘T - - i 5 "
Zlont ==y 4 1++- 5 generano rispettivamente delle periodiche miste
aveuti per antiperiodi (ezeg...e),(cacy. . ). .., ed il periodo co-

MUNG Copyy - - . Gyt dlella frazious %'—, mentre r—; genera una periodica
semplive del medesimo periodo.

Ne sague che Z g la prima tra ie frazioni — : | RN S 7

ﬂ 2 ' a a '’

ridotta ai minimi termini avra il denominatore primo con #; € quindi se si
indiea con 7, il massimo divisore comune ai nnmeri Tuy @ 1l valors cercato
di s sark 1l minimo valore di n che rende a: 3, primo coun g (u. 3).
Mn poiche & yg"=r, (mod a) il numero 3, & pnre wmassimo divisors co-
witine dei due nnmeri 24g", a ed anche dei numeri g @, essendo @ primo
¢o 17y,

Ora conviene esprimers &, per mezzo dai fattori primi egomuni ai
nmwerl g, a. A ral fine pougasi

ﬂ-leh Eg' o n @ A;E. égt. '
== YIII Y.II S ﬂl'i".&f. . &

dorve X, Y, A sono fatior primt tatti differenti ed A, Ae. .. sono nuelll
conmuni. Poiché &

F=Y"YM. .. A0 A, ..,

¢ 2, e un prodotto di poteuze di soli fattori A, il noziente a:3, sard
primo con g solamente quando n & tale che si abbin

oh=A,. Ad, ..

ossin per tutti i valori di »n che rendono gli esponenti gn, tn, ... ri-
spettivammnpute sien minori di f, ¢,.... E poiche il valore i s & il
winimo i tali valori di %, potremo conolndere:

leorEMA. — Se a, gz sono decomposti i fatlori prim:, ed i tevmani
delle coppie (F, @), (t, t),... indicano rispetlivamente gl esponenti
(mussimi) el cinscun fattore primo comune, il numero s dei termini anti-
periodici della frazione irriducibile l:—:. rispetlo @ g, sarda il sninimo (ra

¢ valori di v che soddisfano simultaneamente le relazioni -

»
gu =Ly ety s

Lisso ¢ indipendente dal numevatorve .. e dai futtori primi del deno-
mannlore a che mon appartengono alla base g.
Se in particolare si supponas

f

pP=1=... a2t

T ———— T EEEEE—————————. =
- =]

T

——
-— = LIk

o -

LR TR P TR S EE—

i

b
b
’
H]
¥
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il numero s dei termini autiperiodici e il minimo valore di per cul Si
ha ad un tewpo
n=>f, n=>t¢,...

@ percio & ugnale al mageiore degli esponenti £, £, . ... Quinii
Se i fatior prim: comuni al denominatore a ed alla base v« sano con-
tenuly n g alla prina potenza, il nwnero dei termini andiperiodioi ¢ il

massono tre gli esponenti che quei fattori primi hanno nel denoiinalore a.
o .

2°. Da quanto abbiamo esposto visulta che 1] periodo della frazione o e

]
M

guello di L e che il massimo divisore comune ai nnmari
Y., 2 B8 B —AVAL. . .1
pertanto 8 deduorra
Vs Puils .

{ - Ellt‘x]! A :

quindi 81 pué concluders :
Il numero dei termini periodici della periodica wmiste gengirara dalla

r L1 L] L] i w = [ "
razione u—", & ugrale a quello delle frazioni trviducibili ownt per de-

rominatore o yoodotlo di tutti 1 fadori primi vguali ¢ disugral’l di a,
non contenuli in .

Spezia, 12 giogno 1902
Areeato Tasirmi.

PICCOLE NOTE

. — Sopra un teorema della teovia dei lHmith,

Cno det piis iieportanti teorsmi di quests feorin &, com'e noto, 1l sezuenle:

Condizione wecesseeria e sufficiente perchd una successione ¥ i Fufiniti aunieri
veals tenda ad s limite determinato e finite, & che, sceltv wn nimero 3 pogiticu &
piceolo m pincere, possa determinersi wun elemento Yo delln successione, tale che per
due elementi qualuwngue 5', y° dellu successione, nucoessivi «d Yo, 4f ablifu

(1) Yy — 3" < 6.

Comunico in quel che seguo unn dimostrazione di queslo teoremn. che per la
sun brevita o semplicits, mi sembra degnn i nota.

Che In condizions & necessaria, si viconosce immedintamentes: per dimostrave
che & sufficiente, dividiamo tubti i nomer reali in doe classi A, A’ colla Jegze
segliente: un nmmero 2 si pomva nella prima classe A, gnamdo, secallo neila sne-
cessions un elemento qualungque g, vi b sempre gualche elemento della succes-
sloue, successivo ad y, maggiore ol uguale ad =: se invece fubti ght elementa
sucressivi ad un conveniente elemonto yy sono minori i =, gueste s porrik nella
gevonde classe A, Non {ntti | numeri reali, si osservi, possono premder posto nella
classe A; scelto infatti un numere @ o piacere, & delto y 'elemento corrispon-
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dente nell'enunciate del teorama, in forza della (1), nells quale si faccia y'= p, .

#o + 3 & della seconds classe A'. Le due classi A, A', sl riconosce subito esser
vontigue; definiscono dunque un numero reale o — (A. A'). Dico che si ha:

(2) 2 = lim y.

Sin infalli o un wamero positive piceolo a pineero, o si delermini 4 in guisa
che valga In (1): poiché inoltre i due numert « —g3, £+ 0 sono iuue di A,
Paltyo di A’, potra trovassi un conceniente slemento ¥ suecessivo ad g, tale eho
sl abbia per esso

e —3< y<la+o,
& quimli anche
13) y — 4| <s.
Sia orit y o elomento gunlnongue suecessivo adl Yo, 81 avra:

- by—2=\y—y)+ly — a),
& quimli anche

y—u < y—yl + y—ul,
cioé per la (1) o (3)

¥ —a) < 2s,
donde si ha pai In {2). 1] teoremn ennneiato & cost dimostialo,

Oxoraro Nicuorstrr,

[I. — Novra una formnla del {'anchy.
La formula dal Kronesker nel caso di due variabili.

1 FydFy — Fyodl,
1) Ui . E X

= - [Eigll D. l] i
vEiy ¥i )

ove con D siindica il determinante funziouale delle F, con sign. D il segno di D
nei punti (2, wy) radiei comuni alle equazioni F, =0, F; =0, e la sormmatoria @
estesa a1 punti-radice confenuli in ¢, di, com's noto, I'ecresse del numaro dells
radict delle squazioni Py =0, s — (), contenule in ¢, per le qaall D & posilivo,
sul mumero delle radiei per le quali D & nesativo. Quando Fy, F. sono le parti di
una funzione di variabile complessa

Flzg)=Fy +iFs.
la (1) di 1l sumero esatto delle radici della euazinne

flzl=10

conlenuta in o
Il Cruchy aveva gia otienula lale detorminazions nel suo teorems dei residui

(2 _,I f£ ye=Im=M-—-N
£ A [Eif

midicando con M il numevo degli zeri, @ con N il numero dei poli di £12) conte-
untl in e, essendo einscun zero e ginsean polp coninto con i) suo ovdine di mol-
teplicita.

Ora In Jormula del Kronecker, quando ¥y, Fy sieno le pharti di ona funzione
di variabile complessa, si pod dedurre immediatemente dalla formula del Unuchy,
trasformandoe I'intograle di variabile complessa in un integrale vurvilineo. Basta
i fatto osservare che & in generale :

Eru‘:f': flz= Jj—[u i) (e + idy) :E {.uﬂ‘.: —pdy + ¢ 1!." i <= udy.
c) ie e e)

=m =
g - -
il p— il

== - il Bt ] ._._‘_" T i =

—_

- &= ———m— —r——
—gr—— =




60 PERIODICO DI MATEMATICA.
Nal nostro caso &8~ w'2) = ';. ad
p O p O LR,
_j‘:_ﬁ Oz O + i Oz or '
f Fy2 - ket Fyr 4 F.2
per modo che @&
.} i LN
Fla—Fl-l-F:lF' Fihr'—Fliﬂ
f I e O O o — 0z e a0
I:l'} r [I:ll Jl'r]ﬂ + FII:! 1‘11! + .I"*_t! {u}
r 2 g, 0 Pt g, 25
n [ e Ox s O r 7
i "
Jw ¥+ S e Fy* 4+ ¥, /

Ora il primo dei due integrali curvilinei che sono nel secondo membro delln (3),
8i pud porre sotto la forma .

F] I'?Fl + Fgf?Fg 1 [”th + F!!:' -
@ TP HFE T2 f T EE

F* 4 F.* =

lffm_
2 Ll:lltl

f TTH =log (Fy* - Fs*) + const..

¢ ponendo

nssume la florma

e poich2

integrando lungo il contorne chinso ¢, il logaritmo aritmetico riprende lo stesso
valore ai due limitl, ed & percid
ab
=0
(o) Y
Il secondo der due integrali curvilinei che sono pel secondo membro delln (3),

si pué agevolmente porre sotio la forma

f BdFy — FodFy o %0 nota rilagion OFi_ OF: OF: OFa
() Fa?4Ie? S e O o Oy ' Dy 0r

Si conclude ndungue che I'integrnle del Kronecker, nel caso che Iy, Ty sieno le
partt di ung funzione di varviabile complessa, non & aliro che I'infegrale del Canchy
sotlo altra forma: e cosi trasformato dia Inogo alln domandn: * quale significato
avrd tale infegrale, quando le 'y, ¥ sieno funzioni qualunque delle variabili reali
z. y purche uniformi nelln vegione consideraia? ,

A lale domanda banne gig risposto il Kromecker e il Picard, partendo da
punti di vista diversi (Monnstherichte der Berliner Akademie, Miirz 1869: Tyaitd
@’ Analyse par E. Prearn, 'I. 1, pag, 08-99); in questa nota A me inleressava sol-
tanto di rilevare due fatti:

1° ¢he la formula del Kronecker, quande [y, I's sone le parli di una funzione di
varinbile vomplessa, si dednce immediatamente dalla formula del Canchy; quindi
non rappresenla (o contienel un nuove procedimento per la determinazione del
numero delle radici della equazions flz)= 0.

2% conseguentemente: lu determinazione contenula nella formula del Kronecker
nel ense di due variabili, si pui considerare come il risultato di uno stodio pih
completo dell'integrale del Cauchy posto sotto Ia seconda forma.

U, MARBNEHL.
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RISOLCZIONT  DELLE QUISTIONI 598, 599, 600, 601 5 605

s, Trovare la somma delle zevie

= 2n == 0r® + 3+ 4
(= 1pr—— _ cos S (—1)r=1 | .
1{ 1 2‘-’"["5"”3“&' ,_.:il 1) 13r—]}3r[3r+1][‘a’r—l—’31
(I REENSTHEET.
Risoluzione della sig.® Gabrielina Longobardi di Napoll
1° Sia
12n
E‘.:I.;_E{_ 1]“ I_GI:I}E?IH.
TR k)
Eysando
i2n 1128 (20— 1) 27 '
28 () 2. u){l v XX 288
_I..':l..':‘..I'En—l]KE'.-i.E-..En__].3.:’:-...l2n—11
2.4.8,..2nX2.4.6...2¢  2.4.6.7a
si ha
Y ® 1.3.8...(2n—1) o 1.3.5...(20—1) enfl L g—nbi
=31 — a(—1)e " =
V=L =P 5, cos o =1 2.4.6...%92 2
1 =, ML {En—]] 1.3-5-..{211—1] F
—_— .-‘: —1 ” il | — -_‘ﬂin =
2{1‘ P31 “’&”+‘ L S S e "
Ponendo
fﬁ|=: - E"m:y
si ha
1 f= 1.3.5.,.(2n—1) + 1.3.5..,(2n-1)
By=—73 I)e = X (— 1)
R e TP 2.4.6...2n 5’}
e quindi
1y sl 2 |
8) = El[l-’-#‘] +[I+Jn 2—21
I[ o =)
s )y ST S WAL Ty LS
El[.}'( :J.'—|—r:£)] '1-{-[ E(r:+r_?)] !}—1
1 = 0
=:‘|-{{EE{J5-—) HZEDHI}"—I
2
c0s -
R Goia L
V_'EUEE
1 I
1 +uus-§
—— 1
2 i
€os 5
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20 Sia
| ’
El:it—-l:l'r‘l : 002 L 5 —I"4‘ .
il (B — 1) B {80+ 1) (3r + 2
In termine del precedenle sommalorio &, in valore assoluto .
h-2 4 8y 1+ 4 - 1 2 + 2 B 1
Br—13r8r+ 1 3r+2) Sr—1 3Br 3Sr4+l1 br42
& &l ha quindi
‘ © 1 = 1 [= I = 1)
Sy = X (—1)— ¥ (—]r=t w2ty 1=y =M=t =2
= : =1 or—I1 ' V= ar-+ 2 { L= A1 i 1) o1
all essendo
= 1 1 1 1
ol A T _—— — '
‘I'[ e =1y 30
" 1 1 1 1 1
¥ (— r—1 — et e e
o St Sk L I v R
o 1 | 1 1 |
E(— 1)yt S S
mhE U ey el Sk U TRV R
@ 1 1 1 1 1
— Oyw=—1 " T ==
R 3 s T T
si ha
| | 1 | 1 1 1
B=(g—5+5—1 T‘E—E+ﬁ—“i+
/1 1 1 1 1 1 1 1
2N == — e —— = .
"'[4 7710 13 ) (3 B9 127 )]
08sin
. 1 | 1 1
Ne —— Y [ S LR =k
- 2+'( 5 T2 5 6 )
8 1,1 1
=g—2t—g+g—g+y
=§-—21ng2
3
= —log4

>, Sia F i fuoco, ¥ il vertive di unma parabola, P, Q due punti della me-
desima fali che Te corde VI, PQ facciune anyeli egualf con Tn tonyente in P Di-
miostiare che

GrEENgIREET
I* Risoluzione della sig.” Longobardi di Napoli.

Sia P (21, ) un punto della parabola
(1) y* = Ppx,
L'efquazione dellan tangente in PP alla parabola &

(2) yp=p (x 4 1),
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e quella della retia per 'origine perpendicolare a quesia &

(3) N = _I’_J.: Ty
La (3) incontra 18 (2) nel punto ( = f-;n 5 :ﬂ‘;ﬂ) La retla per P ineli-
- 2rian

nata alla (2), come 1a IV passy dunque pel panto (-— ). e quindi

1+ 2y lr)‘.-'r-l-:'z.ﬁl'l
Ia sua equazione &
94,8
2p
(xr —
mn p + 2a)

y—in = x)-

La precedeuto inconirp 1a (1), oltve whe in . anche nel punto Q le eni epor-
dinate x, y seno date da

2{p — 2 (p—
P {p :"m'.* e (p — i ‘l.
i FH
e=sendo
2p?

g ——

yi 18p + 2’
Da cib ¢he precede si ha

PV=1a* +¢°
- - 2({H — - 2 )2 ~
PQ =Yz —m iy~ parr= "N (0 = Ve,
donde
7
(1) A )
PQ  p 4 2n)°
31 ha inelthve
I
F¥ = 1
1 > P . p—l—'&.‘n
P = 9 —I— I = ] .
domle
i5) -1 Y

Irp __;J + 2y
E dalle (4) e (D) si ha

PP
PQ  Fp°

2* Risoluzione del sig. Occhupinii, R. U. di Palermo.

Conducasi da P e (Q le pﬂrpnnﬂinnigri PR —b, QT = ' all'ause della parabola
ino ad incontrarlo in R e T; da P la PT' parallela all'asse stesso fino all'incontro
della YT in U @ da I In perpendicolare FS alla VP fino all'ineontro in S. Posto

B 3 O oyt e p o BT 4pY
TF e — l ’ ‘?‘R —_— —_— I —_ -
5 5 ha % o . Y L O | & 8]
oD
=

tratta dunque di dimostrare clie P{) = .
blb® 4 p?F 1% 4 4
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Ora gli angoli VPF, QP[; risultando eguali, i trinngoli FPS, PQU sono simili;
si bu quindi la proporzionalita tra lati, vioé:
b* + p* FS VP —-T= b

2. PQ W —~b VI —R' inoltre: VT = EE: VS = VF¢os SVI:

FS == VT sen ‘-?F ctod; V8 = ’ cos SFF}

2

F8 = £ sen §7F e, pel triangolo 'VR;

. 2p -~ b
gen SVIF = . cos SVF =~ , dunque:
1 4F 4 1p- Fo* - 4,7
V8= o | FS = B
21525 1in° ¥ b* 4 1 p*

soslitnendo risnjia -

b+ p* p* B+ 8y
PR WS =) T 5

Lliminando & frn quests due eqnazioni, si frova subito:

PQ — bIb? + p*)® -P'F + 43 _
QP:- c. v, d.

G00. Nello seiluppo di (g T 82 ... 4 a.)" dove n & numero posilivo e
intero, quanti termini esistono con coefficienti eguali tra lorv ¢ muggiori di tntté
oli aliyi?

(G REENSTREERT.

Risoluzione del sig. Occhipinti R, U. di Palermo,

n! & a= wm

7 7 p— @ Gy ooutr” dove
%+ 22 ...+ o, —=n Quindi, sa n <= m si ollerra evidenlemente il massimo
valare del coeflicients genorale prendendo # delle & ngnali all'unita & lo altre

uguali a zero; con uid il termine generale dello sviluppo assume Mo forma

I termine generale dello svilappo &

- i i i ,f, B i & § &
10k Ok ... Giy dOVe 4y iz, .. §y & una qualungue delle ( ) combinazioni semplici
n

degli indici 1,2, ... ad « al .
Dungue, fintantoché n non supera a, il numero dei termini dello svilappo, eon

coeficienti eguali fra loro & mageiori 4i tatti ghi alfri, & [’:: )1 o tutti hanno per
coefficiente #! Ora sapponiamo che sia nZ=m el jn primo luogo che sin
n=dkm=rkim—1)+ k

con L intero; in questo easo il massimo valore del coefliciente generale ha lnogo

evidentements quando lo me somno Inite eguali a k; con cid il termine generale
n! k k k

el %™ % ..a  donde segus che, qnando

n=&(m—1)k, il nnmero dei termini dello sviluppe, con coefficienti eguali fra

"

i

dello sviluppo assume 1a forma:

loro @ maggiori di tatti eli aliri, &: ( )=1 ¢ fjuesio bermine ha per coefficients

n!
el k.. kT

i By
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Supponiamo infine che sia n— A (M — 1)+  con h, » interi; in {uesle caso
massimo valore del coefficients generale non pub aver luogo che quando i — 1
delle z sono tutte egunli ad & & 1'allyn eguale ad »; con cid il termine genarale

n! b h I r

l & @ - b L} -
dello svilappo assume la forma: WIRT. . R, ol % e O w_ oy dove ... i,

¢ una qualunue permubazions degli indiei 1,2 ...m. Na segue olp, fuando
#=h{m—1) 4 il numero dei termini dello sviluppo, con cosfligient; egunli

i 1. . 1 - - . ) |
fra loro e maggiori di tutti gli altri, & o e totii hanno per coethiciente PLy ]" v
I" l'it-- l-. ].-

Allra risoluzione della sig-* Longebardi di Napoli.

GO4. Due pnrabole hanno it rertice in comtne 2 gly ngsi ad Mngalo yelto.
Mostrare che In polare reciproea dell’nna rispetio all’alira ) wan'iperbole reltanyo-
Inre che ha gli assi delle pavahole per assintol, Cennur,

Aisoluzione del sig. Maimeri R. U. di Pavia.

Alla tangenle nel vertice ad una parabola corrisponde nella polariln rispetto
allaltra il pounte all'infinito dell’asse delln prima; alla rettq sl infinito corrisponde
nelln medesima polaritiy il punto ail'infimito dell’asse della seconda. Alles due pup-
teggiate projetbive descritte da una tangente variabile alla prima parabola sulla
tangante nel vertice ¢ sulla relia all'infinito, corvispondons nella poleritia consi-
deratn, due fasei improprii projettivi di ragel 1 eni eentri sonp | panti all' infinito
dezli assi delle due parabole. Alla retla all'indinito comuge s questi dne fagei
projettivi considernta come appartenente all'uno od all'alire faseio, corrisponde
nell'altro fascio 'ano o Valive degh assi dells dus paiubole. B poicheé juesti sono

ortogonali, Ia polare reciproca ece. ece,

Altre risoluzioni del sig, Ocohipinti e della sig.s Longobarii.

2 2
G055, Nello atesso piano gono date la conicn Fi{x,v)=0, ¢ t'ellisse E' +i1* =1
]

Dai punti delle prima si conducono Ie tangenti alla seconda. Inviluppo dells coyde

ile rondutio. CEREUTL
Risoluziene del sig A. M., — Sjaue

'I]] ﬂ“:.':ﬂ -+ Qm-_-.r_y -|— ﬂggy‘? + Em,-..r -|— Eﬂ-_:-ay —|- flgg —

[E -ﬁ-il'ﬂ'ﬂ - E.'h:n:n + :Lﬂliz -|- E-‘?h.-.:l'ﬁ BT Eﬂﬂaﬂ o Ay =10

I'equazioni della eonica dain I',in coordinale eartesians e plitickeriane, eshenda A
il minove complements di ny nol discriminanie

sy Mis i3
(3) A= msi nsg Mres

g1 fla= (a2

Linviluppo mclicsto & 14 polave reciprova delln gonica I rispetto all'ellivse C
rappresentata dall’equazione

a* l_-‘.--E -

Chinmando «, # le roordinate Jdella pelave di un punto (z, Y) vispelto a ) 4 ha

T
=
1

__ .3
ij:—— 0

BESIA
| W= — b*p.

l,rl.:——-—'—-

b'l'

- LS *
i e

" g iy i
LR R
e

——
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L'equazione deli’inviluppo richiesto in coordinate plickeriane si ottiens dungue
aliminando o, ¥ fra le (1), (4), cioe &
I'Iuﬂ'lll! + gﬂluﬂ!bi‘lﬂ' + n':._-b"'ng m— Eﬂull’fl — Eﬂt:b’l‘ + flzg = OI

8 fuindi in coordinnte cartesiape

ﬂnﬂ" ﬂﬁﬂ!b! —ﬂu[l! o |
@ D gl —oub* oy | 0
—ﬂa;ni — fgab® fMan ! o .'
= 7 1 ()
258318
r
My My My —
"
flay, QR = yi
ol —
(31 (132 133 —1
e ]
a?  h* l v
DSala
Ay Aya Ayo Ay A
_:1.! i 2 - T i -I:g E ] 23 —
"" f ﬂ.’b: y E M b. J "j r E bl !f'i'ﬂﬂ ﬂ.

Allre risoluzioni gei sigg. Alasia, Occhipinti e della sig.* Longobardi.

~ Nora. — Quando il fascicolo precedente era gia stampato pervennero alla dire-
alone le visoluzioni delle quistioni 601, 802, 603 inviate dalla sig.* Longobardi o
dal sig. Bianca.

B e

QUISTIONI PROPOSTE

700. Trovare la relazione che deve esistere tra i coefficienti del

polinomio
fa)y=ma™ -+ a4 ., .+ tz = Bneger
perché sia divisibile per .+ — o, (CAxXDIDO.

701, Dimostrare che le aree delle linee descritte dal centro e da
un fuoeo di un'ellisse che sdrucciola sopra una refta fissa, che cioé

§1 muove nel preprio piano toceando una retia fissa in un punto fisso,
A0N0 cspresse da

Sa—b  ;  2im(a—b)

essendo « il semiasse focale e b l'altro.

702, Dala uu'ellisse ed un punto P nel suo piano, si considerino
le coppie di diametri i cui coefficienti angolari hanno un prodotto
costante k e si proiettino gli estremi di ciascun diametro di una
23'1:11;1 sull'aliro. Studiare la corva luogo di tali proiezioni e deter-

1° i luoghi dei punti medi dell ‘elli
a1 unlzn » e corde dal centro O dell’ellisse e

2" 1 luoghi dei contugali armonici di O ' | '
dolle sbemost el 1 U e P nspetto agh estremi

wms L R

L e

-
e

i.
At

i

ey
UL R

e i
L "
e
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Esaminare il caso in eui i due diametri d una coppia siano co-

ningati o associati (k=-{;, essendo ¢ il semiasse focale, b I'altro).

. OsservazioNe. — Nel caso che Vellisse sia un cerchio, la curva
ln parola & la proiezione ortogonale della lines d'ombra propria di
un‘elicoide gobba sopra un prano normale al sno asse,

(1. LONGOBARDI.

. 703. Sia MN una corda normale in M ad una parabola p, inclinata
di 45° sull'asse di rquesta. e sig o 11 circolo tangente esternamente a P

in M di raggio "z St dimostri:

1?7 che una delle tangenti comuni a p ¢ ¢ & parallela ad MN :
2" che la distanza della tangente in M dal punto d’ineontro delle
: . SMN
altre due tangenti comuni a pece =
4° che il segmento staceato sulla tangente in M dalle due tangenti
suddette & eguale a MN

704. Si consideri il sistema di circoli tangenti in un punto fisso M
ad una parabola dala. 11 lmogo del punto ﬁ'inﬂnntm delle tangenti
coniuni alla parabola e ad uno di tali eireol; (distinte dalla tangente
m M), & una parabola.

705. Due parabole hanno lo stesso vertice O ed ; loro assi sono
ortogonali. Trovare le ecordinate del secondo punto d iconiro (),
I'angolo delle parabole in O e I'area della porzione di piano limitata
fra gli arcli 00 delle due parabole.

Facendo variare il parametro di una delle due parabole, st trovi
per guale valore di esso l'angolo delle parabole in O sia massimo.

E.-N. Banisiex.

——— o ——
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Neentin, Série Physico- Muthématique. Paris, C. Naud.

N. 14, I. Mack pe Lépmay. — Frange d'interferenza e loro appli-
eaziont wnetrologiche, Tebbraio 1902,

Lo seopo dell'Autors con quesia pubblicazione & di mettere in evidenza Ia
grande tmportanza vhe 1o frange d° interferenza possono avere nelle misnre di alta
precisione, e percid si occupn dei metodi ottici interferenziali e delle loro appli-
cazioni alle misure di lunglhezza.

Premesso come un raggio di luce possa essere consideralo quale un micro-
metre malwrale della pm grande pPecisione. fn sentire come nn sistema di unidi
fondate sul metodo 6ttjcn, in ¢ui, ciog, Vunita di lnnghezza sin la lunghezza di
un‘onda Inminosn, 'unith di masss quells di un enho i'mequa colle dimensioni di
una Innghezza d'onda e I'unitii di tempo la durata di una vibrazione, possa vera-
menie essere considerato un sistema assoluto. poiche & indipendente da ozni caun-
ptoneé maleriale, pno essere riprogdotio in ogni laboratorio. & assolatamente inva-
rinbile, col vantaggio altres) che, essendo |'errore relativo nelle misure in ragiona
mveran dells grandezza dol camplons usato, la lnnghezza d’ondn luminosa & pie-
colissima e pud essere ngziunta p se stessa Indefinitamente senza errore. Sog-
giunge tostn come 'unita di lunghezza finors sin la sola hene stabilita per tale
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via; come |'nuith di massa sia in via di determinazione, ¢ come |'unitic di tempo
richiegga ancora nnun ymisura pin precisa della velocita della lnee.

Cib posto, si propone di esporre le ricerche ed | metodi per misnrave le lun-
ghezze in lunghezza d'ondn ed esprimerle in frazione del metro, non che riferive
V'applicazione di tale misora alla determinnzione del chilogrammo,

Per questo, dopo aver indicato in che consiste il femomeno dell’interferenza
lnmimose, necenna ai melodi di produrie cogli speechi di Fresnel, colle lamine sot-
tali & colle lamine deboimente nrgentate, esnmunandone i pregi & difelii o deseri-
vendo i principali rifrattometri interferenzinli chie possone essere usati neile misnre
di precisione. A questo propoesito discute gli appareechi che permettone 'uso di
una sorgente luminosn estesa in tutte le direziowi, | quali danno origine a frange
localizzate, e gli altvi che richiedono finestre sirette nrientate e danno frange vi-
sibili ad ogni distanza, citando infine alocune disposizioni che portano all'uuno ed
all'altro risuliaio. Fa poi nolare come per nvere frange perfettaments nette oceorra
luce omogenea ¢ limilatn da fenditure opportunamente orientate: che, as 1'una o
Paltra eondizione & difettosa, le frange dammo alieroative di comparsn e scomparsa,
e mostea come il fatlo dipenda dalla larghezza delle frange e della sorgente e come
egse trovi un'applicazions alls misura dei diametri apparenti degli asiri. Aggionge
come i vapori metallici sotto debole pressions resi incandescenti con seariche ad
alto potenziale dieno le radiazioni piu omogenee ¢ come la pint semplice sembri
quella rossa del eadmio.

Nella seconda parie della monografia 1'Antore fa notave I'influenza della tem-
peratura e della pressione sulle misure e si occopn delln determinazione di um
ordine di interferenza, tanto nella parle frazionmaria che inlern, rilerendo e discu-
tendo 1 metodi per la [* e 2% opernzione. Mostra come la 1* determinnzions sia
semplice, mentre la seconda inconlri wravi difficoltis. essendovi pero sempre la pos-
sibilitia di migliorave i dati primifivi a seconda del bisogno.

Nella terza parte, dopo aver premesso come i metodi sperimentali pif racenti,
seguiti per le misure metrologiche, si riducano tutti a misure di longhezza, noia
come S8 pecessario conoscere 1 valori assoluii dei campioni ottici, ciod la lun-
ghezza d'onda, e rifevisce | vari metodi che permisere di misnrare delle grandi
lunghezze in frazione di lunghezze d'onda. Cosi. per es.. Michelson e Benoit col-
["esatlezzn di un milicnesime ragguaglisrono sl melro tipo la lunghezza d'onds nel-
Iaria (& 760 mm. di pressiona ed 3 15° del termnometro in vetro duro) del ragsio
rosso, verde ¢ blen del cadmio e trovaromo

lm. = 1553163, 5R R = (", 64384722

1066249, 7V V=10 .50853240

2083372, 1 B B=0.47008107.
Accenna poi alle misurs ottiche di lunghezza fra due linee o frafti & fra
due supecfici paralicle, ricordando pel 1° caso il processo generale di Denoit e
pel 2% enso | tre metodi delle Frange di Talbot, delle frange delle Iamine argen-
tate @ dell'apparvecchio di Michelson. Rifevisee infine |"applicazions alla determi-
nazione delln massa del decimetro cubo i acqua distillata, priva d'aria, & 4°, mel-
tendo ju evidenza mediznte i risuliali numerici delle ricerche di vari sperimentatori
chie, sehbene sieno mecessarie ancorn altre ricerche, i progressi raggiunki negli ul-

timi anni a fale rignarde sono grandissimi,

Anche da gnesti conni sommori si pud facilmenle inleadere quunly sia inle-

vessante @ di attualith la wmonografia in considerazione.

HoboLro Berrazzi. — Avitmetica Razionale ad uso dei Ginnasi. To-

rino, fip. Salesiana, 1902,

L'egregio Autore svolge nella parte prima, da pag. 5 o pag. 70, il programma
della TV ¢lasse ginnasiale; nella pacte seconda. da pag. 71 n png. 128, il pro-
gramma della V classe ginoasinle; e nell’Appendice, dn pag. 129 a pag. 159, e
esposto 1l legame esistente fra le grandezze ed i numeri.
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Facendo nso abbondante delle idee contenuie pel formularie di Malematica
del prol. Peaoo, ["Autore la rompe coraggiosamente col metods tradizionali, o di
alla luce un libro veramente nuovo ed originale. Ta materia # svelta con rigorose
ordine logico: brevi ed esatte le dimostrazioni. Non si fanno convenzioni tacite,
ne si ammetteno tacitamente proposizioni che si suppongono note all’allieve: ed
ove la dimostrazione sarebbe inopportuna o superiore ll'intelligenza dell'allievs,
In proposizione viene semplicements enunciata sotto forma dj Propogizione prin-
cipale.

Le proprieta formali delle guaitro operazioni sni numeri interi o sui nomeri
vazionnli sono analizzate con somma cura. Di ciksenna operazione se ne studiano
prima le propriela formali indipendenti da qualsiasi sistema di NNMEYazione; Poj
80 ne fa Iapphieazione al sistems decimale. Seguono infine alcune brevi, ma utili
norme di caleolo mentale.

Assai intercasante ¢ I'appendice. Essa & divisa in lre capi. Il Cnpo 1 intito-
lato I grandezza ed § numeri, & suddiviso nei seguenti paragrafi: I gruppi finiti. —
Conlronto dei gruppi, — Composizione dei gruppi. — Le classi diserete di gran-

dezze ed i numeri interi. — Le ¢lnssi Frazionahili di grandezze ed 1 numeri ra-
zionali, — Legame fra la teoria dells grandezze o gnella del numeri.

Il Capo 1l ha per &itolo 2o wisura, od & suddiviso nei segunenti paragrafi: La
misara nelie clnssi discrele, — La misura nelle classi [razionabili. — | cosideti;
numert complosai. — Il sistema metrico decimale.

Il capo 111, intitolato & problemi sulle yrandes=ze, si suddivide nei seguenti pa-
ragrafi: Ln risoluzione numevica dei problemi sulls grandezze. — Dipendenza fira

operazion) su grandezze ed operazioni su numeri. — Froporgionalita

Da vari anni si ye studiando fra i professori di Matematiea il modo di mi-
gliorare ) metodi d msegnamento, e di introdurre nell”insegnamento secondario il
frutto delle moderne ricerche scientifiche fatte sui fondamenti dellxn Matematica,
Per cio vhe rvigusrds 'Aritmetica Ragionata, credo clie s via ginstn sia quelin
trugeiatn con questo libro dal prof. Bettazzi; e gli Inssgnanti che amano il mi-
glioramento della scuola non mancheranno certo di fare huona accoglienza a quesia
opera scritta con rigore sulentifico, ¢ con metodo veramente modernio.

Maneco Nasso.

RICCARDO FELICI

il 20 luglio scorse, dopo breve malaltin, si gpengeva n 3. Alessio presso Lineea,
Eryg nato a Pavma 1'11 giugno 1819: « dopo aver percorso gli studi, che u quei
tempi corrispondevano ai secondarii, per proparnsi alla celebre Sonola Politecnica
di Parigi. capitdo a Pisn dove fu trattennto, per fortuna delln seienza. dalle lezioni
e dall'affetto del Mossotti e del Mattaueei. Di quest’nltimeo divenne poi I'ninte [1548),
e il successore [1859) nelln cattedra di fisicn dell' Universith di Pisa; alla qusale
appartenne fino al 1898, o gli allieyi snod si ehiamarone Rartoli, Donati, Poloni,
Kentr, Villari, . , .

In Italia, mezzo secolo fa, i fisici sperimentali enravano poeo I'aluto ad il eon-
trollo ehe pno dare 1'aualisi matéMatica, largamenle » convenientements applicatn,
nllo studio dei fencmeni. E forse il merito principale del Felici quello di essere
stalo nno del primi [ra noi, se non il primoe, o coordinare la ricerca sperimentale
cogli svolgimenti e le teorie matemntiche, sia clie si tratlasse di esprimere nel
Iimgnaggio del geometra i fenomeni fisici pin semplici. nna volta stabiliti, o di
verificare le conseguenze che il caleolo sa dedurre dally formala fondamentale; sin
che premessa unn ipotesi o In snn tratiazione matemalicn, l'esperienza possa esser
chinmntn a decidere della suna attendibilita.
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Qnesta tendenza del suoo spivito & collegare costantemente in nna unione fe-
condn e sicura i dne metodi di ricerca, si riveln gia in unn modesta noticina pub-
blicata colle sue sole inizialli nell'anno V del Nuors Cimento (1847) * Sulla teorin
del cirewito gatonwico ,: in essa tratia alla maniera del Kirchhoff ln propagazione
della covrente elgttrica in unn sfera omogenen e ne fa I'applienzione alla terra. {7)

In quel layore egli insiste sall’utilith, in fisica sperimentale, * di prima di-
“ gentere analiticaments nna ipolesi, per indi procedere con boon ordine alla sco-
* parta della verita ,; pur notando, con fina acume critice. le difficolta chie talvella
s’ incontyano ; come, in quel case speciale, nel veler trasportare pari pari i con-
cetti del Fourier. dalla propagazione del ealove allo stadio della propagazione delln
corrente eletirica.

Ma dove il Feliei dimostrd, una volta di pii, tutia I importanza del metodo anali-
tiso-sperimentale, fu nelle tre memorie *Sulla teoria matematica dell” induzione elet-
trodinamica , pubblicate in santo negli Annali @i Tortolini del 1851 e negh Annales
de Chimie ¢t de Physique del 1852, ed in esteso neeli Annali delle Universiti To-
scane 1854 e segg. = Dare le formole per una leoria matematica delle correnti d'in-
* duzione elettro-dinamicn ed eletiro-magoetica & lo seopo di questo lavoro, fidato
* unicnmenle a dati dell’ esperienza, e col metodo che servi all’Ampére per scoprire
* 1s formola fondamentale che esprime le leggi secondo le quali due elementi fili-
“ formi si attirano o si respingono (**] ..

Le ricerche di I, . Nevmann (***) 8 di W. Weber sul medesimo sogzetto e
le formole a cui ess) farono condodti, partono da ipotesi assei complicals e sono
paoramente matematiche.

Il Weber smmette che, mentre nello stato di riposo I'azione fra dne molecole
eletiviche sin quella indicata dalla formela di Coulomb, nelle stato di moto essn
varii di valore colla velocith e coll'sccelerazione relstiva, secondo una formola
assai complientn e non prevedibile @ priori, per quanto connessa a quella di Am-
péra. Ed 1] Neumann suppone, che Ia forza elettro motrice indolta sia proporzionnle
alln eomponente di gnella elettrodinamica, che esistershha se V'elemento indolto
fosse percorso da una corrente eletlrica, nalla direzione della velocita dell'elemento
medesimo. Inoltre, in quella memoria si ammette possibile in ogni islante Iappli-
razione delln legze di Ohm alln corrente indotta, e non si considersno, quindi, le
sovrenti indotte dalin searien di un condensatore; vome anche si limita il probiema
al easo di nn circuito indotto filiforme, ¢ si lralasciane le variaziont di forma e
I ranzione della correnie indotla sul ehveaito indutiore,

e insuperabili esperienze del Felici, pur falte con guative soldi e atto come
ezli stesso ebbe n serivermi, permetlone invece di giungere ad una formola che
vsprime la forza eletiro-motrice indotia, nssolutamente indipendente da ogni ipo-
tesi, @ che coutiene come casi particolari quells dei due fisivi tedeschi. Gli svol-
gimenti matemativi che segnono da quella semplicissima formola, applieatn poi
dallo stesso Felici al case della induzione leid-elettrica, magneto-eletirica, unipo-

¥ Rieerche analugle erano pubblicale guusi eonlemporansamenta dnllo Bmnasen negli Annall
i Poggendoril,

(**) 1} metndo aperimontale dol Feliel & largamente riasannio nel Cowrs de Phymgue del Jamin,
ed un large cenno & pur dato nel cinssieo trattato de) Maxwell, Le memorie originali Forone. in oe-
easinne degll onorl elis la Buciolh Haliana 41 Fisira rese al suo Presidenle Onorarie nel 1800, tradntia
m todesco dal Dr. Bernardo Dassan, e ripuhblieate nella Colleziome dei ¢losaizi dells scianze esniie
inlzintn dull'Datwalil o continoara dal prof A. von Osttingen wollo il titolo: Tebar diz siathewnd echie
Theorie der electre dgnumischan Tnduction [Leipzig, W. Engshinann, 1800,

[**%) Reéeh, sur la th. de "induction; memorin lobta all' Accwl. dolle Sclenze di Berline 1127 ob-
tobre 1545 & eradottn dn AL Bravals nel Jewrnal de Lioucille 1848, pag. 115,
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lare ete,, rimarrauno adungue, qualunque sinno le ides che avrruno predomiunio
sully scienza. La formola generale, pol, & cul egli giunge & guellp stessa adotinla
dalI'Helmholtz.

Ma il Yeligt non si limito alla ricerca di fatti guantitativi, Nei suoi interessanti
stud! sui coibentt dimostrd con esperienze rigorose, che la polavizzazione dei dje-
lettriei & un fenomeun a cui prende parle la massa inlern della sostanzn e scom-
pare i un tempo inferiore ad 'yepe di secondo. Al guale ultimo proposito o ntile
ricordare il suo delicatissimo inferrutiore, che permette di valutare fine al venti-
mitllesimoe (i secondo.

Nou & gui il caso di dare nma analisi completa del lavoro scientifice di Rie-
carde Felicr. Molto egli fece, e molto piit avrelbe pubblicato, *) se il desiderio di
noun dire clie esperisnze innttaceabili, e per consegnenza lo serupolo della ricerea
norintu fino all’esngernzione, non lo nvessero trattennto. Qnestn smanin di ana 1i-
gidita matematica lo furbava anche nelle semplici esperienze da lezione; ed & Ia
verik carnllecislicn dell’nomo, che &l modo baillaule wma efimere di collivare la
svienza, preferisce 1"indngine severp e profondn, per quanto laboriosn e lungn
sempre, ed arida talvolin,

E pur doveroso ricordave, {re i meriti non ultimi del Felici, 'aver maniennto
in vila, con lnnge mmore e con non lieve snerifizio morale e malerinle, il Nuworo
Cimento; 11 giorngle fondato dan Matiencei e da Pirin, ¢che per lunghissimi anui, e
nei tempi nosiri pint tristi, fo l'uniea rivisla i scienze fisiche che possedesse
I'ltalin. Jn essa, oltre i lavori originali che permisers al migliori frs nei di farsi
noti in Italia & fuori, ai pubblicavane le traduzioni delle principali memorie stra-
niere, i sunti degli sfudii che si facevano all'estero: la maggior parte di gnesti
e i quelle erano dovuti all'assidoo e modesto lavoro del Diretiore.

Assorto nei suoi stndi prediletti 1a politica non lo attivava, sl contrario del suo
maestro, il Mallencei. Pare nei 1empi del nostro visorgimento polilico non rimase
inattivo. Col battaglions nniversitnrio si trovdo a Curiafone, e prese larga parle ai
moti clie prepararone il 48 ed a quelli che vennero dopo. A Jui @ dovuto il deli-
cato specillo, col gnale fu rintraceiata la palla che feri Garibaldi ad Aspromonte.

Membro effettivo dell’Acendemin dei Lineesi, ed onorario della Societi Reale
di Londea, Presidente Onnrario della Sociein ltaliana di Fisica, Cavaliera dell Or-
(ina del Merito Civile di Savoia, se ovori meggiori non ehbe, fu perche né i corco,
ne 11 desidero mni. Semplice neli modi In sua modestin ere grandissima, 8 chs 13
desiderio di non apparvire sembrava quasi nn’affettazione,

Diams in fondo a questo breve arlicolo l'elenco dei lasori del Felici che ci &
statn possibile di rintracciare, ma che sperinme completo. In ognnnoe di quelli tu
trovi la chinrezza e la precisione che si riscontrano in specinl mordo nelle memorie
del Poinsol, al cui spivito egli tanto si avvicinava,

K. Pirors.

1844, Alenne osservazioni intorno sple ricerche del sig. Dutrochet sulla forza epi-
polica (If Cémento, pag. 134).

1847, Hal civcuito galvanico (N. Cimenio .

1850. Sulla propegozione della vorrente elettrien nell'interno di nna sfera. (Amnali
di Tortolini, pag. 312).

1851. Memoria sulle pelarith galvaniche secondarie & sull'influenza del calore nella

', K da sperare clis 8§ ritrovine, nells ane carts, lo Leseeie dei suoi ultimi studi ed esporienze,
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propagazions della corvente elettyica nei liquidi « dunali delle TUniversitd jo.

were, tomo 11, pag, 173).

Vi si stabilisce che Ia polarizzazione anmenta rapidamenie coll’ inlensita delln
corvente primavia e tende verso un massimo. Si studia poi la condueibilita del-
I'acqua da — 8° a - 100° determinando na'anomalia a + 47 gome confermano ri-
cerche recenti. 8 di uoa formula che esprime il vanare dells polarizzazione colla
temperatora.

— dSaggio di ona spiegazioas dei lenvmeni d'induzione elettro-dinnmicn (Annaii
di Tortelini, pag. 65, 306, 361, 5035).

1852. Mem, sav I'indnetion électro-dynamique | Lunuies de Chimie ot de Phys,),

1855, Note sur les phén, d'indoction ( fbid.

— dagegio di un'spplicazione del caleolo alle correnti imdotle dal magnetismo in
movimento (Annali di Tortolini;, prg. 173).

— Sopra 1 fenomeuni d"indnzione della bottiglin di Leida (#bid, pag. 287).

1854, Sulla teoria matematica delle corventi indotte in un corpe di forma gualun-
que (Jbid, pag. 35

— Sulla propagazione della corrvenle in una sfera dAwnali di Tortolinil.

— Sulla teorin mat. dell'indouziona elettrodinamica 1memovia nesli Annali delle
Univ. Toscane).

— Terza memoria sull’ induzione. (Aunali delle Unir. Toscane).

1855, Sur les cour. ind. par In rot. d'un conducteur aatony d'un nimenk [ Aunales
e Ch. et de Phys.).

1857, Mémoire sur la loi de Lenz (T&id).

— RBixp. sur an cas d'indoction on serait nulle l'action électro-dyn. exerciée par
Vaimanl inductenr si Je cirenit étnit iraversé par un courant {1bid).

1859, Sar 1a cause des conr. que ['on obtient dans um ciremit dont les bonls im-
mohiles 8" appnient sor nn condnetenr tournant autour de I'axe d'om aimant
cylindrique (Ibid).

126268, Esperienze sulla velooila della scarica e sulla dorata della scintilla (Idew).

1866, Nuova esperienza sopra ln velocita della eletiricita e sulln dovata della sein-
tilla (Annali Univ. Tosz. tomo 89),

=1 miprendono | resulsat: espostr tn una nolr pubblicata nel Nwowo Cimento, 1865
si stndiano le inflnenze snlla dorata della scintilly, e 31 stabilisce per la velocita
della elettricith un Limite di 260000 chilom. al secondo, in un filo di vame
nudo e isolate nell'aria,

1866. Sopra aleome esperienze di elettricita (N. Cimento).

1£67, Lsp. per dsterminare la legge di oscilluzione di un corpe elastico (dnnali
Unie, Toscane).

1871-72. Sulle azioni eletiriche dei corpi non coniluttori sogzeili all'influenza di
un covpo aletbrizzato (N, Chnento),

181"5}. Esper, sul tempo impiegato da un coibente per vitornare allo stalo natarale

{hid ).

— Ksp. sulla forza elettro-motrice indotin da un solenoile ehinso [Tbid).

ISTéhSnpm un nuovo inlerruttore e sul suo use in glenne esperienze d'imluzione
(Thid ).

— Modificazioni all’interruttore galvanico (/bid).

15875, Kxpose de quelgues exp. gqui inieressent la théorvie de 1'Induction (Jouraanl
de Physique do d'Almeida). Si ecitane alenne esperienze che pon sembromo
d"aceordo col principie di Neumann,.

1876, Sull'sz. esercitata dn un dislstirico in moto sopra un corpo eleltvizzato (N,
Cimento),

- .Ent.izii sulln vitn & sugli scrittl di Carlo Matleueei (Memoria delln Socield
e1 XL

18892, Bﬂpl‘ﬂ un’espaﬁanza di J’meﬁﬂl (N. Cinento e Jour. de Phis., 1883).

1884. Appunli per lezioni di fisica sperimenlale. Pisa, Pieraceini.

1888. SBul potenziale di un conduliore in moyimento solte la influenza di un mn-
gnete (N, Cimento).

Grotro Lazzert — Direttore responsabile

Finlto dl summpare 11 10 agosin 1002,




SULLE PRINCIPALLI

operazioni dell’analisi combinatoria formale e sy alemue loro ap-
plicazioni relative allo svilnppo rapido dei determinanti e degli
iperdeterminanti.

(Contiminz., v. fase. piecedente)
{

S 0. — Formazione ed enumerazione delle combinazioni
i doe dimensioni di mn elementi dati.

In una mia nota (*) ho definite Je combinazioni a due dimensioni
di mn elementi dati ed Lo descritto un metodo per formarle senza
omissione e ripetizione. In un altro lavoro (%) ho definito gli iper-
deferminanti e ne Lo dimostrate aleune proprieta elementari. espo-
nendo anche un metodo per svilupparli. Deseriverd ara un nuovo me-
todo per la formazione rapida delle combinazioni a dne dimensioni
e per lo sviluppo degli iperdeterminanti reftangolari; esso ha, su
quelli deseritti nelle note snddette, il vantaggio di essere pint rapido,
pin sicuro e quindi pia pratico. Intanto. per risparmiare al leltore
la fatica di consultare i lavori citati. esporrd quante parmi indispen-
sabile riguardo al coneetto di combinazione & (lne dimensioni ed, g
sto tempo, nignardo a qnello di iperdeterminante a due dimensi 0111,

Consideriamo la seguente matrice rettangolare
b E— PO g v ee oia lan
i!*_*l ;?ﬂ I T ﬂ':iu
(hy Oy . ... .. T ]

(1 dimensioni #=— n ed 1 m (**¥) nella quale sono distribuiti per oriz-

zontali ¢ verticali wn elementi ay, cos @y Siano dati m - p numeri
positivi interi non nolli ¢, . 2. veeeUnybry ooy tali che o ., 4 p, =
=R T e Pad S =<, Sia & il valor comune delle somme

"*l_]‘"---“l_ ‘!’-ngl_f—*"_’_ i e
- ']

f-‘:‘” iy nu: s - o ”I;“ﬂ‘ s e (lj

I*] Peviadivo @& Mntsmntica, toms XV, sett-ott * Sopra un moiodo per formare sleune com-

binagioni & elament! a pit andicl, dette gomblpazionl ad 1,2,5... dimensioni.
“®, Grornnle i Malematiche dd Hattngiint, vul XXX1X, lugllo-agosto. * S0 nua Eenearalizya-

zions delin teorin del dersrminanti _ .
(**%) La dimsnsions m—s- 2 1| nnmorns deg)l elemanti eontonuli in ciascuna orizzoniale e In di.

menslone I & il numere degli elamenti contenuti In einseuna verlieale
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ena successione di I elemenfi scelti nella matrice A per modo che
ty,%,... %, (i essi appartengano rispettivamente alla 1°, 2%, ...n™
verticale ed 7 ,7,... . di essi, rispettivamente alla 1%, 2%, ... m=
orizzontale, B chiaro ehe ¥ ,7%s,...%: & una snccessione di indiei
contenente ry volte I'indice 1,1e U'indice 2, ... », 'indice m, e B, Oe, ... b
¢ una successione di indiel, contenente », volte 1" indiee 1, . volte
I'indice 2,...r, volte I"indice n. Orbene dicesi combinazione a due
dimensioni di wmn elementi ay ..oy, dey . ds, Gy .. 6, DA SNCE RS-
sione di & elementi, scelti tra i dati in modo che » di essi abbiano
1l primo indice nguale ad j,(j=1,...m), e r; di essi (i=1,2,...x)
abbiano 1l secondo indice nguale ad /. colle eondizioni »y -+ . .. -, =
=V e tnd 0 W= m,

I numeri m ed n diconsi le dimensiont della combinazione: 1 nu-
merl 7y, ...0 st dicono 1°%...m™ coefficienle relative alla dimen-
sione m ed i numeri v, ,...n, s dicono 1° ... #™ coefficiente relativo
alla dimensione ». B chiaro che ad ogni combinazione a due dimen-
sioni degli elementi ay ..., @, corrisponde un gruppo figurative di
elementi scelti nella matrice 4 in modo che »; di essi appartengano
alla ortzzontale j* e ¢ alla verticale ™. Viceversa ad ogni tale gruppo
(¥ elementi scelti m A corrisponde nna combinazione a due dimen-
sioni della @. Percio, ed anche perché la matrice A & rettangolare.
le suddetie combinazioni si dicono anche combinazioni rettangolari
degh elementi ay ...ty .

Vedremo in seguito se e come, dati i numeri m, 2. 11.... 1, 21,00, T2,
s1 possa formare almeno nna delle combinazioni a due dimensioni
delle 1.« Brn s

Osserviamo ora che siffatte combinazioni possono anche formarsi
con oggetti apparienenti ad una data collezione. Dagli esempi che
porteremo apparira chiaro il significato conereto del concetio di com-
binazione a due dimensioni.

Esgmpro 1% — Sia =— =4, I m=yP:n=1,rn=8,1—28;

h=1,1=2,6=1.¢,=2. Supponiamo che la collezione di dimen-
sioni 4 e 3 comprenda i seguentl dodici oggetti: 1" quattro ecerchi
rispettivamente colorati in hianeo, nero, rosse, verde; 2° quattro vet-
tangoli rispettivamente colorati in bianco, nero, rosso, verde; 3" quat-
tro triangoli anch'essi rispettivamente eolorati in bianco, nero, rosso,
verde. Possiamo proporei di formare totti i gruppi di K =6 oggetii,
talmente che ogni gruppo contenga » cerchi, »; rettangoli, »4 trinn-
goli, colla condizione che fra 1 sei oggefti suddetti ve ne siano » co-
lorati in bianeo, #» colorati in nero, v; colorati in rosso e 7. colorati
m verde,

bianco mnero rosso verde

(214 (e (fy3 4 GETE]].i
(a1 (fac ffug flas rﬂttangn]i
LT T o Mas trian gﬂli
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Disponiamo i suddetti oggeiti su orizzontali e verticali, in modo
che tutti quelli della stessn specie siano su una stessa orizzontale, e
butti quelli dello stesso colore sy una stessa verticale. Rappresentandoli
Col segni fy ..., a4, avremo nna matrice nella quale ad es. ax rap-
presenta 1l reltangolo colorato in rosso, wy il friangolo colorato in
verde ecc....; eost @ manifesto che per saper formarve i suddetti
gruppi di oggetti, basta saper formare le combinazioni a due dimen-

sioni degli elementi letiorali My, ... Oy, Assimendo per coefficienti della -

dimensione I 3 1 numeri i =1,1,=2, ,—3 p per coefficient: della
dimensione w— 4 i numeri »,—1. =2 =1, r,=92

Esempio 2°. — La collezione dj oggeitl consta di tutfi cerchi;
quattro di essi sono per meta colorati in bianco, quatiro .per meta
colorati in nero e quattro per meta colorati in rosso ; inoltre tre di
essi hanno la rimanente meti bianca, tre la hanno nera. tre rossa e
tre verde. Si vogliono formare 1 gruppi di 6 cerchi, talmente che ogni
gruppo conlenga ry cerchi colorati per metd in bianco, »; colorati per
meth in nero ed », colorati per meta in rosseo ; moltre v, di essi de-
vono avere la rimanente meta bianea, v, nera, vy rossa e », verde.
Basta indicare i suddetti oggetti con ay, .. .. ttgg & formare la matrice

blanco nero  rosso verde

iy g Mg s | hiﬂﬂﬂﬂ
(g (foa e Mgy TNero
AT (Tqo Tay e Ir'osso

nella quale ad es. as rappresenta il cerchio colorato per meta in rosso
€ per meta i nere ecc.. ..

Esexeio 3°, — Si hanno dodiei segnl A, AsAzA BBy BB, 0, Cy O,
Si vogliono formare tutti i gruppi di sei segni per mode che ogni
gruppo contenga # delle A, -, delle B, », delle U; inoltre tra le let-
tere di uno slesso gruppo, ve ne devonoe essere, v, vs, 4,2, aventi
rigpettivamente 1" indice 1,2, 3.4, Basta indicare i suddetti segni con
g ... 45 e formare la matrice

ndici I 9 8 4

(Fyy (g g O || A
oy sy @w s || B
R s (tza @ay || C

cec.... Uome caso particolare A, B, C possono rappresentare avveni-
menti ciascuno dei quali sia accaduto quatéro volte negli istanti
byfy,ta,ls. B cost ad es. A, rappresenterebbe !'avvenimento A ac-
caduto nell’istante #, eco. .. .

EseMP1o 4°. — Si hanno quattro triangoli equilateri rispettiva-
mente di lato a,b,¢,d; quattro cerchi rispettivamente di rageio ¢, b, ¢, d:

e e
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quattro quadrati rispettivamente di lato @, b, ¢, @. Si vogliono formare
i gruppt di sei fra tali figure per modo che ogni gruppo contenga
r; triangoli equilateri, r. cerchi, »; quadrati; inoltre fra tali figure
ve ne devono essere v, ts, Us, th aventi il lato od 1l raggio rispetti-
vamente uguale ad a, b, ¢, d. Basta formare Ia matrice

raggioo lato e« b ¢ d

(y (hy (1 0 | triangoli equilateri
(lay fleg sy gy || cerehi
asy Oy (m Gg || quadrat:

ece. . ..
Da quanto & stato detto risulta che se con ay si indica un ele-
mento (un oggetto od un fatto) di una collezione. gli indiei 7 ed j
hanno per ufficio di indicare che tal oggetlto o tal fatto gode di due
propricta distinte ; alln 1% s1 accenna apponendo alla lettera o 1'in-
dice ¢ (1° indice), alla 2" apponendo l'indice j (2° indice).

Torniamo ora alla teoria generale delle combinazioni a doe dimen-
sionl. Consideriamo le successioni di indiei

1']1 Mo isaiiaa Ti']- ‘3)
N b, (3)

che diremno 1% e 2* permuiazione ammessa o relativa alla combina-
ZiOne iy e, ... dye, @ rignardiamoe come corrispondent: v e B
Conveniamo 41 rifenere che due elementi diversi della (2) o della (3)
facciamo inversione quando il maggiore & a simstra del minore, ed
indichiamo eon « il numero delle inversioni fatlie da due elementi qua-
lungue della (2), nen corrispondenti ad elementi uguali della (3), e con 3
i1l numero delle inversiom fatte da due elementi gqualungue della (3),
non corrispondenti ad elementi ngnali della (2j. Diremo che la ecom-
binazione (1) & di classe pari o dispari, oppure che ad essa compete
il segno -+ od il segno —, secondoché il numero z- 3 & pari o di-
spurt. Pertunto il segno di siffulia combinazioue & quello di (— 1)+
1l segno di una combinazione non dipende dal modo col quale si
siuccedono gli elementi ad essa appartenenti, ma & lo stesso comungue
questi siano disposti. Invero siano aye g o, doe elementi con-
secutivi della combinazione a, ... Gk,
Possono darsi 1 casi seguenti: 1° = o:0=01,; 2" ni=mn 4.}
h=F b 3 N t=0415 & 55754004,
Consideriamo le successioni.

Tt Yi-o Mo
‘ q
PR | TR § T Y (}

ottenute dalle (2) ¢ (2) scambiando % con %4+, ¢ fi con 8, +,, e sup-
poniamo che in esse siano contenufe rigpettivamente 2z’ e 3 inversioni,
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formate in ciascuna da due elementi diversi non corrispondenti ad
elementi ugnali dell'altra.

Nel 1°, 2% e 3¢ caso & a—u ;8=0"; nel 4 caso &1 ha o' =a = 1;
p—98*1quindi od '+ 3 =a-§ oppure &'+ f' =2~} = 2. Per-
cio 1 segm di (—1)*+7 e (—1)*+/ sono identici. Ora il segno di
(— 1) ¥ & quello della combinnzione Wity v v o Uy o 8,y Qi oee Motis
la quale si ottiene dalla data scambiando gl elementi consecutivi
Atrs Mgy 0, - Poichie lo scambio di dvee elementi consecutivi della
combinazione riym. . . @0 non fa cambiare il segno di essa, possiamo
concludere che anche eambiando comunqgue I'ordine dei suoi elementi
1l segno rimane inalterato,

Uid posto, poiché #, ...% & una permutazione contenente », volte
I"indice 1,.. .7, I"indice m, potremo sempre supporre la combina-
zione (1) ridotta alla forma

di modoche percorrendo da sinistra a destra la permuluzione dei primi
indiel della a, incontreremo prima r, volte I'indice 1, ... infine »,, volte
indice m. Sard allors # ,s,.,.5, la 2 permuotazione ed evidente-
mente: 1° conterra # volte I'indice 1, ¢ volte I'indice 2, . .. 2, volte
Findige 12 ; 2° due s appartenenti & due delle ¢ aventi lo stesso primo
midice, savanno differenti; cosi ad es, saranno differenti S198 4.0 802
$dlseey Sutni €CC. ... B'sara A=Y v=2=2 r ed inoltre » <n, (i=1.
coom) v =, (j=1,...n). Nella 1" permutazione relativa alla (4) non
e contenula evidenfemente alcunn inversione, vale a dire relativa-
mente alla (4) ¢ ha 2=0. Quanto alle inversioni contenute nella
% ...8, notiamo che s,... s, non fanno inversione tra loro. giacehé cor-
rispondono ad elementi nguali (totti nguali ad 1) della 1* permuta-
zione ; similmente non fanno inversione tra loro gli elementi sp+1,
vo ¥4 eCC.... d1 modoche, relativamente alla (4), il numero 8 & il
numero delle inversioni che ciascuno degli elementi appartenenti ad
una delle suecessioni

H]‘ & & & -Sr‘l: 1“["1,—1—1 & B = St'[‘{-l‘_'_': ----- : 1“]:'1—'—_ _+rlll—|-+] & ® @ 51‘

ia cogh elementi delle successioni che la seguono. Ne risulta che co-
mnaugue si permutino nella combinazione (4) gli elementi @y, . . . (11,5,,
¢ fra loro e cosl pure gl elementi U284 « - - Om o pure tra loro ecc.,
il numero B, e quindi il sedno della combinazione, il quale & quello
di (— 1), non mulano. Risulta pure che, per saper formare tutte le
combinazioni del tipe (4), basta saper formare tutte le permutazioni
S1.... 8, Lali che le ¢ appartenenti a ciascuna di esse verifichino le
condizioni suddette.

Notiamo ancora che essendo 8;.... 0k una successione di indici
contenente z; volte I'indice 1, ... #, volte I'indice n, potremo sempre

= —_— —
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digporre gli elementi della combinazione (1) per modo che essa acquisti
la forma

HE].I - % @ ﬂE'lll HE'£+1.2 P om o= r{ETI'i"‘T‘."-E & 8 & B B & ﬂ-&‘n ‘ﬂ)

L& seconda permutazione relativa alla (5) conterra v volte l'in-
dice 1,...2, volte I'indice »; inolire tra gli elementi ¢, ... ¢ della
prima permutazione, ve ne saranno » ugonali ad 1....», ugnali &
saranno poi differenti dus p appartenenti a due ¢ aventi lo stesso se-
condo indice e s1 avra: Ze=3Sr=1%L; n< m; 5, <.

Per saper formave tutte le combinazioni della «. basta adnngue
saper formare futte le successioni delle z,,... ¢z soddisfacenti alle
suddette condizioni. Essendo poi 8 il numero delle inversioni che cia-
scuno degli elementi delle successioni

Bl o oDvis Porfl - - cPordwese .o oo, orrbe Ay, 1. .- ER

fa eon quelli delle successioni che segmono guella alla quale esso ap-
partiene, saria (— 1) il segno della combinazione (5).
In seguito scriveremo la permutazione s, ... s: nel seguente modo:

|81 e | Bt e e Brebrw [ oo | Snecccdn bt Sk | (6)

chiudendo tra due | | i secondi indici della ¢ che nella (4) hanno lo
stesso primo indice. Cosi la permutazione delle s resta decomposta
i gruppi parziali: il primo groppo comprende le sy, ... s, il secondo
gruppo comprende le sntq,...844e ecc.; in generale il gruppo 0
comprende 1 secondi indici delle a che hanno il primo indice uguale
ad i Seriveremo la 1* permulazione relativa alla (4)

111...1(22,..2)....!mm...m| (7
' s Y

decomponendola in gruppi, dei quali I'i™° comprende tutti «li elementi
uguall ad i Considereremo corrispondenti i gruppi i della (6) ed i
della (7), e serivendo contemporaneamente la 10 e 2% parmutazione
relative ad una combinazione delle o, scriveremo i gruppi corrispon-
denti m colonna, come quni appresso:

i S Iy - S 2 || saes | BB 90|
18180400 8 | St oo Bty covs [ 8K onn | (8)

Poiche il segno di una combinazione non cambia cambiando co-
munque l'ordine degli elementi che le appartengono, si possono di-
sporre commungue gl elementi della 1* ¢ 2% permutazione ad essa
relativa, purché perd si mantengano sempre sovrapposti due elementi
corrispondenti.



PERIODICO DI MATEMATICA. 749

Consideriamo ora la matrice

e (Hl-nju (ﬂ’gu]u ..... LRI (fﬁnullm
........... S T W——
(”lﬂ)h—l.l (HE'J)H—-L‘-T- . E LI [ﬂm::]u—l,m
{"ll]ll‘l l“:"!)uﬂ- Yh e uma e {”IIH)um

di dimensiont s— u' = ed T m =n, la quale si ottiene rnotando

l& matrice A di un angolo retto nel senso mdicaio dalla freccia v .
L'elemento ay di A oecupera in A’ il posto di coordinate w —j -1,
ed /; percid lo abbiamo indicato con (@i n—j41,. Assumiamo guali
coeflicienti relativi alla dimensions = n' di A’ i numer’ »y, ... ¥y,

gia assunti quali coefficienti della dimensione I m di 4, e similmente
assumiamo come coeflicienti relativi alla dimensione Im' d1 A" 1 numeri

€1+ .. On, gla coefficienti della dimensione =— 2 di A. B c¢hiaro che 56

. 1 (R | [aees | s o0 |

a1 Sg.--ﬁnl.-..' -.--.51:!

(¥)

sono la 1* e 2* permutazione di una combinazione relativa alla ma-
trice A, saranno

(10))

ancora 1% e 2% permutazione di una combinazione relativa alla ma-
trice A" Adungue la 1" e 20 permutazione di una ecombinazione relativa
4 A sl possono assumere guali 2% e 19 permntazione di unn combina-
zione relativa a A’ e viceversa. Ne scgue che per formare le combina-
zioni relative ad una delle matrici A e A’ basta formare quelle relative
allaltra e seambiare in ognuna di esse ght indici delle « che le ap-
partengono. Come dalla matrice A si passa alla A’ mediante rota-
ziona =~ di 90° cosi dalla A’ si obliene la A mediante rotazione ~— -
di 90°, e I'elemenio che oceupa in A’ il posto di coordinate /, ) oecu-
pera 1 A quello di coordingte j, m' — i -~ |, Notiamo ancora che se
da una combinazione relativa a A si passa ad una relativa a A" seam-
biando gl indici di ciascuna delle q. i segni delle due combinazioni
coincidono, giacché se per una di esse @ a==\, B=2 sari per I'altra
=24, 3=10 ad il segno di ambedue sari gquello di (— 1),

Le combinazioni relative n A diventano combinazioni relative a A’
mediante rotazione »~  di Y°; si noti perd che <e le (4) sono le per-
mutazion 1" e 27 di una eombinazione relativa g A quelle della com-
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binazione relativa a A’ ottenuta dalla precedente mediante rotazione
= 7 da 90% non sono le (1)), bens) le

ln—si4+1,...0—sy=+1]....]..... N —8—+1|
L assseas s e 5 2B Vel 5 ¢ awm sun arars s " |

Similmente se le () sono due permutazioni 1" e 2° di una combina-
zione relativa a A, guelle delln combinazione relativa a A ottenuta
dalla precedenie mediante volazione —a di 90°% uneon sono le (10),
bensi le:

SIAno ancora

| waracacdl] §avmcacnsdiobva om: ) | P8 ama e v O] 90000
"R V- TR (SR T LN PR | AR e sy, |

le permutazioni anuesse ad una combinazione relativa alla matrice A;
nella 24 (i esse abbiamo messo in evidenza due elementi, che abbiamo
mdicati con w, ¢, rispettivamente appartenenli ai gruppi /™° ed jme,
Riguardo a tali elementi supporremo clie siano disnguali. e che in
talt gruppi /™ ed j®¢ nessun altro elemento sia uguale ad u op-
pure a v.

Possinmo serivere le due permutazioni nel secuente modo:

(b AP 1 I I ||| —— 5 1 | ———— |t oot oon (11)
| A Al A |,A  Avey || Ag A2 A ool A | Awe [ on. (119

indicando eon Ay, ... A, Ay, Ay, Ajay, .. Ay, 1 grappi 18, (i—1)my,
(= 10me, (g —1)me, (4 Do, Loonee della 29 permutazione, e con
A; 1 groppo degli elementi del gruoppo i diversi da v e con A, 1l
gruppo degh elementi del gruppo ™ diversi da v,

Consideriamo le permutazioni

1) RPN || e fin i s o v e LTPON | R TS ., m | ... (12)

delle guali Ja 29 i obfiene dalla (11') seambiando gli elementi # o +.
Evidentemente esse sonn 1° @ 2v permutazione di una certa eombi-
nazione relativae a A,

Sia 2. iF numero degli elementi di A; ed A; compresi tra v e ¢ e
ciod, se ad es. u >y, maggiori di # e minori di ¢; sia v, ed 7. il
numere degl slementi rispottivanente nguali ad # e » appartencnti
al gruppi Ai, Ay, oAy Vogliamo dimosirare 1importante

Trorema., — Lua combinazione ulic quale sono cnnesse lo periuta-
zioni (11) ed (L1') ¢ quella alla quale sono unesse le permutazioni (12)
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¢ (12) hanno o non hanno lo stesso segno, secondoche la sonima o~ 1,
e tispari o pari. (%)

Infatti indichiamo con (A,A,) 11 nmmmero delle permutazioni che
gl elementi di A, fanno con quelli di A,, (¢ > p), con (1, A;) 1l nu-
mero di quelle che = fa cogli elementi di A, cioé il numero degl
elementi di A, minori di v e con (A, ) il numero di gquelle che gli
elementi di A, fanno con w, cioé il numero degli elementi dh A, mag-
grorl di w. Sia § il numero di inversioni contenute nella (117 formate
du due elementi non corrispondenti ad elementi nguali della (11) e 5
il nunero delle versiom contenunte nella (12 formate da due ele-
mentl non corrispondentt ad elementi ugnali della (12). 11 segno =
posto tra due espressioni nuneriche intere signitichi che sono ambedue

pari od ambedue dispari. Sara:

=

=Ty WA A) et (8,400 +
- {l.:h ul+...+F.&,_,,m}-ﬁ-{Lu.—\.._u'i'..:*‘l'lul_i_.lJ“HuﬂJ]}-i-:J. lr.\._;]‘|‘,,.+{u.-'lml} ~=lnr)+
F A (i) LA (A o) (Ayr) - Liedse) o (rA )

i 0 T TR (5
1
O {[Alr]“t‘.. -+ l-‘1—hr}}—|—{[l?ai¢_1 |+.u'|_[l-'.rl'lj_1]_;_l_I'AJ'}+{[ﬂﬁj_1}+...+[ﬂém}} - {I"";'-l—
+1 At (A A A A (A0 Y A A )

o1 notl che se « fa inversione con » si ha (wr) =1 e quindi {(zr) =0;
se # non fa inversione con » 8 ha (we) =0 ed (vu)=1. Pertanto

3— 5= (A ... (A WA+ (A)) —
—rAiy) .= (0A)) —{(A) .. (A} £ 1

Iudichiamo con P il gruppo degli elementi contenente quellt el
aruppl Aoy, Ais..., Ajyl Ay, con Q guello contenente gli elementi
dei groppi A, A, ... Aj.. A con R quello contenente gli ele-
menti dei gruppt A, A; e con S quello contenente gli elementi del

SEHPP) Aty Aty oo Ajge Ay
Lmltima relazione otfenuta 1 pun scrivere:
3—§ = (uP) - (Qe) — (¢P) — (Qu) = 1 (13)
o

giacche il numero delle inversioni che  fa cogli elementi di A,y,,... A;
¢ pure il nwnero delle inversioni che » fa cogli elementi di P ecc.

"L 5L pub ancleo ennieiare cosl: il numero @elle Invoralonl contonnle nelle (1%, o Tormits a
due wlemanti oon corrmpondenti ad wlvmenty agoall della (118, ka o non ha o stesva Firilh del nu-
miero el wwversionl conbonnre nella 127, formate da 2 eslementt con corrspondents nil elewent)
uguall della 12, sscvndoehi & 4 4o yr & dispari © pari.
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Indichiamo con %, 7. il numero degli elementi rispettivamente
uguali ad » e ¢ confennti in S; sia poi ¢ il numero totale degli ele-
menti contennti in Q. 31 ha-

(Qv) - (eQ) =g — 7.

Infatti, sommando il numero delle inversioni che gli elementi di Q
fanno con », con quello delle inversioni che » fa cogli elementi di Q,
s1 ottiene il numero totale degli elementi di ¢ diminuito del numero
degli elementi di Q uguali a », coi guali » non fa inversione. Poichi
nessun elemento di A; & uguale a v per ipotesi, e poiche i gruppi S
e @ differiscono soltanto per gli elementi di A;, ne viene che gli ele-
menti di Q nguali a » souo anche gli elementi di S uguali a », ep-
perd il loro numero © ¥, . Similmente =i ha:

(Qu) - (1Q) = g — .

(Qe)=g—1.— (2Q)
(Qu)= q— Ty (1Q).

Sostifuendo nella (18) & (Qo) e (Qu) le espressioni trovate. avremo:

p—pF={(uP)4+g— %5 —(Q)— (¢P) — g+ n 1 (vQ) = 1

Adunque:

|11

e ricordando 1l significato del segno

B+ 3= (uP) 4 (uQ) + (eP)+ (2Q) + 475 + L.
(g =1 ha:

(P () ]:{(MAH_ N L7: T B 75 ]} - {[HAJ]—I—[H Ao H (A )

od anche:

(@) -+ (nQ) =2 (uAir) +. ..+ 2 (A )+ (eA) 4 (nd))
(4P) + (1Q) = 2 (uS) + (wAj) 4 (14;)
(4P) 1 (#Q) =2 (¢8) 4 (eA)) - (2A;) ;

0SSt

¢ similinente

¢ pertanto
P+ 2 =2(u8) + u(A) 4 (wAg) + 2 (¢5) + (2A) + (eA) + 7+ v + 1
ed ancora
3B = (A) + (vA) —+ (2A) + (2A) + 70+ 1 + 1
3+ = (WR) 4 (oR) + 50+ 1.

Sia ora ad es. » < ¢. Bssendo ) il numero degli elementi di R
(croé di A, ed A;) compresi tra w e v (ossin maggiori di « e minori

OSS1a
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di ), ed essendo A" il numerp degli elementi di B maggiore di v e
quindi anche di u, sara:

(uR)=%+2%; (eR)=X\
(uR) 4 (xR)=2)"+2
B+=20 A+ 11
3+HF=)+ Mt T L

pereld
e quuindi:

08814

Alla stessa conclusione si arriva se u = ¢. Pertanto la somma
3+ F @ pari o dispari secondoché % - -f-7+1 & pari o dispari,
vale a dire secondoche A 4w, -} %, & dispari o pari. Qundi: § e
sono ambedne pari od ambedue dispari se A - 54— 7+ & dispari: e 3
sono 1'nno pari e 'altro dispari se L, -+ . & pari. Ora i1 segni delle
combinazioni alle guali sono annesse le (117) e (12') quali seconde
permutazioni, sono rispeitivamente quelli di (—1)7 e (—1)%; per-
tanto esst coineidono o sono disuguali secondoché A 4 7, 4+ v« & di-
spari o pari. Vedremo in segnito I'importanza di questa conelusione.

Esgmpro. — Supponiamo che la (11) sia la

1321 125|623|14123(812|53 | (14)

scambiando gli elementi 5 ed 1 rispettivamente del 2° e 3° gruppo

g1 ha Ia
1321]21|623]4123|852]53]. (14)

Le inversioni congenute nella (14) sono quelle che gh element: di
ciaseun gruppo formane con quelli dei gruppi che lo segnono (e mai
con quelli dello stesso gruppo); esse sono quaranfadue: vy & il nu-
mern deglt elementi ngnali ad 1 contenuti in 3 ossia nel gruppo
(6,2,3.4,1,2,3); pertanto vy =1; invece n; =10, giacche I'elemento 5
non & contenuto alecuna volta in §; A & il numero degli elementl com-
prese tra 1 e 5 (ossia maggiori di 1 e minori di 5) contenuti nel
griappo K. ns<ia nel groppe (238 2) ehe comprende tutti gli elementi
del 2° e 5" gruppo della (14), eccettunti gli elements scambiatl 1 e 5.
Si ha pertanto L =3, giacché tuttt gh elementi di R sono compresi
fra 1 e 5. Adunque

;u+1]1+Tlﬁ::3+1 -th'l:-—-l.

Pertanto la (14°) avrii segno contrario a quello della (14). Infatti il
nomero delle inversioni in essa contenuie & disparl od uguale a
venlisette.

Casi particolari. — Sono interessanti due casi particolar: del teo-
rema precedente,

LR | S
— B - - -

[ ey ———_
r— Ty

e —

-y — _.'_'._"n..."-.- Sl
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1°. 88 j—=i411i grappi | Ay | ed | Ajp | sono consecutivi: in tal
¢caso il groppo S non esiste e si ha T +7%=0; 3F6=24F1.

Pertanto “ se gli elementi scambiati nella (11°) per aeer la (12) ap-
pariengono a gruppi consecutivi, le combinazioni aventi le (117 e (12)
quali seconde permutazioni sono o non sono dello stesso segno seconelochs )\
e dispare o pare ...

2% Se A; ed A; maneano, ciot se & I'iico elemento del LUPPo M
della (11) & » del gruppo g™ della (12'), allora 7 = 0. Se oltre a cio
1 groppi i ed oo pispettivamente contenenti il solo elemento u wd
1l solo elemento », sono consceutivi si La ) — =Ty =0 e 343 =1,
ossla G+ 7 & dispari.

Pertanto: “ue due ariuppe della 2° permuwtazione relativa el wna duto
combinazione sono conseenlivi e ciuscuno contiene wn solo elemento, Ia
. combinazione cui & anaessa quale secondy permutazione guella ottenuin
dalla permutazione suddetta mediante lo scambio dei due gruppi consi-
devati, lur segno contrario « quello della combinazione data .

Si € gia detto, parlando delle permutazioni di » numeri non tutti
differenti, che una di esse si considera come avente tl seano - od
il segno — secondoché il numero 3 delle in versioni im essa contenute.
e formate da due elementi tali che il maggiore sia a sinistra del mi-
nore, & part o dispari. Secambiando in wnn di tali permutaziomi due
elementi # & » non consecotivi se ne ottiene un'altra contenente ad
esempio 3 inversioni. Per quanto si & detto la somma 3453 & pari
0 dispari, e quindi le due permutazioni hanno o now hanno lo stesso
segno, secondoche Ia somma 7.+ 7. degli elementi che OCCUpaAnO Ul
posto intermedio ai posti occupati da « e ¢ e ehe sono uguali ad »
od @& 7, & dispari o pari. Cid & anche stato dimostrato a parie, par-
lando del seguo delle permutazioni di # numeri non tuttr differenti,

Vediamo ora se e ecomo nelle ipotesi Zr=Xr; 5 < u; 1 < si
possa formare almeno una combinazione delle (13 s« oo (g, OSSIR LNA
permutazione del tipo {(G), nella quale le s soddisfano alle condizioni
g note, >

Consideriamo il seguente quadro Qe di numeri

r‘ !rﬂ !'”
iy, —— ——
1 2 S n
i 2 H
; ? N

1

contenente in una prima verticale v numeri ngnall ad 1, nella 20 py
nguali a 2,... vell'ultima », uguali ad ». La vertieale im contiene
adunque r numeri ¢ diremo che » ¢ il sup arado. Formiamo in un

Ll i e A= um
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modo qualsiasi un groppo v; di 1 numeri appartenenti a verticali
diverse e scelte tra quelle di grado pii elevato (lali civé che nes-
sun‘altra delle rimanenti sia’ di grado pii elevato di quello di una
quelungue delle ry verticali suddette). Sopprimendo in Q, gli elementi
di vy, rimarrh un altro quadro Q,, il quale pud anche contenere
meno (i »# verticali, il che succede quando qualelhe verticale di Q,
contenga un solo elemenfo e guesto sia stato seelto a far parte del
griuppo Ye. Fra totil 1 gquadri che si possono dedurre da Qp soppri-
mendo » elementi appartenenti a verticali diverse, quelli otiennti
scegliendo tali verticali nel mode indicato, godono evidentemente della
proprielt di contenere il massimo numero possibile di verticali, Ope-
riamo ora su Q, come abbiamo operato su Q,, ciod scegliamo rs ele-
menti appartenenti a verbicali diverse, scelte tra quelle di grado piu
elevato ecc.... Suppomiamo che continuando in tal modo si siano
potuti formare 1 gruppt Yi. Yz, . .- Yuw, contenenii rispettivamente
vy, Ve, ...ty elomenti, fali che quelli di eiascun gruppo sono tutti di-
versi. Poiché in @, sono eontenuti o, ... v =»r ... », nn-
meri, & chiaro che cinscuno degli elementi di Qo fa parte di nno dei
Eruppt Yi, . -.Yw. Ora pud darsi che formato il grmppo v;, non si possa
pit formare il gruppo successivo Y., il che snecede quando il qua-
dro Q,, oftenuto da Q,., sopprimendo in questo gli elementi di 1. non
contiene 14y verticali almeno, cioé tante quante ne oeccorrono per
formare il gruppo (s di 1 elementi. Se & possibile formare almeno
1 un modo 1 gruppi Ya,...Yw allora not possiamo considerarli come
1" 2% ... m™, grappo di nna permntazione del tipo (6), giacche in tali
grupm lelemento ¢ compare appunio ¢ volte ed inoltre gli eiementi
di einscon gruppe sono tutil differenti, Se dunque sono A,...An gli
elementi di vy, ... An+ ooy - 2k quelli di vy, sara

;l ll! - r ;l‘fl ’ g *ees saa I}-r1+...-|-rm_l+l g & & J.}_-.— [
una delle possibili permutazioni del tipo (6], e sara

thx 2y (8] 0s s o s HI,J.I.I ........ (hm 2\

una delle combinaziomi a doe dimensioni delfe ay, ... ;.
Se inveee non & possibile formare almena in un modo 1 gruppi
Yoo Im, 8 conclude che non esiste aleona delle eombinazioni delle

SERR
Oy o= oo By

Un altro processo piii rapiflo e piin elegante per gindicare se (sol-
tanto se @ non g0 o come) ¢ possibile formare almeno una combina-
zione delle a sarh esposto in seguito trattando delle proprieta di un
simbolo che rappresenta il numero di fali combinazioni. Vedremo in-
fattt a guali condizioni dovranno soddisfare le » e le » affinche il
valore di tal simbolo, di sua natura intero e positivo, risulti mag-

more (i zero.
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lustriamo ora quanto abbiamo detto con un esempio. Sia la ma-
trice .
(ln Wy thy iy Oy,
flar  (lex Ggy  (loy (g

(fgy (laa (133 Oy My

di dimensioni »— 7 =25 ed 1 m=">:4 e supponiamo ¢, =2, vo=1, p;=1.
=2z =2 ; re=1 r==, »,=4. Ordinando le verticali di Q,
rvispetto al loro grado si ha il quadro

Ty s s (g g
" — p— —— " =
i 4 o 2 3

1 q 5

Il gruppo v, contiene =1 elemento che deve esspare scelto nelle
verticalt di grado pil elevato; possiamo sceglierlo in una delle ver-
ticali 1%, 2*, 3" che sono dello stesso grado: scegliendolo nella 1,
abbiamo il gruppo v, contenente il solo elemento 1, ¢ sopprimendo
tal elemento in Q,, rimane il guadro Q,

r—1 vy Vs s t's
— — — e — -
1 4 5 2 3
4 5

Per formare il gruppo v, dobbiamo seegliere in Qy, 12 =2 elementi
nelle verticali di grado pil elevato; ne sceglieremo adungue uno
nella 2% une nella 32 ed uno nella 1%, 0 4%, 0 5% ad es. nella 1=,

Adunque il groppo vy contiene gli elementi 4,5.1 ¢ sopprimendo
m 4 fali elementi, si ottiene il quadro Q,

re—1 Vo — 1 I's 1y

A — — — —— ——

4 5 2 3

contenente soltanto quattro verticali. Per formare il gruppo vs bi-
sogna scegliere in Qu,17,=4 elementi. appartenent] alle verticali di
grado piti elevato; poiche Q. contiene soltanto guatiro verticali, cia-
scuna di un sol elemento, il gruppoe Yy, conterra totti gli elementi
di Qq, cioe 4.5,2, 3.

Formati 1 Eruppl Yi, Ye, Yay potremo comporre la permutazione

T Ta Y=
1] 451 | 4523 !

alla quale corrisponde Ia combinazione Unauliznlla 1 ayliasiaatiny delle ayy.. 0.
I geuppi ¥, si possono formare nell'ordine v,, v, 3, in generale in
pir di mn modo, ma anche tormandoli in tutti i modi possibili, non




PERIODICO DI MATEMATICA. 31

possiamo in generale costrurre tutte le combinazioni delle ¢y,. . . . tu.
Per es. il gruppo v: si pub formare in tre modi, scegliendo qunale unico
elemento ad esso appartenefite nno degli elementi 1,4, 5. Formato 1l
gruppe yi, il gruppo ys pud formarsi in due modi; per es. se v, con-
tiene I'elemento 1, vs pud contenerve gli elementi 4,5, 2 oppure 4, 5, 3,
tormali 1 groppi v, e v il Sruppo vy pud formarsi in un sol modo
Pertanto le permutazioni [del tipo (6)], che si possono ottenere for-
mando i gruppl Ty, Ye, Y2 in tulti i modr possibili sono le sei se-
cnenti:

1145211453

1145311452

4152|1453 .

111531452

0[142 1453

ni;143 1452

flit esse non sono le sole possibili; on‘altra ad es. & la segnente:
1214511453

Trovando il caso generale. nsserviame ancora, riguardo alla for-
mazione dei gruppi v,,...Yw, che volendo constatare la possibilita di
formarli almeno in un modo, non & necessario formare per il primo
i gruppo v,, dopo questi il EMuppo ys ecc...: s1 pud ad es. formare
dapprima il groppe v di » elementi scelti m Q, nelle verticali di
grado piu elevato, poi il gruppo v; di 7y elementi ecc. .. Per es. pel
caso particolare dianzi esaminato sj puo tormare dapprima i Sruppo
=145 poi ;3 =2, infine v;=1,4. %3 ecc... Sempre in ogni Caso,
se In formazione dei Eruppi Y1, Ys. Ys... & possibile, si ha INA Succes-
sione di indici atta ad essere considerata quale seconda permutazione
di una combinazione a duve dimensioni delle @ a,,,. Se esiste una di
siffatfe combinazioni, & sempre possibile otfenere almeno in un modo
1 Gruppi ¥i,...%m, in un ordine prestabilito: il contrario accade se
nen esiste aleuna combinazione delle o.°

In una mia nota “ Sopra un metode per forinare aleune rorbinazioni
di elementi a pit indici . . , . gia eitafo, ho indicato un metodo per la
formazione delle combinazioni a dye dimensioni di mn elementi dati.
Esaminandolo se ne pud dedmre un criterio per gindicare dell'esi-
stenza di una almeno delle combinazioni dell ay,...au, e, se ne
eststono, formarne almeno uma. Esso perd, come mostrerd tra breve,
differisce sollanto formalmenta da quello che ho dianz indicato.

Sia S la successione delle »

SE I-].' Ellli,q (- .Hn-
Indichiamo con 8. una seconda successione dedotta dalla 8 di-

[ - L L Y q - + n
minuendo di un'unita »,, numeri. Le 8. SATANNO un numero di (3)
1




S8 PERIODICO DI MATENMATICA.

Da cinscuna S, deduciamo tutte le possibili suceessioni S, dimi-
nuendo di ma wmitd » numeri scelti tra quelli ehe sono diversi da
zero. Otterremo un certo numero (i Sire: da ognuna di quesfe de-
duciamo tutte le possibili Sy diminnendo d; unoaniti sy nnmer
diversi da zero e cosi continniamo fine ad ottenere le S ...,
Ora osserviamo che esistono certamente delle S, perehe In S con-
tiene n = r, numeri diversi da zero: perp puo non esistere alenns -
il che accade quando nessuna Sn contenga almeno 1. numer divers)
i zero ece... ; prd non esistere alenna Stz o wvay 11 che aceade quando
nessumL Sy L. e contenga almeno », numeri divers da zero.
Quando poi esiste mna Ori 4eesrys BSBR & composta di tatti zero, Iy-
fatti corrispondentemente ad una Srioeoru. esiste n uruppo i sne-
cessioni S, S,.. Sy .. )4+« tity Stieve me thle che CIASCGIMA si §
dedotta dalla precedente e Fultima di esze & Ja St « < rm 1IN (JlIE-
~shione. Ora le wniti sottratte complessivamente dagli elementi d
tali8 8,,,...8.... ri— per oftemere la S,..... sono R P S
ciog guante ne contiene Ja S stessa; percio la S. ..., non pro con-
benera che soli zero. Supponiamo ora che esista una Sy, ..., . Fssg s
sara oftenuta da una §,,, . <+ ¥rpey diminuendo di wnunita Va NNET]
aventi 1 posti of,. .. 2:.: Ia Srye.erm—y suddetta si sarh ottennta da
ma Sn...rw-. diminoondo un’ unifa », _, nomeri avent] i posti
F1geveBrum @CC....; ]a Sn & sari dedotta dalla S dimipuendo d;
un unitd », numeri aventi | posti g, ...z,
Orbene se noi scegliamo nell altimo orizzontale della matrice

rfu ".-ru - g o ﬂllll
rrﬂ Efﬂ ----- - ”"n
Oyt Uy v v o u v fan

]& rfmll'lu - & § ﬂm#r;n‘ nﬂ]]“ pEﬂU“imﬂ. ]E "m-——l.ﬁ'i ' " rr"l— ||||'il.|'m -1 i:.1:"1_‘- “aay I]I'_"'Tlﬂ
prima le ay., . .. ley, . OLtentamo una delle combinazioni delle ta .. it

Infatti essendo la Siiy .. rm composta di tutti zero, nelle Sy, .4,
Sry, 8 dalle quali & stata dedotta, comparirannoe, ad es,. a]]'jme posio.
indipendentemente dall'ordine. ; uomeri v, —1,4—2...  le quindi
delle @ scelte nella matriee suddetia ve ne saranno appunto r, ap-
partenento alla /™ verticale: & poi evidente che quella appartenent;
ad una data orizzontale, per es. la j"% sono in numero di ;, Ad ogii
Sti. e COTTISpOBdE adunque una combinazione delle ¢ e ViCeversa:
eppero tante sono le S,,... n, quante le combinazioni delle a. Risnlis
da quanto si & detto clhe: condizione necessaria ¢ sufficiente per !eyi-
stenza di uno combinazione delle a,. . . & € Ueststenza di una S, . ..
Un tal eriterio & teoricamente semplice, ma & conveniente, dal punto
di vista pratico, metterlo soito um’altra forma. Abbiamo gii osser-

valo che nel dedurre le Sy dalla S, le Su. dalle Sn eecc. .. pud darsi

.

Ry = e et i —
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che non si arrivi ad una Say.vony Per eg non e possibile formare
-alcuna combinazione delle « appartenenti alla matrice

Uy (ha Gy oy, |
oy (fga Myg (fa,
(o1 (g (Tay 1y

di dimensioni e—s 5 — 4 ed I m=34 assumendo y, —1. Fa=d, 9, =23-:

O0=3, Bs=3, ty=1, r,=1 quantunque sia » -4y gy =g + 2+
— -t < g, U = o, giaechd dovendo clascuna combinazione
contenere ghi elementi delle prime due verticali. conterrd due element;
almeno di ciascuna orizzontale. e non Potra quindi contenere un solo
elemento della 1 orizzoniale. Non esiste adunque, relativamente g
questo caso parficolare aleuna Sii. . rue Nel easo generale dedncendo
da una Suna S, . quesia una S,,.,. ece. POSSIAMO sempre far in modo
che ciascima successione ottenyiga contengn il massimo nnmero pos-
sibile di elementi diversi da zero. Basta a tal Uopo, quando si passa
dauna S;...., ad una S, . ey Aiminuire di wn‘uniig, i1 MINmeri della
> — i, ball che nessuno dei rimanenti sia maggiore di aleans di
essi. Ora se procedendo con tale uvvertenza, non riuseiamo ad ottenere
una Sn, ..., dobbiamo coneluders che non esiste aleuna -
che ¢ i mpossibile formare anche nna sola combinazione delle ay,,...a,..
Se ad es. si avesse W=, m=d4; =4, g — 2 vs=1, 2, =4, ¢, —2.
=1, ry=—=4 y,= 4, 13=1 sarebbe:

=412 1. 4 2.

Per dedurre dalla S una Sn avente il massimo numero possibile (0
elementi diversi da zero, bastera nella S diminuire d; un unitd »y =1
numero. tale che nessuno de rimanenti lo supert, ciod il 1° od j] &%,
ad es. il 1° Si La cos) una S, e precigsamente In 5n=3,2 14,2 8o
da guesta vogliamo dedurre nna delle 8. aventi il massimo numere
possibile di elementi divers da zero. dobbinme diminuire di un’ units
i numeri 1Y, 2° 4° 59 eiaeche nessuno di essj & superato da alcuno
dei rimanenti. Otteniamo eosi la Sne=2,1,1,8, 1. Analogamente da
tale Sey. deduciamo ung Srirry Bvente il Massimo numero di elementi
diversi da zero, diminuenda di un'unita gli element; 1% 2987 40 (op-
pure 1° 3° 4° 50, 198° 4% 2"); ofteniamo Iy s L,0,0,2,1 e poiché
€538 non contiene r, =4 mimaer; diversi da zero, concludiamo che nop
esiste aleung \ P—

Conoseiamo adunque due criter per formare, se esiste, almeno una
combinazione a dye dimensioni dalle M1y oo Oy, 10 facile constatare
che tali eriteri non differiscono sostanzialmente tra foro, Infatli se-
zuendo il primo si deve formare un ETUPpo y: contenente ceprti el
mentl 1., ..t soelti in {J; nel modo indicato. Seguendo il secondo s

- —
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deve dapprima formare una S, deducendola dalla S nel modo indi-
cato, Ora gi ha:

Y ——
b:!.15'.'.;}11‘..-!*T-fiqui't"l|=!-itrn

dove » sarsPre sono ry delle ¢, tali che niuna & superata da alcuna
delle rimanenti. Possiamo assumere quale S, la

D=2, exeq Ty 11-*-‘1F1r1-__]:"'!'"1l

¢ quale groppo v, il grappo

-rlE-:ll-:gIl!l kT

contenenle » numeri scelti sulle verticali -,™, . .. z@ di @, (la ver-
ticale ™ & composta di soli 7). Similmente alla S.., dedotta dalla Sn
precedente, si pno far corrispondere un gruppo e di - elementi ece. ..
si comprende che se & possibile formare almeno in un modo una Sr, ... .
sara pure possibile formare almeno in un modo i gruppi -, .. oo Y €
viceversa. | dne criteri sono adungue equivalenti.

Formazione ed enumerazione delle combinazioni delle .. .., —
\ediamo ora con quale processo data una combinazione delle i3 6. T
sl possano dedurre da essa futte le rimanenti. Bastera evidentemente
saper dedurre dalla permutazione

dei secondi indici, relativa alla suddetta combinazione, tutte Je per-
mutazioni analoghe. Occupiamoci dapprima di un easo particolare;
suppomamo cioé 1 =r1ry=,..=n,==1. Ogni combinazione delle a
gard del tipo

14 820 0 8 €ssendo la secondu permutazione contenente r voite Iin-
dice 1, v volte l'indice 2 ecc... Una delle possibili permutazioni
($10008) & In (11...122....2...0m...n) contenente ¢, numeri
uguali ad 1. seguifi da » numeri ugnali a 2 ece... Le seconde
permuatazioni delle altre eombinazioni sono pure permutazioni degli
elementil,1,... 1,2,2,...2, . ..n,n....%, e Noi “la sappiamo come si
deve procedere per formarle rapidamente. Siccome pol sappiamo pure
determimare il segno di eiaseuna permutazione. sapremo pure deter-
minare il segno di ciascuna combinazione delle «. il guale non diffe-
risee da quello della 2 permutazione ad essa relativa.

Esaminiamo ora il caso gonerale e supponisnmo dapprima m =2
Si vogliano ad es. formare le comhinazioni relative alla matrice

” fln @y (g My g g Oy
|, oy Qg (ag floy (fas fgg (lay
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di dimensioni = 7 ¢ ! 2, assumendo s, = 4+ Ye=0;7ry =2 py=1.
v =12=2, rs=1,r=1, 1y=1. Cominciando = formare la seconda
permutazione di una di esse, ad es. la

1142814567 (15)

Nella 2% permutazione delle altre combinazioni 2li elementi 1 o 4
devono trovarsi sia nel 19 sig nel 2° gruppo. Gl elementi eche tro-
vausi nella (15) una sola volta sono 2.3.0,6.7 e le loro combina-
ziont due a due sono (2,3), (2, 5). (2,6), (2,7), (3.3), (8. 6), (3, 7),(5, 6),
(5.7), (6, 7). Nella (15} compare nel 1° gruppo la combinazione (2 ),
percio totte le rimanenti seconde permutazioni si otlerranno com-
ponendo il 1" gruppo cogli elementi 1,4 e con quelli di una delle
suddette combinazioni binarie ed il 2° cogli elementi 1 e 4 e con quelli
fra gli elementi 2,3,5,6.7. che non appartengono al 1% Tutte le ge-
conde permutazioni delle « sono adunque le

142383 L4567 |
1425 |143867% )
1426 ldfiﬁTJ l]h}

11467 | 1423

et

e tutte le combinazioni delle @ sono le:

(fny Oy Mg Mg Oy (T fing {log sy
(fiy Ml dlye g Oy ey (g gy o

My My the (fm ffgy f(lga (lgg o

Se inberessasse determinare il segno di ciascuna delle (1 6), il gnals
¢ anche il segno della combinazione corrispondente, basterebbe do-
durre da una di esse. per es. dalla 1+ | 1423 | 145671, le rimanenti
nel segnente modo, Si considerino nella (15) gli elemenii ¢he fanno
parte di uno solo dei due gruppi: essi sono 2 e 3 per il 1" gruppo,
4 6, 7 per il 2'. Seambiando uno di tali elemeuti del 1° gruppo econ
uno di quelli del 2, per es. il 3 col 5, si ha la

| 1425 | 14367 |

che & la 2" della (16). Secambiando in una delle due permutazioni gii
formate uno degli elementi dal v groppo diversi da 1 & 4 con uno
di quelli del 2" pure diversi da 1 g 4, per es. scambiando nellg 2v
gl elementi 5 del 1" gruppo e 6 del secondo, z1 ha Ia

1426 | 143567 |
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che & la 3" delle (16). Similmente in una qualonque delle tre permu-
tazioni gia formale si potra scambiare un elemento del 1" gruppo
diverso da 1 &4 con uno del 2° pure diverso da 1 e 4, e cosi via si con-
tinuerd, finché saranno comparse nel 1° gruppo tubte le combinazioni
binarie degli elementi 2,3, 5, 6,7, una per ciascuna permutazione. Ora
il segno della 1" permutazione secritta, ossia della | 1423 [ 14567 |
& —, giacché In essa sono contenute tre inversioni; il segno delle
rimanenti si ottiene facilmente, giacche ognuna di esse si deduce da
una di segno noto (la 2* dalla 1%, la 3* dalla 2*...) scambiando due
element: appartenenti a due gruppl consecufivi e tali che ciasenno
di essi trovasi in un solo dei due grappi; bastera applicare il criterio
gia esposto, che si compendia nel teorema dianzi dimostrato,

Nel caso generale essendo w— n e T 2 le dimensioni della matrice
data, siano v v - .. ra 1o 2 uguali a doe e vg v . .. o3, quelle uguali ad
mno. Sara pHg=mhk=r +ry=—tu—+ .. . ——vu, -t op .. . L+ gy =
—= 2 p-q. Le seconde permutazioni di tntte le combinazioni delle «

s1 formeranno eomponendo il 1" groppo con gli elemenhi =z ... %, e

con 1 —p degh elementi £, ... 8, scelti comungne, il 2° con gli ele-
menti a,... =, e col rimanenti . —p dezli elementi B, ... B, mon
appartenenti al 1° gruppo.

Se delle suddette permutazioni interessa determinare il segno,
basta formarle come segue. Se ne scrive una qualunque, e se ne
defermina 1l segno confando il numero delle inversioni in essa conte-
nute. 11 1" gruppo di essa conferrd gh elementi o4,...0, ed 1, —p
degli elementi §,,...3,, cioé quelli di una delle combinazioni » — p
ad »—p delle B, ... By; 1l 2° gruppo conterra le ..., e guelle
fra le §,...[H, che non compaiono nel 1" gruppo. Dalla permutazione
scritta s1 potra dedurne un'altra scambiando uno degli 7, —p elementi
del 1" grappo non comoni al 2° con uno degh ».— p del 2" non co-
muni al 1°; i segno della nuova permutazione si dedurra da quello
della 1* conformemente ai eriteri gia indicati. Cod nel 1° gruppo sa-
ranno 214 comparse due delle combinazioni #, —p ad », — p degli ele-
menfl 5, ... fi,; da una qualunque delle permulazioni gif formate ne
dedurremo ora un'altra scambiando uno degli elementi B.... §,. del
1" gruppo con nuo degli elementi §,,. .. B, del 1° gruppo con uno degli
elementi 5, ... 0, del 2" acc..., cosi confinueremo finehé ci saremo ae-
corfi che nel 1" groppo sono comparse tutte le combinazioni r — p
ad » —p delle 5,. ... 8,. Il segno di ciaseuna permaotazione si potra
determinare seguendo i erileri gia indicati, giacche essa si ottiene da
una di segno noto secambiando due elementi appartenenti a due gruppi
consecutivi, (il 1° ed il 2°), e tali che nessuno di essi & comune ai due
gruppl.

[I numero della combinazioni delle @, ...as, si determina facil-

y ’ ; “Uyrgrsvu'P
mente. Indichiamolo eol simbolo L : R "]; (g, o < iy Sv=1y~ 12}
17g
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- . - & v: o == rﬂ
r; = 2); Osserviamo anzitutto che il valore del simbolo [ R ] non

dall'ordine di snceessione delle . Riferiamoci ad es. alla matrice

‘ﬂ_u (hya ha (e ths s s
(lay (Tag (fpa (lyy €Iaz Hog tlog

per laqualeri=4, 1i=35 =2 ta= 1. ta=1, n=2. =1, 5s=1,
rr=1, f:uppnmamn di assomere altri valori per #,,...7, ed indichia-
moli eon & .... ¢ Sia v =1 =1, #,=2 o= r’=2 1=l
v'y=1; come si vede le ¥ non sono che le » prese in un altro or-
dine; quando la serie delle #,...v; & la serie dei nnmeri 2,1,1, 2,

1,1, 1 il numero delle ecombinazioni relative alla matrice saddetta &

2132111 s
A7 ] guando invece ¢ la serie del numeri v;,...¢57 C10é

| SRR il 4 &3 (40 5 -
1,1,2, 1.2, 1,1 1l numero delle combinazioni & 15 . B fa-
cile vedere che tali numeri sono uguali. Infatti sia | 1423 | 14567 |
la 2* permutazione di una combinazione della 12 specie; in essa sono
ripetuti due volie gli elementi 1 e 4 & compaiono invece una sola

volta gli elementi 2,3,5.6,7. Nella 24 permutazione di una cumbmu—_

zione della 2% specie sono invece ripetuti due volte gli elementi 2 e 5
e compaiono una sola volta gli elementi 1,2.4,6.7. Adungne se in
cigscuna permutnzione relativa ad una combinazione della 1* specie
sostifuiamo I'slemento 3 all’elemento 1, e similmente 5 a 4, 1 a 3,
4 a 5, abbiamo la 2* permutazione relativa ad una combinazione della
24 specie e viceversa. Per es, la permutazione snddetta mediante le
indicate sostituzioni diventala | 3521 [35467|. Tanto sono adun-
que le combinazioni della 1* specie gquanto quelle della 29, epperd

l‘”-’ll"ll]] 1]‘1‘"-‘11]
- 45

';'I

Il valore del simbolo [ ] non dipende adungue dal modo

i succeders: delle v, e si dlmuﬂtrﬂrﬂhhe stmilmente ch'essp non di-
pende dall’ordine delle ». Potremo adunque supporlo rvidotto alla
forma

e
i— 12.,.2
E—
dove, 1. .2 &, latta astrazione dall’ordine di snceessione, la

serie delle ml.... tn, contenente p numeri uguali ad 1 ¢ p, uguall
a 2. OUsserviamo ancora che se ona delle r ad es, 7y & uguale a 2,

si ha:
!'; ri f'] — 1. J't_] I 1 .

e ey ——
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Infatii ciascuna delle combinazioni delle @, confiene gli elementi
iy ed ay; quindi esse si possono formare associando tali elementi a

quelli delle combinazioni relative ad una materia che i ottiene dalla &

Gy « . « g

fm . . . oy
cienti della dimensione w—n—1 i numeri ry, .. .0y, 0y, ... 00 0
quali coefficienti della dimensione T 2 1 numeri 1 —1, 1, — 1. Per es.
sl ha:

’, sopprimendo la verficale i, ed assumendo quali coeffi-

11112‘33]__[111].‘32]_['11112'_ 1111]
16 L 35 1 | __’l

- S I . B
[l’;....l’,,]_ll....li’....ﬂ]_[ | [PORE | ]
rey?s 1 1y A Ln—para—py

ovvero, indicando una successione di . numeri ngnali ad « con ..,

[-1!1...1:!“]*[ L p) [
rists 4 Lri—pa, s —pal’

Lo differonze » —pe ed v — ps non sono mai negative, essendo
Lipn
=Py 'n— Ps
combinazioni relative ad una matrice di dimensioni = p, con coef-

ficienti uguali ad 1, e i 2 cot coefficients », — po, 1o — ps. 51 ha, come

¢ evidente, e come risulta dal processo esposto per la formazione
delle combinazioni relative ad wna matrice di dimensioni s

EIB:

[ ll']n'll ?lpul ]= [ 1““] ] :( pu| ): ( f 40 )
M 1'a " _Pah )y __pi l",‘[ — _P:l . L pﬂ'

Ad es. é:

[2112111]_ 11111]____[1{51]_(5)
45 =1 23 [Tl23\e

In tal cagso & py=>5: pa=2: 1y =4: ry=>.
Si ha in particolare

o3 I=(0)=(p)=1

pe =y, s, 11 simbolo [ ] rappresenta il numero delle

] |

[a)=10

--.-l—.,“. =—
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. . : 1] . = T3
Convenzionalmente seriveremo [ ;"J mvece di [U‘::].

SE p._::{]' Ei hﬂ-:

['ﬂl ssesbn ]:[ 1[;1:,1 ]ﬁ_(ﬂ;)_(p;) _'P:t! P:f
"1 a 13 I'g 2 Iy I I"a ] 1'1! [Pi —3'1]!— l]! J‘g! ]

In tal caso e pp=n—n-+reu=v=...=¢,=1. Il primo
gruppo di eiascuna delle seconde permutazioni relative alle combina-
zioni delle «. ¢ voa defle combinazioni », ad » dei numeri 1, 2, ... %3
1l secondo gruppo confiene quelli di tali niuineri ¢he non apparten-
gono al primo.

ll caso: m=3. In seguito. considerando la seconda permutazione
di una combmazione delle ay . ... ay, quando diremo (i scambiare
un elemento di un gruppo con uno di un altro. infenderemo sempre
che lo scambio debbea effettwarsi tra due elementi, tali che nessuno di essi
site comune ai due grappi. Chiameremo poi con U, Poperazione me-
diante la quale da una permutazione gnale ad es. Ja (142314567 |
composta di doe gruppi, s1 deducono le rimanenti, mediante scambi
tra un elemento del 1° gruppo ed uno del 2°, e diremo che tali per-
mutazioni sono il risultato della (. esegnitasulla 1423 [14567].
Issendo | 142314567 | Ay| mua permmitnzione di tre gruppi,
(I'nltimo & indiecatn con As). considereremo qnale risultato della O
esegmita su di essa, 1l complesso delle permutaziom ottenvte assu-
mendo A, ecome terzo gruppo. ed assnmendo come 1° e 2° gruppo
rispetfivamente 11 19 e 2° gruppo delle permutazioni olienute ese-
cguendo Ou sulla | 142214567 ", Adunque eseguendo la O. sulla
| 1423 14567 | Ayl sihanno le permutazioni | 1425 | 14367 | Asf:
11426 (14357 | Asls... ecc.

Esammame ora 1l caso m =13, 51 vogliano ad es, formare le com-
binazioni relative allu mulrice

tlyy (ha (Mg (lyy s

(g (fgn Mg Moy as

(Tgy (Mo ligs Ty (fgs

(i dimensioni =— 5 e I 3 assumendo =2, wy=3, =25 1n=2,

ra=1, ta=2, t;=1, is=1 & quindt K =5Sr—=3pr=17. Lia seconda
permutazione i una di espe e la

|13 | 214 | 53 | (17)

Hseguendo su essa l'operazione () si hanno le
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Esse e 1a (17) sono lulte le seconde permutaziom avenfi comune
i3 gruppo | 58 |- Gli elementi differenti dei tre gruppi della (17)
“omo 1,3, 3,4, 5. e le loro ecombinazioni binarie (due a due) sono (1 2)
(13) (14) (15) (23) (24) (25) (34) (33) (45). Dj esse, nelle permuta-
zioni sinora ottenute, una sola trovasi nel 3° gruppo ed e la (58).
b ina @i tali permutazioni scambiamo un elemento de] 3° ETUPPO
“on uno di quelli dei aruppi 1° o 2 in modo da far comparire al
S Bruppo unaltra delle suddetfe combinazioni binarie: (avvertendo
il solito che nessuo degli elementi scambiati sin comune ai gruppi
ni juali ess apparlengono: per es, non si potrebbe scambiare nella
(131214538 lelemento 3 del 4 gruppo coll’elemento 1 del 1*
Prerehe esso elemento 3 o comune al 1% e 3 aruppo); procuriamo in oltre,
40 ¢ possibile, di scambiare due elementi di due gruppi contigni, cipe
del 140 g 20 Eruppo. Scambiando ad es. nella | | 3 1214 53| Tele-
Miento & del 3° gruppo coll’elemento 2 del 2% si ha la

| I3 1514 23 |
Unlly guale, mediante Foperazione O, si deducona Je

| 15 | 314 ' 23
| 14 | 518 | 23 .

Iisse e 1a | 13 | 214 | 23 | sono tutte le permutazioni aventi
1253 | quale terzo gruppo. It cosi abbiamo gia formato sei permuta-
2, In una qualungne di esse seambiamo un elemento del 3° gruppo
Gt une dej ETuppl rimanenti, preferibilmente con uno del 29 gruppo
che g contiguo al 3° in modo da far comparire al 3° gruppo nna delle
stiddette combinazioni binarie, diversa perdp dalle (53), (23). Scam-
biandp ad ez, nelln I, cioe la 113 214 | 03| l'elemento 5 de
¥ wruppo coll'elemento 1 del 2° i ha Ia

113 ] 254 18 |
dulle quale medianto l'operazione O, si deducono le

(112 | 354 | 13
16| 3241 13
[4 320 | 13
341 125 13
| 351 124 | 13|
2| 1541 183
o | 314 | 13
4 [ 315 13
4| 312 ) 13

‘ -
. .T: Sl
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Si hanno cosi tutte le permutazioni aventi comuni 11 3° gruppa
13|, Ed ora si continu nel processo ormai evidente; si ottengano
cioé tutte le permntazioni nelle quali il 3° gruppo & una delle com-
binazioni binarie suddette, diversa perd dalle (53), (23), (13). Per es.
scambiando nella | 13| 21453 | gh elementi 4 e 5, vispettivamente
del 1" e 3" gruppo, si ha la

| 148 2104 3.

e da questa. mediante la O, «i hauno e

3 | 43

Sinilmente seambiando in una dells permutazioni gia formate,
ad es. nella |13 12141581, gli elementi 2 ¢ 3 rigpettivamente del
2" e 3" gruppo, si ha la

1131314152

suila guale non si pud esegnire In 0., non potendosi scambiare alcun
elemento del 1" gruppo con aleuno del 2o giacché tutti gli elementi
del 1" gruppo fanno parle del 2°, Seambiando ancora nella|13{214 53]
ghi elementi 4 e 3 rispettivamente de] 2 ¢ 3 gruppo, si ha la

[13 | 213|541

sulla quale non si pub eseguire la .. giacehe gli elementi del
1" gruppo sono pure elementi del 2°. Seambiando nella | 13 214 |53
gli elementi 1 e 3 rispettivamente del 2° o 3 gruppo, s1 ha Ia

|18 |284 |51 |
dulla quale, mediante Ia 0w, si deducono le

23118451
1481231 |51 |

51 sono cos) gia formate ventiguattro permutaziont, quelle cioé nelle
quall il terzo gruppo & una delle combinazioni binarie (53), (23). (13),
(43), (52), (54). (31). Possiamo ora ottenere le altre, nelle quali il
&' grappo € una delle combinazioni binarie (21). (24), (14), R cosi ad
esempio scambiando sulla |13 1514123 (la 4" delle permutazioni
gii formate) gli elementi 1 ¢ 3 rispettivamente del 2 e 3¢ Eruppo, €

ha la
Ilﬂ]534i21]

e da questa, mediante la Oy, si hanno le

|58 ]184 ¢
|43 531 |
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Scambiando ancora nella |13 [514 |23 gli elementi 4 e 3 ri-
spetfivamente dal 2° e 3° gruppo, si ha la
1351324,

sulla guale non si pud eseguire la Os. Infine scambiando ad es. nella
113125413 | (la 7™ delle permutazioni gia formate) gli elementi 4
e 3 rispettivamente del 2v o 3 gruppo si1 ha la

113253114

dalla guale, mediante la .. si hanno le

e e R

123158 |14
153213 14].

Si sono cosi otfenute trentuna seconde permutazioni delle combina-
zionm delle wy. .. @e: nessun'altra & possibile all’infuori di esse.

Se occorresse determinare il segno di ciasenna permutazione, e
quindi anche guelle della eombinazione ad essa corrispondente, si do-
veebbe anzitutio determinare gnello della 1* permutazione formata.
cioé la | 12814 | 53|. In essa sono contennte due mversioni, e per-
civ le compete il segno +; il segno delle rimanenti permutazioni si
determinerd segnendo le norme dianzi indicate. Queste sono pol pii
facili ad applicarsi quando eciascuna delle permutazioni (la 1 ecoet-
tuata) si obliene da un'altra mediante lo seambio di due elementi ap- ;
partenenti a gruppi consecutivi; percid, nel formare le varie permu- ]
tuzioni, & conveniente, ma non necessario. se vuolsi determinare il
segno di eiascung, operare soltanto scambi tra elementi di due arnppi
contigui. In tal modo abbiamo appunto operato nel formare le suddette -
trentuna permutazioni.

Si & visto festd, che fra le trentuna permutazioni formate, ce n'e
almeno una nella quale il terzo gruppo & una quahmaque della com-
binazioni binarie (12), (13).. . degli elementi 1,2, 3, 4. 5. Cio non suceede,
nel caso generale, quando una o piir delle v, 2, ...2, & nguale a tre.

Per esempio volendo formare le seconde permutaziont delle combina-
zion relative alla matrice

- -

b R S R L 1 W

flay (lyg 4y (lyy

ey Tuy oy gy
(Tpy Uag las gy

supponendo » =1 =3, ¥g=— 3 9y — Zive=—3:m=1:6,=—1, comin-
cierd & scriverne una ad esempio la

1212311412
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Essendo zo=3 ogni gruppo di una qualinque di tali permutazioni
dovra contenere I'elemento 2, e guindi delle quattro combinazioni ter-
narie deghi elementi 1, 2, 3, 4, quelle che possono essere 3° gruppo di
una permubazione sono le (123), (234), (214). Nella [2 231 (412 il
A" gruppo & rappresentato dalla (412). Da essa non si puo dedurre
alcun’altra permutazione avente comuue il 3" gruppo, giacche non si
pud eseguire su essa loperazione (.. Gli elementi del 3* gruppo non
possono poir scambiarst con quellt del 1°, & soltanto I'elemento 4 di
esso puo scambiarsi coll’elemento 3 del 2° gruppo. Esegnendo un tal

secambio si ha la
12'241 1312 ]

sulla quale non si pui esegnire la (s, Le due permutazioni formate
sono le sole possibili. Per altro esempio vedesi che dalla | 3, 314123
si possono dedurre soltanto le [13 312143 ;1384213 ;
H31312[12[;[23 1341 (13]. Le combinazioni binarie degli ele-
menti 1, 2, 3, 4 sono sei, & quelle che possono costituire il 3* gruppo
sono soltanto tre e precisamente quelle clie eonfengono I'elemento 3.

Risulta da gquante @ stato detto che per formare le seconde per-
mutazioni di futte le combinazioni relative nd una matrice di dimen-

S10N1 =—s 3 ei 3, basta: 1" seriverne una e badare se essa contiene

elementi ecomuni ai tre gruppi; 2" formare quelle fra le combina-
zioni ry ad vy dei nomeri 1, 2, 3 .. «, che contengono tutti gli elementi
comuni a1 tre grappi della permutazione gia seritta. ¢ nel easo che
non esistano elementi comuni, formare le combinaziom »y ad 1y det
numeri 1,.., n: 3 eseguire l'operazione 0, sulla |* permutazione for-
mata; 1" scambiare im una delle permutazioni formate un elemento
del 3 gruppo con uno dei gruppi rimanenti, in modo da ottenere una
permutazione nella guale il 3" groppo sia una delle suddette combi-
nazioni »"™° degli elementi 1....n; 5% eseguire la 0, sulla permuta-
zione oftenuta quale resultato del suddetto seambio ecc.... ¢ cost
continuare, finché non si @ potuto aceertare che mediante uno secambio
da eseguirsi tra un elemento del 2° gruppo di una delle permutazioni
formate ad une dei gruppi rimanenti, & impossibile ottenere nna per-
mutazione nelle quali il 3 grnppo sia una delle combinazioni gere
differente da quelle che hanuno figurate, quali 3" gruppo, nelle permu-
taziom gia formate,

Si osservi sempre che: ogniqualvolte si scambia un elemento
del 3" gruppo con uno di qu@li del 2* ¢ del 1*, lo scambio pno ef-
fetbnarsi su una qualunque delle permutazioni gia formate; 2° snlla
permutazione ottenuta gnale risultato di un dato scambio deve sem-
pre eseguirsi la Oy; 3° l'ordine secondo il quale si pud comporre il
3" gruppo cogli elementi di una delle suddette combinazioni rg®ie &
indifferente; 1* la permutazione che deve scriversi per la prima pubd
essere una (ualungue delle permutazioni possihili.
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L'operazione mediante la qnale da una permutazione a tre gruppi
detta fondamentale si dedueono le altre, scguendo la regola ora enun-
crala, si indichers con Os. Cos si dird ad es. che le seconde permu-
tazioni delle combinazioni delle ay . . . vz, (esempio citatc teste), si sono
ottenute dalla 1" (fondamentale) | 12 | 314 | 52 | eseguendo su
essa I'operazione O;. Tale operazione & stata descrilla or ora. Essa
pud anche eseguirsi se gli elementi differenti dei tre gruppi della
permuntazione fondamentule non sono numeri consecutivi; in ogni caso,
se il 3% gruppo contiene ¢ elementi, esso & sempre una delle combi-
nazioni " degli elementi diversi appartenenti alla permutazione fon-
damentale. Per es. se la permutazione fondamentale fosse la

%[ 16| 18 |

gl elementi differenti di essa sarebbero 1,3,6 e le loro combinazioni
dae a dne, (gli elementi del 3° gruppo sono appunto due), sarebbero

(13). (16), (36). Una di esse, Ia (13), & terzo grupponella | 3! 1613,
dalla quale, medianie la Oy si deducono le

| 1| 86|13 |
| 6 1 13 | 13 |

Scambiando nella |3 |16 |13 | gli elementi 6 e 3 rispettivamente
del 2° ¢ 3" arappo, si ha la

12|18 ] 16 |

sulla quale non si puo eseguire la O:. 11 terzo gruppo di essa & la
combinazione binaria (16). Scambiando infine in una delle permuta-
zioni gia formate, ad es. nella [ 13613/, gli elementi 6 ed 1 ri-
spettivamente del 2° ¢ 3° gruppo, =i ha la

1131 63|

sulla (uale non si pub eseguire Ja .. In essa il 8 gruppo & la com-
binazione binaria (63). Adunque il risnltato della 0y eseguita sulla
1311613 &1l complesso di altve quatiro permutazioni.

15 anche da notarsi che puo esistere una permutazione a tre eruppi,
dalla quale non si possa dedurre aleun’altra permutazione, per 1'im-
possibilith di eseguire anche un sol scambio tra elementi di due gruppi
differenti. Tali ad es. sono le permutazioni

|21 (1] 821 |
| 54 | 4| B34 |
Consideriamo ora una successione a quattro gruppi ad es. Ia

| 12 | 814 | 533 | Ay |

L

L

= T A = e e — it .
iy o ——T
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nella quale il quarto gruppo & indicato con Ay. I primi tre groppi
di essa costituiscono la | 12| 314 | 53|, sulla quale dianzi abbiamo
eseguita la 0y, deducendone altre trenta permutazioni, Orbene diremo
risultato della Oy, eseguita sulla suddetta permutazione di quabtro
gruppi, il complesso delle permulazioni ottenale serivendo il gruppo A,
accanto a quelle ottenule esegonendo la Oy sulla [ 12314 | 531,
Esse adunque sono le

13 | 214 | B3 ' A,
I4 | 313 | 38 1| Ay
18. [ 414 | 29 ] Ay

ODccuptamoct ora della determinazione del numero delle combina-
ziom relative ad una matrice di dimensioni = n, (coeficienti ry,... 7).
By .o Dy
v i'a Fa

viamo che se nnn delle ¢, ad es, 7, & ngouale a 3 = ha: (%)

e I 3, (coeff. ry, re, rg). Indichiamolo col simbolo ] I el nsser-

Wy o oo Uiy 49 oo By

[ b‘i---1’1—1r31ﬂi+h“*”"]__[ ]
T ln—Lr—1r—1

ryrslts
Per es. é:
[112233]_[11223 _[11:’12
345 - 934 | L 123 17

L R

Olire a cid il valore del simbolo [ g ] & indipendenie dall’or-
i1/av3

dine di successione delle » & delle . Supponiamo che tra le » s1 tro-
vino py numeri ugualli ad 1, p. ugnali a 2 e py ugnall a 3. Sara:
Se=ryFre+ryossia py+2pt+-3p=nrtrefF st prp=n

Potremo sempre ridurre il simbolo [ e 1””] alla forma:

ERE N

i yi Ps

[l...l r R U S

P Faly
A
— —
ovvero, giusta la convenzione di indicare la suecessione w....... .
di ) numeri ugnali ad «, colesegno ),
l l[p!l 211&1 3 ) _I
Y RERE
“*, Trulaseio I @lmostiraziones 4l questa ad nllre proprieti del siinbolo Shie, 7o 88 J; EHSH 4010

" ¥, TH
Ml:ess T

gani partieslari 0l proprioth del simbolo l —I elis saranne dimostrate lo ssguilo.

FlevoTm—-
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£ - . " - i " rfl, C Tn "
Per la 1* proprieta. teste enunciata, del simbolo [ Pegeti ] 81 ha;
1 ara
[ lf[ll'l 2 P 31;@] ]‘_"l ] 3 E Pt ]
r ¥ 2 3= Dy, 1y — py, Vi — s

ed & py - 2p. =, — p) -+ (72— pu) — (13— pa).
I nmmero delle combinazion! delle my ... 00, © dungne nguale o
quelle delle combinazion] rejative alla matrice

f’ll . w r’_,l,-]'l] = & 8 It’_l_u. Il — I,'l','[

M

|1

(g1 oo flo, gy ... s, = pn

t‘?m ...I'f_'l.py.....“m.u—]r;

Ove s1 assumano quali coefficienti della dimensione i S 1 numeri ry— ps.

"8 T P2y 0s—pe € quali coefficienti della dimensione s o1 — Ps | Uu-
mer: 1.,.1 2...2 (essendo » =T Pty @ appunto 9 — py—

T—  — v —

P Py
= P+ pa). ,
Non & escluso che una delle differenze », — py , 1y — Pa,in— pa sin
nulla. Se & nnlla ad es. 1a "' —Jn sl ha 1y = p, e pertanto p, + 2=
= (re—ps) + (ra— ps). In tal caso s; ha :

[Hl...f?u] ___[ Lipy  2¢pm ]:[ Lipy) ]= ! | (%)
"1 ey s Dy, Fa—Da Yo~ P D5, PPy (ry= Pa—Ps JI{ Fa—Pa—Ps) /

Due o pit delle suddette differenze nop possono essere contenipo-
raneaniente nulle; se ad es, fosse "1 — pa—=0; re— py=1, sarehbe
P+ 2pa =93 — py ossia a=p 1+ 2p:+ ps, mentre invece il mossimo
vilore di o4 & 2, - Pa— ps — .

Ciascuna della combinazioys relative alla suddetta matrice di di-

MENnsIoni s— n — 5, o I 3 contiene » — py fra lo Mgy My oo o Oy,

le quali si possono considerare come elementi di wnn delle (:: : ;i i)
combinazioni — P Ad vy — py di esse a, § oo i s~

Le oy ... 01, n—p possono riunirsi in due gruppi; il 1° contenente
le tha ... ayp s il 20 Je Tpitdy o oo thyu—p. Ulasenna delle suddette com-
binazioni delle a,, , . .. T~ cONterri ad es, =, della ay. . AMy,p € T
delle ay.p4a, ... @un—p © Sard sempre w, + me=— 7, — Ps.

D’altronde & nota la formola d'analisi combinatoria :

D1 P!) X ( Px) (PE)
e P . < ). T
( }It- Tid-me—a VT e ¥ “ "—pli e = IJE (-I Hj
*} 8i & seritto eunveonzionalmele [ lfl"l‘ < pa) ] Inveee: Ai l I:F‘ 2”“-‘1 l
U LR T U=, ¥ — 5 !

)
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‘nella quale il segno & deve intendersi esfeso a tutti j sistemi di
valori positivi interi anche nulfi delle o, =, tali che Tt m=h e

ritenendo {El) =1 anche se ). =1, Supponendo =, — P, ogni ter-

mine del 2° membro della (18) rappresenia il numero dei modi se-
condo i quali si possono scegliere =, delle ay,, . . . (e, € o delle Mappg yoe s
co- My, It modo da avere complessivamente my < -, — " — py ele-
menti. Ora ciasenna combinazione relativa alla matrice M contiene ™
delle ti. ..ty € 70 delle a1 Myn-pe; soppressi tali elementi.
e riungono altri r,— rg—2p, . quali costitniscono una combinn-
zione relativa nd nna matrice che =i ottiene dalla M sopprimendo
la 1" orizzontale e le &, verticali alle quali appartengonn quolie fra
Ity ooo, 0y, che fantio parte della combinazions che si considery,

ed assumendo quali coefficient; della dimensione r 2 1 numeri yy— p,,
s = e quali coefficienti dellu dimensione e H— Pps—7 1 No-

| I 2 e
11}{-!1 e T N — e— &
M= e — T

Adunqgue le comhinazioni relative alla matrice M, avent comuni 7
elementi scelti tra Je My ..y Sl © = Scelti tra le TR IR p—
£0110 11 humero di

[ prl—-‘n-f--'m." 2 E—si , __l 1 pr=zr1-f=re ] .
P = | (el pe—g), ( Fa—pa)—{ pe—ry)

E si noti che essendo p; =2, - 3 B=n—4Ttrenmtmn= "y — P,
s1 ha pure; (p, — 7=, T 7o) L2 (e — 73) = (s — p3) 4 (r5—ps) come dove
essere,

St ba pertanto la formola

[ Byvairs O ]____ ¥ (P!) (}1:)[ 1 p—aisonsy 2 g J= (19)
Jll rﬂ 'z | .1[+.T~=li'1-—jr.: i1l \T5n Pa — pﬂj "3 ‘}75

= 5 (Pl) (Fﬂ'[ 1 py—sriomns ]
mtar—n-m \®/ AT L e—pa)—| Pa—s)y (Fa—pa)—{ pe—a)

nella quale il segno X deve intendeysi esteso a tutli i sistemi dj va-
lovi positivi interi anche nalli delle =y, m tali che:

T =T < Pl Wy b = N—Pai e+ pPs—is < Eziﬂn—}—ﬁz— I3 = Ta.

Imponendo a =, e x. tali condizion;. 1o differenze (12— pg) — (py — 724
€ (13— p3) — (pe— =2) sono cestamente positive, Si puo anche (ed @
conveniente) assogeetiare T €& =y alle sole condizioni

1 << Jh! < Py T “‘ Ng=—1, — s

convenendo di ritenere nullo (=0) ogni termine della forma [ —I}flb]

oppure [ﬁ’l: ',i], I essendo positivo e diverso da zero. La (19) sussiste

— . T E e

B — T —
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pure cambiando nel 2° membro ran vy e quindi # in 1 Oppure ry in ry
e qumndi »y in . Infatti le consulerazioni fatte relativamente allg
1% orizzontale della matrice M possono fare relativamente a cin-
scuna delle orizzontali 24 e 3a

Esaminiamo ora alcuni casi particolari,

1% Se py= O, pe ==0, py == 0, sara P 2p=r+rtry e siavea:

l (Y s oo U J: 3 (Pj) (pj) [ l M=—Ta=t1e) ,__
i Py ba Ttbae=n \W&/ W " — g + Ra, 1y — P — Tl
- X (Px) [P*:) (.v: — ™t ﬁ:)

T \Te I's— Mo + =g

ng

20 Se py=0, e =\, e ry 4 retrs=2p, ¢ dovendo eSSELE Ty = Py:
ma < Pa, SAIA Te= 1) quindi il solo sistema di valori delle 71 € e tall
che w —+— me=14. sarh il sistema ), 0 pertanto si ha dalla formola
precedente:

[- Lip) ]_ (Pl) l ]Im—ru]__(Pt) (PJ_ "1) I
ryrarg 1 \my Yata | \my Iy Tl e

3. Se py==0; ps =0 20, & pr+ 3 pa= 1y - 1 + r3 e dovendn es-
SEre 7 < ps, sara, m—=10, quindi il solo sistema di valori di ™ 0 T
talt che = + mo=r,—pa, & il sistema "y — ps, U. St ha quindi dalla (19):

[ Lipo Sipa ] _( PJPB)[ Lp—rgpe ]__
mrary | & S Yo— Pa, 'z — I's o
___( " ) (P.’t_-ﬁ —F-ﬂa):- ! .
Y — Ja Vo — Py ('r—7a)! (re— pa)! (rs— pa)?!

Si noli che essendo »y, 7. 1y, > s, le differenze s, — p,. Vo — .
’s — Ps NON sono mai negative,

1% 5e s =0, = U, pe == U, sara 2pe=—r, | 15+, ed essendo T < P
sara = =0; quindi il solo sislems di valori dalle =, = tali cle
=1 - me=ry, & il sistema 0, »,. Si avra quindi dalla formela relativa
al caso particolare indieato al n. 1

[ 2 > ]= P [ _l_ s
1 £ iy WL a=Petry Ve—patr ) (pe—ry)! (P2 — re)! (pe — 1g)!

5% Se gy =10), py=t 1), Pa==0, sard 2p, - 3py = 1 + 1 — 13, e dovendn
eSSere m = py, sara = =0; percip il solo sistema di valori delle =, ,
tali ehe w | 5y = 1 — Ps, sara il sistema 0,9, — pa. Si avra adunque
dalla (19):

[ zipﬂ P ps) ] __( ) [ 1 "= ) ]
"1 Fala Py — pal | M ‘,_ 11— s ""EP-'I: "‘!-'-+ ry—pPa— 2P3

SICHIIE
fv—pal \Pa 1y — py— 2p,

i

T

e,
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Ora

i -
n—pal (=) (pa— 1y po)?

( )1 — Py )=_ (ry — ps)!
Fa=t= 1" — Pg— 2Py (rg—l—rl—p:—m};.lf-][ﬁ Da)—retri—ps pr)}.'

¢ poiche:
e = V1 — Pe— 2Py = Py + ps — 1y, (si deduce dalla <Pt B =rn=nry-|

+ 14), & pure;
(91— pa) — (g + -+ p— 2p3) = pa —+ s — ra;

pertanto:
[2 - 3[;1.‘,1] L L !
SREWE (e —Da ’ ) pe +Pn —rg)! (P!““Pa——*'a]! '

6% Se py =0, py=0), Pa= 0, sard 3pg — oy 4 p, 4 s, & poiche ry, rq, 4
nomn somo mal minori di ps, sara 1 = s, — 1's = py=—=p.

In tal easo, dovendo essere =, <Py 7 < P, sArA: my=0; 7, =0);
si ha pertanto dalla (19):

[ ]
Pa 2 Pg

Esesrio. — Sia da caleolars) il numero delle eombinazioni rela-
tive alla matrice

13 o tin ve v (s
L ey e e {3
L S ——— (45

assumendo =2, 1, =23 r, =2in=2, =1, i — 2, m=1,m=1 (ne
abbiamo formato poc’anzi le seconde permutazioni).

Si ha in tal easo: Pr=3, pa=2, py =10, ed i sistemi di valori delle
T, Ty tall che: my < p,, 7, < Piy 7w+ me=2 (2 2 il valore di 1) SONO }
tre seguenti: 0,2;1 1, 2, (). Adunqgue, applicando la formola (19) s
trova;

el e R R o R R T R
Ma

11111 5!
32 *]“3!21

[111] 3! _ o . 1 _
21 2 0 T ' [1:}]"1‘3"
Pertanto :

11122 |
| 7543 J=11 1048284 8112 10 1184 5 — trontune.

= 110}
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Il caso: m=4. Si vogliono ad esempio formare le combinazioni

relative alle matrice
ﬂ_u ”]_u ”13 EH;. (Tyn

(gy gy (los sy lss
g dge gy (g (g
sy (Taa (fan (u (s

di dimensioni = 5 e 1 4 assnmendo »m =2, 1u=23, 13 =2, 4, = |-

=3, 13=2,14=3, t,=2, ts=1. La seconda permutazione di una
di osse & Ja
118112453 |12384].

Esegnendo su questa 'operazione 0,, si hanno altre trenta permu-
tazioni, le quali assieme alla (13124581234 | costituiscono il
complesso delle seconde permutazioni aventi | 1234 per ultimo gruppo.
Gli elementi della | 15[ 124 | 53], formata coi gruppi della permn-
tazione suddetta, sono quelli della 1* delle trenfuna permutazioni for-
male studiando (quando si trattava il caso in =23) le combinazioni
s eainsde 4T
relative alla matrice |............. , nell'ipotesi =2, 1;=3, 1, =2
‘ 3t + svwrvvnssae
=2, =1 9%=2 =1 ;—=1. Percio, se aceanto a tali permu-
tazioni seriviamo il gruppo | 1234 |, noi otteniamo le suddette {ren-
funa permutazioni di quattro gruppi. Esse adunque sono le:

1" |13|124|53]1234
2  [12(31453)1284 |
3 [14|312]53)1284
4»  |18{514)23]1284 |

Stme | 53213141254/,

Le combinazioni 4 a 4 (4 & il valore di re) del numeri 1, 2. 5. 4. 5,
sono le (1234), (12585), (124 0), (1345), (2345); nelle permutazioni
finora ottenute il quarto gruppo & rappresentato da una sola di esse,
la (1234). Scambiamo in una qualunque delle trentuna permutazioni
tormate un elemento del 4¢ grippo con uno del grappi rimanenti, in
modo da ottenere una permutazione nella quale 1l 4" groppo sia un’altra
delle suddette combinazioni quaternarie; per es., scambiando nella
1* Telemento 4 del quarto gruppo coll'elemento 5 del terzo, si ha la

| 131124 )43)1285|
dalla quale, mediante I'operazione Oy, si possono dedurre tutte le altre
Permutazioni aventi eomune con essg i quarto gruppo | 1235, Poi-
ché In |13 12443 | formata coi primi tre gruppi della [ 13124
|43(1235] contiene p,—1 element; presi una volta, p,=3 elementi
prest due volte e ps=—0 elementi presi tre volle, ¢ poiché i gruppi
1% 2% 3% di essa contengono rispetlivamente 7 =2, 7, =3, », =2
elementi. il numere delle suddetie permutazioni, aventi comune il

-~
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quarto gruppo | 123 5 |, sara, secondo le formole stabilite trattando
il caso m=3:

1222 1\ (3\T1112 1NBYI122 o
[ 232 ]= (ﬂ)(ﬂ) 32 ]"' (1)(1) [ 32 ]zd”d'”*'

E cosi possiamo dire d'aver gia formate 31 412 =43 permuta-
zioni. 8i scambi ora in nna qualungue di esse un elemento del 4¢ griuppo
cou une dei gruppi rimanenti, in modo da ottenere una permutazione
nella guale il 4* gruppo sia una delle snddette combinazioni quater-
narie degli elementi 1, 2, 3, 4, 5 diversa perd dalle (1234), (1235).
Ad es. scambiando nella 49 (la |13 | 514 123 1234 ) l'elemento 3
del 4° gruppo coll'elemento 5 del 27, si hala (13181423 | 1245 |,
nella quale il 3° gruppo 2 la combinazione gquaternama (124 5). Tutte
le rimanenti che hanno comune con essa il 4¢ gruppo, =1 ottengono
eseguendo su di essa I'operazione ;. Si continui nel processo, ormai
evidente, formando le permutazioni nelle quali il 4 gruppo € una
delle combinazioni quaternarie degli elementi 1,2, 3,4, 5, diversa
perd dalle (1234), (1285), (1245). Si hanno cosi tutte le seconde
permutazioni relative alle combinazioni delle @11.... 04, 'Tra esse ve
ne sono: frentuna nelle gquali il 4° gruppo & [1234 |; dodici nelle
quali & {1235 |; cinque nelle quali & | 1245 |; dodict nelle guali
e|1345 (: cinque nelle quali 6 [ 23 45 |. Il numero di esse & adunque:

31 - 12+- 5+ 12 5 = sessantacinque.

Ciascuna delle combinazioni quaternarie degli elementi 1, 2, 3, 4, 5,
ba figurato quale ultimo gruppo in una almeno delle suddette ses-
santacimque permutazioni. (ib non succede, in generale, quando qual-
cuna delle » & ugnale a 4, Se ad esempio fosse #: — 4, ¢iasenn groppo
di una qualunque permutazione dovrebbe contenere I'elemento 2, e
quindi 'altimo gruppo sarebbe sempre: una fra le combinazioni qua-
ternarie suddelie contenenti il 2. ¢iod una delle (1234), (1230), (1245),
(234 5). Se fosse »e =4, v, =4, I'ultimo gruppo sarebbe una dello
combinazioni (1234), (12325), (234 35), contenenti gli elementi 2 e 3.
Cio & evidente

La forma generale di una permutazione a gquatiro gruppi &
| Aa| Ae|Aa| As| dove A, Ay, As, A, sono gruppt conlenenti rispet-
tivamente »ry, 12, 75, », elementi qualungue, (non & necessario che gli
elementi differenti della permutﬂziune siano numeri consecutivi); tra
zli elementi di tal permutazione ve ne SAranno pol Py, pu, Pa, Pa presi
rispettivamente 1, 2, 3. 4 volie. Se gli elementi differenti sono 1 nu-
mert 1,2, .. %, e l'elemento i & ripetuto # volte, sarh: » < 4:n < n;
2 v=Xr. L'operazione mediante la quale da mna permutazione a
quattro gruppi si deducono le rimanenti, (vale a dire quelle che sono
formate cogli stessi element; ), 8t indichera eon 0O,. Eccone la deseri-
zione: 1° si formano quelle fra le combinazioni ry &d ry degli elementi
differenti della permutazione data, cle contengono gli elementi (se
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ve ne sono) comuni a tutti i gruppi: se non vi sono elementi comuni
a tutti i grappi, si formano tuite le combinazioni r, ad », degli elementi
diversi della permutazione data; 2° si eseguisce su essa 1'operazione Oy;
3¢ s1 scambia in una delle permutazioni formate un elemento del quarto
gruppo con uno dei gruppi rimanenti, in modo da ottenere una per-
mutazione nella gquale il quarte gruppo sia un’altra delle combina-
zioni »y ad », suddette; 4° si esegunisece snlla permutazione ottenuta
l'operazione 0, 8cc.... e cosi si continua finehé non si & potuteo accertare,
che mediante uno scambio, da eseguirsi tra un elemento del quarto
gruppo di nna delle permuiazioni formate ed uno dei gruppi rima-
nenti, & impossibile oftenere una permulazione, nella guale il 4° gruppo
sia una delle combinazioni »# suddette, diverse da quelle che gia
hanno figurato quale quarto gruppo in una deile permutazioni formate.

Se gli elementi differenti della | Ay | Ay | Ay | Ay | sono i numeri
1, 2.... n, 81 pub determinare, se occorre. il segno di essa, il quale &
guello di (—1)#, j essendo il numero delle inversioni che gli elementi
di ciaseun gruppo fanno con quelli dei gruppi che esso ha a destra.
Noto il segno della | Ay | Ay | As | Ay |, si potra facilmente determi-
nare ‘quello delie permutazioni da esea dedotle, seguendo i eriteri gii
noti; infatti ciaseuna di esse a cominciare dalla 20 si deduce da unn
i segno noto mediante lo scambio di due elementi appartenenti a
gruppi differenti. Giova anche osservare che pin facilmente si potri
determinare, ove cocorra, il segno delle permutazioni, se si sard avula
Pavverlenza di dedurre possibilmente ciascuna di esse da un'altra

mediante lo scambio di due elementi appurienenti a groppi contigui.
By ... Ty

"y e Fag 1y
zioni relative ad una matrice di dimensioni w— n (coi coefficienti
T1y.., 1) ed f 1 (co1r coefficienti »y, rq, 79, 7). 11 valore di tal simhbolo
¢ indipendente dall’ordine della ¢ e della » (*), dimodoche si puo
sempre supporlo ridotto alla forma

[ Itm} E‘l’!ﬂl H:rul 4!;1:1 -‘

-J Il 1}12 ?‘n 1 '-‘

Indichiamo ora eol simbolo [ il numero delle combina-

gineché tra le vy, ..., ve ne saranno py. pe, b, By rispettivamente
uguali ad 1,2 3, 4, (b sempre »; < 4). Si ha poi

[ Upoos.ly ] ' [ Ly 25 Bipa) 41':“1 _l - [ Lipa) i pei Aopu) ] —

I ai'g iy 1y g g 9y 1 17— Pa Ve~ "4y Ya— s

.k

20) = ¥ (P‘)

(Pﬁ) (Pﬂ) [1’.1!:—--1=+-1='- 2ipe = madem) 3 D ]
Trhrste=n— \i

e/ \Tia Ta~— Iy Tyg— Dyy Ty — Py

I L o PR o B S
mitastm=rn—p \ T AT\’ | (7e—Pa) = (Ps—ma)s(Pa— 2 (pa—ma) (=)~ (pa—73).

*: Non dimostio juesta ad altrs proprieti del simbolo [ :' ﬂT ] asnenilo cnei partieolari
§ore oy

di propuristh del simbolo [ e :_" ] the sari slodiato aceuratamente in segiuite,
m

L R
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intendendo il segno 2 esteso a tutti i sistemi di valori posigivi interi
anche nulli, delle =, 7. =, tali che:

M P RSP T ® T Re—7— |
(r—m)—(pr—mna) =0  (re—md)—{Pa—73) =0 (n—z:-4)~(p=—:a)3*.01

[ numeri =y, ©s, =3 possono anche assoggettarsi alle sole condizioni

r‘-"l::—j}l: ":‘.IE_PEZ ﬁai}h: T ST R=n—M

1[}1} _ll'r]-l__
[h i g =

se mmo (o pii) dei numeri I, A1 & negativo.

La (20) sussiste pure se si cambia »; in »ry ed 22 in »y, oppure 7
in 3 ed »3 in »y, oppure 7 i ry ed »y In ry.

Si hanno easi particolari ehe non esamineremo a parte, e che sono
compresi nella (20), quando una o due o tre delle pi. py ps pu s10NO
zero, In qualungue caso dev'essere: Zv=Sr ossin py + 2ps+ 3pa +
+Ap,=ry -+ a4+ rg— ry. Inoltre » =py; ri=n: pitpe s Fpi=n.

Altri casi speciali si hanno quando una o due delle differenze
Vi — Da, F2— Piy, Ts — Ps, 11— ps fossero zero. Tre di esse non possono
essere contemporaneamente zero; se fosse ad es. r—p=0; r+—p:=0;
ra— pa=10, sarebbe p -+ 2ps + 3pa—+ pe=r4, il che non pud essere,
gincche 1l massimo valore di » & g+ pe -t 20 =

Se 1y —p,=0 & ha 5y =m=m=0 e quindi:

ritenendo perd

[ Pyovwe Py -‘ 1 [ ]III:'I -t e rql'p,ﬂ ]_: [ 111!1‘ :?'fPﬂ" ]
rors ity | L0, ey =P =Pl Lra—pa—pa, re—Pa— P v P s

I zimilmente

{ ] In im :'31;,-. ]_\. 1._p1| Em -‘
Py==prs O g —py, s — j Pr—DPs—Pas Vo—Ps—Puy Vi Pa— P
QCLC. eCC.

Se due delle differenze suddette sono nulle, ad es, se & r —py=1\
3 _Pl _ ”, Hi hﬂ.

[ 1 Ul :‘l!'[*: :%m “=[ 1-1'1 2.5’-" -‘:“
0, 0, 17— Pis 24— s — Psy Va—Pg— M, i's— Pa—

a meno che non sia ps=0uquindi se due delle differenze », — py,
Vs — Py 13 — Pay 7s— pa sono nulle, e p;=0, il valore del simbolo
Pyaaaaly] .

S| @ zero.
AR RE RN

Rsgmrio. — 11 nomero delle combinazioni relative ad una matrice
di dimensioni e— 5. coi coefficienti 1n=3, e =2, 13=38, u =2, 05, —=1
P 14, coi coefficienti =2, r2=3,1=2, ry,=4, (abbiamo gia visto
come si fa a formarne le seconde permulazioni che sono sessanta-




110 PERIODICO D! MATEMATICA.

: Ly 2 3, ——
cingue), & [2 q J,;, i]("‘). Si ha infatti: p=1, p=2 p=2, p—0. T

[a——

sistemi di valori delle =), =, =, tali che: m < s e <2: ma<2:
T Ta-Ta=9 —p, =2, 30n0 i cingue seguenti :

I 0 0 2
2° () 1 1
3° (1 2 ()
4° 1 {) 1
5" 1 1 ()

Pertanto, si ha per la (20):

2024 |=[ 5557 1=()(3) ()

+Ho)&)G) L2 1+ ()6

Applicando l1a (19) si trova:

14 . 22 '
[324]=venmdua; lglglznt’tn: []'30[:; = tra

03 11
[21 :3]=m” [1 02] R

pertanto:
[lm 2@ 3 55 |
9 3 2 4 =1.2L+*‘1.8—|-l.3-}—2.3—1-1.H_ZEEHHHUEHEHIQUE.

Abbiamo teste imparato ad esprimere il simbolo Lipn) Zipa) B 4;.[4|]
)y Ta I's ra |

}-: }-:

%1 P2 O
un‘altra espressionc dello stesso simbolo. Dividiamo le »y, 14, 73, # In
flllu gruppi: il 1° contenga due qualunque di esse ad es. le - rey il
2% 1o due rimanenti, ciot le s, 1'y. Consideriamo le due mﬂ.tl'i['.i‘ ‘

medianie simboli del tipo [ ] Procediamo ora alla ricerca di

|
= f'au ﬂ]ﬂ. & ri
IJI: | 1u
Uay (lgs . , . (g,
= - r‘u ﬂﬂi‘ O ”ﬂn
pe =
(g Mye ., . 0y,

i N o -
i*) Betivlanio ’“ﬂi ;‘-1 j’l-l ] nvece di | 1,;,;; Sty B *fm]
- - L - 3 2 i -+

— *m a2
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ed assumiamo quali coefficienti della dimensione IZ di ; 1 numeri

i Py € quali coeflicienti della dimensione =— n, 2 interi positivi anche
nolli 2y ,...h,, tali che: B <2: h<os h >0, —2: Yh—»r, L e
tall moltre che. dicendo ey, e: il numero di quelli rispettivamente
uguali ad 1 e 2 ed %, % il numere di quelle fra le differenze ¢, — Iy,
. ry— hy, che sono rispettivamente ngnali ad 1 e 2, sia: es < . 7ra;
Ta = 13, 5. Al selito supponiamo che tra le ¢ ve ne siano py (j=1, 2,3, 4)
nzuall ad j. Sava Ip = n. Assumiamo quali coefficienti della dimen-

SI0TE I 2 delln matrice pe i numert ry. 4. e quali coefficienti della di-
mensione s— 91 1 nmert ¢ —rbyn ta—ha. ...ty —h,. Fssendo Sr=
=8t lat+m+trye Sh=r 4 r. sara S(v—N")=rs+ ri. Conside-
riame la matrice

{rll "12 5 @ nlﬂ
yy las . . . gy

flgy (fge . . . (lgy
KR T

i~
Il

E cliaro e¢he associando gli elementi di una combinazione relativa
alla i con quelli di una relativa alla p,, si ha una combinazione re-
lativa alla matrice p, quando si assumano quali coefficienti della di-

mauaiunei 1 di essa 1 numeri »y,rg, 75,70 e quali coefficienti della
dimensione =— » 1 numeri 2, ,... ¢, Si ha pertanto

\' Lipn Zipet Sipar +ip ] I [ Liep 2pew) J Ly Zine) ] 3
— - (Lll

=itk TR te T £l. 22 'y T iy 7%

intendendo il segno ¥ esteso a tutti 1 sistemi di valori delle &, 2, ed

ai sistenn corrispondent: delle »,. v, (noto un sistema di valori delle

£y, 82, 11 sistemd eorrispondente delle r,. 7, & perfef:tﬂmente determi-

nato; 1 sistemi di valor delle g, e si possono poi facilmente deter-

minare; basla a {al wopo determinare 1 sistemi di valori delle

Iy ..y soddisfacenti alle condizioni gia enmunciate: a ciascun si-

stema dalle & corrisponde un sistema delle =) (*). Uno stesso termine
K ) B am Lig 2 % I o

[?_ " :' L_ v : . ] comparira in generale piii di una volta, per es.
i - 3 +

ey es; o, e VOlle, dimodoche la (21) si pud scrivere;

l I 2 S Dipy dpy ]‘— = Age: rn.m:l e HE-!‘I Lo 2“}] {fﬂf

M Ta 78 T3 £),4= a 7y

intendendo il segno X esteso a tutti i gruppi delle cupple (1 8), (71 70)
differenti per la coppia (2 &) oppure per la coppia w 7. Si noti poi

% Givvera pire mokars, come moslrorenio tra breve con un esemplo, ehe & gistami differonti
di valorl dello & pub corrisponders lo stesso sistown di vulorl dalle 21, re o sisteml diforanti di
valori dulle wy, ye.
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che formati i sistemi di valori delle &, . .., se ne deducono 1 sistemi
di valori delle &, e; ed i corrispondenti delle 7y 72; non vi & percio
difficolta alcuna nel determinare per ogni gruppo (e gs), (%, %), il nu-
MET0 Ae; &, i 3 COrTispondente, che rappresenta quante volte esso gruppo
trovasi ripetuto nella totalita dei grnppi. -

Zo S ]

: : : i s -
Esexrio, — Si vuol calcolare il valore del simbolo [ j 3 9 4

. 1oy 2 Sy -
che scriveremo anche [9”3' 5 ‘4]-

| "1

Tal valore, come si & visto precedentemente. & sessantncingue.
Bsso & anche il numero delle combinazioni relative alla matrice

assumendo quall coefficienti della dimensione s— 5 1 numeri o, = 1,
te=2, y=2, vy=24, 1s=3, e quali coefficienti della dimensione 1 4

numerl 1 —2, 13=—3, =2, = 4. 8i ha relativamente al suddello
simbolo: gy =1, po=2, ps =2, p,=0; Zp=3>5: n=2, 1. =23, =2
re=q+4. 1 valori delle Iy, kg, Ag, ks, hs, devono soddisfare alle condizioni:
hi <2, Bh=>5 Mm=<1 hh<23 h=<3 k<3 I<3: dovendo poi es-
sere My = oy— 2, 1 minimi vaiori di 7y, hs, by, iy, A5 010 rispettivamente
1,0,0,1,1, e pertanto dev'essere: 2=2, >0, 2= h >0, 2> hs = 0);
2= =122 hk=1.

I possihili sistemi di valori delle & ,...%; soddisfacenti alle sud-
dette condizion si ottengono facilmente colle seguenti considerazioni.
Si deve avere e < », 1y; &+ 2 gg= 1y + 12 = 5. Formiamo adungne i
sistemi di valori positivi interi, anche nulii, delle % tali che:

g < 7y, 1a g: -+ 2:0 =2 Essi sono:
1 o
B 1
H {)

Consideriamo il 1°; esso contiene i nomeri 1 ¢ 2. Ne segue che i
sisterni di valori delle hy, hy, by, by, s, al quale esso corrisponde, com-
prendone un numero uguale ad uno, due numeri uguali & due, ed 1
rimanenti numeri uguali a zero.

Non potendo 7, ed hs essere zero, si avranno per i ed hs i se-
guent) sistemi di valori: hh=1h=2: h,— 2 hy—=—1; hy =2, hys =2,
Consideriamo 1 tre numeri 1, 2, 2. In corrispondenza al sistema di va-
lori hy=1,h: =2, rimane di essi il 2, che pub essere valore di Ay ed /s
ma non di ky ; idem per il sistema hy =2, h; = 1; invece in corrispon-
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denza al sistema =2, hs =2, dei numeri 1,2,2 rimane I'l, che puo
essere valore di by, ha  Jy.
Pertanto i sistemi di valori delle & corrispondenti al sistema di

valon g — 1 y E0— 2, S0N0

ﬁ}il, hiig, ;Ia,i 21 h;iz_. Ji'r.iﬂ

"0 0 2 1 2

% 0 2 ) 1 2 }

30 {) 0 % 2 1 }

* 9 2 N 2 1 g =1;ea=2
5 0 ( 1 2 2 |

0 1 6 2 2)

o 1 i 0 2 R

(‘onsideriamo il 2° sistema di valori delle & ,z;8 =3,8=1.

[ sistemi di valori delle 4 ai gquali esso corrisponde comprendono
adungue tre numeri ngnah ad 1, nn numero nguale a 2, ed 1 rimanenti
ugnali a zero, I valori possibili di A, ed A sono adungue: k=1, k= 1:
fuzl,}ln—_—-ﬂ; ;=ﬂ.ha—_—l .

Si considerino i numeri 1,1,1,2. Se =1,k =1, restano a di-
stribuirsi i numeri 1, 2, e di questi il 2 pnd essere valore soltanto
di he ed he: se hy=1,1,=2 restano a distribuirsi i numeri 1,1 che
possono essere valori di due gualunque delle hy  hs, by 1d. 1d. se
b, =2 hs=1. Adunque i sistemi di valori delle hy, ks, ka, by, hts, cor-
rispondenti al sistema g =235 ,8 =1, sono:

h;il, }IIE 2, haiﬂ, .3?45-_2, ﬁaﬂg

U} 1 2 1 1

g 1 ) 2 1 1 }

e 0 2 1 1 i

110 1 2 {) 1 1

20 ) 1 I 1 2 e
13 1 () 1 1 2 l s =H8in=1
14¢ 1 1 () 1 2 [

130 () 1 1 2 1 ]

16 1 (0 1 2 1

17 1 ] () 9 1 J

Al sistema di valori s‘=ﬁ,sg=ﬂ corrisponde, com’ & facile con-
statare, un solo sistema di valori delle %, che & il seguenie:

18 1 1 1 1 1 } a=5;u=0.

Sono adunque 18 i sistemi di valori delle Ay, .. . hs.
1 sistemi corrispondenti di valori delle or—hy,va—he, vs—Ms,
vo—hy, s —hy ossin 1 —hy ,2— g, 2— b5, 53— iy , 3 — hs s0DO
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1——151, E_IFE, 2‘*—'&:, 3—-}3“ 3—“}15 T N9

1° 1 2 0 3 1|
24 1 () 2 2 1 g g
3° 1 2 0 1 2 2 2
PO 0 o 1 > 2 3
5° 1 2 1 | 1 q4 1
i 1 1 2 1 | 4 1
" ) 2 2 l 1 2 2
5§ 1 i 0 2. 2 2 E
e () ? {) 0 9 () 3
10)° 1 () 1 2 2 3 2
11° (1 1 2 2 2 () 3
12° 1 1 ] 2 1 4 1
| 30 0 2 1 2 1 2 2
142 d{ | 2 2 1 2 2
150 1 1 1 1 2 4 1
160 () 2 1 1 2 2 2.
17 () 1 2 1 2 2 2
1Ko ] 1 | 2 2 2 2

J:ter L'I-H.EF:HH sistema ahbiamo anche seritta Ia coppla corrispondente
di valori delle ¥, + T (M1 indica gquanti numeri del sistema sono ngnali
ad 1, ed v4 quanti sono uguali a 2),
Le coppie eorrispondenti (&% ed ), &5, 29; 7, ms sono:
_ £Lr ) g
[4,,  7ma {[12] (22); (12)(22); (12)(22); (12) (22)- (12)141): (12)(41); (12) (22)
o, 17mn [BLB2):(31)(03): (31) (22); (31)(08): (31) (41); (31) (22); (31) 22):
\(31)141); (31) (22); (31) (22);

181 (70) (22)
Le coppie differenti sono -

r

(12) (22) presa 5 volte, vale a dire o =75

{12‘] H’” - < " :'_m..u — H
(B1)(22) = 4 ; ray =6
(31)(08) . @ . y A
(ijl) [4 IJ - 2 - )-Eh-u =2
(BO)(22) | 1 i At =1

Per ciascuna coppia dev’essere 2371, 05 Yo S 0y, 74 08SIR & < 2, 3
e =2, 4. La coppia (1) (U3) non soddisfa a tali condizioni, percio
non dobbinmo tenerne aleun eonto, I'acendo la somma dei prodotts

o 2"’*] [ Fowo 2""““]

. ry ¥y a 1
81 ha

I{IIE[E}BI} - lftjg‘i] I:E: c l 2 I ] 2
[2 g 221]:”[ 5 3 ][ ;4“7']*‘3 23 ” éﬂatmj‘*

> 1, 21 . 1_2 ) 1 & : 2
ol BRI % e Yo ]| ko =g e].
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Ora applicando le formole dimostrate tratbando 1l caso m =2,

a1l ha:
[ 1:;}2:31]21; [ 1i2: 29 — 3. [.] 3].‘?.;11]___4;
23 24 24
Lay 215 1o 24 1420
[ 35" ]= [ 5 ]‘1[ 33 | =10
E perfanto;

1120 3p 1_ * .
é‘;md“]zﬁ-l~I+2.1,4+h.3.1—.-2..i.4+1,1n_1:
=

-8+ 18+ 24 + 10 =gessantacinque.

Abbiamo detto di non tener conto delln coppia (3 1) (03), non es-
sendo verificate per essa le condizioni B2 Z 71,795 T < 3, 12 Se ne
avessimo tenuto conto il prodotto ad essa corrispondente sarebbe

ﬁtﬂtﬂ 2 ) [ l*ﬂ} 2{” [ 1:”} 23}] S

23 24

Ora si ha:

[lrmfn}]_[133]_%‘[1@2[3]]__ 'hm‘:.."w,u]
28 = R T 24 - — 1,1

dimodoché basta ritenere, come abbiamo osservato a suo  fempo

[1“112‘? ]={] per non alterare i resultati, anche tenendo conto della,

coppia (3 1), (03). Ritenendo adungue ngnali a zero i .rsimhnli[ ]
nel quali vi sono delle negulive, le condizioni ¢y = M1, 195 M S Ui, e
sl possono trascurare,

Evidentemente questo secondo metodo per caleolare il valore di

Lipn 2ips) Sip 41pe
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Formazione delle eombinazion; relative ad una matrige qualungue. —
Passiamo ora a trattare il caso generale. Relativamente alla for-
mazione delle combinazioni che si riferiscono ad una matrice di di-
mensione w— y ¢ I 2,3,4 abbiamo definite le Operazionl corrispon-
denti 0., 0, 0,. Trattandosi delle combinazioni relaiive ad una
matrice di dimensioni w— @ @ I 5, 6, ... si potrebbero definire altre
operazioni corrispondenti O, 05 . .. 1a cui descrizione, dopo gli esempi
addotti, non offre difficolti,

Uonsideriamo la Oy, ossia loperazione colla quale dalla seconda
permutazione di una combinazione relativa ad una matrice di dimen-
sioni = ad Im——l, 51 possono dedurre le seconde permutazioni delle
combinazioni rimanenti, Diremo che esse sono il risnltato della, (,,_;
eseguita sulla suddetta permutazione, ed essendo ! Ay [ Ay|. . .| Aw—i|An|
ma permutazione di m gruppi, diremo risultato della Uw—1 eseguita
su di essa, il complesso delle permulazioni formate scrivendo il gruppo

] non e meno semplice del 1"




