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APPLICAZIONE DI UN CONCETTO NUOVO

all’ amalisi indeterminata aritmetica e algebrica di 2° grado

con una nota sull’equazione di Pell

Il concetto al quale si allude nel titolo del presente lavoro & il
medesimo che informa Ia mis nota: di un gruppo continve di trasfor-
mazioni decomponibili finitamente (*) e Valtra: la radiee quadrata di un
intero e un certo gruppo di trasformazioni; (**) esso del resto verra ri-
preso e ampiamente dichiarato in questo scritto, il cui fine & di met-
tere n luce gqnanto asserisco nella seconda delle citate mie note: che
cioé quel econcetto ha notabili applicazioni nella teoriea delle forme
quadratiche, -

Il problema principale dell’analisi indeterminata di 20 grado (rap-
presentazione di un numero medianie una forma quadratica di due
variabili intere) fu da lungo tempo risoluto, e con differenti metodi.(¥%%)
Peraltro tali metodi cessano di essere applicabili quando alla condi-
zione di numere intero si sostituisce quella di polinomio inteso rispetto
a una lettera. Tanto & vero Ehe, mentre 'equazione Pelliana

7 — Dy =1

e sempre risolubile quando D & un numero intero e positivo, altret-
tanto non pud dirsi quando D & un polinomio. B ammessa anche per

|*) Rendirowti dalla R, Acendemia dei Lineei, Tebh. 19D3,

{**) Periodico @i matamatics, vol. XVIU, fase. V, 1503,

("**) Una breve ed elementare rispiuzivna dal problema si legge nel vol. X1 di fjnesto periodieo,
dove stabilisco i limiti da assegnare alle variabili enmienute nelle formiole che convertono uma forme
quailraliea in se stessas, se si vnole che lo detis formole diano tuite le solnzioni del problema. La
aoluzione genarals si fo cosl dipandare dn un numero finite (i solugioni partieolari.
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datﬁ la I‘iﬂf}lﬂlﬂ]it& tTEH equazmn& di Pell, a chi volesse trattare il
prublﬁma algﬂbmcﬂ, rimarrebbe pur sempre da supplire al difetto di
aleum concetti ehe, ovvj nel campo dei numeri, perdono o mutano si-
gpificato, se riferiti a polinomj. Gli & pereid che un modo di tratta-
zione comune a1 due casi, aribmetico e algebrico, non fu ¢h’io sappia
escogitato finora; d'onde avviene che, mentre lo studio del caso
aritmetico ben poco lascia pih a desiderare, del caso algebrico quasi
nulla s1 conosce. Ma se alle relazioni intmtive di grandezza fra nomeri
interi alire se ne soshituiscano operative o algoritmiche, e come tali
significative nel pin vasto ecampo de” polinomj; se per esempio alla
comune idea di maggioranza o minoranza sottentri il concetto di
maggiore o minor numero di operazioni occorrenti per ottenere guesto
o quell’effetio, ben poira seguirne il desiderabile parallelismo tra i due
casi, e per il modo di irattazione e per le conseguenze.

A questo disegno risponde appunto i concetto d’indice o numero
massimo di fattori ne’ quali & decomponibile un binomio irrazionale,
dato sotto certe condizioni
Considerando I'equazione

z'— Dy*=N,

alla risoluzione della quale s riduce sostanzialmente il problema su
menzionato, ne ho distinfo le soluzioni a seconda dei loro indici, che
SON0 311:3111 dei relativi binomj irrazionali. Ho inolire premesso che le
soluzioni d'indice dato, ¢ non superiore a un limite dato, si POSSON0
riguardare come note, in guanto la loro ricerca dipende da operazioni
certe e in numero finito. Ammessa quindi 1a possibilitad dell’'equazione
di Pell, ho potuto dimostrare ¢he iulte le soluzioni dell’ equazione di-
pendono da quelle i cui indice non supera la meta dell’indice di una
soluzione qualungue dell’ sguazione Pelliuna, e stabilire al tempo stesso
la, formola di tale dipendenza. Il problema & cosi risoluto: perché
le soluzioni particolari d indice non superiore alla detfa meta s
possono sempre trovare, come fu premesso.

La distinzione tra -soluozioni.ellitiiche e iperboliche, le prime d'indice
nullo e le seconde d’indice differente da zero, mi diede altresi occa-
sione a segnalare 1l teorema: fuite soluzion: dell’equazione x*—Dy*= N
$i possono esprimere nediante le soluzioni ellittiche di un sislema di equa-
ziont della stessa sua forma: il numero di tali equazioni € inoltre fisso e
indipendente da N.

Sorvolando sul resto, come si conviene in un ¢enno SOMINATIO
circa il contenuto del lavoro, aggiungerd che esso & diviso in due
capitoli, il primo de’ quali ¢ dedicato al caso aritmetico e I secondo
al caso algebrico.' Al lettore non isfuggird la quasi perfetta iden-
tith tra 1 modi di trattazione dell'un caso e dell’altro.
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PERIODICO DI MATEMATICA: Yt

CAPITOLO PRIMO

(Caso aritmetico)

|. Siano: D un numero intero e posifivo; w la parte intera della
sua radice guadrata; » il resto dell’estrazione di tale radice.

‘Un binomio della forma E-+FVD, dove E ed I’ indicano due
numerl razionali e posibivi, si dirk dperbolico, se la parte intera del
quoziente K: F non sard minore di w ne maggiore di w— 1. Quando €ib
non accade, 1l binomio si dira ellittico. La ragione di queste denomi-
nazionl sta in cid, che gquando di un binomio ellittico si conosce il

deterninante
E* — DF? = N,

sl possono assegnare senz altro due limitazionmi pei valori della E e
deila ¥; mentre nessuna himitazione per la B e per la F pud sezuire
dalla semplice conoscenza del determinante di un binomio iperbolico.
Infatti, se N & positavo, 81 ha sempre: E > wl'; talché il caratiere
elliftico di un binomio a determinante positivo sara definito dall’ unica
disnguaghanza: E > (w—+ 1) F, da cui, e dall’equazione E*— DF*=N:

N N
F-{Vzm Ty gt Ec:(m+1V2m+1_r.

e 1nvece N & negativo, B < (w + 1) F; e il carattere ellittico si
fradurra nell’ umica disuguaglianza: E << oF, dalla quale:
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Deduzioni di egual natura non sarebbero possibili per binomj iper-
bohei di noto deferminante.

Un bmomie iperbolico od ellittico non muta specie se si moltiplica
per un fatitore razionale quajsiasi, perché tale moltiplicazione non al-
tera il rapporto E: F.

Due binomj con eguale rapporio caralieristico B:F si stimeranno
equivalentl. Posto B: F=y, a tutti i btnomj il em rapporto carat-
teristico ¢ p corrisponde un'wnice sostituzione

o5 7)
! & _]_ P‘
sulla variabile z. Il rapporto caratteristico p & il parametro, al variar

del quale si passa da uona sostituzione a un'alira, e nel medesimo
tempo da uno ad altro sistema di binomj eguivalenti.




b 5l PERIODICO DI MATEMATICA. -
Un binomio E -+ FYD ne ammette infiniti equivalenti e-}-FV D,
ne’ quall ¢ ed f gsono pomeri interi.

1 binomy iperbolici formano un gruppo, vale a dire: il prodotto di
due binomj iperholici & un binomio iperbelico. Lo stesso & a dirsi delle
corrispondenti sostituzioni, il gruppo delle quali. & inoltre isomorfo
al gruppo der binomj. Per la dimostrazione si vedano le gia citate
mie note, dove & altresi dimostraio il teorema: la decomposizione di
un binomio iperbolico in fatior: (binomj iperboliel) ha sempre un ternine;
¢ di pin si stabilisce la regola per conoscere il massimo numero di
fattori iperbolici in cui un dato binomio & decomponibile. Le possibili
applicazioni dell'uno e dell’altra si vnole qui appresso brevemente
mdicare.

2. Il ricordato teorema della decomponibilitda finita rende intanto
ammissibile la definiziene: Indice oi un binomio iperbolico & il massimo
numero di fattor: iperbolici ne’ quali esso ¢ decomponibile, Ai binomj ei.'-;
lLittiei st attribuira (per comvenzione) lindice zero.

La regola per determinare I'indice di un binomio, stabilita nella
mia nota ai Lincei, & la segnente:

Se v = w, 'indice del binomio B --FyD ¢ il minimo valore che bi-
sogna dare all esponente k affinché il prodotto

(E Fl/ﬁJ(}’hﬁ — w)*

non abbia caratiere iperbolico. Se dnvece r < w, €330 & il minimo valore
che bisogna dare a k affinch? non sia iperbolico it prodotio

(E-+-FyD) (w—+1—yD)~

Infatti queste regole, ivi dimostrate pei binomj iperbolici, non ces-
sano evidentemente di sussistere pei bhinomj ellittici o d’indice zero.

Se dunque E -+ FyD & un binemio iperbolico d’indice 4, Tuna o
I'altra delle espressioni

(B +FYD) (YD — w)=*

(E +FVD)(w+1—yD)*,
ridotta a forma di binomio irrazionale, apparterra al gruppo dei bi-
nomj iperbolici; ma uscird dal gruppo stesso, tostoche I'esponente

k—1 si mutera in k. Dico ora che all'uscita diverrhd ellittica; che
cioe, se

(E+FyD)(YD — wf*= E,+ FoyD

(1 hmito al easo » > w; analoga dimostrazione varrebbe per gli altri),
quest'ultimo sarad un binomio ellithico.

Bastera provare che tanto E, quanto F, sono numerl positivi. E
poiché nell'ultima eguaglianza il primo membro & positivo, bastera
dimostrare che & positivo il rapporto Ey:F,. Or bene: se si pone

(E-+FyD)(yD —wp=E+TF{D
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PERIODICO DI MATEMATICA., o
(6 con E' ¥ yD sara da intendere un binomio iperbolico) si avra:
(&' + F' YD)(yD — w) = Eo+ Fo yD;

E, DF — ok
Fu_ EJ'-I’.!JF’ -

d’onde:

Il denominatore di quest’ultima frazione & positive, perche il bi-
nomio E'+ F'yD & iperbolico; positivo & pure 1l suo numeratore, per
essere - .

Fﬁm—?li—-;
—= w

dungue il binomio Ey+FyyD & ellittico, come dovevasi dimostrare.
Portando Vesponente di {D —w o quello di w-~1—1D oltre il
valore k, dopoehé 'espressione

(E+F1D)(yD — w)*
(E-4FyD)(w+1—yD}

avranno prodotte il binomio ellittico By Fy yD, non si potra mai pin
rientrare nel gruppo iperbolico; infatti, supponendo per esemplo che
il prodotto

0o I'alira

(E+4-F yD)(yD — w)+*
producesse il binomio iperbolico E” - F“1D, dovrebbe aversi:

(Bo+ FoyD)(YD — w) =E"+F"yD;
d’ onde:

E; 4 FoyD = (‘ﬁ j’ ‘”) (E" - F” D).
C1d & impossibile perché, essendo iperbolico il fatiore

]'Jﬁ —+
2

il secondo membro & composto di fattori iperbolici, eppert iperbolico.
COROLLARIO. ~ Qualung®e sia il binomio B+ FyD, si ha sempre,
imdicando con Eo-F Fo YD un binomio ellittico :

(BE+F fﬁ) (YD — )ind (E+RD. — o+ F V]j. (se 7 = w)
(E+TF1D) (w+ 1 —yDymd E+FD— E, 4+ F, yD, (se r < w)

3. Bia da risolvere 'equazione
*—Dy*=N

m numeri interi e positivi. Una soluzione (. i) si dird ellittica o iper-
bolica secondoche il corrispondente binomio 2+ 41D sara ellittico




6 PEHIODICO DI MATEMATICA. .

I
od iperbolico. Indice di una soluziome si dird quello del eorrispon- __.-
dente binomio: z-- yyD. N

Le soluzioni dllittiche dell.equazione possono considerarsi come nole. |
Perché le limitazioni della z e dells ¥ di una soluzione ellittiea per- s
mettono di determinare queste incognite mediante nn numero finito »
d1 tentativi.

ProBLEMA. - Trovare tutie le soluzioni d indice dato.

Sia  guest’indiee, ¢ si consideri la formola

(I-l-!flfl}(}’]_)—tﬂ)a=1‘u—l—yu@, (se r = w); |
oppure la formola
(2+ VD) (0-+1—3yD)Y = 2o+ 4 YD, {se r < w).

- In entrambe z,+ 11D indica un binomio ellittico; epperd (2o, #o)
¢ da considerare come nota, quale soluzione ellittica dell'vna o del-
Taltra delle equazioni

' — Dy =N (—7r)°
7P — Dy =N 2o+ 1~ 7).

1l problema & dunque risoluto, e i valori di =z e di y &i otterranno
mediante 'una o 'altra delle nguaglianze:
= — (VD -+ w)?
r+ 31D =(an+ %7D) (252
T T 1+?‘_D .
z =+ YD = (24 3 ¥D) (g:] 1 ?_) :

nei secondi membri delle quali tutto & noto. _ :-
OssERvaziosE. - Non a tutte le (o, %), soluzioni dell’equazione |

#—Da*=N(—r)p
—Dy=NQ2w-+1—1)°,

corrisponde una soluzione del problema; potendo darsi che la x e |
la y ricavate da taluna delle (x,, 3%) non vengano intere. I pero !
certo che il metodo indicato di tutte le soluzioni d'indice 3, quando

Ve ne sono.

4. Risoluto cos il problema di trovare tutte le gsoloziomi d'indice
dato (e conseguentemente anche quelle d’indice non superiore & un
limite dato), passo a stabilire per Vequazione

r*—Dy'=N\N

una nnova e generale formola di risoluzione, che, avendo fondamento
nel concetto d'indice. si potra in appresso estendere al caso m cm
D ed N sono polinemj

o dell’altra




PERIODICO DI MATEMATICA. 7 R

Sia (2, y) una solnziome dell’equazione

2* — Dy =N
e s1a (2, B) una soluzione qualsiasi dell'equazione Pelliana
2 — Dyt =1.

Se (z,v) e elhttica o d'indice zero, essa soddisferd evidentemente
Ia condizione

ind. (x + % YD)<<
»

Vediamo che cosa avverra se (z,y) & iperbolica. In questo easo
si eonsideri il prodotto

(¢—+y ¥YD)(@ — B YD =u -2 yD.

Mostrerd anzituito che, dando a z 1 progressivi valori: 1,2,..., si
capitera 1n un primo valore i al quale corrispondera un rapporto
% : 2 negativo e con la parte intera eguale a (— w). Infatti, sommando
e sotiraendo la precedente eguaglianza e la sua conmugata

(z —y VD) (z+ BYDY =u — »yD,

ricavando poscia il valore di u: », viene:

ind. (z -+ § YD) (%)
5 :

wig=yD 2= e+ BID;
z +yyD (m—BFD) .
z —yvD \z +BvD
Col tendere di 2 all’infinito, questo secondo membro ha per limite

pereche 1l guoziente
o—B8YD:a+ 81D
& minore di 1; si avra dungque:
U —

];J:[!' v ¥

Vi sara percié un primo valore diz p;&l quale la parte intera di w:v
sara eguale alla parte intera di (— yD), cioé a (—w). Se m & quel
valore di 2, s1 ponga: |

(A) (@ 4y yD)(z—pBYD)y=-*=p + ¢ VD.

(*) 3i noti ehe, 5e (2, ) non & la soluzione evidente (1, 0) dell'equazione Pellianz, il suo indice
snra differente da zero, Che altrimenti: « > (- 11§, o conssguentemento: (2m—+1— ) f2<71,
il ehie & 1mposaibila,
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8 . PEHIODICO D1 MATEMATICA.

La parte mtera di pg non sari (—w) ; sard bensi(— ) la parte
intera del rapporto 4:7 nel binomio
4~+2YD = (p+ gyD) (= — B D).

Premesso ¢id, e 1] binomio positizo p—- g YD non & iperbolico, i.nt_li-

cando, con p, ¢, 1 moduli o valori assoluti di p e di g, il binomio
p+qyD

sara ellittico. Infatti i1 suo rapporto caratierigtico, non putend_u dif-
ferire da p:q 86 non pel segno, non avra cerfamente la parte 1mtera
egnale ad w; chd altrimenti la parte intera di p:gq l_':lﬂ-I:El_lhe — lﬂ)
oppure w. Ma delle due conseguenze la prima & inammissibile pel gia

detto; e 1a seconda perché si & supposto che p—-+gyD non 518 1per-
bolico: si avrd dunque, se P+ g YD non & iperbolico:

% (#+y YD) =(z+ B YD) (p + ¢ VD),
con p--qyD ellittico, e conseguentemente:
ind. (z4-8vYD)
2

Cind. (p+gVD) <
Che 8e p—+ ¢ yD & iperbolico, si pomga:

(2 QVE](::—-S]@]—-H l vVﬁ:pl—qlVﬁ.'

La parte intera di P11 ¢ sard w, perche quella di u:7 era {(—w);
1 binomj

b

p+qVD, = (p:-+ @YD)

saranno percid jperbolici, e di pili:

a-+FVD =p (p+ VD) (pr+ ¢: VD),

. » - . . . T
dove ¢ indica wn certo fattore razionale. L’ indice del binomie a—-3YD
(massimo numero possibile di fattori iperbolici del binomio S_t?ﬂﬂﬂ)
non puo essere jminore della somma degl’indici dei due fatiort nra-

zionali che comparigcono nel 2° membro della precedente eguaghanza;
d’onde le relazioni:

ind. (& + 8 yD) > 2 ind. (p +¢VD);
ind. (o~ YD) = 2ind. % (2 + ¢.1D);
valevole 1a prima, ge

ind. (p+ ¢ VD) < ind. = (7 + @ VD);
¢ la seconda, so

ind, =+ (}J, - th ]ﬁ} = ind. (}J -+ Qﬂ_ij




PERIODICO D1 MATEMATICA, | E

Nella prima ipotesi, la (A) produce:
(x 4-y VD)= (2 +B VD)™ (p+ ¢ VD).

Nella seconda ipotesi, ponendo in luogo di p~- gyD lequivalente
prodotto

(z+ VD) (pr— VD),
4+ VB = (2 Sfb_)m (pr — o D)
+ (2 -+ VD)= (= +B1D)" (7 — 0. VD).
Riepilogando le deduzioni relative ai differenti casi, 1 pud dunque

ennmeiare il teorema: Se (z, B) ¢ una soluzione qualungue dell equazione
di Pell, tutte le soluzioni dell’ equazione

viene:

o anche:

sono date dalla formola
(B) 2+ 91D = (a+5yD)} (" = 3" VD), (*)
it secondo membro delln guale va esteso solamente a quelle soluzioni
particolari (x', ¥') i cui indice non supera la meta dell'indice della solu-
zione dell equazione Pelliany.

I poiché le soluzioni d'indice mon superiore a un limite dato s
sanno trovare, I'equazione 2* — Dy’ =N & risoluta.

5. Bi noti il teorema: Tuite le soluzionm dell’equazione

z'—Dy* =N

sono esprimibili mediante una soluzione qualunque dell’equazione Pelliana
¢ mediante le soluzioni ellittiche di un sistemia finito di equazioni nole,
il numero delle quali & fisso e indipendente da N.

Dicasi infatti % la parte intera del guoziente

ind, (z-+0 1)
2 -

Si rammenti inolitre che una scluzione (z', %), se d'indice 4, & data
dalla formola

X y! }FE == (1 L j_ lﬂ) (ﬂ?n _]_ Yo fﬁ)
o dall’altra ’

’ o L1 DY =
T —|—.|f; ﬂ)—(l;m‘_l_ll:)[lﬂ_l"yh 1-D.,r

dove per (1, ) & da intendere una soluzione ellittica dell’equazione
22 —Dy*=N (— )
22 — D =N 2w+ 1—1r).

o dell’altra

(*] 8i & soppresso i doppio Begno ol 19 membro, pereka inutile.
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Sostituendo nella (B) e rammentando che 7 & il limite superiore per
Iindice delle (#, y') ehe ivi compariscono, si ottiene:

oty D ~Ga+ 5y 2 YD+ 0z, + oyD),

y
per 1l caso: >y, o B
= = 1xyDY =
m—l—yﬂ_]:(:—{—ﬁ}!]j]k(?:_l_ +‘L_)(;rﬂ:t Yo VD),

per il caso: » < w, B I'nna o alira di queste formole, da estenders
& tabt1i valori: 0,12, -7 della 4, e per ciascun valore di i a tutti
i possibili valori: 0, 1,2, ... dik, dara tutte le soluzioni dell’equazione
Proposta, quali soluzioni si vedono cosi espresse per mezzo della so-

luzione Pelliana (2, B) e delle soluzioni sllittiche dell’equazionmi del si-
stema

iiiiiiiiii

oppure dell’altro:
| T—Dy=N
F—Dy* =N (2w -+ 1 — )
T —Dy* =N (2w -4-1— )2

7Dy =N2o-+1— .
In ambedue i1 numero delle equazioni & 7)1, epperd indipendente

A cingcuno dei precedent; due sistemi dard il nome di sistema 1i-
Sﬂll"ﬂlﬂiﬂ, N quanto dalle sue soluzioni ellittiche, epperd note, dipende
la risoluzione dell’equazione proposta.

b. Eseupio, - Pep risolvere I'equazione
2 — A6y =N
(=08, r= 10; » > w). si cerchera anzitutto I'indice di una soluzione

d_eH!E"l] nazione 2 — 46y’ =1, per esempio |'indice della soluzione mi-
mma (24335, 3588), ¢ cio si fark mediante I'algoritmo:
(24335 -1 8588 y46) (46 — 6) = 19038 -+ 2807 16
(19038 - 2807 y46) (Y46 — 6) — 14894 -1_ 2196 Y46 (*)
(7447 + 1048 y46) (36 — 6) = 5826 L 859 Y46
(5826 - 859916) (46 — 6) = 4558 - 963 146
2279 - 336146) (V46 — 6) = 1782 963 v46
(1782 4- 263 y16) (v 6) = 1406+ 204 y46
103+ 102946) (V46 — 6)= 474 - 9146,

(*2 81 & semplificats per 2 ii rapporto 14804 2196, come 2 leeito evidentemente.

. ety
SEATHEEE T
a3 1; N
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Quest’ultimo binomio & ellittico: percid 7 & I'indice cercato, o
inoltre: y=3. 1l sistema risolvente & dunque composto delle 4 equazioni:
' — 46" =N
' —A46y*=—10N
' —46 y* =100 N
' — 46 y* = — 1000 N.

Le soluzioni ellittiche di ciascuna sono poi limitate dalla condi-
zione z > 7y o dall'altra: x < 6y, secondo che il 2° membro & posi-
tivo o negativo. Talch®, se N & positivo, 1 limiti per la y delle solu-
zioni ellittiche delle 4 consecutive equazioni saranno ordinatamente:

@ YN 10 ]/%‘I 10 YN,
g Saranno invece

].f—-N — 10N s — 10N

se N & negativo.

7. Il maggiore o minor numero di ealcoli oecorrenti per trovare
le soluziomi ellittiche delle - 1 equazioni del sistems risolvente non
avrebbe grande importanza per lo scopo del presente capitolo, che &
di preparare la via alla traitazione del caso algebrico: solo mmporta
che il numero di que’ calcoli sia finito, com’® difatti. Non sara tut-
tavia qui inutile una breve digressione che valga a mettere in chiaro
il valore pratico dell’esposta risoluzione,

Quando Yindice della soluzione Pelliana & grande, tale & altresi il
numero delle equazioni del sistema risolvente. E allora i limiti delle ys,
crescendo notabilmente di valore ad ogni passaggio da un’equazione
alla susseguente del sistema stesso, potrebbero divenire tanto grandi,
da rendere non consigliabili i numerosi tentativi che oceorrerebbero
per la ricerca delle yo. Voglio ora mostrare come si possono assegnare
alla y, dellc nuove limitazioni superiori a contrasto con le prime, che
cioé impiecoliscono all’ingrandire di quelle, e come ¢id semplifichi la
ricerca di talnne soluzioni ellittiche del sistema risolvente, che sono
le sole veramente indispensabili per la risoluzione dell'equazione pro-

posta.
Iiss1 gia che, posta Ia condizione

» _
md. (&' 4y YD) < 7,

tutte le soluzioni (x,y) dell'equazione 2* — Dy*= N sono contenute
nella formola

e+ yyD = (a4 3YD)* (2’ = y 1D).
Ma dal mio opuscolo “dell’ analisi indeterminata di 2° grado , (¥)
s1 apprende che la formola stessa darebbe tutte le soluzioni, e cia-

(*) Periodico df mutematica, anno V1, fusc. Y1; anno VII, fase, I & seg.
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scuna una volta sola, anche quando (z, ¥) fosse invece soggetta alla
condizione:

2 -+ 3y VD < VYR(z+5yD).
GL & che la prima condizione & conseguenza di questa (v. la nota a

pag. 14); talché nessuna soluzione si potra perdere qualora per le (z, y)
si ritengano ad un tempo ambedue le condizioni:

ind. (2" -4 1D) <,
4y ¥D < YN (a 4 5yD).
Stabilendo di cid fare, e suppenendo dapprima »> w©, si ripigl 1a

formola L B
(2" + %' VD) (YD — w) =z, 90 VD.

nella guale i<+ & I'indice del binomio &'+ ' yD e (o, %) soluzione
ellittica dell’equazione

2 — Dyt =N (— 7).

e il secondo membro di questa & positivo, il earattere ellittico
del binomio zstyoyD sard espresso dalla disugnaglianza: Zo> (01w
da cui:

Zo=+ % VD > 70 (0414 yD).

Conseguentemente:

(*'+% YD) (YD — w)' > 4 (0 +1--D),

=

che, comhinata con

VN («+8VD) = &' + 5 ¥D,

produce:

= —

Yo <Z ) N(m_i_By_;D] (}r]_j— w) <
w1 -+vD
< YR D—w
) w--1-1D
raltra parte:
= r
yﬁ‘{‘N 2[!] : I ) ’

e ci0 a cagione del caratters ellittico di y; dunque y, dev’esgere mi-
nore di ambedue le limitazioni-
— 4/ — o0 (¥ Ni—1
‘FN 9__::?1 - ; ]X V2If1D [lll )
b L= ®—1+yD
Alla stessa conelusione si giunge quando 1l secondo membro del-
I'equazione

o Dyt =N (— )



PERIODICO DI MATEMATICA. 13
& negativo; ed ecco in qual modo: Poiche
(' 4y ¥D) (YD — v} =z % VD,
¢ inoltre i & I'indice del binomio x' ¥ VD, & evidente che x,+ ¥, YD

dovra considerarsi come prodotto di un binomio iperbolico X-+YyD a
determinante positivo pel fattore YD — w: che cioé:

Zo+ # YD =(X + Y yD) (yD — w),

7, ¢ Dyu “I‘ {1 Ra)
X Lo T~ WYo

Fog S

v
-'.
R
kY

.r. : }
Fynhi

i
-r?l:l*
ey
P

iy
SR
o Ry
B |
L

o 1nsieme:

:-_.,"r_"-

<w-t+1;

dalla quale:
To = (r— ) Yo
e eonsegunentemente:

:I'u—l—ynVEE'_(f w I m)yn

Pereid, seguitando come sopra:

V22 (YD — w) _ VR V22 (VD — ) ~* |
r—w-+yD w4 1-4+vD
11 carattere ellittico di w,, espresso dalla disnguaglianza: ze<<wys,

dara inoltre:
s - =
p<VN Vi1 < VN Vz =

Osservando le due limitazioni superiori oftenute per #,, che sono:

V= 2 = }/Erx (VB —— m)] =
N Voorr— ¢ 1§ L—,
= ¥ w+154VD

gi vede che I'accrescimento di ¢ (corrispondente al passaggio da una
equazione del sistema risolvente ad altra pili inoltrata) produce in
esse effetti contrarj, in quanto fa erescere la prima limitazione e nel
medesimo tempo diminuire la seconda. Ne avviene che per valori di ¢
non molto grandi la limitazione ascendente (che ne’ calecolh & la piu
incomoda) prevarri sulla discendente, e divenuta per {al modo nn-
tile, si potra abbandonare. Rimarra I'altra, che perd diviene sempre
meno elevata ed incomoda a mano a manoc che 1 ecaleoli progredi-
SCONO0.

Riflessioni consimili si mfﬂ.tta.nc: al caso: r < w. Partendo dalla

formola _ B B
(@ -+ y YD) (041 —yD) = + 3D,

¢ ragionando come pel caso: r < w, 81 ofterrebbero per ¥, le lLimi-
tazion::
— 4 /( l i — 9 T li—1
VNV(Em .Tl r); VR V22 (w VD)

}_1
D 4w ’
come 1l lettore pll#’.'} facilmente ritrovare.

Yo < V:ﬁ
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NOTA

b —

Per dimostrare che la condizione
ind. (' 44 VD) < 4
e conseguenza dell’altra
7 +y' VD= VN(a+ 3 VD),
si pud far ricorso al segumento prineipio di facile verificazione: di
due binomj # +y VD con ecual determinante positivo, maggiore @
quello che ha minor rapporto caratterstico ; di due binomj con egual
determinante negativo, maggiore & guello che ha maggior rapporto

carattenistico: e reciprocamente.
Sia pertanto r > w, e suppenendo

#+y VD YN+ 8yD),

si diea ¢ I indice del binomio 2’ |- ' YD. Considerando Ie due espres-
sioni

(@ +y VDF (YD—w)=; Nre (- VD),
si noti anzitutto che esse sono entrambe iperboliche, Per la seconda
ci0 € evidente; in gnanto alla prima, basta osservare che, essendo i
I'indice del binomio 2’ -y VD, quello del suo qnadrato sara almeno 9;.
Dette espressioni hanno inoltre 1o stesso determinante negativo

— N d ” ﬁ—l;
dunque, poich® il rapporto caratteristico dells 1o ¢ w 0 maggiore

di w, mentre quello della 2¢ e appunto w, la 18 espressione avri
maggior rapporto caratteristico e sary quindi maggiore della 22, ossia:

=] — j—1

(¥ +%VD)* (/YD—uw)= N»r (w—VD).
Ma per | ipotesi:

N - ¥ 1‘@) = (-4 VD)=,
(2B YD) (YD — w)*— > »— (19 - yD).

Qui 1 membri hanno o stesso determinante negativo: —r¥; pereid il
maggiore dei due avra maggior rapporto caratteristico. Ma il rap-
porto caratteristico del 2° membro & w; dungue il rapporto caratte-
ristico del 1° sard mageiore di w. Cid prova che 1'espressione

(2 ~-B YD) (YD — w)=—

© 1perbolica: si avrd dunque, rammentando Ia regola per la ricerea
dell’indice, citata al n. 2.

md. («-+8yD) > 2i—1,
mnd. (o ByD) > 2i;

dungue:

OVVEro:

ol
i

.
= ot oo T
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Fonde: ind (2 + B YD)
- |

i=ind. (" + ¥ VD) <

Analogo ragionamento per » < w. Basfera prender le mosse dalle
due espressioni:

(2" 4y VD (w1 YD) N 2w+ 1 — ) (w -+ 1 4+ yD).

(Continua) (. FRATTINL

SUL QUADRANGOLO SFERICO INSCRITTIBILE

(Esercizi di Trigonometrie sferien)

1. Sia ABCD un gnadrangoio sferico convesso inseritiibile in un eircolo minore

di una sfera (*), e si indichino, rigpettivamente,

con a, b, ¢, d le misure ecircolari degli archi di circolo massimo AB, BO,
CD, DA (**). |

aon (ub), (be), (ed), (da) le misure degli angoli formati da qunesti archi,

con e, f le misure degli archi di eircolo massimo BD, AC,
Si cousideri inoltre il quadrilatero piano formate dalle corde degli archi prece-
denti, e, presa per unita il raggio della sfera, si indichino, rispeitivamente,

gon i, b1, ¢1, A le misure delle corde AB, BC, CD, DA,

gon (b)), (her), (erdy), (diay) ie misure degli angoli formali da queste eords,

con &, i le misure delle corde BD e AC,
E si convenga anche, per brevita, che, quando il numero d’ordine di una for-
mula & chinsoe fra parentesi quadre, si debbano sottintendere anche ls altre tre
formnle che si deducomo da quella indicala con sostituzieni circolari fra a,d, ¢, d,

fra a;, &1, ey, @, ..

2. Si osservi subito che 81 ha -
[1] ay=2sen +n , (2) & =2sente (8) fi=1Ysendf ,
¢os(usdy) = sen 3 asen & b+ cus & a cos } b ooslaby, [4]
_ ¢os 4 (¢ — b) — oos arhy)
= D
seu§ (a?) V Yeos F e vosd b : a 15]
co8 & (a + &) -} eosl a1 dy)
— - . 6
608 3 (aD) ]/ deoz Fucos i b L6]

Tofatti: Je [11, (2). (3) sono evidenti; per dimostrare le [4] si potrebhe ricorrere

a semplici considerazioni geometrighe, ma basta anche osservare che

m*+5*—fi* sen*ja-sen”3b—sen’3f
2 i Zsen & u sen + b

cos(aby) = '

ehe
cosf — cosaeosh sen®}a -t sen’} b —sen’}f—2sen’fasen’h

gena senb Z2eenitogen-tbheoosiacosth

cos{ab) =

e sostituire; le [5] e le [B] poi ai deducone immediatamente dalle [4].

(%) 8i prega il lettore di fare la figura.
(%) Fra gli mrehi di circolo massimo che hanno per ostremi das punti fati, come fra gh angoli

formeati da due archi di circolo massimo aveuti un estremo eomune, e'inlendera sempre di consi-
derare qnello che & minore 4l =
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- Cid posto, gigome nel quadrangoje piano ABCD si ba
ﬂ12+ b — g)*— ‘312

] 3
indi ! sl ek + o)
e guindi, pdr Je [1],
2 L T £l 2
bon(indy) — X0 Lot sen’3b—seatic—senty @
: dsentasend b+ sendcsentd)
da om
cos{mb) = cos}le +d)oosdfe—d;~—cosd a8 eoadln—B

r

Zlsen L @ sen 3 b+ sen & csen d d)

dalle [5] e dalle [0} si avra facilmente

~ sen 4 [E:ﬁl'— [ﬂot-i [~ by o8 3 lo—d ]jeos ] ([« —bi—ovad e+ df
J 44'.Hullé-u sen 4 b+ sen desenbdiens g a cos L '

co8 } (ud) = [008 § (@ 4 &) -} cos 3 (e + W ]fevadfe —dr— cosd fa+ b
4(sen fwsen} b+ sendesentdicos facos b '

F di gui, ponendo
(V) o+bdv4+d=2s, da em Bl —adtbt+ec+d=2(s—al,

& osservando che

_ ‘ cosd{8a—a—b)=cost(s—c—d), [0]

Bl VTt

sen 3 (ab) =-]/uua} Is—-n—;ﬂ eosd (g —a—d)sen & is—a)send 's—b)
(Beudasend b+ sendesend d)oosLacwsdb

, [10]

cos 48008y (8—a—b)sendis— c¢)senk (s —d)

co8 §(ad) =
(sen +asend b+ sencsenid)ensdacost b

[11]

e gquindi aneche

tﬂnn}(ub} = Cos % (s—a—cleostis—u—disendis—misent (#—
gosfscosd (e —a—bjsent{s—c¢)sent(s—d

4. Dalle [9] e dalle [10), ponendo

b) 2]

n=4 Vﬂﬂﬂiﬂﬂﬂﬂ{ﬂ*b]uuﬁi{l—vﬂ—c]ma } (8—a—d)sen}(s—a)sentis—b)sentls—c;send/ g—d), (13)
si rieava facilmenie

L1

sen(ah) — ; | [14]
) dlend usenid +sentcesendtd)costacosib 2
da cul
’ ] ws L Decosd g 2
sen{ab) == cosfrecnst b _ (e ros 4+ L s
k 880} wsentd-+send bsente senoe) semdhsento+sendesensd L1
ed anche
sen{np) cos  acos } b=senied)cos teeos 3 d. [16]

. S8 8i suppone d =0, ogouna delle formuole precedenti deve ridursi ad una
formula relativa & up trimngolo sferice qualungue, & si pnd facilments vedere quali
siane queste formmle golls segnenti considerazionl.

Qnando i) punto I} coincide eol punto A, il quadrangolo sferico ABCD si riduee
al trinngolo pferiov ABC; per cui, indieando con a'. &, ¢, &, F, 7' 8" le misure dei
lati BO, CA, AB, ﬂng]i angoli riapetl.i?amante uppuﬂti e del semiperimetro, basiera,
nelle formule precedenti, in luogo di

a, b: £, i (ﬂbj; fbf]-r g,
¢, , ¥ O g, ¥, 8;

porre rispeltivamente

1
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resta quindi a vedersi soltanto che cosa si debba sostituire a (ed) © 8 (da). Pev
¢io si immagini il circolo massimo tangente in A ml cirecolo minore nel qmﬂ:l-ﬁ
inseritto il guadrangolo, e si indichi con ATy un arco di questo pivovlo MMASSURD
che sin nella semisfera (delerminata dal lato AC) nella guale si trova il vertice B,
e con AT un arco dello stesso circolo che sia nell’altra semisfara; ¢ ohiary intanto
che gii angoli (¢d) e (da) tenderanno, rispatiivamente, agh angoli CA'Tw @ B‘-*TH*
Cib posto, se si indica con P il centro dell’accennato cireolo gircoscritto, st bR~

CATs = CAP + % . BAT: = BAP +

I‘:-.'..! A

ma& o un nolo teorema di Geom. Elem. (*) 81 ha pure

20AP=2o 4 v — ¥, 2BAP =o' + 8'—7¥,
qnindl sara
O e )
CATy >

EJ_I_E!_TJ' : _;r-tl
2 g

+% BAT. =

per eni, se si indica con &' 1'sceesso sferico del lriangolo ABC, basterh, nelln ipo-
tesi considerala, 1n luogo di

led) , (),
porre rigpeltivamente
, & , &
-2 =3,

T'acendo ora tintte queste sostituzioni, delle guoaftro formnle rnpprﬂaﬂntntﬁ
dalla [10], le prime due si riducono alle note formule che danno sen ) (o senYY
in funzione di &,%, ¢ o di 5’—a’, 3 —Db,, §—=c, ela terza e |a quarta riducono a

ks Ej) ]/EBI] 35 cost (s —a)send (s —b)send (v —0)

608 \ 2 4 gsen3a cosd b sende
(' s') «}/sen 1second(s —aloosd (s —B)seny (s =)
003 =— : ; : -
| 2 4 send a seny b cosde

formule pure noie (**). Risnltati analoghi si deducono dalle [11] e dnlle [12]; <
Qo poi si indica eoun 2’ il seno del triedro corrispbndente al tripngolo ABU,
che si sn essere dato dalla eguaglianza

n = |sensg sen(s’ — a ) sen/s — b)) sen(s — ¢,

si vede che »n st riduce precisamente ad »'; e quindi delle ¢guatiro formule YAp-
presentate dalla [14] le prime due si riducono a formmie mnote, © In lerzn & a
quaria si viducono a

»

y  BY n , & e ;
it (ﬁ - ?) Osenya coss b seRic’ (T 2) ~ Dsen 3 u sen 4 bcos e

formule pure note e che si possonc facilmente rvicavare dalla formula de) CLHHfiLIE#H?:
che da 1’ eccesso sferico in funziome di tre lati, B a formule note, © facili & di-
moatlrarei, ai ridocono tuite quelle ehe sono rappresentate dalla [15} & dalln “5];
in particolare: la prima del gruppo rappresentato dalla [15] si viduea alln nota
proporzionalita frn i seni dei lati e 1 seni degli angoli opposti.

(%) V. BAvtzER, Dis Elemants dar Mathemaiik, Leipzig, 1874, Vol II, pag. 155
(%%} V. Serrzr, Traild ds Trigonometrie, Pans, 1888, pag, 180,
(5% V. Caonorl, Trigonomelria piona ¢ sferica. Bologna 1804, pag. 306.

= 12'3;-:-' ]
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Osservaziose 1. — 8i noti che delle formule [10], [11] e [12] (a differenza
di gquanto avviene nel easo particolare del twiangolo), ie [12] soltanto somo loga-
ritmiche,

Osservaziose 1I. — Da quanto si & dimostrato in principio del § risuila che
I’angolo formato dall’arco tangente ATy coll'arco AC @& uguale al snpplemento
dell'angolo ABC, diminuito, quest'ultimo, della melad dell’eccesse sfarico = del
triangolo ABC; nel caso del triangolo piano goesto eecesso € & zero, € 81 ha uno
dei teovemi fondamentali della Gepmi. Elem,

Osservazioxg [II. — Risulta pure (come poleva prevedersi) ehe per d=20, si ha

(ed) 4+ (do) == 4 =,

6. Si indicki con e l'eccesso sferieo del quadrangolo, ossia si ponga

(ab) + (be) + (ed) + (da) — 2= =¢ . (17)
siccome dalla (Feown. Elem, 81 sa che (™)
(ab) + (ed) = (be, 4 (du), (18)
SAra
(ab) 4 (ed) = (be) + (@A) =T+ L1 ¢, (19)
da cml
£ b 14
5 = b [(ab) -+ (ed)) — - (20)

Ora, per mezzo della [10] e della [11] si ha facilmente

oS} 8 €084 (3—a—Bb) —ecosd(s—a—e)cosd(s—a—d)_
gen tasendi b4 sendesentd X
XV&EH-&{:—H]B&E&{3—i‘:}sen&[sﬂﬁsen%lS—d}
cos i (aecostbeostecostd
send(s—a)send (s —b)-Fsend (s —cisend (s —d)
Beh taseni b +senicusentd

cos } [(aBd) + (ed)] =

:

sen ¥ [(ad) + (ed)] = X

XV“UB#HEHH& (g—a—b)cosdt(s —a—c)oos d(z—a —i)

costacoatbeoosdcoosid

quindi, essendo

cos s cosd (8—a— b)—cost s—u—e)oosi(s—a—d)=—sensasendb—send csen 4,
gsent(s—a)sen i (8—>5)4sen } (g—¢)send(s—d) — -+ seni asen } b-}sendeseni d,

§1 avri _
_VEED!‘S——ﬁ}ﬂen}[a—b}ﬂent}{s-—ﬂ]aen%[.s—-—t'i.'J (21)
cos s cos}beosdpoosdd ’ ’
nos Vbusisuﬂs;.:a—-u—bjcusﬂa—a—c}unaﬂa a—d) g9
¢ costacostbeosdecosdd

da cui anche

tan .i — Seh (8 — )send (s —b)send (8 — ¢) sen 1 (3 — d)

4 coS 8608 ) (s—a—bjeosd(s—a—e)cosd(s—a—d)

(23)
Dalla (21} e dalia (22), ricordando la (13), si ha pure la formula notevole

HEH—.E*=‘ . . (24}
2 2cosdacosibeosdccostd

(*) V. Lazzemi & DASBATY, Llymenti di Geomelyin, Livorme 1801, pag. 214,
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OsservazioNg [, — Se 81 suppone d=10, la (21) e la (22) si riducono & for-
mule note (*); la (23) e la (24) diventano rispeitivamente, la formula del Luui-
LIRR (*) e In formuls del Caexorr, giia citata.

Ogservaziose 1[I, — Nel easo del iriangolo, quando si veglions ealeolars tabki
g tre gli angoli dati i tre Iati, esiste on metodo, basato salla formula del Leriazs,
il quale cogli stessi quattro logaritmi da il mode di ealeolare tutil e quattro gli
angol

g -y g B’ g’ 'd g
2 47 2 47 & a°

e gquesto procedimento & molio opportune, perche si presta alla verificazione

AN N

4 2 4 2 45 "\2 477 2°

aoaloga n quella che, nella stessa ipotesi 81 ha per un triangolo piano. Nel easo
del quadrilatero si ha gia una formula dit verificazione mella (18), ma s1 pud osser-
vare che nn vantaggio analogo a quello ora aecennato offrono le guattre formule

rappresentate dalla [12] ussieme alln (23), perché queste cinque formule permet-
tono di ealecolare tutte e cingue gl angoh

{and) [be) (ed) (da) &

R A T T A

cogli stessi ofto logaritmi, e questi cingme angoli, in forza della (18) e della (20},
devono verificare la relazione

(ab) . (Be) . (ed) . (da) =

e Fatata g "
Qszervazione 111, — Se il gquadrangolo, oltre essere inseritfibile, & anche cir-
coseritlibile, essendo sllora (™)
G- ec= b+ d,
dalla (23) =1 reava
sen . Y't.au Y atant b tan F ¢ tan § d. (25)

4

7. Siindichi con B Ia misura del raggio del circalo sireoseritto al quadrilatero:
se si considera il triangolo ABU, si ha, com’& noto (%),

cos d aeost b

etn B =
seut/f

gen (ab):

@ pure noto che nel quadrilatero piaoe ABCD si ha

G fru Eill '+' bj fﬂfﬂl &1 + bl fF_l}
& 5 -+ o3 dy '

fi

guindi, per le [17], per la (3) e per la prima della [14] si avrh facilmente

tan RB= ff(ﬂau-guaau%b.f. senjesendd)(senjasentctaenibsenid)(sendnsendd-senibsenic). (26)

Ossurvazione. — Ed anche questa formula, quando si supponga d =0, si ri-
duce ad una formula nota (™).

(*) V. SBERRET. |. ¢. pagg. 159 & 160.

(**) V. Lazzert p Bassang, . ¢, pag. 220.
(¥#=y V. Buprer, |, ¢. pag. 162,

|**F*) V. Har7zER, |. . pRg. 323.
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8. Dalle []ﬂ] e dalle [1]‘]_. m-ra]]ﬂn col prnceﬂlmﬂl‘ltﬂ EEg'ﬂliD nel § 3 E 1 va-
lori a1

EE“-} [(ad) Be)] e di cos ¢ [(ab) T (be)]

e osservando che

seni({s—a) cosi{s—na—d) TBani s —¢) cosi(s—u—>b) = sendb cost{c—a) {sendd,
send(a—ai cosk{s—a—y —gonl/s—¢) cosi{s—a—2) = cosibseniir—a),
0533 Eﬁﬂ%iﬁ—ﬂ.}—m%fﬁ—-u—-.::}aenﬁ-;:g— i) — sendd cosi'e+ e —senid,
costs send(s—d) el s—a—cisenl s—b) = eosibh sentic-ta),

31 ricava . _ |
sent [(ad) + lfhﬂ}_‘]__h_ eosLd|senibeosd{e—n) +sentd [27]
sen [(ad) - (dej] — eus 3 b [gen 3 d cos 4 (c— a) + seud 8] 1 i
eos$ [(ab) + Hm]r! _tostd[senibeosd(cig)—sent d] (28]
cosd [{ad) + (de)] ™ ous 1 b sendd eosdc+a) —senl b '
send(ab) — (b)) cosjdsentlc—al 120}
send [(@d) -+ (fe)) ~ senz deus & (c—a) fsenth’ -
cos3 ;[t‘lb] —_ If.lﬁ}] - cos + dsend(e -+ a) -TSDj
cos 3 |lad) + (gy] ™ send dcost(e+a) - send b |

Supponendo d=0, quegis formule si ridacono alle formule di DELAMBRE; come
quelle che si rieavano divilgpdo membro a membro e ordinatamente le [27] per
le [28] e le [28] per le [30], sl vigueono a queﬁa di NErzro. lisse possono servire
ad estendere al quadrangoip aferico inseritiibile molie delle relazioni che si hanno
fra gli elementi di un tnﬂnguin aferico qualunque, & gnindi auehe & risvlvere, per
il qoadrangolo, alcuni proh]gy; analoghi a quelli che si risoivono per il triangolo.
Cosi, p: es:, dati due lall b, § |a somma (ad) <+ (dc) dei due angoli adiacenti ad
ueo di essi e la differenzi (p.— 4) fra gli altri due -Jaii, la prima delle [27] ¢ la
prima delle [20] servomo & pulcolare gli angoli {(ad) e (bc); come nel caso di un
triangolo, daio un lato o |ﬁ]lgn]n opposio 2’ e la differenza b —rc¢ degli albrt dus
lati, le formule di Dmmn A eai s riducono ]e due precedentl, serveno & eal-
eonlare gli angoli ' e ¥

Osservaziose. — Dells yyuitro formule rappresentate dalla [27], come delle
nuative rvappresentate dally |2%], le ultime due coincidono colle prime due.

8. 8i indiehi con O il pyyplo d'intersezione dei due arehi BD e AU, =i ponga
OB=y, OD=¢, OA=f, OC=f"

e &l rappreseniino, al selitn, woy (af), (ae),. .. le misnre degli angoli formati dagl
archi le col misare si 8006 jydicate con a e com f, con [t B COD £, ...

»

Applieando le formule @ Dpramune ai due triaungeli BOC ed AOD, si la
sen 4 [(bf) —(eb)] __ 8O § o' — ) cosd [(bf) —(eb)] seni (¢ -+ f")

cos ¥ ef) mendb sen 4 (&f ) sem4b
sen § [(df) — (ed)] _ sew y 15" — )  cosd [fdf) —(ed)] _send (e’ /")
eos 3 | ¢f) Rell 3 d 3 . sen=(ef) sentd

ma par il teorema di Geoms pi7gm. ricordato al 8 5 si ba

L (@) — \bf) + (fa) = (ae) — (ed) + (da)
da ewi, facilmente,

by — (b = (df) — fed) ,
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quindi sari _
sen4(f ' —e) sen ki gend(f"+¢) sen¥d -
i) senf (¢ —f) sendd’ (32) send(e +f) esen}d’
ad in modo analogo si otterrebbe
| i sen & I"{': - t::‘a sen + @ | (34) sen 1 ff' - l'j‘::! sand a |
sentle —f ) sem 4 ¢ sen (e +7F ) sente

7 19. Dalle quattro formule precedenii si pessono dedumrre molte altre formule

notevoli; se ne daranno qui tre esempi.

1. Dalla (31) e dalla (32) si ha
sen 3 (f" — ¢)sen 3 (¢ + f)=sen (" —7)sen (" +¢),

da cui, eon faecili trasformazioni,

com i (e + 21 eos (e —e) _
cosx(f +F1 cosd(f —f")°

e allo stesso risultato s1 glungerebbe se si partisse dalla (83) e dalla (34). Da

(33)

guesta 81 deduce
fan 3¢ lanie —tan 37 tand /', (36)

relazione conosciuta (*) e della quale si pnd dave facilmente upa dimostrazione
diretia. I da quest’ultima si rvieava anche l'altra

aen¢ sene’  senf senf’
cos*te cos*yf

(37)

che sarik utile in segnito.

IT. Dalie stesse (31) e (32) moltiplicando membro a membro, e dalle (83) e (34)
operandy mnello stesso modo, si ba rispetlivaments

cose — cosf 1 — cosa

cose — cosf 1 — cosb
cosf — couse’ 1 — coBc

cosf —cose’ 1— cosad '

(89)

, (38)

relazioni potevoli fra i quatiro segmenti ¢, €', [, f" e due lati opposti del gua-
drangolo.

111. Dalla (31) e dalla (32) s bha pure

sen47 cosde senid _ sende cosdf sentd
S gente” cosdf sentd’ (41) sentf cosie senitd
(42) sen3f costé BEN 4 0 genie cosi/ senga

(43)

senie cosdf  sente sentf coade’ semye

da eut dividendo, membro a membgu, la (42) per Ja (40), o la (43) per la (41),
moltiplicando invece ln (41) per la (42) o la (40) per la (43), si ba rispettivamente

(44) gen [ _ sen f | (45) gen e . sén & ‘
sendasendd sentbsenice sendasend b sencsentu
Ossgrvazioxk 1. — Suppostv che AQ passi per il centro del eiroolo circoseritto,

e che BD sia perpendicolare ad AC, nel triangolo ADC Pareo OD & I'arco perpen-

*, V. Caanonr, L. . pag. 344.
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dicolare al lato AC abbassato dal verties opposto, @ la relazione (36) si nduoce
all’altra

tan®1 DO = tan 3 AO tan 3 OC.

Di qui un teorema ehe ne ha per corrispondentie, nel piano, uno notissimo, giacehd
un trinngolo sferico, i cui tre verlici distano ngnalmente dal ponto di mezzo di
uno dei lati ‘eome i precedenie triangolo ADC) ha per corrispondente, nel piano,
un lriangoio rettapgolo. Altrettanto si diea di tntte le relazioni esistenti fra gl
elementi del triangole sferico considerato: cosi, p. es., se A'B'C’ & 1] triangolo e
se 1l punto da eni equidistano 1 tre vertici & sul Jato o', si ha

Benfo =sentd +sen® 3¢,  eosdn = cinf ciny’

alle quali, nel piano, eorrispondono espreasione analiliea nel teorema di Prrasora
o Ia relazione fondamentale fra i due angolt aenti di an triangolo rettangolo.

Osseevazionz IT. — 1 rapporto consideralo nells {44) uon & uguale al rap-
porto considerato nella (45), e questo risulta immediataments dalla (87).

1. Di ognuna delle relazioni precedenti fra gli elementi di an quadrangolo
sferico inserittibile (*) si pud trovave la relazione eorrispondente fra i eorrispon-

dentl elementi di nn quadramgole pianc pure 1uscrittibile, csservando principal-
mehnte che essendo allora = — ), Ia (19) si siduce a

(aB) + (ed) = (b6} + (do) = =,

come gia 81 sapeva dalla Geom. FElem.
Notissime sono quelle che corrispondono alle [10], alle [11] e alle [12], &, sie-
come # (§ 4) si riduce alla misura dell’area del qoadrilatero, nolissima & pure

quella che corrisponde alla (26). Fra le corrispondenti & tutte le alive si possono
notare le seguenti:

I. quelle che corrispondono alle [I5] e ehe sono

ad 4+ be  ba - ed _
sen(ad) . sentbe) ’

[15]

I1. quelle che corrispondono alle |29] e alle [30] e che sono

co3 3 [(ad) — (be]] e a

[29] H_E f_l'} ["n'!ﬂ === (b(‘!)] __C—mn _ .
608 & [(abd) + (be)] b—d’

hen d |(ab) + (be)] b4-a°

130]

1. quella che corrisponde alla (86) e alla (87) e che &
E: E" — f' fu [35}-'
espressione analitica di un noto teorema di Geom. Flem.:

IV, quelle che corrispondono alla (44) e alla (45) e che, per la [36], si possono
rinnire pella seguente '
!l E" fJ f”

ab  ed ad  be "

espressione analitiea di un teorema dovute a Carsor. (%)

(%) Le formla 107, [11]. (1) e (22) non sono nuove, ma le erediamo poco note. Sono proposie i
dotie eASICii |pyy plgpnj gravi arrori di stampne non faclli & rilevarsi) nelle Leacons aur lu thiorie :
des fonctiona oivyulajrey, ... del Le Coints, (Paris, 1858, pagg. 378 e 879), ma non abhinme potuto :
risnlire alle Tonh, dnl Lz CorxTn stesso e¢ilate, per conoseere gli antori di queste formole s il pro- E
cedimento da s tenuto nel Aimostrarle.

(") V. U"'“"“T. Géomdirie de position, Parig, an. X1, 1808, pag. 271.
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Os#sERvazZioNE. — Le relazioni che, nel quadrangolo piano, hanno per corrispon-
denti queilo che danno il prodotto e il rapperto fra le misure delle diagonali
(espressioni di due notissimi teoremi di Tovom=o) non si sono riportate perche st
possono scrivere immediatamente.

12. Con metodo analogo si potrebbero trovare molie altre di quelle proprieia
del gquadrangolo sferico inscrittibile, le cui corrispondenti nel piano son nole; sl
porra termine a guesti esercizi con un ultimo esempio.

Da un punto gualunque M del circolo circoseritto si conducano gli sreh: di
circolo massimo perpendicolari ai quatiro lati AB, BC, CD, DA del guadrilatero
& si indichino con &, kp, e, g, vispettivamente, le misure di questi archi, inten-
dendo che sa Aj, By, Ci. Dy sono i punti diametralmente opposti ai vertieit ABCD,
gquesii quattro archi siano quelli 1 cul piedi sone, vispettivamente, nelie semiecir-
conferenze ABA,, BCB,, CDC,, DADy. D&l trigngolo sferico ANMB, per unz nota
formuls, rieordata pnche al § 7, =1 ha

eos 2 MA cost AB

cinE = senMADB son i MB

(dove per M A, MB si intendono gli arehi di eircolo massimo, minori di «, che hanno
per estremi M od A, M e B), e siccome

sen i, = 8en MA sen MABE,

si avra anche
sen 3 MA seni MB . 146]

cos L u

setu ta — 2 ctn B

Da questa formula e dalle tre sottintese si ricava Tacilmente

senh.sen h. cosibeostd (47)

—

senhysen ks cosd acosd ¢

e quests ha per corrispondente nel pianc I'espressione analitica del teorema: il
prodotto delle disianze @i un punto gualungue di una civeonferenza de due lati op-
posti di un guadrangolo inseriito @ unguale & prodofio delle distanze @i questo
stesso punto dagli altri due Ioti. (*)

(sservAztoNE — Fra i easi particolar: che si possono considerars v'& gquello in
eni B coincida eon C e A eon D: i eireoli massimi cui appavteogono gl archt AD e
B diventano allora 1 cireoli massimi tangenti in A e in I ol cireolo circosoritly

¢ la (47) divenia

aen iy 1

-

sen Ay set by costd

la cui corrispondente nel piano b l'espressione analitica del teovemn: Ia distanza
di un punto qualungue di uaa circonferenza a una corda & medic propoyzionale
fra le distanze dello siesso punio Aol tangenti condotte alle estremitd della corda.

(*) Deesoves, Questions ds Gdoméirie fldmentnive (Paris, 1875, pag. 170}

Livorno, marzo 1903. (1. Pesct
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SU DI UNA CLASSE DI POLINOMI

I polinomi, di ¢ui noi vogliamo qui studiare le proprieta princi-
pali, soddisfano alla formola di ricorrenza
N ﬁ!= i (T: m— 1] Tl—l _'ifuj_] {3 = 1]. (1]
Posto |
filz)= E (’“‘ 1P g

essl riescono completamente determinati quande si fissano 1 valor

dei termini
i14 Gan, « « « 9 5 9204, (2)

e 1l coefficiente a,, di fi(d) = a3 — ay,. _

Per valori speciali delle ,;, si ottengono i polinomi, che 1ncon-
trammo ne La delerminazione assintotica deﬂ"n“‘m*’ numero primo. (¥)
Senza assegnare valori particolari alle (2), noi daremo !’espressione
generale di questi polinomi, e ne trarremo alcune notevoli proprieta;
pol, esponendo alenni algoritmi coi guali si ottengono polinomi, sod-
disfacenti alla (1), mostreremo la genesi di quelli incontrafi nella
citata questione e daremo l'equazione differenziale cui soddisfa for-
malmente la loro funzione generairice. Noteremo infine una proprieta
dei polinomi gernerali (1), che riesce utilissima nello sviluppo assin-
totico dell'n®™ numero primo di una progressione aritmetiica.

. Noil supporremo a,,=—1 e non faremo alcuna ipotesi sulle co-
gtanti (2). Cido posto, dalla (1) facilmente si trae la seguente relazione
di ricorrenza tra 1 coefficienti del polinomio fi(z) e quelli del poli-
nomio precedente:

ﬂ';,h_?J E%__};l'] (i—1.h ‘l—‘ iﬁi—l,h—l (J- = 1._. == h]. lB}

2. Per ricavare da questa 'espressione generale del coefliciente a;, ,
poniamo

G = IL(!_‘_}!;[,) ! Fin « (4)

La (3) si semplifica nella

1 .
iy — Zi—1u —|— 1__—1' Ci-1n-1 4 [D]

o ema subito si trae

1 1 1
ﬂiih=¥‘?'h,h—1 E h—l—l 'ﬁls—l—l,h—l_}_‘---"]—'i_]

i—1h—1 — Gnh-

(*) Rendiconto deslla R. Accademin di scienze fisiche o matematiche dl Napoli, 1002.
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Si ottlene cosl

1, 1 1
m.n:]., m_l—-—-ll 9 ! 3+ } 1-_1 || %11
1, 1 1 1 1 1
%2 ="g "l 3(1 ' 2) or ] 5—1(1 7 --.e'—l)H

1 1
+5.«.1_1_(1 e R
e in generale, indicando con H" " ]a somma degli Invers] dei pro-

dotti ad h—s ad h —s dei numeri s+1, s-+2,...,1—1

(L (=1} =’ (1)
Ol — Hj.,i—]+ AW H:, \-—1‘1‘ a3z 113, 1—1 ‘jf_ .0 . _I_ En—10—=2 Hh.l—l —I“ Ui, b - (B]
D’altra parte _
{; = ]-}-r “ho—-g)

g ) s=1,1—1

& un numero intero ed vguaglia la somma dei prodotti ad i —1 h
ad i—1—4 dei numeri e—+-1, s+2, ..., 1—1. Posio dunque per brevita

S '
[-’ j)- Hl.'h—ﬂi =[3+11 i‘_l]i—l—h

E' fet-l.i=1

la (6), in virtu della (4) fornisce

ﬂi,h e

3! 1,1 . | hH . :
g o= 17 o i1 2 e i—11--3}, ()

Se @20 .. Ay .. Sono interi, da questa subiio rilevasi che per

i>h>0, @ divisibile(;I)Fa=i(;1:i)=(h!_1)[i B 41).

Facendo uso delle note proprieta

.#'l

'S . 17—k : T (i—2)!
h:ﬁl:s_’—].u’_"l] __(H_!I_l}! . ht'}(_l} I—“' | 1.3_1] :[__1) {3_1‘]!

si rieavano dalla (7) le relaziom

= SEis 1 1.1 sz f PR
iu[“—?"”“""i”"!(lz S TFTiu LE TRttt (i—lz,nls:) )
T (— 1) (iR @ = (—1)1i! (i— )’(""‘ et = )(B’)
B (1) (—hk = =l groi— T T =) —2)/

3. Dalla (7) possiamo Ticavare una prima espressione del poli-
nomio f. (z). Invero, moltiplichiamola per (—1)'2'-* ¢ sommiamo da
h=0 ad h =1, st ottiene

(11 (2.9

fila)—=gsolm)— o1 Gule)+ 77 fusla) — .

4 FE

iy Ji—ri—1 . ;
+(—1) (i—2)! i1 (x) +(—1) (i—1)! . () (9
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avendo posfo, per k<1, s
: 1'1 - - i! - jt @) el ==
Pin== | i_h]![h—l—l,i—-lT“““mr‘h - [A+1,i—1]"* "
N |
- —i—-(—l]“h_‘—ﬂ X :
e per h=1i
= (1 —1J.. 8
4. Particolare importanza ha la funzione }
Prol@)=[Li —1F"2'—i[1,i 12— D[ Li— 1P ——... +i(i—1)..32z (10) A
corrispondente ai valori tutti nulli delle @, poiche mostreremo che ;-
':P;,;,*Bi puo esprimere mediante ¢, ¢ le sne derivate. Infaili dalla re- b
lazione evidente ;
1 1 . i
[-1, i—1T = i3 fA,—1]+ - [A—1,:—1] l“
si frae &
| s | 1) 3
q?i.h-:_}r?EJ:_I_T:Pi,h—l ( J

da cui sobito

1 ’ :[ 7 1 ] 1 —ta 1 %
$5#=Tl'cpi:h—1+-?? i,il—l_{_-ﬁm i.h—l_l_"‘ : hl—h—l—-l qJ:;i]-- (12}

Potremo dunque porre

(b} (b) (hi-1) (ht1) M @
@in == An ':FLﬁ_I_lh Fia _!__I_lh P50 (13)

Per il ealeolo delle ) hasterh osservare che esse, 1n virta della (11)
soddisfano alla formula di ricorrenza

3 % (20 a0y (14)
NI ottiene eos

b
i

w1 1 1
:‘u}.:-},l—!, Ay —'F(I—I—E | 5 | _|—I)'
}‘:lh—l-zj;__

1rig, 1 1), 1 1 1 (., 1 ;
o }:![h (1 | 9 | +§)+ A (1 | > ..l h—I) . §(1+§)+1] (15) B
In generale si ha con facili considerazioni

- (n} 1( 1 I)H_h
rn = 5 LE‘_‘-"“’? 3

dove il secondo fattore sta a indicare la funzione simmetrica com-

pleta (s — k)™ dei numeri 1, -i— e ,% .

(%1 Cesiro, Anulisi algedrisa, n. 490 ¢) dy
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5. Dopo cid & facile rinvenire come la funzione fi(x) piu generale
si esprima ¢uale combinazione lineare della funzione fondamentale g,
o delle sue derivate. Dastera porre | ,

= G — gy b g, )
e 81 Avra ;
fi =% — IElif-fi,rr ‘f_ ":E-P”i.tﬁ T e s ‘l— {“I]i ?-1?;}; N [1 ?)
ovvero simbolicamente, posto L= %‘ :
fi () = @ip (x — L} (Lo=1) (17}

6. La forma (17), sotto la quale pud mettersi il polinomio f;, ha
importanza nello studio delle sue radici. Dimostriamo innanzi tutio
la seguente proprietd della funzione fondamentale .

Le radici di 3., sono tutte reali, distinte e postive.

Questo teorema risulta immediatamente da un fecondo teorema
algebrico, che & utile richiamare nei suoi dettagli:

Se la funzione algebrica di grado 1 he tuiie le radicc reali, e k & un
numero reale, anche f(x)--kf(x) ha tuite le radici reali. Inolire, se T
sono le radici distinte di f(x), f(x)-+ kf'(x) ammeite olire le 1—71 7a-
dici comuni a £(x) e £(z), altre v radiei distinte: une superiore o nfe-
riore a tutte le radici di f(x)=0, secondn che k & negativo o posiivo, e
ciaseuna delle rimanenti r—1 compresa tra due radici consecutive di £(x). (*)

Questo teorema subito si generalizza, osservando che se f{x) ha
tutte le radici reali e & e & sono due numeri reali anche

[+ ks (fF bf ") =+ (b - k) f+ ik

ha tutte le radici reali, e le radiei »-uple (r=>1) di essa sono le
radici (- 2)-uple di f(z). Per consegnenza:

Se £(x) ha tutte Ie radici reali, anche aof + a.f" . ..+ a,f® ha tutte
le radici reali, purehe allyettanto si posse dive di 8.z + a,2" '+ ... 8y
Tnolire Le radici v-uple (r>1) di agf-ta,f~...4-a,t'" sono le (v p)-uple
di 1.

In particolare af 4+ af” + af "+ .. .= o 779 ha tutte le radiel
reali e distinte.

Cid posto, se si fa flz) =2, la (10) potra scriversi:

) go=[1,i—=11""fo— A, i—=11"2f4... L7, (10
e poichd

[1,i—17" 2! — [1,i—11"* 2 ... £ 1=(z—1){2z—1)...(i—1xz—1)

ha tutte le radiei readi, si pud conchindere che g, ha tutte le radicl

reali e distinte. Soppressa la radice x =20, il polinomio che si ottiene

di grado i—1 ha i— 1 variazioni e perd altrettante radici positive.
Poiché inoltre

Fi0 (:ﬂ} — 7 (i prrs 1]Lfi?i_1.{| [.]'_‘.'] dul: e i Li-1.0 (-Tr)
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e | i'Pi—: (x) dz ha, trante la radice doppia =0, le radici reali di-
L

stinfe, come risulta integrando la (10)®, si pud concludere che @, ()
olire alla radice =0, ammette i— 1 radici, di cul una superiore a

tutte le radici di f @1 (#) dz, e ciascuna delle altre compresa tra due

radici consecutive di ,ft‘pl,u (z) dz.

In generale poi, avuto riguardo alla (17), s1 pud atfermare ckhe fi(z)
ha tutte le radici reali, se altrettanto si pui dive per

zaﬁi‘—ll;ﬂi_j—l—zgf_'z—“...ih.

7. La funzione fondamentale g, si pud mettere sotto una forma
notevole. Facciamo # —=1logz, e caleoliamo la derivata s<ms rispefto
2 z di (log 2)*. Tacendo uso di note formule (*) si ha

(__I)H'-.'I d’[[]ﬂ z‘]i‘l*l i.! 1 1 ) 1! 3 1
T2 g U0 S —illogap 58, +...

11

=i —1). 2 (log2) 5 S

D’altra parte (**) _
S8l =1, i =1,

hls »r
e perd la precedente pud scriversi

(— 14 L@ (log 2)H

i--1 ° d= =[1,2—1F"logz)'—i[1,i —1] (logz)—"+...
Lo (—1(i—1)...8.81og 2.
E finalmente, per la (10) __‘_( Fud ]
(—1ph | @

Pin (llﬂg g} = i1 2! a2 {logz)*+, (18)

11119,_fﬁ:lr?l:nu]ﬂ1 che richiama quella di Rodriques (o di Ivory) della
teoria dei polinomi di Legendre.

8. Questa formula gode della seguente propriefa elegante:

Per derivare s volie w,, (log 2) rispetto a log 2, basta derivare s-volfe
(log z)'* rispetto a log z sotto il segno -

Se poniamo ciod y=gz"" _ si ha

B (__]-‘.)H-l djy{ﬂ
':Pl,l.- i+ 1 2! ﬂizi . | (_IH)

Questa relazione & vera per s=0, ammettiamola vera per s — 1,

e dimostriamo che & vera per s. Da

oo (1) iy
o =T P TdE

(") CEsaro, Analisi algebricn, p. 408.

("%} Crshxro, Dérivdes des fonctions de fenctions; * Nouvelles Annales de Math, ., 3+ u, LIV (1885).

ShEFt Ll
I_'._-'!r..l,.: a
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- derivando rispetto a @=1logz, st otiiene

1N i1 . .
4?5;:": ¢ n:pf;_n 1 ('i' _IE)]- 153 dti““ [(i+1)i(i—1)...(;-—3—s)(log =) et |

Cambiando ¢ in 4+ — 1, & moltiplicando per ¢, sl ha

i) o i—igith, =TT # 5 [+ i(i—1).. (i 2—s)logal~]

08818

' gl 1 4s)
o (u=-13 « [#) (_ l)l_H ] !’I.'. H\\
e (i—1) Fimo i + 1 < dz

Ma d’altra parte -,;E:” soddizfa alla formula di ricorrenza (1), dun-

que il primo membro & nient’altro che r,pfj, ¢ perd la (19) & vera
gualumque sia s. _

9. Dopo cid possiamo mettere sotto altra forma il polinomio fix).
Bastera moltiplicare la (19) per (—1)Z., e sommare rispetio & s da 0
a 1, s1 ottiene |

= 1+1 ; . " b -
fi logz) = ; —Ii]l % (y— by + by’ —. ..+ (=hy*). (20}
0, se si vuole, simbolicamente
N VRS T _ )
fi(logz) =t 3._?1 i (log 2 — L)~ (20)™

e per derivare rispetto a logz 2 primo membro basta derivare rispetto
: o
@ logz il polinomio che sta sotto il segno —r -

10. Come applicazione della formula (18), proponiamoci il calcolo
dell integrale definito

f ;“cp;.u (log 2) dz (2 > —1).
0
Nella nota formula
g fumpdp = y=-typ—ut—Dy -, .4 (=104 (1) fur=de

s1 faccia _ _
u=(log 2)'"*, p==gte . . fp=3

e s1 infegri fra 0 e 1. _ *
La parte integrata & nulla* per z=1, ¢ fende a zero & destra di

zero, quindi si ha (%) |
£ ,13“21% (log 2)H= (—1) (i-}n) (-+n—1)...(2+41) __'f 2" (log 2)H'dz =

— 1)y —+1)!
=(—D(+)(E+n—1)...(a11) ( (i}l+(;~;ta ) : (21)

(*) Crsamo, Caleolo inf., p. 468, g).
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- -l » .
Moltiplicando per [‘Hlkj s oD rigaardo alla (19;, si ha
: it 1) oo
: a4 — = Ay
?Fzﬂ% Cols)de n! (n-+1) (
In particolare si ha per n=—=0
o oB2) e == (—1 3, (23)

I. Esponiamo ora aleuni procedimenti coi quali si ottengono po-
Jinomi soddisfacenti alla formula di ricorrenza (1)
Sviloppiamo 1espregsione

, B—t , [1i ) o s JilE) =7
Jng(l B z” j {!:3—;(; b (— 1 ) (24)
applicando la formula

X X X X
i~ g3 -+t TE

€ pol raggruppiamo i termini aventi nei denominatori le stesse po-
tenze di z sino alla potenza z*+. Avremo

—ay . fil2) Al
o552 0y 109

gz ge(x) 4 (—1) _?i!f:r) L. (95)

— 1z 1T T =

Se le funzioni £, soddisfano alla (1), pud dimostrarsi senza pena
che anche i polinomi gy godranno della stessa propriets. Le co-
stanti b;; corrispondenti a questi polinomi si possono ottenere iso-
baricamente con la formmla

log (1+-X) =

. | (26)

Ovvero per »icorrenzo con la formula simbolica

bitapma =1t (@ 4 B) (27)

essendo 8, —=sb, per >0, e fo=1.
12. Derivando rispetto a 2 la funzione

¢ (logz —a,) - ezké (=)=t L A(:lfig) ,

k1 otltiene

fitl
2

¥ —
s (
k=3

D fke—1 i+ k(=1 fis
k 2 '

¢“(logz—ap)---¢2

JHouto

Uy =fi-}1, =/ —kf" 1+ 2E—1 ], (per A>1)

e
:~._|-‘-'
'l
':I
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1 ha per la (1)
e th=fu+1 @)

¢ quindi anche i polinomi Gy verificano la (1)

Le costanti d%;, che loro corrispondono, si ottengono dalle a;; con
la formula

bio= th,— Qi (29)

che =1 deduce dalla (28).

13. In generale i polinomi gx e Gu dei §§11, 12 non sono identici;
perché cido avvengs, bisogna assegnare alle a;; valori tali che si abbia
.= by, i ottiene allora

vty ol Tt

oL A

.-_::-I-. " s R Ty r
e S o, 5 o= T
P - - - = M - b e o W T e A Ty
Ry e e T L T gt T A
_‘:_—.I-'-"_ rme ..Tl'-_."__ -, :',__'.‘;'_-:'_:.i.-. = H '|_.'._' e :-1—._ o
| ; 1

_.
_— - '|.-- - - .. -

o ' e B
g S Tl L R T

S

i, — 2, (g o — 11, iz — 131, Ty 4 — EGEG, pros

:"I:"'--l-\,r -
,r:-.n‘.l:".'_:"': -
:ﬂ‘ ==
e B = T e e ] i e
BT s | LTt SR St oy S TG S el WL
nhe an mus 3 W LA =

e 1 polinomi fi, fa,...fi,.. corrispondenti sono quelli ehe capitano
nella determinazione assintotica dell'z®*™° numero primo.
(‘onsideriamo la generatrice di quesii numeri «;.

[Tt

-FI.‘
.r_'.
ey
e I:':F_:
il
it
b il i

. 2 3
Sp— I .0 1 (gl : {Fy
&= p— I l D l 3]

R (30)
Per la (25) si ha la eguaglianza simbolica
— log (1 — zé®~) =&~ (31)

D’altra parte per la (29) e la (7)

& pero
4

(f4. T (=X B 1y (s, g
= —= g T | 51 - —ao(1t 22"+ )— T!(wﬂ+m3+...)——1~!(;r e i o
08814
. 2 k! .
pPX— gt% oy, L thil L = — (g s 14 L
11— 1—2 1!1—=x I—z\" " dr )

Paragonando questa con la (31), e posto ¢~ =y, si otitene

log (1— ay) = ay— ¥ 1im{l xy ). (32)

Per ao=1, i valori ¥s, ¥’ ¥y, ..., che da guesta successivamente
si ottengono per =0, altro non sono che le costanii @, =2, @2=11,
a.:= 131, ... notate dianz.

Per ap=1—1loglogn, la %, ricavata dalla (32) & identica al po-
linomio (—1)'f; (log logn) della questione citata. Per convincersi di
questo bastera cambiare in (30) ao im 1-—Iloglogn, ax In

(— 1)" fx (log log 2), bx in (— 1)" gx (log log n)

e ripetere il ragionamento, che condurréa alla medesima (32).
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I4. Terminiamo con una proprieta notevole goduta dai polinoni
fis f5...7, gualunque essi siano, purché soddisfacent: alla (1).
Nell'espressione .

" | a (log . [1llog 2
ll'(a)=l{}gz : ﬁ??za] &2;};93) | ...‘Jr“(—l]l_lfj i o

st cambt 2 1o 2—+p, e si sviluppi secondo le potenze di ~ &8 ha

: . Fi(logz,u) Fallogz.y) .
Y2+ p)=logz- 775 o1 2 T

oo (—1) F'uf:g:i- ) ey 33)

Dimostriamo che i polinomi F; verificano la formula di ricor-
renza (1), e por che si ha

F: (logz, )= /i (logz + p).

(E (lﬂil'iim che F;(logz,1) st ottiene come somma dei coefficients
. =

d P che provengono dallo sviluppo di *
| " n’
log(z + p)=1logz - log (1 I I;)—lugz | '; 2”33 EE :
e da guello di
fi logle + ) =Fi loga) + (£ — 25+ ... ) £ (loge) -
1 L 2 z r h
! 3](3 2[1 I )}"[luga)—;—
moltiplicato per
1 1 (1 oo Iy )k :
EFaF —F 0T T 1
per tufti i valori di £ da 1 a 7. E dunque ;
i 15 . .
Fi (loge. p) ={i —1)! pf = 1.31 3{ S (54) il
=31 =1} ,1.
essendo CY wna costante. £
| hI}erivamln la (33) rispetto a log (24 ), con facili frasformazioni,
81 ha
é[___l)k—iflh log(z+w)] __ 1 é(_l)k_lﬂﬂngz. .
= Iy [3+ P_)I; I h.;z LT ok = Tiste E

avendo posto |
Fr=L{k-1)Fi,—kF\.,. (k>1) (35)

“Bagionando su F; come sulla F, e si aungera alla seguente exua-
elianza

4=

1
™ (iy 1)
F=2 Gmﬁ:’* ,
B k-

1 5=0 A

F;. |

I

e per ln (%4)

b
|
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Quindi in virtia di {35) :

Fi=i(i—1)Fi, —iFis.
Ponendo po1l

Fi=3 (— 1Pl — ap+ odp*— ..+ (— 1 alp¥] (loge)

facilmente si dimostra la relazione

5  i(i—1 ; b4 s
Gy = E_h)ﬂii,h—l—mfiu_l (: >1, i+ h)

da eul si dednee l'altra

j—h —+— &
d fff'::._——( 3 I ) ( n—s s

in virtu della quale si pud serivere, ponendo z= logz,

Fi=file) + & i)+ @) 4 5 10 (@)=l 1)

Nella memoria citata, alla quale rimandiamo per maggiori det-
tagli, abbiamo utilizzato guesta proprieta.

Notiamo intanto che, dopo guanto si @ dimostrato, la proprieta
cual ivi 81 glunge:
Lo sviluppo assintotico di t;Tll\rﬂ Pun sinoagli infiniti dell ordine (1{; mE

si ottiene da quello di pn cambiando loglogn in loglogn®,
si & resa indipendente dalla proposizione enunciata ivi al n. 15. (%)

MicerLe CIPOLLA.

NUOVE CONSIDERAZIONI SOPRA LE PERMUTAZIONI

| (on m elementi distinti ay. (e, Qs - . . @, 81 possono formare n! per-
mutazioni diverse. Indichiamo con A, il numero di guelle che presentano
il medesimo numero # d'inversioni rispetto alla permutazione principale.
Tissato n, ¢ determinato anche® il massimo valore che puo assumere 7,
giacché il massimo numero d’inversioni che puo presentare una permu-

(#) Prendo gui l'oceasiona di far noiare che i risultati da me ottennti mella citata memoria
rignardo allo sviluppe assiniolico di py. — BNPPENELND tneitamenie c¢he il lJogaritmo integrale di »

diviso per ¢ (M) ssprima la toinlilh dei numeri primi non'superiori ad » d'una progressione di
ragione M, fino agl infiniti Jdell'cxdine .
(log ml”

gta proprieti 3 stata soltanio ora rigorosamente dimostrata dnl sig. E. Landan, il quale ha avuto
In compincenza di farmene comunicazione, {(Siiz. der K. Akademie der W, in Wien, 1003.)

somunque sis grande, purché finito, I'intero r. Quo-
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: : e e . n{n—1
tazione di 7 elementi distinti &, come & nofo, uguale a { 5 ) . Fra

Cmmm

le n! permutazion1 considerate, solo una (la diretta o principale) presenta

a _ —
zeTo Inversioni, e solo una (I'inversa) ne presenta 2 [ng ], talchs pos-

g1amo BCrivere

A =1 An. n(n=1) = 1.

’ 2

Apli » elementi dati associamo un nuovo elemento, e,.,, dishinto dai
precedenti, e formiamo con guesti n -1 elementa tutte le (n-—1)!
mutazioni, Il numero di quelle permntazioni, che In questo nuovo sistema
presentano » inversioni gard indica con A,y,.. Per esprimere il valore
di A_,,, mediante 1 numeri A _ relativi al vecchio sistema, osserviamo
che le permutazioni, le guali nel nuovo sistema presentano 7 inversioni,
sl possono ottenere da quelle permutazioni del veechio sistema che pre-
sentano non pia di  inversioni, assegnando all’elemento a,,, un posto
conveniente senza alterare l'ordine degl altri elementi.

Infatli se nna permutazione del vecchio sistema presenta s < 7 inver-
sioni, ponendo l'elemento a,,, alla sinistra dell’(» — g)™* elemento (con-
tando da destra) della duta permutazione, obferreme uns permutazione
degli n 1 elementi, nalla quale si troveranno le & inversioni che pos-
sedeva la permutazione considerata pit le # — s inversioni che Velemento
aggiunto fa cogh r—s elesmenti che lo seguono; questa permatazione
presenta quindi v inversioni. (*)

Da guanto precede si deduce che una permuiazione, la quale nel vec-
chio sistema presenta s < + inversioni, forpird mna psrmutszione con 7
inversioni del nuovo sistema, purché sia »—s < %, ossia 5 = r—n.

Sicché tutte le permmtazioni che nel vecchio sistema presentano s in-
Tersmm, forniranno altrettante permutazioni del nuove sisfema con 7 in-
versioni, s 8 & compreso nell’intervalio (r— n, ) non esclusi gh estremi,
e guindi si ricava

(1) A—n—!—l. L ]:Es‘é‘-n.r—: _ iﬂaﬁm—n-!-n )

per gualungue valore di r, purché si convengn di porre A, , =0, gunando
n (n—1)

- f

i 1

1l secendo indice resulta negativo, oppure maggiore cli
Avremo dungue in particclare:
Aggry =1,

A-ml—m ==3 “—A-np
A:H—'I,ﬂ ——==| .ﬂ'J —1“ _ﬂl

Anpra =1 A-u,l ‘E"-:;,: "'+A‘n.:ﬂ:r
A“l-‘|'1-“+1 — n 1] &g e —I- An,;n. _!_ Au, n12 ecC.

2. -Chiameremo m™° gistema di permutazioni I insieme delle n! permu-
tazion: che si r.ttengunu con n elementi distinti, e coefficeent? faitorialy 1
numert 1, A, Aya,...

Lia (1} permetie di determ_mare i coefficienti fattoriali dell’ (2 - 1}me
sisgtema di permubazioni, mediante quelli dell’n™° sistema. Applicando la

() Be & r=g Telemento & 41 Va siinate al prime posto a destra delin parmutaziono vonsidaraia,
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detta formula @i successivi sistemi di permutazioni,-ed osservando che
il 10 sigtema contiene una sola permutazione, possiamo formare 1l seguente
quadro dei coefficienti fattoriali.

10, 1

20, (g |

5 12 2 1

4°, 135 6 H 3 1

bl 14 9 15202220 15 9 4 1

6°. 1514 29 49 71 90 101 101 90 71 49 20 14 5 1

Il quadro pud esser prolungato guanto si vuole, mediante la regola
segnente:

Immaginando scritti degli zevi alla sinistru ed alla destra di ciascuna
orizzontale, si oftiene un fermine dell'n™ orizzontale addizionando n ter-
mini suecessivi dell’orizzontale precedente, contando questi n termin? da
quello che occupa il medesimo posto e procedendo verso stnistra.

Sono evidenti le seguenii proprieta:

1°, La somma dei coefficienti fattoriali dell’n™ sistema di permuiazion
¢ uguale a un!

20, T termini d'una stessa verticale del quadro esprimono ¢ mimert delle
permutazioni che nei vari sistemé presentano il inedesimo numero d'in-
VETSIONT,

3%, In ogni orizzontale del quadro i termini ugualmente distanti dagli
estreme sono uguali. f
n [ng— 1) 1.

3. Al concettn di coefficiente fattoriale ora stabilito possiamo sosti-
tmirne un altro di carattere puramente algebrico.

Infatti. applicande la (1), offeniamo successivamente

4° Tl numero dei fermini dell’n™ orizzontale &

n

-B-n—|—1.r — Eun&n.r—sn )
0
n—1

e
An,r— B = -;Jﬂn_

IAD_ 1y—(8,+5, ;)

— . -
E12.r—1_5,1.l—]—5ﬂ_1—]—-...—|—5.ﬂ —— -‘—Isl-al.r—;su—t—hnu_ ~en T8y

& (mindl
R - |

L
A—n—!—].r — n:‘-lE“ﬂESn_] * ve EBEAI,I——-IEH-I—BE_]'f...—]—sl'I-

L
Osservando che A,, & nullo per tubti i valori non nulli di A, mentre
& ugnale ad 1 per h=0, possiamo conciudere che A, esprime il nu-
mero delle soluzioni intere e po#tive dell’eguazione

31. } 'Bﬂ I .o _‘_ SI’I =7
colla condizione che sia s, < A.
Siamo cosi pervenubl al seguente teorema:
Daiti n elementi destinii, il numero delle permutazions dr essi che pre-
sentano v inversioni, rispetto olln permutazione principale, ¢ uguale al

nuwmero delle soluzioni inlere ¢ posilive del sistema mesto
ﬂ?l_l—-:r.ﬂ_-l_ilb_l_mu_l:qi? whih-

i i
el
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Mediante 1l ealeolo diretto, e nell’ipotesi che sia m = r, troviamo suc-

cegplvamente:
i”';,i w1
—a R
{(n—2)(n4-1)
{3 F

A‘ﬂ.ﬂ_"_ 6 -
A n(n—1)(n? -+ n—14)
= 24 ’
{(n —1) (n+-86) (a* — I — 20)
B = 120 !

ma la rcerca va rapidamente complicandosi per i valori snperion di 7.

4. Al medesimi resultati possiamo arrivare anche nel modo seguente.

Dalla (1) otteniamo

n—1
'&11-}'1.: __'A-n,rzﬂﬂl nTa7J
1]
0ssia _
. a—1
{E) ﬁ-é‘.u..:r — %u&:,:—n—l—:?

mdicando con AA_, la differenza (pﬂma] di A, presa rispetto ad n. Sup-
poste quindi note le A, relative ai valori di 2 inferiori ad r, la (2) di-

mogtra che A _ é Vintegrale indefinifo alle differenze della somma
l'l—é-n.l"l""'_i_ﬂ'mr—-i'

Il valore della costante che entra in tale integrale si determinerd as-
segnando ad n un valore particolare (= 7}, corrispondentemente al quale

s1 conosca il valore di A .
Facendo »=1, Ia (2) diventa

ﬁ&n,l == 'A'n.ﬂ == 1; |
quinci, ponendo A, ,=e¢,, -+ e,,n, ayremo

ﬂ*&u,ﬂ = tl,'. = 1.

A—..,s == Cyp + i,

ma per » =2, abbiamo A,, —1, qunindi sard ¢;,-2=1, ossia

Sl avra dungue

{'-1.{:, —_— 1.
Resulta pertanto
Ajy=n—1.

Analogamente, avendosi

&"ﬁ-n.ﬂ:'é'u,ﬂ_}"é-n,t:l_l_ﬂ 1=mn,

e ponendo
: A o=ty Coqm €5,
abbiamo |
. s ﬂ'A'B,E ot ('-:E,l. _I_ czlg) —I—_gﬂ-u_‘gﬂ =,
sara quindi

) — ——
SC3g =— 1 ? 1"-"*3,:[ _I_ Cas — DJ'
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1 1 4l
Cog = 9 Con = Fyie S
Otteniamo percid 1
1
’E'Ihﬂ=c1|ﬂ__ ?ﬂ '_I_ 2 'RE.

Osservando poi che  Ag,= A,, == 2, ricaviamo

Ca0— — 1, N

¢ guind: resulta \ \ sl
1 1 (r—2y(n—+1

=

A, ,=—1 2’1‘1—!— 5N = 5 : ey

Eece. ece. Tt

; o A s R n(n—1) il

5. Chiameremo polinomio fattoriale il polinomio di grado gn=——7% - e
(8) Fu(x)=wnt A o1 Agy weo=2 . A2, A
i cui coefficienti souo i successivi coefficienti fattoriali dell'n™ sistemsa di _ :
permutazioni. Bl
Osserviamo che, essendo Sk
Fp(z)=z-+1 , F@)=«*+42"| 20+, o

pussiamo Scrivere . :
| - Fy(z)=("+ =+ 1) F; () e
Ammettiamo che sia ' i i
{4] B [;t‘} = (a':“#l + 0= —I— ' ha -E— 1) Pz (‘Jﬂ)+ __;
¢ consideriamo il predotto ;_,;
(2} 201 f-. .. L 1) F, (2). L

Se gviluppiamo questo prodotto, dopo aver sostituito ad ¥, (z) la sua
espressione data dalla (3), ottentamo il polinomio
et | Mygpeatn—1 Jo ., Mypeatn—r - -1,

in cui & g
M, = An,:r _I_ Am.,x.-f "l" “ .- + A*-!,:_u = 1“:; T8 __

ossia, per la (1),
. Ml - Aﬂ-’ri £ = .'J..._‘:
inpltre abhamo e
n(n —1) (7 1) % PR

N e i I =

quindi quel prodotto ¢ nguale al polinomio fattoriale F.i, (x) ¢ la (4) & S
percid vera in generale. gl

Attribuendo nella (4) ad o snccessivamente 1 valori 3,4,...,n, ¢
moltiplicando membro a membro le uguaglianze resultants, dopo semphi-
cisgime ridnzioni e ricordando che Fy(®) =z -} 1, clieniamo

Fo (@)= (2= a2 .., 1) (@24 a7 . .. 4-1).. . e+ 1),
la quale dimostra che: Le radici del polinomzo fattoriale Iy, (x) sono nguali
alle radici, diverse dall'unita, delle equazivii binome

g —1=0, ¢! —1=0,...,22—1=0.




‘-ul'ﬂd:‘i.'--“l-—-:m I-":‘- .- g o S -
L T e 7R ot - P
iR

X! e 1 T N

g e
e

F i of

38 PERIODICO DI MATEMATICA.

Indichiamo con  uns radice y== (v = m) primitiva dell'unita.
Poiché § & radiee del polinomio F, (x), abbiamo

Btn _A_BJB‘""."]-—I—..-—]‘A-B.EH—-IH I 1_01

od anche, essendo A, —A,, ..
14 Aaaf 4 Anol - .. 4 Ay ey yPo—1 - oo —0;
ricordando poi che, se A=17% (mod v), & §* = 6*, dalla precedente otteniamo
(5) No + Nib 4 Ngb* ...+ N, g—1=0,
dove abbiame posto
Ne=Anr+ Ansir + Anrpar ...

L’equazione () ¢ soddisfatta da tutte ls radici yoe primitive di 1, ed
f facile convincersi che anche tutte le alire radici yut di 1, diverse dal-
‘unita, Ia soddisfanmo ugualmente; quindi essa ammette tutte le radici
ell’equazione

12 .. Lzl 1=0

Da eid dedueiamo che i coefficienti No, Ny,...,Ny_1 della (D) sono

ngunali, e siccome la loro somma & nguale a n!l, claseuno di e3si A
nl

nguale a =

Possiamo quindi enunciare il segnente teorema :

La somma dei coefficienii fafioriali delln™ sistema di permutaziont, ¢
tut secondi indict sono congrui rispetto ad un modulo y, non superiore

: I
ad n, é costante ed uguale a E";'

Se conveniamo di porre in una classe tutte quelle permutazioni i nu-

meri delle inversioni delle quali appartengono ad una stessa classe di
jumeri congrui rispetto al modulo v, lo n! permutazioni di 7 elementi
distinti possono dunque venir distribuite in v clagsi, contenenli cia-

n!

Stuna —- permutazieni.

Quindi dne permutaziond, appartenenti ad una stesse classe, rispetto al

'nE]D{luln ¥, 81 possono dedurre Puna dall’alira mediaube uus soslituzione
c

e introduce o foghe un numero d’inversioni multiplo di y.

Dott. Luier CARLINT.

SUL PRIMO TEOREMA DI ROSANES

II primo teorema di Rosanes (Giornale di Crelle, Vol. 75) si suole dimostrare

cal erleolo simbolico coms lo dimosird la prima volla I’A. Esso si pud perd di-
mpsatrare 1o modo gemplice anche per via diretta, come noi vogliamo ora mostrare,

Detto teorema si pud enunciare cosi:

. : |l-"""_'l'.‘l--:_.:" :.I"‘-.__ I"h-'-:l-f'-l—,.. & ‘.'._ d

e

.
i
=

—

P
! _— -
e
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Condizione necessaria e sufficiente perché date due forme dello stesso ordine n
a fattori bineari distinti, cingseuna di esse sic esprimibile colle ennesime potenze
dei fattori lineasi dell’altra, & che 8i annulli Uinvariante bilineare delle due forme. (*)

Sieno le doe forme
n

f= aoxs™ 4+ (]) Ul et o N %Y

‘P w— M]‘ + (?;) bl::]n_]' o "I" ‘e _I_ bﬂ mﬂ'“ —_ p:{]}plfﬂplf-a] g+ pll:lﬂ ’

dove in generale

. ) PI{I'] — Pl {I}Il _I_ pi{'l'}ma .
Supponiamo che sia

f=A1p, L Agp (1 | A p, "

dove Ay, As,... A, sono costanii. Dovri easere

—m
ay = B A.p, "
=1
T—1 =4
[l] | I — ¥ A,P:fﬂn Pglﬂ
=1
I r—=n o
n = ) A.—p:l[ﬂ .
= |

Conaideriamo 1'invariante bilineare

1= ah,— (’;)ﬂlbn—j + ...+ (1) (:_l)_u;bn_i 4. . oaby;
per lo [1] si avra
I—u n ™n i =n .
=0, 3 A'I‘P-l[r)n . ( )‘bnﬁl b Arp‘ltr} F"Elﬂ +..-T (-—1:}' by = .érpi‘ﬂ y
37—} ]. —1 —1

e raccogliendo opportunamente

I—_.—?A, bo 1" — (;‘) b @ @ L [_IJuhpﬂmn]

r—1

ma, essendo p:™, p.@ ... p™ i fattori hineari di ¢, si avra

bopr 7" — (T) bama ™ pa® L (—1)BepatT = 0,

dove r=1, 2, 3, ...n, onde

I=0 tat

)

o cosi resta dimosfrata la prima parte del teoremas.
Veniamo alla seeonda parte. Supponiamo che sieno date le due forme ‘5{;}3

n . T

f= @oan " -|— (] ]ﬂl:r]n_l '3 + ‘i -|— Anxe" {f: ;

& 3 e

7l .h: A
® = bomy" + {I) by ze + ... f Baxe® = pWps L, . Px™, .. l’;ﬂ{i{

\ PR

8 Sia Y,
dico che la f si pud esprimere linearmente colle enmesime potenze dei fritor: t:j
lineari di 9. )
S

nh

(*) Tale invariants sl chiama Varmonizzonte delle due forme; quando esso & eguale a zeroe, ie ;.-f
dne forme si dicono comiugale od apolari od armoniche, e
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Cominciamo, per dimostrare gio, col toglisre I'omogeneita ponendo

1 — p‘fﬂ — qplr}
T2 * @i ¢
Bl AVra '
=P (z+p®) (x4 p®) ... {z + pw),
essendo

P ——— 2_}1“) plr!) . mwhn;
ed avremo pure

n

1

= xe" (o™~ (

) aqgv—1 —]" e ﬂ;].
Ponmamo

?"1 = aax" 4 (1;) arayv—l + .. ‘I"‘ (Tp.
Affinché siga

[2) fi==m (@ + O 4 s (2 + pO)° L oy (A o,

dove le in: sonn costanti, occerre che sia

m + =z ...+ M
8 a = wn P 4 pep® -+ Mg pa

[

3] a; = mlpml —I—m:p{ﬂ:i T+ - o Miapyt

(g = w pl2" 4~ T WpPa™,

e perche quesle sussistano in sistema il determinanie dei coeffierenti e dei termini
notl deve esser zero eioé:

L 3 ...l }
PO ® ) g
= & "1 773
D= P{l] p{ﬂ'l PI.,'I:.; a; 0.
PV p® | @) o

Ma guesio determinante contiene, come dimosirsreno toslo, per fattore I, e quindi
& nullo, ciot le (3) sussistono in sislema e gl possono determinare tali valori per
le m che la (2) sia soddisfatta, e quindi sin

- J.'“-" I;"I”} :'r,'.'" —l_' .I“UII.:III _" RN + '.i'”n. o + .!’J'.'H :Iti_ll

dr el st rieava

f = :"11!"1“]" + A- !-‘:'rg}u ‘l‘ - P‘[n}n'
dove si & poslo
Wiy

j-’ll.ﬂ“

Ap = (#=12,...%)

cioé vesta dimostrato il teorema.

Bimane sole da verificare che D contiens come faitore I. Consideriamo pereid
L] e - ‘
tl coefficiente di a; 1n D eiod Diry qrq:

| ] G —— 1
P:'J P[:ﬂ an]
i—1 j—1 i
Dl—!‘i, bl = l_ III:'I'i—l—E 3}“] F[a} . ?}fl]:l
PU ]1+1 PI:E i ?qu}HLI
P(lln !J[E " P;;.J

!

o colpst o
T e

- o S,
d il

g

L iie

TR e

._,..,_;.
i
TR Tt e

=
ST

.I
'd-L'JJ_r_.l-

i .
L T = T - iy L
R LS R A v T e s T Tt e
[} [ i b3 " L! L g | B L
Lot T - -

i

i s
FEBRE

o Jll..l."l'_-

=
! "
g —
[
'y I

o B L
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BEsgendo
bo (=57 + ()8 (=297 L =
b (—p®)" + (] ) b (=27 4 h B =0
e quindi
n bl H n—! 1 ba n—=2
Pm o bn (1)3{{1] _I_[:_ 1) (I)Fﬁ p[i_’i _|_b b
ey 7 =1 .i __ f\p-1 0
e (=1 (7 =L g ek
m_ h(n n—-1 w\b: 2
= (5) o on (R b
o H n—1i il __1%a-1 R
ot (T2 gt g (1

n I {n n—1 n\ b a—2
= 5] i (3) B

. ho—1 i b
O o a9 e L C e
N 0
a1 ha
1 1 1
P“J P{E_.-l P{n}
bu—s Pml_l P ﬂi‘l* - 'Pt'ﬂl_]

I

: H .
Dt ol = (— 1)aH {— )p—i—t ( ]'.) b p“3'+ P[ﬂ-r N .P(ﬂl—l-l

p" L@t
0 gy P
1 1 1
(1) (2} (nl
= (— 1) (”) b (5T s |
- O L ’
o P{n“_l ?,{E‘J“_'l pl ==
e quindi
1 1 1
PUJ Pﬂ] N p‘i?ﬂ ],
]| e e e S AU ﬁ{‘_”“ ﬂuan_p[__}]u-l(j;) ﬂlbn_i-l—.---l—ﬂnbn}.
pP y@R L g™

Ma la quantita fra parentesi non & altro che I, quindi D=0, e la dimostrazione
resia cosi completala.
Nel sistema (8) una delle equazioni & covseguenzn deile allre, ciod 1l sislema
di valori delle m ehe soddisfa ad »n di esse, soddisfa anche alla rimanente. Per
avere quindi tali valori basteri copsiderare le prime » equazioni del sistema (3)
risolverle vispetto alle iy, mg, .. .55,
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Dalla (1) facendo x =1 si ha-
- X (ﬂ) 6= X (14 pWpmp,
=0\ % i=1
ciod quando Je dne forms sono coningate fra le m suasiste la relazione (4). B reei-
procamente se le forme date sono a fattor; distinti & le m ricavate dalle prims 7

equazionl del sistemn (3) soddisfane alla (4), tali forme sono contugate. La condi-
2ione di apolarith di due forme & fattori distinti & quindi dsta snche dalla (4).

L. Tr¥ga.

SOPRA LA FUNZIONE ALGEBRICA INTERA

ad una variabile che ammetie zeri semplici e reali

Nella magistrale opeva: Istituzione & analisi algebrica del prof. Caperiy .
proposta Ia dimostrazions del 8eguente teoremg:

1l diseriminante @' una eguazione algebrica f{x)=— goxo T axt i g ),
S¢ pud esprimere mediante il prodotio {'(x) f'(B) ... f'(y) orvero floe1) £(B1) ... (11)

essendo o, B,... . v le radiei di {(x) =0, ed %, B1s..., Ty quelle della derivata
f(x) =0,

Nel trovare la dimostrazione dj questo teorema, nel caso in cui lo radic; BOND

reali, ho avabo oeeasions di osservare maleune proprietha della funzione fiz) e della
sua derivata allorché essa ammette zer: semplici o reali.

&l Eeorema di Rolle, sj pessono determinare a priori i segni che assume la flx)

negli zeri estremi dells flx) e vieeversa, Prematto Ia dimostrazione del teorema
proposto dal prof. Capeli.

1. Siano 2y, 29, ... » Za—1, &y le radici reali o distinte dell’equazione :

f(w) = agam + 20— i Oy gy = 0,

che possinmo anche scrivers

fi@) = ay(w — o) (o — Ta) e oo (@ — 2y ) (2 — 2,) = O, (1)

Derivando il primo membro dells (1) 8i ha-

fla)=ap (.r—-:rﬂ(:i:-—:ra)... (:r:—:cn}—}-:ru{:::——:n) [:r——m:}...(:ﬁ——:rn) + e

@ —m) (T —ae). (r— ) (2)

ed attribuendo ad o suceessivamente i valori Tly &2y 000y Xy, 2y 81 ottiene:

flon) = a0 (21 — a0) (27 — 23) .. (@) — )
Flae) = ap (24 — &) (T —a) .. . (@2 — 2,)

()

---------------------
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Moltiplico membro a membro le (8) ed osservo che i faitori binomi dei secondi
membri di queste eguaglianze sono in numero di »(n — 1), ed essendo a dus
due eguali e di segno contrario si ha:

n{n—=17
FEdf(@e). . fla)=(—1) 3 a®z1 — ze)® (21 — 23)%... (%0 )*=A... [4)

il secondo membro di quest’egnaglianza a il gquadrato del determinanie di Cauchy,

81 pund scrivere quindi:

L ]
-

ntlyd2, .. ;m 1
1)
= 2t 02 | s ]

3

o) flx) ... @) =(—1) 2 a® (4)

|
[ =

Inn_l -'1-'[11"1_E « =ain 1

qnindi la {4) @ Ia {4') esprimono che il prodotto 7{wy) f(ws). .. f(z) rappresenta

1l diseriminante dell'equazione f{z).
Dimostrata cosi Ja prima parte del teorsms, per dmmatrnra la seconda parte,

indico con &1, 82, 8:,..., 8.1 le u—1 radici della fl2)=20, si ha:

fle) =naolz — ) (x—8)... (2 —En) =0

e pongo quindi 2= ., x2,..., ¥, TICAVO:

flr) =mas (&1 — 1) {1 — &) ... (= —En-ﬂl
flze) = nao (s —E1) (22 — B2} .. (@2 — By

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

f(xn} = nay (Tn — El} (:l-"n — EE] Lo ow [ﬂv'n — En—!)

(2)

Moltiplico membro a membro quezte egusglianze ed indieo con II il produtto di
tutti 1 fattori binomi dei secondi membri, ciod:

¥ flr) flwe) ... flas) = (nag)® O (2, — §,) (6)
(r= i [0 JOp—— .H}
s=12...,a—1/"
Pongo nella (1) successivamente » = £, &, fn—1 ed oltengo
f[El] = My (‘:'1 —mJ(E]—'i‘ﬂ --------- EE:—:Iu:'I
flEe) =wmBr—miE—a)....... (Ea — &a) | (7)
ﬁgu—lj — {in t.gu—l _3?.'.] [Eu—l'_ 3'3} “« 8 {'EH-—j —.T-n.} l

e moltiplieande membro a membro ottengo

FEOF (&) ...F(Ba—1)=(—1p0~Dgp—11] (2, — §,). (8)

Dalla (6) e (8) ricavo

FEDF(E). .. [ (Eass) ﬁf’(mfrm...ﬂm (9)

dunque 1l prodotto
FA&)F (8a) -. . F (Eaer)

rappresenta anch’esso il diseriminante dell'equazione data.

2. Una prima conseguenza del teorema dimostrato si trae facilmente svilup-
pando 1n serie di Taylor le espressioni
rf[:"'rr—l + (2o— a—1 ]]: f[ﬂ'u'l":#l—m'n]]

e+ (ze=—21)], [laa4(as — L0 )
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clog
| s "

rofa 4 ,,,'—_FHF-'LJ : R

flovt "2 — )] = F i)+ {4

L — %y =1 [,J"-_- = M ek

- u—1 I-t‘l' o =
(st — L} 4 ' n!

o 4=

IAIF'HJLJ...'

L
J-._ -rn.l-

f[i??-_r—]!—'[.l".: v .:I'-_=1|] — f':.‘i”:]”i— (il — Xal f f.!"ﬁ‘f‘ r_'j_-_ AT IE

Lk — J:.'g.!.'."'_i. " fomy — _l.-.;l_|_l'l .
l.lf | L I 0 e Jf ”'“.!-“]

¥rE== T

e - -.._[_

- -

AT

|
f |1r||_| —f—— = & &
I !".1 — +'r-“|||_—i - 'JJLI S ..'h. lII

« =F n_"'l.i"1 | - "lllinr:xl :
it — 1! f e i ! !

f{'5“+{'t.1 - ‘T"}J —f lTw) (1 — 2 F L+ e T-

dalle quali si deducone |e SeZIenii

.-'i- .I e R J'[ . L L =d —.?':IL'_' . — w1
I " o _—— " U - iy -
!r J- EI .-r 'L'I.I,l | — IJI_'T.II r'“ |11 —[— :”I ?l Jlll
: g — Ta . ' 0t S : s — ST
_'TL*’-"”:_“ fodre) 4o, o ——2 = f Be=d [ == [ 1
z b —1! I
; 2 Ty . I3 =g == " y WE = LI
_.F[.I'u] — -—Lj_f o _I__ _t_!_l =" l_I||' T ’-"h"—r i = 1 LU

Malliplieando mesbico & meanilio ifrest’eginahauze, si ha
f' {i-l".'lJfr I'.‘:"-_r.l - f {_;_'"_:| —_—

_ [ier— ETEY T N ¢ pSus Lo . (N
= {— Iy [—?—.—f{.r..}-k it . fu*u-n:] g

dag===1s !

A "L:]l.—‘l'_'l _!'}—1'_.'4". - e Lot} e __-1-!'|£4-_' ! | {-fll—1 = ,-I]L—I_ .
~ a1 W = W= L) = ~— 4 2y

i—=1 fn — 1! "o

quesia relazione judica che: © | dir-*.n:-rlmilmnhte della 1) si pud anebe esprimere
wadinnte i valori che le devivate 94 A5 cLont prendoun negli zeri della f i
moltiplicati rispetiivamente per potenze della forma {ry — rJ per i=1, 2. _u—1.

8. Dalla (4) 51 daduee - -

) Chs |l prodotlo £ e Folaed .. F ), essendo una funziome Parl, non st
altera allorohe nd Ty &, . .. 01, 5 sasghiluiseons le rdiei della tinsformats i -- a2

&0 T valuri delln derivata di f et negh zeri della funzivne non possono sssere
Lkt mumeri primi ira loro due a due,

et La F () avquista neeli zeri dells funzione nn nmera pari di valorl ne-
galivi se il grado » della funzione o dslla fornm 4K ovvero 4K 4 1, ne sequista
Wi naiero fmpart se & idelln formy 4K — 1 o 4l — 2

£+ Ln (4), ehe esprime il deseriminauie delly e wmediante I prodotto

.l'r i.{'I] fl L] s f g

offre tl mezzo di poter deferminare il segno che assume £ ix; negli zeri estremi
1, xw della funzione # (x1,



PEREODICO LI MATEMATICA. 5

Disposte a ial nopo le rvadici delia f{x} m ordine crescente, ehe supponiamo
gin oy, wa. . ..oan=t e esisteranno, pel teorema i Rolle, Ira 2sse » — 1 radiecl
reall 8 distinte ehe ammette la f (o) esnaglinta o zero, che come abbiamo sap-

pDEtﬂ' INNo

5= = & 5 p—=a G —1 s

i

i

I|

che suppuniamo anche disposie in ordine srescente. e gimechiz fra due radici con-
secntive della flr)= ) e ne troverd unu Sola della 7 (el =10 avremo

e
-

T

s X, gal, %63

[ - B B -_l{.pl..-.l-ﬂ-

iy

quindi la ¢ [r) dovr cambiar di seguo alloreha, . variaudo, passa dal valore
a quello xi—y , quindi la successione

00 P ) f @s) (A}

presenfern # — 1 variazioni du segno.

Distingueremn gqunifers ensi:

i Sail grado n di flaey & delle forma 4k il diseriminnnte ¢ positivo. vi swranno
nalla snecessione {A) un munero pact di valori negativi, In /(2 neeli zerl esirami
ay, ¥y assume valori di segno opposto dovendo la (&) presentare 47 — 2 yariazion

d1 segun, sari
{f.’}.iil ':::
Pl

Per precizare il segno di f{x1) & di filau) basterk esservare lu prima e TR
delle (4) o delle (5), ssservando per es. Ie {3) si trova che In prima sontiene 44 —1
fatiori negativi, menkre i fattor: della 2™ sono tutti positivi, sara gaimid

fla) <Z0. [ieax) > V.

La curva vappresentain da y = (v) dopo avere incontrato 1"asse delle z 1o
Er,Say v vy Sikey gince tukta da pacte opposta nll'nsse delle x.

bi Re n =4k 4+ 1. il discriminante sacia posifive, il primo memhbro delle (4)
ammsttern un numero pari 4i valori negalivi, e dovendo la suecessione () avere 47
variazioni di sesno In devivata £z in m ed w24y a35uUMS done valori pesitivi

filxy) >0, gy} == O
La curva rappreseniata dall'equazione y = 7 () dvpo d'avere inconkrale I"nsse : e
delle x in 33, 5.,..., 54 ztaes tutsa da ana banda dell’asse delle = e nel semi- "Eé
piano in cui lrovaunsi le g pesilive. S
¢) S8 n=4k — 1, il diseriminanie sarvi_negalivo, il primo membro della (4] S
[ . ¥ & ® 3 & - * [ o ey B L
ammetterin nn numero wmpart di valori nezativi. s Jdovando la sugeessione (A)s R
pvere 44— 2 wvariazioni di segno sara B
fleg) >0, flien=t1 > B
La eurva y = £'(2) dopo d’avere inconfrato 1'asse delle w in Zi, &8sy 000y Eak2, R
giace toita nel semipiane in cui frovansi le y posiive, i
d) Se n= 4k —2, il dizeriminanle sari regakive, il primo membro della (4) Fis
- ¥ % - " . . . e
ammettera un numero impari di fattori negativi, e dovendo avers Ja snceessiona (A} =
4% — 3 varizzioni di segno, saranno f(an) ed f'(rp—2) di segns opposio. WHER e
s
f =
flm) et
=¥ =
Flag—o £
g L
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Per precisare il segno bastera osservare la 1* e I'n™ delie (3) o delle {(3) e
si brovera:
fL)<0, fraua)>0.

La curva rappreseniata da y = f'(z) giace da parte opposta deil’asse delle z
dopo averlo ineontrato in EZ, E;, ..., Eai—s -

8. Per studiare i valori della f{zx) nezii zeri estremi della sua derivata 7'(2).
basterd rieoxdara la (9) che esprime il discrimivante mediante i) prodotto.

[(6) fi€2) ... flEa—r )-

Osserveremo che essendo comprese tra le radier §, 3e,.. 5,—y della F(x)=0,
#n—32 radiei @, a5, ..., &y della Fle) =0, la fix) dovra cambiar di segno allorche =

varia da I a Gi+1, clod la (&) sard di segno opposto a fiz;i—1), onde la successione

ﬂIEIJl i{::'f]r §i= rﬁn—l ) {B]

presentera » — 2 vaviazioni di segno.
Distingueremo anche qui 4 casi
a) n — 4k: 1 discriminante sarh positivo, il prodotto 7(3;) fiZs) ... f(5.— ) avra

un numero parl di fatéori negativi, e dovendo la successione (B) avere 4k —2 varis-
zioni di segno sara

flE) <0, MEw—) < .

La curvs, y={(x) dopo avere incontrato I'asse delle = in Xy,%&3,..., Tin . SIALE
uel semipiano ove si trovano le y positive.

o) n=4%k +1: 1 discriminante sara positivo, il pruﬂ.nitu

fz1) fl8a) - - . F(Zaa)

avra un numero pari di fatlori negativi, la suceessione {B) dovendo presentare
(4# — 1) variazioni di seguo, prenderd negli estremi valori di segno oppesto, cloé

ﬂ&h]f
fl&s) —

Per precisare il segno bisognera ricordare la 12 e Pln — 1}m= dello (7) e si
trovera

0.

la1) >0, flsn) << 0.

Lia corvn y = flz) 1nconkrera 'assa dalle = 16 punil oy, @, e, e 81 BBlEN
dera nelle due partt di piano opposte rispetto all’asse delle ».
¢) n=4k —1. 1l diseriminante sard negativo, il pradotto

7181) (%) - . . F(Eax—2)

avia un numero rmpart di fattori negativi, la successione (B) avra 44-—3 variazioni

. : £1)
di segno, sark percid ﬂg&—al << U, osservando la 1% e I’'(n — 1)™= delle (7) si trovera

&) >0, fGax—2) < 0.

La eurva y=fl2) dopo avere incontrato 'asse delle 2 nei punti oy, @2 .20

si estenderis nelle due parti d; piano opposte riapetto all’asse delle .
d) n=4k —2. 1l discriminnnte sara negativo il prodotto

.ﬂ:El] ﬂgi) . w . ﬂ.Eu:—n]
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AVIR D0 DUIMero impari di fatbori negativi. la successione [B) dovendo presentare
4(k — 1) variaziom di segno, la f(x) negli estremi prenderh segno megalivo

La eurva y = f(z) dopo inconirato l'asse delle z mnel punli

I],ﬂ!i--rm.}k-—'}

a s e | L N
R g —

si estende nei due semipiani determinati dall'asse delle z.

Da quantn abbiamo detto si deduce che basta econoscere la forma di # per
decidere dei segni che prende la f(z) negli zerl estremi della sua derivata e vi-
ceverss,

Riassuwmiamo 1 risultati nel seguenle prospetto

B e S e
—

-
o e R e =
T e e e e S

r E = b
e i - — - -
";l- 1. S A e R e s T ) oy
o k " - = T A =N gy T g =% Fh -
L e T R e L e o) S
o T RIEN e bt e T D B g B Ty iR Ut T
g - J 1 - - -
i+ Bl H e = L B

& . ¥ - L]
% 3 = B oy
" - £ i i
. L = T ;-.II Tl _"-. 0 =i
= o A T . L5
- . - iy -
- --HE."_ W 3 T"‘ r. i3
e ey WA

-
_l-ﬁ".._

=1

oL,

#

7 A fr () flx)

T
T A N, et

T
i

e
. L
F.—l.

4k A>0i fle) <0, flzn) >0 flE) <0, fAlEu-1) <O
AL+ 11AS0 fla) >0, o) >0 f131) >0, flEa} <0
4k —11A<D fln) >0, Fen-)>0 | fl&) = 0, 78— <0
4k — 2| & 2 U : f.{:{‘-’l} "-..'"_'_ 'D, }"'{;:r:.lg_.gl B U ﬁEl} <_ U: ﬂ‘g-;lk—:-:.-l < U

W
W |
4

onde possiamo dire

1°. La f{z) vello zero estremo s destra di '(z) prende valore negativo, ad flx)
nello zero estramo a destra di f{z) assnme segno posilivo.

90, Se la funziona fiz) & di grado pari, negli zeri estreml della {'(2) prenids
valori negativi, menlre se & di grado impari prende valori di segno opposio.

30, La () p}enﬂﬂ negli zeri estremi della f(@) due valori di segno opposio
se f(x) e di grado pari, mentre assume valori positivi se & di grado impari

ViscenzZo CORRENTI.

SULL’ IACOBIANO DI UN SISTEMA D1 FORME

In guesta breve nota diamo una dimostrazione semplice e metodica
del seguente teorema,
L’ Incobiano di wun sistema di m forme algebriche

fljfﬂjfﬂ:--fm {1)
dipendent: da m variabili X, Xe, B ... Zn & eguale al prodolio

dxy O0xs 0% T Dowm

T

essendo Ty Uespressione in cui si converte fa rimpiaszando la X, eol suo
valore in funzione di f, e di Xg,Xa. .. Xn, Fs Uespressions che s ottiens
mettendo in Tz al posto di X, il valore tesie ollenwio e al posto i Xs il suo
valore in funzione di §1,%: e di Xg...Xn € cost di seguito fino ad Fu.
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Infatti I' Facobiano del sistema (1) & i
ofi O Ofs g

f}il'l 1‘}.!':] S0 o e F}.L‘m rE ;

ofs e dfs 8

J= a'.l'[ a.ﬂg rerer B'Im r- J :

............ 1

am] argg ------ amm : 1,

In seguito alle sostituzioni indicate, le forme £, /s, ... fu si cam- 5

- — o i . PR
bieranno rispettivamente in Ty, Iy, ... Fy e le eguaglianze g
fﬂ g Fﬂ[ f:-l: I‘IE, ...... fm—"‘. —_ Fm_1 . f:_m = Fm ‘Elr

daranno, in virt della regola di derivazione delle funzioni composte, & |
B

ofs __0Fs ofi ofs  OFs ofi | 0Fs ofs oFs dfy | 2Fs b
Oy Bfy DT dXe Ofy 0Tz 0%s 1T 0Bm  Of1 0w | OTm

Om _ OFw 0fs | 0Fm 0fs | T (2)
31’1 o Dfl'f).ﬂ] J afg 'a.[';[ A e Dfm_li al'l B
Ofm _ OFm ofi | oFm dfs | O ofen | OFn
0Tm Ot O ' s d@m T Mot OTm | Dm
Se nel determinante ehe da il valore di J sostituiamo gli elementi

dell'nltima linea coi valori dedotti dalle (2), e sottragghiamo dalla
detta Imea quelle che la precedono moltiplieate rispgitivamente per

oF, oF, oF o
ofi " T A’

AVIemo
ofr  Of of ,;
i ) oare T ) K11
J= O fm—1 afm—l ':}fm—l . ;__
0Ty dxrg O m :;
) 3
0 () : - B
0 Dy
(Juesto nuovo determinante ha nulli tutti gli elementi dell” ultima
linea, che precedono quello sulla diagonale principale. ¥

oe In questo determinanfe rimpiazziamo gli elementi della penul-
tima linea coi loro valeri dedotti dalle (2), e sottragghiamo da quesia
linea quelle che la precedono moltiplicate rispettivamente per

I‘:'Fm_;l ElFm_l f) Fm_.l
‘5]‘-1 ’ E)}‘g go s afm—ﬂi

s1 annullano pure gli elementi ehe precedono quello sulla diagonale
O
OB =1

Ripetendo guesta operazione, giungeremo a esprimere J per mezzo
di un determinante che avra nulli gli elementi collocati alla sinistra

principale, essendo il valore di questo elemento
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agonale principale, essendo gli elementi di guesta

ofi obe W_m
a.'IHIﬂ:I«'g ’-“D.T-m’

e, quindi, si avra

of, 2By oFy o
Oz d0xs 02z " " 0Zm
A. Bozaxr ¥ OBEIERD.

T =

¢y V. d.

SU ALCUNI DETERMINANTI CIRCOLANTI ORLATI

CnnEitEariﬂmn il eireclants di elsmenki @1 az .. 4o, quello di elementt bibs...by:
un altro dy elementi ¢ o...0 ed un nlkimo di elementi @ o...0; orliamo il primo
2 e sl 1 2 . o

eircolante| con gli altri formando il determinante

il quale,

& 0 iai B g o ...0
8 0 ... o 0 ...0
0 € 1..0 P TR
D= ,

b;ﬁa...bﬂ dy =2 ... Oy
I’Sb!---b'l Az 3 ... 0

- W - L] 1 & L] - ] L]

b'l], h-l-ﬁn—l fn “]---‘ln—.—l

n—1i
& menn dal fattore (— 1]( 2 ), equivale a
& 0 +as 4 0...0

Dy

|

bs bg...bsr @2 G3...MH

bn b1 .. bgg @0 @1 .. By

Se dalle colonne (5 - 1)ewma, (y - Z)eme | Zpesima di [); ai gotivaggono rigpet-

tivamente| le colonne 1», 23, . yesimv moltiplicate per - 8 ha :

g 8 0.0 0 0 oaia
0 € 0 ...0 o 0 ce. O
0 0 0 .,.¢ op 0 cr a0
a a i
i = by ba by ... by a; — iy - ﬂa—bgT...ﬂn Ii,,b_ 1
- d d
by By by ... 0 g — bn — ﬂa—ﬁsT.. dy bl,;
by b1 b3 ... 00y Gn— Do @ —b— ... .00-1 =bp— —
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08514 ;
i i d
ﬂl—ﬁ']_, 1z — —L'_” Hn"bnﬂ—
. 4 a i
il ) a
Uy — bg » My — U —— Mp—1 bn—l :

e quindj:

(1¢ — i e — Bodl . . . . et — bpd
(— 1}(“;1) D — Aag — bafl  Gye — badd . ... (e — ool

nt — bod e —Bid.... @p_yc = bysd

Dunque: Un determinante formato orlando wn circolante di elementi ay .. . a,
con un circolante di elementi by, bs, . . . by, uno @i elementi d, v,.. . 0 ed uno di elementi
® 0 ... 0, In mudo che quest’ultimo formi Fincrociamento ai due precedenti, equirale o

n—1
meno dei fatiore [—1]( S ), al cireolunte di elementi a;e—hid, sse—bad.., ape— bod.

APPLICAZIONI.

a) Faceiamo d = z e, per semplicita, ¢ = 1 consideriamo allora I'equazione

Wi

U @it T 0...0
o o...1 0 0 ...
& X el O # ...0 0
(@)= b be...by ay @a...0a O .
ba by...01 @ as...m
lz’Il I3"1'!"11—1 Ta d] -..0n—1

In virth del teorema precedente e di una nolissima proprieta det circolanti,
il primo membro equivale, a meno del segno, a

I ffm — i) 4 o6 fig — Do) 4 ... @2 (as — bo)}

=1

dove o; & una delle radici di 2" — 1 = Q. Iequazione flz) = 0 & dungae ridueibile

nel campe di razionalita di ay, b5, «;, ed ha per radiel

e BT EE s
o bj+b—;n:.-—|—.q.-]—b“nt|“—'1[;_l'a“'")'

b) Facciamo ora imoltre b =, bo =g = ... b, — 0; In questo caso, senza
alterazione di segno, possiamo serivere il determinante orlato cosi:

l1o...0 & 0.....0
O0ssel 0 Resvasl

- L Ld L L] - L] [ - - - - - W

ol...o 0 o0....2

plx) = X 0...0 (11 Uy ...0y '

OF.,...0 ax 43 ...M

ﬂa---x ﬂ]‘] ﬂl---ﬂn—I
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E I'equazione p(2) = 0 ha per radiei
o=t ]/ﬂ: + @i+ gt (1=1,2...0).

¢) Ritornando al caso a) supponiamo a3 =as=...a,= 1, ma (1 2...n) =0,
Allora il ecireolavte di elementi 1 — by 2, ... 1 — b, 2 si ridnee, sviluppato, sem-
plicemente a (1)"2® (1 2...0) () tn2 3 (1 2...4., .1); la equazione
flz) =0 ha dunque, in questo caso, # — 1 radiei nulle, e P"alira & data da

A ; (- ER N
i

E

(1 Rial)
/

@) Restando ancora nelle ipotesi del caso n) supponiamoe by = by = .., = by = 1,
ma-5 (17X, .. .on) 20,
In guesto easo il circolante di elemenli ay — &y ... an — 2z 8i riduace, sviluppato,

semplicemenie ad (1" 2',,.2")— »(1" 2...7...%); la eguazione flz) =0 ha
dungne, in guesto caso, # — 1 radiei infinite e 'altra & data da
»— (1" 2 ...n)
-4 1 N S g, [
¢) Finalmente particoiarizziamo i) easo b) supponendo @y = =...— a, =1

¥
wllora la somma ay + as oty -+ ., . ap 25— & nulla sempre, eccelto il easo 2, =1
P'equoazione @{z) =0 ha dungnre in questo caso 2(n — 1) radiei nulle e le altre due

son dale da x + 1V n.
R. OccmipinTs.

QUISTIONI PROPOSTE

642. Sia ¢® un cerchio fisso e ¢* un altro che rotoli sopra guello.
Da un punfo fisso A di ¢* st conducano le tangenti AM e B e
1] lnogo dei punti di contatto M ed N & una sestica tricireolare. Si
studino 1 punti singolari di tale curva.

L mviluppo della retta MN & una ellisse. Quale relazione deve le-
gare 1 raggi del due circoli affinche Dellisse degeneri?

643. Sia ¢* un cerchio fisso di centro C e ¢* uno di raggio va-
riabile e di centro O, e sia P un punto d'intersezione dei due eerehi;
il Inogo delle ulteriori intersezioni fanto dei raggi CP con ¢* quanto
delle tangenti in P a ¢® con ¢® sono eonchiglie di Pascal, simmetriche
I"una dell’alira. In particolare se la distanza dei centri CC’ & metd
del raggio di ¢® si ﬁannu due ecardiovd:.

B44. Si considerino tutte le coniche simili v aventi un fuoco F
sopra un dato cerchio ¢* di eentro C e di raggio » e aventi per di-
rettrice corrispondente una gdata retta o; si dimostri che:

@) L'inviluppo di tali coniche &, in generale, una coppia di coniche
simili alle v2 (*¥)

&) 11 lnogo dei centri delle y* (quando qneste sono coniche centrali)
¢, in generale, un’ellisse.

¢) 1l lnogo dei verbici delle v* & composto di doe coniche, di cui
una € sempre una ellisse, e l'altra & ellisse se le v* son dotate di

() V. Il n. 42 dei miei Euercizi di Geometriu Analitica, pubblicati nel v. XVI di questo po-
riodico. (6. C-L.)
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cenlro, & =1 scinde Invece in una coppia di rette parallele o coinci-
denti se le ¥* sono parabole. |

d) 11 luogoe dei secondi fnochi delle ¥ (nel easo in eui queste sieno
coniche centrall) ¢ una ellisse.

¢) Il luogo delle intersezioni delle Y° con le tangenti in F a & &,
in generale, una conica simile alle v% Trovare la condizione che deve
essere soddisfatta, affinche tale conica degeneri, e dimosirare che
nel caso in coi le ¥* sono parabole, tale condizione esprime ehe d
passa ﬁer C. ‘

72 1l luogo delle intersezioni delle ¥* coi raggi CF coincide con
I'inviluppo delle ¥* (vedi «).

'flli;] lnogo delle intersezioni delle y* con le parallele condotte
da I a d & composto di due ellissi; queste sono concentriche in C
gquando d passa per C. . _ _

S1 esaminino 1n tutfa questa questione 1 seguenti casi particolari:

1. Se le " sono paraboie.

2. Se d & tangente a C°

3. Se d passa per (.

4. Se, indicando con % ln distanza di C da d e con ¢ 'eccentricita

delle ¥%. & e= :' :

G. Canposo-LiAvxES.

645. Sopra una retta (o una curva qualunque di genere zero) si
hanno due pi armonici di punti Ay B, G, Dy e A.Bs Ce Do (A, Cy
separati d&%lu 1y A Us da Bs Dy); 1a involuzione definita dalle due
Gﬂp&l& d1 punti coningafi A, Cy, A; Cy, che denotiamo con (A, C;:
A; Us), e lainvoluzione (B: D, ; BsDs) hanno una coppia comune, che
mndicheremo con A C;3 le due involuzioni (A, Cy; B.Ds) e (A Gy, B, DY)
hanno upa coppia comune che indichiamo con B, Ds: dimostrare che
il gruppo A;B; C;D; & armonico.

V. Rerau
il -
BIBLIOGRAFIA
CARRARA. — 1 1re problem? classici degli antichi in velazione ai vecenti
visubtati della sciemza. Studic storico-critico. — Problema secondo.

La duplicatura del cubo (Estratto dalla * Rivista di Fisica mat. e
Selenze nat, ).

. Nel n. 8 anno XVIII di guesto Periodico abbiamo reso conto della primsa parte
di questa interessanie pubbiicazione relativa al primo problema, cioé la guadra-
tra del cireolo.

In questa secondn parie, Pegregio A. dopo avere brevemente e lucidamente
mostraia I impossibilita di risolvere il celebre problema di Delo, adoperando sola-
mante la riga ed il compasso, fa la storia del problema medesime, cominciando
dalle varie leggende suil'origine di esso, ed uvsservando giustamente sche anche
senza ricorrere ad origini favolose, molli ritengeno che tale problema non fosse
che un passe naturale conseguente a quello della duplicazions del guadrato.

Nei primi sinque capitoli, dopo avere accennalo che Ippocrate ridusse il pro-
blema della duplicazione del cubo ail’altro della ricerea di due medie geomelriche,
I’A. espone le varie risvluzioni proposte da Arelita, Platona, Meneemo, Eratostene,
ﬁtpﬂlluniu, Erone, Nicomede, Diocle. ed altri antichi geometri eoll'aiuto di curve
diverse dal cireolo, o di strumenti meceaniei, seconde le memorie lasciate prinei-

i Y -

W
P 0 e
e

I3

.,_._,,
e e o



PERIODICO DI MATEMATICA. o3

palmente da Pappo nelle sue preziose Collezioni; e fa pure cenno dei pochi mate-
matioi, successivi n Paffo e anteriori a Cartesio, che si occuparono della qmstione.

Il captiole VI & destinato a trattare dell’influenza decisiva che sullo studio
del problema ebbe la scoperta della geometrir analitica,

Il cap. VLI contiene la storia del prublema da Carfesio ad oggi ed 1l eap. V111
tratta di aleune soluzioni approssimate, che possono avere qualche utilita dal punto
di vista pralico, e che per la massima parte sono state lrovate da ricercatori in-
dotii, e che eredevano con esse di avere risolnto esattamente il problema.

L'opera & seritta con la chiprezza e precisione, consuete all’egregio A. e co-
stituisee una lettura piacevole ed ntile. K.

LUIGI CREMONA

11 10 del corrente mese di giugno si spense in Roma di male car-
diaco il Prof. Sen. Luigi Cremona. ‘

La sua morte ¢ lutte della patria, che perde in lui una deile sne
glorie piu fulgide e piu pure, un carattere integro e diritto, una
mente superiore, che con eguale abilita si adattava allo studio delle
piu ardue ed astratie quistioni matematiche, come a quello delle qui-
stioni politiche e sociali; & lotto della scienza matematica universale,
nella quale ha lasciato tracce imperiture, nella quale insieme al Betti,
al Bripschi, al Beltrami, che lo ﬂ

anno di poco preceduto nella tomba
ha occupato durante la seconda meta dello scorso secolo una delle
posiziomi pin eminenti, onorando il nome d'Italia; & lutto delle scnole
tutte italiane, delle guali nei suoi alti e moltepliei ufficl curava tanto
bene gl interessi.

Lmgi Cremona nacque il 7 decembre 1830 a Pavia, ed ivi compié
con somma lode gli studi liceali ed universitari, avendo a compagni
Benedetto e Giovanm Caireli. Nel 1848, lasciata la scuola, si arruold
fra 1 volontari, e per 18 mesi prese parte alle guerre dell indipen-
denza sul Piave, a Treviso e poi 2 Venezia fino alla capitolazione
avvenuta nell’agosto 1549,

Tornato a Pavia, continund gli studi sotto la guida dell’illustre
Brioschi, e consegm la laurea e il diploma di abilitazione all’insegna-
mento nelle scuole secondarie.

I'u per aleuni mesi #irocinante e libero conferenziere nel liceo di
Pavia; poi professore del Ginnasio di Cremona, e finalmente all’ Uni-
versita di Bologua per disposizione del Brioschi. Da Bologna passd
al Politeenico d1 Milano, e finalmente nel 1873 [u chiamaleo a Homa
dal ministro Scialoia per riordinare la scuola degl ingegneri e la fa-
coltas di malemutbiche.

Da quasi 30 anni egli insegnava matematiche superiori in quella
Universithd e dirigeva la senola degl'ingegneri, alla quale aveva data
una vita novella e rigoghosa,®circondato dalla stima ed ammirazione
dei colleghi, dalla venerazione degli studenti; e la facolth matematica
stava decretando solenni onoranze al restauratore e riordinatore be-
lllemeri_tﬂ dei severi studi dell’ ingegneria in Italia, quando la morte
0 rapiva.

Non ci proponiamo gui di analizzare 'opera magistrale del Cre-
mona, ma non possiamo tacere come sia stato grandissimo merito di
lui I'aver messo in onore in Italia gli studi di geometria pura, che

rima erano stati assolutamente trascurati, e di essere stato il fon-
atore di una scuola geometrica Italiana, che vanta ormai numerosi
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-¢ \nlentissimi cultori. Colle sue ricerche egli ha largamente mietuto in
un campo quasi vergine ed ha dischiusa la via i un terreno pPoeo
explorato ad altri valenti ricereatori. _

Fra le sue pit importanti opere scientifiche non si pud tacere dei
lavori che si connettono al tentativo di costruire una teoria prolet-
tiva delle linee e superficie algebriche, fra le quali notevolissima la
memoria sulle superficie del terZordine che ebbe il premio Steiner; e
quelle relative alle trasforinazions birazioyali, che da lni furono dette
cremoniane, e che zono state la prima origine di tante ricerche m-
gurtaptissime, ed bhanno contribnito a gettare nuova luce sulla teoria

elle curve e superficie.

¥ pure inleressante ricordare come egli dedicd nmiolta parte della
sua attivita alla didattica, quasi volendo dimostrare che gli studi pit
elevati non potevano fargli dimenticare il primo e modesto S10 1M-
segnamentfo nel Ginnasio e Liceo: e la caralteristica del suo inse-
gnamento fu sempre la cura minuziosa e delicata per i prineipi fon-
damentali della sua scienza.

Prova della sua attivitd in questo campo sono: 1° la traduzione
degh ottimi Elementi di matemadica di R. Balizer pubblicata dal 1866
al 1868; 2° gli Elementi di geomelria proiettiva ad uso degli Istituti
tecnici del regno d Italia pubblicati nel 1873, quando egh era profes-
sore di_geometria superiore al R. Istituto teenico superiore di Milano;
3" gli Elementi di caleolo grafico ad uso degli Istituti teenici, pubbli-
cafi nel 1874. La prima di queste opere destinata alle scuole secon-
darie del regno d' Tfalia, non & giunta, almeno erediame, alla 20 edizione,
ma ha infoso una vita nuova all’insegnamento elementare, e ad essa
hanno atfinfo quanti si son dedicati a migliorare I"insegnamento
secondario, che era caduto assai in basso.

.. Le altre due, che pure non sono ginnte alla 2* edizione, o che si
riferiscono & materie che hanno fafto per pochissimo tempo parte
dell’insegnamento tecnico, hanno largamente contribmito ad intro-
durre I'insegnamento importantissimo della geometria proiettiva nel
1° biennio dell’ Universita, e quello cosi utile della statica grafica nel
1° anno di applicazione per gl’ingegneri.

Nel campo della statica gra%ca ricordiamo " imteressantissimo
opuscolo Le figure reciproche nella statica grofica (Milano, Bernardoni,
1872), di cui il Migotti fece una traduzione tedesca a Vienna, nel
guale si da il melodo semplice e pratico ogei in uso per calcolare
gratcamente colly massima rapidits gli sforzi a enl sono sottoposte
le varie parti di una travatura.

1l Cremona ebbe tutti gli onori che si dovevano ai suoi altissimi
meriti. Fece parte di quasi tutte le societa ed Accademie scientifiche
italiane e straniere, e fra queste citiamo la Society reale di Londra
poiché bea raramente questa societh conferisce un tale onore a stra-
nierl. Dal 16 marzo 1879 faceva parte del Senafo, e ne fu a lningo
anche Vice-Presidente: fu anche ministro della pubblica istruzione,
ma disgraziatamente solo per pochi giorni, dal 1 al 29 giugno 1898.
La lunga pratica della scuola fatta nell’insegnamento. nel eensiglio
?ug_ermre deil1struzioue, nella direzione della scuola degl’ ingegneri,
mdicavano 1 Cremona come uno degli womini politici pi adatti a
reggere I'alfo ufficio di Ministro, la pubblica opinione prevedeva che
avrebbe saputo fare molto bene alla scuola, all'istruzione e all’edu-
cazione del popolo. correggendo tante cose: e forse per gqueste ra-
groni fu ministro solo per pochi giorni.




PERIODICO DI MATEMATICA. DO

. Iicco un elenco delle principali pubblicazioni disseminate nei pe-
riodic: scientifici e negli atti di alecune Acecademie. |

Annali di scienze malematiche-fisiche pubblicstl a Roma da B. Tortolini:

. Suile tangenti sfero-conjugate. 6° vol. 1855.

. Jutorne ad un teorema di Abel. T° vol. 1856.

Sulla linee del lerz'ordine a doppia curvatura. 2* serie, 1° e 2° vol, 1858.59.
Intorno alla superficie della seconda clagse inseritta in una slessa superficie
sviluppabile della guarta elasse. 2° vol, 1859,

Intorno alle coniche inseritie in wna stessa superlicie sviluppabile del quart'or-
dine (e terza elasse) id. 1d.

Sopra un problema geunerale di geometrin. 3° vol. 1860.

Intorno ad una propriets delle superficie curve, che comprende in s& come oaso
particulnre il teorema i Dupin sulle tangenii conjugate. Id. id.

. Sulle coniche 6 sulle superficie di second’ordine congiunte. 1d. i,

[ntorne alla enrva gobba del qnart’ordine per la quale passa una sola superticie
di secondo grado. 4° vol, 1861,

10. Sopra aleune questioni nella teorin delle curve piane. 6° vol. 1864,

9 1D

©p Mo W

Annali di matemaliche diretti da Brioschi e Cremona (22 Serie):

11. Rappresentazione di una classe di superficie cobbe sopra un piano e delermi-
nazione delle loro curve nssintotiche. 1 val, 1867-68,

Nouvelles Annales de Mathématiques par MM. Terguem et Gerono:

12, Sur les coniques sphériques. 19%¢ vol. 1860.

13. Propriéte de la cubique gauche. Id. id.

14, Mewoire de Geoméirie pure sur les cubtques gauches. 2= sgérie, 1 vol. 1862,

15. Démonstration géometrigue de denx Lhéorémes relatif i la surface d'égale
penle eireconserite & une conigue. 4™ vol. 18865,

Atti del R. Istituto Lombardo di Scienze, lettere ed arli di Mitano:
16. Sulle superficie gobbe del ierz'ordine. 3° vol. 1860.

Memorie dell’Accademia delle Scienze dell’lsfituio di Bologna:

17. Introduzione ad uoa teorin geometrica dalle surve piane. 12° vol. 1861. (*)

18. Sunlle trasformazioni geometriche delle figure piane. 2* serie, 2° vol. 1852,

19. Nuove rieerche di geometris pura sulle cubiche gobbe ed in 1specie sulla pa-
rebola gobba. 3" vel. 1863.

20. Preliminari ad una teoria geometrica dalle superficie. 6° vol. 1866. (**)

21, Sulle trasformazioni delle figure piane. 2* serie, 5° vol. 1866.

22. Bulle superficie gobbe di quarteo grade. 8° vol. 1868.

23. Sngli intezrali a differenziale algebrica. 10° vol. 1870,

24. Sulle linee di curvatura delle superficie di secondo grado. 8* serie, 1° vol. 1871,

25. Sulla trasformazione razionale di 2° grado nello spazio, la enf inversa & di
4" geado. Id. 1d. jd.

2b. Rappresentazione piana di alcune fignrs algebriche dotate di curve cuspidali.
2 vol, 1872

Rendiconto delle Sessioni dell'Accademia delle Scienze dell’Istiluto di Bologna:

27, lontorne alla frasformazione geomelrica di ana figura piana in un’sltra pur
piana, sotto la condizione che ad una refta qualunque di ciascuna delle due
figure corrisponda neli’altra una sola retia. 1861-62,

23, Sar les transformalions gdométslques des figures planes, 1873,

Journal flir die reine und angewandte Mathemalik:

29. Sur quelques propriétés des lignes gauches de troisizme ordre et elasse,
08 vol. 1861,

(%) 1l Cortze ne fece nel 1865 nna edizione tedesea g Greisswald, che fu pin tardi ristampsia
dal Calvary a Berlino e tradotta In lingua boema & Fraga nel IS57T3 dal Weyr,

(**) 11 Cartze ne fece una traduzione ledesca Berlino, Calvary, 1870) aggiungendovi 1a Mémoire
de peoméirie puve mur les surfaces du lreisieme ordre, inserita nel vol. 68 dal ® Giornale di Grelle .
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Note sur les cobigues gauches, 60° vol. 1862.
Sur les surface ganches da 3™ degré. Id. id.
Sur les hyperboloides de rotation qui passent par une cubigue gauche donnée,

63° vol. 1864.
Sur Ja sorface dn guatridme ordrs qui a la propriélé d'étre coupée suivaut

deux comiques par chacun de ses plans tangents. Id. id.
Sur 1"hypocyaloide & trois rebroussements. 1d. Id.
Mémoire de gdometrie pure sur les surfaces du trovisidme ordre. 68° voi. 1868.

Comples Rendus hebdomadaires des Séances de P"Académie des Sciences de Paris:

Courbes gauches déeriles sur la surface d'un lhyperboloide & une nappe.

52% vol. 1861.
Sor les surfaces développables dn singniéme ordve. 54° vol. 1862
Sur Jes nombres de coniques qui satisfoni & des conditions doubles. 59° vol. 1864.

Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universitd italiane pubblicato 2
Mapoli dai sigyg. Battaglini, Janni e Trudi:

Sulla teoria delle coniche. 1° vol. 1863.

Un teorema sulle cnbiche gobbe. Id. id

Sulle trasformazioni geometriche delle ficure piane. 1d. id.

Area d'un segnento di sezione coniea. 1d. id.

Sulla projezions iperboloidiea di una embica gobba. 2° vol. 1864.

Sulla teoria delle econiehe. 1d. id.
Uonsiderazioni sulle curve piane del ierz'ordine. Id. id.
Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane. 3° vaol. 1865.

Commemorazions di Kagenio Ballrami. 879 vol. 1900.

Reports of ihe British Association for the Advancement of Science:
On the geomsirical trasformation of plane carves. 34° vol. 1884,

The Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics:

On the fourteen-points conie. 8° vul.
On normsl fo conies, a new treatment of the subject. 1d. id.

Matemalische Annalen pubblicati a Leipzig dai sigg. A. Clebsch e E. Neumann.

Ueber die Abbildung algebraischer Fliehen. 4° vol. 1871,
Observations géométriques & propos de Ja note de M. Bricschi: Sar las tan-
genies doubles d'une courbe du 4° ordre avec on point double. Id. id.

Rendiconti del Reale )stituto Lombardo di Scienze e lettere:

Rappresentazione delln superficie di Steiner e delle superficie gobbe di terzo

grado svopra un piano. 4° vol. 1887.

IbIIJl EEDI'E&I]H. intorno alle forme qnadratiche pom omogenee fra due varia-
i Id. id.

Sopra ad una certa famiglia di superfiei gobbe.

Sopra ad una certa curva di guari'ordine.

Sul’opers del prof. Casorati: Tvoria delle funzioni @elle variahili complesse.
2* gerie 1° vol, 1868.

Sulls trasformazione delle curve iperellittiche. 2° vol, 1869

Interno al numere dei moduli delle equazioni e delle eurve slgebrichs di nn

dato genere in collaborazione eol sig. Casorati. 1d. id.

Sulle ventisaite rette di una superficie del terzo ordine. 8° vol. 1870,

Sulla superficie di guart’ordine, dotata di una conioa dobbia. 4* vol., 1871.

Sulle trasformazioni razionali nello spazie. 1d. id. (*)

Cellectanea Maiemalica in memoriam Dominici Chelini. Hoepli, 1881:
Sopra una certa superficie del 4° ordine.

(*! Quest'aultima memoria fn riprodotin da Weyr nel * Ziva , di Praga & dal Dewulf nel

" Bulletin de Sciences mathdématiquea ot astronomigues,, dirotto da Darboux a Parigi.

Grunio Lazzert — Direttore-resvonsabile

Finito dl sixmpare U 20 agosto 1908,
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APPLICAZIONE DI UN CONCETTO NUOVO

all’ analisi indeterminata aritmetien e algebrica di 2°¢ grade

con una nota snlPPeqnazione di Pell.

(Contin. & fine, v. fass. prec)

CAPITOLO SECONDO
(Caso algebrico)

I. Sia D un polinomio intero rispetto ad una lettera a. 11 polinomio
sia 1nolire di grado pari (questa condizione & necessama se, come In
appresso supporremo, Iequazione 2" — Dy* =1, per z ed y mter: ri-
spetto ad «, dev'essere possibile). Si ponga, come sempre & lecito:

D =w'+tr,

dove w ed » indicano polinomj ordinati per le potenze discendenta di «,
e d1 cul il primo supera il secondo in grado. Supponendo che 1l segno
di o sia stato fissato una volia per sempre, s1 dird che w & la parte
intera ed » il resto della radice quadrata di D.

Un binomio della forma E -+ F yD, dove E ed I indicano due fon-
zioni razionali di @, 81 dird iperbolico, se la parte intera del quoziente
B :F sard eguale ad w, parte intera di yD. Cid non avvenendo, il bi-
nomio si dira ellitdico. La ragione di gueste denominazioni si chiarira
in appresso.

Un binomio iperbolico o ellittico non muta specie se si moltiplica
per un fatbore gualsiasi razionale in ¢, perché tale moltiplicazione non
altera il rapporto Iu: b.

Due binom) con eguale rapporto caratteristico E:F s1 stimeranno
equivalenti. Posto E:F =y, a tutti 1 binom; il eui rapporto caratte-
ristico € p, corrisponde ununica sostituzione

ne + D
(3; & )
sulla. variabile z. _

Un binomio E 4 F yD ne ammette infiniti equivalenti e £ YD, nei
quali ¢ ed f sono inferi rispetto ad «.

1 binomj tperbolici formano un gruppo, cioe: il prodotiv di due bi-
nomj iperbolici & iperbolico. Siano infatti E - F yD, B - F\D due
binom] iperbolici. Se ne faccia il prodotto, dopo averli scritti sotto

la forma: B B
e(e+7yD), e (¢ 47 YD),
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(s, & razionali; e, f, ¢, f interi rispetto ad a). Si ottiene:
ee’ e +Dff +(ef + 1) VD],
ee— Dff
ef +ef
¢ il rapporto caratteristico. Posto:
e=fw-t+i ; =fw-l,

(e per X e 1’ saranno da intendere due polinom) interi di grado ordi-
natamenfe inferiore ai gradi di f e di /), 1l precedente rapporto si

potra serivere:
o MW
2f N
La parte intera di questa espressione & o, essendo facile ravvisare
che il numeratore della frazione & d grado minore del gradeo del de-

nominatore; il prodotio in esame & dunque iperbolico.
Tra le sostituzioni
A=
’

Z 1L

dove

le iperboliche, quelle cipé che corrispondono a binomj iperboliei. for-
mano un gruppo I', isomorfo al gruppo dei binomj stessi. Difatti il
prodofto

(2_, m—l—D)(z p's-+n)_ , bt

- Lz p’ +D
<~ 7
: g
ba per sno parametro
pw' - D
T

:che ¢ appunto il rapporto caratteristico del prodotto
(B +F D) (B - F'yD).
2. TEOREMA. - Detio o b prodotio di n sostituzion: del gruppo T

6 Aottt 81, ...ty § primi n quozientt incompleti dell’ ordinario sviluppo
a2 YD in frazione continua, (*) sussiste uw identitec della forma:

Px-L
(G) Ty == (ﬂl,ﬂa,--- ﬂn,Rj__ %) y

* I."’_*J Par ordinario sviluppe di yD in frazions sontinua intendasi quello ‘convergenta o no) che
51 ﬂthﬂhﬂ_' Tnh_ltﬂndu @ ome parie inters della radice e applicando il noto algoritmo per lo sviluppo
della radiee di un namero juters ¢ positivo. Esempio:

1
1'{ﬂ=+1}5-l-u=[ﬂ5+1]+;
x:f‘“’+1’“+"+""""ﬂzau-|-l

a v
V@ T at fe—1) (.. r) . (e
4 da + | — \z b, g’ ;

5 T b g ¥ L
. _ ; o e e e Ly “u.a
i  adl oty " S e e S - S T L i S Rl s

||'II| ! 1 S TR, {aH Y WL RS iy e e B T L ]

L R = ! 4 . TS L T I et LT iy S T
g5 : L e T iy i e e il - —~

e . P | e T Tl = = = b & - L "
e I--III -

TR
L E e e Y e
T T el w“_‘"_ v iRy, - - :-! -

_,_
= e oy S ey S Ty g e Ty
————T
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nella quale P, Q, R, S indicano polinomj interi in a, di cui il primo ha
grado non minore del grado del terzo.

Dimostrerd il teorema per induzione, e a tal fine proverd che, se
esso vale per =,, prodotto di n sostituzioni del gruppo IV, vale anche
per m.y,. verificato pol che per n=1 1l teorema snssiste, esso ri-
marrd dimostrato per n qualungue.

Supposta pertanto vera la (C), vi si operi sulla z una sostituzione
iperbolica gualunque

wz—+ D

Z1u

pe-+D
g2+ ;
(p e g 1nter1 rispetto ad ). Il primo membro si mutera in %.;,, e si

avra guindi: |
Tont1 :(t’h g, . ... 0 2 (pP + 90) __pQ .+ Dg .
Gt "' z(pR +45) 4 pS +DgR
Per trasformare questo 2° membro, si ponga nella (C): z=1D; verra:
PyD 4 Q)
RyD+48/°

ridotta alla forma

(D)

}KE=(ﬂljﬂg,....ﬂn,

d’ onde &1 vede che

PyD+Q
RyD S
& il quoziente completo (- 1) dell’'ordinario sviluppo di yD in fra-
zione continua. Ma & noto che il detto guoziente & pure della forma
Yy +1D
H s

dove v e 0 sono interi; percio:
PYD+Q_1-+1D
RYD + 8 b

ecuaglhianza che si risolve nelle due:
P8 — Ry=S:
Qf— Sy = RD.

Dalle quali facilmente:
PP+qQ__ v  pS+DR T+ v  pS+ DgR— o (pR+48)

pPR+45" B T6(pR+¢S)— 6 b (PR + ¢9) -
v - (p—qw) {S-—Rm]—}—rgﬂ_
o t | b (pR -+ ¢5)
v b

Il quoziente imcompleto «.., & la parte intera di - ; =, Si avra
percii:
.I, _I_ tn

0
'H' _ﬂn-!'l_l__ahr

#
LR

.
5Ty
& & o L
T N S
g
» -

x 't —_—

- - -l
o

o F oA =
AT g ,

s oL
s
iy

.......

......

o o g WO F Rl e

: ' e : =
= Ly - - =R 1"-""5' - ] - e =
- i o L e e e B T e Dl o I P e LT i ikl
] - & B T i i P g e [T 4] R e e e 3= g T i e
N A R YN e et T O (AT T e bt

3

) el SR A

ey

[ " .

e . i Ty

=

.
-, |'|‘l g = -
o o i "-.- s, S A M bl P g e L - ; n _ :. ;
! . ; . -
'_'Iaf' ! = s .I l- ‘! i _T" =" : .-l: ¢ F _"‘._". ".;I :I' i o e - - :_'.l i i b ~ -.. x
_' | r ] ’I - ¥ e 2y = B - - - & -
i T . i : y T =7l ] t Al =
R R T T T L e i, g =t ity R e T L e Y ML o T T e
Fra TRl e e i i S . o T Py . i = % Lo, i ok T i L .. L k. =i 1 T . R g - .
ETRANE 1) : ; 3 i 2
PR PP T 4 P S g = e T N Trs e P | T T 1 e e ey e R B A
= - = = i . _ T # - =
= -
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dove per o si dovra intendere un polinomio di grado inferiore al
grado di 6 (salvo il caso che b sia indipendente da a, epperd o = 0).
Dostituendo:

PP+ (P—gw)(S—Ro)+ o (pR+¢8) -} rgR
pR—4-¢S "7 b (PR - ¢S)

Dimostrerd ora che nell’ultima frazione il grade del numeratore
¢ minore del grado del denominatore; cosi sara provato che la parte

mtera del quoziente
pP =+ ¢Q
PR —+ ¢S

& foir.
Nella detta frazione. fermo lasciando il denominatore, invece di
— qu, 81 seriva g, che ha maggior grado, perche la parte inftera di
:q & w. Se dopo il mutamento non si faranno riduzioni, il massimo
sponente di @ nel numeratore potra crescere, ma non diminuire.
seguendo, la frazione diverra-

g5 (1 4-6) + R (ps 4 ¢ — gw)
b (pR —+ ¢S '

Nel nnove numeratore, invece del binomio gr — quw, sl scriva p,
¢he & di ngual grado. La frazione diverra ancora, senza riduzione

aleuna:
(PR +¢8) (14-0)
b (PR + ¢5)

I poiche in questa il grado del numeratore & evidentemente mi-
nore del grado del dencminatore (sailvo sempre 1l caso che 0 sia in-
t’ipepclente da @), si conclude che lo stesso accadeva nella frazione
originaria,

Dimestrato in tal modo che la parie intera di

PP +¢0Q b

i '-._"..h-l"' ’ =

r -3 'l.
[ et ] g P = e .
C D L ¥ Tt o] 11..-‘1-;- A o o= s ! LS T
R Ty AP W T e

PR + 68 9
E' Gurs; 81 torni alla (D). 11 quoziente dei due termini in 2 nella fra- '
zlone che vi comparisce & a,.,: si avra percid con la divisione: |
2P+ gQ)+pQ+DgP 1 Pzt )
2(PR~4-¢S)+ 25 }-DgR ~ | Rz 5/
d} ve 1l grado di R’ & minore del grado di P, come grado del resto ;!
rispetto al divisore. Sostituendo, si otterra per w4+ 'identatd da di- i
mostrare. A

Rimane a provare che per n=1 I'identitd & vera. Ma cib & evi-
dente. Congiderando infatti una sostituzione iperbolica qualunque:
P2+ Dy

G2+’
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mediante la solifa divisione dei termini in z se ne trae:

iz Doy _ (m 12 + pq) _ (al 712 pl)
Q12+ gz ‘qz-+p’/’

nella quale ultima il grado di ¢ (resto) & minore del grado di g1 (di-
yisore).

(OSSERVAZIONE. - Se 0 & indipendgnte da «, I'esposta dimostrazione
non esclude che tra e.., e la parte intera di

pP + ¢Q
PR 4 ¢S

possa esservi differenza; ma prova al tempo stesso che tale differenza,
quando esistesse, sarebbe un numero indipendente da a. B allora nel-
I’ eguaglianza

z(pP + ¢Q) 4+ pQ + DgP ( Pz Q")
2 (pR+¢S)FpS+DgR — \1 ' R7 L &

P’ ed R’ sarebbero di egual grado, secondo nellenunciazione del teo-
rema fu preveduto.

3. Cororramio 1. - Il parametro o rapporto cavalteristico del pro-
dollo di n sostituzioni del gruppo IV e il radicale VD, svil wppati in fra-
zione continua, hanno comuni i primi n quozienti incompleti (salvo negli
estremi la possibile differenza di wna costante additiva).

Se infatti nella (C) si pone 2=, dopo avere esegmto le molti-
plieazioni operative indicate nel 1° membro, questo si riduce al rap-
porto caratteristico del prodotte =,, mentre il 2° membro diviene:

OO 3.
ay , (lg,... dp , R/

Pertanto, se il grado di P & maggiore del grado di R, I’ enunciata
proposizione & evidente. Se poi il grado di P & ugnale al arado di R,
il quoziente incompleto »™° relative al rapporto caratteristico si ot-
terra dividendo il 1° termine di R pel 1° termine di P e agiungendo
ad @, la costante che ne viene. E allora lo sviluppo di yD e quello
del rapporte caratferistico avranno comuni i primi n— 1 quozienti
mcompleti, ed eguali altresi i susseguenti, salvo una eostante additiva.

Cororvnawio 1. - 7l rapporte cgralieristico del prodotio di n binomj
iperbolici ¢ il radicale YD, sriluppati in frazione continua, hauno comuni
bopront n quozienti (salvo negli estremi la possibile differenza di una
costante additive). :

I una conseguenza del corollario precedente e dell’ isomorfismio
tra 1l gruppo I e quello dei binomj iperbolici.

Bsumpi. - Sia: D =(a"-+1)*+«, epperd

ID=(a*+1, 2a, g——;—,...).

-

-

._.

= P A L 0 S Pt | L o =
L A = o 5 L r,
J gt N T N I -t
AL us = = N "2 -
L ™ r o : = 5 il
i, e A, P, e G AL g AT ’ -a.‘ .
oLy GRS o = St e S (T . DTS - | v ¥}
e - A . 1 - A -
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R e i AR Sy o e . | = o
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11 rapporto caratteristico relativo al prodotto dei binomj iperbolici

a+11+VD
a*+a—1-4+@—1VD
a®+a—1-+a¥D

4{3“—[—8&"'-!—3&“+2u‘—9&“+n“—4a+2_
a’' 446"+ o' —4a* +-a* — du -2

e il suo sviluppo in frazione continua comincia appunto con 1 quo-

D e . 1 ; :
zienfa meompleti: ¢ 1, 2a, %—-g, come € facile verificare.

Sia mvece:
D=(*+1"—2;D=(a®*}+1,—a*—1..)
1l rapporio caratteristico del prodotto

[@*+a—1-4 (a®*—1)ID] [a®*+ ¢ —1 4 a1D],

é -
20" 20" —4*+ o —a—+1
2a°— 2041 '
Sviluppandolo in frazione confinua si trova che il primo quoziente

incomplefo & ¢* - 1, come quello di ¥D; ma che il secondo & — " — 4
e differisge dal seeondo guoziente incompleto di VD della costante 1.

t fatiori sara lLimilato.
2, 8¢ la decomposizione si potesse prolungare all'infinito, il
rapporto |caratteristico della sostituzione o del binomio avrebbe co-
muni con|yYD infiniti quozienti incompleti, Ma cid & impossibile, perché
il rapporto caratteristico & razionale, epperd si sviluppa in frazione
continua [limitata; mentre per contrario lo sviluppo diyD & infinito,

4. Derinizione. - Si dira indice di un binomio iperbolico il massimo
numero di fattori iperbolici ne' quali esso é decomponibile. Ai binom;j
ellittici 8i attribuira, per convenzione, Uindice zero.

Per determinare I'indice del binomio E --TF yD, se ne svilupperi
il rapporto caratteristico E: F in frazione continua. I1 numero v dei
primi quogienti incompleti che lo sviluppo avra comuni con YD dari
un limite superiore dell’indice. Sard poi facile verificare nei singoli
casi particolari se quel limite pud essere raggiunto o no. Se per
esempio 8 trovasse che il prodotfo

(E~+F D) (YD —w)

& 1perboligo, I'indice del binomio sarebbe v per 1'appunto. Infatti dal-
I"eguaglianza

(E+FVD) (D —w) "=H--KVD
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gl trae:

(H+ K VD).

E-]—Fﬁj_.(-mj;“)pul

Se dunque H - K yD & iperbolico, E -} FyD si decompone effeitiva-
mente in v fattori iperbolici, perche

YD + w
T
é certamente tale. Cosi, se

D=(a"41Y+4a ; n=a"+1;
E=2q"+4g°* 4+ 2a* 4 a®* +a*—a —1;
F=2"+2*4+a*—n,

8l trova dapprima 2, come limite superiore dell’ indice, (*) E poiché
(E+FID) D —w)=(a®+a*+ a*+ 1)+ (a* —1) VD,

dove il 2° membre ¢ iperbolico, si conelude che il cercato indice &
per 'appunto 2,
5. Sia I'equazione

2> — Diyf*=N

(D ed N inter1 in @), da risolvere in polinomj interi. Si supponga che
in D e in N i coefficienti siano reali; che il coefficiente del primo
termine di D sia positivo; inoltre si disponga del segno di © per modo
da averne positivo il coefficiente del primo termine. Finalmente, poiche
1 segni x e di ¥ non hanno importanza nella questione, essi g’ inten-
deranno regolati in mantera che i primi termim di x e di ¥ abbiano
egoal segno, talche nmuna elisione saré possibile in 4 wy fra i ter-
mim di massimo grado. S1dira molire che una soluzione (x,%) & d'indice
0,1, 2..., quando il corrispondente binomio 2y VD & d’indice 0,1, 2....
Le soluzion1 d’indice zero si divanne ellittiche; iperboliche le altre.

A un binomio x -} y D a segni di = e di ¥ non regolati, corrisponde
senmpre unid soluzione: ma, regolat: 1 segni, tale solnzione pofrd essere
(z, ), oppure (x,—%) o (—z, ). In questo secondo caso, ove ciod
oceorresse mutar segno ad una delle incognife, ad un hinomio iper-
bolico corrisponderebbe per esempio una soluzione elliftica; bisogna
percid ben distinguere tra binomip x4y YD e la soluzione che se ne
deriva.

Per grado di una scluzione s’ intendera il grado del relativo valore
d1 y; esso defermina evidentemente un limite superiore pel grado
della . Le soluzioni di cui si conosce il grado o un suo limite superiore
st sanno trovare. Bastera per trovarle metitere la y e la 2 (delle quali

(%] ¥l rappoario E:F e il radicale VYD bauno infatti eomuni i primi dne queozienti ineompleti.
Falia asirazione da una costante additiva, essi svrebbero comune anehe il terzo: ma nel caso
presente I' indice del binomio non pud essere 8, com’e facile vedere,

-
===

L 1
; At T e i = b 1
il il N L e =% T B ==
- - o B i
o el Oy v O, e A T ) T .
B — g T b

e
—

R R o e v o ey e TR e

l::j
-

-

1

[
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81 conosce il grado o un sug limite superiore) sotto forma di polinomj
a coefficienti indeterminati. La ricerca di questi dipendera poi dalla
risoluzione di un sistema d; equazioni numeriche. L. stesso accads per
le soluzioni d’indice non Superiore @& un limite dato, come passo a di-
mostirare, premettendo a tal fine il teoremas:

Affinche una soluzione (X, ¥) sia ellittica, & necessaria e sufficiente la
condizione:

s grade oy < grado K.
Pongasi infatti:

m+—mg=3«1.

Se (z,y) & iperbolica, il grado di g & minore del grado di Y, € ¢ld
per definizione: se dunque (2,v) & ellittica, si avra:

grado ¥, = grado .
Si consideri in tal caso 'eguaglianza

(& < wy) o =N .

s1mo grado; che altrimenti simili elisioni sarebbero possibili in z - wy,
1] che fu escluso. Cibd premesso, poiche il grado del termine WYYy ST~
bera quello di »4” (e i due membr; debbono avere egunal grad®) se ne
inferisce che il grado di N deve prevalere su quello di 74 eppero:

grado (z - wy) 4 = grado N.

grado (z-f- wy) i, > grado wyy, > grado Wi
dunque, se (z, %) & ellittica:

Ma

grado wy* < gra;.’ln N.

Dico ora che, se (z, y} @ iperbolica (epperd il graflo di » minore
del grado di y), dovra essere

grado wy* > grado N.
Ripresa infatii I'egnaglianza
(2 - my) th—=—N - '?'3!21

81 distinguano i due casj-

grado 7y’ > gradg N; grado #y* << grado N.
Nel primo:
grado wy® > grado N,
e la tesi & dimostraty. Nel secondo:

grado (z - wy) 3y = grado N,
0 anche:

grade (i -+ 2wy) 1= grado N.

el o ¥ Jiin, o L, P ™
i i, Sl 'iri o e o
T e e Py R
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D'onde, considerando che nel primo membro il grado del 2° termine
prevale:

grado wyy, = grado N
e conseguentemente:

grado wy’ > grado N.

CoroLrARIO. - Le soluzioni ellittiche si Dossono riguardare come note.
Infatti la condizione

grado wy® < grado N

figsa 1l limite superiore del grado che puc e deve avere la y di una
soluzione ellittiea. Conosciuto il limite superiore del grado, si trove-
ranno le soluzioni come sopra fu detto.

6. ProBurma. - Zrorare tutie le soluzioni @ mdice non superiore
un limte dato.

Sia 3 questo limite, F'n gia visto come si trovino le soluzion ellit-
tiche o d'indice zero. Sia dunque (z, ¥) una soluzione iperbolica, d’in-
dice non maggiore di 5. Percorrendo la serie

(z—+y VYD), (z-+y YD) (YD—uw), (z+y1D) ' D—w)®.... (24 VD)) D—w)s,

che cominecia da un binomio iperbolico, si dovra, dopo aleuni termini
iperbolici, trovarne in essa un primo ellittico:

(z+y1D) (1D — w)4,

Se cosi non fosse, significando con H K 1D un binomio iperbo-
lico, si avrebbe, per tutti i valorl di & da 1 a 3 inclusivamente:

(z+ y VD) (YD —w)h =H K 1D,

OVVEero
D+

J‘I

- ! i) _
;z:+ym_( ) (H 4K 1D)

e il binomio @+ y YD sarebbe decomponibile in & 1 fattori iperbo-
lici almeno, contro I'ipotesi. Sempre indicando con H--K YD un hi-
nomie ellittico e con 8, un intero non superiore a 3, sussisteri dunque
I'egunaglianza: b

(@ +41D) (/D —w)» =H+K yD.

E qui due casi potranno darsi: 1° che (H. K) sia soluzione, e na-
turalmente dell’equazione

' — Dy =N (—r)n,
che ciog H e K, ¢ual conseguono dal calcolo dell'espressione

(£~F»1D) (1D — w),
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rispondano alla convenzione fatia cirea il segno relativo dei valori X
k2 delle incognite; e in tal caso, sostituendo ad (H, K) la notazione |
(20, ) altrove usata per le soluzioni ellittiche, si avra: ’i;‘_
_ 1'/:[} +[|J 8y - % |

x -y yD —( =~ (72 -+ 3o YD)

: ; . B |

2°. Pud invece accadere che la detta convenzione non sla 0sser- ol

vata dalla coppia (H, K). Ma poiché dalla coppia (H,-K) sara osser-

vata certamente, ove si dimostri che la soluzione (H,-K) & ellittica, i

e per indicarla si usi la solita notazione (o, y0), rimarri provato che

In questo secondo caso:

— D -} wy?r —
v+ 70 = (B0 gy g 1D
e guindi in ogni caso:

— D4 .
r+y1’D:(]ij) (@ = 301D).

Per meftere in chiare la naturs ellittica di (H.-K), bastera veri-

ficare che 2 soddisfatta 1a condizione : ,
grado w(— K)* < grado N (— ).

A tal fine, rammentando il significato di 7y, si rifletta che il binomio ll
H' K yD=(z+y YD) (D — wjh- E

& iperbolico. Si consideri inoltre I'eguaglianza *

¥

|
- + 1 ]T) —— [H —|— I }#ﬁj (f:D :— m)
da cui si trae - '
H r K» |
— @ H = I . ':
Dovende 1a parte intera di H': K’ essere w, 11 grado del denomi- |
natore della fraziope

i

=

Ny
H 4+ Kuw
dovra superare goello del numeratore; cioe
grado (H -+ Kw)> grado Kr.

Ma poiché, per I'ammessa ipotesi, il binomio H — K non soffre
elisioni fra i termini di massimo arado, s1 ha pure:

grado (H — Kw) > grado Kw |
grado (H + Kw) (H—Kw) > grado K%w.
(H+Kw) (H—EKuw)=N (— ) | K%

percid:

(ra:
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d'onde e dalla precedente disugnaglianza st deduce:
grado N (— )% > grado K*w,
e conseguentemente:
grade Ko << grado N (— )",

come bisognava dimostrare. Dunque: Se Uesponente 8, prende tutti

¢ vatori da 0 a & inclusivamente, e se (xo, Vo) & soluzione ellittica del-
Vequazione

F—DyPf=N (— ),

le soluzioni d’indice non superiore a 8, relative all’ equazione x*—Dy*=N,
st otterranno dalla formola:

(1’ﬁ +

d1 -
T2)" 0 £ 3o YD)

T~y D=

Nora., - L'nltima formola da bensi tutte le soluzioni d’indice non

superiore a 3, ma non & provato che dia quelle soltanto. Cosi pure

non & da credere che la z e la ¢ corrispondenti a una {x,, ) gualsiasi

verranno 1ntere (v.anche 'osservazione al n. 3, del precedente capitolo).
7. 31 ammetta ora la possibilifa dell’equazione di Pell:

—Dy*=1;

e dico si ammetia, perche tale equazione, sempre possibile quando D
é un numero Intero e positivo, potrebbe non esserlo quando D & po-
linomio. Aggiungasi che mon si conosce in questo easo criterio aleuno
di sicura rmscita per giudicare della pnsmhﬂlta dell' eguazione. E
bensi noto che YD — w dev’ essere sviluppabile in fraziene continua
periodica secondo un noto algoritmo del prof. Pincherle: (*) un
altro criterio di possibilitd meno restrittive viene anche dafe in ap-
pendice del presente scritto: peraltro siffatti eriterj fondati snlla
periodicita, cadono a vuoto quando il periodo né st manifesta né =i
puo ezcludere a priori al prolungarsi dei ealeoli. |

Se non che pel fine del presente scritto basta sapere che VD —w
e sviluppabile in frazione continua periodica: tale frazione, per un
nolo teorema del Pincherle, & poi eonvergente per tutti i valori di
abbastanza grandi. Suppengpdo possibile 'equazione di Pell sussistera
dunque un'eguaglianza della forma:

.FI)'_“J_ l 1 1

tpi':’,ﬁu—f—.

il secondo membro della guale, convergente per valori molto grandi

i*) E. BorToLoTT1, Randiconti del Cireolo mutemaiico di Fulernio, 1805.
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di @, & privo di parte intera. Ch# altrimenti il suo limite per « = o sa-
rebbe differente da zero; mentre il limite di

7D — =

per a=co, & zero evidentemente.
Uid premesso, sia (z,8) una seluzione dell’equazione Pelliana. Nel-

I"eguaglianza
o' —(w +r)§ =1

1 termini del 1° membro affetti dalla massima potenza di ¢ si dovranno
elidere; 1 primi termini di « e di Bw saranno percid eguali: osservando
quindi le eguaglanze :

B

*+fYD—a+pu _]_q:u—l“'-_

— By
o—pByD=ua—fo o,

7

YD+ o

si vedra chiaramente che, almeno per valori di @ molto grandi:

mod. (x—BVD) < mod. (z— B YD),

0SSig :
—8yD
mod. (m =] <1.
%+ BYD
Detta pertanto (z,y) una soluzione dell’ equazione
2—Dyf=N *

e posto come al n. 4 del precedente capitolo:
(z+ y VD) (= —BVD)* =u v yD,

nello stesso modo ivi tenuto si dimostrerebbe ehe

e il .
almeno per « sufficientemente grande. Estraendo da — la parte m-
tera I e scrivendo:

* {]
i_'—['_{"_‘ﬁ'a

v

(e per U si dovra intendere un polinomio minore di V in grado), si
avra dunque, per z=oo:

U 1

I =__ .
I V i ":Fl_}_'.l

Cid prova che vi sara un valore dell'esponente z tanteo erande, che
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per esso e pei valori maggior: si abbia: 1= —w. Se Infatti per z
comungue grande tra I e (— w) esistesse una differenza (polinomio
intero in @), s1 potrebbe regolare la grandezza di ¢ per modo che il
limite di quella differenza per z—=—oo fosse differente da zero. Ma cid

¢ assurdo. Infatti, per z infinito:

U 1
1+ w V_qpi—l—-__’

espressione quest ultima che per « grandissimo tende a zero, gua-
lungue sia z. Da cid si conclude che, per z sufficientemente grande,
la parte intera del quoziente u: v sard (— w), come nel caso aritme-
tico considerato al n. 4 del precedente capitolo.

Esemero. - L'equazione sia:

2*— (0 4) y* =,

e 1noltre
@ 1
2 =5 1 Y=
(- 7
A=yl P
Posto:
1 (” (1 8
(;;1g2vﬁ+g(5|1 2???Ey=u+ﬂﬁﬁ+£
81 AVIéa:
at ® Sa a® a® 1
1£-——2 E]ﬂﬂ“ EIl, )= 213 a}2=

e si trova che la parte intera del rapporto wu:» & (—w); nel caso
presente (— a).

8. La proprieta testé dimostrata e 'altra: che 'equazione Pelliana
non pud ammettere soluzioni ellittiche o ' indice zero (¥), ne pon-
gono in grado di applicare per filo e per segno al presenie caso
alzebrico la dimestrazione che, pel caso anritmetico, si legge al n. 4
del 1" eapitolo, eoncludendo come ivi: Se¢ (2, 3) & wna soluzione Qui-
lunique dell’ equazione di Pell, tuite le soluzion: dell equiczione

o — Dy =N

"

L
[ L]
'
4
T

) PR i s g Vot Rl :
iy e At Ve Sl e vyl T T A
Il_,.- o T R et e T = i i) I il w
I:& h ity T A W . R :"'.'-Il’.'l‘ : =y

. N
a4 - -

-.I'._
e L i

L]
u

sono date dalla formula
z+y YD #= (243 VD)* (' £y VYD),

il secondo membro della gquale va esteso solamente a quelle soluzionr
particolari (X', ¥') i eui indice non supera la meta dell'indice delle solu-
ziome dell equazione Pelliana.

S

-
A
=N -
e g
el R S
_Il. o
P 3

" T B e | -
T L

2%

- -l.",.r
o, Erigee. 'r‘-u?
S i

I.
P

._.
= g

™) Parehi (¢, §) fosse ellitliea, occorrerebbe la condizione: g
grado »fit=10: ':J
dalla quale sl dedunce che £ ed w, e conseguentewente auche » ed g, sarebbero indipendonti da a. 440
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Le

vare:

deﬂ’ﬂg

sono esprinibili mediante una soluzione qualungue dell’ equazione Pelliana
e medianie le soluzioni ellittiche di un sisiema finito di equazioni note,
il pum

Digasi infatti v la parte intera del quoziente

& S1 18
date d

da este

e per

Conseguentemente : (*)
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soluzionmi d'indice non superiore & un dato limite si sanno tro-
Pequazione 2 — Dy*— N & dunque risoluta.
Anche pel caso algebrico vale il teorema: Twutie le soluzioni
cazione

2" — Dy'=N

1]

ro delle quali e fisso e indipendente da N.

ind (z+-8YD)
2

immentl che le soluzioni (2, %) d'indicé non superiore a  sono
alla formola.:

4y (2t )m 51 D),

'ndere a intti 1 valori dell’esponente ¢ da 0 a v inclusivamente,
plascun valore di 4, a tutte le soluzioni ellittiche dell’equazione

2 — Dy =N (— ).

- - 4 T i . ;1"

24y VD= (2B fm“( 11;:+m) (#=301 D),

78

formolp che fa dipendere tutte le soluzioni dell'equazione #*—Dy*=N g
dalla spluzione Pelliana (z, 8) e dalle soluzioni ellitfiche del sistema

In esso
ernazio

Per
braceiapo eguulmente il caso aritmetico e il caso algebrico, conforme
1 annunzid al principio del lavoro.

r—Dy'=N

a*— Dy* =— N7

x* — Dyt = No#
> S D;HE: N (— .

(sistema »/solvents eome nel caso aritmetico) il numero delle

ni & -1, epperd fisso e indipendente da N.
tal modo, meret il concetio intiee, trattazione e regole ab-

[-.'F-

mebico erm

Cirga 1 doppi sezni

e fa notare olie 1o scelle possibill sone quatiro, mentre nel caso arit-
e due soltanto, :
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Nota sulPequazione di Pell

Affinehe Ueguazione
z* —Dy* =1

3
2

sin pisolubile in nwmeri interi quando D & nn intero positivo, o in polinom] ineri,
guando I} & wn polinomio intero di grade puari per vispetlo wd une leltera 8, é ng-
cesgario ¢ sufficiente che VD sia seiluppabile in frazione continna periodica semplice
secondo un qualche algoritmo; (%) che cioé snsista un'identitaé della forme

Vﬁ——“ (ﬂ:, T re—— T r—i—}_ﬁ),

dope a1, Rz, ...3a, © indicano numeri interi (powitivi o negativi) 3¢ D) 2 numero, e
polinoemj interi, se D & polinonio.
1. L condizione & sufficients. - Sia infalii
Vﬁ — {n;, Az, tln, ¢+ 'i.’rfi).
P e

Indicando an_* . le ridotie consecutive della frazione continua
1 g |

(g1, @3, @3, ...)
I'identith precedenle si polrk scrivere:

VE_ (*‘5 + fﬁ) o+ Po-1
(E -+ V_D) gn + Ga-1

egnaglianza che si risolve nelle due:

€dn + @n—1 = Py

o epu + Pa—1 = Dgs
d'onde, eliminando ¢:
p'n, p— Dgtn =__t l.

Se wvale il segno supertore, il teorema e imostrato: se no, ponendno
x—= 2p%; +1
= 2PuGu, )
si soddisferd, come & noto, l'eguazione
o — Dy* = 1. , 20
2. La condizione & necessaria. g Si supponga infatii che l'equazione R
I.E—DylE:] .'
sia soddisfatta da z = «, y = B, talché si abbia: AR,
) a*—Di==1.
vl
. _'|
(*) Nel crso speelale in cui Palgoritmo & gueilo del Pinclerle, il teorema fu gia dalto dalla si- r}'
gnora Bortelottl, sebbene con dimoslrazions molte diversa dalla presents. Nolissimo & poi il ciso : '.':3}
in vni D, nonchd | quozienli incompleti, sono Dumeri interi o positivi: su esso poRgia la fumosa -'fh
dimosteazione lasgrangiana della possibilita dell'equazione di Pell. ff
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Uertamente « o £ (numeri o polivemj) saranne primi tra loro, Percid, se si
svilnppa il guoziente a:§ in frazione continus dividendo « per B, 8 per il resto,
1l 19 resto pel 2° resto ecc., mor 80lo lo sviluppo sark limitato : ma Vultima sus
vidotta sara «; E, tanio per rispetto al valore come per rispetio al termini. Indi-
cavdo con p:g la penultima ridotia e con n il vumero delle ridolte, si avra
quind; :
ag — Bp = (— 1
Qul sono da distinguere i due ecasi: n parl; s dispari, Se n & pari:
a*— Di*—=ewg —Bp =1,

donde:

« Di—p

2 &—q
Detto pertanto ¢ un fattore di proporzionalila, necessarinmente inlero per essere &
e 7 primi fra loro. si pud serivers:

DE—p=rca

E"'Q:==5B:
egnaghanze che si compendiano nell'nnica
= ([+1D)a+y
]D_l'+t_J tr
(¢ +1D) 5 +¢

o anche (detli o, o', as,... i quozienti meompleti dello sviluppo di @:p in fra-
ziohe evubinua):

D = (n}. 82, ...0n, ¢ -I—'I"'fl-).

Dunque YD si aviluppa in frazione continua periodice semplice.
Se pot # & dispari e conseguentemente
“—Dft=1, eq—fp=—1,

& avra per confronto:
25— Dp*= Bp — agq

a DE+p

p )

Eppero, detto ¢’ un fattore intero di proporziotaliti;

UYYEro

DE + p=rcum

%1 q =15
ofl auche:

—— -—_ " — Ill_-. J
f.D::t x IE_JE—I-}-
(—e"—¥D) 8 +¢
eguaglignza che si puo mettere sotio Ia forma:
D = (n'l. @9, ...6, — ¢ — 1”5).
Sustitnendo in quest’ultima a ll:—f_ﬁ} il valore
VD =(—u\, —ay...—ds ¢+ VD).
#i aven foalmente;

¥D = {4, ab,... Go, —¢" —aly, —dly...—aYy, ' F ¥D).

- fs . . - . : - ; ’
Anvhe in questo casp 1D s sviluppa in frazione continua periodica semplice.

Cowl 1l teorema & dimustrato per tutkr | cas),

] T & T
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Corouvario. — Se il radicale VD si spiluppa in frazione continua periodien
gesmplice in un certo moda, ¢ se il penultimo lerming del periodo 2 Punita, il radi-
cale stesso si seilupperd in frazione continun periodica semplice anche in un secondo
modo, differenie dal prime.

S e i = =, =iy
= = - - . -
i

=i et Tl R Rl

h

e L
i = =

!_':-r_'., -1""."'"-.- ; b rlf

Pih -

LY e S 1 L TR wat_
L T r & = L < - L
= .ﬂ-..‘l.;'- - + = S el ) 5
B 1 At = i e g T *
o

Sia infatfi _ - Jﬁ*li |
r"_[] — (ﬂh B2y « « » Og—1 , 1_1 " —I— 1 DL -.ﬂ} z i
e sl ponga: ﬂ”
(@, az,...0,;, 1)=—. ‘ H 5
: sl
)

Se n & parl, sara, come gik 8i vide:
1 — Dp?' = 1.
Ma si nobi che, sviloppando w:« in frazione continus, non si torneri alla forma
VI PR RN
con un numere pari di guozienti incompleti: si troverd inveces

(o1, @, ...00-3, 1 +ay_;),

dove 1l numero dei quozienti incompleli & dispari, Talehe, indicando con p:gq ln
penuitima ridotta di guesia frazione contivua ('uliima & wu:v), dovra aversi:

ng —ovp = —1 = Dp? — 32
Chiamato pertanio & un fattore intero di proporzionalith, si avra consecuiivamenie:
Do+ p ="ku
-+ = ko;

fﬁ__(_ﬁ’_ }lﬁ)llﬂ—p -
(—k—¥D)v+q
— (fl], g, . ocllg—n, I+ﬂn—1: __k_ﬂlg =G, s vn a"l-_i_ﬁJr

che rappresenta un secondo medo di sviluppo di ¥D in Frazione continua perio-
dies semplice,

Alla stessa conclusione & con ragionamento consimile si glunge, qualora nella
formoia

(0 105, 14ay, —k—7D)=

YD = (m;, as...0._q, 1, e4+71D)

n sl supponga dispari, e consesnentemenle: n2— Do =— — 1,

Lisempio. — Posto:

D =252 — 142 + 2,
& facile verifinare che
VD=(52—2, 1,1, 1, 1, 52—2+ VD) k
Quai il periodo &
, 1, 1, 1, 0x—4)
col penuliimo termine eguale all'unit#® Percid si ha pure:
¥D=(62—2 1, I, 8 —lat8 —1 =1 —¢ Sp-ei + YD),

come & fueile dedurre cel ragionamento fatte soprn, oppure verificare diretta-

menles, (*) o T
1. PRATTINI.

(*) ¥. pure un mio arkicoletlo nel Pragera, anno 1X, . 1 8 2.

— g
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UN NUOVO SISTEMA DI DEFINIZIONI

PER LA

GEOMETRIA EUCLIDEA"

§ 1. — Siundi precedenti.

Il significalo di taluni simboli che si incontrano in Geometriec deve essere
presuppogto, anche dopo aver presupposto quello dei simboli che apparfengono
alla Logica pura. (®)

Poiché vi & qualche arbitrariete nella scelta dei simboli non definiti, & neces-
BAII0 enunciare il sistema prescefio. (%)

Citeremo soltanbo ire geometri che si seno preocenpati di tale questione,
riducendo successivamente il numero dei simboli mon definiti medianis i qonali (e
mediante i sanboli che appartengono alla Logiva pure) si possono definire tutti
gl altzi simboli, (%)

(1) Questa memoria fu comunicata dall’A. ai “II Congresso internazionale di matematicn , a
Parigi, i1 ¢ agosto 1400, & fu ingerila integralmente nei Rendiconti di lale congressn (Parie, Ganthiar-
Villars, 1902), Taitavia, per darle maggior diffusione frai nostr! eolleghi, la riproduciamo gud, nella
traduzione fornitaci dall’A. (Nota del D)

{*) Quasi sempre si identifica una cosa col sue nome (si dice, per es. Parigi  una citld, e non
Farigi & il nome di vna citid), mn' idsa eol simbolo (parols o frase, segno o grnppe di segni) che
la rappresenta, un fuite con la proposizions che lo enuncia: ecco perche si pnd limitarsi o parlare
di #imbeli e di proposizioni. Polehd, in Geometria, definire un simbolo signiflea esprimerio mediante
aitri gia considerati o dimostrare una proposigione gignifion dedwrla da altre gid snuneiate, 1" impos-
sibilitd di Aafinfre tatti 4 simboli ¢ di dimestrars hitte 12 proposicioni & vonseguenza immediata del
signifiento atiribuito alle pavole definire ® dimostrare.

' Dicendo vlie savebhe impossibile delinive i simboli dei guali si f ngo In Geometria mediante
quelli elhie appartengrme alla Logiea pure, wiforminme ehe lo Seomatria & wrr Faorio dedhittiva por-
ticolare ® mon 1 ramo della Logica pura: nel guale asserto tutti convengono senzy discntars, hanahe
tale nffermazione non possa venir ginstificata e non shbia neppure un significate préciso se non &i
presiabiliscono i Hmiti della Logica purn, il che noi sbbinmo procurato di fare in altvo studio: FEesw?
t'une thdorie algébrigue des nombrey antizrs, pirdeéid dune Introduction logigue & nune thiorie deduclive
quelcongwe (Bibliothégque dn Congris internstional de FPlilopophie, Paris, Armand Colin, 1600,
pre. 300-363).

(8) La liberih relativa nelln soclta di end parliamo & suficieniemante dimoatrats ds quesio studio
BLOSS0.

(4) Non & inatile far notars clhie si pnd tipetere, a proposito delle preposizioni e delle Gimosira-
zioni, tnfto guanto sbbiamo ennnciato relntivamente ni simboli ed alle definizioni, [Iofatti: fra lo
proposizioni [defimizioni veoetinate) che sl ineontrnno in Geomiziria ve n"hanno necessariaments che
non 5000 dimesirate, unche dopo aver prasupposto qoeile ehe appartengono alla logico puwra (2ssiomil.
Poiche vi & qualche arbitrariefd nella loro scelia, hisogna enuneiare {1 sistema prescelte di propo-
sizioni nen dimostrate (postulati’ mediante i guali (e medinnte gli assiomd e le deiniziond) ;1 poasonoe
dimwsirare butte le oftre propesizioni,]

Malgrado Yevidente analogia del loro ufficio, la preocenpazione della seelks dei postulati & molto
auticn, mentre quella della seella dai simboli nox definiti & modernissime. Senza darne una dimo-
siracione storica, che ei pore superflua, no dizmo una filologica, mene hanale di quel che possa sem-
brare: mentre alla {rase proposizione nor dimostrais pud sostituirsi 1a parola pestulate, non si &
piribnilo ancora ad un' wnica porels il sBigniflonlo della frase simbolo mon definilo, perche quesiz
vase & stata si poco adoperata sin gni ¢he non 8 ¢ trovale necessaric abbreviarla.
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Dapprima il Pascw, che nel 1882 (*) ringci a definire tutti gli aliri simboli
mediante i quabirn segnenti:

1) punto, 2) segmento (di retta), ()  3) piano, ()} 4) & sovrapponibile a.

Poi il Peaxo, che nel 1889 () rinsel a definire piano mediante punio e
segmento, e che ncl 1894 (?) sostitut nel sistema di simboli non definila ¢ soerap:-

ponibile ¢ con movimento, (°) riducendo gnesfo sistema ai simboli:
1) puntoe, 2) gegmenio, 3) movimento.

Infine il Preri, che nel 1899 (%) & rinscito a defiuive segments, medinute punto

e movimento.
Per conmsegnenza, futti 3 simboli che si incontrane nella Geomelria ewcliiden

possono venir definili mediante due soli di essi, ciok

1) punto, 2) movimento. (®)

§ 2. — Questione.

S1 pub chiedera: Per guento semplice sia il sistema di gimboli non definiti seelto
dal Pieri, non i potrebbe trovarne wno ancor pie semplice?

Anzitrito eonvien precisare questa domanda, togliendo alla semplicid eni si
allnde ogni caratiere di »elativita & di soggeltivite.

Ciascun movimento, secondo 11 Peano e 1l Pierl, € una funzione che trasforma

in un particolar modo 1 punti in punti,
Ora, poiché: 1° i pnnti distinti sono innumereveli, 2° vi & un movimento, al-

meno, che irasforma un punto dako in alfro punto dato, 3° due movimenti che

(1} ¥oriesugen fiber néusre (ieometrie. Tenbner, Leipzie.

(9) Alla pargla segmiento convien dare il sue signifieato elementare € non proieitive; due puubi
distinti somo dunqne estremi d'un soip segmento. Se o e & sone pnnti distini, inveee della fignro
confinus “segmento ab ,, & puo considerare dapprims, quale simbelo nen defivito, In relazione fra
tré punti “x= b on punto situnlo ira o & 5. la qoale comsente di enanciare questn definizione:
* spgmenlo wd | sienifien = fguwra eni appartengons o, & o tott 3 pundl o« sikuall e 4 ¢ 5,

1¥) Anzi, solinoto parle finila @i piane.

(41 T principii di geometrio logicamenle esppsti. Boooa, Torinoe.

(8} Sus fondmnent] Zelln geomeivia, (Hevae de Malthématigues. Torin.)

(6) In um miovismento di noa figira, invece dalle sue snnunierevoll posizions sucoessive, se ne con-
siderano sollante Ia posizione iwisloie ¢ 1p fiuaie, Se o 28 un punio lo ona fisura) & fe @ B 1N Wao-
vitnentn, 8l rappresenta con wia cid cho diviene il punte (o0 la figura) a dope ! movimanto = In
tal modo 81 viene = comsiderare ciescun morimento gunle segno particolare 41 funzione che trasforma
i punti in punti.

1l legame logico tra il guarte simbaleo nog definite di Paseh ¢ il ferze di Peano si rende allorn
evidente: ciaseuno si pud definire mrﬂi'iunm wllro, con "ainto dal pvfmn solkante, Infatti, supposto
note il simbelo @ serrappombile a: “m b on mevimento ., signifiea “m & un s8gno di funzione che
trasforma ogni figura in une figura che ¢ sovenpponibilo alla ﬁg‘uln dats ,; ¢, reciprocaments, sup-
jpnatn noto il simbolo mosimealo: 2e ¢ o & 3ono figore, allora "a b Eﬂ?rnppanihi'l& a &, signiflea

* esisto almemo un movimento wm per vul ma coincide con b

(7) Della geomelrin elemsalare come sisfamn ipotedico ri"ﬂl'nn‘:':!ﬂ (Memorie della B, Accademin delle
Scienze di Torine).

(8) Fare ‘che tutto quanio ho rammentifs sinora non sin melio noto, percheé in pareeehi Javord
che si prefiggono di analizzare | prinvipl della Geomeiria, =i incontra un nimero ben maggiore di
simboll non defimty. Cito nd esempio: Kiuuise, Binfiihirang in die Grundlugen der Geomeirie, 1808,
Huuserr, Grundlagen der Geonietrie, 1900, Exniques, Questioni rignardonti e geometria elementare, 1900,
Gom eiv, evidentemente, non i nega che goel lavor possano rinseire imeresganii da altri punti
di vigta,
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trasformano differentemente il medesimo punto sono distinti; 81 dedoce che 1 mo-
vimenti distinli sono inmmumereveli e, per conseguenza: morimento & la classe cui
appartengone wnwnerepoli funzioni determinate (movimenti), e ciascuna di gueste
funzioni & une relazione deferminala [ra innwmerevoli oggelii (punti).

Preciserem¢ dunque ln mosira domanda cosi: Dope arere assunto guale primi-
tiva i simbolo punto, non bastereble assumere quale secomdo simbolo prismtivo UNa
velazione parlicolare tra non nmnero iinito @ punfi?

Ci propomameo di giustificare la risposta affermativa che riteniamo poter dare
g auesta domanda.

§ 3. — Introduzione.

1 nostyi simboli non definiti soneo soltanto
1} punto 2) & sovrapponibile a,

con qaesta vestrizione, per il secondo, che nol non lo definivino sollanto nel caso
in ¢oi & adoperato tra coppie di pamti. (V)

Dopo il lavero citato del Pieri (§ 1), la nostra aflermazione (§ 2) sara gin-
skifieata qnando avremo definito ¢ moviniento medinnte i nostri simboli non definiti,
1l ¢che faremo nel § 4, lasciando da parte ogni preoccupazione didatiica, (%)

Poichd qui non vogliamo ocenparei del wpostuinti, supponiame di averme co-
struito un sistema nel quale siano enunciate falune prepricta dei nostri simboli
non definiti, sufficienti per dedurne tutte le alire proprietd di guesti simboli o degli
altyi che, per Joro mezze, saranno definiti. (3)

Per brevila scriveremmo: Der., invece di definizione; figura, inveee di insieme
di punti; =, imvece di & sevrapponibile a; (a, b) invece di coppia 1 cul elementi
sono ordinatamente a e 2.

(') Dobbo avvertire che, all'insaputa 1'une dell'aliro, il Pleri ed io abbirmo avato contempora-
neamente ln medesima ides. Infattl i1 Pieri, nal svo studio Swr la Glometris encisagde comme wn
sigtdime parement dogigue (elie © un Tinssunio dell'altro piiv eibato € che fo comunicato al Congresso
internazionale di flosefia dal Couterat, il 8 agosto 1800, quando 1h mia comunicazicne alluale ern
gin preparatn ed snnunciate) enonoa To pessibilite @ defmive totti gli altr simboeli geometriei per
mezzu dei due che hn assunte guill non detinlti, ngzivinzendo peso che la complieazlons ectessiva,
alla quale sembragli dore prigive lo sviluppo @ questo sistemn, gli destn il desiderio di proseguirg
lo skmlio di tale guestivne, pringn di aummmeintne alean risultato,

() quasi superfine vaservare che enancinndo senz altre guesta definizione: moriments significa
" In elasse eni anpartisne ogui funzione =u tole che: 19 se @ & np punto. wzx & pure un punto; 20 gusli
che s1amo 1 pundi x ed w, 1a coppia (s, ney) & soveapponibile alla coppia ‘=, 4) ., 81 potrebbe dedurre
che la simimelyi Tispelio ad un piane arbifrario & nn wiecimento; & allora Is parcln moziments non
avrebbe pill il suo significato abiluale [mentre ' lia conservato nel lavoro citato del Pier, come pars
nell'aliro de]l Peano (¥ 1)L

(*) ¥ dungne bene inteso che, o gui mi oecnpo soliante di simboli non definitl @ di definizions,
non & perchi jo ritenga di poler fare n meno (i pestaioti. Ma ln digiovelima con Ja gquade suppongo
costrulbe un sistems di postolati, senze assumermi ia brign di costroirle renlmente, pot sembrare
molto somoda e forse escessivi. Spero tuttavia che ls seguente ocsservazione sempliclssima valgn
a gmslifiearmi, Se (dopo avere scelto nn sistema @ simboli non definiti & un sistema di postulati)
-f"f l-"H.D:-' El‘f:ﬂhiﬂ:*ﬂ 1l pistemia di simboll non definiti, won B necessarin camlaara il sistent di postulali,
(toki'al pilt ;1 potrevbero fraserivers, agll andiclhi simboli non definiii sostitvendo il lore signifienfo
eaproszo medianle i myori; mn sembra che memmen qoeste sin considerato necessario, poiche non
1:-][ trova fﬁTﬂ_E aleun Jibre di Geometrin med guale 1 postulall sfano enunciali senza far uso eupliclio
1 quolebe simbolo defirito’. Dungue, purch® taluno abbiz costrnito un sistemn accettabile di posin-

:]RH per lﬂ‘f:if!ﬂn'mtrin etcliden, si potrd ricorrere a tale siptems, senza precceoparsi della diversita
el sistemi di simbio)i non dehfniti.
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§ 4 — Definizione di ** movimento ,, .

Der. 1. — Se « e b sono punti distinti, (')
vetta al

significa: fignra eni appartiene ogni punie = fale che mon esisie aleun panto y,
distinto da 2, che verifichi simulianeameute le condizion

(a, y) = (n, @) e (b, y) = (b, =)
Der, 1I. — Quali che siano | punki & e &,

centro dr (e, b)

significa: punto x tale che
(a, 2) = (=, J)

e cle nen esiste aleun punto y, distinte da w, che verifichi simultaneamente le
condizionl
@, y)=(n2) e (by)=b 2
Der, 111.

¢ & nnn traslazione

significa: qnale che sig il punio =, anche fx & un panto; e, quali che siano i punti @
ed y, il centro di (=, fy) (UEF. IT) & pure il centro di ({x, y).
Drr. IV. — Se a e b sono punii diskinéi,

»» & una rotaziome intormo ad (a, b},

significa:

1) quale che sia il punto x, anche r & un punto;

9) gquali che siano i punki z ed y (rx, ry) = (2, ¥J;

3) ya ed »b coincidono rispetltivamente con a e &;

4) se un punto x, che non appaviiene alle relta ab (Derw, 1), coincnle con »z,
allora, se y & un punto qualunque, y coincide con »y. (%)

Der. V. — Se @ ¢ un punto,

» & una rotaziome intorne ad ¢

(1} Y2 od y sone punti cofacidenti , signifiea ® » b un punts e y & o stessa ponto 5 * o ed y
squo prmbl disfinti sieentiflen * > & un punto ed y & wn elfve punto .. Per conseznenzs, bencheé lo
parcie coinpidanti & distinti Siano ushte gnasi csclusivamento 1n Gesmern, 10 itee chie rappresenr
tane appartengono alla Logice puirs, st ad essa apparteugono qguelle rappresenkate dalie frasi fo
slésxn 8 wn fallro.

(41 Allsx Der. 11 si potrebbero sostitmre le seguentl:

Dgw, I, — Qunale che sin il punto a ° ceniro (@, @) » significa ® o

Dee. II". —8& o 0 & sone punli r.h‘sl:inﬁ “ cantro di (@, ) , signifiea: * ponto x, della retta ab
(Dgr, I), tale che (o, V==, b) ..

1 postuiati (§ 3) devono #runciars 0 permetiera ﬂiﬁdeﬂm-r:, 'esistanza e I'wnicitd del punto x con-
siderate nells Der. 1" e devono pur eonsentire di dedurre la Der. 11" dalla Der. I1,

(%) Vedinmo se un » che soddisfi alle condizoni pnuneiate in questn DEr. potrebhe non esuere
una soéasions intorno ad (a, &), dando n qnesta frase il suo significato sbilwale. Dopo 1o condiziomn
13 2) 8), se = nun fosse una rofasione inkorno ed (m. b), dovrehh essere HNBA siannelric rispetto ad
un piano determinate. per esempio n, al guale apparterrebbero i punti @ e b; ma sllora, se x fosze
un punte appartenente al piano ¢ e non alla Tebia ab, ¢ 36 Yy fosse un punto non appartencnte al
pinne o, x evineiderebbe cun rs, mentre ¥ sarebbo distinto da »u. il che contraddirabbe alln con-
dizione 4), Sicehit, medinnte 1a Dze. 1V, la firnse definiin & » & unn rotazione intormo ad (4. b)
pequista esattamente il suo significwto abituale,
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gignifica: si possono determinare due punti b e ¢ distinti da a, una rotazione »'
intorno ad (a, b) (Der. IV) e una roiaziome »” intorno ad (a&,-¢), per modo che,
s8 © ¢ un punto qualungue, rz comcida eon »* (yz). (') -

Der. VL _
s & un movimernio

significa: si pud determinare una traslazione ¢ (Dgp. 111}, un punto « e woa ro-
iazione # intorno ad o (Der. V), per modo che, sé6 = & un punte qualangue, mx

coingida con # (tx), (%)

§ 5, — Saggio di altre definizioni.
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Ora che abbiamo esaurito il mostro compite (§ 4), lasciando da parte ogni
preoceupazions didatiica (§ 3), desideriamo mostrare la possibilita di adoiiare il
nostro sistema di simboli non definiti {§ 3), anche nell' insegnamenio elementare.
Naturalmente converrd modificare un poco la definizione di morimento; (°) si po-
tranno definive prima altri simboli e svilupparne la teoria mediante poshdali (§ 3).

(1) Siz » ims rotazions intorno ad ¢, nel significato adituale df questa frase, allora ra coineide
mont &, Se Vi & un punto y distimto da @ ghe toinelde con ry, 51 verificheranuo le condimoni emun-
ciate nella Der. V, identificande b ¢con ¢, ' con », ¢ eon un punto guoalsiasi ed »* con wma fra-
sformazione identica {olod in yussio enso, rotazione nullu o giro complelo),

He nessun punto v diskinle ds o eoincide com ry. I potranmo facilmente soddisfare le comdi-
dizioni enmneiste nella Der. ¥V, sceglizndo b ¢ » in moudo che per un dato punto p, gualsiasi ma
digtinte da o, +'y coincida con »y [per esempio, sia & il centro di (y, ry} e sia ' un mezEo Eire
intorno ad (e, bl], ¢ con ry e seegliendop »" in medo che per un date puwio 2, goalsiasi ma mon
apparienente alls vetta ay, »"’ (+'2) coincida con r= [il che & sempre possibile; invero, qualungue gia
il punto 2, do guanto precede e da Dur. IV 2) 3) nsulia che

[‘I-' r"a} _:- [ﬂ.l E]E [“‘:" rﬂ] e rlﬂ'u T'E}E {1-': 3} E (FHI '.l".'I!r,
da eoi, per quante precede, si deduee che
(mr'e)=la22) e [era1=(c r2);

in alts termini, i triengelo g, ¢, #'z risulta ordinatamente sovrapponibile al triangolo a, ¢, r=; &
dungme possibile far rootare il primo intorno ad (e, ¢) in modo che venga n coincidere col se-
condo: chismando #* tole rotazione, si avra che »°° [»'2) coincide com »z).

Dapo ¢id, poiehd &, », « non appartengono ad una siessa retia e polchi, per gquanto precede.
va, ri, = coineidono rispettivamente con »'{»'a), v ('), »'{r'2), se = & nn punto gualandue al-
lora 2o codncide pure vom o),

(2) Bin o nn mawiuento, el signifiearo nhitnale di gnesin parola

Se egiste un ponto y chie coineida eon sy, 81 verificheranno le condizioni enunciate nella De¥1-
stzioxg VI iflentificando 2 com una trasformusione identiza (ciod, in guesto caso, frastusions nulin),

¢ aolz i, r© DN A,
He nessun pauto g coincide tom my, gi pofranno facilmente soddisfure le cendizioni eununciale

nalla Der, VI, seegliendo ¢ in modo ehe, per un dato punto qualungue y, ty coincida eon my, identi-
fieando « con my o scoglicnilo » in modo ele, ge w & on dato punto qualungue distinto day & » B
nn date penbe guslungue uon appartenente alla retta yu, allora = (tw) & r(f¢) colncidano rispetsiva-
mente con me aid me.
[Dalla Der, I e dai postnlati (8 ) ai dedurrh che, se ¢ 2 ups traslamione gualunguoe ¢ se =
eld y sono puni qualmgue.
(tz, b)) =T, ¥).

Nel caso nostro, paieh? ty coincide con mg che fu indicato con @, il triangelo v, v, ¢ & ordina-
tamente sovrapponibile nl triangolo o, tu, tp; d'allra parte, il madesimo triangolo y. w. v dev esgere
ordinaipmente sovrapponibile al trinngolo o, min, mr: i triangoli e, tw, 1o ed @, |mu, me 801 dunguoe

ordinatamente sovrapponibili ad esisto quindi una relazione » interno ad o per cul r'tuj ed r(te)

colpeidone rispefivamentt eon mu ed mezl.

Dopo cit, poiche per fpotesi g, w, © non appartengons ad oon medesima retia e poiché per quanto
precede o (y). » (i), > {¢0) coingidouo vigpettivamonte con my, mu, mp, se x & uD punto ¢uslungue,
allorn » (22) coincide com mor.

(%) 8i potri anche {fare & meno complotamente di guesty simbolo, definondo la relamone & aorrap-
ponibite s tra fignre qualsicsi,

)
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PERIODICO DI MATEMATICA. 7Y

Daremo qui un piccolo saggio di queste definizioni,

Der. 1. — (La Drr. 1 del § 4),
Der. 1. — (La Der. 11" enonciata pella nota alla Dee. 11 dal § 4).

In tutte le Der. seguenti & sotéinteso che a e & sono punti distinll.
Dev, Il

Superficie sferica clie ha per ceniro a e che passa per b,
significa: figara cui appartiene ogni punio tale che

(e, 2) = a, b).
Dre, 1V,
Snperficie sferica che ha per poli a e b,

q 1=

P S —————eLE TR 1T R TR S R

significa: superficie sferica che ha per centro il_centro i (rm, b] (DEF-Iije che

passa per b (Drr. 111).
Der. V. — Se ¢ & d sono punti disiinti della retfa ab (Der. 1),

(¢, d) non intreccia (m, 1), (V)

significa: la superficie sferica che ha per poli @ e b (Der. 1V non ha alean punto
comune con Ig superficie sferica che ha per poli ¢ & (.

Drr. VL
¢ ¢ un punto situate fra o e b,

significa: se 4 & il centro di (a, b) (DsF. 1), atlora ¢ coincide con 4 ovvero
un punto della retta b (Dzr. 1) tale che (¢, d) non intveccia (a, &) (Dzr, Y.
Der. V1L
segmento ab

significa: figara cui appartengeno o, b ed ogni punio sitnato fra @ o b (Dzr. VI).
Der. VIIL
prolungamento di ab, (*)

signifien: figura cui appariiene ogni punto 2 tale che b sin situnlo fra @ ed =,

Der, IX.
raggio ab, (%)

significa: Hgura cnl apparticne ogui punto del segmente ab (Dee, V11 & del pro-

lungamento di ab (Der. VIIIL (%)
Dur. X, — Se ¢ o 4 sono punti distinti della retta ab \Dev. 1),

d segue ¢ come b segue «,

gignifiea: il prolungamento di ad (Dgw. VIIl) conliene il prolungamento di ed, 0
quesio contiene quello. »

(1) Per evitare ogni ambiguith, aosiituisco non infreccia alln frase, abituale in Ceomeiria prolel-
Livh, non sepayn; poichiy, s nd esempio | pinii considarati sl sussagnono pell'ordine «, ¢ d, 5, mi
sambra che Menunciate * (g, @) non intreesia {0, d) ; sl pitt prossimo al lingonggio comune dell'nltro
“ (g, ) non separa (a, &) 4

(2) Abbrovip cosi In frage troppo Inngn ° prolungamento del segmento ab dnlla parte di b ..

(3} Abbrevio cosi la frase troppe lunga * raggic meeonte dn a e che passa per & ..

(4) Owvoro, riferendos direttamente alla Der, VI, ® figura cw appartiene ¢iaseun punto = tale
chie eslste almeno mn punto ¥ per cul b od r risnltan sitnati fra ¢ ed y (Dee, VI
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Der. X1,

Simmztrieo di a rispetto a 3

significn: punto z iale che & sia il contro di a, z) (Der. 1)

rolia

In tutte le Dar, seguenti, ¢ sottinteso che ¢ & un punto non sppartenente alla

ab (Dzr, 1).

D, Xil,

signih

\a, & = perpendicolare a (B, ¢,

¢a: b ¢ un punie della zxperficie sferica che Lia per poli ¢ e ¢ (Dsr, I'V).
Dpr, XIil. — Se d & un rante distinto da e,

Le. 4 e parallelo ad (a, &)

significa: .il simmetrico di @ rissetto al centro di (be) (Der. 11, XT) & un punto della
relta pd (Drr. 1),

Der. XIV.

gignifi
(Drr,
JJ:

x e un panto interno al triangolo abe,

Pa: 2 & un punio disiima da a e vi & un punto del prolungamento di az
VIII) che & situato fra & e ¢ (Dee, VI),

F. XV.

a & un panio interno all’angolo nﬂ(‘j

signifi

a: @ & un punto distimis da b e vi & nn punfo del raggio bz (Der. IX) che

¢ situglo fra v e ¢ (Der. V1.

D

gignific

. AVIL
plane abr,

a: figura cui appartiene ogni punio «, tale che non esiste aleun punto v,

distinte da 2, che verifichi simultaneamente le condizioni:

\y)=(a, x, (b, y) = [ b, ), e, ) = (e, z).

11

aggto di Der. che abbiamo dato ¢i sembra suficiente a provare la possi-

bilika i adottare i1 nostro metndo anche nell’insegnamento elementare.

‘F.a'i oterh la perfoita analogia delle Der. 1 e XVI delle due ﬁéure fondamen-
tali seqte e piano, © la possibilith di definire il piano immediatamente dopo la

relta (°

) o differire la Der. di piano, come noi abbiamo fatto, per definire prima

le relazioni di perpendicolaritg e di parallelismo fra coppie di punii (o reite).

AjE48ANDRO PADOA.

HQ

(£) Is

nl eonsidero goltante gl annedi concegsi,
Ivern nella Der. XVI sone nsati solients | Aoe simboiz noa definitiz: ma 'ipotes: i tade

Der. {¢ Mon npupattiens alla alr) presuppnne o Der. 1
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FPERIODICO DI MATEMATICA, 81

SOPRA UNA TRASFORMAZIONE DELLE CURVE PIANE

S1 consideri una eurva piana c, e supponiamo che una sua tangente
mobile incontri rispettivamente in A e B due rette ortogonali z e ¥
del piano della ¢; indichiamo con ¢ la curva lnozo del punto medio
del segmento AB.

Inversamente, se da ogni punto I della curva ¢ s1 conduce una
retta » tale che, incontrando x e % rispettivamente in due punti A e B,
il segmento AB abbia il suo punto medio 1n P, & chiaro che I'invi-
loppo di tale retta + & la curva e.

Mi proponge di occuparmi della trasformazione (¢, ¢).

|. Se Ia curva ¢ & rappresentata dalle egnaziom: parametriche
r=1(t) , y=rsi)
I'equazione della tangente mobtle sara
(y—MBf—@—H) =0,

dove, per semplicita, si & posto

, __dfs , __dfs
fl__{E’ fﬂ__dt'

I punti A e B avranno percid rispettivamenie per coordinate

0. #wri—ara]: [56r—nr o],

e quindi per il punto medio P'=(g,n) di AB avremo:
 L— , 1 . an
S=g7 (Bfa—ff) . n=gp (W1 —fif) (1)

che sono le equazioni parametriche della curva ¢’
»

Fsewpio. — Sia ¢ 'ellisse rappresentata dalle equazioni

T = a ¢os 0, y = b sen 0,

Poiche in tal caso si ha fi(F)=acosh, fa(0)=DhbsgenDd, {;(0)= — asenb,
fe(0)=2brcosh, le (1) danno
- (t /]
’ 1= S send’

~ 2cos8’

che sono le equazioni parametriche della curva c'.
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32 PERIODICO DI MATEMATICA.

Da quesle, eliminando 0, si ha l'equazione cartesiana

2

b
Bty
che rappresenta una Kreuzourva.
Se ¢ & un circolo, ¢ & wna Kreuzcarva equilatern,

2. Se la curva ¢, riferita a gli assi coordinati x, 3, & rappresentata
da una equazione esplicita

y = f(x),
poiché I'equazione della tangente in un punto P=(z, %) &
y—h=[+z—m),

dove. per semplicita, si & posto

Aoy [L2] —p,

s1 ha, conservando le nofazioni del § precedente:

1 , 1 )
E=:2‘?-1;($Jf1—-f1), T}:'E‘(ﬁ‘—ﬂhfi), (2)
dalle guali, eliminando #,, si ha 'equazione della ¢,

Essxrio. — 3ia ¢ la parabola cubica rappresentatw dalla eguazione

1

i 4

y = —: "
Y al

Facilmente si ha che le (2) in tal caso divengono

3

£y L1
E=— — — e
i 3 k. Th

€ (uindi, eliminando @ fin queste, & ha

o= = =5

che rappresenta nn'altra parabola ﬂubmn col flesso e la tangente stazionaria in
comune con la data.

3. Se la curva ¢, sempre riferita a gli assi x,y, & rappresentata
dall’'equazione implicita

flx, y)=0, (3)

l'equazione della tangente ¢ a ¢ in un punto P =(x;,y) &

(5 @20+ () ==+ )

O




PERIODICO DI MATEMATICA. B3
dove, per semplicita, s1 & posto

(%E)I=Il. y———'_'n:: (%)1 ; (%)1211.F=}’1: (%)1 )

Indicando, come gi si & detto. con A e B le intersezioni della ¢
con e y. Aavlemo!

A=(x0), B=0Own),

dove, a causa della (4). x, e % hanno rispettivamente 1 valori:

ov=[a: ()4 (5] (5,
‘yn=[ﬂ?1(f)+f (@] ?Q

e qnindi. indicando, al solite, con P'=(Z, %) il punto medio del seg-
mento AB, si ha:

E:[ (;2 T (E); ]: _ L%:)l l (6)
\ \1. o2
o=[o (L)t (]2

Eliminando a; e # fra le (6) e la (3), dopo di aver sogtituito in
quest'ultima 2, ed ¥, rispettivamente a « e ¥, si otterra 1'equazione
(in E,7) della trasformata ¢ (luogo di P').

Nel caso in cui ¢ sia una curva algebrica dell’n® ordine, rendendo

omogenea la (3) col porre momentaneamente
e=X:Z; y=Y:4, @

potremo applicare il teorema di Euler su le funzioni omogenee, e quindi
s1 ha

(5)

'E’f+Y”f—ﬂf ?£

e per X=u, Y =1, Z=1, poiché &
f(:-rl ] yl) — {} L] (Bl)

551(%)1=11—|—. (;}-’;)T 31_ (g_g)?jzl

e percid le (6) divengono:

avremo

t=— (), :2 (5% (8)

ﬂ___(sﬂ“‘ .g(ﬂ)
i i fiijzll_lﬁ Y=m1

il
I‘_ ¥ '.‘
'_ L]
5 ‘:-l'__
'r:‘-:l-'
5
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84 PERIODICO DI MATEMATICA.

Eliminando x, e y fra le (8) e la (3), si otterrd I'equazione (in E, 7)
della trasformata di ¢ (luogo di ).

4. Applichiamo e¢id che & stato esposto nel § precedente al caso
parficolare in cui la curva data ¢ sia una conica (n=2).

Sia
BT 1 Se®Y - Agaly® + 2057 + a2y F 05 =0 (9

I'equazione cartesiana di tale curva, riferendoci a gli assi rettango-
lar1 @ e .
Rendendo omogenea la (9) con 1e posizioni (7), si ha per X=u,

"ij." _— 'yj 2 Z — 1
{ (: )1:11= 2 (fluiﬁ.—[— (T} ‘I— ﬂia]
( 2 ) =2 [fh:]m:[ —I— (Toal/s —I— Hgn}
=7

(w) Z=1 =2 (3 - sy 1 ss),

e quind: le (8) divengono

Ty

|

pe

c:.-w::s‘
NI =™

L ey + faslfy | (s 1 thsxy {lealjy =1~ fizg -
_ . — ; 0
ST Yt F a1 2t T a0
Dalle (10) s1 ricava
ﬂ"'y} —ts Aﬁﬁ —_ 2_&1351] _ .B.u'fj - A.EH’E — 2112351']

L= -é-’}ﬂ'f] 1 ABSE - EAMET} - h = Aiﬂ"] 1 Aaai — gﬂﬁg.ﬁ . (11)
dove A, indica I'elemento reciproco di a.. nel determinante
A= E[:t F11 figs ”BH_L

nel quale si suppone a,, = aq.

Sostituendo eon le (11) nella (8), fatte le riduzioni e tralasciato
un fattore A, si ha:

4A[H]EET]2 W — ‘_:I:A_EEEETJ' = ":LA_]IH,ETIE —]— gﬁlgngl —I— Agﬂ'gﬂ -I_ Au]’]ﬂ —_— [}, (12)

che & l'equazione del luogo di P, ciod della enrva ¢.

La trasformata di una conica centrale (A =0) & dunque, in ge-
nerale, una gnartica; se invece la ¢ & una parabola (Ax=0), Ia tra-
sformata &, in generale, una cubica.

I entrambi i casi la (12) ha un punto doppio nell’origine; guesto
puily ¢ nodo, cuspide o punto isolato, secondo che &

ApnAgn — AIBI% U,




PERIODICO D! MATEMATICA. 85

cioe secondo che & tale Aags, ossia finalmente secondo che I'origine O
delle coordinate (punto d’incontro delle rette ortogonali date =, y) &
esterno alla conica o & sn la conmica o & interno a questa.

(CAS1 PARTICOLARL. — @) Se & gz = a3 = an = 0, cioé se la ¢ & una comica
col ceniro in O e le direzioni degli assi coincidone con z,%, la (12) diviene

4 A5 4+ Al 1+ Aunt=0,

e percid se la ¢ & 1'ellisse (reale) rappresentala dall’equazions

& | l
@= b=
la ¢ & la Kreuzenrva

4E% — BPE2 — a'yt = 0.
In particolare se la ¢ & un circolo
z® -+ yz =y
Ia ¢" & una Kreuzcurva equilatera
48% — r2(E* 1+ 9% =0,

resultati questi che coincidono con quelli oitenuti al § 1.
e la ¢ & l'iperbole rappresentaia dalla equazione

la ¢ & la Kohlenspilzencurva
48%° + B} —a’n® =0,

resultatl tutti questi prevedibili, tenende conto delle ordinarie generaziomi delie
Kreuzcenrve ¢ delle Kohlenspitzencurve. |?)

b) Qe & Ay = Age =0, cioé se gli assi x, y sono tangenti alla coniea ¢, In ¢
si scinde negli assi (En=0). com’® naturale, e nella

2AzEn + 2808 + 2A 1 — Al =10

che, per Asz =0 e Ayy =0, rappresenia una iperbele.
In particolare se ¢ ¢ il civeolo rappresentato dalla equazione

z* + yt— 2rax— Sry + ' =1,
la trasformata & (oltre a Ey = 0), Viperbole equilatera
28 »2E — 2+ r*=0,

il eni ceniro (r,#) caincide con guello del cireolo dato.
e) 8o & Ajy = Ags = Ags, ciod se Ia ¢ & una parabola tangente agli assi z, y,
gi ha per la trasformata ¢/, oltre & En =20, la ratia

A + 2A15% + A =0,

e quindi si ha il teorema: Se x e y sono due tangenti ortogonali di una parabole

(1) Cfr. BROCARD, Nofes de bibliographie dea comrbes géomélrignes, Bar-1e-due, 1897-99 (autegradla),
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e t|& una tangenie mobile, se t incontra in A e B rispeliivamenie x ey, if lnogo
del | punto medio di AB & wna refia. Facilmente si potrobbe goneralizzare guesto

teotema.
d) Se ¢ & una iperbole equilatera che ha per assintoti = e y, cioé se & rap-

pregentata dalla equazione

Ty = k%
£ i1 = e — Q13 = (33 =-[]" g — 4, gz — — ;.:E, e qﬂil]di anche
A = Any = ﬂha — ﬁsa == D. ﬂl‘l —= l‘kgr Bﬂﬂ = —1,

e pereid la trasformaia ¢ &, olire a £ =0, che corrisponde agli assinloti,
& = k7,

cioit 1a ¢ si trasforma in se stessa (anallagmatica); cio & naturale quando si pens
alla nota proprieta dell'iperbole: d Ogni segmento di tangente compreso fra gli as-
stnlpti & diviso per metd dal gaunkto di eontatio ..

e) Se la ¢ & una parabola col vertice in O e tale che x, y sieno rispettiva-
mente 1'asse principale e la tangente al vertice, ciod se & rappresemiata dalla

gqupzione |
Ty y = 2px,
la ¢ diviene

"1! === '—i_gr

altrp parabela con l'asse ed il vertice comune con la daia.
f) Infine moteremo che se ¢ & una parabola fangente ad uno degli assi o0 a
tnttf done (ed in quest’nltimo caso l'abbiamo gik provato), la cubica trasformata at

scinde, come si scinde puve in altri casi, eec.

5. Ocenpiamoci ora della trasformazione inversa. Riferendoci sem-
pre ai soliti assi £ ==z, n=y, sia P’=(g, ) un punto gualunque di
ung curva ¢'; una retta passante per P’ ha per eqguazione

y—n=1k@—){) (12)

dovle ¢ & un parametro variabile.
Se guestn refta incontra ghi asst 1n doe puntli A e B, in modo

che| P’ sia medio di AB, dovra essere

H
P'_ E!

com’d chiaro anche geometricamente, e quindi I'equazione (13) diviene
in fal caso

)+ Y& — 25 =0. (14)
Per avere 'equazione della curva e, trasformata della ¢/, bisognera
trovar Pinviluppo della (14).

(") Indiehinmo per comodith con 2. v le eoordinate correnti, quanfongue dovrebbero indicar:
com F, . :

:
- “'

el
oy

- -
w | o Ly - L _
e

I g i
A or ” _
oy E, dgrg i
w2 e "'_.] s . Sy [
PR et « S e P P P et e e R R R .
) g e R ' 7 g
- et L = .l i -"'-.-'-u ] ik L o Tie= i pran]

L -
e g oy v a4
s o e | s ]

s

"
. = P e B WL
S aaftiad (k| R T A e e o el ot | B TR T e Tl Sy |
F‘:IF r o :I_ i T .|.1 7 ,__hr__]‘ h i -'I?H.. i S =i

TR e B

L AL s
-|||'_'.F".‘\- g

...
L
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[
3
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‘e
"

_'.-_:;_':.... ::-. :'_- - I'-— :-.;!!":":'.:L:r-. v I. o L
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6. Supponiamo dapprima che ¢ sia data dalle equazion1 parame-

triche
F=m (), m=1a(t); (15)

la (14) diviene in tal caso
292+ Y1 — 21 pa =10 (16)

e, derivando rmispetio a £:

xep's + Yo't — B 1 — 2epatpe =0, (17) :
d d: g
dove si & posto ¢,= ;;1 , Pr= tf . L4
Finalmente, combinando le (16), (17), s1 ha f
— 2p” . P l
P1g's — P1Ps
Y= 292" . @ ’ [18)

P1gs— QrPe
che sono le equazioni parametriche della curva ¢, dalle quali, se
vogliamo, pud eliminarsi ¢, ottenendo 'equazione cartesiana.

Fapupr. — 1% Supponiamo che ¢ sia un circolo col ceatro in O, cioé suppo- \ 15

niamo che le (15) divengano s

£ — » ecos b, n=1rsenfd;

allora, per le (18), le equazioni paramefriche della trasformata sono:
z=2rcost0, y=2rsen’,

ossia 1'equazions cartesiana e
2t +y = (21‘1}! ;

che 1appresantn una ipocicloide tetracuspide (asiroide).
90 Qp ¢ & una cisseide di Diocle, rappreseniata dalle equazioni

ik a £

=1xf’ TTra+e 3

i

ayremo

o df  — D dq __ — a(l 4 317

e

. d+eE a2 {(1407

e quindi le (18) danpo per la trasformain c!
2a (® 4+ 3t%) — 4at
I ——— i | y — @ i )
G o (1t )

da cui, eliminando ¢, si hn, dopo aver posto z — 6o =X, da = «:

EJI. + I:EE_E __I_ 'IIHE — O!

cha rappresenta nna particolare guarfica piriforme. (%)

(1) BROCARD, op. cis, T, pag. 230.
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7. Supponiamo che la curva ¢ sia data per mezze di una eqna-

zione esplicita
=1 (E). (19)

In tal caso, derivando il 1° membro della (14) rispetto a £ ed egua-

gliando a 0, si ha:
j—EII—EEI—En -y =0. (20)

Ehminando € e v fra le (14), (192), {20), si ha I'Equazinne della c.

Esempro. — Supponiamo che la ¢ sia una relta rappresentata dalla equazione

n = mf -+ n, (21)

Poiché si ha g—g = m, le (14),(20), tenute conto della(21), divengono rispelii-
vamente

(2 — 28) (ME + m) + yE =0
miz —28)—2mE+n)+y=0

dalle quali, eliminando E, si ha

(mz+ y)* +4n(mze —y 4+ n) =0,
che rappresents unn parabola tangente agli assi (cfr. § 4, es. ¢}).

8. Supponiamo finalmente che la cuyva ¢ sia data per mezzo di
una equazione implicita
¢ (& 7)=0; (22}

dovremo allora eliminare £ e v fra la (22), la (14) e la (20), che in
tal caso, essendo

oy Dy dyp
. »
diviene “ il
(r—2) 32— (y—2n) %’: 0. (20)
Esexmeio. — Sia ¢’ Ia parabola semi-culica, vappreseniain dalla equazione

¢ =7n2—aE*=10.

s
Per avere l'equazione della trasformata ¢, poiche &
0p - 09 o 4
.:)'E:___'_-Eﬂ‘::l ﬂ'_ifj_gq’
dovremo eliminare £ e % fra le equazioni
[:E‘J? +—y&-—2fp =10
{20 (2 — 26) -+ Bn7 (y — 29) = 0 [14]
l n? — af? =0

e tale resultante, oltre all'equazione complessiva degli assi, @

y* — gﬂ‘:!: 0,

T |
Wy Y

e

e
e el

L | g
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che rappresenta un'altra parabola semi-cubiea con la cuspide e la tangente di re-
gresso in comune con I8 dafa,

Nore, — Abbiamo considerato tre procedimenti diversi anche perché I'elimi-
nazione in moltl casi riesee difficile, o almeno assai laboriosa, € guindi, caso per
¢aso, conviene di scegliere il metodo per il quale tale eliminazione sia facilitata.

Facilmente potrebbe generalizzarsi la trasformazione considerando due rette =, y,
anziche orfogonali, oblique fra loro.

Sunsa, 1903.
Dott. Givrio CArposo-LiavNEs.

RS i —

IPERBOLE D’APOLLONIO GENERALIZZATA

|. Chiamerd #nclinate di un angolo ¢ ad nna eurva in un punio P le
due rette condotte per P che formano un angele g colla normale erdi-
naria in P.

Cerchiamo egqnazione delle dne inclinate di un angolo o ad un’ellisse
in un suo punteo .

Sia g l'angolo eccentrico in P; 6, §, §”, gli angoli della normale in P
e delle normali inclinate di ¢ in P coll’'asse @; N, N, N 1 punti d’in-
contro di gueste con asse x. Si ha

G s€n

V)= bcos o

(1)
L’equazione della PN'é

y—bgen p= (x— acos @) tan f. (2)
Essendo f'=—=6—-+« =1 ha

tan ' =tan (6 + o)

ovvero per la (1)

tan i - fan o
— 1—tan(tang’ (3)

asene
o bgnszp ! 'tgfd GHED:QJEDE&+?JEDSQJEEHE¢
gy ' asentp D COS p COSp — (LS8N D Een o
— 8- COS @

Per consegnenza !'equazione (Z) divenia

» @ sen @ co8 .-+ b cod psen o
=080 o= (m_ﬂmﬁw(bcnsqauusm—usenqﬂﬂana;)’

OVVEro

x (@ s5en g cos g - b coB ¢ Sen o) — y (b €08 @ COS % — a sen ¢ sen g) =

== ¢” 8en ¢ Cos ¢ €08 ¢ - ab sen a, (4)
OVVero

(azsengp—bycosp—csengpeosy)cosy—|-(becosg{-ayseng—ab)sene==0. (5)

S

q.-
=\
(TR W s
A i S
| il ?'::I.,*.' =
way
H
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Per la seconda retta PN"” @i ha §"=f — o. Basta dunque cambiare g
mm — g nelle equazioni (4) e (5) per avers l'eqnazione della PN” che &
* (asen p o8 ¢ — b cos @ Sen o) — y (b cos 5 cos ¢ - @ sen ¢ sen ) =

= ¢* sen e €os 3 cos & — ab sen o, (6)

OvVyero

(azseup—>bycosqg—csenpeosy jcosz—(bawcosg-|-aysenp—abiseng=0. (7)

2. Consideriamo ora le inelinate che si possono condurre da un punto
M (x,, y,). e chiamiamo X, Y le coordinate del piede di una di esse.

Ponendo
x W

EDSq;II—- EEH?I—"— A —

P D’ wr ¥ = Hp»
Vequazione (5) divenia
(XY b2y X—ar, ¥ joosy— (V" Xz,+a®Yy,—aP*) sen 2 =0, (8)
_OVVero
' X Yeosa—b*X (xsens—y,co82)—a*¥ (2 c05:-|-y sene)+bsene=0, (9)
e la (6) diventa
(XY - by X — a%,Y) co8 g + (V"X 4 a* Vg, — %) sen ¢ =0, (10)
0891a
" X Yeosa+-b"X (wysene—-yocose) —a Y (wyecosg—y sena)—absena=—0. (11)
Per conseguenza esistono otto inclinate di nun angolo o, 1 piedi delle
quali sono le intersezioni della ellisse con le due iperboli (9) e (11), che
possiamo chiamare éperboli di Apolionio generalizzate. Quando 2 =0, esse
s1 riducono alla iperbole @’Apollonio relativa ad M, ciod
¢*XY -1 0%y, X — a®e, Y = 0. (12)
3. Ecco aleune proprieta e lnoghi geometriei relativi a gueste iperbole.
1% Quatunque sia Uangolo a, le due iperboli d’ Apollonio generalizzate
passano per e punli fissi.
Intatti dall’equazioni (8], (10) si vede clie le due curve passauoc per
I punti comuni alle due linee
J Xy - Dy X — a2, Y =0,
| 0o+ Yy, — a®V* =0,
cioe per i punti d'incontro della iperbole d’Apollonio di M colla polare
di M rispetto all’ellisse data.
2°, Le coordinate del centro di ciascuna delle due iperbole (2}, (11)
sono rispettivamente

ﬂﬂ
= = pve. (%, cO8 & ¥, 8en a), s
B | (13)
o= Foos q \PaSEDa— Y, 008 o)
mﬂ
X'= {w —_ .
R (2, 008 g — Y, S6N. o), (i
: [/
Y= — S (@, 8en g -, COS oz).

S
g

|
!




PERIODICO DI MATEMATICA, 91

Se ne deduce
X.‘I I Yi E:'E Y"'ﬂ mnﬂ‘ _I_ ygﬂ

ﬂ‘-lr ! bl_ml_h{_ciuuﬂﬂm?

OVVETD
X5 X" §E __ys }
5 == 3% (15)
Il punto medio del segmento che ha per esiremi guesti cenfri ha per
coordinate '

A=

XX at, Y4 Y by,
3 & T o e

Se dungue 1l punto (x,, y,) descrive una curva, 1l punto (A, B) descrive

(16)

una cnrva dello stesso ordine.

3", Luogo del centro delle iéperboli & Apollonio generalizzale al variare
ar o,

L'equazioni (13) s1 possono scrivere

[ b®
Y ﬁ:fl"mI — ot " tg o
Elminande tg 2z fra gueste, si ha
2L/, 2 2
PXz — oYy — L cﬁr ) (17)

tl luogo dei centri ¢ dunque una refta.
Se il punto (@, yo) percorre il eircolo &4y*—R*=0, si ha x,*}-,"=R",
e la retia (17) inviluppa I ellisse

X4 X* R®
r = (18)

( i
4°, Se 1l punto M (x4, ) percorre 'ellisse, si ha
Ly = cos td , Yo =Dbsen ), 5
e la {17) diviene |
bX cos ) — aY sen )= 1—2- (@ cos® ) - b7 sen” ). (19)
Per trovare I'inviluppo di gquesta retta, prendiamo la derivata della (19)
rispetto a ¢: & ha cosi S
bX sen ) - a¥ costh) = 2 ab sen  cos . (20) \ *’
Risolvendo le (19) e (20) gispetlo a X e Y, si ha :::"
II =5 [(B* 2 ¢¥) eog & — ¢ cos® ] f!
E} (21) ) ‘"l
|Y_ cg[[aﬂ—ﬁc’)sean—]—c‘EeanJ]. &
Si vede, soto questa forma, anche senza fare !'eliminazione di ¢ che
le equazioni (21) rappresentano una curva unicursale di sesto grado.
Essa & una curva chiusa la cml area é o
T ab wab  wa’d® : !:,y

U= (a0 —100°b") = “g— — ———.
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5°. Se il punio (x,, Vo) percorre una retta i luogo dei punti fissi comuni
o tutte le iperboli & Apollonio generalizzaie (1°) é una cubica.

Se il punto (x,, y,) percorre Uellisse dato il luogo suddetio ¢ una sestica.

6°. Glinvituppi delle iperboli d” Apollonio generalizzate, quando il punto
(x4, Yo) percorre Uellisse dato, Uangolox restando costante, sono due quartiche.

Infatti @y—=& cosd, yo= bseny nella (9), s1 ha

b X cosg—a® ¥Yeena)send —a(b® Xseno+
4+ a®Y cos o) cosd - ¢* XY cos - a0 sen o = )

Per conseguenza, l'inviluppo indicato é la guartica

b® (b° X cos % — a® ¥ sen o) -+ a® (b* X sen a - " ¥ cos wP =
— (¢* XY cos ¢ -} @®®sen o). (22

Similmente si trova che Pinviluppoe dell’iperbole (11) & la quartica

b® (b* X cog o - a® ¥ sen o)+ @® (b° Xsen @ — a” ¥ cos )" =
= ({.3 XY cosy— a’h® sen ). (23)

Quando x=0, queste due (22) e (23) diventano le kreuycurve.
p% X® L af Y* = ¢* X7Y" (24)
E.-N. BARISIEX.

PICCOLE INOTE

Sopra mna speeiale trasformazione quadratica del piano. — 1. Siano dati
sopra un piano una retta r ed an punto O e, indicando con P un punto qualsiasi
del piano, sia A l'intersezions della reita » colla retta OF. Faceiamo corrispon-
dere al punto P il punto P’ in cui la parallela alla » passante per P incontia Ia
perpendicolare alla » passanie per A.

Prendiamo il punto O come origine di un sistema di assi carfesiani ortogo-
nali XOY rispetto il guale l'equazione della refia » sia: x — L. Nel modo suac-

connato si viene a stabilire fra due piani sovrapposti = e " la trasformazione

quadratica definita dalle formole: x =, ¥ = zy'; ' =m ¥ = o,

T
E nueata la trasformazione per la quale: al cerchio (z—1*+y*=1 del
piano = corrisponde mel piane =’ la versiera di Agnesi a'y* +2'=2; ed al cer-
chio 22+ 4" =1 del piano 7’ corrisponde nel piano = la lemmiscale di Gerono
I" —_ ﬂ:ﬂ — y'ﬂ.
In tule trasformazione vi sono perd alire corrispondenze degne di nota.
2, Alle retie y — mx + b del pisno 7= corrispondono mel piano =’ le iperbole
otyuilntore 2’ (y' —m) = b aventi per assintoti I'asse OY ed una parallela all'asse OX,
Alle rette 4/ = ma’ 4+ b del piano =’ corrispondono nel piano n le parabols
!
Yy = m.::’*}—b:t clod Y : b — Wt (-:.,-—l—i_
4m 2m
lolo all'asye OV,

2
) passanti per O ed avenii I'asse paral-
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Qiecome con tale trasformazione i punti dell'rsse OX e della retta r sono punti
fissi, cosl & chiaro che in ambo i casi la conica corrispondente ad una retia data
passa pei punti d’intersezione di tal reita eoll’asse OX e colla retta 7.

3. Alla parabola y* = pz’ del piano =’ ‘corrisponde nal pisno m la parabola
semicubica y* = px®; ed alla parabola x™ = py’ del piano 7’ corrisponds nel plano ©
la parabola cubica T° = py.

Alla parabola y* = pz ed all'iperbole equilatera xy = p del piano 7 corrispon-
dono nel piano =’ rispettivamente le éperbole cubiche 'yt =p ed "% =p. cioe
la stessa curva ruotata di un angolo retio.

4. Al cerchio x® -+ y®= a*® del piano =™ corrisponde nel piano 7 la curva

2%y = a* — 2.

Spostando tale curva parallelamente all’asse OX la sua equazione divents
y?(z'— b)) =a"— [z'— 5)?; e nel pirno ™ le corrisponde in concoide di Nicomede
y® (o — B)* = a* {u“ [z b}'—’}-

5. Al eerchio (@ 4 a)® - y* = a* ciog z°+ y* -+ 2axr =0 del piano = COTTi-
spende nel piane =’ la curva 'y + 20 + 2=

Spostando tale curva parallelamente all’asse OX la sum equazione diventa °
¥ (2'— b) + (2a — b)) + 2'=0 ciod 2'(1 + v+ (20— b)—by*=0; e nel piano
= le corrisponde la curva x (2* + ¢*) + (20 — b) 2* — by* = 0.

Tale curva & la sirofoide vetla x (2 4+ y°) + @ (2 — g*) =0, se b=a; & la

cissoide di Diocle = (z* -+ y*®) = 20y®, se b=2a; & la trisettrice di Maclaurin
x (z® + y°) = % (y* — dxz}, s b =%

6. Da quanto precede si possono facilmente dedurre dei metodi per costruire
per punti colla riga e col compasso le curve ivi nomipate.

Sarei lieto se qualche altro letiore del * Periodico , ripigliasse lo studio di

tale trasformazione che puo forse offrire un certo interesse.

Padova Paoro CATTANED.

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 641, B43 v b44

G4, Dimostrare che, se si indicano con i, diz, . .. dili uiti ¢ divisori dod ..,
numerc intero 1. con ©» (i) i mumero dei numery prim: c¢on i ed inyeriori ad 1, e ei
con 2% una radice di x* —1=0(i=1,2,...n) s ha: A

* % 35
nin41 n I le In ‘E%r
(— 1)t - ) o2 —TI { So(dy)+oEe(d)+...+oar 12 [du}} . ) B
2 j=1 li=1 =1 =1 L yvﬁ'
» OcomPIRTL. —;*:%
Risoluzione del sig. Gandini, |. T. di Varese. z::
Lumsa 1. — Se m ed n sono numeri primi fra loro si ha: #r’ﬂ
@ (mn) =@ (m) g (n). B
. ol o ] T e gt
Siano ab.. .7, ab ...7 i fattori primi di m ed n. Avremo: "?,;':-1.
| 1 1 1 1 1 et
tp[m}-—"fm(l-——)(1-——-)...(1—-—- : cp[ﬂ}:ﬂ(l—-—T)...(l—-—,), k-3
o h ! a I -
| 1 1 1 Xy
an) = 1——)...(1——)(1——,)...(1_—,).: ,
@ (mn) = mn ( % ] 5 7 ¢ [T"} ¢ (n) cdd .:1,:'.':
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Lumua 1. — Se d assume suocessivamente 1 valori dei divisori di un no-

mero 'n, si ha:
() Z e (d) =n.

Supponiamo che la (1) sia vera, Essendo » un numnero primo e primo con n,
¢ p un intero qualunque, dimostreremo che Z 3 (d) = ni? |, dove 4 assume sucees-

sivamente tatti 1 valori dei divisori di ##*. Infathi:

Sp(d)=Ze(d)+IZ{ (@) + (@) +...+old*)]
g per il Lemma I

Tol@)=n+Zod{e0)+e(r)+...+o0?) ]
=n{l4+9@)t... +o0?) )=
=ﬂ{l+r(1—:—.)—I-r"(l—%)—k...-l-r? (l—i)}z-rg. edd.

b Ly
La (1) & vera per a=1, percid vale per n =1+2 o quindi per n=+»" n",

n = ece, dove #7,... & un altro namero primo, eosicché vale in generale per

qualonque #n. Si conclnde che
In

(B) 'EF (dui) =n .
Posto f{s) =14+ 2 a4+ ... 4 na®!, sbbiamo:
12... n
nl...n—1 =

(vedi Pascay, I determinantz, pag. 93 e 197); dongne

_lﬂ[ﬂ-l—].}ﬂ
pA

{(— 1) i =‘]u£f{o-:] e per la (2)

o h Iy h_:| "
=1 { Zyp{du)+a3@(dy) + ...+ %12 ¢ [dni}j cdd.
j=1 Li—1 =1 i=1

6%3. Siz ¢* un cerchio fisso @i centro C e ¢ uno di raggio variabile e di
eeniro U, e sia P un punto @’ intersezione dei due cerchi; il luogo delle wlteriori
intersezioni tando dei ragyi O con ¢'* quanio delle tangenti #n P a ¢* o con o3
St?m conchiglie di Fascal simmetriche Puna dell’altra. In porticolare se la disianza
dei centri OC' 2 metd del raggio di ¢* si hanno due cardioidi,

G. Carposo-Lavses.

Risoluzione del sig. Com. E.-N. Barisien di Costantinapoli.

Sieno e¢' =d, K o R’ 1 raggi di ¢ o ¢'% P’ il secondo punto d'incontre di ¢
ehn UP, Q@ quello di ¢ eon la tangente in P a &%, w VYangolo PCC, p=CPF, 1 il
phnto di mezzo di PP, 8i ha p=R 4+ PP; ma

Pi=3PPP=IC—R=dcoso— R,

dhnque
p=R}+ 2 (decosmw —R)=2d cos v — R.

Questa & l'equazions di una conchiglia di Paseal, che diviene una cardioide 38
¢ d =% R,

Il punto Q & il simmetrico di P rispeito 8 (’, ed essendo C'Q = C'1, resulta
che il lnogo di Q & simmetrico del luoge precedente, rispetio al puntu (.

Altra risoluzione del sig. Gandini, I. T. di Varese.

P o i ey e S Sl s ey = BT e
S e L e Vg T e T =

e s et

I
i
i

- 't e
o - i R e e T e
I . R S— S e e T
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G2, Si considerino tutte le coniche simili v* aventi un fuoco ¥ sopra um
dato cerchio ¢ di eentro C e @i raggio v e avenii per direttrice corrispondente una
data retia d; & dimosiri che:

a) L’nviluppo di tali coniche ¢, in generale, unu coppia @i coniche simili alle Y2

b) Il liwogo dei centri delle ¥* (guando gueste sonp coniche cenirali) &, in ge-
nerale, un'ellisse. '

¢) Il luogo dei vertici delle Y* & composio di due coniche, di cui una & sempre
un’ellisse, ¢ Palira ¢ ellisse se le y° son dotale dv centro, e i seinde invece in ung
coppia di reite paraliele o coincidenti se fe v* sono paradole.

d) Il luogo dei secondi fuochi delle y* (nef cuso in cwi queste siano coniche

centrali) ¢ wn’ellisse.

o) Il luogo delle intersezions delle yv* con Iz tangenti in F «n c* &, in generale,
una eonica simile alle ¥%. Trovare la condizione che deve essere spddisfatia, affinch
tale conica degeneri, e dimosirare che nel caso che le ¥* sono parabole, tale econ-
dizione esprime che la d passa per C.

f} I uogo delle intersezioni della v* coi »aggi CF coincide con inviluppo delle 1*
(vedi a).

g} Il tuogo delle intersezioni delle * con le parallele condotie da ¥ a d ¢ com-
posto di due ellissi: queste sono concentriche in U gquando d passa per C.

Si esamining in tulle guesta quistione i seguenti casi particolary:

1°. Se le v* sono parabole.

2° 8Se d & tangente o ¢*.

3°. Se d passa per C.

4, Se indicando con k la distanza di ¢ da O e con e Ueccentriciia delle 77,

N
£ B = I .
(3. Carvoso-LayNEes.
Risoluzione del sig. E.-N. Barisien.
Sieno
{1) $!+y5_?.2___
(2) xeosf fysentl—a=10

le equazioni del cerchio ¢* e della retin 4.
Indichiame con (x, B) il fuoco F di v* @ con ¢ la sma eccentricita, che resta
costaute perché le conicha v sone simili, I'equazione delle v? & dungue

(2) (0 — &)+ (y — B = e* (rcos B + ysen b — «)®,
Ma & '
(4) &t §7 =77
e percid la (3) diviens
(5) a4 y* — Q0 — 2y — e¥ [z oos B+ ysenll — a)? +»¥=0.

a) Per avere 1'inviluppo dellegoniche (3) formiamo l'equazione per mezzo der
rapporti delle derivate di (5) e (4) rispeito nd « & B, e si ha

T ¥
(6) il
Dalle (6), (4) si deduce
oy ’rx g — 7l
V=T + 4% Vet +y*

(nesti valor, posti nella (5) danno:

2?4+ — 2Vt oyt P — e (weos b+ yeenb— a)? =0,

i
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W:rr’ + ¥ -—-r)g — ¢t (xcos b+ ysenb —a®) =0,

o finalmaonte

[V'ILF yi—'r—ﬂfﬂri‘-usﬂ -+ ysenh —n}] [‘f’:.r'z—{- y:—r--e(xeosd - ys&nﬂ—ﬂ]1=ﬂ';

e percid
(7)
(3)

che hann
fu OCh ill

51 hanno per il lnogo cercako le due coniche

TE'{'!.\"E:EE (zﬂusﬂ-[—yﬁﬂuﬂ—-ﬂ-]-%) *

r\®

r) '

o la stessa eccentricith di v* sono similmente poste ed aventi iuite un
C.

a:’-l—y""':e?(mﬂusﬂ—l-ysenﬂ a

b) Lg equazioni che danno le coordinate del centro della (3) =sono

(9)
(10)

x—a—e*cosl(reosh 4 ysenl — ag)=1"
y—B—e*senl(xcosh+ ysenh —a)=0.

Lrelitpinazione i « e B fra queste due equazioni o la (4) da immediatamente

[z —e*gos b (wcos b+ ysen0 —a)]? + [y —e®senb (zcos 8 + yoen § — )] =1,

083ia

11 [

i

Quesl
¢) I
L'equ

(12)

Bisog
Ma I

da ecul

(1 — e®cos®0) — e® yy sen B cos § 4 ae? cos §]* -
~+ [¢*r sen 0 cos b — y (1 — e® sen® B) — ae® sen B]* = 2.

0 rappresenta una ellisse.
logo dei=verdici sull’asse focale delle .
pzione (i quest'asse &

(x —a)senb —(y—B)ecos b =0

na eliminare « e B fra le (3), (4) e (12).

(3), (12) danno
*r—oe y—§ - AT
Y T + ¢lwcosd 4 ysend —n);

&=z F ecosb (xcosh - ypenf — a)
= yF esenl (roeosh 4 ysenb — a).

I lnogo si compone dunque delle dus elligsi

2 F 2
08sia
(13) [

05 0 (2 cos B - pyeen D — «)]* 4 [y Tesenb(weosh 4-ysenb— a)ff=r,

(1 F ecos?B) T ey send cos B + ae cos 6] +
-+ [F ersend cos® 4 4 (1 ¢ esen®8) + ae sen 6]* = »°.

Se prendiamo il segno superiore con ¢ = 1, si ha

|2 sen®d

0SSIa

— ysenbcos b 4+ wecosB]* + [— xsenf cos b 4 ycos® B -+ asenB]f =127

[(2senf) — 5 cos 8) sen B L a cos 6j% 4 [(xsen § — y cos®) cos b — g sen B]* = »*

Cl108

(£ sen ) — gy cos ) = +* — 4*

A ey 2

- ] Tl e
St i LA L =~ T

e |

3 I3 i - iy L
B -
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e percip in tal case una delle comiche (13) si riduce alla coppia di.retie parallele

wsen b —ycost =+ Vi —ab

che coincidono se & ¢ = », ciodé se la retta d & tangente al cerchio ¢
d) Risolvendo le (8), (10) rispetto ad x & y si oitiene per le coordinate (X, Y)

del centre di v*:
| 1

(14) X=0g [ {1 — ¢* sen® ) + ¢% sen B cos & — ae” cos 0),
1
(15) b — i _ [xe*sen b cos® - § (1 —e° cos? B) — e’ sen 0],
e
Le coordinsie dei secondi fnochi sono

=K — &, y=2Y — B,

dungne = e y sono funzioni lineari di = e § e analogamente & e B sono funzionl
lineari di = e y. Questi valon, costitniti nella (4) mostrano che il luogo del se-
condo fuoco & una ellisse.

¢) La tangente in F a ¢* ha per eguazione

(16} ax - By =%,
ossia
(17} o (z—a)+ply—B81=0

Dalle (8), (17) si ha

x—mn _y—B8 ¢lwcosh+ ysenlt — ¢)
B T 3 !

da cul
xy 4¢3 (xeosh + ysenl — ) = 1,

ae (z cos 0 4 ysen B — a) — fr=-—1y,

Addizionande membro a membro gueste due ullime, dopo aver gquadrato, ai ha:
(2% 4 B2) p? 4+ (0® + §%) e® (rCOS B 4 ysend — a)f = »¥ (2 4 yt).
ossia, poiche & «* 4 = e,
»? L &%z cosf 4 ysen b — a)f = 2% 4 ¥,
cloe
(18) 2t + y? — 72 = e*(x cos § + y sen b — a}%.

Quesia rappresentn una conica simile alle Y=

Se poniamo la (18) sotte la forma

(19 Ax® <4 9Bxy - Cy® + 2D + 9Ey + ¥ =10

s1 ha
A=1—¢"cos" 8, B—=— — ¢senb cosb, = 1—¢sen*p BS
D = ae®cos 4, E= ae*genb F = — [a*e® 4 #*). )

La eondizione che deve esser®soddisfatta aflinche la (1Y) degeneri @ danque

AR® 4+ OD?!— 2BDE - F(B*—AC) =10,
cioé
(20) e?(pt-— @)= r*
che & indipendente da 0.
Se ¥? & una parabola & e=1 e quindi a=0; dungue in quesio caso ¢ passa
per C.
) Questa proposizione & evidente perché 'equazione (6) & quella del raggio CF.
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¢) La corda foeale principale di v, passante per F, ha per equazione 4 |1
(21) (z — ) cos 6 + (y — B) sen 8 — 0; B
bisogna eliminave = & f fra le (3), (4), (21). Ma dealle (3) (21) si ha : ﬂ.
S y—P =+ e(recosl 4 ysen b — a), Shi

sen 0 — cos B * i

da cui 2 |
€=z 3 #8en (z cos b -} ysen i — a) |

P=y +ecos (zcosh 4 ysen 0 — a): ﬂ

il lnogo si compone dunque di due ellissi Jrf'
7

(22) [z(l Fesenbcos®) = ey sen® 0 + ae sen % - 81
+ [ exeos®d -+ y(1 & esendcosd) = aecosf]? =% r

Se d passs per C, si ha a=0, ¢ le due coniche hanne i loro ceniri in C. H :;
Cas1 ParmicoLARI, i !-

I. ¥* 2 una paradola (o= 1). }'_'3 :

e) L'inviluppo delle v* si compone di due parabole
2*+y*=(gcos§ +ysend — a + »)" i

&) 1l lnoge va all'infinito, s |

¢) 1l lnogo dei vertici si compone di un'ellisse e di una retia. [f |
&) 1 laogo va all’iufinito.
¢) 1l lnogo & la parabola 2% + 4* — #* = (2 cos § - y sen B — a)®, J
g/} Il lnogo si compone di due ellissi, }
2. d 2 tangente a ¢? (a=1). R
a) Due coniche.
b) Ellisse, I |
¢) Due ellissi. g
\ . ‘ 4 ]
d) Ellisse. §
e) Conica. . 11 f
g/ Dme elligsi,
3. d passa per Cn = o). -‘r
a) Due coniche.
&) Elligsse di eentro (.
¢) Due ellissi di centro C.
d) Ilhsse di centio C
e! Conica I8
9) Dae ellissi di centro C. -
4 Quandod K —=a ¢ e — —:;— .- "
a) L'inviluppo delle v? si compone di due rette 2 | y* = ¢? (z cos 8 4 y sen 0)?
¢ della conica 2* 4 y*=¢* (xcos 0 + ysen 0 — 2a)%, a

o) Elligse,

¢) Due ellissi passanti per U,
d) Ellisse.

e) Conica passanie per C.
g/ Due ellissi passanti per C.

Altra risoluziane del sig. Gandini di Varese.
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QUISTIONI PROPOSTE

646. Da un punio P del piano d'una ellisse di centro O si con-
ducano le quattro normali all’ellisse mei punti A, B, €, D. Dimostrare
che la retta che congiunge il centro 1 di OP eol eentro del circolo
circoscritto al trangolo BCD & parallelo alla normale in A.

647. I dato un cireolo ¢ ed una ellisse 2. Essendo F un fuoco
di ¢ ed M un punto variabile su di essa, si consideri il circolo ¢ che
ha MF per diametro. Il luogo dei centri di similitudine dei circoli ¢
e ¢ 31 compone di due coniche.

648. Si consideri il ecireolo ¢ avente per centro un punto M va-
riabile di una ellisse e passante per un fuoco F. Trovare:

171] lnogo dei eenbri di similitudine di questo eircolo con eciascuno
dei circoli direttori dell’ellisse:

2" "immviluppo dell’asse radicale del cireolo ¢ con ciaseuno dei eir-
coli direttorL

649. Essendo data una ellisse, si considerino 1 due punti P e Q,
coningatl armomniei di un punto M dell’ellisse e del centro di curva-

tura C relative a M. Sia A il rapporto Igg = %% , P essendo situato

ifra M e (. Calcolare Yarea di ciascuna delle eurve luogodi P e QQ, e
dimostrare che se l'ellisse & fale che I'area della sua sviluppata sia
8 volte quella dell’ellisse, & s1 ha inolire A = 2, la differenza delle
aree del luogo di P e Q & uguale all'area della sviluppata.

‘ E.-N. Barisien.
650. Calcolare I'integrale indefimito

f dx ‘
x sen log z*

651. L'inviluppo delle mediatriei delle corde foeali di una conica
¢ una guartica bicircolare cuspidata, se la conica &+ centro, ed &
invece una parabela semi-cubica, se la coniea & una parabola.

F. SisiraxL

(., CARDOSO-1LAYNES.
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. Caxpmmo. — La formula di Waring e sue notevoli applicazioni,
[presso I'A., Galatina (Lecce). L. 2,25.

Un grawe.imbarazzo per gli studiosi che vogliono conoscers gualehe speciale
teorica malematica, & il doverne eereara lo sviluppo e le principali applicazioni
in parecchi libri ed in memorie sparse pe' giornali scientifici, Ed ognuno sa percid
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tome riescane vantaggiose quelie monvgrafie che raccolgono e svilappano quanio
s1 & gia pubblicato Sopra um -dato argomenio, specialmente se alla compeienza
dell'antore ed alla sua facolia di assimilazions si unisea un’esposizione facile,
chiara, ordinata,

Di questi pregi mi sembra dotata la recenle pubblieaziowe dal Candido sulla
formnla di Waring, e percio ho voluto richiamarvi 'attenzione degli studiosi e
specialmente dei giovani.

Premesso un cenno salla vila del Waring, I'A_ in un prime capitolo stabilisce
la nota formala cou diversi maetodi, ponendola anche sotto forma di determinante —
riporta la dimostrazione del Pellet per Iz formala pii generanle, e fa subito alcune
applicazioni. Nel secondo eapitolo deduce dalla formula di Waring il celebre teo-
rema di Fermat o quello di Legendre sni numeri primi, e con considerazioni sem-
pliei ed eleganti vitrova importanti risultati dovati & Cauchy ed a Catalan sulla
divisibilita dell’espressione (¢ + b)? — q® — po.

Nel terzo capitolo sono otienute le formule del seno e coseno degli archi mul-
tipli in funzione degli archi semplici e le potenza delle stesse funzioni; e nel guarto
50mo traliate Pequaziome reciproca e la doppiamente reciproca con considerazioni
che generalmenie non si Lrovano nei trattati di algebra. Nel quinto & risoluta eon
molta sempliciti Pequaziove di Moivre ed & discussa completamente. Importante
¢ lapplicazione all’eguazione @i decimo grade di Jacobi e la trasformazione del-

'espressione V'V}T-I— Pry_= ]"'IL_—}-]';: Anche il noto problema di Adriane Romano &
ridotto ad essere un caso particolare dell’equazions di Moivre. Questo quinto ea-

pitolo & segnito da un'aggiunta notevole, perche stabilisce le condizioni affincheé
K

k
st verifichino le eguaglianze del tipo: Vm -+ Vo4 Vo — ¥ — p. Infine nel sesto
¢apitolo, con osservazioni che sarebbe inntile cercar nei trattati, e applicata allo
studio di sistemi di equazioni, e specialmenie del sistema 2o +y' =0, a4t y=2>
Notevole in gnesto capitolo Ia vicerca della eondizione affinchd tale sistomsa Posea
€8sere risoluto algebricaments. Ogni capitolo & seguito ds molti esercizi in parte
Proposif dall’A., in parte tolti da Speciali pubblieszioni. Accompagna anche ogni
capitolo una completa bibliografia degli argomenti tratiati.

K. Naxye:,

L et P. Tannery, — Notions de mathématique ef notions historigues.
Paris, Delagrave, 1008

Questo libre & destinato alle elpssi di filosofia ed a eolore che ASpIiTARO al
ceriificato di geienze fisiche, chiimiche e naturali di Franeia.

Il programma delln olpsse suddetla del 31 maggio 1902 & inspirata agli steasi
conceiir che indussero in [talja il Ministro della pubblica istruzione, & stabilire
nelle nostre Universita un ecorse di matematica per gli studenti di chimiea.

Tale programma richiede una sorsa rapiuda nel *campo delle matematiche piil
elevate, senza fermarsi a sbudiarle profondamente. Si tratta insomma di sollavara
soltanto un lembo del velo che nasconde Ja sfinge matemaliea senza rivelarne
tutti i misteri, di dare Un& nozione sommaria dei vari metodi che bhanno maggior
importanza nel campo della matematica

I eonsigli gensrali she seguono il programma indiealo, contengdii¥e parele se-
guenti: * Tl professore non dimentichers che gli aliievi aj quaii si dirige non hanne
* Pabitudine delle malematiche; evitern dunque ogni teoria astratfa; non mettera




