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SULLE OPERAZIONI
FRA NUMERI DECIMALI APPROSSIMATI
¢, in particolare,
sul ealcolo delle parti proporzionali
nell’nso delle ordinarie tavole logaritmo-trigonometriche

(Continuazione, v. fase. precedents)

CAPITOLO TERZO (*)

SUI CALOOLY NUMERICI RELATIVI ALLA INTERPOLAZIONE SEAMPLICE.

§ 17. Si consideri una tavola numerica qualunque, la quale dia i
valori di una funzione ad una variabile corrispondenti ai suceessivi

valor: della variabile stessa, crescenti (questi uitimi) in progressione ~

avitmelica; e siano y, e ¥ 1 valori della funzione corrispondenti &
due valor: 2, e 2, prossimi e snceessivi, della variabile: se, per avere
il valore g della funzione corrispondente a un valore x della variabile
compreso fra z; e @, o, inversamente, per avere il valore z della
variahile corrispondente a un valore 4 della funzione eompreso fra v,
€ #, 81 ammeffe 1] principio delle parti proporzionali, s1 ha

o L T—
(11) y=yo- T — o

Y=o .-
yl___yﬂ(ﬂ?l -’-Eu)-

Ora, 1 valort a2, @ o; della variabile sono numeri esatti e altrettanto si
suppone del valore = che ﬂummlrisue nella (11), mentre 1 valori % e
fornifa dalla tavola sono affetti dall’errore che deriva dall’arrotonda-

(71 — W) (12) 2=z,

(*} In questo espifolo e nel suecessivo avremo Prequentemente oceasione di aitare le sagoent!

nosire note:

1. Errori prodotti dalis intarpolazions sexnplice nell'wso delle Tavole logayitimo-trigenometriche, “ Rivista
Marittimn , Luglic 18%95;

W, Sulle riceros del Togarltmogeno o del logariimolangenty degli archi piccoli, * La Corrispondeonza .,
1901, Fase, V e V1 e " Periodico di Matematica , 19‘01. Luglio-Decembrea; :

V. Sopra uno degli errori prodotii dolle interpolarione semplice, * Periodico di Matematkica ,, 1902,
Lnglic-Agosto;

quindi, per breviii, Is indicheremo, rispsttivaments, son [M1], [Na], [Ns].
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2 PERIODICO DI MATEMATICA,

mento dell'nltima cifra, e altrettanto si pud supporre del valors y

che comparisce nella (12). Ne viene che, se, per 1l calcolo del secondo
membro della (11) e della (12), non si vuole nd avere dells eifre illu-
sorie ne tralasciare delle cifre che si possano ritenere esatte, converri
applicare 1 procedimenti indicati nel primo capitolo. Ci proponiamo
di far vedere come questa applicazione si possa fare nell'nso delle
ordinarie tavole Jogaritmo-trigonometriche.

Per semplicita, perremo

:l'l—m'u:-ﬁﬂ:, m—mﬂ'=a"r: y] yﬂ'__d?'j y—y[}:Ey]

onde sara
oar , 5
1) y=n+ 37 4y g (12) w:;ﬁ_l_i% Az -

e chiameremo Ax passo della variabile e Ay differenza tavolare, inten-
dendo bene che guesta differenza sia precisamente quella che si deduce
dai valori arrotondati della tavola e non Ia differenza esatta fra i
valorl che assume la funzione corrispondentemente ai valori z, e 21
della variabile.

Chiameremo inoltre parte proporzionale della ricerca diretta e parte
proporzionale della ricerca inverse 1 secondi termini dei secondi membri
della (11) e della (12).

Supporremo poi sempre che nelle differenze Y1— Y 8 Y — Yy, COmME
nel calcolo della parte proporzionale dells riceren diretta, si consi-
deri come cifra delle unith 1'ultima cifra dj Yo-

OssErvaAzIONE. — Senza entrare in particolari, accenneremo solo
che, nel caso in eui y ecali al crescere di 2, se si vuole che la parte
proporzionale della ricerea diretta sia sempre addittiva (il che 8, gene-
ralmente, comodo, sia per breviti e sia per uniformita di calcolo),

anziché alla (11), si ricorre all’altra

Ly ——a

(11)” = 2. (o—1).

§ I18. E sari opportuno anche premeitere le seguenti considera-
zionl, d’ordine generale, sulla divisione di oy per Ay, che occorre di
fare per il calcolo della parte proporzionale della ricerea inversa.

Indicando 3y con A e Ay con B, osserviamo prima di tutto che,
per quanto 8" & detto alla fine del § prec., A e B si possono sempre
congiderare come due numeri interi e che i primo & sempre minore
del secondo,

Cio posto, se A e B hanno lo stesso numero  di cifre (Bs. 1),

essendo A’ minore di B, si cade nell’ultimo dei quatiro casi consi-
derati nel § 10, e quindi, come ei disse alla fine del § stesso, basta cal-

colare il guoziente con tante cifre quante ne ha A, ossia con & cifre;
€ siccome la prima cifra significativa del quoziente & certamente la
cifre. -dei deecimi (perche, dalle ipotesi ehe A ¢ B abbiano Io shesso
numero di cifre e ehe A sia ‘minore di B, deriva che A & compreso
fra 0,1 X B e B), si pud anche dire che basta caleolare i1l quoziente
con tante cifre decimali (a partire dalla virgola) quante ne ha B.
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PERIODICO DI MATEMATICA. . 3

Se A ha 4—1 cifre e B ne ha ancora b, pud presentarsi tanto il

caso 1n cul sia A’ maggiore di B' (Es. II), quanto quello

in cul s1a A’ minore di B’ (Hs, ITI). Il primo cade mel 412 | 4%
terzo deil quattro casi accennati, e quind: & caleola il m;i;; 03¢
quoziente con una cifra di pin di quelle che ha A, ossia 2530

con b cifre; e la prima cifra del quoziente & anche ora la oD,

cifra dei decimi (perchd, anche ora, dalle ipotesi che A LT
abhia una cifra di meno di B e che A'sia maggiore di B',

deriva che A & compreso fra 0,1 X B e B). Il secondo 4 I-@Eﬁ

Y i L] - L - *25 =
cade nel quarto dei quatiro soliti casi, e quindi basta o '01®
caleolare il quozienie con tante cifre guante ne ha A, 2125
ossia con b—1 cifre; e la prima cifra del quoziente 6 S

la eifra dei centesimm (perche, ora, dulle ipotesi che A Img ”
abbia una cifra di meno di B e che A’sia minore di B, s oo
deriva che A & compreso fra 0,01 X B e 0,1 X B). 8i 3%

pud dungue dire che, anche se A lia una eifra di meno 3';‘{;::
di B, basta ealeolare il quoziente con tante cifre deci- )
mali (a partire dalla virgola) quante ne ha B. 5| 4923
B siccome lo stesso ragionamento per il caso in eui A 25 o2
avesse due, tre, ... cifre di meno di B eondurrebhe alle 405
stesse conseguenze (Hs. 1V e V), 51 pud concludere che B23
del quoziente di 8y per Ay conviene caleolare tante cifre V)
decimali (a partire dalle virgola) quantie ne ha Ay. 2 s ;E{Eg

1. — Tavola dei logaritmi dei numeri.

§ 19. Considereremo, di questa tavola, i due tipi pii comuni: quello
da 10000 a 100000 & a seite cifre decimali; e guello da 1000 a 10000
e a cingue cifre decimali,

In essl 1l passo Az € sempre uguale all’ unith, guindi il calcolo
di ¢ nella ricerca diretta (§ 17, {11)) si ridoce alla moltiplicazione
del numero approssimate Ay per il numero esatto 3z e all’addizione
del prodotto approssimato cosi ottenuto col numero approssimato .

Si voglia, p. es., il logaritmo del numero 45892,16865 da una tavola
del primo tipo; essendo

b4
7 =4,6617370 e Ay=94, {;; L
si avrh prima di tutto » 759
a6
Ay X 8z =94 X 0,168656 = 15,8, 15.8

che si ottiene eseguendo la moltiplicaziene col proeedimento indicato
nella Oss. II al § 8, ¢ poscia

y = 4,66173886,

che si ottiene eseguendo l'addizione eol procedimento indicato nella
Oss. 11 al § 4. Siccome perd nell'eseguire I'addizione si trascura 1'ulfima
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primo di questi prodotti), dando alle operazione la disposizione indicata 7

4 : PERIODICO DI MATEMATICA.

cifra’ (8) del prodotto (15,8) precedentements ottenuto, sard pih sem- ;N8
plice cileolare questo prodotto conm nna cifra d; mMeno, Come o4
qui accanto (considerando come nltima cifra del primo pro- 016863
dotto parziale la cifra delle nniti e serivendo quindi un
prodotto parziale di menc). E, invece di esegitire a parte _ 752
la moltiplicazione per poi aggiangere il prodotto a %o, 1 10
potranno addirittura aggiungere ad %o 1 successivi prodotii parziali
i quella moltiplicazione ¢ dare al ealcolo la y — L43892.16865 (Ay — D)

forma gui acecanto. 49892 ... . aﬁm?g*
Yolendo rieavare il logaritmo dello stesso = 54
numero da una tavola del secondo tipo, si AL
procedersbbe nello stesso modo, dando anche o AR R
la stessa forma al ealcolo (come qui accanto), ¥=L4321885s Br= s
e 81 troverebbe e W
y—4,66174. v =40617¢

Per il ealeolo della mantissa di ¥, nella ricerca diretta, si ha
dunque la segunente |

Regora. — Si serivano soito alla mantissa di Yo ¢ successivi prodotti .
della differenza tavolare Ay per le cifre che X ha di pi% di x,, spostando e

Riadq
L
’;-.Irl

I.'-I

successiwamente 'ultima cifra di un posio verso destra (a cominciare dal - E‘.r"_.'-

i 1] 1'r
* '-" oy T -
i3 L
il

nell’esempio e arrestando i prodotti stegsi quando si vede che il prodotto -+
sequenie uscirebbe tuito dalla colonna successiva quella in cui si irova
Vallima cifra della mantissa di Yo; mel fare poi ¥ addizione finale si
trascurino tutte le cifre che escono dalla colonna della stessa wltima cifra. -,

Le tavole dei logaritmi dei numeri contengono ordinariamente
delle tavolette ausiliarie le quali danno 0,1, 0,2, 03,...09 d¢i Ay, e
quindi i prodotti parziali occorrenti si traserivono immediatamente,
senza bisogno di eseguirli (¥),

§ 20. 11 calcolo di 2 nella ricerca mversa (§ 17, (12)), anche ora
per essere 1l passo Az eguale all uniba, si riduce alla i e
divisione del numero approssimato 8y peril numero, pure 8823 ] 0,000
approssimafo, Ay, che s esegmsece col eriterio stabilito s
nel § 18, e alla addizione del quoziente c¢osi ottenuto eol <60
numere esatto o (§ 4, Oss. 1), che si eseguisce seri- o
vendo di segnito ad , tutte le ecifre decimali (significa- e
tive 0 no) del quoziente stesso. Si voglia, p. es., da una tavola del

primo tipo ricavare il numero che ha per logaritmo 4,0093221: essendo

L3
11111
=

Yo = 4,0092809 , o= 10216 , Ay =423,
. oy 412 Lz = 4,0008221 {4y — 495)
— - o808. .. ..., 10218

s1 ha Ay = 135 0,969, L
poscia z =10216,969 . = T ®
¥ invece di eseguire a parie la divisione, 2:33. T °
si suol dare al calcolo la disposizions qui 3895, . ... ‘
Rceanto. =2 z=10218,989

(*) Ln disposizione qui indicaia per il ealeolo di y & quells che » seguila da totti, ed d gnind]
strano (como dicemmo in una nota al § 7) che la disposizions dei prodotti prrzali indiests nel pro-
cedimento del § 7 appaia Bempre come cosa xuova al giovand useapti dulle scuole secondarie,
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PERIODICO DI MATEMATICA. 3

Con una tavola del secondo tipo si procederebbe nello stesso modo.

Per 11 calcolo dglle cifre successive a 2, nella ricerca inversa, si
ha dunque la seguente ;

Regora. — Si faccia la differenza 8y, ¢ si calcoli il quoziente di
questa differenza per la differenza tavolare Ay con tante cifre decimali
(@ partire dalla virgola) quanie ne ha Ay, dando a questa divisione la
disposizione indicata nell’esemipio e avvertendo di aumentare di una unita
Cultima cifra, se si vede che la cifra sequente sarebbe nguale a 5 o mag-
giori di 5; poscia si {rascrivano tutie queste cifre decimali (significative
0 no) di sequito a X, .

Avendo le tavolette ausiliarie accennate alla fine del § precedente,
I"operazione & anche ora semplificata; anzi nella ricerea inversa la
semplificazione & piil notevole, perchs, avendo sott’ocehio tatti i pro-
dotti parziali, si hanno subito (senza bentativi)

le successive cifre del quoziente; non solo, ma ™= #7% (Ay=2)
(inveee di scrivere il prodotto corrispondente 11
all'ultima cifra e poi fare la differenza, come :—;' Eﬂ
si ® fatto nell’ esempio precedente, per vedere | 2= 19538

se la cifra seguente sarebbe o no inferiore a 5)

81 pud (ché & lo stesso) pigliare addivittura la cifra corrispondente
al prodotto parziale piu vieino, tralasciando anche di serivere guesto
prodotto. Cosi, nell'esempio qui accanto, dei due prodotti parziali 20,3
e 23,2, fra i quali & compreso 23 e che corrispondano rispettivamente
alle cifre 7 & 8, il pit vicino & il secondo; quindi 1'ultima ecifra del
quozienfe € un 8 e non un 7.

Osservazione I. — Per le ragioni detie nella Oss. ITI al § 8, se
le ultime cifre della parfe proporzionale della ricerca inversa sono
degli zeri, questi non devono essere tralasciati. Cosl, essendo, per es.,
Lz = 3,3722011, il secondo resto parziale & nullo, ma Ay ba tre eifre,
quindi s1 dovra prendere x = 2356,1400; essendo Lz =4,7825271, la
mantissa si irova esattamente nella tavola, ma Ay ha due cifre, quindi
s1 dovra prendere z = 60609,00. -

Osservazione II. — Quando, nel collocare la virgola nell’antiloga-
ritmo, si vede che I'ultima cifra trovata risulta di ordine maggiore
di zero, nen si possono aggiungere degli zeri (§ 8, Oss. IV), ma bisogna
o ricorrere alle convenziom iudicate, o (in pratica) cambiare unita.
losl, se fosse, p. es. Loz = 9,0093221, si scriverebbe

x=10216969,  oppure 2x=10216969 centinaia:
e se, in pratica, z rappresentasse dei metyi, si potrebbe serivere
r = 1021696,9 Km.

2. — Tavola dei logaritmi delle funzioni {rigomometriche
# seite cifre decimali

§ 21. B noto che nella ricerca del logaritmoseno e del logaribmo-~
tangente degli archi piccoli, come pure nelle corrispondenti ricerche
inverse, il principio delle parti proporzionali non & pii ammissibile,
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6 PERIODICO DI MATEMATICA.

@ che per riparare a questo inconveniente si ricorre a parecchi me-
todi differenti (*). Ne viene che le tavole dei logaritmi delle funzioni
trigonometriche, oltre differive per il passo della variabile e per il
numero delle cifre decimali che si considerano, differiscono ariche
per la diversita deimetodi che, per I'aceennato scopo, si propongono,

Il tipo di tavole, a sette cifre, che qui considereremo, & quello che
contiene: una tavola completa, in eui Az=10"; una tavola di loga-
ritmisent e di logaritmitangenti soltanto, da 0°a 5° e in cui Az=1";
una tavela dei logaritmi rapporti 8 e T (compresa in quelia dei lo-
garitmi dei numeri), da 0° a 30’ e in eni Az & ugnale & 107 o a 507,
secondo che x & maggiore o minore di 16'40” = 1000" (*¥).

OsservazioNE. — Per non entrare in particolari, il cui posto non
sarebbe questo, ¢i ocenperemo sempre del logseno e del logtangente
di un arcoe acnto, soltanto.

§ 22. La prima delle tre tavole accennate, quando oecorra l'inter-
polazione, si usera solo per x maggiore di 5° se si tratla di un logseno,
e solo per «# compreso fra 5" e 8BS’ se si tratta d¢i un logtangente;
e ¢1d perchs, altriment, I'errore prodotto dalla interpolazione polrebbe
non essere trascarabile.

In essa Az & nguale a 10" & le operazioni da farsi sono le stesse
di quelle che si sono indicate nei §§ 19 e 20; basta solo osservare,
in proposito, che la prima cifra di 3z, invece di essere dell’ordine —-1,
& ora dell’ordine zero,

81 avranno dunque le stesse regole clie si hanno per la tavola dei
logaritmi dei numeri (§§ 19 e 20), colla sola modificazione che le
cifre della parte proporzionale della ricerca inversa dovranno esser
tante quante quelle di Ay, compresa quella delle unita di secondo.

(*) Quessi metodi, che noi ssppiamo, sono eie, e nella nostra [Ng) i studismmos minnziosaments
tntti, per vadars qunali siane da preferirsi

‘Ci piace ricordare in proposito che in quelle studio facemmeo vedere come alenni degli otto
metori necennati possano condurre nd errori maggiori di quelli che si avrebbero colla ordinaria inter-
polasione, Questo nceade, per ex,, 8in segnende il metode ideato dsl CALLET (Tables portatives des lo-
garithmes, Bd, Firmin Didot, Parigi 1864, Expiication, pag. 35) e insegnatoe il Szreer [(Traitd da Tri-
gonumétrie, Ed, Gantier-Villars, Pnrigi 1888, pag. 75), sia segnendo i) merodo proposto dnl BreExirzr
(Logarithmisch-trigoncmelvische Tafeln it sechs Degimalstellen, Ed. Nieolaisehe, Herlino 1890,
Einleitung, pag. XlIll). E facemmo anehe vedere come pogsane qualehe volla dar luoge ad errori
moito maggi‘ﬂri di una unitd (dell'nltime ordine), mentre furono immaginati per evitare nn errorae
di wna unitz, Quesle aceade, p. es, segnendo il primo metodo proposto dall’ Hover (Tubies des
logarithmes 0 cing décimales, Bd, Guutier-Villars, Parigi 1871, pag, XV¥}s cosi, segnendo gqueste me-
todo, gi frova

Lasy 8'30" = 3,00817,

mentre che, 8 meno di una mezza unith del decimo ordine, si ba (vegeasi {1 Thesaurus logar-ithmo-
ram del Veea, dal quale intenderemo sempre ricavati i Jogarilmi a diecd cifre, che avremo otcs-
sicne @ considerare in sagmito) :

Lsen 3’80 = R,0077940864 ;

1'errore ‘e_ dunque maggiore di 87 uniti dell'nltimo ordine. E, anche se, invece & caleolare sen 8'a0""
con sel cifre (come 3 "antore in tutti 3 snoi esempi), ai ealeols con setie, sl trova

Lsen 8'00" — 3.00798,

o 1"arrore & ancora maggiore di 16 unith

(‘:'} Gnma'quai]a del Veoa, pubblicate da! Bremrxer e tradotts in 1taliane dal Ceevoxa (Manuale
lagaritmico trigononietiico, Ed. Weidmann. Berlino 1872), In queste, 8 ¢ T sono dati fino a 2048°30""
(9990'"), ma § walori oltre 30' non <l serviranne.
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PERIODICO DI MATEMATICA. 7

La tavola in discorso contiene generalmente le tavolette ausiliarie,

che danno 0,1,0,2,...0,9 di Ay,
e quindi il calecolo @& anche qui
semplificato.

Veggansi 1 due esempi aceanto.
Nel primo (ricerca diretta) 1 pro-
dotti parziali sono arresiati al
quarto, perché solo il quinto esce
dalla colonna successiva a quella
in cui si trova 'ultima cifra della
mantissa. Nel secondo (ricerca in-
versa) si sono caleolate, per ia
parte proporzionale, 3 eifre (com-
prese quella delle unitd di se-
condo), tunte essendo guelle di1 Ay;
e (supposto di avere le tavoletie

y = T sen 11° 38’55, 1108 (4y = 008)

TIVBE'807 . - soin 50 1,3141978
Y 4995
, (e 699
ORI 859
- —— ' ORoBL
y = 1,5142487
T tan 2 = 1,9600898 (Ay — 422)
o R AT, | b L i
362
G708'c o hh 4 allaiia g
122
BELY o 2
) P 1

r — 44%16'45.29

ausiliarie accennate) Yultima si & aumentata di una unith, senza seri-
vere I'ultimo prodotto parziale, per quanto si disse alla fine del § 20.

Osservaziose 1. — Analoga o

L tanxz = 14531471,

gl AvVra

lla I del § 20: per cui, essendo, D. 8.,

g = 15°50'55",00 .

Osservazione 1I. — In quesia tavola, per y = Lsenz, puo essere
Ay=1, e in tale caso non si hanno per x che le cifre di x,, date

dalla tavola stessa; mon si pud

quindi considerare esatia la ciira

delle unita di secondo, ed essendo per esemplo
L tanz = 1,9999884 ,

si ha (§ 8, Oss. IV) x=B9"34'5,"

8 23. Nella seconda delle tre tavole accennate (§ 21) si ha Az=1",

quindi le regole da applicarsi
sono quelle dei §§ 19 e 20, senza
nessuna modicazione, Questa La-
vola perd, quando occorra I'in-
terpolazione, si userd solo per
» maggiore di 30"; e cid per Ia
ragione accennata nel principio
del § preeedente.

Si noti che questa tavola
non econtiene, ordinaramente,
le tavolelie delle parti propgr-
zionali, e neppure la differenza
tavolare; quindi i calcoli per
I’ interpolazione devono esser
fatti tutti.

y = L sen 0°22'18"56488 (Ay = 2246)

o 1 O R . 5.9718004
5. - 11280
B viereene 18475
R L P 8034
B o amns 17068

y — B,9710273

L tan @ = 3,7007648 Ay = 412}
L 2956 08

Veggansi, senzaltro, i due esempi gui accanto,

§ 24. Resta a dirsi come si eseguisca |"interpolazione, quando,
essendo 'arco minore di 30, si ricorre all'uso della tavola dei logaritmi
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O PERIOPICO DI MATEMATICA,

rapporti S e T; nella quale, si rammenti, Az & uguale a 10", o a o, " sars
secondochd z & maggiore, o minore, di 1640"— 1000”. _ -
Si riecordi prima di tutto che questi numeri song definiti ﬂﬂ]]B‘_;.T_:ié;gi?f_;'

egnaglianze

S5en xr

S=L—;

T

(dove 2 indica Vareo espresso 1 secondi), e che il loro uso & basato

sulle identity

(13) Lisena = Lg"1- 9,

Cid posto, & chiaro che per la ricereca divetta basta calcolare separa-

tamente La” ed S (0 T): per il
primo ecaleolo serve |, regola
del §19: o per il secondo, se
Az=10" serve la slessa re-
gola (§ 22), e se Ax=5(", sic-
come (quando occorre I'inter-
polazione) Ay & uguale o a 1,
082 oa3 al piu, invecs
di esegnire prima la molti-
plicazione dj Ay per dz e
poi la divisione de] prodotto
cosl ottenuto per 50", bastera,
cm'r:ispnndentemente, molti-

i -

plicare 50 — 0,02, = =0,04 ;
Eﬂﬁ*:ﬂ,ﬂﬂ pPer oz, e cosi si
poira anche qui apphicare la
solita regola (8§ 19).

Perd & bene non eseguire
Separatamente la somma che
da Lz", poi quella che di
S (o T), indj quella che di
Lz"+8 (o La"+T), ma ese-
guirne una sola; come nei tre
esenipi accanto. Cosi, non sole
si abbrevig Voperazione, ma
sl raggiunge anele uita mag-

S10reé approssimazione pe] risultato: e la ragione ne 3 evidenta

A proposito poi de] JJ esempio, si noti che S cala aj crescere di
(menire T cresce), e che quindi, per aver la parte proporzionale
seunpre addittiva, invece dj prendere y,, si & preso % (§ 17, Oss)

Per la ricerca inversa si cerchi prima nella tavola in ey Az=1"
11 valore pii vicino, per eceesso o per difetbo, al dato logseno (o
Jnghangantej; 81 ha cosl il numero arrotondato dei secondi contenitti
nell’arce incognito; dopo di #id:

3 T=L "

i, B

.j'

tan

i

Ltanz=1Iz"\ T

2 ta]

1}
¥ = L fan 028'48" ugg7o
La) ... 0%48"9. ... . . 39977600
I{:ﬂy-—:?jl] B eie w0 e 758
8 ey, U359
B 1757
B & soi o 0%gq0”, . ., . . . 5,6855810
(By = E::I 8 16
L i8
¥ = 35289040
IT)
¥ = L san 0%2'51" 29678
La") .o o%em¥e, ., .. 8,1307106
(ﬁw:&ﬂﬂ) R 2898
6. ... .. 2254
1082
8).. ... 0% . ~ o+« 4« . BBB55T1T
{::.\y = I_‘! B ... ... .. 13
¥ = 3,8153223
I11)
¥y = L tan 0°1858".37801
L") .....88"97...... . 2,0223084
(dy = 58) B o & a1 ia 16
oo, .. 408
PYe \ . . L £ 8835770
(dy == 3) - 18
67, .. ... .. 36
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PERIODICO DI MATEMATICA. Y

1° si caleoli il valore di S (o di T) corrispondente a quel numero

di seeondi, e I'interpo-
lazione, se oceorre @
semplicissima, perché
8l ridoce ad aggiungere
alla mantissa di S (o
di T) letta nella tavola,
o I'unico prodotto par-
ziale corrispondente al-
le unita dello stesso
numero se Axr=10" o
1 due prodotti parziali
corrispondenti alle de-
cine e alle unita di se-
condl se Az=>50";

2" ®1 sottragea il
valore di S (o di T) co-
si obtenuto dal valove
dato;

3° siccome I diffe-
renza che cosi si1 trova
e prossunamente (perche
nel ealcolo di 8, 0 di T,
s1 braseurano lefraziom
di secondo) eguale a
L&, si caleoli " eolla

solite regola (§ 20).

S1 veggano 1 tre e-
sempi accanio, nei qua-
Ii 81 8ono sempre messi
1 caleoli di S o di T
solo per chinrezza, che,
se Ax=10", questi si
fanno & mente, come
a mente si ealeolano i

1
L tan z = 39230640 L tan 0°28'49" = 8,9238800
— T = 53144149 T), . 0°28'40". . 66855849
L &= 32977798 (dy=2) 9", . 18
(Ay = B51) 99
T58 . . 8 -
287
2050, . 9
111, 4 4
= 1351" 9592
& = (99848 0304
in
L ssnae — Z.B165298 L sen 0992'91" — 38182971

— B == 54144282 8). . 0°2240", , B.BB5ITAT
L &'= 8,1307510 Lide=1) 9" . 9
196, . 1351 @ e ﬁ,ﬁ-ﬁiﬁ?lﬂ

(dy = 822) 314
2898 . . 9

248
2934, . i
186. . LS
a'=— 1851 2475
» = 0922'N1" 2075

HI)

L fan 091356 — 3.6077835
T). .0%aw”, | 56856770

I, tanxz =— 3,6070802
— T = 52144228

L "= 29224030 (dy=3) a0". . 18
9984, , . BIA 87 8", . 36
[ﬂy e -5'2:] 48 T — B8.6855772
418 . . K
e 9

= 838" 3780
x = 0%1356" 3189

loro complementi a O {ossia i cologaritmi) da ageinngere al valore dato.

5. — Tavola dei logariimi delle funzioni trigonometriche
a cingue ¢ifre decimali.

§ 25. 1l tipo di tavols, a #ngue cifre, che qui considerersmo, &
qpﬁlln clie contiene una tavola completa in cui Az=1" e una tavola
di logseni e logtangenti soitanto, da 0” 2 8% e in eui Az=1"(*).

§ 26. La prima delle due tavole accennate, quando occorra I’ in-

X ""_-|'___

terpolazione, si usera solo per z maggiore di 3° se si tratta di un

(*) Come quelle dell’AvsrzcHT : — Logarithmiseh-trigonometrische Tafeln mit fiinf Decimalualien.
Ed. Btankiewicz, Berline 1884. — Nella tavola dei logaritmni dei numeri i guests raccolta sono anche
dati i Jogaritmi rapporti Se T da 00 2 2046°40" (=10000""): ma, coms vedremo, s¢ ne pub fare & meno.

i
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|
|1_ |
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10 PERIODICO DI MATEMATICA.

logseno, e solo per = compreso fra 3° e 87° se si tratta dz

gente; e cid per la solita ragione.

In essa Az=1', e siccome le frazioni di primo somo, general= /i1 8
mente, espresse in secondi, converra per la interpolazione considerare " . ik
Az=160": ne viene che i relativi calcoli delle parti proporzionali~ = 2§
[§ 17, (11) e (12)], non essevdo piu Az eguale a 1 0 & 10, sono meno - "

semplici che in tutti i easi fin gni considerati.

11 ealoolo della parte proporzionale della ricerea di-
retta si pud esegnire in tre modi diversi, che, mettendo
fra parentesi l'opernzione dalla guale si comincia, si
possono rappresentare cosi:

(1) mﬂ:ﬁdm » () (%)X ay , (III) (‘i—:)x ox ;

quale di questi tre modi & il preferibile? Supponendo
che non si abbia nessuna tavoletta ausiliaria, il prefe-
ribile & jl primo, il quale eonsiste nella moltiplicazione
del numero approssimato Ay per il numero esatio Bz
(§ 8, Oss. I1), e poi nella divisione del prodotto appros-
simato, cost ottenuto, per il numero esatto Ax= 80,
divisione semplicissima, perche, prescindendo dalla vir-
gola,.il divisore & 6. B siccome il quoziente va aggiunfo
8 %, basta (§ 4, Oss. 1) che esso sia arrestato alla cifra
delle unita; e percid basta nel primo prodotto parzigle
della moltiplicazione, di Ay pers«3zx, considerare come
cifra delle unita Ia cifra delle decine. Yeggansi i quattro
esempi aceanto.- .

Ed & facile vedere che gli altri dae modi richiedono
dei calcoli o dei criteri (per eseguire opportunamente
le doe operazioni) meno semplici.

Per il ealcolo della mantissa di 4, nella ricerca di-
retta, si ha dunque la seguente

un logian- o8
% I.

1)
Ay =206
Br — 437 8785
bid .
0|3
7|04
1| 6563
1888
122 :6=171
11)
Ay =8
Ex — 38,278
276
19|86
] |84
B44
352: 86 =59
11I)
Ay =48
8z = 0,765
3|36
285
F:6=1
Iv)
Sz = 80,94
21
__168
22:6=4¢4

Recora, — Si moltiplichi Ay per 3x, prendendo sempre per molli-
plicando Ay ed applicando il soliio procedimento (§ 7), nella ipotesi perd

che si consideri come ultima
cifra del primo prodotto par-
ztale la cifra delle decine del
prodotto stesso ; si divida il
prodotto per 6, arrestando il y=
guoziente alle unita; e si ag-
giunga il quoziente cosi olte-
nito alla-mentissa di y,. 11 L

Veggansi, anche per la di-
sposizione del ealecolo, i due y=
esempi accanto,

w = Lsen T"52'88 276 {4y == 92)
oY e b a s
88,218 . . .

1,13650

54
1,13680

y = Ltan 8°%04'457,8785 (dy = 236)

2,72896
171

2.73087

1004 18

§ 27. Anche il ealcolo della parte proporzionale della ricerea in-
VETSA s1 pud esegnire in fre modi diversi, che si possono rappresentare

COSl1;

m P (3)xaa, m gAY

?
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il

e anche qui, supponendo sempre di non avers nessuna tavoletta ausi-
liaria, il modo preferibile & il primo. Il quale consiste nella moltipli-
cazione del numero approssimato 3¢ per il numero esatbo Az= 60"
(8 8, Oss. 11), moltiplicazione semplicissima, perche, prescindendo dalla

virgola, il moltiplicatore & 6, e nella divisione del
prodotto approssimato cosi ottemuto per il numero
pure approssimato Ay. E siccome il prodotto di By
per Az e affetto da un errore il cui limite superiore
inabbassabile & 60" (perchd, in causa dell'arrotonda-
mento di y e diy (§ 2, 111), 8y & affetto da un errore
il cui limite superiore inabbassabile & l'unita), se Ay
ha 3, 2, 1 cifre, ossin se & rispettivamente compreso
fra 100 e 241 (perch® da 8° in poi Ay & al piu 241),
fra 10 e 100, fra 2 e 10 (perché per Ay=1 I'inter-
polazione non occorre), gli estremi superiori esclusi
solo negli ultimi due casi, il quozienle oktenuto col
procedimenti ordinari, anche supposto Ay esatio, f
affetto da un ervore il eni limite superiore inabbassa-
bile & rispettivamente ccmpreso fra 0”24 e 07,6, fra 0"t
e 6”, fra 6” e 30”; se guindi non si vogliono cifre illu-
sorie, bastera arrestare il guoziente ai deeimi, alle
unith e alle decine di secondi rispettivamente. Veggansi
i guattro esempi aceanto, dai qnali, confrontandoli coi
corrispondenti esempi del § prec., st pud dedurre che
nna ulteriore cifra del quoziente pnd essere illusoria,
anche tenendo conto del solo arrotondamento di %.

B anche gui & facile vedere che gli altri due modi

richiedono dei calcoli o dei eriteri meno semplici.

1)
Sy =171, Ay=1236

10260"" l o3k
Bid 33" 4

&
T

2
0B

112
844

176

1

i)
Ey =50, Ay=192
a540"’ g9
2 |5
7B
746
13

TH)
Cy=1 Ay=4>8
60°* | 48
18 |y

12

Iv)

By=4 Ay=1

240" "?
gy

3

Per il ealcolo delle cifre snccessive & x, nella ricerca inversa,

si ha dungue la segnente

RegoLa. — Si faceia la differenza 8y e si moltiplichi guesta diffe~

renza per 60" (nel modo ordi-

nario), poi si divida guesto pro-  Teen == 113680 (Ay = 92) W
dotte per Ay, arrestando la di- ... 752 | ‘_E“ Ty
visione alla ecifra delle decine 59, . v v il [
di secondi, delle unitd di se- x = 79238’ P
condo, dei deeimi di secondo, b=
gecondoché Ay ha rispelliva- 1 jap » = 578087 (Ay = 236) — 1080 | 938
mente una, due, tre cifre; il 2B . . . . - 3004 - e
quoziente cosi trovalo si seriva, WML s 4374 08
senz altro, di seguito a Xo. » = 390848" 4 ‘844
176

Veggansi, anche per la di-
sposizione del calcolo, i du# esempi accanto,

Osservazioni. — Analoghe alla I e alla 11 del § 22.

& 28. Nella tavola come quella che stiamo consideranda 81 fro-
vano spesso delle tavolette ausiliarie, che facilitano i caleohi d1 in-
terpolazione; e la facilitazione & molto piu sensibile di quella che =
ottiene colle tavolette accennate nei §§ 19, 20 e 22. Queste tavolette
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“parfi proporzionali, della ricerea diretts e della ricerca inversa

e = I S LB SN W T Y llid 3 ke o Iw ade

pero sono di diversi tipi, e noi considereremo quelle che s1 trovano
nelle tavole dell’ArsrEcuT (*), & che danno i prodotti di % per 1,
2, ... 9,10, 20, 20, 40, 50; veggansi i due esempl aceanto,

Evidentemente, servendosi di quesie tavolette, i caleoli delle

rispettivamente, si esegmscono nel terzo dei modi indicati in
principio dei 8§ 26 e 27, e si possono seguire le solite regole
e la solite disposizioni dei 88 19 e 20. Una sola avvertenza
¢ necessaria, e bisogna tenerla ben presente: la cifra delle
unitd del prodotto parziale corrispondente alle decine di se-
condi e la cifra delle unita del prodotio parziale corrispon- = | 77
dente alle uniti di eecondo devono essere scritfe tutt’ e due 238

sotto I'ultima cifra della mantissa di Yo, © quindi 1] secondo e

1

prodotto parziale (gquesto s0lo) non va spostato (come al solito) E s
:
g

i il g
Bo D00 s O s B
(=5

di un posto verso destra (**}. E anche per 1l numero delle 187
cifre della parte proporzionale della rieerea inversa la regola ;j:;
€ la stessa, purché, come risulta dalla regola del § prec., si 2] B4
consideri come prima cifra dj quesia parte proporzionale 20 | 8
quella delle decine di secondi. a0 | 1373

Veggansi i dne esempi accanto, che sono di qguelli gii '
svolti mei §§ prec., senza tavolette; da essi quindi si pud rilevare

I Iltgltﬂ delle tavolette :stesse: Lian = 390448785 (1 = 938) :
, USSERVAZIONE. — | pi Udﬂ‘_ttl par- o, L L. L, . 272896
ziali forniti dalle tavolette in que- B0 o s W riee 1573
slione non sono in generale esafti, & vaaa, o 1B
perche, in generale, il quoziente A e
: X oo e n, 275
di Ay per 60 non finisce esattamente | .
ne alla prima ne alla seconda cifin ) | h
decimale; ma Yerrore che cosi si DLeenr= e (A9 = %) ris?
S : : 52
commette 81 ritiene trascurabile, o =
che cosi sia lo dimostreremo nel 4 . . g
capitolo seguente, 180 o oo 5
z = 7°523g"

8 29. Nella seconda delle tavole
accennate (§ 25) si ha Ag—1" quindi basta ripetere guanto si
disse al § 23. Questa tavola pero, sempre per la solita ragione, si
usera sole per x maggiore di 3.

Ed & anche inutile dare degli esempi numeriei, chié di differente
da quelli del § citato, non ei sarebhe che il numero delle cifre della
mantissa.

~ § 30. Resta a vedere come s possa procedere, per la interpola-
zione, quando x & minore di 3. ‘

{*} GI& cltate, a1 § 235,

(**) L'esperienza di pareechi anni ¢i ba dimostrato ehe quesia avvertenza melte freouente-
mente sfngege aj caleolatori; dando cog Inogo &d errori spesso mon traseurablli. In un’alira uota, di
prossima pubblicazione (Stpdio compurative sulla disposizione e sull'uso delle ordinarie tavole logg-
:-.'rmn-tﬁpauume;rfﬁhej, faremo vedere come & PO8Ea riparare & questo inconvenjente e ragginugere,
nello atesso tempo, qualehe altro vauntaggio.
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In tal caso ammetieremo che i} seno e la tangente di un arco siano
uguall alla misara (riferita al raggio) dell’ arco stesso; ammetteremo
¢loé che si abbia

(14) L senr = La e Ltanz = Lz,

0ssia, per maggioy fmzhili'th di ealeolo,

(14) Lsene=Ls"—LR" e Ltanz=Lz"— LR",
(indicando con R” ¢l raggio in secondi, ossia il quoziente di 648000 per 7);

e cosi, per la ricerca diretta e inversa s

dEl ]ﬂgﬂﬂﬂﬂ ) dE] ]Dgtﬂﬂgﬂﬂtﬁ [1] 1n ) Pk (NN .5 | 1,85056
arco minore di 3, saremo ricondotii alla  (ay= & 6. .. 30
tavola dei logaritmi dei numeri, ) LTI
Non occorre quindi nessuna regola — ™% @ 5885575
nuova, perché serviranno quelle dei ¥ = St
88 19 o 20; e in quanto al logaritmo TLiaar...... 1,18721
di R”, che del resto si trova sempre +18"...... 5,81443
gia caleolato nelle ordinarie raccolte L+ .- -.... 130170
di tavole (fra le costanti usuali), ram- ‘'2¢=1% e SR
menteremo che & dato da vy ;
, 8 ..
LR" = 5,314425133176459 . , . 12 . g
== 831", 71489

Usserveremo solfanto che nella ricerca
diretfa eonverrd, per maggior approssimazione, prendere la mantissa
th LR" con una ecifra di piu.

CAPITOLO QUARTO.

STUDIO DEGLI ERRORI PRODOTTI DA PROCEDIMENTI
INDICATI NEL CAPITOLO PRECEDENTE.

| 1. — Errori prodotii dal caleolo numerico.

§ 31. Nel eapitolo secondo abbiamo studiato ) errore m prodotto
dalla applicazione dei procedimenti indicati nel capitolo primo, e
I'errore [ che necessariamente affretterebbe il risultato, quando si ese-
guissero le operazioni nel modo ordinario; abbiamo poscia confrontati
ira loro i limiti di questi errori, @ abhiamo cosi veduti nuovamente
giustificati i nostri procedimenti. Ci proponiamo di fare une stadio
analogo per il caso particolare considerato nel eapitolo precedente,
e percid indicheremo: »

con m l'errore complessivo che si commette caleolando y coi pro-
cedimenti indieati, © con I I'errore, pure complessivo, che si commet-
terebbe ealcolando 1o stesso valore ¥ nei modi ordinari;

con m ed I' gh ervori analoghi per il ealcolo di z:

con p, A, ' e A" i massimi, o del limiti superiori inabbassabili, di
m, &, m ed [,
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§ 32. Nel caso in cui il caleolo di y e di x consista solo nel ealeolo
dei secondi membri della (11)" e della (12)’ (e questo comprende tutis
1 casi considerati nel capifole precedente, meno, soltanto, quelli dei
§§ 24 © 80), i valori di ) o di A" furono gia da noi studiati, e bastera,
In proposito, ricordare quanto segue. -

L'errore ¢ non dipende né dal passo Az, né dalla forma della fun-
zione y, ed ha sempre per massimo una unita, ossia ([Ni), § 3) =
ha sempre

(15) A=1;

e siccome guesta & una wnita dellultimo ordine, esso dipende eviden-
temente dal numero delle cifre decimali che si considerano, e 1mpiec-
colisce al crescere di questo numero.

L'errore 1" invece dipende sin dal passo Ax, sia dalla forma della
funzione ¥, e il suo limite superiore inabbassabile & sempre dato

dﬂ. ([Na]r § 6} 1
(16) l"=a‘—y X Az ;

e siccome Ay & espressa in unita dell’ultimo ordine, ancl’esso dipende
dal numero delle cifre decimali che s considerano e impiceolisce al
crescere di guesto numero (¥).

Usservazione 1. — Si noti che nella moltiplieazione di Ay per 3z
(che occorre per il ealecolo della parte proporzionale della ricerca
divetta) I'ipotesi che si fece nel § 15 per avere per L il valore pii
piccolo qui & sempre soddisfatta, perche il moltiplicatore Tz si sup-
pone esatto.

Si noti pure che nella divisione dj oy per Ay (che oecorre per il
caleolo della parte proporzionale dells ricerca inversa) Iipotesi che
per quesio caso si fece nel § 16, che ciod il divisore sia esatto, &
precisamente fra quelle che conducono al massimo valore di /' ([N,], S 5),

Osservazions 11, — A proposito dell'errore I & notevole che, se,
mveee di usare la differenza tavolave quale precisamente visulta dalle
tavole (ossie. dai valori arrofondati di 9, e 1), 81 usa una differenza
pilt approssimata (dedotfa, p. es., da wn'altra tavols avenite un mag-
glor numero di cifire decimal; (*%)), Uerrore stesso invees (i diminnire,
pud anche crescere. Anzi, come si b osservalo wella osservazione pre-
cedente, fra le econdizioni che rentono massimo ¢ ¢'& appunto quella
che errore di Ay sia nullo. B di questo apparente paradosso demmo
anche un esempio numerico ([Na], § 3, Oss.).

Osservazions I1], — B, & proposito dell’errore [, si rammenti che )’
¢ stato dedotto nells ipotesi che il valore dalo per y sia affetto solo
dall’errore di arrotondamento, cho, se questo valore (che, general-
mente, & il risultato di un caleolo) fosse affetto anche da un altro

(" A questo risnliagto s giunge, generalmenke, o BUpponendo dy e Ay errat di mezzg uniti,
D ¥o @ esabli ([Ny], § 7). tuite mnotesi evidentemenis innnmissibili: mentre invece, come noi dimgo-
slramme, vi si glunge anclhe supponendo errati ol pit @i mezes Uit 0, 31 ed v, che & appanto
I'ipotesi che abbiamp sempre fatta.

(**) Oome neile tavole wigonometriche el notissimo Mannale Iﬁg.rrr-:'fm:‘m-trigunm;mrﬁcn el
Eiuren (Bd Tanchnitz, Lipsia 1873}, Vegeasi in Propesiic tuito il § 10 delln [Ne].
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errore 7, avenle per massimo o per limite superiore inabbassabile 6,
invece della (2) si avrebbe ([Ny), § 6)

, 146

(17) A= 7 X Az,

Si noti perd che, affinchd il ragionamento che ha condotto a questa,
formula sussista, bisogna che 0,540 (che & Verrore che affelia )
non siz maggiore di Ay e bisogna anche che non sia mai, contem-
poraneamente, ¥ minore e ¥+ (0,5 -+ f) maggiore di %. B questo, In
segnito accadrd sempre, perché 0,546 avra per limite saperiore 1,5;
e guindi non potrd questo errore essere maggiore di Ay, perche, se
occorre I'interpolazione, Ay & almeno eguale a 2: n potra essere
contemperaneamente y minore e y -+ (0,5 #) maggiore di Yo, perehe,
se c10 fosse, 0,5-+ 6 dovrebbe essere egnale a 2 almeno.

§ 33. Passiamo aghi errori m ed w’ nei easi considerati nel S prec.,
escluso quello in cui sia Az =1" (8§ 20, 27 e 28).

Se Az=1 (§ 19), 0 Ax==1" (§§ 23 e 2Y), Verrore m si riduce solo
a quelln parte, che, nella moltiplicazione di Ay per 8x, deriva dal
tralasciare i prodotti parziali indicati (§ 15); perche quella che deriva
dal traseurare nel risultato le cifre decimali & gia compresa 1u I ([Na],
§ 8), e Yerrore dell'addizione finale (§ 4, Oss. IT) s1 riduce a zero
avendo gia 1 due addendi lo stesso numero di cifre. Sara dunque

(18) _ n=~02

Se poi Ax=10" (§ 22), nel prodotio di Ay per 3z non si consi-
dera come ultima eifra del primo prodotto parziule Ila cifra delle
unita, ma la cifra delle decine; gutndi 1l limite dell’errore che deriva
dai prodotti parziali tralaseiati & 2. Ma (come risulta dalla (11°)) gue-
sto errore va diviso per Az— 10", quindi anche ora si ha la (18).

Confrontando la (18) colla (15) e ricordando guanto s1 & detto
al § 10, si ba cosi, immediatamente, la giustificazione del proeedi-

mento mdicato per la ricerea diretta, quando sia Az eguale a 1, o
al’ oa 10"

§ 34. In quanto all’'errore wi, si cominci coll’osservire che, se ) e
1l numero delle cifre di Ay, si ha intanto

1071 =< Ay < 10* |
da cui, per la (16),
Az 10 <X s Az .10-v+,

Ora, se Az & eguale a 1, 0 & ¥, si ha evidentemente
=05 X 10-?,

quindi & certamente p’ minore di X', mentre non o ¢ minore di}': 10
(§ 11); se poi Az & ugunle a 10", tanto )’ che p" vanno moltiplieati
per 10 quindi la conclusione & la stessa.

Anche il procedimento indicato per la ricerca inversa, mn tutti i
casi indicati, ® dungue ginstificato.
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OssERvAZIONE. — L’uso delle tavole ausiliarie in tutki i casi org i

0,2,...0,9 di Az

§ 35. Veniamo ora al caso in cui sia Az=1" (§§ 26 e 27).

Applicando la regoln del § 26, I'errore m o, evidentemente, egnale
al quoziente per 6 della somma dej prodottl parziali tralasciati (quando
81 consideri per cifra delle nniti la cifra delle decine del primo pro-
dotto parziale), ma gquesta somma ha per limite superiore inabbagssa-
bile 0,2 (ver la (18)), quindi sark

(19) p=101:3.

E l']l"][]l]E. ﬂEl'tﬂIﬂEntE, i minore dr A fpe[- Ia (]5”1 ﬂﬂ'Zi, essendo -

anche minore di A:10 (non perd di A+ 100) Fultima cifra del prodotto
81 deve ritenere illnsoris, Nun eonviene pero caleolare gnel pro-
dotto con una cifra di meno, perché il piceolo vantaggio, che cosi si
avrebbe, scomparirebbe davanti alla minor semplicila della regola
che bisognerebbe stabilire per la divisione per 6 (che la cifra delle
ouita del quoziente non corrisponderebbe pin all’ultima cifra della
mantissa g1a presa).

Nella ricerca inversa, dalla regola stabilita (§ 27) risulta che si ha

{20) pr _— 0”,05 : I—lr 2o G.ul5 , p.r - 5;:1 .

quando, corrispendentemente, Ay ba tre, due, una cifra, ossia quando .-

{come nel § stesso si osservd) -
(21] 0::24 { }‘.l _..E 0"16 : {}",6 E‘ l.r "E 5» ! ﬁy "'*""-.‘; }‘; % 30;:;

© 1n ciascuno di questi casi si ha certamente i minore di ), mentre "

non & necessariamente p minore di X': 10,

§ 36. Quando perd si usino le tavolette ausilinrie indicate nel § 28,
ciascuno degli errori m ed m' consta di due parti: una dovota ai
prodotti parziali tralaseiati, e alle cifre tralasciate nel quoziente, e che
indicheremo con » ed +'; I'altra dovaota alle cifre decimali tralasciate
I ciaseano del prodotti parziali e che indicheremo con s ed &,

Cid posto, si cominei dall’osservare che nella ricerea diretta 1
prodott: parziali che si prendono non possono essere pia1 di quattro,
perche tutfi questi prodotti, escluso il primo solianto (che corrisponde
alle decine di secondi), hanno due cifre ai piit (precisamente: il mas-
stmo valore di questi prodotti & 36, perché Ay eal pin 240 e % X240=36),
per cui il quarto ha certo la sua prima cifra fuori della colonna in
cui s1 trova Foltima cifra di 4, ¢ quindi il quinto Ja ha foori della
colonna successiva. Ne viene di conseguenza che s mon supera cer=
tamente la somma -

0,05~ 0,05 = 0,005 ~+ 0,0005 = 0,1055.

Ma, ﬁe] nosiro caso, questo limite si pud abbassare. Infatti, essendo
Ay intero,

considerati non porta nessuna modificazione a quanto precede, pers.
ché abbiamo supposto che queste tavole diano precisamente 0,15
SRR

e
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s |
II.}'
- ¥

i
P P b sl

i
]

5 "I-.-:_.'_'|_;__‘|'.'r',.i g
- L :

= v o iy e
pege F ."'!';q:bi ."'l-\.;ri.'

L AT

LT
I |



PERIODICO DI MATEMATICA. 17

Ia parte decimale del prodotto parziale corrispondente alle decine
di secondi non pud essers che

§=0,1666.., $=0,3333.., $=0,5000..., $=0,6666..., §=— 0,8333....

per cul, arrestando il gnoziente alla cifra dei decimi, non si pud com-
mettere che un errore egnale

0O @ -{—0,0333_._, o0 & —(0,0333...:; ’

la parte decimale del prodotto parziale corrispondente alle unita
di secondo non pud essere che

0,0166...,  0,0833..., 00500..., 00666..., 00833...:

per cuil, arrestando il queziente alla cifra dej decimi, non si pud com-
metlere che un ervore eguale

o a +0,0333..., 0o a —0,0833..., o a —+00500....

Dunque I'errove s, se 2 per eccesso, ha per massimo (s'intende sem-
pre in valore assoluto)

0,088. ..+ 0,05+ 0,005 - 0,0005 = 0,088833 . . . -
se & per difetto ha invece per massimo

0,0383...40,0333... - 0,00333. .. -+ 0,000333...=0,07033 .. ..
Cosi, essendo Ay =241 (veggasi la tavoletia aceanto), per

bxr = 43" .33 o cr = 52",22 < 3:3
la parte proporzionale corrispondente alla ricerea diretta &, 2 E%
rispettivamente, A -
174,181 e 209,68, : ;%2
menire col ealcolo diretto si ha 3 | 1203
174,042166 . .. e 209,75083 ... . 0 | 3o

e qundi gli errori sono, rispettivamente,

— 0,088833 , .. +0,070833 ., ..

Si noti perd che se 'altimo prodotio parziale che si piglia, invecs
di corrispondere ai centesimi di secondo, corrispondesse ni decimi,

alle vnith, alle decine di secondi, 1] massimo per eccesso si ridarrebbe
rispettivamente a

0,08833..., 0,08383..., 0,03333... ;
e il massimo per difetto a ’

0,07000...,  0,06066..., 003333....

In quanto all’errore », che & sempre per difetto, sappiamo gik che
€830, In generale, ha per limite superiore 0,2, ma nel nostro caso par-
ticolare anche questo limite pud essere alquanto abbassato. Infatti,
per 1l ragionamento fatto nella Oss, IT al § 15, » sarebbe massimo
quando, prescindendo per ora dalle virgole, le cifre ‘corrispondenti ai
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prodotti parziali tralasciati fossero 1, 9, 9,... e il quoziente Ay: 60
fosse prossimo a 1. Ora, si osservi ehe il valore di gquesto quoziente
pit vicino a 1 & dato da 99 :60=0,9833... (perchs, se la diffe-
renza Ay e di tre cifre, essa & al pit eguale a 241, e gquindi il va-

lore di Ay:60 pili vicino a 10 » dato da 241:60=4,166...,e se la
differenza stessn & di nna cifra sola, il valore di Ay : 60 pih vicino
2 0,1 & data da 9 60=0,0833...): ms per 1'arrotondamento dei pro- i
dotti parziali dati dalle tavolette, il prodotto corrispondente a 1
per Ay eguale a 59, 58 ¢ 57 8 1 e non 0,9, quindi questo prodotto

non si trascura ed & solo per Ay=>56 che quel prodotto resta, per
la prima volta, 0,9. B allors s1 ha

06:6=093883..., (96:6) X 9 =84,
quindi r & al piu eguale a
0,09833 . . . + 0,084 40,0084 “+...=0,18666. ..

Si avra dunque un limite superiore di m, sommando questo mas-

simo di» (che & sempre per difetfo} col massimo valore dj s guando
6 per difetto: cosi si trova

0,07033. ..+ 0,18666 . .. — 0,257,

ed & questo certamente un limite superiore di m. Ma quesfo limite &6
ancora abbassabile? Parrebbe dj si, perché per Ay =56 1 prodotti il
parziali che si pigliano, perchd » abbia il valore massimo, sono due '

e quindi il limite di s & 0,0666. .. e non 0,07033 . .+, € allora per s - »
81 ha

0,0666 . .. 10,1866 . -~ 02533 ....

Cosl, per &y = 47,1999, essendo Ay =156, colla tavoletta si ha 43,8, e
senza tavoletta si ha 44,05324, e quindi I'errore & precisamente (,253....
Ma, se, al crescere di Ay, » cala, g eresce (perchd i prodotfi parziali,
che gi pigliano, possono diventare tre 0 quafitro), e quindi non si pud,

tamente |

(22) 0,253 < < 0,257,
Anche servendosi delle tavolette austliarie, & dunque p minore di X
€ maggiore di X: 10,
‘ § 37. Nella ricerca inversa, i prodotti parziali a enj 81 ricorre
S OR possono essere piit di tre, e siccome gli errori di questi prodotti
e mfluiscono sul quoziente come se, invece di affettare i prodotti stesai,
4 affettassero il dividendo, si pud dire che lerrore s' ha per limite supe-
i riore inabbassabile
# 0,087333... , 53 0,07 , 4"
ﬁj!f Xﬁﬂ -——@, 0 EX&U_‘&F:

secondo che & per difetto, o per eccesso (perché i prodotti parziali
vanno sottratti), '
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~In quanto all’errorg #, che puo essere per eccesso o per difetto;
sappiamo che esso ha per massimo pel primo caso, per limite supe-
riore inabbassabile nel secondo, . -. -

005, o5, 5. . 3

secondo che Ay & di tre, due, una cifre.

Si avra dunque an limite superiore di m’ sommando questo mas-
simo, 0 questo limite superiore, di » col maggiore dei due limiti tro-
vasi per §, e quindi per

sdy<24, 10s4ays100, 2RAys 10,
sl avra rispettivamente
(24)  0".071sp'<07,103, U583 p'<<=<1",030 0,03 p'<<T7",65.

Kd ora, eonfrontando queste limitazioni eolle corrispondenti (21),
81 vede che,

se Ay ha tre cifre, k' @ sempre minore di A’y Senza essere necessa-
riamente minore di A 10;

se Ay ha due cifre (nel quale caso P'ultima cifia di » 3 quella delle
unita di seeondo), i’ & cortamente minore di 1,080, mentre A’ & com-
preso fra 07,6 e 6.

se Ay ha una cifra (nel qual easo 'ultima cifra di z o quella delle
deeine di secondo), ft' 8 certamente minore dj 7",65, mentre \' & com-
preso fra 6” e 30" | |

Anche in questo easo dungue (§ 11) I’indieato procedimento & giu-
stificato.

OssERVAZIONE. — A seanso dj equivoci, rieordiamo che fdipﬂl]dﬂﬂ-—:
temente dal modo eol quale sono state calcolate) 'uso delle tavoletts
ansiliarie pud dar luogo a tre error differenti. Uno si presenta in
aleune tavole (*) nelle quali, invece di avere una tavoletta per ogni
diversa differenza tavolare, se ne ha una per la differenza media
fra 10, o fra 15, di queste differenze, e di questo errore parleremo
pit avanti. Un altro si presenta in quells tavole, 6 sono molte ™
nelle quali si trascura la cifra dei decim; nei-successivi prodotti par-
z1ali, e di questo errove & molto facile trovarve un limite superiore
inabbassabile. Un alivo, finalmente, & quello ¢he abbiamo studiato qui,
mdicandolo con s e con &

I primi due errori sono, evidentemente, evitabili e nei tipi di
tavole da noi eonsiderati non si presentano; mentre il terzo ® inevi-
tabile, e pereib ne abbiamo qui cereati dei limiti inabbassahil.

§ 38. Consideriamo ora il @aso in eu; 81 usino i logaritmi rapporti
SeT(§ 24). ' -

Nella ricerea diretta, I'errore I consta d; due parti, che derivano
dalla interpolazione nel caleolo di Laz” e nel caleolo di S fodi T, e
ciascuna di gueste due partt avrebbe per massimo P'onita (§ 82). Sie-

(*) Vaggansi, p. es., le tavole del CaLver, gih citate, ‘
*') Yeggansi, p, es., e tavols del KomLEr, qualle del Cavier e guelle dell’ Howvrz, tutie gil vitate,
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coms pero, per il proeedimento indicato nel § 24, le cifre che ves-
gono dopo la settima si traseurano una volta soln, questo masumos
riduce di nna mezza unita ([Ny], § 3), e si ha LUK

(24) A=15.

Anche l'errore m consta, corvispondentemente, di due parti, e clascuna
di queste due parti ha per limite superiore 0,2 (§ 33); ma nel uostro
easo quella dovuta al cealeolo di S (0 di T) s pub abbassare. Infatdi
(supponendo = minore di 30') 32 si moltiplica per un numero ehe &
al pii eguale aeh (§ 24); quindi J'errore in questione ha per limite %5
superiore inabbassabile 0,12. Pih precisamente: questo Jimite & 01 i
se 11 moltiplicando 81,02, 0 5, & invece 0,12 se il moltiplicando 83, - i
04,00 (e a gquesto risultato si giunge facilmenie con un ragiona-
mento analogo a quello fatto nella Oss. II al §.15, e nel § 36; eosi:
aoltiphieando 2 per 8z, il primo predotto parziale che si trascora &,
al piii, 0,08, gli altri sono al pin, 0,018, (,0018,... e la loro somma
ha per limite superiore inabbassabile 0.1: meoltiplicando inveee &
per 8z, 1 prodoiti stessi sono, al pin, 0,06, 0,054, 0,004 ... e la loro
somma ha per limite superiore inabbassabile 0,12). Sara dungne

(25) w = 0,32; E
e questo valore confrontato col valore di A, dato dalla (24), givsti- - |
fiea, nel solito modo, il procedimento indicate.

3
E _1.

Nella ricerea inversa, il valore che si ottiene per 5 (o per T) &

necessarinmente affetto da nn errore ! il eni limite superiore inab-
bassabile @ 1 (§ 82); per cui il valore di Lz”, oltre che dall’errore di * i 8

Ry AT
d =
X j:::':_'.'
¥

g —
-

arrotondamento, sara affetto anche da questo errore, e quindi s1 avra s
(§ 32, Oss. III) A
2

(26) l-——-—@-

In guanto all’errore dovuto al proeedimento stabilito, si osservi che
nella interpolazione che occorre per il ealeolo di S (o di T,

se Az =10", non si trascura nessun prodotto parziale;

se Ax=750", si pud tutt’al piit traseurare il prodotto parziale cor-
rispondente alle unitad di secondo, ma, se eio aceade, quel prodotto &
di una sola cifra e questa non va sommata eon nessuna cifra del
prodotto precedente {che & di due cifre) quindi 'errore, che codi si
pud commetiere, rientra in 7.

L'errore m' si riduce dunque solo & quello che si commette nella
ricerca inversa di La". B allora, moltiplicando per 2 1 limiti di 1" dati
nel § 34 (onde avere (per la 26) i limiti del massimo ervore l,chesi
puo avere in questo caso), si vede che si pud ripetere lo stesso ra-
gionamento e arrivare alla stessa conclusione. g

S 39. Resta, finalinente, da esaminare il caso considerato nel § 30,
Nella ricerca dirvetta, 'errore 1 deriva solo dalla interpolazione
nel caleolo di Lz" ed ha per massimo una unita (§ 32). L'errore..m
invece consta di due parti: quella che deriva daj prodotti tralasciati
e che ha per limite superiore inabbassabiie 0,2 (§ 33), e quella che
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!

b deriva dalle ecifre tralasciate in LR” e che & eguale & 0,01382..., si
b avid quindi

(27) 0,243 << p < (,214.

Sara dunque, anche ora, p minore di A senza essers p minore di
i A:10 (8 11)

Nella ricerea inversn, il valore di Lz”, oltre che dall’errore del

sno arrotondamento, 8 affetto anche dall’errore prodotto dall'arro-
tondamento di LR”, e quest’nltimo & eguule & 0,4866. ..; sara quindi
g i 1,486 1,487
§ W by “N<Tay

E allora, moltiplicando per 1,486 e per 1,487, rispettivamente, i limiti
di A" dati nel § 34 (onde avere, per la (28), i limiti del massimo er-
rore {' che Bi pud avere in quesio caso) e osservando che I'errore m'

£ deriva solo dall’applicare il solite eriterio nella ricerca inversa di La”
4 (§ 20), si vede che, anche qui, si pud ripetere lo stesso ragionamento
4 e arrivare alla slessa conclusione.

1 (Continua) G. PEscl.
SUL CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE

A  (Continuazione e fine v. fasc. precedente)

2. Tale formola, per (4), pud scrivers:

' A™ [, (@ )pa(p)] = E (m) A=, (x) A¢o( @)

1 e coincide con la formola di Leibniz. Essa pud estenderst ad un
numero qualunque di funzioni.

S1 ha:
A® [ep (0, )ga(2,)] = B (mm‘“"tm@ A P ) 5

e sostitmendo «, ad #», puod sﬂriverai:

Aw [:Pl(mu)?ﬂ(muﬂ =3 ('m)mﬂm_mfPI(mu)ﬁmsz(mm_m) -

potendo attribuire ad a, tutti®valori, interi e positivi, da O ad m
ed ottenendo cosi m -+ 1 termini,
Sostituendo a ¢,(&,) il prodotto wga,)e,(x,), 81 ha:

L "'ﬁl..."."lﬂ"ﬂ'-' ST T BRI A T, T T N e
- f::*-lw:: o BN .= e ¥ ._"._:"'

e TR, ':.‘::ln-‘:\-

A [0 )pal@) @] = 2 (m), A0 () AT pul - )P ()] =

=iy

2 (m) A=) X

=0

T

I

.(TJ Ay ) A QB rtr—s) 5
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e gostitnendo «, ad » e «,.ad §, puo.seriversi: . - . . ..

A7 [opy(@o)palas)ps(ay)] = B
= 2 (m),Amarg, (i) (), A %ep (o, AU ) o _!

potendo attribnire ad =, tutti i valori, interi e positivi, da 0\ad m |8
p ad a, tatti 1 valor, interi e positivi, da 0 ad «, ed ottenendo - - 8
~ Uosi procedendo & facile stabilire Ia formola generale e dimor |
strarla col metodo di conclnsione da n ad n - 1. T8

Percio, siano n aggregati finitl, ciascuno di m + 1 elementi: |

aﬂ:‘”ll""]u:i!"'lﬂm! -

b, , D5y vioin gy s wqiaDis o .
Cos CrygeneyCyunayCyy
R

5 b bigeris by i1,

e &1 formi il prodotto:
ST ape;...L (i=0,1,...,m),

SRIH :
m! R
i _E s i T} :I '-I_ .r
A [ﬂubu---kulu] (ﬂ}_ml)!(ml—m!)!...(mn_]_mn_l)! mn—I! A a-fu Awi—as oy oo ‘. '=':If;fi1.i. 2
bty A,y (13)

potendo attribuire ad «, tutt’i valori, interi e positivi, da 0 ad m,
ad u, tutt’1 valori, interi e positivi, da 0 ad 2, e cosl via via ad a_,
tutt’ 1 valori, interi e positivi. da 0 ad @, . ed ottenendo in tutto i
(m?: " 1 . termini ed essendo in ogni termine la somma degli &
indici delle A ngnals ad m.

Si puod osservare che in tale espressione entrano in forma sim- 7§
metriea tutt’ i- termini dei triangoli dells differenze di T

-

bn,cu,...,k,;,

ed 1 termini della diagonale discendente, verso destra di a, ¢ della
diagonale ascendente, verso sinistra, di Z,.
Se pol per mezzo della interpolazione si determinano le n funzieni:

| ?1({1}): %(ﬂ’): JLEH an(mJ ) '£ .
che pel valore x, della variabile, assumono rispettivamente i wvalori::
_ _ Giy0iyonnyd, _

la formola (13) si serive:

A™ [y(@y) « « « Pulg)] =
E - m .

(7 — ) ! (@—a,)... (O —a,_ ) o Amn—a C,U:(fﬂu)dﬂl—ﬂiqgi(mm_m)."

. N Y oy
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e siccome essa, nella sua costituzione, dipende solamente dal numero
delle fanzioni e dalla classe delle differenze, cosi scelto un 1nter-

vallo costante A, 31 ha: -

A [p(@) - )] =
— E s m= Am—nz R...
(m—ae Yo —a)! o (0 5! Ry a #() Po(o-+H{m—e,))
ol ﬁ%—'—-“"‘ %_I{Fn—ﬂ(ﬂ: + Lm = un—-'ij k) &ﬂn—lqpn(;r. + ‘:‘ﬂl B ﬂn—-‘ljh) ?

qualunque siano le funzioni di x; e sotto quest’ultima forma basta
ammettere # — 2 o quindi che 1'nltimo o sia @, per ricavarne la
nota formols di Leibniz per la differenza m-esima del prodotto di
due funzioni.

I3. Sostituendo in (10) invece di o,(m,) il prodotto p,a,)e:(s), ia
differenza m-esima del prodotto di tre funzioni sara:

m—I1

A™ [ep,(04)%a(00)Ps(0) ] = ED{L”‘ o= 1)rarqjt(mm--:)ﬁm-r[%(mu)tpa(mn)] =
+ (1 — 1), A" [ul @ ) PoTee )] A= (50)
e comoe da (10) si ricavano
Im=2-1+2(m—1),
termini, ciascuno prodotto di dume differenze tali che la somma
degl’ indici & costantemente m, cosi da questa s ricavano
2 (m+1),+ 1+ 2 (m), = 2m*+-1 = 842 .3 (m—1), 2% (m—1),
termini, ciascuno prodotto di tre differenze tali che la somma degh

indiei & costantemente m.
In generale la differenza m-esima del prodotto di m» funzioni é:

A= [eg,(@0) - » « B (o) =E; {l:m—-l)rﬁ'(pl(mm_‘r]ﬁ“"[:pg(a:u} o ()] +
+ (—1),A [ (Eraros) + + + P (Bramr)] A% (wa)}

e sviluppando, ciascuno dei termini sard mn prodotto di z differenze
tali che la somma degli indici sia eostantemente 7.

Indagando sul numero dei termini d’un tale svilzppe 51 trova
che esso & il termine m-esimo d'una progressione aritmetica d’or-

dine n—1 e precisamente
N = 2%m — 1), (ﬂ)]—i—ﬁ‘[m—.l)l (n),} . . . 4+ 2 (m—1), 4(n),. (14)

Applicazioni ed esereizi.

14, Si convenga di attribuire ad « tutti e solamente i valori,
essenzialmente interi, della serie naturale dei numeri d'ordine

L]
—m.-.,—lj{],l:...m;
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8o

A" (@) = I (—1)(m)A% (-+-m—i)

e costante, ciog indipendente dal valore particolare che si attribuisce
ad 2, allora ?(2) & una progressiona aritmetics d’ordine m.

In generale ung progressione aritmetica d’ordine m & funzione
della variabile & e di 4 + 1 costanti arbitrarie, Cosi date m + 1

quantitd affatto Indipendenti I'una dall’altra (1):

Gy Briyeeey@yune,a,,

8l pud costruire il triangolo delle differenze dj a,, e assunte le m--1
quantité come termini consecutivi d'una progressione aritmetica
d’ordine m, g puo costruirla effettivamente sig a destra di a_ che
8 sinistra di 4,, insieme cop butte le progressioni aritmetiche d'or-
dine inferiore, che da &ssa derivano, riguardando come primi ter-
mini i termini della serie delle differenze dj @&, , e si hanno le se-
guenti sei formole in cuj p puo assumere tutti i valori, interi e
positivi, da o ad .

n—r

Ara, .. =a§1 (—r +p)A7Hg, (15)
Ava_ =T§:(—1 J(p—1-Li)A™Hg, , (16)
Aa, ., =E:(p-—1 FiAra, (17)
Aa_, =?f:(—-1)‘(m—?'+PJ1ﬁ““¢m-r-i : (19
Na,_, =E(-—1)*[m—-r +Doeip—14+ 9 Aa, (19)
A, =T (1 m—rtp) (14 i)A, . (20)

. La formola (15) s potrebbe riferire alla formola d'interpolazione

di Newton e la formols (19) a quells di Lagrangia, e tutt’e sei si

deducono senza difficoltd dalle tre formole fondamentali (3), (4) e (B).
15. Siano

dalla relazione:

M@+ o) = A g @t 1)+ . g @t 1)] —
— A7 @)+ @) = A, @)+ A A, (a),
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tiche, avra la stessa differenza costante e sard dello stesso ordine
della progressione d’ordine maggiore, e se tutte sono dello stesso
ordine, ciod se m, = m, =.,.—m, la differenza costante della somma
sarg, la somma delle differenze costanti.

16. Se le n progressioni aritmetiche si moltiplicano fra di loro,

Pordine e la differenza costante della progressione prodotto saranno
dati dalia formola

(m,~+...+m)!

ml!---mn!

Amitotma [g ()., , .0 (2)] = Amg (x). .. A%y (@), (21)

Infattl ponendo in (10) m,-}-m, invece di m si ha

m-=me—1

M ey - 4
. el VR L Y e
- AT - L, r, = 1 |

Fhdlrr R A F: 'y ko 7] } ‘i-" o L rE e W R T s o

s L L - " a o =iy - o

e I R P LT P s U iy Ty T e e, S T e N e e ey e

NN A e, ¥ e - e A e L T AT FR e R e
- e - = T ~—r & - e L o o -
W R e maw e LR LY - ¥ s, - -4y, TRl ..._ s & s
e ——— e o =" = g - - . g, IS . R el

Amtlg(@)pya)] = E (myt-my—1) A, (@-t-m,+my—r) Amtme—rg (@)~
mrtmz—1
:Ea (my~-my—1) A%y(w+-m, +my—r—1)Amtm—Tg, (),

riferendola in generale al punto a.

Ora avato riguardo al secondo fattore di ciaseuno di questi due
sviluppi & facile concludere che Am-+me—rgp (4 & sempre nullo per
m—r >0 e Amtm—Tg () & gempre nullo per m—r>0, e avuto ri-

guardo al primo fattore si conclude mgualmente che
&gy (&--my+m,—7)

e sempre nullo per r>>m, e A%p,(x+m,+m,—r—1) & sempre nullo
per r>>m,; e siccome la somma degl’ indici delle A & costantemente
m,+m,, cosi segne che si annullano tutti i termini, salvo il termine

= — an
ey, S 0 P R S— S

—

ey = F
i

I

2 '
b

d

]

< 4t
Ll

- il
¥
-. H
%1

iy .

—3 m =
& - -
= T —

(m;~t+my—1)p, A™ (- + M) A™2.( )
del primo sviluppo ed il termine
(mrl_ma—l}m-zﬂmcpﬂ(a"l‘ml“‘l)ﬁmlq’:l[‘r')

de! secondo, e quindi

¥, LLED

Amtmaf o ()0,(x)] = (M, My —1 ), A, (B4 m,) A2, () -
- (0 My — 1), A2 (6 4-m —1 ) A (),

@ riducendo:

Am+me [ (ayp,(x)]

!' Ame (2)Amegp ().

Lo T -
r.-__"-_ i '|=I-.|.__J

L 1T
L]
oy gl = -
'.5.'.-.- o s

*'1'-"_'-'}4—_:
-

Uosl pure, sostituendo nell’espressione della differenza m-esima
del prodotto di tre funzioni, m,+m,+m, invece di m e ragionando
analogamente, s1 conclude che si annullano tutti i termini, salvo
1l termine

' RRETL
o M
T

bz

— ik

[
T

' 'f-:-.:r-gz:l..- T.I-
= oL = =3

5 1
(my -+ myt-my—1) 1, A", (2 My -, ) ATz EACHENES) 1 j;!
.

Ak

— T —
o g Lol

— e -
e =

1] L} -

- LN |
ger = ) -

S, LT g
e L Al

L
L e ——
I

. et W
x i -y
"wow
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In cui si vede che i denominatore del coefficiente 6 1l prodotto dei
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del primo sviluppo ed il termine

(my+m,-L-m, ljﬂh-l-mrdmﬁm [%(‘B+m1"IJ:Pacm‘I‘mr‘"l)]ﬁm%(m) |
del secondo, e quingdi:

Ami+ms-Lmy

[2:(@)p.(@)es()] = (om,+-ma, s Jm A (@) Amrbmalop ()0 ()],
e pel risultato giz ottenuto, sostitnendo riducendo

g, I '
Amrmetn g, (@)g(@)p,(@)] — (:j ] i: T :;3 )'

dmltpl(m)ﬂm’?n(m)’im%(ﬂ})-
Amimessy percto
ﬁlﬂ'ﬂ-l-....-f-mn [?2(1.). ) .‘;Op(’zﬂ)] - (w‘!i_l_ ’ e .—|—‘?Hn) !

S

Amp,(a). . . Amng (),

sl sostitnisca Myt myt- .. L, invece dj m nell’espressione della
differenza m-esima del prodotto di » funzioni, & & conclade che si
annullano tutti i termini, salvo il termine

T I @b m A At o o
(m1+...+mn-—1Jm+_+mnam=+*-+m[q:=(m+m;—1).--q:,<m+ml--n]am-@1(m)' L

del secondo, ed essendo per definizione

Ay (a +'i*ng+- oty ) = Amag ()
4‘3“’1""--""‘“'[:;:3[':1: Fm—1) ... epn(m—f—ml——l)]::ﬂm"f'*-‘i'm"[%(m)...qnn(:c)],

At ). )= .. FrJadep @ity o). g o),

¢ sostitnendo e riducendo g ottiene la formola (21),
La stessa formols si Puo ottenere direttaments dalla formola (18),
Infatti
m !
(M —o)) ! (@,—a) !, .. (2 o—ct, J!e T°

. &m—n:%{m}ﬂ ur_mﬁ?:'_m_l' (m_'ﬂi)k]"'dun_l an [:B"_(m'_'an—rx)h]:

AT [y().p (@) =2

fattoriali degl’indic delle 4, e sostituendo My~+. . .+m, invece dj m,

DT essere, per ipotesi, o, (%) una progressione aritmetica d’ordine m;,
© necessario che, perché il fattore

A“—i—vl‘_“itpi [:13-{—(?7;1—1—. . o —i—mn—-a:iﬁ])fi]
non si annulli, si ghbia Sempre

G — o< m,,

—
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e riguardando al modo della variazione di tutte le %, 8i-conchinde
che dev’essere

e
1 e e ol
T e s ST e T L T N 111
=173 - — — e . ] T -_ = o -__F L E s

Ly — H=1m,,
ovvero, si deve avere contemporaneamente, per I'ipotesi fatta:
My = o =, — o, <, ?;jz,
o —oy <y el
- = ® W & * [ . » . 'I.."E"l? :I:
LR
U™ Gogy g UL l-?{b_.

e la somma dei primi dev’essere sempre

. ml LA + '??3-“_ ?
© percl0 Sara:
my 4 ...+ m,— e =m,
o — Uy = T,
Ry = Ggy = W2,
Ccn—l = mn }
¢ quindi sostituendo si ha la formola (21),

Se

:P1=q12="'_¢n}

dalla stessa formola si ottiene ordine e la differenza costante della
potenza n-esima d'una progressione aritmetica d’ordine m, cioé:

_ (mm)!
(m!)®

I7. Escludendo che la differenza costants sia nulla, i piu semplici
valorl che possono attribuirsi alle m - 1 quantita affetto indipen-
dentl I'una dall’altra (in un ordine perd prestabilito) e che sono
necessarie e sufficienti a determinare un’unica progressione dordine m
insieme con le m progressioni che ne derivano, sono dati dalle due
relazioni:

A= [g(a)]" [A=cp(z)]" . (22)

ﬂuzﬂ]=__.= ] —

(& :l,

m

le quali determinano e definiscono i nmmeri figurati d’ordine m.
Assumendo come prim¢ tgrmine A%w,, dalle formole (15).e (16)

81 deducs:
5 T | p
Aty = ( m—7 )

Arﬂ—p—l — (__ l)m——r (“Fn . i ; p)

e quindi
&a, 4, =(—1r"4da__,.
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Il simbolo (;) definito dalla relazione

(ﬂ)__(ﬂ){ﬂ—-—l)(n——Q)...(n-—m 4+ 1)

m 1.2.3...m ’ }

1 G & un intero positivo ed ® un intero positivo o negativo,

¢ sufficiente a rappresentare tutt’ ; numeri figurati, ammettendosi -

per convenzione

G

La serie completa dei numer, fignrati d’ordine m — » & dunque:

W e ) (02 )

(m r—1 m — m—7r | p
} M — 20 P RS " giis &4

e sl pud dire che rispetto ai termini del periodd centrale, tatti e

solamentes nulli:
0 m—yr—1
M—y)"" " gp_ e

1 nomeri fignrati sj sviluppano simmetricamente verso lo due dire.
Ziont opposte, essendo uguali e dello stesso segno od uguali e di
8egno contrario, secondo che m — & pari o dispari.

Supponendo adesso che le ¢(z) siano numeri fignrati, le for-
mole (21) e (29) diventano:

T { AL __ (... 4+m)! -

i R (= L™

E 2
niy X ]n__ (mmn) ! m\ (Qm nm

‘ {(m)f_- (m ) __(m)(m)"(m)i (24)

@ 8e sl esprime la differenza costante data da (23) in funzione dei
termini della Progressione prodotto delle n serie di numeri higurati,

8. E evidents che qualunque sia n, le prime m differenze di

O\ )n
1(m)j Somo tutte nulle; se =9 le gltre m—+1 saranno:

(6)6)» (2) ("3, (2,

ATl
S,

==
e el A



a PERIODIOO DI MATEMATICA, 29

.i. cosicche ‘
{(i)}: (:5») () (’Ef) +-[gor1) (m T l) (T) o (ﬁfn) (‘2;? Jm) - 26)
Infattl I'espressione del termine di posto x-1 in fanzione delle

differenze del termine di posto & —m—+1, &

m —;u 2 ) (f‘ :
i & quindi:
j(m)]’_ e\ 5 [x—m m)_m & (m—m (m)
é che pué scriversi:
2\V*_&( = \(m+i\(m
{(W)I_Eu (’H—H)( : )(i)’
t che & precisamente la formola (26),
Come conseguenza
g
5 I(a:) ~3 1 ) m+*’) (%) @7)
2W\mlf T 2 \m+14+4\ i )\i)
19. Se nella formola (24) si fa m =1, si ha il risultato noto:
A =n! |
e quindi
4 & =), per m>n.
i S1 ha:
9 ARz = (m—+ x) A=e* -+ m A=, (28)
Infatti,. per la formola ()
| (m-)Ava" ™ = {—1)"(m--z)(m)a-tm)y* "~ . ..
e oo —1) () m)(em —i L L 1) () (),
mAR=1g=1 = (—1)(m)(m— 1) (@tm—1y— ., . .
o= ) — 1), i . AL m) 1), ",
e sommando 1l termine ¢-}-1 del primo svilappe col termine 7 del
; secondo, s1 ha »

(—1)(m-)(m)(@—m—ip= o (— 1)) (m —1),_y(-pme— i~ =
= (—1)(@t-m—i) [(mf-c)(m),—(m)(m—1)_] =

= (—1{e-m—ip=[(mt-@)m)—i. = (m—1),] =

= (—1)(w--m—i)* [(m4-z—t)(m),]| =
= (—1)'(m),(x-+-m—i),
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' che per la stessa formola (B) & il termine generale dello svilappo
. di A=gm, ) -
: Per =0 s ha una nota formola.
b/ 20. Ponendo m--n invece di ny, A"zt & divisibile per m! ed
ko il guoziente si pud trasformare in nn polinomio intero di grado »
[l e sl trova |
\’. A= poin m -z
i m! '_( n )a:n—*_
' m+a\n-+ 1 e =
i) (s et
X m+ %) m4N\8m+1 .
+ (a1 (" ) (#9)
m - m\ (a + 1 + 1 -
+(ﬂ——1)( 4 )( 2 )"‘“"n**"
m + 7) (n 4 1) 16m* 4 30m* + bm—2
;. +(ﬂ—|--1) O ) A5 AR
m 4 n\ (n + 1 m—+ 1\3m* +Tm—2
.‘:;1- B (ﬂ+1)( 6 ) ( 2 ) 8 AR
8 E ;
“E},_L ERRat W N e e E g R R T R .’ i) .'E-'=..".-”"3-':
A= (= A
= } —-—1? )
- Rt
- ﬂmDm—{-l m __: 1) ¥
m! _( 2 ) |
Am(m-t2 (m 4= 2) 3m 11 1y
m! —\ 3 4 !
Am(Q=ta _ (m 4 3) ('m -+ l)
m! ( 4 2 ’
A=(mtH N (m - 4) 1om® + 30m?® + Bm — 9
mi | 5 48 ’
Am()n-ts m - 5) (m +- 1) 3w -L Tmm— 2 __
m! T ( 6 2 3 ?
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LA TRASFORMAZIONE PER RAGGI VETTORI RECIPROCI
e le proprieta metriche delle figure

I. Sieno P, e Py due punti gualungue di un piano e Py, P, i punti
del piano stesso che loro corrispondono nella trasformazione per raggi
vettori reciproci, avente per polo un certo punto O, supponendo, per
semplicita, il modulo d’inversione uguale ad 1.

Poichd si ha:(*)

ﬁﬁl .GTJ’IEGPE . UPIE
1 triangoli OP,Py e OP%,P), sono simili e quindi &

OPy|: |[P,Ps| = [OP%]: |P3PY|,  da cui: |PyPy| = P3Py . 0P

0P| '
0s8la |
e |Ps Py
PP = — 1
it 0P| . [OP’,] ()

Abbiamo tacitamente supposto che P, e Py fossero punti diversi
da O; nel caso invece in eui uno d questi punti, per es. Py, coinci-
desse con O, allora & chiaro che, invece della (1), sussistershbe F'altra;

= 1
0P, oP (2)
Le (1) (2), che danno la distanza di due puni:t in funzione di quella
dei punti corrispondenti nella trasformazione per raggi vettori reci-
proci e dei raggi vettori relativi a questi ultimi, permettono che da
corte proprietd metriche di una data figura se ne deducano altre per
Ia figura trasformata. Appunto & di questa applicazione delle formule
(1)} (2), sopra stabilite, che voglio oceuparmi in questa notieina; (¥¥)
ner §§ 2-4 riunisco guelle applicazioni che sji riferiscono alla Geo-
metria elementare; nei §§ seguenti quelle che riguardano le proprieis
focali di alcune curve algebriche.

*
* ¥
2. B noto come nella trasformazione per raggi vettori reciproci

ad una retta non passante peryil polo corrisponda una circonferenza
che contiene il polo.

Premesso ¢id, mostriamo come dalla relazione

!PlPi‘i "* ‘E-Pal = [_FTF_’HI * [3)

(*) In tuila guesta noticina i) simbolo AB indicherid 1a misura del segmenio AB & con |AB|
indicheramo il valore asscluto di tale misnra,

(') Lidea mi b stata soggerita dalla dimestrazione del feor. di Tolomeo uaats da] Barrzer nei
B0l Elemsenti @i Matematica (trad. CreMowa), Parte TV, 3 1, e da un aceenno alla rresente teoris
the si trova in Sarmoxn (trud. CaEain}, Courbes Panes, § 98],

= g L
-_ - - -
B . Wi ¥
- h

BT
TR oL .
UL i [0 S YT i =
g
P e e TR
'
i

[ 7% H
JI i
I‘:r
g |

Cio

Ak

L L
a P
A

A
Vs

-l = i . e
e e 1 T a
T
f k3 s
> ';—'.'-_-.-b_-'-.:-‘-'i--?f-_‘-':*

A T
T
- =_',f"_:7;-.
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la guale sussiste se P,P, P

2 Sono tre punti di una retta » che 8]
succedono nell’ordine seritto, (*) si possa dedarra per
rema di Tolomeo, trasformand

n '.
LT T
1

Ia (1) il teo- e
o lar per raggi vettori reciproci, preso i
per polo un punto qualunque esterno ad essa.
1% Ed infatti notiamo anzitutto che se Py, P, P, si succedono nel.
P Fordine scritto sn Ia retta o cul appartengono, anche O, Py, Ph. P,
8l suceederanno in quesi’ordine sy la circonferenza trasformata della »
2 Applicando Ia (1) alla (3), si ha
- TAA PPy | [FiPy
o 0F4. [P — [OPy. 0P, OP3]. |OP ’
clog: - I .
i P3P . [OP:] = P:P. 0P 4 [Py . |OP]] (4)
che esprime appunto il teorema di Tolomeo.
Pit in generale, dalla relazione
‘ IEFEl_:]P;_I_’_EI+!EP_EI+---+JPn—1PnPr
ﬁ che lega le distanze dj » punti collineari dispusti sulla retlta nel- o
& I ordine Py, Py, Py, .. Piey, Py, si ha, per la (1), I'altra | i
1 \P% Py ___ IPaPYy L PP 4 M) T
I0P%].JOP4| 0P, [0, OPy. [0Py '

* ] l—dpulllmyn_]l! ‘B) fli g
che lega le distanze (i n-1 punti conciclic 0, P, P,..
81 succedono g Ja cir

Py, che "
conferenza nell’ordine seritto. '
La (5) pud considerarsi come una generalizzazione del teorema di
Tolomeo (4) ai poligoni, di

P di quattro lati, iseritti

In un eireolo.
In particolare se AB

CDE & un pentagono iseritto in up eireolo,
31 ha per la (5):
__|EB B__, DU, |ED|
AE|. [AB| ~ [aC) . AB| " [AD|. &Gl ' Tami

0SSra:

3

JBH~[TBI.[&E[.]DUI—]-iABMACI.IED. (5')
Per il pentagono regolare, dalla {5, si ha

ACI|AD|./EB|= ADL|AEi

la relaziones
&' =3Fd L

che lega le misure 7 o 2 rispettivamente del lato e della diagonale,

"} V. nota (4, Pag. precedente,
(**) Cfr. Supplemento yl FPeriadico di Aitematica, Anno VII, fose. V1. quist. 591,
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3. Mostriamo ora come, per le (1) (2),

possa dedurre quello di Legendre.
Essendo ABC un triangolo
a1 ha

|ABJ". [MC| + [ACP". (MB| = [BO). (| AMP+ [BM]. M) .

Apphieando alla (6) le formule (1) (2),

33

dal teorema di Stewart si

qualunque ed M un punto del lato BC,

(6)
(beor. di Stewart).

quando s immagini di tra-

sformare la figura per raggi vettori reciproei, prendendo per polo il

punto A, avremo:

1 IM'BY|. [C'M

1 [CMy . 1 [B'M
ABT|ACT.[AM| " [ACY [AB).[AM]|
0B
~ |AC. |]AB’

cloa:

AM| ([CM] . |AC| + BN (AR )—

E siceome, per 1’osservazione

AB '(!m‘i | fmg.JAB’f,IE’])

C'B1.(AB|.|AC| - (MB|.|MC]) .

gia fatta, A, B, M, (' sono punti

coneiclici, ed anzi, vertiei di un quadrilatero, non intreceiato, inseritto

m un eireolo, AB, BN, M'¢Y

Ponendo, per semplicita:

la precedente relazione diviene:

e CA sono lati di questo quadrilatero
e AM' ¢ O'B’' ne sono le diagonali,

fled 4 ab)= & (ad - be)

08S1A

abh - ed

€

ced - b

f ?

che esprime appunio il teorema di Legendre,

4. Si consideri una frasversale
di an triangolo P,P,P,. la quale
mecontri i lati PEP;;, P.EP;[, PJPs,l'U
1 loro prolungament;, rispetliva-
mente in M, My ed My: & nota la
relazions

P-; Mj_ J.JH M: P] ME 1 [?}
M, Py M.P;  M,P.
(teor. di Menelaop.)

4."* Bia S un punto qualunque
del piano di un triangolo P,P.P,
6 mdichiamo rispettivamente con
Qr, Qa, Q: le intersezioni delle
coppie di rette (SPi, PoP,), (SP,
PsPi), (SPs, P,P.);: & nots la rela-
zione

L PG PO, g
Q:iPs QP QP

(teor. di Ceva.)
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Applicando a questa la (1),se
il pole O dell'inversione & un':
punio qualunque del piano del -
triangolo, diverso perd dai punti 7/

Applicando a guesta la (1), se
il polo O dell’inversione & un
punto qualunque del piano del
triangolo, diverso perd dai punti
Py, Py, ... Ms, e se indichiamo con
Py, Ps... M5 i punti corrispon-
denti a1 primi, avremo, dopo ese-
guite le semplificazioni:

Py M.P; M.P,

PMy PiM, P.M,

che al pari della (7), pud met-
fers1 sotio la forma:

P}]Mfa .P'EM’I . PJEMFE —
— P}Mrz . P,EME - FﬂMfl i [8}

Siccome, essendo (P, Py, M,),
(Pﬂi PI':'MEJ: [PIIPE:-ME): (Ml! Mﬂr ME)
gruppi di punii collineari, (Q, P,
Fﬂ: ’1): (01 PFE!PPI!MJE)! (0: PFli Fﬂ!

a)y (0, My, Mg, M) debbono es-
sere gruppi di punti concicliei,
Ia (8) esprime il teorema:

Se ¢1,.cs) €3 80m0 tre circonfe-
renze passanit per uno stesso pun-
to (O) e con P'y, Py, P si indicano
respettivamente le ulleriori ?ﬂfﬂ'Sﬂ-
zioni di (¢, Ca), (Cs, €1), (€1, 5), ¢ 3P
unre quaria circonferenza ¢, pure
passante per O, incontra wlterior-
mente le altre tre nei punti M,
M's, My sispetiivamente, fra le di-
stanze dei suddelti punti esiste la
relazione (B).

1,

Nei casi particolari, per ora esclusi, 1 tearemi vengono modificati,

!

S, Py, Py, ... Q. e se indichiamo
con 8", P, P,,...Q% 1 punti cor-
rispondenti ai primi, avremo, dopo
eseguile le semplificazioni;

QP Q.P, Qa.P:

P.Q, P.Q, P,
che, al pari della (7'%), pud met-
tersi sotto la forma:

P&Q'a - P’sQ': . P,Q’z —
=, P;. Qrﬂ 1. Qfﬂp'ﬂ . (SHB’
Siccome, essendo (Pg, Ps, Qu),

{Pal Pl:l Qﬂ]: (Pl'l Pﬂ: Qﬂ)! [Pls Qh S}:
(Ps, Qs, 8), (Ps, Qs, S) gruppi di

punti collineari, (O, Py, P's, Q) B

(03 Fﬂ; PJ:I; Q’s]. . .[U, Pia, Qrﬂ, S) deb-
bono essere gruppi di punti con--

ww
=
Ty

L

¥
L

e

L

!..
5
i

cielici, la (8") esprime il teorema:

Se ¢, ¢g, cz somo fre circonfe-

venze passanii per uno stesso pun-

to O e eon P,, Py, Py 31 indicano
le ulterior: intersezioni di (ca, cs),
(Csy C1), (€1, Cs), € ¢ poi 8¢ costrui-

scono le circonferenze ¢s=(0,S,P}), i@

t's==(0, 8, P%), ¢’s=(0, S, P5), es-
sendo S un punte qualungue del
mano, diverso da O, P'y..., e con
Q1. Q' Qs si indicano le ulteriors
witersezion: di (e, ¢4), {cs, ¢%),
(cs, €3), fra le distanze dei suddelt
punli sussisie la relazione (8%1%),

come facilmente si pud vedere; per es. dal {eorema di Ceva, se per
polo dell'inversione si sceglie il punte S, si ha il teorema:

€ C1, Ca, C3 SORO tre circonferenze

passant: per uno stesso punto O e

con Yy, V', V', 8 indicano le ulterior: entersezioni di (s, cs), (€, ¢1), (¢1, Ca),
con Qy, Q, Qs le intersezioni delle rette QP , OP'y, OP'; rispettivamente
con le circonferenze ¢y, ¢y, s, fra le aistanze dei suddetti punti sussisie

la relazione (8%).
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Per amore di brevith ometto gl altri teoremi che, analogamente
all'nliimo enunciato, si potrebbero dedurre dai teoremi di Menelao e
di Ceva, prendendo per polo della trasformazione uno dei punti par-
ticolari, eselusi prima,

*
* ¥

5. Consideriamo una curva piana, rappresentata, in coordinate ret-
tangolari, dalla equazione
f(z,9)=0. (9)

Supposto che il polo sia O==(m, n), e supposte anche ehe il modulo
dell’inversione sia I'unitd, ® noto che per ottenere I’ equazione

(2, 4)=0 (10)

della frasformata per raggi veiltori veeiproei della {9), occorre servirsi
delle formule :

¥ £

= — o 7 [ m y— N y T T
m-ﬂ_l_yﬂl 1 mg__I_yxg T -

Per le formule (1) (2) del § 1, da aleune proprieta metriche che
sussistono per la eurva rappresentata dalla (9), potremo trovarne
altre ehe valgano per quella rappresentata dalla (10). E di ¢id appunto
che trattano i §§ seguenti, nei quali, dalle note proprieti foeali delle
coniche, vengono dedotte altre proprietd relative a cubiche o quar-?
tiche particolar. Y,

»

6. Applichiamo ¢id che & stato detto nel § precedente al caso della
iperbole; supponiamo ciod che la (9) sia Fequazione

ba* — oy = @),

Mediante le (11), troviamo facilmente per la trasformata I'equa-
zione

(& + %) (0" — 0% — 0%) - 2 (2 ) (b’ — a'my) -
L (6% — a%y?) =0, {12)

la quale, in generale, rappresenla una quartica bicircolare con un
| nodo nell’ origine. |
) Je 1l polo (m, n) dell'inversigne & un punto qualanque dell'iperbole,
allora, essendo

(11)

b*m® —a®n® — aB* =0,

Ja (12) si riduce a rappresentare una cubica e precisamente una stro-
forde. (Se il polo & un vertice dell'iperbole, la sirofoide & retta: negli
altr1 casi ® obligua,)

Se (m, n) b invece un punto che non appartiene all'iperbole, essendo

O’ —a'n® — Q" =0,
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potremo porre: -
o'm A a*n R
’m*— a’n®— g%* T~ ! B’m*— a*n*— a6~
A B
. — ; —— —— D
R n

e la (12) guindi prende la forma:
(27 + 9P + 2 (z® -+ y”) (Az’ — By') - (Ca’® — Dy*=0.

7. Cid premesso, consideriamo la nota relazione
PFy| — [PFy| = =+ 2a, (13)

che esprime la proprieta caratteristica principale dell’iperbole, cios,
che “la differenza fra le distanze (considerate in valore assolato) che
un punto qualunque della curva ha dai due fuochi & costante ed eguale
all'asse reale ..

Applichiamo alla (13) la (1), prendendo per polo dell’inversione
un punto qualunque O del piano dell'iperbole, diverso da T, e %

Indicando con le stesse leltere wunite di apici i punti c:urrispnn-___._';.; I8

denti nell’inversione, avremo:
_IBP] P
[OP] . |OF5|  JOPY| . |OF|
E poiche si ha:
OF, = + Vim - ae)* +n* =5, OFs= + {(m — ae)* + n* = g,

sSari
OF 1 ™ LY 1
[UF1|=;1; 10 3 = l
Ponendo (15)
|EE‘( =01, 1t =1¢'s, |m}i =" J

la (14) diviene
61{3’1 - Uﬂ'?fﬂ = + 2a PJ : (Iﬂ}

Riguardo al doppio segno & bene notare che, per la (13), dovremo
scegliere il superiore o I'inferiore, secondo che P appartiene al ramo
deil'iperbole che ha F, come punto interno o g quello invece che ha

come punfo interno F,.
La (16) esprime una proprieta metrica delle curve inverse di iper-

bole, proprieta metrica che lega le distanze di un punto qualunque
della curva da tre punti speciali (Fuochs) (**) I'y, F'g, O del piano della

curva stessa,

() Come nella (13) anche in questa relazione intendiamo eol simbolo |AB| indieare la misurs

del segmento AB, eonsidarata poerd in valors asscluio,
("™} V. Sawmon (brod. Cuemin), Cousbes planes, 1V, 188 o VI, 354,

+ 9a . (¥) (14) i
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Applichiamo i resultati ottenuti ad alcuni casi particolari.

@) Supponiamo

m=n=10,

ciod supponiamo che il polo dell'inversione sia il cenfro C della iper-
bole: in tal caso la (12) si riduce alla equazione

I 19
{fﬂ’”-l-y’“)=—ﬁ? —{f,—ﬂ- (17)
Si ha poi: . L
UF1=ﬂﬂ' UF2=_'HE
— 1 — 1
YRV .~ S
LF'—ﬂﬂ : CFs ae
e quindi la (16) diviene:
L @ep) —aepy= + 2a ¢,
cioe
__— 2 ,
pl—-pn=i';91 (18)

dunque: In una curva inversa d'iperbole, essendo polo dell'inversione 8l

centro dell'iperbole stessa, la differenza (in valore assoluto) fra le distanze
di un punto qualungue P’ della euwrva da dye punits fissi Fy, F'y (fuochi)
¢ proporzionale alla distanza del punto P dal punto medio C' del seg-

mento F'y F'y; il rapporto 2 —i—.

Se 8 e=12, ciod se I'i perbole & equilatera, I'inversa, come si vede
dalla (17), che diviene

(- y* “=é. (=" —#7), (19)

-

¢ una lemniscata di Bernoulii, e Ia (18) d& per questa curva:
PJJ_P’E = }’E.p,,

la quale eguaglianza esprime una nota proprieta della lemniseata, (*)
che & un caso particolare del teorema sopra enunciato.
Se e e=2 la (18) dj?iﬂl]ﬁ:’
Frl_'ﬂ’ﬂ= = P’s

quindi pud dirsi che: Vinversa, rispetto al centro, di una iperbole la cui
eccentricita ¢ 2, ha la proprietd che in ognt suo punto ha dai punti
¥y, ¥, O (essendo C medio del segmento F', ¥'.) distanze tali che la terza
¢ uguale alla differenza delle prime due.

(") Il lsogo del vertiee di un triangolo 3 enl 1a bass rimane flasz o gli altri due latd 5, ¢ a Ia

mediana m verifieano la relnzione b — e = m ¥2 & una lemniscata di Bernoulli {efr, par esemypio Brior
ol BouQuET, Legons de ghometris analytigue, 64. revue por ArpEL, Parig, Delagravs, 1807, p. 81, ex. 9,

F
Tre

i

il = | u : ¥ s

o - - : M o

= a- L 1 = L e a5y - h gt g lq-rl L1 r, !‘-‘l‘-‘

- s “m _' S e B s = + ) I g

- L R gl e s g e ke e S -’i’f#-—.__.__..- et

b At S i o nlgh] e A b L R e T T e R e

e e S e e e e e i T
= 2 T b - e o . ™ P e
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'..rl -

Per tale proprieth Ia eurva in questione la direi lemniscata diffe-

i
ol
e

———

&
&
il

!
=

o e

o - T
L, . E
=, — 5 et
e ST R Teele e

~ rénziale, La sua equazione, come si vede facilmente dalla (17) & o

r ' 1 i .5* _

@™+ 5 =5 (& — 33,

B - La propriets trovata per Iz lemniscata v differenziale @ caratteristica. Infatti, k
B se deve essere soddisfatta la (19), ciod |PF — |[F'Fy| = |0, essendo P’ un

14 punto qualungue della curva o F;, Fs, (' tre puntl collineari. fra eni C' & medio ghi

' del segmento determinato dagli altri due, ponendo F Q= OFs — 6, se 6 P=(zy9),
abbiamo; B
Ve—3+ @ — Ve F o+ ' == V=" + ¢,
e da cui g
% (@ + 9%)" = 4% (& — 3 "), 9

*. che rappresenta una lemniseata differenzisle.

e Questa curva pud definirsi quindi ecome luogo del vertice di un triangolo, di -

:'-“l'-‘-l-. eui 2 fisgso il lato opposio e la mediana relative a guesto eguaglin la differenza

degli altri due lati. (V, una mia questione pubblicata in Mathesis.) (*)

£ s
mp ‘-':::'.I
i

b) Se prendiamo invece per polo dell’inversione uno dei vertici
dell'iperbole, per es. A = (a, 0), ciod se & m — a, n—=>A), la (12) diviene:

} ; p 1 . 4 ol fl
*1 &L (_T"E' —]—- yﬂ) ‘—I— EE Al _Z_ﬁﬁ yrs_—r_ 1}, (20} -
{z;gi che rappresenta una coneoide slusiana, dotata di nodo (in A).
AF, =a(e —1); AF,=—afe+ DY
: 1 —, 1 (21) 7
W=e—n AT -
e quindi la (16) diviene:
L ale—1)ph—ale+1)pa= =+ 2ay,
C106
(e—1)pi—(e41) ph=+ 2¢'. (22)
In quanto al doppio segno va notato che, siccome al ramo del-
I"iperbole che ha F. come punto interno corrisponde nell inversione
le. foglia della concoide nodata, per 1 punti della foglia stessa dovremo
scegliere il segno superiore, mentre per gh altri punti della curva
i dovremo scegliere 1" infariore. | _
4 Nel easo in eui I'iperbole data sia equilabera, ciod se & e=12, 1a
» trasformata & una strofoide retta, giacche Ia (20) diviene:
F ! ¥ 1 ¥
? (9" 5, (67— ) =0. (23
La (22) poi prende la forma
(2—1)pr— (12 +1) pr=+ 2g'. (24)

(") Marazss, Recueil mathématigue, publié par M.X. Mansion & Neaberg, 2= Seérie, T, X, 1600,
p. 14, e 8=e Sarie, T. L. 1201, pag. 50,
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Poiehe per le (15) &
pr=IF.P|, ¢h=[FsP], ¢ =]AP|,
la (24) ci esprime la seguente proprieta:

Sull’asse di una strofoide retta esistono due punti Fy, Fa, ali che
per un punto P qualunque della strofoide si ha, indieando eon A il nodo,

(¥2—1). 2P| — (2 + 1) [F:P| = = 2 AP/, (25)

dando al doppio segno il significato sopra atiribuitogh.
Facilmente possono ofienersi le coordinate di I, e I (conside-
rando A come origine); per le (21) si ha infatti:

— 7] —— -
Al = —1 ——fa_l_l; AF,= -1 ¥ 1.
@(y2—1) R ¢ (y2+1) 2
Indicando con « la distanza del vertice della strofoide dal nodo
(parametro), cioeé ponendo (23) « =§£—1, le precedenti divengono:
AP =2x(2+1), AF.=—2a(12—1). (26)

La propriela trovata & caratberislica per la strofoide. Infaiti avendo sopra una
reita (asse z) tre punti: A =[0,0], Fy = [2a(}2 4+ 1),0], Pa=[—22{V2—1),0],
o supponendo gh assi z, y rettangolari, eerchiamo il lnogo dei punti P’ ehe =od-
disfano la (25): avremo:

(V2 —1) Y[z —22 (1 +-V2) P+ 2 — (V2 +1) V& +2 (12 —1) P+o* = +2Y 273 3¢ -
@ successivamente:
(3—2V2).[x* + 9* —dazx (1 +17) + 422(3 + 2VZ)] +
+(34+2V2). [ +y — 42 (y2— 1) +422(3 —2y2)] —
— 2 V2o y*—dax(1+V2 )+ 4a(3+ 2YZ) |, [s*+y*+4a2lVZ —1)+4ar(5—2Y2)] =
=& (2* 1 9°);

8 (x* + ¢y —4dzx | 122 L Eﬁ {441:1: Y2 — Bn’ff‘]—
— V{:J:E + oyt — daz + 12232 — (daz Y2 — 8x2 Y2 )* = 2 (a2 + »¥);
a® -y e dux 4+ 4xt = §(° +y* — 4oy 4 1225 — B2x* (¢ — Bo)?;
(* 4 y®  doew + 4237 — (2% 4 32 — das |- 12237 — 3209 (x — 2a)%;
(#* 4 9" 4 8a?) (2 —a) = — Bz iz — 22)°

z (2% + 5%+ (2 — ) = 0

che rappresenta una strofoide reita.
b

Trattiamo ora il caso particolare, che finora abbiamo escluso:
snpponiamo ciod che il polo dell’ iuversione sin uno dei fuochi del-
I'iperbole, per es. Ty = (ae, 0).

In tal caso la (12) diviene

b (& ) + 2ueb* o (1 + y?) + b — a*y? =0,

e finsnlmente:

0SsIfA!
. el

(‘fi =i it B ') 9— ﬂf (" + ")
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e ponendo

la precedente diviene
(2% -+ " 4 B} = o® (=* "),
che rappresenta una conchiglia di Pascsl. Considerandela come con-
coide di cerchio, § & il diametro del cerchio divettore ed « & il seg-
mento addizionale.
Siccome per le (27) si ha
—B—zﬁ-'}l. clogé B> o,

&

la Conchiglia di Paseal e nodata, come gia avevamo osservato dalla
{12) ed il nodo & in |
Dalla solita relazione (13) si ha in questo caso:
1 [FP

e

—= — — % 2qa,
IPFy|  |FF. |P7H, |

08818 : o o - b
: ’F;EFF’ s 'P'Fxg = =+ 2a ;F;EF:II . ‘_P_JFII (28]
e poiché, avendo:
FoFy— 2 3 F.F 1 B?— o® 29)
2L1—auage, SAli gty — G 218 . [

la (28) diverra:
1 —

£ - PR+ [Py ==

. ¢ Eﬁ
0SS} : o B
,.+._H.[PIF:[‘—"—IE.IPJF'H’:%(ﬁﬂ'__ﬂfji :
e ponendo L o
) JPFF]’ - PJ:[ ! IP;FF'J' — F’rﬁ ,
s1 ha:

tapy+fei=1(6"—u?y. (30)

In quanto al doppio segno si deve considerare (13) il superiore o
Finferiore, seconds che P appartiene o no alla foglia della conchiglia.

Questa relazione esprime la seguente proprieta della conchiglia
nodata;

Sull'asse di una conchighia di Pascal nodata esiste un punto Iy, tale
che, essendo T, i nodo, P un punto qualungue della conchiglia, a e f
rispettivamente I nisure del segmento addizionale ¢ del diameiro del
cireolo direttore, si abbia la (30), scegliendo 1l segno (1) se P' appas=
tiene alla foglia ed il segno (—) nel caso contrario.

Per le (20) si ha subito I’ ascissa di F's, considerando F, come
origine; si ha eiod
{;ﬂ T Bi

23
I punti F; e ¥, sono fuochi della conchiglia.

Fng'z

(31)

B g b T
- x y R
=] [ ey T g x
e, L . R L —1 L=
ol o i o ey i e - = x .
“u gy
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Questa proprieta & caraiteristica per Ia conchiglia nodata, — Si voglia infatf

cercare i luogo geometrico dei puntt P che soddisfano alla (30), essendo ", F
Iﬂ__B‘l

48
—
derando cowne asse 2 In retia FsF, e come asse y la perpendicolare 3 questa,
condotta per Fy, ponendo per semplicita
E Ei

2

f*—oc® ;
. Consi-

due punti tali che la lore distanza sia uguale a ciog &

=g, (32)

fKvTremo:

+afz'+ 2 4 Yz — o Ty =4 {} —a?)
e Bluecessivamente:
[u_‘.i {2.2 -+ Fi} -+ ﬁﬂ fIi - yﬁ‘ oy EEIH! _—— 4a:ﬁ2 ($= + y!J {zﬂ _I_ f}" — Dex _I_ EE} -

I[Ef.i + I:..'.'}(mz + ?,""‘,Jj -+ 4::%‘.;!.‘2—'15'5{? {ﬂ_i + HEJ{'&"E+ yil _
—T B® (e - yﬂ‘}}# 3 Bcigﬂﬂ:ﬂ (mi_l_ yz;l st 45‘2;._.;2':2 I:.‘Ii + yij ;

EE YO — BT — 4Bt (2 4y (2 BY + 45t — daRB (a8 b )
e tenendo conlo della (32), sopprimendo il faltore comune («*— g2,
@+ ¥ + 282 4 Bt = ot (* 4 47,
(2" + o* + B)® = o2 (20 4 4 . e, d. d.

eioe:

(Continua)

G. Carposo-Lavyyes,
Monza, maggio 1904,

RETTE BISETTRICI E PIANI BISETTORI

Nota di Geometric deseriitiva

Se, come sembra razionale. fondamentali sono da chiamarsi guel
problemi che non sono corollar di altri, e da cui, per converso, de-
rivano le soluzioni di questioni importanti, quell’epiteto sembra di
pieno diritto appartenere ai problemi che hanno per fine 1a costru-
zione delle rette hisetirici degli angoli di due date rette e dei plani
bisettori dei diedri formati ga due dati piani: infatti, risoluti che
s1ano, inmumerevoli questioni relative a triangoli, tefraedri, ece. non
offrono piu aleun ostacolo teorico o pratico. La ragione per la quile,
¢10 non ostante, quei problemi, negli ordinari trattati di Geometria
descritfiva, non sono annoverati fra j fondamentali devesi, a parere
mio, ricercarsi nel costume generale di risolverli ricorrendo a ribal-
tamenti. Ora tale procedura (prescindendo anche dal fatto che ma-
schera il vero carattere di quei problemi) sembra consigliabile evi-
tare, perche, gnardando al fondo delle cose, & facile persuadersi come
at ribaltamenti spetti I ufficio di ausiliari mdispensabili soltanto n
quelle questioni owe tra le cose date o le domandate si trovino grandezze
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geometriche (angoli, segmenti, diedri, ecc.). (*) Che in particolare: ribal-
tamenti possono evitarsi mells trattazione delle emmeciate questioni,
PUr 8enza ricorrere in eccessive complicazioni, risultera dalle linee
seguenti, ove di esse sono esposte soluzioni dirette fondate sopra le
Osgervazioni seguenti: I. Le bisettrici degli angoli di due rette », g
(segantisi in un punto A e sitaate in un piane «) sono gli elementi
comuni alla nvoluzione eircolare ( esistente nel fascio (A, 2) ed all’in-
voluzione I avente 7, g per raggr doppi. — [I. 1 piam bisettori dei
diedri formati da due piani o, T (segantisi nella retta a) sono gli ele-
menti comuni alla involuziene cireolare C esistente nel fascio di piani
di-asse « ed all'involuzione I avente o e t per piani doppi.
Nell'esporre le sohizioni dei dett; problemi adopereremo il metodo
di Monge; ma Iintelligente lettore non tarderd a riconoscere come
lo scheletro di esse rimanga intatio nsando la proiezione centrale.
|. Supponiamo anzitutfo (fig. 1) che le rette date (», 8) non ab-
biano aleuna speciale relazione di posizione con gli elementi di rife-
rimento.

Fig. 1,

Le cue proiezioni di una figura situata nel piano a, sono affini:
Fasse d’oaffinith & la retta a=—gn" che wmisce il punto R,=)" gl punte
Se = ¥} allora le due protezioni di wno stesso raggio del faseio
(A, @) sono retie eche si tagliano sopra tale asse. Nell'anzidetto fa-
sc10 esiste un raggio mn parallelo &l piang orizzontale; la sug proie-
zione verticale ¢ lg parallela m"” econdotto da A” alla linea di terra:
' se ne deduece in tonseguenza, ricorrendo all’asse di affinita gia
traceiato. In quel fascin esiste un raggio #» perpendicolare ad m;
stccome I'angolo retto wmn ha no lato (m) orizzontale cosi la sua
proiezione orizzontale & un altro angolo retto: n’ e quindi 1a perpen-
dicolare condotta da A’ g in'; 0 se ne deduce. In modo perfettamente
analogo si costruiscano Je Prolezioni dei lati dj quell’angolo retto pg

del fascio (A, «) di euj un lato p & parallelo al plano verticale,

(") Ad es 11 problema- " rappresentare il cerehio X di eul si conosve il piano r=[n, #], il
tentro O=0', 0'") eq §i raggio »,, che a snole ordinarinmente risolvers rieoTrendo & ribaltamenti,
b seiogliersi pin direttamente cos), Si considerd nel piane r Yorizzontale p = (p', ") passnnte
rer O e lo retta g condotta da 0 perpendicolarmente n Pi ¥ e @ saranno (ip direzione) le proie-
zioni orizzonlali deghi assi della slisse X’ proiezions i K sul piane orizzontaie 1. L Tunghezzn
dell'asse 5 sarh 9r o guelln dell'agse 4 sary o eoe (2, 2n); onde K° @ plenamente individunta, K*' si
determineri similmente, Oppure rieorrpnde all'afinith che esigte fra K" e K,
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-Ora I'involuzione circolare C s proietta evidentemente nella invo-
hizione (ellittica) ¢ determinata dalla coppia m, n': ?, ¢; e Vinvo-
zione 1 si proietta nell’involnzione (iperbolica) I' di cui ', s sono i
raggi doppi. Quindi i raggi comuni alle due involuzioni C" e I’ sono
le proiezioni orizzontali delle bisettric: 2, y cercate; z” e y” ne se-
guono tosto; ed il problema & risoluto.

Notisi che in questa soluzione non s fece alcun uso delly linea
d1 terra (la guale non venne neppure segnata sulla figura).

Se¢ una delle date rette trovasi in un plano perpendicolare glla

linea di terra (ed & quindi individuata da due suoi punti), del punto A
8i pub trovare Ia rappresentazione e dal piano « I'asse d’affiniti;
fatto eid, il resto della soluzione non soffre alterazione aleuna, Che
se poi enirambe le date rette si trovassero in un piano perpendico-
lare alle linee di terra, per risolvere la questione non v'ha di me-
glio del ricorrere ad un piano di profilo, anzi di assumere come tale
il pizno delle due reite.
} Ossemvazione. — In modo del tutto analogo pud risolversi la
questione che segue, di eui quello che precede & un evidente caso
'g .8peciale: “Una contca I' & individuata dal sno piano t=[#, ] e
dalle proiezioni orizzontali (o verticali) di cinque suoi punti: deter-
‘minare le proiezioni de’ suoi assi -+ Infatti tali assi sono i raggl co-
munm a due involuzioni; ciog: all’involuzione 1, formata dai diametri
coorugati di T, ed all’involuzione circolare C attorno al centro O di
tale curva. Ora Ja proiezione orizzontale dj [, essendo la involuzione
dei diametri coniugati di T, pud costroirsi con un noto procedimento,
mentre per ottenere (' serve la costruzione superiormente esposta;
1 raggi comuni a queste due involuzion] sono le prime proiezioni degli
ass1 domandati; le seconde me conseguono fosto.

2. 1 piani dati siano (fig. 2) in posizione generale rispetto ai piani
di riferimento; siano &, s, le tracce del primo, ¢, ¢z quelle del se-

g Ty

o

ey i -l

T T e T e, [T

S

condo; costruiamo anzitutto le tracce Ty, T: e le proiezioni «, a”
della retta @ in cui essi si tagliano. La retta o o asse d1 un fascio
di piani nel quale esiste una involuzione eireolare C, la quale & se-
gata dai piani fondamentali secondo due mvoluzioni (ellittiche) (,
¢ (s, che ¢i proponiamo di individuare. -

Consideriamo a tale secopo il PIANO 1 == (1, Iny) prolettante la
retta @ sopra il piano orizzontale: m, coincide con ' o iy & perpen-
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dicolare alla lines di terra; consideriamo pure il pano v =(»n,, %) ST
passante per ¢ e perpendicolare g It; #y € la perpendicolare condotia %7
da T, 2 un, 15 ne consegue; my, 7, & evidentemente una coppla - s

della involuzione U1, mentre gy, n lo & della (. Un’altra coppia p,, Gi

Vel |a

s della Cy si ottiene similmente considerando il piano che proietta la
” retta @ sul piano verticale e quello condotto per g perpendicolar-
X mente ad esso.

& Cerchiamo ora i raggi comuni alla involuzione (ellittica) (13, 7213
W, P1, i) ed a quella (iperbolica) avente $1, h per raggi doppi: daranno
T essl le fracce orizzontali o, Y% del due piani richiesti: quelle verti-
% cali ne conseguono subito,

Nel cgso in cui mmo dej piani dati passi per la linea di terra (o
28 sia quindi determinato mediante un punto) trovats la intersezione

dei piani stessi, il resto della soluzione precedente & ancora applhi-
cabtle nella sua sostanza,

E se poi entrambi i pizni dati contenessero la linea di terra, per
determinare i piani bisettori de;j dredri che essi formano Vartificio
migliore consiste nell’usare un piane di profilo.

11 Genova, 23 gingne 1904. ,
Tlu- ivo Loria. |

¥ .i':E:,;. Iﬁ;_Lrh.;'-':'_.‘I;

et 2

' RISOLLZIONT DELLE QUISTIONT 657, 68 5 672

657- 1°. Le tre iperboli circoseritte a un triangolo, tangenti nei vertiei @i
2 questo alle yimediane corrispondenti ¢ aventi per centsi i punti meds def lati op pogti,
hanno per assintoti le rette i Wallace relative ai punts medi depli arehi che gls
stessi lati determinano sul circoly 1 eoseritio,
2°. 1 piedi delle veviane dei punti appurtenenti ¢ ciaseuna delie tye iperboli sono
. eireoli che pussano per it cenivo della enroa.

(G. Biasi.
Risoluzione del sig. Gandini. R. U. di Pavia.

1° Sia ABC i triangolo date, A’ il punto medio di BC, AK Ja simediana con-
dotia per A, v, I’iperbole eguilatera di centro A’ e cireoseritia ad ABC, AA, un
diamatro di v,. Abbiamp:
BAK = 4,AC = AAB

dungue BAK e BA;A sono Inversamente uguali e quindi, AK & tangente & vya. (%)
Inoltre gli assinioti di Ta sono paralleli alie bisettrici dell'nogolo BAC e dell’an olo
ad esso conseguente. Siano M, N i punti d'incontro degli nssintoti con AQ; R, S

gli esiremi del diamelre (normala a BC) del circolo cireoscritto ad ABC. Essendo
A'M paraliela ad AS AVI8Mo:

A'MC = SAC = SRC — AR

(') 51 fa pso dej teorema: S= dagli estremi di un diconetro di un*iperbols equilatera i prolsituno
i pungi delliperbole stessti o olengono die Fasel dF vupgi inversuments nguali,
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quindi i punti C, A, M, R sone sal cerchio di diametro CR; allora RMC 3 retto
ossia‘la A'M 2 la retta di Wallace di R. Anglogamente In A'N e la retta di Wallace
di 8. E evidente ehe esisie una sola conica circoscritta ad ABC, tangente ad AK
e & centro A', si conclude quindi che questa conica dovrk essere la Ta.

2°. Sin P un punto di v, e P., Py, P. i pedi delle ceviane relative a P;
sia H= (BC, P,P,). Gli angoli ABP ad ACP somo imversamente ugnali, quindi i
punti B, G, Fy, C; sono su uno stesso cerchio, ¢ allors si la:

HP,.HP, = HB.H(C: (1)
inoltre (HP,BC) = — 1, ciod:

HB.CP. +HC.RBP, =0, (2)

2HA'. HP, = HP, (HB - HC) = HB (HP, — H() + HC (HP, — HB) +
+2HB.HC=HB. CP: + HC.BP, + 2 HB. HC,

HP,.HP. = HA’, HP,

ciod i punti Py, Py, P, A" sono di uno stesso cerchio.

e per le (2), (1) a1 ha:

668, Eiisiono sei coniche (ire ellissi e tre iperdoli) concentiiche a due a due
(1tn’ellisse con un’iperbole), circoscritle ¢ vin triangolo ABC e tali cha se le ceviane di
un loro punto incontrano i lati corrispondenti in D, B, ¥ ¢ il cireolo DEF faglia
per la seconda volta gli stessi lats in D', B, W', le reite AT , BE', CF" g’tncontrano
i un punto delle stesse conica. T ceniri delle 3oi coniche sono i punti meds dei lati
del iriangalo e ciaseuna conica contiens due punti del yruppo di Gergonne; le sei
coniche s'inconirano per conseguenza a tre a tre in quests quatiro punis,

Le sei coniche sono sispattivamente tangents nes vertici del (riangolo alle biset-
irici degli angoli interni ed esterni, le quali bisetéirici sono ¥ luoghi dei centri dei
eircoli che passano per | piedi delle ceviane dei puntt apparienenti alle coniche ad
¢esse tangenti, (+, Biasr,

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.

Siano 8o, 8., S, S i punti di Gergonne di ABC; A', B, (' i punti medi dei
lati, Ay il simmetrico di A rispebto ad A’, Sia:

H;= (AR, CS;). K; = (AC, BS)),
con i=|(l), 1, 2, 3); avremo:

AH, = AK;. (1)

I punti ABCAS,8;, ABCA;S:8: sonp su due coniche Yoi, Tea eoncentriche in A'.

Infatii segando i fasci B (ABpSiAy), C(AS:S:4:) rispettivamente con AC ed AB
s1 oitengono ls punteggiate (AK,K; @), (AHuH; o), 1o quali, per la (1), sono proiet-
tive. Analogemente segando con ¢ AD rispettivamente i Tasci B (AS;S3A, ),
C (AS:8;A,4) si ottengono due punteggiate che per la (1) sono proiettive. Si hanno
poi altre quatiro comiche yox, Yia; yos, vir concentriche, le prime due in B’ e le
ultime due in C. Sia P un punte qualunque di vo o di ys3 ¢ H= (AB, CP),
K = (AC, BP).

Si ha: AH = AK .

Infatti segando i due fasci projeiiivi B (AS,P4,), € (AS,PA,) rispettivamente
con AC, AB otheniamo le puuteggiate

e quindi per la (1) si dednee che AH — AK,
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Se il ‘punto P appartiene invece alla conica ves allora basta scambinre naﬂ_&;_f’_i

———

precedente dimostrazione 0 con 20 con 8, Viceversy: Se si ha AH — AK il pumio P°

apportiene a o, p @ Y3,

Sinne D, E, F i piedi dells ¢eviane di un punto qualungne di una delle co-

niche Yo, Yas; avremo PET quanio 8'é visto precedenfomente AR — AT guindi il
Inogo del ventro del cerchio DER & rispettivamente la bisetbriee interna o esterna

di BAC. Se I, B, I sono | punti d'incontro del cerchio DEF o lati di ABC

avremo: AK = AF, e per quanto s’& visia sopra, tl prnfo (BE, CF") apparterra
f Yo1 0 R Yas. Inoltre le tre ceviane AD, BE', OF passano per uno stesso punto.
lufatti dal noto teorema dj Carnot: Se wna conica tega ¥ lati BC, CA, AB @’un
triangolo in D, D' E,E; F,T: si ha:

BD.CE.AF _CD'.AE.BF
CD.AE.CF _ BD Cw ., AR’ .

si deduce che, ze o ceviane AD, BE, CF passaue per uno shesso punto, il
primo membro della relazione d Carnot diventa ugnale all'unita negativa, e quindi
anche ATV, BE' (F PASSAND per uno stesso punto. Quando in conica @ i cerchio
allora rientriamo appunto pel nostro problema. Per il caso del cerchio Ia relazione

di Carnot si ricava molto lacilmente moltiplicands memibro a4 membro le trglﬂ--l;f_.:'
ugnnglianze: - ﬁ

AV _AE BD _BF ©F _ (D

AR AT ° BF " BD * CD i

Le biseitrici, tnterna ed eaterna, di DAC S0no0 rispetiivnmente tangeni¥ a Yo, T8, i
Ci0¢ queste due coniche s segano ortogonalmente in A, 3
Infatti sia P’ un punio quaiungque (diverso da A) di una delle due bisettrici: -

F]
(¢

e H = (AB, CI'), K = (AC, BP); avremo: AW’ =+ AK’, (% Dungue per quanto gif ¥

sappiamo P’ non pnd essers sulla conica corrispondents alla bisetirice considerata,
la guaie sara quindi fangente in A alls conica suddetta,
Le dimostrazioni fatte valgono naturalmente anche per ie coniche vos, Y1a; Yoa, Y1a.

*
. ¥ L} -
672, o M ¢ un punto @i wno Tegld asginlodi di unm perbole di centro O

€ delln guale § inochi sono B F e a, b soneg lg {unghezze e’ syopi semiagsi, di-
mostrare lu rela=ione

(MF* + MF°— da?)’— 4 (WP 7 4a%2) =0,

: E.-N. Barisigs,
Risoluzione dei sig. Gandini, R. U. di Pavia .

L'espressione data possiamo anche seriverla cosi
(MF? — MF2)°_ ggo (MF*+ 3) + 16a? (a° + 39, (1)
Abbiamo poj

e

MF = OM® 4+ OF —20M . OF cos MOF = O™+ a2 ¢ 3t — 04 OM, (2)
MF=W+HE+LE+2m.m. (3)

Sostitnendo con le (2), (3) nella (1) essa si annnlla.

(") Se P {osaa snlla bisetirice interna p se AF fosse vguale ad AK’, s dedwrrebbe foeilments

AB = AC 11 ehe in generale non & So P’ fomse pol sulla hisetirice csternn e ae AR’ — AK', =i

avrebbe In reiazione agsirda B;{ij <F'HA = P’HIE;'A < BAC(,
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QUISTIONI PROPOSTR

677. Sia M un punto variabile sopra una ellisse che ha per fuochi
F, F'. 11 luogo dei centri di similitudine del circolo mseritto nel trian-
golo MFF' e di un ecircolo fisso s compone di due coniche.

678. Essendo M un punto variabile sopra una ellisse di fuoco F,
st cousideri il eircolo ¢ avente M per centro ed avente per raggio
n.MF, ed un circolo ¢ di centro ( e raggio R.

a) 11 Inogo dei centri di similitudine dei dye eireoli ¢, ¢ si compone
di dne coniche.

b) Be il raggio R resta fisso, si trovi quale deve essere §] Inogo del
centro U affinche eiascuna dj queste comiche sia: 1" un circolo; 2° ung
parabola; 3° una iperbole equilatera: 4° una coppia di retie.

679. Si consideri un rageio fisso OA ed un raggio mobile OM di
un ecireolo. Trovare il luogo dei vertici della iperbole che pagea per A
ed M ed ha per assintoti le perpendicolari condoite ad 0A od OM
per 1 loro punti di mezzo,

680. Siano A, B, C, D quattro punél coneciclici di una iperbole
equilatera. La retta di Simson del punto D rispetto al triangolo ARC
passa per il centro della iperbole,

b81. Per due punti Pe Q di un piano si conducano le corde PAB,
QCD di nna eonica parallele ad una direzione variabile. Trovare
Pinviluppo della iperbole equilatera ¢ guello della parabola indivi-
duata dai quatiroe punt1 A, B, C, D.

E.-N. Barisrex.

g —fp—

—=3
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S. CATANIA. — Aritmeticn razionale per le seuole secondarie SUpPEriori.
Catania, N. Giannelli editore, 1904, Pag. v-184 (L. 1,60).

Nel fascicole marzo-aprile 1903 discorrendo sull’ 4ritmeticn generale ed Algebra
elementare di (3. Prano (Torino, Pardia, 1602) alguravo che I bonti di questo
iratlalo — vinte le difficolth che Oppomevanc il simbolismo logico-matematico o
I'eccessiva condensazione del testo — indncesse qualche volenteroso docents )
sperimentarlo per s¢ e per Ia seuola. Un tal desiderio & oggl realizzato in gran
parte, mercé l'operettn, che Pegregio prof. 8. Catania ha testd pubblicats, e sulla
quale mi permetio di richiamar 'attenzione dei nostri colleghi,

11 prof. Cataunia ha estratto dal libro del prof. Peano (il quale di buon grado
assentiva ed incoraggiava) le parti meno elevate dell’ aritmetica — guelle insomma,
che pin interessanu la scuola medig — e le ha riprodotte fedelmente con la serit-
tura ordinaria (salvo qualche legpera e inevitabile modificazione) studiandos; d;
tonsarvare al possibile il Ioro nativo sapore. N'é uscito un trattatello, che nella
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forma, e un po’ anche nella materia, si distingue dagli aliri 1ibri d'arilmetica:
ed & atio a fornire uuag giusta ides deij vantaggi, anche didattiej e pratici, ¢he i
potrebbe ritrarre da un weo disereto dei Prineipi & dei meiodi che informano la
Logicn algebrica.

Ho per formo che questi Elementi non sj troveranno di piii diffieil lettara, o
di stratbura men semplice, di fronts ai Iibri di testo comnnemente adobtati nelle
nostre scuole medie. Albri ne parlerqi con maggior diffusione; jo qui mi ristringo
A quesio brevissimo cenno: liety di poter senza scrupolg raccomandare un Javoro,
che potra far de] bena all’insegnamento,

ocentia. N, 22, — J. W, (imps. Liagrammnes ef surfaces thérmoding-
miques. Paris, Naud, 1908,

Questo volumetto del Gibbs, tradeito in francese dal Roy, & una sostanziale
© COncisa esposizione dej mefodl usats dall'Autore, per rappreseniare con dig-
grammi i fenomeni termodinamici.

Al diagramma elassico dj Clapeyron, egli fgginnge due diagrammi naovi, il
diagramma entropico che si indirizza all’entropia ed alla tensione corrispondente,

la temperatura ed m seeondo nupwo diagramma, che assuyme per coordinate il -
volome 8 U'entropia. 11 diagramma volume-eniropia & 1a prefazione necessaria allo P

stndio della superficie wIumﬂ-entrnpin-energia-

H poto che alecans di queste idee hanno ancora ira noi vilorosi sostenitori; -
umo 1 gquesti fu il compianto prof. Bertoldo. ehe ns sviluppd buona parte oe] '

"uo opascolo J diagrammi entropici delle motriei a vapore. Tra i viventi debbono
essere ricordati il prof. Garuffa e il prof. Rossi.

Ritornando al volume del (zibbs, diremo che questo, dopo uuna inkroduzione
di Bruhnes ed yng Notizia biografica e bibliografica su W. Gibby, & diviso in

Nella prima * Metod; grafici nella termodinamics dei fluidi | parla dells pro-
prieia dei diagrammi e stabilisce | paragone del diagramma eniropia-temperatura
col diagramma ordinario; quindj definisce il disgrammas volume-entropia,

Nella seconda * Metodo dI rappresentazione gaometrica delle propriets termo-
dinamiche dej COXpl ¢on superficia » 42 il meszo (; rappresentars il volume, 'eybro-
pia, 'energia, 1a pressione e la femperatnya: quindi passa & slabilive e proprieta
delia superficie, relative alla stability dell’equiiibrio termodinamico; o dopo avers
discorso dalle proprieti essenziali delln superficie termodinamica per le sostanze
che si presentano negli stati solido, liquido, gassoso, chinde hesin rassegna con
alenni problemi relativi allp superficie di energia dissipata.

1l Bruhnes terminandeo la sua introduzions; dice: Saremo felici se gnosto libro
venderd pir accessibile a lettore To sindio delle rappresentazioni geometriche in
termodinamips. — In tobti Casi, vi sard profitto nel rilegeera e meoditare gh
seritti di uno dej ru pensatori della nostra epoca, non lasciando sterile eid che
s1 potrebba chiamare il lavoro puramente scolastico del commentatore, nel senso
di avere probabilita di Scoprire del nuovo col solo studio di meglio penetrare il

800 pensiero,
F. Lexzi,

GIomao Lazzert — Drretlore-responsabile

Finito di stampare 11 26 agosto 1904




SULLE OPERAZIONT
FRA NUMERI DECIMALI APPROSSIMATI
€, in particolare,
sul ealeolo delle parti proporzionali
nell'nso delle ordinarie tavole lﬂguritmo-h'ignnum&triehe

(Continuazione ¢ fine r. fasr. precedente)

2. — Errori prodotti dal prineipio delle parti proporzionali,

S 40. Abbiamo trascurato fin qui I'errore prodotto dell’ammettere
il principio delle partl proporzionali e (nei §8 24 ¢ 30) anehe altri
errori dei quali parleremo fra poco; ma tutti questi arrori s aggiun-
gono agh errori I ed (§ 31), e guindi pud sorgere il dubbio che n
qualehe caso essi possano esser tali da rendere illusorie aleune delle
cifre ottenute colle regole indicate. E vedremo che per le ordinarie
tavole det logaritmi de]le tfunzioni trigonometriche questo dubbio &
grustifieatissimo.

C1 proponiamo dj dimostrars che per 1 fipi di tavole da ne con-
siderate nel eapitolo terzo (e dentro 1 limiti da o stabiliti per x,). tale
dubbio non sussiste (*); e pereid cercheremo prima dei limiti supe-
riori per tutti gli errori org ficcennatl, e pol, confrontandoli coi limiti
superior! inabbassabili dei corrispondenti ervori [ ed ¢, faremo vedere
che 3 primi sono sempre molto minori dei secondi e che, nel caso pi
stuvorevole, i primi sono certamente minori di tre decimi dei -corri-
spondenti secondi, 5

8 41. Indieando con gr. @ eon g1, gli errori prodotti dall’ammettere
1l principio delle parti proporzionali, nella vicerea diretta e nelln
ricerca inversa rispettivamente, quando sia

7= La,
abbiamo visto ([N,], S 4) che il primo & sempre per difetto, che il

(") Questi tipi difforiseono alquanto da gaalli ehe 1ndicammeo nelly conclusions della [Nzl A
fueste modificazioni sinmo stall condotti sin dalle stndio che org gni riporiiamo e nel quaie Bj
vonsidern anche In rigeren mversa (mentre naljx (Sel 51 considard selo ia Ticercn diretta), ia dal
Paltre stodio, ewi necennammeo m uni nota al § 28 & ghe pubblicheremo Prossimamentie,
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secondo & sempre per eccesso, e che, in valore assolutfo, sono sempre, : (i

rspetfivamente minori B
-

MAy 1

8 fb"ﬂtl

i . Ax . my
d1 e di _B*XE'E’

dove M & il modulo dei fogaritmi volgari. Abbiamo pure visto che
ambedoe questi limiti calano al crescere di a, (per il primo ¢id & ovi-
dente), Come abbiamo anche visto che per or:Az=0,5 gli errori
stessi, sempre in valore assol ufo, sono, rispettivamente, maggiori

- MEE 1 . EE Lo
di 3 X.T;E e di _8_ -

Ly

Per cul-indicando con v, e con Yulin val ass) dei Jimiti Superiori i
inabbasgsabili d; g1 e di g'v, per z compreso fra =z, ed &y =z Ax,,
sara eertamente o

MAz" , 1 MAZ' 1
(29) 8 Xa<h<—g-X:r,
EE Tg ' Ei T
(30) 8 XE:; <t < 8 N pE
§ 42. Dalla (29), ricordando che : ﬂ = )

M =0,43429 44819 03251 . .

e mtendendo sempre di comsiderare come cifra delle unitd di g, 1'nl-
tima cifra della mantissa di Yo, 81 ha (qualunque sia z e per tutt'e . -
due i tipi di tavole considerati nei §§ 19 e 20) g

0,000054 <y, < 0,005429; il

che si ottiene ponendo x, = 10000 {0 z, = 1000) nel limite superiore, e
Ty == 99999 e quindi =, = 100000 (0 2=19999 e quindi z, — 10000) nel
limite inferiore: mentre 3 sempre A=1 (§ 32).
~ Dalla (30), intendendo sempre di considerare come cifra delle uniti
di ¢, I'nltima cifra del numero w,, per il primo tipo,
8¢ 10000 < ay < 43454 , si Ia 0,0000028 << vy, < 0,0000126 ,
" 23400 = mp, < 99999 | : 0,0000012 < y4y, < 0,0000029 ; s
mentre, corrispondentemente, i
siha 100> Ay <435 | da cui 0,0022 << X’ < 0,0100,
Bsidy<100 , 0,0100 =< A" < 0,0233. e
B per il secon do tipo, ;% "%:;
" I000s 2 <4862 , siha 0000028 < v, < 0,000126, |
» 4368 < z, <9999 | . 0,000012 << ', < 0,000029 ;
mentre, corrispondentemente,

81 ha 10 Ay <44 , da cuj 0,022 < A < 0,100,
. 4 Ay =10 . . 0,10 = 2 =< 0,925,

Ed ora, confrontando il limite superiore di vy, con ) e i vari limiti
Superiori cosi trovati per Y. coi corrispendenti limiti infeiiori di A
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sl vede che 1 primi sono sempre minori di un centesimo dei COTTi-
spondenti secondi.

OsservazioNe L. — T limiti di ¢., e di ¢’y sommati coi eorrispondenti
limiti di ! e di ' dauno dei limiti, superiori e inferiori, per gli errori
complessivi g1 e g'.+ ' che si commeltono colla interpolazione
semplice; e la conoscenza di questi limiti &, evidentemente, utilissima
per ¢hi usu una determinata tavola, ed & poi indispensabile per chi
deve stabilire il tipo di tavole adatte ad una determinata specie di
caleoli. B anzi questa una delle ragioni per le quali degh errori ¢,
e g1 abbiamo dato anche dei limiti inferiori, mentre qui bastava dare
dei limiti superiori. Questa osservazione, in segnito, sard sottintesa,

OsservazioNe II. — La conoscenza dei limiti degli ervori comples-
sivi ora accennati pud servire a giustificare direttamente (indipen-
dentemente cioe da quanto si & detto nei 5§ 83 e 34) le regole del
precedente capitolo. Cosl, considerando, p. es., il easo della rieerca
nversa uella tavola del primo tipo (e nello stesso modo si ragione-
rebbe per gli altri easi):

per 10000 < &y =< 43454, Ay ha sempre tre eifre, quindi

B = 0,0005,
0,0022 < 2" - v'n. << 0,0101,

ma s1 ha

quindi p’ & certamente minore di X' <+ vy e non & necessariaments
minore di un decimo di questa somma (§ 11);

per 43400 << 99999, Ay ba generalmente due eifre (potendo, al pii,
essere eguale a 100), guindi, generalmente,

p = 0,005,
0,0100 < X' - v < 0,0234 .

ma s1 ha

quindl, anche ora, I’ & certamente minore di ) + Yt e non & neces-
sariamente minore di nn decimo di questa somma.

Ossprvazione I1L — T1 limite superiorve indicato per ¢, cala al
crescere di @, mentre quello di ' cresce; bastava quindi ealeolare
le limitazioni precedenti solo per il minimo valore d; zy (10000, o 1000);
abbiame perd creduto opportuno di esaminare separatamente 1 valon
di 7y pei quali & diverso il numero delle cifre di Ay, sia per rendere
possibile Vesnme cui si & accennato nella Oss, prec.; sia per seguire
un metodo uniforme per tutti casi (che guesta separazione in gual-
che aliro caso o, come vedremo, Bcessaria); sia perche questi risul-
tat, facendo conoscere con maggiorl particolari I’ approssimazione
che si raggiunge, possono (come vedremo) essere utilissimi ad altre
ricerche in proposito.

Osservazione IV, — Dalle limitazioni (29) e (30) del § 41 si pud
dedurre che i limiti superiori da noi indicatl, per g. e ¢'v non po-
tranno ma: subire un abbassamento sensibile qualungue altra via si se-
gua per la loro ricerca. Cos), p. es., per xy= 1000 si ha

0,0054 <y < 0,0055,  0,00012 < vy, < 0,00013;
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ora, sapendosi che

1:1000=5,0000000000, L 1000,5—3,0002170930, 1 1001=3,0004340775, .. i3
s si caleola il Jogaritmo di 1000,5 colla interpolazione semplice si ha '.

3,0002170388 e quindi g =-}0,0054.. ;
e se, vieeversa, si calcola Fantilogaritmo di 3,0002170930 si ha
1000,50012 ., . . e quindi ¢, = —0,00012. ..:

e sulle cifre qui conservate per questi errori, gli errori I, m, /, ' non
hanno, evidentemente, nessuna influenza.

OssErvazioNne V. — Da tutte le considerazioni fatte risulta chia- ﬂ
Sy

ramente che non si possono giustificars queir criteri che stabiliscono
di prendere sempre uno stesso determinato numero di prodotti par-
ziali nella ricerea diretta, e uno stesso determinato numero di cifre
per la parte proporzionale della ricerea inversa. Cosi, p. es., se per
una tavola del primo tipo si stabilisse, nella ricercn divetta, di pren-

dere sempre fre prodotti parziali, se ne potrebbe prendere uno inu-.

tile se Ay fosse di due cifre; mentre (solo per questo) si potrebbe

commettere un errove che ha per Iimite superiore inabbassabile 0,435

se Ay fosse di #ye cifre.

Osservazion VI. —— 1 due tipi di tavole, da noj considerati, com-_ 7%
prendono quasi tutie le ordinavie tavole dei loguritmi dei numeri; %"
fra le poche che fanno eccezione e che sono in wso abbastanza fre- °;\i
quente citeremo quelle che si dicono ordinariamente Tawole dol La- g
lande a sette decimali (*), che sono una estensione fatta dal Mazie delle ¥
tavole del LavanpE a cinque decimali (*%), Bsse perd, essendo estese il
fino a 10000 soltanto, hanno il difetto che, almeno in principio, v, & 46
maggiore di 0,5 (come facilmente risulta dalla (29) del § 41): ¢ inol- ‘3

ire richiedono, per la interpolazione, un laborioso caleolo per il quale
neppure s hanno tavolette ausiliarie. L'estensione del Mariz ¢i pare

quindi poco opportuna, e meno opportuno ancora i pare 'aver dato /48

a quelle tavole il nome del LALANDE, perch® questi, colle sne piecole
tavole, volle proprio dare il modo di evitare I'uso d seffe cifre deci-
mall (¥¥¥), *
S 43. Indicando con gu. € con gy, gli errori aceennati, quando sia

% = L sen g,
abbiamo visto ([N,], § 8) che il primo & sempre per difetto, che il

secondo & sempre per eccesso o che, in valore assoluto, sono sempre,

rispettivamente, minori

MAz" 1 . Az (Az)”

- tan "5
a ¥ X sen” e di 8 X

sen® H i) ’

(*) Tadles d« Logarithmes, par Jérome de Lalunde; dlendues o sept wapkmales, par T, C, M, Manig,
Ed. Ganthier Villars, Parigi 1890,

(') Tables de Logarithmes mour 1s nombre et pour ie sinusg, par Jugods vE Lavaxpz, Bd. Firmin
Didot, Parigi, 1805,

(***) "..les astronomes, les navigatenrs, les militaires, Jes gaographes, les arpenienrs, les archi-
tectes, ont un besoin continuel de petites tables, bien plus raremeni deg prandes,.. J'ai ecaleulé
quelqnes centaines d*éclipsss, st je n'y ai preague jamais employé d'autres tables que celles que
Je publie,.. (L ¢., Prefage, poge. b e 7).
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dove con (Az)’ s'intende il passo espresso in secondi, Di questi due
limiti il primo evidentemente cala al erescere di ¥o; € In quanto al
secondo, abbiamo visto che esso cala per z, crescente fino'a 45° — Ax,
che prende il suo valor minimo fra 45°— Az e 45° e che pol cresce
per 7, crescente da 45° a 90° — Ax; e abbiamo pure osservato che dei
due valori ehe esso piglia per my=u e per xy—U0"— Az —a (es-
sendo o un angolo qualunque minore di 45°) il maggiore & il primo.
Come abbiamo anche visto che per 5z: Az — 0,5 gli errori stessi, sem-
pre i valore assolute, sono rispettivamente maggiori

a: Mgm % i a; Az (Az)’_  tan To

e
sen’ T, 8 Xsenﬂml’
per cul, indieando econ yi, e con Y, (in val, ass.) der limiti superiori
mabbassabili di g e di g'w., per @ compreso fra x, e = @ + Aw,
sara certamente

e MAz® , 1 MAz 1
{131) ] Xm(': {1a =< "_B__XSEHE:EQI

Az (Ax)’ . tan 2, Az (Ax)’ __ tan o
32) 8 Neewn~Tu<Tg X

SI& Invecee
y =L tan z;

si osservi, prima di tutto, che, avendo due archi complementari i lore
logtangenti eguali e di segno contrario, basterk far variare xz, da (°
a 45° — Az, Attribuendo poia gi. e & g'5, 1 soliti significati, abbiamo
visto ([Ni], § 9) che da 0° a 45° il primo & per difetto e il secondo

e per eccesso (da 45° a 90°, evidentemente aceade il conirario), e che
i valore assoluto sono sempre minori

1 MAz’ etn 2, ai Az (Az)’ etn 2r,
! 2 seny, =~ W 4 sen 2x,

sen 2.

Abbiamo pure visto che ambedune questi limiti ealano al crescere di 2y
da 0 a 45" — Az; come abbiamo anche vistp che, nella solita ipotesi di
Gie: Ax==10,d, essi sono rispettivamenie maggiori

¥

. MAx cin 2, . Ax (Az) etn 23
di , = g 5. sen 2.
2 seu 2m 4 sel 224

Per cui, attribuendo a vy, e & ¥, i soliti significati, per x compreso
ira x, € 2y =ax,-} Az, sara cerfamente

MAz . etn 22 MAz" . etn 2%,
(33) 2 X sen 21y <Y< 2 X aen 21,
“etn 2 Ax)’ tn 2a
(34) AT ffm) :E:; 3;]1 80N 22y < Y1, < im& 7 > 4 ol 5:: sen 2 .

sen

§ 4. Applichiamo ora i risultaii precedenti nlle quattro tavole
studinte nei §§ 22, 23, 26 e 29, tenendo presente che, nella ricerea
Inversa, per Ay minore di 2 'interpolazione non oceorre.




o4 PERIODICO DI MATEMATICA.

I) Tavola in cui Ax= 10" ed n=7, (§ 22),
Quando y =1, sep z, nella ricerea diretia,

88 5"<m,, si ha 0,0012 << yr, < 0,1678, mentre A — 1
e nella ricerca inversa,

56 oM000" < < 11°%840” si ha  07.00080 < Y1 << 07,00070,
» 15350 <2, < 64°3640" 0",00012 << y'y,, < 0”,00031.
» B8E50" <z, < 1718507 0",00015 << ¥, < 0”,00180,
» STI900" < 7 < 8942107 0",00117 < 'y, < 0”,01180 ;

menfre, corriepondentemente,
s1ha 1000 < Ay << 2460, da cui 07,0042 << ) < 0”,0100,

. 100 < Ay < 1000, 4 0ol < ) < 0%,10,
. 10 < Ay < 100, . 0,1 ) <10,
. 2 Ay =< 10, . I'ss X €5

Quando invece y=— I, tan z, nella ricerea diretta,

86 3" << 84°%9'50". si ha 0,0000 < v, < 0,1667, mentre ) — 1;
e nella ricereg inversa,

se "' < 2, < 12°47°20", &1 ha 07,00026 << v, < 07,00069,

o 124780" < 2y << 44%59507, 0",00000 << 7'y, << 0”,00026; * *

mentre, corrisponden temente,

sl ha 1000 < Ay < 2424, da cui 05,0041 < X' < 07,0100,
. 421 < Ay < 1000, ’ 0,010 < X < 07,024,

) Tavola in cui Az —1" g n="7 (§ 23).
Quando y =T sen z, nella ricerca diretita,

se 0°30°00" << zy, si ha 0,0016 < vy, < 0,1676, mentye )\.—1 :

e nella ricerea mversa,

se 0B000" <2 <1°1225”, si ha  0”.000028 <Yt < 0”,000070,
> V1226 <o <4%059°, | 07000008 < i << 0”,000029:

menire, corrispondentemente,

s1 ha 1000 < Ay =< 2412, da eui 07,0004 < 3" < 0”,0010,
" 241 < Ay < 1000, > 09,0010 << A" < 0”,0042,

Quando y =1, tan z. s hanno tutte le stesse limitazioni, colla sola
differenza elie il limite inferiore della seconda limitazione di Ay & 243,
mvece di 241, ma il corrispondente limite superiore di A’ (perchd fer-
mato alla quarta cifra decimale) non eambia,

LIT) Tavola in cni Ay — 1’ ed n=75 (§§ 26, 27, 28).
Quando % = [, gen x, nella ricerca direlia

se 300 < 25, si ha 0,0004 << vy, < 0,1678, mentre L=1:
e nella ricerea mversa,

88 P =< < 719 st ha 07,017 < y'r, < 07,042,
. IS <z, < 5193 ,, 0",004 < ¥4, < 0”018,
. BI%4 <z, < 85019 i 07,004 < y'ro < (027

3 " 4 A
r".ﬂ' 'l_l-:' .;_-. =
iy

o il

il b -_I AR £ ."..-
: I.-._.-\..;'._'-rh._fh n'r"_'-:l I-.:‘l i
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mentre, corrispondentemente,

s1 ha 100 = Ay << 240, da cni 0,20 < X" < 0,60,
: 10 < Ay =< 100, - 06 A <60
. 2 Ay <10, i 6" X < 30" J

Quando, invece, ¥ =L tan z, nella ricerea diretta,
50 FOU' < » <8659, si ha 0,0000<y.,<0,1678, mentre A=1;

e nella ricerca inversa,

se M < g < 720, s1 ha 07,016 < ¥'n, < 07,042,
o TR 2, < 44959 ) 07,000 < ', < 0”,017;
mentre, corrispondenfemente,
si ha 100 Ay < 241, da coi 24 < ¥ < 0”60, ﬁ
. 95 Ay < 100, ,, 0760 < X < 2”40, "o

i e

*.u""p"':

e
am

IV) Tavola in eni Ax=1" ed n =75 (§ 29).
Quando y = Lsenz, nella ricerea diretta

se 0°0300" < m, si ha  0,00004 <<y, < 0,16756, mentre L —1;:

=
= =
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e nella ricerea inversa,

se 0°0300" < 2, <O0716”", si ba  (/,00028 < v%., < 0",00070,
. 00717 S @ <1247, 0",00002 < ', < 0”,00029,
» 1'1248" << ¢, <259'59", 0,00001 << v, << 07,00003 ;

mentre, corrispondentemente,

st ha 100 =< Ay < 240, da cui 07004 =< ) = 0,010,
" 10 < Ay <100, . 050l < U <010,
3 4 < Ay < 10, " 010 X' 0725,

Q_uandﬂ =1, tan z, g.i hanno tutte lo stesse limilazioni, colla sola
d:ﬂ;reyz_ﬂ che 11‘ hmite superiore della seconda limitazione di @, &
1 1.458_ mvece di *1“124;", e (per conseguenza) il limite seperiore della
teyza hmitazione & 1°1259", invece di 1°12/48".

~ Ed ora, controntando 1 limiti superiori di vi. & vo. con X ei vari
]l-IIIEEJ superior: trovatl per v’y € Y5, cot corrispondenti limiti inferiori
ai A, si vede
. ﬂha‘qella ricerea dira_setta il primo (quello di yi,, o quello di Yy, ©
In futir 1 casl, minore di 2 dechmi del secondo;

@ che nella ricerea inversa il primo b certamente minore di 2 de-
cimi del secondo per la prima limitazione (rispetto a z,) di ciaseuno
dei sei gruppi considerati e di un decimo selo, per tutte le alive. Cosl,
per es, per n =79, Az =1l e

50000" < iy < 1158407,
8i ha, in valore assoluto,
T << 07,00070 < 0,0042 X 0,2 < 3’ X 0,2.
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Osservazione . — Analoga alla Oss, 11 del § 42. Cosi, p. es., nel

caso della ricerca inversa dj togseno,
(dove n=7 o Ar=10"), si vede che
tro limitazioni stabilite per xy, si ha

p=00005, p'= 0",005,

© questi valori, confrontati con guel

nelle tavole considerate ne § 23
. cor¥ispondentemente alle quai- .

p=005 =05,

i che {sempre corrispondente-

mente) si ottengono per 1 limiti di T+ A, giustificano, nel solito

modo, il nostro procedimento.

Osservazions 11, — Alle conclusioni precedenti non si giungerebbe
Seémpre se si nsassero le tavole da no considerate fra limiti diverss
da quelli da noi stabiliti, o se si considerassero altre tavole,

Cosi, p. es., per la ricerca Inversa

relativa ad archi molto piccol,

I Averecar (I, c., funleitung, pag. x1) dice che l'uso dei logaritmi
rapporti S e T (poiché, per la ricerca direlta, a questi egll ricorre
nel easo indicato, e non all'artifizio del § 80) non & di nessun reale
vantaggio e che conviene meglio servirsi della tavola con Az =1.
Orbene, per z,— 49" ¢ trattandosi di un logseno, si ha Ay=1022, onde
p=0",00005 ; menire inveece dalla (32) del § 43 si deduce che g5, pud

éssere maggiore di 0°,0028; si avre

bbe dunque, eol solito procedi-

mento, una cifra certamente tHusoria,

Adoperando poi nello stesso easo la tavola del Bruans (*) Hl o
oreae Ay=102191, onde = 0000005; o cosi, per quanto si b os. '

servato ora, si avrebbero # e cifre certamente tllusorie. B s noti

bene che il Brumns stesse, anche in questi casi, da le tavoletie ansi- . 7
obbiettarsi elhe queste si deb-

liarie per le interpolazioni; nd pubd

bano usare solo per la ricerea diretta, percho per z,— 49" & ha cer-

tamente (come si deduce dalla {(31) de

| § 43) gr. maggiore di 293 unita.

B cosl & ginstificato 1] dubbie a eni & accenna nel § 40.

OssERvazions 11T — Nel easo di

logseno, per » maggiore di 45°

1 limibi dellervore s CrESCOND e erescono anche quelli di 7'; quindi
In quesio caso & necessaria Ia separazione accennata nella Qss, II1

al § 42,

USSERVAZIONE 1V, — Se 77 — 7ed
ponendo x comnpreso fra 5° e 85, nell
la somma gu—+ A & al pin COnIpres
che nella riceres iversa di logseno,

2=10"(3 22), si vede che, sup-
4 ricerca inversa di logtangente
a fra 07,0100 e 0”,0233: mentre

anclie limitando = ad essere mi-

nore di 64°36'50”, la stessa somma e compresa fra 0701012 e 0", 10031.

Se Invece n==5 e Ap— 1’ (§ 29), si

vede che quella somma 2 com-

Presa fra 0,600 e 2° 417 per 1l logtangente, mentre che per 1l logseno,

anche himitando r ad essere minore
e 307,027, Agginngasi che, quando &

di 51°43, & compresa fra 0”,604
supera 64°36'50" nel primo ease,

e 5143’ nel secondo (essendo allora Ay minore di 2), la somma stessa

puo, rispetti vamente, superare 107 e
E percid che, come s dice in qua

i, & sempre preferibile far in mod
Per tangente anziche per seno.

I e questo e chiaro.
si tutti | trattati di Trigonome-
0 che le ricerche inverse siano

(") Nuoro manuale logaritmico. Ed. Tanchnitz, Lipsis, 1889, poag. 188,

e
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OsseErvazioNe V. — Anche dalle limitazioni (81), {32), (33) e (34)
s1 pud dedurre che 1 limiti superiori da noi indicati per Gia, Gres 91,
€ s mon potranno mai subire un abbassamento semsibile, quﬂhmque

alire via s1 segua per la loro ricerea. Cosl, per 2,=3" ed n=05 e
Az=1" (§ 29), si ha
0,166 << v, << 0,168 07,041 < y'ne < 07,042

6 le stesse limitazioni si hanno per vy, e v'.. rispettivamente; ora sa-
pendosi che

L sen 3°0900" = 2,7188001636, L tan 3°0000" = 2,7198957573,
L sen 3°00'00" = 2,7200087606, L tan 3°0030" = 2,7205026698,
L sen 8°01'00" = 2,7212040219, L tan 8°01'00" = 2,7218062548,

se si caleolano il Jogseno e il Togtangente di 3°00°30" colla inierpola-
ziene semplice, s1 ha rispettivamente

2,7200020927 e 27206010061

gr. = g5, = - 0,166 . . .

e se, viceversa, st calcola (sempre colla interpolazione semplice) I'arco
che ha per logseno e per logtangente, rispettivamente,

2,7200037606 3 2, 7206026693
S00°30,0415 . .. 3°00307,0414 . .
i Ly =g.Lr_= == ﬂ”,ﬂ”:l]_ e

e, anche sulle cifre qui conserveie per questi ervori, gl errori 4, m
ed /, m wnon hanno, evidentemente, nessuna influenza,

Osservazione VI. — Se, invece di avere delle tavolette caleolate
per ogm differenza tavolare, si avessero delle tavoletie per le diffe-
renze medie fra 10 differenze nei logaritmi dei numenri, o fra 15 dif-
ferenze nel logaritmi trigonometriel, tutti gli errori go, ¢, G, 20
¢, 910 evidentemente aumenterebbero. Cosi nel caso delle tavole
del Cainier, abbiamo dimostrato che i primi due vengono molbipli-
cati per 36 e gli altri quattro per 56 ([Na], § 5, Oss. 1l e § 10, Oss. II).
Aggiungas: che, in tale ipotesi, aumentano anche 1 limiti superior
degli errori [ ed I (F).

e quindi

s1 ha

e quindi

§ 45. Consideriamo ora il caso in cui si ricorra ai logarifmi rap-
porti S e T (§ 24).

Nelle ricerca divetta V'errdte, che & dovuio al metodo indicato e
che mdicheremo con »g ed »r, consta di due error:

1” quello dovuto all'ammetiere il principio delle parti proporzio-
nali nel calecole di Lz";

2° quello dovulo alla stessa causa nel ecalcolo di 5 o di 1.
Il primo & Verrore ¢y, gia studisto nel § 41; resta quindi a stadiarsi
1l gecondo, che indicheremo con ¢gs € gn.

(*) V. Appen vice cilata (§ 27 e seguanti).
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Percid ricovdiamo (IN:), § 39) che gs e gx sono, rispettivaments,
per difetto e per eccesso, o che in valore assoluto sono, sempre ri-
spettivamente, minori

. MAz° 1 1 . MAz' [ 1 ctn 22,
8 sen” e 2 (2{3'1} S811 27

Ricordiamo pore che ambedue questi limiti sono sempre positivi, e
che ambedue creseono al crescere di 7. Per cui, attribuendo g

Ys € Yo 1 soliti significati, avremo. come al solito,

MAz [ 1 1 MAz" ¢ 1 1
(35) 5 (SEHE :Ir'r;__‘ﬂ:ng) <Ts < K (5911“ & _%F)‘
MAz" [ 1 ctn 22, MAz'/ 1 chn 2::1)
(36) 2 ([Exp]“_sen Das) YT < 2 ([E::Uljﬂ  sen 2x, )

Siccome perd, nel nosiro caso, 2y & molto piecolo (minore di 30)
€& Ty —umx 6 eguale a 10” o a 50 (§ 24), conviene trasformare le limi-
tazioni precedenti in altre pit adatte al calcolo nomerico. Per eib
cominciano dall’osservare che

W11y 1 (1 ctna) 1
(37) ]f:]?. sen*x g 3 (38) ],Iinn \z* senzf” 6 °

i iy
& i

.
"

come s1 puo vedere applicando, quattro volte dl seguito, la regn]a_.;_;_:%
dell’ Hoseirar. Ricordiamo poscia che, indicando con & )a misura ejpr. h
colare di un urep compreso fra 0 e {=, si ha

o o a® a® p r
ﬂ'l. ﬂ'i pnﬂ ‘%
- T g 2 .
(10) — 3 <sen*s <<a 5T s

da cui, con faeili trasformazioni,

1 1 1
(&L, sen’a T o S5 g
(42) 1 etn2a Py v _ 1o-+a*- 2’
= 2al®  sen2a 2 45 — 60n —+ 32t

Sard dungue B

MAz MAz’ 1
(43) 24 S Ve < 3 XS—:&“’
51 MAz® ﬁ MaAz® 10 4+ 2% | 22,4 g
[44) 2SS0 X fap T 5

3 46. Ed ora, per avere 1 limilr cereati di », e dj rr, basta os-
servare che, per quanto s’ detto nel § prec., si ha
's = Iy "I‘ﬂ]:., ’?'ng"r—l-y'x,.

Nelle nostre ipotesi (8 24), dalln (43) e dalia (44),
se 16'40" < o << 30y, nel quale caso Az =10, si ha

0,0004258 <5 << 0,0004254,  0,0008508 <vr < 0,0008508,
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e se @ << 16407, nel quale easo Az=— 50", si ha

0,0106381 << ys < 0,0106333,  0,0212663 < v+ < 0,0212671;

mentre dalla (29), nel primo easo, essendo 2” compreso fra 1000 e

1800, si ha
0,0016755 << y. < 0,0064287,

e nel secondo caso, essendo 2" compreso fra 0 e 10007, si ha
0,0000642 < v < 0,0054287.,

Ma gli ervori g, e gs sono ambedune per difetio, mentre l'er-
rore g € per eccesso: quindi, indicando con gs e py del limiti supe-
riorl inabbassabili di r< ed »r, gs sarh eguale a ys 4-v,, mentre .
essendo vy, maggiore o minore di v, secondo che 2" & maggiore o
minore i 1000” (come risulta dalle precedenti limitazioni), sarh rispet-
tivamente eguale a v, o & y¢. Si avra dunque

0,0021008 <Z oy << 0,0058541, 0,00167556 << gr < 0,0054287
per 1640 < »r << 30, e
0,0106874 << £, << 0,0160620, (LOZ12668 < o7 < DD21267]

per x << 16'40". '

Ed ora, confrontando i limiti superiori di g5 e di gr eol valore
di A dato dalla (24), st conclnde ¢he 1 primi sono sempre minori di
2 centesimi del secondo (§ 40).

Osservazione I, — Dai valori numeriei trovati nel nostro easo per
le limitazioni di ys e di y; si deduce, al solifto (§42, Oss.1V, § 44, 0ss. V),
che 1 limiti superiori da noi indicati per gs e gr non polranno mat
subire un abbassamento sensibile, qualunque altra via si seqgua per la
loro ricerea.

Osservazione II. — Vogliamo mostrare con un esempio, come per
gli errori comsiderati possa essere utile anche la conoscenza degh
indicati limiti inferiori (§ 42, Oss. 1).

Il CaLrer (*) da i logavitmi rapporti S e T fino a 3° e con Ax = 60";
ebberie, per » maggiore di 2640”7 (=10000") e Ax=1", dulle (31)
e (35) s1 ha (considerando eome cifra delle uniia la oitava cifra deci-
male, perche da 1000 in pol le mantisse dei logaritmi dei numeri sono
date con ollo cifre)

T << 0.[}54, Tie << [],ﬂil-i;

mentre che per a2 maggiore di 24640’ e Az =60", dalla (35) e (36)
51 ha »
18 = 011521 Yo > D,BUE.

Quindi 1l limite superiore (non abbassahile, sensibilmente) dell’errore
che si pud commettere colluso dei logaritmi rapporti nella ricerca
diretta, & certamente maggiore del limite superiore dell’errore che

(*} Gik eitato in noa notn al § 21; perd il metodo ewl ivi accennamme, non @ guelly ehe pren-
diamo in eonsiderazione ora. ([N=], 88 39 e 41.)
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s pud commettere usando Fordinaria tavola di secondo in secondo..
E si noti bene che, oltre I'aver trascurato lerrore ¢., non si & te-. o

nuto conto del fatto che A nel primo easo & eguale a 1.2 (§ 38)
mentre nel secondo & egnale a 1 soltanto (§ 32).

S 47. Nella ricerca inversa 'errore che 8 dovuto al metodo indi-
cato (§ 24) e che indicheremo con s ed 7y, consta di tre ervori:

1° quello dovuto all’ammettere il principio delle parli proporzio-
nali nel caleolo di 8, o di T

2” quello dovato al trascurare, nel calcolo ora accennato, le fra-
zioni di secondo (ché non si conoscono);

3" quello dovate all’ammettere il solito principio nella ricerca
Inversa di La",
I primo deriva dagli errori gs € g» ga studiati nel § 45 e il terzo
e lerrore ¢ studiato nel § 41; restano quindi a studiarsi gli errori
dai guoali deriva il secondo e che indicheremo con dg e d, .

Osserviamo prima di tutto che, indicando con AS e AT gli anmenti
che anbiscono 8 & T quando Parco cresce da z, a o =2+ Az, €
Con <5 e 3y 1 massimi, o dei limiti superiori inabbassabili, dei valori
assoluti di ds e di oy, siccome questl errorl possono essere tanto
per eccesso che per difetio, 55 e 8, saranno vispettivamente eguali

alla meta dei valori assoluti di AS e di AT. Ora, le prime due dﬂl‘i-f_-i.i;;iz’}

vate di S sono

M(I ——1) ed L(—l:ﬂ.— ] J.

tan x €T A sen's

e, nel nostro caso, sono ambedue negatlive; quindi, al crescere di 2,

3 eala e ln sua derivata prima cresee, in valore assoluto: sara dunque

(45) MAax (iﬂ L‘ttu:::u) << AS < MAz (_l_ 1 ) )

Ti van o,

Analogamente: le prime due derivate di T sono

- 1 1 1 et 2;5)
- (EE” N E_) © = ((33-‘,]’ sen2e/?

e, nel nostro Caso, sono ambedne positive: guindi, al erescere di 2y
T cresce e eresce pure la derivala prima, sara dunque

1 1 | 1
A & . = —k
sen 27, 2.1:.;,) < AaT<2MAx (BEH 2.4 L’;z:l)

_Anche quni perd conviene trasformare queste limitazioni in altre
pru adatte al caleolo numerico. Per cib comineiamo dall’osservure che

(46)  °MAz (

. {1 1 ) 1 . 1 ]} 1
1 AR — - —-
(47) ]:inu z®  ztan xf > B (=) ]j‘:‘ﬂ lrseng  2° 6’
come sl pud vedere applicando tre volte di segnito la regola del-
I'HospiTar, Ricordiamo poscia che, oltre le (39) ¢ (40), si ha anche

ak a® a”

(49) ”‘ET{EE““{”“& = i
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e con facili trasformazioni si avra
1 1 40a + a® 1 1 7

(50) a tan a = 120 — 2q* ? (51) sen2a Za < 3 —2¢%
Sard dungue
Mi - M.ﬂ : () 1
(52] bI.Xﬂu{-ﬁGE{:TJ“);_l)DIjT y
(23) M.Lt Koy << By << MAw >< Il

§ 48. Ed ora, per avere dei limiti per »a ed 2'x, bisogna osser-
vare che ambedue gh errorl dg e gs , come ambedue gli ervori dr € g,
affetbano La”, per eni (§ 32, Oss. 1II), essi produrranno in 2" un er-

rore nspettWﬂmenta eguale & (ds --g: ):dy e a {drfg1): Ay; a
clascuno di questi ultimi si aggiunge pol 'errore g1, per eni sara

, i -I_Q'h . ; it /] .
= '-'.iy L, i e TAyT -0’

Nelle nostre ipoiesi, considerando dapprima il easo in cui =" sia

compreso fra 1640” e 30, dalle (52), (53) si ha

0,0170130 << 55 << 0,0306258, 0,0340261 << 2y < 0,0612502,
da cnl, essendo

(perché »” @ ecompreso fra IDDG 1800] si TICAVA
0,0000391 << % < 0,0001271,  0,0000782 -c: dJ << 0,0002542.

Inoltre colle prime limitazioni trovate nel § 46 per v. e v4 [eﬂﬂendﬂ
ora Az=—10") si ha

0,0000009 < % < 0,0000018,  0,0000019 < % < 0,0000036 ;
e finalmente (sempre per 1 limiti fra i quali ora si suppone compreso =)
dalla (39) s1 ha
0,0000069 < 'y, << 0,0000126.

Ma ciascano degli errori ds ¢ dr pub essere tanto per eccesso che
per difetto, gl errori gs e gr sono rispebtivamente per difetto e per
eecesso, ]er: ore g, & sempre per eceesso; quindi, mdicandﬂ, al solito,
eon ps e pg det limiti supeviori 1nahbassuhﬂ| di s ed 7¢, p'y sara
eguale a (TT—I—ET] Ay —+Yw, gentre che p's, essendo nelle nostre
1potesi s : Ay + 75 maggiore El] Ys : ﬂ?}‘l‘ﬁq (come risulta dalle pre-
cedent:r limitaziom), sarz eguale al primo di questi valori. 8i conclude
che per ® compreso fra 1640" e 30’, si ha

0,0000442 < p’s < 0,0001388, 0,0000870 < p’y < 0,0002704.

Mentre che dalla (26), sempre tenendo confo dei Iimiti fra i quali
Ora sl suppone compreso *’, si ha

0,00456977 <<\ << 0,0082988;
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Al quindi 1 Jimiti superiori trovati per P's e ¢'r sono certamente minori
di 6 centesimi del limite inferiore di )\ (§ 40). B
' Bisogna perd ricordare che mei valori numerici di tutti questi -7
hmiti si considera come cifra delle unita Vullima cifra di @,, ossia %
ta quinba cifra di @’ (§ 10), mentre nel caso orn considerafo la parte
intera di «” ha quatire cifre sole, volendo quindi esprimere quei va-
lori in seeondi, si avra

07,00000442 << o'y << 07,00001388, 07, 00000870 << 5’y < 0",00002704
U7, 00045977 < X" << 0", 00082988,

§ 49. Consideriamo ora il caso in cui " sia compreso tra (0" e 1000”
I Iimiti di v e di y;, essendo oran Ax =30, sono quelli dati dalle
seconde limttazioni irovate per questi valori nel § 46; per cui, es-
sendo ora
49 < Ay < 435,
si ha

0,0000244 < 1= < 0,0002473,  0,0000488 < L < 00004946,
Ay Ay

E 1 limiti di v, essendo ora «* compreso fra 0“ e 1000", sono dati

da (§ 41)
0,0000012 < vy, < 0,0000126.

Restano dunque a trovare solo i nuovi limiti di os € d1 &r, .
Per ¢id =1 cominei dall’osservare che per *” compreso fra 100" 3
e 1008 si ha o

0,0017013 < 8 << 0,0170132,  0,0034026 < 3, < 0,0340267 ;

e quindi

0,0000089 << - < 0,0008956,  0,0000078 < .Ty < 0,0007913.
Volendo ora le stesse limitazioni per x compreso fra 10" e 100", fra
1" ¢ 107, .., bastera dividere per 10, per 100,, .. gli estremi i (ue-
ste uliime due limitazioni. Infatti, per i limiti inferiori cid risulta
evidente dalle (52) e (93); e per i Limiti superiorn basta votare che i
limiti superiori delle stesse (52) e (53) si possono mettere sotto le

forme
MAz @ ( 4(1—]—:1‘:12)
2 A 120— 200

e che le funzioni fra parentesi calano a] calare di & ; per cul 1 limiti
obtenuti nel modo ora indieato saranno u pi forte ragione maggioni
dei corrispondenti valori di Os 6 di .,

Ed ora ¢ facile, seguendo il procedimento del precedente §, ve-
dere che si ha suceessivamente

per 100°<<a"<<1000", 0,0000288<<5's<<0,0006429, 0,0000578<<g'+<<0,0012985
» AU <@"I00", 0,0000247<5'5<0,0002869. 0.0000507 <0p<20,0005764
<<%, 0,0000244 <p's<<0,0002583, 0,0000500<<p".<<0,0005154

] - & " - ] & " " - - - ™ @ W L] [ o * - - »

é MAx >, ( ] ):

B — 21?'_12
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E, al hmite, per « tendente a zero, siccome i limiti di 5 e 3¢ ten-
dono a zero, € invece quelli di ys & v restano sempre gli stessi, si ha

0,0000244 << p's < 0,0002473,  0,0000500 << ¢'x << 0,0005072.
Mentre che dalla (26), in questo easo, si ha
0,0045977 <= 3’ < 0,0465117;

guindi 1 limiti superiori trovati per p's e ¢y sono ecerfamente minori
di 3 decinm del limite inferiore di X' (§ 40).

Bisogna perd ricordare, anche qui, che in totti questi limiti si
considera per cifta delle vnitd la guinta cifra di =, e che gnindi,
volendo esprimere i limiti stessi in secondi, bisogna dividerli per 100,
1000, 10000 ,...

Osservazione I. — 1l metodo precedente per z minere di 27 coin-
cide, come vedremo, col metodo del § 30 (quando, s'intende, si con-
sidermo setfe cifre decimali soltanto).

Osservazione II. — Analoga alla Oss. 1 del § 44. Cosy, p. es., se @
e compreso fra 1" e 10", per la ricerca inversa di logseuno si ha

0,046221 X 10-* < p’s -+ 4" << 0",467630 X 10-*
mentre che, essendo la parte intera di =" di una sola cifra, si ha

, 0= 05X 10>
qundi, generalmente, 12’ sara minore della somma ¢ - 1', senza es-
sere minore di un decimo della somma stessa (§ 11).

Osservazions IT1. — Analoga alla Oss, II del § 44. Cosi, p. es,
nelle tavole dello Scarow (*) non si trova una tavola di logseni e log-
tangenti di 1" in 17; quindi, dovendosi (nella applicazione del metodo
del logaribmi rapporti) servire delle solite tavole di 10” in 10", 1 limiti
dl 8s e di By sono, cirea, decupli di quelli suindicati. Inoltre il metodo
stesso 81 estende fino ad #=23" e in fondo ad ogni pagina & indicato
I'approssimazione che si pud ragginngere, Ora, per x = 2"48 (= 10080")
e per un logtangente, I'approssimazione indicata & 0”008, mentre si
ha @' =0"00005 (perchd la parte intera di =& di cinque cifre, men-
tre che, essendo Ay di #re cifre e 2, di sei I'arco eercato si ha con
nove cifre); quindi, segnendo il procedimentoindicato, si avrebbe cer-
tamente una ecifra almeno illusoria. E si noti che nel limite indicato
dalla tavela non si considera che l'errore do (come facilmente si ve-
rifica), e quindi non si tiene conto degli error g+ e ¢'y.

Osservazione 1V. — Analoga alla Qss. 111 del § 44; perche, da
quanto precede, risulfa che i limiti superiori di vs e Y+ € 1 limifi su-
periori e inferiori di 8s e 3y calgno dividendo 2 per una potenza
di 10; mentre quelli di v, sono sempre gli stessi.

OsservazioneE V. — Per vedere anche qui che le nostre limita-
zioni (52) e (53) mon potranno mai subire un abbassamento sensibile,
guatungue sia il melodo che si possa seguire per la lore ricercn, 81 08-
servl che per o, =380 e o, = 29'59" si ha

0,0306 < &5 < 0,0307, 0,0612 < &y << 00,0613,

(") Tabdies de Togarithmes. Bd, Guuthier Villars, Parigi, 1894; p. 187.
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Osservazione V1. — Riprendendo il caso cousiderato nella Oss. II
al § 46, cerchiamo dei limiti- inferiori anche per Ps € Pr.

Considerando, anche ora, come cifra delle nnita lan oftava ecifra
decimale, si ha, come allora,

Ys = 0,1531 e yr>03062;
ma, nelle stesse ipotesi, si ha

os > 17013 e  B; > 3,4026,
Ay = 435,

@ sicecome

gl avra

[TH -+ Bs ) : .ﬂy > 0,004263, (']"T —+ G ] : Ay > 0,008526.

Per cui, fraseurando I'errore g1, ed osservando che la parte intera
di @” ha einque cifre sole, si ha

os > 0",0004263, o7 > 0,0008526.
Menbre che dalla (32) e (84) per « maggiore di 2°4640" si ha
T2 << 07,0000126,  y'5 << 0",0000125.

Anche nella riceren inversa dunque il Jimite superiore dell’ervore
che si commetie ricorrendo ai logaritmi rapporti & maggior® del
Ilmite superiore dell’errore che si commette usando la solita tavola
di 1" in 1" (e, per quanio si & deito nella Oss. precedente e nella
Oss. I al § 46, questi limiti sono inabbassabili); e si noti bene che
non s1 & tennfe conto del fatto che il valore di A" nel primo caso & dop-
pio del valore di X' nel secondo.

E quindi strano che la ragione, per la quale la tavola dei loga-
ritm dei numeri gualehe volta & spinta fino a 10800, paia (*) solo
quella di potere usare i logaritmi rapporti anche da 2°4640" (= 10000")
a 2" (= 10800").

§ B0. Non restano piii da studiare ebe gli errori dovati al metodo
indicato nel § 30,

Nella ricerca diretta I'errore, che & dovuto a guesto metodo e che
indicheremo con 75 ed »., eonsta di due errori:

17 quello dovuto all’ammettere le (14);"

2" quello dovuto all'ammettere il principio delle parti proporzio-
nali nel ealeolo di L
Il secondo & il solito errore gy gia studiato al § 41; vesta quindi a
studiarsi il primo che indicheremo con d, e d,.

Per cido osserviamo che d, e d; sono rispettivamente per eccesso
e per difetto e ricordiamo ([N.], § 20) che per un determinato arco
essl, in valore assoluto, sono, sempre rispettivamente, minori

. Ma® 1 I : 2 1 «in2e
e e R .

(") Camagr, ). c. drertissement, pag. v; — Hover. ). e. Avertissement, Pag. v.
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Ricordiamo inoltre che ambedue guesti limili sono sempre positivi o
che smbedue erescono al crescere di .

Da totfo questo e dalla (37) e (38) risulta che, indicando con 3.
e G 1 valor: assoluti di d, e d;, per un determinato arco @ si ha

Mz* Ma? 1 1
(54) 5 = Bs < 2 (seu“ & F) :
" M (Bz)? M (2z)* etn 2:1’:)
(55) 12 <& < 2 ([:2.1:}E sen 2/

Anche qui perd conviene frasformare 1 limiti superiori in altri pi1
adatti al caleolo; e percid dalle (41) e (42) s1 ha senz'altro, per un
determinato arco w,

g Ma® Me® 1

(56) = <h<—— X 5—=1

_. Ma* 15 4-o* 4 2
©7) B < RN X e

§ 5l. Ed ova per avere i limiti di », e di » basta osservare che,
per quanto &'¢ detfo nel § prec., si ha

fa=ds‘]—yx., thdt+gL-
Nelle nostre ipotesi (§ 30), essendo = minore di 3, dalle (56) e (57)

s1 ha
s << 0,0055123 G << 0,0110245,

e dalla (29) si ha
0,0000542 << v,, << 0,0054287.

Ma gli errori ¢, e o, sono ambedue per difetto, mentre I'errore d,
é per eccesso; quindi, indicando cen p, e g dei Jimiti superior: inab-
bassabili di », ed r, p; sard egnale a 8 - v. ., mentre ps, essendo il
limite superiore di y. minore del limite superiore di 8, sard eguale
a guest’ nltimo. Si avra dungue

Ps < (0 ﬁﬂ55123 P = [] 0164532,

Ed ora, ricordando che in questo caso A =1 (§ 89}, si conclude
clie il limite superiore dell'errore in questione & sempre minore ci
2 centesimi di A (§ 40).

Osservazione 1. — Anche per le (56) e (57), si pud arrivare alla
solita conclusione (§ 42, Oss. IV; § 44, Oss. V; § 46, Oss. I; § 49,
Oss. V). Cosi, per =2’ s1 ha

0,00551223 < 8, << 0,00551224,  0,01102446 << &, << 0,01102448,

OgservazioNE II. — Dalle ?imitazinhi trovate nella Oss. prec. si
deduee che, se, invece di cinque cifre decimali, se ne voleassero tenere
sette, questo mefodo non si potrebbe piit segunire, perch® per = egnale

a 3 =1 avrebbe gia
s > 0,051, &, > 1,102

OsservazioNE III. — Si noti che &, e &; non rappresentano (in va-
lore assoluto) dei limiti superiori inabbassabili dei corrispondent: er-
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rori (come ﬂﬂﬂ“dﬂ_ PEY Yi, YL, Tues Yia,s Yit, _'I"Ln Yay YTy 05 4 Or J
ma rappresentano invece 1 valori assoluti degli erroxi stessi. A

§ 52. Nella ricerca inversa l'errore che & dovuto allo stesso me-
todo e che indicheremo con »', ed ¢, consta pure di due errori: 7

17 quello dovuto all'ammettere il solito principio nella ricerea in-
versa di Lz";

2° gnello dovato sl supporre il seno e la tangente eguale all’areo.
1l primo o 1l solito errore ¢, stndiato nel § 41; resta quindi a studiare
il secondo, che indicheremo con e, ed e,

Per ¢id osserviamo che ¢, ed e, sone rispettivamente per difetto
e per eccesso; osserviamo poscia che dalla (39) e (49), indicando con &.

ed & 1 valori assoluti di ¢, e di ¢, per un determinato arco z si ha

a® x® o
E_E{Eg‘:_afi

x> b m‘l .
_3__"1!{51,{(3 | :;;D.(l'—ﬁ -

da cui, intendendo che 2", ¢, ed & rappresentino ’arco e i valori
assoluti precedenti tutti espressi in secondi, -

(58) 5 —5)e<u<Zw i
x® . z [ 40-}a® ),
&) 3(1“%')2{5*‘:3 (4U~—-2{}cc“)m'

Pt i

§ 53. Ed ora, per avere i limiti cercati di +, e di »;, basta osser- ;i
vare che, per quanto s'd detto nel § prec., si ha

r's =g €, Y=g} e i,

Nelle nostre ipotesi, considerando dapprima il easo in eui @ Blﬂ-.‘a
compreso fra 140" e 3, dalla (58) e (59) si ha ool

0",0000039 < ¢, << 0",0000229, 07,0000078 << &; << 0",0000457,
e dalla (20), essendo & compreso fra 100" e 180", si ha
00000069 << v'5. < 07,0000126,

dove si & spostata Ia virgola di un posto a sinistra, perchs nei valori

dati dalla (30) la cifra delle unita & I'ultima cifra di &y, ossia (peril 3;;'E;='£§F[;' £

tipo di tavole che stiamo considerando) la quarta cifra di «’, mentre:

e (S bt 1 L
'H _-|1|l" ot

- . F - fi':}i
che, nel nostro caso, la parte intera di 2 non ha che tre cifre sole. ./ e
Ma gli errori ¢';. ed e: sono ambedue per eccesso, menfre 1'errors e, =il

e per difetto; quindi, indicando con 0s © gt dei limiti superiori inﬂb—'q;ﬁ;
bassabili di ¢, e di 7., ¢!, sark eguale a Y5 - 2:; mentre che ga, €8~ T
sendo il limite supeviore di e, maggiore del limite superiore di Yvu,®
il Iimite inferiore di e, minore del limite inferiore di Y., SArA com-. -l
preso ira il limite superiore di e, e il limite inferiore di v'L. S avrd i
dunque i

0°,0000069 < ¢, < 07,0000229,  0”,000147 < g, < ;0000588



' PERIODICO DI MATEMATICA. 67

Mentre che dalla (28), essendo
USAys44
(perché " & comprese fra 100° o 1807), =1 ha
0",0088772 < ' <= 0",0061959,

dove, come si & fatto per 1 limiti di v, si & spostata la virgola di
an posto verso sinistra.

5 54. Consideriamo ora il easo in euj 2 s1a compreso fra (" e 100",
Se la parte intera di 2" avesse quatiro cifre, ossia se la prima
cifra di 2" fosse di ordine 3, 81 avrebbe sempre (§ 42),

0,00001250 < v < 0,00012518,
quindi, se la prima cifra di 2 » dj ordine p si ha
07°,00001250 X 1072 < v, < 0°,00012513 X 1003

In quante ai limiti di e, e di i, 81 pud seguire una via analoga a
quella del § 49. Per ¢id si caleolino prima gli estremi delle limita-
zioni (58) e (5Y9) per = =10 (gli estremi inferiori) e per @ = 100" (gli
estremi superiori), pol si osservi che per z' compreso fra 1”7 e 107,
fra 0°1 e 1,... basta dividere gli estremi stessi per 10%, per 10% . ..
Infatii, al calare di «', le quantitia che compalono fra parentesi nei
due limiti inferiori della (58) e dalla (59) erescono, mentre quella che
comparisce fra parentesi nel limite inferiore della (59) cala: per cui i
limiti oftenuti nel modo ora indicato saranno a piu forte ragione
rispettivamente minori e maggiori dei corrvispondenti valori di e, o
di . Se quindi si attribuisee g p 1l significato precedente, si ha

,0000000039 X 10%~3 = ¢, 07,0000039175 x 10—,
07,0000000078 X 10%—3 < ¢, « 07,0000078349 X 1(%—s,

Ed ora, seguendo il procedimento del precedente §, si vede su-
bito che

1
|I :l P .
LA E
|

per 10"<<a"<100", &i ha 0°,0000001250 <p'«<0",0000039175, [1.555__"|Ei-'_'|'fi"5f3'i"'

e 0”,0060001328 <¢'s=207,0000080862, A iii_j;:|=:1-{5"!;._

e per 1'<w"<<10’, si ha U"',()Dﬁﬂﬂﬂﬂlﬂﬁ{}{:p'ﬂ{(l”,ﬂﬂﬂ[]umzmg , il!{i—’?f'-!:.'i'_!
e (",00000001251 <" <=0",00000013297. o e

E, al limite, per @” tendente 2 2ero, &, ed g tendono a zero, e guindi
Pe © p: hanno gli stessi limiti di s
Mentre che dalla (28), essendo ora

4 <X Ay << 44,
81 ha, attribuendo a p 1l significato precedente,
. 07,083772 X 1002 < )’ << 0".371750 X 10e~3,
2

per cni, confrontando 1 limiti superiori di 0 © di p} col limite infe-
riore di X, si vede che i primi sono sempre minori di 3 centesimi
del secondo (§ 40).
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e

OsservazioNE L. — Nel § 49 c1 & parso piu comodo e pin1 sollecito
considerare sempre come cifra delle unita la quarta cifra di #”; ma
in quest'ultimo § abbiamo preferito esprimere tutti i limiti in fra-
zioni decimall di secondo addiritiura, perehé cosi ci & convenuto espri-
mere guelli di g; e di g, Sarebbe perd facile segunire un metodo uni-
forme per ambedue i casi.

OsservazioNne II. — Per dimostrare ora quanto si asserl nella
Oss. I al § 59, si osservi che per " minore di 2" i logaritmi rap-
porti S e T, fino alla settima cifra decimale (arrotondata), sono pre-
cisamente eguali a — LR", e quindi le (13) coineidono colle (14).

Osservazionk III. — Analoga alla Oss. I del § 42. Cosi, per «
compreso fra 140" e 3" si ha

07,00339 < o + A < 0',00626
‘= 0",0005,

(perché Ay ha due cifre e la parte intera di @’ ne ha tre); quindi
I’ & cerfamenfe minore di o+ A, senza essere minore di un decimo
della stessa somma (§ 11).

OsservazioNe IV. — Analoga alla Oss. TI1 del § 42.

OssErvazione V. — Anche per le (58) e (59} si pud arrivare alla
solita coneclusione (§ 51, Oss, I), Cosi, per ® =38 si ha i
0",0000228462<e,<<0",0000228463;  0",0000456926<e,<<0",0000456927.
Osservazion® VI. — Per g, ed ¢ si deve ripetere unnsa Daaarva-:;i?

zione analoge a quella faita per 3, e & (§ 51, Oss. II), k.

CONCLUSIONE.

5 99. Lo studio della questione, che ci eravamo proposta (ecome - i
o106 si debbano eseguire i calcoli numerici per la ordinaria inter- 3
polazione nelle tavole logaritmo-trigonometriche), ei ha condotti a
considerazioni molto piu estese di quelle che esso richiedeva, special-
mente nel primi due capitoli e nella seconda parte del quarto. Cre-
diamo perd di non avere fatto cosa inutile. B

L'argomento dei primi due capitoli ¢i pare di tale importanza - i
pratica da dover costituire (opportunamente modificato) un nuovo -';;I-,'{i
capitolo della ordinaria Aritmetica; e questo perchd, essendo la teo- SR
ria delle approgsimazioni numeriche generalmente bandito dalle no-' "
stre scnole, non si ha nessun eriterio ben definito per eseguire op-
porfunamente le operazioni sui numeri che ordinariamente si presentano
nelle applicazioni.

Inoltre, la seconda parte dell’ultimo capitolo (la quale potrebbe
essere applicata a2 qualunque altro tipo di favole logaritmglrigono-
metriche si volesse considerare) completa le nostre ricerche in pro-
posito; perchd nella nota [N;] non considerammo tutti i metodi e ¢i
riferimmo solo alle tavole del CairLeT, e nella nota [N,] ci ocCuUpAmMMmo
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solo della ricerea diretta. B anche I importanza di questo studio ci
pare sufficientemente dimostrata, non solo dalla applicazione che ha
avuto alla nostra ricerea, ma per molte altre che se ne possono fare,
Le osservazioni VI, del 8 42, VI del § 44, 1I del § 46, VI del § 49
he sono esempi notevoll; ma, esaminando i risultati ottenuti ss ne
possono aggiungere molte altre.

Cosl, per es., in nn caleolo logaritmo-trigonometrico con cinque
cifre decimali, quando si ahbia una tavola di 1" in 1" per 1 primi tre
gradi, non occorre affatto vicorrere ai logaritmi rapporti, che presen-
tano sempre qualehe difficolta (per I'uso poco frequente che occorre
di farne) e che, generalmente, richiedono uno spazio non trascurabile
nelle tavole dei logaritmi dei numeti.

Come altro esempio: dalla Oss. IT del § 49 risulta che in un cal-
colo logaritmo-trigonometrico con sette cifre decimali rron 81 potrebbe
per gli arehi piccoli applieare il metodo del § 30. Ma da tutti i risul-
tati ottenuti nei 8§ 44, 45...49 si vede che quando s1 abbia una
tavola di 1" in 1" per i primi cinque gradi, basta ricorrere ai loga-
ritmi rapporti solo per archi minori di 30,

Come ultimo esempio: 1 limiti inferiori degli error: d’interpola-
zione fanno vedere come ersino tubii coloro, e sono molti, 1 quali
asseriscono che per Ax=1" {'errore di interpolazione & trascurabile
{[N:], §§ 16, 17, 18, 19); e come nelle tavole si mettono spesso le co-
lonne delle differenze tavolari anche dove I'iterpolazione non si pud
fare ([Ny], 8§ 8, 9, 10, 16.. ). Notevole fra questi il Brunxs (l. e.), 1l
quale da le tavolette delle parii proporzionali per @ compreso fra ()
e 10, mentre per &=1' I'errore Jr. puo essere maggiore di 150 unita
dell’ ultimo ordine,

§ 56. Tutte le regole date nel terzo capitolo (e la cui ricerca,
come abbiamo ora accennato, dette luogo a guesto studio) si riducono.
in sostanza, alle due, semplicissime, del § 42. E, per convincersi della
loro opportunita, basta vedere I'incertezza e la varieta de; criteri
che, in proposito, si trovano anche nei libri piu noti e pi1 pregevoli.

In una favela di logaritmi di numeri a sette cifre, il SErRRET (¥)
dice che nella vicerca diretta basta, in generale, fermarsi al terzo
prodotte parziale, mentre con questo eriterio si pud o tener conto di
un prodotio inutile, o eommetter nn errore non trascurabile (§ 42,
Uss. V); nella ricerea inversa poi stabilisce che (per la parte propor-
zionale) si debbano sempre prendere due cifre, mentre egli stesso (*¥)
alle volte ne piglia une e alle volte #ie. 11 TopHUNTER (***) non sta-
bilisee nessun eriterio fisso, perd essendo Ay di tre cifre, pigha per
parte proporzionale ora due, ora #e cifre. [| BarBATIN (****} poi, nello
stesso caso, ne piglia indifferentemente o una, o due, o tre. E vogliamo
anche citare il Goopwix (***#%) il quale (in una tavoln a sei cifre

(*) Seneer, Troild ddritlendtique (BEd. Gauthier-Yillars, Porigi, 1875; page. 200, 270).

{"} SermET, Fraité de Trigenométris (Bd. Gaulthier-Villars, Parigi, 1888: pagz. 115, 109).

(") Tonnunrer, Trigomomeiria pianu, versione dal Prof, Vifo (Ed. Pelierano, Napoli, 1875,
page. 124, 126,

("**) Bampamin, Kecuweil de calewls logarithprigues (Ed. Nony, Parigi, 1803; pPeEg. 19, 98).

(*****) Goovwin, Plane and spherical Trigonomeiry (Ed. Longmans, Londrs, 1801: pag T4 T3
Libro i teste nelln Scuola Navale di Gresnwich,

i
A

L e ety
e T L
D

s

= Wop ap T rdr g ML an L0 bt xr o
B At 3 s, i i 4 il = st [ Ly o 3
i b -ase L e il i v s 1] o
i L T R S o e L Sl T

L
]
'k _|"|_!.__...

b
i
-

!
S
i
2
T

o
!

B




70 PERIODICO DI MATEMATICA.

decimali) in uno stesso esempio, essendo Ay di fre cifre, piglia due
cifre quando fa 1l ealcolo direitamente e ne piglia invece #re quando

si serve delle tavolette ausiliarie calcolate sulla differenza media fra

dieci differenze (§ 38, Oss.), mentre I'approssimazione che si pud rage
giungere In questo secondo modo & minore di quella che si pud rag-
giungere nel primo (§ 44, Oss. VI).

Per la ricerca inversa, in una tavola di logaritmi trigonometrici
a setfe decimali e con Az=10", il Serrer (l. ¢.), il Brior (*), il Dz
CoMBEROUSSE (**), e molti altri stabiliscono di fermarsi, per tutte le
funzioni, a1 centesimi di secondo; e quelli che vogliono giustificare
questo criberio st basano sul fatio che per il logaritmotangente 1"er-
rore lotale di interpolazione ha per limite superiore 0°,03: ma come
s1 pud pol adottare lo stesso criterio per il logaritmoseno, quando
a 87% p. es, I'ervore stesso pud superare 1°? 11 VacquanT (**%), invece,
stabilisce di fermarsi sempre ai decimi di secondo. Lo CrAUVENET(¥¥¥¥)
non stabilisce nessun eriferio, ma nella ricerca inversa di logaritmo
tangente e con Ay di tre cifre, si ferma ora alle uniti, ora ai decimi,
ora ai centesimi di secondo; e altrettanto si dica dell’F. J. (*¥***) e del
Le CointE (™); 1l Casey (**¥) poi, nella stessa ricerca e con Ay di
quatire cifre s1 ferma ora alle unita, ora ai centesimi di secondo;
e I Heiss ("***) nella ricerca inversa di logaritmoseno si ferma ai de-

eimi avendo Ay di guaiiro cifre, si ferma invece ai centesimi avendo

Ay di due cifre.

E sl potrebbero citare moltissimi altri esempi.

§ 67. B I'ntilita dei criteri da noi stabiliti e givstificati (e Ia um
necessiti, se pud non apparire necessario per Ja ricevca divetta, & i
perd evidente per la ricerca inversa), oltre ad avere una ulilith pra- -/

tica (perche sopprime nei caleoli 1n guestione tuttocid che condur-

rebbe a una approssimazione illusoria), ha anclie una uiilita didatbica 3

non trascurabile.

- Sappiamo per lunga esperienza, che, se parecchi allievi eseguiscono .
{(indipendentemente I'uno dall’altro) un calcolo logaritmico non sem- "
plicissimo, 1 risultati raggiunti sono quasi tutti differenti: e eid non i/

perehs sianc stati cornmessi dei veri errori di calcolo, ma perchs
nelle successive interpolazioni si sono segnibi eriteri differenti. Men-
tre Tuntiormita di procedimento, olire essere comodissima per I'inse-
gnante {e 10 per ovvie ragioni) sarebbe ufilissima nnche per gl

allievi, 1 quali potrebbero condurre i ealeoli con maggior sicurezza e
eon pii faeile controllo.

(") BRTOT 8t BoUqQUET, Legons da Trigomoméirie (Libr. D2iAarAvE, Parigi, 1887; pagg. 65, 66). -

(**) De Commeroussy, Cowrs de Mathématigues (Ed. Qautbier-Villars, Parigi, 1893 Vol II,
Tagg. M8, 651).

t**") Vacquany, Cours de Trigonométrie (Ed. Moason, Parigi, 1804; pag, 145),

("%} Cravvawer, 4 Treatise on plone and gpherical Trigenmométry (Bd. Lippincott, Filadelfis,
1801 ; poge. G8, 70, 74).

(e ) ¥. 0., Compléments ds Trigonoméiris,.. (Ed. Poussielgue, Parigi, 1888: pagg. 707, 708, T05).
- (") L& Corsve, Legons sur I théorie des fonction civeulaires ... (Ed. Mallet, Parigi, 1858; pagg. 821,

. 94).

("""} Caser, Treatise on spherical Trigonometry (Ed. Hodges, Dubline, 1880; pagg. &1, Bl)

(*"*') Heiss, Ebene und sphiivische Trigonometvie.,, (Ed. Du Mont, Colonin, 1588: pag. 129}

L. &
|
L

- "
e el

T e 3

o e

ey

N e, S ST



PERIODICO DI MATEMATICA. ' 1l

-

§ 58. E, prima di porre fine a queste nostre considerazioni, vogliamo
anche accennare a una osservazione notevole, che si put fare a pro-
posito delle ricerche inverse. Questa ricerca » sempre fatta sopra un
logaritmo che risulta da un ecaleolo fra numeri approssimati, quindi
I'errore dal quale pud essere affetto il logaritmo stesso 8, general-
mente, maggiore di quello che deriva dal solo arrotondamento (§ 17);
e puo sorgere il dubbio che i procedimenti stabiliti conducano a delle
cifre 1llusorie.

Lo studio di questa nuova questione esce dal campo delle Mate-
matiche elementar:, e spetta alle varie scienze alle quali le Matemati-
che sono applicate (*), e nelle quali, appunto, si stabilisce quale possa
essere lerrore probabile di un risultato. Ci sia perd permesso di espri-
mere, in proposito, questa nostra opinione; a moi pare che la ricerea
dell'error probabile del risultato di un ealcolo abbia importanza solo
quando di questo risultato si abbiano molti valori indipendenti, dai
quali poi si voglia dedurre il valore medio {come spesso aceade in
Astronomia e in Geodesia); ma che per un caleolo, del em risultato
si ba un valore solo, sia molto pili importante 'avere, dell’errore in
questione, un limite superiore(**), anziche un valore probabile. Cosi, p. es.,
I'ufficiale di rotta sava, senza dubbio, molto pii tranqmllo se sapra
di aver commesso un errove cerfamente minore di 2, che se sapra che
il suo errore probabilments non sorpassa 1.

§ 89. L'argomento del guale ei siamo occupati in questo lavoro o
negli altri affini (come tulto eid che viguarda i caleoli numerici e le
relative approssimazioni) & molto traseurato dagli studiosi, e noi vor-
remmo pure che altri seguisse il nostro esempio (perfezionando e com-
pletando quel che noi abbiamo potuto fare); poiche, se in questi
ultimi tempi si & tanto sottilizzato sul rigove delle Matematiche pure,
perche non oceuparsi affatto delle applicazioni numeriche, le guali,
in sostanza, devono poi cosfituire lo scopo ultimo delle Matematiche
stesse?

Livorno, gennaio-luglio 1904,

G. Pesan.

(") Veggasi, p, es., in proposito: Sranviaass, Teber die Fenawigheit logarithmischer Beoréohnung
(Bd. Diimmlers, Berlino, 1888): Froiar, Deber idia Berechnuny nantisch-vatronvmischer Awfgaben.,.
(Anonlen der Hydrographis, aprile 1895 e maggio 1806} ; Konrsvairrer. Fiersielliges oder filnfstel-
lige Logurithmen fir nautizche Tufeis ? (Mavine Rundschan, Desembro, 1002).

(**) B un esempio della riceren di questo imite 1o demmo mells dune note Sul caxleolo delle reatts
altezsa gecondo il metodo @i Marecy Saint-Hilaire (* Rivists Marittima » » Eennaio 1002 e aprile 1904),
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LA TRASFORMAZIONE PER RAGGI VETTORI RECIPROCI
e le proprieta metriche delle figure

(Continuaz. e fine v. fase. pree.)

8. B noto che l'iperbole equilatera ha la proprieta che la distanza
di ogni suo punto dal centro & media proporzionale fra le distanze
che lo stesso punto ha dai fuochi, ossia, adotiando le solite notazioni,
per T'1perbole equilatera si ha la proprieta

- PF,| . |[P¥s| = |PC, (33)
cl08, ponendo,

1 IPEy|=p;  |PFo|=g; |IPCl = po
81 na
1. 08— pug. (33 biﬂ]

Applicando a questa la formula (1), supposto che il polo dell’in--

versione sia diverso da Fy, Fs e C, avremo:
PR PR POF
OF4| . |OP'| [OF.|OP] |OC}*. |OPT

08siga

IPFL| . |PTs|=k. |PCE (34) "’?.5".
dove, per semplicita, si & posto - ER
[OF . [OF 5
e s 35
£ bou*lﬂ ( )
Ponendo - .
. |P‘F-1| =01 153 *rzf — p's; PO — &'
ia (34) prende la forma
p1.p2="kpo". (34 bis)

Questa relazione esprime nna proprieta metrica che pud conside-
rarsi come una generalizzazione di quella espressa dalla (33 bis) per
I'iperbole equilatern, e che vale in generale per le inverse di questa
curva; l'equazione di tali inverse & per la (12)

(@ P —n*—a* -2y ) —my )2 —y = 0. (36)
S1 nofi poi che nella (34 bis) &8 k=1, ciod (35):
OF"y| . |OF’s| = [0CT,
quando il polo O & sulla iperbole, per la (33); ciog, come d noto, quando
la trasformata & una strofoide (retta od obligua). 2

-
-
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Consideriamo il caso particolare in cui il polo sia il vertice
A = (a, 0), ciod supponiamo m =a, #n= 0, nel gual caso, come sap-

prtamo, la trasformata & una strofoide retta.

La (36), ponendo 2]'-—-ﬂ=cr., diviene

@ (@ -y *)afa*—y'?) = 0.
Osserviamo che si ha
AF,=alV2—1), AF,=—a(24-1), AC=—a

€@ percld

o 1 —
AP, = ——— =24(1211);
T alyz—1) A
o 1 1
ARy = =——=—2(/2—1); AC=—=—24, (87
Y T | a s 9

e quindi la (85) da k=1, come gih avevamo trovato, e la (34 bis)
diviene
Prl . Prﬂ == F’l:r’g

che e la stessa relazione (33 bis) che vale per 'iperbole equilatera.
(Pero va notato che mentre per I'iperbole equilaiera C & il punto medio
del segmento F,F., nel caso della strofoide invece cid non sussiste.)

La proprieta dimestrata ora per la strofoide ratta pud enunciarsi
nel modo seguente: Suil’asse di una sirofoide reita esistono tre punt
¥y, Fe, C, tali che la distanza di un punto qualungue P della curva
de O ¢ media proporzionale fra le distanze che lo stesso punto P ha
da Iy, ¥y . Confrontando la (37) eon la (26), si vede che i punti ¥
e I'y sono quelli stessi che soddisfano aila relazione (25), trovata nel
§ precedente.

In guanto a U per In (37) si vede che questo punto & il simme-
trico del nodo (A), rvispelfo al vertice della strofoide.

Invversamenle si pud dimostrare che: Dati tre punti in linen vetta M, N ed R,

b iuege dei punti P oper 4 guali si abbin
|PM| . |PN] = |PRI%

sé € una curva rozionale, & una iperbole eguilatera guando R & il punio medio del
segmento MN, é yna strofoide vella in tuili gli altri casi; in altre parole, Uiperbole
equilatera ¢ la sirofoide retia sono, fra le curve vazionali, le sole che godono di
guesta proprieta, »

St ba infatti, posie M= (m,0), N= (n,0), R = (#, 0), lasciando per ora 1'ori-
gine indeterminatn:

Vizg — ) 492 . Vie—n)+ 9P = (@ — r)® + o
e succesgivamente:

(2" + y* — 2mzx + m®)(2® + y* — 2oz + n®) = {2* + y* — 2rx + 1%)%;
22 (2 + 9*) (2 — m —n) + 22 (m? 4+ n* 4+ dmn — 62 +
+y* (n* + n®— 2r") — 22 (mn® + mPn — ) +-mt —pi=0. (38)
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Se la ourva rappresentata dalla (38) deve essere raziomale, o dovra degenerare,
oppure dovra avere un punto doppio, e siccome, per la proprieta a cui deve soddi-
sfare, Ia curva & certo simmetriea rispetto all'asse z, il punto doppio dovri neces- - 4
sariamente trovarsi sopra qnest’asse,
Nel primo caso, ciod se la (88) degenern, dovrd ampullarsi il coefficiente del ' - i
1° termine, ciod sark g
m-n=8r, bl
5 o
(Uio significa che R & medio del segmento MN). L
In tal caso la (38) diviene: i
— 2
— (@® — y%). = 5 o 2rz (mn — r*) 4+ ma? — A = ()

che rappresenta nn’iperbole eqnilatera.
Se invece Ja (38) non degenera, ma ha un punto doppio snll’asse x, siccome
I’origine si & lasciata indeterminata, potremo disporre di su, », #, in modo che

Porigine sia nel nedo, dungque dovranuo potersi anmullare gl uitimi due termini
della (38) & ciogé dovri essere:

mn(m4n) = 3 miin? = 4

clos
mn = & »?; m-tn—=+2r.
Seegliendo il segno superiore, la cubica degenera, cid che ora si esclude; B“'i-:;_."&‘?"

liendo I’inferiore, si hanno i valori @i m, n dall’equaziones RSt
&4 . *

L8+ 97 — :r'"*=_ 0,

si ha eiod per m, n i valori — (1 + V2 ). _ -1
Ponendo per es.: m= — 3 (1 +- ﬁ) n =1 (',’2 — 1) la (38) diviene .oy
m(-r*-f-y*)—;—'(m’—y'J'—TD
che rappresenta vuna sirofoide retia. :
Si confrontino guesti ultimi resultati con quelli precedsntemente ottennti (37).

51 pud dimestrare direttamente (*) che i punti Ty, Fa, €' (0 M,
N, R, come ora gli abbiamo chiamati) sono fuoehi della strofoide,
quantungue la dimostrazione non sarebbe necessaria.

Infatti (**) le coordinate dei fuochi di una curva rappresentata
dall’equazione f(z, y)=0, debbono soddirfare alle equazioni

(21~ (-2(% .1
'EIL;: ' ;gﬂzama};'f’

che nel caso nostro, essendo

f@, )=+ y) +a (@ —y) =0,

(") Non oecorrebbe perchd & noto che nella trasformazione per rrggi vettori reciproci ad un

fnoce di unn eurva C corrisponde an fuoco deila curva irasformata ©. (SAzdo¥, 0. e pag. 855.)
(") BALm03, 0. . pag. 171
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divengono

(82" 4-y " 2aw)' —4y’ (o—a)' = 8B (1) . f
2y (3’ -y 2aw)le—ax) =4y . f.

La 2* & soddisfaita per y = 0; sostituendo nella 12 si ha
N (3re1+22)" = 82* (= -+ a)*
2 (" —dar—42") = 0

cloe
la guale ha per radici
p=ay=0, @&=2=22(1+V2), w=—22(y21)

¢ questi valorl coincidono appunto con quelli trovati per le coordi-
nate dei punii C, I, F,.

Prima di lasciare questo argomento, ciog, di consziderare i fuoeli di uns stro-
foide, voglio dimostrare che il nodo A di una strofoide 2 4l comiugato armonico
del fuoco C' rispetio ai fuochi Iy, ¥'s, ossia che si ha

(F FoCA) = —1.
Infatti s1i ha (837):
Py — % — 92 (12 2 i
_9_ Q0 u[}_—l—l) 2+V_—3+2V2
FaO —22422(Y2—-1) 2—-y2

ed inolire (26)

F;A %2(Y2 —1) V2 —1
£ quindi
C  FhA .
FiC' TsA '

Abbiamo escluso i easi particolari nei quali il polo dell’ inversione
fosse uno dei punti C, ¥, e Fy; trattiamo ora a parte questl casi.

Supponiamo dapprima che il polo sia il eentro C dell’ iperbole
equilatera. |
In tal caso, essendo m =n=10, la (36) diviene

(@) — =5 (" —y™) = 0 (39)

ﬂﬂ

che rappresenta una lemniscata di Bernoulli.
Applicando alla (33) le {1) (# si ha

PRy |ﬁ‘i _ 1
CP|.|CF,| |CF'|.[CFs] [CP]’

|P'Fy| . [PFs| = |CF,|. [CF . (40)

cl0e

(Osservando che &
O, = a 12, CFy,=—aV?2,
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81 ottiene

— 1 1
GFII —_— CF’ _—
a2 ’ aV2
Ponendo
i D ST T3 1
P]:-':JP]Z']l, P’ﬂ:PPFﬂl, a]/2=*&—,
la (40) diviene

8 .
o Ia (39 P1.Pa=¢ (40 bis)

(=54 *)*—2¢* (*—y7) = 0.

I punti I"i=(¢, 0) e Fs=(—e¢, 0) sono fuochi della lemnisecafa,

La (40 bis) esprime, come facilmente si vede, la notissima pro-
prieta della lemmiscata che cioe, il prodotto delle distanze foeali &
costante,

Py

e Sl i | “Th

- 5 e
i e

i
L =

Supponiamo ora che il polo dell'inversione sia uno dei fuochi, per
esempio Fy. B
In tal caso si ha m =a¥2, =0 e quindi 1a (36) diviene

m'ﬂl 12 1 VLT A E_ 1 o '
—Y £ _a:l("ﬂ'—l_y‘)r

41
ossia, ponendo r
@
(= fy* ') =5 (= +y7), (2) "2

che rappresenta una conchiglia di Pascal specinle, nella quale il seg- g

mento addizionale ® uguale all’'apotema del quadrato iscritto mel %%

cerchio direttore. Il nodo coincide col fuoco F; della iperbole. I
Applicando alla (33) le (1) (2) si ha

1 F.P| P’

= ! e — L . 43
|P'Ey| (Bl IP'F (OISR, PR (43)
Poicho si ha 3
: F:F,=2aY2, CT,=aV2, \
SATA
F.F 1 , 1 (44)
| 2 IJ—_BHVE' |GF!|_H‘F§ ]

e quindi, ponendo

[FsP'=0¢%, [CP]=¢4,
la (43) diviene, tenendo conto della (41):

*#

Pr __
" = B. (45)
La (45) esprime la seguente proprieta della speciale conchiglia
rappresentata dalla (42):
Sull’asse di una conchiglia in cui il segmento addizionale sia eguale

all’apotema del quadrato iscritto nel cerchio divettore esistono due punti
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Fg e C tali che la distanza di un punto qualunque della curva dal

punto C' & media propovzionale fra la distanza dello stesso punto da F's
e il diametro del circolo direttore.

Per le {44), (41) si ha:
1 B 1 3

F\Fy = s : — , {46
o 2a V3 4" a V2 5+ (4b)
che sono le ascisse dei punti ¥, €, considerande il nodo F, come
origine

La 1% delle (46) coincide con la (81), quando in questa si faceia
o .é- ﬁ. -

[ punti F's e T, sono fuochi della conchiglia, ¢/ (46) & il simme-
tricoe di F'; rvispetto ad F..

Si noti poi che la distanza dei punti F'; e C'® in valore assoluto 1B

F,C=

La proprista trovaia & caratteristica: Cerchinmo infatif il laogo geometrico dei
punti P tali che, essendo F; e C dae punti qualunque, 81 abbia

[PCE
[P’Frzl
c108 earchiamo 7 luogo del vertici di un iriangolo P’ ¥y C, @i eui uno dei laii
sic fisso (F'sC') e gli altri due sieno tali che il guadrato eostruito su P'C sia qua-
druplo del rettangolo degli aliri due lati.
Prendendo per origine il simmetrico Fy di ¢ rispetto & Fs o ponendo

FiFs =FaC =k,

= 4 |F,C

2

81 ha
. (x —2B)* + y* = 4k Y(x — &)* + 3°,
elog
(2* + y* — dkx)* = 8%* \2® + ¢
e facendo k= — la precedente si riduce alla (42). e. d. d.

4

J. Congideriamo una ellisse rappresentata dalla equazione
boa® -+ e’y = a®h. | {47)
Mediante le (11) troviamo facilmente 'equazione della trasformata
per raggi vetfori reciproci; per brevith fermiamoei a considerare sol-
tanto dune casi particolari e ciod guando si prende come polo il centro,

0 un fuoco. Nel 1° caso si ha m=n=0; e quindi I'equazione della
trasformata o:

@y =+ (). (48)

Indicando con Fy e Fy i fuochi dell’ellisse (47), & noto che sussiste
la relazione |

|PFy| - |[PFy| = 2a. (49)

(*) Quonta enrva Ja cul squazione pud scriversi (z* + ) — adzt + P4, & ehe per la forma
rammania una particolare cawsiniang, non ha ricevoto, almeno ch’ in sappia, on noms parficolare;
esan pub coneiderarsj anche come podaria di un'ellisso dal centro; la sus ares & ngoale alla medin
axitmetica delle aree dei cerohi deseritti sugli asst di quoesta ellisse come digmetrl, LescAERs, (Nou-
velles Annoles, p. 486).

PR - o
o - B B i ' =
m o e o e e

i o !
—
=

L --'..,T .

i -
™

Ly L

B |
t:'-,{,,.a,:f

-
- o I e ==t :
—i T ot TR e TR i g T ] A [ e P Rl 1 R Bl T L Ak o
L g el i D A T ey i i R LS [ S e B = ! PR e i e T
T R e e e A P e S e : B

e, SO Y L
tﬁfﬂﬁﬁ’?_: =
o
.

T
i ol S
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ot
L

ol

T
o i

el R D g e e

_...
= i
T g

A7
s
; -I' :
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e

i

R 1 [ NS e g i rol w L
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45 el e T

A questa applicando la (1), otterremo una relazione che esprimera
una proprieta della corve (48).
Si ha, cios, indicando con O il centro dell'ellisse!

TR A

.
!
;1:

L IR |1 s S (50)
|OP’| . |OFY |OP|. JOB] ek i
e poiché s1 ha: -
— — —_— 1
|OF,| =0V = ae, sard  |OF|=[0F = i
quindi, ponendo:
|IPTy| = P1, |PF"s| = 0s Tﬁ?’l =0,
la (50) diverra, punendo % =K,
oL+ pa=K. 0 {50 bis)

(siccome & e<C 1, sarh K > 2),

La (50 bis) esprime la seguente proprietia: Nel piano di una inversa
di ellisse, essendo polo il eeniro, esistono ire punti in linea vetta ¥y, Fy, O, 2
dei quali O & il punio medio del segmento ¥ ¥, tali che la somme
delle disianze di un punto P qualungue della curva da ¥, ed ¥, &icd ’;
proporzionale alla distanza di P da O,

2
'l.s--

iy

Questa proprieta & caratteristica. Infatti sieno F';, F'y, O tre punii collineari
¢ sta F',0 = 0F', = d; cerchiamo il lnogo dei punii F’, iali che =ia '

B + [Pl = k. [FO

Avremo, riferendoei ad nn sistema di coordinate rettangelart di eui O sia 1’ori-
gine o 1" F'y 'asse x:

Vet ar + 7+ Ve —ar + P =kVa* + o

g snceessivamente

Sanidy

Ay g 3 : o
L T O LR R o i
= S T 00 ey T e i s S ey

[(° + 9%)(2 — &%) + 2¢°) = 4 [(=® + ¢* + A%} — 4d°2°| = 0
B — d)(2® - y*) —4d%2® (B —4) —4d% = 0 .
ga*
2 4 22 2 (78 2.0 — _ i
(2* + %) kﬂ[,?:ﬂ—-lljl'l (k* — 4) + *y°] = 0. (51) .

=

" D,

La (51) rappresenta una inversa di ellisse (dal centro), se & E£*<C 4, cioe ee
8 £k >2 (k & posikivo).

w‘"

i

P = [ pi L
" i
o ";‘llu-

Ponendo : o
R — 4 2 ?
i U g 7
14 {51) diviene ke
) 23 o :
{ﬂ}" + ynjﬂ ﬂi bg — D
che & idenlica alla 48. ¢. d. d.

Che debba essere soddisfatta la condizione %> 2 & naturale, perche (50 bis)

ogni mediana m, d'un triangolo e minore della semisomma dopo altri due lati.
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Se inveee il polo dell'inversione & uno dei fuoehi, per es.: Fi={ae, 0),
Ia equazione della trasformata dell’ellisse (47), per le (11), sara:

it o) + @y

clo8 \
e \* a
[+ ' — S 2) = 35 @+
e ponendo
ag a =
77 = | =0, (532)

la precedente diviene

3

ry —Bx)=a' (et o),

che vappresenta una Conchiglia di Pascal. Poiche & e < 1, sara b<< .—;i; ,

(x

¢iod £ <o, quindi la conchiglia ha un punto isolato in F',.
Dalla (49), applicando le (1) (2), si ha la relazione

1 : |P Iy ”
——— - — 2a
|PFy] BN o IR Y T
© poiché &
i 'l
Ffi=_, (53)
ponendo
PF,| =g |P'F'| =p',
Ia precedente diviene:
1
2ae i PI: e P
e poiche & Gy
1 —
2ae 28 ' _ (2]
si ha finalmente _
aps —Bpa=13(3"—of). (55)

(Questa relazione esprime la seguente proprieta della Conchiglia
di Puascal acnodale:

Sull'asse di una conchiglia di Pascal acnodale esistono due punti T,
e ¥y tali che essendo P un punto qualunque della curva, o e B rispelii-
vamente le misure del segmento addizionale ¢ del diametro del circolo
direttore, si abbia la (55). »

L’ascissa di I, se Iy & lorigine, & (53) (54)
B?— o

23

{ punti ¥, T sono fuochi della conchiglia.

- F.}'g ==

Questa propriath & carajteristica per la conchiglia acnodale. La -dimostrazione
pud farsi analoga a quella in fine del § 7.
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E noto ehe in un'ellisse, (47), essendo MN e PQ due diametri or-
togonali, di eui le misure siano rispetiivamente a e B, si ha

1 1 1 ., 1 a® 4+ §?

' OB 4a® T 4T 4a%

Applicando alla (58) la formula (1), sapponendo di trasformare
I'ellisse per raggi vettori reciprocei, essendo polo il centro, si ha

(56)

¥ !

o ) 4
OM' . [ON]~ {af ™ o
s B B4
OF'|. [0Q| G~ §

e quindi dalla (56) si ha I'alira

e
—

o I s o
16 ' 16— 4g%°
1 1 :
e ponendo a= ok b= R
o B =4 (a” 4 b7), o
Gk : . A . R
Ciod: in una inversa centrale di ellisse costanie la somma dei gua’ﬁ%ﬁ
drati di due diametri ortogonali, =

Di quesia propriets diamo anche mna dimostrazione diretta.
Biﬂ : :.' 7 L-I
(;'!:i "l- yﬂ}ﬂ —_ [{12;1:5 ..I_ bzyz:' —0 ' : |
I'equazione di nma inversa centrale d; ellisae, T

Sta

Y = mz

una relis passante per I'origine; essa incontrera la curva in dae punli le cul
coordinate sono:

+ Vo? + o%m + m Va2 F n%y
1+ m¥ ' I+ -

Indicando con « la misnra del diametro appartenente alla rella considerata
51 hra:

s 4{a"-} bl 4 (a* 4 b*mbY

- T
o= (14 m%? =t 1+ m?

Se B ® la misura del diametro perpendicolare ad «, hasteri nella relazione pre« . i

cedente sostitwire ad an, 1 , ® guindi:
m

(57)

g2 4 (a*m3 4 pY) _ (58)
1 4 ? .
Dalle (57) (58) si ha:
a? | f2— 4 (a® -+ bY). e, ﬂ'. d.

Monza, maggio 1904.
G. Carposo-Layxnes.
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DERIVATA DI ORDINE QUALUNQUE DI ALCONE FUNZION]

. Sia dats una funzione di funzione

¥ = yfu) con u=uiz);

la derivata di ordine P di y rispetfo ad z & data dalla formula (*)

vy 8 1 d% X7 g
B 3.2 Bk
dzt — ¢ '131 k1 du® Er! dz’ (1)
ove rappresentiamo con k
S ey

P

la somma di tubti i prodotti annloghi a e, e, &n. .+ Er, €s8endo ry, 7y,
oy« . . 7% numerl inberi positivi ugualij o disuguali, avenli per somma 2.

La
1 d'u

r! daf

¢ dunque una somma il cuj termine generale &

( 1 du )ru (__1_ i )ae( 1 Egﬂu)uﬁ ( 1 dvy )ﬂF
1! dx 2!  dx® st dz®] " \pl ggv ) °

UVE oy, 0, Usy...ap & un sistema di soluzioni intere positive o nulle
delle due equazioni

3

3

By Tot-Ls ... a2, —}
1 2% - 35 . L pry = p,
e la somma ¥ estesn a tutti i sistemi
nulle delle predette equazion, figga
Noi ei proponiamo di esprimere la

é} @& u

p L g

di soluzioni intere positive o

in funzione dip e k nei casi che u sja una tunzione razionale intera
del 2°, del 3° 0 del 4° grado.

Osservando che per una funzione razionale intera di grado n

8010
nalle tutte le derivate di ordine superiore all’ »°

s¢ la u & una fun-

(*) Ceslimo, Analisi algebrica: Derivate sueenssive delle farzion! 4i funzioni,
(*" Cir, TeixgEina, Sur les derivdes @'ordre queleongue. * Giornale di Battaglini ,, 1880.




.....

denotande con D, , il prodotto

qualora si conosea la derivata di ordine qualunque di = #(u) rispetieo
ad .
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zione razionale intera del 22, 3° o 4° grado, i sistemi di equazioni da i
risolvere con numeri interi positivi o nulli sono rispettivamente -y

T +.Ti= ;l'] (2) G
11_1'2332:131
Ty II g I:G‘;"——-.Icl (3) :
&y +235+3I3=P1
&Iy —}- Tg ‘|— o —I— Ta=1F ] 4 1
.’1?1‘}"2.5?1“!—3;?3“‘]— 4’1:’1':;"1‘ - ( ) :;.';'-.;E :
2. T} subito visto che condizione d possibilitd per il sistema (2)

P11

e che sin L = K ( 5 ), indieando con E(z) il massimo intero conte-
nufo in z.
Sotto questa condizione, le soluzioni del sistema (2) sono

¥ =2k — L
Te=p—Kk.
Percid, quando # & una funzione razionale intera del 2° grado
az” + B+,
ia
' 1 dru
= ? r!  da
si ridorra a
(o5 B (e
-ta » . — 21  do® ( dzx ’
C106 S1 avra :
o £ k : e
?r! dxt (p__ ;;) o> (2aw - BF. (5]_-::___:
Allora la (1) diviene -
- S L. T
da® f:!jw) (p» k) kT dux % (B B =
" 2

—— ﬁ Dl"- Ap—k) dly
o=z (BH) p— k! du*

s Qaa e, (6)

m{m—1) (m—2)...(m—a-1).
La. (6) ci da la derivata di ovdine qualungue di una funzione

Y=y (az®} pz -+ 1)

Faery

=

aw
iy
2.8
.l

-
=
-

e

Tn particolare, prendendo per 1 = z(u) la y=—;l‘-, poich®

d y (—1)* k!
du* = gxH
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gi ha

@ (-m:g —I-?ﬂ:rr -+ ‘r) ;

2 B b P (2o |- B)R—r
s & =API. .. | [ S o
=y (712) T o TRy
Cosi, prendendo Yy =c¢os u, poichd
d* eos u
| dﬂk — CO8 {H + ;G"%ﬂ) .
si ha
@ (cos (aa® 4Bz + y) |

dx?

B
— b DPI 3:]]'_'1_}

et L

ezt P —k1 PO T B 7+ hdm) o Gaz + B

Se poi prendiamo y=¢" si ha

(fPpust-t-fx4y T B Dp Kot
—_— \ s o\ D—H
—= e y LEE p— g1 & Bax By, (7)
== (5 :]
ed in particolare per w=—1, p=y==0
P ¢x?
— px* i DII- 2 p—N) (E:FJ'IE“]‘ ] (TrJ

dxY EEE(;L-:—_JJ?—-L‘_

Nella (7) Ia sommatoria pub 3 :
infatti 50 51 pone Puv essere ordinata per le potenze di T3

o= Dty Oh=—p) o
lr:.E(P__EE)P'_'k! - 7 il

si ha per p pari

AP gex-Hpx—+y i3

(P = .EHILI_‘E‘I—F? E C:;T:,
e per p dispari r:D
(P g4 fx-toy P

pro == g rixty 3 G,

y e |

3. Venendo alla risoluzione Jlel sistema (3), & manifesto che

condizione di possibilita & che sia k= T (:r:' -+ 2)
=),

Sottraendo poi dalla seconda Ia prims equazione si ha
Lo —l— Xy == p—k
€quazione soddisfatia in numeri interi e positivi (o nulli) da

2y =i f==. 1,2,...]5(335—").

——mm =

i

|
|

———

B o gt e i =l R
: i it T
: 2 o
e S TE T " P £
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Sostituendo nelly

PPina equazione del sistems (3) questi valori, si ha

“#ono prendere fra i suindicati numeri guelli
"vo o nullo; e questi sono evidentemente

011'2?' i E(p‘___—: L); S€ k:}E (-g_)i

P2k p—Uh L...E(pj; ) se Jf-::,E(%)-
Dopo cid & possiy;,, dare &

él d u

r! dr*

_ - P

la forma di una SOy dipendente da un unico indice, qualora sia 1
una funzione raziewy), Intera di 3° grado

aa® -~ Ba® - vz |- 5.

8

In cui perd per i g i
per cul z; risulta py,

Osservando infajy, M,

d
& =3+ 2B+,

| %
Ui g =3B
| d°u
i —
si ha N dz’
-
é ] dru'- ; oy T) kI
prldrt T 2 i1 1 (B +2aHy) NGz + By,
ove & E;
. ’i’ﬁ——ﬁﬁf 20 f.‘{éE(%)
AL == o
o 1 0 se k> 1 (—%) 7 {
La (1) quindi nel V'hTo presente diviene | J}?
o "=E(P_§‘E s "y 2k—i~—p! p—k—241 {1 X 1
X (322* + 28z - v H3(Buz |- Bk,
a; ﬁliﬁﬂi,tlﬂnzf;;n;u]ﬂf‘ la derivata di ordine qualunque rispetto ad x
ivata di ord: Y= 1 Wir® + Ba® - ya -J- ), guando si conosea la de-
 Gome onst oo Weorane di y—y (s) rispetto ad
Come caso partiy,, -

e, ponendo y=¢" con ¥ =ax", 81 ha

AP =
== pa\’ ‘q 1_'}}( g ) p! 31“_1
dmp ahivﬂk—p E

k- 5‘*-_1 E ”'. i—=I) 2k+‘i—p! P_k_z'i! i! '
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4. Passiamo ora alla risoluzione del sistema (4), Ia possibilita del

(p _i_ 3) . Sottraendo dalla

quale & espressa dalla condizione k= B
seconda la prima equazione si ha

Ly _i_ 2:‘3 _,_ 3:1‘-4 =p kr

equazione che o soddisfatta, come facilmente si vede, da

dg =P k 21 3
Ts 23
Ty == m

con m variabile da 0 g | (E—_E_—E—’), e per ognil m, [ variabile da O a

E (p kg 3”1) - Sostituendo nella prima equazione di (4) questi va-

lori, ai ha
Ty =2k | - 2m — p,

ove perd per ! ed m si devono prendere queili, fra i snindicati nu-

g—) dovrd essere

meri, per cui x, risulta posifivo: eciod so kf::E(
M=p—3k ed 1 >4k — p, mentre se J = E(%), potendo m prendere

tutti 1 valori da 0 g E (D), dovra essere 2= p— 2k Allora se &

o
s ¥ =o' - B’ y2® + By t-e,
poichs
du . : )
dp = 422"+ 302 + 2y - 5,
1 &u
21 dp? — B’ 3B+,
1 d
31 gt — o 1§,
1 cd*u
41 gt — %
8RI'4,
é 1 E(P_;j) ]""(:]'_1:'3:_3uf ) !
p ;E=m=zn:a; iy 26-1F2m Pl p—,k—21—_8m! ] ] X

X (4" 2Bt (B -8 p-s--om (daig-

p—3k  Be k{E(%}-)
Mkz

0 & g E(g)
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il 4k—p se k<< I (%) J ‘
In=3p—2k se E (%)} k2 I (%) |

0 ge L=FE (%) ; 9

e quindi

Pk p—E=3m %

dil"'_:-_ % _di?_fﬁ vﬂ) E( = ) p!

d 2P k:E(;_'—f—_:l) duE m=mn 1=Ly 2E4-1-12m—p! p—k—2] SmII!m!X
X (daa™ 8304 2yg--B)otrtam (6202 |- 3y )p—+—21-5m (4| Sl

formula che da la derivata d’ordine (qu
funzione y (az*-}- Ba® - T2+ 82 -} &),

suecesmive di gy(u) rispetto ad u,
De in particolare si pone a=1, f=yv=3

dPext
dxP

alunque rispetto ad z di una
quando si conoscano le derivate

e=1{_, si trae

—

> (e A 8P =k —2—dm Qik-+H-Hm—p ]
=—pxt 3 kg W b P . (B
=3 (ﬁ) m=My =1 26+4+2m -Plp—#-21-3m!l!m! 353

9. Alla determinazione della derivata p-esima di !
gere per altra via, la guoale i
altrimenti sarebbe dif

Possiamo porre

sl pud giun-
porta a sfabilire delle identith che
icile dimostrare,

y=e€e" econ u—g®
ed allora per 1a (6), in cui si faceia g — 1, =0,
Py 3 Dywe dy
s I:=E{:P_—:—lj p—~&l dut

(20)%—p

dkff dkfuﬂ ol -é:q Dk g['k ]. L D &
£ = _ - 1 2(k—>s ZHJE:—}:= ext ¥ k, & {k—s) (gmﬂ}aa-i_
du® dut  ° —g | ( — 3]
G —x(2) b — !
Quindi
f;pfj — pxt i Dp, Wp—k) i Dk,ﬂ(k-l)'gk-i-m-p i rahet
b

1 P—Bl_ fn E—al
=) E T Ve () 0

I1 polinomio che mollipliea ¢~ pud ancora essere ordinato per le
potenze discendenti dells x; e, ponendo per brevitd

> = D v, 2 v—t 2{w—t)
—— Sl Ay—w)-1
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81 ha infatti

dPpxt E(%) h = %_p 1L~ P |

2w = I Gt 2 G g el @)
e (2 3(2)

ove P=p--1, se p & divisibile per 4, e P=p, se p non & divisibile

per 4.
Confrontando le (8) e (9), si traggono le identiti

E (ﬁi) E (h;h p | Bv—4—8m Dp—anintm (f (P; h) el (

wya, =iy, P2kl 2m A 23Tl = ) G (o, h) se };«::E(
B

=(3)

ros oS

Bologna, Iuglio 1004.
Firipro Sigrrani,

RISOLLZIONT DELLE QUISTIONI 658 ¢ 665

6os, Luogo des punti di contatio dells tangenti condotle da wn purio fizao

G tuthi i circoli bilangenti a una ronica.
E.-N. Barsiuy.

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. dj Pavia.

Nia dats una cu%ica Y © un arcolo ¢ di centro bitangente in M, N alla v;
sia P il polo di MN rispetto a Y e a4 c. Siccome la PC passa per il punie di
mezzo d1 MN, passera anche per il centre O di 7. quindi ie divezioni di PU ed MN
S0no coniugnte rispeito a v, e poiche PC ed MN sono tra lore perpendicolari,
la PO dovra essere um assa d) Y, €108 il centro i ¢ deve appartanere ad wno
degli assi di y.
Cio posto distinguiamo i saguenti tre casi.
1°. v & ellisse. Sia:
BX* - a®Y2 — %t = ) (1)
I"equazione di v; supporremo che ( ap'pnrtengn. all'asse delle x; poniamo quindi
C= (a 0); sia inoltre A = (¢, B) un pnnte fisso. L° equazione di un esrchio di
centro C 2 data da:
(XA —x)* 4+ ¥2—-R'=0, (2)
La condizione necessaria e sufficiente affincha In (2) sia bitangente alla {1)
& che sia nulle il discriminante dell’ equazione in X che si ottiene eliminando
la Y tra le (1), (2): 8i deve quindi avere:
u’:’—-{b“—n’][R’-—Em’—-:r.:E]:{}, da cuj R':b’bi;ﬂz;xa,
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qrfindi la (2) dj?an_t;:

-

L O =) [(X — ) V) (5 by — . ® -

La ‘polare di A rispetio alla (3) ha per equazione:
{E:’-—u’}l[a.x+ﬁ'f-——(I—}-u]:i:—}—m”]—b'[b’-—u’—[-m’):ﬂ. (4)

. D mri-dante che Ia (4) incontrera la (3) met punti di contatio delle tangeati
condotte dal punto A alla {3). Sotirnendo la (4) dalla (3) risulta:

X3 —I—YE—-EI——ﬁY—-—[E—-E}m:ﬂ, {9)
ed eliminando la 2 tra le (8), (B), 81 ottiensa Ia guartiea eirecolure
X =) (Y ) b0~ ) X )’ (X* Yo aX— BY)]e0, ()

la guale & i Inogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da A ai cireoli
bitangente a v aventi i centso sult’agse delle x, Quando il centre C giace sull’asse
delle 3 st otlivne I'equazione del luogo seambiando nella (6) X con Y, a com 3,
® con B,

La '(8) ha evidentemente un pante doppio in A e un altyvo in (2, 0); inoltre
€388 passa per 1 fuochi di v e per 1 punti di contatio delle tangenii condetts
da A g -,

2% v & iperbale. Per ottenere le equazioni del lnoge basta cambiare segno a . ..¢

b* in quelle trovate nel Cas0 prevedants,
3% v @ parabola. Sia:

e -2
V'equazione di vo La (2) & bitangents alla (7) gquando :
Allora la (2) diventa: Wedp=p" “

| - (K—2) + Y4 p*_2yp—p. 8-
La polave di A rispetto alla (8) ha per e L= .1
“E'I'EY"‘-T[K-I-EJ+.T-"1—p’—ﬂp;;—._~?_ (9)

Lliminando Jz 2 {ra le (8), {9} si ottiene lIa quartiea circolare
X — ) o (Y — 817 492 (K — ) — 95 (X — )y by 2X — pY) =0

passante pel fuoco di 7, ece.

G65. Inogo del punto di meszo dells corde di-una cardioide che sono viste
$0lto nn angolo costante w dul pitnio di regresso 3 una quarticn della quale s8i
domanda U'equazione ¢ Varea. Nel cazo in eni Uangolo costante 3 rette la guartica

Suddet ta diviene un cireolo. Lﬂﬁ.;

I.-N. Barrsiex,
Risoluzioni de sig. Gandini, R. U. di Payia.

18, GromETRICs. — Sieno: v la cardioide dala, A la sna cuspide, 0 od » il
centro g ) raggio del cerchio e di eni la T e concoide; D 1"alire estremo del
diametro di ¢ passante per A; MN una corda di y tale che sia MAN = «; (%)
Pil Punto di mezzo di MN; M, N’ rispettivamente i punki in eni le retie AM, AN
Ineontrano I ¢; B un punto di ¢ tale che sia AOB — «; A’ la proiezione di B
8u AD; ¢ la circonferenzs di centro O e raggio QA

" H'h:- v s =0
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Dimostreremo ¢he luego di P 2 una conchiglia @i Pascal concoide di ¢ yispetto
al polo A’ ed a4l segmento addizionale s = BD.

Sieno He Q rispeltivamente i panil medi di M'N" M'N. I triangoli QPH, OBD
sono oguali; infatti:

QP=-}MM‘=;~=DB, QH= 3NN == 0D:
N

inolire, siccome le retie QP e QH sono

rispettivamente parallele ad MM’ od NN,
avremo anche:

HQP = % — MAN = 5 — o — EOD .
PH=BD =g, (1)

Si deduce cha

Si ha:
, M'OH = M’'AN’ = BOA,
quindi 1 triangoli rettangoli M'OH, BOA’ sono uguali, -0ssia OH = 0A’ ¢ per ¢ib
M'N" & tangente a ¢ in H. Dimostriamo ora che Ja PH passa per A’ 8i ha:
PHM’ = GHM — QFP — NNV — GHP — ABw _ AP —
ﬁﬁM’ — DﬁB s BﬁM’ =X Bﬁi"t’l' e E%H — ﬁfﬁN’;

dn ¢id si deduce che i punti A" P, H sono in linea reita, Tenendo conto di questo

ultimo risultato e delia (1) si conclude ehe il luego di P & proprio la conchiglia df
FPuseal suddelta.

Discussions. — Vediamo eome varia il laogo T' di P al varisre di a da () a = {*
= 0. B ed A’ tvincidono con
che I' =y,
' 2=%m A coincide con O; ¢’ si ridaee al punto 0; s =» V2. I Qdiventa
il cerchie di centro O e raggio r V2.

*x=gFn. A &il punto medio di OD; s & ugnale al diametro i ¢; T & quindi
una cardioide,

» §=2r; ¢ o ¢’ coincidono, 8i eonclade

e=mn. Bed A coincidono con I;eee coincidono; s =0; si ha quindi '=",

(") Basta considerars mm « tompreso tra O e =, perehe & evidente che due valori di a ghe diano
Per somma 2o generano uno stesge Iuopo,
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0<a<lpwm $n<lao<in $x<o<m I & sempre uma conchiglia di Ve

Pageal; se d & il diametro di ¢ si ha rispettivamente, s=d' secondochéd Pangoloaw - '

soddisfa le prime dne disugnaglianze o la terza.

figuazione ed area di T'. — L'equazione di I in coordinate polari, prendendo A’

per polo ed A'D per asse polare, @
p=28 <+ 20A cos P,

pEsis .
p = 2rcos = - 2r cosa coayp. : (2)

In generale I'aren della curva p—a - b cosp e data da:
+J ot dp =1 S a4 ab S cosg dp + 3b* ) cosp dp = pm (207 -+ B,
v ¢ L 0 -

quindi 1'area S di T' sara:
5= 37 (8% cos® Lo + 47 co8%2) = O »* (e08%% + cosx -+ 1) .
2% Awanrrica. — Scegliamo la AD per asse delle z e Ia normale ad AD in A
per asse delle y. Sia: o
MAD=1, P=(zy).
AM = 25 (1 + cosi), AN = 2»[1 4+ cos (A + «)];

M= (AMcosi, AM send), N =[ANcos(x + z), AN gen (% + &)];
& == i[ﬂﬁﬂﬂl"l—ﬁﬂﬂﬁﬂ[l —|—ﬂ:”= r(1 —|—nu31}|cﬂsl+r[1 _I_Eﬂﬂ[l_l_u:l]cuatl +a), | F

_I’

y=—%[AMsenA 4 ANsen(A 4 x)]=»{1 + cosd)senA + r[1 4 cos(X 4 z)Jsen(h + &},
Wuindi: $h:

Avremo:

{ o8 A—axsen A =]l 4 cos (A -} o)] sen «
o zaan(l+m]—yuna{l—|—u}=r[1-|—unal)ﬂaum,
c1o

e e e -

(¥ — » senc cosx) cosk — (= — » senx) seni — y sonz —
(# coBot — x Seno -+ 1 senx) cosh — (ysenz + x coszr)send 4+ reenz= 10\,
cos8%L - sen®A =1 ‘
Eliminando cosk e seni dal grappo (A) si trova I’ equazions del lnoge di P.
Rssa- '

7*[{1 4 cosz) z 4 y sena — r sen’a]® 4 .
-+ »*[{1 -+ cosat) y — @ sene -+ » senx (1 —ecosa)]* = (2 + 4* — 2y + rPsena)?,

S, — e e

i 1 ikl -

u T
e Thar
Lt — e

0S8IA:

————

r*(14-cone) [2—1(1—cosa)]ysena }*+12{(1+ cosaly—[z—2(1—cos)]sena 2=
:{[ﬂf—"fl'—ﬁﬂﬂﬂf-]]”+y”—2r[.::—r{l—nusﬂj]msn‘. 2,

esaguendo il trasporto di assi

e k

=X + » (1 —cosz), =%, | ¢

& semplificando, si oltiens v ]
(X 4+ T* — 22X cosa)® = 4r* (X* 4 Y?) con? §«. (1) e

Quest’eqnazione rappresenta evidentemente una conchigliz di Pascal
Per @ =0, 2= §r si hanno due eardioidi unn delle queli (guella che corri-

sponde ad = = ()) coincide con Ia data; per @ = }n, « =— =« si hanno doe eircon-

terenze.
Trasformata In (1) in coordinate polari si ottiene 'equazione (2) ottenuta colla

dimostrazione precedente.
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QUISTIONI PROPOSTE

682. Calcolare 1’ integrale

f}@fhﬂ— ¢ —(2¢ —a)dr .

683. Essendo ABC un triangolo isoscele dato (AB = AQ), esiste
un’iperbole, concentrica al cireolo circoscritto ad ABC, che passa
per B e C, per il centro dei cirecli exiseritti contenuti negli aﬂgﬂ]iﬁ,ﬁ
¢ per 1l punto di Gergonne corrispondente a questi circoli exiseritti.

[ vertici reali di questa iperbole sono situati sull’altezza corri-
gspondente al late B(C, se B > 60°. Caleolare la lunghezza dell asse
di guesta iperbole in funzione degh elementi del triangolo.

684. Il Inogo dei centri delle coniche che passano per i fuochi di
una ellisse e sono tangenti ad essa in un punto dato, & una ellisse.

685. Si considerino due eireoli fissl ¢, ¢’ di centri O, O, e un dia-
metro AB di ¢. Essendo P 1a protezione di un punto M di e sul dig-
metro AB, si descriva il cireolo + ehe ba per centro M e per raggio
la media geometrica fra il raggio del circolo ¢ e la lunghezza QP
(0 MP). Dimostrare che I'asse radicale di Y € ¢ mviluppa una conica

686. Essendo O il vertice, a Passe, d I'assintoto di una versiera
(cubica di Agnesi), e T il punto di contatio di una delle tangenti
condotte da O alla curva, dimostrare che la parallela ad ¢ condotta
per T divide Yarea compresa per la curva e le rette a, d in due
partl equivalenti.

S1 cerchi anche di dividere in due parti equivalenti I'area suddetia
per mezzo di uns retta parallels a 4.

687. Dimostrare che la retta avente per equazione

2A (A-p) @+ (A —p* 22 -t y— e (A —p*—20) =0,
essendo 1 parametri di p legati dalla relazione
p L I, b

mviluppa una conica. Quando a varia, questa conica inviluppa una
quartica, ¢ quando & varia quefla quartica inviluppa tre rette (")

E.-N. Bagisiex.

(") Qneste tre rette somo 1o assintots della qnartiea, she restano invariabili qualongne sia il
valore di &; uns dells assintote & doppis,
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Opere matematiche di Eugenio Beltrami. Tomo secondo, 1904.

11 secondo volume, testd pubblicato per cura della facolta di scienze della

K. Universith di Roma, delle opere del Beltrami comprende le pubblicazioni del-
P illustre scienziato che videro la luee dal 1867 al 1873 riferentisi principalmente
alla geometria differenziale ed alla fisica matematica.

217.

28.

29,
30.

al.

32.
33.

34,
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42

43.
44,

45.

Ecco 1'indice di gnesto wolume: .

— Sulle proprieid generali delle supeifiecs d'area minima. (Memorie doll'Ace.
di Boelogna, 1887.)

Swita teovia generale delle superficie. (Atti dell' Istitnto Veneto, 186&,)
Intorno ad wn nuove elemenio introdotio dal 8ig. Chaistoffel nella teoria delle
superficie. (Rendic. del R, Ist. Lomb., 1869.) |

— Sulla leorice generale dei parametri differenziali. (Ace. di Bologna, 1868.)

— Zur Theorie des EKrunmungsmasses. (Math. Annalen, 1869.)

— [ticerche sulle geometria delle forme binarie eubiche. (Ace. di Bologna, 1869.)
— Aleune formule per la teoria elementare delle coniche. (Giornals di Mate-
matiche, 1871.)

— Noig sulla teovia matematica dei solenvidi eleilrodinamici. {(Nunove Cimento
1871-72.)

— Ricerche sulla cinematica dei fluidi. (Acc. di Bologna,- 1871-72-73-74.)

— JIntorno ad una trasformazione di Dirichlet. (Giornale di Matematiche, 1872.)
— Osservazioni sulla Noin del prof. L. Schiaefii aila memoria del sig, Belirami
“ Sugli spazi @i curvatura costunte s» (Annpali di matematiche, 1871-78.)

— Sulla teoria analitica delle distanze. (1st, Liombardo, 1872.)

— Teorema ai geometria psendo-sferica, {Giornale di Matemaiica, 1872.)

— Sulla superficie di rotazione che serve i tipo alie superficie pseudo-zferiche.
(Giornale di mafematica, 1872.)

— Del moto geometrico @i un solido che yuzzola sopra un altre solido. ( Gior-

nale di matematica, 1872.)
— Di un vistema @i formole per lo stwidio delle linee e delle superficie ortogo-

nali, (K. Ist. Lombardoe, 1872.)

— Swlle funzioni bilineari. (Giornale di matemalica, 1873.)

— Sul potenziale mutuo di due sistemi vigidi, ed in particolare sul potenziale
eleinening e elettrodinamico. (Anvali di matematica, 1878.)

— Comunicazivne di una lettera di LAGRanGE a F. M. Zaxorrr. {Accademia

di Bologna, 1872.)

CARRARA. — T tre problemi classici degli antichi in velazione ai recenti

risultali della scienza. Studio storico eritico. Problema 3. Trisezinne:
dell'angolo. (Estratto dalla rivista di fisica matematica e scienze
naturali,)

Abbiamo gi reso conto ai lettori del Periodico delle prime due parti di questa

inferessante opera (Anne XVIIIL pag. 198 o Anno XIX, pag. 52). Questa terza
parte ha gli slessi pregi dalle alire due: esnttezza storiea e soientifica, chiarezza
e lucidita di esposizione, che ne rendono Ea lettura facile o dilettevole.
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St compone di tre parti. Nella prima (Preliminari polemici) si parla di alcuni

fra gl'innumerevoli tentstivi fatti in tobti tempi per risolvere il problema eolla
riga e col compasso, tentativi assolatamente illogici @ assurdi dopo ehe ne ers

stata dimostrata Vimpossibilita. L'elenco come ben si capisce non & completo.

Segne ['enumerazione di vavie seluzioni approssimate ed un cenno snlle dimo-
strazioni d'impossibilith esposte da Petersen, Kletu, Capelli, Conti ed altri.

La saconda parte tratta delle risoluzioni ideake dagh antichi, riducendo il pro-
blema alle intersezioni di couiche o alla mserzione di due medie geometriche, o
facendo uso di altre eorve come In gquadratrice & la concoide.

Nelln terza parie, che tratta del probiema nell'epoeca moderna, & data anzi-
tutto In dimostrazions dell” impossibilita. di risolvere il problema colla rviga e col
compasso, poi le selozioni di Cartesio e Wolf medinnte un circolo ed nna conica,
quella di Newton, Ia risolnzione mediante la concoide di Pascal, e per mezzo di
vari istrunmenti ideati in epoche abbastanza recenti, ecr,

Rouse Barr. — Byreve compendio di storia delle matematiche. \ersione
dall’inglese con note aggivnte e modificazioni dei dott.” Dionisio
Gambioli e Giulie Puliti riveduta e corretia dal prof. G, Loria.
II volume. Bologua, Zanichelli, 1904,

Nel n. V1, anno XVIII (pag. 842) abbiamv annnuoziato 1a pubblicazione del
I volume della traduzione di questa opera del sig. Rouse Ball, ¢ dato nn breve
tenno del contenuto e dei progi di esso.

11 IT volume, recentemente pubblicafio, comprende lr storia dells matematiche
comineiando dalla invenzione della geometria analitica fatia da Cartesio (1635)
fino ai giorni nostri.

11 traduttors prof Gambioli ha agginnto la biografia di alcuni matematici stra-
nieri, e dei pin insigni matematici italiani moderni in due appendici che sono un
necessario complementn ad nos tradozicne italiana dell’opera del Rouse Ball.

Ed ora ¢i permettiamo di notare alcune mende dell’opera ehe a nostro avviso,
1 tradottori avrebbero fatio bene a toghera.

Talvolla il libro si riduce ad un’arida enumerazione di matematiel, mentre
per un sunlo sarebbe opportuno elis fossero messi in vista pochi momi, quelli di
coloro chs stauno come pietre miliari snl cammine dalla scienza, facendo msaliare
Uopera di essi,

In gualche punto I'A. si perde in storielle di poca importanza come le disgrazie
coniugali di Kepler (Vol. I, pag. 267) o il chiodo a cui Poisson giovinetto era
attaccato da suo padve [Vol. 1L, pog. 186) e simili; e viceversa parlando di Mer-
cator si dimentfica di dire che agli ided quella proiezione di cui s8i serve tutio il
mondo, dice poche parole su Delambre, Torricelli, Ruffini e sopratubto riassume
le quatire pagine che egli dedica a &alileo colle seguenti parole:

* Io penso che 1'opera @i Galileo pud riassumersi hene dicendo che le sue
“ ricerche sulla meccanien meritane alta Iode, ma sebbene n lni si debbano gran
“ parte dells prove che posero la teoria copernicana sopra una base soddisfacente,
" non fece egli stesso alcun progressoe speciale nelle teorie astronomiche ,.

E questo giudizio non pud soddisfare nessuno, e tanto meno i compatriotti di
colui che

.+ 6ll"Angelo che tanita ala vi stese,
Sgombro prime {e vie del firmamento.
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Infine crediamo che sarebbe staio molto utile (per nom dire necessario) aggiun-
gere un indice alfnbetico dei nemi vicordati nell'opera e degli argoment: in essa
irattati, \ : '

Opere matematiche di Franceseo Brioschi, Tomo III.

E uscito il 3" volume di questa splendida raccolta. di eni gia annunziammo
I'inizio (v. Periodico anno XVII pag. 101, anue XVI1I pag. 150). Contiene 11 note o
memorie pubblicate dal 1887 al 1897 negli Annali dj matematies, 25 pubblicate
dal 1847 al 1894 nei Rediconti del R. Isf, Lombards, 2 pabblicate nel 1855 nalle
Memorie della Societ italiana delle Scienze in Modena, 17 pnbblicate dalla K. Ace.
dei Lineei dal 1870 al 1886,

Queste memorie si riferiscono principalmente alla teoria delle forme nlgebriche,
alle funziom ellittiche ed iperellittiche alla risoluzione delle equazioni.

V1 sono pure le necrologie di Casorati, Belti, Colombani.

Loria. — Spezielle algebraische und transscendente ebene Kurven. —
Theorie und Geschichie. — Antorisierte, nach dem italienischen
Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von Flritz Schillte. —
Leipzig. Teuebner 1902.

La Regin Accademia delle scienze di Madrid propose ul premio per un elenco
di tuite le curve di qualsiasi specie, che banno nn nome speciale, con brevi no-

tizie sulla loro furma, sulla lore equazione e sullo scopritore di esse, 11 nnnﬂurﬂq:-_l_-.'.ﬁ-:';”
scadeva il 31 dicembre 1894, ma fu prorogato al 31 dicembre 1897, non essendo. | %
ginnte risposte. Intanlo Hdton de s Goupillidre proponeva una quistione simile .5

nell’Intermédiaire des mathématiciens (Vol. 1, p. 37, 1894). 1 prof. Loria vinse il
concorse con una memoria, che ha dato origine alla grande opera {un bel volume
di cirea 750 pagine) pubblicato in lingna tedesea dal Tenbuer.

Tutti celoro che si dedicano alle matemstiche devono esser molto grati al

chiarissimo professors per avers condotta a termine un’'opera di questa natura, .

e all'Accademia di Madrid per averla provocata. |

lofalti in tolli i rami delle matematiche, dni tempi pia remoti fino ai giorni
nostri, @l trovane numerosissimi esempi di curve, ideats per risolvere i problemi
classici dell'antichith od altri problemi intevessanti, o per rappresentare legszi
fisiche, meecaniche ed alire, ¢ non eras possibile, fine ad oggel, avere nolizia di
quesie curve, altro ehe frugando pazieniemenie in giovnali, viviste, Atti di Acca-
demie scientifiche, libri aniichi e rari.

Per raccogliere quesio enorme materiale oceorreva wna erndizione profondis-
SiMa & ann pazienza da benedsttine; per ordinarlo, classificarle e ridurlo in vo-
lame relativamente piccolo occorreva un acume & un intuito matemnatico di primo
ordine,

Nessuno, crediamo, poteva riumire gueste qualita n grado pix eminente del ) R

prof. Loria, ed il-lavorn da lni eompiuio dari modo agli studiosi di verificare - °
senza alcuna fatics, se gnalche eurva che a lore capiti soit’occhio per una ragione |
gualsiasi, xientra o no fra quelle conoscinte.

Libri di quesla natura sono assai rari e si pubblicano soltanto a lunghi in-
tervalli, perche, nel campo scientifico i pib preferiscono lanciarsi alla congmista
dell'ignoto, alla ricerca delle regioni inesplorate; Ia vertigine delle altezze da al-
Fandace cercatore, come all’ardito alpinisla uns specie di ehbrezza, che manca
quando si fanno ricerche pazienti, lunghe, spesso noiose entro i volumi polverosi
delle biblioteche.
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Mg, come per I'esplorators & necesaario raccogliere I'insiome delle sue scq.
perte, come &il'alpinista piace di tante in tanto volgere lo sgnarde indietro per
misurare I'aliezza a cni & gianto, cosi & della pti alta importanza nel campo delle
scienze, un fstante di sosta per raccogliere quanto & stnto fatto sopra un dato ar-
gomento dall'wmaniti tutta intera e misorarne ' importanza.

L'opera & divisa in sette partt come segua:

1. — Luoghi piani e solidi. (Reite, eircoli, coniche) (3 capitoli).

11, — Curve del terz’ordine (14 capitoli),

L. — Curze del guart'ordine {16 eapitoli).

IV. — Curee algebr-iche speciali di ordine superiore al guarip (6 capitolj),

V. — Curve algebriche speciali @’ordine qualungue (19 capitoli).

VI — Curre trascendenti (25 capitoli),

YIL — Cuwrve dedotte da alive (12 capiloli).

Come si vede da guesto indice lo curve sono classificate prendendo por base
18 loro rappresentazione analitica.

Invece nei numerosi capitoli, in eui si divide ciaseuna parte, & adotinto vome
criterio principale 'srdinasnento storico e erenvlogico,

Un’analisi del libro, o richiederebhbe uno spazio assai maggiore di quello di
cul possinme disporre, o si ridurrebbe ad un arido o insignificante elenco di nomi,
per conseguenza crediamo pin opportunc limitare] a segnalare ai nostri lettori la
pregevole opera per invogliarli allo studio @i essa

I lettori di questa rivista hanne avuto nn saggio dell’'opera nei doe metieoli
dell'egregio autove intitolati: Ossersazions sopra te coordinate polari (Vol, XV, p-T
o Le radiali di wna enrva aigebrica (Vol. XVII, p.80) i cui concett; fondamentali
sono riprodotti nel libro.

In un’opera di questa importanza e di questa mols non possono mancare le
mende, e le emissioni. Ci avgurviamo che edizione tedesca valga a preparave la
vig ad una edizione italiana.

Vogliamo pure sperare che 1’ illustre antore voglia compiare I'opera e renders

un altro segnalato servigio ai culiori dells discipline geometriche pubblirando un
lavoro dello stesso genere sulle superficie,

K.

IL IIT CONGRESSO INTERNAZIONALE DET MATEMATICI

(Heidelbery, 8-13 agosic 1904)

Quande, durante I'nltima adunal*za generale di q'nestn memorabile convegno
di dotti, il prof. Schwarz, con parola calda e convinta, propose un voto di plauso
8 colovo che, con abnegazione superiore ad ogoi elogio, quella riunione avevano

sapientements organizzsta in totti i snoj particolari pin minuti, st da oftenere un
risultato pressoché perfetto, il concords applaugo, con cui I'assemblen aceolse sif-
Iatta proposta, provo che egli erasi fatto interpetre di um sentimento che totti
condividevano. Tattavia & un solo punto del piano genergla del Congresso, se-
condo il eomvineimento universale, sarebbe stato necessario qualche ritoceo, od &
uell’ornrio delle sedute, il (uale rese impossibile i prendere parie od assistere
al laveri di pin d'nna sezione. Di tale piceolo néo faceinmo qni menzione, non
per vano desiderio di crilica e nemmeno per ammeonire gli orzanizzatori dei cone
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gressi fnturi, ma soliante per yendere edotti i lettori del Periodico del perchd ei

troviamo nell’assolula impossibilita di esporre con profondita ed ampiezza qnanto

fecerc 1 matematici nella lore terza generale rinnionme, nell'attesn degli Aftli di
ensa, ¢l & forza restringerci ad una semplice cronaca degli avvenimenti!

Al IIT Congresso internazionale presero parie 310 matemantivi; e ciod: 155 fa-
desehd, 25 francesi, ed altvetianti russi, 24 ansiro-ungheresi, 12 inglesi, ed altret-
tanti nord-americani, 11 italiani, [cioé: Capelli (Napoli), Castelnuove (Roma),
Gralvani (Boelogoa), Guecia (Palermo), Levi-Civita (Padova), Loria (Genova}, Mo-
rera (Torino), Segre (Torino), Vacea {Genova), Vailati (Como) e Volterra (Roma)],
10 danesi, ed altrettrnti norvego-svedesi, 9 svizreri, 5 olandesi, 2 belgi, & rumeni,
2 greei, 1 sud-americano, 1 spagnolo ed 1 ginpponese; finalmenie 2 di residenza
ignota ed 1 abitante di Sofia.

Lia concordia che permauente regnd fra tanie persone, fu veramenle mirabile,
ed era oggetto di soddisfazione e cnriosity il vedere, affratellati dalla ricerca del
vero, vivali di ieri come nemici di oggi, concordia che nulln turhd e pote solo
venire eclissata dalia signorile cordialita delle accozlienze preparate dai malematici
tedeschi a1 loro colleghi di fuori.

Il Congresso comprendeva sei sezioni, cioé: 1 Adritmetice ed Algelbra, 1T dna-
lisi, 111 Geometria, IV Marematica applicata, ¥V Storia, V1 Pedagogia. Queste eb-
bero per organizzatori rispettivamenta: 1 Kneser e Liiroth; 1] Hilbert o Schwarz:
I11 Brill, Meyer e Schur; 1V Hauck, Klein e Runge; V Cantor e Stidckel; V1 Bcho-
bert ¢ Trentlein.

A presiedere le sedate delle varie sezioni furono per acclamazions chiamati:

I Netto, Seliwanoff; 11 Hadamard, Levi-Civita, Lindelsf, Miting-Laffler; 111 Bemﬁr,{.,h

r

G
=51
=T =

i
-

Guichard, Morley, Segre, Zeuthen; 1V Bérrch, Finsterwalder, Hadamarr, Klein:

Guabler, Schotten.
Le comunicazioni [atfe furono rispettivamente 13, 14, 21, 15, 10, 20, di el

gefte da italiani, ciod: Capelli, pelle Sez. I e 11; Levi-Civita, nella 1V: Loria,
nella V e VI; Vailati, nella V, e Volterra, nella IV. Non vauno poi dementicate
le conferenze generali, tenute dal Painlevé (in francese), dal Greenhill [in inglese),
dal Begre (in italiano) e dal Wirtinger [in tedesco),

Nella sedntn inaugorale il Kénigsberger commemord degnamente Jacobi, men-
tre 1 altre sednte generali vennero presentati il 1 volume della grande Euciclo-
pedie * delle quatiro accademie , nonché il primo faseicolo della traduzione fran-
cese di essn, ed una storia della societs matematica tedesen: vennero inoltre fathi
veti per linsegmamenlo della storia delle matematiche e perchié 1’ lstituzions Car-
nexie aceordi i fondi necessari alla pubblicazione delle opere complete di Eulero.

Da ultime va ricordato 1'interessantissima esposizions di modelli ed appsarati
matematicl, la quoale, assieme alle conferenze iliustrative, costitul una delle mag-
gior attrattive del Congresso

Nella seduta di chinsurn il prof. Volterra, in nome deil’Accalemia dei Lineei
e del Circolo matematico di Palermo, propose 1'ltalia come sede del 1V Congresso;
I'entusiasmo col quale tale proposta venne accolia ed approvata, dimostrd, non
golo il fascine che il bel paese esercita dovunqgue, ma anche 'alta stima e la pro-
fondn simpuatia di cui gedonoe all’esterv i matematici Maliani: a Foma, dungie,
neita Frimavera 19087 erano le parole che echeggiavano nel momento doloreso
della separazione. In qnell’oceasione verra conferito per concorso un premio di
L. 3000, al migliers lavoro sanlla teoria delle curve algebriche, con un fondo posto
generosamente a disposizions del Circolo matematico di Palermo, dal prof. Gaeeia (¥).

(*) I programma di tale eoncorso verrd presto pubblieato.

G0 Lazzert — Direttore-responsabile

Finito di stampare 11 14 ottobre 1004

E

Vieck, Vollerra; V Braunmiihl, Loria, Tannery, Zeuthen; V1 Fehr, Greenhill,




TEORIA DEI NUMERI COMPLESSI AD A UNITA

INTRODUZIONE.

L’ ampliamento di un campo numerico coll'introduzione di nuovi
numeri deve essere in ogni easo suggerito dalla necessitk di rendere
sempre possibili talune operazioni sopra numeri del campo, ed & certo
molto utile che la estensione sia fatta di guisa che le leggi formali
delle operazioni restino nel nuovo campo, per quanto & possibile,
conservate.,  questo il principio detto da Hanker della permanenza
delle regole di ealcolo ).

Cosi dal campo dei numeri interi, con la scorta di queste prip-
eipio, 8i arriva mediante suecessivi ampliamenti, al campo dei numeri
razionall, e poi a quello dei numeri reali, nei quali campi le opernzioni
fondamentali (addizione, sotirazione, moltiplicazione, e divisione) sono
sempre possibili o godono delle medesime leggi che valgono pel
numeri interi. '

I impossibilith di estrarre la radice quadraia di un numero nega-
tivo condusse all’introduzione dej # wmeri complessi, ehe risultano asso-
ciando all'uniti reale 1 un'altra nnita ¢ definita dalla proprieta

=1,

e anche in queste nuovo CAmpo restano inalterate lo leggi delle
operazioni fondamentali. | -

Qui non & il caso di dire T uso, veramente vasto e fecondo, che
81 fa e si & fatto dei numeri complessi dopo le ricerche eslebri di
EvrEro e di Gavss, ma occorse pruttosto far notare che i nameri
complessi ebbero originariamente accoglienza, percha una folla di' teo-
remi acquistava con essi una validiti generale e una espressione pi
semplice. Cosicch® mentre si studiava la natura dei numeri com-
plessi, doveva naturalmente sorgere l'idea di ricercare se il proecesso
di estensione del campo numerico si chiudesse coi trovati nmumeri,

(*) Pexr il sense esntio di queato principio =i legga l'articoln di . Peano, Primejpio do Perma-
nentic, nella * Revue de Mathématiqne , toms 8% anno 1903
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ovvero se altri se ne putessero definire, i quali, mentre dessero luogo '
ad una aritmetica gemerale con regole tutto affatio analoghe alle
ordinarie, soddisfacessero sltresi al medesimo scopo di utile genera-. ._:T',i.';f".
lizzazione e di semplificazione. © e

Il Gauss stesso fece senzn dubbio ricerche in questo senso, giacehe ' .
nel 1831 nella introduzione alla sun seconda memoria sai residui bigua- £
dratiei, dopo di avere esposto il sno modo di concepire un numero . i
complesso, cosi scriveva :

" L'Autore si & riservato di studiare in seguito completamente la
questione che nella precedente memoria & soltanto accennata per ingi-
denza, di trovare cioe le ragioni perchd le relazioni fra elementi, che
rappresentano una varieta a pii di due dimensioni, non possano for-
nive alire sorta di quantith emmissibili nell’aritmetica generale , (V).

Gauss dunque era convinio della tmpossibilita di una tale esten-
sione, ¢ probabilmente pereliz si era accorto che I"introduzione di
numeri complessi a pin di due wnith non poteva farsi senza ledere
qualeuna delle leggi formali delle opernzioni fondamentali.

La questione doveva certamente risorgere dopo che Hamirrow, -*
nel 1853 pubblicava la sua teoria dei Quaternioni (*), eolla quale dava
un importantissimo esempio di nomeri eom plessi a 4 unita, non ﬂmmﬂt-:;:

e

tenti perd nmna moltiplicazione commntativa.
L’ impossibilita dunque di definire una moltiphcazione che ammet-

S =
F i 5
L=

4"

tesse tutte le leggi formali della moltiphiecazione ordinaria COMINCIAVE %
& rendersi manifesta ai geometri. B cosi Grassmans nel 1862 (%), =
introducendo sotto il nome di guantila estensive numer; complessi ge- >
nerali, pensava di non fare nemmeno 1’ ipotesi che il prodotto di pinn %
numeri complessi di dato sistema appartenesse a questo stesso sistems, 3
meuntre d altra parte Wreiersrtrass, occupandosi per Ia prima volta 4
della questione nel semestre d’inverno 1861-82 (*), metteva in luce
un fafto di grandissima importanza, che segnald poi nel 1863 in una =%
lezione ail'Universita di Berlino, che ciod in ogm sistemn di numeri
complesst a pit di due unita, il quale ammette nna moliiplieazione
commutafiva, esisiono sempre numeri diversi da zero il cui prodotto
s:18 uguale allo zero. -

Questo teorema pubblicato da Hanger nel 1867 (°), fu generalizzato (e
da I'roreEmivs nel 1878 (%), e da Prirce nel 1881 (*); entrambi dimo- -:"":
strarono che, anche sacrificando la Jegge commutativa della moltipli- &
cazions, tranne i quaternioni nessun altro sistema di numeri complessi ;

(*) Gavas, Theoris residuorum biguadraticorum, 11 (1831). Werke 2, p, 178.

(3) 'W. R. Hamirros, Lectures on Pualernions, Dublin, 1858,

(%) GRASIHANT, Ausdehnungsiehre, 1862,

(4} Cosl si rlleva dn ona lettern invinta a-SeHwARz [ vedi nota (1) pag. ser.]. Cir. anche Encykiopddie
der Maihematischen Wisaenschaften, Teil 1. Band I, Hoft 2, A, 4: Theorie der gemeinen nnd hiheren
complexen Grissen, von Study, p. 173,

(®) H. HAWKBL, Theoris der compleren Zahlensysterne, Leipzig, 1867,

() Froeexmius, Jourmal far die r. w. . Math,, 84 (1878), p. 59,

() C. B. Pemnce, American Journal of Math,, 4 [1881), p. 295
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A pia di dne mili poteva godere della proprieta cle per I'annnlla-
mento di un prodotto sia necessarin Iy nnullamento di uno dei fitiori.

Questo futto dimostrerebbe I'asserzione di Gavss ri porfata dianzi
dell'impossibiliti di fondare ' aritmetica generale analoga all’ordi-
naria, se l'esistenza dj nnmeri che rendono nullo an prodotto senzg
che nessuno di essi lo sin s ritenesse d'inciampo all’effetiiva costru-
zione di nna tale aritimebicn.

Ma non & di guesta opinione il WeizrsTRASS,

In wna Junga letlera a Scawanz del 1883 (") eghi pome infaiti
I gnestione se Vesistenzn di siffatti numeri, che chiama dipisori dello
2ero, costilnisse o no nna sostanziale differenzan tra Faritmetica delle
guantila formale da pia di dee nnith e I"aritmetiea ordinaria, e con-
clnde che fra Je dne avitmetiche ¢’ & anzi perfeita analogia, gnando si
faccia I'ulteriore ipotesi che wa equazione algebrica allora selp nossa
timetlere infinite radici gnando i snoi coefficienti s otfengano tutti
da nno stesso divisore dello zero mediante moltiplieazione per quan-
Lifa arbilrarie. 11 sistema risulta allora costituifo dalle quantita eom-
plesse delln forma

: ﬂ=ﬂ1i’1+ﬂgl"i+...+ﬂ'mfm,

Aove oy, og..., ., 2m SONO numeri complessi ordinari, e le unity €1, Pournn, P
sottoposte alle condizioni

Py Pr==¢;, &r. 0y =10, (r=3s, rs=1,2,...,m).

Se con

6—‘:ﬁ151+ﬁﬂfﬂ+---':_,em9m :

81 Indiea un altro numero complesso appartenente apqneatn sistema,
Il prodotto ab visulta dato con legge semplicissima dall'vguaglianza

ah = 'EE:IE].EI ‘,“ 5’2;:-!592 + “ _l— 15"-'1'1];B|'r1"='rr| .

Le Jegzi della muitipliaﬂziune sono evidentemente verifieate, onde
WhoieksTrAss conelude che & possilile I'introduozione d; guanfifta com-
plesse in un’aritmetien generale analoga all’ordinarin, ma 1a regola
stessa colla gunale s effettna In moltiplicazione dimostra chiaramente
Vinutilité i questa introduzione: Faritmetica delle quantila com-
plesse non pnd eondurre ad aleun risultato che nop Possa derivarsi
senzaltro dalla teoria delle quankith complesse ad ung o n dne unita .

La lettera di WeigrstRASS segnn 1l pumto di partenza di una serie
di ricerche fatte da Scawarz, HOLpER, PErERSER e DEpexiny (%), Anzi
Depegino arriva al sistema di WEeiERsTRASS mettondosi Botto ipotesi

(1) Gértingen Nachrichten, 1884, P. 3%6. Vedi anche Mathematische Werks von Karr Werzs-
STHABE: Zur Theorie der guy u Haupteinhaiton gobildeton complexen Zanien, Zweitor Band, pp. 911-
9325 o la osservagonl di H. A, ScEWARZ relative a questa letters, G5it. Nachr, 1884, p. 516 o
Msath. Werke von K Wreignerrags, 11, pp, 232340,

(*} H. A, Bonwang, ¢ Nachr., p. 518; D, Hoipeg, 1886, p. 241, J. Pxrersrs, 1887, p. ¢80,
DEpeETND, 1885, p. 141 e 1887, p. 1.
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- quale ho riferito alla Seuola di Magislero annessa all’ Universita di_
Palermo, e che mi fu soggerito dal Ch.™® prof. Grovanm Mmsann e
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un po’ piin general, e confrontando Je plnprlath di questo ElBt‘em Ut
con le analoghe dei numeri algebrici, la i naturn & stata st.udlah“"? I"'_f-
da tempo, conelude che un sistema di numeri complessi che nmmetta"“ s *r*"“
le leggi dell’aritmetica ordinaria non O nd impossibile, nd superflue,
ma sibbene privo del caratiere di novita. |

Tolti dunque quesli sistemi, vestano sistemi che presentano sostan-
zinli differenze col sistema delle quantith complesse ovdinarie, cen
tutto 1D essi nen sono privi di interesse, e la coneisione e la sem-
pheita che il loro mezzo apporta in talune teorie ne consiglia lo studio.
Si son fatte percid delle ricerche per esaminarne la struttnra e per - ik
classificarl specmlmﬂnta col sussidio delln teovia dei gruppi di tra- °
sformazione; (ueste ricerche si devono a Stupy (), Lie (*}, ScrEp-
rERS (°), FroBEN1US (%), HiLBERT (%), ed altyi.

In Italia veruna pubblicazione & comparsa sn questo ar gomente,
eosicehe ho creduto opera mon vana pubblicare una trattazione siste- _
matica della teora dei numeri complessi ad » unitd, argomento sul

~~~~~~

!'* ":
i
ehe dirige le conferenze della classe di mnatematica. *':lf

M1 prefiggo di non nseirve dai limiti della pura Analisi Aln'ehnea,:
e in quesin parle, nella quale, dopo la definizione dei numeri com=
plessi col metodo di Hamivron, e i teoremi gemerali sui sistemi df @
numeri complessi che ammettono una molfiplicazione associativa :j*g
e una divisione bilaterale posso alla dimostrazione del surlmﬂrdatq il
teorema di FroBenivs sopra i quaternioni, io seguird un lavoro del
GrissEMANN (%), al quale & anche ispirato nn capitolo della preﬂ'e-~:=
vole e recente opera dei pr off. Storz e GueINER, Theoretische Arithme-
tik (Leipzig, 1902), che mi & statn in questa parte guida ottima e

sieura.
Corpi assoeiativi - Corpi hankeliani,

§ 1. — Dpriviziont PRELIMIMARI - OPERAZIONI FONDAMENTALL

I. Definizione di numero complesso d’ordine ».
Derivizione I. — Un sistema di #» numeri reali (o, o, . . .y eta) 81 ;'
dird un numero mmplassa d’ordine n. Denotando con-a questo numero
complesso, 8i scrivera iR

6={n, 03,...,m), (1) 78

(1) B, S8towy, Gt Nachr,, 1889, p. 237; 1808, p- 1.

(3) 8. La», Foriesungen iber endliche continuierliche Gruppen, bearbeiten von G. ScHEFFEES,
Leipzig, 1803 (Kap.21),

%) G, BomEFrERS, Math, Annaien, 50 (18D1), p. 208,

i) FroBeNIUS, Berl Ber. 1806 p. 601,

(!) D. HiusesT, Gité Nachr., 1806, p. 170. Si vegga anche L. Krowecxen, Berl Ber. 1988, I,
PP. 420, 447, H57, 583; II, p. 088,

() V. Grisapmaxw, Monalshefle fhir Math, und Phye. X, Jnbrg, p. 137-147.




