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A. Con questo metodo il numero apparisce come rdppre-
sentante le grandezze e serve immedialamente al lore studio.
Le definizioni, dei concetti e delle operazioni relative ai nn-
meri ,devono quindi discendere dalle corrispondenti. per le
grandezze. Saranno quindi uguali i pumeri che rappresentano
grandezze uguali, sara maggiore il .numero che rappresenta
la grandezza maggiore, un numero sara somma di pin
altri se rappresenta la grandezza somma delle grandezze rap-
presentate da questi altri numeri, ecc, [n tal modo 1 concetti
di ugnngl.im]za, di disugnaglianza e le nperaziuni sul nu-
meri godranno le proprieta stesse che godono le cormspon-
denti per le grandezze, E siccome cogli ordinari concelti di
uguaglianza e di disngnaglianza, di maggiore e d1 minore, ecc.
per le grandezze che piti comunemente si sogliono studiare
si ha che, indicando con A, B, C,.... grandezze omogenece,
se A=B, B=C anche A =C, se A>B, B>C anche A>C,
e A+B=1+ A ece., sarh corrispondentemente per 1 pu-
meri a, b, €,.... che rappresentano quelle grandezze., che
a=csea=b,b=c;a>c,sea>b,b>c;ea+b=b+aecc.

este rieta dei numeri sono quindi veri e propri leoremi,
Qu- il (E:;EEII:B di numero dipen:}e cosi dal t:npm:elitn di gran-
dezza; ma il vedere come il numero, introdotlo che sia,
possiede esso stesso le proprieta delle grandezze, fa nascere
I'idea che il mumero possa introdursi anche come entle che
esista da sb, in scguilo o considernzioni di altro genere.

Serve a fquesio il secondo dei metodi cni abbiamo ac-
cennato nel § 1, col ¢uale, sotto altri punli di vista, si
studiano enti ideali puramente aritmelici, cui pure si da il
nome di numerl, |

. In questo secondo metodo (") 1 numeri non hanno
nessun significato concreto, madun puro significato analilico:
essi non sono che gli elementi di operazioni analitiche, Le

(*y Cfr. Stolz, Hankel 11. cc. Come il precedenle, cosi non ntendo svi-
luppare complelamente neppure fgquesto melodo, rimandandoe, per ) esalla tral-
tazione, alle opere citale,
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e ‘ wopiolh ‘dipenderanne quindi non dal significato 2880~ f
U e S—

7 vielle’, sileckifivy ‘géneralizzazioni -del concetio - di pumera s, ’I,;
i cercibdo sefpi'é che i moovi numeri che s'itroducono comy- - 3 1
i prendano. gli #iitichi, mon si dovra aver cura che sia tale ¢- g*ﬁf}
tal'abtro il -significato dell’ operazione, ma che quesia, eigd, f,ﬁ :

e

il :swo sfmbolo , ‘nel quale essa consiste, goda la propuieti’... i

175 f"-é"‘.;}

che godeva- per i numeri precedenti: e eosi le definizioni. R
delle operaziohi saranso definizioni puramente simboliche .
di forma. In ahre parole, 'per definive le operazioni .se wei. (1§
davanno le: praprieth caratteristiche, ciod quelle sole da . cui e
discendono per dimostraziome Ye zltre di cui vogliame ft*

esse godano, e quelle 'serviravno & indicare un nmove My
mero che noi intenderemo venga definito come loro risultato. af

Il nmmero .;é in questo metodo un segno e null'ﬂltrq, 0, ,

4
e

se s vuole, un ente astratto non definito in s¢ ma sele m‘ﬂ :

alcune ‘propriara ‘dhe lo legano ad altri della medesima spécie; ! L

(AN léqnlh]'i lﬂjh!?‘iﬁf”'broprie‘th formali ora accennate. L
' 6. Partiamo ‘da un ente astratto, che sindica con . i‘

- -anche, pio dirsi, che & il segno 1): e immginando di | gy
K terne snpi_'ldl_rfe tanli quanti ke me 'vuole da divsi uguali idi‘éé’éﬁk
si consideri insieme ad vn altro suo uguale, indicando cuirlﬁ’}l-f’“ :
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Fr® 1" operazione del ‘considerarli -insieme : sara 4 + 1 il -mmhﬁlﬁ‘{ﬁ-,;.:j;

:.-?'. L * ; ¥ [ s :L'l".:.'. ':':: !'ll:‘
B, di quest’operazione, o, se si ‘vaole., I'operazione stessa. 'Bi;.-{é'\ {
1 b ] , o B . . @ g 3 LI A A
i remo ‘che essa ha per risultato un nuovo ente da dirsi dif- g

ferente daj precedenti, e da indicarsi con 2, Questo ente si
definisce disnguale dal precedeute, peroht, sebbene le parole
uguale e disoguale possiamo usarle in quali casi yogliamo
purche una escluda i'altra, pure ¢ convyeniente indicare con
esse due concetti tali che le formule che ne derivano espri-
mano le proprieta che ordinariamente s sogliono ritenere
annesse al concetto di uguaglianza. Ordinariamente .ci fac-
‘Clamo questo concetto dell’ ugwaglianza: che due cose nguali
ad uha terza lo sono [ loro, che la somma ¢ differente
“da una sua parie ecc: onde, sebbene liberi di non ammet-
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tere tali - proprieta mei nostri:'eoki; sarkx utile farlo parchd
essi ‘non selo riescano enti a s¥'y.ma siano poi applicabili
agh oggetti/che si'sogliono studiare/ Onde, poich® 1’ opera-
zione 4 + 4 & caso particolare di quella che dopo diremo ad-
dizione, ‘¢ quindi sara a da dirsi somma di 1 eds, & con-
veniente chiamare 3 disuguale -da 1. (*) L’operazione 2 + 4
diremo che ha per riswliato wun nuovo ente, il s, { opera-
zione 3+ 14 il 4 ecc., ciascuno dei muovi enli dovendosi dire
disuguale da) precedenti. Cosi s8i-generano infiniti enti che
51 dicono numeri interi o naturali.
Per addizione di due numeri interi intenderemo un’ope-
razione commulativa ed associativa, ossia, se essa s'indica
col segno +, tale che sodisfi le eondizioni:

a+b=b+ra; (@a+b)+c=a+(d+ec).

Si prova che basta porre la sola condizione
a+(d+1)=(a+b)+1,

la qusle non 2 che un caso particolare delle precedenti;
giacch® da essa discendono le altre, e risulta da essa sola
determinato 1l mumero che deyesi necessariamente far corri-
spontere E;]'IIIIE -ri!iuhqtﬂ fsomma) all'operazione a +1.

Per moltiplicazione di due numeri interi s'intende un'o-
perazione eommutativa, associativa, distribativa rispetto al-
I'adilizione e a modulo 1; tale ciok che, se s’indica col segno. sia

a.b=b.a; (ab).c=a.tbec); a.lb+c)=ab +ac

a.1l=a

Anche qui si prova che, per definirla, bastano le due sole
condizioni:
ad=a, afb+1)=a.b+a,

giaccht se sono soddisfatte esse vengono soddisfatte le altre

(*) Questi ur:i;immmti sembrgno forse strani se non, 8i peosa che qui i
numeri sono puri enti astratti, puri enti di ragionamento, senza, pessun fon-

damento nella realtd, e legali a questa dal solo nome di numeri. Se si desse
loro un pome differente, il che farebbe dimenticare che in seguito 3i vogliono
applicare alla reaita, lo strano di guei ragionamenti sparirebbe immediala~
mente.
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'&5“ e sempre un numero ed uno solo che possa currispmﬁ‘?
i- 1" llere come risultato (prodotto) alla moltiplicazione a.k; gk el
i chd quelle -due condizioni individuane cumplelamente*wl*dﬂéﬁ T

‘mate; esso ha per iscopo di rendere sempre possibile la sot-~" i
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Le due operaziont precedentl S0no sempre pnsaihi[i’* :qij&'..';:
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Jungne siano,i numeri impiegati ; ma le loro operazioniyins At
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verse, quelle ciok che corrispondono alla determinazione ‘@l &

- ".::'i';l'
& '.I-' . —I. 4. i K
R l{‘.ﬂf"
*f)

numero x che sodisfa ad una delle due relazioni ey e :‘%’i
AN (T {

G R
arx=b, ax=b ity
non sempre sono possibili. A rg
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Limpossibilita della sottrazione indicata da b — « igl '
caso che & preceda a nella serie dei numeri natorali l;{‘i‘,%w |
ad introdurre un nuovo ente aritmetico da dirsi differente |0

b 1Ll

da totti i precedenti per ragioni simili a quelle gia accén- /il
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lrazione, o, cid che in guesto caso ha esattamente lo stes ,_J::',, 3
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significato, a far si che il simbolo & — ¢ (che, per ,’1\“‘*‘
tradire alle leggi caratteristiche dell’ uguaglianza, non P‘ :
dirsi nguale a nessuno dei numer naturali) possa JPL |
con un seguo unico , il quale, secondo I attnale Pﬂﬂlﬂ.lf , i
vista, ayra valore di numero e potrh dirsi risultato della i. :
sottrazione precedente. Questo ente, affincht I'addizione ariche. (1

per 1. nuovi enti goda la stessa proprieta di cui godeva !
Caso m cul b —a & nn numero naturale, sarh formalmente
definito dalla relazione - E

W 1
i

190
i~ A

b-a)+a=b

€ Sdra un numero negntiun o lo zero. i.

s - . . i _ . LR
Del pari la divisione z — 5 ¢ Impossibile se « non & -8
!:'T“"', - 4
multiplo di &: o : oy : oy iy gl AR
p ) nde, per renderla possibile, ciod perché ‘il i
simbolo- si po - o AR
g ' POSsa esso pure dire uguale ad un numero, bi-

sogna intre ' i ' '
gna introdurre nnovi nuameri, che sono i numeri frazionari ,

e che N T e N |
vengono con definizione formale definiti da i
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Le operazioni fra questi enti si definiscono chiedendo
che per esse siano soddisfatte le proprieta formali gia ri-
scontrate .per le operazioni che hanno ugual nome (e che
quindi si indivano con ugval simbolo), fra i numeri g:a esi-
stenti. Anche qui si prova che basta ammeltere dei casi par-
ticolari di quelle condizioni, perché vengano allora neces-
sariamente verificale tutte, e le operazioni abbiano ciascuna
il suo risultato. Per esempio, per i numeri negalivi corri-
spondenti ai simboli & —a basta ammettere per l'addizione
la condizione

b=a)+ (b —a")y=(b+b)=(a+a);
e per Ia moltiplicazione, se si ponga
b—-—a=—(a-b),
bnsﬁa ammettere le altre (t_:]:ln Sono caso Particnlam della
proprieta distributiva)
(= a).b =~ (a.b); a.(~-b)=-(a.h); (—a)(-b)=a.b

Per i numeri frazionari basta ammettere per l'addizione
la relaziome (che & un caso particolare delle proprieta di-

stributiva)
. | (g + 5).(6.J)=a.d + C.b

¢ per la moltiplicazione la proprieta, che pur si verifica
r
a a

b=a

nel caso che A siano 1 simbeli di numer: inter,
a a ad
b b bl

1 nuovi numeri, che tutti in complesso insieme agli antichi
si dicono razionali, godono quiffdi tutte le proprieta degli
antichi.

7. Se volessimo ritenere come sole operazion) dell’ Arit-
metica le prime quatiro fondamentali, non resterebbe ora
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che lunlct' :Imﬁmi]jﬂltﬂ —. Ma's le fra le operazioni \*ogliin'( l‘ql "

1] R ST ”;1

inclasa Inqln;;l;'dﬂmmu A pﬂﬂ!ﬂr e quindi lo due sue,, "'“.
inverse, allara amche cgi ouewl aumepi sestano delle. % ’a‘u J'.r'“‘j:'?-ff’-i“
razioni mmposgibili e quindi dei simboli privi di ignifieatoy . 1*;_1 |
cioe lllallto i simbol p"ﬂ & estradione djﬂd‘iﬂl di gmﬁhﬁ%ﬂ‘ g
numeri gia esistenti. kaj*;r

Potremmo introdurre ancora -huevi ewfi, mtlnpnnenﬂuﬂ;ﬁﬂ u;! "-:f:'f‘
alle consuete comdizioni che si sono prese fino qui come L7 ﬂt
caratteristiche per le varie operaziom. Ma gwnti a qnm;f
puntn pmsmmodumaudarc] e questo sia il modo rﬁd”ﬁ

pit opportuno per pmaagnm ad ,ﬂtmdurre NUOY] elm. "‘ g

III

1 ll|

dell’ equazione
x"=a

dove 2 ¢ un pumero razionale; ma il fatlo che, com&i ‘q .”
dimostra nella teoria delle ﬂqnnmum, anche coi nuovi: m; L
non si giunge a dare la risoluzione in generale delle. eqnummg'
(1) AT @ T AT By L, =0 n'i{f"' i
dove a,, &,,.. a4, sono nbmefi -raziondli, ‘mostra -che' ‘]ﬂiﬁ ; ,
render completa questa’ risoluzione sarehbero nécessdrd WS U
cora nuovi enti diversi dai precedénti. Walche con qmﬁ#ﬁ
via non si vedrebbe con sicurezza ¥ino-a qual punto si dd¢ "fiﬂ : ?'r-;
vrebe (proseguire questo processo, e lle questioni deil‘nlguith iy
bra non potrebbero trattarsi in modo completo e sicuro, ™
nel dubbio che ad ogni istante la natura di un auove prox’ .
blema conducesse a qualche impossibilita, a tng]iere la qu’ilé“
sarebbero necessari ancore nuovi nnmeri. Si aggiunga'¢he " T |
si dimostra che p. es: ‘tuiti gli enti che si possono mtru*; Hr i
durre per render Polﬂl.lnle la .goluzione della . ‘1) nomn sSOne-

ancora sufficienti per la completa misura delle grandezze (‘}, -

{*) Questo discende subito dalle considerazioni di Liowville e di Canfor. -
V.! Cantor, « Teber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen

Zahlen » Borchardt Journal, Bd. 77.
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alle qaali & wutile che sia applicabile il concetto di numero;
per cui, prosegwendo con yuesto processo, mentre potremmo
arresterci’ aatdo vorresmo dal punto di vista” puranvente
analtioe, :glntene dichiavando #mpossibili-certé operazioni,
non’' sapremiho ‘con ‘certezza se 1 wumeri findo a d@eél punto
imrodotti savebbero sufficienti quando volessime apphicarli
ala misnra delle grandesze.

8. Si vede quindi come non sia opportuno seguire que-
sla via, e come convenga invece ricorrere a nuovi numeri,
i guali, sebbene possano poi servire a togltere quelle im-
possibilita, non siano nonostante introdotli come enti desti-
n¥®l rmvediatamernte & ‘qﬂ‘ﬁuﬂ 'SCOpO, 0 a rappreseniare
risaliwti di ‘Hpevagyomi.

1 waovi enti, che sono i numer) irrazionali, si possono
introdurre: o 'come enly destinati a cdlmare le lacune che
interrompono la contmyaita nella sorie 'dei nanmeri razienali
Dedekind), 0 come enti 'che dewono rappreseiitare H limite
di una serie convergente di numeri razionali (Cantor), o come
enti formati da infiniti hemeri razionali che se ne di-
cono le parti, & di cui essi si dicono somma .(Weierstrass).
Secondo il Dedékind (®) si spartiscono 1uWi i nomeri ra-
zionsli 40 «dae groppi, essendo wutli 1 numeri del ‘primo
grappo minon di totti guelli del secondo gruppe, & si mostra
come per infinite divisiont In grupp) non ¢ & uan numero
che eseguisca quelle divisioni in modo da essere il massimo
del pume gruppo o H ‘minimo del secondo — d'onde I op-
portunita -dei noovi enti che servano a colmare quelle la-
cune. Il Cantor (**) invece prende 'una serie di pumeri ra-
zional 1@, 5 llsy . @,,.- tale che per ogni numero arbitra-

(*) Cfr. principalmente — Dédekind-Stetigkeit und irrationsle Zahlen —
e poi — Dini — Torfiaitiondii perJa téorica delle funzioni di variabili reali. —
Garbieri o Oapelli. — Corso di analisi algebrica. — Fra ltindi — Sui no-
meri irrazionali — e aliri.

{**) CIr, Canfor. — (Mathematische Annalen, Bd V, e Acta Malbema-
lica Bd 2.) — Heine (Borchardt Journal, Bd. 74). — Grandi — Dei np-
meri irrazionali (Cronache del R, Liceo di FPisloia).
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ro oyl sia un, gumero 2, in modo: che per ngm 7.2 4 rf _-;‘;,;,;_

ppr— @, Lo (0 valore mululu) qualengue sia A neic_

Eu

n. ognkjeasg:che quella serie ha un limite: e se non: @8 el
un.numero razionale che ne sia limite, crea a -guesto)sdaj m-:u Bk

al numigro . irrazionale. Invece il Weierstrass (®). prendﬁw {
gomento alla introduzione dei numeri irrazionali dalls wéy 7'%
slderazmne di lﬂﬁﬂ]tl element: (chiamando elementnull.\;niﬁﬂ

:E»‘L *I
7 Al =5 {’31*.1; -
ero'?''6 Te ['razmm per qualungue valore di n). an;lgf mf

_'. 3 8,
1?- =71
I‘"!I El 1 ||1|

N | .IH“rrI P

mhaumgalgummu qualunque che permetta di calca]arerm
cpsgivi) numeri razionali in modo da potere assegnare a: quil
elementi, esso . conduce e quante volte ci da lo stessp m] A
“mento {esclodendo il caso in cui un medesimo elemento}gn "T‘

_paFisea nn numero infinito di volie) egli dice che si lg. -t
numero ;. il quale & finito se si possa trovare un numﬁ
ragionale maggiore di qualungue sua parte mtegrante.f,ﬁ S 1
gygudﬂ- p- es. le regole che 1'Aritmetica insegna, . peBy "'

A it By, i el
ﬁ}%ﬁ]‘e in decimale la frazfunﬂ - 0 per estraire mm “P "d el |G
YR 7 T T

al V1008 100 00 Bt
’&Hﬁ ione di —-—, con 7 5raude a planere ; la radice, da’ “i*'i:' i
alb i; ; . | iii-’t’f 4

s;ﬁmmz 81 pnu delerminare. quanh dEﬂilIll, quanu ﬂﬂﬂﬂﬂi TR
Sgnanti millesimi ece. gosi si hanno , cio¢ quante Iql,mep %'

h‘ovanu oli elementi - , - —  €cc., € siccome non si Rl
Qith 10 lﬂﬂ 1000 e nt Dt i 'r";.-. ’

vano altr: elementi che questi, e ciascuno un numero.: zﬁdﬂiﬂt ’w ."'
di volte (< 10), nell’uno e nell altro caso egli dice.chersl . . @
ba un numero. Se un numero che cosi si otlenga & laleyghe ‘*::; + d
nessun mumero razionale gli @ ugualc (uguale nel sensoiehe
una parte qualungne dell'nno & parte integrante anche’ &‘(’!-“’gﬁ 1

phit

Ialtro e viceversa) lo dice numero irrazionale. \ fw*,,,wgug !

Anche per questi nuovi enti, con qualunqne genemrﬂ!‘;, &

N o ViR -{i_';g._‘.,:-.',_ !

B {1' l::'. e '11

(*) Cfr. Pincherle. — Saggio di una introduzione alla leoria, - ecc. j;ff"-f ;

(Giornale di Mntmahnhn, Vol. 18) e Gazzaniga. Lezioni {aulografale) iu"ﬂ -
leoria dei nomeri. ;



- i -
considerazioni stano introdotti , si definiscono le reciproche
relazioni e le operazioni in mado da soddisfare alle consuete
condizioni caratteristiche ed allora si vede che con essi ven-
gono: tolte: alcune: delle impossibilita notatey Ma:ne: restano
ancora.-altre, quella p. es. espressa dall’equnagione
13y ¢ I B 2 == a4

la 'qifale si toglie’ coll'introduzione di altri enti, che sono i
numeri immaginari; e con questi, definendo in modo for-
male 'addizione e la meltiplicazione fra essi e coi numen
redli,” si ‘perviéne '4 niovl entl, ) numeri complessi a due
dititénsioni, i (uali, dovendo soddisfave alle solite condizioni
formali, vengoito definiti in modo che con essi @ tolta ogni
impossibilita. |

Riutihziando' poi a qualcuna delle condizioni ritenule fino
a quésto punto come caratteristiche, o sostitnendovene altre,
¢i 'si pud spingere pil oltre ancora e pervenire a numeri
pits 'génerali. =

'9. Abbiamo cosi esposto due metodi coi quali si giunge
all'introduzione di enti, a cui in ambedne i ‘casi 51 & asse-
gnato il medesinfo nome di numeri. Ma possiamo chiederei
se qneistb sl "piii:‘i”{al‘é,' identificando cosi gli enti introdotti
coul‘iui'iiﬁd inetodo, con quelli introdotli col secondo metodo;
ossia e si pud ciascuno dei primi definire uguale a uno
dei secondi. |

‘Se fra gli enti creati nel primo modo, ricorrendo ciok
alle grandezze, si definiscono le consuete operazinﬁi, si vede
che quesle vengono a soddisfare alle proprieta che si sono poste
come caratteristiche per le nperazinﬁi che nel secondo me-
todo si sono chiamate con identico nome, e che esse, secon-
doch sono fatte smu numeri inleri, negativi, irrazionali, ecc.
danno risultati conformi a quelli che darebbero gli enli
delle categorie corrispondenti nelP secondo metodo. E reci-
procamente 1 numeri del secondo metodo, in virta delle
leggi che presiedono alle loro operazioni, sono suscettibili
di essere applicati alle grandezze ¢ conducono ad alire gran-

r
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deze di cui peseio sonp 31 Fappresenianti. Di. qui I’ opy
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lunita di non tener: distinte le due categerie di enti, eudii
e ' e - ne di eali, eudil 35
Idﬂ"ﬁﬂf'&z&‘ |IMH Ie SO n | | ”!H"'. A

* I-m:'da:fiai Dumerr somo cosl - introdoth im. &nn ! .
dlﬂ‘ﬁl‘ﬂﬂtl, 1 qulpchl resio sono ngnnlmta rigunmi.:m.;.tnﬁi'
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10. La differenza sostanaiale fra i due metodi sta in questas: g
che mentre nel primo le proprieta dei npmeri dis Dy .‘*‘

come conseguenza dalle definizioni date per essi dipendens:
temente dal fatto che essi rappresentanc grandezze, é‘% it 1
candﬂ_ le definizioni sono gonseguenze uecessarie di Joa o
Proprieia che noi vagliamo stano verificate, perché }f ’
tiamo per. nostro arbitrio quelle fondamentali da cui g ”“f: |

dipendono., Nel primo metodo le operazioni fra i n uﬁzﬁf ?
rappresentano un:significato effettivo il quale conduge alle T

a W

lom‘_Pr?PIiﬂﬁi nel secondo queste proprieta sono ala,h”i;%';l 7ie s
a .PNQD,,EE@EEQHQ in?ﬂl}ﬂ come dﬁﬁ-ni;ﬁiﬂnﬂ dﬂllﬂ o it e\ 1
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gt tﬁf‘*gﬂgﬁiﬂg,“vdendnsi. servire del primo melﬂdﬂn-ﬂi*}f‘ il
Jncominciare. col 'dare in modo preciso le definizioni . dei gor "?'i:,u:,j_.,f'if.';:é'“-:".J- v

LR L

l:_ﬁi!_i.;,_ d; ll,gljmlﬂ, Tmaggiore , mjpore, somma per la dqg.n R
per le alassi di grandezze da cuni si parte, verificangdo che e
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LT g
"..l'iH.l_ ||
o TE 4]
[

'3‘_?'1!:“3&‘19 dlle. condizioni che generalmente (m modo ﬁ e
& - . 2 v . . of .-;-*:,--_r‘:'rll_ 1y 1‘. ,
G‘lm ll;!?&ll[&lﬂﬂﬂ). Sl -‘Uﬂl,l.ﬂ[!ﬁ I'.]{.’hl&d&pp in quel F.ﬂ!?!'ﬂ@,l,ﬁnﬂ ~*"”. .{ _‘ :
P-.es. che da A=B, B=C segue A'=C, che la somma it B
(o
) numeri corrispondenti , e ne discenderanno come Conse ,1 il
ghetae necessarie le analoghe proprieta per i numeri.
;m“m““f _‘3“1_ dare, in modo che & perfettamente arbitrario, | |
§ AR

SN
commutativa ’ ece. - 1zloni sl el
_ 5 queste definizioni s tmspnrtgrannpﬁ'
Se s1 ricorr : . ineo- i
orre al secondo metodo, ]:usugna invece an?ﬁj:-lzgii o
kit
Ly

HDmPJZ €CC, per 1 numeri; ma, tenendo conto che dei. we i b
:;1“1“ ovremo farne una classe che poi corrisponda alle OF= b ‘%";-f )
. . . Rabuy i Sy
\narie classi di grandezze , sara conveniente prepammlit T ¥
ﬂ M . 5 N e .1-'-‘"..%:':.' i
fl.lmarn 4 questo scopo, e procurare quindi che nelle d:nrag:’.‘é-}‘rd}}ﬁ'; l
OTme successi 1 Vi : - B
T essive sf:-tt:_: cm viene a generalizzarsi, g““]"'-e"'“d. &l |
sue operazioni di quelle proprieta di cui godono le or- i '}
i - B

i

G 8
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dinarie calegord di ogpetti, quando si studianeo in quanto
somo geandesse, Sistende che queste proprieth. won importa
ammetlerle fudte a priori: basta ehiedere.quelle .sole da cui
con dimostrazione discendono le altre. E s’ intende pure
come sia possibile e rigoroso lo studiare col secondo me-
todo numeri che sodisfino alle condizioni formali che piu ci
piacciono, purché non siano contraditlorie.

11, Paragoniamo ora importanza e la convenienza de
due metodi esposti,

Il primo, che &*metodo pid geomelrico e sintetico ,

reso semplice dal limitarsi a poche classi di grandezzf age-

voli a concepirsi, quali le ordinarie classi discrete e le con-
Linue geomelriche, & certamente pitt intuitivo e si presta pit
ad esser compreso ed appresfo, a cansa dell'applicazione con-
tinua che se ne fa mell'nso comune; ma fa dipendere il
numero da considerazioni che limitano ulteriori estensioni,
a meno che non si studino anche classi di grandezze di cui
non si ha immagine concreta, e che a null'altro si possono
assomighare che a quelle dei numeri introdot col metodo
analitico,

Questo secondo metodo invece & pin scientifico ed opera
su enti ‘che non dipendono da altri, ma solo da considera-
zioni relative allo studio dell'ente stesso, aprendo cosi nuovi
meam cawpl e nuove vie all’ Analisi. Seguendo questo se-
condo metodo I'Algebra aequista una importanza molto su-
periore a quella che ha se si considera come sola scienza
del numero: essa diviene la scienza delle proprieta formali
e da quindi risultati applicabili non solo ai pumeri , ma
anche agli altri enti che godono proprieta formali simili.
« Non dobbiamo (scrive Hoiiel) rappresentarci algebra come
n operamte solo su quantita numeriche, ¢ impotente a trat-
» tare le grandezze concrele senza passare per l'inlermezzo
» dei numeri. Una formula algebrica puo indicare immedia-
» lamente una costruzione geometrica o un movimenlo mec-
» canico, senza che sia necessarie in nessun modo di pen-~

i)
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» sare alla valotazione aritmetica dei dati’ del prohlamauﬂudh- 3 5:?}'5
» se 81 defimisce l’nperamnne della moltiplicazione geaﬁnlbi%
» come la coatruzmne di un rettangulﬂ, ]tlgl.lagllllllﬂl"ifﬂfﬁﬁ:
7 awbp=aeiaba b e
» esprime I'equivalenza fra'una cerla area ¢ la sommi’ di‘"'f i“
» plﬁ altre, astrazion fattn da ngm valutazione nulﬂeﬂ%ﬁh
n di queste aree ». (°) i
Il metodo analitico & quindi scientificamente pid put%nt’é i :
ed 1ndlpendente. Non ]:nsﬂgua pernltm nascondere r:mi:le ﬂ -;g . :
€ss0 lmtrodumnne del numero irrazionale dia’ luogo'a qual: i
che msewazwne Inl;anln, come & & visto (§ ':), ucé 1‘& ]53‘1:'
8850 :bba.nﬂunare ]a via seguita nell'introdarre’i numefi '+
zionali, 'It che crea una cerla difformita che nuoce all’ u‘ﬂ
del metudn. ‘Ma di pid, trattando il numero irraziomale ¢
metmh d,ﬂlu])ﬂdelund ¢ del Cantor, sebbene il concetto ﬂng
lndlpendente da que]ln di grandezza, pure mi sembra che sdf& e ,.-ﬂ §

] em.qki {1ovi tla ragione della sua introduzione, e 'cli¢ ¢ %‘.:
s“d:.": et dir cnsﬁ modéllafo’ sn quells della gfh’ﬂﬂew* ot B
tintia. Nell'uno e nell'altro dei due metodi si ncbhué' ¢ fii.{ “32‘ -:._:ﬁ='_=:';-'-;-.;-_..,;
SCOpO che I categnrm det nomer: reali dwenga cndﬁnjdrg :w" :
ciod ‘noh" dissifile” da” quella dei mﬂgn:ﬁ*-m"ti”F da altre. ‘Atic
nel metmlu i&l Weierstrass mi' ’éemﬁra che sf'pﬁsﬁ ritrovare’ i
il conceltn di Tiniite, il quale Im la sua nmﬁfﬁ'é""ﬁe a ' gran \{7 E
dezza: glar:ché il numero appare come la somma di tothi’y =.rn-_ o F
suoi elemen’u, e di pilt si dice maggiore di ogni sia Pll‘fﬁ’ .
integrante e minore di ogni numero di cui qualche parte!
mntegranie non sia conienula in esso: per cuni tal metmld
pud paragonarsi a quello del Cantor. ’ |
Per spogliare questi processi del loro aspetlo non del’
tutto analitico, non basta, come talvolta si fa, pafiire ﬂal
nolare ll].‘lpﬂﬂﬂllll.lﬁ una cerla nperazmne, p: es: lestrazmne 15-
di radice, e mostrare come essa dia origive ad una scom=" &
posizione dei numerl razionali in due gruppl senza che ecsista’ U5
un numero che li separa, o a una serie convergente di ma-

AL li .L P
'i. I,III] ::" '|| -:-::

(*) Hoiiel, — Théorie des quantilés complexes.
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meri razionali che nop ha limite, 0 a un numero infinito ma
definito di elementi,che non da up nupero raziouale, secondo-
ché vogliamo rispettiyamente servirci dei processi di Dedekind,
di Cantor, o di Weierstrass , ¢ notare il hiangnu di nuovi
pumeri, che sano. irrazionali; giaccht non ei s1_arresta qui,
ma, generalizzando, si introdncono numerni anche per comple-
tare Zuite le lacune esistenti nella categoria dei numeri ra-
zionali, o per dare un limite a zuite le serie convergenli,
o un significato a tutti 1 groppt fiml di infiniti elementi,
anche se non provengono da un' operazione impossibile. 11
pérchéfdi quesia generalizzazione, non richiesta. immediala-
mente da nessuna operazione , mi sembra che si trovi solo
pell’ utilita del fatlto che in seguito il numero possa appli-
carsi alle grandezze. |

Tutto cid costituisce un difetlo del metodo analitico.
Hankel (*) giudicande non adattato ad una scienza formale
iotrodarve Uirrazionale col concetto di limite del razionale,
giaccht questo pasconde 1'idea di grandezza estensiva,
e stimando di pbcn] valore qualunque sforzo’destinaté a’ li-
berare I irrazionale dal concetto di grandezza, ritiene che
il conedtto ' d’ s razionale si débba intrddiiire soltdnto dopo
ayere , mediante la misura , dalo .un _aigniﬁcatu attnale a1
nomert.: - Ma.. nonostante tale osservazivne io giudico che
“orisi-débbano trascurare quei processi, giacche non dipen-
dono direttamente dalle grande'zze: e, in un metodo picna-
mente analitico, ¢ arbitraria la scelta delle definizioni, pur-
che queste sodisfino alle condizioni caratteristiche stahilite
(come infatti si dimostra uei casi in questione). Il metodo
nalitico, anche condolto con fquel processi, nom Cessa di
essere importanle e di ayere un forte inleresse scientilico.

(Continua). R. Berrazzl
>
e

e
(*) Hankel, 1. c. §. 12
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IL TEOREMA DI FERMAT

E ALCUNE SEMPLICI SUE CONSEGUENZE ' ' i
Notissimo & il Teorema di Format relative alla .Tmm&, _#

dei numeri, che si enuncia nel modo seguenie: o i

5'1'
Se m & un numero primo, l'uno o I altro dei ﬂumeri ”f"
o, a" "' —1 & divisibile per m.

Di questo importanle Leorema si hanno diverse dimuslrn'-”.“f"ﬂ
zionl. Scopo della presente Nota & di darne una nhbaslanza
semplice e alqunnlu diversa da quelle che o conosco, Eﬁtﬂ
pure di lare alcune osservazioni che con esso hanno mm: S
certa atlinenza. -ﬁ‘#ii;l

t. — Evidentemenlte per grungere alla dimostrazione def

D
trorema di Fermat basta provare che :

Se m é un numere primo I espressione a™ — a ¢ se% ,.. o
pre divisibile per w., gar

Se a & divisibile per m la verila de] leorema & mamf B s
sta. Considerianio adunque il caso in cui m numero primo "'i’ﬂ,t s ,;}j;:j{,_;*
divide @, L' espreasiune a™-a pun scriversi nel Seguente muﬂ

L

a™ -a=|(n--1 J+1 )" =1 =(a-14) ST

Ora sviluppando la potenza m™ indicata auperlurmen ‘L" ’ !

s1 osservi che essendo i coefficienti binomiali nomer m; “
della forma : u,'l'-f-f:;'.
m(m~1) (m—2)....(m=r-=1i) P |
L% o Dacaa P SRR
LA |

con r<&m, 1 numeri 2 0,...7" sonon Prum coun m; ¢ percm ,"F |
]{!5 lrrt‘.sc.]une 2 *‘éffy‘
t i ’ - ﬂ a ® 4 @ r

¢ nel nostro easo un numero intero: i coeficient] poi del
primo e dell'altimo termine dello sviluppo sono eguali alla



s ARG e
onita. Si potra quindi scrivere, indicando con H, un certo
numero inlero,

a*~a=Hm=+ (a-1)"— (a—)

Facendo le stesse osservazioni per la espressione (a—1)" — (a—1)
si otlicne analogamente :

(@ —1)"—{a=1)=Hm + (a - 2)" = (a - 2).
Laonde :
a"—a=Hm+ Hm+ (a —3)™ - (a - 2).

E continvando nello stesso modo si troverh :

a”—a—Hm=W0m~+ ,.+Hm+(a-k)™-(a-h

Ora col prendere %2 in modo che 4 - % sia un muliiplo di
m, il che pud sempre farsi, la espressione (a — k)™ — (a = f)
¢ munilestamente divisibile per m. E siccome allora tutte le
parti che coslituiscono a™ —a sono divisibili per m, anche
Vespressione @™~ a sara divisibile per m, appunto come vo-
levasi provare.

A‘F’E!Idﬂsi ~
a” -a=a (@™ -1)

ed essendo 2 un nomero primo che divide a” —a, se m non
divide a dividera o™"' -1 e viceversa. In ogni ecaso per
altro m non puo dividere ambedue quei fattori; percht se
m divide a divide anche ™', ¢ percio non pud dividere

25—

a™* - 1. Se poi m divide 2”* — 1 non divide #™=': ¢ ge un
unmero non divide la potenza, a maggior ragione non pua

dividere la base,

2. Quali si siano i numeri a ed m, se m divide a - 1
la somma delle potenze di o i cui esponenti vanno da zero
ad m =1 é divisibile per m.

Infatli chiamisi, per brevita, 8 quella somma, e pongasi

a—1=hm;

allora si avra
= Rin + 3§
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SRl 5“* ) A
o
~ S=(hm o+ )"+ (hm o+ )" L L (Am + 1) + 1.

|||||
1l .

Ora syiluppando le potenze indicate e raccogliendo in lm’
sol termine luth quelli che sono multipli di m si avrh: '” "1

ll AN
(7ol

S=Hm+ (m=19)+1=(H+ )m

che & un multiplo di m come volevasi provare.
Poiché si ba: i A

a” —1=(a~-1)8 e

si pud concludere che: se m divide a—-1, i mimero a™ — l-"' Ak
& divisibile almeno per m. s
3. Se m é un numero primo che non divide a — 1,
numero a™ — non e divisibile per m, P

Infatti abbiamo:
-..-4,
v @t —a=(@"—1)—(a-1) oE _l,l',?‘.iif:i'_.-'a.-"'

S AN
'.".l" Ly d-l.l I.l_u

e per il teorema di Fermat I'espressione a” —a & durlsﬂula &

i,]'“
per sn; quindi se m non divide a — 4 non dividera n? . At
- il

N Tf‘

it
" ‘&j

P“PE ﬂ =N r
L’ eguaghanza superiore c¢i fa anche concludere cht n{"
J'r"‘rf

" —1 ¢ divisihile per m nomero primo, anche a — 4 dﬁ
dwmb:le per m. Da cio e da quanto & stato {bmnstrald (21
N. 2, nsualta; g 1*n

Se wm ¢ un numero primo o lespressione a™ — 1 nﬂr;'-@]
divisibile per m, oppure essa é divisibile per m®. |

4. Se m & un numere superiore al 2 e divide a-—-i,‘fd d
somma S delle potenze di a i cui esponenté vanno da zero
ad m -1 non é divisibile, oltre che per m, per alcuna altit "

potenza di m,
Infatli l'espressione di detta somma che in tale ipotesi by

= (hm + 4)™ Y o (B + 1) e, L, (lern + 1) + 4,

1'aggruppandu in un solo termine quelli che sono in ogni



— A=
caso dcavisibili per m®, e indicando qnesto termine con Km®,
puﬁ scrivers: nel seguente modo:

S=Km*+{(m-1)+(m-2)+...+2+1} hkm +m,

0SS1a

e — 1
(2 "ﬁ-i-l

S=Km®* + m .
Da cio si vede che, afllinch S sia divisibile per m?, deve es-

m'—i . i " -
sere et 5 ) h + 1 un multiple di m, Ora dico che cio non

avviene. Infatli, indicando con 4 un numero intero, pon-
gasi, se ¢ possibile;

i aliah G O

e si distinguano 1 casi di m dispari e di & pari.
m(m—1)
2
I’ eguaglianza superiore ¢i farebbe concludere che I" anith &
divisibile per m il che non pud essere.

m(rn— 1)

Nel primo caso ¢ un multiplo di m; e quindi

Nel secondo caso .~ mon & un multiplo di m, ma
.m ; : . g AN
di — ; e siccome maunilestamente anche Am ¢ multiplo di —;
n =y

77

- L1 L] - [ L] t' N ‘
anche la unita dovreble essere dJdivisibile per — 1l chie non e.
0

-

Dungue in ambednoe 1 casi l'e:qpressiune

m(m —1{) B d
2

&

non & un multiplo di m; ¢ quindi S non & divisibile per »’
ed a maggior ragione per nessuna potenza di m 1l cui espo-
nente sia superiore al 2,
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Nel casosin cui m # nguale al 2 il leorema non ha luug&ﬂ "
Infatti legnaglianza smperiore si- yiduce all’altra : ?1}1 li |
P 1 ’1 i g= g A‘ 1 _! ) .4.
o ?;'FFF I
Ia quale & verificata gmtte le volte che 4 & un nuamero dispaﬁ;ﬁ‘ NE
R a1

| 5. Se il ‘numero a -1 & divisibile per m numero %EE 4
0 eguale @ 3), a —y dovrd esser un multiplo di m™, - 3 20t

Iufatti avendosi :

i )
1I;il -3 J:I:j.‘.i'l

el
]
b

a” -4 = (ﬂ'_ - iJ S . .-‘ |

- "'"."T-F' /
¢d essendo, per il Teorema precedente, 8 divisibile per m, i

_ ) Lr S
€ mon per alira potenza di m, si potra porre: BN

‘

S = ml),
ove Q & Primo con /: e SI avra :
i

= (a-1). Q.

m

T ]
N i Ral
5 Sl T Py o o Y 4
T i un R
' il

e TS

Ora il prodotto (z - 1). Q& divisibile per m™=7, e siccome;§ “‘” s
ed m"™1 souo primi fra loro, dovrd m™' dividere il 'F:g:‘ﬂ
mero a -y il che volevasi provare, ﬁ.
Il Teorema sussiste anche uel Case n cui m invm'nf
1= ‘:;E';

oy . ,i:l;
Essere primo assolutameute, & primo col numero i
S O m & un numero primo uno ed uno solo dei thb -l bl

Ridmery =4 Mee . m—1 o e IV
A, 3a~14, a - f + .o+ 0+ 1 2 divisibile per m.

Infatti abbiamo :

¥
VO 1
I.l‘:“l{-f‘ s AbE

SNE | i

TN e

. RE

-
&
"

-
-ty
'I'.

AL s

@' —a=a(a—-1) (" +a" 3w, . +a+ 1) = ala - 1) (S—a™)

€ per il teorema di Fermal essendo o — g4 divisibile per m
i e e e cnticmo ¢ (5

] . § vide @ non pud manile- 706 E
stamente dividere gli altri due fattori. Se pol m divide a -1 Je
oIt puo in primo luogo dividere @; inoltre poicht per 1l
Teorems del N. 2 in tal caso m divide la somma che ab-
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biamo indicata con S e won @™, 8 — ™! non sarh divi-
sibile per m. Se inline m divide S —a™" non puo dividere
né a nt a — 1, percht ove dividesse uno di quei fattori ab-
biamo visto che non potrebbe dividere S « a™=".

Piti generalmente possiamo anche dire:

Se I' espressione a™ —a, ove m & un numern primo, é
divisibile per m" tale deve essere uno dei numeri a, a—1,
S —-am .,

Infatti si ha:

a" —-g=a (@™ =)
e supposto che m divida @, non divide a™' = 1. E perche m P
un nomero primo, sarannc @™ '—1 ed m’ pomeri primi fra
loro. Dunque in questo.caso m" divide a.

Se poi m non divide @, dovra dividere, per il Leorema
precedente, uno solo de fatlori a—1, S—a™"; e pereio
quel fattore che & divisibile per m & anche divisibile per m".

1. Se il numero primo m non divide alcuno det tre
nameri consecutivi a —1, a, a+1, la somma delle potenze
di a i cul esponenti sono i numeri pari da 0 ad m — 3 ¢
divisibile per wm.

Osserviamo angi tutto che per m eguale a 2, o anche
a 2, le coadizioni del teorema non possono esser tutte gquante
verificate. Considereremo adunque il caso in col /2 ¢ un nu-
mero primo superiore al 3. Ora siccome 8 ha:

a” —agq=a (@™ - 1),

ed m -1 & un numero pari, I' espressione ™' - i £ divisi-
bile per @* -1, ed il quoziente & la somma:

0

=2 e d™™ ot d” 1,

a

quindi se il nomero primo m non divide né @ né a”® -
=(a—1) (@+1), dovia dividere guella somma.

Ferme restando le condizioni del precedente teorema si ha
pure che la somma :

#
Em-‘i "l- u’"_l "1_ R N + ﬂ'a - ﬂ




- 120

la. gnale -puo -axiche scriversi 1 - o SR
ale™? + a™ %+ ... + a® = 1) i
e divisi lulc per m, - -.5’ |

e.rpre.mane a™ —a e sempre dwisibile per tm.

Infatti potendosi in tul easo serivere -

a”—a=ala—=1) (@+1) (@3 +a™" + ... + @ + 1)

f'tl essendo 1 numeri « — 1, @, @ + 1 conseculivi uno di ESHI; i';t
e divisibile per 3, ed uno almeno per 2. Di pit essendo I’ es%;, 7“5
pressione a™ — a divisibile per m, fincht m ¢ diverso da {j |
o da 2, possiamo coocludere che que]la espressione & t]stﬁ"f ;.,. g
s:lnle per 2.3.m =¢.m come volevasi provare. !
Si pud in ultimo osservare che ove a sia wvn numerw
dispari i tre fattori @ — 1, @ + 1, a™ 3+ ™5 + ... a* 1
sono divisibili ner 2 ; quindi in tal caso la espressione o™ "Tl,.. o
¢ divisibile per 2’.3m = gam. Dunque potremo anche dire i A
Se m & un numero primo .mpcmarﬂ al 3 ed a un g 3
mero dispari, Uespressione a™ — a & divisibile per 2am. “

Arcireale, Ottobre 1888,

Lasinno Giamne.
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DIMOSTRAZIONI DI TEOREMI ENUNCIATI a Fae, 59 e 7.

Se si costruiscono sui tre lati di un triangolo ABC o
esternamente o dalla banda in cui & il triangolo, tre po-
ligoni regolari di egual numero di lati, le rette AR , BB ,
CC, congiungenti i vertici A, B, C coi vertici A , B, G,
dei poligoni opposti rispettivamente ai lati BC, CA, AP
o coi punti medi dei lati opposti a BC, CA, AB, passano

per uno stesso punto.
- D- BEMEI

Dimostrazione del Prof. F. Panizza.

1 triangoli BAC, CBA, ACD, sono in ogni caso 150~
sceli coi verticiin A , B, ,e G, e gli angoli in A,, B, C,,
sono egnali {per le proprieta dei poligoni regolari) quindi
essi sono simili.

Allora i due triangoli ACA , BCB, avendo wun angolo
cguale ad un angolo (ACA, = BCB) e 1 lati intorno a que-
sti angoli inversamente proporzionali sono equivalepli; guindi
si ha la prima delle seguenti tre eguaglianze e in modo
apalogo le altre due: -

(1) AACA, = ABCB,, ABAB =ACAC,, ACBC, , = AABA,.

Inoltre, indicando con M, N, P le interseziom di AA ,
BB,, CC, rispettivamente coi lati BC, CA, AB, si hanno le

eguaglianze
A ABA, B IE A BCB, CN ACAC AP
AACA;, MG’ ApAB, NA’ BCBC PB’
che moltiplicale membio a membro danno

A ABA .ABCB,.ACAC BM.CN.AP
AACA .ADAB,.ACBC MC.NA.PB

ma il prime membro per le (1) & egnale all'unith quindi

M .CN . AP
MC.NA.PB

e percio le rette AA , BB, CC, si*incontrano in un pnnlto.
I Signori J. Deyens e G, fiiboni hanno inyiale dimo-

i
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stmmom: commumili. 1l Prof. (. Riboni osserva che il te uh‘

rema puo. gmminciarsi pel seguenle modo : - +ng ._
Ko i ipaanti - edii dei lati di un triangolo si muovhiig ;‘frﬁ_{- '_

% AP

salle rispefiioe perpcndwolarz ai lati eon velocitd propopi:
sionali ai lati slessiy in ogni istante le congiungent qgg@ ?
sti punti egé verlici OppoSti CORCOrrono iR uRo Stesso. J
lo; ¢ aggImage - J,j“i*

Cull'nllmﬂnarsl Illdﬂﬁﬂllﬂﬂwﬂlﬂ dei tre punti A,, B, ﬁ‘e;
le tre rette AA,, BB, CC, dalla. posizione iniziale di me—-w,
diane vanno aw:cmandm: alle altezze del triangolo , e {ﬂ:‘i
confonderanme con queste gquando i punti stessi siano a dig’ ‘\? s

sianza Iﬂﬁllll-l T ];ﬂt‘; J-'l.- :.
1l luogo dei pnnti d’ incontro delle AA , BB , C&m&r ’Ef' i Jﬁ.

la conica determinata dai vertici A, B, C del trmngolmg{;f _,)_..-* :.f:_
dai punti G, H d'incontro delle mediane e delle altezze. ST ?“

._._1. ._~.1
Infatti & evidente che il lungn passa per G ed H. ool L
b u.-n :iL o
tre , indicando con M,, M_, M; i punti medii dei lati BG) b .1-.-{- *
CA, AB, & chiaro che le punteg‘gmte MA..., MB, .i& "’e '_:.;;,_,'I,;_"'-'-'..f )
sono simili, e percid projettive, e in cunsaguenzu s010 B
jettivi i fasci che le projettano dai punti fissi A, B;
que il luogo dei punti’ d'incontro dei raggi cor rlspnndanti
una conica pnssanle per A e B. La stessa cosa si puo "F-:‘IF' 5
tere per le '_pllllleggmle M,Bi . «+s M3C, ... projettate; ,.ﬂ'
punti fissi B e C; percid il luogo dei punti d'incontro. d
raggi corr;spundeutl dei dune fasci cosi oltenuli & una cunld

passante per By, G E pel teorema dimostrato 1 duoe Iunﬂhl b

hi"'

L t' |
4t

devono coipvidere, =S
s'FF{fi‘,’
Se i seni dei diedri d'un tetraedro sono prnpurzmnaﬁ fr d

alle lunghezze dei rispettivi spigoli , quel tetraedro e a ;;{ )
facce eguali; e reciprocamente. st
G. GIULum.‘f "’-’“ﬁ B

Dimostrazione del profl. M. Misani. ¥)
Sia SAHC un tetraedro e 8i pungn {V 10 quastn Permf-' "’f' AT Y

mf"

e —
*) Altre dlmostrazioni sono state imviate dai Elgnurl "F. Panizsa, G,
boni, J. Bepyrnd.




dico, pag. 1, anno I) SA=a, SB=0, SC=¢, BC=a,, CA=b,,
AB =¢,; area ABC=S,, area SBC =38, , area SCA =8§,, area
SAB=8;; diedro SA = A, diedro SB=B, diedro SC=C, diedro
BC=A, , diedro CA =8B, , diedro AB=C.

Se D & la proiezione ortogonale del vertice S sulla fac-
cia opposta ABC ed E quella di D sullo spigolo BC, I'an-
golo SED sara Ja sezione retta del diedro BC, Chiamandao
ora con V il yvolume del tetraedro avremo

V =48,.8D,

ma dal triangolo rvettangolo SDE s ha SD=SE senA,, e
siccome SE, altezza della faccia SBC, vale il doppio del-
'avea S, di quesia divisa per la base a cosl

sp = 21
L
e
2 send
s =< S.S, . Y.
Analogamente si avra
2 senb,
Vv - S.S. =1

|

la quale confrontata colla precedente, avulo rignardo che per
senA  senB, .
: >, di

| —
—

ilmtcsi si ha

a, bl
S, = S.
¢ nello stesso modo si dimostra essere
Sn'—'S' = S!=S?;.

Le faccie dunyue del telraedro dalo sono equivalenti, ma
se soddisfano a questa condizione devono essere eguali (V. la
dimostrazione di questa proprieth a pag.4 del [asc. 1*, anno 1’
di questo periodico) e quindi il teorema & dimosirato.
Reciprocamente se §,=8,=8§,=8,, dalla eguagliazna
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seni
V= - S'Sl =35, rgen]i eer., si ricaya snbilo

I.

mﬁ':%& elc. l:t]d

L

TEOREMI PROPOSTI

Due triangoli ABC,, ABC, sieno inscrilll in un tria
golo ABC in modo che le rette AA,, BB, CC, passino pgii
uno Slesso punto e che anche le rette AA BB EG [fi '-4
$ino “per umo stesso punto: se le relte A B, » A C ,
incontrano rispettivamente le retle AB,, ,C,: BC in
punti formanti un triangolo, questo triangolo ¢ circosc)
al triangolo ABC.

Smnq AB CD due diametri fra loro perpendn:nlan r,

I]I |.
il.-lr

una mrcduferenza, M un punto qualunque di questa cupg

N il punto comune alle rette AM e CD, P il piede Iff.n 5
perpendicolare condotta da M sulla tangente in A a].ln ﬁ‘ ;
conferenza ¢ Q il punto comune alle rette AB, PN: la i |

OM ¢ tangente alla circonferenza.

Se gli spigoli d'un tetraedro equifacciale sono veduti sot : ﬁ“

gl angoli «, B, y dal centro della sfera ad esso mrcuscri‘ﬂf '”'_ i

e sindicano rispettivamente con D e V il diametro di qucsta

sfera ed il volume del tetraedro, si bha la relazione |
D 2 f

YV = — cos - cog— CO
3 2 . 2

TR P



RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Elementi di geometria euclidea esposti con nuove metodo
da Ancero Anomiaxi, Prof. di Matematica nel R. Liceo
di Reggio-Calabria. Napoli, B. Pellerano 1881, p. xvi-369.

Questo libro ® nn trallate di geometria destinato alle
nostre Scuole Liceali. Volendo analizzarlo tuilo completa-
mente bisoguerebbe discotere se sia legittimo il porre 1n
testa a un opera omn tilolo di cui il lettore. non st rendera
mai ragione — perche l'a. non fa mai nota l'esistenza di una
geomefria non-euclidea — ¢ se¢ non si faccia offesa alla ve-
rita chiamando « nuovo metodo » nn sistema di esposizione
in cni la massima novith &, se non ci inganniamo, l'abban-
dono sistematico dell’antica divisione fra geomelria piana e
geomelria solida, il quale, tentato in Germania dal Frischauf,
fu attnato in modo oltre ogni dire felice dal Prof. De Paolis.
Ma non intendendo arrestarci a osservazioni cosi minule, fa-
vemo cenno dei cambiamenti che il Prof. Andriani tentd d'in-
trodurre nell’insegnamento della geomelria.

Queste inmovazioni s0uo, & nostro avviso , prodotie dal
desiderio che ha I'a. di far servire negli elementi della scienza
dell’estensione quei concett di cui & nola la fecondita nelle
parti superiori di essa. Tale desiderio appare a prima vista
ragionevolissimo. Se non che guando si cerca il modo di sod-
disfarlo si scorge che molte di quelle idee, s¢ servono assal
bene in questioni elevate, non avrecano alcun vantaggio in
altre pit umili. P. e. il concetto di generazione del nostio
spazio non solo medianie punti, ma anche mediante linee e
superficie ¢ di grande importanza nella moderna geomelria
ch¢ esso puo considerarsi come origine della geomelvia a » dj-
mensioni ; ma sara esso capito dai principianli e quale uli-
lita ne potra trarre l'insegnante? Cosi la legge di dualita (%)

o
(*) Sembra che di questa 1'a. non abbia un'idea ben chiara ; che quanlo
ogli dice nel n.25 nou & certo capace di far capire In legge di dualita a chi
gia non la conosca e di fargli inlenderg come questa sl atteggi diversamente
secontdo che si consideri lo geometria del piano, quella della siella o quella
dello spoazio.

ol Bl
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non & applicahile che rarissimamente nelln. geometria ﬂ' '

tare di cui (uasi ‘totli ‘i leoremi souo wetrici, onde & da ;“’

hio se' melta  conto’ parfarne. Infine (per non moltiplicare w2 &
cessivamente ' gli esempii) niupo pit di chi scrive & convinig

deilimportanzaiche ha la nozione di elementi all‘infmil'n-":

Desargues introdusse nella geometria; tutiavia egli crodel-dijERE

s : Fst
R
1T'...'|a i
L 'j.;;

dover. prolestare encrgicaménte contro upa teoria delle pad

rallele fondata su di essa, teoria che manca di base ’ﬂ'd}.f-..
lﬁr.. '-7'.""-1;.'.: ”1:‘5':;j
b

poggiando ‘su convenzionm che it Prof, Andriani crede o*#uﬁﬁ,;

studiando la ‘teoria euclidea delle parallele e che & vané'
tenilare dh percorrere questa via in ordine inverso. et i;-_:éf"'.l_..
Potendo applicare solo raramente la lecge di dualithy, Mg ia
ne cerco wn altra che gli permeltesse di accoppiare dellé SR e
proposizioni di geometria del piano e dello spazio e inﬁ.f i

L ]f--‘:‘
dusse il concetlo (certamente assal vago) di proposizioni 3_‘ Ef;.i-m:"-f-"
loghe (efr.. p. 142). Questo modo di ordinare |a *+ i

: . - - . ' .. » . £ Ll
¢ 8enza mconvenientl, cht il desiderio di trovare 'awalssiie r

di ogni preposiziene conduce assai spesso 'a, ad esporre de E?; R
1721 . : - - 4 j.."u:"lr:"."‘;{:l'- :i.’u ]
definizioni ¢ dei teoremi che hanne poco inleresse. ;_" i

_'é ‘F*.'.::

accanlo al rombo egli introduce il' romboedro (n. 238},
canto al trapezio il trapezoide (n. 240), & lato delle profs i
sizioni sul - Liangoli altrettante sulle su perficie 1‘!‘

rnangolari (n. 118), wicino a quelle sa parallelngramt'u‘i-"f': o
tréllante sui parallelepipedi (n. 223 e seg.); e queste citadh “?‘

V-
i

AR,

A

i’ _: Iftu
i'll LY

ki | 3

%
[

$1 potrebbero moltiplicare, cht volendo portare degl esehi
non s1 ha che I'imbarazzo della scelta. — 1. eccessiva d'__:__;_-'-*.-

-, » - ’ % & . .
sion e dell’a. su cert argomenti I" obbLligo a restringersi ec- .~ &
cessivamente s altri; sicch® su certe (questioni capitaly (p;‘ffﬁ,%"
e. 1l calcolo di =, la teoria dei poliedri, ecc.) non si trovand: i - §

A o I.'h':a

I
LY &

che si potrebibero rasionevolmente desiderare. L
Queste indicazioni saranno, a nostro credere, sufficientijigs,

negli Elementi di Geometria euclidea tulii quel partimlaﬁ?;_.._;'ﬁ?* 1
j{!'_t';‘,i i .
@ porre 1n grado il lettore di giudicare della materia cons: W

tenuta nel libro di coi parliamo e del modo con ,r’['“ .'
,:“-B‘ ;{-,_. , '

iraltata, y
. Q“EMP al modo in cui I'n. 'ha distribuita non QI&‘
inbutargh gran lode: infatti a steuto si polranne rinlrac-
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ciare le nozioni di cni si pud per ayventura aver bisogno
in-on libro in cak-i ‘casi di eguaglianza di due poligoni piani
slapno . in una sezione inlitolata « angoloidi sapplementari |

Finalmeute , il modo di esposizione & degno della pid
alta disapprovazione. Che, non solo 1 precettr della gram-
malica e della sintassi sono lasciati in non cale-dall'a., ma
egli usa molle espressioni inesatie, confonde spesso defini-
ztoni con poslulati, e nsa concelli e proposizioni di cui non
ha ancor parlato. Fra 1 numerosi esempi che polremmo ci-
lare a riprova di quesle asserzioni, sceghamo a caso 1 se-
goenl:

v Si dicono adiacenti due segmenti che hanno il termine
generatore di comune e sono di direzione opposta, p. 7. »
(E se, essendo della stessa direzione, il termine dell'uno coin-
cidesse coll’ origine dellaltro ?)

-« Fra due rette sghembe vi & una sola distanza perche
nno solo & 1l segmenio perpendicolare compreso fra le due
rette sghembe » p. o0 (Sembra che quest’ ultima asserzione
sin. ritenuta dall’a, come wvo assioma perché non ci fu pos-
sibile; trovarne la dimostrazione). .

L'a. con ragione ha seguito I'uso di annettere alla sua opera
una numerosa collezione di esempi: se ognuno di essi si poasa
risplyere con le nozioni che lo precedono, aliri gindichi. A
torto nvece nel discgnnre certe figare di geometria solida
(pi e. =%, 31%, 46°, 48°, ecc.) egli dimentico di tracciare sempre
punteggiale le parli invisibili oppure applicd inesattamente
tuesta regola: quindi dubitiamo che certi suoi disegni nin-
teranno molle chi sindia ad iwagivare le fignre obbieliive,

Genova, 24 Aprile 1857,

Cino Lonia,
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SUL CONCETTO DI NUMERO

11.

12. Vediamo ora a quali concetti deve inforiarsi I'in-
segnante, introducendo il numero nei corsi di Algebra.

Noto intanto che nell’ insegnamento, il quale prende lc
sne mosse dall’ aritmetica pratica, si soole, e giustamente ,
incominciare col metodo sintelico per iantrodurre i soli nu-
meri che si adoperano nell’ aritmetica elementare, i numeri
razionali positivi. L'introduzione dei numeri irrazionali e dei
negativi , che hanno imporlanza pit astralla, si suol fare
pi tardi insieme allinsegnamento delPalgebra propriamente
detta; ma talora si ricorre per essi al metodo analitico. Le
considerazioni sulla misura delle grandezze geometriche (%)
servono poi a mostrare come esso si poleva introdurre anche
col primo metodo. Questa difformita di metodi (giustificata
in parte dalla differenza di coguizioni e di sviluppo d'in-
telligenza nelle due epoche in cui si studiano 1 numeri ra-
zionali e gli altri pumeri) non mi sembra da lodarsi: e
tanto meno poi se si Seguitano a introdurre i numeri nega-
tivi col primo metodo e gli irrazionali col secondo, o vi-
ceversa.

Gindico necessario il seguire un melodo unilorme: e
quindi, giunti a dovere introdurre il numero negativo e lir-
razionale, trovo opportuno il riprendere in generale 1l con-
celto di numero fino dal nomero intero, col metodov che si
vorrh poi seguire per gli allri pumer,

13. Stabilite che si debba iotrodurre il numero con
metodo uniforme; quale dei doe converra scegliere nell'in-
segnamenlo ?

(*) Mi permetto qui di esprimere n@opinione ; ed & che, giunli nell in-
seguamenty ad avere esaurilo gnanto riguarda Je grandezze geumelriche , s
possa utilmente accennare qual’e il concello generale di grandezza, mostrand o
che per esso valgono i medesimi leoremi avuti per le grandezze geomelri
che, e che esso include onche guello di numero.

)

Il
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Distingniamo anzitutte due stadii  nell’ lnstrgmmentuin‘

'lllella in cmi esso & destinato a lormire cngﬂﬁ“‘"' ““hﬂlf'efJi !
sabili pella pratica {pur prﬂpﬂl' ando a cultura pii seria)

quello in cui queste coguizioni 8 svlluppann i mmp}etan‘b“
da nu punto di visia educativo pin elevato. Nel primo in¥
scgnamento della malematica ci si limita al nomeri razmnnll.
positivi, giaccht negli ordinari wsi della vila compariscono

'-nJ

nostri sensi e delle nostre misure, il bisogno der numer s

razionall, e ai pumerl nenutm supplendnrsl agevnlmente COR - 4.‘.;5“.,..,1;- § !

"1

frasi. Il metodo viene 5luu.=.lnuenmeute indicato dallo scopo di-"7x A
IIUEHI'D ]ﬂﬁf'gndml‘nlu; e non p]]ﬂ eSsere che ]l Iﬂﬂtﬂdﬂ Slﬂlﬂl]ﬂﬂq .*,,‘,

mostra Yinsufficienza dei nameri razionali per 1app:esanlam

le grandezze geometriche: e facili consideraziont di mencm-i_. Gy .
nica provano latilita d"introdmve nel segmento il cunmm ’
di direzione, e quindi linsufficienza der numerl PuE'II-Iﬁi

Di qui Ja necessita di nmovi enti. Daltra parte lalgahl;ari
dnvendn evllm di trovarsi di fronte a slmboh che llﬂll"‘%‘:"

razioni. Diqui pure la necessila :11 puovi enti che con upporkung ,1
definizioni di operazioni diano un significato a que simbolps;: . i

Si banno quindi anche nell'msegnamento elemenlare due
serie di enti da introdarre, per | primi dei quali si1 pre-
senta spontaneo il metodo sintetico, mentre per i secondi si
richiede l'analitico. Essendo , per il § 9, identiche le due
serie di enti, ci si pud limitare ad una sola delle due inq
troduzioni.

In questa iotroduzione quale metodo dovremo Rt‘ﬂgll&l’ﬂg
Tl metodo analitico & piti scientifico e pi generale delValtro.
Ma il sno grado maggiore d’astrazione credo le renda mweno
proficno nell'insegnamento, il quale in generale ha bisogno

,.r'*;.. 14
AT %

necessari solo quesli , non vedendosi, per linesattezza dei. i

E
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di appoggiarsi a qualcosa di concreto. Di pia per introdurre
il nomero ivrazionale s'¢ gia visto che bisogna interrompere
il metodo segunito per introdwire 1 numeri razionali, afline
di avere un concetlo pia vasto che esaurisca le quesliom
della misura, onde bisogna ricorrere a melodi non pit es-
clusivamente analitici e che risertono pit o meno l'influenza
del concetto di grandezzo , nel quale soltanto trovano il
perché della laro origine. Quindi, data questa necessila e
data l'utilita dell'immagiue reale che accompagni il concetto
di pomero, stimo preferibile nell'insegnamento elementare 1l
metodo sintetico, quando sia esatlamente sviluppato.

Completata l'introduzione del concetto di numero nell’in-
segnamenlo elementare, credo perallro sia opera [econda, al-
meno per chi si avvii a studi wlterion, il tornare a intro-
duorre il numero con metodo puramente analitico e formale,
spingendolg fino al grado massimo di generalita di cal & su-
scetlibile analilicamente: con che si mostrera come |'algebra
non dipenda direttamente dalle grandezze e di pmi come 1l
sup procedere per propricta puramente formali la inalz a
scienza pin vasta, interpretabile anche su eati che non siano
1 numerl.

{4, Ecco ora come credo conveniente che si sviloppi il
melodo sintetico, quando all'incominciare lo studio dell’al-
gebra, si riprenda a tratlare il numero in modo uniforme
affinche si ahbiano concetti generali, e si conservi insieme
npa cerla analogia con quello che si fa nei fondamenti della
Geomelra (7)

Gli enti della patura e quelli ideati in modo astratio
dalla nostra mente, olire le proprieta che servono a carat-
terizzarli uno ad uno e a definirli in s, altre ne hanno in
genorale dipendenli da relaziom di quantita con aliri og-
gelli omogenei, che ci permettonw di poterli considerare come
Ltutll geuerau da on solo oggetto della loro speme a cui s

T —_—

(* Cfr. il mio articolo « 1 postulali e gli enti geometrici ;nnel i Permiiuu
di Matematica. — Anno I' »
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pone speciale altenzione. Come in Geometria per siudiare "=
I'estensione dei corpi s'introducono dei corpi ideali ai quali /¥
si attribuiscono solo le propricta che servono nel miglior A
modo possibile a rappresentore quella reale dell’ estensione)) SRS
cosl in aritmetica per studiare il modo con cui un oggetth * i
di vna dala calegoria ¢ formato rispetto ad un’altro fisso 7
della slessa categoria (onita) ed alle sme parti, s’ introduce -
per ogni oggelto di quella categoria un ente ideale, cni si
attribuiscono le proprieta che meslio giovino a rappresentare .
quelle che risultano dal confronto dell’oggetio colla sua unita. - <3 W
Questo ente ¢ il numero. Il suo modo d'introduzione & per-
fettamente identico a quello che si segue per le figure in
Ceomelria, e che devesi segunire in qualonque scienza esalta m
che studi 1 fatti della realia, | " 5

Le proprieta che si attribuiscono al numero non sono
necessaric logicamente, essendo il nomero un ente ideale; "5 %
esse potrebbero esser prese in modo arbitrario, purché ndn. i |
fossero contradittorie (*); ma si prendono in modo che
U'ente abbia nu riscontro uwella pratica e precisamente r:ii:"l'”l'{ s
presentl pi che sia possibile gli oggetti nelle loro relazioni ih: .
di quanlila ora accennale. )

Per indicare quesio ente si sogliono vsare delle lettefe',,r_"i-*@_%"-ﬂ;-.;.f‘c‘f :
come in geometria per indicare le fignre: e questo fa sl [/
che potremo avere formule geomelriche identiche a formmile
algebriche (anche indipendentemente dal concette di misara), . it
quando certe operazioni su enli geometrici e certe altre sui pu= =
meri godano proprieth formali simil] (**). La geometria si serve '1
piit spesso des disegni, i quali rappresentano gli nggﬁtti che
banno servito a deslare in noi Ijdea delle figure genmetriche: |
per Parilmelica won si fa altreitanto, essendo incomoda e
spesso impossibile la rappresentazione degli oggetli che hanno o

destato in noi I'idea dei diversi numeri. A dire il vero, 1 7 -

e

(*} Cfr. 'il mio arlicole ora citato.

(") Poes. A+ B=0+4 A & formula vera tanlo se A ¢ B indicano nu- &
mer, ehe se indicano segmenti, o aneoli ecc



nomeri intert ed | oumeri [razionari se sono scritti in yual-
che sistema di numerazione, hanno in s& qualcosa che serve
a richiamare la grandezza che essi rappresentano: ma il sim-
bolo generale del numero won & destinato a riproduorre, per
diy cosi, graficamente l'oggetto che questo rappresenta. Del
resto cie costituisce un vanteggio, tenendoci nel ragiona-
mento lonlani dal servirci degli oggelti reali originari, di
cul, senza accorgersene , st fa spesso erroneamente wuso In
Geometria. (%)

15. L'ente numero & stato introdollto mediante 1l

Postulato. — « Per ogni oggello di certe categoric esis
» ste un ente (ideale) che lo rappresenta e che si dice
2 numero »,

Ora dobbiamo atiribuoirgli proprieta che lo rendano so-
migliante agli oggetii considerati in ordine alla quantita,
cioe consulerali quande si suole allribuir lore il nome di
grandezze. Lo studio degli oggelti in quanto sono grandezze
si fa col loro reciproco confronto, che ¢ fondalo principal-
mente sul concelli di ugnale e disuguale, di maggiore o di
minore, di somma e di differenza. Questli si riscontrano in
tutte le calegorie di oggetti che si studiano come grandezze
e vi si riscontrano dolali costantemente di certe propriela
che , sebbene non intrinsecamenle necessarie a quei con-
celti , pure sono verificate per tutte le principali gran-
dezze. — Peraid ¢uelle proprieta 8i sono ormai detle le pro-
prieta caratteristiche di quei concetli, ¢ nu concello qua-
lunque s1 identifica a quello quando ne gode ; tanto che ,
per non lasciare indelerminalo il concetto di grandezza e
perche sollo di esso si possano aggruppare alire cutegorie
di oggelh oltre quelle che gia si designano cou :lm:l nome,
ormai la delinizione di grandezza si di cosi: Una classe di
oggetti (reali o ideali) si dice nlnise di grandezze se s1 pos-
sono definire per essi del concelli di vguaglanza e disnguna-

(') Anche la geomelria potrehbe svolgersi senzn disegni e wvolle sole
Irtlere, @ riuscirehbe in genernle pii libera da asserzioni ehe spesso sfuggono
inavyedulmnente.
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glianza, di maggiore ¢ di minore e di somma, in modo
questi concetti soddisfino alle loro condizioni c}lrﬂt‘ttﬁslichtf':‘":: "
e che, presi due qualunque di quegli oggetti essi siano ‘weu, | i
cessariamente uguali o disuguali: e la loro somma ﬂsisﬁf}f
sempre nella classe ».

Quelle condizioni caratteristiche sono le seguenti, supd (Y
poste che A, B, C, ... indichino oggetti di quella classe, '@ ¥
1 segni +, =, >, < ahbiano gh ordinari significati e = ;.'[P T
indichi disuguaglianza : i
Se A=B, sia B=A
se A=B, B=C sia A=C(C
(condizionl caratleristiche dell'uguaglinnza);
sia A+B=B+Ae A+B+C=A+(B+0);
se B=C, sia A+B=4+C, e B+A=C +A;
se B==C sia A+B=A+Ce B+Ax-C+A
(condizioni caratteristiche della somma) {*)
se A>B sia B<A,
se ABe A'=A ¢ P'=B, sia A'>B, e A I,
5¢ A=B, B>C sia A>C:
se A>B, B>C, sia ASC e
sc A>B, sia A+C>B+C “*

and

(condizioni caratteristiche dei concetti dj maggiore e di miﬁ

;,l-;_n:.‘ !I';_.L}:, ‘ .
nore, da cui discendono totte le altre che si hanao ordimesza"
mamente come fondamentali).

'l

~aba AMIEHE
e

I numeri dovendosi introdurre per rappresentare complé ::‘.;'rt'-f.
tamenle gli oggetti in quanto sono grandezze, ne viene ché el
dovremo dire che dae numeri @ e & sono uguali , 0 a ¥ 17
maggiore di b, o @ & minore di b (rispetlivamente a = b,
a>b, a <b) secondocht le grandezze A e B che essi rlﬁ-
presentano siano uguali, 0 A> B, 0 A<B. E se due grandezze 54
A e B banno per somma wuna grandezza C, ne viene che
dovrema dire che il numero ¢ che rappresenta C & la somma '

h

(*) Di queste basta nmmutturue-nlcm-u-: lr.; alire ne sono conseguentze. —
Ch. Hankel, L ¢
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dei due numeri @ e b che rappresentano A ¢ B (a+b=c)
Cost restuno definiti 1 concelli fondamentali dei numeri i
generale, di qualungue genere sia la classe per rappresentare
la quale s’introducono.

Questo metodo ci permette, se si voglia, anche di fare
a meno della definizione ed introduzione individuale del nu-
mero, dicendo semplicemente che il falio che due grandezze
A e B sono ngnali o disuguali si esprime colle [rasi rvispet-
tive « esse banuo uguale o disngnal numero »: e il falo
che la grandezza G ¢ la somma delle grandezze A ¢ B cul-
I'altra « il numero di G & la somma dei numeri di Aedi B »
ece. Ma l'introduzione del numero come cnle a 5¢ menlre non
altera la sostanza del metodo, giﬂ‘ifﬂ alla cluarezza, Pﬂl"ﬂlﬂll‘.ﬂﬂdu
di fissare J]a mente sopra un ente che & ideale, & vero, ma
riceve la sna individualita dalla grandezza che rappresenta,

Il concetto generale di nuomero & cosi pienamente deter-
minato. Ma lotilita sua non si wanmifesta altro che se si
cerca che wuna classe upica di numen serva per tutte le
grandezze, e due oumeri @ ¢ & di fronte a tutte le classi
rispello a cni s'introducono debbane dirsi sempre uguali, o
sempre disuguali , o sempre a>0&, o sempre aZbh: e se
¢=a+b quando a, &, ¢ rappresentano grandezze di una
classe, sia ¢ =a +b anche quando rappresentanc grandezze
di vn'altra classe ecc. Ne viene quindi che lo sviluppo del
concetto di naumero dev'essere regolato studiando successiva-
mente le vavie classi di grandezze cui esso si possa riferire,
secondo il diverso modo con cui esse sono costilaite.

16. Le classi di grandezze pilt importanti in pratica (e
le sole cm convenga porre Spec:ialt}- allenzione ncll'iusegua-
mento elementarve) sono quelle degli aggregati di oggett
ugunli. quelle di tali oggetti e di loro parti aliquote, e le
grandezze geometriche insiemﬂ‘a quelle di cni si acquoisla un
concetto pitt chiaro quando si riferiscono alle geometriche
(tempi, pesi, foree, ecc.) — Esse segnano il processo natu-
rale d'introduzione del nameri.
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vengono i numeri razionali. Essi non sono sufficienti per la
Geometria, trovandosi delle classi, p. es. quella di toty, 1 ,
segmenti, 1 cul eoti pon si possono tutli ridurre ad EHSBI‘é.,,_J!tﬁ?_E-.
aggregall di segmenti nguoali ad uno fisso e di sue pu,rt:t.r E
Di piu loperuzmne estrazione di radice ¢ in generale im-~ fr;f{ |
possibile con essi soli in Algebra. Tutto cid dipende da ﬂ.e- 7
ficenza di nomeri e quindi dalla ristrettezza delle classi fina /%
a quel punto stndiate o dall'aspelto sotto eui si sono esas
minate. Si cercano quindi delle classi che, pure essendo E[l-. (‘%;
scettibili di contenere in st le precedenti, presentino nuove .
grandezze che conducano a nuoyvi numeri, 1 guali m]gﬂllt'r J’“i
le lacune accennate. Si vede che le classi di grandezzé geo~ i o
metriche sono in quesle condiziont; ed esse non solo, af’}h
tutte guelle classi in cui essendo possibile prendere le sums
mulliple secondo (ualunque numero di noa qualundgue dﬂ]lef# i

l:l-"'

loro grandezze, vale per dimoslrazione o si ammette per pﬂf: o
stulato la proprieta detta della continnita. (*) Anche n"ia-'j L

'|"|-||,: \
queste classi s'introducono numeri col metodo generale (§§ ﬂ” ks
13). Po1 s1 osserva che in esse presa una grandezza vi som 5:*

tuite le sue multiple, le suve summoltiple e la somma. de_.
une e delle altre, e se Lulle quesie g‘raude:ze sl tnghtﬂ&&l&%
dalla classe totale e si studiassero da sé, per esse bastevely

bero 1 numeri razionali. T nomeri che spetlano a 511
i

j‘i ]

)

zionali e Jdentll"rmll (croe dirli ugnali) a quelli gia lﬂtl.'t.ﬁ'!*‘;::lll
dotti: laonde, siccome le grandezze che oltre a quelle re-- AL
stano nella classe a causa della continnita ammessa, si pl‘ﬂ‘i'*’!-_-l':.;;;f_}__-;-;_.-
che sono grandezze che segnano la divisione in due gmp[ii-_"_-:-‘.f
di tatte quelle razionali ~ o anche grandezze che rvisullano i
Limit1 di serie cnuverBEnll di grandezze razionali — n-p]:lllrﬂui{g‘
anche grandezze clie si possono considerare individuate. diﬂk.u.qﬁu
somma di nfinite grandezze razionali — cosi ne viene che.

numeri della classe che non sono raziopali, cicd i numeri -".;j;g;*:e

(") Cir, Drrlfrki'nd, Stni=. 1. ce ~-

¥, r‘-i.'--
."._'i'!E'I 2.

L] H.
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rrazionali, risaltano come nuovi eunli che riempiono le lacunc
he esistono nella classe dei unmeri razionali (Dedekiud) — e
he sono limiti di serie convergenti (Contor) — e anche che pos-
ono ritenersi individvati da uwn nnmero infinito di numer
azionali. (Weiersirass) (%)

Le definizioni di numeri ugnali, maggiori, minori, di
omma, ecc. si danno nel modo generale accennato, e si vede
acilmente come si possano allora trasformare 1o definizion:
ledotte dal considerare solo i numeri razionali. P. es. po-
remo allora dire che se @ e b sono due numeri irrazionali,
1> b quando qualcuno dei numeri razionali del primo gruppo
ra quelli che, secondo il Dedekind, definiscono a, & maggiore
li qualcano del secondo gruppo di quelli che definiscono b ece.

Con questa definizione si mostra che I'estrazione di ra-
lice @ sempre possibile coi numeri avuli fin qui.

Anche i nuovi numeri, se sono sufficienti per certe con-
iderazioni geometriche, non lo sona per certe altre e mollo
peno per la Meccanica , dove & necessaro 1l concetto di
lirezione. Di pit in Algebra & talora impossibile la sottra-
ione. Allora s1 cercano nuove classi (p. es. quelle del seg-
penti considerali sn di una retta in grandezza e direzione)
he cnmprﬁndanu le antiche : e s'introducono i eorrispondenti
wmeri, i uali includeranno come caso particolare 1 prece-
lenti. E per essi definendo nel modo consueto l'eguaghanza,
a somma ecc. si vede che essi rendono possibile la sottra-
jone in aritmetica.

1] fecondo concelto dell” equipollenza di segmenti mo-
wrando atile il tener conto della direzione anche in Lutta

—

(") Generalmente nei teattati che wvoeliono introdurre irrazionale anali-
dcamente si sogliono dare yueste seconde definizioni purnmfnle numeriche
she ho dedotlo come conseguenze; le definizioni poi dej concetti di vgua-
zlianza ¢ i operazioni sano dale in maodo esatlo col gf:nrrnhzzare quelle
pmprmlﬁ che nei concelti vorrispondenti si rigcontrano per i numeri razio-
nali. Ma mentre la ragione di questa uguagliabza e th queste operazioni cosl
telinite si trova nell'indole del metodo analilico, il perche dell’introduzione
lel suovoe ente. Uirrazionale, non si troya che in un tacito riferimento alla

rrandezza come ho 23 nolato allrove.




00 i segmenti del piano, preva l'insufficienza anche dei numerl &
T ~ > . - . ) . . Ty
i e \precedenti (reali). Daltra parte 1 nuovi noameri, i negntin,f;:_

:::::

- a0 -

hanpo crealo una nuova impussibilita, quella di certe .allr@ri-.l;,-
estrazioni di radice, La classe di toti | segmenlti del Pilnog:
in cui per ugnaglianza s'intenda ora l'equipollenza, & mpa

classe piu ampia che comprende le precedenti : ed introdu+ v

cendo per essa i numeri, che sono i numeri com plessi, quest;
comprenderanno in s¢ i numeri reali: e definendo anche pery i

St

v

at Il"."‘ll
|

Lr. .ty

et e |

essi 1 concelli di relazione e di operazione , si vede tolta ‘th
anche l'impossibilita notata nﬂll'nlgehrn. .’%
A questo punto si suol terminare Iintroduzione dei n41”%1? :

meri nell'inseguamento elemeutare, non essendovi, almeno cullqﬁa’g@;
ordinarie operazioni, altre impossibilita ed essendo nufﬁm;na?'!:: ilf
temente ampio il numero delle classi di grandezze che cn[w :
numeri precedenti si stndiano. Ma si potrebbero costmlréﬁi%'
aIICh.E classi pili estese e introdurre i corrispondenti numeri fgf

SRS

per 1 quali peraltro si dimostra che bisogna rinunciare, g
qualcuna delle pid fondamentali leggi caratieristiche. Debiiil
resto a questo punto & forse pid utile spingersi iunan:i-;:;
metodo analitico,

11. Col metodo sintetico che ora brevemente :hbiquh

g A
[ '-:F_LI
]

o I‘ y

Sl
®

rIP\- : -.

I
i

esposto, I'introduzione del concetto di numero dev'esser fataa

Mg

precedere da quella delle corrispondenti classi di grandezze Hii1
¢ dallo studio delle loro proprieta. Queste proprieta dellg i

classi sono talora veri teoremi, dipendenti dalla loro deﬁﬂi'ﬂﬁk

- ) VLAl
zione, ¢ talora sono postulati — come ne da esempio la COn~ .

t%nuith nella classe dei segmenti. Da esse discendono le cor- 3
l'lspfmdenli. per i numeri per il modo stesso con cuj i nllr;-.. I
nfen sono mtrodotli. Cosl, p. es. se A, B, C sono grandm.zé.
df quelle .dﬂ dirsi  positive , essendo A+ B+ C> A « B; ne i
viene che il numero 4 di A - B+ C deve ditsi musviore :ﬂ 6103
quello e di A+B. E se a, b, ¢ mdicano j e
i A. B. p - 3 numeri l‘lspetll?'l.'ﬂ_:;j%?{l-?_
1 By Uy essendo per definizione d =a + +c,ede=a+b
ne viene che dovremo scrivere +h+e>a+b, che @ lm;’,i
Proprieta dei numeri ecc. , h

e S e

.
R
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Ma non & da credere che per dimostrare tutle le pro-
prieta dei numeri occorra sempre dimostrare prima la corri-
spondente per le grandezze. Tutte le proprieta delle gran-
dezze discendono da poche fondamentali e caratteristiche le
quali devono verificarsi direttamente. Ne viene che del pari
tutte la proprieta dei numeri discenderanno da quelle che
corrispondono a quelle fondamentali accennate ora. E siceome
per déduire dalle proprieta caratteristiche le alire per le
grandezze non occorre aver ricorso alle grandezze in sé ma
solo al fatto che sono verificate quelle proprieta fondamentali,
che pure lo sono per 1 numeri, cosi ne viene che collo $tesso
ragionamento si potranno dedurre da quelle fondamentali per
1 numeri totte le altre. E questo & I oggetlo del calcolo
letterale,

St ha quindi che per i numeri devono essere stabilite
alcune proprieta fondamentali (il minor nomero possibile) de-
ducendole dal fatto che i numeri corrispondono, secondo le
definizioni, alle grandezze — proprieth che sia impossibile
dedurre a priori senza ricorrere alle grandezze stesse; tutle
le altre si hanno con dimostrazione indipendente affatto dalle
grandezze. — Quelle proprieth primordiali caratleristiche an-
che per il numero (che gid sono state accennate al § 13),
sono quelle che si attribuiscono per nostro arbitrio al nu-
mero qbando sintroduca col metodo analitico e costituiscono
allora per il numero dei veri postulati.

Le proprieta che cosi con dimostrazione si 1rovanc per
| humeri ne rappresentano altrellante per le grandezze: onde
il concetlo di numero, che nasce dalla grandezza e pe pre-
suppone l'esistenza, serve poi a conoscere pit intimamente la
grandezza stessa. Di qui I'utilita dell’applicazione dell’algebra
alla geometria.

Il numero pué quindi servire alty risoluzione di problemi
i grandezze, traslormando questi in problemi relativi ai
namer corrispondenti e cercando infine la grandezza cui cor-
isponde il numero risultato, Se guesto non ha grandezza
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corrispondente nella classe (come p- es. se la classe & l‘m«:*..J

11.:|ata f:li soh aggregali di nwmila, e risolts un numero frﬂzidﬂ}}l{;ﬁ_
zionario) il problema & impossibile. Ma pud domandarsi #&
IS ]

quando un problema si riferisce ad una classe che non Eo‘mgi.};*{'}“‘

-
]

L]

&
.'l
-lfl--

por }3 che nomeri speciali , p. es. i posilivi, e risolvenddly
cnll‘algehra s1 trova per risultato un nomero i quella cat&-u
it speciale, nel caso nostro un numero positivo, si dovrk *
dichiarare il problema possibile e risoluto, anche se nel corsg ftig

M
ikl

]
“Th
K
Iy

¥

della soluzione si sono adoperati numeri cui non corrispogs

. i .
et
NS

d n L, = - --n:_r"!ﬂ'
0 ﬂ‘grandezze, cioe nel caso citato, numer negativi, Ifd?ﬁ}!r
questione non & oziosa, non avendo significato 1 nomeri e**lé?ﬁ‘?.‘é%ﬁ

loro operazipni : : FieRlahy
lonl se non m quanto quelli rappres YRR
q q ppresentano gran: i

p

dﬂ - b - : tﬁ‘:
zze. Ma si puo osservare chie in 1al caso polremo sempre Eﬂﬁii,ﬁifff.;
o ATRERY

!i]nrr[e di avere idealmente com pletato la classe con grandéiz’eﬁf'ﬁﬁf-
" " . ] N M . ' -'.1‘.;' 4 }'._::.‘
teall sino a renderla tale che in esse si trovino graudezié'f‘??éﬁ{
corrispondenli aj n i & . o | pan
| umert di tutte le categorie lmplegate'-ﬂ-*"'-:i'ﬁi‘;f

- Pl

attribuendo loro le propriela nccessarie perché, insieme col

quelle esistenti, diano upa delle ordinarie classi. Allora! ep tvse

Iﬂ - i - . sy
nuova classe quella solnzione potra 1inlerpretarsi, ed:ili

r.. v & - " . . I.l- ' T
isultato sary €sallo e possibile: ¢ siccome appartiene alle g
2

e

grandezze antiche, cos} potremo lornare a sopprimere qttd]lu}’*ré%-;

ullatn, 51 conclade che questo cletlivamente risolve il prﬁl"":

'chEali 1 5 ® ¥ - S o e 3eF LR
aggtnle: con che non alterandosi nt i dati, né~il*iﬁ‘$f;¢g?@'§-‘. :
s

blem ; . A
| a am.he. avendo adoperato numeri non compatibili colkba: 217
classe da cui s parte, INRRE }

la c?ﬂa‘i;f-h:]:m}ﬂuﬂ I.:h:E s1a il.numem st riconosce che antﬁ@ﬁ{;f;;”h
] ¢ el humeri & una di quelle classi di oggetti (grans
BZze) per rappresentaye Je quali esso si & introdotto, siaccht
ne gode le [''oprieta carattenstiche (Cfr, § 15): talche, alird -
€SSer rappresentante d; grandezza , il namero & grandezza

-l

C3S0 e ' : ] } ¥
pure: esso e |la grandezza pill semphce che serv E-‘-’*'ﬂ"_"d;{
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: dlfilre le altre. Ma, almeno introducendolo col  metode: -
Sintela . . N
1 .CDE del f]lldlﬁ EP[lllll L0 81 occen pano ['lllmle ]]u[:lm consk= ,_11,,,','
lrnz ] . -'-_"r
'onl, ¢ jnesallo assnmerlo come grandezza prima dr

averne i : el ¢ o)
dlmustmlu (]HE“E propriela: tanto piu ¢ nesallo j'_as-
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sumerlo come tale per dimostrare quelle proprieta stesse. Non
€ neppur rigoroso 'ammettere quelle proprieta come evidenti
per 1l numero, come talora suol farsi. ; giaccht mentre col

melodo analilico  sono arbilravie s col metodo sinletico sono
da dimostrarsi — ¢ quindi n¢ nell'un caso pp nell’altro sono
evidenti. Talora quelle proprieta caratteristiche (dalle quali
si fanno poi discendere quelle fondamentali per il numero) si
prendono come assiomi per le grandezze ; ma questo modo
pure, sebbene meno inesatto che il precedente, & tutt'aliro
che rigoroso. Infatti P. es. 0 le proprieta che, se A, By G
sono grandezze di una certa classe, da A =B, B=C risulia
A=C, da A>B, B>C risults A>C, che A+«B=B+ A ,
che A+ (B+C)=(A +B)+C ecc. servono a definire in modo
formale i concelti di uguaghanza, di somma, ecc, (Cfr. I'e-
quivalenza delle superficie e dei solidi) ed allora costitniscono
delle vere definizioni, ¢ come tali, sono arbitrarie , ¢ non
evidenti; oppure i concetti di uguale, maggiore , minore,
somma s1 ritengono definiti precedentemente a s (Cfr. i seg-

menti in geomelria) ed allora sono quelli veri zeoremi da
Limostrare. K

Generalmente accade (juesla inesallezza perché non ci si
sccapa troppo di definire con precisione i concetti di uguale,
naggiore; minore e di somma, credendo che per essi bastino
concetti che ci si formano eoll'uso di quelle parole nellavita
'omune: poiché allora, notando che in pratica quelle pto-
wiels si verificano, si gindicano necessarie ed evidenti. Ma
¢ questo basta nella viia comune, non ¢ snfficiente per lo
tudio delle grandezze — onde 1a necessita di dare in modo
reciso quelle definizioni.

Per le grandezze geometriche il difetto Jamentato (da cui
on ¢ immune lo stesso Enclide) va ora scomparendo: e nei
rattati pit recenli & hen definita Pugunaglianza, la disugna-
lianza, la somma , ecc. e quelle proprieta sono dimostrate
ome vert leoremi. Ma nei wattat] i Aritmetica, dove e
lassi cui si rileriscono i numeri sono dapprima quelle [op-
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male da aggresati di oggelti uguali, s1 sogliono spesso quelle i

propriela ammeltere come assiomi. [nvece esse si devono. @ il

' " > P :
5| possono dimostrare, sol che si abbia eura di ben definirg .
'uguaglianza, la disnguaglianza e la somma di quelle: g’nﬂn{’-ﬁ"%iﬁ’

R

dezze che risullano da agegregati di oggelti considerati nguaaliy oo

-
P -

¢ che divemo grandezze discrete (meglio grandezze di classi. |

dischlE)- i Ry ... o
19: A questo scopo si dovrebbero, nello studio dell'Arity
metica fare le osservazioni seguenty. (%) )

iy

Diciamo uritd cascun oggetto che comparisce a costiluire .

1=.1 gf'audezaa discreta. Due grandezze discrete omogenee A ¢ B “‘
si diranuo  uguali quaodo si possa a ciascuna unith della f

Jit

prima collegarne gna distinta della seconda ed una sola , ;@ '

viceversa — dimodoche le unita delle due grandezze si pm‘-‘f}ﬁ
. - PO AR

sano complelamente unire due a due. Se si possa far eorvis

spoudere ogni nnita di A ad uvna distinta e ad una sola ili_l;--ll?t_‘_"e'

;:Qlf :
_] L-‘
s
I.I;;‘_—‘
ey,
ol

E

€ ne avanzino i B, talche viceversa non tulte quelle di ﬂ{t-ﬁﬂh““

!.

. pussa'no farsi corrspondere a differenti unita di A, dlwﬂnﬁ*
A minore di B e maggiore di A, :‘-.‘z‘-‘;-_-t

L
LUl TN

Prese duoe grandezze omogenee discrete A e B, e stabis’ i

Sy

]Ilﬂh cost in un cerlo modo la corrispondenza, avviene necesd ..
sariamentic uno dei Ire casi accenoati, cioé che sia A o ugpm¥+
0 ll-llgginre, o minore di B. Dico che avverra sempre ﬂ‘W*sz
desimo caso cumunque si stabilisca la corrispondenza pres
cedente. T e

“rm

S1 diecano per brevita associate due unitia, una di A° & <8
o di B, che si fapno corrispondere Ira loro: le unita di &
°1 sippongano disposte in ordine qualunque, e quelle di B il
lrndn .che 8la prima I'associata della prima di A, seconda
l'associala della seconda, ece. saltando quelle d¥ A che mon
hanno associate in B, o ponendo in fondo quelle di B ché
non hanoo associata in A (Fur caso esclude Valiro per il -
modo completo con cui si suppone di stabilir la corrispon

t_IE"EJ' Supponiame ora di stabilire in un altro modo la‘cor-
(") Stols, 1. ¢. — Schroder. — Lehrbuch der r\.ri.tmulilt und Algebra. ;

f

]1:

2
|

S —
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rispondenza, disponendo poi le unila in ogni grandezza nel
modo anzidetto, talché le unith associate occupino posti cor-
rispondenti. Indichiamo con («), (@) e rispettivamente (<), (8')
le due successioni delle unita in A e B nel primo e nel se-
rondo caso. Se dimosireremo che le successioni («) ed () si
pussono far t:urriapondem tﬂfﬂplelﬂmcnte unita ad unila, e
cust (B) a (P'), sard provato che nelle stesse relazioni in cui
sta A a B quando siamo nel caso («), (B) sta pure qoando
la cormispondenza ¢ quella di (') a (f). — Ora, siccome la
successione (<} si ottiene da (z) permutando le sue unith, ed
una permutazione qualoaqne & il risultato di pit scambi suc-
cessivi di  due sole onita, cosi basta dimostrare che alla
successione () corrisponde pienamente unith per unith quella
che se ne ottiene scambiando fra di loro due sole unith.
Questo & evidente: percht se la succesione () si rappre-

senla con

ﬂ, b, c’-llail m’ R!Illr1 -5'; t’i--z

ﬂj b,ﬂg--- 1,1"‘: ﬂ,.-.r,m,t,z

¢ quella che si ottiene scambiando fra di lora m ed s, le
unita 1nvariate di posto corrispondone a sé slesse, m corri-
spunde ad s ed 5 ad m ¢ la corrispondenza & completa.

E cosi dimosirato che la corrispondenza di A a B non
puo avvenire che in un modo solo, e che quindi I'essere
A=D, A>D, A<B rappresenta qualcosa di assoluto, Stabi-
lito cosi questo carattere, ed osservalo che esso non si altera
al cambiarsi del modo di corrispondenza, si dimostra imme-
dialamente con processi simili ai precedenti, che se A =B
t B=A,se A=C, B=C ¢ A=B; se A>DB, B=C & A>C ecc.
insomma tutti quei teoremi che si sogliona dare per assiomi,

Si definira poi somma delle grafdezze discrete A,B,C, .... L
una grandezza M tale che ogui unila di A si possa far cor-
rispondere ad una differente di M, ognvna di B ad una dif-
ferente di M, diversa da quelle che corrispondono ad A,
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ognuna di C nd una differente di M, diversa da quelle che" g
corrispondono ad A e a B ecc., senza che in M ne ayw_' ﬂ{:{

nessuna, Allora, come nel modo precedenle, si vedra che: sq‘h e
stabilendo in vn certo modo la corrispondenza, le unila di Miwi »:E'
si esauriscono e bastano, si esamriranno bastando anche co~

Ir
'. __.1:".

munque s1 stabilisca: onde il concello di somma @ perfetlas |
mente definilo ¢ indica qualcosa di assoluto. Allora se A+B=C, . §
st vede che anche B+ A corrisponderd a C, giacché da A+ B © |
a B+ A si passa con scambi snccessivi e si possono ripetere lfw N
le considerazioni precedenti. Quindi A + B=B+ A. — E ana- g »-.] |

logamente si prova che (A+Bj+C=A + (B +C) ecc. w
Come si vede, enunciate cou precisione le definizioni, le .

e lr,

proprieta in qnestione sono ven tleoremi: e, bencht di dix

A

mostraziove facile, non possono dirsi assiomi nel senso ngp-f_..,-‘
goroso della parola,

i e s

20. Possiamo farci la domanda se 1 numeri reali e com- -
plessi ordinari siano sufficienti — almeno per le pii mmﬂm_ﬁfﬁfha?_;
classi di grandezze. Nelle grandezze geometriche, p. es. con-
siderate indipendent¢mente dal concetto di direzione, i nuﬂlf
‘meri reali sono sufficienti usandoli con tutte le loro defini-
ziomi € 1 loro postulati ordinari ; ma dipendentemente da
questi potrebbero divenire insofficienti. Se p. es. per le gmu-
dezze geometriche si abbandonasse il postulato ﬂArclumedﬂ, h
ciot quello che date dué grandezze A e B si puo prendem i [
di ciascuna di esse una multipla tale che soperi l'altra (¢ld)"
come postulato, & arbitvario) allora & facile mostrare (*) che :
i soli nameri reali non sono sufficienli, € occorrono nuovi
numeri. Cosi i numeri rcali e gnche i nnovi numeri a out
ora ho accennato non bastano se si modifica la definizidne
d'uguaglianza. Se p. es. |' ugnaglianza dei segmenti & 'equi- |
pollenza nel piano, allora sono necessari anche gli ordinfri -
numer: complessi: se I'ugnaglianza ¢ 1'equipollenza nello
spazio, neanche questi sono sufficienti ed occorrerebberd ¥

numeri complessi a tre dimension), ece.

T o e

rrrrr

_#_
 }
S T e . B B e, e e e PO,

S ——

(*) Cib discende da alcuni studi che sto Iacenilo sulle grandezze.
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Nell’Algebra elementare ci si deve limitare ai numeri che
appariscono necessari coi postulati che si sogliono introdurre
per le principali grandezze affine di renderli utili in pratica —
¢ a quelli necessari per rendere possibili tutte le operazioni
algebriche con un metode uniforme di calcolo che si ese-
gwisca colle ordinarie regole. Queste vengono in parte a
mancare per 1 numeri a pit di due dimensioni, L’ algebra
elementare deve quindi limitarsi agli erdinari numeri reali e
agli ordinari complessi.

Gh altri numeri hanno importanza pid analitica, ¢ do-
vrebbero studiarsi solo in nna seconda trattazione del nu-
mero col metodo aualitico, che ho gia detto essere utile si
faccia seguire allo studio dell’ algcbra elementare fatto col
numero introdotto col metodo sintetico.

Pisa, Aprile 1887
R. Bertazzr.

UN TEOREMA SUL TRIANGOLO

Nel 1° fascicolo dell'anno corrente di questo periodico, a
pag. 22 il Sig. Prol. G. Riboni dimostra la proposizione
seguente :

« Se le coppie di punti A/A,, B,B,, (,C, sono situate
» rispetlivamente sulle tre rette BC, CA, AB cosi ché le rette
n AA,, BB, , CC, concorrano in uno stesso punto, e che an-
che le rette AA,, BB,, CC. concorrane in uno stesso pun to,
» e si indichino rispettivamente con «, §, y 1 punti di incontro
» d1 AA, con B,C,, di BB, con C.4, e d CC, con A.B,, le
» tre rette AL, BB, C,y concorreranno pure i1n ono stesso
» punto ». (Teorema (s) proposto dal Sig. Profl. Besso nel
3° lfascicolo dell’anno 1° (1886), pag. o09),

L

)

cd aggiunge che indicando con o, ', 5/ rispettivamente 1
10

-

= ol T —— R =
1 S o ——
= __-—h-—'-'-u.




- 146 -

punli d'incontro di AA, con B,C,, di BB, con G, A, e di CC,
con A,B,, si dimostrerebbe aualugamenit ehe le rette A ﬂfq .;L__:;._;._
B,f', C;y concorrono anch’esse in uno siesso puanlo. B

Ora io dimostrerd che quesio seconde punto coinade col
primo, ¢ che per esso passano anche altre rette delerminate
dai punti dali.

1. Indichiamo con P, il punto comwune alle AA,, BB,
CC,, e con P, quello comoue alle AA., BB,, CC,, e sia
«, il punto comune alle AA,, B,C, (*). Si avra

(n,B,C,:t"j = (A.CBA,}
e quindi anche
(2, B,C,a') = (A,BCA,) >
per cui nei fasei di centri P,, P, i raggi
Pln:!.. PB, PC P.a’

i 4" Ty

corrispondono respeltivamenle ai raggi ok

P=A=1 p:B‘ Ijac, PIA' 1.'--;*’-I1_-"_:
Ossia 1 raggi
| AA,, BB,, CC., P&
ai raggi

AA,, BB,, CC,, P,A,.
Le ::uppie di punli

ee.) (e (o) () G) Gy () ()

saranno dn:n:]nc allineale con uno stesso punto 0.

Il raggio AA, coincide con Ad, onde i1l secondo punto del-
'ultima coppia non ¢ altro che o/, mentre il primo & evi-
dentemente A, . Percid la reita A,d passa per il punto co-
mune alle congiungenti delle prime tre coppie di punti.

E chiaro che si puo fare la dimostrazione analoga per

[*1 II lettore & pregato di fare la ligura.

(") Adopero qii la nolsziope (};IS) per indicare il punlo comune alle
rette MN ¢ PO,
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ciascuna delle rette B,f, C,y' e A, BB, Cy. Si pud quindi
enunciare il teorema :

Le 9 rette
(BB,) (BBE), (CC,) (CCE) (AA,) (AA,‘)
ce, 7/ \cc. AA,/ \aA,/’ \bb,) \ o,
Ad, BA C,7
A , B.3 , C,y

passano per uno stesso punto 0,

2. Scorio. — Nella dimostrazione precedente non abbiamo
consideralo che le coppie di coi avevamo bisogno, ma & evi-
devte che per la medesima ragione passano per O anche

le rette
BB, BB, CC, CC, |
P,A, P,a ’ PiA, P . ) g

cosi puve dalle dimostrazioni analoghe che, come ho osser-
vato di sopra, si potrebbero fare per le rette BB, C,y' e
A,a, BB, C,7 si ricaverebbe che per O passano pure le rette

cC, cc,)- AA,\ /AA,
(P,B, P/’ \P.B, (P, ﬁ’)
Ml) AA, BB, \ /BB,
(PICI P:}'l ; (P:C:) (Pﬁ',
B, i) CC, CC,
(r) (o) (o) (553)
CC, Ccl) AA, AAI
(e) () (o) Goet)
AA,\ [AA, BB, /BB,
(P,C,) (Pn?’”)’ plcn) (Pﬂ'” .

Cosl per O passano , oltre le 9 rette considerate di

sopra, altre 13 rette determinate anch'esse per mezzo dei
puntt dati.

e le relte
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3. Altre proprietd della medesima figura.
Siano A,, B_, C, le intersezioni di B,C,, B,C,; C,A,,
C.A,; AB,, A,B..
Indichiamo con C€',, €, le intersezioni di AB con A B,,
A.B,. 1 gruppi ABC,C',, ABC,C', sono armonici, percio le
due florme

A..(ABC,C), A,.{ABC,C.)
sono projetlive , ed avendo i raggi uniti A,B, A,B saranno
prospettive. Ne segue che i punti B, G, sono allineati
con A. Similmente si vedrebbe che i punti C , A, sono al-
lineati con B, ed A , B, con C.

Considerando le due forme di tre elementi
BC,C,, CBB,
¢ applicando un nolissimo ed elementare teorema di Geo-
melria projettiva (V, Cremonn, Geom. projettiva, p. 45, § 68
a sinistra) si vede che i tre punl

B,C, BB, BB,
B.C./ ° (ca, T o\CC,
BICE

S, n.om

sono in linea rella.
Dimestrazioni analoghe si potrebbero evidentemenle fare

psSia

per ciascuno degli altri punti analoghi a E‘g‘) « Onde =
avra che ¢ tre punti o

B,C, C,A, A B,

B.C,J ° A\GA T (AiB,)
sono sulla retita P.P,.

Pesaro, 15 Maggio 1887,
S. [iwpi

prol. nel R, Liceo Mamiani,

w N ——
T
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NOTA SU ALCUN! TRIANGOLI
DIPENDENTI DA UN TRIANGOLO ACUTANGOLO DATO

Sia ABC un triangolo acutangolo dato; a, &, ¢ le misure
dei lati opposti ad A, B, C; S ['arvea; sun ciascuno det lat
ed csternamenle al lriangolo si costrmisca un arco di cir-

colo capace di 60"
Indichiamo econ O 0, 0, i centri di questi archi corris-

pondenti ai lati @, b, ¢, e con r r, r, 1 Tispetlivi raggi,
ayremo

Il triangolo 0,A0, ci da
0,0 = p! = r2 ~ar.r, cos (A +60")

=r;+ry—rr, (cosA — /3 send).

b* ¢* be _
0 OE —_— T— — — e - .
O m= . (cosA ~ (/3 send)
pssia
(I) E" U]n; — Eﬂ e b:] — c: c ﬁ"tsql V& M

Questa formola simmelrica rispello ad lati «, b, ¢ del trian-
golo ABC dimostra, come gia & noto, che il triangolo 00 0,

& m]nilal;ﬂm.
Insieme a questo triangolo consideriamo anche quella de-

terminato dai 3 punti di mezzo N, M, , M, degli archi ca-
paci di 120°, che si segano in un punlo, e che completano
i circoli; il triangolo M AM, o cui M AM, =A - 60"y M A=r
MA=r ci dh
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. O ¢* g 5
EIIM!=? . -:!— '-‘—:]— EHS(A—ED )

0SS1A
sM M’ =5 + ¢* — be cosA - be senA. V3.

Facendo la sostituzione gia adoperala per cosA e per bc senA,
$1 oltiene

(2) BMiMi =a* + b + ¢* - 48. ‘/5

la quale formola, simmetrica rispetto ai lati a, b, ¢, ¢i mostra
che anche il triangolo MMM, & equilatero. La (i) e la (2)
sommale membro a membro e sottratte ci dauno

(3) 3(0.0: - M:M:] =a®+ b* + o2,
(4) 31010: - MIM:) = 48. V3.

€ queste formole danno vna rappresentazione geometrica della

somma det quadrati dei lati di un tnangolo acutangolo ‘e
dolla sua area.

Ma di quest’ ultima si pud avere una espressione molto
pil semplice; infatti se si moltiplicano ambo i membri della (4)

/3

per = s1 oltiene
(3) §'-§ =8,

dove §' ¢ §', significano le aree dei triangoli 00 O

1-g? MM!Mt,
€ pero il triangolo dato & equivalenie alla differenza dei due
triangoli equilateri considerati, |

2. Le lormole stabilite possone tornar ulili nello studio
delle relazioni esistenti fra i triangoli equilateri circoscritii
al dato e il triangolo dato , come s puo argomentare da
(questo breve ceuno,

S¢ TT, & upa retta passante per A e tleyminata agli
archi deseritti sn & e ¢ capaci di 60°, ed w J’Huguln che AT
fa con AB, si avia

TA =2r sen(s + 60°), AT, =2r, sen(w + A - 50°)
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c+;;)=(qemi—-ﬂ cosA )

T’I',—seum;\/a vﬂ(ﬂus&+f 3.5¢nA) !)-'-cusm

Se indichiamo con /, /, I, le lunghezze delle trasversali

Ls
-

. . . . (s
corrispondenti agli angoli o, o, <1 avremo
(6) L, =1, cosm + . senw (*)
2
e quindi anche
(7) l .5 =cose.dn— senm. [ .
2 2

La (8) e la (7) quadrale e sommate danno

2, 7o
(8) 7, - FH—-E = lu + Ifl-'
>
dalla quale , iodicando con S, Parea del triangolo e'[uila-
tero corrispondente alla direzione w, risulla

fﬂ) S, + S'*'f";r = S_ + 7.

| valori delle costanti del secondo membro nelle formole (s),
(9) si otlengono facilmente quadrando e sommaundo 1 valori di

ln=c+£senﬁ—b cos A

/a

; =‘%+i0ﬂsﬁ ~ b senA ,

3
cosi si otliene

| 2_ b2, o2 ¢
e 3(a*+ b ¢*) 8BS

g T &y =

e In conseguenza

B e -

(*) Affinché )a trasversale I, esisla, & necessario che Vangolo in A super

60°; ma queslo non nuoce alla generalila perché, essendo il triangolo aculans
galo, uno cerlamente del suol angoli avrd tale propricti.
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Ma dalla (3) si olliene 2.(8' + §' ) =& - ; -/'+C , quindi il va-
/3

lore delle costante S_ + S;=2(8'+§, +8)=48'=8§,, dove S, rap-
b
presenta il massimo dei trinogoli equilateri circoseriltiy che,

come ¢ nolo, ha i lati paralleli a quelli del triangolo 00,0..

Francesco Panizza.

e e et

DIMOSTRAZIONI DE! TEOREMI PROPOSTI 1 Pac. 124

Due triangoli !\J;‘-LC1 2 A:!I}mlfl2 SIENO inscritti in un trian-

golo ABC in modo che le rette AA,BB,.CC, passino per uno

stesso punto e che anche le rette AA , LB, CC, passino
PeEr uno stesso punio: se le reite AB, AC, bC, incon-
rano rispettivamente le rette AB., ALC . BC in tre punti
formanti un triangolo queste triangolo e circosoritto al
triangolo ABC. |

F. Nigon1. %

Dimostrazione del Prof. 4. Riboni. (%)

IS{_ianu % P, y nspellivamente i punti comuni delle B,
e B(
22"

A eCA,, AL e AB sitratta di dimostrare c]:u!’

C
1 verlici fi, B, C del triangolo dato si trovano sui lati ﬂ]h -

7, afi del triangolo «fy o sul prolungamento di questi lati.
nilichiamo con O, € O, i punti comuni alle AA,, BB,
GG, ed AA, BR,, CC, e con E ed F i punti d’ incontro -
delle B.C e B,C, prolungate, col prolunsamento della BC.
Dal ruadrilatero complelo AC,0B, si ha che il gruppo B4 CF
¢ armonico. Chiamisi ora e, 1l punto d'incontro dells By
colla. CB, . Proiettando da B, il gruppo armonico predetto
sulla Bz, si ha jl gruppo ByMe : pure armonico. Si consi-
deri ora il quadrilalero completo AGC OB da cui si ha che
'l gruppo BA,CE ¢ armonico; proiettando questo gruppo da
B sulla Bz, si ha che i tre punti BA € sono proicttati in
ByM, e poiché il gruppo ByMe« & armonico necessariamente, E

(*) Un‘altra dimostrazione vemme inviata rlal Sig. prol. Engenio Frattini.

€

e T I— |

— o M e A
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rienc proiellato in « , ossia 2 & il punto di concorso delle
B, C.B, sicche 2 coincide con «. In altre parole il ponto «
i trova sulla retia By. — Similmente si dimostrerebbe che
3 ¢ y sono allineati con A, ed = ¢ £ con C.

Resta altresi dimostrato che due vertici del triangolo «fy,
insieme al vertice del Lriangolo ABC siluato sulla reita
lei vertici stessi, e il punto d’incontro col lato epposto a
[uesto (come «MyB) formano on gruppo armonico (*).

Sieno AB, CD due diametri fra loro perpendicolari di
wa circonferenza, M un punlo qualungue di questa curva,
N il punto comune alle rette AM e CD, P il piede della
serpendicolare condotta da M sulla tangente in A alla
sireonferenza e ) Zl punto comune alle rette AP, PN: la
retta OM & tangente alla circonferenza.

F. NicoLi.

Dimostrazione del Prof. L. Bosi (¥%)

I punti M ed A possono trovarsi dalla stessa parte del
diametro CD o da parti opposte di esso. ln ambedue t casi
indichiamo con O il centro del cerchio, con Y il punto d'in-
contro delle PM, CD e tirnmamo OM.

Poiche le parallele PM, AQ) sono segale dalle PQ, MA, YO
she concorrono in un punto N, si avra la proporzione
D0 :0A = YP: YM; ma YP=0A =0M, onde si pud scrivere
DQ: OM =OM: YM. 1 triangoli OMO, OYM avendo gli angoli
J0M, UMY eguali e compresi da lati proporzionali souvo si-
mili: quindi l'angolo QMO & uguale all'angolo OYM e per-
20 retto. La QM ¢ dongue tangente alla circonferenza.

Si puo dimostrare inversamente che se 1'angolo QMO &
relto, il pnnto M giace sulla ecirconferenza,

Si tiri da M la perpendicolare ad AU [inv ad incontrarve
AB in X, Si avrh, come sopra, ln proporzione 0Q: 0A=YP: YN,
che, per essere YI'=0A, si pnd scrivere:

(1) 00Q: OA = 0A : YN.

— —— e

(*) St pud anche osservare che cﬂmtnlie* le Az, B2 linch 5" inconlrinn
in 4, risulta un quadrilatero completo «yBd del guale il triangolo ABC & il
trinngnlo diagonale (A. L.

**) Dimostrazioni elemenlari di questo teorema furono inviale anche dai
Stgnori J. Beyens, F, Panizze, . Riboni, (s, Russo, B, Badia, E. Frattini.
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Inolire dal triangulo rettangolo QMO abbiamo 00Q: OM=0M: 0X.
ossia OQ: OM = OM: YM. Da quest’ ultima proporzione ¢
dalla (1) risulta che OM =04, ciot che il punto M & sulla
circonlerenza ¢, d.d, |

Questo teorema del resto non ® che un caso particolare
del seguente :

Steno AB nuna corda di una conica, | la direzione del
suo diametro coniugato, M un punto quriunqgue della curva;
N il punto comune alle rette AM e 1L, P punto dinter,
sezione della parallela ad AB condotta da M con ln zaql

gente in A alla conica, (Q il punto comune alle rette AIB

e PN: la retta MO é tangente alla conica.

N delle PA, MO si tiri la retta
parallela ad AB, clie inconti
in K la AM. La polare del
punto A ¢ la tapgenle AP;
quella di N dev’essere paral-

K (poiche  dalla  considerazione
1 del quadrangolo completo chie

Q —/8 puuto all'infinito comune. alle
parallele OB, PM risnlta che'R

i‘:cnniuga!u armonico diN

rispelto ai punti A ed M):<l

polare di N & dunque la' #.

Il punto H, intersezione delle AP ed a2 polari dei punti
A ed N rispettivamente, & il polo della retta AN. Per esso
deve passare |a tangente in M, la quale per conseguenza
e la MQ. c.d.d.

Supponendo che la conica sia una circonferenza e la
corda AB un diametro si ha il teorema proposto, i

Se gli spigolt di un. tetraedro equifaciale sono veduli sotto
gli angoli «, B, 7» dal centro della sfera ad esso cireo-
seritta e st indicano rispettivarmente con D e con V il die-

metro di questa sfera ed il volume del tetraedro, si ha la
relazione '

Dal punte o inﬂnnt.ruj}’
i

lela ad AB, PUiﬂllb N si ll:qvq_
sul diametro conmngato ad A’.ﬂ:;
e inoltre deve passare peni

ha per vertici P, H, Q ésil-

Sia
pes
M,
BC
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me
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spl
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J. BEYENS.

Dimostrazione del prof. F. Panizza (7)
Sia il tetraedro SABC; per ipotesi si ha
AB=SC=a, BC=SA=5, AC=SB=c¢.
O il centro della sfera eircoscritta, si abbassino da O le
pendicolari OM, ON, OP sui lati AB, BC, CA; i punti

N, P saranno rispettivamente i punti medi dei lati AB,
» CA e si avrd per ipotesi

AOB=«a, BOC=p, AOC =9.
I triangoli AOM, BON, AOP si ha, chiamando R il raggio

In sfera circoscritia : -

Ohlzﬂcusz, ON =R pnggj OF = R Eugz

Ora & noto (vedi Ballzer-Stereometria) clie le congiungenti
unti medi degli spigoli opposti di un tetraedro concor-
w nel baricentro del tetraedio, e che, quando questo & a
:ce egnali, il baricentro coincide col centro della sfera cir-
scritta e con quello della sfera inscritta (vedi in questo Perio-
to la Nota del Besso sul tetraedro a facce eguali). Ne ri-
lia che le rette MO, NO, PO prolungate incontrano el
igoli opposti nei loro punti di mezzo, e che percio | paral-
ogrammi otlenuli congiungendo ordinatamente i punti di
#zo di due coppie di spigoli opposti, per ipotesi eguali

loro, sono rombi, e quindi le diagonali si segano ad angolo
to. Le tre rette OM, ON, OF sono quindi a due a due per-
wlicolar: Na loro, e pero il volume del tetraedro avente per

goli quelle tre rette e per base il triangolo MNP sari
w dalla lormola

Vl=!. ()M.IT)I‘LOP=1 R cos - cnsE cosL .
6 B 2 2 9

il tetraedro dato SABC ha la bass ADC quadrupla della
¢ MNP e le altezze carrispondenti a gneste due basi sono
re 1'una quadrupla dell’alira , come facilmente si ricava

(*) Altre dimoslrazioni vennero inviate dai Sig. Prof! G. Riboni, E.
altini.
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osservando che il segmento che congiunge un vertice del
letraedro col bartcentro della faccia opposta & quadruplu di

quello che congionge il baricentro del tetraedro con quello
della stessa faccia. Da cid risalla -

i &
V=16Vl= - D? cos - EDSE cus?'
J 2 2 2

Osservazione. — Dalle considerazioni fatte nella dimo-

Strazione del teorema si ricava questo enuncialo geometrico
del teorema stesso:

Un tetraedro a faccie egnali b equivalente alla terza
parte di un parallepipedo retto rettangolo avenle per spi-
goli le congiungenti i punti medi degli spigoli opposti.
F. Panizza. -

e T

TEOREMI PROPOSTT

L punti d’incontro delle altezze di due triangoli omolo-
gici, aventi 1 lati corrispondenti perpendicolari fra loro, sono
equidistanti dall’asse di omologia. :

Se un iriangolo ABC ruota intorno ad unp punto O del
suo piano, e sia A'B'C' nna qualunque delle posizioni che
¢sso prende in questa rolazione; se inoltre a, b, ¢ sono: i
punti d'incontro dei lati corrispondenti dei due triangoli ABC
ed A'B'C/, si hanno le seguenti proprieta:

t* Se il punto O ¥ il centro del cerchio circoscritto al
triangolo ABC, sara anche il punte d’incontro delle altezze
del triangolo abe.

2. Se il punto O ¢ il punto d’incontro delle altezze del
triangolo ABC, sarh anche il centro del cerchio inscritto nél
triangola abe.

37 Se 1l punto O & il centrv del cerehio inseritto mel
tnangolo ABC, sara anche il centro del cerchio circoscritio
al triangolo abe.

A2 Se il punto O ¢ silwato sulla circonferenza circo-
seritta al triangolo ABC, i punti @, 4, ¢ saranno in linea
retta, cioé i triangoli ABC e A'B'C' saranno omologici.

A, SAuve.
I cerchi aventi per diametri le tre mediane d'un trian-
golo hanno a doe a due per assi radicali le tre altezze.

S. Rispl.
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

imetica commerciale e politica per Tiro Mantini Pro-
wwsore ordinario nella R. Scwola superiore di Com-
wercio di Fenezia (Roma G. B. Paravia e Comp.).

Il libro del prof. T. Manmiv, che oggi (questa rasse-
bibliografica segnaliamo ai lettori del Periodico, non
a una rvecente pubblicazione, infatti la copia che abbia-
sott’occhio fa parte di una seconda edizione e porta la
. del 1834, ma noi temiamo che, malgrado i miglioramenti
autore introdotli nella seconda edizione, quest’opera non
ancora abbasltanza conoscinta ed apprezzata; sebbene
la sua forma pratica e per la perfetta conformita in
trovasi col programma di computisteria e ragioneria
le sezioni di commercio e ragioneria degli istituti teenici,
a rendere utilissimi servigi nell'insegnamento.

Questo trattato ¢ diviso in due parti: la prima concer-
te i sistemi monetari, le regole d'inleresse semplice , la
ja dei cambi, degh arbitraggi, le regole di riparlizione
¢ intitolala amtmelica commerciale; la seconda . che
ta delle annualita , degli interessi composti, degli am-
tamenti, delle rendite vitalizie e delle assicurazioni, &
a chiamata dall’ autore aritmetica politica , seguendo in
I'esempio degli scrittori del secolo passato. Alcune tavole
ieriche completano in modo opportanissimo l'opera.
Numerosi sono gli esempi che servono a chiarire le
icipali teorie ed utili sono le note bibliografiche, le quali
iono, sia agli insegnanti, sia ai discepoli servive di guida
estendere le loro cognizioni sopra speciali argomenti,
Qua e la abbiamo nolato qualche cosa che ¢i & sem-
a non rigorosamente esalta. Cosi la irrazionalith dello
ito all'indentro pin che nel fatto di polere in certi casi
luvre a risultati assurdi, sla a parve? nostro nell'obbligo
pagare un inleresse sopra una somma non riscossa. La
la congionta, o del tre composta come da allri vien
imala, non ci pare abbastanza chisramente definita od il
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‘““piolo che ne tratta ha, a differenza degli altri, pit Va.
iy di on capitolo di aritmetica pratica che di aritmetjga
!mm{nm; la soppressione di ogui ragionamento nei yag
“empl, se ¢ vantaggiosa vel dare una maggiore spedilezza
# ralevlo, nuoce alla chiaresza. F poicheé crediamo che nells
Mente dei glovany g1 fiss meglio un ragionamento che u_nia
ffgnla, cosl ¢l pare che convenga sempre nmei lilr) di umu
"prlere a sazieta i ragionamenli sui gnali le regole si fon.
danu. Nel capitolo quarto se si [ossero invertitibulcuni pnl-
Yagtali cominciande col darve i listini di qualche hz:;raa-
::ur audu_]i,e' basando su ‘di esst le osservazioni, la te(m;
'thhe riescita pit semplice. L'interesse composto valutato
2l 1® 457 non si pud propriamente considerare come continue.
Y lff:ns'i come discrelo, né la minor dorata del peria;llr.':
5Msllflica la distinzione dal punto di vista teorico..
| f)u'nﬁr.e linvissime metide ed altre msignificanti sviste, r:hi:
I“ltlr:ujjle jl-lu-l ripﬂl-tnre! pﬂlrilllﬂl? con molla facilith essete
p touaght nsegnanti, o r_]unh, Sslamo certi, €1 saranno grnt.i"
' Wver loro fatto conoscere un libro, che essi possono trat

ll-

' | ‘I : = R - . . “l
illamente adottare, sicuri di trovaryi razionalmente svolte -

Wile le teorie che fanno parte del loro insegnamento.

' ‘I TF
&

E. Pavova,.;.

O

J .A-_SEBRICT. — Trattato di Trigonometria - Vami-ﬂﬂh
Maliona fatta sulla sesta edizione francese ed aulorizzabs
'Illl“'Aulnre con Aggiunte per cura di Luig) FEnocrio plfﬂ"
ll!a:nure di matematica nmel R. Istituto tecnico di Alessan-
vin — Parte prima 7rigonometria piana e sferica — G
. Paravia & C. Tormo — Roma - Milano — Firenze
I8k, — Prezzo Lire s.

Sortes ot ey Eevg df quesle ootiime. opi
| : ! g. prof. Fenoglio
tOrredata di aggiunie, colle quali il tradattore ha avuto
n:: ::*.u[m di rendevla ancor piu cunfurn:_te aiﬁ bis'{:-gui dell'in-
':.ht{u mento nelle nostre scuole. E negli Istituti tecpici, se-
| ¢ fisico-matemalica , credo ch’ essa possa con profillo;
::‘::n: udmtafln? (ua nr._lu' I'insegnunt‘e abbia cura di analizznn.a,
ol I'propriali esercizi elemenlari, le nozioni fondamentali,
“imetta alcone parti di natura meno elementare e nen
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enziali. allo scopo dell'insegnamento. E veramente le de-
izioni, che vi sono dale, delle funzioni goniometriche, sono
ippuntabili; ma perche esse sieno bene intese dat giova-
ILi, pel quali lo studio della irigonometria & del tutto
ovo, occorre che siano accompagnate da alcone elementa-
sime questioni atte a porre hene io chiaro che i seni,
seni, ecc. sone numeri asirat indipendenti dalla lupghezza
| raggio. La quale psservazione non ¢ forse del tutto su-
rllua per coloro che, essendo nuovi nella carriera dell’ in.
snamenlo adotlano questo libro nelle loro scunole. Alire
zioni sulla teoria generale delle funziomi goniomelriche
uo esposte in modo piutiosto elevalo, e richiedono pure
a accurata analisi elementare; ed altre , potrebbero es-
e ommesse, in conformita al principio di insegnare poco
rche piu facilmente riesca di insegnare bene.

Mi permetto ancors un'osservazioue che si riferisce alla
mostrazione del teorema espresso dalla disuguaglianza

3

—sen.:c{—xﬁ—. nella quale dimostrazione ¢ in difetto quel
sore che si ammira nel complesso dell’ opera ; poiché da
wa disugnaglianza della forma U, < T, inemi U, e T,
no (onzioni di n che, per n tendente all'infinito, tendono
spellivamente ai limiti U e T, si conchinde U < T, men-
e a rgore si dovrebbe conchiudere U< T; e cio avverto
iche perche in altri Iibri, pure pregevolissimi, trovasi una
is) fatta ﬂrgumbntatinne.

Fra le aggiunte del prof. Fenoglio mi piace specialmente
aella intitolala Rappresentazione grafica delle variazioni
slle funzioni trigonometriche. Tali rappresentazioni infatti
mo  molto eflicaci per educave al concetto di funzione,
wilo importante anche fvori del campn della malemalica.

pure pregevole l'aggiunta sulle Equazioni trigonometriche
he conliene ampia maleria per ulili esercitazioni scolastiche.

D. Bgsso.
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PUBBLICAZIONI RICEVUTE DALLA DIRFZIONE DEL PERIODICO

Giornale di Matematishe pubblicato per cura del professore &. Battagling.
Volume XXV. Lyglip e Agosto 18R7. Napoli, Benedetlo Pellerano, editore.
Journal de mﬂmémuhqun elementaires 2 | usage de tons les candidats aux
écoles du gouvernement ot dges aspirants au baccalayréat is sciences, publié
sous la direction de MM. J. Bourger, Reclear de I"Academie dé Clermont,
de Longehamps, Professenr de Mathémaligues spéciales an Lyeée Charle
magne, Lucien Livy. Direclenr des éludes a I"Ecple preparatoire de Sainte-
Barbe. 2¢ série. Onzidme anoee. N. 8. Paris, 4857
Journal de Mathematigues elémentaires pub)is par H. Vuiber!, 11* Année.
N. 20. Paris, M. Yony, 17. Rue des Eroles, 1887,
Tornal de scienpias Muthematicas ¢ astronomicas publicado pelo D.” F. Gomes
i‘rﬂ:ﬁruhl’run-ssur na Escoln Polyweehnica do Porto. Vﬂr-EVll, n. fi. Coim-
ra, 1884,

Mathesis recyei mathematique & Pusage des feoles speciales et des clablis-

sements d'instruction mo¥enne, publié par P. Mansion Professeur & 'Ooj-

versilé de Gand, e J. Neuberg Professenr 3 I'Université de Liege. Tome
septieme, Juillet, Aoul el Septembre 1887,

Rivista didascalica. Organo della societa didasealica ilaliana. — Anno |,
fasc. 4, Roma, 1887

Kivisia scientifico-industriale complala da Guido Vimercati. Anno XIX.
N. 9, 10, i1, 12. Firenze, 1887,

Bassani [A,) — Generalizzazione della formols di Lagrange. {Alli R. st

ven.) 1887
CErto (L.) — 8ui poligoni piani semplici, — Sulle forme di terzo grado,

L

generate da due forme elemenlari projellive di primo ¢ di secondn grado’ -

di un piano o di una stella, — Sull'm-agono iuscritto isoelino in ob n -
A80N0 plano semplice data, (F885—1887),

DiL Re (A), — Sqlje funzioni di forza. — Sulls congruenza (6, 2) delle rebte
che uniscono Je o pie di punti omologhi di due yuadriche che si corris-
pondonu in upy dererminnta omograia non assiale né omologica dello spa-
Z10. — Su certi luoghi che 5 incontrano nello studio di tre forme geome-
triche Tondamentsli  dj 2% specie proiettivamenle riferite due a dne. —
Nuova costruzione dalls superficie del quint'ordine wotata di carva doppia
del quint’ordine, — Alcune proprieta geomelriche ghe potrebbero csyere
ulili nelly teorig dej sistemi di rogei luminosi, — Omografic che mulano
I 5¢ slessa ana ecerta curyy tobba del 4° prdine ¢ 2 specie ¢ correlazioni
che 1a motano nella svily pabile dei suoi piani oscolatori, — Liorrelazion che
mulano la guartica gobba con due Dessi nella sviluppabile dei suoi piani
bitapgenti. (1885—87).

Giorians (G,) — Supra alcone funzion analnghe alle funzioni cilindriche. —
Sopra eerte funzion; ataloghe alle sforjclie [Gipr Buttagling 1827), — Sulla

unzione potenziple dells slera o uno spazie di dimensioni (Nuovo Ci-
trento, 1887,

Guecra [G. B.) — 8y sistemi lineari di superficie algebrighe dolati &i sin-
golarith bise qualungque (1857,

LoNGouamps (G.)) — 8§
(1B87).

Nevsenc (J.) ¢ Tan
ques {1886).

ADDVA (E.) — Sulle aspresstoni invariabili (Al R. Accademia Lincei, 1887.)

PAynELLY (M.) — Sulle tras formazioni multiple inyolutorie di due spacl.
(Rendiconti 8. Accadomia fis. mat.) Napoli, 1887

ur la rectification de quelques conrbes remargquables

BY {G.) — Sur fes polygones el les polykdres harmoni-

N-_'‘—_‘——-_"-\-—I'_---'__‘-c‘--.~_l__'_,_,""'----...______.—-

B

A

nui
con
nuy
Inv,
glie
100,
cifr
divi
poic
divi
min;
un 1
prio
mos
che

sent:




- 161 -
SULLE
FRAZIONI DECIMALI PERIODICHE

1. La condizione necessaria e sufficiente affinchi n
nero formato da tutte cifre o sia divisibile per un altro
1posto nella stessa guisa & che il dividendo contenga un
nero di cifre multiplo del numero delle cifre del divisore,
ero se questa condizione & soddisfatta, il dividendo ngua-
ra il prodotto del divisore per un numero della forma
»0100.. 04...0..100...04 dove il oomero dei zeri fra due
¢ 1 copsecutive sara nguale al numero delle cifre del
sore meno una, La condizione stessa ¥ poi necessaria,
he quand'essa non ¢ soddisfatta potendosi scomporre 1l
dendo iu due parti una multipla del divisore e I'alira
ore del divisore stesso, la divisione dari necessariamente
esto. Cosi ad es. avendosi i doe numeri vop90999 e 000, 1l
10 polra scriversi = 08900000 4+ 00 = 000 . 400100 + 09, Il che
tra come la divisione dell’ uno per I'altro dia un resto
e 99,

E poicht un pumero formato da p cifre o pud rappre-
st con 10”7 — 1, cos) segue il teorema :

Affinché un numero della forma 10" — 1 siz divisibile
un  altro 10" =1, della stessa forma , & necessario e
siente che p sia mnfn}nfrx di 1.

. Teorema. Se p & un numero primo diverso da s
0 —t ¢ sempre divisibile per p. (%)

; 1 . ‘ . | ., 2
3. Consideriamo ora la frazione .s‘ﬁrn'uhr.:e — in cui p

P

- numero primo diverso da 2 e 5: & chiaro (2) che [e-
lianza

) Teorema di FExmAT in un caso particolare. Veggasi la dimostrazione
¢ da il BavTzer nei suoi Elemenli di matematica, p.t 2", pag. 6.

11
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1 m _ m

; 10~="—=1 9g....n

potra sempre soddisfarsi e doyra aversi mp = 9s....1,
m

Nel caso in cui esista un'altra frazione , il cui de-

Hominatore abbia meno di p -1 cifre, ad es. s - 1, equiva-
t s 3 : i m

lente alls — y avendos In pari lempo — = -' p
}} p 0 — g

| m, .

— = — » avverra che tanto 10°7* — 1 quanto 1071 -

P =g

SAFANDO mnltiplj di ptoora dico che se 10~ —1 3 il minore

dei numeri formati da tutte cifre 9 e divisibili per Ps 51 ha
che p -1 & multiplo di s—¢. Ed infatti qunndu cia non
fosse si potrebbe decomporre 107~% — i, come gia si fece al
ne 1, in due parti wna multipla «di 107" ~ 1 e "alira della
Slessa forma con un numero di cifre 9 minore di s — ¢

dovrebbe essere divisibile per p. il che contradice all’ lpntndr Vi

Ma se 10°=* -y & il primo numero, formato da tutte

cifre 9, mult pla di py § =1t esprime chiaramente il ulmerﬂ'

delle eifre de] periodo della frazione decimale Permdma an

- i - L w & ® 1 -
Cut si trastorma la frazione ordinaria — (e viceversa), per

P

cvi si ha il teorema :
Convertendo in decimale uma frazione ordinaria sems

] : . * . ‘ .
plce — | il cui denominatore p & wun nuwmero primo, il pe-
Il
rivdo aurd o p—1 cifre od un nemero di cifre summul-
tiplo di p—1.

i m,

—~ Avendosi la frazione — = y
P Innf-—l — l

con 10"~ — 1 1l minore del numeri formati da tutte cifre o

¢ divisibili per p, sarh m, il periodo della frazione decimale

" & ® . ¥ . . - ‘
Peviodica risoltante dalla conversione in decimali di —, ©

A

Osservazione 1.*

poiche si
primo) t
ossia di1
di p ar

Dsser

sendo na
9, 6, 7,

tatte dif
ricorrere

Abbi
formi

v,

0,
la pnma
meri e
condo i

del pen
delle du

i mods

1f
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ha 1097 —1=080...0=m ,p se p (che ¢ un numero
ermina per 4, 3, 7, 9, l'oitima cifra del periodo,

m,, 8ara 9, 3, 7, 1 e il periodo slesso sara multiplo
neno che p non sia o 3 o 9.

- . ¥ L] ] M 1
vazione 2. — L'uluma cifra del periado di — es-

P

ta, quando si osservi che i1 pradotli di o, 1, 2, 3, 4,

8, 9 per 1, 8 7, 9 terminano con cilre che sono
ferenti , sara [acile compiere questo periodo senza
alla diretta divisione.

1 W & & a I
ast ad es. da determinare il pr:rln[lu della [razione —.

749
no a lal nopo le due serie di numeri

1y 2, 3, A, D o 6, 7 9 R, it

10, 458, 2387, 316, 395, 474, 533, 632, 741

. delle quali ¢ formata da o e dai primi nove nu-
la seconda e composta da 0 e dai multipli di 70 se-
numeri stessi . quindi osservando che l'ultima cilia

odo a destra dev essere { si dispongano 1 lermini
¢ serie come (Jui appresso

1We v o o ¢ o 5 i

C
——
=
L]
e A= W&

—
o | S
o W &
S * L 1 ]
= L4
L]
L LS el

. .8
T S °
§74. : iy el
158 . . . . . . C . . B

T o e o7 m M v Helioe 8w rew

v cioe che ciaseun prodollo sia avanzato di un posto
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verso sinistra e la loro somma sia un numero formato da
totte cifre 9. I moltiplicatori pei siugoli prodotti parziali
formeranno evidentemente la parte significativa del periodo.
\ .

Sara dunque =0, | 0126582278481 .

4. Allorche nella conversione in decimale di una fra-
zione ordinaria, dopo un certo numero di divisioni si per-
viene ad un resto d'una sola cifra, si pud ricarrere al pro-
Cesso seguente per ollenere rapidamente il periodo.

Sia da ridurre in decimale la fraziuneé e dopo aver

trovato la parte 0,043478, del quoziente della divisione, si sia

. . . . 1 i i
pervenuti al resto 6: si polra scrivere — = 0,043478 + — » — . =
23 107 23
: 0,043478.6 L :
ﬂN:HTﬂ-t-—. D + U .E=E{:E.
- 10"’ {0** o1 :

da cni si vede che per ottenere la parle decimale basta ag-
giungere a 0,043478 1l prodotio di questo numero per 0,000006,
poi il prodotto del prodotto ottenuto per 0,000006 e cosi via.
L'operazione pud disporsi come qui sotto:

1

o = s 043478 = 043478
260868 = 0AJLTB X 6
1565208 = 260868 X 6
0301248 = 1565208 X 6
56347488 = 0391248 X §
!
== 0,[0434782608605652173013 [0434... ..

5. Teorema. — Se il numero delle cifre del periodo
d'una [razione semplice, avente per denominatore un ni-
"Mero primo p, e pari ed =31, il resto 1™ risuliante dalla
divisione del numeratore pel denominatore uguaglia il de-
nominatore diminuito dell' unité e viceversa se nelle con-

rical
dical

pulr'

che
che

noll
form
aver
1 va

frazm

Inng

21001
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ione in decimale della frazione d s §i perviene dopo 1 di-

P
mi al resto p -1, le cifre del periodo saranno st.

Infatti essendo of il numero delle cifre del periodo, p

- : . 2 : 10% — 4
- un divisore di 10* — 4, ossia il guoziente non

. alcun resto. Ora avendosi 107" — 1= (10" + 1) (10° — 1) con-

(10° + 1) (10" =) , _
le che anche — sara un numero inlero, e

P
be per ipotesi p ¢ primo dovra I'uno o l'aliro dei far-
10° + 1, 10°—1 essere divisibile per p. Cié posto, nella

A o A n : § .4 . . .
zione di — 10 décimah sia r, il resto che si oltiene dopo

2
- determinato ¢ cifre del quoziente: si potra scrivere al-
10'=mul. p+r, con r, <p, quindi 10°+1 =mul. p + (r, + 1)
‘—1=mul. p 4 (r, = 1). Segue adunque che almeno od
t o r,—1 sara multiplo di p, e poicht non pud esserlo
1, che & minore di p, lo sava r,+ 1, ed avendosi r, <p

er,+i=p quindi r,=p - 1.

. : v X o . .
Viceversa nella conversione di — in decimali, dopo aver

p
rato ¢ cifre del periodo, si giunga al resto »,=p —1. In-
ndo con g 1l queziente (considerato inlero) ottenuto, si

4 scrivere — — g+ (p- 1) ~, dalla qual relazione risulla

p

se r;, € uno qualsiasi dei resti precedenti r,, il resto
si ayra dopo aver ncavato ¢+ & cifrc del quoziente sarh

1) . Ora, per ipotest, essendo r, diverso da p—1 ed
re diverso da i (alirimenti il periodo sarebbe senz'altro
ato dalle prime A cifre del gquoziente), ; non potra
e chei valori 2, 3, ... p~2, e corrispondentemente Faiek
lon p-2, p-3, ..... g, mentre 1l 24/ resto sara 1. La
one avra quindi un periodo di 2£ eifre.

sorollario I. Dal teorema precedente segne che qua-
ue sia r, s1 ha sempre r; *Tpe=p, € da questa rela-
: facendo A=1, 2,.... £, poi sommando :

) i S0
i 1 - S—
s ¥ el Thellg, o el T 0 PRI a, B i i
e il o e e M. 1 el B A !

el

- -_‘I
TR D iiE

T e S
e e e

e A e
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(T TR r) + fr,+, + Prry + ,....+r,,)-pt;

onde: Se il denominatore d'una [razione semplice ¢ un

numero primo ed il numero delle cifre del periodo & pari

\periodo dualistico), la somma di due resti separati luno
dall'altro da tanti pesti quant’ & la metd meno una delle
cifre del quoziente uguaglia il denominatore delia fra-

zione e nggt'ungendu la somma della prima metd dei resti
alle somma dell' ultra metd ., si ha

dotto del denominatore della
cifre del semuperiodo.

per risultate il pro-
razione ! numero delle
pe

: . 10
Corollario II. La relazione —=gq

P

=q. 10"+ [(10'— 1) — ¢], mostra che

~ (p~1) —|, dalla quale
p
107 — 4
p
dopo avere ottenuto le ¢ prime cifre ¢,q, .... g, del quo-
ziente, con che il resto & P — 1, per avere le rimanenti cifre

del periodo ¢,,,, Gtras o+- G, basla farmare i complemento

a 9 di quelle ricavate innanzi, ossia lq somma delle cifre del
periodo che vocupano lo stesso ran

periodo & costante ed ugnale a v,

6. La proposizione precedente ba an valore pratico
notabile in quanto consente in up caso [requente di com-
pletare rapidamente i) periodo di una frazione assegnala.

deducesi 1"alira »

go nel ri.rpettiuu sSemi-

5 ] 1 & [ " W
Cos1 ad es: per la frazione =3 wlrapresa la divisione del-
187

» " - . # #
I" unita € Zerr per 137, si gmnga, dupn avere ottenulo il (juo-

zimte 05,0072, ad il resto 198 = p—1 st dovra cnnclndere che

il semiperindo gia otlenuto, e per completare il periodo
bastera formare i complementi a

0 delle singole cifre del
semiperiode incominciando dalla s

inistra , si dovra quindi

1
avere — =, [06720927],

107
" - ' " ¥ ¥
1. Per trovare tutte le [razioni - ¢he ridotte in deci-

mali periodiche uriginane un periodo dualistico, si pud osser=

S¢€
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are che chiamando 2¢ il numero delle cifre del periodo, p dovra
isere oo divisore di 107 —1, ed avendosi 10* = (10" + 1) (10° — 1)
i divisori di 10’ -1 dando luogo a periodi di ¢ cilre, p
on potra essere che un divisore di {0° + 4, Per quesla
cerca comverra dunque lrovare tuiti i divisori di 101,
04 . 10001, 300001 5 «vvoevor.. Delto poi @ uno di questi di-

S " .ll]‘+-l losi all o .

1801’1 ¢ poslo p = p - » polendost allora scrivere:
¢ d (10 =) (d—1). 10"+ [10f = 1) = (d - 1)
po o=y 103 — | -

vede che le prime ¢ cilre del nnmero d — 1 saranno le

rime ¢ cifre del Imriudu. Cosi ad e¢s: avendosi 10" +1 =

, 1317 e 73 e 137 non essendo divisori di w'+1, 10* +1 e

*+ 1 ed essendo gli amci divisorl di 10"+ perche primi,

ynsegoe che le due sole [razioni a periodo dualistico di s
i |

fre saranno — e — ¢ il semiperiodo per la prima sara
73 137

36 e per la seconda 007z, talchd si aves immediatamente (6):

| i

— =0, |0136986G3| ¢ — = b, | 00720827 |.

: t .
8. Teorema. Se alla frazione - corrisponde, qualun-

P
we sia p, un periodo di s cifre ad ogm altra frazione

wra irreducibile di ugua! denominatore n::ﬂrrf.fpandf:rd I
riodo dello stesso numero di cifre.

W @ - 1 1 " - 8 i . N
Infatti poiche ad - corrisponde nn perindo dt s cifre si

P

/va ¢ 10° — 4 = mul. p e indicando con & il numero delle
X . i d . m
fre del periodo cormspondente ad — dovra aversi: —
V P

ﬂ N » -
— . Ora s non pud essere thinore di s, perchd es-

- -4

i , . . : .

ndo — uana frazione irreducibile, I'eguaglianza precedente

P
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mostra che 10 -1 deve essere multiplo di p, onde non sa-
rebbe pit s il minor numero per cui 10° —4 @ multiplo di p.
Cosi ' non pud essere maggiore di s perche posto 10" — 4 = pk

: . _ mhi mh
risuiterebbe in 0gni caso — =
ph 1w -4

da cni deducesi che il

periodo non ha piu di s cifre.

; 1 . :
9. Teorema. Se alla fraziome -, in cui p & un nu-

P
mero primo, diverso da 2 e s, corrisponde un periodo di

: . n : .
P -1 cifre, alla frazione pura - corrisponderd un periodo

F
formato dalle stesse cifre,

n .
— corrisponde un

P

periodo di p—1 cifre come alla data — Indicando con

P

["?1 ‘75“-- q#—l f?.lr q.i-'-!-]"-- qP""l] qﬂﬂﬁt{} periudn € Con ry,
rﬂ yeooo B 3y Ty Tair 9 snes rp_; 1 I'ESl.i Sﬂﬂﬂﬂﬁﬂi?i l].!"ﬂ di'ﬂ-

sione per p di 1.10, r,.10, .... r,—.10 questi resti primiera-
menle dovranoo essere tutli disuguali. Ed invero quando fosse
ry=ricon h <k <p, avendosi 10" =mul.p+r; e 1w0' =mul. p+ry,
sottraendo si ricaverebbe 10 (16F~* - |) = mal, p e poich p &
primo con 30" dovrebl’ essere 10*=* — 1 divisibile per p con

Intanto pel teorema prec. alla frazione

k—h<p-1,cad S corrisponderebbe, contrariamente all'ipo-
p

tesi, un periodo avenle un numerc di cifre <p—1. Segue da
cio che uno di questi resti, ad es. r,, sarz necessariamente

uguale ad n. 11 periodo della frazione 2 doyra allora essere
P

[q*"-i'l ‘?l’-—l-:! --:- ffp_i 171 q: “ae "?1] -
Osservazione. Disponendo tutte le p — 1 cifre del periodo

di —, in un dato senso, secondo i puntt di divisione in

L
P —1 parti nguali d’una circonferenza, e formando quindi tutti

1 gruppi di p—1 cilre che possono ottenersi serivendo le
cifre disposte in giro lango la circonflerenza nel senso con-
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siderato, cominciando ciascuna volla da una cifra differente,

¢ chiaro che si avranno tutti i periodi delle fraziomi pure

- - oy » 1 - - . -
di denominatore p. Cosi avendosi = 0, [142857] i periodi di

2 3 4 5 © . -
s —y —3; —, — Sono a modo desempio
7

7" 7 S |

[2857(14], [42857]1], [57[142s], [7]14285], [ss7|14z].

Questi periodi si diranno ottenuti per permutazioni cir-
colari da quello della frazione primitiva.

10. Se una frazione pura ” ha per periodo g, g, ...

Grimt Gi Gigr - Gs] €51 ha m' =m.’ﬂ:|iil + tp, dove ¢ indica un
m m

numero intero qualsiasi, segue —=1¢ + — 10%, 0ssia 1l periodo
, F P
. mn . '
della frazione — sara: [g,y, ... g, 4, G, -.. g3, formato ciok
P

con quelle stesse cifre che compongono il periodo della fra-

zione primiliva. Ad es. il periodo della frazione spuria 726 e

1d
composto delle cifre stesse che formano quelln della frazione
7 . 128 7 - 7
ura — avendosi — =24+ —.10%, e poichée — = 0, [838481
P 13 i3 13 e Y [ I
726
sard = = B, 8641 s3]

- : . . .
11. Nel caso in cui convertendo — in decimali, la fra-

p

zione periodica risultante abbia il suo periodo di nn numero
s di cifre minore di p—1, sara (3) s divisore di p—1. Pon-
gasi p—1=sh. E facile vedere che in questo caso si otten-
gono 2 grappi di s fraziont i coi periodi differiscono sol-
tanto per permutazioni circolari dglle cifre. Ed invero chia-
mando 1,7, 7, .... 7, i resti della divisione di 1, 1¢, 10%, ... 10"~

= A o e 3 i .
per p, & chiaro che le s frazioni - —,... — avranno i

P P P

loro periodi formali da quelle stesse cifre che COMm pongono
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il periodo di —, salvo una permutazione circolare delle me.

p
desime. Per ottenere poi un altro gruppo di s frazioni col

periodo diverso da quello delle precedenti, hastera scegliere
un pumero m diverso da 1, Fgs Fa ..r, e < p e procedere

m .

alla conversione della — in decimali , notando i resti m,

P
rys 7'yy oo, ottenuti nella ricerca del periodo. Le frazioni
‘an J"'"g rl: . )
» — v — aveanno il loro periodo formato con quelle
S & P
, : : m . :
slesse cifre che formano il periodo della —. Per i gruppi suc-
P
cessivi si procedera poi analogamente.
\ o b 1 2 123
Cos) ad es, avendosi — = 0, [mﬂﬂﬂa] le frazioni —y — yuu, —
13 13 13 . 43
potranno distribuirsi nei due gruppi seguenti:
1 10 0 12
Dy |076823) 5 —= g, [760230]; — = o0, [6023)07] ; — =0, [028l076
= O Lomesma]; e o, [re0msha]; == 0, [oomor] ; = =o, [oasfore
3 i

— = 0, [2fo760] ; 5 = O [3loress]

13

2 7 5 1
;3= 0 [153846) 5 =0, [sansst; 5 =0 [3sanfas] 5 = o, [aAgss ]

6 B -
=0 [ 46]1508], o=, [6[15284].

Teorema. -~ Se il denominatore p duna frazione

semplice F e il prodotto di due numeri primi Piy Pz €
i i 1

numer: delle cifre dei periodi delle tre frazioni E! = i_;
Pr P

SORO rispettivamente s, s,, s, e p, & diverso da Par s & &
MINIMo comune multiplo fra s, ed s,.

. - y: B m 1 m
AV‘EHdﬂSI pEI" lthESl — ! . = - 1 Sﬂgﬂﬂ !.‘.hf!

Pl H]"I -j Fn 10.1_
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10°r — 4 sara mulliplo di p, e 12 ~1 mulliplo di p,. Ora es-
sendo 10t — 1 la minor quantita della forma 10" - { divisi-
bile per p, ogni altra quantita della stessa forma divisibile
per p, dovra evidentemente avere per espomente di 10 un
pumero multiplo di &, e analogamente ogni quantitda della
forma considerata multipla di p, dovra avere I' esponente
del 10 multiplo di s,. Trovando il minimo comune maltiplo s
di s, ed s,, st avra che 1#° -1 e la minor guantita divisi-
bile ad un tempo per i nomeri primi p, e p, e per il loro

prodotlo p e per conseguenza il periodo della fraziome 1

P

avra 5 cifre.

A i
Cosi ad es. essendo — =0, (076023 ] e el (01369863 | ,

i 76923 i §369863 > .
oyvero — = —— € — = — ed essendo inoltre 24 il m. c.
13 40— 73 40° =14

i i 1 y s . ' v
m. fra 6 ed 8, — = —,— avra il sno periodo di 24 cifre; e
040 113 73

difatti si ha:
i _
— = 0, [004053"740" 779" 768" 477" 028" 451 |.
Corollanio 1. — Poiche 1 valor massimi di §; ed s, sono
rispellivamente p, —1 € p,—14, & non polra mal superare

(PI_ l) (Ea-')_

2
Corollario I, — Quando si abbia s, = S, » Sara anche
. . . . R
s=48,=5, ¢ per trovare i periodo di — ., bastera o divi-
| ,"
. 3 T L Yy
dere per &, quello di — o per s, quello di — e le divi-
/1 o

sioni non polranno non compiersi esatlamente.

Corollario UlI. - Quando il dgnumiuﬂtnre ¢ il prodotto
di pia di due numeri primi differenti p, , p , ... p, € siano
rispetlivamente §;, 5,, ... 5, le afre che compongono 1 pe-

a 1 | 1
riodi delle frazioni —, —+«.cc. —, posto p=p,.p.....p, ¢
Pi P P F £ PofyeeF
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detto s il numero delle cifre del periodo di : » st ha apa.

Jogamente che s sarh il m. e. m. di Sis 34200 8, ed in ogoi
2% & nOn potra superare la guantita

3. Se il denowminatore della frazione ' ¢ il quadrato
p

del pn° prec. non &
conclusione a cui si

di un numero primo P 1l ragionamento
piti applicabile, ma pué avvenire che Ig
& pervenutl seguili a sussistere,

101 — §
volte che &

p

tando al solito il numero delle cifre del

Cio si verifichers tutte le

ancora un maltiplo di Pis S

y . 1
penodo di —, come

2

f .
=E=n,[1]. In ogni altro

aceade ad es, per la frazione 5
cusv il periodo avrh s, cifre: ed

invero osservando che

guslunqoe sia il pumero s delle cifre del periodo di —I—-,
p
i periodo di ;:-che chia-
¢ divisibile per p, ma d2 un resto r, bi-
sognera assnmere un numero formate da p: periodi m; prima
di giungere al resto o.

Questo ad es: ha lnogo per la frazione

deviessere s multiplo di s, ; poiche

meremo m, non

1 1
— = — =y, [nnaaﬁuansuﬂummmg]
121 41.44

il coi periodo come vedesi ha os = 2.41 cifre,

riodo di ﬁ , che & [ov], ha 2 cifre.

Unando fosse p=p? e il periodo m, di p, non divisi-

hile per Pry il numero delle cifre del periodo di 2
If.l

mentre il pe-

sarebbe
I .: 4 & .
wiiivgrmente s,py e cosi di seguito.

, rappresen-
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Segue da c1d e da quanto si & detto al n? 12, che aven-

losi p=p® pF p w.., cOD Py, p,, P3 ... DUmeri primi diversi,

il numero s delle cifre del periodo di " non polra superare

P
m ognl caso la quantita :

rI—-i)( ,—{( —t)ins a—|\ _.ﬂ—l -}'—I____=’( _._l)( _l)(i_i)m
Pa—i)(p3 Po P ps 1P1 ’p =

Indicando ora con s, il numero delle cifre del periodo

1 x ¢ con §' 1l numero delle cifre del periodo di —t—u, al-

P P
blamo, per quanto si & detlo innanzi, che &' & uno dei nu-

DEMl 8,5 § D1 SiP1seeeens 5,0,5 " € poiche p:=1 & un maul-
iplo di s, (3), avremo anche che (p, — 1) p,”" sara un mul-
iplo di s'. Analogamente rappresentando con s" il numero

lelle cifre del periodo di L_, si Lrovera che (p,— ) pz.ﬂ—l

o
lev'essere multiplo di s" egeus‘l di seguilo.
Ma poiche p,% p.f, ps’,.... sono numeri primi fra loro,
sotendosi provare analogamente a quanto fu fatto al n° 14
the s uguaglia il minimo conune multiplo di s/, &', s" ...

ivremo 1nfine che la guoantita

-2 () (=
P p P ’

he s'indichera con g(p) e la quale, com’¢ noto, rappresenta
juantl s1ano i oumert della serie 1, 2, - IR primi con pa
ara un multiplo di s.

Siamo cosi condotit alla conclusione che 1077 — ¢ & in
»gni caso divisibile per p, il che corrisponde alla genera-
izzazione del teorema di Fenuav.

14. A completare I'argomento che ci occupa sarehbe
itile la soluzione del problema: Trovare le frazioni ordina-
we semplici con denominatori privii che hanno 1,32, 3,4, 3, 6,...
ifre nel loro periods, almeno fino ad un certo limite. La
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soluzione di mn tale problema si riduce (3) alla ricerca det
divisori prims dei numeri 9o, 999, 9999, ......

Consimile ricerca diviene in breve dj estrema complica-
zione, pero bavvi una osservazione che Pud® servire g sem-
plificarla. Voghansi ad es. determinare i divisori primi di
10" — 1 =10000929 0 di 1111111. Detto & uno d; questi divisori,
poiche, pel teorema di Ferwar, si ha che 10 — ¢ 3 divi
sibile per & ¢ d'altra parte per ipotesi anche 197 — 4 & pure
divisibile per d, cosi sarh d =4 =mul, 7. Nella ricerca dei
divisori di s445141 basta quindi limitarsi quelli che diminuit;
di una unita danno un numero multiplo di 7. I divisori da
provare nella serie dei numeri primi saranno quindi : 29, i3,
Tly 113, 127, 197, 204, 239, ....

Daremo qui una tabella della scomposizione in faltor
primi dei primi 10 numeri della forma 1e* — 1, Ossia;

P=3"; 00=8.41; o000=3%37; o090 311,101 ;
90899 = 37.41.270; 900000 =3%. 7. 11. 48, 37,
PO9ODGE = 37.200.4649 ; 90990099 = 3°.11.73.101.4327 -

990099990 = §,37.3336667 ;  00DY9V9PDY — 3%, 11.41,27 1, 9001,

Da questa tabella si deduce che le frazioni a denomina-

: - A, me . | . i
tore primo di periodi ad una cifra sono : - @ due c:freﬁ-

‘ | : 4 : : 1 1
a tre cifre —, a quattro cifre —, a cinque cifre — ¢ —,
a7 101 41 271

.. i ! . ] i , 1
a sei cilre - e —, a sette cifre — e —— ad otto cifre —
7 13 239  iB4D 73

] - I A oet om | i
¢ —, a noye cifre » a dieci cifre — ¢ —
187 3336647 i 0004

A Lucui.

2101
todi

51 l'
di

Ccerd
e €

S1
SOp

mer
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DIMOSTRAZIONE

DEL TEOREMA DI TOLEMEO
CON METODO INTUITIVO

Tenute fermo il principio su cui ho fondato la dimostra-
e di alcuni teoremi sull’ equivalenza stabiliti col me-
) intuitive (Vedi lascicolo I, Anoo Il di questo periodico)
mo dimostrare facilmente collo stesso metodo il teorema
Tolemeo , ciok : Se nun quadrilatero e inscritto in un
shio, la somma dei rettangoli contenuti dai lati opposti
quivalente al rettangolo delle diagonall,

Sia DEFB (Fig. a pag. 176) il guadrilatero inscritto dato;
vuol provare che

DB . EF - DE . BF = DF ., EB.

costruiscano sopra duoe lati adiacenti qualunque, per es.
ra DB e BF i rettangoli DBAG e BCHF, scritti nel primo
nbro dell’ eguaglianza precedente ; risullera per cio

BA = EF ; BC = DE

angole ABC = DEF.

Si riunisca poi A con C, e si compia 1l parallelogrammo
3M ; si ricoposce lacilmente che il triangolo ABC, ¢ ugoale
riangolo FED; inoltre la diagonale EB risulta perpendi-
e alla direzione AC, poiché quando si prolupgasse fino
incontrare im N il lato AC del tnangolo BAG, gli angoli
l, NBA risullerebbero complementarj, ma angDBE = DFE
AC, onde sarebbero tali anche gli angoli NBA, DAN,
falto, si assuma per quadro la figura ACHFEMGA
nale essendo preparato per il primo membro dell’egua-
nza , avia coperle le porzioni seguenli: il quadrilatero
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EDBF (che supporremo tagliato lungo la diagonale EB) ;

il triangolo ABC e AEN
il parallelogrammo AN
EMGD, ‘

Ecco ora le nno-
ve posizioni che
debbono assumere
nel quadro qnesle
higure, affinche ri-
manga scoperta I’a-
rea scrifta nel »°

membro dell’egua-
glianza,

(" 8i trasporti i triangolo EBD nella posizione MAG
vere il lato DB parallelamente a st stesso o

facendo muye
scorrendo col vertice D lungn la DG,

2° Dopo avere rovesciato il piano del parallelogrammo
MEDG, si faccia ruotare nells direzione della freccia intorno
al vertice E, finch il lato EM coincida con EF.

3° 8i trasporti il triangolo EBF in LCH, facendo SCOr-
rere ¥ lungo la FH, e la BF parallelamente a s* stessa.

4° §i trasporti il triangolo ABC in MEL , facendo scor-
vere il lato AC parallelamente a sb stesso mentre gli estre-
m A e C scorrono rispettivamente sopra AM e CL.

Dopo cid 1'area che rimane scoperta ¢ il rettangolo MLCA,
che & appunto quello costraito snlle due djagnnali del dato
quadrilatero : il teorema @ adunque dimostrato.

Corollario 1. — Se i ((uadrilatero fosse un rettangolo, il
teorema di Tolemen equivarrebbe a guello di Pitagora,

La figura s, tav. 1*, annessa al fasc. 1, (della quale si consi-
dera solamente Ia parte ABODNA) contiene la dimostrazione del
teorema di Pitagora interpretata nel modo stesso dj quella del
teorema di Tolemeo. La sola differeaza st in cio che il paral-
lelogrammo, che comparira nella dimostrazione del teorema di
Tolemeo, si 1iduce, pel teorema di Pitagora, ad una linea retia.
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Corollario II. — 11 teorema di Tolemeo ci mostra che :
In un trapezio isoscele, il quadrato della diagonale é

wivalente al rettangolo delle due basi, aumentato del qua-
‘ato costruito sopra uno dei lati eguali. Ossia (Iig. seg.):

1) BB" = B'A* + AR . A'B
anche
2) B'B* = BA'* ~ A'B' . AB.
»struendo sulle dve basi AB e A'B' nispettivamente i qua-
ali ABCD A'B'C'D' e prolungandone 6'¢' N /' H
ifficientemente i lati, otterremo i ret- |
ngoli eguali EFGH, E'F'G'H
Dalla semplice ispezione della fi-
ira si riconosce che guesti rettangoli ¥ | |8

no quelli seritti nei secondi membri |
lle relazioni 1) e 2). I poiche il pri- |
p & eqmvalente al quadrato ABCD
minuito dei due rettangoli eguali
IHD ¢ FBCG, e il secondo & equi-
lente al quadrato A'B'C'D' aumen-
to dei due rettangoli eguali A'E'H'D/, -

B'C'G', potremo dire che per i trian-
li BB'A e B'BA', hanno luogo vispet- p H N o
ramente le relazioni

%) BR'* = AB'* + AB? — 2AB . AE

1) BBz = A'B® + A'B'® « 2A'D . A'E.
servando poi che AE e A'E' sono le proiezioni di AB' e
B fatte rispctuivamente su AB ¢ A'B', le relazioni prece-
nti dimostrano 1 noli teoremi :

Il guadrato costruito sopra un {lato di un triangolo ,
posto ad un angvlo acnto, equivllente alla somma dei
adrati costruitt sopra gli altri dwe lati , diminuita di
e volte il rettangolo che ha per lati uno di questi wli-
ai e le proieziond dell’ altro su di esso.
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Il quadrato costruito Sopra un lato di un triangolg,
opposto ad un arngolo ottuso, & equwalente alla somma dei
quadrati costruiti sopra gli altri due lati, aumeniata di
due volte il rettangolo che ha per lati uno di questi ul-
timi, e la protezione dell' altro su di esso.

Corellario 111. = [I teorema di Tulemeo, applicato al tra-
pezio isoscele, pud anche ennnciarsi nel modo seguenle :

La differenza fra il quadratv della diagonale e il g a-
drato di uno dei lati rgnali , é equivalente al rettangolp
delle due basi,

Ma 1l retlangolo  delle due basi FFGH , (EF'G'HY , puo
riguardarsi anche come eqmvalente al doppio rettangolo EMNH,
costruite sopra AB, (A'B') e sulla proiezione EM, (E'M') della
retta B'M, (BN} chie passa pel punto di mezzo M (M) della base,

E allara il teorema di sopra puo enunciarsi, relativamente
al triangolo ABE' (A'B'R), nel mudo Seguente : La differenza
dei quadrali di due lati di wn tricengolo gualungue, é equi-
valente al doppio rettangolo costruito sul terzo lato e sulla
proezione, su questo lato, della mediona ad esso relativa.

Corollario IV. — Dalle relazioni 3) e 4)e dalla fignra a pag. 177,
st ricava che la somma de quadrati dei quattro lati di on
trapezio 1soscele & equivalente al doppio quadrato della dia-~-
gonale aumentaro del doppio della differenza fra i dne ret-
tangoli AEHD e A'E'H'D’. Ma poiche questa doppia differenza
¢ ugnale al quadruplo de! quadrato costroilo sopra AE, os-
sta sopra la semidiflercnzo delle doe basi del trapezia, po-
tremo dire (ricordando che | scondilferenza delle due basi
Ji un  trapezio & nguale alla retta che unisce 3 punti
di mezzo delle d \agonali) che: Za somma dei guadrati dei
Guattro lati di un trapezio isoscele & equivalente alla somma
dei quadrati delle diagonali aumentata di i volte il qua-
tiato della reita che wnisge { punti d¢ mezzo delle diagonall,

Viareggio, 5 Aprile 1asr.
AscioLo ANDREINI.
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SU ALCUNI TEOREMI
RELATIVI ALLA DIVISIONE ALGEBRICA

1a {orma del resio della divisione per x—a d'un poli-
nomio P, che, come tutti quelli di cui si parlera, dovra
intendersi razionale, intero e ordinalo per le potenze decre-
scenti della x, deducesi come corollario dai seguenli Leo-

remi sulla divisione algebrica.
Riteniamo come dimostrato che:

1° Se P e ) sono due pulinumi, 51 possunu trovare allit
due polinomi Q ed B ordinati rappurto ad x come | prece-
denti e talh che sya:
(1) P=D0Q -+ K.
o° Se si richiede che R sia di grudn inferiore a D ¢
impu&sibilﬂ che si abhlia
P=D0Q + R
con Q' ed R' differenti da () ed R. (%)

(*y Non in tutki i tratt li ¢ dala la dimostrazione di questo leoreina
che trovasi mell” Algebra del Bertrand (lrad. del Prol. Petti) n pag. 163,
n® 142. — B degno perd ¢’ esser nolato che ’Autore non dunosira e oep-
pure enuncia il teorema che dne polinowi di grado differenie oD pOSSONG
pssere identici », mentre sembra che da questy il precedente trazga la sua

va lidita,
il teorema ora enunciale si rdoce facilmente all’

) flz) = a” + 'I:i']‘ﬂ'““h_l + ﬂ?rn_-l -+ oty T -+ ay f,:‘

y non puv anoallarsi per egni valore di x senza cbe: sia

altro: ot un polinomio

g, =10, II:’-';U..-....E":UJJ il
IS

moslrazione. — Intanto Iequazinie flx) =0 | 31;]

Eccone qui i soceinto una di
dovendo avverarsi per @ = 0, ne risulla

a; =0

e

b) 2{aget—! 4 a 3" + gt ) = 0. |
Quesla, che & verificala all” evidenza da = =D, sarh soddisfatta gualunque |
sia o se, per ogni allro valore di & differente da zero, i avra

¢l ﬂu:ll"'_"' R Ei.l-'"'_] + vee T Ot = .
lud chino =, eld ¢, 4+ y [y =0} due di guesti valor. Essendo -:
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Ne viene di conseguenza che, dati P e D, in qualun-
gue modo si riesca a stabilire la relazione (1) ed a ricono-
scere che R & di grado inferiore a D, st potra sempre ri-
guardare () come quoziente ed R come il resto della divi-
sione di P per D.

Cio premesso, supponiamo che sia:

(2) P=PPPL, ... P,+a,

ove le P, sono polinomi ed @, & nna quantita indipendente
da x. Diviso ciascun polinomio P, per D si abbia :

P=DQ +R,, P,=DQ,+HR,, ... P,,=DQ,, +R,,.
Soslituendo nella (2) avremo:
P=(DQ, +R,) (DO, +R,) ...... (DQ,, +R,) + a, =
= DK + RR, .... R, +a,

¢ se R & il resto (di grado inferiore a D) della divisione
di RER,....R, per D, vale a dire se:

KR, ..R,=Dg+R

@olZy + Y)* 7 +a, (2, + Y24 ... Uy (@ +Y) + 0py =
Eﬂuyn—]-'—ﬂlyn_a-'--”-,- A"_‘ y‘z"}- AH—IH - fﬂuﬂ?]ﬂ—t -4 EIIFIM +- u+u_;,

¢ per ipolesi
n[ﬂ:ln—-l + ﬂlmll:—:!. + - + Oy = 0,

si vede che Ia ¢) non pub esser vera per 2=0 se per y==0 non si abbia :
Hay "+ Ay 4+ .+ A, =0

0§51a
d GV T FAY T+ A =0,
In wodo affatlo simile si prova che la @) sara soddisfatla quando per z==0 sis :
e) G BN 4 B, =0;
e cosl di seguilo, finche si giunge alla conclusione che dovra essere,
g = 1.
In conseguenza la ¢) prendera la forma :
¢') T g by, =0

€ con analoghe dimostrazioni si provera successivamen'e che deve aversi

ﬂ1=u| ﬂn= u"---- EH =u-
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ayremo anche

P=D(K+q]+ﬂ+a“=DQ+{R+ a,)
e sara dunque R + a, ilTesto e Q= K + ¢ il quoziente della
divisione di P per D. Cosi, come nell'Aritmetica, « il resto
» della divisione per D d'un prodotlo di polivomi & ugnale
. ol vesto della divisione per D del prodotto dei resty, ecc. >

Sia ora:
_ B, n—I\ n—z (R
m'- EI Pl"'ﬂu-nr -f'ﬂl-r m-li-{_ﬂﬂ_l} IE—I
donde
P= nn.r" + ﬂl.:r“"‘ e+ 4, T+

=Px+a,.

Se si prende
D=x—a

st trova
Pi=(1-‘—-ﬂ) Q +K,, P==(.r—u)+r:|

ed essendo l’lIL ed a irlr.lipﬂmlenli dalla 2 sara

q:ﬂ, R=Pltﬂ'
ed
R+a,=Ra~+a,.

Tale & il resto della divisione per x —a del polinomio
P=Px+a,. Ma esso & evidentemente formato col resto pre-
cedente R e colla quantita a, appunio come P si compone
del polinomio P e della x, e poicht sl verifica che per
n=1 il polivomio ax +a, da per resto qa +a, si conclude
in generale che « il resto della divisione di un polinomio
p per & —da & 1 rsultate della sostilozione di a ad x m
questo polinomio » ecc.

Non & qui il lnoge di svolgere le note conseguenze di
questo importante teorema , SCOpO di queste brevi osserva-
sioni essendo stato sollanto il darne un’altra dimostrazione
rigorosa che pud  sostituire quellf censurala nelle pagine
stesse di nesto Periodico (Anno 1I, pag. 091).

Ercia Sapux.
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UN PROBLEMA DI PROBABILITA

Pa wn’urna contenente i 90 numeri 1, 2, 3,...... 90, S
ne estraggono 3 a caso. Determinare la probabilita che i
numert estratli diano una somma non superiore a 90,

Il numero dei casi possibili ¢ quello delle combinazioni
di 90 elementi diversi a 3 a 8; cloe

PO . 80 . 88
i.2.3

= {17490

e il numero dei casi favorevoli & quello dei complessi ol-
tenibili col prendere a 3 a 3 1 90 numeri dati ed in ma-
niera che la somma degli elementi di ciascun complesso oon
sian. maggiore di go. E poiche il pid gran numero che possa
far parte di 1ali complessi & evidenlemente I's7, & chiare
che il numero dei casi favorevali eguaglia quello delle somme
wileriori o wvguali a 9o, otienibili col prendere 3 termini di-
versi dalla successione indefinita dei numeri naturali. lovece
di applicarci direttamente alla ricerca (i quest'ultimo nu-
mero, risolyeremo ora il problema piu generale :

Determinare il numero delle somme non superiori ad s,
otienibili col prendere v termini differenti dalla successione
fﬂdﬂﬁﬂitﬂ ts '8 B ivais

Rappresentiamo col simbolo (r, s) il numern richiesto ,
e, immaginando le somme formate in gnisn da essere gli ad-
dendi in ordine ascendente di grandeszza, separiamole in
classi nel modo seguenle : nella 1% classe siano comprese tatlle
le somme che cominciono con 1, nella 2 classe tulte le somme
che cominciane con 2, ...... nella p* classe Lulle le somme
che cominciano con p, ece. Se dalle somme della p.* classe
togliamo il primo termine g, avremo lutle le summe non

superiori ad s — g ottenibili col prendere r =1 termini di-
verst dalla successione

=g T8 BT Iy sevese '3
e Se in fuest’ nltime somme togliamo da ciascun termine ¥
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ta, ayremo totte le somme non superiori ad § = ¢ —p (r=1),
ja ad s — pr, oltenibili col prenderc r -1 termini diversi
la snccessione 1. 2, 8, ...»y 3 1l DUMEro delle qual sara
ypresentato da {r =1, §- ur). Tale & quindi il numero
le somme non superiori ad § che formano la .* classe.
Il ragionamento che precede sussisle (qualangue sia I'in-
o p, purcht sia possibile (ormare con r— 1 termini della
ccessione 4. 2, 3 ... almenu una somma non superiore ad

-ury vale a dire purcht si abbia
rir —1j
S—ur Z 1 +2+ o+ (Pr=1)= - 3

&)
-

n essendo possibile formare con r—1 termini della soc-
ssione 1, 2, 3 .... una somma pinn piccola di [ =84+, +(r-1)
\ questa considerazione risulta che il pit grande valove di g
2 il numero delle classi, & ugnale al pitt grande nteru

. & r—-=1 . = 5 r—
nlenuto 1IN - = ——. lndlcandu que:-‘.ln mbero ¢on W =13
r 3 r 3
considerando che col mntare In (F—1, § =pr) la g suc-

s r—| . .
- = —— |y S uilengnnu 1 ny-
' 2

wsivamenle 1 4, 2, 3y «rees l(
eri delle somme, non superiori ad s, counlenule nella

r 2
abilive la relazione

G-
(r., §) = z (r — |y & = {.nr‘) ...... . (1)
1 e

Siamo gt cost a scomporre 1l numero (r, §) 1 una
ymma di numeri della forma (r—1, A) u]:pli{:nndu la (1) a
iascuno di questi il numero (r, §) verra scomposio \n una
smma di numeri della forma (r -2, A} ecc., sicche appli-
ando r—1 volte la (1) avremo da ulfmo scowmposto (r, 5} in

na somma di numeri della forma (1, k), ciaseuno dei quali
mente il rispettivo £. Cosi, dal lato teorico,

5 r-41\ . .
y 2-:, 3‘1 TLE I(_ — == = . {:lais‘“ qupﬂtllVﬂmEﬂtE y I‘Blrﬂmu

tguﬂgliu evidente
| pruhlemﬂ puﬁ ritenersl ljisu]w.
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Ed orn veniamo al nostro caso particolare nel quale
r=3, §=00. Dalla (1) si ha

(3, 90) "‘-2 (2, 00— 3p),
o

]’(IH*IF}
(2, 90 — 3u) =E (1, 90 — ap — 2v);

si ha inoltre

I(HB—HF) ”Hl—ﬂ#-)
E (i H{j—-ap—ﬂu)-z (Bﬂ-s,u—ﬂuj
I(u—:,u) {us—z.uj

= (00 — 3u2) ](5”‘2‘3.‘*) . [1(Eﬂ - 3.u) (89 - ap:)
= [(m ~ 3~ ](Eﬂ';ﬂ#)] I(HB; ﬂ#)i
v B P ()] o)

Per rdupye ullersormente quesla furmula, vsserviamo che se a
¢ un intero positivo qualunque si ha sempre

()-15).

Ed invero seo a & della forma sy abbiamao

quindi

—

-
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e se a & della forma a7 + i

ﬂ“I(E)=i‘ﬂ+i—ﬂ=ﬂ+!=l(2ﬂ+2)=l(ﬂ+1)-
2 b e

Inoltre pud dimostrarsi facilmente che

;) 1(5)-1(%)

distinguendn, come precedentemente il caso di a pari dal
caso di @ impari; si ha quindi

) 1-o()1-45)

Applicando questo risultato generale alla espressione di (3, 90)
si troya la formola pid semplice

3, 90) =E I((ﬂg -J;nr-t}:),
.H.
i

che puo calcolarsi nel seguente modo.

Alla p che deve assumere i waolori 1, 2, .., 20, si sosti-
tmiscano separatamente i numeri pari 2, &, ,..,28 e i no-
merl impari i, 3,....,20; 81 OVra COS}

14 L5
(3, 90) = 2 l({su—a(m]: + E g2 —
f 4 - 4
i i
1__-; 4 B y
= zﬂ I(El_ - 3.88n + HT.:) + E | ?:— = 4.2 + H'ﬂi)

| |
id
= 2 (1080 — 2670 + 9n”) + 2 (2016 — 2761 + 9n?)
L/ n
g 1

o
+ 216 — 276.15 + 0.45°

it
'
= (4006 — 5430 + 1897) + 1
n
1
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14

il il
=24ugu—m3 E N+ 18 2 7t + | = {18600,
. % i N "‘f

Dalla successione indefinita dei numeri naturali, o, c1d
che torna lo stesso, dalla successione dei primi 90 numer;
natarali, possono dunijue prendersi in 18800 modi diversi tre
numeri differenti e tali che la loro somma non sia maggiore

: g bk 18600 455
di 9. La probabilita richiesta & pertanto = —; coms
117480 979
» (S |
presa cioe tra - e —,
8 7

Indicando con [r, 5] il numero delle somme nguali ad s
ottenibili col prendere r numeri diversi dalla successione in-
definita dei numeri naturali, mediante considerazioni analoghe
a quelle che abbiamo fatto iutorno al numero (r, s), pos-
slamo dimostrare che la (1) & vera anche pel numero [r, s];
vale a dire che

Coll'applicazione successiva di questa formola sara possibile
decomporre [r, 5] in una somma di termini della forma [1, k],
clascuno del quali eguaglia evidentemente I'nmita. Resta cosi
risoluto direttamente il problema di determinare in quante
manicre diverse un dato numerv s pud essere la somma di #
differenti numeri della successione 1, 2, 3...... (V. EvLean =
dntroductio ad Analisin Infinitorum. — Cap. 1),

Giusepre Nonni.

lo
$C
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IMOSTRAZIONE DEL 1" e 3" DEI TEOREMI ENUNCIATI a Pac. 156. ()

I punti dincontro delle altezze di due triangoli omo-
gici aventi U lati corrispondenti perpendicolari fra loro,
mo equidistanti dall’asse di omologia.

F. Savvs,

Dimostrazione del Prof. F. Fiaggl.

Siano ABC, A'D'C' i wiangoli, H, H' i ponti dincuntro
e loro altezze, A , B , C le intersezioni dei lali corrispon-
mti ¢ precisamente AB.A'B'=C_, BC.B'C'=A , CA.C'A'=8B,,
undi A B.C lasse di omologia; sia O il centro d'vmologia,
anv a, b, ¢, a', b, c' i piedi delle perpendicolari coudolte
v 0 sulle rette BC, CA, AR, B'C', CU'A', A'B e 0,.0,, 0,
Ly 0y, O, i punti simmetrici di O rispetto alle stesse retle,

Essendo nell'omologia individuata dai due wriangoli a, b, ¢
anti limiti della prima figura, essi sono allineati sulla retla
mite della prima figura, e a'd'¢’ ¢ la retta limite della se-
mda ; queste vette sono percio parvallele all'asse d'omologia
I equidistanti  dalla parallela che divide per meth la di-
anza tra il centro e l'asse d'omologia: di qui agevolmente
deduce che le due terne di punti 0,0, 0, e 0, O, 0,
mo situale su due rette parallele all'asse di omologia e da
5o equadistanii,

Essendo 1 quadrangoli OCab, OBac inscrittibili ¢ le terne
puanti A, C, 6; A, B,¢; a, b, c perdiritto, s1 hanao 1'e-
wglianze dangoli:

20CA = 20Ch = 20ab = 20ac = 20Be = s0BA ,

lle quali si deduce che 20CA =20BA, ossia che 0 & sulla
rconlerenza ABC; analogamente si dimostra che O troyvasi
nre sulla cireonferenza A'B/C/,

le circonlerenze HCO, , ACO,, eguali ad ABC, passano
e 11 (7%); percio teaemdo ealeolo che | quadrangoli OABC,
HBC, O,HAC sono inscrittibili, e ricordando le proprieta
elle rette simmetriche rispetto ad wan asse, si stabiliscono
seguenti eguaglianze d'angoli:  »

2CHO, = 2CBO, = 20BC = 20AC =2CA0, = 2CHO,

(*+ Per abbondanza di maleria si rimanda al pmssimu fascicole la dime-
razione rlel secondyu dei leoremi alla slessa pagina.
(**) Clr. Baltzer. Plani, § 0, 0 nola.
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pereio ECHOi-_-ECI'_]G! e qmndi U giace sulla retta 000
nnnlugnm:&nte H' giace sulla O'lU’:(}.iE. E cosi resta dimt;slf-n:n’
che H, ' sono equidistanti dall'asse di omologia (%),

_ I cerchi aventi per diametri le tre mediane di un
triangolo hanno due a due per asst radicali le tre altezze.

S. Rinp.

Dimostrazione del Sig. ' 1

Busdo » Culiae. oy \g. Ignacio Beyens Capitano del

Suano AA', BB, CC' le tre mediane del triangolo ABC ;
AM, BI&I, CP le we altezze. | cerchi che hanno per diametri
le mediane AA', BR' passeranno per M, N ed avranno per
centri 1 punti medi O,, 0, di AA' e BB' ¢ poichi si vede
slt_zbltn c!mdla retta 0,0, & parallela ad AB, I'asse radicale
di questi due cerchi, ] :
Pen?]iculurﬁ e e perpendicolare ad 0, 0,, sara per-

(}-ra L triangoli simili AMC, BNC danno AC: BC = CM: CN
da cui AC.CN = BC.CM od anche CB'.CN = CA'.CM; il punto €
ha dunque la stessa potenza rispello ai cerchi 0,, O, onde
l'asse radicale passera per C e coincidera con l'altezza CP
dE]. triangolo ABC. [n medo simile s dimostrerebbe che BN
e l'asse radicale dei cerchi aventi per diametri AA', CC' ed
ed AM quello dei cerchi aventi per diametri BB, CC'.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Cours de nmt?mmatiqrfes speciales, par G. pe Lonetuamrs,
professeur de mathématiques speciales aw Lycee Charle-

magne, avec un supplément. vols. s. Paris, librairie Ch.
Delagrave, 1883,

Vogliamo segnalare all'atienzione dei professori delle nostre
scuole secondaric questo corso di matematica (***), quantunque

[ —

ﬂleauir J‘JL r[; :'] ';"Er: Fiaggi ha mandalo anche un’altra dimostrazione di questo

(**] Allre dimostraziopi o Q: ) N
Russp, F. Panizza. 6. H;;Lﬂ"ll}-l!ﬁennern dai Sig.st Profsl F. Fiaggi, 6.

(™"} Di esso si oecupb gia con parole di vive encomio I'Educational Times.
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al eampo elementare, pei smoi grandi pregi: partico-
ile pel rigore al L[uale ¢ informato , per la chiarezza
sposizione e per contenere molte delle pit recenli ri-
di analisi algebrica e geometrica.

intera opera, divisa in lezioni, consta di tre parti di
notevole e Jdi un supplemento: la * parte rignarda
bra, la 2' la geometria analitica a due dimensioni, la
geometria analitica a tre dimensioni. |l supplemento.,
mpleta le nozioni di calcolo infinitesimale che trovansi
parte 1°, tratta delle serie, degli infinitesimi, contiene
e nozione sull'integrale definito, la determinazione di
quadrature e finalmente tratta brevemente delle diffe.
finite e dell interpolazione.

autore poi, con grande opportunita, ha volato con un
segno introdurre distinzione I'ra equazione ed identita,
ndo i due membri di quest’ultima non col ordinario
d vguaglianza, ma con tre lineelte orizzontali la me-
lle yuali pilt breve e meno appariscente (per non ge-
confusione col segno di congruenza). Di 1ale distin-
non vi sara certo alcuno clie non riconosca I {0 o1
specialmente didattica.

letlore trovera in guesti volumi non solo le teoriche
compongonsi gli ordinarii libri di algebra complemen-
geometria analilica, ma potra vintracciarvi non poche
gia disseminate nei pin ripotatl periodici di matema-
mbblicazioni accademiche , ecc., diversi teoremi poco
d ovunque poi un certo sapore d origipalita ed una
ra ammirevole,

si nel vol. 1° (aleebra). troviamo. fra le altre , una
deduzione della lormola i qu'ing per la somma delle
e p=™ delle rudici d'una equazione di 2° grado, uns
deduzione della serie che caratterizza il nomero e,
1w svolto, pella sezione che tratta dei delerminanti ,
ema di Houche e in principio della teoria delle equa-
1 dimostrazione di Walecki del teorema che vgni equa-
ilgebrica ha voa radice, finalmente in questa teoria i
portanti melodi ¢ teoremi che vi si riferiscono, ossia
che portano i nomi i ZLulero, Srivester , Bezout ,
¥, Newton, Maclaurin, Lagrange, Rolle , Stirm ,
e, D' Alembert. Ne va tacciuto che 1 autore ha ri-
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COI'S0 fr(xLuenlemenle in questo volume a rappresentaziont
geometriche per illustrare certe funzioni (esponenziale, ioea-
rilmica, derivata,....),

Nel 2° e 3° volume dedicato alla geometria analitica del
pianoe e dello spazio vengono sviluppate oltre alle teorte &d
al metodi classici, anche le pitt moderne teorie geometriche ;
cost nel vol, 2° tratiasi dei fasci armonici, della potenza di
un punto, degli assi radicali, delle polari, delle proprieta
generali delje ligure trasformate per omotetia, omografia ed
omulogia, inoltre relativamente alle coniche sono svilappati
1 teoremi pit celebri, ossia di Cartesio, Maclaurin, Pa,bjw;
Chasles, Pascal, Brianchon, Newton, Carnot, e vi t stu-
diata la loro trasformazione vmografica. Vogliamo poi fare
particolare menzione del teorema di Joachimstal , svolto i
questo volume, di coi si ha una generalizzazione simaltanes-
mente trovata dal Laguerre e dal nostro autore,

In due lezioni della geometria del piano troviamo wno
studio sommario di alcuoe corve celebri ossia la cissoide e
la strofvide retta ed ublil[uu, la concoide di retta 0 "¢dn-
coide di Nicomede, la concoide di cerchio o lomaca di“Pi=
scal, I'ovale di Cassini, la lemniscata di Bernoulli, le ovali
di Carlesio. Per ciascuna di esse dopo la definizione & rich-
vata I'eqnazione, insegnata la costroziove della carva e jwella
della tangente in un dato punto. Per alcune poi in alira le-
zione sono studiate diverse proprieta caralteristiche.

Ci piace anche avvertire il lettore che lo sindio delle
quadriche & condutto non soltanto sull’ ejuazione geveralé,
ma ben anche su quells ridotta, con molta eleganza e secondo
le pid recent cogmzioni sull’ argomento.

Ogni lezione & seguila da numerosi esercizi, molti dei
quali originali, molti ricavati dalle collezioni di pubblicazion
malematiche , c¢ol nome degli autari, e (si puo ben dire)
tutli singolarmente importanti.

Termina lopera la raceolta dei temi di coucorso, per le
mutematiche , alla Scuola Politecnica (dal 1837 al 48u) , dei
temi d'esami scritti dati alla Scuola Normale Superiore (dal
1870 al 4884), alla Scuola Centrale (dul 1sso al 1884) e dei Lemi
rer gli esami di aggregazione delle Scienze matematiche (dal
1850 al g384).

A. Luctl

S L - o, - - —

L I O R T I

bl

- R O

n..l'



- 191 -

Faartivi (G.) — Aritmetica pratica ad nso delle Scuole ele-
menlari — Roma, Eredi Botla, 1887 — p. IV, 76 —~ Cent. 75.

Anche questo piccolo libro del Prof. Frattini esce dal
rampo dell'insegnamento secondario essendo destinato, come
dice il ulvlo, agli alunm delle Scuole elementari. Pur non
sslanie ne vogliamo parlare percli ei allicta Panimo vedere
ome 1" attivita dei nostri professori delle Scuole secondarie
rominci ad estendersi anche alle elementari, portando il con-
ributo di studii superiort all'opera modesta ma difficollosa e
mportante dell’edocazione infantile.

Questo lavoro del Profl. Frattini pno considerarsi pin che
dtro come un libriccinolo contenente la parte complementare
legli studi clementari € non ¢ altro che la IV parte di un'
yperetta le cui tre prime I;:arl.i son destinate alle classi ele-
peotari , dalla 1* alla 3.° Esce dalla solita falsariga ¢ deve
wver costalo non piceola fatica all'A. Consta di tre eapi che
:omprendono le pint fondamentali cognizioni di geometria
siana e solida, necessarie all’ alunno che aspira alla liceuza
lemenlare , uno sviloppo notabile dell’ algoritmo delle fra-
aoni e la trattazione dei problemi semplici d’ interesse, di
mrtizione e i miscuglio col metodo di riduzione all’ unita.

Sotto l'apparenza modesta d'un libro ispirato al metodo
ntwitivo, 1I' A., specialmente a pi¢ di pagina, aggiunge spesso
uccinte ma buone dimosirazioni e in cio ha ecceduto forse
it del bisogno. Ma notevole piu di tutto & [intimo legame
he I'A. ha sapulo introdurre fra le concezioni geometriche

le operazioni aritmetiche, lacendo scalurire una genesi cor-
etla e assui comprensiva di quesle.

Ricca ed originale & la raccolta di eserciza proposti nel
orso dell'opereita, taluni presentanti anchie qualche difficolta.

Noi pin che fiducia nutriamo certezza che il libro di cui

parola incontrera la pitt favorevole accoglienza.

A. LucLi.
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Bibliotheca mathematica. Journal d’histoire des Mathémaliques pablié par;é’
frustav Enestrom. Stockholm, 1887; N. 3. s Mg

Jowrnal de malhémaliques éléementaires 4 |*usage de tous les candidats ; QL
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N. 1, 2, 3. Paris, M. Nony, 17 Rue des Ecoles, 1887, 1
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Mathesis recueil mathématique & 'usage des écoles spéciales et des établis-
semenls d'instruction moyenne, publié par P, Mansion Professenr & FUni-
versilte de Gand, el J. Neuberg Professeur & 1'Université de Lisge. Tome
nagtitme, Octobre 1887,

Rendiconti del Ciroolo Matematico di Palermo. Tomo 1° Palermo, 1887,

Rivisia didascalica. Organo della societa didascalice ilaliana. — Anno J,
fasc. 5, 6, 7. Roma, 1RBT.

Rivisla scientifico-indusiriale compilala da Guido Vimercati. Anno XIX.
N. 43, 14, 15, 16, 17. Firenze, {887.

Axanzio (D.) — Traltato di aritmetica teorica. — Napoli , Aniello Enge-
nio, 1877,

Bentmv1 (E.) Costruzione delle omografie di uno spazio limeare gqualunqoe. - 4
(Rend. Ist. lombardo, 1887). — Sulla scomposizione di certe umugraﬁa.lp, vhasy
omologie (Rend. Ace. delle scienze, Torino 1887). P

Brancnr (L.) — Sui sistem| doppiamente infinti di ragei (Aunali di Male:
mulica 1B87).

CastELvuovo (G.) — Studio sulla omografin di secondz specie (Atli Igt.
venein 1887).

Cevr (G)) — Elementé di Agrimensura compilali a seconda dei programmi .
governalivi per le scuole pratiche di Agricoltura. Ditta G. B. Paraviae ) [
comp. 1887. o wdh

Farrorex (A.) — Trallato di aritmelica pratica ad uso del Ginnasio infe-
riore e delle Scuole tecniche (17 biennio); S* edizione rifatla. Venezia, 1887,
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—— Trattato di geomeiria intuitiva ad vsoe delle scuole lecniche e normali; A
18% edizione rifatta. — Venezin, 1887, >
Frarmive (G.) — Aritmelica pratica ad uso delle scuole elementari del Re- = &5
gno, Parte IV. — Roma, Eredi Bolta, 1887. ' Oy g iﬁ’.’u
Lonta (G.) — Ul passalo e il presente delle principali teorie geometriche. R
Ermanuo Loescher, 1877. -
Mancoronco (R,) — Sull analisi indelerminata di 2° grado. (Nota 1%), — TR
Suldi u;l ll;«mrumu i algebra elementare (Giornale di Matematiche, Na- IRE
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Pr:l:m (G.}] — Sulle sfere circoscritle ai tetrnedri formati da n piani. —
Sulla deviazione meridionale dei gravi (Livoruo 1887). } o }!}:‘-‘
Vicamif (E.) — Sor les poinls complémeniaires (1887 ), : {2
Vourerra (V. — Sopra le funziooi che dipendono da altre fonzioni (Rend. G
Ace, Lincei 1887). — Sui lfondamenti delln teoria delle equn:inui differén- b i
zindi hneari. — Parte prima. (Mcmorie della sociela ilaliana delle scicnze { er“
detta dei XL. — Napoli, 1887), : A



