SULLA DEFINIZIONE STAUDTIANA DELL’ OMOGRAFIA

tra forme semplici reali

§ |. Una famosa definizione di G. C. vox Stravpr (*) — piu tard
aceolta da vari auntori, & ormai viprodotia in ogni eorso di Geometria
Pyroieltiva — stabilisce che 1 termini “projettivita,, “omografia,,
o (come anche si disse) * corrispondenza armonica, tra due forme
fondamentali di 1® specie » ed #» siano sinonimi di * trasforma-
zione univoea e reciproca di » in o, che a ciascun gruppo
armonico (dell'una o dell’'altra forma) eoordina un gruppo armo-
nico .. Bbbi altra volta cccasione di segnalare () che ¢’e del superfluo
e del sovrabbondante in ciascuna delle assunzioni, che la corrispondenza
debba essere univoca in ambo 1 sensi, e convertire qualungue gruppo
armonice in un gruppo armonico: cioe qualche cosa che, date
le ordinarie premesse della Geomelria projetiiva, & conseguenza del
resto. Qui mi propongo di giustificare codesta asserzione, dimostrando
che, una volta concessi 1 postulati I-XVII della memoria testd citata
e un cerlo principio XVIII" (vedi il seg. § 3) che 1n ordine a1 fini
della Geometria Projettiva di 1° & 2° grado pud far Je veci del po-
stulato di B. Deperinp, Ia reciprocita o wmvertibilita della supposta
tirasformazione di » in ¢’, e la sua costanza nel riprodurre i@ gruppi
armonici, son consegnenze di altre condizioni un po’ piu ge-
nerali e men resirittive. Queste sono:

I Che la rappresentazione onde si parla subordimi e ciascun ele-
mento di v un solo elemento di v’ (sia dungne una 7 {r nell'acecezion piu
generica),

IT e a qualsivoglia copgia di elementi disfinti 'uno dall’altro,in r
una coppia di elementi eziandio non coincidenti fra love 1n v

ITI Che esistano in » due elementi diversi fra loro e fali, che
ciaseun gruppe armonico, il quale contenga Funo o Ualiro di quelli, si
rappresentt per un gruppo armonico. -

(1) Irie Geometrie der Lage. Kirmberg, Fr. Korn, 1847, n. 103,
{®} I principi delly Geometria di Posigione composti in sigtema logico dedwdtivo. Memorie (dell’Ac-
eadamia delle Svicnze di Torino, v. XLVIII: (1808), § 10, in nota,
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Che ogni trasformazione isomorfa di » in+’'(vale a dire soggetia
alle condizioni I e IT) la quale non abbia virtk di alterare le rela-
zioni armoniche, debba esser necessariamente conversiva o re-
ciproea, si pud anche desumere dall’argomentazione algebrica di
G. Daxsoux (*) per cui si conferma il teorema fondamentale di Staudt,
premessa la continuith della retta, che qui non oecorre. Anzl
(corollario non segnalato dall'illustre A.) codesto ragionamento prova
senz’altro la verith delle nostre asserzioni; perche se ne deduce ezian-
dio, che le proprieta significate in I, IT e ITI sono per sé sufficienti
a definire 'omografia tra forme semplici reali. E invero la di-
mostrazione di G. DarBoux riposa sostanzialmenie nel faito che 1
oruppi armoniei:

(1, #, xa, ) con r + s = 2o

ed "

(2o, 1, as, —xs) con Ty = Oy
i quali tutti contengono I'uno o I"altro dei punti w e I, debbono
rappresentarsi per gruppi armonici. Ma nondimeno rigscira forse gra-
dito ai eultori della pura geemetria di Posizione 1l veder confermata
la cosa per tott'altra via, coi pih semplici mezzi di cui si fa bello il
metodo Staudfiano, e senza mai richiamarsi alla continuita della
retfa nel senso di B. DEpeEEinD e 6. Canrok.

Osservate, che le condizioni I e ITI invelgerebber senz altro 1a 11,
guando per * gruppo armonico di punti, s'intendesse sollanto
la figura costitnita in due punti diagonali dun quadrangolo, e
nelle tracce della lor congiungente sui lati che passano dal terzo
punte diagonale.(®) Ma qui si preferisce allargare 11 significato di
gruppo armonico, si da comprendervi ancora ogni quaierna di
punti, dove i primi tre punti, o gli ultimi &re, coincidano. Sotto
il regime di codesta definizione si potrebbe non di meno sostituire alla
condizione II quest’alira: che * nessun punto di 7’ rappresenut infi-
niti punti di » (diversi fra loro) ,; giusta 1l teorema seguenie, che
non dimostriamo:

* Qo una retta » si trasforma univoecamente 1n un'altra » per
modo, ehe tutti i gruppi armoniei, 1 quali contengono un certo punto
di r si rappresentino in gruppi armonici, e che nessun punto di »
rispecehi infiniti punti di = (tutti diversi fra loro), Ia trasfor-
mazione & necessariamente isomorfa ,.

In tutto eid che segne poniamo che ¢ sia rappresentazione d'una
retta r sopra un’alira v, soddisfacente alle condizioni I, TI, I1; e
con 2’ indichiamo I'immagine del punto z, qual ch’esso sia (1'=4z).
1.’ ipotesi & dunque che ¢ sia trasformazione isomorfa di » in »
(condizioni I e II), e che sulla retta r esistan due punti non coin-
cidenti, sian per es. a e ¢, tali che ciascun gruppo armonico in 7, il

(1) Swr 1a thiordmes fondamentals de o Gdoméirie Projective. Mathem. Anpal, XVIi pag. 33 z
(1) Sravpr, lor. cit, n. 83, . pag. 0.
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gquale conlenga a o e, sin trasformato da % 1N un gruppo armonico.
Essendo inoltre e, f, g punti allineati e distinti, il simbolo *(efy),
stara per "segmento projettivo terminato ine e g, e contenente f,,

Per legittimare in ogni parte le poche illazioni che seguono, giusta
le norme deduttive pia rigorose, converra ch’io mi appelli alla me-
moria su * I principl della Geametria di Posizione ete. » dianzi citata:
mi sia concesso di rvichiamarla col segno

S 2. Teorema 1. — Dati v, v, @ come sopra (§ 1), se b ¢ d siano
punti di v ¢ quali separino Puno dall’altro i punii & e ¢ implicall dalla
condizione 111, Ie loro immagini b=obh ¢ d=zpd saranno alla lor volia
separnte per mezzo dei punti a'= ga e = ope.

L ipotesi involge (B, P. 20 § 5) che i punti @ e 4 non siano se-
paratl I'nn T'aliro per mezzo dei punti ¢ e ¢, n& i punti @ e d per
mezzo del punti b e ¢: onde esiston per certo (0, P.1 §5)due punti
« ed y coniugaii armonicamente fra lovo tanto rispetto ad a e o,
quanto rispetto a ¢ e d; e due punti u e » separati armonicamente
ira Joro cosi dat punti a e d, come dai punti ¢ e b. Dunque esiston
due punti ' ed ¥ armonici ad ambo le coppie (o', ¥) e (¢, d); perd
che, mm grazia della eondizione III, dovranno essere armoniche le
due gquaterne di punti 9 (a, b, 2z, %) e 9 (e, d, =, y}; come esistono
ancora, e per lo stesso motivo, due punti ' e ¥ armonici ad ambo
ie coppie (', d) e (¢, b'). Dungue, ciascuno degli ', #, ¢, d' eszendo
diverso dagli altri, grazie alla condizione II, bisognera che i punti a’
e ¢ separino i punti & e d (0, P. 21 § 5).

Teorema 1. — Sotto le stesse ipotesi intorno ad v, v', p, a e ¢, se b
e d siano punti @i v non separati Uun Paltro pes mezzo dei punti a
€ ¢, nemmeno polranno separarsi a vicenda le coppie (b, €') ed (2, ¢).

Insomma dall’esser b un punto diverso da ognuuo degli ¢ 6 ¢, ma
come questi giacente sopra la retta.r, si deduee che il segmento
proiettivo (ebe) deve aver per immagine sull'altra retts una classe
di punti tutta contenuta dal segmento proiettivo (a'¢).

51 pub conceder che i punti & ed e sian diversi fra loro e dai
punti a e ¢. Tolgasi in » un punto d, separato dal punto & per mezzo
di a e ¢; tale ad es. 'armonico di & rispetto ad ¢ e ¢ (6, P.23 § 5).
Allora i punti ¢ e d non potranno separare i ponti @ ed e (6, P.13 § 5):
né i punii @ e o separare i punti ¢ ed ¢ Esistern dunque (condi-
zione 11T ecc.) una coppia armonica ad ambo le coppie (¢, d) e (@, &),
come pure una coppia armonica ad ambo le coppie (a, d) e (¢, ¢);
ond’e forza che si separine®fra loro le coppie (@, c)e (d,¢)(6,P.21 §5)
i quabtro punti essendo al tutto distinti (condizione 11). Dunque ¢ non
appartiene nl segmento (a'd'c), e per conseguenza ¢ appertiene al seg-
mento {aD'¢) (0, P.13 § 6) ¢ v. d.

Teorema III. — Preso a piacere in r un punio b diverso da a e
da ¢, la figura o (ach), ciod Iimmagine del segmento proiethivo (ach),
sara contenufn per intero dal segmento proiettive (a'c’h).
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Invero, se il punto z appartenga al segmento (acb), vi saranmo due
punti distinti ed armonici ad ambo le coppie (a,d) e (¢, z) (6, P.1 §5);
dunque (1LI) il simile accade cirea le coppie (a),b’) e (¢, z'): dunque 2’
appartiene al segmento (a'¢'d’).

TroremMa 1V, — Premessa ancora U ipotesi del teor. 111, se la tra-
sformazione o (§ 1) rappresenta in sé stesso ognuno dei punii a, c e b,
{onde r=r), dovra eziandio comvertire in sé stesso ecioscuno der punti:

By=Arm(a, b, ¢), B2=Arm (a, By, ¢}, . . ., Bi = Amm (a, i, ¢);
Bie=Arm (c, B, a). Za=Arm (e, fis, Bi),

ﬁiAE nrm ['::1 BLE 3 BL-‘JL « = =3 [31.1 == {E'e BLI—-I ¥ [3111—5];

guali che siano i numeri interi positivi 1 ed 1 (sempre che 1>>1 ed 12>3).

Grazie alla condizione 111 ed al fatto, ehe il guarto armonico dopo
tre punti collineari e non coinecidenti fra loro & un punto determi-
nato univoeamente da guelli (0, P. 12,13, 16 § 4) sark senza fallo
tautologo il punto B;, diverso da ae da e (0, P. 7 § 4); quindi
tantologo il pnnto fy; anzi tautologo 1l punto &, purche sia tale il
punto f;y. Dunque tauntologo il punto §; qualunque sia I'indice 7. Per
egual mode la trasformazione ¢ dovrad tener fermo ogni punto 8.,
Biz, Bue (Enktil e tre diversi da c); ed anche 1l punto £, — dato che ¢
rappresenti in sé stesso ciasecuno dei punti Birq, B2, € che quest
non si confondano in ¢— perd che 1l panto B;; comparisce in un gruppo
armonico dopoe 1 tre punfi tauteloghi ¢, %13, Bii—s: ece.

§ 3. Teorema V., — Qualsivoglia trasformazione ¢ soggetta alle con-
dizioni I, Y1 e 1II (§ 1) purché non alleri i punii a e c contemplats
dalla 111 (onde v'=1r), e che laseci fermo anche un punio b della
reile diverso de a ¢ de ¢, dovra convertive quealungue punto di v in
sé stesso.

Regege in ogni parte anche qni la dimostrazione recata nel Saggio
“Cirea 3l teorema fondamentale di Staudl e ¢ principt della Geometria
Proietiiea ,. (Atfi dell’ Aceademia delle Seienze di Torino, v. XXXTX,
1904, § 2) la quale riposa snl seguente prineipio (che non invelge
continuita nel senso di K, Depeginp e G. CANTOR):

“ Bssendo a, b, ¢ ponti collineari e distinti fra loro; p e p' due
punti a piacere nel segmento proieltivo (abe), purché non comeidenti;
se s1 costruiscon gli armonici;

gi=Arm (a, b, ), Bs=Arm (a, B,, @), . . . , B;= Arm (a, Bis, ©),

sl deve giungere a un punto, sia p. es. §;, tale che nella serie ar-
mMOnicE:

Bia=pi, Ba=Arm(z, &, a), Bi:=Arm (¢, Bie, By Bia=Arm (c, B, Bia)yees

vi sia qualehe punto B = Arm (¢, 81, fii—s) esterno al segmento
proietiivo (pep’) ,.

i
3
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Bastera dimostrare (8, P.23 §5, P. 13 §6, ece.) che ciascun punto
del segmento (abe) corrisponde a s stesso. Poniamo che esista un
punto p di (abe), diverso dal corriepondente p'. Grazie al teor. 1I, il
punto p’ dovra giacer similmente in (abe); dunque o p' appartiene al
segmentbo (ucp), v p al segmento (acp’) (B, P. 5 § 6). In ambo 1 easi
frap e p, ciod fuor del segmento (pap) e dei punti p e p, dovra
cader senza fallo un punto tautelogo B, grazie al principio sud-
detto e al teor. 1V (viste anche le 6, P. 1, 11,5, § 6). Ora, dato che
il punto p’ stin nel segmento (acp), ne viene (6, P. 11, 2, § 6) che 3§
appartiene al segmento (ucp) senza appartenere al segmento (acp)
contro 1l teor. 111 (dove si leggan p e p'invece di b e §). Nel mede-
simo assurde si cade, ove p stia nel segmento {(eep’); perd che allora
il punto tautologo B giacera nel segmento (cap) senza giacere in (cap’),

& :) teor, I11; ved. 6, P.7,31,28 §5, ¢ P. 11,2 §86.

TeoreMa V1. — Qualsivoglia rappresenlazione o seddisfacente alle
condizioni I, Il e IIL & nuna corrispondenza invertibile fra le due
vetle v ed v’y ea ciaseun gruppo arnionico dell'una o dell’altra retia
coording un gruppo armonico.

Tolgasi in + un punto b & piacere, purcheé diverso da a e ¢t e sia
poscia 4 una proilezione univoca di » in », che trasferisea ordi-
natamente 1 punti @, b, ¢ nei punti pa, b, Pc (0, § 4). Questa sara,
com’® noto, trasformazione armonica e conversiva o reciprocea
d’» in #; e la sua inversa L' eziandio conversiva ed armonica.
Ora il prodotto di ¢ per I'inversa di 4 ne porge una rappresenta-
zione (di r sopra sé stessa), la quale possiede 1 earvatteri I, 11 & IT1,
o tien fermo individualmente ciascuno dei punti @, b, ¢. Dunque,
teor. V} & tp =1, e per conseguenza 9 =1 ciod le trasformazioni ¢
e U non si distinguon fra loro, . v. d. (')

contro (

!

Mario Pieri
(Caianina),

(1) La dimostrezione del teor. V 8i regge tuita sul teor. TV e sul fatto (signifieato dai teor. 11
e 1I1) ehe i punti del segmento proisttive obe) termansto in e, o fdel gegmento proistbvo (wed)
eontenente ¢, ai trasformany in punti di on certe segmento (a'd%’) o (0'¢8"). Ora il teor, IV sus-
sisterebbe gnand’anche inveee deila condizione I &i 2vesse guest'alira piit generale:

1117 * Ch'esista in » un pupte < tale. che ciascun groppoe armonteo il quale sontenge ¢ 81 Tap-
presenti per oo grippa armonico .

Sari dungue vero allresi ¢he: “ Qnalsivoglhia rappreseniazione 41 # in . pur che soddisdl alle
eondizioni | 1 & 11Y & cha ed ngnl segmenic. 1l guale contenga » & sia terminato in ¢, aobordini
punti di un’aliro segmento, & una corrispondenza omografica .. E di qu per es ne viens
the: * Ogni trasformazions contind di r in ¥ soddiafacente alle condiziont 1, 11 e HI' & sempre
un'amagrafia_;la qual coan potrebbe eziandio conierinarsi seguendo il Darporx. nella mem, ecil.
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SILLA DETERMINAZIONE DEGLI ASSINTOTI DELLE CTRVE ALGEBRICHT

Nella maggior parte dei trattati di ealcolo si trovano gsposte le
gole generali per trovare gli assintoti, delle curve, ma sono appena
cennate le regole particolari per trovare gli assintoti delle curve
gebriche,

Per lo pih si osserva semplicemenie che, data 1'equazione in coor-
nate cartesiane di una curva algebrica di ordine n "equazione che
ottiene eguagliando a zero la somma dei termini di grado n rap-

presenta n rette parallele agli assintoti. Qualcuno, come per es. il
Vivanti nel suo ottimo trattato, aggiunge che essendo

[ (=, y)= ::' w (x, y)=10

Fequazione della curva, ove wu; (x, y) vappresenta una funzione omo-
genea di x, y di grado 4, 'equazione

OUy
0T

. Oty

| —
X X ay—]—un_l—-[},

nella quale ad % si sostituisca una radice della 4, =0, rappresenta

un assintoto.

: . o g Oty Dily
Ma questa equazione diventa indeterminata, se T — 1ty 1={);

per quanto so, non & stata mai fatta una discussione compiuta

dﬁfj la importante questione. Tale discussione, assai semplice e naturale,
mi propongo di esporre nella presente nota per uso degli studenti,

co

4
oo

1 Consideriamo una curva algebrica di ordine n rappresentata in
ordinate omogenee dall'equazione

F@s @ 20) = wn(@y 20) + ity (2 20) - Lottt o{; Ta) 4. ..
-t BT @) o 2P =0, (1)

d?‘?ﬂ m_{;r! Lf-'g}. ¢ fnnzione omogenea di grado i delle @, ze, ¢ propo-
mamoci la ricerea dei punti d"inconiro di essa dalla retta z,—0 o

de

lle tangenti alla eurva in questi punti,
I punti d’incontro della curva colla retta a3 =0 sono dati dalle

solpzioni del sistema

(21 9 m5) = l}},

Iﬁa-—_—n
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che per la (1) equivale all’altro
H'ﬂ('rl mﬂ) hemsiy [} } . (2)

Py ==
La prima di queste equazieni ha n radici rispetto al rapporto %: '
¢ quindi si hanmo » punti d’incontro reali o complessi, distinti o

coincidenti.

Esaminiamo 1 vari easi che possono presentarsi:

. &'y " . o
1°. Sia o =— una radice semplice dell’squazione u, (x, , xa) =0.
1

S ha allora un punto d'incontro ordinario di x3=0 colla eurva,
ed & noto che la tangente in esso & rappresentata dall’'equazione

f o

_ +X“ EJ Ty TA85 dxs |
Siccoms

of Oy Oy | o iy g .

D:.!h o OXy R ﬂfE; J 0By T *a E).'r.

of ity Ony | o dlUn—zp L Oty b 9

-!}..Tg DZs _J[_ &' DT = L3 DT ™ ana "l“ X3 DT ( )

a .

% = ln_1 —I— e | —a —I— 3:1351 Uy s 'I" L ae _]_ ﬂmﬂ*J“ﬂ

e per il punto considerato, essendo a3=—10, si ha

of Oty af Dy of

Dia = decs ' E='un_1(:l!1 ;I'g),

- 1

(i) 0,
I'equazione precedente diviene

bu auﬂ
J]—I_Eu + quﬂn_;[ = (‘j:]
2°, Sia :x=-;3 una radice dappm dell'equazione u, (w0 22) = 0.
1
Dovra essere
( ) =0 iy 0
I:”1'. 1T1 :EE' R— ¥ ﬂmﬂ- e ¥
e quindi anche per la relazione
Oy, Oy
Ty = —+ o5 o, iz
Dy m
—— 0, o, =10
Possono allora presentarsi due casi:
. )
a) Se u, =0, essendo anche -{% =+ 0, il punto non & multiplo per
3
la curva, I'equazione (4) si riduce a
Es = D,

cioé la x; & tangente in quel punto alla curva.




& PERIGDICO DI MATEMATICA,

b) Se anche #,»=0, allora la (4) ® indeterminata, ciod ogni retta
taglia la carva due voite in quel punto che & doppio, come risulia
dal fatto che in questo pumto si ha per le (3)

ﬂf__ af_af_ﬂ‘

A%,y pJe 2 OZa
L’equazione complessiva delle tangenti in un punto doppioc & sim-

bolicamente
'
(3 2Lox 2y x, My,

i
0Ly Ta 0T s

Dalle (3} si rieava

L S T
aIJ.! o ﬁIlﬂ ¥ i}.l']! ’
ai b’un ﬂg Hp—1
- fz 2 "I_ I; a - i o " m
OXs N Lo OTa
¥f Py,  DUn
0 0Te T AXy DTy ¥ Gy 0T k8.0
o f ,
ad 2uy o+ 3. 2ratin_s—+
»f Dl 5 Dy s
N AN Dy ! s Dy
I;)!f 2 Hp—1 d y g
OLaDEy  De T 28 DX SEE
ed a cansa delle ipotesi fatte si ha pev il punto considerafo
°f  *u, o N o | °f 54
0 dayt! drss dxg dxsd .
o°f 0*1n 2% D3 o*f 0 Up—
0I 0X; OXy E"#I'i' 0.0 0T o 0. ? DTy 0X3 D¥g

Pereio 'equazione cumplessiva delle tangenii e

55”. hiT, *u 7
K | 2 l 1 1 |
I X] :'III'] I:?:FE | KE a HE +2E133 .]:I.'l |
‘} T— i
2X:Xs =5 4 2up s X' =0. ()
L'y
Se

P*ue,, ", HR T

— 0,

Ia (5) divi Dy Dy dTs DA
a (b) diviene

(3 ;
‘}LJK :“ 2 Xﬂbu"_] ! Hu_g}._——-[},

£y 0Ly
eloe nuna delle tangentl & w3 =0 I'nltra & la retta
ﬂ!lu_ ‘)1:1,_1
ﬁ:}'g + Xﬂ : -‘}‘ EBHE_: — D

e se anche
f‘} "u—.-[ f} '"n_

1
= = {)
0.1 0Ly l
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questa seconda retta coincide pure con la x3=0, cioce il punlo con-
siderato & di regresso e la z: b la tangente di esso,

Se infine anche w#,..=0, la (5) diviene indeterminata; e ¢10 & na-
turale, perche allora le sei derivate di 2° ordine di /" sono tuite nulle
¢ 1l punte considerato & per lo meno triplo.

2. Piu generalmente sia a=— yna radice nmeltipla di ordine p=>2

X
della equazione s (21 x3). Si trova come nel 2° caso che devono essere

nulle tutte le derivate di u, di ordine inferiore a p, ma non tutie
guelle di ordine p devono essere nulle.

Possono allora presentarsi diversi casi.

w » " % E} = -
a) Nel punto P sia nu, = 0. Poiche ﬁ'{= u,—y 8 diversa da zero,
8 .

risulta che P & un punto semplice della curva
In tal caso la retta ;=0 ha un contatto di ordine p—1 colla
curva in P & non esistono altre tangent: distinte da .

b) Supponiamo che (essendo g < p)
#, sia nullo con tutte le sune derivate di ordine inferiore s ¢

Un—t » n " " " f?"_l
Mot > . » " g—2
“:l:l—q—li ™ b " " n 2
Hn_q— Sia nudlo
ma fra le derivate di w, di ordine g
- Uy 1 y @—1
. Hys . g— 2
o 1‘“—‘]—1 " ].
¢ la funzione i
qualeuna non sia nulla.
Si not1 che s1 ha
ah-!—k}f‘ ah—l—k”_n | a'h-'—kﬂn_l |
ﬂ]'I1ﬂkIg . ah.I-']_l}k.I-'g s {']h.r];bk.l?g
o + Taﬂ Bh—l-'k Uys I Iah_,l Dhﬂ_kuu—n_--l |
> 01’2?1 ak:rg Dh:ht)k:‘ﬂg | »o ey
e quindl
Pl kof l S S [ 5+ 1 P
— - — — g ; Py =
g DR med s — Mmooty ' |l 5 0Kz
e per x;—>0 ’
S RUES ikt f l -ﬂh-kk"n_l“
—— : : - ——= [ -,
M, DFze ~ OmM dxe® T dmMaastonyt T = om,! oxe”

Dalle ipotesi fatte risulta che sono nulle nel punfo considerato
tutte le derivate di £ di ordine < g ma non tutte quelle di ordine g,
cios 1l punto & multiplo di ordine g.
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L’equazione complessiva dealle tangenti in gquel punto &, come &
nebo, simbolicamente

(6 x4 20

-IE:[- 0 Xy

ossia, ssmpre simbolicamente

EE L ()L 4w 27 x

Ddg 0y
g of ff_?'i)"‘g'f?"a ’ _
+(2)(Klaml+1.,a__ﬁ XA ..=0,

ossia per le eguaglianze precedenti

dily, ;. i =1\’ = i
(Ejithﬂa”)—}—!_l(f)(xl Dl IIEEI")" 1) X, -

0y dTe 0xy 0Xg
e (2)(5 25+ e
)2
D851a
S
+alg—1 (%22 4 2 Ty
...-I—.qr(q——-l}...(q—s—|—l](X1a;;;_E | Egﬂ:;:‘)q_jﬁaﬂ—]—...

. '—I“ \EHD_IIIEW =1 (E}

Se g=2p il primo termine della (6) per ipotesi non & identicamente
nullo e la (6) rappresenta p retke, nessana delle quali ecoincide con .

Se g <"p, il primo termine si annulla, perche per ipotesi P eorri-
sponde ad una radice multipla di indice p della u, (2 24)=0. Sup-
ponendo per generalith che il primo termine della sviluppata ehe non
st annulla sia I” (s - 1)esm= delle q rette rappresentate dalln (6), s coin-
erdono con ln z; e le altre sono rappresentate dall’equazione

O, ;\3°
)+

Oda

0 Wr—s
DXy

- X

g (g—1)fg—s4-1) (xl

D)ty 0 Hp_ w9 |3 i
g{q—l)".(q—s)(ﬁ; T X, o ') Xatee gty X =0. (7)

*=
S

Si supponga ora che la retia ;=0 del triangolo fondamentale
sin la vetta all'infinito, & =10, 2. =0 sieno gli assi delle 2 e delle y
di un sistema cartesiano ed il punto uniti sia quello che ha le soor-
dinate 1, 1 rispetto a quesli assi, Allora & noto che le coordinate
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carfesiane z, ¥ sono legate alle coordinate omogenece dalle relazioni
%ﬂ =, E—'E =y. 1l sistema w, (2 25)=0, 2:—=0 d& i punti allinfinito
1 1
della curva, e le equazioni o (4) o (6) o (7) rappresentano gli assin-
toti nei var ecasi.
Infine se dividiamo I'equazione f(z 23 25) =10 della curva per ",
essa diventa dalla forma

Ff-ﬂyjzvntﬁy] Vn—l(ify)‘i"vu—i(my)_!'...""—‘Vn

] : ;
dove V,(x y)=u.(n; =) — & una funzione omogenea di z, ¥.
o

Possiamo allora enunciare le seguenti regole che sono conseguenze
mmmediate delle considernzioni precedenti,

1%. Ogni assintoto deve essere parallelo ad una delle n rette rap-
presentate dalla equazione

Va2 y)=0,
ossia ha per coefficiente angolare una delle radici dell'equazione

W, (2) =0, (&)
avendo posto

Wela) = 1

;1‘3"

Vilzol=V:. (1, ) =u,(1,2) = 0.
2% Per ogni radice semplice & dell’ equazione (8) esiste un solo
assintofo rappresentato dall’equazione

h1 T
0y

DU 5

ox

X

- Y

i tip1— U:|l

1 . S
nella quale ad "i 8] sostituisca a;.

3% Se oy ¢ una radice multipln di ordine  della (B), ciot annulla
anche le sue prime p— 1 devivate rispetto ad =, ma non la Pp-esima,
occorre esnrminare 1 valord di

Wjj_-__l (Ri] N WD (ﬂj)
e delle Joro derivate.

e
Walas) = Wilx) ... =W, ) =0
1'_"‘Tn—-l['ii} —— W‘n—-l[:fll .o s WIP—?}[EI) — D (9)
wu—p-—l = ]

esistono p assintoti di cofficignte angolare =, e la loro equazione com-
plessiva

OMp Oty \P Dty s D it p—1
( or IY!}F) | p(Eﬁ T i 3 ay) +=i .o lpRs =0 (10)

.Y
ove al posto di {‘5- 81 pONga ;.
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Se non tufte I'equazioni suddette (9) sono verificate e n—gq (g<<p)
@ il grado massimo di quelle fra le funzioni W, che non si annullano
per «;, ed inolire fra le funzioni

WE (%) W ()., Wie™ ) . oo Woy (@),

tutte di ordine g, la prima che non si annulla per il valore o; 8 W' (),

esistono g — s assintoti di cofficiente angolare «; rappresentati dalla
equazions

T — Dita=s)? ©
9‘(9—1)~-(q—5+1J(r =¥ Dy) -+
DUp o R
+q[q—1)---(q—s)(w e fybﬂﬂy 4) T lguy =0, (11)
*
* *

Hsexpro I. — Cerchiamo gli assintoti della freuzeurra rappresentata

dall’equazione.
* : b {
.'I-'g | ?."E ==

lx y) = 2%y* — (b*2* + a®*) =0,
In questo caso si ha
V; = .I'Eyg Vﬂ — U
Vg _ — tbﬂﬂfu —E— ﬂﬂyﬂ) \-Tl — vu = U'.
L'equazione Vi=0 ha per soluzioni z =10 e y =10, ambedue radici
doppie. Si ha poi

08514

2V, 0V,

:2 * — Dl

0 Y oY Y
Vs o 2V, 4 0¥V, .08
o~ Y roy Y uf T

] _ : :
Per -;fT=U, Vi sl annulla con le sue derivate prime e seconde
eecelbo y
o'V,
D 2 = 78

Dungue n=4, p=2, g=—p =2 ed occorre applicare la (10) che da
come equazione degli assintoti corrispondenti
2Y2°* —2p" =0
Yﬂ [— &E
Y=x«4b.

Analogamente per la radice —; =0 81 Lrovano gl assintoki

L punti all'ee di quesli ussintoti sono due punt: doppi.
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Esexpio II. — Cerchiamo gli assintoli della eurva rappresentata
dall’equazione
@ b
' = 1.
T

31 ha, riducendo a forma intera,
[ (2y)=2""— (") 4 6% =0,

Vﬁ — :Fly:l' V['. — V.;. —
x}rﬂ —_— — (ﬂﬂ'_r'fa “I— IJE.I"-E), Vﬂ' — VI —_— V" e 0_

Radici di Vi =0 sono 2 =0, y =0, ambedne triple. Si ha poi

e quinds

2V _— DV %
. 7 3.1; g_ Yo 3 rf;
0" Ve 8 0"V 03 »” 1 3

. 0zt ﬁ:x;;y 0T.0Y 9:!-‘3_’:‘; dyt " ’!fV

0"V, . D" Vg 8 0"V Vs 2

oz oY Ty L5y oxEDYy: 1eey o O

Per 1—; =0 si annullano tatte le espressioni precedenti, eccettuate
0"V

3 PR i 5
ﬂyg—SI, v;— l"vt,

e l'equazione (10) divenla
6Y'2*— |3 0% =0,
0SS1a
Y —50*=0
cioe esistono due assintoti immaginari, rappresentati dall’equazione
Y +-bY =0
ed mno reale Y=24.
Analogamente si trovano due assintoti imaginari X® -} aX -} g°

ed uno reale X = a.
(. Lizzer:,

—

INTORNO ALLE DIFFERENZE DI 0% & ALLE TDENTITA. ARITMETICHE

I. Noi vogliamo qui applicare allo studio delle funzion: numeriche
aleune proprieta delle differenze di 09,
I noto che, se ¢ & un numero intero positivo, la successione
U DA e B
costituisce una progressione aritmetica d’ordine g; indicandone per-
tanto, e com’ & solito, eon A70" la differenza r'™ a1 ha (Y)

a0 = — (T =10t () fr—2p=— 1y ()

('} 8i vegga por es, Ceshgo, Anilisi algedrica, p. 461,
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Per r=g¢q &
&HD‘! — &r! - (E)

ATON—0. (3)

Fra le proprieta delle differenze di 0" noi dobbiamo per il nostro
scopo segnalare la segunente. Se eon [1, ¢]" si indiea la somma dei
prodottl ad » ad » dei numeri 1, 2,...q si ha, per r <y,

(L, g]""ATOr —[1, g+ A0 ., . (— 1)t X0 =0), (4)
Per dimostrare qnesta proprieta osserviamo che se nell'identita
(z—1)[z—2}...(z —g)=a%—[1, gl'e® 1, gl 2—... L (— 1"
si pone 1~ al posto di z, si frae, per »r < g,
ri—[1, gfrs— =+ [, @i —.. .+ (—1)2 =0, (5)
e per r>gq
t—[1, gFr" 7 [0, g — A (=== 1)(r —2)...(r—g). (6)

Ora se moltiplichiamo ambo 1 membri di

e perr>gq @

AT =y — (q? S) (r—1=- (75 =2yt — L (1

per (—1)°[1, ¢g]°, e sommiamo per s=10,1,..., g, si ottiene, in virti
di (5), per r < g, la formola (4).

2. Premesso cid, indichiamo eon %{n) il numero dei fattori primi
diversi di n [k{1)=0]), e con p(n) la funzione di Mibius, nulla se =
e divisikile per un quadrato ed uguale a (—1)¥™ se n & costiluito
da fattor: primi tutti differenti.

Sl ponga poi

(1) = k() p(n) . (+)

Lintegrale numerico di w:(n), ciod la sommn dei valori che prende
p(x), quando 2 percorre 1a successione dei divisori di n, &, con una
notazione gia adottata dal Cesaro, e da altri,

J () = 1) — Bpo(@) - Dpalad) — Spolade) + .. .
a, b, c,... essendo 1 fatbori primi diversi di n, e, per + >0, in virin
di (7),
J peln) = (— 1= {‘h(ﬂl —(Hlﬂ)) [kfn) — 17 +

+ () tewy 21—,

e in virta di (1),

S i(n) = (— 1) AkmQr (8)
In parfticolare, se n @ costituito da pitv di v fattori primi diversi, é

J pdn)=0.
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E questa un'estensione di una nota proprieid della funzione di
Mibius.

3. Ora se f(n), g{n) sono due funzioni numeriche, si ha, com’e
facile dimostrare,

3a) S o5 ) =20 S7 (%) ()

essendo le somme estese a tutfl 1 divisori d di n. Se in questa si
pone gln)==pn), in virtix di (8), si ottiene

wf (E_) (— 1)HUARDOr — Elj,r{tf] Lff (':?1) '

e quindi, iedicando con 3, un divisore di n, che & costituito da potenze
di i fatbort primi diversi (3o,=1), eon @y, @, ..., @y, 1 fatlori primi
differenti di n, e denotando con F(z) |’ integrale numerico di f(n),
st ha

I
=1"EF(—)-—TEF(“)+3“EF( o SO

n
ﬂ] ,ﬂ'lﬂﬂ ﬂlﬂﬂua

4. Questa formola fornisece Innumerevoll identitda aritmetiche e
algebriche.

Per es., supponiamo che sia f{n)=1, ed n costitnife da fatton
primi fubti differenti, e sia m il Joro numero; sara F (n) =2" e la (10)
dara

(’"]mf (’").\.-*0 +( Jarr—. .=

e ("!sz 9(’f)~m—~+dr(”') .

Per ottenere la (1) basta supporre ancora che m sia costituito da
fattori primi tutti differenti e in numero di m, e la funziene f(n)
abbia 1l valore 1 per n=1, e 0 per n>1. Questa funzione & 1'in-
tegrale numerico dip(n), la {10) quindi, per f[ﬂ] n{n), e sempre
nell ipotesi che n sia costitnito da fattori primi tutti differenti e in
numero di m, fornisce

(i?l) 10r - (m ).\"'0’—[— T (m )ﬁ'ﬂr _
Da questa si trae, com’g, nofo, la formola

o4 (o 1}r=(§)alnr+(§)fﬂr+...+( +1)ﬁ'"ﬂ’ (11)

9. Vogliamo ora dalla (10) dedurre I’espressione di X1 (g—) me-
diante 1 valori dell’ integrale numerico di f(n).
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Se nella (10) si muta » successivamente in 1, 2, ... , 7, 81 othiene
; : - : n\ ..
un sistema di » equazioni lineari nelle somme X f{g) (t=12...,r)
per risolvere il quale bastera moltiplicare la prima equazione per
L1, ], la seconda per —[1, #J, la terza per [1, ¥|*==. . .. [fgtms
per [—1F— [1,7]*, ece.; dopo ¢ib sommando e tenendo presenti le
tdentita (1), (5), (6), si ottiene

© 11_)__,;, |( n )__(:—l—]) sl 2 ) |
_‘f(Er - i a. .. (g 1 _IF{ﬂlﬂ'g...ﬂr_g '

+(" 3 =¥ ()~ 02

(1 Mg...Mr_¢

Questa formola, per =0, da la derivaie numerica di T (n), cioe
ia funzione che ha per integrale numerico F (n) ()

f[ﬂ)=E)F{ﬂ}=F{H)-—EF(E);—EF(%)——... (13)

La (11) fornisce in particolare se per £ (n) si pone la funzione o (n),
che rappresenta la totalita del numeri non snperiort ad n e primi
con n, per cui e .frp (n)=mn:

(A - n r —[—l) -« i

Etp(a:)—-l dr ( 1 —l—

o
Ay 0g o« = . iy a .. .My

(r—l— ?) - " —.eay (M)

e |
2 €y (a ... fleg

e se s1 fa f(n)=u(n), si ottiene
n k (7
= (2)= () ) (13
ecc. eee,
Supponiamo che la funzione £ (u) sia composta, ciod per ogni eoppia
di numeri (interi) m, m' si abbia

fm}fm') = f (mar),

allora, se nella (10) si pone
1
—— =1} (n)
f ) — ¥
sard & (n) una funzione composta, e se W(a) & il suo inlegrale pu-
merico si avra

ur (n)
bn)’

F (n) =
e la (12) da

E¢(ar1=3ur(

"
iy s . .. ”r)tp (ay aa...q.) —

—(T e w6 +

ﬂ] ﬂﬂ o f'lr—]

+(T22)3‘F( - )'Hﬂ: Ag ... 0-a) —. ... (16)

Gy Ug... 05 g

(}) Denexann, J. f, Math, 51, 1857, p. 1; Liogviies, J. de Magh, (2), 2 1857, n. 110.
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Si ottiene cosi una espressione della sormmna dei valori che assume
la funzione composta § {z) per tutti i divisori di » formati con po-
tenze di » fatbori primi differenti.

Il numero N.(n) di questi divisori si oltiene facendo in (16) & (x)=1:

N,[n]=3v( < nr)“(TT])E”(mm.ﬂ )+

alailii -.ﬂr.l_]_

e la loro somma S; (n) per U (z) ==z

7n
ay Qg ... Oy —
R T o e &

(J.T])EG( s )ﬂ;[ Hiil‘.ﬂ]“—-—]h-}ﬂ-lli

ﬂ] n! A B ¥ ﬂr_l_l

s,(njzza(

v(nj, o (n) rappresentando rispettivamente la totalita e la somma dei
divisori di =,

6. Or si poirebhe domandare quale sin I'sspressione di X f(3:) nel
caso che f{n) non sin una funzione composta. Per rispondere a tale
questione, osserviamo dapprima che, se si indica con f{d, n) la somma
del valori che prende f{x) per i divisori di n che sono multipli di 4,
e ¢g(n) @ una funzione numerica qualunque, si ha, come & facile di-
mostrare,

2 fld, n) g({d) = Z f(d) J ¢(d), (17)
essendo le somme estese ai divisori 4 di .
Indieando guindi con w.{n) una funzione numerica ehe & uguale
a1 se n & costituito da potenze di » fattori primi diversi, e 0 in
ogni alktro caso, si ha evidentemente

2 f(5:) = Z f(d) o{d) .
Per applicare la (17) poniamo

S g(n) = wifn),
donde, per la (13), ’

gn) =2 win)=Z w{d) p (%) = A (Eﬂ:)

e infine, per la (15), 7
gln)=(—1 r( 'Ef') ) p(n) .

La (17) quindi fornisce la formola

21(8) =X fln ag...#r,ﬂ]—(r_ll_lJEf(ﬂi Agas .y Oriny B) -+

—I—(’*_,:,I_ )Eﬂﬂ1ﬂz...ﬂr+n,ﬂ)_‘--- '

-

fonte, anch’ essa, di innumerevoli identity aritmetiche.

MicueLe Cirornra
(Corieone).
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UN TEOREMA SOL ° MODULO PRINCIPALE , DI UNA FUNZIONE

l. Un pregevole lavoro di Nekrassoff sulla serie di Lagrange, (*)
mi ha suggerito un teorema sul moduls principale di ana fanzione,
teorema, che non mi sembra privo di nn certo interesse.

Premettiamo le segnenti considerazioni -

Sia ¢ (2) una funzione della variabile complessa z = rei®, finira,
continua € monodroma per tutti i valori di 2 per quali & soddi-
sfatta la limitazione :

(1) B r < k.

Se R é il modulo di D (2], finche e soddisfatta la (1), R sara
nna funzione finita e continna di v e, col variare di ¢ da O a 2=,
attraversera certi massimi ciascuno dei guali & nna fanzione di ».

Indichiamo comn :

(2) My (r), My(r), My(n),...

questi massimi; chiameremo massimo principale i1 massimo dei nu-
meri (1), (*) cioé quel numerc M (r) ehe, per ogni valore di 7, sod-
disfa simnltaneamente le relazioni :

M) =M (), M@ sM@),...

in una almeno delle quali, deve valere il segno di egmaglianza.
Avremo intanto, in generale :

Mn {?':J == R ('?'! tPu]
IJ;H:].,E,B,...:J

dove ¢, ¢ una radice dell’equazione :

oR
3) =

0.

Col variare di », uno dei massimi della suceessione (1) pud di-
veRlare un minimo e viceversa; e cosi anche pud sparire 0 com-
parire quando, col variare i r, una radice reale della (3) diventa_.
complessa e viceversa, Da cid segue, che il numero dei massimi
della successione (2) non & costante per diversi valori di 7.

La funzione M () puod altresi, cambiar forma col variare di 7,
nel senso che, per valori diversi di =, pud essere rappresentata da
funzioni diverse della suceessione (2).

(\) Math. Ann. Band, 315 pag. 887.
(%) Ceréamente esistente per le limitazioni falte sulls funzione w (z).
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2. Si dimostra (*) che, tra k e ky, la funzione M (#) non puo
aver massimi e pud avere, al pill, un minimo,

Se esiste, indichiamolo con p e indichiamo con o 1l valore di »
per il quale la funzione M (r) assume il valore p; diremo che T
i modulo principale della funzione ¢ (2).

Se 1l modulo principale & un valove che 7 (2} | assiume per un
valore { di z (| {|=¢), radice dell’egnazione

(4) Y () =0
croe, se la (4) ha una radice ¢ che soddisfa le condizieni :

(5) p= %), s=!¢

diremo che p & un modulo principale eritico; mel caso contrario,
cice, se la (5) non ha punte radici che soddisfino le (9) diremo
che p & un modulo principale non critico.

3. Poiché & utile, in molte questioni, sapere se il modulo prtine
¢ipale d1 wna funzione sia o no eritico, vogliamo ora stabilire un
teorema che ce ne din la condizione necessaria e snfficente.

Facciamo, all'nopo, le seguenti considerazioni :

Il valore p del modulo principale della funzione b (z), saTa, per
quello che abbiamo detto al n. 2, assunto dalla funzione M () 1n
Wi unico punio n. Sard dungue:

p =M (p).
Indichiamo con:

(6) M, (»), M, (r),...

quelli, fra i numeri della successione (2), che per r = 0 hanno il
valore p, per cui: :

b
e e

Mi(p)=Msl(p)=...=p.

ssi corvisponderanno a certe radici

2y (7), P ).
dell’equazione (3): indichiamo con:
iy Pop Psy o
1 valori di gumeste radici per r = p. Allora:
Z = pe7, 25 = peive,
sono tutti e soli valori di z di modulo p pei quali:

p= | (2}

1) DEkragsors, Muth, Ann, B, 21; prg. 337,
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Supporremo che si abhia:

— =) :

nel ponto (5, ) (i—1,2,...); cosi dalla teoria delle fanzioni im-
plicite sappiamo, che I'equazione (3), essendo per il valore r =p
soddisfatta da un valore ¢ (i=1,2,...) di ¢, definisce completa-
mente una funzione ¢ di » finita e continua nel punto » = p (ove
essa assume 1l valore «,) insieme alla derivata.
Cio premesso, & facile decidere se il modulo principale & eritico.
Affinchs sia:

Y (g, ) =0
bisogna e basta che risulti:

aR_ﬁ oR

— — 0
07" ?J:p

calcolando le derivate per r =p e o = w. (V)
Ora, in virtd delle ipotesi fatte, si ha -

(). =

P=1pi

B=01,2...)

D'altra parte, in virtq della definizione dei mumeri della sue-
cessione (6), si ha:

ok R dg, (r) .
8 M l‘ i ¥: ——=3|| 107 S
( J i (r) EH" I a? dr (I' 7 =1 )
: oR. »R ..
dove, nelle derivate — e *— bisogna porre :
dr 29
P =, (7).
(1) Posto:
& (2] = R P
#8i ha infatid:
:Ej_HiEP @ Ok - ' S #‘(_a_r_t ﬂE)
Vi t=d2(2 R Y= 5o+ 5
@ dal confronip di queste Efnazioni;
m__ 0w m__de
22 o T Dy

lLe eondizione ¥ sdunque safficiente. BEd & mnche noeossaria perche, se l]-' (2} = 0, dalle
equazion; *
OR o OR od
- iR — —— 0 — —_— =
Or . O0p : D Lk 0P

B rieava‘®
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Facciamo nella (8), »=y¢; per la (6), si ha:

, R
(%) M, (p) = (ar)rzg -
=i
Se supponiamo che p sia eritico, dovra esser nulla almeno una

delle quantita: |
44’(31): "l"! (zﬂ)

pomtamo ¢’ (z). Allora, in virtt delle osservazioni fatte, e per la (9),
risulta: |
(10) M, (o) =0.

Inversamente, supposta verificata la (10), dalle (8) e (7) risnlta:

(aR ! (aR) 0
or 0.9 01 g.u-*j—

'-:}, (‘Ej) = 0.

CLO€ !
Si avra dungue :
=|'~I’(—‘*—-'j)f:. |3J’:P:I L!J’(Bj)zo
€ 1l minimo p & eritico.
Possiamo dunque enunciare il
TEoREMA, — Signo:

— .

(11) M(r), M), Mym),...

¢ numeri della successione (2) che per T = hanna il valore del mo-
dulo principale p e siane:

P1 (), P2 (), wg (7). -
le radici dell’equazione () cui essi cﬁn*f.sjmﬂdonu ; s€:

Y1y ¥e: Yay .-
sono @ valori di queste radici per r—yg e se:

R

(EF) e < 0
P

F=1,2...)

condizione mecessaria e sufficiente affinché il modulo principale delia
[unzione ) (z) sia eritico ¢, che fra i numeri (11) ve ne sia almeno
uno la cui derivata rispetgza @& T, st annulli per r = p.

4. Se mterpretiamo r e m come ecoordinate cartesiane ortogo-
nall di un punto del piano, pel punto (r=p, m =p) passerd, in
generale, la curva:

(m = M, (r)

e la.condizione necessaria e sufficiente atfinché p sia eritico & che
tra queste curve ve ne sia almeno una che tocchi la reita m — .
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B. Si osservi in particolare, che se la serie (11) contiene un
solo elemento, la condizione necessaria e sufficiente affinché 1L sla
ertico & M'(p) =0. Ma il teorema superiore ei rivela la possi-
bilita di avere un minimo eritico senza che sia M’ (p) = 0. Se, in-
tatti si ha:

M(r)= M, (») per r< g
M(r)=DM,(r) per r>s

se la serie (11) contiene almeno un terzo elemento M; () in modo
che si abbia :

Mit5) 0,  M,(e)=50, M,(p)=0,

il modulo principale . sara eritico senza che si annalli la derivata,

mspetto a 7, di M(»), per » = o.

Prof. Gumo Sapunw.
\Cagii)

il

LQUAZIONT LE CU1 RADIEI FORMAND UNA PROGRESSIONE GEOMETRICA

{. 1l sig. OcemrPINTI in una recente Nota (*) st & proposto di eer-
care un criferio per decidere quando & che un’equazioue intera del

grado =
@)=z + ma'4... 4+ ap1z+ a, =90 (1)
ha le radiei del tipo

Ty == pp™! (=1, 2,..., n) (2)

e poi di risolverla, esprimendo r e p mediante i coefficienti.

L' A. enuncia il teorema: la risoluzione di un' equazione che ammette
le radici in progressione geometrica si riduce alla risoluzione di una
equazione del 3° grado.

Ora & lecito di dubitare della sua validita, perché da esso segni-
rebbe in particolare, ed in contraddizione con un classico beorema
di Gauss, che Veguazione binomia x*—1 =0 s puo risolvere algebri-
camente mediante une equazione del 8° grado. _

L’A. nell'enunciare il teorema non ha tenuto conto che nella sua
risolvente del 3° grado

2 n
e | (02— 2a,°—(a,*— a,)° s , @— aylaym|-2(a—as)*

P ¢ 3 o—1=0 (3)

Iy ay — U

() Anno XX, fage. 1V (1905: Qel Periodico.

| 5 i
FE] bt 1 F £
e — -
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e nell'alkra

1 1
Fe=—ytip ¢ (4)
1

che, conoscinto p, da », vi & il simbolo a,», e che pereid alle risolu-
zione della (3) bisogna premetiere quella dell’equazione binomia x*—a;—0.
Ma con questa correzione quel teorema perde ogni interesse, anzi
le formole (3) e {4), anziché risolvere la quistione, non fanmo che
complicarla, trasformandola in un’altra di Algebra Superiore, mentre
che, come proverd, la risoluzione di un’equazione le cui radiei formano
ung progressione geometrica si riduce a quella di una semplicissima

equazione del 2° grado, tranne che per tipi speciall di equazioni.
Ad ogni modo le (3) e (4) son sempre insufficienti pel caleolo di o
ed r. Infatfi la (3) non rappresenta un’equazione sola ma =, esseéndo

1

appunto » 1 valori di a,»; e In (4) per ogni valor dig ne da 2 per »;
dunque le {3) e (4) danno 6n coppie di valori per p e . Ed eviden-
temente son froppe per essers aceettabili tutte.

Dunque la quistione & ben lungi dall’essere risoluta e merita di
esser ripresa ab ovo,

2. Cercherd avzitutto un criterio per discernere le equazioni 2
radiel I progressione geomelrica,
~ Per le note relazioni di Girard tra 1 coefficienti e le radici di
un equazione, si ha

1— "
ﬂ,—.r1+:rr|—...+.:r,,—rl_i . (5)
nfa—1)
(— 1" ag =22 ... By=17"p 3 , (6)
| 1 1 1 1_ pn (A—1¥a—2]
(_ ‘l]n—lan__:l::ﬂlﬂfg...:rn (?1 1 T ||| 2o } Iﬂ)_rn-l ]__.P P - (7}

pol, quadrando la (5),

a +as . et 20 =0

OSSIA
1 —p™ .
™ l_;i 20 =a,° (8)
da em
0 J_ = 1"_ = ’
(1— ) H' (8)

TP — o1 F o)

3. Suppomamo anzituttg a,._,==0, cioé che non sia =00 =0
0 p radiee »™* dell'unitd; allora sark pure a;==0 e a,==0 e si avra

ﬂju i
Ty 3

— rﬂp n—1 (9]

OS8In
a1y,

= o e 1 (S: 1, 2, .oy "'n]. (10)

@y 1
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Questa relazione da il prodotto delle due radici estreme delln pro-
gressione e di due radiei equidisianti dalle estreme, e per n dispari da

difly,

come radice dell’equazione uno dei due valori d&i Vﬂ
n—1

La (9) & dunque necessaria affinch le radici formino una pro-
gressione geometrica, Fssg esprime che, se nell’equazione si cambia =

a;a.,

Oy g2’

'equazione trasformata

n ﬂ]ﬂ il “ alﬂﬂ f
Ea]( -] =0 i, S a, . =0,
8= ﬂn_lﬂ: =0 ﬂ]]'-—l

OVE ay=1, deve avere le stesse radici: e perd dev’ essere
ﬂuﬂﬁnhlzﬂl$an—gﬂnﬂ_l (5211 2, . « vy Ny ﬂu:lj'

Queste relazioni son hecessarie, ma non sono indipendenti, Infatti
per 8= danno

Gy = ay’a," (11)

e, delle rimanenti, dne che corrispondono a valori di s complemen-

tart rispetto ad = (cios s ed n-—3s), moliiplicate tra loro danno Ila (11):

pol per s=1 si ha un’ identita; dunque basta dare ad s i valori

2, 8,...,k n ove k=[%] (massimn intero eontenuto in :—5—)
Posto
— ¥n—1 —1 9
) 3"’- — Ls aydn, (S == ]--.- -y ’ ﬂ]:
si ha per la (10)
Mo
Yy o Yo—s5=— Tpln_4 ﬂ1fi'ﬂ= 1;

dunque, eseguendo sulla (1) 1a trasformazione

2=y Vﬁ (12)

sl avra un’ equazione auloreciproca %(y) =0, la quale, quando n
dispari, avra per radice 1 0 — 1, secondo ¢he il valore scelto nella (12)
pel radicale & ngnale o & opposto al valore che, come sappiamo, @
radice della (1).

Je (1) ha le radici del tipo (2), sara verificala a (9), e perd »(y)=10
avra radici del tipo

I—n n+1

1 :
ya_:'?'Pﬂ_li-;PE — ¢ * (321: 2!-"1?1)' {13’

Viceversa so ofy)=0 ha le radici di questo tipo, per la (12} la (1)
avra le radiel ip progressione geometrica.

Affinché poi o{y) =0 abbig le radict del tipo (13) & necessario e
sufficiente che le equazioni

ol )=0 (3=1, 2,..., n)
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abbiano tutte una stessa radice in comune:; anzi, essendo gy} =10
autoreciproca, basta prendere s=fk-1, k+2,....n se n= 2k, e
s=k+2,k+38,...,n se n=2¢11, e nel primo caso si puo ad y
sostituire 3°, per evitare esponenti fratti.

Raecogliendo, si ha 1l

TeorREMA. — Affinché Uequazione (1), in eni s, ==, abbia le radie
tn progressione geomelriea & necessario e sufficiente:

1° che sia 8, == 0 ¢ a,==0;

2° che sia

i)
—1
Bali'y_y = 1"y aly,* (3 — 2'—' 3' .oy k‘r n; = [-;]- ;

3 ehe, detia w@(y) =0 Uequazione che si deduce dalla (1) con ia tra-

sformazione
a1ty
o ——
Y lf L

rpfy}:U, tF(yE)—_-ﬂ,----ﬂP(?fk_lJ:ﬂ se n—=2%k
o) =0, o@)=0,...,9(y%) =0, se = 2k--1

abbiano wna stessa radice in comune.

le equazioni

9 (%)
y—1 °

Scowio, — Quando % =2k -+ 1 si pud a p (y) sostituire

: _{E: , secondochd ¢ (y) =0 ammette per radice 1 o —1.,

In pratica l'applicazione della terza parte di guesto eriterio offre
gravi difficolta. Cosi per un’equazione appena del 4° grado, richiedes
la formazione del risultante delle equazioni 2 (Y)=0, o (¥ )=0 dei
gradi 4 e 12 rispetlivameute. '

Dard a questa terza parte un’altra forma molio pii utile in pra-
tica, almeno per le equazioni di grado non troppo alto.

L'equazione autoreciproea ¢ (y) =0, privata dells radice 1 o —1
se n==2k--1, sara del tipo

b (Y™ + 1)+ by ) b by (B g b gt =0 (14)
o

1 e 1
bo [+ 2+ bl(yk—+yk_1)+...+bk_l(y£ y)i Y
Posto
| 1
.yl y_zi

é noto che le somme 1
1 1
2 e 3 = k e
?,!"I—ys! y+yﬂ:~-1?f ‘[_yk
81 esprimono come funzioni intere dei gradi 2,3, ...,k in 2 mediante

la relazione ricorrente

Sy S B PO R R
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e che I'equazione (14) si trasforma in un’alira v (z)=0 di grado L.
Ora se le radici della (14) sono del fipo

0 B N By N yasay Y se n—=2k-1 ) (15)
y]_-ikl yl_ﬂkz---ly_li i, ?fﬂa---.y“_l se n—"=2k I

come esige il eriterio precedente, le radici di ¢ (2)= 0 saranno ap-
punte le somme

1 a1 ., 1 .
Zi =y 7" fa=yl—l—?j§,...,zk=y"—|—? se m=—=2L-11
1
2 =7 ;* fﬂ:.yﬂ‘[_?l:n---u-‘?ﬂ—l: wt y;.'k—] 5e ﬂ_=2k

€ perd saranno esprimibili tutte mediante 1a prima 2; con la relazione
ricorrente
=2 — T (2—2, 8;.7.; 2p==2). (16)

Viceversa: se le radivi 2, z3,..., 2. e n— 2k, 0 21 Z34..., 20 3

se #n=2—1, di ¢ (2)==0 sono tutte esprimibili come funzioni intere

di z; mediante la (16), detie y,q:% le radici di ¢ (y)=0 che corri-

spondono a z,, si ha
1 ¢ 1 1 1 s
ity =+ ) () — (et 2) =1);
in particolare 1

1 7 .1 1 .
st gy () )2 =

ed & poi facile vedere col metodo di induzione complela da s a s--1
che 1 generale

1 1
Ye Tt —P“F

035814
(7:— ") (ss® — 1) =0,

da eni yo=pn" 0 yo=y" & perd la (14) ha le radici del tipo (15),
come esige il criteno.

Dunque la terza condizione del teorema precedente puo essere so-
stituita dall’altrn: che dette 2z una certa radice dell’ equuzione U (z2)=0

_ 1
di grado &, a cui si abbassa @ (y)=0 con la trasformazione v v %

[

= a - :
le allve radici sieno 2. 25 .. .7, n—=2k-1, 0 23 25... 20 s¢ n=2k
essendo . generale z, quelle [unzione razionale intera di grado 8 1n 7y
che si deduce dalla relazione ricorrente

2= 22— 7o (20 =2).

4. Supponiamo a,_, = ().
Per Ja (7) sard =00 p=10 o 14-o-...-p21=0.
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Per essere r=>0, ossia ;m=my=...=z,=0, la (1) deve ridurs;
a 2*=0 e per esseve o=0, 0ssia H=r, Tv=...= 2, =0, la (1)
deve vidursi a 2°— 2> '=0 e quindli & 2"+ @z" ' =0, essendo

=1+ ... Ta=T.

Che se poi 1f-p—+...-+ " =0, ciod se p & una radice a™* del-
I'unitk, detto s Vesponenie cui essa appartiene (divisore di ) c106 sup-
posto o radice primitiva dell’equazione z*—1=0, sara evideniemente

fla)= (e —r)r=a" — = P . ..

quind:
ﬂ <
HH-—‘_ S f T
da cul
= S o
- 'H- ag
e perd

f @)= 2+ 5 as)-
Si ha cosi il
TeoreMA, — Affinche Uequazione (1), in cni a,_, =10, abbia le radic
in progressione geomelrica & nocessario e sufficiente che sia f(x)=x" 0
f(x)=x"-+ 8,5, o che, detto a. il primo coefficiente che non & nullp,
sta s un divisore di 1 maggiore di | ¢ sia

flz)= (-F“—l“ % ﬂs‘w)T*

5. Applichiamo questi risultaii alle equazioni del 3°4° & 5° grado.
Sia
f(z)=2"+ aw’ -t aex+ as =0. (17)

Se ay==0, pel teorema del § 3 dev’essere anche a;==0, a;==0 ed
asts® = a’a,® ossin @' = @m’os. Se poi ax=0, pel teorema del § 4,
dev'essere o flr)=2" o [(2) = 2* -+ aa® o f(x)= 2"+ tz; ma appli-
cando illecitamente Jla @ = m*w; a quesfo caso, si hu a=0 o &,=0
e si trovano appunto i tipl precedenti, dungue gquella condizione &
necessaria e sufficiente anche nel caso os=10.

Dunque: la condizione necessaria e sufficiente affinché Ueguazione
generale (17) del 3" grado abbia le radici in progressione geomelrica €

il gs = [lliﬂ'a -

? & ¥ [ ]
COROLLARIO. — L'eguazione x*-- px -+ q==>0 non pud avere le radict

in progressione geomeirica, a meno che non si riduca a x*=\.

b. Sia
f (x) =x* + ax® - apr” + a2+ a,=0. (18)

Se uz==0, la prima condizione del teorema del § 8 impone che sia

=10 8 =0 (19)
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e la seconda che sia
@sly’ = a,%a,q, e a' = a'a’ (20) :

Supposto che queste condizioni s verifichino, eseguendo sulle (18).

=

aya; ,
fa *, Tequazione trasformats

Iz trasformazione =03, 0Ve o — ] p,
4

W) =a'y' + az®® 4 a1 asay + a, = ()
sara autoreciproca e s Potra serivere

? (¥) =a, () + 1)+ aax (/" - Y) -+ a2t =0 .

dividendola per ¥ e ponendo -] ; =2, essa s riduce a

b (E] = M2” -+ a°xz + ‘ﬂlﬂg — 2{?3} a, = (),
H;m - Dette 2, e 2, le radier di questa equazione dev’essere
g

_ . g
23=2"—32 , ossia z, T2=2°—22: ma 2 + 25 = a, @ dungue

Bhé nﬂ-_:

@42," — 20,2, -+ age =0,
Sottraendo questa moli; plicata per a,, da 21 (z:)=0, si ha
(322" + ty00a,2) — a3’ =)
€ sobtraendo questa mol; plicata per a4, da edy) (2,) =0, risnlta
Wiy (a5° — aga,) 2, T Aaex (G100 — rg) = 0;

ricavando du questa il valore di 2, e sostituendolo nella precedente T |
81 ba, dopo facilj sviluppi e riduzions,

o ﬂlﬂﬂﬁ_';-a;ﬂi + Ay leQs"ry, — 2!]; ﬂﬂgﬂﬂﬁ’lr —]" (it Eﬂ'aﬂﬂ'iﬂ == {), [21) F rl
|

Dunque se 750, le (19), (20) e (21) sono condizioni necessarie g |
€ sufficienti; mg possono semplificarsi. La 18 delle (20) si scinde in duoe J

g = 0 as’ = u,"a, . [

SE iy — 0 ]H- fE]} dﬂ ——ﬂ'lﬂgﬁ"!" H;iﬂizﬂ DESiﬂ ﬂ4—__—ﬂ1a3, FEI' Eui ,-.
la 23 dejle (20) diventa ' = u,%0; 08sia 43— + @", e perd

|
-
M) =a'+ aa® + 0% + m'=(z* + a%) (x+ ). (22) ‘

Se ﬂf“—‘-ﬂjﬂm, la 25 delle (20} resta soddisfatta e In (21) ponen- f

3 it

dovi a, =2 Giventa 2
(i |

== I|":'*"-'J‘ll'ﬂr':l + ﬂ']ﬂﬂﬂ”a + ﬂ'3=ﬂ: ‘I‘ ﬂ'ﬂ"al = Eﬂuﬂﬂa = (), Ii

Queste condizion; Ilecitamente appheate quando ;=0 condu- '-f,!
eono alla (22), [ i

Infine, se @3 =0, pel teorema de] S 4 si ha che 4
f(-'l?]'—‘-‘ta‘* f ttya® 0 f(“tf]_—r- (_1:5 - i n.ﬂi 0 f(ﬂ:‘}z.r"—]—m .
|
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Raccogliendo si ha il teorema: 4ffinsh? U equazione generale (18)
del 4° grado abbia le radici in progressione geomeirica & necessaric e
sufficiente che sia

fle)=z'+az, o flo)=("+ia) o Az)=2'1a

L]

0 che sia

s+ 0, T = @y’ |
—— ﬂﬁﬂa + ﬂ]sﬂsﬂg + ﬂgﬂﬂ] + ﬂﬂEH]_ — Eﬂgﬂﬂa ==1) l )
7. Sia
fl2) =2+ awr* + @® - awr® 1+ ag + a5 =0. {(23)

Se a,==10, il teorema del § 3 impone anzitutto che sia

ay == 0 & as =5=0
el =ay't:0y, 8  a=a’a;’ (24)

ma le prime due sono una conseguenza della 43 & pero inutili. Sup-
posto verificate le (24), eseguendo sulla {(23) la trasformazione r=ay,

—_—

;ﬂlﬂa a -
ove g= |/~ —, I'squazione trasformata
4

PY) =’ - @'yt + aaly’ + eyt - a2y - as =1
sara antoreciproca e ammettera per radice 1, se conveniamo di pren-
dere per « quel valore di VT che dev’essere radice della (23) o
pero si pofrad serivers
y)= as (o — 1)+~ aas (y* —y) + a*as (4° — y%) =0,
che divisa per ¥ — 1 diventa
s (y* 1)+ (s + 2a) (4 + 1) + (26 + ats -+ o) 5 = 0

questa, divisa per 3* si riduce a

P(2) = as2° + (as -+ o) 2 + (2"as 4+ ey — () = 0,

. 1

ove &1 e posio y+—=z3,
i

Dette 2, e 22 le sue radici, dev’essere 23— 22— 2 gsain e

Uz — oty

n

=2 +2—8; ma 5+ 2= , dangque

52 ° ‘f— 21 + (Gtih m— ﬂ-’ﬁl = (),

Sottraendo da Y21} =10, risulta aa.z; + o®zy =0; ricavando il va-
lore di 23, e sostitnendolo nell’equazione precedente, si ha facilmente

(ﬂ1 as'4s — ﬂ-la) “E. = (@5 — ﬂiz] Qo .

LTS

quadrando ¢ tenendo presente che «f — , 81 ha infine

4

(mas'as — a’) ag = (asac — a’) ala, .
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Se pol a,=0, il teorema del § 4 da o flz}=4% o flx)=2"+ a2’
0 flx)=2°+ as.

Dunque: affinché equazione generale (23) del 5° grado abbia le radici
in progressione geomeirica & necessurio e sufficiente che sia

flz) =2 1 awx 0 fle) = 2"+ a;

ﬂppﬂ?'ﬂ‘
2 b 5._ 3
as==0, as0s° = a’aq1;, @’ = a,°a;’ |

(a‘astas — a3 as = (az0; — )V alay |-

B. Ora passiamo a visolvere I"equazinne (1) nell’ipotesi che essa
abbia le radici che formino una progressione geomefrea, cioe che
sieno varifieate le condizioni enunciate nal teorema del §3 o del § 4.
Bastera ealcolare » e p.

Supponiamo anzitutto a, , ==0, allora per Ia (7) sard
1— gt
1—¢

re0, o-k0,
e quindi anche a, 5=0 per la (5).

Hssendo @, ,=0, regge la (9), quindi la (5), moltiplicata per r,
diventa

=0

o 1 ( - H;HD)
ﬂ-_lr—l__P r —p =T
o8s1a
Apar — Gy (1 — o) r — manp = 0. (25)

La (8), per la (5) pud scriversi

1+ "
1+0°
questa moltiphicata per r diventa, per la (9),

2a0s— o' = ayr

ossia
G18s 17 — A3 (2az — 05°) (1 +¢) » - a0 =0, (26)
Combinando per sotfrazione la (26) e la (25) moltiplicata per ai,

s1 ha
Ap—a7 [tta - (82— 1) p] — "IEHDP =), (27)

invece, cambiandole per addizione e dividendo il risuliato per @,y
s1 ha

ayr — @gp + ' — ag =10, (28)
Ricavando » da questa eguaziome e sostituendolo nella (27) 1 ha
un'equazione di 2° grado in p; quindi il
TroreMa. — Se Pequazione (1) del grado n ha le radici che formaro
una progressione geometrica ed as==0 e a,—a,°==0, la ragione p della
progressione & una gualungue delle radiei dell’equazione.

PE+[2 } 3] (ﬂn—jﬂi—ﬂn]]P_l_l:ﬂ

@z{@s — @17} Qs
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ed il primo ternune v @

r=""(1—p)—a. (")

tf

9. Fsaminiamo i due casi esclusi, ciod ae=10 0 @a— @ =10, M

supponendo sempre @n,—; = 0.
Se @a=—0, seene dalla (B) che dev’essere necessariamenle

1 - Pn-—i —
perchid vegli altri casi in eni si annulla a; sl annulla anche @, .
Allora p sard una radice (n— 1™ dell'unité, guindi detfo s Vespo-
nente (divisore di » — 1) cui essa appartiene, sara evidentemenie
gp—| 5 — 1

f{I):(Iﬁ_}h} "-{I—"‘?'}:Iu'—i"lmhl - ?.;-.I.h—u_;___”:

e paragonando con la (1) ne segue che r=——a; e che dev'essere == 2,

(lovendo essere a;=10) e che s & I'indice del primo coefficiente che
segue @s € che non & nullo. Si ha cosi 1l

TeorEMA. — Se Uequazione (1) del grado n ha le radici che formano
una progressione geometrica ed & ana=0 ¢ Bg=1, il primo termine r
della progressione & il coefficiente 8, del 2 termine cambiato i seqno e
la ragione p & una gualungue radice primitiva dell' unita appartenente
all’indice s del primo coefficiente che segue a, e che non & nulle.

Supponiamo ora @, ;5-0 e ag—a,*=0. Segue subito che dev'essere
1— pei'=1), ossia che " & nna radice (» 1)™* dell'unita, perche dalle
(5) e (8) si ha facilmenie

i—@—F=)

2
(1—e)*(1+p)
Detto s 'esponente (divisore di n-}-1) cui p apparfiene, & facile
convincersi che sard

Ty ——'ﬂﬂ:rﬂ

. b
[ (z)=(a*—2") * {z—ay) . ove aa=7p"
0S518

flm]:__ u+mu$n_1+$ugﬂfﬂ_g+ "__l_mup-—lmnﬁ—l—ﬂ _I_(:Fnh_ 1..‘!) 1.11%5__'_'“

Paragonando con la (1), segue che z,=a: e che effettivamente
as — a2 ==() purchd non sia s =2, che in tal caso invece

n—+1

1
s 5— 1 = 0.

e — (ly° = =
-

Osservando che ap=a,°, aa=0a\",..., 01 = &*, G:=a ——%_11‘“,
possiamo enunciare il &

Trorema. — Se Uequazione (1) del gradon ha le radici che formano
wna progresgione geometrica ed € an 1+ 0 ¢ ag — 8- =), lultimo ter-
mine Xy ¢ eguale al coefficiente 8, del 2° termine ¢ la ragione ¢ ¢ una

%) Nell'ennncisto ho tralasciats 1a condizione a,.—;5 0, perch® essa resta assorbita dall'allra
we= 0, tome risulla dal paragone delle (7) e (37
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qualunque radice primitiva dell’ uniid apparienente all indice s del primo
coefficiente a, che non & polenza s™* di a,.

10. Infine dal teorema del § 4 segne subito 1l

TroreMA. — Se Uequazione (1) del grado n ha le radici che formano
una progressione geometrica ed & a,=0: 1" 0 {(X)=2x" ¢ le sue ra-
dici som tutte nulle; 2° o f(x)=x"+ a,;x* %, ¢ le sue radici s0n0

Py = — 0, =i = a3

3o f(x)= (EE-I-I—E] uE)T eom s divisore di n ¢ maggiore di 1, e le sue

yadic: sono le radici 3™ di — % f., ove a. € il primo coefficienie di f(x)

; 1
che non & nullo, ripetute — volle.

Dott. GUsSTAVO SANNIA

(Torino .

SULLA DEFINIZIONE DI AREA DI UNA SUPERFICEE CURVA

1. Nella prefazione del sun Corso d’Analisi Jordan cita come uno del
punti del Calcolo che ancora sono oscuri la definizione di area ¢i una super-
ficie curva.

Mentre per la lunghezza di wun arco di eurva piana o storta, si & data gia
una soddisfacente definizione, dalla guale, e questo & un risultato importante,
si & potuto risalire a stabilire a quali condizioni deveno soddisfare le funzionl
rappresentative di guelle curye aceid esse siano rettificabili, delle definizioni
di area di una superficie cnrva, parecchie sono state riconosciute errate, altre
non sono, dal punio di vista logico, iImmuni da qualche difetfo, da nessuna
poi delle proposte = & potuto ricavare I’anzloga determinazione deile condizioni
necessarie e sufficienti cui debbono soddisfare le funzioni ehe analiticamente
rappresentano le superfici. aceid queste ammetiano aren determinata, se espl-
citammente nella definizione non & indicato che essa vale solo per classi par-
ticolari di superfici.

E noto infatti che, definendo la lunghezza di un arco di curva come 1l
limite oni temde la lunghezza di una poligonale inseritte, al dearescere inde-
finito ed arbitrario dei lati, e chiamando rettificabile una curva di cui 'arco
ha una lunghezza determinata, funzione eontinna di un parametro ¢, Jordan (?)
ha dedotto ehe le funzioni di ¢ con cui sono date le coordinate di un punto
corrente della curva, debbono essere continue ed a variazione limitata, aceid
la curva stessa sia rettificabile. I da osservare, a yuesto proposito, che le

(1) Jorpan, Cours &'Analyee, Vol. I, pag. 105.
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condizioni trovate da Jordan sono, in sostanza, a parte la denominazione,

quelle gia daie da Scheeffer. ()
Mz se si rappresenta una superficie mediante tre eqnazioni

ax = gy (u, T, u = (&, ¥), 2= s (U, ¥,

ove w & v sono due paramebri variabili in un certo campo — metodo 1l piv
generale di rappresentazione — e i definisee 'area in une dei tanti maodi pro-
posti, mon ancora, come dicevamo, i sono trovate le condizieni cmi devono
coddisfare le g3, 2. 93, accio la superficie abbia area determinata.

Non ho ereduto frattanto del tuito inutile il passare in rassegna parecchie
delle definizioni proposte per Uarea delle superfici eurve, allo scopo i seguire
Pevoluzione dei coneetti che hanuo ispirate le delinizioni stesse.

2, 1 Geomelri greci. limitandosi allo studio dellarea di aleune superfic
del 2° ordine, il cilindro, il eono, la sfera, non diedero vna definizione gene-
rale di aven. Arehimede ®) enuncid il segiente postulate relative alie superfiel
comeave: «Se di due superfici concave nispetio ad nno stesso pianoe & termi-
aate entrambe su di esso, I'una comprende 'alira la compresa ha ares minore
della comprendente . Ne discende che 'area @ una superficie corva concaya
¢ maggiore di guella gualunque superticie poliedrica concava mscritta e
minere di quella di gualungue superhcie poliedrica concava circoseritta. Per
le superfici accennate Arehemede dimostrd la coincidenza del limite snperiore
(delle aree delle inscritte col limite inferiore delle aree deile civeoserifie, ed
i1 lianite comune assunse come area deile superhei.

Si polrebbe, in generale, dimostrare che le aree delle superfici pohedriche
someave inseritte e quelle delle superfici poliedriche concave circoseritte ad
nna superficie enrva pure concava, all'impiceolive indefinito delle faccie, eo-
stituiscono due classi di numeri comtigne: allora 1l numero da esse tlennito
si pno assumere come area delln superficie curva.

Ma questo modo di definire l'area non vale pitt manifestamente per le
superfici concayvo-convesse, perché per esse non si pud ammettere il postulato
enunciato da Archimede.

9 Nei trattati di Caleole ehe precedono I'ultima meta del secolo scorso,
non si premette mai alle considerazien che riflettono 'area di una snperficie
curve aleuna definizione. Cid sarebbe necessario dal punto di vista logico ;
poiché infetli non s! pud pensare a dar muetodi per calcolare l'area di una
superficie, se non si precisa, in precedenza, che cosa s intenda per IParea stessa.

Non avendo premessa questa delinizione, il dire, o peggio. il voler dimo-
strare, come alcuni aunoalisti facevano, che una porzione infinitesima o di
superiicie ed una porzone w' di piano tangente in nin punto di i, prolezione
i w stessa secondo una direzione qualungue, differiscono per infinitesimi di
ordine superiore, & manifestamente inesatio, perché now si possono fra loro
confrontare snperficie eurve e piane, neanche nelle parti infinitesime,

Cousin, (%) chianmato elemento di wna superficie z = f{z, i) 1] guadrilatero
survilineo stacento nella superfkie stessa dal prisma che ha psr base un
rettangolo coi lati parallell agli assi @ e y e di dimensioni dx. dy, dice che,

(1) ScugerreER. dcta Mathematica, V.
¥y ARCHIMEDE, Dela sfera e del ¢ifindro. Libro L
(#) Covzrs, Treité de Caleal o ifFerentiel et de Calewd intdgral, Paris, 1798, vol. I; g 353
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essendo il coseno dell'aneolo che la normale alla superficie fa coil’asse = mi-

surato da
Vo (2 + 2

& facile vedere che il rapporto dell’elemento di superficie al rettangolo dudy €

]’i”{.{)ﬂaf;)

e percid l'elemento stesso e ngllﬂ].E' f

. f
] 14+ (EL.L (ﬂ_j} tedy
e l'area delln superficie a

J o o

Lagrange (') comineia col dire che 1*appresen'ta.ndu com F oy 'nrea della
superficic z=J 2.y

Fiet+hy+rb—=Fazet+h y —-Fue,y+kh +F ry

misura 'area della porzione di superficie che intercetta il prizmna refto avente
per base sul plano z=20 il retiangolo 1 cul verficl sono 1 punti

| L y. x+hy. (y+h, +hy+il 1)

TUn significato preciso di cid che intende Lagrange ponendo Parea di nna
superficie eurva ugunale ad vna funziome di x e y, ¥ (r, ¥ . 51 ha mediante
guest’osservazione. Data una superfice z = f(r. i), rTilevita ad un sistema (i
assi cariesiani ortogonali, essendo [ funzione ad un valore. sia C la proie-
zione della superficie sul piano z=0. Ad ogni punto (x, yi di guesta si pud
coordinare, in virti i una gqualingue convenzione, una delle quattre parti
di C in eudl due piani condotti pel punto parallelamente ai pani 7=z, yz la
dividono, e gmindi una determinanta parte di superficie; quelia che ha per
prolezione la parre detta di C. Allora, daie une gqualungue defimzione di area
s1 puo indicare con F (&, y) 'avea tella parte di superficie coordinata al punto
(. y) ed in questo senso, pad dirsi Parea della superficie funzione di &« e .

Lagrange dice senz'aliro di rappresentare con F (x. ¢ la misurn della
superiicie: eredo tuttavia che il signifieato ehe a cio si deve annettere non
I‘HJ’SSH. CS8CTE 'CI]E q'l.lEl].l.:l QI l'i:flEJ'i'l'ﬂ.

E ora evidente che

Q(x, Yy, by K) = F e+ h, y‘i'k}'_'FLm_l_hr y}—FkE}y—]-ﬁ'?+F{=’f: Y

misira l'area del quadrilatero curvilineo w taglhiato sulla superficie dal prisma
retto avente per base il rettangolo 1 cul veriicl somo 1 punti 1),
Lo stesso prisma stacca swi quabiro plani fangenti alla superficie nel

punti ¢he sono prolettati mel punta (1), guaitre quadrilateri le eui aree sono
ordinatamente

Wk gl(x, y), hhelx+h, u, hkele, y+ k), Relz+h y+8) 2)

avendo posto
¢ (0, y)=V -I—(ﬂD +{§§)

(1} Lasrance, Théorie des fonctions anailytignes. Paris, 1818, § 70 o sgp.
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Orn — dice Lagrange — come la lunghezza di un arce di curva tutto
ronenvo 0 convesso rispetto all'asse o & compresa fra le ianghezze dei due
segnnenti di tangenti condotie per gl estremi dell’arco ed intercetti dalle
ordinate agli estremi stessi, cosi l'area U (m, . h. K) & compresa, per quanto
piceoli si facciano h e A, Tra la massima & la minima delle aree det gnattro
quadrilaters (2

Ora pud scriverst

hivg e h, yv= hkp e, W)+ Ik lg—j) x
S x--H
N T
- o
- o i Lt " il
W, y+1i fikip e )+ Mk (r‘ly).u
y+ik
. o [0 2 [0F
Gy ‘ O TR a2 |V
kgl + b oy -+ A Wl o, y A= Il (\f."d-‘):c-l-ﬁ"‘h Tk (F?y)z—l—&"h
vk ="k
PO h? f(ﬂﬁF) i ) \
5 JEr L i, It ﬁu"‘ = J'fﬂ (E__J_E}F)I =+ ﬁ_! l J-}-I'i. I—'—f.'.h_ 5-1:3)::-1—3.’111 I
Y y+ik ¥
Sl O¥F DT Y, MR il hi® PF
+ 2% l{i)y-"]_-.;_%;_],_ (.,r'} y*‘-‘L ! T 2 (E’-y E‘-‘.l:‘):_-—i.h 2 ,E}g'r’}.r’)x-l—.ah

¥k y4-2"'k vk F+ik

con h. W. A7 8, 0. W compresi fra O ed 1

E poiché la differenza fra acue gualsiansi delle guattro gnantita (2V ¢
infinitesima del 8% ordine, eonsiderat: 4 e A& come infinitesimi unita, la dif-
ferenza tra Q(x, ¥, A, k) ed una gqualungue delle stesse 12), dovia essere ri-
spetio ad 4 e & infinitesima pure del 3° orctine; percid dovra essere nullo
il termine, infinitesimo del 2° ovdine, che in tuite e gunttro le dilferenze
cOI pATE

hi [ O'F (o, 2
v [ L) RV
ordy VErd ) ;
oszia dovr essere
n2F . .
f‘}u!,:f}y J:P L."' 1 y |

da eut '
F (2, y) =‘f'f:p (a2, ) dedy,

la. dopypia integrazione estesa a quella parte di C ¢he & coordinata al punto (&, .
Larroiz (1) procede in aliro modo. Egli dice, conservando i simboli gia
introdotti, che potendosi scrivere
). j1 {F(:ﬂ-}-h. y+i —Fle+h, ) Flr, y+&—Fe, y‘!)}

A A E
il rapporto fra I'area del pezzo di superficie staccalo dal noto prisma e la
sua proiezione sul piano z=10 di area hic, tende, al tendere a zero di it e &
il
o E}y' o

Qi consideri allora il guadrilatero o’ che lo stesso prisma stacca dal piano
tangente nel vertice del guadrilatero curvilineo w di ecordinate @, y, [ (&, ¥):

ln sua area e
A1 [T [T
hk Vl-l— (E) + (@) ‘

(1) Lacpotx, Troité dlémentaive de Celenl différentiel ef de Calenl iniégral. Faris, 13310,

Q. y. e, Y=

ik
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Poiché ciaseuna retta pel vertice di w, che & punto di coniatto e glacente
snl piano ivi tangente zlla superficie, ¢ tangente ad una curva tracciata i
sulla superficie, e poiché il segmento di detta tangente compreso in ' ha
coll'arco di curva, s eni & tangente, comprese in «. un rapporto che all’im-
piccolire indefinito di % e k tende ad 1. ne consegue. dice Larroir, che al

¥ = - m
trettanto pud dirsi del rapporto =

O*F _V W af‘ -i)f
9 0y ﬂt" ﬂy_]

Fio o _.ffl/l—l— F‘:—y) ffxf?y

Ja doppia infegrazione estesa come dianzi.

L'asscrzione di Lagrange che I'avea Q. @, y, #. & sia ecompresa fra la mas.
sima e la minima delle ares dei gquadrilateri (2 ¢ manifestamente 1nesatia:
hasterebbe, a provarlo. osservare che, se essa fosse ginsta, il quadrlatero
curvilineo della stera «*-+y*+ 22 =% che si proietta ortogonalmente sul
pisno wy nel quadrilatevo di vertiei (&, i), (h. —h , - —h h.. (—h. —h) avrebbe
un'area nguale a quella del guadrilatero piano fangente in un vertice gua-

Deriva allora

e guindi

sia Ja definizione che di area s voglia dare, nne funzione continua, & naiurale
ammettere; che essa sia dervabile, come g considerano Lagrange e Lacroie .
non eo'e ragione alcuna di presupporlo, =

Fallisce con ¢io il tentativo di definive o posteriori la F (i, %), cioé 'area 1
della superficie curva; ma non va dimenticato che al tempo di quei Mate-
maticl si credeva erroneamente che ogni funzgione continua fosse derivabile.

4. In gualche trattato di Caleolo posteriore i comincia a dare una de
finizione di area, definizione analoga a quella da noi richiamata n prineipio
per la lunghezza di un arco di curva,

Data wna porzione di superficie curva, limitata da un contorno C, Serref (')
definisce come ares di guesta superficie il limite cui tende 'area di una su-
perfice poliedrica inseritta, formata di faceie trimngolari e limitata da un

Innque del quadrilatero enrvilineo, ¢ che viene proiettato sul quadrato stesso. b
Del pari, nom & una dimostrazione 'osservazione che Lacroiz fa per sia- it
bilire che il quadrilatero curvilineo w 2 la sua proiezione o' sul piano tan- .ﬁ ,
gente in un vertice di quello, hanno un rapporto che fende ad l. ;:
Mz se anche si ammette che Uelemento infinitesimo di superiicle enrva B |
abbia colla sna proiezione sul piano tangente in un punto dell’siemento stesso '
un rapporto tendente ad 1, menire resta giustificato che il rapporto fra f{'i
I'elemento stesso e la sua proiegions sul plano z=0 sia '1!
. |
Vo e+ o)
2 by i |
tutie le volte che si tratti di nuna superficie z= f(@, ¥) che ha un pano ‘
tangente deferminato in tutti i punti (o generzlmente), non si giustifica per
p* I e |
nienfe che il rapporto in parola debba essere T r__ |
Infatti, per venire a questa conclonsions, & necessario ammettere la deri- gi';f’_i.
vabilita della ¥ (i, ) ora, che la funzione I stessa, debba essere, qualungue '1 ]l

(1) Berger, Cours de Calewl différentiel e intégral,
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sortorno poligonale che abbia per limite il contorno €, all’impiceolire inde-
finito delle facecie.

Serret 8d i molti alkri che ne accettarono la definizione, () basandost
sppra 'errones asserziong ¢he il piano per tre punti delia guperficie tenda,
J'avvicinarsi indefinito di 2 punti al terzo, ed in qualungue mado gquest
punti si avvieinine, al plano tangente alla superficie guestultimo, credevano
poter dimostrare che il limite della superiicie poliedrica era indipendente
dalla legee secondo cni la superticie poliedrica & formata e secontio cul texn-
dono a zero le sue faccie.

Senonché Sthwarz (B e Peano (M) dimosirarono ¢on un gsempio, che gqul
riprodurremo. come un tal limite dipenda invece dal modo con eni si fanno
tendere a zero le faccie della superficie poliedriea.

Qi consideri un cilindyo circolare riferito ad uwn sistema cartesiane orto-
sonale di assi, in guisa che I'asse del eilindro coincida coll'asse z Se » & Il
raggio del eilindro, le sue eguazioni parametriche sono

T = )y OS5 U y i a1 1 ) O s ==

od w varieri da 0 a 2x: ¢ da O ad A, considerando la porzione di cilindro

compreso {ra i piani z=0e z=2.
Imaginiamo i 2r 4 1 circeli sezion del cilindro con altretfanti piam

hi‘; - 8 - L] - L & i # . 1

g=5 (¢=0, 1,....2m € sopra i eircoh il eni nnmero d'ordine & pari, cioe
= - - - - lk-h & a »

sopra quelli che corrispondone ai Planl z==—= (5= 0, 1,...,n) si segnmo

. : ‘ . - g 2re
gli m punti che corrispondono ai valori dl w= ——II"= 0,1 ..., m—1) ¢
n

sopra gli altri ecireoli si segnimo gli on punti che corrispondono mi valori
TR e L S T X
Tht

Ogni punto di ciaseun circolo 8! congiunga colla coppia di punti posti sul
cirenlo seguente e ad esso punto pin prossimi e 5l umiscano Ancora insieme
guesti due punti.

Si viene in questo mode ad inserivere pel eilindro una snperficie polie-
drica @i 4mn faccie triangolari isoscell ugualy, oguuna delle guali hu due
vertiei su uno stesso cerchio, ed ha Tarea

ooy — 1)

= 4/ T h®
ygen — p dr¥sent 50— A4~ 57—
T 21 49

Epperd l'area totale della superficie poliedrica sara

4
) 4+ h*

L' impiccolimento indefinito delle frccie si ottiene facendo crescere inile-

Te

' z
i e
B (m, 2)=2m) sen — Vr*n’ (E Sen
1 2

. i noo. ;
finitamente m ed u; ora se i1 rapporio — Sl mantiene vguale ad un -
m N

mero k. cioé si ha # = mk si hagmanitestamente
lim & (m, n)=2nrh

m—a8

che & la nofa area del eilindro.

() Per vitsrne gqualeuno: Dinl @ Duhiamel.

(1) Sepwarz, Sy wne déflnition erronde dd Laire d'wie gurfaes coxrbe, Gesammelte Ablinndinngen.
Berltin. 18ul.

(") Pramo, Lezioni oi Calcolo dell'anno 1955, litpgrafnte, Vedi ancera il Formulaire dzile stesso.
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- & ™ B ¥ I-ri 4
Se invece m ed n si fanno cvrescere in guisa che sin — =k e
i

lim B{m, n)= 25r V12 4+ 0%

TH —

che pud assumere qualungue valore al variare di k-
)]

L

Infine se m ed zm crescono in guisa che =k, con A>Z s1 ha eviden-

temente
lim g (m2, n' =,

m=-=
E facile pol vedere quele sia nei vari casi la posizione limite del piano
della faccia gemerica, al sno impicecolire indefinito.
11 coseno dell'angolo £ formato dalla normeale ad una faccia colla normale
&l cilindro in un vertice della faceia stessa @

yin
h cos —
m
003 § = .
- . n 4 i
rin (E S€ - -
2m
Ora se n—Jkm
ImeosE=1 onde Im =10
m—=
g€ n = km*
— < h
Iim eos £ — <=,
in— = FJ"EF{:;* + hd

onde
lim € 2= 0 e dipendente da &;

e se infine % = kmt con A ™>2

lmecos =1 onde hm§=— —.
= . 2

Con ¢id si vede che solo nel csso che Pimpiceolimento deile faccie av-
venga in modo che sia »=Am il piano delle faceie stesse tende al piano tan-
gente al cilindro; negli altri casi tende & posizioni diverse, anzi nellultimo
caso alla posizione di un piano per la normale alla superficie.

(Jneste osservazioni di Schwarz e di Peano determinarvonoe due indirizzi
diversi mel porre la definizione di area: o abbandonare, senz'altro, le super-
deie poliedriche inseritte, oppure conservarle, aggitingzendo qualehe condizione
restrittiva all’impiccolire delle faceie, in gmisa da assicnrave che il limite
delle superficie poliedriche, se esisie, & indipendente, tranne che per le poste
condizioni, dalis legge di formazione delle superficie poliedriche stesse.

I1 voler mantenere la considerazione delle superkicie inscritte era suggerito
dall'analogia colla definizione di lunghezza di un arco di eurve. analogin che
doveva, perd, sacrificare uno dei caratterl pitt desiderabilt in una definizione:
I non introdnzione di elementi estrane: ali'ente da detinirsi, quali, in sostanza.
vengono ad essere le restrizioni che si debbono porre.

oy Prinig di passare in rassegna le nuove definizioni date in seguito alle
considerazioni di Peano e di Schwarz, facciamo ancora gqualche osservazione
sopra definizioni precedenti.

Duhamel(') da ana definizione analoga a quelln del Serref, e crede di

(1) Deuaxer, Etéments de Calenl infinitdsimal, Parvis, 1853, vol, 1.
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poter dimestrare che il limite dell’area di una qualunque superiieie polie-
drics inscritta & indipendente dalla legge di formazione delle faccie e della
foro ten@enza & zevo, supponendo che le faccie tendano a divenire imfinita-
mente piecole in tutti i sensi. Egli poi dice che nella ricerca di guesto limite
si pubd sostitnire alla superficie inseritta nna superficie poliedrica circoscritia
ottenuta nel modo seguente. Divisa la superficie in gunadrilateri enrvilinel w,
mediante dne serie di piani paralleli ad una direzioue, secondo la guale ognl
rette ineoutra ls superficie in nn sol pnnto, si mandi per uu punto gualunque
di w, 1l piano tangente e su di essp si consideri quelln parie y, intercetia
dai 4 punti che deteterminane w.: 1'insieme dei quadrilater: piaui v, ¢ la su-
perficie circoscritta (discontinua . il limite della quale, all'impiceolive mdefi-
nito dei v,, ecoincide — dice Duhamel — con guello dell’area di una qualungue
superficie poliedrica iuseritta.

E queste asserzione che & inesatta, giacché mentre si pno provare che il
limite detl'area delln superficie circoseritta, se esiste, ¢ indipendenie dalla
legge di decrescenza delle faccie, altrettanto. vome gia sapplame, non puo
dirsi dell'area delln superficie msentta. E da notarsi perd che, guantungue
errata. quest’osservazione contiene l'essenza della definizione data pin tardi
cla Fiermte.

Lo Stwrm () ehiama area di una superficie cwrva il limite dell’avea di
una superficie poliedrica compostn di faccie piane che, impiecolendo fntie in-
definitamente, tendano a divenire .tangenti alla superficie considerata, suppo-
neudo d'altra parte, che il contorno della siperficie poliedrica tenda &) con-
torno della superficie enrva.

Ta defnizione di Surm — il quale forse aveva intravvisto che il piano
per tre puntl di una superficie non fende necessariamente al pisno tangenie,
all'svvicinars indefinite dei tre punti — non presenta manifestamente il di-
fetto delle precedenti. Soddisfacendo la superficie poliedrica alla posta con-
diziouve, il limite della sua area ¢ indipendente da ogni legge i impiceoli-
mento delle faceie che non contraddicn alla stessa condizione. Tuttavia se non
si diumo esplicitamente dei eriteri per riconoscere quando & clie una super-
ficie poliedrica inscritla & tale che le sue faccie, impiccolendo, tendono a di-
venire tangenti, Ia delinizione nou si presta alla determinazione efiettiva
flell’area.

6. Harnack, (5 nella sua traduzione del Caleolo del Serred, impoue la con-
dizione che ghi angoli di ciascuna faccia trisngolare della superficie poliedrica
non fendano né & zero né a = Con c¢id si ottiene che il piano di ciascuna
faccia tende al piano tangente: ma Peano (%) osserva che guesta definizione,
ciot la solita di Serrel collaggiunta della detta condizione, non risulta soddi-
sfacente. in quantoché, se si suppone che unn superficie sia lale che dn cia-
setna retta paralleln ad una divezione fissa venga incontrata in wn sol punto,
non risnlta come consecuenza che ogni superficie poliedrica inseritta non
possa essere incomtrata da una pavallela a guella direzione in pin d'un punto.
Si osservi poi, che il caleolo dell’ares (i tna superficie elie da ciascuna pa-
rallela all'asse z, & incontrata in un sol punto. =i fonda sul fatto che le faccie

1) Brony, Cowrs d'Anulyxe de I Ecole polythecnigue. Paris, 1857, vol. 1.

t2) Harsars, Lekrbueh ey Differentivl-und dntegralvechnny, Yol. 11, 1885,

(3) Peaso, Sulla definiziong detinven di wae saperficie. - Rendiconti della 1. Avcademia deéi
Lineej - 1800 ,



4() PERIODICO DI MATEMATICA.

triangelari della superficie poliedriea vengono proiettate, parallalamente al-
Passe ¢, in tanti friangoli che compongono, senza Sovrapporsi, Un poligono
avente per limite la porzione di piano limitata dalla prolezione del contorno
della superficie.

I, allora manifesto che essendo infirmata 'esattezza di questo asserzone,
la definizione dianzi accennata mom pud essere accettabile.

Una definizione che conserva essa pure la considerazione delle superhicie
poliedriche inscritte & guella proposta dal Maggs, (7) definizione che, com’e in
esse esplicitamente detto, non vale che per una classe determinata di superiicie.
Ricercando wna condizione sufficiente perché collo svanire del raggio di un
carchio capace di contenere le singole faccie di nna superficie poliedrica L=
seritte in noa superficie enrva, svanisca uniformemente P'angolo formato dalla
perpendicolare al piano colla normale alla superticie in un puntoe gualungue
del pezzo di superficie sottesa alla faccia, Maggi mostra che se la superbcie
& dotata in ogni punto di normale variabile da punto a punto con confinuita, &
possibile iscrivere sempre una successione infinita di superfici poliedriche,
corrispondenti a due successioni correlative di angoli e di cereln, ambedue
infinitatnente decrescenti: in tal modo che, purché le faccie di una superficie
poliedrica capiscano in uu cerchio l'angolo formato dalla perpendicolare al
piano delle singole faccie colla normale allg superficie in un punio qualsivos
glia del seguente sotteso, riesca minore dell'angolo relativo.

Da cié risulta giustificata la seguente definizione: Area di una superficie
eurva dotata in ogni punto @i normale, variabile da punto a punto con con-
tinuith, & il limite dell’area di una superficic poliedrica inseritta, collo svanire
del raggio di un cerchio capace di contenere le singole faccie, softo la con-
dizione che, insieme con gueste raggio svanisca tmiformemente I'angolo for-
mato dalla perpendicolare al piano di ogni faccin colla normale alla super-
ficie in wn punto gualsivoglia del segmentioc sotieso.

Muagygi trova una condizione cui devono soddisfare le faccie, sondizione
che equivale ad imporre che esse siano iofinitesime dello stesso ordine col
quadrato del raggio del cerchio capace di contenerle, e (mnadi anche col lore
lato maggiore. Ma perehé cid sia, bisogna che i lati 8iano tutti infinitesimi
delio stesso ordine e guindi ehe gli angoli non tendano né a 0 né a =, che
e la condizione nnposta da Hearnack.

7. Ed ora veniamo alle definizioni che non partono dalia considerazione
di superficie inscritte. cominciando da quells di Hermite. (%)

S data una superficie z =7 () & di essa se nie consider: una porzione U
tale che ogni ordinata sia incontrata in un sol punto, ed abbia in ogni punto
wie plane laongenle non perpeadicolare al plano 2= 0. 8ia C in proiezione th T
nel piano xy, si divida C in parti arbitrare . &, prendendo le linee ehe le
determinagno per direttrici, si mandino delle superfici cilindriche colle genera-
trici parallele allasse z. La superficie verrd divise in parti o.: si mandi pol
per un punto arbitrarin di ciasenna a, il plano tangente e se ne considen la
porzione 1, che & limifata della superficie cilindrica che determina Ia o,
stessa.

Si & in tal modo cireoscritta alla porzione I di superficie considerata una
superficie T discontinua composta di pezzi pian: T.

(" Maout, Sull'area delle superficie curve, ® Rendiconti delln K. Acendemin dei Lincei = 1896 ..
12} HERMTTE, Couwis professd & la Fuenltd de Sciencrs, Paxis, |BET,
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1l limite, se esiste, deli"area di T all'impiceolire indefinito delle parti w,
(in guisa da tendere a zero la massima corda) & I'area del pezzo I di su-
perticie.

La definizione di Hermyite fu adoftata da tutti i trattatisti contempo-
ranei: (1) tuttavia Maggi e Peano 0S8ervano che in questa definizione gntrando
esplicitamente la direzione degli assi, si introduce un elemento estraneo alla
superficie, cid che sarebbe bene gvitare.

Cip & perfettamenle ginsto, quantungue si possa fosto dimostrare come
i1 Jimite delle avee analoghe a T sia lo stesso qualunque sia la direzione degli
essi coordinati, Del resto, come gih ahblamo OSServaio, di gualche elemento
estraneo non pud fare a Meno weanche la definizione proposta dallo stesso
Magyy.

E da osservare che i Matematiei ricordati da principio consideravauo,
in sostanzs, anch’essi l'area della superficie come il limite dell’area delle su-
perficie circoseritte: cosicehé, si pud dire, la delimzione di HHermite & una Tra-
duzione rigorosamente emunciata dei concetti di guell.

Jordan® non riproduce la definizione di Hermite. ma considerando sola-
mente superficie a piano tangente variabile da punto a punio con continuita,
postila una propriefd per zli elementi infiniresimi di superficie. Questo po-
stulato equivale ad una dehinizione; anzi, si pud dive, & un surrogato della
definizione di Hermite per le superfici da lw considerate, '

Qi abbia infatti una superficie ie cui eguaziont parametriche siamo

*= g1\ T y == % (W, T} 2 =gty T)

ove le 5., 2. ps ammeifano, In un campo E di valori per @. v, derivate por-
ziali continue che simnltaneamente non annullino 1 tre Jacobian!

_ Dgs d¥z O O s
I T 1 D dr

Dga D51 OF OPs
B YT TS PYTR I

Ng1 e 0% D7
B TV I T D De

A

g di pint siane tali da non assumere per coppie diverse di valori #.7 uguali
terne di valori per r. ¥, 2

Se x, y, z ¢ un punto della superiicie corrispondente alla coppia di va-
lori %, » dei parametri, X, Y, Z un altro punto eorrispondente a w4+ du,
p 4 dv, & se ad ogni punto X, Y. Z si associa il punto

) )
EZ.I‘—I—ﬂrhr —l—'-—ﬂdar
Ot e
o O 0Fa
9| == y.—}— 5 el 11 e S0 g
Ly 0Pz g
b=z 73, ey Y i,

si vede [acilnente che mentre w, ¢ prendone tuttl i valori confenutl tn un

(1) Per vitne gualenno: Pieard, Paveal, I Areais. Cesare, Yivauti ece.
() Jorvas, 1. ¢, vel, I, phx. 146 @ BBER.

- -
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quadrato infinitesimo (), , il punto X, Y, Z deserive sulla superficie un qua-
drilatero Sy ed il panto . %, § an quadrilatero piano Ty di misura

Qe VAL + B+ GF,

essendo A, By, (& i valor di A, B U in un vertice di (D .

Perché Qq & infinitesimo e per la continuiti delie ¢, ogni punto X, Y, Z
resta infinitamente vicino a g %: & di guisu che infinitamente vinini SAraNno
Pelemento d3 superficie Sy ed il quadiilatero pinno Ty: si & pertavto condotii
afl ammettere ehe Vares Sy sin diversa da T, per iudinitesimi di ordine sni-
periore.

Allora alla somma delle Sy 81 pud sostituire il limite deiln somma dei Ty
per tuttii Q¢ i eni si divide il campo F; e qoesto limite sard 'avea della por-
zione di superficie che si ottzene facendo percorvere ad w, » tutte il campo L.

Nelle ipotesi poste da Jordan il limite della somma dei Ty esiste certa.
nente e poiché I'insieme dei T\ forma la superficie discontinua T sonsiderata
da Hermile, si vede chiaramente che la definizione di ares data da J or el
non & cha quells di Hermite applicata alle superficie a plane tangente vayria
bile da punto » punto con continuita,

5. Una definizione che fa meno i ogni elemento estranen alla Si1par-
feie & quella proposta da Peano. (1)

Se & data una superficie, si stomponga in parfi e dopo averle trasportate
eomungue nello spazio, si proiettinp queste ortogonalmente su d'uno stesse
p1ano. La somma delle aree dj queste proiezioni sara nn'area piana, la quale
varia col variare del modo dj divisione della superficie in parti o col variare
del modo con eni s dispongono queste parti, I1 limite superiore dei valori
di quest’area piana si dice area delln superficie data.

A questa definizione Peano ha dato, nella memoria gia citata, un’altra
{orma, mediante I’ introduzicne dei bivettors.

Chiamata bivettore una linea plana chiusa, quando si consideri oltre al
larea da essa limitata (grandezza de! bivettore) anche ]a gincitura del piano
a cui essa appartiene, si pue dimostrare che, data una linea clitsa non piana 7,
si pud sewpre determinare un bivettore I, in guisa che proiettando su un
Plano arbitrario 7 e 7 secondo una tirezione arlitrarin, le aree limitate dalle
loro proiezieni risultino sepre ugnali,

Si pud allora chiamaye Livettore ognl linea chinsa plana o no: per grau-
Hezza ¢ gipcitura di un bivettore non pieno I, si intende la Erandezza e gia-
cifnra del bivettore pieno equipollente /",

Divisa 1una siperficie in parti, si diranno bivettori delle parti stesse i
bivettori formati dai lore contorui: allora la definizione data diangi 51 pud
enuneinre: « Avea di nna porzione di superficie 2 il Limijte superiore della
somma delle grandezze dei bivettori delle sue partis.

?. Le definizioni date fin qui per l'area di una superficie hanno tnite np
carailere comune che & ben fasile rilevare.

La determinazione dell’arvea di nnr qualunque figira piana rettilipea e
possibile mercé Ia leorin dell'equivalenza dei poligoni, che trae origine dal
concetto semplice i congruenza: la teoria dell’equivalenza associata al con-
cetlo di limite vende possibile 1o misura deil’srea di tna qualungue fisura
prne. potendos: consilerare tome ii limite dellavea di Higure poligonali.

(1) Praxo, “Applicuztont geometriche el Caleole infinitesimale. 1887,
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Venendo n considerare superficie non piane, non si pnd pensare ad nna
teoria dell’equivalenza nnaloga a quella per le figure piane, perch® nom esi-
stono, in generale, sulle superficie curve paréi congruenti.

bd ecco tutte le definizioni che abbiamo riportrte ispirate al concetto di
copsiderare l'avea di una superficie enrva come il limite delle aree di super-
ficie piane.

Ma recentemente & stata date dal Moekowshi (Y vua definizione che astrae
completamente dai coucetti precedenti. sibbenv dipende dal concerto pin semn-
plice di volume.

Sin F una superficie; in cinscun punro di essn come ecntro si pensi co-
struita upa sfera di raggio ), Tutti i punti dello spazio interni alle sfere o
sulle loro superficie costitniscone il luogo dei panti che hanno dalla F una
distanza minore od nguale ad r. Sia V" il volume di guesto camypos il limite,
E_}l“:_i} il tendere a zero di r, & 'mrea deila superficie F.

st esiste, di

Si pud notare che Pidea ispiratrice della definizione di Minkoirski si trova
gih in una nota pubblieata da Borchardf ne! 1854 (*) In essu proponendosi di
calcolare l'area di wnn swperficie chiusa F mediante nn integrale triplo esteso
a tutts gh elements del volume racchiuso dalla superficie F. osserva che 'area
b mna superiicie pud essere considerata come il limite verso euni fende il
rapporto di enl i nvumeratore & 1l volume compreso ire la snperficie ed nna
superficie parallels, ed il desominatore la distanza delle due superfici,

Molto opportunamente Minkowski evita la considerazione di superficie pa-
raliele per non dover ammettere per le supertiei di eui si vuol definire 'area,
lesistenzo della normale determinata in tutti i svol punti

Questa delinizioue, che asseconda il coneetto intuitivo che si ha di super-
ficie come lnmina di spessore evanescente. appare perfettamente rigorosa: ma
se in nne definizions di area «i deve tener anche conto della possibilita del-
Peffettiva sua valufazioue seguendo. naturalmente. i concettl ennmoeiati nefla
definizione stessa, questa di Minkoweshi appare quella che a cié meno si
presta. (%)

Fiuirro Sipiraxt
{ Bulognal.

) Mingowssa, Cebar die Begriffe Liinge, OUbgrfiiiche pnd Poluvisn, Jahiresbericht der Dentschen
Matemstiker Vereinizung,

%) Boreuanor, Werke, wng #7,

{91 Minkowski dx ung debnizicne anuloga per Te lupghezze di nna linea. Sin O una corya piana
0 slorin & In ognl pante di essa eome cenkro si rostrmisen una siers i rnzgio r. Linsiame del
punti interni akle sfere o sulle loro superficie rvostituisce 11 loogo der panti che hanno dalla lioea
una distanza mimore od ugnale ad v Sia Ve il volume di gueste compos il limita, se esisle, di

N}

—= al lendere o zevo di », & In Jungliezza della linea .
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CORRISPONDENZA

5. Stefano Magra, agosto 1905
Caro Lazzeri,

Nella terza edizione dell'Algebra elsmentare, che Ella ba certamente ricevuta,
mi & sfuggita un'inesattezza in un punto abbastanza importanie.

Vi ha richiamate sopra 1a mia attenzione, il mio amico prof. Grandi.

1. A pag. 287 & detto che se la snecessiono

Ey, Ea, =~ R []]

¢ cosfantemente decrescente. le sucecessioui

a. =, M,.. ] (2)
b, b2, By,...J
dei valori appressimati per difetta i primi, per ecceszo i seecondi m meno rispet-
tivamente di
B, Bgqcae
resultano crescente 1'nnn, deerescenie 1'alirs.

In formsa cosi generale, cib pon & esatlo; per es. «; che & approssimato a
meno di = pub bene esserlo anche a meno di e, & allora polrebbe a; non essers
maggiore di ay .

Ma & facile vedere che in seno alle suecessioni

M, @3,...] (2)
b, b,... |
esistono sempre due successioni rispettivamente vrescente 'una. decrescents 1'altra.

31 fissi per es. nella prima delle (2) un termine gualeiasi a,: vi puo essera
golo un namero finity di termini, i quali siane miner o nguali ad a., gincché se
ve ne fossero infinitl a,,, 0. ,... questi, per dafo, sarebbero approssimaii ad o
per meno di g, es,. . rispettivamente, e cos) n, lo sarebbe pare a meno di cia-
semno di questi =, &.,,.., 1 quaii CONVETZONo & Zero: mMa a,. & UN NUMero pre-
fissato; dovrebbe dunque essere a: =&, il che non & se 2 & irrazionale.

Cio premesso, fra 1 lermini successivi ad my neila prima delle {2), si trova
sicuramente un termins Ay > ay: tre gquelll successivi ad @, similmente si trova,
dopo un numero finito d; termint, uano ay >> a, @ c¢osl indefinitamente: con che
rimane provata la esistenza di una snceessione )

. . iy 5 ﬂl" ﬂ“g.--
che si pud estrarre dalla

{ty , O s 0B 340
e che & costantemente e¢rescente,
Apalogamenfe dalla
bl- bx. bh §oeoe e

81 pud estrarre una suecessione

?i'l [ b; ¥ !H § STe &
costantemente deerescente,

"
b
e
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Queste duoe
ﬂl [ HP i ﬂq § i il

bl: b'l;r bd;r..

seno le sueccessioni convergentli ad a, seconde le condizioni dette a pag. 288,

2. Be in posio dei numeri
gy, B3,...
gi prendono ad esempio i mumeri
E! -& El i E? T

allora le successioni approssimate
L, ¢y ...

bs , b ...
formate secondo 1l modo deito sl n. 102, diventano le altre
af{n—1le, a+(p—1)is a+tlg—1)ie,... |
a - ne, a-+pis, a4 91 &... J

e queste sono, ln prima costantemente crescemte o almeno mon deerescente, in
quanto che possomo esservi sucecessivi fermini eguali: la seconda costantements

(3)

decrescente, o almenov non crescente.

Se &« & irrazionale, i terminische possono resultare eguali tra loro, sono sempre
splo in numero finite: se invece w & razionale, netle succession! cosiruite nel modo
ora delto, potvanno presentarsi infiniti termim eguali fra love e cost eguall ad =
medesimo,

Se alle socuessioni soddisfacenti & quesie condizioni si estende pure Ia deno-
minazione di successioni convergenti, e nella teoria delle operazioni smi numeri
irtazionali si fa wso di siffatle coppie di successioni, allora basfera soslituire
(vedi pag. 282 e segnenti) le parcle non minere alla parola maggiore e le parole
nen smaggiore alla parola sminore nelle osservazioni relative al canso che o« o &
siano razionali.

In un mio opuscolo sui limiti e swi numeri irvazionali, pubblicato mel 1877,
é indicato un meodo semplice di cosiruire successioni convergenti alla radice qua-
dratn, cubiea, ece., di un numero che non & quadrato, caboe, ecc., rispettivamente
di un numerv razionale. ,

Se Elia crede di imservire nel pressimo numero del * Periodico , 'osservazione
qui esposta, mi fard cosa gradila.

- ¥ - - L - - . - L] L] L] - L] - L] L] L] L] ® L] L] L L] L1 L L]

ARZELA.

QUISTIONI PROPOSTE

db

699. Sia M nun punto variabile sopra un’ ellisse di fuochi F ed I,
Il eircolo di centro M e tangente all'asse maggiore incontra le
rette MI" ¢ MF' in gnatiro punti.

Trovare l'area della curva luogo di questi quattro punti.

700. Da un punto P del piano di una parabola si eondueano le
tre normali, di cui 1 piedi siano A, B, (. Le tangenti in A, B, C
g inecontrino nel puntz A,, B;, (.
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Dimostrare che: _

1°. La retta congiangente P coli’ortocentro del triangolo A, B, C,
¢ parallela alla conginngente I'ortocentro del triangelo A B C ecol
circuncentro del triangolo A, B, (. _

2° T tre punti A;, By, C; sono sitnati sopra un’iperbole equilatera
avente per assintoti 1'asse e la fangenie nel verfice della parabola
data. Questa iperbole non cambia, se P si sposta sopra una retta
parallela allasse della parabola.

701. Sia M un punto variabile sopra un’ ellisse della quale F, F
sono i fuoehi. A, A' gli estremi dell’asse maggiore. Dimostrave che le
biseltriei degli angoli MFT', MF A" incontrano MA sulle due diret-
friei vispettivamente. _ _

702, Se M & un punto d'un’ellisse, della quale ¥, ' sono 1 fuochi,
3 & il simmetrico di M rispetto all'asse minore, Iy ', sono 1 secondi
punti d'ineonltro dell’ellisse colle rette MF, MF’, dimostrare che la
reita F\I', e la tangente di M’ s'incontrano sull'asse maggiore.

I.-N. BARISIEN.

703.(") Sopra una retta » sono dati due punti fissi A;, As ed un
punto mobile M. Costruiti 1 civeolt ¢. ¢; di diametri A,M, MA, avent:
per centrl 1 puntz Uy, Cs, s1 domanda:

1° 11 luozo dei punii d'incontre delle tangenti condotii da A, a
con le fangenti eendotie da A. a ¢ _

2° il lnoge dei punti d'incontro delle tangenti condotte da U; a cq
colle tangenti condotte da C: a o;:

3° 1] lnogo dei punti d’incontro delle tangenti condotte da A, al
eircolo di centro As e raggio A.M colle tangenti condofte da A. al
cireole di ecentro A; e raggio AM.

1 faccia nno studio di goeste curve. Fomagaryr.
BIBLIOGRAFIA
Lixpenisr. — Le Culeul des résidus of ses applications a la théorie des

funetions. (Collection de monografies sur la théorie des functions
Fubhée sns la direction de M. Emile Borel). Paris, Gauthier-Vil-
ars, 1905, VII — 144 pages,

Queslo volume del sig. Lindelif professore all’ Universita di Helsingfors & il nono
della eollezione di monografie sulla teoria delle funzioni, felicemente iniziata dal
Borel nel 1905 e continuata dal Borel stesso, dal Lebesgue, dal Baire e da aliri.

E noto che se o =@a & un punto singolare di una funzione vhrighile complessa
olomorfa in un campo connesso C, Cauchy, al gquale si devono i primi e classiei

stadi sulla funziome di variabili complesse, chiamd residuo della funzione Hx) vela- |

treo ol punto singolare x = a |'espressione

2 5 [ fiz)dz

Vi

essendv L un contorno chiuse semplice internc a C e inviluppante il punio a.

(1) Ripetiamo qnesta quigtione publlientn rol numere 682 nel fase, IV, anno X1X, della yunle
non tf sono pervermte risoluzioni soddisincenti.
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“ | progressi (cust scrive 'A. nella prefazione) realizzati da alcuni anni neila
‘ toorin delle funzivni analiliche hanno faito risaltare guonto sirne sempre {econdi
¢ od efficiei i metodi ingegnosi cveati du Canchy, fra i quali conviene citare In
“ primo luvgo il ealeole dei residua. Non & dungue senza interesse di ternare ora
“ gu gnestu enleolo classico o di studiare sistemuticnmente n parie che ha unella
“ teorin delle funzionml proprismente detie, T ¢io che abbiamp tentato di fare in
“ questo piceulo libre, allo seopo di Jaecilitare in una certn misura |'accesso alle
“ parii moderne dell’analisi ..

11 libre st compune di eingue capilolt cioé:

T. — Pringipi e teoremi fondamentali,

1. — Applicazioni diverss del colenlo dei residni. — Funzioni simmetriche delle
caulici "' equnzivne — Sviluppo di fuuzioni implicite — Alcune applicazion
alle funzioni meromorfe — Caleolo di aleuni integrih definili.

111, — Formale sommaiarie tratte dal caleolo dei residnt.

1V. — Le funzioni ¥z, “fx;, Gis, w).

V. — dpplicazione ol profungamento anwlitivo ¢ allo studio aspintotico delle frn-

zioni definite da uno seiluppo i Taylor.

CASTELNTOVO. — Leziont di geometria analitica e protetiiva. N olume 11,
Roma. Societa editrice Dante Alighier:, 1005

Nel fuscicolo 111, Anuo XIX di qoesto Periodico & siato rvesn conte del I vo-
lume del corse di geometriz analitica e proteitiva del prof. Castelnnorvo, corso che
viene ora condetta i compimento con guesly 11 volume, tesie pubblieatoe,

11 1% volume era diviso in tre parti rispettivamente destivate allo stndio delle
forme di prima specie, delle forime di zeconda specis, 8 delle comiche. 1i 2° volume
& diviso in due parti delle quali eceo il somnanio:

Pawry 1V. — Geometrie aunalitien deflo spazio.

1. Relazioni di posizione tra punti, retie, piani — II. Distanze, sngoll. aree, vo-
lumi — 111 Trasformazione delle: coordinate. Coordinate omogenee di pumti e
piani. Coordinate proietiive — 1V. Rappresentazione aualitica delle superficie e
delle linee nello spazio — Proiettiviih fra due spazi.

Panre V. — Superficie di second’ordine.

1. Tolariti definita dalla superficie — I1. Rette di wna quadrica. Generazione

delle quadriche. Fasel @ schiere di gnadriche — 111 Proprieth diamelrali — IV, Kqua-
zioni vidotle delie guadriche — V. Sezioni cireolar. Quadriche composte.
i superfluo il dire che in questo secondo volume e mantenato i1 metodo adot-
tnio nel primo, cioe le considerazioni algebriche e gegmeiriche sono armonicamente
fuse fra Joro ed adoperate & vieenda ora I'nne ora Paltre, secondo che queste o
guelle meglio si prestano allo stndio dells singole quistioni. In abbondanti eser-
elzi messi alla fine dei vari eapitoli, somo molie leorie accessorie notevolt.

Insomma il 2 volume ha gli stessi pregi del 1°, e tutii e due costituiscono

un’opera degna della fama dell'illusive autove.

Tuonsos. — Llettricita e materin. Traduzione con aggiunte di . Fag.

Manuali Hoepli, 1905.

Quest'aureo librelto raccoglie un coran di lezioni che J. J. Themegon, uno dei
maggiori scienziati inglesi fece n@l maggio 1905 alla Yale University nella citia
di New Haven per conto della fondazione Silliman.

Questa fondazione costituita da un capitale di ottantamila dollavi, donnte al-
PYale Colleze dai figli della sig® Hapsa Fly Silliman, ha per iscopo di stabilire
un eorso annuale di lezioni in memoria della predetta signors, " destinate ad
“ jllnstrare la presenza, sapienza e bonti di Dio, quali si manifestano nel mondo
¢ morale ,. Ogni corso annuale deve raccogliersi in volume, dr formare parts
d'unn sevie in memorin della sig.™ Silliman.
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* Com'era credenza del iestature. vgni esposizione ordinata dei fatti delln
" natura o della storia avrebbe ecoutribuito allo seopo di questa foudazione eom
“ pin effiencia di qualsiasi tentalivo di esaltare i precetti delln religione & della
" fede; e stabill, per conseguenza, che dovessero venir escluse dal fine della fon-
“ dazione stessa lezionmi i teologin dogmalica o eritien, e che ghi argomenti
* dovessern seepbiersi, piattosto, nel eampo delle -scienze natorali e dslla storin,
" dando, in particolare, la preferenza all’astronowsia, alla chimiea, alla geologin ed
" all’anatomia ..

In base & quesli conceiti che dauno alla fondaziene Silliman un carptlers
eminenlemente utile e pratico, & stato mollo opportanamente scelto come corso
maugurale gquesto dell’ Hlostre Thomson. In esso & lrattata particolarmente in-
fluenza dei recemti progressi delln scieuza elettrien sulle teorie rignardanti la
costituzione della materin & delln maturn dell’slettricita: due questionl connesse
probabilmente in modo ianto intimo che lu solnzione del’una ninleck quella dei-
Faltra. Un aspetto caratteristico — come dice il Thomson — delle recenti indagini
eletiriche, qunli lo stadio e la scoperis dei xagul catodici, dei raggi di Hintgen
e deile sostanze vadioattive, & la condizione affatto speciaie in cwl esse hanno
posto il legame fra miateria ed elettricita. Un esame dell’ influenza dsl recents
lavorio sull’ anzidetta covrelazione parve all'Aulore dovesse rinscire vpporiune,
specialmente perehé il discutere in propusito sugperiaee una moltitudine di pro-
blemi — splendido argomento per ulteriori mveskigazioni.

Il libro & in sei eapitoli, 11 prime & dediealo allo studio del campo elstirico,
con pariicelare riguardo salle linee di forza del sommo Faraday. Nel secondo si
tratia delln massa elettvion e si introduce il nuove concetlo di massa d’ etere
coinvolta. Nel terzo degli effetti dovuti all’accelerazione dei tubi di Faraday. con
speciale riguardo ai raggi di Rintgen e alle onde luminose. Il yuarto rigunsrda
Iimportantissima teorin delia struttura atomica dell”elettriciia, corroburata da
pumerose indagini odierne. 1l quinto ha per titolo la costituzione dell’ atomo: e
sl discute ) origine & 1’ evoluzione degli elementi chimiei. 1l seslo, in fine, & un
guctwso riassonto dei fenomeni di radioattivith, con seuto esmmme ervitico della
teoria dei medesimi, in raffronto con quella corpuscolare della materia e dell’elet-
tricita, concepita dall’Autore ,

Ogni argomento & esposto in forma piana, spoglia del tecnicismo proprio delle
Memorie aceademiche, in guisa che put essere compreso da qualsiasi persona di
media oultura, K il dott. Fub, in vista dell"miportanza dell’nygomento e del modo
con eul & iraktato, reputd ulile — come osserva vella sun prefuzione — divulgare
cotesiu libre, porgendolo anchie in vesle italinns. 11 Fak non si @ limitato allp
semplice traduzione: seguendo eon eura i progressi della scienza, hu corredato il
libro di varie agginnte, particolarmente intorno ai fennmeni di randionttivita, 1
finalk sono in via di rapida eveluzione. Egli bha registrato e recenli pubblicazioni
4pparse in argomenin perfino durante Ia stampa e — eon piusta misura — ha
notato importanti Javort compintisi anehe in Italiz, ponendo in appendice gquanto
hWon polé trovar luogoe nel testo, Vi si trovera, ad esempio, na noteyole eomn-
nieurions del Nasini sopra indagini aneorn inedite, chie 1'illostie Chimigo ha in
€orso, riguardanti Is radioattivita delle sorgenti e dei minerali italiani. Dal Tra-
dutlore furono pure mggiunti um sommario dei capitoli ed un indiee alfabstico.

Riassumendo: & un libro di piceola mole, ma grande per density di pensiero:
& pud affermarsi con sicurezza ehs il prof. Fae ba fatto molto bene a tradurls e
'Hoepli hin fulto bene & puhblicarlo con la solita cura ed eleganza,

K.

Growio Lazzert — Direttore-responsabile

Finito di stampare 1l 18 settembre 1905




Fondamenti per la geometria delln-edro
in uno spazio lineare con n—1 dimensioni

§ 1. — Teoremi fondamentali.

Dati in uno spazio lineave S;_; n pu ntiA,, A, As,... A, indipendenti,
tali cioé che & qualungue di essi (2<<h<<n) non appartenzono a un Si_q,

diremo n-edvo la figura costitnita da essi, dai segmenti A; A in nu-

o |78 . - . . . I .
mero di (,ﬂ,), dal triangolr A; Ax A, In numero di (3 ), ece. che si

divanno gh elementi dell’n-edro. AlVelemento individuato da & -1 fra
1 punti &ati daremo il nome di faccia a k dimensioni quando k sia
compreso fra 2 e n—2 (i limiti inclusy) e quello di faecia, senza ag-
giungere altro, all'elemento costituito da n —1 punti: diremo spigolo
I'elemento costitnito da due soli punii. Due elementi individuati uno
da k1 vertiei, I'altro dai rimanenti n—4—1 1i diremo opposti :
indicheremo costantemente con ay la misura della faccin opposta al
vertice A;. Due facce o, e ax hanno in comune una faceia a n—3
dimensioni che indicheremo o con la notazione aw 0 mediante i ver-
tiei da eui essa & individuata, come meglio ci torneri opportuno.
Gl S, di esse faces hanno in compne un S._; che diremo costole
del diedro da esse compreso: indicheremo con (away) 1a misura del-
I'angolo rettilineo che si ottiene tagliando il detto diedro con un S
normale all'S,_: costola.

A fondamento delle nostre ricerche porremo il

Teorema 1. — Una faccia di un n-edro ¢ uwguale alla somma dei
prodotti delle altre n— 1 per i coseni degli angoli che esse formano con
la primua.

Avremo c¢osi:

4, = @y c08 (@em) 4 a3 cos (¢sy) + . - . - @, COS (a,01)
(s == a1 £0s (mz) - a, cos (@ga) 4. . .+ ay cos (aas)

@n = & €08 (:0,) ~}- ag cos (autrn) 1+ . . . + Gny €08 (B304
Moltiplichiamo queste n relazioni ordinatamente per e, Gaea, Gutn,
dove con &, in generale indichiamo 1'mita positiva o negativa, e som-

- - - n -
miamole membro a membro. Allora se » & pari otterremo - gruppi



o) PERIODICO DI MATEMATICA.

diversi di formule, corrispondentemenie all'ipotesi che delle & una

sola, o due,... 0 5 siano positive; se n & disparl di quest1 gruppi

n—1

ne otterremo invece

2
Se p fra le z sono positive, sard:
) ay —2 % 5 aay cos(aiay) =2 a," — 2 I mancos (may,), G== 0,1 == m) (T)
1 1 p+1 p+1

1l tipo di ogni formula del gruppo ecorrispondente, il quale consierh
di (;_:) di talr relazioni.
In particofare poil, per p egnale ad wno avremo:

@’ = 1+ asd - al ... @ — 2a.0:008(as0s) . .. — 200 1ACOS{An_100)
cioe 1l

Teorema 11, — I guadrato di unae faccia di un n-edro ¢ uguale
alla somma dei quadraty delle rimanenti diminuila del doppio dei pro-
dotlt di esse due a due per 1 cosent degli angolt compresi.

 Questo resultato & l'estensione del feorema di Carnot. Ne segue il

UoroLLARIO. — OS¢ un angoloide di n-edro & (n— 1) — retiangolo,
i quadrato delle faccia ad esso opposta ¢ ugunale alla somma der qua-
drati delle alire facce.

Questo resulfato costituisce l'estensione del teorema di Pitagora.

§ 2. — I punti notevoli.

In guesto paragrafo mosireremo 'esistenza deir punti nofevoli nel-
I'n-edro, faremo vedere cioe che diviso ciascuno spigole seconde la
legge rappresenfata per lo spigolo A;A, dalla relazione:

APp: PpArv=m": a7 ()

gli' 8. 4 che proiettano i punti Py cosi ottenuli dagli 8,_s opposti
passano per un medesimo punfo. Esporremo per disteso Ja dimosira-
zione per il pentaedro di S; e da essa c¢i verra additata la via da
seguirsi nel caso generale,

Siano adungue Ay Ap Ag Ay As 1 verticl del pentaedm € suppo-
niamo soddisfatte le condizioni (2) che in questo caso sono in nu-
mero di dieci. Da. quesie segne che in una qualsivoglia a; delle facce
del pentaedro gh S; che proieltanc dagli spigoli 1 punti determinati
dalle (z) sugli spigoli opposti concorrene in un punto P;. Se noi riu-
sciremo a dimostrare che le congiungenti A; P;, che sono in numero
di cinque, passano per un medesimo punto, sard dimostrata anche la
nostra tesi,




A questo scope formiamo il quadro:

PERIODICO DI MATEMATICA.

01

Ps P, Ps P, Py
P —— — " — — — e 8 — —
AAPa AL AP A AP AA P AsA;sP,;
A HA H'Pl-i A'l Aspsn AIAIPEE A I-E--I‘P.H'& AEA sPas
Aa.é.;l}u Al A;ljga A]ﬁﬁpﬂi A;A EPB-L A EAiP:ﬁ ('A_)
ﬂ;AIPm AﬂAaPﬁ AEA4P15 Am‘i 4P15 ﬁaisupez.
ﬂ;ﬁgpm ﬁg Aapza A‘aé ﬁpu Aaﬂﬁpu -Aa-ﬁ EPB.L
J’ilﬁapm Aaﬁapﬂ AiAbPIH A-I-‘é' :s["ﬂr -'-’L.A:.Pﬂa

Da esso visalia che tre qualungue delle AP gilacciono 1n un Ss.
In particolare le terne:

AP; . AP, 3 AP, b EEPE . ﬂ4pi. ) AP,

giaeciono, V'ana nell'S; individuato da Aa, Ay, As, P e I'albra nel-
I'S, individuato da As, As, As, Pi. Ora si vede subito che queste
due Ss non possono coincidere, ché altrimenti i vertici del pentaedro
giacerebbero tutti in un Ss: avranno dunque un 5 in comune, del
quale faranno parie AsP; e A,Py. Cosi resta provato che due qua-
lungue delle AP; si incontrano, e poiché tutte nmon possono giacere
nel medesimo S, passeranno per un medesimo punto, che sara co-
mune anche agli S; sopra notati.

Dietro I'esempio precedente c¢i riman facile dimostrare il teorema
nel cnso generale,

Supponiamo che, soddisfatte le condizioni (), 1l teorema valga per
I'(n — 1)-edro di S, e facciamo vedere che vale anche per I'n-edro
di 8., . Osserviamo per cid che in virti deil’ ipotesi noi potremo for-
mare un quadro analogo al precedente:

P'Ii Pn—l - . . Pl

——— e e — s | — ———————

Algﬂ - - An_-l An—a Pﬂ-—E n—1 AL-A-E . b AL‘—H Pn—& - Anf&ln—l .« PE. 9
AIAE L -P-'lu—-i fjln—i' P:l-—ﬂ , n—1 Al-gﬂ ‘aw A-n—-.l Pn—a. n—= ‘ingn-ﬂ . PI . 8 [B)

Aﬂ_lﬁn_g Vn . 4"?53 Pli .An.!l-n_g e Pu Ag.ﬁa hA e

P[l—-l . o

dove gli S._s che figurano in ciascuna delle » colonne sono in namero
- (n—1)(n—2)
(1

1.2
di n, giacciono n—2 & n—2 in un S,a. Presiallora a considerare
n— 2 gruppi, di cui eiascuno contenga n—2 fra ls A\P, e 1 eorrispon-
denti S,_s., sard facile ved®rs che due qualungue delle A;P; giaceiono
in un S, ¢ concludere come per 'Sy, Il nostro asserto, valendo gia
il teorema per I'Sy, rimane cosl provalo.
Al punto comune nlle A;P; e quindi anche agli 8,y che dagh S, s
preiettano i punti determinati delle (z) suglh spigoli opposti, daremo 1l
nome di punto nolevole di ordine p e le indicheremo con K, . Sarebbe

facile riconoscere che le distanze di K, dagli S._. delle facce sono

. Bsso ¢i mostra che le congiungenti A;P;, in numero
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proporzivnali alle potenze (p — 1)-esime delle facce medesime: cid che
giustifica le denominazioni di baricentro, centro della epersfera isevitta,
punto di Lemoine attribuile ai punti Ko, Ky, K.

Alla sezione prodotta nell’n-edro da un S, , determinato da 7 — 2
vertict e da K, sezione che altro non sard se non un (n — 1)-edro
dell’ S, segante, daremo il nome di sezione ceviana i ordine p.

§ 9. — Principio zenerale.

1l metodo di eui abbiamo fatio uso sopra mette in luce un prin-
cipio che ci sark molto ufile in seguilo e che vogliamo pereio esporre
e dilucidare con qualehe esempio nel presente paragrafo. .

Abbiamo dimostrato riguardo al fetraedro il segnente:

Primorio. — Delt: A, Ay Ax A, i vertici di un letraedro, se st di-
vide lo spigolo A;Ay, ¢ cost gli altri cinque, con un punto Py, secondo
la leqge rappresentatn daila relazione :

AiPp : PpAy=9: t, (3)

dore © e P sono note funzioni degli indici i, h, k, 1 o di parte di e8si,
le due condizioni :

a) che in ogni faceia risulti verificato il teoremu di Cexa,

b) che scambiando fra loro nella (3) gli indici i ¢ h ¢ coniempora-
neamente k con 1, la velazione non muti sostanzialmente,

sono necessarie e sufficienti perche il piono che proietia Py dallo 8pi-
golo opposto, e i cinque analoghi, passino per un medssimo punio.

Senza stare s riporiare qui la dimostrazione di questo principio
¢1 limitiamo & osservare che la seconda condizione altro non esprime
se non che i punti determinati dalle (B) sugh spigoli sono determi-
natl in modo unico: dopo questo restera facile riconoscere che le due
condizioni sono necessarie e sufficienti perchd i sei plani suaccennati
passino pel medesimo punto.

Vediamo piuttosto come dev'essere modificato questo pringipio per
I'n-edro di 8, , . Rammentiamo percid che per pober dimostrare 1'esi-
steuza del punto K, ei & bastato, nel precedente paragrafo, di poter
arrivare & formare il quadro (A) per il pentaedro di S, e il quadro (B)
per I'n-edro di S, ,. Ora, per il pentaedro, in virtir. del suesposto
principio esisteranno i punti Py, Py, ... P; e si poira quindi serivere 1l
quadro (A) allora e soltanto quando la legge (B) sta tale che ne re-
stine soddisfatte le due relative condizioni. In conseguenza, defti A;,
Ay, Ak, Ay, Ac, 1 vertici del pentaedro e

AIP;[L[ - Pﬂ;ﬂ.h — Q. ‘-!J [:B)

la legge rappresentativa, dove » e ) sono note funzioni di tutti o
parte degl'indici ¢, A, %, {, », sarh necessario e sufficiente che scam-

- ol L] =
-""h_'__ = L-..n. k=
& g F

[\ 1l '-"."‘..-’-"-";._.ri E
_I-||-'-r Sl e | e '-'i'i-."
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biando ¢ eon % e contemporaneamente una prima volta & con [, una
seconda I con 7, una terza k con », le tre relazioni ottenute o quella
di partenza siano seslanzialmente le stesse.

Per I'n-edro di S,_;, senza riportare la dimostrazione, la quale
sarebbe ovvia dopo quanfo abbiamo detto per 1'S., enuncieremo sen-
z altro 1l

Principio. — Condizioni necessarie e sufficienti affinche diviso con
un punto Py lo spigolo A;Ay mediante la legge
APy Pndy = P - 4"1 (ﬁ')

dove @ ¢ b sono funziont nole di tuiti 0 parte degl'indici 1,2,8. .. n,
e in modo enalogo gli oltri spigoli, gli 5. s che proieftane ciaseuno di
guesti punii dall'S._y oppusto pussing per un medesiino punip Sono:

1" che in ogni faccia a due dimensiont sia vervificalo il teorema di
Cerva ; |

2" che scambiando in (3) 1 con h e contemporaneamente due gualunguee

dei rimanenti indici in tuiti @ modi posstdili, le relazioni che st often-

.. . (n—2(n—3) .. _
gono via ria, che saranno al nassino > , Siano sostanzial-

mente wguali fra loro e a quella di partenza.
Per dare qualche dilucidaziome sul prineipio precedente comin-

ciamo dal cercare le condiziom mnecessarie e sufficienti perche le n
altezze di un n-edro passino per un medesimo punto.

Si abbassi da A, 'altezza A, P, e da P, si conducano nell’S,_q, in~
dividoato dalla faccia a,, PoHE perpendicolare all's, ; intersezione di
a, con f1z e P,S perpendicolare all'S,_s intersezione di g, con .

Avremo allpra:

P.R = AP, cotg (a,a.), P.S = AP, cotg (a.m),
P.R: P,S == cotg (i,ae) : cobg (anm). (1)

Ma, detto Py il punto ove I'S,.; determinato da P, e dall’S,_; co-
mune alle facce a; 6 ay, &

A_‘[Pjﬂ: P;gﬁg —— PHR . Ine P,:.S e [Bn1 «
Da questa e dalla (1) si rcava allora:
APy PreAs = apz cotg (aaa2) @ @,y colg (a,a:).

da em

Questa & la legge di divisione per lo spigolo AjAg, dalla quale si
passa subito alln legge gefferale:

ﬂjPﬂ, . Pﬂlﬂh = dxy Eﬂtg (ﬂkﬂh) : Gk Eﬂtg (ﬂhﬂl) (A # t :!: }B)

Easa ¢i mosira che in ogni faccia a due dimensioni e soddisfatéo

1l teorema di Ceva.
Scambiando orn i con & e ponendo ! al posto k(I ==Fk), si otterra:

Athh ~ Pihﬁj — ﬂﬂtg (Hlﬂi) s {1 Dﬂtg (ﬂlﬂh.}
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e moltipiicando questa e la precedente proporzione termine a termine:
ayy, cotg (away) . ay cobg (ma) = ay,; (u'utg (ap@) . an, cotg (aan).  (2)

Scambiande in quest'ultima A con [ otteniamo:

gy cotg (axmy) . avw; cotg (ana;) = aw cotg (@xa) . aw cote (aan)  (3)
e rimnendo infine le (2), (3):
anx . 63 COEE (away) . eotg (aia) = ayim, eotg (axa;) . cotg (anm) =
= ay ity colg (avay) cotg (wm).  (4).

Queste relazioni saranno tante quante le combinaziomi di n ele-

. : : =& - : :
menti presi quattro a quattro, cioé: L Uiascuna di esse equiva-

lendo a due condizioni distinte, guest'ultime saranno in numero di
2 (:) . Nel easo particolare di » uguale a quattro rikroviamo le
due condizioni che devono essere soddisfatfe per V'esistenza dellor-
tocentro nel tebraedro. ‘

Passiamo ora a scrivere le condizioni necessarie & sufficienti perchs
le eonginngenti 1 vertici dell'n-edro con i punti di contatto delle facce
opposte coll'ipersfera jscritia passino per un medesimo punto.

Da K, caliamo K;A', perpendicolarmente all'S,_. della faccia a,
e KyAgs, KiAm perpendicolari agli S,; di eui fan parte ay e @m
rispettivamente. Avremo, indicando econ » la misura del raggio di
detta ipersfera:

A'yAa =17 cotg } (anas), A'GAL = reotgd (a,a,),

e quindi
A'sAng P AL A = cotg 3 (auas) : cotg 1 (). (5)
E poiche detto Py il punio comune ad A,Ae e all'S, s passante
per A € per I'S,_; opposto ad A,A,, si ha:
APy PyAs= A'LALs, tnyg . ﬂ-rnﬁm « Uni .

moltiplicando termine a termine quest’ultima proporzione e la (5) vi-
CAVeremo :
.ﬁij . Puﬂg = (na Eﬂtg ‘é‘ (ﬂnﬂ'g) s 1 ﬂﬂtg "!1_: (ﬂ'nﬂl).
In generale Ja legge di divisione degli spigoli & rappreseniata da:
AiPu: Pudy=aw cotg  (axm): ay; cotg 3 (asm) (k== h 3=1)

dalla quale segue che in ogni faccia & verificato il teorema di Ceva.
Scambiande in questa 7 con k e ponendo ! al posto di % moltiplicando
poi termine a fermine questa e la precedente: indi nella relazione
a cul in questo modo si perviene seambiando ! con 1, si arriva alle:

Gl colg 3 (axa) cobg L (may) = axian cobg 1 (avw) . cotg 3 (may) =
= ayxay cotg L (anay) . cotg 4 (aa) (6)

che portano, come nel caso precedente, a 2 (ﬂ

4 ) condizioni,
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Da nltimo ci proponiamo di trovare le condiziom necessarie € suf-
ficienti perchd le congiungenti i vertici con i punti notevoli K, delle

facce opposte (p==0) passino per un medesimo punto.
Seriveremo, considerando le spigolo A;A, come facenie parte del-
I (r — 1) -edro che si otiiene escludendo 1l vertice Ay .

APy : Py = alux: aPi;

e scambiando & con i € ponendo nel medesimo tempo [ al posto di %,
ciod pensando AAy come facenie parte dell’ (n— 1) -edro che si oi-
tiene escludendo A;: |
AvPu Pady=an® @ aw.
Moltiplicando termine a termine le due proporzioni oftenute si
trova:

e « Gy — Oy » Qik .

Seambiando ora in quest'ultima ! con i e riunendo in una sola la me-
desima e quella che se ne oftlene col deilo scambio :

Siecome in ogni faceia a due dimension & goddisfaito il teorema

: 7 S : - .
di Ceva, le 2 ( 4) condizioni a eni conducono le (7) sono necessarie

e sufficienti per l'esistenza di un punto comune alle n retbe di ew
sopra.

11 teorema che andiamo ad esporre mel paragrafo che segue €1
permetterd di porre soifo una forma molto pit semplice le condi-

zionl teste trovate.

8 4. — 11 teorema dei seni.

Detto V il volume dell’'n-edro 8 p un eoefficiente che dipende uni-
camente dal numero delle dimensioni dello spazio ambiente, & facile

dimnostrare In formula:
€l « Oy . BEL (ﬂiﬂh)

PV = s ]

la guale non & altro che Testensione di guella che da il volume del
totrasdro in funzione di due facce, dell'angolo da esse compreso e
dello spigole comune. Applicando successivamente guesto teorema for-

miamo il guadro:

»
{id;fty, 88N iy 8en | aa 1.0 Sen |y
jte} ( i ].I) . E}V - il ( i 1‘) , p'v' — 11f%] ( h I] .

pV =

@ih Ui an
ara, sen (ayt) ansen (o) aiay sen (@yx)
Pv o ' pv — 4 pv -
i Lk ik

dove, per fare il caso pii generale, possiamo supporre diseguali 1
quabtro indici &, ¢, k, L.

Ty e . et ! i g e e Bl
'
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Moltiplicando membro a membro le prime due relazioni, poi le

altre due e infine le terze ed ugnagliando i prodotti ottenuti, re-
sulta :

Oihf (5 (hy Th1 @5k
sen (amy,) sen(av@) ~ sen (1) sen (apae( ™ sen (unay) sen (a:az)
. ™ . & » = Ly ﬂ
c108 1l teorema dei seni esteso all n-edro Queste relazioni sono .

In virtir di questo teorema le condizioni (4), (6), (7) del § 3si pos-
80N0 esprimere piii semplicements eps)
Condizione necessaria e sufficients perche le altezze di un n-edro

: _ 4 : n
passino per un medesimo punbo ® che siano soddisfatte le (4) re-
5 - LY
lazioni :
€08 (@;ay) cos (mnay) = cos () cos (anas) = cos (@) cos (aay).

Uondizione necessaria e sufficiente perché le congiungenti i ver-
tici con i punti di contatto delle facce opposte colia 1persfera 1seritta

passino per un punto & che sian soddisfaite le (z)re]azinni:

cos § (@im,) cos 4 (ava)) = cos ¥ (ma)) cos § (anay) = cos (anay) cos 4 (may).

Uondizione necessaria e sufficiente perche le congiungenti 1 vertiei

eon 1 punti K, delie facce opposte (p diverso da zero) passino per un

punto & che siano soddisfatte Je(:) relazioni ;

sen (@) sen (axm,) = sen (aim) sen anay) = sen (aym) sen ().

S 9. — Il teorema di Stewart.

Ci proponiamo adesso di caleolare Ja misura della sezione pro-
dotta nell'n-edro dall's,_, pussante per I'S,_; opposto allo spigelo
A1Ay e pel punto P di AyAs tale che:

AIPIE: Plgﬁg — 7. S.
Uominciamo dal porre:

AIPIEA:I-A-I ‘.o An—-l =ffn AEPIEAEE-I . . . Aﬂ—:l: n
Aipmﬁafi; v e ﬁn_gﬁu — !l'n_l ﬂgplgégﬁlg Yo s An__ﬂﬂn — En—].
APoAA, Av=rks L APoAA, .0 An—1,
€ osserviamo che g-
E‘a J‘l-.i ﬁn': . i‘u *
b Lk T LT s

Poichb s ha -
:ﬂ—l_£3=ﬂ3| £‘4+z4=ﬂl!'-'kll+£u=ﬂllt (8)
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ricaviamo Iacilmente:

Aggiungiamo n queste le relaziom:

[ COS8 (A.Il-"'ft) = 08 (ﬂpﬂl) p e i Uguﬂli ok 31 41 .. 'I'h‘ (1[})

| cos (Il = cos (am)
e la:

3 aum, cos (may,) = S a,” — { = aas — 2aaa c0s (@) V., (11)
2 3

che si otiiene dalla (T) del § 1 facendovi p eguale a 2, ed avremo
gli elementi sufficienti per trovare la formula che cerchiamo.

Cib posto applichiamo a ciascuna delle facce @, e a2 del due n-edri
AP.As... A, e A:PpAs. .. Ay il teorema di Carnot.

Avremo, indicando con pie la misura della sezione cercata, e avulo
riguardo alle relaziomi (10):

[ o= e’ + ﬁ I — 20 % ky €08 (prehy) — S krku €08 (arits)
1| 3

lﬂ'gﬂz plgg + b Ef‘ = Epig E {u €0S (P]_gfh} — X L COB (Rrﬂﬁ)-
3 3 J

Sommando queste due relazioni membro & membro, dopo averle
moltiplicate rispettivamente per Iz e ks, osservando che i termini
in Py =1 distruggono, otteniamo:

{af flﬂ—l‘k HHEE‘_' : 1EE+"EFEI H)ﬂz"_ E { lr-?-‘i'rﬂ"l_}:'azrﬂ } — ﬁ Ul"r’{'afs_l_zrzsk 3) COS (‘-']' rﬂ=)+

In questa relazione poniamo per le & e ! 1 lovo valori dati dalle (9),
avuto rignnrde alle (R) e osservando che Ja quantita racchiusa nel-
Fultimo sommatorio & a meno di un fattore, quella che costifuisce
il primo membro della (11), se ne oltiene, dopo falie le debite ridu-

zioni, con le quali spariscono i termini in a3’ a’. .. @z’
(r - 8)% pys’ = )" - 62"8° - 2rsma. cos (o) (')
che & l'estensione del teorema di Stewart.

§ 6. — Applicazioni del teorema ¢i Stewart.

In guesto paragrafo dargmo alcune applicazionl del teorema di
Stewart all'zn-edro,
1°. Suppeniamo che sia:
cos (ayay) = (). (12)
La relazione (v), essendo omogenen in r ed in s, e potendovisi
pereid porre APy in luogo di » @ AP in luogo di s diventa:

Alljuﬂﬂ’ln + AEP]EEHBH — ﬁlﬁﬂgﬂwﬁ (13)
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Questa, come facilmente si pud riconoscere, b la condizione neeps-
Saria e sufficiente perchd I'angolo formato dagli angoli 3. . delle
facce gy e a, sia retto,

2". 51 faceia nella (1) » uguale ad s: la corrispondenie & la se.
zione mediana i

S1 oktlene:

Mia" = a,* - g, L a0 OB (a1100). (14)

Seambiamo in essa circolarmente gl*indici 1, 2, 3... 5 —1 e som-
miamo la (14) con tntte quelle ottenute, che savanno in numero

A—1)(n—2
di ( )2( { J—-_]
Avremo, tenuto presente il teorema di Carnot applicato alla fae-

c1a a,:

o—1

4 X IJI‘[;,;E:(H —_ l)“?‘ﬂj’ _'ﬂnE; {15‘)

lormula che ci fa conoscere la somma dei quadrati delle mediane
uscentl da un vertice dell'n-edro, in funzione delle n facce.
Applicando la (15) successivamente a tutti i verticl dell n-edro.

otteniamo sommando membro a membro le relazioni oftenute, 1] ri-
sultatop :

EIF., (16)

- [ =

- n
A??JIEE:I

che pud enmnciaps; COS] :
Il rapporte della somma dei quadrati delle sezioni mediane del-

. i = "
Un-edro alle somma de; quadyati delle facce 2 1
Ne segue:
Nell' Sy o negli Spazi di dimensione superiore la somma dei qua-~

drati delle sezioni medigne ¢ maggiore della sommna dei quadrati delle
faecce.

8". Poniamo "==0: ed s=a,: la corrispondente sezione 6 In bi-
sebbrice 5, .
Segue dalla ().

(17)

Eﬂ'lﬂ'g M1(ly
iz = Ay " (T)
e da questa i teorema .

Se clal puntp d'incontro Pia della sezione bisettrics collo spigolo A A,
st eleva una normate all'S,_, della sezione stessa fino ad incontrare
FSo—s della fuccia M nel punio M, ' (n— 1)-edro MAA,... A, @
medio armonico [ra le faces dell'n-edro che comprendono la sezipne bi
sellrice.

4°. Faceiamo nella (v) una prima volta:

€ una secondsa

- - .. - I
R '-"\-.i"t-i.i.-"'i-r‘.- N

T .

.
v
.."':'I'-l._'ll‘: -, il

PO L
o T e WA 1T s
B EN r";l'.'pl"-.;::_y"_-.'{.':-.:b{f-

- I‘_
i

b —
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I1 rapporto delle corrispondenti sezioni sara dato da:

{Za1llg .
- ag’

Supponiamo in particolare L eguale a 2, con che la prima sezione
diviene la simediana e la seconda la mediana. Otierremo:

513 Eﬂlﬂg
M1z ay® -+ ag”

%0 Le (1) del § 1 si possono considerare come u equazioni linear
ed omogenee in aagls . .. s, 1. Per la loro compalibilita si richiede
dungue che sia nullo il determinante dei coefficienti.

La condizione:

—1 eos (a;@s) cos (@ as) ... €08 (@)
A — | cos (ttam) —1 cos (aetts) ... €08 {atn) | =0 (18)
SR el s e

che per n uguale a #&re altro non c¢i esprime se non che la somma
degli angoli di un triangelo & ugunle a due reiti, ¢1 fornisce nel
caso generale una reluzione fra i coseni dei diedri dell'n-edro. Ma
essa ei permette anche di trovare innumerevoli relazioni fra le se-
zioni dei diversi ordini, bastando a quesio scopo rimpiazzare 1 co-
seni che in essa figurano colle espressioni ricavate dal teorema di
Stewart,

§ 7. — Estensione del coneetto di punto notevole.

Rappresentiamo con ¥ 2/ . . . 2/ le coordinate der vertic
AAs. .. Ay, e con umiie . .. 5, 7 quantith corrispondenty al verticl
medesim.

Preso sulla conginngente A;A. un punto Py tale che le sue di-
stanze da A;A.; siano nel rapporto di s, ad 7. e pol sulla econgiun-
gente PisAs un secondo punto tale che le sue distanze da Py e da As
siano nel rapporto di w1 me ad sy e cosi via, perverremo ad un
punto detto centro delle distanze, proporzionali alle quantita wey ...,
le cul coordinate sono:

b
3 iy - gy ™ - g 4. L e
I Wy -+ e+ Ma . .. My
myrd® + myzd® - g™ 4 .. gV 19
fo= £19)
my —+ g - Mz .. . My
E ’"15’3"”’ _f_ H'EI“‘EJ + i‘"-‘:-'-:l?u{ﬂ1I + ves _I_ 3'”113::1{“]
W My = g - ms .. . My '

=T i 0w | s ——

e s s

a "
ElndfF SN

o

=l T e s

R

——=m.

R D

o e T R
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B evidente che il punto K, da noi siudiato nel § 2 rientra in
questa categoria di punti, potendosi otienere facendo m;=a". Ma
possiamo dare alle formule (19) tutta la generalita di eni sono suscet-
tibili supponendo che alcune delle my siano negative. In tal caso ba-
stera che conveniamo che il punto che divide un segmento nel rap-
porto di » ad % sia Inferno al segmento stesso od esterno seecondo
¢che m ed n hanno segno uguale o contrario. B chiaro allora che il
numero fotale der punti corrispondenti alle ipotesi cke nessuno, uno,
due, ecc., coefficienti siano negativi, sard dato per » dispari, da

(B)+ (1) +(3)+ -+ (2 )

2
& per # pari da:

(6)+ (1) + () +-+a(2)
2,
€ 1 conseguenza, in virtu di ona nota formula di analisi combina-
toria, si nell'nno che nell’altro caso, da 22,

I punti a cui perveniamo sono dungue 2", af massimo. B diciamo
a2l massimo perché potra darsi che si riducano a un numero minore,
cid avvenendo quando si annulli la somma che comparisee nel deno-
minatore delle (19). In tal easo i corrispondenti punti si allontanano
a distanza infinita. Abbiamo perd allora la seguente limitazione:

In uno spazio di dimensione dispari il minimo numero di punti a
distanza finita, centri delle distanze proporzionali a date quantiia
My, Mg, My...Mmy corrispondenti ai certici dell'n-edro ¢ che si otten-

gono preponendo ad esse quantila i segno positive o negativo in tutli i

H

modi possibili, & 21—} | |-

2
Nel caso poi di m; =a si aggiunga che mentre guel numero &
raggiungibile per I'n-edro regolare (') dello spazio a numero dispari
di dimensioni, sono inveece tutti a distanza finita 1 2% punti rela-
tivi all'n-edro regolare dello spazio n numero pari di dimensioni.

B particolarmente interessante il caso di p eguale ad uno. In tal

caso esisteranno non pian di 2% e non meno di 2"*——3 punti

Id;
| 9
equidistanti dagli 8, . delle facce dell'n-edro. Uno di essi & interno
all'n-edro stesso ed & il centro dell'ipersfera iseritta, il cui Irnggio
indicheremo con »: in quanto agli altri, considereremo qui soltanto
) centri delle ipersfere che tocenno una sola faccia e i prolunga-

mentt delle albve e ne indicheremo i raggi eon r1, 7e, ... 7

{) 5o eon ny indickiamo I'angolo @e! I~edro Tegolare di Sy _q dnile (1) del §1 pi rieava subito
1
E—1

Ellﬂ' ﬂ'ﬂmk —
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Qe allora indichiamo eon V la misnra dell'n-edro, froveremo facil-
mente le relazioni:

ty - az+ag ...+ “n_(ﬂ—;ll‘?

— th 1 as “=+---—*an—["':_1”v
ﬂ:—r:g+n3-|—_,__]_an__{”—r31]?
(n 1V

ﬂ:[—l—ﬂg"—ﬂs‘-l—...—ﬂ'n—

Considerando queste come formanti un sistema di #—+ 1 equazioni
lineari ed omogenee in @i, gz, ..., (1—n}V, si richiede per la loro
coesistenza I'nnnullarsi del determinante :

1 01 1 ... 1%
101 1 ... §

1

b= . A e ;L
s

U S —1;1_—

Moltiplicando la pnmﬂ. linea per n —2 e sottraendovi la somma
delle altre, con che i primi n termini della prima linea stessa si ri-
ducono & zero, & osservando che il coefficiente dell’ {n —|-1)-esimo ier-
mine, nello sviluppo, & differente da zevo, si trae:

n—2 1 1 1
= — ] SIS Rt

Ty s o

estensione di note formule del piano e dsllo spazio.

8 8, — Estensione all’z-edro della formula della distanza.

Indichiamo con % la somma dei prodothi dei quadrati delle distanze
di un punto P di S, dai vertici dell’n-edro per le quantita my, ma... M,
ad essi corrispondenti, posiamo €106 :

k = E];.’mh P.ﬁhg.

Tenendo presenti le notazioni del § 7 e indicando con X, X, ... X
le coordinate di P rispetto a un sistema di assi ortogonali, avremo

anche
k= Znmy, - E;- {Xr = ;I?r{h})g.
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Supposto che sia Zm; diverso da zevo, (*) dividinmo ambo i membri %
della precedente per Zun,. Otterremo:

k

5 —

w e
S Xs (X, — z )2
i TNy

A\ T [.. (i o w L A%
5 Y o =hn () =X e
it

Zom;

Eim[ i
Aggiungendo e togliendo al secondo membro Vespressione :
i

|

v I = " E.
Sty Sy ! = S S o)

© 2 '
_ [-*i-‘”i]
¢ psservando che &:

™ 1‘ ® 4 : =
v Y2 2 D Mithe Sy, Php 00 L By gy BT (1 g2
Tk T |

o '—'rXr . E]l3‘-“'3'J'l-"ﬂl-ﬂ"r””I
by 2 -
(.—.IJHiJ

3
Li?”i

| \ S ) *
potremo serivere anche:
k < J . PINT I S
o — ~r r f
=~y |

Ej?”i J i

v 2

 Snit 2y (™) EHIRCTTIN 1T P L LSS B S TP [ AL
| > -

_ =, DTS b

Ora si ha:

O

2y Za, My B L X8 3 ()2
Xy

'Ei?"ilﬂ o

2y E (2™ 4 Zhinoans, {(I:“"]E (o r“”F}
: (EiH.";]E
€ In conseguenza:

: 5 )}2 ;
‘E‘A — ET [E """hrnllxrn”]- : Ehkmhmkzr [-Trm]_wt[m]!

4 .

Som Smy ) (Zm;)*
Il primo sommatorio del secondo membro non & altro che il qua-

drato della distanza di P dal centro D delle distanze proporzionali
@ My, e .My, 6 1 secondo pud anche scrivers :

2 3 ¥
Znomane ApAy

[ Zinnis)*

Ne segue la formuala domandata -

2
PD® — Ehﬂh_. PA,

E‘{?Hi

s
Spemn: Ap Ay

[ Xm,)® . (20)
Se D ecincide con ky, allora & W= a"

g s1 frova:

e s

PALS ’
PEFE — E}lﬂhp l_ Ah Ehkﬂhpﬂkpﬂhﬂh 4}1
E]ﬂ'iy (Eﬂill,}ﬁ ‘ (_‘ )

") Civ aquivals a sopporre
finiln.

cho il eonkro delle distanze proporzionali alle w sin o diatanza
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Ponendo ;

a
St AnAy
[Eiﬂjy]a

B, =

si pud serivere ln precedente in modo pin semplice :

Y |
4Eh“l|.P PB—]‘I

E]fﬂp

PR = Es.

Da qnesie segue che quanto piz P& vicino a K, tanto meno

ok

Sy PA,
Eiﬂil'

ha dungue quando P coineide eon K, ed & E,. Notiame inollre che i

i & W T l.' P E ) . . . i ¥ » -

punti P pei quali Dyaw® PA, & costante, sono sopra un’ipersfera di

centro K.
Posizioni specialt di P. Se P coincide col centro O dell'ipersfera

circoscritta, abbiamo:

differisce da E,. 11 minimo valore di detto sommatorio si

UE [lﬂ__'_ RE B Ep.

dalla quale segne che B, & la potenza dei punti di detia ipersfera
rispetto a guella di raggio OK,.

Se facciamo coimeidera P con K. troviamao:
per » diverso da p:

E—K—u ~nrPK-Ay
s Elﬂ'jp

B,

per r ngunale a p:

Eﬂhpﬁ-pﬁl.g - El.kﬂh::’]’k"l'ﬁhﬂkﬂ _
il

Aggiungiamo da ultimo 1 due teoremi la eui dimostrazione lasciamo
allo sbudioso.

1°. La congiungente un rertice col baricentro della faceia opposta
viene divisa dal baricentro delln-edro in due parti tali che quella che
va al vertice & (n—1) volte quella che va alla base. (Lslensione del teo-
rema di Commandine.)

2" In un n-edvo (n— 1) reffangolo in A, la porzione di congiun-
gente Ay col punto K. di Lemoine compresa entro Un-edro ¢ divise per
meta da K.

A Enrico Piccion:

Empoli.

b P o

e

S et
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ESTENSIONE DI ALCUNI TEOREMI SUI GRUPPI DI SOSTITUZION!

l. Un gruppo di sostituzioni @, trausitivo, d’ordine n e classe n— 1
possiede n — 1 operazioni che ne spostano gli » elementi, e 1o studio de
casi mei quali gueste formamo un gruppo ba dato origine a varie ed inte-
ressenti vicerche. Maillet (Recherches sur les substitutions. Parigi, 1809)
e Burnside (Theory of groups of @& finite order, Cambridge, 1897, pag. 141-
147) ad esempio, hanno oid da tempo stabilito certe limitazioni all'ordine
del gruppo quando ne sia noto il grado, ed il secondo di questi matematiei,
che ha poi ripresa la questione considerandola sotto wm nuovo punto di
vista, ha potufo concludere che, solo quando » & maggiore del guadrato
del piat piccolo nomero dispari che & ordime di un gruppo semplice, G
possiede necessariamente nn sottogruppo transitivo invariante formato da
quetle n sostitnzioni e del quale 2 & ordine e grado. Ha cosi potuto de-
durre che se un grappo é dordine Pq, essendo p e ¢ numeri primi fra
di loro, e eontiene p sottogruppl d'ordine ¢, coningati e risolubili, non
aventi, ad eccezione dell’identitd, nessnna operazione comune, allora esso
possiede un sotiogruppo invariante dordine P Inolire, che se G ammette
un gruppo d’isomorfismi, che ha per ordine la potenza d'un numero primo
e le di cui operazioni non lascianoc altro elemento di G ipalterato se non
quello identico, allora il gruppo degli isomorfismi & ciclico. Queste (ne-
siioni, gid per loro stesse interessaunti, si collegano ad altre che riegnardano
Vesistenza dei gruppi semplici d’ordine dispari. B noto che Pordine d'un
grappe semplice non pud esser rappresentato da un pamero dispari se
questo mon pud scomporsi in pit di cingue fattori primi, e se non ha nes-
snna delle forme pe, peg, pUqt, prgf ..., v, nell'nltima delle qualt gh
indiet devono essere i numeri 1 e 2; ma fino ad ora le ricerche sun tali
gruppl sono rimaste fra limiti molto ristretti, ed € ancora Burnside che vi
ha dedicate varie note e che neil'opera gid citata (pag. 371-379) ha potuto

dimostrare come Vordine d'un 1al gTruppo non pund essere un NUMEro mi-
nore di 9000,

2. Se un gruppo semplice G d’ordine dispari vien rappresentato quale
gruppo di sostituzioni sul miner numero possibile di elementi, i sottogruppi
intransitivi, nonché i costituenti transitivi, sono semplicemente transitivi
e d'ordine dispari: inoltre, il massimo sottogruppo, di grade n — 1, & for-

ll':I_I 3 :ﬂl w0

e

-
pge oy oy P

-hi'—qﬂ"‘ Uil 1§
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mato di un nwmmero pari di costituenti semplicemente transitivi d'ordine
dispari e Jordan ha mostrato a pag. 28 del suo Traiié des substiluiions,
che Dordine di ognono di tali costituenti contiene tutii i fattori che con-
corrono a formare I'ordine del sottogruppo massimo. Il grado di & non puo
essere nn numero primo della torma 2™ 11, gsiacché allora gl operatori
di quest'ordine verrebbero trasformati in loro stessi da sostituzioni d'or-
dine 2, e cid pel teorema che stabilisce che ogni operatore d'ordine p
(p numero primo) d'an grappo di grade p deve venir trasformato in sé
stesso da nun oumero di operatori del gruppo che é maggiore di js, sempre
che Uordine del groppo sia un numero composto. Che se poi uno dei co-
stituenti transitivi del sottogrnppo massimo avesse per grado nn nnmero
yrimo delln forma 2™ - 1. lordine di gquesto sottogruppo sarebbe . In
consegnenza G possederebbe n—1 sestitnzioni di grado # e potrebhbe venir
rappresentato nuale gruppo transitivo di grado minore di n—1, per cul
non sarebbe pin guel groppo di sostituzioni sul miner numere di elementi
al guale abbiamo aceennato. Possiamo cosi riteneve che in (3 non pud essere
nessun costitnente transitivo il em grado sia rappresentato da uno de
numeri 3, 9. 17, ... clog, in altre parole, che 1l grado d'un gruppo sem-
plice d'ordine dispari é sempre minore di 5. (1)

Se dungue 1 gruppi primitivi d’ordine dispari sono semplicemente tran-
sitivi, lo studio dei gruppi primitivi semplicemente transitivi potrs con-
tribnire alla conoscenza dei gruppi semplie: dordine digpari, come gi ha
mostrato 1l prof. Rietz, (%) ed é sotto questo aspetto che si pud con pre-
fitto affrontare la guestione. estendendo a1 gruppi semplier d'ordine dispaii
alcuni der leoremi dati pel gruppt sermplicemente transitivi da Jordan, (%)
da Barnside, (*) da BMiller, () ecc.

3. Se p e ¢ sono numeri primi differenti e della forma 2™ -1 1, nessun
gruppe primitive di grado pg pud nel sne ordine contenere p € ¢ con-
temporaneamenie. '

Sia p"g* Verdine dr uno i talh grupp:; saranno p"'¢" " e pg—1
rispettivamente Iordine e il gradoe del sottogruppe massimo (. che non
spogta un dato elemenio o, del gruppo. Per p* > ¢ & p* > pg— 1, e nes-
suno dei costituentl transitivl potra essere di grado p¢ (% > 1), né tutii
potranno essere di grado p. non essende questo numero fatiore di pg—1.
Per ragione analogh non potranno neppure esserve di grade ¢. Supponiamo
dungue che siano in parte di grado p ed In parte di grado eguale ad
una potenza di ¢g. Ma lordine d’un costitnente transitivo di grado p & p,
numero che € per ipotesi primg con p, nel mentre che, come & noto, ogni
numero primo che divide Pordine d’'nn costituente transitivo di G deve

(*) MuvLeg, Troceadings of rhe London Muarkematicad Sveisty, vol, XKXLL, pag. 7.
(®) On gwimitive Groupe of oidd vrder, pag. 4 e sepg,

(M) Draité dex Subsiltutions, pog. 281-281, Parigl, 1870,

(4) Proceetlings of the Londan Mathemaiicn! Society, vol, IRV, pag. H03-542.
(3} Theory of Groupy of a finite order, Gambridge, 1807, pag, 162-185,
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pur dividere Vordine di tutti guesti costitmenti: 7. donque g non pud
essere grado di messuno di guei costitusnti,

4. 1 sottogruppo massimo G, di G sia d’ordine dispari, ammetta un
costituente transitive T di grado pg e possegga ¢ sistemi d’imprimitivita.
1 nmumeri p e ¢ siano ancora guaii nel numero precedente. I ben noto
che 1 g sistemi d' imprimitivitd sono permutabili secondo il grappo ciclico
d'ordine ¢. All identita di T corrisponde 1o G, un sobttogruppo 1nva-
riante H, di grado n — & (o <" pg -} 1): indichiamo con G, il coningato
di G, che non sposta un elemento di T. e con R, il sottogruppo inva-
riante di G, che corrisponde a quello prineipale in T. In G, il sotto-
gruppo H, & elemento di una serie di pg coniugati che da G, sono tra-
siormati per mezzo d'un costituente tramsitivo T, d'ordine p®¢™. Ma T,
€ imprimitive, ¢ se p e ¢ sono quali i abbiamo supposti nessnn gruppo
imprimifivo esiste che essendo di grado pg abbia il suo ordine divisibile
sia per p* che per ¢ se tale ordine & un numero dispari, ed inoltre, come
lascia invariato un elemento, aliri pure ne lascercbhe, cosi H, & in G,
trasformato in s¢ stesso da uma parte dei suoi conivgati. Sia H, uno di
ess1 @ tale che H., "H.H, =— H,: esso & contenuto tanto in G. che in G,
e dungue anche in R,, e se quesio possiede operatori d'ordine ¢. 1ali
operateri apparterranno pure ad H,. Quindi H, ed H,, possegoono le stesse
sostibuzioni d'ordine ¢g. Ma il primo ¢ invariante in G, ed il gecondo in &
dungue le sostituzioni d’ordine ¢ di H, generano un gruppo invariante
8ia in G, che in G, , il che non pnd essere, giacché, per ipotesi, G, é il
sottogruppo massimo.

5. Sia ora pe la pit alta potenzan del numero primo p che & fattore
dell’ordine n di & e sia H nn sottogruppe d’ordine pe: indichiamo con G,
quel sottogruppe massimo che contiene H invariantemente ¢ supponiamo
che tutie le operazioni di G; siano permutabili con quelle di H talche
questo sia abeliano. Se rappresentiamo G yuale gruppe di sostituzioni
sugli » simboli

Oy, @iy Gageveyly

e indichiame con H, un qualungue sottogruppe d’ordine n (2 — mg¢). tutti
gli elementi # sarauno regolarmente permutati in ¢ serie di n elementi

ciascuna dalle cperazioni di H, . Se
G]j f'fﬂq ff-ﬂ,-+.}ﬂm

¢ una di queste serie e facciamo

Oy =Q -~ g~ Oz » .. Oy,

sard ¢, funzione lineare delle w, invariante per tutte le operazioni di G

(1) CIr, Jospas, op, cit, pag. 284

==y
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vy T=To g ey x ¥
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contenute in H, . ma non per nessun’altra, e che quindi assumerda ¢ va-
lori different! per tuite le operazioni di G. Indichiamoli eor simboli

Pas Gas Twrecs vl
Chascuno di guestl valori ¢ somma di m differenti a ciascuno der guali
non pud gsser compreso in pitt di uno dei valori di ¢, che sone guingi
permutati dalle operazioni di (. Questo pud cosi venir rappresentato quale
gruppoe di permutazioni sulle @, ed il grappo delle ¢ & in isomorfismo
meriedrico od oloedrico eol gruppo delle = a seconda che H, contiene o
no un sottogruppe invarante di G. 1l groppo delle ¢ pud rappresentarsi

colla notazione (1)
o= Gpi™ R e PR B Sl i SRR 1

designamolo con '. Se (¢ € in 1somorfismo meriedrico con G, sard per
due o pin walori di A,
ARy = .-

s oy

Fi

per ogm valore di 7. In ogni casn per ciasenn I 1 g simboli

am 1KY

La
[ |

ki

fFl{k;" q,ﬂ_ " B W B $|I{EJ-

rappresenteranno 1 = presi in diverso erdine,

Cid premesso, sia S un’operazione di H, d’ordine pf, e tale che non
possa esservi altra operazione 8" in H
possa ancora sussisters. Il gruppe H & iromorio al gruppo cielico dor-
dine p¥f . ed € possibile deferminare un suo invariante relativo ; che da S
sin trasformato in z;, essendo o radice primitiva p# (esima) dell'nnitd, ma
che rimane invariato per tuite le operazioni di H rispetto alle quah esso
e 1somorfo ad (3), (%)

Se S fa parte di (1-4-kp) sottogruppi d'ordine p= e se in G’ ogni
soktograppo d'ordine p¢ lascia & elementi invariati, Voperazione che in G
corrisponde ad S laseerd (1 4 Apj & simboli invariaki che dovranio essere
transitivamente permutati per mezzo del pin ampio sottogruppe K nel
quale S & wvariante. () Deduciamo cosi che se p & il maggior nnmero
prime & p% la sun massima potenza che dividono U'ordine n(—=mp+) di G,

1" (+ é prodotto diretto di gruppi @’ordine p* ed  rispettivamente
se ognl operazione di un sue sottogruppe d'ordine p« & sua operazione
invariante:

2% Cr possiede un sottogruppo imvarmante d’indice p* se i sottogruppi
che hanno questo numers per ovdine sono abeliani.

Cio st estende facilmente ::.1 caso mel guale 'ordine % = mpt (=1, 2)
del gruppo G & un numero cfhspar- e p e minore di ciascunc del fattort

(1) Byox, Afathematische Annuien, vol, XX, pag. 96-02.

(1 Brexsipe, * On some properties of Growps of odd order _ Proc. of the London Math, Sov,
vol, XX X111,

(#) 5§ puo notare infatti cho gli & simbeli lasciati invariati da H sono permntabi transitivamentp
an &1 (vomipreso in Kl che contione opernzioni ehe permitnng I con elnsevme degli nlivi gotto-
gruppi d'ordine p@ el guali & eoptenntn Yoperuzione S,

—r
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primi di m: il & possieds allore un sottogruppe mvariante d’ordine m.
Se per @ =23 i gruppi d'ordine p® sono abeliani e non si hanno fra m e
(p*+p-1) dei fattori comnni, G- possiede un sottogruppo invariante
d’ordine m, giacché i soli isomorfismi il cui ordine sia maggiore di p che
possono essere ammessi da un gruppo abeliano d’ordine p? somo quelli che
hanno per ordini i fattori di (p*-}p-+1). Ma se non lo sono. G possiede
un sottogruppo invariante d'indice p*. Infine, se Iordine. dispari, di G ha
un fattore primo ¢ non ripetuto e della forma 2® 1. il gruppo G pos-
giede un sottogruppo imvariante d’indice ¢.

6. Facendo sernito alla conseguenza prima del numero precedente mo-
streremo che, o il sottogruppo H & regolare. o che esso risnlta da 1sownor-
fismo oloedrico stabilito fra gruppi regolari d'ordine pe sole quando & n—I1
il suo grado. e che G contiene un sottogruppo intrapsitive di grado =
avente un costitnente transitivo di grado 1--Ap (k=>>0, e d’ordine mp.

Il prof. Burnside (') ha gid dimostraio che quel sottogruppo di & che
ne contiene tutte le sostituzioni trasformants H 1n se stesso permuta
trangitivamente i 7 elementi che non entrano in H. Per =1 dovranno
in H essere contenuti (*) alcuni del sottogrupp:

Gi:. Ggi GE} "'?GII.

che lasciano invariato un elemento di G, essendo il lore grado primo
con 7. Sia H, an sottogrnppo d'ordine p# comune a due gualongue di
quegli » sottogrnppi & nessun sottogruppo d'ordine pr (y > 5 sia co-
mune & due gualungue di essi. Per § >0 (*) il sottogruppe H, deve es-
sere contenuto in sottogruppi K,, K, d’ordine pe; e siccome in gruppi
di quest’ordine ogni sottogruppo H, & trasformato in sé stesso da guelle
operazioni del groppo che in esso stesso non sonmo contenute, cosi H; &
invariante in un sottogruppe He di grado n—1, contennto 1n K, . Ana-
loga cosa si dird per Kg; il groppo H; @ invariante in nn sottogroppo Hy
di grado »— 1, per cui & invariante in [Ho, Hy| di grado n; & siccome
& n=1, mod. p, cosi deduciamo che se diciamo ¢ il numero di elementi
di G non contenuti in H,, & pure g==1, mod. p. Di pin, per essers
tanto Hy che Hy di grade » — 1, segne che [Hy, H,] possiede un costi-
tuente transitivo di erado 1-kp (k> 0) formato da quegli elementi che
non sono contennti in H; ed il di eni ordine 4 un muliiplo di p.
Deduciamo da ¢id che, chiamandoe ancora pe la maggior potenza del
numero primo p che divide Iordine del scottogruppe G di & che non
sposta un dato elemento a,, se tutti i gradi dei costituenti transiiivi
di G, sono multiph di p#. me uno almeno non & multiplo di pA™, wllora
0é g=f oin G & un sottogruppe di grado n» che possiede un cosii-
tuente brausibivo di gragoe 1-+4p (K=>0) ed il cui ordine & multiplo di p.

d) Op. eit, pag. N2

(31 Bunxsive. Op. cil. pug. 204,

{(*) Sarebbe superfluo considerare 31 caso nel guele & f =10 giaceht allora H risnlta do isomor-
fismo oloedricn stabilbito fref groppi regoinri.

o LT P A o 1k, 7 o T R S (e
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7 T.ordine n del gruppo (3, primitivo, 8la ancora un NUINEro composto.
1 noto (V) che se in G, sono 7, sostitnzioni di grado (g — 7,), 1l nomero
totale di sostitnzioni di G aventi per grado un numero minore di g e
espresso dalla somna

1 1 1 1
— gr, L — gra——gr e e —— T
,ﬂlgll 'ﬂaJﬂ_‘_T]aya_I_ ‘|‘T‘“J"' ;

avendo indicato con w il numero di gradi differenti delle sostituzioni

Jr b

di G,. La somma di tutti guesii o termini — pud comsiderarsi equivalente

. Do 1 : o
ad una somma di —:1- — N, addendi della forma — , giacche &

7
r | B
P TreFTs - TUu= 0
g
per cui possiamo scrivere al posto di quella somma ['espressione
- 1
gE —
fl= v’

intendendo sempre il sommatorio esteso dae=1 ad a=N. Ma é pur
“noto (%) che il numero medio di glementi delle sostituzioni d’un gruppo
intransitive & dato dall’eccesso del grado sul numero di sistemi d’intran-
gitivité, per cui se consideriamo G,, nel quale supponiamo v sistemi di
intransitivita, come se, essendo transitive fosse dofato di un sistema di
intransifivita, il valore medio di x, sara » +- 1, cipé Bara

1
1:—|—1=ET-ET;E.

Ma la media aritmetica di qualsiasl numero ci quantits positive e
sempre maggiore della loro media geometrica, e siccome i 7, dell'ultimo
sommatorio non possono essere tutti eguall avendo esclnsa 1'identita dalle
apstituzioni di G,, cosi possiamo scivere

1 i,
N Xt > 'f_TJﬂiﬂ'l’ja ¢'als T]H]I ¥

1 o1 ( 1 )1,::
N -"T]a:} Ti7aTa- - 7|5 "

dalle gnali disegunaglianze siamo facilmente condottl all’altra

1
-—EI. E . {: E =
! Tn

Combinande quest’espressions con guella che da il valore di 2 -1

otteniamo,
n 1 . mn 1
: &< 2=, C106 < gy —
glv—+1) N Tia v -1 g = Tin ’

(14 Jonnax. * Hecherolies sur las enbslitutions . Journal de Muth, 2s Liouville, vol, XVII. pag. 353.
{3y JorDAF, Comples-Rendys de Pdr. des Sciences da 1'uris, vol. T4, pag. ¥17: FronExivs, Crelle,

vol. 101, pag. 288,
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la. gnale mostra che un gruppo primitivo G di grado g e che ha un nu

: : e e D e o ) T
mero composto n per ordine, contiene pit di == sostituzioni di grado

winore di g, essendo » il numero di sistemi d’ intransitivitd del sottograppo
che non sposta un dato clemento.

Per v=1, nel qual caso il gruppo & pitt volte tramsitivo, le sostitu-
zionl di grade minore di g sono pia della meta.

In particolare un gruppo di grado Ap e d'ordine mp (p numero primo,
m primo con p & con p — 1) contiene m operatori il cui vrdine & multiplo
di m; tutte le soskituzioni di grado inferiore a Ap hanno per ordine un
numero primo con p, per cul, per quanto & detto pit su, &

- mp
r--1"
e siccume per essere mp dispari, ¢ & pari, & pure »= p-} 1, cosi il sot-
togruppe G, ha almeno p-1 costifuenti transitivi.

v > Cl06 v >p—1;

8. Gli elementi di un costitnente transitivo T di orado ¢ del gruppo
S1200
ﬂ'&fl} flfﬂ, nﬁjiii"ﬂi_'ts

la funzione guadratica

f= ETHE e A R TS

rimane invariante per tutte le sostituzioni di & ed & inoltre, a meno di un
possitnle fatiore numerico, () il minor invariante guadratico che contiene
Aty . Se lordine di G & dispari, i costituenti tramsitivi di G, di egual
grado sono a coppie: (i, contiene un sottogruppo invariante H, di graco
(¢ —wa), & dei g coningati fra i quali esso é compreso ne entrano {g — 1)
m G, . Questi (z—1) sottogruppi H,, che designeremo con

H Mooy Hyga vs 5 ey (a)

il s

generano uwn grappo di grado (g — 1). Ora, «se (&, possiede (*) » sistemi
d’'intransifivita ed @ H, il sottogruppo invariante di G, corrispondente
all’identitd di nno dei costituenti transitivi, nel mentre G, trasforma i
sobtogruppl (a) secondo un costituente che possiede v, sisteml d'iniran-
sitivité, allora H, possiede pin di %;— sistemn d' intransifivita, facendo ec-
cezione pel caso nel quale & v,=—1, giacché allora ne possiede » almeno s,
Questa legge si verifica facilmente tenendo conto di guanto abbiamo gid
v

dette, giacché dednciamo che se H, avesse meno di % gistemi d’intran-
1

(') Rretz. op. cit. pag. 7.
(]) MaLvLer, Prov, of the Londow Math, Soc, vol, XXVII, paz. 535.
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sitivith, le 2, serie coniugate in @, nelle quali i sottogruppi (@) sono sud-
divisi contervebbero il massimo numero i elementi

(E-—l)rl-|—1==v—{-u1 1)

g
dei v sistemi &' intransitivita di G, , dovendo ognuno di quel soblograppi
sontenere almeno un ciclo di T, per cu questi nltimi non potrebbero ap-
partenere ac un gruppo di grado (g — 1) eccetio che per 7, =1 (cfr. nu-
mero precedente).

Siano ora T e T" due costituenti transitivi corrispondenti, in G e G,
rigspettivamente, ma fra loro Jifferenti. Un certo numero di quei (z—1)
sottogruppl vengono trasformati per mezzo di T' quando H, corTispoRrde
' identita di T. (') Notiamo innanzi tubto che se indichiamo con

‘1-"'1-1.11 b nﬂ ﬂi!«a i i g ?{L—l‘lt

gli elementi di T, possiamo scrivere, Come gia abbiamo fatto per T,
L=
= X (”xﬂ _I_ (tes 1 Mx3 + S —I_ Txy) < -
x=1
Formiamo il coningato G, di G, lasciando invariato un elemento di T:
dai due differenti valori di f rileviamo che in G., Velemento ¢, entra nel
gruppo trasformato dil, cioé in R-1TR, essendo R tale che RG R=8,,:
ma H. & trasformate per mezzo di G nel modo stesso nel guale & trastor-

mato a., e da cio 1l feorema.
Siano ora due solamente 1 costitaenti transitivi, ed all’identii 10 1no

di essi, in T, ad esempio, corrisponda un settogruppo invariante H, di G.
1 =ottogruppl
Hi.l H:-.,,E HH,E s vy H—s.h 1 [‘-h =—§ [ﬂ == 1)]? HJ‘)

¢ono 1 trasformati da G, per mezzo degli elementi di H.,, (%) per cuil, per

due dei g sotbogruppi
le HE:' Hﬂr*":HJ:r

conjugati in G sussiste l'nna o Palira, ma non entrambe contemporanea:
mente, delle relazion

Hﬂ_IHnHﬁ — H, ’ ed H;._‘lHﬁHu = H‘g . ([?)

Qa3 1] numero di elementt comuni ad H, e H,: e pure v il mumero
qi elementi comuni a due gualongue del sottograppi (b). Siano

(ty, flas (ay .-y ly, J'J"'l! E"-'ﬂr bﬂ:"'rb"r*
oli elementi di H, e »
-IF.JIJ DE, b:'---]bfr E"l! ':21 EE?"']EE.

quelli @i H,,, ad esempio: ¢ ¥ - ¥ i1 srado di H.. Dovendo H,, venir

M Rigrz, Lo il pag. 1L
19} Giaeehi, ge i soltograppl (o) formans Tn'tnica serie coniugata in G,, vengono trasformst

per mozzo di T yuanndo Hs corrisponte all'idensitd in L.
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trasformato per mezzo degli elementi di Hy che esso non contiene, & tra-
sformato per mezzo di uno degli elementi «, ed In H, sono necessaria-
mente sostitmzioni che non irasformano H,; 1n gé stesse, Sia S una di
queste: S'H.S contiene allora tutit ghi elementi a giacche H_, ed 5~'H ;S
hanno appunto » elementi in comune. Ma «,,, per mezzo del quale H,; &
trasformato, & eontenuto in 8—'H,,S, & dungne non pud trasformare Hg,
In sé& gtesso, Analogamente H,, non pud trasformare in sé stesso SH, ;5
e siceome ¢id € contrario alla relazione (¢), cosi possiamo dire che se sono
golamente due 1 costitnenti travsitivi del sottogruppo G, di un gruppo
primitivo d'ordine dispari, tale sottogruppo risulta da isomorfismo oloedrico
ira gquei costituenti.

Il G, risulta da isomorfismo oloedrico fra costitnenti transitivi primifavi,
se questli non seno pitt di quattro, ed anche questo si deduee facilmente.
Ammettiamo infatti che cid non sia: allora all'ideniitd di goalcuno dex
costituent: transitivi T di grado ¢ ecorrispondera in G, un sottogruppo
invariante H, che avrd o doe o tre sistemi d’intransitivita. Ne abbia tre
e 813 (g—a) 1l sno grado: sard (z — 1;=2¢, e nel coniugato di G, che
lascia un elemento di T invariato, il sottogruppoe H sara uno del  conin-
gati, il che non pud essere giacche sappiamo che questi (z — 1) sottogruppl
non possono esser eoningati. () Ne abbia dunque doe; allore € n—a=0,
mod, 2 e anche 2 — 1=0, mod. 2 e gli {x— 1) sottogroppi (a; potranno
venir trasformati solamente per mezzo d'un gruppo T avente due costa-
tnenti transitivi, il che conferma 'affermazione {atta.

9. I costituenti transitivi Ty, Ta, Ts,... di G, siano d'egual grado £
e d’ordine s;, ss, 53,... rispetbivamente: mostreremo che se i rapporti
Sy 83 3y
A A
Fordine di G, & della forma A, essendo A un numero primo con L.

Ammettiamo ancora che cid non sia e che il sottogruppo invariante H,
di G, corrvispondente all'identita in T, sia d'ordine s =¢p™. essendo ¢
primo con p ed s > 0: le sostituzioni di H, che hanno per ordini qualche
potenza. di p generano allora un gruppo H', d’ordine ¢,p"™, invariante
in ;. Nel coningato &, di G, lasciamo invariato un elemento apparte-

non contengono un dato numero p che sia fattore di f,

nente a T,: avremo i sostitusioni di G, , e H', apparterrd alla serie

dei £ coniugati che G, trasforma per mezzo di uno del suol cestifuenta
transibivi T di grado ¢. 1] sottogruppo invariante H'. di G, corrispondente
all’'operazione identica di T contiene le sostituzioni comuni a G, e G,,
giacche trasforma H', in 8é stesso, e sard dunque dordine gqp™. ezsendo g
un numero primo ¢on p. Ma poiché tutte le sostituzioni di T, 1 di cui
ordini non sono numeri primi con p sono di grado ¢, ne segue che le so-

. I:'lj Mirrer, Proc. of the London Math, See., vol. XX VIII, pa. 535: * Se tultii costituenty tran-
sltivi di G; sono groppl primitivi. la serie (a) non put essere ona serie conivgaln in G”7,,
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<hituzioni i @i cuni ordini sono potenze di p e sone comuni a G, e G. ap-
partengono ad Hs .

Se H'. contenessze tuiie gnesta sostituzioni di H,, sarebbe invarianie
in G, ed in Gy, il che non puo ammettersi essendo entrambi guestl sot-
togruppi, i massimi. Ne contenga splamente una parte e siane P le mima-
nenti: Iordine di [H',. P] & un multiplo di p"+ ed i due sottogruppi G.
e (¢, hsnno groppi d’ordine pm in comnne, aid che invece non pud essere
essendo Vordine di H, primo con p™* gia per ipotesi. L'ordine di G,
deve dunque necessariamente essere della forma ki, dove, come gih abbiamo
supposto. & A primo con P, TUMETO primo contenuto quale fattore 10 1.

Questa proprietd di Gy da luogoe ad aloune importanti conseguenze che
si possopo rinssumere brevemente. Iordine di G, non pud essere multiplo
del guadrato del numero primo p ne se in G, ¢ un costituente transitivo
di grado p, né se tuthii suoi costituenti tramsitivi di grado mp (p>m),
posseggono p sisteml d' imprimitivitd: se pol 1 costituenti transitivi di
dato grado pe sono di classe P — 1. 1l loro ordine non puo essere mulfiplo
di pe+!, Infine, se il numero primo p & grade d'un certo numero di co-
stituenti transitivi di H,, 11 groppo che essi determinano risnlte da so-
morfismo oloedrico stabilito fra di essi.

ID. In G, sia un sotiogruppe invarante H, di grado n—a (&> 1)
mostriamo che allora G, ha almeno un costituente transitivo 1 di em
grado supera il grado 1i mascuno dei costitusnti transitivi di H.. Se
ammettiamo infatti che quello ira 1 costituenti transitivi di G che ba
grado pin alto sia di grado eguale a quello del costituente transitivo T
di H,, allora, siccome H, entra tanto in (+_ che nel suo comugafo 5, che
Jascia un elemento di H, mnvariato, i due gruppi G, e G, banno almenuv
un costituente transitivo formato dagli stessi elementi, da quelli di T,
ad esempio, ed il gruppo [G.. (3,] & intransitive. Ma deve 1nvece essere
sdentico & &, essendo G, sottogruppo massimo: dungue H, non puo avere
1 eostitnente trangitivo T di gradoe guale lo abbiamo suppesto.

Da cid, ricordando che ogni sottogruppo invariante di un gruppo pri-
mitivo & transitivo, deduciamo che se tutti 1 costitnenti tramsitivi di Gy
sono gruppi primitivi d’egual grado ¢, il semplice isomorfismo stabilito
fra di essi determina G, . Che inoltre, se {ro 1 costitnentl transitivi di
quesko & un gruppo regoiare T i1 di eni grado ¢ & minore del suo ordine,
allora &, deve posseders un altro costitnente transitivo dello stesso grado ?
i1 cni sottogruppo che lascia un elemento invariante, sposta tutti 1 n-
manenti. E

In una prossima nota applicheremo aleuni di questi teoremi a dimo-
sirare certe proprieta dei grupp metricl,

(. ALASIA.
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UN CRITERID DI CONVERGENZA DELLA SERIE DI LAGRANGE

L la formola di Lagrange, & noto, ba per 18C0po di ottenere una delie
radici dell'equazione (in =z della forma

z—u—tfiz)=0 (1)
sviluppata in serie di potenze di 7, essendo » ¢ ¢ due parametri e f(z) una

fanzione analitica di z, regolare nel punto z = .
Il primo membro delia (1) & nna fanzione di z e @i & @ (z, ) che si an-

nulla per z=u, f=0; ed essendo
0 ® (z [
( Dz )]:::1' *4

rer ogai valore di ¢, sufficientemente prossimo & zero, la (1) ha una radice
prossima ad u e sviluppabile nell’ intorno di =0, nella serie:

;:”"I_Hlf‘i'ﬂ':fg—l—.._ [:.E\]

1 (f"";)
dn =
0

2o

in e

dove I'indice 0 indica che si deve prendere il valore della derivala per =0

o5 : : : . :
ME ¢ la derivata rispetto a t della funzione ricavata dall’equazione data,
derivata che contrassegnamo eoi segni delle derivazioni parziali perché, ve-

nendo la funzione { a dipendere anche da . si possono considerare deriva-
zioni rispetto a questo parametro.

. Immaginando ora attribuito ad ¥ un valore particolare, regolare per f{z),
mdichiamo con F(J) una funzione analitiea di G, regolare in § = w, sviluppa-
bile ciot nell'intorne di w. in una serie di potenze di [ —

e

n=z
F [:;'I == X 2, L: — 'H}". 1.3-}
=10
Se t & prossimo q zero. | sara sufficientemente vicina ad u e si potra
trovare un intorno di ¢=10, per esempio un cerchio di raggio e, nel quale sia

| E—n| <3

essendo g una guantita, piceola a piacere. Entro il cerchio di ragpeio &, §—u
¢ sviluppabile in una serie di potenze th £, guindi, entro tale cerchio, i termini
della serie 3., che & convergente in egual grado, sono funzioni finite, continue
e monodrome di #, regolari per { = 0, & F(T; & sviluppabile in una serie di
potenze di ¢ delia forma

- | 2T I Jon k(
Fi'“':FE\HJ'I' - ?'_(' at;;ﬁ)j’l:

B=1

dove

»F(Z)
Com )
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5 il walore per =0 della derivata »™* rispatto a £ di ¢id che diventa F (L)

gquando, per §, si ponga la serie (2).
Con facili ealeoli, () sl trova

o* F([) i3 ;
( YT )u_ du—? [/ () F(u),
essendo P’ (u} il valore della derivata di ¥ (T) mspetto a G, per { =
8i ha cosi
Py —F ‘_]_“i’ gn go—1 f“ .IF;
&)= X s l?_‘. ‘ f}u“rl[ () E* ()]

che & la formola di Lagrange nella sna forma pil generale.
Se in partcolare

¥ (3)=§;

. t& dfﬂ (2¢) | fn dn_lfn {’H]
c=etHty s ~g T F*i g0 ar ¥

i ha

che da lo sviluppo di una delle radici della (1) in una serie ordinata secondo

le polenze intere e positive di ¢
9, [ndichiamo con w, una radice qualunque dell’equazione

1z)=0

g immaginiamo che, nella (1), al parametro « sia attribuito un valore tanto
prossimo & g ¢he, descrivendo unel piane z col ¢eniro in z=u un cerehio T
i reggio |we—2 |, entro I' e sul contorne, la funzione fiz) s1 mantenga
sempre finita, mantenendosi anche diversa da zero mell'interno di I' & annil-
iandosi sul contorno solo in 1, . Deseriviamo inoltre col cenfro in 2= nn
secondo cirecolo € interno = T, il eni raggio, minore di | e — 12 | , POSSIAING
anche supporlo prossimo guanto si ynole & questa guantita.
Dalla (1) s1 ricava

Z —
12
f=Wh(z—t)+Dafz —w)*+ ...

con B, 0, perche, essendo

t=gp(z)=

CS318

¢ filg) —{z —w) /' (2)
‘:F' {E} == l‘?l-_r |,$]J! . |

by === () kU

La funzione o (2) allora, entro C e nel contorno, non si annulla né diventa
infinita, tranne in z=wu, in cui si annulla, e il suo module avra sul contorno s
di O, un minimo B, (== U).

Deseriviamo ora nel piano 7, col centro 1n #=0, un circolo €' di raggio M,;
ad ogui punto i entro U r:m-risiundﬁrﬁ. nn solo punto T entro O e T sari
una funzione analities di &, regolare nell’ mtorno di ¢=0.(*) Per tuifi i valori
di ¢ entro C' si ayrd uno sviloppo della forma

E:H-I—n]f-—t‘ﬂgtﬂ-i—-..‘

il quale doyrd necessariamente coincidere con lo sviluppo di Lagrange.

sl ha

(1) Berraanw, Coleni differeniiel,
(2) Biascur L, &wnzioni di puriabile complessu, § 53,

o A e e
- .-.

—_—
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Possiamo dunque concludere che pei valori di # situati entro nn eireslo
col centro in £=0 e con un raggio egnale a M, la serie di Lagrange &
necessariamente convergente. i guny, il

TeoREMA. — Se al parametro n dell' eguazione
g—u—1iflz=10
s0n0 attribaeti valor: sufficientemente prossimi ad wna radice wy dell’equazione
f(z)=0,

tali che, descrivendo nel piano % col cenbro in z —n un cerehio T (i PAGHIO
[Ba— 1| entro T e sul contorne la funzione £z si mantenga sempre finita, sic
diversa da zero entro T ¢ st annulli sul suo conlorno solo in to , #ndicandeo

o S :
con My 4l minimo del modulo delia frunzions sul contorno di un qualun-

ilz)
que circolo col ceniro in 2= u e mterno a T, la serie
22 dft ) fu (/2= £ ()

u_l_tfm)—i-l.ﬂ' el +“'+1.2...ﬂ qu—t T

e certamnente convergenle per tulti i walori di t inferni al cerchio col centro in

t =0 ¢ col raggio cquale a M, .
Guipo SApTx

Sienda.

LE EQUAZIONI RECIPROCHE IN SENSO GENERALE

L'illustre matematico francese G. DE LONGCHAMPS in una interessante
nota « Sulle equazioni guadratiche » (Jour. de Math., vol. 6°, pag. 265)
indicd mediante nn caso particolare (equazione di 4" grado) come ande-
rebbe generalizzata Ja tecria delle equazioni reciproche. Siccome non ho
visto sviluppato altrove questo concetto, che mi sembra meritevole di con-
siderazione, ne ho fatto argomento di questa nota.

|. DerFixizioNe. — (De Longehamps). — Una equazione i gracdo n,
i(x) =0 ¢ recipraca quando si ha identicamente

fizy=ra7 ()

per valor? copvenientemnente scelti di k e ).
Il numero & lo diremo i} medulo di reeciprocita della equazione.
Della definizione resulta che affinché un’equazione

fle)=a@® a4 ... + ap g@®+} a, @+ a,=0 (1)

gig reciproca, deve aversi identicamente

Q" - at—t —+ ... + Ty 10 — —I-— _
_|_ ﬂﬂ — )‘f_ﬂ”;:'u —]_ ﬂ’.‘lIf"ﬂ'll_i‘ﬂ--"'I + . w0 + HD_EF:T“_E —I—- ﬂ'ﬂ_lkmﬂ—'l __f_ ﬂumn).

:":- e
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Dalla identificazione dei coefficient: resilta

(o= Ally , Ay == Allyahk ;. oy Opa = Ak a, == Atgh",
da cul
g
Aoy ity q (Lofty , .. 4 Ly
== ky g= K e et i Bna = kS ay=— k%,
(1, fy L, &
ed anche
(Lyfy, 2 fglty n—1 My, n "E
S L V== R K — ! = _§
tplly_x Uyl s 1, flo a,

L’ j-esima di gueste formule da
a; ity
fy—y Co

At =

g 'nltima

eliminando A fra gueste si ha
nl (nu n—11
ﬂn—l__ LN ’

{tn
ovvero posto = lf .
1
(%)

= ﬂn_ﬂlu—-ﬁr_

Per u pari si hanno cosi jn—1 condizioni che, seritte per disteso, stmo

—2 — 1 ___ — -
" ag” =y 4"y I*.- (g"€y" =0y g @ i:' . 'Jui‘ﬂ—-lhil'nﬂ_ﬂi'ﬁ-l—lnﬂﬂﬂ (ﬂ)
g per n dispari se ne hanno ¥ ( n— 1), che, scritte per disteso, sono

. S —L ——
P, P e, " AR T = U AT - e G == 6 G pno- (3)

2. Equazione reciproca di grade pari,

L'equazione reciproca i grado pari (in senso generale) é della forma
g™ 1 @a® L et a2 | a N - Aka, = 0. (1)

Infatti, date 1'equazione

aot® gt . @t L G ® 4 a, =0,

ad ammesso che fra’ suoi coefficienti sussistano le (R), ponendo inolére
=p,ﬂ, s1 ha la (1)

La risoluzione delln (1) si pud far dipendere da quella di un’equa-
zione di grado k e da k equazionz quadratiche.

Infatti. ponendo

W + _‘% — U
la (1) diviene

4’(5’)'_—’ 0,

e guesta & un'eguazione di grado k. Indichiamo poi con 7y, Ye,- - - Yy 1€ suE
radici, tutte le radici della (1) si otterranno dalle equazioni guadratiche

2 —ye+A=0. ([i=12,...k)




Pl P
- r-.:-_'-l':.-" L
e
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Equazioni reciproche di grado dispari.
LEMMA. — Sopprimendo nella eqUAZIONE

@ (@ + ") —— gz (@5 p ) | ag® et vy
- -h g @=U{e L) =0; (n=2k 1)
la radice x —= — 1. lequazione risultante ¢ delin forma

L e T T o YL Al — nupﬂt—l =i} (4)
La cosa non presenta alenna diffieolts eseguendo le diverse divisioni

ed aggruppando convenientemente i coefficienti. Per guesti si trova la
legge di ricorrenza

A—’p = “A]\»—I _.L ”p -
colla condizione iniziale Ay = n,.
La (2) & un’equazione reciproca (senso generale ).
TEOREMA, — e equazione reciproca di grado dzspari (in senso gene-

_ A
rale) ammetie la radice = — -

e soppressa questa radice, Uequazione

risultante ¢ un'equazione reciproca @i grado pari della forma (2).

Infatti osserviamo subito che un’equazione generale (1) § 1 pnd met-
tersi sotto la forma

flx)=a, (ar“ -1 g—’f) + ﬂl;:::(;rﬂ-ﬂ —- ﬂ“"‘) +...=0,

0 {t
e questa in virth delle (R) del § 1 pud seriversi

i, ¥ "

. - £
= -r.,“ T e

—

o
et

n
® n ! ET'El n—=e "lﬂl"ln_
&) =ay [ - 2 -+ el ant L 1/ = —+ ...
a,
cee - Ay n~1)T4n—1) (;?‘+ l/f) — 1
\ 0,

che & precisamente dells forma della efuazione presa a considerare nel i
Lemma, od i1 Teor, & dimostrato.

Da quanto abbiamo esposto risulta pure

La risoluzione di une equazivne reciproca i grade dispard (n==2r
St pud far dipendere dalla visolizione di wne el

Lguazion? reciproche vrdinarie. Prendendo il

=1)
zione di grado r,

module di reeiprocita
ﬂl’l

—m

!
uguale ad 1, s ha . =+ 1. Allora, per n=2r 41 si ha .

fﬂn.ZEIn, Q-3 ==101 4. .
1!]-5:-—-!'111., ) —

€ per n=2r i ha

per k=1 i'
—f0p 3,... per b—__1

l”ﬂz__ﬂl]r ﬂlz—ﬂﬂﬁls...: ﬂ'}ﬂ—_-'_ﬂ'in EPI]ETIE:I ﬂ!l‘l___{] per f,::—_]_'_



PERIODICO DI MATEMATICA. ™

Applieazioni.

Equazioni di 3° grado.
Dalle (3; del 8§ 1 &i ricava che deve esistere la relazione
a, s = 00ty (1)
tra’ coefficienti dell’'equazione
aped - a2 L ger 1+ a® = 0. {2)
affinché guesta sia reeiproca nel senso generale. Lascio alla cura dello
studicso 11 resto dellapplicazione e faccio notare che:

Un'equazione reciproca, nel sense generale, di 3 grado si puo mettere
sotto la jormua

a’X® - N = ]':_'.E } E.u— 0. (3)
Infati la (2), mediants la (1) e ponendo @=X —% diviene
) ) &P i,
a (g <o
= XL = NP X - ay"=0
(1, ay”
(o

e ponendo in gnesta aE =0 ap=7 i ba la (3)
1

La (3) ha una radice X = . e la condizione di realith delle altre

due e

= |

(2f 1) Bap —1) <.
Equazioni di 4° grado,
La equazione reciproca di 4° grado ¢in senso generale) dipende da tre
equazioni di 2° grado.
Infatti 'equazione

(gt - a8 - Gaa” —|— a1y =1, (1)

perché gin reciproca mel senso generale deve ammettere fro’ snoi coefhi-
cienti Uamica relazione
- 2. :
.. 1" == ylly (2)
allora essa diviens

o
- fly , ﬁ"3
a (¢4 ) o (2 o)+ a=0

o, 1,
e ponendo
. i
A
i) » |
questa diviene
. | 2ty
Aol == MY+ a s = (.

In econclusione indicando con p, ed i e radici di guest’ ultima, le
radici della (1) sono quelle delle altre due equaziom

2 — typhr -ty =0, €% = e —+ g =",
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Risolyendo effettivamente la 1, 81 perviene alle segnenti conclusioni:

Ponendo
R — {!-1‘ — 4’“;_;(-[1215!3 + Bffﬂulﬂz =

Se R>0il primo membrodella/1, & decomponibile in 2 fattori quadratici reali,
> R=0 5 » &1l quadrato di un’espressione quadratica,
R<n s 2 »  edecomponibile in 2 fattori inun. coning.

S intende hene che la (1) & ritennta reciproea in senso generale.
Leguazione reciproca (senso generale) di & grado si pui mettere sotio
I forma

gt g — Tty v =0
'DE LONGCHAMPS).
Ty

Infatti basta irasformare la (1) mediante la posizione = "X e
1

tenere presente la relazione (2). Soito questa forma pih simmetrica la sua
risoluzione viene a dipendere dalln guadratica

Equazioni di 5° grado.
Nel caso dellequazione di 5° grado
(g2 < ayx* - ayt’ |- ge” - age 4 az =1,

le relazioni che debbono sussistere, perché sia reciproea in senso gene-
rale. sono

b a
Q70 = @ Oy g’y = tyels",

& medlianie qneste relazioni essa pud seriversi

fo () el () ol i)

€ messa gofto questa forma si vede che ammette la radice = — ==
i ]

Sopprimendo guesta radice, le altre radici della equazione in (uestione
si ofterranno dalla equazione di 4° grado

:
wd

" : 7
a1 (ay— ) a® |- [ug—-ﬂ;l_t-|—ﬂﬂ:f'):‘{fg—l— (ana™—agn™ )= dgp? (P-_ l:’ E)

{

che ha la forma

ot At 4 B - gfAx 4 2t =0,
cioé di un’equazione reciproca in sense generale.
. CaxpIDO

Gafafing.

e e -

T -_._‘_

~ e L
ORI

1 '
= '
L i |l iy e
LT R
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[NTORNO AD UNA FORMA DEL POTENZIALE DI UNA MASSA SFERICA
LA OUI DENSITA NON SIA COSTANTE

Nel suo celebre Trattato di Anaiisi, (") EMILE Picarp, come applicazione
delle mozioni relative agh integrali muliipli, studia le propoesizioni pin
semplici della tecrin dell'attrazione.

Suppone ripartita, in un corpo atiirante, la materia in medo continno.
in modo cioé che la demsita 7 sia una funzione continna delle conrdinate
0. b, ¢ d'un punio variabile della massa attirante. Le tre componenti
X. Y, Z dellattrazione esercifala sno un puoto di coordinate . 7, z sone

) " fla—a) ., 5. du
x=| [ [“=5
= (b—y).5.d
Sl
_ (¢ — &) .0.d
z= | -r=

ove du=da.db.dec e r¥*=(r —a)®+ (y—b)*} (z —¢)’, gli integrali
tripli essenclo estesi alla massa attraente. Le X, Y, Z sono da considerarsi
come funziom di &, y, z. Si dimostra che esse sono le derivate parziali
rispetio ad @, y, 2 d’una stessa funzione rappresentata dall’integrale

Vie o= [ [>T

esteso alla massa attirante, ed al gnale si da il nowme di potenziale.

Si stabiliscono guindi le seguenti proprieté generali del potenziale
¥ [, 2y

Egso & una funzione continua in tutto lo spazio, e lo sono altresi le
sue cerivate parziali del primo ordine. Le derivate seconde sono continue
nell’interno ed all'esterno delle masge attiranti; la superficie di separe-
zione del mezzo esterno e delle masse attiranti sard per esse una soper-
ficie di discontinuita. Si ha igolire

ANV=2=0

allora

all’'esterno, e
AV=—4r5gs8 ("

all'interno delle masse atiiranti,

it Euiie Picarp, Tradtd o' Analyse. Tomea [,
iy Formulin celebre dovula a Foisson.

i e T 2 T i Ty T MWD e kg i
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Di piit, V (&, y, 2) tende ~=rzo zero guando il punio (w, y, 2) s1 allon-
tana all'infinito in un mod: .aalungue.

Stabilisce che gueste proprieti sono caratteristiche del potenziale e
dimostra 11 segnente

THEOREME. — V représentera nécessatrement le potenfiel en (X, Y, z)
di a laftraction dune matisre répartie dans chacun des volumes, la {01
de le densité éanl représentse en chague poind par la fonction 2. (%)

Basandosi su questa prezcietd si coposcerd il potenziale dovuto al-
Pattrazione (i un corpo se =i porra determinare una fuzione V soddisfa-
cente a tutte le condizieni zrecedenti.

Cost il Dirichlet in vnas sna « Memoria»,(*) nel caso dell’ellisoidie,
da la seguente forma del puienziale V (i, y, 2) dovuto all'attrazione del-
Tellissoide
T ;j’ri yﬂ E‘J

at+3 b 4 D).
T R SO U ol 1 (o o)

2
= o

Ve=qgauabe.5.

Nella preﬂﬂnté memoris, seouendo un procedimento speciale, ml pro-
pongo di determinare la forma di V quando si abbia una massa sferica
pella quale la densitdé non varia, come generalmente si considera, per
superficie sferiche concentriche, ma per superficie sferiche interne alla
data ¢ con 1 centri suceessivamente situati sopra un diametro di essa.

e
= -

Vediamo pertanto quale relazione interceda fra l'ascissa del centro
della sfera mobile ed il suo raggio, perché le sfere sieno successivamentp
Vuna interna all’altra.

Tlequazione di una superficie sferica, riferita ad assi cortogonali car-

tesiani, col centro di coordinate w, b, ¢ e di raggio » é

(@ — @) (y— B+ (5 — ¢ =1".

Se @1 immagina che «, b, ¢, r sieno tutie funzioni di wna stessa vara-
bhile w, I'equazicne

e — e (W) + |y — b (W) + [z — e @] =" () &)

rappreseuba, per ogni valere di w, una auperficic sferica di raggio e

centro diverso.

Se nell'equazione (1) inccianmy guindi variare con continuité la u, va-
rieranno pure con continuili la posizione del centro e la Innghezza del
raggio. 1 centri delle superiicie si troverannov, per conseguenza, su di nng
Linea gobba di coordinate e (), b (1), c(2)

(1) Cfr. op. cik. pag. 178
2y Jowrand e Creile, L. 32,

s i Pl
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Ora, la condizione perché di due saperficie sferiche I'una sis imterna

all’alira & che la differenza dei rapgi sia maggiore della distanza del
centri; per cui dovra essere soddisfafta la ineguaglianza

V(o) — e () P [o (i da) — B0 P [e (uF iy —e () <
< | r{u—+ du) —r(u),

ot anche

a (- j—ni)\ l b {ndu)—biu r)“ ] e lutdu)y—e )y

[ el i ] ’ (_H du ‘ ( el <

. t e dw) —
. clut l
e quindi, al limite,
ﬂ’n dh dc\ | ‘ fdr |
h/ d’u | d“n + (}}E) < rhf l

Quindi, purché guesta condizione sia soddisfatta, gualungue sinno le
a, b, c. v, Vequazione (1) rappresenta un sistema di superficie sferiche
avenli i centri sopra una lnea gobba, e poste l'una denfro Caltra.

Per conseguenza, l'equazione

[ —a (W) + [y — b () JF - 27 =" ()
rappresentera un sistema di superficie sleriche eccentriche, i cul ceniri si
frovano sopra una linea posta nel piano @y, determinatoe dalle equazion

alv.=wx, biu)=y.

Di tali superficie I'una sara interna all’altra guando sia

V I@' o db |’
(rh:) s (du)
Finalmente, 'equazione

e —a )4y -F 2 = (u)

rappresenteéri mn sistema di superficie eccentriche, 1 cm cenfri sono sk
I'asse delle x; e la condizione che, in tal caso, dev'essere soddisfatta perche

W

Vunn sia dentro Valtra e

Irfr
|n‘ﬂ |

f ri'i
l du r.'hr
oesia devessere
" it ! dr |
du | <ldul’

Se la i si riduee alla «a, allora dev'essere

<t
(it ‘
Se la ¢ 81 riduce alla 7. allora

et

l}ldull
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=]

Vediamo ora gonale forma prenda ' integrale triplo generale esprimente
la funzione potenziale di un corpo quando, come abbiamo precedeniements
detto, la densita della massa vari per strati lmitati da superficie sferiche
le une interne alle altre, ma ¢oi centri in linen retta.

La densita della massa sara funzione del parametro della snperficie,
cioé sarii costante su ogni superficie. Imagineremo gli straterelli di spes-
sore infinitesimo ¢ di densitA 5 costante. E ehiaro che la fanzione potep-
ziale di tutta la massa sard equivalente alla somma delle funzioni poten-
ziall dei singoli srraterelli.

Per determinare la funzione potenziale relativa ad uno straterello
yualonque, si consideri una sfera omogenea di densita 1 e di raggio r: la
sua funzivne potenziale relativa ad nn punto esterno é

e
7

dove 7 indica la distanza del punto potenziato dal centro della sfera. Se
st imagina di levare da questa sfera un’altra sfera, che non sia concentrica
ad essa, e di raggio 7y, la funzione potenziale dell’involucro rimunente
sard (uello della prima sfera diminuito di quello della seconda; cioé sara

a (r:‘ r,*)

LRl R °
dove [, indica la distanza del punto potenziato dal centro della seconda
snperficie sferica limite dell’ involucro- e guest’ involucro sara infinitesimeo
se &1 fard subire uno spostamento infinitesimo al centro dellz prima sfera.
¢ se s fard diminuire di infinitamente poco il ruggio di essa. Ritenendo r
¢ | come funzioni di una varisbile indipendente u, se le due superficie
steriche limiti dell’ involucro corrispendono rispettivamente a due valori w

¢ #t—~du del parameiro, la funzione potenziale di tale involucro sara data
cal ditferenziale dell'espressione

e
dw

4
3

'T'=
'-_-T'

Assunta Ja linea vetta, sulla guale &1 trovano tutti i centrii delle

superficie, come usse delle «¢, & detbn ¢, funzione di u, Pascissa dei centri.

Ia distanza di un punto di coordinate &, y, = dai centri sard data da

l=Y(z— a4 y* + =

La funzione potenziale d'wno straterello sulla massa sferica sard per

conseguenza
d [ rdr 9 aa
-gnd—H(T) du=4r. T dre 4 T (& —a)=—du,

sempre supporendo che la densita dell’involuere sa — 1.

Fuve it

" ]
P ey 1
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Se invece la densitd dello strato & &(u), allora la funzione potenziale
gara

= dr Py — ada
% E(H)'(? dit i 3 P du)d"'

Dando ad = tutta 1 wvalori per i gquali s1 hanno tutte le superficie
gferiche, si avranno le funzioni potenziali di tutta gli straterelli ne: guali
resta divisa la massa sferica totale. La sommwa di tutte gueste fumzioni
potenziali elementari dd il potenziale V del corpo sferico. Si avri cosi

" 7* dr 0 — t da
T=4ﬁfaf'”)'(i c | 3 F n’u)d“'

Supposto che 1, ed », sieno 1 parametri corrispondenti alla prima
ed alVultima auperhicie sferica del sistema, saranno u, ed #», i limiti del-
I'integrale.

(Giova notare che se per u=u, é r=0

, allora s1 ha un corpo sferico
pieno, limitato dalla superiicie sferica corrispondente al parametro w= ;!
che sa invecs per u=u, © r diverso da zero, allora si ha un involuero
sferico.

Dungne, la funzione potenziale relativa ad un punto esterno al sisteman

dev’ essere
: ™ (dr r @ — [ e
o 1 ,
‘Ef_dcﬁj: Blu) . 7 (du Fa n'u)du'

[\

Vediamo se guesta funzione soddista alle suaccennate caratteristiche
d'una funzione potenziale.

Essa pertanto & funzione delle coordinate del punto attratto, le qual
sono contenute in 7, ed ¢ fimita e conftinua in totto lo spazmo. gincché #, a
e 8(un) sono finite e eontinue con le derivate prime per i valori di »
da 1w, ad .

Se il punto potenziato va all'infinite, I diventa anch'esso infinito, e
la funzione potenziale diventa nulla.

Infatti si pud scrivere

{'"l dyr ™ ae—a dn

¥ — |

V—4 .u,... < 5[?!) (diﬁ | 33 ) . d?!) it .
P

- . . . r—1
I fattor ;& s perl=u, diventano eguali a zero, ed il fattore ;

tende al coseno dell’'angolo che 7 fa con l'asse delle & guando il punto
sia all’infinito; e perd

» V=0
Lia massa M del sistema si ottiene calcolando il limite verso il guale

tende Vg, dove p € il raggio vettore del punto potenziato, quando p tende
all’infinito. Ora é

: , m 0 (:i‘a- r 1 a—a da
V = . 1
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Quande ¢ diventa infinito, il fattore % tende all'unita; e, per guanto

s1 & osservato, si otterrd

: t . ar
]mlTp:_ilﬁfuﬂ{zr}.r’.&Ed!t:M.
1,

P== -
Deve pur essere
lim Vo =cos gz, M;

=

ed infattl si ha

! Uy @ (dr * 1 w—ana dn)
oy - ~ 2 ]
11:':1:1= Ve=4+ lim A a{u) . 7. ; ({tu 5T — du
OV VEro

e 1 ==, i

£1=Ili ‘if::::&nfu 6(u).r*. cospe 'Eﬁﬂu
'ﬂu

notando che quando il punto potenziato va all’infinito, le direzioni delle !/

coancidono con guelle delle p. Quindi, per il valore di M gia trovato. sara

b Ve — cos {;I . M.

=40

Analogamente si ha

Iim Vz=r¢o0s ;E M.

Derivando la V rapporto alle coordinate x, y, £ contenute in /¢ si
oftiene ordinatamente

oV ! r—a dr
h_:__.i:: e : ' )
= fﬂ 5 (). S O du

F:}:_' 4:£15f1f) 7 '-}’;—%:: i
PO e TR Tt 0
By
P:':Ez_&m H:EC“}-"E-I—;.% dit —
—%ﬂful'ﬁ(u}.fr’.a(m;ﬂ)ﬁ.gz.du.
Hg

(Jueste derivate si mantengono finite € continue in tutto lo spazio

esterno alla massa attraente, perché { non si annulla mai in tutto il corso
dell’ integrazione.
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Si pub porre altresi

' 1 A fe—a dr rf1 3 tx—a\t) do
TR 3 (u) 1“[ E s 3 |/ J( ! )}Er?:]d“

0 I,
e guindi
oV . L *fTe—a dr  r |1 3 .If—-r: ‘*] da
llmﬁ ﬂénhmllﬂn(u)r“ irﬂ[ e e E jdu du

per cni, tenendo presente guanto s & gid osservato, g1 ha

v
].lma—-p — M cos P‘T

Parimenti si ottiene

oV

%

q I e ™
a®— M cos® pT.

lim

Se ai deriva nuovamente rispetto alle coordinate del punto potenziato,
s1 ottiene

3V ol 1 3 (@ —u)
Y ';"“J;} 6 (1) "'Eﬂu (z‘ﬁ i )‘“‘“

a3 (x— B le—a)P— 10 P (3 —
—-a-ﬁf 5 )y o (PE Y 22 Qrf—_LFlz—)q,
>V T ri1 3
S 47:_];:3[“}?2&:(33 7 du —
da 3PP — 168)° |
~¢;.-.j~“ (u) A 7 (& — a) du,
Hy

>*V o dar {1  32°
————_——-41:_[ cr(*u)*r‘rm(!ﬂ )dtr

b TS e 31° — 1568%2°
——%T:j 6 (u) ir-3 du' 710 (¢ — a) du.

By

Sammandp membro a membro s1 atlerra

R 25T WY T
ﬂ,?————énfﬁf-u}r d’r(r 5(1 1) Ef'l Y 'ZE)rEn—

1 e\
—gﬂ;fﬂff‘)‘" du[ thu n)l_ﬁ_m{mm &)1 o (L u);:f—F dn:
q,

e quindi
F ﬁgv:—“ D
La espressione di V cosi delerminata é valida soltanto per i punti
estorni alla massa attraente e non posti nella cavita interna, se si tratta

di un 1nvoluero.
G. REPETTO

Sapauyi.

(Continua)
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QUISTIONTI PROPOSTE

704, Risolvere equazione

—1 T & x |
xr —1 a & a
T r —] T e (=0
T 2 T T —1

. Piecrori.

{05. Si consideri un’ellisse R ed un’iperbole equilatera H che ha
per vertici reali i fuochi di B, Se {, ¢ sono le tangenti condotte da
un punto P di H alla E, si dimostri che I'angolo di ¢ coll'asse mag-

giore & nguale a quello dj ¢ coll’agse minore. _
706. Sia F un fuoco, 01l centro ed M un punto variabile di una
ellisse. ¢ P la proiezione del centro O sulla perpendicolare da M
alla. MF. Trovare la curva luogo di P. e I'area della medesima.
707. Siano P, IV i fuochi di un’ellisce, A, B, C, D i piedi delle
uormali ad essa condotte da un punte M del suo piano. Trovare il
Twogo del punti M tal; che

AI' AT"-L-BF . B +CF.CF' - DF .DF — cosfante.
E.-N. Barisigx.

—

RISULLZIONT DELLE QUISTIONT {0, 701 & 702

“700. p, uh punte P del piane @i une parabola si conducano le tye normaly,
di cui § viedi sinno A.B.C Ie cangenti in A, B, C 8" incontsrine nes punti A, , B, , C;
Dimostrare vhe.

. Le retin congiingente P coll’ortocentro del triangolo M:B,Cy 2 paralleln alla
congiungente I'ortocentyo del triangolo ABC col civeumcentro del friangolo A41B,C, .
2 I tre punéi Ay, By, O s0no iltiali s0pra un’eperbole equilutera avente PEY
agsintoti Uasse e a tangente nel vertive delln parabola daita. Questa iperbole non
cambin, se P si sposte JOpra una velta pavalleia all'agse delln perabola.

E.-N. Barisizs.
Risoluzione del prof. V. Retali di Milano.

Sia ¥* =z Tequazione delia parabola rifevita all’asse e alla tangente al
vortice: iperbole d’Apoilonip rolativa al punte E (z, B) & '

Y + Zp(p— )y — 2ps = ()

e lo ordinate dej punti d'incidenza son radiei defla equazions cubica
v 2o —a)y— Bt =0,

che si ha eliminando » fra le due precadenti; abbiamo dungque

Nty +y=0, ysya = 2p°p.
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Per egoazione del cerchio circuscritio al friangolo ADC si trova facilmente
-y —(p+a)z—Fiy=0,
laonde e coordinate del circumcentro 0{x’, ») di ABC sono
r'=3(p+ x) v=1F%:

per avere guelle dell’ortocentro H (&, ) dello stesse triangolo, osserve che le
covadinnle del bariceniro suno

=13 (m + a3 + x3), y = 0,

2= 24 82"’ = —8p }
Yy =— 2y 4 By=— L} (1)

dongue

I valori delle coordinate dei punti Ay, By, U;, sono
B
Zp
e gli nliri che se ne deducone con rotrziome sngli indici; 'equazione del eireclo
circoseritio al trinngolo AB4Cy &

by —Ep—alx+Bfy+iplp—a)=0
laonde le coordinale del circumeentro Oy (2%, »1) di AB,C, sono

;1:',:1;1—--,1,::, y’1=—"}{3-

- h = —kin (2)

b=

(3)
L'ortoceniro H; (x"y, 1) di ABC;, per nn teoremn notissimo, & solla di-
rettrice della parabola ed ha per ordinata

= yjﬁﬂ +3lm+we tml=8 (4)
Dalle (1). (3), (4) risulta ehe le due rette HOy, FH;, dell'ennnciato sono pa-
rallele all'asse della parabola.
Dalla (2, abbiawo

- Iy 1fasf
aliz == gafizs — j!i Ei—iPS}
i

g1

171 =

dunque, i punti d incidenza delle tre normali erdono sull’ iperbole eguilatern

ry = —} pi

TO1. sia M un punto varinbile sopre wn'ellisse della quale F'1" sono i friochi,
AA’ gli estremi dell’asse magygiore. Dimostrare che le bisettrici degli angoli MFF”,

MI"A sncontirano MA gulle due direllrici rispeltivaments.
E.-N. Barisigs.

Risoluzione del prof V. Retali di Milano.

1l teorema e la dimosirazione seguente valgono anche per iperbole. Le bi-
settrici Fl, F2, degli nngoli MFA, MFA', inconbrino MA rispettivamente nej
punti 1 e 2; il gruppo (M1A2) & armonico e, siccome le retite ortogonali F1, 12,
pasaanti pel fuoco sono coniugai® rispetlo alla conica, il punto 2 & polo di | FE|
e gince solln direttrice eorrispondente & ¥. Analogamente: deite 2, 1, le inter-
sezioni di F1, I'2 con MA’, si vede che 2 & il polo di |F2]| e giaco sulla diret-
trice medesima.

Osservaziong, — La slessa dimostrazione vale per la parabola. Siano A, F,
A', M, rispettivamente il vertice, il fuoco, il punto improprio & un punfo generico
d'una parabola: la bisettrice '2 dell’'angoio MI'A” incontra MA in 2, snlla diret-
trice. La bisetfrice dell'angolo MFA taglia in 2 sulla divettrice 11 dinmetro MA'

.
+
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v02. Se M & un punio d’un’eliices. dsila quale ', V' sono i fuochi, M’ ¢ ii
simmetrico di M »ispetto all'asse minore, F-. ¥y sono © secondi punti d'incontro
dell'ellisse colie rette MF, ME', dimostrare che la yeita F\¥'y ¢ la tangente in M’

&' incontrano sull'asse maggiore.

E.-N. BARisiEN.
1* Risoluzione del prof. V. Relali di Milane.

Se p & il simmetrico di M rispetto al eentro, il faseio M (M I, Iy) & armo-
nico (%) e per conseguenza le tangenti in M »_ si tagliano sulla reita IV, T} .

Usservazions, — [t teovema, che vale anche per I'iperbole, & corollario im-
mediaio di una proprieta evidente del guadrilatero completo circoscriite a una
conica; siane I, ¥ due vertici oppesti, 0. X i due punti diagonali sopra |FI"|:
poiche il grappo F'OFX & armonico, i razgi ehe o proiettano da nn punto arhi-
trario M della conica segano questa di nuove in 4 punti armonici ¥ypF, M’ e le
tangenti in p, M, si taglisno snlla | F,F,

2* Risoluzione del prof. Sihirani.
Sin data un’ellisse

= W

[

H!
R
in cai a>, I fuechi F, P hamno rispettivamente le coordinate

(—Ye2—2% 0] Vaz— 52 ().

8e M & il punto dell’ellizsse di coordinate iy, 1a MF incontra ulleriormente
I'ellisse in uon punto ¥y di coordinatie

(20" — b%) z, + 202 o* — B2
2u® — Bt 4 2;1'1fm
3'3 vﬂr—:ﬂl;‘

a(2at —p? —+ 21y fﬂ-‘ — b%)

£ =

=

¢ Ia MI" inconbin nlteriormente 1%ellisse 1o un punio Fy” di coordinate
—(2a* — D% xy + 2a® Vat— A"
2a° — b — 22,V it — b°
— ?{fl'—i"l:
a(24% — p? — 9, Ya*— b%)

Iz =

ye

11 punio M’ simmetrico di M rispetto all’asse minore ha le coordinate (—&1, 1)
e la tangente all'ellisse in M, di equazione

b okt o' W
_ ;Y _

- pr
meontra 'nsse z in un punto N di coordinate
"2

Ta — = y==——0.

() Cio si pudl vedere nnohe pilt elemenlarments nel modo segpente:
Eegentlo x4 ed F simmetrici d4i M eod F* vispatio nl cenlro O, Iz retia nuF & parallala a MF’ e,
indicando von il punto d'ineontro delin M F con Jn MM’ risuita pp” mivisa per meti don F. dungue

I,rt*;:FLm] costituiscono nn gruppe nrmonice ed anche le rette M (M1 FiFy') cho proietiano quei
punti da M sons armoniche. (Nota di G, L.)
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Orn 51 vede immediatamente che il determinante

1 1 1
T b 2] 3
w1 e e

& nullo, e cido esprime 'allineamento dei tre punti F,, ¥\, N cbhe & gonanto do-
vavast dimostrare.

BIBLIOGRAFIA

SepasTiano Carawia. — Corso di Algebra elementare ad uso delle
scuole secondarie superiori. Catama, Niceold Giannotta, edit. 1906.

E noto come, per ragginngere quell'uniformita di metodo che & dote essenziale di
ogni disciplina scientifica, 51 cerehi oggi di fondere in un tutto armonico 1'aritme-
tica razionale e I'algebra, togliendone la convenzionale distinzione, Opportunamente
dungue il Prof Catania La fntto seguive all'Aritmetica (') questo Corse d'algebrs,
che completa I'esposizione di un metodo (%) rimasto finora, nonostante i suoi pregs,
estraneo alip scuola. lisso 81 compous di tre partl riunile in un sel volume per
il 19 biennio d'Istitnte, e distribuite per il Liceo coll’aggiunta di appendici in due
volumi, che svolgono rispettivamente il programma della 1° o quelio delle nltime
2 classi.

Parre 15, — 1. Numeri refaiivi. — 1 nomeri relalivi o con segno {2, »], sono
introdotti come simboli delle operaziont 4+« e — a (@ razienale), in modo gurlogo
a quello tennto per 1 frazionari (R) o per gli stessi numeri natorali {(No); o ven-
gono quindi, iv ultima analisi, definiti tutti coi soli segmi: 0, 4, —.

1 concetti di ugnnglinnza, di maggiore ® minore, di somma, ece., sono loro
estesi in mode che quando ei si riduca agli No e agli R, le nuove definizioni
coincidano con guelle gia mote. Cosi, due relativi z e ¥ si dicono uguali ss, essendo
u un razionale conveniente (iale che w -+ x sia ancora nn R), si ha

u—+x=mun-y,
perché alloran sariv anche, per qunlsiasi altro razionale » eonveniente,
v-+x=10+

La somma, il prodotio e la potenza sono definite in modo analoge; per es. si
dice somma di dne relativi z e y, un nuovo relative = tale, che comungue si
prenda un razionnle u convenente, si abbin sempre

#wt+zrt+y=u-+=
La sottrazions e la divisione sono considerate Invece coma OPerazZionl IMverse
o In differenza & 1l quoziewie soso delinitr per mezzo deils mozioni di nomerp
opposto e inverse di un relative nen nullo.
Da gneste definizioni, oltre le proprieth ovdinarie, come Ia nota regola dei
segni nella moliiplicazione, sono dedotie anche molte proposiziont ¢che mancano
nei comuni tratfati, come quelle relative alle vgnaglianze e disngoaglianze alge-

briche.

(1} Aritmetica razionaie’'nd nso delle senole secondario superiori. Catania, 1904,
(2] &. Peamo, Arithvietices principic novo methodo exposile, sce.

. e

i T AT -.#._

1w
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L. Monomi e polinomi. — 11 caleolo letterale & svolto in modo breve e con-
forme alle parti ispirate divettamente al libro di Peano. Notevole soprattutto, &
la dimostrazione, omessa in molij trattals, (") dell’ unicita dei polinomi Q e R che
compariscono nella nota relazione

A=—B.Q+R.

lissa & dedotta dal priacipio d'identita, che qui nen & assunio per induzione, [*)
ma stabilito in modo legicaments migliore per mezzo del seguente teorema, di-
mostrato assai eleganismente:

Dato il polinomio

fl) = az™ -+ bx™ e 4 o R

é sempye possibile assegnare o X un valore posiltive nbbastanza grande, perche il
valore assoluto di ax™ superi la somma di tuiti gii altri termini, (%)

Ln regola di Ruoffini & data anche per il caso che il divisore sia dells forma
azr—b. (Y

Ls proprieta e le regole dslle frazioni algebriche sono esposte col metodo
semplice tennto dal Faifofer. (7)

L. Eguazioni di 1° grado. — Stabilite in modo chiaro le idee di variabile,
di funzione e d'equazione, e premessi pochi cenni soi concetti di limife e d infi-
nito, I' A. espone | teoremi sull’'equivalenza, fra cui un metodo per dedurre da
un’equazione frazionariz contenente 'incognita al denominatore, nun equivalente
a forma infers.

Seguono le risoluzioni dell’equazions ganerale a un’incognita. e dei sistemi
di 2 o » equazioni con altrettante incognite. Le formule sono discusse.

Notevoli glj esempi di sistemi indeterminati o incompatibili, che divengono
determinati e risolubili, coll'asseznare valori particolari alle tettere, diverse dal-
I'ineognite, contenute in essi.

Riguarde ai problemi, non & omessa I'interpetrazione delle sclnzioni negative.

Fanre 2°. — Questa parte contiene la regola 4 estrazione @i radice (1V), le
nozionl sulle classi (V) e sui limiti (VI), lo teorie dei numeri reali (V1I) o dei
logavitmi (V1) (%) '

Alle ¢lassi in generals, a quella delle frazioni pruprie (), e ai loro limiti
superiord o inferiori, I'A. estends la cingque vperazioni aritmeliche o e propusi-
zioni relative.

Iiesistenza di elassi ¢he nen hanmo limite superiore razionale. come guella
delle radici quadrate di per difeito, indnve a introdurre ouovi enti [numeri
irrazionali), che insieme ai vazional; costituiscono i numeri reali o quantiti |0, o).

Risnllando essi, cost, limiti @i clussi, son loro esiesi immediatnments | con-
cebtl di ngnaglinnza, di disuguaglianza e delle varie operazioni, gia stabiliti per
I hmiti vazionali,

Dopo la teorin dei radicali, si accenna anche ai numeri real; negativi, @ son
consilerate elassi delle quaniita relative che cos) si hawmno, come la classe B
(comprendente ) delle quantia mineri di 1.

Tulte queste considerazioni sulle ¢lassi mi sembrano. in verita, poco oppor-
tune; daia la difficolia dell’argomento, conveniva limiiarsi a cib che era stretta-

(1) Per ez nelle Algelne Elementari de] Farrorzn (10* ediz. pap. BS, 88) e del G AREIER] @ ediz.,
pag. 34 80),

(¥ Cfr, Caregni. Elementi di uritmeticy ragionile ¢ algebra, libro I, § 20; Gazzawtan, Libro
& aritm, genernle = nlg. alementars, pag. 181-1848

[¥) Gik pubblicate nel Fitagora, an, X1, n, 4-4-5. Ta condizione ehe r @ « siano positivi, mi
Eembra snperfina.

% Cfr. Noin di G Srorza, Bolletline i Matematica, anno 11,

(#) Tentt. eit.. Cnp. IV,

15} Ufr. Praxo, dritmeiica yederale ¢ aigebra etementare, B8 20-23.
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mente necessario per stnbilire In teoria del nnmeri reali, Conveniva anche msare
minor concisione e in gualche punto maggior chiarezza: perche svolgere per es,
talta la teovia dei limiti, senza aver detto prima che vosa s intenda per guesti
limiti stessi?

E Ja teorin delle oparazioni era meglio svelgerla per tntii i mumeri reali,
piuttosto che per i soh limiti razionali.

Quanto all’introduzione degli irrazionali, si psserva ginstamente (paz. 184)
che nen & necessaria la considerazione delle classi contigne, perd molle razioni,
specialmente didattiche, inducono a preferire questo metodo. ('} E certo che I'A.
seguendolo, avrebbe conseguito anche in‘questn. parte, quella chiarezzn chie domina
nelie nltre.

Partr 3*. — 1N, Eguazioni guadratiche ¢ sistemi. — 11 ceuno sui wumeri
immaginar: e complessi, (*) rende possibila |a discussione ecompleta della formula
di risoluziona delle equazioni quadratiche e bignadratiche. :

Sone considerate anche equazioni in cui Uincognita & mmplicila wotbo il sezno
di radice,

Oltre le note proprieta delle radiei, I'A. teatta del segno del brinomio

ax’® -+ bx + e,

¢ol varinra di & da — oo a -oo, determinpn la formula per In somma delle potenze
simili delle radici, e ricerca il modo di comportars) di queste radici stesse rispetto
g ano o dne numeri reali.

11 eapitelo termina colla risolnzione di particolari equaziont ¢ sistemi di equa-
ziowi di grado superiore al 1% Sovne utila complemento al Corsn, le brevi teorie
delle progressioni (X), degli interessi & anunalita {X1) e delle generatrici (X11).

Le appendicl contengono altri argomenti presentti al Liceo dagli ultimi pro-
grammi, oppertunamente posti a parie per non turbare l'ordine logico della trat-
Lazioue,

La prima complefa il programma di 1* Licesle, contenends un cenno sui
radicali, la formala di visoluzione delle equazioni di 2° grado, le progressioni, e
i loguritmi dedotti da ecsse, menire nel tesko (22, VII1) son dedetli dull’equazione
esponenziale. V' & anche la definizione delle funzioni frigonometriche, insieme alle
lovo relazioni Fondamentali.

La seconda appendice contiene un cenno sm simboli Taleriani, lo svilnppo
del Binomio di Newton, o alcune nozioni di Analisi indeterminata, (%) (solazioni
1otere, e soluziom inteve positive, dell’equazione as + by = ¢). Mancano i comple-
menti slla teoria dei numeri primi.

Numerosi e appropristi gii esercizi posti alla fine di ogni capitolo: nutevoli
sopratintio le appiieazioni geometiriche (pag. 277-288) illustrate da brvevi schia-
rimenti,

In complesso, il libro si rivela ntilissimo alla scuola, sin per il rigore logico,
sig per In sempliciin che gli va unita, cosa non favile ng comune: ¢ il Prof Ca-
tania merita ampin fode per aver compiuto attraverso difficoltr nen lievi. 'ardua
impresa di vidurre per Uinsegnamento secondario I'ammirevole mistods di Peano.

Dott. A. Natooc.

»

{*) Cfr. ®Bulla seelta del motodo per la Leorin dei numers braxiopali .. Bollettine di Motemia-
fica. Anno 1V, n. 5-6-7-5.

(5} HSowo jntrodottl come »uovi numeri i simboli Y— &, a rai sono estese le regole dal aomeri

reali. Avenduai
1 — k= -l'T = '_ lr

ogni numere immagivario gisulla come prodotio df on numero reale per YV— I =14 (uniti immagi-
naria)

(?) Cfr. Carzra, Elementi eit. Libro 11, n. 18, 14, 19, Libre ITEL n. 18 GAZzANIGA, Libro eit.,
pag. 10%-112,

remtw A
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Roserro MarcoLoneo. — Meccanica Razionale. — (Manuali Hoepli,
2 vol. (N. 352-353 e 354-355) di pag. rispettivamente =m-271 e
vi-d24. — Milsno, 1905).

Nelia prefazione al suo irsitate di * Meceanien Razionale . il Prof. Mareo-
longo dice coma egli si sia proposto di: * preseniare nn quedro sinletico delle pi
importenti teorie della Meecanica classica ¢ di dare anche wn cenno delle pis re-
centie... , Orbene; & faeile georzere con un esame anche rapide del libro in pa-
roin, come il Prof. Marcolonge abbia raggrnto egregiamente, sotto ogni rapporto,
il fine propostosi. |

Egli invern ha stndiati, con una trailazione informata ar metodi Pl moderni
ed elezanti. i problemi principali deila Meccanica razienale. disponendeli in or-
dine perfettamenie logico. Nel far vii egli prese a base le ricerche elussiche dei
grandi luminari Keplevo, Eunler, Lagrange, Poisson ece, che getiarono le basi
dello stndio matematico della scienza del movimento dei- corpl, gingendo in par)
tempo a dave venni degli sindi pin recenti, gquali quelli di Bail, Klein ¢ Som-
merfeld ege.

La fusione delle ricerche, per cost dire, clussiche cou quelle pin moderne, fu
Falte 31 modo cesi armonico e perfetto che il libro del Marcolongy si presents
come uu tatlo organico ed mnogeneo,

Come dice I'A., pure nella prefazione, egli si propose, col sno Irattato, di
riassumere, in gran parte, le lezioni da lui svolie nell’ Cniversita di Messinn : se
non che alla maleria che ordinariamente si svolge nei nesiri corsi di Meccanica
razionale, egli molto opportunamente pensd di aggiungere nel suo libro, quilche
cenno su faluni argomenti che possono risguardarsi come costituenti un' introdu-
zione alla Meccanica superiore ed alla Fisica Matematica.

L'A. ebbe purs I'ottima idea di anggiungere ad ogni capitole wu boon numero
di esercizi egreginmente scelti, i quali servono & mellere meglio in Tuce la pox-
tata delle varie teorie svoite, indicando allo studiose i1 medo di applicarle. Molii
di questi esercizi servono purs mirabiimenie a dare uyn'idea di taluni argomenti
speciali che, pur essende mmportantissimi, non potevano, & motive dei limiti nei
quali doveva essere contenuto il libro, far parte vera e propria della materia
svolla. Tutti questi pregi del frattato in parola risulterannae meglie dull’esposizione
sommaria alla guale nva procederemo degli argomenti studiati dal Meareolongzo.

L'epera ¢, giusta 1a consuelndine generalmente seguita, divisy in tre parti
prineipali, dedicate rispettivamente alla Cinematica, ailn Statica, alln Dinamica.

L prima parte & forse, per |" indole son stessa, queila nella guale si nota di
P e modernila der metodi usati dall'A, Invero molto epporinnumente, nella sua
tratiazions, egli s vale sin dall fnisio dei metodi del caleolo veltoriale. Somo
ben vofi i vantaggi che presenta 'uso di (fuesto metodo, in quanto esso permette
di darve alla formole meggiore eleganza o semplicitic

All’esposizione pertanto (lei principi del calcolo vettoriale & dedieato il primo
capitolo del libro in esame. | primi §§ del capilole (1-5) sontengoao le dafini-
zioni & i concettl fondamentali velativi ai vetlori: i nn sieeessivo 8 ue ¢ esposka
I'applicazione allo studio delle curve Tiane e gobbe.

I 8§ snecessivi del capiitolo sono dedicati all'vsposizions dei voncatti di vet-
lori applicati e luqaljzznti, di coppin, di veltore e coppia risullants, di movimenti
d'una coppia ece. K ovvie come da (quests conceitt si passi in medo assai facile
e chiaro alla rappresentazione dei conecetti fondamentali della meccanica. Nel se-
condo capitolo I'A. getin Je basi della Uinematica, studiando i varatieri fonda-
mentali dei principali tipi di movimenti, dopo aver dafi 1 concellt di veloeiliv ed
accelerazione. Notevole per l'eleganza & la chinrezza @ il muds col quale nel § 3
di questo capitolo U'A. espone i caratteri geometricl del motn curve, Tfondendo
felicemente 7 concetti relativi allo studio annlitice delle curve coi conestli mec-
canicl dei quali viene ad oceuparsi.
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11 capitolo terzo & dedieato all'analisi del meto finilo d'um sistema rigido o
allo studio della composiziene dei mofi finiti. Nelle formole relative alla tratta.
zione di quest’argomento 1'A. si vale opporiunamente di variabili complesse :
indi, dopo aver tenuto parola dei classici angoli Eoleriam, eghi introdnce 1 para-
metyi razionali, il ¢ni uso permelte di esprimere con molta eleganza 1 coseni di-
rettori che legnuo le due terne di assi che 3i vengono a considernre.

Nel capitolo suecessive & studiaio il molo istantaneo di un =istema rigide.
Merce le notazioni proprie del ealeolo veitoriale si deducone qul in mode moltoe
elezante le formole di Poisson (§ 3) e le alire relative alla compesizione del
moti istantanei e simnltanel,

Nel capitolo quinto, dedicato allo studio del moto continuo di un sistemsa ri-
gito, emerge in moda particolarve il felice nso della rappresentazione geometricn,
In quale seeve ad interpretrare ottimamente i visultati del e¢aleoin. | evncetit di
centro 1stantaneo di rotazionz, di centro delle accelernzioni, di cerchio dei fiessi.
Ja formols di Enler-Savary sono esposti in modo molto ehinre e felice Le feorie
qui trattate sone poi illustrate, negli nltimi §§ del eapitolo con applicaziont a
casi particolari interessanti, Una di tali applieazioni si nferisce al moto continne
di un sistema rigido intorno ad un punte fisso che I'A. b cura di caraifevizzare,
valendosi pure degli eleganiissimi parametri dei signori Llein e Sommerfeld. Con
questo cnpitolo si chinde In prima parte del libro del Mareolongo.

La seconda parie, dedicata, come si disse, nlla Statica, & divisa in tre eapl-
toli, i quali trattano rispettivamente della composizione delle forze, del principio
dei lavori virtuali e dell’equilibrio delle enrve funicolari. Notevole nel primo ca-
pitolo & il modo con cui I"A. pone in relazione lequivalenza fra | sistemi di
forze ¢ di vettori. Nel capilolo successivo I'A.. dopo aver date lo idec fondamen-
tali intorno agli spostamenti virtuali, tratta della distinzione doyuia a Hertz dei
sistemi in olonomi & anolonomi e del principio dei lavori virtuall, ponendo n
rilieva la portata di quesi’nliimo con ['ainto pure di numerosi esempi.

La terza parte (Dinamica; oceupa per intero il secondo veolume de! trattato
del Marcolongo. L'esposizione delle Jeggli fondamentaii del moto forma oggetio del
primo capitolo di quesia parle. Oltre a darve quesie tre legg), I'A. espone pure |’im-
portante concetio di impulso (e forza istantanea) e Lraita di aleani problemi spe-
ciali classici (moto d'un punio libere, d'an grave in un mezzo resislente, d'un
punto attratto secondo la legge di Newion, d'un proiettiie).

Nel secondo capitolo, dedieato nllo situdio di vari problemi intorne al moto dh
un punto risalta il modo chiaro ed elegante, cbl quale 1"A. deduce le tre legei
di Keplero e ¢nl quale tratta 1 problemi intorno al moto del pendole nei vari
casi che s possonv presentare. 11 eapitolo successivo incomincia con I'esposi-
zione del principio di D'Alembert e con la deduzione da guesio dell’equazione
fondamentale della meccanica. Dopo aver trattato delle equazioni i Lugrange
nella loro prima e melle secouda forma, I'A. accenna pure alle equazioni di
Appell. Finalmente egli tratia eziandio, per quanto suceintamente, daile equazioni
di Hamilton, valendosi qui della comsiderazione degli impulsi. Con eii s1 puix dire
che 11 Mareolongo conduce il letlore alla soglia della Meccanica snperiove, in
quanto viene a considerare un argomento, illusirandelo pure con un esercizio (pen-
dolo eferivol, che esce forse dal qnﬂdrn d'un corse di Meccanien Razionale,

Nel capitolo successivo somo definiti e studiati 1 concelt) di lavoro, energia
e di fonzione potenziale, ® sono sﬁpﬂshﬂ le loro principali proprieta. Nel parlare,
in questo eapitolo, dei sistemi conservativi I'A. mostra quale sia 1" interpreta-
zione o, meglio, 1a giustificazione necessaria del concetto di forze relativa ad una
delle coordinate generali d'un sistemia dinnmice. Soguono poi ) teoremi fondamen-
tali della conservazions dell'esiergin, del centro di massa e delle avee. 1l capitolo
si ehinde eon 1a definizione (i azione & con l'esposizione del noio teorema di
Jacobi o di quelli della minima azione e del minimo sforzo.
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Il capitoln quinto, dedicato alla dinamica dei sistem; rigidi. oltre ni coneekti
d’indole gemernle necessari alle siudio dell’argomenio, contiene in particolare
una bella esposizione della taovia del moto d'un corpo rigido intarnn ad un punto
fisso. L'A. passa cosi im rivista i vari casi in eui il ptoblema & risolvibile per
quadrature. Qui pure I'esposizions e le formole sono rimarchevoli per chiarezza
ed eleganza. Lo studiv della percossn in un punto rigido, eon un eenno sulle ri-
cerche del Ball, e 1o stndio de problema dell'nvto di due corpi chindono degnn-
mente questo capitolo, eol quale termina la mevennicn dei corpl rigidi.

Il capitolo suceessivo, dedicato allo studio deiln funzionp polenziale newfo-
niang, con speeiale rizuarde ail’atbrazions degli elligsoidi, costilnisee, n nio de-
bole avviso, una della parti migliori del hbro d) Marcolonge ; e mertla pertanto
d'essere segnalato in nodo particolare. In esso I'A., dopo avere esposti nlenns
concetl) fondamentall sulla funzioue potenzinle connettendoles a cosze dette 1 on
precedonte capitolo, dd successivamente il calcolo dell’attrazione d'uno atrato sfe-
rico, d'nn omoside sia 0mogenen, sia ecomponibile iu strati omogenei, Kgli qui.
segrendo Ia via fracciata da Thoemson e Tait nella Joro * Natural Philosophy .,
st vale di metodi semplici e direlti i quali conlrastaso con 1 metodi complicati,
usati da molti antori nel traltare il medesimo problema. Caleolati poi 'attrazione
ed il potenziale d'un ellissoide owmogeneo, il prof. Marcolongo deduee in modo
ussai semplice o piano i teoremi di Mac Laarin e Chasles. oltre nd altre proposi-
ziomi Tondamentali velative all'athinzione. Negli esercizi relativi a questo capitolo
I'A. tratta di problem) riferentisi all'altrazione e alli funzione potenziale di al-
cani corpi semplici, ehe presentano particelare interesse,

Il eapitolo settimo, ultimo del libro, tratia della idromecennica. In esso, dopo
aver parlato dell’equilibrio dei flnidi I'A. di le equazioni del moio dei fluidi nelle
due forme di Enlero o Lagrange. teattando pure degli integrali di Canchy. Allo
studio dei moti non vorticosi egli fa segulre quelle dei moti vortivesi, chiudendo
il capitolo coi teoremi di Helmnoltz,

Fra gli esercizi relativi a questo capitolo I"A. ehbe Ia felice idea di conclu-
derne qualeuno (1°-8%) viferentesi sl problema della figura d’equilibrio d'upa
massa fluida ruotante uniformemente, Qui egli da pertanlo un cennv sughi ellis-
so1di di Mne Lauwrin e di Jacobi. Wnesti esercizi vostituiscono cosl un degno com-
plemento del penultimo capitelo del libro, in gquanto assieme zon gnesto venzono
# dare al lettore uu'idea chiara di problemi di eapitale importanze relativi al-
I'applicaziona della Meceanica all’Astronomia e alla Greodesin.

Un lato nssai saliente del libro & costitnito dalle numeress nota storieo-hiblio-
grafiche che si trovano, si pud dire, ad ogni passo.

In queste note I’A. di non solo notizie preziose per chi voglin approfondire
i singoli argomenti considerati noel vrattalo, indicondo gh outori che in modo
speciale se me occuparono, ma fornisce eziandio lnrghe notizie (i carntiers sto-
rico. le quali pongano il iettore i grado di vedere come si vennere formando o
sviluppandoe le varie teorie della meceanica, in guisz che egli possn meglio pe-
uelrarne lo spirito. Molto giustamente 1'otilita di tali nolizie storiehe 2 affer—
wata dall’A. stesso nell’ introdnzione.

Riassnmendo quanto fu org esposio, mi sembra che ben si possa affermarc
che il prof. Mareolongo rese eol suo frattate un segnalate servigiv a fotii gli
studiosi della Meceanica razionale, in quanbe 1l tratiatv in pavola sarik, senzn
dubbio, utilissimo allo stodente il qule per la prima volia imprende 1o sindio
di iale scienza, e sark al tempo stesso consultato con sommo vanlaggio da chi

sin chiamato ad insegnarla.
A. Virersl
Mantoro,

Gilunio Lazzert — Direttore-responsabile

Finito a1 ydampare @ 10 novembre 19005




SULLA COMPORIZIONE DELLE TFORZE NELLO SPAZIO

E noto che per comporre unr sistemn di forze qualuncgue si
possono usare vart metodl, fra 1 quali 1 pi1 noti sono quello dei
tre punti, quello della piramide funicolare, quello della rete funi-
colare, quello del piano trasversale e del centro di riduzione.

Questnltimo, come & noto, consiste in guesto. Dato un sistema
cdi forze f., si scelga ad arbitrio tm punto arbitrario O ed un
piano =. Detta A, la traccia della retta di /] snl piano =, il piano Of,
taglia = secondo nna rvetta », passante per A, e si pud scomporre /|
in una forza p, sulla r, ed in una ¢ sulla OA;. Tutte le forze p,
situate in = si compongono in generale in una forza p, e tutte
le forze per O si compongone in una forza g¢; cosi il sistema &
ridottoc a due forze.

Si possono avere costruzioni speciali, dando ad O ed a % posi-
zionl particolari. Per esempio, se % € il piano all'infinito, il metodo
sopra indicato si riduce a trasportare tutte le forze date in un
punto O e nel ecomporre poi tutie le forze trasportate in O e tutte
le coppie derivanti dal detto trasporto,

1l sistema s1 ridnce cosi ad una forza applicata in O, rappre-
sentate da un segmentio equipollente alla somma geometrica dei
segmentl che rappresentano le forze componenti, ed in una coppia
che ha per asse-momento la somma geometrica degli assi-momenti
i O rigpetto alle componenti.

Tutti i vari procedimenti sopraindicati per la composizione delle
torze nello spazio s1 possono attuare per mezzo delle rappresente-
zioni col metodl della geometria descrittiva: ma riescono assai
laboriosi ¢ lunghi.

11 procedimento al quale meglio si applica il metodo di Monge,
& quello del piano trasversale e clel ecentro di riduzione, gquando
il piano trasversale & uno dei piani di proiezione ed il centro di
ridnzione é il punto all'infinito della retta perpendicolare a tale
piano.
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Slccome (uesta costruzione & appena accennata nel pin diffus;
trattati di statica grafica, lio ereduto non del tutto inutile questa
nota destinata ad esporla con qualche dettaglio insieme con la
discussione relativa ad essa.

Sebbene la cosa non presenti difficoltd, mi lusingo che possa
avere qualche pratica utilit.

l. Sieno date # forze £, individnate per mezzo delle loro proie-
zionl su due piani ortogonali, e sapponiamo da prima che il geg-
mento equipollente alla somma geomelrica dei segmentl che rap-

™\

!'7u.
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presentano le f; non sia nullo, e per conseguenza almeno unna
delle sue proieziomi non sia nulla. Anzi con uno spostamento di
piant di riferimento, potremo supporre che ambedue le proiezioni
suddefte non siano nulle.

Nell'annessa fignra abbiamo supposto che le forze date siano
cinque; A'B A”B" sono le prolezioni delle rispettive linee di
azione, A’ A" le proiezioni della prima traccia; a parte poi sono
disegnate le due proiezioni Y O XN P (I i iy i R
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d1 un poligono delle forze, ciod avente i suoi lati equipollenti alle
forze stesse. K chiaro che i lati ¢ chinsnra F.85, . F", determi-
nano la direzione prinecipale del sistema.

K opportuno osservare che per poter fare il disegno occorre
che le traccie omonime, per es. le prime, sian tutte nel piano del
disegno. Qualora fossero troppo lontane V'una dall’ altrs si potra
nmmaginare spostato quanto occorre il primo ptano di proiezione
parallelamente a sé stesso, 1l che si effettuerd assai rapidamente
spostando la linea (i terra.

Ogmi forza f, puo essere scomposta in una forza P, situata nel
primo piano di proiezione ed in una q: perpendicolare ad esso,
La p, avra per linea d’azione la A'B’,, 1a ¢: passera per la traccia A’
Il poligono delle forze p, & il poligono ¥, F'| F..., quello delle ¢,
& QQQ;..., essendo Q,, Q,, Qa..., le proiezioni dei vertiei [ g
¥, ¥%,... sopra una perpendicolare alla linea di terra.

Cio posto per mezzo di un poligono fanicolare 0 1 2.
determina la risultante delle forze p., e per mezzo di due poligoni
fonicolari 0" 1" 2...,0" 1" 2", | si determina il baricentro Q' delle
forze g, applicate ai punti A’

In tal gnisa il sistema di forze & ridotto ad una forza p=F F,
nel primo piano di proiezione ed in nna 9= Qs =2Z¢g, applicata
i ' perpendicolure ad esso.

Trasformato cosi il sistemna, & facile risolvere i pin importanti
problemi ad esso relativi.

2. ProBrEMA. — Determinare U asse-momento della coppra  che
nasce trasportando futle le forze del sistema in wun Ppunto.

Per il punto €' dato si conduca la parallela alla direzione prin-
cipale e si trovi la sua prima traccia; poiche il momento dells
coppia che si ottiene prendendo per centro di riduzione un punto C
non varia se O &1 sposta nella direzione principale, possiamo deter-
minare il momento relativo alla traccia suddetia.

Cid premesso, sia D' la traccia. Trasportando in D' Ia p avre-
mo mna coppin (i asse-momento eguale al prodotto di p per la
distanza di D' dalla retia ®li essa, che ridotto ad una base arbi-
traria si dovrd riportare perpendicolarmente gl primo piano di
prolezione. Trasportando ¢ in D' nasce una coppia il cui asse
momento eguale a D'Q° X ¢ deve esser portato, ridotto alla stessa
base, sul primo piano di proiezione perpendicolarmente a D'Q’, Cio
fatto, la composizione dei due assi-momenti non offre difficolta,
alcnma.
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3. Prosrena, — Determinare I asse principale del sistema di
forze f..

E noto che 'asse principale & la retta, parallela alla direzione
principale, Inogo del punti pei guali il momento del sistema &
minimo, oppure dei punti pei quali Passe-momento & parallelo alla
direzione principale stessa. E pure noto che esso ineontra la retta
che rappresenta la minima distanza fra due rette reciproche (ua-
lunque ed & perpendicolare ad essa.

L'asse prineipale cercato deve dunque passare per un punto
della retta QP, minima distanza fra le due rette reciproche con-
tenent: p, ¢, m un punto O, che puo esser facilmente determinato
colle considerazioni seguenti.

Siano @, y le sue distanze da P e da Q, e d =Q7P, di gnisa
che sara x +y—=d. I momenti di p, g rispetto a C' sono egnali
rispettivamente & @p, yq e gli assi-momenti relativi sono perpen-
cicolari fra loro, perché il primo & perpendicolare al primo piano
di prolezione, il secondo giace in quello, percio il quadrato del
momento M del sistema rispetto a ' &

M= pa® + o'y = p’® 4 ¢* (d — @)},
M* = (p* + ¢ = — 2¢%d. = } ¢*d®.

Per conseguenza

03514

a (M e | 2

iz — 2P ¢z — ¢* d],
d® (M?) i
“ gz — 2 T )

Per
o
pr— d
- £ PE "i_ qﬂ
sl ha
d (M*) d® (%)
s >0 aB =%

e quincdi M* & minimo. Tn conclusione il punto per i1l quale deve
passare I'asse principale del sistema & determinato dalle seguenti

condiziona
G N
Fres V= gFrgd
1 qﬂ

y P

L'asse principale dungue divide PQ’ in parti inversamente pro-
porzionali a1l quadrati delle forze p, g.

m-——

e quindi
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1 giunge facilmente allo stesso risultato anche senza fare uso
del caleolo, colle segnenti considerazioni semplicissime. Traspor-
tando in un punto C' di PQ' le forze p, ¢, gli assi-momenti che
naseono sono ap, yg e sono rispettivamente paralleli a g, p. Affinche
la msnltante delle due forze p. ¢ sia parallela all’ asse-momento
risnltante dei due yq, xp & dungue neeessario e sufficiente che sin

" _ P
| xp g
O=S1R
T G-
y

Basta dunque costruere il triangolo rettangolo che abbia 1 snoi
cateti egnall a p e g. Le proieziom di questi sull’ipotenusa sono
proporzionali a1 gnadrati di p. g, e per conseguenza se sl divide
' P=d in parti proporzicnali alle proiezioni suddette, avremo i seg-
mentt @, y e qundi il punto C'

4. ProsLEnas, — Drorare il momento di un sistema di forze rispetio
ad una retta arbitraria.

Supposto di aver ridotto, come nel § 1, il sistema a due forze p, ¢
I'mna situata nel primo plane di proiezione, Valtra ad essa perpen-
dicolare, 11 momento del sistema rispetto ad una retta » € uguale
alla somma del moment: di p, g nispetto ad ».

Sta M'M” la prima traceia di », e prendiamo su » nn segmento MN
nguale all'unitd. Il momento di p rispetto ad » & sei volte il volume
del tetraecre clhe ha per spigoli opposti MN e p; la misura deila
base M'p di questo tetraedro & 4 p.d, essendo d la distanza di M’
dalla retta di p; la sna altezza & NyN", dunque il momento di p
rispetto ad » &

p.d. NN
ossia € nguale al momento del sistema di forze p, rispetio alla prima
traccia delle retta r, moltiplicata per la proiezione del segmento unita,
appartenente alln 1, fatta sopra una retla perpendicolare al primo
piano di proiezione.

Il momento della g risgetto ad » & sel volte il volume del te-
traedro che ha per spigeli opposti g ed MN =1 (sulla ») ¢ guesto
tetraedro & equivalente a quello che ha per spigoli opposti M'N e g.
Essendo & la distanza di Q' dalla prima proiezione M'N’ di », la
base Q'M'N" di questo tetraedro ha per misura $%. M'N’ ¢ Paltezza
di essa €& g, dungue il momento di g rispetto ad » &

MN". %. g

{
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ossia & uguale al momento del sistema di forze parallele g, applicate
net punti A', rispetto alla prima proiezione della v, moltiplicala per
la prima proiezione del segmento unita dato sulla .

Trovati i due momenti di p, g, si trova il momento del sistema
facendo la somma algebrica di essi.

9. Nei §§ precedenti abbiamo supposto che la somma genme
trica delle £, non sia nulla e non siano nulle nemmeno |e Proie
zionl sui due piani di rappresentazione,

Conservando I'ipotesi che la somma geometrica delle f; non sia
nulla, pud avvenire che una sola delle sue proiezioni sia nulla,
uel qual caso I’altra proiezione & uguale alla somma stessa. In
altre parole puo avvenire che una delle poligonali ¥, F',.. ¥ .
¥%F" ... P’ sia chiusa.

1%, Supponiamo che sia chinsa la poligonale ¥, F',. .. F' ed
aperta la ¥ F",...F”,. Procedendo esattamente come nel § 1.
troveremo per risultante delle forze », una coppia coll’asse-momento
perpendicolare al primo piano di prolezione, e come risultante
delle g una furza perpendicolare al plano stesso, Ne segne che la
retta di quella risnltante & senz’altro l'asse principale del sistema.

2°. Supponiamo che sia chiusa la poligonale ¥y F",.. . F” ed
aperta la B, F', .. . F . In (uesto caso le p, si compongono, come
nel § 1, in una sola forza p per mezzo di un poligono funicolare;
e le q., essendo Dg,— 0, si compongono in una coppia situata in
un piano perpendicolare al primo plano di proiezione, del iuale
s1 puéd determinare la prima traccia nel modo seguente. |

Scelta una qualunque delle ¢, per esempio la ¢,, le rimanenti
st devono comporre in una forza uguale ed opposta alla g, mede-
simaa, applicata nel baricentro K, degi n—1 punti A}, 4. A" _
affetti da coefficient; proporzionali alle ¢;,¢,...9, ,. La traccia
del piano eontenente Ia coppia risultante dalle q,, gu...q, & dungue
la KA, e il suo assemomento & perpendicolare a KA’ sul primo
piano di proiezione. Si determina facilmenle lu grandezza di questo
momento, rdotto ad una data base ugnale alla p=F,F  per
mezzo del poligono fanicolare gia costruito.

Bidotto cosi il sistema ad una forza P nel primo piano di
proiezione e ad una coppia, il cui asse-momento & situato nello
stesso piano, pofremo scomporre quest’asse-momento in due, uno
parallelo e I'altro perpendicolare a 7. Quest’nltimo si compone con p
ed ha per effetto di spostare P parallelamente a & stessa normal-
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mente al primo piano di proiezione di una di distanza ugmnale a
quell’asse-momento (poiché s1 & preso p per base di riduzione).

Cosi troveremo [’asse principale che ha per prima proiezione
la p e per seconda la parallela alla linea di terra ad una distanza
da essa, nguale all’'asse-momento sopra indicato.

6. Se ambedue 1 poligoni F\F,...F,, F, F", ... F", sono
chiusi, e guindi anche 1l poligono obiettivo delle f, & chiuso, le p,
1 COMPONZono 1n una coppia sitnata nel primo piano di proiezione,
e quind: coll’asse-momento ad esso perpendicolare, e ¢, pure i
COmpongono 1n una coppla situata 1 un plano perpendicolare al
primo piano di prolezione, la cui traccia su di essa s1 determina
come nel & precedente. La eomposizione di qneste dne cappie

non presenta difficolta.
(. Liazzegr.

— -} e o

SULL'TNSEGNAMENT0 DELLA STORIA DELLE MATEMATICHE IN RUSSIA

Di fronte al risveglio delle ricerche storiche, ed all’interesse ge-
nernle che a1 nostri giorni desta lo studio delle varie discipline nella
loro storien evoluzione, le scienze esatbte, e particolarmente le seienze
matematiche, non potevano restare del tutto estranee a guest'ordine
(1 studil; e benche in esse sia sentito meno che in altre scienze 1l
bisogno di risalire ai precedenti storiei, pur tuttavia & certo che Ia
conosecenza delle indagini e dei risultati del passato pud in varii casi
essere utlle a completare e ad approfondire le cogniziont e le inda-
ginmi presenti; ed & pol innegabile che, per la storia della cultura ge-
nerale, e quindi della eivilta, e necessario eonoscere guale sin stato,
nel tempo, i1l eammino fatto dall’attivita intellettuale wnana in que-
st importantissimo ramo del sapere.

In Italia, dopo l'opera 41&! Labrl (ehe, gnantungque pubblicata in
Francia ed in lingna francese, & tubbavin nosiro vanto, essendo 1'au-
tove fiorentino) la storia delle matematiche eva stata lasciata in ab-
bandone; ma in questi ultimi tempi anehe fra noi si neta un risveelio:
da varii anni il Favaro ne fa argomento d'un corso facoltalivo al-
I'Universita di Padova; il Lovia, dell'Universita di Genova, si oceups
con molio frutte di questi studii; a Pisa il Lazzeri ed a Torino il
Vailat: hanno svolito dei corsi liberi di storia delln gcometria e di
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storia della meceanica ; ultimamente 1’Amodeo ha conseguilo, a Na-
pols, la libera docenza in storia delle matematiche; e questi stodii
formarono argomento di discussioni e di relazioni nel 11 Congresso
storico infernazionale che 1y tenuto, nel 1903, a Roma. Piu ancora
s1 @ fatto nelle altre nazioni, in diverse delle quali questa disciplina
ha una eattedra ufficiale ; e sono note a tutti le lezioni che ne dettano
il Cantor, il Mausion, il Rouse Ball, Anche in Rlussia, dove fioriseono
eost valenti cultori delle seienze matematiche, queste si sono eomin-
ciate a sludiare nel Joro svolghinento storico; ma poichs, per la poca
fliffusione che ha fra noi la lingua russa, poco o nulla si sa di quello
che in gqnesta wnateria cola si & fatto, cosi credo ehe possa riuscire
utile agli studiosi il dar notizia del corso libero di storia delle mate-
matiche ehe da poco piir di 20 annj svolge, nell'Universita di Mosea,
1l professor Bobynin e pubblicare la traduzione del programma da lui
svolto varii anni fu. (*) 1 Bobynin divide il sno corso in due party, che
tratia contemporaneamenie, dedieando a einseuna un ora di Jezione
per settimana; nella prima parte si occupa delln storin delle mate-
matiche nell’evo antico e nel Medio Evo; nella seconda traita della
storin delle matematiche nell’ evo moderno. Egli si propone di com-
pletare, in seguito, qnesto corso generale con un corso speciale della
storta dello sviluppo delle malematiche in Russia, e ne va, per ora,
raceogliendo il materiale. :

Il programma del gquule pubblico ln traduzione, fu svolto a Mosen
negli amni acendemici 1888-89 o 1889-90; e fu pubblicato nel gior-
nale La scienza fisico-malematica nel suo presente e nel passalo,

Nel pubblicare il progranuna I'ho modifieato solo lievissimamente
in qualehe punko che non sarebbe rinscito chiaro senza aver presente
tutto il corsv com’® stato svolto. Il Bobynin ha comineiuto, gualche
anno dopo, a pubblicare, nella siessa Rivista sopra citata, le spe le-
zioni, allontanandosi pero alguanto dal programma: ma non avendo
petuto avere che aleuni tisei coli, contenenti solo una parte del CoI's0,
noun posso darne qui nemmeno un rapido eenno. Soltanto osservo cle
sarebbe forse da desiderare, in gualche punto, wn’esposizione meno
astrusa e pit chiarn: mentre, d'altra parte, & commendevole il fallo
che il Bobynin non solo tiene eonto di tubto quanto i principali trat-
talisti hanno seritto iy materia, ma altresi poue a profitto le mono-
grafie e le scoperte alteriori, quali, per esempio, quellu del papiro di
Rinda (di eui i Bobynin si oceupa Inrgamente) e chie veuns pubbli-
cato mel 1877 dall' Eisendohy nel syo scribto * Kin wmathematisches
Handbuch der alten Aegypter .

') M & grato qui ringrziave | Ciilavissimo prof. Menzlier, ordinario i anatomin comparata
nell'Universily di Mosen, Per mezzo del quale ho pobulo procsurarmi 1l pregramma del professor
Bobynin,
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Programma del corso di storia delle matematiche svelto negli
anni accademici 1888-89 e 1589-90 nell’ Universita di Mosca
dal libero doeente V. V. Bobynin.

STORIA DELLE MATEMATICHE NELL’EVO ANTICO E NEL MEDIO EVO

Leziong 1.
Idntroduzione.

Scopo delln storia delle matematiche e sua importanza: a) filo-
sofica (problemi di filosofia mnatemalica e lore imporvanza per ia storia
stessi della scienza): b) scientifiea (guida ai lavori di ricerea); ¢) pe-
dagogica; d) per la cultura generale. — Inizio degh studii di storia
delle matematiche. Breve rassegna delle condizioni della Jetteratura
storico-matematica nell’'evo anlico, nel medio evo e nell’eve moderno.

EPOCS ANTERIORE AL PERIODO SCIENTIFICO

Lezioxe 11
Origine ¢ primo sviluppo della numerazione parlata.

Sviluppo generale e parlicolare delle nozioni relative alla forma-
zione del prima numeri, Sviluppo mimico della nomerazione. Poste-
riove appanzione della numerazione parvlata. Trasformazione delln
numerazione fatta con le dita in numerazione parlata. Ulteriove svi-
ltppo della numerazione in seguilo alla formazione del numero 20,

Lezrone 111.

Origine dei sistemi di nwmnerazione. -

Problen:a fondamentale della wumerazione parlata e sua risoln-
zione spoutanen derivante dalla nalura degli oggetli. Sistenmi di nu-
merazione a base 5, 10 e 20. Forme dei nomi dei numeri in guesti
sistemi. Sviluppo dell’idea delle unity di differenti ordini. Nomi di
gqueste umta. Limiti della ngmerazione raggiunti nelle diverse nazioni.
Sistemi artificiali di rumerazione.

Leziowve 1V,

Origine ¢ primo sviluppo della simmerazione serilta.

Prima applicazione dell’ idea della serittura alla nomerazione, Cal-
colo con pietre o con oggetti. Numerazione coi nodi. Sua condizione
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presso i Cinesi. Tavola di Lo-scin. Sua condizione presso i Peruviani:
Kripuss (il cordone). Forma grafica della numerazione: tacche, serit-
tura fignrata degli Indiani dall’America setlentrionale : serittura ge-
roghfica dei popoli civilizzati dell’America centrale.

Leziong V.
Numerazione seritia nel suo stadio piu progredity.

Stato raggionto dalla numerazione seritia nelle forme piu pro-
gredite della serittura. Frincipii generali dei sistemi con eifre (nleun)
ancora vigenti ed aleuni antiquati). Metodi dell'indieazione dei np-
meri cot multipli delle unita di vario ordine, negli antichi e nei nuovi
sisiemi con cifre: 1° metodo dell'indicazione non sistematica ; 2° ad-
ditivo; 8° molliplicativo: 4° eon espouenti; 5° n colonna: 6° metodo
di posizione,

Lezione VI.

Matematiche nell antico Egitto,

Stato dell’ Egitio e sua popolazione nell’antichita. Breve schizzo
delle principali dinaskie dei re egiziani e prineipali fatti politieil della
vita dell’ Egitto. Tre generi di serittura usati nell’ Egitto. Numera-
zione seritta nel sistema geroglifico. Papiro di Rinda e sua menzione
nello studio della letteratura, Breye rassegna del suno contenuto.

Leziong VIL

Matematiche nell antico Lailto

(continuazione),

Stalo delle matematiche nell’Egitio al tempo dell’elaborazione del
papire di Rinda, dedotto dai datj contenuti nel papiro medesimo, —
Aritmetica, Numerazione serittn. Trasformazione delle frazioni. Uso
dei segni. Somma e Softrazione. Moltiplicazione. Divisjone. Eleva-
zione a potenza. Divisions in partt proporzionali. Rapporti geome-
triei ed inizio dello studio delle proporzioni. Media aritmetica. Pro-
blemi relativi alle progressioni aritmetiche. Kquazion: di primo grado
con nna tncogmba. — Geometrin. Relativa scarsezza d cognizioni geo-
metriche nell’antico Egitto. Angoli. Linee perpendieolari e parallele.
Figure. Ovigine dells dottrina della stmilitudine, Misura delle aree,
Quadratiura del cerchio. Solid; geomefbrici. Paragone delle piramidi.
Misura dei volnmi dei tronehi di piramide e di cono. Arfe del disegno
lineara gaometrico. Osservazioni generali sui prineipali metedi d'inve-
stigazione dei matematic egiziani,
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Lezrone VIil.

Matemaliche nell’ antico Kgitto (ine).

Notizie che abbiamo delle cognizioni matematicne degli abitanii
defl’antica Caldea.

Insufficienza delle nostre nozioni sullo stato e sullo sviluppo rag-
giunto dalle matemaliche nell’antico Egitto nel tempo susseguente
all'elaborazione del pupiro di Rinda. Iscrizione del tempio di Edfu.
Ipotesi che da essi si deduce. — Stato dell’antica Caldea e sua popo-
lazione nell'antichith, Serittura cunelforme. Nomerazione scrifta. Si-
stema di numerazione sessagesimale, Scoperta di Hinecks, Tavola dei
quadiatl e del enbi di Seukereh. Influenza del principio del posto
nella numernzione. Applicazione dell’aritmetica e della geometria al
misticismo. Nosfre nozioni sulle cognizioni geometriche dei dotti Calde,
Divisione del ¢iveolo. Gradi, Numero =.

MATEMATICA NELL'ANTICA GRECIA.
PERIODO DELL ASSIMELAZIONE DELLE COGNLZIONI ACQUISTATE DAL GENERE TMAM)

S —

LezioNE 1X.
Sewola Ionica.

Conseguenze c¢he ebbe per Ia scienza il commercio det Greci eol
popoli eivili delt’Oriente, vel tempo anteriore ulla fondazione della
Senola Tonicy. Biografia di Talete di Mileto. Sue cogmzivni mabema~-
tiche. Stato delle matematiche nl tempo dei successori di Talete. Anas-
sagori. Studio delle matematiche fatto dalle persone non apparte-
nenti alla Scuola lonica. Enopide di €hio. Demoerito di Abdera.

LezioNnE X.
Scuola Pitagorien,

Vita ed attivita scientifiea di Pitngora. Arvitmetica del pitagoriel.
Studio delle proprieta dei numeri. Progressiont aritmetiche. Dotirvina
delle proporzioni e delle medie grandezze.

Lezione X1
sSenola Fitagorica

|continnazione)l.
Geometria dei pitagorici. Teorema di Pitagora. Trmangoeli rettan-
goli razionali. (*) Linee incommensurabili & numeri irrazionali. Signi-

(1) Vikte nel sno Conea Mathematious ssiz ad trinnguln cum oppendicibus, pubblicate mel 1570,
lin inserita vnn taveln che i In serie dei triangoll rettangoli razionall, supponendo sin 1'ipole-
nusa, sia la base, sia Is perpendicelare divisa in 100000 parti, Gli angeli corriepondenti n einscuno
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ficato dell’idea dell'ivrazionalita nella dobtrina religiosa e filosofica
dei pitagorici. Equivalenza delle fignre. Somma degli angoli interni
d'un triangolo. Dottrina dei poliedri regolari. Poligoni regolari, Poli-
goni stellati. Forma, contenuto e metodi dells geometria dei pilagorici,

FERIODD DELE'ATTINITY INDIPESDENTE D) MATEMATIC

—

Lezione NI

Matematiche in Grecia nel T secolo.

Crolle della lega dei pitagorici ed iiportanzi di quesio fatto pel
conseguente sviluppo delln geometria greea. 1) problema della divi--
sione d'un arco o d’un angolo in nn numero arbitrario di parti uguali.
ed il suo easo particolare della trisezione dell'angolo. Opere di Ippia
di Elide, Problemi della duplicazione del cubo e della quadratura del
cerchio. Vita e lavori di Ippocrate di Chio, Tentatiy] di Autifone e
di Brisene per risolvere il problemn della quadeatnra del cerchio.
Paradossi di Zenone e luro unportanza nella storia della geometria
greca. Stalo delle matematiche in Grecin alla fine del V secolo. Prin-
cipio della dotirina delln prospettiva. Teeteto attico ed i suoi lavori.

Lezione XIII.
Scuwola di Platone.

Breve uolizin della vita e dell’attivita di Platone. Sue considera-
zioni sullo stafo e sull importanza delle matematiclie nelambito della
scienza. Opera di Platone el dirigere J'attivita matematica della sua
scupla. Lavori dj matematiche, e particolarmente di metodologia e di
tilosofia, appurtenenti a Plutone. Altiviia matemakica dei dotli e loro
unione con 'Accademia. Laodamante, Attivila matematica degii al-
lievi dell’Accademia. Dinostrate. Menecmo. Endosso di Gnido. Ermo-
timo di Colofone. Aristeo il vecelio, Seuola dei peripatetiei. Sviluppo
dell'opera di guestn scuoln nella storin delle matematiche. HEndemip
di Rodi. Teofrasto aj Lesho,

dl gunesti triangoli sono stat| omessi @n Vitle, ginech® some assolutamente lrrozlenali fra lore.
(€fr. MorTucLa, Histoirs des Mathématigues, Faris, An, VII, t. T, p. 611.

Procve, vei susi commentarii sulla proposizione 47 del 1 libro di Enedide, 43 P'indicazione dells
ricerchie faite dm pitagorici sui Iviangull retlanguli aritmetics. Lo formols che ndopravane per fur-
mare un numaro infinito dj questl Erigngoli Pui seTiversi 1o nlgebra ¢ome sezue:

ot - (nﬂ — [)2 _ (f,a .2 ]) 2.

=3

Platons deterniinavs i triango)i retbangoli in numerd, per mezzo d'wn metodo elie Pl aELers

o o 3 =
eSpYesso con l'eguazione: a2 (:J_ . 1) - [.% 11 ) - (Cfv. Lisry. Histoive des Mathémaltiues
en talie, 1. & p, 208, p, 4.)
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Lezione XIV.

Fuclide ed 1 suol lavori.

Alessandria. Dinastia deil Tolomel e dimostrazione della protezione
da essa accordata nlle scienze. Senola di Alessandrin. Notizie della
vita di Eueclide. Compendio generale del contenuto degli “ Elementi .
Resoconto del contenuto dei libvi separatamente eonsiderali. Osser-
vazioni sullo scopo degli “ Elementi ,, sul loro grado di originalita
g sulla forma dell'esposizione. Questione dell’autenticila delle copie
pervenute sino & noi. Altre opere di Buelide. * Sofismi (Fallaciarim
Liber) ,. * Porismi ,. * Dei dati (Data) ,. “ Libro della divisione delle
superficie (De Dipisionibus) ,. “ Luoglhi sopra una superficie (Locorum
ad superficiem liber) ,. * Sezion coniche ,. Opere ablribuite ad Huclide
sulla musica, sull’'astronomia, sull'ottica e sulla meeccaniea.

Luziong X V.

Eratostene ed Apollonio di Perga.

Notizie della vita e dell’attivita di Eratostene. Lettera snlla du-
plicazione del cubo. Mesolabio. Secritto sulle medie grandezze. Cri-
vello di Ervatostene. Saggio per la delerminazione della grandezza
della terra. — Notizie della viia e delle opere di Apollonio Pergeo.
Suoi lavori in fatto di numerazione e di ealeolo. Otto hibri di sezioni
coniche. Due libri sulla divisione del rapporto. (") Altre opere di
Apollonio.

Lezione XVI.
Maiematici italiani,

Le matematiche in Italia dopo il erollo della lega dei pitagoriei.
Archita di Tavanto ed i snoi lavori matematici. Biografia di Archi-
mede. Opere di Archimede pervenute sino a noi; loro carattere e
tendenza. Dsposizione delle scopervte e dei lavori di Arvchimede nel
dominio della geometria nel piano e nello spazio, dell’aritmetica e
della meccanica.

PERIDDO DELLY DECADENZA DELLA MATEMATICA GRECA

Lezione XVII

Studiosi dell ultimo periodo dello sviluppo della scienza matemalica greca

sm;undu lo spirito greco.
Osservazioni generali sul earattere e sulla tendenza dell'attivita

matematica di quest’epoca, Nicomede e la sua concoide. Diocle e la
sun cissoide. Perseo. Zenodoro. Ipsiclo di Alessandria. Lavori mate-
matici dell’astronome Ipparco.

(1) Qui il Bohynin svidenlemante sllnde ai due libel de sections ralionis 8 de sectione spatii di
Apollgnio, dei quall il primoe fu ritrovato tradotto in arabe e pnbblicate da Halley nel 1708, edil
socondo fa slcostruilo dally siesse Halley msdiante 1a semplice desorizione che wme dx Pappo.
(Cfr. MonTToLA, op. cit., & 1, p. 251.)

e S —
"




11{) PERIODIOD DI MATEMATICA.

IDIRIZZD PRESO DALLA MATEMATICA GRECA SOTTO L'ISFLIENZA ESERCITATA IN PARTE DALl
ALTRE SCIENZE E PRISCIPATMENTE DALLE TESDENZE ESTRANEE ALLO SPIRITO GiRECs

INDIRIZED PRESO DALLE APPRICAHION]

Lrziong N VIIL

Coilivazione della meccanica e delln geodesia.

Lirone di Alessandrin. Determinaziome del tempo in cui visse e
notizie biografiche di loi. Suoi serilti di mecenniesn. Lavori geodetic
¢ geometrict di Krone. Sesto Giulio Africano.

Lezione XIX.

Coltivazione della irigonometria.

Sindiosi di geowmetria dell'epoca compresa fva ln fine del ¥ secolo
avanti Cristo e la meta del secolo dopo Cristo. Gemino di Rodi;
Teodosio di Tripoli; Dionisodoro; Sereno di Antista. Menelao di Ales-
sandria ed il suo serilte * Del ealeolo delle corie .- Clandio Tolomeo
ed 1 suoi Javori di geomelria e di brigonomefiia.

INDIREZZD DELL' ARITMETIC A

e

Lezioxe XX.
Coltivazione dell’aritmetica e dell'analisi inderminata.

Studiosi dell’aritmetica della scuola neo-pitagorica. Nicomaco da
Gerasa (di Siria). Teone di Smirne. Timaride. Malemablier delln seuola
neo-platoniea: Porfirio; Giamblico. Diofunio alessundrino. Conlenuto

del sno libro * Aritmetica , e sue parficolurith caratieristiche. Seritlo

di Diofante * Dei numeri poligoni _,

Lezrone XXI.

Lipoca delia completa decadenzeo delle seienza wmalematica in Grecia.

L’epoca & caratterizzata esclusivamente dalln diligenza del com-
mentani i quali rappresentano la scienza dei muiematici. Sue prin-
CIPIO € SUu0 Progressivo sviluppo. Pappo di Alessandria & il rappre-
sentante di maggior ingegno dj quest'epocn. Contenuto del suo serifto
* Collezioni . Patrizio. Teone alessandrino. Ippazin. Matematici della

seuoin di Atene. Preelo. Damazio di Damasco. Entochio di Ascalona,
(xiovanni Filopono.

1. hmn:‘lq‘;: .
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|E MATEMATICHE PRESSO GL'JNDIANI

Leztone XXIIL
GU' Indiani. Nostre notizie sulle loro letteraiura matematican,

Origini, organizzazione dello Stato e qualita nazionali degl Indiani,
Loro civilth. Relazioni eon la Grecin e fatlt risuibanti dalla mutna
influenza fra le due nazioni. Aryabhatia e parte matematica della sua
“ Aryabhattinna ,. Brahmagupta. Contenuto dei capitoli dedieati alle
mntematiche nel suno sevitto * Brahma-sfuta-siddhanta .. Bhaskara
Acirya. Lo sua opera * Siddhautagivomuni ,. Contenuto delle sue
parti matemutiche, cioé dei eapitoli Lilawati e Vija-Ganika.

Lezione XXIII.
Matematicn degl’ Indiani.

Sistemi di numerazione scribta. Le quattro operazioni fondamen-
tali sui numeri interi. Frazioni, Regole & problemn di artmetica pra-
tiea. Avitmeticn teorica. — dlgebra. Regola der segni. Termini dei
polinomii. Numeri negativi. Duplicita delle radieil delle equazioni guna-
draticlie. Numeri irrazionali ed opecazioni su di essi. Applicazione
dell’ algebra alla solnzione dei problemi di geometrin. Teoria delle
equaziont. — Analisi indetermnmata. Qsservazioni generali sul proce-
dimento degl’Indiani nella soluzione dei problemi indeterminati, Kqua-
zioni indeterminate con due ineognite di primo e di secondo grado,
e metodo per la loro risolnzione in nmmeri interi.

Lezioneg XXIV.

Muaiematica degl Indiam

teontinugzion®),

Geometria. Particolarita caratteristiche e principli deila geomeiria
degl’ Indiani. Forme indiane della dimostrazione del teoremia di Pita-
gora. Misura dei triangoli e dei quadrangoli. Proposizioni relative
alla misnra del cerchio, deile sue parti, delle linee a dei poligoni rego-
lari in esso iseritti. Quadratura del cerclio. Approssimazione di z. —
Trigenometria. Seno e seno-verso: loro uso e tavole. Triangoli veitan-
ooli piani e sferici, — Caratteri della matematica indiana e sua sfera
d’'influenza. Cinesi: Arabi: Greei: Huropa occidentale.

yATRMATICA PRESSO LI ARABI

Leziore XXV.
Letleratura matemalica araba e suoi serittort.

Sviluppo della potenza politica degli Arabi. Principali fatti della
loro storia politica. Primitiva influenza della scienza indiana e po-
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steriore prevalenza dell’influenza greca. Traduzione e commento delle
opere matematiche degli serittori dell'antica Grecig. Astronomi e ma-
teratici arabi nel IX, X ed XI secolo. Malematici egiziani. Astro-
nomi e matematici arabi in Ispagna. Astronomi e matematici in

Oriente nei secoli dul XIIT al XVIL

Lezione XXVL
Matematiea degli Arabi.

Aritmetica. Nnmerazione seritta. Arte del ealcolo. Regole di falsa
posizione, Estrazione delle radiei. Studio delle proprieta dei numeri.
Quadrali magici. Serie. Soluzione del problemi * Aritmetici » 41 Dio-
fanto. Costruzione dei triangoli rettangoli razionali. Residui quoadira-
tici e enbici. — Algebra, Origine dei nomi algozritmo ed algebra, Ter-
minologia e regola dei segni. Operazioni sulle espression] algebriehe,
Numeri negativi. Bquazioni dj primo e di secondo grado. Equazioni
di grado superiore ridueibili a quelle di secondo. Fquazioni cubiche
€ di quarto grado. Equazioni indeterminate.

Leziong XXVTI.
Matematica degli Arab

(eontinoezione),

 Geometria. Primitiva forma greco-indiana della geometrin degli
Avabi. Opere di Alearismo (Al Chwavizmi), dei figli di Masa ibn
Schakir e di Abul-Wafa, Prevalenza esclusiva dell'influenza della
geometria greca. Problemi delln trisezione dell’angolo, della quadia-
tura del cerchio e del segmento sferico. Poligoni regolari. Sezioni
coniche. Contributo degli Arabi alla geometria pratiea. Reciproea
applicazione della geometria e dell’algebra. — Trigonometria. Risul-
tamenti dell'influenza indiana sulla trigonometria degli Arabi. Seni
© seno-versl, Tangenti o cotangenti, Tavole trigonometriche. Trigo-
nomebria sferiea,

uf MATEMATICHE PRESSO LT WAZIONI DELL'RUROPA OCTIDERTALE

—_————

Leziong XXVIIL

Stato delle matematiche nelle nazioni che hanno diffuse la scienza
dei matematici greci nell’ BEuropa occidentule.

Bisanzio. Carattere o rappresenianti della letteratnra matemation
bizantina dal VII al XV secolo. — Roma. Letteratura matemafica
romana dal sno sorgere nel primo secole avanti Cristo fino alla ea-
duta dell'impero romano occidentale,
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PERIODD DELLASSINILAZIONE DELLE COGNIZIDNI ROMANE

Lipzjone XXIX,
Epoca dell’attivita monastica.

Cussiodoro. Boezio ed 1 snol lavori. [sidoro di Spagna e le sue
Origines. 11 Venerabile Beda. Aleunino. Attivita eivilizzatrice di Carlo
Magno. Stato delle cognizioni matematiche nell’ Europa occidentale
nlla fine del secolo IX ed al principio del X,

Lezione XXX,
(rerberto.
Vita ed attivith scientifica di Gerberto. Principio dell’influenza
tdegh Arvabi. Abbaco e metodi di divisione. Letteratura sugli ab-
bacln.

PERIODO DELLASSHLAZIONE DELLA SCTENZA ARABA

Lezione XXXI.
Traduzioni latine delle opere delle letteratura matematica araba.

Progressivo sviluppo dell’influenza araba nell’ Europa occidentale
nell’'epoca precedente alle Crociate. Attivitd di Atelarto o Adelardo
di Bath, Platone di Tivoli, Gherardo di Cremona. Traduottori di se-
condo ordine del XII secolo. Cooperazione alla diffusione della scienza
da parte dell'imperatore Federigo IT e del re di Castiglia Alfonso X.
Giovann Campano. | |

Lrziong XXX

Leonardo Pisano.

Notizie della vita e dell'attivith di Leonardo. Suoi seritti e cenno
del loro contenuto.

Lezionre X XXTIL.

Assunilazione delle cognizioni seientifiche importate dagli Arabi
nellaliuropa occidentale.

otafo dell insegnamento della scienza matematiea nelle universita
medievali. Sviluppo di guest’insegnamento nel XIV e nel XV secolo,
Letteratura matematica di quell’epoca e suoi rappresentanii piti im-
portanti.
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STORIA DELLE MATEMATICHE NELL' EVO MODERND

- LLTERIORE SVILTPPO DELLE MATEMATICHE NEL KAMO ARITMETICO-ALGEBRICO

Lezroxe I
Diffusione delle matematiche in Halia.

Importanza dell’invenzione della stampa e della caduta di Bisanzio
per lo sviluppo delle scienze nell’ Buropa occidentale. Traduzioni e
commenti delle opere dei matematici greci. Soluzione delle equazioni
cubiche nei lavori di Scipione Ferro, di T'artaglia e di Cardano. No-
tizie della vita e di altei lavori di questl dottn

Lezioxe 11,

Diffusione delle matematiche in Halia

(eoniinuazione),

Risoluzione delle equazioni di quarto grado. Notizie della vita e
dei lavori di Ludovico Ferrari. Procedimento per la determinazione
delle radici delle equazioni numeriche. Notizie su; numeri negativi ¢
sulle radiei negative ed immaginarie delle equazioni. Raffacle Bomn-
belli e la sua “ Algebra .. Soluzione di Bombelli del caso irriducibile
della formola di Cardano,

LezioNg 111,
Francesco Viéle.

Biografia di Vigie, Sue opere. Lavori sull'inlroduzione e sul per-
fezionamento del calcolo Julterale. lilncubrazioni di Analisi indeter-
minata. Ricerche sulla trasformazione delle equazioni e relazioni tra
1 cocfficienti e le radici. Nuovo metodo, fondato sul principio di ri-
duzione, dato da Viete, per la risoluzione delle equazioni di II, II]
o IV grado. Abbassamento di un’unita del grado di un’equazione.

Leziong V.

Francesco Vidle

{conlinmaziona),

Importanza del metodo di Viste per la delerminazione delle ra-
dici delle equazioni numeriche, — Applicazione dell’algebra alla geo-
metria. Soluzione di Vidte del caso irriducibile delia formoia di Car-
dano per mezzo d'un’equazione bri gonometrica. Ricerche di Viete sulla
divisione d'un angolo in un numero dispari di parti uguall (secliones
angulares) e loro importanza nella storia dello sviluppo dell’algebra.
Lavori di Vidte in trigonometria ed in geometria.
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Lezioxe V.

L’algebra in Germania, in Inghilterra ed in Olanda.
Stato dellee geometria nel XVI secolo.

Michele Stifel e la sun Avithmetica inlegra. Serittori di algebra di
secondo ordine contemporanei di Viete. Algebristi posteriori a Viste.
Alberto Girard e le sue opere. Tommaso Harrviob ¢ la sua drfis ana-
[yticue prazis. Scomposizione del primo membro d'un’equazione in fat-
tori lineavi. — Indirizzo e carattere dei lavori geometrici del X VI se-
colo. Giovanni Werner di Norimberga. Lavori geometrici di Tartaglia
e di Commandino, Maurclico di Messina e suoi lavori orviginali di
geometrin, Opere di Pietro Ramus (Pietro de la Ramée) e loro in-
dirizzo. Determinazione del rapporto fra la circonferenza ed il dia-
metro. Lavorl di trigonometria e caleolo delle tavole triconometriche.
Tavole di Giorgio Joachim von Lauchen o Retico.

Leziong VI.

Progresso dell’arte del calcolare,

Tendenzn ad abbreviare ed a semplificare i ealeoli risultante dal-
Fapplicazione della geomelria all'astronomia. Frazioni decimali. Inizio
della lovo applicazione al caleolo. Loro introdazione nell'uso generale
fatia da Simone Stevino. Logaritmi. Primo accenno della lovo idea
fondameniale nell'opera Arithmnetica integra di Stifel, Biografia di
Gilovanni Napier, Sviluppo della sua idea dei logaritmi. Le sue ta-
vole: le loro susseguenti edizioni in Inghilterra e la loro riprodii-
zione nelle altre nazioni d' Europa. Enrico Briggs e le sue tavole.
Lavori di Vlaeq. Scoperta dei logavitmi fatta, indipendentemente da
Napier, dal dotbo svizzero suo coutemporaneo Giusto Biirgi. Diffe-
renza dello scopo che =i erano proposti 'ano e laltro.

Leziong VII.

Renato Descartes ed introduzione fatta da lui ddlla geometria
neil'ambito delle scienze che si sviluppano per mezzo dell’algebra.

Brografia di Descaries. Sgoi lavori matematici. Centenuto della
sun “ Geometrie ,. Risultamenti delle investigazioni di Descartes
nel dominio dell’algebra. Natura e signifieato delle radicj negative
delle equazioni. Regola di Deseartes per la determinazione del nu-
mero delle radici positive e negative dun’equazione. Metodo dei
coefficient] indeterminati. — Applicazione dell'algebra alle geometria
deile curve. Applicazione dell’algebra alla teoria dslle curve. Dottrina
delle tangenti.
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Lezioxe VIIL

Frogresso dell’ analisi imdeterminain ¢ della teoria dei numers.
Inizio della teorie dells Probabilita

Stato dell’analisi indeterminata nella seconda meta del secolo XV
Traduzioni dell’ * Apitmetica » a1 Diofanto. Biografia di Bachet de
Méziriae. Suoi lavori. Biografia di Fermat, Suoi lavori sulla teoria
dei numeri. Biografia di Pascal. Studio, fatto da Pasenl e da Fermat,
del primi problemi deila teoria delle Probabilita.

SULUEPO DELEANALISI DEGLI INFINITAMENTE PICCOLI

e

Leziong IX.
Metodo di esaustione.

Mefodo di esausiione di Kuclide e di Archimede.

Lezoxg X,
Inizio del calcolo degli imfinitamente piccol,

Considerazioni dei matematici dell’ Europa occidentale del XVT se-
colo sull’antico metodo di esanstione. Primi fondamenti dati da Kepler
nl caleolo degli infinitamente piccoli. Importanza della sug opera Novu
stereometrie -doliorum vinariorum nella storia dello sviluppo di questo
calcolo.

Lezione XIT.
Melodo degl indirisibili,

Cavalieri e le sue opere. Metodo degl’ indivisibili ed obbiezioni
allo stesso. I seguaci di Cavalieri. Im portanza del metodo di Cava-
lieri per lo sviluppo del ecalcolo degl'infinitamente piccoli.

LEezionz XII.
Altri metodi di quadratura e di cubatura.

Fonti dalle quali derivano. Metodo di Fermat. Vita e lavori di
Roberval, Metodo degl'indivisibili di Roberval ed opere che lo espon-
gono. Opere di Pasecal che trattano lo stesso argomento e loro jm-
portanza per lo svilnppo dell'analisi degl’infinitamente picecoll. Me-
todo di Wallis. Esposizione dj €880 nella sua opera © Aritmetica

infinttorum ,. Lavori di Niccola Mercator e di Gregorio de Saint-
Vincent.

[
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LezioNng XIIIL.

Metodo per condurye le tangenti e deterimnazione
der niasstmi e minini.

Determinazione delle tangenti presso i geometri greci, Metodo di
Roberval. Metodo di Fermat per determinare 3 massimi ed 1 minimi,
sul quale e fondato il suo metodo per condurre le tangenti. Metodo
di Barrow,

Lrzioxeg XIV.
Isacco Newlon ed il suo metodo delle flussion:.

Yita ed opere di Newton. Metodo delle flussioni.

Lezione XV.

Celeolo differenziale ed integrale.

Viia di Leibnitz e suei lavori matematici. Primo sviluppo del-
I"idea fondamentale dell’analisi degl infinitamente piccohi nelle prime
memorie manoseritfe di Leibnitz. Contenuto delle sue memorie a
stampa. Disputa con Newton, Parte avata da Leibnitz nell'ulteriore
sviluppo dei prineipii del caleolo.

Leziong XV

Diffusione dell’ analisi degl infinitamente piceoli
alla fine del XVII ed al principio del XVIII secolo,

Propagazione del mekedo delle flussiomi fra 1 matematiel inglesi.
Taylor. Maec-Lauvin., Obbiezioni contro 1 principii del calcolo diffe-
renzinle ed integrale. Propagnzione d¢i questo fra i makbewmafici del
continenfe. Giacomo Bernoulli ed 1 suo lavori di Analis) degl infi-
nitamente piccoli. Problemi da lui proposti sulla catenaria, salla enrva
slastica e sulla veliera.

Ligziong XVII.

Diffusione dell'analist degl infinitamente piccoli
alla fine del XVII ed ul principio el X VI1I secolo.

(gontinuazione),

Giovanni Bernoulll e Le sue opere di anahsi degl’infinitamente
piccoli, Marchese de 1'Hopital. Ruggiero Cotes. Abramo do Moivre.

Leziong XVIII.

Frimitivo sviluppo del caleolo delle variazion:.

Problem: delle brachistocrone o degl isoperimetri. Disputa fra i
fratelli Giacomo e Giovanni Bernoull.
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Lezionr XIX & XX,

Leonardo Eyl ér,

di Leonardo Ealer, 1

pilt celebri fyga gli serittori dj
€& suoi eontemporane;

Lezionr XXI o XXII.
Lagrange.
Vita e lavor g Lagrange

SYILOPPO DELLA WEOMETRIA SINTETICA

e

LEZioxg A XTI,

1 geometri dof secolo XV ]
Midorge, Desargues, Paseal, Gregorio de Saint-Vincent. De Ja
Hire. Huyghens, Newton,

Leziong XXTV.
I geometri dgl secolo XVIJT

Mac-Laurin. Halley. Reberto Simson. Matteo Stewart. Lambert.
Leziong XXV
Monge.
Vita e lavori dii M

onge. Importanzy delle sue opere nella storia
geomelra sintetien

dello svily pPpo deila

Leziong XXVI
Cariot e Poncelet.
G'éometrie de position dj Carnot, Poncelet eqd i 800 Traité deg Pro-
Driétés projectives goe figures, Importanza storica del fatto delle libe-
razione della Geomeiria dalla necessita dj rigorrere all’Analisi pel
suo sviluppo ulleripye. '

Arvonso BoxowLis.
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INTORKO AD UNA FORMA DEL POTENZIALE DI UNA MASSA SFERICA
LA CUI DENSITA NON SIA COSTANTE

Continunz, ¢ fine v, fusc, prec.

Per avere la funzione potenziale relativa ad un punto occupato da
massa o0 posto nella cavité interna, nel caso dun involuero, dobhiamo
riferirei alla formula che da la funzione potenziale relativa ad un punto
occupato da massa d'uns sfera massiceia ed omogenea, SI noti che il easo
dell’involuero si pud ridurre a quello della sfera piena, supponendo che
la densitd 5 (u) sia zero sino ad nn certo valore di # che corrisponde alla
‘superficie sferica, limite interno dell’involuero.

Sia P un punto posto nell’interno d’una sfers massiceia di densita
costante 1 e di raggio r, e sia 7 la distanza del centro da P.

La funzione potenziale della sfers, relative a P, 81 sa essere

2rr — & i’
Se si imagina di togliere dall’interno di guesta siera un’altra sfera
di centro e di raggio diversi da quelli della prima, ma contenente pur

essa 1 punto P, dettir el rispettivamente il raggio e la distanza di P
dal eentro di questa nuova sfera, la sua funzione potenziale relativa a P &

2nry — 3 w15
E quindi la fanzione potenziale dell’involucro che rimane sari
2]-; (]"i— 'r_l!] — —g T r.lJ! —— E]_EJl

Ora se supponiamo che la superficie della prima sfera corrisponda al
parametro u, e quells della seconda al parawetro 16—+ du, il potenziale
dell’invelucro infinitesimo, relativo al punto P interno ad esso, sarda dato
dal differenmale rispetto ad dell’'espressione precedente; cioé sard

3 (dl
d5r EE du— 3 wl - du.
Oyvero, per la natura di 7, sara
»

ar da
4-;:?'{Edﬂ + § (2 — a) 5 e

la fanzione potenziale dell’involuero relativa al punte interno P, quande
la densiti gia —=1. E se & (1) la densitad dell’involucro, la funzione
potenziale sard

dr w—a ri'u)
: i,

475 (u) ("EIT;.' 3 “du
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Cié premesso, s¢ P & on punto posto nell’interno della massa sferica
in considerazione, la ¢ni densitd varia per superficie sferiche eccentriche,
esso si frovera sopra una di gueste superficie, che supporremo corrispon-
denti al parametre w. Allora, rignardo a tutti gl statevelli interni alla
superficie u, il punto é esterno, ed & invece interno riguardo a tutti i
rimanenti. La funzione potenziale relativa all’insieme dei primi é

Mo fdr | r y—a da
‘L“ﬁ JCe (mf 3P 'du) o

0

e quella relativa all'insieme dei secondi sard, ripetendo il ragionamento
gia fatto per ottenere la funzicne potenziale relativa all’insieme degh
involueri ora considerati

4= glu)r—du- 4 5[ —a) — fu.
i./’-.-.. G e) an 4 _/;. 5(u) (x—a) A

Quindi Ja funzivne pofenziale di tutta la massa, relativa ad un punto
di essa, ha la forma

Ve 4 W e f(dr T w—a da _,
—°F S B ff?l.—i_ﬁ' ?  du iy

= dr u da
—}—éhr;j; 5 Ifu_jrd—" du—]—%n:./; S(u)(®—a) o du.

Questa forma della V si pub applicare tanto ad una sfera massiccia
quante ad un invelucro. Rigvardo a quest’ultimo il punto puo essere o
nelia cavitd o nelln massa od allesterne. Todico con Ve, Vi, V. rispet-
tivamente le funzioni potenziali relative a questi tre casi.

Se #' ¢ il pavametro della superficie interna dell’ involucro, allora da 1,
ad o' & 5=0; e quindi _

id ‘u]-. rir a1 dﬂ
Ia’=‘1ﬁ/ olujr — 443 [ 6 ) (4 — at) — du.
n* r - ) dh‘

i Ja

Sia ora il punto potenziato posto mnella massa, o sia » la superficie
del sistema sul ynale si trove. Allora, essendo sempre
gl1r) =0 da u, ad o', si avra

! »* fdr r @ — ada
r ap.n ° = |
T:—alr:-/:cr(‘u-) { {d?f "B B r:i‘u) dur -
HI-. | ‘frrr “1__ da
-‘—4’1‘1;/; D(H‘].T‘Eadu —I—'E n.[l]- :(-u).(a:—a)d—ud'u.

Finalmente, se il punto potenziato & nello apazio esterno, allora fra u
ed u' la 5=0; e, se v & Vultima superficie sferica sulla quale 5 non @

zern, si ha
o r dr P —a da
— 5 o= ]
Ve 41‘:1; @ (u) / ({Iu 3 P 'du) au.
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Da gueste formule si vede facilmente che le V., Vi, V, si continnano

'una nell’altra.
Si & gid veduto che per la V. & soddisfatta la condizione

AV =0.
jETE, —_ ﬂ.

Infatti. basta osservare che dei due integrali, che compongono la Neis
'uno nmon contiene le coordinate del punto potenziato e 'altro solamente
la .« in modo esplicito; per cul se ne conclude che le derivate seconde

Deve essere altresi

sone singolarmente zero, & che guindi e pure
Ay = U.
Tnvece, per la V; si deve veriiicare Ja. condizione
NV, =—4dx &(u).

A tol fine. giova notare che, fissato il punte nell’interno della massa.
resta determinata la superficie sferica del sistema sulla quale esso si frova.
In altre pavole. date le coordinate del punto potenziato, resia figsato 1
parameiro u. che corpavisce come limite d’integrazione; e percid € fon-
sione delle coordinate del punto.

Nella derivazione. occorrerd derivare mnon solo rispetto alle @, ¥, =
contenute nella funzione integranda, ma anche mspetto a guelle implicite
in u; ossia bisognera derivare 1'integrale rispetio al limite u, e molti-
plicare per le derivate di u Tispetto alle variabili o, y, =

Ora, la derivata di un integrale rispetto ad uno dei limiti €, & roeno
del segno, cib che diventa la funzione da integrarsi guando si da alla
variabile il valore del hmite.

Nel caso presente, le guantiia 7 ed I, per il valore di u COrrispon-
dente alla superficia sferica del sistema sulla quale & il punto potenziato,
Jiventano egnali; e le derivate di 7 @ di @ rispetto ad u assameranno
valori particolari, ed ¢ diverra Pascissa del centro delia superficie sterica w.

Cio premesso, formiamo le derivate seconde della V; rispetto alie @, j, 2.
Per comodita, indichiamo con A', B, C' le derivate prime di V. rispetto alle
coordinate @, y, z contenute nelia funzione integranda, e con A’ B, O
le corrispondenti derivale seconde, che sono gid state precedentemente

determinate. Allora

A . AT , ﬂ_ﬂ) Do
= :(4...a(u;.rﬁ-]--gﬂ.a(u).[a;-—n.) o —
_— 7 e dﬂ) d
—(41:. ;fu].T;E—F%ﬁ.n(u).(ﬂ!-—-ﬂ);ﬁi‘.ﬁg:—l—
W da
_i—ﬂ"‘l’ﬁf E[n}.d-—fht
. i
(18818

I"]V.l Y (et
NES L e | B diad "
= A"} 4 nj; B () . :m"'i“’*

ir
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e = O R O TR Sl T : - . Wh&ﬁ#ﬂmmwmﬁ;
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e quindi

'V, - x—a dr\ du
(o TS

1 5 (e—a)\da du
—|-%1T-5('”)'T3(T2 r® )du'dm_
da du
S — A I "
R RLOEE T A
donde, riducendo, si ha
0%V, . r—a dr du
i};lfﬂ =—‘.{-Tl.‘..ﬂ(ﬂ). = .duiaﬂ,‘_
. (0 — a)? da du o
—41‘:.5(’&). rﬁ .d“.am | A;
Analogamente si ottiene
*V; y dr du (®—ajy da du  _ .
of — A .Blu). .du.ayh—-irc.a(u). = du oy B
¥V, g dr du w . [@—na)z da pu -

F}EJ*:—&-T:.EIZH). . — 4w, o(u).

rdi bz ™ ‘du’dz !
Ed osservando che si pud porre
gy du or da pu e
du dr dx © du pe  dx’
ed apalogamente
ar du 0r . i ou oa
du oy dy du'dy ~ dy’
dv du or da du 0a
diu dz Dz ® du pz  pz’

sommando membro a membro le precedenti eguaglianze, si otterra

. 0 0 oy
__\g‘.f;:-—{i'r:.E[ti)((m—ﬂ)af;+ya; F2 ).

- D Ok oy ¥ —a
—dx 50 (2 — ) $2 4y S 2 20) 220

A4 B” -+ C"=0.
N1 osservi inoltre che &

(#— )y 2t =

p
~essendo

e che a ed r sono funzioni di u e, per guanio si e aosservabo, funzioni

di @, y, =

Quindi, derivando una prima volta rispetto ad @. una zeconda rispetto

ad y ed un'altra rispetio a 2, si ha ordinatameénte

h DT
—-(.1':——::5)8‘—- —|-{;::—--r::)=1"}TG;
Oled | or
__(E__hu) \;}y | y_ ay’
Ofl or
ey S )
(i u)az j:a,'—*.r'r}ﬂ,

AT o 2 a

v e .--é"__ |:,'|.':';." Tl

'
[ ey Bl 8
- ;

o
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OVVero

Si moltiplichine i membri di queste eguaglianze rispettivamente per

x—a ¥y .. :
& .o 1 3171'3-
g gt Ay

( —a)® da (.r—u)‘*— Do — i

= s 7 .'L‘l.L',:r r

lxr—aly oa y\* or ¥y
r 'ay_-(-r) oy 2z’

(—a} z Da z\* o 2
r .DE_—(T) 2w T

Lommando membro a membro 81 ottiene
X —a 1/, . or -
_r‘!l ((m'—ﬂ)a._l—yb_!}—l—zaz)——-l ;(L:ﬂ_ﬂjﬁ—}—y:ﬁ!—‘—za—g).
In virta di questa relazione, 81 trova subito
_livi — — 475 (H).

La V cosi trovata soddisfa quindi a tutte le condizioni richieste per
essere una funziome potenziale; per cui me concluderemo che la

my v (dr , 7T w—a da
V=4m] 6 (1) [ (fi'u g 'rha) Bkt

By

¢ la funzione potenziale cercalc.

L
-
‘mm

= ¥

Qi vede facilmente come essa comprenda come casi particolari guell
dolla sfera omogenea & della sfera la cul densitda varia per slere concen-
triche.

Infatti, nel caso della sfera omogenea, © di un involuero sferico omo-
geneo, la denmita § & costafite, come pure ! ed «, ed il parametro u s
ridunce ad 7; ed allora

476 M | o
VzT_LﬁderTé 'n:r:uf].r rdr.

F. quindi per I'invelocro sferico s1 ha
| : o - g0 o
—2z. 5.1 —3n. 0. F—4m 75

s e e
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e per la sfera piena, essendo 1, =0, sara

.r_: E ﬁa TIE—‘% aiﬂ-

Nel caso in cui Ja densitd vari per superficie sferiche concentriche,

questa risulta funzione di », rimanendo costanti I ed e; e, poiché Ia
variabile » si riduce alla r. si avra

i .. 2 o N
T:Tﬁugl_r).-rdr+4._fl 30 . dr.

(. REPETTO

Saszari,

I NUMERI PERFETTI

1. La teoria dei numeri perfetti ha le sue basi in Euciide, né deve sem-
brare assolatamente mdegno che ci si cccupi di essa, perché, se pure possono
essere un po’ enlutiche le parcle di Mersenne, il quale disse clhie chi trovasse
altT numeri perfetti, oltre gli nudiei noti, avrebbe superata tutia 'analis)
presente, non si deve dimentiears, corme ginstamente osserva il Lueas nella
sua Theéorie des nombres, che tale teoria «ha dato origine ai principali lavori
« di Fermat e quindi all’ Aritmetica SOpPeriore ».

Dicesi nnmero perfeito un numero che & uguaie alla somma di tutt i

suol divisorl. escluso tra questi il numero stesso: gli esenipi piti noti sono
offerti dai primi due numeri perfetti che sono

E=1+24+3 & 28=142+4-4 74 14

Dalla delinizione stessa risulta che un NUNers primo non puo essere un
numero perfetio: neppure una potenza d'un numero primo pud essere um
numero perfetto, poiché, se fosse @ un numero pritno ed a" un numero per-
fetto, dovrebbe essere

'=ltata a4 ...+ a;

il che & assurdo perch® il secondo membro altro non & che
evidentemente minore i av,

at — 1
a—1"

quantita

Kuelide (Libro IX, Prop. 36) enuncia per trovare i numeri perfetti guesta
regola: « Se a partire dall’unita sj prendono 2uccessivamente tanti nomeri
= STICCESSIVI In progressione geometrica di ragione 2 fino a che Ia loro somma
¢ SI& UN numero primo, il prodotte di questa somma per 1'ultimo termine
@ 8ard un numero perfettos. Si ottiene cosi come forma di un nuemero per-
fetto (2°+! —1)2® colla condizione che 224! _ 1 sia primo.

Uonsiderigmo infatti la progressione geometrica suddetia e supponiamo che

1 +2 42" 4294 L 2n—=2up1__ ]
gia un numero primo.
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Per dimostrare che in tal caso il numero (Po-1 —1)2" & un NUmMeEro per
fetto, psservo che i divisori di esso olkre all'nnita e a] numerp stesso sono:
il prime fattore, tutii i divisori del secondo fattore, esso compreso, € i pro-
dotti del primo fattore per i divisori del secondo: la somms loro dungue &

Qurt — 1 +1+2+E“+...+2ﬂ+(‘2ﬂ+1—1j‘3+L2“+’-—1j,12“+...
...+[E"+‘—1}E“—l=(2“'"‘*—2)+‘2“(2"+‘-~1}-—-{E‘**-’—l}ﬁ:q;ﬂ"f‘—l}‘z".

Per avere i numeri perfetii basia dungne nella progressione detia cercare
quei termini che diminuiti dell’'unita danno Inogo a numeri primi: il prodotio
di ognuno di essi per il termine precedente della PrOZressions € un NUImero

perfetto.

Negli esercizi di Fibz Patrick e Chevrel si giunge a quesia formola per
una via pitt generale che mosiva come NoOH esistono numeri perfetti del tipo 4™
ove @ & b sono numeri primi =:alvo che per i valori a=2, h=|2m'— 1) che
ci dinno appunto i numer perfetti trovat col metodo di Euclide. Anzi si
puo dimostrare piit generalmente che ogni numero nerfetto pari ha la forma
di quelli trovati con tale metodo. Infafti ogni numero pari & del tipo

90 a0 b ey ...

ove @. b, ¢ sono nmumeri primi e 7% & un pumero intiero nom nullo.
I divisori di quegto numero sono dati dai divisori dei singeli fatiori e

dai loro prodotti, onde la loro somma e

(14242 .42 1ot at . +a0) (14D-46% A DA L ete? e )=
—(gn=11) (1 4-a4 @t e am) (14D + B2 DF) (14-etet+ater).

Fssendo il namero proposio 1N NUMETO perfetto, dovri essere ugnale alla
<omma de’ suol divisori da cui 81 tolga esso slesso: ciog sara

aga bf et ...=
=f_*.3nT*_.1j|;;1+n+...+nnj(1-1-b+.._+bﬁ‘\{_1 et —

—mgudf ey ...
0SSR
(2n41—1) an BAey ... +aebfer...= .
(Eﬁ-”--lﬂl-\-ﬂ-{—,..—r—nﬂ}{l—l—b—|—...—'.-?Jﬁ}(l—]—ﬂ-]—...-}-ﬂr"r...

dn enl 81 TIC&VA

ﬂdbﬁﬂ.'”&_nﬂbr—'w...__

it —1

={1+a+n‘+...+::N){1+h—|—b‘+...+bﬁ}i] tedel .. e

Ma il secondo membro @ un DUMETO intero. onde tale deve essere anche
il primo: sari ciod aa b cv ... divisibile per (2nrt—1). I primo membro
resta cosl ridotto a due soli termini: cosi sard del secondo: 1 termini del
seeondo sono in numero di (= DB+ 1) onde deve essere (a-1)
B+Diy+1...= 2: perché %ale nguaglianza sussista, 1 numerl % f. Y. --
devono essere tutti nulli tranne Tno (e sin w) che deve valere 1.

Il numero cercato dungue & del fipo 2%a ove & $ un mumero primo. Sic

gome pol deve essere

g = 1 -|-—2—|—2“—]—...+E“+r1+2_a:z+2‘ﬂ+..,+2“-'f:.

ORS18
Mg = (2% —1) 4 (2= a — a),
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si ricava che deve essere ¢ = 2*+' — | onde si ottiene Per ogmi numero per-

fetto pari la formola neota di Euclide.
Volendo poi ecercare i valori dell’ esponente n che servono per darci i

numer] perfetti osserviamo che dovendo essere (2! — 1) un numero Primo,
tale dovra essere anche n 4 1 poi ehe se fosse » 4+ 1 = pq (essendo p e g
pumer! interi troveremmo

2ot —1 = (20 — 1= (2v — Lo[(2n 0t o (D=2 o, 4 2P 4 1)

ugnaglianza che mostea come (2! — 1} & divisibile per (2 — 1) e gnindi uon
¢ primo. Tale condizione non & perd sufliciente perche ad esempio per il va-
lore 41 =11 si ha 29 1 = 947 =24 # 89 ossin uon si ha un namero
primo. Per frovare i mumeri perfetti si deve dunque, dando all' esponente
(71 + 1) valori che siano numeri primi. vedere guali tra essi rendano primo
il nmumero (Z°~'—1) e poi applicare la formola di Euclide. I primi nuiaeri
perfetti si oltengono dando ad (n + 1) i valori

2: 8; b; T; 18; 17: 1b: 81,
OSS12 SORO 1 nuineri
6; 28; J496; BI2B: 33.550.336: 8.08L.869.056 ;
137486.601.528; 2.8305,848.008.131.052.128.

Mersenne (') afferma che i valori conseeutivi di (2 -+ 1) che sewvono par
avere numerl perietti sono 67, 127, 257 e che nessun altro numero minore
di 257 pud dare numeri perfetti: sembra dungue che egli avesse un metodo
per questa ricerea, che noi perd non conosciamo. 11 Lucas perd crede in seguito
a suol Innghi caieoli, che neppure per (»4- 1)=67 si otfenga nn numero per-
fetto. Iigli enuncia anzi il teorema che, se il numero primo (2 +1) é uguale
& im muliiple &i 4 diminuito di un'unita, e se 22 +1 & anche prirno, il na-
mero (2*7*—1) & divisibile per (2n 1) e quindi non & primo € non di Inogo
d numet1 perfeiti.

Quanto poi alle cifre con cui terminano i numeri perietti ossserviamo che
essendo guelli ehe noi consideriamo dej tipo 20 (271 — 1) ove (n + 1) & primo
¢ quindi dispari, sard » pari, e guindi la formolt generale di essi, escluso il
numere G ohe si ha per p=1 & (22 4r—1) essendo p = 3 n, Usservo allors

clie le potenze 4% per p pari terminano per une der gruppi

16, 56, BB, 86, 76
nel qual easo il fattore 123 4r_ 1) termina rispettivamente per i eTuppi
31, 11, 91, 71, Bl
e il numero perfefto risultante per
gb, 16, 36, b6, Th.
Le potenze 4° per p dispari terminano per
64, 24, B4, 4 (o
nel qual easo il fattore (2 % 4e — 1) termina per
27, 47, 67, B7. 07

(1) Prefazione dei Cogituta phisico-mathemution. (Porigi, 1644.)
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¢ il numero perfetto rienltante sempre per 28, Abhbiamo cosi che tutfl 1 nu-
meri perfetti dati dalla formola di Euclide (escluso il numero 6) terminano
per uno dei eruppi di cifre 16, o8, 86, 56, 76, 96. Anz nessun altro numero
perfetto oltre & 446 termina per 96. (Vedi Mathesis, tomo LX.)

Una notevole proprietd di questi numeri perfetii si ¢ che moltiplicandoli
per S e agginngendo al prodotto I'unith si ottiene nn gnadrato pertetto. Infatti

En{:‘.'m—-.- GRS | ‘:.. }{ H _I_ 1 — Lgiu_ - [/ ﬂ":l 2!_!_1 . i’ﬂn—-—E':lﬂ L Exgllq—ﬂ_%_l — ':ij-""-'ﬂ L 1-:!-1-

3 Albinmo sinora trovato la formola di Euelide che ci da 1 numer per-

fetti pari, e abbinmo anche dimosiTato che ogni numere perfetto par sndirfi
lla formola di Euclide. Una guestione che ha molto interessato tutii L nnte-
yatiei i quali si sono ocenpati di questo argomento, ma chie finorn uon e statn
visolta & yuella della ricerca dei numerl perietti impari.

Dezcartes credeva alla lovo esistenza, come $: vileva dal brano di una sun
lettera & Frénicle in eui dice: « To non so perché erediate che non si potrebbe
o ginngere con UesSLo IEZZO0 4 trovare un numerp perfetto: se ne avete unu
. dimostrazione, confesso che essa & superiore alla mina capaciti:, e che la stilio
. airacrdinariamente. perché io per me credo che si possano trovare numeri
« Impnri veramente perfetti ». |20 Dicembre 1638

Su questi eventuali numeri perfettl impari esiste un teorema il quale dice
e se esistono numeri perfetti impari, essi sono del tipp N = ' ¢ ove «
¢ un numero primo e { & U NUINETo IMpari diverso da 1 e sia divisibile per «.
Infatti sia ae &7 er ... Tespressione del nostro numere perfetto N decomposto
ne’ suoi fattori primi. Posto

A=1t+a+4+a*+...+a=,
B=1+b~+40b0+...+ 0%,
C=14c40'+t. ... CF,

il prodotto ABC.. da tuti i divisor: di N compreso N stesso: essendo N
1n numero perfetto, sara

N = ABC.. — N 08318 2N = ABC....

Dovendo i1 prodotto ABC... diviso per 2 dove il pumero impari N, tulti
¢ euni fattori devono essere impari, tranne uno, @ sa A, che deve essere il
doppie di nn numero impari. Ma perche

B—14+b404+...4 b,
C=14+eFe24...F07,

siano Impari, oreorre, easendo U, o,. .. e quindi le loro potenze numerl impan,
che siano in numeri impari i termini di quelle somme, giol che signo impar)
i nummer §4+1. v +1,.... Cosi essendo A=1+4 a4 a* 4+ ... <+ 0% NN NUmero
pari ma doppio di un numero impari, occorve che il namero « 41 del ter-
mini del secondo membro sia pari ma doppio di un nuUmMEro impari, cioé che
sin & 4+ 1=2[2n 1), onde a=4dn + 1. Ricavizmo come espressione del uu-
mero perfetto N = a-'bf ¢y ..., OVe 7 & TN NUMETO mntero e §, v ... sono
numeri pari (zero incluse). Usserviamo perd che i numeri §, v... non possono
essere tutti nulli contemporaneameute poiche in tal caso ayremmo

ﬂl‘l-- 1

Nean=14a+a"F.. . Fas= ===

e
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onde a*tl—a = a®r'—], ossian @a=1 cho darcbbe N=1. Il prodotto &7 c# ... &
dungue il quadrato di un numers mpari ¢ diverso da 1, & guando si ha come
forma del numero perfotto N — at=1 4%

Nell'enuneiato dei teorema si & detto che 7 non deve essere divisibile Per 1.
poiché se a dividesse 7, dovrebbe dividere anche O ¢y ..., mentre tra 1 fat-
tori primi di guesto nwmero non compare il numero primo a. Osserviamo
poi che siceome ogni numero mpari. € percié in particelare il numero «.
levato a un esponente del tipo 4n -1 di come risultato un numere del
tipo 4¢ 4+ 1, come & facile verificare, & che ogni qurdrato di numeri unpari,
come sarebbe 7% & pure del tipo 4¢ + 1. ne consegue che anche il numere
perfetto impari N=a*+!3® & del tipo 4 4 1 ossia che non esistono mimer
perfetti impari della forma 44 + 8,

Resta ancora a vedere tva i numeri impari del tipo dg + 1 se esistono
dei numeri perfetti e quali siano. 1! teorema che abbiamo ennneiato & dovuteo
a Lionnet, (1) il quale si limita a enunciario senza dimostrarlo: Ia dimostra-
zione che ne abbiamo data si trova nella Theéorie des nombres di Lueas. 1)
Lionnet aggiunge inoltre, né' i1 Luecas 1o dimostra, che il numero @ (prime
e percid impari) che pud essere quindi del tipo 4¢ -} 1 o 4¢ + 8 & del tipo
g +4- 1.

8. Nella stessa nota il Lionuet oltre ai numeri perfetti di eul sinorn ci
siamo occupati, che egli ehiama numeri perfetti di prima specie, introduce
un'altra sorta di pumeri perfetti, che dice di seconda specie, definendoli come
quel numeri che sono ugunali al prodotto di tutti i loro divisori esclusi se
stessi: esempi di tali numeri sono

8=1X2X4; 10=1X2 5; 1l4=1X2XT; 2I=1X83X9, ece.

Osserviamo anzi tuito & questo proposito che anche tra i numeri perfetil
i seconda specie non ¢i pud essere evidentemente NessSYH NUMETO primo. che
abbia per unico divisore diverso da =&, "unitad: vediamo invece se fra i nuineri
perietti di seconda specie ne esista (ualeuno che sia n-esima potenza di un
numero primo, ciogé se pud darsi che sin, indicando COI p UR DUMETo Primo.

Pr=1.p.p% .. 0"

athincheé cid accada deve essere

142484 ... +in—11=n,
, R{n—1)

Cloé 5 = il che ci d3 n=238.

Sono dungue numeri perfetti di seconds specie tuttl 1 cubl deil numeri
primi,

Indicando poi con p e p' due nuwner primi diversi, vediamo se pud essere
numere perfetto di seconda specie un numero del tipo app’ ove @ & un intero
qualungne. Se fosse a>-1. allora ap e ap dividerebbero entrambi i nn-
mero app’: ma il loro prodotio a‘pp supera il numero stesso, mentre ne
sarebbe inferiore se fosse a<Z1: perché dunque apyp’ sia. un numero perfetto
occorre che mia ¢ =I1: si ha dunque per 1 numeri perfetti di seconda specie,
che non sono cubi di paumeri primi, ancora 1a sola ipofesi che siano prodetti
di dne numeri primi disugnali. Essendo dunque p e " numeri primi, i numeri
perfeiti di seconda specie sono della forma p? o della forma pp'.

\1) Nouvslles dnnoles de Math. Serie 11, Anno IBTS. pog. 306,
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Volendo poi cercare se esistono numeri doppiamente perfetti, cioe numeri
¢lie siano somms & prodeito dei loro fattori, & chiare che nessun numero
perfetto di seconda specie del tipo p® pud essers numero perfetto di prima
specie, poi che i suoi fattori diversi da esso sono
pe—1
p—1

Quanto poi al numert del tipo yip', 1 loro fattori diversi dal numero stesso
sono 1, p, @, affinché sin pp' = 1 + p + P/, occorre che, siccome j & 77 divi-
Jono il prime membro, dividano anche il secondo, ossia che dividano rispet-
tivamente ( 4+ 1) e (p 4 1. Dovri dunqgue essere

p=g 41y psp+l;
svidentemente non pud darsi che in entrsnbi i casi si abbia il segno deli’ngua-
glianzn: supponiamo dunyue che sia p <y + 1: allora, essendo p e p diversi,
savh p < p’; dovendo essere anche p'<p 41 se ne deduceche & p =p+ 1;
dunguwe p e p' sono numeri consecutivi; ma gh nniet due nnmeri consecubivi
¢ primi sono 2 e 3, onde il solo numero doppiamente perfetto & il nnrmero 6.

4. Finora ci sinmo, come it gensvale si ¢ fatto da fuiti gli agtori in questa
teoria, limitati al campo dei numeri naturali. cioé del numeri interi e posi-
tivi: il Lionnet () estende anche ai numeri negativi la denominazione di nn-
meri perfetti, ed osservando che al cambiare di =egno di un nuwmero, cambiano
i segno anche i suoi divisori, mentre le loro somme e il lore prodotto con-
sprvano io stesso valore assolnto, conelude che gli unici numeri doppiamente
perfetti sono 0. 4 6, — 6.

Se non ci si limita perd al campo dei numeri positivi, allora si possono
considerare come divisori del numero non solo quei numeri inter: tali che
dividendo per essi 1l numero st otfenga come quozienie Un numerd iniero
positivo, come fa il Lionnet, ma anchbe quelli che danno, quando si divida per
essi il numero proposto. un quoziente infero negativo. Allora con ogui divi-
sore di un nwmero viene a comparire anche il suo opposto; & chiaro che sotto
guesto punto di vistn, siccome la somma dei divizor: (numeri dne a dne
opposti, escludendo tra i divisori del numero oltre al numero stesso 1l 300
opposto ugunle in valore assolute) & nulla, non si ottiene messnn numero
perfetto di prima specie ad eccezione di U Quanto &i numeri pevfetii di se-
conila specie. indicands con » un numere primo. & chiaro che affinche sia p"
nn numero perfetto, dovra essere

P == 1.p 'l”! _pi_ " _Pu_.l ; (__ 13{__},‘;]{__‘?15*}__ ____pn_l__-i — 1}7;},!}}4” _pﬂn_ﬂ_
dovra guindi essere
D444+ ... +2(n—1=mn GEETH] ie—=r{n—1)
il che i da n=2.

Per n =2 Pugusglianza ¢ vers anche in segno, onde abbiamo che i gua-
drati dei numeri primi sonofsoito guesto nuovo punto di vista, nnmer: per-
lotti i secondn specie.

N& oltre ad essi ce ne sono aliri, come sarebbe facile verificare ripetendo
¢on e apportune modificazioni il ragionamente fatio pili sopra, con cut il
Lionnet ginnge alia seconda forma dei numeri perfetti di seconda specie, pro-
dotti di due numeri primi disuguali

L,pppt e 14940 = < P

. GIRALD
Tarino.

(1) In oma moty alla memeriz eitata.

—
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Sull’ indice minimo di N relativo a p.

I. Dato un numero A, un gruppe i eifre C ed un numero p primo
con la base del sistema di numerazione prescello, ¢i proponiamn di
determinare il minimo numero di volte che oeeorre scrivere a destra
di A 1l gruppo C per avers un numero ¢ongruoo ad A secondo il mo-
dulo p, e quindi, vel caso di A mulliple di p, un numero multiplo di p.
Uosi poiremo oceupare tra "altro del teorema di Platean, esposto nella
forma pii generale di cui sia suscettibile: dato nel sistema di nume-
razione & base g un qualsiasi gruppo di cifre del sistema, e dato un
numero p primo con g, esistono infiniti multipii di p che nel dato
sistema si scrivono ripetendo quel gruppo, ossia scrivendo in segnilo
I'ono dell’altro gruppi di eifre identici al dato.

2. In quanto segue, dungue, g & Ia base del sistema di numera-
zione prescelto, e p & un qualsiasi numero primo con debta base.
Con A e C rappresenteremo ordinatamente due gruppi di « e v cifre,
nonche, guando non & pericolo di equivoco, i numeri da essi gruppi
rappresentati; con N il numero che si ottiene scrivendo, in seguito
al gruppo A, infinite volte il gruppo C. Il simbolo Ny (ridotta /-esima
di N} stard a rappresentare il numero che si ottiene cancellando in N
tult’s periodi che vengono dopo il k-esimo, k essendo un intere qual-
siasi positivo. Col simbolo N, rappresenteremo il numero che si ot-
tiene cancellando in N tutta la parte periodica, cosicehe N, & uguale
ad A. Cosl, posto, per es.

N = 3425030303...

0 pii brevemente
N = 3425(03

= 425; C=03; = 4; Y =2;
No= 3425, N, =3842503; N =34250803; ...
Dunque nella serie di ridolle

ND; N11 Nip---iﬂkr-" []‘)

ogui elemento si oftiene dal precedente serivendo alla sua destra il
periodo. Cosl che gualungue sia i abbiamo

Nia=N,;gv+ C. (2)

adbliamo

3. La congruenza.

N:—No=0 (mod p) (3)

ammetie infinite soluzioni oltre quella evidente r— 0,
1. Supponiamo che s'abbia Ny — N, =0 (mod p)} ossia

N, =N, (mod p). (4)

el o ]

o el e,
Pl oty LT ST i

Fnl
't
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Dalla (2) ricaviamo intanto le due cgunglianze
N:=Nog¥ + C; N.=N,gr+C
e da gueste la eongruenza
Ne — Ni=(N.— Ni}g” (meod p),

che per la (4) diventa No— Ny=0 (mod p).
Analogamente si proverebbe che, sempre rispettv al module p,
han luogo le congruenze

NE—NDEU; N.;_NQED; 2 CCe.

Dungue & chinrv che se la data congruenza soddisfatla da a=1,
g pnre soddisfatta da o =#, & rappresentando nn intero qualsiasi.
2, Suppeniamo invece clie non sia N; — No=0 (mod p). Posto

ri=rest (Ni; p)

con i=0. 1, 2,..., possinmo subito scrivere

= N, (mod p)
rioi=ng+C (mod p) (5)

gualungue sia "intero 7.
Per la fatta ipotesi 1 primi due elementi della serie

e gquindi, per In (2)

g 4 i, Yz, V3 - [t {G-}

sono disuguali; ma come i primi due, non possono fulii essere distinti,
perché sono minori di p, ed il numero degl inter) minori di p & limi-
tato. Snpponiamo ehe il gruppo pih esteso avente elementi totti di-
stinti sia 1] seguente
Vs 4% yus g Pagen o (7)
Sara r,, identico ad nno degli elementi di questo gruppo. Ma non
pno aversi », =, con { compreso fra 0 ed m, perche, allora, siccomse
si hanno per la (5) le congruenze.

v =Vma g+ U (mod p)
B =" 07 T U ”

sotfraendo membro a membro oftterremmo la congruenza
0= (ru-a— 1) ¢ (mod p)
e quindi (dacché g* e p sono primi fra lero) anche I'altra
03 -1 — -1 (mod p)

da cui seaturirebbe Veguaglianza yy—=71— con ¢—1 iniero compreso
fra —1 ed wm— 1, contraddicente all’ ipotesi fafta sul gruppo (7).

Dunque non pud essere che quesio soltanto: ry=7. ld ora, sol
che si vipensi al calcolo ricorrente degli elementi della serie (6), s
eapira subito come in questa si ripetano all’infinito e nello sfesso
ordine gil elementi del gruppe (7).
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Da cib scende innumediatamenie che I'eiemento »; & ugunale ad
per gl infimti valori di i multipli di m, e per essi soltanto. In altni
termini si ha N; — No=0 (mod p) per gl'infiniti valori di + multiph
di s, e per essi soltanto. Il teorema resta cosi esaurientemente di-
imostralo.

Osservazione. — La minima radice non nulla della congruenza
Ny—No=0 [(mod p) verra indicaia con z, e godra, in quanfo segue,
di una parte importantissima. A A daremo il nome di minimo indice
di N relativo a p. Dunque per indice menimo di N relativo « p inten-
diamo 1l grado della minima ridotte di N congrua ad N, secondo il
modulo p.

4. Pensando ehe N; st otfiene scrivendo x volte di seguito il grnp-
po C di y cifre a destra di N,, possiamo subito serivere

No=Nog + C (1 +gr +9% +...+g=)

OYYero

¥’ = — 1
N. =Nyg=t 4 02 - (8)

id posto, I'indice minimo di N relative a p, ossia il numero 2,
essendo ln minima vadice della congruenza N.-— No=0 (mod p), &
anche, per la (8), lu minima radice delle congruenza

< 19‘1;’_1
No g™ =+ U g’ — 1

No=0 (mod p)

che eon facile trasformazione diventa

1}: L J_
7 (C+ Nog? —Ng) =0  (mod p) 4
a’ =1 o
: , : . - &
e pol, per via dellugvnaghanza C-- Nog¥ = N,, assume la forma £
o, 4
.T..].' ] 1 ‘ "'.;
-“; — (N =Ny)=0  (mod p}. (9) N

IJ,.:-

Se Ny — Ny e multiplo dt p, qualunque numero intero evidente-
mente soddisfa ln congruenza (9), e quindi la minima sua soluzione
e 1 (efr. § 3). Siflatto valore dungue & determinabile senz’alfro. Sup-
ponendo inveee che N, — Ng non sia multiplo dip, il m.e. d, di N; — N,
e p sark diverso da p; chiamiamolo p. Alla congruenza (9) si potri
sostituire la sna equivalente

2
:';E“— T

gr==1 -
5 1=0 (wod2): (10)

Dunque: o 2, indice minimo di N relativo a », & 1, ovvero & la
radice minima della eongruenza (10).

OsservazioNe 1%, — Tutte le alterazioni nella grandezza de
grnppi A e O che, laseiando intatto v, non alterano il m. e. d. di N;—N,
e p, laseciano 1nvariato A; perche, o quel m. e. d. 2 p, ed allora sari
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sempre .=1, avvero & minore di p, ed allora 2 & In minimsa radice

della congruenza .
gi—1L__ P
=1 0 (mud 0 )

che dipende soltanto da v e da p.

QssErvazZioNE 28, — Quandeo ¢7 — 1 e L fossero primi fra loro, A
com’e radice minima della (10) savebbe anche radice minima della
congruenza g'vr — 1L =20 (mud %), equivalente alla (10). Ma, pel teo-
rema di Fermaf, tra 1 valor1 di 2y ¢ ¢ (%), dungque 2 sarebbe di-
visore 4 :p(—‘;i)

5. Se Ju radice minima della congruenza

gr—1_ |
gt —1 =0 (mod p) (11)
e
8 2, d non sara raldice della stessa, ossia ﬂq:___ 11 non sara multiplo
Q'IJF " 1

di p. Cosiech®, se p si suppone primo, sal'h‘g},_l primo con p e

quindi, avendosi per ipotesi

g —1
0S8 (o’ 1 (ot :
gt 1) lgr—3 _
77— 1 =10 (mod p)
§] AVIA pure
g +1=10 (mod p) .
A

Dunque se p & primo e A & pdri, 5 @& radice della congruenza

g*r -+ 1 =0 (mod p). Nel caso che oltre ad essere p primo e A pari,

: : T A
fosse ¢ — 1 non nultiplo di p e gnindi primo con esso, —- sarebbe

e

Ja minima radiee di delta congruenza. Difatfi se per p q%gi aves-

se g’ — | =0 (mod p), si avrebbero, secondo lo stesso modulo p, le
seguenli congrnenze

Bopse
g T 1_0

gli—3 =

gur=1; g=1; gm—1=0;
ossia 2u (minore di A) 2arebbe radice della (11) il che contraddice
alla ipotesi

B. Se é‘—; =y X pa X PaX. . X P €00 Pry Pas Pay e s, Pi DIIME fra
lovo @ due a due, e 38 M, Xa, g, . . ., Ax 80no le radici minime della

g =3
—1 0 (mod y) (w)
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Per Y=D1,Pa,Pay...,Px, SOra A=m. m.c. (23 Xg;...; 2) la radice
p -

minima della (w) per y=—"—.
Per quanto & stato detio alla pag. 2, la differenza N; — N, & mul-
tipla di ciascune dei numeri Piy Pay- -4 Py € qQuindi del loro pro-

dotto 1: Non pubd poi essere N, —N, multiplo di% per p <A perche
sarebbe N, — N, multiplo di ciascuno dei nnmeri Diy Pa, Pay e« Dis
divisori di £, ¢ quindi sarebbe it multiplo comune degl'indici mi-
nimi )i, Ja, ... A, conirariamente all'ipotesi che pone

A=m.m. e (k, he,..., 2%

Diunque ) @ la minima radiee non nulla della congrnenzn

N —No=0 (Innd E)
P

ossia dell’altra

— (nmd {L) (12)

1. Detle 3 e X ordinatamente le minime radici delle congruenze

—1 : gv—1__ ﬁ) :
P =0 (12) e r—1 =" (mud : (13)

a) se v ¢ multiplo di 5, sara l-% , qualunque sia la natura di %;

b) se v non & multiplo di 5 ed 8 "E‘HHJIIE‘!‘G Primo, sarc

m. e. m. (Y; 5)

X
T h ]
1°. Infutti dall’ipotes: ivd:ll =0 (mod —‘;i) scende la congruenza
g —1=0 (ﬂ]ﬂd l;—), e quindi l'altra gr — 1= D(mml %), per via diy

multiplo di 5 e quindi di ¢» — 1 muoltiplo di g* — 1. Detio m un in-
tero qualsiasi, si hanno adesso, successivamente, secondo lo stesso mo-
dulo £ 16 gongroenze
? ? e
m—=x—1

g™ 1=0 . gy = 1 - pK g = g,

m=8

Ne viene che &

st T [mud -?P’—)

solo se e x multiplo di—E. Dungue In minima radice non nulla

della (13) ‘a%; si ha ciod ). — %
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2 Se v non & multiplo di 3 sicecome le radici della (12) sono
tutte mnltiple della minima 3, fra esse non & compreso Y, cioe il

gquoto A _—1] non & multiplo di p. Ma per ipotesi p & primo; dungue

g;:ll e p Somno primi fra loro, ed alla (13) posSiamo sostituirve 1a
congruenza ad essa equivalente.

g.:r.? == 1 g]* _— 1 . (

g —1 g—1

g1
g—1

mod P—) ., ossif
7

=0 (mud %).[14)

Per tanto A, che per ipotesi & la rvadice minima dells (13), € an-
che radice minima della (14). Possinmo cosi dire che .y @ radice
della (12) e quindi & multiplo di 5: ma A b il minimo valore di
che soddisfa la (14); dunque nella serie dei multipli di ¥

0, ¥y 2¢, 3700 e o9 AYan e s

& Ay il primo multiplo di &, ciod 2y ®il m.ec.m. diy e 5, & quindi

s1 han
m.cam.(y: &)

) f

8. Le cose dette al § 3 restano anche vere per N,=0,C=1,7=1,
nel qual caso 8

Ne=1+g+a@+¢+... T
N —No=0 (inud p)
1+§+HJ—I‘-|-G“‘——_: [mnd p).

In altri termini possinmo nsserire che guulungue siano ¢ e p, pur-
che primi fra loro, detta (a) la somma delle prime x polenze succes-
sive di @, a cominciare da quelln ad esponente 0, ossia posto

a1

(B=d' L@+ oo+ e =00 (15)

la congruenza

.
h___

e la congruenzu

diventa

(a)y =0 (mod p')

per qualsiasi valore di i ammette infinite soluzioni oltre quella evi-
dente 2 =0: esse sono egunlii agl infiniti multipli delin solnzione
minima, che indicheremo col simbolo w;.

9. Intreducendo il siffbole definito dalla (15), eguaglianza evi-

dente
a'— 1 a*—1 o™—1

a—1 a—1 a—]

(a). . (a"). = (&), (16)

formola che utilizzeremo Ira breve.

divenka

. — g ek B g S am
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10. Si noti che qualunque siano gl'interi ¢ e k, dei yuattro numeri

seguenfa

a™ — ]

- s — 1, — = (@), P,

(o O |

ognuno & mulfiplo del seguente, e quindi il primo & multipio deli’nl-
timo, cosicehd abbiamo
am — 1 =0 (rood p)
donde
i =1 (mad 2'),

Fiacendo assumere a & successivamente i valori 0,1,2,...,s —1,
¢con s arbifrvarie, ¢ sommando le s congruenze che ne rvisultano ab-
biamo infine

(™), =35 (mod '), (17)
altra formola di cui presto faremo uso.

Il. Ci proponiamo ora di trovare uua relazione fra le radici mi-
nime i ed me.x nella ipotest di p primo. SI osservi innanzi tutto che
tutte le radiei della congruenza () =0 (mod p**') sono anche radici
della cungruenza (). = 0 (mod 2'); per la qual coga, ricordando quanto
abbiamo osservato nel § 8, & m,_, wmultiplo di m, .

Ed ora esserviamo che o e .=y, e la relazione & bell’e £ro-
vata; 0 & my.y ==, e si tratta di determinare il valore del coeffi-
ciente v > 1 nella eguaglinnza

W1 = Vili; .
Per ipotesi my., , e quindi vy & la minima radiee di
() =0 (imod p'1)
e quindi v & Ja minima radice dj
(em, =0 (mod p"'Y
che per la (18) & equivalente all'alira
(@ (6™)e =0 (mod p'), (18)

St noti adesso: 1° che il m.e. d. di (@), e p'**, essendo p numero
primo, é della forma p.eon r =t 1; 2° ¢che essendo, per ipotesi,
diverse le radici minime delle due congruenze

(a). =10 (mod p')

(a)s =0 (mod p'+7),

(), & mulfiplo di p' ma non di p'tt; 37 che per lanto il detto

m. c. d. @ proprio p%. Alla congruenza (18) resta ecosi eguivalente la
congruenza

{a™). =10 (maod p). (19)

E v radiee minima della (18) sura quindi anche radice minima

della (19). Ma questa & p, perche ln (17) mostra che (™). = s (mod ),
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congruenza che ¢i permeile di asserive che (a™), diventa mulfiplo

di p per s=p,2p,...
Abbiamo dungue dimostrato che v=p e guindi che

1 = Pt

2. Dimostreremo adesso che se m, ed wy_y Sono disugnali my, ¢ 6
diverso da gy, e quindi @ fy.a== PR .

Per l'osservazione fatta al § 8, myiq € mulbiplo di m; ; mentre per
I'ipotesi fatta, essendo gia mn. diverso da m,, gunesto non pobra es-
sere nguale ad w.s. In altri termini possiamo serivere

My 3 == 8 con s intero, > 1.

Cid posto, la (16) permetite di scrivere

(ﬂ.}mt--: e (n]-'lﬂlt — [a)lﬁr . (ﬂw']s -

Ma & ()., miltiplo dip'** ed & p' la massimn potenza di p con-
tennta in (a)y, perche per jpotesi & my == m,_y 3 dungue in (a™), il p
deviessere contenuto almeno alla secondn potenza. Si ba cosi

(a™).=0 (mued p7).

Dimostreremo che per s=p la precedente congrnenza & assurdi.
Cosi dalln diversita di s ¢ p scendera quella dei prodotti pm, ad smy,
nssin dei numerd wy., ed my_g, che & lo scopo al gnale st mira,

Dei tre numeri

=1
a—1

a — 1, = [@)mys ¥

ognuno & multiplo del seguente, quindi il prime & multiplo dell’ul-
timo. & si hanno successivamenie le congruenze

am —1=0 (modp’); a™=1 (modp’)

Possiamo per tanto porve
a™ = 1 + Ppt
con @ inbero non nulle.
Dovendo mostrare che non pud essere (™), = 0) (mod p°) dobbiamo
mosbrare dungue che uwon pud aversi
(1-+op'),=0  (mod p). (20)
Abbiamo P
(1+ep')'=1
(14 =1-4¢p'
(14 ep'f =1+ 2pp' + 0°p"

R s PRT R o T e S

p—1

Sommando membro a membro queste p eguaglianze, e ricordando
che nel triangolo di Tartaglia un numero posto neila colonna li-esima
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e nella linea %-esima & la somma di tutt’ 1 numeri delle linee prece-
denti, postl nella colonna (A — 1)-esima, si ha

Ora si nobi che, p essendo primo, (;ji 1) & ngunale a p per =0,

ad un muliiplo non nullo di p per i<p—1, e ad 1 per i=p — 1.
Dungue nel secondo membro dell’nltima eguaglianza troviamo eome
primo termine p, come ullimo o*"p"; -e tutti gh altr sono mul-
tipli di p* per via dei coefficienti multipli di p e di £ che non puo
essere minore di 1.

Nella congruenza (20) possono sopprimersi detti termini multiph
del modulo p®, cosiechd in ulfima analisi si ha da dimosirare assurda
la congruenza

p+apr =0 (mod p’).

Nol mostreremo assurda perfino quest'altra

pLer i =0  (modp).
E evidente che solo se si verificassero contemporaneamente le se-
guenfl relazioni essa sarebhe possibile, se si avesse cloé
a) (p—1)t=1; 1o '=0 (mod p).
Le condizioni a) si trasformano nelle seguehti
p—1=1;t=1; 1+ e¢=0 (mod p)
e quindi nelle altre
p=2; t=1; p=nomero dispari.

Si ricordi adesso che abbiam posto a™ =1 gp', e che nel easo
a™ —1
2 =
essere primo con p, nel caso di p=2 dovrebbe a essere dispari, e
quindi sarebbe 1 « numero pari, si avrebbe cioe "+ a'=(a): =0
(mod. p), dende verrebbe m; = 2. Per tanto possinmo asserire che le
relazioni «) valgono le seguenti
n—1

81 notki ancora che dovendo a

di =1 e p=2 si avrebbe p=

t=1; p=2; — namero disparl.

Lultima non pud ma: verificarsi perche, essendo a dispari, 1 nn-
meri @+ 1 ed a—1 sono entrambi pari, e quindi & pari il numero

a°—1 a—1

o =" (a+1).

Rigssumendo : Nella serie my, ma, ma,..., radici minime della
congruenzi

(a)x=0 (mod. p¥)

g o e S e

-

o el r:'l-'-.-'.l

— i

[

Dt fugt= = St R S e T T'”‘*w-“—ﬁ-"'

T e

¥l —lee L Y A - .
b e R AR SRR AR S R,
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per y=1, 2, 3,..., 88 due elemanti consecutivi sono digegruali, tutli
oli elementi che segnono guesti sono diseguali, e elaseuno b ngunale

al prodotto del precedente per p.
Per tanto, se ammetiiamo che i primi ¢ elementi d) detta serie

ahbiano un comune valore, ed il (¢t -+ 1)-esimo abbia valore diverso,
possinmo scrivere

'HII,TJ. —— ‘”Hp —— ""lp ; i“r-_—ﬂ o ‘”]1 L 111 —_— ”.11pg; ”h"":’ ——— ”?l"'rﬂp = 1-”11}3 ; |l

Qi ha cioe, in generale
3

My = M1
D

e quindi 1l teorema: Lu minima radice della congruenza
{”)-‘EEU (I“ﬂd. pk)'

se p & primo & uguale al prodotto della mining radice m, della con-
griuenza _
(a)y=0  (mod. p)

pel quozienle di p* per p', che & ln massima potenza di p contenuia
in (8)n -

13. In quanto segne oi occupiamo del procedimento da seguire
per calcolare I'indice minimo di N relativo ad wun gualsiasi nu-
mero p.

Se N, — No & multiplo di p, il elnesto indice minimo & L.

Nel caso contrario nol sappiamo (§4) che detto indice minimo
la minimn radice di

o P
%? __Tl-: 0 (nmd. %) (21)

o =—1In. C. . [E:I.__'Nﬂ; p]-
Scomposto 1{:— nei suoi fattori primi, supponiamo daver trovato

—t:— — ijlnlpiaﬂ S ptni .

Pel teorema del § 6 & subifo calcolnbile 1a radice minima della (21)
«e son note le radici minime della

ylfi_-l—_-ﬂ
g —1

cO1ll

(nod. ¥) (per y =™ P35 .- J) (22

che, per gquanto abbiam dekto qui soprp, sono vieavabili dalle radici
minime della (22) per o =pii Pei-..5 Pi-
Iufine il § 7 snggerisce un semplice procedimenito per calcolare
questi ultimi valori iu funzione delle radici minime della congrnenza
=1
¢g—1
per y=n; Pai«--i Pr-

0 (mod. y) (23)
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& primo con g — 1). g
Si tratta in fondo, come si vede, di conoscere la radice mi- %;
nima di 4

i
(A questa eongruenza & equnivalente I'altra ¢*—1=0 (mod. y) se -I

149+ +¢@+...4¢2=0 (mod. ) f«

per ¥ eguale ad un numero primo, ossia il minimoe numere di volte
che bisogna scrivere di seguito la cifra 1 per avere, nel sistema 2
base g, un numero multiple di detto numero primo. )

Dalle cose deite in questo paragrafo scende che, seello un si- :
stemn di numerazione, poniamo di base g, se in una tavola di numeri
primi scrivessimo, aceanto ad ogni mumero nrimo, il numero che
esprime quante volle (al minimo) bisogna scrivere di seguito la prima
cifra signifieativa del sistema per avere un numero multiplo di esso
numero primo, savrebbe quanto basterebbe pel ealcolo immediato
dell'indice minimo di N corrispondente & qualsiasi nomero p, i cui
fattori primni fossero compresi nella tavola.

Nora: per g=10 e per y diverso da 2, 3, 5 le radici minime
della (23) coincidono eon i numeri * n . del Bettini {vedasi 1l
tomo XII, a. 1897 del Periodico di Matematica, e specialmente la ta-
vola del § 8). |

14. Eserciz10. — Quante volte, nel sistemra di numerazione decimale,
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i sequito @ 292 bisogna scrivere il gruppo 045 per avere il minimo nu- -3 |
mero congruo a 292 secondo il modulo p=38* X 7 ¥ 11°9 ,,:‘
Qui & y=3; N, — Ny—202045 — 202 — 291753 — 38 ¢ 7 X 11 X 421 &
/
e=m,c.d (Ny—No;p)=8"X7X 11; %:sﬁx?xm }
La congruenza ,;
F1_ ;
—1 =0 (mod. ). j}
per ¥ —=3;7;11 ha per radiei minime ordinatmmenle i mameri 8, 6, 2. ?
HEd allora le radici minime della congruenza '
qax — 1 . o 1r
gﬂ—-l _D (fﬂﬂd. !j] (..l*'-l-] 'i
per ¥ =23;7;11 sono ordinalamente (§ 7) 4‘; i
. m.m.c.[3;5]_2_ m.m.{:.lﬁ:ﬂ]_i 1}#
Per fanto, e pel § 11, le radici minime della (24) per y =238%:7;11° =
sono ordinalamente '{"‘
& 11"
N, | . 3 P = _ O __ ' )
3,3 3 2; q 2 11*.2




