Il PROBLEMA GENERALE DEGLI OROLOGI SOLARI PIANIL
RISOLUTD  TRIGONOMETRICAMENTE

1. — Osservazioni generali ¢ note bibliografiche.

La gnomonica & stata colfivata, almeno nei tempi passati, pii
come problema geometrico che anulitico; ed & naturale perchs le
questioni di cui essa si oceupa sono per natura loro essenzialmente
grafiche in quanto i resultati relativi agli orologi solari finiscono
sempre per tradursi in linee. Del resto il metodo grafico & anche il
piu indicato per rendere aeccessibile a coloro che non sono molto
versati nella matematica, una scienza ehe ebbe in passato molfl e
valenti eultori. Alla maggior parte degh antichi costruttor: di oro-
logi solari bastavano poche porme pratiche, e per essi la parte teo-
rica poteva limitarsi a quanto pud essere stretiamente necessario a
far distinguere le diverse specie di quadranfi e a fornire le princi-
pall noziom intormo ad essi.

E cib che suceeds, del resto, per tutte le guesiioni gquando scen-
dono dal campo teorico a quello pralico; cosi, per es, anche oggi
non tutti 1 eostruttori di meceanismi eronometrici sentono il bisogno
di avers il vasto corredo di cognizioni teoriche di un Huyghens, di
un Berthond o di altri. Ma se la gnomonica grafica & pii intuitiva
dell’ analitica, presenta, per altro, lo svantaggio che le costruzioni
non sorrette da elementi numerici, vengono 2 mancare, in generale,
di quel rigore che specialmente oggi, & richiesto in tutti gh stru-
menti destinati a fornire resnltati sperimental.

Numerosi sono i libri antichi e moderni sulla gnomonice grafica, e
tutti, in modo pil1 0 meno esplicito, trattano la questione come un pro-
blema di geometria descrittiva cercando le intersezioni (linee orarie)
del guadro coi diversi piani orari passanti per I'estremita dello gno-
mone. Procedono generalmente dai casi piu semplici (orologio orizzon-
tale ed eguinoziale) ai pit complicati (quadro comunqgue posto rispetto
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all'orizzonte), 6 in quelle trattazioni ove si oltrepassano i limiti della
gnomonica piana, vengono studiati gli orologi solari sopra cilindri
(colonne), coni ed altre superficie ancora. In molti tratiati futte le
regole esposte sono accompagnate dalle relative dimostrazioni geo-
metriche, 1n altri, invece, si danno solamente le istruzioni pratiche
che non sempre, o per il desiderio di riuscire semplici e faeili o per
In scarsa compelenza dell’'autore, possono dirsi veramente complete
ed esafte. Limitandomi ai principali autori ehe hanno trattato la
gnomonica grafica sotto qualche aspetto speciale, ricorderemo -

£°. Cristoforo Clavio, (*) che nel suo volume di olire 650 pagine,
i 4° grande, di fitfa composizione, tratta la gnomonica plana come
problema geometrico di astronomia sterica. Nell’ottavo libro si occupa
ancora di speciali strumenti gnomoniei trasportabili. Tale opera ha
servito di gnida alla maggior parte dei tratiatisti posteriori.

2. J. Mollett, °) che studia gli orologi solari su di un piano e su
di nna superficie cilindrica come problema di Geomebria descritiiva.
il metodo & buono teoricamenie e praticamente.

3% C. Burali-Forti, (°) che fa della gnomonica un’ elegante appli-
cazione della Geomeiria proiettiva.

Ii caleolo, applicato alla costruzione degli orologi solari, fa con-
seguire, lo abbiamo gia detto, maggiore precisione nei resultati, ed
& per cid che in tempi a noi piu vicini la gnomonica ha cominciato
2 trattarsi come problema analitico nel quale conservando, natural-
mente, alla quistione il fondamento geometrico, si & cercato al tempo
stesso di rafforzarla col sussidio delle formule matematiche e del
calcolo numerico. Non accennero, neppure per il solo titolo, &1 molti
libri che trattano la questione degli orologi solari sotto 1'aspetto ora
detto. Limitandomi ad aleuui autori italiani ricorderd fra i pil recenti:

Prof. A. Aserm, Teorica ¢ pratica della costruzione di un orologio
solare. Vienna, 1876.

G. Frass,, Manuale per la costruzione degli orelogi solari.

Ing. B. GaLLaraTi, Metodi semplici per segnare la retta oraria del
mezzogiorno ece. Milano, Galli, 1872.

E. Scuenck, Orologio solare universale a tempo medio. Milano,
Hoepli, 1891.

Ing. A, Roxoarny, Esercizi di Gnomomica. Bergamo, Ist. Italiano
d’Arti Grafiche, 1896,

Prof. M. Rawwa, L'ora esatta dapperiutto. Milano, Hoeph, 1897,

Quanto alla gnomonica analitica propriamente detta, la bibliografia

non 6 cosi ricca come la precedente. Non sono & mis conoscenza che
1 due lavori seguents :

(1) Guomonices. Libri osto een, Homae, Frantiseus Zunottum MDLEXX,
13) Gnomonigue grafigue, Paris, Bachellier, 1837.
(*} Gnomonics grafica. Louseher, 1850,
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1°. J. MoLrET, in una seconda parte del suo libro di Gromonica
grafica, precedentemente ricordato, e che intitola Gnomonice anali-
fica, 81 propone di risolvers, col sussidio della sola analisi, questo
problema generale:

Trouver les intersections des cercles horaries avec une surface donnée.

A tale scopo ponendo l'origine unel punio in cui 'asse del mondo
(centvo dell’oroiogio solare) incontra il piano dell’orizzonte, prende
per assi coordinati carlesiani la veriicale, la meridiana e la direzione
Hst Ovest, indi eombinando 'equazions generale dei piani orazi con
quelln del quadro perviene alla determinazione delle linee orarie.

Tali linee resultano determinate da espressioni della forma

r=y.F

ove I' & una funzione della latitudine e degli elementi che determi-
nano la posiziene del quadro, e x ed y le coordinate corventi della
Imen oravia, di guisa che sari

T
== p
8Y =y

essendo V I'angolo che detta linea forma colla meridiana. Nella espo-
sizione teorica I'Autore segue il eammino graduato e progressivo co-
minciando dar easi piit semplici. Tutta Ia trattaziome conserva perd
un carattere pluttosto teorico anziché pratico ed i resultati trovati
non sono illustrati da alcun esempio nuomerico. Le formule, special-
menbe pel ecaso generale, resnltano alquanto complicate e poco adatte
al calcolo. Dopo la gnomonica piana passa a trattare degli orologi
solari sn di una superficie envva limitandosi perd a considerare il solo
caso delle superficie di 2° ordine.

2. Il sig. F. Guarovceos, (M) (gik Ingegnere all’ Istituto Geografico
Militare ed ora professore di Geodesia all’ Universita di Bologna)
seguendo pure il meiodo analitico prende per assi la verticale e
due direzioni ortogonali qualnngue sul piano dell'orizzonte penendo
Uorigine nella estremita dello stilo. Dato poi il quadvo per Ja sua
equazione e stabilitn quella del raggio che congiunge la posizione
del Sole (definita dalla distanza zenitale e dal suo azimut) deter-
mina, per ciascuna ora della giornata e per tre epoche dell’ anno
{solstizio invernale, equinozio, e solstizio estive) I’ intersezions di
questo raggio col quadrvo. Dopo cid le rette che passano per ogni

. v : & . ’
terna di punti (une di essi serve di controllo all’esatlezza del cal-
colo) rappresentano le diverse linee orarie. Questo metodo, per altro,
(anche non considerando il caso generale di un guadro comungne
posto rispetto all'orizzonte pel gnale le formule si complicano mag-
giormente) & eccessivamente Iungo tantoch® per una sola linea oraria

(1) *3ul ecalevlo dei quadranti solard ,, Rivists di Lopografia e Catasio, 1804,
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e col sussidio di un’apposita tavols, il calcolo comprende quasi una
intera pagina di stampa.

In eomplesso pud dirsi che se dal punto di vista teorico la geo-
metria analitica rende assai semplice la soluzione del problema gno-
monico, non altrettanto pud dirsi dal lato pratico della quistione
giacche le formule trovate conducono sempre ad un calcolo lungo e

laborioso.
Pasgsati cosi in rapida rassegna 1 diversi modi di trattare la teo-

rica degli erologi solari, voglio oceuparmi, in cid che segue, del me-
desimo problema riguardandolo come una guistione di astronomin e

di trigonometria sferica.
Quesio metodo, ehe mi semhra preferibile sia dal lato teorico che da

quello pratico, & gia stato seguito da alti, {7) perd per quanto io ml sap-
pia, non sotto la forma pin generale possibile. In quesio seritfo el oc-
cuperemo pertanto, del problema gnomeonico su di un piano qualunque
vispetto all’ orizzonte; dalle formule generali dedurremo poi quelle
relative a iutii i casi speciali; vedremo come ]a eostruzione rispetto
ad un gquadro gualungue possa sempre ridursi & quella su di un
quadro orizzontale; infine applicheremo le formule all’effettivo caleolo
numerico di un orologio solare su di un piano comunqgue posto. Pro-
enrerd di dare all’esposizione il massimo ordine e la maggior chiarezza
possibile servendomi, a tale scopo, di una ben appropriata figura;
infine, per eomodita del lettore, verranno riassunte, ad esposizione
teorica compiuia, bulle le formule necessarie pel calecolo numerico
delle varie specie di orologl solari piani.

S intende che in qeesto scritio vengomo tralasciate, per breviia,
tutte le definizioni, perch® si suppone che il lettore sia al corrente
con tuita la terminologia gnomonica e con guella che si riferisce ai
primi prineipi dell’astronomia sferica.

Prima perd di ecominciare dovrel rispondere al dubbio che 11 mio
lettore, molto probabilmente, avra gii sollevato intorno alla odierna
otilith degli orologi solari; ma di cid mi seno gia occupato in altro
seritto (*) al quale rimando il lettore. Limitandomi qui alle conclusioni
dird solamente che pur riconoscendo la perduta importanza sotto
T'aspetto pratico di quasi tutta la gnomonica, tuttavia non si pud di-
sconoscere come dal lato teorico essa posse essere sempre coltivais
come utile esercizio di trigonometria e astronomia sferica e comse
applicazione di moltissime nozioni di geografia astronomica.

(1) V.'per ea. Amante, Elemenii ‘di Gaodesia. Libro 11 (Geogr. matem.), pag. 7-10. Napoli, 1847,

(g) “Quale imporianza posss ancor oggl conservare ls gnomoniesn ,, Bivisto Geogrofics Ilaliowa.
Questo articolo che doveva esser pubblicato fin dallo scorse giugno, ¢ slato rimandato, per ragioni
indipendenti dall'antors, al fhaciscolo del prossimo oliobre.
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<. — Risoluzione del problema generale degli orologi sotari piani.

nia O (fig, 1) il eentro della sfera celeste ; NESW l'orizzonte del
lnogo del quale N, E, 8, W rappresentano 1 punti cardinali e Z lo
zenik, Sia inoltre HEHW' un cireolo massimo qualunque 1l ¢wm piano
viene assunto come guadrs dell’orologio solare. La posizione di tale
piano, rispetto all’orizzonte, pud essere individuata per mezzo della
declinazione d, ossia dell'angolo che la sna tracecia E3V’ sull’'orzzonte
fa colla direzione Est-Ovest, e dalla inclinazione i, ussia dall’angolo

PR gt i B g o =y =

i
0
che esso piano fa colla verticale del luogo. Sia PP 'asse del mondo
di cni la traceia O sal quamro rappresenta 1l cenfro oraric dell’ oro-
logio solare; la porzione OG di esso verrd assunto come direzione |
e lunghezza dello stilo. La traccia KK’ del circolo orario PKP'KY, ',n.
perpendicolare al quadro, & la substilare, od il triangolo OG®E’, ret- £

tangolo in G, & il #riangolo gromonica di cui il cateto OG =/ & il
cosiddetto stilo o gnomone. Cid premesso osserviamo che la completa

costruzione di un orologio solare su di un piano qualungus, richiede
la determinazione dei seguenfl elementi:

= .,l-—u—_:."_g-—___—q-p
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1°. Linea meridiana;

2'. Substilare;

3°. Angolo che 'asse del mondo fa cel guadro;

4°, Linee orarie;

5°. Lunghezza dello stilo e econiche di declinazione;

6°, Ore di illominazione solare del piano del guadro.

Soli dati del problema sono la latitudine ¢ del lnogo e gli ele-
menti che determinano la posizione del quadro. Alla conoscenza di
guestultimi si arriva determinando:

1°. La direzione di una orizzonkale del guadro e snssewuanbemente _
gquella della perpendicolare ad essa la quale, come & noto, rappre- 3 9
senta una linea di massima pendenza del quadro stesse. Tanto I'oriz-
zontale (W'E') che la perpendicolare (10) verranno condotie per un
punto O seelto in modo conveniente come centro del guadro.

2°. La declinazione d della ovizzontale, cios 1'angolo che essa fa
colla direzione HEst-Ovest.

3°. La inclinazione 1 della perpendicolare 10, ossia | angolo che
essa. fa colla verticale del lnogo.

Noi1 perdo non ei1 occupereme del modo pratico di effettuare queste
determinazioni e percio rimandiamo il letiore alle pubblicazioni che i
ne trattano. (%)

Tutte le eostruzioni relative all’'orologio solare saranno riferite )
alla orizzonfale e alla Iinea di massima pendenza del gquadro, o, se-
condo le circostanze, a qualche albra linea gia definifa rispetto ad esse,

K dopo ed veniamo a risolvere successivamente tuile le gnistiom
enunciate sopra.

1°. Dracciamento della meridiane HH'. Bastera determinare ['an-
golo HOI o, civ che & lo stesso, I'arco HI del triangolo ZHI retian-
golo in 1 e che ba l'angolo in Z eguale alla declinazione d (%) e ZI
eguale alla inclinazione i del gquadro. Da tale trviangolo si ricava
subito

.
iy o

—rk,

tg HIl =gseni tgd;

2", Tracciamento della substilare KK'. Pud ottenersi determinando
I'angolo K'OH’ che essa fa colla meridiana o, eid che & lo stesso, de-
terminando I'areco HK del triangolo sferico HKP rettangolo in K,
medianie la relazione

te KH = cos H tg PH.

‘ L'angolo in H e la parte HZ del lato PH sono inecogniti: ma dal
triangolo reftangolo ZIH, gia considerato nella questione precedente,

(h V. per aa., Buarpyocs, pubbl eil.
*) Per allre posizioni del qnadro. {"angolo HZI pub risultars eguale a 1800 — d, eome nell'essm-
pio numerico riporfaie in fonde 2l presante lavors,
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81 rieava subito che cos H=cosisend e dopo cid la precedente pud
scriversi

tg KH = cos i sen d cot (p — ZH)

che servira a rieavare il valore di HZ.

3° dmngolo GOG' dellasse del monde col guadro. Si trova determi-
nando I'angolo che OP' fa colla substilare OK (ossia deberminando
I'arco PK come cateto del triangolo sferico rettangolo PKH prece-
dentemente considerato) per mezzo della formula

sen PK =sen H sen (PZ 1~ ZH) =sen H cos (0 — ZH)

t valor: di H e ZH essendo noti dalle relazioni precedenti.

4°. Linee orarie. Consideriamo un circolo orario qualunque PA
treente PPangolo % col meridiano PZS del luogo; In soa tracein AA’
sul quadro & la linea orarin corvispondente di eni ia posizione resul-
tera determinata per mezzo dell’angolo A’OK’ che esso forma colla
substilare. L'ampiezza di tale angolo » quella dell’areo KA che pubd
ottencrsi dal triangolo sferico rettangolo PKA mediante Ia relazione

tg KA =sen PK tg (HPK — 7)

nella quale PK & gia stata determinata e 'angolo HPK si ottiene
dal solito triangolo rettangole PKH per mezzo della formula

cot HPK —=1g H cos PH.

0°. Lunghezza dello stilo ¢ comiche di declinazione. Le indicazioni
orarie di un orologio solave resultano tauto pilt precise quanto piu
lo stilo & lungo; & quindi utile ricomoscere gual & Ia maggiore lun-
ghezzn che esso pnd assnmere compatibilmente colle dimensioni del
quadro. La precisione delle detie indicazioni pobra rendersi anche
maggiore guando sul guadro sieno tracciate le cosiddette curve di
declinazione, ossia le linee che l'estremitih dellombra solare dello
atilo deserive durante le diverse giornate; tali curve non sono altro
che le sezioni prodotte dal quadro snlle superficie coniche che hanno
per vertice l'estremita dello stilo e per direbtriei i vart eireoli diurni
deseritti dal Sole. (*) La lovo determinazione pud farsi per punti cer-
cando I'intersezione di ogni linea orarin col raggio Juminoso che
passa per la posizione del Sole e per I'estremita dello stilo. Chia-
mando / la lunghezza dello stilo e T la traccia del ragglo lnminoso
sul guadro, & chiaro che &sendo O un lato del triangolo GOT di
eui & noto I'altro lato OG =1, Tangolo in & = 90 -+3 e 'angolo GOT,
misurato dall’arco PA, avremo

OT

leoss
cos(5+ PA)

{!) Ganerslmente si tracciang sul quadrinte selamente le curve di derfinaziono che COYFIBpON-
dono all'entrnta del Sole nei wayl segni zodizeali, o che aleani distioguono eol nome di archi
divrni des segni,
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essendo PA fornite dal triangolo sferico rettangolo APK medianie

Ia relazions
os (HPK — &)
tg PK '
Esaminiamo alcuni casi particolari.
1°. La lunghezza m dell’ ombra meridiana si otlerrii prendendo
PA=PH=9"—9 -+ HZ e quindi
[cosd

sen (3—o + HZ)®

2’ La minima ombra per un dato valore di 5, si otterra col minimo
di PA e quindi col massimo di cos(HPK —#), ossia quando sara
HPK=#k, e quindi PA=PK, il che porta a conclundere che I'ombra
e minima sulla substilare. 11 valore 1 di gnesto minimo & dato percid da

[cos B
i p_cuE[3+PE}'

Da guanto precede si conciude che la substilare & asse maggiore
di tutte le comiche di declinazione.

3°. La langhezza & dell'ombra egquinoziale, per un’ ora qualunque,
e data da

cot PA = 2

mn—

{ / e
® = cos PN~ eous PR .cosKA  cos KA'®
[

essendn ¢— s PK ln minima ombra equazionale. La relazione pre-

cedente, posta sotto la forma e=ccos KA, ¢i dice che l'estremiia
dell'ombra dello siilo descrive nel giorno dell’equinozio, una rebia
(equinoziale) che & perpendicolare alla substilare.,

Le formule precedenti ¢i danno ninplicitamente, la soluzione della
gqustione di trovare la massima lunghezza dello stilo compatibilmente
colle dimensioni del quadro, € ei permetiono di fissare Ja posizione
pi1 convemiente del centro oravio in relazione alla grandezza del
quadro stesso. B softinteso che la condizione delle ombre dello stilo
cadenti interamente sul guadro, & richiesta solo per le poche ore
circumsubstilari che sono quelle che danno indicazioni di maggiore
precisione. Quelle corrispondenti alle ore piu Jontane vanno assumendo
lunghezze sempre moggiori fino a diventare infinitamente lunghe.

0°. Ore di illuminazione solare del piano del quadro.

Ad eccezione del piano parallelo all’orizzonte ognuma delle due
faccie di un piano qualunque = risultera necessariamente illuminata
dal Sole in gualche ora e giorno delFanno. Infatti, "equatore celeste
taglia il circolo di orizzonte pei punti E, W (fig. 1) e il circolo ce-
leste corvispondente a = nei punti p, p'(*) di cui 'uno & sempre al
disopra e l'altro al disotto dell’'orizzonte. B quindi chiaro che nelle

(1) Questi punil, come pure ghi aliri E1Wi, EsWe del quali & parola pilt sotte, non nppariseono
disegnati nella g, i.
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epoche eqgninoziali il Sele transitando per p o p cessa di illominare
ana faccia di = per incominciare ad illaminarve 1’ altra. Negli alfn
giorni dell'anno il cerchio dinrno del Sole taglia 1orizzonte secondo
le rette ExW,, EyW,,... tutte parallele ad EW, e quindi se la deeli-
nazione d della traceia di = & maggiore della massima amplhtudine
ortiva od occidua che il Sole pud acquistare durante I'anmo sull’oriz-
zonte del liogo, il pirno = sari, per tutfo I'anno, illuminato per alecune
ore del giorno da una parte e per le rimanenti ore dall’altra. Se
invece quella declinazione fosse minore dell’amplitudine, I'1llumina-
zione di =, dipendentemente dal valore di i, o si effettuerd per alcuni
giorni dell’anno da una parle e pei rimanenfi in parte da un lato e
in parte dall’altro, oppure due periodi distinti di giorni, pei quali la
illuminazione ha luogo da parti opposte, sono separatl da un altro
periodo di giorni nel quali la illuminazione ha luogo dalle due parti.
Vediamo ora come possa esprimersi analiticamente la condizione af-
finch® resulti illnminafa I'una o I'nltra faccia del quadro,

A tale scopo chiamando 2 la declinazione del Sole in un dato
giorno dell’anno, & chinro che il gquadro sard illuminato dalla parte
australe o della boreule, secondoche la porzione PA di cirecole orario
é minore o magegiore della distanza polare del Sole, ossia di 90 —3&;
nel caso di PA=90—2% i raggi solari radono le due faccie del quadro.

Ma riguardo alla guistione di eui ora ¢1 occupiamo non volendo
entrare in minuti particolari, ei limiteremo a deferminare gli istanti
in eui il Sole traversa il piano del quadro, dopo di che sark facile
ricavare, caso per caso, in quali ore il detto quadro e itlluminato da
una parte e in quali dall'altra. Per una tale questione basta dunque
trovare gli angoli orari contati da PK. che corrispondono all’istante
i enl il Sole trovasi sul piano del quadro e che pereid soddisfano
alla relazions

cos (HPK — h)=1g 6 itz PK .

S intende pol che 'illuminazione del quadro e subordmata alla
condizione che i1 Sole 81 trovi sopra I orizzonte; quindi gh angoli
orar rieavali dalla formula preecedente debbono risnltare minori di
quelll corrispondenti ai punti B e W. Si pud anche osservare che
Pintervallo di tempo durante il quale o 1'una o atra parte del guadro
@ esposta al raggl solar, resta naturalmente divisa per meta dall’ora
rappresentata dalla substilare KK', gnando, ben inteso, si prescinda
dal piano dell'orizzonte glacehd 1'interposizione di questo pud far
cessare I'illuminuzione del quadro invanzi fempo.

Ma la questione relativa alla illuminazione solare del guadro pud
essere considerafu anche sobbo un altro aspetio.

Infatti, indicando per l'orizzonte di latitudine o, 1l seminree diurno
del Sole con «, e con & la declinazione corrispondente per un dato
giorno dell’'anno, avremo intanto

cosaa—=—1tgotg o;
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e analogameate essendo o' 'altezza del Polo sul piano del guadro
e o il semiarco diurno del Sole rispetfo al quadro nello stesso giorno
dell’'anno, sara
cose' = —tg stz o

Detta poi & la differenza fra i mezzogiorno e 1'ora corrispondente
alla substilare e #, 6 o, i semiarchi diurni precedentemente trovati
tradotti in tempo, si riconosce subito che oy 4+ %k e o) — ) rappre-
senteranno rispettivamente le ore joeal alle quali il quadro, indipen-
demente dall'orizzonte, comincerii o cessera di essere illuminato. Ma
quando si tenga conto dell’ostacolo che alla detfe illuminazione pud
Presentare I'orizzonte, & ehiaro che In durata della illuminazione sari
rappresentala per le ore antimeridiane e per le pomeridiane rispet-
tivamente dal piit piccolo dei valori delle due coppie di espressioni

(zv-+h e a) @ (zh—h e a).

Si osservi che le due relazioni cos (HPK — k) = tg 5 tg PK e
Cos & =— tg 3 tg ¢, sono identiche perche appunto si ha o'= HPK— ),
¢ 3" non differisce da PK che per 1l segno.

E con eid abbiamo completamente esaurito quanto el eravamo
proposti di dire intorno alla parie teoriea degli orologi solari piani
su di un piano comunque posto rispetto all’ovizzonte. Ci rimarrebbe
ora da applicare queste formule generali all'effettivo caleolo di un
orologio solave, ma prima & opportuno vedere quali modifienzioni esge
subiscano per le diverse specie di orologi piani. A tale SCOpD sara
utile di raccogliere sistemalicamente gueste formnle mel modo eche
RPPressso

1. — Elementi dati @ d, 1,

W. — Elementi ausiliori ricavati dal lriangole Z1H
(1) cosH —=—rcosisend
(2) cot ZH=cot i cos d.

L — Elementi ausilior; tratti dal triangolo PKH
(3) PH==PZ+ZH={DD——:F}—]—ZH——-9D-—(¢—ZH)
(4) cot HPK = tg H sen (¢ — ZH).

IV. — Elementi costituenti Corologio solaye
(5) Meridiana tg Hl =seni tg d
(6) Substilare tg IKCH = cos ¢ sen d cot (p — ZH)
(7} Posizioni dello stilo sen PK =sen H cos (p — ZH),
(8) Linee prarie tg KA —=sen PK tg (HPK — h)
Y. — Lunghezze dombre dello stily
Leosd -
O =G+ ra) )

(9) Forimnla generale

cos (HPK — /) ”
l cot PA = tg PK {9}
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o lcosd
(10) Ombra meridiana s e (5— »-+ZH)
o {cosa
(11) Ombra minima F‘nns[ﬁ#—PKJ

_ o /
(12) Ombra minima equinoziale = P

VI — Dlwminazione del quadro
(13) [ Arco diurno sul quadro cns[HPE—h)=ensm*=tgﬁtgPE (13)
| sull'orizzonte cose—=—tgs tg o (13)”

1l senso secondo il gnale sono contati i diversl valori sard sempre

quello indicato dai corrispondenti elementi geometrici della figura 1.
In ¢10 che segune adotteremo le seguenti disfinziont per le varie specie
d1 orologi solari per le quall el asterremo dal dare le definizioni cor-
rispondenti che il lettore puo facilmente trovare da sé.

1. Orizzontali.
1 Dirgrrr {

T f Orientali
I1. Verticali - 2° Meribrant | Occidental;

Australi
Boreali

- f Orientali
3" DEGLINANTE | Oceidentali.

. [ Australi
1" KEqQuiNoziar: | Boresk

[ Superiori

A) Diretti | Inferiori
12° PoLar: ; .. | Oeceidentali
Superiori Orientali
B) Declinanti jU S
il rienfali
Inferior | Ocerdentali
111, Inclipati . | Orientali

Superiori : :
3" A TRACCIA ORIZZONTALE | Oceidentali

IN DIREZIONE MERIDIANA . . . fOrientali
Inferiori | Occidentali
.. .. f Boreali
» o Ovientals b nsbinds
Superiori B !
Oceidentali { ﬂﬂziﬂlﬁ

4" DECLINANTT

. . | Boreali

l o Orientali | Australi
Inferiori Borgals
_ . | Boreali

Occidentali {&uatmli.
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I. — Orologio orizzontale = 90°;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

PERIODICO DI MATEMATICA.

Ed ora vediamo per ognuno di questi orologi solari, che cosa di-
vengano le formule generali le gquali, per ogni caso che esamineremo,
verranno sempre noiate collo siesso numero d’ordine col quale sono
state precedentemente distinte,

T — g
ZH = 9"
PH=180"— o
HPK =0

H1 indeterm.
KH=0

PR =180"— o

tg KA =—senw tgh

II. — Orologio verticale i=0

(1)
(2)
3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(3)

(1)
()

1 DIRETTO d==10)

H =90°

ZH=(
PH=90"—g

HPK =10

A=

{H=10
PE=90"—g

tg KA = —coseptgh

2" Meripiaxo o = 0(°

=1
IH=90"4¢
PH = 180"
HPK = 9(°
HI=180° 4 ¢
KH=0

PK =1

KA =0

3" DeoLiNanTte (0 < d < 9
H=9%"—d
ZH=0

- (12) e=

d, indeterminato
[coss
[T =5 PR)
cos ki
igo
! cos 5
cos (53— )
[eoss
cos (5 — )
!

COs P

(9)

I. col PA

(10) m=

(11) p=

{13) cosz'=cosz=—1tgstge.

lcosd
(9) DT_GUE[B-{—P&)
P DA — o8 h
e cot @
[cos B
sen (6—%)
[ cos B
(11) P_Ee;]['fi——q:}
(12) E'_cnaga
Jeosa' —=1g3 cot
lcosa=—1g Stg ¢.

(10) m

(13)

(9) {gi=il
(10) m=l!

(11)
(12) e=1

2 = 90°
(13) {uusmz—tgﬁtgcp.

==

(3) PH=90"—¢
(4} cot HPK = cot d sen ¢




(5)
(6)
(7)
(8)
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HI =0

tg KH =sendcot o

sen PK=cosdcosg

tg KA =

= cos 0 sen p Lg (HPK-—A)
[ cosd

(0) Wil cos (6 4 PA)
EutPA_nns(H_PE—h]

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

tg PK

. — Orologio inclinato.

I’ EqumoziaLe i=@, d=0

H=290"

IH==¢

PH = 80°

HPK indeterm.
Hi=0

KH indeterm.
PK = 9(°

KA =HPK—#%

2" POLARE.

lcosd
(10) m=— sen (6—o)

lcos B
(1) p= cos {8 -+ PK)

‘ !
(12) €= cos PK
(1) feosa =1tgé tg PK
\ecosz=—tgBtge

JOT—=—1cot5
) 1 pa =0
(10) m=—1ool’
(11) v=—Ilc¢ots

‘1

(12) e==

In questo caso fra 1 dati w, s, d sussistono le relazioni

A) Direito d=0, 1i=90"+ 9

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

ZH=90° ¢,

1= 90"

ZH —90° -} o
PH = 180"
HPK — 180°
HI=0
KH = 180°
PK =0

KA =0

B) Declinante 0<d <<90°

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8}

cos H=cosisend ,

ZH — 90° 4 ¢
PH = 180"
HPK=90"}H
lg HIl =senitgd
HK =0

FK =0

KA =90

tg o

coes’

. PA =0
) {0‘1‘:!

(10) m=1
(1) p—1
(18) s=1

o’ = 90°
(1) {cuam=— tg 5tz «.

PA=1(
(9) {0T==z
(10) m=!
(11) p=I
(12) e=1
: o = HPK — 90°
(13) {GDEE-‘::'—thtgqﬂ.
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Alle formule (1) e (5) possono sostituirsi le seguenti che ei rieca-
vano dalla considerazione del trirngolo ZHI pel quale si La nel easo
abluale, cioé quando H cade in P,

(1)) sen H= i (5) sen HI =cos psend
€S @ goh 5
(1)" ecot=—senx=tg3 (5)" cos Hl = o7

3" A TRACCIA ORIZZONTALE IN DIREZIONE MERIDIANA
d=9", (<2< 90°

(1) HI—=—1 [eos s
0T = >
(2) ZH = 40" (9) [ cos (3 - PA)
. i PA cos(HPK — &)
B8) PH=180"—o COLL'A= tg PK
(4) colHPK =—tgicosg . leoss
) i ) (10) m= Gos (8 —3)
(5) HI=90 .
[ cos 6
(6) tgKH=—cosiigg 1) v=CnEm+rD)
(7) sen PK =senisen® {
tE) e= cos PK
(8) _th‘éi_: APEK — J) 13 (cos 2 =tg%tg PK
= sen ¢ sen P tg ( —A (13) | cos e = —tg 5 tg PK

4° DECLINANTE.

E questo il caso pill generale degli orologi solari piani e per esso
valgono ls formule trovate nella loro forma piu generale.

Osservaziont. — 1% @li orologi solari si distinguono in ausirali,
boreali, orientali, occidentali, a secondo del punto cardinale verso il
quale sono rivolti, e in superiori e inferiori, secondocheé gaardano o
zemt s 1] nadir.

Le formule trovate valgono tanto per 'una che per l'altra parte
del quadro, perchdé & chiaro che supponende yuesto {rasparente, un
solo traccinmento servirebbe per le due faceie; la sola differenza sta
nella posizione dello stilo che ha per le due parti melinazioni opposte.

Abbiamo gia accennato come si possano trovare i giorni dell’'anno
e le ore della giornata durante le quali serve 1'una o I altra faceia
dell’orologio solare.

2% La formula (7) degli orologi meridiani. sta ad indicare che i
quadro contiene 1’asse del mondo; Ia (8) ci dice poi che tulte le linee
orarie coincidono con guest’ asse. In tali condizioni 'orologio solare
nom pud funzionare. Yedremo fra poco come in questo caso, che rientra
in quello piu generale dei quadranti polari, sia necessario spostare il
quadro per potere ottenere le indicazioni delle ore,

3% Per l'orologio equinoziale Ia indeterminazione che si presenta
nell’angolo HPK sta & significare che pud prendersi per substilare
(dalla quale si cominciano a contare gl angoli delle linee orarie) una

P T T
kb | e

-
= -
i
e
el

it
=

)

.I_.III-F_
A e
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direzione qualunque; se le ore si contano a parfire dalla meridiana
dovremo porre
(4) HPK =0, e quindi KA=—].

4", Sempre per 'orologic equinoziale il valore Immaginario ¢he la
(13) da per o’ stn ad indicare che il eircolo diurno del Sole non incon bra
1l quadro il gquale & percid sempre illuminato da una parte o dall'nltra:
& quindi giusiifieata la distinzione che degli orologi equinoziali si fa
i boreali ed ansirali,

Nel nostro emisfero la parte boreale serve dall’equinozio di Pri-
mavern a quello di Autunno e l'austrnle dall’ eguinozio di Autunno
a quello di Primavera. 11 contrario succede per I'altro ewisfero.

51 usservi che agli equinozi (2=0). la 1* della (13), di cos 6’=0.
ossia un valore indeterminato, il che & giustifieato dal fatto che nel-
Fistante dellequinozio il Sole si trova sopra il piano dell’orologio.

o Pel resnltati relativi agli orologi polari si presentano quei
medesimi cuvatteri d'impossibilitit che abbiamo gia rilevato trattondo
di guelli meridiani. $i possono perd rendere atti alla indicazione delle
ore spostando il quadro parallelamente a s stesso 0, ¢io che 8 lo
stesso, aliontanando lo stilo parallelamente all’ usse del mondo, e
quindt al quadro, di una distanza conveniente L) dal quadro stesso.
Le linee ovarie (tutle parallele alla direzionme dell’asse del mondo)
resniferanno allora come intersezioni del quadro col fascio regolare
dei piani orari ehe ha per asse lo stilo e potranno facilmente traeeiarsi
quando sia noto un punto di ciascuna di esse: per guesti punfi pos-
sono prendersi quelli che risultano daila sezione prodotta dal guadro
salle linee oravie di un orologio equinoziale che abbia lo stilo in co-
mune coll’orelogio polare, Dopo ¢id & chiaro che per costruire, per es.,
Forologio meridiano si pud procedere cosi: Si traceia sul quadro una
retta avente la direzione dell'asse del mondo e per un punto O di
esso ln reifa perpendicolare la quale rappresentera Ja linea squino-
ziale, La serie dei punti pei quali passano le diverse linee ararie pud
essere determinata sulla linea equinoziale per mezzo delle distanze I
che essi hanno dal punto O, servendoei della formula

l=D1tg(h F 90)=F D cot A.
i chinro che il punto O appurtiene alla linea orarvia delle 6 (sub-

shilare). Per Vorologio polare diretto si procede in modo identico e
s1 Lrova

l=3+ Dtgh
ove la substilare & ora rappresentata dalla lines meridiana.

In generale per I'orologio polare declinante si pud seguire il me-
desimo procedimento purehé si sappia riconoscere quale linea oraria
rappresenti sul quadro la substilare; cib si rvileva dalla conoscenza
dell’nngolo HPK, conoscinto il quale si fa la solita determinazione dei
punti corrispondenti alle diverse linee orarie per mezzo della relazione

=D tg (h — HPK).

-

W T e — — [ r— — n —
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6*. La costruzione di un orologio solare sn di nn piano qualsine
puo sempre vidursi a quella di un orologio erizzontale di un luogo pel
quale put facilinente ricavarsi Ia longitudine e ln Iatitudine. Infatti
considerando la fig. 1 & facile riconoscere che il piane dell’orelogio
HWHE ammette per zenit i punto Z" e quindi il quadranto dato
puo considerarsi come orologio orizzontale di an lnogo terrestre che
ha per latitndine — PK'— PK, e che presents, vispetto al luoge che
ba per zenit Z, nuna differenza di longitudine nguale all'angolo HPK.

Questa differenza sta a significare che tutte le indicazioni ornrie
debbono essere anmentate di una quantith uguale alln differenza di
longitudine espressa in lempo.

Le formule generali

{4) cot HPK = tg H sen (@ — ZH)
(7) sen PK =sen H cot (¢ — ZH)

danno respettivamente Ia differenza di longitudine e Ia latitudine del
lnogo pel quale deve considerarsi l'orologio ovizzontale. Per questo
nuovo orologio la linea KK’ (snbstilare), determinata nel modo che
fu gia spiegato, rappresentera la linea meridiana; ln OP’' (stilo) forma
con detta meridiana, I'angolo POK’ o POK che & uguale alla latitu-
dine del Inogo. Lie posizioni delle linee orarie souo date per wmezzo
della formula (8) degli orologi orizzontali ossia per la formula

tg KA = —sen PK tg A. .

Quando perd gli angoli orari invece che dalla nuova meridiana si
contino dal meridiano HH’, dovremo sostitoire HPK —#% od & dopo

di che la precedente diviene
lg KA =—sen PK tg (HPK — })

che & appunto la formula generale (8). Lo considerazioni ora fatte
possono generalizzarsi nel senso che un orologio su di un plano qual-
siasi per un dato lnogo pud sempre esser collocato in modo da ren-
derlo atto a segnare con venientemente le ore in un altro fuogo qual-
siasi. Se 1 due lnoghi non hanno la stessa longitudine le indieazioni
orarie debbono essere perd corrette della differenza costante di lon-
gitudine fra i luoghi stessi, A quesio proposito osserveremo che non
6 quindi del futto esatto il dire (eome si legge in aleuni sunti shorici
sulla gnomoniea) che Forelogio solare trasportato da M. Valerio Mas-
simo dalla Sicilia 2 Roma nel 276 av. C., mon poteva, naturalnente,
dare indicazioni esatte sotto il cielo di Roma; sarebbe piir giusto il
dire invece che in qnei tempi non si conosceve il modo di dare a
quel quadrante la econveniente disposizione per metterlo in grado di

segnare ginstamente le ore anche nellan sua nuova posizione.
7%, Termineremo questa breve serie di osservazion! coll’accennare

alla corrispondenza che le diverse specie di orclogi solari hanno alle
varie latifudipi.
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E - facile riconoseere che gli orologi polari, che alcuni distinguono
anche col nome di universali, sono orologi vertical; sullorizzonte del-

Fano o dell'sltro Polo ed orologi orizzontali sotto due punfi opposti
dell'aquatore. Parimente gh oroleqi solari equinoziali, sono orizzontali
per oguuno dei due poli e verticali diretti per gl orizzonti eguatoriali.

3. — Applicazione delle formule trovate al caleolo
di un orologio selare su di un piano inclinato e @eclivante.

Sceglieremo per piano del
piramide ottagona
(S. Gievanni) e pr

quadro una delle faccie trirngolari della
che serve di copertura al Battistero di Firenze

ectsamente quella che guarda pii direttamente
verso i1l Campanile di Giotto. Detta faceia, come tutte Je altre, ha

la forma di un triangolo isoscele ed & determinata in grandezza e
posizione degli elementj seguenti: ()

Lunghezza della base m. 12.00

3 det lati uguali « 1924
Declinazions delle base » 4390 verso Hst
Angolo della faeccia coll orizzonte « 9780,

I dati sni guali debbono basarsi 1 nos
seguenii:

= 4347  latitudine di Firenze
@ = 180" —43°30" = 136°3(/
b= 90°—37"30'= 52°30' .
I vari resultati del caleolo che ora faremo, sono distinti eollo
stesso numero d’ordine delle formule generali del quadro rvinssnntivo
dalle quali provengono.

tre ealeoli sono adunque i

I. — Elementi fondamentali dell’ Orolagio Solare.

log cos 5280 = 9.78445 log cot  52°30" = 9 88498

log’sen 136°30' = 9,83781 log ecos 13630 = 9.R6056
log cos H = 9,62226 log cot ZH = 9,74554
(1) H=465"1¢4 (2} ZH=11906
(3) PH =00"— 43°47" -+ 119°06" = 16519
#
¢ —ZH = 4347 —

log tg  65°14’ = 0,33596
log sen 75°19" = 9,98558
log cot HPK = 0,32154

(1) Questi glementi mono stali ricavali da un dissgno grosselnmno; & guindi sottinteso ehe Ia
precisione dei caleoli deve sssers acnaid erata 53

Ea rispeblo ai M8t precedenti & non aj vari valori degli
slomenti conniderati. De) resto ¢he anche i i

dal valori reali,
lo desamo dal fatin sperimentale. in aeeordo colle resultanze tdel caleolo relativo,

questione cossa di essers illyminaia dal Sele, nel giormo 10 Settembre, alle 16k 40n
medio dell' Buropa Centrale.

— 119°06' = — 75°1¢

T =
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(4) HPK = 154°30’
log sen 52°3() = 9,80947
log tg 43°80"— 9 977905
log tg HI = 9,87672

(5) HI= 143%2
log sen 65°14" = 9.55800
log.cos 75°19' = 9.40394
log sen PK = 9 36203

log tg KH
(6) KH=—173°44"

(7) PK =158

log cos  52°30° = 9,784.45
log sen 136°30°' = 9,8378]
log cot 75°19 = 9,41836
=9.04062

Il — Durata dellz illuminazione del quadro all’ingresso del Sole

nei segni zodiacali.

a) Sorgere ¢ tramonto del Sole rispetto al piano del quadro

(13) cosa=—tg3 tg PK;

log cos(1 80" —a)=log tg5-L 9,37419

6=10; + 11°29' ; + 20°10': + 2327 ()
logtg s =— oo; 9,30782 . 9,56498 . 9,63727 .
Ora corrispondente alla substilare 10"18m = (154°80).
Ora del sorgere e del tramonto 10M 8= % o
Giorno 21 Ora del | Giorno 21
del mese di log c0S (180°~z) * sorgere | tramento | del mese dj
Marz. Seli, — 90" ('=6" (m | 4b]18= | 4118w Marz. Seit.
Apr. Agos. 8,68201 J2°45 = 6l11m | gh)7m | grogm Feb, Otiob.
Mag. Lugl. 8,23917 34°59" = 6"20™ | ghs8m | ghggm Genn. Nov.
Giugno 0,01146 J0"94' = 6124= | gh5ym 4°42= | Dicembre
b) Sorgere e tramonto del Sole sull' orizeonte di Firenze

(I3)" cosa—— tg 8 tg o =log cos (180" — «) = log tg 5 + 9,981 55.

e ———

Gilorno 21 Ora del Giorno 21
del mese i ]Dg i “HGH_E) = aorgere ! tramontp | del mese di
Marz. Sett, — o0 90° 0'=6" O | gt ouw | gh gu Mayrz. Apr.
Apr. Agos. 9,28037 101°14'=6"45m | 5b1sm | ghyrm Feb. Ottob.
Mag. Tugl. 0,54663 L10°37'=7"22m | 4838m | 7npom Genn. Nov.
Giugno 9,61882 | 114°34'=7138m | 4hv9m | 7aggw Dicembre

Pel mesi segnati nell’ultima colonna di questa e della precedente
tabells, e ore de] sorgera e del tramonto debbono essere scambiate

fra di loro.

1) I valerd i 4 all'ingresso dal Sole nei sopni zodiarali, sono ealeolati eolla formula

Ben d = eps L cos z,

0Ve « & I'inclinazions dell'selittien (23°37) ed L 1 lungitndine del Sole corrispondents ai detti in-

gress, per omi dovremo DOrTe sutcessivaments

L = m] Emnu Em. “W. lwl lﬁ-mr ]-Hm llllll Bﬂmn
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Sy : Lnghy Agosit | Setiemdre | Ditabre | Hovembre
A | BN | s | api | Mom | Tamas | Smag | DDA
dalle . . . .| 429w | gh3gm | supsm | g gm | gugm | Thoum | ~hggm
alle. . . .. 16742= | 164382 | 1629w | 16118™ | 16007= | 15018 | 15b54=

III. — Angoli di direzione delle diverse

substilare,

inee orarie rispetto alla

(8) tg KA =sen 1319 tg (154°30" — &)

log tg

con p=—120°; —105°; —90°; — 75°; — 60°

0; 4+ 15°; -} 30°; -}-45°; --60; 4 75°

CA = 9,36286 + log tg (154°30° — A)

; —45%; — 30" —15°;

154°30°' — & KA

Ore
valore log tang | log tang valore
4 274°30 1,10402 0,46638 108952
H 259°30 0,73203 0,09439 51°11’
b 24430 0,32150 0,68386 25"46"
7 229°30 0,06850 9,43086 15°06"
8 21430 983713 0,19949 900’
9 | 199°3( 9,54915 8,91151 4740
10 184730 8,80508 8,46854 1° 2
11 169°30° 9,26797 | 8,68033 177°38'
12 154730 2.67860 0,04086 173"44’
13 139°30 9,93150 9,29386 168752
14 124"30° (16287 3,02523 161728
15 109°3(Y (0, 45085 9,81321 146%58'
16 94°30 1,10402 0,46638 10852

IV. — Angoli delle linee orarie colla direzione dello stilp,

La deferminazione degli angoli richiesti dipende dalla conoscenza
degh archi PA corrispondgati alle diverse linee oravie. Questa deter-
minazione si effetlun per mezzo della formula
7 cus (HPK p— h)
(9) coft PA = tg PK
ove per HPK deve prendersi il valore 180" — 154°80' = 25%30' e quindi
sura logcot PA = log eos (25"30' — k) 4 0,62637.

I valori di (25°30'—#) si trovano ponendo, al solito, successiva-
mente h=— 120", — 105°% —90°. ..

1
" ey e L= e e et Tl =2 L ==l
bl S0l S el e i e e T e e N e sl W et B (| " S DT —
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—_——  —
25%30'— AH PA

Ore
valore log ¢os log cos valore
4 430" | 8,89464 | 952101 108%22
5) 19°30° 9,26063 9,88700 0229
i 64°30/ 89,63398 0,260385 2546
7 49°30° | 9,81254 0,43891 20°00
8 34°30 9,91599 0,64236 16°00°
g 19°30° | 997435 | 0,60072 14705
10 4°3( 9,99866 (0,62503 13°30°
11 1030’ 999267 0,61904 13°31"
12 25°30' 9,956549 0,58186 1447’
13 4030’ 9,88105 0,60742 17°16
14 5090’ 9,75313 (3,38050 29°36°
15 70°30 9,02350 (0,14987 3018
16 8030/ 8,89464 9.52101 71°38

V. — Calcolo delle lunghezze d’ombra e determinazione delle coniche
di declinazione.

II ealeolo & naturalmente Jimitato alle linee orarie che vanno
dall'ora 4* alla 16* che sono quelle che possono essere utilmente trac-
ciate nel guadrante,

Per ogni ora ei limiteremo a ealcolare le lunghezze d’ombra cor-
rispondenti all'ingresso del Sole e diversi segni zodiacali, cosicchd
le linee coungiungenti I'estremita delle ombre corrispondenti ad uno
stesso giorno rappresenterauno le varie coniche (nel caso nostro iper-
bole) di declinazione o dei segni,

La formula che serve questo caleolo &

5 OT =

{cos R
cos(5 4 PA)
da cui, facendo I=1, si ha

log OT = log cos 5 — log cos (53- PA).

Ogni ealeolo, come apparisce dalla tabella che segue, & compen-
diato nei 4 numeri di una stessa colonna e sotto una stessa graffa,
e der goali il significato & |l seguente :

1'. Valore dell'angolo 5 - PA composto con quello in testa alla
colonna (declinazione all'ingresso nei segni) e con quello di PA de-
dotto, per vgni ora, dal ealeolo precedente,

2% Valore del logaritmo coseno dell’angolo precedente.

3% Logaritmo di OT che si ottiene togliendo il precedents da
guelle in tesla alla colonna.

4° Valore cercato di OT espresso, nel caso nostro, in lunghezze
di gnomone. 5
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2 4 28°27" | 4 20°10' - 110297 Ik — 11%29° | — 20°10° | — 23%27’
log | 8,06256 | 097252 1 9,99122 0,0 909122 | 9.07252 | 9,96238
Ora
+ 84055’
" 3,94746
1,01938
10,4566 ;
4+ 28955’ 32919’
£ 9.94217 | 992747
0,02089 | 0,04505
1,0481 | 1,1093
4 5010 | 3 238" | 4- 17917 | + 28048
8 9.09818 | 0.99500 { 9,07993 | 9.94279
0,06443 | 9,97743 | 0,01129 | 0,05721
09214 | 09494 | 1,0263 | 1,1408
— 827 | —0°10' |4 831" |4 20°0’ |+ 31°29’
. §,69921 | 0,00000 | 9,99518 | 9.97299 | 9.93084
0,96335 | 997252 | 9,99604 | 0,02701 | 0,06038
0,9191 | ©,9387 | 09904 | 1,0842 | 1,1402
— 727" | —4°10° [ 44°81" |-+ 16°00° | -} 27°2¢' | -+ 36°10" | -+ 38°27°
3 9,99632 | 9,99885 | 999866 | 9,98284 | 9,94799 | 9,90704 | 9,88772
9.96624 | 997367 | 999252 | 0,01718 | 0,04323 | 0,06548 | 0,07484
09252 | 0,9412 | 0,9830 | 1,0408 | 1,1047 | 1,1627 | 1,1881
J — 9922 | —6%5" |+ 2036" |-+ 14°05° | 25%34° | 4+ 84015 | L 37939
9 9,99417 | 9,99755 | 9,99955 | 9.98675 | 9.95525 | 9.91729 | 9.80927
996839 | 997497 | 9,99167 | 0,01325 | 0,03597 | 0,05523 | 0,06329
0,9208 | 09940 | 09810 | 1,0310 | 1,0864 | 1,1356 | 1.1569
— 10°%7 | — 6°50° | 4 1°51' |-} 13°20° | -+ 24°49 | - BS930’ | 4 36°47'
10 909819 | 9.99690 | 999977 | 9.98813 | 9,95792 | 9,92111 | 9,00858
0,98037 | 9,97562 | 9,99145 | 0,01187 | 0,08830 | 0,05141 | 0,05894
0,9319 | 00454 | 09805 ( 10280 | 1,0797 | 1,1257 | 1,1454
— 996" | —8°39" | 4 2°02' |4 18°31' | - 25900 | 4 88°41' | L 3858’
1 9,99344 | 999707 | 999973 | 9,98780 | 995728 | 9,92018 | 9,00234
0,96912 | 997545 | 999149 | 0,01220 | 0,08394 | 0,05234 | 0.06002
00314 | 00450 | 09806 | 1,0285 | 1,0813 | 1,1281 | 1,1482
1 8o46" | — 599" | 4-8°12 | 14°41 | + 28°10' | 4 84°51° | L 38UE’
19 1 999490 | 999801 | 995932 [ 0,98558 | 995304 | 9,01416 | 9,89574
l 0,96766 | 0,97451 | 999180 | 0,01442 | 0,03818 | 0,05836 ( 0,06882
00282 | 09430 | 09815 | 10338 | 1,0919 | 1,1438 | 1,1663
— 811" | — 294" | + 547" |4 17°16° | + 28°45" | + 37°26' | 4 40°43’
18 009747 | 89,99944 | 999778 | 997997 | 9,94286 | ©,89888 | 9.87964
0.96300 | 997308 | 009844 | 0,02003 | 004836 | 0,07364 | 0,08292
0,9228 | (,9399 | 09830 | 1,0472 | 1,1178 | 1,1848 | 1,2132
I — 0%1' | 4 228" |+ 1197 | ++ 22°36' | + 84%05" | + 426" | -+ 46208’
14 999995 | 9,99961 | 9,99177 | 9,96580 | 9,01815 | 9,86577 | 9.84158
l 996261 | 9,97201 | 390042 | 0,08460 | 0,07307 | 0,10675 | 0,12118
09176 | 0,9305 | 09987 | 1,0829 | 1,1833 | 1,2987 | 1.3219
[—- 11°517 | 4~ 15%08" | -+ 28949’ | + B5°18' | + 46°%47 | 4 5528’ | 4 5845’
15 9,99064 | 998461 | 9,98185 | 991176 | 983554 | 9,75368 | 9 7140K
1 0,06192 | 999885 [ 0,02987 | 0,08824 | 0,15568 | 0,21884 | 0,24758
09160 | 09973 | 1,0712 | 12258 | 1,4311 1.6552 | 1,7684
+ 48°11" | 4- 51°28' [ = 6009 | + 71°38' | - 8307 | 4 91°4R’
18 9,82396 | 9,70447 | 9,69609 | 949844 | 906873 | 849708 | |
l n 18860 | 0,17805 | 0,29423 | 0,50156 | 0,02249 [ 1,47544
1,3760 | 1,5088 | 1,0680 | 3,1787 | B,8835 |29,884]

Fpr— —aiES R S
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Con quanto precede abbiamo fatio Ia deferminazione di tutti gli
elementi relativi all’orologio solare sul piano considerate. Vediamo
ora come possa essere disegnato e gquale sia la posizione pil1 conve-
nienfe di esso sulla faecia triangolare in modo da profittare, nel
miglior modo possibile, della estensione d; questn per il traceiamento
delle varie parti dell’orologio stessp.

Ecco come si pud procedere. Anzitutio si prepara un disegno
provvisorio dell’orologio, traeciando sn di un foglio di ecarta una
retta che si rssume come substilure, uscente da un punio O consi-
derato ecome centro orario dell'orologio.

Indi per mezzo degli elementi angolari forniti dalla tabella del
Calcolo II1, si fa i1 tracciamento di funtte le linee orarie: infine ser-
vendoci degli elementi forniti dalla 1* ed ultima colonna della tabella
relativa al Calcolo V, si traceiano le due iperboli solstiziali e la linea
equinoziale assumendo per | (lunghezza del gnomone) un numero di
centimetri convenienti perchs il disegno possa essere tutto contenute
eniro i limiti del foglio, 0, se non tutto, almeno Ia parte pin 1mpor-
tante di esso,

Fatto eid, su di un foglio di carta Inecida si disegna un triangolo
isoscele simile a quello della faccia considerata, e si riporta sul dise-
gno precedente disponendolo in maniera (spostando anche opportuna-
mente uno dei lati di detto triangolo isoscele parallelamente a se siesso)
che il disegno stesso apparisca, almeno nella sun parie piu importante,
disposto nel miglior modo possibile entro il triangolo (fig. 2). A questo
punto non rimane da far alivo che ricopiare sul vero triangolo che
rappresenta il piano deli’orologio solare, il disegno precedente nella
sua giusta posizione e nel dovnto rapporto.

Ma poiche il disegne provvisorio pud non essere stato eseguito
colln necessaria precisione, cosi & preferibile disegnave ez novo sul
quadro, I'orologio solare.

A lnle scopo si fissa su questo quadro la posizione del eentro
orario, della substilare e dells equinoziale ricavandone gli elementi




PERIODICO DI MATEMATICA. 23

dal disegno provvisorio. Si misura poi con tutia esaifezza la di-
stanza D del centro orario dalla equinoziale, e, per mezzo della for-
mula 7= D cos 13°1&, si ricava la lunghezza dello stilo.

Tracciate poi esattamente tufte le linee orarvie si riportano su
ciascuna di esse le varie lunghezze d'ombra dedotte dai resuliati del
Caleolo V dopo avervi introdotto il valore di I precedentemente de-
terminato, In ultime si riuniscono gli estremi di queste lunghezze
d'ombra corrispondenti ad uno stesso valore di & per oftenere le
iperbole di declinazione,

Si pud osservare che I'esattezza del traceiamento delle hinee OTarie,
che & la parte pit importante degli orologi solari, resta controllata
dall’angolo che esse formano colla substilare e dalle porziom cono-
seiute di esse che rimangono comprese fra il centro orario e la linea
equinoziale, Dette porzioni sono fornite dai valori della Tabella V che

corrispondono alla colonna di & =0.
A, L. AxpREINI

Firénas,

SUL TEOREMA CANTOR - BERNSTEIN - PEAND

A

Nel 1895, G. UANTOR enunrid, ma non dimostro, le seguenti proposizioni:
2) Se cue insiemi M ed N sono cost faiti che M & equivalente ad una parie N,
di N, ed N ¢ equivalente ad una parte My di M, sono anche M ed N equivalenty,
8" Se M, ¢ una parte d’un insieme M, My una parte dell insteme M, , e
se Nl ed Mg sono equivalenti, ancke My € equivalonts agh anatemi M ed M, . ()

2

Si osservi anzituito che da §) si pud dedwrre z), cosi: (7)
per ipoles

2 M & equivalente ad N, (1)
e

N ® equivalente ad M;; (2)

1) Contribuzions ol fondamento deilc teoria degli ingiemi fransfiniti, * Rivista i Malematica .,
volume V, p. 120-182, Torino, Boeen, 1865, lines #-13 della notz a pag. 185

In gqueste proposizioni:

fnziems valg clayys (di ogeettl rrbitrar);

sa A o B sono elagai. dieendo che “ A & sguivalentz 1 B, s'intende dire che “vi n (almeno)
nnn ecorrispendenza reciprova fra A o B

(%) In questo momento non #i asserisse 1o verita di slennn dslle preposizioni «) e §7), ma questo
#clo: per dimoesirare a) b sufficienis dimoskrare f).

[ e e
| p—

N e e L L

Sy —— ]
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fissata una corrispendenza reciproca fra N ed M,, alla parte N, di N cor.
risponde una parte M, di Mi; e, per definizione di equivalenza,

N: & equivalente ad M, (3)
cosicehé, equivalenza essendo una relazione transitiva, per le (1) (8),

M ¢ equivalente ad M,:
da cul, per la propesizione E'), risulta che

M; & equivalente ad M: (41
dunque, per le (2) (4):
N & equivalente ad M.

%
= ¥

Delle due affermazioni della fes? di §)

M, & equivalente ad M
M, & equivalente ad M,

soltanto la préme fu utilizzata per dedurre a) da f), e del resto ln seconda
€ conseguenza immediata della prima e dell'ipotess

M & equivalente nd A .

Tralasciando percid la seconde affermazione, cambiando M, M,, My, in
A, B, C e sostituendo nlla frase « & equivalente a » il suo significato, si ot
tiene la proposiziene

B) Se ln classe A econtiene 1a classe B che vontiene la classe U ¢ 8¢ v é una
corrispondenza reciproca fra A e C, allora vi é pure una corrispondenza reci-
proca fra A e B;

dalia quale, per quanto preceds, si deducono le proposizioni «) e p').

x
= ¥

Soltanto nel 1898 fy bubblicata une démostrazione di %), dovuta a Berx-
STEIN. (1)

Nel gennaio di quest’urmo H. PoIKCARE, ravvisando nella dimostrazione
{1 Bernstein « ny appel spécial & I'antuwition » e « I'application du principe
dmduction » e vitenendo difficile, se non impossibile, evitare tali inconve
nienti, disse che « nne gufre démonstration du théortéme de Bernstein, .. sera
une découverte mathématigue importante >, (%)

Queste scoperta ¢ gia stata falta da G, PEaRo, il quale ha pubblicato
una damostrazione di B) — e quindi, per quanto precede, di o) — nelln quale
8ono usati solbautp vroneepdi logici viversalmente noti. %)

\}) Inserita in Bouer, Théorie das Tonctions, pag. 104,

Idenlics dimostrazione (in enj perd & usata avelio la nozione di limite) ml trova in E. Scaréper.
Ueber zwei Definitionsn der Eadlichkeit und ¢ Canter’scha Siétze (seritio nel RENNAIo 1890, pressniotoy
il 21 mnrggio 1506 ed maerito sollante nel 1868 In Nuva Actu Academing Cassarsae Levpoldine —
Carolinge Germanicas Netturas Curiossyum, tomo LXXI, n. 6, p. 336-840),

(%) Les mathdmatiques e lu Togigue {(* Revue de Motaplisique of da Mornla ,, 14* Annés, 1, )
v, 17-34, Pnris, Colin, 1003} p. 28, L . P28, 010, 12.14.

"] Snpes theorama de Cantor- Berusteis (Rendieont: de! Cireslo matematico di Palsrme, Adu-
bnnza dell'S aprile 1004, Tomo XXI, Fase. 111, P- 460308},

A p. 802, 1, 2 invers d “vE , logenai “v3 .0 p. 963 1. ullima, invece di * (g, ¢) n leggasi
- {F: 2 ..

i
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Malgrado egli abbia tradotto in linguaggio ordinario le principali formule
(che son tutte soritte coi simboli sdeografici adottati nel Formulario da lui
pubbiicato), temo che la presunta difficoltd di lettura tolga mllo scritto del
Peano 'ampia diffusione di cui mi sembra degno; e pereid mi accingo a vol-
garizzarlo,

Perd gquesta mon & una traduzione immediata (dai simboli al linguaggio
ordinario) del lavoro del Peano, avendo stiuato qualche semplificazione cosi
nell'enunciato che nella dimostrazione; ma la parte sostanziale del procedi-
mento dimosxtrativo & rimasta immutata.

Mi propongo di dimostrare che

v) Se la classe A contiene la classe B e se fra A ¢ B vi & una COFTISPOn-
denza simile, allora fra A ¢ B vi @ pure una corrispondenza reciproca. (1)

31 osservl intanto che da yv) si pud deduirre f) cosi:

poiché B contiene C, la corrispondenza reciproca che per ipotesi sussiste
fra A e O & una corrispondenza simile fra A ¢ B; risulta cosi verilicata la
gpolesi e guindi aache la lesi di v) che & pure la fesi di B)-

Si osservi inoltre che, mentre nell’ipolesi di @) sono nominate £ clussi e
2 corrispondenze reciproche ed in quella di §) sono nmominate 4 classi e 1 cor-
rispondenza reciproca. in quella di ~) sono meminale soltanto 2 ctasst € I cor-
rispondenza stmile.

Ma vy} — oltre che essere in cid formalmente pin semplice di p) e di a),
tanto ch’io dubifo si possa dare aila veritd di cui si trattn una veste ancor
pilt semplice — mi sembra mettere in pii chigra luce, che non facoiano B
ed a}, 'ompordanza di questa veritd. {*)

?’.E:i':iii

Il procedimento escogitato dal Peano per dimostrare f) mi sembzra non
meno mmportante della veridi da dimostrarsi; tanto che, se altre dimostra-
zioni dovessero attenuarne il valore come mezso, mi sembra dover rimanere
mmmutato il suo valore come cenoseenza.

E percid, invece della precedente, dimostrerd la proposaizione

3) ¢ la clayse A contiene ln classe Be se fra A ¢ B wi ¢ una COrrispon-
denza simile e unon reciproca, allera si pud determinare wne classe comune
ad A ¢ a B ¢ lale che la corrispondenza data sia reciproca fra é rvimanenti
tndividui di A ed ¥ rimanenti adividi di B, :

() Una corrispondenas fra A & B & detta zimile: 36 5 cioscun individoo di A essa fa EOLLISPON-
dvre un individue di B, e se nd indigjdoi disinti di A Ta cozrisponders individui disting: di B
unn corrisporderziz Irn A ¢ B & detia veciprocu: se, oflrs ad essey simife, & tala che in assn ciaseun
individue di B currispoude n guolehe Individne 4 A.

Se fre A o B vi & nna vorrispondenza simile e non veciproca, tale cerrlapondenzn e reciprocn
o A e la elayse B formata dal soli corrispondents di A nelln eorrispondenza dats;, ad esempio:
la moltiplicozione per 4 ¥ ung corrispondancza simie & non reciprors fra 1 smoneri delln syccdsxiong
nifyrale ed i awnieri pari; essn & reciprees fro i muwmed della sucesssions nilyrale e i wtniifpli di 4,

Ma 31 B' vosl delermivato & una parze di B, mentre la proposizions 30 affermn che vi & unn
cerrispondenca reciprocs fin A e B, :lﬂll‘runmpln gato, lo snuitiplicazione pev 2 ¢ NN eommisnonidensza
reciproea Ira i nwwmeri delle saccessione noiwrale ed § numers Ly,

1% 8§ pub ehiedere: ma «) §) ) esprimono 1a stessa verith?

Da quanto precede riaultando che da ¥l sl deduce i 8 da ) st dedice «) [eosicrhi, per dimo-

i
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dalia guale esplicitamente risultano la weritd da dimostrarsi e la parte
essenzinle del procedimento dimostrative del Peano. (%)

Che sia swfficiente dimostrare 3) é chiaro: perche, la classe da determinarsi
dovendo essere comune ad A e a B (ed & tal fine, per V'ipotesi, basterg che
egni suo individuo appartenga a B), per ottenere una corrispondenza reciproca
fra. A e B, come richiede v), a ciaseun individuo di A si fark corrispondere
¢ slesso ovvero ¥ swo corrispondente nella corrispondenza data secondochd
esso appartiene 0 non apportiene alle classe determinata. |

e
Lo

Ed eceo ia démostrazione di 3),
Rappresenio con A’ la classe formata dai sols corrispondenti di A nella
corrispondenza data; da cid e dall’ipotesi;

A contiene B, che contiens A’ (1)

Analogamente, se A gontiens la classe X, rappresento con X' la classe
formata dai seli corrispondenti di X nella corruspondenza daia; da cid e dal-
Yipotesi risulta che

se A contiene X, la corrispondenza data & reciproca fra X e X; (2)

se A confiene X che contiene Y, allora A’ contiene X’ che contiene Y. (3)

e
E

*

Rappresento con A, cid che rimane di A sopprimendo B (1); eosicché;
A si compone delle classi disgiunte A, e B % (4)

strare a} ) y), b ormal sufficionte el®io dimostsri 7)), ® come se 8i ehiedesse: da a) si puo dedurre )
o di f) 3i pud dedurre y:t

Eeco la ginstificazione dells risposta sffermatisa,

Data Iipotesi di p), 81 ehiami M ia cingse A, N ln classe B, N In clusse C. M; Ja parte di C cha
coyrisponde alls parte B dl A nelin corrispondenza data; applicando o), »i deduce che M & Bgul-
valente ad N, cios cha A & efitivalente & B, che & Ia tesi di M), donque: da o) wi deduce ),

Data I'iporesi di y). 8§ ehiami C I'insieme dei aoli B che corrispontionc agli A nella porrispon-
denza dabn; applicande £), i defdgee In fez3 di /i) che & pure quella di p,;; denyne: da £; 6 deduce y),

) L'ipotesi di y) non esclude che 1a corrispondenza dals fra A e B sin Teciproca: ms iy ial
BR30 I fewi <l y) & gid ennncinta reil' ipotesi, » ln proposizione non ha aleuns Lmporlanza,

Fer quesabo, in 4) ho amzesse addirittorn che la corrispondenza datn fra A & B sin simils o
non Yeerpocd,

Inoltre, affinché ) sin pera i sufflcients ehe agni individuo di B appartenga ad A, senzn esciu-
dere il coso in eui anclké pyni individno Gi A appartenga a B; ma allova A e B sarehberc nom
diversi della stessa classe e |a tens di ) sarebbe vern Lukipendentemente dollc corrvispondenta data,
bastando che 2d ogmi individuo @ A si facela eorrispondere m# stesso.

Per qnesto, in ) & pil specinlmenta in ¢) ammetto senz'altro che v siz qualche A che non
appariiens n B,

(1) Nell'esempio dato nelin notn o Y} la moltiplicazione par 4 & nna corrispondenza sinidle & rion
reciproca fra 1 niemeri della yucoexsione nainials 8l 1 anmeri pari; ivi, per stabilire unn coTrispoi-
denzna reeiproca fra gneste due tlnssl, gi ricorre nd un'altra corrispondenza- iz madtiplicazions per 2,

Cit basta per soddisfare 7). ma won Lasta per soddisfare d): in euni 8i impons di ricorrare soi-
tasto alle eorrispondenza duty o all'antocorrizvondenza.

Ecco in qual modo 11 pud saddisfare o) nell'esempio considerato: 1a elasse dai numers i cui
massiniu eaponente di 2 & dispari i comuna nlle dus ¢lassi date 8 In maoltiplizcazione per 4 (che & la
corrispondenza data) & unn corvispondenan reciproca 12 i pimanenti ® wineri dells atceessions
naturale, ed i vimanentd * mnmer pari,.

(3) Dito Fisginntz dne cinasi prive di individui eomuni,

TTE ] M-
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Rappresento con M la classe formata dai soli individni comuni a futle le
classi X che verificano la condizione

A contiene X, ed X contiene A, ed X (B)

Si noti che: vi sono classi che verificano la (3): tale, ad esempio, 6 A
perché A contiene A, A, (4) ed A’ (1); inoltre A contiene ogné classe che
verifichi la (8) e percio

A confiene M; (6)
mentre ogni ciasse che verifichi la (5) contiene A, e percid

M contiene A, . (1)

Se X verifiea la (5):

X contisne X (8)

ed \
A contiene X che contiene Al

da cul (3)

X' contiene M
da cui (8)

X contiene M.

Dunque: ogni classe che verificli la «5 contiene M’ e percid
M comtiene M ) (%)

%*
30

Le classi A, ed M’ sono disgiunie, perché 2\, & disgiuntn da B (4), mentre
[per la (1), B contiene A, e, per le (6) (3. A’ contiene M; & pereio]:
B contiene M| (10)

chiamo N la classe che si compone delle classi disgivnte A, ed M. (11)
Si noti che:

per la (11)
’ N contiene ,: (12)
A contiene A, (4) e [poich® contiene B(1), contiene anche (10)] M’ cosiceche (11):
A contiene N: (15)
per le (7) (2 (11), -
| M contiene N (14)
per le (6) (14 (3
Al' contiene N'; (15)
per le (11) (1o,
‘ N contiene N, (16)
Dalle (13) [12) (16) risnlta che N verifica la (), & percid
N contiene M, (17)
Sleehe per le [(17) (14),
N=M
e qmindi (11):
M si compone delle classi disgiunte A, ed A {18}
-
5 4

Per ultimo, rappresento con P cid che rimane (i B sopprimendo M’ (10);

cosicehé
B &i compone delle elassi disgiunie M e P; (1)

(1} Beneht non ei serva, si noti che, per le (8) (7) (9), anche M veriflea Ja [5); epgicehz M b la
arimime clagse che veriflea 1a (3),

- r——
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da cui, per la (4),
A si compone delle classi disgiunte A,, M'e P;

da cul, per la (18),
ﬁ_ » > > > b Me P. (20}

E dungue P la classe cercata [rileggasi la fesi di &)} perché:
per le (20) (19),
e, per le (6) (2),
la eorrispondenza data & reciproca fra M ed M

dove M ed M’, per le (20) (19), sono appunio le classi formate dai rimanenti
individui di A ed i rimanenti individui di B.

P é comune ad A e a B

ALESSANDRO PapoAa.
Chioggia (Venezia), maggio 1004

SOLUZIONT RAZIONALI DELLE EQUAZIONI INDETERMINATE
DI TIFD ai4ai+...4al=2aly,

Poiché vale I'identita (m® — a3 <+ (2mn)*= (m1* - n"), 1a soluzione
pit generale deil’equazione @,°+ 2 =x4* & 2 =m®— 2, 2° =2 mn.
%z =m"-n". Volendo le soluzioni intere dell’equazione, bastera attri-
buire ad m ed n valori interi. In cid sia 1a risoluzione del problema
di deberminare i triangoli retiungoli, i coi lati sono numeri inter,
riseluzione gia data, se non in modo completo, da Pitagora e Platone.(Y)

Piiz m generale 1'identita

(A o F P — X R 2A P . (2 e da) =
— (llﬂ + . + }rﬂn—l + lhﬂ}!

da modo di risolvere 'equazione

St DO T N
11 - ow r'" _:Il" =1
ponendo

-1:1':23-.1111' IE:E)'IE "Iy .}x]';:}qg_l"-. ._}_}-.Eﬂ._]_.lna

T }-1=_I‘ e + lﬂu—l ‘I_ ki -

Lo scopo di questa breve nota & di mostrare come si possa arri-
vare @ questo risuliato con sempiici considerazioni ceomefriche.

I. Il problema della vieerca di tutte le soluzioni razionali di una
equazione del tipo

o b a . ai=1% (1)

(V) Hawger, Zur Gaschichte der Mathematile Fag. 14l Cfr. anche: Lveas, Theorie des nombres.
Introduetion,
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si pud ricondurre a quello della determinazione di tutte le sue solu-
zioni intere.

Infatti, posto che 2y =1 ,..., %5 =@n, Tna1 = U1 Sik NNA s0l0-
zione razionale e che p sia il minimo comune multirlo dei denomi-
natori delle frazioni @y, aa,...auw., Vequazione (1) ammette pure la
solnzione pdts. ..., s, Oftays, che B costitvita da numer: inter.

Se le frazioni ¢y, ..., Gus1, du sono irviduecibili, 1 numeri pn, .. .,
pla, Bas-1 Somo inolire primi fra loro.

Due soluzioni saranmo & considerarsi identiche, se costituite da
serie di valori ordinatamente proporzionall.

F poichd da una generica soluzione se me puo otienere un altra
cambiando segno a uno o pin valori delle incognite, si potra limi-
tarei a ricercare le soluzioni costituite da numevi inferi pesitivi (o
nulli) primi fra loro.

Siccome infine il primo membro della (1) & simmetrico rispetto
alle incognite @1,...,&n, cosl, ottenuta una soluzione y,...,8u, dne1,
saranno a ritenersi equivalenti ad essa tutte quelle, che si otiengono
eseguendo una sostibuzione sulle lettere wa, ..., an.

2. Si riferiscano i punti di uno spazio S, a n dimensioni a una
ennupla di assi mutuamente ortogoneli uwscent: da un punto, e si
consideri la sfera col centro nell'origine e raggio ugnale 2 1. () In
coordinate cartesiane omogenee €ssik AVId per equazione

Ili+lfﬂi+...+3fnlzm!n+l= | (2]

. - Ty
a8 in L"Hﬂl‘ﬂlﬂﬂ.tﬁ non DITIDE,’EHHE (pﬂstn p —Ki)
‘B-41

XA X2, L X A,

11 problema propostoci ha dunque la seguente interprefazione geo-
metrica: determinare tutii i punti di guesta sfera, le cul coordinate

sono razionali.
Per risolverlo osserviamo che una retia di Sy

31 — (s :Kn el ) [ K.ﬂ — [3}

/a e T A

incontra quesla sfera in due punti. Supposto che le costant, che
entrano nella (8), sieno numeri razionali, le coordinate del due panti,
quando sono reali, sono per entrambi razionali o no, perché e loro
determinazione dipende dalla risoluzione di una equazione di secondo
grade a coefficienti razionali ottenuta eliminando n —1 delle varia-
bili #,..., s fra ln (2) e le (3).

Se quindi facciamo passare la retta per un punto di cvordinate
razionali appartenente slla sfera, I'altro punto d'intersezione avra

(1) Per seguire pit facilmente 1 considerazioni che segnomo, si pansi al caso di n=23, in eul
gi d ridoiti alle spazle ordinario,
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pure coordinafe razionali, purehe si attribuiseano a K1y KByoees by Vi
lori razionali. Facendo variare quests paramebri st avranno punti
razionali della sfera.

Un punto, che soddisfa alle condizioni richieste, & per es., quello
ove |a sfera 8 ineontrata dall’asse a.,. Esso ha le coordinate (0,...,0,1)
e ogni retia per esso avia equazioni, che si potranuo porre sotto la
forma:

X ===l )
Indicato eon ¢ il valore comune di gqueste frazioni, si ha
Xi=o, Xag=1Jg2y...y Xp=1—11p; (4)
e sostituendo nella (2) si ricava .-
~ fon

#=0, 2 T A

Il primo valore, sostituito nelle (4) fornisee il punto (0,...,0, 1):
1l secondo, il punto:

X 2 l]_).n
1 — - - =
J'..1E‘|“. e i )-.Hn_] —l—' Ang ;
E 2 Jq;_] T ‘E J'\]‘_g-'_ LR T l‘n-_',[ — 1.]'[!

-3 n—j 112___. . + -}1-’11—1 + lnﬂ 1 & }.13__ B = 133_1 _]_ }..nl 4
Una solozione intera deila equazione proposta & percio

Ty : n—1 T
?Jlll_'n Tt 2 }Lﬂ_il'ﬂ N llﬂ _I— s b & _I_ -‘En—_'l _— }mnﬂ

BVt T LA W

Reciprocamente, ogni soluzione della (1) si ottiene dando ai para-
mebrt A, ..., 7,1, X, convenient valori,
Iniatii le equazioni precedenti, risolute rispetto alle A, danno

}u 1 } «F 1 n=—1 :I'-Tl

— — § g — ——

qq Iy Ln— Lniy — Ty

3. Volendo procedere 2 una determinazione sistematicn delle solu-
zioni intere della (1), si poira fissare il valore di uno dei parametri
e far variare gli altri. B siccome dalle (5) le A sono determinate a
mezzo di un fattore, si potra limitarci ad atbribuire sad esse valori
lnteri positivi primi fra loro. Si osservi pol che, escluso il para-
melro L., il quale, quando s'annulla, fornisce la soluzione evidente
===l =0, ga=2zy,, qualeuno degli altri parametri pud
anche essere zero, ¢ in tal caso si annulla il valore dell’incognita di
uguale indice e si offiene nna soluzione di una equazione dello stesso
tipo con un numero minore di variabili.

Poiché, quando sui parametri M,y ... Ap—1 81 €seguisce una sostitu-
zione la stossa sostituzion e, per le (5), avvieno sulle variabili Byyecsy Basys
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per evitare di ottenere soluzioni equivalenti potremo, senza togliere
nulla alla generalita, supporre
}-l?f}hn'}--l}}ln—jl

e dare a Xy tulli i valori, per eui visnlta posifiva o nulla la somma

Tk, =t

Ma visultano pure equivalenti le soluzioni, in cui il valere di ,
sia scambiato con quello di una delle altre n—1, 2. Trovata dunane
ung solnzione . Pay....Zus Ens, nella ricerea di ulterviori soluzioni,

dovremo escludere, per le (D), 1 valorl dei parametr preporzionnll &

"T‘.'-I'-‘l 1 ‘TE!' . &) 'EI'I—I 1 3711+1'_'$1 .
A1 4 iy wanwy dp—iy Lty — Tg 4
T , Taseees &ng Tpst — Ln—1 .

4. Come esempio diamo, per n =23, una tabella di soluzioni, ofle-

nute seguendo il eriterio su esposio.
#

M s 2a | = Ty v | @ || Parametri da escludere
1 0 1 1 1 0 0 1

1 |1 b1l gle2 it |3 (@&l

g | o]l 101 4| 0] 8| 5 @01, S35

9 1 2 g | 4 1 6 81,1 B35

2 2 1 4 4 i & (7, 4, 5)

g | o | 212! o] s | 180 1), (12 5 13)

3 1 1 3 L G 11 || (3, 2, 3), (9, 2, 5)

g | 2 12 % &l 2 | 3197 ({821 [63S5)

3 1 3 | 18| 6 1 | 19 { (6, 1, 1), (18, 1, 13)

3 2 2 12 8 9 17 |1 (4, 8, 8) (9,8, )

3 3 1 ¥ 6 17 19 | (17, 6, 13)

3 3 2 6 6 7 11 | (7, 6, 9)

3 ! 4 12 12 1 17 @2, 1, 5)

i ol 18|01 17|03 15817

4 | 0| 8 |24 | 0| 171 25 |(70,1), (24,7, 25

4 | 1 {2 1| 4 | 13| 2 |3 45), (186,13 17)
4 | 1138 iz| 38| 4 | 18 || (48 1), (6 2 5)

4 | 1] 4|s2|,8|1}838|@E11, (821,25

4 2 1 8 4 19 21 || (19, 4, 13), (19, 8, 17)
4 | 2| 8 |24 | 12| 11| 29 || (12 11, 5), (24, 11, 17)
4 | 3| 2 !l 18] 12| 21 | 29 || (21. 12, 18), (21, 16, 17)
4 | 8| 4 || 82|24 | 9 | 40 ]¢(8 3 3, (82 9, 17)

4 4 1 16 16 | 31 | 83 { (31, 16, 17)

4 | 4 1 3 (| 24 | 24| 238 | 41 ] (24, 23 17)

4 | ¢ |5 40| 0| 7 | 57 440, 7, 17)
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‘ol b el m | oae [ m | m Parametri da escludere '
3 0 20200 0 | 21 | 29 [[21,0, 9), (21, 20, 29)
o 0 4 0 | 0 9 | 41 [1(9,0, 1), (40, 9, 41)

o 1 1 1012 | 25 | 27 i (5 2 5), (25 2, 17)

G 1 2 10 | 2 11115 (11, 2, 5), (11, 10, 13)

o 1 3 30 6 | 17 | 35 [ (17, 6, 5), (30, 17, 20)

5 1 4 20 | 4 O | 21 1 (5, 4, 1), (20, 5, 17)

5 1 > 180 110 ) 1 | 51 o, 1, 1), (50, 1, 41)

o 2 1 D 2 | M 115 1(7,1,5), (14, 5, 13)

o 2 2 120 | 8 | 25 | 83 | (5 4 ), (25, 8, 13)

7 2 3 | 15 6 110 [ 19 | (5 8 2), (15, 10, 13)

9 2 4 10 416 | 13 | 45 | (16, 13, 5), (40, 13, 29)
5 3 1 10 6 3 3o || (33, 6, 25), (33, 10, 29)
o 3 3 1130 | 18 | 25 | 43 [ (6, 5, o), (25, 18, 13)

9 3 4 20 112 | 9 | a5 [ (2, o, ), (20, 9, 13)

D 3 5 o0 | 80 | 9 | 59 | (10, 8. 3), (50, 9, 29)

°o | 4 2 120 | 16 | 37 | 45 (37, 16, 25), (37, 20, 29)
5 4 J Is |12 | 16 | 85 || (8, 6, o), (16, 15, 13)

5 4 4 40 | 32 | 25 | 57 | (8, 5, a), (32, 25, 17)

5 4 6 60 | 48 5 7 I (48, 5, 17), (60, 5, 29)
5 9 1 101 10 [ 49 | 51 | (49, 10, 4]1)

D 5 2 10 | 10 | & 7 |l (23, 10, 17)

3 5 3 30 130 | 41 | 59 || (41, 30, 29)

D 5 4 1120 ) 20 | 17 | 33 (20, 17, 13)

5 D 6 30130 | 7 | 43 | (30, 7, 13)

5 a | 7 70 | 70 1 99 || (70, 1, 29).

D*, G. Brscowervt

—H—

SULLA TRASFORMAZIONE DEL RADICALE Vot Vb + 72

In guesta mia Nota mi propongo di trasformare il radicale

VasVorve
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nella somma di quattro radicali semplici, o nella somma di due radieali sem-
plici e di uns radice quarta di quantitd razionale.
Applicherd inoltre i risultati ottenuti rlla trasformazione di altri radicali.
g, TeorEMA. — Ji radicale

Vat+Voirye (1
i cui le guantita a, b, e gone razionaly, 81 pud trasformare nella espressione
Yot Ve +Vo—v3

m cul o, ¥, & 30m0 quaniita razionali, se risultano verdficate le sequenti con-
dizeony:
1%, La differenza (a* — b)? —c sia un quadraio perfetio %, sia ciod
(a* — b)Y —e=ri. (£)

2*. La quantiltd § (a® — b — 1) sia pure un quadraio perfetio.
Supponiamo infatti
(@' —b—r)=¢g% 3)

e poniamo

}/a+1"b+ Ye=Va+Vy+Ve—1y
VaVo+ve =Y+ Vo—Ve—1y

in eui r, ¥, # sono quantiti razionali
Considerando di ogni radicale il solo segno positivo ei sard lecito innalzare
al gquadrato le equazioni (4), ottenendo le squamoni equivalenti

a-+ Yo+ fc_-:a:—l—.z-l—ﬂ}/:r—l—ﬁ-fz—@
a—VotVe=z+2—2Vatvy .VoVy

dalle quali, sommando membro a membro, 3i obtiens

a=x+z. (6)
Per le (2) e (8) si ha intanto

Va*—b— Ye=Vi@— b+ N—Vi(@—b—r=Vi@—bF—g. (6
Moltiplicando membro a membro le (4) si ha inoltre

Vot —b— Ve =2Vy — (2 — o) (1)
e gquindi, dalle (6) e (7), si ricava
Vi@ —b+7) —g=2Vy — (z—a),
che risulta soddisfatta se si pone
e —p+r=4y g=z—= (8)
Dalla () o (8) si ha allora

T=3(a—gq), y=1@—>d+r, y=1i(a+q)
e quindi dalla (4), tenuto eonto della (3), si oftiene

: (4)

VﬂiVﬁ+V?= V&(ﬂ—f}+Vﬂ’—b——q5J:i:V%(ﬂ-l-g—l’ﬂ’—b—q’) (9)

come volevasi dimostrare.
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3. Osserviamo ora che ciasenno dei due radicali che compariscono nel se.
condo membro della (9) si pud decomporre nella somma di due radicali sem-
plici se le quantita

gg—a)+b 29 +ay+d

sono due quadrati perfetti. Posto infatti

qlg—a)+ b=~ 2q(qg+ar+b="r, (10)
si ha

Va—g+Vo—b—g=Via—g 0 +11G=7=h),
| Vatg—Vo—t—g =Vyatq+0 —ViaT =5,
& quindi dalla (9) si ottiene

Vﬂi—'{bﬂfﬂ_;—% [Ya—g+2 + Va—q—h + Yatq+k F Vatq—r);(11)

risulta ciok che @ radicale Vu—_h]’}hﬁ—}fa tn cui a, b, ¢ sono quantita razionals,
& pud decomporre nella somma @i quadlro radicali semplici, se oltre alle rela-
zwont (2) e (3) risultano anche verificate le (10
EsEMP10 suswmrIico. — Supposato
= 12, b = 38, e =420, r =104, Qg=1,
oltre alle (2) ¢ (8) risultano anche verificate le (10) per

h=4, k=28
quindi dalla (11) si ha

Vi2+ V85 2y108 = 4 [Y15 + y7+ y31 5 V5],

4. TeoreMA. — 77 radicale

Vat Vot ve

en cui a, b, ¢ sono quantita razonali, s¢ pud decomporre nella somma di due
radzicali semplici e i una radice quarta di quantéda razionale, se risultano sod-
dasfaite le seguenti condizion »

1%, La somma 4a® + b sin un quadrato perfetto.

2% 11 prodotto 48%.b sia uguale a — c.

Supponiamo infatti

_ da® - b= h*, (12) da®. h= —r¢, (13)
& ponianmo
it e— $
Vﬂ—f- Vo+ Ve = Va— Yy + Yy, (14)

in cui le gquantith z ed ¥ siano razionali.

Considerando di ogni radicale il solo segno positivo, quadrando Ja (14) si
ottiene I'equazione equivalente

4
atVotvVe=ax+2y7 V- Vg,
che risulta soddisfatta se si pons

4

2=a  Vo+Ve=2Vy Vz—yy, (15)

~:-"|' 1L LS o gl
5L TR e ey

=

I‘Ii:-:’l"- g ]

[T
- .._';--J_-_h
e T Sl

- .'_I 1'I'.,;? e
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(Quadrando la seconda delle (15) si ha inoltre

b4 Ye = ":1:.'?:}"!? — 4y,
she risulta verificata per

b= — 4y, Ve =4 Yy.
Yy=—1h, (16) ¢ = 16y A7)

La (17}, teruto conto della prima delle (15) e della (26), & identica alla (13),
quindi si ha

pssia per

| 4
: = . —_— T— .
Vat Yot ve = Va—¥=15 + V=10 (18
Ma dalla {12) risults intanfo

at+31b=(3h)"
quindi, fatte le opportune riduzioni, si ottiene

Va—V=3b=1¢[V2a+ & —y2a—n),

e percio dalla (18) si ricava

4

VatVoive =3 [Y2a+7% + Y— 48 — Y2a— &), (19)

come volevasi dimostrare.
Analogamente si dimostrerebbe

Va—Vor ve =4[22+ i— =15 — yZa=1] (20)

EsEMPIO NUMERICO, — Supposto
I:1=5, -——r—fﬂ, ':3:?21]5 h=41
risultano verificate le relazioni (12) e (18), quindi dalie (19) e (20) &1 ha

Vs+V_20 1+ 12y5 =3 [yi0= 91?5_—1’5]-

*
* %

H« Osserviamo ora che, se al posto della quantita a sostitniamo Ya, 1a rela.
zione (13) diventa

da. b= —c¢ (21)
e la (18) si pud serivere

VVa+Vo+ ve=Via—v5i0+7V=3b 22)

Ricordiamo intanto che il gadicale YVa — Y—1b si pud trasformare nella
somma di due radici quarte di guantitd razionali se ii prodotto a (a4 1b) &
un quadrato perfetto, o, cid che ¢ lo steaso, se il prodotto a(d4a + b) é un
guadrato perfetto. ()

Posto infatf:

a(da + b) = B, (23)
aa-+1b)=(3hr}

(") Vedi un'asltra misn note wel * Pilagors .. Anno X1, pag. 59,

risulta

-.--—........-—'-'\---;.-..-.-—- e i T e e
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¢ Bl ottiene

4 i
VWa—vV—3b=3VZGa+ o+ 3h—yBa+ 5 =45
Se oltre alla velazione (21) risulta anche verificata la (25}, la (22) si pnd
sCrivere

4

4 4
V\!E+Vb+1/c_=}{}’ﬁa+b+4h+F——~H§-—-1’Ba—l-b—-alh], (24)
risulta ciog il seguente

TEOREMA. — [? radicale }/P’E - fh + Ve¢. in ewd &, b, ¢ sono guaniila ra.
zionali, i puo decomporre nella somma @i tre radici quarte di quantitd razio-
nali se risultano soddisfatte le seguenti condizioni -

1*. Il prodotto a(4a + b) sia un quadrato perfetio,

2% Le quantite &, b, ¢ siano legate dalla relazione da . b= —ec¢.

Analogamente si dimostrerebbe

WaYo Ve =s[V8aF 57 - y=B—yma o=@l (2

Lseurio rumerico. — Supposto
=2 b= —— 6 b= 48 —
risultano verificate le relazioni (21) e (23); dalle (24) e (25) si ha quindi

Vyz+ V—64+4y3=4 [‘:’Ei ;ﬁ—';?_]-

SALVATORE CoMPOSTO.

SULLE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE SOLUZIONT COMUNI
A PIU CONGRUENZE SECONDO UN MODULO PRIMO

L' Hurwirz ha dato recentemente una risposta assai elegante salla
Guestione di determinare il nnmero delle solnzioni di ung congruenza

@+ BT+ a® + . . .+ a ' =0 (mod p),

rispeito & un modulo primo p. () It metodo dell’illustre Antore #
esclusivamente fondato sul teorema di Fermar, e non richiede che le
piu elementari cognizioni della teoria delle congruenze,

Estendendo questo metodo, noi otteniamo qui la risoluzione di
varii altri quesiti pertinenti alla teoria delle congruenze di grado
superiore, come per es,, la determinazione dei residui delle funzioni

(") Huewirz, drchiv der Math. wnd Fhys., 111 R,, V, a. 1602, pp. 17-27, La questione ern stata
alErmmenti risolula dal Xéxae. ehe esunciy una proposizions, dimostrata poi dal Kapos neol Journal
f- 8. r. . a. Math,, 1C, a, 1885, P- 258, & dal Kronsoxer, ib, pp. 328-071. Cir. anche vari Javori del
SxoZNBAUER nei Ber. d, AL, d. Wien, XOV, & 1857, pp. 165-189; XCVILI, a. 1889, pp. 652-672; CX,
& 1001, pp. 140-147,
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simmetriche delle solozioni di una congruenza, la determinazione del
numero delle solnzioni comuni a piz congruenze, ete.

. Posto
flr)=ap - axr+asx®+ . ..+ ax”

o =1 []]'lﬂd PJ; ar=10 [lTIDd P):
In differenza

e

1 — Ak
8, per il teorema di Feruart, divisibile per p, quando % non & solu-
ziena della congruenza
fle)=0  (mod. p), (1)

ed & invece congrua & 1 {mod p), quando & & soluzione della ¢on-
gruenza. Pertanto, 1l numero N delle soluzioni della congruenza (1)
e congruo {mod p) alla somma

o

S [1— Ak

k=1

Onde, posto
) )P = Ap+ Az} A |-, ..+ Ay,
gl ha
=i p—
W= :—E; Euﬁiki: ! .I:j-"”ﬁl[]‘ L2 L - (p—1)1,
0 =0

e mfine, ogservando che si ha

Ag=a,; = (mod. p),
T | .=f 0, (mod p), senon & =10 (mod p— 1),
nii ik A s IP_[——I. (mnod p), se & i=0 {mod p— 1),

81 ottiene
l_-j -

Questo visnltato si pud mettere sotto un’altra forms, dopo avers
osservato che &

(p—1)!
mn!m!...cc,!ﬂ“u#ﬂiﬁl oW

Ay =23

essendo la somma estesa a tulte le soluzioni in numeri interi posi-
tivi o nulli, comuni alle due equaziont

ot ar e+t ...er=p—1, oy+2a+32°F...Fra.=i(p—1).

Si arviva cosi al teorgma di Hurwirz:
Il numero delle soluziont della congruenza

@+ ozt a2’ ... +axr=0 (mod p),
dove 8 non & divisibile per p, & uguale al numero intero positive minore
di p, che ¢ eongruo (mod p) alla somma

(p—1)!
ﬂnIﬂ1!...D§r

X

I f'ﬂnﬂ ﬂllul i ﬂrur 3
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estesa a tutte le soluzioni in numeri inters positivi o nulli, dell’equazione
%o — otx -t a—=p—1,
che soddisfano alle condizioni
tte <p—1, E1+2Eg+3ﬂa+...+rﬂr50 (mod p—1).

2. Seguendo questo metodo, si possono determinare i resti (mod p)
delle somme delle potenze simili delle soluzioni della congruenza (1).

Indichiamo con s }a somma delle potenze k= delle soluzioni della
congruenza (1), aviemn evidentements

=TI -25 [1—f2pp—) L. (p—1) (1—flp—1)) =
=2 0 — 1) — 2 (A A . Ay i) =

SEFR b (=TT A1 (g
E—ﬂgﬂﬁh [1'1”—}-2““—]—...—]—[;:-—1}’”“] (mod p).

h=]

Osservando che il coefficiente di Ap 8 =0 (mod.p) se non & h=+-/=0
(mod p), ed & invece =—1 (mod p) se &8 hd-k= () (mod p), ponendo

__[Pk]
p — 13
o

= I Ajp 1 x (mod p),
i= 5

81 ha

ovvero, se si vuole,

n=2XA, (mod p) (3)
essendo la somma estesa a tutti i valori di 7 interi, positivi, diversi
da zero e non superiori a r(p—1), che verificano la congruenza

t-Fhk=0 (mod p—1).

Con un ragienamento analogo & quello fatto al n. 1. si conclude
che la somma delle potenze K™ delle soluzioni della congruenza (1) &

congrua allu somma
w_ (p—1)!

e
E{]!El!.-.ﬂr!

Qoo @;%y , ., ﬂ'rﬂr,

estesa a tulte Iz soluzioni, in numeri interi positivi o nulli, dell’ equazione

ag+m1—|—m=+...+a,—p 1,
che verificano le condizioni

< p—1, k+ﬂ1+2ﬂs+...+‘fﬂ£r50 (mod p— 1),

C1d posto, in virty dj note proposizioni, il residno (mod p) di una
funzione simmetrica qualunque delle seluzioni dj ana eongruenza si
pud esprimere mediante una funzione razionals dej coefficienti della
congruenza. In particolare, s potra determinare la congruenza che
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ammetie tutte le soluzioni della data e il cui grado sia eguale al
numero delle soluzioni stesse,

3. Il metodo di Huewrrz si pudb estendere anche alla risoluzione
della seguente importante qnestione: Kicercare le condizioni necessarie
e sufficienti perch? due congruenze

f(z) =0, (4) g(x)=0 (mod p) (5)

abbiamo m soluzioni. !
Se pouniamo

fl[m]=ﬂu+ﬂﬂ?+...+ﬂ,—1r, H[E}=ﬁ'a+ﬁi::¢—|—...—{—65m’ )

e supponiamo che non sia
ay =0, a; =10, by=10, by = 0. (ﬂ]Dd P}l

e Be
XLy y Tg,yaacy Ta

e un sistema completo di seluzioni della (4), la differenza
2 [1— g ()"]

garh congrua a zero (mod p), guande 2 & una solnzione della (5), e
sari invece congrua a z*, quando a; & soluzione della (5). Onde, se
indichiamo con Si la somma delle puienze £™ delle soluzioni comum
& {4) e (5), e con s In somma delle potenze ™ delle soluziom della (4},
si ha '

£ o
S =325l —g(z)P 1=s — X aF gla)" {mod p).

=1 =1
Posto quindi |
g ()= By} Biz -} Bsx® + . . . -+ Byposy 20,

Ia precedente congruenza diviene

Bip=—1} a(p=1}
Sk = i S By =— 1E 1Bt’h+== (mod p}, |
=0 =
e, in virti della (3), 7
Si=—3AB  (mod p) (6) [

essendo la somma estesg a fuwili 1 valori di @ e di j, che verificano
le condizioni

0<isZs(p—1), 0<j=r(p—1), i+j+k=0 (mod p—1).

Per k=0, se ne dednce:
I numero m delle solusioni comuni alle due congruenze (4), (5) 2
dalo dalla congruenza

m=—23 A;B,. (7)

W !
dove la somma si deve estendere a tufti i numert interi 1, j che soddisfano

alle condzzioni
0<iss(p—1), 0<j=r{p—1)

t-+7=0 (mod p).
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4. Una notevole applicazione della formula (7) si ottiene ricereando
quanti residui #-ici di p vi siano tra le soluzioni della congrueuza,
esaendo n un divisore di p—1. (id equivale & ricercare il numero

delle soluzioni comuni alle due congruenze
p—1

flz)=0  (mod p), e r* =1 (mod p).
Basterd osservare che, essendo

—1 1 I ot | — -1 -
e B L P L e Py

si ha

[

— 1\
{0 (mod p), se non & i=10 (mudpﬂ 1) ,
BiE
1 (mod p), se & it =10 (mudpﬂlj,

e s1 ottiene dalla (7) il leorema:
Il numero m delle snluzioni della congruenza (1), che sono residui n-ici
di p, essendo n un divisore di p— 1, & deto dalla congruenza
— ] m
m= P &5 A (mod p). (8)

’I i=

. Si giunge facilmenie ad estendere la proposizione del n. 2. Se
filz)=0, filr)=0,...,7{z)=0  (mod p) (9)

sono n congruenze dei gradi »y, #s,..., 1, prive di soluzioni congrue
a zero (mod p), e se si pone

filz)P ' = A0 4 A0z Aghz® ... - AD_ anle—1)

si dimosira facilmente per induzione completa che il resto (mod p)
della somma S, delle potenze k™ delle soluzioni comuni alle eon-
gruenze (9) & dato dalla congruenza

Si=(—1)""ZAM AD,, A ™ (mod p) (10)
essendo Ja somma estesa a tntte le soluzioni della congruenza

b+t . Fiat =0 (mod p— 1),

che soddisfano alle condizioni
0<in=np—1), 0< w=rp—1),...,0<in=r(p—1). (11)

In particolave, il numero m delle soluzioni comuni alle congruenze (9)
e dato dalla congruenza

m=(—1P"TEA,M A  _A O (mod p), (12)
dove la somma va estesa a tulte le soluzioni della CONGruenza
Hht+igt...+i,=0 (mod p— 1},

che soddisfano alle condizioni (11).

i

... Iﬁ.- o m B
. q..-"'"-"‘;[; ; e
d A

e
B -

W 1‘.3'E"-:1:.
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6. Come applicazione dei risuliali del num. precedente, notiamo 1l

teorema: _
Se 83, Ag, ..., On SONO N MMeri inlers nom congrui ¢ zero (mod p)

e mon lutti congrui fra lorve (mod p), ¢ s¢ k & anche un numero tnlero
qualungue, si ha, per n > 1,

E ﬂ:[il ﬂglg o ﬂni" — (mﬂd ‘p)'.l

gualora la somma si estenda a tulte le soluzioni, in numeri interi posi-
tivi diversi da zero e mon superiori a p—1, della congruenza

hdht...4+04-k=0 (mod p—1).

Bastera applicure le considerazioni del num. precedente alle con-
gruenze

z-+a=0, tt+a=0,...,24+ =0 (mod p).

In ultimo osserviamo che il mumero delle soluzioni multiple di
ovdine m di una congruenza flz)=10 (mod p), si pubd ottenere deter-
minando con la formula (12) prima il numero Ny, delle soluzionl
comuni nlla congruenza data e alle sue derivate sino a quella di
ordine m — 1, poi il nmuero Ny, delle soluzioni comuni alia congruenza
data e alle sue derivate sino a quella d'ordine m. La diffevenza

Nm—l B Nm

sarh uguale al nmwmero delle soluziom multiple d'ordine m della con-

gruenza dola.

M. ChPOLLA
Falermo.

. e -

SULLA PROPRIETA ASSOCIATIVA DELL'ADDIZIONE

1. Nell'ottimo trattato di Aritmetica del prof. P. (Gazzaniga nella dimo-
strazione dells proprieta associativa dell’addizione: (a+ b +ec=a-+ (b + ¢)
vi & una menda che va notata, Premesse cinque proposizioni fondamentali e la
definizione dell'addizione: ¢+ l=ga,: a+x=(a+&'s © la proprieta e a=2b,
@ +¢c =0 + ¢ e viceversa passa alla dimostrazione della proprieta associativa
che qui riproduco:

1 Per la legge di formasione della somma, qualungue iano ¢ e b

a4+ b4+ )=(a+b+1
2= Sia per ipolesi «a - b 4 )= (a4 b -+ > si avin
a4 b4+a)=(a+b) +x;

a4+ b+ —a+{bFah=lat+ b+
(@ + b +a=[la+b)+x).

difatta
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V1 é da osservare
1% Come & lecito stabilire q -- W+ 1)=(a+b)+1? Lalegge di forma
zioue dells sEomma ei da

b+ 1=8; (a+B)+41=(a+d):
atba=(a+by=(a+4b+1;

per conchidere che a - (b 1) = (a + 0) + 1 bisogna ammettere che
a+b=a+ b+ 1)

oyvero, poiche b,=b -+ 1, Ia proposizione, se ¢=d, a 4 c=a -+
2% 1l passagpio |
a-+o4r)=a+ b+ ),

implica la stessa proposizione poiché dalla definizions dell'addizione si ha ap-
punto b 4w, = (b + 73),.

Nella dimostrazione del Peano \v. Aribmetica generale p. 10, 2) ehe in
sostanza € identica a queila riportata dal Gazzanign vi é da fare la stessa
osservazione: Im sostanza la dimostrazione deila proprietd associativa del-
Paddizione presuppone nota la proposizione: se a=—=25, ¢ 4+ a = ¢ + b.

Ura posto il sistema di proposizioni fondamentali del Peano (A (3. p-8;1,1-5)
e le proporzioni generali sull’eguaglianza (A, G- P4 4,34, ecioe se ¢ =17,
ogni classe di numeri ¢he contiene &, eontiene y la dimostrazione della pro-
posizione precedente & analoga a quelln delia proposizione se a==b, a + ¢ —
=0+ ¢ e non porta difficolis.

Ma volendo attenersi al zolo sistema di proposizioni del Gazzaniga, me-
diante ie quali ugnaglianza aritmetica & delinita solbanto in base alle se-
guenti proprieta:

1. a=0b, a=b & equivalente a b=, se a—bh e h—r ¢ = &

2" a =10 & equivalente ad (ty = by;

5" prineipio d'induzione:
la cosa cambia, perché sembra che la dimostrazione della suddetta proposi-
Zione presupponga appunto la proprietda associativa dell’addizione. Perd si
pud pervenive a dimostrure la suddetta proprieta associativa senza |'intro-
duzione del coneetto di cinsse ed & tuesto che ei proponiameo di fare. Prima
perd vogliame pervenire mediants opportune definizioni ad una forma pura-
mente aritmetica de) principio & induzione,

=. Le Pp primitive dell'aritmetion sono le seguenti:

Pp’. 1 & niunero.

Dieh, 11 segmo 1 i legge wno.

Pp® Se a & numero, a, & numero,

Dich. Il segno «, si legge sucecessive di a

FPp? Se a & aumero, 1 nou & g, .

DIY 11 segno = si lagge uguale, e la seritbura @ =» ugnusglianza aritmetion
se d e b sono numeri, L'uguaglianza aritmetica & definite oltre che dalle tye
proprietd riflessiva, simmetrica, transitiva dalla 2 ultime Pp. primitive:

Ppt, Se, essendo @, O numeri, a=Db, &t a,= b, e viceversa,

DI Se su pitt numer; @, b, ¢, ... si eseguiscono in un certo ordine delle
operazioni aritmeticlia Len definite, si oftiene una seritburn in e COompalono
1 pumeri a, b, ¢,... ¢ | segnt delle operazioni eseguibe: questa serittura si
dice espressione aritmetica.

.I" .“'1': ]
"\r-'-'""q.
il

L] "'-.-|"'l'_lll|.
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Df?. Se. esegnendo su pitt numeri @, b, ¢,... In un Cerio ordine deile
pperazioni aritmetiche ben definife, si ottiene un numero d & se su questo
numero eon altri, si abbiano da eseguire delle operaziom aritmetiche, il nu-
mero d si pub rappresentare serivendo I'espressione aritmetica corrispondente
fra parentesi; }a nuova seritturs che cos si ottiene si dice anche espressione
aritmetica.

Df4. Se sui numeri che compaiono in Wna espressione aritmetica eseguentdo
lo operazioni indicate s: ottlene un nUmMero, questo si dice coriispondente alla
espressione aritmetiea.

Ppt. 8e a pil espressioni aritmetiche corrispondono numeri e questi sono
nguali quando ¢ € 1, & se SUpposio che cid avvenga qualora ¢ & x, si dimostri
gvvenire quando ¢ ¢ ¥y, alle espressioni aritmetiche corrispondono numeri
e questi sono uguali, qnalunyue NUMEro sia ¢.

OssERVAZIONE. — Da guesta Pp. consegne in particolare che per poter
agserire che a una espressione aritmetica corrigponde N NUMEro, qualunque
numero sia ¢ si deve in primo luogo verificare che cid avviene se ¢ e 1. e
in secondo luogo supposte cib vero se ¢ & o s deve dimostrarlo se ¢ € &a.

18 (JPERAZIONE ARITMETICA - ADDIZIONE.

11 segno dell'addizione ¢ + e si legge pii.

1’addizione é definita dalle due Pp.

a+1=a, %) @ + T =14 + L)s B}

TroREMA 1. o Se & ¢ o sono numeri, all'espressione aritmetica a 4 ¢ €0I-
risponrde un numere.

Dm. Per la 2y ad @ + 1 corrisponde il numero a. e se & + & & TUmMero
per le B) ad a -+ @, corrisponde il numero (@ + ) , quindi il Teorsma € vero
(Pp2 Oss.)

TEOREMA 2, — Se a = b, a 4+ 6 = b 4 ¢, ¢ viceversa.

Dm.Secél,a+1=0, b-+t1=0b, gquindi (Pp') se a=0, atxl=b+41,
e viceversa,

Supposto, se a=b, at+x=b+x e viceversa, poiche a4+ x, = (@ + L
b+ ay= (b 4 &\ [BY] sark (Pph: se a= b, a-+ a1, = b+ x, & ViCEversi. Chundi
ece. (Pp®.)

TeoREMA 3. — 14+ a=a+4+1=a,.

Dm. 8¢ a=1,1+1=1, [Df. «j. Supposto 1+ w=a+ 1= a4, poichs

1 4o, =(1+x),=(x+ 1 (Ip. e Pp
e+ 1l={(r+1)+1=(x+1), DL =2), T. 2
gard 1 4+ w.= xs + L. Quindi ece. (Pp*)

COROLLARIO. — Se a=5b, L4+a=1+0b (T. 3, T. ¥).

TeorEMA 4. — (a4 DI +-Cc=0 + ib -+ el

Dich. Pel Teor. 1, alle espressioni aritmetiche (a4 &)+, @+ (b} )
gorrispondono numeri, di g queste sono nguall.

Dm. Seaé 1; (1+b+ec=1+4 b+ ¢) Difatti, se ¢ & 1:

(14 B + L= (1 + bl [DE a)]
14 (b+1)=1+0, [Df a), T. 8, Cor] =(1+b) [DL 3],

quindi (1 +b) +1=14 (h+1).
Suppoesto (1 + W+ x =1+ (b4 x); poiché

A+ by + 2o =|(1 + ) + ) DL 8)] =[1 4 (b + @)}, (Ip. e Pp*)
14 (b4 a) =} + d+x)h |DE 8 T. 3, Cor.j=|1+ >+ xi; (DI, B)
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sara: 1+ (b+x)=(1 + b) + 2., quindi ece. (Pp3.) Segue che se a & 1,
L4+ 4+ec=1+(b+e

Supposto & +b+e=x+4 (b + ) sard:

Zat (B +6)= (@ +1)+ (b +c) [DE =), T. 2]—
=(l+x)+Bd+c)(7.8, T.2 =1 + [+ (84 ¢)] (caso precedente) =
=1+ [(@+8)+ ] (Ip. T. 8, Cor.) =14+ (2 + b)) + ¢ (caso hﬂﬂﬁmmjz
-:[{:1—|-mj—i-b]—|-r: {caso preec. o T. D={(x,+ b+ ¢ (T.5 e T, 2),

qumdi ece. (Ppt)
COROLLARIO. — ga+(c+1l)=a+tec,.
Dm, Gt+(ct+l)=@4+e)+1l=(ate)\=a+te.
TEOREMA b, a+b=0b-4 a.
Dm. 8e a & 1, 1-Lb=0b+41 (T. 8, Supposto @ 4+ b =10 -+ 2 sari:
BHb=0+2)+ =14 @+ D) =14 b+ 0)=(b+2) +1—b+ ..
I, Bayverio PALyMier

Mezsina,
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G450. Dimostrare che Pery — o < x<Tp ¢

= . e 2 __

E O a I(b-;-.af: 1{& dac dae — B2
=0 b 1 Vo* — due b+ Zex + ¥b* — Jue

o Ci . “a b + Eﬂ.'l-'

2 - Tl = axc dae — b* > ()
i=0 34 1 Vdue — 42 8 Vdac — 4*

3 O ! == dre — ' =)

dove p ¢, in ralore assoluto, la pite piccola fra le radic — X3, — Xz @i a4 bx 4

+ eX* =0 ed inoltre 1 1
Gy

0 -Tl'j -'I-'ﬂf'_j

N L<a

El:

|
R. Ocempinte

Risoluzione del sig. G. Pasta, R. U. di Palermo.
Rivordiamo ¢he (1)

A 2 4
f:-r+b.1:-i—c:z'_'_b+2m:’ W M=,
l:-{ -
= arctg b+ 2ee . se dac — b* >0,
]’4{!{.‘ — L? Videae — &°

1 ,(5+2u—fa=—4u¢
Vb — dao O+ Zex + Vb — 4ae
Cid posto, si ha

). se dae — 5% <0,

t+ ba 4 exd = e(a—+ x)la 4 x2)

Ifli'll'lif. ad es, Osgan SonLom1Les, ﬁﬂnd;:burh Fum siudiuny der hioheres Analyeis, zweitor Tail,
pag. 11.
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quindi

e (L I (T e (R (PR

e, per la nota formuola dello sviloppo in serie del binomio della forma (1 - =)™,

2 g ; i
supposto (i)ifif. 1, (i) <1, ossia (—:;) < 1, dove p he il significato dichiarato
|1 =g
nell’snanciato della guistione, si ha
l  —
o+ bx b cx®
TS I VR PPN T e B P |
=1 1(1-—-:—11—!-:1!:5 .1.'1"': +) (1 IE::—I—IE!.:: :rz“'r “+. ..

Le due serie scritte a destra moltiplicate diuno una serie il cui termine ge-

nerale &
1 1 1

T TR |, P
Z1X1 = o Y 5 I

1
eat® = (—1)° (1—2,'{"
danque
-ﬂ [+ 3]
| — E l‘n:l'-'h-
@+ bz + cx* =

Moltiplicando per dz ed infegrando fra 0 ed z ai ottiens

dr — Bi 1. %23 — 2 2 e v
"fn-|—ba:+¢x1_"°’+2’+3"+‘“ ity

Osservazioss. — La formnla dimostrats pub dar Juego ad innumerevoli iden-
tith, particolarizzando i coefficienti a, b, ¢. Per ss.: per a= Lbi=—2 e=1
8i ha — 2y = — x; =1, e quindi

n 4 b ;
fu={__1] {ﬂ‘l‘l] -] lful.—}' 1'-':"+ 1jnz1-
Per Ia formula dimostrata si ha dunque

2 1
1+i]7+2«‘=+...—- _2_]-2‘: 1—;1':"

¢he & Ia nota formula che dia lo aviluppo della serie geometrica convergente as-
solntamente per |z | <1.
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Seguono nna nein sugl'integrali mnlbipli ed unn memorin * sopra alenns rela-
zioni modulari , pubblicate dal 1864 al 1868 nei Rendiconti ed Atti della R. Acca-
demia di Napoli; aliri lavori pabblieati negli Atti della R. Accademia di Torino,
nel giornale di Nopoll, nel volume Collectanen smathemation in wmenmoriocon Dowinics
Chelini, ece.

11 volume termina con 17 comunicazioni pubblicate nei Comptes Rendus des
seances de I'Académie des Sciences, dal 1858 al 1877 relutive priancipalmente slle

funzioni ellittiche ed abeliane.

Ploncmon, — Principes et formules de brigonomélrie recliligne et sphé-
rigue. Bibliothégne de I'éléve ingénienr. (frenoble, Grathier et Rey.
Paris, Gauthier-Villars, 1906

L'nutore nella prefazione dichiara che questo libro non & né un'opera scola-
8Lica Mé un'opera scientitica per | matematici, ma solo * uns specie di Wemento
ragionito dei principali imprestiti che. per | bisogni (elle stndic e della pratica
delle scienze applicaie, 1'allievo ingegners pud esser condotto a fare ai prineipl
@ alle formule della tvigonometria rettiliven e sferica .- Per queste ragioni il libre
ba poluto trovare poste nella Bibliotecr dell’alliove ingesnere.

In esso oltre alle formule trigonometriche ordinarie &i trovano le derivate e
gl'integrali relativi alle funzioni cirenlari.

Lucas pe Pesnooan. — N. H. Abel. Sz viz et son oeuvre, Paris, Gan-
thier-Villars, 1906,

In uno degli eleganti volnmi della bella collezione iniziaia dal Naund & gon-
tinmata dal Gruthier-Villars, " autore ha narrato con stile facile ed attraente le
vicende della breve e travagliata esistenza del grande matematico norvegiano, ed
ha cercato di far conoscers I impovianza dell’opern scientifica, il valors capitale
delle scoperte di lui, che, in comprese o quasi dal snoi contemporanei, aprirono una
nuova via maesirs nel eampo dell’alta analisi.

L'opera i compone di quntive capitoli dai seguenti titoli:

I, — Cristiania - Giopentis (1202-23).

IL — A vimggio {1825-27).

1L — Titimi anni (1827-1829).

V. — Aleune »iflessioni o proposito di Abel,

Abel nacque a Fint piccola isola al Sud-Ovast delln Norvegia, dove il padre
Giorgio, eva pastore pretestanle.

Quardo avevn un anno, il padre fu trasferito alla curn importante di (ijerre-
stad sul Golfo di Cristirnia, dove la famiglin numervsa passd alenni anni felici
e molti risti, essendo scopptata nel 1807 In seconda goerra coll"Inghilterra che
ridasse il paese all'estrema miseria, Nel 1815 Abel entrd walla Scooln Catiedrale
di Cristianin, dova parve sulle prime une scolaro mediocre, finchd dopo lre anni un
giovane professore, Holmbo&, succeduto ad altro vecchio e semibarbaro, si aequista
I'nffetto di 4bel, no intnisee il genio e lo invoglia alle studiv delle matematiche.
Alla fine del 1818 Holmbot seriveva del auo allievo: * K un genio rimarchevole ,,
€ un anno dopo: “ Diventera, se vive, un gran malematico . anzi atbraversoe alla
cuncellature si lezge che originariamente era scritto: * il pin gran matematico
del mondo ,.

Nel 1820 muore il padre, & Ia famiglia cade pella piit estrema miservin. Ma,
merce Popera affettuosa di Holmbo#, Niels-Enrico e nel 1821 inscritéo all’ Univer-
8ith, dove in mezzo agli stenti, atfenunti dagli aiuti di Holmbué e di un altro suo
professore, I'Hansteen, cominecid = produrre molti laveri che coniengono i primi
germt delle teorie che resers poi illustre il suo nome, ma c¢he furono pubblicati
solo nel 1839. Fra questi Iavori perd sembra che egli annettesse importanza solo
2 quello sull'equazious di 5° grado.

Tatto questo forma argomento del T capitolo dell'opern. 11 11 enpitolo narra
le vicende del viaggio che egli fece dal 1825 al 1827, mered il snssidio del go-
::nrnn Norvegiano, attraverse I"Buropa per conoscere i maggiori matematici del

mpo.
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[’episodio piin felice di questo viaggio fu 1'amicizin di Leopolie Urelle, &
Berlino, che divenne da quell’spoca suo protettore o editore, Le due mete pio impor-
tanti del viazgio di Abe! dovevano essere Goltinga, dove coniava conosvere pes-
gouslmente il sommo (ianss, e Parigl.

Mau, siccome gli era stato riferito, ehe quando riceve Ia sna memoria sulla im-
possibilita di risolvere l'equazione di 5 grado, Gauss avevn egelnmato: * ancorn
uno di quesli errori ,, non osd wai preseniarsi sole, ed essendo sfumato il pro-
getlo di andarvi accompagnato da CUrelle, torno i Norvegin, seunza passare di
Gottinga. A Pnrigi, ove ginnse con grande entusiasmo nel Luglio 1526 concbbe
i mutemniiei piin insigni dell’spoca, ma non fn probuabilmente apprezzalo al suo
giusto valore.

* lo non amn il francese quanto il tedesco (¢ost seriveva all'amico Holmboé):
il frapcese & eslremamente riservato riguardo m forestieri; & difficile mvivare a
relazioni intime con Iui, e non oso sperare di ginngervi. Ciascune lavera a parte
senza ocenparsi degli altri. Tutti vogliono istruire e nessuno vuole impnrave.
L'egoismo pin assuluto regnn su tnito ,.

i1 eceo il suo giudizio sut maggiori matemaltict fravecest; ® Legeudre & un nomo
esiremamente amabile, ma vecchio come le pietre ... Canchy & mallo e non ¢'@
niente da fare con lui, benché sia il malemaiico, che meglio sappia come si evono
trattave le Matsmatiche . .. Laplace & mollo piceolo, ma ba il difetto che, il dia-
volo zoppo rimprovera a Zambulle, vele & dive la catiiva abitudine di tagliar la
lingua alla genle... Poigson & nn omino con unn graziosa pancetla, Porta il suo
corpo con dignith, Fowrier & lo stesso. Lacroiz & spaventevolmenie calvo e molto
vacchio ..

1l sno breve passaggio in Italia non ha svegliato in lui enriosita artistiche o
storiche. Padova, dice, & una citlh orvibile, Verona non ba di rimarchevole che
'Avena; solo Venezia gl’ispird qualche frase.

Verso la meth di Maggio vientrava in Norvegia dopo 20 mesi d’assenza * po-
vero di denaro, ricco di conoscenze, ma senza avere otfenuto in Kuropa la miinima
consacrazione nfiiciale del suo genio ..

Il terzo capilolo narra degli altri due ahni della sus wita passati lottando
eollp miseria confortata dal miraggio di una eattedra alla Universith di Cristiania
o & quella di Berlino, che non duveva avere giammai.

L'episodio pit saliente di queslo pertodo & quesio, Jacobi aveva pubblickto
necli * Annales de Schumacher , Ia dimostrazions di un teorema relative alla
trasformazions della funzioni ellitfiche.

Abel, che aveva I'abitudine di pubblicare sempre uma piccola parte delle sue
seoperte, provd, leggendo In memoria &’Jacobi, un'emozione vivissima, * fatla senza
dubbio di gelosin e di collern, forse anche del timore di essere precedute; ma In
swa inguietudine dovette cedere ad un movimento d'orgoglio, quando vide eon quale
timidezza Jneobi aveva impiegato I'inversiond. Essa non era per lni che un mezzo
¢ non una idea diretirice .

Id allora in pochissimi giorni serisse 'ammirabile e orgogliosa memoria So-
luzione d’un probiema generale concernente la trasformazione delle funzion elittiche
Pocli giorni dopo seriveva ad Holmbo#: * La mia esecuzions di Jacobi & stam-
pata; me preparo un’slira che deve partire ,.

11 19 decembre 1828, recandosi con un freddo intenso da Cristinpia a Froland
dove si trovava la sna fidanzata Cristina Kemp, prese nna bronchite che, conver-
titasi ben presto in uwn tisi ierribile, lo condusse il 6 aprile 1829 alla tomba.

11 quarto capitolo contiene interessanti considerazioni sulle opers scienbifiche
di Abel e sulle canse per le guali egli fu cost lungamente incompreso & won ap-
prozzato al suo giosfo vaiere. |

Siamo sicuri che quanti s'interessano agli studi matematici leggerano col
pilt vivo piacere quesio libro, #i cui abbiamo voluto dare un resoconio molto
sommario.

K.
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I1 9 Luglio  morto a Parigi all’etd di 64 anni il valente mate-
matico

Gastone Alberto Gohierre de Longchamps.

Egli era ben noto ai caltori della matematica per la sur abbon-
dante e varia prodnzione scientifiea, ed in particolare ai lettori del
Periodico di matematica o del Supplements, per gli articoli e guistioni
che sono stati frequentemente pubblieati in questi giorumli.

Parleremo pia diffusamente dell'opera seientifiea e diduttica di lui
nel prossimo numero; oggi, nddolorati dalla perditu di un prezioso
collaboratore, ci limitiamo ad inviare sineere condoghanze alla vedova

ed ai figli.
A

Mentre il presente fascicolo siava per vedere la luce, ei ginnge
la dolorosa notizia della morte del

Prof. DAVIDE BESSO

avvenuta in una villa & Frascati dopo lunga e penosa malattia,

Sebbene non avesse che 61 anni, egli st era gia da molto tempo
ritirato dall’esercizio della professione, dopo avere consacrato una
ventina det migliori anni della sna vita all'msegnamento delle mate-
matiche nell'istituto tecnico di Roma, e successivamenie pochi anni
all'insegnamento del Caleolo nell’ Universita di Modena. Le centinaia
e centinaia di seolari suoi, sparsi ormai per tuita |'Ifalia, hanno con-
servato indelebile il ricordo di lui, come d’insegnante altrettanto
valente e dotto, guanto diligente e scimpoloso nell osservanza dei
propri doveri.

Coloro che ebbero la fortuna di conoscerlo intimamente, hanne
sempre ammirata la dolcezza e la bonta dell’animo 8u0, sempre sol-
lecito, per un nobile sentimento altroistico, 8 soecorrere tutte le mi-
serie umane, nulla carandosi di sd stesso, se non per Lormentarsi
asgiduamente con mille rimproveri per tutto cid che di bello e di
buono non aveva fatto e avrebbe voluto fare,

Di questa bonti ha dato prova anche mel suo testamento legando
24 mila lire a favore di istituzioni di beneficenza della sua Trieste.

1l Feriodico di matematica, che egli fondd e diresse con grande
amore per alcuni anmi, invia alle sua tomba un reverents salnto,
riservandosi di parlare della sva vita e della sua opera scientifica.

G. L.

—

 Giouo Lazzeri — Direttore-responsabile
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ERNESTO CESARO.

La sera dol 12 settembre u. s. telegrammi da Torre Annunziata,
la induslriosa citia del golfo di Napoli, annunziavano a tutta Itala
che Busesto Cesaro ed un figlio, Manlio, di 17 anni erano morti
annegaki nel golfo, per essersi avventurati a fare il bagno col mare
tempestoso. Questa tragica scena si era svolta ecom la rapidita del
baleno. I, illustre seienziato, secondo la spa abitudine, dopo avere
lavorato tubta la matiina nel suo studio, sl era recato nel pomeriggio
a fare il bagno assieme alla moglie ed ai suoi otto figh. Mai come
guel giorno egli era stato cosi sano e lieto. Trovato il mare forte-
mente agitato da onde furiese, ed avvertito dai bagnin che si correva
rischio a scender mell’acqua, egli accondiscese & non bagnarsi che
eoi soli quattro figli maschi piu grandi. Prima che egli fosse pronto,
oia 1 figli erano nell'aequa; ma i duoe maggiori, vistisi & mal partito
risnlirono subito; degli altri dne, uno ebbe la svenfura di essere tra-
seinato dalla furia delle onde lontano dal camerino e disperafamente
comincid a chiamare aiuto. Il padre, che ancora mon era sceso nel-
'acqua, a tali grida ebbe uno schianfo, e per precipitarsi in aiuto
del figlio, cadde sulla scala ferendosi mortalmente alla sinistra del
petto e alla testa. Piu che scendere scivold nell'acqua, si agitd per
poco, ma gia rantolava. 1 marinai atcorsi, con pericolo della vita, lo
ritrassero a riva, ove egli spirava subito dopo; il cadavere del figlio
inghiottito dal furore delle onde non iu ritrovato che il giorno dopo.

Ed ecco in un attimo strappato dal fato tragico alla stella d’Itaha
uno dei supi pin folgidi raggi, alla numerosa famiglia, inconsciente
della sua sorte futora, I'unico suo sostegno.

Non & qui il Inogo, né in poco fempo si pud presumere, di poter
scrivere di BanesTo Cesiro una biografia degna dell’alta rinomanza
da Ini acquistata e del contributo che egli ha dato alla scienza.
To dird di lui le impressioni che mi agitano il cuore ed il cervello,
cereando di rannodare i rieordi che mi sono rimasti nella mente dai
discorsi e dalle confidenze che egli faceva con me nei tanti anni che
gli sono stato a fianco, e le poche notizie che 2 voce ho potuto rac-
cogliera dalle persone che lo hanno conoscinfo da giovane.

Esxesto Cesaro nacque 8 Napoli, nel palazzo del principe di Fondx
a Via Medins, il 12 marzo 1859, dalla seconda moghe Fortunata Nun-
ziante del padre Luigi, un vecchio liberale e ricco agricoltore di
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Torre Annunziata, un precursore dell’ introduzione delle macchine
agrarie. La sua fanciullezza pusso in floridissime condizioni finanziarie:
fu educato in buona parte nel Convitto nazionale V. E. di Napoli: e fece
brillantemente gli studi #ino alla 4* ginnasiale. Ma, senza aver presa
ancora la licenza ginnasiale, il padre lo invid nel Belgio presso 1l fra-
tello Ginseppe (ora illustre scienziato e vanto d’Italia e del Belgio) a
Liége, affinché studiasse per divenire i ngegnere delle miniere. Prepa-
rato dal fratello si accinse a superare gli esami di ammissione all’ TTni-
versita, di Liége e vi fu ammesso con splendido risuliato. Ben presto
Famore delle scienze mutematiche lo devib dallo scopo che voleva rag-
giungere, e la perizia che in esse acquistd gli fece gnadagnare Ia sim-
patia ¢ Ia protezione di CaTaraw e di NruBere. Durante il suo studen-
tato un rovescio di fortuna del padre, che moi il 29 luglio 1879, misa
lul e tutta la famiglia in condizioni finanziarie difficili, e comineid per
lui Ia Jotia fra lo studio e Je privazioni. Vagd fra Liége e Torre An-
nunziata, stette un anno a Pariei, ed ivi conguistd 'ammirazione di
HerM1TE, poi ritornd in Italia, si ammogho il 27 settembre 1882 con An-
gela Cesiaro sua nipote, ritornd a Liége, & nel frattempo, per le nsi-
stenii raccomandazioni di Catalan e di Hermite, molte persone 8 inte-
ressarono a [oi, per raccomandarlo ai Ministri italiani della pubblica
Istruzione, affinché non avessero permesso che il suo ingegno, che
gia aveva dato prove com memorie di valore, si sciupasse in lavori
ingrati e non proficui alla scienza.

" Saluez-moi mon prodigienx éléve . scriveva CATALAN a S ACCT;
ed al Cremona il 13 giugno 1882 scriveva: “ I} Y a un mois, sans
connaitre Gaves, CrsAro a tnventéd une définition de la fonetion T dif-
ferent de celle de Gavss, mais gui s'accorde avec celle-ci. Ce Jenne
homme, 3'il vit sera un tres-grand géométre ,. Il Ministro DE Sancrrs,
mandatolo a chiamare gli diceva: * Mi hanno altestato che tu saril
una stells di prima grandezza, e siccome I'Italia di queste stelle
abbisogna, 1o ti dard quel che ti occorre per continuare i tuoi studi -

Nel seltembre dell'anno 1883 vitornd definitivamente da Liége n
Torre Annunziata eon Iz moglie e una bambina di pochi mesi. In
quell’anno stesso col vahdo appoggio di Cremona e di Divo aveva
oftenuto dal Municipio di Torre Annunzinta (fenmice del municipii ita-
liani un assegno per continuare i swoi studi a Liége, che poi gli fu
confermuto per I"Universita di Roma, ove fu inscritto al 4° anno della
facolta matematica. Frequenld i corsi nell'anno 1883-84, ¢ completd
la sua educazione malematica. Egli stesso diceva che poco aveva
imparato all’estero a confronto di guello che impard 2 Roma in quel-
Vanno, 8i ritird alla five dell’anno a Torre per preparare la sua tesi
di laures, e vi rimase invece tutto I'anno seguente a produrre memorie
scientifiche I'una appresso alle altre.

Nell'anno 1886 avvenne un caso favorevole, si misero a concerso
in gran numero di catiedre di matematiche delle nostre universili,
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oltre la cattedra di matematiea del liceo Mamiani di Roms. Kgli non
aveva ancora preso la laures, e, spinto dal prof. Dino, a malincnore
81 presentd a diversi concorsi e riusci a guadagnare prima Ja cattedra
del liceo di Roma, e subito dopo fu proposto per ordinario alla cat-
tedra di Calcolo infinitesimale dell’ Universita di Messina. Fu nominato
professore al liceo e un mese dopo, dal 1° novembre 1886, professore
ordinario di Algebra complementare all’ Universita di Palermo, econ
Pincarico di Fisica matematica. Nel novembre dello stesso anno la
facolta di Roma, con una splendida relazione del prof. Tonelli, gli
decretd la laurea ad honorem.

Nella sua grande ingenuitd, e con quella fonomenale lealta che
lo distingueva, egli confessava che, quando comineid il corso d’'Algebra
a Palermo, molte cose egli non conosceva di quelle che doveva in-
segnare. C1o contribui a fargli formare un corso di lezioni origingle,
che si allontanava dalla tessitura dei soliti trattati di Algebra com-
plementare, ed a fargli concepire un ordinamento degh studi univer-
siluri tntto affatto differente dal nostro atinale; e comineid & dare
effetto a questo sno divisamento con la pubblicazione del Corso di
analisi algebriea (Torino, 1904).

NelVoceasione che il prof. Barragrint lasciava I'insegnamento di
Caleulo infinitesimale nell’universita di Napoli, per assumere quello
di Analisi superiore, egli chiese ed ottenne nel 1891 di essere tra-
sferito a Napoli. Succedendo gl Barraerini, egli volle seguire le sue
orme e tenne presente il corse pubblicato di recente dal suo antico
muesiro, Ma la sua giovane e vigorosa intelligenza, la sua prepa-
razione precedente, la sun tendenza ad inserive nel corso tutte le
applicazioni svariate, che di ogni teoria egli andava formando o rac-
cogliendo, lo spinsero presto a fare yn corso che della tela del Bar-
TAGLINT non serbava nemmeno lo vestigia.

I giovani, avvezzi col Battaglini ad esami benevoli, trovarono
troppo duve il freno posto dal Cesaro, e dapprincipio alcuni s imbiz-
zarrirono e recalcitrarono e qualche iraviato osd di tanto in tanto di
minacciarlo con lettere anonime. Qid lo addolovava e lo inaspriva,
e lu, che voleva essere 'amico dei glovani, e vivere In Imezzo a
loro, come viveva per essi, si trovava a dover lottare con sé stesso,
perché, per non fur mostra di debolezza, doveva essere severo quando
non lo avrebbe voluto. L'ambiente si modifich perd in pochi anni, ed
ora egli era divenuto I'idplo della gioventn studiosa.

A Napoli insieme al corso di Calcolo eomincid a dare dei corsi
di Matematiche superiori, prima eome libero docente, poi per inearico,
e in quesia cabtedra fece dei corsi elevatissimi. Lo pubblieazioni della
teoria matematica dell’elasticitd (Tovino, 1895); della geometria mtrinseca
(Napoli, 1896); del corso di calcolo infinilestmale (Napoli, 1897) si se-
guironoe ad intervallo di un anno e furono il frutto del suoi lavori
didattici; ed avrebbe fra breve dato alle stampe la geometria non
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euchidea, e la teoria matematica del calore, e la leoria asintotica dei nu-
meri, o le leziom sull’idrodinamics, e sugli altri numerosi corsi trai-
tati da lai, se la morte non I'avesse crudelmente rapito alla scienza
ed alla fortuna d’Italia.

Il suo valore di maestro valicd presto la frontiera, e la Germania
81 affreftd a chiedere di pubblicare in tedesco le sue opere; ed egli
ofiri la seconda edizione della geometria intrinseca, (*) e poi i suoi corsi
rifatti e fusi insieme di analisi algebrica e di calcolo infinitesimale. (%)

Nell'insegnamento egli mirava a porre le basi solidissime e con
la massima economia di parcle, e nello stesso tempo di fare del suo
corso, un corso prabico, un corso di esercizi sopratutto, ma dove ogni
esercizio avesse la sua ragione di esserei, per le applicazioni che se
ne dovessero fare durante la tratfazione o nelle matematiche supe-
riori. Una sua caratteristica era di bandire i metodi generali: egli
cercava per ogni esercizio la pid semplice via per pervenive; gli ar-
tifizi erano le sne risorse inesawribili. E se 'aveva a male quando
s1 diceva che il suo corso era teorico, perche era tutto opposto il fine
che egli aveva voluto raggiungere, ed ers convinto di averlo raggiunto.

Dare ora una pallida idea della sua enorme produzione scientifica
¢ quasl impossibile: egli stesso non sapeva formmlare un eleneo di
tutbl 1 suol scritti, nd conservava tutte le sue produzioni. E quando,
dopo tante esitazioni, egli fissd di presentarsi all’nltimo concorso per
1l premio reale delle maiematiche (che non ancora & stato aggindicato),
egh andd chiedendo a me e ad altri suoi amici una copia delle sue
pubblicazioni, che gli mancavano eompletamente.

Quello che egli stesso ha indicato come primo suo lavoro porta
la data di Liége, 1881, ¢ lo pubblicd nel 1885, per dediearlo a Cremona:
esso & 1ntitolato: Forme poliedriche regolari ¢ semiregolari in tutti gli
spazi, Un altro lavoro del 1882, di 350 pagine, & intitolato Diverses
quesiions arithméliques ed & inserito nei * Mémoires de la Soe. Scient.
de Liége ,. Pol seguirono, nel 1884, 4 lavori pubblicati nel * Giornale
di Battaglini ,, e 4 aliri nelle ® Nouvelle Annales de Muthémalique ,
Nel 1885 erebbe oltremodo la sua produzione, poiché pubblicd 9 me-
morie negl “ Annali di Brioschi ,, che egli riuni in un solo libro in-
tifolato: Excursions arithmétiques & Uinfini per dedicarlo al prof. Dixo;
J altre nel * Giornale di Battaglini ,, ¢ 9 altre nelle “ Nouv. Ann, de
Math ,. Nel 1886 pubblicd due laveri negli *Annali di Brioschi ,; uno
fra i * Mém. Cour, des Sav, étr. de Bruxelles ,; 9 altri nelle * Nouv.
Aun. de Math. ,. Mi limite a questo cenno per dare un’idea di una
parte di cid che egli aveva prodotto prima di presentarsi ai concorsi
del 1886. B sempre poi ha proseguito con la stessa attivita, eom-
pensando con Ia intensiti e la profonditd delle ricerche, guel che

risparmiava nel numero.

(!) Forieaungan idber unatilriiche Geomeirss, dentsche Ausgabe v.Dr. 8. Kowatewski, Leipzig, 1001,
(™) Lekrbuch der algebraischen Analyals, deutache Ausgabe v, Dr. 6. Eowalewski. Laipsig, 1904.
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Ma di cid, ripeto, occorre parlare con pini calma dopo accurato
studio e le piit sernnolose indngini.

La sua numerosa figlinolanza lo teneve in continue preoccnpazioni
finanziarie, ed egli, vedendo che in Italia, per uno seienziato pure, non
era da sperare una posizione adeguala ai suoi bisogni, tentd di ab-
bandonare la patria sus; e se cib non ebbe luogo, fn per le grandi
msistenze che la Facoltys di Napoli fece presso i Ministri per fargli
anmentare il compense dell’incarico, che soltanto nel 1899 fu elevato
al massimo di L.3500. Una volta fu sul punto di andarsene nel Belgio,
ma la sua grande aspirazione era I'America, e per questo scopo aveva
studiato con perseveranza I’inglese, per parecchi anni, & si era per-
fezionato alla piit squisita pronunzia,

In questi ultimi anni si era annoiato di isegnar Calcolo; la sua
mente cercava nuova esca e nuove difficolta da superare, e voleva
insegnare Meccanica. Per questo motivo chiese di essere trasferito a
Bologna, e la Facolta di quell'alma mater degli stndi accolse ad una-
mmita il suo desiderio o si preparava a fargli festose accoglienze.
Ma il tragico falo ha impedito che Ia scienza italiana potesse eon-
tinuare a raccogliere la ricea e valorosa produzione di un Zenio ma-
tematico tanto fertile e tanto profondo, e I'[talia ha ora il dovere
di pensare alla famiglia disgraziata e di onorare degnamente la me-

moria del grande Tomo.
F. Amonzo.

GASTONE GOHIERRE DE LONGCHAMPS.

Nel fascicolo precedente abbiam date il triste annunzio della morte
del chiare matematico, francese De Longehamps, assai noto ai nostri
lettori, poiché da vari anni collaborava al * Periodico di Matematica ,
e al “ Supplemento al Peviodico di Matematica s

I Periodico ha pubblicato due suoi articoli, ciot: La geomeiria
dei triangoli (Serie II, Vol. 1. Annata XV, 1900, pag. 112-118). Nota
relaliva a quella del DT Giulio Cardoso-Laynes, Sopra una trasforma-
aione delle curve piane (Yevie 111, Vol. I. Annata X1X, 1904. p. 241-242),

Il primo di questi & assai interessante, poichd schinde la vig a
nuove ricerche in un campo che ha qualehe analogia colla oramai
nolissima geomeiria del triangolo, sebbene sia da questa ben distinta.
La geometria dei triangoli infatti si propone lo studio di friangoli
singolari, i cui elementi ciod verifichine una data relazione algebrica,
mentre la geometria del triangolo si propone lo studio di proprieta
comuni a tulbli i trirngoli,
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Assai piu spesso il nome di De Longehamps o il suo psendonimo
Hlgé & comparso nel Supplemento come apparisce dal seguente pro-
spetto:

Anno 1. Fasc. 5, Quist. 11* & concorse; Fasc, 8-9, Saulla 9* quist, a con-
corao (Hres),
« A 5 1, 4 198.199; Fasc, 2, Quist. 212,
. 1V, o 7, 4+ 29 a concorso.
s Y, » 1, La modia ed esiroma ragiono e la serie di Fibonaeci; Fase. 6,
Sui radicali sovrapposti; Fase. 7, Quist. 38 a

COncorso,
. VI, , 5 Quist, 494,
, VYvI, , 1, , 48* a concorsn; Fase. 80, Quist, 614 (Evag),
s VYIN, , 2, , A&7 a concorso; Fasc, 8 Quist. 62* a concorso.
, IX, ., 2 ., 065* a concorso.

Parecchie di queste guistioni collegantisi alla geometria dei trian-
goli o ad argomenti affin1 sono assal interessanti,

Ed ora che all’'opera sua & stato seritio la parola fine, paghiamo
il nostro triboto di stima ed amicizia, dando su gueslo giornale, al
quale egli era sinceramente affezionato, brevi ¢ sommarie notizie sulla
sna vifa o sulle sue opere.

-

GastoNE ALBERTO GoHIERRE DE Lonecnamps nacqgue il 1° marzo 1842
ad Alencon da buona famiglia d'origine borgognona. Rovescil di for-
tuna costrinsero 1 snol genitori & separarsi da Iui, quando aveva solo
nove anni e ad inviarlo in un liceo di provineia per il quale aveva
ottenute una borsa di studio. Dopo qualche anno il giovanetto andd
a Parigi, e continnd gh stndi nei licei Carlomagno e Lnigi il Grande,
ove si fece notare per la sua intelligenza e la sua attitudine alle ma-
tematiche, che gli valsero vari premi al Concorso generale. Entrd
nella Scuola normale superiore nel 1863, o fu nominato professore nsl
liceo di Mont de Marsan nel 1866, indi nel 1869 in quello di Poitiers,
ove la soa earviera venne interrotta dalla grande guerra franco-
tedesca del 1870. Pieno di coraggio e patriottismo, s1 arrncld eoms
sottotenente nel 10° reggimento artiglieria a Rennes, ove corse rischio
di morire per febbre cerebrale. Dopo la gnerra, riprese la sna cak-
tedra nel liceo di Poitiers, e fu nominato aggregato di scienze nel-
Iagosto 1871. 8i ammoglid in quella citta nello stesso anno, e vi
rimase quale professore di matematiche speciali fino al 1878, Vi
si fece notare per le sue brillanti qualita di professore, che gli pro-
eurarono il trasferimento a Parigi, prima al collegio Rollin, poi al
liceo Carlomagno, nel 1879, e finalmente al liceo San Luigi, nel 1890,
dando ovungue prova di grande abilith didattica. Nello stesso tempo
egli esplicava la sua attivith pubblicando numerose note e memorie

matematiche ed opere didatiiche, e dirigendo per molto tempo 1 due
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periodici Journal de mathématigues blémentaives e Journal de mathé-
matiques spéeiales.

I snoi meriti scientifici e didattiel gli valsero una ben meritata
fama, e varl lifoh onorifiel di soeietia ed aceademie straniere. Nel 1876
venne nominato ufficiale d'Aceademia, nel 1883, ufficiale della P, L ;
il 17 marzo 1883, membro dells Societh Renle delle Seienze di
Liegi (Belgio); i1 30 aprile 1887, membro dell’Accademia delle Scienze
di Amsterdam (Olanda); il 15 luglio 1888 membro della Societa ma-
tomabtica di Franeia; nel 1889 membro corrispondente della Societa
di seienze di Praga; nel 1892 cavaliere delln legion d’onore; il 19 apri-
le 1894 membro corrispondente deil’Aceademia delle Scienze di Li-
sbona (Portogalle); 1l 30 agosto 1903, membro della Societa di Scienze
di Guatemala.

Finalmente dopo 20 anni di un lavere aceanibo, prese il suo riposo
di professore, ed ottenne il posto di esaminatore d’ammissione alla
Scoola militare di Suint Cyr, ove reco le stesse qualith d’intelligenza,
di lavoro e di coscienza che lo dislinsero per tuita la vita, e gli
procurarono i'alia stima ed amicizia di tutti coloro che seppero ap-
prezzarlo. Compi la sua missione d’ esaminatore per sei anni, senza
che niente della sua salute potesse far prevedere il male che stava
per colpirlo. Neil'ottobre 1905, dopo il smo ultime giro d’esami, ri-
senfi 1 primil sintomi delln malattin di fegato di cui non doveva
gnarire, malgrado le cure e l'affetto di eui fu circondato dalla sua
famiglha.

Langui cosi vari mesi, e i spense il 9 luglio 1906, conservando
fino all'ultimo tuita la forza e lucidita della sua mente, portando seco
il profondo rimpianto di coloro che I"hanno conosciuto ed amato, e
che ne serberanno sempre cara memoria.

e ok

Le opere d'indole didattica di G. de Longchamps sono le seguenti,
tutte edite dal Delagrave di Parigi.

1. — Cours d’algibrs

I* edizione, un volume in 8° di pag. 670. (1883).

28 - cnmpl&tnnﬂmta rifatta, di pag. 755. (1889),
II. — Supplément (all'opera precedente)

1* edizions, un volame di pag. 172. (1885).

Qs . un volame di pag. 240. (1890).

as . interamente rifsttn, comprendente la trigonometria e la mecea-

nica, un volume di pag. 472. (1893).

Ul — Géométrie analytique & devz dimensions. Un volume di pag. 536. {1884).
IV. — Géométrie analytique a trois dimensions. Un volume di pag. 410. (1884).
V. — Ilssai sur la gdomdirie de la rigle et de Uéquerve. Un vol. di pag. 566, (1800).
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VI. — Cours de problémes de Géometrie analytique a 1'nsage des candidats @
I'Beole Navale, 3 I'Ecole centrale ot a I’Ecole Polytechnique:
Tome I. pag. 295. (1888).
» 1L pag 435 (1899),
I, Géométrie @ trois dimensions, pag. 582 (1809).

Tutte si distingnono per la chiarezza o la Incidita, e per l'ﬂbbup-
danza di applicazioni ed esercizi atti a capirne e illusirarne le teorie,

*
%

Numerosissime sono le note e memoria pubblicate in vari giornali.
Moite di esse sono esercizi di algebra o geometria analitiea: studi
su curve speciali, costruzioni relative a eurve, eca., altre sono di indole
piit elevata.

Yceo I'elenco delle note e memorie di De Longechamps oltre quelle
gia cibate in prineipio.

Axxo 1866.

1. Etade de zéometrie comparée avec applications aux sections conigques et
aux courhes d'ordre superiour, particulidrement i vue famille de courbes dn sixieme
ordre el de la quatrieme classe. (Noue. Ann. de smathémat., p- 118 & 198).

2. Mémoire sur une nouvelle méthode de iransformation en gdométrie. { Ann.
scientif. de U'Eeole normale supérienre, t. 111, p. 321 a 342),

Axno 1R79.

3. Sar les fraciions etagées. (Giorn. di matemat, del prof. Battaglini, p. 30).

4. Suar la décomposition en facteur premiers des nombres 27 + 1. (Comptes
rendus des séances de U'Acad. des Seciences de Paris, 19 novembre 1877).

9. sur les nombyes de Bernouilli, (4nan. scientif. de I'Ecols normale sipérieire,
p. 85 & BO).

G. Note sur la série harmonique. [Nour. Correspon. mathémat., p. 145).

7. Note de géométrie. (Tdem, p. 806 & 340).

8. Note sur I'intézration ' une equation aux différences finies. (Assor. fran-
gaise pour U'nvancement des Seiences [Comptes rendnus du Congrés du Havrel).

9. Sur la surface romaine de Steiner. {Idem.)

Awxo 1BTE. Vel
10. Sur les fonctions 17, , Vi de M. Ed. Luecas. ( Nous. Corrvespon. matem., p. 83). -
L1. Théorémes sur les normnles anx conignes a centre, {Idem, p. 279 & 281).
12. Suar les questions 406, 412, (ldem, p. 890).
13. Sar le minimum 4'ane expression & deux vavinbles. (Journal de Muthémat.
elémentaires, p. 197),
4. Sur le bindme de Newton. (Nouv. Ann. de mathémat., p. 101).

15. Sur les normales anx coniques. (Assoc. frangaise powr avancement des
Stiences. [Comptes rendus dn Congrés de Farig], p. 49 & 53).

Anxo 1879.

16. Sor les conchoidales. (Noie. Correspon. mathémal., p. 145 & 150).

17. Sor les cubiques unicursales. (Idem, p. 408 & 409),
- 1B, SBur wne limite des racines réelles @' upe Equation de degré quelconque.
(Noup. Ann. de mathémat.).
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Arxxo 1880.

19, Recherche des facteurs commensuribles d'une équation de degré quelconqnue.
(Journal de Mathdmat. éiément. et spéciales, p. 41, T0).

20. Sur la somme des puissances semblables des m premiers nombres, (Idem,
p- 82 & 97).

21. Transversales réciproques st applications. (Idem, 272 & 278).

22, Sur le centre et le rayon de courbure en un point d'une comique, (Nowus,
Ann. ds mathémat., p. 68 & T1),

23. Théoréme d'algébre. (Idem, p, 71 & 74).

24. Sur les intégrales enlériennes de seconde espéce. (Ann. scientif. de I’Ecole
normale supérienre, p. 419 a 427).

25. Sur les fonctions récurrentes dn troisieme degré. {(dsspe. frangewise powr
Yavancement des Sciences. [Cuomptes vendus du Congrés de Feims], p. 115 4 118).

26, Sur les sériea récurrentes proprement dites et sur un théoréme de lLa-
grange. (ldem, p. 91 a 96).

Anwo 1881.

27. Nete de géométrie amalytique. (Journal de Mathémat, dlément. gt spéciales),
28, Sur In série de Taylor, {ldem.)
29, Résolution géométriqne de denx problémes du quatrieme degvé. (ldem.)

Axxo 1882Z.

80, Courbes diamétrales et iransversales réciproques. (Jourmal de Mathémat.
spéecinles, p. 250 & 29).

31. Trapsformation réciproque. (ldem, p. 48, 77, 0%, 121, 145, 183).

32, Equations quadratiques. {Journal de Mathémal. élément., p. 158 at 169).

33. Note d'analyse indéterminge. (Idem, p. 193).

34. Snr les équations reciprogues. (ldem.)

80, Bar les égalités et les imégalitéa simulianées. {Idem.)

Arxo 1883.

36. Résolution algébrigque des égualions du troisieme degré. (Jowrnal de Ma.
thémas, spéeinles, p. 102),

37. Sur une uouvelle espéce de fraetions continues. (Idem, p. 193, 217, 241, 269).

38. La gdoméirie récurrente. (Journal de Mathém. élément., p. 3, 25, 49, 73, 121).

89. Théoréme d'avithmétique. (Idem, p. 145).

40. Nele sur U'ellipse. (Idem, p. 193).

Axno 1884,

41. Sur une nouvelle espéce de fractions continuves, (Journal de Mathémat.
gpecinies, p. 25 b 49).

42. Sor une meémoire de M. Landry. (Idem, p. 73, 97).

43. Applications nouvelies des transversales réciprogues. (Idem, p. 121, 145),

44. Sar "hypocyeloide a trois rebroussements. (ldem, p. 169),

45. Représentation plane des quadriques. [ldem, p. 193, 317, 241, 265).

46. Sur la moyenne hnrrncﬁique. (Journal de BMathemet. élément., p. 7, 11).

47. Sur le probleme de Fell. (Idem, p. 15 a 20).

Anxo IRES.

48. Sar les courbes paralléles el quelques antres conrbes remarquables. (Journal
de Mathémat, spéeiales, p. 131, 153, 176, 189, 226, 249, 289).

49. Intégration de certaines suites vécurrentes. (Assoc. francaise powr lapan-
cement des Sciences. [Comptes vendus du Congrés de Grenoble], p. 94 a 100).

oU. Les cubiques cireulaires unicursales, (1dem, p. 131 a 135).
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Armo 1886.

51, Sur un nouvean cercle remsarquable du plan d'un triangle. (Journal de
Mathémat. spéeiales, p. 57, 85, 100, 126).

52. Bur la conigue de Kiepert. (Idem, p. 77, 231).

03. Généralités sur la géométrie du triangle. (Journal de Mathémat. dlément.,,
p- 109, 127, 154, 177, 198, 229, 243, 270).

o4. Les points d'inflexion dans les cnbiques circulaires unicnrsales droibes.
(dssoc. framgaise powr Uavancementi des Seiences. [ Comptes rendus du Congrds de
Naney], p. 5 & 12). '

o0. Une conique remarquable du plan d'un triangle, (Idem, p- 69 & 88)

oB. Sur la potentielle triangulaire. (Mathesis, p. 246 a 249).

Anro 1887,

o7. Suor le trifolivm. (Journal de Mathémat. apéciales, p. 203 a 220).
8. Rapprochement entre la trissetrice de Mac Laurin et la cardioide. (Compies

rendus de I’ Acad. de Prague, p. 601 & 608).

09. Sar la rectification de la trisectrice de Mae Lanrin au moyen dea inté.’

grales elliptiqnes. (Comptes rendus des séances de VAcad. des Sciences, T mavs 1887).
60. ur In rectification de quelques courbes remarquables. (Mathesis, p. 127 8 170).
61. Rectifieation des cubigues circulaires unicursales droites su moyen des inté-
grales elliptiques. (Compies rendus de ¥ Aead. des Seiences, 4 avril 1887).

Anmo 1888B.

62. Démonstration du théoréme fondamental des développées. (Journal de Ma-
thémat. spéeiales, p, 109 A 111).

63. Sur une trisecirice remarquable. (Mathesis, p. 6 a 11).

64. Sur les normales aux conigues. {Idem.)

60. Sur Ia trapsformation orthotangentielle dans Ie plan et dans }'espace.
{Comples rendus de UAend. de Prague, p. 241 & 257).

Axno 18R9.

66. Sur la convergence des factorielles. (Journal de Mathémat, spéciales,
p. 13 & 18),

07. Sur les égalités & deux degrés, [Journal de Mathémat. diément., p. 171 o 195).

68. Snr le cevels de Joachimsthal, [ Mathesis, p. 158 & 157).

69. Les fonctions psendo et hyper-Bernouilliennes. (Mémoires cowronnds et
teéni. des savants dtrangers publids par UAcad. royale de Belgigue, 1. 1 et 11).

70. Sur In fonetion hyper-Bernouillienns & clef du second dégré et la fone-
tion p(4) de M. Woiprstrass, (Revue génér. des Sciemees, p. 571).

Anxo 1890.

71. Sur les paraboies de M. Artzt. (Jowrnal de Mathdmat. spéciales, p. 149, 154).
72. Bur le Létraddre orthocentrique. (Mathesis, p, 49 o 77).
73. lulégration de 1'équation de Brassine an moyen des fomctions hyper-Ber-

nouilliennes. { 4330c. frangaise powr ¥Vavancement des Sciences. [ Comptes rendus
du Congrés de Limoges], p. 146 a 153).

Anxwo 1891,

4. Sur les déterminanis tronds. (Journal de Mathémat. spdciales, p. 9, 29, 54).

5. Sur la ﬂﬂnﬂbﬂruuﬁuu d’ Enneper. (Idem, p. 276).

6. Sur les points eb les droites de Feuerbach, (Jowrnal de Mathémat, dlé-
ment., p. 106 a 109),

?‘i:. t‘:’iur la résolution des problémes déterminés par la méthode des lienx
geometriques. (Mathesis, p. 132 & 187).

G !
gl

T
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78, Exposition de la théorie des intégratenrs. (El Progreso matem., p. 73 e 97).

79. Expression du rayon de courbare dans les conignes inscrites & un triangle
de référence. (Assoc. [rangaise pour Vavancement des Sciences. [Comptes rendus
du Congrés de Marseiile], p. 11 5 23).

80), Les sommeta dans les courbes planes, (Idem, p. 23 i 3B).

Arro 1892.
81. Le caleul des séries convergentes. (E! Progreso matem., p. 10 o 37).

Awxo 1893,

82. Sar la construction des tangents & certaines courbes st notamment &

I'striphtaloide. (Journal de Mathémat, spdeiales, p. 11, 81, 68),
Wi dx

83. Sur l'intégrale fﬂin::lu o ey (Idem, p. 9).

4. Présentation d'an trisecteur. { 4ssoc. frangaise pour Vavancement des Sciences.
[Comptes rendus du Congrés de Besangom.]

do. Arithméligue avec figores négatives. (Idem.)

86. Un théoréme sor Ia gdomélrie des masgses. (Idem.)

87. L'espacs infinitésimal antonr d’un point d'inflaxion. (Idem.)

38. Sur Vinfinilude des séries divergentes. (E! Progrese maiem., p. 17 0 1381),

Awzo 1806,

59. Résolution de I'équation asinz 4 beosx =¢. (Journal de Mathém. élém.)

90. SBur les guartiques bicircalaires (Eves). (Journnl de Mathémai. spéeioles.)

91, Le probléme de la duplication da cube, (Mathesis.)

92. Construction de la courbe appellée chapeau bicorve. (L’ intérmédiaire de
mathémnisciens. )

Axwo 1897,

US. Sor une générakions par points et par tangenis des cmbiques nnicursales.
Journal de mathématiques specinles.

94, Bor une paradoxe apparent (Evez). (ldem.)

95. Sar ]la méthode de Puiseux {Ersg). [Idem.)

96. Notes sur une courbe. {Bulletin de Mathématiques spéciales.)

97. Sur le lieux des centres d'mne hyperboloide mobile, (Idem.)

98. Transformationa polaires et applications. (ldem.)

Inoltre mell’ Intérmédiaire des mathdmaticiens si trovano numerose risposte
alle quistioni proposite. Eccone 1'elenco:

risposta alla quist. risposia ella quist,

Vol. IV, pag. 6 738 Vol. X, pag. 111 2340
» s B8 874 - » 018 2461

’ . 114 925 » = o519 2ol
Vol. VII. , 65 1476 - s 263-266 2579
. s 221 1611 = s 023320 2651
Yol IX, , 282 2184 Vol. X1, , 107 2710
- s 000337 2435 s o 207 2772
Vol. X1I, , &8 2818

Infine nel primo trimestre del 1907, per opera d'an suo allievo ed amico, sara
pubblicala un'opera postuma che avra probabilmente il Litole * Calculs et Exer-
cices pratiques d'Aritmétiques .

G. Liazzeri,
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APPUNTI DI (—1)-EDROMETRIA IPERSFERICA

&

§ 1. — Definizioni preliminari.

Siano dafi in S,y, n — 1 raggi uscenti da un puntc A, e fra loro
indipendenti: su di essi si prendano, a partire da A,, n—1 punti
A], ’ Ag yoavey An_l ' tali che sia:

ﬁnﬁ.]_ zﬁnﬂgz e Anﬁ.u_I:R.

Gl n—1 punti cosi ottenuti appartengono all'ipersfera di S, di
centro A, e raggio R, e sono vertici di un (n — 1)-edro, che diremo
tpersferico. Due di essi, qualunque, sono congiunti da un arco di cir-

colo massimo dell’ipersfera detto lato: i lati sono (ﬂ: 1). Tre ver-

—

tier danno ovigine a un triangolo sterico, che diremo facecia a due di-
mensioni dell’ (n — 1)-edro ipersferico: queste sono (ﬂ_g_l) . In ge-
nerale k vertici daranno origine a un k-edro, che diremo faecia a
k — 1 dimensioni. Riserveremo il nome di faccia, senz’aliro, a ciaseuno
degli (» —2)-edri individuati da n —2 fign gli n—1 vertici del-
I'(n— 1)-edrvo ipersterico. Due ficee hanuo a comune n—3 verticl
e guundi un (n — 3)-edvo, che qualche voita, per brevita di linguaggio,
chiameremo spigolo. All'S,_, contenente questo (7 — 3)-edro daremo
1l nome di costola dell"angolo diedro formate dalle due facee, dall’an-
golo ciod sotto cui si segano le due sfere 4 n — 8 dimensioni di eni
esse fanno parte, e che sara misurate dallangelo formate dagli S,_;
tangenti ad esse in un medesimo ponto dell’ (n — 4)-edro comuna.
Quando i punti A;, As,... A, ,, invece di considerarli come fa-
cenbi parte dell’n-edro AjAg ... A, vorremo considerarli come ver-
tici dell’ (n —1)-edro rpersterico, li indicheremo rispettivamente econ
Bi,Be,...Byy. Allora Bi By, indichera il lako e¢he ha per estremi
B: e By,, B: By, Bi indicherd la faccia o due dimensioni determinuta
dal vertici B, By . By ece. Indicheremo poi con b, la faccia opposta
al vertice B;, determinata cioe dai verbiel dell’ (#-— 1)-edro ipersfe-
rico che rimangono dopo escluso By, con (b b,) il diedro compreso
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dalle facee b e by, @ con by, I'(n —4)-edro ipersferico comune & &, e by,.
St nofi che I'angolo (b b,) di due faces dell’(n — 1)-edro iparsferico
& uguale all'angolo (a; @), gquando i ed % son diversi da n. Aggiun-
giamo ancora che ogni verfice B; & vertice di un angoloide (n — 2)-edro
giacente nell’S,., tangente all'ipersfera nel punto B;: a guesti ango-
loidi, ¢he sono in numero di n —1 . daremo il nome di angoloidi del-

F(n— 1)-edro ipersferico.

§ 2. — Seno dell’ (n —1)-edro ipersferico.

Dati in Sy due spazi lineari Sy, ed Sy (k- k<< n — 2) individuati
I'uno dal punto X di coordinate z,,2s,...7, e dalle direzioni:

Gia Mg... 010
a1 gy - o « g 11

iiiiiiiiiii

dmt @ng. .« @h p—g,
I'altro dal punto y di coordinate # ys...y.. e dalle direzioni:

bn bu.. .bl.n—l
bﬂ &iﬂt . -bﬂ.:n—l

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

liny Oha «.. (1), tieme {1)

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

& rappresentare il quadrate del momento dei dne spazi 8, ed S, .
Quando le direzioni che compariscono in (1) sono tutte fra loro
ortogonali, il momento dei doe spazi non & altro che la loro minima
distanza, ma nel caso generale 1'espressione (1) sara il prodotto dsl
quadrato di questa minima distanza per I'alira espressione:

811 g ... @ py ||*

A'=|lbys big.e.s bina (2)

Chiameremo A seno dell’angoloide (b - k)-edro che si ottiene condu-
cendo per un punto qualunque P dello spazio i raggi paralleli e aventi
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1l medesime senso di guelli da noi sceltl, o-anche seno dell'(h + k)-edro
ipersferieo ottenuto tagliando detto angoloide con una ipersfera di
centro P.(*) Se i vertici di questo (# - A)-edro sono B; By ... indiche-
remo il suo seno serivendo sen(ByBy...) 0 send; se essi fossero
quelli della faceia opposta a B,.

La precedente denominazione rimane giustificata della analogia che
la (2) presenta eon l'espressione chie da Staudt fo detta seno del triedro,

Posto questo, andiamo a trovare aleuue espresstoni della misnra V
dell’n-edro A, Ay... A, che ci saranno atili per dedurne altre pel
seno dell’'(n —1)-edro ipersferico, Prenderemo come formula di par-
tenza per la misura dell'n-edro la sua espressione analiliea, secondo
la quale, per una naturale estensione di formule che valgono pel
piano e per lo spazio, dovrd aversi, detle " le coordinate del ver-
tice A, rispetto a un sistema di assi cartesiani ortogonali:

.‘.'.l.r""_j,{ﬂlj Ia{m I :L‘n_1[m ]

(n—1)! V=

Prendiamo il vertice A, e le direzioni che da esso vanno ai punti
Asg, As... Ay, a individuare un Di:se b la funghezza dello spizgolo
A A ed oy, o9, ..y SOTIO i rispettivi eoseni di direzione, avremo:

o0 =2 - L, (r=1,2...ﬂ;i=2.3...k-{—1]. (2)

Il vertice Ay.s e le direzioni che da €380 vanno ai vertiei rima-
nenfi individueranno un 8, . o se 2« 8 la lunghezza dello spigolo
Axesli € B, Bia-.. B sono i respebtivi coseni di divezione, avremo:

2O =24 0B, (5=1,3...m j=k+3,...0) (8)

Sostituendo questi valori nel delerminante precedente, e osser-
vando che se si sottrae la prima linea da ciascuna delle successive
fino alla (k 1+ 1)-esima e la (£ 2)-esima da cinscuna delle rim:anenti
¢ dalla prima, cid che rimane & il produtto del momento M dei due
spazi S; ed S, . . per il fubtiore

by lo oo bugay Iximy Xicrnn s < A,
[n——l)!?———-lg,I;...lk+1,lk+n...ln.M, (3}

formula che costituisce I'estensione del teorema di Lenthérie.
Cororrarro 1. — Faccirmo k=n—1, eon che le (8) vengono as-
sorbite dalle (x). Si perviene allora alla formula

(H_IJI-F:EAiAh.&l, (4}

otterremo:

{1) Yeramente 1s definizione data presupporrebbe che fosse dimostrute essere 4 minore d'uno,
mA queato risulterh da guanto segus,
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dove wA,A, indica il prodotto delle misnre degli spigoli nell’n-edro
uscenti da A, e A, rappresenta il seno dell’angoloide di vertice A,. Se
guest angoloide & n-veliangolo, & A, ugnale all’'unita e la formula (4)

prende la forma:
[ﬂ- — 1} ! V — E-A-l-éh.

Cororrario TI. — Facciamo % — 0. Segue allora:
(B=A ) V=25 %4 oo A« M. (5)

stando qui M a rappresentare il momento d; A, rispetto all'S,_. che
contiene In facein @,. Ma in virfa di una osservazione fatta &:

M=N.# (6)
essendo A I'altezza dell’n-edro uscente dal vertice A, e N il seno del-

Fangoloide di vertice A, esistente nell’S, s opposto ad A,.
Di pin & per la (3)

PRy VIS R 0 o (7)
Ne segue, moliiplicando le (5), (6), (7) membro a membro :
(n—1)V=a,.h. (8)

D2 guesta formula, che & I'estensione di una notissima, & facile
passare ad un'altra di cui ¢ siamo valsi altra volta.

Caliamo da A, Ia A,P perpendicolarmente ad ay, cio® all'interse-
zione dei due 8, , cui appartengone le facce oy o as. I triangolo
reftangoio che ha per vertiei AP e la proiezione di A, sull'S, 2 della

faceia , da
h=A,P . szen (a;a,),

dove % ha il significato precedente.
Poiche &
A]_P.ﬂ'ﬂ:- [‘ﬂ—ﬂ) . g
segne subito :

n— 2 may.sen lea
N e -Hn {2 ﬂ]! (9)
n—1 iz

che & la formula eni alludevamo SOPra.

Ora possiamo andare a trovare delle espressioni del seno del-
F(n —1)-edro ipersferico,

Cominciamo dall’eliminare V tra la (4) e la (9).

Avremo, riferendoci per 1a (4) all'indice n anziché all'indice 1 o

ponendo A al posto di A, : .

ﬂ (ﬂ_al!fﬂ——-ﬂ)-ﬂl.ﬂt.ﬂﬂﬂ fﬂiﬂt}

ﬂAnA.h . @ik

Mz si ha d'altra parte:

AvAy, =R per 2 da 1 fino a "1,

R**  sen ¥ BR**. sen &,
h—2)1 - TG

son (a;ny) = sgen (), (n — 3) ! ai = R**gen D

) ==

T | D e T p—
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per coi:

sen &;.sen b . sen (b hy)
A= sen by (10)
Eliminiamo in secondo luogo V tra la (4) e la (8).
Avremo:
-9
A= n ﬁil;:"af con r diverso da n.

10 poiche indicando con & laltezza dell’'(n — 1)-edro ipevsierico
uscenfte da B,., la A, & data dailla relazione:
h-— R .senk;,

ne segne l'altra espressione pel seno dell’(n — 1)-edro iperslerico:
A =gen {;.sen k. (11)

D guesta segue che se nn raggio d’angoloide & perpendicolare &
tatti i rimanenti, il suo seno & uguale a quello dell’angoloide che 1
rimanentl raggl individuano.

Per trovare una terza espressione del seno dell’(n - 1)-edro iper-
sferico conduciamo gli 5; tangenti nel punto B, ai lati uscenti da B;,
e indichiamo 1n generale con Py il punto ove la semiretta A,By In-
confra 1I'S; tangente 2 BB, in B,. Applicando all'n-edro A;A,.. A,
e all'altro APsPs...Py A, Ia (4), prendendo come vertici di par-
fenza A; e A,, se dalla doe relazioni che si ottengono eliminiamo V
¢ chiamiamo A, il seno dell’'angoloide di vertice A,, ottemamo:

a 51 - R - TEB1P]1
- mALPs
dove k pud prendere tutti i valori da 2 fino a » — 1. Osservando che
tolto nel prodotio che figura a denominatore il fatkore A A, che viene
eliso dalla R che si trova nsl numeratore, i due prodotti contengono
lo stesso numero di fattori, si pud scriveve:

B, P
M é ﬁ=ﬂ|.ﬂAﬂPh'
a e:
il g: — Sen B_',Bh.
poer cul :
A=A,;.msen BB, y (12)

dove A;, per un’osservazione fatta poco sopra, sta a rappresentave il

seno dell’'angoloide di vertice B, dell’(n —1)-edro ipersferico.
Un"ultima espressione del seno dell’ (s — 1)-edro 1persferico el @

fornita dalla (2). Eseguendo il quadrate del determinante. si ha:

1 COB B:Bn cOB BIBg « +» «» COB B;[Bn_.j
a, - cOS BgBj 1 cos Bng s« = G0OB B]Bn_;[ . [13]
coeB, B, ecosB,.,B. cosB,;B.. .. 1
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HEssa c¢i da il seno dell’{s — 1)-edro ipersferico in funzione dei lati.

Aggiungiamo ancora :

1°. I seni di due {»n — 1)-sdri ipersferici avenii la medesima altezza
stanno fra loro come 1 seni delle basi.

2% I sem di dne (n—1)-edri ipersferici aventi un angoloide co-
mune stanno fra loro come 1 prodotti dei seni dei lati ehe compren-
dono questi angoloidi,

§ 3. — Estensione del teorema di Ceva.

Si divida eiasenno spigolo dell'n-edro secondo la legge yvappresen-
tata per lo spigolo A;A; dalla relazione:

AiPn: PprAr=1o:1. (14)

dove o e ¥ sono note funzione di tutti o di aleuni degl'indici 1, 2.. . n.

Abbiamo altrove dimostrato che condizioni necessarie e sufficienti
perche I'S, s che proietta Py, dall'S,_, opposto e gli analoghi passino
pér un medesimo punto sono:

1° che in ogni faccia a due dimensioni sia soddisfatto il teorema di
Ceva;

2° che scambiando in (14) Uindice 1 con Uindice h e gl'indiei rimn-
nentr due a due in tulli 1 modi possibili, le velazioni che vie via si of-

. (#—3)[(n—3) . :
tengono, che saranno al massimo 5 . siano sostanzialmente

uguali fra loro e a quella di partenza.

Vediamo se e come si trasforma questo prineipio per I'(n—1)-edro
ipersferico di S, ,.

Comineiamo con l'osservare che dettor Qu i1 punto ove A, Pa in-
contra I'ipersuperficie sferica &:

APy PinAy = sen BiQu, : sen QuBy, (15)
¢con che Ja (14) diventa:
sen BiQi i sen QuBr=19": ', (16)

essendo o' e ' note funzioni di tutti o di aleuni degli indiei 1,2...n—1,
e che il teorema di Ceva, se prima sussisteva, continua a sussistere
anche dopo.

Osserviamo in secondo luggo che quando noi abbiamo scritto che

—2)(n—38 - ;
le (n J;“ )relazmm che si ottengono dalla fondamentale, ope-

randovi come & indieato nella condizione seconda dal prineipio suac-
cennalo, sono sostanzialmente uguonli fra loro e a quella di partenza,
abbiamo anehe scritto le condizioni necessarie e sufficienti perchd
emista un punto comune alle corrispondenti V,_; ipersferiche del-
I'(n —1)-edro, per avere le quali basta tagliare con I'ipersfera quelli
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tra gh Sos dell'n-dro determinati dalla legge (14) che escono dal
punto A;. Da guesto segue che per avere tutie e sole le relazion
necessarie e sufficienti, bastera tralasciare fra quelle scritte SUpra
quelle che contengono I'indice n. |
Tanto basta per poter eoncludere che:
Condizioni necessarie e sufficienti perche, diviso con un punto Qq, il
lato BBy dell'(n — 1)-edro ipersferico mediante la legge :

sel BiQu:sen QuBy=19: ¢,

dove @ e U sono note funzioni di tuiti o di alcuni deglindici 1,2.,.n—1,
ta Voo proiettante Qu dalla Va_y opposia e le analoghe passino per un

medesimo punto sono:
1" che in ogni faccia o due dimensioni sia soddisfatto il teorema di

Ceva ;

2’ che scambiando nella (17) 1 con h e contemporaneamente dus qua-
lenque dei rvimanenti indiei in tutti i wmodi possibili le relazioni che vig
miG st oltengono siano sostanzialmente uguali fra loro e a quelle di

parienza.
Questo resultato rappresenta I'estensione del teorema di Ceva.

Andiamo a dare alcune applieazioni di esso.
) Supponiamo che la legge di divisione sia:

s5en Binh . 8€n QﬂlB]l — EE!IIPhh : sen? bj.

In tal caso Je relazioni che si ottengono col procediinento sopra
indicato sono identicamente soddisfaite ed esiste un punte K, ¢omune
alle V. determinate dalla precedente logge. A questo punto daremo
il nome di punto notevole d'ordine p. Se p=1_ esso prende il nome di
bariceniro, se p =1 di centro delie sfera @ n— 3 dimensiont iscritic,
s6e p=2 d1 punto di Lemoine.

*OssERVAZIONE,  — Se ke ki indicano le distanze ipersferiche del
pante Q; dalle fuecce &; e &, poiche 1 seni dei due (n— 1)-edri iper-
sferici aventi per vertice comune (Q; ¢ per basi rispettivamente b
e b stanno fra loro come i semi dei lati BiQy e QyB; segue, tenuia
presente I'espressione {11) del seno dell’ (n — 1)-edro ipersferico e
la a):

sen /iy sen ky —=sen" " b:sent ! &

Ne resta in particolar modo giustificata la denominazione di cenire
della sfera a n — 3 dimensioni tseribta, data al punto K.

F) Vediamo quali condizioni debbono essere soddisfatte perchs gli
archi di circolo massimo congiungenti i vertici con i punti notevoh
d’ordine p(p ¥+ 0) delle facce opposie concorrano in un punto.

Considerando il lato BB, come facente parte una volta del-
I'(n — 2)-edro ipersferico che si obtiene escludendo By; una seconda
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volta come facente parte dell’(n — 2)-edro ipersferico che si ottiene
escludendo B,, avremo rispettivamente:

sen BiQu, : sen Qu,By = san? by : sen? b
sen ByQn, : sen QuB; = sen? I, : sen? by,

Moltiplicando queste membro a membro e scambiando nella ugua-
ghanza che risulta I'indice i con Vindice ! otterremo le relazioni:

seu by . sen by = sen by . sen &y, = sen by, . sen by, (18)

che pel teorema precedente saranmo le condizionl necessarie e suffi-
cienti richieste,

Senza piil oltre insistere su questo, ¢1 limitiamo a enunciare 1 teo-
remil seguenti:

1) Condizioni necessarie e sufficient] per l'esistenza di un punto
comune agli archi di eircolo massimo dell'ipersfera che conginngono
1 vertier dell’(n — 1)-edro ipersferico con i punti di contatto delle
facce opposte colla sfera a n —38 dimension; 1seriita sono;

sen by . sen by, . cot 4 (3.8, cot 3 (biln) =

== S€n b . sen by . cot  (Biby) . cot 3 (dudy) =
—8en by, . 8en by . cot & (bybe) . cot 2 {bidn). (19)

0') Condizioni necessarie e sufficient perchd esista Y ortocentro
nell'{n — 1)-edro ipersferico sono:
sen b, .sendy . cot(byby). eot (b:81) = sen by sen by . cot (0:Dk).cob(bndy) =
= 8en by, . 8en by . cot (biby) cot (beb)). (20)

Ora andiamo ad esporre un teorema che ei permetierd di dare
altra forma a queste condizioni.

§ 4. — Il teorema dei seni.

Indicato, eome si fece al § 2, con A il seno dell'(n —1)-edro iper-
sferico, si hanno le formule:

sen b; . sen by . sen (biby)
a= -
sen b
A . Sen by . sen &; . sen (&b
2 SEnN 51.1
A — Son by sen b . sen (b))
sen by
A . sen by . s6n by . sen (B, by}
o Sen f)]jk '

Se supponiamo che gl'indici i, A, ky L siano differenti tra loro perve-
niamo alle formule:

sen by . sen by, gen by . sen by,
sen (0ibi) . sen (bl) — sen (6ibn) . sen (Buby)

(21)
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ugnagliando il prodotto delle prime due 2 quello delle dae ultime.

(n—4— l)' fra

quaiiro spigolé e ¢ relativi diedri e costituiscono 1'estensione del teoreman
det seni.

E subito visto che i resultat espressi in formule dalla (18), (19), (20)
POBSOnoO enmnciarsi pit semplicemente cosi:

Condizioni necessarie e sufficient perche le congiungenti (archi del
cireolo massimo dell ipersfera) | vertici di un (n— 1)-edro ipersferico
con ¢ punti notevoli d'ording p (diverso da zerg) delle facce opposte pas-
$imo per un punie sono:

sen (&ibn) . sen (bedy) =sen (4:4)) . sen (bnbyx) = sen (b,éy) . sen (Buby). (22)

Condizioni necessarie e sufficienti per Fesistenza del panto di Ger-
gonne ngll’ (n — 1)-edro ipersferico sono:

€08 & (bibn) . 008 4 (budy) = eos § (5,d)) . cos b (ontn) =
o8 § (hibi) . cos § (buby). (23)

Condizioni necessarie e sufficienti per Uesistenza dell ortocentro nel-
U (n—1)-edvo ipersferico sono :

cos (bxby) . cos (b;by) = cos (Oxdy) . cos (Biby) = cos (brdn) . cos (b:d). (24)

Aggiungiame da ultimo che uguaghando due qualunque delle
espressioni di A seritte sopra possiamo ottenere due formnle una
delle quali e¢i fornisce una relazione fra due facce, i diedri che esse
formano con una terza e i rispettivi spigoli, 'altra lega due spigoli, le
facce passanti per essi e i diedri relativi, e

Tali formule e¢i forniscono dells relazioni, in numero di

§ 5. — Estensione del teorema di Stewart.

Indichiamo con p la misura dell’(n— 1)-edro Py AzA,... A,, dove Py
6 un punto di A;A, tale che

ﬁlpu . Puﬂg =17T. 8. (25}

Si indichi poi con £ la lunghezza del segmento APy e con Py quel
punto ove la semiretta A.P,; ineontra I'ipersfera. Avremo:

(n—2)!a, = R=>*, gon 4, (n —2)! ag =R 2. gen J,
(" —2)! p =R ¢.sen (B,B,... B, 1P).

Sosfituendo nells formula -
(r+s). =2, a2} 5%, a,° —+ 2rsa;a; 08 (@1a4),

e ricordando che
co8 (a1a5) = cos (adrs),
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81 ha:
(» + 5)". sen” (BsB....B, ,P's) —

|
= % . {r’ sen* b; 1 8°. sen® be -+ 25 sen &, sen & cos (blba]} .

E poichs il teorema di Stewart applicato al triangolo ALA A, di;
(r+ ). =R {r* - s*+2rscos AAL A

segue, sostituendo nella precedente:

r' sen® b, + s sen® by - 2rg sen &, sen ba cos (b104)

- 8* -}~ 2rs eos B;Ba (26)

che ci fornisce appunto il eorrispondente del teorema di Stewart
nell'(n — 1)-edro ipersferico.
St vede subito che la formula (25) si trasforma in quesl altra:

561 B[Pljg » 58N Flgﬂg — ¥ .8 (2?]

gen?

§ 6. — Applieazioni del teorema di Stewart,

Andiamo a dare alcune applicazioni della formula che abbiame
trovata nel precedente paragrafo.

a) Cominciamo dal supporre cos (byds) = 0. La relazione (26) essendo

omogenea in r ed s, potremo sostituirvi sen B,Py per r e sen PrBs
per g. Upsl essa diviene:

sen® B, Py; . sen?p, ~+sen® PgBy . sen?® b =—
=gen’s {senﬂBlPu -+sen” By Py -2 sen B Pyg.sen BPys. cos B,B.} (28)
® ci fornisce la condizione necessaria e sufficiente perche I'angolo (bybs)
8ia retto. '

La medesima relazione c¢i fornisce pure la condizione necessaria e
sufficiente perche il lato B,B, sia un quadrante. FEssa &:

sen” By Pig . sen® b; -+ sen® bgPya . sen® b, ~-
2. sen BiPys. sen ByPy,. sen &, . sen by cos (hebs) =
==sen’ 1, (sen® B, Py;; | sen® B.Py). (29)

5) Facciamo nella (26) » uguale ad s: la corrispondente & la ge-
2wme mediana. Si trova facilmente:
2¢08" 4 B;B;, sen® my; =
=gen® b, —T— sen” by - 2 sen by . sen bs cos (Bybe).  (30)
Seambiamo in questa circolarmente glindici 1, 2...7n—2 e sommia-
mola eon tutie quelle che se ne ottengono. Avremo;

n—3 pn—9

8 ..':3, ?k {cos® 3 B,B. . sen® my — sen bysen by cos (biby)} —

— [ﬂ —_— 3} .uit EEUE E‘; (31.]
1
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formula che corrisponde a quella che gia trovammo trattando del-

I'n-edro e che c¢i dava la somma dei quadrati delle mediane uscenti

da un veriice in funzione delle facce uscenti dal vertice medesimo.
Prendiamo ora la relazione:

n—1 n—1

4. Zmu'=(n—1) 2 a®— at,
1 1

e facciamovi;
Rﬂhg « 321 bi
= (n—2}1 °

(i+n)

. Ri‘n—i {nil sb o ?1 b E| (b b ) {32)
iy —(Iﬂ__z)g IEEI’I |—..r...IJEBIl h - S0 0% CO8 |0y k}'l

la quale ultima formula si ottiene applicando all’n-edro A A;...A.
il teorema di Carnot. Se per i poniamo:

R™*® . sen my. . cos 1 BB,
(n —2)! '

perveniamo alla relazione:

a—1

4. 2 sen® My . 008"} BBy =

—(n—2) .nf:.lsen’ bi+ 2. sen by . sen by cos (Bub), (33)

corrispondente a quellr che c¢i da la somma dei guadrati delle me-
diane dell'n-edro in funzione delle facce.
Passiamo ora ad estendere il teorema di Commandino.
Indichiame con M il baricentro dell'n-edro AAg...A, e con P
quello della faccia a;: i tre punti A;, M, P sono in linea retta e in
conseguenza 1 due friangoli A;A. M, A,MP hanno la medesima altezza.
Ne viene la proporzione:

AM:MP=R._.sen A;A,M: AP .sen MA,P.
E poichs il primo rapporto & uguale a n—1, sl ricava:

sen A;ALM  (n—1). AP
sen MA.P R '

Ma [a formula della distanza applieata all'(n — 1)-edro AgA;... A,
per caleolare AP, ¢i da:

(34)

n—1

2 e
2

AP = Eu —1 (n—1)p —
AL TAL +TEAD
- on—1 (n—1)° o
(n—2)E LA T A

P

(n — 1)*
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B Siﬂﬂﬂ.'l]]ﬁ @ Anﬂh == R., A]-IAL- — 3R .sen -% BhBh : seguirh:

(n—2)—4 .nfsen’ 1 ByBe
A IR = g

Sostituendo nella (34) dopo averne elevato a gquadrato ambo i
membri e ponendo sen By(l,_; per sen A;A.M e sen G, (i per
sen MA,P, si trova la formula:

2 n—1
B:ﬁ‘;ﬁffé; (n — 2" —4.'E son* } B,B, (35)
che ¢1 rappresenta l'estensione all’(n—1)-edro ipersferico del teorema di
Commandino,

Questa formula che pel caso particolare di n egnale a quattro ci

conduce alla nofa relazione:

Sen Bl{:}ﬂ
wen {6

¢ a sua volta un caso particolare di una formula che vogliamo qui
viportare.

Se indichiamo, al selito, con K, il punto notevole d’ordine p e con P
11 punio ove la retta AK, incontra 1'S,_; delia faccia ay, 1 triangol
AALFP e PALK, avendo la medesima altezza forniscono la propor-
zione:

=2. ¢cos ¥ BaB;,

A.1P R . 5€8n ﬁlAnP
PR,  A;K,.sen PALK,~

Ma per un teorema noto é:
AiKq: KPP = 5 ai’: a;",
dalla quale, componendo, segue: !
AP: PK, =% ai¥ P,

Allora la proporzione precedente prende la forma:

N o
sen A, AP Aaliy . Fibis (56)
sen PAJK, — R.a» 3
La formula della distanza ci da:
n—I1 — B} 1y o-1
E Ifl|TI ﬁ.—; 5.1 E ﬂnp : I"i'il'-I jlu.éli "'{— E ﬂhpﬂ'kp . .’fixlﬁg'l-l.:E
AHE]‘H i 1 1 1
ZaPf » [Z a;']?

1 1
=1 n—] =1 n—1

& 2
Sa. AN\, { 2P -+ ay g — Zatod , ApAi — 3 aPay” . AnALC
i 1 i ]

i

[ ]
[ aPT

|
n=—1 n—1
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Rieordando ora che e: g "
== sen

e osservando che:
.ﬁnﬂ.h! + Anﬂki — .Ahﬂ.kﬂ —_ ERE . CO8 Bth,

si brova faeendo le sostituzioni nel solo numeratore della formula
ultima: |

b el | n~—l

Re-23+3 L S sen® b, |- 2. T sen® b;. sen’ by, ccs BB,

AKy = "
[(n —2)1]. [; Jul (37)

Sostituendo quesio valore nella (36) dopo averne elevaii a qua-
drato i due membri, si perviene alla formula che si domandava e che
pud scriversi sotto la forma:

n—1 b1 |

. 2 5 '3 3
sen B,K O .1..'“ sen®" b+ 2. = sen? by, . sen® b cos BBy -

gsen K VK, san*r b

Da quesia, che & viferita al vertice B,, si pud iacilmente passare
alla formula generale.

Notiamo che guando p & uguale a zern, il secondo membro
della (3B) essendo ullora una funzione simmebrica dei coseni dei lati,

) - sen BK0 T _ _ .
il rapporto sen KK, @ costante. Il valore di questo rapporto, 6 per

la {38) stessa dalo dull espressione:
n—1
(n— 1) 4 2 X cos ByBx. (39)

t) La formula generale (26), quando vi si fa:

r =sen” s, g =gen’ b

da :
r sen® by . sen® by, - sen® by . sen® by -+ 2sen® &, . sen® by . cos (bihy)
B8 5 — 7 2 L g ]
sen® dg 4+ sen’ i + 2 sen® & . sen” & cos BB
OVVEero:
. sen® by . sen &y . (sen® by -+ sen® b, —+ 2 sen b sen by cos (biby))
sen® g = .

sen' bo - sen® by + 2 sun® by , sen® 6° cos B, Ba

Tenendo conto della formula (30), perveniamo facilmente alla se-
guente:
4 gen” by . sen® b, . cOS Bf’»,

SeN"- Se
"mna sen'd Yhe - 2sen®be . senby . o3 BBy
SEN” e sen’ oy -+ sen” by - 2sen® b . sen’ 6, ., co8 Bibs

(40)

Questa & I'estensione all'(n — 1)-edro ipersferico del teorema iro-
vato dal sig. Thiry sul rapporto fra la simediana e la mediana da
un friangolo rettilineo.
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§ 7. — Formula della distanza.

Sia S un punto della ipersuperficie sferica, K, il punto notevole

d'ordine p dell'n-edro A;Ag... A, e K5 il punto ove I'ipersuperficie
aferica & incontrata dnlla semiretta A,K,: sard K'; 1] punto nofevole
d’ordine p dell'(n — 1)-edro ipersterico,

Tiriamo il seginento SK, e prendinmo a considerave il triangolo
rettilineo A.SK,. Pel teorema di Carnot abbiamo:

8K = A, K.+ R*—2.R. AK,.cos S,AK,
¢ siccome s1 e trovato pure:

= 3
Eﬂhp ‘ Sﬁ h

E -Uhp

SK, = Ep,
uguagliando 1 secondi membri e isolando il lermine col cos BALK,

troveremo:

= P SA S—
R . A.K, . cos SAK',=R? — 2 “‘ﬁ ;.? = — Ep+ Ak,

Sommando membre a membro questa e l'alira:
.&u]ipz ey RH_ Ep,
che si ottiene dalla formula generale delln distanza, fattov P=A,,
e facendo le debile riduzioni, si perviene alla relazione:

2
E ﬂ]lp Sﬁ.h
2y

2R . ALK, . cosSA Ky = 2R —
Sostituendo a SA, il suo valore dato da:
SA, = 2R .sen 1 SALA,,

Ia precedente pubd seriversl anche:
NP, (1—2. sen 3 SA AN

»ooy®

2R. A.K, . cos SA,K', = 2R?.

OVVEros

T‘ e
Y a? . cos SAyAy

oR. A,K,.cos SA, K, —2R®. — (41)
) ¥
e tenendo presente l'espressione di ay,
R—91+!  Ssent by, . cos SA,A
~ f & 4 h o« nith
EHKD . COS8 bﬂ.nE  E [l“' i Ej!]p E ﬂhll
Ricordando poi la relazione:
w1 1—1
R—9p+1 ‘/ El‘. gen’ b 2. X sen® by, . sen?b; . cos BB,
Al — =2 _ - (42)
X oay

1

4
i

e ' ¥ = by R T

b Pl 8 B e, i i [ . -_
e e L P R SN Rt
L o - 1

e

Sk
B . —:‘rr-'l_

¥ 'L..,_.,,
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di cui gia facemmo uso nel precedente paragrafo: e dividendo mem-
bro a membro le (41), (42) perveniamo, fatte tutte le riduzioni pos-
sibili, alla formula:

n—I|

Zsen® b, - cos 8B,

cos SK’, (43)

a—1 n—1 :
X sen™ b -2 X senP b, . sen® by, . cos BB,
1 1

Questa formula ci permette di ealcolare la distanza (ipersferica)
di un punto S dell’ipersuperficie sferica dal punfo notevole d'ordine p
dell'{n — 1)-edro ipersferico in funzione dej seni delle facce, dei coseni
dei lati e dei coseni delle distanze del punto 8 dai vertici.

Andiamo a dare alenns applicazioni della formula testd trovata 6
cominciamo dallo sevivere la medesima per un altro punto T. Se di-
vidiamo Ja (43) e quella cosi ottenuta, membro a membro, otteniameo:-

cos SK'y _ Zisen® by, . cos SB, (44)
cos TK's  Xsen®hy,.cos TR,

Ora, se SK, & minore di TK;, sarh cos SK, >TK,, ¢ quindi Ia somma
che figura al numeratore sara maggiore di quella che fizura al nu-
meratore, La sommas

E]sﬂnf‘ In . cos SB,

¢ dunque mussima quando S coincide eon Ky. E il valore che essa
soinma prende in tal caso &, per Ia {43):

n—1 —l1
VE[ sen’P I!’j + 2 Ejh sen” 61 . Send :‘.'J], « COS Bj.Bh.

|

In particolare, per p uguale a zero, si ha:

Elnuﬂ BK,= ]./[n —1)4-2. X cos BR,.

Se facciamo coincidere S col centro O della jpersfera circoscritta
troviamo, per p ngunale a zero, nne, dune:

(n—1).cos R

ces OG
Vin—1)42.3 cos BB,
c0s O] eos R, X sen &, (45)
o VI sen?, + 2. Z sen &, . sen &, cos BB,
cos OF — cos R . X sen® §,

V3 sen® 4, T 2. X sen” 4; . sen® by, cos BB,

dove R indiea qui la misura del raggio della ipersfera.

Facendo coincidere S eon K: troviamo, se r & differente da P2

fi—1

E EE"P bl] . COS8 BhBr

cos K, — (46)

1
VIE sen® §;, 2 _ ¥ gend b .sen’ &y, . cos BB,

] L) L]
s
ot S
g

1,

L |—';--l...—l-l j-l-';'l: ’:-IFI-'H‘I =y

el iy | il T '-.} "
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la quale ¢i conduce alla formula:

2 senP by, , cos By, B. Suen™ b -2, Xsen? b; . senP by, . cos BibBy,
Zsen by.cosBiK, [ Zsen* b+ 2. X sen” b, .sen’ &y . cos BBy,

e alle altre

Y sen by . cos By K,

cos Gl = =

l . VX sen®b; + 2. ¥ sen by sen by, cos BB, .,
Y een® b, . cos Bl o

cos 1K : _ 47 i

| YXZsen'bh; + 2, ¥sen® ;. sen® b, cos BB, 147) ¢
S sen’ by, . cos By K, :
cos R
! VEsen*ts 1 2. S sen;. sen’ by, . cos BBy ;

mentre, se » & ugnale a p risnlia:
=

2 aen’ by . cos BuK, = VX sen®* &, 2. Z sen® l); . sen’® &y, cos B;By, (48)

R
da eul segnono in pariicolare le relazioni:

Zsendy . cos Bul =1 X gen"4, 1+ 2. X sen b, sen by, cos BB,
Ysen'd, . cos B K ='$-":‘, sen® b+ 2. 2 sen?h, senb;, cos BBy,

che rviportiamo dalla lnnga serie di formule che si possono trarre
dalla (43).
Notiamo da ultimo la relazione generale:

Zsen? b, . BH=0, (49)

che ha lnogo quando H & un punto della sezione massima che ba per
polo Ky e che eonsegue dalla formula (43).
In particolave & poi:

¥ cos B:H =0, (50)

so la distanza HK, & di un guadrante. I punti tali che la somma me-
desima sin costante sono sopra una varieth sferica a # —3 dimensioni,
della quale la (48) ci fornisce allora il raggio.

Exnico Picciowr.
(Continua)

— —

SULLA TRASFORMAZIONE DEI RADICALI
]/uﬂl@', ]/ﬁ:: ;’ET. V;Ei ;"H

»

1. 11 prof. De-LoNGCcHAMPS, nel Supplemento al Periodico di Matematica, (1)
richiamné Pattenzione del lettore sulla questione elementare, ma interessante,
della trasformuzione dei radicali sovrapposti, mostrando con un esempio che
« 81 possono trovare in gquesta vin del risultati semplici e probabilmente
Inogservati fin qui ».

(1} Aone V. fase. VI
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In altri miei lavori
rinscendo a

FERIODICO DI MATEMATICA.

i0 ho gia fatto rilevare Ia veritk di tale affermazione,

trasformare aleuni radicali sovrapposti nella somma di radie
quadrate, quarte ecc. di quantisa razionali.

Qui mi propongo ora di eseguire, sullo stesso argomenfo, alire nuove
trasformazioni, le quali, se non m’'inganno, conducono a dei risuléati degni
di nota.

i
*+ *

f—_—_

J 4
2. Lesva. — J7 radicale ] a+ Yb, in cui le quantita a e b sono razionali,
St pud frasformare nella ESpTessione

Vz+¥5+Ve—75

© SOn0 quaniita razomali, se risultano verificate le sequenti con-

M i a, b,
dizions ;

I, La differenza a*— b sig un quadrato perfetio r2, sia cioé

a*— b —=rs (1)
2% La quantiti 3 (a® — r) & wn quadrato perfetio q°, sia cipd
et - =g" (2)

Poniamo infatti Je e(juazioni

s . 4
Vc:—i—fb:]/;{r +]!y+}'=—‘|5_;, Va—ﬁ= Vﬂ: +Vy—Vﬂ-‘fy: (3}
€ proponiamoci di risoiverle, se aard possibile, con dei valori razionali delle
incognite a, ¥, 2.

Considerando di ogni radieale il solo

2egno positivo, quadrando le (3) e
sommando membro a membro &l

ottiene
=+ 2. fd'-J
Moltiplicando invece membro a membro le (3) si ha
]"n’—}ﬁ:?@—{z—m}. (B)
Per le (1) e (2) si ha intanto
r__ v 1/ + r a*— 71 qfa* + 71

¢ quindi, dalle (5} e (G) si ricava

3y 0

1% r —== “u .

V j —¢=2Vy — z—uw),

che risulta soddisfatta se 81 pone

=3+, z—z=g ® g
Dalle (4) e (7) si ricava allora 1
T=Ha—q) , y=1@+r , s=y(a+q) i
e gquindi dalle (8) i
2 . e ’
‘V . a—-q—l—]’m ;|—? H—I—q—]r"a ;—:
4
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che, tenuto conto della (2), pud anche scriversi

a A — . / T o=
]/aivbzl/“ ‘3‘+;“ L ety J“" 2 (8)

come volevasi dimostrare.
EsEMPI0 NUMBERIOD. — Supposto ¢ = T, b=2112 » =17, g=4 risultano
verificate le relazioni (1) e (2); dalla (8) si ha auindi

VTi E;;i;ﬂ:% [Vﬁ +2¥58 + }’2’3—*2 II'IE’TE]] -

:!:1;#

-
& Teorema 1. — Il radicale fa+ Vb, én cwi le quantila a ¢ b sono

razeonali, s pup decomporre nella somma di due radici quarie e di due radic:
quadrate di quantita razionali, se riswitano soddisfatte e sequenti condizion: -
1% La differenza a* — b sia un guadrato perfetio v, sia cioe

At — b =2 (9}
2 La quantita § (a® — 1) sia un quadrate perfeito q2 sia ciod
§(a® — 1) =g, (10)
3. I prodotlo 2q (a + q) sia un quadrato perfello h® sia cieé
2q(a+ g)=n% (11)

L
Essendo le relazioni (9) e (10) identiche alle (1) e (2), al radicale ' a+1bh
si puo applicare il lemma precedente: si ha quindi

Vaiv'a‘:‘,—;[va—-qwa—ﬂ:?iVu+a~v‘aﬂ—qﬂ]- (12)

Osserviamo intanto che il radicale },a — ¢ + Ya* — g* che comparisce nel
secondo membro della (12), si pud trastormare nella somma di due radici
quarte di quanfith razionali se il prodotio

(@ —gha® — ¢*) ~(a— ¢)Y| =2q(a + ) (a— q?
sia un quadrato perfetto. (1)

Similmente, il radicale }“a + ¢ — Va* — g* si pud trasformars nella diffe-

rénza di due radieali semplici, ze
(@+g)*—(a*—g*) =2¢(a+ ¢)
© un quadrate perfetto.

Posto allora, come abbiame fatto nella (11),

“q{a -+ qg)= I

risulta IS
(@ —q) = [(a — ¢)AJ,

@+
e guindi sj obtiene (1) & 2)
4 +
Va—q+]fa’—q==]/(“‘—§”fﬂ1'2h+3m+}/(ﬂ—m{aIEthSq)
- ' (13)

Vu+q——fa—=:§i=}/ﬂ+g+ﬁ Vﬂ+g—h,

() Cfr. ons mia Nota nel Perfodico @ Matematica. Vol. XXI, fage, VL
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€ pereio la (12) si pud serivere

lﬂ‘_l-;5_=

;4 4 ' |
=3 [Vfﬂﬂr)(H+Eh+3m+f{ﬂ—ﬂ)tﬂ-—i’h+ﬂq *hatgth+Yatg—h], (14)
come volevasi dimostrare,

ESEMPIO NUMBRICO, — Supposto @ =7 4192 ;— 47, g =1, A=4, ri-
sultano verificats le velazioni (2), (100 e /11 : dalla 1) si ba guindi

Iu]

4 4 4
V'fizm-_—_—;-h’lﬁj—}—’lﬁ’:t] 2F 2.

k.

4
$. Tronema IT. — Il radicale "a - ?'E e cui e quantita a e b sono 7a-
zienali, si puo decomporre nella somma i guattro radicali semplici, se risultano
soddisfatte le sequenti condizioni
I* La differenza a* — b si wn Tuadrato perfetto v, sia cioe

ﬂ‘l —_ [‘} — l‘l. (15]
2" La quantita } \a* — 1) sia wn quadrato perfetto o® sia cipé
@t —) =gt (16)

3% I prodoiti 29 (g —a), 2q (9 -+ a) stano due quadraty perfettz.
4
Essendo Ie relazioni (15} & (16) identiche alle i)e 2), al radicale & + Yo

ST pud applicare il lemma, precedente; si ha quindi

e e—

/ 4 1 T B ——
Va iﬁzﬁ[%—q+v&_’_—_§ﬁi]/ﬂ+ g — Vai—¢2]. (19)

Osserviamo moltre che i due radieali che compariscono nel secondo

membro della (17) Possono mspettivamente decomporsi nslla sommg & neila
diffevenzn di dye radieali semplici, se | prodotti

2q g — a), 29(g + a

sono due guadrati pertetti,
Posfo infatti

20(q — ay=n?, 2 (a4 a)=1", (18)
o i 3 1/a—g+k Vﬂ.’—q—ﬁr
Ya—q+Var— ~V — 3

VHQ_W_Q, =]/n+g+ﬂ Va—l-

81 ha

q—h
3

6 quind: daila (17) si ottiene

4
Vni:ﬁ=%h’a~q+k+1’a—q—kﬂa+q+ﬂ + Ya+q—h},(19)

oome volevasi dimostrare.

| |
i
i
)
3
L
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B

ESENPIO NUMBRICO. — Supposto g— 1. b= — 144 5 — _ 1201 f

10° 100773
visnltano verificate ls relazioni (1) & (2); dalla (8) 81 ha quindi

L s V—9+12Vm1 l/ls_.lw—l
2 — :
V;}_1. 144 16 +

10
Ma per 4 =8 rélazioni (18); dalla [19)
st otbiene aliora

y & =4 risultano anche verificate Je

o 1 _ 1
~pify-1L

!

& ——
B b= =V=4+9YV
l/lu == k=il ]/10 L l’

i

%
2 Terorena L — 7y radicale

R = VI’E + ;17

(20
le quantitc 8 ¢ b somo razionali, s pub decomporre nella somma i
queettro radic: guarte s quantita razivnali,

se risultano verificate Ip seguents
condizion: -
1%, La differenza ot

F

in cui

— b sia un quadrato Perfetio v2, gia cipe
a*— b —=r2

1210
2. La guantiti 3 a{a — vy sia un quadralo perfeilo q* sia cipe
Yala—r)=g* (=2
8% I prodotto 2q (9 + &) sia un guadrato perfeito h? sia cips
297 + a)= hx. (28)

Uonsiderando di ogni radicale

il solo segno positivo, il radicale (20) si
PO porre sotto la forma,

] E e
h=-—VYa+ Va'b.

Vi

24

4
Al radicale Vﬂ + Ya'h si
petendosi Ia (21) serivere

puo applicare la trasformazione (14), poiché,

2l — b) = a%2

(25)

per le (25), (22) e |23} risultano verificate le relazioni analoghe alle (9), (10
€ (11). Daile (14) e (24} si ha allora

— 4__

VVﬂ + Vb =

) ~ 7 _ —

= ——|Y{a— ?Jl'.”+2-’f+3fffl+ﬂﬂ—q}tﬂ—EH-Hf}JiVﬂ-F*hL rFYat-g—17), (26,
2Va &

che pud anche seriversi

VVcTi-;ET=

4 1 1 i
1 == 3 '-:,l i I T 'r.__i? i I 1 . ' B = rE ‘ _
?W(ﬂ 7(6+25+3g +V(n gifa- qu}i]/{cz+3+m=ﬂ/cnlz 2 ]‘

come volevas] climostrare,
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4
O8SERVAZIONE. — E chiaro che se, nella (24), al radicale Vaj: Ya*b si
potessa applicare il Teorema 1, il radicale (20) verrebbe decomposto nel pro-
dotto di una radice quarta di guantitd razionale per la somma di quattro
radicali semplici.
Il lettore pud dimostrare, molto facilmente, che tale trasformazione ha
luogo se risultano verificate le seguenti relazioni

' — b=y, jaja—r)=q* , glg—a)=nh* , 2¢(q + a)=k% (28)
11 risultato al quale si giunge & il seguente

o 1
Vﬁii’b= ——WVa—g+k+Ya—g—k+Yat gt hFVatg—nl (29)

2Va

EseMp10 RUMBRICO. — Supposto @ = 343, b= 9408, r =320, ¢ =49, h = 146
risultano verilicate le relazioni (21), (22) e (28); dalla (26) si ha

i 4 +
Vriv’?‘i 2 V588 = f [VI0B + Y12 + 2¥8 x 2].

2 Y543

6. TrorEMA IV. — 71 radicale

‘4 4

n cuz le quantié a e b sono razionali, si put decomporre nel prodotto di una
radice ottava per la somma di quatiro radici quarte di quaniile ruzionali, se
resultano verificate le sequent: condizioni

1%. Il prodoiie a(a—YV) sia un quadrato perfetio v4, gia cioé

a(a— b) = rs (31)
2% La quanfité ia(a—7) sia un quadrato perfetio o, sia cioé

tale—r)=q. (82)
3% Il predotto 2q (q + &) sia un quadrato perfetto h¥, sia cioé

29(q + a) = h* (33)

Considerando di ogmi radicale il selo segno positivo, risulta vera la se-

guente ugnaglianze
B % b
p=Yal 1+ If =0 (34)

Le relazioni (31), (82) e (38) 8i possono rispettivamente scrivere
7 r\2 1 r q\2 g (4 __ [ h)\®
=@ 20-5)-) EEe)-()) @

3
N . b . -
quandi al radicale VI 4= la" — & pud applicare il Teorema 1°.
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Dalle (14), (34) e (35), fatte le opportune riduzioni, risulta allora

]/;E + f‘t?:
— Ve DG T+ oD =D gt Vargri=ars=i] @6

2 Ya?

che pud aoche seriversi
V' T
Va + Vb =
4 W g 4
1 (a—q)(a+2h+3q) , 4/(a—gi(a—2043q)  4fia+qth)? _q/iatq—n)| a7
: = -+ s o —+ ( )
2V a a a

come volevasi dimostrare.
EseMP10 NUMERICO. — Supposto a =17, b—

192 47
E, T'"—‘—,T, q=1, h-——-d:,

risultano varificate le relaziomni (31), (32) e (83); dalle (86) si ha guindi

1

VP?T-I_-H;B_Q : [];ﬁ-}- 12+ Y12 7 2].
2 V7T

]

#*
=

7. Ii chiaro che dei teoremi precedenti si possono fare diverse applicazioni.

Noi ne faremo qualenna, lasciando al lettore Ia cura di farne altre per suo
conto,

Congideriamo, prima di tutto, le seguenti equazioni di 29 grado :

4
:E'—EVEE-}- ﬁ:ﬂ'
q 4
a*—2Yax + Yo =0 (98)
2] 4
2*—~2Vax + Vb =0

le cui radici sono rispettivamente date, com’s note, dalle

4

ce=VYa+ Ya—Vb

—

E = 1jn=_ < VYE—;’E (59)
x = ;E:L- VI?-:T—;'?-

Se ai radicali sovrapposti che corgpariscono nel secondo membro delle (38)

8l possono applicare i teoremi dimostrati precedentements, le radici delle

equazioni (38) 31 possono esprimere mediante Ia somma di radiei guedrate,
quarte, ottave di gquantitd razionali.

ok
8. Supponiamo di avere le 2° guantita

el s a3 @y .., any (lap (n intero e > 1)

e ———— e I e e 2} e . o o i by

_.,_-..._
¥ L] - |
S il T T s ey e r -= r -y

. -

- |. - - . T g —r g "
o L . 2 - L ey o r ’ 1 = e
e E 0 = ' LS e - 0 3 i

—

b i bl T T

Tl Y el

- > - ey g iy o, =
re - 1 - - a -
—- TN E Liad L T B
e e e R e, ST
TR — -
- - - .

L

SR i
e e o F s el o
.-ﬁ-—'.—.—_'.. S——

T
5
T
- ——

AT L. S G e |

CRSa = 2 S
il ! — =
T s B i
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legate tra loro dalle seguenti n — 1 relazioni:

(g ds e 2y Rgn_g =
{]_} — = — ot e T, e |

o 11 (3 i1y Iy Jan_3 dygn_3

(74
(2) 3 ﬂ? L= ﬂi“—l

(L] s Gom_3

(4 93 flgn_g (40)
[3} S

51 flgn_g

iiiiiiiiiiii

(n—1)

. la ocui legge di formazione non ha bisogno di schiarimento aleuno, e consi-
deriamo la somma
=m*at+aEat... 4 gy + anm, (41)

Hssa 81 pud serivers

S=ﬂ1(1:|: )-l'ﬂn(l"' )+.--+ag= (11;:’;)

e quindi per la (1) delle relazioni (40) =i ha
5—(1 + )Cﬂt'!'ﬂa +ay + ... 4 ko)

che si pud anche serivere

=i 2 ) oy ol 22

3] Ggn_g

os=1g, per la (2) delle (40)
3—'(1:12 )(1-1' )lﬂ1+ﬂﬁ+ﬂn . asng).

1 facile ora osservare che applicando successivamente tutte le rela-
zioni (40) si ottiens

; |
S = pra (£ ag) (a1 + @) (1 + as) ... (@ + ago—23) (@ 4 @n-14).  (42)

Era questo il risultato al guale yolevamo giungere.
Osserviamo imtanto che negli 2 fattori della (42) aventi la forma (2; + @)

i valori dell’indice 7 sono

2 241 2241 2241...Z-F41 4] (43)

come s1 pud facilmente verificare.

e e~ T o A P e

4
% W ,
9. Consideriamo ora il radieale <IRE
" 4 B 4 o
Yo, + fﬂ: + ...+ Vagng + Ve, (44) S
i
A
5
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in eui 1o quantita razionsli g siano legate dalle relazioni (40). Tenuto conto
di quanto é stato esposto al N, 8, il radicale (44) si pud serivere

1 Vhi . V:_ 4 VI___ a
b= 2 Va, + Vﬂi }!ﬂl 5 o ];r:_I;. - Vﬂl + Vaan—y, . (45)
}faln—l

[ 4 i
Se & ciascuno dei radical; della forma ‘P],/El_i @, che compariscona
nel secondo membro della (48), si pud applicare 1la trasformazione (37), il
radicale (4) si pus decomporre nel prodotto di una radice ottava per la
Bomma di 2* radiei quarte dj quantiid razionali,
Lascio, per brevita, al lettore la cura di dimostrare il seguente
TEOREMA. — ]I radicale

' P 4 4
= Vﬁi‘ Vae + .. + Ve + Vagn

m eui le guantita » SOR0 razionali, st pué trasformare nel prodofto di una
radece oltava di quantits razionale per la somma di 2 radici quarte di quan-
Litd razionali, se risultano verificate le seguenti condizions:

1%, Le gquantita a siano legate dalle relazioni (40),

2%, 1 prodotti a, (81— 8y), #n cui Uindice i assume i valori (48) siano dei
quadrati perfetli r% siuno cioe

dy (ﬂl — @a) = 7r? &1 fﬂl — ﬂﬂ =t .. (a1y — ﬂan—l-u) = Py (46)
3% Le quantita } (ay (o — 7)) stano des quadrate perfetti g% siano ripd

-} [ﬂ’; {ﬂ;-—- i"'ﬂ} = gﬁ’ } [ﬂl (ﬂ] '—*TE” ——— I;-'aﬂ i B 111- [ﬂl (ﬂl—?'n)] = l?ni- (‘1?}
4% 1 prodoiti 2q (g + 1) 8wano dei quadrati perfedts h*, s2ano eios

S @t am)=n" 2 (q to =Rt . 20 (¢ + a)=n (48)
Analoghe applicazioni si possono fare de: Teoremi 19 2% ¢ B,

i

SALVATORE Composro,

INTERSEZIONE TN DNA  QUADRICA DELLO SPATID AD DINENSION
(ON UNA RETTA ASSE DI ON SISTRMA LINRARE o™= | IPERPIANI

l. Sia >
(f'=) aoozy® Gt ... - Qo2+ Qapmgr, Foe 20 g 2 =0 (1)

Pequazione di una quadrica @, immersa in uno spazio lineare ad
» dimensioni: e sieno

Buo+ fuzs +- ... . + B, — ©)

.................
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le equazioni di »—1 iperpiani linearmenti indipendents, cioé atti ad
individuare una retta s; il problema di determminare 1 intersezione
della ® con la s & condotto alle risoluzione del sistema formato con
le equaziont (1) e (2). 4 guesto sistema se ne puo sostilwire un aliro
formnato con eguazioni lineari. (")

2. Congideriamo la funzione

G 0 ...0 & oy ...c

0 0...0 8 B ...B

0 0...0 X At .-.h
| =

2} Bn}...ln g ot « « « oy

%1 Eu. .11 Tio 11 -+« iy

--------- ik [ L] i - = & - L

e fr.coAr Gro On... O
Nel determinante del secondo membro agli elementi della »-esima
verticale, moltiplicati per z,, aggiungiamo quelli della r 4 l-esima
moltiplicati per 2, quelli della » 4 2-esima molliplicat: per x; ece....
fino a quelli della 2r-esima moltiplicati per z,. Nel determinante cosi
ottenuto ripetiamo le operazioni analoghe sulle orizzontali; st avra,
tenendo conto delle (2) e del teorema di Fulero sulle funzioni omo-
geree, ed indicando con f'z la semiderivata di f rispetto ad x;:

O 0...0 0 o o

0 0...0 0 XA s ... %4s
a0 0.0 0 fu Frof
73 [-'51.--11 ny i1 @i ... ir

s Pa...hs [x Om oz ... Gg

- Br o 1 AR r.v.r 431
T I =(— 1)1 A,

In cul A, & il determinante che si ottiens sopprimendo la prima ver-
ticale nella matrice

ﬂ_rﬂ . 0w ﬂn
od anche

o g1 ... Tr
fo Br ... B
(3)
e A1 ... Ar '
fag foy... %
Quindi, secondo che » & pari o dispari, si ha:
2 VT =Ao, (4 0 VT =Y—14:,, @

nelle quali VI_ deve considerars: col doppio segno.

(1) Lo retta » pnd avere ! punti & comune con la quadrica; nd pnd avere pit di questi punfi
a comune, altriment! ls equazioni (2) non sarebbaro indipendenti,

AN
- = -.'
SR e S
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Il sistema delle equazioni lineari omogenee (2) e (4), se r & pari:
0 (2), e (4), se » & dispari ci da i punti di intersezione della retta s
con la @,

Supposto r pari; allora se 1> 0 i due punti comuni alla s e alla @
sono reali, se I<<0 i due punti sono immaginari, se 1=0 i punti
sono reali e coincidenti. Nell'ipotesi in cui  sia dispari i primi due
risultati si eambiano. (%)

Concludiamo per tanto: la condizione necessaria e sufficiente affinche
la retta (2) sia tangente alle quadrica (1) 2

L =0,

3. Se nel determinante A, ai termini della verticale p-esima mol-
tiplicati per x, aggiungiamo quelli della 18 moltiplicati per z, quelli
della 2* moltiplicati per ecc., avremo, tenendo conto del teorema
di Eulero snlle fanzioni omogenee, delle (2), spostando la verticale
p-esima di p—1 posti e ponendo successivamente r=12...p—1,
p—2,... ., »

.’.FuVFI_':Au, Tlv:[_:-é.l,...,:ﬂ;-ﬁ:ﬂr per I"PH.I'i, (5)
Zo YI=Y—1 A, mﬂ/I—:V—l Ay, :rrVI_=]/—-—1 A. per y dispari, (B

nelle quali Ay, A,,..., A, sono i determinanti che g1 estragegono dalla
matrice (3) sopprimendo rispettivamente Ia 1°, 2= . , * verticale.

4. Consideriamo la matrice

Z0 01 ... 08
aliilcn )
doe At ...

. ‘r+1
o (r—|—1)_r(r2, )
&1 possono assumere come coordinate omegenee della retta s nello

spazio ad » dimensioni. (%)

Se indichiamo con z,, (a==b=0, 1,2,...,7) 11 determinante che
si ottiene dalla matrice (6) gopprimendo le verticali g-esima e b-esima,
e sviluppiamo il determinante I secondo i minori d’ordine massimo
estratii dalla matrice formata con le prime r—1 orizzontali ed egzna-
ghiamo a zero il risultato, avremo una equazione

determinanti di ordine massimo estratti da essa

¢ (2d) =0

quadratica ed omogenea nelle z, , che si pud interpetrare come Vequa-'

zione di wna quadrica in coordingte di retta. (*)

1) Per =3 vadi V. Morraws. I delerminantl ¢ lu luro applicnsione aif'ciigebra ed nlle gec-
metria analitica,

(*} Vedi Cuensci, Ueber eine Frundam entalanfyabar Invnvianientheorie Gi Akad, Vol. X113 118721,

1?) Lo es. b sono legate g i —1ir - ) relazioni quadraliche, e le coordinate non omogenes
delia rofta sono 2 (r — 1. [V, Crpen, 1, ¢.)

- -
- _.1-'

—

S T T .
L R e | P —— ]

- h 1k
O — =" sy o

z- "It—.-.“.-.arE='- Ty
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5. Supposto I=0, le equazioni (5) o (5), che non sono indipen-
denti, e che 81 possono sostituire al sistema delle equazioni (2) (4),
sl POSSONO sCrivere:

o1 f'xy + 702 fxs 1 oo o For fxe =0
Emf’:n—|— Dtmf":g——---‘l"ﬂlrf’:,:n (7]

- - - - - & - = - - - - = - - = - @ @ & @ @ @ @

od anche

I=r rh—r

> LE o :-.,,,)xl_—.u

=0 =0

h=r ;h—=r

3 (3 e a:) =i}

A Al &3 _ (8)
|=-1:~.-'

p Eﬂmﬁrh)fﬂ:’ﬁ

=0 \i=p

Sicehe le coordinate del punto, in cui la refia s & tangenie alle D,
sono proporzionall ai complemenic algebrici degli elemenii di una oriz-
zontale qualungue del determinanie

h—r h=r | =

Z Gy Gon 2 @p Ol » » « 2 Cpr Dok
=10 h=0D =0
h—y =T h=z
Eﬂ-hnﬂj_h E&!mmm...EﬂhIm;h
h—=0 =0 h=—0 '
h—p h=—r h—r

b

Do oty B B ety + v« 2 O Oy
B=1) b=t E=0

6. Perche una retta, in uno spazio ad r dimensioni, passi per un
punto occorrono »— 1 condizioni; se vogliamo che guesta sia tan-
gente alla quadriea @ nel punto in discorso bisogna aggiungere la
condizione o=0. Si hanno in tutio » condizioni fra le 2(r—1) coor-
dinate non omogenee di una retta. Quindi: le retie che passano per un
punto P’ delle quadrica ¢ sono tangenii alle medesima in guesto punto,
formano un sistema r — 2 volte infinzio.

Le suddette rette stanno in un iperpiano. Infatti se

P('I'u, 1?,1,...,:1:‘]-)

¢ un punto semplice della quadrica @, e vogliamo che la retia PP,

le ecnl coordinate «,), sono proporzionali al minori estratti dalla
matrice (1)

Ly L o« g
I’jn .IJu...mrz A

sia tangente alla quadrica, devono esse soddisfare I'eguazione

P (:‘ih h) =— 0!

(1) Vedi Ciepsch, 1. o
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e le coordinate del punto P, come quelle della retta PP’, devono
soddisfare la equaziom (7).

Cosi deve essere soddisfatta la i-esima delle (7) che, dopo la sosti-
tuzione, diviene

(& & —@o2") ey ... (w2 — a2 e, +
+ (& e — 210 27) [*at-.. (2o —a ) [v.=
od anche :
2 @of vyt A P o, F e, o2 .+
T & (o )”I"n "l‘ R "|‘ HES | frxﬁ_: + Figa f’:t'm s =0 f’:'-’r) =0

0, ¢id che & lo stesso, per il teorema di Eulero :

%fir‘n"]-—iﬂ,[fifl—l—...—l—xrf}:;,: . (9)
La (9) & Vequazione di un iperpiano luogo délle rette tangenti alla

quadrica © nel punto P’ ciod & Uequazione dell'iperpiano tangente in P’
alla guadyica £=0,

Prof. CEsare BiraNca.

PICCOLE INOTE

Sula proprieth associstiva delP’addizione.

Il prof. Palmieri con il superiore titolo ha pubblicato nell'nltime mmmero di
quesio * Periodico , una nota dalla quale un lettors superficiale potrebbe dedurre
che nell'opera del Peano, Aritmetica razionale, vi sia nn circolo viziose, in virki
del guale il Peanco per dimostrare la legge associativa si serve della leggo stessa.

Che un logico della forza del Peano abbia potuto incorrers in un errore cosi
grave di logica non & natnralmenie cosa ammissibile. L'equivoco ha dovuto di-
pendere dal non svere tounto presente la profonda differenza che vi & fra i due
segNl (=) e (= DI

Riguarde al secondo segno il Peano, a pag. 44 delle sue Notations de logigue
mathémaligues, serive:

“*La forme la plus simple d’une définition est:

— ¢ DF

ou x est un signe qui n'a pas encore de signification, a est un groupe de signes
ayant une signification connue, et nous convenons d'écrire le signe simpla z an
lien du groupe . Cette convention pst exprimée en écrivant le signe = entre 2z
ef @, et DI & la fin de la ligne. Exemple:

Np=(N-+1)—[(N + 1) (N+ 1)]. (9 Df

Aux mots * nombre premier , on attribue Is signification de ® nombre plus
grand que I'unité of qu'on ne peul pas décomposer dans le produit de denx nom-
bres plns grands que l'unité ,.

i1) Il segno (—) va letto non,
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Saof I'importance, ont la méme nature des définitions les positions qu’en fait
dans un raisonnement guelconque, lorsque, par abréviations, on désigne par uma
lettre toute une formule ..

Il pensiero del Peano & cosi Incido, che non ha bisogno, di schiarimenti.

Cosi, nella definizione delle cifre, quando scrive

=0 -+ Di

si deve leggere: * convemiamo di serivers il segno semplice 1 in lnogo del gruppe
di segni 0 ,; oppure * poniamo 1 in luogo di 0 4 ..

In base a iale convenziome & lecito scrivere a 4+ 1 in loogoe di a4 (0 +4),
perché significa che in a 4 (0 +) conveniamo, per abbreviazione, di serivere 1
al posto di 0 4,

Uosi & lecito scrivere, secondo le eonvenziomi poste,

s+1=a+(0+4)

senza che in cid intervenga il teorema: “se a, , ¢ 8ono numeri, ed & b= ¢, sara
pure a +-b=a +e,.
Similmente & lecito serivere

a4 (b4 0)=a+ b,

avendo eonvenuto di indicars com il segno semplice b il gruppo di segni & 4 0.

Un altro punto da cui si deduce la gran diffevenza fra — e = DF si trova
negli Studi di Logica matematica del Peano pnbblicati negli * Atti dell'Accademia
reale delle Scienze di Torino ,, anno 1897.

Kgli vuole definire I'eguaglianza fra due classi e scrive:

Ponmiamo la seguente definizione:

a, b £Cs. D:ia=b.=.a )b.b a.

E legge nel seguente modo:

“ Siano # o & delle classi; diremo che a =& quando ogni ¢ & b, e ogni h € @ 44

“ In guesta definizione trovasi, nel primo membro il segno = fra ¢lassi, segno
che si vuol definire; nel seconde membro una scrittura mon contenento questo

segno. 1 doe membri sono collegati col segmo =; ma guesto 81 deve considerare
unito al segno Df, sicché tulto il segno = Df si deve considerars come un Seguo
solo. Talché & solo apparente il circolo vizioso di definive il segno — facendo

uso del segno stesso .

Riguardo poi alla parte sostanziale della nota deil’egregio collega Palmieri,
¢ specialmente alla modificazione che egli propone anlla legge d'induzione, allo
scope di evitare nell’Aritmetica il concetto di clagse, & cosa che gindicheranno
colovo che nella Logica hanno studi profondi. Con compiacimento & da rilevare
pero come lopern iusigne del Peano & oramai oggello di studio di parecchi in-
segnanti secondavi, degni della pii alta lode, e si va diffondendo nelle mostre
aeuole. L'opera del Peano & monumento eccelso di logien congiapia o classica

semplicita,
SEBASTIANO CATANIA.
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RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 748

PAS. Ereendo x auna retia che passa pel ceniro O di un eciveolo e, trovare
Ueguazione dell'inviluppo delle rette simmetyiche di x rispetio alle varie tangenti
del circolo ¢,

. L. N. Bansizy,
Risoluziene del sig. Pasta, R. Universitd di Palermo.
Considerando le tangenti al circolo ne punti in cui la reita data x lo meea,

troviamo come vetta dell'inviluppo la refia = stessa. Inolire lo tangenti al circolo

nei punti dove la pevpendicolare alla retta = in O seen il eireolo danmo come
rette simmetriche della x le parallele a questa retla distanti dall'uns paries e dal-

Valira di essa della quantita 2r, r essendo il raggio del circoio dato.

I8 chiare d’altronde che ogni punto di queste due reite, &€ un punto dell’in-
viluppe richiesto. Civ posto prendiamo come assi gartesiani la retta xr dats (asse
delle z) e la perpendicolare ad essn in O (asse delle ). Sia M un punte qua.
lungue del circolo, ® P il punto in cui ls langente in M al circolo seca 1'asse
delle z; poniamo OP = @, & 8] prenda come parametro variabile a, se o indica
Pangolo che )a tangenta MP forma con V'asse dslle z la equazione della simme.
trica di quest'asse rispetto alla tangente MP 2

Yy = (@ — a) tan 22.; (1)
” g fﬂa——i"‘
ma il triangolo rettangolo OPM di sena — = dungue tg Ya = e Eppero
B
sostifuendo in (1) risnita
ay* — 2%y =2y (r —a) ya*—+2,
ogsia, liberando dai radicali
(y* — 4r%) a* 4 BrPza® — 452 (22 + y* — 7%) 4% — 81za -+ driyt =),
Devivando rispetio ad a risulta
{y-E e 4,.!] “ﬂ + 6’.!1."2 = | 2,.2 [_,_,_.! + E,fﬂ i ,.ﬁj o E:“L‘.ﬂ g D
Eliminande a fra queste dne ultime equazion) si otliene
Sry*—4r%) | y*—4r® 8 —4iztytrt) —Bpin 44y 0
0 g*—4,* 81z — 41ty —r?) — B2 2y®
— gyt S5t —2y* 0 0 0
) — iyt—g® Srix —2y* 0 T
0 y*—ds® briz <2} xi4y?—rf) —2dp 0
0 0 gy M y? Grfr  —2r%z* 4 —rY) —rx

¢che & I’equazione richiesta,
S vede che si stacea il Fattorve y* — 4r? eiot dell'invilappo fanno parte le
retle y = 2y, y=— — 2r come si ers asserito in principio.
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QUISTIONT PROPOSTE

721. (M Siano due serie a termini positivi
U g+ ug 4. .. e 2 o R

convergente Ia prima, divergente la seconda. Dimostrare che se uy/o,
finisce per decrescere sempre, quando # cresce indefinitamente. si ha,

- u]’_‘l
hlﬂ;}_ (Uj +ﬁg+ﬂ;+ ...“I—i?ﬂjzﬂ.
I
{Per sn=1 veili BogzL, Théorie des fonclions entidres, pag. 17, o 1a postra * Analysis .
Tenbner, 1903, § 207, e

E. Cesiro.

722, Un triangolo ABC & eircoscritto ad um cireolo fisso. Trovare
il luoge dell’ortocentro di esso, quando la retta » del lato BC rimane
fissa e il vertice A percorre una retta 7’. S1 consideri in particolare
il easo in cui », + son parallele,

723. Si considerino i triangoli rettangoli aventi per 1potenusa

comnne un segmento AB, L'inviluppo dei circoli di Brocard di questi
triangoli & una podaria del centro di un eihsge,

724, Trovare il luogo dei baricentr: dei triangoli formati da due
reite fisse con una tangenie variabile di una conica.

E. N, Barrsiey.

BIBLIOGRAFIA

F. Goyes Terxema. — Tratadoe de las eurvas especiales notables. Ma-
drid, Tmprenta de la * Gaceta de Madrid , 1905, pagg. 1x-632.

E noto come gli antichi geometri greci si sjano cecupatl di aleune notevoli
Citrve: ad es. In quadrabrice di Dinostirato, la cissoide dj Diocle, la concoide di
Nicomede ecc.; & eome molte altve linee, algebriche di grado snpernore al secondo
0 trascendenti, si siano presentate aj matematiei, specialmente degli nitimi secoli,
dai tempi di Galileo sino ad oggi. Pero le notizie 8 Je proprieta di gqueaste curve
erano, no a poeco tempo fa, disperse in memorie o libri non sempre nccessibili
alia maggior parta degli studiosi; & snccedeva anche, talvolta, che una medesima
turva venisse trovats per via diversa da divorsi autorl, e battezzata com nomi
differenti, cosl da generare poi confusione e incerlezze sulla priovita delia scoperta.

1) L presante guistions ei & sinta invista dal prof. Alnsin pl ffuale era statin comunicata dal-
Vilinstre e eompiznto prof. Ceslro poco prima delln aia morie.

i L - . .
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i q g i - 4 Lok, . ."|| A g I - e, ! Nl " . - '-.' = H et ol
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Era quindi natorale che si manifostasse fra i mafematiei il desiderio di vader
pubblicato un elenca delle cnrve coposcinte, con nna succinia esposizions delle
loro prineipali proprieta: tanto pin che confrontando fra loro aleune di qneste
curve, trovate con metodi assolutamenis diversi, si era potnto atabilire delle re-
lazioni fra di loro, in medo da considerarle come appartenenti & una medesima
famiglia o a famiglie della medesima ¢lasse.

['accademia delle scienze di Madrid interpeird il desiderio generale, proponendo
pel suo comcorso triennale del 1R92 il tema seguente: * Compilare un catalogo
* ordinato di tutie le curve di qualsiasi classe, che abbiano avuoto un nome Spe-
“ciale, accompagnandolo con un’ idea succinta della forma, equazione e proprieti
“ di ciascuna, con notizie sui libri o autori che prima le han fatte conoscers ..

Il concorse andd deserto, nonostants che neil’ * [ntermédigire des mathéma-
ticiens , il sig. Hiton de Ja Goapiliiérs, proponendo la famosa quistione B9, che
Sl per gir viprandeva il tema dell'accademia madrilena, mostrasse quali vaptagei
avrebbe potute arrecars un‘epera dedicata allo studio delle enrve notevoll, ()

Nel 1895 il tema fu riproposlo, e il premio ssseenato all’opera di cni ozgi ci
occupiamo, la goale cominecinta 8 stampare nel 1900, vide la fuce solo cingne anni
dopo, quando snllo stesso argomento erane ormai gia noti i due volumi (litografati)
di Hemri Brocard, (*) vost ricchi di notizie e d' informazioni & Ia magiatrale opera
dal mostro G. Loria: Spezielle algebraische und irascendente ebene kurven; senza
contare il trattato dal Bosset, nonché aliri lavori.

Ma s il ritardo nelln pubblicazione dell'opera ha potuio togliere alcun che
di wovika, non le ha tolio nalla della sua importanza, essendo assa vompilata con
criteri diversi da qguelli che informano ; lavori citati, ed avendo di piu il van-
taggio di un’ssposizione elementare. adatia alla maggior parte degli alunni delle
universitih. Questo scopo didattico & fatio palese anche dall’A. stesso nelln pre-
fazions. (°) Egli, pinttesto che nno studio di tulte le curve, ha fatio maestrevol-
menis veders come si fa per studiare le curve e, pereid, la lettura di questo libro
sard per i giovani di massimo interesse.

Nello studio delle curve algebriche, I'A. ha segnito 'ordine indicato dal grado
delle rispsttive equazioni ciod, primg le cubiche, poi le quartiche e successivaments
le sestiche e le biquartiche. Alle eurve algebriche seguono le trascendenti, le
spirali, le parabole e iperbole in generale, le curve cicloidali e varie altre eurve
piane: due capitoli son dedicati alle curve gobbe e 1'nltimo alls polodia ed er-
polodin di Poinsot.

Non bisogua evedere che quest'opera sia nna semplice compilazione, Le pre-
cedenti pubblicazioni dell'illustre A. in molli periodici scientifici avevano gii
arrecato importanti contributi alle studio delle surve notevoli, specialmente delle
toroidi e delle corve parellels all'astynide: e questl risultati sen riprodetti pel
libro. Del resto, il nome stesso dell'A hasta ad asgicorare che nnche I dove
egli riproduce cose gia note, debba trovarsi Vimpronta del suo spirito geniale ed
1nveatigatore.

) Y. mimmagine an gievane geomettn che utilizzi e sne leitare por nprire. per opmi enNTva,
un fascieolo, nel guale seenmull pazientemente, della seliede relative n tokte le proprieta ¢lia in-
conlra.. @nesto giovane goomerrw., st prepardlebbe vos) per I'nyvenire la pubblicazions di un vo-
lome che intersssorobbe verlaments i matematicd. ..

(@) E noto eha 1 eol. H. Brocarp si & gempre oceupnio con fecondl risultati delin nuestiona
delle eurve niokevoil; ® il ricco minleriale pel suoi dus volumi (che, esmando litegrafati, non poe-
S0n0. pur troppo. aver largs diffusions) fn da lui comineinto a racengliere fin dal 1886, Colgo
Poecasione por eaprimere all'illnstye malematico Ju min gratitndine per le informazioni fornitemi
e per avermi dalo il medo di cononcers I'opera soa.

(3) " Molta guostioni potevapo esscre bratiale con MaERior roncisiene, per mezzo di procedi-
mienti apecinli; perh ef & parse che un Invoroe di guesto genare, per essere utils, dahba essers ac-
cossibile a futli i lettori ehe desideranc stodiare qualsiasi delle rurve considorate. nnche s5e son
Bprovviali di conoscoanze seiontifiche prefende; 8 percid abhiamo rempre impiegalo i mstodi pilt
generali o convseiptl ,,
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Quanto al metodo tenuio dall’A. esse risultera chinro dalla esposizione del
contenufo del libro, nella quale zppositamente ci siamo diffusi, in apecial modo
pel primo eapitolo, affinché risulti come I'A. pasai dal particolare al generals,
cereando, per quanto & possbilie, di uniformare le ricerche: pur won tralasciando
occasione di far conoscere le diverse vie, con cui si pudb raggiuugers il mede-
simo risultate. 1’operas & diviss in quattordici capitoli.

Car. 1. Cubiche notevoli,

Questo capitolo & composto di 3 paragrafi. Nel primo ¢ consideraia la cissoide.
Data la eostrazions, diremo, classica della cissoide rotta, e un cenno storico su
questa celebre carva, 1'A. iusegna & costrairne le tangenti, determina il raggio
di curvatura, Varea, la lunghezza dell’arco, il volume del solide gonerato ruo-
tando intorno all’assintoto. Poi fa vedere come la cissvide serva per risolvere il
problema della duplicazione del cubo, Ksposta quindi la costruzione dellp cissoide
obliqua, mostra che la cissoide & una eurva umicursole e riporis i teoremi di
Bolitrand. Poi nota come Ia cissoide mon sia che un caso particolare di cubiche
anicursali dedotte da nna conica e da una retta qualungue. E ricords il teorema
di Znhradinick, sscondv il quale, affinché una conbica unicursale sin una clssoide
& condizione sufficiente che possegga tre assintoti reali o uno solo a distanza finita.

Nel sacondo paragrafo & studiata la voncosde di Slise, rammentando che su
questa ‘curva richiamd 1'attenzione il prof. G. Loria. Datene le equazioni in coor-
dinate polari o cartesiane, delermina i flessi delia curva, trovaodo che il Inogo
dei flessi delle concoidi ehe hamao i medesimo assintoto e il medesimo punto
singolare & una cissoide.

Nel terzo paragrafo & considerata Ja strofoide. Upstruila Ia curva e stabilitane
Vequazione, I'A. di un cenno storico bibliografico, in cui, secondo le indicazioni
del Lovia, attribnisce questa curva a Hoberval o a Torricelli e narra dei diversi
nomi altribuitile (ecucumeneide, focale com modo, ecc.) Poi passa a considerare spe-
cialmente la strofoide retta, determinando il vaggio di eurvatura, 1'area o o lun-
ghezza dell'arco, esprimendola con integrali di 1* e 2* specie di Legendre, senza
ricerrers come Booth alla considerazione della curva inversa. Torpaado poi alla
strafoide obligna, acconna some ;l metode di Balitrand, esposto nello studio della
cisgoide, sin applicabile alla strofoide @ 56 Dne possavo ricavare molle eleganti
proprietd, Quindi risolve il notp preblema di Casali o di Quetelet di determinare
cioe 11 1. g. dei Fuochi di una conjea variabile determinata in nn cono retto da un
pianoe che peassa per una taugente fissa al cono; e mostra che In focals d; Qaelelek
& uon strofoide, che & yeita, quando invece del cono si abbia un cilindro,

Del guarte paragrafo & ogretto In Trisettrice di Maclawrin,

Nel guinto I'A. vinssune ed amplia con metedi generali alcane proprieta delle
cabiche vireolari, ¢ai appariengono le curve gtudiale nei §§ precedenti, Dimostra
che esistono goattro serie di circoli bitangenti a una cubien circolare, 8 che questa
¢ evolvente di ciaseuna di tali serie di cireoli; che il luogo dei centri di guesti cir-
coli & unn parabola: clhe esyj taghiano tuiti ortogonalments un cirealo fisso; e che
tuite le refte che passano pei due panti di cuntatto dei eircol] bitangenii alla
cubics & apparienenti alla medesima serie, si taghano in un punto fisso; di pii
le cubiche cireolay 8000 rnallugmatiche, oiod coincidono culle loro trasformate
per raggi vettori reciproci,

Quindi, ricordate le definizioni di fuoco ordinario e singolare di una curva
secondv Plicker, e la nola relazione wn=n(m—1) — 23 —3v fra la classe, I"or-
dine, il numero dei nodi e i namero dei punti di regresso di nos curva, trova
con metodo semplies o chinre che ogni cubica circolare ha 18 fuochi ordinari, di
cul 4 reali; se la corva & di classe 6, ossia ss non ha nessun punto deppio; ne
ha 4, di coi due reali, ynando la enrva & di classe 4, ossia s¢ ha un punto doppio:
ne ha nuo reale quando & di classe 8, ossia hn un pantv di regresso. Di pih
dimestra il teorema di Hart, ciot che i fuochi ordinari delia curva sono i punti
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d'intersezions di ciascuna dello parabole luogo dei centri dei civeol bitangenti,
con un certe circolo. Applica quindi i metodi generali saesposti alla riverca dej
fuochi della strofoide o della cissoide. Poi dir un'umica eostruzione per dedurre,
dato un circolo e una retta, le cabiche circolari umeursali; e rammenta I" rmpor-
tante leorema di Longchamps, ciod che la tangeuts in un punto de) circolo o In
tangente nel punto covrispondente della carva, tagliano la retta fissa in due punti
equidistanti dalla vetta dei punbt considerali.

Uredendo di aver cosi date un'idea suficiente del metodo seguilo dall’ A,
esponiamo pilt rapidamente il contenuls dei capitoli segnenti:

Car. 11, Cibiche noterels.

Nei primi dieci paragrafi sono stadiate le segnanti enrve: il folium di Cartesio,
Ia gerpenting o il tridenie di Newlon, 1n concoide parabolica di Cartesip, la versiera
dell’Agnesi, 1a curva di Rolle, |n exbica migta. Wl folison parabolice, le parabole
dsvergenti di Newton, & le cubiche i Chasles. Nel paragrafo rignardante la enbica
dell’Agnesi, son considerate anche o due curve sd essa associate, ciod la psei-
duvergiera di Longchamps o In vergiera di Prano, dandv conto delle osservazioni
del Loria ad esse relative: e facendo vedere, erediamo per Ia prima volta, che lg
psendoversiera corrisponde a ups cisseide di Diocle e che, con una trasformazions
dovata s Maclaorin, si pud dedmrro dalla pseudoversiers sia il folium di Cartesip
che la serpenting di Newton.

Nel parngrafo undecimo & dato un cenno bibliografico sulle cubiche in generale.

Car. I, Quurtiche moteroli.

11 capitolo & diviso in qualire parsgrafi, 1l primo tratts delle spiriche di Perseo,
ciod le curve che si ottengono tagliando un toro con piani paralleli all’agse. Ne
stabilisce la forma e !'egnazions ne’ diversi casl, e, con metodo molto semplice
ed slementare, na determing i faochi.

11 secondo parla degli ovali di Cassini e fa vedere come gueste curve, nonchs
le lemniscate di Bernonilli rientrino nelle spiriche di Perseo; e col metodo asposto
nel § prec. deiermina i fuochi di queste curve e i loro punti d’inflessione.

Nel terzo sono studiate le leinniscate, ciod quelle spiriche la cul equazions &
della forma (x® 4 p2)® = p2y? + a’y®, vonsiderando separatamente i due casi (lem-
niscata ellittica o iperbolica) ¢ provando che esse sono lipversa o la podaria ri-
spettivamente dell'ellisse o delliperbole relativamente al centro.

Il quarto & dedicato alln colebre lemniseain. di Bernouilli, riportando molte
dolle innumersveli propriets trovate dai geometri che si sono occupati di qunests
curva. Notiamo i teoremi di Weyr e di Schoute sul lnogo dei punti da eni si posseng
condurre quatiro tangenti in modo cho j punti di countatto siano in linea retta, e
1 teoremi di Charpentier sulle relazioni fra un’ iperbole equilatera o 1a sna podaria,
ciod la lemniscata di Bernouilli, e i teoremi di Fagunano sngli archi di lemniscata.

Car. 1IV. Quartiche notecol;.

I} eapitolo comprende quattro psragrafi. Il prime iratta dells chiveeiole di
Paseul; il secondo di uns chiocciols speciale, cioé la cardiode; il lerzo degli voali
di Castesio; il quarto, in genearile, delle guartiche bicireolari.

Nello studio della chiocciols notiame che, determinnta 1a lunghezza dell’areo,
I"A. vi abbia mosirato, riferendosi all'ares di questa curve, come si possan dedurve
tooremi analoghi & quelli dimosira$i palla teoria degl’integrali ellittici relativa-
mente agh archi d'ellisse.

Nell'estaso paragrafo riguardante gli ovali di Cartesio, & ricordato il taorema
di Chasles, secondo il quale vgni ovale pud esser definito in tre modi diversi
come luoge geometrico dei punti le cui distanze da due punti fissi son legate da
une relazione lineare; & mono determinate [e norinali con metodo generale, appli-
cabile a totte le curve riferite a coordinate bipolari,

Nello studie sulle quartiche bicircolari dal quarlo paragrafo vien goneralizzato
il teorema di Chasles stabilendo che ogni quarfica puo essers definita in guatire
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modi distinti come luogo geometrico di Punki le cui disianze da tre panti fiss
son legate da una relazione lineare omogenes,

Cav. V. Quartiche notevoll. (Continoazione.)

I primi undici paragrafi di questo capitolo sono dedicsti allo studio delle 8e-
guentl curve di quarto ordine; la concoide di Nicomede. dandons I'applicazione
alla trisezione dell’angole & al problema dj Delo; la parabola virtwalia o bisaccia
e il caso particolare in cui essn divents un olte (lemniseata di Gerone): la ern-
ciforme (kranzkurve) per la gnale sono estes;j i teor. di Weyr e Schoute (V, cap. 11I)
& s0no riportate le definizioni di Neuberg e Retali; 1a puntiforme (koklenspitzen-
kurvﬂ}, la piviforme, In curra del diavole, il folium semplice, il b/felium, esten-
dendo gquesta denominazione al gruppo di enrve definite dall'equazione

y=i1f;wp-—u.1::t)r—b.r),

che comprende le curve dj Gramer e le quartiche studiate da Ruiz-Castizo; il
érifolivom, il &icorno (cocket Hat), di cni & data Ia semplice costruzione di Scott e
la ewrea K.

Nel paragrafo dedicesimo sono considerate le comcoidi focali delle conichs,
delle quali & studiata Ia forma, ed & notafa I'identita delle concoidi ellittica e
iperbolica colle curve di Jerabek.

Car. V1. Sestiche ¢ bignartiche piti notepoli

In questo eapitole sono considerate: la cusrra di Watt, Vastroide, le curve pa-
vallele allastroide, gia dall’antore studiate In precedenti pubblicazioni; le evoluie
dell’ellizgse ¢ dell’sperbole, o telracuspids di Bellavitiz, notando la differenza fra
quesie curve e le parallele all'astroide, colle quali talvolta sono confuse: lo sea-
rabeo, 'atriftaloide di Haugton, applicando all'equazione della corva il teorems
di Starm per determingre lo ordinate massime e minime; e la curea di Talbot.
considerata come podaria negativa dell'ellisse,

Il paragrafo ottave di qnésto eapitolo & dedicato alle toroidi o curve parallele
all’eliisse, riportando 1 notevolj risnliati consegnili dsllA. in lavori precedenti sin
Sa gueske curve che anlle loro podarie centrali.

Interessante, nel paragrafo uono, @ lo studio dells -curva equipotenziale di
Cayley, nel quale, con metodo originale & ritrovata la forma della curva ed & di-
mostrato che la somma delle 8 distanze di un faoco dai punti d'intersezione di una
retta colla curva & costante; ed & puve cosiante il prodotto delle 8 distanze di un
fuoco dai punii d'intersezione della enrva con una retts passante per I'altre fuoce.

Cae. VII. Curee Erascendenti,

Nel prime paragrafo & tratiata Is logaritmice aj Toryvicelld, @ insieme una
eurya che pud da essa dedurei, detta pispria dall'ing. Saareds che Ta trovo nel 1886,
studiando la miglior forma da darsi a un Bufiteatro, in modo che tutti gli spet-
tatori possano veders un determinato punto dellp Sala,

Nei paragrafi seguenti sono stndiate: |e catenaria, la trattrice di Leibnitz,
facendo notare che essa o ng caso parlicolars di una famiglia di curve indicate
dal Duran-Lorigs; la sintvatirice di Sylvester, la catenarin di egual resistenzs, la
sinusoide, accennando suche alla tangentoide o alla secnnlotde, o alla sinusoide
speciale studinta gia dall’A. pelle * Memorie dell’Ace. di Madrig » 8 nel * Giornale
di Crells ,, definita dall'eqnazione mod sen (2 iy) = ¢; ln quadratrice @i Dino-
strato, In covva elastica o lintearia (muldenkurve) s In cusva 1socrona paracenirica.

Cae. VIIL. Le spirali
In questo eapitolo sone considerati: la spirale @ Archimede, 1a spirale di Qalileo,
Ia spévale di Fermai, o quells parabolica che la comprende; la spirale iperbolica,
il litwo @i Cotes, In spivale logoaritmica, quelly dj Paingot, la spirale trattrics, la
coclioide, che & I'inversa della quadratrice di Dinostrato, e della quale molte pro-
prietd furono studiate dal nostre prof. Cesaro, rapito recentemente, in modo cosl

"-hr.--.-:‘-,:|
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crudele, alla stienza; la clotoide trovaty da Jac.Bmuuilli, m& denominata e siy.
diata dallo stesso Cesaro, & poi da Pivondini, come frcents parte di una famiglia
pit goenerale dj curve; Ia preudocotenaria o la pendotyatirice dollo stesso Cesayo.

Car. IX. La parabols e ipeviole.

Dopo un parageafo, nel quale sopo studiate in generale lo parabole, ciod Ip
turve definite dall’equazione ¥=0""2% & considerann nei paragrafi seguenti |
easi partieolay, corrvispondenii alla varabole semicubica o i Neil, e 1a parabola
cnbica o di Wullis. Chiude ii capitolo un paragrafo, analogo aj primo, nel qunale
80no date aleune Proprietd generali delle iperbole, ciog delle carve defiujte dal-
Vequazione y = glikp-x

Nei sette parrgrafi d; questo capitolo sono considerate: Ia eielpide ordinaria,
le cicloiii allungate ¢ actoresate, le epicieloidi o lo ipocicloidi, o 8pecinlmente |y
spocicloide trieuspidale, riportandovi gli eleganti teoremi di Steiner, Cremona,
Painvin, Longchamps, Brocard, ece. gu quesin curva e le sue podarie, ¢ consi-
derando pove Ia quartica trinodale, che all'ipocicloide tricuspidale 3 intimamenta
conneasi; Uevolpents del circolo o le ipociclvidi epicicloidi allungate, La rullstin
@i Delaunay, studista nel paragrafo sesto, & up Upportance esempio delle rallette,
di cui Ia teoria generals fo esposta dal Cesaro.

Il paragrafo settimo & dedicato alle curye che Cesaro chiamd wsendocicloidi e
altrs paracicloinii o ipercicloidi.

Car. X1 Varie classi g; curve,

In guesio capitele sono considerats 1o perle di Sluse, le rodonee di Grand;,
estendendo g Quesie corve il teorema di Fagnano, noto per gli archi d’allisse; 1s
Spighe, i nodi, lo curre ds Lamé, e lg eurge tricngolari simmetriche, di cui quells
Possono considerarsi come Prospettive; le eusse @'inseguimento, dette anche del
¢ane o di Bouguer, le spirali sinusoidi, delle quili si riportano le Principali pro-
Prieta irovate da Haton ds |g Goupillidre o da Bassani, e le eurps i Hibaucoyes
insieme alle spirali sinuaoidi, fap parte di upa famiglia pit estesa di corve, di
cui g'oceupd prre il Cesaro.

Car. XIT e X111 Curve i doppia eurvatira.

Nel primo i questi capitoli sono considerate alcune curve Bobbe che poasone
tracelarsi su mna superficie sforica, ciod: Ja spivali di Pappo, la fineséra di Vivians,
e la lemniseata sferien di Eudossio, di eni OS8R € un cpso Particolare, la clefie del
F. Grandi, 1a CNID :‘a&ﬂmi'rﬂmﬂ:n. Vepicicloide sferica e 'ellisse sferica, Ia quales
fa parte della ciciiche. Alle cicliche in generale & poi dedicaiv un paragrafo spe-
cialo, i cni reguliati Sono applicati a ritrovara Je proprieta dell'ellisse aferien

Nel eapitolo X1 Bono studiate lo oliohe (cilindricn, conica o ellindroconics) j
<ireoli stordi, noncha le coniche logaritmiche d; Booth provenienti dail’intersezione

Ia curvn @' Arehita, Poroptera di Helmoltz, cioe quella curva che ha pér proiezipne

sal piane 2z yna cabica dell’Agnesi e sul piano yz ung serpenting di Newton: e
lo eurve di Bertrand,

Car. XTV,
Quest'altime capitolo & dedieato alla poledia, sl erpolodia e alla spirale di
P.:;fn;r::t; notevole in questo capitolo la dimostrasione che P"erpolodia non ha na

(_l'hiudnnu 11 volume gli elenchi alfabetici delle curve studiate e degli auntori

E. Nanwer,
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L’ ASSOCIAZIONE ** MATHESIS ,,

Le elezioni del Gingno confermarone in carica tutto il Comitato direttivo del
biennio precedante, presieduto dnall'egregio professore dott. Enrico De Amicis, pre-
side del R. Istituto tecnico di Forli, o la maggioranza dei rieletti accettd 'officio.

Il 28 Settembre ebbe luogo s Bologne |"adunanza del Comitato suddetto, e
tale adunmnza fu assai notevole per alenne deliberazioni prese.

Gl'intervenuti riconobbero che V'associazione mon & pia fiorente come qoalche
anno fa, che Ia sua voce non a piit ascoliata come una volta.

Basti ricordare ehe i programmi di matematica e fizicn per la seunle medis
del 1300 furono fatfi, accogliende ed armonizzando le proposte, le osservazioni,
i desideri degli insegnanti di imtta Italia, di cuoi 1'Associazions * Mathesis, & la
Socieid Italiana di Fisica sf erpno futti mtorevoli interpetri, come & dichiarato nella
relazione che precede i detli programmi; mentre i nuovi programmi del 1904
relegarono Iz matematica fra gl’insegnamenti di secondaria importanza, e susci-
tarono le proteste, inascoliate, di totti gl'inzegnanti delle scuole medie.

E dunque evidente che 1'Associazione * Mathesis » Don & piit rilennia ora
autorevole come nel 1900, Non sta s me indngare tutte le canse di questa dimi-
#ufio capilis, ma & certo ehe una importantissimn si deve ricercare nell’avere
sccentuato la separazione fra insegnanti medi & superiori (separazions che 10 ho
sempre biasimata), e che fu resa palese sopratutto nel Congresso di Napoli, nel
gquale si esclusers dalla presidenza 1 professori universitari, menire noi due pro-
cedenti congressi di Torino {1898) & di Livormo (1903) tntti si ritennero onorati
di avers a presidenti gl'illnstri professori D'Ovidio & Bianchi.

E natuvale che tale separazione sia volula dalla Federazione Nazionale dei
Professori delle scnole medie, 1a quale si propone di tntelare gl'interessi mate-
riali della classe, od ha mostralo coi fabii di sapere raggiungere gl'intenti che
S1 BYR proposta; ma non & giustificabile in nna societa che si propone di tutelare
soltanto gli'interessi scientifiei e didatfici di una determinata diseiplina.

Per queste ragioni il Comitato deliberd di proporsl come scopo immediato e
principale In trasformazions dells * Mathesis y: the dovra assumere il titolo

MATHESIS

BOCIBTA ITALIANA D) MATEMATIOA.

Essa dovra necogliere tutti i cnltovi della matemntica, a qualunqome grado
d"insegnamento essi apparlepganv; conservaude perd il smo caratiers eminente-
mente educative e didattico.

Confidiamo che la proposta trasformaziona verra favorevolmente accolts dalla
maggioranzs dei Boei e degli illustri ecolleghi universitari cosi chiamati a dare
nuoeve vita alla * Mathesis . 18 quale, non ne dubitiamo, continperih a8 rendere
Ancora e per lungo tempo utili servizi all'insegnamento.

Segretbario economo dell’ associnzione @ il Prof. Gaetano Riboni (Via Vittoria
N. 58, Milanoj al guale dovono essere indirizzate tutie le comunicazioni dei soci
e degli aderenti alla progettata trasformazione.

G. Lazzeri.

CGruLio Lazzert — Direltore-responsabile

Finlto di stampare il 18 novembre 10090
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APPUNTI DI (2—1)-EDROMETRIA IPERSFERICA

(Continuaz, e fine v, fase. pres,)

§ 8. — Estensione della formula di Erone.

Le formule (10), (11) e (12) conducono concordemente alla rela-

71076
Im AR™* — (n —2)! V, (51)
B:.‘.I:I

dove V rappresenta la misura dell’(n — 1})-edra nel gquale tende a
Wasformarsi I" (n — 1)-edro ipersferico quando col crescere di R
all'co In varieta sfericn che lo confiene tende a diventare un Ssg li-
neare passanle pei medesimi vertiei.

Osserviamo che dal triangolo A, B, B: si ricava:

BI.B: =4 R*. sﬂnﬂjj, Bjﬁ:B; =2RH* {l — cos Bﬁk},

da eui -
cos B;By = 1 l;ﬁ:- :
Sostituendo questo valore nella (13) si trovera:
1 lal;"f;"g o S lig* !
A%=|1 ]_%;B{? [T - B;E%_l'

--------------------------

B.sB,"  *B, B,
_1__?11_"’_- 1— ORF - - - 1
Per sviluppare questo determinante osserviamo ¢he, serivendo
1—0 al posto di 1 nella diagonale principale, esso potra decomporsj
nella somma di alis determinanti dello stessg ordine; di questi al-
cani saranno nulli Per avere almeno dne colonne uguali € in conse-
guenza rimarranno: quelli che s ottengono prendendo da upa sola
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colonna i primi termini e dalle rimanenti i secondi (e guestii sa-
ranno in numero di 7 — 1), e I'alivo:

B,B,’ B:B:-,
ﬂ' . Jpe P & _W
B9E1= B!B:—I ‘
— 2R3 0 — oR*

In quest’ultimo si pud porre in evidenza il fattore (— 2R%)',
mentre negli altri »—1 si pud porre in evidenza il fattore (— 2R*)*=,
Scrivendo che A® & uguale alla somma di quesii » determinanti, mol-
tiplicando ambo i membri dell’ uguaglianza risultante per R™* e
passando al limite per R infinito, si La:

(n—2)!' V= V[_‘g)n__g (52)

dove A sta a rappresentare la somma deil determinanti che si otten-
gono dal determinante:

0 .BIBQ B]B.B = s = BIB:;-——:i
BEBI U‘ BEB: & & m BlBi--i

B.uB:' B.,Bs B_.BS... 0

facendo uguali all'unita nna prima volta gli elementi della prima co-
lonna, una seconda quelli della seconda e cosi di seguito.
La (52) costituisce I'estensione della formula di Erone.

§ 9. — Le formule fondamentali.

Come gik facemmo nel secondo paragrafo per frovare una espres-
sione del seno dell’(»-— 1)-edro ipersferico in funzione dei seni dei
latl usecenti da un vertice o del seno dell’angoloide da essi compreso,
conduciamo pel vertice B, gh S, tangenti ai lati vecenti da esso e
indichiamo con P, il punto ove la semiretia A.By incontra 1'S; tan-
gente a B.B, in B,. Applicando il noto teorema delle proiezioni alle
facce dell’ n-edro cosi ottenulo, fatta eccezione di quelle opposte
ad A, e A;, o osservando che l'angolo formato dalla faceia a, con
ciascuna di quelle uscenti da A, & retto, perverremo a formule del
tipo segunente:

cos B,By, . sen b, = I, sen by . cos B,By . eos (buby ), (53)

-, il B
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dove % & differente da 7, e & pup prendeve tatti i valori inter; da 1
& n—1, eccottuato il valore =}k

Si etterranno eosi (7-—2) (n — 1) velazion; fra le n—1 facce, gli
% —2 laii uscenti da ny vertice e glj 4 —9 angoli ¢he una facein
forma colle rimanenti. Esse costi tniseono I'estensione delle formule
deile projezioni.

UssERvazione I — Supponiamo che Fin—1)-edro ipersferico sia
{-n—~1}-rettnugnln in B,: per veders come s1 semplificano e (563)
1 questo easo osserviamo che essendo nnll ; cosent dei diedri for-
mat: dalle facee passati per B, basterd, nei second; membri delle (53)
omeitere quei terminj in cul manea, entro parentesi, I'indico p. Ri-
MALTaNno cosi quelli pei quali mno dei due ingdjej hokeunguale ap,
cosiechd le formule domandate saranno:

8en &y ==sen b, . cos (budy) . 2::: ﬁﬁ: (54)

b |

dove 4, & un catetg e by I'ipotennsa. In questa formula § pub pren-
dere i valori 1,2, . h—1, B-t-1...0—1 Seguono la:

cos BB, cos BqB, 1 cos B, ,B,

= =, ,.= . 5
cos BB, ~ eons BB, cos B, By~ cos Bo-1B,, (55)
OssERvaziong I, — Seriviamo Je n—1 relazioni:
8enbicosB; By =genb, cosB; Boces(byd, ) 4. .. +send, ., ¢08B; By cos{by,_1 5y).
- - » " . - . . . - . u - . . {56)

sonbs_008B;,_ B, _i=zend, cosB; Blunsthb._tH—...—]—aanbn_:cusE;n_,'B,._zcus(bn..:bn_1}
che si ottengono tacendo nells (63) h=1,2. . n— 1,6 dove sy dy...4._,
POSson prendere i valoyi da 1 8 n—1 eselusi 1,2, .51 rispebti-

Queste possono considerarsi come formanti un sistema di equa-
zioni lineari omogenee nelle n — 1 meognite :
8en J, senday . . . sen G

che non possono esser nulle, Si richiede pertanto che sia nullo il de-
lerminante dei coeflicienti ;

— COS B;l B] C0s B;[[.Bﬂ cos (bﬂ' ?Jl) - «« COS§ Bil B]]——l vus (bu—léll

cos By _ B, cos (b1 84_4) cos B:,_ B, cos (82023).. .~ cos B, B,

ments per la geometria delf n - elro in uno spazio lineqrs con n— |
dimensioni | eol numero (183),

OssErRvazions 11T — Chiamando regolare up (#n —1)- edro iper-
sferico quando ha uguali tutte le facce a £ dimensioni (£ = 12..n—2)

i

b '|- ']

li
§
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e 1 diedri pure uguali, la relazione che si ottiene uguagliando a zero
1l determinante (57) ci fornisce un legame fra il lato e il diedro di
tale (n—1) - edro. Essa &, facendo per esempio in generale 3, = h+41,
se h=1,2...n—2 @ i,; =1, e indicando con ! e d le misure del
late e del diedro rispettivamente:

— o3/ cosd cosd.cosl...cosd.cos!
cosd.cosl —cosl cos d cosd.cosl —0 (58)
cosd.cos! cosd.cosl cosd.cosl —cosl

Questa relazione si tiene facilmente a memoria ove si osservi che
chiamando a.s I'elemento che occupa la linea r-esima e la eolonna
§ - esima, 81 ha:

azn=——2=c08! per h=1,2,...n—1.

an.nyy—cosd per h=12,...n—2

@p.q=cos{.cosd con ¢g—p=x(0,1).

Le formule (53) costituiscono il primo gruppo di formule fonda-

mentali: 1l numero di questi gruppi & ﬂ:}}_ se n o dispari e ;—I S€ 7

—

e pari Ui fermeremo qui & cercare un gruppo speciale, ma il proce-
dimento di cui faremo uso ci addifer2 senz’altro la via da seguirsi
nel ecaso generale,

Cominciamo con lo serivere le (53) sotto forma pii adatta ponendo
in generale:

krs =3sen b, . cos B; By, (59)

dove i; ha il medesimo significato che sopra. Cosi il sistema pren-
deri I'aspetio:

k]'_]_ _ 1'11 COos (ﬁlgbll by 2 }l'a:[ cos [:Ei‘sbj) = PR kn—-].l cos (511_151)

- L L Ed i - - L L] il

l’f“ — k;i CO3 {5151) . -Ifﬂ COS8 [bﬂbj] =" & sa a?fn.q 1 GOS8 (E’u_lﬁt) (ﬁ{}_}

- L] L] L] - L] L L " L

l kﬂ—I-n—i - 1‘1.n—1EGE[51f’n—1}+k=.n‘LUUE{5233:;—1,]——-"—]—ﬁ'n—ﬂ.n—lﬂﬂﬁ(bn—ian-—ﬂ-

Proponiamoci di determinare i parametri dikq ... s in modo che
sommando membro a membro le (60) dopo averle moltiplicate ordi-
natamente per i detti parametri, il secondo membro contenga, fra i
coseni dei diedri quelli formati da facce aventi a ecomune un dato

vertice. Fissiamo che questo vertice sia B,,: i valori da attribuirsi
alle A si troveranno risolvendo le equazioni:

Aickaaa+Aoa.-kbina=0 (1=1,2.,..n—2) (61)

che si ottengono annullando i coefficienti dei coseni dove tra paren-
tesi figura 1'indice # — 1. A gueste condizioni si soddisfa ponendo:

ln-—-‘[ —_— ].
{ 1 kl.n-—-‘l (62]
i = .

kn—l.i

g L .

T T g g

)
= .
el TR S _—

s

S o —

Y
e e T AL

i - —

"

—
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Procedendo allora nel modo che abbiamo indieato sopra troveremg:

nﬁlljﬂ-‘ﬁ _:-nz_gﬂ o8 (ﬁré_:l] . {lﬂ ra + J..l-;"ﬂr] [53)
1 1
Ovvero, avendo presenti Jg (63):
HEE‘{'H JE_E:‘! b d‘ﬂrl-n-l :_—'-Hi!ﬂ.[}s (é’rba) * r’h"el 1?'5.1:11 } Keox Er_‘ﬂ:‘ll . (ﬁ-ﬂ'
1 *{n-l-z l An—-‘l.s n—l.rJ

La precedente relazione e Ja analoghe costituiscono Ja estensione

{Iellg formule di Eulero,
B manifesta poi I'estensione del feorema di Pitagora forni ta dalla

formula »

b—2 ﬂ, ol
kﬂ—l.n-—l == Ay ;' . :i (55]
dove bisogna ricordarsi che By 18 il vertice dell"angoloide (#n —1)-ret-

tangolo,

Per trovare eh altrj grappl si tenga presente 1] procedimento ap-
plicato, a pagine 1 e 2 Jef Fondament; sopracitati, alle formule delle
proiezioni, ove sj sia cambiato prima x ip n—1 e si vede quali o~
semi figurano in ypa qualsiasi formula dej Eruppe che si ottiene
quando, per esempio, p fra le S psn—p— 1) souno Supposte ne-
gative. Tornando allora al sistems (60) si determinine i parametri ),
in modo che nella formuls a eni ¢ Perviene col metodo che abbiamo
indieato COmpariscano i medesim: coseni.

Questa a Je analoghe formeranng j (2 4 1)-esimg gruppo fonda-
mentale ipersferico corrispondente g] (0 - 1)-esimo gruppo fondamer-

lale lineare,

§ 10. — Altre formnle, | ragel delle sfere a 5 — 3 dimensijoni
cireoseritia o iseritta allP(n—1)-édro ipersferico.

Alle formule g; cul abbiamo parlato nel precedente paragrafo altre
S¢ e pussono agginngere che ¢l saranno utili ip seguito,
Cominciamo da) notare quella che si ottengono uguagliando fra

sen b; . sen b, . sen (5;6:) = gep b .=en k, sen biy
sen b .sen b, . sen (bid1) = sen b, . 2. sen B, B,

1 COB B;[ Bs « = . COS B] Bn_l
sen” b , sen?p, sen® (5h,) = senﬁq; .

) ] EE;E Bu._1 ‘EGE'! B;_;E'g .. . .‘1
sen b, , sen 5r——_ﬂ.::aenﬂjﬂh . 6
1 cosBB,... cos B, B, | (66)

sen” b, . gap? by =—

'CII;E én.:IB; '{Tﬂﬂ' B:}._l EBg . v .-1
1 ecosB,B;... cos B:B,_,
4. & sen? B:B, =

COs Bu_: lcm; B-&_;Bg-. : .. 1
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dove %y & V'altezza dell’'(n — 1)-edro relativo alla faccia &, e 4 1l
seno dell'angoloide di vertice B,.

Un’altra serie di relazioni ci viene fornita dal teoremsa di Siewart
¢ dalla (57) uguagliata a zero. Si ricavino dalla formula (26) 1 coseni
dei diedri in funzione delle ceviane corrispondenti alla divisione dei
lati in deti rapporti. Sostituendo questi valori nel determinante (55),
© ngoaghandolo a zero pofremo ottenere numerose relazioni fra le
sezioni mediane, bisettrici, simediane ece. e gli elementi del] (n—1)-edro
ipersferico. S8i pud anche eliminare dalla relazione ottenuta anmul-
lando il determinante (57), invece che i coseni dei diedri, quelli det
lati, servendosi sempre della formula (26), ma della ricerca di tali
relazioni lasciamo la cura allo stndioso.

Prendiamo ora a considerare il groppo di relazioni che si ottiene
dal sistema (53) facendo, per esempio, h=mn

ugunele a 1,2.. .0 —2.

c08B: B, _ssenb, ,—senb,_.c0sB,B,_scos( bosbn_1)-F...+senbcos(bn_1by)

008By_sBp18600,s=senby 1008 (by_sby_)+..+senB:00s By sBa_.co8(br shat)

Da esse si rieava, ponendo

C= .

cos B[Bu_g COS B;Bn_a -
cos BaBys e0s BB, 5...1

1 cos BB, s

1
08 Da By

cOs BD—IBI

1 e successivamente

- (67)

(68)

e indicando con Cx il determinante che si ottiene da C sostituendo
agli elementi della colonna (n — 1 — k)-esima i coefficienti di sen by _s:

ﬂ . 58n h‘k . 0B (Eikbn_]_] — Ch « 8011 b;_—,_l

(69)

dove k va da 1 a »—2. Questa relazione loga i seni di due facce e
il coseno del diedro che esse formano, coi lati dell’(n — 1)-edro iper~

sferico.

Da questa formula segue che per tuttiivaloridi 2 dalan—2 é:

sen by . cos (buh, 4)

—
— W

Ci

= gostante.

(70)

Andiamo ora a trovare una formula che ci dia il coseno del raggio
della sfera a 7 — 3 dimeusioni circoseritta all’(n — 1)-edro ipersferico,
raggio la coi misura sara chiamala R, in funzione degli elemenii di

(questo.
Indichiamo con:

v ST

I Ell - & e
l n—1.3 En—1,8 -« Zn—1.1-1

1 coseni di direzione delle conginngenti il punto A, coi verkiei
B, ...B., e proponiamoci la questione di determinare una direzione

%

il g B o S e e
i

gy i

=
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uscente da A, tale ehe gli angoli che essa forma
genti siano ugnali. Dett X1y g,
deve aversi:

con dette eongiun-
++y%n-1 1 coseni direttivi dj tal refita,

Dia. 0. =—h

per futti i valori di i ed s da 1 a n—1.

Osserviamo che l'eliminazione di j

fra le n — 1 equazioni prece-
denti conduce gl sistema di 5 — 2 equazion):

JE'?,E .[I]H‘_—-iiqug
E'Iu- fzz‘u_ﬂﬂn}:ﬂ

(A cost. minore d'uno)

[E’xl(":n—ﬂ‘.n__ﬂn-—l.u)zﬂ-
Da esse si ricava per le a:
| — 1) M
o 1J/11Tf £ (71)

"

dove Ms rappresents il minore della matrica
L1l — e vor @y n2~— Og.y 4
Zgr — Oy

------------------------

ottenato sopprimendo la colonna s-esima,
Ora si ha manifestamente :

h=cos R
per cui:

n—1 21x. M,
05 R — "'T-": __]_ 8+1 .
‘ 2 =) VM*®

Ma Jespressione S{—1p"2,M, non & altro che il determinante:

11 Z1a 2 .n-1
@1 — oy Eys — 2qg &ina— 2.4 4 y
An—g,1 — Zn-—1.1 By—3.8g — n-1.2 ... Un 9. p—1— 2y, D=1
il quale differisce pel fattore (—1)*2% da 4, cosicehd sari:
ﬁi
cos® B — TR (72)

Basta notare che, eseguendo i

quadrato della matrice M, si oftiene
un determinante simmetrico il

i elemento t¢x © duto da-
iy = COs B]Bk —’- Cos BH_] BH—I — C08 B{Bk

+1 — COS8 BH—IBE y [TBJ
Per concludere che I (72

) ci fornisce un'espressione del coseno del
raggio della sfera p 5 — 3 dimensioni cireoseritia gl P{n-—1)

sferico in funzione dej solr laki, se per A si tenga conto della formula (13),
o in funzione dei Jati e di altri elementi so o placcia tener conto
delle espressioni di A forniteci dalle (10), (11) e (12).

-edro iper-
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UssERvazIONE [, — Supponiame che P{n — 1)-edro ipersferico sia
regolare, e vediamo qual forma assume g (72) in tal caso.
Se poniamo, a] solifo, cos BB, — cos [, si ha:

1 cosl ... cos /
AT —[C0sé 1 | . cosl _
cos! cosi ... 1
_ 1 — cosl
L cos{ A 1
= 1 1-—1;2‘;’53... 1 . eos™1 ],
1 — cosgl
!
1 1 oo 14 —

Basta rammentare che per note proprieta &:

1+ﬂ1 1 * . 1
a ... 1 1 1 1
. .1- . ]:_.f—-ﬂ'._ ........ —_—ﬂlﬁ'ﬂ...ﬂn.._l.{l “,-;1_ ‘I‘;‘; 'F S || ﬂ'n-!}’
l 1 S l "J‘ﬂn_]_{
perchs, facendo g, — == ; ] ;}:253 si obtenga:
R== {1 tok =2 11 4 (a — 2) eosl). (74)

Questo per A. Quanto POl & M* si osservi che ; soli elementi ay, che

sono differenti da zero S0no quelli per cui £—i g o Zero o 1n valore
assoluto uguale a unp o precisamente nel primo ecaso &, per la (73):

o=2. (I — eos )
€ nel secondo, Sémpre per la (73):
T be1 =dp4; ), = eos ] — 1.

Ponendo ip evidenza il fattore 1—cos!/ da ciascuna linea si of-

tiene:
2 —1 Dvew D D
— ] 2 —1.._. 0 0. g °

(n—1), cos" R =1 - (n— 2) cos L. (75)

OssErvaziong 11 __ L'eliminazione di cosR fra le (45) o la (72)
e1 conduce a delle formule ¢le oj forniscono eos OG, cos OI, eos OK ecc.
in funzione degli element; dell'{n — 1)-edvo ipersferico,

Indichiamo ora CON Bt B e v Byny i cosenl di direzione di quel rag-
gio dell’S, Perpendicolare ip A, all’'S, . mdividuato da A, stesso &

S o e




PERIﬂDIﬂD DI
daij vertielr ehe vl
nella medesimag del
Questa Semiretia

mangono dopo ¢
le vegioni i enj
e le altre ¢)g 81

seluse A,
lo spazio S,

ICa nei punti B, B,,.. B
'o ipersferico Dolayre, ,
S dimensioni inseritta in Blﬂg..#Bﬂ_I ;
8310 € 7, dett; Gy, G, , .. A punti j coniatto di degig '
stera ¢op by by, .. Dy rispettivnmente, bortando gyj Prolungament; &
degli arely; G 1, a partire da 1, degl; '

Temo ai punt; By, B, :

archi ngyalj 5 90° — 5. perver.
S S centro dellg sfera a
s10nj insceitto In BB, 5 S distand
di 90°—,.

ere il vageip ,
nella (72)
VEITA & poppe 180

___{&1 Eik) HI pﬂﬂtﬂ d.i Bi Bk- S{_J-,_
ndichiamo ton D ed N glt analoghi it

E'IH-JJ T o8 (b4 Uy) — COS (b,

1 Breg). ‘i)
I 8 tragti d; un ('u-—-l)-edrﬂ Ipersfe i
alla (75) e all'altra

Nel epso 1 en
AUbo riguarde

(" —1). sen?

e R 2) cos g, (78)
che g oftiene jp nodo del gy, analogo dalls (76), si Pérviene glle
formyle

EHSER_ 1 - (7 — 2) aos 7
sen®y (e — 2) ¢os o (79)
sen"R g —~— cos /
cos?; ::l‘rl:l}ﬂﬂ-'

dove cpg7 ¢ €0s d sono Joent dalla relaziope (28)

’ Exgrrep Preerogy
Cortong
Sntbﬂmbra, 1308,
"'_—'—-—-—-__.___—P'_'_"-.l'-—-..._________
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TEORIA ELEMENTARE DEI NUMERI IMAGINARII

La teoria dei numeri imaginarii, in forms analitiea, si suole introdurre
nel segnente modo.

I simbolo, p. es., Y—4 & privo di significato, non rappresenta numero
aleuno. Noi lo considereremo come una nuora apecie di numero, e diremo
che esso ha la proprietd di 'ﬁ?, per k positivo, cioé porreremo (Y —4) = —4,
Poi ei liberiamo d'ogni impiccio nlteriore, convenende di estendere a questi
nuovi enti fufle le proprietd dei numeri reali. Questo modo di ragionare e
tutt'aitro che matematico. 11 Peano sul proposito, nella sua Nota « Prineipio
de permanentia s, exercitio de latino recto, pubblicata nel vol. VIIT delia
Revue de Mathématique, opportunamente osserva: Si omne regula et omne
theroma super numero in senso mon Iato subsiste BUPEr DUmMEro in senso
lato, necesse es ut nmmero in senso lato es identico ad numero in senso non

lato. Nam duo ente es inter se aeguale, si omne proprietaie de uno es quoque : 1_ 3
proprietate de alio. Hoe es ipse definitione de aequalitate: « Eadem sunt quo- n—‘-" d
rum unum in slterius locum sobstitm potent, salva veritate (LemRIZ) ». G )

E lo stesso Peano cita: R i

Contra hic modo de ratiociniv Gauss antea dice: e Quodsi quis dicaf, ]
triangulnm rectilinenm aegnilaterum rectangulum impossibile esse, nemo erif o
qui negef. Al =i tale triangnlum impossibile tanquam novam triangulorum
genus contemplari, aliasgue triangulorum proprietas ad illud applicare vo-
luerit, quis risum teneat? Hoe esset verbis lndere seu potius abuti »,

E nell'importente Convegno tenutosi I'anne scorso a Milano fra 1 profes-
sorl di Maltematica, ad iniziativa dell’Associazione « Mathesis ». per disentere
1 nmovi programmi (i Matematica nelle scuole classiche, lo stesso Peano a
proposito del numeri imaginarii disse:

La quistione dei numeri immaginarii ¢ molto difficile: perché, come &i
definiseono? Una definizione semplice non vi &. Il dire « dal momento che
un numero reale che moltiplicato per sé stesso dia per risultato — 25, non
ci &, ebbene noi, per non togliere all’Algebra il carattere di generalitd che
le compete, ne fabbrichiamo, ne pensiamo ano nmaginario », non sono che
parole, non vuol dire niente... Risognerebbe dare una definizione dei numeri
nnaginar cho non avesse I'assurda pretesa di rendere possibile I°impossibile,
che non avesse linconveniente di creare una cosa che st sa che non esiste.

1 Peano, nel Formulario, da 1a teoria degli imaginarii, come conseguenza
della ieoria dei complessi, dei determinanti o delle sostituzioni. Ma confesso
che, vooi per la difficelid offerta dalla tdeografia logico-simbolica a chi tutto
ha dovuio fare da sé, vuoei per le limitate facoltia del mio ingegno, quando
pubblicai, nel settembre 1905, il mio testo d’Algebra, non potsi compilare,
come desideravo, una teoria semplice e rigorosa di quegli enti. La seconda
edizione del mio testo, intanto, imponendosi, grazie alla benevola accoglienza
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che i miei Colleghi pii intelligenti gli hanno fatto, sono ritornato sull’argo.-
mento, ed offro ora ai lettori del FPeriodico, i1 cui Direttore gentilmente ha
acconsentito di pubblicarla, una teoria che mi sembra non solo assaj semplice,

ma del tutto rigorosa.
I lettori colti si nucorgeranno subito che i germi @i essa s irovano nel

Formulario ¢ nel Caleolo geometrico del Peano, e e mmperfezioni che per
avvenlura in essa teoria s potranno riscontrare, si devono naturalmente

attribuire a me, e non all'opera del grande Maestro, benemerito della Scienza

I. — Cenno snlle coppie di numeri reali.

I. I numeri reali si possono distribuire a coppie. Si formano in-
finite coppie, ehe cosfituiscono un sistema di enti, che chiameremo
sistems (. La coppie dei numeri g e b si mndiea con (g, ).

2. Due coppie (@, B), (@', ¥) si dicono eguali, se a=¢, b =p". Ciod
S1 pone

(0, B)=(&, ¥).=.a=—¢ e b=V Df

Si prova snbito che per Fegnaglianza cosi definita sussistono le
leggi formali.

Je, p. es. si voole dimosfrare che da (¢, b)=(a', ), (', b)=(a", ¥
8i deduce (a, b)=(a", b"), si dira- Dalle ipotesi si ha c=aq, a=q"
b=1¥', b'=1p" quindi g==g" b=10", e pereid (@, b)=(a", }").

3. Date due coppie (a, b), (a', &), si ehiama loro sonina, e si indiea
con {a, b) - (a, ¥), Ia coppia (@}, b-b). Cios si pone

(@, 8) - (a, &) = (a -+ @, b1-b). Df
La somma di pin di due copple si definisce come Per i numeri
reali. Si verifica facilmente che per la somma cosi definita sussistono
le leggi formali.
4. Si indiea qualehe volia con 0 la coppia (0, 0). Di qul, come
Per 1 numeri reali si ha
(@, 8) 40 = (q, )+ (0, 0) = (a0, & = 0)=(a, b).

E se m & un numero reale, si pone

m (a, b= (ma, mb). DA

Segue che:
a) Se (a, ) & un ente dj C, anche m(a, b) & un ente di C.
b) Se (a, b)=iq’, b), sarh m (a, b} =m (', ).
~ Infatti: dall’ HP si ha a=da, b=>¥ (P2); quindi ma=ma', mb=mp"
€ percid, P2:
(ma, mb) = (ma’, m¥);

ciod, Df:
m (a, b) =m (a, &),
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¢) Se m ed n sono numeri reali, anche m—n & un numero reale,
pereid |
(7 =+ n) (a, B}y =[(m - n) a, (m-}-n)b) Df
= [(ma +-na), {(mb—-nb)] Distrib. (X, )
=(ma, mb) -4 (na, nb) P3

= (a, b)+n(a, b). Df

Dungue, Trans, :
(e n) (a, b)) = m (a, )+ n (a, b).
d) Similmente si dimostra che
m [n{a, b)] = (mn) {a, b).

1{a, ) =(1a, 1b)= (a, b),

0 {a, b) = (0a, 0b) = (0, 0)= 0.
K posto (a, b) —{a, &) =(a, ) +[—1 (o', b)), visulia

(a, b) — (a, b) =0,

¢} B poi

II. — Cenmo sui sistemi lineari.

5. I numeri reali formano un sistema di enti che godono delle
seguentl proprieta.

al E definita fra essi 'eguaglianza, che gode delle leggi formali.

b) K definita la somma di due entj del sistema, e poi di nn guoa-
lunque numero di enti, e tale somma & pure un ente del sistema, e
soddisfa alle solite leggi formali.

¢) Se m, n, a, b, ¢,... sono enti del sistema, anche ma © un ente
del sistema; se a =25, anche ma == 1nb ;

m{a -+ by = ma -+ mb;
(it ++n) a =ma--na:
m (na) = mna:

la=—a, Da—=1().
Inoltre, posto ¢ — b—g4 = (— 15), si ha
a—a=1{, a1+ {0=a.

6. Ogni sistema di enti ehe gode di queste proprieth si chiama
sistema lineare.

I numeri reali formano un sistema lineare, gii enti del sistema C
formano pure un sistema lineare.

7. Dicesi dimensione d’un sistema lineare il numero degli enti in-
dipendenti del sistema, dati i quali, ogni ente del sistema si pud de-
ternunare,

I numeri reali formano un sistems lineare a wnae dimensione.

— e i "
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Infatti, ss a & un dato numero reale, non nallo, 5 un altro ng-

mero reale, posto
ar=>,

operju si ottiene
x = blg.

Cosi da ¢ si otliene b, oper X (bla).

Gli enti del sistemna © formano un sistema Itneare & due dimen-
sioni. Infatti, siana (a, 8), {a', &) element;i qualungue indipendenti dj C,
e sia {a”, b") un’altra coppia qualunque.

Siano z ed y nomeri reali tal; che

z (2, b)+y (o, b)=(a", 5), (1)

(za, zb) - (ya, yb') = (a", "),
Ovvero ancora, P3:
(2a + ya', 2b + yb') = (a”, 5"),

T - ya'= g"
zb - yb'=p",

Il determinante dei coe icienti, ciod il denominatore eomune dej
valori di z ed y, &

ciod Pi.

e mnfine, P2-

la a
EX;

che non & nuilo; perchd, se fosse ab'= a'b, s avrebbe

a b
a ¥ (=k),

=ab'— a'b,

da cui

e=at, b=k (a b)=1 (a’, ¥),
e le coppie (a, b), («, ¥) non sarebbero indipendenti. Dungue = ed 3
esistono, E manifesto poi che unica & lu coppia dei valori di 2 ed Y
con cul st effettna |a trasformazione (1),

III. — C€Cenno sulle operazioni distributive.

8. Dato un sistema lineare A, su d'ogni ente a di A si esegnisca
un'operazione R, e si indichi con Ra l'ente che si ottiene. Si sup-
ponga che gli enti Ra formino pure un sistema linenre: allora Ja R
81 dirh una trasformazione linsare. # 8e, essendo m un pomero reale,
ed a, a' enti di A, siano verificate lo identita

R(2--a)=Ra-} Ra,
B (ma) =m (Ra),
allora I'operazione lineare R dicesi distributiva,

Si verifiea subito che lg moltiplicazione per un numero reale &
un’operazione distributiva per 1 due sistemi linear sopra considerati.
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9. Be a, b, ¢,... sono enti di un sistema lineare A; m, n, Dieiass
numeri reali, B un'operazione distributiva rispetto ad A, si ha

a) R[mu—[—ﬂé—l—pc—]—,.‘)-—*mﬁﬂ—]—ﬂﬂb—}—pﬁc—}—...

b) RO=0,

Infatti:

@) Limitandoei ai soli {re enti a, b, e, 81 ha

R (ma - »b4- pe) = R [(ma -+ nb) 4 pe]

= R (ma - 1) = It (pe) P8
= [R (ma) + R (nh)] - R (pe) .
= [ (Ra) -}-n (Rb)] 4+ p (Re) .
=m (Ra) 4 a (Rb) 4- o (Re).

b) RO=R (m0} = 0 (Rm) =0,

1V. — Operazioni sulle trasformazioni lineari.

10. Due trasformazioni R ed S d’un sistema lineare A s1 dicono
eguali, se qualunque sia Vente a di A, si ha sempre Rag —Sa.

Per l'eguaglianza cosi definita sussistono manifestamente le legai -

formali.

. Se R ed S sono trasformazion; degli enti a di un sistema li-
neare A in enti di un sistema lineare B, sl pone

(R-+S)a=Ra—+ Sa:
¢108, 81 indica eon R4S I'operazione unica con cui da a di A s
obfiene l'ente Ra4 Sa di B. |

La trasformazione R + 8 si chiama somma delle due trasforma-
zionl R ed 8.

12. Se R ed S somno operazioni distributive, anche R+ S & una
operazione disbributiva,.

Infatti; siano a ed @' ent del dato sistema lineare: allora anche
@¢--a & un ente di A (P 9, ¢). Quindi

(R+B)(H+E’J=R(ﬂ+ﬂ’l+5{ﬂ+ﬂ’) Pli
= (Ra - Ra') 4 (Sa + Sa') P8
= (Ra—+ Sa) + (Ra’ - Sa’) Assoc
=(R+S)a+(R+8)a. P11

Inoltre, se m & un numero reale, ma & un ente di A; pereio
(Rt-S)ma=R (m a)+ S (ma) P11
= m (Ra) 4 m (Sa) P8
= m (Ha 4~ Sa) =
=m (R 8) a.

Questi due risnltati mostrano appunto, P8, che R4 8 & un’ope-
razione distributiva.

¥

1 i T Ty O 5 ] L
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La somma dj prua di

La somma gode, come & fa
13. Se R & i operazione

lineare A,
butiva degli enti g;
i Inogo di S (Ra).

Si dimostra, come gl 1.
buiiva, e

L'operazione SR

real

due

in enti d'nn sistemn lineare B, ed S un’oper
B mn enti ¢un

si ehiama prodolt

o di R per S,
Lrasforma
U prodotto di dye irasform

111
trasformazioni s definisce eome per i
’ distributive, anche la s0mmag

cile verificare, delle s

olite leggi formali.
distributiv

a degli enti @, @’ un sistema

azione distri-
sistema lineare (', 51 serive SRa

precedente, che SR & un operazione distri-

gli enti di A in enti dj Q.
azioni si definisce come Per 1 numerj

14. Sussistono

sformazioni una rappresentata da
la legge Comm P @

Si voglia, p. es., dimostrare che

S(R-+R)=8R s’

Se @ & un ente qualanque d’'un sistema lineare A, si ha

S[H—}—R’)nr——S[(R—[-R') a]

le leggi Distrib (), +) e Assoe X. esedi due tra-

Un numero reale, sussiste pure

P13
=3 (Ra-I- R'g) P11
=38 (Ra)+-8 (Ra) PR
=8 Ra<+ S Ra P15

. = (SR + SR a. P11
Di qui, P10
S(R4+R)=8R + SR’
St dimostra simi] mente ele |
(S+8)R=SR - S'R.
(TS) R=1T (SR).
Infine, se 4 & un ente d'un sistenu lineare A, =i La
mRa =m (Ra) P13

Ram = R (ma).
Dungue: mR — Ryn.

Nora, — La legge Comm ¥ iy certi particolari prodotiti
Per questo puc bastare up esempio.

Dato un tetraedro ABCD ¢ deferminato

dro, il volume ¢j
negativo, secondo che C sara alla g

Segue che se ABCI g assime

Puo verificare cha Io scanbio
al tetraedro.

estra p allg siTistra deﬂ’u&aen'atﬂrﬂ.

puo mancare.

y B che sia
questo si assumerd come positive o

Come positivo, ABDC sara negativo. B sj
di due punt; consecutivi fa cambiare il Segno
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Se ABC & un friangolo, e D un punto faori del S0 piano, si chiami pro-
dotto di ABC per D ii tetrasdro ABCOD, e prodetio di D per ABC, il tetrae-
dro DABC.

Siccome

ABC.D= —D.ABRC,

risulia

dove si vede che mutande Pordine dei fattori, i prodotto eambia di 3egno,

Usservazione, — Se nn‘operazione distributiva R degl enti d'un
sistema Jineare A di enti del sistems siesso, s dice sostituzione.

Per le sostituzioni valgono percid tutte le proprieta enunciate per
le operazioni distributive.

V. — Unita imaginaria.

I5. Dato un enle del sislema lineare C, dafa eioe nuna coppia (x, y)
d1 numayri veali, e dato il simbolo

ST 'HIE'
"H —_— ’

\ May Hoa

dove 1y, s, "o, W SOMO Numeri reali, si indieq con uix, y) la tra-
sformazione con cui dallg coppia (w, i) si passa alla coppia

(#12 - wsey, Uz - 100y).

L_[lﬂ]
U=\ a4 |

(2, ) = (2 -+ 2y, 3z -1 4y),

Mediante I'operazione # da enti del sistema O s oltengono enti
del sisteina stesso,

In particolare, si cliama unitd unaginaria, e si indica con i, la
trasformazione

e, per esem pio

=1 ha

0 —-IJ
1 0
Cosi 51 lin

i(x, y) =(0x— 19, 1z + 0y)=(—y, ).

6. Lin trasformaziona ¢ & un’operazione distribukiva.
Infatti, si ha:

i y) -+ (&, y )l =i [(e + o), (7 -+ 1] P3
==+ (z+z9) P15
={—y—7) (z+27)

i {_‘ ¥, *T] + (__ .UJ- 'Tj P3
=iz, y)+i(z, y). P15
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Similmente 8l dimostrn che

im (2, y) =y [ (z, y)).

Questi risnltat; mosirano, P8 che Ia

1 siceome, come si & visto, mediante 7 da enti di C
enti del sistema slesso, cosy i & una sostituzione.

17. 11 prodotio =
Infatti

tmsfnrmazinne ¢ e distributi VA,

81 ottengonop

€onsusetudini, si pope =1, e85 ma
an Ny, & 1 ypa sostituzione, g Pone " tl=ym ; o }o
=1, =y P=l, Fceq, =1
In generale
=1, pmer b gmet i i SR

Cioe, qualunque potenzs della sostituzione § & uguale a una delle
Sostituzioni

1, 1, — 1, s
Nora., —

2, 0vverp ai, dove a & un
tuzione,

AUmero reale, & ung spsti.

VI — Numer; Complessi, (3

18. Se z ed

¥ 80N0 numeri reali 4 g

Yi 5010 soslituzioni, o quind;
anche z 4-4i 3 una sostituzione. Sj chiama numer HRAgInario o eom.
plesso

Se ¥ =0, sar =0, e il numero complesso si riduce g numero
reale
Se a=(), {]

numero complesso si yidnee ad ¥, ciod a up numero
imaginario puro.

»
19. Essendo j numer: complessi delje sostibnzioni, restans fissati,
di egunaglianza, somma, prodetio,

& coppia (a, b) con la sostibuzione, o numero com-

(1} Quasta denominazipn e non & eonforme o3 Formulario,
igniflento rhe

fove numerp complesso non ha
negli slvmaent; gli sj attribuisee. I, )0 Tonservata pey Jegnire j'uso comune,
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Si ha
(% + i) (a, b) == (a, b) iy (a, b) P11
= (za, zb) i (ya, yb) P4
= (za, zb) -+ (— yb, ya) P15
= (za — yb, ab- ya). P3
Dunque
(x + i) (a, b) = (xa — yb, xb - ya). (1)

Nora. — 8e -} yi=0, si ha 2=0, =0,
Intatti; operando su (1, 0) si ha per la (1)

(249 (1, 0)=(z, )=0.
Quindi =10, y =1,
Reciprocamente: se 2 =0, y—0, sara z -yi =,
21. Se & {-yi=2"-+ ¥4, sarh x =z, Y=y,
Infatii; dall’ipotesi, oper-z’ ed oper-yi si ha

(2—2) 4 (y — /) i=0.
Da cui, P20, nota:
r—a =0, y—y=0,

!
®

Cioe: z=do, y=y
22. Per la somma di due numeri complessi si ha

(@ -+ yi) + (& + yi) =&+ o)+ (y + ) i

Cid risulta dal fatto che i numeri complessi sono sostituzioni, e

per le sostifuzioni valgono le leggi Assoc-}-, Distrib ()X, —).
23. Per il prodotte, sussistendo per le sostituzioni la legge Di-

strib (<, -}), si ha

( + i) (" yi) = (z 1) x' - (x -+ yil ¢y
= (o’ - &'yi) + (ay'i -+ yy'i)
= (22" 2'yi) + (xy'i — o)
= (22" — yy') + (21 + a'y) 1.

Per il prodotto dei numeri complessi sussistono le legg1 Assoe X
e Distrib (X, 4), tali leggt sussistendo per il prodotto delle sosti-
tuzioni. Ma sussiste pure la legge Comm . Cid risulta calcolando
(7 4 i) (' + yt)y (2" 1) (x 4 1) con la formola precedente. Si ot-
terra lo stesso risultato.

Nora. — Due nomeri complessi come @~ yi, * — yi, che diffe-
riscono per il segno della parte imaginaria si dicono coniugats.

Dalla formola precedente risnlta che il loro prodotto & 2+ o~

La quantita reale 2% y" @ detta norma di cinscuno dei due numeri
complessi coniugati; la radice quadrata positiva della normsa si chiama
modulo di ciascun dei numeri medesimi.

-t
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Modulo si abbrevia con mod.
Cosi si ha

mod (& + yi) = Yz¥ - 42
mod (z — yi} = Vz* - o~

Nora II. — modulo d'un numers reale & il valore assoluto del
numero stessp.

Nora III. — Se um nimero complesso & mullo, nuljo
suo modulo, B reciprocamente.

Infatti; se A
mod A =),

Reciprocamente: se mod A
49 =0, sarh =0, y=0, ¢ quindi A=,

24, 11 modulo del prodotio di due numeri complessi & nguale g)
prodotio dei moduli de; fattori.

Infatti, se A — —+

sard pure il

=T yi=0, sari r=0 4=, Y’.x:“—i~yﬂ=0, Cl08

=0, se cioé Ya¥ - ¥ =0, cioe ancora

vh B=2a'4-4i, si avea, P93

AR = (z2'— py) - (wy~-a'y) i.
Quindi

mod (AB) = Y{zz—3)* - (2 —+a'y)*
=1+ I "y
=Vz' + o Va7
= mod A . mod B.

Il teorema si estende g un numero qualungue di fatior.

25. La condizipne necessaria e sufficiente affinelid un prodokto di

numeri complessi sin nullo, & che sia nullo almeno uno dei fattori.
La condizione & necessaria.

Siano A e B due 1
(P 23, nota HT), mod A
Di qni

ameri complessi, ¢ sia AR — 0. Sara allora
B =10; cios (P 24), mod A . mod B =0,

modA =0, oppure mod B =0,
Cioé: .
A=0 oppure B— 0.

Reciproeamente: se A =0, sard mod A — 0, Quindi

mod (AB) =mod A . mod B =0.mod B;

&
8 percid AB=—= (.
26. Si chiama opposte d’
complesso che sommato col
I'opposto
L'opposto
BOIDmMa & zero

Un numere com
primo da 0,

del numero complesso A si
del numero complesso z |-y

plesso un altro numero

indica con — A,
¢ & —x — yi, Infattila loro

E manifesto che up numero complesso ha un solo opposto.




116 PERIODICO DI MATEMATICA.

La differenza di due numeri complessi si definisce come per i nu-
meri reali.

S1 sottrae un numero complesso aggiungendo I'opposto.

Per esempio A —B=A + (— B).

Infatti, A} (—B)+-B=A + [(—B)--B]=A.

In particolare

(2+y)—(+ ) =(x—z)— (¥ — ') d.
27. Anche il quoziente di due numeri eompleesi si definisce come

per 1 numeri reali.
Sin 2’4y un numero complesso non nullo, e @1~ 4 un numero

complesso tale che _ e
&=y : gL
v r-_"u-i_b‘. _I’;% .
i _I_ y i "'l:fj o=
Si deve avere per definizione S
T yi= (&' -+ yi) (a—+ 6i) -
=(z'a —y'b) + (x5 + y'a)i. P23 X
Fe—yb=wz 2btya=y.
: ol g
Qui le-incognite sono @ e b. Risolvendo sj La - S
i xx + yy' - zy —zy gt
i yrﬂ ’ 2 _i' y'i - '

Essendo il secondo nnmero complesso non nullo, sark 2® 4 »* non
nallo, ed a e & sono finiti.
S1 ha pereio
Tyt 2y ady—ay
= Jri—— mru____y-u i I-E__I_yr! L.

S1 verifiea poi, come per 1 numeri reali, che il guoziente & unico.
28. Se A, B, 0, D svuo numeri complessi, sussiste il doppio teo-
rema

A C
B =17  -—-AD=RC.
i dimostra come per i numeri reali.
: A AC
Si dedaoce : B = B0 -

29. Per le potenze dei numeri complessi a esponenti interi e po-
sitivi si conservano le medesime leggi di formazione adottate per 1
numeri reali. Cosl, se m & un Ns, A un numero complesso, A™ pure
un numero complesso, poniamo

Au_.:], Am+1=‘&m. A_

B e s i

(]| - smr L

- e T

e
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Di qui risulta come Per I numeri reali

A=A, A'=A A A=A A A, ecc

Segue che come il prodotto di due numeri complessi & un numero
complesso, cosi qualunque potenza d’un numero eomplesso & un nu-
mero complesso.

Esempi

(1=l —149-09;
(1+iF=2i D=2} 2=—2129

30. Sussistono i soliti teoremi sulle potenze, e si dimostrano come
Per 1 numeri real;.

Questo risultate, insieme con le leggi Assoc -+, Comm 4, Agsoe b A
Comm ), Distrib (X, -+ ¢i dicono che le operazioni relative a poli-
nomii valgono anche 8¢ 1 termini sonp in tulto, o in parte, numer;

In particolare
(A B =A% B*.1 9AB
(A -+ B) (A —B)=—=A'—pB*

3l. Se il polinomio ax’ bz ex - d a identicamente nullo, cipa
si annulla per tutti j valori reali di g, gj annullerd pure per tufti j
valori complessi di .

Infabti, essendo il polinomio identicamente nullo, saranno nylli a,
b, ¢, d: e quindi, essendo Je poienze di nomeyi complessi pure deij
numeri complessi, i polinemio si annulla anche per valori non real;
di a.

Degue che gi estendono 1 eriterii dj divisjbilita per Z—a, anche
Per a non reale; sussiste il teorema che ge | polinomio interp in &,
f{z), si annnlla Per x=a, b,...,con a, b, . .. reali, o no, different;
tra loro, sary, divisibile per (z — a) (. — b)...; sussiste il teorema che
un polinomio intero in x, di grado m, non puo annullarsi per pin di
m valori di 2 fra reali o imaginarii, senza che sin identicamente
nullo; ece., ece,

32. Se @ & un pumero complesso, ed m un Ni, si chiama radice

—

M di g e si indica con Tf*u, 0gnl numero complesso che elevalo
ad m da g

Siceome un numere reale eleva¥y g potenza intera positiva di un
numero reals, segue che le radie M d'un numero complesso non
8000 numeri realj.

Se poi @ & un numero reale positivo, oppure un numero complesso,

e | aliha &
le sue radieci mesime si indieano Sempre con ¥*a, e con ya si indiea
quella di tali yadie; che ha maggior parte reale, e che si chiama
anche »adice principale.
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33. Se a & un numero reale positivo o negativo, la sue radici me=i=e
non possono essere pin di m. Infakti; il polinomio 2™—a non pud
annullarsi per pitt di m valori di =, fra reali e complessi (P31).

In particolare un numere reale non pud avere pia di duoe radiei

guadrate.
Se a & reale positivo, ed « @ la sua radice quadrata aritmetica, £
sard o s
V*a= + Ei
Infathi: (+ a)'=oa*=ua. 1"#\.
La radiee principale & Va = a.
Se @ & un nnmero reale negativo, ¢ « la radice quadrata avitme- . >
tica di — g, talehd a®=-—a, sara ‘L—}g
Y¥a = + ai. e
Bl

Infatti; (+ aiff=o*"'= — 2 —q. =

S1 pud verificare che S |

: i

PI=1 o —3+4i o —3—ii & B

3 ot 48

34. Infine, se = & un numero reale positivo o negativo, ¥y nn nu- LS |

mero reale positivo, si ha i 2 r

p’ﬁ_—ﬁzVVf*l-y“ﬂL# f VVerzy"—m,.

2
I f 3 7 e

Difatti, elevando al quadrato il secondo membro della prima

eguaglianza si ha x - yi; elevando al quadrato il seconde membro g
della seconda egunglianza si ha T — yi. B

Gli opposti di detti secondi membri sono manifestamente radici T
quadrate rispettivamente di %+ yi, £ —yi. Nb 8i possono avere altre
radiei quadrate, ;

Infatti; se a; 1 axi ® una radice quadrata di 2~ yi, p. es. guella
scritta, e & - by un'altra radice, si deve avere

[ﬂ'l —|“ Hgi‘l)'ﬁ:m —I— '!J'I? [-b] _I— b’l):!= M “!— yi
Da gueste si deduce agevolmente che c
ﬂ1ﬂ—— ﬂgg= b]_g— bgﬂ; yly == blbﬂ . |
Eliminando 3,, dopo quaiche riduzione si ha
(0457 (b — a,?) =0,
Bl

wig,
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che di b2 g, — 0, cios
(g — as) (b -+ ag) = ().

Deve dunque aversi: o be=ay, 0 by=—1¢g, . In corrispondenza
risulta: o bh=a;, o bh=—a,. Quoindi E:l—]-bgi::a,—}—ugi, ciod Ja
Proposta radice: o by+-boi = g, @gi, ciod I'opposta dells proposta.

Quelle seritte adungue sono le radici principali rispettivamente

Catania, novembre, 1906,

i

iRl RAZIONALI ESPRIMIBIL] CONTEMPORANEAMENTE MEDIANTE
DUE FORME BINARIE I GUT GRAD] DIFFR ISGOND DI UNA UNITA

Le coordinate dei punti di una eurva vazionale d’ordine n avente
un punto multiplo d'ordine n—1 sono, com’s noto, esprimibili razio-
nalmente per un parametro. Come tale s polra, ad es, scegliere il
coefficiente diretiiveo di una generica retta uscenie dal detto punto

fra le rette nscent; dal punto (7 — 1)-plo, quelle, il eui coefficiente
direttivo & un numere razionale.

Supponendo che i] punto (n—1)-plo sia Porigine delle coordinate,
I'equazione della eurva conterrd, com'® noto, i soli bermini di grado
ned n—1, ciod sary del tipo:

4 ¥4 b _I_ IﬂrI“\,.\::1:11—-:I£.’ _i_ e + ﬂn—-lmyn._] + ﬂuyn —
bz -} ba™%y L | 4 bogTyf 2~ . gp1 (1)

Delle intersezioni colla retta f = E » #—1 cadranno nell’ ori-

2ine e 'ennesima sara il punto dj coordinate:

€T = .;\. bﬂln_l_l'_ blln_‘ﬂp + e E'n.—ulf-'-n_-: '!" bn——lp*n__l ¥ ]
__ AoA" - @y 0. lp_ -, .. - .4 :],‘I_ln-—l _}_ AT
L e O bo_oAu™¥ | b, -t J
. !-l ﬂul" + nlln_-lp' + JL R + ﬂu—dlpn_l "I_ ﬂup'ﬂ
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Se le costanti av, @1,..., bo, bs,... SONO Numer: razional, attri-
buendo & A e p tutte le coppie di valori imteri, positivi o negativi,
primi fra loro, si avranno futti 1 possibili punti di coordinate razio-
nali della enrva (1). |

Al problema geomeirico di determinare questi punfi della curva
data si pud dare anche nna veste aritmetica, che metterd in clnaro
lo seopo della nostra ricerca.

Immaginiamo di considerare uno qualunque dei punfi della (1),
le cui coordinate a, ¥ s1 ottengono dalle (2) dando a X e p valor: del
tipo ricordato pii sopra. Qnesti due numert razionall z, y soddisfano
alla (1), facendo assumere ai due membri di essa uno slesse valore
vazionale A. Questo numero A & dunque il valore comune assunto
da due forme binarie, 'una di grado =, I'altra di grado n—1 per
una stessa coppia di numeri razionali z, ¥ convenientemente sceltl.

Orbene, Ja veste aritmetica, che vogliamo dare al problema geo-
metrico accennato, & la seguente:

Deternvinare tutle i numeri razionali A, che sono ad un tempo espri-
mebili mediants wna forma binwria di grado n ed wuna di grado n— 1.

Eliminando z e % fra In (1) e le (2), s arriva facilmente alla espres-
sione pitt generale di tali numeri. Essa e:

[bﬂln—l —- -{11:‘..]1._5]1 s s bn_.]lp,“—g -+ E;“__lp'u—‘l}n .

= (0o e s g o

Dunque: “ I numeri, che godono deila proprieta voluta, si presen-
“ tano sotio la forma del quoziente delle pofenze 2™ ed (n— 1)=™"
“dei valori che assumono e due forme date, 'oma di grado n—1,
“Talira di grado n, quando al posto delle variabili si poengono due
* numen interi gqualunque primi fra lovo ..

Limiteremo le nostre considerazioni solo ad aleuni fra i casi cor-
rispondenii ad » =2 ed n =3: quelli che possono presentare qualche
interesse dal punto di vista dell’aritmetica.

Considereremo inoltre le sole soluzioni razionali positive della (1),
sicché ai parametri X e p dovremo atiribuire solo valori inten peo-
sifivi (primi fra lore).

Avvertiamo poi che, ognigualvolia le due forme date saranno sim-
metriche, bastera per una deierminazione sistematica dei numeri A,
dare a ) e u valori (interi, positivi, primi fra loro) tali che sia, ad
es., 2 >>u. Il numero A risulta infatti espresso, in quel casi, come una
funzione simmetrica di 2 e p. Le coordinate dei punti della curva (1)
s1 scambiano invece, in virtn delle (2), una nell’alira.

y v
T RN R S s S i T = 1
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§ 1. — Casi eorrispondenti ad » — 2.

S1 presentano dapprima aleuni easi, per dir cost, ridueibili, In eni
trattazione & ridotta & nn problema d’analisi indeterminata di primo
arado.

Ad es,, lo studio dell'equazione ' —y'=z+ y d ridotta (asira-
zione fatta dalle soluzioni 2 = = y) a quello dell'equazione o ¥ y=1.

D1 guesti easi non c¢i oceuperemo.

L. Determinare tutti : numeri razionali positiv: A, che si possono ri-
guardare ad un tempo come somma e come prodotto di due ally: nnmeri
razionali positivi.

Posto ay=A, v y=A, si trattera di risolvere per numeri ra-
zionali positivi 1'equazione 2y =2y In virta delle formole (2)
¢ (3), fatlo n =2 e particolarizzate in modo ovvio Je costanti a e b,
abbiamo:

! A+ 1
X = " » W= 5 ;
A [)"‘ -_f_ IJ']H.
A

Dimostriamo che * I equazione ay —w-+y ammette lan sola so-
“ Inzione intera x =2, y=2, cni corrisponde il numero A =4, j]
" quale & il minimo dei valori, che puo avere A .

; Ao A 7. T
Infatti = 1_ 14 " e y= _}’TF 1+~ risullano nn-
s ; )3 1 . O A
mer! interi solo se i @ ~- sono numeri inieri, cloe (ricordando che

s A : :
/e | devono essere positivi) se 5 = 1. In-.corrispondenza si trova

=2 y=2 A =4 Siccome pol 1 due numeri z, ¥ soddisfano al-
Tequazione 2°— Az — A =), ¢ questa ammette radici reali solo
quando A =4, si conclude che A —4 & il minimo valore di A,

Di tale teorema si pubd dare un’altra dimosirazione con metodo
geometrico, che seguiremo sistematicamente anche in seguito,

La eurva ay=2a2-1ly b I'tperbole, che ha per asintoli le rofte
=1, y=1 e passa per Povigine (e quindi pel punto (2,2) simme-
trico dellorigine rispetto al punto (1,1), eentro della curva). Il ramo
situato dalla banda delie z e y positive, essendo tutio compreso nelle
due strisce limitate, 'una dalle rette *=1, xr=2, I'altra dalle retie
¥=1, y =2, non pussa per altri puntl di coordinate infere all'in-
tuori del punto (2, 2). Infine il ramo di curva In questione & tobto
situato da quellr parte della retta » -+ ¥ =4 (tangente nel punto (2, 2)
all'iperbole) ove si trovano i punti, la cui somma delle coordinate &
maggiore di 4. Dunque 4 & il minimo valore della somma x - . (*)

(1} Sari bene che il lottore, per maggiore intelligililits, si costrniaca in questo @ nel cagi spe-
eesaivi le relative figure, del resto molio aempliei,
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Per questo primo caso diamo anche una tabella dei valon di z,
y ed A, che corrispendono ai valori di 2 e di p inferior: a o.

#

A | p | = |y | A
11=22=l
TRNEE
s |1 |e|L|
4153—%

1. Trovare i numeri razionali positivi, che si possono congiderare ad
un tempo come somma (o differenza) di due aliri numneri razionali po-
sitivi ¢ come somma dei loro quadrati.

Detta A uno dei numeri richiesti, dovra essere 2--y*=A ed
¢ +y=A. I numeri razionali positivi, con cui & composto 1l nu-
mero A, dovranno pereid soddisfare all'equazione -ty =z

Consideriamo il solo easo corrispondente al segno —-; I'altro sl
tratterebbe in modo identico.

Intanto, per le (2) e (3), si ha:

A+ )+
m_llﬂ"_iﬂ ' :?f:[-'-la__::;‘
A (A 4+ )’

- l! _l_[_Li

Dimostriamo che: * equazione z* - y* =2 -y ammetie le sole
* soluzioni intere 31 =1, =0 e za=1, yo=1 € 1 nomer Ai=1,
“ A,=2 corrispondenti sono rispettivamente il minimo ed 1] mas-
“ simo del valori assunti da A .

Si sono escluse nell’enunciato le due soluzioni z=y=0 ¢ 2=1,
y =1, la prima perchd non offre interesse ed & nota a priori, ln se-
conda perchd eqnivalente alla soluzione @y =1, 1 =10 in virtin dells
simmetria dell’equazione.

Per dimostrare il teorema si osservi che 1'equazione z° - W=z
rappresenta il cerchio, che passa per Vorigine @ ha il centro nel
punto (4, ). L'arco compreso fra l'asse = e la retla z —y= 0, i punfi
razionali del quale sono quelli ¢he ¢'interessano, non eontiene altri
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punti di coordinate intere all’ infuori di (1, 0), (1, 1) ed & tutto interno
alla striscia formubta dalle parallele 2+ y=1, x + y=2. Per tutti
i1 punti di quest'arco & dunque l=a-+-y<2. c.d.d.

III. Trovare tutii 1+ numeri razionali positivi, che sono ad un tempo
somma (o differenza) di due numeri razionali positivi e quadrato deila
loro differenza (risp. somma).

Consideriamo anche qui, per breviia, la sola ipotesi che sia
z+y=A4, ([x—y) =A. Fra & e y passeria la relazione:

(I“‘-"If]‘ L I s
e quindi, per le (2) e (3), sara:

A o
I'—;\(l_p-}i l,_’_!f‘ B P'(l—-p.]“'
it
ﬁ_q(l—p) '

Dico che: * l'equazione (r —y)*=ux -y ammette infinite solu-
“ zioni inteve positive, che si oitengono dalle formole precedenti
“ dando a X un valore intero positivo qualungue e considerando per
“p1valori 2 —1 e A—2, se L & dispari, il solo valore A — 1, se A
“8 pari,.

Intanlo, perché z e y sieno inieri, 8 necessario e sufficiente che
gia intere il numero A.

Che la condizione sia necessaria risulta senz’aliro dal modo con
cui & formafo A mediante 1 numeri # ¢ y. Se pol il numero A, che
e nn quadrato perfetto, & intero, & pure intera la sua radice gua-
drata, e quindi sono interi i nomeri z ¢ », la cui espressione in fun-
zione di A e: _

z=3VA(VYA+1) , y=1VA(YA—1)

Il teorema sarh dungue dimostrato, se arriveremo a provare, che,
soltanto prendendo 1 parametii ). e p com’s indieato in esso, il nu-
mero A risulkta intero.

l_’_P—-Vﬁeqninﬂil VA4 1

Ora, essendo , se si indica con

A—p b YA—1
o un fatbore di proporzionalita, si ha:
ph=VA+1 , op=VA—1. (4)

Eliminando YA fra queste due relazioni, si trova:

cioe
0

i

P—l—p. (5)

Siceome 1 secondi membri delle (4) sono, per ipolesi, numeri in-
teri, dovranno essere interi tanto pA quanio gp, e quindi, essendo A
e p numeri inter1 primi fra loro, dovra essere intero 0. Ma dalla (5)
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risulta cho 1 soli valori interi di g sono 1 numeri 1 e 2, e cib0 secondo
che A—p =2 0 A—p=1, dunque potra essere soltanto:

n—2A—1, OVVero p=A—2.

Ora, se ) & dispari, entrambi quest valor1 di p, essendo primi con A,
si possono ad esso accoppiare: se invece A & pari, soltanto 1l primo
b accebtabile, perchd esso solo & primo con A. Hs.: 158
e
T T y A p-,.:f
£
-__‘FL
1 U i ) 1 . “ﬁ%
2 1 b 3 Y e
3 . 1| 8| 1] 4 f
3 2 |15 10 | 2
¢ 3 | 28 | 21 | 49 88
| i)
D 3 10 6 16 B
> | 4 | 45 | 36 | 8l i
Non sard superfluo osservare, che i numeri A, 1 quali godono della *
proprietd voluta, sono iutéi 1 quadrati perfetti. Infatti, supposto che }E
il mumero A interc sin un quadrate perfetto i due numeri: r;f
r=1YAGE+D) , y=31EAGA—1) .

sono pure inferl e soddisfano, eome s'& visto pit sopra, alle equazioni
(2 —y)y=24y=A.P. es, posio A=13"=169 sl ha: z =91,y =178
e quindi I'identita numerica (91 — 78)>= 91 4 78.

§ 2. — Casi eorrispondenti ad »=3.

Abbiamo dapprima alcuni easi, che segnano qunsi il passaggio fia
la precedente categoria e questa.
Se 1 proponiamoe infatti di risolvere le equazioni di terzo grado:
8 a
2+ =(r+y)?,
r—y = (x— TA
Ay =a—yr,
T — Tf_ a® yl '
troviamo che il problema equivale a risolvere le equazioni di secondo
grado:

r—zy-+y=a+y,
r+ayry=x—1y,
2 —ayt+y=z—uyu,
@ +ayt+y'=z+y,
Lo studio di queste procede in modo perfettamente analogo 2

o 5
¥ rr T e = & . = N PR RS,
i " digh'a o < g e L B - = M - o
P el L, o gl Y T A -] -
- [l v iy
A .,i"‘r'!' faa | i LTE ey ! o L s Bl gl ek~
= . e T L LT T e e B S
al - e ot ' ety A el =
] S 5 i
| e ¥
ey g T R e ]
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, 4 R

quello usato in casi precedenti, ¢ lo ometiiamo essepdo poco inte- Hl
ressan te. ' :|
Consideriamo piuttosto qualche caso irriducibile, i

{1

L Troware tutti i numeri razionali positivi, che sono ad un lempo
differenza (o somma) dei enwhi di due nuneeri razionali posilivi e qua- o
drato della loro somma (o differenza), 1

i |
Pomiamoci, ad es., nella ipotesi 2 —y=A, (41 =A. Fia « 5 ‘
€ ¥ passera la relazione: ?.;
z'— = (e + ),
e quindi, per le (2) e (3), avremo: f
(A4 p) (34 p)3 g
H rf—— }, }"l_r-___lllﬂ . y —— P.’ }‘3 8!
. [(14,-}1]"]9
==

La curva del terzo ordine rappreseniata dall’equazione 2° — 4 —
(—-%)* ha nna cuspide nellorigine, colla tangente cuspidale 2~ y =),
taglia I'asse z nel punto (1, 0) ed ha per asintoto la retta T—y=4% (1

Che la eurva consti di nn solo ramo, quello compreso fra le retis
Z—y=0, 2 —y=4, st pud verifi care, sik costruendo effsttivamente
la curva, sia osservando che, in easo diverso, qualehe retta uscente
dalla cuspide la inconlrerebbe in pi2 di tre punti. E chiaro poi che
il ramo situato nella vegione delle 2 o y positive rimane tutto in-
terno alla striseia limitata dalle rette r—y=1 x —y=4. Infatti,
se questo ramo dovesse atiraversare o toccare il conforno, esiste-
rebbe una retta almeno de] piano, che avrebbe in comune eolia curva
piiz di tre punti.

Concludiamo quindi ehe questa curva non contiene nessun punto
di coordinate intere positive all’infuori del punto (1, 0).

Il numero A non pud inolire essere intero, se non somo inter j

numerl £ e y eon cui risulia composto. Infatti, supposto A intero

(guadrato perfetto) e indicata con EE una frazione irriduoeibile, po-

= e -~ e S
. At 3 - k " 1T ) '—-... ey E
= = = ——a_ =T ; =2 e i ne = y = 3 Lt 2 ¥ = — & = - T = s
= - e = s ' — "W g g Y | oy i g e = i AT - - =t i x g
=, _-.F*'fEH_ - ' o - =
n = . - " e "
.hqm-mwpm-m“:m L e e e N = = =

[ —

th
n' ,
Ma non s1 possono trovare due numeri m, » primi fra lore, per i quali

sia soddisfatta anche Ja seconda condizione z*=y*=A, perchad dovrebbe
2

o 3
. : ; m mn . M — (VA n—m
éssere intera I'espressione —_—— (JE_;:_) , Clob { i y :
mentre invece il numeratore deila frazions non ¢ mai divisibile per n
(2 meno che sia m=0, il che & eseluso). Si eonclude dunque che

non esistono numeri A interi (escluso il valore A =1) soddisfacenti
elle condizioni imposte,

nendo :::=—;?, y=—=VA risulta soddisfatta la condizione (z1y)*=A,

e | i — T

(1) T'utte queste ssssrsioni ai gtoslificano eol golity procodiment! dejla © Geometria annliticen Y
in particolare, por verifiears "ultima, basta tagliare la eurva <olla retts x —yw—=—m, o determi-
uare m in modo che x e ¥ sssumanop valorl inflniti,
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L'ipotesi z* -+ * = A, (z—y)*=A si discute in modo analogo.
La curva vappresentata dall'equazione z* - y® = (¢ — )" & simmetriea
della precedente rispetto all'asse 2. Si conclude quindi che * esistono
“ 1o sole soluzioni intere z =1, y = 0; =0, y=1 in corrispondenzn
“ delle quali A=1. Questo valore & il massimo dei valorl razionall
“ positivi, che possono assumere i numer: A richiesti .

11. Trovare tutti i numeri razionali positivi, che si possono rappre-
sentare sic mediante la somme dei cubi di due altvi nwmeri razionald
positivi, sia mediante la somma dei loro guadrati.

Per questi numeri A si dovra avere conlemporaneamente zy"=A,
2+ y*=A, e quindi fra » e y passerd la rvelazione:

I
Py =ty

(lfome al solito si ha:

32 - Pi L !_l!!

L= y_[-!'l'd_l_ p_:‘
[}..ﬂ o/ L P-H]E

A ——[}‘: I 3}2'

La cubica corrispondente a questo caso ha l'origine come punto
doppio isolato, taglia normalmente le direzioni positive degll assi
alla distanza 1 dall’origine, e passa pel punto (1, 1), avendo per fan-
gente in esso la retta x - y=2; intine ha per asintoto la reiia
x4 y=2%. La curva non si compone di altri rami all'infuori di quello
compreso nella striscia limitata dalle rette -+ y=1, x4 y=2
{efr. il caso precedente). 1l tratto di cuvva che si frova nella regione
positiva delle coordinate & tmtto interno alla corona circolare limi-
tata dalle circonferenze 2*--3*=1, 2*+ »* =2 e tocca 1l conforno
nei soli punti (1, ), (0, 1), (1, 1). Infatti, se il contorno venisse atira-
versato o toceato in un altro punto, per la simmetria della curva
vispetto alla retta z —y =20, dovrebbe venire atiraversalo o toccato
in un sccondo punto, e allora una o l'altra delle eireonferenze limi-
tanti la corona avrebbe pit di sei punti comuni colla curva data, il
che & assurdo.

Da tutto cib si ricava che * l'equazione x®+ #*= 2*-}-3° ammette
% lg sole soluzioni intere positive (1, 0), (1, 1) o che 1 due nnmezi
“ A=1, A=2, corrispondenti, 'nno alla prima soluzione, I'altro
“ alla seconda sono rispettivamente il minimo ed il massimo dei va-

¢ Jori, che possono avere i numer: A .
La soluzione z =10, y=1, non & slata considerata nell'enunciato,

perchd equivalente in virtu della simmetrica dell’equazione, alla so-
luzions z=1, y =0.

In modo analogo si discuterebbe I'equazione #° — y* = 2"+ y* (cor-
rispondenie all'ipotesi 2° —4° = A, 2®+ *= A) che rappresenta ln
cmrva simmetrica della precedente rispefto all'asse .

111, Trovare tuiti i aumeri razionali positivi rappresentabili ad un

p==)

AR

m— ey g e ey, P

T 4

-
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teimpo mediante il cubo delle differenza di due altri numeri razionali
positivi e mediante il quadrate della loro sownna.
Dalle due relaziom (x — y)*=A, (2 +y) = A si trae:

(z— ) ={z-|y)

e qundi: . .
T =\ (‘}—‘_F.]a ’ F':P-(}‘_Fma
[;.——p.] ; [l—p,]
A_(:'a*i—ll) _
A= u

Per quanto riguarda le soluzioni intere, guesto caso s1 diseute in
modo analogo a quello tenuto nel I1 easo del § 1, e si conclude che
© esistono infinite soluzioni intere positive dell’equazione (x — ) =
“(+ ), le quali si otfengone dando u p 1 valori A —1 e 5 —9
" se A e dispari, 1l solo valore A—1, se ), & part; da queste solu-
“zioni e da queste soltanto si traggono 1 valori interi di A: ogni
" sesta polenza di un numero naturale & un numero A .-

IV. Trovare tutti ¢+ nuwmeri razionols positwi, che risultano ad un
tenipo uguali al cubo della differenza di due altri numeri razionali po-
sitwet ed alla somma dei lovo guadyati,

Dalle relazioni (x —y)*= A, «* 1 y*—=A =i ricava:

{:E___y}ﬂ__mﬂ I|' y'E’

e quindi:

J‘*B_I_P': . -E+H-E
= IR =
lﬂ_l_p:ﬂ"a
A [P-‘*[—'-J"J

Per quante riguarda le soluzioni intere positive si ha il teorema:
© 351 ottengono soluzioni intere positive solo attribuendo a Aep va-
“ lovi consecutivi (A>>p). Ad esse soltanto corrispondono valori in-
“ teri di A, i quali sono tutti o soltanto i cubi de; numert inferi,
" che si possono scomporre nella somma dei (quadrati di due numeri
“ gonsecutivi ..

Che per valori consecutivi di X e k3 nameri @, y, A risultine
interi, appare senz’altro dalle formole precedenti.

Dimostrinmo reciprocamente che, se A & un numero mtero posi-
tivo soddisfacente alle condizioni imposte, 1° visul.ano necessaris-
mente interi i numeri 2 e % con cui A & composto, 2° 1 parametyi )
e |t corrispondenti sono numeri consecutivi.

Poiche A & il cubo della diffrenza. T— 1, posto A = @® avremo:

T—y=a , PHy'=ada" (a = 0)

Risolvendo queste equazioni rispetto & x e y, e non tenendo conto
delle soluzioni negative, si ha:

e=5 (1+V20—1), y=5(~1413a=1)-
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Perché z e y risultino numeri razionali dovremo porre:
28— 1=m",

m* -1
5— ¢

=

¥ -

cloe

a—

Ma, per ipotesi, @ & intero, guindi m* - 1 dovra essers un numero
pari, e, in conseguenza, m un numero dispari. Posto m =2n—1 (n,
naomero intero) avremo:

a=2n"—2n+ 1=+ (n— 1).
A=[n"+ (n—1)F
r=n[n*+ (n—1)%], (n— 1)7].

Risulta cosi provato che x e y sono interi. Vediamo ora quali
cappie di valor per 2 e p s1 debbano prendere.

A1

Essendo x — = Pt ed avendo dimostrato che la differenza

Dunque:

e

y=(n—1)[n°

x—y & della forma 2n* —2n 41, si avra:
1'2' _[_ P.H

s =20 — 2n -1,
_ (A—p) T
0SBt
5 S | A
ﬂ(ﬁ-l]}?ﬂ—[ﬂn —2n+1)—+nn—1)=0.
: ; A = =
Risolvendo rispetto a — , si hanne le solozioni:
A " A n—1
p aa—1 ' p =

J1 devono dunque prendere per A e p valori consecutivi, con I'av-
vertenza, che, dovendo & e y rismltare positivi, dovra essere A > .

Esempi:
A L x Y A
1 0 1 0 1
2 1 11 0 >°
) 2 g9 26 1:3°
4 3 100 | 76 | 25°
5 4 200 | 164 | 41°

Y. Trovare i numeri razionali positivi, che sono ad un tempo pro-
dotlo di due aliri numeri razionali positivi e cubo della lora differenza.
Le due relazioni di condizione (vr—y)’= A, 2y = A conducono &

risolvere 'equazione:

(2 — y) = zy.

o

T
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S1 trova: )
i
= [1 R [UE !

s
=gy
e 1 numeri A richiesti sono del tipo:
Ap 8
et
(A — p)*
S1 dimostra poi, con procedimento analogo al precedente, che * si
“ ottengono soluzioni inters positive solo attribuendo a ) e i valor
" consecutivi (A>p). Ad esse solianto corrispondono valori inter
“di A, i quali sono tutti e soltanto i cubi dei numeri interi, che sj

* possono scomporre nel prodotto di due numeri consecylivi "
Esempi :

-:e=JL(l y Y=

£ It T /] A
2 L T el 371 o
3 | 2 | 18 | 12 | 6
4 | 3 | 48 | 36 | 197
5 | 4 | 100 80 | 208

VI. Trovare tutti i numeri ra
tempo prodotio di
loro enbi.

zionali pogitivi A, che sono wd un

due altri numeri razipnali positivi e differenca dei

Detti e y i numeri con eni devono risnltare composti i numeri A
¢ indicati con 2 e p i soliti parametr:, si ha:

A A
ﬂ:=llsj“3 ' yzf-’-la_r-fpa’
"
-A-"'—(lﬂ_.!_lﬂjﬂ'

Proesdendo come nel J caso del 8 2, 11 lettore potry verificare,

studiando la eurva o® — % — xY,

le eni coordinate hanno la espres-

sione parametriea precedente, che non esistono soluzioni intere,

E qui faceciamo punto, poiché
care il proecedimento geometrico,

voro, allo studio di qualehe problema

il nostro scopo era solo dj appli-
indicato in principio di questo la-
d’analisi indeterminata d; grado

superiove, che potesse avere qualche inferesse aritmetico.

I3
Roma, 5 novembre 19086,

Dorr. GroLnio Biscoxoiny,
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EQUAZIONI A RADICI IN PROGRESSIONE ARMONICA

Nelle considerazioni che seznono studiereme quelle equaziom di
orado # le cui radici costifuiscono una progressione armonica di 1°
ordine, cioé son tali che le loro inverse costituiscono una progressione
aritmetica di ovdine uno. Se

flx)=a"F mar ... 4 g @+ =0 (1)

& una tale equazione, la sua trasformata mediante la sostituzione
3= 2 ciod

Y W=ty teayF et ay 4 1=0 @)

ammetterh le radiei in progressione aritmetica di ordine uno, ciod
della forma

p=a, Ype—atd, yp=0+2d..gpu=0a+t@—~1)d (2%

e non resta quindi che applicare le formule risoletive date dal
Sig. Cortesi nel fase. IV Anno XVIII di questo periodico deducendone
che le radiei della (1) quando sono in progressione armonica d’ordine
uno son date dalle formule

e [ @y s 1 1/8n—10a%— —6n{n — 1) aygan |
ol NGy Ny n—+1 '

. Ty P 7 — & —1
1 2(:“131} 3(n—1) Hﬂ[;i : Bn an_e nn] (=1, 2..7). ()

Come si vede, mediante Ja semplice considerazione della trasfor-
mate (2), lo studio delle equazioni a radici in progressioni armoniche
si riduce a quello, gia stato fatto, delle equaziom a radiei in progres-
sioni aritmetiche ed in riguardo al criterio per discernere le eqnazioni
che ci occupano non resta dungue che ripetere quanto & siato detto
dal Sig. Cortesi nel lavoro citato, senonché, crediamo utile, almeno
per la parte teorica esporre le consideraziom seguenti.

Se la (2) ammette per radici le quantita (2%), la sua trasformata
(n—

mediante la sostituzione y =2 cio@ la equazione

b (2) = a, 2"+ %tpm (_ ﬂn—1)zn_.1 e

RO

! 1 n—1 ﬂ“"'l) 1 n ﬂﬂ—'l)
| [n_l]ltp{ J(_ﬂﬂn E_i_mtp[]( n @iy = [3}

B
e S [ i)y e
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ammeltera per radici

&1 — -} ﬂﬂn1 <q it I“an’.”
ﬂn-—l 1 a“—-‘!
iy nay

M e " @n— . . A . -
eiue, poiche —-;"[—r e eguale alla media aritmetiea delle radiei della (2),
n
: . N —1
eppero nguale ad a -+ ——4,

n—1 n— 3 #W-—3 n —1
=1 2 flr £g— 2 d‘l » o0 &n 4 — > d',! oy = 2 d (3*}

le quali costifuiscono una progressione aritmetica pit semplice della
(2%) in quante che non compare la a, Viceversa, se la (3) ammetie
per radici le (3%}, Ia (2) ammettera radiei in progressione aritmetica
epperd la (1) in progressione armoniea, perche le radic; ¥ Non 80no
n—1
dl

3

Noi esprimereme dunque in quel che segue le condizioni necessarie
e sufficienti affinch® la (3) ammetta per radiei le guantita (3%), e con
¢1d avremo anche espresso le condizioni perche la (1) ammetta radici
In progressione armonica. Debbono percid essere soddisfatte le con-
dizioni:

altro che le (3*) aumentate di a -

B—] n—3 n—3 n—1

tP( > J)_ﬂ,t].l( . d)=0,...¢( ; d)=0,q,( " a‘):{]

S n 1 o e n—i
r‘l“_( n . ].) ﬂn-:'fn"-I—l—Tm‘(-—H 1)( " n 1) rf““—f--...

L T iy [/

""(ﬂiljr*‘"_“"( i;)( ﬂgl)wﬁlﬂ‘“’( :“J:)—”

n— 3\" : - n — 9\ a—1)
h=(—"3 )““‘*”‘Lﬂ""(“u =250 ..

na,
A ) - 2 e (- )=
m Y ol B e
“"Ftn-%nz’*'ﬂ( a5 (ﬂgl)’““ﬁ*m( :E:)—D

Le equazioni y (d) =0, 4, (d)==0,... $u(d) = 0 debbono ammeftere
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dungue tutte nna radice comune 4. Considerandole due a due oceorre

e basta percid che per

n=—2p
il geminante della ¢, =0 coin-
cida eon la rsultante delle b, =0,
s =0, il geminante della $;=20
coineida eon la risuliante delle
Llla =0, l!-fr. =0

il gemiﬂﬂntﬂ‘ della Fb1+mp_5]=ﬂ
coineida con Jla risultante delle

l!-’l—]—‘.'l{'p—!ﬂ ={) ’ '=!J1Ti{p—1'r ={L

n=2p+1

il geminante della =0 coin-
cida con la risultante delle 4, =0,
bg=0, il geminanle della ;=0
coineida con la risultante delle
"["5:01 '.[J:.=U

il geminante della o9 =10
coincida con la risultante delle

D1 +a(p—e) = 0, bisep—n=0;

dipib deve essere verificata la
condizione ¢, =0 cilod

1 . o
q,in} (_ ‘}“') — 0 ¢loe a, = (.
7 dn

In cidb consistono dungue Je condizioni necessarie e sufficient
perché la (1) ammetfa radiei 1In progressione armoniea,

Applicazioni.
1%, Consideriamo ora in particolare I'equazione di 3’ grado
2+ ar+ axr+az=0. (4)
La sna trasformata mediante la sostituzione z=% G
sy + @y -+ay+1=0 (5)
e la frasformata di guesta mediante la sosfituzione y=2 3‘1;3‘5

=),

4 b 2
b ()= axe+ (1 — o) s 4 202w 20
la guale deve ammetters per radici le quantita d, o —d. Dunque
anzitutto 2as® — Saagas - 270" = 0.

BEsprimendo poi le condizioni ¢ (d) =0, ¢ (—d)=0, si ritrova la
stegsa condizione; cid che & ben naturale perch® tre quantith per far
parte di una progressione armounica o aritmetica debbono soddisfare
ad nna sola condizione. Le formule risolutive dedotte dalla (2%*) re-
lative al easo in quistione sono:

" S 3{13
T ag -+ V38a,* — 9mae
3”33
Lo =
—3mas+ (1 —3as) V3a.* — Ymas
91‘73!

= Sﬂgﬂa—I— (2 _— 3&'3] ]/Sﬂji —— gﬂlﬂu .
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Questa quisiione & quelia proposta dal sig. Occhipinti nel fase. V
Anno VIII, pag. 78. Suppl. al Period. di Matem.
2%, Consideriamo l'equazione di 4° grado

r* - i’ + aar® 4 aex -+ 4, =10

trasformandola con la sostituzione z— o si ottiene subito,

asy* -+ asy® - asy® + @y +-1=0.

Formiamo ora la trasformata di questa nltima mediante 12 sosti-
3

tuzione y =2z — 1a. - Questa trasformata &
a
a2, — 6ay® 2y’ — Basma, +—4%m,a,°
)= !4?‘:“.“ | e+ i;:h; ==
. A wsata, + 440.% — 4% gogga® — Sag 0
_ | - 44,:!: = Wy
la quale deve ammettere per radiei
3 1 1 3
2 = Ed’ -32:—',2_d, 33=§“d, 3’4=_E—f£.
Pereid ponendo per brevita
T 'iiﬂgﬂ.; — ﬁﬂaz A 205 — Sﬂiﬂ'aﬂi ‘I‘ 431?1!14!
1= ":1:Eﬂ.§= T - 4!”43 : 1
4 asa300 - 4*a® — a.00a,° — 3a,
-étﬂ = 411&‘1. ’
debbono essere soddisfatte contemporaneamente le quattro equazioni
3" 8" 3
2‘3* = 2; A: 3E+ EAHE-_i- .Ag=ﬂ

3* 3® 3
ﬁz‘-{- ?51 ﬂi—iﬁﬂﬁ?+ﬂ-ﬂ=ﬂ
1 1 1
E;ﬂ"‘—]—"—z"gﬁl.aﬂ—f-“g&gz—i—ﬂg:ﬂ

1 1 1
—213"'+ Eiﬁlz’—gﬁaz-i—ﬂa:ﬂ,

che con caleoli semplici possiamo sostitnire con le seguenti
3 3* 3
E;E‘—I— Ejﬁlﬂs + T_]—AEE —i— .ﬁa:O
18.3.1 EE —1213.&1 = 801’!‘.3 = ﬂ

18&1 EH — 1‘1&3 & T BUAE =1
Az ==}

Dungue Ag=0; con ¢id le equazioni 2* e 38 dj quest'ultimo sistema
diventano identiche alla 18A,2°--80A, =0: ed eliminendo = fra questa

2
e la g—: z' %—ﬁ Ay 2"+ Ag=0 risnlta 100A,= A=
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Dungque le condizioni necessarie & sufficienti affinchd | equazione
generale del 4° grado abbia le radicl in progressione armonica sono:
Paeasa, + 40’ — PPosasa’ — 3as’ =
100 (£2auas’ae + 44ad — 42as0s0° — 3as’) =9 (43aqa; — Bag' ).
Le formule risolutive che si riferiscono al caso in discorso sono:
da,

Sy =—

P — 2 / 3 _ 79 .
SR T o | re

GroseprE PAsTa.

SULL EQUAZIONE CARATTERISTICA DELLA FUNZIONE o (n) DI BAUSS

¥

B molto noto (%) che, se i numeri naturali &, 8, ,...,0» rap-
presentano tutti i divisori del numero naturale m, compresi 1 ed m,
e so la fupzione o verifica I'equazione

m=2X g (%), (1)

=1

avremo per g (m) 'espressione

-:p[m]=m(1—-;;)(l—i)...(l-i)- (2)

dove pi, Pas . ... P rappresentano tutti i di visori primi di m, umta
non compresa. B nobo (°) che la formula (2) fornisce il nnmero del
numeri naturali primi con m e non superior: & m.

La proprieta, secondo la quale la (2) o conseguenza della (1) &, come
abbiamo detto, una proprieth nota, e la dimostrazione del Bachmann
& molto pregevole, perche ivi si deduce questa da un’altra pin gene-
vale: tuttavia credo che all'attenzione dei nostri studenti sara piil
lieve la dimostrazione, intuitiva e facile, che ora esporremo.

Caso 1°. — Se p rappresenta un arbitravio numero primo, futti 1
divisori di p saranno 1 e p. Secondo lipntesi espressa dalla for-
mula (1), dobbiamo avere

p (1) T2 (p)=p.

Ma possiamo notave subito che dalla (1) risulta direttamente o(1)=1,

dunque ricaviamo g (p)=p—1, o anche

1
EP(P}—_-P(]L——:;)- (3)
Cid & conforme alla (2).

() P. en, Baoamaxi, Teorio dello divtsione delf cerchio. Lez. 29,
(%) Vodore p. es. Diniem.er-DepexiND, Peorie dei numeri, Uap. I.
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Caso 2°. — Noi vogliamo procedere per induzione: ammettiamo
che, per un arbitrario numero primo p, valgano gia, insieme colla (3),
anche le altre relazioni

¢(p“)=p“(1 = :lj)

- 1) : (4)
D) = T P
g™ ) =" (1 )
—1) = p=—111 1)
o) =p—"(1—

dove = denota un arbitrario numero naturale.
Tutti i divisori della successiva potenza p~ sono 1, p, e
Se donque adoperiamo la relaziono gia dimostrata (8), o la sua gqui-

valente e (p)=p—1, e le (4), anch'esse liberate dalla frazione 2

otteniamo, secondo 1'ipotesi espressa da (1),

prr=1+p—14 P(Pﬂ1]+---+F“Efﬁ—1)+$(P”)

| Pﬂ_l_l ] = sr—1 B
=1+(—)= =7 +eb7)=r + ¢ (p7).
Se ne ricava
1
¢ (p™)=1p" (1 —-5)- (5)

ed anche questa formula, dimostrata dunque col procedimento d in-
duzioune, & contenuta nella (2).

Caso 8. — Ora noi supponiamo che il numero naturale @, arbi-
trario, abbia 1n tutto 1 p divisori ay=1, oz, %a,- <. %&u= 0. Se mol-
fiplichiamo & per p™, dove p denota un arbitrario numero primo,
rion contenuto fra 1 divisort di a, &8 ©™ un arbitrario numero naturale,
il prodotto ap®' avra anche i divisori @i, duy.-«;0a, € POl altr,
dovoii alla presenza di p: chiamiamo £, fa, faye .o B, totti i divi-
sori del numervo ap+—l. Se invece moltiplichiamo a per p~, il pro=-
dotto ap™ avra i divisord Bi. Fa, Js. .. B, perchd il suo divisore ap™!
li possiede, A AVra ancora divisori ap™ = P, K™ Gals « « SPT—0P",
o non altri, come & chiaro. Dalla {1) vicaviamo dunque

ap* = E @ (3:) i @ (a:p™).

1=1 =1
»
Ammettiamo, dopo cid, che per ogm divisore « di a, tranne che

per «.= a, sia stabilita la relazione

@ (2p* )= () 2 (P7); (7)

la quale, se p. es. ¢ fosse un numero primo, si ridnrrebbe all’iden-
tita @ (p=)=w (p™), perche non esisterebbe altro « che ay=1 & 2a=4a.
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Ammessa dunque la (7) per ogni o che non sia lo stesso a, la (6)

fornisce, con richiamo della (1),
p—1

ap*=ap*' + 9 (p*) X ¢ () + ¢ (zup7)
=ap™ - ¢ (p~) [a — ¢ (@)] + o (ap~).

Se ne trae

(1 — =)= a9 (57) = — 9 a) & (v) +  (ap).

Ma il prime membro & nullo per la (3), dunque otteniamo

¢ (ap™) =9 (a) v (p7). (8)
Cosi vimave stabilito che avendo ammesso Ja {7) per ogni divisore
di @ che sia diverso da a, risulta Fanaloga (8) anche per a. Rimane
dungue provata la (&) per un numero primo arbitrarvio a, poi per un
numero a che sia prodotto di due numeri primi, e pol successiva-
mente per ognl numero a, comunque sia complicata la successione
dei suoi fattori: si pud dive anche gui che il ragionamento d’induzione
dimostra Ia generale validith della (8). Ma, ammessa la (8), abbiamo
terminato, perché un arbitrario numero naturale puo mettersi nella
forma m = ppsepe™ | pm dove PryPay, Psye..yPn 81AN0 nNImeri
primi, e 7, , Wy, Wa,..., T, numeri naturali. Applicando ripetntamante
Ia (3), troviamo

¢ (m)= 7 (p™) ¢ (p) 9 (p57) . . . @ (pn7),
e, da cid, per la (5)

r.p(m):m(1 ——i)(l—-—i)...(l—%)-

In modo molto elementare si & dunque dedotta generalmente la (2)
dalla (1). La sucecessione di idee impiegata per giungervi ei pare in-
tuitiva e spontanea,

Luciano Ornaxpo.
Messina, novembre, 1906,

SOPRA LA QUISTIONE 718

Congervando le notazioni e gli assi coovdinati, del sig. Pasts, si ha per 'equs-
zione della retta simmetrica di = rispetto alla tangente che fa I'angolo acuto &
con x

»
Y= — (:r u) tg 2e,

sen
ovvero
2 sen 2e - y ¢08 22 = 2y cos a. : (1)

- Ee s 8

1
-
4 L
b
] r
B i
¥ J -.I;-.
AT
]
4l
= =
St
T
1
.F"_t -
£
ki
5%

APE

cer &
15

L;__.r )
R
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Lia derivata di questn equazione rispetto ad z 2
T 008 22 — y 8en 22 = — y son . (2)
Fisolveundo le {1) & (2) rispetto ad z, y si ha

T=rsena (3 —Zgen?a) (3)
¥y = 2r cos? z, (4)

e si pone tan }a =2, da guasts formule 8i veds che 1" inviluppo & una carva
unicursale di 6° grade. Eliminando = fra le (8) o (4) si ha I'egnazione dell’in-

vilappo
4 (2% + 5% — 23 = 274yt (5)

Queste & dungue 'epicicloide s dae regressi, generato da un punto d'un eir-
colo di raggio 4r, che votola Sopra un cireolo ¢ di raggio »,

Osservaziont, — 1" 8i veds snche che la curva (5) 2 1a caustica per rifles-
stone del circolo concentrico a ¢ o dj raggio 2y per i raggi paralleli ad a.

2* L'area del circolo (3) & 2mp® ciog il triple dell’aren di ¢,

8" Generalizzazione, Se invece dal circolo ¢ si da 1'ellisse

La® + HEHE__ sza__: 1
8 trova che I'invilappo & una sestica unicursale avente per aren

__dnh(a® 4 b4 ab)
i " a4+ b '

I. N, Barisies.

Lo inviluppo che forms oggetio della guistione 718 (v. pag. ad) & semplice-
mente una epicicloide bieuspidale e, conservando lo potazioni usate nella riso)u-
zione del sig, Pasta, ha per equazions

4 II‘I _I_ HE P ?.E]ﬂ -_— 2']',.4.# C

Gli inviluppi dello rette simmotriche di una retis fissa d rispetio alie tangenti
di mna curva pinna C, coincidono ¢on giineiluppi dei cerchi tangenti @ d ed aventi
i centri s C; o sono pura & {uoyht dei fuochi delle parabole che toecane C ed hanmno
la retia d pey direttrice. To ripetutamente mi somo occupato m questo Peviodico (1) e
altrove di questi inviluppi, e ne he anche esposia Iz teoria in duc Note iuserits nal-
I'Intérmédinire des Muthématiciens (fasc. 1% e 2° del t. XIII, anno 1806, p. 22-24 ¢
40-44). 11 caso particolare cousiderate nells quistione 718 del sig. Barisien &, in
sostanza, identico com la prima parte della quistione 667 delle Nogwelles Annales
(serie 2%, t. 11, an, 1R63) proposia dal Csialan e risoluta (1bid., an. 1864, p. 981-264)
dai sigg, Mansion e De Marsilly, madiante considerazioni burrmente geometriche,
Una semplice risoluzione aualitica & la seguente. Bi tratta di delerminarse Io in-

viluppe del cerchio »

F{-Ts!hﬂ. E}EIE_I_yE_‘Ezm—EaH_}'uE:Dl flj

tangente all'asse delle =, il cui centro (a, B) deserive il cerchio

flo Bl =a®4p2— 2=y, )

(1) U1r. ls guistioni 380, 881, 382, 401, 406, & Ia nofa a pag, 163-184 del 1. XV & guesto Pe-
riodieo, nelle quale trovansi alire indicazioni bibliografiche sa queato Brgomento,
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Denotando con A un moltiplicatore indeterminato, dalle

1 (OF 0
5 oz T4 a’;)—r1+11u—=-=n
1 /oF Of |
E uﬁ il ﬂ_ii') = A8 i l], r
abbiamo 2
d g
P At 5l
e, sostituendo mnelle (1), (2)
(1-44)* . Ax*®
T —
A)? |
=,
dalle quali o
2= (2 —-1)(14}2)2 jrlf
Nzt = (2 — M1 + A)*y?, 3) S5
e da guesie S
. 3 Eyl . I:x‘
A — e § (4) =

)
Ia (3) pud scriversi
AT (2" 4 y°) — 2y® = Biy®,

o, avoto rigoardo alla {4), dopo soppresso il fattove y?,
2 (2 + y* — r?) = Sar?
da quests ai rvicava (acilmente

4 (:r’ -+ . ,.!]l = 27y4y%
4 y V. Reraw:,

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 662

GG2. Sopra una vetta T sono dati due punti fizsi Ay, As ed un pisito mo-
bile M. Costruiti i civeoli ey, s @i digmetri AM, MAg aventi per centrs i punti
Cr, Cs 8i domanda :

1% 4l Iuogo dei punti @'incontro delle tangents condotli don Ay a ¢z con le tan-
genti condotle do Ag a ¢

2% il Iuoge dei pumti &’incontro delle tangenti condotte da C, a c2 colle tan-
genti condolte da Cs o ¢

8" i luogo dei punti @incontro delle tangenti condotle da A; al circolo di
eentro A e raggio AsM colle tangenti condotie da A: af circolo di cenivo Ay &
raggio A, M.

Si faccia une studio di queste curve.
Fumasazrr

Risoluzione. — Di questo problema non essendoci pervenuta alcuna rispluzione,
diamo oggi la rappresentazione analitica delle curve proposte.

Lo oy
gl et Wl *
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1. Presi per asse = la retia 4142 @ per asse y la perpendicolare ad AiAs nel
suo punto di mezzo O, ai ponga A;Ag = 2n, ovasia A80=0A; = a. 8i avri guindi

CLCE = i- L!'uﬁu — " + a2 =0
& per consegunenza in valore assoluto

001=031—-0131 — r'y =mry, .fl;,UE"——ﬂ-f-r;
0G3=ﬂ32—0232=ﬂ—-1"u=r1, .r'li{:j:ﬂ-l—i‘i-

8" indichino con By. Bs 1 punts di contalto delle tangenti condotie da Az 2 g
& dn A; 8 ¢, con P il punto d'incontre delle reite A2By, A1B; e con H 1a proie-
zione di1 P anll’assa delle .

Dalle coppie di triangoli simili A,FH, A,C:B; o A-PH, A.B,C; si ha

HP CaBe HP . C: B+

e ——

AP = A0 A:P  AC,7

oasia (essendo x, y le coordinate di P) elevando sl quadrato

A N NES
(a2 4y \atey)’ (6 —x)* + »*  la+ry)
Per avere l'equazione della curva basta eliminare s y 3 tra Je (1) e la
L - rg =, (2)

A tale uopo osserviamo che le (1) si pussono scrivere sotte 1a forma

{-'f2 (@ + )P =n[la + 2)? 4 y?
¥ a4 ) =n*[le —z)* + 47,
J' 2ay® la 4 ry — 93) = 1% (o -+ x)*
l Eﬂyzlu -+ 1 — )= .,.12{" —'-'ﬂ}’:

4!’]1"1!}"—‘—' f'gl [ﬂ + m]i
daryy® = r* (g — z)%

DYvVero
Oyvero

S0 ora poninmo g
7y = @ cos? P o =g 3en® g,

resta verifieata la (2), cosicche per avere l'equazione della curve non resta chie
eliminare ¢ fra le equazioni

f 4y” cos® 9 = (a 4 2)% sen*

| 4ytsenty = (a — z)* cos® o, (3)

che si deduce dalle precedenti volla trasformazions in dicata, e che successivamente

si trasformano nel mrode segnente,
Dalle (3) si deduce

{2#““5'5F=fﬂ+at]sﬂn*-:p i
2y sen == (a — z) cos? P (4)
Da questa dividendo )& seconda per Ia prima si trae
a—z sen’yp
(3)

t+x cosdo’
dn cui |
cos® p — gon?

c03* ¢ + sen®p

L= 0

R
= e = L et - Ty
m —
5 g Ll

= P e e
R | B e b~ e e S
e T B R e o ——
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sommando le stesse equazioni (4) moltiplieats por cos®¢ e sen?sy, rispettivamente,
si ha

y(cos™ ¢ 4 sen*p) =aseny. cos? p;
percid Is rappresentazione parametrics della carva &

cos®p — senb o

lxzﬂl:nﬂacp+aanﬂq:- 4 |
l _ ., gen*v.costy (b)
¥ s © -+ sen® @ i
Dalla (5) si riecnva
- _a—x)1
A FE T
e quindi
= (o0 — )} — (@ + 2)4
sen @ = la—z) 1+ (a+a)i) 1 ’ q’-_{[ﬂ—zji-]-[n—l-ml‘l}i' |
Sostituendo questi valori per es. nella prima dello (4) si ha B
2y (@ + x)4 a4 2) (w—2)i
floa—=x)i+la+ )it (a—z)IF (a0 + 2)7 -

ovvero '
?y“n—-:}i—]—[ﬂ-[-:']iji:[n—l—::}!{u—.‘r:}i. (T)

Questa & Pequazione della curva. Uon suceessive frasformazioni essa diventa g

4y (e —z) 1+ (a T+ =(e+ z)8{a—2)t | e
Hﬁr’}‘"{tn —~z) + (a4 IJ‘-Q- Sla+z)i(a—a)t. fﬂ+x’:;:l_x”} =(a+2)* (ag—2z)*
2% (a® + 2°) + 8. 24 (0% — %2 — (a® — 274 = 0. (8)

La curva & dsll' 8% grado.

2. Conservando le notazioni precedenti s'indichino con By, By | punii di
contatto delle tangenti condotte da ), a ¢ & da C. a ry, con P’ il punto d’in-
contro di quesie tangenti o con H’ |a protezione di P’ sull'asse delie .

Dalla similitudine dei triangoli CGiPH’, CCBy e C:PH’, C.C,Bs 81 ricava

HF GB, HP B,
GH — 6’ CH G0,

da cui (essendo a, ¥ le coordinate di )

(re +2)*Fy* \a ln—z)*+9*  \a
Basta eliminare »,, 12 fra le (9] & Ia
" tim=a : - (10)
per avere I'equazione del luogo di P'. 11 ealeolo riesee assai laboriego, Invece &

facile trovare la rappresentazione parametrics.
Lo (8) si possono serivere

J(@® — 1) y® = 27 [y + z)°

l (@ — ¥ y’;= '-"1’[!‘1 — x)°

(11)
Se poniamo
[re=ncos?yp
l "y = B"ﬂn! ™

N I



