Sw prinoipi che servono a stabilire la definizione di massa

In questi ultimi anni i fondamenti della Meceaniea razionale sono
statl argomento di noove meditazioni da parte del pubblico matematico.
Nell'opera del Signor Honriques Problemi della scienza si brovera tutto
un capifolo nel quale, con un indirnzzo logico e con vedute originali,
sono analizzali e discussi 1 prineipi della Meccanica. 11 Signor Levi-
Civita ha poi teste raceolto in un opuscolo autografato quella parte
delle sne lezioni di Meccanica razionale che riguarda appunto i prin-
eipl, ofirendo una tratéazione sistematica e completa dei eoncetti e
dei postulati fondameniali della scienza meccanica.

Nelle recenfi sedute della Societa italiana di Fisica, promosse dal
Signor Volterra, sono slati particolarmente discussi i metodi 4" inse-
gnamento dei principi della Meccaniea, in specie per quel ¢he con-
cerne la definizione di massa ed i postulati che sono necessari per
stabilirla in modo preciso. Mi preme di riprodurre in guesto perio-
dico quanto ho avnto occasione di esporre in quelle sedute, sembran-
domi che, anche nei riguacdi didatbici, possano offrire interesse le
conelusioni alle quali sono pervenuto.-

& %

L'esposizione clussiea dei principi della Meceanica & fondata sulla
nozione di forza, che & generalmente definita ceuse del movimento o
anche di tendenza al movimento, quando l'effetto della forza sia im-
pedito o sospeso da un'altra causa (Poisson). Ma fu osservato gia da
Lazzaro Carnol, che la forza, quando venga definita come eausa, pud
concepirsi solo in modo astratto come qualeosa di troppo vago ed
oscuro, giacehé quella definizione essendo applicabile alle eausa piu
diverse di equilibrio e di movimento, rimane del tutto indeterminata.
E il Carnol stesso, nei suoi Principes fondamentaux de Uéguilibre et
dw mowvement, pubblicati nel 1783, abbandona risolutamente il con-
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cetto metafisico di forza e riduce lo studio meceanico dei fenomeni
ad una semplice teovin di © comunicazione di movimenti , ossia ad
una teoria cinematica del moto, precedendo a fania distanza di tempo
lo idee del Mach, del Clifford e del Boltzmanm. In nna esposizione della
meccanica, puramente dedutliva e logicn, 1 forza & considerntn come
un ente analitico e sprovvisto di un vero caratiere fisico: nella -
namica si rinssume lo studio fondamentale e la Statica & ridobta ad
an caso particolare della Dinamica. Mu quesia esposizione, appunto
percha prescinde dall'intuito, non riesce chiava e soddisfacente, ed &
neeessario, per quanto assal difficile, il sussidio dell’esperienza per
stabilire i principl ammessi.

Si pub perd, senza bandire Ia nozione fisica di forza dai prineipi
16lla Meceanica, introdurla fino dagli elementi della Statica come uni
nozione primitiva, precisando gh effetti delle forze, i soli ciod che si
presenkino alla percezione e all'osservazione dei nostri sensi, e ren-
dendo quegli effett numericamenbe paragonabili fra loro, per guanio
diverse siano le cause che 1i producono. (Josi, nd esempio, nella Sta-
tiea, la nozione soggettiva di forza pud essere data da una pressione,
da una tensione, da uno sforzo od anche da una sensazione di di-
sagio, quando si voglia impedire che un corpo prenda un certo mo-
vimento.

Fbbene: senza indagare sulla natura intima della forza, 8l pub,
fondandosi sulle esperienze, stabilire staticamente la nozione di forza
in modo cost precise dn introdutla nei ealeoli come un elemento nu-
merico qualungne, dandone altres un'immagine geomebrica espres-
siva. Noi chiamiamo, infatti, direzione e senso di una forza, applicata
ad un punto, la direzione e il senso secondo eui il punto prenderebbe
o muoversi se fosse completamente libero ed in riposo. E siccome
I'esperienza prova che il movimento del punto puo essere impedilo
da una forza di senso opposto, si pud stabilire il goncelto di una cerla
forza ugnale alla prima. Dalla uguaglianza si passa alla somma di
due e quindi di nu pumero gunlsiasi di forze e successivamente alla
nozione di forza multipla di un'altra secondo un numero . E poiche,
conformemente all’esperienza, una pressione, uno aforzo qualsiasi puo
essere ripetuto con la temsione di un filo inestendibile, prodotta da
un peso convenienle, si perviene alla misurs station delle forze. Una
forza qualunque sara cosi individuaia dal punio d'applicazione, dalla
direzione (con un cerfto senso) e da una lunghezza (intensitha) riper-
tata dal punto di applicazione sulla direzione della forza, Ja quale
col suo rapporto all'unith di lunghezza da il rapporto delia forza a
quella presa per unibi.

La rappresentazione statica delle forze i oltiene dungue col sus-
sidio di due esperienze, delle quali la prima (esperienza fondala sul
moyimeunto) stabilisce la direzione ed il senso della forza, e la se-
conda (esperienza statica) ci defermina I"intensiti (per mezzo di un
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peso, in un dato luogo). I utile perd di osservare che se per la
misura statica delle forze & necessario di ricorrere al movimento,
non e tubtavia necessario di supporre nessnna relazione fra le forze
ed 1 movimenti 1mpressi, basla cio# di riconoscere 1 rapporti nume-
viei delle forze, Invece, per stabilire 1 principi che conducono alla
definizione di una massa, bisogna tener conto delle velocita prodotte
dalle forze e stabilirne il rapporto, come ora vedremo.

[ principi qui appresso elencali non sono altreltanti postulati:
gssi sono perd formali nel mode o nell’ordine che mi sembrano pin
convenienti, dal punto di visla logico e didattico, per ginngere alls
definizione di massa nel senso classico. Naturalmente il nnmero i
quei prinecipi pub essere aumenfato o diminuito, secondo il punto dal
quale si parte per lo svolgimento della Dinamica; ma 10 penso che
anche le ragioni storiche abbiano la loro importanza, quando si vo-
gliano stabilire con chiarezza i fondamenti d'una scienza che deve
pur gervire alla interpretazione dei fenomeni naturali,

ke %

|. Deriniziose. — Un punto materiale & ona particella di ma-
teria tale che comdotta una retfa per un punto di essa, e in ona
direzione gualsivoglin, soltanto una porzione infinitesima della retfa
appartiene alla parbicella. S1 pud cosi ammetblere, affinche la velo-
¢itd di un punto materiale abbia un significato precigo, che nel moto
di esso le fraiettorie descritte dai suel diversi punti, si confondano
I ON# CULYVA NNiCd.

2. PostueAro p'mverzia. — Un punto materiale in quiete, sul
quale non agisce nleuna fovza, rimane 1n quiete. Se nessuna forza
agisce sopra un punko maferiale in movimento, il moto del punte
sara rettilineo ed uniforme, cioé a dire 1l punto materiale avra un'ac-
celerazione nulla.

Queslo priucipio, clie & un portato dell’inbuile, dell'esperienza e
di osservazioni sui corpi celesti, dichiara sostanzialmente che un
punto matervizle non ha in s stesso Valtitudine a mooversi od a mo-
dificare il moto rettilineo ef uniforme che attualmente possiede, ossin
che non puo acquistare un'accelerazione se non per I'nzione di albri
punti materiali. 8i ha cosi la nozione dinamica di forza, come un'ezione
acceleratrice che si esercita sopra un punto malerale per opera di
altri punti materiali, e questa azione nasce, come mostra il com-
plesso dei fenomeni naturali, dalle azioni che 1 corpi esercitano fra
di loro. La forza &, quindi, fondata sul concetto cinematico ed ogget -
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limo i aceelerazione, & noi rappresentiamo una forza eon un velfore
che ha per punto di applicazione il punto materiale, per direziome e
senso la direzione e il senso dell’sccelerazione o per intensith la mi-
sura statica della forza. Quesla rappresentazione vettoriale dinamica
delln forzn coineide con la rappresentazione statica che si ha guando
il movimento del punto materiale sia impedito da un ostacolo o da
allre forze.

3. PosruLaTo. — Forze staticamente ugoali producono, sopra uno
stesso punbo materiale, accelerazioni uguali.

4, PosruLaTo: INDIPENDENZA DEGLI EFFETTI DELLE FORZE. — Piu
forze F'y, Fe,... (delle guuli & nota la misurn slatica) imprimono separa-
tamente ad uno stesso punlo materiale le accelerazioni rappreseniate
rispettivamente dai vettori ji, 7, ...: I8 risullante stalica delle forze
Fy, Fy, ... imprimerd allo stesso punto materiale un’accelerazione che
¢ rappresentata dal vetbove risultante der veltori 5, Js. ..

b. COROLLARIO: PROPORZIONALITA DELLE FORZE ALLE AQOELERA-
zioNi. — In parlicolare, se le forze ¥, ed [y sono eguali ad I, ed
hanno lo stesso senso, ciascuna imprime al punto materiale un'acce-
lerazione j (n. 3): quindi una forza 2F imprime allo siesso punfo
un'necelernzione 25. In maniera analoga la forza 3 imprimerebbe
un’accelerazione tripla, 37, di quella impressa dalla forza F. 1, in ge-
nerale, se doe forze sono fra loro nel rapporto di due numeri m ed »,
ossia sono rappresentate da mF ed nF, le accelerazioni impresse sta-
ricnne fra loro come m:n; cioé a dire: Le forze {(misura stalica) sono
proporzionali alle acceleraziom che esse imprimono allo stesso punto
materiale,

Si pud rvieonoscere questa verith mediante | esperienza, ad
esempio, che si fa col piano nelinato, il quale permette di far
variare a piacere la forza applicata ad uno stesso punto materiale
e percid di misurare rigorosamente le velocita impresse nello sbesso
tempo.

6. DEFINIZIONE: MASSA DI UN PFUNTO MATERIALE. — DPer un punto

7 o : . T . i
malerigle il n. 5 conduce all'equazione 5 costante; indicando con m
la costante, il valore numerico di m dipendera esclusivamente dalle
unité di forza e di lunghezza che si1 sono scelle. Ma fissate queste

unita, ¥ e j sono espresse da numeri e risulta un valore numerico

determinalo pel 1*appm*tn7, ossia per . Orbene chiameremo masse

i*

di un punto materiale il cuefﬁeiente%, cioe il valore del rapporto

[ra la misura slalica della forza applicala al punto e la misura del-
I'accelerazione 1mpressa.

7. COROLLARIO: MASSE E@uaLl. — Se una forza F imprime ad un
punto materiale I'accelerazione j, e una forza eguale ¥ imprime ad

il B




PERIODICO DI MATEMATICA. H

un secondo punto mateviale I'accelerazione egunle J» AVIemo 3 =

F

3-=mg: donde mh=ms. Noi diremo che due punti maleriali hanno
masse eguali, quando forze egnali imprimono ai due punii acecelora-

zioni egual.
Sa una sfessa forza I opera su due masse diverse my ed mq,
: . » . . 12 I ,
detle 7 e 7= le aceelerazioni corrspondenti, avremo E—: = j— cosic-
2 i
chd si pnd misurare una massa come rapporfo di accelerazioni, rife-
rendosi ad nna massa unibaria,

8. COROLLARIO: PROPRIETA ADDITIVA DELLE MASSE. — Se due forze F,
ed Iy imprimono a due punti matgeriali di masse rispettive my ed my
Ia stessa accelerazione j, la forza Iy 4+ F; imprimera al punto mate-
risle my; —-mg, che si ottiene daila rinnione dei due punti materiali

: 5 [ ; . F
# ed me, ancora la stessn accelerazione J. Si ha, infabli, ;’ == 1y,

F—."l = e donde I + Iy
J J

= 0 — M.

Osserverd, ciren Iordine dei principi su esposti e I"importanza di
ciaseuno di essi, che il postulato dell’ inerzia stabilisce il carabbere
fondamentale necessario accelerative della forze, altrimenti si potrebbe
ammettere sia che on punto malerviale soggetto ad una forza si muoeva
di motn vettilineo ed uniforme, sia che un punte materinle non 80gZ-
getto a forze meceleri il proprio movimento,

Queslo postulato adunque, pur non essendo streblamente neces-
savio per la misura delle masse, ha la ragion d'essere in 1N espo-
sizione dei prineipi della Dinumica clie servono a stabilire 1a nozione
di massa.

Il postulate del n. 8 vermette di enunciare il prineipio della pro-
porzionalith delle forze nlle accelerazioni come conseguenza logica
del principio di Galileo, sulla indipendenza delle forze. Questo ultimo
principio si trova poi enunciato in una forma pitt genevale di quella
che sarebbe necessaria per 1a misura delle masse ; basterebbe infatti
supporre che le forze, le quali operano simultaneamente sul punto,
avesseiro futle la stessa direzione,

Il prineipio del n. 7 permette la sostituibilita, nel movimento, di
di noa certa massa con un'albva uguale, ma di materia diversa.

Infine il principio additive delle masse, del n. 8, conduce ally mi-
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sura della massa di un eorpo qualunque che si consideri come un
aggrogato di punti materiali, |

Per un ulteriore sviluppo della Dinamica (dopo i rieordati prin-
cipi) si potrebbe invoeare per la massa la propriela invariantiva, ri-
spetlo allo spazio ed al tempo; ma questo attributo della masse non &
necessarto volendo limitarsi eome abbiamo fatio, alla semplice misura.

Non occorre poi dire che ho potuto, appunto per lo scopo che mi
ern prelisso, fermarmi alla considerazione delle forze eostanti.

Aceennero ova al prineipi sui quali pud fondarsi Ia definizione di
massa, indipendentamente dalla nozione di forza.

Si & gia notato che la prima idea (storicamente documentata) di
bandire 1 termini di materia e di forza dalla terminologia scientiliea,
rimonta a Lazzaro Carnot, nel 1783. Recentemente il Mach ha voluto
in modo preciso stabilire 1l concetto di massa, escludendo In nozione
di forza e, quasi contemporaneamente al Maeh, il Clifford, in un di-
scorso tenuto alla * Royal Institution ,, nel 1873, afferma che * nessun
mafematico pub atbribnire nn significato qualsiasi al modo, con eni
81 discorre, di materin, di forza e d’ inerzia, nei testi usnali di Mec-
canica ,. Nell'opere del Clifford * The common sense of the exaet
sciences , s troverég un eapibolo sulle leggi del movimento e sulla
- masea, @ inoltre vi si trovera svolta I'idea di ridorre tnita la Dina-
mica alla Cinemalica.

- Non credo si possa essere concordi nell'affermare che prevalgono
ragioni scienlifiche, didattiche e sperimentali per definire ln massa
secondo gueste ullime vedule; piuttosto sembra prevalere il caruliere
mefafisico della definizione del Mach e del Clifford, che oggi & adotiata
anche da lesti importanti di Meceanica, E bene tuftavia mettere in
confronto, con i principi esposti pit innanzi, quelli che conducono
wlla moderna definizione di massa, e che io ripeterd quoi appresso,
modificando alguanto 'esposizione del Boltzmann.

L. Definizione di punto materiale (come quella data innanzi).

Ll Pos1uLATO: EQUIVALENTE AL POSTULATO D' INERZIA. — Ogni punto
miterinle ha la proprietd d indurre accelerazione sn di un altro punto
inaterianle, indipendentemente dalla posizione asseluta dei due punti
nello spazio e dalla veloeita di essi.

HI. Posrunaro. — L'accelerazione di un punto materiale (1) verso
un punko materiale (2) & sempre rivolta in sensop opposto a guella di (2)

_+
verso (1). Se dunque jiw ha il senso 12 della congiungente i due punli,
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—>
Ia ju avrd 1] senso 21 della stessa congiungente: si dira allora che
| due punti materiali si altraggeno. Se invece js ha 1l sense del pro-

lungamento della congiungenie (1) con (2), e precisamente il senso 21,
- I ¥ = 5
& ju avrd 1l senso del prolungamento stesso, secondo 12, e si dird

ehe i due punti matermali si respingono. Tenuba ragione del II prin-
cipio, l'aceelerazione jio, che (2) induee su (1), s1 potrh yappresentare
in valore assoluto con F (rp), se re & la distanza dei due punts, e
precizgamente con — I (ry) se 1 punti s1 attraggono e con - F (1)
se 1 punli si respingono.

IV. PosTiLATO: ASSIMILABILE AL PRINCIFIO DI UGUAGLIANZA DELLA
HEAZIONE ALL AZIONE. — Le duoe zecelerazioni ji e ju stanno fra loro
in un rapporto costante in tutfi i tempi, e qualunque sia la distanza ry;
si lia ciod 2 = ley, dove ks« & unn grandezza costante per la coppia

Ja
di pumti (1) e (2), e di pit positiva. Quindi, nel caso dell’allrazione,

Jia=—TF(r12), ja =—"rF (r1s); nel caso della repulsione 55—+ F (ra),
jn -— —]— ﬁ'g F (‘l"m).

V. PostoLaTo DI ‘TRANSITIVITA. — Siano tre punti materiali (1), (2)
e (3); diciamo 7y ed ry le distanze fra (1) e (3) e fra (2) e (3). L'ac-
celerazione jis 81 pud rappresentare (n parte il segne) con @ (rys);
I'accelerazione j; 31 rappresenfera allora con ks @ (ry): ebbene: 'ac-
celerazione del secondo punto materiale verso il primo sta a quella

del terzo verso il secondo nel rapporto costante fr& , faleheé se jes =1} (14a),
i

(a parte il segno), si dovra avere ju = %4} (r2s).

V1. DEFIRIZIONE DI Ma8sA, — Indichiamo con =y un numero gua-
lunque positivo, ma costante rispetto nl tempo e ai lnoghi, & poniamao

'?_l:_ kﬂ' ’ Iﬁ P kil L]
avréemo
J1a 1 e
Jn ke omy
donde

j“ . Iy --_—jg[ .My.

Analogamente, avenduai‘

jrﬂ fes s ,

HI—

P T

risulierd
Jag - Mg == Jng . Ma.

31 ha eosl, per ciascun punto materiale, un numero deferminato i,
che chiaminmo massa di guel punto,



S PERIODICO DI MATEMATICA,

VII. PoSTULATO: ASSIMILABILE AL PRISCIFIO DI (TALILEO SULLA IN-
DIPENDENZA DELLY FORZE. — Dati pit punti mateviali, I'nceelerazione
(eonsiderata come vettore) di un ponfo qualunque del sistema, 6 In
somma geometriea di n— 1 aceelerazioni (se n sono i punti mate-
riali), di eui eiascung ha la direzione della retta che va dal punto
materiale considerato ad uno qualunque dei punti materiali residui.

Alla precedente definizione di massa, sempre cioé nell'ordine d’ idee
del Mach e del Clifford, si rieollega quella data dal Volterra (nelle
lezioni di Meccanica razionale, a Pisa ed a Torino) movendo perd
dalla nozione statica di equilibrio e da quelln d'nn legume che sla-
bilisce una disianza invariabile fra due punfti materiali. Supposto
quindi un sistema di dne punti invaviabilmente congiunta fra di loro
e 1n equilibrio, si ammette:

a) che, soppresso il vincelo, le accelerazioni dei dne punii siano
opposte e dirette secondo la comune conginngente;

) che le acceleruzioni stiuno fra di Joro in ragione inversa di due
numeri, eiaseuno dei quali dipende solo dal punto corvispondente. I
numero corvispondente & ciascun punto, si chiameri masse di quel
punto.

Noterd infine che ne la definizione classica di massa, nd quelia del
Mach & del Clifford conducono ad una misura delle masse imponderabili,
in quanto che le nostre esperienze si limitano (almeno attualmmente, in
modo preciso) alla misura delle accelerazioni assunte da masse pon-
derabili. Se avessimo, ad esempio, due pendolini perfettamente eguall
ed eleltrizzali, alla distanza », delte rispettivamente g=1e ¢ =2

le eariche eletiriche, potremmo rappresentare la forza con ,‘E’i inolfre

e O . & - [ 2
le accelerazioni sarebbero espresse cosi: ji= 3, =3 (accelera-

zioni delle masse ponderabili my =1, me =1); quindi 2 —1. Invece

L

se, mantenendo invarinte le earviche elettriche dei dme pendolini, sup-

. o
poniamo iy =1. me =2, la forza sard ancora rappreseniala da o
-4
2 ™ e 1

ma s avid =3, b= 5, =

Lteio SinLA.

Koma, aprile 1907,
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NUMERI INTERI, CHE SI POSSONO DECOMPORRE

nella somma o nella differenza dei gqnadrati di due nameri interi

(Contimeazione e fine — v, fase. precedente)

CAPITOLO 1V.

Doeomposizioni di un numere composto,

§ Il. Passinmo ora a trattare della decomposizione di un nomnero,
che rizalti come prodokto di potenze decomponibili alla lor volfa in
somme di quadrat.

Cominciamo col dimostrare il

Trorema. — Le operazioni (1), (1I) eseguite sul prodotto di piu fal-
tori, decomponibili nella somma di due quadrati, godono delle propriela
commutaliva ¢ associafiva.

Ci limileremo per brevita, a dimostrave il teorema per Vopera-
zione (), poichd ugnalmente si procederebbe per I'altra, o per le due
operazioni combinate insieme.

Sia: o _
='ﬂ1Eh B={#0), C=lec¢l.

Applicando la (1) lle decomposizion: di A e B, =i ha:
AB = lab— ab, ab--ab).

Applicando ancora la (L) a questa decomposizione di AB e a quella
di C, 31 ha:

ABC = (abe — abe — abe — abe, abec — abe + abe | abe).
&
Associamo ora le decomposizioni date in altro ordine, p. es.: la, a).
(e, ¢), 14, b}. Applicando, come prima, I'operazione (I), 81 avri:

AC=|ac—ae, ac—+ ae|
o suceessivamenle :

ACB = {ach — acb — ach — ach, achb — ach -+ ach-+ ach).




10 FERTODICO DI MATEMATICA.,

Dal confronto delle dne decomposizioni ottenute pel prodotto ABC,
risulka dimostrato il teorema per il caso del prodotte di tre fattori.
Uid basta perd, com’d ovvio, per poter concludere ch’esso vale gua-
lunque sia il numero dei fattori. |

Vediamo ora subito un’applicazione di questo Leorema.

Sia dato un numero A decomponibile nella somma di due gua-
drati. Esso avra necessariamente (v. teor. § 3) la forma:

A=2'PIPh . PQAQA, | Q¥

ove i numeri P sono primi di tipo 4p -+ 1, e i numeri Q primi di
tipo 4p — 1.

Comineiamo coll’osservare che il prodotlo di quest’nltimi ammetie
la sola decomposizione eccezionale {Q‘f‘(ﬁ' s Q‘:", 0. (%)

In base al teorema del § 5, siamo certi di oiteneve tutte le decom-
posizioni di A, operando colle (I) e (II) suceessivamente snlla decom-
posizione del uumero Q*Q% . Q% e s quelle degli altri fattori
di A, considerando, naturalmente, cinsenno di quesii tanfe voite
quante sono le vinith del relativo esponente. Applicando perd il teo-
rema precedente siamo fabli certi che le stesse decomposizioni si
ottengono, cercando dapprima le decomposizioni delle diverse potenze
di 2%, Pl PR ..., P & operando pol mediante le (I) e (IT) su gueste
decomposizioni e su guelle di Qfﬂ‘Qfﬁ’ Al Qi#" nell’'ordine che s1 vuole.

Cosi, ad es., si polranno associare le decomposizioni di P7* a qnelle
di P ed ottenere tutte le decomposizioni di PP 2 quesle asso-
ciare quelle di P, e cosi di seguito fino ad obtenere lo decomposi-

zioni del prodotto P'P;*...P!™. Poi si poiria operare su queste e
sull'nnica decomposizione del prodotfo dei rimanenti fattori. (%)

§ 12. Lemma. — Se {n,u] & nna decomposizione propria di un nu-
mero A, ciascuno dei due numeri a ¢ n & primo con A.

Supponendo infaiti che, p- €s. A ed a avessero nn fatlore comuna,
esso0, In virth della relazione A = a® -+ o°, dovrebbe dividere anche a,
e la decomposizione {a, a] non sarebbe proprisa.

Teonema. — Se (a, n), (b, b), l¢, el,... sono decomposizioni pro-
prie dei numert A, B, C. .. primi fraloro due a due, le decomposizioni,
che si ottengouo pel prodotto ABC. .. operando colle (I) e (1) dapprima

(") Omettiamo In dimostrazionos di fNueasto asserto. perehi identiea a quelin usata nell'ossery. 11
del § B per dimostrare, chis il aumare Q%F nmwmeite In sols decomposinone {Qﬁ. 0}.
(") Quosto prodoito ammette affottivamante un'unics decomposizione, Infatti. in virth del feo-

rems dl guests paragrafo. per ollenere tuite le decomposizioni m 24 1 “E:'K’ “en Qiﬂ“. bostn ope-

rare colls (1) & (I1) sulle decomposizioni dl 22 e del prodotio dzizh altri fattori. Ma 24 e questo pro-
latto ammettons sisseuno una soln desomposizions, « fiueste dpe decomposizioni snno di {als na-
tien, ehe operanido su esse colio (1) e (1) 1 ba uno soln decomposizione (v § 40 guindi |11 nosire
assorto & provats,

L
=" L Fmm—

o

- =
B T S —)

= il 1 3 L 2l
e e il . S i ™ e =

o ——
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sulle decomposizioni dei fatlori A, B, poi si quelle ottenute per AB e su
quelia i O, e cosl wia, sonp lutte proprie ¢ distinte.
Constderiamo, ad es., le decomposizioni:

[lab— ab, ab+ab),

. 1
llub—|—nb,ab——uh] (1)
del prodotto AB, oftenuke operando sulle decomposizioni di A & B
medinnte le (I) e (LI), ¢ supponiamo che, p. es., la prima non sia
propria,

Detto X 1l m. ¢. d. dei snol termim, si avrebbe:

ab — ab— m,  ab+ab= i

e quindi, guadrando e sommando:

ADB =) (n® + m").

Questa reluzione ci diee che, se 7 termini della decomposizione
considerala aminetbono un fathore comune, esso deve sssars divisi-
bile solo per fattori coutenuti in A ¢ B.

Ora dall” idenliti

(ab+-ab) (ab +ab)=(a" + ") bB + aa (5 + 5)
= ﬁbﬁ —I— B"E

s1 ricava che Il primo membro & divisibile per & e quindi per cerfi
fattori contenuli in A (o n B), mentre il secondo membro & la somma
di due numer: il prime dei quali & divisibile solo per i fattori di A
a l'altro solo per quelli di B (percheg, per il lemma precedente, @ ¢ o

sono primi con A, € b e b sono primi con B). Siccome A e B sono
primi fra loro, 'nguaghanza precedente & assurda. Percid & assurds
I"ipotes: falta.

Lo stesso pubd ripetersi per la seconda decomposizione di AB,

Si comprende ora che, dimostrata la proprieta enunciata pel pro-
dobto AB, essa risulia dimoshrata 1n generule.

Infatti AB & un numero, p'ﬂr ipotesi, primo con C; le decomposi-
zioni (1) di AB e quella di C sono proprie, qnindi siamo ricondotti
il easo del prodotto di due fatbori nelle condiziuni volute dnl teoremn.

Passinmo ora a dimostrare la seconda parte del teoremn, e ciod
che le decomposizioni cousiderate di ABC ... sono tutte distinte.

Per l'ipotesi che sieno proprie le due decomposizioni la, a), (5. D)
di A e B, visultano distinte (§ 4) le decomposizioni (1) del prodotto AB.

. — . & BRI o F T L e o PR

Rl ey |

- ] ] T S
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La seconds parle del teorema sary quindi dimostrata, se prove-
remo che, ammesso signo tuite distinte le decomposizioni del pro-
dofto P di un certo numero di fatiori, sono pure tutte distinte quelle,

che si ottengono operando su queste e sulla decomposizione data di
un altro fattore.

Sieno {py, p, 1, | P4, Pals {Ps, ps) ... lo decomposizioni di P ottennte
secondo & indicato nel tegrema. Hssendo fulte proprie e distinte, po-
tremo sempre supporre che sieno state serilte in modo che in cia-
scuna di esse il primo termine risulti muggiore del secondo, e clie i
primi termini si seguano in ordine decrescente, e, in conseguenza, i
secondi procedano in ordine decrescents.

Varranno dunque le disuguaglianze:

Ipl:}f_jli p!:-":_’ﬂ., ﬂl}p_n....'
pl}pl:}Pﬂ}--iu (2]
B<p<pi<...,

Sia Q un altro dei numer; dati, (g, ¢! Ia sna decomposizione, seritfa
in modo che sia:

g > gq. (3)

Prese, {ra le date, due decomposizioni {p., p,), | Ps, v} di P, e sup-
posto r <Ts, operando sn ciascuna di esse e snlla {g, g) mediante le (1)
e (I), si ottengono pel prodotto PQ le quaitro decomposizioni :

P — g, g+ p:g),

\Psf T+ Peff. Prg — g}

(P9 — Pay Puq 1 Pu ),

{pﬂ‘? "!_an, ﬂ;q——ﬂﬂ}-
~ Per l'osservazione fatts nel § 4, la prima & distinia dalla seconda,
e la terza dalla quarta. Restn dungue solo a vedere se la prima e la
seconda possano coincidere con qualcuna delle alire due. Ci limite-

'emo & provare che la prima non pud coineidere colla terza, perché

lo stesso ragionamento si dovrebbe ripetere nel fare gli allri eon-
fronti.

Poiche, in virti delle (2) e (3) i numeri p,qg — prq, p.g — p.g sono
posilivi, le due decomposizioni considerate eoincidono se:

PeQ —D:q =Psq — Pu, (4)
OVVvVero ge:

Prq —Drg=1uq -+ Pug. (5)

Ma, in victh delle disuguaglianze (2), p.q > Py @ peg < pugi quindi
l'ugnaglianza (4) non pud sussistere.

i e
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Ammesso che valga invece la (5) si ricava:
— E’_r + Ps _
Pe — s

i
7

Siccome g e ¢ sono, per ipotesi, numeri primi fra loro, esistera
un numero intero p tale che si ayra:

| Petoe=p0,  p—p=opy. (6)
D1 qua si ricava:
P (Prg— peg) = pepu—+ pep.,
— P+ (g4 2:9) = — p-ps + pepe.

Quadrando e sommando membro a membre, e tenendo presente
che {p.p. - pps, Peps — peps) © una decomposizione di P* e

Lpfq __?3331 Fr; S i E’rq ,

ana decomposizione di PQ, si ha:

P*+ 0°PQ — 2P (peg -} prg) = P,
e quindi:

In virta della prima parte del teorema, la decomposizione
|2 —?T:E PIE+-I_’IQI

di PQ & prepria, e quindi, pel lemma dimostrato il numero P+ Peq
e primo con PQ, e percid anche con Q. Se () non & nguale a 2, Ia (7)
¢ dungne una relazione ussurda.

Ma se Q fosse uguale a 2, si avrebbe g—g=1, o, dalla (7)
0= pr+p.. La prima delle (6) porgerebbe allora: p. 4 p.=p, 4 ps,
C10& P.=p., il che & contrario alle ipotesi fatte cirea le decomposi-
zioni di P, che abbiamo considerato. Dunque il teorema risnlta dimo-
atralo.

Cororrario I. — 8¢ Py, Py, ..., Py sono numeri primi di tipo 4p +1,

le decomposizioni del prodotto PPPS. .. P2, che si ottengono operando
mediante le (1) e (IT) sulle decomposizioni proprie dei fatiori L 0 Lo N - e
sono tuile proprie e distinte.

Cororvanio I1. — Se Py, Py,..., Pw sono numeri primi di tipo 4p -+ 1,
il prodotto PP, .. P2 ammelle 2m—1 idecomposizioni proprie.

Per couvincersene basta pensare al modo, con eni si otbengonn
queste decomposizioni, ¢ ricordare (v. oss, § 10), che ciascuno dei

fattor: P7, P2, ..., P™ ammette una sola decomposizione propris,
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S 18. Tuorema 1. — Operando colle (1) e (11) sulle decomposizioni

ffy

distente delle singole polenze P, P . .. P™. che compariscono nel pro-

dotto PP ... PL", si oltengono da::nmpnsmm:i tutle distinte di questo
prodolio,

o Le decomposizioni distinte di P sono:

=1} 1) [r) 1) {r] (F)
{pllr prl;- Prpﬂr—E' l'_pur_g} 4 Pl‘ r—4! Ppﬂr—'.lz. L

Una decomposizione generica del prodotto PUP. .. P™, oltennla

operandp com's detbo nel beoremn, sava del tipo:

3 i) o L) ) L ., (1)

OVE | NNMBTT Pya sy Popsensy SONO termini di wna decomposizione pro-
T -4 - m—3ni
prin del nomero PP L P™7" ottenuta operando colle (1)

e (IT) sulle dﬂﬂnmpumﬂnm proprie dm Pationi Poc PR Fl:m'—"ﬂm
Se due decomposizioni del fipo (1) dovessero mefasiilere si do-
vrébbe avere:

Iq T r
_PEIP p"l"‘i S — Pil,[};: ‘“vw P:: Prire.Tm s
OVVero: |
8 e Sm — PhT Tm __
PI P]: o O Pu Paysgenmg — Pi -PEH i P:n Perryu +

56 8, %,..., 8= sono diversi rispettivamente da ry,rs,.. ., 1y, que-
ste ngnaglianze condurrebbero a concludere che i termini dell’nna o
dell’altra delle decomposizioni proprie

{?niﬂu—ﬂm i LI I {Pn:u...rm ._Frlrg...:rm]

non sarebbere primi rispellivamente coi nomeri PP s | pou—she
o P 'T‘P“ = L PETE AL che & eontrarvio al lemmu del § 12,
S€ 81, 82,..., Sy SONO uguali vispettivamente a »y, #q, ... #y, si liea-
verebbe invece che due decomposizioni proprie di P™™ “lP“"‘ ., P

otkenute nel solito modo, coinciduersbhero, il che & lﬂ]pUESIbI]F (v. § 12,
eoroll. 1),

CoroLrario, — Dato &l numero A — ?P"’P“‘ P““Q“ﬂlg-* Q“ﬂn
le decomposizioni che si oittengonn operando mﬂhuﬂfa la (]) B qurﬂu del

prodotto PPt P™ ottenule com’s detto nel teorema v ecerdente, e su

quella di 2'Q Q7™ .. Q™" sono tutte disiinte.

La dimestrazione & talmunt& semplice, che credinmo di ometterla,
per brevita,

Ricordando le considerazioni che seguono il teorema del § 11,
possiamo riassumere i risulbati, ottenuli nei precedenti paragrafi, nel
segnente

" W i . =
- . - ]
= Tl - I S - Lol = i 3
e e e e el
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TroreMa 11. — Datp il numero 2'PHP™ P, Q™. ove
Py, Pa, ..., Pu sono fattori primi di tipo 4p +1 e Q,, Qu,..., Q. fattori
primi di tipo 4p — 1, 3¢ si opera medivnte le (I) e (I1) sulle decompo-
siziont di F":" e P2, quindi sulle decomposizioni ottenute di PP e su
quelle di P*, erc., e iifing si opere mediants la (1) [o la (1)} sulle decom-
posizioni di PPPY . P ¢ su quella di 2"Q7"Q™: ..Q:ﬁ "y le decompo-
sizioni che si ollengono somo lulte quelle ammesse da A, e somo tutte
distinte.

§ 14. TEoREMA, — Se oy, %a,... , %y, $006 gli espanenli det fattori di tipe
dp-r1, che entruno in un numero A, il nwmero wnmette:

(a4~ 1) (a4 1)...(am 1)+

decomposizioni distinte, se quelli esponenti sono tutiz pari, ammette in-
rece:

¥l 1+ 1) (xa41) 0o (2 1)

decomposizioni destinte, se detti eaponenti non sono tutti pare. (V)
Cominciamo coll’osservare che dato il numero:

A=2POPk .. P=Q¥Qs | Q¥

ove le lettere hanno il solito significato, il numero delle decomposi-
zionl, ch’esso ammette, & uguale a quello delle decomposizioni am-
messe dal prodotto dei fattori dells forma 4p -1, ciod dal numero
POPCY. . P,

Infatti, come s'é visto piu sopra, per avere tulle le decomposi-
zioni di A basta operare sulle decomposizioni di PPZ ... P™ e sul-
'unien decomposizione del prodotto dei rimanent: fattori mediante
la =ola formola (1) [o (1)}

Rimane dungue a fare il compubo delle decomposizioni del nu-
mero P=PP>...P "

Siccome 1l teorema vale quando se=rs=,. =2, =0 (v. § 10,
teor. 1II), per ritenerlo vero in generule, baslerd dimostrave che, se
e vero, quando i fullori di P somo m—1, & vero anche quando
SONo M.

Supponiamo unque ehe il numero delle decomposizioni del pro-

dotto P'=PRP= . P ™Y, quando ay, o4, . .., %ws S000 tubti pari, sia:

¥l 4 1) (2 +41). .. (@ 1) 44,

("} Cir. T'. Bacumaxs, loe. cil, pag. 229, o P, Gazzamina. loe. cit, pag 114, La dimostrnziona
che asgue &, uelle liney generali, nguale a gualla dats dal Grezzanigen, ma il teoremn © piil geno-
rale. Ci permettistuo qui dl csservare che la dimostrzions 4l gnesto autore non @ del tutto rigo-
rosa, perché in essa non h messo in ehiaro ehe le decomposizioni eonsiderate sono Io sols nimmessa
dal nnmero dato e cke sono tulte distinte.
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e quando w, %, ..., %w— Non sono tatti pari, sia:
Pl d-1)(ea4-1) ... (72 1)

Osserviamo che nel primo easo il numero considerato ammette
i ed una sola decomposizione eccezionale, e nel secondo caso nes-
suna. (')

Il numero P** ammette poi (v. § 10, teor. III) secondo che ay &
pari o dispari

ﬂm“l“l I 1
5 T g
DOYVelro

e |
2

decomposizioni, di eui, nel primo caso, una, nel secondo, nessuna &
eccezionale,

Ricordiamo ancora, che, mentre operando su due decomposizioni
regolari & termini differenti (*) mediante le (1) e (1I) 81 ottengono due
decomposizioni distinte, operando invece su due decomposizioni, di
eui una almeno sia eccezionale, si ottiene una decomposizione sola.

Per avere il nomero totale N delle decomposizioni di P, basteri
dungue fare il doppio del numero dei modi, con cuni le decomposi-
zioni regolari di P’ si possono combinare con quelle regolari di P, e

aggiungere il numero delle combinazioni, di cui fa parte una decom-
posizione eccezionale almeno.

Premesso ¢id, il eomputo delle decomposizioni di P & immediato.
[* Caso. — Sieno 2y, 2. .., &, % tutti pari. Risultera:

N=2[F(x41)...(a0n-1}1) — 3K (@u+1)—3]+
lé(‘zl'l'l]--—lﬁm—l : 1] il -+[4 ('Im_}_l)__'*!‘]—l“li

0ssif, 4 ridnziomi eseguile:
N=4(zx}+1)...(zma + 1) (@u+ 1)+ {.
2" Uaso. — Bieno 2y, 2a,...,2,,— tubti pari, e o, dispari. Si avia;
P=2[}(aa+1)...(2m1+1)—1].3 (2 + 1)+ 3 (au 1+ 1),

e quindi;

N“':';{‘I]+])"-‘“ﬂi~l+1](ﬂm+l)'

) Basta pensnre abe nel prime eane il numsro d an quadralo perfelle, ¢ guindi smmelle la
L
ﬂ 4 ]

decomposiziones {P, 2P,9.. .Pmi, . g}. che & peeezionals, mentre tutte 1o allre sono del Eipe (1)

indieato nel Leorama del § 19, o che nel secondo €aso | numero non b quadrate perfetic.
1% Lo decomposizioni del uumeri considerati sono a termini differenti, pﬂnHi‘-.r dettl numeri
sonoe dlepar, @ non pud essere A = {o,0), 58 A non b paTi,

. d j

. 'i -4 - 1 e .
-_-,'l-"\-"..Jl'l'-' - H“"b‘ T i, PO PR e B 1
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3" Caso. — Non tubti i numeri o, x. ..., 24y sieno pari, ed e,

sia pari, Si avra:

=9n§ t_ﬂ1+ 1)...(Em—1+]}[‘; (3111 i 1] :-lj]""% llﬁl '+ 1]---(“fﬂ—~1+1)r

0S8liL:

N_—'-} (21 +]J-—-(1m—-l_’_1][1m +1]*

' Caso, — Se a, & dispari, e non tutti i numeri as, 7, . .. \ O —

sono parl, si' ha:
N=2.1(zs+1). .. (s 1) . & (20, L 1),
ClIO8 ANCOTA:
N=23(zs-+1)... (01 —1) (za 1)

Il teorema & dungue provato.

CAPITOLO V.
Esempi di deecomposizioni.

Come complemento alla feoria, che abbiamo sviluppate, daremo

in quesio capitolo aleuni esempi di decomposizioni in somme di due
quadrati.

§ 15. Cominciamo col considerare il caso piu semplice in cui il nu-
mero A dato sia primo del tipo 4p- 1.

Per determinare l'uniea decomposizione, ch'esso ammette, bastera
ricercare 1l primo numero della successione:

A—1° A—2° A-3°,..,.
che risulla un quadraio perfetto. Posto che A —¢* sia il quadrato
del numero a, si avra:
A=|aal (2)

Se con E (VM) s'intends d'indicare la radice intera del numero M
approssimata per difeito, [a determinazione della decomposizione (2)

esige che si debbano esaminare al pin i primi E (Vg) elementi della

successione (1). - )
Infatti, posto che sia « > a, si ha

a*-}-a'=A > 2q*

s e -—— = ——p— -
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08sla

< |

e quindi:

Esempio 1. — Dalo il nmmnero primo 113 (=4.28 - 1), st dovranno

esaminare gl piu K (V 1_21d) =17 termini deljla suncceessione:

113—12, 113 —2' 113—2%...

Effettivamente si trova che il 7° termine 112 —7* & il quadrato
perfelio 64, quindi si ha:

113=18,7..
Esempio TI. — Dato 11 numero primo 241 (=4 .80 4-1), si dovranno
esaminare al piu E (V djl ) = 10 termini della successione:

241 — 13, 241 —2% 241 —¥,...

Si trova perd che il 4° termine & il numero 225, che & 1l quadrato

di 15, qmndi:
241 = {15, 4).

& 16, Si debba ora decomporre in somme di due quadrati tn nn-
mero A che sian polenza #@* di un numero primo P di tipo 4p ;l‘ X,

Si cerchino all'uopo le decomposizioni proprie {(p.,p¢] (P2, Prels
(Prs, s, .. delle potenze Pr, P2 P~ ... che si deducono dalla
decomposizione |p.p) di P (v. teor. § 9) considerando gli sviluppi
delle potenze:

(p+ "']Th)’- (Pl e 'i,;?L)’_ﬂ1 (Pl -+ I'EI)T_*- coony

e prendendo come termini delle decomposizioni cercate i valori asso-
Inti della parte reale e del coefficiente di # pei rispellivi sviluppi.
Tutte le possibili decomposizioni di A saranno allora (v. § 10, teov. II):

\

{prli}! { Ppr—lg PE:_H]. ;Pnpr_t, Pﬂ;‘r—“ 3 v

Fsempio 1. — Decomporre in somme di due quadrati il numero
2197 =13,
S1 ha:

Quindi:

(B }2i)p=3"+i.3.3°.2—3.3.2°— 2
=(3*—3.8.2°)-}i(3.3*.2—29 9 - 46i,

13 = {3, 2.

* sagiuind]

- T e g i e T T e e T W
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8 percio
13° = {46, 9).
Dungne le decomposizioni di 2197 sono:
146, 9], (39, 20).
Esempio 11, — Decomporre in somme di due quadrati il numero
15625 = 5°. -

St ha:
b=12,1).

E sunc:assi?nmente:
2+if=24+i.6.2—15.2'—i.20.25415.2°+i.6.2—1

= — 117+ H;
24i)=24+i.4.22—6.2°—1.4.2+1
7-245
24i)f=2"+i.2.2—1
=3+ 4i;

Quindi:
' = 117,44, =124, 7], =4, 3.

Dunque le decomposiziont del numero dato sono:
(117, 44), .24, 5.7, (6.4, 5.3, {650}
ossia, eseguendo 1 prodotti e ordinando:

125, 05, 1120, 35/, (117,44}, {100, 73).

§ I17. Sia dato ora un numero composto:
A=2'Pp, . PQAQh .. Q.

Per trovare tntie le decomposiziont distinte, e¢h’esso ammette, si

determinino dapprima (v, § 13, teor. II) tutte le decomposizioni delle
diverse potenze P}, P ,..., P si cerchino poi le decomposizioni
di P"P® operando sulle decomposizioni di P2, P* mediante le (I)
e (II), se le decomposizioni, che si considerano, sone entrambe rego-
lari, mediante la sola formola (1) [0 (1I)] se una almeno di delte de-

composizioni & eccezionnle; nlle decomposizioni del prodotto PTP.* si
associno quindi, nello stesfo modo, quelle di P, e cosi di seguilo,
fino ad aver considerato I'nltimo fattore P ed aver quindi ottenute
tatte lo decomposizioni di P{*P;* ... P™™. A queste si associ infine,

mediante Ia (I) [o la (II)] la decomposizione del predotto degli altri
fattori, che &

\2TQhQ. .. ¢, 0
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s@ J & pari, e

i=1

b1 - \
\2 7 QPO .0, 2 T Qg Q)
se A & dispari, e si otterranno tutie le decomposizioni del numero dato.

Bsempio. — Si debba decomporre in somme di due quadrabi 1l nu-
mero 380250=2.3%.5%.13% -

I fattori primi di tipo 4p-}+ 1 sono 5 e 13, mentre 3 & di fipo
ip — 1; siccome perd I'esponente, cui esso & elevalo, & pari, il numero
sari decomponibile in somme di due quadrati, Il numerc delle de-
composizioni (v. § 14) &: 4 (34+1)(24-1)=0b.

Ora si ba:

Quindi, operando su queste decomposizioni mediante le (I) (1I):=

5 132 —(11.12—2.5 11.5-- 2.12) =1122,79)
—{11.12-4+-2.5 11.5— 2.12) ={142,31)
—1{10.12—5.5, 12.5-}10. 5] ={110, 95)
—{10.12+5.5, 12.5—10. 5} = {145, 10)
—{11.13, 2.13) — (143, 26)
—{10.13, 5.13| — {130, 65

Poiche !a decomposizione di 2.3% &:
13, 31,

si avra infine, operando mediante la (II) su essa e sulle decom-
posizioni precedentemente otlenute e ordinando secondo 1 valori
decrescenti dei primi termini, le seguenti decomposizioni per il
numero dato:

1615, 45), 1603,129], 585,195}, (518,333}, {507, 3511, {465, 405].

CAPITOLO VI

Decomposizione di un nnmero nelln differenza di due guadrafi.

§ 18, La risoluzione del problema, di eni ¢i occuperemo mn gquesto
capitolo, & semplice & immediata.

Ci proporremo di risolvere per numeri interi e positivi la equa-
zione ' — ' = A, dove A ® un numero intero e posilivo.




PERIODICO DI MATEMATICA. 21

Premettiamo, per semplificare la dicitura, qualche definizione.

Quando a' e a” sieno due pumeri tali che risnlti a® — a”* = A, di-
remo che [a',a"] & una decomposizione di A.

Chiameremo &' e a” vigpettivamente primo e secondo terming della
decomposizione. lssendo A positivo, sara a' > a’.

Una decomposizione di A si divd eceezionale, se o =). Evidente-
mente i soli quadrali perfetti ammettono decomposizioni eccezionali.

Dua divisori di A si divanno complementari se il loro prodotto &
uguale ad A,

§ 19. Teorena., — Ogni numero, che non sia della forma 4n -2,
¢ decomporibile nella differenza di due quadrati.

Se un nuomero A ammetle la decomposizione (&, «”], i due numeri
a +a", a'—a" sono due divisori complementar: di A, perchd il loro
prodotto & uguale ad a® —a™, cioé ad A.

Reciprocamente, indicando con A’ e A” due divisori eomplemen-
tar1 di A, tal che sia A’ > A", ¢ ponendo;

ﬂ_q + ﬂ" — ﬁ!' ﬂ.‘ —— ﬂ“- pa—— _llf.!

a’ ed o” risulteranno termini di una decomposizione di A, Se si vuole
che a' e " sieno interi, poiché risulia:

(=AY, =3 —A)

bisognerd che A’ e A” sieno entrambi pari o dispari,

Perche cid accada, il numero A dovré essere o un numero pari
della forma 4n, ovvero un numero dispari.

Dunque non ammettono decomposizioni intere i soli numeri pari
della forma 4n - 2, ‘

OsservazioNe. — Nel teorema precedenie & indicato implicita-
menbe un metodo per ottenere una decomposizione di A, quando sieno
dati due divisori complementari di questo numere, i quali sieno en-
trambi part o dispari.

§ 20. Trorema. — Se, decomposte un numero A in fatlori primi, si
trova:

| A=270p...00,
il aemero ammette :
YA =1 +1)(rat+1)...(2u+1)

decomposizioni se oy, og. ... %y NON sono tulti puri; nel caso opposto ne
ammnette:

3 — 1 Has + (e +1).. . (zn 1+ 1)F11.(Y)

Le due formule mostrano che, per =1 il numero delle decom-
posizioni di A, qualunque sieno o, a,...,a2, & nguale a zero, e in-

(*} Conveniame di indieaye eo) solito simbolo |m| 1 valore assolute del numasro m.

T
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fatti che A non ammetta decomposizioni inlere, quande =1, risulta
dal teorema precedente osservando che per A=1 il numero dato o
della forma 2(2+1).

Eseluso questo caso, si pnd osservare, in generale, che 1l numero
dei modi distinti, in cui A si puo decomporre nella differenza di due
quadrat: &, come rvisulta dalla dimostraziona del teorema precedente
ugnale al numero delle coppie di divisori complementari di A,

Supposto A dispari, e quindi A=—20, il numero dei divicori di A
(compresi I'unita e il numero slesso), &

ﬂ=[ﬁﬁ1+1J [tzg—]- 1]...(:,1 1)
S8 o, %, ..., 2 non sono tutki pari, il numero N & pari, e il nu-
mero delle coppie di divisori complementan di A &
(1) (za+1). .. (20 1)
Se a,as,...,7s sono tutti pari, il numero N & dispari, e poiche
due divisori complementari di A sono VA, VA, si avranno in futto

N;l L1 ciod

-

e +1)(ae+-1). (24— 1)+ 1}

coppie di divisori complementari.

Rimane cos1 dimostrato 1l teorema per 4 =0,

Supposto A > 1 per avere due divisori complementari di A, ba-
sterh prendere due divisori complementari di A:2* e moltiplicarli
rispettivamente per 2—# ¢ 2*. Ora siccome questi divisori devono
visultare entrambi pari, p potra assumere solo i valori 1,2,...,4 — 1,
e cos1 per ogni coppia di divisori complementari di A :2%, s1 avranno
A—1 coppie di divisori complementari di A. Osservando che A:2% &
un numero dispari e ricordando gquanto e stato pin sopra dimosirato
a proposito del oumero delle decomposizioni di un numero dispari,
si conclude che il teorema & vero in generale.

§ 21, Diamo ora nn esempio di decomposizione.

Sia dato il namero 720. Poiche risulka 720 =2*.3".5, questo nu-
mero ammettera .3.3.2 cioe 9 decomposizioni,

1 divisori di 3.5 sono:

1,3,3,9,15, 45

e le coppie dei suoi divisori complementari sono pereid:
(46, 1), (15,3), (9,5).

Le coppie di divisori complementari di A costifnite da numeri en-
trambi pari sono dunque:

(45.2% 1.2), (45.2% 1.2, (45.2, 1.29:
(15.2% 3.2), (15.2% 3.2% (15.2, 8.29;
(9.2% 5.2), (9.2¢ 5.29, (9.2 5.29;

s I T - TR R AT e e
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eroes (360, 2), (180, 4), (90, 8):
(120, 6), ( 60,12), (30,24);
( 72,10), ( 36,20), (40,18).

Applicando le formole:
d=1(A'+A7), =3 —24)
ove le lellere hanno il significato loro attribnito nel § 19, si hanno
pel numero 720 le decompostziom:

(181,179, [92,88], [49,41],
[ 63, 57]. [36.24], [27, 3l
41, 81], [28, 8], [29,11].

Dott. G. Biscoxoix.
Roma, genasio 1907,

RAPPRESENTAZIONE GRAFICA
PER LE FONZIONI COMPLESSE DI VARIABLLE COMPLESSA

Nota di Luigi Galvani, o Bologna

I. B noto che il eomportamento delle funzioni veali di variabile
reale o complessa @ posto assai bene in evidenza dalle ordinarie rap-
presentazioni geometriche mediante linee o superficie, pel fatto che
ogni particolarity di queste nltime traduce un caratlere inevente alle
funzioni rappresentate.

Al contrario, quando si voglia dare una immagine geometrica di
una funzione complessa [li variabile reale o complessa) si urta nella
difficolta di dovere rvicorrere ad uno spazio a gquatbro dimensioni, e
si perviene a rappresentazioni che non offrono ai nostri sensi al-
treltanta evidenza delle precedenti. Ond'e che, rinunciando alla con-
dizione di figurare una funzione complessa in modo tale che risulfi
visibilmente ln'eorrispondenza fra le variabili indipendente z e di-
pendente y =/ (z), si usa rappresentare la z e la y sopra doe distinki
pinni complessi: tale rappresentazione gode del resto di molle e no-
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tevoli proprietd, fra cui quella di essere generalmente isogonale nel
¢aso, assai lato, che la y =7 () sia analitica. (')
11 Tag, () dopo aver posto:

y=u-ie, z=E-1ix,

suggeri di eonsiderare 7. &, 1 come coovdinate ortogonali di un punte
nello spazio, e » come massa del punto stesso; cosi la funzione y =/ (x)
veniva ad avere per immagine una certa superficie di eni egni punto
era affetto da une massa determinata. Pinn tardi lo Srorza (") dimo-
stro che il campo ternario completo =i pub rappresentare in modo
mvariantivo sull'ordinario spazio rigato won appena sin fissata una
quadrica a punti ellittic;. W finalmente il PiscaerLE (‘) ebbe a eon-
sidevare le syperficie ottenute tagliando sopra ogni perpendicolare
al piano complesso su cui si rvappresenta la variabile indipendente,
¢ da una stessa parte rispefio a questo piano, i segmenti misurati
dai moduli dei valori ehe ha Ia funzione in quel punto; cosi, per il
caso di funzioni algebriche semplici trovd superficie, generalmente
a piu fogli, dotate di notevoli proprieth, e che furono oggetto di
studio per parte del MonTEsaxo. (°) Ora, in guesti vari metodi si
nota sempre che: o vien datu nna rappresentazione sollanto parziale
del comportamento della Y=/ (z), oppure la corrispondenza fra gii
entl che rappresentano ln ¢ e la y non ba carattere visivo, Pereid
non & inutile cercare un mezzo di rappresentazione che sia, solto
questi viguardi, pii soddisfacente di quelli sopra menzionati,

2. A tale fine si assuma un piano su e venga rappresentata nel
modo solilo la variabile indipendente z: secelti E ey come assi reale
e immaginario uscenti dull’origine 0, e fissato in essi il seuso posi-
tivo, ad ogni valore e=¢ iy corrispondera sul piano (£%) il punto P
di coordinate carlesiane £ e v, Quanto ai valori della funzione y=f (),
rappresentiamoli mediante i vettori di un altro prano sul quale u e ¢
BIANO l'iﬁpéttj?ﬂll‘l_ﬁllt& I'asse reale ed immaginario, ed Q I'ovigine, co-
sicche se y=—f ()=wu -} iv, al valore y corrisponderd il vettore anN,
essendo N il punto di coordinate e v. Finalmenle conduciamo da P,
affisso di z, il vettore PM uguale al vettore ON, ed allora il punto M
potra essere riguardato come affisso di . Se poi si immagina che il

) V. per e J1zpecE, Chber dis gruphische Davstallung imaginirer Funkiionen, Giorn, di Cralle,
vol 55, 1654,

=t Uhor eine Davatellung des faingingran in der Geomervie, Giorp, dl Crelle, vol. 70, 1800,

%) A1 campo ternasio completo yappreseniato sullo spoasio rigalo, Regglo E., 1885 ¢ inoitre; Ori-
gine yeometricn detie superiicie di Riemann. * Anousrio del R, st Tecn. di Reggio E. , 1001

(%) Nopra certs dupaificie rasionull che Pincontrone in questions analisi. * Rand. dell'lsl, Lom-
uardo ,. 1861, serie T1, vol, XXIV. — Vedi pure: Ksusd oo queliues réanltale relatife & lo thiorie
es spaldines yocurrents @e fonctions, nel * Rendieouti dal Congresso mntemmlico di Chiengy , New
York, 1500

() S diwe superficie mnatotds che i presamtano in questioni anlitiche, * Rend, dell'lst, Lowi-
bardo 1891, seris Il. vol. XXIV.
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punto P si muova sul piano complesso, il vettore PM si muove
nello spazio, mantenendosi perd sempre parallelo al piano (u2), e
il punto M deserive generalmente una superficie, che risulta piana
(e giacente in (Zr)) se il piano (ur) sia parvallelo a (), ma che @ di
solito curva se tale parallelismo non si verifiea. Ura, fra lo mfmte
graciture che si possono attribuire al piano (uv) (per ciascuna delle
quali il punto M descrivera, anche in corrispondenza di ona mede-
sima funzione, superfieie diverse) & opportuno scegliere quella defer-
minale dul fare coincidere le parli positive di v e i 7, e dal con-
durre v normale al piano (Ey). Si otlerri cosi un sistema di tre assi
ortogonali £, u ed r=v, uscenfi da una comune origine O, e dei
quali  ed u sono reali, v e r immaginari; e sara convenuto che snl
piano (Ev) (od (ue)) le rofazioni intorno ad O siano conlale & partire
da £ (o da 1) prendendo come senso positivo guello che sovrappone £
ad % (od % a«) dopo un quarto di givo, Cosi dunque una funzione
complessa di1 variabile eomplassa =7 (x) sara rappresen-
tata geometricamente dalla superficie © descritia dall’ e-
stremo M del vettore PM parallelo al piano (ur) ehe ha per
componenti sopra u e v le parti reale ed immaginaria di y,
@ che esce dal punto P affisso sul piano (gy) del valore x,
quando P descrive il eampo di definizione della y=/ (=)

3. Rispetto alla superficie t si possono fare nleune osservazioni
generali:

a) Ogni punto comune axed al pianc (Ey) & I'affiaso d1 un
vilore della funzione puramente immaginario, perche estremo
di un vellore parallelo ad 7;, avente guindi su 1 una componente nulla.

b) Ai punti di una retta v di (§x) parallela ad % eorri-
spondono sulla t punti di una curva piann, oblenula come se-
zione di T col piano parallelo ad (yu) éondotto per .

¢) La corvispondenza fra 1 punti di 1 e gnelli di (Ey) in
euni & definita la y=/F(2), non & necessariamente biunivoen,
neppure se la z sia una funzione ad un valore.

d) Un punto comune a due o piu falde di v non & necessaria-
menle affisso di due o piin valort nguali assunfi dalla ¥ per uno
stesso valore di .

¢) Sa in unn parle in cni & definifa la y = f(2), questa si man-
tiene reale, ivi la rappresenlazione oblenuta coinecide con quella data
ordinariamente per le funzigui reall di varinbile complessa.

4. Applichiamo dapprima il mefodo di rappresentazione esposto
ad un esempio semplieissimo, e cioe alla funzione y =u=. Sia

r=E+iy

un valore di 2 al quale corvispondera y==£ —+ i7;: delto P I'affisso
di = sn (Ey), I'nflisso M di  si potra ottenere osservando che le com-
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ponenti sopra % e ¢ del veilore che rappresenta y nel piano (uz) sono
rispettivamente £ ed 7: bastera dunque condurre per P il segmento PN
uguale e parallelo a g, e per N il segmento NM uguale e parallelo

ad 7. L'affisso cereato sard M. |
In particolare: a) se P percorre I'asse reale, M descrive una. retia b,

e ciog Ja bisettrice dell’'angolo E.;; b) se P trocein una retta &' pa-
ritllela & £, M descrive pure una vetta &' che » la parallela alla &
uscente da un punlv di %, ed avente dal piano (Zu) distanza doppia
di quella di £°; ¢) quando P percorre I'asse , anche M deserive lo
stesso asse, couservando perd sempre da O una distanza doppia di
quella del punto P.

S5i conclude dunque che la t relativa alla funzione y==z &
Il piano bisettore del diedro oche ha lo spigolo 7 e le facee
7€, Mu: e se pensiamo che la retta £ muovendosi parallelamente a E
generi il piano (Zx), la retta (corvispondenie) ¥ si muove parallela-
meute a 4, conservando da (Su) nna distanza doppia di quelln di £
ed appogginndosi ad 7, e genera il piano t, immagine della funzione.

I punta affissi di valori corrispondenti di = e di % non apparten-
gono, in generale, ad una siessa perpendicolare al piano (Zy) ; ma &
assil faeile, segnato un ponto qualungue sul piano 1, trovare nel
piano (Zy) il punto di cui guello & il corvispondente.

5. In secondo Inogo vediamo come sia rappresentata la funzione
esponenzizle y=¢=. Gioverd porre

r=1te'" =1 (cos z - i sen z)
e ne verra
y=¢""""(cos (! sen ) -1 i sen (¢ sen =) ).
Per guanto si & convenuto relativamente alle rolazioni nei piani (E7)
ed (uzp), 'affisso di un valore 2= f¢" sara nel piano (Ex) il punto P
di coordinate polari ¢ ed « quando sin O il polo e E I'nsse polare: e
il vettore corispondente al y =¢* sard, nel piano (up), quello di ar-

gomento ¢ sen z e di modulo &* “* “. Pareid I'affisso M di ¥ &l Gvri
conducendo il vettore PM ognale a guesto. Ma la costruzione effet-
tiva i PM pnd essere semplificatn, osservando cle

cos (?s.au E) - 1s8en ("!-san ;J

rappresenfta il vettore PM' parallelo n PM e di modulo 1 (versors);
6 poiche PM" ha come componenti sopra u e v rispettivamente

Cos (Taan x) @ sen (2 sen z), cost si cercherh anzitutto M’ eonducendo
per I' il 'segmento PN" nguale e parallelo a cos (£ sen z), e per N' il
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segmento N'M’ uguale e parallelo a sen (t sen «); e si moltiplichera

poi il vettore PM’' per & “*"“, pervenendo cosi al vettore PM di cui
l'estremo M & 'affisso cevcalo.

Per avere un'iden delln superficie t generata da M al variare
di P sul pinno (Ey), specializziamo il moto di P (fig. 1).
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a) Suppouiamo dapprima che P percorra I'asse renle £: poiche
in tal cuso & =0, visultuno per y valori puramente reali y —¢,
e quindi il punto M deserive sul piano (§u) la ben nota curva del-
I'esponenzinle, vispetio a cui £ & asintoto. B B

b) Si faccia ora percorrere a P, affisso di @ = (cos z i 8en a),
la vetta v paralleln ad %3 intanlo si osserva subilto che al variare di P
siu 7 il veltore corvispondenle mantiene il suo modulo costante ed

ugnale ad & ™ %, poiché l'equnzione polave { cos z =1 cos & rappre-
senta appunto in (3y) In rebin %' descritta da P. Inoltre, come s'8
notato, 'estremo M del vettore PM fracecierd una curva piana, pa-
rallela al piano (uv); al fine di facilitare lo stodio di tale eurva,
vedinmo prima quale lineagvengn generata dall’estremo M del ver-
sore di PM, e riferiamoei ad un sistema cartesiano di eni v (per-
corso nel medesimo senso di 1) sin 'nsse delle nscisse, ' (inferse-
zione di 9’ con £) sia l'origine, e la o' parallela ad u eondotta per ()

sia 'asse delle ordinate, Sin poi M’ una posizione generica del punto M,
obtenute per x=1=1e¢", e si tracei M'S perpendicolare ad %'; allorn,
se d P il piede del versore PM', risulta che SM' e P8 sono le com-

|
|
|
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ponenti reale ed immaginaria di P, ed OP & la componente imma-
ginaria di OP=uz, e quindi, dette %' ed w le coordinate di M, verra:

= 0P+ PS=1{sen a -}- sen ( sen z)
u' = co8 (f sen z)

| =

ciog, ponendo ¢ sen 2=p ed omettendo Je lineelfe:

7 =p-senp
%= Cos p.

Queste sono le equazioni parumetriche della cicloide deseritla da
un punto A di una circonferenza di raggio 1 che rotoli sopra la retfa
di equazione «'=— 1, supponendo che quando il centro del cerchio
generatore € in (0, il punto A sia sulla parte pesiliva dell'asse o',
Il parametro p denoia la lunghezza dell’ intervallo O'P percorso dal
centro del cerclio quande il punto A sia venuto in M.

E ora facile stabilive la natura della curva deseritta da M; poi-

e

che M gince su PM ad una distanza |PM| — &f “* * co6 si conclude
che il punto M descrive una cicloide ordinnria, accorciata

o allungata secondo ehe & ¢ & uguale, minore o mag-
giore dell’ unita.

Uosl dunque: se il punto P deserive 1'asse immaginario 7,
il punto corrispondente M deserive nel piano (yu) una ei-
cloide ordinaria, intersezione di tale piano colla superficie =, rap-
presentafrce della funzione, Quando P percorre nna parallela
ad % di equazione £ =E, il punto M traceia una cicloide
allungata se 8 £ >0, ed accorciata se £ < 0: tali eicloidi sono
le sezioni di t coi piani paralleli n (vu) di equazione £ =E.

Una generazione cinemalica della = si ottiene dungue cosi: ad
un eilindro indefinito di asse £ e raggio 1 sia invariabil-
mente connessa la curva espounenziale gia lraceiala sul
piano (Su); si immagini poi che tale etlindro rotoli (senza
strisciare) sopra il piano pavalloto a (Ev) alla distinnzn — 1:
allora 1'asse del cilindro percorre il piano (%), e contem-
poraneamente la enrva esponenziale cle gli & connessa
descrive la superficie T,

In ogni istante ai punti situatli sull’asse del cilindro corrispon-
dono i punti della eurva esponenziale che gli & connessa. Risalta
poi evidente ehe la superficie : si riproduce identicamente
in corrvispondenza alle infinite siriscie plane comprese fra
le vette vy —2%kx, n=2(k+ 1) = e cid traduce geomeiricamente la
periodicity della funzione esponenziale,

e) Il piano (ur) divide ln tin due parti di diverso comporlamento
grafico, Quella dove £ & negativo, come ben si vede immaginando le

- i, T

s

‘hi_‘l’.w-w-wr

b, H'ﬁﬁ'ﬂh‘ 'W"-"MJ"W-
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cezioni di © con un piano parallelo ad (nu) che si allontani indefini-
tamente da O, non contiena puniki multipli, e rispetto ad essa il
piano (Zv) @ assintotico, il cha signitica che lime* =0 quando .z tende
all’infinito per valori z =73 - in tali che sia < 0. L'altra parte di =,
esaminata medinnte analoghe sezioni, &1 Lrova contenere infinite lines
di punti doppi formate dai nodi delle cicloidi allungate che sono de-
seritte dai punti delln curva esponenziale per £=> U e poiche tale
curva si allontans indefinitamente da & al crescere indefinito di Z.
la sezione limite di = con un piano parallelo ad (vu) tendente all’ -
fnito & di tale formn che esprime appunto I essere lim o* =
quando x va all’ o per valori #=—FE iy in cui sin £ 0.
Finalmente il riprodorsi indefinito della superficie T nelle striscie
di (£m) parallele a € e di lurghezza 2w, esprime anche il fatho del-

I'indeterminazione di lim & per z che tenda allinfinito percorrendy

—
il
v

rette di argomento 3

Si psservi che la falda di © siluata vispetto al piano (gu) Jdove S
b positivo, contiene ollre le linee doppie di cui sie gia fatto cenno,
gnelle che risultano dallu reciproca intersczione delle varie parki
di © corvispondenti alle infinite striscie in cul gi & diviso il piano (Z7);
ma & le une chie le altre linee duppie non rispecchiano nessuna no-
tevole proprieta della funzione y=¢".

d) Le equaziom parametriche della T, riferita agli assi £, %, u s
hanno facilmente da quelle della cicloide, intreducendo come nuovo

parametro la dislanza d="1¢ | del
punta generafore dall’asse del ci-
lindro mobile: esse sono dungue:

E=logd, n=p-+dsenp, n=dcosp

dove d pudb variare da 0 all =, &
p da —w20 a4 0.

¢) Pacciamo percorrere al punto 5]
sul piano (§), un raggio OR di argo-

mento =z essendo U< a < -'2'_—" : €10

equivale a dare ad =z valori della o
forma te™ con = costante (fig. 2).

Quando P & in O il vetiore corri-
spondente ha il valore aissoluto 1
e giace sopra w; di mAano in MAano
che P si allontana da O il vetlore PM cresce in valore nsso-
luto come 'esponenziale, e econtemporaneamente roota intorno & I
mantenendosi parallelo al piano (w»), per tal modo che quandoe ¢ €

L v

cresciuto da 0 = il vettore PM ha compiuto un gire inforno

Sen o«
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a P, e quindi I'estremo M ha descritfo la prima spira di una curva

2% 4+

a

§8N 2 Sel &

spira che si allontana pitt della precedente dall’asse OR, e cosi di

seguito. La curva fraceiata da M quando P percorre OR s1 compone

dungne di infinite spive che si allontanano indefinitamente dal loro
2%

. Ne

sell &
poi si facesse percorrere a P il raggio OR' opposto ad OR, &l punto M
generverebbe ung curva analoga, le cul spire perd s aceosterebbero
via via ad OR’, col erescere della loro distanza da O.

f) SBia M un punto della superficie =, per es. nella porziene rela-
fiva alla striscia di (£9) compresa fra le rette =0 ed % ="2x; e
si voglia determinave sul piano (Sy) il punto I cui M corrvisponde.
Basta perecidb condnrre per M 1l piano perpendicolare a £, valntare

I'ageissa £ del punto sezione oftenuto, e tracciare sul piano stesso

, M descrive ona seconda

indefinita, Per t crescente da

asse OR, ma che conservano il passo costante ed ugnale a

il cerchio di cenfro M e raggio ¢ : una delle due intersezioni del
cerchio col piano (£%) (& facile stabilire quale), costituisce il punio P
cercato, come risulta dalla generazione cinematica di

6. Come ultimo esempio consideriamo la funzione algebrica y =11z,
che ha in =0 un punto di diramazione. Posto, come al solito:

. =t€iﬂ, )
ne risulterd ;
—— s —— o

1t &7 =11 (ﬂnsi—{—isen%)

Y=V ad®% O -+ 27
Yt e & =Vt (cuaut r—I—EsenI 5 )-

e quindi, segnate sul piano (Ex) il punto P affisso di un valore ge-
rico x=1t¢", si dovranno per P condurre due vettori PM, e PM,,
rappresentanti i dne valori assunti dalla y=1x: ed essi avranno
lo stesso module di misura 17, e saranno diretti in senso opposto
perché le loro componenti, reale ed immaginaria, hanno segno di-
verso a cagione di

EDBu+EE Bﬂﬁi = sSe m—|—ﬂ‘.‘. 5en
3 2 i

vo| 2

I punti M, ed M, si possono assai focilmente cosfruire: basfa
tracciare per P la parallela « ad u, indi il raggio parallelo ad (uv)

che forma con «' 'angolo % e segnare su guesto raggio il segmento I'M,

avente per misura Vt__, dopo ¢id, il punto simmetrico di M, rispetio
a P sarh M,.

g i

T N R L | e g h_,!u'_ S it R :F:". ‘iz e

s = u ey
<t - g

il Tl T

O T

i

'f'._'-'
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E interessante rendersi couto delln formun della superficie © ge-
nerata da M, ed M al variare di P sul piano (E7), poiche essa ha
oli slessi caratleri, rispetto all analysis situs, delin riemanniaon di

y=\=

a) Suppongasi che il puuto P percorra a partire da O il raggio OR

di argomento & ciobé che in r=1¢", (del quale valore P & ['nffisso)
vari ¢ da 0 all’eo e sia costante «: allora il vettore corrispondente PM,
ha un module che varia come 11, e un argomenio costante %: al-

e

trettanto pud dirsi di PM;, colla sola differenza che il suo argomento

R B A i ; a1 - )
e hi; . Quindi M; ed M, deserivono insieme una curva plana,

e precisamente tntta nna parabola rispeito alla quale ORl &
an diametro: essa & contenuta in un piano che forma con (3x) 1l

. . 7 A
diedro {, essendo § dato mediante cotg 3 = tang - cos a; e ]a sua

equazione, scelto OR come asse delle ascisse ed 0S =3 (di argo-

mento = sul piano (ur)) come asse delle ordinale, & 5=t

In parlicolare: se P percorre |'asse reale positivo, M de-
serive sul piano (u) Ja parabola di equazione w=Ek, rvi-
spetto a cui £ & asse principale, Se P percorre 1’ asse reale
negativo, M descrive snl piano (En) la parabola v*=—E, che &
uguale nlla precedente e passante pure per O, ma contenuta 1n an
piano perpendicolare a quello dell’altra.

p) Immaginiamo ora che il puule P, partendo da una posizione
P = 1°" (dell'asse reale positivo, percorra il cerchio (O,{) per es. nel
senso positivo, e seguiamo il moto dei vettori opposti PM, e PM,
che I'nccompagnano e che conservano costantemente il modulo di

misura 1£. Quando P & sull’asse &, i vettori somo paralleli ad u,
quindi normali al piano (Ey), e precisamente supporremo che PM,
abbin il senso secelto come posilivo su %, cioé corrisponda al valor

positivo di Y. Di mano in mano che il raggio OP ruotando
intorno ad O deserive angoli crescenti «, o, ...., 11 vetl-
tore PM, si muove mantenendosi parallelo al piano (Ex), e
formando via via colM parte positiva di » angoli di am-

piezza -;E ' %’., .... In particolare: quando OP ha percorse I'an-

golo 1}, il vettore PM, & giunto a formare I'angelo {'— con detto

o - . B e
asse; dopo un mezzo giro di OP, PM, forma con « l'angolo 5, cioé
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- . 3
& confenuto in (5v): quando OP ha percorso I'angolo -, PM, forma

3%

l'angolo —; e finalmenle dopo un intero giro di OP, PM, fu con

I'angolo =, vale a dire acquista la posizione inizinlmente occupata
da PM,. Perché il punto M, ritorni nel suo posto primitivo, & dun-
que necessario che P faceia due giri completi intorno ad 0. Queslo
comportamento del vettore PM, pone assai bene in lace In polidromia

della funzione y = 2. Siccome i vettori PM, & PM, sono vpposti,
per generare tubta la superficie © basta che P pevcorra tutto mn
raggio nscente da O, e che questo raggio compin un solo giro in-
torno ad 0.

¢) Da quanto precede risulta la seguente generazione cinemalica
di v. Sisegni=ul piano (Zu) la parabola gia considernba =3,
intersezionedizcon tale plano,
g si pensi ogni ordinakta PM della
curva connessa al rispetlivo
pieda P sull’asse E=0R; poi si
faceia ruotare OR con velocita
nniforme intorno ad 0, nello
stesso tempo che ognuna delle
ordinate connessernola inlorno
al proprio piede mantenendosi
parallela al piano (vg) e con tale
valoeith angolare che sin meta
di quelln di OR: dopo un giro
di OR, 1a enrva che l'aeccom-
pagna (parabela) ha generato com-
piutamente la superficie .

d) Giova deferminare la forma
della emrva K braccinta dall’estre-
mo M; di PM, quumido P descrive due
circonferenze complete di raggio 1
intormo ad O: di gui visolterd pin
evidentemente la forma e ordine di
connessione di T.

La proiezione ortogonale K' di K sul piano (En) si pud cosbruire
(fig. 3) traceiando anzibubfo il eerchio (O, t), e notando che da ogni
punto P di questo cerchio si deduneono duve punti di K, e cios le
proiezioni degli estremi dei veltori PM, e PM, uscenli da P; e poichs

Fig. 3.

il modulo di tali vettori & misurato da V¢, e I"inclinazione di PM,
sul piano (E7) & il complemento di meta dell’argomento = di OF, ne
viene che da ogni ordinata di on punto P del cerchio si ottengono
le ordinate di due punti di K' aggiungendo e togliendo a quella la

-
T, e —'-I-,"q;.i'l_:|"ﬁ-“|'-nl-"ﬂ--|i__,_-l-..l- . TRLE

|
|
]
|
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proiezione di PM, sn (Ex). Ora, Vordinata di un punto egenevico P del
cerchio e:

|

"

Y=LY=

T

inoltre

‘ - — —— h]—EH —F
nrojez. PM; = Vi sen %=}-t V Eu u—th S
- -

¢ quindi V'equazione di K' & senz’altro

ram=t— e

e "0 -3
n=\\—¢ = 5

r

od snche

. i‘ji-i e ‘_'E ; a re t_g'z SUTL 9 —_
oo (f—e+ )+ [ —r+ T2 - e —0=0,
La K’ & donque una curve del 4° ordine, simmetrica rispetto al-
I'asse E, compresa tutta nella striscia limitain fra le relte E=2k&
¢) Cerchiamo i due punti doppi della X': percid dovremo far si-
stema delle:

(Plen) =2 P+ ) +Hr—e ) 2 —e—a=0

1o F t—E
lﬁ=4113——41](!’ e+ 25 )~—n.

L seconda equazione & risoluta per .

n=0 eper y=—F+ t'.f;

se si sostituisce il secondo valore nella equazione precedente si ha:
(*— B =t—¢§
du cui £ = + ¢, ¢ risalendo ni corrispondenti valori di 4:
=0, == Vi
1 punti di coordinale:

[E=t  fE=—t  fE=—1
ln=0  ly=+77 lg=—7Vi

sono dungue punti multipli della curva K', purche per questi valori

o it : :
non risalb -3=m; ma cio effettivamente nccade, essendo

dg
n__ E 1
&= TyF—E  pgfi=¢t’
=

.
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onde si conclude che i tre punti precedenti non sono doppi, ma tali
che in essi la tangente a K' & parallela all'asse 7. .
Sostitniamo invece nella F (E, %) =0 l'altro valore di v, cioé n=0;

risultera !
2(—E)=1t—E,
da cui E=1 e E=4%—¢; si hanno quindi 1 due punti di coordinate

=0 { =0
1E=t |E=3—t

dei guali il primo si & gia visto non essere mulliplo, laddove 11 se-
condo & in effebto un punle doppio di K.

La K' possiede dunque un punto doppio sull’asse £ com-
preso: fria —oe e 0 per e >12> 1
fraCedperd>t>1. Per t > | esso
@ un nodo; per t =1 si riduce a una
enspide; per £<C1 s ha un punto doppio
isolato che non appartiene perd alla

¢ cenrva proiezione di quella deseriila

da M.

1 punto doppiodi K' & proie-
zione di ny punto doppio di K,
e di cidb @ facile convincersi pen-
sando =] modo di generazione della
curva K.

) Determiniamo anche !'equazione della proiezione K" di K
sul piano (Eu) (figura 4). Assunbo come parametro 'angolo « de-
seritto intorno ad O da OF essendo P il piede del veifore PN,
VeIrrp;

B e
[
e B R o R e N .

Fig. 4

— v 8
E=tceosee, nu=x}{cos5,

da cui, eliminundo o

w=73%I+4%f,
equazione di una parabola di asse £, che volge la cunvesa_ith alla
parte negativa di £, che ha il verlice nel punto E=—¢, il fuoeco
in E=—{-+ 1 ed il parametro |.

Pero @ da osservarsi che lpn K7, come proiezione di K, s1 ri-
duce al solo arco di parabula compreso fra le rette L= 1.
Si noti pure che la parnbole di cui fa parte K” varia soltanto di
posizione al mutare di i: precisamenle subisce la traslazione di am-
piezza — h quando ¢ acqonista I incremento /.

Gli estremi degli infiniti arehidi parabola K" corrispon-
denti agli infiniti valori di f costiluiscono una nuova pa-
rabola, e cioe la #*=2E£, gia ottenula come sezione della t col

piano (Su).
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g) Finalmente determiniamo Ja curva L formata dai punti doppi
delle curve K corvispondenti agli infiniti valori di & Poiche la L @
avidentemente contenuta nel piano (Eu), si potrd riferirla agli assig
ed u: scelto come parametro il raggio ¢ del cerchio descritto da P
intorno nd O, e dette E, u le coordinate di un punto generico di L,
visulteri:

=4+ —1, "=_‘;QE+'~!""|
da cui eliminando ¢ ed osservando che u deve essers negafivo:
u =_"'& 1

squazione delln retta parallela a £ alla distanza — 4 dall’origine, Ma
si & gia osservato ehe i punti doppi delle K' (cioe le proieziont dei
punti doppi delle K) sono tukti compresi fra — o ed }; quindi il
lnogo L si viduce al raggio contenubo nel piano (Zu), paval-
lelo nll'nsse £ ed useente dal punto di coordinate

=1 "w=—=3.

Il raggio L costituisce Vuniea linea di passaggio da un foglio al-
I'altro della superficie ©; e la sua origine & ¢ib che per le superficie
di Riemann si dice un punto i diramazione. La t, chie ha pertanto
I'ordine di connessione 2, si pud considerare come la superficie de-

seritta da M, quando I descrive la riemauniana della funzione y = Vz.
Perd & notevole il fatto ehe per tale riemanniana il punto di diva-
mazione & l'origine O; laddove sulla t© il punto di diramazione non
& quello corvispondente ad O,

¥oabbraio 1907.

RAPPRESENTAZIONE ANALITICA delle superficie generate da due piani 5
e s, e da una siella di classe p con un piano (p — 1)— plo, n

corrispondenza birazionale fra loro.
'

Sin per es. la stella di piani, con un piane multiplo secondo (p—1)
(monoide)

N = Up [E:, Eg, E_.n) —l‘ EL Up—_l [El: Eh Eﬂ} —— 0:

ove le E sono le coordinate correnti dei piani della stella, e le U fun-
zioni omogenee delle (£, Es, B) di grado uguale al loro indice.
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La S si pub mettere in corrigpondenza biunivoea col piano pun-
tegzialo xy, =0, mediante le relaziom :

E.—‘- El E‘ __* E‘r = {1]
ZiUp allnZets)  ZsUpi(Z0Z0Zs)  ZaUps(Zn,ZoZs) Uyl InyLony o)

ove, con Zu, Ze, Zy indichiamo le eoovdinate correnti dei punti del
prano a,=—\. -
Sia nel piano 5= (0, Xy, X5, X.) il sistema omaloidico

ﬂtﬂ]_ —|— ﬂ'!ﬂﬂ + ﬂaﬁn= Uq

dove le 0 sono funzioni omogenee di grado g delle (Xy X3 Xy) @ le
ay, ds, @y numeri variabili ad arbitrio.
Le equazioni:

B2 Za: Zig =" (X): B (X) : 0 (X), (2)

¢i definiranno una corrispondenza cremoniana di ordine g, fra i piam
ni=0e (c=)z=0.
Componendo le (1) e le (2) avremo:

£ éﬂ Es s _
XU aT0X)] - BT pal0X)] U601 Uy l0(X)]
Ponendo |
0y Up—a [B(X)] = 5:(X),
s Up— [0(X)] = pu(X),
D Uy—a [BIX)] = 92(X),
aviemo

% Ea B & )
X)) @ulX) T gu(X)  pu(X)

Queste eguazioni el danno la ecorrispondenza birazionale pi ge-
nerale, che pud intercedere fra la stella di piani 8 ed un piano ge-
nerico o, che nel nostro cazo abbiame scelto come piano o, =10, 0 in
altri termini, le (3) danno la piii generale rappreseniazione univoca
della stella di piani (monoide) S di classe p dotata di un prenc (p—1)—plo,
sul piano punteggiato,

Le o sono funzioni omogenee delle (X,, X3, Xy) di grado m—=g. p,
ciod multiplo dell’ordine della stella.

Sia nel piano @ =0, un aliro sistema omaloidico

brln(X) - buds(X) - babiu(X) = 0,

o

P o e N e s L RN Y (1L

o .
e

.h‘l. i =
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ove s, Ds, $s sono funzioni omogenee di grado n delle (X, X5, X4) €
le b numeri arbitrarii variabili. Le relaziont

' Y Y Y,
0i(X) — Ga(X) T a(X)

(4)

definiscono una corrispondenza birazionale di grado #, fra il pinno
GE{D. E;,XH,K.) e E'E(Yh G, .Y:l..,Y;], indiﬂﬂﬂdﬂ con Yl: 11?:, Y; le
coordinate @, xs, 2y sul piane ra=7=.

Congiungendo i punti di g e o’ omologhi in virth di questa corri-
spondenza, si ottieme wna congruenza Qn -2, n di raggi in corrispon-
denza biunivoca colla stella S. Il luogo de punti intersezione de
raggi @ con 1 piani gorrispondenti nella S, & una superficie 2 yazio-
nale, di cni vogliamo dare la rappresentazione analitica.

Per un punto del raggio di © che unisce i punti X: @ Wi(X), si ba:

: =12 3,4 ;
L= )% + [Llih[xj { :K:LZ iy == 0. (5)

Al raggio X¢by(X), corrisponde in S il piano rappresentato i coor-
dinate di punti dall’equazione

il X))@ CFH{X]EH + aa(X)as 1+ p( X)wy = 0. (6)

Affinchi il punto #, giaceia sulla superficie ¥, hisogna che le espres-
sioni (5) soddisfino le (6); guindi

A '[‘:szﬂ . = '-'Faxu -+ EF:L] =t |t (ﬁp:'!.u —1— qﬂa'.l.la + Uf-l;t]g;] ==1{),

ove ponendo .
B = '-.-"*sxn + Trliﬂ e !Pxxn

M= !FrJ_n - @s'la T q?;'-!h '

avremao :

AF + =0

Affinche sia soddisfabta la precedente equazione, bisogna che
siano ) e p proporzionali ad I" e — T e quindi per ogni punto della
superficie si avra

»

‘1=F’Ki—*F’.IJ;(E]'f1=1“*4

lE-l =), !{Jn = ()

Le () sono dunque le formule della rvappreseniazione piana della
superficie S, poichd ni punti del piano =z =0, corrispendono omalol-
dicamente, per ln genesi della superficie, i punti della slessa forniti
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dalle {z). E se le (3) s"interpetrano come formule rappresentative di
un inviluppo razionale di piani (non importa quale) sul piano punleg-
giato, le (x) saranno le formule che danno la vappresentazione piana
della superficie, Inogo dei punti intersezione dei piani dell inviluppo
con i raggi corrispondenti in 9.

In particolare per p=1, m=1, n=1 si hanno le formunle rap-
presentative della superficie del 5° ordine con una curva doppia d or-
dine 5. (")

Per p=2, m=2, =1, si ha la rappresentazione della super-
ficie del 7° ordine, con una curva doppia d'ordine 12 ed un inviluppo
della 3* classe di piam britanganti, ()

R. ScActiaNooE.

Sullo sviluppo dei numen equivalenti in fraziom continue

Il presente lavoro ha solfanto un fine didatbtico, perché contiene
ana dimostrazione semplice di una proprieta molto conosciuta: Ia
semplicith della dimostrazione dipende da un concetto, del gqnale ab-
biamo gia fafto nso in un'altra precedente nofa (°), e che qui breve-
mente richiamiamo,

az -~
v+ 5
Tale sostituzione si pud sempre esprimere come prodofto di cingue
dei tre Lipi speciali R = (i’ B E), B = (ﬁ ‘1}) T= (3) )1&) Precisamente,
se vy & diverso da zero, sari valida la formnla A = 8,T\RTS:, daove
i'}'-"'l” hy =15, h_mﬁ:ﬁ"{ , ka=1¥; e, se invece y &
nullo, sard valida 1'alfra formula A =S8,T,RS.R, dove si legga

g
hy = oG’

Indichinmo con A = (: g) la sostituzione lineare fratéa y—

gl legea i, = —
gnal «d

ky——a, k,=—=—75. Avvertiamo che i prodotti si debbono

(1) Dz, Re, Accedemia dei Lincei, vol, 89, 1800,

() B, SeALANOCE, Acexdemin Datnten, vol., 2V, Acirenle, [BU6.

(%) Sopra um noto invariante delle forme binavis di grade puari. * Periodico di Matemntiea .
A. AXII, Fasg, V, 1807,

o Sk ™ i o ey, il

e g

— -
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eseguire linee per colonne: con gquest’avvertenza, & molto agevole ve-
rificare quanto abbiamo asserilo. .
Noi diremo, secondo 1'uso, che i due numeri x ed y sono equiva-
lenti quando esista fra # e ¥ unn sostituzione lineare A, tale che i
numeri z, 5, 7, & siano interi, & che 1l modulo 2% — @y valga = 1. In
questo caso, le tre sostibuzioni elementari R, 8, T si riducono a

y = i,y=—m,y-—:: — 1.

-

1l teorema che voglinmo dimoesbrare non ba nimporfanza per 1 nn-
meri razionali, che sono tulli equivalenti: not supponiamo dunque che
si tratti di duoe numeri z ed y reali ed irrazionali, ¢ voglinmo dimo-
strare che, se @ ed y sono equivalenti, lo sviluppo di 2 e lo sviluppo
di v in fraziom continue coincidono a purtire da un determinato de-
nominatore ('), Questo potrebbe essere il p™* nello sviluppo di = e
il y™° (con p e v diversi) nello sviluppo di .

Procediamo per gradi, e snpponiamo, dungue, in principio, che la
relnzione d’equivalenza sir, con z posilivo

y =21 A.

In tale caso il teorema & evidenle, perché se lo sviluppo di = & rap-
presentato dalla frazione conlinna (f, t:. as,...), lo sviluppo di y sara
rappresentato dalla fraziome coutinua (w - A, oy, ag, ...}

Sempre con x positivo, supponiamo ora che la relazione d'equiva-
lenza sin quesk'altra:

|
xr

¥= (1Y

e 8CrIVIAmMO

.r:[ﬂu,ﬂl,-ﬂu,...,ﬂnlg). (E)

L'ultimo denominatore £ sariu renle ed irrazionale. Noi non fissinmo
gon precisione il numero n, ma, gineche sappiamo che la penultima ri-

dolLka % della fraziowe continna (2) vappresenta, per n abbastanza
1]

grande, un valore tanto vicino quante si vucle al numero positivo 2,
e sappiamo ancore che Q. , e Q, sono positivi, cosi noi stabiliamo
che n sin abbastanza grunde perchié Py, ¢ P, siano grandezze posi-

»
i " . . . P“ " # W
tive. Ma inoltre possiamo sceghere # in medo che Q, Approssiml In
m
N P

eccesso il numero z, e percid Q. sari maggiore (i Q (che lo ap-
n n—I

(1) L'unicitd dello sviluppo dl un numero In feazlone eantinng risulls sgevolmenta dulls defi-"
nizionk

=.-._—

==
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prossimera in difetto), dunque, tenendo presente che le Q non pos-
sono deerescere col creseere del loro indice, nei possinmo scegliere »
in modo che fra i due numeri positivi P, ¢ P, valga la relazione

Py > Py (3)

Ora la formula (2) equivale alla seenente altra formula

Pn& '—[_ Pn—t (:U

P — = .
Qn; _ju_ Qn—l

Dopo cid, si dedoce da (1) la relazione

B QII: S Qn—l -
V="PEFPas )

Si sa che, fra le grandezze P,_,,P., Q. , Q., vale la formula

Pn Q*.u—l. = ann—l — (__ 1)“- (6]
Ora noi sviluppiamo in frazione continua la frazione razionale }Qﬂ ;

& SCrIVIRIo
T = (Burbrs iy - - (7)

E facile vedere che, in generale, la frazione contimun
oy kv s bsy oo s ky)
si pud anche scrivere
(Foskayhagonn hp—1,1)
8¢ Iy, & diverso da 1, e si pubd serivere
70 0 T

se Ly & =1, percid la parita di m nella (7) & in nostro arbibrio:
dunque, fra gl elementi Py, Py, Quy, Q' delle due ultime ridotie

di (7), tenendo conto che & P'y—=—Q,, Qn=P"P,. PUSSINMO SCrivere
la formula analoga a (6),
(— Qu) Qut — PuPloy = (— 1) =(—1)~ (6)
Solfraendo (6) da (6), noi otteniamo
P{Qua -+ Puas) 4 Qu (Qua — Pyy) =0. (5)
Questa relazione & verificaln quando sin
Pooy=—Qua, Qua=P,y, (9)

B e T e T

- v 3
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e possiamo aggiungere che soltanto 1n questo caso © verificata; per-
chi, se non valgono le (9), si deduce dalla (8)

Pu Pn—l. - Q'm-—l
QH i Qu-—l _l_ l:“tn—l ‘

E ] -P - Ll - L} - - -
e, gincche L_)E & una frazione nwriducibile, si deve porre
n
‘ Pn—l i Q'Iu—-‘l _—:}-Pn

l cl!ll—i _!_ Iym—jl — },Q" (1 GJ

dove % @ un numero intero. positivo o negativo. Ma Qw.: non pud

essere negativo, e poi vale la (3), dungue la prima (10) dimostra che J.

& negativo. Ma allora, dnlla stessn equazione, ottemamo Q'y— > Py,

il che non & possibile, perché Qw—y 8 il denominatore dell'ullima ri-

dotta e P, & quello dell’ultima, ed & noto che tali denominaltori non

possono procedere decrescendo. Hestano dunque dimosirate le (9).
Ma allora consideriamo la fraziene continua

[b"! bll -= tbl'l-l'r'i}'
L'ultima ridotta ne sarvd, per quello che abbiamo ora dimoestrato,

BT Qﬂ*: i Qn—}
Pz + Pos

Ricliamando la formula (5). noi vediamo dungue che possiamo seri-

vere
EJ’:“)(:J?:,-- S

Se in quesla formula ed in (2) noi sviloppiamo In frazione con-
tinua V'ultimo denominatore Z, noi verifichiamo il feoremn proposio.
Supponiamo finalmente che la relazione d'equivalenza sia

y=—2. (L)

Rifacendo i ragionamenti di prima, seriviamo ancora la formula (2)
e la (4). Poi, al pesto della (3), seriviamo
Sl rjn*:r == l-jt:—l

7T QuEF Qua

(9)
—=P.

Svilupperemo in frazione comtinua la frazione razionale Q, e Si-
4

remo condobti a servivere, invece di (8), I'equazione
Pn {Qn—l — Q.m—l) — Qn [Pn-—l + P'Tu—ll == (), {8}'

Anche gqui dobbiamo porre

P‘m—‘_'{ — = Ij'n—l ' Q.u:l—l = Qh—-—l t (9},
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perchd altrimenti visulta

{ Pn—l ""“ P'm—l — ;‘;Pu
Qn—l = Q':n—l —— )'LQ“

8 troviamo Qn s > Qu, oppure Qs > Q.. il che & assurdo.

Da cid, in modo analogo a prima, stabiliremo, anche per 'equiva-
lenza (1)", il teorema ehe si vnole dimostrare.

Dimostrato che sia per le tre sostituzioni elementari, ssso risulta
subito evidente per un’equivalenza arbitraria.

(19)

Luotaxo Oroanpo.

_+-,‘_

SULLA RISOLUZIONE ASSINTOTICA DELLE EQUAZIONT NUMERICHE

col metodo dl Lagrangla

In questa breve nota faremo vedere come I'operazione di calcolo
approssimato delle radici reali d'equazioni numeriche col metodo di
Liagraneia si possa condurre e disporre in modo da farle acquistare
la medesima determinatezza o semplicita delle operazioni oidinarie
dell’aritmetican,

Osserviamo anzitutto che of potremo sempre porre nel caso d'avers
4 che fare eon un'equazione ad unica rudice positiva e {i dover cal-
colave questa radice. Infatli, se sinsi isolula una radice reale « tra
due numeri a e b, mediante la trasformazione

m_ny—!—h
Y+l

dove z ed y indicano le incognite primiliva e noova, s'oblerra una
trasformata ad nnica radice positiva, che co rrgpondera precisamente
alla radice a.

Sin dunque f(z) =0 un'equazione a coefficienti veali ad anica ra-

dice positiva z, e sia a la parte intera di questa radice. Mediante la
trasformazione

r=q - j
soltenga la trasformata
= n 1i—3 /(a) = fﬂp_i (a) [ {a)
¢ W)=r(a).y" 4+ (a).y— a1 ¥ ...+ m—niY o1 =0

g v I T ST e i e ST g e

S S R e

PR T /T e Se,
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Quest’equnzione ha uniea radice positiva, per coi il primo mem-
bro mula segno una volta, e solo una, mentre y cresce da Oa .
Ne segue che se § & tal vadice, Ia sua parte intern 4, 0 secondo gno-
ziente tncompleto dello svilnppo di 2 in [razione eontinna & il mas-
simo valore intero positivo di y pel quale ¢ (y) abbia ancora il segno

()
i o (0), ciod di "(,"] :
Rurring, perche ¢ (b) non & alivo che 1l termine noto della trasfor-
matn alle radicl dimimuite di & dell’'equazione o (y)=0. Per cid, se
diminnendo d'nn certo intero posilivo le radict dell’equazione = (y) =0

1
avremo ollenuta trasformnta & termine noto del segno di ! ;(,ﬂ} , Po-

tremo ancorn diminuire d'uon numere intero positive le radici della
trasformala; le diminumiremo invece d'un inlero negalivo, ¢iod le an-
menteremo, se 9(y)="0 e la trasformata avranno Lerminl noti di segno
contrario: e cosi, mediante una sola trasformnzione o con pin tra-

sformazionl successive, perverremo fucilmente al nomero b, che &
massimn solozione intera dell’ inequazione

¢(y).p(0) >0

ed @ unica soluzione intera positiva della

(@) -2(¥-+1)<0.

In modo analogo si ealeolera 1l secondo quozienle incompleto dello
sviluppo di 3 in frazione continna o terzo quoziente ncompleto dello
sviluppo di z; e cosl via,

L'equazione o (y)="0 & trasformata alle inverse delle radici delln
trasformata alle radiei diminunite di @ dell'equnzione f(2)=0; e pud
esser nfile osservare che '

f(n)

fa)

per un conveniente valore di v compreso lra a ed =.
Par fare un esempio consideriamo |'equazione

Si calcolerd quindi facilmenie eol quadro di

T
|

¥ —2x—5=0.

Essa Lia uniea radice positiva, che & tra 2 e 3. Indicando con 2
questa radice, si ha quindi Ehe

r=2- g
U}
dove i > 1. Facendo la frasformata alle inverse delle radiei della

trasformata nlle vadici diminuite di 2 dell'equnzione in =z, s'oiliene
I'equazione

i —104* — By — 1 =0,

S g E_—:.:-_mi———__‘_._‘...!_'_

S

= = = = il

. e
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Questa ha unica radice positiva che, come fu gia detio, & mag-
giore di 1; la sua parte intera & quindi il maggior valore intero
di y pel quale il primo membro abbia aneora il segno di guando y=0.
Si vede subito che il primo membro #*(y —10)— 6y —1 ha ancora
il segna di —1 quando y—10 ed ha gia mutato segno, & positivoe,
quando y=11; detia parte intera & dunque 10 cosiechd, per couti-
nuare lo svilappo in frazione econtinua =i porra che

1

Facendo la trasformata alle inversa delle radiei della trasfor-
maba alle vadici diminuite di 10 dell’equazione in y, s'oftiene 'equa-
Zione

61z — 942° — 20z — 1 =0,

La parte intera dell'unica radice posiliva di quesia equazione & 1,
e, per ¢io, volendo continnare lo sviluppo in frazione coniinpa, i
porria che

1

®

a—1-

La btrasformata alle inverse delle radier della trasformata alle ra-
diel diminuite di 1 dell’equazione in z &

du®+ 250 — 89u — 61 =0.

La parte infera dell'unica radice pesibiva di quest'equazione & 1;
per continuare lo sviloppo in frazione continun, si porrd quiudi che

1
=1+ ri

Si lark ora ln trasformata slle inverse delle radici della trasfor-
mata alle vadici diminuite di 1 dall’'equazione in u, ece.

Siceome 1 coefficienti della trasformata alle inverse delle radije
d'un’eqnazione sono quelli d'essa squazione presi n ordine inverso,
per il metodo di Lasrawara torna molto comodo far uso, come fu
gil osservatbo, della regola di Rurriwg, (') nell'applicarve la quale con-
verrva operare allernamente da sinisbra o destra e da destra a si-
nistra, come mostra il seguente quadro di calcolo relativeo alla ra-
dice di cul ¢i siamo oecupali:

(B VL F Gioping, Metodns dil Kgwron perfesiondato ¢ woro metodn pel caicolo assinlolice dells
vadicd reali d'egnazioni: 1Y Esempio, velalive nole; R, Ace delle Sclenze di Torine, 1904-005,

— #l.-: 'r_u-'

et S et

0 r—Te S e S ™

paed” e e g T e g
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Genova, marzo 1907,

4D

1 0 — —5
0 2 2 — 1
4 ! 10
1 6 0 10
5 — 10
Bl T — 20 —1
1 — 33 —53 | —5d
a8 | —25 ,
ti1 80 =59
10 — 183
71 123 — 187 — 54
2 19 — 149 | —352
161 | 173
71 303 =179 1
124 — 531
195 — 407 883 - — 355
3 178 — 349 | — 1399
763 | 1040
195 1348 541 1
1839 858
2084 1031 9957 — 1499
1 3115 358 | — 541
5199 | 6037
2084 7983 435 1%
2063 — 927
3 26840  —R1061 — 18419 — 541
Dal precedente quadro visulla che = & compresa tra
A el e I LG T A O
e
2|1;1;1;1;1;1;1;1'1‘,
Fgeg "L B0 B B R L R
psginn che
HeO67 50H5H2
31072 — ¥~ 24135
o che
2 094551482 L. > >2.004551481 . . .
per cui
x=209455148 . ..
F. Giupiozs.
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RISOLLZIONT DELLE QUISTION 732, 733 & 731

T332, Essendo dute e parabole arenti lo steaso usse ¢ lo stesse verdiee, ro-
viere il luoyn det punte @incontro di una tangente dell’'unn eon uni finyente ad
28sa pevpendicoliore doll'vitra.

E.-N. Barisies,

Risoluzione del prof. V. Reinli di Milano.

Sieno A ¢ B i fuochi delle parabole date y* = 4duzr, y* = 4br (viferite oll'nsse
e mlla tangente pl vertice) e P un puntu varviabile del cerchio U* deseritto sil
diametro AB: le retie PA, PB hauno per eguazioni viapetlivamente

.!,J:J-[I-'—ﬂ], y‘—_—%lﬂ'—bh

dove 2 & nu parametro vaviabile, e tugliuno 'asse delle y vespeitivamente
nei punti A' (0, — 54), B’ (B.-—:’-—): le equazioni delle relle A'M, B\ resp. parallele

n I"A, PB sono dunque
A% - hy 4z =D,
?-!I — ?-y + = l:h

che risolute rispetio .y daono le coordinate di M, giog e equazioni parnme-
triche del lnogo eercato -
al® b —aa'+ b

1427 yzlil—j—}.:j’
eliminanda 2 abhiamo I'equnzione cartesiana
¥ ix - a)lz 4 b) + (2F — ab)* = 0,

L= =—

1l lnozo rigliesto & dinque una quurtica vazionale deila =estn clugse, simme-
trica rispeito all'nsse delle z. Der sup) s punti deppi, i due c¢he cadouo syl

Passe di simmebria banno per ascisse & — 4+ Yab; Paltvo & all'infinite sull'asse
delle y. B da wotarsi che i irs punts doppt sono biflecnudali, vssin la quartica e
auk demnigewle: proietiiva. Tangenti nel punio doppio improprio (esintoli reali) son
leyelle 2 + =10, o 4 bp— 0, vioé le parallele all'nsse delle y comiotie pei puuts
simmiotricl def fuocli vispetto nl vertice,

La quartien e quadruplo contatic col cerchio C% 1 egunzione

Vii+lz—a)z—0)=0:

due punti di contatio soun sall’ssse dells v, gli altrr dne sono 1 punti eiclici. 1)
conlry di C* & dungne anche il fuoeo stngudore dellan quarticn, ossin fe pprte Jso-
trops ngeenti du gnesto punbo somo gli oltri due aszintofi delln cuire.

Lan quarties i due figure ben differenti secondochs lo due parabole sono da
uun slessa bands o da bande opposte del vertics comuns - nel 1Y easo, & i >0,
| dae pnntr doppi al fiilo sono renli e i dye conbathi col eerchio C, snll'nsse
dells », sono imaginari eoningati; nel 2° cuso sono reali quest'uliim e imaginar
comiugali I due punti doppi al finito. La curva @ tatta cumpresa nella styiscin lim-
tatn dngli assintoti reali, e quindi, se b~ 1), il punto doppiv esferno alla slrisein
e ixuluto,

Una costruzione semplice delln normale alla quictica in wn sno punto qua-
lungne M & Ia seguente : se le refte MA', MB taglinuo vegp, in z, £ lasse delle
];mrnhnlu, presi i punti e, &, ordinatamente sinmetyici di 2, § rispetto nd A" e B
R normale in M prssa pel centro del segmento a'f,

¥

-l T

e A M e B iy
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La guartiea in discorse & anche lo inviluppo delle podarvie di una delle due
parahole date rvispetlo ai punti dell’alira ece, ece, |
Altva risoluzione del sig, Adolto Vacchi, stadente nolla R. U, di Bologna.

v 33 Dimostrare (Y che

L)
Ar=10re fcpe -i'—

sen o eos® w gdw =nt
— S AnT
Va® — b cos*w 40
. e |
ﬂ'—'——_.—

E-N., Banisies,

Risoluzione del prof. V. Retali di Milano, del sig. Roberlo Rossi dell’Universita di
Manchester, del prof, Aldo Finzi di Reggio Calabria e del sig. Adolfo Vacchi di Bologna.

Ponendo 9 cos w =z 'integrale proposto diviene

L] ]
The '1 z'dz a® =
perchi & uoto che

il |} 1
f e :; VIl — 224 —saresenz + e

|1 —=* - 2

T34 Essendo MMl i piedi delle normali vondotte da un punto P ad

usna parcabala, trorave :

1° & tnogo dei punti P pei guali Varea del triangolo M;MgM; 2 eguale o0 nno
cosiante dnin K=

20 i luogo dei prati P pei quali § tre punti MyN-M; sone fn linza retia.

K.
Risoluzione del prof. V. Relall.
17, L'aree del triangolo di verticl (xyn ), (2uys), (2sye), inscritto nella parabola

1 : " : _
= 2px & espressn da i (n — w2l (e — y5) (ys — yn): se § vertiei sono i punti

d'incidenza delle normali eondotte slln parabola dal punto (£, %) le y sono radici
della equazione .
_ W+ 2p—8y— =10
Abbiamo dunqgne:
16p%4 = (py — yo)® - (g2 — 1) (ys — 11)*

e, ticordande che il prodolie dei quadrati delle differenze delle radici della equa-
ziome y* 4-ay+ b=10 & — (27" 4 4a®], troviamo per equazione del luogo cer-
calo, dopo soppresse il Intlore 44,

4 + 2TptT + By (p— 2P =0
che rappresenin una avilnppata 3i parabela

2° La parabola essendo del 2; ordine, i punti M;, M, M; non possono esaere in
linea relta, aliro che sé due di essi coincidono. 8i ha allorn &= 0 & l'equazione

precedeule diviene
21 p*n*+8pp—E)*=0

che rappresenia 'evolutn della data parabeln, come era facile prevedere.

; 3 . Tat
!, Nell'vonuoiate ern meorse on errore, 2ssondo stato posto nel sevondo membro — T ILVOQE
i

ﬂl_ib’—"
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QUISTIONI PROPOSTE

736. Se K, K.... K, sono tutti numeri interi positivi non mag-

glori dell'intero « che non hanno per divisori delle potenze & si ha:

L
=1
W

L1n

1—=1 Hl
- L] -n_- w ] [ ] - |
(dove il simbolo V' indica la radice A™ a meno di un” unibi),

G. B. Zecca.

737. Sia N il ponto d’incontro della normale ad un ellisse in un
punto M coll’asse maggiore di guesta, P il piede della perpendicolare
condolta dal centro alla parallela alla tangente in M, condotta per N.
S1 trovi Tarea della enrva luogo di P, che @ una ecarva unicursale
del 6° ordine, E.-N. Barisier,

PER L'UNIFICAZIONE DELLE NOTAZIONI VETTORIALI

[ professori Bunavi-Fowr: ¢ Mancoroweo hanno inizialo nei Rendiconti del
Urreolo matematico di Palermo la pubblicazione di nna serie di Note, allo scopo
di prendere in esame i diversi nomi e segni proposti da vari sutori per il ealcolo
velloriale, e studiare la scelta o formazione di vn algoritmo per proporlo al pros-
simo Congvesso internazionale di Roma, affinchs da ifnesto vengr solennwimente
covsigliato eome linguaggio vettoriale wnirersale.

L'importanza notevolissima che il calcolo vattoriale ha gih ragginuto, e che va
oguora crescendo in vista delie soe applicazion, rende sommamente atile l'opera
a cui si sono aceinti i due egregi professori, e poiché per un lavers sintetico di
tal genere ocoorre |'aiuto di fntti coloro che si sono specialmenta dadicati alio
stadio 1n quistione, essi ehindono la loro prima nota eclle seguanti pavole :

* Ai eolleghi tuiti rivolgiamo caldo appello di interessarsi nlla imporiante gque-
stione: i loro pareri. i loro eonsigli, il lore aiube con nole bibliografiche, sbo-
riche, see., savanno aceoltl con riconoscenza, @ ol SArAUNO utilissimi, non sole per
condarre a termine il difficile lavore, ma per ginngere a queile proposte concrete
che devono rappresentare quanto di meglio & possibile ottenere praticaments nelle
condizioni abtuali dells sclenza e (elle app]fgﬂﬁnni =

Tarinn = . Burari-Fontr
e R. MarooLongo.

Il Periodico & Tieto di cooperare indireltamente all' importante opera, dando
pubblicith all'wppello rivolto dai proff. Burali-Fouti e Marcolongo n tutti i colleghi.

EERATA-COEEIGE,
Annata XX, fase. TV, pag. 180:

inveey di: %“F—f*,ﬂ.*i*ﬂ?"—"lh 1 ]EEEI_; —:—[_ui—.“-!-ﬁ}zﬂ.
- H. Yorsa - W. H. Youna,
Amuata XXTT, fane, VI, pag. 202 lipes 10:
: L et =03 . Ga? =2
invaen di: vy g legen: Sab

GIULIO LaAzzort — Direttore-respensabile
Finito dl stampure il 41 lnelio 1007
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SOLUZIONE di un sistema omogeneo di 2 congruenze lineari

ad 22 incognite rispetio ad un modulo qualunque (")

I ebiar@e prof. Gazzaniga nel suoi ben noti * Elementi della
Teovia dei nmmeri , (eap. 2°, § 9), dove pure sono esposti non pochi
dei piit recenti rvisnllali di guesla scienza, accenna brevemente al
problemu della risoluzione di un siglema lineare omogeneo di con-
gruenze e hmitatamente al easo di nn modulo primo.

Scopoe quindi di gqueska breve nota & di presentare uno studio ge-
nerale ed esauriente della questione, coll’assegnare in primo luogo
Ia condizione necessurin e suflicienle per la risolubilitia del sisiemn
con numeri non tutbl nulli vispetto ad un modulo qualsiasi, delermi-
nando snccessivamente il numero delle spluzioni distinte ed indicando
il mode per oftenerle, e col mostrare in fine come non sieno buite
indipendenti ma deducibili da alenpe di esse.

Per ragginngere tale intento nel modo pii semplice mi sono valso
del coneeblo di caratleristica di un determmante rispetto ad un mo-
dulo qualsiasi, e di quello di gruppoe addiiiive.

1°. Dato il sistema:

Ayur—+ Gels—+ ...+ oy =0
(fay 29 =+ (oa Lo~ oo o = (o By = 1)

___"._'__..Jmudm (1)
I I1+ﬂllﬂrl+"'+ﬂﬂ-ﬂ'rﬂ§f}
dove s & un infero qualunqgne, e posto

A=2A4 Onlleg... Ay

s'indichi con Ay il complemgpio algebrico di ay. Eseluso il easo A=0,
che facilmente si pud trabtare con la sola teoria delle equaziom li-
neari, suppongasi che m e A non sieno primi tra loro, per eui, detto

5 —_ :p].rl . Pﬂv: — prl"!

(!} Per nn largo stndio soprn argomenti affind 1l lettore pno eonsultare 'opera dello Strevroes:
Exani sur Ll thdorie des mombres, Paris, Gautlier-Villars,
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il loro massimo comun divisore, si faceia:
A=3.Q0 wm=3.q

con € ¢ manifestamente primi tea loro.

Suppoeniamo da prims che non lukti i complementi algebvici delle
sieno divisibili per Z, e si trovino in guesta condizione

:151, -L!'I.LE - n Hiﬂ-
Dalle identita:
H“ﬂu—'—ﬂmﬁu"—...ﬂmﬁmzﬂ |

fpn Au T ﬂm'ﬁ:u Tass g Ain — A
ﬂmﬁi—f‘ﬂnaﬂm—f—---ﬂmﬂinzn‘

moltiplicando per ¢ si oilengono le congrnenze identiche:

FE—_—

! “_l--l‘ﬂ.-\"l! (=

ﬂu.&u.y‘l—ﬂﬁﬁuig.q_‘:‘—---_i"‘ﬂm Am-qE”
ﬂnﬁu-q-f—ﬂuﬁlsq; —I—*.*—]—ﬂmﬁm.g“:‘ﬂg mod .
G An. g+ @ieAng ... ttaw Afy . g =0

e si conclude che le (1) ammettono la soluzione:

©r=An.g H%=Ap.q...7.=Ay.q modm,

in cui le « non possono sssere tntte nulle, mod ut, poieché altrimenti
tutte le A (r=1,2,...n) sarebbern, contro I"ipotesi, multiple di 5.

Supponinmo orp che tutle indistintamente e Ay sieno multiple El
di 3, e sia: _ _ * 4
D = LI T P :‘;
il piu grande dei loro divisori comuni eomposto con i soli fattor: %
PrU Pug Pay e P i
Per una nota propriefd dei determinanti reciproei si ha: {
Jn—-—lz_ Etn—lb _ Q(n—n = Dﬂ ‘ &r‘ [2,]
dove A" & il determinante il cui elemento generale & } '
Ay
F '

e dalla (2) si ricava quindi che Q dev'essere divisibile Per Py, Pu... pr.
Ammesso ora che tali fatfori entrino in Q rispettivamente con gh
esponenti i, pa,. .. ftr, SAFA:

Q[u—‘l] =pllnlfn=—-h o P#"{n——l} ] Q:‘lI
¢ dovendo per la (2) essere Q" divisibile per

P'Ill'n_il_rl . 8w pli‘l‘:n—i_hl fl.".‘
-.1!{ {
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se ne deduce:

wr—1)=dhn—+v p= A2t vy

n—1

(3)
el =1 Yy
wefn—1)z%hntv L= e

Cid premesso, osservando che da gunnto precede e dalle stesse
relaziont (3) non si pud dedurre se p; debba essere maggiore, eguale
o minore i 2, -+ v, conveniamo di indieare con s; la somma A -+ v
nell’ipotesi iy = 2+ %, menlre se p < v+ ) si rappresenfi con o
la frazione

}-I - 7 + Wi
n—1 ° )

qualora sia appavente, o diversamente 1'intero sucecessivo, Cid stabi-
lito, ne viene ehe la differenza

{:"-I _]_ "*"1) — Oj

si riduce a zero per i = X+ vi, mentre, se b, < A - v, essa risulta
posiliva & sempre minere di » sin la (4) apparenie o no,
Posto ora
=" P Lyt

si dividano per & tutti 1 complementi algebriei di A: dico che i quo-
zientl non polramno esser tubti divisibili per 5.
Infatti per ipotesi:

Aj=pin=*, ..ot Ay,
dave non butti i numeri A’y possono essere divisibili per tutti i faf-
tori oy, Pey .. -2, @ quindi ne viene che:

Ay

-
iw

=p1|'1—3-1—ﬂﬂ i prll‘r-—:’d—ﬂr] : A'U '

essendo 1n ognl caso
Vi + Jq — Oy < Y

non polra essere diyisibile per
0 — Pl;’ P L LT

gualungue sieno gli indici ¢ ed .
In conseguenza, esistera un indice ¢ pel quale

Ai.‘l A_LIE A—ln
- 2 - j e -

non sarano butti divisibili p_m.' 5.

[ —

T
=

| el ey o ]

Tl s T e W i =1
- ~.

. T W -
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Considerando ora le identitas

A | A
= f]+ g 7 - ...ﬂ;n?.Q’:n
ﬂ:i A Ajn -'i
ﬂu—j-q—]—ﬂ;g flf(:...ﬂiﬂ E‘ .ng . g
j!""'Lll.l Eﬁjﬂ Atu

{in = q+---ﬂni '11'. .q—F...ﬂm—‘_hﬂ.q:U:
e ricordando che

=(p"...p") . Q=(p...p7) (pr.. . p=*) . Q,

e che per le fatte comvenzioni e
= iy

risnlta immediatamente che % .q & multiplo di m=3. g, e che quindi

— mod m
'

ﬁu __.ﬁ.m _.A
—q, ﬂ;nz?.q...xnz

costitmscono una solnzions di (1) in numeri non totti nulli mod .
Rimane cos1 provato che il non essere A ed m primi tra loro &
condizione sufficiente alla risolnbilith del sistema nel senso indieato.
Dimoskriamo ora che essa & pure neecessaria,
Supposto infatti che il sistema (1) sia solubile eon numeri non
tutti nulli, mod m, indichinmone con

mlzﬂ.“? Lg=— 08 4 ossiln—0Cyn, mﬂ'd h

una tale soluzione.
Dalle 1dentita -
Aty 1 Qe 1+ . .. Oinlly =90 . k

(=12 ...n)

§1 rCava

Atxy=—m|" """ """"|;

lllllll

ed analogamente per as, 0s... o, € quindi, non essendo butte le o
nulle, mod m, = non pud esser ‘primo con A.

Se m=p numero primo, dev'essere allora A mult.lp]n di p.

Nel caso particolave di una sola congruenza con una sola inco-
gnita

0, mu& m,

axr

o
e ——

i
-

e

e e L T

- T ='Hh- E-;‘-Hrﬂh_.l“—.-.-l‘. i,
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se A=—a & primo con i, eS8A & solubile solo da =0, mod m; e di-
versamente posho
a=5.Q, m=25.4,

si scorge immediatamente che essa © soddisfatta de
r=q, mod 7,

o che anzi ammette le 3 soluzioni incongroe mod m

q. 2.9, 3.¢,.-:,0.0=1m.

90 (‘onsiderinmo ora il sistema omogeneo di » congruenze rispeito
ad un modulo primo p

an®y —+ tig =+ . ..~ amze =0, mod p, (5)

e supponiamo che A ed i suoi minori fino 2 tutti quelli d'ordine »
inclusivamente sieno tubii nulli mod p; mentre tra quelli d'ordine
(r—1) ve ne sia uno almeno non multiplo di p e quindi primo con p:
in altvi termini supponiamo che A abbia per carvatteristica, mod p, il
numero {r— I).

Immaginiamo quindi nominate le incognite e disposle le congruenze
in modo che il minore di A formato con le prime (»— 1) linee e co-
lonne sin primo con P, e consideriamo il determinante dovdine »

(lyy(lyn . - . Otk
[ ﬂ ﬂ .--a
:‘i = giuen ]3]

essendo h uno qualunque degli indiel
r,(r--1),...m,

e si rappresenti con A” il complemento algebrico di ¢.., che, per
quanto precede, sari primo con p.

Gli element
t!]"l ' “ﬂ' * 4w u]’{r—‘lj

POSSONO Sempre Supporsi non tutti nulli mod p.

Qe infathi esei fossero tulti multipli di p, non potendo trovarsi nel-
'analoga condizione tutti quelli di A7, ne viene che aggiungendo alla
linea #*™ di A’ nleune delle linee precedenti, si potrebbe sempre far
in modo che detii elementi rignltassero non tubt nulll, e €0 senza
alterare A’ né A”. venendo cosi a sostituire in (5) alla congruenza di
posto » un'allra equivalente.

Cid premesso, consideriamo il sistema:

i1y -~ Andfa 1 .- -+ @,_Yr— = In
ﬂu!{: + ﬂuy:: 1 e w s + ﬂr_tﬂyr—l = iy mud p (5}

e—u¥s = Qage—nYs 7« « « 7 Or—axr—alr—a == Grir—1)
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da cui si rieava, essendo Ay 1 minori di A” d’ordine (r—2),

A =taldy+ awdig-... rfr—a)Asir—1)

ed analoghe per wi, vs. .. Yra.
A" per ipotesi & £0, mod », e d'altva parte non pud essere, gua-
lunque sia 1=12,...(r—1),

g Aﬂ + ﬂﬂ.&m *4a ﬂ:;r_:l}ﬁur—u =1 {?J
senza che, non essendo tutti nnlli, mod p,

On1 @iy o oo Wyr—y),

siz nullo mod p il determinante reciproco di A”: ma gnestnltimo &
primo con p e quindi tale sard il suo reciproco, e si conclude quindi
che la (7) non pud verificarsi qualunque sia 7 e che percid il sistema (6)
& solubile con numeri non tukii nulli, mod p.

Dopo eib detta

h=h, ylEls-u-yr—-i_Elp—.:,

una tale soluzione, consideriamo il determinante che si ottiene da A
aggiungendo all'ultima linea orizzontale le precedenti moltiplicate ri-
speflivamente per

-

— AL Ay u o — Ay

Il determinante non muta dj valore, e sviluppato secondo 2li gle-
menti dell'ultima orizzontale che, ad eccezione dell'ultimo, sono tufti
nulli, mod p, ei da:

ﬁ' = &" . (ﬂﬂx = 'ﬂl]lli = ﬂ’ahlu wo s — Wir—13h o )ur—u)-

Ma A’ che & d'ordine », & per tpotesi nnllo, mod p, e quindi non
essendolo A” si conclude:

dyy — ulh;-l — ﬂ'gh)..g I ﬂ'l'r—ljhl{r—l] =) mod D-

Se ora si ricorda che % & uno qualungne dei numeri
" (r41),... =,

gl conclude che tutti gli elementi della linea »*™* soup la medesima
combinazione lineare degli elementi delle linee precedenti ed appar-
tenenli alle loro rispettive colonne & che quindi I'r*™* gonoruenza
dipende dalle precedenti al pari delle altre che le snceedono.

Concludiamo che se il determinante di un sistema omogeneo di n
congruenze ad # incognite, mod p, ha per caratteristica (» — 1), nel
sistema possono esservi al pi1 (r—1) congruenze fra loro indipen-
denti.

S1 prova perd subito che ve ne sono sempre (» — 1) soddisfacenti
a tale condizione.

ey, o

s VY g s e L =

Ih“-'.h o iy
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Se infatti tra le (»r —1) congruenze

HTEN dialy + v —I— [ o — ﬂ, mod P,
s (LT 1)

L

ve ne fosse una consegnenza delle rimanenti, nel determinante A" gh
elementi d'una orizzontale dovrebbero essere congrui, mod p, alla stessa
combinazione lineare degli elementi delle altre orizzontali ed appar-
tenenti alle loro rispettive colonne, e sarebbe quindi A" nullo, mod p,
contro 1'ipotesi.

2 Dato ora il sistema (5), e supposto che A vi abbia per caratleri-
stica (r— 1), econsideriamo l'altro:

s - @iaTa —F + o « - Tty - Bey =— (A2 =+ .« QwTa) mod P (8)
i—(1,2...(r— 1)),

in eui A"=3 + Guas ... G_1x—y © per ipotesi primo & p.
Attribuiamo alle % — (*— 1) incognite

Lry Ly—1y 2Ty
valori arbitrari imter: per es.:
mrEBr,I‘ri—lEBr%I!'"IIIEaHI mod p.
Al sistema di valori (3) corvispondera per le
Lty Loy oo o Ty
pno ed un solo sistema di valori
B1y U2y e Frty
comungue risultino i secondi membrl
i ("1:?: T vien ﬂm?u]:

inquantoché A" & prime con p.
Ad ogni sistema (3) viene cosi snbordinato un sistema (=), & le (§)

& le (2) col loro insieme costitniscono una soluzione di (B), e quindi
anche di (5).
Ma tutti i possibili divers: sistemi (3) sono in numero di

=1
P;t (F !-‘

e quindi altrettante saran® le soluziom di (5), le quali differiranno
ira loro almeno pei valori delle

Lpy Trepy = s &Ly

Se la carabteristica di A ha il sno massimo (n—1), 1l namero
delle soluzioni si riduce a p.
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4. Consideriamo ora il caso che il modulo sia una quulsiasi po-
tenza d'un numero primo p, p™ non prime cou A, ed ammettiamo che
solo tra 1 minori d'ordine (r—1) se ne trovi uno primo con p, mentre
tutti quelli d'ordine maggiore sieno divisibili per una qualche po-
tenza di p: inalbri termini A abbia (r — 1) per caratiteristica, mod p,

Indichiamo quindi con p™ Jp massima potenza di p clie divide A
e tuthi 1 suoi minori fino a quelli d'ordine (r— 1) eseclusi,

Con un procedimento del tutio analogo a quello usato preceden-
temente potremo sempre immaginare trasformato 1l sistema (5) in
un alfro equivalente senza che percio venga a mofare A, e che, nei
rapporti della congruenza, mod p™, vengano a mutave i suoi minori;
iniendendo eon cid chie se un certo minore ern prima della trasfor-
mazione divisibile per p™ | tale si conserva anche dopo, senza perd
che si debba verificare in ogni cuso I'inversa,

A verrd cosi ad assumere ln forma

ﬂ'j_[ ‘flﬂ‘ - ulhr__“ aj]- . f?_]_u

{ET Mg v ow e flape—yy iy, -+ » My

- L] L - - - ] = - e - - -

Que—t (r—e . . . Opr<sfr—11 Cireqir + .« . (7 r—1

U () = {) yr v o &Ly '
G ( . U Llr21)p « « rLajn
D U i = @ [] Im’ ¥ oW W f’{]]_ﬂ

dove o, rappresenta come gl S 2 lespressione
Bee — My Gas— Fa flgr — . . .~ Jry vty
ed analogamente per le alfre z, ed 1l minore

=
- i ﬂil"ﬁ - r‘{f—-—] Hr—1)

81 suppone primo con .

Se ora poi si osserva che tuldi i minovi di A d'ordine », che
hanoe in eomune il determinante delle prime [r—1) lines e colonne,
in seguito alla unova strottura di A ussumono la forma:

v
- PP Mgy Oge . . L ir—iHc=1) 1

se ne deduace in virti dell'ipotesi e (i quanto precede che:

Z. X # tp teg o . < lir_qur—q =), mod p

ed infine che:
a=1, mod p™,

Ponendo poi mente al sistemn () cosi irasformato, si scorge che,
mentre si pud asservire, come nel caso di un modulo primo. I'indi-
pendenza delle prime (r— 1) congruenze, non si pud pero concludere
che esse sieno le sole indipendenti.

[
-
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Infutti, menkre il sistemn formato con le prime (— 1) congruenze
o sempre risolubile, qualunque sieno i valori, mod p, che si possano

atbribnire alle
ITI mf—ri . @ # qu

al contrarvio per le (n —(r — 1)) congruenze:
Iir Ly + Oliir=1) Friy ‘i_ RO (e o2 ) mod .

dove § & uno del numeri
ror—1,...1,

non =i pud ammellere la slessa proprieta altro che con le condizioni:
2 = i =...2m=0_0, modp*,

le quali. in zenerale, non si verilicheranno.

Nel easo del modulo p™, la earatteristica di A ci da quindi sol-
tanto il minimo del numero delle congruenze indipendenti.

Da quanko precede risulla ora che il sistemn proposto si scinde
nei due:

{111 L1 + M1e X'« == . as Ma Ay = n l
. —t— .. flgi L — 'I}
flpy Iy “‘I._ WTag T'g i A n lTlﬂd 3"" {”)
ﬂ'_r_”L I[ N f'r‘r_glﬂ Iﬂ T ewme ﬂ{r—‘l?" IHE D
a"i"t" ':rr ml' Efrr;lll II'— 1 & ®® 11-“ 'lrIl - D ]
" - " ® " - ]nnd p“l (1]
Tur L'e T Lyir l-T:+—I + v » Uyn -rll — 0 ]

e che il numero delle sue solnzioni e le soluzioni stesse dipenderanno
dal sistema [z). .

Come s'& visto, i coeflicionti di (=) sono tntti nnlli. mod p™, e quindi,
dividendoli tutti per p™, la risoluzione di (z) si farii dipendere da
quella del sislema:

ey R I"EUI ’
5 e v (o e wen) QAR (%)
o B T e ol T =1\ ’

Supponinmo orn che

»

2t oo i'lr FIRT=11 » =« = < an
sia primo con p. In tale ipotesi (') ammeite I'uniea solnzione (§ 1)
m—lul‘

= =r09=..-%u, mod p

e quindi (z) ammetle le soluzioni:

=k P et = ke UL B =k pt ™ mod U

e T ———— el Ty

—— e gt m m=

=
P————

- I T L
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dove le k possono variare, indipendentemente I'una dall’altra, da 0
& (p™ —1), e che sono, manifestamente, incongrue mod p™ ed in nu-

mero dj
(R,

Ma ad ogni soluzione di (2) corrisponde una soluzione per (a), e
quindi ad oguni soluzione di () una soluzione di (1) ed a soluziom
diverse per (z) soluzioni diverse {(almeno nei valort delle o, 2,y . .. ay)
anche per (1),

Se

E = E:J:T m'[r FINTLL) » = « ¥ on

non & primo con p, il sistema (=), oltre alla soluzione nulla, ammette
pure (§ 1) soluzioni con numeri won tubti nulli rispefito al modulo,
e detto o il Joro numero, si dedmrra come precedentemente ehe il
numero delle soluzioni di (z), e quindi anche di (2), surd dulo da

a . (p™)—",

Posto ora che »y, my abbiano vispetto ad [«') lo stesso significato
di » ed my rispetto a (5), si avrd per o 'espressione

- — (pmgjﬁ—{r—ll—{l'r‘} .Gy,

dove o si ridurra all’unith qualora il determinante dedotto da (2)

nello stesso modo che
Tl '

— i SE"H...Inu
6 stato dedolto da (5), sin primo con p, mentre che diversamante g3
indichers il numero delle soluzioni di nn sistemn (2°) elie sta rispelto
ad («') come a' rispetto a (5).

Avremo guindi che il numero delle soluzioni di (5) verra dalo dulla

formuln:
(pmiJn—{r-—ij [ [pmg)u—[r—lp-—[r,—lj . O1e

E ormai palese, dopo cid, la strubbura della formula clie sommi-
nistra il uumero delle predette soluzioni e come esso dipendn oltre
che da p e da » dai numeri my, wts, ...; #7900, .. & si comprende
pure come fnli soluzioni si possano determinare in 0gnl caso per
un p" qualonque.

Se mi=m la questione si semplifica notevolmente- come nel easo
di un modulo primo le congrnenze mdipendenti sono in numero di (r—1),
¢ quindi pel numero delle soluzioni si trova:

(),

come st kroverebba pure gualora, pur essendo my < m, bulli i coeffi-
clenti o del sistema (2) fossero nulli mod p=,

&% Per teablare ora il easo generale di nn modilo gualinguoe M
supponiamelo scomposto nel prodotto di due fattor; M, My primi ira

- gt ——— A

o g™ g R e T = et (e U SR NP

L i Al Lore e A AR s e T B T A et s g g S PR A A 2
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loro, ed indichiamo rispettivamente con o, 9s il numero delle solu-
zioni di (1) vispetto ad M, ed Ms.

Qe entrambi i numeri M, , M sono primi con 4, tale pure essendo M,
ne segue (§ 1) che il sistema (1) ammetie l'unica soluzione nulla
o g, — 05— 1: diversamenfe uno almeno dei due pumeri ¢ sara mag-
giore dell'nmba. |

Sia ora:

Ty — 2y Ta=2Aas.sln— &ny mod Ml1

ana soluzione qualungue di (1) mod Ms, e parimenti

-

1‘11: =119 ﬂlﬂlj M=?

I

:!:1 — :;u-l’ Iﬂ I-iiul I
una qualsinsi soluzione mod M..

Com'd palese:
(9] Py— Mﬂ:\!l —l“ M;;S'], IE_EME‘Iﬂ—]— M;ﬁip..ﬂfn.‘_:_ Mgﬁn—l_ BIHEH, ﬂlnd M,

costituira una soluzione di (1) mod M.

Combinanido guindi ciaseuna soluzione d (1), mod M, , con ciascuna
di quelle, mod M, otterremo cosi un namero di soluziowi di (1), mod M,
che verri dato dul profdotlo c.scs: dico che esse sono Incongrue,

mod M.

Awmmesso infatki che per i=1,2,3....n
Mg"i "I— Ml.BI i MEI’[ —|— Ml?al'| . mod M,

dove con le z e le o s indicano due Jistinte soluzioni, mod M, , e pa-
rimenti con {, B due distinte soluzioni, mod Ms, se ne dedurrebbe:

My (z; —a ) =0, mod M,
M1 (5’1 — ;fij} ED, - mod Mi

e gaindi:
0= :l:r;, modl M1 - B—, — B‘h moil Mg

contrariamente all'ipotes.

Premesso quindi che, per I'omogeneitd del sistemu, moltiplicando
una soluzione per nn intero qualsiasi si otfiens uni nuova solnzione,
proviamo eome veni solanzione di (1), mod M, s1 possa pdarre alla
forma ().

Ammesso infatli che ;=p, mod M, (i=12, .. .2t) sia una di esse,
5 chiaro che dovri essere sontemporaneamente:

o = e, mod M,
FiE 311 mud ML'_I

da cui, secondo un noto teorema degli Blementi della Leoria dei nu-

men: .
FI'] — E‘II'FF-“_::' . Ti + M-ﬁ"rmll 5 ::-1.. mﬂd M
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M) — JegM, - oM
Mﬁf'#: l'l';M: e = q;[M

e posto:

eon
- ) Ii‘.'u <" M; k]_ < Ms
s ricava inline:

I.I.I — Mg . !l*ﬂ:ﬁ] "|—' Mlklﬁl ’ mOd M
ki:'lg klﬁl (! =13 ... ?l]

rappresentano, per quanto s's detto poc’anzi, due solnzioni rispebti-

vamente secondo i modali M,, M. _
Dopo cio si comprende subiko come il numero delle soluzioni e le

soluzioni stesse del proposlo sistema rispelto al modulo piis generale:

dove

M =plml ‘pim!l! . .pmn

si deducano da quelle di (1) considerato rispettivamenie secondo I
moduli
plmlq pﬂmﬂ, TR P&m'.

f°. Rappresentando simbolicamente con (s) una qualsiasi delle o
soluziomi del sistema (1) mod M:

Tp =y T = Aiiy .+« Tn = Uni, mod M

notiamo che l'insieme

(#1), (80), .« . - [30) (10)

dove (s;) rappresenta la solnzione nulla
n=0 z=0...20.=10, mod M

ammetle le segnenti proprieia.
a) Esiste unn legge di composizione secondo cui da due qualunque

delle (10) si ricava una delle stesse,
Infatti se con (8)—(sx) s’ intende rappresentare il complesso deglin

resti, mod M,
(111 —JL' D‘.u.:}, [D.‘m + ﬂnu;], s'as ('Inj - 5'-111:];

si scorge immediamente che essi forniscono nna soluzione di (1), mod M,
e che guindi & potra porrve:
(31) + [sx) =g

b) Una tale legge di composizions ammeble la proprieth asso-

einkiva,
¢p Da ciascuna delle due 1potesi:

(si) 1+ (8x) = (3) (%)
(8x) + (81) =(5)) + (&)

SeZue 1IN DNl CASO
(sx) = (5;).
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Da queste tre proprieta si dednce (*) che gl elementi (10) costi-

tniscono un gruppo vispetto slla suindieatn legge di eomposizione che
ammette quale modulo la soluzione nulla (3).
Di piin essendo, per indici qualungue,

() -+ (8:) = (82) -+ ()

il gruppo & abeliano.
Considerando ora la successione

(31), (&)1 (1)), (si) + (1) -+ (51-1] . u

che pubremo indicare con
(), 2(s), 3(s)--.

i cui elementi sono tukl) in (10), =1 dednee, asgendo il groppo finito,
I'esistenza per ogni (s) di un coefficiente o periodo 4 tale che:

Aj - [31] = [Hl]n

(ﬂ)f 2(81);6 00 24 . '31)

sieno tultte tra loro incongrue, mod M.
Segue ora dalla fLeoria senerale di grupp d'operazioni (") ehe, es-
sendo il gruppo (10) abeliano, si polra sempre delerminare un sisbema

di soluzioni
(311)! (SI!]I .o {31 J

rispettivamente di periodi
)&l }-'ﬂ_ L }\-'I"'

g le

e tra loro indipendenti nel senso che 1'ipotesi
ks (81) - e (8 -+ - -« v (8,) = 0= (a1} mod M,
sia ammissibile solo qunlora
h=k=...=k, modM,
tale che Vespressione

iy [511] + ks (8:c) + -~ (% [31,.]

variando ciascuna delle & tra 0 © (). — 1) viproduca tuite e ¢iascana
una sol volta le soluzioni di (1), mod M.

La risolozione di (1), med M, dipende quindi tutta dalla determi-
nazione di una base o sislema fondamentale del gruppo abeliano (10).
Pale determinazione si pud fare in diversi modi, restando pero sempre
costanti i1 numero delle sodnzioni ed 1 lero periodi.

TUMBERTO SCARPIS.
Bologna, 1907.

() Wenzn, Lahrbuch der Atgobra. Tome L1 Cap. 19, g 1e.
() Wanen, op. cit. Tomo 1, Cap, 2, § B-10.
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DI ALCUNI PERFEZIONAMENT!

nella risoluzione grafica dell'angolo triedro

Malgrado F'argomenlo sia assai elenmentare, e ne siano da fempo
visapute le facili doluziom, ho nonpertunto eredoto perfezionarne ta-
lune: quelle cioé relative a” due easi pin imporlanti, ove sono dnte
due facce, o due diedri, ed uno dei diedri o delle facce opposte; sku-
diandone la discussione e le verifiche, ehe nei truttati soglionsi in-
dicare pel soio easo in eni son nole le tre facce.

E sard agevole osservare le semplificazion: ed i miglieramenti
apportati alla soluzione del primo di guei problemi, in confronto alla
consueti; mentre senza abbandonare, pel. secondo. la solita soluzione,
che @ fubbuvin la pii semplice {I'ho peraltro completata collegandone
meglio le varie parti del traceiato) (*) ne proponge, inolire, una va-
rinnte, che riguarda la posizione de' dati rispeilo al piano del di-
segno. La soluzione & cosl resa pin uniforme a quella del primo, e
consente, come si vedra in fine, una verifica assai facile e spontanea.

ProsrLeEma 1. — Date due’ facce (Tav. I, Fig. 1*) BSA, ASC di un
triedro ed uno dei diedri opposly, B p. es., determinare la terza faccia
e gli altri eloementi.

SoLvzione, — Dislese le doe facce date nel piano del disegno, e
da bande opposte del comune spigolo AS, da un punto O qualsivo-

glia di questo =i condueano la 00, [1](5) parallela e la OP [2] perp.
a BS, nou che la XX [3] perp. ad AS: fatbo indi 'angolo U, 0 0 =8
e cosi delerminato il triang. rett. 0,00, se ne riportino [4] 1l ca-
teto 0,0 sulla AS in 0,0 e I'ipolenusn O;0 in o{Q:) sulln OP, e si
congiunga il punto I¥ con 0. ed (0y) [5] Fissale posein la interse-
zionl Ry ed R, [6] delin cire. OR (%) con la retta KOq, le si viportine
medianie gli avehi oireolari KRR: e KR, [?], sullan K{Og) visp. in (Ra)
ed in (B); i quali uléimi conginuti infine con S [B] daranno, rife-

(1) Purch® non troppe da fngombrare, le linee di rifeFimenls clis indieane il pussagsio dal
datl al risultat: netln tradozione grafien di un problemse geomeliics, ne rendane pin favile e, tal-
volin, immediats 1'intelligenen: scvo I ehe consiste I'acconnato collegnmunio. Mentre, ove oevorre,
Fuso moderate 4 oumeri progressivi ¢ (1 freece npposie niln figura, ed nnn breve leggendn, si-
nossi ordinnta dalle smeceasive pperiziom, fnnne ragginugor meslio guello séape.

Di eld & un sageio in wnn mia nobik * Snl eambiaments simultnneo e’ piand di projezione ..
(V. Periodico i Matens, Roma, 15893.)

(3] Quiestis numar) fra parentest cormispondenc n quelli, gil altrove indieatl, della fgura,

(") Cosl indieo Jn elreont, ot un sup arco, di eaplyo O o raggio OM.
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vendosi alln BS, le due ampiezze (in generale) BS(, e BS(C; della terza
faceia ricliesta.

Note cosi le tre facee del triedro, se ne completi la soluzione,
determinande, come al solito, gli angeli diedri.

DinosTRAZIONE. — Se consideriamo infatli come piano orizzon-
tale guello della fuceii ASB, la XX come linea di tevra e come piano
verticale guello per O perp. ad AS, saranno Osh e KRS le tracce del
piano della faccia incognite, € K(0Og) il ribaltamento sul p. o. delln
sun traccin verf.: (') mentre, com’® ovvio, Ia civeonf. deserilin dal
punto R. nel rotare abtorno ad AS della faceia ASC, non puo altri-
menti incontrare, se ¢iv avviene, il piano della CSB che in quella
sua rehla Oglk.

Dsservazione. — Si noti, infine, che ln determinazione della K(0)
deve precader quella dei punti (Ri) ad (Re): dai quuli invece suvlst
incomineciare, trascurando, ch’io mi sappia, di mettere in evidenzsa i}
loro allineamento con K.

N& v'ha dubbio che la costruzione, cosi modificata, sia piit razio-
nale e pin semplice di quella risapula: ma g anche preferibile nei
viguardi dell'esattezza, giacche, p. es., il punto (0y) della OP & pm
precisamente deferminato per intersezione con la cive. 00y anziche,
come suol farsi, con la eire. SR: la prima ineontrando normalmente,
e la seconda oblignamente quella retia.

Delle altve costruzioni, che in proposito danne i traltat, talune
preferivd considerare in seguito come verifiche.

Discussions. — 1% Se i dati del problema sono tali che ne risalti il
seamento OR = OT (T essendo il piede della perp. da. O sulia K0Oy) il
cono generaio dal rotare intorno ad AS dello spigolo SC sara tangente
al piano che fa I'ang. § con la faccin BSA, e vi corrisponderg, per la
terza faccin dn trovare, il valore unico BS(T): 1 punb T e (T') es-
sendo stali svecessivamente dedotti da T, come da R 1 punti R, Bs,
e Uu questi poscia (Hs) ed (Ra).

Qi ha in tal caso una sola soluzione: 'ampiezza data AST: rap-
presentando il valor minimo che pub avere quella faccia, affinche
con gii alkri dati del problema, sia possibile 11 triedro; ed il suo prano
visulteri, com'é ovvio, perp. a quello deila faceia CSB opposia nd AS.
Menlre se OR < OT il problema, com’& evidenle, non ammeile so-
luzione,

2 S 0T < OR < OK (quindi ASC < ASB ma perd ASC> del
valor minime anzidetto) s»hanno atlora due soluziomi: quelle, cioe,
gia trovate BSC, e BSC.. com’d ovvio digeguali, e che sodisfano en-
frambe il problema,

(1) 8i & cosi risoluto il Probl, ausiliare: Daka ln tracein orizz. BE dl un piano che in I'ang. P
eol pitno orizz. trovarne ia trmopia vert. KOy; ovvero, daga Iln grandezza £ dl un diedio, dalermi-
narne la sezivne vbligna OED seoonde (] pinne per O porp. ad AS ‘la eostrozionn potendosl anco
intorpotrnre come nn camblamente del piano verl passante dapprima per OF o poscin por &N},
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2. e pur essendo, eome prima, OR>0T, & inoltre (Tav. I, Fig. 2*) (*)
OR > OR, cioé ASC > ASB, delle dne soluzioni provenienti dai sud-
defti punti Ry ed Ry, 1'nltima, ciod BSC;, b da vigettare: perché, con-
traviamente ai Jati, sarebbe la faccia ASC allora opposta, com'e
eliaro, ad mn nngolo diedro nguale a 180°—8,

4". Nel caso infine di OR= 0K, quando ciod sono eguall le due
facee date BSA ed ASC, si ha del pari una sola suluzione, che & gnella
proveniente dall'unico punto Ry: giflech® 1o seconda intersezione
della KO; con la cire. OR (gid segnata Rs) coincide orn col punto K,
¢ vi corrisponde il sovreapporsi delle due ngnali facce date. HEppero,
annullandosi nel contempo il diedro compreso e In facein opposta, il
triedro cesserebbe di esistere.

Riassumendo: il problema pub ammettere una, due o nessuna so-
Inzione.

Ma ecco infine talune facili

VERIFICHE DR TRACCIATO che possono, occorrendo, sostitnive alcune
purti della gid indicata coslruzione.

a) Gli anzidetti punti (Re), (T), (R,) sono necessariamente allineati
con K o sulla K(Og), ed il punto (Qg), dianzi determinato, pno diver-
samenfe obtenersi per intersezione della OP con l'una o con U'sltra
delle due cive. KO, ed 80s. (V. le osservazioni che seguono la soluzione
del problema.)

b) I punti, inoltre, (Rs) (T) ed (R,), dianzi ottenuti sulla K(0O.). pos-
sono anche. determinarsi per intersezione risp. o per tangenza di
quella refta con le circ. SR ed ST.; ovvero, come si suol fnre, con-
ducendo da R, per es, la perp. sulla XX e dal suo piede R; su questa
la perp. ad 8B sino a tagliare in (R,) la circ. SR, o, se gii deter-
rinata, la retta K(N).

¢) L'angolo K(T)S & necessariamente retto: ed essendo il punto (T)
centro del segmento (Rs) (R,), ne viene che la grandezza delle faccia
minima BS(T), di coi avanti, 8 quanto la semisomma delle BSC, e
BSC: nel caso della Fig. 1* o quanto la lovo semidifferenza in quello
della Fig. 2¢ delln Tav. 1.

d) Altre fTacili verifiche consente I'omototia rispetto al centro K
della figura pentagonnle K0,0,0 o (0.) [ove, si noli, sono egunli 1
segmentt 00 ed 0,05 00y ed o{0y)] con le altre nelle quali al punto Oy
p. es, corrispondono ordinatamente i punii Ry, T, Re: d’onde eguaglinanze
di segmenti e paralielismo di rette. Cosi p. es. un caleto e I"ipole-
nusa del triang. vett. %14 saranno risp, egnali a TT ed o ts(T) ece.
mentre rieseiranno parallele alla 0.0s le *T . _.: alla 0.0 Te RyR,,
TT...; alla 0o(0s) le R(Ry)...; alla (00, le (Ra)R: . ..; alla (090,

[ La conginngeuta RN (o non BSRY @ cireolnre ecoma ritsnmo I' incinora) & Invecs nacan-
sarisments reftn o porp. moltre alln K ... 0%, .. 0y: gineehé dessa indlea la praj. ortog, di Ry
S0 guedia linaa.
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le (T)*...; alla 0,0 le ¢*T"... ece.... Polrebbe quindi farsi f meno
p. es. degli archi civeolari Té* e (%(T) di centri T" e f: che risp. con-
duconn da T & t* e da questo a (T).

¢) Tirando ad ST, la perp. in Ty sino allincontro con la AS, e
poscia costruende sulln base KL il iriang. eoi laii LT*= LT, e
KT* =K(7), desso risuljerd com’® ovvio, rettangolo nel vertice T%;
il quale sard inoltre allineato coi punti T e 3 perpendicolarmente
all’anzuletta KL.

Osservazioni. — Si noti infine che la molteplicita (qui la sovrab-
bondanza) delle costruzioni, colle quali si pud in differentt modi ri-
solvere unn data quistione geometriea (risulta p. es. dai precedenti
che Vanzidelto punto (0s) trovasi su tre distinte ecivconfersnze e su
quattro diverse rette} se rende tulvolta poco mitido il disegno, (') @
d'altra parie utile, poiché tennto conto della possibilita di element
fuori il quadro o d'infersezioni con angoli molto acuti. non che de
risnputi principi della Geomeirografin (el Lemoine, si ha 1'agio di
scegliere, anche nei viguardi della semplicita e dell’esattezza, la pih
convenlente fra quelle costruzioni,

Proprena 11. — Dati doe diedri ze 3 di un tviedro ed una delle
facce opposte, quella p. es. ASC che si oppone all’nltimo, delermi-
nare gli allri elementi.

Sortzione. — Considerando, come suol farsi, quale piano del di-
segno (Tav, 11, Fig. 1%) quello della faccia incognita adiacente ai
doe dati diedri, vi si sopponga ribaltata, da banda opposta dello
spizolo comune AS in ASC; la faccia nota ABC: si conduca guindi
per un punto qualsivoglin di quello spigolo Ia perp. indefinita MN
e, fatto 'angolo CaN =g, si rviporti AC; in AC, si gmdi OU perp.
ad MN e si biri poi Cf che facein con MN l'ang. § eguala all’altro
dei due dati: le tangenti allora che da S si possono condurre alla
cive. O, rifevite alln SA, danno le due ampiezze AST* ed AST
della facein cercaln opposta allo spigolo CS; mentre pel valore delia
terze. laccia vi corrisponde, viferendosi fanio all'unn che all’altra
di quelle due soluzioni, la medesima ampiezza angolare BSC; la
guale facilmente si delermina prendendo sulla CT perp. ad SB, il
segmenlo TCq = CL.

Mn, a tine di colegar meglio fru loro le linee del ftracciato si
preferisca, abbenehé meno semplice, i riporiare anzifutto CC' in (C)0
parallela ad SB, e tivato il segmento (C)T, che risulta eguale al pre-
cedente Cf, lo si riporti in*I'Cs e se ne congiunga |'estremo Cs con S,

(1) Si potuva, forse, ovvinre a gueil'inconveniente collo seindere in suparate figure le diffe-
vanll costrmzionl cumulale In tniee traccisto, pers aeereseendo 11 ymmere dells involo; s non
wi & eradoto i farlo, sopratutto nel dubbio che ne divenissern meno faeili | erilerii eomparativi
par In migliore scelta fra gnelle costrmzioni, Un'accursta deserizions pernliro delle opernzioni
da esezuire, & gli artificii, gin Altrove soggarili, suppliscono senz’altre n gnell'npparsuie diminuziono
di chiarezza non venendosl cosi 8 smentire la vanbtala semplicits del trueeinto
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Si complela I soluzione determinando, come &l solito, il terzo an-
golo diedro.

Osservazioni, — 18 anche utile conovseere, come or si vedrd, 1'an-
golo che lo spigolo BC fa col piano della faceia opposta: angolo
evident. eguale a quello in 8 del Lriang. (G)0'S reltang. in C'5 pubd
qitindi considerarsi come .

Vemrica dell esattezza di quel tracciato 1'essere i punti ({})
e (L), dianzi trovali, enframbi =sulia cive. SG;: potrebbe quindi (,
determinarsi altrimenti. per intersezione cive di CT con quelln eir-
conferenza,

iscussions, — 1% Llanzidello ang. (C))SC, che lo spigolo SC fa
con la faccia opposta, da evidenlemente, il valor minimo che pub asse-
gnarsi al diedro § affinché, con gli altri dati del problema, sia pos-
sibile il triedro; e vi corrispondono per le facce che lo comprendono,
risp. le ampiezze ASB* e CSB*: la prima oftenuta conducendo SB*
tangente in 3 alla cive, C'S e 'altra coi lati ad angolo retto e che si
proletta in vera grandezza in (VSB¥,

2" Be fra i duoe diedrvi dati sussiste la velazione %>z (3 essendo
il diedro opposto alla faccia nota) epperd Ot < Ca, delle due solu-
zioni formite dalle anzidette tangenti al cerchio (% & da searfare
quella AS'T*, che apparierrebbe ad un triedro avente, in Opposizione
al dafi, un angolo diedro eguale a 180°— &,

3" Se &, invece, P = « (epperd Of = Ca) =i avrebbe allora nell'ul-
time caso, com’d ovvio, una sola soluzione, dovendo rinunciare a
quella in eui nna faccia verrebbe ad opporsi all'ang. 180° — &+ mentre
per p=w, essendo egnali le due facce risp. opposte che conlengono
lo spigolo SC (quindi C't = CA), I'anzidetto cerehio risulteri tangente
in a allo spigolo SA: giaceh quelle due eguali facece sovrapponen-
dosi, si annullerebbero nel contempo sia il diedro ¢ vompreéso che
la Lerza faccin,

L', Se, qualunque sia o, 8 § = 90°, quel cerchio di centrp €' riducen- -

dosi ad vn punto, si ha una sola soluzione; e la facecia opposia ad =«
avrebbe il valor minimo possibile. Se & invece = 90", potendo sem-
pre condurre per lo spigolo SC doe prani che fanno I"angalo dnto 3
col piano della faccia incognita, in questo verrebbe sempre ad aversi
la medesima ampiezza angolare pel valore delln faccin che vi glace,
risultandone due triedri distinti e simmetrvicamente ugnali rispetto al
piano della facein CSA.

Ma ecco, infine, come si accennd sin dal principio, una

Varianre alla spluzione del Prose. IT.

Si consideri ora come piano del disegno (Tav. II, Fig. 2%) non piil
quello delln faceia incognita, ma invece quello della fuccia nota ASC;
¢ per un punto qualongue A del suo spigolo MAS si conduca la
perp. CAb* e si cosbruisca 'ang. BAC =g, che fra i due diedri dafi b
quello adiacente alla faccia nota: indi da C la perp. CO sopra BO
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e le due eguali oblique CR e CR, che facciano con BO I'angolo B
che misura l'altro dei due diedri dafi

Centrando posein in A, & riporiino i segmenti AR, AO ed AR
snlla AC visp. in Ary, Ao, Ar: e descritta la cire, or Vi 81 €0~
dueano du S le tangenti Sh, Sby, le guali piferite alla SA danmno,
com’ & chinro, le due solnziont (in generale) ASH ed ABb relafive
all’'ampiezza della faccia opposta al diedro v mentre il valore della
terza faccin che vi corrisponile tanto nell’una ehie nell’ altra di
quelle soluzioni, si ottiene fneilmente riportande anzitutto il seg-
mento Ab in AB. determinando poscia il punto (B) per intersezlions
elle dne circonferenze S e LB, ovvero proiettando ortogonalmenie
B in B sulla £CA e tagliando I'una o I'altra di quelle circonferenze
con la perp. da B sopri CS. Similmente si passa dal punto b, al-
Ialtro B, e quindi a (By)-

La soluzione si complela determinando il terze angolo diedro ¥
che & sullo spigolo SC: basta condnrre all'uopo da un punio qualsi-
voglia A di AS la parallela e la perp. ad 80, determinare l'inter-
segione M di CB ed SA e riporiaio partire da A 1l segmento AM
in A(M) sull’'anzideiia parallefa, sara Pang. (M)mA quello richiesto. (*)

La discussione della soluzione del problema non cambia, com’®
chinro, col cambiare di posizione dei dafi rispetbo al quadro: & quindi
1a stessa di quella precedentemente esposta (v. Probl. II).

F rignardo, infine, alle verifiche del tracciato, basta osservare che
i punti (B) e (B,), risp. ottenuti come gia si disse, da quelli b e &,
della CA debhono necessariamente trovarsi allineati con 8: l'angolo
CS(B), infatti non & altro, come & 0V vio, che il ribaltamento sul qua-
dro della faccia opposta al diedro sin nell'una che nell'nlbya delle
due posizioni che dessa pub avers nella formazione del triedro; men-
tre I'analoga determinazione Jelln faceia minima CS(0) opposta ad =,
ottenutn deducendo come diauzi (0) da O, mostra chia debba esseve
retto 1'angolo C(O)S che s ottiene congiungendo € con I'anzidetio

punto (0).

Palermo, 20 Inglio 1907.

(1} S} ¥ cost risoiulo il problems; Determinars la misurs 3 di un dladrn, del quale & dats Iam-
piezzn (i UDA SUR SSLIONA obligue Bﬂ[."-' perp. aila faceis ABD ; problema gvidentemenle rediproco
i guello oeoorse nel risalvere il 1. (¥, ivi le osserv. che o seguonv,) Inclire, cadendo M fuor il
qunidro, necassith 1a riduziona omotatics rispeble ad m, ed oparare sui punti rlidotli r 2, M2 ed m/2,
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SOLUZIONI RAZIONALI DELLE EQUAZIONI
' +yt = A

La presente nota non & che un'appendice di un lavore pubblicato
nell'ultimo numero di questo stesso periodico.

In esso mi propoesi di determinars, con metodi puramente elemen-
tari, le soluzioni intere e positive delle equazioni z#* + y*= A, nel-
I'ipotesi che A fosse un numero intero e positivo.

Mi propongo ora di compleiare brevemente quello studio togliendo
le restrizioni imposte ai numen z, y, A e mantenendo soltanto, com’

nafurale, la condizione A > 0 nelle studio dell’'equazione z* 4 y* = A.
Occorrendo richiamare considerazioni e risultati del lavoro pre-

cedents, seriveremo fra parentesi solo il numero del paragrafo, cui
mtenderemo viferirei,

|. In guesta prima parte ci ocenperema delle decomposizioni dei
numeri razionali positivi pella somma dei guadrati di due numeri
razionali. (Per la terminologia, v. § 1))

Se (@, a} & una decomposizione & termini razionali positivi di un
numero razionale posilivo A, da essa si possono ollenere, in gene-
rale, alire sette decomposizioni di A cambiando segno all'uno o al-

I'altro, ovvero a entrambi i termini della decomposizione (a, al, e
scambiando questi termini fra loro. Queste nuove decomposizioni si
riducono a tre soltanto, se i termini della decomposizione data sono
nguali, ovvero, se uno di essi & uguale a zero.

Noi ci ocecuperemo delle sole decomposizioni a termini positivi,
nelle quali il primo termine & maggiore del secondo, ovvero ugnale
ad esso, poiche le alire si deducono da queste immediatamente.

2. TeoreMA. — Condizione necessaria e sufficiente, affinché una fra-
zione sia decomponibile nella somma di due quadrati, ¢ che siz decom-
ponibile il prodotto del numeratore psl denominatore. B

ja 4l

Supponendo che la frazione Z—T ammetbla la decomposizione \5°'% )"

8l ricava: B B B
(abn) 4 (abn)=mnb*p"

S ﬁ_,-
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11 pumero intero mab*s® risulta dungue decomponibile nalla somma
di doe (quadrati. Ma b*5* gode manifestamente di questa proprieta,
percid anche il prodotto mn dovra soddisfare alla stessa eondizione.
(Si ricava come corollario del ieorema del § 5.)

Viceversa, ammesso che mn sia decomponibile nella somma di due
quadrati, &@ pure decomponibile il numero m# bt Se (h,h) & una sua

2/ { h ko e . m
decomposizione, | —=c1 o sarh una decomposizione di — -
nbt nbb) L
Comortario 1. — Un numero inlero non cnelle decomposizioni

fratte, se non ne ammelle d intere.

Per convincersene, basta, nel teorema precedenie, supporre n=1.

CorotLario 1L — Parché una frazione irriducibile sia decomponibile
nella somma di due quadrati, & necessario e sufficiente che i termini della
frazione non eontengano fattori primi della forma 4p —1 con esponente
dispari.

Data la frazione irridocibile % . se m ed 22 non contengono fat-

tori primi di tipo 4p—1 con esponente dispari, non ne contiene
neanche il prodotto mn e quindi (§ 3) esso ammette almeno una
decomposizione. Se invece Y'uno 0 altro dei termini della frazione
contiene qualche fatiore della forma 4p —1 con esponente dispari,
siceome m ed n sono primi fra loro, anche il prodotto mn contiene
quel fattore collo stesso esponente e percid non d decompombile nella
somma di dne gquadrati.

Apvertenza. — D'ora innanzi supporremo sempre, Senzi che sia

: . . " : g
necessario avvertirlo, che il numero —- da decomporre, & 1 termim

di oeni sua decomposizione siano frazioni irridueibili,

3 TrporEMA. — Se una frazione & decomponibile nella somma di due
quadrati, i lermini di ogni decomposizione devono avere come denomi-
natori due numeri tali che il quadrato del lore m. 2. . gice multiplo del
denominatore della frazione.

[a @)
' 3r

. i -
Supposto che la frazione —- ammetia la decomposizione

o che B sia il m. c. m. dei denominatori dei termin della decompo-

sizione, e posto B=204b =205 b, avromo;

(53 + (%) =2 )

L WB R
E poiché -, @ una frazione irriducibile, indicando con k& un con-

venienle numero intero, dovra essere:

L (Y4 @R =mk,
B* =nk, 2)
il che prova il teorema.
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ConotLario. — I termini di ogni decomposizione fratta di un nu-
mero intero devomo avere lo stesso denominatore.

La dimostrazione pub farsi fondandosi sul feorema precedente,
supponendo n# =1, ma si pnd anche osservare, che se fosse

[#]+ (3=

e si ammettesse, ad es., & < &, si avrobbe:

a h\2
- (ﬂzb)_.mh‘, I

il che & impossibile, se # << 4 e 1 due numeri a e b sono primi fra loro.
wm - . .
4, Dato nn numero ~ + vediamo ora come si possano determi-
nare le decomposizioni, i cui lermini hanno un dato minimo comune
deonominatore.
Sia B ¢uesto numero, tale, bene inteso, che B® risnlti multiplo di .

Dalle (1) e (2) del n. precedente si deduoce che basta determinare

ey : n - -
tntte le decomposizioni intere del numero intero ¥Bﬂ, 1 cul termini

non sono entrambi divisibili per fattort primi contennti in B, e di-
videre poi i termini di eiascuna per B.

Ora per determinare tutte le decomposizioni intere, che servono
wl nostro seopo, si pud procedere nel modo seguente: Si scom-

m : .
ponga — B* nel prodotfo di due numeri B', B”, dei quali B” contengn

futta e soltanlo i fatfori primi di g B* che sono comuni anche a B,

. . N
ma che compariscono in o B* con esponente maggiore di 1. 8i da-

terminino quindi tulie le decomposizioni intere di B e tutte le de-
composizioni proprie di B”, e si associno le une alle alire mediante
le formole (I), (IT) (v. § 4).()

Pov convincersi che cosi si ottengono Luite le decomposizioni vi-
chieste, basta osservare: 1° elie associando mediante le (I) e (II) butte
le decomposizioni di B’ con tulle quelle di B” si otterrebbero tuite

T . 4 . . N . a L
le possibili decomposizioni di o7 B% 2° che le decomposizioni impro-

prie di B” haf:m:_: 1 bermint divisibili solo per fattori di B” (che sono poi
anche fattor1 di B) e che associandole con quelle di B’ si avrebbero

(1) Crediame ulile, per mapgsior chinrezza, riportnre quests formole. Se dne numerl A ¢ B
smmsrione rispettivamente le decomposizioni {&, 6}, {2, 0), il jore prodotto AB nmmette lo de-
cem posizioni -

AB = |ab—gh, ab-Ltab) (1

AB = {ab -+ gb, n_ﬁ--—;ﬁ‘j. (11)
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decomposizioni che non soddisfano alle condizioni richiesie; 3" che le
eventuali decomposizioni improprie di B’ hanno 1 termim divisibili en-
trambi solo per fattori non contenuti in B, e gquindi, associate a guelle
. 3% A Ty )

proprie di B” danno luogo a dscomposizioni intere %B’, che godono
della proprietda voluta.

5. Abbiamo visto che B non pud essere un numero arbitrario, ma

J

deve soddisfare alla condizione che = sia nn numero infero. Oceorre

ora mettere in evidenza un altra condizione, cui deve soddisfare guesio
numero B, affinche esso pussa essele effattivamente un minimo de-

nominatore comuna dei termini di una decomposizione fratia ﬂl—“—~

Dimostriamo all'uopo 1l
Tporexa, — Se B2 & il minimo quadrato divisibile per n, B, 2 i
pitt piceolo fra i minimi denominatori comuni dei teymini delle decoin~

posizioni razionali di g Tutti gli altri minimi denoninaiori comMun St

ottengono moltiplicando B, per poienze di fuitori primi della forma dp—-1.

Che non esista altro numero By, minore di B., che possa essers

- - o e . .
denominitore comune ai termini di una decomposizione di =, scende

. 4 B} .
direttamente dalla condizione che —— debba essere un mumero in=
tero, il che & contrario all ipotesi fattn su By. T chiare poi che By

4 veramente un denominatore comune ai termini di almeno una de-

S ., N
composizione di —- -

Infatti, se # contiene fattori primi della forma 4p — 1 con espo-
g

nente par, % non contiene affatto di tali fattori, perche, in virta del-

I'ipotesi fatta relalivamente a B,, gli esponenti con enl CcOMPAriSEono

quei fattori in By* e in n sono nguali ; se inoitre 1 conbiene it Iat-
d

fore 2’-.—-?:— o non contiene gquesto faibore, se A @ pari, o lo confiene

con egponente ugunle ad 1, se % & dispari. Poich® infine m ed =
sonp primi fra loro, si conclude che il numero BY, di cui & parola
nel n. precedente, non contiene che fattori della forma ip 4+ 1.
Questo numero ammetie allora almeno una decurposizione proprin

. 4. M . Iy . et
e guindi = B, ammette almeno una decomposiziong, 1 Cul termini

non sono divisibili eutrztmhi per fatiori contenutl in By,

¥ ovvio pure che ogni altro numero, che sia il prodotie di By per
potenze di fattori della forma 4p -+ 1 pud essere un possibile minimo
denominatore comune.

Perche il teoremn sia dimostrato basterd infine provare che non
si punb scegliere come minimo denominatore comune nn NUMEro, che
siw ottenuto in modo diverso.
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Se B & un numero oftlenuto moliiplicando B, per potenze di 2 o
di numeri primit della forma 4p—1, il numera B" non ammellera
decomposizioni proprie (§ 13), perché o & della forma 4p o contiene
esso pure faktor: primi di tipo 4p—1.

CororLLario. — Il denominatore conmune ai tertiini di ogmi rlecom-
posizione [ratta di un numere intero & zempre un nwmero dispari divie
gibile solo per fattori primi della forma 4p - 1.

Infatti, essendo 2 =1, il numevo B, =1 e gli altvi minimi deno-
minatori eomuni si bavno moltiplicando eomungue fattori primi della
forma p - 1.

6. Passiamo ora a determinare il numero delle decomposizionl ra-

. moo. . . ..
zionali di un numero —-, 1 Germini delle guali hanno come minimo

ecomune denonunatore un numero assegnato.
Dimostriamo percid i

m . , Ny . .
TEOREMA, — Se o ¢ una frazione decomponibile nella somma di

- F " m £ r - -y
due quadrali, ¢, posto B B = B? {ove B, B, B" sono moneri soddi-

sfacenti alle condizioni, di cui sopra 5'¢é pariato), si indico con N il nu-

mera delle decomposizioni di B' e con a il il munmnero dei divisori primi

. TR e TR S | | B J i <
di B, il numere v delle decomposizioni di =y teriini delle quali sono

frazioni irvicdueibili aventi come m. e. m. dei denominalori B ¢ ugunale
a N se B"=1; risulta invece:

y=2¢—1(2N — 1),

se B" ¢ wn quadrato o un doppio quadralo, negli allri casi quesio nu-

mero e
y=—22N.

Poiche B” contiene solo failori primi della forma 4p -1, le de-
composizioni proprie 1 B” saranne 241 (§ 12, Covoll, 1I).

Fra le N decomposiziont di B ve n'é una di eccezionale, se il
numero &€ un quadralo perfetto: ve n'a una, 1 eui termini sono uguali,
se @sso & 1l doppio di nn quadrato perfetfo. Esclusl queshi easi, tutle
le N decomposizioni ammesse da B sono vegolarl & termini distinti.

Unu decomposizione di B’ associata. mediante le (I) e (II) a ona

decomposizione propria di B” di luogo n decomposizioni dislinie

o e o : — : .
di ;B', se la decomposizione considerata di B’ non & eccezionale o

non ha 1 termini nguali; in easo diverso da luogo invece a una sola
i

decompuosizione i ” B* (§ 4. ovss. II).

Associando tutie le decomposizioni di B' a quelle proprie di B,
ove B' sia nn guadrato o nn doppio quadrato, si hunno guindi

v=2(N—1)2—14-2«~1 =2e—1(2N —1)

e _._."n.-'_.‘.-, By il Wy, T ——— v w7 -

T .'I-r"'- .."'
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i rar 0 I o
decomposizioni di -?—:-B“, i cni termm
per fatbori di B.
Negli altri casi 1l numero di
y=—2.N a—1—=2aN,

varo 1l teoremi.

tali decomposizioni &

i del n. 4 e1b basta per rilenere
evio ehe v=N.
guanto abbin

In virt

Se fosse B'=1 8 ©

7 Come applieazione di
cuni esempi di decomposizioni, €os
il pumero da decomporre sin intero:

Qe m=830=2.5".1/

1. B=>5, Sara:

Quindi:
) {141 A 107 99}
SIJ' ey W e T = 5= =
5 5 ) \ & D
1. B=13. Sard:
g p.q.17;  B=2.5%.1%, F=1%
N=23, z2=1, )y =9 3=656
= [

11} =125, 155, ==
1 = {375, B0i = 1363, 109} =
— {269, 2671

B ={29, 3}={2i.
BB = mB*=1{37%, 9
— (833, 181)=1{31, 225}

Quindi:
' |56 109)

m— &

379 3\ 376 60 __ [O% |
= 18" 13) — |18’ 13 J

1 J 1
(33 181) _ 310 22/) _ (267 207
| 3 J : =1m" 81

II1. B = 17. Sari:

mB? =12, 5. 17% B =

73

non SONO entrambi divisibih

mo fin qui detto daremo al-
iderando dapprima. il caso, in cul
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IV. N=65=25.18. Sara-
mB*=2_.5'.13°.17: B =:?. 17, B"=25"*.18"
N=1 a=2  y=92_1—4
B'=15 3), B"=823, 36 = {253, 204);
BB"=mB®*= (1877, 261) = ({1779, 653) = (1723, 789) — 115038, 1149).
Quindi :

850_[1327‘ 2B1) _ {1?3’9 653} {1?23 7BY) 1503 1149
| 65 ' G5 65" 65) 165" B 165" 65}'

8. Supponiamo ora che si d
ebbano trovare le (deco izioni di
un numero fratto. mposizioni di

. m 17
Sia - =5
L. It piir piceolo quadrato divisibile ne a0
er b },
B=10=2._5, Sara: ; -
m
N

B'=2.37 B'=2,17, B =1

][]
2l =2.5.17; B=2.17, B'=3.
N: - a=1, 3221.1—_—2-
B=1{, 3, B'=H, 3);

B'B”z% B*= (20, 3)=127, 11).
Quindi;

17_ 29 3Y (21 11

5 150" 50D T 1307 &0f°

III. B=130=2.5.18. Sara:

in
:B“=2.133.IT: B'=2.17, B"'—13

N=1, =] y=2.1=2
B'=1{5 8, B'=12 35

B"B"=% B*= (75, 11)= {61, 45,

—

S——— ) =

-*_

L R | — =y —— 1 e B R

i

W — s
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Quindi:
17 s 1) 61 91
=0 25’ 130 — 30’ 26)

1.

9. Passinmo ora a determinare le soluzioni razionali dell’equazione
2? — = A, cioe le decomposizioni di un numero razionale A nella
differanza di due quadrati (Per la terminologia e le notazioni v. § 13.)

Possiamo supporre, senzi toghere nulla alla generalita delln tral-
tazione, ehe A sa un numero razionale posilivo, poiché ad ogni de-
composizione [¢,a"] di un numero corrisponde la decomposizious
[a” a') del numero opposlo.

Per le slesse ragioni esposie nel n. 1, ei oecnperemo solo di de-
terminave le decomposizioni, i eul termini sono numeri positivi.

Dato un numero A, e indieato con ) un numero razionale qua-
lunque, &1 ha sempre:

. (A—i— ;.ﬂ)i (A = }‘2)2,

2h 22

quindi si ha il
TeoREMA. — Un numers razionale & sempre decomponibile nella dif-

ferenza dei guadrati di due aunieri razionali,

. : i s .
10. Propeniamoci ora, dato un numero razionale —-, di determi-

nave totte le deepmpesizioni, i cul bormini hanno come m. e, m. dei

denominatori un numero dato B.
" A3 a a'|l . . ,
Se — ammeste ln decomposizione, (75, 771, indicando con B il
m. e. m. dei denominatori delle fraziow, e pouendo B=1Ubh="b"by,
si ba:
(0 by —a"be)®
P

B T (1)

da eui, essendo m ed n prim fra Joro:
(' By)® — (e be)* = Fom, (2)
B* = in. ()

La (3) ei dice che

11 m. o. m. dei denomiftatori dei termini di una decomposizione di una
frazione ivvidueibile & sempre un NUMEro, il cwi guadrato & mulliplo del
denominatore della frazione.

In particolare si ricava, facendo n=1 @ ripetendo un ragionamento
identico a quello tenuto nella dimostrazione del corollario del n. 3:

1 termini di una decomposizione razionale (i un NRIRLro vitero hanno
ugnali i denominalort.

s i
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Il Dalle (1) e (2) si ricava poi che, per deferminare le decom-

C. . S mo. . o
posizioni razionali di un numero ~; » 1 cut termini hanne come m. e. m.
dei denominatori un dato numero B (Eale, s"intende, che sia B*= kx),

B U s Mocan o o
basta trovare le decomposizioni intere del numero FB*, 1 cul ter-

mini non sono entrambi divisibili per fatiori di B, e dividere poi
quel termini per B,

Ricordando che, per ottenefe una decomposizione intera [, «”] di
un numero A intero, basta scomporre A nel prodoito di due nu-
meri Ay, Ay (divisori complementari di A} pari o dispari insieme, e
porre a'=1 (A, + Ag), a" =} (A, — Aag), 81 ricava immediatamente il

.1 T ]
Troresa. — La frazione o hon ammeite decomposizioni razionali,

@ - " - Ll - L] L] m
v e termini abbiano B come wm. e. m. dei denominatori, z¢ — B* & un

T
numero della forma 2 (2p + 1),

[n particolare si ha:

Un frazione, il cui numeratore sia della forma 2(2p -+ 1), non am-
metie decomposizioni, i cui ternvini abbiano denominator! entrambi di-
speairi. _ |

Una frazione il cui denominatore i della forma 2%+1(2p-}- 1),
non ammette decomposiziont, i cui termini abbiane come m. e. m. dei
denominatori wn numero delly forma 21-+1 (2p'-F-1).

Si ha puare il

. m T |
TeoreMa. — La frazione o Mon ammetie aleuna decomposizione,
cui termini abbiano come m. c. m. dei denowinaiori un wumers pari B,
: il -
se L numnero ?B' visulta della forma 4 (2p 4 1).

Infatti, in guesto caso, due divisori complementari qualongue
. i . ] ;
di —?TB‘ (dovendo essere entrambi pari) sono entramhi della formu

2 (2p' 1), e percid i termini di ognl deeomposizions intera di ?-EB’

S0no sempre numeri pari,

Si ricava quindi:

Una frazione, il cui denominatore sia un nwmero pure della forma
2% (2p - 1), non ammette decomposizioni, i cui termini abbianc come
M. c.om. dei denoninatori un numero defla forma 221 2p" - 1)

E inoltre:

Una frazione a tevmini dispari non amuigtte decompasizioni, per le
quali il m. e, m. dei denominatori sia un numero paivi della forma
2(2p--1).

12, Resta ora u fur vedere come si possano determinare le decom-

e o s mz M) G iy ..
postzioni o B%, i eni termini non sono entrambi divisibili per fat-

Lori contennti in B,

L i | ] .-I-H'F""-"‘I'-lw-'t.:

S — ]
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Supponiamo dapprima B dispari.

Si osservi che le decomposiziom di un numero A, i cul termini
sono entrambi divisibili per un numevo k, banno origine dalle sole
scomposizioni di A in divisori complemenlar entrambi divisibili per A,
e che in fal caso il namero A contiene il fattore A con esponente

maggiore di 1.
U

: R
Allo scopo dunque di olteners secomposizion di - B, i cul divi-

sori complementari non sieno entramb divisibili per faitor1 conte-

nuti in B, si scomponga %B’ nel prodotie di due fattori B, B" del

gunli B” risunlti il prodotlo di tutti e soltanto quei fattori primi che

. M : o
sono comuni 8 ;B“ e a B e che compariscono m — B* con espo-

nente maggiore di 1. 8i trovino poi tutle le scomposizioni di B in
divisori complementari e tutte le annloghe scomposizioni di B”, i eul
divisori sono perd primi fra loro, e infine si assoeino in tutii i modi
possibili una scomposizione di B’ con una di B” moltiplicando fra loro

i divisori delle due scomposizioni in modo da otlenere divisori com-

plementar: di EE B

Se B & pari ed T—:B" 5 dispari nulla ¢'t d’agglungere & quanio

- ?ll " L] L £l - L]
s'é detlo; ma se - B¢ & anch’esso on numero pari, i divisori com-

plementari di B uon potranno essere entrambi deila forma 4p. Se
cid fosse sarebbero pure della stessa forma ancle i divisori comple-

2 ezl e . : k. LS :
mentari di —n—B“ e quindi le corrispondenti decomposiziont inlere di

questo numero avrebbero i termini entrambi parl
. N —
13. Vediamo ora quante sono le decomposizioni di —, 1 cul ler-

nini hanno ¢ome m. ¢. m. dei denominatori un numero B.

Se z & il numero dei fatfori primi distinti conlennfi in B*, 1e scom-
posizioni di B” in divisori complementari primi fra loro, ovvera pari
ma non entrambi della forma 4p, sono 2¢=1 (V)

(1 Tafakii, poste B” = 22p, %y p,0.. . (von A = 2), par olteners quelle seomposizioni baska acri-
wvere la tabeila

=i
[ Piul- 13
1

IIIIII

------

moltiplicare orlinatamoate i numori deila prima riga por quelli dalle seconda, | prodotii otlenuti:
Ei—"plﬂ:.ﬂpim,'zi-—ﬂi- ordinntamento per i mumeri dnlla terza rigs, { noovi prodoitd ottenud
gl=lp thp s, 3p frp Oy, W) pa, Ip,ts, 2=Tp @, 2p,01, 22=1, 3, par t mamert dells quarks rigs o
epdl i} snguito o accoppiare i pumeri estrepy della suecessious vllenula, o guelll 1 guali =ono
aquidistanti dagli estremi.
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Se N & il unmero delle scomposizioni di B, peiché associando
ogni scomposizione di B’ con una di B” si hwwno due scomposizion
< W e 3 w3 :
di o B® in divisori complementari, ovvero nna sollanto, secondo che

la scomposizione considerata di B' von ha o ha i divisori nguali (nel
quale nllimo easo B & nn guadreato perfetto), si conelnde che le cer-

5 8 1 . -
cate decomposizioni -, 8ono in numero di

g = 2N 1= 20N,

s¢ B" non & nn gundralo; @ sono in numero )

y =2 (N — 1) 26—1 | 90—1 —2e—1 (2N — 1);

se B & on guadrabo.

Avrertenza. — Se B"=1 & ovvio che si ha v=N.

I14. Come applicazione cerchiamo aleune decomposiziom del no-

25

meno ‘g .

Poiche i termini della frazione sono entrambi dispari, non potra
essere (v. n. 11) nn nomero della forma 2 (2p - 1).

[, B=3, Sara:

Scomposizioni di B’ in divisori complemeniir::

(3.5% 1); (&% 8); (3.5, 9).

Quindi:
B’B”=%B’=[38. 37] = [14, 111=110, 3];
e inline:
5 [38 %7] [14 111_{5& i"
5 I3’ JTIT|3 BT 19 3}
[I. B—9— 22 Sara:
1

T;Bﬂzsﬂt 59; B’:E):, B"':Bﬂ;
N=2 a=], v=2"(2.2—-1)=3.

Scomposizioni di B’ in divisori complementari:

(5% 1); (5, 5).
Scomposizioni di B":
(3% 1).
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Secomposizioni di %?B':
@5, 1); (3.5 8 (% )

Quindi:
BB = B—[388, 337)=[70, 65)=(26, 1}
g infine:
@%M*@szﬁfg.q
3 | 9"° g = 9] I &l

I1l. B=12= 2% 3. Sard:
Blope o ogosr,  B=3.5, B'=24

)
N = z=1  v=2'.3=0.

Scomposizioni di B
(3.5% 1); (3% 3)i 3.5 2).
Seomposizioni di B

- . . m
Scomposizioni di T;Bﬂ:

(2.8 .5, 2%; (2¢.5% 2.3);

(2¢.3.5% 2);
Y |

(2.5% 2*.3); (2°.3.9 2.9); (2.3.9

Quoindi:
B’B":%B‘*_:[sﬂl. 099] —[103, 971=1[79, T1=

_137, 13]=(65, 53]=[35, 5l

5 _ o 2] [ 018, -
g |[12" 123 far 12 (1B° 12

_[e, 52, 8- 5]
- 1127 121 — 12" 12] 12' 12

1V. B=15=23.5. Sara:

e mfine:

'IJ-EB!:%.E*; B =3, B'=a"
N=l, a=1, y=2'.1=01L

Scomposizioni di B':

(3, 1)

Scomposizioni di B":
(5, 1k
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T . . m 9
Scomposizioni dj - B

(3.5% 1) (5*, 3).

Quindi:
B'B*— :—’:B== [958, 937]=[314, 3111
e mfine: 1
5[, W.pu, an
¥ (B Bl %l

Roma, marzo 1907.
Doti. Giorio Bisconcin.

—— - p—

 DALLY FORNCLA DI PASCAL A QUELLY DI BERNOULLY

sulle somme delle potenze simili dei primi n# nameri

Nola di Alberio Tantvrri

[. La formula di Pasoaw ()

Ei (m —l[— 1)

5= (1)1 —1 (1),

dove n & un numero naturale ed s —=1' r2' ...+, conduee, per
via semplice ed elementare, alla espressione esplicita di s,,. Seritta .
defatti la (1) per m=0,1,....m. si hanno m -1 equazioni, nelle
quali 1l determinante dei coefficienti delle s vale (m -+ 1)!; siccha

[, 0 ... 0  (et1p—1
(o) |
(n-}- 1)! 8, = (g) (
()6 @ e
) E e

m—1

00 = O

) 0 ... 0 (n+-1F—1 .
)

(5) . 0 @+1p— ";3

() Vadl, ad ex., Formulasrio Mathemation par 6, Pzawo, tome V. pag. 126, od anche Carerirl,
Istiturioni di Analisi algebirion, pag. 87 dell'ediz, 3= (1002),

| | -p. e,y
< LD i b o
. Dt P
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Dall’ultima colonna di gnesto datutlninuute togliamo la 2* molti-
plieata per n, la J§* molLtiplicatn per 2%, ..., sino alls @w"* (che & la
penultima) moltiplicata per n =% ¢i ridurremo agli elementl

10 i | i no nm-t - ( 1

e, guindi, sviluppando secondo essi element),

(1)) s =—m! 0™ 4 lm' m 1) — (e — 1) (m n l)l [ :l

i LI

-+ _.: fm— i — 1) Ay ™, L

dnva ?
m—i-+1 m—i—l—l) ;l

m—ii—1 ( In—i 0 0 0 B

(m—i—l—ﬂ) (m—:jw—ﬂ) g 0 :.I._
H— m—i—+1 _

(1)

= g
N (I (w1 ) () ot (ii.‘:é) .l

2

m—i m—H—l

s
:.m"j_:) (m_":—l— 1) ' m——.. (m"—‘l)
) (m—l—l) (m—f—l)

m—1

gl ) ( m—=1
\n—1i m—i—+1

Ad oeni elemento di questo determinante applichiamo Ia rela-

m_'.u'

1
zione (ui_ b) == [Z_,I_;:}' (dove @ e b sono interi): portiamo poi fuori
il fattore '
(m—i+1)m—i+2)...(m—1)m! (m=-1)! ! (m -+ 1)! &
(m—i—1)! (m—9)!... (m—3)! (m—2)! (m—1)! — (mn—i—1)! (n—i)!’
ponendo infine }
1
37 1 0 - B 0
1 1 |
5 37 L .
" - i' = L w ¥ ® L] & - & i [ [
e, L S N S |
il (i—1)! (1—2)" |
1 il 1 A 1
(i +1)! i! (r— 11" " " 2!
1 | b 1 1
+2) (410 ¥ '3 2l
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Avremo

(m 4 1) 8 = m! gt

(m+1}la™
2 !

m—1 _ m!(m -+ 1) G
+ }I” (m—i—1)! (104 — 2 —[* 1)! {m—1)! Ay i,

od nnche

(m-1) 55 = n™+2 (m —{— 1) 5™

+'“"(”'j:11)(5 LAV A= (3).

dove A, & funzione solo di i
2. Come si vede, s, non contiene termini indipendenti da n, e
contiene n™ col coefficiente L.

Dico inoltre che, se non si scrivono 1 termini nulli, 8, non con-
tiene potenze pari di n, fuori di »*; ed ss, potemze dispari, fuori
di »*" Si intende »=1,24,....

& 2 4
C1d si verifien subito per n,(_ 113 _i_i:; | :,:) e per s (__ ’:J | ?,:) .

K, se sl suppone vero per le successive s, sino ad Su—g ed Sz g, Si
dimostra facilmente per sy ed so ;.

Prima di tutto, poiché s, non confiene n a polenze maggiori di
m-i- 1, basterd far vedere che s, non contiene potenze pari di » con
esponente minore di 2¢, ed sy polenze dispari con esponente minore
di 2r — 1. Ora ¢id discende dalle note relazioni

2 )fm: =l {(n—+4 1) 4- 0™ — 1)
7, (%'1 ) smar =5 {4 1% - e —

ls quali 8 deducono immediatamente dalla formula (1) ('), Difatti:
nella 1° sommatovia, #»* (per k=1,2.._,r—1) compare solo in sy
col coefficiente }, ed eventualmente in 8. con un coefficiente che in-
dico con C,; e, nella 28 2™ golo in sy, col coefficiente 3, ed even-
tualmente in s, con un coefliciente che indico con O, Siecha, se
eguaglio 1 coefficienti di »*™ nei due membri della 1° eguaglianza, e
di #°5* nei due membri della 2%, avrd

7 (' )+ ("a ) =5 (5 )

7 (%2:1)+C’“(‘? z )= 2 (21;21_ 1)‘

dDﬂdB‘ C‘-,k_-[l e Cr;i ZU e, v, d.

(4),

ed

) V. Cawxva, Jor. cid, pag 23L 04 avehe, ma sotto forma simboliea. Lucas, Théorie des
nominves, pag, Y34

e
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3. In &, per m>2, non compaiono dunque n™2 2", ..., 8ino
ad »n* o sino ad »' secondoché m & pari o dispari. Pokremo pereio,
nella (8), dara ad i solo 1 valori dispari (1,3,5,..., sino ad m—1 o
ad m—2): o, che & Io stesso, serivere 2r—1 al posto di i, e far

2 m . : n | . m—1 .
variare » di 1 ad B 3¢ 2108 sino ad 5 Se M 8 pari e ad —5—se 8

dispar.
Sara allorn

m El:"
(10— 1) 8 = 0™+ (m —l—ul)n =) (m‘;il: ]) O} Agy 1, -
- H e

E, se poniamo
Br = [_ 1]r~—1 {21']! A!r .
avremo

e | 2

e |
(m 1) 8y = 02+ 4 "”‘I‘BUH |

(1) (m; 1) B, p-tris,

ol &

che & la formula di Beryoovw ().

4. 1 numeri bernoulliani B si presentanc cosi espressi mediante
i determinanti A, ciogd sotlo lan forma di GraisEer (*): o, che & lo
stesso, come nel Form. Math. (*), perché le quantita A, caleolate con
la (2) {per i=10,1,2,...), coincidono con quelle soddislfacenti alle
condizioni

1 1 ., A, 1 A, . A
ng:A:.:n ar + oy =0 5+ 2? As=0....

Sicche la prop. Aw.a =0 (per r=1.2,3,...), enunciata nel Form., ri-
soltn dal nostro num. 2.

' 1
La notazione adottata & pure quoella del Form.; e si ha By =+ 5

] 1
By = 3p ¢ Do STEEREE

11 La dimostrazions di nssn, moediants la formnle (4], trovast v PLaTRER, Swl poitnomio ber-
sosdlicno, Renll, Istit, Lomb,, II, 25, 1801 ; ma per via prolissa ed escessiva. Ol ginsiiflebi questo
breve [avoroe,

Lae ordinarie dimpstragiont (v, 1 trabtati di Lveas Carennz. Cssano, 1l Caicele delle variozion
di T, Pascan, see.) ticorrons a aviloppl In #erio, ol a ealepli simbolisl, od & nezionl solln diffe-
renzs 41 vma funzione.

(% V. la citezione in E. PAscan, Beterminants, pag. 180,

I3V Loe, =it., pag, 182,

= & g
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SOCIETA ITALIANA PER I PROGRESSO DELLE SCIENZE

SOTTO L'ALTO PATRONATO DI 8. M. 1L RE

PRIMO CONGRESS0O DI PARMA
23-20 Settewmbre 1907.

L'illnstre senators VoLreara presentd al Congresso dei naturalisti italiani, pro-
mosso dalla SBocieta italinna di Scienze Naturali, o tennto in Milano dal 15 al
19 settembre 1906, In proposts di far risorgere un'associazione italiana per il pro-
gresso delle scienze, sullo stesso genere di quelle che da lunghi anni vivono di
vita prospare e rigogliosa negll altri paesi, rendendo presivsi servigl alla scienza
¢ alle sne applicazioni.

La prima societa di questo geneve fu fondata dul farmacists Gossk di Cinevra
nel 1815, & nell'anno successivo tenne il 3ne primo congresso. Hesa conta oggi
circa BOO soci ; pubblica degli A¢ty dal 1816, delle Memorie dal 1829 o doi Reso-
conti dal 1579, Nel 1822 in Germania sorse In Societa dei medici e dei naturalisti
tedeschi, ai quali poi si collegarono § cultori delle matematiche & di mlire disci-
pline. Nel 1904 essa confava 2910 membri. Nel 1281 Bgswsrsa foudd 1" dssvcia-
zione britannica per Uavanzamento delle scienze, cho sbbe dapprineipio 371 membri,
e ne conta oggl 4500, Essn & la pilt potents fra le associazioni consimili ed &
fornita di larghissimi mezzi finanziari, che le psrmettono di erogare 50 mila lire
annue in incoraggiamenti e sussidii a favore dells scienza pura ed applicats; varie
inizinfive din cssa prese shbero visullati pratici della pli grands impovtanzas, fra i
quali notevolissimi gli studi sulle ynith assolute, da essa promossi.

L' Associazione [rancese sorse nel 1871, a si fuse com ['Aesoviazione acisutifica
francese fondata dal Lz Vermiegr sin dal 1864 Bssa pubblica dei resoconti sin
dal 1872, nonovera eirca 4000 soci ed ha un reddito annuo superiore alle L. 90 mila,
che in parte somo spese per incoraggiare ricerche spiontifiche.

Anche in America esiste un'Associazions per l'avanzamento delle scienze, fon-
data nel 1853, ed infine 1' Australia ha un'Associszione sonsimile con circa 1000 soei,
che si adunano a congresso ogni due anni,

L'Italia segni di buon’vra 'esempio delle alire nazioni; e furono tenuti i ae-
guenti congressi di scienziali:

- 17 Congresso & Pisa . . . . . . . 1839
20 . o Torimo. . . . ., . . 1840
a0 . s Fivenze . . . . . . 1841
49 . « Padova . . . . ., . 1842
S . o lmtea. . . . . . . 1843
g0 » s Milane. . . . . . . 1844
7Y . » Napoli. . . . . . . 1845
8o . » Gemova . . . _ . . 1846
g . o Yenezia . . , . . . 1847
10° ~ » Mivenze ., . . . . . 1861
11° - g Boma ., . . , . . . 1872

12¢ 2 s Palermo . . ., . . . 187

I risultati scienfifici di questi congressi von furons acarsi né di poea impor-
tanza, ma in quell'spoche in oni la piut alta, la pii nobile aspirazione degl Italiani
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era la liberth, I'indipendenza e V'nnith della patria, tutdi, pia che allo scopo pa-
lese, al progresso delle secienze, miravano allo scopo nascosto. La riunione dei
eulbori di tufte le scienze delle varie regioni d'ltalin affermava il principio di
nazionalith, quando il parlare 4i nazione italiana era delitto, & percid destava gli
entusiasmi o le speranze dei patriotti, ed insieme i terrori delle polizie dei varii
tirannelli d' lialin, tanto che il geperale Radestki a propesilo del primo congresso
serisse: “ I dotti viuniti in Pisa si sono imposti e maggior riserhatezza nel par-
lare per non eompromettere con imprudenze e indiserezioni 'avvenire di una isti-
tugione destinata a travagliare gli apimi in segreto per gettare le fondaments
dall'opera infornale delln rigenarazione italiana .. (')

Cosi i congressi, chie avevano continnato senza interruziene da) 1889 al 1847,
cassarono quando gli entusiasmi del 1848 furono spenii nel sangus o o baionetie
austriache vennero a puntellare i troni che eramo stati 17 Ii per cadere, travolti
dall'enda suscitata da un’idea fulgente di ginstizia e di liberta.

H 10" gongresso che doveva sver luoge a Bologna nel 1848 fu rimandato in-
definitamente, e 53 pud dire che i suceessivi congressi furono tennti quasi a solen-
nizzare i1 faski della patria.

Nel 1861 a Firenze si festeggid l'imione della maggior parte delle provingie
d'Italia, la patria risorta s dignila di nazione: mel 1872 si solennizzava T'opera
compiuta, 1l domimo Lemporale del papi enduto per sempre, # Roma finalmente
capitale d'ltalin, Iirn nell'snimo di tulti che guesto congresso fossa I'nltimo: ma
fu tenuto anche il 12% 0 Pnlermo, per salutaras V'isola dei Vespri, I'isola che aveva
visto il bionde eroe sgominare cor suoi Mille le schiere borboniche e volara atira-
verso lo stretto di Messina alla conquista del reame di Napoli.

Insomma l'opera dei primi 12 congressi degli scienziali fu per fatalilh di eventi
emipentements politica, @ fu bene che cosl fosse; ed era naturale che, consegnito
lo scopo principale al gquale essi miravane, sojennizzato il raggiungimento di
qaesto scopo, il ciclo dei medesiny dovesse chiudersi per sempre.

*
# %

Ma ora, decorso piit di un brentennio, ls cose somo assolulamente cambinte.
L'ltalia dopo aver congnistato il suo posto in mezzo slle grandi pazioni ha me-
strato di esserne degna. 1l sole delln libertd ba ress feconde lo energie del bel
paest, cost lungamente depresse o soffovate; le industrie, 1 commerei, le arti hanno
vicevalo uno straordinario impulso, portande I'Italia ad un grado di prospenta,
che 50 auni or sone sarebbe stain follin sperare; il gemio italiano si & segnalato,
vome sempre, per grandi scoperte sciendifiche che hanno aperte nnove vie all'at-
Wvith umana, ed & giunlo il momento perché unk noova associszienme per il
progresso delld scienze, del tuiln simila a quells dells altre nazioni, sorza con
criteri diversi da quella che I'ba preceduls, al difuori della politica ed avente per
unico e grande scopo quello che anouncia il suo titolo.

Per questa ragione, oltre chie per I"autorila del nome, Ia proposta lanciats dal
genatore Vulterra doveva essers ed & stata accolla con entusiasmo da totéi i
cultori delle scienze,

Fino al 20 settembre scomo infutti gli aderenti alla nnova societh furono 1159,
e di questi 8 o 9 conto convennere effebtivamenie al Congresso, tenuto in Parma
dal 23 al 29 del dette mese. Non faro nomi, ché savebbe troppa difficile impress,
ma dird soltanto che la maggior parte dei maestri illustri, che onorano ecol loro
nome la scienza, & ad essa bhanno ormal portalo il forte contribunto della loro vita

(1] Chi dosidern maggiori notizio sui eongressl degll aclenziabi puir consullare, vlire ehn 1 re-
aocontl ufficiall le seguentl opere: Livaker ArTuno, I congressi degli scimziati ¢ i congrassi dai
pedagogici itatians, Firenze, Celliml, 1584 — Tacom Ewsa. Tl primo eongresss dagli scienziali in
Pisn. * Studl storiel ., vol. XIi. Pian, 1008,
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operosa, fraternizzarono coi piu modesti cultori, coi giovani che sono le sparanze
dell'avvenire.

La gentile citéh si mostrd compresa della importanza dell’avvenimento, onorats
dalla presenza di tanii nomini illustri, ed accolse tutti con la proverbiale ospi-
talita emiliana, veramente cordiale & signorile ad un tempo, cosicchs, ne somo
corto, tukit i congressisti hanno lascialo Parma conservando un gratissimo ricordo
dei bei giorni ivi Lrascorsi, con un sentimentn di riconoscenza per le aceoglienze
oneste e liete vicevute. 1l merito delle quali risale o tulio il Comilato locale, del
quale fu beuemerito Presidente l'on. prof. Cardani deputato al Parlamento, € vige-
presidents il prof, Leone Peaci, retiore dell' Universith: & all’Amministrazione Co-
muuale con a capoe il sno giovane e brillante Sindaco, Luigi Lusignani professora
dell' Universita. Sono cerbo d'interpetrave il sentimento dei pin, inviando un rin-
graziamenio a Gtubti coloro che cooperaromo @ vendere lista questa bella festa
della scienza.

%
* *

Il 23 sellembre a ore 15 nel grandioso teniro Farnese ebbe lnogo la scolenne
inaugurazione del Congresso. Dopo che il Sindaco Lusignani ebbe rivelto il sr-
Into della ecittih ai convenudi, il Presidente effetlive senutore Vollerrs lesse unn
dotta conferenza densa di erudizione o di pensiero, nella quale tratieggic In storia
del congressi precedenti, parld della importanza della coordinazione delle varie
scienze, che tendono a soverchiamente specializzarsi, del largo contributo che
il lavoro dogli scienziati ports sl benessere generale, mercd lo loro scoperte the
spesso, lnngamente elnborate vella quiete dei laboratori, schiudono la via ad
applicazioni pratiche della piix alta imporianza.

Infine 8. K. il Miniatro della P. I, Ravn, dichiard nperto il Congreaso in nome
di 5. M. il Re, e con no brillante diseorse evocd le glorie di Parma nel eampo
delln scienza, ed osservd che, menkre nel primo periodo i vari principotti italiani
seguivano con diflidenza e terrore I'opera degli scienziati riuniti a convegno, ogei
il Be d"ltalia ¢'interessa vivissimamente nll'opera degli scienziati, e ad essa da
tutto il suo appoggio.

‘-llr*ih

Le adunanze generali per 1'approvazions dello Statato furono tenute il 24, 26, 28
dapprima nel fentro Farnese, poi nell'Anla Magna dell’ Universith, essendosi con-
statate le pessima condizioni meustiche di quel teatro,

La discussione fu longa & molto animata; non mancavono vivaei incidenti, i
quall dimostrarono I'intevessamento vivissimo che tutti i convenuti prendono per
In nuova istituzione. Infine fo approvato il disegno di Statuto preparato dal Comi-
tato ordinatore del Congresso con lievi varianti, fra lo quali ecco le pii potevoli.

L'ark. 1° proposto dal Comitato diceva:

* B voslituita 1a Secictd italiana per il progresso delle scienze, costiluita in
* corpo morale, son sede in Roma ..

* Esso ha per iscopo di coNTRisUIsE AL PROGRESSO B ALLA DIFFUsionE delle
“ scienze pure o delle loro applicazioni, e di stabilive rapporti personali fra i cul-
* tori di esse .,

Alle parole sopra sitampate in mainscoletlo furono sostituite le alire * Pro-
MUOVHRE TL PEOGRESS0 LA COORDINAZIONE ¥ LA DIFFUSIONE

L'arl. 3 stabiliva Ia divisione dells Societa in Sezioni, secondo i vari vami di
scienze; fo invece votata la divisions in classi generali e 1a suddivisione di queste
in sezioni.

L’art. 6 stabiliva in L. 5 Ia quoia annna dei soci; fu invece votata la quota
di L. 10.

— — T o
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L'art. 7 stabiliva che il presidents ed i vicepresidenti stessero in cariea 1 anno
e non polessero essere rieletli senza interrnzione ; o il segrelario o il vieesegre-
fario stessaro in earviea 3 anni.

Fu invace votato che il Presidents e i vicepresidenti stiano in cariea 2 anni
il segretario e il vicesegretario 4.

: 2
L

Pure a sezioni rinnite furono tenute fre conferenze nell'Auleg Magna dell’ Uuni-
versita nel seguente ordine:

Marteidd 24 n ore 17,

Prof. (31acoaro Claiciax : La chiviica organics negli organismi.

Gioved) 26 o ore 17.
Prof. Pro Foi: Sul significate biologivo dei inmori.

Venerdy 27 u ore 1I7.

Prof. Marreo Pamrargost: Quareni’anni di shudi economici,

Tulie e tre farono pregevolissime; ln prims sopratulto, per |"aflinita delle ma-
taris, interessd specinlments i cnitori delle svienze esaltie.

Con parols facile ed elsgante 1'illusire oratore incatentd per pin d'un'ora I"af-
tenzions del numerose e svelto uditorio, esponendo lo skato attuale delle ricerche
dei chimici suila sintesi delle sostunze organiche; epumerd ropidamente le prinei-
pali eenguiste gia conseguite in (uesto campo e quelle che si possono sporare rea-
lizzabili in un sveenire piit 0 meno prossime, e mostro che, menire gi @ ritenuto
in passato che le sostanze orgroiche nou Si Possono sttenore che negli organismi
viventi, resenti esperienze provano the certi composti che si trovano negli orga-
nigmi si possono anche produrre arlificialmente fupri di essi. B vers che i corpi
organiei di cui si & oltenuta la sintesi richiedonu i grandi mezzi, le grosse arhi-
glievie della chimica, menire la natura 1i oltiens con mezzi mollo semplici ; ma
¢ib non toglie cha resultati noteveli sienc stakl rngginnti ed altri siano prossimi
a vaggiungersi. Ammesso pevd, il che & ancora nssai Jontano, che si polesse giun-
gera & costrnire artificinlmente tutti | composti organici, non savebbe risoluto per
nulla il problems della vita vegelale e nuimaie.

-
® ®

Il Congresso si divise in 14 sezioni coms segue:

SEZIONE 1. — Mutematica, Astrononiia, Geodegin.
. 1. — Flisica, Figiea terrestrve, Melenrologin,
- 11, — Mecennica ed ingegueria, Elettrotesnien,
1V. — Chimien ed applicazions.

5 V. — dgrariu,

. V1. — Beoyrafia.

1 VIL — Mineralogia, Geologin, Paleonkologin.
. YIlI. — Dotanica.

< IX, — Zuwologin ed Anntoivia comporeta.
v X. — Autropologia, Etnografin, Fuietnografin.
g X1, — Anatomtin ¢ Iitndogia.

X1, — Fisivlogin ¢ Farmacelogia.
. X1l — Patolegia, Igiene, Brtieriologia.
. XIV. — Statistica e scienze economiche.
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Contemporaneaments aveva looge Ia riunione della Societd filosofien, degli
Esercenti le Offisine elettriche, dolla Associnzione eletivoteeniva italiona.

Non @ quesia la seds opporinna per rendere conto del lavore di inite gueste
sezioni ; ma non dispiacerh ai nostri lettori avere gualche notizia sommaria sul
lavoro compinto nelle prime tre sezioni.

BrzZioxe .

Martedl 24 a ore 13 ebbe Inogo la prima sednta, che fo aperta dal prof. M-
cueLe Dr Francats, presidente del Comitato sezionale locale. [l senatore Varus-
Ting Cernori lesse ln conferenza inangurale dal tikeln “ Le matematiche puve o
nmiigte nei precedenti Congressi della Societt dtaliana per il progresso delle seignze .

Ls dottissima conferenza sloriea mise in luce lavori, aleuni dei guali dimen-
ficali interamente o quasi, e dimosird che l'opera dei matemalici italiani della
prima meld de! secolo scorso ba un'importanza superiore & quella che si crede
dat pii. — Alla fine I'"illustre conferenziere fu vivamente applandibo,

Ta poi deliberalo l'invio di aleuni telegrammi, e per acclamazione fu eletto
Presidenle della sezione il prof. Oxrrer, al quale fu deferita la nomina del Vice-
presidente e del Segretario,

Il prof. Oarruli assunse immediatamenle la Presidenze, nominando Vice-presi-
dente 11 senator [VOwvipio e segretnyl 1 prof, De-FrawcEis & Amarpr,

Infine il prol. Pingr lesse uwna comunicazione del prof. Lavmickiia, assenie,
sul tema * Le eguasioni funzionali ..

It 25 ebberp Inogo dus sedote a ore 9 e ad orve 14 ' 4 sotlo la presidenza del
senatore d'Ovidio, .

Nalla prvima il prof. Foeinr lesse nna comunicazione * Intorne ai recenti me-
todi nelle visoluzions del problemn di Dirichlet ,. Quindi | congressisti si nnirono
ai colleghi dells 1l seziome per assisiers ad nna comunicazione del prof. Levi
CiviTa.

Nella seduta pomeridiana foveono lelie le seguenti eomunicazioni:

Bunearri: Sulle equazioni differenziali,
Tepoxe : Sulle equazioni «della fisica moleniatica.
Awarpr: Inforno agli wltimi risultati welln teoria dei gruppi di rasformazioni.

I conferenzieri detlero conto dello stale alluale della scienza sugli argomenti
tratiati da cinscnne di essi & del Jove contribulo personale ai medesimi,

I 27 furono tenute due sedute, presiedule dal senalove D'Ovipto. La seduta
antimeridiana fu consaceata all'importante relazione del prof. Somisriaxa * Sulla
prepavazione wiatematicn depli allievi ingeyneri ., nella quale fn affermata 1a ne-
cessith di himitare 1'ingegnamento matematico per gli allievi ingegneri o darve ad
B850 un ludirizze pin pratico. La relazione defte origine ad upa importantissima
discussione, alla gunle presern parte molti degli intervenuts, fra i quali i1 pro-
fossor Giuseppa Pesei, il quale oaservd come purseelie delle riforma proposte sono
gia state attnale da woa diecina danni vella R. Acendemia navale con buoni ri-
sultati. Dopo di che fn nominata una commissione compostn dei professort Vero-
nese, Castelnuovo, Grassi & Somigliann ncaricata di rimssnmere lo idee emerse
dalla discussione in un ordine del giorno da votarsi nella seduta pomeridiaoa.

Infalti in questa seduta, dopo che il prof. Bortolotti ebhe parlate * Sulln »ri-
stampa delle opere wulematicke o del varteggio di P. Ruffini ,, fu votato il sad-
datto ordine del giorno eon cni si esprimono | seguenti voti.

1. 1 corsi fondamentali di matemstion siano tre : nuno biennale di aualisi. uno
annuale di geometria analilica ed vno annunle di geometrin descvittiva con ap-
plicazioni;

2. 11 corso di meccanica razionale venzn svolla nel secondo anno;

3. 11 corso di geodesia teurelica won sin obbligatorio per gli allievi ingegneri;
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4. L'insegnamento della fisica sia impartito nel secondo anno oD i sussidi
del calcolo e deila mecennica razionsle e cooxdinato con quelli successivi delle sus
applicazioni leeniche, svolle in gunisa da evilare ripetizioni & lacune,

5 (iaseun corso vengn sugsidiato da esercitazioni praliche di calcolo, labo-
ratorio e disegno, diretto, dove gl allievi sono numerosi, ds un numero di Assi-
stenti proporzionale al numero degli alhevi

Infine il prof. Vaiuam intrattenne I'assemblea * Sull insegnamento delin Ma-
temnticn nelle scuole secondarie ,. Di questo importanie argomento riparleremo pi
a lungo nel prossime ummero.

SpzioxE 1L

Il giovno 24 a ove 15 dopo brevi parole di saluto e di ringrazismento del-
Pou. Uagpass, 8i iniziavono i lavari della sezione con una splendida conferenza del
senatore AususTo Ricu: solle * Fedute moderne intorno alla vostituzione della na-
terit .. 1o essa I'illustre orators fece nna dotta & geninle esposiziome relaliva Al
fenomeni della ionizzazione dei gaz, A raggi-canali, & ad alcnne recenti esperienzo
sulla trasformazione di element] chimici & mostro 'analogin fra i fenomeni della
ionizzoazione del gaz e queili ded colioidi e dei cristalli fuidi.

Fu guindi eletto per acclamazione it senatore Rigmi presidenie della sezione o
s proposta di luy furone pomigati il prof. Seuua Vice-presidente o i professori
Axanvzzi, Braxe, BantoreLul ed Usast spgretari.

tnfine il prof. Malorana lenne una conferenza sperimentale * Swile stato ai-
tunie della telefonia senzn fili , mostrando gli effetti delle correnti di Pulsen in-
teressanti tanto scientificamente quanto per le applicazioni, ed gsponendo in par-
ticolrre le spe ricerche sull'argomenlo.

L matting del 25 sotto la presidenza del senalore Rigm1, si apn la seconda
cedntn con 1 interessante conferenza del prof. Torrio Leve Crvira * Sulla massa
elattromagnetica 5 alla quale assistevano anchie gl'inseritti slla I sezione, come fu
gia detto.

Quindi il prof. PucciaxTi, dopo avers cccennnto nd nleupe sue esperienze sul
cristalli flaidi, fece i1 suo rapporto sulla ® Spettroscopia , & pin apecialmente sugli
spebtei di righe. — Egli fece un vinssunto di quanto si conosce sullas vegolariti
dezli spettyi, sulle propriets caralteristiche delle righe; solln molleplicita spet-
trale. concludendo che quesla & da atiribunirsi & una varingione di gostituzione ;
sui vibraiori, mostrando che essi, in armonis con recenti esperienze, souo gl'lond
positivi,

Infine il proi, BRUKI pnrh‘: « Syti limiti dei vari stati d'aggregu=ions ¢ specini-
mente dello stato =olido | In Presenza Jelle sezioni rinnite di fisica, chimica e di
mineralogin,

Questa conferenza fn corredata da proiezioul coll'nppnrecchio microcinemato-
ernfico di Sielentopfl e Sommesleldt, Tali proiezioni erano wna novith perché soio
pocht giorni prima gli aul ori le avevano presentale al Congiesse di Dresdu.

1| 26 n ore 17 vbbe luvgo la terza sedota sotlo In presidenzn del senatora
Rians. In essa il prof, Russi fece unn somunicazione sapri * ['n virelatore di onde
elottriche ., 1l profl, Yocagrrao intrattenne i soci con un rapposto ° Sulle onde ¢
Sesue , od il prof. Prataxia parld delle Sesse marine.

lufine, su proposta del prof. Cmisroxl, si espresse il voto che Je ossa di Ma-
cadonio Melloni vengauo pin gelosamanle custodite e possibiimente trasferite
Pﬂ-l’ﬂlﬂ.

Il 97 furono tennte due sedute. In quella antimevidiana, presiedula prima dal
prof. SkLra pui dal prof. Cmszom, il prol Lo Kukpo lesse unn comunicazione
silla * Badiuzione nothnnn o, descrivendo un suo apparecchio, & rifevendo varl
casultati. Si ebbe una breve discussione poiché il prof. Puccinnti, dopo avere ricono-
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scluto I'interesse della comunicazione e i pregi dell'apparsechio presentato dal
Lo Surdo, fece delle eritiche d'indole generale ai meiodi eon cm si atndiano le
radiazioni nottarne. — 11 prof. Manrcovonso fece un interessantissimo sunto storico
delle teorie doll'elasticita, mettendo in rilievo I"importanza dei lavori di Retti
e Yollerra.

La seduta pomeridians, presiedutn prima dal prof. Beita poi dal prof. Riem,
si apri col rapporto del prof Gameasso sul * Miraggio ,, nel quale egli inclnse
le annuuciate comnnicazioni del prol. Rowta {Un teorema sullotlica dei wie2zi non
omogenei attivd) o di Gareasso & Furint (Ricerche suil’ottica dei mez=i non omo-
genei ¢ nom isotropi). La esposizione di indole matemnbica contiens nna teoria
assal pit completn e perfetin delle antecedenti su questo interassante lenomano,
e si chiuse colla dimostrazione dei vari tipi di mirsggio ollenuti avtificialmente
medirnle strali sovrapposti di liquidi di varie indies e miseibili bea Jovo.

L ing. Maworvi, mostrd aleune fotografie a colori nttennts col processo Lu-
mieve, dopo avere dalv su gueste i necessari schinvimenti, — LI professor Righi
proietth una fotografia, che mostrd V'effetto Disppler ner raggi canali, in relazione
A quanlo aveva esposto nella soa conferenza inaugnrale.

Stante l'ora tarda st delte per letto ii rapporto del dott. Braxe sulla * Ra-
dioattivitd , ed il presidente dichiard chiusi i lavori delln Sezione,

Sezioxe ]I

Il giorno 24 a ore 13, 1'ing, Irare Perieer Presidente del Comitalo sezionale
loeale, & rappresentante ufficinle del Ministers dei lavori pubiblici al Congresso,
inangurd i Javori della sezione con wn saluto augurale ai presenti ed al Presi-
dente del Comitalo sezionale centrale sepatore Colombe: dopo i che il comunt. Ascoli
lasse wun dotfo discorsn.

Ll giorno 25 a ove 9,30, apartasi la sednta motto In presidenza dell' ing, Pru-
LEmi, i coslituito 'ufficio di presidenza, nominando Presidente | ing, Lo Luiaes,
cegretart gl ing., Lumist Mexozzi, Arerepo PruviscraLr,

Il cav. Luiggi assunse la presidenza, ringrazio gli ovdinatori del Congresso,
annuneid le important) comunicazioni dexl’ingegneri Sass), Gaurer o Conti; fece ung
rapida esposizione dei pii moderni mezzi di comunicazione, & salulando | con-
grassisti, deite la paroia all'wng. Sassi che svolse Ia sun vonforenza sulla * Ni-
vigazione fluviale | facendo cenno di un progelto ideato dall’ ing, Grassi, eapo del-
l'ufficio del genio civile di Parma per un eanale navigabile da Parma al Ip.

Su proposta dell’ ing. Amorelti fu deliberalo che la conferenzn dell' ing. Sassi,
oltre che negli Atti delia Sowieta, sia stampata in opuscoli da diffondersi nella
provinein di Parma.

La seduta si chinse con 1'interessaale comunicazione dell'ing. Gueept sulle
* Recenti wigliovie mel materiale yotabile delle farvorie italiane =

La seconila seduta, sotio la prasidenza dell'ing. Pelleri fu fenuis il 26 & ore 17
e fu destinata alle letbura del cav. Luigezi sopra * I lavori marittin al prineipio
del secolo XX o L'importauza del'argomente e la speciale compatenza in mu-
tevia dell'illustre conferenzisve avevano richiamate nell’aula numerosi congressisii
anche di altre sexioni, i quali tofti applaudirono vivamente Porature.

Ora chie | nostri porti si mostrano insuficienti agli scambi aceresciuli in modo
meraviglioso, e che il parlamento ha votato In cospicun somma di 130 milioni per
1l mighoramento ed amplismento dei medesimi, la eonfarenza dei Luniggi & della
massima impoatrtanza ad attual ik,

Il generale Broorr, Fapestolo della navigazione imterna, richiamando le con-
ferenze degl'ingegneri Sassi, Greppi e Liniggi, propose che ne prossimi congressi
una speciale sezione abbin ad occuparsi del problemn gonerale dei trasporti.
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11 eav, Luiggi, come membro del comitate centrnle del eongresso, promiss di
presentare ed appogginre presso il comitato stesso il voto del genernle Bigoiti.

Dopo di cha il Presidents dichiard chinsi i lavori dellp Sezions.

1l giorno successive 27 i congressisti della 111 Sezious, in unions ad aleum
delle altre sezioui, si recarono a Piacenza per ammirave il grandioso ponte sul Po,
che si sta costruendo dalle provincte di Piacenza e Milano.

Un treno speciale composto di materiale tutto nuovo, messo & disposizione
dalla direzione delle ferrovie, Lrasporto i cowngressisti mostrando il tipo unico che
anvii adottato dalle ferrovie italinne per i treni diretti. — Una delle maggiori at-
trattive delln gita fn il carro dinamometrico (i'nnico che esista in alia), nel quala
si trovano ingegnosi ed eleganti apparecchi che registrano aulomalicamente, per
mezzo (i diagvammi, la velocitiv del freno in ogni istante, il lavoro consumalo, ece.,
sia nells trazione s vapore sia in guella elelicica; o futlo ©id ghe interussa In
pratica di conoscers sul fnnzionamento del freno. L'egregio ing. Ureppi spiegd
agl'inlervenuti il funzionamento di dethi apparecehi.

Particolare, degno di nota, il treno raggiunse la velocila di 120 km. all'ora,
e anche nelle vetture in codn al trens non si sentivano scosse né oscillazioni,

Lo officine di Savigliano, fornitrici del maleriale per 1l ponte, offrirono un ban-
chetto ni congressisti. ‘l'ntte le antorits di Fincenza acenlsero festosamente 1 con-
gressistl @ fecero a gara per rendece luro piacevoll le ore da essi prssats & Pincenza.

=3
* ¥

11 Congresso si chiuss colla votaziene per il Consiglio direttive delln Bucieta,
che dette i seguenti risultati: Presidente il prof. senalore Vito Volterra; Vice-pie-
sidenti il prof. senat. Camille Guolgi e prof. Giacomo Ciamician ; Segretario il
prof. Alfonso Selle; Vice-segrawario il prof. Pasquale Baccarini; Amministrators
il comm. prof. Bonaldo Stringher. Furono eleiti a costituive il Comitato scientifico,
in unione ai presidenti delis diverse sezioni, i signori: Giscomy Vailals [prolessore
i storis delle seienze esatte); Guilo Castelnunovo (prof. di geometria nell’Uni-

versitia di Roma), Ferdinando Lovi (prof. di eletirotecnica a Pava), Filippo Bottazzal
(prof. di fisiologin a Napoli), Vincenzo Tangorva (prol. di scieuza delle finnnze

w Pisn), Gino Galeotti {pvol. nell'Universita di Napoli), Umbevto Ricei {redattore
del Giornala degli economistil, Ernesto Lugare (prof, di psichintrin a Messina).

In fine fu proclamata Firenze per sede dél secondo Congresso, che sarh be-
puto nel 1803. G. L.

RISOLUZIONI DELLE QUISTION 720 & %30

T2D. Lo tangente in un Punto M d'unc cwrea pinan (C) incontra l'asse Oy
in T ¢ lu normale incontra Passe Ox in N. Determinare la cwrva (C), sapendo che
i1 bavicentro B del triungole MNT deserive unu reltn Oh.

J, Nosz.
Risoluzione del sig. De Bei, R. Accademia Navale.
Essendn
ity da
— = — Y — — e
Y —y T (X — 7) " i i (X — )
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le equazioni rispettivaments della tangente o delln normale uel punto M (z, y) delln
curva richiesta (C), si hanno per gli altri ponti della figura le seguenli coordinate

dx
N(a:—i—%i—y , U)
s(aletids)  Gl-it4)

Indieando con m i) coefficients angolare dells reila OB si ha

2y dy x=m (E:*-]-—i"i yJ.

dx i

Quesin # Vequazione differenziale della curva luogo di M, e si pui anche
porre sotlo la forma
2y — mz)de= (= + wmy) dy.

Quests, essendo omogenea, s'integra ponendo y = 2z e quindi dy = 2dx + xde.
81 ha cosi

dr . [(wz+ 1)ds — 9
x | mzt—2z 4= 2 -
Posto 2= y1 — 8m*, si ha
niz 4+ 1 e -+ 3 A + - g— D
mz® — z -} 2m 22 " Zmz — (a+ 1) Z2a 2mz F2a—1)"

e percid, integrando 'equazions precedsnte, si frova

« - B —3
logz + % log {2z — (x + 1)} + £

log {2mz + (2 — 1)) = loge,

da cui, ponendo % al posto di z, si ba

(Zmy — (2 4+ 1) 2}, By 4 (o — 1) 2100 = g,
Altre risoluzioni dei sigg. Scalabrini, R, U. di Pavia e Vacchi, B. U. di Bulogna.

T30, siano (C] una euwrva piana, P la proiezivne del punto M delle curva
sult’asse delle x, T il punto @ incontro delia tangente in M voll' asze Oy, TQ la perpen-
dicolare ad OM, Determinare la enrra (C) tale che T'Q pasyi per P

J. Rosk.

Risoluzione dei sigg. De Bei, R. Accademia Navale, Scalalrini, R. U. di Pavia e
Vacchl, B. U. di Bologna.

Essendo v, y le coordinate di M, le eoovdinate degli altri punti della fignra sono

Pz , 0
dy
T (ﬂ . iy — ﬂ'—I.r) .
Terciy le equazioni dells refte OM, TP sono rispeltivamente
T=4x , X L ey
£ b - oy
| = et o
o x

od 1 loro coefficienti angolari sono

LA y.k_'ii
T x dr

- e ™ Ty .-,‘-.'
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Dovendo queste esser perpendicolari, si ha In gondizione

Y2 8y
:::1+ - d::+1__n
ovVvVero

(2? — yY) de + 2y dy =10.

Questa & 1'equazione diferenzinle delln enrva (C).
Posto y = zz, I'equazione suddetta diviens

E—i—z iz =0,
T

da cul
b a b = |

log — + 5 =0 . Iﬂg—:———F =1

od anche

QUISTIONI PROPOSTE

738. 1°. Se i raggi dei circoli exinscrithi di un triangolo sono 1n
progressione aritmetica, la retia che conginnge il punto di Gergonne
al baricentro & parallelo al lato medio.

2 Se i raggi dei eircoli exinseritti sono in progressione geonie-
trica la retta che coungiunge il centro del cireolo inseritfo al punto
di Lemoine & parallela al lato medio. La retta che conginnge il punto
di Nagel al punto di Gergonne & pure parallela al medesimo lato.

29, Se i raggi dei circoli exinseritti sono 1n proporzione armonica,
i lati sono in progressione aritmetica, il baricentro, 11 centro del
circolo inseritto ed il punto di Nagel sono sopra una retia parallela
al lato medio. E. N. Barisies.

BIBLIOGRAFIA

Tamsaxt. — Iniziazione alle matematiche. Traduzione di (. Lazzen
sulla seconda edizione francese. Firenze, Barbera.

Neol n. V, anno XXI (marzo-aprile 1906) di questo Periodico abbiamo dato
notizia di questa intevessante opersiia, che b stata aceolta in modo oltremodo
\usinghiero dal pubblico di Francia, tanto che in Lreve tempe o stata fatta una

geconda edizions,
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Fri porhi giorni coi tipi del Barbeen saih pubblicati nna troduzione ilalinna.
Eceo Ja prefagione del tradultore:

Le prefazioni alla 1% e alla 2* edizione di questn libretto spiegano cosi ehia-
vimente quali sono gl’intendimenti che guidarono l'egregio autore nel comporlo,
quals & lp seopo che egli si propese raggiangere, che non vceorrono nltre pavole
di commento.

Il signoy Laisaut, ben nofo agli studiosi di tutle il mendo per lattivilh in-
~stanzabile con la quale si acenpn principulmente di questioni didaltiche relative
all"insegnamento sscondario e snperiore del sno paese, per gl” importanti giorngli
soiontifici che divige beillantemente come ls Nowrelles Aunales de Muthématigee,
VInternridiaive des Mathématiciens, 1" Enseignement mnéhemetigne qnesti doe ultin
fondati da lui), ha voluto per una volta uscire dai canpo eni & solito dedicare
le doui del svo ingegno, ¢ dare asli educatori dell'infanzin, mi babbi e alle mamme
che voglione personalments euvare e sorvegliare lo sviluppn intellettuale dei loro
bambini, unn guida per fare entrare nelle tenere menli nun congidarevole guan-
tith di vognizioni matematichie, senza alcuno sforzo, solto forma di ginochi di-
lettevoli.

Primn ancorn che ess) sappiano legsere, qnasi senza che essi ss ne RCCOT-
gano, i bambini potranno essers condotli col metado el Taisant. nd aemire le
facolld fnnate d'iotuizious o di osservazione o nd arvicchire le loro giovani menti
di un corredo di cognizioni, che splaners loro molto consideravolmente In Via,
quando cominceri per essi il perindo degli studi.

L'egregio aufore. rivolgendo il suo pensiero all'infanzia, & rinscito & farsi
piccino piceino, & mettersi a livello dei suoi piceoli scolaretli: e dalla sua mente
geninls & scaburita quesb'opersita che sotto forma spigliata e divertente contiene
tantu sapienza pedagogice, quanta rarameante se ne brova nei grossi @ pesanti
tratiati di pedagogia Feoratica.

La grandissima diffusione che il libro ha avato in Francia in tempo brevis-
simo (In 1* sdizions comparve nel 1906) il lasinghiers giudizio che di esso &
stato dato da mnnmerevoli giornali padagogici @ scientifici francesi e di alkri
paesi confermano 1" importanza educatrice del libro medssimo.

La prosente traduziene # stata faita sulls 2+ edizione francese (1907) & dif-

forisce dn essn solianto per aleane lisvi modificezioni ed agzinnte, che non vale
Ia pena di enumerare, & che furono in parle sugesrite dall'autore, I'nltre npprovate
ed aulorizzate da esso

Mi ‘anguro che tatti coloro che si dedicano 21'sduenzione dell'infanzia, vorranno
leggere gquest’operefta ¢ meditare su o) essa

Se questa traduzions varri a diffondeve in Ttalia concetti e metodi edueativi
che io ritengn altamente commendeveli. mi compincerd di avere in mimma parte
cooperalo ad un'opers utilissima.

Livarne, settembre 1907, G. Lazzew.

S. Carania, — Aritmetica razionale poi Ginnasi Superiori. Seconda

edizione completamente rifatta, corredata di molt; esercizi con
avviamento. Catania, Cav. N, Giannotta, 1908

I1 sorgere di questa seconda edizions, & indizio siours del prozresso dellin-
segnamento matematico nelle nostre scuole medio. Oramai ern tempo che saco-
lari tantologie fossare abbattute da un alito riganerntors, e ¢he nell'inseznamento
secondario un’eco avesse quel grande rigore che ingegni nltissimi avevano dato
al principi deolla Matematica, e, in parlicolare, dell'Aritmetica (zenerale,
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11 prof. Catania si prefisse un pobile e non fneile fine, quello precisamente di
aceoppiare a questo rigore uon semplice e chiara esposizions, in modo da rendere
facile ni giovanatti delle nostre scuole medie, lo stndio dell’Aritmstica Raziounle,

Egli ha yaggiunto il sno fine: sincere congratulazioni,

Come I'A. dice, In snn & opera di lunghi e pazientdi studi sulle oramai c¢las-
siche opora dal Pxaxo; ma non si eredn perh che si lralli semplicemente di unn
vylzavizzozione, gincché P'A. ha assimilato § lavori di quall’insigne.

Premessi brevissimi ma chiari e sufficienti conceiti fondamentali di logics, si
ammettono come idea primitive, i concetti di numero, di zerg, e di successivo di un
nomero. Poscin su eingque proposizioni primilive, che in soslanza servono a definire
i numerd, si alza in modo incrollabile tntte 'edifizio dell’ Aritmetien Razionale.

Moltissimi teovemi, particolarmente quelli riguarvdant ia somma, il prodotto
a In polenza, son dimosteati col metodo d' induzions, e cio ne facilitn moltissimo
lo studio, menlye nei soliti trattati una delle difficolia che lo stodente incontra,
2 precisamente la grande varietd di dimostrazioni. Il m. c. m. o il M. C. D. son
trattali in modo eriginale e forse pin facile di come si fa ordinarinmente.

Lit teoria dei numeri primi & svoltn ecome di solilo. A proposifo dird ¢he uno
dei pregi dell’opera in esame, & di non mutare eid che per rigors a semplicith,
da tempo si trova in tutti i trattati del genere.

Le frazioni son definite come 'opernzione ecomposta di nna moltiplicazione &
di una divisione, & poscia ve viene svolta la teoria con (uella semplicila ¢ con
gquel vigore che informano totta 1'opern. Segue la feoria delle proporzioni, & pochi
elamentl di ealeolo Jetterale.

Oltime lo applicnzioni alla teoria delle gramdezze, le poche note storico-cri-
tiche, @ la sealta dei molti esereizi con avviamenio.

Come conferma del grande rigore col quale som frattate tulte le teorie, val-
gano le due seguenti domande, che sarebbs impossibile rivolgere per la massima
parte dei trattati del genere, perche si risponderebbe dicendo che si tratta di cose
pvidenti (?1).

15. Che sigmificato hanno le pavole: * ... per tulli § numers o cominciare da ke,
della rviga 5* di pag. 92 §'intende considerate nel punto ove sono.

9s Parchi In classe No @ rappresentata dagli individui 0,1, 2, 5,4, ... (Vedi
pag. 10, riga 84?7 Non pud darsi che esislano allri numer: oltre di gnesti?

All'A. certaments saria wmolto facile risponders, p. es. in una terzn edizione
che auguro prestissimo, ma 10 stimo che 1l farle @ cosa assai nnturale.

Concludo dicendo che & un fatale pregindizio il ervedere che nn trattato debba
cerlamente rinscire difficile ai nostri student), sol perche v'& grande rigove, o di
¢ip parlo per esperienza. L'Aritmeticn Razionsle del prof. Catrnia non & cerla-
mente pii dificile delle tante che corrono, anzi forse & pin facile.

(x, MaRLETTA.

L’ASSOGIAZIONE MATHESIS

Molti soei di questa Associazione 8 molli professori universilari, che avevano
aderito nlla Nuova Mathesis, riformata secondo le proposte accennate un anno fa
in questo periodico (Anno XXII, n. 2, p. 76, sett-ott. 1906) » annunzinte nficial-
mente in un nnmero straordinario del bollattine pubblicato mallo seorse aprile, mi
haono domandate per iscritto o verbalmente (in oceasione dol congresso di Parma)
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pevche 1'Associazione da Jungo tempo non dh seguni di vita, e priocipaimente
perché la proposta suddetta non & stata neppure messn in volazione.

& tutti rispondo pubblicando la seguente lotfers. divebin al presidente deil'As-
sociazione prof. Borico Do Amicis, preside del R. 1. Tecnico di Forh.

Tremolelo, 5 Ottobre 1007,
Caro De Aiicis.

11 28 settembre dello scorso anno, il Comitain dell'Assoviazione Mathesis adu-
natosi a Bologna deliberd unanime di proporre al soci una imporiante modifica-
zione dello statuto, inteaa ad allargare le basi della Souieti, cousarvando inalterato
il caratters eminentemente didaltico dells medesima: ed i pubblicai In npotizia
sommaria di questa deliberazione nel u, 2, nono XXII (sett-ott, 1906), del mio
Periodico di matematlica,

Nel mese di aprile ¢ stato pubblicate un bollettine straordinario contenenie
lannunzio ufficiale delln proposta modificazione di statulo, & dopo il Comitato non
ha date pin aleun segno di vita, © nemmeno ha pubblicato | resoconti dello due
annate 1305-06 o 1906-07, Evidentemente siamo foovi della legalita; eppure sai
bene che non fi sono mancate da parte mia sollecitazion] perché cessasse gnesto
stnio di apatia eho neceide la Sociein,

Non mi resta dunque che presentars ls mie dimission] (assolutamente irravo.
cabill) da membro del Comilate, non intendendo pii oltre di avere uua parte anche

minima di responsabilitiy in nno stato di cosa che deplove,
G. Lazzers,

Por maggiori schiarimenti divd ehe il prof, De Amicis ha dicliarato costan-
temente che approvava e desiderava al pari di me di trasformare I"Associazione,
in guisa che essn possa essere apevia a tubli i coltori della matematica, a qua-
linque grado d'insegnamento essi appartengauo, conservandole pero il suo carat-
tere eminentente educativo @ didattico; ma alle sellecitazioni mie e di nltri perche
facesse fare la voitnzions sulls proposia rilorma, secondo le ueyme sinbilite dal
vecchio slatuto, si & limitato a rispendere che ls sue ncecapnzioni persouall non
gli avevano mui lasciato il tempo di farlo,

Una lale rugione, accettabile per qualehe settimana o per qunlche mese non
¢ pin buous dopo olfre un wuno; e percid mentre ho voluto pazientare fino ad
ora, forse anche troppo, per amore di coneordia, mi souy trovato neila necessita
di dimetlermi per lasciare In responsabilita soltanto & chi spetta.

Ed ora che, tornaio samplics socip, lo riacquisiata la mia liberta d'azione,
aggungerd che molti colleghi, nddolovati come me di vedere finire per consup-
zione una societh che ha pure avato nna vita florida @ rigogliosa, ed ha reso utilj
servigi all'inseghamento, desiderosi come me th farla risorgere, mi hanwo rivolto
varis proposte.

Alouni propongone di sciszlisre ln Sociots e di rvicoslituirla ex-noro, Qualenn
aliro vorrebbe che il Periodico di matematics s'Juearieasse di fare le vobazioni
sulla riforma proposta,

Tanto I'one quante altra di quesie proposte sono da considerarsi come ri-
meadi estremi ad un male sstremo, Voglio sperare che quesio pubblico sveglia-
rino, pilt energico degli aliri, indues i membri dal Comitato dell’Associazione an-
Cora in earica a fare sollecitnments ciy chs devono, riguadagnando un po” del
tempo pevduto, in guisa che senza sgosse si poesa effettuarne la trasformazione,
che speriamo debba dare nuovo vigore alla nosica Assaciazione,

G. Lazzerr.

GioLio LaAzzurr — Digretiore-responsabile
Finito di stampare il 81 ottobre 1007
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EQAZIONI LE CUI RADICI SONO DISPONIBILI IN* GRUPPI BINARI

AYENTI PRODOTTO COSTANTE

|. In guesta nota vogliamo oceuparei delle equazioni che godono
della segnente propriefi: detta z, una radice gualsivoglia, esiste nn
certo numero (o un'espressione algebriea) 2 tale che, posto

ol == 08

x, sia pure radice.

Cercheremu anzitotfo le relaziont che debbono legare i coefficienti
d'un’equazione, affinche essa sin del tipo in parola.

Si abbia I'equazione

[ ()= asx” -+ x4 agz™* 4. ..+ gy ¥ - @ =10 (1)

Afiinchd quest’eguazione sin del tipo sopra deseritto, essa dovrd
essere equivalente alla

L
ossia alla
p(2) = 022 -+ Ay 22"+ ap g’y . F @2z + aex® = 0. (3)
Accioeche le (1) e (3) siano equivalenti deve aversi
. TR E— b = =, = & b1 — i T (4)
(o " ifa (1 My

Da queste si ricava che

g "y flg i1 iy

B’ e w7 e ? W

debbono essere termini d'nna progressione geometrica, di ragione z.
Dalla (4) ricaviamo

. ] *

»
1
o == (afﬂﬂ_ﬂ)r_' (r,8=0,1, 2,..., n; r¥3). (5)

Un (s

Viceversa, se le (4) sono verificate, le (8), (1) sono equivalenti e le
radiei della (I) possono per conseguenza disporsi in gruppi binari
aventi prodotio costanie. Sicehd potremo affermare quanto segue:

Condizione necessaria e sufficiente affinché le radici dell' equazione (1)

e e S VA T —— R R T e e R S — -
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siano disponibili in gruppi binari aventi prodolio costante ¢ ehe 1 quo-
zienfi: °
ﬂ_u fl fg L] 5
an' Gy’ 03977 a4y ' Qo

siano termini successivi d'unua progressione geometrica.
La sua ragione ha per espressione

1

i —F |1
m_(rﬂn ‘) {r-,S—UT 11 ?Jin.-,ﬂ'l;'r:‘:a]-
(il —yln

2. L'equazione data pud nvere per radiel semplici o mulliple Va
e —Vz, le quali son le sole che, molliplicate per se siesse, diano
per prodotto = Ne viene che, liberata I'equazione da queste radiel
eventuali, si otterrd certamente nn’equazione a radiel tutte distinte
e del tipo in parola e, quindi, di grado pari.

Ne segue ancora che ogni equazione di queslo tipo e di grado
dispari ammette per radiei Yz 8 —1z, 'una d’ordine pari, l'altra
d’ordine dispari (si considera l'ordine 0 come ordine pari).

3. Consideriamo l'equazione di grado dispar

G+ |-ay ¥ as 2™ .. Oy T e DR L
_1_ UgmF _}_ Uey—1 — Ur (E}

del tipo consideraio; si pud porre

Hmpiﬂl—‘-ﬂhnm—_'il-_nle L'f-m— ﬂm ﬂm+1=--l (7]
e quindi .
3 ma1
= "gu_ (8)
n

(iib posto, la (6) pud scriversi

ng(:c”’"” 1' ALEEN -tz (f”—‘ i ""m) -, oo Q@™ (:s | ﬂm*i)—-ﬂ*

s / iy

ossia, tenendo presenti le (7). (8),

1 Lin—}
uu(n:’m*‘—l— ;::1) - (:::’"’—‘—F 2:':_‘1)—]—. a2 (:t: -+ E:“) =10, (9)
che, manifestamente, & verificata per
Tt (10)
Uy

Potremo dunque affermare che

Ogni equazione di grado dispari, del tipo qut considerato, ammette
come radice (@ordine dispari) il quoziente del due coefficienti pin di-
stanti dagli estremi ed equidistanti dai medesimi, cambiato il segno.

4. Consideriamo I'equazione di grade pari

8™+ T o B T O™ - B T e T
_I“ﬂnm_.:‘.'l:‘i—ﬂgm:u, (11]
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alla forma della quale pudb agevolmente ridursi ogni equazione del
tipo considerato. Avremo

a Pam—1 Tan—2 {4 o Ty
m——‘ L o— ﬂ.==...='m1"=l|-"_ a!h 1=__ﬂm' (12)

o tly (g gm 1 Ty

Dividiamo ambo i membri della (11) per 2z ; avremo
m ey, — (s o
(nuf“ : f;,) t (mx“"‘ : ;m_;){ ...+(ﬂm_;m} ::I) - oy = 0,
ossig, per le (12),
m m—1
a (.’.]:m | :_m) Ly (Iﬂ~—1+§m_,)+...+nm_l (m+§)+nm=0. (19)
Posto

z -+ %-——y. (14)
& noto che le somme

g 3
#3 5, B, .., el

7
sono esprimibili come funzioni di y dei gradi 2, 3,..., i, mediante

la relazione ricorrente
mr—!

(f_l‘}‘z::) (-’5+E,:) = (-T’ | ;:-) | u(o:‘“—l—-m?,) fr=2, 8,.4.)s

e s1 trova:

uﬂ

:'E" I| I‘—-—-ffa"-zﬂr,

3

2" :3'_./5'_'33!!’:

o cosi via, Talehd potremo dire che la (11), giusta la (14), si riduce
a un'equazione di grado m, del tipo

@ (y)=boy™ + by + by o T hua Y+ Ea=0,  {15)

e che la possibilita di risolvere I'equazione (11) dipende dalla possi-
bilith di risolvere guest ultima equazione, in conclusione potremo
affermare:

TronEmMA. — L risoluzione & wi'equazione di grado pari, le cui
radiei si possono disporre in gruppi binari di prodotio costante, pud
farsi dipendere dalla risoluzione &un'squazione di grado meta.

(aso particolare mofo importante & quello delle equazioni auto-
reciproche; in esso si cade ponendo o= L

Altro caso particolare & fornito dalle equazioni le cui radiei for-
mAano una progressione geomeirica. (*)

(1) Cfr. G, Bawwia, Periodico di Mutematica, Anng XXI, Fase, L
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5. Passinmo a considerare alcuni casi particolari.
Consideriamo 1'equazione di terzo grado

flz) ="+ a2 - gz 4 a5 = 0; (16)

condizione necessaria e safficiente affinché essa sia del tipe quni con-

siderato, & che *
1 14 E
g as iy

siano ftermini successivi d'una progressione geometrica, ossia che sia
verificata la relazione

ﬂ:r= — ﬂlaﬂﬂ. [17]
Allora la (16) e verificala per

o le altre due radici 2¢, 73 si possono trovare osservando che

_ag’
{ v = _nlﬂl

Py - Ty a1 :

da em

g s —ay® + Va,' — Bal — 2ay” ae

B Eﬂl

6. Consideviamo I"equazione di quarto grado

f(ﬂ?} =g l ayx” —|— (1 7% bad —'l" (IsX —I— aa—1, (18)

Condizione uecessaria e sufficiente affinché le sne radici siano
scomponibili in gruppi binari aventi prodotto costante, & che

L

{h' ﬂg'

L,

siano fermim successivi d'nnm progressione geometrica; ossia occorro
e basta che sia verificata la relazione

& g = ay. (19)

La (18), divadendone ambo i membri per 2%, a causa della (19), diviene

g1
("” ‘ :1"3:’) | “1($ Ei) - a3 =0,

g, ponendo
l (a 1
| & ﬂjl.‘ﬂ —y- (ED]
da cui
mB+E _1___ e l}i’
el 2 Y T =g
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essa si riduce all’altra

da cui

Quindi, per la (20), la (18) si scinde in due equazioni di secondo
grado, che possono mettersi sotto "unieca forma

("

1 b
I‘+(§'ﬂ=i ‘I——WI‘FH _)-T i

=0, (21)

1
e, guindi, rapidamente, si possono scrivere le radiei della (18).
7. Sia:
[ (@)= 2" ayp* - asz® - a® -+ a2 -+as =10, (22)

Condizione necessaria e sufficiente affinchd essa sia del tipo in di-
Scorso, © che

siano termini successivi d'nna Drogressione geometrica; ossia oceorre
e basta che siano verificate le relazioni

25} fally as'

g~ —— — 2 (23]
) iy Mds ity
uvverosia

: | G

a-l- ﬂl ﬂ: '
- ¥ (g — = .

a ag°’ T g . (23)

L'equazione allora & verificata per

L F
xr = ’
(g

e le altre radici sono quelle d'un’equazione di quarto grado, la quale
81 pud serivere: |

"—"(xﬂ | ;‘;,,) -+ (ali—::ﬁl)(z 5 1)4-;&;_1:1 b H1=0, (24)

az® s " a

¢ sl risolve col solito metodo, ponendo

HI]E 1
=
m ] ﬂnl.m __yh

»

*
* &

8. Lo cose dette precedentemente ci suggeriscono alenne consi-
derazioni, le quali, & loro volta, ei forniscono ur nuovo metodo per
risolvere le equazioni di 4° grado.
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Dimostreremo il seguente

TroreMA. — Ogni equazione di 4° grado si pud trasformare in una
equazione, pure di 4 grado, ¢ tale che le sue radici siano disponibili
in gruppi binari aventi prodotio costante, risolvendo un' eguazione di
3 grade.

Sin data l'equazione

flz)=a*+ pz* + ga* + rz -+ s =0, (25)
Poniamo la trasformazione
2 =1y 3, (26)
allora la (25) diviene

p+ 08 o TO e pytra=0. @)

Affinchd quest’'nltima equazione abbia le sue radiei ﬂiapqnihili in
gruppi binari aventi prodotto costante, & necessario e sufiiciente che

sigz (n. 6)

f ) (G2) = (e 23)
Essendo, com’d ben noto,

fle)=2+p2+tq2*+re1+s; [ (2) = 42° + 3p2° + 2gz |1,

nr }
f;f =4z,

la (28) prende la forma
[p (0" —49) + 8r] 2* + g (p* — 49) + 2pr 5- 165] 2* + |
- [r (p* —4q) - 8psl e+ p's — r*=0;  (28)
resta cosi pienamente dimostrato il teoremn enunciato.
Detta dungue « una radice della (28) l'equazione

prlByp Oy payypg=0, @
alla quale si trasforma la (25) mediante la posizione
=y +a, (20)

appartiene al tipo considerato nei numeri precedenii, epperd si scinde
facilmente in due di 2° grado (n. 6). J

Posto
Y fﬂ(;j]- ; =, (31) B
‘Ia (29) diviene T T
- 3!“ - f; —2)1';—-0, (32)
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= [ L8 Y(Ge) s Sl _op (nr.]],

ovvero

1 1—4 Br
= gt + R IER
Dunque, per la (31), la (29) diviene:

1 —4 8 4 |- 3px*-2
P+ g (et g 2 PREILES | | WIS,

Si ha dunque il seguente

TeorEMA. — Essendo Xy, Xu, Xa, X4 le radici dell’equazione (25) di
guarto grado, Vi, Ve, Ya. Y le radici delle eguazioni (33) ¢ o una ra-
dice dell’equazione cubica (28), si ha

iy =Z-1 W,
Lg — %L yi;
Ts=—=a s
Sy — o 1 Y

CoRroLLARIO. — Fssendo x;, Xs, X5, X, le radici dell' equazione

flx)=2*+pz*+ qz+r=0,
Yis Yi, Ya. ¥ le radici deile equazioni

428 + 2pz +
y'—l—(ﬁa::tvg—i)y% o

e o una radice dell’equazione
Bgz" -4 (4r —p") 2" —dpgz — ¢ =0,
n=oT%h; Br=at%k; Tn=z+Y;: w=a+%.
9. Come applicnzione risolvinmo ’equazione numerica
fla)=z'+a"+a+ x4+ 12=0. (34)

Formiamo la risolvente

g5 ha

fit i
fe (S52) = @,
0ssia
92" 51012492z +11=10, (35)
la gquale & verificata per
S,

Percid poniamo la trasformazione

1
:L'=y——§,
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allora la (34) si riduee a

1 16 86 7396
v'+5 ¥+ 55 ¢+ v+gs =0 (36)

la quale pud seriversi

B6" 1 86 1 16

ossia, posko
86 1

|
y|25'y_tl (37)
1 156
2 |
| g t— o =0
da cu
, 12 13
=3 h=—7-

Percio dalla (87) si rieava che la (36) si seinde nelle due seguenti:

259" — 60y + 86 =<0 ; 25y* - 65y 86 =10,

da cui "
. ;:=—5—:tiﬁ, i:: i—%i%tﬁ'_,
m=12i1Z; P__2. 1y
R. VErCELLIN

MLUZIOND INTERE DELL'EQUAZIONE PITAGORICA

e applicaziene alla dimostrazione di alcuni teoremi della teoria dei numeri

Nella Memoria bibliografica sull'ultimo teoreme déi Fermat del
prof. Gamsront (*) si trova questo teorema:

Per risolvere in numeri intert ['equazione x* -+ y* = 2* lu condizione
necessarie e sufficiente & che sia

z=v+w  y—utw z—utotw
dove u ¢ v sono nleri ¢ w*=2qv.

(4} Ofr. 11 faseleolo IV, dell'anno XVI dl quasto Pariodico.
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fo mi propongo in questa breve Nora di ginngera allo stessu ri-
sultato per altra via, precisando inolire quale & la forma dei nu-
merl % e v: cioe dimostrerd che essendo p ¢ P numeri dispari primi
fra loro e K un infero gnalunque deve essere

v=p K u=—2""1 P2 K.

*
» &

|. Prendo donque a considevare l'equazione
' y=2. (1)
E lecito manifestamente supporre 2, #,2 primi fra loro due a due

e di pin 2 <y<z: di modo che essendo a e b dei numeri interi e
positivi sard y—=x+a 8 2=z -+ a-} b. Con civ la (1) diviene

'+ (x4 a)f ={z+a-+b)* (1)
=2 (z-+ ). b b 2)

Risulte di qui che se non @ =1 ogni fattore primo di b lo &
anche di z, e inoltre che z e b sono contemporaneamente pari o di-
spari, Posto dapprima

ng'-i-l i bz?-blg
dove @y e by sono dispari la (2) diviene
2%, o= (22 +-a) . 2V by 2% . by; (2)

ora poiché x & primo con x4 a e ciod con a, sard a dispari; epperd se

e »>1 perla possibilita della (2) si rvichiede 2s =11 infatti, se

cogl non fosse, dividendo ambo i membri della (2) per quella potenza

di 2 chte ha per esponente il minore dei due numeri 23 ed » -1 si otter-

rebbe unn egnaghanza fra doe interi uno dei quali soltanio sarebbe

pari. lnvece se & »=1 lu (2)" fa vedere che s pud essere qualunque.
Inollre essendo ¢ un fatfore primo dispari di b, pongasi

da cus

j;:g."z'ﬂ 2 £|=9"_b1‘
dove né 73 né b & divisibile per g: sostituendo, la (2) diviene
g 2 =2(Q" @) . q" . b g™ . B,

o quindi si vede che. poiché a non & divisibile per ¢, perchs & primo
con z, deve essere v—=2pn. ko stesso potendosi vipetere per ogni fat-
tore primo dispsri di b, si conelude che, se p & il prodotto di tuiti
1 fattor prim dispan (ugnali o no) che entrano in 2 e che sono comuni
a b, per x e b possono darsi i tre easi seguenti:

I’ z=pg  b=p"
2° e=Zpt b=2%"p'
315 mzzupg b.:fdp!
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dove in ogni caso p e ¥ sono dispari e primi fra loro: di pit non
® escluso che sia p= 1. Osservo ancora che tanto nel secondo che nel
lerzo caso & g = 1.

Dalla (1) si deduce ancora
(& + a)* =2z (@~ &) + (a - b)* (3)

dalle quale si scorge che ogni [fattore primo di a--5 lo & anche
di #-+a e che 24a 6 a--b sono contemporaneamente o pari o
dispari. Ripetendo allora sulla (3) le stesse considerazioni che prima
a1 son fatte sulla (2) (basta a tal fine notare che la (3) ® ottenula
dalla (2) mettendo al posto di 2, 2-1-a e & risp. 2+t a, = e a - b)

si concludera che per 214 o @—+b possono presentarsi i tre casi
segnenti:

i z - a=Py a-bh=P*
2 ®-i- @ =2"Py g b=2%1p"
3’ x + a=2'Py a6 h=2pP*
dove in ogni caso P e 7 sono dispar e primi fra loro o (nel 2° 6 3°) |
6s=1.
Quindi, riassumendo o tenendo presente che x e 24~ a sono (come %
6 sempre lecito supporre) primi fra loro, Pequazione (1) [ossia la (1)] |
polra essere verificata solo nei easj geguenti; '
I { z=p§ b= p* |
" \y=z+a="Py @~ b=P* i
{ z=pk b=p* 1
. :1:—}—!1‘-:2’?1] n_!_b___g‘ﬂs—-lpﬂ }
f T == pE b=p* :
L | z4 a= 2Py @+ b=2P* i
v { 7= 2pE b= 221"
"\ z-t-a= Py, a1 b= Pt
v { = EHPE bh— 2})5 _1
' z 4= Py a--h=p 'f

In ognuno di guesti easi quattro numeri p, P, E, n, sono dispari ._
e primi fra loro doe a dye. 3

Passerd ora a disentere ciascuno d; (quesii cinqnoe casi.
2. Considero il primo easo o ciop

e=15, s+a=Py PF—p, 0b=PY ziatbmpil P
Dalla identita

T-ra=xz4(a-+b)—p
Tt a=Py=pE4-P'—p*

851 deduce

ondo ia (1) diviene

PE +(PE+ P*— o) — (pE L Py |
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da cui sviluppando

E‘_I" PL'_ EPE =EP¢:
{E_P)izgpl,

relazione assurda, non essendo 2 un quadrato perfetlo.
Dunque il easo 1 non pud assolutamente verificarsi.
3. Nel secondo caso viod

w=pz, z24+a=2Py, b=2p' a-p—0n-1p
dalla identita di prima
xt+a=g+(a-tb)—b
T a=2Py = pE L 1P _ s
T+ a- b= pf 4 28-1p2
Con cid I'equazione (1) &
DS+ (06 + 2P — g = (g - 2Py,
€ —2(pE 2P 4-p* =0,
(E— p)*=2%P*;
e poichd & £> p (cioé = > b)
E—p=2P,

s=pT2P.

08818

a1 deduce

eppero

da cmi

0SsIf

e infine

Dungue si ha
r=p'+2'Pp, z-a=2%'P:|-2pPy, T0-h=p*-2*—1P%| 9Py,

Viceversa & fucile vervificare che ogni terna siffatta di numeri
soddisfa all'eqnazione (1), '
4. 1l terzo caso rientra nel precedente. Infatli per essere

p=ant, x-~a=2Py, =" a-}-b—=32p*,
g1 ottiene dalla solita identita
T+ a=2"Pyp=pE —[—EF”—-—p’
%@+ & = pg - 2P*.
Quindi I'equazione (1) diventa

8 (05 + 20" —pf) = (pE L 2P

e di qui come prima

e

(§—p)'=2'P

E=p—+2P.

Si ottiene cioé la terna di numeri trovata nel easo precedente colln
particolarith di s=1.

O
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b. Prendo orn & considerare il caso 1V, cioe
e=2%E, z+4a=Py, b=2%p", u-}b=P-
Dalla identita

zt+ag—z-1(a--b)—b
z+a=Py=2%E4P*—2%"p’
2 -+ a - b=2"E - P~

L'equazione (1)’ assume la forma

(278)° - (298 + P* — 2% 'p%) = (295 + P7)’,

81 ricava

da cni
: 2551 — 2% (2%E |- PY) - 24 p?=0,
0RSiR
B9, 9%y E-L oetpt_ pe
e ancora

(€ —ar g —0"
infine, per essere £ > 2*'p (perché & z > b)
E—2-p+P.

Quindi si otliene
e=2%"p-2°Pp, zta=PH2Pp, z-tatb=2""p"|P*|2Pp.

Viceversa si1 verifica subito che ogni terna di numer siffatia sod-
disfa all’equazione (1),

6. Quanto al V caso, per Ja simmetria che esso presenta col ITL,
gl vedrd subito che esso rientra nel precedente, come il Il easo
rienvra nel 11, che si pubd cowsiderare simmetrico al IV enso ora di-

SCUSS0.
Quindi riassumendo si pud dire che I'equazione (1) & soddisfatta

soltanto nei due casi seguenti:

1" z=p*4-2Pp, zta=2%"P*-2Pp, z-+at+l=p*|2% 2P} 2:Pp
2" a=2"""p"+2°Pp, >ta=P"42°Pp, zt-a-b=2"p"+ P*-2*Pp

e ancora osservando la simmeiria di gueste espressioni peri tre nu-
meri®@, x4-a e -+ a-t b si vede che qnesti due casi si riducono a
uno solo. Dy modo che si pud coneluders col teorema segnente:

comdizione necessaria ¢ sufficiente perché bre nwmeri interi X,yez
soddisfino alla relazione pitagorica

T+ gyt =2
e che s1 abbia (x = ¥)
= (p*+2Pp) . K, y=(2%pt_L 22Pp) . K @
g=(p"-2%'P* - 2'Pp) . K

dove p e P somo numeri primi fra loro e dispari, K ¢ un inleroe qua-
tungue ed s = 1.
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* ¥

7. Dalla condizione necessaria e sufficiente ora trovata per la pos-
sibilitd in numeri intevi dell’equuzione pitegoriea rvisulta subite una
facile dimostrazione del Leoremn seguenfe dovutn n Lieenpre (')

lu sonuma delle quarte polenze di due nwmeri interi non nulli non
puv essere un guadrato parfetio.

Infatti Pequazione

Tt 4yt =2 (4)
si pub scrivere anche cosi
(@ + () ==".

Onde si vede che, affinchd lu (4) sia soddisfatta, & necessario che
¥, y" e z sia tre nunmeri interi pei quali & vervifieata I'equazione pi-
tagorica; dungue in consegnenza di quanto sopra & stato dimostrato,
polendosi supporre 2 e »* primi fra loro, siri

o' =p' +2Pp, YP=90""P'|-2Pp, e z=p' 2% P 2Py,

dove p ¢ P sono numeri dispari e primi fra loro. Ossia si potra
serivera

F=pp+2P) o yP=2PEP+p),
donde si scorge che, essendo p primo econ p—+2'P ¢ 2P primo con
2P - p, 1 qualtro numeri p, 2'P, p-+25P e p-}-2'P devono es-
sere tutli der quadrati perfetti e ciod: VYp V2P e \p+ 2P devono
esscre degli mteri soddisfacenti l'equazione pitagorica, quindi in virti
dello stesso teorema essendo py e P; dei numeri dispari primi fra loro
a1 dovra avere

p=(p*+2Pp)' 2P =P+ 2Pp)" (5)

Ma anche p -+ 2'P deve essere, eome si & detto, un quadvato
perfetto ; orn por le (5)
2127 P=(pn"+2Pap)* +2 (2* P, 4 2~'Pypy)*,
da cul svilnppando i quadrati nel secondo membro
P'l":'?'u qul‘_]“EH 1Plpul_‘_EﬁPlnplﬂ+2i;4Pl++3:;—1P1:p1+3=;-—11;;15 1':,
OESIA
P25 P=p,*+4p% . TP 46 . (271P,)4p, (2P, )P
HEZ P (2P,

p+"P={m+ 2P 4 (2~}

ciod le somme delle quarte potenze dei due numeri p, + 2P, e 2P,
dovrebbe dare un quadrato perfetto. Ma py + 2P, & per lo (5) corto

@ infine

(1) Ofr, I Memoriz esitaia del prof Gasmetonr, § TV,
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minore di Vp e @ fortiori minori di Z, @ non pad essere zZero; simil-
mente pev le (5) 2Py & certo minore \'f?"-f’ ¢ « fortiori mnore di
e di pitt diverso da zevo. Quindi si conclude che, se esistessero due
numerl interi z e ¥ non nulli tali da essere

-yt =2,
dovrebbero esistere due altri interi @ non wulli @ e ¥ dove oy < =
e ¥ <<y luli che

T -yt =z"
dove 2; & un intero. B continuando collo stesso rogionamento si ¢on-
cluderebbe l'esistenza di due interi non nulli z, e y. pieeoli quanio
si voglia tali che la somma dei loro biquadrati sia un quadrato per-
fetto ¢id che non pud essere.

Dungue I'equnzione

o+t =z
non puo essere soddisfatia da vumeri interi e manifestamente neanche
da. numert frazionuri,

In sostanza il principio su cui & fondatn questa dimostraziona a
quello stesso che informa la dimosirazione citutn del LEGENDRE.

Segue da quest’ultimo teorema che

Vequazione x* 4 y*=12* ¢ pits in generale I'eguazione x*- yi=12z", dove
¢ Uintero n=2".q (eon r=1eq qualunque) non pud essere soddisfutia
da nuineri interi (né da numeri frazionari). (%)

Terminerd infine guesta nota col far vedere ancora come dal
teorema sopra dimostrafo intorno alle soluzioni inlere dell’equazione
pitagoriea, segue subito un altro teorems dovuto al Fermar e di cui
1l Laerawee diede una dimostrazione: il teorema @ questo

s¢ X, ¥, 2 somo ire numeri wnfert soddisfacenti all’equazione

[ W=z
i prodotio Xy non pud essere un quadrato perfeio.

Infatts si ha
_ zy = (p* - 2°Pp) (2% "P* 4 2Pp) . K*
da eni
2.y=2Pp(p+2P) (2P | p) . K*

donde si scorge che per essere zy un quadrato perfetto, poichd i uu-
meri P e p sono fra lore primi e dispari, dovrebbe essere s prri e
di piu i fattor P, p, p-L2°P & p-—27"'P tutti dei guadrati perfetti.
Ma si & ora visto nella dimostrazione del teorema di LicEnpsz che
cid non pud essere: dungue zy mon & mat un quadrato perfetto.

Fano, 2 maggio 1907.
ANERIGO BOTTARL

(*) Case particolare dell'nltimo taovema di FETRAT,

i ————

— e 'Ju".-_'ﬂ‘..‘tﬁ:' .u.h_:l-__." A-g; h.._L = ar ‘_-|—IM' -.':-.- o T T—— -: #J'_'ﬁh"’- o q o - i il

i P
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SUI GROPPI DI NOUMERT NATURALL AVENTI UNA DATA SOMMA

Combinnzioni semplicl.

I. lodichi e, & nna qualungune ecombinazione di ¢ namert naturali
differenti, la cui somma sia ugrale o minore di un dato numero k e
sia spx il numerv di totie le possibili e, Se gl elemenli di una
Cpk—p S1 NmMenlano ciascuno dell'unith, si avra una Cok CON elementi
tutti maggiori di 1. Viceversa diminuendo di 1 ciascun elemento di
nna ek non contenente l'elemento 1, si avrd una cox—p. Dungue le ¢, x,
non contenenti Felemento 1, sono nyx—p. Le e,k che contengono I’ele-
mento 1, si possono poi ottenere dalle ¢, 14—, aumentando di 1 cia-
seun elemento, ed aggregando ai p — 1 elementi eosi modificali 1"ele-
mento 1. Ne segue che le ¢ contenenti 'elemento 1 sono Mo—1E—g.

Sara allora:

ok == Nek—p 1 No—1%—p.
'arimenti si ha:
Ngk—p == Npk—2 T~ Np—1k—20
Mek—20 = Npk—38p —~ Mp—1,k—3p

Sommando membro a membre e riducendo, si ha:

No.k = MNo—1%k—p _I_ ﬂg—l,t—ﬂg"l‘ ’He—l,k—ﬂg_,‘ “ - (1)
Notisi ¢che in una ¢,x non pud mai essere 4 < 1 +24+8+...+Fp,

[niui‘a k<< (P _é_ I)] , giacche gli elementi. della ¢, x non POSSONO essere

minori di 1,2,3,..., 0. Dunque se k< (P—é—l) sard myx =0, e se

A1
k=(P '2 1), sara nyx— 1.

2. Per =2 dalla (1) si ha:

Mek = fhk—s 1 Mkt T Mx—s ...,

@ poiche n,; =#, perch® le ¢,y non sono che i numeri L S———
cosi ne viene che:

dove l'nltimo termine saria 2 o 1 secondochd % sia pari o dispari. (")

Indicando ora con X; 1a somma dei numeri pari o dispari da { in
gin, & ha:
Mgy = Jy_g; (2)

. 84— 1%
(! Tala ultimo termine &l pud rappreseniare eon 3

-I—F--\_, e T e T b L oy —
. - "
- ] = a =
L

L ]
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e 81 pud constatare facilmente cle:

k(e —2) 4 10 e — 1 — =
- : — . s (8)
onde si ha: | :
(k—1p— 11
Nk — 1 = ) (4)

3. Per p=3 la (1) divenin:
Mo = Ngx_g ~ Mok—a — Maea—. .-,
e per la (2)
Mae=— L ; —I— e s+Zent... -+ ) (5]
dove » & il resto delln divisione per 3 del numero 2—2. 11 quo-

zienfte ¢ di questa divisione rappresenta il nomero delle quantita 2
del 2° membro della (5). Se indichinmo ora con m il numero degli indici
pari di gueste X (eompreso lo zero nel case di »=0)si ha per In (3):

nee=¢k—4)P+Ek—T7F - k—10F —... + {r-+ 1 —m]:

ed applicando la formola ¢he d& 1o sommu dei quadreati dei termini
d'una progressione aritmelica, i ottiene con quulche semplificazione:

| [t sty )

Mok ="y 0 >

dove 3=k —r—2.

Notisi che se g & pavi, sarh m = £, e se g  dispari sard m= 5’"2[—1
= | i . : :
o m="12 5— secondochd » sia pari o dispari. (')

=

4. Indichi Cpx una qualunque combinazione di p numeri nsburali
differenti, la coi somma sin uguale a k, ed Nox sin il numero di tutte
le possibili O,c. Vale per guesfe il ragionamento del n. 1, onde:

Nok = Npe—p -+ No—1k—p (7)
He-k = Ne—l-k—s "|‘ N.f.'—l.k—ﬂy ‘I_ v (8}
Intanto & evidente che:
Ng,g — s,k —Nox—1. (9)
0. Per =2 dalla (9) si ha:
I —(—1)
Il — 2) + —
Nl.k= oy — N3 — Ek—I — Xy g = 4 =
— — 1) — (—1)%
(k—1(k—g4 == o 1-C0)
i = = 7 — (10

q + (
() La » & data evidentaments dalla formoln: m — =

w‘.“b — e e T

I da Ilu-—lul-:."""-.l'l — W P

b L ey,
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Per p=23 si ha dalla (8):
Nﬂ;k — N!.k—: ‘I‘ Hﬂ.t—s ‘l" N tk—9 —|‘ T2 A=

= (s — Ti—a) + (Sk—s — Sxo) + (Sxcs — Zi—wg) +-...  (11)
Osservisi intanto che:

(I — 2 4)+ (Bia— Zia)=
(B o)~ By — D)=t = —ff=1ms=1 (x3)

quindi I (11) diventa:
Nax=(k—6)-}(k —12) - (h—18)L...; (13)

"'nllimo termine @ il resto della divisione di # pev 6.

La (12) vale perd per qualunque valore di ¢, tranne che per =],
perche allorn si ba Z,=1 e non I, =0; ne viene pereio che quando %
e multiplo di 6, resta precisamente nella (11) un ultimo termine 2
@ perd ln progressione della (13) (kA — 6) -} (k— 12) FlA—18)+ ...
avra per nliimo termine 6, ma ad essa bisognera aggiungera 'unita.

Per es,

Nom=16-+-10-1-4=30
Nsouu=(184-12+6) + 1 =386 -1 =37.

Per avere allora un’espressione completa della (13) potremo seri-
vere (indicando con g ed » il gnoziente ed il resto delln divisione

di k per 6):
JE—G—I" i 9‘

dove =0 se r=1,2,3,4,5 ¢ 0=1 se r=0(").

Nax=

Combinazienl comn ripetizione.

6. Indichi »,x una qualungue combinazione con ripetizione di P
numeri nrturali la cui somma sia &, e sia By il numero di tutte le
possibill rpx.

Le 7px sono in altri termini le partizioni di % in p parii. Esse si
possone oltenere:

1. Aumentando di 1 gli elementi di ogni 75x—0, & €081 si hanno
le rox che non contengono 1'uniti.

2. Aggregando I'unit ad ogni 7,—1x—1; e cosl si oltengono lo Yok
che contengono l'unita.

Dunque si ha:

[ ]
parimenti Bok = Bok—p 4 Ro-1—1; (15)
rim v

Rg.k—g == Rg.k—Eg o Rg—l,k—l_.{.
R@-E-EE = RgX—8s 1 Re—-].h:—-l—ﬂe

(=) (2—r i3 —rid—r)(5—r

(1) 81 polrebbe porra par 0 Vespreasiono: =

e & - =
—————— = B
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_j.. i j I+ ¥ .I__q_l
ﬂ.?h?..h_ :

¢ sommando e riducendo:
Ror=Re—1x—-1 1+ Rom1x—1-p -+ Ro—15—1-20 + Ro—1k—1-00 +.... (16) 3
Osservisi che Rm.:_=]1m=1 e Rox=10 se k<<p. k l
7. Per p=2 la (16) divenia: |
Rot =Rapx 1+ Rig—s+ Rzt ...=141F1+4....

L —(— 1)
k——%
Il 2° membro ha o termini, & perd:
1—(—1 1—(— 1)
MR ETES | PR |
R =
= 2 - 2
e per la {10): .
Baxy =3 1 — Zx a= Nejcsr. “7]

8. Per p=3 si ha:
Biz=Ruxs+ Rapi+Rosste..=Nax+Nug s+ Nos—ot-.-=Nopso
par la (8). Bd in generale se pomiamo:
Bo—1x = No-1k+ (271),

gl dimosira facilmente che:

Rpe = Nok+(§). (18)

la quale b vera, perchd la prima si verifica per p—1=2.

Disposizioni.

9, Indichi d,x wma disposizione qualungue eon vipetizione di p nu-
meri naturali 1a cui somma sia k, e sia Dexk il numero di tubte le
possibili 2,x. Queste si possono oftenere ponendo 1 davanki a cia-
seuna dp—15-1, poi ponendo 2 davanti a ciaseina dp—3—2, poi 3 da-
vantl a ciascana dy—1:—5 © cos1 vin; onde:

Dpx = Dp—1x—3 4+ Dp—t—2 + D13+ ...+ Do—10-1.  (19)

Ora =1 ha;
Dl.k — D."i.k = 11

e quindi:

D"'-rt :D1+1—1 + D.'I.k—'.l + Dl.k—#‘l‘ - + Dl._l — J — 1
Dax= Dﬂ-.k—*l-“]_ Doy—o -+ Di,k-—ﬂ "I_ ‘o + Dga=—

e (h—2) - (k—3) (k—d)—|—...—|—1=(k;1).

Supponendo ora che sia

.-
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per tutti 1 valori di Z eche vanno da 1 a ¢ — 1, qualunque sia %, si ha:
De.k= Dl_'r—l.h—l _I_ DE'—UI—-E + DE-—'IJI 3 + .oe "I— Dg—] o—1 =—
_ [k—2 k—4 k—4 p—2 A—1
_(p—ﬂ)+(p—2)+( )+ +( E)_(p ) (21)
la gnale resta dimostrata per induzione, giacche la (20) si & trovata
vera per t =1 2 3.

Applicaziani.

ProsrLExa. — Estraendo tre numeri del lotto, gual’é la probabilitd
che la loro somma sic wguale o minore di 90 2

Dalla (6) si ha (essendo g =29, »=1, mi=14):
[Bﬁ“— 22 329 90
9 2
che & 1l numero dei terni la enl somma & vzuale o minove di 90.

La probabilitih cercata & data dunque da ——— i

90\
()
Proprema. — Esiraendo tre numeri del lotto, qual'é la probabilita

che la loro somma sia 902
Dalla (14) s1 ha (essendo g=15, »=0 & quindil b =1):
84.15

| =
NEID'D_ 2 l 1 EBll

che & il numero dei ferni di somma 90. La probabilita cercata &

631
percid data da (90)

3

Teorema, — Le partizioni i n del nwmero 2n sono lunie guante
sono tutte le partizioni possibili del nwmero n.
Dalla (13), infatti, si ha per p=n & &k =2n:

s8n — dlm,n _I_ R.u—l JBEn—1 3
Rn—t.nn—l T Hm—t.n “+ Bn—s.qu-3

Eln——lun—ﬂ — En—!.u 'f— Bisgua
Rﬂ.n.—iv — RE n + Rl,'ﬂ-lq
Hﬂ R Rl.n
e sommando e riducendo:

Rnin—Rnﬂ+Rh—1n+Rn—i.n+ +RIIH—I_R]+|1 e. d. d.
Dott. M. MoraLz.

Maso = 14] = 18600

parimenfi:

Ualianiasella, marzo 1907.

- BT -

W
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DEDUZIONG DEL PRINCIPIO D’ ARCHINEDE, DA QUELLO DI " CONTINUITA,

Il principic di continuith viene stabilito, ordinariamentie, o me-
diante il postulato di Depgxmp o con quello di Cantom, che dal
primo non differisce sostanzialmente, oppure con quello di Weier-
sTrass. Nella scienza astralta, generale, 1 postulati di Canror e di
WrIERsSTRASS non si equivalgono: nella geometria non archimeded,
p. es., da me stabilita sulla rella in un breve articolo sui * Subfinifi
o transfiniti dal panto di vista di Cawror , (') sussiste 1l postulato
di continuita di CaxToR, mentve non sussisle guello di WeiersTrRASS
perchd in essa geometria vi sono anche punti senza intorni finiu;
e piit notevoli singolaritia riscontransi, p. es, nella geomebria, che
considera il punto (@, @,..., 81, @) come indice della funzione
Aot - th 2%+ . . A Gua ¥ . ()

Nella scienza pratiea perd, geomeirin ed aritmetiea ordinarie, qnei
postulati sono equivalenti, come & noto, cosiccheé nella medesima non
si avra che un postulalo di continmita, 1l quale potrad vemir presen-
tato in diverse forme, magari in una forma diversa da tulte tre
quelle accennate sopra. Siecome una consegnenza immediata del prin-
cipio di continuiti & la proposizione conoscinta eome postulato d"Ag-
cummEDE, che potrebbe dirsi prineipio di misurabilita, cosl ritengo che
non sia inopportuno dare di ¢ib una breve dimostrazione onde risnlti
evidente la convenienza di concedere a quel prineipio il posto che
gli spetta nella geometria elementave, ed anche nell’aribmetica.

Il postulato di continuitk, di WEererstrass, dice: * Se sopra un
segmento v'd un aggregato di infiniti punti, esso aggregato ha al-
meno un punto limite , ciog un punto tale che tra 1 segmenti prin-
cipianti nei punti dell'aggregato e terminanti in esso punlo ve ne
sono di minort d'ogni segmento prefissato.

Il principio di misorabilith, o postulato d’Arcmimens, dice: * Se
sono dati due segmenti disuguali, tra 1 multipli del minore ve ne sono
di pii grandi del maggiore ,.

Ora. dico che la seconda di queste due proposizioni & un corollarie
della prima. Infatti, consideriamo due segmenti AB, CD e CD sia
minore di AB. Sulla retta AB, procedendo mnel verso diretto dal
punto A al punto B, portiamo gli infiniti segmenti AM,, M;My, MoMs,...
tutti nguali a OD. L'aggregato dei punti M;, My, Mg, ... non ha punti

(') Bend, Cirs. Mual,, VI, pag. 101, Palerme, 1892,
17) V. l'intoressante empitola del prof F. EFniques | Prinsipien der Geomelrie " Encyklopiid | ¢
dar Mathomatischen Wisaenschaften . ; Bd I1l;, Heft 1, num. 7 & 40. Leipmg, 1007.

—————
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limiti sul segmento AB, sul quale guindi, per il principio di conti-
nuitd, non possono esser tutti gli infiniti punti di quell’aggregato, il
qunle, percit, avri anche dei punti fuori del segmento AB; se M, &
uno di questi punti, si ha che

HCD —_— AMH Ed AMT; == AB
aCD > AB.

Pud esser ufile osservare che non ha luogo 1'inverso, cioé che il
principio di confinnith non & conseguenza del postnlato d’Arcaryepe.
Infatti, nell'ordinaria rappresentazione dei nomeri reali sulla retia,
1 punfi d'ascisse razionali formano una successione per la quale sns-
sisle il postulato A’Arcmivepe perchd, ss o ¢ b sono numeri razio-
nali ed a > 4, ten 1 maltipli di 4, che son tutti razionali, ve ne sono
di ‘mnggiori di a: non & invece soddisfatto il principio di continuita
perché, per es., sul segmento limitato dai punti di ascisse, razionali,
0 ed 1 si possono prenderve gli infiniti punti d’ascisse, razionali,

| 1 1 1 |

21 &1 i - IR i S 'l 41 7'

e quesbi inliniti punii formano un aggregato che nella considerata
successione di punti d'aseisse raziomali, non ha punti limiti. T numeri
razionall formano dunque nna suceessione archimeden discontinua.

Si viconosee pavimenki che sono archimedee discontinue la sue-
cassione dei nomeri irrazionali, quella dei numeri decimnli aventi un
numereo finito di cifre, ecec.

Si pud dimostrare che il postulato di Wererstrass & equivalente
all'insieme dei postonlati d'Aromvepe ¢ di CanToR.

per cui

. GroupioE.

SOPRA UNO SPECIALE DETERMINANTE

Nota di Pierina Cuntili

Riuscira forse utile agli®tudenti la dimostrazione, molto semplice
e molte elementare, che qui dnremo, di una proprieta nota, relativa
al determinante
Oy o Fig -« « Uyy
ey ﬂm‘]‘-"ﬂ aa « « « Uan

D(x)=].

pa— .
M
L
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dove x rappresenta una variabile e le guantiia ay rappresentano
grandezze indipendenii da .

Se indichiamo eon S, (z) la somma dei minor principall (o dia-
gonali prineipali) di ordine v del determinanie dato e con DO (x)
la devivata v™ di D (z) rispetto ad z, la proprieta che noi voghamo
dimostrare consiste nella formula:

D) (z) = v! Su—s (%) (1)

Per dimostrare gquesta proposizione, applichiamo al polinomio
D (z =+ &), di grado », lo sviluppo di Taylor. (*) Si ha

D(z-h)=D(@)+rD ‘IH%T D"+...+§!—nmm). (2)

Come si vede chiaramente da questa formula, la derivata di or-
dins v del determinante D (x), presa rispeito ad =, rappresenta 1l

eoefficiente di % nello sviluppo di D (z 4 %). Passiamo allora a con-

siderare il determinante

bu-+h by e s Dy
F(I.I)z bﬂ {Jzﬂ'-‘l'"-l-n-bin

by bne R L.
dove la quantita by sono grandezze indipendenti da 2, e cerchiamo
quale sia, in guesto deferminante il eoefficiente di /. Ponendo nel-
I'espressione precedente h—0, si ottiene il determinante I (0), formato
con gli elementi by e che rvappresenla il termine indipendente da A.

Per formare il termine in A” osserviamo che bisogna, in tatti 1
modi possibili, assumere & in v termini della diagonale principale e
moltiplicare per il minore principale complementare, di ordine # —V,
dove si ponga h=0.

Se chiamiamo dungue con T, la somma dei minori principali d'or-
dine v del determinante

N A by bag .o bamy

& chiavo che il coefficiente di 4~ nello sviluppo della funzione T (A)
considerata & dato da To—y.

Ma, se nel nostro determinante D (x), al posto di z ponmiamo x -1 h,
il criterio ora esposlo ci conduce a stabilive che nello sviluppo di
D (z-1-h) il coefficiente di A" @ Su—v (#), percid pofremo scrivere:

D{zt-h)=D(z)+ hSs(x) + A" Suus (@) ... A2 8 (2) + A" (3)

Confrontando quest'ultima formula con la (2), atabilita preceden-

temente, ottemamo

D0 (z) — 8 (2)

v!

(1) Questa formuls pud shabillesi anelie sanza considernzioni d'indole infinilesimale: uio i
vhinromente espunko, per ssemplo, nel Wetns, Lehrinch der digebra, Bid. L
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e gquindi si ha la relazione
D) {(z) =v! Su—» (T) (1)

che ¢i eravamo proposti dimostrare.

Sempre nell'intento di far vedere come sia facile stabilire in modo
molto elementave la formula (1), gia dimostrata precedentemente,
vogliamo darne ancora un'altra dimostrazione, indipendente dalla
formnla di Taylor.

Supponiamo di aver gik stabilila, ecol metodo esposto, la rela-
zione (3), tenendo presenie che & deve essere nnn grandezza varii-
bile indipendentemente da z, devivando v volte rispello ad A otte-
namo:

o D (x4 A)
ah”

— 1 8y () + 2 (h)

dove il polinomio Q (h) contiens h come faitore.

Oaserviamo che Ja derivata v di D (z - #) rispetto ad & bn la
sbessa espressione della derivate v di D (2 &) rispetto ad x4,
od anche, rispetto ad z, quindi possiamo serivere

o* D (z -+ h)
o™

Ma, come & evidente, quest'nitima formula vale, qualunque sia h,
percid, ponendo in essa h=10, deve essere ancorn verificata. Il poli-
nomio 2 (A), contenendo & come fattore, si annalla per #=0 e quindi
gl ricava l'espressione

o D (x)

0.

= ! Sn—» (2) + Q (%),

= ! Sn—-r {.I')
la quale & la formula (1), che volevamo stabilire.

Homs, ngosto 1407,

UNDIGI TEOREMI SULLA MODERNA GEOMETRIA DEL TRIANGOLD

Dato an triangolo ABC, faceinmo givare ciascou lato inforno alle
sue estremitia finchid vada a vibaltarsi sui due lati adincenti (dopo
di avere traversata(®) 'area del triangolo). Noi otterremo sui lati adia-
centi, rispettivamente i punti A", A"; B, B"; €, C": dicendo A" il punto

(1) Molto felicemunte § franceal in simile cireostanza J1 verbo balayer,
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ove va a porsi 'esbremo C del lato @ dopo di aver girato intorno
al punto B, e A” il punto del lato b ove va a porsi I'estremo B del
lato & dopo di aver girato intorno al punto C, ece.

Proprieta 1. — Le rette 1=A'A" 2=RB'B". 3= (" sono pa-
rallele e dsterminano una direzione T,.

2", 1 punti medi dei segmenti A'B”, B'C”, A", compresi su ciascun
lato fra isei punti A'B'0, A"B"C", suno i punitl di contatio del cirecolo
iseritto ad ABC coi lati del triangolo medesimo.

3% I pouti medi ay, B, v, dei segmenti A'A”, BB", Q" sono i
verfier di un triangolo di eni 1 Juti %y, s, Taoa, tagliano 1 lak
omologhi ¢,a,b, di ABC nei punti in cui questi sono tagliali dalle
bisettrici degli angoli opposti.

4". Le rette che congiungono rigpettivamente i punti e, B, y: ai
punit medi M,, Mg, M, dei Iati @, 4, ¢ concorrono in uno stesso punto K.

9% Le rette 1, 2, 3 tagliano i lati a, b, ¢ rispettivamente in fre
punti che sono i vertiei di un triangolo RST. Le proiezioni normali
Ay, By, Gy di A\B, U sulle rette 1,2 3 vispettivamente, sono i vertici
di un altro triangolo di eui i lati tagliano 1 lati omologhi di RST
sul lali di ABC m ire punfi By, S, Ty di una medesima retta A,.

6% I triangoli ABC e A, B,C, sono per conseguenza omologici
affinl nell'omologia avente per centro il punto all’co in direzione nor-
male a T e per asse la reita A,, ma i triangolt A, By C; & R3T sono
corrispondenti nella affinita di centro il punto all’e Iy comune alle
tre retfe 1, 2, 3 e per asse la refta A, dunque ABC e RST sono
omologici affini nell'affinila avente per asse lo stesso asse A, e per
centro la divezione comune ulle rette AR, BS, (T per conseguenza le
rette I=AR,[I=BS II1= CT sono parallele.

7% 11 centro ortotomico @ dei Lre carehi Y1, Ye, Ys che hanno per
centrn i vertici A, B,C e per raggi i lati opposti, & siluato sulla retta
di Bulero de) triangolo date AR

8. I tre cerchi vy, vs, vs si tagliano in sei punti: tre dei quali
2,3, = appartengono al cevelio circoseritto nd ABRC e gh allri tre
¢y, t sono i verkiei di nn triangoln Il eni cireocentro coincide con
Fortocentro del triangolo dato, T) raggio del cerchio circoscritlo a
poT & eguale al diametro del cerchio eircoscritto a 00 T.

9% Il circocentro O del trinngolo ABO, Iortocentro H ¢ il punio 2
suddetle, che nppartengono alla vebta di Eulero di ABC, sono sitpati
i modo che O biseca il segmento 110,

10% 11 punio € in cui si tagliano le rette che congiungono 1 ver-
tier A, B, C del triangolo dato alle proiezioni normali di 2 snoi lati
opposti, & situato sulla retta 5 determinata dal punfo K & dal punto
Lemoine L di ABC,

I®. Be si congiunge cinscuno dei punti A A", B, B”, C,C" citati
al punto medio del lato dal guale proviene per rotazione (intorno ad
un vertice del friangolo dato) si hanno dells coppie di rette che con-

e s I
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corrono in tre punki 4 BC. Le rvette che uniscono guesti tre punti,
rispetiivamente, ai fre vertiei A, B, C, del dato triangolo, si tagliano
in uno stesso punto I della retta 6, che non & altro che I"in-centro

del triangolo dato.
C. CarrELLO.
Napoli, 15 ottobre 1807

SULL' INDIMOSTRABILITA DEL POSTULATO DI EUCLIE

I. T postulati della geomelria elemenlare, riguardanti le proprieta
grafiche fondamentali e lg congruenza, rispondono immediatamente
alla nostra intwizione geomelrica.

Sn di essi si basa I'edifizio della geomeflria elemeniare ordinaria,
fino alla teorin delle parallele che viene introdotta nggiumgendo ai
al postulati suindieati il postulato di Euclide:

Dato un punto e unw retta che non st appartengono, per il punto
passe una parallele alie retta ed una sola.

Ora, questo postulato, che si riferisee ad un tempo a due ordini
di nozioni: le grafiche e le meftriche, non appare cosl semplicemente
ntuitive come gli albri postulatl fondamentali.

Pareio, fino da tempi molto antichi ['). si & cercato di dedurlo lo-
gicamente da questi. Ma i risultati pesitivi apparentemente ottenuti
sono stabi totti fittizi, perche basati sull’ infroduzione, piit 0 meno
chiara, di postulati, riconoseinti pol equivalenti a quello di Euelide,
mentre gli stessi tentativi per Ia dimostrazione del postulato enclideo,
hanno preparato il costituirsi di geometrie indipendenti da esso.

E oggi, dagli skndi, ¢he con diversi indirizzi, sono stati fatti
smt fondamenti della geometria, resia stabilita la possibilita logica
di tre sistemi, fondati sugli stessi postulati relativi alle NOZIoN gra-
fiche e alia congruenza.

1° 1} sistema iperbolizo, in cui, Sopra ogni piaue, dato wn punlo e
una rebtn che non si apphrtengono, si hanno dye parallele per il
punto alla vetia.

2°, 11 sistema parabolico o cuj sj applica il postulato di Euclide.

3% 1l sistema ellittico, in cut, data in nn plano, unn retta ed un
punto che non si appartengono, tutle le rette passanti per 1l punto
sono wcidenti alla retta.

(1) Poiovro (410-486),
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Le compatibilita di ciascuno di questi sistemi coi poslulati fon-
damentali snaccennati, dimostra ¢he non si pud dedwrre logicamente
da questi 1l postulato di Euclide,

Saranno qui sviluppate le considerazioni metrico-proiettive che
nel modo relativamente piii semplice, mettono in luce questo risul-
tato, per cid che si riferisce alla geometiria piana.

Sono poi analoghe le considerazioni stersomelriche.

2. 1 concetti e i postulati fondamentali della geomebrin elementare
nel piano si possono presenfare sotto la forma segnente:

Nozioni grafiche.

Pogr. I. — Nal piano wi sono gquanti si vegliono punti ¢ quuante 8
cagliono vette. La vetta che congiunge due punti di un piane, appartiene
act £830.

Posr. II. — Due punti appariengono ad una retta e ad une sola.

Post. L. — 7 punti della relta sono disposti in due ordini natu-
rali o versi, opposti Uwno all’altro. In ciascun verso, non vi é né primno,
ne ultémo punto ¢ fra dug punti, ve ne sono nfiniti «lliy 1ntermedi.

Der. 1. — Dati due punti A, B, di una rvetia a, st dice segmento AB,
Vinsieme dei punti di a, compresi fra A e B.

Si dice semivetta Vinsieme dei punti di una retie situali da una stessa
parte di un punto di essa.

Post. IV. — Una retta di un pieno, divide il piano in due parti
contenenti ciascuna infiniti punti, i modo che

1) un punio del piano fuori della vretta appartiene all’ una o all dtra
parte,

2) due punti del piano appartenenti alla stessa parte sono estremi i
un seqmento che non incontra la rella,

3) cue punti del piano apparienenii o parti diverse sono estyremi di un
seqinento che incontra la relta.

Der. 11. — Si dice settore angolare ciascuna delle quative parti n
cui vesta diviso il piano da due vette di viso che inconlrano.

Angolo @ Uinsieme delle semiretie comprese in un setlore angolare,

Postulato della continuita.

Post. V. — Se un segmento di rvetie AB 2 diviso in due parit m
modo che

1) agni punto di AB appartenga ad una delle purti e ad una sola,
I'estremo A appartenga ad wna di esse, Uestremo B all’albra,

2) un punto qualungue della prime parte preceda un punto qualungue
della secondn, nell’ordine AB del segmento,
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esiste un punto G di AB, tale che ogni punto di AB che precede O,
appartiene alla prima parte, ogni punto che seque C, alla seconda, nells
divisione stabilita,

Poslulati della congruenza.

Posr. VI. — U segnento (un angolo) & congruente a sé siesso,

Posr. VII. — Se un segmento (un angolo) & congruente ad un aliro,
anche il secondo ¢ congruente «l prrimo.

Posr, VIII. — Se un segmento (un angolo) & congruente ad un alivo
¢ questo ad un derzo, anche it prino ¢ congruente al terzo,

Post. IX. — Sopra wna relta, a partire da un suo punio ¢ da cia-
scuna parte di esso, esisie un segmenio congruente ad un segmento dalo.
Da ciascuna parte di uwna semivelta OA uscente da un punto duio 0
si pud eondurre per o stessy punto un'altra semireita tule che Uangolo di
ciascuna delle due semirette colla OA sia congruente ad un angolo dato,

Posr. X. — Se AB, BC sono die segmenti consecutivi di wna stessa
retta v e A'B', B'C' due seqinenti consecutici di una stesssu vetta v ed é(Y)

AB=AB, BC=B(C
¢ anche
AQ=A'0.

Vale per gli angoli il postulale analogo.

Der. HI. — Un sistemu di tre punti di un piano, non in linea retta
e dei tre seqmenti che li congivmgono, si dice {riangolo.

Dzer. 1V. — Due triangoli si dicono congruenti, se, viferiti tra lovo
per elementi dello stesso viome, hanmo gli elementi omologhi congruenti.

Pogr. XI. — Se due iriangoli hanno rispettivainente congruenti due
lati ¢ Uangolo compreso, essé sono congruenti,

3. S consideri ora la seguente rappresentazione dell’intero piano,
in cui si dimosbriz 1° In validita di totti gl elementi logici contenuti
ner concetbi e nei postuluti precedenti; 2° lu validita del sistema
iperbolico; ne derivera che i postulatl precedenti non possono conle-
nere implicitamente quello di Euclide che contraddice a tale sistema.

St chiami convenzionalmente:

PraNo: la regivne piane (c) inlerna ad wna conica (dungque escluso il
contorno). »

Punto: ognt punto di (c).

Rerra: ogni corda della conica, esclusi gli estrem,

SEGMENTO : oghi seginento apparienente a (c).

SEMIRETTA : ' insieme dei punti di wna vetie di (¢) posti da wna siessa
parie di un suo punto,

(1) = megno dl congrienza,
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AneoLo : ogni angolo col wvertice appartenente a (c) e avenie per luti due
semerette di (e).

SEGMENTL UGUALL: due segmenti di (c), AB, A'B, tali che siano uguali
in valore assoluto i logaritmi dei birapporti dei gruppt forinati dagli
esiremi A, B; A', B', colle rispeitive intersezioni M,N; M', N deélla conica
colle retie a cui appaiiengono 1 defli segmenti.

AX@GOL! UeUALL: due angoli di (¢}, ab, a'l, tali che siamo wuguali in
valore assoluio 1 logaritmi dei birapportt de grupp: che formano i
laty a, by &', b colle rispettive coppie di tangenti immaginarie condotte
dal due verficl alla conien.

TriangoLo: la figure costituita da tre punti di (c) non in linea retta
e dat ire segmenit che li congiungono.

TRIANGOLI UGUALY: due triangoli di (c), riferiti fra loro per elementi
omonimi, e aventt gli elementi omologhi congruenti

MovimenTi: Zuile le proiettivita piane che trasformano in sé stessa la
CONLA.

Cid posto, 1 punti della conica a eni tendono (*) le rette eonven-
zionali, rappresentano 1 punti all’ infinito delle rette ordinarie, la eo-
nica corrisponde alla »etfa all’infinito e due vebie di (¢) che tendono
al medesimo punfo della conica sono I'imagine di due reite parallele.

L' intero piano viene cosi rappresentato sul piano convenzionale {c).

4. Per dimostrare la validita dei postulati del § 2 nel sistema
ora skabilito ¢i 81 varra del postulafi stessi, in quanto si applicano
all’mlero piano, e delle proprietd proietlive delle coniche.

I postulati grafici I, II, ITI, si trasportano nel nuovo eistema in
base alle defimizioni del n. preced. e slle nozioni pii ovvie intorno
alle coniche.

Si ha inoltre:

Una corda MN della conica divide la regione (¢) interns ad essa
in due parti, a ciascunn delle guali appartengono infinifi punti; due
punti di (¢) appartenenti ad una stessa parie, sono estremi di nn seg-
mento che uon incontra la corda. Due puuti A, B apparlenenti a parli
diverse sono estremi di un segmento che inconlbra la retia MN in
un punto I’, Questo punto & poi mlerno ulla coniea e quindi sulla
corda MN, perchd la retta AB essendo secante, i due punti B, 8, in
cut inconbra Ia conicn sono esiremi di due segmenti complementari
(nel senso della geomelria proiettiva) di cui uno tutio costituifo di
punti interni, I'altro di punti esterni. Al primo segmento appartiene
Il segmento AB e quindi il punto P. Restm cosi stabilito il posto-
lato 1V,

Il posiulato V, della continuith si trasporta senz'altro nel nuovo
sigtema e lo stesso dicasi del tre primi posiulali delln congruenza,
indieati col numeri VI, VII, VIII.

() Nel senso del postulato di Dedekind & delln toorin dei limiti.

e

e s

.m-r
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5. 81 considerino ora due secanti la conica, e siann M,N; M, N’ ri-
spettivamente le loro intersezioni con essa; A. B, due punti di (¢) su
MN, A" un punto di {¢) su MN' (ig. 1).

Detto O il punto comune alle tangenti la conica in M, N; 0 1l
punto comune alle fangenti in M N, s1 gcondneane le rette QA, O'A’
secanti la conica rispettivamente nei punti P, Q; P, Q.

La proiettivita sulla conica ﬁﬁ , determina un’omografia piana
in evi MN, MN'; OM, O'M'; ON, O'N’; e quindi O, 0'; OP,0P'; A, A,

[

.'A A'i ._

A

S

Fig. 1.

sono elementi omologhi; tale omografin subordina percib suile rette

MN, M'N’ la proiettiviia Ibhilj.‘ﬁ“ La medesima proietiivita & subor-

dinata all'omografia che si ottiene, ponende sulla conica la proiati-
... MPN

Yi =y I
La, MQN
Viceversa il procedimento dimostra che non esistono altre omo-
grafie trasformanti in se stessa conica, alle gnali essa possa veniro

subordinala. -
MPN MPN

H“P!Mlg N'Q'M’;
procedendo come dianzi si vede che n ciascuna di esse 6 subordinata

fra le rette MN, M'N', la proiettivila Igiil;f Viceversa, data tale

prolefiivita, essa non pud venire subordinata ad omografie che tra-
sformino in sb stessa la comica, diverse dalle dus precedenti,

St ponga ora nella conica una delle due proiettivita
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Si consideri ora nella retta MN il segmeulo AB: in base alle os-
servazioni fatte, si hanno quattro omografie che trasformano in se
stessa la conica e determinano sulla retta M'N’ due segmenbi A'B'
AB” congruenki ad AB, nel sensa del § 5.

I dne segmenti A'B° A'B” che cosi si ottengono sono poi diversi,
perehi i due punti B, B” comvispondenti a B rispeitivamente nelle due
proiettivita, cadono da partl opposte di A,

(ss.— Per togliere ogni dubbio intorno allu precisions del risultato,
ai puo anche osservare che nel procedimento sopramdicato, lo seambio
di A con B darebbe luogo ad alfve gnattro omogralie e corrispon-
dentemente ad altre doe proiettivita sulle punteggiate MN, M'N';
MBN MBN | .
MAN N'A'M ¢ @ Vi sono
conducono perd ancorn agli stessi due segmenti precedentemente
otlenul.

Siano infatti rispettivamente B', B” gli elementi omologhi di B nelle
proiettivita

altvl casi da esaminare. Queste proiettivita

MAN MAN
(1) M‘AFH-" [2) Eiar M- )
e 2,y gli elementi omologhi di A nelle proisitiviia
MB N MBN
(3) M AN’ (4) AN
51 ha
(1) MAEN A M'A'BN (2) MABN A N'A'B"M'
(3) MBAN K M'A'XN’ (1) MBAN ANAyM
da cui

(3") MABN A MXA'N'A NAXM (4") MABNANyA'M'AMA'YN
onde, conlrontando con (1) (2),
X=B" gy=Db.

Il procedimento tenulo si applica evidentemente anche nel caso
in cul le doe reftie MN, M'N’ coineidano.

Resta cosi slabililo nel sistema (¢), per i segmenti il postulato IX.
Lo stesso procedimento lo dimostra per gli angoli.

B. Il poslulato X & poi subito dimostrato valido nello stesso si-
siema, osservando che se AB, BC; A'B’, B'C' sono coppie di segmenti
omologhi consecuotivi, rispettivamente, sopra due rette di (), e posto,

(1) MNAB = gi : g . (2) log = v. ass. log,

®

(3) log (MNAB)=Ilog (M'N'A'B’), (4) log (MNBC)=log(M'N'BC).
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Da
(D) (MNAC)=(MNAB) (MNBOQ)
g da
(6) Jog (MNAB)+ log (MNBC) = log (MN'A'B) + log (M'N'B'()
si ha

(7) log (MNAC)=log (M'N'A'C).

Analogamente si siabilisee il risultato per gli angoli.
_7. Vale infine nel sistema (¢) la proposizione XI. Essa si deduce
faciimente dalla proposizione IX, ma si pud anche dimostirare diret-

r
f{f" Bl .
/ ' B A \i\
/ |
| l
r | C !
i ]
1 CI : ;
. /
\ A /
x_‘_' >
— __,.]-'
Fig. 2.

lamente. Siano ABC, A'B'C’ due triangoli di (c), aventi uguali rispel-
tivamente gli angoli in A, A" e i lati AB, A'B; AC, A'C, nel senso
del § 3. [Mg. (2)]. "

I due trinngoli risultano riferiti elemento per elemento.

In base sl prineipio di continuity e per maggiore chiarezza del
procedimento, ei riferiremo nell'esposizione ad elementi tntti renli,
rappresentando quindi esterni alla coniea i vertici dei due triangoli,
c10 -{!I'IB permetie di tracciare nella figura (3) le tangenti (reali) alla
comea per 1 punti medesimi. Lo slesso procedimento vale perd, colla
cousiderazione delle tangenti imaginarie nel caso dei vertici interni.
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Condotte dungue da A, A’ le coppie di tangenti alla conica AH,
AK; A'H, AK, per la congruenza degli angoli A, A, si ha el {asci
di eentri A, A" una proiettivita in eul si corvispondono AB, A'B’;
AD, A'C's dato il verso in eni snecedono i verliel omologhi dei due
triangoli, rests determinato il verso della proietiivila fra i dne fasel,
onde alla tangente AH corrisponderh una determinata tangente A'H',
ad AK, A'K"

Viceversa, fissata la proiettivita fra 1 due fasci, resta fissato il
verso in eni &1 snecedono 1 verlici e questi versn & concorde o di-
seorde secondoche & diretlta o inversa la proieltivita considerala.

A

Fig, 3.

Pev la congruenza supposta frai lnti AB, A'B, dette M, N; M', N’ le
intersezioni rispeltive delle AB, A'B’ con la conica, si avra fra gqueste
rette una delle due proisttivita Iﬁﬁ" Nm}ﬁr -

Per la congruenza supposta dei segmenti AC, A'C, defte rispethi-
vamente P, Q: P, Q' le interseziom delle rette AC, A'C' colla coniea,
dev'essere posfa fra di esse una delle due proiettivita

PAQ PAQ
PAQ QAP

Ma fissata la proiettivita sopra una delle due coppie di pnnteg-
giate, la proietlivita sull’alfra coppia resta pure fissata.

Infatii, la proiettivita stabilita fra i due fasci fu corrispondere ad
on angolo del faseio A un angolo del fascio A', nel senso della geo-
metria proiettiva. Ciaseuno di questi angoli & costituito da due angoli

T e N —

e s AT B gl PP A o [, Tt e e el kS e =iy

—
-

L
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opposti al vertice, nel senso dalla geometria elementare. Dato il trian-
golo ABC, il triangolo AB'C’ pud essere costruito tanto sull'nno come
snll’altro doe ultimi angoli, indipendentemente dulla refazione fra i
versl in cui si suceedono i vertici dei dne triangoli.

La proiettivita fra le punteggiate AB, A’'B’ fissa uno di questi an-
goli, onde rimane anche determinato da qual parte deve trovarsi i
punto €' vispetto ad A’ e ¢i corrispande a fissare nna delle due proief-
tivitd indicate sulle rette AC A (') Se per esempio fra, Je punteg-
ginte AB, AB’' & posta la proiettivila ;;;; sulle puntegginte AC,

AQ

AU si deve avere, come si vede subifo. la proiettiviti PAQ

Si hanno pereid quatiro casi, secondoehp tra i fasey i centri A, A’
e le puntegginte AB, A'B': AU, A'C’ si hanno rispeftivamente le proiet-
tivita
AH AB AKX AMN APQ
L AH’AB AR AWNT APQ

AH AB AK AMN APQ

]_L A'H,.l AlBr v _&:‘[{- ' Arx-:‘l- ' ArQiPr "

m AH AB AK =~ AMN  APQ
' AT ABAH™ AN APQ

- AH AR AK =~ AMN  APQ
' AK" AB A'H’ ANN' AQP

Supposte le eondizioni 1, si ponga sulla coniea la proigttivita

E,E{E Alla omografia che essa determina, tra i fasei omologhi A, A

o as sk \ H Y
¢ snhordinata la proletiivita snupposta :;'H" i.g. ' ﬁ. e tra le pun-

tegginte AB, A'B’ la proiettivita hﬁ% » pure supposta.

Viceversa du queste due proiettivita. In projelfivita sulla contea
restn determinatn. — Sulle due rette AC, A'(Y omeloghe nell'omografia,
resta determinata non proiettivila in eni si corrispondono i punti A, A"
C,C" e le eoppie PQ; PQ. Daltra parie i grappi PACQ o P'A'C'Q
sono projefiivi peripotesi; poicls jl gruppo PACQ non & certamente
Armonico, esso non pnd in pari tempo essere proiettivo a QA'C'P, per
¢ni la proiettivita snbordinala su AC, A'CC & Ia supposta. Si ha in cio
una confermu dell’asserzione precedente.

Si considerino ora le relte BC, B'CY, omologlie nell’'omografia; dette
rispattivamente RS, R'S' le loro intersezioni colla conica, viene sn-

('} Questo fatto hin un oveio riwcontro nella geomotrin elementare.
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bordinata sopra di esse la proietbivita R'g’g’ come si vede subito os-

servando i due ordini di punti corrispondenti sulla conica MPNQ...
M'PNQ....

I segmenti BO, B'C' sono pereitd eongruoentt,

Nei fasci di centri B e B’ & poi subordinata una proiettivita in
eui si corrispondono BA, B'A’; BC, B'(", e le due coppie di tangenti
alla conica rispettivamente B, B', in un modo determinato; gli angoli
in B, B’ sono quindi congruenti. Considerazioni analoghe valgone per
1 faser di centri C, €.

I easi II, II1, 1V si trattano analogamente.

Si pud osservare, che indipendentemente dalla proiettivita tra i
fasci A, A, la proiethivita snlla conica viene dirctia o inversa secon-
dochd si hanno le ipotesi I, o IT, IV nelle proietiivita tra i laki.

La proposizione X1 del § 2 resta cosi dimostrata nel sistema con-
venzionale,

B. 8i prendano ora sulla conica due punti A, B (fig. 1), e si condoca
la corda che li congiunge; essa, eselusi gli esireml, rappresenta una

B intera retla del piano ordinario. Sia O

un punto interno alla conica, fuori della

rettee AB; dal punto O si possono con-

durre due retfe distinle che incontrano

la conica rigpettivamente nei punti A, B;

esse rappresentano, nei doro trafti aterni

alla conica, due parailele del piano ord:-

nario, condotie per un punto ad una refta

| fuori di esso. Vale dunque nel piano rap-
presentativo (c) il sistema iperbolico.

Se il contenuto logico dei concetii &
_ dei postulati del § 2 bastasse a dimo-

Fie. 4 strare la proposizione dell’'unica parval-

) lela, i) risulbato ora rigorosamente siahi-

lito colln scelta opportuna del piano convenzionale, in cul tubtavia

quei concellli e quer postolatt valgono in tutta la loro estensione
logica, non =i sarebbe potnfo ottenere.

Rimane percid stabilifa 1" indimosirabilita del postulato di Enclide
per mezzo del postulati del § 2.

Come si & gid osservato, un procedimento analozo. melle in evi-

denza tale indimostrabilita anche mediante i postulati fondamentali
della geomelria nello spazio.

MARIA SITTIGNANL
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SULLA RAPPRESENTAZIONE DEI NUMERI IHRAZIONALI

I. £ nvto che i numeri razionali sono caratterizzati nell’'ordinario
sistema di numerazione dalla pessibilith di una espressione mediante
suecessioni di cifre che almeno da un certo posto si riproducono pe-
riodicamente.

Segue da cid che le suecessioni di cifre che non presentano lale
periodicith esprimono numeri irrazionali frascendenti, ovvere alge-
brier di grado superiore al primo.

E noto altresi il difetto dell’'ordinarie sistema di numerazione
nella rappresentazione dei numeri razionali, potendo a due suvcces-
sioni diverse di cifre, corrisponders uno stesso numero razionale.

Comunemente, perd, non mi sembra rilevata la mancanza di tale
indeterminazione per i numeri ivrazionali.

In questa note, io mi propongo di mostrare come ogni irrazio-
nale ammetta nna sole rappresentazione per mezzo di successioni di
cifre senza periodicita. (') .

Per maggior chiarezza, inoltre, fard precedere una esposizione si-
stematica della nota rappresentazione dei numerl razionali.

2. Siano; » {base del sislema di numerazione) un numero intero
maggiore di 1, e ¢ numeri interi non negativi, né superiori a b— 1.

Una serie della forma

| —

Eﬁb‘_i—_-{:_ub“"]—F_nflb“-l—l[_--‘. I Cy I -E_lb_-l“l_l"g&_s—l“...'

i

potendo sempre dedursi dalla progressione geomelrica decrescente:

= . . - 5 bﬂ+1
T l=p+... 10T+ b —{—...—-&

i=—n —

moltiplicandone i termini rispeitivamente per quelli della sucees-
sione ¢;, limitata superiormente da b—1, & convergente assolula-
mente e quindi definisee un numero reale.
Orvdinariamente questo numero reule si rappresenfa con ['alli-
neamento
iy C_pyey au o lipy by Cgilig. ..
Una serie della forma indieala, in cui b e n siano sottoposti alle

aceennale condizioni potra brevemente chiamarsi iz serie di base b,
corrispondents alla suecessione di cifre e).

(1 1 prof. H. Weber el 1. Wellstein mella loro " Euryklopldie der slementar-mathemalik ,
(Erster Bande, Leipzig, B. 6. Tonbner) con motods diverso e con diverso fine tratiano lo stesso
argomento sonza far risaltare Faceenoatn nuieiLi,
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Intanto s1 pud dire che

1). Ogni serie di base b, corrispondente ad una dala successione s
eifre, definisce un numero reale. | |

3, Una sevie di base b, & periodica, quando la snecessione di cifre
a cui essa corrisponde & tale che, almeno a cominciare da un certo
posto, le cifre si riproducono costaniemente e nello stesso ordine.

Si prenda a considerare una serie periodica di base b, con I'anfi-
periodo ¢ 0s...cp 6 col periodo ey Cpip. ..o B¢ [ € 1l numero
reale che essa definisce, si ha: ‘

R=u_n'l:___'ﬂ_i_1‘ ..ﬂu‘clfﬂl..cpt_p+1[:n+ﬂ.‘.”11+T-EI171 Fil".":. gl-tll'l'l-q-'r---

ossia suceessivamenhe

R:E;Fﬂtl’_' +A 4+ &40 .‘;“":L;:. b=t

j=="u i=p=1
ed 1 3
=p = por
R:':nci (/. I r—1 {:%_H € b_lr

che & un numero razionale,

4. Reciprocamente: dafo nn numero razionale R, basteri ripuetere
i noti procedimenti di aritmetica, per stabilire che esso o sempre la
somma (i una serie periodica di base b.

Se d b il denominatore di R, con successive divisioni pessono de-
termivarsi dei sistemi di vumer: §, 1, 0. ... 8d 11, e, Vs Vrin . es
in modo che si abbiano le relazioni

dR =dh + 1y,
bry = ed 4+ 12,
b?‘g = Eud T T3,

bry = eyd -+ iy

con le condizioni »n<<d peri=1,2,8 ...
Essendo
vy = e d & d>r,

51 VT
{.‘IEIJ-——],'

ciod o dire nal sistema di base &, le ¢ sono cifre.

Inoltre, eliminando », rg,...7, fra le prime ¢t 1 delle (1) =i ot~
fene

T2
o =

B=k+teb ' teb?4...4+ab*+

Nel easo in cui nessuno dei resti r; sia nullo, siccome per ogni &
positivo arbitrario si pud determinare un indice v in modo che sia

b—!,_-:E_d..

i
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per tutt: gli indiei £>> v, ln serie di base

C;b_l—l—ﬂjb_l—l_ e —I—I.';b_""I—. .o
sempre convergente, ha per somma R — &, onde si potra scrivere
R=k,[:1 E8 s 6alpone

Lo stesso avviene evidentemente nell’altro caso, in eni gualcuno
der vesti, e quindi tuttl i snccessivi, siano nulli.

In virtn delle condizioni r; << d, e delle relazioni (1), in entrambi
i casi |8 serie obtenuta & periodiea. Dunegne:

). Condizione necessaria e sufficiente affinché un numero reale sia
rizionale, & che sia rappresentabile per mezzo di una serie periodica di
base assegnaia.

6. Per altro si noti che uno stesso numero razionale puo ammet-
tere diverse rappresentazioni in un medesimo sistema.

Cosl, nel sistema decimale, le serie periodiche

1,000.. .
0,999, . .
rappresentano entrambe 1,
Perd da cid che segue risultera che questa indeterminazione si
limita ai soli numeri razionali.
6. Ricerchiamo le condizieni affinche una serie di base b, con-
verga allo zero, ossia che si abhia

ﬂ'= o Cj 5.
=1

Ove esisia, sia ¢ la prima delle cifre ¢, ¢, ¢a... non nnlla.
In corrispondenza al numero posifive e¢x 6, potra determinarsi
un indice v tale che sin

et et e b <o BN,

por tubii gh n > v
Scegliendo, se occorre, n > k, polrebbe aversi

Ly ! + Cy b + >s's —l—t.-‘k._l ' el —I— Cr+1 B e + 'y h—= - 0,

i1l che, nessuna delle ¢; essendo negativa, & assurdo.
Negue che dev'essere

= Q=0 =.:.x=xz..=0,
¥

e si conclude che
). Affinche una serie di buse b converga allo zero, occorre ¢ basta

che siano tutte nulle le cifre a cui essa corrisponde.

7. Si osservi che la dimosirazione precedente pud adattarsi al
caso piu generals di una qualunque serie di potenze di &', a coef-
ficienie ¢, che costituiscano soltanto una successione limifata di nu-

meri non negativi.
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8. Deduciamo da cid le condizioni affinch® due serie di bnse b;

D, CyCeCg.... B U.ﬂfpc"ﬂ‘,:.--

rappresenfino uno slesso numero reale minore di 1.

Qui limitiamo le nostre considerazioni a due serie corrispondenti
& numeri minorm di 1, giacche si vede subito che |'uguaglianza di
numeri maggiori di 1, si scinde in quells delle parli inlere od in
quella delle parti non intere.

Sia dungue

== ==

e~ = A
j=3 $=1

Siano ancora ¢ € ¢ le prime cifre differenti nelle due serie e
supponiamo per fissare le idee ex > 0.
Essendo ¢y ==¢"y, te=~¢'s,... ry = ¢y, AVIEMD
ﬂk‘_ﬂ"t ﬂh—l_f’h-ﬂ | f—'!r.—:—i‘—f—'!h+! :

V=" | 5 I RUCE

di cui il secondo membro non & una serie di base b nel senso definito
precedentemente, poiche dal secondo termine in poi nulla assicora
che 1 termini siano tutbi non negativi.

Perd se si osserva che

b—1 . b—1 1
bb'"' i hE+D _]_:F’

si polra scrivere

0 el | . b'-li;ﬂi:—l_‘f-"kﬂ | 3’—'1‘|‘¢k+s-—¢'1+1 ]
- % j hE-1 i AR " aas

Né anche questa in generale & una serie di base &; tuttavia s
pudb ad essa riferire I'osservazione del num. precedente, perche dalle

condizioni
CE << Ok, ﬂ'léb—l, e =0

per tutii glindici i >k, seguono le altre
x— e —1=0, b—1+4¢—c,=0 per i>k.
Allora si deduce che deve avers;
Ge— e —1=0 e b—14¢—0c,=0 per i>#k

NSEIN
’

Cr=— 0 — 1.

(5]

Ci =g i b—1 per > k.
D'alira parte le ¢ non superano » —1, quindi deve essere neces-

sariamente
o C|===ﬂ e nﬁ===£r——-1
per ogni i > k.
Si pud, dangue, concludere che se due serie di base b

O,cacaes. .. ; 'll'r'riﬂ'aﬂrs-..

BT .

P

e L :II"“'-I-""'- -‘;'l-lﬂ':;.

b ey

w
e B P el | J
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rappresentano uno stesso numero reale deve essere possibile deter-
minare un indice k& in modo che sia

¢\ =0 per 1<Hh,

di=e—1 per i1=A4,

. =U -
::"1-——&:—-1} per >4,
Reciprocamente le due serie di base b

U,Flﬂg...ﬂkuiﬂhnﬂﬂ-..
ﬂ,l"—'j_l‘.‘g. .-I:h_1-——].b-—'lb—1 s 8w

rappresentano evidentemente lo stesso numero reale, onde abbiamo
il teorema

V). Condizione mecessaria e sufficiente affinché due serie di base b
rappresentine uno stesso numeroe reale, & che, almeno in un posto, ie cifre
corrispondenti differiscano di una unita, e le successive siano tutte nulle,
o tulle ngualt a b — 1.

9. E notevele che le serie di base b, corrispondenti ad uno siesso
numero sono periodiche, epperd (n.4) che guesto numero & razionale.

Pertanto dal teorema precedente si deduce la conseguenza :

V). Ogni nuwmero irrazionale ammnetle tina e sollanto una rappresen-

tazione in serie di base b.
(x. MisroOSsI.
Maggio 1807.

L' ASSOCIAZIONE * MATHESIS |,

In seguito a quel che fu scritio pel numero precedsnie di gueslo * Periodico ,
anll' Agsociazione Mathesis, sopo pervenute alla direzione le letlere che qui pub-
blichiamo.

11 prof. De Amicis confinua a serbars il piit assolule silenzie,

Milano, 2 Novembre 1907.

Chiarissimo sig. Divettorade! Periodico.

Gia fin dallo scorso Luglio, visto che si laceva ancora allenders 1l numero
dal Bollettino dell'Associazions Mathesis, promesso dnl Presidenle prims e dopo
il awmere straordinario dello scorso Aprile, ¢ nel guale dovevasi pubblicare il
verbale della sednia lennta i1 28 Settembre 1908 a Bologna dal Comitate col re-
goconto dell'nnonia 1905-906, avevo pregato ln 8. V. che per doveroso riguardo ai
Soci volesse pubblieare nel pregiato suo Periodico almeno il resoconio stesso. Se
non ho poi approfitlate delln cortese Sua adesions, 81 & parché lo slesso Presi-
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dente, indicendo Padunansa del Comilnto pel 28 Settembre a Parma, prometteva
che in seguito sarebbe uscito il uumero de) Bollettino son tutti eli atli ralativi

alle gestioni 1905-906 o 1806-907. Sgraziataments 'adununza stessa andd deserta:

il sig. preside del R. Istitulo Lecnico di Parma, a cui mi presentai ln mattina del
28 Setfembre, mi dava a legzere nna carlolina colla quale i1l Presidente del Co.
mitato scusava la sua nssenza per una indisposizions che lo aveva costretto
Insciar Parma prima dolla fine del Oongresso. Tssendo solo non mi restava che
tornare a Milnno.

Ora perd, siccome la pnbblicazione del Bollettino si fa sempve atlendere, per
tranqullliba dei soci e per mio sgravio Le rinnovo la pregiiera di pubblicare il
resoconto degli anni 1905-908 ¢ 18906-907, che Le aceludo ; in sitesa he il Presi-
dente si decida a pubblicare il resto e ad indire la votnziome per iscritto snlla
proposts riforma dello Sfaluto della Mathesis giusta 'srticolo X111 dallo Statuto
slesso; non clhe la elezione dei membri del Comitnto ora maneanti

Mi creda con osservanza
devobissitho

(arraxe Risown.

Rendicontoe finanziario della “ Associazione Maihesis —
PER L'ANNO BOOQIALE 1905-908
dal 30 Giugno 1905 al 1° Luglio 1908.

Altivo.
N. 3 quote a L. 6. 2 4 ¢ : : . . L. 324 —
» 80 quote n L. 5 (Soei del Periodico) . : . : . » 400,—
p 9 tusse dammissione a L. 4 . g : . . . . w 8b—
Totale L. 780,—
Deducesi passivo . ; T C : . « + . 4 b3412
Rimane un attive di L. 125,88

Puassivo,

Disavanzo di Cassa ni 1° Lnglio 1905 . : ; . - . . L. 62,58
Spese del Presidente a Milano . . . . « 1839
HSpese postali del Segretaric . . : : : : . : o g 1,65
Al tipografo Tamburivi pel Bolletting [n. 1.2) . . ; : . g 285,—
Vaglin tipografin Arbiginnslli Tering (firmato Bettazzi) - . - 5,00
Altre spese postall del Segretario . . . . . : : . = 345
Al fipografo Tamburini pel Bollsttine (n, 3-4) . i i , i = 165—
Alla Bocieta tipogralica di Forli (frmato De Amicis) . : ; . a 43,50
Spese del Presidente a Forl: . : X . . . i . .« 46,10

Totale L. 634,12
Bolognn, 28 Settembre 1908,
1l Segretario-Economo
G. Nisonss,
V. I Presidente
Firm, I, De Asiom,

- A5, 1
o . F e g "
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Rendiconio finanziario della *“ Associazione Mathesis ,,
PER L'ANNO SOUIALE 1606-907
dal 30 (Fiugnae 1806 al 31 Luglio 1807,

Attive.
Avanze del Kendiconte precadents , L. 125,858
Quota Fabbyi 1904-905 & L. 3 (perche L. 7 ﬂpadite .tlln DIIEIIEIIE r.lel
Periodien) . - ; ; ; . . . 3.—
N, 50 guote a L. tSm:i ﬁel IPer rudu.a] : . , . .y 250,—
s, 12 quote a L. 6 : : . , : : : . . . w B
, 1 tassa d'ammissiune . . : . : : . . v | 4, —
Totale L. 454,55
Dedncesi passivo . : : T S ‘G : ¢ 81,90
Tolale sttive L. 372,98
Pasgiro,
All'ediiore T'amborini per stampa Numere straordinatio . : . In T96,—
Spese pnutah del Segrefario . . : . 5 &390
Per N. 2 quote del Socie Gaillueei gia segnale nL 6 nel Hllﬂnnm pre-
cedente, mentre sono n L. 5, perché socio del Periodico ; T 2,—

Tﬂbﬂ]ﬂ L. E 1190

Farmn, Settembre 1907.
It Segretario Beonomo
G. Riroxi

N. B, — Manea il visto del Presidente, perche assenle dall'ndunanza cbe do-
veva essere fenuta o Parma, Manca percid nel passivo anche la nola delle spese
deilo stesso Presidente.

Notizie relntive nl Socl.

Dail*Aprile 1906 a tutto Ottobre 1907 haono prgaia la quota 1804-905 ¥ soci:

Brambitia, Brottina, Burali Foriy, Grassi, Muwver, Oseletto, Patrassi, Tre-
montani,

Hanne pagato la quota 1905-308 i swvei:

Benedetti, Bernardi Francefo, Bisson, Brattina, Burali Forti, Bussagli, Cn-
samasssma, Confi, Coslanzi, Denti, Di Dia, D'Incé Levis, Fabbri, Grassi, Ingrami,
Mayrini, Murer, Oseletto, Hindi, Scarpis, Storchi, Tremontani, Lrevisan.

Hanno pagato ln quote 1906-8907 i soci :

Amolidi ltalo, Bettazei, Betlini, Bisson, Boceardini, Borio, Bosi, Buraii Foiti,
Bussagli, Castellunn, Castelli, Catania, Ceretli, Ciadd, Costanzi, Cyzza, Dainelli,
Di Dia, D'Inca levis, Fellini, Ferrari Carlo, Fiorentino, Foschi, Gallucei, In-
griemi, Loazzeri, Lucarini, Mayini, Misani, Mola, Neppi Modona, Ogeleito, FPala-
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tini, Pirondini, Riboni, KRusso, Sadun, Sforsa. Testi. Treves, Taecari, Cipolla, Na-
tucei, Bernardi Giuseppe, Giudice o il nuovo socio Domenive Giordano del R. Gin-
nasio Umberto 1 di Ragusa in un colia tassa d'ammissione.

Ha pagato la guotn 1907-90R il soeio Faceari.

Si pregano wicamente | spei Mmorosi a volersi mettere in regola colln Cussa.

i

Torino, 14 Novembre 1907,
Cayo Lazzeri

Giacelé nell’ultimo numere de? FPeriodico tu risollevi colla tua lsttera la seot-
tante questione dalla Mntkesis, pevmeiti di fare unn dichisrazione auche n me, che
avendo idento e poi fondato col poveroe Lugli e eol Giudica |'Associazions e aven-
dola presiaduta per parecehi anni, 1'ho vista con gyun dispiacere avviarsi alla morts.

lo desidero che si sappia che prima del fermine dello seaduto anuo socigle
(oon vivorde la data precisa) mandai ie mis dimissioni da serin, motivate da una
lettera che domandai ul Presidents prof. Ds Amicis di pubblivare nal piit pros-
simo numers del Bollettino, il quale, peraltrp. non venne mal, Essendo percio
maneala quests pubblicazione, ci tengo & far sapers al miel colleghi ehe io mi
dimisi dalla associazione porché essa non funziona pin seenndo lo Statuto, non
avendo un capo regolarmente aletin, e pon pubblicando pii né Bollettini né ver-
bali di adananze del Comitato.

Questo desiders s snppia perché, non easenrio stato mai annunziato neanche
il wio ritirve da membro del Comitato, non voglio che sembri pesare anche sn me
ia respopaabilita dell’attoals deplorevole stato di cose.

Alla Mathesis riordinata o alla nuova Assovinzione vaghesgiala son pronto
# dare il mio nome e l'opera niia, come volenterosamsnle le ho date alln Ma-
thesis ors morante, ]a quale poteva pur fare ansora del hane!

Ti ringrazio & i saluto affaltuosamente. Aff. o

H, Berrazz,

15 Novembre 1907.
Chiarissimo Signey Professore,

Ho letto nell'ultimo fassionlo del Perfodico, le sue dichmrazioni relative al-
I"Associazions Mathesis,

Le ragioni del decadimanto di quesin, pint che well'indolenza di aleuno del
Comitate, eredo siano di ricercarsi nell’esser venute a mancars iy gran parte le
canse che dettero origine ally Soeiel: siessa.

L vecehi libri di testo sono stati quesi dovanqne sostituifi da trattati ispi-
rati a sani criterf del rigote scientifico e delle esigenze didattiche, 1 Professori
escono dalle Universith con sufliciente culturs, o si addestrane continuaments sui
periodici di matematica elementare, nolle guistion; didattiche, e ancho i programmi
si sono andati via via migliorando, per opera specialmente della Mathesis,

Volendo che questa vivesss df vita vigogliosn aliri enmpi dovrebbers dunque
aprivsi all'aitivita sowale; e poiche 1o scopo della Societs, comunque allargata,
deve restare preminentements educativo, ed espliexrsi in special modo voll'aecre-
seer la cultura degli insegnanti, mi sembra chie non siano da disprezzarsi le se-
guenti proposte, gia da me comunicats nj prof. Conli e Ribuni.
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1", Dedicare In massima parke del Bolleltino alla rassegna dei principali pe-
riodiei di matemntica italiani e stranieri, in modo che anche 1 soci lontani dai
ceutri di studio possmoo aver notizia dolle prineipali pubblicazioni, per procurarsi
gquelle utili nel campo speciale a cul dedicano i lore studi,

2% Procurave che i sovi, in gunalnnque residenza, possano ottensre in prestito
dalle biblioteche Governadive i libri oceorrenti, con opportune restrizioni e setto
determinate condizioni.

2% Imiziare la Biblioteca Malhesis, e pubblicare via via, le opere dei soci che
vengano gindicate degne di pnbblicazione e per in lore naturn non signo facil-
mente pubblicabili negh ordipari Periodiel, o ingseribili negli ALti delle Accadema.

Con essequi, mi confermo
Sto ey ™

A. Natrec.

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 731

731, Sis (C) una ewrva piana; la normale in un punto M di questa curva
ineontri Uy in N', le parallele ¢ Ox e MN' tracciate per i punti M & O rvispeiti-
pemente s incontrino in R. Determinare (C) con ln condizipne cha zia BN = D)L

J. Hosx
Risoluzione del sig. Scalabrini, H. U. di Pavia.

dy . ;
Essando % il coeflicients apgolare delln tangente in M (x, ») alla curva

richiesta, si vede snbito che

I8 P e ¥=0, N=@

i1y
sono le equazioni rispettivamente delle vette OR, MR: per cui le coordinate
di R sonn
b+ -4
L ﬁy #

Per la condizione posta dal problemn deve esseve

: -:I
&'ty ==+ (ff_:) i

doude
ydy + zdx =10,
dy w B
= 4
- = (1)
Integrando questa eqnazione differenziale, si trova
yl -+ :El — .’.!

Dungue Ia eurva (C) & o un civeolo di centro 0, o un’iperbole equilnlern pura
di cenbro O, avenls le refte =, y per nssi.

Aitre risoluzioni doi sigg. De Boi, R. Accadomia Navale ¢ Vacchi, R. U. di Bologna.

— il —
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QUISTIONI PROPOSTE

739. La fangente in un punto M d'una curva piana (¢) incontra
l'asse Oy in T e la parallela alla normale condotta per T inconira
I'asse Oz in S. Determinare il luogo dei punti di regresso delle
curve (¢) tale che la superficie del triangolo OTS sia costante.

J. Rosg.

740. 8 indichino con T, T' i punti d’ incontro della tangente ad
un’¢llisse in nn punto variabile M con gh assl.

1°. 11 luogo dei baricentri di ciascuno dei friangoli OMT, OMT
& una quarfica. L'ares limitata fra ciascuna di queste guartiche ed
il suo asintoto & L1 di quella dell’ellisse.

2. Le quartiche luoghi dei centri dei circoli eircoseritti ai trian-
goli OMT, OMT hanno proprieta analoghe.

3". T Inoghi degli ortocentri dei triangoli OMT, OMT' sono ellissi.

74|. L'aves racchinse fra le fre eurve rappresentale dalle equa-

ZloT :
7 (2’:" s 1y 0
ﬂi “a i Ei bﬂ — Uy
o b?
e : FE 1_[}1
' T e
=) %) =0

e i loro asintoti sono rispeltivamente

wab, Bnub, Swabd.
E. N. BAnisien.

BIBLIOGRAFIA

Prof. Arserro Coxrr, — Elementi di caleolo letlerale per la 3* classe :.
teenica, Bologna, Zanichelli, — L. 1. 4

(:li elementi di nlgebra che &'insegnano nella 3* classe tecnica, non hanno e J
non possono nvers altre seopo, che di fornire un valide sussidio per la risolnzione
dei problemi aritmetici. Ora le gensralith rvelative ai numeri negativi, e alle ope-
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razioni sui polinomi, ecc., ¢lie ¢i sspongono nelle prime pagine di tntin 1 tratiae
tslli in use, mentre fanuo pevder di vista 1l fine principale, non coslifuiscono UNa
proparazione razionale allo studio delle egunzinni. Percid ei sembra che abbina
fatto molto bene 1'A., interpetyando giustamente una delle domande del noto Qui-
stionario, & procedere immodiataments alla risoluzious della equazioni e del pro-
blemi. coordinando via via che se ne presenta opportunita, le altre parti allo
studin di esse.

L'slunno viene cosi a comprenders subilo la grande ntilith di questa nuovae
parte delle matematiche, e osservando la facilita con eui gl permette di risolvere
problemi che primn gl nppmivnnu complicatt o difficilissimi, sa ne intersssa
vivamente.

Lo scopo & dungne buonn, ma non meno huone @ il modo con cui A, ha cer-
ento ragginngerlo, superando felicamente le difficoltn, specinlmente (i coorvdina-
zione. che gli 31 sono presentate nel traceinrsl quests unova vin.

Ukilissimi i preliminari, in ¢l S vissamono | coneeiti principali che stanno
a bass dell'nritmeticn, si dasno alcune nozioni sull'nso delle operaziom (parie
questa In cul sono molto deficientl qunsi tutii i libri d'avitmelical, & St espONgoL0,
come in un prospetto, le relazioni esprimenti le proprista dello 4 opernzionl ©
delle potenzo. Poichd non lulle seno note all'alnnno, & anche di quelle puche chae
eonosce non gli & stala data nnn dimostrazione. I'A. chiede che se ne convinca
mediante semplici verifiche, aspetiando a acquistarne la coniferma teoricn nel se-
guito degli stodi. I} questo cettamenta nn inconveaiente, & dipende dulln neces-
sith di dare nozioni ('algebra senza la necessaria prepavazione, Tutbrvia I'A. me-
ritn lode per wver avulo curs di enuncinrle, senza servirsene implicitaments come
gi fa in lanti altri Yibri.

Entrandn in srgomento, stalnlito con numerost esempl i1 eoncebio d'identili,
I'A. mosira come le equazioni risullino direttamento dallo studio dei problemi.
('lnssificn & quest'uope | problemi a an'incogrita in 3 fipi, o seconda delle rela-
zioni che 1'incognita ha co dati, & impianta le gqunzioni che tradaconn "enun-
cinlo. Premessi i principi relntivi all’equivalenzs, mostya Gon OumMeresi esempi,
tolti da problemi, vome coll’applicazione di essi ¢ delle proprieth delle operazion),
riassunte in principio, 81 possa tisolvera ogai equaziome di 1" grado & un' ingo-
gnita. Enuncia infine la regoln generale, avvertendo 8 mostrando con esempi, come
noi sempre convenga seguirla n puntine.

Aecenna anche ni problemi indeferminaii, o impossibili, o tali che la solu-
zione non abbin nessuna ragionevele interpotrnzione; e eid che & piil ulile, mostra,
sempre con esempi, ln convenienza di usare la risolnzione algebrica invece del-
'aritmetien, nai problami dsl 27 e del 3° tipo.

Nel Oapitoio 111, dalla considerazions di problemi in eul compariscono grau-
dezze dotals di doppio senso visulta Uopportanitin d"introdirre i segni 4~ & —, PET
indieare il senso delle grandezze stesse: s1 nola opporfunamenle come guesti sognl,
premessi al nomeri, si possano anche considerare come simboli operativi. Ksteude
g1 numeri con segno ls proprietd dell ugnaglianga, della disugnaglianza o delle
operazioni, gik stabilite per \ numert interi e frazionari, valendosi del primeipio
di permanenze elie proprieta formali. della cui applicazione 'aluune ha gi avito
esempio o proposilo del anmeri frazionari. Anche qui, I"A. non potendo dimostrare
In validith di tali proprieta, consiglin il lettors a convineersene medianbe verifiche.
Poegsa quindi a definire le op razioni del numeri con segno, ed ostende i eoneetii
d'identith e d'equazione, mostrando come Iinbroduzione del numeri negabivi per-
metta di semplificare i principi fondamentali della risoluzione delle egnazioni o
Ia regola relativa. 1l capitoio IV & uua breve trattazione delle espressioni aige-
briche intere e frazionarie, s delle relative aperazioni.

L'appendice si riferisce ai sisiemi di pii equaziomi di 1" grado con allrellants
ingognite. Anche qui risulia da problemi In necessiti di considerare tali sistemi,
¢ si espongono In modo semplice i principi relakivi all’aquivalenza & i varl me-
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todi d’eliminazione. Unn buona raccolting desercizi e di problemi complels il
volumelto, il cai pregio principnle consiste, a parers mio, null'esser dedicato per
tre (uarti alla risolazioue dei problemi. Ksso & deguo ('esser preso in bnoun con-
stderazione da tutti gl'insegnauti, perchz & ben diverso dai soliti aunki, o com-
pendi, o vaffazzonamenti di trastati, ehe vedgoun propusti come libri di testo per

Ia 8" ¢lasse tacnica.
A. Naruvcer.

Ancero L. Anoreint, — Sfere cosmegrafiche e loro upplicazions alla
visoluzione di problemi di * Geografin Matemalica .. Un vol. dj
pag. xxx-328 con 12 ineisioni. Milano, Ulrico Hoepli, editore. — L. 3.

Lo scopo di questa nuova pubblicnzions & presto delio.

Le Sfeve cosmografiche (globi celesti e terrestri e sfsre armillavi) ritenpti da
molti quali semplici appavecchi rappresenialivi, servono invece alla visoluzione di
svariatissime ed importanti questioni (molle delie gnali di indols prafica) intorno
alla Googrnfia Astronomica e Geodetics. senza che sin necassario i ricorrere a
formule ed a dimostrazioni streltamente matemnliche.

Di pin che 400 problemi sono dati gli enunciati e lo relative soluzionl senzp
tonlurs gli altri numerogissimi che lo studioso, colla guida dei primi, pub fncil-
menfie visolvers dn e,

L'intradnzione storica cho forma I"oggzetto della prima parte, mette at cor-
venie il letfore sulln imporbanza, che questi appavecchi hanno avuto in pussato,
e sa quella che passono avere anche oggi specialmente per coloro eni fa difotto
ung larga enltura matematicn, mentre lo nozioni fondamentali. che fanno seguito
alla defta introduzione, lo instroiscono sni pia minubi particolari intorno alla for-
mazione e all'uso delle sfers o desli altri apparsechi cosiografici.

Il chiaro ed esteso indice sistematieo ed i vari indici allabetici, dei quali &
corredato il Manuale, servonn efficacements a ritrovare con speditezza fulli i pro-
blemi relutivi ad un determinato argomento; o la setts Lavole nameriche poste in
fondo, ollre che pei problemi del testo, presentano non poca ulilita anche di per
88 slesse,

Il Invoro, per quanto fondamentalmente mutamatico, @ detlato in forma chirra
o piana in modo da riuscire accessibile anche a coloro che di questa scienza no
posseggono ehe i primi prineipi,

Sinmo guindi pienamente convinii che gl'insegnanti, gl studicsi ed | dilet-
kanti di cose geografichs possono trarre dulla lettnrn i questo Manunle, larga
messe di olili cogmzioni ed acquistace In maggiore familiavita con iutte le gne-
slioui di Geografin matematicn, le quali oltve che per I"insegnamento possono
rinscive proficue anche in alenne applicazioni pratiche nella vita comune,

E poi inutile aguinngera che wnche per questo Manuale la Casa Editrice hn
sapulo, come sempre, conseguire oleganza o nitidezza Lipografica.

Mmveo Cuivy, - Ordinario nel R. Liceo Andrea D'Oria. - Incarieato
nella R, Universitd di Genova, — Lezioni di Algebra ad uso dei
Licet (secondo gli ultimi programmi ministeriali). Vol. 1. Livorno,
Raffaello Giunsti, 1908, — 1,. 1.80.

Senza stare a fare ora un esame minubo di questa opora, (dn vinviars) a
quando essn si sark pobuto usare nella scuola) mi piace di presentarla senzs in-
dugio ai miei colleghi, perché possano profitiarne nell’nonoe scolastico che sln
par pringipiare.
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Non ne parlo come di nn lavore organico, gigcchd, dovendo essa sevvive nila
1* liceale, & stata modellnta sui programmi ministeriali per quella clusse, dei
qaali ognuno conosce la... iniquith; ma, quanto allo svolgimento di guelli, non
esito a dichiaravla un libro fatto benissimo e adatto alla senola.

La maleria vi & svolta con ordine, chiarezza, sobrielh e spigliatezza di forma,
assieme ad un rizore che non sl smenkisce mai — eosa, quealt'nltima, essenziale,
giacche | programmi attuali sono ana continua tentazions di far le cose alla buona,
Il necesszaric ¢'& tukbte, ma non c¢'2 mulla di pin: selve qualehe breve pavagrafo
qun ¢ la, elie I"inzegonnie potyd fare o no, secondo il genare degll sevlarl col
quall avra da combatlera.

Dei migliornmenti da introdurvi petret indicarne senza dubbio: ¢hi non trova
da ridive ... nei libei degli aleri 2 Ma avverto subito che pon 81 trattn di cose
di sostanza. T'ralasciando le osservazioni minute e du microscopio, alle guali &
inadatia gquesta rapida vecensions, noto soltnobo che, n mio credere, converrebbe
arricchire Ja magra raccolta di esercizi e problemi, dando inoltre esempi di eser-
cizi gin riwolts » di problemi gia intavolah, e aggiungersa in un Maggior nnmero
di nokicine quei consigli di indole praticn che servono nd impedire ai giovani di
cndere negli errovi pin usuniiz cose queste che haono rtesn cosl ben accefta nella
scuola 'otfima Algebra del Nassa. Cosi pure io eredo che il libre si avvantag-
gerehbe sotto I'aspeito didattico, se in principie delle Dejinizioni, dei Tdoreni.
delle Kegole. fossero scritti in caratiere distinto guesli loro womi, pevché sa chi
ha prabies di scuola quanto gli allisvi si sentano niutali di quesle parole in grosso
earatters, che spezzano le pagine, permations di meglio orientarsi, 2 rendono pii
agevoli le ricerche e le revisioni rapide. .

Non ho che da esporre das voli terminando. I} primo & che i colleghi faceiano
buon viso a quest’opera coscienziosa, della quale non potranno avere che a lodars
neila seuola: il sacondo & che quest’opera divenga preslo inndatta wlla 1* liceale,
perche 1'On, Mipistvo, pentile nna buona volia del male che fa &l Liceo mante-
nendo gli ordinementi allusli, abolisca l'infausta opzione fra il greco e ln male-
malicr, regolarizzando i prozrammi. Questo secondo voto, 1'antors che & uomo
di spirito, sava pronto a far suo: perchd se si alinasse, egli, che come 1nsegnante
sarshbe il prime ad esserne lieto, ha tanto ingeguo & tanta atliviia, che wvece
di davei la 2* edizione del testo atluale, ce ne preparerd un altro adabto ai pro-
gramini tornati vagioneveli, del quale si potri dire il bene chs oggi si dice di
(questo,

Torino, 11 ottobre 1907.
Rovorro Berrazazr.

VeroNeSE con 1a collaborazione di P. Gazzasica. — Nozioni di geo-
melrie miwitiva ad uso delle scuole complementari.

I iNuslre senatore Veronese mostra coll’esempio come sin compito delle seien-
ziato ehe vozlia essera un vern maestro, indicars guale & o via che si deve
segnive nell' insegnamento fino dai primi rndimentd per giungere alle cime pin
eccelse e dopo avere date largo contribnto al progresse degli studt geometrict non
giegna 'ufficio piu nmile, ma r:fn meno importante, di preparare buoni iidrn per
tutti gli ordini i scunle secondarie,

Del nnove libro Leslé pubblicato evedinmo non s possa ronder conto meglio
chie pubblicando la parle sostanziale della prefiazione, che @ In seguente:

Carntteri fondamentali di nuesto libro, come delle Nozioni ad nso dei Ginuasi,
sono questi: e varie proposizioni geomelriche sono enunciate solo per le figure che
corrigspondons ad oggatti che si possono divettumenls ogseroare, quindi esclusione
sino dal prineipio di relte, di piani e di spazio illlmitati, !'introduzione sisfema-
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ticn dei qnali spettn ed & riservata ai corsi di Geometria mnzionale, Le proposi-
zioni slesse sonp sotlopesie wu constainzione o alla vevificozione sperimeniale, ricor-
vendo ova al trasporte di oggetii ora all'uso di pariicolari istromenti (vign, riga
graduate, squadra, compassoe, cavia dn lucidi ecarta millimetrata ecve.)y @l ovn
acconcie operazioni e facili costruzioni elementavi; non si danno proposizioni sotto
formu logicaments detarminata, ma 8l ricorre nll'lmﬂgu:m dalle fizura per dor lors
nomi opportuni, per rilavare la lovo pii ovvie propriefa e stabiiire i principal
eritevi che sorvono n differenziare le une dnlle altve; pur rercando di dave ayli
enuncinti yna forma piana accessibile 8 ndatta agli scolard wi quald il libro & de-
stinnio, esso pon contiene guindi nb pestainti, né generalmente proposizioni soito
formn di teoremi; & un traifnfo sperimentale, che, come lo sopra ricordale Ne-
zioni ad nso dei ginnmai, si distingne dagli altri del genere. D'altro canbo si &
gereabn che il lilve abbia non soltanto ono scopo pratico, come sarebbe un libro
destinato ad artigiani o & scuele professionali, ma serva di utile preparazione
all'insesnnmento della Geometria razionale, cosicchiz quando lo scolare dovri
inkraprenderne lo sfndio in allri corsi, nulla debba essere corvefte o rifallo di
cio che qui gli s1 apprende;: nessun comcetio o nessunn rvezola debba Lrovars
anche in apparenta contrasto col concethi, volle definizioni o volle regole succes
sivamente mmpartite nell’ insegnamento raziovale. Eid & anzitulto niile che i po-
stulatl ed i melodi di gqueste insegnaments trovine i1 loro naturale fondamento
nelle proposizioni date in quesio libro. Chi sa quante sia difficile sradicare dalle
mendi giovanili nozioni inesatle e igvolate, gid apprese net primi rudiment! e per
la prima volla, comprendeva quante studio & quantn enra debbono porre In civ
antorl ed msegunanti.

11 mctode gui usato & per lo seolaro polentemente suggestivo, perché non lo
obhliga a seguire passivamente un ragionamento, mn esige sempre la sun aktiva
collaborazions, invitandolo con gli oggetti & con le figure che gli stanno dinanzi
& confrontare, a costruire figure, a fare ogni momento verificazioni, vosieché egli
finisge non solo per vedernn ['vlilita pratien ¢ per prendervi interesse, ma per
sontira vivamenfe il bisoguo, dopo avere vonstatato che una tnle proprieia di umn
figurn & cosl, di sapere anche perche ¢ cosi, laonde il metodo sperimeniale qui
adottato serve, come ben deve esssra, di uiile preparazioneé al metndo razionala.
Ed & appunto per non lascinra del tutto insoddisfatta la natnrale cuviosila che
questo metodo fara sorgeres nello studioso, che in certi pnuti del libro (I& dove
Popportunith lo consentivi) & dala di talume proposizioni eltre che la vervifiea
sperimentale, anche la dimostrazione per via di ragionnmento (sebbenc per sommi
eenui), brweudo profitto pei di eid per segnalare e confrontare i doo dilfereuti me-
todi di insegnamento della Geometrin: il metodo sperimentnle ad il metodo 1a-

aionale,
Couserviamo nel tislo del libro il nome di Geomeiria intuifiva, per indicare

il contenuto el 11 metodo del libvo. Secondo noi 'intuizione spazizle pura non
esce dai eunfini dell’osservazione direita per guanto wlenlizzata, (') ma fosse anche
unn formn a priori del postro spivito, il geomeira non pro ammettere che il
minimo di verith c¢he 1 vari sistemi filosofie) solln teoria delle vonoscenze mate-
matiche concedono, e che 6utti devono riconoscere eome esotte, qunli quelle che
derivano dai sempliei fatti delln purn vsservazione del mondo esteriore, basatn
sui nosiri sensi.

() Vadi: A. It vero nello matematios., Padova. nov. 1805,
Citr novr-impedivee 1o eostrmzions di forme geometriche nstrutle che appoiono trascendere 1
limiki deil'esperianga.

(FTOLIO LAZZERT — Dirattore responuabile

Finito di stsmpare Il 28 Dicembre 1907
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SUL TRIANGOLO

I. Consideriamo un triangolo ABC. Preso nel suo piano un punto
qualungue P, denotiamo con Ay, By, Gy, rispeitivamente, i punii i
eni le relte AP, BP, CP incontrano i Inti BC, CA, AB e con a;. gy, T

i valori dei rapporli sempliel BA, (B, AG, .
EVEA, T AR, " B,

1l punto P suddetto spezza poi il triangolo fondamentale in fre
triangoli BCP, CAP, ABP, ln somma de’ quali & 10 ogm caso, eguale
all'aren S del trinngolo ABU, purché fra essi si ritengano positivi
solo quelli che son situati dalla stessa parte di ABU, rispetto al lato
¢l hanno in comane con esso. Denotiamo rispettivamente con &y, 50, 7
le aree di tali triangol.

Finalmente, indichiamo rispebtivamente eon zy, ¥, 2, le distanze
del punto P da’ lati BC, CA, AB del triangolo fondamentale; esse
debbono ritenersi positive o negative, secondoché il punto, rispetto
o] lato che =i considera, & dalla stessa parte o da parte opposta del
triangolo.

Le convenzioni fatte pel punto P valgano per un alfro punto qua-
lunque del piano del triangolo.

2. Dati due qualunque dei numeri a, By, vp, @ individuato 1l
panto P; dunque uno dei rapporti o, By, vy @ fanzione degli altri
due. TIna relazione tra questi rapporti ci @ fornita dal notissimo teo-
rema i CEva:

ayyry=—1. (1)
Cib posto abbiamo
s e, -
;‘;I' i T g]” % Lk
g guindi
, 1
2yt — Bp =Py EI._TP 13
da cui si ricava »
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laonde, essendo
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