SGLLA TRASFORMAZIONE DEI RADICALI SOVRAPPOSTI

[Continuasione ¢ fine — . Fagcicedo V, unne XXNITI),

§ 3. — Sulla trasformazione dei radicali

1 4
Vi = Yoot .o+ Vomo £ Vams, Ve 2 Vet oo Voma £ You.

s
14. Trorexa L — II radicale Ya-- Vb, in cui le quantita a e b
sono razionali, si pud trasformare nella somma di due radicali semplict,
se sono soddisfatte le sequenti condizioni:
1». La differenza a®—Db sia la quarfs potenza di ura quantitc ra-
zionale h, sia cioe

a®—b=5h" (1)
B
22 La quantita . ;I—ﬂ sia un quadrato perfello.
Supponiamo infatti
e+ a =
9 =k, - [2]
@ poniamo
4
Vatvb=Vz+V, (3)

in cui con x ed y indichiamo due quaniita razionall.
Considerando di ogni radicale il sole segno positivo, ed innalzando
la (3) alla quarta potenza, s1 ha

e+ Vo=1"+17" Gzy -4 Yy (x -+ ¥).
Questa ngnaglinnza visulta soddisfatta se st pone
a=2+yFbry  Vo=4)zy(@+y) (4)

dalle quali i ricave

a*— b= (v —y)*
e quindi, tenufo conto della (1), risulta

y=2x—h (5)
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Sostitnendo nella prima delle (4).il valore di y dato dalla (3), si
ottiene I'equazione

82* — Bha:+ h* —a=0,

le eni radiel, fenuto conto della (2), sono date dalla

h+ k
r =22 (6)
Dalla (5) risulta allora
+ k—h -

e quindi, considerando il solo segno positivo di %, dalle (3), (6) e (7)

g1 ottiene
o4 —
: — =+ h K—7F
Vﬂ~]—1"5=]/ _13“ I 5 < (8)

come volevasi dimostrare.
In modo analogo si pud dimostrare

Vla—\g:@ l/? .

I5. Allo sfesso visultato si pub giungere applicando Ia trasforma-
zione (7) del § 1.

Per la (1) s1 ha infabis

e L

e guindi per la (2)

t}u + 16 = Vi;’. + Vﬂ —E-h"’ : (10)

Tennto conto ancora della (2), risulta

— JE
o . I 1

—

guindi 11 radicale che comparisce nel 2° membro della (10) si pud de-
comperre nella somma di due radicali semplici, e si ottiens:

= JFEh 1=
Vax 5 =)55" = YESE. (11)

-

EsemMp10 ¥uMERICO. — Supposto a = 14, ) — 180), h=2, =3, risul-
tano verificate le relazioni (1) e (2): dﬂ]]ﬂ. (11) 81 ha quindi

===  yor
1‘14:%&:]-"5:?[}"111:1-]”2].
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3
16. Teorena II. — Il radicale Vﬂ. + Vb, in cui le quantila a e b
sono razionali, si pud trasformare nella somma di due radici quarte di
quantita razionali, se risultano soddisfaite le seguenti condizioni:
12, La differenza 8" — b sia un quadrato perfeito W, sia cioé

W@ —b=1t (12)

] . N
2% Lu qnnﬂﬁfﬁ_—: (a 1) sia pwre un guadrato perfeito K° sia cioé

T{;— (@4 h) = I~ {(13)

Si ha, infatti, tenuto conto delln (12),

Va= ﬁ:VVLf_{ o ]/” = E. (14)

I facile inolfre verificare che la relazione (13) si pud serivere
ﬂ—l—ft’ﬁ.+ n—h];ki‘
O B & "

quindi al radieale ehe comparisce nel seconds membro della (14) si

pud applicare Ja trasformazione (6) del § 1; si ottiene allora, fatte
le opportune riduziom

i

4 ‘.' 4 ,
/ - =+ 3h - 4k la -+ 3h — Lk : 15
Ya+ Vb= V 3 + g (15)
come volevasi (limosirare.

(OssErRvVAZI0NE. — Tenuto eonto della (13), visultano vere le seguenti
nguaglinnze -

2 (% 5 2k — Ay
a3k - 4l = ”‘;‘:m, P | - I
quindi la (13) si pub serivere
a+ Vb=— L+ Y& —hl, 16
Va+yo=-L yi+7+vye—0

Vi

Eseme1o NuMerico, — Supposto a=7, b= 45, =2, k =3, risultano
verificate le relaziani (123& (13); dalla (15) si ha quindi

b ;
VT:I: 3}/3:%[‘;%1 ‘ifﬁ].

oppure dalla (16) si ricava @

—— e ey e
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I7. Teorema III. — 11 radicale V}’Jﬁ'i Vb, in cui a e b sono guan-
titd razionali, si pud trasformare nel prodotio di unae radice oltava di
quantita razionale per la somma di due vadicali semplici, s¢ risultano-
soddisfalte le seguenti condiziont :

1%. 1 prodotto a (a—b) sia la quaria potenza di una quantitd ra-
zionale b, sia cioe

i (a —b) =" (17)
.. A+ h* D
2%, La quantitt ——5— sia un quadrato perfetto X, sia ciod
a -+ h* B
5 - =F. (18)

Considerando sempre di ogni radicale il solo segno positivo, si ha
infatf

1 4
Ve = Vb= —1 Va + Yub. (19)

Va

Ma, acciocch® al radicale Vr.z + Vab si possa applicare il teorema I,
8 necessario che risultino verificate le relazioni analoghe alle (1) & (2),
che risultino ciod verificate le seguenti relazioni:

4

3
P—ap=ps, LTH

=i Jiﬂi

che sono identiche alle (17) e (18). Dalle (8) e (9) si ha quindi
Vﬂ + Vab = I.’k—,{;h n = Pk;gh:
e percio risalta

V @+ Vo= [ E+h A:——h] (20)

come volevasi dimostrare.

Hsemp1o NungERIco. — Supposto a =14, b = %, h=2, k=3, rsul-

tano verificate le relazioni (17) e (18); dalla (20) si ottiene guindi

Via = 5y = L[y = yel.
214

4
18. TroreMa IV. — 11 radicale V}/Ei Vb, in cui le quantita a e b
Sono razionali, si pud trasformare nel prodoita di una radice ottava per
una radice quaria e per la somma di due radici quadrate di gquantita
razionali, se risultano soddisfaite le sequenti condizioni:
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19, Il prodotto a (a—Db) sia un quadrato perfetto I\, sie cioé

{2 [u = E-] — hﬂ. [21)
h
28, La quantita - (a - h) sia pure un quadrato perfetto K, sia cioé
h
5 (a + h) =}~ (22)
Considerando di ogm radicaie 11 solo segno positivo, s1 ha
4 i
Vie+ 16 =--10a+ \ab. (23)
Ve

%
. . - f —_— . : .
Ma, acciocehe al radicale Va £ Yab si possa applieare il teorema I,
& necessario che risultino verificate le relazioni analoghe alle (12)
e {13), che risultino cioe verificate le

h
o' —ab=1I7, (a1 I)=1F,

che somo identiche alle (21) e (22). Dulla (16) s1 ha quindi

-4
Yk
e pereid dalla (23) risulta
4
]'T;:t Vo= 14 [1*‘2.:4,- h =+ 1'24-.—3:}, (24)
Va Vi

come volevasl dimostrare. .
Ksempio NuMERICO, — Supposfo =348, b=315, 4 =98, k=147,
risultano verificate le relazioni (21) e (22); dalla (24) si ha quindi

Vi3 = 3= |15 + 1.

8 4

V343 1392

19. B chiare che i teoremi I, IT, Il e 1V del § 2 & possono ap-
plicare alle radigi delle seguenti equazioni:

H T pr1gq=0
2 +Vpat4+q=0
i eni le guantitd p e ¢ sono razionall,

Lascio al lettore la enrp di fure degii esempl numerici.
20. Teorema V. — {1l radicale

(25)

4.
6=Vim + Yoo+ ...+ Vao =+ Ve (26)

o I I e M N A i N e, Y (i
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i cui le quantild a sono tutke razionali, si pud trasformare nel prodotio
di una radice ottava di quontita razionale per la somme di 2 vadicali
semplicy, se risultano vervificate le sequenti condizioni:

1%, Le quantitc a siano legate dulle velazioni (19) del § 1.

2% I prodotti a(ay — a,), in eui Vindice 1 assume i valoyi (21) del
§ 1, siano quarte potenze di quantita razioncli, signo cioé

ity (m— )= h' a(ay—ay) =hs' ... & (4 — 1) =hy'. (27)

; oo a  #E3 I'I“ - . . - - 5 &
3%, Le quantili —}; siano dei quadrali perfelti, siano cioe
iy — Ny° I T = P . iy -+ hy®
ﬂ; =Ly’ 5 =Mk ... =%, (28)

Infatti, tenuto conto della prima condizione imposta alle quan-
tita a, e ricovdando quanto & sbato esposto al n. 5, si ricava che il
radicale (26) si pud serivere :

[ 1 — — 1 — 4" _ — . o
= V"‘ﬂ: = ]"ﬂu Vl (1 ﬁ Tl Uta V"'ﬁ o3 VV‘L"I 7 Yue-ii. (29)

n—1I
(I

4
A eciascuno dei radicali della forma V}z‘zi Va, che COMPAriseono
nel secondo membro della (29), tenuto conlo delle relazioni (27) e (28),
s1 pud applicare In trasformazione (20); si ha quindi, fatte le OPpoL-
tune ridnzioni,

§— 31 (Vs he £ Vi, —R) (Vhe a4+ Vle—hg) . . .
‘}':31_1 V{hﬂn—l

' o (‘FF':H _l_h‘ﬂ_l_ V‘kn'_" hn): (3[]]
che dimostra il teorema.
2l. Cosi per esempio, nel caso particolove di n =2, le relazioni (19)
del § 1, le (27) e (28) del § 8 diventano :

fla (fs

a; s’ ay (a; — (fe) = lay*, a (t — as) = he',

m—l—hlg__kﬂ m{—bﬁ_;_g
2 ] LI B e

e dalla (30) ai ricava

Wai Vaat-Yers + Va—- 33_ [V[h—}-m V(ke+he) + Y{ki—hy) (ke t-Tta) -
2 l ﬂ1a
T V“fl ~+ ) (K — hg) + ]'Ufl -+ fey) (hs — h'-:]] : (31)

22, Applicando Ta trastformazione (24), e con un procedimento ana-
logo a quello precedente, si puo dunostrarve il seguente:
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TroreyMa V1. — I radicale

+
o=V = Vau+... + Yasm_ = Yo, (32)

in eni le guantitd a sono tutte razionali, si pud trasformare nel pro-
dotto di una radiee otlava, per una radice quaria, e per la somme di
ou padici quadrate di quantite razionali, se visullano soddisfaite le se-
quenti condizioni!

18, Le quantitie o siano legate dalle yelazioni (19) del § 1.

23 1 prodotti ay (8, — 81, 4 eni Uindice 1 asswme & valor (21) del § 1,
sicmo dei quadrate perfetle, siano civé:

th _‘_ﬂl — ﬂg) == }Ilﬂ (ly {-ﬂ; s I'.'f;:;) = Jfgﬂ g { {H]_ — !."fgﬂ—l_]J — jh-,h- [33)

5. Le quantila {8, _I;h] . siano dei quadrali perfetti, siano cioé:
[ 114 -,—9;11) }11__.__ b (¢ts —1—91191 fis — R (¢t: '_I_ij-’n”’n — k2 (34)

Il risultato al guale si giunge e il seguenle:

=% 1 - [h""l“‘_ Iy =+ ]jﬁ'i — ) (Tﬁ'g - Fia ]kg—ﬁg} T
Yot V4% hg ... By

(Voo T+ Ve — ). (35)

EsSEMPIO NUMERICO. — Supposto

2164
a; = 43 iz = 350 a; — 315 hy=—

Iy =49 ha = 98 k=08 he =147,

applicando il teorema precedente, si ha

4

= — 2
V?v? + 4121+ 8V35 = 17}/111;5-:

T
—— [\ Bey5+13+1]. (36)
27 12

23. TeorEma VI — Il radicale

* -
T e~ -F”l -_i‘ VE;+ y »a "+’ }E i ‘IE [ST]

in cui le quantite a sowp tutte razionali, st pud irasformare nel piro-
dotto di una vadice quarta di quantite razionale per fa somma di 2% ra-
dicali semplici, se risultano verificate le seguenti condizioni:

18, Le quantitd a siano legate dalle reluzioni (31) del § 1.

9. Le differenze 8,° — 8, in cui Uindice i ussume i pulori (21)
del § 1, siano dei quadrati perfetl, siano cioé:

(fy (g =— Ilhﬂ ﬂlg — Iy — hgﬂ . e ﬂ12‘_' Qgp—1-_y = hu_- (38}
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["'1 + h) h

o8 Le quantiti 5 sino pure dei quadrati perfetts, siano cioé -

(1, -—f;: )k, 8 (11 —t.ﬁg] frg__ R [ty —szl..}hn =k (39)

= il

Osserviamo prima di tolio che, considerando di ogni radieale il
solo segno positive, si ha

! .I'—_ ”n ﬂh.ll_] '!“'En
1. i i3S - -+ |/ . 4()
] l ] 1 : “1 i l/ {5 l £l ( ]
Acciocchs al radieale
4
‘Vfl e ?ﬂ fn.,n ﬁ'ﬂ"
Ay —= ”' :L- e
= : (ty _TH_ l (ry {fy

si possa applicare il teoremn precedenfe, & necessario che risultino
verificate le seguenti relazion;:

e 4 (fan
'ﬁ[ iy ﬂr]
= XN T Eﬂ(:r
y ﬂ] (fan_y
{fy qr
iy iy {fgn=1: 4 ~
I.’EJ. (”1 ffl) ——— hlﬂf ”] (ﬂl ‘t )‘—'}hjﬂ, R eoa ”] (ﬂ‘] e ) —= hn-‘,
- 1 =T
) = <) _“{E yuoew D T

che sono identiche alie eondizion; imposte dall’enunciato del teorema
alle gquantita «.

Si ottiene guindi

] e ———— S
‘rl —— 4 [{1"{;&'1 —}_ }11 or = ] ;':1 —— h.‘l) (1Iﬂ'5 i ;'JE jl ."II'A'E — !.lg} .aw
'Fr_ She=d ]{‘.Luh;ﬁg . ool

. (q‘l;kn + hn "I— Vn’h. — ;ID} ‘ (-:Ll]
Dalle (40) e (41) risulta allora
1 —— .
=3 [(]fhl -+ Ity Sk ""F!l'l —‘h‘l) (Vﬁt‘-g |I fia JI ]}r.éiﬂ_"r!'!] i 53

]’igﬂu H;H_] fhhg — ;J'n

i (f}-'u ~+ Iy -+ TI‘{‘II e }?,,}], (42)
che dimostra il teorema.

24. Nel caso particolare dj n=72, le relazioni (31) del § 1, le (38)
e (39) del 8 3 diventane

(fg {fy I
Eﬁzar (" — - trg = Jy?, ay — ity =hg"
_(fl—{_ i) Iry J.0 (iiy = Tha) Dra o .
g h, S gy, (43)
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e dalla (42) si ricava
4

Vulﬂ"l?,-}qim“a— .1 h*"[ﬂu—]—hl)(ﬁ'g—{—hu]:t]'[ﬁ*l—-bl][ﬁ'ﬁ—ﬁg)—]—

2% OTI
+ Vihs = hs) e — Aio) £ V(e — h) (ks — fhﬂ ()

Eseupio sumMeERIcO. — Supposto

ay = 19 tte = 2200 ay = 2808 a;— 2160
.Jh - 1—]: }TJE _— ? Illl — -}1 J;ﬂ —_— 1—.[-,
risultano verificnte le relazioni {43), e dalln (44) si ottiene
4
1

149 + 211542813 + 12115 =

25. Applicando il teorema V e eon un procedimenfo analogo a
quello precedente, si pud dimostrare ancora il seguente
Teorena VI — 1l radicale

e=Ya £ Yaa+t ...+ Voo £ Y, (£5)

o eni le quantita a sono tutte razionali, si pud trasformare nel prodotto
di una radice guerta per la somma di 2° radici quadrate di guantitd
razionall, se risutiene verificale le sequentt condizioni :

19, Le guantita a siano leqaie daile relazioni (31) del § 1.

20, Le differeinze 0, — ay, in cui U indice 1 assume § valori (21) el § 1,
stano quarte polenze di quantila razionali, stiwo cioé

ar— =Nl &"—aa=N"t ... 40— ara=h* (£6)
3%, Le guantita 2 E 3 siano dei quadrati perfetts, siano cio?
tts —|; i ® i (ty —E hﬂ“__;fﬂg’ G .___} " ke (47)
Il risnltato al guale s gionge @ 1l seguente:
E= 41 {(\'Fcl ~+ Ny + VE—Iy) []k‘.# fa =+ Y fis— ha) - ..
)2 Yau

RO oy T gy | S 1

Lascio al lettore la cuga di fire la dimostrazioue.
26. Cosl, per esempio, nel easo particolare di =2, le reluzioni (31)
del § 1, le (46) e (47) del § 3 diveutann:

1e s i o
— iy —ae=1I",  m°— as=hy',

€ty fla*
ity 4 h2 ay - he®
=) 3,

—l

— }l'ﬂﬂ*l (49)

-
=7,
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-

dalla (48) a1 rienva

£
-1. _l | L
1 tty =) {;n——]—-} Hn = 'l tty= - L [V{A‘J—]—f!:l}{-ﬁ’ﬂ—i—hn] + Yifr—in ke +1is) -+
2 -V t{y :
IR/ gy Ay 7y R sy oy Ty sy 01 DR 1))

27. Come applienzione della (11) merita di esseve ancora segnalato
1l segnente

Teorema IX. — Il radicole ]/-1 + Yb, i eni Pe quantita ne b sono
razionali, si pud trusformare nella somma di due radive quarte di guan-
tite razionali, se sono soilidisfutie le seguenti condizione.

15, La differenza a® — b sie lo quarta potenza di una guantita ra-
zianule h, sia etog:

a6 —b=nh' (51)
22, Lu quantila H-E .2 sit. un quadrate perfetto k5, siu ciod:
a —L: ?ﬁ_ 12 (52)
3%, Al prodotto (h +2k]h sice pure un quadrato perfetto.
Poniamo infatta
{htkm-—ﬁi: (53)

ad osserviamo che, considerando di ogni radieale 1] solo segno posi-
tivo, risulta evidente la seguente uguaglianza:

Vo + Vo = V]’fn + V.

Ma al radicale ]!cr + Y4 si pud applicare la trasformazione (11),
poiche le (51) e (52) sono analoghe alle {l) e (2); si ha quindi

4

!

frr =; = }IET—V!' : i -+

1IH'+1,'EJ——“/VL+J, /‘,r__h L:i-l-)

Aceiocche al radicale che comparisce nel secondo membro della (54)
si possa applicare la brasformazione (6) del § 1, & necessario che ri-
sulti verifieata una relazione analoga alla (5) dello stesso paragrafo,

che risnlti cioé
LT [ﬁr—!—h L'_}':" :
‘2

& PErcio

- _91

05818 B
(h-#h

= (",

il

—
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velazione ideniicn alla (53). Applicando la (5) del § 1, si ha guindi

’ 0 V';_’sh—{—k +ig., 3h-+k —4q (53)

come volevasi dimostrare.
Esenpro Nuaerico. — Supposto

a=0d, b=880, h=2, k=7, ¢=3,

rsultrno verificate le relazioni (51), {52) e (53); dalla (55) s1 rieiva
guintl ‘

1ol _4-315:‘/% A ]? ={L 521,

98. T superflun wvsservare che il teorema precedente s1 pnd ap-
plicare alla trasformazione del radieall

<

Y1a+1h, VYo Yoet ...+ Yawa = Vo ecc.

Lascio, per brevitd, al lettore la cura di fare tall applicazionl.

& 1. — Saulla trasformazione dei radicali

3

. .
vl‘ia = = 1::’;_5'_ .o _i_ ]I“m—i 5 = 1;11 » ‘ th = f{_!;-—ll_ el —I— .‘.ﬂm_l = 1:;“'

3
99 Teorema 1. — 1l radicale Va—+ ]E, in cui le gquantitc a e b
sono razionali, si pud trasfermaire siella sommea di une quantita rizio-
nale e di un vadicale semplice, se rishltuno verificate le seguenti con-
dizioni.
1s. La differenza a®— D sia la terza poltenza di una guantitd razio-
nile ¢ sia cive

—b=r. (1)
13®—Bex —a =\ (2

20, L'eguazione

ciinelte une radice rozionule,
Indicando infatti con x ed y dve gquantiti razionali, ponendo

-

Tetyb=z+1y (3)
ed innalzando al cabo ambo i membri della (3), st ba
a4+ \b ="+ 32" \y+sey+y V1,
che risulta soddisfatia se si pone
a=a"-3ry, 16=3z"Vy 1y V. (4)
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Dalle (4) si rieava
a— b= (x*— y)’,

¢ yuindi, tenulo conto della (1), si ottiene

y=2a" —e¢ (5)
Sostitnendo nella prima delle (4) il valore di % dato dalla (3), si

ottiene l'equazione

4z —Bex — a= (. (6)

Se questa equazione ammetle una radiee razionale, il valore di
guesta radice, sostituito vella (5), da pure per y nn valore razionale,
e quindi 1] secondo membro della (3) rsulta la somma di una quan-
tita razionale e di nn vadicale semplice. (*)

Il teorema resta cosi dimostrato.

Osserviamo che la (3), tenute conto della (5), pud anche seriversi

3

Va+1\o=2+ V" —e (7)

In modo analogo si puo dimostrave

vu —Yo=a— V¥ — . (3)

Cororvawto. — Il radicale }/]’Z—F— Vb, in eui le quuntité a e b sono
razionali, st pud trasformare nelle somma i due vadicali semplici se
risultano vervificate le seguenti condizioni:

1%, La differenza a—D>b sia la terza polenza di una quentita razio-

nale ¢, sin ciog:
a —b=¢% (9)
r{dr —3¢)) —a=10 (10)
ainmefta una radice razionale.

Intathi, se al posto delle quanlith @ ed  poniamo rigpebtivamente
Ve & Yz, le (1) e (2) diventano

a—b=1¢° dx ¥z — 3eVz—Va =0,

che si possouo melbtere svtto la forma

2% L'equnzione

a—bh=:" 2 dr—3e) —a=0.
La (7) diventa moltre
Via + Ve =1z +1a—s, (11)
come volevasi dimosirare.
In modo analogo si dimostrerehbe

Vfa—Vo=17—yz—e (12)

(1) Lacroix, opera citata.

L]
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Rsempt NUMERTCL — 1% Supposto a=1, b ———50, e —=-—1, risulla
verificata la relazione (1), e Vequazione (2) ammette la radice x=1;
guindi dalle (7) e (8) si ha

Vi+512=1=Y

90 Qimilmente, per &=2, b=—121, ¢=3, visulta veriftcata la
relazione (1), e la equazione (2) ammetle Ja radice x=2; dalle (7)
e (8) si ricava allora

J.
Yo+ 11y —1=2+7]—01

3. Supposto a="17, b=— T22 — 9, risulfa verificata la rela-
zione (9), e I'equazione (10) ammetie la radice 2=7; dalle (11) e (12)
risalta quindi

k&

&

f F— - BT
IV y—m2=y7x1—2

B cosi via di seguito,

3
- e a - —_—
30. Teonegma 1. — JI »adicale Va + t'h, in eni le quanhitec a ¢ b
sono razionali, si puo trasformare nel prodotto di wna radice sesto (s
quantites razionale per la somma di due radicali semplici, se risulttano

soddisfatte le sequenti condizioni:
2
EL - i " " L] El
sia la terza potenza di una guantile razio-

1». Lo quontitd

nale ¢, sia ciog

I
2 E}=‘»::“. (13)

28, L'egquazione
2 (42 — Be)f —a =10 (14)

ammetta wia radice razionale, .
[i evidente, infatti, la seguente ugeaglianza

VuiVE::’E TE:E‘/%*. (15)

Per il corollurio del teorema precedente, accioechd il radicale

4

- b . . —_—
‘/Yu + lf{—; si possa trasformare nella somma i due radicali sem-
plici & necessario clie risultino verificate le seguenii condizioni:

: B : Sy
1*. La differenza n;—fsla la terza potenza di una guaniita ra-

zionale ¢, sia cloe

b
i ¢’ (16)
23, L'equazione
x4 — Seff —a=10 (17)

ammetta una radice razionale.
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Le (16) e (17) sono identiche alle (13) e (14). gqnindi datle (11) e (12)

g1 obtiene

3
V]*;E + f% =+ lr—o (18)
e pereid daile (15) e (18) risulta
JI B
Va+ Yo=1a Yo+ yo—q, (19)
come volevast dimostrare.
EsEMpPI0 NUNMERICO, — Supposto @ =71, h=— 35004, ¢=9, risulia ve-

rificata la (13), e leguazione (14) ammebie lu ridice x =7 ; dalla (13)

risulta quindi
3

V? =+ }-’—-E-Uﬂiz]rT— h.__:t i —':.‘].
3. Teorema T11. — I radicale

J
A=YV = Yaa =+ ...+ Yty = Yoour, (20)
e eul le quantéitc a sono tutte razionali, si pud trasformanre nel prodotts
di una radice sesta di quantite vazionale per la soming di 2* radicali
semplici, se visultano soddisfatie le sequenti condizioni:
1. Le guantita a siano legate dalle velazioni (19) del § 1.
28, Le diffevenze ny — n;, in cni Uindice 1 assume ¢ valori (21) del §1,
siano ferze potenze di quantilad rozionali, siane ciod
L — g = 121;, (i — g — {'-53, ve o (y — RHarlug = l'-:na- {21]
3%, Le equazion:
#y(doy—3e )" — =0, zldaes—3e)*—a=0,...z,Hr,—3e)*—a=0 (22
auametéanc cicscuna una vadice vazionale,

Per ja prima eondizione imposia alla quantita @, e tenufo conto
di quanto & stafo detto al n. 5, il radienle (20) si pud scrivere

] 3 J
= ]- I T et |'_- r e = e :'I —
r=— Nt Ve W+ Vo ... Vo + Ve, (23)

“J'rﬂlu—!

d

; e d e = — :

A cinsenno det vadieali della forma V1@, =1« che compariscono nel
secondo membro delia (23), tennto eonto della 28 ¢ 3° condizione imposta
alle quanfitd a, si pud applicare il eovollario del teor.I; si ha quindi

! 4
Vi = V2, =Vn + Vo1 —e.

Ve + Vas=17 + 1 —a (24)

&
l/l (ty _]_ Va“"“t P — ‘}: "}‘ T-r'l:t ==y

h-
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Dalle (23) e (24) rvisulia ailora

=3 : [(I‘E n fml_ 1ﬁ-'l} (111_13._'_ T'-I-'E“' L'!I) LA (.‘{T_n_]" fﬂ-'n_'ﬂu)] . [25}
Va,—?

che dimoslra 1] teorems,

E importanie osservave che, per deferminati valori di w, il vadi-
eale (20) put anche trasformarsi sella sonona di 2% yadicali semplicz, 0
nel prodofio di une radice eubicn Wi quantita razionale per la seminu
di 2% ywidieali semplici, come risulta wnolto facilmente daila (29).

32. Cosl, per esempin, nel easo particolare di n=2, le (19) del § 1,
le (21) e (22) del § 4 diventano

:,:’: = :: y —ay=c’,  (h—3=Cv, (26)

2 (4 — 36 — =0,  ay{Hdaa— 36 — a, =0, (27)
e dalla (25) &1 reava

= ,
V‘; t, + Yo V0 Yo =5— h 17 £ Y mln—a)
1
Finm—a) = Vo —c) e —cll. (28)
Eseurio NUMERICO. — Supposto
. s B4 46208
”1 — “g — i ﬁg I E}. N ﬂl_ 189 .
5
'y — 9, g = 'g y

risultano soddisfatfe le relazioni (26), e le equaziom (Z7) ammettono
le radie

- 7

gmndir dalla {28) si otiiene

= i '—1. I E; 4 ~ 4 i
"X‘?i‘]— (25— —— ‘J 1 .31 — 10162 =
] : il 2
= ﬂ_['i"—uﬂiil'*?]
217

»
33. Teongma IV. — I radicale
2

p:Vm + Vas ... Yur_s =+ Yoen? (29)

in eul le quantita & sono fuéte vazionali, si pud trasformare nel pro-
ctotlo di wuna radice sesta i guantita raxionale per la somma di 2" ra-
dieali semplics, se risultano soddisfotte le seguenti comdizioni:

18, Le quantite & siano legate dalle velozions (31) del § 1.
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[+
ﬂ = H - . - & - . T 3.
a8, Le quantiic — ' im end Uindice 1 assume & valori (21) del § 1,
dy

siano terze potenze di guantitd razionuli ¢, Siano cloe:

n 3 4 [en—1

(l1" — o ({4 — Mg : (Fy a +1 A ;
=6, — 7.7 S0 = "5 (30)

il ' (fy £ty

38, Le equaziom

21 {4.1'1—‘ Sfl:IE — ;= r}, e [4.?'32 =— Sfﬂ)ﬂ_' fty = D,- .o
crp (e, —3e,)" — a, = 1), (31)

ammeltreno ciaseuna g ratlice razionale.
I evidente infatli ln segnente uguaglinnza

. (1ot 1 10 ,
P'_hh 1 CE V” L +V :'1 Vm - 192)

Tenuto conto di iutte le eondizioni impoeste alle gquantita a, e fa-
cile osservare che al radicale

Wy = (la ﬂa = Agh
1/‘ al o Vﬂ; + + 51 £y

si pud applicare il teorema precedente; si ha quindi dalla (25)

F'l — 8 1 [(‘l[.Ei 1-'-'1_!71] (V-’E}"’ 1-1:5__'—"2) =L uj-r_u_l_ \i'ru__'f:ll)]! {33]

nlu—l

e quindi dalle (32) e (33) risulta
p=— [V £ Vo) (V- 17— a) - - - (V2 + VEasa) (89)
Vo,

come volevast dimostrare.
E importante osservare che per deferminati valori di n, i radi- '
eale (29) pud anche trasformarsi nella somma di 20 radicali semplici,
0 mel prodotto di una radice terza di guantita razionale per le somma
di 20 radicali semplivi, come risnlta molto facilmente dalla (34).
34. Cosi, per esempio, nel caso particolare di n=2, le (31) del § 1,
le (30) e {31) di questo paragrafo diventano

g (A " — My 3 ay” — s — g 35
ﬂ]ﬂ o (lg X th =t {1y L ( )
i [4 b — 351} — (§y = ﬂ' Ly (4:.1?3 — Bﬂi]g — = 0: (35]

e dalla (34} s1 ricava

Vo = Voo - Vaw = Vo= Yums + Vu (3 — &) -+
+ V.T] (.1'5 S {3-_1_’ t 52 'V[:I:I - ﬂl] (Iﬂ_ ':'EJ- (‘d?)

i
1
|
J
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EseMpIo NUMERICO. — Supposto
0, =108, as=10800, as= 14580, a,=13500, cn=2, &= — 3,
visultano soddisfatte le relazioni (35), e le equaziom (36) ammellono

le radict &y =3 :.Fg-——%] quindi dalla (37) si ottiene

V108 + 60Y3 + 545 = 30115 =% [«; + Y34+ 315 =+ *-,JE].

5. T facile osservare che tutti i teoremi dimostrati sono fecondi
di numerose applicazioni: essi, combinali convenientemente, possono
visolvere, in molti easi, il problema delln trasformazioue dei radicali

soviapposii.
SarvaToRE COMPOSTO.

CURVA DI ALLINEAMENTO SOPRA LA SUPERFICIE TERRESTRE

| —

l. In talune ricerche geodetiche & mesiieri considerare una par-
ticolare curva sopra la superfieie (matemalica) Lerrestre, detlta curva
di allinedmento.

Per curve di allineemento sn una superficie, definifa da due punti A, B
di questn, si intende, com’® noto, 11 luogo dei punti (della snperficie)
tali che le normali a guesta, in essi, incontrino tnfte la retta AB.
(‘o<1 evidentemente tale curva di allineamento si pud anche definire
come ln curva (appartenente alla superficie considerata) tale ebe fra
i piani normali alla superficie stessa,” in einseuno de’ suol punii, ve
ne sin sempre uno, il quale contenga pure gh accennnti due punti A, B.

8i pub affermare, che !'imporfanza che la curva in parola ha nella
Geadesin risiede in questo ehe, in molte ricerche, delle quali s1 oo-
cupa questa scienza, & mestier considerare, in Inogo dell'arco geo-
detico (della superficie matematica terresire), avenie per estremi due
punti A, B, I'arco di curva di allineamento limitato dagli siessi
estremi, i quali siano di pi i punti che individuano questa seconda
carva. La necessith di siffabta sostituzione di una linea allaltra s
presenta particolarmente gllorche si fraita di misurare una base
gaodelica.

Pertanto si riconobbe da tempo come oecorresse sottoporre la curva
di allineamento ad uno studio che essenzialmente fosse diretto a va-
lutare gli scostamenti fra un arco di tale curva, particolarmente di
quello compreso fra i due punti che la definiscono, e I'arco geodetico
avente i medesimi eatremi,
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Intorno a tale argomento furono eseguite riverche da varii antori
Talum (') posero a base dello studio che fecero della eurva di alli-
newmento, definita da due punti A, B, il confronto con una delle dne
sezioni normali reciproche della superficie considerata, determinate
rispettivamente dalla normale nell’nno dei punti A, B alla superficis
e dall'altro di detti pmnti. (°) Altei, e in particolarve il Pucer, (*) come
anche il Buchholiz, (*) fecero un caleolo diretto di eonfronto fira curva
di ailineamento e geodetica definite dai medesimi estremi.

Tutte queste ricerche portarono, come & noto, alla conclusions che,
daki 1 limiti entro i quali, oltre ad essere comprese le lunghezze delle
basi geodetiche sino ad ora considerate, & presumibile slano iu ge-
nerale comprese quelli delle basi che i mezzi di eui altualmente
dispone la scienza permetteranno di stndiare, si possa, senza errove
apprezzabile, ritenere la Iunghezza di una base misurata lungo una
curva di allineamento come identica a quella dell’areo geodetico
avente 1 medesimi estremi. Quanto meno la differenza fra le lun-
ghezze di fali archi & di gran lunga inferiore agh errori di osser-
vazione relativi alla effettiva misura di una base. Le ricerche stesse
ébbero per altro di mira, quasi esclusivamente, il confronto fra le
lunghezze degli archi di curva di allineamento e di geodetiea avents
gli stessi estremi.

Se non che, nel predisporre la trattazione della enrva di allinea-
mento che infendevo svolgere nel Corso di Geodesia teoretica (nella
R. Universith di Pavia), mi venne fatto di osservare come I'egua-
zione sfessa della curva di allineamento, in coordinate cartesiane
ortogonali, data dal Pueei, nell’'opera citata, permnetta di compiere
facilmente uno studio rapido e semplice della eurva di allineamento,
fondato sul diretto confronto di questa linea con la geodetica, studio
che verrebbe quasi ad integrare guello stesso del Pucei, ponendo in
rifleve principalmente I'andamento di una curva di allineamento de-
finita da due punti A, B rispetto alla geodetiea definita dagli stessi
punti. Tale studio feci ponendo in relazione I'equazione del Pucei eon
gli svilappi di Puisenx-Weingarten, i quali, come & noto, costitui-
scono un valido ed importantissimo strumento per la trattazione, in

(') Senza infduogiarc: a fare citozioni bibllografichs relative ai lavori dedienii s quests ricarche,
rimandiamo, per tale ogzetto, alla monograiia dei prof. Pixzerr: Hikere Guaoddsie. voskituente il
faseieolo 3¢ Jelle s parte del vol. V! della Encyhlopiadies der Muthematischen Wirsensehaftan (§ 95).
Lipsia. 1207, Solo perd dobhiame far nokare come alle opers gitate da! Pizzetti vads agginntx quella
recentissima dalﬂmum, Das Mechanische Potential, nach Vories. = vou L, Boltamenn Geaybeitet, wnd
tlia Theovig der Figur der Erde. Lipsia, 1008,

{7) Hel sweguito designeremo brevements dua seziomi novmali siffatte come * sezioni noermali
raciprorhe definite dai doe pnnti considerati s

(%) V. Pocor, Fondamenti @i Gevdesic. Vol I eap. IV, n, 15, Milano, 1883,

() il Buchbullz, nell'opera eitata nella pote 1 a pik di pag. 1, dopo avere studiatn minnta-
mente gon curva di ailineamento AR sopra Ia superficie matematien Lerrestre, supposta fogziaia
& ellissoide di rivoloziona. fondands il smo stndio sul confronto fra la cltata curva & la sezfoni
unormall {dellz suporficie stessa) defluite dagli stessi pouli, rilorna pilt iamanzi soli‘argomento in-
dieando per sommi capi come si valesll In differenzn frn le lunghezze rispettive di un arceo dl
curva 1 allineamento e I'areo gecdetico limitati daglt stesai punti,
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una forma strettamente matematica ed eleganie, di molteplici que-
stioni di Geodesia,

All'esposizione dello stndio in parola & dedicata la presente nota,
Ja yuale, in sostunza, contiene, con l'aggiunta soltanto di alcune con-
siderazioni di indole generale, quanto forma I'nrgomento delle lezioni
che dedico all’esame teorico della curva di allineamento. D’altra
parte uno studio dettaghato della curva di allineamento mi sembra
giustificnto eziandio dal fatto che attvalmente uno dezli obbieltivy,
ai quali sono indirizzati gli sforzi dei Geodeti @ anche quello di per-
fezionare i metodi e gli strumenti di misura, in guisa da pofer de-
terminare direttamente la lunghezza di basi sempre maggiori.

In sostanza mi limito a trattare diffusamente la enrva di allinea-
mento su un ellissoide di rivoluzione che abbia le dimensioni carat-
teristiche di quelli (per non parlare, in-modo speciale, dell’ellissoide
di Bessel) sui quali eomunemente si eseguiscono ed ai guali si rida-
cono i caleoll geodeticl.

Ogniqualvolta poi parlerd di grandezze misurate, intenderd nati-
ralmente di riferirmi a misure eseguite si sopra Ja superficie terrestre,
ma gia ridotte al considerato ellissoide.

E vengo a determinare in primo lnogo la differenza fra gli azimui
geodetici relativi ad nno degli estremi A, B, che definiscono la curva
di allineamento, come pure lo scostamento lineare, di due punti si fuati
ad uguale dislanza geodeticn dall’estremo considerato (A o B) l'uno
sulla curva di allineamento, laltro sulla geodelica definita dagh
stessi A, B.

TUna diseussione delle formule che esprimono questi elementi mi
conduce a caratterizzare, come sopra fu dekto, 'andamento deliarco
di curva di ullineamento AB rispetto alla geodeliea definiba essa
pure da A, B, Le predette formule sono gia note; (7) il procedimento
col gnale le ottengo d perd, a quanto so, nuovo. Intorno =l ealeolo
della differenza fra le lunghezze rispettive degli avchi cousideraty,
ealcolo fallo in base alle accennate formule, mi Limite o un cenno
sommario, tratiandosi di cosa gih nota. (7)

Tutti i ealeoli che seguono sono, bene inteso, limitati 2 guell’ap-
prossimazione che & proprin degli ordinari ealcoli geodetici. Perd il
metodo col quale qui sono coudolti & suscetiibile, senza che s in-
contri aleuna difficoltd sostanzinie, di essere esteso in gunisa da poter
essere applicato ad ipotesi pilt generali. Cosl esso pub, con butta fa-
ciliiii, essere usato in casi, in eni si richieda di spingere i caleoli ad
una approssimazioue maggiore di quella indieafa.

Di pin le relazioni, che vengono siabilite per uno dei snaccennall
ellissoidi, si possono facilmente estendere ad una superficie sferoidica

*) O pi precisamente sono deducibili con la massima facilita da formule note,
{¢) V. Buounosrz, loe, cil,

- L
s
s )
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pri generale quale quella che i risultati delle odierne ricerche dialta
Geodesia indicano rappresentare il Geoide, con maggiore approssima-
zione di un ellissoide di rivoluzione. In tale ipotesi, i risnltati delle
misure eseguite sulla superficie fisica terrestre andrebbero ridotti, per
essere adattl al ealeoli ehe seguono, all’accennata saperficie sferoidiea.

2. Consideriamo un ellissoide di rivoluzione: diremo @, b rispeiti-
vamente le lunghezze del suo seminsse maggiore (equatoriale) e del
suo semiasse minore (polare), supponendo che la saperficie in parola
sia superficie di rivoluzione intorno a questo secondo asse. Sempre
in base alle nolazioni generalmente adottate, indicheremo con e |'ce-
cenbricita della ellisse meridiana dell’ellissoide considerato, cioe 1'e-

V& — 3 ; .. ] —ef
e designeremo eon 3 il rapporio o

spressione

Siano ora A, B due puntr dell’sllissoide. Consideriamo un sistema
di assi cartesiani ortogonali z, %, ¢ con Forigine in A e I'asse delle 2
diretto secondo la normale in A stesso alla superficie: di piit sinno
gli assi x, y diretti secondo le tangenti (in A) alle linee di curvatura
dell’eilissoide stesso in detto punto (ciod al meridiano e al parallelo,
poiche si tratta di una superficie di rivoluzione). Per fissare le idee
assumiamo come asse delle z la tangente {in A) al meridiano del punto
stesso. Siano @1, 7, 2 le coordinate di B rispetto a questo sistema,

Dette p, ¢ le derivate parziali di 2 rispetto & x, y quali si dedu-
cono dall'equazione della superficie in parola, la econdizione necessaria
e sufficiente a che un generico punto P della superficie stessa, del
quale divemo z, ¥, z le coordinale nel sistema assunto, appartenga
alla eurva di allineamento definita (nel modo indieato nel § 1) da A, B
fu dal Pucei posta sobto la forma

Tyl — T+~ q2T — pzijy - p2y — g1z = 0. (1)

La (1) rappresenta la condizione in parola per qualunque super-
licle e, sotto tale aspetto, fu dedotta e considerata dal Pueei. (') Se
nella (1) stessa si considerano e coordinate 2, y, 2 come coordinate
correnii di una curva della superficie, tale curva sarha di allineamento
e la (1) pobra risguardarsi come la sya equazione.

Sostifulamo ora in questa relazicne a T, Y, Z e 8 Ty,%,z lelore
espressioni in serie di pokenze delle linghezze degli archi di geode-
tiche AP, AB fornite dagli svilappi di Puiseux-Weingarten.

Del pari a p, ¢ sostituivemo le lorn espressioni in funzione delle
coordinate polari geodeticlie rispetto al polo A, assumendo come tali
naturalmente Ia distanza geodetica ¢ di P da A o I'azimut « delln
geodetica PA in A (azimut geodetico di P rispetto ad A).

(') Anzila(1),1a quals fu dal Puedd dedotta, mercd considarazioni semplicissime di Geometrin
analitica, ha il significato sopra esposlo puoehs guando il sistemn earfeaiano orbogoenale o, y, = sin
soggetio all'mniea limitaziona di avere T'erigine In A ¢ fasse z diretts secondo fa normale allel-
lissoide 0 parolu, in detto punto. La limitazione nlteriore snindicata, relaiiva aghi assi =, v, 2 To
iatia sollaoce perch® assa apevola 'alteriore Lraltazione dell'argomento.

__g}
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In base a gquanto precedentemente si disse, si presupporranno le
grandezze di @, b comprese entro quei limiti, fra i quali variano le
grandezze stesse che competono agli ellissoidi (di rivoluziene) che i
risnltati delle ricerche di Geodesia indicano come possibili superfici
di riferimento per 1 calcoll e le operazioni pertinenti a questa scienza.

Per conseguenza, in eonformita a guanto si pratica negli ordinari
calcoh geodetiel, gl sviluppt di Puiseux- Weingarten andranno limi-
tatl al termini di terzo ordine inclusivamente, rispetto al rapporto
delle lnnghezze degh archi di geodetiche considerati a quelle dei ragg:
di 1* eurvaturn di tali linee. A sua volta 3 va, insieme con €% consi-
derata come una quantith del medesimo ordine degli accennati rap-
porfi. B naturalmente, in tutli i caleoli che segnono, andranno cost
trascurati 1 termini di ordine superiore al terzo (nel senso testd in-
dicato). Il grado di approssimazione che si ragginunge in tal guisa &,
come @& nobo, snfficiente in studi riflebtenti archi geodetiei la cui lun-
ghezza si accosti al 300 chilometri,

Resta pol stabilifo nna volia per sempre che le relazioni ed i
teoremi che seguono sussistono nell'ordine di approssimazione che ora
fu stabilito.

Gli sviluppi di Poigseux-Weingarten, per le coordinatle gui conside-
vate, d1 P, B, limitati nel modo indicato, sone allora, come & ben noto:

§ 8

Z=—30C08n (1-—— 6 =uPn) , Y =3ssen o (1 E-E.,H.,) ,

y— 8 (1 88 sen 2¢ cos 1::) (2)
2R, 2N, '
8" 8"
L1 — 81 €08 &, (1 ﬁHﬂan) 4 %1 = 51 8en & (1 —_ 5H-;.1Nu) -
8* (. B3 8en2pcosn (3)
o= Z-Rﬂi (1 2Ny ) >

dove designino gy, N, rispettivamente i due raggi principali di cur-
vatura (dell'ellissoide) in A, e precisamente p, il raggio di enrvatura
in A del meridiano del punto stesso, N, la gran nermale in detto punto,
mentre designine a loro volia ¢ 1a Jatitudine (ellissoidiea) di A e R, Ry
rispettivamente i raggi di 1% curvatura in A delle geodetiche AP, AB,
designando infine s,, &, la distanza geodetica AB e I'azimut geodetico
di B rispetto ad A.
Per 1l ealeolo di p, g ei warremo delle relazioni

0z Y 0z oY

08 dx Dz 08
o — - A

(4)

0z ox 0z ox
Nz 08 08 D2

1= A
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ove si sia posto:

A 0x Ay 0y ox
D dzx 0 Dz

(Queste relazioni discendono dalle identita

0z ox , DY 0z 0F oY
3s Ppg 12 ggr pa- Ppgx T8,

Ova dalle (3) (sino al terz’erdine inclusivamente):

o 9
a—a:::cﬂsu(l - ), E‘f-zseum(l u ),

1 zt{upn DS 2-I-{IIIN'I:II
Dz 8 3 os” sen 22 cos x
98  Ro 43,N, '
LE < EB.I] (1 s ) | 5° cos 2 sen & ( 1 _l_)
0% T * b‘HuFu I :';u Frj Na L
2y (1 g ) | Sasenﬂxﬂﬂsu(l 1 )
T 6RNo/ ! 3N os Ny/°
dz  ssen 2y ( 1 1 ) (1 55 sen 29 cos a:) . o8 sen 2osene
Do T P/ N.} o BN[’ J 41{0-N-u
Alla seconda di queste due ierne di relazioni si pervenne dedu-
1
. . . "R, |
cendo, 1n particolare, la derivata: e dall'espressione:

cos a [ gen‘e .. -1
] dl “13 9
fo Nu .Hu

espressione che & fornita dalla formula di Eulero, per la curvatura
normale delle linee di una superficie.

Dalle relazioni ora scritte segue immedintamente potersi porre:
A=3s-T,,

detia Ty upa somma di termini di ordine non inferiore al secondo.
Dalle stesse relazioni & facile dedurre che:

0z oY 0y 02 dx 0 or D2
8 D o8 dx ! ds dx Ox o8’

a - |
L] & - L] S [:'DE m 3 BE]] II- - -
differiscono rispettivamente da: » TN di grandezze di or-
. i . Fo 9
dine non inferiore al terzo.

Tufto questo, posto in relazione con le (4), ne permette di affer-
mare che:

g COS & S 521 o

P = ITE: g

| 1)

Nﬂ ] a9

dette Ty, T:" due somme di termini di ordine non inferiore al terzo.
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Ora nella (1), p, ¢ fignrano sempre mollipheaie CIRECUNA Per z 0
per z; & del pari ciascuna delle z, 2 fienra soltanio moltiplicata per p
o per ¢. Pertanto nella (1) stessa possiaimne, traseurando termini di
ordine non inferiore al quarto, porre:

.S 0N8Z ssen« 5 81"

P= Fo » 47 Ny ° z=m1 A 2Ry

Sostituendo in pari tempo alle x, xy, y. 23 le loro espression of-
ferte dalle (2) e (3) potremo porre la (1) sotto la forman :

ssi{cnsmsenm(l—~ & )(1 ] )_

ﬁl{m’{m ﬁRﬁ}':n
5'1:! ﬂE RE
— CcOs o 8en oy (1 i EEE) (1 ﬁHnFn) | TN.R. COS o Sen o —
Gy 55 senz econz /1 1 ]
~ R sen 4y COS & -1 T (FD Nn)] = (.

Da guesta relazione, ricorvendo all’altra ben nota:

1 1 5 Cns'P s

S el (5)

& facile, con evidenti sviluppi e soppressioni di termini di ordine su-
periore al terzo, pervenire alla relazione equivalente:

gen (o — o) — e m;_{:nsﬂ ( 2 ] P']E- )
b i, po o1lNo
Sen « Cos m;( T ) oy (nus oy 8EN @ Sen & ﬂnsa) |
& Itan I Hm Po ! EHL‘I Nu Co l
. 88y Senz cos & cos"p 0 (6)
i 2Rn Nu '

La (6) pud evidentemente risgnardarsi come V'equazione della cwrva
di allinemmento in coordinate polari geodetiche.

Un primo esame di guesta relazione ne mosira subito essere o — o
una grandezza di ovdine almeno = al secondo. Pereio, essendo totia
i termini sueccessivi al primo nel primo membro della {6), di ordine
non inferiore al secondo, possiamo in ciascuno di essi sostibuire o
ad = B evidente infatti come cio equiviiga a trascuvare fermini di

ordine almeno = al guarto. La sostitnzione in parola trae pol con

sb che, in base alla cit#ta formmia di Fnlero, si sostituisca 1:— a é—
01 o

In tal guisa, ricorrendo altresi alla (5) e, osservando che, in virtn
di quanto precede & lecito sostituire al seno di & — ¢; 1arco slesso,
possimo alla (0) dure Ju fornm:

5] IH:E — 5" .‘EIH _— 51} =
= Hm En l. 12 |r 1 } L‘-DBE':F 38112‘11. (I‘]
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La (7) darebbe dunque la formula precedentemente accennata, la
quile esprime 'czimut geodetico 2 di un punto generico della eurva
di allineamento in funzione della sua distanza geodetica s da A, e che
fornisce in pari tempo I'espressione della differenza, che diremo bre-
vemente Ae, frn gli azimut geodetici di due puntl sitnati ad una
uguale distanza geodetica s da A, I'uno sulla curva di allimeamento,
I'altro sulla geodelica, definite dagli stessi punti A, B.

¥ poi evidente essere lecito, nella (7), sostituire ¢® a 5 e In gran-
dezza designata con @ a einscuns delle Ry, No.

In Geodesia interessa ordinariamente fare il corfronto fra curva
di allineamento e geodetica soltanto nel tratto di tali linee compreso
fro 1 doe punti che le definiscono; e pertanto noi qui ei limiteremo
a fare principulmente questo. Tuttavia & evidente come la (7) e, al
pari di questa, altre formule che seguiranno pessano applicarsi an-
cova a punti della curva di allineamento ai quali competano valori
di s> s, purche perd tali valori siano comprest entro quei limiti,
nei quali & sufficienle I'approssimazione con Ia quale sono qui con-
dotti 1 ealeoli,

3. Procediamo ora nell’esame della (7). Ricordiamo in primo lnogo

che:
A cos*p sen 2%

]2 HDINQ

[31E - Si] '

0, per guanto precede, anche:

e* eos™p sen
12 &*

£
= (ng—— SHJ

o I'espressione della differenza fra I'azimmt geodetico (relativo ad A)
del punto situato ad wna distanza geodetica s da A sopra la sezione
normale (dell’ellissoide considerato) definita dalla normale in A e dal
punio B, e I'analogo azimut geodetico di B. (*) Ne segue che:

,_ B5(5—8)cos sen 24,
S S 1Ry N, ()

rappresenta la differenza fra i rspetlivi azimut geodetici o, o dei
punti nei qeali la eireonferenzn geodetica di cenlro A, raggio s in-
terseca ln corva di allineamento e la Suaccennata sezione normale.

Dalla eircostanza che il secondo membro della (8) si annulla
per s=10 si deduce una nuova dimostrazione della ben nota pro-
prietd defla corva dj ellineamento, risultante dalla sua stessa defi-
nizione, che ciogé:

(1) V. ad es. Pizzerry, Trotlate di Feodesio teoratica, § 88, Bologna, 1005, Oceorre appenn av-
varlire obe le formula orn in eshme dannp la misnra degli angoli considerati rettificeti & ehe nua
somplice divisions per il fallere ben noto are 1% darebbe le corrispondenti eapressiont degli nngoli
glesdi in secondi sessapesimali,

=g )
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La curva di allinermento AB & tangenie in A alla sezione normale
in parola e tangente in B ally sezione normale in B stesso, reciproca
alla precedente.

Per giungere a questa seconda conelusione bastano evidentemente
considerare un sistema di coordinate polari geodetiche nel quale il
polo fosse B, I'asse polare la tangente in B stesso al suo meridiano.

La (8) pud poi servive di base allo studio, fatto con nuovo me-
todo, della corva di allineamento, fondato sul confronto fra guesta
e le due sezioni normali reciproche definite dagli stessi punti che in-
dividuano l'accennata curva. Si potrebbero cosi stabilire, per alfra
via, i risnltati esposti nei lavori ricordati nel § 1.

Ritornando alla (7) si vede subito come le dne radiei dell'equa-

zione di 2° grado in §:
_ Ag =10
sinno:

o
i

|

Ly

s:sl

Possiamo percio affermare che (olire, ben s'inter:de, a1 punis, nei
quali s =10, s =s):
La curva di allineamento AB ha in comune con la geodelica coryi-

F.]

spondente, il punto M situaio ad ugunle distanza geodetica - da A, B.
Dalla stessa (7) si vede subito come la differenza Az abbia, finchd s

s S]. ® - L] M
& compreso fra 0 e 5, il medesimo segno di sen 22, mentre ablna

3 :
segno opposto a questo allorche ¢ & comprese fra = e s Vale a dire:

it

La ciwrva di allineamenio e la geodetica n parola si atlraversano
nel punto M, mentre i due tratti AM, MB dell'una di esse si trovano da

parti opposte relativamente all’ alfra.
Un rapido esame della derivata di Az rispetto a s, dervivata che

manifesitamente e data da:

(A= ]
{Lr.*.l' T Rm Nu l

o

cos'o sen 2z, (9)

|
f

|

Q| <o

mostra subito come il valore assoluto di Aa vada, al crescere (1 s,

. °
da 0 sino a -21, decrescendo dal valore:

:"‘l.l fJE"FEEF' Sen 2?1

12 Ky No

8" (10)

8IN0 & Zero.

. ’ 1) - 3 . :
Indi al crescere di s do 5 smo a s, il valore assoluto di Ax

-

cresce da zero sino a:
5 eos'psen 22,

06 Ry Ne -




26 PERIODICO DI MATEMATICA.

.8
Infalti dalla {7), guando: S=7 &

8 cos®s sen 23,
96 RaNo
In corrispondenza all’accennato valove di s, Az ha evidentemente

nn massimo (rvelativo al tratto MB). Infatti rvisulta dalla (9) che,

5
per s =&,

Aa=

il Az
ds =1,
Az :
menire —5 © diverso da zerv ed ha segno opposto a quello di Az,
Indi, nl crescere di s dﬂ%&l sino ad 3, Az va decrescendo dall’ac-

cennalo massimo sino n zero.

Da queste considerazioni risulta dunque come il valore (10) che Ag
assume nel punto A sia superiore ai valori (assoluti) che lo stesso Ax
assume In corrispondenza a tniti gli altri punti dell'arco di eurva
di allineamento AB. La formnla (10) & poi la ben nota espressione
della differenza fra I'azimnt astronomico e quello geodetico di B ri-
spekio ad A.

E anche facile dare 'espressione dello scostamenio lineare firn
Fareo di curva di allineamento AB ed il corrispondente arco geode-
tico, misorato lungo nn arco di eireonferenza geodetica di centro A.
Infatti la lunghezza o dell’arco di una siffatta cireonferenza (di cen-
tro A), raggio s, sira evidentemente datu di:

n=_[:vma, (11)

dove designi V & la lunghezza ridotta (') dell'arco s.

Orae poiche (*) ¥G differisce da s di grandezze di ordine non infe-
riore al secondo potremo, in base agli sviluppi che precedono, porre
nella (11):

VG =3,
obtenendo cosi:
o8 f8°— s

UZVEQEZLLRA:,NH 3 +s(s—s=)}ﬂﬂs“wnﬂm- (11°)

Le vadici dell'equazione di 8° ordine in s:
_ g=1{
sono manifestamente -
51

EII' E'! 51 4

{') Quesin denominazione fa introdetta dal Christoffel & indiecare la radice gquadrata del coef-
ficiente G nell'espressione : |

ds? <L G dus,

del gqoedrsto dell'slemento lineare di yma superficie, in coordinate polari, geodetiche s, a.
(2} V. nd ea, Pizzervi, Tratfalo di Geodesia feoretica, 58 08 o 47,
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come del resto si poteva dedurre senz’altro dalle eonsiderazioni che
precedono. Procedinmo ora alla ricerca dei massimi d1 o (come fun-
zione di sk
Le due radici dell’equazione di 2° grado:
s
z = 0

gono evidentemente

—(r-VR)n =GV

e

. A ] " e .
La eonsiderazione della derivata seconda: 7 indica subito eome

in ecorrispondenza a ciascuno di questi valor di s, abbin o un mas-
simo. La (11°) mostra che guesti due massimi hanno 1l medesimo valore
asgoluto e, come risulta pure dalle considerazioni svolte precedente-
mente soll’andamento della enrva di allineamento, segno opposto, 1l
Joro valore assolulo @:

& sen 22y COS~ P

36 {12Ra No

sen 24, cos”
i (u anche ¢ 2 3) .

—-= 8
36 y12 na® :
Il limite superiore di tale massimo che sarebbe raggiunto gualora
sen 22, = cos’p, —1,
2.8
T (12)
36 V12 o
Qualora ad @, e si attribuiscano i valori cavatberistici dell’ellissoide
di Bessel o, quanto meno, valorli compresi nei limitl indicati nel § 4,

la grandezza rappresentata dall’espressione (12) non raggiungerebbe il
millimetro e mezzo, ancora quando fosse:

g, == 100 chilomet.

Lo scostamento lineare fra envva di allinenmento e arce geodetico
corrispondente si mantervebbe dunque, In queste ipotes), notevolmente
inferiore agli errori di osservazione propri delle operazioni nerenti
al traceiamento di una base geodetlea.

La {12) ne mostra pure come:

71 valore massimo dello scostamento Limeare fra un arco di curva di
allineamento AB ed il corrispendente areo geodetico sia } del massimo dello
seostamento analogo fra detta arco geodetico e ciascuna delle due seziont
normali reciproche definite dagli stesst punti A, B,

Per affermare guesto basta por mente alla nota espressione che
rappresenta il massimo di quesio secondo spostamento. (')

(1) V. Przzerrl, Tratiato di Geodesia teoretien, ibid.

T T e W
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4. La (9) permette poi di calcolare, con procedimento gia noto, (%)
la differenza fra le distanze 8, s di un generico punto P della curva
di allineamento in parola, misnrate rispettivamente lungo Ia curva
stessa, 0 lungo la geodetica AP. Infatti, in base alla gia citata espres-
stone del quadrato dell’elemento lineare di una superficie in coordi-
nate polari geodetiche, avremo:

= [V lET

andra sostituita la sua espressione (9). Potremo pereid nel

iz

s
nostro ordine di approssimnzione porre in base alla (12) e sosfituendo

pure a G, &

dove a

e' eosty sen® 24 4 2 &* 5
S—s= Q. ]f(?ﬂ‘—gﬁﬂﬁ : I_‘L )!?S:

o ' costa sen 29y { 4 : 551 3 315)
Bu® (453_ 6 T 12 )
Il valore speciale 8§, — g, corrispondente al punto B, della diffe-
renza: S—s ¢ dungue dato da-
. e* 3;° cor*p sen® 24, .
1440 at ; (13)
Dalla (13) risulta essere (*) Sy — & Ia quarta parte della analoga
diffevenza fra le distanze di B da A misurate vispeltivamente lungo
wno degli archi di sezione normale, definiti dagli accennati due punti,
e 1l corrispondente areo geodelico.
Qualora, ad es,, si atbribuiscans ad e, @ 1 valori sopra indicati, si
vedo come per:

-
&
S

S:[—-S;'—:

a . . s
51 =1, = circa chilometri G37,

S: — 8 1on raggiungerebbe neppure nell ipotesi pi1 sfavorevole, in
cul fusse : i
. COS" g = sen 2z, = 1,

1000 di millimetro. Una tale differenza & dunque in pratiea del

tuttp trascenrabile.

1 bene notgre come, riducendssi la differenza 8 — 5 & una oran-
dezza del sesto ordine, Ia relazione lestd considerata possa servire
a caleolnrla, econ suffciente approssimazione, anche quando le lun-
ghezze ¢ e n particolare 8 che si considerano ragginn gessero gran-
dezze eccedenti il limite indicato nel § 2.

]

() V, Becamovwz, loe. cit. Lo formule i i 81 vale guesto antore presentanc rispetto a quelle
(n me adepernle qunichs differenzn di deltaplio: cosl nd es, eghi si vala della latitndine ridotts
dei punti considora®l snzichd (i finelln dstronomicn (ellissoidien), o il proesdimento di eaicaln
nen presenta diversith sostaozipli.

(! V. Bromsoenyz, ibid,
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Poiche dungue sono trascurabili, entro limb molto ampi, le dif-
ferenze designate con: S — s & chiaro come s1 possa applicare la (7)
al ecaleolo degli azimub geodetici dei singoli punti delle curva di al-
lineamento rispetto ad A, ponendo in essa al posto di s, 8 le gran-
dezze delle corrispondenti distanze da A, effettivamente misurate
sulla curva stessa, E i1 risultals di queste stesse misure servirebbero
evidentemente a dedurre con an procedimento di calcolo ben noto, ()
anche gli azimnt geodetici dagli azimut astronomicl osservati, anzi
da uno szolo di questy (*) Noli dungue gh azimub geodetiet rispelio
ad A del singoli puuti della curva in parola, guesti, assoeiati ai predetii
risaltail di misure linear:, fornirebbero gli elemenii oceorventi a de-
durre, con ben noti sviluppi in serie, le coordinaie geografiche degli
accennatbl punti della covva di allineamento da quelle di A, qualora
i progressi della Geodesia rivelazsero la econvenienza e la possibiliti
d1 farlo con una precisione tale da fener conto di grandezze che
sfuggono aghi odiernmi metodi di osservazione, menére la distanza det
puntli AB toceasse limiti che & arduo affermare se potranno mai essere
raggiunti nell'effettive misura divetta di linee.

b. Il tenere conto, nelle considerazioni svolle segnatamente net
8§ 2 e 3, dei termini di gquarto ordine, non porterebbe difficolth
sostanziall, in quanto -tutto s1 rdurrebbe a estendere, con formule
note, gli sviluppt di @, %, 2z ¢ di &y, 91,2 (e di p, g), per poi sosti-
tnirii nelln (1), sino ad nn termine suceessivo a qoelli che fignrano
nelle (3). (¥)) Si renderebbe solianto notevolmente maggiore la lun-
ghezza e la complicazione del ealeoli materiali, mentre d'alira parte
siffalii sviluppi, come risulin chiaramentie da quanlo precede, non seno
menomamente richiesti dallo stato attuale della scienza geodeties.
Per contro @ bene osservare come i cileoli esposti qui possano, eon
evidenti modificazioni, estendersi ad una superficie piti genevale, sempre
di forma sferoidiea, purché pero gl elementi che na caratterizzano In
deviazione dalla forma sferiea abblano grandezze del medesimo ordine
degli element: analeght relativi agli ellisspidi considerati; e eio ap-
punto pno ritenersi che avvenga per gli sferoidi che, nelle ricerche
di alta Geodesin, st assumono come aflt a rappresentare con suffi-
ciente esattezza, 11 Geoide. A che sin possibile 'accennata estensione
occorre in sostanza, che la differenza fra le cnrvature prineipali della

guperficie che si considera, sia, in ogni suo punto, dell’ordine di gran-

dezza del rapporto indieato won: —E ¢ che le derivate di tali curva-

fure risguardute come funziont della lunghezza s di geodetica, siano
pure grandezze del medesimo ordine delle analoghe derivate delle
curvature principali degli ellissoidi considerati.

(M A questo servirabba la Tormuln rieordata all inizio Jdel § 5.

(5 Ed appunto guoande ei si valga della {7), basberiv caservara 'azimnt astronomico rispstto
ad A, del solo B,

(#) Per 11 enleolo dei kermini di gnarto ordine, in quasii sviluppi, v. ad es, Pyueer, loe, eil.,

cap. 111, n. 5
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Di piu, ove si counsideri nno sferolde generale che non sia super-
ficie di rivoluzione, come asse polare nel sistema di eoordinate polar
geodeiiche da adottarsi, andra nssunla la tangente nel punto desi-
gnato con A ad nna delle inee di curvaturn passante per detto punto,
anziché la annloga tangente al meridiano. Cost gh angolt =, ay che
fignrano unelle (3) e nelle formule snecessive, si enleolerebbero assu-

mendo come origine tale nuova direzione,
ApoLFo YITERBL

——— e — ——————————

ALGONT TBOREMI SULL’ ANGOLO TRIEDRO

e le loro applicazioni in CGeometria descrittiva i

I. Da un migliore aspetto, pin generale, puv considerarst in Geo-
mebria descrittiva il noto problema delln bisezione dell’angolo diedro,
di enl molti anni or sone mi oeceupat {*) Sara, infalli, agevole mo- 2
strare che risapute soluzion e le
A, gia indicate sezioni simmetriche
o normali rispelto all'uno od al-
I'aliro de’ suui piani bisettori (p.
b.) facilmente s1 collegano al caso
particolare delln sezione retta,
i non che ai teoremi seguenti, dai
’ gnali si possono far dipendeve.

-

n E at f

2. Tporema L

Se a paviire dal vertice, si pren-
dono su due sprgoti i un triedro
due segenti in modo che dal terzo
B spigolo equidlisiine gli eslremei non
comuni, le dingonali del parallelo-
grammo ivi falto con gquelli, sa-

& o A . 8

a ramno Puna comeidente e Ualira
parallela alle 1yacee sul lore prano,
— der p. b. del diedyro opposto.

Dato, infutti (fig. 1), un triedro
S (A, B, C) qualsivogha, prolungandone wno spigolo AS, per es. in SA;,

(M) Sulla determinazione diretto dei plani bigettor( di un angolo diedrp (Atti del Collegio degli
Ingagoey] ad Archiieiti di Palermo, 1R89),

Che se m'indogio falvolta su censiderazioni ivi gia eaposte, si rifleiia come cid fo qoasi pe-
cesamyio per meglio coordinare ai precedenti il nuovo contributo sull’argemento : apecie se si =i
conto della formn forse troppo stvingals, 8 non sempre evidenle, di yuella prima pubblirazione,
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e sugli aliri due pigliando rispeltivamente 1 segmenti Sa ed Sb, tali
che i loro estremi @ e b eguidistino dallo spigolo 3C, e faito inolire
Sy, = Se, i piani per a, b, @y rispeltivamente parulleli alle faces del
diedro SO, determinano, interseeandosi fra loro e con quelle, due
egnnli prismi guadrangolar indefiniti, che il pirno ASB tagla secondo
due egnali parallelogrammi adiacenti.

Ora essendo, per Iindicata costruzione, tuile e qualiro egnalmente
larighe le facce di quei prismi (eppero ciascun vertice di quel paral-
lelogrammi egmidistante dalle facee del diedro, che ha lo spigolo nel
vertice apposto) ne viene che i piani per gl spigoli oppostit d'ognuno
de' sudetti prismi coincidono coi p. b. dei loro angoll diedri; e -
gliano quel parallelogrammi lango le dingonali, due n doe, com'd
ovvio, fra loro rispettivamenie parallele. (')

-

3. Teoresa 1L e. d. d.

Se due fucce di un iriedro sono gguali 0 supplementeri, il pianeo
bisettors del diedro compreso tagliv sempre la terza fuccia Iungo la
sua bisettrice, cadendovi normalmente nel primo caso: quetln Giseltrice
essendo invece, nell'ultimo, pp. al p. b. del diedro adiacente, e quindi
atio spigolo,

Assai ovvia 8 la prima parie del teorema; e mentre & sufficiente
notare per la seconda che, duto an triedro qualsivoglia (lig. 1) S
(3, B, C) con due facce uguali ASC per es. e USB, quello 8 (As, B, C)
che si deduce da esso prolungandone lo spigolo AS 1 S4,, avra sup-
plementari invece le due facce A,SC e BSU.

Oea essendo, com’® noto, armonico il fascio delle due facee ASC,
CSB e de’ p. b. del diedro compreso e dell’adiacente, ne sara del
pari armonica la sezione con ASB. Ma 1l primo di quei piani fa-
gliando ASB lungo la sua bisetirvice, anche secondo la sun biset-
trice S/, sark tagliato I'angolo adiacenfe A,SB dallaltro p. b.: e sara
quindi quest’ultima Sk (che giace nel piano SC normale a CSk)
perpendicolare a CS: gincche le bisettriel rispebtivamente o1 p. b, di
due angoli conseguenti rettilinei o diedri sono sempre fra loro p. p.

4. Consegue, viceversa, da quel teorema che:

Ouaisivoglia sezione piana novmale al p. b di un diedro, se ne ablra-
yersa lo spigolo, ne taglia le facce secomdo rette fucienti con esso angoli
eytiali: quegli ungoli essendo supplemeniari invece wnel diedro adiacenle.

F nel caso particolare, %ove siano entrambe rettangolari le due
fucce eguali di nn triedro (epperd la terza riuseendo p. p. ad esse ed
al loro comune spigolo) limitandosi ulla parte meno ovvia di quel teo-
rema (1I) desso pubd, furse meglio, cosi enunciarsi:

{1y La seziona retia dl guel prismi [che non &, peraltro, indispensabile copsiderara; da due egunid
rombi; la eui dingouali, bisstbsici, com'd nolo, de’ loro angoll, rendono forse pifi evidenti le eonciu-
giomd del tLeorema.
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Dato un angolo diedro qualsivoglia coi snoi p. b. e la sezione rella
per un punio qq. del suo spigolo, tutie le sezioni per quello stesso punto,
normali ad wno dé swoi p, b, saranno tagliate datl’altro (sul quale ca-
dono, in generale, oblique) ! ungo una retta, che & la loro bisettrice comune;
e che colncidendo fnoltre con quelle della sesione relia, é necessariamente
p. p. al primo di quei v. b, ed allo spigolo del considerato diedro.

b, La sezione retta di un diedro (p. p. come si sa allo spigolo, alle
facee ed 8’ p. b.) non & ehe un caso parficolare di sezioni normali ad

é'

= o= L L e,

Fig. 2

uno soltanto di quei p. b.: epperd eguali ad un tempo e supplomen-
tarl (quindi vetti) gli angoli de' suei Jati con lo spigolo; e le loro
biseitriei p. p. fra loro e, ciascuna, a quello de’ due p. b. che non Ja
conbiene.

b. L'anzidetto teorema II pud benanco ritenersi come un facile
corollario del primo: applicando infatti I= costruzioni ivi segnate agli
spigoli non comuni delle due facce egunli o snpplementari di un diedro,
ne risulta sul loro piane un rembo, le cui diagonali, & noto, ne bise-
cano gli angoli.

7. Ma or volendo deferminnre (& il caso pih generale) le tracee
de’ p. b. di un diedro sopra un piano trasversale gqualsivoglia, obliquo
al suo spigolo ed a quei piani, Indipendentemente dalla sezione retia,
basta considerare il piano simmetrieo al dalo, rispetto all'uno od al-
Paltro de’ suoi p. b, (Cfr. il gia citato Javore). Giacche due di siffatie
sezioni ne lagliano le facce secondo rette scambievolmente simme-
triche, che fanno, ciod, angoli reciprocamente uguali con lo spigolo.

De &, per es, (fig. 2) aSe una sezione qualsivoglia (nd retta, nd nor-
male ad alemn p. b.) di un diedro aMNe, quella simmetrica rispetto
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al sno p. b. sara evidentemente ¢¥Sa*, oftennta dalla prima facendo
oli angoli ¢*SN ed a*SN rispettivamente ugnali & quelli ¢SN ed aSN.
1 la intersezione di quei piani sara quindi una retta Sb per S, ap-
partenente al p. b. ecercato, e che, assieme al suo spigoloe, lo defer-
mina; menfre la intersezione detr dne piani aSa* e ¢Se¥* (normali
entrambi, com’& ovvio, a qoel p, b.) passando per quello stesso punto S
dello spigolo, giacerd invece nel p. b del diedro adiacente. coineci-
dendo con in bisettrvice SH* dell’angolo a,S«*: bisettrice comune, eome
gii si disse (n. 4) anche alla sezione retia per S di guel diedro.

8. Or dai teoremi sudetit T e 11, o da loro facili eorollari, ne
viene, com'é cliaro, che, indipendentemente dalla sezione rvelta, 1
metodi per bisecare un angolo diedro si possano ridurre ai tre se-
guenti, ehe ordinatamente dird:

@) Metodo delle striscie uguali;

b) " . Sezioni simmelriche !

) . w Sezioni normali « p. b.

¥ secondo li disposizione dei dati, sard piit conveniente ndottar
I'uno o alliro di essi, come sara meglio chiarito dal seguenti esempi
d1 applicazione.

9. Volendo, per es., fracciare 1 p. b. del diedro (fig. 3) compreso
tra 1 piani RLIK e KTR, comunque disposti rispelio a1 p. di pr., i
metodo delle siriscie uguali permette una soluzione pi semplice di
quella risapuia dei mam parvalleli ed eqmidistanti dalle facee (colla
quale ha peraltro molta analogia), perche indipendente dalla preven-
tiva determinazione degli angoli compresi fra le facee del diedro e
il prano orizzontule (Cfr. Aator, Geometria deserittiva). (') Basta con-
durre, infatéi, RR p.p. ad LT e le p. p. poscia da R’ sopra LK e KT,
sino alie lorv intersezioni By ed Rs rispettivamente cou le circonfe-
renze LR e TR (eos) iudico Je circonferenze ¢y centri L e T e i
raggi LE e TR): mentre le congiungenti di quel punti con K, rispet-
Livamenle riferile ulle KL ¢ KT anzidelle, daranno gli angoli ribalbats
sul piano orizzonlale che lo spigolo EK di quel diedro fa con le tracce
orizzontali delle sue facee. Se si porta allora, come indica la figura,
il minore « snl maggiore B i gnegli angoli, e s1 conduce una paral-
lela nar gualsivoglia alla KRs (meglio se dul punto as della circonferenza
ove son misurati quegh angoli) i segmenti kr e K»y defermineranno
un pgrallelogrammo, le eul dl:lﬂ"ﬂnd]l sono 'uua eoineidente e lalira
parallela alle tracce ovizzontali de’ richiesti p. b. ecc....

() Quelln coatrozions pud daltronde semplifiearsi: gisech®, dopo di avers riportato a partirs
da B sopra LT { doe segmentd BRY, ed 184, rispriblvamente egoali ad RY d R (p. p. dz R’ sopra LK
o KT) & descritto poscia eon rnggio qualsivoglin In eireonferenza Re, le tangenti nd essa paralle-
lamente ad Ri, ed Rey, daranno stlla LT due punti, dal guall le parmllele ad LK pd KT rispettiva-
mente & inlerseciane ne!l panto &, che appartiene alls traccia orizzoalale ; del richieslo p. b
mantre la fraccia " deli'alteo po b pud ottenersi o costruendo il 4° armonico (v. M. 18) o tirn.n-:ln
per K Ia parnlleln pd mye seo., ..
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_ (}'«Ia non 8, I_JEI‘E“'J'D, superfloa quella sovrabbondanza di eostrn-
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10. Abbenche forse meno semplice del precedente, potrebbesi al-

0 delle sezion: simmetriche; ma per

.,'.'-_h -

-
]

.
]
ne
!
i
:T.";;._"
Py

SR = e
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non rimandare al gia citato lavoro, e riferendosi agli stessi dati della
fig. 3, ne richiamo in breve le costruzioni ocecorrenti, Tirate le R,L
ed KEyT, sl consideri di quel diedro RK la sezione simmetrieca rispetto
al sno p. b. interno, di quella LRT fatta col piano verlicale: eloé si

faceia I'angolo KR,T* =

A R;T e l'angolo KRjL* = KR,L. Sara al-

Fig‘ 4.‘

lora T*L* la traccia orizzonfale della cercata sezione, e il punto B,
ove quella traccia incontra la LT, apparterra al p. b. richiesto, do-
vendo B necessariamente cadere sulla diagonale 3K del parallelo-

grammo dianzi costruito (n.

9): mentre si taglieranno sulla parallela

per K all'altra diagonale, le L¥L e TT*.

Il. Il metodo delle sezion
costruzioni precedenti.

¢ normali al p. b. facilmente si ricava dalle
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‘ [Inn.siderandn mfatti (nello spuzio) il triangolo, che ha per vertici
1 punti R, T e T* il suo plano 8, evidentemente, p. p. al p. b. del
diedro RK, e ne & tagliato lungo la bisetirice del suo angolo in R;
la quale dari sopra TT* up punto del p. b. richiesto (si 0SServi, come
essendo di quel triangolo tutti e tre noti i lati, ne sia sql P. 0. assai
facile il ribaltamento),

3 Ga_:sm_wmomﬂ. — La sezione retta di un diedro pur essendo, come
g1a st disse, un caso particolare delle sezioui p. p. all'uno od all'albro

4
q-""f‘
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9 4
f‘_ff 1 *-Lr
a y I!
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f L"ﬁ ] Vi
; o ) )
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s : - H*'-. "5 0 h'.'":r_
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. # - T,
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:‘.“r_'_ ______________ --'_-F. o T '
}{J - = - > oy K

¥ig. B,

de’ suoi p. b. (giacchd p. p. ad enirambi) non potra da quelle venir
mai sostituita, se vuolsi in vera grandezza la misura dell'angolo diedro,
che dessa sola pud fornire.

12. Un’importante applicazione della bisezione del diedro e guella
relativa all'angolo di un piano qualsivoglia con 'ono o con Valiro dei
p. di pr.;: ¢id per le ben note ed eleganti relazioni che intercedono
fra 1 vibaltamenti di una figura che giace In esso e le tracee dei p. b.
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di quel diedro (Cfr. FiepLer, Geometria descrittiva). Si voglia per es.
bisecars (fig. 4) Fangolo diedro che il prane S;, 8., S; fa col p. vert.:
di guei p. b. basta determinare le sole traccs orizzontali, le verticali
coincidendo entrambe con la S,S.. Epperd considerande un plano
trasversale qualsivoglia p. p. simaltaneamente all'uno od all’altro de
primi due p. di pr., per es. il piano di profilo ZOY, e il ribalta-
mento 8.8,(Sr,} del corrispondente triangolo delle tracce sul piano ver-
ticale, verrebbe c¢osi ad ottenersi in vern grandezza l'angolo v, che tra
di loro fanno le prime due tracce di quel piano; e tirando da (Sr,)
la parallela {S;jn alla 8.8, i due sezmenti Doy, = 5:(S7,) ed S.n,
col quali poter costruire il parallelogrammo S:nKSr,, le cui diago-
nali godono la risapuia proprieta.

I3. Ma per lo scopo, anche facile riesce, in quel easo, 'uso delle
sezioni simmetriche. Costruito, infutli, eome prima (fig. 5) in vera
grandezza 1l triangolo delle tracce, basta fare B.r, =8 ginceha
I"inlersezione n della hr, con 0S, appartiene, com'e chiaro. alla
traccia orizzontale del p. b. dell’angolo diedro a., che il piano dato
fa col verticale, mentre il 4° armonico coniugato di S (Ss,) dopo i tre
raggl per Sx (LT, &;* ed 5,) da parimenti la traccia orizzontale del p. b.
del diedro adiacente 180° — gy (Si tiri parallela ad LT, la K,S»K vi
si prenda SnK;=8+K 6 si congionga infine K, con S (M)

I4. Si pud, in ultimo, facilmente avvalersi degli anzidetti metodi
per determinare in un tetraedro gualsivoglia il centro della sfera in-
scritba (intersezione, com'd risaputo di tre fra i p. b. de’ suoi diedri,
purch® non passanti pei tre spigoli di uno stesso angolo solido). (?)

Pertanto, indipendentemente dalle semplificazioni che, nel risolvere
quel problema, s1 possono ottenere da una miglior disposizione del
solido rispetto ai piani coordinati (una faceia, per es. sul pinno oriz-
zontale ed uno spigolo p.p. ad LT} & fra tutéi forse preferibile il

metodo anzidetfo delle strisce eguali.
I, P. Paterno,

INTORND AD ALGUNE QUESTIONI ELEMENTARI DI MASSIMG E MINIMD

l. La dimoestrazione che si di nei pit noti Trattati di Algebra
Complementare del Teorema: JI prodotto di n variabili positive,

P=mze... 5,

(s Ma in quel caso (n. 12}, 3 Q'uopo eonvewirne, la soluziene pin eamplice e piil rapids, & zenze
mene, qualia risaputs (considerare ciob una sezicne piana normale al piano verticale a al dato,
g 3] ano rbaltamento sul planc prizzontale ece. )

3} Cfr. 1] pit veolta cilato lavoro,
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aventi somma costante, Xy~ xq+ ...l x, = a, ha unr massimo (assoluto)

quando @
. _ . a
I1=Ii*——-.+—1'n—;'
si limita a provare che se nel prodotto P doe variabili hanno va-
lori diversi il prodotto aumenta sostituendo a ctascuna di esse la

loro semisomma: ora questo prova solianto che se ¢¢ un massimo,

a {2

. . @ - L
€350 non puo essere che il prodotto = (—“—) , € l'esistenza

del massimo & presupposta, non dimostrata. (V)
Similmente, I'ordinaria dimostrazione del Teorema: La sonuna

S=@ntzm+...

di n variabili positive, aventi prodotio costante, XX, ... Xa=D ha un
MINIMo per

£l = X3 —---——--’ﬂn‘—*]’}?:(:)
limitandosi a provare che la somma diminnisce se a ciascuna di due
variabili aventi diverso valore sj sostituisce la loro media geome-
trica, presuppone senza dimostrarla Pesistenza del minimo.

Non sara dungue inopportimo, anche per I'nso frequente dei due
accennafl teoremi, il primo dei quali serve di base al noto metodo
dei coefficienti indeterminati, che se ne esponga gui una dimostra-
zione assai semplice e libera da tale obbiezione. ()

Poiché il primo dei.teoremi enunciati, notoriamente, sussiste nel
caso di due variabili,(*) ¢i limiteremo a provare che se esso & valido per
il prodotto di »— 1 variabili, vale anche pel prodotio di n variabili,

Infatii se i fattori del prodotto Z1Ty... Ty, aventl somma costante

. : u :

@+ @+ ...+ &y =a, non sono tutti eguali ad S, » ma fra essi ve
P - ﬂ ¥ - -
ne unoe almeno, sia ay, eguale ad S la somma dei rimanenti

2y &t ...+,

n— 1
L] ,l = [ ]

nel caso di n —1 variabili, si avra

¢ uguale ad g, ¢ quindi per la supposta validita del Teorems

ﬂ n—1
mﬂma;--mn{(_?l) ;

(') Osservazions faita anche da (o M. Tes?s {in Complementi @' Algebra, Livorno, Ginsti, 1904,
pag. 1) 1l quale, pin olire, di anche ona dimostrazions rigorosa del Teorema, dipendente parn
dal coneetlo & derivata,

o

(*} I slmbole Vo o gli snaloghi denctano qui & nel seguito il valor nomerico del radieals.

(*) Ln steasa applirazions pub farsi alle dimostraziont consuete di teoremi annaloghi, per es. i
quelli riguardanti il massimo delln sBomma di piti varighili positive di eni & contante In nomns dsi
quadzati, v [l minimo dolin somms dej gandrati di pii variabili positive di eni & costante |2 somma:
valendo, perd. ancha per qnestl, ean lievi modificazioni, le dimestrazion che qui si espongono, ei
dispensiamo dal trattarne per distaso,

(*) Bi deducs, ad es,, datl’identits

"L:'lnl" — [Il —}" ﬂ";}! —= [Il. M fﬂii
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e a
e guindi, essendo x; =

(f

II:Eg...Iu{(;:)-

Se po1 nessuno dei fattori del prodotto z:xp...x. & nguale ad Eo g

1
= aL - - Fr, E‘ -
fra essi ve ne sara uno, sia x;, minore di S, eun altro, sia xs, mag-

giore di —1 talehe, mdicando con d, 4’ due numeri positivi, di eui

o ; L :
i1l primo minore di o 81 avra

TPy =—— — '
o : 1 d, T3 W @,
e quindi
a
3:1—{—1'5—“2 i i I £
Facendo
ft 1
&y == —= rd —=— —d +d
. i T 3 " | '
ne risulta
L Ht+ o=+
e quindi

fitXat+omT... =8+ Fas+... Fry=na.
Inoltre 2, xy' sono anecora positivi e si ha

a* @ (
¥ i F
X g —m— — — d+ —
1= nt 7 " 23 @
mentre era
a” 1] ¢ ,
:1712125‘—“‘7 —_— —'-fg I tf l'l;"tf._,

i

dal che si ricava
.Tl: T > Ludis o
epperd
ﬂ':]r.rg' Xaoiola 2% e By s i e

L)

Ma poiché il prime dei fattori del prodotto xy @y s... 2, & ora
uguale ad :IT, senza che lo sieno 1 rimanenti, si avra per la 1# parte
della dimostrazione

L 1
) !
Ty Xy ¥aeusln < (;)

e (quindi anche

-» T
i
B1T2Ts « - 0 Lo < (;‘)

come s1 voleva.
Il procedimento & simile affatio pel 2° teorema. Tsso notoriamente
snssiste pel caso di due variabili; (*) basteri dunque provarne la

(") 8i deduee ad es. dall'identili
{'I"Fl +'JE}E: [Ii [ Iilﬂ—l_ i:lrﬂ'




4() PERIODICO DI MATEMATICA,

validita per la somma di » variahili, qoando sia presupposta per la
somma di1 n — 1 variabili. Infatti, se gli addendi della somma

I]__I_ Iﬂ+---+1~u
delle n variabili positive z;,2:... 2, aventi prodotto costante

L3L2 « o — P

o
non sono tuthi ugnali a 1p, ma almeno uno di essi, sia #,, & uguale

aVp, il prodotto dei rimanenti & mezs...r, — Vp*—', epperd, per la
fatta ipotesi, s1 avra

n—1

- Tet@s+...F 2> m—1) FYpr
cloe

Lo ~- T3 —l—...-q'*r,,}(?l*lﬂn‘f;

& gmndi, poiche 2, =1,
I1+IE+IH+. .-“i_‘I;m:‘-‘"“ Y‘E.
Se pot nessuno degli addendi della somma @+ xe-f...+ 20 &
ugoale a }p, potremo supporre
o II{]ET e Ig}‘:u_,
e porre (uindi
Iy — Ji .‘-‘}_)'! Ag :?Ij }f}_].
dove h, k" sono numeri positivi ed & h <1, I > 1. Si ha allora

Tz = M’ V)7,
mentre &

B4 zn=0G4 K17,

Facendo allora

it

. r'=1p, zg' =l 1{;*
ne 1rsulia

o Ly Xy = E1la
¢ quindi

P #
I]_ ;rﬂ rr.a £ # -Tn — mI:I:EIH = 0 & In =1;I"

mentre 2

'+ 2= 1Vp (1 + k).
Ma poiche A" >1 ed k<1, si ha subito &' (1 —h)>1—h, da cui

R+0'">1- hiY,
onde
T X3 <@+ aa.

quindi
i‘:’*f-fﬂul—{—:ra—i—...—,L:L'Dcirl—{—:rg—l—:ra—l—...—}-:rn.
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E poiché 2 = Vp, si avrda per la 1 parte della dimostrazione

) +a +xat...Tam>nYp,
onde, come si voleva,
g
;1:1—,[-£E'H~[—...—!—Iu:>ii]p.

9 La ricerca dei massimi e minimi della funzione esplicita di
3 grado pin generale

y=ar’+br'f-ex—-d

dipendendo dalla risoluzione di una equazione quadratica in @, do-
vrebbe irovare il sno posto nell’ Insegnamento Complementare d’Al-
gebra dei nostri Istitoti Tecnici; ¢id non avviene poiché la dipendenza
stessa viene ordinariamente posta in luce usando il concetlo di de-
rivata, estraneo ai programmi di tale insegnamento. Non m pare
quindi inutile di esporre come si poszano, In ogni caso determinare
i massimi e i minimi della funzione stessa, facendo uso solamente
delle proprieta del trinomio di 2° grado, e della nozione elementare
di funzione crescente o decrescente in un punto.

Siano z, 2, ‘due valori diversi della variabile; ¥, 41 1 eorrispondent
valori della funzione: sara

y=ax®+ b5 +cv 1 d
Wi — ﬂl'tﬂ _I_ bILE -1 £y "!_ Eg._.

da cni si ha subito
Yy — = (2 — ) Dz, x),
nella quale si & posto

D (z, 7)) =ax® -+ (ax -+ b) & - (ax” - bas + ¢).

Il diseriminante di D (z, 2:), ove D (2, 2) si considerl come tri-
nomto guadratico m x, &

A () = — Ba®z® — 2abay - 0° — dac,

-

e il diseriminante di A (x), che & un trinomio quadratico m x;, &
5 = 16a® (I* — Bae).

Se ne cava che &2 ;—D secondo che 6 — Erm%{}.

1 — Sia b*—3ac < € allora A (x), il cni prima coefliciente & ne-
cativo,-& pegativo qualunqd'e sia @, : e allora D (x, z) 1l cul discri-
minante @ A (@), avra, qualunque sia , sempre il segno di «.

Dunque D (z,x:) ha ora, per qualungue valore di z e d1 oy, sempre
il segno di a. Dalla (1) segue allora che le due differenze y — 4,
2 — 2, sono sempre dello stesso segno se u & positivo, sempre di segno
opposto se a & negativo. B conelude che: la fienzione proposte & senpre
crescente se a & posilivo, sempre decrescente se & & negutivo.
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. — Sia 5* — Bae=10. Se ne cava
A (1) =— 1 (Saz, -+ B)° ;

: b . ;
dungue, eaﬂgu.gn il valore o =— — a5 A (22) risulta negativo qualungue
sa — gg © allora, come prima, la funzione & crescente o de-

crescente in ogni punto (trm]uﬂ il punto — %), secondo che a &

posiiivo o negativo. Se pol 81 suppone x;=— 5, s ricava tosto

Do) = s+ |

dalla quale scende, che, essendo per ipotesi x ¥ z;, ossia, ora, z+— G

; ; : b ] : .
il frinomio D(:!:, — 5;) ba ancora il segno di @ qualunque sia z, e

b :
allora, anche nel punto — 8 s funzione & crescente o dcerescente,

secondo che a4 & positivo o negalivo,
IIL. — Sia 8* — 3ac> 0. Si consideri il trinomio

D (z:, 21)=8az,*+ 2ba, - ¢,

che si ricava da I (z, ) facendo z=u,. Il suo discriminante & an-
cora b* — 3ac, per il che Fequazione

D (..131 y $1) =)
ha ora (e solo ora) due radici reali che sono

XI___——-’J-—-VI?’—BH::. X’_—b—FVb“——Eﬂc_
3a o0

Suppesto, per fissar le idee, @ positivo, ¢ quindi X; < X., se &
XN <o < Xy
sard D (2, 2,) < 0 epperd l'equazione di 2° grado in x
D (2, ) =0,

1l cl_li pPrimo coefliciente per I'appunto a > 0, ammettera due radici
reali e distinte e 8ara 2, compreso nel campo di queste radici. Preso
allora un punto + dello stesso campo, diverso da z,. sard in €880,
D (e, 1) negativo, onde la (1) assicora che se z & compreso in un
certo intervallo (i] campo delle radiei predetto) intorno ad z,, le
¥ =%, Z—2z son di segno contrario, cioé: la funzione proposta &
decreat‘:ente in ogni punto =, tale che X; < << X,.
Se 1nvece & z, < X, < X,, oppure X; << X; << X, , sari

D (-1?_1, .TlJ = D,
epperd l'equazione di 2 grado in x
D (ﬂ:‘ :]:1} —_— 05
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il eni primo coefficiente & « >> 0, o nmon avrd radicl reali, o ammet-
tendole, sarad 2, esterno al loro campo. Preso allora un punto z
gqualunque nel primo ecaso, esterno al campo delle radici e dalla parie
di a; nel secondo, ma sempre diverso da z,, sara, m esso, D (x, &)
positivo onde la (1) assicura che, almeno se 2 & contenuio in un certo
intervallo (escludente il eampo delle radici predette, se esistono) in-
torno ad z,, le due differenze y — %, & — @, sono di ugual segno, cioé:
la funzione proposta é crescente in ogni punto x, tale che sia

n<<Xy<<Xs oppure Xy < Xg<lum.

Da queste e da cib che precede risulta che: la funzione ha un mas-
3imo per X=Xy, un minimo per X =2X,.

Se invece si suppone ¢ negativo, si ricava similmente che la fun-
zione decresee in ogni pnnto @, per cui si abbia 2, <Z X < X, oppure
X, << Xy << 2y, cresce in ogni punfo x: per cui si abbia X3 <xn < X,
e quindi la funzione ha ancora un minimo per x= X, un Massimo
per x=2X;.

Riassumendo: La funzione intera di 3° grado

y=az* 4 bz* - cx--d

& sempre crescente o sempre decrescente secondo che a = 0, guundo sia
b®*—38ac <0, ¢ non ha gquindi in gquesto easo né massimi né Mminint.
Se ¢ invece b*— 3ae > 0 essa ha un massino ed un ninono rispeiti-

vamente ner punti

— b — Vb""-—-gﬂc |
3 ’

che sé determinano come radici dell’equazione
Dz, ) =3ax* 4 2bx -} ¢ = (.

— b+ Vb —3ac

Xy = St

Xy =

EMirio VENERONI.

RISOLUZIONT DELLE QUISTIONI 135 & 7l

e Dere Se i vertici A, B, C, ﬁ di un guadrangolo corrispondono ai vertici
A, B, U, D di un altre gquedrangolo in modo che delle sei coppie i lati
jAB AC {AD fCD (DB (BC
\CD* \D'B \BC |AB L|AT |AD
gingua abbiano ¥ punti d’intrrzezione sopra una relie ¥, anche il punto d’ inconlro
della sesia coppia di relle ¢ sopra la stessa rella v. "

v
i —-—.r-—-—-r-prﬁ;-l—.-r:q-n;--.-'—wqw.*..
- & o E m I ———— wn
L ¥ - 1 T

e T T Tt T B . -t -—
.= = =i = .
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Risoluzione del sig. Teodorescu, R, L. di Ploesti (Romania).

La proprieta domandaia in questo problema essendo projeitiva, possiamo
projettare quei due quadrangoli sopra wn nuove piano K' di modo che la retta s,
sia la retta all'infinito. Oi resta dungue p dimostrars che il punto d' incontro della
sesla coppia di rette & sempre all’ infinito, ussin che le rette BC & AT sono pa-
rallele,

Infatti, tenendo comto della teoria dei triangeli ortologici si pud ennnciare i
seguenie teovema: _

Se abbiamo un gnadrangzolo ABCD pogsiamo sempre costruire un secondo
A'B'CD' tale che le reite:

{AE jAC {A]} fCD (DB [ BC
CD" | DB | BC |AB LA'C" | A'D

sieur dus a due perpendicolayi,

Se giriamo la figura ABC'D' d'an angolo qualungue nel sno piano, risulta il
seguaents tevrema:

Essendo dati nel medesimo pieno due gquadrangoli ABCD e A'B'C'D se clngue
dai lati del primo fauno con quell’slire cinque vespettivamente epposte del se-
condo gnadrangolo il medesimo angolo w, allora anche i sesti lati si taglieranno
sempre sotio 'angolo o

Nel easo del prohlema considerato snl piano F' i Jati dei quadrangoeli ABCD
e AB'C'D" sono cingue d'esse dus a due respettivamente parvalleli, ¢ fanno fra
di loro l'angolo =« == 0%; risulta dungoe secondo il teorema enunctato pin su, che
anche i sesti Jaii BC o A'DY faranno tra loro il medesimo angolo o = 0® oppare
saranno parailele & per consezuenza s incontreranmo all’infinito sempre sulla
relia », e cosd il problems proposto & dimoestrato,

1T - -
5 trovare il valor massimo delle funzione

“50. Supposin x <

= sen 2z - Vsen*2y + 4k cos’z.

;. Pesor,
Risoluzione di E. N, Barisien (Parigi).
Poniamo
2z ={ {onde { < x),

SAra

_ y =sent L Vsen®s —+ 2k (1 - cos ), (1)
OSSin

y=ﬁ+un$¢ (Vl——unsﬁ—l—lf'l-l—fk—:uﬂf)i (2)
e d
Seviviamo che ﬁ% = 0, per mezzo della (1), avremo:
feost— ks
t:ﬂst-]- .EEII cos sen { — 0.

_ Veen®2 4 2% (1 + cos )

08514

t0S tfaeu“t + 2k (1 + cos {) = sen ¢ [k — eos ),
2eos? {1 4+ cost) = (1 — cos? £ 1k* — 2% com #),
(& + 2) cos®¢ —|-Z|‘:DE#—."|::=U,
(cos? - ljﬂk-i—ﬂjcus:—k] =0,
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8i hanno dunque walori per cosé: l'uno cost = — 1, ossia i ==, che da il
minimo y == 0; I'aliro, sosiituito nella (2), da per il massimo Y di y

VH_H-_ﬁWl +V F»—I—a’)

__ Y2+ 1) .
T oo 2+ 12+ 1),

e gaindi
Y=2Vik4 1.

QUISTIONI PROPOSTE

752. L'inviluppo dalle parabole ¢he hanno 1 loro fuoehi sull’ellisse
B2+ oty —a®h® =0
e per tangente al vertice I'asse delle » & la sesiica
(3 e’z 5—]—45:--3; — B a*f = b4 (9a®s® | 8B%2 + 18a%);

determinarne le EuEpldl 1 punti doppi ordinari e le tangent: dupple
dimestrare che ha 1 medesimi fuochi dell’ellisse.
753. L inviluppo delle parabole che hanno 1 fuochi sulla curva

(az)’ + (by)' = (a* —b*)’
¢ per tangente al vertice 'asse delle 2 & la sestica
&e'U -+ Vi=1,

dove si & posto per brevifa
U=9a" (2" — 2a%%") — 8 b**
Y=3a*(a%"-+ ") —4b%;

determinarne le sei cuspidi, 1 punfi doppt ordinari e le tangenti
doppie; dimostrare che le due sestiche sono omofocali.

754. Consideriamo una iperbole equilatera H® e un suo asinfoto m;
se & una tangente variabile ¢ di H" s1 conduce la perpendicolare !
nel punto (fm):

1*. L' inviluppo di ¢" & una parabola cubica C;* concentrica ad H®
ed avente m per tangente stazionaria; si determini il punto di con-
tatto da ¢ eol suo 1mviluppo.

2, 1’iperbole e la cubica hanno 1 medesimi fnochi, e ognuna delle
due eurve & il luogo del due fuochi delle parabole che hanno m per
tangente al vertice e tocecano 'alira. Ognuna delle due corve & ancora
Iinviluppo delle parabole che hanno m per tangente al verlice e 1

loro fuochi sull’altra.
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755. 11 luogo dei punti che sono eqmdistanti da una eonica cen- ““:
trale e da un punto fisso, non situato su di essa e posto nel sug ki
piano, & una ecurva razionale del sesb'ordine e della quarta classe €
avente per tangenti doppie la retta all'infinito e le due rette 1sotrope
uscenti dal punto fisso. Si trovino le equazioni eartesiane della sestica
e della conica sulla quale sono situnte le di lei sei euspidi.

Y. RETALL

BIBLTOGRATFIA

R. pE Monressus, — Lecons élémentaires sur le Calenl des probabilités.
Paris, Gauthier-Villars, L, 7.

* Le e¢rlenl des probabilités nous apprend & connaitre, it mesurer 1a véritable
" force des motifs de crédibilite, . , .. Cest par ce seul moyen que 1'on peut, &
* Ia fois, porter les derniers coups a la supersiition, comme an pyrrhonisme. ... ..
— Cosl dice Conporcrr nelle conclusioni ai suoi Eléments du Cnlenl dez probabi-

lités, — * Le calenl des probabilités offre une contradiction dans Jes termes mémes A
" qui servent i la désigner,. .. il nous énseigne surtout nne chose : e’esat de savoir *’.
‘ que Mous ne savons rien s« — Cosi Porxcaré chinde le sue classiche ventidne

lezioni. Troppo entusinsmo nel primo; e infatti I'npplicazione, che egli volle fare

ded caleolo delle probabillth alle decisioni gludiziarie, fu poi giustaments dichiarats

(da Sroarr Mur) lo scandalo delle Matematiche. Troppo sconforto nel secondo,

perché, non interpretando bene a fondo i 800 pensiero, si potrebbe credere inn-

tile e inconcludenta lo studio del caleolo stesso ; mentra invece i milioni annugal-

Inente accumulati dalle grandi ense di gioco e dalle grandi sucieth d'assicorazioni
dimostrano la verita de teorema di BEeNowILr; mentre invece le applicnzioni di

Bessun alla Astronomia, di Priree alla Fisiologia, di Quéverer alla Statistica, \
dimosirane la verita della legge degli evrori di Gauvss ('), Senza abbandonarsi "
alle esagernzioni di Convorcer, il Caleolo delle probabilita offre dunque dells RD-
plieazioni importantissime, ed & sampre con grande interesse e con viva curiosita

che gli studiosi dj questa discipling aceolgono ogni pubblicazione in proposito.

Il libre che o proponiamo di esaminare vapidamente & chiare o semplice
nella ferma, elementare nella sostanza; onde lo crediamo adattatissimo per tutki
coloro che vogliono iniziarsi in quesla parte cosi curiosa e cosi piacevols della
Matematica applicata.

Premesse alcune succinte nozioni d; Analisi eombiratoria e di Caleolo infini-
tesimale, I'A. presa (nel I capitolo) ai priucipi e alle definizioni (%), Qui, invece
di dare senz'altro 1a solite arida definizione di probahilita, egli premette alcune
chiave e convincenti considergzioni, ehe giustificano questa definizions, per con-
clndere: * Ce mot probabilite indique seulement gue, sur un grad nombre d'é-

(') E, al dire di GrAatsmex, "uniea dimostrazions di qnesla legge, che abbin una bases filosafica,
& quella di Hasgx, il quala la rieavd, appunto, dalls teoria delle probabilita,
(*) Noklamo, di passaggic, che nel rapido csnno sforico, che egll di di questa teorin, vion &

nominato il somme GAliLee, il quale, per quanto »i sappis, fo il primo a risclvers un problema
di probabilita
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* preuves, le rapport de nombre d'arvivées d'nn événement au nombre d'sexpérience
* tendra précisement vers le rapport de nombre des cas favorables au nombre des
* cas possibles, el vien de plus .. Cercars nna probabilith matematica vae! dunque
dire, semplicemente, cercare il rapporte fra il numero dei ecasi favorevoli e il
numero dei casi possibili, e niente di piti. Seguono le mozioni di probabilitd com-
posta e di probabilita totale, con moltissimi esempi, fra cui quello solito, ma no-
tevole, dei tre cofani,

Nel 11 eapitolo sindiz il easo in eni i1 nomero degli avvenimenti, eke si con-
siderano, tende all’infinito; e qui, dopo una estesa teoria degli scarti, 1a quale,
come & noto, da luogo alla considerazione delin funzione © (x), dimostra prima
il famoso teorema di BernouLLi e poi I'aliro teorema pib pratico, che da questo
dedusse il Poisson.

Il 1T eapitolo contiene una interessaniissima applicazione di quanto precede
ai ginochi pia comuni: trente et gquarante, baccara, whist, piquet, éearté, ... —
Unesto & per noi il eapitolo pin notevole, 8 vorremmo pure che le sue conclu-
sioni, sulla cerla rmina dei giocalori, potessero esser comprese da tutti! E altre
due spplicazioni imporfanti, perd d' indole geometrice, comtiene il IV cap.: la
prima & 1l noto problema dell’ago; la seconda & un problema pure assai noto,
per il guale il BerTrawp {rovd, paradossalmente, tre diverse soluzioni. Questa
questione preoccupd 1 illnstre matematico, che del suo paradesso non pubblich
mai la spiegazione; quanio ne dice il nostro A. ci pars sufficientements chiaro e
convincente.

Il 'V capitolo tratta della probabilita delle cause e consts di tra parti: pro-
posizionl fondameniali (teorema dj Ba¥es), feoria degli errori, combinazione delle
psservazioni. A noi pare che, almene dal punto di vista didatiice, sarebbe stalp
meglio seguire I'uso comune : tratiare ciod la prima parte da sé e passar poscia
in un aliro capitolo alla teoria degli errori (o, meglio, alla teoria della combi-
nrzione delle osservazioni), che &, in sostanza, 'argomente di tutto il resto del
libro.

A proposito della prima parie, che, a dir il vero, dovrebbe essere un po’ pin
estesmp, osserviamo che I'A. (seguendo Larpracr) presenta il teorema di Baves
anche sotto forma obbiettiva, cercande la probabilith degli avvenimenti futari :
confessiamo francamente di non avere mai ben capito (né qni, né altrove) come
si possa porrs e rigolvare nn tale problema. E a yuesta confessione ¢i incoraggia
il BErTRaND il quale afferma che le applicazioni tentate * ont été presque toutes
aans fondement , ().

Le alltre dna parti del capitolo V contengono, come s’¢ detto, la teoria della
combinazione delle osservazioni{*) & questa ci pare svolta troppo brevemente:
manea, p. es., ogni consideraziome che ginstifichi )'nso della media aritmetica;
nella dimostrazione della formula importantissima, che dia 'error medio di una

('} Non & qul il luoge di entrars in particolari, asiame solo manifestare una impressione in
noi prodotia dslla lettura del Larrace: a noi pare {e lo dieiamo con molia peritanza) & noi phre
eho il grande matemalico aia, a gnesio proposite, an contradizions con sé stesso. Infatli mella In-
troduzione alla sna Théoria analytigua dex probubilitée (pag. x) epli affarma c¢he di una seria di
avvenimenti, intti egnalmenie possibili, non ¥ assolutaments ammissibile ehe pli avvenimanti
pasaati influiscano sulla possibiiita degli drvenimenti faturi. E in un altro punto della Introdu-
zione atosss [pag. ©Iv) umoristieamente raccopba: * Jai vu dea lLommes, desirant ardemment
“d'aveir on fils, n'apprandre gn'ayee peioe les naissaness des garcons dans le mois on ils allaient
® devenir peres. B'lmaginant que le rapport de ces naissanees i celles des fillea devait &tre le
“méme 3 la fin do ehagoe mois: ils jugenient que fes gargons de&h neés rendaient plus problables
* les maissanceg prochaines des filles .

() Fra le pubblicazioni moderne sull'srgomento, due pregievolissime ne ha avote I'Italin: In
Fiposizione del metodo dei minimi gquodrati del FErugre, o i Fondamenli watematici per la critico
dei riaullati sperimentall del Przzerrr. Disgraziatnmente la prima (edita dal Barbira nel 1878) &
assplntamente esaurita, e la seconda wom # in commercio e i frova selo in un grosso volnme di
Atti dolla K. Universita di Genova, pubblieato nel 1892,

RC__=rEa e b
— T — — ———
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osservazione, & troppe sollecitamente sosiifuito, all’errore dalln medin, il valore
madio del sno errore (1),

Buoui sone invece 1 tre seguenti ed ultimi capitoli, 1 qnali contengono delle
applicazioni della precedenie teorip, [l VI cap. rigearda 1 Lirl delle armi da faoco:
¢ un capifolo beu fatlo e opportunissimo, perché questa &, senza dubbio alcuno,
I'npplicazione pin efficace per I"intelligenza della teoria premessa, 1) V11 capitolo
viguardn Ia teoria delle sassicnrazioni e risolve 1 problemi fondamentali, impor-
tantissimi, che in essa si presenfans. L'VIII ed ultimo eap. tratia brevemente
delle applicazioni del caleolo della probabilita alle scienze morali ed economiche,
Le considerazioni in esso coutenate sono molte chiare s convincenti: * le Calenl
" des prohabilités peut akre appligué aux seiences morales et politiqgues, en tant
“ que celles-ci sont breées suy des stalistique convenablement faites ,. Questa, per
nei, & la ragione vera (da aggiungers alle altre addotte dal Berrea up) per la quale
€ scandaloso fper ripeters I'espressions @i Sruapt ML) applicare la ieoria delle
probabilits alle decisioni gindiziarie; poiché & evidentemense assmrdo il supporre
di avere una stutistica di jueste genere (?).

Cencludendo : i1 libro del sig. R. pe Mowressps 8, in complesso, un buon
libro (%), la cui letinra, come gid dicemmo, rviusciri uotilissima s chi vogha ini-

zinxsi allo studio del Calcolo delle probabilila,
(. Prso.

1) Sono meno solleciti, nei loro tratiati di Astromomia, il Brusxow ¢ il Fave, benchi trattine
di questo argomenta solo ineidentalmonte,

(*} Eppure il Larrace (e dopo Iui. il Lavrest) dissero essera il ealenlo delle probability i
buon senso ridofto a calesio: per noi (e non garemo certe 1 primi a dirlo) non & 3! buon senso che
gmdi la geienza, ma il contrarie. 1l buen senso (datie anche, prr antiledl, sengo comune) non avrabbe
mati fatto seoprire, p. s, Ia legge della caduta des gravi, le jeggi dei moti planetari,... anzi guests
stoperse forono ritardate. per molti secoli, appunto dal buon senso,

1} Non vale ecerfo la pena di rilevare quilolie rerissima inesallezza di lingnaggio, come. p. es,,
quesia (pag. 21): il monero delle combinazion: possibili ¢ guello delie combinazioni con ripetizions, ...
invece diz % nwmero dei easi possibils & guello delle dieposizions con ripetizions .. .

S ——— S — e — =u = e ———— —

PREMIO ULISSE DINI.

I sobtoscriiti si onano di comuanicare aj sirnori sottoscrittori per le onoranze
al Ch.° prof. Ulisse Dini, senatore del Regno, nel 40" anniversario della sua
noming nella B. Universita di Pisa, che la aemma 4i L. 11500 ciren, raccolta
dalla sottoserizione, & stata destinnin (dedoite le spese e la imposte) dalla Facolth
di Scienza di questa Universitz alla fondaziene di un premin {Misse Dini, da eri-
gersi in ente mworale & da assegnarsi secondo le norme dello statuto approvato
dalla Facolth stessa.

la domnnda per 1'istituzivne in ente morale del premio Dini e lo statute
relakivo sono ora presso il Consiglio di Stato; ed appens queslo avra approvato
lo statulo e si avra i decreto renla che arige in ente morale il premiv Dini,
sara loro eurs juviare a ciascuno dsi sottoscrittort il rendiconto dells sotioseri-
zione, insieme con una copia dello statuto del premio steaso,

Domandano insieme scusa del rikarde, indipendente dalls lovo volonta.

Pisa, 15 Inglio 1908.
La Commissione: profl. Mario Caxavanr,
Evernio Berrisi, Oxo-
RarToe Nicorerr.

Glonio Lazzeer Dﬁ-rcftﬂrf—re.':pm:.mbﬁﬂ

Finito di stampare 17 11 Agosto 1008




SULLA DEFINIZIONE

del moto ** equabile ,, de} moto ** equabilmente vario ,, e della ** velocita ,,

Nei tratbati di Fisica elementare si danno, specialmentie del Moto
uniformemente, od egnabilmente vario definiziont diverse, Nella maggior
parte di esse si presuppone definita la velocita di un moto vario, e si
fa dipendere la natura del moto in guestione da una ipotesi sul moido
di variare della veloeita. Da questa ipotesi, con caleolt e ragiona-
menti che non sono sempliel, € non possono essere tall perche sosti-
tuircono una vera infegrazione, si dedoncono le formole dello spazio
e gh altrl partieolar: del moto.

A me parve che la caratteristiea di un moto s1 deve ricercare nel
modo particolare di variare dello spazio percorso dai mobile nei sue-
cessivi ed uguall intervalli del tempo, variazioue che & possibile e
facile di verificare misurando gli spaz1 effettivamente percorsi.

Gl intervalli di fempo debbono essere sufficientemente piceol,
anzi dovrebbero essere comunque pieeoll, perche non nasca il dubbio
che nell’intervallo stesso 11 moto cambi di natura,

Il eoncetto di wzelocita nasce, deriva e deve derivare da questa va-
riazione dello spazio nel tempo, e guindt 1n una trattazione elemen-
tare della Cinematica non mi parrebbe inntile di defintre la veloeita
ecaso per caso, cioé pruma per il moefo equabile, pol per 1l moio equa-
bilmente vario, poir per gli altri mobil 1n generale,

In questa ® noticina , applicherd questo mio * modo di vedere _

a1 moti pru semplici,
Moto eqmnabile.

I. Il moto di un punto si fice eguabile quando gli spazi percorsi
dal mobile in successivi ed uguoall infervalli di tempo comungne pic-
coli, sono uguali.

2. Sia o lo spazio percorso dal mobile nell’ intervallo di tempo T,
saranno 2g, 30, 4o.., no gli spazi percorsi nel tempi 2t, 37, 41,... 0T

o 9] ] ; . . . = & T T
¢ SAranno - , o ... — 2l spazi percorsi nei tempi o e T
27 3 n 2' 9 )

s
g Tl T e e 1
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) ] m - T
con n antero; lo spazio percorso nel ftempo 5 T cioe m - SAIrd

G m : .
" (ﬂ) =3, Oi lo spazio percorso in un tempo eompreso tra »t ed sr,
con v ed 3 razionali, sara compreso tra ro ed so.

Ne segue che se 2 & un numero qualungue, anche irrazionale,

posto
= $—21I0C

¢ @ e lo spazio percorso nel tempo 1, sara s lo spazio percorso nel
tempo {.

Ne consegue che :

Posto per convenzione :
2
(__) G = (—U—) 2 SAra : 8= (E) .
T T s

o
—1
i <

Posto

SAra
s =i,

3. L'espressione — che abbiamo indicato colla lettera p & una gran-
L

dezza che g chiama la velocitd del moto equabile. Essa & indipen-
dente dallo spazio ¢ dal tempo considerati separatamente, ma rap-
pPresenta la lgro reciproea relazione in un moto equabile,

Divemo danque che :

Veloeita di wn moto equabile & il rapporio costante che passa nel moto
equabile tiy 1o Spazio percorso ed il tenipo unpiegato a percorrerlo.

4. La veloeita & ina grandezza che non & spazio e non & lempo;
m.tb]_lzipliunl.u Per un tempo produce uno 3pazio: essa & uno spazio
diviso Per un tempo, () & cio indicheremo serivendo :

Veloeila = spazio / tempo.

_"1_I—-___|_

- Y ¥arie wpyp 14 gmndezze che si possono definire medinnta il razpporte di duc altre; la
Fisioa ra iy i frp paretehi esenpi; ’
Drensith = Masgn [ Volpmae
Peso spevificy = Peso / Yolume oec.

€ fuori Qella Misien shhiamo Dper esampio-

oppuLs Prezzo = Valore deila meree [ Volume

Prezzo = Valore delln merta  Peap;

Acquluh}]m rusl e significato ben precise le frasi: 1) peso specifiro dal “ merenvio & di
ke 1-"-'-5“_1*"1-'- N prezzs deli'ore & di L dgvamma: la psea di gn operalo ¢ i L. 5 giorno: lo ati-
pendio i uy Nnpicgato & di L, aalil/anno, eee,
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Nel sistema assolulbo éﬂr‘ﬂ:
Umta di velocita = unitd di spazio / unity di tempo.
Nel sistema ec. g. 5. si dovrh porre:

Unita di velocita = centimetro [ secondo.

9. I Fisici potrebbero dare un nome a guesta unita e chiamarla
per esemplo Cine e porre:

cine = emy/fs = nm,’;—u minnfo = 60 em/minuto = 86 m/hora ece.

megacine — 10° ¢cine = 10 km/s = 36000 km/h,
microcine = 10— ¢ine =36 mm/h.

Il segno / si legge comunemente al oppure ogni e funziona nei
ealeoll come segno di divisione. '

6. Velocita media nel moto vario. — Nel moto che non & equabile,
e che si dice vario, gli spazi pereorsi in due intervalli di tempo
uguali possono non essere wguali. La differenza tra gli spazi per-
corsi in due tempi uguali dipende dall'ampiezza comune a questi in-
lervalli, ed anche dalla loro posizione nel tempo.

S1 chiama velocitd media di un moto vario, relativa ad un inter-
vallo di tempo, lo spazio percorse in un dato tempo diviso per qnel-
I'intervallo di tempo.

La velocith media di un antomobile che ha fatto km 630 in 7 ore, é:

km. 630/7 h=(630: 7) km/b = 90 km./h = 2500 cine.

Moto equabilmente yario.

7. 11 moto eguabiimente vario 6 quello in cui gli spazi percorsi dal
mobile nei successivi ed uguali intervalli del tempo sono in progres-
gione aritmetbica,

I successivi intervalli di tempo possono essere piceoli quanto si
vuole, purché rimangano ugoali, e si considerine nell’ordine naturale
d1 successione,

Questo fatto si pud constatare sperimentalmente, ed il Fisico che
osserva 1l moto rettilineo di un punto, pud misurare gli spazi per-
corsi dal mobile nei suceessivi secondi, o nelle successive parti ali-
quote del secondo, avvertire se essi sono o no in progressione nrit-
metica, e quindi affermare se il moto & o no equabilmente vario. Il
Fisico pud eon apparecchi speciali, macehina d’Attwood, pinno in-
clinato di Galileo ece., produrre moti che soddisfino alla definizione
del moto eq. vario, e quindi vevifiearne e dimostraime sperimental-
wente unche le altre leggi, che consegnono logicamente dalla deli-
niZione.
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8. Accelerazione. — Sia 5 la ragione della progressione degli spazi
relativi a suceessivi intervalli di tempo di ampiezza 1, e sia s lo
spazio percorso dal mobile nel primo tervallo; gli spazi percorsi
in » suceessivi intervalli saranme:

51 SI_J_B, 31"—25, 31+33...31+[il_1]a.

Gli spazi percorsi dallo stesso mobile in intervalli di ampiezza 2t

saranno - )
2+ 7, 28155, 25+93,...

e la ragione della nuova progressione & 43.
La ragione corrispondente ad intervalli di Amplezza 37 SAri:

(51 - 38) + (81 = 45) < (3, - 53)
— & — (%1 T 8) — (8 + 28) =
= 3B+ 3 -+ 8B =05

La ragione corrispondente ad intervalli di amplezza 1t SAra n%3}
infatii;

(81 n8) + (s, - 05 - 8) - (s1+n8+20) +... 4 (s 251 05— 3)
— 8 — (@+8) — (842) —..— (utws—3) —
= n6 -+ nd - nd -+ ... F ns = n"j.

Sia 3’ la ragione corrispondente all’intervallo di amprezza t/n; Ia

ragione corrispondente all’intervallo #(z/n) ciod 1 che &3, sara 7%,
0ssia

8’

nG =050 & —=3g/n’

Ne consegue che :
Ad intervalli di tempo di ampiezza T  corrisponde la ragione 3
“ - " TN » - Efﬂu
"’ g : m(zin) n  m(B/n).
Se » & un razionale, ad intervalli di tempo di ampiezza rt corri-
sponde una ragione »%; ad ogni intervallo maggiore o minore di »t
corrisponde una ragione maggiore o minore di %,
Ne consegue che, s8 z & un namero qualungue anche irrazionsle,
e © e la ragione corrispondente all’ intervallo T, sard x°5 la ragione
corrispondente all'intervallo zt, ciod mentre intervallo di tempo varia
nel rapporio X, la ragione corvispondente varie nel rapporto x* .

Posto:
t=xt, d=2z%

d— (i) 5.
3

che s1 pud serivere per convenzione:

A= (%) g

k

S4Ara:
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. S : .
Il rapporto =5 S chiama aceelerazione del moto equabilmente vario.
La indicheremo colla Jettera a eioé porremo:
B d :
e 08sia: d—=—at®, o= at",

3. I risultaéi precedenfi si possono riepilogare nella seguente pro-
posizione: Nel moto equabilmente vario la ragione della progressione degli
spazi percorst dal mobile in successivi ed uguali intervalli del tempo ha
un rapporto cosiante col guadralo dell’intervallo stesso, e guesto rapporto
costante & l'accelerazione del moto eguabilmente vario.

10. L accelerazione & una grandezza fisica diversa dalla velocita,
dallo spazio e dal tempo; & indipendente dallo spazio e dal tempo
consideratl separatamente, produce uno spazio quando & moltiplicata
per il quadrato di un tempo; sara dunque:

Accelerazione = spazio/ (tempo)®,

Nel sistema assoluto sara:

Unith di accelerazione = Unita di spazio/(Unitd di tempo):,

Nel sistema e. g. 8. 81 dovra porre:

"nifa di aecelerazione = em. / (seeondo)®*= cine [ (secondo).

11, Anche questa umifa meriterebbe di essere chiamata con un
nome solo e designata con un simbolo. Senza di eib per indicare una
accelerazione bisogna enunciare un numero e due grandezze di eui
la seeconda al guadrato.

Per es. I'accelerazione dei gravi a Torino & di eirca 930 em./ (se-
condo)® che alecuni leggono 980 em. per secondo, altii 980 em. per
seconde al secondo, e che s1 potrebbe leggere 980 cm. per ogni qua-
drato di secondo, oppure 980 cine per secondo.

Questo dafo significa che un grave che eade verticalmente nel
vuoto a Torino percorre spazi che crescono di eirea m. 9,80 per se-
condo, & di m, 9,8 X 3600 ossia di Km. 35,280 circa per minuto ece,

12. Forinola degli spazi. — Siano t e ¢ duoe imfervalli di tempo
contati nel medesimo senso a parfire dallo stesso istante iniziale, e
siano o ed ¢ gli spazi percorst dal mobile In un moto eguabilmente
vario di accelerazione « nel tempr t e {; sard:

§—1at* o—iaxt 1
i . * [ ]
b

Dimosrrazions. — 1%, Sia‘? un numero intero. Nei successivi in-

tervalli di ampiezza 1, gh spazi percorsi dal mobile saranno in pro-

gressione aritmetica, ed i1l primo fermine sara o, la ragione sarh a1’
ed il numero dei fermint = guinda per una nota formola sarh:

f. 1 t (1 o 1 1
S='_:—G-|—§ HTET:‘ (—T——-l) =(—— iﬁt)t_}—i Hﬁg

T
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da cm:
s—3datf? o _I_ﬂ __o—4artt
t T 2 “F T
: T - S : > v
2" Sia 7 un numero intero. Scambiande nella dimostrazione pre-

cedente # con 1 ed 5 con o s ritrava la stessa formola,
3°. Sia tft=m/n con m ed n interi. Posto

_ _ _ T =1/n,
gonsidero i tempi
Ty ; 4
e gli spazi corrispondenti:
o, LI"i S

Siccome t/t” & intero, sard:

c—iar’ O—1iaz®
T <

e siccome anche #/z' & intero, sarh:

s—4at® §—1pg®
¢ T T

e $s—3ial® os—Ltatt
quindi : 7 Sie— *

La formola (1) & cost dimostrata quando il rapporto ¢/t & razionale,
@ 51 puo facilmente estendere anche 2] easo in eml ¢/t e irrazionale.

Risulta dalla (1) che (3—F at®)ft & costante rispetto a t: questa
costante ¢ una velocita perchd spazio / tempo e lo indicheremo con u;
cl06 porremo:

g—4ar” s— Laf

=

T {
Se ne deduce:
s=ut 4+ % at® (2)
che & la formola degli spazi.
13. Velocita iniziale. — Cerehiamo nella (2) 1] significato della co-
stante ». Poniamo in essa
) a=10
Sara:
8= ul

tormola eorrispondente ad un moto equabile di velocith . Ne con-
segue che:

Se a partive dall'istante iniziale si suppone nulla Uaccelerazione, il
molo del punto & equabile, ed u ¢ la velocits di guesto 1nolo equabile.

Questa velocitad & indipendente da ¢, ma non & indipendente dal-
Fistante iniziale a partire dal quale si coutano i tempi, percid si
chiama welocita iniziale.

13. Velocita del mobile alla fine del tempo t. — Chiamo veloeitia del
mobile alla fine del tempo ¢ quella veloeitss che b iniziale rispetto ai
tempt che sequono t.




PERIODICO DI MATEMATICA. 5%
Detia V gnesta velocita, per caleolarla applico la formola

—1
v _t‘l‘r’_ g é -

T B

dove o rappresenta lo spazio percorso dal mobile nel primo inter-
vallo di ampiezza t che segue ¢, cioé rappresenta lo spazio percorso
dal tempo ¢ al tempo ¢ -+ 1.
Sara dungue :
c=[ulf+z)-+Lal+ 1)) — [ut -+ 2L at®] =
= ustatt+tar=(u+al+ tar)x

e quindi:

V=u-} at. (3)
15. Colle due formole:

s=wut 4+ ¥ at" )
V=u-t+a J (4)

s1 possono determinvare e discutere tutti i particolari del moto. Ad
esse conviene aggiungere quella eche si deduce aliminando il #. Si ha:

1 2u 1 TR
Szfﬂt(t | n) = [('ﬁ | ﬂ) u“]

1
N = ::,E [_VE 4 Hﬂ). {5)

16. Caso PARTICOLARE. — Pud avvenire chesia =10 e le formole
(4) e (5) diventano:

e quindi:

1 Ve
V=at, 3=E-ﬂii, S=E- (6)

|7. Si pud supporre @ negativa, e sostituirla nelle formole con — a:
esse diventano:

V=4—al
§=ut — % at* — % (2 — V7) (7)

e corrispondono all’ipotesi che la progressione degli spazi sia decre-
scenle. In questa ipotesi il moto si suol chiamare uniformemente ritar-

dato. Esiste un istanie in eni V=0 ed & I'istante tzi—:. In questo

1stante s raggiunge il suo valore massimo che & */2a.
Posto:

T=ula, S —=—=u"{2n
sl ha: -
V=0(T—1); s=8—5 (T—ff=S—V"/2
0SSsIn
S —s=5 (1 —T)*=V*/ 2 (8)

Tl

- = =21} ——.l-_'-Tl..j_—v;._'_h'.—.. =
e Tom e T e o
[ =i

s
» -

s S~ rere—_ eI R
-
—
ity

wp T
= o o =
- o e
e ey T

T e
= e
- ey m AT

—
= e i e

3 1 i s e e e e —— T —- =
e p—ad el e rE— oW — =
t = = e e Ay = -
et o - 1N Pl
— S S
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S — s rappresenta lo spazio percorso dal mobile dopo il tempo T,
spazio che € in senso opposto di quello deserilto primo di T,

Posto =
S—E_—_'S]; t‘—thl, -—V=Y1

s1 ha:
S]':'-E:ﬂflﬂr-vlgfﬂﬂ; Vg_:ﬂtl,
formole che corvispondono ad un moto uniformements Vario in cui la
velocita iniziale & zevo,
In questo moto la progressione degli spazi & crescente, ed il moto

s1 chiama wniformemente accelerato.
18. Dalla (8) si deduce :

e st vede che ad ogni valore di s minore di S corrispondono per V
valori egeali ed opposti, e per ¢ valori ugualmente lontani in pii
od m meno da T.

Si pub quindi affermare che: * Se a partire da un dato istante il
moko di un punto e rettilineo ed uniformemente ritardato, 11 mobile
st muovera con un moio uniformemente ritardato verso un punto
che chiamerd vertice, in eui giungerd con velocith zero ; dopo aver
raggiunto il vertice il mobile refrocede con moto uniformemenie ac-
celerato, e ripassa per gli stessi punty, attraversati nel moto diretto,
colla stessa velocita ed in istanti ugualmente lontani da gquello in
cul ha raggiunto il vertice. I tratti di trajettoria rettilinen compresi
tra 1l vertice ed un punto gualungne della medesima sono propor-
zionali ai quadrati dei tempi Impiegati a percorverli, sia nel moto
divetfo ritardatoe, sin nel moto refrogrado accslerato ..

F. CasrErnAvo.

NICITA. DELL'INTEGRALE IS ALCCNT TIPL U1 EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALT

I. In una Nota presentata all’Istituto Veneto (Y) ho dimostrate le
due seguenti proposizioni:
I. Data 'equazione alle derivate parziali di ordine n

haF: f( CESEN T i )
— § 1%, 2. —— ? " W b * »
D'Imayu—m I: .fr 'El El.l:' ﬁ_ff T aIpayu ]

(1) Bsistenza eyl antegrali in altuni tipl & equuzioni alla devivete parzigli, ® At del Reals
Istituto Veneto di Svienze Letters ed Art »+ 10mo LXVII, parle secondn.
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Ove p non pud superare m— 1 e g non pud superare n — m, ed in cui f
e simbolo di fenzione continng e finita rispelto a tutti gli argomenti
che contiene, rispetto ai quali — ad eccezione di # — ha rapporti
merementali parziali inferiori, in modulo, ad un numero positivo
assegnabile S, sempre esiste una funzione z (z, ¢) finita e continua
msieme con le derivate parziali degli indiel suddetti che soddisa
all'equazione proposta; e di pii1 & per z =z,

E)m—i ' -
ﬂ,mm—zj = i () (i=1,23,...m)

Q PEY ¥ = o

‘JI:I—II'I-—i : ]
=y () (i=1,2,3,... n—m)

0y

essendo le ; (y) e le d; (c) funzioni prefissate ad arbitrio, supposie
finite e continue e derivabili # —m—1 volte quelle di y ed m—1
volle quelle di & e di piu soddisfacenti alle relazioni

(k"——l,ﬁ,...m )

T (o) = ™ () A==1,8,...n—mn

essendo x5y, un punto del eampo. (%)
1L, Daia Vequazione alle derivate parziali
pPi 0% D2 Ptz
Y =T %2 oz’ dy ' pakaytt

ove p non pud soperare m-—1 € g non pud superare n—m ed in
cui f & simbolo di funzione continua rispetto a tutti i suoi argomentil,
sempre esiste una funzione 2=z (z,y) che la soddisfa ed & finita e
confanua essa e le derivate parziali degli indici c¢he eompaiono nel-
I'equazione e di pit sono soddisfatte le ngnaglianze

Hm—ix

E}J,”'"‘ e {y) (E —= 11 2: 3; .= ”1‘]

pEP L =Ty, €
au—mﬂ—!—iz

ayu_m+1_g—t[)i(:r) (i=1,223,...0—m-1)

per ¥y =1, ove le @(y) e le o (z) sono funzioni prefissate ad arbi-
trio, purche continue, derivabill n— m volte quelle di y, m — 1 volte
quelle di 2 e di pin soddisfacenti alle relazioni

k=1,2,...5—m-| 1)

k=1,8,...m

ol () . G () (

Tolfo €ssendo un punto del eampo in eni la fsoddisfa alle deite con-
dizion.

(!l §i intende ¢he o p o ¢ raggiungane il valore mnssimo mdic¢ato nell’emuneiato, altrimenti
In propesizione 1 & sostituila dalla II.
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2. Ora qui mi propongo di provare che

56 per entrambi i tipi di equazioni s wmnmettono verificate per la f
le condizioni espresse nella proposizione 1, prescindendo dalla finitezza
dei rapporti incrementali rispetto ad Y, la funzione z che sodidisfa ql-
Veguazione ed alle condezioni ai limifi enunciate, ¢ wnica.

E codesta dimostrazione noi faremo seguendo In via traceiata da
Goursat nello stabilipe la nnicita della soluzione in nn'equnzione dif-
ferenziale del primo ordine

il
2 =flz,1)

ammessa la condizione di Lipschitz, (") |

Ci Jimiteremo, PEr meva comodita, ad wn’equazione del 9° ordine
ma la stessn dimostrazione & estendibile ai tipi general di equazioni
da noi considerate.

Sia dungue data l'eqoazione

3
o

%z | _rizr_)
tf;rdy__f(r’T'z’ dy

ove [ & funzione finita e continua in un eerto campo A rispetto ai
quattro argomenti che contjene ed ha vapporti incremental; parziali
rispstio agli ultimi due argoment: che in modulo gon Superano un
nimero positivo S.

In virth della proposizione I esiste una funzione z(z, y) finita e
continug essa, le derivate parziali prime e la seconda misia, ehe sod-
disfa all’'squazione proposta e che per x =, diviene Wguale a o (y)
© Per ¥ =1, a Y {x), essendo D (1) =1b ().

Se noi poniamo
J

o= [ulz,y)dy-t o (z)

Yo

con » mova funzione Incognita, la u stessa dovra soddisfare all'equa-
zione

=1 (iﬁ v, f::'- (2, ) dy 1 (), n) (2)

Yo

e perche siano soddisfatte e condizioni ai limiti da noj imposte per
la 2, bisognera che la sia lale che per x—=uz, & riduea n g’ (y),
perche allora

¥

z(;tgy)=frt (Toy) dy + 1 (2) = ¢ (1) — @ (yo) -+ O (2) = o (y)

3o

(1) GoURSAT. Cowre ' Analyse Mathémntigue, Tome I, pag. 372
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e d'altra parte
& (I: ?fu] — ".b f.‘]:"].

Ora nella nota citata abbirmo fatto vedere che la suecessione di

funzioni
ty =0, g (2, ), ug (2, ), . .. us (2, 9), ...

definita da
x y
1y (2, o) = [ f (-L‘. Y [ - (, ) dy - (), 2o (2, ?:‘)) 4z -+ ¢ (y)

Yo
tende m un determinato rettangolo di vertiee inferiore sinistro Tollo
(contenuto in 3), ad una funzione limite continua U (2, %) che soddisfa
all'equazione (z) e per 2=, si riduce a @ (y).
Codesta funzione U & unica: supponiamo, se & possibile. che vi
sin un'altra funzione U, soddisfacente alla stessa equazione e alle
slesse condiziont; sard intanto,

Uﬂmwzji@&j%ﬁﬁw@4d$%m%&+€WL
X Ty

Ne discende che

Us (7, ) — ta 2, ) = f [I(r Y, f TUx (@ 9) dy + & (o), T (z, ) —

ig
: |

— (:r, Y, f s (2, y) dy =+ (2), s (2, y))] dz.

Yo
Ma, indicando eon M il massimo modulo di U, nel retbangolo detto,

IUJ-—HaI-“‘ESjEHfUdﬂ,nyfy‘—I—)UIH(E;;:-E..:
¥

. < SM (y — 90) (2 — @) + M (z — =)
0 cosi

U—usssm T2 [y OS] gl

] Ul —— r < S'M [..Ii' —;:;:I?u}ﬂ [{y . yﬂ) || 2 [y '_"Efuju I (y—yﬂ]a“ =

21 1 31
t ﬁf—yﬂ}ﬂ]
' 21

Tn (m“mﬂlﬂ
+ M Loy
ed 1n generale

I U:‘—‘Hn ' < S*'M

(T — @)™ 5t (n—2Y (y — 1) |
p==1l % V=1 ¢! '
(x— )" a2

| gy 5 (

n—1 =

" — 2) (57 — )

2 3!
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Se indichiamo con K la magpiore delle due differenze X — %o, Y—1Yp
abblamo a fortior

'{ﬂ n—1}
Uy — 4 | < 8M ——— (1 K5 4 50901 ?:ETF (1-- Ky —

31— 1!
_ (SK - SK*=)»—* M (SK®-- K)

n—32!  a—1 13

Facendo tendere # all'infinjto, il secondo membro tende manife-
stamente allo zero, epperd e

lim | Uy — iy | =0 53

10 che mostra 'identita della funzione T, colla U come dovevasi

dimostrare.
F. SiBiran1.

—t i H—

1. SENOVERSO®

L

I. Sino alla fine del IX secolo, nella risoluzione del triangoli piani e
sferici, si ricorreva per ogni angolo o a una sola funzione trigonome-
trica: la corda MN (%), ehe sottende il doppio dell'arco corrispondente(®).

A questa funzione il eelebre astronomo arabo ALBarant (380-928) (*)
sostitul la meta PM, e la parola (di origine indiana), eolla quale egli ,
Ja indico, fa poi latinamente tradotta eolla parola sinus (pag. 17, T.) ().

Egli inoltre considerd un’altra funzione: Il segmente PA, ¢he fu poi
chlamato sinusversus; per opposizione, si chiamb allora sinus rectus il
seno PM e sinus toius, o sinus perfectus, 11 raggio QA (®).

(*3 Avondo wiate ehs in alenmni bralbndl 01 Navigazione, spoecinimente inglesi, 23 {a usn dells
funziond vesse, e phe Queste uso si vorrebbe ora, da quulennoe, estendeve anche frn noi, mi sono
chiesto s» snrebhe stato opportuns considernre In Prigoacmetria anehe gueeie antiche fanzioul,
Credo mon del tutto inntile pubblicare qui & visullati delle nue ricerche, assieme alle ronelusioni
a8 eui assi mi hanno condotto. Le notizie storiche, delle quali non © eilata Ia fonte, sono state
dedotie principalmente, dalln Hivtowre ds VAstronomie i Deramare a dalle Vorlesungen iibar
Gesehichile vy Trigoneatrie di Eravsmini, Lipsis, ed Tenbner.

(*} Si prega il lettore di fare g fignra: percii, tracciato un cireolo dl centro O e fissnta in
esso 'exigine A dezli arehi. sezni il diameiro ADA, e il diametre ad easo perpendicolare BOB,
‘prendendo per pmato B Postremo dell’arco ¢hie kv per misnra +X); pescia, seelto tn arep aua-
lungue AM T'angoio AOM anry I'nngale ¢« qui considerata), da M conduen le perpendicelari MF e M{
al dismesro AA, ¢ il dameire BB, rispetiivamente; prolunghi fnaimente MP sino ad ineontrare
nuovamante i} cireolo in N,

(¥) Per breviti divo 7a corda MN. anzicld 1o misurg della cordre MN rigpetto al raggio; ana-
lognmanie in ssgnito,

13) Int Intine : ALRATErsTTSs. Fu eos) shpraunominale perche nreque a Halan, citth della Meso-
petamia, ma il sno vero nome era Mowasmep ves GepER.

() Le citazioni eos) fonlroseguate si riferiscone al min Trattalp elementare di Trigonometria
(I ed., 1104, :

%) 11 senpverso non o dongoe altro she la saetia deil'nreo doppio: ed & sppunlo guesta Ja
denpininnzione che nsdh Fipoxare fo. 1175). ;
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L'uso di queste due funzioni semplifico molto sensibilmente 1 me-
todi precedentemente nsati dai Greei per la risoluzione dei triangoli:
fu pol con esse che I"ArBaram: viesel ad esprimere la relazione fra
1 tre latn e un angolo di un triangolo sferico (*), la quale permise di
risolvere 1l briangolo stesso direttamente, senza ciodé ricorrere alln
scomposizione in doe friangoli rettangol (7).

2. Circa un secolo dopo, altri due astronomi, arabi anch’essi, AzovL
Wera (987-998) e Isx Jovwis (979-1008) considerarono tre nuove fun-
zioni: [umbra recta, Vumbra versa (o wmibra prima) e il diameter wm-
brae, che corrispondono, rispettivamente, alla cotangente, alla tan-
gente ¢ alla secante, e le coi denominazioni sono, evidentemente, di
origine astronomica. K fu guesta una idea forfunatissima, perchs
cost st polerono facilitare e abbreviare nolevolissimamenie molti cal-
coli astronomiel (p. es.: quelli in eui compariva il rapporle fra il seno
dell’tncognita e il seno del complemento dell incognita stessa). Le
moderne denominazioni fangente e seeante (di origine geometriea,
(pag. 22, T.) sono dovute al medico danese F'ixg (1514-1576).

Oltre le emque fonziom pracedenti, wn’altra ne era statn conside-
rata fin dagh Indiani: la metad della eorda del supplemento dell’areo
doppio, la quale corrisponde al coseno. Gli Avabi non se ne servi-
rono, ma fu poi richiamata in uwso e Viera (?) la chiamd sinus »e-
siduae. |

In quanto alle denominazioni delle funzioni complementari (delle
qual ho fin qui nomirate solo la cotangente & il coseno) ricordo che
Cavarierr (1598-1647) (°) propose di distinguere le funzioni seno, tan-

(Y1 Brroneaments abtribuite all Errero.

(*} T risoluziens di nn triangole gqualungne, pianc ¢ sferice, uredinnie In scomposizione in dns
briangoli retinngoli presentava gravi difficolti quande 1 dati erano i tre lati (1 caso, in cul di un
trinngoio sierico miano dati i bre angoli, dagli antiehi non fu considerate maui),

Por il triangelo piane Towomes eonosceva Ias relazione che pusse fma | tiz Iabi & Ia differenza
dei segmenti determinati dalla perpendicolare abbnssate da un vertice € sul lato oppoesto, rela-
zione che cells solite notazioni {§ 120, T.) si pub ora esprimers cosi

(n— ) (m -1- B)
1
£

n— =

guindi. eszendo nota u--m = ¢, egli poleva calcolnro m ed m e poscia o e §. (E notevole. o questo
proposito, In dimosivazions geametricn che Toronee deile della egunglianza o — 32 = (@ -+ b) (@ — B)).

Anche per il epso analogo della Trig, sferica egli ricorreva alla considernzions dei due seg-
menti, T eul ¢ diviso un Iato da nno del due archi di eircolo messimo ad esgo perpendicolari o
passanti par il vertice opposte (§ 228, T,); ma il suoo procedimente & molto piti complicato del
precedente, & inoltre egli non dimostra e neppure enoneia la relazions di eui si serve.

ba Telazione eorrispondente a gnella usata per 1 triangell piani, sopraindicata, & sa ora
esgere (esere. 2140, T,) 2
tam (e — &) tan ) (a -+ &)

tap 3¢ )

tan ) (m —m) =

(@ Chiamo anche prosinus ¢ amsinug la Llangente, franssinuosie o prosemidiomatri la saeante,
Unesto melematico franesse (1540-1603) fo il pio grande geometra de’ svel templ, e dette per
pruto Je formule analitiche generali eche gervono alln riscluzions di tutti i brisogoli piani e

sferici.
"} Fu allisvo dl Gavrmzo & col sup famoso metodo degli indivisibili aprt Ia vin alla inven-

zione del Caleolo dntegrale. Ricordiamo anche che nelia sua Trigonometric plana et sphoerics
(Bologna, 1835), trovasi moelte probabilmsnte per Ja prima volin, Ja formula che &% 'area dsl
triangolo sferico in funzione dell'eceesso.

L '-rl!,- 'I"-"'l-.

P =
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gente, secante e senoverso dalle rispettive complementari, agziun-
gendo a ognma di quelle il qualificativo di prima e ad ognuna di
queste 1l qualificative di secunda (onde, p. es., tangens prima e tangens
secunda sarebbero, rispettivamente, la nostra tangente e la nostra
colangente); e che le moderne denumivazioni ecoseno, cotangente e
cosecante (d1 ovvia etimologia) sono invece dovute a GuNTEg (1581-
1626) ().

3. Prescindendo dalle funzioni complementari, sono dunque quattro
le funzioni trigonometriche, delle quali occurrerebbe conoscere i va-
lor1 corrispondenti ad ogni valore dell’nreo.

Ma le prime tavole trigonometriche complete, ealcolate cum ingre-
dibili labore da Rerico (1514-1576) {*), danno solo i valori del seno,
della tangente e della secante (*) (di 10” in 10" con dieei cifre). Cid
prova che fin d’allora non si ritenne necessario I'uso del senoverso;
e infatt questa funzione divenne pressochd inutile, dopo la introdu-
zione dei seno del complemento. Piu tardi perd furono pubblicate
delle tavole contenenti anche i seniversi: le prime, di cui abbiamo
notizie, sono quelle che lastronomo Maeixi pubblicd a Bologna
nel 1500,

Alirettanto s1 puo osservare per le tavole legantmo-trigonome-
triche. Le prime sono guelle deli’olandese Viacg (wm. 16007?) e con-
tengono il seno, ln tangente e la secante coi loro logarifmi, ma non
contengono né il senoverso, né il suo logaritmo. E non li contennero
neppure totte le alfre grandi tavole del Garoviner, del Veea. del
Carrer, .... che vennero dopo. Le tavole che contennero anche i
logaritmi dei seniversi furono pochissime e poco note: le prime fu-
vono indubbiamente quelle che il Cavavrreri {*) pubblico 2 Bologna
nel 1632 (7). '

Da quanto precede risulta intanto c¢he fin dal secolo XVII I'uso
del senoverso non era, generalmente, ritenuto necessario.

4. Molto tempo dopo, la risoluzione di un importante problema di
Navigazione, il ealcolo del tempo mediante le distanze lunari, richinmd
in uso il senoverso e il suo logaritmo, e si pubblicarono per essi delle
tavole complete e disposte come le tuvole logarilmo- Lrigonomelbriche
moderne,

() A questo matematico inglese & dovata ia prima fdea da] regelo logaritmics, I gnale in
Inghiiterra porta anche ora il sne nome,

(%) Cosl ehiipmeto paveli nacque nelln Reziz, ma il suo vero nome ers JOA DUIN,

(®) €he Rrzio chiambd, rispetbivamente, perpendicolnre, base invtenwss, Epli caleold 1 sem
anche con quindin cifre: il manvseritto elie 11 conteneva era stato pevduto e [¢ exsgalments tro-
vato dal matematieo tedesco Prrisco (1561-16135, il quale ripublied, correggendolo erd estendendolo,
il grande lavore di Revico.

(*} U qonie. come KErveno, chiamb mesologgrithusue il lognritaio tangente, tomo logarithmus 1l
logavitmo secanie & versi logarithmns il logaritme seno verso,

(*) Mi pare ehie I DELAMERE noh avesse sufficienie conoscanza el laver trigonometriel dei
Cavawens; inftti egll non aceenna cha alln Trigonomieteia plunn ef gphuerica che dichiara sn
traile sunmaire = superficiel. Tovece il BrausniCoL lia dovatoe citare tante wvolte 'omiie fraticello
che & un cetto punle ha eselnmato : Dock kahren wir noch sinnuel zu Luctelreri zuriick 2

A e R
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Per cid, olive il senoverso PA di «, si considerd anche il seno-
verso di 4% —w, che si chiamd cosenorerso dia: pol, siccome i seno-
versi di archi supplemeniari non sono, in valore assoluto, eguali (eon-
trariamente a quanto aceade per le ordinarie sei funzioni trigonome-
triche), si considerano altre due funzioni: il senoverso di +—ga e il

-

senoverse di w—(3n—a)=1x-a, che si chiamarono, rispeltiva-
mente, 1l subsenorerso e il subcosenoverso di «. Onde, raccogliendo e
usando ovvie abbreviazioni, si ha

senva=1—cosa=2sen*} o — PA,

cosvea=—1—sena=2cos’} 2= QB ,
s.8env o =1 cosa=2sen” (45— 1q) = A, P,
5. cosva=1- senx=2cos* (45" — 1z) =B, Q.

I valori di tuite gqueste funzioni si ebbero nella tavola del Gug-
PRATTE (), di 1" in 1" con sei cifre decimali; guesta tavola & a due
colonne: la prima contiene

senv o = cosv (90° 4 a) = cosv (90° — 2) = 3. senv (180° — «) ,

e la seconda eontiene

s.senva =s.cosv (90" +-a) =s . cosy (90° — z) = senv (180° — a);

quindi, per dare i valori di una di quesle quattro funzieni da 0°a 180°,
essa dovetle essere estesa da 0° a 90

Invece di gueste funzivni il Mexpoza trovh pit epportuno consi-
siderare le loro meth, che chiambd rispettivamente verso, coverso, sub-
verso e subcoverso, e della quale dette 1 logaritmi di 15" in 15” & eon
emque cifre decimali (°). Questa tavola & a quattro colonne, le quali
danno rispettivamente (usando le notazioni del Mexpoza stesso)

ver x=cov (30°4-aj=cov (90°— z)=subv (180°— o),
cov o =subv (N’ + z)=ver (90°—a)=cov (180°—g),
subv o =sube (90° 4 a) =sube (90° — &) = ver (180° — g) ,
sube o= ver (90" z)=subyv (90" — z) = sube (180° — &),

In esse quindi, potendo far varviave o da 0° a 45° soltanlo, si potd
seguire una disposizione identica a qnella che hanno ora le ordinarie
tavole logaritmo-trigonometriche.

La tuvola del GuiprarTE perd fu presto abbandonata, quasi com-

pletamente, ancle in Francia (®)), ¢ lo stesso GUEPRATTE, appena fre-
»

(‘) Probldmes Q' Astronomie niligue ¢ e Navigation. Brest, ed. Lefonrniar, 1840,

(%) Codecrion commieta do Tablus parn lov usiog de lo Noavegneion, Madrid, ed. Alepgria, 1850, —
Guesia o edizivue clie lio solt'oeghio, mu la mIma fu pubblicatn nel 1800 & Madiid, & nltre dus
ue furone pubblicate a Londrs mel 1805 e nel 1809, A vonierma ¢ gnanio dicemmo nlla Gne del
& preec, ditlamo dollon prefozions goeste parole, delie n proposite dell'uso del seno verso a del
Cosene VEISo .. ..., dineux trigoaomdtrican gue, nnles de ¢l (Mandozal, xe defininn por tadas, may ne
Ee neabith wo) nadie,

) Yeggnsl, p. es.: CEaBiaanDd 8 BRAvLT, Trailé d'dsironomie nantigue, Pavizi, ed. Berlrond,
1538, pag. M6
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diei anni dopo (%), sosEilui a quella un’altra tavola, la guale da il loga-
ritmo del verso e del coverso soltanto.

Ed anche I"'importanza della tavola dei Mennoza andd diminuendo,
perché, per il problema aeccennalo, si ricorse ad allin metodi piu sol-
leciti (?); ora pol, per lo seopo per il guale fu ealeolata, non ha pin
ragion dessere, perche, sin per il perfezionarsi dei cronometri, sia
per lestensiono sempre maggiore della geniale idea di Svumwer, il
metodo delle distanze linear1 & ormai cadoto in obblio (?).

L'uso delle funzioni verse ricomineid dungne n non esser ritenufo
necessario; e lufatfi, esaminando i moderni trattati di Trigonometria,
st vede clie molki neppur le nominano (Le Covre, Scrrer, Hamnner,
Brior, Couserouvsse, Hris, Guyou, Vacouany,...), e che guelli che le
nominano, non ne fanno pol uso mal (BALTZER, ScELOMILCH, CHAU-
vENET, KLEYER, CABEY,...).

Solo in Inghilterra (guasi esclusivamente) non si volle abbando-
nare l'uso delle funzioni in discorso, specialmente neil ealeoli nantici;
e 1a che si trova L'onico frathato moderno di Trigonometria (di guelll
a me noti) che del »erso faccia un uso sistematico, e quel tratiato &
appunfo il libro di testo del Foyal Naval College di Grreemwich (7). Ma
esaminiamo brevemente 1 principali ealeoli in cuil, ed ora non pii in
Inghilierra soltanto, si ricorre a quelle funzioni.

6. In quanto al senoverso natorale non conosco che un gruppo
solo di formnle, nelle quali, dagli Inglesl se me faccia comunemente
usgo; quesbe formule sono guelle che servono per il calcolo della de-
viazione della bussola e sono tubte dello stesso tipo: basta dunque
esaminarne una, p. es,, gquesta

1

- senv G) + = sen Csen E.

1 1
stenB(l-I——_EsﬂnD—l-l—gsmwB—?
Ma perche, per un tale canleolo, ricorrere anehe n una tavola di se-
niverst naturali, anziché servirsi della solo tavola che da il seno
(e quindi anche il coseno) e che & la meta dell’altra? La formula

sarebbe allora

H 1 1 1 1
3 —=senB (Fi -5 SEHD—IQEGHB—F?E{JHG) —]—Esenﬂsen E;

e non vedo che presenti inconvenienti di sorta. A meno che non si ri-
lenga per un inconveniente il dovere tener conto del segno del coseno;
ma non lo credo, perchdé lo stesso inconveniente si presenta qui anche
per il seno, potendo B, C, D, £ essere negativi. Del resto, e guesto

(') Munuel d¢ Napigation, Brest, od, Lefournier, 1852,

) Vegzasi, n. es, CaTroLica, Trattuto di Nuvigasions. Livorno, ed. Ginsti, 1893,

() Do Monddiziansen jedoeh pind datsichlich anf dasr dusiterbeclal peselz worden, — GELCICH,
Das Ende der Monddistansen, Mitbeilungen aus dem Gebiete des Seawesens, 1008,

(1) Goopwin, Plane and sphericai Trigonometry. London, ad. Longmans, 1891,

¥
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sia detbo in generale, sono fermamente convinto che le piccole diffi-
colth, ¢he presentano nella pratica 1 segni delle funzienmi trigonome-
triche, sparirannoe completamente quando, per la definizione delle
funziom trigonometriche di un arco, si ricorrerh da tutti alle coordi-
nate eartesiane dell’estremnta dell’arco slesso (88 23 e 24, ).

Molio pin importanti sono 1 cas1 in cui delle funzioni verse si usa
il lognritmo soltanto, oppure il logaritmo e 1l valore naturale insieme;
esaminerd guesti casi nel $§ seguenii. Qui agziungo solo che non so
di altri ealeoll 1n ewi, ora, si vicorra comunemente a1 seniversi nafn-
rali (senza ricorrere anche ai loro logaritn), ma che, se ne esistono,
per oguuno di essi i pobtri sempre rvipetere la osservazione prece-
dente (').

7. Mi limiterd ai due principali calecoll in cui si fa uso der loga-
ritmi delle funzioni verse (°).

Il primo di quesli calcoli & quello ¢che da Yangolo orario P in
funzione della iatitudine o, deil’aitezza & (o delln distanza zenitale )
¢ della dechinazione & (§ 286, T.). Per cio, dalla formula

sen t=—sen ¢ sen s 4- cosp cos d cos P, (1)
che s1 pud scrivere

sen h—cosf{p —2)—2cospcosnsens P, (Z)
si hin

(g — &) —sen h
COS D CO8 D

- CUS
Dsen"i+ P =

y (2)
e quests si caleola in due modi.
Il primo, ehe & il pit noto, consiste nel porla sotlo la forma

send [z-F (5 —3)1sen fz — (3 —3)]
Ccos ¥ eos 9

e qui puo, evidentemente, essere comoda una taveln di logaritmiversi
(per 1l caleol> mverso finale), risparninando eosi una division per 2

(1 Belptivament: all'use del waley]! nakturall rimando il letlors z quante gIi ne disai in alira
olCinive= Swll'ust - gnlle tavele dei valpri nalwrali delle fanzieni elgonemielriche, * Periodico a1
Matemation ., 1008). Hicorde cha quost'nse devette esssare dn quando in tutis le tavole succas-
sive alla grande favolp di Viace quel valorl sparrone sompletaments, Cecortende eceészional-
mente, il valore naturals del sene hisopnave quindi rienvarle dal corvispondenie logaritmo: a
mene che nen % possedesze naa tavelan df funzions verse natornli, clix allorn bastava sottrarro i
cogeno verso dall'onita (GuserATTE, . )

Uno, ckie, puv essende gid in uso le tavole 13 NEFERe, scenibl a servirsi dei valari naturali,
fn Tastronomn ipnesa TowaosarTawe (15616470 v jai 1] Dersucon (Hied da "4 M. vol 1,
pag. 204) diee: "1i est singulier,.. qn'll alf eherche & prolonger "usnge de In prosiapherise,
lorgyne les * astronomes étajen! en possession des Tables logarithmigues de Neéper. On tient &
ges wiaillas © habitudes, on devvail s'en défier on pan plnr; et & I'on n'a pas le hon esprit d'y
renoncer, il * fandrati e garder dumoing de les trasmeiire aox Glives, a gni V'on pont en indiguer
de * meillenres .. Parols d'oro gueste ultime; na] postreo caso perd nen mi pars siano applicate
ginstamente del tntto, e cib per 12 ragioni che bo addptie nella mia nota ora eikata

I“y A seanse di aguivoel, avvarte cbe In Inghilterta il senoverso @il verso 81 chinmano, rispet-
tivamante, versed sine e halfpersing @ i Indieano brevements con vers p con Aar, Avverlio pore
who in qualehe poblLlieszione tedesea lbo visto indicars con sem (semiisinusrersiz) & ron cosem
complementivensisinnusversns) Il verao & il subverse. (Yegensi, p. es., A. Wepenmven, Hemerkung iiber
die Baréchnuny dey Hohe cines Gestirnz, * Annalen der Hydrographie, 1902),
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(del logaritmo del secondo membro) e nna molbiplicazione per 2 (del-
I'area ricavaio dalle ordinavie tavole). E una tavola di logaritmi versi
s1 trova ora, non solo nelle raccolte nanticle inglesi (*), ma anche
nelle germaniche (%), nelle tedesche (°), nelle spagnole (*), nelle porto-
ghesi (°). Non si trova perd nella raceolta del Camrer (%), usata per
lango tempo in Francia e, anche ora, in Italia: & certo per ¢io che
m Francia e in Italia 'uso dei togaritmi versi, per i ealeoli nautiei,
é stato finora poclissimo noto.

Il secondo modo, non molto noto, col quale si ealeola Ja (3), con-
siste nel calcolare prima la differenza

cos (p — ) —sen ki, (5)

mediante una tavola di valori naturali delle ordinarie funzioni trigo-
nomeiriche, e nel continnare poi eon una tavola di logaritmi dei nu-
mer1, una tavola di logaritmi delle ordinarie funziom trigonometriche
€ una tavola di logavitmiseniversi, {Sono dunque gquaitro le tavole
che occorrono, ma, quando esse siano opporfunamente limitate (%),
pare che guesto non sia un inconveniente). B una tavola di loearitmi-
seniversi si ha, p. es., nella raccolta francese del Serres (®) e in quella
portoghese del pa Matra ().

Qualcuno ha anche proposto di metiere la differenza precedente

sotto la forma _
Senv 2 —senv (p — 5), (6)

@ di ealeolarne il valore mediante una tavola di seniversi naturali,
Evidentemente guesto procedimento non differisce, in sostanza, dal
precedente; ma richiede una tavola di semversi naturali, mentre il
procedimento precedente richiede una tavola di valori naturali delle
ordinarie funzioni, la quale, potendo servire a molti altri scopi, do-
vrebbe ormai trovarsi sempre in ogni buona raceolta (*°).

(M) Imeaw, Natical Toadles davigned for the use of british seamern. Londra, ed. Tribner. — (Juesta
raecolta, Inveee di una tavoln phe din i valorl naturali delle ordinarie funzioni trizonpmetriche,
ne eontiens una ehe di solo ; seniversi naturali (da 09 o 1800, 31 17in 1’ & eon sei cifre deeimali);
vecorrendo quindi [ senc natnrale hisngna proeedero come a': deilv welln notn alla fine dol 3 b

1?) Lisowsvygs, Sammiung Fiinfsieliiger logarithmischer, trignometrischer und mantischer Tefeln.
Kial, ed, Toecha, 1000,

(] V1TAL, Tnonle e prontuar: par i ealrali di Navigasione, Vienna, ed, Deuticke, 1605

() Grarko, Coleccidn de Tabias ngudicas. Ferrol, Impr. * El Corrac Gnllego ., 1905,

) Foxrounra, Tébuas mautious. Lislos, Typ, da Empreza da Histovia de Foriugal, 1007,

(%) Tables de Logerithmes. , , . Vanpes, ad. Tafolye, 1807,

(") SERREB, Tables condansies, Paris, ed. Gauthier-Villars, 1801,

1 e

(%) Tabon polytelica, Lighoa, Typ. da Emprenza da Historia de FPortugal, 10086,

Wnasta tavoln originalissima con dne gole eolonne di il modo @i risolvere gnalunnue triangolo
sferico; 8 maeriborebbe d] eszars presz in seria vonsiderazione, anche per vedero se & il caso di
ineoraggiare il grande lavoro a cni si & accinte l'antore, quello di enlesalarin econ disel cifre deci-
mall e eon un passo non inferivee & 1%

(M Cercando (neiln stessa iavoin dei seniversi nakurali) I'angolo il eni senoverso & nguale alla

i Uifferenza caleoluin, si poirabbe fare a mene della tavola dei Jogaritmi dei numeri. Uni ossorvie
givne annloga 81 potrebbe fare anche per il procedimento precedente, mn il BekRrps, & parer mio
giustamente, non I'bu eredula praticamente opporiung,
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Osservazione, — Il caleolo di P si pud fare anche o con un an-
golo ausiliario, o coi logavitmi di addizione e sottrazione, o coi soli
valori naturall del seno; ma non & quesio il luogo di esaminare anche
questi procedimenti.

8. L'altro caleolo nautico che voglinmo cosiderare, in cui si faccia
uso dei logaritmiversi, & quello di & (o di z) in funzione di ¢, 5 e P.
per mezzo della (1).

I procedimenti indieati per guesto importantissimo caleolo sono
molti e nella maggior parte di essi, volendo usare i logaritmi trigo-
nometrici, s1 riecorre all’'uso di un angole ausiliario (Y). Per aleuni di
guesti ultimi si & trovalv opportuno servirsi dei logaritmi versi, e il
pii notevole & certamente quello (*) in cui, ponendo

cos o cos & ver P
cos {p — 8)

vVerxy —

s1 b
sen it = cos (p —B) cos x;

ed & indohitabile che I'uso della tavola in discorse & anche piu utile
gui che nel caleolo della (3).

Un altro modo, corrispondentie al secondo modo indicalo nel § prec.,
consiste nel calcolare il valore del termine 2 cos o cosdsen®*L P con
una tavola dei logaritmi delle ordinarie funzioni trigonometriche, una
tavola di logaritiniseniversi o di logaritmi versi (nel gqual easo oc-
corre aggmngere il logaritmo di 2, che si sa a mente) e una tavola
di logaritmi del numeri; questo valore, tollo dal valore naturale di
cos (p — 3), da il valore naturale di senh, ¢ quindiil ealeolo si com-
pleta con una tavola di seni naburali selianto.

Anche qui aleuni propongono di trasformare la differenza (5)
nella (6), onde, uvendosi allora '

senv z =senv (p — ) — cos ¢ cos 3senv P,

si ricorrera a una tavola di logaritmi delle ordinarie funzioni frigo-
nometriche, a una tavola di logaritmiversi, a una tavola di Jogaritmi
dei numeri e a una tavola di seniversi naturali, Ma mi pare che si
possa, 1In proposito, ripetere i'osservazione fatta alla fine del § pre-
cedente (%).

r

(') Ho visto ricorrers a divcd diversi angoli ausiliari. (Vegeasi, principalmente, Lepien, Fee
nouvslies methoden de Navigation. Paris, ed. Dunos, IR77; WepeMEvER, |, &; Seress De I"emplui
Uune table des lignes noturelles denas lew calewls ds Mer, ® Revue Maritime et Coloniale .. 1B85 TI).
E oltre gquesti procedimenti, sa e hanmo vaxi altvi, in eni si ricorre o ai logaritmd d'nddizione ¢
sottrazione, o al valori natnrall del seno, o ad artifizi speeiadi (veggansl le mie due note Sul eal-
colv relatire plle »ulle dallezen, * Rivista Mnvitbma ., gennnio 1903 e aprile 1004),

(=) Lehrbuch der Navigation, herauvsgegehen vorn Reichs-Marine -A mt. (Berlin, ad, Mittler, 1906).

%1 Qm purs si potrebbe fors o meno delln tavoln dei Jogaritml dei numeri, ezreande nelln
atessa iavoln dei logaritmi verai l'arce 01 cui logaritmo verse & ungunle al lognriimoe del fer-
mine eos p vos d senv P,
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9. Tutto guanto precede mi pave che conduca alle seguente con-
clusione.

Dei valori naturali delle funzioni verse (in particolare, del seno-
verso) si pud benissimo far a meno, perché in ogni ease si pud, ad
essi, sostituire i valori naturali delle ordimarie funzioni trigonome-
triche. B una tavola di questi ultimi valori deve ormai far parte di
qualunque raccolta, perch® il loro uso (eccezion fatta per i grandi
calcoli della Astronomia e della Geodesia) & spesso pin facile e piil
sollecito di qusllo dei corrispondenti logaritmi.

De1 logaritmi seniversi, o dei logaritmi versi, pud invece esser co-
modo servirsi, e quindi saria opportuno che ogni raccolts di tavole
(specialmente nantiche) contenga nna tavola dei primi o dei secondi.
Resta a discutere se sia piit comoda una favola di logaritmiversi o
nna tavela di logaritmi seniversi: molti sono per Ja prima, ma pa-
recchi sono invece per la seconda (Y).

A questo proposito poi debbo aggiungere due osservazioni. Prima
di tutto a me pare che la tavola orn accennata dovrebbe essere com-
pletamente separala da quella delle ordinarie funzioni trigonometri-
che (); e e, sia per semplicita, che le colonne agginnte a quest’ul-
fima cosbituiscono un ingombro, specialmente per quelli (e saran
sempre molii) che delle funzioni verse non fanno uso (%); sia per uni-
formita, perché, dovendo il logaritmoverso, o il logarimosenoverso,
esser dato da 0° a 90° bisogna (a meno di non aggiungere quatiro
colonne invece di due) agginngere poi una tavols apeciale per gh
archi da 90" a 180° (). In questa tavola sarebbe poi molto opportuno
dare ghi archi tanto in gradi, quanio in ore: e cid pPer oVvie Ti=
gioni (°).

L'altra osservazione & di indole didattica. A me pare che, pur rite-
nendo opportuno I'nso di una tavela di logaritmiversi o di logaritmi-
seniversy, non sia affatto necessavio introdurre la considerazione delle
funzioni verse mella sistematica tratinzione della Trigonometria. Per
me Vimporianza di queste funzioui non e pit quella di dieci secoli
fa (§ 1); ora se ne pud fare & meno benissimo e basta, nella risolu-
zione dei triangoli, mostvare la comodita che pud risullare dalluso
di una tavola, la quale dia addivittora i logavitmi di sen®$ 2 e simili,
in funzione di @ E, a dir il vero, cosi si fa in parecchie delle tavole

{') Coms, p. es, il Serers & il pa Marra, g1l citato.

(*) Come, p, es., nella citata raccolla del Ligowsss dal ViraL,

(*) E nolla saceolda citata del Gxarfio gquesto ingombro & aumentsfo aneors dall’apgionta dei
valori i Ltan®ia a di Lein®! o. valori slie, ae creduti ofili, devrebbero, essi purs, essers rae-
colti in una favole apesiale, o, tull'al pi, rianifi in una sola tavola eoi walori di Leendax o
di L guz®l ¢

()} Questo aeecads, p. es., nelln raeoolia dsl Foxtouvma, gia eiktata,

{®) La nots tavela de] Lanrosss (Zubles nawtigues, Parls, chez les libraires des Cartes & Plana
de ln Maripe, 1870, come pure guedla dellz citatn raceolin el Viran, donne li angoli soll1n ore,
e yuasta & upa complicazione por tuthi i easi, diversi ds gquallo dell'angele orario, in enl put con-
vemra di ricorrere a quella tavala.
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citate ("). Insomma, la tavela 1n discussione non dovrebbe essere pre-
sontata come una tavela di una determinata funzione trigonometrica,
ma pinttosto come una comoda tavola di valori numerieir bell'e ecal-
colati: come sono, p. es., le tavole che danno dwrettamente il loga-
ritmo della radice quadrata di sena, e 1l logarimo della tangente

delln meta di «, conoseendo « (®).
' . Pxscl.

SU ALCENE PROPRIETY D'CN PINTO NOTESOLE DEL PIANO DEL TRIANGOLO

La Geometria del triangolo che, in guest'ulfimi temp1 ha merita-
tamente ricevuto un considerevole sviluppo, s aggira intorno alle pro-
prieta delle lines e dei punti notevoli del piano del triangolo. Parecchi
puniti sono stati oggetto di celebri pubblieazioni, con eni, illustri ma-
tematici additavano ai enltor della seienza le rilevantissime proprieta
dei punfi medesimi, mostrando come la Geomeiria del triangolo, pur
essendo stata, per molto fempo, tenuta in poco confo, sia uno dei
rami piia fecondi, pin belli e, insieme, pia facili della Geometria. Me-
diante frasformazioni, aventi per base il friangolo fondamentale, ese-
gunite sui punti suddetti, puo, dai medesimi, dedursi una lunga serie
d'altri punii notevoll, 1l numero dei quali, ormuai, pud ben dirsi illi-
mitako.

Noi ¢i proponiamo ora lo studio delle proprieth d'un punto mo-
tevole del piano del triangolo, il quale, pur non essendo stato mai,
per gquanto almeno e alla nostra conoscenza, oggetto di particolare
studio, ha tuttavia una non lieve importenza nella Geowefria del
triangolo, sia pev la semplicita delle sue coordinate, sia per le vane
sue costruzioni geometriche, sia, infine, per le relaziom semplicissime
dalle quali & legato con molli altrl punti nolevoli.

Questo punto sard da noi chiamato punto Q. Le sue distanze dai
lati del triangolo fondamentale sono divetiamenfe proporvzionali mi
raggi del circolt exinscritli, ad essi relativi,

Essendo P un punto qualpnque del piano del triangolo ABC, per
semplicith ed omogeneita, conveniamo di denotare con A;, By, C,, ni-
spettivamente, 1 punii in cui le rette AP, BP, CP incontrano i lati
BC, CA, AB e con o, Bu, ¥» 1 valori del rapporti (BCA,), (CAB,),
(ABC,).

(1} Come, p. &8, nelle tavole del Lisowsxi, del Lanrosse, del Graifo, del Vira
()} Vegeasi: MaosaoH)l, Tarole ¢ formule nautiens. Milano, Hoepli, 1833,
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I. Le tre conginngenti gl exeentri d'un Eriangolo rispettivamente ai
punte in cui i lati teccano la circonferenza inscritia, concorrono i un
bunte, le cul distanze dai lati del iriangolo sono direttamente propor-
2ionali ai raggi dei cireoli exinseritfi,

Siano A, , B, , 0, le proiezioni ortogonali dell’ incentro 1 sui lati
BC, CA, AB. Detti, al solito, Ia, Ty, I, gli exeentri, i triangoll I,1;1,,
A, B, C, sono omotetici: dungue le rette 1.4, , I,B, , I.C. concorrono
nel cenbro Q d’omotetia. '

Per evidente similitudine di triangoli, abbiamo

ﬂ:q « Iy = QA? " A]-' In_,
¥o:m=1=88B,:B, I,
ﬁq o Ve = Q(:-!:- - UJ.- IE '

essendo 2., y,, 2, rispettivamente, le distanze del punio @ dai lah
del triangolo fondamentale. Avendosi pol evidentemente

QA]-: A}.- ]-u;:QB}l:B;-' IT;___QG:F ' G? Il:'l

s1 deduoce
‘II’.ll e 'yq o Iy = 3" H r.: .

BE noto eche il centro della eirconferenza circoscritta al trian-
golo LLI, & il punto 0,, simmetrico dell’incentro di ABC, rispetto
al circoncentro O; il circoncentro del friangolo A, B, C, , poi, non &
aliro che il punto I '

Dunque la retta OI congiunge due punti corrispondenti della omo-
tetia fra i triangoli LLI, e Ay B, G, , percid passa per il punto Q.
Potremo dungue affsrmare:

Il punto Q ¢ allineato con Pincenire e il cireoncentro.

2. B opporiuno far subjto notare la seguente importante pro-
prieta:

1l punto Q, il baricentro e il punto (i GERGONNE 20n0 allineats.

Iufatti, 1] triangolo ABC & i triangolo ortico del triangolo I, Iy1,,
quindi, detti A,, B., €, i punti di mezzo dei lati BC, CA, AB, le
vette k. Ag, Iy B, I. C. sono simediane del triangolo I, I, 1., gnindi
€sse concorrono nel punto di Lemomme del tmangoio I,1,1,. Dimo-
striamo che questo punto appartiene alla retia I'G, essendo T il punto
di Gereonne del triangolo fondamentale, Sia, infatti, K, il punko in
cul la vebta I, A, taglia GI'; il punto I' & punfo di Lesxomse del
triangolo A. B, (, , dunque la retta A, I" & simediana del Lrinngolo
Ay By C;; percid, siccome i triangoli I,1, I, A, B, C, sono omoletici,
le rette I, A;, A, I'. sono parallele. 1 triangoli GAT, GA; K; sono
dunque simili, e si ha quindi

GL: GI; = GA: GAH,
da col 8l rieava
GK; =1GI.
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Analogamente si dimostra che le reite I, B, I.(}; taghiano la retta GTI
nel punto K;; questo punto & pereid il punto di Lemorse del trian-
golo I Iy I.. Dunque la retta GI', eontenendo due punti corrvispon-
denti nella omotetia da noi precedentemente consideraia, passa per Q.

Diremo dunque, riassumendo,

“ Nel punto Q) coneorrono cingue rette notevoli del piano del triun-
golo, ossia.

a) la congivngente Uincentro eol circoncentro;

b) la congiungente il bariceniro eol punto di GERGONNE!

¢) le tre comgiungenti ¢ ceniri det cerche ex-inseritty rispeltivamente
coi punti di contatto dei Ity con la circonferenza inscritia,

Qui eade in acconcio fare pnn interessanie osservazione. 11 bari-
centro non & altro che 11 punto di coneorrenza delle eongiungents
vertici del triangolo eolle proiezioni del cireconcentro sui lati opposti;
analogamente il punto di Gerconne non & altro che il punto di con-
correnza delle congiungenti 1 vertiei del friangolo colle proiezioni
dell'ineentro sui lati opposki. Talehe si pud dire che 1l bareentro e
il punte di Gereonne deduconsi rispettivamente dal eireoncenfro e
dall'ineentro in modo perfettamente annlogo. Inversamente, & mant-
festo ehe il civeoncentro e I'incentro deduconsi dal baricentro e dal
punto di Gereoxne in modo perfettamenle analogo. Questo fatto,
ginsta ln precedente eouclusione, mostra la relazione intime che legn
il punto Q eol eirconcentro e Uincentro, e il medesimo punto col bari-
centro e il pwito di GERGONNE.

3. Una costruzione abbastanzn semplice del punto Q & per esempio
la seguente:

Pei punti I,, I, 1. si condnecano le parvallele ordinatamenfe ai
lati BC, CA, AB del triangolo fondamentale, e siano Ty, Ty, T. 1 ver-
tici del triangolo ehe ha per lati queste parallele. Le reife AT,, BT,
CT, concorrono nel punto Q.

Cid & evidente perchs i tviangoli T, T, 1., ABU sono figure cor-
rispondenti nella omotetia nella guale si corrispondono i triangoli
Talule, Ay By Oy .

Albre eostruzioni pin semplici seno fornite dal teoremi seguenti:

4, Le congiungenti i wertici del triangolo fondamentale rispettive-
mente ai piedi delle altezze el triengolo podario dell ineentre concorrono
nel punto Q.

Infatti il triangolo ABC & il triangolo ortico del triangolo L Iyle:
dunque le rette che conginagono 1 pinli A, B, C a1 piedi delle altezze
del triangolo A, B, C, passano pel centro d'omotetia dei triangoli
L.I.1. e A, B, C,, ossia pel punte Q.

Le congiungenti @ punti in cui le biseltvici esterne del triangolo fon-
damentale tmcontrano la cireonferenza civcoseritia, coi punti medi dei
lati del triangolo podarvio dell incentro, coneorionc nel punio (.

Infatti, i punti in cuil le suddette bisettrici incontrano la circon-
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ferenza circoseritta, non sono altro che 1 punti medi dei lati de]
triangolo I, 1, 1,.

1l punio di Naerr, i punto Q e Uincentro del triangolo che ha per
laty le parallele ai luti del triangolo fondamentale, condotio per pied
delle altezze del triangolo podaio dell’incentro, sono allineati.

Infatti il punto di Nager J & meentro del triangolo che hLa per
lati le parallele ai lati del briangolo fondamentale, condoite per i
verticl opposti. Ne viene, come consegienza, la verita ora enunciata,
poiche, al triangolo che ha per lati le parallele suddette, nella omo-
tetia fra i triangoli 1,1, 1oy Ay By C. corrisponde il triangolo che ha
per lati le parallele ai lati del triangolo fondamentale, eondntie pel
piedi delie altezze del triangolo A; By C, . e, quindi, all'incentro del
primo I'incentro del secondo.

5. Siano rispeftivamente Q.. Qu, Q. i punti d'incontro delle rette
ByCq, CoA,, AB, coi lati BC, CA, AB del triangolo ABC. 1 punti
Gay Qu, Q. appartengono a una medesima retta, che & la polare #ri-
bineare del punto 0.

Ui posto, vogliamo dimostrave la seguente importante proprieta;

1°. Le insimedione dei triangois in ewi il triangolo fondamentale
sperzato dall’ ineentro, uscenti dull’ ineentro stesso, incontrano rispettiva-
mente i lalt del triongolo fonclamentale nei piedi delle ceviane del
punto €).

2. Le essimediane dei trivagoli suddelii, uscenti dall’incentro, 2n-
contrano i lati del triangolo fondamentale sulln polare trilinecre del
punto Q.

Consideriamo il triangolo BIC, e supponiamo che Ia insimediana
di esso, uscenta da 1. tagli il lato BC in un punio R. Per una nolis-
sima proprieti delle msimediane, &, in valore assolifo,

BR:CR=1B’: [C".
D'altra parte, si ha

quindi la precedente diviene
BR:CR =¢r,: br,,
e poiche, dall’essere, sempre in valore assoluto,

BA;:CA,=area AQB:ares AQC,
BA,: CAy=cre: b,

rieaviamo che il punto R coineide col punto A,. La retta IA, &
dungue insimedians del triangolo BIC, uscente da L.
In modo perfettamente analogo, si fa vedere che la retta IQ, o

essimedianga de] triangolo BIC, uscente da 1. I teorema & eosi pie-
namenie dimostrato.

scende
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6. Le perpendicolari alle bisetivici interne, condotte per Ulnecentro,
meontrano & late vispeitivi sulla polare trilineare del punio Q.

Invero, la retta IQ, essendo essimediana del triangolo BIC & tan-
gente alla circonferenza ad esso ecircoscritia, ossia alla cireonfersnza
di dismeiro II., quindi & perpendicolare slla retta II,.

Questo teorema ci da modo di dedurre, in modo molio semplice, il
punfo Q dall’inceniro. Condotte, infatfl, per Vincentro la perpendico-
Iari alle bisettriel, suniscano 1 loro punii d'incontro coi lati rispetlivi
a1 verticl opposti; tali congiungenti sono lati d'un triangolo omologico
col triangolo fondamentale: 1 cenbro di tale omologia & il punto Q.

Percid, dal triangolo reftangolo 1.A,Q, si deduce

Qu. A}' . A;.' Ai — 'I'E.

Le conginngenti  vertici del triangolo pedale del punto Q) rispettiva-
mente o punle e cui le bisetivici esterne del triangolo fondanentale in-
contrano la circonferenza circoscritta, concorrono nell incentro.

Iufutti sia A, il ponlo iu eui la bisellrice esterna T, I. dell’an-
golo A, tagha la eirconferenza circoscribta. La vetta 1A, & mediana
del triangolo Il, 1, e quindi, siccome le rette BC, Iy I. sono antipa-
rallele nspetto all’angolo formato dalle iseltrier Bl,, Cl,, la retia 1A,
uon e altro che la insimediana del triangolo IBCU, unscente da I, ossia
essa coinelide colla rektn IA, (v, 3). In modo analogo si prova che le
rette B,I, C,] passano rispettivamenlte per 1 punti in eui le retie
I, I, . 1.1, tagliano la circonferenza ecireoseritta.

(. 1 punti 2n cui le perpendicoluri, calafe dall’ incentro sui lati, in-
contrano le relte che congiungono @ vispeftici excentri coi punti o incoitro
dei lali stessi con la retic Ol, stauno sulle congiungenti 1 vertici del
triangolo fondamentale col punto Q.

Sianoe rispettivamente Q;, Qq, Qs 1 verfica del triangolo ebhe ha
per labti le congiungenti 1 verticl A, B, C col puntl in em la polare
trilineare del punto Q incontra 1 lati oppesti. | triangoli ABC, Q1 Q. Qs
sono omologicr e Q & 11 loro eentro domologia. 11 trinngolo 1, 1, 1. &
circoserilio al briangolo ABC ed & omologieo con esso: I & 1l centro
d'omologia. Percio le rette 1Q,, 10, s1 taghano sul late BC, ossia
in Ay ne viene come consegnenza che 1Q, & perpendicolare a BC,
Cio posto (%) 1] Eriangolo ehe ha per latl le relte 1, Q,, 100, 1. Q. &
inscritbo mel triangolo ABC ed & con esso omologico e QI & 1'nsse
d'omologia ; fa 1. Q: passa dangne pel punto  eni la vétta O ta-
glia BC. Cio vuol dire che, nel punto @y, conecorrono la perpendico-
lare calata da I su BC e la rebta che congiunge I, con il punto di
incontro delle rette BC, Ol, come era da dimostrare.

8. Le rette TA,, QA s incontrano sullu congiungente il wvortice A

at punto di GERGONNE.

(") V. In mia noia Sul trigngulo, ® Periodico di Matemalica,, anno XXIIT, paz. 154,
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Infatis, sia S il punto d incontro delle reble IA,, Q4;. Oonside-
riamo 1 trinngeli SA A;, A, @ Ia; cost rviferiti essi sono in omologia,
poich® le coppic di rette Agdi, Qi Lu; SA;, A, T1,; SA,, A, Q, S'in-
contrano sulla retta OI (n. 7); dungue le rette SA,, A,Q,, AL PaS-
sano per wno stesso punte. Cid vnol Jire che SA, passa per A, osgia
che il punto S appartiene alla retin AT

Dalle proiezioni dei pimti di contatto dei laii con la virconferenza
mseritta, sulle vetta O1, le distanze dei puntt di contetto medesimi dai
piedi delle ceviane relaiive al puitto Q e all’incentro somo vedute sotto
angoli egueali,

Infatli, sia Uil punto in cui la retta BC taglia OL, e V la proje-
zione ortogonzle di A, sn OI. Siccome le coppie di punti UA, VA, ;
VAq, VA; si separano armonicamente, anche le coppie di relle
VU, VA, ; VA, VA, si separano armomicamente; percid, essendo,
per ipotesi, le rette VU e VA, fra loro perpendicolari, esse sono le
biseibrici dell'angolo eompleto determinato dalle altre due; guindi:

ﬂqﬁ.ﬂ.}l e A ¥ ifﬁ| .

9. La vetta 10, & tangente comune alla circonferenza BIC e alla
circonferenza di diameiro AJ. Ne segue che Q. & il centro radicale
delle circonferenze ABC, BIC e di quella di diametro AL Talchs,
detfo A's il punto in enj quest'ullima circonferenza incontra ulte-
riormente la circonferenza circoseritta ad ABC, la retta AA', passa
per 0.

Ne viene la seguente importante proprieta:

Le tre congiungenti + vertici del trinngolo fondamentale coi punti in
ey le circonferenze di diametro Al BI, CI incontrane ulteriormente la
circonferenza circoseritta, sono lati d'un triangolo, che ¢ col duato in omo-
login di eentro Q.

_ Wuesto Leoremn ci suggerisee una semplice costrnzione del punto Q.
Infalti, dn csso si deduce che, se le congiungenti I"inecentro del trian-
golo fundamentale, coi simmetrici dei verbici rispetto al circoncentro,
imcontrano ulteriormenle In circonferenza circoseritla nei punti A'e,
0. Ua,y le rette AAY,, BB, CC sono lati d'un triangolo 1 omologia
con ABCU: il centro d'omologia & il punto Q.

10. Le perpendicolari, condatte pei vertict del triangolo alle congiun-
gente ¢ vertici stessi cof pundi in eui I polare trilineare del punto Q
eneonira ¢ lali opposti, concorrone nel summetrico dell” incentro rispeito
cd cireoncentin,

Infatti, la retta TA', perpendicolarve alla AQ, (n. 9); dunque, Ia
perpendieolare alla retta AQ., condotta per A, essendo parallela alla
refba 1A%, passa pel simmetrico di I rispetto al punto in cui la per-
pendicolare allu AQ,, condotta pel centro di AA%, taglia OI, ossia
passa per Oy, simmetrico di I rispetto ad 0.

= ﬁff-‘,ié
AR

o= aoy, SFY
" -_'IL"-‘

3 A= "'-..._-l'

T oAk DLl
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E noto che Oy 8 il eentro della circonferenza circoseritta al trian-
golo I, Iy I, e che in esso eoncorrono le perpendicolari condotie dagli
exeentri sui lati BO, CA. AB,

Di gui dedoeiamo un altro modo semplice per eostroive il punto ().
Intatty, detti Ao, Bo, €y 1 punti in eni Je rette AQ,, BOy, CO, taghiano
la cireonferenza circoscritta, le rette A0, B0, C;0 mecontrane ulte-
riormente la circouferenza circoseritin nei punti Ay, B, 5 sopra
consideratl,

o1 deduce ancora che i punii Op e 1 sono isogonalmente coningaii
rispetto al iricngolo Q1Q=Qs.

Avremo, conseguentemente:

1A%, AQy==1B¢.BOy=1C%.CO,.

Le perpendicolari calate dai vertici del triangolo fondamentale sui
lati del triangolo pedale el punto di NaceL, concorrono in un punto,
1 cus triangoto podaiio & shmile al triangolo Q,Q4Qs.

Il triangolo pednle del panto J di Nagen non & alivo che il trian-
golo podario del punto Op; dangue le perpendicolari condotte per
A, B, C al lafi di guel friangolo concorrono nel comugato isogenale
del punto O, nispetto al triangolo fondamentale; 1 lati del briangolo
podario di quel punto sono dunque rispettivamente perpendicolari
alle retle AQ,, BO,, COy, (*) vssin sono rispettivamente paralleli ai
lati del triangolo 9,Q.0s.

Poiche 1 wertiei dei triangoli podari di due punti isogonalmente
coniugats appartengono od una medesima circonferenza, si ricava che
1 punil in cut la circonferenza eivcoseritia al Lriangolo pedale del
punto di Nager, incontra niteriormente 1 lati, sono vertiei d'un trian-
golo simile al triangolo Q;Q:%);. .

1. Le conginngenti i vertici del triangolo pedale del punio Q coi
punte an cwr 1 lale opposti d'esso tnconirano rigpettivamente le bisettrici
iterne dei triangolo fondameniale, concorrono nel punio X di Lesoine.

Infutii, detfe vispettivamente m, n le rette B,C,, KA., si ha (%)

@(p—c) b(p—n)
"y, =— — * M ;
! elp—a)’' ™° a(p—10)
inoltre, poiche la refta n e il punto K s’appartengone, avremo
- ; — =1; - | ﬁt =1,
Tl: (1 &Ly Hy
da eui, essendo
c(p—0) ¢* ® b
i?.-.=—~b(p__ﬂ)' gk ="—"73; Pr=— P e

M Cfr, In min notn Su alrsns proprisie ded fracmgolo, * supplements dz] Poriodice d4i Mate-
maliea _, Anoo X, Fnze, V-V,
2 G, Ia mmia wobis Sul drfungwle, ™ Fervivdico 41 Matematiea ., snne XX, Tase. 1V,
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51 ricava
b=t p—a) @y
T A PTG hpaa

Pereid, indieando con 2 Al rapporto di partizione del lato BC de-
terminato dalla rvetta (A, mn), avremo

1 1

M Ne c
oy — - = b s

iy, — Hy

di cui si desume che il punto mn appartiene alla hiseltirice uscente
da A, come l'enunciaio richiede.

Questo teorema metie in relazione il punto Q col punto di Lg-
MOINE. Si vede parimenti come dal punto Q) possa rapidamente de-
dursi il punto di LEenoing,

12, Le congiungenti gli excentri vispettivamente wi punti in eui le
bisettrici esterne incontrano lu circonferenza cireoseritia, incontrano i
lati del triangolo fondamentale ne: peeds delle ceviune relative al coniue
gate isogonale del punto Q.

Le pervpendicoluri alle bisettrici interne, condotie rispettivamente per
g excentri, incontrano i lati del treangolo fondamenlale sulla polare
trilineare del comugato isogonale del punto ).

Sia, infatti, Q' i) punto 1sogonalmente contugato al punto Q (in-
verso del punto Q). Bseendo Ay, By, Cy, rispettivamente, i punk
n eni le retie AQ', BQ, CQ’ tagliano i 1ati BC, CA, AB, consideriamo,
nel triangoio I, BC la trasversale angolare I, Aqg. Si ha

— r . ¥ . . 78 ¢, b
LB =ac—=; L(*=—ga —, da cui LB : LG = —:—.
.}u ?h ?“ Th
A vendosi pol, in valore assolnlo,
e b
Bi‘iu' - GA{J_’ — T Ty
e T

sl deduce _
B..&Ll" y {:A{]’ - E—;E ’ ];;'GH,

e si conchiude che In retig I. Ag & insimediana del frianngolo I, BC.
Siﬂuumaﬂﬂ vor le rette BC, Iy 1. seno antiparallele rispetto all'an-
zolo L.L.L, la retta I, Ay dimezza i) segmento I, 1., ossia passa pel
punio 1n eui la hisettrice esterna I, I, taglia la circonferenza eir-
coseriba,

Osservando che 1a perpendicolare alla bissttrice Al, condotta
per I, & essimediana de) triangolo I, BC, con considerazioni analoghe
alle precedenti, si rileva facilinente eh'essa tagha il lato BC sulla
polare trilinenre del punto . Sono dunque completamente dimo-
strate le veritd snunciate.
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13. Il contugato isogonale del punto Q) é allinewdo con lineeniro e
il punio di LEmoINE.

Infatti, con gunantitd rispettivamente proporzionali alle distanze
dell’incentro, del punto di Lenoine e del punte QO dai lati BC, CA, AB,
formiamo 1l deferminante
D p v
A= { b e
p—a p—b p—e

Se in questo determinante sommiamo le ultime dne colonne otte-
niamo Ja prima; dangue  questo determinanfe & nullo, pered (') 1
punti I, K e Q sono allineati.

I vertici del triangolo fondamentale, i bariceniro, U'tncentro e il
punfo Q sono punti d'una medesime conica.

E noto, infatti, che i punti coningati isogonali a tutti 1 punti di
una retia rispetio o un dafo friangolo, determinano una conica circo-
seritta al triangolo dato. In particolare, la conica coningata isogo-
nale della refta che contiene 1 punti K, I, Q', passa per 1 punti G, I, €
ed & circoscritta al triangolo ABC.

14. Il coniugalo isogonale del punto Q ¢ il punto di LemoiNe del
triangolo che ha per vertici gli exeeniri del triangolo fondamentale.

1™ DivostrAZIONE. — Infatti, giacehs le distanze dei punti I, Is, 1.
dalla refta BUC sono rispettivamente eguali di raggi dei cireoli ex-
ingerittl, per wna nota proprieta del punto di Lewsoing, la distanza
del punte di Lexoine del triangolo 1,1, 1. della retta BC, ha per

espressione

ii"'hrln Irﬂ__[_ "o In—]-l.-ﬂ_ Ya Ih L:-
LI+ LI+ LS

In quale, avendosi, ecom’ & noto,

-

o+ il z? .
LIC=4pR. . LT =d4pR. 5 LL'=4sR.
sl riduce a
fS I
@ b ¢ 7
LT

B sicecome, analogamente, si rieava che la distanze del punfo di
Lemoise di I, Iy I dax lafa GA, AB, hanno per espressione

25 1 25 1
" - - -
& . ¥ & B &, b A
M=) XIS =l PR e e
Ya (AT Ve T b o

si conclinde ehe 1l snddetbo punto & precisamente Q'

(") Cir. ln mis nots Sul friengeio.

.-
il o gy e B B " |
. -
-

- B e ey e T
-
- g = -

L B

e 3 LT
i

1, e L e e
e —— I
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2%, DiMosTRAZIONE. — A] p. 2 abbiamo siabilito ehe il punto di
Lenoineg K; del triangolo I, 1,1, & un punto delln veita GI' e che il

medesimo punto & syl prolungamento de] segmento I'G in modo
che si ha

10 posto, dette rispettivamente

Ty Tyo oy, Te distanze di T, @
e K; da BC, Ia semplice ¢

onsiderazione di (e triangoli rettangoli
sitnili, ¢i permeite di scrivere
Gr . {}E—[ —_— (:ﬂg R .’u";: ) . {Tki — -T;.:l.
dalla quale, per la precedente, si irae
e __ SIg*—-T- ;
mj 3
ossia, essendo, com’® noto
Te=3h; gy ==—Tala
o &Y e ?"3"‘1"1."}_1';-

. ha (m, - 9,) |
S 2 (ra - "+ e

Se ora ricordiamo la formola (*)

1 1 (1 ]
}!3 o 2 (?'b + '-"’;-,)?

riconosciamo agevolmente che |

4 precedente divieye

" 1 - i 1
L. — 08514 x . -
; " —E— b + e y e I (?'n _] b —[_ ‘l‘.:} Ta

s’ nferisce clie le distanze del punto K, dut lali BC, CA,

ersamente properzionali ai ragei dei ¢ifcol; exinseritti;
dungue K eoincide eon G

Dalla precedente dimostrazione,

1l coningato isogonale del punty W ¢ il punto o incontro della reltc

ohe unisce il bavicentro o th wunto i GenrcoNnNe, con In conginiigenie
Uincentro e i punte di Lenoixe.

15. Ricordando che in ogm tr

Dalla quale

AB sono iny

pel n. 13, risalia anche:

langolo le congiungenti i vertiei ai
punti medi dei lati del iriangolo ortico concorronoe nel runto di Le-
moline, pokremo conchindere conie segne:

* Nel contugrto sogonale del punio () cone
“vult del pinno el triangole, e cind -

a) la congiungente I'incer
b) la congivngente il by

¢) le tre coRgiungenti g
dei lati e

Grrono cingue rette nole-

ro eof punto i Lemoiye;
icentro col punio (fi (ERGONNE ; '
i ercentri vispettivamente i punti medi

|
1

") Cfr. Supplemients ai Ferviodico dy Metemation, anno IX, fase, 1L
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Dal deito emerge gquanto segue:

1°. I punbi Q e Q costituiscono la coppia di punti isogonalmente
coningatl esistente sulla retta che congiunge il baricentro al punto di
Gergonne, e non sono aliro che 1 punti d’incontro di quest'ultimn retta
colie eongiungenti I'incentro al circoncentro e al punto di Lemoine.

2" I vertici del triangolo fondamentale, il punto di Lemoixe, il
punto Q e 1l sno contugato isogonale appariengono a una medesima
conica (coningatbn isogonale delln retta GI').

I6. Unendo 1 vertiei di ABC nspettivamente ai simmefrici di
Ay, By, G, vispetbo al punti di mezzo dei lati relativi, otfeniamo tre
tragversali angolari, le qualh concorrono nel punio (y reciproco del
punto Q. Cid posto, pud facilmente dimostrarsi la seguente proprieta:

It reziproco del punto Q, i reciproco delf’incentre e il baricentro sono
allineats.

Premettiamo che, se le distanze d'un certo punto dai lati del trian-
golo sono direttamente proporziovali alle quaniita «, B, v, le distanze

del reciproco di esso dai lafi stessi sono divettamente propovzionali
1 1 1

alle quantita Pa’ TR o Percio v facile vedere che nel determi-
nante

p—a p—>b p—r
Th b Figy
PP P
* bq T
1 1 1
a b ¢

gli elementi delle snccessive linee sono direttamente proporzional
alle distanze der punti Qy, I, G dai lati del triangolo fondamentale;
sommande fra loro la prima e 'ultima linea g'ottiene la seconda,
dungue 1l determinante & nullo. 8i eonchinde pertanto ehe 1 punti
Qo I & G sono allineall.

Poiche 1l lnogo dei punti reciproci dei punti d'una retta rispetio o
un dato triangoelo & una coniea circoserilia al medesimo, si deduce che
ln eomien che passa pei punti A, B, C, &, L, Q (n. 13), pud pure consi-
derarsi come il lnogo dei punti reciproei dei punti delln retta G Iy Q..

V7. La congiungente & reciproco dell’ inceniro col punto di GERGONNE
passa pel reciproco dell’ inverso del punio Q.

Infaiti, 1l determinante ,

1 1 1
(t* b o
1 1 1
a{p—u) blp—b elp— )
P I 7
@' (p—a) Lip—10bt) (p—e)
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nel quale gli elementi delle sucecessive linee sono guantitd rispetii-
vamente proporzionali alle distanze del reciproco dell'incentro, del
punto di Gereoxne e del reciproco dell’inverso del punto Q dai lati
BC, CA, AB, & nullo, giacch®d sommando fra loro Je prime due linee
81 oftiene Vultima, Dunnue i suddeti punti sono allineat:.

Analogamente si dimostra la segnente proprieta:

L inrerso del vecipress del punto Q, il punto di LEmoiNe e I’ inverso
del punto di NagrL sonn allineati,

I8. ¥ noto che il raggio del cerchio circoseritto ad I, 11, I, & doppio
del vaggio de] circolo circoscritio al triangolo ABC; quindi, siccome
il raggio del circolo circoscritio al triangolo podario dell’ incentro
e 7, il rapporto % della omotetia fra i triangoll A, B. C., LT, I, &
date dalla formola

[

;=

=

2
Perciv avremo (n. 1)

QL: QO =1r: 2R,
0ssia, per nota propriei,

QI : (QI+420I)=»: 2R,

da cmi
2r
QL= 2R —» Ul
08814
2?‘ i
QI — ER‘—" 9 ] H [R-__ E?'}.

Per conseguenza sara

2R - » :
L ]

Possiamo valerci di queste formole per frovave le distanze
Ty UYus 2y

del punto Q dai lati de) triangolo fondamentale. Infatti dette m,, 2;
le distanze di 0, I dal late BC, si ha

(2 —2): (o — ) = QT : Ol = 2 » 2R —1):
di qui, essendo, com’s noto

Ta—7r
"T|:T:r REEZR ) 1
o

si deduce agevolmente
?‘-
Tq_-zl{l_r -"‘ﬂ;

analogamente
y 7"

ST GR— T #4=BR — 5 7

o g e

- -
3 iy
-,

e L phh. v i,
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A gueste formole si pud anche dar In forma secuente:

4

. 28
== ary - b, - er. 5 5
25

Ly — « Fiia
Yury by e

Le distanze der punfi @y, Qu, Qs rispeltivamente dai Inti BC, CA, AB,
s abttengono del parm con grunde faeilith; indicandole ordinatamente
con By, a, 53 81 hanno le formole:

" — 23
G = "
iy 6r,—+er, """

Eg — M
ar,— b —er, - "

" — 35

oy —

o e
iy =+ bt ere " "
Queste possono mettersi sotbo la forma seenente

— " — — 7

-

Oy = e Gp= iy I P
PR =y Y AR —y, M = SOR—p " "*

S1 ricava pereid agevolmente

2Rr 2R 2R

Re=sr—7ni @=zp—5+ Q=g

19. Si ha, evidentemenle

o b,
BA,=ua B i OAj=a ko

0, S8 s1 vuole,

Vg == m—0r
BATI =8 4K o 3" Cﬁq i 411 n o

Pereid, per un nolo teorema, indicando con A, 'area del trian-
golo pedale del punto Q, si ha
» B8R~
B = (R —2y —#) (4R =~ ry — ) 4R — 47¢ — 1) B,

Possiamo subito determinare I'area del triangolo pedario del punto Q,

conoscendo la distanza del punto Q dal eirconcentro. Infatt:, dalla
nota formola

Eu . (H-E — 6@2)

S
4 R*°
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(dove con A, s’indiea l'aren del suddetto triangolo podario), scende
(n. 16)

7 (4R L #) S

2R (ZR—r)p ™

Da ultimo, segnaliamo le formole

oK Si”R [R (AR 4-»)® — p* (R 1) B ﬁ;ﬁﬂ]

.ﬂ*;] _—

m® (2R — ) n®

o H a 9 fz : BR_“‘ y o . "
93 — e {(Ep'—m ) [ETT }:',121{ _’T}]_4J—E(BR1'—I—p"—ID-;--]}:

Q_'I‘E_ ” f2p° (12— 2R») — m¥%* | S (g — pm?) Ry f-LR"!—?')l_
TR (F—=) T2 F—pF T @R —F

dove, al solito, s'¢ posto

M+ b1+ c=2p; a - b° - F=m?;
be—ca--ab=1": a' -+ 5® -

SU ALCUNT DETERMINANTI DI FUNZIONI

Siano f, fi, fu.. .. fu -1 funzioni delle variabili Rl M 8
e consideriamo il determinante

o o o
01 0Tz Oy
oy Ofy o
Dif, fiy...f)=|"" om o om

|

fgfi% of

01y Oxe T T O0x,

Lisso & ad un tempo nna combinazione lineare di n jacobiani ed
una combinazione lineare di n determinanti K come si vede subito
sviluppandolo rispetto alla prima colonna od alla prima linea. Se si
mdica con K, (f) il determinante K delle f; ... fy rispetto alle

. . . II:“; -.fﬂ']_lﬂ'i_{_t.__;rn
s1 pud serivere:

D(f, fry... fi) = 22K (f) (1)

i OTy

Lres ﬁ*-r-';'—-:-r_—."
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donde, indicando con ¢ un'altra funzione di & ... 2n:

_wils 2L 4 as)
D (tf, tfr, ifu) e (f* oz | fﬂ:ﬂi K, (/)
e, per una nota propriela dei delerminant: K: (%)

DGf, tfitf) =S (¢ 2L o) K () =

_ e apy OF
=0 3L T+ 2 i, Kl
= DU, fs R -EFD G- )

Questn formola serve ad esprimere il determinante D delle fun-
zioni composte per mezzo di due determinanii della slessa natura
ma con funzioni semplici. Essa pnd seriversi:

D(f, tfy,...th)=0UUDE, fi,.. . )+ FDE fry .. ) (2)
Dalla (1) si deduce pure:

D thiree ) =5 LE(N =82 KN =ED, fo . )
dunques:
DU, thir...tf) =D fi, ... fo) ©)

Da queste formole possiamo dedurne alire riguardanti il caso 1n

eni la funzione moltiplicatrice & la f oppure una delle f;.
Per es. dalla {2) si deduee, prendendo coms moltiplicatrice la [:

D (f% ffis... ff)=2"D

dove si & posto per semplicitz D in luogo di

D(fr fl 1 "'fF'}'
Analogamente:

D‘:fi,,fzﬁ'___fﬂfu].z?‘“{f]j{fs’fﬁ'__*ffu)-—%-f’D(f’ ffl: “'fﬁ;z)]'__
_ futt [pfnii DL for D] —8f*+) D,

In generale sara:
D, fireoo fifa) =7 fo-304D, ()
Infatti, ammessa questa, si ha per la (2):

D, fhar. - FRY=D s i o P ) =
=D e R FDE Ty )
=fa:| {_}.f'r[uﬂ—l] —u T _E_ f:f[r—]}n D } e (_’. + 1} ?l‘r[u-fi} D
dunque la (4) & vera in generale e ci dice che moltiplicando tutte le
funzioni di D per una potenza qualsiasi »—1 delln prima di esse,
i1 determinante si viproduce a meno del fattore » . fihth,

(y V. ald vs, F. Tasoar, I Belerminanti, pag, 284
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Ora prendiamo come funzione moltiplicatrice una fi qualungue.
Si ha sempre per la (2): |

D(Ffisfifivee - V=1 Do f)+FD (oo . £.)): ma
' 0 oo

anl:j sz 03"

D[ﬁ!ﬁ:*“flllz fl :}i‘]_ Dfl zfl a{ﬁ'lﬁ""f”)

Ei:'t:l'”ﬂ.l:n ﬂ(.F],Iﬂq-+--rl:l'
f, a_,f“ Of
a 'ﬂ.I_'[ ST E’:r]]

dunque:

DUhs Afie fafil=/rt (D4 £1)

dove si &, per semplicith, indicato con I il Jacobiano delle #; rispetto
alle z;. Segue:

'D(ffl!.flfil fﬂﬁ)zﬁ“+rﬂ{ﬁﬁ! fﬂJ

Dunque moltiplicando tutte le funzioni del deferminante D per una
di esse che non sia la prima, il determinante si trasforma nel pro-
dotto della potenza (rn 4 1)m= della funzione moltiplicatrice per il de-
terminante K di tutte le funzioni sempliel.
Passiamo ora a molfiplicatrice )a potenza seconda di 7.
Abbiamo, sempre per Ja (2)

DL o Faf=F0 U Do, fofor v Fuf) -+ £5. DG Fiis . £uf)]
=FP KA fo oo fud R D, £ oo fo)]
=1 [f** K+ ff I = f#+5 { D1 9T ),

In generale sara:

DR, RFE o faff)=Frmty (D4 o1 ), (5)

Infatti ammessa questa si ha, per la (2):

DR o B YO DA il O D i fof1]
=D o D Fffr DA fiy . ful =
= (D A of D) DR T = feshosn D o (r 1) £1).

Dungne la (5) & vera in generale e ¢i dice che moltiplicando tutte
le funzioni di D per una potenza qualsiasi di una di esse ehe non
sia la prima, il determinante risultante si esprime scmpre per mezzo
di vn determinante D ed un Jacobiano di fanzioni semplici.

Dalla formola (3) possiamo po1 dedurrs delle relazioni fra jaco-
biam. Infatti abbiamo :

D, L)=D (ffi-1,5. 2 ) ...

y oy lﬁ_

=D (f, %ff—f-_—‘f Lfn)

s e

*:r:.#aml s
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donde : _
ia E) ( fi E)
.na(f’?"."'.' £ ,,ﬂﬁfa'“'fa
I Dy <o 20) =T I C Y
(4 -0
OV a bos —F
=1 [ fu
a[ﬂﬁ, ...:I'_n)
Ed ora applichiamo la (3) a dimostrare il
TeoraMa. — Condizione necessaria ¢ sufficiente perché tra n -1
funziont £, 1y, ,.. [, delle variabili xy Xp, ... X sussista una reluzione

della forma
Ao+ et Pma =0 (6]

dove le o sono funzioni omogenee dello stesso grado g rispetio ad fi
fo,...1n, & che sia identicamente nullo il determinante D.

1°. La condizione & necessaria. Infatii supponiamo che sussista
la (6); supposto fi+ 0 (come & certamente leeito) si divida per f3®;
allora 1o o si mutanoe 1n funzioni di

E B
. - it R
e 1a (6) si ridurra ad una relazione fra
I
B
ohde segue Yannullarsi. del jacobiano delle
S P R
f: £ 12 f
vispetto ad @, %2, ... Zu cioe:
E‘(f’ ;‘;""ﬁ) -

=

_ _a(ﬂ:j_ﬂfg,...lrﬂ]

1 Qra, in virta della (3) si ba:

D1, fu)=D (fs s U fi'%,:.l.h.-ﬁ %) =

: dof of J

» V am DT . :
1 (i v 0 ,]
=f5(f1;_%)=f ‘);“ ai(;)ai (;) El
B2
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infine:

1.

1}(51%,;..235) =0,

D(f,f;, ...fn]=f1ﬂ

2. La condizione & sufficiente. Infatti se

D(frﬁ:f”)=ﬂl

o g )

=0
a[ﬂh .‘L"n. ..-mn]

Sara, come si & visto,

eppero sussiste una relazione tra

i fa
ﬁf],---ﬁ

che pud sempre ridursi ad una relazione dells forma (6).

Teorema. — I determinanti D di n-1 funzioni omogenee ad n
variabili e degli jacobiani [ di queste funzioni prese n ad n 301t0, «
meno di un fatiore, identics,

Questo fatlore & Lo stesso di quello per cui le £ differiscono (CreBscH) ()
dalle o, jacobiani delle T,

Infatti, posto

I a(f:fl:---fr—-lfr-l—lg---fn} __ﬂ(I,I],...II_IIr+j,..1111)
A 3 | Zn)’ Pr dmy .. ... ... ... Ty)
r=12 ... n-41)
st ha:

| D{ftfig---fn =§fr1r;

ma, pel teorema di Clebsch, [ = Mep: essendo M un fattore costante,

dungue:
D(f, 1, o Fa)=MIp L, =MD(I, Ii,... 1)

c. v, d.

Consideriamo ora la mafrice:

Iy % o of
()1:! i}ﬂ?g . .amn

|5 afﬂ dfe E}iﬂ_

fe 0Ty Dxs " " day

o of.

0y o0xy """

o
(2R o

(') Cuemse, Bine Bigenschaft von Functionaldsterminonten. Orelle, vol. LXIX, pag. 355,

T T | WL o o S Sy T | e | =
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ed indichiamo con D; il determinante:

o % K Of o
0Ly DT 0P OFa |
Na ofa /s dfa

fﬂ 0.1y o a.'rt_i f].rf_ﬂ T O l
Bfn o  Ofy ofs

fn 0T " O 0Ty O

87

ciod quello dedotto dalla matrice col sopprimere la (2 -+ 1)™2 colonna.
Abbiamo:

0Dy (af of g_) 4. (f *f of af') ]
ey \Dz1 dxa "' dam dLdxy O%a " ompt ' """
of o )
- + ( aI‘E o i'-'J.TnE‘.'JTI
» e (ﬂf of  of r".lf) 1 (f *f of o\
Od'e o Ory 0y DT T ATy, | 0L 0fs OXy il b a,l.u) P e
1 ( LA i f )
i dry 0Tz " DITudTs
>, (_af of of ) | (f_ X of of ) n
oy W&y & T dTaa) FTDE Oz T OFn o
bl A AT
] OXy Dxa " 0¥nafn
dove si & indicato eolla seritbura
of | oY
o TR 7/ T s
il determinante
N
o 0Ty 015 0Ly
ofy 0 af
f_j T DEe D D,
P SRR oty
N & Y DI DX DLn

dove s'intende soppressa la (i-1)™2 e In (» 1 1)m3 colonnn e sosti-
tutto al posto di una di esse

0 Ef

a&:; a:l.-',-

»f

E]J:r ami )
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Dunque si ha:

( p o'f  of df ) __ ( p »f of f ) !

0XedTy  dxg " day, 0L dxe DXy T Day

h L ol L L)y DL o

L X071, oxy T OX'y, ) ) OTa OTs axy D

eppere meltiplicando le reluzioni scritte rispettivamente per 2 |
=1 (=04 (=1 ... (— 1)~

b i
- el
e sommando si ha; KL |
0 DJ E}Dﬂ + B _r__ (_- lJu_l DD]’J o ‘:-"[

i O0X g E);I:,, o

—(L L. )L ox ooy,
o {'}.'1:1 0Lz D& o OL's 0.2 D-TE'” Oy, o

e (),

E:III'.'“ E'-'.l’r'g o EJIH___I

Ora: | _
oh _dh o of
t'}.fi.-"l 43':1?1 Bk a:fll - ':._ : 3
_ : ofe f}f % ﬂfs A 1.
L.~ = mel|om,
021  Ds DTy 0.ry *
& - - - - # = ) EI
o dn  ofy '*
t}I1 a‘.}ig i ﬂlTn |1
avendo posto: EO
d(fife .. f) 2fafa...[fa) | |
I — ; 'El:l' :[1 — .
D(.'?:; i?g....;t‘.u} Ia[ma;lfa.ﬁ.i'n)
Analogamente:
(2 of o of) _ g0y
".J'ﬂ:fg ) by ) \‘}..I'a. e E:'Iu l}.I'B "
‘dove
f‘}ffg f.l_n.--;’ru]'
IE o 0 ('.F; v if NP ;][‘.“]' Che:
dunque si pubd scrivere:
Dy 2D, oD,
0Ty Oy _l—._'_[_I} 0Ty
fl ﬂfl -1 aﬁl ] -
i 0x, Il o 0.Ea ]2 _E_ o + [__ lJ i Inj’ o

=a]l —-IT=(Hm—1)1

Epperd: La Soming, cor segni alterni, delle derivate dei determi- !
nants Dy rispelto alle variupil; X; che i essi non compaiono espliciia- %

mente, ¢ uguale ad (n —1) molliplicato pel jacobiano delle § rispetto
alle x;.
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CorROLLARIO. — Il determinante ottenuio ovinndo il circolante di ele-

D _ | |
menli FX—I con una linea edd una colonnea di elementi 1, —1,...(— 1 1
i
T an omodo che sia 1 Feleimento o inerocicmento, equivale, a meno del fatf-

" - " aDE
. al eircolante di elemmenti .
i —=1 DX;

Basta infabfi sobtrarre dalla prima linea moltiplicata per n —1
del deferminante

tonre

| l =1 (— 131
(I aD; Dy . oD,
| 2.4 0.0y ) 0%
ple 0Dy - p Dy
I{ o o I 02's DIy . 0,04
x 14 l:) l_:lh ﬂ' I.‘}l : j} Du —=7
| [ 1) I oy Oy . O

la 28 3% ... (n—+1)2 rispetlivamente moltiplicate per

e, =

per olteneve:

= =1 U s 10
| 1 ol DDy
(n —1) R = | o _ﬂ'r' o ?:):.rn cive(n—J1h=—1.C
ey 1 ) & 0D
(— 1)1 3 " DR

dove C indica anzideito cirecolante. Ne segne

R= IC

i = ="

R. QecriPINTI.

PICCIOILE INOTE

@
Soprn nn problemsa nel caleolo delle probabiliti.

11 dott. C. M. Pioma in una nota pubblicata npel * Giornale di Matemalica .,
vol, XVI1I, auno 1879, visolve il seguente problema: Da un’urnn che contiens B bi-
glietti numerati progressivamente de 1 fino « B ne vengono estratti 3 e sifo lad-
BiB— 1B —2

s

dizione dei 3 nuwmeri scritti su tali biglietti: frai

case posgihiis
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quanti ve ne sono nei guali lo somma cost ottensita visulti eguale o minore (i un

ntmero dato X ?
11 dott. Piumn perviens alla ‘soluzione di questo problema con procedimenti

lunghissimi e complicati, e perd credo non inutile far vedere come si possa of-
tenere in modo brevissimo tale solnzione, servendomi dei risnltati da e ottenuti
in una mia nots inseritn in nuesio Periodico (fasc, 111, novembroe-dicembre 1907)
“ Sui grappi di wumeri naturali, aventi una data somma + Risolve poi lo stesso
Problema reso piti generale.

Fard uso ancora dei simboli introdotti in tale mis nota, ed aggiungo il sim-
bolo ny x per rappresentare il numero delle combinazion semplici di classe p di
numerl pon mageiori di B, la cui somma sin wguale o minoye di K.

Naturalmenle suppongo

E=1+243+...4¢ ¢ KZEBH+(B—1)+{B—2+...4+(B—p+1)
perchi per K<-1--2 4+ .., + P nessun caso sarebbe possibile & per
K>B4+B—1)4...+(B—p+1)

tuttl 1 casi sarshbero buoni.

1l nnmero up 5 si otliene togliendo dal numero s, x (che rappresenta le com-
binazioui di classe p, di somma <<K) il nomero di guelle che contengone vome
maggiore elemento B+ 1 le quali sono tante quante sono le combinazioni di
classe p — 1 di elementi =< B, la cui somma sia =K —(B+1), cios 2o 3,551,
poi togliende guelle che contengono come massimo elemenic B -+ 2 {e che sono

B—]-] - L3 -
No—i 5—8-2) @ cosi via, Dunque si ha:

ﬂ?‘l“ = "'Qlﬂ - {"3—1.5-3—1 + ‘”E-i-}, E—B-—2 _I_ ‘" -]. {1]'-

Per p=23 questa diventa:
I?‘EE =Ny g — ["?. E—-p-1 - “E;LB-'-E + on ok
dove in generals njy , =1, perché le combinazioni di un selo elemento = v, il cni
valore sia = ¢ (dove ¢ <7, per I'ipotesi fatia sul valore di K), altro non sono
che i numeri 1, 2, 3,..., ¢
Dungne si ha:

w
T

!IEE,;:?Ith—[fE—B—l]_]_[E B 2) 4 ---+1]I="=-E_(H;EJ

ma st ha intanto: (7

Mg t11 1 "L:=It-1+:t—-:= [“ 1] {¢ 3}+~-]+ p
+lE—24 e —4+..0=(5).

o

guindi :
(2)

B
Ny, 8 — Ho, g — [Hn,n‘._:n+1 -+ Mg, x-m)-

Per o= 3 la (1) diventa: y

B B B-H1
M5, 8 =N g — (N2, g—p—1 + Mo, K—B—a =+ -..),

e per la (2);

;i'i.?j.a,_ﬁ — N3, g — f?fE, BE-B—1 '+‘ Ry, K—B—2 + o —I— Mg, 3] + [[ﬂﬂ‘m]{'—gﬂ _I_ Hy g2 B—IJ +
+ My, g-an—o 4 Mo g_wn—3) + ...],

(') V. min nota nel Periodico di Malemmatica, Tase. ill, pag. 111, anna 1907
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LG
B
Nk = M358 — (W2, k—B—1 —+ Pg,x—p—2 T+ - . T By ge2B4). (3)

S putrabhe co=1 trovare nfﬁ, poi nf,];. aiu.
Nella mia nota succitata, a pag. 112, ho dato per uyx la formola

11K —13—(»r-+12% Bg(K }»r—1)
M3, K = 1 v v 1

dove g ed = sono il quoziente e il resto della divisione per 3 del pumero K — 2,
-+ 1 g — 1

8 dove m = %5& g & pari, e se g & dispari m = 4 2 5
& pari o dispari

Per esprimere in funzione di K o B Ia quantita )n parentesi nel 2% membro
dalla (8), si osservi che per h = 2m (numero paril, gi ha:

Pow + Zpma oo+ D=4 w4 m* 4 mlnm—1) 5 (n — 1} 4 ...
+ 2,141 = [lm+1)m+mim—1)+ ...+ 2. 1]+ [ (m—1)F 4 ... 4 17] =

n+2)im+1m  mlmt+1)Z2m4+1) mim+ 1)idm 4+ 5)
o 3 i b = 7

(4)

o per h=2m — 1 {numero Jispari) si ha:

T Lot =t mm—1) (=1 —1) (m— 2+
+ 2 1410=[w® 0 — 1* . o V] [n(m—=1) - (m—1)n—B) 4. . 42, 1] =

i E=10Em+1  m+Dmim—1)  wm(m-+1){4m—1)
o 6 £ 3 ‘ 6 '

{D)

Per far figorare h basta molliplicare, nell’'nltime membyro della (4] e della (5),
i primi due fatiori del nmnerators per 2 ed il denominatore per 4, e si avra:

per h pari:
h(h 3= 2)(2k 4 5)
24 '

S A S e+ A=
e per h dispari:

S+ BT .=

4+ 1 (h+32m+1)
.24 '

s poichd si pud subito constatare che guest'nliime numeratore supera di 3 il pre-
cedente, si pud scrivere, per h qualsins :

B(h42)(2h+5) 43 X
24

1 ey [_ }-Jh
2

B R O i e

Ora si La:

Mo g—mn—y + nag-poo+ ...+ mrapp=Zx-g3 + SE-p—2 + ...+ SRRl =

— (Sg_p-s+ Zx—m_1+ ... #21) — Zx-9p-2 + kst ... + =)=

o 1 — (— 1)E-B-2
E—B—3)[E—B—=1){gK—2B—1)+3X .
= - _
| 1 —[—1)E
(K—2B—2)(K—2B) (2K —4B+1) +3X —
; 2‘1 »

"~ ghe & l'espressione cercata.

O W= gacondochs »
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Si uobi perd che sa fosso K— B8 <06 E—28 — 2<C0, si1 dovrebbero
considerave vome nulle rispeliivamente queste due frazioni o la seconda solaments,

Si pud ora risolvers il segnente problema:

Quaniti gono i terni di somma = K formati di numeri evmpresi fre w e B,
gii estremi inclusi?

il numero di questi terni lo indice con nf;.*}’;;. Intanto diminuendo di o« — 1
ogmi elemento di uno di fali terni, si ottiens nn terno Ji semma =h—3ta—1),
con elementi =f — (x — 1), e viceversa aumentando di a — 1 ognl elemento di
uno di guesti berni, si otiiene un tervo dei primi: dangue si ha:

i — F—atl
K

[ 4]
My, K= M3 K—dla—1)"

Per le combinazioni di classe p si otterrebbe parimenti:

i, f — f—all
nEl H o ﬂa..na E-_-[‘. |:ﬂ-_1ll. =

M. Monavz.

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 743

TA3. 1°. Si considering due iperboli eguilalere coniuggte. Tuite le ellinsi
concentriche ad esse, aventi per nssi oli asintoii & tangenti olle iperboli, hanno
vguale area, | )

29, 8i econstderi wung ipociclotde a € vegressi. "Puile 1a ellissi concentriche al-
Papocicloide aventi per assi le (angenti euspidali (') di questa, e tanyenti alla cwrva
hanno costante ln somma delle innghezze degli assi,

E. N. Barisizr,

Risoluzione del prof. V. Retali.

Di questi dae teoremi si trovano dimostrazioni analiliche in molti trattati di
Caleolo Iufinitesimale: le segnenti sono puramente geometriche e, credo, nnove.

1%, Be proielliamo un punto arbitravio P di an cerchio di centro () e raggio »
su due diametri ortogonnli in A e B si ha AB = »; Pinviluppo della retta | AB |
& |"astroide e la proiezione M di P sopra |AB | & il punio di contatto di questa
rekta col sno inviluppo. Cib posto, proiettinmo M sopra OA o OB rispeitivamenie
m A e B, s sin X? V'sllizss di contre O tangente all'astivide in M & avenie per
assi le fangenti cospidali (reali) dj quesia; denolandoe con ® 'angolo AOP, si ha
immediatamente dalla fizura:

OA=rcosm, OB = yrsenwm
AM:rDBﬂer!tﬂ=Eaenim, DM =»r cos* w
AM=0B"=AMsent = rsen®w
BM=0A"=BMsenow = » vos' & ;
I quadrati dei semi-assi dull'sllisse K* sono douqae

i =0A.0A =r2cos*w
b= 0B .,0B = s*sentm

{1} L'astroids essendo priva di flessi, non ha tangenti di regresso ma bens) tangenti (doppie)
cuapidali.

o —— e
J—

[ s
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@ per conasgnenia
a - b=r{cos*w 4-sen’w) =7

2" Qieno A e B le intersezioni degli asinteti con la tnngente in M ad una
delle due iperboli; A" e B' le proiezieni di M sopra OA e OB: poiché AM = MR
si ha: :

DA = 204", OB = 20B,
i quadeati dei semi-assi dell’ellisse di centro 0, tangente | AB’ in M ed avente
per assi gli asintoti son dunque:

a®=0A .04’ =3 03"

b= 0B .0B =% 08",

laonde -
tab= 3= 0A',. 08B ==nk-*,

ae k? & la potenza delle iperboli equilatere coningate. V. Reran.

Altra risoluzione del sig. Vercellin, RB. U. di Torino,

1%, T'ellisse

2 ¥
flon= T3+ —1=0 ()
risulta tangzente alla curva ’
¢z, y) = iyt — k=10, (2)
se &
OfF D3 of 0@
oz 0y Oy ox
08314 i _
E_¥
b (3)

Eliminando z & v dalle aquazioni (1), (2} e (3) si vicava agevolmente a®h® = 4k,
90 I'ellisse (1) riesce tangente all'ipocicloide a quatiro regressi

4g ©
oS L ovvernsia a v’
oz oy Dy Or ' at bt

osiin, considerando solo i velovi positivi dei seminssi a e b,

zt )
o b (9}

Eliminando z e y fra le (I), (4] e (D) 81 trova agevolmente
(0 - b)Y = &%

Restano cos! pienamente dimosirate le verita enunciate.

Si dimostra parimenie che tutte le ellissi, avenil per assi due retie perpen-
dicolavi fisse, ed aventi Ia medgeima ares, inviluppano due iperboli equilatere
eoningate, di eni guelie rette perpendicolari sono gli asintoli, e che lutta le el-
lissi ¢he hanmo per assi due rette fisse, fra lovo perpendicolari e per le qnali 2

costants 1n somma delle lunghezze degli assi, inviluppano un astroide (ipocicloide
a qustiro regressi).
R. VerceiLm.

= L —

T
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QUISTIONI PROPOSTE

¢56. Ad una tangente varviahile d’una conjea cenirale (* si con-
duce la perpendicolare ¢ nel suo punto d’incontro con una retta
fissa in, non tangente a O

I". L'inviluppo di ¢ & una Cs* del sest’ordine e della quarta classe,
che ha m per tangente doppia e ftocea con due ram; la retta all’in-
finifo in direzione perpendicolare ad m.

2". Le due curve C* e (5* sono omofocali: deferminarne le altre
tangenfi comuni (non isotrope).

3°. Ognuna delle due curve & il luozo dei fuochi delle parabole
ehe hanno # per tangente al vertice e toccano Faltra; ognuna di
esse € anche inviluppo delle parabole che hanno ; fuochi snll’altra
ed m per tangente al vertice.

4° Se C* & parabola, I'inviluppo di # & una .2 del quart ordine
e della terza classe, che tocca la retta all'infinito sulla direttrice
della parabola e in direzione perpendicolare ad m; ha lo stesso fuoco
della parabola.

757. Se ad una tangenie variabile ¢ della parabola semi-cubica
ay’ =z° conduciamo la perpendicolare ¢ nel suo punto d’incontro
con l'asse delle z, lo inviluppo di # e una parabola eonica avente
lo stesso asse, il medesimo vertice a lo stesso fuoco.

758. 1l luogo dei punti equidistanti da una conica eentrale e da
ano dei suoi fuochi veali & la polare reeciproca di una lumaca di
Pascal.

759. 11 luogo dei punti equidistanti da una parabola e da un
punfo fisso del suo pianc non situato in essa & unn carva del guinto
ordine e della quarta classe, avente 1a retia all'infinito per tangente
stazionaria.

Se la parabola passa pel punto fisso il luogo dei punti equidi-
stant: & una parabola di Neil,

I1 luogo dei punti equidistanti da una parabola e dal fuoco di
essa, € la polare reciproea di una cardioide, vispetto ad un cerchio

avente per centro la cuspide reale.
V. ReraLL

T iy



o
T

PERIODICO D1 MATEMATICA,

BIBLIOGRAFIA

Mmneo Cuint. — Lezioni di Algebra ad uso deil Licel. Volume 1. Li-
vorno, Gioski, 1908,

E uscito il 2° volume di gquesta opern, conienente gli argomenti che U'attonle
programma (i matemnatica assegna alla 2* ed alla 3* liceale.

Questo volume ha i medesimi pregi che furono rilevati nel primo; ma avrei
desiderato che, essendo destivato a giovani gia algnanto esperti nelin matematica e
¢he hanno scelto guesta discipling invees del greco. sleuni degli argomeut! vi [ossero
stati syolti con mazgiore ampiezza. La parte 2% ad es. (Complementi wlia teovie
delle eguazioni) avrebbe dovuio contenere, a mio credere, le equazioni trinomie in
wenerale, un maggior numero di casi di equazioni con rvadicali e di sistemi di
2¢ gyado, gualche caso di sistemi di grado superiore, & dare maggiore importanza
acli artifizi che i possono usare, i guali, appunto perché non si insegnano, de-
vono essere suggeviti dalla copia degli esemp.

Un'alira osservazione che wmi permeito di fare e guesta. L'A. ha svollo la

u
teoria dei radicald conservando qnasi sempre al simbole Vu il suo sienificato, ta-
lora doppio, di pumero con segno qualungue. Cib & correifo, ma rende compli-
cati gli enuneiati, mentre preme che l'alanne 1i veda semplici, per imprimerseli
bene neila mente e rendersi disinvolto nel caleole dei radienli, non facile pei
principianti. Mi sembra preferibile limitare 3 teovemi ai valori assoluli dei radi-

y
eali, o supporre a positive & dare al simbolo } & il significato di numero posifivo,
esponendo i teoremi in quesin ipotesi, e ricordando dopo che, quanto al segno,
le conclusioni sono da frarsi easo per caso in base a cip che, sul segno dei ra-
dicali, & stalo esposto n parle: la semplicita deil'esposizione & cost magglove.
Taccio delle piccole mende che ogni insegnanie vilevera e corregzera da se,
e che sarebbe cosa inutile e sconvemente emumerare qui, frattandosi di on libro
fatlo con coscienzs, con abilita e con notevole conoscenza del bisogni & delle de-
bolezze dezli scolari, pei quali, alla fin fine, si fanno 1 libri di teste! Ma in nome
di guesti scolari debbo deplorare c¢he anche in queste veolume, goasi come nel
prime, siano scarsi gli esercizi: ginech® & moto che 1 glovani volenterosi s1 ren-
dono esperti nell’algebra facendo da sé gli esercizi chie 11 hibvo propone, ed es-
sendo quindi utile, s non forse necessario, che il teslo na presenti un namero
molto superiora a guello che ne da il nostro Chini, il goale, come apparisce dalin

prefazione, non ha al riguardo idee analoghe alle mie.
; Roporro BeTrazzr

2
F. Sipirawi, Formularvio di Malematiche (Bologna, Tipo-litografia
Minarelli. L. 5).

I'utilith del formmlario in generale & sosa troppo esperimentaia e troppo uni-
versnlmente riconoscinta perche metia conto parlarne,

Trovo tuttavia opportuno richiamare I'attenzione del letiore sopra il volame
testé pubblicato in Bolegna dal prof. T, Sibirani, e che porta il titolo Formulurie
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di Matemuaiiche ad uso degli studenti nniversitar]. tiinlo eh’io nrn esito n chia-
mare eccessivamenie modesio riznardo al contennto, Ed infatti il libro del pro-
fessor Sibivani. pit che un formalaris, & un vero e proprio riassnnto di gquante
8 insexna nei corsi di matematica dei primo biennio universitavie, perché com-
prende, oltre alle pure formule. definizioni sd enunciati di teoremi, ennmera le
proprieta dei vart enti e risolve le question] pin important) che si presentano sia
nel campo della Trigonometria piana = sferica. ehe in guella dell’Alzebra Comple-
mentare, e delln Geometria Analitica. del Ca colo e sue applicazioni alla Lieometria.

Questa proprieta, di conlenere civé condensaia la materin di due annl ' in-
sesnnmente, fa st che il snddetto volume possiede nn piin allo grade di ntilita
¢he gli aliri libri del genere.

Ché mentve esso 87 presta henissime ad un uliima rapida scorsa della materia nei
giorni precedenti 1'esame, rimane anche dopn ]a Janrea nn prente seccorso, ogni goal-
volia le circostanze richiedono la presenza 4 ¢ogmzioni eveatnalmente dimenticate.

Tutio cid per quanfo riguarda I'essenza del contenuto: cires poi la disposi-
ztope delln muaterin, il volume del prof. Sibirani ha un pregio notevolissimo;
quello ciog di essere eorredato alla fine d'nn * Indica alfnbetico analitico della
materia ,, come si trova scritto nel volome stesso, il quale indice facilita assal
la ricerea della formmnla, della definizione, o della propriefk di cui si abbisogna.

Queste le dofi del Fpsymadario in questions, doti, che vome 81 vedes, lo fan
listinguera fva gli altri generalmente nsati.

Dei pregi relativi alle singole parti del volume, ctod buon ordine nel sumete-
dersi dei concetli e copiosith senza prolissita den medesimi, riechezza di formule
senza chie le pih importanti e le essenziali perdano il rilievo necessarie onde al-
trarre sovia di esse maggiormenie I'atlenzione. giusta proporzione fra la mole
del vari argomenti, chirrezza, omogenetia, e connessione nello sviluppo generale;
di questl pregi, dico, pnd facilmenie convincersi chinnque voglia prender cono-
scenza del volume in parola.

E gui termino il breve cemnoe, convinto che le Luone qualith del Formulario
del prof. Sibirani, lo raccomandano da sole = tatfi gl stodiesi di matematiche
ed in particolar modo azli stadenti universitari di gnesta scienza, meglio di guanto
possono fare le mie parole. G, FerrARL

Intormo od aleane question] elememiari di mamimn ¢ minimo,

A guanto & dstie nei n. | del mie artiesio pubiblicato con Jo stesso litole nel fascicole pre-
eadents, & doverose agziunrcare rhe |'osservazions Anivi riprodotia. si trova, assai prima che nei
1e8il 1vi citati, 1o noua nota all'otlimo iraltato di €. ArerrLa [ Complements di Algehrn Elementare ate.
Firenze, Le Monnier, 1906, nas. 2H)) dove anzi il eho= Ajptere capoene nn'alira dimostrasione yigo-

resa fel teoremn in qoestione. dovula al Darbowr,
E, Vempront,

ERBATA-CORRIGE per l'articolo: Virerur A, — Defla cwrve di allinegmenio svpra lo superficie
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1 CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA DI MATEMATICA

FIRENZE — 16-20 Ottobre 1808

SEDUTA INATUGURALE.

11 Congresso annunziato s inaugurd il giorno 16 oftobre a ove 10 7,
in una sala della R. Accademia di Belle Arli, presenti it prefetto di
Firenze ed altve sutorita cittadine. Il prof. AgosTing GRANDI, presi-
dente del Comitato locale, apri la seduta, inviando un saluto ai con-
venutl e un ringraziamento alla divezione dell’Acecademia di Belle
Arti, che econcesse 'uso dei suoi loeali; guindi 11 prof. Liazzer: pro-
nunzid il discorso inaungurale, nel quale espose gli scopi che s1 propoue
la nascente societa, e che qui viproduciamo in parte:

Un nostro carissimo collegn, il prof. Giovawwi Frarrini, inaugorando nell's-
gosto 1901 il 2° congressn dei matematici italiani in Livorno, volle in un motio
scolpive 1'insegna del congresso medesimo: Folgere i progressi dellu scienza o
beneficio della scnola.

Queslo motto viassume il pensiero che qui ci ha raceolti da ogni pavte d° Italin,
sintetizzs in modo felicissimo lo scopo della nostra Societa italiana di matematicn,
che oggi riceve solewne consacrazione qui nelin dotba, geniile e bella citta dei
fiori, nella citta di Danle, di Brunellesco, di Michelangelo,

Il perlezionamento, il miglioramento della svuola, particolnrmente della scuola
media, & problema della piii alts importanza ecivile e politicr. La scooir deve
istiaire @ educare lo nuove generazioni, & la grande officina ove si forma il enore
o 1a mente dei giovani, & Ia fovina ove si tempra il caratfere dei fonturi cittadind
clhie dovranne un giorno esercitare un’azione direttiva nel paese; e percio non &
wsagorato affermare che la bonta deuli ordinamenti scolasticd si riflette sulla gran-
dezza 8 sulla prosperita delln nazione.

Cooperare sfficacemente alla risoluzione di tale problems & stato il pensiero
che ha mosso i firmatari della circolare del 1° febliraio svorso, colla quale si pro-
poneva In costituzione dell’nssocifizione mosira, & siala 1 idea che vi ha fatto ri-
sponders namaerosi all’appello, e che, wi lusinge, risvegliera anche § pHi reslii o
11 gpingerh ad inscriversi nelle vostre file,

1l momento in eni serge la noslra societh, & propizio perehd la sua azione
non si viduca nd ana vaota o inulile Accademia, ma sin veramente eflicnce ed
pmportante.

Le grandi scoperte scientifiche del secolo decimoneno, e le Jore Innnmerevoli
o svariake applicazioni lLannoe vapidamenie cambiate la favein del meondo, hanno
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trasformato ad imis fundamentis le condizioni del vivers civile. Per mezzo di
esse l'uomo & rinscito a domare e piegare al proprie servizio le pin terribili e
piit ribelli forze della patura; le ha ridotte sue umili ancelle, apporiatriei di rie-
chezza ¢ di benessere; ha reso facili e alls portata di totti, cose che un seeolo
fa sarebbern sembrate miracolose: ed ormai il secolo presente & caratterizzaio
dalla fede che tutti, colti ed ineolti, hanno nel potere irrasistibile della scienza: dal
fatto che le masse si rivolgono continuamente ad essa ¢ le domandano OgnI ZIorno
nuovi benefici, nuovi agi, nuwove comodita,

Sotto il soffic potente di questa fode nella novella dea Ogn0i Eiorno appRriscono
nuovi aspetii della civilty, ogni giorno si creanc nuovi bisogni, nuove tendenze,
niove aspirazioni; continuamente si nccelera la corsa dell'umanits verso un’ ideale
supremo di prosperiti e di grandezza.

li questa tendenza, ancor pit che vegli altri, 81 manifesta nel nostro paese,
che senfe allamente 'orgoglio di dovere al genio italiano le maggiori scoperte
scientifiche, che, assurto da poco a dignita di nazione dope secoli di servaggio,
sente ringscere in st e cresecsra vigogliosi i germi della antiea grandezza,

A questo rinnovarsi rapide delle condizioni morali e materiali del paese fa
d'uopo che si uniformino gli ordinamenti seolasticl, perchd con spirite di modernita,
con larghezza di vedute preparine le future generazioni all’avvenire che si pre-
senta grande e radioso,

Ma intanio la legge organica che regola l'isirnzione im Italia & ancora la
legge Casati promulgata quasi mezzo secolo fa, il 13 novembre 1839,

E vero che in guesto periodo di lempo =i sono sueceduti un' infinita di rego-
lamenti, programmi, cireolari ministeriali, che hanno anche troppo spesso modi-
fieato, alterato & diritto e rovescio quella povera legge, cosicché ormai ben poco
rasla di essa; ma il pia delle volte si & frattato di modifieazioni minute. di det-
taglio, la cui portata sfuggiva interamente o quasi a colove che non vivevano
nella scuola; di modificazioni aventi un obietiive modesto e ristreito, interessante
piit la forma che la sostanza.

B cosi la senola media & ancora costretta melle forme vigide, direi gqnasi ac-
cademiche, nelle guali si trovava 10, 20 e 30 anni fa. Taite & cambiato sostan-
zielmente ma gli ordinamenti scolastici non hanno subito che trasfermazioni formali,
© non corrispondonoe pii 8i bisogni del paess, il quale si trova in essi s disagio,
come un adolescente troppo presto erescimto sta a disagio pegli abiti dell’anno
precedente,

II Ministro Leoxarpo Branem: sents la pecessita di provvedere; da buen cli-
meo pensé che occorrevane rimedi radicali ed energicl, e, incoraggiato anche
dalie viforme compiute in aléri paesi, con decreto Reale del 19 novembrs 1905
fece nominare la commisgione mearicnta di studiare Vordinamento degli studi se-
condari in Italia ¢ propurve le morme adatte of suo migliore perfezionamento.

Fipalita unica e suprema di tale decreto. come delle due legg1 snlle state
economico o giuridico degl’ ingegnanii & {eosi diee 1"On. Ministro nolla. relazione
precedente il decrato) il * volere che la scuola secondaria, vinti 1 dubbi e le preoe-
° cupaziem dell’'ora presente s'ingagliardisca e si avvivi, adempiendo ai molie-
® plici suoi fini degnamente .

E dopo aver detto che *|" impresa & ardua per la diflicolta, grande per 1'im-
* portanza , perch® investe totta la cultura della mazione. o suile condizioni di
questa eserciia un’efficacia larga e profonda, ’On. Ministro aggiunge: “ Si potra
* varlamenie proporre o desidevare la soluziene dell'arduo problema; ma un com-
" vincimento & ormai diffuso e non pin disensso : la scuola secondnria, qunl’essa
“ 8, 8i mostra insnfficiente a vaggiungere i suoi scopi. Dal qual convincimento
“ deriva quel senso di diffidenza e d’ inquietudine, che pervade con maggiore o
* minore intensita tutte le elassi, dalle pia elevate alle pih umili ,.

La commissione resle mostrd fin dal principio di intendere lo spivite demo-
cratico dei tempi nuovi, comprese che certe riforme non possono uscire, come Mi-
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nerva dalla testa 2i Giove, dalla mente di noo ¢ di pochi nomini snche elettissimi,
ma doveno sorgare dalla coscienza dei piii; comprese che la gran voce del paese
deve indicare quali sono i bisogni, quali i mezzi migliori per provvedere ad essi
Nella seduta inangurale del 8 decembra 1905 1'illustre presidente di essa, }'On, Paoro
Boseruy, rispondendo all'On. Ministro, fece fra le altre la seguents dichiaraziona:
* Interrogheremo i documenti gid raccolta presso di noi, gli esempi di altui presi
¢ g soprattutto il pensiero vivo e edierno del paese nosiro ,.

E il 27 marzo 1908 la commissione diramd agli stundiosi di quistioni didat-
tiche, ai corpi scienlifici e letterati, alle facolta npiversitavie sce. ece. il guistio-
nario che tutti conoscono.

Esaa ha ormai compinte lo spoglio delle numerosissime risposte ricevute,
dalle quali ha potuto premere il suceco dolle psservazipni raceolte in lunghi anm
& lavoro ds una schiera di valorosi insegnanti, e me ha ricavate le sue prims
propeste che sono in parie gia note.

Al problema di dare buoni ordinament alle scnole medie & naturalmente eol-
leguto 1'aliro della preparazione di ottimi imsegnanti per le medesime, poiché &
svidente che qualungue ordinamento, anche perfetio, non pud dare buoni frabi,
a6 non 2 sapientemente applicato; e d'altra pare un insegnante ottimo potra con
la sna atiivita ed intelligenza aitenuare e remdere mineri i difetti di un ordina-
mento sbagliato, ma non farli apavire interamente, gualonque sia lo spreco di
energia che egli sara vosiveito a fare; energis che potrebbe essere pill utilmente
adoperata.

T.'Tialia non ha invere penuria di obtimi insegnanti gecondari, che con entn-
giasmo, scienza @ coscienza disimpegnanoc nobilmente e bene il Toro officio; a cid
potrebbe fur eredere che le nostre scuole di magistero funzionino abbastanza bens;
ma in realth in fatto di pedagogia tubli ¢i sembhiamo antodidatti, ognune di noi
sents di avers creato in gran parte da si il metodo o ingegnamento che segue.
Resta dunque assai dubbio se i buoni fraltl dati dolle scuole di magistere siano
dovuii alla bonta del funzionamento di queste, oppure alla genialitia del buon
sangne latine che, manifestandoesi in docentl e discenti, corregge i difetti dell’ isti-
tnziome.

1 due probleni cui ho sccennate sono indubbinmente le qnistioni di pin vilale
interesse nel momenlo atiuale, e fall si conserveranne finche le nnove scnole se
condarie mon saranno un fatto compinto, E percid di essi abbiamo voluto che si
vccupasse esclusivamenis questo congresso, naturalmente limitando la questione
alla matematica. Poichs se nell'ora presente tali quistioni somo di grande Inte-
rosse per tutte le discipline, somo di grandissimo, di vitale interesse per le ma-
tematiche.

Intanto che classicisti e modernisti spargono finmi d'inchiostro e gl babtono
a colpi di penna per Ir guistione della scuola secondariz uniea con o senza la-
tino, 1'inssgnamento della maternatica ha subito wn fierissimo colpo nei licei dagli
ultimi programmi del 1804, che, aceordando la scelta fra il greco e le matema-
tiche, le ha relegate ambedne fra le materie di puro lueso ed ipuatili.

Non neghinmo certamente noi matematici che eli studi classicl concorrano &
formare la mente ed il cumore della gioventir, a educare lo spirito, a sviluppare il
sentimento estetico; ma eredismo che quesia edncazione dello spirito non potrebbe
ossere compinta sanza um proporzionate studie della acienzw, spacialmente dalln
matematica, che abitua a raghonare dirittamente. Permettete su questo proposito
di ricordare alenne parola dell’on. Brawesr.

¢ §i dice Vinsegnamento scientifico sia esclnsivamente ntilitario; niente di
¢ pii1 erronso. Esso invece ispirando I'amore e il rispetto alla verith, fornisce un
“ possente mezzo di edncazione morale; la coscienza mon € soltanio quelle che
* diciamo 1 ia, ma anche il fuori di me, che conosciamo e che ci appartiens, Lo
« studio delle scienzs esiends il dominio dell'io e costitnisce ¢nella humanitas
* seientifica che completa nel semso moderno gli stadii dellantica hAumanilas .
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La nosira associazione polrh fars epprezzare |’ imporkanza ennecatrica della
sclenza, o difenders questa dagli strappi che per avventura polessero essere ten-
tati & suo danno. In cid potrh avere efficaci ausilintrici e consorelle come la
Societa italiana di Fisicu.

Ho detto che la Sovietin italiana di Matemagica mnon poleva trovare momento
piti oppertunn del prasente per sovgere. Forse quesia parola sorgere farh pensare
a gnaleuno di voi che jo abbin dimenticato la veechia Associazione Mathesis, che
ha vissate per 12 awni, di vita non sempre floridy, ma certamente non ingloviosa.

Non I'iio dimenticato, né potevo dimenticarle, perché io ho appartennto alla
Mnthesis fino dalla fondazione, e per molti anni o anche avuto Vonore di far
parte del Consiglio direttive di essa; non ln posso dimenticare per le batinshe
8 cot ho partecipalo, per 'opera che bena o male ho ad essa preskata.

l certaments un titolo d'onore per i malematiei essera stati fra i primi che
sentirouo ii bigogne di unirsi in wna assotiazions scientifica, in o tempo in cuoi
cio sembrava un'utopia ¢ha faceva sorrders i pib, in ¢ui sembrava che le adn-
nauze per discutere su questioni scientifiche e didattiche fossero vans accalamie,
utili & nolla. Ricordo eon compincenza il fervore s entusiasmo con eni 10 o 12
annt fa, per inizintiva della Mathesis, ai discutevano tali queséioni, senza alenna
preoccupazione per gli ioleressi personali degl'insegnanti. Questo soffin di entn-
siasmo verso un idenle nobilissimo, che anima una classe di persone dai profani
considernfe a forto come la negazione dell’ideale o della peesia, nna classe la
cui opera non & spesso npprezzata come dovrshhe essere, fece esclamare all’illustre
professore Exrico D'Ovivio, che presieda il Congresso di Torino del 1898: * Mirabile
Congresso questo in citi non si chiedono miglioramenti economici, ma solo aumenty
di ova di lavoro senza rvstribnzione! _.

Credo quindi di rendere un omagzio, doveroso iu quesia occasione, alla veechia
associazione Mathesis, ritessendone in brevi parole Ia storia,

A questo punfo I'oratore ritessd per sommi capi la storia dell’ss-
socinzione Mathesis nei 12 anni della sua esistenza, accennando ai
periedi di prosperith e di decadenza; finche il sorgere della Societs
Italiana di matematica ne segnd la fine. Ed aggiunse:

Qnaleano pensera che 1a veochin Mathesis nen & meris & che Ia nnova
societh mon & che il vecchio tronco inverdito e rivestito di nuove fronde. A me
piace considernve In nostra Societd italinnn di matemotica come nua pianta no-
vella giovane e rigoglioan che & natn dal buon seme della prima, e trane vital
nutrimento dal terreno ¢he quella ha rese fertile e fecondo.

Ma wnon Taccimno questione di parele. Uomnngue sia, la nosira nssocinzione
fondata su larghe basi, aperta a tutti i enltori della matemalica, deve vivero
il vita noova, imitando tuttoe qualle che di buono & state falte nel passaly, evi-
tando gii ervori che V'esperienza pnd aver rivelatn: deve vivers e reniere utili
servigi al paese come Je consorelle che con secopi nssai simili, se non identiei,
prosperane m Germanis, in Inghilterra, in Francin, in Amerien: deve alfratel-
Inrs tuiti gl'insegnanti dei vari aradi e far convargere 1 loro sforzi verso unn
meba comuns, il prozresso della scuola.

L'oratore parldp poi delle altre societh eslatenki, particolarmente
el Circolo Matematico di Palermo, e della Societa per il progresso

lelle scienze, e mise in evidenza le differenze sostanziali che passano

fra queste e la nascente societi.
Termind angurando che tutbi i soei siano animali di egnale nrdors

per avviare la societd verso un avvenire luminoso.

3
)
)
\
f



PERIODICO DI MATEMATICA. 101

Alla fine del discorso, accolto da vivissimi applausi, il Senatore
VERONESE propose e l'assemblea approvd che I'nfficio di presidenza
fosse cosl costituito:

Grawp1, Presidente. — ConTi - Lazzeri - SEVERI, Ficepresidenti, —
CeccaronNt - Mepicr - MicBEL, Segretart.

II Ministro della P, L. invib il seguente {elegramma:

* Mando a codesto congresso il mio cordiale saluto ed un caldo angurio per
“ In migliore rinscita dei lavori, dispiacente che le eure del mio ministero non mi
“ nbbiano coucesso assistere seduta innugurale.
£.9 Ministro: Bava ,.

A questo il Presidente rispose ringraziando e facendo vofi perche
le proposte del Congresso fossero prese in considerazione dal Ministro.

Adonanze generali.

Prima sedute. — 1) giorno stesso 16 nelle ore pomeridiane, sotto
la presidenza del prof. Lazzeri, fu diseusso ampiamente lo sehema di
statuto proposto dalla commissione ecomposta del professori Amopeo,
Conrmi, ENriQuEs, € che con alcune moditficazioni fu approvato nella
forma seguente:

Art. 1. Tra studiosi ed insegnanti e cultori di Matemafiche & costituita nna
Societh intilolats: Mathegis-Soeieta italiana di Matematiche, che ha come scopo
il miglioramento dellz scuola in tutti 1 suei gradi, sotlo il puato di visia scien-
tificu e didattico.

Ari. 2. A raggiungere il proprio scopo Ia Bocietin:

a) Tiene rinmioni plenarie e parziali;

b) Promuove @ favorisce rvicerche scientifiche e discussioni didattiche;

¢) Pubblica un bolletiino;

d) Cerca, anche in alfyvi modi, &i diffonders fra 1 soci la conoscenza di fon-
damentali teorie e delle miglivri opeve che vi si riferiscono, ece.

Avk, 8. Ogni socio pagn una goota sooun d) L. 4.

Per essers inscritii nella Societk ogeorre farne domanda al Consiglio Diret-
tive che delibera in proposito. Possono essere ammessi anche gli stranieri.

1l soeio che versi in una sola volta I. 60 sarh dichiaraio socio perpetuo e
verrd esonerato dal pagamento della quola annua.

Art, 4. La Societa & retta da un Consiglio Divettivo eletiv dull'interu Soviela,
vel gunle debbono essere rappresentate le categorie dei socl seguenti:

n) doventi di matematiche delle Universita;

b) docenti di matematiche d#lle Scuole Medie;

¢) docenti di matemaliche di Istituli militari, navali, professionali & indn-
striali, ecc.:

d) nssistenti univergitarii e emllori di malemaliche ehe non une professano
" insegnameanto. |

Ogni categoria di seci avra diritte ad wn rappresenlante per ogni 60 s0¢i, ©
frazione di 60 soci, non inferiore a 10-60, ma nessunn categoria polra avere pin
di quattro rappresentanti. Se 1 soci di ana eategoria non raggiungono 1 dieci, ess
verranno considerati come apparienenti alla categoria meno namerosa.
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Art. 5. 1 membri del Cousiglio Direttivo eletti dalla Societa 9i digtribniranno
lo cariche. 11 presidente del Consiglio Divettive sara Presidente della Societa, 8,
durante la spa Pregidenza, Iz Societh avra sede nella citth ove egli risiede.

Il Coumsiglio divettive avra facolta di nominare nn Segretario che aiati il Pre-

sidente nel disbrigo delle sne mansioni,
Art. 8. Le elezioni del Consiglio Direttive avranno luogo ogni biennio nel

mese di novembrs. Il nnevo Consiglio comincerh ad esercitare la sue funzioni dal

1" pennaio smceessive.

I membri del Counsiglio Direttive uscente d'ufficio potranno essere immedia-
tamente rielokti una prima volla, ma non una seconda senza imterruzione,

Art. 7. 1 soci potranno costitnire Sezioni Regionali nei modi che verranno
determinati da disposizioni regolamentari.

Art. 8. I rapporti fra le Sezioni regionali ed il Comsiglio Direttive e le altre
norme che appaiono convenienti per determinare 'applicazione del presente Siatuto
8ono sfabilite mediante apposito regolamento.

Art. 9, Lo Statuto non potra essere modificalo se non col voto della maggio-

ranza assoluta dei soci.
Le proposte di modicazione dello Statute saranno sottoposie ai soci o per ini-

ziativa del Comsiglio direttivo o per propesia sottoscritta da 10 soei.

Dispogizioni transitorie.

a) Il vresente Statnto diventerh definitive dopo che sia trascorso un anno
dalla san approvazione o purebd non si abbia ana proposta di modificazione dal
Uonsiglio ditettive o soitoscritta da 10 soei.

b) 1l regolamento in applicazions del pressente Siatulo sari compilato dal
Consiglio Direttivo e sottoposto all’apprevazions del prossimo Congresso.

e] La Societd terrd il nuove Congresso nel 1909.

Seconda seduta. 17 ottobre. — Sotto la presidenza del prof. Conri
il giorno 17 a ore 9 fu amplamente discussa una aeccuratissima rela-
zione dei professori Berzornari, Berronorrl, Boxorna, VeNgron: sui
programmni di matematica nella Senola secondaria riformata. La di-
scussione si chiuse con 'approvazione a voti nnanimi dei due seguenti
ordinmi del giorno:

1% * 11 Congresso, prescindendo dalle proposte genarall della Commissione Renle
per la riforma degli ordinamenti scolastici, passa alla discussione dei principii cai
debbono essere improntati i programmi delie Scuole medis ..

2% = Il Congresso, ndita Ia relazione sal secondo tema, plaudendo ai coneetti in
essa espressi, riconosce opportunita di non entrars in merito sulla quesiione dei
programmi, gincché tale questione pubra esser tratteta pin proficuamente seltanto
dopo che siano stabiliti i tipi della Scuola medin viformata :

ricenosce pure Popportunita di non entrare per ora in merito snlle proposte
riforme generali della Commissione Reale, e si limita ad affermare 1 segunenti prin-
erpil eni dovvebbe ispirarsi la riforma per quelio che concerne 1'insegnamento
della Matematica : .

L. Che la Scuola secondaris di culturs, mei rignardi dell’insegnamento della
Matematica, sia diviss in due atadi;

I1. Che nel primo stadio l"insegnamento abbia caratfere induttivo.-sperimentale,
avitando assolutaments le definizioni astraite, o che nel secondo si traggn profitto
daile nozioni introdolte nel primo, solamente per illastrare definizioni o postulati,
dando del reste uno svilappo logico deduttive in tutti i rami della Sewola secon-

T B T R el e 55
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daria superiore, con riferimenti continui 8 guestioni e ad interpretazioni pratiche

che preparine, suggeriscanc & commentino le teorie;
111. Che si introdneano i concetti fondamentali di funzione, derivata ed inte-

grale e delle lore pii ovvie interpretazioni ed applicazioni fisiche e geomatriche.

Toraa sedutu. 19 ottobre. — Lia terza seduta del 19 corrente, fu
presiednfa dal prof. Severi: 1l tema del giorno fu: Preparazione di
buoni insegnanii per le Scuole medie.

N prof. Lazzer: diede lettura della relazione compilata dal pro-
fassor Pirrarentl, quindi si inizid la discussione che si chiuse col-
I'approvazione del seguente ordine del giorno, proposio dal prof. Papoa:

¢ 7| Congzresse, plandendo alla relazione del prol. Prerarznry sul Il tema,
disapprova la distinzione di due lauree matematiche, scientifien e didattica, e
afferma urzente costituire su pit larghe basi Ia scmola di mngistero, inserendo
nall’organice universitario aleune cattedre appesite d’indole storica e critica ,.

Ouarta sedula. 20 oftobre. — Sotto la Presidenza del prof. Liazzeri,
Pultima seduta fu destinata alle discussioni degli ordini del giorno
proposti dai socl.

Furono approvati i seguenti ordini del giorno:

1° ¢ 1l Copgresso, rinnovando il volo piin volte espresso anche in altrl con-
vezni, afferma la necessith che venga abrogato il decreto 11 novembre 1904, col
quale fiz concessa facolta di opzione fra il-greco o la matematica nei licel ,.

2% = ]| Congresso ritenendo che gli atfnali esami di maturita non diano soffi-
cienti garanzie sul valore dei ragazzi uscenii dalla SBeuola elementare, fa voli che
dotti esami vengano sostitniti con altri di ammissione alle singele scuole secon-
darie mferion ,.

39 * 1| Congresso riafferma la mecessila di ristabilire la prova scrifta negli
esami di matematica in ogui ordine di Secanle medie ,.

49 * 11 1" Congresso dslla Societa Italiaga di Mafematica, facendo proprie le
proteste gia suseitata dal parere emesso I'S febbraio 1903 dalla Ginnta Generale
del Consiglio superiove delln Pubblica Istrnzione sulla walidita dei titell minimi
per 'ammissiono ai concovsi alle cattedre di matematica delle Senoles medie o
sull’estendibilita di tale parere, agli effetti pure deli’assegnazione dell’ insegna-
mento della matematica nelle classi aggiunie, fa voti affinché nei riguardi di tali
ammissionl e assegnazioni si provvedn definitivamente con dispesizieni di legge,
Je quali convenientemente tulelino la dignith e gli interessi dei laureati in mate-
matica ..

50, ¢ 1l (Congresso fa voti che, par quanto riguavda I'assegunzione delle classi
agginnte, il ministero modifichi il regolameniv, nel senso che i professori della
stessa materiz abbiano la pran&fenza sui professori di materie aliini ,.

Dopo I'approvazione dei suddetti ordini del giorno, il prof. Laz-
zurl rivolse un saluto al convenuti ed un ringrazinmento alla stampa
fiorentina e diehiard ehinso 11 Congresso della Societa italiana di ma-

tematiclhe.

P
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IT CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA PER I. PROGRESSO DELLE SCIENZE

FIRENZE — 18-23 Ottobre 1008

INAUGURAZIONE.

Il giorno di domenica 18 ottobre a ore 9.830 ebbe luogo la solenne
maugurazione del Congresso nella storica saln dei cinquecento a Pa-
lazzo Veechio. Al bauco della presidenza sedevana i1 Ministro on. Rava,
i1l Sindaco avv. Francesco Sawcroray, il presidente della Societi pro-
fessore sen. Vito VorTerra e il presidente del Comitato esecutivo
prof. Grvzio Fawo, al banco degli.oratori il prof. sen. PieTRo BLASERNA.

Prese per primo la parola 'on. Sindaco, pronunziando poche pa-
role di saluto e dichiarandosi lieto e orgoglioso di ricevere tuiii i
cultor delle discipline scientifiche in Firenze che fa sempre palbria
di alti intelletta.

II Ministro Rava pronunzio poi un elevalo discorso; annunzid che
S. M. il Re aveva firmato il deereto col quale si costituisce la So-
eieta Italiana per il Progresso delle Scienze in Ente morale; termind
salutando il Sindaco e i congressisti, e in nome del Re dichiard inan-
gurato 1l Congresso.

Il prof. Grurio Favo parld in nome del Comitato fiorentino, e il
Presidente, sen, prof. VoLtERRA, ringrazid vivamente il Ministro della
P. 1. di quanto fece in tunte eircostanze a pro della Istituzione, e lo
ringrazio pure del suo inktervenio all' inaugurazione. Dimostrd i pro-
gress: fatti dalla Societa in questo primo anno dal lato scientifico,
ed aggmnse:

Un altro fatio di non minore inferesss conviene porre in luce; imporéanti
Istituti ed egregi mwomini, dedicali alle industrie, hanne ascolto con plauso la Se-
cieth ed hanne riconosciuto i vaniagei che ad essi possono derivare dalla sna atii-
vith ; ed & da aspetéarsi che auche altyi enti vengano prossimamente ad ingrogsave
1l nucleo gia motevole che cosi sponbaneamente si & nssociato alln Stienza. L'al-
tissimo valore morale di questn faito, che non esito n considerare come un for-

tnoato inizie per il noslro paese di ulili e fecondi rvavvicinamenti che conviene
secondare ed alatare, non ha bisogno di ulleriori commenti, Cid permige dall'altre
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canio di racsoglisre 1 eapitali snfficienti per ragziungere il fine, invocato da tutii
o consncrato mel noskro sitesso Statnto, della costituzione della Societa in ente
morale: costitnzione che ebbe mei giorni scorsi la sanzions Spvrana. A it gh
ictitoti industriali e scientifici, agl entl pubblici e a tutti colore che i iserissero
come soei benemeriti 8 fondatori, io esprime qui i pill sinceri, ringrazipmenti. B
i sin concesso a queste punto di monifestare i sensi dalla pin profonda gratl-
tudine all'illusire capo del prime Istituto finanziario d'Italia, il guale, con elevato
spivito di scienziato ed alto senne di nomo pratico, cosi niilmente operp A van-
taggio del nostro sedalizio. Alla sua nzione pronta ed eficace 51 debbono i lnsin-

shieri risnltati cui ho adesso accennato,

L'oratore econtinud parlando de doveri che si impongono alla
Societa, saluid gli antichi ed 1 nuovi soei, ricordd guegli estinti, fa-
cendo speciale menzione del compianto segretario Alfonse Sella e
conelnse:

(on unapime slancio 1 nostra associazione volle gnesia volta accoppiare la
rinpione annuale colla solenne commemorazicue di E. Torricelli, a cui nen golo
il nosiro paese, ma talto 1 mondo civile tributa degune onoranza. Iu felice pen-
siero guesto : i due avvenimentl cost yiunili acquistano un pii alto significato ;

essi ad un fempo c1 popngoud dinanzi le glorie indimenticnbill del passato o le
rigoglinse speranze avvenire della Scienza Italiana.

Infine il sen. prof. PizrRo BLaserNa lesse 1l discorso inangurale:
Sulle condizioni della Svienza sperimentale in Toscana nel secolo Deci-
mosettimo..

Terminata la conferenza del sen. BDLASERNA, on. Sindaco offrl ai
congressisti nn ricevimento nelle sale del Palazzo.

Alle ore 14,30, nella R. Biblioieca Nazionale, coll'intervento di
3. [. il Ministro della P. 1. on. Rava, ebbe luogo 1 innugnrazione
della mostra dei manoscritti Galileianmi, delle edizioni delle opere
scientificlie di Galileo e dei snol discepoli e dei Jibri appartenenti al
sommo scienziate. 11 prof. 8. MorPURGO, direttore della Biblioteca,
accolse i Congressisti illustrando con poche & illnminata parole I'im-
portanza di tale esposizione, € mosird agli intervenuli le opere di
maggior inferesse storico.

Nelle sale del R. Avehivio di Slato erano poi esposti a1 Congres-
sisti i principali trattati di Evangelisia Torricelli e dei suol discepoli.

sezioni del Congresso.

Nei giorni di lonedi 19, martedi 20 e mercoledr 21 si compievano
1 lavorl del congresso, redtando le sedute antimeridiane destinate alle
adunanze geuerall quelie pomeridiane alle adunanze delle sozion, che

eran cost distribuiie,

CATEGORIA . - Scienze matematiche, fisiche e chimiche. — SE-
zioxeE I - Matematica. — Seziong 11. - Astronomia € Geodesin, —
Spzione 111 - Fisiea., — SpzioNe 1V. - Chiimiea, — DEZIONE Wie
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Mineralogia. — Seziosy VI. - Meccanica applicata ed Elettro-
tecnica. — Sezione VIL - Geografia, Fisica terrestre, Meteoro-
logia. — Sezioxe VIIJ. - Geologia e Paleontologia,

CATEGORIA B. - Scienze biologiche. — Sezione IX. - Zoologia ed
Anatomia umana e comparata. — Sezione X. - Rotanicn. — Se-
z1oNE X1. - Fisiologia, Farmacologia. — Sezroxe XI1. - Patologia,
Baeteriologia ed 1 giene. — Sgzione XIII. - Agronomia. — Sg-
zione XIV. - Antropologia ed Etnologia.

UATEGORIA C. - Scienze morali. — SezroNe XV, - Seienze giuri-
diche. — Sezione XVI. - Seionze Economiche e Statistiche, —
Sezrone XVII. - Storia. — SezioNe XVIIL - Archeologin ¢ Pa-
leontologia. — Sezrone XIY - Glottologia e Filologin, — Sg-
zIoNE XX, - Seienze Filosofiche.

Le adunanze generali furono tennte nell'anla magna dell’ Istitnto
di studi superiori, le aitre nelle varie sedl delle sezioni che erano
disseminute in una gran quantita di locali.

Adnnanze generali.

Prima seduta. — Nella prima seduta del 19 I'on. Senatore Coromso
riferi sul tema: Influenza dei nuori motori a essenza nell dustria dei
trasporti. Con parola facile e chiara tesse per sommi enpi la storia
del motori a vapore, 2 gaz ed essenza, facendo osservire come questo
abbia creato l'automibilismo:

Il motnre & benzing, disse P'orvatore, 8 un superbo motore per la sua sempli-
cilz, per la sua leggerezza, pel piccolo posto occupaio, per ia facilita di gover-
narlo, per la rapidita callg quale si mette in moto, per la sun attitadine alle graudi
velocith di percorso ece. o 13380 & percio desitinato ad avere alirs s avariatissime
applicazioni nella piccola navigazione acquea e nella navigazione aeren: o dopo
aver parlate dei recenti stndi Bugli aereopinm e sopri i divigibili, 'ovatore concluse »

Qualunque sia il giadizio che si voglin portaro 8m guesti nuovi sistemi di

ieasporto ¢ sulle loro poasibil; applicazioni, lo scopo delle considerazioni prece-

denti fo unicamenis dimostrare che non solo 'sutomobilismo, mn anche e 80pra-
tutio In locomozione aeros nello stato per quanto imperfetto in eui frovas ogzi,
non sarebbern stali possibili senza 1'invenzions dei motort & essenza. B non sa-
vebbe neppur chinsa 1a sarie delle applicazioni di guesti motori, se prendesse
forma o attitndine praliche I"idropiano, immaginato dell’ ing. Forlanini, ¢ol quile
Il principio stesso dal]'ﬂeranpianﬂ. osleso alla navigazione, sopprimerebbe quasi del
tutte le resistenze o permeiterebbe di navigare n velocils simora irraggiungibili e
sconosciufe. Si pup Dsservare, e non genza nnapparenza di ragione, che salvo
I'satomobilisme, si tratta di tentativi vaghi, di applicazioni folnre ipotetiche delle
quali & inufile bccuparsi ora, mentre nessono scopo pratico sembrano avere, tranne
lo scopo militare, mnico obbieltivo per ora dei dirigibili e degli aereopiani attnal-
mente in esperimento. Ma non & facile divinare I'avvenire o Immaginare oggi qunli
saranno le esizenze Futurs dell'umanita. Si son viste invenzioni di purn coriosith,
come 1l fonografo o la cinematografia, che son diventate di uso generals o (quasi
indispensabile ; si & vitennto I'automobilismo un semplice Syort, eppure si comincia

¥ ppeeoagilit TR el o A
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giz & considerarloe come nn complemento neecessario delle comnnicazioni ferro-
viavie. Cosi la navigazione aeres, non craduia dapprima, erednta pol, ma viienuta
an'invenzione non suscettibile di applicazioni, & gih considerata necessaria mel-
Varte della guerra, e potra forse diveatarlo come un mezzo ordinario di locomo-
zione e di trasporto al pari dei mezzi di locomozione e trasporfo per terra o per
aoqua. 1 cultori della maccanica gi son tenuli sinora in disparte o per lo meno
hanno manifestato sempre un grande riserbo mel parlave di guesti nuovi trovati,
laseiando a pochissimi specialisti il compito di esaminare a fondo Je guestioni
velative, che tanie aiuio sitendono dalla scienza ¢ dall’esperienza. Ma & ormai
tempo che non disdegnino di occuparsene, ad & guesto il solo motivo che mi ha
japirato Pardire di parlarne in questa dobin assembles, ove seggono tanti illustri
scienziati & ingegneri; mon che io sin in grado di poriare un contribuio a questl
stndi; ma perché spero che l'appello non vimanga senza eco da parte di coloro
che potrebbero portarvelo a vantaggio della pratica e ad onere della scienza ita-
liana. Si tratta di problemi ritenati sino & jer insolvibili, @ ancora irti di diffi-
colih e di incertezze: ma noi, memori di tutto guanto, conlro vgoi previsione, ha
saputo compiere di mirvacoloso I’ ingegno umano, dobbiamo aver fiducia che tro-
vino un giorno o 'altro la Joro soluzione.

Dopo di cid, il prof. sen. E. Paternd, viferd sull’argomento: Ori-
gine e sviluppo della Crioscopia,

Seconda seduta. — Nella seduta antimervidiana del 20, a ore 9,30,

i -professori Bruni e P1007T4, svulseco la relazione generale sul tema:

La chimica fisica nei suoi rapporti colle scienze biologiche.

Terza seduta. — Lo stesso giorno 20 a ore 21 ebbe luogo una se-
conda adunanza generale nella quale il prof. E. Mitrosevien rifer
sull’argomento: Swll'indirizzo delle moderne ricerche astronomiche.

Nel sno discorso il prof. E. MitLosevics si propose In unR breve ma com-
piuta sintesi, di mettere in luce la scopevie veali o lo speranze che hanne gh
astronomi di scoperte ulteriori pelle due erandi suddivisioni dsll'estronemia, cioé
I'astronomin matematica e "astro-fisica intesa in un semso pin Jarge, che non sia
il comune. Dopo aver parlaio del problema deil dne corpi e del moto perturbalo,
accennando ai grandi risuliati conseguiti e alle piecole deficienze, specialmente
aella teoria della lupa, espose guali dovrebbero essere le nosire cognizioni per
risolvere compintamente il grande problema del moto del sistema solare nello
spasio, e guali in realta sieno gii attuali secquisti snil'argomento, d'onde le prima
nozioni approssimate della direzions di detto moto e delia sua velocita. Parld
della distribuzions dells stells nello spazio, delle dificolfh di avere noziont pre-
cise sulla figura del nostro sistema stellare, del numero delle stelle catalogate
con metodi visuali e della fotometria stallare.

Coll’ausiiio dei grandi rifratiori e telescopi, dello spelicuscopio e della foie-
erafia, il prof. Moyesevion a Jarghi traiti delived le scoperte Falte nei viguard
del sistemi doppr @ multipli, delle nabnle, desli ammassi ecc. ecc. Accenno ni
orandi benefici reeati dallo spetfroscopio a proposito del moto nel senso delin
visuale, benefici di zran lunza anmeniati coll'associezione dello speltroscopio alla
fotografin celeste. Entrd in partivolan salla fisica solare e stellare, espomendo 1
fatti acynisiti e le grandi lacune esistenti. Nell'nltima pavte del suo discorso si
diffuse a trattare della fotugralia celeste, dei vanlaggi che essa ha fornite o for-
pira all'astronomis, del grande lavoro internazionale della Carta e del (atalogo
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stellare, conchindendo che la fotografia provoca una grande rivoluzione nsll'astro-
nomia, riducendo gli osservatorii, almeno in parte, a laboratori, certamente con
grande beneficio della scienza, anche se il moderno tecnicismo tolga all'astrenomo
una parte del godimento della psiche, vigilando pinttosio che la lastra sensibile
senta, e quindi privandosi dell’ immediato coniatio visivo.

Quaria seduta. — Il giorne mercoledi 21 ottobre il proi. Toooo
riferl sul temu: 7 econcetto di spazio sotto Vaspetto filosofico e fisiologico.
Riproduciamo il riassunto fatto dall'sutore:

Lo spazio non & una realta a s&, come non & una realtd a s& 1" iperhole o
la parabola, 11 che non vuo! dite che lo 5pazio assoluto non abbia i suoi carat-
teri, le sue propriats, come 1'iperbole o la parabols hanne le lore, e che questi
caratberi siene di bal nainra, che la mente nosira pud seuoprirli man mano, ma
non mutarlt a piacer suo. Se intendesie in questo senso ['obbiettivita, anche lo
spazio assolute dovrebbe dirsi obbiettive, ma ecerto non 1'intesero in questo senso
Liencippo o Democrito, nen 1’ intese in questo senso il Newton quando presentava
lo spazio assoluto come il continente universale, infinito, immobile, sceyro di ogn;
contenuto. Questo spazio, soggiunge il Kant, cosi concepito, non si peo concepire
alirimenti e non & so non una nostra intuizione, e intuizione a priori: e non nel
senso che intendono i pin, come una idea innata, o a cosi dire stampata nel no-
siro cervello sin drl giorno delle sua formazione, Kant ha prolestato chisramente
conire un invatismo cosi grossolano, nd poteva cadere in tale errore chi era fie.
ramente avverse ad ogni ideologin dommatica. Con la dicitura « priori non in-
‘tendeva e non quesio: lo spazio velativo lo potete astrarre dall'esperienza, quando
stacchiate le determinazioni formali dal contenuto seusibile o tattile o visivo o
che allvo sia, con eui seno concrescinle, ma lo spazio assolito non lo potete ri-
cavare dall’esperienza, perché in nessuna esperienza sapreke sorprendeclo. Lo
spazio assolulo non & nd pud essere unaskrazione, ma una inteerazione dell’espe-
rienza. Integrazione che facciamo noi, e che non possinmo & meno di fare per la
costttuzione originavia della nosira ments, Tnteso in questo seunso, il detto: * lo
spazio & unk intitizions g priori, , non & ung sciarnda, coms & parse a parscchi
yaterpreli della critica, ma una dello pi vers e pi2z profonde semtensze che siano
siafe udite nella storig del pensiero nmano,

Sospesa la seduta per alcuni minuti il prof. F. Borrazzi, termind
la relazione, iniziata dai eolleght Brunt e Prcorra il gibrno prece-
dente, sul tema: L chimica fisica nei suoi rapporti colle scienze bio-
logiche.

Questa relazions dette luogo ad una assui animata discussione.

Quinta sedute. — Venerdi 23 fu tenuta un'ultima adunanza nella
quale si tratlarono affari interni ed amministrativi della Societi.

ApuNaNze DELLA Spziong T — Matematica.

Prima seduta. — Lumed 19 ott. alle 12.30 le sezioni I e Il unite
inaugararono i loro lavori sotto la presidenza del prof. GrRanDI, il
quale dopo un saluto ai convitati detie la pavola al prof. Pizzeror
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perchd leggesse il discorso sul tema: L'astronomia ¢ la geodesia come
seienze matematiche,

Seguirono due comnnicazioni:

1%, SevEeri, Suglintegrali doppi di prima specie appartenenti ad una
varield algebrica.

90 Anoroso, Dell’estensione del problema Divichlet per le funzion
di piie variabili complesse,

Speonda seduta. — Martedl 20 ott. 1a seduta sl aprl alle ore 15.15
sotto la presidenza del! prof. Lowia. Furono fatte le seguenti comu-
nicaziont:

12 Bogeio, Risoluzione di alcune questiom: sl potenziale di und
sfern eterogened.

9» (ruperi, Ultime ricerche sulla teoria delle figure di equilibrio di
un corpo fluido, omogeneo ed incompressibile, dolato di woto rotatorio.

9. Lomia, La geomeirografia ¢ le sue irasfermazioni. (Pagine di
storia contemporanea).

4. Vrivanm, Sullo stato atluale delle teorie frascendenti. 1n assenza
dellautore il prof. GrRaxDI lesse un breve riassunto di quesia comu-
nicaziune.

It prof. sen. VoLTERRA ¢hiese la parola per accennare ad un altro
metodo atto n risolveras lo stesso problema trabiato dal prof. BoeGio.

Il metodo indicato dal prof. VoLrERRA 81 adatia anche alla riso-
luzione del problema nel easo di campl nen sferici. La quistione e
vidotta alla determinazione di una funzione armonica all’esterno del
campo e di una funzione biarmonica nell'inferno del campo stesso.

Terza seduta. — Mercoledl 20 la seduta st apri alle ore 15.15.
sottn 1o presidenza del prof. Peawo.

i svolsero Je seguenti comunicazioni:

1a. Favaro, Galileo Galilei e la determinazione del peso dell' @i,
In questa I'auntore fece rilevare 'indubbia precedenza del Galiler a
proposito di tale determinazione,

9a  Gremant, Imporianza del posiulaio d” Arehimede nella teoria del-
Vequivalenza geomelyiei.

Quindi il prof. PraNo detle qualche cenno del Dizionario mterna-
sionale, ciod deil'insieme delle parole comuni all"italiauo, francese,
spagnolo, porfoghese, inghese, tedesco e russo. Ne cito nna langa serie
celativa alle scienze matematiche. Rilevo che esse sono In enorme
maggioranza latine o greche, o grande distanza si trovano le parole
arabe; 1'influenzn delie lingue moderne nel vocabolario iuternazio-
nale @ quasi nulla. Conchiuse coll’osservare che, qualunque lingua
modernn st voglia studiave, dall’italiano all’inglese e al russo, sempre

s incontra il latino e il greco.
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ADUNANZE DELLA SezioRe II. — Geodesia ed Asironomia.

Prima sedute, — Ebbe luogo il 19 in comune colla I Sezione,
come abblamo gia detto.

Seconda seduta, — La seduta si apri alle ore 14.30. Presiede il
generale GLIAMAS.

Il prof. Pizzurm, chiesta od ottenuta la parola, commemord de-
gnamente il prof. Ciscaro, rapito da poeo alle scienze astronomico-
geodetiche, di cui fu valente eultore, ed allaffetto degli amici. M-
LOSEVICH propose, e la sua proposta venne accebiata ad unanimita,
d’inviare al prof. Lorenzont, maestro ed amico del Ciscaro, un tele-
gramma d1 condoglianza,

Dopo di civ il tenente di vascello Aressio dell’Istituto ldrogra-
fico della R. Marina illustrd un programma da lui compilato cirea
l'opportunita di estendere misure di gravita sul territorio italiano,
da eseguirsi eoll'apparato tripendolare di Stuckrat anzichs con quello
di Sterneck. Questa comunicazione dette origine ad un’ampia discus-
sione fra il tenente Aumssio e il prof. Remva di Homa, in seguito alla
quale e con I'intervento dei professori MrtLosevicE e VENTURI, Vvenne
vokalo ad unanimita il segnente ordine del g10T110:

* Ln Bezione di Astronomia e Geodesia delle Societs Italiana pel progresse
delle Bcienze, riunita a Kirenze, visti 1 bei risultati conseghiti dal tenente di
vascello Argssio nella sua recente campagna di delerminazioni relative di gra-
vita coll’apparato tripendolare, esprime il voto she I Isiituto ldrografico voglia
continuare la sua ecooperazione ne) campo delle ricerche gravimetriche .

Il tenente Costanz dell Istituto Geografico Militare dette ragione
di una carta da lui costruita in riguardo alle anomalie della gravita,
e mise in luce un fatto finora ignorato, che le curve isoanomale si
trovano spostate in senso radiale alle linee orografiehe.

Il prof. Venturt espose lucidaments la teoria analitica della bi-
laneia di torsione di Etvos per I'uso delle determinazioni gravime-
triche, e poseia rilevd eon ragionamenti inoppugnabili i difetti che
nella pratica incontra detio stromento, nonostante che il principio
informatore di esso, sia sotto ogni aspebto, giusto.

Terza sedute. — La seduta si apri alle ore 14,30, 11 prof. Rzma
chiese che fosse ebiarito nn punto della discussione avvennta ieri
nella seduta precedente cirvea il grado . di precisione delle determi-
naziont assolute di gravitay eseguite « ‘Polisdam ed a Roma.

Il comandante Veroe riferi sopra una modificazione che egli
avrebbe proposta ad un note apparvecchio giroscopico per renderlo
pil adatto alla misomva delle distanze zenitali a bordo delle navi, e
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ne illustrd il concetto. Segul una breve diseussione Intesa a defer-
minare la precisione e i vantaggi che potrebbero essere conseguiti
nell’uso pratico dello strumento, discussione alla guale presero parte
- i professori MirLosEVICH, NACCARI @ Guarpuoccl. La sezione deliberd
di trasmettere, per eompetenza, alla Commissione scientifica dell’As-
sociazione Vistanza rivolta dal comandante Verpe e intesa ad othe-
nere un incoraggiamento per lo sviluppo degli studi pratiei che si
viferiscono allo strumento.

Ii prof. Mogt riuseunse brevemenie una sua comunicazione sul la-
vori geodetici compiuti in Ilalia negli nltimi 50 anni, nella quale rela-
zione somo particolarmente poste in avidenza le benemerenze acgui-
state anche in questo campo dallIstitubo geografico militare, dai
diversi osservabori asbronomici e dall’opera personale dei professori
Rirna, Riccd, VenTUr: ece. Termind porgendo un salute al profes-
sor ScaiarPARELLL, che fu per quasi tutto questo periodo I'autorevole
consigliere dei lavori eseguili, e al prof, Ceroria che oggl presiede
Ja R, Commissione geodelica Italiana.

Su proposta del prof. LOPERFIDO fu inviato un telegramma di saluto
al prof. Cerogris e la Sezione si sciolse dopo avere votato un ringra-

ziamento al generale Guiamas che efficacemente ne diresse i lavori.

Apunanze pELLa SezioNe [1I. — Fisiea.

Prima seduta. - 19 ott. — Presiedd il prol. Ricu:, il quale tratto

dei raggi magnetici, Egli dichiard di avere scelto tale soggetio per .

ragioni di convenienza e di riguardo verso i colleghi, avendo prima
avuto gia occasione di esporre fuori d'Italia le proprie ricerche sul
medesimo soggstio.

In segnito, il sen. VOLTERRA, lesse all'assemblea una lettera del
prof. Rorry, colla guale i1 Direttore di questo Istituto Fisico sala-
tava gli intervenuti, dolente di aver dovoto allontanarsi per par-
tecipare a Londra alla Conferenza internazionale per le misure
elettriche.

Il prof. Fano & come Presidente della Facolta, e in nome del col-
lega assente rivolse agli intervennti il satuto e U'augurio di feconditi
per i loro lavori. Il prof. GarBasso propose che I'assamblea rispon-
desse al prof. Rormr, ringraziandolo della ospitaliia cortese e deplo-
rando la sua assenza. Il Bresidenie VOLTERRA ' inearicd di inviare
a1 Romrr un telegramma coll'espressione di quest sentimenti.

Quindi ebbero Inogo successivamente le seguenti commnicazioni:

15 T.omearpl, Sulla propaguzione del magnetismo sutle sbarre di ferro,

os (. Gorerri-MmNiart, Sopra alcune particolarita nel funzionamento
dei tubi Rontgen ecoitati da macchine ad influenza di grande rendumento.

as T, CasTELLANI, Sullo stato atluale della fotografia a colort.
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4%, C. Somigriaxa. Sopra una rappresentazione meceanieca di aleuns
eamm i forze,

Secontle seduta. — L'adunanza del 20 si aprl alle ore 14, sotto la
presidenza del prof. Rienr.

Farono svolte le segnenti comuuicazion]-

1%, L. Amapvzzi, Rapporto sugli elettroni nei metalli.

2% L. Prvceianty, Relazione sul corso di microseopine « Jena - Espe-
rienze intorno alla molieplicita spetirale nell’aico eletivico.

3" A. Frorenrino, Nuove propriela dei tubi sonori con imboceatura
@ flanto (con esperienze).

A questo punto il Pres. presento all'nssemblen il prof. Prruar, il
quale prima di recarsi a Faenza come rappresentante della Univer-
silés di Parigi alle feste Torvicelliane, volle cortesemente assistere ad
nna seduta di questa Soeistih Un applauso unanime salutd I illustre
fisieo francese. '

Pot vennero riprese le eomunicazion;:

4%. M. BerraeNa, Osservazion: sulla fotografin a colori tricromica.

5% M. La Rosa, Una illusione oftice dipendente da astigmatismo.

Terza sedute. — 1) 21 la seduta fuo aperta alle 14, ed in essa il
prof. ConBivo, espose i Resultati delle recents ricerche sui fenomeni
magneto-otlicd.

ADUNANZE DELLA SEZIONE YI.

' Meceanica applieata ed Elettroteenien.

Frina seduta. — 11 19 alle ore 21 nell’Anla Magna del R. Istitute
di Stodi Superiori, il dott. Franco Magvini apil la seduta, rivolgendo
parole di vingrazinmento e di saluto ai presenll ed innegginndo al-
unione fra teenici e seienziali, dalla quale si augora che piit non
&1 avveri eid che pev 1l passato & avvennto, ciob che lo maravigliose
creaziont el genio ilaliano trovine lapplienzione pratica all'estero.

Quindi 1| prof. Ferpinanoo Logi, pronunzid il discorso inaugnrale.

Lioratore dopo aver rivollo un saluto e un ringraziamento agli
intervenati, parldp di aleane delle pi1 recenti applicazioni dell’eletiri-
ctti: e comineid la sun rassezna dalle lampnde ad ineandescenza u
filamento metallico, vicordando come con qneste lampade si sin note-
volmente miglorato il rendimento in confronte di quelle n filamento
di earvbene.

Passdo poi a pavlare delle lampade a vapore di mercurio in tubo
di quarzo, mostrandone vaniage e gh ineonvenienti. Un campione
di questo venno acceso dal conferenziere nella sala, e lo spettro della
S0 uce obtenubo con prisma a lente d qnarzo, venne proietiato
S0prae apposito sehermo.,
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Il prof. Lorr passd quindi a parlare brevemente dello stato attuale
dei vari sistemi di trazione elettrica trattenendosi specialmente suo
quello monofase Winter-Eichbarg, che funzionera fra poche settimane,
per la prima volta in Italia, fra Padova e Fusiana.

Un altro ramo importantissimo delle applicazioni delleletiricita,
al gnale oggi i tecniel rivolgono i loro studi, & quello dell’agricol-
tora. 11 conferenziere & questo proposito espose come si obtenga per
mezzo della energia elettricn Ia fissazione dell’azoto dell’atmosfera,
partendo dalla fabbricazione dell’ncido nitrico, e feece un cenno della
produzione della ealciocianamide in Italia, e di altri grandi stabili-
menli consimili, che si stanno costruendo all'estero — e termind la
sua conferenza con alcune consideraziom generali sulle altre nmme-
rogse applicazioni elettriche che vanno affermandosi ed estendendosi
in guesli ultimi tempi. Egli ricordd come l'elettricita venga ora im-
piegata a risolvere anche molti di guei problemi che brovano la loro
esplicazione nello spazio a tre dimensioni.

Riferisce infine i lusinghieri risultati ottenuti coll'eletiricita dal
Lodge in Inghilterra nel campo dell'agricoltnra, augurandosi che anche
in Italia si possano al piit presto iniziare esperimenti consimili, nella
speranza di aprire alle applicazioni eleitriche un campo nuovo e, per
]a nostra Patria, di primara mmporianza.

Seconda seduta.— 120 alle 14,20 il Presidente della Sezione, prof. in-
seenere F. Lo, dichiard aperta la seduta e dette subilo la parola al-
I'ing. G. AsTuxi, che presentd la sua relazione sul tema seguente:
11 Problema della forza motrice a Napoli e Uimpianto idroelettrico di
Capo Volturno. Premesse alcune considerazioni sulla opportunita per
Vindusiria di valersi molto volte del earbone invece della forza
idraulica a grande distanza passd a pdrlare delle forze idrauliche
ancora disponibili per Napoli. Espose il progetto dettaghato per la
derivazione e il trasporto a Napoli delle forza dell’alto Volturno me-
diante 7 giruppi turbo-alternatori eiascuno di 2000 KVA. a 5000 v.
e 7 trasformatori elevatori della tensione a 45000 v, L'oratore ter-
mind mostrandosi partigiano della municipalizzazione, e vitenendo cle
anche con una gestione municipale 1'impresa riuseirh profiftevole.

Quindi il sig. A. Levy svolse il suo tema: Ondo-motore a galleggia-
mento prewmatico a quadrupla espansione (sistema brevetialo Firandello).
L'oratore miformd l'aasembles}sull'impiantn fatto a Rimmi, descrivendo
le varie parti dell'apparecchio, Ma l'esposizione faita dal sig. Levy
del modo di utilizzare la polenza meccanica delle onde laseid dubbiosa
I'agsemblea sulla utilitd pratica del sistema, e detie origine ad una
lunga ed animata discussione.
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LA GEOMETROGRAFIA E LE SUE TRASFORMAZIONI

b

PAGINE DI STORIA CONTEMPORANEA o1 GINO LORIA. (Y

Se per lo storico della seienza & dj sommo interesse il rintracciare
le scaturigini delle teorie che giz comseguirono assetto definitivo o
posto stabile nel nostro patrimonio in tellctbuale, per converso sopra
lo scienziato esereita un'attrattiva irresistibile Io sforzo inteso a di-
vinare quale dei virgalti che giornalmente sorgonoe sopra qualche vec-
chio fronco di una disciplina positiva sia destinato a trasformarsi in
un vigoross ramo sostegno di frubti nubrienti e succosi. Se la prima
ricerce & ardus quanto lo seoprire quale, fra gli innumerevoli corsi
d'acqua che contribuiscono alla costitnzione d'un gran fiume, essendo
sopra tutti preminente, meriti dj portare il nome stesso di quel finme,
la seconda riesce di regola non meno malagevole e pericolosa di quella
avente per intento di discernere fra gh infiniti rigagnoli ehe soleano
1 fianchi di una catena di montagne quello dalla sorte chiamato ad
adunare nel proprio seno le acque provementi da tutti gli altvi: ben
conoscono tale difficolta i cultord di un ramo qualsiasi della storia con-
temporanea, fra i quali ha valors d’indiscutibile massima I'opinione
che il misurare esattamente la portata dei fatti che avvengono sotto

1 nostri oechi sia compito riserbato a coloro che non possono assi-
stere al loro svolgimento!

Ora la Geometria elementare conta oggl un complesso abbastanza
numeroso di ricerclie, che, benchd sotto certi aspefii disparatissime,
pure sono fra loro connesse da legami tali da far supporre che pos-
sano fungere da elementi di una vasta futnra beoria, da aggiungersi
a quelle generate per effetto del fecondo contatto della Matematiea
elementare con 1 concetti pit alti dell’Analisi moderna. Pey segna-
larne la comune natura e Ja scambievoli relazioni mi parve questa
opportuna oeccasione, giacchs si tratia d'un ordine d’investigazioni a
cui gli Ttaliani furono sino ad ora in zenerale indifferenti, per non
dtre ostill, ma al eui ulteriore sviluppo & presumibile (se dal passifo
€ lecito trarve anspici per Favvenire!) possano contribuire utilmente.

I. Volendo mettlere allo scoperio In prima radice di tale ordine
d"investigazioni si potrebbero cjtare alcune frasi di J. Steiner ed al-
cune pagine di Chr. Wiener. () Ma per limitarsi a parlare di ¢id che
feee Tufficio di seintilla generatrice d'un vasto incendio, bisogna, ma

(') Comuniecazione fatia al 11 Congresso delln Bocieth Italiana per il progresso delle sclenze
(Firenze, 20 ottobra 1808,

(%} Cfr. 2nehe @ MOCLLER, Zeichnends geometrie (Vi Anifl, 1901) pp. R-0,
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basta, segnalare le pubblicazioni che da on ventennio va facendo il
gsometra francese Emile Lemoine. Al fuburo storico della Geomefria
moderna lasciamo di seguir passo passo l'evoluzione successiva del
concetti e dei metodi che guidarono il Lemoine a darve viia alla di-
sciplina da Ini chiamata Geometrografia; a noi importa soltanto di
fssare la nosira abtenzione sopra i lineamenti pin spiceati softo cul
essa i presenta nella nolissima esposizione definitiva faltane sei anni
or sono dal suo inventore, (') per dar ragioue degli appunti ad essa
rivolti e delle nuove forme che venne col tempo man mano assu-
mendo.

Segnendo il Lemoine, quattro sono gli intenti che la Geomelro-
grafin si propone e ciod: 1° Di designare qualsiasi costruzione geome-
irica con un simbolo che ne manifesti la semplicifa e I'esattezza. 2°. Di
insegnave la via pill semplice per esegnire un’assegnata costruzione.
90 i discntere una solnzione gia nota per eventualmente surrogarla
con altra migliors. 4°. Di pavagonare fra loro le varvie soluzion di
un problema per decidere qual sis la pin esatia e piit semplice dal
punto di vista della Geomelrografia, cioé per determinare la ¢osi
detta soluzione * geometrografica ,.

Tubti questi fini in ultima analisi si ridueono ad un solo, cioe alla
determinazione della pii precisa ed economica fra le soluzioni di una
data questione di Geometria, ehd quanto alla rappresentazione con
un simbolo di gualsivoglia costruzione geometrica, nessuno acceria
che sia indispensabile per lo scopo prefissosi dal Lemoine.

(he Vindieato intento non siamsi proposti Euclide ed i geomeirl
che ne seguirono Je orme & facile comprenders, quando si rifletia che
il grande legislatore della Geomefria greca ne’ snol Elementi risolve
i problemi concernenti le figure in cut g’ imbalte non appena disponga
di elementi sufficienti per farlo, e cib in omnggio alla norma costante dai
non nsare alcuna figura di cui non si conosca la cosbruzione eon rign
o compasso. (°} Ora & chiaro che guanio pin ampia e profonda e la
conoscenza delle proprieth di una figura e piu probabile & la sco-
perta dei metodi semplici per costrairvla; onde & certo che, se Euclide
fomse ritornato pit avanti sulle stesse questioni, sarebbe giunto a
metodi di costimzione assai preferibili dal punfo di vista grafico a
quelli & cul si & arrestato e che bastavano al fine suo eselusivamente
dottrinale.

2. La semplice E]‘ILIT[IEI‘HE:IDIIE degli intenti a ewni mira la Geome-
trografia fa vedeve che essa, al pari della Geomefria del compasso,

) E. Lewmoins, Géouidirograplie ou art des congiirnetions géomdtrigues (Faria, 1902).

(%) Lo Zenthen ha eon il consueto suo aeome osservale (Ihe geamelriche Constroetion als
= Drixtenzheweis . in der antiken Geometrie; Math, Aanalen, T. XLYII, p. 222) che le costruziond
in Euelide disimpegnano il medesimo ufficio dei tecremi di esistenza dell’analisi moderna. Giova
anelie osservare cle le osservazioni fatte solla Geometrin elementare si possono estenders ad es.
nlla Geomsetria deserittiva, diseiplina ehe offre futtorn vn vasle campo di applieaziots pei coneetli
a eul lnformasi 1n Gesmetrografia,
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puo servire di valido stimolante all’approfondire lo studio di certe
figure che a prima- giunta potrebbero sembrare prive d'interesse:
per dimosfrare che bale ufficio essa ha effettivamente esercitato bashi
citare I'esempio del sistema di due circonferenze, che, con generale
stapore, si riveld estremamente fecondo quando venne investigato
per scoprire la costrnzione piit semplice delle tangenti eomuni a quelle
duoe carve! Non fosse che per tale dote di eminenie suggesiivifa pos-
seduba dulla Geometrografia, il Lemoine & benemerito della scienza, e
la dottrina da Ini eoncepita va annoverata fra quelle fonti di nnovi
veri, che & importante di non lasciare inaridirve. Gli & gquello che one-
stamenfe riconobbero anche i pii tiepidi ammiratori del nuove ramo-
scello pullulate sull’anfica piania e perfino eoloro che ne crikicarono
1 fondamentl teoriei. (') Pel nostro assunto giova far menzione delle
eritiche che con maggior fondamento, si possono muovere alla dotirina
che ci ocenpa.

Come & noto, il Lemoine prende le mosse da cinque operazioni
fondamentali, due da effettuarsi con la riga e tre col compasso; sono:
il eollocamenfo dell'orlo della viga in contatto di un determinato
punto ed il traceciamento di una retta, il collocamento di una delle
punte del compasso in una determinata posizione od a contatto di
una data linea ed il traceiamento di una ecirconferenza, Ora & evi-
dente che tali operazioni sono fra loro di natora differentissima, onde
sembrano ribellarsi al trettamento uniferme a cui volle sottoporli
il Lemoine; giacche, come =1 s2a, egli designa con le lettere R,;, R,
(i, C4, Gy quelle einque operazioni fondameniali e con

Up - (i;Rl + lohg “"‘ my Cy ’—i—' n3Ca —l— !H;Cs)

Ja eostruzione che risulta dal ripeterle rispettivamente 4, I, My, Me, W
volte. Lia scelta delle operazioni * fondamentali , @, enfro certi limiti,
arbifraria, ed mmfattt il Bernés, uno dei primi e piu assidul cultor
della noova disciplina, ne propose altve, per cerfi rispetbi preferibili
o quelle del Lemome, ed altre ancora vennero piix recentemente con-
giglinte dall’Adler. (°) Ma, qualunque sia la seelta a eul c1 si atbiene,
e evidentemente mdispensabile che le operazioni poste a fondamento
d1 tutbo l'edifieio siano fra loro indipendenti, eioé ¢lie nessuna di esse
equivalga alla combinazione di alcune delle rimanenti; ora 1nvece il
Mehmke (*) ha sostenunto con buone ragioni doversi I'operazione G,
ritenersi equivalente alla C; rnpetuta doe volte!

Oltre a questo appunto, si pud far quello che il Lemoine non ha mai
dichiarato guale significato abbia il segno -+ che entra nel simbolo

f) Cfr. M. S1mon, Didaktik wnd Mehodik des Rechnens und der Mathematik (I1 Auflage, 1007)
p. 3 Gfr. anche p. 130.

(%) Thaorie der gaomeirischen Konsirultionen, Leipzig, 1900, p. 280 e seg.

(3) Bemerbungen mur Gaomelrogrophis vou M. E, Lemoine (Jahresber. der Deolachen Math.-Ver.
T. XTI, 1903, p. 113-118).
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di una operazione qualunque; & noi sembra che sia lo stesso di quello
che gli si attribuisce nella teoria dei numeri complessl & pit1 nmta:
«id in sostanza equivale a rappresentare 1'0Op: (LWBa—+ - |- msCy) col
punto dello spazio & cinque dimensioni avenie per coordinate 1 nu-
meri interi positivi by ..., s

1| Lemoine chiama coefficiente di sempliciti , la somma

Il } Eg I|I ‘H'I']_—l_' H‘Tg—l’_'?”n;

oree & chiara Iarbitravieta di tale assunzione! B se s vicorre alla
suindicata rappresentazione si vede subito che gnell’ufficro con molta
maggior raglone potrebbe & idarsi alla norma

115 + Iga + m 15 'J|— '?H-gg + '?Hga,
]/tf 415 e - my T N

de] numero complesso LR, ...+ msls.

Tn punio esctremamente delicato ed importante nella teoria del
Lemoine € Ia determinazione della costruzione meritevole dell’epiteto
di * geometrografica .. ché mon si conosce criterio aleuno atto & di-
stinguere una tale soluzione dalle altve: ed infatti molte costruzionl
che furono ritenute degne di quel nome, ne furono riconosciufe 11m-
meritevoli in seguto & (uovi studi, ed a quelle che oggi sono consi-
derate come genme’umgrﬂﬁnhﬂ 5] giunse com un processo di appros-
simazioni successive, attualmente interrotto, ma che pub ricominciars
domani. Se si ricorda come, i dir del Xronecker, una definizione
matematica sia accettabile soltanto se permette con un numMeEro finito
di prove di decidere se un dato ente appartenga ad wna determi-
nata classe, si vedra come 1a locuzione * soluzione geometrografica ,
manchi di senso ben determinato, e chi voglia attribuirgliene uno
< trovi in presenza di und questione. delln massima imporbanza beo-
vica e praties, la cm soluzione esigerebbe probabilmente un' instauiatio
ab imis di tutta la teoria del Lemoine. (7)

3. 11 Lemoine fa sostantemente le comode ipotesi che i disegnl
geometricl Vengano eseguiti con assolnta perfezione € che 1 risultaty
abbiano una precisione indipendente dalla posizione del dati (che per
esempio due linee si taglino in un punto csattamente individuaio
gnalungue sia langolp soito cul esse J"incontrano) ed assume In
somnma L - wh - Mg COME nisura dell’'esatiezza della Op :(hR1-+- .-
. gs). Senza entrare in nua discussiona della comvenienza d
tale scella, osserveremd come le jpotesi da cul prende le mosse 1l
nostro ceometra siano hen naburali quando si ragioni sopra figure
completamente ideali, ma sono Invece contrarie al vero quando sl

od al modulo

(1) in quasto nostro modo @i vedere ol troviamo agli antipodi ¢ol Lemoine, al dir del quale
(op. tit., p. 9) ° en GaomGtrographia on ne peot affirmer . . . : voiei 13 spnstruction Ia plus simple
qu' it soib posaible de faire pour oblenir iel resumitad 5.
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tratti di figure eseguite o da eseguirsi sopra un ruvido foglio di
carta con una volgare matita, Onde, se si vuole riacquistare il con-
tatto con Ia realta e ¢i si propone di rinscire utili anche ai disegna-
tor), fa duopo abbandonarle!

Allora, a seconda delle eircostanze In cui el si trova, si sara eo-
stretii o preferire ora I'una ora 'alira delle vavie solnzioni d'un pro-
blema. Se, ad es. si tien conto del fatto che il piano sn cni si disegna
ba dimensioni finite, ¢i si trovers di fronte a questioni, molte delle
quali tutti conoscono perchg, seguendo 'esempio dato dal Lambert,
s1 sogliono trattave applicando aleuni teoremi elementari di Geome-
tria proiettiva; ehi voglia avere sott’'occhio un gquadro completo di
siffatte svariate ed interessanti questioni non ha che ricorvere ad un
coscienzioso studio del dott. Alessandro Witting. (') Se invece si tien
conto del fatto che certe costruzioni, in condizioni sfavorevoli dei
dati, condncono a risultati 1mprecisi, nasce tubio un complesso di
questjoni aventi per fine la scoperta di altrl procedimenti pin co-
modi, e delle quali & agovole avere oggi esatta notizin grazie ad una
recente monografin del dott. Paolo Ziihlke. {*)

In moltissimi alkri casi glova ancora lasciarve in disparte le sup-
posizioni, cosi essenziali nella Geometria speculativa, che una retta
sia determinata da due de' suoi punti ed un punto da dne sole rette
che lo contengono: all'opposto giova ammettere che ognuno degli
elementi ignoti sia piir che determinato, e ¢id nell'intento di procu-
ravsi dei preziosi elementi di verifica. Aceade allora che, come figura
rigolutrice di nn dato problema, st presentino parecehie aventi eguall
divitti, e ei si trova alle prese con la questione, gia intravednta da
Chr. Wiener, (*) di scegliere fra esse quella che & piu prossima alla
vera. E evidente che siffatta questione appartiene al Calcolo delle
probabilith e piit precisamente alla Teoria degli errori di osservazione,
e in Investigata dal dott. Geuner (') (nel momento stesso in cui il
Lemoine pubblicava sotto forma definitiva 1 suoi studi), appunto
applicando 1 concetti ed i metodi che Gauss ha introdotti nella scienza.
Tali concetii e tali metodi notoriamente escono dal guadro della Ma-
temalica elementare, onde le ricerche del Gener non possono essere
mtrodotte in un primo studio della Geometria; ma che i risultati a cni
guidano sian del massimo interesse risulia dalle applicazioni fattene
a costruzioni eclassiche, Mi sia lecito dimostrare la verita di questa
Asserzione Sopra um esempio: & noto che per bisecare wun gegmento

(7)) Gaometrische Konstrukiionen, insbesonders in begrenzier Ebens [Jalirosbaricht dos Gymn. zom
heilig, Kreuz, Dresdan, 188%),

(¥ dusfiihrung elementargeometrischer Konstruliionsn Gei sungistigen Lageverhiilinissen {Laipaig-
Barlin, 180%),

1%) Lehrbuch der darat, Geomeztrie, Leipeig, 1884 T. I p. 190.

(4) Die Genauighert geometriceher Zeicknungern behandels nach dem Ceanes’ achen Ausgletesnagsoer-
Tahren. wonach die Swmire der Fehierguadrate sin Hinsmum wird (Jahreaber, des Grossh, Frogym-
nasimma in Darlael, 1091-02),
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vottilineo si deserivono due eirconferenze eguali di raggio arbitrario
coi centri negli estremi di guel segmento e si congiunge ¢on uUNA
vetta i due punti in cui esse si secano; ora si pud domandare come
debbasi scegliere il comun raggio di quelle due eirconferenze per con-
segnire una costruzione di esaliezza massima. Ebbene il Wiener
ha divinato e il Gener dimostrato che a tale scopo st deve assumerio
di poeo maggiore della metd del segmento dato. A questo esemplo
altri potrei aggiungerne; ma il poco che disst & sufficiente per se-
analare V'esistenza di un fecondo eampo di ricerche, che @ ben lungi
dall’essere esaurifo.

4. Seguendo le traccie del Geuer abbiamo quasl senz accorgercene
abbandonate le figure ideali per le figure reali, ossia, per usare la
nomenclatura di Felice Klein, In * Matematiea di precisione , per la
« Matematica d'approssimazione ,. (') In tale campo — da cni 1 ma-
tematici ortodossi torcono imorriditi lo sgusrdo! — ci arresteremo
ancorn per osservare come appunto alle idee del Klein, a eui teste
facernmo allnsione, s'inspira la parte che ha atfinenza col mostro
tema della dissertazione di laurea di Paolo Bohmer, () ove fa que-
stione dell’esaftezza delle figure geometriche viene investigata, par-
tendo dall’osservazione che i.disegni geometrici constano non di punti
e linee propriamente detti ma macchietie e striscioline aventi uno
gpessore di circa 8 o 10 centesimi di millimetro, e che inoltre sul-
I'esattezza influisee la scala che si sceglie. Da cib e dal fatto che 1l
Bihmer invoca ed appliea dali e fatti pertinenti all’Oftiea fisiologica
emerge che egli opera in una regione ben lontana di guella in cm
Euclide regna e governa. Ma che i frutti che vi si raccolgono sianp
capaci di fornire vital nutrimento anche ai matematici emerge dal
fatto che, ad es., il Bohmer ha per primo dimosiraio che, nell ese-
enire la nota costruzione enclidea del trizngolo individuato dai suvi
lati giova prendeve le mosse dal lato massimo e servirst poi del mi-
nimo: cosi si consegue la pin grande precisione! Emerge da ¢io che
«li studi dell’indicata natura abilitano ad affrontare con probabiliid
di vittoria tutta una classe di questioni, & eui il Lemoine nemmeno
pensava, e che per fermo non la cedono per importanza a quelle che
si propone la Geometrografia.

5 Allo stesso coneetto di collegare il disegno geometrico alla
teorin degli errori d'osservazione sono ispirate alcune piit recenti
indagini di Corrado Nitz. (*) 1l quale non si limitd ad applieare la
teorip gaussiana, ma esifind e rimise n cireolazione procedimenti ed
idee proposti ed applicati in ricerche di alta geodesia da Cotes, Lam-

(M) V, il note eorso di lazioni: dnwendung der Differentinl-und Tntegrulyechnung auf iz Geg-
melrie (Gottingen, 1801).

(2) Ueber yeumelrische Appyerimationsn [GilEnezen, 100+),

(3) Anieedung dey Theoria der Faliler in de Bhens onf Konatrakiionen wmit Zivieel und Linsal
(Kbnigsherg, 1005); Beitrigs 1 einer Pehlerthaorie dey yrometrisehen Konstruklonen iLeitachr, TUr
Math, und Phys.,, T. LITI, 1908, p. 1-37,
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berk, Bravais, ecc., fornendo cosi nuove prove di quanto giustamente
11 Wiener ed il Klein giudicassero, asserendo che tulte le gquestioni
abtinenii all'esattezza delle costruzioni debbano trattarsi applicando
il metodo dei minimi quadrati. Non ei é concesso deseriver qui la
strada battuta dal Nitz, perchd eib esigerebbe che noi, non solo ei
diffondessimo in langhi sviluppi matematici, ma facessimo anche in-
cursioni in regioni di pertinenza della Psicologia e di altre scienze
sperimentali; solo osserveremo che i procedimenti del Nitz, come
quelli del Geuner e del Bhmer, applicati a problemi classiei di geo-
meiria elementare, abbiano dato a molte goluzioni notissime dei eom-
Plementi interessanti pel teorico ed ntil; pel pratico. Malgrado eid,
vi sara forse qualeuno tentato di rilenere che questo eonnubio fra
pura Geomefria e Geodesia sia da gindicarsi contro natura: ora a me
pare che contro tale opinione militi. a tacere d'altro, il fatto che un
iIngegneve tedesco, Franz Rogel, senz’'avere notizia aleuna degli studi
su enl mi sono testd intrattenuto, fuo spontaneamente eondotto ad
applicare la Teoria degli ervori di osservazione alle questioni relative
all'esattezza delle costruzioni gaometriche; egli, infatti, prendendo le
mosse da aleuni suoi studi di matematica applicata, (') fn indotto a
proporsi e vigsolvere le segnenti questioni: (*) I. In gqual modo deb-
bonsi seegliere gli enti ausiliari di una costrnzione per ottenere il
risultato pitt preciso ? 1L Fra parecchie costruzioni congeneri quale
da il risultato pit esatto? IIL Per quale sistema di dati deve pre-
ferirsi 'impiego di wuna certa costruzione ? Le svariate applicazioni
fatte dall'antove delle conclusioni g cul pervenne da un lato mostrano
1l valore dei metod; proposki e d'altronde spianano ed illuminano la
via & chi volesse farne delle altre. B poiché teoria ed applicazioni
hanno la loro prima radice neglt studi del Lemoine, non vien forse
cosl dimostrato per altra strada la dote di eminente suggestivita
posseduta dalla Ueometrografi ?

6. Prima di porgerne uiteriorl conferme giova segnalare un nuovo
punto di vista da eui, nella scuola di David Hilbert, fu contfemplata
Ia fotalita delle questioni relative alle costrnzioni geometriche.

Come & nolorio Buelide (0 qualche trattatista anteriore) ha con-
cesso al geometra esclusivamente I'uso della riga e del compasso: il
Muscheroni dimostro poi ¢on la sua * Geometria del compasso , che
st pud, senza perdere nulla, bandire Ia Prima; invece Servois e
Brianchon vollero esonerarsi, per quanto fosse possibile, dall’adope-
rare il secondo; finalmente Poncelet e Steiner dimostrarono ehe tutti
1 problemi di primo e secondo grado si possono risolvere con la sola
riga, quando si sia tracciato un cerchio fisso di centro nofo. Ora

(1) Note pbur den Ausgieich van Streekemmnessungen (Sitzongsher. der k. bshm, Ges, der Wiss, 1905).
(%) Uehey dia Genauigheil (o Blanmimelyivehen Constricctionen (1., 1906}; Ergebnisse der Untersu-
chunges iiber dip Fanauighei! planimelrischay Construetionen (Fd., 1407,

e L
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P Hilbert nelle sue memorabili ricerche sopra i fondament della
Geometria, in base a considerazionl su cui non & il caso di insl-
stere, ha proposto di assumers come operazioni geometriche lecite
i1 traceiamento delle rette ed il trasporto di un cerfo segmento arhi-
trario ma fisso. (*) Quale aspetbo totalmenie nuovo assuma in con-
segnenza tuttu la Geomeiria venne completamente esposto da un di-
scepolo dell’ Hilbert, Michele Feldblum; () i1 quale dimostrd come
corte gquestioni — per es. il problema di Apollonio — divenissero in
conseguenza irvesolubili e come le falle ipotesi equivalessero ad am-
mettere quali operazioni fondamentali il tracciamento delle rette, olirve
alla costruzione della bisettrice di un angolo gualungue. Se inveee sl
seeglie come costrnzione fondamentale, all’infuori della delineazione
delle rette, la trisezione di un angolo gualunque (da effettuarst eon
apposito strumento) 1'intera Gaometria costrutbiva subisce una nnova
ed ancor pin radicale trasformazione, m conseguenza della quale,
ad es. la costruzione di certi poligom regolarl diviene possibile,
mentre non Jo & nel sistema euclideo e viceversa.

Non v ha dobbio che talano gindicherd siffaite ricerche come
oggetto di pura ecuriosita, destinate a traviare Ia Geometria in altro
sensn, ma non meno profondamente, di guello che si fa da colore che
considerano Je figure geometriche, non come enti puramente ideall,
ma come materialmente e guindi imperfettamente eseguite dalla mane
deiluomo. Tuttavia la loro importanza teoriea appare evidenie a chi
rifietta come esse pongano in luce meridiana I'intima struttora del-
'adificio euclideo: esse, infatti, lo mostrano come gualche cosa non
di assolutamente inevitabile, mu quale necessario prodotto della con-
venzione fatia che si usino sempre e soltanto riga e COmMpasso; 81
soslituiscano a questi altri strumenti e tubta la Feometria cambin
stile o earattere!

7. Con quanto esponemmo non &bbiamo ancora finilo di descri-
vere la composizione della famiglia avente per enpostipite la comu-
nieazione fatta nel 1888 dal Lemoine al Congresso della nostra svrella
maggiora, I’Associazione lrancese per il progresso delle scienze; cid &
ben noto a coloro che ascoliarono la bellissima lettura filosofico-meto-
dologica fatta dal prof. F. Bernstein dinanzi al recente Congresso in-
ternazionale dei matemutici. Do quella letinra s1 appresero nelle loro
linee genernli T'indole e gli scopi di nun vasto piano 4 investigazioni
intese a paragonare fra loro, nom piu le varie soluzioni di un pro-
blema, ma le differanti $imostrazioni di un teovema. Applicate al teo-
rema di Pitagora guidarovo alla counclusione che fra le varie dimo-
strazioni ® per scomposizione , emerge per sempliciba quella dovuta

M Cir. 6. Warneueenrs, Konstrukiiongn mit Linen! und Eilvhmass sowrie it dem Lineal nilein
(Sitznngsher. der Berliner math, Ges. T, TV, 1006, p. 21225,
(%) Teber elamentar-geomatyrische Conetrurtiones (Goltingen, 1309),
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ad Anarizio, il hen noto commentators arabo di Huclide, o che
notissima anche nelle hostre seuols grazie alla Geometria | del mio
illustre & earg maesiro Earico d’0Ovidio.

Nell'attesa dalla pubblieazione integrale del lavoro del Bernstein,
ehi desiderg tonoscere I'indole degli originalissimi stud; di cur s
tratta non ha di meglio che ricorrere a due recent. dissertazioni dj
Iaurea esegnite sotio la sna direzione,

Dalla meno recente, dovata a Giovanni Brandes, (1) s apprende
tome, per giudicare dells dimostrazione di up teorema, il Berpstejy
suggerisea dj pParagonarla a tutte guetle in cui intervengono i mede-
SHNi assiomi e dj conferire la pulmg della semplicith a quella in ¢qui
uno determinato di essi viene applicato il minop nomero di volie.
Quale via si debba tenere per determinars tale minimo s apprende
dall’applicazione fatta dal Brandes alia piit celebre proposizione della
Geometria elementare, applicazione cle guida appunto glla ésalbn-
zione di guella fira e dimostrazioni del teorema di Pitagora di eni
¢l ha parlate i Bernsiein,

E vano il tentare di esporre in compendio le sottili argomenta-
zioni che condussero a questa conclusione, T tanto meno quelle che
st leggono nell’altra delle citrie diﬂaertaziuni:(’) nella quale alire
dimostrazioni della medesima proposizione vengono assoggettate a
congeneri ingegnose analisi microscopiche: e gneste guidano g scoprire
fra esse affiniiy inattese, ad immaginare dei nuovi ragionamenti eon-
gener, ad istitpire varie ricerche topologiche sulln decompuosizione
dei triangoli pianj e sferici, le eni risultanze estendono o comple-
tano guanto conoseiamo intorno all'equivalenza delle fignre,

Tutto cid, mentra borge una eonferma dell’ inesanribilita del CAmpo
d’ indagine di pertinenza della Geometria, induce a stabilire un para-
gone fra questa antichissima seienza o I" * jgdrasil »» quell’albero me-
raviglioso della mitologia scandinava, i enj ram; avvolgono tutio i
ROStro piansta estendendos sino alle nubi e e cul radiel s sprofon-
dano nella teypy Per estrarne i succhi vital;. Tale albero fu dagli
italiaui sempre coltivato con impegno e SICCesso ; possa qnanto io
espost spingerli g continuare nelln stessa via, dirigendo i Toro sforz;
Verso un ordine d’ip vestizazioni a ecuj sembrano applicabili con suc-
cesso 1 mebodi nel en maneggio si mostrarona maestrl Gruseppe Peano
e Mario Pieri.

[*} L'eber @ie axi omatische Einsachhsii min besondara Rn-q":.l-._-.-fehﬁg;my der aof Addition beyulienden
Zerlagungybeiraive des Eyehagordiseian Lekrsuteay (tHalle, a, 8, 1845),

) Pary Manio, Topolagivche Untevawchunyen fihey die Zevleguug in ebene wud sphitvische Poly-
gona (Halle, o, 3., 1v08),

—Pieb




PERIODICO DI MATEMATICA. 123

INTORND AD ALCUNE DEFINIZIONI PROIETTIVE ED ANALITIGHE
"delle coniche e delle quadriche

. Stralcio dalle mie lezioni del corso libero di Geometria analitica
(tenuto quest’anno nella R. Universita di Genova) le seguenli consi-
derazioni sulle coniche e sulle quudriche. Esse hanno per fine essen-
ziale quello di collezare la feovia sintetica con la teoria analifica e
quindi il corsp di Geomeiria proiettiva con quello di Geometlria
analitica.

2. Comincio dalle eoniche. Assumo per definizione proiettiva quella
della generazione medinnte forme proiettive fondamentali di 12 specie:
assume, per defimzione analitiea, 'insieme d1 fukbi 1 punti real: del
piano le cui coordinate eartesiaue sono vincolate da una relazione di
secondo grado a coefficienii reali {ed eseludo quindi dalle considera-
zionl seguenti la conica immaginaria). 1l passaggio dall’una all’alira
definizione & estremamente semnplice quandv ci si possa servire di
coordinante omogenee. Ma quando, per ragioni didattiche, si sia co-
atretti & ritardare la introduzione di tal1 coordinate (cosi da doversi
servire delle cartesiane) la questione si presenta in modo alguanto
differente dal lato tecnico del ealeolo, ed io mi permetto qui di esporre
il metodo segnito nelle mie lezioni.

Sieno due fasei i raggi proiettivi complanari a centri distintt S
ed 5. Nel piano deil fasel assumiamo la rekta S8 per asse delle y,
Ja perpendicolare a tale retin nel punto medio O di 8§ come asse
delle 2 e per nnitd di misara posifiva prendiamo il segmento 0OS:
per eni le coordinate di S ed S saranuo (0, 1) e (0, —1). L’asse
delle z tagliera 1 due fasci secondo due punteggiate proletbive so-
vrapposte,

Indicando eon X e p le aseisse di due punti corrispondenti, fra X
e 1 passera dunque la relazione bilineare seguente

i+ Bh - ep 4+ d =0, (1)

con a2z —be 0, Indieando con P e P questi punii corrispondent, le
loro eoordinate saranno (X, @), (i, U). Facendo variare ) e conseguen-
temente p, cosi che sia sempre soddisfalla la (1), le retie SP, 8P
deserivono i1 due fasei proiettivi dati e quindi il loro punto comune M
descrive la conica ln quale viene in fal modo a essere individuata
mediante la definizione proietiiva.

Le equazioni delle rette SP ed P sono rispetfivamente

4y —1)=0, z—p(yt1)=0,

-
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e quindi le eoordinate del Joro punto d'incontro sono lg seguenti

- 2 _A—yp
-~ A+p? A 1

dove & da tcner presente che ) e it sono collegate dalla (1). Per cuj
le precedenti possono seriversi COs1:

Alaz —25)+-p (ax - 2¢) =-— 24
My —1)+p g+ 1) =0.

Risolvendo queste rispetto a X e p eppol sostituendo nella (1) si
perviene alla cereata equazione della conica. Fssa p |a seguente:

ud(l—y“)+f=:ty—1]—b(y—l-ln{nz+y(b £)+ b ¢} -
Tiest-y(b—e)+ b1 p2—0, (2)

Ossia una equazione de] 2° grado in w e y. Si pud osservare che nel-
Veliminazione & supposte d differente da zero: ora il cuso =10 non
interessa perche allora j due fasei hanno per raggio unifo S e sono
prospettivi: Ia conica si spezza in dne rette le quali possono sempre
rappresentarsi con un’equazione complessiva di 2° erado.

Se dunque ¢ @ differente da zevo 1 due fasei in parols non sono
Prospetlivi, la coniea non puo comporsi di due retie e questo toglie
quindi ogni sospetto che Ia (2) possa decomporsi in dye fattorr hi-
neari. Cosl il passaggio dalla definizione proiettiva a guelia analitica
& attuato,

3. Viceversa abbiasi un‘equazione di 2° grado in z o % (coordinate
cartesiane orfogonali di un punto). I coefficienti deila equazione siang
reali ed escludiamo il caso in eai il lungo rapprescntato da questa
€quazione sia completamente Immaginario. Bd escludiamo anche 1l
Cas0 ovvIo it cui il 1° membro della equazione s decomponga in dne
fattori lineari.

Sieno dungue 8.8 dye punti reali del Juogo. Assnmiamo (come
prima) questa retia per asse delle g, la perpendicolare g 5% nel punto
medio come nsse delle » e 1l segmento O8 come unity di misura po-
sitiva, L'equazione del Inogo sara quindi della forma

aud” -+ y*—1 + 2etigxt - Bty — (). (3)

Prendiamo sull’asse delle o due punh qualungue P & P' dj coor-
dinate (1, 0), (14, 0). Le equazioni delle rette SP ed SP' saranno

-+ (y—1)=0, z—nly—+1}=0,

e le coordinate (el punfo comune:
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Rsigiamo adesso che questo punto appartenga al luogo (sostifnendo
nella (3) ad 2 e y i pracedenti valori) e troveremo la secnente con-
dizione fra A e p

lp. [aulp —1—1 [ﬂ'm —|— !Im] —1‘ & [ﬂm = ﬂr.:] 11=0

ma la soluzione Ap =0 non eci apprende aliro che guesto: “1 pnnti S
od & appartengono al luogo ,: cioe nulla di nuove. Rimane l'altra

ﬂul[_I. + P [ﬂm “{_ fha] _l_ 23 (ﬁ':a . HIE] —1==0 y [“—l')

che b I velazione bilineare fra A e p. Dungue, al variare @ A e con-
seguentemente di p, 1 punti P e P’ descrivono due punteggiate prolei-
tive (in cui O non & unito) e quindi le rette SP, 8P deserivono dne
fasei proiettivi (non prospeifivi). La condizione essenziale affinche
la (4) sia una proietiivith & che

— n + ﬁﬂﬂ — 13" + U;

ma questn & certamente soddisfatta, perche il 1" membro & proprio 1
discriminante della (3), il quale & diffevente da zero per ipoiesi.

Eeeo dunaue effettnato anchs il passagglo inverso dalla defini-
zione analitica di conica a quella proletiiva,

4. Passiamo alle guadriche, Assumiamo la seguente definizione
proiettiva: date due stelle reciproche a ceniri distindi, si chiama gua-
drica il luogo geometrico dei punt: d’incontro dei raggi dellunn stelle
con i piant corrispondenti dell altra. Dico che le coordinate cartesiane
di un punto del luogo sono vineolate da una equazione di secondo
grado. Infatli sieno S ed ¥ 1 centr delle due stelle. Prendiamo per
asse delle 2z la retta S, per piano zy quello perpendicolare ad i
ne! suo punto medio O e il segmento OS per unita di misura positiva
per cul le coordinate di S ed & sarvanne (0,0,1), (0,0, — 1). Tagliando
col piano xy le due stelle, troveremo una reciprocita, che & facile
rappresentare analiticamente. Basters, nel piano suddetto far corri-
spondere al punto R (le cui coordinate cartesiane sieno o, B) In retta «
rappresentata dalla equazione seguente :

(ax+ B3+ )z (dz-t B+ 1yt me+nB+p=0,

dove 4, b, ¢, d, e, f, m, n, p SONO NUMmMEr] reall qualsiansi con la sola con-
dizione restritiiva che
a b c
1 d e [ |F0-

Allora le coordinate di un punbo vaviabile sopra la retta SE saranno
le seguenti: ;

: o : A 5
.1--——1+1’ 3!*—;__|_1: 3—1_{_1 (9)
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dove X & un parameiro variabile. Il pi1ano che da §' proietta la retia 1
&VIa per equazione:

(#2403 - 0) 2+ (dz+ 3+ ) y + (ma+- nf+p) (24 1) =0. (6)

Variando B nel piano Yy € consegnentemente », viene deseritta la
reciprocith piana, e quindi jf raggio SR e 1] plano S descrivono la
supposta reeiprocita fra Je dus stelle di centri 8 ed 8. La quadrica
6 il lnogo geometrico del punto d’incontro della retia SR col piano 8%
secondo la definizione proiettiva assunta, Per trovar le coordinate di
tale punto bisognerebbe sostituire nella (6) i valeri di =, 1y, 2 dati
dalle (5), risolvere rispetto a » equazione che ne seguirebbe e final-
mente sostifuire questo valore di 2 nelle (5) medesime. Troveremmo
cosl le ecoordinate ricliesie espresse per « e f, eliminando le quali o
e 0, perverremmo alla equazione del lnogo. Siccome, in sestanza, guel
che oceorre b quest’ultima, 'eliminazione pud abbreviarsi Cosl: risol-
viamo rispetto a 7 I'ultima delle (5) e sostifuiamo nelle prime due.
otterremo

2 z Y
lhl-—s' A=Y B—1f—

-
P

Ponendo adesso nella (6) questi valori, perverremo alla equazione
cercata, che & la segnente:

W ey’ —p2t+ p+ (b d) 2y + (m — ¢) iz -
th—yt-m+dzt-LHy=0; 1)

e con questo I'affermazione tatta & dimostrata e i passaggio dalla
definizione proiettiva delje quadriche alla definizione analitica & of-
tenuto.

5. Viceversa: dute Pequazione generale di 2° grado m X, v, z
cogffieienti reali, cerehiamo di individuare le due stelle reciproche ehe
generano il luogo geometyicy rappresentato da quella eguazione. Per lo
s¢opo escluderemo il easo in enj tutli i punii del lnogo sono imma-
ginari. Sieno dunque 8, § due punti reali generiei del luogo: assn-
miamo la retia S per asse delle z e il piano perpendicolare a SS
nel punto medio O per Piano zy con O8 unita di misura positiva. Le
coordinate di 8, 8 saranno 10,0, 1), (0,0, —1), e I'equazione del luogo
poira ridursi allg forma -

AT T BY — 2"+ 14 Cay + Do+ Byz - Fof Gy—0.  (8)

Questa assumerd la forma (7), se saranno adempiute le seguenti con-
dizioni:

_n _f;_ I i " ¢

=} £

d
p

"3 |38
S
i
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- da cul segue:

m D-+F e F—D =n BE+-G f G—E
- 2 .

s - —_— -

P 2 'p 2 'p 2 'p

Si possono dunque ealcolare, dalle precedenti, i seguent rapporti

: ; . b d ,
Quanto ai due rimanent i s hasta semplicemente che la loro

somma sia ugnale a C.

E dunque possibile in infinit modi trasformare la (3) nella {7).
Ciascuna di queste soluzioni mdividua mediante 1 numer a, b, ¢, @, ¢,
f,m, 1, p ung reciprocita nel piano xry e consezuentemente una re-
ciprocita fra le stelle di centi 8 ed S’ (ottenuta per proiezione dailn
veciprocila piana suddetta) e cosl il Juogo di secondo grado rappre-
sentato dalla (8) si pud generare mediante la reciprocith stellare
sopra indicata. 1 dungue effettunto anche il passaggio dalla defini-
sione analitica delle gquadriche alla definizione proiettiva. Possono
soltanto presentarsi casi particolari facilmente diseufibili. Ne segue
Yimportante osservazione che 1 centri delle due dlelle veciproche gene-
ranfi una quadrica, non vYengono & Essere punti speciali della superficie
ma sono da riguardarsi come punti generici. Infatil si genert la qua-
diica con le stelle di centri S ed S, e si pervenga & atabilirne la eqgua-
sione. Poi si prendano due nuovi punti generici qualungue 87, S della
snperficie, e si applichino tntte le considerazioni fatte precedente-
mente per passare dalla definizione analitica alla proiettiva, e st tro-
veranno cosi le due nunove stelle generanti la quadrica con 1 centn
nei punti 8” ed 3. Per tal modo il teorema inevente ai cosi detto
“ spostamento dei centri delle stelle , © stabilito evitando la nota e la-
horiosa dimostrazione che se ne da abitualmente in forma sintetica.

6. Dal punto di vista geomelrico & pero desiderabile assegnare
qualche proprieta pii espressiva inerente alle stelle 1n parola.

Pub ad es. farsi quesia domanda: dala una quadyics ¢ presi due
punti generici su di essa cOMe possono individuarsi (senza fare aleun
caleolo) due stelle veciproche con i centri in queei punti e capuci di ge-
nerare la guadrics data? La risposta e semplice & pud essere spiegata
appena fatla la teoria della polavith. Essa & la seguente: st tagli in
guadrica con un pPrano generico passante per lo vetla reciproca di quella
che congiunge & due punti e 8 proietii da essi il sislema polare che h
origine nel piano suddetio vispetio alla conica sezione con la quadried.
Questa proiezione si faccia dunque nel senso che da uno dei punti dati
si proieftino & punis del piano in parola e dall’altro le relie polar: di
questi punti rispetlo alla comica sezione. Ehbene si otlerranno cosi le due
stelle reciproche cercate : la quadrice data potra riguardarst come v duogo

- - p=n B  —
& -
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geometrico dei punti: d'incontro dei ragg: dell'une con i pinni COrYiSpoN-
denti dell’alira.

Beeo la dimostrazione. Sieno A e B i due punti generi¢i presi
sulla gqnadrica data e = an piano passante per la retta polare reci-
proca della congiungente di A con B. Sia ¢ In conleca sezione di w
con la quadrica: sia R un punto gualunque din ed » Ja polare di R
rispetto a ¢, e fialmente sin P il polo di 7: per le ipofesi fatte P
esiste sulla relta AB. Si consideri ora il piano dei tre punti A, B, R:
esso segheri la superficie secondo una conjes ¢ passante per A e B
per cit AR e BR segheranno ciascuna ¢ in un aitro punto: sieno M
ed N queste ulteriori intersezioni rispetfive. Riguavdando la omologia
armonica che ha i] centyo in P e per piano fondamentale w, e osser-
vando che essa trasforma la quadrica in se stessa, si vede subito che
il punto H comune alle rette AN, BM esiste sopra =: d’altra parte
H appartiene al piang polare di B rispetto alla quadrica, perche il
quadrangolo compleio ABMN & iscritio in ¢/, e R ed H sono punti
diagonali: dungue H esiste sulla retta r. Per conseguenza il piano
che passa per B e per r contiene tutta la retta BH e quaindi anche
il punto M esistente sopra AR. (Ugualmente si vede che il piano pas-
sanke per A ed » taglia il raggio che unisce B ad R nel punto N). e.d.d.
La costruzione cade se Ia retta AB appartiene per intiero alla qua-
driea, Quanto a] plano 7w, siccome i hanno a nostra disposizione in-
finite sue posizioni possibili (esso non & sottoposio altro che a pas-
sare per la reciproea delln AB), noi lo sceglieremo in modo che esso
tagh la guadrica in una conjea reale non degenere.

7. Come utile esercizio ci si pud proporre di assegnare le due
slelle reciproche in guisa da poiere rifrovare I'uno dopo I’altro tutii
1 casi metrici possibili di quadriche a punti veali (non spezzate).

La questione pub risolversi costruendo le due stelle reciproche
mediante la proiezione del sistema polare piane, rispelto a una co-
nica ¢, da due punti A, B esterni quel piano. Vale allora la osser-
vazione generale seguente: Quando la conica ¢ sia reale, @ guadrica
generaia dalle stelle in parola ha punti iperbolici, parabolici, od ellitlici
@ seconda che il punio d&incontro M della refta AB eol piano delln co-
niea ¢ & esterno alla conice suddetta, ovvero esiste su di essd, o final-
mente ¢ interao. — JTnfatti basta osservare che ognl tangente che
da M si pnd tirare  Q mndividua wna retta della quadrica passante
per A (e quindi una per B) e viceversa. Perchd se t & una tale tan-
gente ed N il punto di contatto con ¢, alla refta AN corrisponde il
piano individuato da B e da ¢ chie passa manifestamente per la AN

onde tutti i punti di AN appartengono alla quadrica: viceversa se

per A passan una rotta della quadrrca essa si appoggia a ¢ in un
punto: detto N questo pmio e ¢ la traceia del piano corvispondente
al raggio AN, sul piano dj ¢, De Segue che ¢ passa per N perche tutta
Ia retta AN esiste nel proprio piano corrispondente : quindi ¢ & tan-

o ..":E"s;'
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gente a ¢ in N (perche polare di N rispetto a ¢): @'alkra parte il piano
corrispondente suddetio contenendo AN contiene tutta la relia AB
@ per consegucnzs f passa pev M.

Cib premesso ecco la risposia da darsi nei varii casi.

Fllissoide. Perche la quadrica risnlii ollissoide bastera evidente-
mente che la conica ¢ sia immaginaria e sul piano all’infinito. O, n
altre parole; ecco la costruzione: st prenda sopra un piano & distanza
finita un sistema polare privo di conica unita e lo si proielii da un
punto A esterno al piano, in cuisa da otteners nella stella che ha
il centro in A un sistema polare privo di cono unito. Poi preso un
altro punto B sl Ln per B un ragcio qualsiasi », da A il raggio
parallelo » e poi, per A, il piano g’ corrispondenta nd ' nella pola-
rith sopra indicata. Variando » nella stella di centro B e conse-
snentemente p nella stella di centro A si ofterranno due stelle
reciproche generantl an’ellissoide perch® mai accadra che» e g giano
parallel.

Se, in particolare, si riferiscono tubti raggi per un punto al piam
rispettivamente perpendicotari passanti per un altro punio, la qua-
drvica generata © la sfera che ha per diametro la distanza fra 1 due
punti.

Iperboloide a una falda. La quadrica generaia sara iperholoide ad
qna falda se la congiungente i punti AB incontrera il piano di e
in un punto esterno a ¢ e se Inolire ¢ sara ellisse reale. Infatti per
T osservazione fatta, in generale, la quadrica sari a punfl 1per-
boliel, ma non potra essere 1l paraboloide iperbolico perche conliene
la ellisse ¢. |

Iperboloide @ due falde. La retta AB inconbri il piane di ¢ in un
punto interno a ¢ e la ¢ sin iperbole, La guadrica sara iperboloide
a due falde perché ha punti ellittici per la solita osservazione gia
fatta, @ non pud essere Ne Iellissoide, né il paraboloide ellittico
perche contiene la iperbole ¢. _

Puraboloide ellittico ed iperbolico, S1 puo 0sservare che la qua-
drica sara parabololde se uno dei centri A (o B) sard all'infinifo, se
la conica ¢ non sark parabola e se la congiungente i centri AB
passera per il centro di ¢ Dungue se ¢ sarh ellisse reale avremo
il paraboloide ellittico, se & sara iperbole avremo il paraboleide
iperbolico. ‘

Cono. Lia quadrica sard un cono se la retta AB si appoggia a c.
(Si vedrebbe anche che il wertice & il coningato armonico del punto
di appoggio rispetto ad AB.)

Epcarpo Crawi.
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INALTRA COSTRUZIONE PER 1A DIVISIONE ATREA 01 TN SEGMENT: -

ed alenne sne applienzioni

- i ’ . _.
o vae (AT LI

La costruzione proposta, per dividere un segmento dr refia in media .
ed estrema ragione, & piit sem plice di quella risaputa, se ivi si tien conto L,
delle operazioni grafiche iniziali, clie preventivamente bisogna sup-
porre egseguite, K come si vedra in seguito, essa da inoltre, per cosi
dire, simultaneamente la 3%, 42, 5% 62, 102, 122, 158 208, 30% e 60* parte
della circonferenza, prestandosi meglio che la solita alla determinazione
del pentaguno e del decagono regolari, dei quali si conosee il lato.

Ma eceo in che consiste quella costruzione:

Descritia (fig. 1%) Ja circonferenza O di raggio eguale al segmento
dato Oa supposto prolungato in Oa, centrando successivamente eon
quello stesso raggio sugli estremi del diametro ea, la si tagli in ¢
e by, in b e ¢; determinata quindi I"intersezione della eorda ca, con
Farco 0, che cade nel punto di mezzo ¢ di1 questo, e fatto centro
N ¢, con raggio ed, i punti (i) ed ¢, ne' quali & cosi taglato il dia-
metro aa;, ne dividano rispeftivamente i raggl Oz ed Oa, in media
ed estrema ragione. Fo W

Chiamando # infatti la Junghezza Oa=0n del raggio di quel '
cerchio, ed essendo, com's ovvio, et =iy =7r V2 (lato del quadrante

inseritio) ed he, — %— 13, il triangolo rettangolo A(i)e; da [Fu')h—-%-fg :
ma poiche & inoltre 4 il centro dei segmenti #(i) ed a,0, ¢ quindi

: £ . . - '.'.‘;1..' -
h() = 5 ed O(f) =144, sara, ¢ d. d. T4

Ofi) =5 (—1+15) ed #0=(1--15). k.

Or, se avendo gia diviso in sei parti eguali Ja ecirconferenza 0,
si determing, senza cambiar dj raggio, per intersezione degli archi di
cenfri & e ¢, il terzo vertice o del triangole equilatero ode (che con-
gianfo con O, da il diametro otOt; perpendicolare all’altro aay), sarh
0OvVVvio notare:

a) Che per essere, come g fo detto, ei =12, sono di 90° en-
trambi gli archine; e emy, e due dei loro estremi, n ed »,, punti di
mezzo rispettivamente degli archi di 60°, bay, e bya: egnali quindi gli
archt bn ed na,, an, ed mbi, e di 30" cinseuno.

&) Che essendo i segmenti i,a, ed ai(z) rispettivamente eguali, com’®
noto, al lato del decagono regolare semplice o stellato inseritti in
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quel cerchio O, ne viene che gli archi ray =ayy ed say = s, che
si hanno tagliando con archi di centro a, e ragEl dehy ed @ i), risnl-
tano rispettivamente di Ilﬁ e di 10 della eirconferenza: o di -é— quindi
ciascuno degli altri due sa od as, .

¢) Considerando poi convenientemeute le differenze degli archi
suddebti, si avrd p. es. che I'areo 1n del datp cerchio, differenza,
com’e chiaro, degli archi »a, di 38° ed nay di 30° sara di 69 (eguale
eioé alla 60° parte di quella circonfarenza) ¢ ne sarq la 15a parte
quello e, che & @ 60" — 36°=24°: mentre gh archi ts =+¢.5 ed

1

. . 1 . .
§¢ = Sitx. me saranno rispettivamente 56 ed a0 - poiche differenze,
1 1

b » L 1 - -
com e ovvie, {ra T ed T e fra = ed ra di quella stessa cireconferenza.

B 's1 osservi come gli archi di 30° e dj 18° {12* e 20= parte rispet-
tivamente del cerchio) si siano indirelfamente ottennii, senza ricorrere
ciod alla bipartizione di quelli di 60 e di 36°; e chie Ia determinazione,
inolive, degli archi di 90° ne, e iy, st ebbe indipendentemente dal
traceiamento di diametyi perpendicolari nel cerchio cui appartenevane.

Consegue percio dail’'anzidetto come sia possibile, mediante unn
costruzione grafiea abbastanza semplice, trovare simulianeamente
la B2, 47, 58, 6, 109, 123, 15, 20%, 30 ¢ 60* parte della circonferenza.

Ma quella costruzione addippiit, per la divisione amrea di un
segmento si1 presta meglio, come gia si disse, della consueta, alla
determinazione, ora simultanea, rispettivamente del pentagono e del
lecagono regolari con lato di assegnata lunghezza,

Se &, infatti (fig. 2) ab guella lunghezza, segnati nel mode gif in-
lieato 1 punti 2, ed ne (corrispondenti a quelli (i) ed 4 della fig. 1)
» fatto successivamente centro in a ed in & con raggio an;, le inter-
tezioni di quegli archi fra loro e con' le circonf. dj ragglo ab e centri
n @ ed n b, davanno, assieme & questi ultimi punti, i vertici del pen-
agono richiesto: (') mentre il cerchin bng (intendo quello di centro &
rraggio bns) sara intersecato da lati o diagonali (quella esclusa pi-
allela a Id) di quel pentagono, risp. ne’ vertici, com’s evidente, di
in decngono regolare inseritto in quel cerchio. (%)

1} LYindientn eosttuzione dal pening. he gqnalehe amalogia con guells ehe AX i1 Fledler neiln
i aured Geom. Descr. a proposito delln proiezions del dodeesedro: costruzione ehe ¢ perd meano
emplice dolla proposta, eceorrendovi imoltre i purti & (formante con a & ey ¢ un triangolo eqni.

atara) od N, intersezione delle ¢irconf 43 by mentra gli anzidets punid n, ed ny sarobbero
nvece ottennti sulla @b per interzeziome com la cirgpuf. oN,

(Dal triang. relk infatii el dove & ge = ¢ pd A N = r'ﬁ]_, 2t ha oN = »¥2: ed & quindi Iz ab
aglinka negli steast punki di prima m 8l ny delia cireonf <N, sszenis o & ¢, simmetriei rispetto
guelln retia), )

Ma si tengn presente come quell'A. ai sla proposto, nell’ indieata eostruzipne, di adonerars sol.
amip il eompasao,

(") Eppeiv consegue da quelln costruzione che ;

g una corda di um cerchio @ quanto il magg. segments della ser aur. del raggio, e si co-
truisee internaments & goel corshio un pent, reg,: nn vertivo di guesto ¥i cade nel Cenre, ad i
moi Inki e le sna dingonali quella eaclusn ehe & parall, alla cordn, fo tagliane in dieei part: sguali,
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Ed & anche facile risolvere il problema generale: dato, ¢108, un
poligono regelare di = lati, ecostruire sulle stesso lato, 0 meglio, so-
pra un segmente della stessa lunghezza, il poligono regolare di un
numero doppio di lati 2.

Basta, infatti, osservare che la hisettrice 4R del conseguente del-
I'angolo al perimetro /4, p. es., di un poligono regolare di n lati, fa
con esso lato ~D 'angolo RiD, che & guanto quello al perimetro del
poligono regolare di un numero doppio di lati 2n: gli angoli al pe-

rimetro, invero, di quei due poligoni essendo, com’ 2 noto, risp. espressi

4R 4 . . .
da ER——“-— e da ER—gE; e quest'ullimo potendosi anche scrivere

5 (ERH?), ne viene che, indicando con « il primo, I'altre sari

R+§-, ossia o - é (2R —a). ) c. d. d.

Epperd consegue, infine, che partendo dall’angolo « al perimetro
di un polig. reg. di = lati, per ottenere quello del poligono regolare
di 2% X n lati, dovendo aggiungere ad « la somma dei % termim della

2R—2 2R—a 2R—a 2R—a .. .. .

R R , 1l limite
verso cui tende il valore di quell’angolo &, per un poligono infinila-
tero (ciod per k=o0) egznale a 2R o 1800

Ma crescendo sempre, com’s ovvio, indefinitamente in quella eo-
struzione, anche il raggio del cerchio circoseritto, ne viene, cid che
6 per altro risaputo, che debba considerarsi come retla la circonfe-
renza di raggio infinito.

R

progressione geometrien

F. P, PATeERrNOG.

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONT 745, 746, 747, 748 & Th!

@45 La cissoide @i Diocle x (x* + y%) = 2ay® 2 polare reciproca di st stessa
rizpetto al cerchio

'+ y* +2ajx —a) =0, (1)
rispetto alla iperbole equilatera

' —y* + Za (z —a) =0, (2)
e alle dus pavabols _

y*+6a¥Y3(y—a)=0. (3)

Ognuna di queeste quatiro coniche ha toppio contailo con la cissoide.

(") Ecco, partanto, generalizzata una costruozions graflca aseri semplice, per ottenere dall'ang.
al perimeiro di un polig. reg. quello analogo relativo al polig. reg. di n? doppio di Iati: sestra-
zione adoperata soltanta, sh'io mmi sappis, neal traesinmento dsll'otiagono reg. &i lato agsegnate, il
cui angole &l perimetro & infatti § di on retto.
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Se denotiamo eon Z la cuspide, con Y il punto (2a,0) e con C e T le interss.
zioni rispettive della tangente cuspidale con una corda di contatto e colla COryrEspon-
denfe corda comune (che unisce § dus punti di semplive intersezione della conica

con la cisseide) si ha
Zr ZC 1

YF'YC™ 2

Y. Rerawr,
Risoluzione del prof. ). Rose di Chimay (Belgin).

L'equazione della tangente alla cubica nel punle (z, i) B
2a —n)fpy—nt(3a—a) x+ ay? =0,
¢ quella della polare del punto (z, B) rispeito al cerohio (1) &
by + (o + )z -} a(a—2a)=10.
Si ha dunque, supposto che («, B) sia il polo della tangente suddetia,

o 4 o B & [ — 2u)
-—:trﬁ{En—-:n}_l:Ea—-:n)Eyl__ ayp ¥
Si trae:
M
=2 — a7, = L fl} I“,
= o

valovi che verificano 'equazione della cissoide: e cid prova che Ia propriefa @
varificata,

Lo stesso ba luogo per la iperbole, perche i valori di o ¢ 8 restano identici
salvo il segno di B

La cissoide ha doppio contatto col cerchio sulla retta all'ee ; ﬂunqua%:l,

Jia corda comune & =gﬂ ﬂunqua—zﬁz s e st ha 4l 50 = e
3 YC 2 YI'" YC 2

L'ipexbole ha doppio contatio colls cubiea sulla retta o — @; na resulis
che 20 - 1. La corda comune & == — 2a; dunque “k = 24 = i.

YC —= : II' 4a 2’
s 720 1
Y YO gt

L'equazione della tangenmte alle parabele nel punto (x, §) &

byt 3a Y32+ 3a V3 (2 — %) =0,
ne risulta che

+ 3a 5 B+ 38V3 (Za—m)
— (9@ =—xy) 2 * (Yo — oy ]'E_Eh Hyla '
Donde
g 30V —m)n  Ba(Za—am)

[Bﬂm—tI1}I1! Eﬂ—'ﬂﬂ

valori che verificano l'equezione dila cubica.
La seconda proprietid enunciata =i verifica facilments.

V46, La parabola semicubica y* —x* 8 polare wreciproca di sd stessa vi-
spetto ad ognuna delle «’ comiche conecentriche

BAz? + y? = 4A%, (1)

[ =
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doze A & un parametro varviabile. Ognuna di tali eoniche ha doppio contatio colla
ciibica sopra una reila variabile c, ¢ la taglic wlteriormente sopra wn’altre v,
paratiela o c. Il rapporto delle distanze di ¢ e Yy dolla cuapide @ — 3.

- V. Reran.
Risoluzione del sig. prof. J. Rose di Chimay (Belgio).
L'equazione della tangente alla cubica nel punto (=, ys) é: ;
Sy — Bxxy + =0, . (E)

e l'equazione della polars di un punto {x, §) vispetio alle coniche (1) &
8oz - By — 403 = 0. (3)

Se {«, §) & il polo della tangente suddstta, le {2), (3) debbomo risaliare iden-
tiche, ossia

SA0 B — 43°
'—-'3.1'1:_' 2_!{1__ TJ]E '
donde 81 trae
4)= 8AZ
o= —), = .
Iy L'

Questi valori verificano 'equazione della cubica; e c¢id prova che la cubica 2
polare reciprooa di sb stessa rispetto alle coniche.
Questa coniche tagliano la cubiea nei punfi

(2 —A){z+ 22 =0, .

vale a dire esse hanno doppio contatto sopra la rebta ¢ variabile, z — — 22, e la
tagliano sopra una retia v parallela a ¢, v = — 2. I rapporto delle disianze die
e v dalla cuspide & — 2.

747, Lo cubico iperbolica xy° =1 & polare reciprocn di 88 stessa yispeito
a ognune delle iperdols
4z — A%% — 2)°

dove A ¢ paramelro variabile. Queste iperboli hanno ognuna doppio conlatto colla
cubica, e i vapporto delle distanze dall’agintote d'inflessione, delle corda di con-

tatio e dell'allra corda comune 2 equale 6 — .
V. ReTann

Risoluzione del sig. prof. J. Rose di Chimay (Belgio).

L'equazione dells tangenta alla cubica nel punto (s, 1)
2y + g1’ — 3y =10
e identica & quella delle polare del punto (a, PB) rispetto alle coniche, ciod

dor — l'ﬁy —_ 31.5 = U,
g3e

dee 238 Al
a A T @
i P 11
Donde si ha . =
o ?q fh ' ﬁ"— . __2 !
4 ﬁyl

valori che verificano V'equazione della cubica: s la propriela & verificaia.

}

]
r
I

;

%

—
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Le coniche lagliano la cubica nelle reite
(#— &) 2z 2P =10,

A
5

¢ hanno un doppio contatto sulla retta z =

Il rapporto enunciato & eguale a — 3.

TAMN. g parabola cubiva y =x" 2 polare veeiproca di s medesima r:‘apeﬁa

alle iperbole
— GAfa? 4+ 4y = R

A essendo un parameiro variabile. Ognune di gueste iperboli ha doppio contatio
con la cubica sopra wna retta ¢ passante per Porigine, ¢ la interseca sopra un'oltra
vefia y pure pagsante pel flesso. Se denotiamo con v la relta che unisce Uorigine
con ia cuspide & con 2 la langente stazionario (asse delle x) il rapporto anarmo-
nico |yzcy) @ eguale ¢ — 1.

V. BReTALL
Risoluzione del prol. |. Rose di Chimay (Belgio).

L'equazione della tangente alla cobica nel punto (24, W) &
y — dx1%x — 2y = 0,
e quella della polare del punto (=, B) rispetio alle iperboli &

— Bak*z + 43y + A° =0,
Si ha donque

48 — 328 }f
1 e -3.1.1'.‘1ﬂ _ 2:_!1'1 .
da cni
i A%y, " - ?‘_u
2y B

valori che verificano I'equazione della parabola.
Le coniche intersseano la cubica nei punti

{x —A)(z -+ 24) (2e*+ AY) =D
Oguouna di quesie iperboli ha doppio contatto con la cubica della retta
2.3
(e) y=— 9 - £y

¢ la interseca sopra la reita
_ (1) =A%,
si ha
gen [ye) _sen{yr) cos(zc) _cos (27) -

lpxep)== sen [z¢) senizy) sen{ze) sen (=)
_ T R i
= ¢otg [z¢) : colg (27) = P e 8.
» 2

ol Consideriamo due parabole A* ¢ B* ad assi ortogonali ed aventi lo
stesso fuveo, e sienv A ¢ B ilore punti di contatto colla tangente comune m; dimo-
atrarve che:

1° Le due langenti che possono conduisé alle due parabole da un punte arbi-
Iravio di m gono perpendicoler< fra loro.
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2% 1 diametri di A" e B? passawnii rispeliivamienle per A e B sono le direlirici
di B? ¢ A°

3%, Le tangenli condotle alle due parabole da wn punte gqualungue delle loro
diretiriei formano un fuscie armonico.

4% Ognuna delle due parnbole & 4l luoga dei fuochi delle parabole che hasino m
per tangente af vertice e toccano allre,

5%, Le parabole A* ¢ B*® sono ognuna inziluppo delte parabole che hanno m per
tangente al wertive e ¥l loro fuoco sull'aiira.

V. BeraL.
Risoluzione del sig. E.-N. Barisien di Parigi.
Siane le equazioni delle parabele A® e B®
y*=2pz 4 p*, (1)
z% = 2¢y | o> (24
Esprimendo che la retia
y—=mz-+h (3)
1
¢ tangente a (1) si trova facilmente L
_p (1 4 ¥
A= 2m ' (4

Parimente la cvondizione affinche la reita (3) sis tangente a (2) &

|
h=__q'[1-;—m]. (51
Dalle (4) e (D) si ricava
P P+ g
m=—— A= : (6)
q 29
L'eqnazione della iangente comune (3) & allora, ponendovi i valori (8)
2 2
ya+ gy + - _;Q—tl (7)

Le coordinate {wi, y1), (22, y2) dei punii di contatio A o B di (7) con le pa-
rabole (1) e {2) sono

il —m®) _»

- Om: N
2-—Iu

Te = My, yg:g[mg 1].

0B3IA
5 __ .

m=1t,  m=—g . 8)
F—

=g =B, 9

-

1° Binno = e B le coordinate d'un punto O della tangente AB; abbiamo

53 ¥
?m‘l‘ffﬂ‘i'%:n: (10)
una retia qualungue passante per C ha per equazione

y—f=plzr—2);
la condizione di contatto con la parabola (17 da

(2 + p) p2— 2p 4 p = 0, (11)
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dunqne

It1)ls = - Z i (12)

ma py é 2 dunque il coefficiente angolare py della seconda iangente CA’
g

uscente da U e

= g _
t T (13)

Similmente la condizione di coniatto della retta

y—p=p(z—ux
con la parabola (2) &

gré — Zay 4 2 - g =0, (14]
dunque
b
rify = 2+ g, (13)
q
org 1y = —-%, dungne il coefficiente angolare »: della seconda tangente OB &
9 = &l =y - (16)
Y
Lo divezioni (13) e (168) sono rettangoelari, perché In relaziome pargy ——1 =i
ridace alla
glizdt+a _ _,
p (22 +p) ’

che & precisamente la (10).

29, Le relazioni (8) e (9), y = — ¢ e xa= — p rappresentano al tempo stesso
un diametro dell’'mna parabola e la divelirvice dell’alira.

3", Con le notazioni precedenti di (11) e (14) che dhnno i coefficienti angolari
delle tangenti alle due parabole, uscenii da un punio (=, f) avremo il Inogo dei
punti tali ehe gqueste quaifro trpgenil formine um fascip armonico; serivendo In
relazione

(21 < po) (v 5 Y2) = Zpapa + 29 Ve; (17)
ora, per lo (11) e (14), abbiamo | '
23 P
p1+m_ﬂ‘:+p’ ””’12_2:4—;1
‘I'I-I“HEE:EE-, ViV gﬂ’l’ﬂ'.
q
Questi valori soslifuitl nella (17) danno ]
4o 2 |, 2(2:+¢)
g2z +p) 2e+4p q '

ossim

(a®-2) (3 -+ ¢q)=0.

11 lnogo cereato & formato dunque dalle diretirici della parabole.

4°-5% Queste dne gauistioni ognuoa delle gnali & conseguenza. dell’altra saranno
dimostyate risolvendo la quistione seguents ;

“ Si congidera unn parabole ¢ una langente fissa '1' a questa parabola. Il Iuogo
dei fuachi delle parabole ( tangenti o P & che hanno T per tangente al vertice ¢
una parabola R avente lo stesso fuoco di P e Passe perpendicolare a quello di P,
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Assumendo 1a tangonie T per asse delle z s Ia normale nel punto di contatto
per asse delle y, Pequazions della parahola P &

(¥ — nz)?= gy, (18)
I'equazione d'upg parabolr (Q) sara

X e Y wssendo 1o coordinate dol suo fuoco. Resta & esprimere che lo parabole (18)
e (18) somo tangent;- eéliminando y abbiamo

(z — X2 ] (z — X)2
nxe =

dy 14y

0ssia, ponendo g — X — Z,

(£* — 4nYe — 4nXY)2 — da¥Yed
donde

1 — Yt — 45X Y — + 23 }';f'.
088in

e — 2t (2nY VaY) — 4aXY = ¢,
Serivendo che questa squazione in ¢ ha doe radici eguali si ha:
4n%Y -} a T 4n VaY -+ 4nX =1

ridacendo a forma razionale, questa equazione diviene
[4n (X +5nY) 4 al*= 18an'Y, T (20)

I Iungo del fuoeo della (18) & dunque Ia parabola (20). Tl suo nsse gssendo

Parallelo alla direzione z4+ny=0, & dungque perpendicolare all'asse della pari-
bola (18). '

1l caleolo dslls coordinate dei fuochi delle (18) e (20) di gli stessi vaiori pel
fuoco comune (E, )

E"— a . a
BRETET K dn (1409

Le quistioni 4° g 5° gy dunque In conseguenza divetta di questa proprieta,

Altra risoluzigne de) prol. Rese di Chimay (Belgin).

- QUISTIONT PROPOSTE

760. Un cilindro g rivoluzione (, & taglhato da un piano P, se-
condo una conica I', ed A & un vertice di questa conies, sitnato
sull’asse foeale,

Trovare il luogo dei fuochi di tutte le coniche T determinate sul

cilindro da tutte Je posizioni del piang P, quando questo rota at-
torno alls tangente nel punto A,

I. 8. Teonorescy.

B RS
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761. Trovare il Inogo del punto medio del segmento che ha per
estremi i cenfri di curvatura di un’ellisse corrispondenti a due punti
comugatl di questa,

762. Dimostrare che

Sr* =t 9r® 4
tegetr 1,2.3:4.87 1.2 8 4. 56,9 ®

E.-N. BARISIEN.

763. Se a1, ag, s, a4 son gli angoli formati da una retta fissa con
Ie quattro normali condotte ad una ellisse da un punto arbitrario P,
fra 1 quattro angoli stessi esiste la relazione

T tang z 4 X cotg o = 4. w
. CREENSTREET.

764. La bisettrice dell'angolo degli assi Oz, Oy incontra in R la
tangente nel punto M di una curva (C).
Determinare questa curva con la condizione che RM sia eguale
alla lunghezza della normale in M,
J. Rose.

765. Dimostrare * geomefricamente | :

1% Che la tangente all'ellissi, la guale forma cogl assi angoll
d1 45°, ha per punio di contatio il vertice del reftangolo iscritto di
massimo perimetro.

a'. Che la distanza del punto d’incontro di questa tangente con
uno degh assi dal centro della curva & uguale all’ipotenusa del trian-
golo rettangolo che ha per cateti i due semiassi.

Dedurre un metodo per costruire geometricamente qualunque ret-
tangolo iseritto di perimetro 4p ed esaminare i diversi casi COITISpON-
denti at varii valori di ».

L. Mavegrr:.

BIBLIOGRATFIA

A. VAccaro. — 1 sofismi geomglrici. Catania, N. Giannotta, 1908. — L. 2.

Unesta pubblicazione dell'sgregio collega Antonine Vaccaro & verameinie ge-
nigle e piena d'atbratbiva e d'interesse, o si legge con molto piacere. L'A. riporta
1 pia celebri sofismi antiehi @ modermi goordinandoli e classificandoli in modo da
risultarne omogeneita e unitd di sviluppo. Riguarde salla ufilita, ¢ meno, della
pubblicazione 1'A. cifa I'esempio di Eunclide, le cui ppers erano completate con
esercizi divisi in ire parli, la terza delle quali ern upa raccolta di artifizi goo-
metriel (sofismi), In cuil si trattava di scoprive l'errore. Qunest nltima raccolia
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andd perdonta, ed jnvano si & cerento di ricogtruirla, e il dott. F, Heath, uno dei
pii studiesi del sommo Geometra, ha seritio all’A. che rinunziava definitivamente
a quella ricostruzione.

L’opera & divisa in sei capitoli. Nal primo & esposta una classifieazione dei
sofismi, seguendo lo Stunrt Mill, Sist2me de Logigue. Nei successivi capitali seno
trattate le diverse specie di sofismi, & da per intle 1 ammira una maravigliosa
lucidezza di esposizione, grandissima copia di esempii, con abbondanti cognizioni

storiche e svariate motizie su tutt i ramil sclentifici.
S, CaTawia,

Givo Lomia. — 7i passato ed il presente delle principali teorie geome-

triche. Terza edizione acerescinia di uno sguardo allo sviluppo

della Geometria in quest’ultimo decennio. — Torino, Clausen, 1907.

il libre del Loria, lo diciamo subite, & veramente degno del maestro, che lo
ha detiato & della fama, che egli meritamente si & acquistata: vorremmo che di
libri cosi meritevoli di attenzione e di lods in Italin ne comparissero parecchi.

Questa terza edizione riproduce la seconda con Iaggiunta di un’appendice, in
cni I'A. passa in rassegna le upere e le memorie relative alla Geometria, che han
vista Ia luce nal decennio 1896-1906, che corre tra gli anni di pubblicazions delle
due edizioni. 1] largo favore, con cai fo accolta al suo apparire ]g 2¢ edizione,
8 ohe non venne mai meno fino ad ora, dimestra con ben maggior voce, di quel
che nom possa fare o, la grande importanza ed ufilith del libro: I'appendice ora
agmnnta, e che del resto era resa necessaria dak continno e grande progresso della
geometria, fa s} che I'interasse per tals pubblicazions non sia seemato affatto,
anzi sia notevolments accresciuto, A ysndere evidenie 1'iuteresse, che presenis
questo libro, besta enunciare lo 5¢0po, pienamente raggiunto, che I'A, si & pro-
posto, quello di soddisfare * il bisogno di gettare ono sguardo retrospetiivo sul
" cammine gia fatto, il quale permetla al novizii di penetrare pin facilmente nei
* misteri di essa [della geometrial, ai gia provetti di gindicare con piit sicurezza,
" quali sieno i problemi, di eui & pitt urgente la soluzione ,, E tale acopo, come
diceva, & pienamente raggiunto, perche I'A. in un numero dj pagine non molto
grande, aozi relalivamente piccolo, & riuscito a darci un quadro dello sviluppo
storico della prineipali teorie geometriche, quadro in coi forse si potranno tro-
vare difetti, ma che indubbiamente d completo o fatto con gran cara, e con und
estesissima conoscenza della materia tutts quadro tanto pii interessante in
guanto, che ne balza fuori con grande evidenza I"importanza dei varii metodi e
delle principali opere, su cui I'A. di brevi gindizii, sempre ben ponderati ed
equanimi.

Per Ia natora stessa del libro non & pessibile dire gui dettagliatamente del
contenuto del libro stesso: oscorre ci conteutiamo di dare 1'indiee dei capitoli.
L'opera si divide in due parfi la prima delle quali, che riproduce la 2* ediziones,
tratfa della geometria avanti il 1896; questa prima parte & divisa in 12 capitoli,
dei quali diamo i iitoli.

1%, Sguardo alle origini ed allo seiluppo della geometria sin verso §1 1850, —
2%, Teorin delle curve piane algebriche. — 8°. Teoria delle superfisie algebriche, —
4%, Teoria delle cusve algebriche & doppia curvatura. — 5°. Geometria differen-
ziale. — 6° Ricerche intorno allg forma delle eurve, delle superficie, e @i altre
figiere geomeiriche, Analysiz situs. Configurazioni. — 79, Geomelria della refta nello

o : :E‘r I;?-:-ﬁlhﬂﬁtj;-rl '_|:"l- "_" I’.‘f‘l"-—l-ui'.—l'._. g i - .

g e s et
-




PERIODICO DI MATEMATICA. 141

spaziv. — 8°. Corrispondenze, vappresentazioni, trasformazioni. — 9°. Geomelria
numeration. -— 10° Geometria non-Fuclidea. — 11°. Geometria degli spazii a
quuniesivogliano dimensioni.

L'ullimoe capitolo poi porka mn cenno sn diverse teorie secondarie, che non
hanno trovato posto nei capiloli precedenti, quali per es, Ia geomsiria cinematica,
la geomeiria del compasso, evc., 8 chiude con aicune considerazioni sul ciarattere
della geometrin moderna,

Lo 2% parte & costituita da un’appendice divisa in 12 paragrafi, che salvo il
primo (che porta alcuni eenni sni matematici morti negli ultimi anni, & poche
c0se su varie teorie di cui I'A. aveva parlato nel 1° capilolo della prima parts),
portano tutti lo siesso titolo del sapitolo eorrispondents della prima parte, o pat-
lano dell'ulteriore sviluppo avato dalle varie teorie nel decenmnio 1896-19086,

Come si vede anche di qui il quadro & vastissimo e comprende, si pan dire,
tuita la geometria: se si aggiungono alla vastita del tems la cura o la compes-
tenza, la ricchezza della bibliografia, con emi i varii argomenti, sono tratiali si
puo comprendere I valore del libro. Certo qualche appunto st pud fare all'A.,
ma 10 nen sono rinscito a rilevarne, ehe di ben poca importanza e fali da non
scemare il merito dell’opera. Per es, & me non sembrano esanrienti le ragiomt,
per cui A, brascura Ja peomelria del iriangolo, e probabilmente |'A. stesso lo
ha riconosciuto, perchie nell'nltimo paragrafo dell’Appendice ha dette delle ul-
time ricerche in guel campo, che avanli aveva messo completamente da parte,
Cosgi pure non mi sembra messa ben in luce Vopera del Saccheri, Iz cui grande
Importanza & risultata evidente in questi ultimi auni. Pobrei fare ancors qual-
che appunio dello stesso gemere, ma mi pare che non ne valgn la pena trat-
tandosi di néi cosi piccoli, che spariscono dinanzi s tutto il resto ed appena si
avvertono.

Uoncludendo & me non resta qui, che consigliare a tutti quanti s'intersssano
o 31 occupano di matematica, specialmente ai giovani cha sono ancora al prin-
cipio delln carriera, di leggers questo libro: son sicaro, che dopo si wmirenno a
me mnel ringraziare 1'A., che ci ha dato un cosi buen libro e una cos prezioss
fonie di wofizie. )

Yoglio fars, qui un’ultima osservazione, che seaturisce da questo libro: basia
scorrerlo per vedere, specialmente nell’Appendice, econ gran freqnenza nomi di
aulori e di opere ltalinne, che vengono ad atlestare, malgrado le solite afferma-
zioni del soliti denigrntori delle cose ° nostrane ,, lo splendido sviluppo che nel
nostro paese hanno avuato tuili i rami della geometria, svilnppo di cmt possiamo
easere ben orgoglivsi e che iu quesio campo assicura all’ Ttnlia nno dei primi posti

tra le nazioni.
Smo Mzsoier.

Arpo Fivzi. — Elementi di Calcolo combinatorio ed applicazion:. Paravia,
Torino, 1909. — L. 180, ,

Per la grande svarsith di booni libri di algebra complementare, adatti come
testi per gl'istituti teenmici, molti professori preferiscono mon soguire alcun testo,
obbligando cost gli alunni a prendere appunti. Ognuno sa poi come gli alunni
dell’ istitnto sieno in generale incapaci di prendere appunti, e come anche i mi-
ghiori allievi vi maetiano melti errori grossolani, Percid anche il solo tentativo di
riempire la grave lncnna & di per s& sole lodevole: tanfo pii lo & poi gquando,
come per quello di cui qui si fratta, i1 tentative he portato sd un buon libre.
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Il libro del Finzi & un volumetio di poche pagine, 108, in eni vengono esposti il
taleolo combinatorio e relative applicazioni in modoe del tuito elemeutare o per-
fettamenta accessibile agli allievi dei nostri istituii teenici. La trattazions, pia
ampin di quelle che si faceia di solito nei trattaii, & diretta non solo aell alunni
della sezione fisico-matemntica, ma anche g guelli della sezione Ji ragioneria, per
i quali pnd servire di un uwiile stadin d'introduziens a quello della statistica.
Lioperetin molto bens ordinala e concepita & scritta con uno stile facils o piRno,
che la rende di facile leliura anche per gli stndenti; mon contiene delle novita,
che del resio ers ben difficile introdurre in wn avgomento guale quello Erattato,
ma & faiie con cura e consegue intierameute lo scopo che si propene. Cerlo essa
won & immune da mende, e nell’esporre 'argomento del libro, ne indicherd diverse,
ma ¢redo pure che com poche @ semplicissime variazioni, I"operelta, che a parer
mio & gia bnona, potra divenire otimma.

La prima parte, che espone gli elementi di caleole combinatorio traitn sme-
cessivamente delle disposizioni semplici e con ripetizione, delle permutazioni di
elementi tutii distinti o wo, ed infine delia combinanzioni semplici e von ripetizione,
determinando in ogni caso il numero di esse ed indicando awche i modi pitl
semplicl di ottenerle tutie. Su questa prima parte ossevverd solo che sarebbe
stato desiderabile, che 1'A. avesse esposto in modo un po’ piit esteso certa dimo-
sirazioni, e chie dopo il parngrafo delie permutazioni, avesse parlato delle inversioni
& della classe di una permutazione, anche in vista delle applicazioni alle sostitu-
zioni e specialmenie della dimostraziene del teorema di pag. 100,

La seconda parte & dedicata alle spplicazioni, 1a prima delle guali natoral-
ments viene fatta a dimosirare la formula del binomio di Newton e quella del
pdlinomio di Leibnitz. Insieme, I’A. parla anche del triangolo di Tartaglia e dei
numeri figarati, chiudendo poi il paragrafo col ricavare dalle cose fatie alenne
relazioni tra i coefficienti binomiali, col determinare le somme delle potenze si-
mili dei nomeri intieri, e col fare un piccolo conno sui numeri di Bernoualli Sa
questo parngrafo dehbo fare due vsservazioni: la formnla

(h:k) -7 (mh_,.) (f:)

$1 polevwe ottenere in modo pin semplice ed anche piit consono alle altre dimo-
strazioni del libro, vicorvendo ad un ragionamento di naturas combinatoria angiché
ad nun dimostrazione puramente formale. Di piit sarebbe siato atile applicars le
cose viste anche a trovare il massimo numero dei termini di un polinomio, omo-
geneo o no, di grado s in pi variabili.

Come sevondr applicazione 1'A, espone gli elementi del valeolo delle probabi-
iita in modo semplicissime, chiavo ed egpressivo: a parer mio ¢ quesia la parie
meglio riuscita del libre. Premesse aleune generalita indispensabili e degli Esampl
di deierminazione diretta della probabilita, I'A. parla poi hrevemente dells proba-
bilifa totale, di quella composia, della probabiliia delle prove vipetute per poi
venire al teorema di Bernoalli, sempre illustrando la teoria con opportuii esempl.
In segnifo, accennato alla probabiiiia = posteriorl ed alle tavole di sopravvivenza
come applicazione di essa, viene & dirs della regola di Bayes, con la quale ter-
ming guesta parte. Le osservazioni, che ho da fare su questo capitolo sono proprio
minime: mi sembra poco adatto 1'esempio 6 portalo a pag. 52 (sebbene si itrovi
anche nel Garbieri), perché mi pare difficile che si posss ammettere, che nel caso
prabico i vari casi che si presentano sieno tuiti ugnalmente probabili, Alle pagine

L] -qw T L
e ass L

e B
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64 e 65 I'A. introduce i due stmboli [%] e |[p| senza dirne il significato: son simbolj

ben noti in matematica, ma son sicuro che, specielmente per il primo, son pochi i
giovani dell’istituto che li conoscono; converrebbe dungue spiegarli almeno in nota.

Uns terza applicazione vien faita alle progressioni aritmetiche di ordine su-
periore; I'A. deiermina lo relazioni tva gli elementi di una inle progressione, e poi
Ja sommn di n elementi consecutivi di essa. La dimostrazione di pag. 82 avrebba
potuto farsi in modo direlfo con maggior semplicita ed eleganza, invece di ricor-
rele ad nna verifica

L'A. passa infine a parlave delle sostituzioni, Premesse aunche qui poche ge-
neralith parla dei prodotti di sostibuzioni. delle potenze ad esponenta positive e
negative di esse, del loro ordine, delle sostituzioni cireolayvy, della stomposizione
i cieli ed in trasposizioni, della classe di una sostitnzione, terminando ¢on an
cenno al gruppi ed ai loro sobtogruppl. Diverse osservazioni devo Fare su (nesto
capitolo: prima di {utto andrebbero spiegate alenne affermazioni, ehe si trovano
alle pag. 95. 98, 99, e che cosi come son messe rinsciranno di dificile intelligenza
per gli nluani, Nel numera 11 a pag. 99, 1'A. & caduto in una svista, poiché
Poltimp formola della stessa pagina va corretts

{ﬂl, ﬂﬂ] Ew --,ﬂm—I, ﬂ'm] — {”l‘tlr ﬂ'm—i.' [ﬂlinfivii-jﬂm—ll;

quesio errore ne porta di eonseguenza diversi aliri nella pag. seguente; altima
dimostrazione dello stesso pumero richiedersbbe pot che fosse effettivamente di
mosbratn la proprieta atiribuita slla funzione introdotta. Per ultimo, giacche ne
parla in un caso particolare, 'A. avrebhs potuto definire, anche in genarale, il
gruppo aliernato.

L'operetta termina con un breve e sobrio cenno storico, ed & corredata di
numeresi esercizi in generale bene scelli ed ordinati- bisognerebbe perd, che
'A. ne curasse meglio gli enuneciati, perche aleani seno poco precisi, ed anzi
qualouno, cosi com'd, 0 nou si comprende o appare d'immediata risoluzione e non
in relazione coll’srgomento lrattaio nel testo. segnalo all'A., per es, il 13° di
pag. 6 ed il 7° di pag. §0. |

Ho terminato eosi questa esposizione. che parra forse troppo mionziosa, ma
ehe hin voloto tale perché il libro essendomi piaciuto, mi & parso che meritasse
nno studio un po’ scearatn, tanto pin che segnalate eosi all'A. le piceole impey-
fezioni, ¢he il lilvo eontiene, I'A. stesso potra renderlo oftimo jn wna saconda
edizione. S. MEepror

Frawcesco CALDARERA.— Primi fondamenti della Greometria dello spazio.
Un volume in-8° grande di pagine 236-1v. Palermo, Stabilimento
tipografico Virzl, 190R, — Prezzo L. 7.

Questa importantissima opern del ch. sig. comm. Caldarers. ordinario d1 Mec-
canica Razionale nell'Universita di Palermo, fa seguito e completa i Primi fon-
damenti delln geomelria del piano, che lo stesso antore pubblicd fin dal 1891 per
1 medesimi tipi. Come in questa opera si fa uso sistematico dalle coordinate tri-
lineari, cost nella recente sono adoperate le ¢oordinate tefraedriche o quadriplanari.

Jopera & divise in guatiro capitoli: 1. * Punii, piani e retie in generale, o
rispetto al telraedro fondamentale ., pagine 67. — Il ¢ Le forme fondamentali
di 1*, 2, 3" specie ,, pagine 55. — II[. * Generalits sulle lines e le superficie:
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spaziv rigato; poli e polari, figure polari reciproche: prineipl generali di omografia
e di doality _, pagine 58. — 1V. “ Elementi di geometrin differenziale ,, pagine 55.

Non & poasibile in questo breve cenno bibliogratico entrare in un minuto esame
per far rilevare toita I"imporianza delle molte e belle teorie esposte ; non vo-
gliamo peris tralasciare di segnalare una nnova e nofevole formola, la (47), (49),
(§ 133 dell"anzolo di torsione in an punto qoalsivoglia di uns curva gobba espressn
€O ju somma dei guadrabi di tre determinanti di terzo ordine composti cosi che
due qualunnne di essi dednconsi dal yimanente con sempli¢cl sostituzioni civcolari
degli indici; da cui poi deriva anche la facilita colla quale la formola pub essere
sviluppata, ,

I meteds seguito dal nosiro aotore & informative. Da eid deriva il grande
diletbo, ¢he prova nel leggerlo, ¢hi gia ha gualche conoscenza delln muteria. Ai
pPrineipiani; poi, purchs forniti di sufficienie preparazione, lo studio di questa ne-
ievole opera riesce eminentemente suggestivo in quanto she 'incita n fare HRa
infinita dj svilappi per verificare tutt'i rvisullati che vi sono indicati.

L'opora appare lungamente meditatn per il mode magistrale, nuovo, originale
- Lom cul & eaposia e raggroppata la materia. L'nso fatto di aleune notazioni se al
bel pPrineipiy, pussono indorre a far credere che siano di nocumento alla chiarezza.
S8 Per pocuy si mediteranno si riconosceranno non solo opporinne, ma anche assail
giovevali p meglio scolpire nella mente del letiore le formole o le relazioni date,
fﬂfﬂﬂﬂﬂn nol coniempo un modo semplice per ricavarle 1'nna dall’sltra. In breve,
P don libri, che qui abbiamo volute segnalare all’attenzione dei letiori, cestitui-
BCONO un oftimo saggio di una nuove geomeiria analilica a coordinate trilineari e
tetrasdriche ofy's poi il migliore, forse I'unico, libro che possa proporsi come guida

A chi deve iniziare i suoi stndi mella nnova geometria anslitica. .
3. Russo.

Gﬂﬂﬂfi! Nicora. — I problemi di geometria e disegno lineare per 1'am-
Mmissione alla R. Seuola macchinisti di Venezia, Livorno, Bel-

forte, 1908. — L, 3.

| (Juesto volumetto, deslinato ai giovani che concorreno alla R. Scuola macchi-
nisti, uj tompone di tre capitoli. 1b primo, brevissimo, contiene le generalith sni
luoghi o wnj problemi geomstrici. Il secondo contione la risoluzione di 41 problem)
elemontnti cho gono enmneiati nel programma per il concorso suddetilo, Il terzo &
df'di“ﬂt" Ml nlbri problemi enunciali nel programma del disegno lineare, & si sud-
divide in 11 paragrali dei quali riproduciame i titoli
I. Lo seale del disegno. — II, Divisione di un segmento in parti proporzionals
A Begmonti od a pumeri dati. — IIT. Disegno in una data scala di ona fiznra
simile nil nugn data figura ' mediante le coordinate rispelio a doe assi ortogonali. —
IV. Volligge, — v 1 tperbole. — VI. La parabola. — VII. Rettificazione appros-

EiIf'lntn di una circonferenza o di nn nroo di curva qualungue. — VIIL. Qicloide,
epicicloido, ipocicloide, — TX. Divisione delle ecirconferenze in parti eguali, —
X. Poligoni vegolari convessi 8 regolari. — XL Raccordamento delle linee.

il libre » certamenie molto untile ai giovani che vogliono prender parte af
nunnll:u'au por In R. Scuola di Venezia, offrendo loro un mezzo facile e piano per
“equistare in poeo tempo le cogniziont che il programma richiede.

e

Giurio Lazzert — Direftore-responsabile
Finite @1 stamprre il 16 Dicembre 1068
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FORMULA FONDAMENTALE

pel caleolo dei volumi poliedrici non enclidei

Divido questa Nota in due paragrafi; vel 2° db la formula in que-~
stione e in questo riassumo, come inevitabile premessa, le definizioni
e 1 risultati di fre miei precedenti lavori che in ordine di data di
pubblicazione indicherd rispettivamente con (V), (R), (E).(*)

Normeele & debto un tetraedro con tre diedri retti due dei quali
fra loro opposti; dei tre diedri variabili di un tetraedro normals j
due opposti diconsi laterali e il terzo medio. In (V) invece di normale
ho adoperata 1a denominazione meno appropriata di elementare nsata
da Liebmann [(R) pag. 40].

Binormale dicesi un tetraedro normale di eui anche il diedro medio
6 retto; vale a dire, il tetraedro & binormale se ha due coppie di’

diedri retli opposti; segue facilmente che gli spigoli laterali di un
tetraedro binormale sono reciproci-assolaii [(R), pag, 41],

Asintotico & detto un angolo, un angoloide, un poligono, un poliedro
86 ha un (o il) vertice sull’assoluto eiod all’infinito. In un triedro
asintofico la somma dei diedri & w. Un tetraedro pud essere fino a
quatiro volte asintotico; ma un tetraedro normale non pubd essere
piin di due volte asintotico, perché in due dei suvi vertici eadono
degli angoli rebti.

Elementare si diva qui il tetraedro normale due volte asintotico;
esso ha i diedri laterali uguali fra loro e eomplementari del medio,
sicche & determinateo da ono dei suoi diedri variabili.

Sia P: (%) il volume di un tetraedro elementare di diedro laterale z
reale o complesso ; allora se si determina la funzione politroma
' ,ij log 2 sen z

»

s

{1} (V) richiamera 1a Nota “ 8ol volume dei polisdri nell'ipotesi won encliden . Atti della So-
cield dei Matematizi & Naturalisti di Modena, Sevie IV, Vol. 1X, 12 marzo 1667,

(R) richinmerda }a Memoria * Ricerche di estonsionimetria negli spnsi melrico-proiedkivi ,,
K. Arcademis i Scienze, Lettere ed Arti di Modena. Berie JII, Val. VIII. Appendice: data di pub-
blicazione degli estratti: dicembre 1007,

(E) richlamera la Noia * Sopra zlenni punti della sstensionimetria mon euslidon ,, B, dceademiy
delle Beienze di Torine, Vol. XLIII, 14 giogno 1008, _

{*) Secondo 1a notazione di Lobatachewski: i in (V), quando ron conoscevo ancora i contribut
di Lobatechewskl in maleria, lio vsata la notszions T..




