QOPRA I'POLIEDRI REGOLARI CONVESSL

(Un cAPrroLe DI (GEOMETRIA DESCRITTIVA)

Lo scopo principale di guesto modesto serifto @ di rappresentare,
medinnte il metodo di Monge, le rotazioni che trasformano in se stessi
i poliedri regolari convessi. L'argomento & genoralmente dimenticato
negli ordinari trattati di Geometria descrittiva malgrado la sua in-
diseutibile importanza, Dopo la pubblicazione della ormai classica
opera di Klein sull’icosaedro (*) & impossibile svolgere un qualsiasi
corse di teorie gruppali senza far eapo in qualche mode ai tre mo-
tevoli gruppi che prendono nome dai poliedrl regolar.

(ome ntile preparazione sembra dungue opportuno, a ehi scrive, di
far posto nella Geometria descriitiva (nel capitolo della rappresenia-
zione dei poliedri) alla esposizione sistematica di tali grupp serven-
dosi del metodo pid acconcio che, in questo caso, @ quello di Monge.

Mo diviso il presenie seriffo in due parti. La 1° contiens la rap-
presentazione dei cingque solidi regolari convessi. Veramente avrel
potuto limitarmi a tre di essi, che, dal panto di vista gruppale, ©
ben noto come la teoria del cubo sia identica a guella dell’ottaedro,
e quella del dodecaedro & quella dell’icosaedro. Ma, per omogeneity
di trattazioue, non ho trascurato alenno dei cingne solidi, riportando
pure guelle rappresentazioni di essi che sono conosciutissime e si
trovano in tutti 1 trattati, anche perché mi si & presentalo cosi la
oceasione di dimostrare certe osservazioni che ordinariamente sono
soltanto affermate (cfr. per es. i n. 5 e 6).

In base alle costruzioni date nella 1* parte, sl avolge la 2° parle
espressamente dedicata alla deserizione delle rotazioni che sovrap-
pongono a se stessi poliedri rappresentati e agli importanti gropm
nei quali esse, per cosi dire, sl OrZanizzano,

L — Rappresintazinnn nel metodo di Monge.

. Tetraedro. — Rappresenteremo il solido in due posizioni parti-
colari rispetto ai piani coordinati. La prima di queste posizioni & la
solita adoperata usnalmente. Assumismo per piano orizzontale quello

(1) Kisam, Forlerwagen dber das Tiosneder un die Auflbaung dar Gleichungen vom finfim Grade.
Lelpzig. Tenbmer, 1884},
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di una faccia e conseguentemcnte per piano verticale uno che sia
parallelo all’altezza del solido che cade snu tale faceia. Indichiamo con
A, B,C,D i vertici del solido. La proiezione orizzoniale si COm porra
dal triangolo equilatero A;B:C, e del sno centro Dy (fig. 1). Le proie-
zioni verticali Ay, Bs, Gy saranno sulla linea di terra pei punti d’incontro
con le rispettive ordinate condotie da A, By, Oy rispettivamente. Quanfo
a D, 8850 si trovera sulla ordinata irata da D, ad una disianza dalla
lines di terra che & caleto di un triangolo rettangolo che ha per altro
cateto A,D; e per ipotenusa il lnio del solido che & uguale al lalko
del triangolo A,B,C,. Nella figura 1 il triangolo in parols e A, Dy(D)
e pud considerars: come 1l vibaltamento del friangole A,D,D sul piano
orizzontale attorno al caleio A.D:.

« I’altezza del punto D sul piano orizzontale (ciod in sostanza Ual-
tezz del solido) resulla anche uguale al lato del quadrato iscritio nel

cerchio e, in cui & pure iscritta una faccia del solido ,.

I B, M: Qs N. R

Infatti, prendendo per unila di misura u 1'agéin di ¢, dal triangelo
rettangolo A.Dy(D) si trova;

D,(D) =VA.B, — 1=12.

Questa osservazione pub recare qualche semplificazione quando tuita
la figura 1 si incominei dal tracciare il gireolo c.

Nella 2¢ posizione che dobbinmo considerare, assumeremo per piano
verticals uno che sia parallelo alla perpendicolare comune & due spi-
goli opposti del solido e per piano orizzontale quello che passa per
uno di tali spigoli ed & parallelo all'aliro (fig. 2). La proiezione oriz-
zonlale sari composta con i verbici del quadralo A,B.C,D; di em la
diagonale sia ugunle al lato del solido. Se AC & il lato esistenle sul
piano orvizzoninle, AsCy & B.Ds 81 troverauno rispettivamente sulla
linea di terra e su di una parallels ad essa. Conducendo da A CB Dy
le velative ordinate, non manchera che di conoscere la distunza delle
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dne rette A.Ca. BaDs per completare la rappresentazione del solido.
Mz tale distanza & manifestamente cateto di un triangolo rettangolo
che ha per altro cateto il lato del quadrato A,B,C,D, e per ipotenusa
il lato del solido (ciod la diagonale del quadrato suddetio). Si pud
donque dire chéd:

¢ La minima distanza di due spigoli opposti del tetraedro uguaghe
il lato del quadrato che ha per diagonale lo spigolo del solido .

2. Cubo. — Basia una sola rappresentazione che & la consuelg.
Assumiamo per piano orizzoniale guello di nna faceia e per piano
verticale uno qualungue perpendicolare al precedente (fig. 3). Allora
la proiezione ovizzontale & tutta assorbita da un guadrato di eni ogni
vertice rappresenta due vertiei del solido: le otto protezioni verticali

Tie, 4.

dei vertici si distribuiscono a 4, a 4 sopra due refte parallele (di cu
ona & la linea di terra) a una distanza fra loro che & uguale sl lato
del solido eiod al lato del quadrato suddetto. Nou manca che di con-
durre le vrdinate dai vertiei del gquadrato a incontrare le duoe reite
pominate e In rappresentazione & compleia.

3. Dttaedro. — Oceorrono due rappresentazioni.

Per chiarire bene quale deve essere la posizione del solido nella 1*
rappresentazione, indichiamo con A,B,C.D 1 vertici del solido esistenti
in un piano diagonale, con M ed N i due rimanenti. Sceglieremo allora
per piano ovizzontale un pifino parallelo al piano dirgonale suddetto
o per verticale nno che sia perpendicolare ai due spigoli opposti
AB, CD (e quindi parallelo ad AD, BC). Ne segue (fig. 4) che la proie-
zione orizzontale & costituita dal quadrate A,B.C,D; (nguale 2l qua-
drato obbiettivo ABCD) e dal centvo del suddetto gquadrato come
rappresentante i due vertici rimanenti M ed N (in M;= N,). Per fis-
save la proiezione verticale si fissi l1a traccia verticale p del piano
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diagonale in discorso: dove esea incontrera le A,B., C.D:, ivi saranno
Je proiezioni verticall del vertici di ABCD ed evidentemente A; coin-
eiderd con B; e C; con Dg. I punti My ed Ny esistono sulla ordinata
da M;=N,, uno da una parte e uno dall’altra di py ad una distanza
nguale alla semidiagonale del solido, ciot alla semidiagonale del qna-
drato A,B,C.D,.

Nella 2* posizione si assumeria per piano orizzontale uno che sia
parallelo a una faceia (fiz. 5) e per piano verticale nn qualsiast piano
porpendicolare sl primo.

Indichiamo allora eom ABC e con MNP i due friangoli che cosii-
tuiscono le due facce del solido parallele al piano orizzontale. Tali
due triangoli si proieftano in vera grandezza ¢ quindi in dve Erian-
goli equilateri simmetrici un dell’altro rispetto al centro comune ([cioé
iscrittl anche in un medesimo cerchio ¢). Quanto alla prolezione ver-
ficale si osserverd che AyB.Cy e MyN.P. si proielleranno sopra duoe
rette parallele alla linea di terra (iracce vertieali dei piani ABC, MNP)
¢ sulle ordinalte corrispondenti tirate dalle relative proieziomi onz-
zonfali, Non manca dunque che di frovare la distanza fra le due
refte parallele snddetts.

Basta & tale nopo osservara che la differenza di altezza fra i punis
C ed M & catefo di un triangolo rettangolo che ha per alfro cateto
Cy M; (lato dell'ssagono regolare iserilto
im ¢) e per ipotenusa il lato del solido (che
@ nguale & quello di uno gqualunque dei due
triangoli equilateri A,B,C,; M:N,F,). 51 pud
dunque dire che:

“ Ln distanza fra duefacce opposte del solido
¢ uguale al lato del quadrato iseritto nel cerchio
in ecui & pure iserifle une faccia del solido
medesimo .

Infatti assumendo per unitd di misura il
rageio di e g1 ha C;M,=1; A, =\’§ e quindi
la distanza in parola & =7V2.

4. Dodecaedro. — i sufficiente rappre-
sentare il poliedro in una sola posizione, che
e la solita. Sia, a tale scopo, piano orizzon-
tale il piano di una faccia ABCDE. Essa si
rappresenteri orizzontalmente in se stessa
nel pentagono regolare A;B.C.D:E,; (fig. 6),
iscritto mel cerchio e. La faccia opposta si proietteris orizzontalmente
secondo nn altro pentagono B.STiU,V, iseritto nel medesimo cerchio
e simmetrico del primo rispetto al centro comune. I vertici rimapenti
del solido compongono m deeagono gobbo che si proietta orizzontal-
mente in un decagono regolare convesso iscritto in un cerchio d
concentrico & ¢. Vediamo come si possa costiuire un tal cerchio 4,
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o (eid che & lo stesso) cerchiamo la proiezione orizzontale di un
vertice del suddetto decagono. Jmmaginiamo, a tale scopo, di far
ruotare la faceia A,BiC,D,E, del solido attorno a B,(; fino a farla
coincidere con l'altra facecia che passa per B,C,. La proiezione oriz-
zontale del punto Dy, durante il movimento, si sposta sulla perpen-
dicolare tirate da DI, all'asse di rotaziome che & B,(y: d'altra parte
gquando il movimento di rotazione & finito, la proiezione cercala
deve trovarsi sul raggio 0,C;; donque il punto I, alla fine del mo-
vimento suddetto, si proieitera nel punto K, comune al raggio e alla
perpendicolare suddetita. Il cerchio concentrico a ¢ e di ragglo (LK,
& il cerchio d richiesto. B sopra i raggi che da Oy proiettano i1 ver-
tici dei due pentagoni precedenti, nei puntr d'incontro di tah raggi
con d si troveranno i vertici del decagono cercato. B cosi costrnifa
la consueta proiezione ovizzontale del selido.

Per caratterizzare nel modo pii1 opportuno la proiezione verticale si
indiehi eon F,G H,LK,L,M,N,P,Q, il decagono regolare ultimo trovato
e si assuma la linea di terra perpendicelarve ai due lati opposti LK,;
P.Q,. Le proiezioni verticali dei vertici vengono & disporsi a cinque,
a cingue snlla linea di terra e sopra allre tre linee ad essa paral-
lele, che in dicheremo ordinatamente con g, ¥, 2:. Condneendo dalle
proiezioni orvizzonfali le relative ordinate avremo:

As, Bay, Co, De, E; sopra la LT
K e, M., Fa, Ps . . | 24
To, Ls, Gs, Niy Q . . ¥e
Rg, S¢y Ty, Ui, Vi . 5 e

Per completare ln proiezione verticale non manca che di trovare
lo mutne distanze fra le quatiroe rette parallele suddebte, Ci serviremo a
tale scopo del solito metodo. La distanza fra 1.T; e la 2y © la lun-
ghezza della proiezione verticale dello spigolo CK, di eui si conosce
la veras lunghezza (lalo del solido) e la proiezione orizzontale GK,.
Dungue la distanza eercata sard cateto di nn triangolo rettangolo
che ha per altre caleto C,K, e per ipoienusa il lalo del pentagono
iscritto nel cerchio e. Analogamente, la distanza fra x: e y o la
lunghezza della proiezione verticale dello spigolo IK, e quindi & ca-
teto di un triangolo rettangolo che ha per altro eateto I,K, & per
ipotenusa il lato del pentggono suddetto. Quanto alla distanza fra
ys © 23 essa & ugnale n quella fra LT e z per ovvie ragioni di sim-
melria.

5. Per semplificare in modo evidente il processo costrnftivo val-
gono le osservazioni seguenti.

* TI raggio del cerchio d si pud ottenere aggiungendo al raggio del
cerchio ¢ il lato del decagono regolare iseritlo in ¢ ,,
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Infatti chiamando con W, il punto comune a B,C; e DiK, si ha:
Gy =CW, + K Wo' = GiDy". cos? DG Wi+ G Wy tg* WiGiEy =
— 0Dy cos* Dy W, . {1+ 1g* WiCiKy) .

Prendendo per umitih di misura il raggio di ¢ si ha:

m_1,"1[1;:2 1’5‘

D16;W1— 1" B;f}:ﬂl = E — 5 J
WiGK,; == — (0:C.D; - D,C,VWy) = 10°°

2 —1-4V5 -+ V5
cos 2% — — 14 ‘Vﬁl tamg 5 1 }F_;
4 0 Yi0—2y5

oJ

onde, sostitnendo si frova, B
— 8—1Y¥5
C - B

1) —
e quind B
v il
0Ky — 1 2| VU'
il che prova 'affermazione fatta.

“ La distanza fra la linea di terva ¢ lo retia x; ¢ uguale al raggio
del cerchio c. Infatti essa & caleto di un triangolo rettangolo che ha
per altro erteto il lato del deeagono iscritto in e (per I'osservazione
precedente) e per ipotenusa il lato del pentagono. Ura & ben noto
che esiste un triangelo rettangolo che ha per cateti il raggio e il
lato del decagono iseritlo e per ipotenusa il lalo del penfagono 1scritto,
dunque la distanza cercata & effettivamente data dal raggio in parola.

* Lo distanza fra le due vetie parallele X3 ¢ ys ¢ uguale al lato del
decagono iscritto nel cerchio e ..

Infaiti, come abbiamo visto, essa & cafeto di nn friangolo rettan-
golo che ha per ipofenusa il lato del pentagono iseriifo in ¢ e per
altro cateto 11 lato del deeagono 1seritio 1n d, cosicehe (per 1] teorema
dianzi citato) tutto si ridoce a dimostrare che il lato del decagono
iserilio in d & uguale al raggio di ¢. Cid risulta subito dal confronto
dei due triangoll simili O,C,T;, O4K,1; 1 quali danno;

(0101 —|— 01E1): KILI. =2 CIT‘I

ma sappiamo giz che C,K; = C/T, dungne:
D1G1 - GIT.'I. + GITI — D:l Gn . E1Ll

¢ daltra parte

GxT: — OIC':[ . (0101 ] CITI]
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per cui sostituendo s1 frova:
0101 =El]—‘1

¢id che dimostra In nostra affermazione,

B. Icosaedro. — B necessario considerave tre posizioni diverse del
solido rispetto ai piani coordinati,

La prima di questa posizioni & la consueta. Si assuma per piano
orizzontale un piano perpendicolare alla retta che congiunge due ver-
tiel opposti M ed N (fig. 7). Tale piano riesce parallelo ai piani di
due pentagoni che hanno per vertici i ri-
manenti 10 vertici del solido e che noi,
per brevita, chiameremo * pentagoni din-
gongali ,. Essi si proicttano orizzontalmente
in vera grandezza in due pentagoni rego-
fam col lato uguale allo spigolo del solido,
iseribti nel medesimo cerchio ¢ e simme-
trici uno dell'slbro rispebio al veniro del
cerchio (il gquale centro rappresenta oriz-
zonlalmente le proiezioni M, =N, di M
ed N).

Per maggiore simmetria assumiamo per
linea di terra una perpendicolare ad ona
delle altezze comuni dei suddefti pentagoni
AlBl_'D‘D;E]_, F;G;H;I:El. Per costruirve la
proiezione verticale si osservi che A,B,CyD),
By, FalsHgl 3Ky si disporranno sopra due retie
Zaye parallele alla lines di ferra, e che M, Fig. .
ed Ny si froveranno & distanze uguali
dalla striscia che tali parallele individuavo uno al disopra e uno al
disotfo. Per cui non manca che di trovare la distanza fra z2 e s e
quella fra My e z; per potere completare, mediante le ordinate rela-
tive, Ia proiezione verticale. Per determinare tali distanze si psservi
che la distanza fra M; e 2, non & che l'altezza del punte Cy sopra il
pieno parallelo all'orizzontale condotto per M. Hasa & dunque eateto
di un triangolo rettangolo che ha per ipotenusa il lato del solido (ciod
il lato di uno dei doe pentagoni isevitti in ¢) e per altro eateto il
segmento M,C, (ciod il raggio di ¢). In modo analogo la distanza fra
s & Y2 81 vede che & l'altezza del punto F sopra il piano parallelo
all'orizzontale passante per M. Hssa & dunque cateto di mn triangolo
rettangolo che ha per ipotenusa il lato del solido (cioé il lato di uno
dei due pentagoni isevitti in ¢) e per altro cateto il segmento E,F,
(ossia il lato del decngono iseritto in ¢).

Le costruzioni inerenti a queste distanze possono semplificarsi di-
mostrando: .

" Che la distanza fra My e xy ugnaglia i lato del decagono iscritto in ¢ .
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“ Che la distanza fra x4 € ys uguaglia 4l raggio di ¢ ,. Per convin-
cersene basta considerare la esistenza, gih notata al N. 5, di nn trian-
golo reftangolo che ha per ipotennsa il lato del pentagono isevitto
in un eerchio gualunque e per cateti il lato del deengono iscritfo nello
stesso cerchia e il raggio.

7. Per collocare il solido nella seconda delle posizioni volote si
assuma per piano orizzontale quello di una faccia ABC (fig. 8). Con
cib i 12 vertici vengono a disporsi a fre, a tre in quattro piani paralleli
di cuiil primo & il piano orizzontale. Sieno tali ternein ordine di altezza

cosi indicate:r ABC. DEF, GHI, KMN. La
*% prima e 1"ollima costituiscono due facce op-
i poste: esse si proiettano in vera grandezza in
x % due trinngoli equilateri A,B,C,, MyN,K, isenth
__z, nel medesimo cerchio e simmetrici uno del-
I'nliro rispatio al centro. Nella figura 8 tale
r cerchio che indicheremo con ¢ non & disegnato
per non complicarla troppo. Rimangone da
rappresentarsi orizzontalmente 1 6 vertici DEF,
GHI che possono riguardarsi componenti I'esa-
gono regolare gobbo DGFHEL Esso si proiet-
fera in un esagono regolare direltamenie omo-
tetico a K,B,M,(,N,A,; & non manchera quindi
che di trovare il rageio del cerchio d circo-
seritbo & tnle esagonp. 81 consideri percid 1l
pentagono diagonale MNECKEF e si osservi che
la sua diagonale EF si proietta in vers gran-
dezzn (orizzontalmente) e precisamente nel lato
del triangolo eguilatero iscritto in 4. Ma BF & anche diagonale del
pentagono regolave che ha per lato A;B,. Si costrnisea dunque una
tale diagonale eppoi st descriva (coneentrico a ¢) un cerchio 1l cul
triangolo equilntero iseritto abbia per lato la Junghezza della diago-
nile prima trovata e la questione sarh risoluia.

Quanto alla prolezione verticale si osservera che i vertiel vengono
ivi & distribmirsi secondo le terne gia seritte in 4 retie parailele di
cui la prima & la linea di lerva. Indichiamo le allre con aagezs. Nom
maneca che di trovarne le mutne distanze perche (servendosi delle
ordinale relalive) possa dirsi completaia anche lu proiezione verticale.

Ora la distanza fra LT e @, & I"altezza di ¥ sul piano orizzontale e
quindi & eaieto di un triangolo retfungolo che ha per altro cateto BT
e per ipotenusa il lato del solido (ciod B,C,). In modo analogo la di-
stanza fra xqe ye © lo diffevenza delle altezze di G e D sul piano orizzon-
tale @ per conseguenza nguaglia il caleto di un triangolo reftangolo
che ha per altro cateto Dy, e per ipotennsa il lato del solido {ozsia B,C; )

8. Le costruzioni del n. precedenke possono semplificarsi notevol-
mente mediante le seguenti osservazioni.

M.




PERIODICO DI MATEMATICA. 9

“ Tl raggio del cerchio esterno d 3 pud ottenere aggiungendo al raggio
del cerchio interno ¢ il lato del decagono iseritto in ¢ .
Infatti

EjFl o -h'lj_N']_
O M, = ‘
ﬁ ] §Anly ﬁ

Ma prendendo per unita di misura il raggio del cerchio in eni &
iscritto il pentagono regolare di lnto M;N. si ha:

O, =

Y10 —2715 9%  Y104+215
‘ 5 2

V104215 —Y10—215
2Y3

MIFI e 01F1 i 'DLMr—'

da cul

M, I, 1415
o = 5 ; e, 4, 4.

“ Le distanze di Xa, ye dalla Linea di terra sono vispettivaments wyuali
(i raggi det cerchi ¢ e d .

Dimostriamo prima che Ia disianza fra LT e y. & uguale al raggio
de] corchio d. Pereid osserviamo che essa pud riguardarsi cume al-
tezza di G sul piano orizzoutale, ossia come cateto di un tranzolo
vettangolo che ha per aliro cateto B,G, e per ipotenusa il lats del
solido (ossia A.B;). Basta dungue dimostrare lan seguente idenuia

.3.11312 — BIGI e (01 B1 "{— BIGIJE '

la quale si rende manifesta osservando che per l'osservazione prece-
dente si ba;

B.G°=0.B, . (0B, —B.G;), AB, =30,B;.

Finalmente per dimostrave che la distanza fra LT e x: ¢ wmale
al raggio del cerchio ¢ basta dimostrare che In distanza fra x e 9,
& ugunle a B,@,. Ora la distanza fra z, & y, essendo laltezz: el
punto G sul piano parallelo all’'orizzoniale che passa per F, = azeto
di un triangolo rettanzolo che ha per altro cateto FiG, e =+ po-
tenusn A,B;.

Tutto dungue =i ridoce a dimostrare la segnente identits
®

AB:—TF.6, =BG,

Ma I,G,, lato dell’esagono iscritto in d, & ugnale al raggio 4= ner-
chio d, e allora si rieade nella identita dimostrala precedenizmenie,
¢. @ d. Quanto poi alla distanza fra 7. e 2. essn & ugunle 2 1ella
fra LT e e per evidenii ragioni di simmetiia.
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J. In ultimo, per collocare il solido nella terza posizione che oe-
corre di considerare, si osservi che gih dalla figura 7 resulla che i
30 spigoli sono a due, a due, paralleli in guisa che i 15 piani che cosi
vengono individuati compongono 5 triedri trirettangoli col vertice
nel centro del solido. TIno di tali triedri (& in quella figura 7) indi-
viduato dai tre piani: MKNB, GHDE, AFCL Ebbene prendiamo per
piant eoordinati due che sieno paralleli a MENB, GHDE (fig. 9). Se
il piano orizzontale & quello parallelo a MKNBE,
un tale reftangolo si proietferh ivi in vera
grandezza in MyK,N,B, dove i lati MK, , KN,
saranno rispettivamente ugusl allo spigolo del
solido e alla diagonale di un pentagono diago-
nale. Se si osserva, che lo spigole suddetio
8 anche lato del nominato pentagono e che
d'albra parte il lato del pentagono regolare ©
In parte maggiore della snn diagonale divisa in
sezione aurea, si vede che per costruire un rei-
tangolo come M;N,K;B; si puo prendere il lato
maggiore a piacere e il lale minore uguale
alla parte maggiore del lalo maggiore diviso
in sezione aures. [ quatiro vertici GHDE (situnti
sopra 1 due spigoll opposti GH, DE) si proiet-
teranno a due, 2 doe negh estremi del segmento
& H, =D,E, che avrd la longhezza K,\M, e si
disporra sulfasse di simmetbria del {rettangolo
M,K,N,B,} che & parallelo a K,N, e avra il sno panto medio nel centro
del rettangolo medesimo. I quatiro vertici vimanenti A, F,C,1si proiet-
teranno a doe, a due negli estvemi di un segmento che avra la lunghezza
K,N,, che sara disposto sull'altro asse di simmetria del solito rettangolo
e sari bisecato dal centro del medesimo rettangolo. Per "esattezza della
costruzione si osservi che i tre punti M,, Gy, C; debbono essere in
linea retta perche i lovo obbiettivi sono vertici del pentagono dia-
gonale MGCIE che esiste in un piano perpendicolare all’orizzontale
(0 1l piane delle retle B, IC). La stessa cosa pud dirsi di K&, A, o
di 1,D,B,, A,H;N,. La proiezione verticale si pub otfenere dalla oviz-
zontale facendola ruotare, nel piano del disegno, di 180° attorno al
suo ceniro e pol spostandola com una traslazione arbitraria nel
senso A, (.

Kg 9.

E. Ciaxi.
(Confinna)

_'.'-_J.l.

e s
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COSTRUZIONE DI ENTI IMMAGINARI

|, Daremo una rappresentazione reale dell’insieme dei punti reali
e immaginari di un piano, la quale renderd possibile la costruzione
geometriea di punti o rette o in generale enti reali o immaginari,
parlendo da dati reali o immaginari. L'ente reale sul guale faremo
la rappresentazione @ |'insieme delle coppie di punti reali di un piano
reale; un elemento di fale insieme sard dungue una coppia di punti
M, N, reali. Indicheremo un tale elemento con [M, NJ e lo chiame-
remo elemento-coppin; i punti M ed N saranno rispettivamente il primo
punto o il secondo punto dell’elemento-coppia. Gli elementi-coppie [M, N]
@ [N, M] saranno considerati come distinti.

Poiche nelle nostre considerazioni avranno particolare imporianza,
limitatamente ai punti reali, quelle speciali trasformazioni proiettive
del piano in se stesso che sono le similitudini inverse, cosi comincie-
remo col porre in evidenza aleuni carvatteri, per noi essenziali, delle
medesime,

[. — Osservazioni sulle similitudini inverse.

2. In una similitudine inversa la rebta all’ infinito & nhita, e su essa
si ha una involuzione con due punti uniti reali, U_ e V., le direzioni

dei quali sono ortogunali. Le divezioni A_ e B, Inclinate di -:I:- ri-

spetto alle U, e V_ sono corrispondenti e perpendieolari fra loro:
noi le chinmeremo direzioni principali della similitudine.

Al fascio di raggi di centro A_, consideralo nella prima figma,
corrisponde il fascio di centro B_ proiettivamente, anz prospettiva-
mente perche la vetta all’infinito & unika; § raggi corvispondenti si
incontrano su una retia r. Cosi al faseio di centro B.,, considerato
nella prima figura, corrisponde il fascio di centro A_ prospettiva-
mente, e 1 raggi corrispondenti si incontrano su una relia ».

Siano M,, My due punti corrispondenti nella gimilitndine inversa;
alla retia MyA, corrisponde th MuB_, e queste due retie si incontrano
in un punto A di »; alla retta M,B_ corrisponde la MyA_, e la incontra
in un punto B di re. Si ha dunque un rettangolo M;AM.B, del quale
due verfici opposti some i due punti corrispondenti M; e My, e gli
altri due vertici opposti sono une su » e uno su e

BEeeo dungne come si pud ottenere il punto M, corrispondente & un
dato punto My: per M, si conducono le rette a e b parallele alle due
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dirozioni principali A_ e B_; per i punti a .7 e b.ry s condncono
le rette @ e b’ parallele alle direzioni B, e A_; il punto a'. b e il
punto M.,

Cercando con questa costruzione i punti corrispondenti a quelll di ry
si ottengono i punii di », @ inversamenie; » ed 7, son dungue
corrispondenti nella simililudine, e pereid ugualmente inclinate sulle
direzioni unite U, e V..

Si pud concltudere dunque che: Per ogni similitudine inversa gst-
stono due rette vy, ra tali che in ogni vettangolo M;AM,B che ha t ver-

tici opposti A, B sulle veite v, vy € i lati inclinati di ry sulle biseliricy

degli angoli di 1, e ve, gli altri due veréic opposti sono due punti cor-
rispondenti.

I due vertici My e Mg sono distinti dal fatto che il lato M;A =i
manliene costantemente in unz determinata delle due direzioni prin-
cipali, e il laio MeA nell'altra. La direzione del lato M;A si dira
prima direzione principale, e quella del lato MsA seconda direzione
principale.

Si noti ehe # e 1 non sono mai orlogonall.

3. Reciprocamente, dimostriamo che prese o priori due réefis Ty, Ty
del piano, purch non ortogonali, ¢ di egni punto M, trovato il corri-
spondente My mediante la costruzione di un vetlangotlo M;AM.B cot
vertici A ¢ B sury eve € col lato MyA in una determinala delle due
direzioni inclinale di % sulle bisettviei degli angoli di vievs, My e M,
sono corrispondenti i una similitudine inversa.

Inlanto si vede eche la corrispondenza fra M; e My & biunmivoca;
al piit si ha qualche incertezza nella corrispondenza fra i punbi della
vetta all’infinito, ma su questo faremo pol una osservazione.

Se M, deserive una retta m, non coincidente con M;A @ M,B, 1
punti A e B deserivono due punteggiate proiettive nelle quali si cor-
rispondono 1 punti all’infinito, onde le retie M;A e MyB deserivono
due fasei prospettivi; M. descrive dnnque una retta m,. Se poi M,
descrive o la retia M,A o la M,B, Ms descrive o Ja MzA o la M,B.
In ogni caso, dunque, mentre un punto descrive una retts, il corri-
spondente descrive upa retla.

Poichie a rette parallele corvispondono rette parallele, la incerlezza
relativa ai punti all'infinito si visolvera considerando come corrispon-
denti i punti all'infinito delle rette corrispondenti. Cosl stabilito, s
ha che la eorrispondenza fra M, e M. & una proiettivita nella quale
la retba all’infinito & unifa, quindi una afiniti.

In gquesta affinita 1] punto d'inlersezione di », e 72 & unito, e lo
bisetbrici degli angoli di », e ¢ sono manifestamente rvette umite;
le 4y & 1 sono corrispondenti involutorinmente. La proiettivita sulla
relta all’infinito & dungue una involuzione che ha due punti units
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reali, le direzioni dei quali sono ortogoneli. Da guesto segue cha 1
due fasei di vaggi corrispondenti con centro in due punti corrispon-
denti qualungne sono inversamenle ugnali, e che guindi la nostra ai-
finith # una similitudine inversa.

4. Abbiamo lasciato una ecerts arbitrarieta nella scelta della prima
a seconda direzione prinecipale, cosicche due vetfe 7, 23 determinano
duesimilitudini inverse, una inversa deil’altra. Dall'una si passaall'altra
scambiando le due direzioni prineipali, o anche scambiando r con 7.

Per avere una corrispondenza biunivoca fra le coppie di retie (non
ortogonali) del piano e le similitndini inverse del piano stesso, fis-
siamo di prendera per prima direzione principale guella che si trova
nell'angolo descritto dalls bisetbrice dell'angolo acuto din e e (prima
bisettrice) fino alln bisetivice dell’angolo ottuso (seconda bisetirice), nel
senso positivo delle rotazioni. Cosi stabilito, le due similitudin in-
verse determinate, nel modo detto, da due rette, sono gih distinta
dall'ovdine nel quale si eonsideranc tali ratie.

Le rette 7., 7a si divanno reite rappressniotrici dells similitudine
inversa, la quale si indichera con {7, 7).

5. I caratleri di una similitudine inversa sono in relazione con In
posizione relativa delle rette rappresentatrici. Nal caso generale, le
rappresentatrici », € 7 8i iucontrano in un punbo 0, che & I'unico punto
anito a distauze finita. Le bisettrici degli angoli di # e re dividono
il piano in guabtro gquadranti, che si brasformano uno nell’altro nella
similitudine; la quale & il prodotto di una simmetria rispetto alla
prima bisettrice per una omotetia diretta di ceniro 0.

Se 74 e rs sono parallele e hanno una distanza d, Ia similitudine
non ha punti uniti a distanza finite ed @ il prodotto di nna simmelria
rispelto alla bisetirice della striscia »y re per una traslazione lungo
le rette »y, 7y, di ampiezza d.

Quando r, @ 7, 8ono coincidenti, la sinmlitudine si riduce alla sim-
metria rispetto all'asse yy=r:. B guesto il solo caso nel quale nna
gimilitodine inversa & involuforia.

B. Una similitudine inversa fra i punii reali di un piano, nella
quale si considerino come elementi le coppie di punti corrispondenti,
> un insieme appartenente all’ insieme di tutte lo coppie di punti reali
de] piano stesso. Ora cerchiamo, considerando due similitndini inverse

=, 1), = {ry, s,

sa i due insieme 2 e L' hann# elementi-coppie comunt. Indicando con
¥ {a inversa della similitudine X, il prodotto £~ I & una simil-
tndine diretta S, i punti uniti della quale sono i punfi che corrispon-
dono & nno stesso punto in 2 e Z.

La similitodine diretta S pud essere: 1° una rotazione; 2°, il pro-
dotto di una rotazione per una omotetin, con lo stesso centro; 3°. una

omotetia; 4°. una traslazione. Nel 1° e 2° caso, 2 e 3 hanno un solo
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elemento-coppia comune, & distanza finita; nel 3° caso, hanno n co-
mune un elemento a distanza finita & tuthi gli elementi che s fro-
vano snlla retia sl infinito: nel 1° easo hanno comuni soltanto gl
elementi che si trovano sulla retta all’infinito.

BEsaminiamo il 8° e 4° caso. T punti nniti all infinito di X e X' coin-
eidono, e eoinecidono percid anche le direziomi prineipali di £ e X' Ma
pud darsi che la prima direzione principale di £ coineida con la prima
di ¥, o con Ia seconda; se la prima direzione principale di I coin-
cide con la seconda di £, », incontra necessariamente r'; in nn pnnto A,
& e incontra +; in nn punfo B; il vettangolo che ha per verfic: op-
posti A e B e i lati paralleli alle divezioni prinecipali ba gl altri doe
vertici corrispondenti tanto in ¥ che in I Esiste pereid. olirve le
coppie ail'infinito, una coppia a distanza finita comune & T o X,

Se poi coineidono le prime direzioni principali di T e I, ed esiste
un punto A comune a v, € 7y e quindi uo punto B comune a ra € 'y,
g1 ha analogamente che £ e I hanno una coppia comune a distanza
finita, e inversamente. Ne segue che affinché Z e Z' non abbiano una
coppia comune a distanza finila, & necessario e sufficiente che le velie rap-
- presentairict vy e ro di 2 siano parallsle vispettivamente ulle reiie ruppre-
sentairici vy e v's di 2.

In gnesto caso, £ e X' si diranno paraliele.

7. Due similitudini inverse parallele hanno a comune le coppie di
punfta corrispondenti all’infinito, ma questa non & una caraiteristica
delle similitudini parallele. F'ra le coppie di punii corrispondenti al-
I"infinito diamo una parficolare importanza a guella costituita dai
punti all’infinito delle rétie rappresentatrici, e consideriamola come
Velemento-coppia all’infinito della similitudine; allora avremo che due
similitudini parallele hanno lo stesso elemenfo all infiniko, mentre due
similitudini non parallele non hanno lo stesso elemento all’infinito,
ma hanno un elemento-coppia comune a digbanza finita.

8. Una coppia di punti reali del piano poird per noi essere costi-
tuita non solo di due punti all'infinito (nel qual c¢aso dovrda essere
rignardato come elemento all’infinito comnue a totte le similitudini
parallele le cui vette vappresentatriei hanno le direzioni dei due pnofi,
le quali non devono essere ortogonali), ma anche di un punto all'in-
finito e di un puntp a distanza finita. Onde poter cousiderare anche
similitudini inverse conbenenti simili coppie, rignarderemn come sini-
litudini inverse degeneri quelle corrispondenze nelle quali a un deter-
minato punto Py considerato nella prima figura corrisponde ogni punto
del piano (al finito e all'infinifo), e ad ogni punto diverse da P; corri-
spondono tubii i punti della retta all’ mfinifo ; oppure, a ogni punto del
piano considerato della prima figora eorrisponde un determinato
punto Py, e ad ogni pnnto all’infinito corrisponde ogni punto del
piano (al finito o all’infinito).

Tali similitudini degeneri sono dunque di dne specie; sone della
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1* specie quelle nelle quali il cenfro Py & da considerarsi nella prima fi-
gura; di 2° specie quelle nelle quali il centro Py & da considerarsi nella
seconda figura. Si indicheranno rispettivamente con |Py, 0] & {w, Py}.

Due similitudini degeneri {P, o] e {Q, o] hauno a comune tutii gl
elamenti-coppie del tipo [M, N I; esse si riguarderanno come parallele
e il loro elemento all’infinito comune sara rappresentato da uno qua-
limque degli elementi-coppie suddetti. Analogamente per due simili-
tudini degeneri della 2" specie,

Invece, due similitudini degeneri di specie diversa |P, v} e (v, Q
hanno a eomune la coppia [P, Q] a distanza fimita,

Finalmente, riguarderemo convenzionalmente come similitudine -
versa degeneve all infinilo quelle eorrispondenza alla quale apparten-
gono tulti gli elementi-coppie all infinito delle similitodini degeneri
e non degeneri. -

9. Grazie alle convenzion fatte abbiamo che due similitudini M-
verse, considerate come insiems di elementi-coppie, hanno in ogni caso
uno ed un solo elemanio comune; & facile poi accertare che, dati due ele-
menti-coppie al finito o all'infinito, esiste sempre una ed une sola simi-
litudine inversa che Ui contiene.

Cib & evidente quando le coppie date sono a distanza fimla, e for-
mate di punti distinti; gli alfvi easi vanno esaminati ad uno ad une.
Per es. siano date le coppie [M;, Ms] e [N;,, Na..]; consideriamo la di-
rezione chie biseca V'angolo aento delle direzioni Ny, e Ng, (che non
possono essere ortogonali), e costrniamo un rettangelo M,AMQ coi

f sulla bisettrice suddetia, in mode di pin che la

lati inelinati di

-

direzione M,A sin quella che forma 'angolo 4 713, e la M;B quella

che forma V'angolo — } Per A e B-condociamo ry e rp nelle di-

vezioni Ny. e Ni., rispettivamente; la similitndine inversa {ry, ra
sara quella che coutiene le due coppie date. Analogamente per gli
altr easi,

Possiaino percid concludere che le similitudini inverse, nell’ insieme
che ha per elementi le coppie di punti reali di un piano, presentano le
medesime proprietd di appavienenza che caratierizzane la vetia nel piano.

II. — Coordinate di un elemento-coppia.
a
10. Consideriamo in un piano due assi coordinati ortogonall X, ¥
(vedi Gigura). Favemo corrispondere gli elementi-coppie di quella
speciale similitudine inversa le cui rette rappresentatrici coincidono
nell’asse X, e che & lg simmefria rispetto a questo asse, ai valori di
uns variabile complessa X, nel modo segnenfe: se

X=a-tia
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® il valore considerato di X, ad esso corvisponderd quell’ elemento
[A,, As] della similitudine {X, X] per il quale, rispetto agli assi car-
fosiani X, Y, si ha:

Ay = {ﬂl HJ)'! A= [ﬂ! _ ﬂ*)-

Analogamente, al valore
Y—=b-4ib

di una variabile complessa Y, faremo corrvispondere quell’elemento

Y
| g i
|
ke ) |
R . L
; .
" | : |
R O | I ]
2%, | } |
B, -~ % “« Ba (e8] |
&Hb_—____";,___ __.1.___.1..__.__]._.__—_
.-r; I : |
& | P H‘E l I I
I |
|
_______ _4___1___451___F
IMeig,, v
| | =
' A ||
I a \.‘
T= I . . I ¥
. |
ool N
I I
a |- | |
0 ) A } ,"'l’ X
“‘ﬂ_ﬁ I ”
B
1-.'.",-"’
AaT

(B, B,] della similitudine (Y, Y}, che & la simmetria rispetto all'asse Y,
per il quale rispefto agli assi cartesiami X, Y si ha:

B; -— (b, — IJJ] ' Bg —= (EJ‘, b'].

T alla coppia di valori complessi (X, Y) faremo corrispondere I'ele-
mento coppia [M;, M.] comune alle dve similitudini inverse condotte
per gli elementi [A,, Aq) & [By, Bal, parallele rispeltivamente alle si-
militndini {Y, Y| e {X, X,

(Jost avremo che a ogni eoppia di valori di due variabili complesse
carrisponde un elemento [M;, Me] dell'insieme costituito delle coppie
di punti reali del piano; e inversamente, a ogni elemento [My, My} di
tale insieme corrispondono due valori delle due variabili complesse.

Poich® alle infinite coppie di valori di due verinbili complesse cor-
vispondono anche, rispetto agli assi carbesiani X, Y, gli infimti punti
reali e immaginari del piano, nol possiame dire di avere ottenuto una
rappresentazione completa dell'insieme dei punti reali e immaginari
di un piano nell"insieme delle coppie di punti reali del piano stesso.

Vediamo ora qunalche earattere di guesta rappresentazione.

i S
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Il. Per la costrozione dell'elemento [My, Ms] corrispondente ai

valoy
X =a-+iu, Y =b-44b,
rieordiamo (3) che la similitudine {ry, rs] passante per [Ay, A.] e pa-
vallela w (Y, Y) & il prodotto di vna traslazione & di una shinmetna
vispetto ulla bisettrice della striscia o, € che analpgamente avviena
per la similitudine &, s:] passante per [B,, Bs] & parallela a {X, X|.
Ponendo rispebto agli assi cartesiani X, Y:
M, = |y, yl,]. M;= ['rl'l' 'yl)r

avremo:
n=a—b, m=b+da, m=a-t+l, w=0—n, (1)
dalle quali si ricava:

4 Y, h— W , Ta— Ty
ri.'——lfa . b=y—2 o 1 = 2'11’—' 2 )

@ quindi:
( s —Ys
2 2
Y_?J:+'.'.l'i o e s )
B 2

Sono queste le relazioni che legano le coordinate X, Y di un ele-
mento-coppia nlle coordinate cartesiane reali @, y15 %e, Yo dei dne
puuti che lo costitniscono. Da queste relazioni e dalle (I) si riecava:

1°. Gli elementi-coppie che corrispondono o valori veali delle coordi-
nate X, Y sono costituiti di due punti coincidenti, e coincidenti precisa-
mente in quel punto del piano che, rispetto agli assi cortesiani X, Y, ko
guelle stesse coordinate reuli. '

Possinmo percid dire che la nostra vappresentazione completa dei
punti di un piano (reali e immaginari) & una estensione della rappre-
sentazione ordinaria, in quanto che i punti veali del piano sono rap-
presentati dai punti stessi, solo considerati come coppie di punii
coincidenti.
90 [ due elementi-coppie che corrispondono a valori comingati delle
coordinate X, Y sono costituiti dei wmedesimi punti, solo scambiati uno
con U'altro ; di modoe che se [P, Q] rappresenta un certo punto EMMEGINario

del piuno, |Q, P] rappresenta il punto coningato.

’ & X
b 1—.-]1— ¢

»
[I[. — Rappresentazione completa della retia.

12. Nella nostre rappresentazione dell’insieme del punti real e
immaginari di un pisno nell'insieme delle coppie di punti reali del
piano stesso, in ente B costitnito di punti del piano obieltivo verra
rappresentato da un insieme di elementi-coppie considerando i primi
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punti di tali coppie come costituenti una prima figura, e 1 secondi
punti delle coppie stesse come costituenti una seconda figura, avremo
sul piano rappresentalivo ina corvispondenza C. Inversamente, ogni
corrispondenza € fra 1 pnnti reali del piano rvappresentativo, con-
siderata come insieme di elementi-coppie, rappresenta un ente E co-

stituito di punti del piano obietlivo.
Se I'ente E & reale, ossin se, contenendo un punto, contiene anche

1l sno eonmugato, la corrispondenza C & involutoria. I punti reali del-

I'ente E sono 1 punii unili della corrispondenza C.
13. Vediama qual’'é la corrispondenza C quando l'ente E e una

retta. Sia 'equazione di essa, rvispetlo agli assi cartesiani X, Y:
C -+ il
— =

(A+iA) X+ (B4-iB) Y 05

per X e Y poniamo le espressioni date dalle (II) del n. 11, indi an-
nulliamo separatamente la parte veale e la immaginaria, e risolviamo
le due eguazioni lineari che si otbengono rispelto a x4 e ga; avremo:

—(A*A"—B* B —2(AB-ABR)y,—(AC+ACH-BC-—B'C)

- (A -+Bf+ (A —BF
—2(AB+AB)z—HAA"—B*-B")y-+-(AC—A'C—BC—B'C)
al (A By -F-(A—BY

Queste sono le formole che legano le coordinate di un punto (2, %)
a quelli del punto (2, s) nd esso corrispondente nella corrispondenza C

che rappresenta la retla.
Manifestamente C & una proiettivita, che non degenera finche non

si abbia
(A’ B (A—B)%].[(A* A*—B*—B®): | (AB--A'B)]=0.
Avviene questo solo guando sia
A=F, A'==RB,

oppure guando sin
A _RE—__A" B:n' A_Bz-—ﬁ' :'

delle quali segue:
A+iB=+i(A+1B): A==xPRB, A'==B.
Per tali relazioni si ha che la proiettivita C degenera solo gquando
I'equazione della retia sia della forma
X Y =¥,

con v reale o complesso. Escludiamo per ora gquesto caso.
Nel caso generale, la proiettivita C & una affiniti, perche in essa
la retta all'infimito e unita. Se il punto (2, 4,) descrive una retta di
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coefficienfe angolare p, 1l punto ecorrispondenle (ws, 3s) deseriverd
una retta di coefficiente angolare p'; e poiche &

= lim £ '=Tim £
IJ. ,=—m K} ! Pl P A -

sl ha la relazione:
, —2(AB+-AR)| (A AR —_BYy
P (A A —B*— BY)—2(ABLA'B) o
Di qui si vede che, poiche cambiando p in — %annhe W' sl cam-
bia in — —l: , 4 duoe retfe ortogonali della prima figura corrispondeno

due rette ortogonali della seconds fignra; ¢id basta per poter affer-
mure che i fasei di raggi eorrispondenti sono direttamentie o inver-
samente nguali, Se poi si pone p=y’, si ha unn equazione che ha
sempre due radici reali @ non pud averne infinite; i fasei di raggi
eorrispondenti sono pereid inversamente ugunali, e l'affinita C & una
gimilitudine inversa.

Si ha dungquoe che, nel caso generale, una relfa ha la sua rap-
presentazione complete in una similitudine inversa non degenere, consi-
derata come insieme di elementi-coppie, £ mamfesto poi, per il fatto
ehe uns similitndine inversa & determinata da dna sue coppie, che
ogni similitudiue inversa non degenere rappresents una retia.

Se la »etta 2 reale, la simililudine che la rappresenta & una simméelria
che ha per asse la reite reale stessa.

|14, Consideriame il enso finora escluso, nel quale I'equazione della

retta abbia una delle due forme:
X41Y =04, X—1Y=(C—il,

Sono queste le equazioni delle due rette che dal punto reale di
coordinate emvlesiane C, C' vanno ai punti cicliei del piano. Ponendo
per X e Y le espressioni date dalle (1I) e nguaghando separatamente
Je parti reali e le immaginarie, si ha nel primo caso:

gy = & " h=— C',

e nel secondo coso:
wg=0 ) iy — U.

Nel primo caso adanque %1 punte P=(C, C’), considerato nella
prima fizura, corrisponde nella seconda figura un punfo qualungue
del piano, e 5 un punto diverso da I’ corrispondono 1 punfa della retia
all'infinito: la corrispondenza che rappresenta la retia considerafa &
percid la similitudine inversa degenere |P, o} (8). Nel secondo caso
invece il pinto P va considerakto nella seconds figura, e la eorrispon-
denza & la similitudine inversa degenere |w, P},
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. @li elementi all’infinito delle aimilitudini inverse rappresentano 1
punti all’infinito delle rette da esse rappresentule; si ha pereio che
le similitudini inverse degeneri (P, w] € (w, P} rappresentano le rette che
dal punto reale P vanno ai punti ciclici del piano; ¢ gli elementi-coppie
del tipo [P, Al ¢ [Q., P] rappresentano i punti ciclics del piano.

Le rette chie dal punto rappresantatu dall elemento-coppia [Aa, Al
vanno ai punti cicliel son rappresentate dalle similitudini degenerl
lﬁ-lr l‘.ﬂ] e [lﬂ, 31}'

I5. Retta passante per due punti dati, — Nel cnso generale, i duo
punti sono rappresentati da due elementi-coppie (M., Ma] e [Ny, Nal:
nella similitudine invarsa passante per essi le rette MyN; e MaN; sono
covrispondenti, e la bisettvice di uno dei loro angol ha la direzione
di uno dei punti wniti all’infinito. Costroiamo due retiangoli M;AM:B

e N.ON.D coi lati M{A e N,C paralleli e inclinal di - sulla bisel-

trice snddettas le retie AC e B(C sono le dne rappresentatricl della
sitmilitudine inversa che rappresenta la retia passante per i punti datr.

Quale di esse sia 1a prima e queale Ia soconda si vedri & norma
del n. 4

Ta costrnzione si semplifica molbo nei casi particolari.

16 Intersezione di due rette. — Le due relte sono rappreseniabe,
nel caso generale, da due similitudini inverse {r, sl © 81, 8). Pres:
due punti A, e By nel modo pia opportuno per la gemplicita della
eostruzione, determiniamo i loro corvispondenti A, Be e A'y, B nelle
due similitudini; indi determimiamo il punto nnito Us nella similitu-
dine diretta nella quale ad As e B, corrispondono A’y @ B (6).

Per questo, detio M 1l punta 4’ inconiro di A.B,; con A'.B’, cO-
stroiamo le eirconierenze A A M e B{B M esse, oltre che in M, s in-
contrano in un altro punto, che & precisamente Us.

1l punto U, corrisponde a nno stesso punto U, in ambedue le si-
militudim, e relemento-coppia [Ty, Usl rappresenia il punto comune
alle due relte da esse rappreseniate.

Anche gui, la coslruzione si somplifica nei easi particolari.

V. — Rappreseniazione completa del cerehio
e problemi relativi.

|7. Proponiamoci ora di vedere quale corrispondenzu fra 1 punti
reali del piano, considevata come insieme di elementi-coppie, stia &
rappresentare 1" insieme dei punti reali e immaginarl di omn cerchio;
per gquesto verranno in considerazione quelle particolar: gorrispon-
denze quadratiche che sono le affinita circolar: di Mosios (*), caralite-

{1} Momsus, Die Theoria der Ersisverwundechaft in rein geomeiriacaer Daratallyny, Werko, Bd. 1L
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rizzate dal fatto di avere due vartici dei triangoli fondamentali nel punti
siclici del piano, i quali possono essere omologhi di se stessi (affinila
gircolare diretia) o omologhi "ano dellaltro (affinith circolare inversa).

Sono queste le sole corrispondenze che trastormano cerchi in cerchi,
oltre le similitudini alle quali possono in particolare ridursi. Le affi-
nita civeolari conservano gh angoli, e le diretfe ne conservano anche
il senso, mentre le inverse lo invertono.

Par stabilie una affinith eircolare dirette fra i punti di un piano,

basta stabilive una proiettivita fra i raggi del fascio che ha per ceniro
ano dei punti cieliei G, e an'altva proiettivita fra 1 vaggi del fascio
che ha per centro 'altro punto ciclico (7, & far corrispondere & ogni
punto X del piano il punto X' nel qunle ¢ incontrano i raggi CX
e ('X’ corrispondenti ai raggi 0X e O'X. Se V'afinith dev’essere inversa,
ai deve invece stabilire una proiettivita fra i fasei C e C' e un'alira
fra i fasci O e C. Affinche la corrispondenza sia reale, nssia affinche
in essa a punti reali corrispondano punii reali, occorre che & raggl
coningati fra loro corrispondano, nelle due projettivith, ragg coniu-
gati fra Joro. Allora i ha una corrispondenza fra i punti veali del
‘piano che & solo una parte della corrispondenza totale.
18, Sia X un cerchio, veale o immaginario: mentre un punto X lo
percorre, i raggi UX e X deserivono due fasc projettivi. Nel me-
desimo tempo il punte X' coniugnto di X peveorre il cerchio K’ eo-
ningato di K, e anche i raggi CX' e CX' descrivono due fasel proiet-
tivi. Ne segue che il punio M nel quale & inconirano i raggi CX e
X', e il punto M" nel quale s inconfrano i raggi X e CX, s1 cor-
rispondono in un& affinith circolare inversa (17)-

Sia [A, As] V'elemento-coppia che rappresenta il punto X del cer-
chio K; avremo (14):

X =[A;, Asl, X = A, 0}, C'X =, Agl,
¥ —[Ay A, CX'=[As 0], OX=lo A

11 punio M nel quale s incontrano i raggi CX e C'X’ @ rappresen-
tato dall’elemento-coppia [Ai, A (8), e quindi @ il punto reale Asj
il punto M/, nel guale ¢ incontrano i ragei O'X e CX', & 1l punto reale A,
Per quello che abbiamo detto, 1 punti Ay e Ag &l corrispondomno in una
affinith circolare inversa, la quale & manifeatamente reale.

Notiamo che gh elementi-coppie che rappresentano 1 punii del
cerchio K esauriscono tutta la parie reale, considerata come insieme di
elementi-coppie, dell’ affinita cireolare suddetta; infatti, se [B,, B 8
un elemento di questa®parte vealo, 1a retta CB; = (By, w) incontra ne=
cessariamente il cerchio K in un punto, che non pub essere rappre-
sentato altro che dalla coppia [ B:, Bl

Il ragionamento fatfo e invertibile, ® si pud concludere che un
cerchio ha la sug rappresentazione completa in une affinita circolare
inversa, reale, limitata ai punt veali ¢ considerata come ingieme di ele-

4——4
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menti-coppie; e inversamente, ogni affinila cireolare soddisfacente a queste
condizioni & la rappresentazione completa di un cerchio.

19. Le affinita circolari sono corrispondenze quadratiche che hanno
due vertiei dei triangoli fondamentali nei punti eiclici del piano; gli
altri due verkiel, omologhi, sono in generale a distanza finita. Ad uno
di essi 8, considerato nella prima figura, corrispondono tutti i puntd
della retta all’infinito, I'altro T, considerato nella seconda figura, cor-
risponde a toffl 1 punti della retta all’infinito.

I punti centrali S ¢ T sono centri di due fasci di semirelie corri-
spondenti, inversamente nguali se affmita & direita, direttamente nguali
se € inversa. Be M, M’ sono dne punfi corrispondenti si ha, m am-

beduoe 1 casi: SM . TM = 2

nells quale &* & la cosiante dell’affinita.

Una affinifa cireolare #nverse & involutoria guando S e T coin-
cidono, e coincidono anche ‘le semirelie corrispondentl uscenii da S
e T, 0 sono opposte. Nel primo caso la affinita possiede un cerchio di
punli unifa e rappresenta wm cerchio K reale, 1 punii reali del quale
sono quelli del cerchio ¢ dei punti uniti; gh albri punti di K sono
rappresentati dalle coppie di punli meers: rispeito al cerchio e.

Nel secondo caso 1l cerchio K & reale 1n quanto che la sna equa-
zione ha coefficienti reali, ma tutti i suei punti sono immaginari.

20. Vediamo, nel caso generale, qual’® il punto rappresentato dal-
I'elemento-coppia [5, T]. La retta rappresentata dalla similitudine
(S, w} incontra il cerchio K solo in uno dei puntii cicliei (perchs ad S
corrispondono, nell’affiniti, solo i punti della vetta all’ infinito) e quindi
é Ia tangente a K in gnesto punto ciclico; eosi la relta rappresen-
fata da {w, T) & la tangente a K mell’altro punto ciclico; il punto nel
quale & incontrano le due tangenti & il centro del cerchio, ed b rap-
presentato dall’elemento-coppia [S, T

Le stmilitudini degeneri |S, ] e {w, T} rappresentano gli asintoti
del cerchio.

2l. Fermiamoci a rigolvere alenni problemi velativi a rette e cerchi
reali; secondo i nosbri concetti, nna retin reale deve immaginarsi
complelate eon totti gli elementi-coppie della simmetria che ha per
asse ln refta stessa, e un cerchio renle con tutti gl alﬂmenh-mppm
della inversione quedrica o trasformazione per raggi vettori reciproci ri-
spetto al cerchio stesso,

Intersezioni di una retta + con un cerchio ¢, quando » e ¢ non s’in-
contrano in punti reali, — Si tratta di determinare due punti simme-
trici vispetto ad » e inversi rispetto a ¢; essi saranno le intersezioni M
ed N della circonferenza descritta con eenlro in un punto P di r e
raggio uguale a una tangente condofta da P a ¢, col diametro di ¢
perpendicolare ad ». I due elementi-coppie [M, N] o [N, M] rappre-
sentano i punii d’intersezione, coningati, di » con e.
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292, Intersezioni di due cerchi ¢ e ¢, che non s'inconirano in punti
reali. — Si deve determinare la coppia comune alle due inversioni gua-
driche determinate dai cerchi ¢ e ¢, che & anche la coppia dei punti
uniti nella involnzione rettilinea alla gunale appartengono le coppie
di punii nelle quali ¢ e ¢ sono segate dalla retta dei centri.

Se M, N sono i due punti uniti suddetti, gli elementi-coppie [M, N]
e [N, M] rappresentano le intersezioni di ¢ e ¢. La retta che Ii con-
giunge, ossia 'asse radicale di ¢ e ¢, & reale ed & la retia » asse del
segmento MN,

I panti M ed N si possono ottenere appunto costruende prima
I'asse radicale » mediante la considerazione di un altro eerchio ¢” ehe
seghi ¢ 8 ¢ in panti reali, e determinando poi le intersezioni di #
con ¢ come nel easo precedente.

23. Osservazione sul fascio di cerchi. — Le considerazioni fatte
mostrano la ideniith sosianziale di costitnzione del faseio di cercin
nei due casi che i cerchi che lo delerminano si incontrino in punti
reali o non s'incontrino in punti renli. Iufalti, in questo secondo
caso non esistono punti reali eomumi & tubti 1 cerchi del faseio, ma
esistono due punti M, N, inversi vispetto a tutti 1 cerchi del faseio,
i quali hanno percidp s comune i doe punli immaginari rappresentati
dagli elementi-coppie [M, N] e [N, M].

24, Tangenti a un cerchio ¢ da un punto intérno P. — Si costruisca la
polare » di P rispetio a ¢, ¢ si determinino (21) le sue intersezion
[M, N] e [N, M] con ¢; le dne similitudini inverse che passano per
I'elemento-coppia [P, P] e i due suddetii rappresentano le tangent,
immaginarie coningate, condotie da P a ¢

Le rotte rappresentatrici comuni (salve I'ordine) alle due simili-
tudini si ottengono costruendo il quadralo MANB e conducendo le
rette PA e PB, ’

25. Intersezioni di un cerchio reale ¢ con una reita immaginaria pas-
sante per il centro. — La retta immaginaria sari rappresentata da una
similitudine inversa, le cul rebtle rappresentatrici’ry, 7 s Incontreranno
nel centro O di ¢. B manifesto che le coppie comuni alla similitudine
\r1, ra} e alla inversione rispetto al cerchio ¢ si trovano sulla prima
bigettrice della similitundine, ossia sulla bisettvice » degli angoli
acuti di 7, e rg. Consideriamo nna sola delle semirette nelle quali r
& divisa da O, e sia A la sua intersezione con ¢ e B, 1l suo punto
all’ infinibo. »

A ogni punto X della semiretla corvisponde un punto X' nella si-
militudine e un punto X" pella inversione; X e X" 81 corrispondono
in una proietlivith, Si determini, col sussidio di ry @ 15, 1l corrispon-
dente A’ di A nella similitudine; avremo che menire X vain O, A, B_,
il punto X’ va in 0, A, B, e il punto X” va in B, A, 0. Dunqne la
proletlivitd fra X' e X" e nna involuzione, della quale O & 1l cenlro
e A, A" nna coppia,
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Si determini nel segmento AA’ un punto M’ in modo che OM’ sia
medio proporzionale fra OA e OA’; sara M' un punto unite dell’in-
voluzione, e, se M & il punto &l quale corrisponde M' nella similitu-
dine, I'elemento-coppia [M, M'] rappresenta una delle intersezioni della
retta {r;, o} con c.

L'altra intersezione & rappresentata dalla coppia simmelrica @l
[M, M’'] vispetto al cenlro O.

26. Tangente a un cerchio ¢ in un suo punto immaginario. — Il punio
immaginario nel quale si vuole |s tangente sard rappresentato da un
elemento-coppia [M;, Ma], con M, e M; inversi mispetto 2. Con-
dneiamo la retin reale » passante per il punto dato, ciod I'asse del
segmento M;M;, ¢ determiniamo il polo P di essa rispetio a c. Poiche
il punto [M,, M) sta su », la polare di [M,, Ma], ossia la tangente in
asso, deve passare per P. La fangente richiesta & dunque rappresen-
tata dalla eimilitudine inversa passante per le coppie [P, P] e [My, Myl

Le rette rappresentatrici si ottengono facilmente come al n. 24.

(Continua) P. BeNEDETTI.

SOPRA LE TRASFORMAZIONI BI-RAZIONALI TRILINGARI

1 noio che, nella moderna geometria, si fa Jargo uso di trasfor-
mazioni di figure; il metodo delle Lrasformazioni, varinmente applicalo,
permette di dedurre molte proprieti dells figure geometriche le quali,
per altra via, difficilmente si pofrebbero dimostrare.

La maggior parte di tali trasformazioni rientra nelle trasforma-
zioni bi-razionali, dovute al CrExoxa, uelle quali ad un punto duna
certa figura corrispoiide, in generale, un solo punto nell'altra figura.

~ Ci proponiamo lo studio d'una speciale trasformazione bi-razionale
di punti d'un piano mediante operazioni basale su un triangolo fisso
in esso assegnalo,

. Dafo un triangolo ABC e scelti tre coefficienti Ay, Ly, Ae, 51800
P.. P, P, tre punti appartenenti rispettivamente alle rette BC, CA,
AB; ai punti P,, Py, P, faceiamo corrispondere, sui lati rispeltivi, i
punti Py, P%, P, in guisa che si abbia

(BCP,). (BCP,) =1a; (CAPy) (CAPY) = Ay; (ABP){ABP ) =]
In tal modo, sopra ciascuno dei lati del triangolo viene siabilita

una corrispondenza bionivoen, che non & altro che una inveluziene.
VYiceversa, slabiliti comunque, su uno dei lati del triangolo, per es.
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su BC, due punti P., P, l'involuzione individnata dalle coppie B, C;
P., P's & tale che, al varare di Py, il prodotio (BCPy). (BCP,) sl man-
tiene costanie.

Le involuzioni, cos) stabilite sui lati BC, CA, AB del triangolo ABC,
vengono proieliate, da A, B. C, rispettivamente, secondo ire invola-
gioni di raggi di centri A, B, C, e, per nola proprieta, abbiamo

2 ﬂ!

b* , : ;
(bepa) (bep's) = e Aoy (capy) (copy) zii i (abpe) (abp'o) = = Ao-

Tt evidente che le involuzioni di raggi, aventi i vertici del trian-
golo per centri, ollenule mercé le suddetie proiezioni, sono rispetti-
vamente della medosiina specie di quelle esistenti sui lati opposti e
dalle quali, per proiezione, Sono originate; quindi, secondoché su un
lalo & assegnate una involuzione iperbolica od ellittica, I"involuzione
di raggi proiettanti i punti di esso lato & iperbolica od ellittica.

Nelle involuzioni sopra desecritte due vertici sono punt corrispon-
denti sul lato che 1i contiene; due lati sono raggi corrispondenti nel
fascio da essi individnato.

Neolla trattazions che ei ocenpa acqnistano importanza i valori
das Avy Ao, 2 cui rispelfiveamente si mantengono uguali 1 prodoiii dei
vapporti sempliei staceali su ciascun lato da eoppie di punti corri-
gpondenti; percid noi, chiamando ju, ju, Jo le involuzioni assegnate
come sopra rispeltivaments su eiascun lato, chiameremo cavatteristiche
di tali involuzioni i coefficienti Ay, An, de. Chinmeremo eorrispondente
d’un punto, appnrtenente a un lato del triangolo, quel pnnio che gli
eorrisponde nell’involuzione assegnata sn quel labo.

9 Sia P.. P, una coppia di punti corrispondenti nell"involuzione
P,, P'. nua coppia di punti ecorrispondenti nell’ involozione j.. Le in-
finite coniche che passano per Py, Py, Pe, P'c 0 non tagliano la retia
B(, oppure la tagliano in due punti Pa, P corrispondenii d'una invo-
lozions mella quale sono anche corrispondenti i punti Qa, Q% d"in-

-

contro di BC rispettivamente con Pyl P.Py. Per conseguenza sara
e = (BCP,). (BCP,) = (BCQs) . (BCQW).
Per il teorema di MexeLao, applicato al friangolo ABC, tagliato
dnlle trasversali PyP'.Q., PcPuQa, st ha
(BCQu) . (CAPy) . (ABP &) = 1,
(BCQL) . (CAPY).(ABFP,)=1;
dal prodotto di gueste due, per la relazione precedente, scende
1..11,)..; —— 1.

Dungue si & assodato che “ i punti in euni una conica taglia i tre
“ lati d’un triangolo determinano, insieme coi vertici del triangolo
“ stesso, sui lati di esso, tre involuzioni le cul earatteristiche hanno
* per prodotto l'unitd positiva ..
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Assegnate ora, sui vispelbtivi lati. tre involuzioni Jas Juy Je, mediante
le caratteristiche A, iy, Ae, coll'unica condizione che sia intnhe=1,

siano P, P'a; Py, Ph; P, P, coppie di punti corrispondenti; questi sei

punti appartengono ad una conica. Invero, fra le infinite coniche pas-
sanfi pei quativo punti Py, Py, P,, P, le quali tagliano BC in punti
d'una stessa involuzione, scegliamo quella ehe passa per P,; essa ta-
glia BC in un altro punto che, insieme colla coppia BO, determina
su BC auna involuzione j's di cavatteristica X', tale che

lﬁillh;i'l: =] .

quindi, per la condizione posta & X'.=a: I'involuzione j, coincide
colla 4, e, quindi, P, coincids con il punto in eu1 la coniea PP PP P,
tagia ulteriormente BO.

Resta, con cid, pienamente dimostrato che: Condizione necessaria
¢ sufficiente affinche tre punii, presi ordinatamente sui tre lati dun trian-
golo, ¢ i loro corvispondenti, appariengano ad una conica, & ehe il pro-
aotto delle caratleristiche delle tre involuzioni sui lati, sta uguale a 1

E dualmente, avremo che: Condizione necessaria e sufficiente af-
fincheé tre veite, uscenti ordinatamente dai vertici & un triangolo, ¢ le loro
corrispondenii, siano langenti ad una conica, ¢ che il prodotio deile cu-
ratteristiche delle tre involuzioni sia wguale a 1.

Il easo in eui il prodotto delle caratteristiche delle tre involuzioni
sin uguale all'unita posiliva & donque di speciale Importanza; esso
stabilisce, come vedremo, nna vera corvispondenza fra elementi del
piano del Lriangolo, riferiti al triangolo medesimo. Questo caso, ap-
panio sard da noi preso in considerazione col nome di #rasformazione
bi-razionale triltneare.

3. Assegnata dungue, nel piano d'nn triangolo ABC, una trasfor-
mazione bi-razionale trilineare, se ai punti P,, Py, P, appartenenti
rispetlivamente alle rette B(. CA, AB, corrispondono. nelle involu-
Z10n1 j;, #u, Jo ordinatamente i punbt I, Py, P'e, i punti Py, Py, P, P's,
P, P, appartengono ad una coniea;: tale coniea pud degenerare in due
rette, e, ull'nopo, & necessario e sufficiente che tre di quel sl punti,
per es. P, Py, P, rvisultino in linea retta: allora anche Pus Py, P
saranno sitnali in linea refta, o potremo dire:

Assegriata, nel piano d'ui trianaslo, una frasformazione bi-razionale
trilinenre, se tre punti, presi ovdinatamente sui lati del triangolo sono
i linen rettn, anche i loro corrispondenii nelle relative involuzioni sono
m linea relia.

I punti P, Pu, P, e i loro corvispondenti P, Py, P. vengono
proietlati dai vertici opposti secondo sei retta Dsy Duy Pe; Pay Dby Po
tangenti ad vna coniea; tale conica pud degenerare in due punti e
in tal caso si pud dire:

Asseégnata nel piano @ un triangolo una lrasformazions bi-razionale
trilineare, se le congiungenti i vertici del triangolo con tre punti presi
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ordinatamente sui lati opposti sono concorrenti, anche le congiungenii ¢
snedesimi vertici con i corrispondenti di essi punti nelle rispettive invo-
luzion:, sono concorrenti.

Chiameremo coniugati due punti del piano del triangole, quando
per ognuno d'essi passano le rette corrispondenti delle conginnganti
i vertici del trinngolo con V'sltro; e coniugate due reite del piano
del triangole tali che ognuna d'esse passa pei corvispondenti del punti
d'incontro dell'albra ecoi latr del friangolo.

In tal modo, ad ogni punto del piano del triangelo viene a cor-
rispondere un punto ben determinafo e, in gemerale, non coincidente
con esso; ud ogui retta del piano del triangolo viene a corrispondere
una reita ben determinata e, in zenerale, non coincidenie eon ia prima.

B manifesto chie, gualungue sia la trasformazione bi-razionale fri-
lineare, i punti coniugati dei punti d'un lato qualungue eoinctdono
col vertice opposto: le retle comungate delle reite passantl per un
vertice qualungue, coincidone col lato opposto.

4. Supponiamo ora c¢he un punio P si muova nel pano del trian-
golo ABC, desevivendo una retta: vediamo gual's il luogo deseritto
dal sao conugato .

Al muoversi di P sopra una vetta p, 1 raggi BP, CP che lo proiet-
tano da B e (0 descrivono due fasei proiettivi; contemporaneamente 1l
punto P’, coniugato a P, che risulta come intersezione dei corrispon-
denti di BP, CP nelle rispettive involuzioni, si muove in guisa che
BP, BF descrivono fasci proiettivi; analogamente CP, CP' descrivono
fas¢i pure proieliivi; quindi i fasei deseritti da BP, CI essendo
proieftivi con due fasci fra loro proiettivi, risultano proieitivi. Donque
il Inogo desecritto da P, coningato di P, & unu conica.

Poichéd la retta deseritta da P tagliailati del triangolo ABC, In
tre punti, generalmente tutfi distinti, la donica deseritta da P dovra
necessarinmenta conteners i tre vertici di ABC (n. 3).

A) muoversi di P sulla vetta p, il corrispondente al raggio AP
nelln involuzione relutiva ad A proiotta costaniemente 1l panto o
da A; cosicche, allorguando P cade nel punto P, d'incontro di p
con BC, essendo P, il corrispondente di P, nell’involuzione su BL,
la retta AP, proietterh P’ da A; ma, in tal caso, A e P coincidono
(n. 8), dunque AP riesce tangente alla conica. Diremo dungue, con-
chiudendo:

Stabilita, nel piano duwn lrigngolo ABC, une irasformazione bira-
zionale trilineare, © comtugali (ﬁi punty d’una retta qualungre apparien-
gono ad wnw conica civcoseritta ol triangole e tangenty, nwi verlici di
esso, alle rette che li conginngono coi punti dei Iati opposti che corri-
spondono, nelle rispeitive imvoluzioni, ai punii i cui €881 WMCONLYATLO
la retta,

E dualmenle: Le reile coniugate delle reite paszanty per un punlo
gualungue sono tangenti ad una conica insoritta nel triangolo, e che locea
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i lati desso mei punti che corvispondono, nelle rispettive involuzioni, ai
punti dincontre dei lati colle ceviane relative al punto dato.

B. Abbiasi ora una coniea T' circoscrilta al triangolo ABC e le
tangenti alla conica nei vertiei A, B, C del triangolo, incontrino 1
lati rispettivi nei punti P, P, P.: questi punfi apparlengono & una
medesima retia p'. Stabilita comungue una trasformazione bi-razio-
nale trilineare, nelle involuzioni sui lati BC, CA, AB, ai punti P,
P, P corrispondono rispettivamente tre punti P, Py, P, allineati
i una retta p. Defto P' un punto gualungue di T, sia P il suo co-
niugato; il punfo P deve necessariamente appartenere alla retta p.
Infatti, essendo, al muoversi di P, i fasei descritti da BP, BP fra
loro proiettivi, come pure i fasei descritti da CP, CP’, i fasci deseritti
da BP, CP risultano fra loro proiettivi, poiché sono fra loro proief-
tivi B e CP'. Ne segue che P descrive una conica; ma tale conica
deve passare pai punti P,, Py, P, e quindi ecoincide colla rebta p.

Resta dunque dimostrato che: Stabilita comungue wna trasforma-
zione birazionale trilineare nel piano d'un iriangolo ABC, i coniugati dei
puniz d'una conica eircoseritia al triangolo appariengono ad una retia
che incontra i latt del triangolo nei punti corrispondenti, nelle rispetiive
involuzioni, ai punti in cui i lati sono tagliadi dalle tangenti alla conica
nei vertici opposti.

E dualmente: Le rette coniugute delle tangenti ad una conica in-
seritta nel triangolo pessano per un punto le eui coviane tagliano 1 lati
ne: punti che, nelle rispeltive involuzioni, eorrispondono at punii di con-
tatto della conica coi lati del triangolo.

6. Assegnata nel piano d'un triangolo ABC, comungue, una tra-
sformazione bi-razionale trilineare, sia p una retta generica del piano;
In conica I' deseritta dal coniugato dun punto che percorre la p, pubd
avere con questa refia duve, uno o nessan punio comune. Se T e p
hanne i punli P e P’ comuni, P & P' sono evidentementes conjugafi,
Posgiamo dunque affermare che la eventuala coppia di punti coniun-
gati, esistente sn una data retla & costituita dai punti d'ineontro
di essa retla con la conica con essa conjugatn,

Duoalmente si ha che la eventuale coppra di rette coningate pas-
sanfi per un punbo gualsinsi del piano del friangole, & costituita dalle
tangenti, condotte per esso punlo alla conica mviluppata dalle coniu-
gate delle relle passanti pel punto dato.

E evidente che tanto la coppin di punti d'incontro, quanto la
coppie di angenti snddetti possono obtenersi come la coppia comune
a due involuzioni.

Lnfatti, al muoversi d'un punto P sulla retta p, i raggi BP, BP' sono
tagliati da p in punti corrispondenti d'una involuzione j: analogamente
1 raggil CP, CF sono tagliati da p in punti covrispondenti d'una invo-
luzione j'v. La eventuale coppia comune & queste due involuzioni of di
la coppia di punti coniugati eventualmente esisiente sulla retla p,
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Il dualmente,

7. Nel piano d"on triangolo ABC supponiamo ora assegnale doe
trasformazioni bi-razionali trilineaui j,j alle quali siano subordinate
gui Inli le involuzioni fu, Fu, jei Juy g Jo di earatteristiche A, 2o, Ac?

oy Moy M. D'un punto Pa di BC si trovi il corrispondente P’y nel-
I'involuzione ja; sard
(BCP,) . (BCP,) = Aa-

Del punto P’ si trovi il corrispondente P", nall'involuzione ja3
SATH
(BCP,) . (BCP"y) = Au-
Se ne dednee .
Rakia

(BCP,) . (BCP"s) = . o+

Ova, nl variare di P, varia la posizione di P e, quindi, vavia il
valore del rapporto (BCF's), mentre si mantiene costante il prodobio
A dungue la corvispondenza fra P, e P non & tale che 1l pro-
dofto (BCP,).(BCP”;) si mantenga costante.

Consideriamo pii punti Py, Pa, Ps... d'una retla; i coniugall di
essi uella trasformazione j, che indichiamo con Py, s, Ps... appar-
tengono ad una conica circoscrilta ad ABCU, e, quindi, se di quesi
punti troviamo i corrispondenti nells trasformazione j ofterremo
altrettanti punti P"y, P, P ... situabi in linea reifa.

Diremo dunque: Assegnate, nel piano d'un triangolo diee trrasforma-
sioni bi-razionali trilineari, se dei punti coniugati, in une d esse ai punti
duna retia, troviamo i coniugati nell’ alira, oltteniamo punti d'una retta.

B dunlmente: Se delle rette corrispondenti in una d'esse alle vette
passanti per un punto, troviamo le coniugute nell'altro, otteniamo rette
che passano per wn punio.

8. Una conica gnalungue, circoseribia al triangolo ABC, pud con-
siderarsi come soningata d'una retta arbitrariamente assegnaisa m
una certn trasformazione bi-raziomale trilineare,

Infatti, detti P, P, P'c i punti in cui le tangenti alla eonica 1n
A, B, C tagliano 1 lati opposti, e Pa. Py, Po 1 punti in eui la relta
data taglia 1 lati medesimi, si consideri la trasformaziona bi-razio-
nale trilineare determinata dalle involuzioni individnate sui tre lab
dalle coppie di punii corvispondenti Py, Plus Py, Phu; Poy P'.. Se dey
punti di tale retta troviamo i comugati, essi appartengono alla co-
nica data. »

Quindi, individuata una conion medisnie cingue punti e assundi
tre d'essi come vertici d’un triasngulo base, si trovi degli altvi due, i
coniugali in una opporfuna trasformazione bi-razionale frilineare;
allora i coningati dei punti della retta che unisce questi due punti
trovati, appartengono alla conica data. Si possono, in tal modo, otie-
nere quanti si vogliono punti della conica.




30 PERIODICO DI MATEMATICA.

B dualmente: Tndividoata che sia una eonicn medianfe cingue
tangenti, assunte tre d’esse come lati d'un Lrinngolo base, si trovi
delle altre due le coniugate in una opportona trasformazione bi-ra-
zionale Lrilineare; allorn le rette coningate delle rebie uscenti dal
punto @ ineontro di queste due sono tangenti alla conica data. Si
possono, in tal modo, ottenere gquante si vogliono fangentl al/ln conica,

9. B opportuno esaminare altentamente le tre involuzioni for-
manti la trasformazione che stinmo esaminando, fermandoci sulla co-
struzione di coppie d'elementi corrispondenti i esse; queste consi-
derazioni ci daranno modo di dedurre altre propriefi.

Dulo al solite, un trizngolo ABC, sia stabilita nel sno piano una
trasformazione bi-razionale trilineare; siano ju,jy,Je e tre involu-
zioni individuate dalle earatteristiche A, An, k. Ai punti impropuii
dei 1ati BC, CA, AB, nelle rispetlive involuzioni corrispondono i centri
Ju, Ju, Jo di esse, 1 quali stanno tutti su nna reita, comugata colla
retia all’infinito del piano. Per guesti punli si ba

(BCJ.] —_ ln; (CAJ]:) —— }\]_I; [H-B‘]E] — lﬂ -

Le caratteristiche Xa, As, 2o debbono essere o tutte e tre posilive
o due negative e I'altra positiva. Nel easo che siano totie posifive,
le involuzioni sono tatte e tre iperboliches su ogni late vi sono allora
doe punti doppi, simmetrici rispetto al centro @’ involuzione. Di questi
punti uno & interno al segmento finifo staccalo sul lato day due ver-
tiei che gli apparfengono, I'altro & esterno, e separano, eom'd noto,
armonicamente i due vertici. Se Us, Va; Uy, Vs Us, Ve sono fali punti

doppi, sari
(BCU)=—1Via;  (BOV.L)="1Vha;
(CAU) =—12s;  (CAVy) = Viu;
(ABU.)=—1V%: (ABV.) =V

(1., Us, U, rispettivamente interni ai segmenti finiti BC, CA, AB,
V., Vi, YV, esterm).

Si riconosce agevolments che le terne di rvelte AU,, BU,, CUs,:
AU,, BV, CV.: AV, BU,, CV,; AV, BV, CU, coneorrone rispetbi-
vamente in quattro punti A, A, Aq, A, menlre le terna di punti
Vo Vo, Ve: Vo, Uy, U, Us, Vi, Uy Us, Uy, V.. appartengono rispetti-
vamenta & quattro rette 5, 8., %, 5-

Se le earatteristiche sono due negative e I'altra positiva; solo ona
involuzione & iperbolica, menire le altre dne sono ellittiche e, sola-
mente sn un lato esistono i due punii doppi.

La costrozione di punti eorrispondenti nelle tre involuzioni asse-
gnafe sui lati pud oftenersi molto facilmente col noto metodo del
guadrilatere completo. A tale uopo, & utile avvertire che, come coppin
di lati opposti del guadrilatero cosfrnendo, si possono scegliere dne

i



PERIODICO DI MATEMATICA. a1

lati del trinngolo. Cosl, per esempio, per trévare d'un punte Q, di BC
il suo corrispondente Q. nell'involuzione j, assegnata su BC merce
le coppie B, C; Pa, P'u, si conduea per Q una trasversale arbitraria
o ai uniscano i punti in cui essa taglia AC e AB l'uno con P, e
Paltro con P.: la congiungente 1 punti d”incontroe di gneste dne refte;
rispettivamente con AB e AC, taglia BC nel punto Q) cercato.

Quando 1 involazione j. su BC @ individuata merce l'assegna-
zione del eentro J, d’inveluzione, un lato del quadrilatero pud scer-
gliersi all’'infinito, e la costruzione si ridnce alla segnente: Dato un
panto P sn BO, si conduca per esso la parallela a CA (v AB) che
taglian AB (o CA) in un punio F; allova se la J,F taglia CA {0 AB)
in E, la parallela per E ad AB (0 CA) taglia BC in P, eorvispon-
dente di A. :

La costruzione di coppie di punti corrispondenti nelle inveluzioni
assegnate pud eziandio eseguirsi mercé fasei di cervchi. Talche, se
I"involuzione j, su BC & assegnata mercé Ja coppia P,, Py, detio T
il punto 4" incontro delle circonferenze cireoscritbe ai triangoli AP,
ABC, se la eivconferenza ATQ, tagha ulteriormente BC in un punio
Q., Q. ¢ Qs sono punti corrispondenti all'inveluzione ji; il punto in
cui AT taglin BC &, com’® noto, il centro dell’involuzione. Eviden-
temente, Q. e Q'y possono coincidere in nn punio doppio dell'invo-
Inzione.

Dal detto emergono aleune notevoli propmeta:

a) Assegnata nel pione d'un triangolo una trasformazione bi-razio-
nale trilineare, le congiungenti i vertici del triangolo rispettivamente con
i punti in cui la circonferenza circoscritie al iriangolo inconira le eir-
conferenze individuaie ciascuna da un vertice e da unc coppid di punis
dell involuzione subordinala sul lato opposte, tagliano & lati opposti in
punti allineat:, -

b) Se una conica gualsiasi taglia i lati BC, CA, AB d'un iriangoio
rispettivamente nei punti P, Pu; Pro, Py; P, ¥y, le congiungenti 3 ver-
tici A, B, C del triangolo rispettivamente coi punti in cui le cireonfe-
renze AP,P,. BP,P\. CP.P', tagliano ulteriormente la circonferenza
eireoseritta al triangoto, incontrano i lati opposti in punti allineali.

10. Abbiasi una conica I' qualungue circoseritta al triangolo ABC
e sia assegnata una trasformazione bi-razionale trilineare; essa tra-
sformera la conica T' in una retia p che tagliera i laii del friangolo
in tre punti P, P, P.. L'involuzione j. di punti subordinati su BC
viene da A proietiata seefndo un’involuzione di raggi, che, a loro
volta, toglinno la conica secondo un'involuzione di punti; & noto che
le congiungenti coppie di punti corrispondenti in quest'ultima invo-
luzione passano per une stesso punto (polo). Ora, nella involnzione ja,
al punto P, in cui p tagliz= BC corrisponde il punto P’y in cu questo
lato & incontrato dalla tangente alla conien, condotfa per A; pereid,
se AP, taglia ulteriormente la conica in A, A e A’si corrispondono
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nella involuzione, come sopra ottenuta sulla eonica: dunque, il polo
in questione & precisamente Py.

Anslogamente, le involnzioni subordinate su CA, AB vengono,
da B, O proiettate sulla conica in punti in involuzioni di poli Py, Pe.

Talchd, se le congiungenti A, B, C eon an punto Q tagliano rispet-
Livamente la coniea in A, B, e le rette A'P,, B'P,, C'Pe tagliano
ln stessa couniea in A, B,, Oy, le vette A A, K BB,, CCy concorrono in Q
coningato in Q.

Ed ancora, dati due punii geueriei P e P' nel piano di ABC, se
le rette AP, AP': BP, BP'; CP, CP' tagliano la conica I' rispetliva-
mente nei punti A'y, A%y B, By €, C)- le velte ATAS; B By U505
incontrano rispettivamente i lati BC, CA, AB nei punti in cul ess)
lati sono tagliati dalla retta coniugala alla conica I nelln trasiorma-

zione bi-razionale frilineare che muia P in P
Ed ora siamo in gradoe denunciare le segnenii importantissime

propriefi:

1°, Duato un triangolo e una co-
siica ad esso circoseritla, © punti in
cul la conica incontra le congiun-
genti i vertici con un punio dato,
congiuniy cot punti n ewi v lak,
sono tagliati da wna refle dala,
danno luogo  tre rette che tagliono

ulleriormente la conica in tre punti:

le congiungenii 1 vertici del Erian-
golo rispettivamente con tali punéi
concorrons nel coniugato del punto
dato nella trasformazione bi-razio-
zionale brilineare che muia la co-
nica nelle retia daia,

2. Le congiungenii 1 punit in
cid la conica lagiia le reile che uni-
seono ciascun verlice del triangolo
con due puntc dati tagliano i lnkl
rispeitivi i Ere punti che stanno
sulla refia che, nella trasformazione
cie muta un punio dalp nell altro,
e coniugata alla conica,

3. Le tangenti alla conica con-
dotie pei puniéi i cui essa taglia
ulteriormente le congiungenii un
punto dolo coi sertici del triangolo,
tagliano i lati opposti di guesto in
tre punti ullireeals.

E viceversa.

Dato un lriangolo ¢ una conica
it esso inseritla, le reite tangenti
alla conica, ulteriormente condofie
pei punii m cwi 1 laki tagliuno una
retta data ineontrano le ceviane d'un
punto dalo in tre punti; le ulteriori
tangenti alla conica, condotte per
questi tre punti taghanoe rispelitoa-
mente 1 bre lali in punti che stanno
sulla retta che & conmingata alla reita
data nella irasformazione bi-razio-
nale trilineare che muta le coniea
data nel fascio di eentro al punto
daio.

Le congiungenti 1 vertici del
Eriangolo coi punti ' incontro detle
tangenti allu conica, ulteriormente
condolte dai punti d' incontro di cio-
seun lato con due relle dale, con-
corrono i un punto, che, nella tra-
sformazione, in cui le due retle sono
coniugale, & comugnto alla conica
inviluppo daia.

Le congiungenti 1 vertiei del
Eriangolo coi punti di contalto della
conica eolle ulteriori tangenti ad
essa eondotle pei punti in eui ¢ lab
gncontrane una retla data, concor-
rono e un punto, I viceversg.

& - e, R
DA,
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11, Queste conclusioni ei forniscono un metodo spiceio per co-
struire elemenli coniugatl nella trasformazione bi-razionale trilineare
assegnata. Infatii, alle coniche dianzi considerate possiamo rispetti-
vamente sostitnire le circonferenze circoseritta ed inscritta.

Di conseguenza possiamo agevolmente dedurre una costruzione
abbastanza semplice del seguente problema: “ Trovare i punti d'in-
“ gontro d'onm rebla dala con uns comicn asseguata mediante cinque
* punli .

Sin duto un triungolo ABC e, nel suo piano, due punti M, N, T
punti A, B, C, M, N individuano una conica I't vogliamo trovare i
punfi in ecui tale conica incontra eventnalmente una retla data ».
All'uopo, scegliamo la trasformazione bi-razionale che, ai punti della
retta r fa corrispondere | panti della ¢irconferenza circoscritta ad ABC.
Nelle involuzioni snbordinate sni lati da tale trasformazione, ai punti
m ew la » tagha BO, CA, AB eorvispondono rispettivamente i punti
in eni | medesimi lati sono incontrabi dalle tangenti alla eirconfe-
renza civcoseritia mei verfiel opposli. Laonde, detfi »,,9,,r. 1 rap-
porti di partizione determinati dalla rebbn » sui lati e Jy, y, 2. le
caratteristiche d'involuzions &

4 U ®
lnz%"n; }th=%f‘“b; lu'=2_a'ru-

(id premesso, supponiamo che siano P, ) i punti cercati: nella
trasformazione or ora descritta a P, Q corrvispondono due punti P, ¢
appartenenti alla eivconferenza civeoseritta. Se ora, in guesta stessa
trasformaziona, troviamo i coningati dei punti dalla eonica ABCMN,
trovereme punti d’ una retba che, necessariamente, passa per P,

Ne& viene che, per frovarve i punti d’incontre della conieca ABCMN
colla » basia, nella trasformazione bi-razionale trilineare che fra-
sformn Ia » nella circonfevenazn cireoserittn, trovare 1 eoningati di M, N,
indi trovare i comugali dei punti in enl la congiungente i due punti
cost ottenutbi taglia la ecirconferenza circoseritta.

Per la vicerea di panti coningati & opporbuno seguire il procedi-
mento dianzi indicato. Uosi facendo, facilmente dai punti M, N s'ot-
tengono 1 coniugati M' e N'; allora, se M'N’ taglia la circonferenza
circoscrilla net punli B, S e le congiungenbi questi due punti col
punto in cui la » taglia un lato qualunque, per es. B, incontrano
nlteriormenie la circonferenga circoscritia in due punti R', 8 le rette
AR, AS' tagliano » nei punti eercati.

Considerazioni duali delle precedenti ci dicono che se & dato un
triangolo ABC e, nel suo piano, due rvefte m, n, le cinque rette a, b,
e, me, % inviluppano una conien I'. Per trovare le tangenti da un
punto R assegnato alle comica I', basta trovarve, nella trasformazione
bi-razionale frilineare che trasforma il fascio di centro B nella cir-
conferenza inseritta al triangolo, ls coniugate m, # indi le coniugate,
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in quesin stessa frasformazione, delle rette tangenti alla eireonfe-
renza cireoscritia condotte dal punbo d'inconiro delle retta come
sopra olttenute,

I12. Dal problema or ora trattato possiamo far dipendere il se-
gusute:

“ Dato un triangolo ABC e, nel suo piane, una retta generiea »r,
“ trovave, sulla » la eventuale coppin di punti coningati in uua data
“ trasformazione bi-razionale trilineare J .. |

E evidenle che-i punti cereati sono i punti in cui ln coniea coniu-
gata di » taglia evenlualinente questa retta. Detli, cioe, P e Q due
punli qualunque di », siamo P’ o Q' i loro riepettivi conivgati i J:
la conica ABCPQ' & la conica coningata di ». Nella trasformnzione
bi-razionale trilineare J' che irasforina » nella circonferenza circo-
seriita, troviamo i coningabi P'e Q', e sinno questi P" e Q”. Allora, se
la vetta P"Q" ineontra la circonferenza circoscritia in due punti R, S,
I conmingats R, 8" di R, S nella trasformazione bi-razionale .J°, sono i
punti richiesti.

La costruzione si semplifica alquanto quando 1 punti P, Q non si
" scelgono comunque sulla v, ma sui punii d’incontro di tale retta coi
lati del triangolo, perché allora, nella trasformazione J, se ne cono-
scono 1 voniugall che sono i vertici del triangolo, e si trovano su-
bito le fangenfi alla conica coniugata di », eondotte pei vertici del
friangolo. La costruzione diviene aliora: Siano Ry, By, B, i corri-
spondenti di Ry, By, Re (punti d"incontro di » coi lati del triangolo),
nelle involuzivni subordinate sui lati dalle trasformazioni J: R, R,
R”; 1 corrispondenti di R";, R™,, R”. nelle involuzioni subordinate sui
lati dalla trasformazione bi-razionale J. che mutn » nella eirconfe-
renza circoscritfa, I punti R”,, R",, R”. stanno sn ana retta ' che
tagha eventualmente la circonferenze circoseritta in due punti R, S;
1 coniugaki di questi punti nella J' sono i vunti cercati.

Brevemente pud dusi: Trovata di » la couiugala +* neila trasfor-
mazione J data e di » la coniugata +" nella trasformazione J, es-
sendo K, S 1 punti in ecui »” taglia la cireonferenza circoseritia, se le
rette KHa., SK4 tagliano questa circonferenza in R, §' le rette AR, AS’
tagliano » nel punti cercali.

E evidente che, detli v, », », 1 valori dei rapporti semplici (BCR,),
(CAR:), (ABR,) e Aa, Ao, A le caratteristiche delle involuzioni subor-
dinate dalla trasformazione J sui lati del triangolo =i ha

,,,.nﬂ '3’ . ﬂ! ruﬂ b’

= " s . N
la'&Il [Cﬁ- b]_ ]-b' B s [-A—BRH]_ }u'! a.i‘

13. Parimenli, possiamo, con uguale semplicita, trattare il pro-
blema: * Dato un triangolo ABC e, nel soo plano, un punto gene-
“rico R, trovare la eventuale coppia di rette coniugate, in una data
" trasformazione bi-razionale trilineave J, passanti per I} ,.

(BCR") =

M
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Un ragionamento doale di quello seguifo nel num. precedente, ci

conduee nlla seguente costruzione:

Trovato di R il coniungato R’ nella trasformazione J data e di It
il coningato R" nella trasformazione J°, che muia tl faseio di centro R
nella circonferenza inseritta nel triangolo, esﬂemiu r, 8§ le tangenti
condotte per R” alla circonferenza inseritta e 1, & le nlteriori tan-
genti a questa circonferenza, condotte per punti JELA,. rAA,, le rette

che uniscono B coi punfi @, @s’ sono le rette cercate,

R. VERCRLLIN,

RISOLCZIONT DELLE QUISTIONI 735, %44, i, b4, 768 w 77

TIre Se i wertici A, B, C, D di un guadrangole corriopondons ai vertici
A, B, O, IV di un altro quadrangolo in modo che delle sev coppie di lati

fAB AC fAD [ CD fDB {BG
\ 0D DB \|BC |AR AT ATy
cingue abbiono i punii d'intersezione sppra unae refla v, anche il punlo d'ineontro
delia sesta coppia di velle & sopra la gtesgn retla v, -

Risoluzione del sig. Giergio Aprile, R. U. di Catania.

Uina prima risoluzione di tale questions & stata pubblicaia nel fasc. 1 dell'anno

in eorse di gquesto Periodico,

Un’altra rigoluzione, molto semplice, sarebbe datn dalle seguenti considera-
zioni.

La vettn » uon pub passare per nessun vertice dei gnadeangoli dati, gincché
con essp dovrebbero allora coincidersa 1 fre vertici non corrispondenti dell’altro.
Per un noto teorema avremo adunque [ra i puuli

M=+ AB=r OD, N=¢ AQC=+ DU, P=y AD=yr, BB
Mi=», CD=r, AD, Ny=p, DB=yr, AC Po=vr, BO, Py=yp AD

di » le seguenti involuzioni
MNP A MN, P,

MEP A MNP,
eppero Py =F o 8 v

A Se in un tetraedro due spigali opposti hanno eguale lunghezza a, &
altri due spigoli opposti egouale lunghezsa b:

1Y la econgiungente i pwouti medi degli altri duye spigoli ¢ lm loro normale co-
mnune;

29 gli angoli diedrvi agli spigoli sono eguaii;
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3° dette w, B le misure di guesii diedri, 5 ha

a senu
b gon f

4° nel guadrilatero sghembo formato dalle coppir @i spigoli opposii eguali, le

normali nei quattro vertici ai piani dei due lati che ci COMCUT rane JiEcciono §opm'a
. a®
un dperboloide ¢ il birapporte di gueste generatyici & (m, m’, m, 1) = <h

L. Biancar
Risoluzione del profl. G. B, Zecca di Bologna

19, 8¢ ABA'B’ & il quadrilatero sghembo (AB=g, AB'=%) & 0O, 0 sono i
punti medi dei segmenti AA', BB, si ha BO = B'0D (mediane di triangoli ngualij;
allora nel triangolo BOB' la mediana 00’ & perpendicolare a BE: apalozamente
si vede che 00’ & perpendicolsre a AA"

90 I triedei A e B sono uguali rispettivamente ai triedri A', B’ (faccia sguali):
dunque i diedri AB, AB sono egnali ai diedri A'B, A'H.

q¢ R indichiamo con = & § i diedri AB, AB, si ha

genz senBAA senBAA o

—
-

sen f sen BAA" senB'A'A b

4°, Diremo primo piano bisettore di un sngelo il piano normale alla biseltrice
asterna nal vertice: secondo piano bisettore quello normale alla bisettrice interna.
Lo rette del primo pirno bisettors fanno angoli eguali coi lali dell’angolo (il raggio
condoto per il vertice parallelo alla retta in un senso qualunque fa angoli eguall
¢oi due lali): quelle del secondo bisettore fanne angoli eguali con un lato ¢ col
prolungamento dell'altro, Per le refte uscenti dal vertico sussiste anche la pro-
prieta inversa,

(SSERVAZIONE PRELIMTNARE. — * So un quadrilatero sghembo ha i lati opposti
ezuali, i primi piani bisettor: di due angoli opposti e secondi piani bisettori degli
altri due angoli passano per una stessa reila ,.

Prendiamo per il guadrilatere le precedenti indicazioni. Se o & eguale a » la
proprietda & immediatamenta verificata: Ia retts comune & paraileln a una diago-
pale. Supponiamo vra o <% (I'zlire caso si riduce a questo con uno senmbio di
lettare), ] primi pinni bisettori di due angoli opposli, per es. B @ B', non possono
pssere né paralleli né coineidonti perehs AA’ sarebbe perpendiculara alle hisatiriei
interne di B e B’ o si avrebbe @ = b. Prendiamo sui due raggi BA', B'A’ dus segmenti
BD, B'E egunali rispettivamente ad a, b. Surk DA'= AE ed I si trovera sul prolun-
gamento di B'A". 8¢ M & un punto qualungne comune ai primi piani bisettori degli
angoli B e B, sara MD = MA, MEﬁ: MA aﬁguinrli MD — ME: i dune trinngoli
MDA, MEA' sono allora eguali ad & MA'E = MA'D. Dunque M appartiene al secondo
bisettore di A': cost M appartiene pure al secondo bisettora di A.

Per la dimostrazione della quarta proprieth osserviamo subito che se o & aguale
8 b, le quattro retie m, m', n, n' che chiamo le guattre normali, sono gituate 1n dus
piani {iperboluide degenere). Sin a+ b. Nella simmetria di asse 00'i vertici e le faceie
del tetraedro dato si corrispondono & dus a due. Alle retie m, » corrisgpondono
la rotte m', ». Ai piani bisettori primi e secondi di A, B corrispondono i piani
bisettori omonimi di A’, B Dunqne la retta t;, comune ai primi piani biseifori
di A, A" o aisecondi piant bisettori di B, B’ » la retta t: comuns agli altri qualire pian:
bisettori sono wnite nella simmetria e percid perpendicolari all'ssse in certi due
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punti H;, Hs, Le retie t; o t; sono distinte (perchié un loro punto comune apparter-
rebbe slla quatiro normali): ciascuna appartenendo a piani bisettori dei quatiro angoli
incontrp tulte la vette m, m', n,»’, le prime in punti che diramo M;, My, N,, Ny, le
seconde pei punti Ma, M's, Ng, N'y. 11 birapporto dei quatiro punti M;, My, Ny, Ny,
: Ni)® .
simmetrici & due a due rispetto H, & {{;;iiﬂ,ljl . Poiché la retta ¢ appartenente al
14v1

primo piano bisettors di A fa an goli egnali coi lati di guest'angolo, il rapporto dei aog-
menti MaN;, M;N';& eguale a quello dells lore proiezioni a, b su questi la;I. Avyremo

. 4 . A 3 3
dungne (M;M,;N:N%)= i;? Anglogsmoente si ha: (MyM'sNeN's) = {!MT T"i!}}"_ ::r

<43
Doungue le Tette m, m’, n.n' nniscono i punti corrispondenti di dne punteggisfe
proiettive e sono percio generatrici reali di una quadrica: il birapporto (m,m',
ﬂ!

n w) ® =
b.
OssErvVAZIONE. — L@ quadrica non & tangente al piano all'eo, poichi in tal
caso la quattro dette gemeralrici sarebbero parallele n ono stesso piano, al quals
sarebbero perpendicolari i piani del ietraedro dato che avrebbe cost gli spigoli

parallsli,

VE'¥s Se ad una tangenie variabiie t della parabola semicubica
ay® = 2* (1)
conduciamo la perpendicolare t' nel swo punto d’incontro con 'asse della x, lo in-
viluppo di t' & ama pavabole coniva avente lo stesso osze e il medesimo vertice.

) V. Rerani
Risoluzione del sig. Ginrgio Aprile, R. U. di Catania.

L'equazione
ByX — Bz —ay =10 (2)

dis, per Y=0, da X = ﬁ

L'equazione di ¢ & allora
BxX | OyY — 2=* =0,

e quinf]i le sue coordinate plickeriane sono

b
_ 2’ 01

Eliminando z, y fra queste equazioni e la (1), si ha

4a0® + STu=10,

equazione dell'invilappo richiesto, che rappresenta una parsbola la cni equazione
cartesiana

27y + 16az =0

¢i mostra facilmente le proprietih ewunciale.

-

"W G%e La bisetivice dell’angolo degli assi Ox, Oy dncontra in R la tangente

nel punto M df una curva (C),
Determinare queste curva con la condizione che RM sia equale alla linghezza

deila normale in M.
J., Roar.
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Risoluzione del prof. 6. B. Zecca di Bologna.

Sa non si vool limitare la ricerea a posizioni particoluri della enrva, & facile
vedére obe alla famiglia di iperboli determinate dall'sgregio solutore (Perio-

wico, pag. 181) si deve agginngere nn'altra famiglia di curve. L'equazione diffe-
renziale

yVIF 1) """’1”(_1;," e (1)

impone alls enrva la condizione che per un sao punto reale qualungue il segno

di ¥ sia eguale a quello di 2

necessario e sufficiente che rmnﬂmu sguali i valori assoluti dei membri della (1),
Si & cosi eondotti a risolvers anche la:

— =, mentre, perché sin soddisfatto il problema, 3

yy' =2y —=x, (2)

la quale com la sosiituzions z=—= y:: diventa: z (= - 1) :::: = — 2%

Risolvendo con 1z seprrszions delle varsbili e riponendo per la z |a sua
espressione @ ha 1'sgquazione

2= (y — x) 1og.[C (y — 2] (3)

che ¢i diu al wariare del parametro reale C una serie di ecurve iraseendenti che
godono dells proprieta richiesta,

K da notare il fatto che la presanie quistione generalizzata ammette solnzioni
piu asmplici di quelle della data, che si riferisce a un caso eccezionale. Se infatti
invece dells bisattrice di 2Oy consideriame una retéa OL qualungue ed & k Iz {an-
genle dell’angolo xOL, s drovano due equazioni differenziali di tipo nolo, chs
dinoo Inogo slle das famiglis di curve

(y— ke =C(y —2)
{I_h]k{y +:}=D!

dove C & il parametre variabile. Cosl per k=2 &i hanno eubiche ¢ coniche [pu~
rabole), 11 caso k=1 & eccezionnle perchd, come si vede fucilmenta, nell’ integra-
zione delle relative equazioni differenziali, 8 un cerfec ponto bisogna seguire una
via particolara.

PO, Sia AB une corda di una parabola passante per un punlo fisso U, e
gia Q il punto d'incontro delle normali alla parebola nei punti A ¢« B, ¢ 8 la
proiezione di Q su AB. Trovare i luoghi di Q e di 8.

I.-N. Barpismzx.

Risoluzione del sig. Giorgio Aprile, R. U. di Catania.

Sia

y' =2 (z+ a) (1)
I'equazione della parabola, riferita all'asse od alla perpendicolare a questo con-

dotta da P (a, B); e (=, y'), (2",y") rispettivamente i ponti comuni a detta conica e
alla ecorda

. x=m(f—y) (2)
passante per P, E allora

g=m—y) Y=—pm+Vp'm+ 2 (mp+ o)

Z'=m(p—y’), Y '=—pm—Yp'm:-+ 2 (mp | ) )
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Poicha ?:%—. le equazioni delle pormali alla (1) in tali punti divengono
Y
» y, 3- | i -T =h o R — _!f:‘ E _ o
Y=y - { z), y - ( x’)
donde, tenendo conto delle (3),
X =p 4+ m[2mp -+ B Y= — 2m(mp -+ a}; (4]
dalle qunli oliminando m 31 ha 'equazione del lnogo di Q
29 22 — 0
0 2B 2 — X —0
2p - p—X 0 [
0 2p d p—X

che per X =2z + p, Y =y diviens
2 (3 —py)® + (2ap — p*) (222 + Byl =10, (5)
la quale rappresenia una parabola passante perls nuova origine @ il cul asse forma

I"'angolo ¢, dato da tg§ = i, eoll’agae della conica daia.
Se P & un punto della (1) il luoge della (5) diviene In retia

o
x ="y
:

contala duoe volle.
E se P coincide con Vorigine il luoge richiesto si riduce alla retta y — U con-
tata due volie.
Per 1o (2) e (4) risults che le coordinate x, y del punto S soddisfano le
Epm’—}-ﬂﬂml—}-lﬂn—l—p—}:]m-l-Y=U. (Y—08m-+X=0,

dalle quali eliminando mi, e ponendo X =, Y =y 4 2 si oltiens l'aquazione del

Inogo di S
'+ 2% + Byt — 2 pat 4 Buxfy — (22 4 p) =0,

la gaale rappresenta una quariica passnule bre yolte per P,

2 ehe Indicando con By, by @ % le distanze di un punto F del piono = di un
triangolo ARG (abe) rispettivamente dai lati 8, b & ¢, i Inogo del punti di = per
) g:mh’ si ha 3.3 = B2 4 Bp? & una conica Ya.

Se if.r-d:: E;— , In conica vz & une iperbole.

¥

Se EE: —;— , la v+ & tina parabola. (1 fuoco & in C e la diretirice ¢ ln reflie

o eni apportiene il lato ¢, la paraboin taglic i lati 8 ¢ b nei piei delle basettrici
interne la ed lu). 1Y)

—
Se EG}%, la ve & HnA elfse iche i riduce ad un cerchio se il trinngolo

dnto ¢ fapscele ed 2 C= i %)

I triangole ABC 2 auioconiugato rispetlo alla 7.
;. Carposo-LAYHES.

(1) 5i daduce ehas " Le distanze d, d, o d; di un ponto di nna parabola rispetlivamente dalls
direttrices & dn doe rotte ortogopali wsesnki dal Toeco sono legota dalla relzsione o =d2  dg.
Ui, de) resto, si dimosira direttamente com considerazioni elementari, (G, O-L.).
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Risoluzione del prof. G. B. Zecca di Bologna.

Se %, v, # sono le coordinata trilineari (indicats nell'enuncisto con Eay O, Bg),
di un punto del piano rispetio sl triangolo ABC, I'equazione data di secondo grado

z* 4 y* —22—0 (1)
rapprosants, com’é nolo, una conica. L'equazione dalla yotts all'xc del pisno &
az —+ by + ez = 0. (2)
Elimmando = fra (1) e (2) ho la:
(¢* — a®) 2* — 2abaxy + (' — 6% y2 = 0. (8)

La conica & un'sllisse o una parabols o un'iperbole secondo che il diserimi-
nenle della (), che 8 4 (4% - 43 _ %) ¢, & negativo, nullo, o positive, ossia secondo
che si ha 0= g0v,

ABC & nutoconiugnto rispetto alla vomica perché Ia (1) contiens soltanto i qua-
drati delle coordinate,

Nel caso della parabola per trovaro il fuoco basta sotirarre dull’equazione dei
punti cielici (1® + »? - w* — 2 pw cos A — 2 1631 05 B — 2up cos C = 0) I'equazione
tangenziale della conica, ciod 2f 4 o® — of — 0; si ottiene una coppia di punti
roali fra coi w =10, ¢iod il punto C che & il fuoco richiesto,

La diretirice & AB perche C ha per polare AB (v. sopra). La parabola incontra
| lati AC,BC in punti appartenenti alle rette r=z, y—=-2 e cioé alle bisettrici
interne di A e B,

Hesta & trovare la condizions perché la conica (1) si riduea s nn cerchio,
L'equazione complessiva dells vetie che proletlano da C i ponki eiclici @

z* + 2xy vos C + y* = .

Bsen deve avers i coefficenti proporzionali & quelli della (3), Si deve dunque avero:

e LS S | N ab :
COS ¢
088ia # =), & cos 0 = 1 oppure cos U= — . 1l valore 1 da wn triangolo dege-

nere (estraneo al problema). Al valore — 3 di gos C corrisponde €= 120°, ¢. d. d.

— Y
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A. Basst. — Fsercizi ¢ problemi di Algebra complementare ad uso del

2” bieunio degl'Istituti teenici. Vol. I, Parte I1. Presso I'Aufore a
Mondovi. — L. 1.80

Gli argomenti &rattati in questa 2* Parte sono: Massini ¢ minimi, Frazioni
continmne, Discussione delle equazioni di 1° ¢ 2° prado.

Come nella prima parte, ogni avgomento & diviso in capitoli, intorno a cia-
seun argomento sono richiamate tutte lo proprieth elementari che all'argomento
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si riferiscono, sono risolute quistioni prima semplici, poi pin complicale, e ogni
capitolo & seguite da un gran pumero di esarcizi @ problemi proposti, tuthi con
le risposte, & 1 meno semplici ¢con avviamento.

L'impressiona favorevolissima ricevula dalla letiora della prima parte al & in
me ripotuta slla lettura della seconda parte. L'egregio Collega, tanto banemerito
dells scuola secondaria, per il contributo che con instancabile assidnith recs al
miglioramento dells scuoln, ha felicemente colmato una lacona nei nostri libri
soolastici, (') compiendo nn lavero c¢he & un modello di precisione ¢ una fonte
inesanribile di esercizi e problemi por gli mdunni delln 8* classe degl'Istiluti
tacnici. 11 capitolo sui massimi e minimi geometrici, trattali, oltre che cou il sus-
sidio dell’anslisi, eon procedimenii appartenenti alls Ueometria purn & del pii
grande interesse, ed in esso I'Autore si & fermalo piin & lungo nel risclvere un
maggior numero di quistioni, in vista anche dsile maggiori difficolts che le qui-
stioni di Geometria purs presentano,

Auguro al libro la maggiore dilfusions, che ben merita, o spero ches l'egregio
Collega per il nnove anno scolastico ei dia il volume per la quarta classe.

S, UATARTA.

Errore Baroyt. — Algebra e Trigonometria ad uso dei Licei. Vo-
lume 1 (Primo anno di Liceo). Pirenze, R. Bemporad e figlio. —

L. 2.75.

Quantungue pubblicato 'anne scorso, credo bene di dire gualche parola in-
torno a fquestn likro: giscché da un lato non & necessario che o recensione di
un libro sin fatta pochi giorni dopo la sun comparsa in pubblico, ché anzi di una
pin prolungata medilazione pe pud produrre on giudizio pin esatto, e d'altre eauto
& sempre nn bene che si fa alla scuols metiendo ju vista i buoni, pur troppo rari,
manunli che devano essere la prime & per ¢id le fondamentali sorgenti del sspers
del giovani,

11 libro incomincia naturalmente con la teoria dei numeri razionali relativi e
lo zero (classe ): il melodo di teattazione e quello del Weierstrass, cioe i nu-
meri della classe re sono definiti mediante coppie di numeri interi positivi. La
trattazione & ordinata, chipra e pinttosto sveita; parecchie dimostrazioni sono fatle
pon procedimenti eleganti.

Seene an cenno sui pumeri Teali, el quale il numero reals ¢ definito al modo
di Dedekind. Questo breve cenno, gnantungue non imposte dai programmi, & neces-
sirie, perchié senza il concetlo di pumere ronle won si puo fondare la feorin dei
radicali, & nemmeno si possono dave gli elementi della Leoria delie funzioni cir-
colnrl. 11 conmo delln teoria dei radicali, quantunque breve, & sufficiente e svolto
con chinrezza. Segne, ed & molto opportunamente stabilita, la corrispondenzit éra
i nomeri vesli ad i punti di una retfa, come anche up cenno sulle cvordinate cnr-
tesiane dei pupti di on piano, ginceh® se ne fa poi uso sislematico nella tralin-
gione degli ¢lementl di trigonometria.

1 capitoli soccessivi contengono lo sludio dei monomi interi e fraziovari, e dei
polinomi. Anche questi capitoli sono ben falti: mi sembra perd che le innovazion]

(1 A 4itels di enore va seguvalata anche Vopera escellentivsima del prof. 8, Orru-CAREOX],
Complamanti \FAlgelra, allta dalln O2sa Raffnello Ginsti di Livornoe.
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di metodo fntrodotio nella toorin dal guoziente o dal resto dei polinumi non siano
pHu opporiane dsl copsueto metodo di trattazione, Le teorie del massimo comun
divisore e del minimo comene multiplo dei polinomi, che in molki libr, a torto,
‘mon'si trovano svolte, sonu trallate con sobrieth non scompagnata da molta ehia-
rezzia e precigione. Fa seguito la teoria slementare dslla divisibilita dei polinomi
6 la regola di Ruoffini, quindi la decomposiszione dei polinomi in fattoriz il tubto &
ben coordinato e, senza esugerare in ricerche, vi somo svolti Incidamente o ape-
ditamente i principali matodi elementari per ln decomposizions dai polinomi in
fattori, dedicando I'A. )a cura, che merita, & queste argomento cos) importante
anche nell’apalisi elementare,

[1 caloolo algebrico termina col capiiolo rignardanis le frazioni algebriche, che
& Lrattato colls solita misuraia estensione non disgiunta da limpidezza nella espo-
siziona o dal dovuto rigore mctentifico,

Si ginnge cosi al capitolo XIX, che tralta delle equazioni in generale. 1 prin-
cipii snlla equivalenza delle equazioni sono dimostrati oltre che von metodo pianon
anche in modo compinto, & merita speciale attenzione In disenssione sulla equi-
valenzn di una eguazione a quella, che @i otliene da essa meoliiplicandone ambo
I membri per an numero o per una espressione algebrica. Nel capitolo snccessivo o
deltto della risoluzionw di uns equnzione algebrica in generale od in particolaras
del melodo per visolvers unm equazione di primo grado ad uma incoguite, la cni
formoela di risolusione vi & discusaa.

Il eapitolo XXI tratta delle equazioni di secondo grado ad nuoa incognita. Anche
questi capitoli sono svolti enlln conspetn chiarezzas e sono eorvedati di opportuni
esampi. 1l capitolo XXII tratta dei sistemi di equazioni di primo grado a due
ineognite, In quest'ultimo & molto ben fatka la discussions delle formole di riso-
lnzione.

Un eapitolo breve ma sufficiente e ordinato relativo alla risoluziome di pro-
blemi medinute 1'algebra chiude Ia parte del libro dedicata allo studic delle 0TI ke
sioni. GL ultimi doe capitoli dell'algebra rignardaoo lo progressioni aritmetiche,
le geometriche ed i logaritmi.

Nells parte seconds del libro sono trattati gli elementi delle funzioni circolari
fino alle velasioni tra le funzioni circolari di uno stesso arco. Sobrieti o chia-
- rezzn congionle a rigore scientifico sono le saratteristiche questa come delle
altve parti del libro.

Se si tien vonto della grande varista di argomenti che & obbligato a traitare
chi vuol serivere un tratlato di algebrs pel primo corso liceale, e dolla sobrieta
& coi & costretlo per ragioni didattiche, ben si comprende gquanto sia difficile unire
quesla qnalita del libro a quel rigore scientifico, che si richiede in uns tratin-
zione razionale, e quanto debba essere per cid Jodato I'aatore, che ha ragginnto
attraverso a tante diffieclta, falicemente superate, lo scope di serivers un libro
utile alla scuola. 11 libro del chiar,™ prof, Baroni del R, Liceo E, Q. Visconti in
Roma ha molti pregi screntifici o didattici, il rigove, Ia chinrezza a la sobricta
sono, coms abbiamo delto, le sue doti costanti: o merita per ¢id le migliori rac-
comandazioni agli insegnanti dei licei, mootre & da augorarsi che preste sia pub-
caio il secondo volume pel secondo corso liceals. Una lode speciale & dovala anche
all’'editove, che non ha rispsrmiato né apazio né carabteri, ed bha dato al Jibro una
vests decorvsn ed attrsente, la quale ha indubbisments la sua non lieve impor-
tanza nelle esigenge didattiche.

A. B.

e i R
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Burari-ForT e Magcoroneo. — Elementi di caleolo vettormale, con nu-
merose applicazioni alla Geometria, alla Meceanica ¢ alla Fisica-

Matematica. — Bologna, Zanichelli, 1909,

Gli egregi sutovi fino dall'aprile 1907 hanno iniziato Iz pubblicazione nei Ren-
diconti del cireolo matematico @i Palermo di una serie di articoli col titelo Per
Punificazione deile notazioni vettoviali, nei quali si propongeno di fare nn acourato
esame critico comparative dei diversi sistemi di nomi e di segni adottati dai var
antori. La molteplicita di questi sistemi & la causn principale dalla difidenza con
la qoale & ancora accolto da molti il ealeolo veltoriale, che ha pure importantis-
aime applicazioni in meoeanica o fisica; ad & quindi indispansahile una intesa uni-
veorsale per giungere alls unificazione delle netazioni vetoriali, come fu approvato
dal Congresso intesnazienala di Roma dell'aprile 1908, perché il calcolo stesso abbia
quella diffusione che sarobbs desiderabils.

Gli elementi che ora vedon )a luce sono dungue il risultsto dello studio critico
comparativo sopra acuennato e comprende lo sviloppe di un sistema vettoriale mi-
nimo che & sperabile valga nd attusre Vonifienzione desiderata dei segni ¢ dei nomi.

L'opers si compone di due parti, la prima delle quali & destinala alle opera-
zioni ¢ funzioni veltoviali o |a seconda alle applicazioni del calcoio vettoriale nlla
Geomeiria, alla Mesennivo, alla Fisica- Maltematica. Eeco 1 titoli dei varl capitoll:

Parte . — Cap. 1. Somma o prodotte per un numero, — L. Caleole baricen-
tico. — l11. Prodotto vettoriale o interno. — 1V, Retazionl in un pinno. — V. Fun-
zioni di numeri. — VI Funzioni di an pante.

Parte If. — Cap. 1. Applicazioni slla Geometria, — II. Formole di caloolo
integrale. — III. Applicazioni alla Meccanien, — I1X. Applicazioni all’' ldrodiog-
mica, — V. Applicazioni alla teorin dsll'equilibrio dei vorpi isotropi. — VL Apphi-
cazioni all'Elettrodinamica.

Burari-Fort: e MarcoLoweo, — Oimnografie vettoriali, con applicazioni
alle derivate rispetto ad un punto ed alla Fisica-Matematica. —
Torino, Petrimi, 1909,

Agli Elementi @i enleolo vetloriale, di cui abbiamo parlaio sopra, fa seguito
guesta volume sulle Omografie, nel quale si aggiange al sistema vettormle minimo
sviluppato negli elementi quel che manen per risolvers sotto forma assoluts ed an-
tonomn 1a magegior pavio dalle questioni hsico-matematiche.

L'opera si compone di tre eapitoli, il primo dei quali & destinato ad esporre
i fondamenti delin teorin genorale delle omografie, cioe delle trasformazioni lineass
di vetlori in vettori: il se¢ondo & destinato allo stndio delle derivate di nomeri
o di enti geomelrici rispetto al punto, adepevando un algoritne che peso differisce
da quello dell’ordinniia analisi, secondo Ja notazione del Leibnitz. Il terzo capi-
tolo inflae & dostivato mlle applicazioni o si compona dei seguenki paragrad ;

§ 1. Cinematien delle defovmazioni infinitesime, — § 2. Statica dei corpi con-
tinni. — § 8. Motn libero per onde piane nei mezzi iselropi e cristallinl, —
§ 4. Leggi di propagazione di unfbnda piana trasversale nel eristall] magneticl, —
& 5. Proprieta del flusso calorifico in un corpo cristallino.

Dott. Aveinono Natucor. — Compendio di Aritmetice pratica per le
scuole medie. — Remo Sandron, Hditore.

Ouosto librelto, seritto con coscienza e, in generale, con assai ¥igore, vuaol es-
sere segnalato per In cura che I'satore ha avuto di spiegare ni giovausetli gual's
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I'uso delle operazioni, e di avviarli cosi alla sana risolizione dei problemi. B noto
che gli alunni, dinanzi ad on problems, trovano difficolta non nell'eszguire le
operazioni, in cui sogliono essers sbbastunza esperti, ma vel givdicars quali siamo
le operazioni da fare: e s(a qui, infatti, i1 lato veramente difficile della risolu-
zsone, Decorre quindi che essi siano abituati » sapere quando occorra 'una o V'gltra
operazione: e il prof. Natucei nef suo testo si trattiens appunto a presentare ai
glovinetti 1 vari generi di questioni che possono capitare nei problemi, s nd indi-
care qual’e l'operazione che vi corrisponde,

Forse in aleuni punti 'esposizione del libro & alquanto dificils, data V'efa e,
pis che tulto, 'abitnale impreparnzions dei giovinetti uscenti dalle scnole elemen-
tari, per i quali il rigore spesso & un mifo; ma un huon insegnante sapra tempe-
rare colla parola sua quesia difficoltis.

Taccio di qnalche piccola osservazione che si pnd fare leggendo il libro, trat-
tandosi di cose minime e non sssenziali: & inutile citarle gni, dove intendo dare
solo un gindizio genervale. Non deve lasciar di dire che il libre & ricco di bueni e in-
teressanti esercizi @ problemi. In sestanza, il testo del prof. Natucei & fatto bane.

B. Barraza,

.
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I CONGRESSO NAZIONALE ]
della “ MATHESIS ,, Societs Italiana di Matematiea. &

(Papova, 20-28 Serremere 1909) gy

A) Programma.,

Lunedl 20 sett, ore 10, — Cerimonia inavguorale. Discorso del prof. Givo |
Lomia delln R. Universita di Genovu sul tema: L'insegna- A
mento delle matematiche nelle scuole medie italinne ed estere,
durante gli ultimi 50 anni, Critiche e raffrondi.

. « ore 17. — Relazione e discussione sul tema: Opzione fra o
il greco e la matematica nei licei. Relatore prof. Domio k.

Gieur del R. I. di Sassari,
Martedi 12 ore 14. — Relazione e discussione snl tema: Riforine e »i-

tocchi dei programmi scolastici. Relatvice la prof. Bisson i
Mrxio Erstnia, alln quale eventualmente si aggiungeranno “'
altr1 Relatori.
Mercoladl 22 ore 14. — Helazione e discussione sul tems: Preparazione '-
degli insegnanti di malematice delle sciole medie. Relatori N

1 prof. Givo Loria delln R. U. di Genova ¢ ALESSANDRO
Papoa del R. 1. T. di Genova.

- » ore 16, — Relazione Sopra un’ Enciclopedia di matematiche !
elementari, da pubblicarsi sotto gli auspici di “ Mathesis , |
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Relatori i prof. Luzer Berzoram della R. TI. di Pavia e

Roserto Bowovna della R. 8. N, di Pawvia.
Giovedi 23 ore 9. — Relazione e disenssione Sui lavor: della Commtis-
sione Internazionale pel Congresso di Cambridge. Relatore
prof. Gumo CasreLxvovo della R. Universith di Roma.
ore 14, — Seduta per tratiare affari dordine interno. Mo-
dificazioni dello Statuto proposte dal C. D). ed eventuali
modificazioni proposte dai Soci. Discussione e approva-
zione del Conto consuntivo. Bollettino sociule.

Nuile sedute di Martedi, Mercoledi, Gioved} dopo lerminata la discug-
sione dei singoli temi, si terranno le lezion pel congorso, di cui st paria
in B). Se oceorvera, le leziont poiranno prosequirsi nel giorno di Venerd:,

11 programma @ stabilito in modo che i Sorl possano intervenire all’ inaugu-
razione delle sedute principali dal Congresso dells Societa del Progresso delle
Scienze.

B) Modalita del Concorso per una Lezione di Matematica.

1. Pra 1 Soci della * Mathesis , € aperlto un concorso a pramio
per una lezione orale sopra um avgomenlo conlroverso di matema-

tiche elementari.
o 1l concorso avra Inogo a Padova durante il 1I Congresso so-

giale, com’@ stabilito in 4)

3. II premio di live Duecenlo sard versato nelle mani del vinci-
tore subito dopo la proclamazione.

4. 11 concorrente potra scegliere liberamente per la lezione uno
dei temi seguenti:

a) Inivoduzione alla teoria delle frazioni.
b) Dei nrmeri negativi,

c) L'eguagliunza delle figure.

d) L'equivalenza delle figure piane.

£ T ordine secondo cui i coneorrenti sosterranno la prova verra
determinato dalla sorte,

6. Ogni lezione non pobri durare pin di 40 minuti.

7 11 termine utile per I'inscrizione al Concorso scade col 15 set-
tembre.

e inscrizioni devono fardi dirigendo analogo avviso al segretario
Prof, P. Gazzaniga, piazza del Santo, 11, FPadouva.

8 La costituzione della Commissione giudicatuice verrd comuni-

cata nella prima adunanza del Congresso.
9, La proclamazione del vincitore verra fatta durante 1l Congresso.
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VALENTINO CERRUTI

tl 20 agosto si & spento in seguito a lunga e tervibile malattia di
stomuco nel paese di Crocemosso in provincia di Novara, ove era nato
i1 1° febbraio 1850. Un suo compaesuno. Federigo Garlands, cosi narra
le umilissime origini dell'illustre eskinfo:

" Urocemosso, il comune native del Cerruts, & Sparso in varie pie-
cole borgate, sporgenti su que) pogei dalle vedute meravigliose, quasi
tutle ombreggiate e kalvolta pin che per mela nascoste tra gruppi di
alber1 annosi. (Lo stesso cognome Cerruti, italinnizzamento del locale
ceril, richiama nna macchia di cerri). In una di queste umili horgate,
a breve distanza dal maestoso campanile def gruppo cenlrale, si vede,
measbrata fra le allre, una casupola, chie a rigor di termine, se In
parola non suonasse irrviverente, si dovrebbe dire un tugurio: a due
soli piant bassissimi; une porta e una finestra u terveno; due finesire,
modestissime, al piano superiore. Niente che la distingua dalle altre
casette deil noshri operai.

“ In questa casupola, sotto cosi povero tetlo senza groudaie, fu con-
cepilo e, con incredibile tenacia, realizzato wno di quei sogni eroiel
che piil altamente confermano e consacrano ln wobilta della nostra
stirpe,

" In guella easupola visse tutta la sna viia umile e oscura, ma illu-
minata da un alto ideale, un poverp meceanico. che zundognava I
sua vita scendendo totée le mattine, per sentieri da capre, a lavorare
nella valle, in uno degli opifiei lungo il torrente, o risalendo stanco
e fuliginoso, a sera, per la parca cena, e il merilato riposo. La vita
di una fra i milioni di formiche nmane,

“ Glovane ancora, s'era unito con ana buona figiinola, sua vicina;
la quale in breve tempo lo fece padre di tre figli; tre muschiebii, non
belli veramente, tranne che agli occhi paterni o materni, ma intelli-
gentl e precoci in modo non comune. ['u alloru che egli concep il
suo sogno. In tempr nei quali non si parlava ancora di lotta di classe,
egli deve incosciamente averla intesa in modo smo peculiarve. * lo che

sono nafo al pennltimo o terzullimo gradine della senla socinle — agli
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deva essarsi detfo — inveece di prolestar conbro quelli che sono natr al
di sopra di me, spingerd 1 miei figh su_su, al disopra di quelli, fino
ai geadini pin alii ,. B menire, Intorno a lui, anche m famiglie pin
agiafe, avviavano i figli per gl studi commerciali e indusiriali, che
danno profitti piu promti e pin lanti, egli, con unn larghezza di ve-
dute muaravigliosa in an povero meccanico, volle, e decise, ¢he 1 suol
figli seguissero gli stndi elassici e andassero all’'universita, per nna
via che conduce o piu larghi frukbti totellettvali, & vero, ma a gua-
dagni mateviali assni scarsi e piu tardivi,

“ Questo fu il sogno del meceanico. Ma in gqnal modoe realizzarlo,
con gunli mezzi, non avendo egli alfre risorse al di la del wmsero
salario ? Qui si affaccia V'eroismo. In paese raccontano chie per guasi
vent'anni egli non si cibb che di mineslre e di polenta. H guesia
non erd, dopo Lulto, la peggiore privazione. La sventura, che non ha
pecli, gli rapl presto la sua compagne, e a lni toecd di vivere guasi
sempre solo, imperoecha per tulia la dorata dell'anno scolastico i figh
dovevano vimanere a scuola, prima a Biella, poi a Torino, raccolti in
un'unica stanzetta, veglianti ullo stesso tavolino, notriti di poco eibo
ma pia assai, dalla invineibile fede 1u sé e dell’'affebto paterno.

“ Cosi, per annt ed anni, il povero padre sali 1l suo ealvario solo.
Nessun cirveneo, trnune Ja fede inviita, Ma quanle volie, alla sera, le-
vando gli occhi dalla seodella, gli sara sembrata la stessa polenta un
pane del cielo! Poich®d man mano che gli anni passavanoe si diffon-
deva e splendeva il nome suo o dei suoi figly, 1 quahl salivano tattl
come una iripliee forza, su su per gradini — mmpostl eategoricamente
a totti dalla nostra Minerva dagli oechi di gesso e dal cervello di
cartapecora — su su per i gradini del ginnasio, del liceo, e poi, final-
mente dell’ Universita!

“H il povero meceanico poté veder percorso tutto dai suoi figli
gquesto eammino, che riesce cost facile a chi dispoune di un borsellino
non troppo magro; percorso tuibo, ma in tal modo & con tali anori,
pei quali non sono sufficienti neppure le horse meglio guernife.

“11 primo dei tre fu naturalinente il primo alla vittorvia, laurean-
dosi ingegnere; il secondo che si era dato agli studi mediei, pressntd
una tesi della quale ebbe a parlare tutta I'Universita di Torino; il
terzo, Vulentino, pobblicd, giovanissimo ancora, quella celebre mo-
nografia sui legamenti elettro-meccanici, che gli valse 'onore di esser
chiamato subito, I'anno appresso, ad insegoare in quella stessa Scuola
d’Applicazione nelln quale era stalo, pochi anni prima, scolaro,

“ Oosi vide 1l meccanico di Crocemosso realizzato quel sogno che
nng menfe pii ristretta non avrebbe neppure concepifo, & una vo=-
lontd meno eroics non aveebbe neppure Lenlalo.

“In presenza del sogno fatto realta, le forze eosi longamente tese
si allentarono; la slesss gioia deve aver faiio sobentrare alla fiera
tensione un grande languore. La tempra eroica si piego, si accascid:
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ormal “ 1 swoi tre , potevano fare la strada da soli: potevano da
soll segnire il volo eui egli li aveva lanciali. Egli se ne dipart), a
raggiungere la sna compagna.

* Bd essi restarono a far In strada soli, ma oramai sicuri di s, a
infinmmat: da quel ricordo glorioso.

* Coma & naburale, anche 1 figlinoli dovetiero, di eontro a tante dif-
ficoltd da supervare. sostenere un lungo sforzo: s dello sforze condi-
zione prima, inesornbile, la solitudine, 11 vivere solinghi e appartati.
Onde un ché di ehiuso nel loro earalierve, & di poco espansive, che
o molti non piaceva. Ma erano come guei frabti che hanno lu scorza
ispida @ durn, ma dentro sono dolei e buoni ..

Laureato ingegnero nel 1873 a Torino, VALENTINO CERRUTI, pro-
segul gli studi di matematiche pure & Roma sotio la guida sapiente di
Uremona e Belframi. Il Cremonn che ne aveva riconosciuto le alte doti,
s1 valse della soa attivith grandissima nei primi avmi della Scuola
degl ingeguari di Roma, da lui fondata, e 1o fece assistente 4’ idran-
lica, por di geometria pratica, e nel 1875 anche incaricato di fisicn
leenologiea. Straordinario nel 1877 & ordinario nel 1881, insegnbd
vicenda fisica matematics, meceaniea raziounle e analisi superiore,
nel 1900 succede al Cremona nella direzioue della Senola degl'inge-
goeri di Roma. Le sne pia imporianti memorie scientifiche, inserile
per la massima parle negli Atti della R. Accademia dei Lincei, della
fuale fu per molt1 anm segrefario per le seienze fisiche ¢ matema-
tiche, videro la lace nel periodo dal 1875 al 1892. Daopo egli dedicd
la sua allivita principalmente al lavoro di organizzazione e non pub-
blicd che poche mneerologie. I'nitimo suo lavoro scientifico fi il
diligente ed interessante lavoro storico sugli studi malematicl in
Italin dell’ultimo secolo, col quale inaugmrd 1 lavori della sezione
maftematica nel 1° Congresso della Societé Ilaliane di Malematica,
tenuto & Parma nel 1907,

Socio della R, Aeeademin del Lineei, della Societa del Quarania,
genitore del regno, insignito delle pin alte onorificenze, egh era un
esemplo vivenbe di guanto possa la forza dell'ingegno accoppiata alla
tenacia e costanza di proposifi.

Gruman Lazzert — Ihreltoresresponsabite
Finito di stumpare 11 24 Settembre 1900




SOPRA 1 POLIEDRI REGOLARI CONVESSI.

(UN capimoLo D1 GREOMETRIA DESCRITTIVA)

(Continnnzione ¢ fine — padi faseicolo grécedente).

I[I. — T gruppi di rotazioni.

10. Prima di trattave delle rotazioni che trasformano in sé stesso
un poliedro regolave convesso, sarh utile fare qualche considerazione
di caratiere generico. Indichiamo col simbolo f una rotazione dello
spazio intorno ad nn asse. Se immaginiamo di compierls successiva-
mente n volte troveremo una muova rotazione che indicheremo col
simbolo 6°, Se 'ampiezza di 8 & parte aliguola della infera circonfe-
renza, ad es: la p-esima parte, ne segue che la rotazione (" riporta
in se stesso ogni punto dello spazie. Allora si suol dire che € & la
identita che p & il periodo di B e si suole serivere P =1. La rota-
zione inversa di A & quella che si otfiene eseguendo la O in senso
inverso: si suole indicarla con ' e si serive 6, 6'=1 per esprimere
che eseguendo la 0 e dopo la B~ si ofliens I'identita. E poi evidente
che si ha 7 = 0.

Le votazioni che dovremo prendere in considerazione, permufanoc
fra loro sempre i vertiei di un poliedro. Per cui riteniamo opportuno
richiamare le nozioni fondamentali inerenti alle permutazoni sopra n
elementi. Una permutazione sopra n elementi si echiama sostitnzione.
Por n= 2 la sostituzione prende il nome di trasposizione. Se all'ele-
menko a si sostitnisce b, se all’elemento b ei sostituisce I'elemento ¢ e
cosi di seguito, se all'ultimo elemento k si sostituisce a, la sostitu-
zione si chiama * sostituzione circolare , o “ ciclo , o si indica eol
simbolo (abe . .. k). Se dopo la sosiituzione 8 si eseguisce la T, si trova
ana nuova sostitozions clie si chiama prodotto di 8 per T e =i indica
con ST. Il concetto si generalizza: se dopo la sostiiuzione ST si
affettun Ia U si dice che si & fplin )a sostituzione STU prodotto di S
por T e per U ece. Un prodofto di pmi sostituzioni non gode in
generale la proprieta commutativa, gode invece sempre Ia proprieta
associativa. 8¢ S=T=U=... il prodotto si chiama potenza di S.
Con S~ si indica la sostituzione inversa di 8. Una sostituzione qual-
siagi pud sempre riguardarsi come il prodotto di piu gostibuzioni eir-
colari: quando cosi Ia si riguavdi, si suol dire si decompone in cicli,
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Si pud sempre fare in modo che questi cieli sieno trasposizioni. A
ssconda che i1l numero di gueste trasposizioni 2 pari, o dispari, la
sostituzione si chiama pari, o dispari. La sostituzione S—'TS si chiama
trasformata di T mediante 8. Pin sostituzioni si dice che formano
un gruppo quando il prodotto di due qualunque di esse equnivale ad
un‘altra sostituzione del gruppo. Chiamasi ordine del gruppo il numero
delle sostituzioni che lo compongono, 1 identita compresa. [In esempio
semplice di gruppo & fornito dalle potenze di una stessa soslituzione.

Un altro esempio & dato dal gruppo di tofte le sostituzioni pari sopra

. 5w ! . a
n elementi, Esso ha Pordine =% e s1 chiama “ groppo alterno ,. 11

-

gruppo di tutte le sostituzioni (pari e dispari) & d’ordine 2! e si chiama
gruppe fotale. Se le sostituzioni di un gruppo @, appartengono tutke
a un altro grappo, piiz ampio, Gu si dice che &, & soltogruppo di (.
Cosl il gruppo alterno & sottogruppo del gruappo lotale.

I1. Gruppo del tetraedro. — Proponiamoci ora di esaminare le ro-
tazioni che sovrappongono a se stesso un poliedro regolare convesso
comineiando dal tetraedvo. La figura 1 dimostra Ja esistenza di una

rotazione di ampiezza 2—;, atborno all'altezza del tetraedro che passa

per il verbice D, capace di trasformare il tetraedro in se medesimo:
infatii la figura stessa ei dice che per effelto di tale rofazione, il ver-
tice D non cambia, mentre i rimanenti tre vertici vengono permutati
circolarmeonte. Il periode dalla rotazione & uguale a 3. Con essa viene
a individuarsi il suo guadrato o (cid ehe @ lo stesso) la sua inversa.

L'effetto di una tale rotazione pud rappresentarsi col simbolo
(ABC) che denotn la sostituzione prodoita sopra i vertici ABC,

Quanto a D, & sottinteso che rimane fisso. La rotazione inversa
avra il simbolo (ABC)~' = (ABQ)* = (ACB). Si pud dungue dire che
esistono otlo rotazioni del selido in se stesso a periodo fre: a due,
a due sono inverse una dell’alira e si compiono attorno alle 4 allezze
del solido.

Daltra parte considerando s figura 2 si puo affermare la esistenza
di unaltra rotazione che trasforma il tetraedro in se sfesso. L'asse &
la perpendicolare comune ai due spigoli opposti AC, BD: I'ampiezza
& 7 e quindi il periodo & uguale a dne. Essa scambia A con C e B
con D per cui il suo effetto sopra i vertici pud rappresentarsi col
simbolo (AC)(BD).

Hsistono dungue altre tre rotazioni (a periodo 2) che SoVIrappon-
gono il solido a se medesimo. Fsse si compiono atforno alle rette
che congiungono i punti medi di due spigoli opposti.

12. Si hanno quindi in tutto 11 rotazioni che trasformano il solido
in se stesso. Ebbene, se si considerano le 11 sostituzioni sui vertici
che sono I'effetto di tali rotazioni, e si aggiunge la identith, si trova
un msieme di 12 sostituzioni le quali formano un gruppo nel senso
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stabilito nel n. precedente, Per dimostrarlo si osservi che esse, pos-
sonv rappresentarst simbolicamente come segue

(AB)(CD); (AC) (BD); (AD) (BC)

(ABC) (BCDY ; (ACD); (ABD)
p==113 2

dove per »=23 st avra la identila. Or bene & evidente cha ciasenna
e una sostituzione pari (ad es. (ABC)=(AB) (A()): il prodotto di due
sostituzioni pari @ ancora pari: d’altra parte le sostituzioni pari sopra
ABCD sono tutte e sole quelle sopra rappresentate: & dungque neces-
sario che 1l prodotto di dne qualongue di esse equivalga a una 9¢
sosfitozione scelta fra le 12 medesime.

Questo prova che esse formano nn groppo. Lo si chisma il * Gruppo
del tetraedro ,. Si pud dunque enunciare il seguents leorema:

“ Le rolazioni che sovrappongono « 32 slesso un tetracdro regolure
sono delle due specie seguenti: ne esistono tre a periodo due i cui assi
somo le tre congiungenti § punii medi di 2 spigoli opposti del solido;

ne esistono otto a periodo tre (v due, a dve inverse una dell' alira) ¢
aventi per asst le quatiro altezze del tetraedio.

Se « queste rofazioni si aggiunge la identita e si considera Ueffeito
che esse producono sus vertici del solido, si perviene al gruppo aiferno
di 12 sostituzion: sopra 4 elementi .

Un nolevole sollogroppo del gruppo ora deseritto, ® quello com-
posto dalla identita e da futte e tre le sostituzioni a periodo due:

(AB)(CD); (AC)(BD); (AD)(BQ).

Es=o0 suol chiamarsi un grappo quadrinomio e siccome esso & unico,
nel sottogruppo alterno in parola, cosi & chiare che tutte le 12 =o-
stituzioni considerate, debbono trasformarlo in se stesso; il che si
esprime dicendo che il grappo alterno in discorso possiede come sotto-
gruppo invariante il gruppo gquadrinomio,

|3. Gruppo dell'ottaedro (0 del cubo). — Procedendo nelle nostre
considerazioni, in modo analogo a quel ehe si & fatto per il tetraedro,
dovremmo prendere in esame, adesso, le rotazioni che SOVIappongono
% se medesimo il cubo. Ma si vede facilmente che esse sono identiche
2 quelle inerenti all'ottaedro. Basta infatti osservare che i centri delle
facce di un cuho possono riguardarsi eome vertici di un ottaedro re-
golare e, quindi ogni rotazione che sovrappone a se stesso il cubo,
sovrappone a se sfesso anchesl’offaedro e viceversa. Ecco dunque
perché l'ottaedro e il cubo si sogliono riguardare insieme; e noi. in
eonsiderazione delle proiezioni disegnate, riferiremo il nostro lin-
snngeio all'ottaedro.

La figura 4 ci dimostra la esistenza di due specie di rotazioni che
trasformano l'ottaedro in se stesso. L'una si compie attorno alla dia-

ogonale MN, perpendicolare al piano orizzontale, ha I'ampiezza di %
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e quindi il periodo nguale a quattro. L'altra si eompie attorno alla
retia che passa per i punti medi dei due gpigoli opposti AD, BC (e
che resulta perpendicolare al piano verticale). I ampiezze di questa
seconda rotazioue & = ciod il suo periodo & uguale a due.

La figura 5 dimostra poi la esistenza di un’altea specie di rotazioni
sovrapponenti il solido a se medesimo. Infatti da quella figura resulta
2%

3 '
che unisce i centri delle due facee opposte ABC, MNP il solido si tra-
sforma in se stesso. Il periodo di una tale rotazione & uguele a tre.

14. Consideriamo ora I'effetto che producono queste varie specie
di rotazioni sulle 4 vette abed che nniscono i punti madi di due facce
t{:ppnsta dell’ottaedro (o, cit che & lo stesso, sulle 4 diagonali del cubo),

Una rotazione a periodo 4, permuta circolarmente le 4 facce del
solide che concorrono nell'uno, o nell'altro dei due vertici esistenti
sull'asse di rotazione: essa permutera dunque, nel medesimo modo, i
centri di tali facce e quindi anche le relative rette a, b, ¢, . Dungue
I'effelto di una tale rofazione, sopra le nominate rette, & gqnello di
produrre una sostituzione del tipo (abed).

Una rotazione a periodo tre, si compie attorno a una delle rette
in parola: quindi una tale refta rimane fissg e le altre lre vengono
permutate cireolarmente. La sostituzione che viene a effettuarsi sn
di esse & del Lipo (abe).

Finalmente le rotazioni a periodo due, possono essere di doe specie.
Quelle, gik descritte, che hauno per assi Je congiungenti 1 punti medi
di dne spigoli opposii e quelle che costituiscono i quadrati delle ro-
tazioni & periodo 4. Quanto a quest’nltime, il simbolo della sostitu-
zione che esse producono & subifo trovato: basta fare il quadrato di
(abed) e si trova il tipo (ae) (bd). Cirea alle prime si osservi che si
permufano fra loro due facce segantesi nell'uno o nell’altro dei due
spigoli che si appoggiano all’ssse di rotazione. dunque altrettanio
avverra del centri di tali facce e quindi delle relative rette abed. Le
rimanenll coppie di fiucco opposte non vengono permutate, Dungue
la sostituzione cercata & del tipo (ab).

Ura se si tien presente che le sostituzioni possibili sopra a,b, e, d
sono necessariamente appartenenti ai tipi dianzi trovati

(abed),  (ube), (@e) (bd), (ah)

si vede che (riunendo in una sola proposizione i resultati delle osser-
vazioni di questo n. e del precedente) si pud enunciare questo teorema:

* Le rotazioni che sovrappongono o se stesso un oftaedro regolare si
possono classificare a seconda del loro periodo nelle seguenti specie:

Ne esistono sei a periodo quatiro. 4 due a due sono inverse una
dell’altra e si compiono attorno alle tre diagonali del solido.

Ne esistono otlo a periodo tre. A due, ¢ due sono inverse wna del-

attorno alla retta

manifesto che facendo una rotazione di ampiozza
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Palira ¢ si compiono intorno alie 4 rette che congiungono i centri di due
facee opposte. |

Ne esistono nove a periodo due. Sei hanno per assi le sei congitin-
genti i punti medi di due lati opposti. Le tre rimanenis non sono altro
che i guadrati delle rotazioni a periodo qualiro.

Se a queste 23 rotazioni, si aggiunge la identitd e si considera ['ef-
fetto ehe esse producone sopra i quattro agsi delle rotazioni a periodo
tre, si perviene al gruppo totale di 24 sostituzioni sopra quatiro elementi ..

B dungque naturale di chiamare un tale grappo * il gruppo dei-
Vottaedro ,. Esso contiene manifestamenie come gottogruppoe inva-
viante guello del tetraedro.

15. Gruppo dell’ icosaedro (o del dodecaedro).— In modo perfeitamente
analogo a quanto si & fatto per 'ottaedro e per il cubo, si pud vsser-
vare, che ogni rotazione che sovrappene a se stesso un icosaedro rego-
lare, sovrappone a se stesso anche il dodecaedro regolare che ha 1 ver-
tici nei centri delle facce dell’ icossedro e viceversa: pgni rolazione in
se del secondo solide & tale anche per il primo. Possiamo dunque Jimi-
tavei a considerare I'icosaedro. Giovano a tale scopo le figure 7,8 ¢e9.

La figura 7 dimostra la esistenza di una rotazione & periodo 5,
sovrapponente il solido a se medesimo. La rotazione si compie ate
torno alla retta che unisce i due vertici opposti M, N.

La fignra 8 mette in evidenza una rotazione, trasformante il solido
in se stesso, col periodo ugunle & tre. L'asse di rotazione @ la reita
che unisce i contri delle due facce opposte: ABC, MNK.

Finalmente dalla considerazione della figura & resulta un'altra
specie di votazione del solido in se skesso. Il periodo & uguale a due
e I'asse congiunge 1 punti medi dei due spigoli opposti DE, GH.

IB. Per vedere I'effetto prodotte da queste rotazioni, psserviamo
come giik vedemmo al N. 9 e higura 9 che,.i 12 vertici del solido pos-
gono distribuirsi a 4 a 4 nei tre piani DEGH, MENB, ICFA formanti
an triedvo trirettangolo con il vertice nel centro del solido e 1 cui
spigoli sono le tre congiungenti i punti medi degli spigoli oppost
(DE, GH), (MK, NB), (IC, FA). E manifesto che una digstribuzione dei
12 vertici in tre quaterne, come quelle descritte, pud farsi in einque
modi dando cosi luogo a cinque triedri, come quello desenifto, che
chiameremo i triedri di simmetria del solido e indicheremo con la
lettere z,B, 7,3, e. BEbhene: el proponiamo di esaminare l'effetto che
si produee sopra questi triedri da ciascuna delle rotazioni deseritte
nel N. precedente. CominciamdPda una rotazione a periodo due. 1l suo
asse sari spigolo di nno dei triedri suddethi: per es. di 2. Ne segue
che % non varia nella rotazione (i rimanenti due gpigoli di & vengono
scambinti fia lore. Dei rimanenti triedri §, v, %, & niono rimane Immi-
tato perché; se ad es. f rimanesse tale, hisognerebbe che uno dei suoi
tre spigoli fosse nsse di rolazione, cioe o e & dovrebbero avere uno spi-
golo in comune il che & impossibile. Ma d'altra parie il periodo della

|
!
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rotazione @ due, dungue la sostituzions che essa prodnce sard ima delle

seguenti tre:
BY)@e); B3 (ex);  (Be) (3y).

Quando si fa invece nna sostituzione a periodo tre come nella fi-
gura 8, si vede che si permuteranno circolarmente gli assi che passano
per 1 punti medi di AB, BC, CA i quali appartengono manifestamente
8 bre diversi friedri di simmetria. Quanto 2i due triedri rvimanenti
e certo che essi non possono venire scambiati altrimenti il periodo
della rotazione non potrebbe essere ngnale a ire: dunque rimarranno
immutati. La sostituzione cercata & dunque del tipo (xBy).

Finalmente, dall’esame della figura 7 si vede che una rofazione a pe-
riodo 5 permuta circolarmente i cinque spigoli concorrenti in M e sie-
come due di essi non appartengono certamente 2 nun medesimo triedro
di simmetria, cosi ne viene che i cingune triedri in parola vengono per-
mutati eircolarmente e la sostituzione corrispondente & del tipo (fiy32).

Ebbene: se alle sostitnzioni dei tipi trovati si aggiunge la identit,
© ovidente che si frovano tutte le sostituzioni pari sopra i einque
elementi afiy8e e costitventi quindi il gruppo alterno. Riunendo questo
resultato a quello del precedente si pud dunque formulare )a seguente
proposizione :

* Le rotazioni che sovrappongono a se stesso un icosaedro vegolave
81 possono classificare, a seconda del loro periado, nel modo sequente

Ne esistono 24 a periodo cingue divisibili in sei quaterne, quelle di
ogni quaterna essendo le 4 diverse polenze di una medesima ¢ avendo
quindi Uasse in comune. I sei assi che cos) si trovano sono le sei rebie
che congiungono due vertici opposti del solido.

" Ne esistono 20 a periodo tre divisibili in 10 coppie, quelle di ogni
coppia essendo Puna inversa dellaltva e avendo quindi Uasse in comune.
I 10 assi che cosi si trovano sono le 10 reite che congiungono ciascuna
t eenlyi di due facce opposte del solido.

Ne esistono 15 a periodo due, attorno alle 15 rette congiungenti cia-
seuna i punti medi di due spigoli opposti.

Se a queste 59 rotazioni si aggiunge la identitac e 3i considera ef-
fetto che esse producono sopri i cingue (riedri di simmetria del solido,
st perviene al gruppo alterno di 60 sostituzioni sopra cmque elementi ,,.

Eeco perchs un tal gruppo si snol chiamare * il gruppo dell’ icosae-
dro ,. Esso contiene i einque sotbogruppi tetraedrici che si ottengono
tenendo fisso uno dei triedri soddetti e permntando gli altvi quattro

secondo le sostiluzioni del -gruppo alterno sopra quattro elementi. (%)

() Relativamonte alla prima parto dl quesio scritlo veggansi le segmenti pubblicszioni M
F. P. Parnund ; Sw tatune proyprietd daf polisdrd regolar di prima specie, Palermo, tip. dal ~ Giornale
di Sicilin _, 1882, U'm teorema sulle Proieziond di due segmenti rellangolnri. Rondieonti del CGirovle
matemsatico di Palermo, 1004.

E. Ciani,




PERIODICO DI MATEMATIOA, Ho

COSTRUZIONE DI ENTI IMMAGINARI

{Contimstazione & fing — v, feseicolo precedenie)

V. — Proiettivita e problemi sulle coniche.

97, Quando una retta r si rappresenta per mezzo di una similitu-
dine inversa, considarata come insieme di elementi-coppie, nna proiei-
tivita P fra i punti dells retta viene rappresentata da unz cerfa
corrispondenza P fra gli elomenti-coppie della similitudine. Per carai-
lerizzare la corrispondenza P’ basta earatterizzare In corrispondenza
che si ha fra i primi punti degli elementi-coppie corrispondenti in I’,
o fra i secondi puni:.

Piit in generale supponiamo di avere una proiettivita P fra i punti
di due rette r e # (nessuna delle quali passi per un punto cielico del
piano) e siano X e X' due punti corrispondenti di » e 7, e Ce(C1
due punti ciclici, Mentre X descrive la retta », X' descrive ', 1 raggi
(X e O'X’ deserivono due fasci proiettivi di centri C e U, e in con-
segienza il punto d'incontro M dei raggi CX e CX' descrive una
circonferenza.

Ma ponendo:
X=[A;, A;], X'=[A}, AY],

GKE{AII{’]}! CE*E{W;A"I]- M—__'"-{Aha;!];

poichd M descrive una circonferenza, s ha ehe (18) 1 punti A; 0 A’y
ai corrispondono in una affinita circolare inversa,

Se la corrispondenza fra A, e A’y & una affinita circolare inversa,
essendo ln corrispondenza fra A% e A’ una similitudine inversa, si
ha che la corrispondenza fra A, e A'; & una affinita circolare divetie,
prodotko delle due prime corvispondenze.

Tl ragionamento fatto & inverlibile, e percio concludiamo che nella
corrispondenza fra gli elementi-coppie di due sbnilitudine inverse che
rappresenta una proietivita fra le reite obiettive, @ primi punti (o i se-
condi) degli elementi-coppie corrispondenti s corrispondono in una affinita
civcolare divetta; e inversunfnie, ogni affinita circolave direita che s
gtabilisca fra i primi punti (o fra i secondi) degli elementi-coppie di due
similitudini inverse, stabilisce fra gli elementi-coppie medesimi una cor=
rispondenza che rappresenta unn proietiivitd sulle relte obietiive.

La affinity circolare diretta si riduce a una similitudine diretia se
nella proiettivith eulle vette obiettive 1 puni all’ infinito si corr-
spondono.

g1 ha:
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28. Nella dimosirazione fatta al n. precedente abbiamo escluso che
una delle rette » g 4 passi per un punto ciclico del piano; la ragione
e evidente. '

Se r passa per O ed »' non passa ne per U né C', proiettando i
punbi di " da C e i punti di + da O s giunge ngualmente alla eon-
clusione che fra i seeondi punti degl elementi-coppie corrispondenti
sl ha una affinita civeolare diretia,

e 1 passa per C ed + passa per C, @ si ha quindi:

r=1H, w}, r=l{o, K],

protettando i punti di » da " & quelli di »" da C, si trova che fra i
secondi punki degli elementi-coppie che rappresentano 1 punti di » e
! privi punti degli elementi-coppie che rappresentano i punti di ¢
81 ba una affinita circolare Inversa.

Se infine r e # passano ambedue per (, considerando una terza
refta + proietfiva tanto a » che a 4 € non passante per C si torna
il primo dei casi qui considevali, e si arviva ullu medesima conclu-
sione relativamente alla corvispondenza fra i secondi punfi degli ele-
menti-coppie ehe rappresentano punti di » e

29. La proiettivita fia i punti di due cerchi si riflette in una cor-
rispondenza fra gli elementi-coppie delle affinita civeolari inverse che
i rappresentano, della sfessa natura di guella trovata al n, 27: cioe,
fra 1 primi punti degh elementi-coppie medesimi si ha una affinita
cireolare dirella.

Infatli, si pud ripetere per due cerchi proiettivi il ragionamento
fatto sopra per due rette proleltive; e si pub ripetere anche Der un
cerchio e una relta, proletiivi.

30. Una involnzione fra i punki di una retta & rappresentata da
ana affinith circolare divetta involuloria fra i primi puntt degli ele-
menti-coppie che rappresentano i punt! della retta.

Una affinita circolare diveits b involutoria quando i punti centrali
S e T, corrispondenti ai punti della vetta all'infinito nelle due figure,
coincidono in un solo punto S. Questo punto & centro di due fasci
di semirefte corrispondenti, inversamente nguali (19): sulle due se-
mirelie nnite, opposte I'ina all’altra, si hanno i punti aniti deila af-
fimita, alla distanza % da S, se 2* & la eostante.

La affiniia pud essere anche uua similitudine diretta, che, per es-
sere involutoria, deve essere la simmetria rispetto & un punto, Il
Centro di simmelria € i punti della retta all’infinito sono in tul caso
t punli mniti della corvispondenza,

1. Punti uniti di una involuzione reale su una retta . — Siano AA/,
BB’ due coppie della involozione ; costruiamo i eerchi e e ¢ che hanno
per diametri AA’ e BB. Sece ¢ non s meontrano in punti reali, esi-
stono su r due punti M, N inversi lanto rispetto a ¢ che rispeblo a - f
€ questi sono | due punti uniti veali dell’involuzione.

1-" Pr
ol P . g O P ot
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Qe invece ¢ e ¢ & incontrano in doe punti reali P e Q, le coppie
dell’involuzione sono le intersezioni con » dei cerchi passanti per P
e Q, e il punto 8 nel quale I'asse radieale PQ inconfra r & il centro
dell’ involuzione: la affinita circolare diretta involuforia che ha per
punto centrale 8 e alla quale appartengono le coppie dell'invalnzione
su , ha per punti uniti evidentemente P e Q. A questi corrispon-
dono, della simmetrin rispetto ad », rispettivamente Q e P, onde gl
elementi-coppie [P, Q] e [Q, P] rappresentano i due punii umli, im-
maginari comugatl, dell’involuzione,

32. Punti uniti di una proiettivita reale su una retta ». — La proietli-
viti surh fissafa, per esempio, per mezzo di tre coppie di punti eor-
rispondenti veali. Con uno qualungue dei mezzi noli determiniamo 1
punti 8 e T di » corrispondenti ul punto all’infinito, considerato nella
seconda figura e nella prima rispettivamente. Pud darsi che S e T
siano all’ infinito, ma allora la projettivith & una simililudine, che ha
sempre puntl voitl reali.

La proiettivita su » si rappresenta in modo completo con una al-
finita cireolare diretta fra i primi punti degli elemenli-copple ap-
parfenenti alla simmetria di asse »; tale affinita ha per punti cen-
trali S e T, e in essa la retta » & unita; la costanie £* dell’affiniti
& nota, perchd si conoscono delle coppie di punti corrispondenti (19).

La retta » & divisa in dne semirette da S e in allre due da T; puo
darsi che le semirette corrispondenti siano quelle che hanno la me-
desima direzione, e in tal caso & manifesto che la proiettivita su »
ha due punti vniti reali, che sono anche i punti wniti dell’afiimta e
che possono determinarsi in uno dei modi notL

Quando poi si corvispondano le semirette che hanno direziong con-
traria, con centri in 8 e T descriviamo duoe circonferenze di raggio k;
se esse non s’ incontrano in punti veali, ¥ punti M, N inversi rispatto
ad ambedpe le circonferenze sono i punti uniti reali della proieitiviti;
se esse si inecontrano in due punti reali P e Q. guesti sono @ punti
aniti dell’affimita, e i due elementi-coppie [P, Q] e [Q, P] rappre-
sentano i due punti uniti, immaginari coniugati, della proiettivita,

33. Intersezioni di una retta » con una conica ¢, guando » € ¢ non
s'incontrano in punti reali. — Su » considerinmo I'involuzione dei punti
coningati rispetto alla coniea ¢; gli elementi-coppie che rappresentano
i punti uniti di questa involuzione (31) rappresentano anche le mter-
sezionl di » con e, 5

In modo analogo si risolvono tutti gli innumerevoli problemi, re-
lativi alle coniche reali, che si viducono alln determinazione dei punti
nniti di una involuzione o di nna proiettivita:; per esempio, quello
della cosbruzione delle kangenti da un punto interno, degli assintoti
in una ellisse, ece.

Anche la determinuzione dei punti units di une proiettivite reale su
une coniea si viduce a quella dei punti d’incontro, veali o immagi-
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nari, di une retta reale con la conica; percid anche tale problema si
puo riteneve risoluto.

34, Polare di uno dei punti ciclici del piano rispetto a una conica
reale . — Consideriamo per esempio il primo punto eiclico, ossia quello
che & rappresentato da elementi-coppie del tipo [P, Q] (14); la sua
polare rispetto a ¢ passera per 1l centro O, e precisamente sarh il
dirmetre coningato a quello rappresentato dalla similitudine dege-
nere (0, w), passante per il punto ciclieo considerato.

Sulla tangente » in un vertice S dj ¢ deferminiamo una coppia
A, A" dell'involuzione reale nella quale » sega I'involuzione dei dia-
mekri coniugati; il centro dell’ inveluzione & S. Il diametro (0, v} sega
in un elemento-coppia (0, 0s]. nel quale Og & il simmetrico di O pi-
spaiio a »; elemento coppia [0, (s}, corrispondente a questo pel-
I"involuzione su r, si otterra prendendo 0y corrispondente & O nella
affinita cireolave direlta che ha per centro S e nella quale A ¢ A’
s1 corrispondono,

Se A e A’ sono da parte opposta rispetto ad S, il punto 0, &
I'intersezione del cerchin OAA’ coll'asse OS; se A e A’ sono dalla
slessa parte rispeito ad S, il punlo determinato nel modo ora detto
e 1nvece 0%, e 0y & il sno simmetrico rispetto ad ».

La similitddine inversa passante per gli elementi-coppie [0, 0] o
(0%, 0] vappresenta la polare del primo punto eiclico, e Ja inversa
di quesfa rappresenta ia polare dell'altro punto ciclico.

35. Intersezione di una conica reale ¢ eon |2 retta che da un punto
reale M va a uno dei punti eciclici, — La rebta » che noi consideriamo
sia quelln che da M va al primo punto ciclico, e quindi sia rappre-
sentata dalla similitudine dogenere (M, w). Sulla retta » si ha una
mvoluzione di punti coningata rispetto a ¢, nella quale al punto M,
058l all’elemento-coppia [M, M], corrisponde I'elemento d’interse-
zione [M, N] della retta » eon la polare, reale, di M, e all’elemento
all"1ufinito di » corrispoude I'elemento d"intersezione [M, S} di » con
la polare del primo punto ciclico, gia determinata Tanto N che S
. sone di facile costruzicne.

Gli elementi uniti (M, M’] e [M, M") di questa involuzione, eche rap-
prosenkano le intersezioni della retta » con ¢, st ottengone prendendo
per M'e M" i punti uniti dell’affiniia cireolare diretta involutorin che
ha per punto cenlrule S o per punti covvispondenti M ed N.

36. Non abbiamo dato il carafiere geverale della corrispondenza
fra 1 punii reali del piano che, considerata come insieme di elementi
coppie, rappresenta una conica. Si pub osservare subifo che in essa
@ ogni punto M eorrispondone in generale dge punti; infatii, la retta
rappresentata della similitudine degenere | M, w], che & guella che dal
punio M va al primo punto ciclico, incontra )a coniea in due punti,
che sono rappresentati da due elementi-coppie [M, M) e [M, M"]; al
punto M corrispondono dunque i due punti M" ¢ M”

= -
e
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Abbiamo mostirato (35) come si possano costruire offetfivamente i
punti M’ e M” quando la conica & reale; ma da guesto alla determi-
nazione del carattare della eorrispondenza il passo @ certamente lungo.
Noi non tenteremo qui di farlo come per brevita tralascieremo molte

altre considerazioni pili o meno ovvie.
P. BENEDETTL

RISOLUZIONE I NUMERI INTERI DELL EQUAZIONE INDETERMINATA
x4+ axy + byt =7

l. Data l'eqnazione
a4 axy + by = 2", (1)

dove a,b,n sono quantitda note, poniamo, ¢id che si pud sempre fare
e in nn sol modo,

faTf=a 1.
‘luﬁ:b. (2)

Sostitnendo le (2) nel primo membro della (1) e scomponendo
in fattori, si olterra
x* + axy | by' = (@ -+ ay) (@ + By);
affinche sia ,
(@ + xy) (@ + By) = 2° (3)

& sufficiente che ciascuno fattore del primo membro della (3) sia nna
potenza ennesima.
Posto intanto

o= oy = (1 - 28)",
si avra, sviluppando secondo la formols delln potenza del binomio:

& 4 ol = r* - o™ so . (ﬂt'.’.!_ )

| “("ﬂgz(ﬂ_m pigol L .
nn—1)n—2)...00 — k4 1)
" k!

oo+ mrg* ot o st gl

.r!ﬂ -2 3.3 ma _I_

(4)

il e S
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2. Ora, l'artificio col quale vogliamo ginngere alla risoluzione
dell’eqnazione data, consiste nell’esprimere tuite le potenze di «
che figurano nel secondo membro della (4), in funzione delle sole
potenze O ed 1 della stessa lettera, e cid per dare allo sviluppo
una forma simile a quella del primo membro.

Per ottenere cid consideriamo le (2). Esse ¢i danno 'equazione

w* —aw -+ b=0
od anche

w'=—aw —bh

la quale, sostituendo ad w suceessivamente le radicl « e B, ci da le

ugnaglianze
fa* =az—b

g ®

di cul Ia prima ci offre V'espressione di 2 in funzione di o,
Moltiplicando 'egnaglianza stessa per z si ha:

2’ = ao’ — bz = a (ax — b) — bz = a*a — ab — bz

e quincdi Pespressione di &« in funzione di a'.
Can tin_ua.ndn in modo analogo ed ordinando, si ottengono le

esSpressioni

ot —axn — b

o' = (a® — b) « — ab

o' = (a" — 2ab) u — (a® — b) b

%’ = (@' — Ba® + b*) 2 — (a® — 2ab) b

o' = (8 — 4a% 4 3ab®) o — (@' — Ba®h - 3ab®) b

z' = (a"— Ba'h 4 6a"® — b u — (@® — 4a®h -+ Bal®) b

la emi legge di formaziome, per n=23,,..,7, & espressa dalla
formola:

= (" —FQ, a7 b | FO a0 —F® 0B +..)a —
. (ﬂn—‘! L Frﬂ: a*-1h _I_ FI’!‘-}_ av—" bﬂ s F.::ﬂ " ba_l_' ) ‘] b, {b)

n—i o—T

dove il simbolo F{*' indica il p*** nnmero fignrato a g dimensioni
e la cul espressione &

, plp+Dip+2... — 1 | 1 -
F?__;ﬂp—l— H—g! 7+ ¢ >=(p g ) (7)

o s
e S

A A

il L

W i — " .
|.:_| ﬁ-’ I_':! ﬁ-\. !,:‘

BT
"
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3. La (b), ammessa vera per vale anche per m 4 1. Infatti
abblamo: :

et —=(a=— —F® o | Fl a" b — PO _a=Th - ) (a2 — D)
e — PO g b - T e p— P gt pt L) b=
— (> —FV, a"* b+ T2, 67 B — F® a5 ...
DT, @ P —FO, = P L Tt — e —
— (@ —Fe, g b+ TR, a0 — a8 4 .. ) b=
(R L) b (F T o (B0 A P2 B Ja—
=B, @ =00, a0 — a7 P 4. )0;

0

s tennto conto delle note relazioni
o, + o = | e 0 ==
si avra infine:
ot = (a° — FD, a** b4 T2y AP —FR gt . ) —
= (@t = P, 0 b - B0 a7 =)l

Possiamo quindi concluders che la (6) & generzle @ vale per qua-
Junque valore di » (»>>1) purché intero e positIvo.

In essa si notano le seguentl proprieta;

1°, 11 polinomio che moltiplica b & nguale al polinomio che mol-
tiplica a nello sviluppo di &

99 1 polinomi che moltiplicano a hanno I termini tanto per

n— 2t— 1 come per m= 2i:.inoltre, quando »= 2, gh slessi
polinomi sono multipli di a;

a0 T,nltimo termine di ciascun polinomio moltiphcante &, per
quento si & detto al numero precedente, contiene come fattore a'
od 4°, secondo che n & della forma 2¢ © 9f — 1: esso termine & prece-
duto dal segno - 0 — secondo che n & delle forme 4¢ -+ 1 & 4 - 2
o 4t e 441 3.

1 nltimo termine dei polinomi che moltiplicano « sara quindi
nuguale '

per n = 4¢ a — =D g™
s n=4:% —|—- 1 » - b
» n=4i —*— 2 » e Fh.‘;'.‘u ab™
= = 4f + g :r — ?,31{—1

o Tultimo termine dei polinomi che moltiplicano b, conseguente-
mente all’osservazione del n. 1, sara ugnale

per n=—4t 8 —
> n=4t-+1 » — &0 gh*™




-i!‘_"'-.

Tl
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per n—=—4¢f -2 a -
» n=4f43 »  +T®ab* (4

4. Sostitnendo ora nelle (4) alle varie potenze di «, a cominciare
da = le espressioni trovate in funzione di «', si avra:

&+ ay — i nr"' sz 2 [ﬂw_ 1}1""“&““11—5’)_]_ :
| ﬂmh;)!rﬂ_ﬂ}r“"“s“[(n’-——b)a—ﬂb]—}—...

nin—1)(n—2)...(n— Ak + 1)
k!

= pok g [at — B, 0" D -}

LT, a8, e — (@ — B a4 T, a0 8 —.. ) b] ...
oot [(a0t —FO, a0 b 4- B2, 2 — .. )z — i

— (@ —F", et h T2 a0 — .. ) 0]

+ (e —Fla b L PP, a7 —. . )a— :

— (@™ * — PO, a4b PO a5 —...)b]; &

ed ordinando rispetto ad 2 & al: ;F

@} zy'=‘{r“ RS — L) gy B —2) i

-

2] 31 %
ﬂ(n'—n(ﬂ;z““_B)r“““is‘{a”—bjb-—... Til
n(n—l}(n_zﬁji!...(n B 1) e (gt FO, g—b !

+F® a5 — . ) b—... — s (@ — P, a2 b

+ Fa B )b — 5 (@ — T b P et —.) b+
®)

.‘I I
.l:‘..l.: T :EH_- |

—]—u{-nr""s | ﬂ[ﬂg—!-]} =g g a\rzlf’ﬂ-—]5)!{11".!—2}:’_u_i,ﬂﬂmﬂ__ﬁ')_F *
2D =20 =8 i (g — 200+ ...

(91 — — I
B

FFR, 8 — )L et e — T, b
ST, a8 )t g (@ — T, g h 4 T = — .. )

J°
() 8i bndi a non confonders F5l pop g, poichd

BeB.ss 1 1
Fi't = q(!? 1) = {E;: ) =g — L Invece & FFTU :‘TP.' =p1 P9 =1
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Indicando rispettivamente con X ed Y, uel secondo membro

della. (8), i polinomi che moltiplicano o ed o', si ha
x + ey = X -+ oX. (9)
Partendo oras nuovamente dalla (3) ponendo
a + fiyy = (r + Bs)"

e compiendo in modo analogo per B le trasformazioni fatte nel
caso di @ fino ad ottenere la (8), si perverra all'sguaglianza

z+ fy =X +§Y. (10

Tovendo lo (9) e (10) sussistere indipendeniemente da « e B,
essendo @ e b interi gualungue, sara necessariamente

quindi
&L= z (ﬂg—!- 1) g h — el ?!(“ = r— Sab —
n(n__-l_}(n‘i—'—-ﬂ)(n—ﬂ) atghigt — B b— ..
s ., ) ) (. s
_nme—1n ?:)!' (n—k 1} oo e TP, =40+
L FO. gttt —..)b. .. —prst (o — PO 0" b +

P, e —.. )b — 8 (@ — B e a5 —..)b

- {“27 ) a2y - e 1;;1(" = pmts? (a* — &) +

=
|
=
-~
1
L

' Ey
ynm—D) (n._ﬁl:...(n._k-|—1)1_&_15&(1:,:_1_@%““&_‘_
LFR, e — )t et arg®—! (= — F, a" ' D -
LT, e P .. ) — O g2 b 4 R et — .. )b
»

od anche, in modo compendioso,
5) (") yant gk (av—t— FYY, @%b + PR, 50" — .. ) D

—pt— 3
== i

k=1
k=n
y =2 (}"‘) ok gt (b= — F, @b+ TR, a5 — .. )

k=1
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e infine, tenuto conto, per gemeralita, delle relazioni gih citate
PR ==
t=$ﬂ=ﬂl}

tth_: (k=1h-L1)

3= r __tE“ (E) T [(__, 1)t b 3 v P el b‘]

k—[2141)
E—= 1=0

{ I.l:ll:_-T!i| [E=2%h)
k= £ tzh—: (E=30+1)
y=— 3 (k)r“""s" [(— 1) W FO,, a0 ),

k=1 =0

I
|

!
pEE o W
& e iy i

Volendo poi tener conto della (7) le predetie formole diventana: T

5.2
,‘ ::k‘;gf.hzﬂh] i %{

L=t ity i

k=n ] 4

—_ b n n—k L L - k —  — 2 = 1 *
&a=r — :1 (k) Fu—rEgh [[ ]) b :u ( ; ) D 'bl:] :‘,{;
j::]LT_:{ngm (11) J'.-.

k= i} By

S l“n,‘::ﬂ*” o=t e B e :E:‘~
y=3 (7] rret [(— 1) S Eat)
= = pa)

dove la seconda sommatoria va sstesa & tutti 1 valori di £ per
ciasenn valore di Z.
In ogni caso, pol, & L'j
2= (r - 29) (r 4 )= r* - avs 4 b (12) -

Dnngue, comunque scelti gl’interi » ed s, le 111) e la (12) danno }1
infinite solnzioni dell’equazione proposta. 9§
5. Volendo risolvere 'equazions pitt generale

.i;l

a® + awy -+ by — ez, (13) E

quando ¢ & della forma u* | aue - be®, si ha, per le /2):
(@ + o) (@ + By) = ( + o) (u + Fv) 2" (14)

Posto g
@+ ay = (p+ ag) (4 4 az)

"y (15) |

x 1 fy =@+ jg) (v -+ 5n)

si ottiena svilnppando:
& - ay = pu |- aqu - apr | « g T‘
@ -+ By —pu -+ Bou + Bpv | B
e per le (B), sostituendo: ;

@ | oy = pu -+ aqu -+ apv + aagy — byv |

@+ Py = pu + fgu + fpe + faqe — bgv
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ed ordinando rispetto ad « e §:
© -+ ay = (pu — bgr) + 2 (qu + pv +- ag°)
z + By = (pu — bgv) + B (qu + pv+ aqv),
dalla guale si deduce:

©—=pu— bge, Y= qu - po -+ 4qv.

Ma la (14), dopo la soppressione del fattonn comuni (¥ - av)
(u - @»), previa la sostituzione nel primo membro di essa delle (15),

diventa
P’ apq + bqi ="

e quindi la risoluzione della (13) & ricondotta a quella della (1)
Come si scorge facilmente, procedendo in modo analogo al pre-
cedente per un numero gualunque di fattori, si perviene alla riso-

Inzione dell’eqnazione:
k=n

x* + axy |- by = kll (e} + axy, - By, (16)
=1
‘| eni artificio consiste nell’esprimere il prodotto di piu fattori della
forma X2 -1 aXY - bY? mediante la stessa forma,
La risoluzione della (16) sara oggetto di sltra nota. Intanto =i
osservi ohe la (1) non & che un caso pariicolare di essa guando
s1 faccla

m1=:33=...=:nn; yl.:yE_—:"':yn'
6. Cast pammmoLarl. — Se @ =0, la (1) prende la forma
a2 -+ by = 2"

Riguardo alle (11) s noti che i termini della sommatoria si an-
inllano alternativamente e precisamente quelll di posto pari, per
la presenza del fattore a@; epperd esse diventano:

= %{n::‘!l:i]
i
l k= (n=1h+1)

g=(—1F 3 (3’;:) o= g2 B

BT k)
k=——{n

e ,
lh 3 ‘n=2b=—1}

= (—1)* o (95: 1 l)f""'{“""‘-" ghetl
k=1 -
z = r* 4 bs%.

S q=0 e b =1, si ha l'equazione

&+ Yyt =2
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Si utﬁana intanto

e=r" ¢
e 1 valorl di @ e y, sviluppando la sommatoria, diventano
per m pari per n dispari
= = (ﬂz_!_ b pragtl.te | a=r "(ﬂg_rl)r““s”—}—... Enrs*!
y=mnr*"‘s — y=mnr""'s—
— 2 — —2
i ;}I{"_ }r“—’33—|-...:pm-s"" nin 13}!(“ }r“'=s“—|—..*; §

dove 1 segni superiori ed inferiori si corrispondono e va scelto il
primo o laltro, secondo che n & della forma

4 o At42 | 441 o 448

Le precedenti formole coincidono con quelle ricavate diretta-
mente & per altra via nella risolunzione dell’equazione z* - y* — 2*
e trattata nell'ultimo numero, Anno XII, del « Supplemento ».

Se b=0, si ha l'equazione

T -1 ay = 2",

previa soppressione del fattore comune 7, e le formule risolutive
diventano:

=™
nn—1)
2!

nin—1)(n—2)

a3 is8a' ...

§=nr""g rtda |

2 =171 — as.

OssErvazioNE. — Poiché nell'eqnazions data, le incognite  ed y
compaiono solo al secondo grado e cosi pure r ed s nell’espressione
di 2z, perché le soluzioni siano oltrechd intere, positive, basterd sce-
gliere per r ed 5 valori dello stesso segno e tali da rendere dello
stesso segno anche i valori risultanti di o ed y.

Pavia, settembre 1909.
: Fasio Ferrani.
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UN TEOREMA SULLE SUCCESSIONI DI FUNZIONI DISCONTINUE

|. Si consideri una successione di infinite funzioni

o (), @al(2) @alz), ... Fl),. .. (1)

le quali soddisfano alle seguenti condizioni, che, per brevila, chiame-
. remo condizioni {A): :

a) sono discoulinue, ciascuna i un numero finito di punti, numero
che eresece indefinitamente con m;

b) tendono uniformemente ad una funzione continua S, (z);

¢) hanno in ogni punto le derivate & destra

D¥o, (2), Dips (D), Divg (@), ---Digale)y...  (2)

determinnte e finite, che sono le dervivate ordinade in tubti 1 punti
dell’ intervallo in eui le (1) sono definite tranne che nei punti di di-
scontinuita; e queste derivate a destra tendono unilormemente ad
una funzione continua Ty (z).

In una nota pubblicata nel Giornale di Matematiche () io ho fafto
vedere che, prefissate due funzioni continue @ (x) & W (z), sempre 11
pud costruire nna successione di funzioni (1) soddisfacenti alle con-
dizioni (A) per modo da aversi

Se(2)==0(2), Tolz)=TT (z).

Mi sono domaundato, in guella nota, quali ulteriori condiziow bisogua
porre perché ln Tp(z) sia ln devivata di S, (2), ed ivi ho enunciato il
teorent: ‘

Se una successiome di funzioni (1) soddisfa alle condizioni (A) e di
pite la somma delle discontinuita delle ¢y (@) & wna gquantitd w(m) per
la quale lim w (m)=0, la funzione a cui converge wniformemente la

o=

succesgione delle devivate a destra (2) @ la derivata della funzione a cud
converge pure la successione (1).

Nella dimostrazione che ne db, & supposto che Lenda a zero w ()
per m=co in qualsiasi intervallo compreso in quello 1n cui le (1)
sono delinite, eidb che non & detto nell'enunciato.

In questo senso vuole vettificato I'enunciato del teorema, che anzi
pud essere completato cosi:

Condizione necessaria ¢ sufficiente accid che por una sucecessione di
funzioni (1) soddisfacenti alle condizioni (A), la corrispondente succes-
gione delle derivate a destra (2) tenda alla derivata della funzione cui

) Un teoromn sulle successioni A fonzfoni discontinue od nua esservazione sulls equazionl
diferenaiali. Vol. XLV,

|
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“convergono le (1), & che la somma delle discontinuits delle Tm (¥) in gual-

sivoglia intervallo tende allo zero @l tendere di m all’ infinilo,

La dimostrazione pub essere fatta pitt semplicemente che nella

nota citata,

' Se I h un punto dell'intervallo in cni si suppongono definite le (1),
81 chiami wy (x) la somma delle discontinuita di @ () in un inter-

vallo che ha per estremo inferiore a e per estremo superiore .
Osservato che le g, (2) sono continne a destra nei punti di di-

aantit]uith. .ﬂi_ vede tosto che le g (2) 4 w= (z) sono funzioni eon-
tinue in ogni intervallo ed hanno per derivate ordinarie le

D¥ ou(z).
Ne consegne #l%)

_/:D:' Pm (2) = @ (%) — @ (a) +- Wi ().

ZE; poichd le D} y, (z) convergono uniformemente ad una funzione
continua Ty (z), e le 9y (2) ad una funzione continua So {2)

lim | D gu (2). d;.::fl‘.,{mmr
g{fﬂm (@) — 9 (@) = S (2) — 8o (1)
e poiché
lim w, () =0,

- - mzm
g otlerra

[0 ) dr =84 ) — 84 a),
0, come s voleva provare,

Tp {"..u“) — Srn [.r]-

Ljﬂn 10 & provato ehe la condizione & snfficiente: ma e vede im-
medintamente che essa & anche necessuria. Invero si supponga

Poichs Te=i}

0 (2) = f’ D} @ (%) — (9 (2) — 9 ()

SATR

lim wy, (m]=££n ' DY @ (%) — Iim (g (2) — $u (@) =

= [ To(a) de— (5, (@) — 8o ()
© quindi, per la posta ipotesi:

lim y, (@) = (.
m=ux

F. SIBIRANTL.

— L-—- "
s, Py
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RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 770

TVO0. Dato logianx, se logtanx, ? il valore progsimo in una tavola di
passo Ax, dimosivars che assumendo

log sen 2 = log sen 2, + (log tan x — log tan z,)  per log tan =z = 0,
-
logsenz =logsenx, per logtana >0,

a1 commaette um ervore certamente winore @i Ax X 0,21715, devs Ax g'intende espreaso
i mizura circolare.
G. Prscr
Risoluzione del Prol. A. L. Csada di M&ramarosszigel (Ungherin).

1°. 71 caso di log tan & <0, ovvero tanx <1, ovvero @ <T ; .

Posto
log sen x — log sen @, -+ (log thn = — log tan %) + By,

si ha immedistaments
K; = log ¢osr — log cosx;,,

da cni, applicando la formula del teorema del valor medio,
Ri=—M{z—az,)tan {x,+h{z—=,)}, ossia |Ry | =M z—z,| tan {z;, 48 (2—z)),
dove M = 0,43429 .., @ il modulo del sistemn dei logaritmi di Briggs e

-1 <+ 1, o & b i
Ma
T
“ ) 4 ﬂ] {.*.H—In] {:I-c,‘_: 1 '
quindi
tan jz, + 0 (z—=,)) <1,
dunque, essendo ‘
Ax
h o= &y i ':: 0 !

SHTA M
| Ra | << Az — (&)

T
9o, 1l easo di log fan z >0, ovvero tanx > 1, ovvero r::a-—*— ,

Puﬂ.u
log sen » = log sen oy, + Ry,
gi ha, nello stesso modo

Re=MN [-'l’riru] obn {5y + Ve lx — ) I

onds, anche ora,

| Ba | < Ay

Sostituendo quindi ad M il sue valore, si ha che in ambadue i casi 'errore

& cerlamente nunore di Az X 0,21715.
c. d. d.
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Loria. — Metodi di geometria deserittiva. — Manuali Hoepli 192-193.
Milano, 1909,

L'editorsa Hoepli alla Geometria desorittiva di Aschieyi, che forma parts della
ana prezinsa raceolia di Manusli, ha sostituito questa nuova e pilt moderna opera,
1s quale conticns delle notevoli ed importanti novith, Fssa infatti consta di cinque
libri cosi intitolati:

Libro I. — Meiodo della doppin proiezione {Metodo di Monge).

. 1. — Metodo della proiezicns cenlrale.
. 1L — Mestodo dei piani quotati.

s 1V, — Assonometrin teorien,

s V. — Fotogrammetria teorica.

Noi primi qustiro son dati con lucidith e chiarezza i principi fondamentali dei
quattro metodi di rappresentazions, che si irovano in quasi tuthi i traitati, e sono
risolnti, talyoita con metodo nnovo, i principeli & pin importanti problemi goome-
trici.

1! V contiene un argomento sul quale 'autore avea da Inngo tempo fatto im-
portanti ricerche personali, ed ora per la prima volis, se non erriasmo, entra in un
trattato di geometria deserittiva. L'srgomento pud rimssnmersi nei due ssgnenti
problem: ;

1. Dage le proiezioni di nns fignra qualsiasi fatte da due dabi centri sopra dus
dati pisni, trovare In proiezione dells stessa dn un bersv cenbro su di un terzo
PIANG ASSOZNALO,

II, Date n(=1) proiezioni centrali di una figura qualsivoglia, fatte da centri
di posizione ignots, quali conseguenze possono irarsi riguardo la forms, la posi-
zione o le proprieta dells figura ohiottiva ? In particolars & possibile ricostrnirla?

Non pub sfuggire ad aleuno I'imporbanza pratica del secondo problems; esso
infalli permekte la ricostrnzione di un oggetto da alenne sns fotografie, quandoe &
possibile.

K.

L. Jumer-Rinoy. — Théorie et applications des équations du second
degré a l'usage des éleves de seconde et premitre C ei D et de
mathématigue A et B. — Paris, Vuibert et Nony, 1909.

Questo trattato, veramente pregevole, fatto per gli allievi degli altimi corsi
delle senole secondarie francesi & una esposizione complets, quanto si pnd desi-
derare, di tutta la teorin delle equazioni e disuguaglianze di 2° grado, o riducibili
ad esse. Gli esempii di risoluzione e di discussione di problemi, che sono portati
come applicazioni della leoria svolta, sono scelti con molts cura e discarnimento
(molti, tra i temi di esame dati nelle seuols francesi), e svolti con una curs, uoa
eleganza ed insieme con una umformita di indirizzo versmente notevoli. L'opera
bs poi nno dei pregi comuni ai migliori libei feancesi, ciod nna grandissima sem=
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plicith di dimostrazioni ed una limpidazza di esposizione, tali cho certamente anche
uno dei nostri studenti di 3° anno I'istitate o di licco, che avesse nn poca di
buons volonta non dovrebbe trovare dificolta notevoli mel leggerlo.

Una esposiziona succinta degli argomenti servird ai collaghi per rendersi conto
deolla materia, che & svolta nell'opera.

11 1° libro iratta dell'Eguasione di 2° grado ad una incognila. Dopo aver
dimostrate Je relazioni tra i coefficienti o le radici dell’equazione, o dedottane la
risolnzions dell’equazione stessa, 1'A. passa & dire della discussione a priori sulla
realith o no delle radici, poi della rogola di Cartesio, della somioa delle potenze
simili delle radiel (easo parficolars dells formule di Newlon), o delle trasforma-
zioni (& radici saumentate, conbrarie o reciproche] dell'equazions data, Fatto guasto
I'A_ viene ad asporre sleuni feorami {che acqoistano apeciale imporianza, quando
i coefficienti dell’equazione sono funzioni di nn parametro) aul nnmero delle radici
maggiori di un nUMmMero dato &, o comprese Lra due momeri & 8 . Quest'nltimo
teorsma non & sltre, che un caso particolare di guello di Budun » Fourier; I’A.
ne dedoce la condizioni necesssrie o sufficienti, perche una data equazione (di
20 srado) abbia ona o doe vadici in un intervallo dato, & ne deduce pure un primo
metodo per discutere |'equazione, quando la variabilita dell'incognita & limitata.
Ad un secondo metodo, volte allo stessu scopo, & basnbo smlln considerazione
dell’ invariante armonico, I"A. perviene con una trasformezione lineare dell’'equazione.

Passando a paripre delle disugunglianze di 2" grado, esaming ancora il enso
che il campo di variabilith dell'incognita sia illimitate o mo, applicando In que-
st'nltime caso anche il metodo dell’ invarianta srmonico.

11 capitolo seguents, il quinto, & dedicato allo studio delle vaviaziomi del bri-
nomio, studic, che vien fatto in dve modi. col mezzo della decomposizions in qua-
drati e col mezzo delle derivate; il capitolo stesso lermina con Una applicazione
dei visultati precedenti al emso, che I’incognita sia una [unzions trigonomstrica.

1 2 libro & intitolate Sistemi di due equazioni simultanee i 2" grado. Dopo
aver parlato del risultante di doe tali equasioni, @ del metodo per decidere quali

velaziont di grandezza si abbiane tra le radici delle due equazioni, 1I'A. paria

della frazione razionale f =) con 1a f e la ¢ nmbedue di 20 grado, ¢ discate Van-

¢ ()

damento della curva rappresentativa in tutti i varii esasi

1l libro fermina con 1'esposizione del metodo generale per risolvere un sistoma
di due equazioni simultanee di 1" o 2° grado, e con la risoluzione dei tipi parti-
goluri piti importanti di questi sistemi. Noto in questo libro un paragrafo, in cui
dalle cose dette, I'A, con grande eleganza & semplicita deduce le proprieti dell in-
voluzione su una ratka.

11 3% libeo stodia I'Eguazioni viducibili al 2" grade: bhiguadratiche, reciprochie
e irrazionali. A proposite delle priune vengono trattati i seguenii argomenti:
risoluzione o digeussions; trasformazione del radicale bignadraticu nella somma
di due radieali guadratici; numero delle radici maggiori di un numero dalo o com-
prese ira due numeri paré dati; decomposizions del lrinemie biguadratico wnel
prodotto di due [agtor: di 2% grados variazieni dello stesso ‘trinomio; disegunglinnze
biquadratiche.

I'ultimo libro, il 49 ha per titelo Problemi di 2° grado. Dopo aver dato
alcune norme gemerali, "A., risolve o discute completamenta 21 problemi, totti di
applicnzioni alla geometra, aleuni ben noti, altri nuovi ed eleganti,

Come i vede, @ gome avevo detto, si bratta di una teoria completa delle equa-
zioni di secondo grado; son fnil argomenti, che in gran parte vepgono svolti
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anche nei nostri istituil tecnici, ma staccati gli uni dagli altri. Credo dungue, che
questo libro riuasirabbe utile a quelli tra i nostri studenti 4’ istitato, che vogliano
andare in seguile alla facolld di matematiche, in quanto che, nlfre al resio, ser-
virsbbe loro s coordinars in nu tulto orgamico, omogeneo, questa teorin impor-
tantiszima.

N& sia un osbacolo per essi I'uso, che 1'A. fa delle derivaie. In zenerale si
tratia della derivala prima della funzione f(z)=az* + br - ¢, &@ non si eambia
nulla se @i considera f (z) semplicemente come una notazione abbraviata di
2ax - b, senza aunetterle il significato di derivata., Solo a pag, 27 si fa uso della

definizione di derivats come limite del rapporte incvementale, & nel capitolo 2° del
[z

libvo 2% si parla della derivata di v Ma trattandosi «i fanzioni razionnli, sono
x
nozioni, che si possono dave anche ai voatri studenti d'islitubo: del resto poi sono

molti | professori di istitulo, che oramai trattano colle derivate | problemi di
massimi ¢ minimi.
Conclondendo io non posso fare altrp, che raccomandars caldamenta ai colleghi

questo libro, specialmenkte per la biblioteca del loro iatituto.
Smo MEebpiol

Gaprano Rimowi. — FElementi di Geometrie ad uso delle scuole secon-
darie superiovi. 5* edizione. Bologna, Zanichelli — L. 3.

Questa quinta edizione non differisce. almeno nella sostanza, dalla quarts, onde
& inufile, che iv mi diffonda a parlave di gnesto libro, mentre la sua notevale dif-
fusione ed il rapido succedersi di nnove edizioni a breve distanza I'una dall'alcra
atiestano, che esso & ben noto, e favorevolmente noto, ai colleghi. Mi limiterd
quindi a fare alcane piccole ovsservazion su dae parli del libro, che & parer mio
sono quelle rinscite men bene, ciok la teorin dell’equivalenza & quella della misura,

1% Nella prima di quests due beoric manea il posiulato di De Zoli, (1) o quesin
mancanza inlirma aleuns osservazioni d’imporfanza polevole, quali quella del n. 193
a l'aliva dal n. 206, ¢ha ne dipsnde “ Si conclude adangne, che dae poligoni o sono
equivalenti o ['wvo & meggiore dell’altro, ed un caso esclude 1'aliro ,. A proposito
note che il significale di © maggiore , nou & ben stabililo, perché & stato dato
solo per un caso parficolare, o per lo neno, anche se si lien conto del n. 194,
non risulta ben chiavo. Iia stessa osservazione & pud fare per i poliedui.

2°. Al mn, 262 vien dnio il postnlate della continuila sotto guesta forma: * si
ammetls che ogni serie crescenle o decrescente limitatamente abbia il limile ,; e
viene avvertito che 8 fratia di grandezze di 1* e 2 specie; dsl resto di grandezze
di 8% specie non si & ancorn parlato. In tali condizioni il postulate non & giusio,
perchie il lymite potrshbe non ssistere, quando el 8§ limita alle grandezze di 2* gpe-
cie, come 8i vede da eseinpl ovvii. In parecchi degli eunnciaii dei teoremi seguenti
va spacificato, che si ammetie che esista il limite, » che questo sia nnn grandezza
di 1* o 2* specie: altrimanti oltre la mancanza di rigore si va a mischio di gene-
rare confusione; e tanto meno mi pare escluso questo pericvlo, osservandu che in
questo modo, per es. al n. 270 (s cosy al 271), si enunciane un {eorema ed nma
definizione che differizcono selo per le parole.

3% Al n. 878, trovo * Postulato: Tl segmento limite dei perimetri dei poligoni
* regolari eircoseribti ed iscritli ad una eireonferenza, dove il numero dei lali va

(') oo postaiato, ecredende rhe nom esnvenga darns ln dimostrazions inm un trattmto ele-
mantare.
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« continuamente raddoppisndo, & equivalente alla circonierenza . Mg prima ve defi-
nito cosa &' intands per ssgmento squivalents alla circonierenza, ossia il postulato va
cambiato in upa definizione, Analoga oaservazions per la superficie dei corpi robondi.

Allre piccole osservazioni potrebbero esger fatte, ma son di ben poca napor-
tanza, sicch@ mon convieus nennche di rilevarle, Una sola ne agginugerd AncOYa:
la dimostrazione del teorems, che date due figure eguali esse S1 pOSSONO SOVIap-
porre com un movimenio slicoidale, non & ginsta. Per vederlo basia osservare, che
as nl punto O si sostituisce il punio ¢ simmetrico di quello rispetio al piano pex
A’R" purallelo ad OM, i due frinngoli ABC, A'B'CT sono ngnali, 1a retta PQ resta
invavinta, e cos1 il movimento alicoidale, eni si perviene, resta pure invariato;
ma s gneste movimento sorviva a soyrapporre A'BC ad ABC, non serve a S0-
yrapporre AB'CT ad ARC; occorre cambinre 1'asse,

Di fronte a questi piccoli difeth, cni dal vesto si pud metter riparo col cam:
biare o aggiwngers poche parole, sta unx bnona disposizions dells parii, uns scor-
revolezza ed una chiarezza della Torma, che 1o rondono cextamente di fagile lotturs
anche agli sindenti, sebbene questn facilits non escluda, che slle vulie sasi deb-
bano Javorare colla propria flesta, I'A. tralasciando spesso lp dimosirazioni pia
ovvie. Quantungue non tukli possiamo esserc i*recorde coll’A. nell’'ammetters In
sonvenienza i ricorrere sl movimenio ed alle sue proprieth, specialmente nolia
misnra tenuta dall’A., caxto 1 libro ha indiscutibili pregi sia dal lato didattico
che serentifico, ed appunio per questo mi & sembrato doveroso segnalare in un
modo, che forse parra anche pedante, alenni del pochi difettucci dall’opora.

Smmo Mepier.

Gaprano Risons, — Elementi di Geomelria ad uso delle seuole seconda-
rie inferiori, corredati da una raccolta di cirea mille esercizi per
eura di D. Gansrour 7* edizione. Bologna, Zenichelli. — L. 2.50.

Anche questo libro ha dei precedenti di largo favove e di largn diffusione, che
lo hanno gia portato in non molti aoni alls 7% edizione. In quesio trattato anche
di pia che in gusllo per gli istituti sono notevoli i pregi didatlicl: ai pud obiet-
tare ad easo la soverchin ampiezza dello svolgimento, ma questo per me non & un
difetto, potendo cosi oeni insegoante togliers quelle parti che meglio erade. FPiu
giusta per mo & I’obiezione, che sebbane nelle seuole inferiorl oceorra hene spesso
vicorrere all'inbuisione, pure non @ giustifieato il tncers dei postalati di vui ai fa
por uso. Infine paserverd, che con degli alunui quall guelli dalle scuole secondane
inferiori, non & possibile Ingecinre ad eski la curs di fars le dimostrazion anche
piti sempliei, e quindi <avebbe bene che 1'A. agginngesse guelle pochissime che
ha lasciate sl lettore. Cosi pure, nei paragrafi in cui paris delle posizioni relative
di una circonferenza e di una rotta o di dus eirconferenze, I'A. Aimostra che le
varie condizioni sono sufficienti, ms non soU0 necessarie: io per conto mio dare forma
anche pitt intnitive alln dimostrazione, abbastanza difficile per gli alunm, ma volen-
dola fave razionalmente dovrebbe fwrsi (col teoroman di Hauber] auche !p secondn
parle, Del resto una asposiziony Ghinrn, facile, allis povtata degli alunni eni si divige,
une buona digposizione & una otlima seeltn dei teoremi sono pregi, che ginstificano
il favore da cni il libro & staid accumpagnato fin qui. Ottime sono le parti in col
'autore parla delle regele per trovare le aree od 1 volumi; bene seelti gli ggerizil

numerogissimil.
Sigo MEpivl.
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IT CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA DI MATEMATICA " MATHESES ,

PADOVA — 20-23 Settembre 1809

SEDUTA INAUGURALE.

La mattina del giorno 20 settembre 1909, alle ore 10, nella sala
della Ragione, ebbe Inogo la seduta inangurale del II Congresso della
Societa Italiana di Matematica “ Mathesis ,.

Parld primo il prof. Sever:, presidente dell’Associazione, salutando
1 convenubi ed esprimendo I'augnrio che la Societd prenda sempre
maggior incremento. Alfri oratori portarono il saluto delle autorita
locali.

Quindi il prof. Giwo Lomia lesse il suo discorso: La seuola media
¢ la sua attuale erisi di sviluppo, che fu vivamente applaodito da tutti
I presenti.

LAYORI DEL CONGRESSO.

Lo sbesso giorno 20 settembre, alle ore 7%, pom., dopo la seduta inau-
gurale del Congresso della Sociela Italiann per il progresso deile scienze.
ebbe luogo la 1°* sednta del Congresso della * Mathesis . in una sala
della Scnola di applieazione per gli Ingegneri. Si discosse la relazione
del prof. D. Gieri: Sulle presenti condizioni deil’insegnamento della ma-
tematica nel licei, La viforma Orlando del 1904 ; attacchi ¢ difesa.

Subito si manifestareno due tendenze opposte, nna delle quali, con-
cordando con le idee del relatore, proponeva che, vista I' inutilita di
domandare ancora al Ministro I'abolizione del decreto Ovlando 1904, si
venisse ad un accordo fra i professori di Liceo sul modo di svolgere
1 programmi di Matematiea nella Scuola classica, i guali programmi
sono atbualmente, per comune consenso, inattuabili; altra tendenza
sosleneva imvece doversi ancora chiedere con insistenzn 1'nbolizione
del detto decreto. La discussione si prolungd per tutta la sedula e
non potée aver termine,

i
o ——

o, il
o

" T .
- . - ™ 1
R e =

B e

o

s

=l oo T
|-'=lh.r-lr .- h..-.lll‘ll e

--I- S )
Ay




PERIODICO DI MATEMATICA. I'H)

Nella seduta successiva, del giorno 21 settembre, dietro proposta
del prof. Lorta si stabili di svolgere, contemporaneamente a quella
-del prof. Ghary, anche la relazione del prof. Gariucer: Riforme e 7i-
‘tocchi dei programini scolastici. Programmi liceali.

Dopo una discnssione animatissima vernme approvato il seguente
ordine del giorno, proposto dai proff. Betrrazzi e CoNTT:

Il Il Congresso delln Sacietd Italinna di Matematica “ Mathesis ,

considerande che, per affotio dal R Decreio Ovlando 1004, dae discipline fon-
damentali per la calbura classics, obboro a soffrirne lutti guei molteplici danni
che la grande maggioranzi dei competenti additd in pin golanni occasioni;

considerando, che anche dal lafo puramente educativo, no derivarono sifett)
dannosissimi pei crileri generalmente adottati dai gioyani nell’'optare per l'una o
per 1'nltra materie;

viaffernn il voto, che gia fu confortalo dall'approvazions nunanime di tutti i
Congressi nazionali tenuli dagli insegnauti dal 1904 in poi, per l'abrogazione del
Decrato ricordato.

Il Congresso medesimo subordinatamente dichiarn che depo una esperienzs di
ben cingue auni 81 pnob psserite che il vigents programima di matematica della
1* licenle & scienlificamente mal fatlo @ didatticamente inattuabile,

Nella stessa seduta del giornu 21 settembre si discusse anche la
velazione della professoressa sig.™ Bisson-Minto: Riforme e ritocchi
dei programmi scelastict. Senola Complementare ¢ Normale. Fuo stabilito

di rimandare ad altra occasione ['esmmne dei programmi presentati
dalla sig™ Mixio per causa della ristrebiezza del tempo. Furono ap-

provali 1 seguent) ordini del giorno, proposti dalla stessa sig.™ Mixio
e lievemente modificati dal prof. Fiyzi:

19. 1l T Congreano della Societd Italinna di Matemotica “ Mathesis ,

eomsiderata 1 insafficonza assoluta dell’orario 3i matematiea nel corso normale,
sin rispette ol programmsz dn svolgere e all’ indirvizzo con cui deve essers svolfo, 5ia
all’obbligo della prova seritta, ed alla consegnente necessith di nimerosl esercizi;

fa woli cha le ove sottimanali ' insegnamento siano pertate a 8 in clascnnf
clusse, tanto nella scuola famminile che nalla maschile.

20 11 II Congresso della Societa ltaliana di Matematica © Mathesis ,

vitenulo necessario che lo definizioni geometriche, 'ennncinzione delle pro-
prieta delle figure o 1indicazions e la ginstificazione delle costruziom grafiche di
geometria non si debbano mai trovave discordi o seguire un ordine illogico;

sonsidermta d'altronde In dificolia del coovdinamento e dall'identils o riterd
s di definizioni tra |'insegnamento di mabemalica e gnelle di disegno, i eni pro-
grammi sono compilati indipendentemente I'uno dall’altro;

{a vols perche Ia parte cogpruition del disegno geometrico sia passata dal pro-
gramma di disegno a quello di matematica, ritardandosl pereio per I' insegnamento
del disegno, alla 2= & 3% complementare la parte di applicazione (ornamentale) del-
1'uso degli strumenti.

89, 11 IT Congreaso delln Societd Italiana di Matematica “ Mathesis ,

considerata 'opportunitis che le nozioni di computisteria sieno impavtite alle

alunne dolla senoln femminile con anith organica, & ritenuto dannoso, invece, il




76 PERIODICO DI MATEMATICA,

frazionarle fra ls diverse classi intercalgndole: tra lo svolgynente del programma
di matematiea ;

fa voti perchéd tale insegnamento sia tutto raccolto nella 3* closse complemeny-
tare, assegnandogli esplicifamente un'ora settimanale, tolta dalle quattro dell’orario
presente.

Per quello che riguarda la Scuola maschile, nella quale accedono
alunni provenienti per lo piii dalla Scuola tecniea, 11 Congresso pro-
pone la soppressione delle nozioni di computisteria, aggiungendo, alle
prove d'integrazione che devono subiras gli allievi provenienti dal Gin-
nasio, un esame sulle nozioni soppresse. |

4% 1l 11 Congresso delln Societa Jialiana @i Matematica * Mathesis .

consgidernta |ln grande importanza didaltica delle norine da darsi nal corso nor-
niale per I'insegnamento della matemaiica nella Scuola elementare ;

ritentto nocassario specialmente 1'aceordo complete tra le norme dale teovi-
camente e le osservazioni che devono esser fatte al tivocinante durante le sue
leziom ;

fa voti perché alle lezioni di tiroecmio di matematica debba assistere e guidare
gll alunni 1'insegnante di tale matevia.

Nella seduta del giorno 22 setlembre venne esposta e discossa la
relazione del prof. Prrwa: Sui programmi di matematica degli Tstituti
tecnicd. Prima di incominciare il prof. Perva rivolse un saluto alla
memorin del prof. Vaiuar, e I'Assemblea, dietro proposta del pro-
fessor BErrazzr, invio alla madre del Varnarr il gsegnenie telegramma:
Congresso “ Mathesis ,,, sentendo doloresamente vuoto lasciato compranto
VatLaty, gsprime sua degna madyre, nffettuose, rispetiose condoglianze,

Il prof. Perxa, nella 1* parte della sua relazione, rilevd essere pe-
ricoloso chiedere, in questo momento, modificazivni ai programmi
degli Istituli tecnici, i quali rispondono abbastanza bene nella pra-
tica a causa della libertd che lasciano all'insegnnnte. Nonostante per
prevenire jl caso che il Congresso non fosse i questa opinione, &
anche nell'intenzione di siabilive un certo accordo fra gl insegnanti
degli Istituli sul modo di svolgere i programmi attnali il prof, Prya
aveva compilato, velln 2¢ pavte della sua relazione, dei programmi
particolaregginfi da sottoporsi all’esame dell'sssemblea. Dopo breve
discussione si approvarone i seguenti ordini del giorno:

Il 21 Congresso della Sovieté Italiana di Matematica * Mathesis .

wceagliendo le conclusioni delin 1* purte della relazione Purma, ritiene non
assere oppovbuno, nell'attesa delln riforma degli studi secondari, chiedeve riforme
o semplici ritocchl degli abbuali programmi di matematica per gli Istituti tecniei,
(Proposto dal prof, Fiszr,)

I I Congresso dellu Societd [taliana di Mwtemative “ Mathesis %

vitiens utile che ie Sezioni prendano in considerazions | pProgrammi nnnessi
alla relazione Perxa, per un'intesa sallo svolgimento degli attunli programini.
(Froposto dai prof. Finzt & Coxrr)
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Il prof. CATTANED illuskrd, dopo, un ordine del giorno, nel quale 81
chiedevano alcune modificaziont agli attuali programm delle Scuole
teeniche: ma I'assemblea non credette opportuno occuparsi dell'argo-
mento, non avendosi una completa relazione in proposito. 11 Congresso
si limitb a prendere atto delle proposte contenute nell’ordine del giorno
Carrango, per una futura discussione.

8i passd, quindi, alla digcussione del tema: Preparazione degli in-
segnanti di matematica per le scuole medie, per 11 guale erano relatori
i proff. G. Loria e A, Papoa. Questi coneludevano proponendo il se-
guente ordine del giorno:

I ¥{' Congresso dellc Societd Naliana di Matematiea * Mathssis ,

precisande o completando il voto dell'nltimo Congresso, chiede ai pubblici
poieri di provvedere sollecitamente:

19 alla istitazione-di cattedre nniversitarie di Matodologia matematica, da con-
forirai mediants apposite concorse, con la procedura e le norme consuete ;

90 & yenders obbligatorio, per gli aspiranti al Diplomsa di magistero in mate-
matios, il tirocinio presso una scuola media, disciplinandolo con uprme precise.

- Dopo una discussione molto animata, specialmente in riguardo
alle norme da segnirsi per 1'assegnazione delle nnove caliedre, l'or-
dine del giorno dei relatori fu integralmente approvalo. Venne, inoltre
approvato anche il seguente ordine del giorno, proposto dal profes-
gore CASTELNUOVO:

1' Associazione rivelge invilo ai Professori del 2° biennio delle Universilti, ove
non avvenza immedistamento I'istituzions dalla eattedra di Metodologia matema-
tica, affinché, per tarno, nel lore corso pormale & intrattengano sn guegli argo-
menti che piu specialmenta possono illuminare | inseguamento della matematica
elementare.

Il giorno 23 sattembre, ultimo del Uongresso, gi tennero doe se-
dute. Nelln sedutn del mattino il prof. BonoLa espose la relazione
della * Commissione direttiva , per Una enciclopedin di Matewmatiche
elementari da pubblicarsi sotto gli auspici della ¢ Mathesis ,.

Il piano dell’opern -presentato dai relatori, che del resto non @
ancora definitivo, venne senz'altro approvato. Segul una discussione
intenta a stabilire guali sieno i mezzi migliori per provvedere alle
spesa -occorrenti per la preparazione e per la pubblicazione dell’opera.
H prof. Sever: prometie che i1 C. D. fara quanto puo per miutare,
anche finanziariamente, la pubblicazione dell'enciclopedia. L assem-
blen approvd la proposia del’ prof. Logia, che cio¢ ai soci di * Ma-
thesis , si concedano, per I'acquisto dell’'opera, quelle stesse facilifa-
zioni che si favanno ai rivenditori; e inolire dette facolti nl C. D,
di aprire una.sottoscrizione fra i soci che intendono impegnarsi di

| (11 1 Relatorl ehiamano yuninke ynesto Congroseon, computando, nella numernzions, anche i Con-

grossi tenuti prima dol rinsovamente delln Sorieth.
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acquistare 'opera stessa, Il prof. Casreryuovo consiglio la Commis-
sione Direltiva dell’apera a rivolgers), per un sussidio, olire che al
Ministero dell’ Istruzione, anche ul Miuistero di Agricoltura, Industria
e Commercio.

Il prof. Bosora invita tutti coloro che abbiano dn fare proposte
velative all’Bneiclopedia, ad inviarle al presidente della Commissione
prof. L, Berzovragl.

Il prof. CasTernsvovo riferi poi sul tema: Lavori della Sezione ita-
licna delln commissione iniernazionale dell’ insegnamento wmatematico.

Egh annunzido che la debia eommissione s1 compone der ire dele-
gati Casresvovoe Guino, Exriques 'Eperico, Scorza Francesco e dei
professori: sen. Kymigco D'Ovinio, H. U. di Torino — sen. Gruserpre
Veronese, R. U. di Padova — Sanvatore Pivexerie, R. U. di Bo-
logna — T'rancesco Severr, R. U. di Padova — Cagvo Somigriana,
R. U. di Pavia — Giovio Lazzerr, R. A. N. di Livorno — ALBERTO
Conm, R. S, N. di Roma — Gaerano Fazzawi, R. L. di Palermo —
Umserro Scarris, R. L. di Bologna.

Agoinuse che nei giorni precedenti la detta commissione aveva
tenuto varie adunanze, nelle quali s1 era costitnita distribuendo le
caviche come segue:

Presidente sen, 1)’ Ovinio — Segretario generale prof. CasteLyvovo —
Segretario aggiunto prof, Conmi.

Ed aveva poi stabilito il piano dei lavori e distribuili gli inea-
richi per le redazioni delle varia relazioni come segne:

1. Par le scuole alementari, complementari e normali : prof. Conrr.

2, Per le scuole secondarie classiche: proff Fazzarr e Scareis.

3. Per le scuole teeniche e gl'istituti teemici: prof. Scorza.

4. Per le scuole professionali (civili @ militari) e industriali:
prof, Liazzer:.

5. Pel 1" biennio d'Universita: prof. Somtartana — Pel 2° biennio
d"Universita & per le scucle di magistero: prof. PincEERLE.

6. Per le quistioni d'indole generale: prof™ D'Ovinio e VERONESE.

Egli pronunzid poi mn magistrale discorso, che verra pubblicato
integralmente nel bollettino della * Mathesis ,, nel quale espose, in
forma chiara e persnasiva, guali sono i criteri ai quali Egli crede
che debba ispivarsi I'insegnamento della matematica elementare. Ter-
mind, proponendo ai Soci della * Mathesis , e a tutti gli insegnanti
di matematicn, le seguenti guestioni, alle quali Ja Commissione na-
zionale attende risposta, onde potere con maggior sicurezza trasmet-
tere Ja sna relazione al Comitato internazionale:

1%. A quale cansa attribnite la poca efficacia dell’insegnamento matematico
nelle Senole secondarie? Quali i mezzi per anmentars il profitte?

2% Quali metodi d'insegnamonto, diversi degli ordinari, farono adottati in
scuols private, professionsli, commerciali,... 0 nell'universiti popolare, e com
quale successo?
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99 Credete convenionte un esperimento dei nuovi programmi e metodi di in-
segnamento da farsi su scala ristretis, prima di imporrs quei programmi e me-
todi a tutte le Seunole? lo gual modo attuare il detto esperimento?

4°, Quale mezzo conviens adoitars per lemere al corrente gli insegnanii delle
scuole sacondarie dells muove tendenze didattiche o scientifiche che vanno for-

mandosi nell’ambienie niversitario?

Nella seduta pomeridiana del giorno 23, si incomincia & discutere
una proposta, fatta dal prof. Papoa, riguardante la nominga delle Com-
missioni ver i concorsi delle seuole secondarie. La novita proposta da
Pados consiste in cid, che i professori universitari chiamalti a far parte
delle commissioni gindieatrici dei concorsi per senole secondavie, do-
vrebbero essere eletti dagli stessi professori secondari. Questa pro-
posta suscita una viva discussione, si riconosce che, trattandosi di
argomento molio delicato ed importante, non si pub tratbure cosi al-
I'improvviso. Pereid il prof, Papoa ritira la proposta, riservandosi
di presentarln come tema di discussione per il venturo Congresso.

La 2* parte della seduta & occupata dalla discussions per la mo-
dificazione di aleuni articoli dello Statuto sociale, e dalla relazione
dalla gestione amministrativa della Societa.

CONCORSO PER UNA LEZIONE DI MATEMATICA

Il Consiglio diretlivo della * Mathesis , aveva bandifo un concorso
tra i soci per un premio di L. 200, da assegnarsi a chi avesse fatto ln
migliore lezione sopra un argomenio controverso di matematiche ele~
mentari. Le lezioni si svolsero durante gli intervalli delle sedute del
Congresso. La commissione gindicatrice, composta dei professori:

D’Ovrpio sen. Exrico, presidente
CssTELNUOVO Guipo

Berrazzn Roporro

Nanwzr ENgICO

Vanwisl ToMmaso
a

assegnd il premio al prof. Aressaxpro PApoa, il ‘quale aveva tenuto
la sua lezione: [Vintroduzione del concetto di numers [razionario.
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T CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALTANA PER IL PROGRESSO DELLE SCIENIE
PADOVA — 2025 Settembre 1909 ,
SEZIONI DEL CONGRESSO,
Crasse . *
Sezione 1. — Matematica, Astronomin e Geodesia. y
g . — Ingegneria ed elettrotecnicn, -
o HI. — Fisica,
. IV. — Chimica. ,;;‘
- V. — Mineralogia ¢ GGeologia R
. V1. — Geoyrafia. i

Crassg B.

SEZIONE UNICA. — Scienze biologiche.

Crasse C. ,.

SezioNE 1. — Scienze filosofiche. t,;

= 0. — Scienze filologiche. *

» 1. — Scienze storiche e preistoriche. . i

” IV. — Scienze giuridiche. Fl

& V. — BScienze sociali. £§
CERIMONIA INAUGURALE,

1 20 settembre & orve 15 nell'aula magna dell’ Universita fu inau- _;j_i

gurato il Congresso. Il segretario dette anzitubto lettura dei saluki e o

delle adesioni pervennte al Congresso dal Duca degli Abruzzi e dai ¥
Ministri Berrorintr e MiraBerio. Fecero applanditi discorsi d'occa- .
sione il Prefefto in rappresentunza del Ministro della P, 1. assente,
il rettore dell’ Universita prof. Poraceo e il sindaco di Padova sena-
tore Levi-Crvira,
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1] sig. Carro Ganres rappresentante della Associaiion francaise pour
Pavancemeit des Sciences porth poi il saluto della consorella francese
cul seguente discorso:

Measieura et trds éminents colldgues

Ja tiens  vens exprimer dés avjonrd’ hui les remerciements du Conseil d'Admi-
nistration de 1'Associntion frangaise ponr I'avancement des Sciences pour 1'invi-
tation gue sp soeur cadetle lui a adressés de se fmire roprésenfer i ce congres.
Nons avons saisi avec empressement cette oceasion ds lui témoigoner tonte notro
sympnthio.

Uette sympsathie est d'milleurs trés moturelle, puisque, d'une parf, nous nous
plaisens & croive que, par notre exemple, nous avons un peu contribué a In ereation
de vobre Association et que, d'autre parl, nous ne pouvong aveir que de vils
sentiments d'amibié ponr cette Italie, soenr latine de la France, pour cele Ilalie
qui, dana les sciences, les lattres et les arts, a brillé d'nn éclat incomparable st
qui, aujord’hui, pour nous restraindre i celles des connaissances humaines qui
pous véunit, posshde encore fuol de savanis éminents dont le travaux fonk partount
autorite.

Dermetisz-moi d'ajonter quo j'ai ébé pevavonsllement henrsnx de ponvoir venir
me joindre & vous dans cetle antique Université & laquells je suis flor de me
trouver rattache, car dans nne antre circostance, i l'occasion des fBles de Galilée,
i'ai en 1'insigne honnenr d’#ire fait Doctenr de I'Universiié de Padoue.

Au nom de I'Associalion frangaise pour I'avancement des Sciences dont )'apporte
la cordial salut et certainement aussi au nom de lons les savants frangals, je
souhaite & I'Assoviation ltalienoe pour I'mvancement des Sciences une brilinute
prospérité qui ajouteva encore au renom mérite dont dans le mends entier jouit
lm science italienns.

I} prof. Giavomo Cramicran dell’ Universita di Bologna, vice-pre-
sidente dell’ Associazione, comunictd ehe egh doveva assumere la presi-
denza per incarico del presidente sen. VOLTERRA, ancora in vinggio
di ritorno dall’America, dove si veco per invito della Clark Universily.

In rappresentanza dell’Associazione rivolse un saiulo al Dnca
degli Abruzzi; salutd poi e ringrazid il Ministro Rava, ehe stava per
siungere & Padova, il prof. GARIEL rappresentante della Societa con-
sorella di Franeia, il sindaco di Padova ed il Retfore magnifico;
infine 1"illustre orators ufficinle della cerimonia, Lmer Luzzatrr

Ladi prosegul :

Signori,

Questa & la terza volin che la nostra Socieths si viunisce a Congresso; nessun
4ltro passe come il nostro offre mggiori opportunita a queste periediche riunioni,
cho si faano ogui anno sempre in cenlrl diversi di colbnra, perché® nessun paese
he tante citth che possano gavegginva con le mosire per copia di ricord: storici e
splendore di opere d'mrbe.

Tutli abbiame ancora presente nells memorie la nostra prima rinmione al
Teatro Farnese di Parms, che apparve coine nns fantastica visione, & quells delle
scorso anno nel Palnzze Vecchio di Firenze. Questi ambieuli cosi superbamenle
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e liotamente artistiei, che offrono Jo citth ilaliane, sono le piiradatte sedi pei nostri
lavori. Ln sclenza ama di esser conlornals dall’'arle: il suo fascino & ispiratores
d'opere ogrogie, perché 1'nrfe e la scienza sono manifestazioni del nostro spirito
assai pin vicine di quello che non si creda. La scienza non & l'avida investiga-
trice dei fenomeni umani & dsl mondo esterno; come 'aile, essa e figlia della
nostrie fanbasia: senza il sussidio di (uesta non si scopre e non si crea. Tanto il
malematico, che lo sperimentatore, 1l nataralista ed il cultore delle scienze morali
hanno bisogno, come l'artisia, di quella seinlilia ispiratrice, La differenza sta se-
gnataments in questo: che mentre dallo scienziate si chiede In prova dei Iathi a
couforto delle sue concezionl, all'ariista fale comirolio non & necessario. Egli crea
liberamente e trova nel godimanto estelico che snscita 1'opera sna la ginstifivazione
del propyio avdire.

1 il lato estetico che manca alla scienza: per questo noi siamo avidl di sen-
sazionl artistiche, I1 nostro spirito, cosiretlo sempre alla ricerea del peveheé delle
cose, i riposa nella contemplazione del bello. Qui in Padova l'arte e ln sctenza
si trovano mirabilmente congiunte: qui frescarone iorro e il MaxTroNA, e que-
sbauli el ricorda la gloris di Gaviwzo e di Mogrcaext.

A nome della nosira Socistd porge il saluto a Padove storica ed arfistiea, a
Padowa centro di studi, al vetusto Ateneo splo a Bologna secondo pey eta, od a
cui, come & Bologna, aceorrevane in altri tempi studiosi d'ogni naziene: di quelle
nazioni che poi si emanciparono, che ¢i raggiunsero, ma non ¢ superarono nel
calto della secienza; & Padova moderna, la eni vita rinoovellata si espande e &i
maunifesta con opers egregie, u Padova la dotta soralla di Venezia regina, che ora,
gposando il sapere alle imiziative indusiriali, va incontro al pin lieto e prosperoso
avvenire.

Porgo infine il saluto cordiale ai soei vecchi e noovi ed esprimo 'angurio che
la nostra istituzione con lavore indefesso e conecorde ragginnga 1'allo fine a cni
tubtli miriame,

Infine avverti:

Come venne deliberato 'anne acorso, nella nostra attosle riunione avranno
maggior sviluppo le adenanze generali e di classe per trattare argomenti che
possono interessara 1 cultori di disciplive diverse. Queste indirizzo & sembrato &
ragione il' piit adatfo per rendere piii strelii i vineoli che uniscono le scienze
affini & per dire 8 nostri lavori un carattere essenzialmente sintetico.

Il prof. on, Luter Luzzarry, dopo aver diehiavato che l'amore pu-
rissimo del vero lo aveva mosso ad aceogliere | insistenfe invito della
Socieia Ital:ana per il Progresso delle Scienze, pose subito, senza inn-
tili preamboli, alcune gravi domande :

1 progressi della scienza, nell'lalia risorta, hanne corrisposto ai doveri e
anlle speranze?

Lordinamento degli studi e Ia diffusione del sapere, si proporzionarono agli
incrementi della scienza? Fummo piu felici nel prodarls che nel distribuirla, come
avvenne sinors anche per la ricchezza materiale, in coufronto di aliri popeli che
soienza e ricchezza distribuirono meglio che non sapessero produrle?

Problemi elevatissimi, per rispondere ai quali 2 necessavio esaminars con
attenta cura le conquisie [xéle dagli italiani nelle varie discipline e |'efficacia
egercitata dalla senola nel diffonderls.
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Divise lo scienze, secondo l'antica partizione, in malematiche e
patorali da un lato, morali e politiche dall’aliro, P'oratore intraprese
la profonda analisi dei progressi delle une e delle altre.

¥, dopo avere passato in rassegna i grandi conbtributl portati dai
pit eminenti scienziati ifaliani (dei quali fece un lungo elenco) ad ogni
ramo del sapere, conchiose ;

Dopo questn rassegua gloviosa & lacito domandarsi se in 50 anni dal noestro
viseatto nazionale abbiamo potute distribuirs la scisnza con Veguale infensita con
la guala si seppe wrearia.

I tedeschi, i frauvesi, gli inglesi hanno il vanto di aver fatto partecipare butta
la nazione alle loro produzioni scientifiche; eol crescers dells scienzi si perfeziono
in tutti i gradi l'oydinamento delle scucle pubbliche e private. La Francis e I' lo-
ghilterra, dopo il 1370, dedicarono all'insegonamento elementare cure sapienti e
mezzi poderozi, vitenendo in trent’anmi quanto noi siamo ben lontani awncors dal
fare in qonsi mezzo secolo.

i annllshatisme & ancora il vero deminatore del mostro passe. K auche dove
la senols primarin & frequentata, essa non laseia un’ impronta efficace megli animi
degli alunni, i quali ben presto disimparano quelle poshe nozioni che hanno ap-
preso. 1 grandi sforzi compiuti recentemente a vautaggio dell’ istruzione elemen-
{are furopo insnfficienti allo scopo, cosicch? a tanto tosoro di sapienza scientifics
#i contrappone la pin folte caligine di ignoranzy popolave e cresce ogoi di piu la
distanza ohe nella coltura sepays ! veri ordini di cittadini.

Una nguale deficienza, pit notevole ancora perché si tratta del nerbo della
vita mornle, intellottunle ed asonomica del paese, & nella nostra scuola secon-
dnvin. Ci aceordiamo lutti nel ricomoseera i mali, I'errore di parkizione nsl vari
cami, le finechezze di bobli quesii. Ma mentre poi ei limitinmo alla erities, tulbi
gl altri paesi principali rinnovarono profondamente le senole medie, gih migliers
delle nostre. mettendole in armonin colla evoluzione dei tempi e esperimentando
an onovo tipo di senola, dove gli slementi ideali e venli dell'sducazions e del-
V' istruzione si congiungono con legami lungamente meditatl

Al difsttose ordinrmento dei nostei istitudi secondari si aggiunga la gocesHIVA
indulgenzn che permette al pin mediocre allievo di superare le varie prove e di
iseriversi all' Universita, Indelgenza tanto piu colpevole, quandu la 8 confrooti
colla ginsta severita delle seuole ausbriache, anche meliz vicing Trieste, dove 1
guccassivi esami opersno una forte e opportuna selezione,

La debolezza della scnoly media esercita nna malefiea influenza sulle nostre
Universita che froppo si ingombrane di nullatenents del sapere, preocenpati solianto
di otlenere uns laures, pinttosto che di allargave la propria coltura palla copvi-
venza inbelleituale coi gramadi professori. Kd & inutile avvertira che le nosatre Uni-
versili essendo troppe, alzate tutte per mua volpevaole condiscendenza allo slesso
grado, dovono contentaysi in alenni lnoghi e in aloune caitedre di professori
medioer, -

Dei mali Jsmentati indaghiamo ora sleune tra le canse, nel riconoscimento
dolle quali vi & forse Ja traccia dei rimedi,

Una scuola senza educazione, una scuols senza ideali morali e patriobtiol &
priva del suo vital nutrimento. La nosira coacienza nazionale non ha ancor saputo
trovare In nots italiana e redentrice che sia cibo idesle delle anime della nostra
gioventi. Non abbiamo ancora potubo tradurre nolla scuols la grandezza di pen-
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siero rappresentatz ed espressa dai redentori d’ltalia, che farono i pia sublimi
uomini del nositre tampo.

E dopo il caratters nazionale bisogna fortificars I'intelietio italiano, ahitnarlo
a) rispetto della scienza, alla corn dalla leftere; @ nopo lrasformare e purificare
ia nostra vita pubblica, amministrstiva, sollevandola alla sinceriti delle indagim,
alla competenza tecnica. La genuina ricerca del vero, la meditazionas sincera de-
vono ssser la guida nelle arti della pace e della guerra.

Narrd poi e additd a esempio le conferenze dell’ Inghilterra del 1854,
a cui presero parte gli nomini maggiori, quali FArRapAY e TyNDALL
ed aggiunse:

L3

A essi si deve il rinnovamento del carntiers teenico degli stodi mells scuole é‘:j
inglesi e il loro passaggio dalla fase meccmnica a quella scienfifica. La scuola s
italiana si krova nelle condizioni dslla inglese del 1854 e hisogna procedere con <
la stessa curn. g

Le riforme invocate per le nostro scnole sono gia matuve; l'esperienza delle f-.1
nazioni pit progredite, gli studi della Commissione per le scaonle medie hanno I
segnnto la via da segnive. f:i

Nb si accampino le difficolts finanziarie per 1a riforma delle scuole medie, per ol
I'incremento o la diffusione delle scuole elementari. Gli studi, come lo armi, sono F
necessari alla difesa dello Stato @ sono 1 segni pin sieuri dells rinmovata poleuza 2
e ricchozza nazionale. Quando sarh cessato gunesto dissidio fra il progresso della “ -‘i
scienzn o la decadenza della scuola, allors versmente potremo dal Uampidoglio
lirs anche noi: Tantae wmolis erat romanam condere gentem! Allora saremo dezni U\

che sulle nostre tesle redeute risplenda il sole di Komu. N2

ADUNANZE GENERALT NELI? ATULA MAGNA. ,;_r
&
PriMa ApoNanza. — Martedi 21 Settembre - orve 9. :

Nell'Aula Magos dell’ Universiti, sotto ln presidenza del prof Cia-
miciAN, ebbe luogo Ia prima ndunanza generale.

Era presente anche il Ministro della P. 1. on. Rava, al quale il
Rettore Ponacco rivolse un caldo- saluto ed un plauso per la legge
universitaria approvata dal Parlamento nel Lugho.

Prese poi la parola il vice-presidente Cramciaw, il quale si disse
lieto &i porgere ancora una volita un sulubo a 8. B. il Ministro della
Puhbblica Istruzione in nome della Societd Italiana per il Progresso
delle Scienze, a cui 3. H. fu largo d'ainti e d' incoraggiamenh fino
dagli inizi e & cui & comune fiducia ch’'egli ne assicurera di maggion
anche per 'avvenire.

Indi comunico il telegramma sugurale spedito & 8. E. il Ministro
della Real Casa e la risposta ricevula.

Propose guindi I invio di un telegramma al prof. sen. CANK1ZZARO
che 1"Assemblen acclamo.

1 i
i
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11 Ministro delln Pubblica Istruzione on, Rava dissa:
Signor Rettore, Signore, Signort

Deve adempiere ad un dovere; quello di ringrazisre gli oratori illustri per le
parole geulili avute a mie riguardo.

Souo lieto, come rappresentants del Governo & quale Ministro degli Studi, di
essers tra voi oggi in quests festa di acienza ® isri mi son doluto di mon poter
diare i} mio saluto ai cultori delle scienze.

Mi & earo in questa aula gloriesa ed in questa mmtica citti ricordare che tre
aniii or sono ho mscolbaio un volo, cha o acuolto. Cosi la sciemza sl gvvin f mi=
gliori progressi. >

i bello dare un saluto ngli studiosi in questa anla che ricorda i grandi masstri
procursori di tante scoperte: fra eul basterebbe per illustrare Ia nostra storin Ga-
viLro ed Arpred, tanto a noi caro, che puriroppe dovette lasciare 1’ insegnamento.

II Congresso degli scienziafi & Padova ha aperto un puovo capitolo: quello
delln scuola, in eni & il segreto delln vita e del progresso. Uon un diseorso altissimn
I'illustre maestro Lozzarr:, che ha grandi aspirazioni ad idee, inyitd il Mimistro
deghi Studi & studisre tale problema.

In gnest' nltimo anno st & fatto per 1a scuola uno sforzo tensce: gli inieressi
della scuola sono vra curati con formo proposito. Tomini d’ingegno gl DoCOpaNo
delle riforme per la scnola ed il Ministro degli Studi & lieto di cooperare & quanto
voglione gli scienziati. La concorilia in queste riforme ¢ unn grande & bella cosa,

In questa saln vibra tutta la storia d'Italia ¢ parla all’animo nostro che tende
a semprs meggiori idesliba.

Termind con un pensiero al Re e con un inno alla scienza,

Infine il sen. GoLex lesse una dottissima relazione sul tema: Jfivo-
lusione della doliring e delle conoseenze nlorno al substrato analomico
delle funzioni psichiche e sensorie. |

RpCONDA ADUNANZA, — Mercoledi 22 Seltembre - ore 8.

Dopo un breve discorso del Presidente Vorrerra, il dokb. Vin-
cEnzo Capra portd il saluto degli scienziafi australiani colle seguent
parole:

Mi & di gradito onore il portare agli svienziati 4’ lialis, cosi degnamente qui
rappresentati , il salute o la simpatia degli scienziall dell*Australin, avendone
ricevato da questi formale ineanco. B questa forse la prima volta che ricevete
qnesto snluto; vi sia guindl Lagto pii curo,

Nel mio viagzio dells dorata d'un sitero anno mnel continente nustralimo e
palle isole della Tasmania ¢ Jella Nuova Zelands (viaggio fatbo con intenti nni
camente patriottici per visitare i nostri connazionnli 1k residenti e trovare nuovi
campi alla nostra adtiviti, sotto gli nuspici del Governo © di pubbliche istituztoni
bancarie ® indostriali @ di privali milanesi) fui fatto oggetto alle pin vive aiben-
zioni da parte dogli scienziati di quelle regioni nustraliune, che mi trattavano,
perché cnltore delle wcionze ¢ italisne, come una vecchin conoscenzs, s da pro-
varmi che ln scienza affratella pin di qualsinsi altra coss.
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Col saluto mi pregarono pure di far moto il lore desiderio di avere piit sfretie
relazioni, pia frequenti yapporii con noi, sin ¢ol cambio delle pubblicazioni, che
colle comunicazioni dei lavori, come pure con chieders materiali e notizie.

Mi sin concesso infine di mandare dm questa sssemblea un grate plavso agli
seienziali australinni, che tanta simpstia hanoo per noi.

Infine il prof. Praorma rifert sul temn: I primi abitatori & Nalia.

TErzA ApUNANZA. — Venerdi 24 Settembre - ore 9.

Il presidente sen. Vourenrra lesse i telegrammi di ringraziamento
mandati al Congresso da S. B. il ministro Rava e dal sen. prof. Cax-
Nizzaro. Qoindi il prof. Sever: fece il suo discorso sul tema: * Ipotesi
e realta nelle scienze geometriche _.

" La matematica & una scienza nella quale non =i sa mai di che
" 81 parli, n& se eid di cui si parla sia vero ,. Con questo mot & esprit di
BermrANp Russewn |'oralore comineid il suo diseorso, avvertendo che
una tale definizione & possibile solo quando si consideri la matemn-
tica come un sistema logico-deduttivo. Ma in realtid non giova di-
menticare che i principii fondamentali della geometria traggono la
lovo origine dall’osservazione e dall'esperienza e quindi che la geo-
mefria non si riduce ad un vuoto meccanismo. Pur differendo dalla
fisica nel metodo, essa, comoe Ia fisica, si oeccupa del mondo reale.

Alla quesiione che si affaccia come pregindiziale, di sapere ciod
qual valore positive debba attribuirsi alle proposizioni geometriche,
dal momento ch'esse riferisconsi ad oggelbti ideali, 'oratore rispose,
che le figure geometriche non devono considerarsi che come schemi,
i quali si ottengono ds oggetli reali, tralasciandone aleune caratte-
ristiche che si possano rilenere trascurabili, rispetto ad allve. Da
cid seguono dei limiti all'applicabilita dello strumento matematico.
E I'oratore li precisb.

Occupandosi poi di quelle parti della matematica di cui non si
vede, almeno per ora, il legame colle applicazioni, egli afferma che
bisogna lasciare allo seienziato la pih ampia liberta di riceres, senza
alenn vincolo di fini pratici. Se no verrebbe a maneare alla seienza
la qualita estetica, che & poi quella che atirae la maggior parte degli
studiosi. A chi osservi che un tal sistema non & economico, egli ri-
sponde come Fossounront a Navoueose 1: “ Oz il n'y & pas d'autre,
Sire, ¢'esl toujours le meilleur .

A questo punto l'oratore accennd con rapida sintesi alle nozioni
relative ai contorni ad une o pitt dimensioni e si soffermd sopra le
possibili applicazioni delle rappresentazioni iperspazinli alla slereo-
chimiea. Chiuse questa parte ricordando nmoristicamente le idee ori-
ginali di Zoruxer sullo spiritismo e la favola mmmaginata dal roman-
zieve inglese WeuLEs, che ha voluto introdurre piacevelmente anche
nel romanzo 1'idea degli spazi a piu dimensioni!
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Concluse, osservando che ¢l iperspazi forniscono soltanto un hn-
guaggio eomodo e opportuno, ms di eui perd potrebbe farsi anche a
meno ove volesse rinunciarsi all'economia di pensiero ch'essi con-
senfono,

Passd quindi a frattare dello spazio dal punto di vista fisio-psi-
cologico, e parlando dei eanali semicircolari e dell'iden di von Cyon
che in essi risieda la percezione delle tre dimensioni, accenna alla
concezione bi-dimensionale dello spazio che i Lopi giapponesi mani-
festerebbero in modo curioso!

L'oratore ¢ intrattenne quindi lungamente sulln geomebria non
enclidea e spiegb — in modo accessibile anche u von imatematict —
in che cosa consista la questione della indimostrabilita del postulato
delle parallele,

Mostrd con dei modelli, come s possano realizzare le geowetrie
non edelidee ed osservo come da £1b segue @ priovi la loro coerenza
logiea.

Per spiegara poi la possibilith che ssteumenti di misura piit pre-
cisi e potenti degli attuali possano vivelarei la nutnra non euclidea
dello spazio, che allo staio presente delle conoscenze e delle espe-
vienze, ¢i apparisce euclideo, addusse un’' immagine ingegnosa di
Herusgorntz ¢ CLIFFORD.

Passi successivamente a criticare la dottrina kantinnn dell’apriory,
moslrandoe perd come qnalcosa rimangi di gquella dotirina, nonostante
il colpo formidabile portatole dalla geomelria now encliden. 1 postu-
lati dell’ ugnaglianza delle bhgure appariscono @ priori rispekto al-
‘I'esperienza.

I'oratore illustrd quest’attennazione con un modello ed a propo-
sito della relativita dello spaziv, rievocd piacevulmente una Hnmagine
di DELBOEUF, _

Segul una confutazione di errori matemalici commessi da filosofi
(Kawnt, LoTzg,...) che hanmo male interprotato certi fntki geometricl
traendone ervate conclusioni filosoficlie.

L'oratore si trattenne quindi sul nominnlismo di Poiwcare, eri-
ticandolo col sussidio di un’immuagine brillunte pensata dallo stesso
PoINCARE.

Passo infine ad esporre la rivolnzione compinta sullidea di tempo
e di spazio dalla introdazione del tempo locale di Lorentz e dalle
nuove teorie elettromaguetiche. Spiegh in ¢he seuso debba intendersi
la contrazione che, seconso 1l LORERTZ, subisee uua sbarva rigiden la

guale s8I mMoova di moto rettilinev uniforme, € teymind il suo discorso
con le segnenti parole:

Signori! (3i spettatori in quiete Jella min vapida corsa filosofica siete stat
voi, che avets in ogui istante misnvato & valutate cogli occhi vigili dell’ intell etto.
T.n vostrn benovola indulgenza mi affida che nou ayrd palito o pure, al vosire
cospetto, una morlificante contrazione lovenlzinna.
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QUARTA ED ULTIMA ADUNANZA. — Sabate 25 Settemive - ore 15.

1l Presidente Vorrerra dette comunicazione di voli presentali
dalle sezioni e dalla rinnione tenuta la mattina stessa per la riforma
della scoola media, che trasmetterh: al Comitato scientifico per gli
opportuni provvedimenti. Prego |I'Assemblea, che approvd, di anto-
rizzare la Presidenza a trasmettere i ringraziamenii «l Ministro della
Pubblics Istruzione, dei Lavori Pubblici e a quello della Marina per
gli aiuti efficaci dati alla Societa.

lodi il comm. Srriveusr lesse il resoconto finnnziario dell’anno
sociale che fu approvato con unanimi applausi al comm. STRINGHER
e al prof FoLgHERAITER.

Si proclamd quindi 'esito delln votazione alle cariche sociuli. Il
numero dei volanti fin di 206 e furonou eletti:

Presidentz: prof. Gracoxo Cramioiasn, con voli 208. — Vice- Presidenti:
prof. sen. 'rancesco D'Ovipro, 202 e prof. Grvuio Fawo, 195, —
Amministratore: prof, BonaLoo SrrineHER, 206. — Cassiere Economo:
prof. Gruserre ForLeauraITER, 205,

Fresidenti di Sezione - Classe 4. — Prof. F. Bassan1, con voli 205 —
prof. A. Gammasso, 202 — prof. L. D Magcai, 202

Classe B. — Prof. R. Prrrorra, 189 — prof. ¥. Borrazz, 199,

Classe C. — Prof. V. Poracco, 204 — prof. sen. G. Mariorm, 208.

Comitato seientifico: On. prof. G. Aigssio, con voli 204 — prof. 3. B.
Parom, 203 — prof. E. Pascar, 198 — prof. F. Exriques, 197,

La Presidenzn delln Societi rimane cosi costitmia:

CONSIGLIO. — Presidente: prof. Gracomo Cramiciay. — Vice-Pregi-
denti: prof. sen. Fraxcesco D'Ovibio e prof. Gruvio Faxo. — Se-
gretavio: prof, Vincenzo Reiwa. — Vice-Segretario: prof, Grovanm
Bowpias. — Amministratore: comm, prof. Bovarpo STrRiNeueR. —
Cussiere Feonomo: prof. Giuserre FoLOOERATTER, — Vice-Segretario
aggiunto: dobt. Lavrero Trer. — Bibliotecario: prof. Emia Min-
LOSEWICH.

FPresidenti di Sezione- Classe A. — Prof. Francrsco Bassan — prof.
gen. Guuseppe CovomBo — prof, Lurer De Magrcet — prof. ANTONID
(tarBasso — prof. Rarrasue Nasmi — prof. Paoro Pizzerr.

Classe B. — Prof. Fuaero Borrazzi — prof. Giowo CHiARUGI —
prof. Bexeperro Morrureo — prof. RomuaLno Pirorra.

Classe C. — Prof. Rovowro BEnmi — prol. sen. Grovanyg MarworrI —,

prof. Virrorio Poracoo — prof, Pio Rasna.
Comitato scientifico. — Prol. on. Gronio Armssio — prof. GIUSEPPE

Bruni — prof. O. M. Coreivo — prof. G. B. Parop1 — prof, EryesTo
Pascan — prol. Loter SassatiNt — prof, Frrice Tocco.
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Il Presidente invitd 1'Assemblea a deliberare la sede del Con-
gresso del 1910

Il prof. Pascaw, con nobili parole, anche 8 nome dei colleghi di Na-
poli, propose che il prossimo Congresso si tenga a Napol. La proposia
fu acelamata all'unanimita, e Napoli venne dichiarata sede del IV Con-
gresso. Il sen. VOLTEREA tyasmise altresi la domanda, che sara tenuta
presente I'anno venturo, che nel 1911 il V Congresso si tenga in Roma.

Dopo cid il sen. VOLTERRA, acclamatissimo nd ogni irase, mandD
un caldo saluto di ringraziamento al Sindaco e alla Citta di Padova,
la cui larga ospitalitd rimared memorabile nell’animo grato di tubli
i soci, e & tntto il Comitato Ordinatore che personificd nel suo 1l-
lustre Presidenie, il prof. Poracco (vivissimi applawsy).

Prego quindi il prof. Borpras di leggere 1 telegrammi che la
Presidenza propone siano spediti & S. M. il Re. a S. A. R. il Duca
degli Abruzzi ed ai Ministri della Pubblica Istruzione, dei Lavor Pab-
blici e della Marina. L' Assemblea applaud ananimemente alla leftora.

1l nmove presidente prof. CraMICIAN, accolto da vivissimi applans,
con brevi parole ringrazid I’ Assemblea per I'onore fattogli e promise
di consacrare alla Associazione tutto Pamore @ le cure, sull'esempio
lnminoso del suo illustre predecessore..

H prof. PoLacco promuneiv un brillante discorso di chiusura, sé-
enalando I imporianza dal presente Congresso & volgendo nn pensiero
ai colleghi che non sono pil, @ In particolare al prof. Sella, al pro-
fessore Giovanni Vailati e al senatore Valentino Cerruii, che furono
operosi promofori della Associazione e furono deeoro della seienza e
della vita.

La riforma della Scaola medin.

Subato 25 Seitembre - ore 9. — 11 prot. RAJna assunse la Presidenza
e dette la parola al prof. Ricomierl (roseepe il qoale disse di essere
stato inearieato all’ultimo momento di avvinre In discussioue snlla
viformn dells seuola media per il futto che a Tivenze propose lu tratta-
zione di questo nrgomento per il presente Congresso e per Paltro fatto
che il prof. Savvesuxi, rvelatore ufficiale, non ha potuto venire.

Relatore improvvisato, perlanto, egli non si dilungd, tanto piu che i
ormai intorno alla guestione si sono pubblienti innnmerevoli scritti e i
fatte non meno innumerevoll discussioni. Ritenendo sia l'ora di rias- “1
somere e di fissare aleuni capisaldi intorno ai quali & possibile una 4
ulile discussione ed mna cosciente volazione da parte del Congresso. ;\
Tali capisaldi sono ﬂspresﬁi*xn un ordine del giovno che presento. |

Segul la discnssione, alla gunle partecipuyono molti congressisti. |

La radunanza si sciolse dopo aver volaio, all’ unanimita, la so- |
spensiva proposta dal sen. D'Ovipio, ingieme con la raccomandazione
¢hie nel Congresso futnro il problema della Seuoln media sia presentato
e discnsso sin dai primi giorni della riunione in una seduta plenaria.
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RESOCONTO SOMMARIO
DELLE ADUNANZE DELLE PRIME TRE SEZIONI DELLA CLASSE A,

Sezione 1. — Matematica, Astronomia ¢ Geodesia,

Marteds 21 Settembre - ore 9. — Il prof. D'Arcars porse alla rio-
nione 1l saluto della Facolta di Scienze. Egli venne poi acclamato
Presidente effettivo della Sezione. 11 prof, D'ARcA1s ringrazid & solo
dopo gentile insistenza dell’Assemblea accettd.

Dovendosi rionire nelln stessa ora @ nella stessa anla i congres-
sisti della “ Mathesis . sa proposta del prof. Levi-Civirs i discorsi
di sezione furono rinviali ai giorni di venerdl e sabrto.

Venerdl 24 Settembre - ore 9. — 11 prof. Pasoar Ervesto illustrd
un appareechio da loi fatto costruive per la inlegrazione meecanica
delle equazioni differenziali.

Il prof. Kicor Grecorto parld sulla determinazione di variela a
fre dimensioni dotake di proprietd intrinseche prestabilite.

IT dott. ALeErTo ALEssio comunicd dei rvisultati oftennti in recenti
osservazioni di gravita rvelativa e svolse alcune sue considerazieni
sulla preferenza da dare ai due tipi di istrumenti gravimetrici ado-
perabi.

Indi 1l prof. D'Amcais distribni ai presenti la comunicazione:
Nombre de Mersenne pervenuta dal sig. A. GErarDiN, membro della
* Bociélé Mathématique de France .; In quale comunicnzione verra
pubblicatn negli Atfi.

Avverll poi ehe per la difficolth di rionirsi il giorno successivo,
il dott. ABerrr e il dott. Argssio rinunciavano alle comuuicazioni che
dovrebbero ancora svolgere e di cui sarh date notizia negli Aftii.

Infine 1l prof. Gasrucer Genroso parld Swulle configurazioni irre-
golari Ny,

SezioNe . — Ingegneria ed Eleltrotecnica.

Mereoledi 22 Sgitembre - ore 10. — Apertasi la sednta, furono mo-
minnfi; Presidente il prol. Lorr & Segretario Uing. De Grusti., Que-
st'ultimo purld dei motori monofasi per trazione con riguardo speciale
a quelli Winter Richberg adoperati in Ilalia per la lramvis elelirica
Padova-Fusing, delln quale descrisze le parti principali.
| Mercoledd 22 Setiembre - ove 20. — 1)'ing. Fravoo Derna PorTa

pavid der piix recenti apparecehi per raggzi Rontgen, eseguendo anche
gnwlehe radiografin,

Glovedl mattina 23, 1 Cougressisti visitarono la fabbrica della
“ Cines , per la seta artificiale e la Centrale Eleltrica della Societi
Yeneta. Durante la visita alla “ Cines , furono fatte delle prove con
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un apparecchio atto a prevenive le disgrazie dovute a rotture di fili
sottotensioni. Cansn il catfivo tempo mnom polerono aver luogo le
progettate visite all’'Officina del Gas ed alla Centrale Elettrica della
Societa Adriatica.

Venerds 25 Settembre - ore 9. — Alla Scuola di Applicazione parla-
rono: & sezioni vinnite di Ingegneria, Geografin e Geologia, il dot-
tor Grovannt Maarint sui lavori dell’ Ufficio idrografico del Magistrato
delle Acque; I'ing. Marro Dorsine sul tema I politeenici ledeschi ed i
Vaboratori di maechine: il prof, Luiet VIrrogrio Rasst, Sulle case di grande
yegistenza al terrvemoto.

Infine V'ing. Epoamrpo Scuesx esegul delle esperienze con due
macchine per le prove de materiali da eostrnzioni.

Sezione 111, — Fisica,

Lunedt 20 Settembre - vre 173, — Su proposta dal prof. Lom venne
nomingaio per acclamnzione Presidente il prof. Rigmr. Stabilito 11 pro-
gramma delle athnnnze snceessive, stante 'ora tavda si tolse la seduta.

Varted) 21 Settembre - ore 14, — 11 Presidente prof, Biegar aprt la
sedute chiamamdo a Segretari i professori CorBixo 8 AMADUZZL.

Egli comunico un lelegramma del prof. Vicewriny, divettore del-
I'Tstituto fisico di Padova, chiern stato posto & digposizione delln Se-
zione di Fisica per tenervi le sedule nenfruendo del mezzi sperimen-
tall in esso contenuti. Nel telegramma il prof. VicENTINI esprimeva il
proprio dispiacere per la impossibilita di assisterve alle sedute, essendo
ammalato.

Il Presidente propose, & 1'assembles approvd unanime, di ringra-
ziare vivamente il prof. Vicentist della ospitalits accordaba, fucendo
yoti per una sun pronks guarigione.

[I prasidente lesse wuna lotfera del prof. Perorir relativa a un
stio ritrovalo telefonico. Indi dette la paroln all'ing. Bareeca che
viferi sulla Misurazione delle polenze svolgendo una serie di consi-
derazioni teorviche destinate & definive. dimostrandone 'esistenza, d nn
cosfficiente carntteristico degli aevel, Il quale s1 conserva ¢ostante
per nna data forma geomelrica di essi; @ accennande nlle esperienze
eseguite per determinare sperimentalmente quel coafficiente eon un
tipo determinato di aereo.

Poscia il prof. BRUNE esegnl aleune esperienze sull’emissions tles
corpi incandescenti, dalle quftli viene dimostrato che un filamento
ematbe entro un palloncine ioni positivi o negalivi non solo dipen-
dentemente dalla temperatura del filamento, mn anche dalla pres-
sione del gns nmbiente.

11 sig. Casazza comunico aleune sne considerazioni sulle forze.

Infine il prof. Riaui, dopo avere brevemente richiamate le sue
esperienze gia comunicate lo scorso anno, & la teoria enunciata per




92 PERIODICO DI MATEMATICA.

la spiezazione dei fenomeni magnetocatodici e dei noovi da lul sco-
perti, guidato dalla teoria medesima; espose i principi della teoria
matematica da lni svolta per spiegare che la stabilita d'un sistema
neutro ione-elettrone viene accrescinta dalla presenza di un campo ma-
gnetico opporluonatamente orientato. Ammettendo che il campo sia d1
piecola intensiti Ia traiettoria normalmente ellittica dell’elettrone viene
modificata in modo determinato dall’ovatore costruendo la curva per
punti. B risulla confermato che la nuova traietforia & butla imterna
alla prima come richiede il concetto espresso della maggiore atabilita.

Mercoled) 22 Settembre - ove 14. — 11 Presidente senatore RieHl
dette la parola al prof. Levi-Crvira il quale svolse la comunicazione
Sulla costituzione delle radiazioni eletirviche. 11 prof. Levi-Crvita chiese
ai colleghi fisici un responso sperimentale, destinnto a orientars verso
an assetto definitivo la teorin delle radiazioni elettriche, e presento
alenne considerazioni eritiche sul moto degli elettroni.

Segui una brillante discussione, cui presero parte, oltre l'oratore,
i profl. Asrasan, Corsivo ed il sen. Rienr,

Il prof. Crsorxr sviluppd la comunicazione Sforzi mazicelliani e
mezzi elastici, snlla quale fece aleuns osservazioni il prof. SoMiGLIARA.

Il prof. TarasmeLL: prese a pavlave della costituzione geologica
dello stretto di Messina, eonfutando in ispeciul-mode le idee del Siiss
di wno sprofondamento dei ferreni fra la Calabria e la Sicilia ed am-
mise pinttosto I'ipotesi di uno scoscendimento progressivo.

Quindi il prof. Paraniv del Politeenieo di Milano lesse la sua rela-
zione Sulla Navigazione interna. Egli illustro I"importanza e i punii
prineipali di vari ordini di questioni che il problema coinvolge e cioe:

1°. La scelta delle vie d'acqna e il modo di loro econveniente adat-
tamento.

2.° 1 tipi di navi e i modi di trazione.

3° La natura e Venlita dei traffiei presnmibili e le tariffe appli-
cabili per via d'acgna.

4° T mezzi occorrenti, da ehi debbano essere fornili, e misure
legislalive eorrelative,

A conclusione della sma esposizione il profl. Panapixt disse:

Per evitare che si prolunghi il periodo di inazione, in ordine generico Orgs
she provvedimenti legislativi divimano le incertezze di competenza delle spuse
occorventi per In costruzione delle opera nacessarie a migliorare e sislemare od
aprire vie d'acqua;

& inoltre da far voti che il Governo abbia & promuovere e facilitare 1'estrio-
secazione dei traffici nsseriti latenti lungo la via del Po e dipendeuze, affidande,
a prezzo minore dalle tariffe ferroviarie, alle intraprese di navigaziome esislenti
il trasporto dei carboui che ingombrano le ferrovie, & cib costruendo alouni rac-
cordi provvisort semplici ma con grue, fra seali Huviali e Terrovie (8 Ponlelago-
scuro & Pincenza la cosa non presentn difficoltd) e assieurando wlle inlraprese il
traffico per es, per 50.000 tonuellate e per almeno nn Eriennio.
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Dal punto di visia tecnico scientifico, ® & desiderarsi ¢he si promuova la de-
finizione sicnra del modo i caleolo della resistenza alla trazione nella ascesa lungo
corsi & pendenza non trnscurabile, o che il Governo provveda a che fanzionsari
del Genio Civile, anlla traceia del Tamsur o (sl DoussSINESQ. definiscano le carat-
teristiche della relazione fra eurvatave dell andamento planimetrico dell'alveo o
profondith minime nel thalweg junghesso, per le tratta pin importants del Po o
fimmi, longoe cuk 81 peuss siskemare la DAVIZazIONe.

Il Papapini vorrebbe anzi che dello stndio del primo accennato
problema tocnico scientifico, si occupasse 1 Societa per il progresso
delle Scienze.

1l Panapm fermind 1 suo dive, ricordando le proposte e il sistema
CaMINADA, che afferm0 non presentare punti deboli 4’ ordine becnico,
e fece voti per la grandezza avvenire d Italia che mon gin da noi la-
scinto guel sislema in abbandono, ma venga invece studiato dal
Governo, ¢on sicuro riferimento alle circostanze fisiche idraunliche
locali, per le due vie da Venezia e da Genova & oltre Alpi, da cul
pud 1 avvenire anche forse non lontano dipendere molia delln ric-
chezza 4’ [talls.

Dopo il discorso PaLADINI presero ln parola sul medesimo Argo-
mento i1 prof. sen. Vourerra ed il prof. CrAMICIAN.

Venerds 24 Setiembre - 0T¢ 14. — Dopo prese aleune deliberazioni
relative all'amministrazione della Societa Italiana di Figica, 11 pro-
fesgore CORBIND Jegretario della Commissions esaminatrice delle espe=
rienze da lezione ne rigssunse le gonclusionl. .

[l prof. AMERIO € |"ing. SARTORI psaguirono le loro esperienze e
al prof. AMERIO venne aggindicaba la medaglia doro e all'ing. SAR-
rowt la medagha d'argenko.

Si procede poi all'elezione di re (Jonsiglieri @ restarono eletti 1
professori LUSSANA, PocgprTiNe € BELLATL

Il prof. Lo Surpo fece quindl ona comunieazions sulle registrazion
sismiche, 3 prof. AMERIO presentd ong relazione su esperienze gpet-
troliometriche al Monte Rosa.

(I son. BrASERNA @ il sen. RigE: proposero che ' Assemblea emet-
tesse un voto che le psperienze del prof. AMERIO sieno continuate nel-
I'anne venturo.

{1 Presidente pol comunicd ¢he il prof. Hape aveva chiesto la
partecipazione della Societa alla Unione internazionale per in coope-
razione nelle ricerche solari. Vennero gnindi eletti i1l sen. RIGHL, 1l
prof. Ricco © il prof. CorBINO & rappraﬂant.ﬂnti della Societa di Fisica

" ella Unione medesima. ’
1l prof. Prova fece una comunicazione, sulle olettrolisi con corrente

alternata nel campo magnetico.
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FESTEGGUIAMENTI,

. Padova, come dne anni primu Parma, volle mostrare ai Congres-
sisii la econvenuti da ogni parte d'ltalin conje si senfisse onorata
della presenza di tanti illastii ospili; e Comitalo, nulvrila, cittadini
fecero a gara per fure signorilmente & eortesemente gli onori di casa.
Non & gm il loogo per parlare dei festeggiamenti del 20 settembre
it Pinzza V., Emanuele, del vicevimento del 21 ul Caffé Pedvocehi,
offorto dal Comune e dalla Presidenza del Cusino, del reevimenlo
del 22 alla R. Scuola d'applicazione degl lngegneri. della riunione
del 24 nel Salone della ngione, Lukfi splendidamente ruoscibi; ne
delie varie gite organizzate per il giorno 23 (giurno di riposo per
quasi tnite le sezioni) alle quali moltissimi presero purle secondo 1
propri gusti e le proprie tendenze. Aleuni si recarono ad Argua alla
oasa del Peirarca e ad Esle, ove il Muuicipio offerse una refezione,
e fu fatta una escavazione nell interno del castello medioevale, altr
fecero une escursione geologicn nei colli Wopganei; altri infing fecero
una gita ad Abano, ove I'mmministrazione delle terme offerse un e,

& non possiamo tacere della gita a Venczin ¢ o Trieste, che
restera indubbiamente uno der pia eari e graditi ricordl per tubh
coloro ehe ebbero In fortuma di prendervi parte.

1l 26 a ore 14 per invito del Sindaco di Venezin conte GrRiMANT 6
del Presidente dell’ Istituto Venseto, Senatore Veronesg, i congressisti
convenuvera nel pulazzo doenle nella Saln del Pregadi per ussistere
alla cerimoma della consegna della grande medaglin d'oro offeria
dalla Societa italiana per il progresso delle scienze ulln consorella fran-
cese. Parlaronp il Sindaco di Venezia e di Padova, il vettore del-
I"Universith di Padova, il Senatore Vorrerra, il ruppresentante
dell’Assoctazione francese, il prof. Ciamiciaw, per uliime I illustre
presidente dell’Istituto Venelo, il quale fece unu dotla e brillante
esposizione di cluant.o ba fatto I"Istituto da lni degnamente presie-
duto t:l pro della scienza e dell industria specialmente per la regione
veneta,

In tutti 1 discorsi vibro alta la nota del senlimento della fratel-
lanza lating, fratellanza che la scienza non meno dell’arte rinsalda
ogni di pi. L'ambiente eosi sovranamentle artistico, i1 potere sugge-
stivo der ricordl gloriosi che emanano da ogni pietra, da ogni sasso
del vetusto e splendido palazzo, documento imperituro della grandezza
della Veneta repubblica, detlero una importanza ed una solenniti ee-
cazionale alla cerimonia di chinsara del (Congresso,

_ Alla quale segui una gita & Murano ¢ nella laguna per invito del
Sindaco di Venezia, che disimpegnd con squisita cortesia i doveri
dell ospitaliti.

Alle 20 del giorno stesso 26 1 congressisli &' imbareavano sul piro-

scafo Graf Wurmbrand del Lloyd nustriaco, che n mezzanotte gettnva

Fancora nel porfo di Trieste.

Gli ocehi di tulii avevano spiako ansiosamente nelle tenebre pro-
fonde della notte I'avvieinarsi dei fart di Salvore e di Trieste, poi il
Inceichio dei mille e mille lumi della bella Sivena dell’ Adriatico; ed
1 cuori di tukti provavano una dolce emozione fatia di gioia e di
dolore all'avvicinarsi a quell'estremo lembo di terra italiana, staceato
dalla patria.
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8i snpeva che i triestini aktribuiyano una grande importanza alla
visita che 1 rappresentanti dells scienza italinnn focevano alla loro
citta e che si apprestavano a fave grandiose aceoglienze per rendere
omaggio ad un tempo alla scienza ed alla patria italiana. B la po-
lizia sustriaca cooperd efficacemente a sottolineare il sigmlicato e
I"importanza delln visita, e dell’omaggio dei triestini.

Quaundo il Wurmbrand stava per getiave V'ancora, ginnse all'orec-
chio dei congressisti 'eco lontana di applausi ed acclamazioni; pol
piit nulln; ¢ quando il fianco del piroseafu toeed la banching del molo
S. Cavlo, la citta apparve quasi deserltu. Sul molo non c'erano che
i facchini del porfo e una d?euina di rappresentanti del Comitato di
vicevimento, i quali davano ai congressisti le indicazioni per gl nl-
loggi; in distanza molteplici file di poliziolti manlenevano sgombri
. dintorni e davano alla citta Vaspetto di una citta in stateo d'assedio,

Che cosa ery accaduto? Lo sapemmo poi. Yerso le 11 s un no-
vola di poliziotti aveva chiuso tutti gli shoechi delle vie conducenti
al mave, avevano seacciato dalia pinzza Grande e dai caffe le miglinin
¢ miglinia di perssne di ogni classe e di ogni etd che malgrado lora
tarda e il tempo minaccioso, 81 Preparaviano a snlutare 1 congressisti.
Dopo parecchie eollutsazioni, una einguantina d'arresti, e 1 soliti_inci-
denti clie si verificano in queste oceasioni, la polizia vinscl & impe-
dive i1 saluto della cittadinanza agli scienziafi, proibito per ordine
superiove. 11 Piccolo del 27 e I'Indipendente (sequestrato) deserissero
minutamente questi spincevoll incidenti, ma 3 giornali italiani, non
ne dettero che un breve e shiadito sunto. 1l Piceolo eosi commentd

il fatto:

Qi erano affollati velle vie » melle piazze che condncono alle rive, cittadinmy
d'ogni ordine, coppie di coningi, famiglie intevy con le figlinole & ragazzi: la mol-
titudine che attendeva gli ospiti illustyi per dar loro il bem vemuto, mon aveva
dungue aspeito sedizioso. Né pin vivoluzionario carattors era nell'avvenimento che
la folla attendeva: T'arvive di wn piroscalo yscante a bordo un gruppo di scien-
ziati che, rinniti a Congresso in cilla o noi vicina avevano [atto méta Trieste
d'unn di guelle gite cha solitaments ai acoompaznano & tulti i Congressi,

Nondimeno la Polizis ha tentato di impedire che il saluto della eitta giun-
gesse agli orecchi degli ospiti. Perché? Forse perché doveva essere — @ fu —
anlulo italiano di cilth italiana a scienzinbi italigni? O che non wbbinmo diritto
di festeggiare in casn nosiri gli pspitt nostri? O che non abbiamo diritio di mo-
girar riverenza, offetio, entusipsme per gli nomini insigni clie porpetuano In zloria
della Naziona? O che gli scienziati d'ltaiia non hanno diritto d'imparare a cono-
sosre un centro di vita o di culura italinna, & sono per la burperazia austriaca
ospiti sgraditi, lestimoni importuni, o mallevadori seccanti ?

Quanto agli scienziall italigni, il grido che da migliaia di petti, gonfi di en-
tusinsme, proruppe al loyo arnve, o giunto ai loww orecchi e, no siamo cerli, pora
al Joro cuore. Per la esalfa conoscenzZi delle nostre condizioni & meglio che sin
giunto loro di lontano, al disopre della muvaglia di guardie che si affannava &

soffocarlo.

I indole de! giornale non Permette di diffonderei in particolar: sui
festogeiamenti affettuos, entusiastici ricevuti dai congressisii. Bast
dire che per due giorni la parte m liore e piil colta della cittadinanza,
con & eapo I'egregio presidente dell’ Ateneo ing. L Piani si dedicd tntta
o mostrare il paese sollo 1a sua miglior lnce; condusse gl ospitl &
visitare le molte cosa helle e interessanti della citta e dintorm, con

= T L — — ——————— R LR T e Y B St L e
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un'espansione di affetto piin che fraterno; che la popolazione accolse
il passaggio dei congressisti sempre ¢ dovunque colle pit calde ma-
nifestazioni di simpatia e di cordialila. - _ _

Come sintesi delle molte cose belle ed alte che si dissero in guel
due giorni, delle maltissime che si sotfintesero nei privai gollogui e nei
brindisi che fureno falli nel buncheito che ebbe luogo la sera del 23
nella splendida sala della Filarmonica, presenti 11 magnifico Podesta
Vazerio od il Console italiano Barone AcroN, mi piuce ripnriare il
brindisi che con parola ispirata porte Armrio Horus, I"insigne pa-
triotta e serittore.

... Bd ora erompe dall’animo il salnto a tuiti voi, fratell; illustri per ingegno
e dotttina, benemerili dell'omanith o dalla civilla, che qui conduce pensiero
d'amore, dopo aver reso onore alla scienza e fatlo onore alla pairia.

Amore di scienza & smor di pabria guiderono il eammine dei vostri grandi:
I'amore alla scienza produsse i frutéi che sl nome italiano concilinva la gratitu-
dins dell'umanith: ma soltanto Iamore alla patria, il pronto e continnato sacri-
ficio per esax impongonu wgli estranei rispetto delln Nozions, per legge imelntbn-
bile, che non ha mai perdouato &' deboli, Scienza e patria vappreseniano 'onore
¢he non viene in sorte a nessuno che non sappia conquistarlo.

La scienza & deita, ed & universale; ma anch'essa prenda il volo dal nido
della patrin, poi spazia sull' Univeiso. E cinscunn nazions ln erea col genio suo,
¢ sagondo {1 suo genio 'averesce s 'adoprera.

Fratelli, 1a lingna, ¢he qui risnonn sulle nostre Inbbra & la vostra e vi mani-
festa ad ogoi ora il consontimento de’ nostyi cuori; col nostro lavoro cooperiamo
al lavoro della nazione; unanimi inneggiamo alla scienza e alla grande palria
italiana,

B assai pin faecile imaginare che descrivere l'entusiasmo che su-
gseitaronn queste parole e l'uraganv d'applansi interminabili che le
an.]lul]ié,dé’urvu w Intti di fare un tuffo nell’ideale, parve di rivivere
nel 1548,

Alla mezzanotte del giorno stesso 28 doveva aver luogo le par-
tenza. Ma i piin preferirono attendere il mezzogiorno del sneces-
sivo 29: la dimostrazione che fu impedita all’'arrive ebbe luogo alle

artenza, & per essere improvvisatn non rinsel meno imponents, ca-
orosa e significativa. Pochi minnti prima del mezzogiorno il Podesia
seguito dai rappresentanti del Munieipio eomparve sul mnolo per an-
dare a bordo del Wurmbraud o salutare i partenii; il suo arrivo fu
il segnale di un appiauso lungo inferminabile, che deve aver risno-
nato ben lontnno. che ha falto aceorrere da tutle le vie aldiacenti al
porto sciami di persone plandenti; il piroscatv si stacco solennemente
dal molo mentre in nna gloria di sole fra uno svenlolio di fazzolett,
di ombrellini vaviopinti, di ecappelli, suliva nell’ana fra gli applausi
il grido; viva la Scienza italiana, & cui da bordo rispondeva I'altro:
viva Trieste italiana. Anche 1 piii freddi erano in preda all’entusinsmo
& ben poche ciglia rimasero asciufle!
Agli amici Triestini vada un saluto affetivoso fralerno.

G. L.

Gruuio Lazzorr — Direltoreresponsaiile
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I NUMERI REAILL

INTRODUZIONE.

Che cosa vuol dire * estendere un campo numerico,,?

11 numero, (*) secondo Berrrasp Russews, () pno definirsi nominal-
mente per mezzo (i soli concetii logici, onde le proposizioni, che
ordinariamente si assumono come primitive per definirlo, alive non
sarebbero che delle verila apodittiche.

Qui non vogliamo esaminare la queslione se il sistema logico de-
dnttivo del Rosseis possn essere accolto con profitto nelln Seuola,
come non vogliamo discutere dell’importanza scientifien del sistema
stesso. Per certo, introdotto nel miglior modo il concelto di numero
— o uno dei modi migliori & Ia definizione per postulati data dal
Peano — lo studio dei numeri pud esser fatto secomdo un sistema
logico deduttivo del tutto soddisfacente. Noi vogliamo piubiosio esa-
minare se gli ordinari metodi, coi guali ¢’ introdncono gl alér con-
cetti numeriei (i numeri razionali, gl'irrazionali, i numeri complessi)
siano veramente rigoresi o se dal punto di vista logico o dal Iato
didattico sia nacessaria od opportuna I’ introduzione di nuovi postulati,

Comunque sia definito il pumero, nominalmente 0 per mezzo i
un sistema di postulati, V'espressione nueve numnero, che spesso si
adopera nelle cosidette definizioni per astrazione non ha aleun sigm-
ficato, e puo anche dubitarsi dell’esisienza dell'ente stesso che si vool
definire.

Prendiamo ad esempio un modo secondo eni qualeuno vorrehbe
introdurre il concetto di rapporto (numero) razionale.

Se n & un numero maggiore di 1, si ammetiu Uesistenzet di wn nuovo
aumero & che soddisfi alla relazione n X e =1

1 . .
Questa definizione del rapporto — ha (ualehe cosa di strano e di

paradossale, perche implicayun postulato che & in disaccordo eol teo-
rema: s¢ n & un numero muggiore di 1, non esiste alewn numero X che
soddisfi alla relazione n < X =1, '

(') Intondiatao pariare dal mumarn fere. L aggetlive dnters mon hn seuwe espliciio se nod
dopo Vintrodurione del rapportd.
(@) B, Rusceny, dhe principler of mathemutics, Cambridge, University Press, 1908 v. ancha
* 1. Cournnat, Les principes des Malthfmaligues, Parig, I', Alean.
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Si pud inveee definire una classe di enti, 1 quali abbiano proprieta
analoghe ai nomert, estendendo ad essi le opernzioni definile per 1
numeri, per modo che esistan sempre enti di quelln classe che sod-
disfino alla relazious precedente. Non dobbiamo nseir fuort dell’ Art-
metica per cercare una classe siffatta: 1 sistemi di numeri, le ope-
razioni sul nameri ¢l danno il mezzo di cosbruirla.

Son uoti in vero i metodi nei quall i rapporti sono considerati
come coppie i nomeri, di cui il secundo non & mei nulle (Tasxery).
0 come operazioni composie di due operazionl elementari: una mol-
tiplieazione per un nnmwero goulungue, segulta da una divisione per
un numero non nillo (Peaxo).

Nell'nng o nell'altra di quesie classi esiste una sottoclasse N (i
rapporti interi), che si trova in relazione uotevole colla classe N dei
numeri: gl elementt di N e quells di N si corvispondono binnivocamente
e reciprocamente g un’operazione fondamentale gualungue su dati element
di N ¢ Uoperazione omonima su gli elementi corrispondenti di N hanno
visultaly corrispondent?.

Noi esprimiamo quesio fatto dicendo che le due elassi N ed N sono
tsomorfe, e che la clusse R det rapporti ¢ una clusse di grandezze nu-
meriche superiore ad N.

Si suol dire comunemente che In elasse R & un'estensione della
classe N. Ma con c¢id non devesi intendere che R contiene N, sibbene
che R conliene vun classe 1somorfa, ma non identiea, ad N,

Il coneetio di classe di grandezze numeriche si pud successiva-
mente generalizzare.

Noi diremo in generale che due elassi C, C di grandezze numeriche
sono somorfe, se gl elementi di C e C si corrispondone biunivocamente
e veciprocamente ¢ un'operazione fondamentale gualungue su dati ele-
mentt di U e Uoperazione omonima su gli eleinentt covrispondenti di ©
hanno risultati corrispondenti,

E allova, definiia una classe C di grandezze smwmeriche, se per una
data elasse IC, | cul elementi sono classi di elementi di C (sistemi i ele-
menti di C, operazioni su elgmenti di C,...), avvigne:

19 ¢he gli elementi di K si possono estendere, con opportune defini-
zioni, i concetti e le operazioni di C;

20 che, in seguito @ tale estensione, esista in K una classe C isomorfa
@ C, noi diremo che K ¢ una classe di grandezze numeriche superiore a C,
o anche che K & wn'estensione i C.

L'isomorfismo fra due classi C e € di grandezze numeriche si pub
rendeve simbolicamente mauifesto in una maniera notevole. Siano &, 7
le unita (i moduli della moliiplicazione) di C, ¢ rispeflivamenle: esse
si corrispondono nell’isomorfismo. Se « & un elemento di C, e indi-
chinmo con nz il corrispondente elemento di C, poiche agli elementi

= % i, 2B Et‘-.-"ﬁ, ﬂ:ﬁ
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di C corvispondono in C rispettivamente gli elementi

me,  alx+8:)  wle—ah e XBL wle:B)

riconoseiamo subito c¢he si ha, in seguito alla definizione di isomor-

fismo:
== ﬂtﬂ_l_ﬁ}z'ﬂﬂ-—l- 11{'3, -;J'_{._-z_ﬁ =fl‘i_?lﬁl
Tz % f'-‘-]?"-'ri:t 2 Wik, y(x:B)=r1, IT]',?':.

Ne segue che il risuliato di qualungue operazione su elementi di C gi
pud uttenere dal risultato dell’ omonima opevazione su gl elementi coryi-

spondenti di € miando il nome dell unila.

_ 1 _ . .
Cosi, per es., essendo L I'unith nelln classe R, 1l rupporte in-

n 1

tero - si pud rappresentare col simbolo T mese si conviene di sob-

tintendere l'unita, il rapporto stesso vien rnppresentato dal nnmero %,
eive lo elasse N dei rapporti si Lraduee simbolicamente nella classe N.

Ordinariamente si dia il nome di 2mmeri anche alle grandezze nu-
meviche: & necessario allora nsare aggettivi speciali per indicare le
varie classi di numeri; per es. gli elementi di N son dethl numeri
interi, quelli di B numeri razionali & se apparlengono ad N numeri
razionali inters, altrimenti swmeri razionali frazionari.

Seguendo una via analoga a quella tenuta pei rapporti i pub per-
venire alla classe R’ dei numeri razionali velativi, e si trova che R &
una classe di grandezze numeriche superiove ad R, in guanto esiste
in R’ una classe 1t isomorfa nd R, La classe R & la classe dei numer:
razionali positivi, In quale va distinta, guantunque le sia isomorfs,
dalla classe R, detta anche dei numeri razionali assoluts.

Il presente lavoro ha lo secopo di mosirare che i numer: reali as-
soluti (relativi) costitniscono una classe di grandezze numeriche supe-
riore a T (). Questo concetto & recente e si deve al Rosserrn, ma
la teorin dei pumeri reali fondata su di esso nmon era stata ancora
avalta, Finvra si & seguita generalmente la definizione per astrazione
data dal Depegrsp, i cui svilappi hannoe forse maggiore semplicita
di quelli fondnti sulle definizioni per astrazione date dal Caxron, dal
Peaxo,...: ma tutie queste feorle hanno un comune difetto dipen-
dente dalln definizione per astrazione: esse non c¢i dicono che cosn
sin o se efettivamente esista il numero reale. Il postolarne I'esistenza
varrebbe gnanto ammettergeome primitive o gia definilo il concetto
generale di grandezza numerica. 11 largo favore accordato fin qui alla
teorin del Deperisp. & nato dal concetto, che si formu in seguito alla
teoria della misura: che, ciog, la grandezza numerica sia eome una
specie 1'imagine della grandezza geometrica.

Da eid & nata la confusione che si fa tublavia fra le varie classi
i1 grandezze numeriche, cosi per es. si son confusi 1 numeri real
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interi e i numeri razionali interi, perch entrambi si presentano come
imagini di una siessa classe di grandezze geometriche,

Il concetto di grandezza geometriea non deve far eapolino nel-
I' Avitmetica: esso & di natura affatto diversa dal concefto di gran-
dezzan numerica, e il suo intervento nell’Aritmetica non gioversbbe
ne alla semplicita nd al rigore logico.

Ai numeri ecomplessi si & gia dato da qualche tempo un assetfo
logico definitivo. Scartata la definizione- incomprensibile dell'unita
imaginaria i per mezzo della relazione #= —1, I numen complessi
sono oggi considerati come eoppie di numeri veali. Una classe di
queste coppie & isomorfa, ma non identica, alla classe dei numen
reali, ciod i numeri complessi formano una classe di grandezze mume-
yiche superiore alla classe dei numeri reali,

L’ Avitmeticn, svolta con simili vednte, presenta nelle sue varie
parti completa uniformita, quando si ndotta la definizione del RussgLL.
Gli svolgimpnti cni essa di luogo, come vedremo nelle seguentl
pagine, non presentano delle difficolta maggziori delle altve teorie,
onde il metodo che qni presentiamo, ci sembra non sclo superiore
agli altri per rigore logico, ma anche vantaggioso dal lato didattico.

§ 1. — Segmenti numeriei razionali e irrazionali.

l. Chiamevemo segmento numerico, o semplicemente segmento, una
elasse u di numeri razionali assoluti, c¢he possiede le seguenir gualtro
proprieta:

1° u contiene lo zero;

20 n non econtiene tutit i numeri rezionali;

3° se v ¢ un numero divergo da zero appartenente ad n, qualungue
numero minore di v appartiene ad u:

49 g¢ v & un numero diverso da zero appartenentz ad u, esiste tm D
un numero maggiore di v.

Lo zero & il minimo numero che contiene un segmento: esso di-
cesi Vorigine del segmento.

Aleuni esempi di segmentii:

La classe costituita dal solo zero & un segmento, che divemo sagmento
zere © nullo e indicheremo col simbolo G,

La classe cosfituita dai numeri razionali assoluti minori di 1 & un
segmento, che denoleremo con .

Se conveniamo indicare con 7mu 18 classe dei numeri che son pro-
dotti di un nnmero gualungne di % con un numero qualunque di u,
possiamo piit concisamente definire cosi un segmento:

Chiamasi segmento una classe u i numert razionali assoluli, che non
contiens tutti i numeri razionali assoluti e iale che sia

= 7. (1)

T

TR L 7.

-
JO =
.
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Infatti 1a condizione 3* equivale a dire che yu & contenuto in u e
la 4% che u & contenuto in yu, e quindi u = nu.

2. La classe dei numeri razionali assoluti minori di un numero
razionale assolubo » & un segmente, che denotersmo con ¥, mien-
dendo d’ indicare con qnesto simbolo la classe dei prodobti di ogni
numero di v per 7.

1 segmenti del tipo 7, essendo » un numero razionale assolifo
-gqualungne si dicono segmenii razionali.

I segmenti 0 =10, =11 sono segmenti razionali,

Si dice perfanto che u 2 un segmento razionale, se & nullo ovvero s¢
esiste un numero razionale assoluio v che non apporienga al segmento e
tale che gualunque numero razionale assoluto minore di v appartenga al
segmento.

Notiamo che non tutli i segmenti sono razionali. Sia, per es, m
un numero razionale assoluto non quadrato, e consideriamo la classe u
dei numeri razionali il cui quadrato & minore di m. Questa classe &
an segmento. Infalti le prime tre condizioni sono sobito verificate, in
quanto alla quarta si osservi che, se & & un numero di v (e perd /"< m),
si pud sempre delerminare nn numero razionale assoluto z non nullo in
maniera che sia (A4 2)*<<m, e pord h-+x sia un numero di u: baste-
rebbe assumere x maggiore di 0 e minore del piii piccolo dei numeri

ne— h*
L =i

(h-+ 2P =h*+2het-2* <W*+ (2h+41)x <m.

1i segmento 2 non & perd un segmento razionale. Infatti, eviden-
temente, # non & nollo, nd pnd esisters un numero razionale assoluto r
Fuori di u, tale che sia w—=1p- Infalli, qualunque sia » fuori di
(e perd 2* > m), basta scegliere ad arbifrie un numero razionale as-
soluto 2 maggiore di 0 ¢ minore del numero

™ —m
7ye

Fa

per avere

e quindi minore di -, percheé s
=l

(r—2)=r*—2%+ 2" >1r —2rzx>m.

Allora, non potendo r —z appartenere ad %, non pud esseve w= .

Un segmento che non & razionale, si dirh segmento irrazionale. Di
un segmento razionale ug=nr il nuwero » s dice estremo. Hscluso il
segmenlo nullo, I'estremo di un segmento razionale mon apparbiens
al segmento. I segmenti irrazionali non hanmo esiremi.

8. Dati ad arbitrio un aumero razionale assoluto = non nullo ¢ un
segmento u, St possono sempre determin@re Wn HumMero v (i u e un nu-
mero v fuor: di u, tali che sia

)y —r =8,
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Si consideri infatti la progressione arifmefiea
0, g Zs 3z,.4.4
della quale certamente un termine, il primo, apparfiene ad %, ma non
tuiti i termini possono appartenere ad u. Infatli, se ¥ & un numero

vazionale assoloto fuori di w, basta determinare un numero intero

: ke
aussoluto » tale che sin o == .

, perch® nz e i termini della progros-

sione snccessivi ad 2z sian fuori di ». Se dunque » & l'ullimo fer-
mine della progressione, che appartiene ad w, ed + il sno successivo,
sara r —r==.

4, Dati ad arbitrio un nwnero razionale assoluto kK maggiore di 1
e un segmento u, si pud sempre delerminare un RUMero v di U € un nu-
mere v fuor: di u, tali che sia

rl‘
—=k.
”

Fissendo %> 1, si possono determinare dee numeri inter1 poesibivi
n, m tali che sia &* maggiore di ogni numero di » ¢ A~™ minore di
‘qualche nomero di . Allora nella progressione geometrica

S SR S B T ")

poicha il primo termine & in # e 'nltimo foori di u, esisteranno dne
termini eonseculivi », +/, tali che il primo sia in % e il secondo fuori

di u, o sarh — —£&,
T

§ 2. — Relazioni di maggiore, minore, ngnale.

6. Dati due segmenti u, v, si dice che n 2 maggiore di v, & si
SCrive U > v, s¢ u contiene v e quaiche altro numero che non appar-
tiene v,

Se u > v, st dice v minore di u, e si serive v << 1.

Due segmenii u, v si dicono uguali, e si serive u=y, se oyni Nu-
mero di v @ un numero di v, ¢ viceversu,

6. Se il segmento u é maggiore del segmento v, ogni numero di u,
che non & in v, & maggiore di ogni numero di v,

Il reciprocamente: se esisie in u un numero che gia maggiore di ogni
numere ot v, ¢ u > v,

Segue snbito in virti: della condizione 3* (n. 1).

1. Dati due segmenti v, v, avviene sempre una e soltanto wna delle
relazioni: n > v, u=v, u<_ V.

Infatfi, o esiste in # un numero che sin maggiore di ogni numero
di v, e allora (n. 6) & 2 > », oppure ogni numero di % non & mageiore
di ogni nomerd di », & allora # & contennfo in ».

Y
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In tal caso, se » non contiene altri numeri oltre quelli di u, sara
w—v, altrimenti sara # <».

8. Come consegnenza delle date definizioni, si dimostra facilmente
la proprieth transitiva di ciascuna delle relazioni di maggiore, minore,
uguale:

e d US>V eV>W, sara n > wW;

se dn<vev<w, sargd U< w;

e d U=V ¢ V=0, 300G =W, .

9. S¢ un segmento n 2 maggiore di nun segmento ruazionale v, e-
shremo v di questo & un numero di u,

Reciprocamente: s¢ u snon & nullo ed v 2 in u, sarae o = nr.

Infatti, se &8 w > ed & & un numero di u, che non si brova in 7,
sirh r=3, © pero r ¢ in u,

[uversamente, se » & un numero non nullo di u, ogni numero di o,
essendo minore di 7, si trova in u, e poiche w contiene » e¢d » non
& in wr, @ u > . Se invece » & zero, non essendo nuilo #, eviden fe-
mente & u = .

10, Se wn segmento razionele vy & maggiore o wguale a un segmenio v
itom nllo, il suo estremao r non € in v.

Inversamente: se r non & in v, sar@¢ o = v.

Infatii, se & m' = », e v non & nallo, ¥ non potrh essere in », perchb
allrimenti sarebbe » > v (n.9), contro ipolest. Reciprocamente, se »
non & in ¢, non pud darsi che sia » > g (n. 9) e quindi v = .

1. Dalle proposizioni precedenti si dednce snbito che guella »ela-

zione che esiste Lra due seqmenti razionali, esaste anche fra i lovo estremi,
>

e viceversa, ciog, secondo che nv = %S, ha wispettivamente r=s, e vi-

cevens.
12. Si deduce ancora che s¢ & u > v, esisie un segmento razionale nr,
che sia compreso bra u e v, lale cioé che sia

w=nr =,

[nfatti, essendo w > v, esiste nn 1mmero s in u, che non & in v,
Sara allora (n. 9-10)
W= 18 = 0.

Ma poich® esiste in # un numevo » maggiore di s (n. 1, condiz. 4°),
sarh, per la prnpnai‘zimm‘pr&cad&uLa > s, e quindi w0 > o,

I3. Pertanlo possiamo stabilire che: |

12 il segmenlo razionnle nulle & minore di ogm aliro segmento
razionale;

2° un sogmento razionale wr non nolle & maggiore di tubi 1
segmenti vazionali i eui esfremi sono numeri di vz, e minore di butfi
i segmenti razionali i cui esbtremi non sono numeri di wr, ma son
diversi da »;
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% un segmento irrazionale & maggiore di futfl i segmentbi rnzio-
nali i cuni estremi sono contenuti in esso, ed & minore di tuthi 3
segmenti razionali i cui estremi non sono contenufi in esso.

3o allora indichinmo con U la classe dei segmenti razionali) el
estremi sono | numeri del segmento u e con T’ la classe de segmentl
vazionali i eui estremi mon sono in u, possiamo dive che, dato un
segmento gualungue v, vestano definite due classi U, U di segmenti ra-
zionali, le quali godono delle ire seguenti proprieti:

" 10 ogni segmento razionale & in una e soltanto in una delle due
elassi U, U’y

20 pgni segmento di U & minove di ogni seginento di U

90 se lu classe U non 8 costituity dal solo segmento mullo, dato un
seqgmento qualunque qr in U esiste sempre in U un segmento maggiore
di mv; se invece (o classe U & costituite dal solo segmento nullo, dato
un segmento 15 qualungue di U esisle sempre in U wun segmenlo mi-
nore di 1s.

Il segiento u, se & rvazionale e nullo, & ¢ massimo segmento di 1,
se invece & razionale e non nullo, & il minimo segmento di U ; se infine u
¢ irrazionule, esso ¢ maggiore di ogni seqnento di U ¢ minove di ogni
segmento i U,

Reciprocamente, se la classe di lulii i segmenti razionali viene di-
wisa in due classi U, U, che godono delle tre precedenti proprieti, esiste
uno & un Solo segmento u che non & minore di nessun segmento di U
né maggiore di nessun segmento di T, Il segmento n 2 razionale e nullo,
se la elasse U & costitnila dnl solo segmento nullo, & razionale e non
nullo, se la classe U non @ costituita dal solo segmento nwllo e lo
elasse T’ ammetie un seginento winimo nv ed in tal caso & u="nr; in-
fine il seqmento n & irrazionale, se lu classe U non & costituila dal solo
segmento midlo e la classe T aon anonetle un segmento wtnimo.

Tale infutti & il seemento u formato dagh estremi dei segmenti
di U, Non pnd esistere un segmento v diverso da w, che abbia, come u,
la proprietha di non essere minore di nessun segmento di U ne mag-
giore di nessun segmento di U, perché altrimenti, supposto %> v,
esisterebbe (n. 12) un segmento razionale 7 compreso fra » e », il
quale, come minore di u, apparterrebbe ad U, e, come maggiore di v,
apparterrebbe ad T', il che & assurdo,

§ 3. — Operazioni col sezmentl.

14. Addizione. — Chimmasi somma di doe segmenti u, v, & s'indiea
con u <, la classe dei numeri che si ollengono sommando un numero
qualunque di « con un numero qualunque di ».

La somma di due segmenti & un seqgmento.

Siano infatti u, v 1 due segmenti. Evidentemente u--v contiene
lo zero e pon tubti i nmmeri razionali. Se poi #, ' sono rispettiva-




PERIODICO DI MATEMATICA, 106

mente numeri di %, v, esiste in it v qualunque numero razionale s

minore di » - . Infatti posto E-——r_f_i_. si ha s=er—+z ed es-

sendo e< 1, saxh er in n e &’ M v @ perd er e’ in w- . Infine
5 facile osservare che, dato un numero ¥ 49 qualungue di u 19,
«i trova sempre in #--v un numnero maggiore di r—+1". A dnnque

w- v & un segmento.
T somma di due segmenti yuzionale & un segmento razionale che fia

per estremo la somina (egli estremi dei @due segmenti dadi.
it facile infatti dimostrare che

yr+mg="n{r13).

Si pudb esfendere I"operazione di addizione al caso di pit di due
segmenti e facilmente verificare chie le somma dei segmanti gore della
proprista commutative e associativa.

R anche manifesto che si ha

w-Fo=0-ru=1mu

Se u, v, W S0n0 segmenti el & U >V, sardt 1w >v-+ W.

Siano infatli », 8 dne yameri di # che non sono in », allora essi
saranno maggiori di ogni NumMEro di #. Supposto r> s, potremo de-
terminave (n. 4) un nomero ¥’ di w e un numero ' foor di w, tali
che sia ¥ —1 =1—35. Sara allora #—¢'=r"-18, ¢© poiche » 4y
a2 nn numero di u-Hw e 8 ¥ sono rispetiivamente maggiort di ogni
numero di v, w, sard »—-1" maegiore di ogni numero di »-+-w e pero
%~ w > v W,

Se ne dednce che se u--w=7? Lar, allora & W=7,

|5. Settrazione. — Dati due segmenki w, v, 56 esiate un segmento w
che addizionato a v dia una somma uguale ail u, s dira 1w differenza
tra « e 2. '

La differenza tra dug segmenti, quando egiste, & uniea.

Infatti, se n=1v -1 © w=—p-+wy, si ha v — -} wy, & pero
{(n. 14) w=1mw,.

Se w & lu differenza tra u e t, ¢] seriveri w==u—v.

S u> v, la differenzat frce 1 2V peiste el & il seqmento W formato
det tutle le differenze v —1V, pssendn 1 Wit mero guulungue din ed
wn numero gualungue di n fuori di vedv =V,

Innanzi tutio bisogna dimostrare che la classe w cosl costilnita
& un segmento. Hssa wontiene manifestamenie lo zero @ non fnth 1
pnumeri razionali. Se pol P —+ & un suo elemento e d Tn MImero
gualunque minove di # — #, posto h==1 W—d, sihad=(r— ly)—r
e poichd »r—h & in 1 anche d & un elemento di w. Infine, se r—1¥
5 un numero di w, esiste 1w uN NUMELO maggiove di »r—'t basia
determinare un numero " di maggiore i 7, perché la differenza
W — ' > —1 sia in w, Adungue & un segmento.

s si. pEE B

T LTy
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Dimostriamo ora che & u=1v»-w,

[n primo luogo dimostriamo che ogni elemento s diw & in v —-w.

Sin, infatli, » un elemento di ¥ maggiore di s, e determiniamo
due numeri +" in » ed » fuori di » in modo che =14 [n. 9)

¥ — =y —_.

Se» &in w, sara r — inwe perd s=r—" " surain 2 4w,

Se invece » non & in w, sarh d' > & indieando con ¥, un no-
mero compreso tre » ed 8, si aveh ¥ > >0 > 8 i —r <y ="
e perd

ry—19 <<r—g,

donde s <+’ r—s. E poiche v & in v ed »r—2, In @, sara s
n v w, |

Reciprocamente: ogni elemento di z 4w, essendo della forma
' Lpr— ), dove #' & un numero di v &8 r—# un numero di v, &
anche un elemento di u, perché v+ o —'=v —("—2") < r

Pertanto & d = v+ 1.

La differenza fra due segmenti ugnali & il segmento zero.

Perclie w + 0o =u.

Se u << v, non esiste un segmento differenze tra u e v.

Infotii, essendo w=o, & (]1_ 14) p_|_-ir = 7 & pero, se fosse v+t —mwu,
sarebbe =, contro ipotesi.

La differenza ira due segmenti razionali, il primo non minore del
secomdo, & un seqmenio vazionale che ha per esiremo la differenza degli
estremi det tue segmenti dati,

Cioe, se 7 = s, 81 ha

W —as =1 r—s).
Infatti & (n. 14)

1 (r—38) -8 =

I6. Moltiplicazione, — Clnamasi prodotto di due seginenti w, v, e si
indica con we, la classe dei numeri che si otlengono molbiplicando
un numero qualupgae di ¥ per un numero qualunque di v.

1l prodotte di due segmenti € un segmento.

Iufabii, & facile dimostrare che

7 (uv) = ur,

1l prodoite di due segmenti razionali ¢ un seqmento razionaie che ha
per estremo it prodotio degli estremi dei due segmenti dati.

1 facile infatti dimostrare che

7 gs=" (%),

Si pud estenderg In nozione di prodotto al caso di piit di due
segmenti e facilmente dimostrare che il prodotio dei seqmenti gode
dellu proprieldc commutative, associativa e distributiva,

= . :"l_ ¥y I:‘-_-.‘"
i L -

o
i

§

S "
§o H‘upi'!-!

[T
.1 .J ]
!

s ]

L
o

!

Y ..:-;1:__

LR T
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i dimostra pure facilmente le proposizione:

Se u, v sone due segmenti e W & wun segmento non nullo, allora se
u>>v, si haa uw > vw.

Donde segne:

Se W non & zero & WW=VYW, 8 ha u=V.

Manifestamente poi si ha

N.0=a.H0H=10 1#.7]:?].1#:1"!-

Tn seguito a quest’nitima proprieta il segmento 7 prende nome
di segmento unite.

|7. Potenza con esponente intero assoluto. — Se n & un NMImMero in-
tero maggiore di 1, ed % & un segmenlo, 1l prodotto di » segmenti
nguali ad » si indica con u" e chiamasi la polenza a™* di o,

Si pone pol
W=7y w=u,

escludendo che u sia nullo nella prima egnaglianza, e facilmente si
dimostra che le potenze dei segmenti godono delle stesse proprieta
che le potenze dei numeri razionali, ciod

1".]] : 11111 — "'Il‘i"l]l' (I‘“]m —_— ”‘Hm‘ ('Hﬂ} M — i;l.'ﬂ D'III’

essendo 2, m nomeri intevi arbibrari.
Inoltre & facile dimostrare, come consegnenza di nna ProposSIZIvHne

.

: = : o
del n. precedente, che secondo che si ha =V, risuita u‘“=£ ve e

viceversa.
18. Divisione. — Dati due segmenti w, », se esisle un segmento w
che moltiplicato per » dia un prodoito nguale a w, si dira w quoto

di » per z.
Fgiste wno ed un solo segmento che sie guolo di wn segmento W peér

- : v

un segmento non nullo v: esso & la classe dei quoti — , egsendo v U

numero qualungue di v ed v\ un nunero gualungue di u che non & m V.
Indichinmo con te ln classe dei quoti — sopra definiti e dimo-

striamo innanzi tutbo ehe w & nn segmento. Le prime dune condi-
zioni (n. 1) sono verificate. Se poi 2 & un numero minore di un dalo

—_— g i

pnumero (non nullo) 7 diw, posto e=h: 7 8 ha 2 <1 eh= =
Cove S » »

e poiehd er & in u, h b in w. Infine, dato un numero == quilunque

- i & ® - ?. - L
di @, esiste in w un nuUmMero Maggiorea di P bhasta determinare In u

. o ) i"" 5 .
un numero " > r, perchd sia — > -7 un numero di 0. Adunque w

& un segmento.

————
- =

i =
'I - -
A L
o h i

o o

e T e

| ]
———— -
= = e
= AR T

el g =

o
il
i L e

W
= e
=
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Dimostriamo ora che si ha
I == T,

Sia & un numero di ¥ e dimostriamo che s & anche numero di v,
Essendo » un pumero qualunque di » maggiore di s, polremo
determinare un numero # di » ed » fuori di v tali che sia (n. 4)

i
v Y.
—T' | — e -
r o

ol =8 . i " - :
Se ¢ 8 in w, si deduce che s= - 7" & un numero di mo, se in=
vece v o foori di w, sard + > & polremo determinare un numero

compreso bra 7 ed s ed avremo

Y > r>vri.>8,
.." rf ?"1 ’

. - e nmndi ;
< 5 8 ¢’ 8

ui
.I

- 1. i - - ] = - - '- ' [ Ll -
e perd s < . Poiche ora »y & in w, suri -5 ', e quindi s, in v,
i
Reciprocamente ogni numero di #w & un numero di #, perche

; . , 7 - :
an numero di rw & della forma » 7 dove #* ® un pumero di v

Ll
y . . r LT
ed ~7 un numero di w, o s1 ha -;_;—-:::1 e perd 1" 7 <7
Infine, non pud esistere nessun aliro segmento che sin quoto di n
per o, perche, se w= 2w 8 u="vwy, segue Vi &, poichd » non & nullo,
(n. 16) w0 =muy.

11 quoto di w per » si indica con %. A questo simbolo non diamo

aleun significato quando » & nullo.
1l guoto di un segwnento non nullo per se stesso € il seqmento wnite,
e il quoto di un segmento per il segmento wnife & il segmento siesso,

Infatl: &
"= Mu.

Il quoto di due segmenti razionali (il secondo non nulle), & un seg-
mento razionale che ha per estremo il quoto degli estremi dei due segmenti
slesst.

4i ha iofatti, se = ed ¢ sono due numeri razionali, ed s non &

7' ? ¥

A =g arche 7
ZOTO. Lo =M perche 7 =

. == 'f‘ll'.

Se¢ % non e nullo, il quoto E—. che moltiplicato per » da 1l seg-
mento unitd, dicesi inverso o reciproco di u, ed & facile dimostrare

che se TI% 7, si ha rispettivamente %% 7, @ pitl generalmente, secondo

che u zu =t ha R=n g wleeversa
< TR "

.
-

PR Me

Yo

S
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19, Potenza con esponente intero relativo. — Se, essendo m an nUMero
intero assoluto, si conviene di porre

m——— m
= =",

g, quando u non a nullo,

si potranno estendere alle potenze dei segmentl con esponenti inlert
elativi 1o ordinarie regole del calcolo delle potenze.

20. Estrazione di radice. — Se m > un numero intero assoluto e W
wn seqmento, esisie uno € Wi solo segmento v ltale che sict
=y, (1)

La classe v dei numeri razionali 18 cui potenza #i™* & un NUMEro
di u, & un segmento. Infatti le prime tre condizioni sono subito veri-
ficate, se poi © & wn NNMEro gualonque di », e perd »® 5 minore di
un numere 8 di w, si pud determinare un numero A intero assoluto non
oullo, in modo che #— h sia ancora m v: basta mssumers & minore
del pin piccolo dei numer
1. g—

(r+ 1) —r" "

perchdé si abbia

r) - ) = 1" ("i’) m=d fy - ('; ) g ol .._-|-( il ) i - BB <

m-—1
A
— ot h[(r4 1) —r)<s

Resta a dimostrare che ha luogo la (1)

Un numero qualunque L div™ & il prodotto di m AUMOTT 25, Pye ey a0y
la cui potenza m'“* & un NUMETo di u, onde, se r & il piu grande di
questl aumeri ed s un numero di u, per cui si ha ™ <<T$, risulta

=ty Py P ST <$8

e quindi & & un numero 4i w. Inversamente, dimostriamo che ogni
aumero 8 di w & un NUMeroe di v, Siano, infalty, 8,83 ... %0 altri m
numeri di uz, maggiori di 8 @ ira loro diversi, e supponiamo che sif

Hﬂﬁ:;isg{:...fism.

Determiniamo gqoindi n AOIMETE Fi, Py <oey T N W 8 corrispondente-
mente m nomeri £, Py erey 'm TROL] di », in modo che s abbia (n. 4)

i3 Ta &g " m Sm
3 Vy 51 )

'
™1
1
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Moliiplicando membro o membra & ponendo

# ¥ f
1 m a1 s )
g———" (2)
si ha
’l
H-___L,.l ?.Jll -'I'm- (3)

Il numero g & maggiore di 1, pevche, essendo +° il pit piceolo del
numeri ¥, 5. ..., w. che son fuori di #, ™ & tuot di w e pero
dalln (2) =1 ha

. M

="—>1.
1= 4,

Pertanto, s essendo, in virtis della (3), nguitle al prodotio di m ni=-
meri di p, 8 un nnmero di »™.

I} segmento » che soddisfu alla (1), & individiate, perche se fosse
5™ =, si nvrebbe ™ =gz™ e perd In. 17) v=un.

Il segmento z che soddisfa alln (1) si chinmn {a recelice mi™ de

i
o si denota con 1.

La radice 1w di un seqmento vazionale & nn seqmento razionale
allora & soltanto quando il segmento radicando ¢ lu potenzd mims di un
segmento vazionale, e in tal caso Uestremo del segmento radice ¢ la ra-
dice mi™ dell’ estremo del segmento radicando.

m tl.l;__
Infatti, se ypr=V%s si ha ()™ =mns. e perd +" =s, r=1s.
21. Potenza con esponente razionale assoluto o relativo. — Possiamo
ora definire le potenze di esponente razionale assoluto o relalivo.
Se u & un segmento ed m, n due numeri interi assolubl, o 7 moltre
diverso da zerp, nol poniamo
-
]

u® — \fu_“‘,

e se u non & nnllo,

- w [ T; ) 1
.,-‘_ L _ — &
i

L [

Facilmenie si dimostra che sussistono per le potenze dei segmenti
con espunente razionale le propriefa formali delle potenze di espo-
nente infero.

Si dimostrano pure facilmente le proposizioni:

%) Se v & un numero razionule assoluto o positivo ¢ diverso dn zero,

ed n & un segmento, secondo che si hu u=", 5 hee o =M e picEDEYSI.
B) Se r 2 un numero razionaie negativo non nullo, ed u & il seqg-

—

mento non nullo, secondo che si ho n%'ﬂ, st ha Hr=;1'“ ¢ TICErersa.
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v) Se & u>>, ed r, s 5010 nwneri razionali gualungue, secondo che

'J _"'"i .'I rz . ' 4
8. e v==8, S1 RG u Eu, £ VICerersi.

e

5) Se & o <n <1, eel v, 8 SONO NUMEN razionali qualungue, secondo
. - , < .
che si ha r=s, 8t hu 0*==u’, & viceversa.
< v

z) Se n>>n e v &un segmenio arbitvario, s pud delernunare un
wnmiero intero assoluto o positive p tale che. per ogni RUNMero razionule
u>>p, s> v,

2) Se ulm €V § wun segmento arbitrario non nwuilo st pun leferiii=
aicre un nwiero intero assolnto o positive 1 lule che sia, per gl -
mero razionale n >, "' <<V,

29 Potenza avente per esponente un segmento. — Sin dapprima un
segmento u > v v ¥ un segmento arbitrarviv. Consideriamo la classe w
dei numeri razionali, eiaseano del quali & contenuto n uno almeno
dei sezment: ', essendo r un numeroe qualungue di 2.

E facile dimostrare ¢he 1 & un segmento. Ksso infath conbiene
lo zero e nen tnili i numer yazionali; se pol & & un nnmearo di w,
diverso da zero, esiste un numero ¥ di ¢ tale che o confiene k, tuita
i pumeri minor: d1 & e guanti 8i voghanro numeri meggiovi di k, e
perd esistono in w butti 1 numeri minori di k e gquanti s vogliano
pumeri maggiori di £,

Noi indicheremo il segmento &' col simbolo ",

Se poi o<<u<y ereun segmenlo arbibrario, esgando %}'r;,

L 7\ sl
ha significato & non & nullo (—,ﬂ , e noi definiumo ¥ ponendo

= (;_) (1)
([}

Qe infine # =1, nol porremo per definizione

= . (2)

.

T importante notare che se Uesponete ¥ y un segmento razionale
la potenze (i w di esponente v 3 uguale alla potenza di u di esponente
uguale all’estreéiio di V.

Cios

“ﬁ'r — !‘r. (B} I
i - E - I - l'
Sia dapprima u>- 7. Se k @ un numero di «”", sard & un numero | i
di wr, essendo & un NUEro razionale assolute minore di 1, ma poiché i,l

d'altra parte (21, y) & v <, L & anche un numero di «*. Inversa-
. . | n* . I
mente, se k & un numero di o', si ha 5k <u', e pero 7 > 9): 81 puo \

l L
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allora determinare nn numero intero p iale che sia, per ogni z > p

= H .-,

£, Se oceorre, > 3—A (ﬁ) > u, donde 9k < uI 8 e qundi & &in w .
i

Se u<_y, si ha, per la (1),

r Ll
o= :m = e
G ()
e, infine, se u=m, per la (2), risulla subito verificata la (3).
Si estendono facilmente alle potenze aveuli per esponente un
segmento le formole del caleolo delle polenze, come pure si dimo-
strano facilmenle le proposizioni:

z) Se u ¢ un segmento gualungue ¢ v un segmento non nullo, secondo

} & T } "
che n = N 8l ha n = " & viceversa.
>

8) Sz u, v, w sono segmenti arbitraried & v> w, secondo che =T

— "‘.r.

. > ’
st ha u‘rf: ™, e vicerersda,

23. Estrazione di logaritmo. — Se u, w sono due segmenti arbitrari
non nulli, entrambi maggiori o minovi di v, esiste uno ¢ un solo seg-

mento v tale che sia
=1, (1)

) Supponiamo dopprima che sia 4 > 7 e >y, Indichiamo con »
la classe dei numer razionall » tali che sia w" < w.

K facile verifieare che sono soddisfatte le pmme tre condizioni
perche » sia un segmenko. Per la 4* si osservi chie se » & un numero
di », e perd ¥* < w, si puo determinare (n. 21, ) un numero razio-

1
i

nale assolulo =, tale che sia (!—‘r) > u, donde @ 7 <1 ¢ quindi

1 : . . . .
r -+ s che & maggiore di », & un numero di », Pertanto v & un

amento.
Dimostriamo ora che v soddisfa alla (1).
Se & e un numero di w', 51 ha 7wk << u*, essendo » un certo numero
di v, e poiché u* <<w, si ha yk<C w, cioé L & anche un oumero di w.
- . ‘ ({2 . —
Inversamente, se i & un nomero di w, si ha E;E'_;:a- 7, e guindi si

pud determinare (n. 21, g) un numero razionale assoloto n, inle che

1
AN =
sia (%h) =>u e perdo u" {%. D'altra parte possiamo determinare

- r " " b 3 1
nn pumero » diu ed » fuori di %, in modo che sia »' —» = S (n. 3),

'—r

- 0 w :
e perd sl ottiene uw — < _;—h, donde nh << e Or essendo »* fooni
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1w
i

di v, u* non & contenuto in w e quindi si ha — <7, e perd ph <,

ciog h & un womero di w”,
Pertunto la (1) @ dimostrata.

_ 1
b) Se poi o< <y & o<W, Sard 71}1], %}Tj. ¢ dalla

proposizione precedente si tras che esiste un gegmento » tale che sia

(| )

Il seemento » nell'un easo & nellnltro & unico, perche se fosse
anche u” = 1, sarebbe w~=u", e pero (n. 23, §) ¥ =7r.
~ 5i pnd nfine osservare, che, in seguito alla proposizione o) del n.22,
se %> 7 € w=y, oppurese u <7 0 w_>7, non esiste un segmentio v

che suddisfi alla (1)

Tl segmento » che soddisfa all’eqnazione (1), si chiama il logaritmo
di w a base w, e si snole rappresentare col simbolo log, 1.

Dalln definizione discendono subito le proprieta espresse dalle se-
guenti ugnaglianze:

. i
log, If”*'w!.] = log, m -+ log, s ]ﬂg" ;f_l - lﬂgn w = lﬂg“ L3 B
log, #™ = wylog, w ,

essendo w, w, 1, segmenti non nulli tnbti maggiori o minori di .

§ £ — [ numeri reali assoluii e relativi.

24. Dalla teoria che abbiamo svolia, risulta manifestamente che
i seqmenti costitwiscono una clusse Q di grandezze numeriche superiore
alla elasse R dei numert vozionali assoluti, Infatti, dalle proposiziont
ricavate nei numeri precedenti inforno alle operazion sl segmenti
razionali, si deduce che lu elasse R dei segmenti razionali & isomorfa
alle classe B dei numeri razionali assoluii,

Quest isomorfismo s braduce simbolicamente in una idenfita, =e
si conviens di rappresentare con 1, anziché con v, il segmenko unita,
siod se si conviene & indicare i segmenti razionali per mezzo dei loro
estremi. B se d’ora innanzi i numeri razionali altro mon rappresentano
che i seginenli razionali, pojremo conservare la denominazione di
numeri razionali ai segmenti razionali, perche essa non pud pin dar
juogo ad alecuna ambiguita, ] opportunc allora, per uniformita di
linguaggio, chiamare numero irrazionale un segmento irrazionale e
numero reale un segmento qualunque.

95. Abbiamo finora considerato i numeri reali coms numert (sso-
Luti (moduli), ma nelln stessa maniera colla quale 3 introducono 1

e r— L S,
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numert razionali relalivi e eolle stesse regole con le qunali si defi-
niscono le operazioni su di essi, si possono introdurre 7 numeri real
relaiivi (positivi e negativi) ¢ definire le operazioni su tali nnmeri.

Si ofliene in tal modo wna elasse Q di grandezze numeriche, supe-
riore alla classe Q dei numeri reali assoluti, essendo isomorfa alla classe Q
la classe Q dei mumeri reali positivi.

In Q le operazioni di addizione, sottrazione, meltiplicazione e la
divisione per un numero reale non nullo sono sempre possibili e nni-
formi, e tale & purve I'elevazione a polenza, escluso il caso della base
nulla quando l'esponente & nullo o negativo. Lestrazione di radice
6 impossibile, se il radicando & negativo e 1'indice & pari; & possi-
bile & uniforme, se I'indice & dispari, qualunque sia il radicando; &
possibile e biuniforme, se I'indice & pari e il radicando positivo,

L'estrazione di logaritmo & sempre possibile ed uniforme quando
la base e il numero da cui si deve estrarre il logaritmo, sono en-
trambi mwaggiori o minori di 1, positivi e non nulli, nei quali casi il
logaritmo & posilivo; ma & anche possibile e uniforme, quando la
base e il numero sono entrambi positivi e non nulli, la base minore
di 1 e il nomero maggiore di 1, o viceversa: in tali casi il logaritmo
& negafivo.

§ 5. — Vari modi &' individuare un nnmero reale.

26. Voglinmo ora mostrare come dalla teoria svolia si possano
dedurre varl criteri per individuare un numero reale.

Criterio del Dedekind. — Dato un numero reale rvelativo w, si ri-
partiscano tutti 1 numeri razionali in due classi U, T, ponends in U
tutti i numeri razionali relativi minori di u e in U’ tutti i numeri
razionali relafivi maggiori di w. Se u & razionale, esso si ponga in T/
o in 1.

Le due classi T, U’ godono evidenlemente delle tre proprieta se-
guenti:

1° ogni numero razionale relativo 2 in wna e soliunto in unn delle
due elassi U, U';

2" ogni numero di U & minore di ogni numero di T’

3" non esiste contemporaneamente un massimo in U ¢ yn minimo in U

Al numero wreale n & Punico numero reale che non sia minore di
alcun numero di U né maggiore dé oleun womero di 17

Infafti, se un altro numero » godesse della stessa propriefi, sup-
posto, per es, u < v, si polrebbe determinare un numero razionale »
in modo che fosse u < » < (cfr. n. 12), e allora », come maggiore
di ¥ non apparterrebbe ad U, e, come minore di v, non apparler-
rebbe ad U, contrarinmente alla 17 condizione, che nelle classi U, U”
siano distribuiti tutti i numeri razionali,
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Inversamente, se tutli i numeri razionali relativi si ripartiseono in
due classi U, U, che godano delle tre proprield sopra menzionate, esiste
uno ¢ un sol numero veale che non sia minove di wicun numere di U,
né maggiore di alcun numero i U,

Infatti, se U ammette un massimo, oppure se 1I' ammetle nn mi-
nimo, questo minimo o quel massimo soddisfano alla condizivne di
non essere né mineri di aleon numero di T né maggiorvi di aleon
numero th L,

Se invece non esiste nd on massimo in U né on minimo in U
distingueremo dne eusi, secondo che U confenga o no un numero
posiliveo.

Nel 1° easo la classe U contiene tullti i numeri negalivi @ infiniti
numeri positivi e la classe U’ non contiene che numeri positivi. Se
allora indichiamo eon U, la classe dei valori assoluti dei numeri po-
sitivi di U e con U’ In classe dei valori assolnti dei numeri di T,
facilmente osserviamo che queste due classi Ty, U aodono delle tre
proprieta di cui aln, 13, e perd esiste un numero renle (irrazionale)
assoluto # ehe & maggiore di ogni numero di Us e minore di ogni
namero di 1. Allora, evidentemente, il numero reale (irrazionule)
positivo = = & maggiore di ogni numero di U e minore di ogn nu-
mero i U

Se invece T non contiens che numeri negalivi e perd in U’ &1
trovano tubti 1 numeri positivi e infintli numeri negalivi, indicando
con U, la elasse dei valori assoluti dei numeri negativi di U’ e con U’
la elasse dei valori assoluti dei numeri di T, facilmente osserviamo
che U, e U’y godono delle tre propriely indicate al n. 13, e perd
esiste un numevo reale (irrmzionale) assoluto w, che b muggiore di
ogni numero di U, e minore di ogni nomero di Uy, Allora, eviden-
lemente, il numero reale (irrazionale) negativo — u & maggiore di
ogni numero di U e minore di ogni numere di 17",

In ogni caso il numerv resle +u 0o —u € individnato dalle dune
classi, come precedentemente abbiamo dimeshrato.

[l eriterio precedenie, che il Depexino assume per definire per
astrazione il numero reale, viesce ubile in molle applicazioni.

27. Criterio de) Peano. — Sin A nna classe di numeri reali relativi,
Noi diremo che la classe A & lLimitata superiormente, se esiste un nu-
mero remle che sia maggiore di ogni numero di A, e diremo che la
classe A & limitala inferiormente, se esiste un numero reale che o mi-
nore di ogni numero di A. &

Diremo poi che un numere reale u b limite superiore di A, se
ogni numero di A non & maggiore di ¥, e se, dato un numero w, << %,
esiste qunlche numero di A che sia maggiore di u,,

In modo analogo, diremo che un numero reale v & limite infertore
di A, se ogni nomero di A non & minore di u, e se, dalo un numero
v, > », esiste qualche numero di A che sia minore di »y.
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Cio posto, si pud dimostrare che una classe A di numeri reali non
pud ammettere pite di un limite superiore, né pit di un limite inferiore.

Infathtl, se v e w; fossern entrambi limiti superiori di A, supposto
uy <<, esislerebbe un namero razionale » compreso tra % e wu,, tale
ciob che fosse w < r << . Essendo intanto » minore di %, per defi-
nizione di limite superiore, si potrebbe determinare in A un numero
a >, @ s1 avrebbe u, < a, contrariamente all’ ipotesi che u; sia limite
superiove di A,

In modo analogo si dimostri chie A non pud ammettere pii di un
limite inferiore. Condizione necessarin e sufficiente perché una classe A
di numeri reali ablia wn limite superiore, & che sia limilata superiormenie.

Se Ia classe A ammette un limite superiore #, qualunqne numero
maggiore di # & maggiore di ogni numero di A, e quindi A & limi-
bata superiormente.

Inversamente, se A & limitata superiormente, essa ammette un
limite superiore. Si ripartiscano infalti { numeri razionali relakivi in
doe elasm U, U, ponendo in U tuthti i nomeri razionali relativi che
sono minori di qualche numero di A, e in U tuiti i numeri razionali
relativi rimanenti. Le due classi U, U godono delle tre proprieta
enunciate nel numero precedente, e perd esiste uno e un sol numero
reale %, che non & minore di alcun numero di U, né maggiore di alean
namero di 1, e noi dimosiriamo che ¥ & il limite superiore di A.
Infatii, non pud esisters un numero a di A mnaggiore di wu, perchd
altrimenti un numero razionale », compreso fra a e wu, apparterrebbe
alla classe U e sarebbe maggiore di u, il che & assurdo. Dato poi ad
arbitrio un nnmero reale u, << u, esiste un numero razionale » com-
preso tra u, e w, il quale, per conseguenza, appartiene alla classe TJ,
e perd & minore di qualeche numero a di A: allora si ha % <<a, B
dunque u il limite superiore di A,

In modo analogo si dimostra che condizione necessaria e sufficiente,
perché una classe di numeri reali abbia wun limile inferiove, & che sin
limitata inferiormente.

Clb posto, poichs, evidentemenfe, un numero reale u & il limite
superiore della elasse U7 dei numeri raziongli non maggiori di « ed
1l limite inferiove della classe U’ dei numeri razionali non minori di w,
possiamo dive che un numero reale 2 il lonite supsriove (inferiore) di
una classe di numeri razionali limitata superiormente (inferiormente), e
stabilire sn queslta proposizione un allro erilerio perv individuare un
numero reale. Su questo crilerio il Praxo {fonda una definizione, per
asfrazione, del numero reale.

28. Criterio delle classi contigue. — Un criterio che si pud consi-
derare come una trasformazione dei due eriteri precedenti & quello
delle classi contigue. Due classi di numeri razionali A, A’, si dicono
contigue se godono delle seguenti proprieli:

1° ogni numero di A & minore di ogni numero di A’;




PERIODICO DI MATEMATICA. 117

a0 dato un numero razionale positive nom nullo g, esistono due
numeri a, ¢ rispettivamente in A, A" tali che si1a a — o < s.

Dato un mwmero reale u, i possono sempre determinare due classi
contigue A, A, tali che v non sia minore di aleun uumero di A, ne mag-
giore di aleun numero di A.

Infatii le due classi U, U, i cui numeri sono tubh i numaeri razio=
nali rispettivamente non maggiori e mon minori di #, €ono contigue.

Inversamente, date due clussi contigue A, A', esiste uno ¢ un sol nu-
mero veale che non sie minove di alcun numero di A, né maggiore de
alcun numero di A’

Infatii, essendo A limitata superiormente, ammetie un limite su-
periore u e cosi A, essendo limilaia inferiormente, ammette un limite
inferiore 2.

Ora dimostriamo che w=w. Infatti non pud essere u = v, perche,
se cosi fosse, in virtu della definizione di limite superiove, psisterebbe
in A un nnmero @>> v, e quindi per la definizione di limite inferiore,
esistorebbe in A’ un numero @ << a, cib che & assurdo. Ma nen pud
essere memmeno u << v, perché altrimenti, assunto uwn pumero & ra-
zionale positivo e minore di 2—w, qualungue siano i numeli o, @
rispettivamente in A, A’, st avrebbe a=u <v=a, donde a—a=v—u
e perd @ —a> ¢, il che & assurdo. B dungue w=12.

Hvidentemente. # non & minore di aleun numero di A né maggiore
di aleun numero di A, come pnre & facile osservare che qualunque
mumero che ha questa proprieth, non pud essere diverso da u.

99. Criterio di Cantor. — Questo eriterio & fondato sul concetto di
limite. Data una suecessione di numeri veali relalivi

ﬂj.‘_ ['n'l-i‘t'iﬂl'a--|

sa esiste un numero reale w tale ehe, dato un numero razionale assoluto
non nulle € ad arbitrio sia '

mod (o, — ) << &,

per tuttii valori di » maggiori di un certo numero v, si dice che la
successione a, fende al limite u, e si serive w=1lim a,.

T facile osservare che wna successione non pud tendere a due lLimite
digersi u, v. Infatti, assunto un numero gasoluto & < mod (v — 2), s
ha sempre quelungue sia n,

mod (a,— 1) - mod (a— ) = mod (u—v)

e pero »
mod (a4 — 1) - mod (a“ —n) > &,

mentre, se fosse la successione 4, convergente ad u & v, per n maggiore

. g - £
di un certo vumero v, sarebbe mod (@, — ) <g® mod (a, — v) << 5

g pArD
mod (@, — u) + mod (@, —2) < &

b

= g ¥ a -
P ——— g TS
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Dato un numero rveale relativo quaiungue v, si pud ssmpre determi-
nare una sucoessione di numeri razionali, che abbia per limite u.

Infatti, nella classe U dei numeri razionali relativi minom di u
assumiamo un numero 1, ad arbitrio, quindi un numero » compreso
U~y w—7

5

» POI un numere ry compreso tra u e 5 + @ COEl Via,

fra u e

—

La snccessione ». ha per limite . Infatti, essendo - _i:;r“_lﬁ:‘ni u,

" U—79", . : Uu—wr, .
8l ha ¥ —r, < 5 € quindi ¥ —u, < —5a— - Dato allora un nu-

mero razionale assoluto ¢ non nullo ad arbitrio si pud determinare

’ ' H__r " =
un mmmero wilero v tals che per n >y sia o ‘< g, & pero nu—roy, <z,

Orn vi & un criterio per potere affermare che nna snecessione
tende ad un limite senza che questo sia nolo, e fale eriterio & dato
dal seguente teorema di Cavcny: (*)

Condizions necessaria e sufficiente, perché wna successione a, tenda
ad un limite, é che ad wn numers assoluto non nullp = preso ad arbiirip
corrzsponda un numero assolulo v tale che per ogni coppie (i numer
tnteri assoluti w', n” maggiori di v sia

mod (G, — @) < =,

Il Caxror st ginva di questa proposiziene per definire il numero
reals per astrazione.

30. Criterio delle successioni convergenti. — Un criterio pin sem-
plice del precedente e nelle applicazioni molto piir comodo & quello
delle successioni convergenti, caso particolare delle clagsi contigne.

Due suecesstoni di nnmeri razionali a, by st dicono convergenti, se
In prima & crescente, la seconda decrescente, per ogm valore di n
e ay<<b,, e se, preso ad arbitrio un numero razionale assoluto non
nullo &, si pud delerminare un numero intero assolnlo v tale che, per
ogni @ > v, sia by, — a, < e,

Date due successioni convergenti esiste uno e un sol nwnero reale che
non sia minove di aleun nwimero della prime successione mé wmaggiore di
alcun nwnero della seconda,

Infatti o classe A, formata coi termini della prima successione, e
Ia classe A', formata con quelli della seconda, sono contigue.

{*) 51 veggn, per es.. Cesino, Anafisi wyebyicn, p 07,
MicaeLe CrponLa.
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SOPRA ALCUNE QUESTIONI DI ANALISI INDETERMINATA

In questa nota ci proponiamo di determinure la pih generale solu-
zione in numeri interi del sistema indeterminato:

" L)
2
Eﬂ:s,:}:yn, E-'I-':H:Eyﬂu (ﬂ)
=1 =1 Ee=3 =1

che non ci consta sia stato fino ad ora traltato altro che nel caso
speciale di n=38. Per questo, d'altva parte, o sono stati esposti pro-
cedimenti per mezzo dei quali da una soluzione se ne possano olienere
altre, () oppure se ne sono determinate alecune soluzioni pavticolavi, (%)
Recentemente B. B. Escorr(*) ha esposto un proeedimento che condnce
si alla determinazione di tutte le soluzioni del sistema, ma il metodo
olire all'essere abbastanza complesso, non condnce a [ormole risolutive
c¢he comprendano, per valori convenienti dati alle lettere ehe in esse
entrano, tutke le soluzioni. Di piit non si presta affatio per trattave
il sistema generale (@), Osserviamo infine che si potrebbe essere len-
tati di partive dalla soluzione generale dell’squnzione

Ys

T 4=

1]
DX ==
L |

data dal Reatss, (*) e porre la condizione affinchd detta solnzione so-
disfi 'albra equazione

mna con questo metodo & inconbrano insormontabili difficolla di cal-

eolo.
1! procedimento che noi diamo per In delerminazivne d1 Lutle le

soluzioni in numeri mter del sistema

NI R ()

a2 =t p? - w® (2)

ha il vantaggio, su gnello di Escott, di essere molto pili semplice e
facilmente generalizzabil® Dal sistema precedenle faceinmo pure di-
pendere la solnzione dell'altro composto delle (1), (2) e della

2yt -+ 2 =u' 17 =,

(1) T, Genérnl Frowov, Kyalités & dewr degrde. * Bulletin de la Sovidtd Math, ., tomo XVII, 1859,
") Veders Intevaddinive dee Methiputiciens, 1907, p. 9, pAag. 200,

(8} Vedera Teterwm, dee Math,, 1908, n, 5, pag. 109,

M) Velare Nowvelles aunntes. 1870, pag., dU4.
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l. Premettiamo c¢he i numeri sui quali si opera sono sempre interi,
ove non s1 dica esplicitamente i1l contramo. Cio posto la pii generale
soluzione della (1) &:

= y=1=b z2=—¢
#t=—a-r p=15-43 w=c¢— [r-s)

e affinchd lo sia anche della (2) deve essere:
@ Ut =t (b4 o+ (e— [+ 9)]

cioé:
" r{le—ec+35)+s{(s+b—c)=0. (3)
Decomponendo (s -+ 5—¢) in fatiori potremo porre:
s(8+ b—e)=h,

e allora la (3) avra una (e quindi anche I'altra) radice intera (')
guando sia:

donde

a —¢—+3s=— (b +Fk),
a=rc¢—8— (h—1F),

@ questa & condizione necessaria e sufficiente perche » abbia 1 va-
lori A, k mteri. Prendendo r==/, ovvero #=£% si ha la sola soluzione:

r=—¢—8— (k4 K) N=c—s—k
(1) y=h r="b-+s
=0 0W—=0— 88—,

Assegnati dungue i numeri b ¢, 8 si determinano le m decomposi-
zionl di s(s+&-—¢) in due Fabtori, ed allora avremo per h (e per £),
m valori e corrispondentements m soluzioni del sistema proposto ana-
loghe alla (1), nelle quali i valori di g, 2, » sono sempre gli stessi. Tllu-
striamo quanto si e detbe con un esempio numerico. Nella (1) si faccia

s§=10 b=7 =3

s{s+b—¢c)=2.8.5

sal'a

ad avremo allora:

h| k r Y|z u r m
1* solnzione [ 1|60 | — 64| 7 —e 08| 18| =4
28 . 2130 —35] , 33| 4 | —B
3 . 320 —26¢ , — 23|, | —6
40 . 21 | —22] . — 18| . | —7
o4 = 5012 | — 20| , —15| , | —8
6=, I6Jw|—19],],|—13],|—0

M) £ noto il teorema * Condizione necessaria o snfficiante perche una squazions di 20 grido
ad ma ionognits abbin nnp radice intera & & ehe aia deol tipe a=® 2 h—ul o — Ak =10 w PEra=1
segue; Se 'egunzione 2=+ br + ¢ =10 ha uoa yadiee inters anche Jalkrs & jotern.

Eilk

EY_

o
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Oceupinmoei ora di aleuni easi particolari notevoll:

a) Per verificare la
g(s+b—c)=hk

=12, h=s-+b—c¢,

e per tali speeiali valori di &, &, e guindi di », la (I) ci fornisce la
soluzionse:

potremo prendere

r—=2¢—3s—1b n=—%9%—9—b
(I') y=h v==F+13
a2 = 11':17—23,

dove b, ¢, 5 sono interi dati comunque. Prendendo

L

b—=a'—¢, e=d+V+ed, s=b4¢

ai ottiene la soluzione del sistema (1), (2) gia data dal Griecorier (vedi
Intermeéd,, 1907, pag. 200);
r=a —b nN—=—a +¢
y=—a —¢ v= -+ b
z=a b+ w=a —b —rc.
b) Prendasi

b—at4 P 4ad c=1 +itys e=(r—B)(+ B+

SATH

s(s+b—e)=y —3)(e—8) (x5 31} a1 3)

e ponendn ad esempio:

h=@B—%)(@—38), A=—(z2+B-+1)lat+Y1-123)
avremo dalla (I):

o= (z1)"+ (31+8)"+ (2+7) (5+8) 1=~—(=—I—.:i)“ - (18 4 (2B (v1-2)
y==0a"1 3" +-«b v=2 Y +aY
23y w=3" 45 3.

Questa soliuzione & stata trovata dal Prorm (Nouvelle correspon-
dence, 1878, pag. 377).

¢) I sistema (1), (2), guando si ponga per le ineognite la condi-
zione che siano positive, & la traduzione analitica del problema geo-
metrico di determinare due parallelepipedi isodiagonali tali che sia
oguale la somma delle rispettive dimensioni. Possiamo anche imporre
che 1 due parvallelepipedi lLbhilllIﬂ' unu dingonale intera A assegnata.
Ricorrendo alle (I') dovra essere:

2yt 4 P =1 o* ' =98 — s (2c — ) [2{’: )*+ 0" =A"

donde st trae

3s=2c—b £ (4)

avendo pua'tn
F= A" — b — ¢
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In virti d'uns nota identita (Interméd., 1907, pag. 41) potremo dar
subito le soluzioni intere di questa equazione: essendo ay, by, 6, dy in-
terl arbitvari, basta prendere:

A=ay" b+ 0" +dy, P ="+ b — & —dy’,
b =3 [ﬂ‘lﬂi —I— b:_d; ], e =2 [ﬂ;ﬂ!i — b;ﬂ1].

Per questi valori perd la (4) non ei fornisee in generale un nnmero
ntero per z. Porchd cid avvenga, ¢ sufficiente prendere fu::r.ﬁ,
=813, a=v 13, ,—513, & si ha:

=1 (2B — Br) — 2 oy -+ §8) + (a*+ F*— 7" — &),
e quind: le (') divengono:
2=+ 3(2*FH7+5)  w= FAL+I——5)—2(2r+E3)

y = 6(x¢-}-{i5) 0 = 4{25—Jr -4z +52) = (2 +-§*—y"—77)
z = 6(z5—Y) w0 = d{ayE5)—2(28—37) * («*+5*—y*—5%).
Queste formole determinano le dimensioni dei pavallelepipedi ri-

chiesti, quando perd sia A=3(2"+ [~ *-}- 8%, cioé quando la dingo-
nale daia sin un qualungue multiplo di 3. Cio segue dal fatto che un
nomero mmtero & al massimo la somma dei quativo quadrati. Cosi, se
si volesse che i due parvallelepipedi avessero le diagonali eguali a 21,
basta porre nelle precedenti a=2p—=y=»5=1, ed avremo;

r=9, y=18  z=6, =4, =18, w=16

e si verifiea precisamente che;

0184+ 6=4-+ 13116
018+ 6* =471 13* - 16 =2I*.

2. Ricerchinmo ora la soluzione generale del sistema

[ n i n
?-l‘-z-?lyu (5] E;.“: Eyhi- lﬁ.)
1 3
S€ by ...y, 71473, sy SOMO inferi arbilrari la pii generale so-
luzione della (5) &:

D — G We =g —— 1% (s=12...n—1)
o—1|
[II} Ty = iy Yn = (lIh — Y 753

|

e perchie questi valori delle o, v, sodisfino la (6) deve aversi:
n—1

1] n—1
s ”nﬂ =" (ﬂn + Th)i + (”n — 3 rn]gi
1 1 1

ovvero

n—1 4.-.1—11 = nu-1 n=—]
EEH:'J"!_!_"';TE _I_l%"i]!_'gﬂﬂﬂf*!i:n; (?)
1 -

ma se per bhreviti si pone:

S=rlrmt...droa)Frsrt o rag) 4. .+ roena

e e — T, SULE
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si ha:

o—I1 5—] n—1
[ X1y “——431'.;’-]— 21 _sia—[—ZS
|
e quindi la (7) diviene:

n—1

_;ﬂﬁig—!—..i?a —|—r;...r1.+S ﬂﬁ..ar.,——l}
E ordinando rispetto ad », avremo:
21y (4, —-uu+ 'y }—f—(?nﬁn—k-arﬁ’—i—ﬂ-—nn-ml—ﬂ (8)

Ora, nell’ipotesi di T diverso da zero, pud sempre porsi:

n—1 n—I1 Il_

’P—%n,:,-h...#f—]—ﬁ —-un_ir,-. HEK,
ove H. K sono interi non nulli che possono anche esseve entrambi
egunli ad uno (se T=1), ovvero essere I'uno o I'altro eguale all'nnita
(se T & primo).
Qe per i valor seelti di as...ay #e... 7,y 81 ha T=0, allora la (8)
¢l das
u—1

Py =0y — 0y — =V}
-

od in tal easo la soluzione del sistema proposto c¢i & data dalle (II),
ove per  si prenda il valore precedente. Corrispondentemente al-
I'altra radice =0 si ha z,= 1, ed allora 1T=0 esprime la condi-
zione affinch@ ag, Touse. Toy Ya, Yay ... Yo sodisfino ad un sistema analogo
al proposto,

Ritornando all’ipotesi di T diverso da zero, perche la (8) dia per »
una (e quindi anche l'alira) radice intera.deve essere:

s 2 e [ TR,

donde

=y =5} ‘rm — (H -+ K). (9)

Dati dunque | numeri @y, g, ... @y, 72, . .. 75— ¢l calcoleremo 1 nu-
mero T, e se H, K & nna qualonque sua decomposizione in fattori,
la (9) ci di subito a, e, dalla (8), per le ipolesi fatte, si ha » eguali
ad H oppure a K. In virth dglle (II), sia prendendo »,=H sia pren-
dendo 7, = K, avremo la sola soluzione generale del sistema (5), (6) &

n=t—3t—(H+E) y=m 'T*L:E}H_E
Ya=0 (9=2,...,m) y=m+n (=2...n—1)

y‘n = ({Ig Ern"_"'-H.
!
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Cosiech® nel euso particolare del sistema:

4 1 i |
b} X B s 2
Txy— =Y l:xrg——lﬂ*yi,

1 | 1
si ha che la sua soluzione &:

mlzﬁi_("i+rﬂ)_(H+E}| Tg=— g, Ta— Wy, Ta=—1M
Y= (7 } T;)—E, 'y:-ﬂg—i*'i'n, Ye=— 74, ';‘,”4:!14-{1":—{—?':]'—[{,

essendo
T = agry + ttgrs —+ (1e* 1 15°) +rara— (e —-73) = HK.

Per cui se prendiamo:
as = 4, iy = 10, =7, re=—1, rp=—4

sl ha;
S S
T |H Ei. Iy Ta| Ty | Ty iy ia | Ye /4]
1» soluzione |80 | 1130! —29 | 4|10| 7| —28|5|14| 1
2a . o (/e 11‘1'!—15 dolel=18] 4] » 0
o - - 3|10 ‘_‘11 " » » | B n| =» —1
"-'FL n n 5 GI_ g o o -1 'i - » ‘_‘3

3. Come applicazione dei resultaii cui siamo giunti vogliamo dare
la soluzione generale in nameri intevi del sistema

:::‘-i—y*—i—a‘=u*--} pt 1 ot (9’)
(I11) 1+ =" v (10)
r +y T+z=4 t+v rw (11)

Premettiamo 1l
Teorena, — Affinche il sistema (1I1) sia visolubile in numeri inters
2 condizione necessaria e sufficiente che sin '

e by te=utotu=0
T ovvio osservare che si escludono i east in eur: 1° una delle z, %, 2

sia eguale ad una delle «, v, ; 2" una qualunque delle z,y,2,%,2,w

sia nulla.
Intanto non pubd essere che per una qualunque solnzione (xyzuvw)

del sistema (I1I) sia:

xy + yz + 23 = uv - vw— wn =10, (12)
cloe
1 1 1 1 1 1
[ —
z ' g Tz u ) i w o U.

Invero, se si viflette all identita
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alle (12) si sodisfa nel modo pili generale prendendo:
=M, y=1—m, 2=m (m—1), #=mn, p=1—n, w=n(n—1)

essendo m +n. Dovendo anche essere

2 t-y—t-z=u-+v-1w,
segone

donde

m— = — n,

n=—1-—m3;

e quindi visnlterebbe z=uv, y=u, #=10, caso che non ¢i pud Inte-
ressare.

Cidb posto dalle (10), (11) e (10), (%) &1 ha

Ty~ yz—+ 22 = wo - v - w0, (13)
2 et + P2 = T S T T (14)

e quadrando la 1% tenendo conto della 2¢ si ha:
2y (x -+ 2) =wow {u v - 1),

da cni, nell’ipotesi di 2 +y-+z=uw2T 0 diverso da zero, si de-
durrebbe

Yz = U, (15)
e per le (11), (13), (15) resulterebbe z=u, y="1. =10, ¢id che s1
esclude. Dungue in ulkima analisi deve essere J
LY z=u-o-w=0 F“:['
Allora la (9) diviene conseguenza delle (10), (11) per il falto che se '. 1
g1 ha: i
AB4-0=0, P
gi ha pure: * | 1
A*+B*4 C*=2(AB-BC + CA). K
. Per cui risolvere il sistema (ITI) equivale a risolvere I"altro ﬁ
)]
1) X+ Y4 Z2=04+V+W (16) i
‘ X4 Y LZ=U+VW=0 (17) i
Di questo gik ci siamo occupati: soltanto nelle formole visolutive (1) “
del sistema (1), (2) le quantita arbitravie &, ¢, s dovranno ora sotlo- ’,.
stare alla condizione: JE
st+y+z=utoLw=b+2—s—(+k)=0, ;Iw
donde J::L
b=s8- (h-+ k) — 2e. (18) i
Allora la i
hk=2s(s+b—c¢) f
diviene %
26 4 g (h 4+ k —3¢) — hk=0; |
[
|
1
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e perché questa abbia una soluzione inlera & condizione necessaria e
sufliciente che, se ik =af, sin

h-bk—3¢=08—24

C10é
h -+ k—38-4-22
£ 3
Ponendo k= 2m, 8= km, si ha:
a_q[m—%—ﬂj:k[m—ll (19)

& & sard intero:
a) Se m=23n+1: allora, ricordando clie s= 2 e determinando i
valori di &, ¢ dalle (1), (19), la () ¢ foraisce la soluzione:

t=—g@n-+1) —L (n-1) w=zsn—k(n-++1)
¥y =nz+ k{2n-41) v=a{n41)4+%(2rn-+1) (20)
z=a{n+1)—kn W=—uz(2n+1)— kn.

b) Se a=3z, k=3, avremo I'nlira soluzione:

T=—a(2m—+1)—B{m+2) t==2m—1)— 53 {m- 2)
Y=o (m—1) 4B (2m 4 1) b=y (m—2) 45 (2m+1) (21)

2=ou (M 2)—fi (Ih—1) W=— g4 (2} 1)—3, (m—1).

Cosicchd se nelle (20), (21) prendiamo o—g —2, n—m =2,
k= 3 s1 ha:

(— 14 (—11) - (12)F = (18 4 (— 9+ (— 4)"

(2" + (— 18 + (1) = (1) 4 (— 7" (— 7

Le (20), (21) danno delle soluzioni particolari del sistema (I ) o

del sistema (III): vogliamo ora di questi delerminare la soluzione
generale. Dalle (17) si ha:

Z=——(X+Y), W=—(U+W)
da cui, per la (16)
X'+ XYL Y =T"-TV+ V°; (22)
ad ogni soluzione (x, y, u, v) di questa corvisponde la soluzione
X=uz Y=y, Z=—(z+y), U=n V=—p W= (i | ¢)

del sistema (III') o (II[) e viceversa. Dungue fatto si rviduee o deter-
minare la piit generale soluzione delln (22). Sia (2, y, u, ¥) una qua-
lungue soluzione di questa e pongasi:

X=pr—+a, Y=py+b, U=pu-le, V=pr+d (23)
Dovra essere

(g2 + a)* + (px + a) (py + b) =+ {0y - b)*=
= (pu 1 ef 4~ (pu+¢) (po 4~ d) + (pr -+ 4,

=1, 2,4,
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e poiche

o+ xy + P = L uv 4
(¢* 4+ e d 4 d°)— (a® + ab -} bY) P
= 2 (e -+ by — e — de) b - ay —du—ep~ Q7
ed allora le (28) ¢i danno

X=Pr+Qa Y=Py+Qbh U=Pu+Qe V=Pe+Qd. (24)

Orbene gneste formole risolutive della (22) comprendono totle le
possibili sne soluzioni. Invero nna soluzione qualunque X,, Y,, [,.V,
delln (22) si oltiene dalle (24) ponendo

a=2X;, b=0Y,, =T, d=VY,,

perché risultando allora

si hn:

P=0, Q=0Q,
le (24), & menv del coefficiente comune @, ei danno;
X=Xy, Y=Y, U=,y Y=WV.
Concludendo, In pitt generale soluzione dei sistemi (III), (111'), &:

X—=Pz+Qa Y=Py+Q Z=—[Plz+2)tQaitb)
U=Put+Q V=Pr+Qd W=—I[P(u-tr)-+Q(c+d),

dove «a, b, ¢, d sono interi arbitran ed (z, %, v, ) & una soluzione qua-
lungue della (22). Prescindendo dai segni aviemo la notevole identila:

[Pz + Qal* + [Py + Qb + [Pz y)+ Q (¢ + B =
[P+ Qe+ [Po + Qa1+ [P (u+e) + Qe+ )],  (25)

chie di nia solnzione del sistema

¥ o
2+ =t v+t

Poiche abbiamo visto che da una soluzione (z, y, 2, u, v, ) dei
sistemi (III) o (III') se ne deduce una, ad es. (& 4, w.0) per ln (22),
eosl dalla soluzione (20) si ha (supponendo n=1, A =) che la (22) ¢
sodisfatta dai valori:

v —=— (32 4 23) U= — 23
y=a 33 v =22 -+ 33
»
Sostitnendo nella (25) per =z, y, #, v questi valori, essa vesta 1len-

ticamente vervificata, qualunque siano glinteri @, b, ¢, d, o, B.
Prendasi, come esempio, 6 =b =0, e=d =1 e una soluzione
della (22) sia:

=9, y==0 wu=1 =1,

risnlteri
P=], = — 1),
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ed allora per le (24) |
X=—5 Y=6 =11, U=), V=1, W=10,

o si verifica facilmente che:
564110 =9 110" 5+ 6+ 113 =9+ 17} 10°
Segnaliamo infine I'identita

[A (DC)—B(C—3D)I'+ [(BC - AD)*4[A (D—0) — B (C+-3D))' =
[A (D—C)-+B(C—-3D)F - [2{BC+AD)} +[A (D-+C)+B(C—3D)],

che si pud dedurre dalla (25). Supponendo i numern mteri A, B, C, D,
tali che AD=— BC s ha

[2AD — AC3BD)'--(4AD)*+(2AD--AC—3BD)'=2(A C+3BD)%,
che risolve in numeri interi il sistema:
4yt =2u" 4yt =2
Prendendo A=C=1, B=D =2 g ha:
15 -8 4-7=2.18 15 }-8 L 7=2.13"

Usneerre BiNL

SULLA DETERMINAZIONE DELLA VELOCITA ANGOLARE

e delln secelerazione nngolare nel molo plit generale dl un corpe rigide

(Nora DI CESARE SPELTA.)

|. Sia proposto il problema:

Sono date le tre equazion
p" sen® 2 =M l
o' sen® = e !
PI Eﬂ“s T — FIE ]

(1)

indicando con hy, ha, ha quantitd note, con p le lunghezza sconosciuta di
un segmento, ¢ con «, 8, v gl angoli incognili che tale segmento forma
rispettivamsnte coi lati conosciutt 8, b, ¢ di un assegnato briangolo. Iro-
pare o".

Tale quesito (inferessanfe specialmenle & motivo che ad esso si
ridueono, in tutto od almeno in parte, vari problemi) si pud risolvere

R

n-"r-u.. . 1
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mediante considerazioui di Cinemabicn; si ottiene () 1o seguente for-
mola, la quale somministra g" capresso in funzione soltanto di «, b, ¢,

hl, h_-z-,.l }!3:
168%* =

— %y (b — ) - D 2 @ — 1) - g (0 B — )+
A thefy (3 A — @) - Ve (0" W) Ehy (=) - (2)
— 168° [2 (@D Nshe bt halts = ¢*utlaly)
— 'yt — M — RIS

designando con S Farea (esprimibile medante «, b, ¢) du) dulo brian-
eolo, od avverlendo che la poteuza con esponente . (huplicilamente
perciv dofuta di doppio segno), la gnale compare nel secondo membro
della (2), va presa con segno posifivo.

Tt notevole che, avute g si possono, mercd le prime due delle (1),
determinare due retbe #, 73, simmuotriche vispetto al piano del sopri
menzionato triangolo (rette 1 intersezione dei due coni di rolazione
avenli per vortice comune il punto di concorso di e, b, per assl a, b
e di semi-wperture, ormai conosciube, 2, B): 11 oppure va aprd la dire-
sione del suddetto segmento di Lunghezza o,

Di quanko sopra mi sono gia valso per risolvere problemi di Cine-
matien; (%) nelln presente Notu mostrerh che gnanto ho accennabo si
pud applicare alla risoluzione di altre questioni di Cinematica, due
delle quali trnggono la loro origine dal teorema di Rivals, relativo
Al'necelerazione nel moto rotatorio di un sistema rigido intorno ad
un punto. (%)

9 Siano Py, Pa, P tre punti (non allineati) di un corpo rigido, ani-
mato da un movimento qualungue. Designamo con A, la differenza
goometricn dello veloeits di Pi, Pe, ed 0 Asm, An atbribuiamo ane-
loghi signifieatl. Chismando @ 'angolo formato dall’nsse istantaneo
di rolnzione col segmento Pil's (*) ed w la velociia angolare, abbinmo

noborvigmente

m"" 59“5 a = ( ﬁ!ﬂ )ﬂ
i Py Py

el altre duoe relaziom analoghe, relative al segmenti PuPa, Pl -

Indichiamo eon Vi, Vs, Ve gh gstremi del segmenti rappresentativi
delle velocith di Py, Pa, a3 con bha 'angolo che il segmento V. V. forma
ecol segmento PyPs, ed B B, O wbbribuiamo significati analoght,

(3)

»
(1} V. mis Nota “ Sulla doberminaziona delle velociki & dello gegelernzionl nel moto pill geres
rale 41 mn corpo rigide ,, in Giors di Matem,, vol. XLVIE
Te (143, (16) (nelle guale ¥ seelto il sepno soperiore) delln pitatn Nuta corriaponduno wispel
tivamoite alle (1) (2) del presente serilto,
(5} V., Noba vl
i#) ‘Ueorsman ripariato wd s, dal Kuemics, Japhis Jo Cindmmtique. p. 189 Paris, 1807
(1) Uppsideriamo il make el corpe coma compozto, ad ogni Istouls, i nu moto progressivo
sonforme al motko il un ane punie & 4l un mete rotntorio inlormo & fqueske punby (veafio if i ridm-
iona dei mote fgfaniuneo).,
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Sustislono le relazioni v
'V €
lﬂﬂ EE”E @_‘[ﬂ —— (Pl IJH) 1 (]] (4]
~14 3

ed altre due aualoghe, relative ai segmenti P.P;, PyP:; come pure le
formole

w* sen® i = tang® fi (5)

ed alfre dae analoghe, pel segmenti P.P;, PPy, Si osservi invero che
[in virti del nobo teorema velative alle proiezioni delle veloeifa
di Py, Pe sulla relta P,P,) rvisulia

YJVQ — Plpg sS8C ﬂ;g: (G]

dalle (4), (6) deducesi la (5).

Assumiamo un punto P, del corpe come centro di riduzione del
motbo istanfuneo, e consideriamo altri tre punfi Pa, Ps, P, del sistema
tali che i segmenti P,P,, PPy, P.P. risnlting rispettivamente paral-
Joli ai fre Iati di un triangolo T, Tndicando con Tie, Yiz, Tus le vispol-
tive accelorazioni centripete di P., P,. P, (si abbia presente il teorema
di Rivals), ehiamando nuovamente 91 'angolo di w col segmento P,P,,
inoltre pouendo w'=0% & noto che si hawno le formole

-
Q% san g — ( P.ilf’ (7)
ed nlire doe simili, relative ai segmenti P,P;, P,P,.

La (3) ed analoghe, la (1) ed analoghe, la (5) ed analoghe, Ia (7)
ed analoghe sono del tipo (1), sicehd, valendoci di esse e della (2), &
chiaro che potremo immediatamente risolvere problemi:

Conoscendo (semypre in sola grandezza) le differenze geametriche Ay,
Aep, A, oppure i segmenti V, Vs, ViVs, ViV, oppure 7li angoli By, Dus, By,
oppure le aeccelerazioni centripete Tiay Yiay Yu, trovare il quudrato della
celocitad angolare,

[Nell’ultimo easo consideralo, T corrisponde al triangolo men-
alouato nel § 1: epperd la {2) si deve applicare al friangolo T],

3. Aggiungendo qualche allro dato, si pud determinare eziandio
la divezione di w.

Ad esempio, designamo con P, up punto qualungue del corpo,
eslerno al piano dei punti Py, Py, Py acconnati in prineipio del § 2,
¢ facciamo "ipotesi di conoscere, ollre a Ay, Ay, Ay, anche A, chia-
mando Ay, la differenza geometrica delle velocité di Py, P,. Otlenuto o
nel modo indieato, saranno not [merea la (3) ed analoghe) sen? P1n,
581 "p45, Sens,,, designando con Piz, P 2l angoli delle ratte PPy, P, P,
colla velocita angolave; e la direzione dj questa sari data dall’in-
tersezione dei fre coni di votazione aventi per vertice comune P,,
per assi PPy, PiPa, P e di semi-apertore Dres Pray Pre.

1"} V. Nota eft.
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4. Di nuovo 81 nssuma un panto P; del sistema come centro di
riduzione del moto istantaneo, e si considerino altri tre panti P, Py, Py
del corpo tali che 1 segmenti PP, Pil':, PiP: siano rispeilivamente
paralleli a1 tre lati di un frviangolo T. Indichinmo con w' l'accelera-
zione angolare, con ays, niz, 214 le vispeblive componendi delle nccele-
razioni di Py, Py, Py, componenti dovute ad o' {abbiasi ancora pre-
sente il teorema di Rivals), e chinmiomo = 'angoeleo di w' col
gegmeanto P,Ps.

S1 sa che sussistono le formole

e sen® = (;::f,j (S)

ed altre due simili pei segmenti 1Py, P P,.

Servendoer della (3) ed analoghe, ed inoltre della (2) (applicata al
triangolo T), potremo immediatamente risolvere il quesilo:

Possedendo (soltanto in grandezza) e, aa,ny, deerminareg il qua-
drato dell’accelerazione angolare.

5. Volendo anche avere la direzione di w', basta considerare un
punfio qualsiasy Py del eorpo, esterno al piano dei punli Py, Pa, 1%, P
accennati nel § precedente, e supporre nota eziandio oy, abtribuendo
ad oy 11 significato analogo a guello di zys, s, 2., Ricavalo o® nelln
maniera anzidetta, la direzione di o' sarih data dall' intersezione dei
tre coni di rotazione avenfi per vertice comune Py, per assi P,P,,
PPy, P,P; e di semi-aperture [ormai conosciute merce la (8) ed ana-
loghe] dia, thia, dis, indicandn eon dya, b gl angoli delle rette P, Py,
P,P; coll'accelerazione angolare.

| eime el oy e e e

PICCOILE NOTE

Le eéostrnzioni del hariecentro di nn segmento eircolnre. — Sin dato un
segmento circolare compreco fra un arce ACB e Ia sna corda AR, (1] leliore &
pregato di fare le figure.)

Sulla tangente in A si sviloppi il semiareo AC, in AL. Unito il punto L vol
punto di mezzo D della corda AB, si tir1 dal cantro O lg paralleln 8 DL, che
incontri in M la AL; si ofterrd, com'® noto, il tricangolo AMB equivalente, in
area, al segmento ACB. 8i pra%tjiﬂ poi sul prolungzamento di AM il sezmento
MN = § AM; la retta AG perpendicolore a DN incontra il diametro OC in (4 che
& il cercato baricentro.

Infutti, chiamande » la retla condolia pel contro O pavallélamente ad AB, ed
agsunti per assi coordinati la @ e la OC, si trova subito che il momento di 1" grado
dell'area del segmento dato rispetto alla = &

M=|J]a::’—;’] dz = % ¢*,
n

il | e i F—

L
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dove ¢ ¢ 1 somicovdn DB, D'alira parte Uarea del segmaentn & espressa dal pro-
dotto e, dove & © I'altezza MP del trisngelo AMEB. Quini

(GOD) .e.h=§ ¢

Doude
(GD):ez:e: 3 h

1 due teinngoli simili AND, OAG servouo a costraire quesia proporzions,
winguhé U'nltezzo, per N, del trinngolo AND @ evidenbemenlo § A

La uolovole propricth cle il womento di 1° grado di wn segmento vircolure
vispelto al diametro x pavallelo alla corda, dipemie unicamente dalla Lunghezza
della corda rende molto semplice la costrnzione di albvi baricentri, per es, di guallo
flolln lunetta,

Siane A, B gli estrami degli archi che lu limitano, €y, €, D i punti di
mezzo degli archi stessi ¢ della corda che i sotfends,

& determinine al solito modo i vertici M;M; dei dus triumgoli AMB, AM.B
erquivalenti ai segmenti civeolari AC, BD, AC.BD, o sinno hy, he lo altezze (sopra AB)
dei due triangoli. Per i centri Oy, O: si condueano due segmenti 0, Ps, 0sP; frn loro
paralleli ed egunli ad hs, Ay rispettivamente. La PyPa inconbra il diametro 0D
nel punto G buricentro della lunetta AC,BCs.

Iufakti 1'osservazione precedents dimostra chs | momenii di 1Y grado dei due
sezmenti' ACoDB. AC, DB rispetto alle veile an, @ rispetlivamenle, vondoile per
i centri paralielamonts alla corda AB, sono fra lore egnali. Quindi, ehiamando S, S
la aree dei due segmenti, il momento di 1° grado dell'srea lnnnlare rispetto nlin
rottn @ sorviv: Sg. d, dove d B Ia distanzs 0,0: dei due cenlri. 1 baricentro (s
della lunetts & quindi definilo dalle relnzione

S q— ha

8; — 8 ?Iﬂ——htd'

(G0 (Bs — 8) =B, d, donde (GO,) =

che corrisponde alla indicata cosiruzione,
Paorno Pizzaerm,

1,

Per Pesattezza di wn ennneinfp, — A proposito del teoremn:

In un triangolo cingeun lato & minere della somme degli allri due @ muggiore
defle loro differenzao.
woliamo anzitutle che, presi fre segmenti gmalongne, pessono presontarsi i cisi
segienti:

Che i tre segmenti siano vguali.

Che dne segmenti sinno ngaali & maggiori del terzo.

(he dae segmenti siano nguali ¢ mineri del terzo.

Che i tre segmenki siano disuguali, N

Nsi primi dus casi cinseuno dei tre sogmenti ¢ minore delln sommn degli alkr
due; negli ultimi due casi tale relnzions si verifica sempre per i due segmenti
minori, manive per il segmento maggiors si verifica solo quando i fre segmenti
sono laii di un trinngelo. Ne consegue che, quaudo £'inlenda parlare di tre ses-
menii eche sono lati di up triangolo, & foori di luogo enupeisre come speciala di
{ali segmenti una proprieta, della guaele dne di essi godome all’ nfunri del fatto
di essers lati di un lziangolo.
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Analogamente nei primi due ¢asl ciaseuno dei bre segmenti & maggziove della
differenza degli altri doe, e negli ultimi due casi fale relnzione si vavilicn sempre
per il segmoento maggiore, mentre per i due segmenti minori si varifica solo quando
i tre segmenti sono latr dl un triangolo.

Ad ovitare adunqgua che 1'ipotesi o la tesi abbiano elementi comuni, il teo-
rema dovia essere ennmeinlo nel modo seguenke:

In un riawgale il lato maggiore & minore Aelle somme degli altrd due, & gift-
geunn dei Lot winori & adgEiore delia differenzn frm .ﬂ” itltri due

[} qui eade nccowncio vilevare come sia erroneo titonere. velalivamenta alla se
conitn parte del loorema, eho oceora faro la dintostynzione per il solo Tako medio,
povchi: la difforenza massima ai oltione quande dal late pi erande si koglic il
lato piit precolo (Astrom, Glouedria slementare, elizione Soeci). lTufats, inilicando

rispeitivamente con
& a-p at+pia

i laki minore, medio e mnggiore, & manifeslo che 1'oecessa del lato minore sulla
differenza degli allvi duo & a — g, allo stesso modo che V'eceesso del laluv modio
sulln differenza degli alivi doe & {a + p)—(p 5+ @) nesin a4 — q.

E dungus indifferente fars la dimostrazione per il lato medio o per il Tnto
minore. 6 la dimosirazione fatta per uno vale pure per "nltro

Del resto dalla prima parke del teoremn, ciod dalla disngusglinnzn:

(a + o+ n<atlatp

¢ ha direitamente tanto l'mnn che Vallva delle disngunglinnze :

{a +p)>=>p -1 a1,

11.

Per esattezza di mma dimostrazione. — A prop osito del teorama:

Se ai prolungano nello slesso verso i lati d@i un poligono vonvesse, la sominG
degli angeli esterni cosy ollenuli ¢ uguale o guatiro yvetli
i da notarsi che la semplicissima dimostrazione otlennta condncende da wn piate
gnalunque i raggi rispettivamente pavalleli al lati del polizonn ¢ nelle stesso
verse in oui venners prolungati, @ affatto invompleta, se non si pone mente ad
eliminars le duo obbiezioni saguenii:

Che fra glt angoli costrniti intorne al punto possano pgisters Ineuna,

Che fra gli angoll costzuiti intorno gl punio possano psistera zovrappouizioni.

Per eliminare la prima @ snfficiente notara che, per il verificarst di unn lncunn,
si dovrebberoe, contro ogni possibilild, conduire dul puule stesso due pacallele
distinte ad nno stesso lato del poligono.

Por eliminare 1a seconda & da notare anzitntlo che, pst il verificarsi di una
sovrapposizione, un rnzgio dovrgbbe cadere o sopra un altro Taggio, o [ i lab
di un angolo costyuito, Nal primo caso, colbro I"ipotes, dua letl paralleli dol po-
ligono sarebbero proluugati in varso opposto: nel secondv, immaginundo di vipe-
tere la costrozione, anzicha do un punte ualangue, dal vartico dell'angolo esterno
sncato, risullerebbe che un into del poligono taglierebbe necossarinmente il poli-
gono stesso, e questo percih, contro I'ipotesi, sarcbhe conuavo.

denza tall od ananloghe cunsiderazioni, nen & ha, n vigore, che una dimostra-
zione puramenle grafiea,

"

|
!
j
|
|
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I1I.

Metodi i eliminazione. — Per Is risolozione di nn sistema di due equazioni
di primo grado con dne ineoznite venzono ordinariamente indicali, coms metodi
distinti di eliminaziove, il metodo di sostiluzione, quelle di confronto e quello di
riduzione. | tre metodi pord, ben longi dall'essere distinti, sono invece unn cosa
soln, tunto velln sosianza quanto uwells Forma, e renlments vonducone nd esegnire
le slesse operaziomi arikmetiche ed algebriche.

Ruanide si confronbano, ad essempio, i valori della & vieavibi dalle due equa.
zioni simultanes:

ax+by=c
{ mx + by = oy
e previeamento:
m_r.r—by I_:m—hy
i i

non si fa che sostitnire alla 2, per esempio, della secondn equazione, scritta in
mede opportuno, 1l valore delle & ricavato dalla prima; ed & munifesta In per-
letta colnecidenza dei melodi di sosfibuzione e di e¢onfronlo.

Né differenza pilt sostonziale esiste fra | metodi di sostituzione o di riduzione.
Infntti, dopo aver ridotte le equazioni, per esempin, alln forma:

{u;um+n;by=m:
emxr -+ aby=aan,

si & eondotli, mediante somma o sollrazione, a sostifuire ol termine in =z, per
esempio, della seconda il valore del termine in x deferminato dalla prima.

In realty, mediante il mebodo di sestifuzions, gi gostiluisce in una equazione
il valore dell’ incogunita da eliminare dato dall'altva; col metodo di confronto si
esegnisce la sostituzione dopo avar fatfo in modo che i coefficienti dell' incognila
sinno ugnali all'mitih positiva in toéte dus le equazioni; col metodo mfine di ri-
duzione 81 eseguisce ia sosititozione dopo aver fatio in modo che | coefficienti del-
I"incognita siano nguall in talte due lo equazioni.

Né si pud ritenere che, a seconda dei casi, si ottenga qualehs renls vantinggio
con 'uno, con I'altro o ol terze metodo, Si pné mvece raggiungere notevole
semplificazione nella teorvia astraendo dall'inutile per seguirs l'umico metodo di
susliluzivne, 11 meccanismo di quesio melodo, divetta conseguenza della defini-
zione di sistema di eqnazioni, & poi di gran Iunga preforibile nelln risoluzione di
un sistoma genornle di n equazioni eon n incognilte.

Uis non loghe che, quando le equazion! siano lali o siono Facilmenle riduei-
bili a lali che | coafficienti dell’incognita da eliminars risultine nguali, nom si
possa fare In sostituziove del termine contensote !'incosniln stessa, e che tale
sostituzions possa anche obtenersi per somma o sollrazione. T) solo di evibarsi
che siano tenuli in conto di mefodi distinti di eliminnzione i diversi espedienti
utilizzabili secondo 'opportunitih per effettnore la sostituzione.

1V,

Nmmeri negativl. — 11 dire solamente chie i numeri negativi sono nnmeri
opposii e conirari al numori positivi e viceversa, e che, guando onn grandezza
puo essere vonsideruta in due versi o direzioni opposle, si pud stabilive di inten-
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derle positive in gunle dei versi o delle direzioul 5i vuole, fa guosi supporre che
la serie dei numeri posilivi e quella dei negalivi, ognuna in sc alessa, ¢ 'una
rispetto all'altra, non presentino divario alenno. E piit che note perd che, se cio
si verificn per gqnanto si riferisce nll’addizione ed alln sottrazione, won ha luogo
inveee rispetto alla moltiplicazione ed alle operazioni che ne dervane. Non solo
il prodotio di due pumeri di specie diversa & sempre negafive; ma, moeoire il pro-
dotto 3i dua numeri positivi ¢ della slessn specie dei fattorl, il prodotio di due
numerli negativi & posilivo.

Tali anomalis sono earattevistiche dei nwmeri negakivi, & fanne dei nmers
negativi una seric non in tutio parngonnbile o qnella dei numeri positivi. ksiste
I'aritmetica dai numers posilivi, ma non pud esistere 'uritmetica del nomeri ne-
gativi, poichi in questa non selo ln soltrazione sarebbe limitataments pusszibale,
ma la moltiplicazione, @ lo opsrazioni che ne derivano, sarebbers impessibili =empre.
La stessa definizione:

Il prodotio algebrico di duz numeri & il numero formato con Puno di eg3i tone
Ualtro con U'aunit@d positivw.
rileva gik 1a sostanzinle differenza fra pnmeri positivi e numeri negabivi, in quanle
¢che i negativi derivano dai pesitivi & non reciprocamente,

Dopo cib & degno di nobn che le legg delln melliplicazione algebrien, e quindi
anche le anomalie dei numeri negativi, hanne un singolave o complety riscontro
nel linguaggio ordinavio. 1n (uesto, non solo ogul Ne58ZIONG Presuppoue uia affer-
mazione, ma s ha:

L'affermaszione di una affermazione equivnle ad wne affermazione.

Liaffermuzione @i una negazione equivale ad una negazione.

Lo megazione di unn affermazione equivale ad unre negnzione.

La negoazione @i wng negazione equivale ad unt afermazione.

Rd il sisconfro non & tenscuvabile, posto che il lingaaggio & immagine concreta
dell'iden, e fuesta @ sua volla vispecchin In vealla dslle voso.

Oib suggerivebbe di chinmare afermiativi i nnmeri posilivi, come se | Anmer)
afformativi o negalivi stessero rispsttivamente ad affermare ed a negare le pro-
prieta rispeltn alle quall le grandezze rappresentate possono rigaardarsi come op-
peste o contrarie. .

La piceols riforma (di una sola pnrola) non sarebbe forse, nel campo del m-
meri reali, priva di vantaggiosa praticita, visto che 1'introduzivne dei numers
neeativi dedobta dalln sottrazioue o dilla vappresentazione grafien dei numeri, nou
& tale du condurre slle loggi dslla moltiplicazione. A tali legzi astvatle smrvirebhe
i eoncreta o naturale induzione, forse meglio che il noto e fortunato problema
degli spazi (nel senso dolla fisiea) percorsi dn un mobile von velocith positiva o
negativa in un tempo posilive o negativo.

Comunque =i voglin, & perv da porre nal massitme ilieve (¢ crediamo vengn
dotto per la prima volta) cle, bensi sono appresentabili con nwmeri positive e ne-
gativi quei sistemi di grandezze, che si possono metiera in eorrispondenza nnivocs
s raciproca col segmenti delln Btba dei numeri, ma & indispensabile che 1 noa
questione, nella guale ficuyane due (o piin) sistemi differenti di prandezze (spazio
e tempo, interesse e lempo, inleresss o eapitale, ecr.) venga postn sempro I con-
dizione che allo =are di un sistems coveisponda lo zero dellalbro,
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QUISTIONTI PROPOSTE

772. Dimostrare 1" identith -

r=t-—1 =gy I" P—— S
S P ) (ﬂ P | ¢ 5

r=1 =0 ' — & N [ ' — _}J
r—u=] a=— — el .

o ﬁ: [ ) (u q ‘; 8 iJ
r=1 a=1l) \}"—8& S J ¥y

essendo p, g due intert e positivi (qualsiasi ed 1 =p+ g.

L. Scanrprs,
773. Risolvere I'equazione

-

=

~

v
Il
=

-----------

774. Sia M un punto qualonque di un ellisse di centro 0. T]
cireolo che ha per diametro la carda OM, incontra I'cllisse in altri -
tre punti P, Q, R. Da M si possono condurre tre normali all'ellisse
in altri tre punti M,, M., M,. BEssendo P, Q, R, M, M., M, le
proiezioni di P, Q, R, M,, M., M, sull'asse maggiore, dimestrare che

MM X MM, > MLMY, tant
PPI }( QQF ><: E:Rf — Costan 2,

e che i triangoli POR ed M,M.M. hanno lo stesso bavieentro.

775. Si considerino due cireoli e, ¢ variabili, aventi i loro centri
sull’asse nuggiore di un elhese, e bitangenti alla medesima, tali che
ln distanza delle lorn corde dj contatio sia costante. Dimostrare che
le tungonti condotte da un punto di contatto di ¢ con I"ellisse, al ciy-
colo ¢ sono egnali o guelle condotte a o dai punti di contatto di o
coll’ellisse, e che questa Innghezza comune & costante.

E.-N. BaArisies.




PRRIODICO DI MATEMATICA. 137

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 726, T & 71l

72‘“- Disentere le soluziom delle equuzioni:

(1) =142

(1) z=1+4(1+a"

L111) a=1-F[1-(1 3+,

(1V) z=14 {141 + (1 + =)=

Dimostrare che & radiei della (111), che non sone radiei della (1), sone dote do
A d e+ 11 —2=0, dare AM=A43=0
e che le radici della (IV), che non sone radici della (11) sone date da
S e o (TR o T o T T s s U o U B

fanre

pr4-Tp—4=10 W. H. Youna.

Ageinngo doe osservazioni alla risoluzione che io ho dato della quistions T26
proposin nel Fascieolo 1¥, Annp XXII, pag. 150 e pltbhl:n.ntn. nel Fascicolo V,
Anns XXI11, 1908, di questo Perindico,

19 Si trova [acilmente nello stesso modo la soluzione elementnre dell’equa-
Zione :

z=y+y+y+ r+ =) (1)
Infatti le 12 radici speciali sono le radici dell’equazione

40 O+t U2y —1)pe 4 2) B +
+iypE =+ 24 2y 4+ W) =0, (2)
m* 4 p (8 +4y) —4 =0 (3)
Maltends allora ¥ = — 2, si haono evideniemente 1 due casi della divisione
del cerchio in dicinsselle e in quindici parél ugnali.
L'ultimn equazione (3) diviene
4+ Nip*—om —4) =

o pr = — 1 ¢i di la divisione in 15 purli o le alire radici In divisions in 17 pnrti.
2% L'efunzione (2) si spezza nelle dne equazioni quadvatiche cioé

B — B — i +V I+ im) 3+ 2mE Vi 4 pf—p=0,

dove

i
0 —B(— 1 —VI+ 1) 2+ —Yild+ pF—p=0,
love
pe=13(p* -+ m + 4y,
e

pio=1{ym*— ypr + 2 4 2y 4 24%).

Quando allora Pequazione (3) 91 spezza, s1 pud sempre risolvere equazione (1)

colla rign e col compasso.
W. L Youne.
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oY Se ad una tangenle variabile t della parabola semi-cubica ay* = x°,
conduciamo la perpendicolare U nel sup punto @ incontro con Vasse dalle x, lo in-
viluppo di t' & una parabola conica avente lo stesso asse, il medesimo vertice e io

stesno fuoco.
' V. Rerax.

L'enunciate dells quistione quale era siata proposta e come si legge a pag. 94
del T. XX1V, richiedeva di dimosirare che le due parabole semi-cubica & conica
hanno anche lo stesso fuoco. In genernle, due curve gualungue inverss ortotan-
genziali I'una dell'altra, vale a dive tall che si corrispondono tangente a tangente
in guisa che due tangenti omologhe si segane orfogonalmente sopra una retia fissa,
sono omolocali, & le quistioni 752, 753, 754, 756, 757 (pag. 45, 94) che tutte si
rifeviscono alla inversione indicata, offrono esempi di questa notevole propristi.
Per quanto riguarda la quistione 757, prendendo per ovigine dalle coordinate rel-
tangelari Ia cuspide e per asse delle & la langenle cuspidale, ln squuzions Lan-
genztale della parabola di Neil &

wr—4p*=10

a quella della sua inversn ortotangenziale, rispetto all'asse delle =, si trovn su-
|

bito, ponendovi —% al posto di g, essere
o' —4y=0;
Jo sei soluzioni comuni sono dungne :
%=1, ¢ =0 (doppia) ;

u—4, n=4; u—4, p=——4
U=—4, o=4i; =—4, p=—4i

Oltre alla yetta all’infinito (=0, v =0) la quale coma era da prevedersi
coula per dos tangenti comuni, essendo tangente della parabola conica e tangenie
stazionaria della svmicubics, le doe pargbols hanno in comune le tangenti della
prima nscenti dal piede della direbtrice (=4, p=+4) a le retle isolrope
uscenti dal fuove dells parabola skessa; essa hanno dunque lo stesso fuoco. E
poi evidente che la parabola di Neil ha an solo fuoco, gincché, appartenendo i
punti eiclici a nnn snoa tangente winzionaria, ed essendo la cubica della terza
classe, par ognuno dei punti ciclici passa un'alira sola tangante.

I punti di contalto della due parabole colle tangenti comuni reali soma evi:
dentementa i vertici d'nn quadrato avente il centro nwel piede della direttrice o
hanno per coordinate: (4, 4+ 1) sulla parabola conies, (— 7, <+ 4) snlln sami-
oubica ; le coordinate dei punti di contatlo delle tangenti isolrope sono invece

&

(— t, & %‘) sulla prima o (§ » £ 'ﬁ) siell’albra, Le due coppie di pumti associali

=

cormspondenti ai conlalii imaginarii, formano dungue un quadvato egonle al pre-

cedenle ma eol centro nel fuoco.
V. Reran.

e, Indicando con By, &y e U, le distanze di wun punio 1" del piano o di un
triangolo ABU (abe) rispettivaments daf lati a, b e e, i fuvgo dei punii 4i w peyr
i quali 3i ha S
Eu:: E'-! -'l" ahﬂ
¢ una comica Ys.

—’.
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~ T
Se e C< la conica 7z 2 ung iperbole.

Se EEz% , o {2 & mNG parabola. (11 fuoeo 3in C e la divellricz ¥ lo vetic

a eni appartiens 3 lato 6: la parebolu luglia @ Juti n e b nei piedi delle Diseltrici
interne ls ed o)

Se Eﬂﬁ-}%—, la ya & una ellisse (che si riduce ad un carchio se il triangola

datoe & isoscele e EE'= 3 ).

Il trinngolo ABC & antoconiugoto #ispetto alla 5.

(3. Carvoso-LAYNES.

Risoluzione del prol A. L. Csada, Mbramarosszigel {Ungharial

Siemo
E=axemmz-t yaann—l-p.zﬂ,

"i===¢ﬂ*5§*+yﬂﬂﬂﬂ+rn=ﬂ-
C=aaoay +HB““T+Pt'—_—U;

ls eguazioni pormali delle rette a cul apparlengono | lati o b @ ¢ 11 delermi-

pante
eDE @ HEN & P |

9= |cos § son B
cos Yy 8eny Ye

& diverso da zero.
Chinmando x, y le coordinate carkesiane del paato T; si ha

B, =— —(zcosa -+ y sen & -+ Pu)s
— — (zcon B - ysenB 4 pul,
= — (pcosy + zeos 7+ pel

L'equazione del luogo dei puoki 7 @

btll__:_. Eh! + EI.I'E]

cloe |

ozt + 2osz2y + asey? 4 tha® + Zazy + an =10,
dove ©
@y = costa 4 cos’f — cos® Y (s = Pa COB & = Py, 608 f — pe COS T
(ye = COS & BEN & - €05 GsenB—cosyseny Os= pu 86N Z - Py BOD B— peyeny
(s = son® & + sen” | — sen” ¥. sy = pa® 4 ° — e’

La eurva & dangque nna conich non deganers, perche )l suo diseriminanta:

My Mz (2 coax uos B dfeest |
A= |fha l.l'n — |lgane senB iseny | =" f_F.:
myy ez 33 Pa Ith 3 Pe

i diverso da zere.
8 ha poi:

k-
-

coa e corfl Feosy
ggne senfl Feeny

A g
Am = —— —

fIgs g

— gen® (p — &) — sen* (Y — 8y — sen® (& — 1.
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- Osservando che
gon (B — o) = aen O,
56N [f — B) = sen A,
sen (& — y) = sen B,
si bin

Ayz —= — 2¢os Usen A sen B.

1. Se & U<, 8i han Aa <), 0 In ye & una iparbole.

ERCIE

£

2 Se & G = g 8l ha Asa =0, ¢ In va & una parnboln. In questo enso &

% | B 8 PG =13," + &7, dungqne & PC = 2.. Quindi il faoco & in C e In direl-
trico & In retta o. Chiomando A; e 13, i punta d'intersezions delln conien coi Lok e
e b il punlo A, & equidistante da & o da ¢ ed il punto B, da & e da ¢, perche C
e il Tuoeo A e & la divettrics, dungue AA; & la bisellrice 7y @ BBy la hisetirice .

a". Sp 2 E} —:}. gl ha Asy >0, e 1a ¥2 @ una ollisse, che si ridoece nd un

cerchio se &
. iy — gy = €03 22 + cos 28 — eos 2y =0,

2019 = sen 22 + sen 23 — sen 2y =10
ovyero, eliminando successivamenta z, f ey,

¢052 [y — B) = eos 24 — 3,
cos2(a—y)=rcos 2B =1,
052 (B —a)= coa 2C = 4.

Dungue @8 A=B ¢ C=3§nm.
L'eqnazione della polare del punulo d”interseziene delle retie

Ae + w4+ v= 0,
l';:—]—p'y—l-‘t’:‘ﬂ,

fr

iy M= @yn Mis  fles  flyg iz figp M
A 1L v x4+ 2 It vV ly=| A Jt v =1,
Aoy 1 P S Ao

Si ottiene che gnella della polare del punte G, intersezione delle rette n e b, &

(—9cosy)r +(—pseny)y + (—gpe =0,
clog
eS8 Y 4 ysen Y <4 po =10,

Quest’equazione & 'equazions dalls rettn e Analogamente si pud dimostrare clie
la polare del punto A (visp. B) & la vebin a (visp. 0).
Il triangolo ABC & dungne antoconingzalo rispatio alla eonica.

— ] i — —
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Annuuire pow- Tan 1910, public par le Bureau des longitudes.

Questo volumoito, il 115° dellp raccolta, & prezioso come i precedenti per il
grandissimo nomero di documenti & nolizie i esso conienute.

In eonformitis delle disposizioni inangurate nell’ Aunuacio del 1904, si leovano
in esso, dopo 1 gquadri astrononiici, numerose tavole reintive alla Fisica e ollu
Chimiea, cioé elementi magnetici, correzione 8 compavazione dei barometri e de
tormomelvi, dilstazione dei liquidi, tensione dei vapori, elastivila od alieito dei
solidi, viscosita dei gzas, lunghezza d'onde, solubilita ecc., essendo lusciabi alle
pnnate pari i dali geografici e stalisticl.

Interessnntissime o veramenfe d'attualifi sono:

1. La notizin aalla RBiwiione del Comitato internaziomile permanente per Vese-
stzione fotografice della cartn del Cielo nel 1909, tenuta sll'Osservatorio di Parigi
dal 10 al 24 aprila 1909, notizia vednila dul sig. B, Banwavn presidenls della
rivnione stessa,

9% La motizia di Launemasp, Le moree della scorza terrestre e UVslasticita del
globo teryestre, nella quale dopo aver fatto la storia dell'nrgomento ed esposte lo
varie ipotesi sulla eostitnziona dell’ interno della Terra, l'egregio Aulors fa la teoria
matematica delle maree della seorza terrestre.

Infine il volume conkiene tre indici: eronologice il primo, per nomi d'aubori
il secondo, per ordine alfabetico il lerzo, delle wotizie contenute nei 115 anpuar
pubblicati fin gui.

Quest'opera & ulile non solo ai tecnicl, a1 fisicr, ai matematici, ma anche ai
profani che potanno eonsullarla per avere sobbo gli occhi la lista delle coslauti
usuall. _ K

Teixnma, — Obras sobre Mathematien publicados por ordem do Uo-
verno portugnez. Volume quinto. Coimbra, Imprensa da Uni-
versidade, 13909,

Queste Lellissimo volume comprende In traduzione framcese del tome 11 del
Traité des cowrdes spdeiales remarquables planes et gaucles, opura preminta ©
pubblicata dall'Accademia reulo delle seienze di Parigi, e &i compone (el seguenti
capitoli: :

VII. Curve trascendenti vimayehevofi. — VI Le spirali. — 1X. Le parabols
¢ le iperboli gemerali; le spivoMi corrispondenti. — X. Le enwree cicloidali, —
X1, Su varie classi di curve. — X11. Sulle cicliche sfericke. — X1 Sopra alcune
civve sferiche. — XIV. Sulle elici; sopra alcune eurve dell’elicoide gobbo. —
XV. Sopra aleune awve alyebriche gobbe, — XV1. Sepra warie classi di curee
gobbe. — XVIL La polodis ¢ Uerpolodia.

A paz, 90 vol. XXIT i questo Periodico nbbiamo pnrlate diffnsamente del-
'edizions spagnola di questa interessanlissima opern pubblicala mel 1905,

K.
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Brroscmi. — Opere matematiche pubblicate per cura del Comitalo per
le omoranze a ¥, Brioscut. Tomo guinfo. Milano, Hoeph, 1908.

Con questo volume viene compinia 1a pubblicazione della grande raccolla di
opere mulematiche crente dal pin grande fra i matematici italiani del secolo
scorso in cinguant'snni d’ininterrolta e meravigliosa attivita scienlifica,

Luesio volume contiena BE memorie @ nots, e ciod quelle pubblicale dal 1880
al 1897 nel Comptes rendus des séances de I’ Academie des sciences, i lavori gio-
vanili pnbblicati dal 1852 al 1859 nei Noucelles Annaies ed altn lavor dissemi-
nati m ben ventitrs riviste quasi tutfe straniere.

1l volume si chiude con una breve nolizia che porln le firme dei professori
Cenzuri, Gerearpr s Pascan, nella guale sonmo esposti i criteri segniti dagli
sgregi ordinator: della racveolta, e ocon |"indice eronologico, redatto dal prof. Gen
paLpl, delle 279 memorie e nofe inserite nei primi einque volumi e che hanno
visio la primn volia Ia luse nal periode dal 1849 al 1897

Certamente il Comitato per le onoranze a Brioscmx won poteva erigere al
medesimo, monunmenio pin insigne di quesia bella raceolia delle sue opere, che
per le curs dell'egregio edilore e della Lipografia del Circolo Malemalico di Pa-
lermo si presenta sotto nnn veste tipografica belltssima, K

Riquirr, — Les systémes d’équations aux dérivées partielles. Paris, Gan-
thier-Villars, 1910.

Uanto Rigumsn, professore dell’ Universith di Caen, da lunghi anni sludia con
amore ¢ con suceesso le difficili e poco note quistioni relative alla teoria gene-
rale dei sistemi di eguaxioni e derivale parziali, nggiungendo noteveli risnltali a
quelli ottennti da Capeny, da Brror o Bouvgurr, Di Darsoux, dalla sig.® Kowa-
1evsEY, diul Murav ed albri. Qunesti risnliati, esposti gia in memorie disseminate in
varia riviste, I'egregio autore ha ora rioniti in un tutie organice e metodicamente
ordmato, semplificando o migliorando 'esposizione, e premeltendo quelle quistioni
che essendo in certo modo di dominic pubblice, sono indispensabili per renders
I'opera accessibile al pitt gran namero di lettori. B cosi ha poinio me#tere insieme
il bel volume edito colla solita curs ed eleganza dal Geuthier-Villars.

Per cid che si riferisce alla definizione o alle prime proprieta delle funzioni
analitiche I'A. ha adotiato il punio di visla del Muravy che consiste nel prendeve
por base della teoria generale delle funzioni le proprieis dells serie intere.

L'opara s1 compone di 14 eapiloli, doi quali 71 1Y, 2°, 3° 49 R° sontenzono
I'esposizions delle cose gih note. Negli altri I"A., considernndo certi sistemi diffe-
renziall, risoliti rispetto a varie derivate delle funzioni incognite che vi compa-
riscono, stabilisee |s condizioni perche questi sistemi sieno completamente integrabili,
e giunge a risnliatl di una grande generalita sull'esisienza @'integrali corrispon.
danti a condizioni iniziali arbitrarvie. Negli albri capiteli poi segpals un caso ip-
torsasante in cni, eetendendo 1l metodo clnesioe d'Jacomr, 3i riducs ln ricerca
dogl'integrali all'integrazione d'equazioni differenzinli tolali; e infine dimostra,
che, salvo zlenni easi 4" incompatibilita, ogni sistemn differenziale si pubd ridurre
ad una forma completamente integrabile, e che Ia sua soluzione dipsnde per con-
seguenza da funzioni (o costanti) arbitravie in numere finite,

Come applicazioni l'opera contiene le studio d'interessanti problemi. fia i
quali & nolevols la determinazione delle eoordinate corvilinee ortogonali a »n va-
riabili, guistione proposta aleuni auni or sono per il premio Borprs e non risoluta.
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Beco i tiloli dei capileli:
1. — Continuitd.

[I. — Serie in generals e gerie infere.

1II. — Funzioni olotrope e loro derirate, compesizione di [unzioni olotrepe.
V. — Generalitd sul calcolo delle funzioné per proseguimento.

V. — Funzioni schematiche e tagli.

V1. — Caleslo inverso delle derivaziune.

V1l. — Sistemi orionomni.
YIiil. — Frunzioni implicile.

IX. — Semplificazione ed estensione dei risullati ellenwuli sui sisteni ortomomi;
proposisiont prelininari,
X. — Semplificazione ed eslensione dei rigultali ottenuti sui gistesi prionoii,

Teareinn d'esistenza.

X1. — Applicazions delle teorie precedenti allm integrazione dei sistemd d'vguazioni
a derivate parziali alle guali conducono: 1° io studio delle deformazioni finite d'un
mezzo continuwo néllo spazio a 6N NWNE'0 gualungue di dimengions; 8% la determi-
ansione dei sistemi di coordinate enwrvilinee ortogonali & un nuniero gualiengue di
pariabili.

X1 — Sigtemi differenziali nei quali le condizioni imiziali presentanc una di-
sposizione regolere.

X111, — Sistemi differenziali U'integrazione dei guali si riduce a quella di equa-
zioni differenziali tolali.

XIV. — Riduzione di un sistema differenziale qualungue ad una forma coni-
pletamenie integrale. K

(Oaperit, — Istituzioni di analisi algebrica. Quarta edizione nofevol-
mente ampliata. Ad uso degli aspiranti alla licenza nniversitaria
i scienze fisiche e matematiche. Napoli, Pellerana, 1909.

Questa importantissima opera & ormai cosl nota a tutti i cullori della mate-
matica in ltalia e fuori, che sarebbs superfluo pariare dei pregi di essa, special-
mente in guesto periedico, che ha reso conio delle edizioni precedenti. Nella nuova
adizions che veds ora la Ince esss si presenta notevolmenle migliorata ed acere-
sciuta di mole, essendo state rimaneggiate o messo sotto aspethi nuovi molle parli,
od essendo state iutrodulie molie aggionts, le pib important dalla quali sono dal-
l'sgregio autore vosi enumerats nella prefaztone;

v La Leoria della divisibilita dolle funzioni inters d stalz estesa anche alle
fanzioni di pin variabili e costituita in capitelo apposito come guella che & d"im-
portanzn fondamentale cosi per sé sfessa come per le sue applicazioni, special-
mente alla geometria algebrica.

“ I} eapitolo sulls continnila e derivabilita delle funzioni di variabili reali non @
siata nlterata nelle sue linee generali, ma notevelmente nmplista nei particolari in
modo da polersi quasi riguardare come un’introduzions al caleolo infinitesimule. E di
questa introduzione mi 5ono avylso per dare in un nuove capitolo, indipendeniemento
da qualsinsi conecetto geometrico, la teoria delle funzioni gireolari (ed iperboliche).

* Sono anche stati esposti in due capitoli appositi 1 fondamenti della teovia
delle serie di potenze e delle funzioni ellittiche. Lo studioso potra facilmentie
attingere dul primo il concello di elemento di funzione analitica e della sna pro-
secuzions nel sampo complesso. Nel secondo troveria esposia la teorin delle fon-
zioni 0, in ispecie per guanto riguarda I'nddizione degli argomenti, con formoloe
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agsal pin semplici ed 2l tempo stesso pin genevall di quelle clie si Lrovano, per
quanto a me vonsla, vet lrulinti speciall, Questa digressione sulle funzioni ellit-
ficlte mi & sambratn opportuna, perché & ormai fempo (come gis ebbi n nofare
fing dalln 2% siizione) chie anche queste irasvendenti trovino un po' di posto, ac-
canto alle trascendenti elemontari, nei libri d'istituzions destinali a porre i primi
fondumenti doll’analisi ,. K,

LesoN. — Savants du jour — Henry Poincaré. Biographie, bibliographie
malybique des derits. Puris, Caothier-Villars, 1909,

Fino ad ora ha prevalso 'nso di non pabblicave ln Liografin, o 'elenso delle
pubblicazioni degli nomiyi ilustri altro che quande ln morts aveva seznnto In
(riste pavola fine. 1| prof. Ewnesro Lewoy ha avate la buona ilew di Towpere 1a
tradizione ed iniziare unr raceolta di wolizie biogenfiche o bibliografiche dei pii
iHustri fra i malematici suoi compairiatti viventi.

E questa un'opera indubbiamente utilissima, poicha ss & interossante volgere
lo sguardo al passate, & sncora ptit interossante gnardare al preseuts, ed & uti-
hssimo per i voltori della scienza avere delle indicazioui complate salla vila o
sulle opers degli scienziati che, giunti slla maturita dell'intelletto, hanno ormai
segnate unorms incancellabile uel campo della scienza nella quale s'inolbrano
assiduamento con passo sicavo.

La raccoltn non poteva cominciare con un nome piiv illustre. Feperico Massows
direllore dell'Accademia francese; ricevendo il 29 gennaio di quest'nnmo fra gli
immortali I'iusigns matematico Exsico Poigoans, gli rivolgevn la parole soguenti:
* Dovungne andiate nel monde, voi siets sicurn th frovare dei confratelli cha si
" onorano tante pinn di celebrare la vostra venuta in quanto ne ricevono "apparenza
* d'aver compreso i vestri lavori. Tn Francia voi siete i Muestro par chiugue parts-
“ eipa agli stodi matematiei; voi presentale wel nostro paese 'unieo esempio di una
“ superiorita unanimemente riconoscinta, e Ia vostra riputnzions, formaia .aghi inizi
* dal vostri camersti della Senola politecnivs, sostenntn dui vosiri colleghi della
* Sorbons, sparsa dai vostri confratelli dell'Accademin delie Svienze, proclamala
“ plebiscitariamente dagli scienziati dell' Eoropa inlern, si & stabilita come wuuy
“asstohma ., ..

[l volome, preceduto da un bellissimo vitratis i Porscans, si compene di
seble sezioni; In primn contiene oltre In detin biografin sevitln dal Masson, dalla
gnais abbiamo straleinto il precedente brano, il lungo elenco dei gradi, Tunzioni,
titoli enorifici, premi, omorificenze di cui @ nsignito il medesimo. Le ultre sei
comprendono gli elenchi delle sue opere rispettivaments sulln analisi matemntica,
sitlla mocoanica analitica e meceanien celeate, sulln fisica matematica, sulla filo-
sofin scientifica, le necrologie, a lo pubblicazioni diverse. Ogni sezione & proce-
dubn dai giadizi espressi da uomim illustei, Si apprende da questo elenco che il
numero degh seritti del Pormscaré sono 430, pumero veramenie meraviglioso, se
si pensa che esli Lia soltante 53 anni, essendo uvato il 29 aprile 1854

A questo volume ne seguiranno preslo aliri due su Darsovx o Picarn. K.

ERmrA-uan:n:ﬂ. ~ Faseicolo IT, paginn 74, linen D-h; dwreee i Sula dulln Rausione,
leggasi . Bula della Gran Gomdin,

Grurio Lazzorr — Dhvettore-responsabile
Finito 4} stampare 11 23 Dicewbre 1900




STUDIO SULLO SVILUPPO DEI METODI GEOMETRICI()

L

Per formarsi un’idea esatin dei progressi fatii dalla Geometria
durante il secolo seorso, & importante dere una raptda ovclnatn alle
condizioni in eul &1 lrovavano le matemaliche sul principio del XI1X se-
colo. 8i sa che, nell’'ultimo periode della sna vita, Lagrange, stanco
defle vicerche di Analisi e di Meeeanicn, che pur gli assieura-
vano gloria immortale, aveva negletle le Matematiche per la Chi-
micn (che, col suo metodo, diveniva facile guanto I"Algebra), per la
Fisica o per le speculazioni filosofiche. Tale condizione di spirvito di
Lagrange, si riscontra guasi sempre in certi momenti delln vita dei
pil2 grandi scienziati. Le nnove idee apparse loro nel fecondo periodo
della giovinezza, e da essi introdotte nel comnne dominio, hanno dato
loro tutto quanto potevaro attendersene; hanno esaurifo 11 proprio
compito, e senlone il bis gno di volgere verso argomenii nuovissimi
I'anttivita della loro inteligenza. Tale bisogno, & d'uopo convenirne,
doveva manifestarsi con forza tuilla speciale ull'epoca di Lugrange,
In quel momento, infafii, il programma delle ricerche aperte ai geo-
metri dulla scoperta del Caleolo infinitesimale sembrava quasi esau-
vito. Alcune equazioni differenziali di pii o meno difficile integra-
zione, alcuni capitoli da aggungersi al Caleolo integrale e sembravano
quasi vaggiunti i limiti stessi della Seienza. Loplace terminava la spie-
eazione del sistema del mondo e gettava le basi della Fisica mole-
colare. Nuove vie si aprivano per le scienze sperimentali e prepara-
vano loro il meraviglioso sviluppo che hanno ricevuto nel secolo feslé
finito, Ampdre, Poisson, Fourier e Canchy stesso, il creatore della
teoria degli imaginari, si davano cura di stodiare prima di tuibo 'ap-
plicazione dei metodi analitici alla Meccanics, alla Fisica moleeolare
e sembrava credessero che oltre questo nuovo dominio, che avevano
fretta di percorrere, 1 qumlri delln Teoria e della Seienzn fossero sta-
biliti defimlivamente.

b o—

(1) Questo Intoressantissime siudio ehie von folivisgima sintes) di ekeinrn iden dollo sviluppe degli
stndi gaometriel, non & allro che In conferenzs lalta dil prof. Gasrowe Dannvux il 24 sebiembre 10H
al Congrassn delle Seienze ed Arti A1 Saint-lonis, Oradiamoe cle i nostil jettori saranne grati al-
I'iusiene goometin de) permosso secordutoel @i pubbliesrne voa tradnzione in questo periedico.

a8, L.
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