SOPRA LE COLLINEAZIONTI SPAZIALI

Nota di Epcarno Ciaxi

I. Lo scopo essenziale di questo modesto servitto 2 dj egporre i
casi piit notevoli della collineazione spaziale deducendoli, con metodo
semplice e uniforme dalle due proposizioni fondamentali, che regzono
tutta la teoria e che ora qui ricordo esplicitamente ammettendole
come dimostrate.

La prima & la seguente : * esiste una ed una sola collineazione
spaziale che fa corrispondere ai einque punti A, B, C, D, E, ordi-
natamente 1 cingque punti A', B, (, I, E". Unica condizione resbrit-
tiva & che 4 qualongue dei 5 punti A, B, ¢, D, E non siano in un
piano ¢ che altrettanto possa divsi dei 5 corrispondenti AB,C,D,E.

La seconda & questa: se una collineazione possiede 5 punli uniti
di cui 4 qualungue non esistenti in un piano, tutti i punti dello spazio
sono uniti per tale collineazione (il che si suole esprimere, piu breve-
mente, dicendo che la eollineazione & identica).

Ebbene, in base a queste due proposizioni, io rignarderd la colli-
neazione definita dai 4 punti uniti ABCD (non esistenti in un p1ano)
¢ da una ulteriore coppia di punti corrispondenti distinti MM, in
guisa dunque che la collineazione resnlti individuata facendo corri-

spondere ai 5 punti
A,B,C,D, M

ordinatamente i 5 punti

A,B,C,D, M

e mi proporrd di considerare, separatamente, tutti i casi possibili che
puo presentare la posizione della retta MM’ riguardo al tetraedro
ABCD (che chiamerd tetraedro fondamentale). — Quando si tenga
conte deila restrizione imposta alla prima delle proposizioni, dianzi
ricordate, si vede che 1 casi in parola si ridueono ai seguenti:

a) La retta MM non incontra aleuno spigolo del tetraedro ARCD.

b) La retta MM’ incontra uno ed un solo spigolo del tetraedro
suddetto.
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¢) La retba MM’ si appoggia a due spigoli opposli senza passare
per aleun verhice.

d) La retta MM passa per un vertice del tetraedro (e non incontra
altr1 spigolt all'infuori di quelli che concorrono in tal vertics).

Corrispondentemente si vedra che saranno attuati i casi piu note-
voll rispettivamente:

a) della collineazione generiea,

b) della collineazione nssiale,

¢) della eollineazione biassiale,

d) della omologia solida. |

Vengono econ ¢id ad esseve esclusi altri easi della collineazione
spaziale: c¢io non & dubbio (ad es. si escludono, in tal modo, quelli per
1 quali 1 punti ABCD non siano tutti reali, e quelli nei qualii detti
punfl non sono tutti distinti). Ma & altrettanto non dubbio che 1 easi
esclusi presentano minore interesse specialmente dal punfo di vista
degli invarianti assclufi della collineazione, la nozione dei quali (nei
easi esclusi) o svanisce, o si presenta in forma pili complicata.

Chiudo queste poche parcle d'introduzione pregando il cortese
lettore & non cercare nelle pagine seguenti piu di quello che di pro-
posito vi & espresso.... Dunque: niuna novitd nelle proposizioni: se
gualche novita vi pud essere & soitanto nella uniformita del metodo
di esposizione, che & quello recentemente seguito nelle mie lezioni
- universitame di Geometria proietiiva.

2. Collineazioni del tipo generico. — Comineiamo dal considerare il
cago (@) del n. precedente. La collineazione sia dunque determinata
dal tefraedro fondamentale ABCD, esigendo che i1 suoi vertici sieno
punti uniti, ¢ dalla coppia di punti corrispondenti distinti MM’, dati
in guisa che la retta MM’ non incontri aleuno spigolo del tetraedro
suddetto. Dico che non esistono altr: punta uniti all’infueri di A, B, C, D.
Infatti: se ne esistesse un allro, esso dovrebbe giancere in una faccia,
almeno, del tetraedro fondamentale altrimenti (per la 23 proposizione
del numero precedente) la collineazione sarebbe identica e quindi M
ed M' dovrebbero conincidere. Ebhbene, sta dunque unito un punto E
della faccia ABC. Se E non appartiene a nessuna delle costole di ABCD
(sitnate in ABC); nel piano ABC abbiamo i 4 punti uniti ABCE di
cul tre non sono 1n linea retta: dunque tuiti i punti di tale piano
sono uniti: ne segue che & unita ogmi retta per D, perché contiene
due punti unifi, cioé D & 1l punto in eui essa incontra la facecia ABC:
dunque coincidono le due rette DM, DM’ ossia la retta MM’ passa
per D 1l che & contro la ipotesi. Se poi B esiste sullo spigolo AB,
tutti punti di AB sono uniti ¢ quindi sono uniti tutti i piani per OD,
perchd ciascuno pud riguardarsi come individnato da C, D e dal suo
punte d infersezione con AB: dungque coincidono i piani che da CD
proiettane M ed M', ossia la retta MM’ si appoggia allo spigolo CD
il che & ancora contro la ipotesi. Dualmente si vede che non esistono

"—
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altr: piani uniti all’ infuori delle facce del tetraedro ABCD. E infine

se unt rebia e uniia, & anche unito ogni suo punte d incontro con le
faccie snddette e quindi essa & nno spigolo del tetraedro medesimo,
Dunqgue:

“ La collineazione attuale non possiede altri punti, rette e piani unifi
alf infuori dei verdici, spigoli e facce del tetraedro fondamentale .

Noi diremo che questa collineazione appartiene al © fipo generico .

3. Sieno MM', NN’ due coppie qualunque di punti corrispondenti.
Le due quaterne di piani che dallo spigolo AB proietiano le due
quaterne di punii CDMN, CDM'N' si corrvispondone e quindi sono
proiettive: fagliandele con la refta. CD troveremo su di essa due
quaterne prolettive di puntl, Indicando dunque con R, R, S, 8 le

infersezioni di CD ovdinatamente con 1 piani che da AB proiettano
M, M, N, N avremo:

CDRS A CDR'S'
OV YEro
{(CDRS)=(CDR'S’)

che st pud anche serivere:
(CDRR') = (CDSS8’) = costante.

Si ha dunqgue 1l teorema:

“ Se da uno spigolo AB del tetraedro fondamentale ABCD, si proiet-
fano due punti corrispondenti qualungue MM, sullo spigolo opposto CD,
e costante il valore del birapporto della quaterna formata ordinatamente
da C, D e dalle due proiezioni suddette ,. 11 valore di questa costante
si chiamerd “ invariante assoluto , relativo allo spigolo CD. (Si esclude
il valove uno, altrimenti tutti i punti di €D sono uniti e, ovviamente, gi
escludono 1 valori zero e infinito.) _

4. 51 hanno cosi sei invarianti assoluti (tanti quanti gli spigoli di
ABCD), ma non sono tutti indipendenti. Cosl, ad es., se sono dati tre

di ess1 inerenti a fre spigoli concorrenti in uno stesso verfice di

ABCD, i rimanenti sono determinati perché vimane in tal modo in-
dividunta la collineazione. Cid esprime il seguente tecrema (che ora
dimostreremo)

“ La collineazione attuale é determinatu guando sia daiv il tetraedro
fondamentale e i tre invarianti assoluii inerenti a tre spigoli concorrenti
in un medesimo verlice ,. *

Per precisare le cose stabiliremo di leggere le quaterne inerenti
agli invariantil assoluti suddetti, cominciando dal vertice eomune. Ciod
premesso, sieno Ay, As, Az 1 tre invarianti assoluti inerenti agli spi-
goli AB, AC, AD, concorrenti in A, Allora, per Erovare il corrispon-
dente di un qualsiasi dato punto M, proiettiamolo da CD, DB, BC
successivamente sopra gli spigoli oppesti AB, AC, ADin Q, R, S, e




4 PERIODICO DI MATEMATICA.

dopo detarminiaﬁn, sapra tali spigoli, tre punti Q, R, " in guisa che
s1 abbia: | |
(ABQQ') = X:; (ACRR')=2s; (ADBSS)= l..

Poi proiethiamo i punti cosi trovati Q, R, 8 rispetiivamenie da
CD, DB, B(: il punto M’ d” intersezione dei tre piani che si ottengono
sarh il punto cereato eorrispondente a M.

= 1 tre invarianti assoluti A e A debbono essere tutii disuguali ,.

Infatti, se due fossero uguali, ad es. ), =1, segmrebbe
ABQQ'A ACRR

e quindi le tre rette BC, QR, Q'R’ s’inconirerebbero in un medesimo
punto che sarebbe unito: onde sulla BC avremmo un 3° punto uniio
il ehe & impossibile (n. 2).

5. La collineazione che ha lo stesso tetraedro fondamentale unito
ABCD e eui tre invarvianti assolutl inerenil &l vertice A sonoe gl in-
versi di A Je As, 81 chiama la collineazione inversa di quella data. Se
la collineazione data si indica con @, la sua inversa si suole Indicare
col simbolo @~ La ragione del nome e del simbolo sta in quesio:
se a un punto M gualunque si applica la eollineazione & pervenendo
cosi & M, applicando dopo la ecollineazione Q' a M'si ritorna in M,
Infatti chiamiamo M” il eorrispondente di M’ secondo la @, & con
Q" R". § le proiezioni di M” ordinatamenie da CD, DB, BC sugli
spigoli opposti: avremo dungue:

i 1 e 1 = 1
{ABQQ’}=T; (ACR'RR }=T; (ADSS" )=~
1 2 B
clod:

(ABQ'Q')=7:; (ACR"R’)=14; (ADS'S)=1;
® per conseguenza (n, 4)

ABQO'AABQ'Q ; ACRR'AACR"R
ADSS'A ADS'S

cioe ", R", 8" coincideno ordinatamente eon Q, R, 8 e quindi anche
M” con M'. Questo dimostra V'affermazione fatta dianzi.
¢ Una collineazione del tipo generico non pud mai coincidere con la

1 1 1

propria inverse .. Infatti eid richiederebbe A, =—, Je==, Ju=
Al Aa As

e quindi: ) =1"=2"=1, ossia gli invarianii assolufi non potreb-
bere essere disuguali il che & mmpossibile (n. 4).

Il piano all’ infinito individua due piani che gli corrispondono nella
collineazione diretta e mnella inversa. Fssi si chiamano i pieni limiiz

di entrambe.
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6. Collineazioni del tipo assiale. — Passiamo ora a considerare il
caso (b) del n. 1. Ciod la retta MM’ incontri uno ed un solo spigolo

AB del tetraedro fondamentale ABCD. Segue subito che b unifo ogni.

piano per AB giaechd sono uniti i tre piani ABC, ABD, ABMM',
ma non ogni punto di AB & unilo, altrimenti sarebbe unito ogni piano
per CD (ecome individnato da CD e dalla sua intersezione con AB),
e quindi coineiderebbero 1 piani CDM, CDM’, ossia Ia vetta MM in-
contrerebbe anche CD il che & contro la ipotesi. Dunque, mentre Ia
retta AB & 1nviluppo di piani uniti essa non & luogo di punti uniti:
essa contiene 1 due soli punti A, B e non alirvi. Ne segue che ogni
punto di CD & unito, perche eomune alla retta unita CD e al piano
unito che lo proietta da AB. Dungue CD & invece luoge di punti
unifi, ma non inviluppo di piani uniti e dne soli piani per CD sono
unity, eive: CDA e CDB, Non vi sono altri punti uniti, perchié se ne
esistesse un altre indicandolo con E, si vede che E dovrebbe essere
esterno ad AB e allora sarebbe sempre possibile aggiungere ai tre
punii A, B, K due punti della retta CD, cosi da oltenere cinque
puntt anitt di eui 4 qualungue non esistono in un piano e guindi la
collineazione sarebbe identica (n. 1), il che & impossibile perche M
ed M’ sono dne punti distinti. Dualmente si vede che non vi sono
altri piani uniti all’infueri di quelli deseritti. Noi diremo che la col-
lineazione atinale appartiene * al tipo assiale ,. Dungue si ha:

“ In una collineazione del tipo ussiale sono punti uniti tutti quelli

di una retta r e allvi due situati su di una reita s sghemba con r.

Dualmente: sono piani uniti tuitti quelli che passano per s e altri due:
quelli che da v protetiano i due punti uniti giacenti sopra s ..

Esiste dongue un asse Inego di punti uniki, ma non inviluppo di
piani unift e un altro asse (sghembo col primo), che & invece invi-
luppo di piani uniti, ma non lnogo di punti uniti. Chiameremo il primo:
I'asse di punti uniti; 8 il secondo 'asse di piani uniti. Non esistono
allri punti ne piani wnitt all’ infoori i guelli deseritti.

7. Se M ¢ un punto qualunque, il piano che passa per M e per
Tasse di piani uniti, & unito e quindi contiene il punto M’ corrispon-
dente di1 M. Quindi;

" Tutte le rette che congiungono due punii corvispondenti st appog-
giane qll'asse di piene unili .

Dualinente: tutte lz vefle intersezioni di due piani corrispondenti si
appogyiane all usse di punti undti,

Ora una retta unita & eontemporaneamente congiungente di punti
corrispondenti e intersezione di piani corrispondenti; per conseguenza
si pud dire che:

“ Nella collineaztone atluale sono retle unite i due assi e inoltre
tutte quelle dei due fasci che si otlengono proiettando Uusse di punti
wnite dar due punti uniti che giaeciono sull'asse di piani uniti .

Non esistono altre retie unite.

i
- -
i w == P ———— ;" - - v
. . 3 .
E S = Sk = e ]
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8. La considerazione dei due fasei precedenti conduce subito a
quest altro teorema:

* Una eollineazione del tipo assiale possiede due ¢ due sole omologie
piane subordinaie: esse hanno in comune Uasse, che ¢ U'asse di punti
units della collineazione : i centri sono i due punti wniti dell asse di piang
unite .

GI'invarianti assoluti di queste due omologie piane 81 chiameranno
gh Invarianti assoluti della collineazione. Se fissiamo che la quaterna
che Individoa 'invariante assoluto di una omologia piana, sia ordi-
nata nel modo seguente: un punto qualunque, il suo corrispondente,
il eentro d’omologia, il punto d’inconiro della sede delln quaterna
con l'asse di omologin; si pud enunciare una proposizione del tutto
simile a quella del n. 4, ciod:

“1 due invarianti assoluti di una collineazione del tipo assiale deb-
bono essere disuguali .

Infatli siano A, B i centii delle due omologie subordinate: con-
duciamo per AB un piano a incontrare in B 'asse di puntl umiti:
se PP’ sono due punti corrispondenti sopra AR e QQ' altri due punti
corrispondenti sopra BR (secondo le due omologie sunddefte); 1 due
mvarianti in parola sono i due birapporti

(PP'AR). (QQ'BR).
Se essi fossero ugonali ne segnirebbe

PP'AR A QQBR

€ qumnds le tre rette AB, PQ, P'Q’ dovrebbero passare per uno sfesso
punto che evideniemente sarebbe unito per la nostra collineazione, e
quindi sull'asse AB di-piani uniti esisterebbero tre punti uniti i1l che
e impossibile (n. 6).

9. * Una collineazione del hipo assiale ¢ deterininuie dalle sue due
omotogie subordinate purche esse sieno sotloposte alle seguenti condi-
2101 -

" Sieno situate i piani differenti, ma abbiano Uasse in comune (e sia,
naturalmente, la relte inlersezione dei due piani) ;

“ 3 ceniri non sieno invidenti al comune asse suiddello, ¢ gl invarianti
assoluti sieno disuguali .

Quando gueste condizioni sjeno adempiute 'asse di punli uniti
della collineazione resuliante & 1'asse di omologia suddetto, e i due
alterior: pnnti uniti della collineazione sono i relativi centri di omo-
logia. Indichiamo infatti con A e B 1 centri.e econ » 'asse delle due
omologie (in posizione sghemba con la rekia AB). Sia M un punto
qualsiasi esterno alla » e allg AB, e indichiamo con R il punto ove
1l ptane ABM incontra la s - projettinmo poi M da A e da B rispet-
tivamente sopra BR e AR nei punti Q e P. Sieno Q e P’ i corri-
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spondenti di Q e P nelle due omologie date: essi glacclono rispet-
tivamente sopra BR ¢ AR, cosi che le retie AQ, BP’ esistono nel
piano ABR e quindi ¢ incontrano in un punto che indicheremo con M’
Prendiamo finalmente sopra r due punti €, D diversi da » e conside-
ramo la collineazione che ha i quattro punti uniti A, B, C,Dein
cul M, M"sono punti corrispondenti. Essa & del tipo assiale perchid la
retta MM incontra il solo spigolo AB del tetraedro unito ABCD (n. 6)
manifestamente le omologie date sono ad essa subordinate, non solo
ma s1 pud anche dire che la costruzions precedente serve a frovare
il corrispondente M’ di un punto generico M.

Il teorema ora dimostraio si esprime affermando che:

© Una collineazione del tipo assiale ¢ determinata quando sieno daii:
Vasse di punti uniti, i due punti uniti ulteviori (su di ung refte sghemba
con Lasse in parola) e i valori dei due invarianli assoluti e

10. La collineazione assiale che ha gli stessi punti uniti di quella
data e i cui invarianti assoluti sono inversi rispeitivamente di guelli
della data {in guisa dunque che le due omologie piane subordinate
dell’'una, sieno inverse di quelle dell'altra) si chiama la eollineazione
inverse della data.

Indicando guella data col simbolo Q, ¢i serviremo del simbolo O
per I'inversa, La ragione del nome e del simbolo & identica a quella
gia addotfa in uguale occasione al u. 5. Infatti la costruzione del nn-
mero precedente dimostra che se Q trasporta M in M, la Q' tra-
spovta ¥ in M,

© Una collineazione del tipo assiale now pud mai coincidere con la
Propria inversa .,

Indicando mfatti con )y, X gl'invarianti assoluti di 2, quelli di

L 1 ot e
Q-1 sarannos-,=- e quindi se £ e Q' goincidessero dovremmo avere
1 2

Jf=2:*=1, ma il valore uno va escluso altrimenii la corvispondente
omologia 8 una identita: dunque A; =)y = — 1, ciod gl’invarianti asso-
luti dovrebbero essere uguali, cib che impossibile (n, 8).

I due piani ehe corrispondono al piano all'infinito secondo la O
e la Q7 si chiamano i piaad Gmiti di Q o di €. Siceome due piani
corrispondenti si tagliano secondo nna retta che si appoggia all'asse
di punti unibi (n. 7), cosi ne viene che:

* 1 piani limiti di wna collineazione del tipo assiale sono parallel:
all’'asse di punii uniti . »

ll. Collineazioni del tipo biassiale. — Passiamo adesso al easo (¢)
del n. 1. Cioé la retta MM’ si appoggia ai due spigoli opposii AB,
CD del tetvaedro fondamentale ABCD. Il ragionamento fatto al n. 6
6 ora simmelbrico rispetto & entrambi gli spigoli AB, CD: per cia-
scuno passano 3 pianl anitl e gmindi ftutti sono uniti, da cul segue
immediatamente che 'uno e I'altro sono anche luogo di punti uniti.
S1 dice allora che la collineazione appartiene al iipo biassiale.
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Dunque: * Una collineazione del Lipo biassiale possiede due assi
sghembi, ciaseuno dei quali ¢ contemporaneamente luogo di punti units
e inviluppo di piani uniti .

Non esistono altri panti uniti, Infatti se ne esistesse uno sarebbe
possibile considerare, insieme ad esso, altri 4 punti uniti {dne sopra
ciascun asse) in goisa da avers 5 punti uuniti di coi 4 non esistenti
In un piano: la eollineazione sarebbe identjcsa (. 1) mentre M ed M’
sono due punti distinti per ipotesi. Dualmente si vede che non esi-
stono altrl piani uniti.

12. Conduciame per un punlo qualunque P dello spazio la retta
appoggiata ai due assi » ed s della nostra collineazione - sieccome |
due punti di appoggie sono uniti, cosi la retta in parola & unita e
quindi contiene il corrispondente P’ di P.

Tenendo presente anche la considerazione duale s pud dire che:

“In una collineazione biassiale ogni refla che congiunge due punti
corrispondents & anche vetta dincontro di piarii corvispondenii ¢ si ap-
poggia a entrambi gli assi della collineazione n-

D'altra parte ogni vetta wnita che non sia lnogo di punti uniti
congiunge punti corrispondenti ed ® intersezione di plani corrispon-
denti. Quindi: Sone rette unite gli asst e tutte quelle che incontrano
entrambi gli assi. Non esistono altre rette unite.

I3. Sieno PP’ due punti eorrispondenti qualonque e H,K i punti
i cui la rettn PP’ incontra gli assi r, 8 della collineazione: dico che
il birapporto (PP'HK) & costante al variare della coppia PP’ 1 af-
fermazione & evidente se la retta HK rimane fissa e P, P variano
conseguentemente sn di essa, giacchd allora viene a subordinarsi
sopra tale retfa una proiettivita rettilinea di cui H e K sono punki
uniti e PP’ due punti corrispondenti gualunque, Cousiderinmo poi
‘un’altra coppia di punti corrigspondenti Q,Q', su di una retia diversa
dalla HK e siano B, F i punti in eui la QQ’ si appoggia a » s Ti-
riamo le due rette corrispondenti PQ, P'Q, & da un punte T della
prima condaciamo la retta ¢ a incontrare » ed 3. Il punto T' deve
esistere sulla ¢ o d'altra parte anche sulla P'Q’, quindi ne viene che
l2. ¢ incontra pure In P'Q’. Allora considerando ; 4 piani che da ¢
proteitano le quattro relte PQ, PQ, », s, si vede subito che le due
quaterne PP'HK , QQ'EF sono proiettive (come sezioni della quaterna
di piani sopra nominata). Dunque

(PPHK) = (QQ'EF).

Resulta quindi il teorema seguente:

“ In une collinenzione del tipo biassiale & costante il birapporto della
quaterna retlilinea formata ordinotamente da un punto qualunque, dal
suo corrispondenie e du: due punti nei gquali la retta che congiunge i
punte corvispondenti suddetti si appoggie agli assi della collineazione ,.

-.l _ . -
"2l ;
F.1 @
'.L-r,:_-l aﬂ"'l_.\_ by =
g -

B
Thr. j 1}
— A !:'l_r':l. s

. -\.-._H';..-- :l -:":-.'
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Il valore di questo birapporto si chiama * invariante assoluto »
della collineazione. X interessante il easo in cui tale valore  Vunita
negativa, per una ragione che vedremo nel prossimo numers. Quando
eid accade la guaterna in parola & armenica e Ia collineazione prende
allora il nome di involuzione gobba.

In ogni caso & manifesto che:

" La collineazione binssiale ¢ individuata quando siano daii gli assi
e Uwvariante assoluto .. |

Infaili se » ed s sono gli assi dati (sghembi) ¢ X & I' invariante
assoluto, per trovare il corvispondente M’ di un punto qualsiasi M
basteri lirare da M la retta appoggiata a » e s: se H e K sono i
punti di appoggio dovremo dopo frovare sn tale retta il punto M’
tale che sia

(MM'HK) = 3

e la costrnzione sari cosi ottenuta.

14, Indichiamo col simbolo € la nostra collineazione e col sim-
bolo @ quella che ha gli stessi assi di @, ma il eni invariante asso-
lnto & inverso di gunello di . Chiameremo Q- Ja inversa di Q. La
ragione del nome e del simbolo & la stessa di quella gia addobtia in
oceasiom analoghe nel numeri 5 e 10,

Se ciod al punto M corrisponde M’ nella Q, si dimostra facilmente
che a M’ corrisponde M nella @ Infatti indicando con M” il cor-
rispondente di M’ nella @77, osserveremo che i tre punki M, M’ M~
sono in linea refta (perchd @ e @ hanno in comune gli assi), Indi-
cando con H e K i punii in cui tale vetta incontra gli assi », s,

AvIemo:
1

A

(MM'HK)=)., (M'M'HK) =

e quindi
(M M'HK) =)
cl08:

MMHK A M"M'HK

dunque M ed M” coincidono, il che prova I'affermazione fatta.
Pud una collineazione biassiale coincidere eon la propria inversa ?

1

Perchs cid aceada bisogna che sia l:_}_ , €108 A=+ 1, ma A=1 si

L™

esclnde altrimenti Q & ideu?i{:u, guindi L =—1.

Dunque: * Uunica collineazione biassiale che coincida con la pPropria
inversa @ la involuzione gobba , (n. 13).

15. I piani corrispondenti al piano all'infinito nella @ e nella O
st chiamano i piani Limiti dell'una, o dell'sltra. Siccome due plani
corrispondenti si tagliano secondo una rvefta appoggiata a enframbi
gli assi, cost si pud dive che
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1 piani Limiti di una collineazione biassiale sono puratleli a enirambi
gli assi delle collineazione .

St pud anche aggiungere ches:

© La distanza fra un piano limite ¢ wno degli assi @ uguale alla
distanza fra Ualiro piano limite e aliro asse ,. Infatti, sulla retta che
misura la minima distanza fra gh assi, consideriamo 1 corrispondenti
R e R" del punto B, ditale retita (nella Q e nella O™) e osserviamo
che avremo (indicando con H e K i punti 1n cui la rebta in parola

s1 appoggia agli assi):

. 1
(R, RHK) = - R
Cl10e:
KR HR'
HR EKR”
OVYyaro:
KR —HR HR'—KR
HR KR’
ed anche:
KH HK
HR — KR

€ quindi, in valore assoluto, HR'=KR", KR'=HR", il che prova
I'asserto.

[6. Omologie solide. — Finalmente non manca che 'esame del
caso () del n. 1: cioé la retta MM pussa per un vertice A del te-
traedro fondamentale e i puntt M, M’ non esistono in alcuna facecia
del tetraedro medesimo. Segne subito che sono uniti tutti i punti del
piano BCD (percheé in esso sono anili B, C, D e il punto d'incontro
colla retta che contiene i tre punfi A, M, M),

La collineazione attuale si chiama * wng omologia solida ., A @
" il centro di omologia .. il piano BCD & * il piano di omologia .
Dungue:

© In une omologia solida sono punte uniti : il ceniro, tulti ¥ punti
del piano di omologia e non altri a- D€ esisbesse infatti un altro punto
P sarebbe possibile scegliere, nel piano di omelogia, tre punii in
guisa che insieme a P e al cenlro di omologin si avessero cingue
punti wniti, di eni 4 non esistenti in un piano, e la collineazione
dovrebbe essere identica (n. 1), il che & impossibile perché M ed M’
sono due punii distinti per ipotesi.

* Dualmente si vede che i soli piani wiiti sono: i piano di omologia
€ tulli quelli passanti per il centro di omologia .

7. Ogni retta passante per 1l centro A & unita perché congiunge
due punti uniti (il punto A e la in lersezione sun col piano di omo-
logia). Se dunque N ed N’ sono due puutl corrispondenti gualunque
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le relte AN, AN’ debbono coincidere, ciod i tre punti A, N, N’ sono
1n linea retta. Quindi:

" In una omologia solida due punii corvispondenti somo sempre alli-
neali col centro e, dualmente, due piani corvispondenti si tagliano sempre
m una vetia esistente sul piano di omologia .

Il punto d"incontro dt una retta col piano di omologia & unito,
ed & anche unito il piano che la proietta dal centro; dunque si
ha che:

© Due rette corvispondenti si tagliano sul piano di omologia ed esi-
stono i un pianoe passante per il centro di omologia .

Una retta unita, se non @ luogo di punti uniti, congiunge punti
corrispondenti e quindi ne segne:

* Sono vrette unite (e non alire) guelle del piano di omologia e guelle
passanti per il centro di omologia .

18. Sieno M, M' due punti corrvispondenti qualunque: sulla retta
che li congiunge consideriamo il contro A di omologia e il punto H
d’incontre col piano di omologia: dieo che il birapporto (MDI'AH)
non varia al variave delln coppia MM, 1| teorema & evidente se la
coppia MM’ varia sulla retta AH, perchd, su tale retta, viene a in-
dividoarsi una proiettivita rettilinea subordinata in emi A, H sono
punfi uniti. Se poi la retta che conginnge altri due punti corrispon-
dentt NN' & diversa dalla MM’ si puo ovsservare che le due rette
MN, M'N’, essendo corrispondenti, si taglieranno in un punto S del
piano di omolugia, per cui indicando eon K il punto di incontro di
tale piano con NN’ ne seguira che le due quaierne

MMAH, NNAK

saranno prospeltive da S e quindi
(MM'AH) = (NN'AK)

il che prova l'asserto. Si puo dunque enunciare il seguente feorema:

* In una owmologin solida ¢ costanie il valove del birapporto della
quaterna veltiings costibniba ordinatamnente: da wn punto, dal suo cor-
rispondente, dal ceniro e dal punto d' incontro dellu sede della gquaterna,
col piano di omologia .

Il valore di questa costante si chiama * invariante assoluto , della
omolagia. K interessante, cgme vedremo, il caso in cui questo valore
sta unita negativa e guindi la quaterna suddetta sia armonica. Allora
Ia omvulogia prende il nome di emologie armonicea.

19. Una omologia solida & determinata quando sia daio il centro A,
il pino d'omologia ©™ e una coppia di punti corrispondenti MM' alli-
neati col cenlro (ed esterni a w).

Tnfatti (poiché noi escludiamo il caso in eni A sia incidente con )
sara sempre possibile scegliere tre punti BCD in =, in guisa che re-
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sulti individuata Ia collineazione in cui A, B, C, D sono punti uniti
ed M, M’ corrispondenti. Siceome la retta MM’ passa per A cosi ne
segue che tale collineazione & I'omologia eereata {n. 16). Dato un punto
N esterno alla retta MM, per costruirne il corrispondente basta osser-
vare che esso deve trovarsi sopra la AN e sulia corrispondente alla
MN, la quale & subito costraiia perch® passa per M e per il punto
d'incontro di MN con % La costruzione cade se N & sulla refta MM
ma vi si pud rimediare cosfruendo, avanki, una coppia di punti cor-
rispondenti esterni a tale reita e valendosi dopo di questa nuova
coppia per trovare N

* Lomologia & anche determinate guando sia dato il centro, il piano
di omologia ¢ il valore dell' invaviante assoluto ), 2 — Perché se A &
il centro e « il piano dato, per trovare il corrispondente di un punto
qualsiasi M, basta conglungere M con A, {rovare il punto H in eui
tale retta incontra = e, dopo, costruire su di essa un tul punto M,
cosi che si abbia-

20. L'omologia solida che ha lo siesso centro e lo stesso piano

d’omologia dalla data, ma il cui invarianie assoluto sia inverso di -

quello della data, si chiama omologia inversa. Se quella data si jndies
con 2, la inversa si indiehery con 21, |

La ragione del nome e del simbolo & Ia solita (mameri 3, 10, 14).
Se, ciod, nella Q al punto M eorvisponde ynella @' a M’ éorpi-
sponde M. Infatti chiamando con M” il corvispondente di M’ in ©—
81 osservi che M, M, M” esistone -su di una retia per A:se H ail
punto in cui essa incontra ;i piano di omologia avremo:

(MM'AH)=3; (M'M"“AH —

:-..JJ —

e quindi
(M"MAH) =
& per conseguenza |
- MMAHAM"M'AH

il che significa che M eod M” comncidono,

Pud una omologia solida coineidere gon g propria inversa? Perché

cl6 accada deve essere ) — 0 G108 A=+ 1, ma il segno positivo gi

esclode altrimenti Q a I"identita. Dunque r=—1, ossia (1. 18):

* L'unica omologia solida che comncida con la propria inversa ¢ L oneo-
logia armonica . |

21. I piani corrispondenti g piano all’infinito in una omologia e
nella sua inversa chiamansi 1 pani limits dell'una, o dell'altra. Sie-
come due piani corrispondenti s1 fagliano syl piano di omologia (n. 17),
oS! ne segne facilmente che -

“ I piani limiti sonop paralleli al piuno d; omologic .
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Se poi si applica il ragionamento del 1. 15; rifsrendolo alla per-
pendicolars girata per il centro sul piano di omologia, si pud aggiun-
gere che: ' '

“ Lo distanza fra il centro e un piano limite ¢ uguale, in valore
assotuto, alla distanza fra il prano d'omologin e Ualtre piano limite ,

22. Coppie invelutorie. — Rimanendo sempre nel campo delle eol-
lineazioni deseritte nei numeri precedenti, diremo che una coppia di
punti AA’ & involutoria, quando essi si corrispondono tanto nella
collineazione divetta Q, quanto nella Imversa 2, Se tutte le coppie
possibili sono involutorie allors Q ¢ O— coingidone e la collineazione

prende il nome di “ involusione spaziale ,. Rianendo i teoremi dei

numeri 5, 10, 14, 20 si pubd dire che :

© Le sole fnvoluzioni spaziati sono: U'emologia armonica e Uinvolu-
zione gobba .

All"infuori di questo easo si pio porre la seguente quesiione: DLl
una collineazione Q possedere delle coppre mvolulorie senza che tutte lo
siano? (senza cioé che 8 sia una involuzipne spaziale )

Per vispondere a questa domanda comineiamo dall’osservare che
se esiste una coppia involntoria AA’, ne esistono infinite: la sede
comune ¢ la relin AA" e su d) essy compongone una involuzione
reftilinea subordinata a Q. Dj gmisa che la questione si tramuta in

questaliva: * Quante mvoluzioni rettilinee possono essere contennte nellg

nostra collineazione Q, senza che, per questo, Q sia' wna involuzione spa-
ziale? |

Se si osserva che le sedi di tal involuzioni reftilinee debbono
essere retle unite per Q si vede subito che Q non pud essere omo-
login, n& appartenere al tipo biassiale (perche I’ iuvariante assoluto,
caleolato su tali rebte umte, sarebbe 'upita nagativa e quindi Q sa-
rebbe una inveluzione).

23. Rimangono dunque da ssaminare e collineazioni del tipo
assiale e guelle del tipo generico. Per procedere per gradi, proviamo
a esigere la esistenza di una (¢ una sola) involuzione rettilinea St~
bordinata, e cerchiamo le consegnenze.

Se £ & assiale la sede supposta non pud appartenere come raggio
unifo ad aleuna delle dua omologie piane subordinate, altriment ia
omologia relativa sarebbe armonies o O possederebbe infinite invo-
luzioni rettilinee subordinate. Dunque la sede non puo essere altro
che l"asse dei piani uniti (n.86). Indichismo allora con Q° g collinea-
zione che si ottiens applicando successivamente dne volte la Q. S;
vede subito che Q° & biassiale ed ha per assi quelli di . Riprendiamo
le notazioni del n. 8 chiamando con P, Q" i corrispondenti dj PLa
secondo Q, di guisa che P” Q" saranno i corrispondenti di P, Q se-

condo £°% Ma si ha
(PP AR)= {P’P"ARJ ==y
(RQBR) =(Q'Q"BR) =2,
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dove A; e s sono gl'invarianti assoluti di Q. Segue
(PP"AR)=(PP’'AR) (P'P"AR)=1,°
(QR"BR) =(QQBR) (QQ"BR) = )"

e £ essendo biassiale ne viene (n. 18) che

(PP"AR)=(QQ"BR)

e quindi
}L.lﬂ — :'-22

ma non pud essere by =), (n. 8), dungne sary A, — — Az, €108 Q avra
gil invariati assoluti nguali ma di segno contrario.

Se poi & & del tipo generico, la sede della mvoluzione rettilinea
dovendo essere unita, non pud essere altro che uno spigolo del te-
traedro fondamentale (n. 2). Si ha dunque il teorema -

" S¢ una collineazione possiede una involuzione rettilinea subordinata
(e non altre}, essa & necessariamente del tipo assiale, o del tipo generico.
Nel 1° caso la sede dell’ involuzione Vasse di piani wniti e i due inra-
rianti assoluti somo uguali in grandezza, ma di segno contrario. Nel
2% caso la sede & uno degli spigoli del tetraedro fondameniale i3

24. Procedendo sempre per gradi esigiamo ora la presenza di due
(e non piilt) involuzioni rettilinee subordinate.

Le sedi saranno sghembe altriment; esisterebbero, in conseguenza
infinite involuzioni rettilinee subordinate, e precisamente tutte quelle
di una omologia piana armonica subordinata. 11 centro sarebbe il
punto d’incontro delle due sedi supposte e il piano sarebbe qnello
individuato dalle dne sedi medesime. Le sedi essendo sghembe, Ia
collineazione cercata non pud essere assinle altrimenti gli invarianti
assoluti sarebbere uguali, il che & impossibile (n. 8).

Non resta dunque altra ipotesi (n. 22) che la Q sia de) tipo gene-
rico e le dne sedi sicno dne spigoll opposti del tetraedro fondimen-
tale. In conelusione si pub dunque enunciare la segnente proposizione:

“ 11 massimo numere di involuzioni retivinee subordinate che DOS3a
contenere una collineazione senza conlenerne wmfinite, ¢ due: la collinea-
zione che le possiede & del lipv generico e lo seds delle due involuzioni
sono due spigoli opposti del tetraedro fondamentale.

“ L'unica collineazione che contenga infinite involuzioni reitilinee
(senza percid essere una involuzione spaziale) appartiene al tipo assiale
¢ unc delle sue omologie piane subordinate armonien ,. (Le sedi delle
involuzioni rettilinee suddette costituiscono tutti i ragg: uniti di detta

omologia piana).

— s . —
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SUL VERSO DEGLI ANGOLI E DEI TRIEDRT

Mi permetto di esporre in questa Nota come si potrebhera intro-
durre logicamente nell” Insegnamento Blementare di Geometria i eon-
cetti di verso degli angoli (di un pianc), e di yerso dei friedri, — indj-
spensabili ove si voglia con qualche precisione trattare delle similitudini
(e delle ugnaglianze) dirette od inverse. — I paragoni del verso degli
angoll, e del verso dei triedri si fondano, qui, entrambi, su concett
affatto analoghi di parita, e disparitd che eredo sia bene porre in
evidenza: ma, astraendo da cip, per quanko riguarda il verso degli
angoli il procedimento gui seguito enincide sostanzialmente con guello
esposto dal Ch.™ prof. B. Levi, (') e consiste nel gindicare del verso
di due angoli di un piano mediante una retia ausiliaria, e nel mo-
strare come |'esegnito gindizio sia indipendents dalla retta (n. 1-5);
dedotia da cid la nozione di wereo pel triangoli di un piano (n. 6), il
gmdizio sul verso di due triedri i fa eoll'uso di un piano ausiliario,
e s1 dimostra indipendente dal piano (n.7 e segg.). — Si hanno eosi,
pel triedri e per gli angoli, definizioni e procedimenti affatfo ana-
loghi, il che & eerto didatticamente vantaggioso, — Tralasciando Je
faeili estensioni, mi limito a considerars angoli e triedri convessi, che
e quanto basta allo scopo indicato, — Suppongo noti ed esposti i
postulati d'ordinamento dei punti di nna retta, di un piano, dello
spazioc @ i loro immediati corollari.

I. Per angolo di due raggi m, n uscenti da on punfo e che sup-
porremo sempre non per diritto, nd sovrapposhl, intendiamo I'angolo
convesso che ha per lati i due raggi, ciod il luogo dei punti del loro
piano che rispetto alla refta di ognuno der die ragei stanno dalla
banda ov’'d I'altro.

Sieno, ora, due angoli mn, Eg, riferiti, (*) di un piano: una retia
del piano che non passi per nessuno dei due vertici, nd sia parallela g
nessun lato, incontri le reife dei lati ordinatamente nei punti M, N, P,Q:
diremo che i due angoli dati $0n0 EQUIVERSI FRA LoRb RISPETTO ALLA 7,
8¢ ¢ segmentt MN, PQ sono EQUWERSI quando é PART il numero totale
dei lati dei due angoli (ciod dei raggi mnp q) inecontrati dalla t, o se

P —

(1) B. Levt, Sull'ugnagtionza diretta o ineersn defls flgure (in queato Periodies, Vo, XIl. Fase. V,
1804), — Cfr. aneha gl Elementi di Geometria dl G. VERORESE., Padova, BNE}H. 1807 pp. 187-192.

M) Dieendo (esplicitamants o no) che dua segmenti MN, PQ: due angoll ma, ;1;; dos triangoli
MNP, QRS: dne triodri (m n p), (g r2) suno rifariti, mtendiamo ohe acli elemsnti (estremi, laki,
vertici, apigoli) M, N ; m,n; M.N,P; m,u.p dell'uno sisno rispetiivamente omologhi eli elementi
Pl‘ q » g Qr H‘:r E‘; . 1, 5 ﬂﬂll‘ﬂlh'ﬂ.
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¢ segmenti stessi $omo CONTRAVERSI, quando & DISPARI [0 Stesso numero.
Nelle opposte ipotesi i due angolt st diranno CONTRAVERSI RISPETTO
ALLA £ — Perche, giusta tale definizione, possa farsi il giudizio sul
verso rispetto a ¢ dei due angoli duti, occorre quindi che la ¢ non
passi per nessun vertice, nd sia parallela a nessun lato. Queste ipo-
tesi si sottintenderanno sempre nel seguito,

CoroLramio 1°, — Se due angolt riferiti hanno il wnedesimo vertice
e un lato (omologo a sé) in comune, essi sono equirersi rispetto a ogni
retia del piano ore gli cliri due luti (omologhi fra lore) sieno da una
banda delle setin del lato comune; sono e:u:iirrfrerséf'iﬁpﬁtta a ogni retla
del piuno nella ipotesi contraria, — Infalti siane mp, *.:;q 1 due angoli
datl, e 1 lati p, ¢ stieno dalla stessa banda rispetio al lato comune:
allora i segmenti determinati su una segante ? dalle rette dei lati dei
due angoli hanno sn estremo comune e gli aliri due dalla stessa banda
di questo e sono quindi equiversi. se la # incontra ambedue 1 ragg
P, ¢, o ambedue gli opposti; hanuo invece un estremo in comune e gli
altri doe da banda opposta di esso. e sono contraversi, se la ¢ in-
contra uno dei due raggi p, g e l'opposto dell'aliro, — K poiche la ¢
incontra, nella retta di mz, due o nessun lato dei due angell, guesti sono
equiversi rispetto a ogni seganie {. Similmente nella seconda ipotesi.

Cororiario 2° — Se dug lgis omologhi- di due angoli riferiti somo
ragg: oppasii, i due angoli sono equiverst rispetto a ogni retla del loro
piano, se gli altri due lati sono da bande opposte rispetio alla retia de
primi; contraversi vispetto a ogni retin del piano, se gl altri dwe lati sono
dalla stessa banda vispetto a tale retta. — Si dimostra in modo affatto
analogo al precedente. In particolare:

CororrARIo 3% — Duye angoli opposti al wertice, riferiti in modo che
¢ dati omologhi sieno raggr opposti, seno equiversi rispeilo a ogni retta
del piano, .

CoroLrarto 4° — Ogni angolo mn 2 contraverso al swo inverso nm
respelto a ogni vette del suo piano.

2. Se due angoeli di un piano sono equrversi ad un terzo (del me-
desimo piano) rispetto & una stessa refta, essi somo equiversi fra loro

" e e

rispetto alla stessa retta. T due angolr mn, pg sieno egniversi all’an-
golo 73 rispetto alla vetta /: sieno MN , P, RS le coppie di punti che
le retle dei lati degli angoli segano su f; sia, ad esempio, pari il nu-
mero del raggi m, u, 7, s inconirati da ?; dispari I'analogo pei raggi p,
9, %, 51 sara allora dispari 1o stesso numero pel raggl m, n, p, g. Ma,
per I'ipotesi, dei due segmenti MN, PQ I'uno ha il verso di RS, I'altro
Fopposto: dunque i segmenti MN, PQ sono contraversi, e quindi gli
angoli dati equiversi rispetto a £ Cosi negli altri casi. — Si ha pure,
analogamente, che se, rispetto a uwna b, due angoli sonv contraversi ad
un terzo, essi sono, rispetto alla t, equiversi fra loro, e se di essi 'uno
e eguiverso e laltve contraverso al terzo, essi som contraversi fra loro,
sempre rispetto alla t.
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3. Due angoli di un piano, riferiti, aventi lo stesso vertice o 5ono
equiversi rispetto a ogne vetta del piano, 0 sono con iravers: rispetio a
ogne retla del pieno.

Per i corollari 1° & 2° el n. 2, 1l teorema & provato nel easo in
¢ un lato del primo angolo e l'omologo del 2° sono sovrapposti o

per divitto. — Per i due angoli riferiti mmn, p? aventt il medesimo
vertice si pudb dungue supporre che i due lati omologh m, p mon sieno
sulla medesima reita. N

Riferiti allora glj angoli :;;z, qp, ?};}J nel modo seritto, (*) vale per

le coppie mn, mp; qp, wﬁ; il Corollario 1°, n. 1; potranno quindi darsi
questi due casi:

b S -

1°. mn gp sono ambeduye equiversi, oppure ambedye contraversi

ey

& mp rispetto a ogni retta del piano;

2% di essi V'uno & equiverso, I'altro contraverse a :;p rispetto a
ogm retta del piano. P

E poiché gli angoli Pg, qp sono ira loro contraversi rispetio a
ogm retta del piano (Coroll. 4% 1. 2), si ha (n. 2) che nel easgp 2 gl
angoli dati sono equiversi, nel caso 1° sono contraversi rispetto ad
ogn: retta del piano.

Resta con cid giustificata Ja definizione seguente: Due angoli yi-
feriti aventi il medesimo vertice, (i un piano, si dicono equiversi (o con-
braversi) se sono eguiversi (0 contraversi) rispetto a una retic (qualungue)
del piaro.

4. Si ahbiano ora dpe angoli di un plano, viferiti, di vertiei distinti,
U, V; un lato dell'uno sia i] raggio UV, 'omologo dell’altro sia Pop-
posto del raggio VU; gli altri due lati omologhi sieno dne raggi a, b,
gracenti dalla stessa banda tispetto alla UV. — Una secante ¢ in-
contri in M, A, B Ia retta UV e lo rette di @, b, — I due segmenti
MA, MB sono equiversi se la ¢ incontra ambi j ragel a, b o ambeduye
gli opposti; contraversi se essa 1ncontra uno dej raggl a, b e I'op-
posto dell"altro. — Ora se M & interno al segmento TV, la ¢ incontra,
1vi, un solo laio dei dpe angoll onde i segmenti MA, MB sono allora
contravers: od equiversi secondo che pari o dispari il numero totale
dei lati dei due angoli inconfrati da £. — 7 due angols daii sonp
dungue contraversi rispetto a ogni retta che incontri 4 segmento UV, e
similmente si prova che essi SO0 equiversi rispeflo « ogni refia se-
cante UV fuori del detto segnsenio,

5. Indicati, ora, con o, & glt angoli considerati al n. 4, sieno dati
due altyvi angoli riferiti, qualunque, B, 5, avanti'rispettivamente per
verfice T, V, — Riferiti i due angoli «, 8, comungue, fra lore, ri-
sultano I'nun Taliro riferiti i quattro «, ', f, f. — E poichd B, B’

() Cir. Ia nota al n. 1.
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hanno rispettivamente lo stesso vertice di @, 2, accadra 'una o 'altra
delle due ipotesi seguenti:

1% B, f' sono ambedue equiversi, oppure ambedue contraversi, ri-
speftivamente ad «, o' rispetto a ogni retta del piano;

2°. B, f sono I'nno equiverso, Uaultro con traverso, rispettivamente,
ad a, o' rispetto a ogni retta del piano.

Quindi V'ottenuto visultato ecirea gli angoli «, &' (n. 4) e il Tao-
rema del n. 2 mostrano che nell'ipotesi 1* i due angoli B3 sono con-
traversi rispetfo a ogni retta ¢ secante i segmento UV, ed equiversi
rispetto a ogni # secante la UV fuori del detto segmento, e che nel-
I'ipotesi 2* accade I'opposto. — La conclusions non & legittima per
ogni rvetta #, che pure incontrando le rette dei lati d 5, B, sia pa-
rvallela a qualcuna delle UV, a, 4, non essendo allora possibile il pa-
ragone del verso rispetto a ¢ dei due angoli ausiliari %, . — Ma
I'eccezione i toglie agevolmente: supponiamo che si verifichi I"1po-
tesi 1°; preso un punto W fuori di UV e di #. tracciata una retta f

che lasei da una stessa banda i punti U, V, W, e non sia parallela

ad alcun lato di z, &', fissiamo nn angolo y di vertice W, eguiverso
a e guindi a B’ rispetto alla ¢, e i cui lati non siano paralleli né
a t ne a#; per la prima parte della dimosftrazione, e per le ipotesi
fatte cirea alla ¢, 1 due angoli §, v (e cosi 1 due B, ¥) sono contra-
vers: vispetto a ogni retta secante il segmento UW (o 1l segmento
VW), equiversi rispetto a ogni retta che incontri la TW (0 la VW)
fuori del detto segmento. — Allora, se #' lascia da una banda U,v,
essa incontra ambedue i segmenti UW, VYW o nessuno; l'angolo y &
coniraverso ai due 3, " oppure equiverso ad entrambi, rispetto a ¢
quindi B, " sono fra Joro equiversi rispetfo a . — B se ¢ inconiya il
segmente UV, similmente, gli angoli #8 sono fra loro conbraversi
rispetto a #. — Cost per V'ipotesi 22, — Possianmo quindi legittima-
mente porre la definizione seguente, che comprende guella del n. 3:
Due angoli riferiti di un prano si diconv EQUIVERST 8¢ €381 3000 equerss
rispetto « ogni retia del piano che lasei da una banda i loro vertici (quindi)
contraversi rispetto a ogni relia del piano che lasei i loro vertici da bande
opposte. — Nelle contrarie ipotesi i due angoli si dicono cONTRAVERSL.

CoroLrario 1°% — Due angoli di un piano equiversi (o contraverst)
ambedie o un terzo (dello stesso piano) sono equiverst fra loro. Se U'uno
di essi ¢ equiverso e Ualtro contraverso al terzo, sono fra loro contraverst.

e U, V, W sono i vertici dei tre angoll, una secante { inconfra
due dei segmenti UV, VW, UW o nessuuo: basta allora applicare
la definizione del n: 5 e il Teorema del n. 2.

B. Dalla definizione precedente discendono anche i geguenti co-
rollari, che ci interessano per il segnito:

Gororrario 1°. — Gli angoli ABC, BCA, CAB &i un triangolo
ABC sono fra lore equiversi : cosi qli angoli ACB , Uﬁﬁ, BEG; ciaseuno
dei primi & contraverso ad ognuno dei secondi.

~14!
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Detto D un punio del segmento BC, In secante AD imcontra i
quatire lati dei due angoli Aﬁﬂ. BCA; i due segmenti AD, DA cosi
determinati sono contraversi;. 1 due veprtiei B, C sono da bande
opposte rispetto alla AD: dungue i dpe angoh sono equiversi.
— Cost per gli ultr] — Per la 22 parte i applichi il Corolla-
rio 4°, n, 1. :

CoroLLagio 2° — S, e triangoli ABC, DEF di us, piano sono
riferiti e due angoli omologhi song equIversi (o contraverss) arnche gli
angole omologhi di ogni alira coppia sono eguiversi (o contrarversi;,

Deriyizions, — Due triangoli viferiti di un Piano si dicono equi-
verst (o contraversi) se xono PRUIVEYSE (o contraversi) due Iloro angoli
omologht (qualungue).

COROLLARIO 3°. — Sp iy due triangoli riferiti di un piano due pertiei
dell'uno rispeftivamente coincidono cogli oniologhi dell’altro, i due trign.-
goli somo egquirersi o contraversi « seconda che 4 rimanenti due vertips
sienne dalla stessa banda o dq banda opposin del luty comune,

COROLLARIO 4%, — JI briangolo ABQC 2 CqUIvErso a ciaseuno de due
BCA, CAB, CORETQvErso o ciaseuno dei tre AUB, CBA, BAC.

UOROLLARIO 5° — Dye treangoli di un piang ambedie equipersi (0
coniraversi) a un terzo (del medesimo piano) sono equivers: fra loro -
se Uuno di essi 2 equwerso, e laltro contraserso al terzo, essi sono fra
loro contraversi

Discende dal n. 5, Corollario, e dalia definizione ora datg

7. Sieno ora due triedyi viferiti (mnp), (grs) aventi o no il medesimao
vertice. — Un piano ¢ non passaufe per nessun vertice, né parallelo ad
alcuno spigolo, incontri Je rette degli spigoli nej panti M, N, P, Q, R. S.
Dwvemo che i due triedri sono equivers; rispetto al piano = se 2 irign-
goli MNP, QRS om0 EQUIVERSY quando sie Pagry i namero totale degli
spigoli dei due iredri (cioe dej raggi m, a, p, p, 9 8} incontrati da T,
0 3e gli stessi trian goli somo contraversi quando sin dispari j NUMeErQ
stesso. Nelle opposte tpolesi 1 due triedri si diranno contraversi rispetio
@ 1. — Perchd, giusta tale definizione, possa farsi il giudizio sul verso
rispetto a dei due triedri dati, occorre quindi che  non passi per
nessun vertice, nd sia parallelo a nessun spigolo. — Queste Ipotesi si
sobtintenderanno sempre nel segnitop,

CoroLnario 1°. — S, m due {riedri viferiti, due spigols dell uno
eoineidono cogli omeologhi dell’ alivo, i due triedri sono equiversi rispetlo
ad ogni piano, se i i“iﬂiﬂﬂ&?lﬁ'if‘ﬂﬁ Spfgﬂ_ﬁ geaceiono dalin stessn banda
rispetto al piano dei Drimi; contraversi rispetto ad agni piano, se i rimg-
nents spigoli giaceiono do banda opposia rispetto ql piano stesso.

S1 dimostra come i Corollario 1° n. 1, tenendo presente il Corol-
lario 8" n. 6. . '

CoroLnario 2°, — Jj iriedro (mnp) 2 rispetto ad ogni piano eqgiti-
verse a ewascuno del due (npm), (pm n); contraverso ad ognune de: tre
(m pn), (pnm), (n, m, p).
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Un piene qualungue (non passante pel vertice nd parallelo a nes-
suna delle m, n, p) incontra sempre un numero pari di spigoli di due
qualungue dei precedenti triedri: si applichi allora la Definizione
precedente e 1l Corollario 4°, n, 6.

8. Ragionando come al n. 2, si prova che: Se due triedri somo
ambedue equiversi o ambedue contraversi ad un terzo rispeito @ un me-
desimo pino, essi sono equiversi [ra loro rispelio a quel piano, ¢ se di
essz U'nno & equiverso, Ualtro contraverso al terzo vispeilo a quel piano,
essi somo contraversi fra loro rispetto al medesimo piano.

. Due triedri aventi il medesimo vertice o sono equiversi rispeito ad
ognr prane 0 sono contraversi rispetto ad ogni pmano.

In forza dei corollari 1° e 2° n. 7, il Teorema vale nel caso che
due spigoli di un friedro coineidano cogli omologhi dell’altro, e nel
easo che ogni spigolo di uno coineida con uno spigolo (omologo o no)
dell'altro. — Sieno ora (ma p), (gr ) due triedri viferiti aventi il me-
desimo vertice: sia z uno dei tre spigoli ¢,7 s ehe non apparlenga
alla faccia mn; y uno dei 2 rimanenti che non sia nel piano mz, ed x
1l terzo. — Si considerino i triedri (mn p), (mn 2), (my2), (vy2), (g7rs)
riferifi I'un I'altro nel modo seritto; alle coppie formate dal 1° e dal
2% dal 2° e dal 3° dal 3" e dal 4°si pud applicare il Corollario 1° n. 7,
e alla coppia formata dal 4° e dal 5° (poiche i raggi z ¥ 2, salvo V'ordine,
sono 1 raggi g rs) il Corollario 2° n. 7: e allora se tuite gueste coppie
0 due, o nessuna sono di triedri equiversi rispetto ad ogni piano, si
concludera (n. 8) che i due triedri dati somo equiversi rispetto ad
ogni piano; se ma o tre di esse son di triedri equiversi rispetto ad
ognl piano, si concludera che i due triedri dati sono contraversi ri-
spetto ad ogm pianc. Potremo porre, ora, legittimamente, la Defini-
zione: Due triedri riferiti aventi il medesimo wvertice si dicono EQUIVERSI
(0 cONTRAVERSI) se lo sono rispetto ad un piano (qualungue).

10, Sieno ora due triedri rifeviti, di vertici distinta, U (m 2 p);

F o e

V(grs); le faceie omologhe mn ¢ sieno in un piane & e sieno angoli
equiversi: i due rimanenti spigoli p, s siemo da una banda rispeatto
a . — Un piano z incontri Je rette degli spigoli nei punti M, N, P,Q, R, S,
¢ lasel dalla stessa parte U, V; la retta @ === contiene i punti M,
N, P,Q e lascia, su «, dalla stessa banda T, V. — Sia, prima, par:
il numevo tofale z degli spigoli dei due. triedri, incontrati da =: allora,
se a incontra ambedue i raggi p, s o ambedue gli opposti, i punti P, S
sono dalla stessa banda, su =, rispetto ad a; & pari (x—2, 0d z) il

numero totale dei lati dei due angoli mw, Er? meonfrafi da a; quindi
poiché essi sono equiversi, lo sono i segmenti MN, QR, quindi gh
angoli MPE*I, Qgﬂ, e con essl sono equiversi i triangoli MNP, QRS;

se o, nvece, ferme le rimanenti ipotesi, incontra uno dei raggi p. s
e I'opposto dell'altro, i punti P, 8 sono, su ©, da banda opposia 11-

&

spefto ad a; & dispasrt (@ — 1) il numero dei lati dei due angoli ri;:t, gr

I
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incontrati da «; quindi i segmenti MN, QR sono confraversi, e i dua
angoli MNP, QSR e con essi i triangoli MNP, QRS sono ancora 80T~
versi. — Similmente si prova che se 2 & dispari, gli stessi triangoli
sono contraversi, dunque i due triedrvi dati sono equiversi rispetto
ad ogni piano che lasci U, V da una stessa banda €, parimenti, con-
traversi vispetto a ogni piano che lasci U,V da bande opposte.

H. Indicati, ora, con 8,8 i due triedri constderati al n. 10, sieno
dati due albri triedri rifeviti gnalunque T, T” aventi per vertici rispet-
tivt gli stessi punti U, V.

Con ragionamento identico a quello tenuto nella prima parte del
n. 5, 81 provera agevolmente che: Pei due friedri riferiti gualunque
T, T di vertici distingi U,V si verifica Uwuna o Caltra delle ipotesi se-
guenti - '

&) £58% s0n0 equiversi rispetto a ogni piano che lascia da wne bunda
t loro wertici e (quindi) contravers:i rispetio ad ogni piano che lascia i
loro vertici da bande opposte -

b) essi sono contraversi rispetio ai primi piani, equiversi rispetto i
seeondi,

Nel primo caso i due triedri 3 diranno fra lovo EQuivers:, nel se-
eondo fra loro coNnTRAVERST.

La eonclusione, anche qui, non & legittima per ogni piano o che
sia parallelo a qualeuno degii spigoli dei due triedri ausiliari S, o,
non essendo in tal easo possibile il paragone del verso rispetto ad o’
dei due triedri ausiliari: ma la restrizione si toglie, assumendo un
triedro T”, col vertice W fuori della UV, e gl spigoli uon paralleli
ad o', o paragonando il verso dei due triedri TT' rispetio ad a col
tramite del triedrvo T”, in modo periettamente simile a quello tenuto
per gli angoli vell’ullima parfe del n. b.

Cororramio. — Due triedri equiversi (o contraversi) a un terzo sono
equiverst fra loro. Se Ununo di essi equiverso e Ualtro contraverso al 3’y
sono fra loro contraversi. — Si dimostra come l'analogo del n. 5.

12. Dalla definizione ora data scendono anche ; segnenti corvollari:

CoroLLARIO 1°. — Dej triedri A (BCD), B(CDA), C{DAB), D (ARQ)
@i un tefraedro ABOD eiascuno 2 coniraverso al seguente.

Per primi due, si consideri i piano CDE, dove E & un punto del
segmento AB: j triangoli ECD, CDE determinati su di esso dai due
triedri, essendo equiversi, ed essendo inoltre par: (6) il numero degli
spigolt incontrati dal piano, e A, B da banda opposta di esso, segue
I"asserto.

UoroLLario 2% — Se in due tetraedri riferiti due triedri omologhi
SON0 equiversi (o contraversi) sono pure equiverst (o contraversi) i triedsrs
omologhi di ogni alira coppia.

Dermizione, — Due tetracdri riferiti si dicono equiversi (o contyu-
vErsi) se Sono equiversi (o contraversi) due irsedri omologhi (qualungus).

UoroLLario 8° — Due fetracdsri eguiverst (o contraversi) ad un teizo
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om0 equirerst fra loro: se Puno & equizerso, Ualtro contrarerso al 2. sono
fra loro contravers:.

13, Notiamo infine come, con processo ricorrente, si possano esten-
dere le definizioni qui poste agli spazi a pit dimensioni S,, pei quali
sieno soddisfatti i postulati dardinamento analoght a quelli da -no
ricordati, che valgono pel pianc ¢ per lo spazio ordinario. — Defi-
nito un angoloide n.edro di un tale 3, , determinate da » semirette
(spigoli) dell’S, uscente da un punto, non giacenti in un S,_,, come
1! lnogo dei punii che rispeffo & ciascun S, di » — 1 spigoli stanno
dalla banda dell'ultimo spigolo, e supposto definito il verso per gl ango-
loidi (n — 1).edri e quindi per le piramidi @ n vertici di wrii Sa_y soddisfu-
ciente alle predetie condizioni, potremo dire “ equiversi rispelio @ un S
dell’ 3, ,, due suoi angoloidi n.edrd riferitl, guando le due piramidi
- ad n wvertici che le rette dei loro spigoli determinano sull'S, , siano equi-
verse quando sia pari, o contraverse quando sia dispari il nwnero toiole
degli spigoli dei due angoiowdi eontrati dell’S, .. — Da eido e da
immediate estensioni delle cose precedenti sara giustificuto 11 defi-
nire come ° squiversi , due angoloidi ad n spigole rwiferiti di S, se sono
equizersi rispetio a ogni S, dell’ S, , secanie i segmento dei veriici,
(quindi) contraversi rispetto a ogni S,y dell’ S, non seqante il detto seg-
- mento; e similmente per gli angoloidi n.edvi contraversi. — B questo
procedimento ricorrente & legittimo, in quanto le stesse definizioni
risultano, da quanto si & detto, giustificate per 1 =2, =23, |

HEMiLio YVENERONI.

SR Y—

SISTEMI GEOGRAFICI SULLE SUPERTFICIE

In guesta breve Nota ci propontamo di rilrovare geometricamente
- aleune proprieta. ottenute analiticamente in un altro lavoro, () e
di stabilirne alcune altre, riguardauti certi particolari sistemi di
coordinate curvilinee (sistemi geografici), che si posson considerare
sopra wua superficie (o vegione di superficie) qualungune (non svi-
luppabiie) e che posson presentare qualche inieresse per la Geo-
desia teorica,

I. Supporiamo che in una data regione d'una superficie S si sia-
assegnato arbitrariamente il verso positivo della normale alla super-

(') C. Mmgo. Sulls superficie riferite a4 un aistemo geagrafico ¢ sulla determinazione 1nivingecs
del frecide [Gloruale di Matemiatiche di Barraorix, vol XLVIII (10 della 3* serie), 19101,
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ficie stessa, e comsideriamo inolire un asse qualungue 2z orientafo
(asse polare). Preso un punto qualungue P sulla data regione di S,
chiameremo latitudine di P, e la indicheremo costantemente con o,
il complemento dellangolo che la direzione positiva della normale
in P forma con la direzione positiva dell'asse polare 2, Chiameremo,
pol, meridiano astronomico di P il piavo formato dalla normale alla
S in I’ e dalln parallela all'asse polare z condotta per P (asse locale),
Condotto in fine un semipiano arbitrario = per I'asse polare z, ehia-
meremo longitudine del punto I, e la indicheremo sempre con w,
Fangolo diedio che il semipiano « forma col meridiano astronomieo
di P (o, pinn precisamente, col semipianv contenente I'asse 2 e il raggio
parallelo alla direzione positiva della normale in P, condofto per un
punto qualunque di z),

La 8 sara ricoperta, nella regione considerata, da un doppio sistema
di linee, luoghi di punti di eguale latitudine e di eguale longitudine,
che chiameremo rispettivamente linee ? e linee w. B divemo che per
la S, il sislema (2, w) costitnisce un sistema geografico rispetto all’ asse
polare z.

Possiamo dire, brevemeute, che le lines @ sono caratierizzate dal
fatto che lungo ognuma di esse Ja normale alls superficie forma un
angolo costante eon 'asse arbitrario 2z, mentre lungo ogni linea o la
normale & sempre parallela a2 uno stesso piano passante per I'asse z.

S1 pud osservare che lo ¢ sono le linee isofvie della S, rispetto a
un faseio di ragei luminosi parvalleli ail’asse 2: l'intensity luminosa
d'ogui linea o essendo properzionale a sin x, Cosi le linee w, lungo
le quali la sviluppabile circoseritta a S & cilindrica, sono interessanti
in quanio che separano le parti della superficie, illuminate da un
fascio di raggi paralleli, da quelle che restano nell'ombra.

2. Giova ancora considerare due direzion; noteveli sul piano tan-
gente 1n Palla 8: 'una & la retta d" intersezione del piano tangente
col meridizno astronomico (n. 1}, e la echiameremo direzione Nord del
punto P; 'altra & la direzione urlogonale alla precedente, e la chia-
meremo direzione Fst dello stesso punto P. E manifesto che Ja dire-
zione Est in un punbo & perpendicolare al meridiano astronomico
delfo stesso punto.

Chiameremeo inoltre linee Est sulla S le curve lungo cui la tangente
& perpendicolare all'asse polare z, ossia coincide con la direzione Hst.
E ovvio che ogni linew Est, avendo le tangenti sempre perpendico-
larl a una stessa retta, non pud essere che piana, e contennia pre-
cisamenie in un piano perpendicolare a guella retta. Dunque le
tmee Est delle S sono le sue sezioni con piani perpendicolari all’ asse
polare z.

Chiameremo linee Nord le traietiorie ortogonali delle linee Pt
Lungo uva linea Nord la tangente, ecom’® naturale, coincide con la
relativa direzione Nord e forma con I'asse polare z un angolo eguale

o e T o i 1 i .
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alla latitudine @ del punto. Lungo ogni linea w le direzioni Est S000,
poi, parallele. (%)

3. B ovvio che per una sviloppabile le generatrici sono & un tempo
Iinee 9 e linee w rispetto a qualungue asse. Se poi una linea L di
una sviluppabile, non eoincidente cou una generatrice, costituisse ung
linea w, ciod una linea tale che le normali alla sviluppabile lungo L
sono parallele a uno stesso piano « (n. 1}, allova Zutte le normali della
sviluppabile dovrebbero essere parallele al piano «, e la sviluppabile
sarebbe quindi un cilindro.

Se invece la linea L fosse una linea ¢ rispetio a un certo asse o, si
concluderebbe subito che tutte le normali della sviluppabile sarebbero
egualmente inclinate sull'asse ¢, o quindi le sue generatrici sareb-
bero parallele & quelle d'un certo cono retto. circolare di asse {: la
supetficie, ciog, sarebbe una elicoide sviluppabile. (%)

S intenda che nelle nostre considerazioni escludiamo il.caso delle
supéerficie sviluppabili.

4. Se della 8 faceiamo la nota rappresentazione di Gavss, &8 ma-
nifesto che alle linee w e w corrisponderanno i paraliell e 1 meridiani
delin sfera rapprosentativa, relativa al diametro della sfera parallelo
all'asse polare 2. Inolire le direzioni Nord ed Est, relative al punto P
della S, sono rispettivamente parallele alle tangenii al meridiano
e al parallelo sferico passanti per il punto P', immagine di P.

Se poi ricordiamo che la tangente all'immagine sferica d’una
eurva C di 8 e la coningata della tangenie alla stessa C sono per-
pendicolari, possiamo eoncludere senz'altro il seguenle teorema, gia
segnalato dal Przzerri. ()

In ogui punio della S Ia tangente alla linea p [w] ¢ la direzione
Nord [Est) sono tangenti coniugate.

E ancora:

Le linee 9 [w] e le linez Nord [ £ist]) cosiitiiscono sullu S un doppio
sistema coniugato.

5. Segue dal teorema di Pizzerti, che se in un punto P della 8
Ia tangente alla linea o coincide con la direzione Kst, nello stesso
punto la tangenie alla linea w coinciderh con la direzione Novd, e
viceversa. Per conseguenza, in tal caso, la coppia delle direzioni
conlugafe ortogonali Nord ed Est costituisee in P la coppia delle
direzioni principali per la S. Dunqgue se una linea v [w] & contempora-
neamenie una linea Kst [ Nordl, essa ¢ di curvature.

D’altra parte, se una linea p & di curvatura, le normali lungo essa
alla S devon generare unsa sviluppabile, il ¢ni spigolo di regresso

(Y) Va dnsé cheil doppio sistema defle linee Nord ed Est &' intende definito rispelte alle steazo
asse polara coi sl riferisce il sistema (g, o). '

(*) Avaliticamente le superficioe in dissorso sarsebbare gl'intograll generali dell' egnazions
P ¢ =costante, dove p» e g sono 1e solite darivate mongiate.

(P} PizzerTy, Contribuzione ullo siudie dalls superficie tevrestre [Giornnle della Soeisth di Letiare
@ conversazioni scisnkifiche di Genova, vol. XViI (1587)].
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sara evidentemenis un’elica appartenenie a un cilindro parallelo
all'asse polare z. Ora & noto che Je evolventi d'un’elica cilindriea
sone curve pizne situate in piani perpendicolari alle generatrici dsl
cilindro. (*) Si eonclude dunque che se una lineq ¢ e di curvatura, ess
& anco una linea Fsi.

Similmente se una linea w & d; enrvatora, le normali lungo essa
alla superficie — che in generale sono parallele a un piauo passante
per I'asse z (n. 1) — invilupperanno un’altra curva, la quale evidente-
mente non potra essere che piana: ne viene che anco la eurva w sara
piang, e poichd inoltre le sue novmali (prineipali) sono pure normali
della superficie, la w & dippin una geodetica per la superficie stessa.
Ed & anche una linea Nord, come & facile riconescere. Dungue;

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinch? una linea P sia di cur-
vacura, & che essa si contemporaneamente una linea Esi (¢ gundi piana).

E similmente :

Condizione necessuria e suffeciente affinche wna linea w sig di cur-
vatura (¢ quindc piana e geodelica), & che essa sin coniemporansmmnente
une linea Nord.

b. Al variare dell’asse polare =z ubbiamo suila 5, @ gistemi geo-
grafici. Esistono sistemi geografici ortogonali e su quali superilcie ?

Cib equivale & domandarei se nell’ involuzione di tangenti coningate
della B, intorno a un suo punto P, esista una coppia orfogonale di
tangenti cui 8 conivgata un’altra coppia ortogonale (n.4). Qr questa
proprietd non spetta che alla eoppla orlogonale di tangenti conig-
gate nell'involuzione stessa, eccettuali j ¢asi in ¢ui | involnzione &
circolare o simmetrica. Nel caso dell'iavoluzione circolare, I'indica-
trice di Duriy sarebbe un cirenlo e ogni punto P sarebbe un ombe-
lico (sfera). Nel caso dell involozione simmetrica, 1a proprietd accen-
naia appartiene a ogni coppia dj tangenti ortogonali; 1" indicatrice
di Dupix & un'iperbole equilatera, 8 quindi le divezioni sssintotiche
(corrispondenti ai raggi doppi dell’ involuzione) sono ortogonali: pro-
prieta, questa, che caratterizza le superficie minime o elassoidi, Tolii
questl due ecasi, resia una classe di superficie per le quali le linee
¢ w sono le linee di eurvaturs, e cotnreidono quindi (n. 5) rispettiva-
mente con le linee st e Nord., Esse superlicie sono pertanto carat-
terizzate dal fatto di possedere un sistema di linee di ecwrvatura in
piami paralleli (n. 2), e non sono altre che le superficie modanate a
sviluppabile direttrice cj lindriga, gia studiate da Mongz, (*)

Mettendo da parte il caso ovvio della sfera, possiamo quindi enun-
ciare il seguente importante teorema, gid stabilito analiticamente da

Minpiwne ; (%)

() Vedi Craano, Lezioni di Geometrin intrinzrca, p. 146,

(%) Veidi Biavem. Lesioni 44 (Peometria differenziule, 2n edizione, vol. 1. p. 176.

(M) In vna Nota dal titolo - Teber einige Grundformeln dér Geodiinie | Josrnal fiir die vaine urd
angewandte Mathomatik, XLIV (1852, . 68-52), nella guale trovo apponts ebe il saplenie goometrn
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Le uniche superficie che ammettono wn sistema geografico ortogonale
sono le superficie modanate a sviluppabile divetivice cilindrica e gli elas-
soidi. Su questi ultimi ogni sistema geografico é ortogonale (isotersno). (1)

7. Quando le linee v e w sono in ogni punto egualmente inclinate
(isocline) (°) sulle linee di curvatura? Cid equivale a domandarsi quando
& due raggi di un’involozione, simmetrici rispetio a wuno dei raggi
della coppia coningata ortogonale, sono coningati due raggi ortogo-
nali. B facile riconoscere che in tal caso quesil ultin debbono essere
le bisetfriei della eoppia coningata ortogonale. Dungue:

Affinché il doppio sistemu geografico (v, w) sia costituito da una doppia
famiglia di linee isocline rispeiio alle lines i eurvatura, occorre e basta
che queste ultime siano le traiettorie a 45° delle linee Nord (o Est),

8. Quando una linea ¢ & contemporaneamente assintotica?

Anzitutto & evidente (n. 4) che dovra coineidere con una linea
Nord, e reeiprocamente. Inoltre la sua tangente (direzione Nord) fara
angole costante (= 75) con I'asse polare z (n. 2), sicche la o sara
un'elica appartenente a un cilindro parallelo all'usse polare 2, e for-
mante un angolo egnale a @ con le generatrici del cilindro. Reeipro-
camente, se Ia ¢ & un’elica inconlrante sotto I'angolo » le generatriei
di un cilindvo parallele a 2, facilmente si- conclude che essa & anche
una linea Nord e guindi un’assintotics. Dungue:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una linea Q Sie G un
tempo assintolica per la S, é che essa sia un’elicu appartenente a un
cilindro parallelo all’asse polare z ¢ incontranie le sue generatrict sotéo
Vangolo o.

Il ancora:

Le superficie per le quali la famiglic di Linee geografiche «, rispetto
& un asse polare z, ¢ eostituita da linee assintolicke, sono caratterizzate
dalle propricid di possedere o° eliche appartenent: a eilindri paralleli
allo stesso usse z.

[Hisse sono quindi superficie piin generali degli elicoidi].

J. Vediamo quando una linea w & a un tempo assintofica. Anzi-
tuito occorre e basta che essa sin ancora una linea BHsi (n. 4). Ma
tenendo presente che oguni linea Est & contenuia in un piano per-
pendicolare all’asse z (n. 2) e che lungo ogni linea w la normale alla S
(binormale, nel nostro caso, della w) & sempre parallela a wn piano
passante per z, facilmente deduciamo che la w, se assintobica, non
pue essere che una retta ortogonale alla 2. Dunque:

aveva gii avulo I'ldea di ganaralizzare ed estenders a uns superficie qualangue ta yveiowe di wmes
Jidigni e paralleli (Cfr. anche Dagppoux, Legons sur s ddorie géndrale des surfaces, vol. X, p. 311). —
E anche notevole, per Ir sborin della Gaodesia. che nell'interessante Nota di Mixpics (portante
la data del 30 gennaie 1849) i trovano gl sviluppi fondamentali attribuiti a Priszos (che li diede
solfanto nel 1851) e sncho, acpompagnata da mmportanti comsiderazioni, la formoln she da lo sco-
stamento d'un brove ares di serions mprmale dalla geodeticn passante per gli estremi (p. 68)

(*) Gineehe ogui sistema goeoprafieo corrisponds a un sisiems jsotorme dells sferm. o per gli
elassoidi is rappresentazione di Gavss » conforme (quindi conserva ogni sistema isctermo).

(%) Di gueste linee si o occupato U Sannia nella Nota: Lines inocline rigpgito alls finee di our-
vaiwra [Rend, Cire, Mat. Palermo, £ XXV (1908), p. 284)
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Condizione necessaria e sufficiente affinché una lLinea w sia a un tempo
assintotica per la S, & che essa sin una reftu ortogonaie all’asse z

E ancora: - :

Le superficie per le quali la famiglia di linee geografiche w, rispetto
¢ un asse z, & costituita da linee agsintotiche, sono rigate (gobbe) () le
cur generatrici sone parallele a uno stesse piang, perpendicolare all asse 7.

[Hsse sono guindi superficie pit generali dei conoidi],

- 10. Possono le lines ¢ ¢ le w esserve contemporaneamente assin-
toliche per vna superficie ? In tal caso il sistlema delle assintotiche
sarebbe ortogonale, e quindi 1a superficie savebbe un elassoide. Inoitre
(0. 9) doviebbe essere una rigata. Ma per il teorema di CatarLan
Funico elessoide rigato & Ielicoide & piano direttore. (*) Dungue :

L'unica superficie per la quale il doppio sistema delle assiniotiche
un sislema geografico, & lelicoide a piano direliors,

[l. Abbiamo gia visto (n. 5) che gquando una linea o coincide eon
tna linea Nord, essa geodetica. Cerechiamo ora nna condizione piu
generale affinche una linea w sin anco geodelica.

Notiame che la sviluppabile circoseritta alla S lungo uns w & in
generale un cilindro parailelo alla direzione Hst, costanie, questa, in
ogni punte della w {numeri 1 e 4). Se la w & geodelica sulla S, le sue
normali principali (normali della S) risulteranno tutte parallele a

uno stesso piano, passanfe per z e perpendicolare alla rvelativa dive-

zione Bst; ossia la w sara un'elica appartenente al eilindro cireo-
scritto, lungo essa, alla superficie, & gquindi incontrante sotio angolo
costante le direzioni st (o Nord). In particolare la w pud essere
una curva piana, ma allora sarebbe una linea di carvafura ¢ gquindi
una linea Nord (n. 5). '

Racipl'nﬂﬂ.mqnte, se una linea w taglia sotto angolo costante le
linee Est, essa & un'elica sul relativo ciindro ecircoseritio alla 3, e
quindi geodetica. per la S. Dungue :

- Condizione necessaria e suffiviente affinche una linea w sia gecdetica,
e che essa sia una troieftoria wogonale delle linee Nord (o Est). o 1

K ancora: '

Le superficie .per le quali la famiglia delle linee w, vispetto a un
asse z, ¢ costituite da geodetiche, & caratierizzata dalla proprietid di pos-
sedere o' ‘eliche appartenenti a cilindri ortogonali all'asse z. A queste
superficie appurtengono le superficie modanate a sviluppabile direitrice
cilindrica. > ' |

12. Quando una linea » & geodetiea ? La sviluppabile circoseritta

(1) Oade in orrora i1 sig. Virener (vedi Rendiconti del Cireoin Matematico di Palormo, & XXV
(1508), p. 210) credendo ehe la superficie in discorse debbano mecessariaments easere delle syilup-
pabili (ehe poi, por quanto si & visto, si ridorrebbers & dai pianl), 1l eano delle sviluppabili, tome
& @ detto, ¥ da eselndere. 8n gnests lo menerabrici st semprs assintotielis, geodetiche, linee di
eurvalura, di egnale iatitudine, di agnals lengitudine...

(%) V. Cesago, ep. cif.,, p. 183,

[0 Cfe. Przzarrr, tucgo citato.
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a8 una linea 7, poichd le sue generatriei (n. 4) sono le direzioni Nord
e formano con I'asse 2 I'angolo costante o, & in generale una elicoide
(11 eni spigolo di regresso & appunto un'elica appartenente a un ci-
Iindro parallelo ali'asse z). Se Ia » & geodefica per S, sara anco tale
per la detta elicoide, e sard caratterizzata dalla proprieta, com’é
natarale, di avere le normali principali egualmente inclinate sul-
I'asse z. Reeiprocamente, & facile veders che se le normali prineipali
lungo una curva @ formano angolo costantemente eguale a 90" — ¢
con I'asse 2, la o & anco una geodetica per la S (e guindi anco tale
per lelicoide sviluppabile circoseritta). Dungue:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una curve © St & un
tempo geodetica, é che lz sue normali principali formino angolo costan-
temente equale @ 90" — o eon Passze polare z. Fssu por geodetica sopra
une certa elicoide sviluppabile.

C. Mixngo.

SUL CALCOLO DELLE RIDOTTE DI UNA FRAZIONE CONTINUA

l. E ben noto che il ealeolo delle suecessive ridotte R, — P della

n

frazione continua

, 1
(fg = 1

7 g 1

s1 fa per via vicorrente, mediante le formule.

Pu — g Pu-—l _I_ PE—E 1 Qu — fi; Qn—l Qn—ﬂ- (1]

La dimostrazione di queste formule si fa per induzione, osservando
che la ridotta R, si dednce dalla By sostitnendo al posto di . s

I'espressione a,_, - ~—; i oftiene cos

|

R (ﬂ_u—l + ;I:j P‘.u—! _l" PH {In Pn__l L Pn__n,
v 1 ) o ._n n—1 | n— ,
(ﬂm—l _‘_ El_j Qn—iﬂ _l‘ Qn—a ¢ Q - Q i

onde segnono appunto le (1).
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Questa dimostrazione non prova perd che ognm vidotta R, calco-

| . . it
tata mediante le (1) abbia la stessa forma che 51 otterrebbe eseguendo }E L
divettamente i calcoli indicati nell espressione il ﬁ
| [
13
(to = L j F;L|
o | Hl_l_- 1 A
e

(fn

- _,‘-w‘-a—-—r-“___—l.-.—-ﬁ-—l.—-‘-
- i e e T o =
w 3 | -

L'identita formale delle due espressioni di R, che cosi si oltengono, et
effettivamente sussiste, e si potrebbe dedurre a posteriori dalla pro- Bl
prieta che 1 P,, Q,, calcolati mediante le (1), sono, per ciascun
valore di n, privi di fattori interi comuni (numeriei e letterali),
applicando i teorvemi sulla divisibilita delle funzioni razionali intere
di piu variabili ed il principio di identita. E possibile perd, ed & avi-
dentemenie pin semplice, provare a prior: aceennata identiti:, modi-
ficando nel modo che segue la dimostrazione delle formule (1).
2. Poniamo

.. i
i
'-J'—'I'Iﬂ"h:-—ru'_':.l.:r:p:-'l—‘-—"

P; 1
—n-—-m,{ = n=012...)

. 1
T

intendendo che Py ¢ Q. siano quelle funzioni razionali intere delle
Qoy 81y ... 8y che risuliano eseguendo direttamente i caleoli indicati nel-
Vespressione del secondo membro: voghamo dimostrare che per queste
funzioni, cosi definite, valgono le formule wicorrenti (1).

Procederemo per induzione, ammettendo il teorema verificato per
1 valori dell'indice inferiori ad 7.

Poniamo
P’H—I ” _I;'_ Bl’n._.a‘ ﬂ r ].
0 R © Qs P ay- ’
’ L} ] ) r - ' 1
|
fn f -
PFII—-E | 1
] —_— Hl r T
Qs (g -1 .
. g ' + 1
» Ty

essendo anche qui le funzioni P',_, , Qn—1, ece. il risultato diretto dei
ealcoli indicati nei secondi membri: avremo., per le formule (1) appli-

ARl A R g Ee e A e et T

cate alla frazione coniinua —"— X :
1 E
Fn—l — {in P}n—ﬂ _l_ Pau—ﬂ: Q"i:l—:l = {n Q,n—s-: _l_‘ Q'n—-ﬂ . (H] g.{. ’

Ll

=
_____'ﬁf_"l-h-u-'l-'-“-'l-.'-r—.'_:f' 1_":._;!-
e A=

-

T e

R * Tope 1 3
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D’altra parte si ha | .

P_ 1 e Qu o P+ Qs |

Q- VT Yw P, Paa
Q's—s

e quindi, per il significato che abbiamo dato & P., Qu,
Po=0oPlysi+Qs-1;, .Qu=Pru; 8)
analogamente s1 ottiene |
Piy=aPp st Qusy, Qua=Pus, (4)
Pro=aoPss+Qos, Que=Pua. (5)
Dalle formule (3) e (2) abbiamo allora -

Po=tta Post@Phsta,Qu s+ Qus= .
— dq {ﬂn P’n—i T an—-ﬂ) "'— (tp P'D—E —I_ Q’n—ﬂa i
Qn — ln Fn—s + Prn—a y |

onde appunfo, per le {4) e (3),
Prn=ay, Py —+ P, Qu=—ua,Qu: + Qurs e. d. d.

Francesco CroioN.

ALGUNE FORMOLE DI GONIOMETRIA B DI CINEMATICA

. 51 abbia nn sistema rigido, animafo da un movimento qualungue.
Indichiamo con P,, Py, Py, Py, Py, Py, Py, Py olto punti di esso,
coincidenti coi vertici di due tetraedri P,PoP.P., P-P.P.Ps, e desi-
gnamo con Vy, Vs, .... gli estremi dei segmenti rappresentativi delle
velocith del detti punti; ossia indiehiamo con V;, V.. .... (come di-
remo brevemente) gli estremi delle velocithy dei punti stessi.

Chiamando Py, P; dne punti qualsivogliano del dato corpo, Vi, Vs
gli estremi delle loro velocitd, v la velocitd angolare del dato sistema
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mtorno all'asse istantaneo di rotazione, i l'angolo formato da tale
asse colla retta Py Py, sussiste la relazione

ViVi=P.Pi V14 w'sen® ~xi - {) (1)

E poi noto {eid deducesi anche dalla (1)] chie i punti del sistema

e gl estremi delle loro velocith costitniscono due spazi affini: per-
tanto

volume tetraedro P,P;P.P, volume tetraedro P,PsP.P,

volume tetraedro V,VoV;V, ~ volume tetraedro "ANAS

(2)

2. Con metodo simile a quello ehe ho impiegato in un precedente
articolo, () si possono rieavare fre relazioni fra gli angoli formuati da
una retla qualungue coi sei opigoli di un tetraedro ¢ fra le lunghezze di
questi spigoli. (%)

Infatti- Suppongasi

PuPn-:PaPT:P:rPﬁ"—_PEPE‘—:P-.;P.E‘—_PTPB:S, (3}

designando con s lo spigolo del tetraedro regolare equivalente al
tetraedro P;PaPsP.; dimodochs, in forza della (2):

?ﬂ]ﬂﬂ]ﬂ PI,PgPaP; = ?ﬂll]ﬂ]& PaPﬁP'.'Pﬂ, } 4)
volame V,V.V:V.= volume V:VeViV,. (

Faceiamo inoltre I'ipotesi che lo spigolo P;P; sia parallelo all’asse
1stantaneo = risultery

gen® gz — ()
2 8 2 - 3 o
SEN" a1 = SEN” @13 = SN Py = 8eN” (pgg = T (3)

sen® g =1,

Calcoliamo il volume W del tetraedro ViVeVaV, in funzione dei
snol spigoli, pei valori di questi servendoci della (1), Indicando con TF
1l volume del tetraedro P,P.P.P, e con hys 72y Ag tre funzioni di P,P,,
PsPa,...... , 86N° @ia, SNy, ... .., . rleaveremo una relazione del

tipo
Wi=T*{2s 0%+ 2 o'+ Az w® 4 1). (6)

Valendosi della (1), inoltre avendo presenti [e (3), (4), (5), si esprima
il volome W del tetraedro V,V,V,V, in funzione dei suoil spigoli. Si
otterra una relazione della forma

.WE:UE(kl DJE‘F;[E ml—il'—kﬁ DJE—]— 1), | (7}

dove ki, ks, ks vappresentano quantitd numoriche,

(1) V. ln min Wota * SBulla delerminazione delle velacita o dells accelerazioni nel moto piny gene-
rale di nn corpe rigido . {Giorm. di Matem,, Vol, XLVIII, Fase, 1.,

%} ¥. Nota eit,

(?» Tali relasioni sono assal pil compliesis dolie (117, (12), (13) dalla Notn eitata ed aceupsrab-
bero woo spazip graniissimo; tuttavia sono suseettiblli di molta semplifienzions nel onso in cul il

tatrasdro P,P,P,P, fosse regolare.
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Affinehd le (6), (7) possano coesistere per gualsivoglia valore di w,
dovranno in tali due equazioni risnltare ugnali fra loro i coefficienti
delle medesime potenze di w: ¢id fornisce (a mobtivo che non venne
assoggettata ad aleun vineolo la direzione dell’'asse istantaneo di ro-
tazione) le tre formole goniometriche dianzi accennate, relative ad

un tetraedro.
3. 'ra gqueste formole la pili rimarehevole per la sna semplicita &

da=ks. (8)

Invero nella (R) (e soltanto in essa) sen® pie, S€N” Tog, ... .. com-
paiono linearmente.

I numeri %, 4,, ks figuranti nella (7) sono 1 medesimi goalunque
aia il tetraedro P,P.P;P., e =1 ha precisamente (come risulta mediante
un caleolo facile ma, pur supponendo eguale ad nno ogni spigolo del
tetraedro P1P:PsPy, laborioso):

k=0, kao—1, ls=2. (9)
Avuto riguavdo alle (9), dalla (7) s1 deduce
voelume V,V:V3V,

3
volume PIPgEa.P{ T _]I_ L.

Sussiste pertanto 11 teorema:

In un moto qualungue di un corpo rigido, il quadrato della velocita
angolare, aumentale di une, ¢ wgnale al rapporio dz due letraedri corvi-
spondenti nell affinitd fra i@ due spazi costituil: daz punti del dato corpo
e dagli estremi delle loro wvelocita.

Inoltre, nell”ipotesi che il tetraedro P:P:P:Ps sia regolare, la (8)
assume effettivamente I'aspetio:

sen’ gia + sen® gag -1 860wy |- sen® giy 1-sen” g —-sen g =4. (10}

4. Si abbiano presenti le due relazioni goniometriche

2 (sen® gis - sen” ga + sen® gx) = 3 (1 4+ sen’® 1) (11)
2 (sen® pia -+ sen” gas 1 sen’ ga — sen” myp 8en” Py — Sen” P sen” Py —
— sen® Qg sen’® gi) -+ sen* @10 -} s6n* @u -} sent gy =3: (12)

relazionz valevoli per ogni retla formanite coi lali i un triangolo equi-
latero e col piano di esso angoli rispettivamente éguali @ g, Qos, @s, po (')
Intante dalle (11), (12) consegue

2 (sen® o1 8en°® oy - 8eN” Y3 5€N° @ - se0" g SEN” )
— (sen® @iz |- sen® guz - sen* py) =38 sen’p.  (13)

Confrontando la (13) con Ia notissima formola
2 (a%® + b°e® + at) —at— bt —et =16 8

M) Le (11), (12) si oliengono dalle (IZ). {13) delln Nota cit., supponendovi €y, = Oy = Uy
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dove S indica Parea di un triangolo di lati g, b, ¢, deducesi che le
quantila senqss, sen ge, sen gy si possono assumere come lunghezze

—-—

L

dei lati di un triangolo [lu cui aren (= 7 sen 1) & anche annullabile].

Epperd ognuno dei seni sen Pre, S€N og, S€N gm & < somma degli aliys
due, ed ¢ = differenza degli altri due.

Dalle (10), (11), (12) si potrebbe ricavare una infinita di relazion:
fra gli angoli iy, e, Pare Pray Daiy Pas, 1 formati da wna yetia qualungue
rispellivamente cogli spigoli P,P., P,P., PPy, PsPy, PPy, PP, ¢ colla
faceicv P\PsPs di un tetraedro regolare. -

Ci limiteremo qui ad allegare le segnenti.
Dalle (10), (11):

2 (sen® =y, -} sen® 9., + sen® War) = 5 — 3 gopy® 1. (14)
Dalle (10), (12):

2 (sen®pry - sen’pey -+ sen’pq - SEN“Pra SN tPea |~ s8N0, sON%pe -
T sen 7y SEN ) — (senpie + sen'yy, sen‘ay) = 5,

Dalle (10), (14):

sen®pyg - sen"pa - sen gy — ( Se1" 1+ Sen oy |- senyy,) =3sen’y —1.

5. Fra le varie formole goniometriche dianzi seritie od accennate
e che concernono un tetraedro regolare, sopratutto la (10), per I sug
semplieita, & atta a somministrare notepals espressiont dei quadvati della
velocited angoiare w e dell aecelerazione angolare w',

Bastera sostituire nelly (10) stessa, in luogo di sen® $1a, S60° ga, L.,
1 valori di cui sono suscettibili i quadrati dei seui degli angoli
rispettivamente formati da w e da w’ con-rette apparvtenenti al dato
sistema rigido. (*)

Ad esempio, indicando con s Ja langlezza di ciascuno spigolo di on
quaisiasi tetraedro regolare P,P.P,P, facenie parte del dato corpo, ed
essendo V, Vg, VoV, ,..... gl spigoli del corrispondente tetraedro
ViVaV,V,, deducesi |

o (ViVa)' + (VaVal* + (Vo Va )P 4 (Vi V)P + (VaVa)F L (V, V.

3
0 i 7
ed anche, designando con Dy la differenza geometrica dellte velocits
g1 B, Fay 60 8 D, Dy ool " attribuendo significati analoghi, si
oltiene - -
e " D -+ D%, 4 DY, -+ D% -} D%, :
. 4 3.‘..." )

(1) Valori rieavabili dalla (1) del presente scritto, dalla (5) del mio articolo *Solla determina-
zione della velovild angolsre » della avcelerazions angolare nel moto pin generale di gn corpo

rigido 5 (Feriodico @i Matem., Anno XXV Fase, 1), elkrecht da wotorie formole @ Ginematiea,
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come pure, chnamando A la differenza delle proieziom delle accele-
raziom del punti Py, Pe sulla retta PyPs, ed a Aeg, Az, ...... attri-
buendo analoghi significati., si deduce

o Aot Aw Doy F B+ Ao+ A

9 43

Sempre ad esempio, indichtamo con oy, ¢z, ¢y 1@ rispebfive com-
ponenti delle acceleraziont di Py, Pa, Py, componenia dovuie all'acce-
lerazione angolare nell'ipotesi che si assumesse P, come centro di
rtdnzione del moto istantaneo:; con wes, wey le rispetfive componenl
delle acecelerazioni di Pz, Py, componenti dovute all accelerazione
angolare, supponendo che fosse invece P, 1] centro di riduzione del
moto 1stantaneo; con a la componente dell’accelerazione di P, dovuia
all’'aceelerazione angolare, supposto invece Py centro di riduzione del
moto istantaneo. E chiamiamo nuovamente s la lunghezza di ciascuno
apigolo del tefraedro regolare P,PsP:P.. Ricavasi Ia relazione

o' T T —|— &4 1 % e +‘ % gy _|_ %84
S 4s* '

OESARE SPELTA.

.

DCE METODI GENERALI PER LA SOMMA DELLE POTENZE SIMILI

dei termini d’'una qualsivoglia progressione aritmefica

1. — Relazioni fondamentali.

|. Se si hanno 2z funzioni intere, ciascuna d'una variabile, ed &
ognuna funzione della forma seguente:

d%o="1 (1) =Dp .S+ ...+ s, A grado z,
oy — Tp {Eg] — Pap . Og~2 ~ o0t Pa=a, it gl'ﬂdﬂ Ly ,

Ez—1

r-#ﬁ (?Z) =pl‘ﬂ ] :"431': + e w s | pzllﬂ‘ di. gl'ﬂdﬂ ﬂf-ﬁ ’

& chiaro che z, sarih una funzione intera di «;, cioé

o =F (o) =Po. 0"+ 1.2, "+ ... T Px,

essendo
Po=DP1p Peo s P07 % o Ppg b o]
e
L= L e LR eeedn.
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Ponendo
Ly = U_,

r'(‘xm) = Uy,

se 81 attribuiscono ad »n tutti e solamente i valori, essenzialmente in-
terr, della snecessione

vesy =0y —ay — B B 5% 8. ..., (A)

¢ facile vedere che lu differenza d'ovdine  di w, & costante ed ngnale
& quella di p,.«* che & il termine di grado maggiore del polinomio
che rappresenta f{x.); quindi

5%ty =T (1)

Conswderando tutii i valori di », u, & nna progressione aritmetica
d'ording #, e se si assume

o =1 (0) = p.

come primo termine, e si fissa un valore ad », u, & il termine di
posto n -1, a destra o a sinistra di w, secondo che » & preceduta
dal segno 4 o dal segno —.

La progressione aritmetica u, & quindi funzione della variabile 7,
nel campo della successione (A), e di -1 costanti arhibrarie, para-
metri, che sono 1 coefficienti po,...px.

2. SIa Uy (£) una funzione intera di grado a

'-!JI(EJZQE-EE‘F o
e si scelga un valove qualsivoglia di E

E=o+1—1.f=0;

fissato un intervallo costante &, si ponga

E=the()=0b.n -4 a,

e Bl avra .
A (.t a)==z!qg,. b=
e we
n=— L (m)= (ih) == ~1—| T
o Y Y-
sard,

s (-4 —cona 1)

Sia s un numero intero e positivo e si considerino i termini di Un
interrottamente di s in s; si ottiene la progressione

(1 —
A Iln = k= w® § Tl'n_ﬂ,‘,gj T‘II—H *1‘]’: 1 "ﬂ,.|_ﬂ L] Tln_l..ﬂ'ﬂ., P aom oy
L]
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£ Sara
ﬂzilnzi!pﬂ-?

A<y (b.n—+ @) =2x! qo . {bs)*,

perché cio equivale a moltiplicare per s I'intervallo costante; cosi,
in particolare,
As (-u) B

a o

mA se per #g il minime valore di ¢ & 1, vi sono delle serie per em
esiste questo minimo valore di s per ottenere nna progressione aribme-
tica, ma & = 1; fra queste serie sono caratteristiche quelle che s'in-
contranc nella teorin della partizione dei numeri ed & percid possibile

ussegnarne i terminl generals,
3. Se si hanno z funzionl intere, cinscuna duna variabile, ed e
ognuona indipendente dall’alira:

P (Il)"—_PLﬂ . Oy —|— oo —I— P1,x; 4 di gt‘ﬂdﬂ Xy,

2 (%) = Do - 0™+ - o P, di grado z,,

@ sl pone

g:]:.,__'—_—.m —ﬂ'!’

il prodotto di esse sara una funzione intera di #, ciog

qa[ﬂ)zp“'ﬂx_l_*'*r

esgendo
Po=1o .« Dup
e
o B=T1 "+ » et Lz,
e quindi
A=+ g ()= (2 + ...+ T) ! Dro- .- Pao (2)
_':._ml._]_- . + ﬂfa}I |

e TP A
' o A 1 Phe z+ Pady

(.’ElJr‘---—I—Iﬂ!

:1:1!;--:1:1!

ATy (0) ... A% (),

la quale formula coincide con quella offenuta per altra vaa. (*)
Se s innalzano tutii i termini di w, alla potenza di esponente 2, sara

Wt =[fR)P=mp*.n**...,

(1) ¥, Feviodico di Matzmuatics, anno XX, pag. 25
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& guindi | .
' ‘ A™ Uy = (zx) ! o5, (3)
— E;J;;a * (1: !Pﬂ)al
(zx)!
— (=)

la querle formula avrebbe potuto ricavarsi dalla (2).

4. La legge di formazione delle differenze finite, che si pud appli-
cave a qualsivoglia suceessione «,, anche se questa sia di quantiti
affutto imdipendenti 'una dall’altra, si esprime con I'ngnaglianza

(A% uy ),

ARy = A" dyy — A"y, (o)
- da eui _ |
ﬁm ﬂ'n_i.:[ F— 5111 ﬂh _|_ -llu.lﬂl L2 s (B)
&
A" Gy = X™ (4 — AU g (r)

Da questa legge e dalla nota proprieta dei cofficienti binomiali

(#:.:) _ (m 1— 1) u (n:_—ll) | (B)

s1 rleavano, e si dimostrano col metodo della induzione completa, le
tre formule

(i — 1) - m—
® iy G, L3 TN . — ] )T ) i
Sk . 0 ATty A=) (m—r A™ 8,
(. — %) m— 1
A" @y = .&Trr,,—l—...—i—( Y L R
, WS ) m—
fin — p ‘ m—
Am ﬂnzl 0 ) &rﬂnvm—r_-“ ( I)H._T(J?I-—f') s AT (s

le quali sono valide per 0<<» <<,

webbene le differenze di u, d'ordine > = siano tutte nulle, nessuna
cosa perd impedisee di poterle considerare ; perci, applicando ad u,
11 caleolo delle differenze finite, se si poune

D= r=<uw

£

* r = =,
si ha »
n—

: r ___“.__I_. S w—T
A tha o F—=1) (‘]H—?‘

) . A%y, {4)

A= u,, (5)

m—

: v S
A o (m ; ? ATy L il (ﬂi ?)

Am gy — ”';”).arw,,_;m_,—...Jr(- ) (’”**') Afu.. (6)

Wi —7)

e

= " L]
R

" I—h-h—-“ll.ll

]
f
|
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Da (B), si possono oitenere successivamente le relazion

Aty = A" up A tor,
APy, s — APy, o A u, .,

ﬂI Wy = ¢ — ﬂE '“n-l =—T1—1 + ‘ﬂ:ﬁ_l “I'l-—-I-E-l'—J L
s sommando ed osservando che

A=+ Uyp—xpr—1 — 0,

st ha
Ay = A e+ . AT Uy xir (7)
Da (y), si possono ottenere successivamente le relazioni
L ]
AT M, — ﬂ.r 'HIH—'.L e A‘.l"—]-l Tn
AFrig — AP Unsi1— AT+E LU
AR = A% Uupyy — A wy,

e sommando, dopo di aver cambiato il segno ad ogni seconda rela-
zione, ed osservando che

A u, =0,
Aty = Ay — . ..+ (— 15T A% s (8)

Da. quesfe ultime eingue formule si deducono le espressioni dei fer-
mini generali e délle somme di fermini consecutivi, ed anche 1 due
metodi generali per la somma delle potenze simili. Con (4) o (5) o (6)
si possono caleolare tutti e solamente i termini del triangolo delle
differenze di AT u,, chiuso e limitato dal lah

s1 ha

AE Bl oo e oy Sy
Iim 1‘3 LU R Ilir Ill]-j-m—r!
lir'-f'f-n-fm—ri* "-1ﬁr Wy 5

con (7), che vincola due consecutive diagonali ascendenti, 81 pud co-
struire la progressione verso destra, e con (8), che vincola due con-
secutive diagonali discendenti, si puo costruire la progressione verso
sinistra.

(Condinaer) Viro Merrr MoLE.

ERRATA-CORRIGE. — Nellarlicolo del prof. Ruaser: Inserito nel fascicolo V1, anno XXV, a

pag. 268 linea 8 invece di 2275 45t = & leggasi 24 8Fn Lt =k
« =ib . 28 » uz=— bey + cy=F . azt - bry + eyt =—F

L S A
W " s L
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 779 & 780

TEDe Un segmento costante AB scorre sulla direttrice di una parabola. Se
A’y B’ sono i punti dincontro di questa con le parallele all'asse condotte per i
punti A, B, dimostrare che Varen del segmenlo parabelico avente per cordn A'B’
8 costante,

E-N, Barmsizn,
Risoluzione del sig. L. Regazzi.

Faferendo la parabola ad un diametro qualunque ed alla tangente vel punto
in cui questa inconira la curva, la sna equazione &

y* =27
dove
p sen*f = p

essendo &' 'apgolo che guelln isngente fa coi diametri.

11 segmento parabolico determinato dalla corda che ha per esiremi i pnnti di
coordinate (2, '} a (', —y) ha per area

' F: i
8= %m'y' sen §' = ; y ;ﬁn !

2 (ysen')® 1 (2y sent)®

3 p'sen’® 12 p'sentdy

indicando con ! la proiezione della corda eonsiderata sulla diretirice, si ha

2y aenb’ =!
o quindi
1 #*
E ] -
12 p

Bo dunque la corda AB scorre sulla direttrice senza che vari la sua lunghezza 1
'area del segmento consideralo & costante.

r

Altra risoluzione del prof. A. L, Csada di Mdramaressziget (Ungheria),

TS0, Risolrere Veguazione 4
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Risoluzione del prof. A. L. Csada di Maramarosszigel (Ungheria).
Sviloppando due volte il determinante secondo gli elementi dellaliima verti-

cale si hn

x (1 b
b* | 2x o 0 | =0,
() 2 @
DVVErp
box (dbe — a®) =) ,
quind]
=4,
__a®
L2 == ﬁ 3
——

QUISTIONT PROPOSTE

782. T semidiamefri a, B dell'ellisse di Steiner di un triangolo
(ellisse circoscritto al triangolo ed avente per centro il baricentro
di questo) verificano le condizioni

45
3V3
mi-']_EﬂH:_'g_(ﬂﬂ _l:_'ﬁn_‘—ﬂﬂs
dove a, b, ¢, 8 sono le misure dei lati e dell’area del triangolo.

783. 11 luogo dei punti M tali che le loro distanze da tre punil
dati A, B, C siano in progressione gcometrica si compone di tre
cubiche. Che eosa diventano quelle tre cubiche se A, B, C sono in
linea retta ed 8 AB=R(?

784. Do un punto qualunque della direttrice d’uns parabola, st
posson condurre 4 corde di eguale lunghezza @ che fanno gli angoli
% B, v, 3 con gli assi.

Dimostrare che gualungue sia il punto e gualunque sia la lun-
ghezza ¢ si ha

Gy

Ytgaty 3=N0.

785. Per tuiti i triangoli d'area massima inscritti nell’ellisse di
- assl 2¢ e 20, area del trinngolo pedale del punto di Lemoine & co-
stante ed egunle a

3a*h* V3

4(a®* -+ "¢

E.-N. BARisign.

5 _—— L o
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I fenomen: n eni ditnno Inogo le senriche elettricle nei mezzi gassosli gran-
demente rarefatti, dimostrarono che i roggé calodici sonp costituiti da porticalle
eletfrizzate negativamente e respinte dal calodo con unn velocita, la quale varia
n seconds delle condizioni sperimentali e ¢he da un minimo di 22000 km/s pnn
salire a 100000 kmjs. I vaggt anodiel (ragyi di Goldstein, ragyi cancle) resultano
invece formati da particelle eaviche di elettrivita positiva.

La disenssione dei resultati ottenuti da misare di eletirolisi unite ai dati
della teoria cineticn dei gas, e di quelli desunti dai fenomeni di condensazions
del vapor d'acqua intorno a parlicelle sletivizzate, condncono ad ammetlere che
il valora pin probabile della minima carica possibile di eleliricity, ossia il valore
delUatvmo elettrien od eistirone debba cssere assunto come uzuale a:

1,55 % 102

unita elettromagnetiche assolute, o, se si preferisce, & 1,55 3 10-'° comlomb,
anche perche guesio numero permette d’ interprelave le misure di-cariche elebiriche
che 81 presentano nei fenomeni di radioatiivita.

D’altra parte, il movimenio dei raggi catodici e avodici in un caimpo elet-
trico uniforme, mote analogo a quello di oo projettile in un campo uniforme di
forza, dimostra che per i raggi catodici il zapperte fra la carica elotirica tra-
sporiala da woa particella e la massa della particella stessa, & costante ed &
circa 2000 volte maggiore dell’analogo vapporto misnrato sull'atomo @' idrogeno nei
fenomeni di elettrolisi. 1 fevomeni, gia indicati, di vondensazione provanoe poi, che
una parbicella catodica trasporta un eleltrons come 'atomo d'ideogeno. E guindi
permesso di ammetiere che la parlicelln catodica (o corpuscolo) abbia una massa
200U volte minore della massa dell'atomo d'idrogene, od anche che V'atomo d'idrogeno
sie formuto da 2000 mpsase nguali alle catodiche, Der § raggt auodici ynel rapporto
varia invece colla natura del gas atiraversato dalla scariea e non supers 104 unita
elottromagnetichs assolute; ossin & del medesimo ordine (el ropports anulogo per
latome d'idrogeno che & 0,96 < 10* nnche dedotio dalle misurs elettriche. Lo par-
ticelle anodiche possomo dunque considerarsi vome masse atomiche elsttrizzate.

Particelle eletiviazate positive o negative & incontrano nella radiazione che
emana dai cerpi radioattivi, quali cronologicamente dopo I'uranio faren brovati
essere | composti di torio, di rvadio, # polonio, di attinie, essendo ghi ultimi tre
nuovi covpl semnpliei di cui la scienza si @ arvicohita e dei quali la classificaziope
del Mendelejeffl aveva fatto supporre 'esistenza.

Le proprieta di questi corpi, di produrre decomposizioni chimiche a distanza
(impressioni sulip Iastra folografica), di rendsre condutlore (o, come gi dice, ioniz-
zare) il mezze gasseso nel quale si trovane, sono comuni ai raggi scoperti dal
Riutgen. Perd, meutre per questl ultimi & ormai gnasi pactlico che sr fratél di
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vibrazioni eterea a piceolissima lunghezza d'onda, magari senza carattere di perio-
dicita ma genernte da impulsi isolali e irvegolari, la radioatlivith si trova esser
dovata ad una emanazione, che attraversando un forte campo magnetico in parte &
deviaia in un certo senso, in parte devia in semso contrario, in parte non devia.

Furono percid distinti i raggi «, i ragei B, i ragei 7.

1 raggi = sono 1 seguito di particelle che hanuo una massa quattre volte
maggiore dalla massa dell’alome d'idrogenv, & uns cuvica nguoale o 3,1 3 10-2°
unila elettromagnetiche assolute e percivo uguale a 2 elstbroni.

Per la loro grande magsa i vaggi « sono poco deviati nei campi elettrici e
magnetici, ed hanno una grande energia cinativa: 50 volte maggiors in media di
quella dei raggi B. La loro veloeith waria fra 10? & 2 3¢ 109 ¢mjs a seconda deslla
sostanza da cui provengonmo, ® percio pessono percorrere strabtl diversi d'aria
prima di essere assorbiti (da em. 2,8 per l'ionio a em. 8,55 per il torio B).

I raggl B invece, havno la velocita media di 160000 km/s ed il rapporio fra
la loro carica e la loro massa & 107 w. e. mi. a., identico a quello dei ragai catodici.
E poiché hanno proprieta identiche & quelie dei ragzi catodici, rendono fHuorescente
il plativo cianure di bario, menire i raggi = meglio fanno secintillare la blenda di
Sidot ete., ele., s'identificano ¢oi raggi catodici medesimi.

1 raggi v hanno poi tutii i caratteri dei ragei X: nom hanno energia sensi-
bile, segmono nell*assorbimento la legge del decremento logaritmico, sono formati
da vaggi eterogenei...; dovrebbero dunque essere assimilati a onde eteree, saeb-
bene una veceute booria del Bragg |i voglia formati dalla unione di particelle « o B,

Il polonio ed una frasformazione dell'abtinio, 1'atiinio A, emetierebbero poi
dei raggi B dotati delln debolo veloeita di 3,20 > 10® vm/s, e che furvn distinti
col mome di raggi 3.

Se ora si osserve che il gas elio, seoperto dal Ramsay nel 1885, ha il peso ato-
mico 4, si sospeitera facilmente che lo particalls «, diselettrizzate che siano, debbano
costitnire degli atomi di elio; la gual cosa fu dimostrata sperimentalmente da
Ramsay e Soddy. Le particelle  sono dunque atomi di elio elettrizzati o elig=jond.

E gui ora da ricordare, che da un corpo radioatlive si raccolgono, con metodi
approprieti, delle sostanze detie emanazioni, che sono dei veri gas inerii, ciod
incapaci di combinarsi cogli altri corpi conosciuti; ma dotati di enorme energia
potenziale, la quale si riduce in ¢alors, & che forse permette loro di decomporre
I'acqua secondo modalita non ancora spiegate. Qnesti gas sono solubili nell'acqua
2 8] condansano verso — 150 cirea.

Altre sostanze siraceolgono dai corpi radioatiivi; esse si presentano come pai-
viscoli depositail sui covpi ordipari e sono percid detie depositi vadioattivi.

In generale poi, una sostanza radiortiiva & formata da un miscuglie di piil
corpi. che & possibile, ialvolla, di separare coi metodi chimici ordinarii. Cos il
Crookes oftenne dal nitrate d'nranio 1Uvanio X, il quale emette dei raggi g o s
mentre I'oranio puro smotio soltanto raggi o.

81 & potuto anzi studiare la successiva generazione di corpi radieattivi par-
tendo da un corpo dalo, & costituire cost le tra famiglie sadivattive dell’uranio,
del torio, dall'aitinio. Dal torio, ad esempio, 81 produce il radiotorio e da questo
1l torio X; ire corpi che emeltono soltanto raggi 2. Dal torie X si aviluppa
Pemannzione & si ha poi il deposito, che & sua volta si trova formato dm tre
corpl 1 (uali si susseguono geneticamente cosi: il torie A, il torie B, il torio C.

Un corpe pub anche non essere radioattivo, non emettere raggi come 1'abtinio,
@ dmre cié non ostante origine ad un verpo guale il radic sktinic che emetts
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raggil @, o da cui si hanno poi altri corpi radioattivi che si segnono come nel caso
precedente,

(Questa trasformazione di un corpo in altri avviene di centinuo, almeno fino
a che mon sia raggiunto uno slate di eguilibrio fra il corpo generafors a i pro-
dotti ottenuti. Cosi, spogliato che sia Vuranic dell’uranio X e ridotio percio ad
emebtors soltanto raggi @, ¢ol tempo si trova che torna ad emetters rageifey;
ma allera se ne pud sepavire del nuovo uranio X, che si sra guindi nuovamente
formato.

-
T W

E tutto questo eomplesso di feriomeni che ha condotlo a nuovea teorie sull"atomo.

L'atomo now & pih da considerare come un corpo non divisibile: ma & al
contravio an complesso di corpuscoli minori; un edifizio assai complicato, ¢capace
di assumere nuove configurazioni e percio nuove proprieti; capace di disgregarsi
con perdita dei sapi componenti e di dare origine a nuovi corpl di peso atomico
mferiore. 51 hanno cosi dei passaggi da una posizious d'equilibrio assai instabile
& configurazioni in cui la stabilita dell'equilibrio vada di continuo crescendo, fino
ad otiensre un equilibrio che presenti wn alte rado di stabilita. Queste disgre-
gazioni sncuessive, e successive proiezioni di particelle, devono avvenire con gran-
dissimo sviluppo d'energia, eome lo dimostrx il fatto che 1 gr. di bromuro i
vadio emetie 100 piceole calorie 2]l ora.

Poiché il peso atomico dell'uranio & 2385 e guello del radio 228.5 si vede
subito che si poira otlenere il yadio dall’'uranio sello sirappnmento di 3 parti-
celle 2. E poiche i metodi di anniisi elettrascopica, si dovrebbe dire, permetlono
di delerminare una goantila di radio dell'ordine di 10-'% gr., cosl Mackeuzie o
Soddy sperimentando dal 1905 al 1908 poterono dimostrare che 1 kg. d'aranio
produce 1n 1000 giorni 5 3 10-** gr. di radio. La trasformazione cessa, ossis si
ha I'eguilibrio, quando ad 1 gr. duranio corrispondano 38> 107 gr. di radio.

Dal radio, per snccessive perdite di particelle o, si ottiene il vadio A, B, C,
D, E e poi si ginnge al radio F, che ha il peso atomico 210.5, e che emsttendo
pure raggi « dovrebbe dare il corpo avente per peso atomico 206,5; pProssimo cioé
a quello del piombo 206,9, la qual cosa sembra confermata da ozservazioni Zeo-
logiche. E il torio, dnl pese 282,5 scenderebbe a 2085 che & il peso atomico del
bismuto. Sarebbero guesti due corpi, il piombo e il bismuto, le trasfornazioni
finali di equilibriv del radio o del torio. Si osserva dungque una verg svoluzione
della materia, la quale si produce in un solo atomo alla volta, mediante proie-
zione di parbicello = (un grammo di radio pure ne smefie g4 > 10~ al secondo)
o von diminuzione del peso alomico, o con emissiono di raggl i senza che il peso
atemico warii, almeno sensibilmente, o senza aleunr emissione COme avviene nei
corpi non radioatiivi e che dannoe origine a corpi radioatdivi.

* 7 -

Ho voluto indicare per sommi c#pi gli argomenti che guesto libro trabis in
modo facile ed accessibile a ¢hiunque abbin una media coltora di fisiva, menlre
indica senza inulili superfluith quanio & necessavio di conoscers sl fisico di pro-
fessione della parte dimosirativa e tecnice, perché i problemi a eni ogzei sono
pervenute In ficica e la chimica intersssanoe anche il mutemaiico.

Laseiamo pur de parte i problemi secandarii che i conmettono allo sclema
genarale ora accennato, guali sarebbero la teorin matematica della chimica delle
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44 . PERIODICO DI MATEMATICA.

sostenze radioattive, che coslituisce un capitolo originale deil’'opera (il capitolo VII)
le determinazioni a cui da lucgo levoluzione della malerin, ed anche il suecoso
capitolo d'indole fisico-mateinatica sull’inerzia slettromagnetica di una carica
elattricr, per osservare come le nuove idee che sinmo costretti a formarel intorno
all’atomo, esigono per necessifd logica della noséra mente la costruziene di mo-
delli vappresentativi, i quali ¢i rendano ragione dei fenomeni studials,

Le cogpizioni attuali sono pochs e ia liberth di foggiave dei modelli & quindi
grandissima, secondo il noto teorema del Maxwell. Da una parte sarebbe forse pre-
feribile, comma gli aulori osservano, di * aspeftare che i falti siano in copia saf-
* ficiente da permetiere una scella gindiziosa fra le diverse concezioni possibili 4;
ma, dall'alira, ¢i sembra sin da temere che le difficolta cresenno insieme alle
nostre cognizionl, mentre & da spevere, che sia facile modificare, mano a mano
che quelle progradiscono, il modello, 0 i modelli, che oggi possiamo cosiruire.

Ci sembra guindi otile il tentative che in guesin direzione & stato failo da
Lord Kelvin. Poicha le cariche pesitive sono sempre dotate di massa, egli am-
mette che esse siano permanentemente collezate all'atomo. 11 quale doyra pur
posseders ‘delle cariche negative per neufralizzare le prime; e poiché 1 corpuscoli
appaiono facili ad esser separati dall’atomo, ed a rimanere come enti privi {o quasi)
di nuclso materinle, cosi dovrh smmmettersi che i corpuscell possano muoversi
liberamente entro 'edifizio atomico,

Perciv Lord Kelvin immagind Palomo come formato da eletiricita pesitiva
distribuita nniformemente ne! volnme di una sfera entro ln quale siano sparsi 1
corpuscoli. (Juesti assumeranno una configurazione di equilibrie, che dipendera
dal loro numeto & dalle forze agenti fra loro ¢ volla massa positiva. Nel case
generale, lo studio delle confignrazioni possibili presenta difficolth non superale;
e per trattare il problemr il Thomson suppose che i corpuscoli possano munoversi
goltanto in un piano. Bi otlengono allora delle configurazioni ad anelli concen-
brici, ed i vesultati a cni si giunge presenfano singolari analogie colla legge del
Mendelejeff, e permettono d'iniraveders una spiegazione delln radioattivith, coms
prolezione di parbicelle o nuove assestamento interno dell’alomo. Ma non & quesio
che nn primo tentalive. e mi sembra che sia ormai venute il giorno presentiio
dal Dumas. * Le vedute generrli della chimica, egli diceva il 16 aprile 18336,
“ sono suobordinate alle condizioni della fisica o della mrlematics, o le sue spe-
* eculazionl reagiscono a vicenda sulla prima di quesis scienze. Ma un gilorne
* forse inflnirmuno ancors sulla scienza del caleolo, e forzevanno a metodi nuov)
*1 geomelri. ehe non rifuggiranno dalle difficolia del soggetio .. Questo appunio
sambra che sia vichiesto dallo studio delle condizioni d'equilibrio e dalle defor-
mazionl dell’edifizio atomico.

E naturale ches si sia cercato di spingersi oltre in gueste cammine; e gli
studii, nl di 1a delln Manica in special modo, s1 somo volti alla costruzione di nna
teoria elettrica della maleria. Gli antori espongono in succinto ma in modo sui-
ficiente questa teoria, [ermandosi, ragionevolmente, a dimostrarne svllavlo la pos-
sibilita; perché guella teoria rende conto dei fenomeni di eonducibilith eleftrich o
tevmica, di eletiromagunetisme e d'induzione magnetica, dell’alsltrivita di contatto
e del fenomeni che ne segunono, e, com'e facile intendere, delle radiazioni lumi-
nose & dei fenomeni d'elebtro-ottica, e tenta poi di spiegare le azioni chimiche
fra i ¢orpi. K inutile qui svolgere delle osservaziomi sopra una tal teoria. che
sembra prediletta agli aulovi; ma senza peccare d'andacia ritengo di poler osser-
vare, che se la teoria corpuseolare dell’eleitriciia offre una meravigliosa maggior
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presunzione circa il problema dell'nnila di sostanza, presenta anche tuitii difotii
della concezione atomiuvn .della materia; e che, d’alira parte, guando si riuseisse

a passare dal fenomeno elettrico al femomeno meccanico, sarebbe pozsibile anche -

1l passaggio Inverso, ossia sarebbe creata la vera keorin meceanics dell'elettricita,
Tutto il resultato di nova rapida riesrea, che quasi appare senza precedenti
nella storin della scienza, & bene spiegato nel libro; il quale si presenta  cosi
come un oilimo riassknte delle cognizioni fin qui acquistate sui fenomeni ra-
dioatbivi, e dei naovi problemi e teorie a uni essi hanno eondotto. N& I'anne
che ora & trascorso dalln pubblicazione del libvo, lia per nulla menomato la sus
rmportanza, peiché lo velinmo in questi giorni tradotte in francese a cora delln
signova Federigo Batlelli. Questo giustifichi 1'utilita della presente recensione,
malgrado il soverchio ritardo col guale viens pubblicata. R. Purowi.

A. MARroGER. — Legons crifigues ef historigues sur les fondements des
meathématiques. Paris, Vuibert et Nony, 1908.

il libro & Fatto per gli allievi dei Licei francesi, e sviluppa alcuni dei pro-
blemi filosofici attinenti al metodo e ai fondamenti stessi della matemalica. Sie-
come pero guesti non sono pochi e tutti importauti, pereli2 si abbia subito uns idea
della materia trattata, diamo gui g1 argomenti, che IA. svolge in queste (5 lszion,

1°. Metodo obbiettive; 2° Daduzione, principio d identita, ufficio dell’induzione,
principio d'induzione completa; 3° Natnra delle dimestrpzioni, meecanisino dal
ragiongmento matemalice; 4% Gli assiomi e i postolati in matematica ed in &io-
sofia; &". I/’ idea di numero intero in matematica od in filosofia, nozione dello zero;
6". L' infinito in matemubica ed in filosofia; 7°. 1l rigore mateamatico: 8", La mate-
matica e Ia filusofia,

La trattazione di cinsenun avgomento & seguila du wna parte storica e da mna
critica. ® La partie erilique, dice I'A. rivelto agli ullievi, sern destinde & exercer
votre Jugement philoseophigue. La pariie historigne aura un doable bui. D'abord
eile vous permsetira de fairs connaissancs avee des mathématiciens célebres i di-
vers Litres, et aussi avec des philosophes famenx, qui se sont adounés & la ma-
thematique.,. Ensuile elle vous permettra de snivre, en quelque sorte, la develop-
pement de telle ou telle idée, de iel on tel concept malbématiqne jusqu'a sa
signification actuells .

Il guadvoe dell'vpera vien completato poi da varie digressioni di cui alcune
trattano dei punti di melodo matematico: In legge di reciproeild quella di omo-
geneita, 'impiego dei luoght geomsltrici, il procedimento enclideo per esgustions:
altre sono steriche come guella sul principio d'induzione cornpleta & quella sulle
Geometrie non Fuelidee.

L’A. poi promette di frattare in uua seconda parte dei numeri interi. frazio-
parl, irrazionali, negativi e complessi, del comeetio di funzione, di guelio d’infi-
nitesimo ed infine dell’acitinelica geomeprica e della geomeina analifica.

Lz materia, come si vede, non ¢ poca ed il campo che I'A, si & proposto anche
tenendo conto delin natura elementare del libro, & molto vasio. Pure io non so
rendermi ragione dell'esclusione di molti argomenti. “ Jo ne me soucie guére, dice
ancora 'A., de vous enbrainer dans la région des fondements de la {idvingirie,
- région si explorée mais encore vhscure pour le moment ,.

Posso essare in questo in pacte d'aceordo con le serittore, ma a dir la verita
mi parrebbe, che nel disegno del libre avesse dovubo trovar posto almeno Ja trag-
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46 PERIODICO DI MATEMATICA,

tazione dei dme coneett1 fondamentall di spazio e di grandezza, che pnre si pre-
stanc benizsimo agli seopi del libro.

Del resto la traltazione & svolia con uno stile facils, piano ed elegante; fis-
sate poche linee ganerali. la materia & tratitata in nn modo un po’ libero, secondo
¢he il corso del ragionamento porta I'A. a discorrere dell'uno o dell'altro argo-
mento pill speciale. Kd io, per mio conto, non posso ¢he lodare I'A., che rinunziande
ad un ordinamento troppo pedante, ha dato un po’ di varieth & di movimento alla
materia trattata, rendendola pin attrnente (p meno neioss) per gli scolari.

Yoanto allo svolgimento, I'A. che dimostra una grande conoscenza delie opere
dei grandi filusofi, specialmente di quelle di Pascal, Deseartes, Leibniz, Kant, I'ha
fatte con cura ¢ compeienza. Perd a proposito di esso deve anzibutio osser-
vare. che pare fatto pia da un filosoio, che da un matematico; per es. egli. che
eita abhondantemente dagll autori sepra detti, ben pouve dice della atiivita matema-
tica dey primi fre, che pure appaiono i suoi prediletii; ed anche degli altri illn-
str1 aiemaliei. moltissimi o vengono frascorati del tetto o appena rammnenbati.
Uapisco, che =1i argomenti trattati son di natura pih filosofica che matematica, e
che del matematici si pud pariare pii facilmenie duranle lo avolzimento dolle
varie teorie; ma in oo opera del genere di quést.ﬂ. avrei desiderato, che ad east
fosse consentito wn po' pia di posto.

Lasciando da parte guesta, che & guestione solo dJi apprezzamento puramante
sogoreitivo, a proposito sempre dello svolgimento della maleria, io devo fare le
mie riserve a riguardo di varie conclusioni e gindizii dell’A. auzi aleuni di essi
mi semhrano addirittura errati, Ne cite gualcuno.

(pag, 14) * Céla examiné, de quel principe initial el gni merite ce nmom est
tributaire foute proposition, toute démostration déductive? Eh bien, ¢'est du prin-
cipe d'identitd on de contradiction ,. A quanto pare, egli crede, che questi due
soli principii bastino per costruive tutta la logica: ma, e il principio del terzo
escluso, per es., che egli non vammenia mai, e chs pure & dimostrafe essere in-
dipendente dagli altri due? (V)

(piag. 92 nella digressione storica sulle geometrie non euclidee) * Le premier
en dnte parmi jes géométres non enclidienz est le Pére Saccheri, jésuite iialien
di XVII sigcle, qui distivgue entre la paralléle el la non sécante ,. A questo
solo si riduce I'opera del padre Saccheri?

(pag. 160) ¥ Nous définirons la mathématigue comme la Seience des grandeurs
abstraites el mesurables, pures créations de 1'espril, quitte & l'orienter de plas
en plus vers I'étude des nombres gui sont justemant les mesnres de ces gran-
deurs ,. E lg teoria dei gruppi, quella degli insiemi, la geomstvia proiettiva non
fanno parte della matemaiica®

B dn un campo pii prettamente matematico non posso approvare il modo poco
precise con coi I'A. iatrodnce il numere intero, in tutta la teorin esso si mostra
indetiso: prima definisce la successione dei numeri naturali mediante I'operazione
elementare di agginngers un oggetto ad una collezione, poi pare che voglia de-
finive il numero per astrazione, determinando quando deve dirsi che due colleziont
banno ngual numero di pggeili, lasciando da parte le osservazioni che si pos
sono farve alla definiziene di nemero intero mediaute I'operazione di contave; dalla
indecisione accennaia deriva paturalmente anche poca chiarezza del testo, sicche
anche dal punto di vista dello siile gquesto capitolo & in contrasto col resto del

('} Vedasi CovrunaT, Les primcipes des mathématigwes (Revue de Métaph. et de Morale, 1802).
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libro: per es. & proposito del principie d'invarianza, pur definendalo nn Assioma,
ne di una spiegazione, che non & s non pud essere che intnitiva, mentre dal con-
testo assume l'aspetto di una dimostrazione {come tale, naturalmente, errata), B
cosi per l'invavianza del paragone tra dne numeri interi, che non 2 un principio,
ma che invece dipende dal precedente,

Queste osservazioni, che pure mi sembrano di qualche importanza, ben poco
tolgonu al valore del Iibro; ma devo segnalave gqui dus manchevolezze, che ame
sembrano pift gravi, e che ie non mi seno sapuko spiegare in nessun modo.

I'A, si pub dirs che in tutte il libre non pavla mai della logica matematica,
nonostante 1" importanze notevolissima che essa ha assunie, dimostrando per assa,
direi guasi, una vera fobia. E spinge il sno ostracismo a tal seguo, che mai dice
nuila neanche dei tentativi di ecaleolo logice e geomeirico (el Leibuiz, che pure
sembra tra i suoi anbori preferiti.

Cosi per es. del Couturat, che tanto si & sccupato dei fondamenti della mate
matica & di logica matematica, egli cita solo alvone idea filosofiche soll'infinito
e due opinioni critiche, una su alenne ides di Leibniz e 'aliva su Euelide {che
poi cos} stacecata pud originave nna falsn iuterpetrazione Jell’idea del Coutorat).
o basta, A ginstificazione 'A. dice nslla profuzione: * Pourgquoi, me dira-t-on,
puisque velre ouvrage se pique d'¢tve au conrant des idées, du moment, DOUTqLol
se contente-t-il, de-ci de-li, d'une allusion timide (molto timida!) au grand effort
logigue moderne abonfissant & ce guon nomme 'éecole des logisticiens, on se
taisant sur lenr graphie dont le graphisme matématigne ne serait gu'un cas
pertieulier? Ei ignove-i-il que le lngicien anglais M. Russel a sontenn l'opinien
sivant: Le fait gne toutes les mathématiques sont nne logigne symbolique est
une des plus grandes dévouverbes de notre époque!

A ceei jo répondrai qu'il existe des iddes mathématiques résislant singulie-
rement & 'emprizs de tont symbole et que le moule graphique desiing & les
emprisonner n'est pas de silét fondu, beureusenent! . A parte, che si potrehbe
rispondergli che le idee, che non si som potate serivere in simboli, sono quelle
poco chiare o non bene analizzate, a parte questo, pare che 1I'A. non abbia eapito
Ia vern importanza ed essenza delln logica simbolica, e che egli la consideri sem-
plicemente come un diverse metode di senittura, come una speeie di stenografia,

Anche s'egli non vaola attribuire alla logiea simbolica guell' importanza, che
a me sembra aver ncquisiata, pure essa per i resultati conseguiti e per le riesrcle
sui prineipli della matematica, che essa ha originatv & resi possibili, & che I'A.
vinle ignorare, la logique quintassenciée de forme algebrigue, com'egli la dies,
vappresenta un notsvole movimente di peusiero, di cui non pud non Lenersi conto,
¢ clie non si pub irpscurara giostificandosene con tanta spiglintezza con ona
sola frase.

lia secnnda manchevolezza, cui sopra ho alluso, & quest’altea: In tutta 'opora
dei matematici moderni egli cita soltanto 1 seguenti: 1°. Poinearé di cni riporia
cost di passaggio alecune sentenze di nalura filosofes e di cai rammenta la Scéenee
et U'Hypothese; 2° Peane di eni eita solo la definizione di numere intero: 3°. 1" Her-
ntite di enl cifa un'opinione di natura didattica; 4% .. il 4Y non ¢'8. Di tutto il mo-
vimente, che meghi ultimi 50 anm si & svolle interno ai Tondamenti ed alla flo-
sofia della matematica nulla assolutaments. Via, & un po’ troppo poce anche per
degli scolnrri. >

Riassumendo: mi sembra che in questa opera vi sieno molte cose notevoli
da imparave; che, salvo qualche punto facilmente emendabile, la parte svolta sia con-
cepita, quasi direi, col concetbo di nn umanista; perd con questo concetlo contra-
slano stranamente certe jdee troppo gretiamente scolastiche (nel sense filosofico,
s'intende} e certe esclusionmk volute dall'A, ¢he non sume per questo meno i
gtificate ed ingiustificabili. e che generano molte lrcune, che tolzono all'opera una

notevoelo parte del suo valore.
Siro Mepior.
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(. CiaMBERLINI.. — Aritmetica e Geomelria per le scuole complemen-
tart, 3 volumi,-Torino, Paravia, 1909-10.

I1 Prof. Ciamberlini ha pubblicato un trabiatello di Arilmetica e Geometria
per le classi complementari, diviso in fre volumelli, uno per ciascuna classe.
Questo libro & degno 'della fama che ginstamente I'autors si & acquisiata” come
studioso di guestioni didatliche e come compilatere di testi di matematica per
le sewole. Egli, che evidentemente conosce i hisogni di gueste scuole e 1'arte di
insegnare (molto vara, a giudicare da ¢id che si pubblica) ha saputo adattave gli
argomenti che doveva svolgere alle peculiari esigenze di unn scusla complemen-
tare; e, senza venir meno mal a guella precisione che gli & abituale, ha saputo
tenere una giusia sobrieth di lingnaggio, generalmente accessibile alle giovani
testoline a cui si rivolge. Ho defto “ generalmeute , perché qua e la qualche
gpiegazione pin minuie di vegola & (ualehe maggiore dilucidazione avrebls gio-
vato, specialments nel 3° volume.

Segnalo, come lodevole, il modo con eni I'autore espone, mano mano che ne

capita Vopporfunita, le operazioni da farsi sui gruppi di ogzetti e sulle grandezze,
evitando cosi I'incertezza che lasciano molii testi ¢irea i1 modo di indicare quelle
operazioni, & differenza di quelle sui numeri. Svllantu vogliv chiedere all’sgregio
collegn perché nen ha profittate degli acceuni a gueste aperazioni sulle grandezze,
per esporre a quali gquestioni sulle grandezze si risponde coll'nna o coll'asltra ope-
razione, preparando cosi le giovimetie alla risoluziens dei problemi, wei quali la
difficoléa sia appunto nel trovare guali sono le operazioni da fure. Avrabbe eglic
cosi accollo I'idea che informa lo stesso modesto libreito sui problemi di aribme-
tica, che egli ha avulo la bonta di citare, a riguarde di un altro argomentfo, nel
suo frritato. :

Buona Ia scelia degli esevcizi tolti in generale dalla pratica. Opportune 1'aso

di alcune brevi dimesirazioui, Ji dove era facile 1'uccennavle, quasi preludio a

{uelle che le alunne dovrauno imparave, pii tardi, netle scaole normali. La dove

ls dimostrazioni delle proprieti non st possono dare, sarebba forse stalo bene far.

preceders uua serie di esempi pratici per mostrave come su essi valga I proprista
che si enunciz {pure avveriendo clie gli esempi pon bastano a provare una verita
matemabica) sopratulio perche dagli esempi "alunna apprenda bene in che coso
consista la propriefa che vervk dopo, la quale non i rado, per Ja forma necessa-
riamente arida o di insolita apparenza algebricn, pud essere sulle prime male

afferrata da alunne giovani. L'avtore, in reslta, di un esempio per le proprieta

principali; ma io credo nevessario davne pift di une, sie perchi Ia regole riesce
cost meglie eapitn, sia perche la pluralilis dei casi prepara la regola astraita e
distacca la mente dell'sllieva dal caso particolare, mentre toglie il pericolo di
farie credere che ¢id che aceade in un esempio sia, per cid sola, una proprista
generale, -

Unalche lieve miglioramento di parole o di frasi qua & la, qualche minuscola
agsiunta o modificazions potrebbero senza dubbic essere indicate: ma siccome si
tratta di impressioni personali, percio fors’anche diseatibili, @ non di errori da
eorreggere — che, come ho gia detio ¢ volentieri ripeto, la precisione dell’idea
e della pavola & sempre impeceabile in questo libro — cosi non eredo decoroso il
tenerne conto in una recensions, che non deve esseve unn revisione. Talchd non
mi resta che rallegrarmi per la pubblicazione del libretio, di coi 'autore pud com-
placersi, parendomi esso oftimo per le scuole a eni & deslinato, |

KRoporre BrrrazaL

Grunio Lazzeri — Diretiore-responsabile
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SULLA GENESI E LA GEOMETRIA DESCRITTIVA

de” poliedri regolari convessi

|. Ritorno ancora su quello stesso argomento, del quale malti
anni or sono m’intrattenni (') in grazia del nuove contributo che
v1 apporto.

2. Un'alira zenesi de’ poliedri reg. convessi {pd. r. c,) mi senbra
infabli venga suggevitn dalla nozione di stefle regolari dj raggl o se-
miraggl (n. 5 e seg ) le cui intersezioni eon una sfera concentrica
qualsivoglia e 1 pinni ivi ad essa tangenti, ne danno risp. 1 vertici
o le facce; mentre I'altra di poligoni reg. sghembi (pg. r. 8.) (n. 21
& segg.) convenientemente suldati fra loro (n. 28) ne fissa diretia-
mente gh spigoli, gia d'altroude ottenuti come intersezioui di gnes
piant tangenti. - .

3. 1l riferimento, inoltre, di quel poliedri ad un sistema di {re
assl ortogenali e di quattro fra essi al cubo (Tav. IJ) nel darne, anche
in virkn delle precedenti considerazioni, la piia evidente configura-
zione nello spazio, ne permetie una mighore ed uniforme determi-
nazicne, |

4. Ma i cviteri, sopratutto, di polarith e di correlazione che ri-
COrrond sponbtanel in guel soggetio, ne indicano nnove proprieta e
ne collegano, eom’era da aspettars:, le projezioni € sezioni, debi-
tamente considerate, facilitandone la ricerea (Tav. V). Ed ivi, =i noti,
viensi ad estendere alle projezioni dei correlalivi, se conveniente-
mente disposti fra lore e col piuno iconico, la dipendenza, altrove
gia indicata (%) fra qoelle di uno stesso poliedro: dipendenza resa
manifesta da una particolare disposizione di gnel solidi rispetto ai
piam fondumentali o dall’uso dj opportune lmee i riferimento.

(1) % Al del Coll. degl'ing. ed Arch, di Palermo ., (1852),

(%) “ Rend. dei Gire. Mab, di Palerime . (T.XVM, a. 1903). Un 2. swlle proi. ore. @i dus TRTET
rettongoliri ace,, che, ivi stessa, il proi. Gersarpy volia riteners, sollanto, come un'altra dimoestra-
tlone dl nn ecase particolzre di pn ooto T. di G, Anal,, mentre 8 me venna Rpontangs il conside-
ratlo in @, Deser. dove ha naturnlments sila legitbima sede. Epperv vien meno I'aliro pppniko gul
Segno del sermenti,

Mp perehi gnel eritico {sssal distinto matematioe d'alteonde} non dissa elie, pria di me, uss-
sunw avea mal sognale di dar guoll'sspotto a guel e parvticolore I i averlo. non foss'alirn,
estvadato i prérin? dove;, da buon ligliolo, 51 rese utile a yualehe eosy,

Ln Torma genuinn, infatli, & i iy askanzn pub riduesi guel principlo, e la sne applicazioni,
orn megile chiarite dal digegne, mostrano. in eredo, ehe 'egr. ¢olleza (allora doll'Atenso di Pa-
lermo) avrebbe potato risparminrsi I incomode di ynella sua récensione
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Ne fuvon trascurate facili verifiche ed analogie che spesso siri-
scontrono 1n quelle projezioni.

9. Un maliispigole regolare (m. s. r.) completo o semplice (risul-
tante ciod di raggi o di semiraggzi) ed il suo asse bisettore (a. b.) o
Il suo prolungamento, costitnisce una stelln regolare di ragegi o di
semiraggi, se di essi ognuuno coincide con ['a. b,, o ecol sno prolunga-
mento, del m. s. r. formato dai circoslanti raggi o semir. pIi1 vieini
che lo comprendono.

b. Una stella reg. di r. o di semiraggi dicesi semplice se esclu-
sivamente costituita da un solo m. s. r. col suo 4. b. o eol SUo
prolungamento; in essu quindi I'angolo costante fra due spigoli
consecutivi & guanto quello e¢he ogni suo spigolo fa con I'a. b,
St dice composia invece se risulta dall’insieme dj eguali e reg. stelle
sempliei,

7. Una stella reg. & individuats dal n. dei suoi 'AaZEL 0 semir.
“come lo & un poligono reg. da quello dei svoi lati; perd mentre
sono infiniti i polig. reg., sone invece, come or si dira, di numero
limitato quelle sielle. Ed & evidente, sembrami, come ogni stella
reg, di dato n. di raggl o semir. sin unica: dovendo, infatii, essere
di determinata ampiezza, 1'angelo di due qualsivogliano spigoli
consecntivi del m. s. particolare (in modo unico ottenuto) che la
coslitnisce, *

Ma non & del pari evidente 1a supposta limitazione ai soli cinque
esemp] piu sotto ripovtati (n. 9) del n. di stelle regolari: se pur non
voglia desumersi da quello eguale, com’ nofo, dei poliedii reg.
convessi.

8. La sezione con un piano pp. ad nn suo raggio o semir. in
ogni stella reg. da intersecandolo insieme &’ raggl piil vieini che lo
eircondano, un polig. regolare ed il suo centro; ed 1 raggi o semir.
d'ogni stella regolare sono (come si vedra meglio in seguito) due a
due distribuiti in piani fra loro pp-

. Esempj:

«} 1 noto sistema di 3 assi ortogonali, caso limite che importa
di won escludere, & evidentemente 'esempio pil semplice di stella
regolare di raggi.

b) Le 4 diagonali del cabo formano una stella reg. tetraradiale;
& di 4 raggi non v ha che quella.

¢) Le conginngenti i vertici o i centri delle facce del totraedro
veg. col suo centro danno dne egnali stelle r. di semiraggl che insieme
Prese (essendo i semir. dell’una per diritto rigp. eon quelli dell’alira)
costituiscono 'anzidetin stella di 4 rnggi.

St hauno, inoltre, e soltanto:

) L slelln vegolave di 6 raggi: i 6 diametri p. es. della sfera
circoscritia all'ieosaedro reg, convessn, ognuno dei guali & determi-
nabo de due vertie oppostl.
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e) Lia stella reg,, infine, di 10 raggi, o i diametri cipd della sfara.
circoscritta al dodecaedro reg. convesso, contenenti due a due i snoi
verticl opposti.

10, Tutte le anzidette stelle, tranne Fultima, sono semplici (n. 6):
guella di 10 ragei invece o composia, e pud intendersi formatn da
o eguali stelle sempliei ciascuna di 6 ra gl (v. d)) convenientemente
saldate fra di love (basta imaginare infatti i 5 cubi mserith nel
dodecaedro).

. Ogni stella reg. di raggi o semir. copre da sb sola, e senza
duplicature, tutto lo spazio a tre dimensioni: il quale pud quindi
maginarsi diviso in 4, 6. 8 12 o 20 regioni eguali od eguali angoli
puliedri reg. (triedri, tetraedri o pentaedri).

|2. L'asserzione del preec. n. 8 ghe i raggl o semiv. d'ogmi siella
reg. convenlentemente considerati giacciono due a due in plam pp.,
é evidente per quella di tre raggi (il sistema ortogonxle) nou che per
quelle di 4 semiraggi e di 4 raggi (le diagenali del eubo): ma lo
del pari pev guelle di 6 e di 10 raggl clhe si hanno risp. congiungendo
1 vertici opposti dell’icosaedro e del dodecaedro anzidetti, se s'ima-
gina dedotti dal eubo (inseritti in esso) quel due poliedri {v. al n. 80 b)

e le Fig. I e 1I della Tav. 1],
13. Un’altra genesi, che equivale in fondo alla prima, si ha delle

stelle regolari, considerandole formate invece dal conveniente sal-
darsi di egnali e particolari multispigoli regolari (semplici 0 com-
pleti}: eosi p. es. nasce da 8 triedei trivettangoli la stella di 3 ragei
(il noto sistema ortogonale) chie divide lo spazio in 8 egnali regioni,
com’e risaputo; da 4 particolari ed eguali angoli triedi (reg. e sem-
plici) la stella di 4 semirag. c¢he divide lo spazio in 4 eguali regioni,
Similmente per le altre stelle di en piit innanzi (n. 9).

4. Data una qualsivogha stella (i rager o di semiragei, e le
intersezioni di guesti con wna sfers concentrica (vertici di un po-
liedro reg. conv.) i piani ivi tangenti ad essa (facee del polare o
eorrelativo) determinano tagliandosi panti di un'altra stells (ognono
der quali individua un raggio) che dird congiunta reciproca della
prima; giacche com™® evidente, ognl raggio o semirageio di une di
tali stelle & asse bisettore del multispigolo gensratore dell’altra. e
viceversa. (lib & anche meglio chiarito rifletiendo, rom’d note, che i
centri delle facce di un poliedro reg. qualsivoglia sono 1 vertici di
un altro peliedro regolare (il correlativo).

Hpperd due stelle reg. di raﬁgi 0 semir. se congiunte-reciproche,
s1 possono disporre fra loro in mode che i raggl o semiraggi dell’'nna
siano recipr. i bisettori dei multispigoli dell'altra.

Esempj.

) Gli assi delle facce e le diagonali di un enbo dinno il risapubo
caso del sistema ortogonale e de’ suoi nssi bisettori (Cfr. FiepLer,

(. Deser.).
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02 PERIODICO DI MATEMATICA,

Ma, reciprocamente, si vifletta che gli assi bisettori del sistema sud-
deito delle 4 diagonali det cubo, coincidono coi 3 ussi dells sue facce,
con quelli ciod del noto sistema oriogonale.

b) Congiunte-reciprocle, similmenle, sono le due anzidetie stelle -

reg. di 6 e di 10 raggi, risp. formate dagli assi dei vertici (delle facce)
dell’icosaedro (dodecaed re) e dagl assi dei vertiei (delle facee) del do-
decaedro (icosaedre) "uno eircoseritio allu sfera, ed avente per vertiei
Paltro (il correlative) i conlatti delln suddettsa stera con guelle facce.

¢) Considerando, infive, la stella rez. di 4 semiragsi, nd essy iden-
tica & la sna cougiuniu reciproca: basta imaginare infutli i) tetrae-
dro reg. e le due sfere ad esso inseritty e circoseritta e gli altpi
die telraedri reg. e concentriei avent per veriicl 'nno 1 ecentri delle
facee del primo e l'aliro per facce 1 piani tangenti a quella sfera
nei vertiei del snddetto tetraedro inseritts. Ma & pi semplice rife-
rivsi al due tetraedvi reg. concentrici I'uno dei guali ha per verliei 1
centri delle facce dell’altro. (n. 9 ¢)) onde dedurne colla massima
evidenza. la identita che dovea Necessurunnente avverarsi tra le duoe
stelle di semiraggi ottenute dal congiungere eol ‘centro ¢omune 1
vertici o 1 centri delle facce dj quel solido, com’s noto, wutereciproco.

I5. L'apparente cireolo vizioso ne quale a prima vista si cade
considerando, per ragioni sopratutto di eonvenienza e (i semplicita,
le anzidette stelle regolari nei poliedii. e quesii poscia deducendo
da quelle, non credo debba preocenpare molto, sé sara concesso far
dipendere, come or si vedri. soltanto dalla ampiezza di due raggl
consecutivi la costruzione nello spazio di detie stelle regolari: am-
piezza per altro che assai facilmente si determina, e che basta per

definirle; {') mentre 2 rantaggioso passare da tali forme piv semplici

(elementari) a guelle pite complesse dei poliedri. Analoga osservazione
vale pei particolari polie. reg. sgh. di eni al n, 25,

I6. Ed & poi ovvie, come si scambiana reciprocamente fra loro, in
ogu! coppia di stelle veg. conginmte (di raggit o semir.) il nuwmnero dei
semiraggi nell'una con guella degii angoli m. s. semplici o formanti
I'altra (gquanto, cioe. lo uguali regioni in cui essa divide lo spazio).

P. es.:

nelle stelle di 8 e di 4 vaggl anzidette [n. 9, «) e )] si hamo
risp. 6 ed 8 semiraggi; ed 8 o 6 angoli triedri o tetraedri;

20 0 12 angoli triodei o pentuedri nelle stelle di 6 o 10 raggl (epperd
di 12 o 20 semiraggi); nella stella, infine, di 4 semiraggl, necessaria-
mente sguali quei numeri, ad essa identica essendo la sua conginnta.

I7. Pertanto gli angoll di due consecutivi riggl o semir. di una
stella regolare (angoli degli ussi dei vertici di un pd, r. e.) facilmente,
come or si vedra, si costruiseono.

('} Per allio mi riserbo di studiar nioslto guelle fnvme. onde assognarns nnn debersminazions
pil diredla, e ingipsndente da qualsivogiin alira considerazione Eslianea

L1 iy
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(Ma & qui aceoneio notare che, data Portegonalita fra gli assi dei
verticl di‘un pd. r. qualsivozlia e le facce del polare tangente in
quet punti alla sfera eireoseritta, ne viene che

“ Sono supplementari il diedro di un pd. ». . qualsivaglic e Uangolo
“di due consecutivi nssi dei verlici del correlativo ). |

P, es.

a) Del due angoli conseguenti fra le diagonali di nn rettangolo di
lati ¢ ed @2 (sezione pinna per due spigoli opposti di un cubo di
spigolo @) il maggiore misura il disdro dell’ottaedro (il minore quello
del tetraedro). (%) '

5) Gli angoli di due raggi consecutivi risp. delle due stelle esa-
radinle e decaradiale anzidette (n. 9 ) ed e)) (quelli ¢ioé degli assi dei
vertici dell'icosaedro e del dodecaedro) anche fucilmente si otten-
gono; poiche riferendo al eubo d&i ianto a +d, quei due poliedyi, i
pruno di spigolo & e Taltro di spiguio a (Tav, I Fig. T e T1) ed
1ispezionando quelle facili projeziom si deduce, per essere i pino di
proj. paralielo a quello di due spigoli apposti (ma peraltro anche pp. a
due altri) che tali angoli di due contigul assi dei vertici sono risp.
il doppio degli aeuti minori dei due friang. rett. 3,20 e 8,30, nei quali
un cateto & la parte magg. o minore della sezione aurea dell’altro. ()
Mentre, com'® chiaro, i diedri di guel poliedri (d"altronde misy-
rati dagli angoli &; e ¢, di gquelle projezioni) essendo visp. supple-
mentari del primi si possono anche direttamente avere nelle loro
meta, considerando invece i pit grandi fra gli angoli aeuti di quei -
trangoli.

Cosi p. es. angolo 3, del triang. rett. 23,0 (Fig. I11) misnra meta
del diedro del dodecaedro, & 'angola 3, del triang. rett. 33,0 (Fig. IV)
mistra invece meta del diedro dell’ icosaedro.

18. Ora riunendo in sintesi i precedenti traceiati si pud con una
costrnzione grafica assai semplice determinare in et unica volia latti
e quatiro quet semi-angoli (1 due cioe fra, i ragel consecusivi delle
stelle reg. di 6 e di 10 raggi e gli angoli diedri dei solidi reg. che
risp. vi corrispondono).. Basta infatii (Tav, V. Fig. 111} wunirve i
punto de sexione aurea di un lato del quadrato coi vertici del lato op-
posto; gincche quelle conginngenti fanno con questo e con gl adiacent;
lali gli anguli richiesti, che ho visp. imilicalo ap 6d e tquelll fra i
raggi) € 9 e S (quelli che misurano i diedri).

Dulla quale costrnzione & fagile ricnvare contornt (che molfa
analogia hauno fraloro) delle proj. del dodecaedro e dell’ icosaedro risp,
s di an piano pp. ad un loro asse degli spigoli (guindi a due dei loro

) Epporo guei dledrl sono simultaneameantes misorati dagli angoli che ln mediana di un triang.
rett. i eatobi o ed o V2 fa con Vipetenusa: costrizions giesta della massima sempliviih,

(*} Eswendo o« o & riap, le lmghezse del late o della diagonale del pentegons rep. e, tenuio
presente il loro rapporto, ne viens eom’s ovvio, che sono d ad « risp. le parti mnggiors & minore
della sexione suren di o-L . '
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spigoli) smussando similmente gl; angoli di un quadrato (Tay. Ibs
Fig. IIT e IV), quadraplo dellanzidetto, con 'una o l'altra di guelle
trasversali 314 o 3,9, secondo che si voglia la pruj. del dodecaedro
0 dell’icosaedro: projezioni che tosto si completano nelle parti interne
come ¢ indicato nelle vispettive figure ece.; ovvero con le m1 ed
m2 (Tav. V, Fig. TV).

19. Definite percid le 5 stelle regolari mediante 'ampiezza del-
TI'angolo, che risp. Ii determina, dei loro raggi o semiraggi, faeil-
menle ne consegue, come gia s disse. quella dei 5 poliedri ree.
conv. 1 cui verlici ¢ le ¢ui facece vanno risp. considerati come in-
tersezionm con una sfera concentrica dei raggl o semiraggi di dette
stelle 0 come 1 piani ivi ad esse tangenti. D'onde una maggiore
evidenza nella struttura geometvica di quei solidi: la proprieta
d"inscriverli e circoseriverli nella sfera; la esistenza del centro: i
vertici da considerare quali estremi di un diamefro della sfera cir-
coscribia; gli spigoli opposti paralleli; eccettnato il tetraedro ove
sono pp. {(ma di pp. debbono aversene in ogni poliedro); le faces
opposte necess. parallele; eguali gli assi di uno stesso sistema in
ogni poliedro, e secantisi seambievolmente a mela nel suo centro
ecc. {epperd una terza sfera concentrica alle prime, e tangente nei
lore medii agli spigoli del poliedro) ece.

20. Un’altra determinazione dei pd. r. ¢., beninteso teorica come la
prima, & suggerita dalla considerazione de gia cenuatli polig. reg.
sghembi () sul quali or brevemeute m’ infrattengo.

21. Polig. reg. sghewnbi (pg. r. 8.) sono quel polig. non pPIaATI coD
lati ed angoli risp. eguali, 1 loro fali, tre qualsivoglia dei quali ma
I un piano, di numero necess. pari, ed 1n ognuno di gquei polig., il goa-
drangolo per ora eseluso:

a) 1 vertici altern. presi coincidono con guelli di doe egnali polig.
piam (eonvessi) regolari (basi del polig. sghembo) che giacciano evid.
in piani paralleli, (*) La conginngente i loro centri, il segmento ivi
compreso ed il sno medio risp. essendo Vasse, Valtezza & 11 centro del
cousiderato polig. r.s.: le cui basi sono pero eoassiali e coi lati del-
Funa risp. paralleli a quelli dell'altra (gli estremi di que’ lati sono
cive i vertiei di un rebtangolo).

b) 1l piane condotlo pel centro normal. ail’asse di un pPE. r. 8. passa
pet medii dei suoi lati: medii che cometdono coi vertici di nn ordin.
polig. reg. ¢. Dird quel piano, piano mediano (parallelo ed equidistante

(1) Niuno, eb*io mi sappia, al & mai occupnio di qaelle partieolari forme gesmetriche, che io
ritemgo nor krasenrmbili

() Lie buai di un pg, r. 8, si pub anpporre originate «d'ondo quelin lore denominnzions) dalle
basi di nn prisma rebto regolare mel guaie uns di esse abbis conven. rotate atlorno alllasse flno

& che I auol latl sieno divenuti pisp, paralleli ai lali dell'altra bage. ("J]T di gire sa ¢ n il oo dal
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dalle basi). La projezione di un Pg. . 8. sul suo p. med. (o aliro ad esso
parallelo) 2 un pol. reg. convesso dello stesso n. di Iubi.

¢) V' hanno in ciaseun pg. r. g, tolto il guasdrang., vertici e lati op-
posta (paralleli); risp. eguali le congrungenti 1 primi (diagonali Mg
giort o assi dei vertie; del polig.): anche, fra loro, eguali le eongiungent
1 medii dei lati opposti che taglhiano pp. (mediane od assi dei lati),
Gli estremi di due lati opposti sono i vertiei di nn rettangolo, mentre
ogui asse e il piano mediano dividono risp. in parti egnali un pe. v s.
Tutti quegli assi si bisecano nel centro fel polig. sgh. Anche ngunli sono
infine le dingonali eche sottendono 1o stesso n. «i lati; mentre le econ-
giungenti 1 vertiei non comuni di due lati conseculiva (diag. minime)
altro non sono che i lati delle basi de constderato polig. reg. sghembo.

d) I lati di ognt pg. r. s sono isoclini con I'nsse; e da questo e
dal centro del polig. equidistanti. La pp. comuine ad un lato qualsi-
vogha ed all'asse (il segmento compreso frn te basi) passa risp. pei
loro medii.

e} Fiani di un pg. r.s. sono qnelli d'ogni coppia di lati consecu-
tivi; tre lafi conseentivi determinnno dne piani il cui angofo, costante
com’ & ovvio, in nn dato pg.r. s, ne & i1l disdro.

Detli piant sono egual. inclinati con quello della sezione cenirale
e visp. quindi con I'asse, che tagliano, alfernal. presi, in punti a egual
distanza dal centro del considerato polig. 1. s.

) n essendo il n. dei lati di un Pg. 1. s. la rotazione (torsione) ri-
ferendosi al prisma regolare di cui piu wmnanzi (v. a}] di una delle due

basi perché si disponga conven. rispetto all’altra & di Ui gire, com’ @

ovvio: epperd nel pit semplice di quei polig.. che & 1l quadrangolo
reg. sghembo, i due eguali segmenti a cui or si riducono le bast (ossia
le wniche sue diagonali), sono perpendicoluri fra loro e coussiali (due
opposti spigoli del tetraedro regolare).

22, Consegue dai precedenti come 0gni pg. 1. 8, & inscrittibile e
eircoserittibile alla stara; e che i sool lati comncifdono, com’™a evidenle,
con generatvici (dei due sistemi} uniform. distribuite di wnma iperbo-
loide rigata di rivolozions: i pentri e gli asst comuni n quelle dne
superfici visp. eoincidendo con quelli del poligono sghembo,

Donde, rispetio alla sfera, la figura polare di un pg. 7. 5. ¢ un altro
pg. ». & lmain generale differents) e dello stesso numeto di lafi risp.
Pp- & gnelh del primo; col quale ésinoltre coassiale, concenkrico e con
lo gtesso piano mediano. Solamente nel easo del particolare qnadrangolo
reg. sgh., con le diagonali quanto i Inti (che si riscontra, p. es. come
gia si disse, nel tetraedro regolare sopprimendovi due spigoli oppugti)
1l polnre ha la stessa forma: 0, cioe, simile al dato.

23. La pp. comune a due qualstvogliano Inii pp. in quei due pg. r. .,
che polarmente si corrispondono nella sfera, & anche pp. il Joro asse
Comune; e passa pel loro medii e per quello comune ai due segmenti
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dell’'asse usp compresi fra le basi dei due poligoni (differenti essendo,

com' & ovvio, le loro altezze).
24. D'onde il segucnte

Teorewma 1. — In ogni coppia polare di polig. r. s., sono complemen-.

tari gli angoli dei loro lati cogli assi rispettivi.

Epperd nel particolare guadrangols r.s. di cui avanti che si ri-
scontra mnel fetraedro (n. 21, f)) guegli angoli (ma & d’altronde anche
facile dimostrarlo direttamente) sono necessariamente semiretti.

25. 5i pud indip. dai poliedri (r. c.) determinare i particolari pPe.
r. s. che vi sl riscontrano, giacehd basta indicarne la proj. sul piano
mediane e U'altezza, che facilmente si ottiene applicando i) T. di Pi-
- tagora. Ma & bene, onde meglio imnginarli nello spazio, il riferirli ai
poliedri ed alle loro projezioni.

Non avvigande altrimenti, dird sempre a la comune lungh. dei
Inti di quei pohg. e d la diag. del penf. reg. ¢. che ha quel lato:

» ed B 1 raggt dei cerchi eiveoseritii risp. al! triang. equil. od al -
1'%] B, Ti' '

e L . ; d
pentag. r. (*) di lati @ o d (si rieordi che & @= 5 (

ceversd, d =% (115
P. es.

- @) 1l quadrangolo 1. 5. con angoli di 60° (ha quindi le diagonali -

. a

quanto 1 laii) & dato da due eguali segmenti pp. e coassiali distanti ﬁ |

1 cul estremi eoincidono coi vertici del tetraedru regolare. La sua

proj. ¢ um quadrato di lato V__ eguale all'altezza (Tav. 1, Fig. III).

b} L'esngomo r. s. con angoli di 60" (ha qnindi per basi due eguali
triang. equil. dello stesso lato, ed a‘}@ 6 la distanza fra due vertic
oppostl): T suoi vertici danno quelli dell’ottaedro r. c., & la sur proj.
& un esag. piano r. e. di lato 1;]_; Ia sua nll:ezza-h:%ﬁ. (Tav. 1,
Fig. IT ovvero Fig. III della Tav. I").

c) Lesng. r. 5. con angoli retti: ha per basi due eg. l‘.lmng aq.
di lato o V2; distanza fra due vertici opposti @ V3; la proj. & un

esag, 1. ¢. i lato F\E% la sua altezza h:ﬁ'

Indipendentemente dalle suddette ﬂnnsldemmum, 81 pud defer-
minarlo osservando che, di ire Iati successivi qualsivogliano, ognuno
& pp. agli altri due, e che il quarto & parallelo e coassiale col
primo.

"} Quei ragui pnr essendo differenti. non i equivoea indicandoll egualments, trattandosi di -

eazi fra lore ben distinti.
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d) 1l decagono r. s. eon angoli di 60° che ha per basi due ag.
triang. eq. dello slesso lato; d-distanza fra gli estremi piv lontani
di tre lati consecutivi ed r V5 quella fra duwe vertici opposti (» es-
sendo 1l raggio del peut. r. c. di lato «). La sua proj. & un ordin.

decag. r. di lato ?, (—1--13), essendo qui » 1l raggio del friang.

eq. di lato a: la sna aliezza b quanto quel raggio. ()

e) 1l decag. r. s. con angoli di 108° (quanto guello al pevimetro
del pent. r. c.) che ha per basi due eg. pent. 1. di lato d. La distanza
fra gli estremi della poligonale formata du tre lati consecutivi & 12,
mentre & d13 quella fra due vertici opposti (basta rifervirsi ai cubi
mscritll nel dodecaedro ece). La sua proj. & nn ordin. dec. reg. di

lato » gquanto il raggio del pent. reg. c. di lato @, e la sua altezza -

¥ fo , g & . A
h==(—1+ }5) & invece quanto il lato del decag. r. inscritto in

quello stesso cerchio che contiene i vertici del pent. suddetto eco....

/) Liesag. 1. e. eon angoli di 103° ha per basi due eg. triang. eq.
di lato d: la distanza fra due vertiei opposti & RYE (corrizponde a
quella giz trovata in d) trattandosi sempre dell icosaedro ecc.). La
80A pro]. & un esag. v. di lato quanto il raggio R delle basi; ed &

— 3 (— 14 13)

g) L'esag. v. ¢, infine con ang. di 36° ¢ di lato a - 2d che si ri-

sconira prolungando nel dodecaedro i sei spigoli piiz lontani da due

vertici eppusti (Tav. IV, Fig. IT): le sue basi, com'd ovvio, sone due
eg. triang. eq. di lato @+ d (tengasi presente che 6 a -+ d parfe magg.

" - z " E
della s. a. di a-2d). La sun proj. & un esag. r. ¢, di lato ﬂ%r ed
. 2a-3d : C o : .

e la sna altezza h = ———— (corrisponde cioé alla distanza fra due

L9

facce opposte dell’icosaedro di spigolo a—d, come s1 vedra in se-

guito a propoesito della proj di quel poliedro). | |
26. Oss. I. — La distanza di doe vertiei opposti e |'altezza di

un pg. v, s, di dato n. 2a di lati bastano a definirlo ed a permetterne

(1) Basta ricordare infatti, il noto triang. rett. ¥ruate da rageio dl nn eerehio e dal abi dal
pent. @ del dec. r. o 10 essp inseritti. Ma In dizstanza Tra doe vertei opposti (¢he oecorre rome
Bi dira in seguite) per Ja proi. dsli’isosuedre sn di wn pizno pp. ad oo suo assse dei vertiei, o
anehe daln; ;

; . aly 4 = : |

1% dall’ipot. di un trinng. vett, di eafeti e @ ciod da Y 1i‘j‘lLl'—,'—E Y&, che corrisponde nlla
diagu-u&{& dal pant r, e, inseritto nel cerchio di raggio a

20 E guanle |la somma del vaggio del esrehie cirtoscerilto al pent. =, di lato «, con dus lati del

decag, r. inseritto in guello stesso cerchio: svvers guanto la somme del 124 dei doe decnz. v, gem-

plice & stellato eece. .
40, 0 yuanto, Infine. I'ip. dal triang. rett. che ha per cateti il raggio ed il diametro di quel

earchio, eicé guanto r'r;E:.
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la costruzione, ben inteso teorica, nello spazio. Il segmento, infatti,

a basi parallele ed equidistanti dal centro —-di quella sfera, da due

!

eguali circoli minori, nei quali iserivendo e eonv. disponendo fra
loro due eg. pz. rv. di n lati, le congiungenti gli estremi dell’nno con
quellt dell'altro sono i lati de! richiesto pg. r. 8.; 1 cui vertiel si
potrebbero anche altyimenti otlenere come 1 ntersezioni, altern. con-
siderate, di quei dne cerchi con 21 meridian che passano pei loro
poli ece.

Oss. L. — Lo studio preventivo di guei particolari pg. r. s. faci-
hta, come & chiaro la vicerea delle prol. det eorrispondenti poliedri
ed altre determinazioni relative; né importa che manchi 1'sbitndine
di considerarli indipend, da questi ultimi. Cosi p. es. I'angolo di due
piani consecutivi del decag. r. s. con ang. di 60° (che & I"angolo diedro
dell’icosaedro) & ovvio, dopo V'anzidelto al comma ) che pud esser

dato dall’angolo al vertice del triang. isoseele di lubi i;—_f-:‘!_e di base d;

ed & faeile verificare come sia V'aliezza pel vertice di questo briang.
quanto Ia p. min. della s. a. della sua mezza base. (Cfi. al n. 17 la
determin. di quel diedyo).

27. Ora, in ogni poliedro reg. couvesso (pd. 1. ¢.) gli spigoli conv.*
scelfl formano ecom’ & ovvio particolari polig. reg. sgh. (quegli stessi
di eui al preced. n. 25): basta riferi mfatti n quegli spigoli equi-
distankti dagli estremi di un asse dei vertici o delle facce e, pel te-
traetro, ad on gsse degli spigoli (& sufficiente guardare le figure di-
segnate nelle tavole),

28. Ma viferendosi invece in ogui pd. r. c. (il sole tetraedro escluso)
ad un asse degli spigoli, gh equidistanti dai suoi estremi saranno ors
PP. o paralieh a quell’usse, ma non pii formando, com’& chiaro, un
peligono sghembo. Cosi avviene nel enbo, ove olire ni due spigoh
oppestl pp. allasse che i tagha, anche wi’alira coppia ve n’ ha di Pp.
e sghembi rispefto a quello; mentre nell’icosaedro (lodecaedro) ad
ogni asse di due spigoli opposti (paralleli) due altre ecoppie di spi-
goh corrispondono, due dei quail paralleli {perp.) e due pp. (pa-
ralleli) a quell'asse: com’ad evidenie imaginando inseritli nel enbo
quer due poliedri (ma con gl spigoli risp. pp. fra loro) o meglio
stipponendone I'nno inscritto nella sfera, & da esso polarmente de-
dotto I'altro.

29. Pud quindi ogni pd. 1. e. considerarsi, in generale, determinato
ne’ suoi spigoli dal conveniente saldars e interseearsi degli anzidetti
particolari pg. v. s, egaali fra loro e coneentriel, di n.” mela dei vertici
o delle facce del polisdro (pel tetraedro dei swoi spigoli): quei poli-
gonl essendo polari in ogni coppia di poliedri correlutivi, secondo eiod
che abbiano recipr. per assi quelli dei vertici o delle facee, o degli
aprgoli nel tetraedro.
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Infuifi si pud cosi olbenere:

n) 1l tetraedro regolare, da tre eguali e concentriei quadrang. reg.
sgh. che hanno gqnanto le diagonali i Iati; eppero di 60° gli angoli al
perimeiro (ma due bastano).

b) l eubo e l'ottaedro risp. da quatiro esagoni ece. (') con angoli
di 90° o di 60° od anche

) considevando le deformazioni limiti di un quadrangolo r. s. (che
ha sempre, si rammenti, vertici e lati risp. egnidistanti Jdall’asse) an-
nullata In distanza fra ie sue diagonali, in un quadralo 1l eni pinno
e 1 cu labi saranno pp. all'asse (nell’ottaedro); o di quella dello stesso
~quadrangolo, le cul dingonali, essendo orn infinitamente allonianate,
ne divengono fra lovo parallell, e con lasse, i lati (nel cubo); ne viene
che tre eguali risp. di ognuna di quelle figire con gh assi formanti
il noto sistema ortegonale, e inolive conven. disposte fra lore (i tre
quadratt due a due con ung diagonale comune) damo, intersecandosi
o saldandosi, gli spigoli degli anzidetti poitedri cubo ed ottaedro.

¢} Licosaedro e il dodecaedro v. ¢. per mezzo di sei risp, egoali
€ concentrici decagoni r. ¢. con angoli al perimetro di 60" o di 108°,
essendo Ia distanza fra le bas) nell'uno quanlo il raggio del pentagono
regolare dello stesso lato, o quanto la parte magg. della sua sezione
aurea nell'alfro. Ovvero:

¢') I'icosaedro cou dieci eguali esagoni ece. (angolo al perimetro 108°,
distanza fra le basi gnanto la p. magg. della s, a. del ragglo relativo al
tr. equil. dello stesso lato) ed il dodecaedro con altrettanti esagonl ece,
(ang. al perimetro 36°) come quelli che si viscontrano (ma che si ot-
tengono indipendenti dal quel poliedro) prolungando i sei spigoli piia
lontani ed equidistanii da due vertici opposti ece. () (Si gnardi, per
meglio mmaginare talt poligoni r. sgh., alle projezioni verticali dei
poliedri riferendosi, per quest’ultimo caso al prec. n, 25, g).

30. Polari sono, pertanto, come gia si disse (n. 22) due a due quei
polig. r. s. che si riscontrano nell'nnzidetta determinazione (doppia
in generale) di ogni coppia di pd. r. e. correlativi. Cosi p. es, & po-
lare di se stessa la forma del quadrangolo reg. s. riscontralo nel te-
traedre; e polari, com’s ovvio, risp. fra loro i due decagoni ¢ | due
esagoni di cui ai preecedenti casi ¢) e ¢) relativi alla coppia dode-
caedro-ieosaedro.

Menfre, infine, nel caso #) della coppin cubo-ottaedro s1 rifletta
ehe 1 plani tangenti alla sfernanei vertici di un obtaedro inscritto

11 Un solo quade. od wn solo essg. sgh. dannoe ciascuno rigp. tukti i vertiei del tetrasdro a
dell clinedro: mentre due soli esagonl ad apg. retfi, anldati per due Jabti oppestl, diune gli B ver-
tirl drel enbo, o doe soli doenzoni, con nng. i 00, diimne del parci | 12 dell’ {eosaedro e,

(%1 Que’ sal spiguli del dodeenedro sf possons supporre ottennti secando nmo quegli esngon)
r. 8. von doe piant pp. al sao agsse, ggnidistanti dal centro e che risp. divid, In sezione nures i lati
(cume due Jabi conseeutivi dol pent. reg. dividone il late epposte al lvee verlice comuns),

Ln diaz. del enbo di gpigolo guante In diag, del pent. reg. di lato sguals a quelle del dode-
eaedio, & Q! briplo della distanza fia el piani. eome sara faecile dimosirare in reguoito.
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danno, intersecandosi, gli spigoli del cnbo; epperd gono polari il qua-

drato e Uanzidetio sistema di quatlvo rette parallele dello spazio, e tali

che ne derivino i vertici di un quadrato, tagliandolo con un piano
Pp. ecc.

31. Ma eccoer ora ad un'altra facile dsterminazione di quei pd. 1. e.
che vien suggerita qualora si suppongano rtiferiti al cubo o ad un
sistema di tre assi ertogonali: e che & indieatn, nella prima ipotesi,
dal seguente,

Teorexa TI. — a) Dato un eubo (Tav. I, Fig. II), le sue diangonali,
quelle delle sne facee e le congiungenti i centri delle opposte fra esse
(bre egnali assi ortog. che si bisecans seamb. nel cenlro di quel so-
lido) sono evidenti: Tottaedro veg. inscritfo ehe La per verfici quel
punti; 1 due cguali tetvaedri ABCD, ubed le eui facce (due a due
vigp. parallele) tagliano pp. in tre eguali segmenfl le diagonali del
cubo (Cfr. Barrzses, Stereometria); {*) e danno intersecandosi gh spi-

-goli dell’oftredvo suddetto ed oito piccoli tetraedri ehe vi aderi-
scono, D'onde Valtezza del tetraedro ¢ quanto la distanza lra due

facce opposts dell’ottaedro che ha lo stesso spagolo; e sonc suppl. i loro
diedrs,

b) Dato un cubo di spigolo ¢ - d (2 e d r1sp, lato e diag. di |

un pentag. r. e.) si segnino sulle sue faecce (Tav. 1", Figure 1 e II)
parallele ai suoi spizoli e coi centri sui centri di quelle (in guisa che
riescano doe a due pp. le tre rette sulle facce per uno stesso vertice)
dei segmenti di lunghezza d o e visp. cioe quanto la parte mage, o
minore della sezione aurea dello spigolo. I allora facile dimostrare
che 1 loro estremi coineidono, nel primo caso, coi vertici dell’icosaedro

Y. €. mentre cadono, invece, nel secondo, su dodiei dei 20 del dodecasdro:

ciascuno degli altri 8 giacendo sopra un vertiee (il piix vieino a2l centro
del enbo) degli otto piceoli eubi di spigolo g,dedntti,ﬂnmﬂ indiea il

disegno, dal considerato enbho.

Eid & ovyio inoltre che quei dus poliedri, se ricavati da uno stesso
cubo, sono concentrici fra loro e con €ss0, & 81 possono disporre cogill
spigoll dell'nno risp. pp. a quelli dell'altro.

Infathi ponendo, com’e risaputo, a = :f (—1+V5), si ba sue-
cessivamente pel Teor. di Pitagora, nei Lriang. rett. (Fig, 1) rin3 ed 173

—_—

s = g .
r3"=qp (104-295) ed 13°=g, ciod, 13=d.

Ma essendo, per ragioni di simmetria 13 — 1s; sy =—m3 e 32=73k,
ed equilateri inoltre i triang. 123 e 3/n,, tutti eqnilateri ed egnal

('} Bastn ossarvare, infath;, che i dus pinni ABC od aze aeno evident, pacallell fra Tore e
pp. alla ding. Dd del cubs, & eh= i Inti delln spezzafa (reg. sgh.) 4A ¢, essendo isoclini con quella
Vi s projettano necess, secondo tre egnall segmanti,
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saranno i cingue lriangoli concorrenti nel vertice 3; e lo stesso ae-
cadendo per tutti gli altri, che cinque a cinque lLanno un vertice
comune cogli estrenyi dei segmenti 1n, 2/ eecc. ne viene che il solido
m quistione & un icosaedro reg. convesso. 0 N

’ 't e, { S
Mentre per essere o =35 1+15) ed— =5 (—1-+-15), ne

T : [ : [ — =

viene (Fig. IT) dal Lriang. rett. 120 lduve 8 10—- 5 < % f—-1 -} 15)
7] e o (6 v e —

ed or = =T {l+ }a)] che sarn 1y =— 5 13, quanto ciod I'nltezza

del triang. equilutero di Juto . Kd essendo, per costruzione, nell'altro

. | P 3 (& 3 nl e :
iriang. vett. 122 il cateto t2= 5-, consegie che ne & | ipol. 12 = ¢,
0ssia 12 = lh=pg=34 ecc....; eppero anche eguali ad a1 segmen b
15, 54, 82 ¢ 43 (quest'ultimo per dato). Twiti eguali quindi i inti della
figura 12345, |

Considevando poi suecessivamente i due biang. rett. rm8 o 31,

- 1 S — . . 2
sl ha 13=— (1-}-15), cive 13=d; ed essendo anche eguall a d,

per costruzione, la 52, e per simmetria con anzidetta 13, 1a 14, ne
viene che la figmia 12345 (che ha butti i lati e tre diag. risp. eguali)
6 non solo equilatera, may piana ed equiangola: ed & percidp un ordinario
pentagono req. eonvesso. _

Lo stesso dimostrandosi per le altre fucce (rispetto a quel eubo
i condizioni identiche della prima) e tenuto conto della loro reci-
proca counessions, il solido cousiderato & un dodecasdro reg. LORYESSD,
C. D. D.

32. Ma i pd. r. ¢ si POSSON0, come gia 8i aceenud, anche albrimenti
determinare, senza avvalersi del enbo, e riferendoli invece nd un si-
stema di tre ezuali assi ortogonali, che seamb. =i bisecano nell’ovigine;
ed & ovvio. infatti, come i Joro estremt coincidano

) ¢ol vertici di an ottasdro regoinre, che ha il centro in quel-
Forigine : -

) eoi medii deglh; spigoll (n quegli assi risp. pp.) del tefraedrs
reg. ece.: ()

¢) coi medii degli spigoli, sei u sai conv.'" secelfl, dell’icosaedro e
del dodecaedro: la Iore linghezza rvisp. essenido quanto In parte mag-
giore o minore della sczigne ancea della Tonghezza di quei tre egunli
-assi; osservando inolire che quelle bre coppie di spig. pavalleli, visp. pp.
~agh assi del sistoma ortegonale, ve hanno, claseuna, guelle siesse

direzioni. |

(') 8o a & In comune langh. 4i yoegli nsai, condoatin dagli estremi di nme di erei gunlsivoglia
g delle Wiseblrici Aol angolo ﬂggjr]i altsn dise, i uno, e pel aeconde lz pnraliela all'nlira Lisellrice,
i due eguaii ssemonti lnghi o} 2 ivi presi, coi viodi] risp, in quell'usse. sono due spigoll oppoalj
del tetrnedyo reg, che hin il contre vell'orivlue &) considernitn sistema,

= o=

i
P e =y L B |

e

-; —ﬁ_\;_‘ 1

i m
T

e N et

S I re—

W T = SR

0 — =
¥

S TR iy
B i
, .

g

— w T

T

2" G
che )

=
- =
,wiﬁm: e : =
= s

—
-




62 PERIODICO DI MATEMATICA.

OsservazioNe. — Tuatto eid corrvispende, com’d ovvio, alle prece-
denti determinazioni (u. 30) di quei poliedri riferiti al eubo ed agli
assi delle sue facce.

33. Data poi la simmetria dej pd. r. ¢c. e la ortogonalith, tre g
tre, dei loro assi (dei vertie; nell'oftaedro, delle facce nel cubo e degli
spigoli negli altri) ne viene come sj possa clascun poliedro situare
in modo vispetto ai piani fondamentali, da ottenerne risp. equali tutie
e lre le proiezioni (tre eguali qnadrati pel tetraedro, cubo ed ottaedro;
e tre, risp., eguali e particolari esigoni non regolari di cui al n. 18
pel dodecaedro e per I’ icosaedrn),

34. Applicando ora a que’ poliedri il prec. Teor. IT sui poligoni ve-
golari sghembi ne viene, com’e evidente, il

Teorema III. — L'angolo costante che in ogni pd. r. ¢. gli spigoli
pies lontani (equidistanti) da un suo asse qualsivoglic fanno con esso, &
th compleinento di quello, del pari costante, che nel coniugato gli spigoli
similmente post: fanno con Uasse correlative, (%)

Sono percid complementari -

a) L'angolo degli spigoli, sei a sei, del cubo con Ia diagonale {(asse
dei vertici) che non Ij altraversa; e guello, nell’ottaedro, con un asse
delle sue facce, dei sei spigoli che ne congiungono i vertiel,

b) Liangolo che dieci a dieci (sei a sel) nel dodeeaedro i snoi spi-
golt fanno con un asse delle facce (dei vertiei); e quello che nell'ico-
saedro, risp. lo stesso n. di spigoli, fanne con un suo asse dei vertici
o delle facce.

¢) Epperd sard, nel tetraedro, com’& noto autoreciprocn, necessa-
riamente semiretto I'angolo che con I'asse di due spigoli (op posti)
danno gli altri quatiro. Propriety d'altronde aseni ovvia, considerando
le diagonali del enbo e gli assi delie sue facee: ma che ora, con maggior
eleganza, qui si ritrova.

@) B riferendosi, infine, in ogni eoppia di conjngati fra quei po-
liedri ad un asse degli spigoli ed agli spigoli equidistanti dai suoi
estremi, risponde all'enunciato del T. Vessere queglt spigoli pp. nel-
F'unn e paralleli nell’altro a queli’asse: come aceade, p. e. nelln coppia
cubo-ottaedro, dove ai due spigoli Pp. nel prino a quell'asse, due ne
corrispondono, nel secondo, che gli son paralleli; e nelln coppin do-
decaedro-icosnedro, dove ai 4 del primo (2 pp. e 2 paralleli all'asse
di altvi due spigoli opposti) nltii 4 vi fanno riscontro nell’icosaedro, 2
dei quali recipr. paralleli e gli altri due Pp. a guel medesimmo nsge,
(S1 suppongano quei doe poliedii simult. mseritii nel eubo e cogli

spigoli risp. pp.).

(1) Chinmo correlativi (s mi par giostifieabile) auegli assi che in due pol. eonjugatl gnalsivegifa

Tsp. conginngons die vartjei eppostl, in une. & i eontri di opposts facee nall'altro; o, In entrembi, _

auelll dl spigoll opposti,

Similments in pesizione eorrelative dird fry a loro, 0 rispetto ad un piano, una eoppin di qued
pd.. 88 eon gli apigoll viap, pp., o con due sorralativi dei loro asni PP. n goel piguv; 8 correlative
le projezioni su di esso.
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35. Or, dalla evidente simiglianza bra le facce di un pd.r.e. e la
sezione piana del conjugato per gli estremi degli spigoli di un suo
angolo solide (sez. diagonale): e dall’essere reciprocamente identiei
1l sistema degli assi dei vertici (delle facee) nell’ uno con guello delle
fucee (dei vertiei) nell’altro, ne viene che seambierolmente simili sono
le projezioni delle facce e quelle delle anzidette sezioni di quei due poliedy:
su plani rispett. pp. ad un asse dei vertici, nell'ano, o delle facce
neall’altro.

Ma anche reciproe. simili sono le projezioni verticali delle sud-
dette figure piane in due pd. conjngati qualsivoglia, in grazis, com’d
facile assicurarsi, della particolare lore posizione vispetto =l piano
lconico.

E nel mentre considerazioni ovvie di pofaritd eollegano, come in
principio si nceennd (Teor, V) le projez. e sezioni, debitamente scelte
di quei poliedri, il seguente tesrema IV @i cui altrove (e che ora solbo
forma piu semplice richiamo) stubilisce fucil; rapporfa fra le loro
prejez. non omonime. Ma eccone lenuncinto:

TroreMa 1V. — Se due segmenti di lungh. & e b gqualsivoglia sono
pp. [ra lovo ed alla linea di terva, i due rapporée fra le proj. di egnuno
con quelle risp. non omonime dell’altro, saranno equali entrambi al rap-
porte degh originali segmenti presi nel considerato ordine: saranno ¢iog,

r fr

: a a a
equali ad 3 tanto B che I

Basta considerare infatti, anche nel caso di segmenti sghembi, guegli
altr: ad esst risp. eguali e paralleli per un punto qualsivoglia dello
spazio: giacche reciprocamente eguali risultandone i lore angoli con
due assi orbogonali (intersezioni del loro piano coi piani di riferi-
mento) fo stesso rvaceorciamento snbivanuo, rispetto agli originali
segmeuts, la projezione dell'uno e quella .non omonima dell'altro;
eppero si avra

N o’ b ; a a “ .
E—:? E[i ?':E_ 02218 bn‘—b#_b* ("-D"D'

CororLario. — E ovvio che nel caso particolare della eguaglianza
fra loro di quel segmenti, ne saranno recipr. egualt la projez. orizzon-
tale dell'uno con quella verticule dell’altro, e vicerersa,

36. Un'elegante applicazione sorge spontanea, da quel eorollario,
alle prolezioni dei correlativi d'eguale spigolo fra i pd.r, e.: analoga
a quella altrove gia indicata #fe. Un T sulle projez. ovt, di due
segmentr veltang. ece.) per cui si deduceva dalla pruj. oriz., p. es,, di
un pd., quella verticale, e du essa ora quella verticale del coniugato
0 viceversa, come subito si vedry. Onde importa aver presente qnali
fra gli spigoli od altre dimensioni, fra loro o con quelly, rieseano pp,
in un poliedro; e, se si possano due correlutivi disporre in modo da
riscontrarvi 'ortogonalita anzidetta.
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Pertanto sono pp., com’ds chiaro: .

a) Due a due gli spigoli del tétrnadru; ogul spigolo del eubo eon
quelll delle due facee (e ie loro diagonali) ehe gli sono PP.; ogni
agse del verkici dell’oltaedro cogli uliri due e coi quatiro spigoli
{formanti un quadrato) che non contengono quel veriiei.

b) Ogni spigolo del dodecaedro con altri quattro. In dne facece
consecutive, infatii, quello comnne escluso, ogni spigolo di una faccia
& pp. a quello che, giacendo nell'allra, passa pel verfice opposto. 1d
ogm spigolo dell’icosaedro lo & del pari, ad allri quaitvo; giacchs
in ogni sua piramide, formata ds eingue facee concorrenti in un an-
golo, ciasecan lato della base & pp. allo spigolo laterale pel vertice
oppusto ece. (tutto cid & piu evidente, riferendo quei poliadri al cubo
eireoseritto), |

¢) Ed &, infine, evidente, come si possa sempre disporre fra loro
due poliedri corvelativi con gl spigoli scambievolmente pp.: basta
supporre infatti quello che 1'uno abbia i vertici nei centri delle facce
dell’'nltro ecc.

37. Ed ora, in virth delle considerazion; precedenti, riescira pill
facile e pilt razionale in nun tempo la determinazione di projezioni
e sezioni debitamente scelte dei pd. r. c.: projezioni e sezioni sopra o
con pianl pp. al centro di un asse dei vertici, delle facce o degli
spigoli (delle quali wltime diremo mfine). Ma assai ovvie spesso
riescono talane di gnelle rieerche. (S1 snpponga, non avvisando
alirimenti, che sia @ la lunghezza dello spigolo d'ognune di quei
poliedri). |

38. Superfluo intrattenersi delle projez. e sezioni del cubo e del-
lottaedro sopra o eon piani 11sp. pp. al centro di un asse delle facce,
‘pel primo, e dei vertici pel secondo: ave si ha sempre un contorno
gquadrato eee. .

39. Dird invece della projez. del cubo su di un-piano (p. es. orizz.)
pp. ad una sua dingonale (Tav. I1, Fig. I1) che & evidenb. un asagono
regolare col suoi raggi (prajezione com’e noto wsometriea) in virti
del polig. r. sghembo Ab Cu Be (11. 21 ). |

Ma indipendenti dalle eonsiderazioni ora faite, st ha gli stessi
risnltati osservando che gl spigeh Lulti del enbo sono iseclini com
ogni sua diagonale: che metia delle dtagonali delle sne faces es-
sendo parvallele al piano orizz., vi si proiettano al vero e formano,
bre a tre, due eguuli triangoli equilateri concentrici coi lafi I'Sp. pa-
ralleli, T raggi di guei triangoli e le congiungenti 1 floro vertiei (gli
uni e gl altri proiezioni dei 12 spigoli del solide) ne completano la.
projezione sy (quel pizmo pp. ad una sea diagonale. Alla proj. verti-
eale si applica con vantaggio il Teor. 1V glaechd basta considerare Ia
sezioue secondo COco (un rettangolo di dimensioni « ed « V2) il eni
piano risaltando pp. alla linea di terrs sari V2 :1 il rapporto fra la
proj. verticale delle sne diagonali e quelln orvizzuontale de' =noi lati,
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ed il veciproco 1:12, viceversa, fra la verticale di quesil e ['orizzon-

- § = # - ow -"L-
tale di quelle. Si avrd ciodg: T‘
Juﬂﬂ "___: O.i.lcnj — 0;‘(’!- ﬁ e D”U” {= {:”ﬂ”J - Grﬂr: .‘ 2 ’Fi --H
— DPG,: ‘E .'”
eppero ﬂ -
070" = ¢"0" = ("0": 2 ,
Ovvero ;

U”'L":h" — C'.I'r-:!l — ﬂj!ﬂu.

D'onde ln cosiruzione indicata, per eni le tre altezze della proj.
verticale souvo rispeito al lato del guadrato imscritto mel ecerehio
Bw'C'. .. ordin. goanto la sua meta, l'intero od una voita e Mezzo:
essendo infatil ¢"0"=10"¢; 0"C"=0"C ed 0"0"=10"0 (si noli inoltre
che & pure ¢"o"=o0a essendo il punto a ottenuto sulla LT per in-
tersezione con la eirc. A'w... di centro m).

N& occorre dilungarsi sulle verifiche dell’esattezza del disegno,
per altro reso evidente dalle numerose indicazioni appostevi.

40. La sezione del cubo normale al centro di nna sna diagonnle
(asse dei vertici) p. es. Oo & evident. I'esagono regolare che ha i
vertici nei punti medi dei sei spieoli che non la taglinno e che si
protetta orizzontalmente in vera forma e grandezza ece.

41. Similmente la projezione dell’ottaedro reg. e. (Fig. Iil) su di
un ptano pp. ad un suo asse delle facce {parallelo ad una sua faccia
che si ritiene ovizzontule) & un esagono regolare con le sue diagonala
minoti (meth visibili e meta no): ed avendo presente gquel suo asse
dei vertici e i due spigoli che sono pp. alla linea di terra (coppia di
spigoli ed asse, uello spazio, pp. fra loro ed a quella, e il cui rap-
porto & 1:V2) ne viens pel Teor. IV che la projezione verticala di
quell’asse (projezione che & quanto la distanza fra due facce opposte del
solido) eguaglia, noltiplicata per V2, il lato dell'esagono anzidetto.
D’onde wna costruzione analoga o quella precedente relativa al cubo ece.

42. Menire & poi evidente che la sezione centrale dell'ottaedro
paratlela a due facce opposte & anche un esagono regolare col vertici
nel medi degli spigoli che respettivamente congiangono fra loro 1
verticl di guelle due facce.

43. Le congiungenti, con’ & ovvio, 1i centro di una faceia dellot-
taedro col vertici della opposta, formando con quesia un tetraedro
regolare della stessa altezza, seane ginstifica cosi la solitla comune
delerminazione indicata nelln tavola (Fig. I); e basta per completarne
la projezione sul piano di quella faccia il disegno di un triangolo
equilatero coi suoi raggi (eguali projezioni degli altri tre spigoli),

Dal paragone di quelle projezioui risp. sul piano di una faceia del
tetraedro ¢ dell’ottnedro, ove sotto egual forma si presentano le
projezioni delle facee nd essa obligue, si pud nnovamente inferirne
1l supplementarismo dei loro angoli diedri (n.f 30 a)).
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24. La projezione del tefraedre (Tav. I, Fig. TIT) su di un piano .
parallelo a due spigoli opposli (pp. al loro asse) & un quadrato con
le sue diagonali, che ne sono in vera grandezza le projezioni; e la
sua seztone centrale, pp. all’asse di quegli spigoli, & un altro quadrato
cor vertici nei medi dei lati del primo. B cosi facilmente risolute
il noto problema dei trattati sulle sezioni gquadrate del tetraedro e,
riferendosi al precedente n.” 39, su quelle regolari esagone del eubo.

45. La considerazione nel dodecaedro (Tav. I1I, Tig. I) del decag
reg. sghembo ABCDE. .. mostra che la proiezione del suo contorno
apparente sul piano di una soa faceia (oriz. p. €8] e un decagono
reg. conv.; mentre ira le diagonali delle sue facce le diec parallele
o guel piano fanno determinar subito il rapporto fra 1 raggi delle
due civeonf, concentriche risp. eircoseritte alla faceia ed al decagono
suddello, 'ano facilmente deducendosi dall'altro; poiche la differenza
tra quei raggi & infatti quanto il luto del decagono minore segnato
in quel diseguo. (") &

Ma & proposite dello sviluppo di quel solido (di ¢ni fra breve) in-
dicherd maggiori particolari sn quella projezione, d’onde & facile de-
durre la vertieale applicando il Teor. IV, Considerando infatti nna
coppia di spigoli pp. fra loro ed alla linea di terra (quelli p. es. che
st projettano oriz. in A'B’ ed Rr) le lore projezioni tanto oriz. ehe
verticali risultano neces. pp. a quella linea: e dovra quindi aversi

DR=B"T(=TA")=AB (=0 ed A"B"—Ry
Eppero: .
AT(=TB)=0R(*) e T,T=0r-LOR=R02

quanto ciod la somma dei ragei delle due circonf. anzidette. (?)

46. Ecco un facile procedimento per lo svilnppo del dodecaedro
di spigolo a sul piano di ona sna faceia di cui chiamo d la diago-
nale: si coslroisen sopra o 4 d il gran pent. reg. conv, ABC ...
(Tav. I, Fig. I) e il ecerchio ad esso circoscritto, le sue diagonali e le
congiungenti 1 vertiei coi medi degli archi soitesi dai suoi Jati p. es.

(} Chinmando, infat{i, o & 4 risp. le lunghezse del lato & dalla diag. de) penk rez. conv., il
lovo rapporte (u essends eom' 2 noto parte mag. delln sezione aurea di 4) #znngliia queilo dei ragg
delle cireonf. eireostriito a dye polig, Teg, simili costinili sn quelle dimensioni ; ed essendo com’d
vyvio, @— o parte magg, dolla sez agr. di @, lo stesso avverrd delln differenza g quei raggi, ri-
spetto al minore di essj,

M) Ma che sia BT — 0Os, si puo anche altrimenti dedurrs dal triangeole rett. the ha per ips-
ecusa il lato del pent. reg. e per oateti il raggio ad i} lato risp. del deeagono Inserifi in quelio
stesso verchio ehe contiens | vartiel del peniagono,

(*) L'sguag, fra l'altezzn 4R delln proj. vert. col segm. R2 di quella orizz., nom cho 1'nltra
B = 20V, wustrane che il medio di Br b nacke quells di 42, Eppero applicanido al pent. reg.
iBDY. ... inscriito npl contorno orizz Ia nota proprieth ehe un suo lato gualsiverlin fquello per i1,
p. £8.) biszer normalmante la distanza fra il punto di concorap dei due lati ehe gli son eonsesn-
tivi od il vertive opposto, ne viens che la disgonali /B" e 1a simmetriea di sinistra di gual eonE-
torno, passano per {estrems 4. del segmanto anzjdetto.

D'ande un‘alira Jacile eostrazions, o verifica, che da quelin orizz, fa dedurre anbito In totals
altezza della proj, vart, di imal aplido.
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Kmd e Cud dénno, intersecandesi, la projez, di qllél solido sul piano
di una sua faccia; od altrimenti le Bd e Cd (che dividono in gsezione

auren, nei punti m ed n, Ja AF) sono risp, pp. ai lati &'/ e D1 gee,
come sono ded pavi le Crf ed Esf intersecantisi in f, visp. pp. ai lati DE
e DC delia facuia, e determinano cosi un vertice della projez. deca-
gona del contorno apparente del poltedro {ma quel punto £ anche
albrimenli pud otienersi facendo Df =D»r ece.).

Le diagonali poi del pentagono minore ABCDE, faceia del solido,
prolungate, intersecando i lati de] pentagono maggiore, ne danno meth
dello sviluppo (le AD e BD p. es. che tagliano A5 neeli anzidett
punti i ed a, vertici dello sviluppo). Si ha cos) in una volia Ia proje-
zione e lo sviluppo del dodecaedyo, -

47. La simmetria (Tav. I, Fig. 1) rispetto a DI} delle due figure

DEhRgf ¢ DEpOr, mostra che g0 & il doppio dell'apotemn del penta-

gono ABCDE. D'onde un’altra facile costruzione per determin., dats
la facein, la proiez. sul suno piane del dodecaedro: e la COMSegUEnza
che il supplemento del suo angolo diedro ha per misura il maggior
angolo acuto di un triang. rett. che ha un cateto doppio dell’sliro
(v. le soluzioni del n.° 44, dove si mostro A"T=0R eco.).

OssErvAZIONE T. — T eubi formati dalle diagonali delle facee del
dodecaedro (Cfr. Awmmor, Geom.) avendo dne spigoli ¢iascuno paral-
~leli al piano di una faceia del dodecaedro (piano iconico) e guindi pp.
- ad esso due facce di ogni cubo, ne viens che quatiro a quattro le
prorezioni dei vertici del dedecasdro (vertici coincidenti con 4 di uno
del suddetii cubi) sono allineati (due di quei vertiei appartengono alle
dne facce opposte parallele al piano iconico, e due al contorno deca-
gonale). Mentre in ognona di quelle rette giace inoltre un verkice
dello sviluppo (vedasi p. es. lu mfsEi ecc.).

Osservazione II. — Si noti infine che e anzidette trasversali del

grande pentagono dmf e dnC ece. sono risp, assi di simmetria delle

facce 4..., B... & quello sviluppo, e che i suoi angoli al perimetro

sono ciascuno divisi in sei parti eguall, com’e facile verificare, dalle
retie, che passano per quei vertiei. |

Ma non intrattenendosi oltre su particolart e verifiche, dei quali
abbondn quel traceiato, solo si rammenti che sono eguali i cerchi
ivi segnabi con gli stessi numeri; e che 1 raggi di due eerchi, cui
corrispondono numeri EUGEBEEi?i, sono l'une quanto il segmento anreo
dell’altro ece.

48. La sezione del dodeeaedro con un piano pp. al centro di un soo
asse delle facee (ciod parallelo a due di esse) contiene i medi dj quegli
spigoli che non passano per 1 vertici di quelle facce: medi che coin-
cidono coi vertiei di un decagono reg. convesso, eguale & quello sim-
mebricamente inscritto nella proiszione deeagona regolare del contorno
di quel solido sul piano di una sua faceia,

e e s
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49. La projezione dell’icosaedro (Tav. III, Fig. II) (") su di un piano
pp. od wil suo asse del verbici (da rilenere p. es. come piano oriz)
e contornata da un decagono reg. conv. (projez. del polig. sehembo
formato dagli spigobi non pp. a gueil'asse né passanti pei snoi estrenn)
le eul diagomali minori formano due eguali penl. reg. concentrici,
I'nno visibile e J'altro no, di lato egnale allo spigole del sohdo: 1
raggl di quel due pentagoni (basi dell’anzidelto polig. sgh.) aliern.
visibill, completane quella projezivne. Da essa & facile dedurne la
verticale:

¢) Prolungando convente (data la particolare posizione del solido
risp. ai piani di riferimento) due lati consecutivi del pentag. e del
decagono anzidelto; giacché 1 due punti cosi ottenuti cadendo sulla
projez. verticale di quell’asse, e ripetendone simmetr. un ierzo, ne
danno 1'intera lunghezza e le rispettive altezze in projezione verti-
cale di tuthl 1 vertiei del solido.

b) Ovvero riflettendo che del ire segmenti di quell’asse i due mi-
nori, fra loro eguali, sono risp. quanto il Iato del decagono suddetio,
ed il maggiore quanto il suo raggio. Si dimostra ¢id mediante il solito
triang. retl. che ha per lati quelli del pent. e del decag. reg, inseritti
nelio stesso cerchio ed il suo raggio: o, pii semplie. applieando il
Teor, 1V agl spigolt dell'icosaedro pp. fra loro ed alla linea di terra (alla
quale necess. anche pp. riescono le loro projez., sia oriz. che vertieali).

¢) Ma siccome indip. da albtre considerazivni, ognuno dei minori
dei segmenti suddetti & parte magg. della sezione anrea del pin grande,
poicha altro non sono ehe le proj. de’ segmenti dell'altezza di un pent.
regolare pp. secata da una diagonale, ne viene che il pih yrande &
parte magg, alla sna volba della sua sommna ¢ol minore: somma che
6 perd guanio il iato del deeagono regol. stellato inseritto in quello
stesso cerchiv (del quale il raggio, com’®d ovvio, ne & la parte mag-
grore), ecc. D'onde la cosbruzione indicata nel disegno: 1 due cerchi
concentricl elog col eentro sulla linea di terra, ehe riportano guella
distanza della proj. orizz. su guella verticale.

60. La sezione dell"icosaedro con un piano pp. al centro di un
sno asse del vertiel (sezione mediana del decagono reg. sgh. che ha
quell’asse 1 eomune col poliedro) &, evid., on decagono reg. conv.
eguale a quello che ha 1 vertict nei medii dei lati della projezione
(un altro decagono reg. come gia si disse) del contorno apparente del-
I'icosaedro su quel piano.

9l. La solita considerazione del polig. r. s, formato nell’icosaedro
(Tav. V, Fig, II) da’ sei spigoli ehe non hanno aleun vertice in eomune

('} Le particolari posizioni, rispeilo al piani di riferimento, ehe si & ersdute di scegliere pel
Dod. & per i"leos. (Tav. 1l e IV) sono, com's farile rilevare. assni vantaggioss per istabilire Il
pifl intino e reeiproeo legnmea fra le projezioni di quel poliedri, N& precceupi [ pzrziale HOVIRp-
porar di quelle dei eorrelativi da esal risp. dedotlii; giacehi la diversild delle linoee del Lracciati,
fa nsitamente distinguere le tne dalle nlire.
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con due facce opposte. mostra che la sua projezione sul piano di una
di quelle o ad esse parallelo (pp- al loro asse) ha per contorno un
esagono regolare.

Dato pertanto le spigolo, & facile (senza ricorrere a1 soliti ripieghi
del raddrizzamento di particolar: sezioni di quel solido) il definir su-
bito guella projezione; giacche vi si manifestano al vero i due grandi
triangoli equilateri ath, e vbay (egnali, concentrici e coi lati risp. pa-
ralleli) i1 ent lato & quanto la diagonale del pentag. reg. fabto su
quello spigole: pentagono che non & per albro, come or si vedra, ne-
cessario cosbrnive.

Dionde 1 ragg velativy ad ognnno di guel triangoh ed alla faccia
del poliedro stunito nel noto rapporto della diagonale col laio del snd-
detto pentagono: eppert basta aggiungere al minore la parte magg.
della snn sezione aurvea per oftenere 1l raggio (o il laio) del con-
torno esagonale di guella projezious, ehe & poi facile completare come
e indieafo nel disegno.

La proj. verticale si ha osservando gli spigoli pp. fra loro ed alla
limea di terra (Teor. 1V) orizz. projettati p.es., in ab e vi, per cui &
pOy=ah (=0p) ed AB (= 0,8:)=w (locche & snfficiente giacche si
ha per simmetria, Py0, = »8.).

52. Ma data 1a faceia ike dell’icos. di spig. a, si possono, per cosi
dire, simnlt. determinare entrambe guelle sue projezioni mediante il
punto b,. intersezione di due eguail arehi di eentri i e k e di raggio
im=rY12 (avendo fatto Qi=1r). Quel punlo & un vertice del con-
torno esagonale cereato, e basta per deferminarlo; () mentre gh
arehl coneentrict o8, 0, oP danno mspettivamente mtersecando la
vPy 1 punti Se, Oy & P, che determinano, a partire dalla. linea i
terra, le altezze sul piano verticale dei vertiei del solido (s1 nofi
peraltre che anche la bk, projezione invisibile di uno spigelo, passa
per Sy e taglia In projezione wi nel sno medio z: verifica questa,
dell esatfezza del disegno, come lo & Valtrs 22 = rS;, essendo 1l
piunto S, intersezione dell’'arco b2S; eon la #i0). ecc.).

Pertanto la Pz (distanza fra due facce opposte) egnaglin la somma
dei due raggi PO ed (¢ delle circonf, risp. circoscritie alla faccia del
poliadro ed a gnel suo contorne esagonale, ece. ()

N It rapporto fra 1 vaggi v0 ed i devessere guelio, eomn’ & chiare. della disg. a! lako di un
pevt. rez, ob infatti sasendo In projez. a1 vero di vun 41 taly diagenali. Eppert bisogna mostrare
elia si parvengn & quel risuliats mediante Panzidetio puuto L, ,

VE

Infatti posto Oi= r sard iy =+ V2 ed ig‘—':—’-.-ﬂ , d'onde giy = :— Voe byr= %h (—14¥3)

ciog Os( -~ 0i) parts mags. della sez, anr, di 04, (=09, C. D, D.

(%1 Che sia 0, v = b =00, anelie sitrimenti risnlta, giacehd dovendo com’ & ovvio essere Oy ¢
(= Py8sp 0 w1 eatefs di un triang. reth chia ha peripotennsa la lungh. dello spigolo. @ tensndo presente
che & ¢ gquante il late del decaz, reg, stellate inseritto nel eerelio 04, basta ricordaze i1 T. (V. il
“ Pitagora , 8i aleuni anni 6r sono, elie 5i pubblice a Palermo': I lati del (risngolo equilatero o
deé decagoni vog, xemplice # stelluvio yneery i nellp stesso revefite dinne risp, Fipofeause £ 1 caigdi di
un drimegolo yetlangolo,
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70 PERIODICO DI MATEMATICA,

53. La sezione dell’ icosnedro eon un piano pp. al centro di un suo
asse delle fncee, parallele ciod a quelle facce, nen & un peligono re-
golare, ma un dodecagono invece semiregolare equitatero e cireoserit-
tibile (con lati eguali ed angoli alternativamente eguali) che pnd
ottenersi congiungendo ordinat. i medi dei lati della proiez. esagonale

su quel piano con punti presi sulle bisettrici de’ suoi angoli, distanti
dal centro della figura guanto I'nltezza del triangolo equil. faccia del

zolido (facendo p. es. On=in ovvero on=0Ou, raggio del cerchio
mseritio al triangolo ike). |
Tenendo presente infatti (Tav. V. Fig. 1I) che il solito rapporto
(della diag. al lato del pent. reg.) fra i segmenti (D e DB della
projez. verticale non si altera in quella orizzontale, ¢ che pero al

centro N di DB corrispende quello # di db, ne viene, che essendo
ir

0{::1.._, SAranno risp. be==_—— (_1 V5) @
V3 213

rd—gf = ossia, sostitnendo, ed = 3
4 =7 (—1+413), ossia, so - =505 B —15);

d'onde

he - ed (
==

cn —
2)3
_epperd _
o= i a : (r 14 —
On=0¢+en= 15 1 N3 =513 - C. D. D.

54. Proiezione del dodecaedro su di un piano pp. ad un suo asse dei
vertici (Tav. IV, Fig. 10).

li spigoli piti lontani ed equidistanti dagli estremi di quell’'asse
non formano qui, se non si prolungano, nn polizono reg. sahembo
(esagono evid. di lato a—2d con angoli di 36°) ma benst un tronco con
basi semireg. pp. a quell’asse ed equidistanti dal centro (un prismoide);
epperd la proj. su quel piano (p. es. oriz.) del econtorno di quel poliedro
non & un polig. reg., ma bensi un dodecagono semivegolare equiangolo
inseruttibile con angoli eguali e lati alteruat. egnali ad a e d. (Y

Ma osservando che vi si projettano al vero, concentrici e coi
lati risp. paralleli, i due eguali triangoli equilateri coassiali formati
dagli estremi tre a tre dei sei spigoli che passano per gli esbremi
di quell'asse, tali lati saranno quanto la diagonale d della faceia
del solido. E poiche & inoltre « (dato il suo rupporto con a) la parte
minore, ed a + d la magg. della sezione aurea di «-- 2d (lato come
gia si disse, del cousiderato esagono reg. sghembo, Ia cui proj. ©
quindi un esagono regolare) ne viene la facile costruzione indicata nel

(1) Bone « e @, si rammentd, Is lunghezza risp. del Into » daiia diagonale del pent. regolars,
faceia del poliedro,

 FIT L Tl g I:FI"\' i 1
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disegno: (intersecarne cioe 1 lati risp. con quelli dell'esagono mi-
nore concentrico formato c¢oi vertici dei due anzidetti triangoli e
che ha 1 lati paralleli ai lati del primo). Ed & ovvio dall’anzidetlo,
il solito rapporio fra i lati o fra 1 raggi di guei due esagomi rego-
lari (*) per cni si ottiene subito il piii grande dal pin piccolo che ha
le diagonali minori eguali a d. Né occorre la costruzione del penta-
gono regolare, potendo invece partirve dal triangolo equilatero di lato a
e dal suo cexchio circoscritio; e da questo, colle solite costruzoni, a1 due
cerchi pin grandi e concentrici circoseritti agli anzideifl esagoni, ecc,;
menbre sono evidenti infine le poche reite da aggiungere onde com-
pletare la projezione orizzontale del solido. Dalla quale si deduce
subito 1a projezione verticale, pel solito Teor, I'V, applicato p. es. aglh
gpigoli AB e KO pp. fra loro ed alla linea di terra: sara infatfi pereid
K:"0,"=A'B ed A"B"=K'0; e per essere A"B" il terzo dell'altezza
di quella projezione (quanto la diagonale del cubo inscritto mm quel
solido) c1o & sufficiente a determinarla completamente, riflettendo
inoltre che i terzi estremi sono risp. divisi in s. a. dai punti K e K,".

55. La sezione del dodecuedro pp. al centro di un suo asse del ver-
tict, OO, p. es., & un esagono regolare che ha i vertiei nei medii degli
anzidetti se1 spigoli (n. 53) equidistanti daglh estremn di quell’asse, e che
s1 pud otlenere in vera forma e grandezza congiungendo ordinatamente
i medii del lati dell’anzidetta proj. orizz. del =olido, il eni contorno &
come gia si disse un dodecagono semiregolare inscriftibile, ece.

56. Le costruzioni fondamentali per le proj. dei pd. r. ¢. si pos-
sono pertanto riassumere, come segue, in facile sintesi.

a) Pel tetraedro, cubo ed ottaedro- (nelle pogiziont indicate dalla

Tav. 1I) si supponga disegnato un triang. equil. di lato ¢ ed 1l cer-
iﬂ ;
“ 12 di i ¥ della

altezza della proj. vert. del cube e quella totale degli altri due po-
liedri ece.

b) Le proj. del dodecaedro (dell’'icosaedro) su di un piano parall.
ad una faceia (Fig. I delle Tav. IIT e IV) si hanno sempre dise-
‘gnando un pent. r. (un triang. equilatero) di lato a, il cerchio cir-
coscritto, ¢ quello ad esso conecntrico ¢ piu grande, im modo che sia
il raggio del minore gquanfo il magg. segm. della =. a. del pin grande
(cid che pud farsi con una stessa o con differenti costruzioni, come
altrove & stato detto); mentre l'altezza della proj. vert. & la somma
dei raggi di guel cerchi ecc,

chio circoscritto: 1l lato del quadrato 1vi inscritto

(1) Projettandosi paralleli, infafti, i due spigoli AB, KO » la diagonals Fy R (& quest'ultimo pa-
rallala} Al una faceiz (sezmenti pp, tothi e tre alla linea di terra), ed essendo K'QY parte mogg,
delln sez. . di F"R’ (giacehu non = altera in proj. pamil il rapperto fra segm. paralieli pelio
spnzio) ne viene clie quella stessa relaziene pasea tra K'O'= (A™N') ed M'NY (=TF,/R). G IDn 1.

Ma s tenga presente inoltre i solito rapporle (cosltanie) fra i ragei del ecousecitivi cerchy
concentriel dolla fignrn, visp. circoseritti al triangeli egnilateri i leti a, @, ed o 5, erdinaiamente,
megnnti coi vwmeri suceessivy 1, 2, 3; |'oltimo dei gusii velativo ni cercluo cirensevitio del contorno
asngonale dolla richiesla projezione.

e
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2. PERIODICO DI MATEMATICA.

¢} La proj. del dod. su di un piano pp. ad un asse de’ vertici si
ha disegnando tre cerchi cone. circoser. a triang. equil. di lati risp.
eguali ad @, d, a-|-d, e considerando conv. le intersez. dei lati degli
ezag. r, a labi paralleli inseritti in guei cerchi (Tav, IYs, Fiz. VI e
Tav. 1V, Fig. I} mentre l'altezza della proj. vert. & il triplo del
raggio del medio fra quel cerchi ece.

d) Assai semplice 2, infine, la proj. dell’icos. (Tav. 111, Fig, IT) su
di un piano pp. ad nn asse di verbici (un decag, r. coi suoi Tagei e le sue
diag. minori); e basta ricordare l'altezza della sua proj. vert. che &
guanto uno di guer raggi anmentato di due lati del decagono ece.

57. Ora in ogni pd. r. c., il tetraedro e I'ottaedro esclusi, i piani

passant per gli esiremi degli spigoli concorrenti in un angslo solido
danno, com'® ovvio, intersecandosi le facce del correlativo che & il
nocerwolo del primo; mentre si puo, viceversa passare (v. le Tav. 111
e 1V) da guesto al dato (enti-nocciuolo) considerandone le intersezioni
di facce e di spigoli risp. -

Si & cosi dal dodecaedro (Tav. IIT, Fig. 1), dedotti i vertici del-
Iicosaedro (o un dodec. di specie sup.) come intersezioni delle facee
cingue a cinque circondanti ogni sua faceia; e viceversa 1 vertici del
dodecaedro prolungando gli spigoli non consecutivi d’ogni sezione
pentagon. dell icosaedro.

Ma. 1spezionando infine con ordine e con pazienza quei tracciati, nu-
merose verifiche e collegamenti si riscontrano fra quelle projezioni
tutte, sia relative ad uno stesso poliedro, sia a daue correlativi, sia
ad un poliedro e al suo noceiuolo.

Né s1 dimentichino gli eguali cerchi tracciati in quelle figure delle
Tavole III e TV, ed il significato, altrove g1a dette, dei numeri sne-
cessivi che risp. li indicano.

58. Aggiungo, per esaurire I'argomento, ehe il noceinolo del enbo
e un offaedro regolare, solido comnne ai due eguali tetraedri in-
serittl In esso. Oadono pereid i vertiei di quell’otiaedro sui centri
risp. delle facce del cubo suddetto e sulle intersezioni, i suoi spigoli,
delle facce di quei tetraedri, ecc.: mentre ad un punto si riduce
evidentem. il noceciuolo dell’ottaedro, ciod, al suo ceniro.

B nel felraedro, infine, autoreciproco, coincide col poliedro stesso
1l suo noecivolo.

59. Ed ora un breve cenno intorno alle projezioni dei p. r. e Su
piani pp. ed un loro asse degli spigoli projezioni, non so perché, quasi
sempre neglette; mentre, se inferiori alle alive riguardo alla minor
visibilita de’loro elementi, sono Invece assai utili (indispensabili anzi
dal mio punto di vista): mon solo perchd il cubo ed il tetraedro
esclusi, danno gli angoli diedri e la lunghezza degli assi dei vertiel,
deglhi spigeli, delle facce (ossia i rugei delle sfere inscritta, circoseritta
e tangente agli spigoli), ma sopratutto perché consentono l'enunciato
pit generale del Teor. V di cui fra breve (n. 64).
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PERIODICO DI MATEMATICA, 8

) Del tetraedro di spigolo a (Tav. 1, Fig. ITI) la projezione su di un
piaup pp. od un sno asse degli Spig{:ﬂi (purallelo a due spigoli opposti)
& evid. un guadrato di lato «:12, con le diagonali di lunghezza a;
menire la sna sezione pilana pp. al centro di guell’asse & un alfro
guadrato che ha 1 cenlrl nei medii dei Fati del primo: quei due
quadrafi essendo evid. figure polari rispetto al cerchio tangente alla
magziore.

b) Egual nd un rettangolo di latr « ed n]"i la projeziong e sezione
del eubo di spigolo « sopra o con un piano pp. al eentro i un suo asse
degli spigoli, sol che s1 aggiunga nel primo caso la mediana der lah
minor! (Tav. I, Fig. 1V).

¢) Un rombo che ha le diagonali risp. lunghe a ed nV2 rappre-
senta ad un tempo le analoghe projezione e sezione dell'oitaedro di
gpigolo @ (gl angoli maggiori di quel rombo ne misarano angolo
diedro, & 1 minori guello invece del tetraedro).

@) Se si1 considers, infine, come al precedente n. 30 b) il cubo di
sprigolo ¢ +d, e in esso inscritti 11 dodecaedro e icosaedro risp.
di1 spigoll a e d, che si projettano sul pilano di una faccin di quel
cubo, :1 ottengono, come & ovvio, inseritte in uno stesso quadrato
le due Figure II1 e IV della Tav. I; o meglio supponendo cogli
gpigoll msp. pp. qnei due poliedri, si ha la Fig. [ della Tav. V che
contlene entrambe le loro projezioni, d’alironde subito otténute di-
sponendo convenientemente sul lati opposti di un guadrate PQRS
la parte maggiore o minore A,C=0C,A o KM,=MK, della s. a. del
suo lato ece.

60. Ma occorre premettere ora talune brevi osservazioni sulla
polarita rispetto al cerchio, come sari facile mostrare, delle proj. e
gezioni debitamente considerate del pd. r. c. coniugati,

Cosl p. es. si tenga presente:

a) Che di ogni polig. r. conv. Ia figura pn]mﬂ & un poligono simile:;
eppero reg. e dello stesso n. di lati

b) Che ad ogui polig. semireg. di 2n vertici con angoli eguali e lah
altern. eguali (semireg. equiangolo, inseriitibile nel cerchio e che po-
trebbe ottenersi smussando conv. 2li angoli di un ovdinario pg.r. ¢
d1 » lati) polarmente corrisponde un altro pg. semir. con lati egnali,
viceversa, ed angoli albern. eguuall (semireg. equlatero cireoserittibile)
ottenuto mediante le tangenti al cerchio cireoseritto nei vertici
del primo.

¢) Che Ia figura polarve di mn rettangolo & um rombo (il pia sem-
plice caso di figure semiregolari): essendo infatti eguiangola luna ed
equilatera l'alira, ed eguali inoltre 1 rapporiz fra lati del primo e
diagonali del secondo. (*)

(V) VoIl e 144, 1, 1007, del Litagora, gloinale di matem, chis L selerte prof, Faz2awg da porgeahi
anni pubbliea a Palermo.,
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4 PERIODICO DI MATEMATICA.

6l. Epperd polari: a) i due quadrati ottenuti proiettando e se-
zionando conven. il tetraedro sopra e con un piano pp. al eentro di
un suo asse degli spigoli;

b) polari-i contorni, risp. coincidenti, delle proiezioni e sezioni del
¢nbo e dell'ottaedro sopra o con piani pp. ad un loro asse degli
spigoli ece. -

Il rett. infatti (Tav. 1, Fig. IV) ABab di lati « ed a2 & 1l contorno
della proj. del cubo di spigolo @ sul piano dei due spigoli opposli Ad
e Ba (da completare con la mediana dei suoi lati maggiori) e coin-
cide con la sezionc secondo quel piano, pp. evident. al centro dell’asse
della coppia di spigoli opposti dC e De di quel eubo: mentre Vottaedro
m esso inseritto che si projeita secondo il vombo dYCX evident. simile
a8 quello formato dalle tangenti al cerchio circoscritto nei vertici del
rett. saddetto, moslra quanto si asserisce intorno alla polarita di
gquel conforni ece.

Dal paragone poi ira quel rombo e i due eguali triang. isosceli
- ABC ed abd, projezioni dei due tetraedri inscritti nel cubo, & ovvio

1l supplementarismo fra gli angoli diedri del tetraedro o dell’ottae-

dro (n. 17 e 30).

Non che polari Ia projezione, o sezione, del cubo SOpra o ¢on un
piano pp. al centro di un suo asse delle facce e I'analoga sezione, o
proj., dell'ottaedro rispetfo ad un suo asse dei vertici (sempre gua-
drati). Lo stesso per le projez. e sezioni esagone reg. di quel po-
- liedri, con o sn piani pp. al centro di una diagonale del cubo o di

un asse delle facce dell’ottaedro.

62. Liel pari evidente & per I'anzidetio (n. 59) la polarita fra la
projez. (sezione) del dodecaedro sopra (con) un piano pp. al eentro
di un suo asse delle facce e la sezione (projezione) analoga dell’ 1co-
saedro rispetto ad nn suo asse dei vertici, sempre ottenendosi in quei
casi contorni decagoni regolari. Ma occorre anche dimostrarla fia i
contorni delle projezioni o sezioni risp. eoincidenti, per ognuno di quel
due poliedri, sopra e con piani pp. al centro di un loro asse degl
spigoli (Tav, V, Fig. I).

Si considerino infatti inscritti nello stesso cubo di spigolo a-+d
quel due poliedri, il dodecacdro di spigelo 2 e I'icosaedro di spigolo d;
supponendoli disposti inoltre fra loro con gli spigoli visp. pp., e proiet-
tandoli sopra nna faccia di quel cubo, si otterramno inscritti nello
stesso quadrato (Tav. V, Fig. 1) i due differenti esagonl irregolari
altrove (n. 18 e 58) gia indieati.

Ora essendo AA, ed MM, (projez. al vero di assi ai vertici del-
I'icos. e del dod.) risp. pp. alle MN ed ADB, (proj. di facee del dod.
e dell'icosaedro) e considerando il cerchio inscritto nel guadrato
PQRS, ne viene, com's ovvio, che rispeflo a quel cerchio i vertici di
ognuno degli anzidetti contorni esagoni irregolari sono i poli dei lati
dell’altro ¢ viceversa; giacche le tangenti a quel cerchio nei vertic:
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che vi sono inscritti d’ognuna di quelle figure cadono sui lati del-
P'altra: donde Ia loro polarita. C. D. D.
63. Polari, infine, sono il contorno della proj. del dodecaedro su
di un piano pp. ad un sno asse dei vertici e la sezione normale al
~centro di un asse delle facce nell'icosaedro (i due g1 1ndieati dode-
cagoni semiregolari, equiangolo il primo ed equilatero il secondo);
polarita che subito si accerta dimostrando che le tangenti p. es. al
cerchio circoscritto nei vertici di quella figura equiangola, relativa
al dodecaedro, danno un poligone simile all'anzidetta sezione dell’ico-
saedro. Basta percid assicurarsi, come & ovvio, che sono simili i
due triangoli NOH ed nok (Tav. I", fig. V e VI): che sono eguali cipé
1 rapporti fra i lati visp. che abbraceiano i loro angoh eguali 0 ed o
di 30" ciascuno. Rammentando, infatti. che per essere come oia si disse

(n. 52) on quanto 'altezza di un triang. eq. di lato a, & on = ;VE, ed oh

(meta, evident. della diag. d del pent. reg. di lato «) & gquanto g (14+15):
epperd quel rapporto

on Efg — 115 -
oh 1-415 2 ¥3;

menire guidando le tang. al cerchio cireoseritto, ne’ suoi vertici, al po-

lig. FGed.... si oltiene il dodecagono semireg. equilatero NHL..., simile

al precedente nhap.... giacché, come or si vedra, i quello stesso va-
—=1 ' : ON C .

lore ;— ! “¥3 il rapporto op fra 11ati del triang. ONH, che ab-

bracciano I'ang. 0. Ma occoerre percid premetiere che & (Tav. IV, Fig, V1)

y i
OK=—.—_° (14+V5) ed 0i= 0K L~ %, ed essendo RK p. magg.

V3 2V3
della s. &, di KO ed / il suo centro, ne viene IEJEK (=K = ;ﬁ; (') ep-

pero, sostituendo e riducendo, i = 2{% (24 V5); ma il T di Pitagora
nel triang. rett. 720 e la similitudine di questo con Faltro NeO, danno
- (14+15) ossia 0 = 0K}12: () ed essendo

21s

successivamente ¢) =

£O° . . a (6 -2y 5)
ON =—, si ha tituendo ON = — :
: iD 21 SOSsLiLudendo 1 1.!3 (2 —|— ﬁ

»

() O, pia semplicemente per essere RK quanio il raggio dal eerchio 1, ne viens
K (: EFE) —— "_ eco.
= 2¥3
(*) Epperc dal trizng, equil. dl Iato d & dal verchio 2 de' suoi vertici, si pup subife dedurre

(essendo 1:Y2 i rapp. ira i loro raggi) quello eonsentrico Flied... le eui intersesn oci lati del-
lesng. e inperitlo nel prime, e i vertici i tale esag. danno s considerala Juo). del dodavgadro,
facendo a meno del terzo cerchio 3 o del corrispondento BSAZ0TIO,
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Mentre, infine, per determinare la lungh. di OH, si rifietta che
essendo ¢ e ¢ punti della sez. auvea di RS (— RO), sari R/ — KO ed
ed [p. min, della s. a. di OK, ponendo per OK il valore precedente

a : % 43 _a —  3— }"'E’; ( =
213 (1 ¥5)] sara, dieo, f»:n?—2 "3 (1-4-v5). G E]'E’T(_] +¥5);
ed 7

mentre sari o= = _..41_? (—1 - ]-’:’;). Or dal triang. rett. ¢0r e dalla

C e , . : o
saa siniglianza con 'altro eHo, si ha suceessivamente: Op— ) (3 - ]’3)

¢0° _
ed OHZg—.: ove, sostituendo per Or il valore suddetto e per e
4

quello gia frovato (14 ¥5), si ha EI}-:E-:?. D’onde infine

¥
V2y3
ON _ 3 642)5
OH 4 Y3245
rapporto como si vede identico a quello gih ottenuto g . C.D.D.

64. Anche altrimenti poteasi, com’® evidente, assicurarsi di quella
polarith tra le anzidette figure: dimostrando ciod, reciprocamente,
la similitndine fra guel dodecagono semirvegolare equiangolo, rela-
tivo al dodecaedro, e I'altro che ha per vertici 1 contatti, con 1a
eivconferenza inseritia, al poligono semnregolare equilatero, seziome
dell’ 1cosaedro.

65. Riassumendo, infine, se si tien presente che in ogni coppia di
pd. r. e. conjugati (il tetraedro incluso, che & autoreciproco) i1l con-
torno della projezione o sezione dell’uno sopra o con un piano pp. al
eentro di un suo asse degli spigoli, & polare con quetlo della sezione
o projezions analoghe dell'altro; e che lo stesso accade rispetto ad
un asse del vertici o delle facce, recitprocamente, in quei due poliedri,
sempre ottenendesi infatti polig. reg. simili, eccezione fatta dei casi
gia considerati, di una proj. del dodecaedro e di una sezione dell’ico-
saedro (nei quali per altro guella polarita si & del parl addimostrata)
ne viene, com'e chiaro, il seguente

TeoreMa V. — Tn ogni coppia di conjugat: fra © poliedri reg. conv.
Sono reciprocimente polari, vispetto al cerechio, il contorno della projezione
dell'nwivo sur un piano pp. ad wn suo asse qualsivoglia, con la sezione
dellaltro, normale al centro dell’msse correlativo,

66. Da quel T. i seguenti facili corollar):

1% Se di un pd. r. ¢. & regolare (") il contorno della proj. o seziome

3 !

, ossia semplificando, ON _ —1 j L V3 :

(') Non sl dimentichi, infatti, come quelle Torma sono talvolta irregolari: eome avviene rife-
rendosi afd wie pinne pp. al cantro di un asss degli spigoli per le eoppie cubo-ottnedro e dodecnedro-
icosaedro, ovae risp, & hanuo, come giiy &l disse, retbanzoli o rombi ad esagoni irregolari; o per la
proj. (seziona) del dodeeasiso licosnedro) 80pra o con un pinne py. al eentro di un asss dei verticl
(delia facee), obben=nde risp, allora dne difforenti dodecagoni samiregoleri, ecn,
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sopra o con un piano pp. al centro di un sno asse gualsivoglia, la
stessa forma avra nel conjugato la sezione o projezione analoga ri-
spetto all’asse correlativo.

(Bpperd essendo reg. sempre il contorno della proj. d’ogni pd. r. c.
sul piano pp. al eeniro di nn suo asse delle facee, la stessa forma
avra la sezione analoga del cotrelativo rispetto ad un suo asse dei
verfic).

Sono pertanfo poligoni regolari convessi, p. es.:

QUADRATO.

a) La projezione e sezione del tefraedro (autoreciproco) sopra o
con un ptano pp. al centro di un suo asse degli spigoli.

) La proj. (sezione) del enbo La sezione (proj.) dell'sitaedro
sopra {eon) un plano pp. ad un | con (sopra)un piano pp. ad un suo
asse delle facce (parallelo, ciog, | asse dei vertici,
ad una faccia).

BEsAGOND REGOLARE.

¢) La projezione (sezione) del
¢nbo sopra (con) un piano normale
al centro di un suo asse dei zer-
tice.

La proj. dell'icosaedro su di un
piano pp. ad un suo asse delle facce
(parallelo ad una faccia).

La sezione (projezione) dell’ot-
taedro con (sopra) un piano nor-
male al centro di nn sno asse delle
facee.

La sezione del dodecrredre con
un piano pp. al eentro di un suo
asse del vertic:.

DECAGONO REGOLARE.

d) La proj. del dodecaedro (ico- La sezione dell icosaedro (dode-
saedro) sur un piano pp. ad un suo | caedro) normale al ceutro di un
asse delle faece (deil vertici). suo asse del wertici (delle facee).

2% Se di un pd. r. ¢ sono invece contemp. regolari e simill 1
contorm della projezione e sezione anzidefte: anche simili fra loro e
con quelle (cioe della. stessa forma) saranno gli analoghi contorni
del poliedro conmjugato rispetto all’asse correlativo.

Uosi, p. es., essendo entrambi esagoni (decagoni) regolari la proje-
zione e sezone del cuho (dpdecaedro) sopra o con un piann pp. al
centro di un asse dei vertici (delle facce) anche esagoni (decagoni)
regolari, saranno la sezione e projezione analoghe dell’ofiacdro (ico-
saedro) rispetto all’asse correlativo, Eppero nel tetraedro, se gua-
drata & una di quelle due forme (sezione o projezione, con o sopra
un piano pp. al centro di un suo asse degli spigoli): necess. anche
gquadvata sara Lultra, B cost i seguito, associande convenicnbtemente
gh altri esemp] del saindicate specchietto.

L, v -
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3% Che se quelle forme (v. 2°) regolari o no, risultano pii che
simili, eguali in uno stesso poliedro, anche fra loro eguali, necessa-

riamente saranno quelle analoghe rispetto all'asse correlativo nel
poliedro conjugato. | |

P. es. Egnali la projezione e sezione del cubo (1 contorni) sopra -

0 con un piano pp. al ecentro di un asse degli spigoli, ed anche eguali
percid fra loro la sezione e projezione (1 contorni) analoghe all’ot-
taedro nspetto all’asse correlativo: avendosi sempre nel primo caso
uno stesso rettangolo ed uno stesso- rombe nel caso dell’ottaed ro, ece....

67. Accenno, infine, alle due quistioni di costruire ciog la proj. di
un pd. r. ¢. di dato spigolo e di dedurne, vieeversa, da essa la lun-
ghezza di gnest'ultimo,

Ma tranve qualche caso, di cui or dird brevemente, le mia indi-
cate proj. quasi sempre si iniziano partendo da una faccis o da una
sezione diagonale del pd. epperd dal sno spigolo. Riesce utile, inoltre,
il confronto in unico tracciato delle ecorrelative (V. nota al n. 39)
~ Tra le proj. de’ poliedri conjueati, risultandone pia evidenti cosi le
loro costruzioni e le -analogie e le verifiche che reciprocamente le
- collegano. |
Per es.:

@) La Fig. TV della Tav. VI prepara la ben nota proj. esagonale

del cubo di spigolo dato: i raggl, infatti, Qo ed OA dei cerehi risp.
circoseritti ad essa ed al triang. equil. sul dato spigolo AB stanno
::V2:1; mentre la Fig, IT dr detta Tav. mostra invece come da quella
proj. si possa dedurre la lungh. dello spigolo (Cfr. la Tav. II ove
€10 si era gid indicato) e le facili relazioni fra le pro]. del cubo e
dell’ottaedro concentrici ecc. e che hanno eguali gpigoli.

Qui eade acconeio notare (Fig. IV) che trovati i punti # ed #; ove

la cire. di centro ¢ e raggio ci tagha la’AB, centrando success. in A

e B coi raggi eguali Aj, e Big, si determinano per intersezione con
altrt archi gli altri tre vertiei s, ky, + del pent. r. e. di lato AB:
facile costruzione che ho voluto richiamare, poiché ricorre spesso nel
disegno di quelle projezioni (Cfr. Un’altra costruzione per la divisione
- aurea ecc. nel fase. T1T a. 1908 di questo stesso Periodico).

6) La Fig. 1 della Tav. V rappresenta, come gia si disse, le proj.
del dodecaedro e dell’icosaedro inscritti nello stesso cubo e con gli
spigoli fva lore pp.: quelle proj. essendo facilmente e risp. ottenute
dalla lungh. dello spigolo. Desse sono intimamente collegate fra loro,
non solo per la polarita dei loro eontorni (Tav. V) ma anche dalla
similifudine anzi omotetia fra le proj. delle facce del dedeeaedro con
le proj. delle sezioni diagonali (pent. reg.) conv. considerate dello
icosaedro: i centri di quelle amatetie essendo risp. allogati nelle
infersez. delle eirc. 4 ¢ 5 con gli assi dei lati del quadrato PQRS,

ovvero nei punti d’incontro per es. di NN, con Bd »di ByB e di C'd eco.
D'onde risp. parallele le MN ed NK con BC ed AiBy; la CB, con

T TG 1.'_*-_ 4 -E !_":"_J. '.- |_ |-|' |- b~ :. " " L S
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dN, ecc...; epperd si ha in ognuna di quelle proj. in vera grandezza
la. misura di entrambi i diedri dei considerati solidi.

¢) Anche la Fig. T della Tav. VI da le proj. riunite dell’icosaedro .

e del dodecaedro inseritti, come prima, nelle stesso eubo, ma qui snl
piano pp. ad una diagouale di questuliimo. Ne sono evidenti le ri-
spettive costrnzioni e la loro analogia, bastando smussare. infabti,
gl angoli di un csag, reg. con trasversali pp. alle bisettrici e che
ne dividono in sezione aurea i lati, ovvero conducendo per ogni
vertice delle rette che dividono in quello stesso rapporto i lati che
Non CONcorrono In esso; giacchd i segmenti di tali rette, diversa-
mente considerati, danno proj. deghi spigoli dell'uno o dell’'altro di
quel poliedri e ne completano g rappresentazione.

@) Se & data Ja Jungh. (Fig. II1, Tav. V1) Ai per es. dello spigolo,
I'anzidetta proj. del dodee. si disegna subitoc mediante la cire. 1A, 1
snol raggl pp. Ri ed A, gli archi di 60° as od ar e la eive. ¢R che
taglia in R, Ia is. Si faccia inoltre tC=iR, e Ck= A/, e si condu-
cano dai punti C, &, # le parallele ad As e ad Ar ece, (anche mella
Fig. I si puo iniziare dallo spigolo ab e dalle tre cire. concentriche
U1, 02, 03. .. ma [a costruzione & meno semplice).

OssErvazioxe, — L’unzidetts costruzione si riduce, in fondo, a
quella di nn particolare rombo COAZ (formato da due eguali triang.
equil.) la cui diag. magg, ACQ & quanto la somma di guella della

faccia del poliedro e del suo lato.
F. P. Parervo.

DUE METODI GENERALI PER LA S0MMA DELLE POTENZE SIMILI

dei termini d'una qualsivoglia progressione aritmetica.

(Continuazione — Vedi Tascicolo precedenie)

. — KEspressioni dei termini generali e delle somme.

9. La progressione aritmetica Uy e le sue differenze si rappresen-
tano col seguente schemn, consentendo che » possa assumere tutt'i
valori interi e positivi da 0 ad x, metiendo in evidenza il friangolo
delle differenze del primo termine AT u, o socgliendo A wy, . . come
termine generale a destrn e AT t_p come termine genevale a sinistra:

--------------------------

L]
4 . mheogue—

.
e A
-

] i -l e
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E chiaro che si pud aggiungere u a tutti gl'indici delle u; in tal
modo si avrebbe la progressione riferita al primo termine AT u,.
6. In funzione del lato

A" tgy ..., A% 2y,

1 termini generali si esprimono con le formule

A ey s = :r—]~g—r) AT L (I = j-) . A* lo, (9)

& — 1

1

£

§
Ir
-—

AT u_p = .p_IJ._F o= - (— 1Y ('F'

I.,, 0 T). Ax Up. (10)

La formula (9) si deduce direttamente dalia (5), ponendo

=10,
m=ax -+ p,

ed osservando che sono nulle le differenze dordine > z.
La formula (10)

A' g — i, (—1)' (p o 1 Ea z) A" 1,

0 (4

per p==0 si riduce al solo primo fermine, e quindi ad una identita,
perche 1l coefficiente si annulla sempre, salvo per i=10; per p=1
comncide con la (8) pomendo n=—1: si proceda quindi per induzione
completa: ponendo nella (8) n=-—p, si ha

AT U_p = Ar ¥ _pia—... + (-—- 1)1_1' A= W1,

¢ consentendo che (10) valga per p— 1, si sostituiscans nel secondo
membro 1 valori che si ricavano da

x—r — 24
ﬂr ”—‘D—J,-—l P— Ei {___ ]}’l (p i ?) 3 I,.-ir—l—l “ﬂ'
! . ?
per r==x, r—o1,...,x e sommando si obterra In formula (10), perchs
np—2 pP— 2 i)_(p——l—{—i
"5 J 4+ )= i)

Le formule (9) e (10) si possono riunire in una: ponendo nella (9)
24p—r=mn, si ha

N ﬂ
L
A ve=23% (E. ) . A"y

4

€ ponendo nella (10) p—=mn, si ha

=T

ATy =3 (— 1) (” o ll _fﬂ) = ATy

u

Wy | R S - —
e iy o v b P, v ™ el

3
.
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e siccome
([ =1 — N
(—1) : =|["s ],
2 i
sl AvIa | |
x—r (< )
NMuc. =X, ( ; ) A 1.
¥

7. In fonzione del lato
AT Hyryenngd® U

I fermini generali si esprimono con le formmule

A" = (‘“*ﬁ"’) AUy (— 1 ("’ 1‘ L ") Ay, (12)

e I T 1= :
1Hrﬂ._r—(pn])-ﬂ"nxﬁr%_---%—(p i_‘f ?).L\:‘ﬂn. (12)

La formuln (11) 51 deduee direftamente dalla (4), pouendo

— —
M=+,

ed osservando che sono nulle le differenze dordine > .
La formula (12)

=1 == :
ar Uy p—r——fl (p .I_ ) _3,-_; Heer—i
P i
per p =20 s1 riduce al solo primo termine, e grnindi ad una identita,

pemllé il coefficiente si annulla sempre, salvo per i=10; per j}—-l
cotncide con la (7) ponendo » ==z 1—2;_si proceda quindi per inda-
ziene completa: ponendo nella (7) n=2a--p—7, si ha

Ar Wxs par=— Af Hsirp—r— + sl + A~ Wp-1,

e consentendo che (12) vulga per @ +p — 9+ — 1, si sostituiseans nel
secondo membro 1 valori che si ricavano da

- 2 L .
Ar Hisp—r—1 — ot ( ) ATH Hgep—j

a

per r=y, r-+1,...,1, € sumrlmm]a s1 otterra la formula (12), perche

(p—2 p—2-41 p—1-4-1
( 0 )'*"“""( i )z( i )
Le formule (11) e (12) si possono riunire in una: ponendo nella (11)

P=mn, 8 ha
r _:;r — i | i ?')

: ﬂrﬂ Usoif s

-
S Loy I S
P —— Tkl
Il
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e ponendo nella (12) 2--p — r=u, si ha

tm—x4+1r—1-4+12 .
AT iy = 31 ( : ) V- a0 s s,

L1

g slecome

(‘H-—m E T 1 E i):{—]]i(_?iJ‘TI‘jl),
I !
s1 avra
ﬂr ey :r(_-_ 1)] (i‘ " —I‘I L — ;-) - ir-.- : e
Non & utile avvertire che ¢id che manea di simmetria nelle for-
mule (9), (10), (11) e (12) & da attribuirsi alle due convenzioni am-

messe: In successione (A) per la quale il segno - 2 « destra e il
segno — a sinistra, I'ngoaglianza () per la quale il minuendo & sempre
Il termine a destra e 1] sottraendo il termine a sinistra.

8. In funzione del lato

35 Moqean s Al

1 termini generali si esprimono con le formule

Aluz.,-.p_,:-(p_a 1) (Jt—[—p—-r) i L

J—r

B -_]_(_1)1_1_(3} — 1 —|~:.!:'— ;J (.’.!:—f—j}—— 1.) Arug (13)

] T — 1 0

p,_l) (E_J_P__r).ﬂrnu-—...

A7 u_"z( U r—17

(= 1 (P 14 .;..) (.mt p—""),f-ul_r. (14)

7

La formula (13)
Sy P T ETr AR

A txspr =15, W— " — 2

si ricava dalle forinule (6) e (9); invero, In formnla (4 =i pud seri-
vere, mvertendo i termini,

A s o (:1:“|—P—r) Ak

de — ¥

B
..—|—( 0 )..\ ”ﬂ———uli P — | .4 Ho y

e dalla formula (6) si ha

P—r—q . r
A= uu=( 0 1).@ Beyr j—...+(—1p— (1:—-?‘—-1')"5 %y,
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e sostibuendo nella precedente 1 valori che si rieavano da quesia
per +=0,1,...,0— », e sommando, il coefficiente di A7 u. ., sari

T e R Y

! 4 - i T [
r (T t+p—r\fr—r—"i
Tt (ﬂ:—r——i“ 0 )'

che per la nota proprieta dei coefficienti binomiali

T k+ 0 m\ (i — 1
{f::*fn)( h ):(f;)( A ] (©)
s1 trasforma 1o

) [P e bt ]|

xr—nr
(‘.il‘:é

e

g [y ===
__11( . _
( / 4 T—r—1

che & il coefficiente generale della (13).
La formula (14)

A t¢_1,=¥,r(— 1y (P _1.1 T ":) (f"‘ﬂ’_*) AT,

¢ e I |

si potrebbe senz’aliro affermare per ragione di simmetria, ma si DD
ricavare dalle formule (6) e (10); invero, la formmnla (10) e

Al u_,,—f_u {——1‘1‘( ;l_l— ) A0
e dalla formula (6) si ha

2 e 1¢ﬂ=(5).&‘1n = s = 1}“(2)..—1%:0,
da eni

(— 1) AT ir,}:[i).l'un—...—!— (—]}’('i).ﬂrul,

e s1 vede bene che essendo crescente I'indice di w, il termine A7
sl trova soltanto nelle espressioni da A% u, a A¥u,; sostitnendo i
valorl che se ne rvicavano per é=0,1,..., z—», nella formula (10),
e sommando, i1l coefficiente di (- 1) ﬂ" w, sar'a

o) (73 ) A L) PR,

e percid, per esser vera la formula (14), dev'essere

T )=

(f]

FII. - - .
SRR S R e

rl'l

E:

, -
e B et e a i

Ll
iy i

[
wh I e R L o
i

e

F =
s |
i -
.
-
& =
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Cl10E
(‘iﬂ) (;u 1-+14 }j) -
.E;-::— J ) -Hr? _(:r+?3—1:]=(.5+p_i.) e
J (P_‘I]_i“z) Pt =3 p—+ i ’

e sostitnendo 1 fattoriali e ridncendo, si lin

ﬂ;1r-'(j}—-—1 -+ i—:~j] - (.:r:—[—p—-.i')
p—1-4+f / 1 i ’

i

che & nna nota proprieta dei ceefficienti binomiali.
Le formule (13) e (14) st posseno rinnive in una: ponendo nelly (13)
T p—r=u ed invertendo 1'ordine dei termini, si ha

Ao =5 1y (BT () e,

Aru_, =%, (—1) (’” b 'i) (“ T 2) . &riny,

e siccome

e
Cfn— 1 i) - (— n
=" )= (5",
81 avri .
N Kl [=nt1+a—7r
Ay = f‘:, ( ; ) (+T ———t'-——i ).l’m.

9. In funzione del lato
Awgyoon , A% 0,

le sommie si esprimono ¢on le formule

AT H.j—l—...—[—ﬂ.r-u,;_-,._,.—-(I_!_P_{r"}_ 1),ﬁ71r[.—[—...
| v 4= 1 '
+( 1) A, 9
ﬁ’?f--_1—§*‘...+.’f'u_T.=(T).ﬂ.r?fu-—-... |
a—=r p = m ¥ E T
i =13 (I—a-+1)'5 t,. (16) -

La formula (135) si deduce dalla (9): invero, ponendo

r+p—r=01...,24p—7
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s1 hanno le relazioni

i’t"uﬁ:(g).dr i

7
_ == - 1 L=—17r -
ﬂ*ﬂ_\:-rzt 0 )*il'r£ﬂ+---T(‘I:_J.]'AHHLH

MR

o Sl | e L‘v +g_" r) AT, L (.r i r) . kT M
e sommanido, s1 otbtiene la (15).
La formula {16) =1 deduce dalla (10): invero, ponendo

p=—1,—=2,..., —p

si hanno le relazion:

i’

) SN
A= (:“]) X, — . (— 1) (I }‘) T 2 o

b

=l

AT p__l r t—r I — i X |
A 'H_I,:( 0 )..’s Ug— oo (— 1) (}J S )._\' My s
e sommando, st otliene la (16).

0. In funzione del lato

31’ HI—T-u e,y _h,"i. "'EI"I

le somme s1 esprimono con le formule

B L i Sl /P o L AR S S L
L ot ! :
T+p—r+-1 - ) R el e e | -
— ( l 1 )'i if:{_r_!.-_‘ i‘__]'}- .( I:Ill_?'l_i_] )liI ;r“' (1?}

: | b : P . :
l HI_+1—!E _"-_'n--'l_ ..14' fIFI_ by —— ( ) . jt H'_'.; S v O i g ( ) . .i.&:" Wy . ].6
| 1 1 | | A i )7 [_1 ] [ )

- La formula (17) si deduce dalia (11): invere, ponendo

P=3—, 2—0r—1%....0, —1,,..;, —p,
s1 hanno le relaziom
()
! u;.___,z(ﬂ).j' Hs o,
]
A"u —'('T_T) A 1)%=f il AN
o=\ o ) A ther—...F(—1) ;:.:f-:-)' e

Atu_,— (" +g— "') AN W= s - (— 1) ("' TP N ") A%y,

8 sommando, si oltiene la (17).

e * w

_T_-.!_:'I."'

PreaLd o b, N =
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La lormula (18) si deduee dalla (12): 1nvero, ponendo

m+p—#_$ } 1 7y & jl: 2 ?.1--'!'1:—1—?}_1}"

st hanne le velazioni

0 r—1 _
A ug o — ( [},) T = (.1:—— ) A% u,,
p—1 , — 14—
A My = (p (I )'Jr bomn °Fs o= (3’ .{'—j' ) - A% th,

e sommando, si obtiene la (18).
(I, Ta funzione del lato

N Y oong Nl

le somme si esprimone con le formule

- =
-.ir “IJ'__I.]_[ _i__‘.'_f_jr H_\_ﬂ_r-__' Ef L_'__ 1.)1 Jr iiI—l‘.—i M E]

1—r_-1(£4,.—_j) (p;}[--f‘f‘j) . (19)

0 U { = |
ANMuy 4+ N, =:“_l_1r (— 1) A u .E_ﬁ; {; j_"’) (p+_i_!1_J) - (20)
v 0 p

La formula (19) si ricava dalle formule (b) e (18): basta sostitmire
nella (18) 1 valori ricavati dalla (6), perche, sommando, il coefficiente
dl (— 1Y A" ay , surh quello stesso della (19).

La formula (20) si rieava dulle formule (b) & (16); basta sostibuire
nella (16) i valori ricavali dalla (b), mmvertendo i1 termini, perche,
somwmando, il coefficiente di (— 1) A7 1y savh quelio stesso della (20).

B da osservare che il coefficiente eomune di queste due formule.

non & vidueibile a forma pin semplice, ¢ che da esse sfoggono 1 ter-

mini del lato
A" Wiy oeny AoUe_o,

in fanzione del quale esse somme si esprimono,
-Se s1 rvichiede la somma di M-~ 1 terming conseentivi

At X u o,

s1 sceglierd per primo termine della progressione un termine oppor-
tunamente lissulo in dipendenza dei valori di 5 e m, e della formula
che si vuole applicare.

HIL. — Primo metodo generale.

12. Si seelga u, come primo termine della progressione aritme-

frea w, d’ordine 2: se
2=0,1,28,...

: -
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s'innalzino tutt’l termini di u. alla potenza di esponente z; per la

formula (3) si avra
K 8 (z)! A= 1)
H, — (=) (A% 11,)7,

cosicche w,” & una progressione aritmetica d’ordine ze.

Qualunque sia la quantith u,, 81 ha %=1, e percid per z=0,
la progressione u," & formata di termini tuttt =1 ed & gquindi d'or-
dine zero ed e

Ay =1

e sono nulle le differenze d'ordine >0,
Per ogni valora di z st formino le differenze del pramo termine e

si rappresentino col seguente specchio (triangolo delle diagopali)

A u”
1 X '
Ao s i 5 B iy

Fa

(1l P il T PRI s | Yok

E chiare che se
Y= R

un termine qualsivoglia del triangolo st pud rappreseniare con
Al u 2

osservando che si annulla per i > zz; per i costante si ottengono 1
termini d'una verficale e per z costante quelll d'un orizzontale,

13. Senza bisogno d’innalzare 1 terminm di u, alla potenza di espo-
nente z, questo triangelo s1 pud eostrnire per via ricorrente con la
sola conoscenza delle differenze di w,, perchs si ha la seguenfe legge

At g, :3 AP gy 2 [(L)(i) ATty f (mir) (;) A® u,,] (@1
per z> 0. |

Per z=1, il coefliciente A" w,” s1 annulla per ¢ —r > 0; e sic-
come 7 varia da 0 ad x, devesseve contemporaneamente

1:21":0,1,2,...,;'!-‘;

cosieche 11 sommatorio si riduece ad un solo termine, ¢ ponendo =7,

s1 ha _ _
A'g,=— A% l(é) (:) A u,,] = A,

cioe un'identita, perche si Ronullano gli altel termini fra parentesi,
!- .
essendo (.r) =() per x>

Per rendere pila facile la dimostrazione della formula (21), oceorre
trasformarla: la somma racchiusa fra parentesi

(D))t CE L) bt () ()0

R

e e
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per la relazione (C) fra i coef

L e Y g B o i Y

i i =y

ficienfi binomiali, si Puo serivere

c106 | | o
(;) [(!E r) ATy L+ (ﬁ_i) Pt HnJ :
e per la (9)
quindj |
.lﬂ.i HEE = ‘—:::r ( ; ) : _,.11' Uy . _'ii—-r ”DJ:.—-I . (93‘1
1]

Inoltre, ponendo nelia (4)

r=1n0,
=3,
=1 —3,

ed osservando che PEr essevre w4, nna

_ Progressione aritmetica d'or-
dine z, si annullano tutle le differenze

d'vrdine maggiore di ry 81 ha

d"‘m_;=(§).A”-uj-—...+{——l)"(;).:Fm_I. ()
Dopo cid, porendo nella formula (6)
»==1)
=1,
m=y,

ed applicandola alla progressione aritmetica ity* d'ordine 22, si obtiene

ﬂiun“-—z[{;).A“-uﬁ—-...—]—[—~ ]_}5(:)._\”“;
i

=::u(-1)ﬂ(;)._1°uﬂ

e da questa formula, ponendo 2 —1 pey
st wicavano le relazioni

-1 (E')

2 evariando i da ¢ ad A — 2,

Al = ( ,-3) : d“ul“l——...—l—(——ljx(;).ﬁ“mi._;-ii__,_r_(__,j )1{ : ) RUTES

L3

e {(—1)° (s—ﬂ—&) T e S (—1)-= ( t—m) A

E-—

La prima di queste relazioni
- contdiene ¢ Lermini, , . , € I'nltima, |
termini; ma si pud conveniy
di bermini, i I, percha

conbiene ;- | termini, la seeconda

& (& — 1)-esima, contiene ; — +1
¢ che contengano futte lo stesso numero
son tutbt naolli i coefficient; btmomiali pre- .
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cedentt il primo; percid se s & una indeterminata che abbia in tutfe
lo stesso valore du 0 ad J, si possono scrivere:

: r ﬁ 1
A ¥ N =] ¥ ( . ) AN =

gt =T, (— 1 [ - }) A

P — I
S_II:

I g =0 I (

]

) A T

¢ moltiplicando la prima per ([; ) A% iy, In seconda per (i ) SF iy S
‘,

1‘) A% -, @ sommundo, si otliene

e l'ulbnma per (
& 4 S J T L8 aE
~r " -j.ruj_r-j.l anL -‘__l:- (— 1)" [0 i | " . Lf (R

o (= 1) ("’ = “") (;) A0y 1A u._]..J :

3 —.r

che per Ia relazione (C) fra i coefficienti binomiali, si pud serivere

4

Er (‘:‘) ' -11- T li—r Hn:ﬁ—-l:
2-%.:1(-—1)“(1)&5 g T l[g).ﬁﬂ“] o1t f (_ 1P (i)lg ”i—x:| 1

e per la (3)

X i _ ; oS
ET ( R 'lr Hi—rx - ji_r "DA_I — 3.‘-. (__ l’i}‘ ( : J E _h“ "ﬂ—n '
L] ? H Li ||"I
e si vede bene che il primo membro & Pespressione della formula (22
ed 1l secondo & I'espressione (g) ricavaty dalla formula ().
Volendo applicare la legge (21) ai numeri fignrati, ehe sono le piit

o Sy S : 3
semplici possibili progressioni aritmetiche, basta porre u,= (r]' nel

-_x.f'(“)z...:m—l(“):()

£ L

r(“):l,

£

(R )

cioe, invertendo i coefficient binomiali,

[T =) SO ) [ e

qual caso sara

e guindi

" e

- . 0
:

'\—-_l-r_..

T

" e — - R
L
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Appliecando la legge (22), si ha

[(O=% () (7)o [0
o (o) =2 (1) C=0)- 2~ { ()] 24)

che per la relazione () pud seriversi

#[(@)=()-£ () [(2)

e coincide con la (23).
Tanto dalla (23) guanto dalla (24), per z =1 cio& pei numeri na-
turali, si ricava la relazione nota

AP =q, (YO A ),
I4. Calcolati cosl, per mezzo della (21), tutt’i termini del lato
_.ll] "uz IS iII .“u':'

dalle formule (9) e (10) si ha

A ‘z'i:: = % i 2
1 S = E ¥ j ?‘u i
(1]

cioe

w1

e dalle formule (15) e (16):

T SRR T — (ﬂ Til_ 1) AVt L (1ﬂ—[——l_zlm} A=t (25)
By . U= ( T) Aut—, S+ (—1)y= Gl : z;) A= (26)

Yiro Mzrrr Mornk.
(Cositinna).

ERRATA-CORRIGE.

Nella prima parte i questo arlicolo, inserita nel fascicolo precedenta, a

Pag. 3L, lmea 23, J/wrcer di:  ognuna fanzione della forma seruenie

et i ;
ogni variabile funzione della segnente
s Oy - 2, = % fle = ¥n Lequngi: o, =
" A A%
. B, 8L, | ) : )
;F_IF. if :y a
. ah, s 29 . ’ A%z (n) ) A*z . (n)
= gﬁl m HE- i 2 .F'}UI' s LI L) | n }"IUH' B + s
» OB = 2, E n A o xest " A% Hp—x—r—y
. - Y] . " ATy, 2 AT nn
V. M. AL
=
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ESERCIZIO DI GEOMETRIA

ProBLEMA., — Dati in nn piano. un punto B e tre circonferenze
ta, %2,z Ol centro comune 1n O, 1 raggi », s, s delle quall sono
diversi fra loro, trovare le condizioni necessarie per 'esistenza di
triangolt equilateri col vertice A, sulla =, 1l vertice A; sulla 2 ed
il vertice A; sulla 2. pel quali un lato preindicato passi per M e
determinare poi il numero e la posizione dei triangoli che soddistano
il problema. |

Soluzione. — |. Senza tener conto delle altre viclueste del pro-
blema, cerchiamo dapprima il valore assoluto della lunghezza dei lats
di ciascan triangolo equilatero fquando ne esistono), di gquelli che
abbinno il vertice A, snila 2. 1] vertice Ag sulla . ed 1l vertice A;
silla z; e la posizione relativa di guesti tre vertici. (')

Perche evidentemente ¢ib nulla toglie alla generalifa, supporremo
che fra i raggt delle circonferenze =z, ae, za abbiano luogo le inegua-
glianze:

= -, Vs -2 {). (1]

Indicaie con x;, . le coordinate del vertice Ay, con ze, ¥ quelle del
verfice A. e con 2a, 7; quelle del vertice Ag, avendo riferifo 1l tuttio
ad un sistema qualungue di 2ssi ortogonali esil'ovigine In O, ed In-
dieato pure con ! il valore assoluto della lunghezza dei lati di uno
dei triangoli ceveati tra le coerdinate dei tre vertici ed £ si hanuno
evidentemnente le equazionl

N yli = I T Ifﬂa =i9%, Tz Y =71
2l H g —y )=, (r—zs = (— ya) =, (e— )" (yo—ysl =L (2)

(..E]

Por ottensre pit speditumente le espressioni di ! in fuuzione di
e, e ed 75 € quelle di s, o, 72, Y2 in funzione di vy, re, 75 € delle

-

coordinate oz, 3 del vertice A,. nelle nitime cinque delle (2) soshi-
buiremo ay, Yo, 23, s colle incogunile ge, s, ¢, Y5 per mezzo delle
tormuole

1 1
Ly =0 fq:-: Ly — ':JE 1‘-!1]. i/ e (:Pi i — Ge 9‘1].
| | » 1

% {'Ps s — ba 1) {3)

1
.'.l".'?;=j_'1 (pazs — Lan), s

(% Bench® notn Ii coskevizione di om iriangole eynilatere coi vertiel nno su ciascuna th tro
eireonferenze conventriche date, ehe wisulla dal teorema * 11 luogo geometrico dei punli d'un
= plane 1a distanza dei qunll da due ponti fissi sono in un rapporio cosiante v Tnp eirconfrenzs 4
ne ho espostn gqui la solnzions seznente perche pin diretla e principaimente parvehdé formisce for-
mule di immediats applivazione alln svlnzione del problemn oggetto principale di guesta nolu

b N
y
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z, ed  essendo legati fra loro dalla sola relaziome =° -+ y* =n"

Con cio Ie ultime einque equazioni delle (2) si trasformano velle
!:Fﬂ3 -+ "Pua =7y (Za) I fl,JBﬂ =7y (24)
1
=;,—(hﬂ~|— st —18),  (2) s = st =0, (20)
1, o
o gatdada—g Ut — B (2

Dalle (2,) e (21) si rieava

g 1 &8___ .. 8.1 .2, . % N SO IO IR, | I
Qo by =" e 15 P — 2 @s T s P

e fra questa relazione e la (2.) eliminando prima il prodotto Loy e
nel risultato sostifnendo 92 & s colle loro espressioni date dalle (2,)
e (24) si oftiene FVequazione |

P —(nF +i‘:i ~1a) B (1t et - '—?:l 1 — vy — g ) =0

e sopprimendo in essa il faltore ¥ [poiche ad =0 non puo corri-
spoudere soluzione alcuna del nostro problema] si1 riduee alla

P—m e+ 1) Pttt —et e — e — e =0 (4)

la quale sciolta rispetfo ad 7° c1 da

P = % (" 72 1 + 13 9) (2)

e quando oceorra indieave separatamente questi due valori di 7 se
diseguali, porremo

— (P22 1T 3 8) L= %frlg L ¥4 2 138),

L'-.-’ —

i ==

I valovi di # dati datle (5) non possono essere egnali che per S=10
ed indicheremo allora questo valore comune con

l* 5 (1 e’ +-15)

L\.rlb—'-

81 8 posto qui

Ii":'5:11'["'1 - ta 1 ¥} (a1 7% re) (9 rs— 1e) [ 19— %)

per co1 8 rappresenta I'aren del trinngolo che ha per lati i diamelri
delle tre circonferenze ¢, os ed ;. quando questo triangolo esiste. (Con-
- sidero come esistente un trinngolo n vertici collineari.)

Nella soluzione del problema geometrico che ¢i sinmo proposti, -
tuito dovendo essere reale, deve esseve tale I ed a piti forte ragione *
& quindi anche S reale e dalla (1) perchd cib si avveri risulta Io

condizione
= 13 "}—‘ LS [ﬁ)
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dalla gquale segue che il maggiore dei raggi delle circonferenze oy, «
ed zy hon pud superare la somma degli altri due e che percid S e
reale «empre gnando il iriangolo dei diametri esista.

Si avea poi S=0 gquando sia », =295 ¢ percid il valore dils
sara dato da ="t 19951+ 72

Se sono vervificate ad wn tempo le (1) e la {6) oltre ad essere
reale S & anclie reale il valove di ! che si deduce dalla (5), in fafta
perche eid avvenga & necessario e sufliciente che [ non sia nega-
Livo, contdizione espressa dall’ inegnaglianza (1 -+ 1e® - 2" = 35" che
e sempre soddisfalta perche in seguito alla (1) il secondo membro
dell 1dentith

(rlﬂ _I_ '3'22 __I__ 'rI-I:]E . 53 — [(?.15 L F.E)‘.l + [1.12 e ‘i'aﬂjs _I__ {'-"*f = ?,Eﬂj]

che risnlta dalle (4) & sempre maggiore di zero.
Trovats cosi 'espressione di i* in funzione di 2y, 79 ed rs e gmindl
per le (2.) e (24) quelle di go e di g, dalla (2,) si deduce

1
2]'1
e per la (4) avendosi |'idenfiia

o aup )
At — (0 = B =g (o — 2 - U

{_E)E —— = 1':;41.13 ‘}'HE = [}.]z |I J_:'_' fu}z

I'espressione precedente di Qe si trasforma nella

1
thy = - — ) - .}.22 — . EE "
Us 21_.3?‘1[ i s 1+ V)

Tenuto poi conto delle (4) dalle (2.), (22) e (2. si ricavano sue-

cossivamente le relazioni

1
ha e = (r® 1" — ) — Ca 2=

1

121,°

|
. " . il
L1 |

ey 2 D (2 =
1 " 8
— 12 (J'qg—[‘?'ﬂ'—giag—l—ﬁ(?'1*—2"5'1+"39+IE}
ed in seguito all’espressione precedente di &y si ha
Yg= F !
= Evgﬂ

2. Quando & 1*+7® dopo aver posto successivamente I)° ed " in
lnogo di £ nelle espressioni precedenti di s, @s, be, s € porlati 1

[B 4 —8 B — 31 23 (277 P20 -]

(?'jﬂ o 2?'3” -+ 'J'gﬂ "I— EE].
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risultati nelle {(3), per le coordinate dei vertici A: ed As si ottengono
quattro sistemi di valori due dei quali sono dati dalle formole

Ty 2}:5 r N3 (r2Frd—1Y 2, + (1 F 12— 2 L3 9]

W= OB — 1 — 5 =20 () ) )
=3 1-‘-13,.19 VB2 — B o — b i — 2 19g] |
= 21_3:1;,13 N30+ =1y + (2 — 2719 2,]

o =g g N30+ =L m— (i — 20t L) )

w— 1}? O LA G L e Ve
=) V3ra 3{r 40" =1 s+ (1" 4 st — 2" 1.7 3] i
v'= V:h-f N30+ =1y — b+ 76" — 2"+ 19

e gli altr1 due {z™”, ¥} (25", v»") e (2™, ys'™) (x3™, #4'") si deducono
sostituendo in essi ,* con L* ed indicheremo rispettivamente guesia
nuovi sistemi con {77) e (7).

In cormspondenza di questi quattro sisterm di valon (7)) (77)
(77) (7™) si hanno 1 quatiro triangoli A, A" Ay, Ay A" A", Ay A" A7,
A; Agv Ag™ 1 gnall tabh soddisfanno il problemn ed hanno comune
il veriice A, posto in un punifo preso ad arbitrio sulla « del guale
abbiamo indicate con 2, ¥ le coordinate.

Fra le sei combinazionl dne a due di guestl quatiro Lrinngoli non
ve ne ha alenna nella quale eoimeidano fra loro 1 due Lriangoh da

quah risulia.
Infutti: 1° non pud coincidere A, A, A,. Ne verrchbe in conse-

guenza

]

e — g =0 e — " =0 2 — 3" =0 7' — 13" =0
e per le (7) e le (7")

(r e — 20 0N =0 (" 2re—2r" + %)z =0
(}'IE — EJ'EE _I_ J":-;E _1_ 'LEJ y] — D {?'13 — gj'gﬂ —!_ '?'33 —[_ J]E} XLy — D

onde, perchée non pnd eszere ad un tempo

== 0 W, — ()
dovirebbe esaere simultaneamente
" 4+ 5" — 205 L'=0 »"=2r" + e +4"=0

e percid - =1y conlro le (1).

e e i Sl



PEEIODICO DI MATEMATICA.

20 Non possono coincidere 1 triangoli A; A.” Ag” ed A, AW Ag.

Si dimostra analpgamentie.
3¢ Non pub coincidere 1 triangolo Ay As” Ay” coll'altro A, A" Ag”.

Qu coincides=ero sarebbe simmultaneamente
‘fg”nn e t:rlr‘} T [ﬂ?'-]g + Dyt — 45 == 1,2k 12) o = 0
‘@{E; i Ilﬂ) f -]r— {21'15 —I— 2}'52 —a 41'3ﬂ '—1" 315 + EHT) Xy — 0

e siccome il determinante di quesbo sistema e diverso da zero sl

avrebbe:
T — 0 1= ()

¢io c¢he non e.

4°. Non pud coincidere Ay Ag A< con Ay AgT AgT. Si dimostra ana-
logamente.

5°, Non possono coincidere A, A Ad e A A" AgT.

Da questa ipotesi segue
1 —1) 3z —p)=0 WF—0H (135 +=u)=0
onde (siccome L*F %)
125, —15n=0 V3ypt+au=0

& percid z=0, =120, il che non & vero.
i

0. Non pud coincidere A; As” Ay con A, A7 AgT. S1 dimosira
analogamente.

Dalla discussione precedente risulta che con L2+ 1% preso ad ar-
bitrio un punto della z esisfono sempre guattro triangoll e non piu
di quattro ehe hanno il verbice A, in questo pnnto, e soddisfanno il
problema senza che due tra loro possano coincidere.

Insieme ad E=/s essendo ry= 721 12 ed I, = rf e} con
metodo analogo a quello pel caso di 12 1° si ottengono due trian-
goli Ay A7 A" ed Ay A" AT che soddisfacendo il problema hanno 1l
vertice comune A, in uu puunfo di coordinate x ed x; preso ad ai-
hitrio sulla @ e le coordinate degli albri due vertict As ed As sono

date rispettivamente dalle

B L . R - NG
Ly — 20 [-rl | Vf‘ Eh]: = 23'1 lyl 1 'j"'::)' [71-)
r - ¥z
Tg = E—:: (r— fa 3;"1)- Yg' = ‘3-—7-1 (?fﬁ' 1%-5":1]
To > ) ) a
Xy = ST (7, —Vﬁyﬂ, Yo' = 2 (11t ﬁ”’l)v
(77)

¥ = = & :
2=+ (et V3 b 9" =3, (h— V321

formole dalle quali risnlia che questi due trinngoli mon possono mai
coincidere tra loro e percio con FF=1, preso ad arbilrio un punio
sulla 2 esiste sempre una coppia ed una coppia soltanto di triangoli,
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non mai coincidenti. che soddisfano il problema ed hanno il vertice A,
in gueste punto scelto ad arbifvie sulla ¢.

3. Sciolto cosi il problema preliminare, ritorniamo al primitivo, e
guando esso ammella soluzioni delerminiamo la posizione del vertice A,
sulla z in modo che un lato prefissato di uno dei trirngoli ehe cor-
rispondono a1 questa posizione del veriice A, passi pel pnnto M.

Nel segnito, per maggior semplicita, faremo wso del sistema d'assi
orfogonuli ecoll'origine pure in 0 e, quande M non coincida eon O,
sceclieremo per direzione positiva dell’nsse delle ascisse quella del
seqmento che da O v ad M per eni indicata con m (= 0) la di-
stanza del punto M dall'erigine, le coordinate di M saranno:

=, uy=>10.
v Y

Quando invece M coineida cou O per direzione positiva dell'asse delle
ascisse prenderemo guella di una senurelta qualungue ehe parta da O
ed in questo caso le coordinate di M saranno evidentemente

p=0 gy=1L1U

Con 2> 0 in questo sistemn d'assi la condizione perehé il trian-
golo A; Ay Ag abbin

1° il lato A A che passi per M & espressa da: mfye—1 ) =yutr—TaY:

20, AA. . n{Ya—Ya}=YsTr—2sY

3% 5 Ashg - m(Ys—i)=YsTs—TaY
che per m= 0 nel primo caso riducesi o yeay—xz="
- = secondo " Yal1—2sih =V
o terzo ] Yoty — Tat)a=—=0.

Quando & m >0 le condizioni relative sl primo case che visuliano

Lol 444

rispettivamente dalle (7'), (77), ("), {7"*) 1 unione alla 2t =t
sono date dal sistema di relazion

il {ry e —2ry Ff):rl—{—f:?T{n"-—rgH——f S l=rC e — 2 +-0)
[ (et — 2 e — 1 3 =2 -1 Ay =2 (2 e — 20 L)
m [ l';g—‘?'g - 2}'32—— FEIE.} .1'1—:'— Vgt?'l "—3 'EE“—E:F_] 1 : =1 E( "y £l T'EE— 2?':{43— S EE]
(12419 — 22— V8l — 1) g =0 120" 1Y)
e quelle relative al secondo indicate con (8) s deducoro dalle (3)
permulando fra loro in gueste ultime #2° ed 7y

 Nel terzo caso dalle (7), (77), (77), (7'*) insieme alla % % =9"
tenute eonlko del valore I* dato dalla (4) si otliene rispeltivamente il
segnente sistema di relaziom

(2 —rgt—re 20 m— VBl sty =2, 220 et )
(25— —r 21 %)+ V-‘ii_{rf—rij, J=1 51 7—2r %4 1" 15) (8")
1i[( 20 —ra"—2s" 207 2 — ﬁ(rf——rg"]y,}mf( R T e o L
{2 =2t — - 20wy VB —ra)p J=r (12— 20 2™ 1)

(8)

b

‘:‘i‘: - L oy
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Quando il punto M coincide coll’origine nvece dei tre sistemi di
velazioni {8), {¥), (8") in corrispundenza dei cast 1° 2° 3° s1 hanno ire
coppie di relazioni che si deducono dalle

[F—= — 1'15 = ‘J"gz + 21'g , {9} ? = ‘?'IE"I_ 2?'53 - ’J"BE {9')

fﬂ . Ei'lﬂ L ?'ﬂﬂ e _1_3'.‘: (gfj

sostituendo successivamente in esse §," ed ls° al Juogo di 2.

1°. (onsideriamo dapprima il easo di m=10 caso che ‘non puo aver
logo se¢ una almeno delle (9), (%), (9") non & soddisfatta. La (9) non
pud nuii aver luogo perche per le (1) il suo secondo membro & sempre
negativo, quindi non esistono friangoli, pel resto soddisfacenti 1l pro-
blema enl lato Ay A. che passi pel ceniro comune delle oy %s 73.

Dall'nguagliave il valare di £ dato dalla (9) con quello della ()
dedncesi V3(r*— '+ 1a') = 5=1U ¢iv che per le (1) prendendo 1l
segno superiore @ impossibile per cul se esistono triangoll pel resto
soddisfacenti il problema col lato Ay Az che passi per Vorigine, nella (9)
dovra essere [F=1[ e quind ]’g[rﬁ — 1L rY) —8 =0 relazione che
con un ealeolo facile si trasforma nella

i — 2 ) 1 vt st bt e =0

¢ percib sara
'J'gﬂz 3'12 = il R _]_ *'33

e fra queste due espressioni di 73" & solamente ammissibile la
rgg — ?'12 =iy —E— 'J':-JE

perché dall’re’ =" 21 181 ¥ risuita contro le (1) »e > 7" Quando
b gt =t — gLy lespressione di =/, daia dalla (9') diviene
I* — (1, — 4)° che coincide con quella di L* del n. L

Verificata 1a (9) e da essa fra @, e g non risulfando relazione al-
cuna oltre la o -- i =1, si dednece l'esisienza d1 uoa infinita di
trianzoli che soddistucendo nel resto il problema hanno il lato A, Ag
che passa per lorigine, poiché per ciascun punto della (o) esistono
triangoli che hanno in esso 1l vertice A, e le coordinate degli alty
due vertici sono dute dalle (i) e dalle (7%) e tukh questi hanno il
lato A, A, che passa per I'origine. La lunghezza comune dei lati di
cinscuno i essi 8 le—r; — 1o Dall’egnagliare 1 valori di I* che ri-
snliano rispettivamente dalla (9”) e dalla (5) si deduce in modo ana-

lego al precedente
?'13 = ?'p_.'j T gy —]— ‘I'ﬂﬂ = ?'ﬂﬁ = 13 (l'g + ’?'a)
e [va fuesti due valori di »° & solamente ammissibile

Pl =1 - rars s

- owm— PR
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poiche da »° = 99" — 49 - 4%° per le (1) ed in uppnsizimle alle stesae
dovrebbe essere 7 << 2., Dalla (9") per %=1 T rarz—ry si de-
duce I*= (ro—- 93"

Mg i valori ehe, con »® =»3" 4 ry99 + 2" si ottengono dalle espres-
sioni di 7 date dalla (5) prendendo rispettivamente in esca it segno
superiore e l'inferiore somo = (ro+13)® ed P=(r:—r:f e percio
nella (97) devesi prendere P=1" e guindi analogamenta a guanto si
e brovato pel caso della (9') si hanno triangoli ehe soddisfanno il pro-
blemsa e col lato As A Lhe passa per lor |gme se fra 1 raggi delle «; =
ed a3 esiste la relazione " = 1 e 95 + 1% Dal verifienrsi di questa
condizivne si déduee come poea fu, pel easo della {§”) I'esistenza di
un’infinita di triangoli che, verificando nel resto il problema, hanno
il lato A, Ay che passa per l'origine e tubfi eoi lati di lunghezza
uguale ad » 7.

Osserviamo ancers che non si hanno. triangoli quali sono richiesti
dal problema e con un lovo lato che passi per l'origine guando sia
=12, poich&, come abbiamo visto, non pud mai essere ad un lempo
m=>0 ed " =1as-}+rs.

4. Dopo aver discussa l'ipotesi di w1 =0 passiamo all’altra di
m >0, ed in corrispondenza dei quatbro triangoli

A AY A, AVASAY, ALAYT A, A AT AN

e per ciaseuno di essl consideriamo successivamente 1 tre t:asl indi-
cati nel n. precedente.

1% 11 late A, Ay del Eriangolo Ay A" A.' sia quello che deve pas-
sare per 1l punto M, condizione espressa dalla prima delle (8), onde
perche ¢id avvenga, daio m, dovremo determinare le coordinaie del
vertice A, di questo ’m lanﬂ'nln in modo da soddisfare questa equazione
insigme alla =® 4 9" =1#»* ed eliminando 7; fra esse se ne ottiene una
in 2, dalla quale risulta

A R e A T R

- "lr??'ﬂ R FF}V L T B Tl B o S L St D R N e S St S L
ml iy et =2 A - B O f = B R A

:lT:I —
la quale per I'identita
(" 1 r® —2r8 PP -3 (n—2 B8P = 1202 1®
che risulta dalla (4) e vale quindi tanto per I* =/® guanto per *=1["
diviene
1 :
2= g [0+ 1 — 2 1% +
+ V3 (r® — LA VI2 LT — (rP - ra® — 2t - L)
o tenuto sempre conto deil’ identita precedente, portuta quesla espres=
sione al luogo di @, nella prima delle (8) per # si ottiene un’altra

coppia di valori per cui nel caso atiuale le coordinate a:, yy del ver=
tice A; sono date dalle

-
A e | i e g

i e gl
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1 . o
&Iy = 120" [(J'l"‘i‘ e — 2t hiy*
B L VIR E (2L

o (10)
= 122 i__],é”hﬂ——' e -+ 515} {J'tz"|“ "l"ﬂﬂ = 23'32 "I" ?12) = 5

- - []'Hﬂ—]—“ ."gﬂ—zl'aﬂ—i‘ E]IE} 1 l:;.']f!_[i“IE — “-L:!_i_ 1';1_:5 ——-_"!If'aﬂ_‘{_ -'JI:JQ}

I

Nel moilo istesso, per le eoordinate del vertive A, nel hriangolo
Ay As” A" gunido 1l suo labo Ay Al" deblba passare per M s frovano
le espresgion!

1 me 0 o g2 e
T 120 5m N’ =2e )
+ V30 —rs0%) (1205 (20" 1) l

(107)

_— _ _, “
N1 [_1‘ E‘;“'"r?"ng)[*'l'—{_?'EE—EJ'.:;E—:*'P':L'}—_" |

e ( ' 3_5_ l'ﬂg—-ﬂl'3=—|—ff"ﬂ LEE] 2!."!:_[., '1._.—E—J'ju_ -_"ruﬂ—“i" t':j_ 2J.::“

Analozamente si ottengono per le coordinate del vertice A, de
due triangoli Ay As” As” ed A; A Ay gllre due coppie di formole
che indieate con (107) e (10°7) =i dedvcono rispettivamente dalle (16)
e (10”) ponendo in esss f* al posio di 4* Se considerali i friangoli
Al AE* AEL. Al AE” A:q”, 5.1 .f:.!.gm ﬁam, Al ﬂg” ﬁaﬁ 1 l‘ispﬂtti?i ][ﬂ.i .5.1 Agf
Ay AS", Ay AL, Ay AT sono quelli che devono passare per M perche
gsieno indipendenti da m le espressioni ottenute in corrispondenza &
questi ensi per le coordinate z:, 3 del loro vertice A, & condhzione
necessaria (') quando debba aver luoge la (107) ovvero la (1U7) la

e — 2 =0
e quando debba aver luogo la (10”) ovvero la (10™) invece ia
T‘LE + ']'QE v— 2]"32 —]— Eﬂi.‘ E——

“pelazioni eome abbinmo visio nel n. precedenke entrambe inammissibilz.

2 Se nei triangoli A; A As', A: A A", A A" AT, Ay A ALY
sono rispetfivamente 1 labti Ay Az, A; Ay, Ay As”, Ay A2 ehe devono
passare per M in modo analoge a quello tenuto pel primo caso per
le coordinate x y dei vertici A, di guesil trinngoli si ofttengoeno
quattro coppie di espressioni che indieate con (111, (117), (117), (11¥) si
dednecono da quelle che corrispondono ad esse nel primo caso permu-
tando 7" con 7y '

In questo secondo caso & condizione neeessaria perche le coordl-
nate ay, 7 sieno indipendenti da M gnando provengono dalle (117) e

it

() T qoanide provengonoe dalle (11') & dalle (117) In 12 = — vy + 1y v — ra,
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dalle (11'") la 2 =— p® b po go 2. (') Nel n. precedente abbizamo
visto che la prima di esse non pud mal aver Iuego, mentre la seconda
& vertficata gnando si abbia ,® — 2 — 19 7% 75 € con €0 lo= ry — 14
ed allora dalle (11”) e (L1'™) risultano 1 due sistemi ==, =0
ed my—=—ry =10 ui quali per le (7) e (77) corrispondono 1 si-
stet za—=a;3 1y =10 e 1,—= , ¥a=1{ ed essendo 1 lati A, A" ed
Ay As"™ posti sull'asse delle ascisse ciaseuno di questi lati passa per
ognuno det punti di suddetho usse.

3" Se nei triangoli A, AS A, A, A" gy A Ae ALY AL AT A
seno rispettivamente i lati Ay A, A,” A", A" A, AJY A" guelli che

devono passare per M per I'identiti
1

- . 3 .8 HE 2 | g8 - - S - .
27— e — gy + 2578 (02 — 1y =18 FFp;

che risalta dalla (1) e che cosi ha Inogo tanio per F= (2 quanto
per F=10" in modo analogo a quello seguito wel trattare il secondo
caso, per le coordinate 2,1, dei vertici A, si oitengono In primo Juogo
le due coppie di espressioni

1 : i i o o e -2 W
Il__].EI;:H;LG: 2 e 1Y) (20— s 1207+
V30— VIR (L — 2 riny (127
]_ Tnp il oo a - =
3!’1_1'2-3; “In [__1'{301'——2?'12"“-"3_‘!_ i"'ﬂ',!f 2y e Vs Yy Ir 26,7) _f_'

(21— g Eflﬂ}'l"l2&51:1*—(53——2:12—} rg"—]—ra’*f]

I— " 0 » n

]. iy P [ & ] ! &
h=1g5 ”[1/3( W =2 2 ) — (12")
— Gt WIS — (2 ]

e 'ulbre due poi che indicate con (127) e (13*) si deducono da queste
cangiando in esse L,° con I,

Io gquesto caso perche le eoordinate Ty % sieno indipendenti da m
in cutrispondenza delle U2 e delle (12°) devesi avere |, =2r i —ra—ry
ed In corvispondenza delle (127) e delle (127 L"=21"—" 1 6 come

(' Unm moto spedito per ginstillenrn qnesta oase rvngions & §) segutute in enl non si tien canto

che delle cosrdinate x, iy, dute dalle (100 & (13" g1i alkrl casi potendo =asere trartnti nello stesso
medo.

Poiche 1 > 0 ed m & vesle. o per ipoteri 3,2 + 1% — Qe + 5T =0, se sf prende
P ok et R
12,2

e i valord i y, (dati dalle (1) e (10" seno vomplessl, mentre sono roali per

<

ir (% + et — 21"'1'1',;:}2
- 12 7,2
a quindi 3, non potrd esmers mdipendenis da s se nop quando si abhia: »2 Ly 2—2p2 1 20—,
E guande. supposto possibile, fosse verifinnta quesats condicione si acorge che tanto =, quanto g,
datt dalle (107) & (107 soniy indipendenti da
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abbinmo visto nel n. precedente non puo mai aver luogo la seconda
di queste relazioni, mentre la prima & verificata quando sia

‘3'13 — 1'35 -I— g ¥y + J'ag

da dove segue I,*—149 75 e con civ dalle 1127 e (127) si ottengono

: . 3 a1y — =1
per @, ed y, le due coppie di valori z — + T = | 1__:':
] o
rg— s — I's “}_‘?'3 . ¥ .
ed ;= 5+ ==%13 —— ed a ciascuna di esse corvisponde

un triangolo eol lato A; A, sitoato sull’asse delle ascisse ed in questo
caso s1 hanno conseguenze analoghe a qnelle pel ecaso precedente.
In ciasenno di goesti tre casi per le () (7”) (7") (7) da valori
realt di x, 5, risultano anche reali, nei triangoli cosi dedokti, le coor-
dinate degli altri dne vertiei
3. Perchée diseusse le ipotesi opposte, nel seguito supperremo ad
nn tempo

3 == ﬂ!'ﬂg —]"‘ I'IE —’— 1'32 + () ed -IEJ-J —E‘J'lz -+ ?'g:: + ?‘32 :I: [}

e per ultimare la soluzione del problema che c¢i siamo proposti la
completeremo separatamente per eiasenno dei tre casi indieati nel
n. 4 ed abbiamo visto che per ciascuno di essi, onde sieno reali le
coordinate dei tre vertici Ar, As, As, & necessario e sufficiente che 2y
ed ¥, siano reali e percio deve aversi sempre m = 0. Indicati con
Pay e, s 1 valori minimi di m pei quali z, el y, rispettivamente nei
casi 1° 2° e 3" risnltano reali cercheremo poi per eiasenno di essi in
corrispondenza dei valori di Wi, M= mZpg m= e il numero
der triangoli che soddisfanno i) problema.

I°. In guesto easo le coordinate z, 1, del verlice A, dei triangoli
ad esso corrispondenti sono date da unw delle coppie i valori (107,
(107), (10™), (10) e perche almeno una d; gneste coppie sia reale &
necessurio e sufficiente che sin verificata una delle condizioni

1 ’ 0 iy .o n 1 > i g 3
n® = 120 U2 — 2022 2= PE (l* + 70 + 1re® — 202
=y 'l

ed il valore di p,® & il pin piceelo dei valori di m® che rienlta da queste
aue relazioni prendendo in esse il segno mferiore e se si tien canto
della (1) si vedra ehe 1* sarail pii piceolo dei duc valori di u® dati
rispebbivamente dalle due ecnaglianze

T , » (#,° — r4°) (15" — rs¥)
..,J.i""-_—_ —I ."lllﬂ _’_ ,J-.EH e ?.Ei I- |. J H .
l
1 l'r']' o 'J"-hﬂjrf?'ljg — qull—l
g =1 - 2 A e ~ 2
W= ! / 1 .
1 | + 2 B ng

e di questi due valori il pi piceolo proviene dalla prima di esse sara
quindi;

(13)

1 1y — sl — ?'EE}J

.‘-?-—__ |E iﬂ l“ T
:—LI_-‘-;L[‘“ —]—h“*?z ] E
I

,
A
-

Nl e e
.

=
W
T —
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e quando sia w” = p,* dalla (107 si deduce per a, ed y. ununica coppia
di valori; e dalla (10") se ne deduece un'altra, e la prima coppia in
unione alla (77 da un triangoio e dalla seconda-in unione alie (77)
se ne ottiene nn altro e cosi si hanno in quesio ensuv due triangol
che soddisfanno il problema. Quando sia

(92—} (e 1%

(8 o - 3] I.ﬂ _—________" o - - e . .,..‘_ 2
=1y =1 —73 e ]c-ﬁ_m{:th?, yu—1¥

(2

| , — Ty =0 |

| tfnf'

con un ragionamento smalogo al precedenie si vede che esistono
guattre di tali triangoll, e gquando sia

& N >
]. lf:r]h_ ?.;‘;“]'lr‘rg — }1; ﬂ]

n 4 n LB 4
—— T ' — ) ¥ o
m 4[11 —+ Ta s 1. R

se ne hanno sel e per

.1 . o (rE— e — vy
NG = = J',E ']_ Yo — ¥y ll . > g - ]
1 [s

sé ne hanno otio. _
Da cio che precede risulta sciolto il problema nel caso che 1l labo
A, Ag sia quello che pussa per M. .
- 2% In questo caso le coordinate u,, y, del vertice A, dei trisngols
ad esso corrispondenti sone dati da una delle (1171117, 1;11"'1,(1_1“)
e perche almeno per una di quesie @z, ed y, siano reall @ necessario e
sufficiente che sia verificata una delle due relazion

-I K . ; , {’I.I'..' — ?_3g~llrr?'js e .!'.Fjr
= [ — ot ot — e .
H i
1 - . {9 % — ?EE.'(?'E =—¥3
mt e — = S
- g

ed i secondi membri di esse, per la loro orvigine seno enframbl po-

sibivi ed avendosi pure
-* : g 7.3 B
p:—rlt >0 ed (#—a"s—ry) >0

visiaika

Ly

I ST
[lu::%\?.je_ ye® - 1% — (r, P'a )l 2% Yy ,l] (14)

e cos1 come precedentemente se m* << pe’ non esistono triangol che

. ’ . . - . o
soddisfaceiano il preblema, se @ sy =" ne esistono due e per 0

3 ] oy e 4 & {‘.j'|g o ?-Eﬂ:”frﬂg - 1‘32,..5 L t
compresgo ira pg ed 1T — e T K ne esistono
: g

T -
e =

- s "

e e "'-".-._—'ﬁ'

-
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B g Ty R — g2 _
quattro, per m*= —iHrf—rg“-H-;’ i ;f: : y}] ne esistono
1
' 1 > ' F "".:E.:i 'Erg— N .
sel e per > T[?T — 1t — G ? !' “ i j]mﬁ: esistono obto

e cosi anche in questo caso & sciolbo il problema.

3°, In questo caso le coordinate x, y, del vertice A, dei triangoli
ad esso corrispondenti sono date da una delle (127, (A7), (1.2, (12)
e perche almeno una di queste coppie sia reale & necessario e suffi-
ciente che sia verificeln una delle due relazaom

" l — - (.J-E_?.E ?,E_ Irﬂ
m = _|1— 1'1"‘1‘ a1 7% I — - ]E I ),

4 | I,

1l | . (2 — 18) (02— 14 2
HIE-.--':"-' I — TJJ + TEH _l_ ,rnﬂ £ 1 Lﬂg 1 J

e poichd & (12— rd0r*—n*)>0 e, per la loro origine, sono eu-
trambi positivi i sceondi membri delle stesse, risulta 1 modo ana-
logo ai precedenti che il piu piccolo dei due & il primo e quindi

i _E'-] « B ____ a»
ST I E R LS

e che pereid per m*<<ns® non esistono triangoli che soddisfacciano 1l
problema, per im®=yus" ne esistono due per

o B s BV 8 | ':EIE
I-*-aﬂ < me << — r‘ﬂ + 'F'aﬂ } (2 - ! BEJE?, '] }
2

ne esistono guattro e ne esistono sei od otto secondo che m* & uguals

% DT -« 7o ST
0 superiore ad %[__ p2 - =18 (7, 3‘31&*;. 3 }].

9. Dai risultati ottenuii si posseno immediatamente dedurre in
fanzione esplicita le coordinate dei verfici dei triangoli che soddi-
sfanno il problema in funzione di m e dei raggi delle tre circonfe-
renze date e determinare cosi Ja posizione effettiva di ciascuno di
essi. Mi limiterdo qui perd supposto

1
E ¥ ..ﬂ -‘ :'ll'
m- > lqrgf_rf—'—, 1t — 2rg + L)
l-irl

ai casi in cui i lati A, Ag,®A, A", A, A", A, A dei friangoh
ﬂj E.H' 33", .B-l _Elg‘” .213“1 ﬁl ﬂﬂ”r :]r”g ﬁi Aal\' Aﬂl?

siono rispettivamente quelli che devono passare per M. In corrispon-
denza di questa ipotesi le coordinate x; » sono date dalle (109, (10),
(10", (10") e da queste coordinate si oflengono le espressioni di quelle
degli altri due vertiel portando successivamente questi valori di z, ¥,
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nells (7') (7") (7) (7) e cos) per quatire di questi triangoli le coor-
dinate di tali vertici sono date dalle formole seguenti

e 3
= g5 L0y s — 2nd 1 4
= B — 1 VR = o S mE

/ 1 i o — 0 i &
Yo = 121 = [":"F"l_"ﬂg_g"au‘[" (Y3 (7 °—rg"— =

= i‘,E‘F?‘gﬁ—EJ‘aﬁ'{_L%ﬂ”?.f; it — (7" - 20° — 20, -+ Elf":..

# 1 I a
= {5 {(:-lﬂ+a-gﬂ_2:-3=+f,-)(;-J L —2r 0] ) 4

+ ﬁ[?‘f — 7" }’f 12050 — (p 29" — 2,2 ~+ 1.%2]

f

1 - - &
=10 lh-i- )Y (?'12“_7'53——2:'3E—|—£12) +

' 1 g
Ly — 12'{13?” [{:}‘13—’—?.5"_—'2}.33_]—315)31

+ V3(r? — s — 1) VI20,%m = - o — s+ 17

5 1 -~ ,
Y2 = ___1_—] [}g(rf_?'sﬂ—-zf)“}H"‘?'EE—?'EE—P—EIHJ =
F (ry" 9" — 20% I ) -',‘]_Ezl:ms — (1t — 2p,° = ()

e 1 ﬂ' n -
=137, [ 2 ) o

+ V30" — ) VRIS — 0 7 — 2 4 7]

't
~
“im
1O
.-:-"‘-hd
2
H-

. I re . . |
Yz = m | ]’{ 30, 22| Er 22—
F 7 —2 — 219 V12 2mF — (1 0% — 2 [2F]

€ cangiando 1n queste formole L¥1n b si deducono quelle relative si
vertiel degli altri quattro triangoli.

7. Per completare la solnzione del preblema, rimarrebbe la ri-
cerca del numero ¢ della posizione dei triangoli che lo soddisfanno
nel caso dj F=0§" ma non eredo ultle esporla qui detiagliatamente
perchs ad essa gj visponde con melodo, nella sostanza identico al pre-
cedenfe bencha pii semplice nei dettagli: rimarehers solamente che
il numero massimo dei briangoli che lo soddisfannoe, invece di essere
otbo, come quando & L+ 42 8 soltanto qitattroe.

C. M. Pioua.

s i+ =

" : 4
rl."—"f‘""'i

AT, e

.
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FUNZIONT SFERICHE E SISTEMI ORTOGONALI

La lettura della wota del sig. E. Izzo sulla teoria delle fanziom
steriche (Per. di Mat. XXY, fase. VI) mi incoraggia a pubblicare le
seguentl osservazioni sul medesima argomento, nelle quali vorrei
provare che pell'intento d; semplificare ancor piis Pesposizione della
suddetfa teorin si potrebbe con vantaggio partire da wna diversa
defimizione delle funzioni sferiche, che si ricollega ad un ordine di
idee che ha dimostrato la sna unportanza in molte recenti ricerche,
Con questo metodo i punt essenziali della teoria vengonoe sftabiliti
assal rapidamente e non senzun una certs eleganza.

I. Ricordo che due funzion [{x), g {r) integrabili in un lervallo
(2, B) si dicono ertogonali in questu stesso intervallo quando si ve-
vifichi 'ngnaglianza :

j f(x) g(2) dx =0,
Un sistema numerabile dj funzioni integrabili in (z, B)

lfl (Ija fzf'r)r -------- fn (-I)g- Pe e

si dita ovtogonale nello stesso mtervally guando sinuo ovbogonali due
funzioni qualunque distinte del sistema, cioe quando sia:

[ﬁﬁ (x) fi(x) dr =10 per =

Per r=13 si otliene Vintegrale:

j ISl

che non pno essere nallo che se fr(r) 81 anoulla infiniie voite 1
qualungue intervallo compreso in (. 3), caso clie non ha per noi
nessun interesse e che percit eseludiameo.

B chiaro che un sistema ortogonale conserva Ja sua proprieti
moltiplicandone gli elementi per costant) arbiirarie. Quanto alla [os-
sibilith di costruive dei sistemi ortogonali, essa sari dimostrata nel
segnifo 1n un caso particolgre: per il erso genernle rimando alla
dissertazione di lanren del siz. K. Schmidt, (') dove s troveranne
altre interassanti proprieta.

2. Voglianio ora studinre on sistema = di fanzioni:

0, YRR (PR < S

ortogonale nell intervallo (— 1,-+1) e dotato delle seguenti proprieta:

(H Em.'rf"l'-_-ki;ﬁui_i.t IR ditiche s Fitnktionen sk Spstense i vosgeschriebner. Malh. Ann. BBd. 63 [19U3F).

e s
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a) X, sin una funzione razionale intera di z, di gl*adn < m, non
identicamente nulla. -

b) St abbia sempre Xa{1)=1.

Ammettendo provvisoriamente 1'esistenza di un tal sistema X, e
prescindendo per orva dalla eondizione b) deduciamo subito alcune sue
particolarita.

3. Le funzioni X,,, X,, .... X, sono linearmente indipendenti; in-

fatli se s1 verificasse un'equazione della forma:
fn-.s_:u 'JI_ 3131 + ...... ‘_|_ '[:-'_11Iu — U' {1]
con ¢ +0 ne verrebhe:
1 1 -1

l'.’i. 1 :K-"X dj_l_ f]. = X;X.— {?I + ..... “l_":'u ] L][Kr ﬂ?.l‘-'—_—-[},
(lo8: | o
= .::;f X =0,

che & evideniemenie assurda,

Cid porta che X, & precisamente di grado n: gincche altrimenti
le n 41 funzioni considerate, di grado <u— 1 dovrebbero essere
legate linearmente,

4. Se si considera perd un'alira funzione F (x) razionale intera di
grado <o, essa e le X, Xy, .... X, saranuo linearmente dipendenti,
e sl avra quindi:

I {.I‘]: un:gn_l_ '5':1E‘t _|_ - e "'j"ﬂm}zn-

Se ne J(educe- subibo:
11
fr = FEr dr =) per » > n (2)

fe= FE dr = 2; lr dy per r<u (3)

e posto gquindi:

=1
Y= N d

st frova Ia formola fondamentale:

Fl)=3Lx, (4
woo|
dove la sommatoria, in virtn della {2), pud anche estendersi fino
all'infinito; eon cio la formula visulia applicabile ad ogni funzione
razionale intera.
9. Sin Ly 2" 1l termine di grado piu alte in X,.5, e si ponga
F () = Xys1 — (- 2" sara per la (4):

1 —+1
qumﬁﬂ““ﬂ%f-hﬂ“w‘ (5)

..:
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avendos: i queskto ¢aso:
ER]

1 - +1
fr: KIHL Er dax — Enﬂ Er fﬂn+1f?&7='—zu+1 . X,_- it d.
-1 -

—3

Viceversa si vevifica snbito che Ja fonzione X, definita dalla (5)
soddisfa per ogni » = u alle nguaglanze:

[T Enj_lffr ﬂ?I:—_ {

e gquindi agginnta al sistema Ny, X1, .... Xy, supposto orbogonale,
lo mantiene ancora ortogonale. In alire pavole la (5) dimosbra la
pussibilitd di costruire un sistema orfogonale soddisfacente alle con-
dizieny a).

1l coefficiente I, . resta nmaturalmente indelerminato, se non si
assoggettano le X, nd una condizione supplementare, quale la b).

La (5) non & perd molio opportuna pel calcolo effeitivo delle X, !

6. Si pud provare per induzione che X, & funzione pari o dispari
secondoche n e pﬂtl o dispars. Infatii si ha subito X,={,, X, =L,
Xo =1l (2" —1); poi supposto verificato T'asserto per X,, Ny. ... Xy,

ln (5) lo prova per X,.;, poiche i termini delle sommatorie per cui
41

r=n (mod. 2) contengono il coefliciente X, 1 dz ehe & nullo
-1

come integrale di una funzione dispari tra limiil opposki; dimodoche
Xpa si viduce ad una somma di termini di parith opposta & quelle
di », cioe ugnale a guella dell’ indice » 1.
7. Poniamo ora nella (4) F(2)= X'., che & evidentemenie di
orado #, S1 hac:
+1

ol |
fl' - -Fl ﬂ?E - E N1 E d:r == [hu 1 FLr—_l =" E‘J':Kn+l fiir

iutegr:mﬂn per parii; 1l EEL-GHE.ID ierm]ne ¢ nullo per Ia (2); 1l primo
¢ pure nullo se » = -+ 1 (mod. 2), mentre nel caso opposto & uguale
0 2X:(1) Xz (1).

Si vede di gqui ehe non pnb essere, per un valore di i, Xy= (1) = 0;
altvimenti sarebbe sempre fo=0e X'y, identicamente nuilo; quindi
X, costante, ed anzi ancora identicamente nullo. Si pub dungue
supporre di sceghiere 4y in modo da far risultare X,., (1) =1, cloe
da soddisfaure alle condizioue &) per ogni valore di n,

Cio posto s1_avra:

Ry + A= :
Xy :ﬁ(_?' : ” _i I ...... ) (b)

8. Pomiamo ora F {x}=xX,; =1 ha:

41
s f XX, A%,

-]

Serivendo la funzione sotto il segno una volla «X.. X, ed una
X, . N; st vede per i (2) che Vintegrale & nullo per ogm << — 1

[
o e .
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e per ogni » > n-{-1; per r=mn Vintegrale & pure nullo perehé xX 2
¢ dispari; si oftiene dungue una relazione ricorrente fra tre funzioni
conisecubive:

Xy =Dyg, 4 Ity ()

1—1 Tu+1

Per calcolare 1 coefficienti osserviamo che si lLa in generale
X, =ho -+ H_q, dove le H hanno al massimo il grado indicato dal-
I'indice, e che quindi:

i e
fn—]:[ ‘TEHFIE“ dﬂt‘:] TXU Hﬂ—] g + IHﬁ—-E) dr =

o —1 T

<+ +t
= l= f 2" X, de |- gH, eXa@re=1,,1,

I —=]
osservando che il secondo termine & unullo per la (2), e ponendo:
-+1
Ir — [ IT_E.I EF.I .

- O
Analogamente:

+1 1
o= | NaiXado= [ "Xy 2+ Hoa) de= Iy T,
=1

—1

e quind: la (7) prende la forma:

. _ =
J-ln — "'II"II 3 E:u_]_ | Tn_l E" -1 - [8]

Uguagliando i coefficienti dei termini di grado massimo dei due
membrl s1 ottiene:

S .
fn — r:rnt]:lzn-rhh
da cul in gencrales
__ir
L= -
Medianie qnesta la (S) prende ia forma;
= En--- F4 EI
mlu — 1. : Vo En'-l + t KI:-i-:l ’ {9]
Esegnemio lo stesso confronto sui due membri della (6), si hn poi:
[ r-+1
I] ot T :.’1 irI' .

che permette di trasformave la (9) nell'altra:

;EX" = %Tn Kn—l ]l x 1; L Ta Kn.;l , “—U]

Resta da calcolave v, c¢id ehe pud farsi ponendo nella (10) r =1;

si otijene:
5 |

‘r“_211+i
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v quindi:

(2 +1)2X, =-1:f{u-l + (1 +1) X (11)

9. Avendo determinato ora il valore di vn, pessiamo completare
la formola (6), otfenendo:

_ H..'n_]' — [2'” —|— _I.} X“ —I— [Eﬂr =t 3} :5:1'_4'_- —}_ 20 — T] E”_; —]— - [13]
dilla quale si deducone le altre:

K'-“-- X'H iY== [_2” “'_ 1) Eu (13]

Xy b X = X 8%, 83Xt . AR @a- DX, (1)

Come i+ noto, la seconda formoln & molto ntile per lo sindie della
sviluppabilita di una funzione in serie di funziom sieriche.
Dalla relazione trovala:

4= r—+1 . r—-4-1
Irl. F1 T -.! KE :__']'.‘" ]_
si deduce facilmente poi il valore di /r; si ha infath:
; b iy ls : _1_.5-'%15....[‘3.*1—1]
=Ty BaTh T IZcuns no

10, La formula frovata (11) che Jega tre funzioni successive del
nostro sistema ortogonale & evidentemente sufficiente = stabilire
I"identith tra le funzioni stesse e le ordinarie funzioni sferiche; ma
pud darsene ancora un'alira riprova collo stabilire I'equazione dafie-
renziale di secondo ordine a eul soddisfuno le Ay.

Derivando la {11) si obhene:

Crn-F1) X, @n+1DaXy=aXa+ {1+ 1) X

ed esprimendo mediante la (13) X per Xy
Cn+1) X+ 20+ 1) aX = 2u+ 1) X'oy + (4 1) (20 1) Ka,

da cul :

rNy= N1+ #H\,. (15)
Moltiplicando guesta per « e tenendo coulo di essa e della (11) s1 ha:

- = 'Fn_. t 1 1_ K]]_I_
2N =N s+ X=Xt (—1) X5 1 +n AEE '?J:Hﬂ—!l JXnia

' —n—1_ % {n+ 1)
2n -1 N1 7T 20+ 1 Ao

il |

g sottraendo X', 5

; : , , 3 —n—1 i (1 —+1)
['F‘ - ]) X e [K n—3 = E 11) I .3” _i_ 1 E11—1 I 0 _|_ 1 Kualml s
da cui per la (13):
Sl o we 5oy et —1 i 2 (1 —+ 1) -
(*r ]-] E n T 2” l} Kh—l i 2"- + ]. Ell—ll [_' ‘2“_ __|_ 1 K.I.I+1 —
= [“ —I— 1} (X-n—:—l == K11~——1]-

 2u+1

= “§ & u
g — L2 = | -
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- Derivando: |
ﬂ": i ' = _I__ 1) ; , i | .
gs & — 1) %] __'u-zt:u (Kt =X} =n (1 +1) X,

11— ) Xl 42 0 +1)X, =0,

che & la yobissima equazione differenziale cereata.

1. 11 lettore potra anche verificare facilmeunte che dailn (11) si
puo risalire alla proprieth fondamentale che ha dato origine alla
trattazione classien delle funzieni sferiche, eicé ailo sviluppo:

(I—2ax-L 27 & = 32X, an.

1

Basta infatti porre =N X, %" e stabilire per y 'equazione diffe-

renziale: ’
| (1 =222 429y = (2 —a) 3,

che integrata da il valore cercato. Non occorre metiere qui in que-
stione la convergenza della serie eonsiderata; bizognera solo verifi-
care, come nella feoria classica, che i coefficienti dello sviluppo della
funzione (1— 2 + «*) % soddisfano effettivamente alla (11}, dundo
al procedimento precedente un semiplice valore di ricerea. Del resto
la convergenza della serie per |2 |<C1 e |z <1 pud essere stabilita
anche divettamente, |

Guipo AscoLi

"BIBLIOGRATFIA

B. Berrint e . CiamseEruiNi. — Aritmetica pratica per le scnole
'arti e mestieri e per 1 corsi inferiori delle scuole industriali, —
Lavorno, Raffaello Giusti, 1911,

Questo o Umltre di eni appresso parleremo sono due buoni 1ibei, dovati a dne

antori ben noti gia per altri eccellenti Libri di testo per le senole medie. Anche _

questa volla essi hanno speso molio alilmente le loro fatiche, contrvibuendo al
vrinnovamento del testi in iscuole nalle quali, pur essendn necessaria nnn bratba-
zinne puramenta ntilitarie (in quanto si rifarises alla pratical, deve per altro esser
curata, come nelle altre, la precisione e "ovdine dell'asposizione, 81 che sieno
evitate del pari le difficolta, Je sciabterie o la confusione.

L Malematica, auche esposia in forma praticn, data la soa natnra, purehe
Ia trattazione sia condotta con sani eriteri, bt sempra elementi eduentivi delle
facelth mentali, E gli A7 mi pars abbinuo trovate Ia einstn misura.

Nel primo dei due libri dei quali ei oceupiamo, introducono fin dall’ inizio il
concetto di fanzions * nel modo piit intnitive e piti elementare possibils ., & sn
quiesto si basann malti tra gli esercizi proposti, B e para che oid sia bene, e che
tale concetto nnclhe nelle altre scrole si doveebba introdurre in questo modo neilo
svolgimento della materia, appena zl1 alunni possono capirlo.

Ogni regola, esposta’ in forma semplice, chiara, precisa, a deguitn 8 chiarita

da opportoni esercizi, ed ogni paragrafo termina con allri esercizi orali e scritbi .

e eon problemi adatti per le scuole per le quali il libre deve servire e molti dei
quali valgono in certo qual modo di complementn alla thattazione fattn. Troviamn
pol esempi di risoluzioni di problemi in forma semplice, sobrin e chinra, cid che
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6 di grande ainto per 1'insegnants che nalla prima classe ‘deve corraggers gli
slunni da eerts forme di visoluzieue verbose e seiaite che purlreppo mandaio . in
visibilio fanti maestri delle nostre scuole eleimeninri i quali le insegnano con
un compiacimento degno di miglior scopo. |
Cosi pure gli anteri hanno insistito sul eoncetto di proporzionalita perchd ad esso
*fanno ricorso tante importanti leggi meecaniche o fisiche .. B anche gueste & bene.
St trakta proprie di an libro che per le sue qualithi merita larza diffisione.

L, Tewga.

B. Beriiva e (. CiamserLIN., — Elementi di algebra pratica per le
scuole d'arti e mestieri e per i corsi inferiori delle scnole indu-
striall. — Livorno, Raffaello Giusti, 1911.

Anche in quesio libro I'esposizions & cliara e suceinta e nello stesso fsmpo
corvelta. Ogoi rezola & sezuits da esemplificazioni che ne c¢hiaviseono il con-
tenuto. Molto opportunamente fin dal principio & inirodotia la * rappresentazions
© eartesiana delle funzioni di nna variabile indipendente, In cui applicazione si
“ impone ormai nello stadio anche elemantarissimo d'ogni fenomeno natnrale ..

L'importanza di questa introdazione viene illustrata da ben seslii esempi 8
not pensiamo che il diva di tale rappresantazione aunchia in tnite le Scucla Meadie
non sarebbe al certo inopporinno. Ogni paragralo termina con molli esercizi adatti
per Ie scnole per cui il libro deve servive.

Non possiamo quindi che ripetere per questo qnanto abbiamo concluso per il
primo libro, cioé che gli auguriamo, per il bene delle senole, larga diffusione.

1.. Texca.

F. Exriques e 7. Amaxpr, — Elementi di geomelria ad nso delle senole
secondarie snperiori. 4* ediz. in-8 di pag, 607. — Bologna, Zanichelli.

Le mende da me rilevate allorche fu pubblicata la 3 edizione di questi Elementi
(Bolletting di bibliografia, ece., del prof. Loria, fase. 32, vol. X1, 1009) sono guasi eom-
pletamente scomparse. Inolire, per le aggiunte introdotte dai dne chiartssimi A utori,
questa quarta edizione segmr un notevole miglioramento. Vogliamo perd, in maniern
ngeai breve, per il buon profitto scolastico del libio, esaminarne wlouni punti. (7)

A pag. 363, liner 4* (dal basso) si afferma che GH=,.1,77248, ., differizce per
1

oy 8 ’ 100000 Sl
81 pud solo affermare che tale differenza & minore di L0010

A pag. 400 la dimestrazione del teorema del . T76 mi pare abbis bizogno di

oceesso dn Y m= 177245, .. per meno di

del raggio stesso.

schinrimentiz si afferina ehe i piani = o 8 &'intersecano senza aver dimostrato,-

mediante il n, 725, che non sono paralieli; si vichiama il n. 568 meuntre, dopo aver
notaio che 1" intersezione del piano z con un piano qualunque passante per l'asse
¢ paralleln all’asse (n. 706) o quindi perpendicolars al piano 4 (n. 701), si pud
concludere che la distanza dn O ali'intersezions del plant z 8 3 e perpendicolare
al piano =z, cioé (n. 709) & la distanza dell’asse dal piano.

Nel Cap. VI, pag. 828, Teorin delle misurn, il numero irvazionale & intrn-
dotto mediante lo sezioni dei mumeri yazionali. (*) Dalle disnguaglianze

" Mo om

" .
- y —_>3 CVYero 2T —a — =i,
" 7n % H

gli Autori traggoun rispetbivamenie le conseguenze
>3, Pyvero s

egsendo x, § numeri irrazionali. A wme pare non si possa senz’altro nccettare la vali-
dita delle proprieta transitive delle disuguaglianze, teattandosi di nuovi numeri, e
quindi non siano dn accettare i precedenti risultati senza opportune premesse.

(1) Deeli ervori di stanips trovati in nna rapiiin scorsa, voglinmoe anio necennare n guello della
pag. 489, linex 6+, dove & richinmato i1 0. 335 in lnogo del n. 565: all*alive delle p. H3-557, dove
i rickiama il n. 440 invece del n. 300; all’altro delin pag. 585, linea 45, dove, invees di 20, dova
lesgersi 2o, ges, eor.

(°} A tale daliniziona (Depgrssy e TAsyeERy del numere irrazionnle si posgaon fara lo esservazioni
contenuls nel libro de! Covrrrar: Les principss dos mothémeatigues, Paris, Fdiix Alean, 1805, p. B35

del rageio, meotre evidenlemenle-
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Prosegniamo 1'esama dal capitole. La parie c¢ba rignarda le eperazioui sni
numeri irrazionali & stala arvicchita da importantt osservazioni e anche da una
definizione {pag. 3458) di proporzionalita di quattro numeri (reali). Cosi resta eli-
minslas la mia critica (Bolletting @i bibliogr, citato e Filagora, anno XV, n, 8-0).
Osserviamo perd che, per avere definizion) omogenee, sarebbe stato assai megho
s gli Autor) avessero volta per volia delinito le operazioni sni wumeri irrazio-
nali, non eoms rapporii di zegmenti (0 Ji grandezze omogenes), ma come valori
comuni a tnfll 1 rapporti ., .,

- Il Cap. XV, I solidi & le superficie del cilindro. del cono e delln sfera, & syolto

in questa 4% edizione pit completamente. Perd si pud osservare, per esempio, che
la proposizione b, che consta di varie parhi, del n. 852 dovrebbe sssere richiamata
con maggior precisione nells pagina 576, linea 6* (dal basse). Invero & per inezzo
della proposizione del n. 882, 0, 2 che si puo ginstificare con un ragionamepio
assal semplice, che munen nel libro, Ia possibilita d iscrivere nella semi-circonfe-
renza massima della sfern una poeligonale regolare il enl gpotema s1a mngglore di
un segmento dato (minore del raggio). LA stessa osservazione vale per il richiame
del n. 882, che si trava uslla prg. 586, linea 3%

Quanto alla teoria dell’squivalenza delle superficie rotonde, gli Aufori danno
la definizione caso per caso. Invece il Venovese (') fa uso i una sola definizione
per l'eguivalenzu delle figure predsiie: cid che mi sembra pit vaulaggioso, perché
con le definizioni date case per caso I'alunno non sa quando due figure siano ds
dirsi eguivalent, all’infoort dei casi studiati nel testo.

Notiamo infine che gl'illustri Autori avrebbero dovifo tenera conto di una
condizione ritennla sssenziale dallo stesso Exriques per una tratfazione rigorosa-
ments logiea della Geomatrin: tntte 1o propesizioni debbono essere enunciale espli-
citamente come postulati, o venire logicamente ditmostrate per mezzo di altri posta-
lati (Art. 19 dei Collectanea di Tinriques, pag. 8). K cid a proposito delle esservazioni
da me fatle (nella cilata recensions del Bolletifno) che, non prese in consideraziona
dagli Autori, si poirebbero ripetere per aleuni punti di guesta guarta edizione.

Vizceszo Aaaro,

Annuaire powr Pan 9111 publié par le Burean des Longitudes. —
Paris, Gauthier-Villars.

(ueskto prezioso volumetio contiene dopo i doeumenti astronomici, molti guadri
relaitvi alla Metrologia, alle Monete, alla Geogrefia e alle Stulistica e alla Me-
teorologia.

La purte astronowmica contiene le tavole per il unleolo delle altitadimi per
mezzo del barometro, le parallassi stellari, le stelle dopuie di eni @ stata ealeo-
Jata Vorbita, le sielle doppie spetiroscopiche, la spettroscopia stellarve, ece.

Nelln parte geografica, rimaneggiats dm signori Levassevn e Mavem sono
stati messi a giorno 1 quadei relativi alla gergrafia stafistica,

Nella metrologis si notano in mezzo a molie vuse interessantissime, partico-
larmente 1 pesi 8 misure del Ginppone e quelli della China e nna Nota sul enreto
metrico [per il peso dello pietve preziose) che dal 1% genuaio 1911 & reso obbli-
satoriv In Frane!isa.

'l velnme si chinde con una oota interessantissima di Porvoaré, Sulla XV I con-
ferenzn dell’ Associazione geedetica ed una di Broovevas, Swil'eclissi di sole del
17 apriie 1012, o ron aleune necrologie.

Nella prima Villnstre autore mette in piena lnce cnlla consmetas chiarezza |
punti pit importanti che hanno attirato 1'attenzione dei delegati al Congresso e che
preseutano carattors di novitk, esponendo i visnliati degli stndi recenty sulla va-
rinzione di latitndine, sulle marea della scorza tervestre. sulla misnra del peso
in mave, snlle misure deli'area di mervidiano all’equatore e anilo Spitzberg, sco.

L'eclisse del 1912 xarh tofale o anulare in molti pnesi della Franeia.

K.

(Y} Eieutenfidi geomszirin od wto et ginnasi € Heel, 2ee.; 'nrta I, 3= ediz. Verona. Drucker, 10035,

GIULID LAzzeErl — [iretioreresnponsabile

Finito i stampare i 22 Novembre 110
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(L CONCETTO GEOMETRICO DI LINEA

Il concetto di linea © inkimamente legato a quello di funzione
continua, e in tal modo & trattato p. es. da Jorpaw ('), 1l guale ne
svolge la proprieth prineipali anche fuori del ecampo anahitice. Da
un punto di vista del Lutto diverso & trattato nell'opera recente ed
eminentemente riassuntiva dello Scxognrries (). 1vi, ad esempio, una
linea piana chinsa & un insieme di punti che, olfre soddisfare a cevie
eondizioni. divide il pirno in due regioni, ciascuna delle quali ha per
punto limite oguil punto di quell'insieme.

La trattazione dello SceoenrLies 6 buit'allro che elementare; essa
trae largamente profitto dai risuliati della teoria generale degh in-
sieme di punti, e ammette conoscenze non semplici relative alle limee
poligonali e parli di piano da esse determinate. Questultimo carat-
tere & comune alla trattazione di Jorpan- e a quella di SCHOENFLIES.

Il presente lavoro ha lo scopo di riportare lo studio dei problenn
generali sulle linee 2i fondament: della geometria. La 1identita, so-
stanziale, del nostro conceito con quello di Jorpaw & dimostrata dalla.
identita della rappresentazione analitica. |

CAPITOLO I. — Proprietd generali 11911_& linee.

Definizione di “ linea , e sue prime conseguenze.

|. Le proprieta che caratterizzano il concetto di linea e sono suf-
ficienti per il suo pieno sviluppo nel campo feoretico, sono contenute
nella seguente definizione: |

Linea & ogni insieme ordinato {*) di penti che soddisfa ¢ queste due
contlizioni:

I. Fissato un punto dell insiems, un senso o partive da €ss0 ¢ un
intorno sferico del pwito inedesimo, si pwd eonsiderare wn trablo del-

(V) C. Jompanm, Cours & Analyse, M- &4 Tome 1ex, Paris, 1909,

(51 A, Sunorsruies, Die Enbivickelnng der Lehve von den Funltmannigfaltipheitan, dweiter Tails
Leipzig, 1908, '

%) 71 concetto di grupps o insiemsz erdineio di element) si pone ormai anthe in molti Erablabi
di Geometria slementare, Un #ratte d1 un insisme ordinnte sari in parte di esso compresa fra dne
suol elementi, & nella quale si compubane ¢ no anche gl slement! atzasi [T).

Due gruppi i elementi di an imsiemea crdinnte sono sepnrirti 52 on elemento gualingue del-
I'ano non & compreso fra die elementi dell'oliro, ossin se orni elements di nno di ossl precedo
(11 nn sensn fissale) ogni elemento dell'abiro.

Un elamento @i sepurezione di due tali groppi ¢ un elemento che uon P oseguito da alenn ele-
mento @l uno di esal o swn ¢ precedulo dr alevn.elemento deilnltro. .
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Vinsieme che abbic wn estremeo i guel punlo, giacele nel senso fissato
¢ sin contenuto nell’ inforne fissato.

L. Se due gruppi di punti dell insieme sone sepaiali, esiste nell in-
sieme alimeno un punto di separazione fra i due gruppi, il quale puo
wnche appurtensre @ uno di essi.

Non escludiamo la considerazione di linee appartenenti a spazi
con pits dé tre dimensioni: in ial caso, all” mitorno sferico di ogni pinto
i esse, del quale si parla nella definizione, si sostitniri un intorne
epersferico (insieme dei punti e raggr di un’ipersfera con centro nel
punio considerato). Se poi la lineg @ piana, & sufficiente la econside-
razione di wn inforno circolare di 0gnl suo punto, :

2. E facile mostrave che le proprieta 1 e 11 sono fra lore indipen-
denti. Basta infalti nsservare che I"insieme ordinato dei pontl razio-
nall di un segmento soddiafa allg condizione I, ma non soddisfa alla IT;
mentre insieme dei punti di doe segmentl dr una stessa retta, senza

punti eommni, & nn insieme ordinato che soddisfa alla condizione II,

per il postulato della continuithy della retta, ma non soddisfa alia L
3. Ogni linea si presenta con un certo ovelinasnento dei suoi punti,
nel quale si possono considerare due sensi, uno inverse dell’altro.
Anche se esistessero altri ordinamenti del medesimo insieme di punti
per 1 quali quell’insieme dovesse considerarsi ancora come una linea,
con ciasenno di essi avremmo wialira linea, coincidente con lu pri-
mitiva per i punii che [a formano, ma distinta per l'ordinamento.

Pereid ogni linesr ha un ordinamento proprio.

4. Dalla proprieta I segnono mmmediatamente le altre:

1) Ogni punto di una lines 3 punto lanite dell’ insieme dei punti della
linea. Questa proprieta, pero, non equivale alla T.

2) Fra due punti di wuna Iineq ne SON0 compresi infiniti, Possiamo
enunciare la stessa proprieta dicendo ehe su una linea non esisiono
punit sieecessivg,

3) Se due gruppi separati di punti di una linea la E30NNISCON0, 7ON
possono esistere due diversi punti di separazione dei cdue gruppi,

Esislera gquindi, nel easo considerato, al pii un punto di separa-
zione, che sard o 'nltimo punto del gruppo che precede, o il DYEMO
di quello clhe segue, in un senso convennto.

9. Che un punto di separazione esista certo, & affermato nella pro-
prieta II. Fssa a I'estensione a una linea qualunque della proprieta che
per la retin & contenuta nel postulato della continuité di DEDERIND {*).

Lenoneiato 3) del . prec. s1 pud dungue completare come segue:
Se due gruppi separati esauriseono ung Linea, o nel gruppo che precede
(in un senso fissato) esiste Uultineo punto, o in quello che segue esiste il
primo punto. Uno dei due casi esclude Paliyo.

(') DEDERIND, Statigheit wnd irrationale Zghlen, Braunschweig, 1872,
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6. Un insieme ordinateo pud essere limitate o illimiteto; avremo
quindi linee limiiate e linee illimilate.

Una linea limitata ha due estremi, che sono il primo e l'ultimo
punto, in un senso fissato. Una linea illimitata pud avers nn estremo
e pnd non averne affatto; nel primo caso e dlimitata in ua sol senso,
nel secondo e limitata in ambedue i sensi.

Gli esirem1 di una linea limitata possono coincidere; in tal caso
si ha una linea chiusa. Una linea chiusa si pud considerare come
limitata con gli estremi coincidenti 1 un suo punto gualungue; fis-
satl gli esbremi 1 un punto, abblamo due sensi sulla linea, uno in-
verso dell'altro, & partire da quel punto; ciascuno di essi determina
un senso a parbire da ogm aliro punto della linea, nel quale st por-
bino gh estremi comecidenti di essa.

L'ordinamento proprie [3] della linea rimane pero, per noi, sempre
lo stesso, qualuncue sia 11 punto nel quale si eonsiderano 1 due estremi
coineildent.

Le denominaziont di precedente e sequente, applicate ai panti di una
linea chiusa, non hannoe alenn significato finche non sia fissato 11 punto
nel quale 8 intende d'aprire la linea, e un senso a partire da esso.

7. L’insieme dei punti di una linea compresi fra due puniti A e B
di essa, & una lnea. Quesia dicest un iratto o una parte della linea
primitiva. Si computano nel tratto AB anche 1 punti A e B; se non
si vogliono computare, il tratto & illimitato in ambedue 1 sensi e si
indiea con AB. Cosi si pud compntare il sole punto A, e si ha il
tratto AB, illimitato nel senso AB.

Se la linea & chinsa, si hanno due tratti AB.

Su una linea (aperta o, se chiusa, considerata come aperta in un
suo punto) wn punto A delermina due tratti, a uno dei qnali, che

e
indicheremo con A, appartengono i punti che precedono A in un senso

>
fissato, e all’altro, e¢he indicheremo con A, guelli che seguono A,
Ad ambedue apparterra A, se non s1 affermera 1l contrario.

8. Se si ha una successione finita o infinita di linee ciasenna delle
quali ha nn estremo comune con la precedente e 'altro con la se-
guente (la prima e l'nltima, se esistono, possono essere anche 1illi-
mitate in un senso) |'insieme dei punti appartenenti a queste linee
6 un'altra linea, che s1 dice composta di quelle. La linea composta di
pitt altre si dice divisa inPqueste, per quanto gli estremi di esse ap-
partengano nel medesimo tempo a due paré: successive.

9. Ammetteremo che nell’'ordinamento dei punfi di una hnea uno
sfesso punto possa essere considerato due o piir volfe, ciascuna volta
con un posto diverso sulla linea. Un punto m tali condizioni si dira
un nodo.

Il posto di un punto sn una linea st determina stabilendo quali
punti si intendono precedenti e quali seguenti ad esso.
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Un nodo divide una linea in dae parti in due o pi modi diversi, -

secondo il posto che gli si attribuisce smlla linea. In generale si
considera un nodo come rappresentante tanti panti distinti (sebbene
coincidenti) della linea, quanti sono 1 modi nei guali esso divide la
linea in doe teatis,

10. Una rette &, manifestumente, una linea; un tralto reitilines &
un segmento, o un raggio, o un segmento nel quale si astrae da un
estremo o da ambedue, o nn raggio nel quale si astrae dall’origine.
Un tratto rettilineo pub danque essere limitato o illimitato.

Una linea composta [8) di tratti rellilinei & una lLiea spezzafda.
Essa pud essere costitnile cosi di un numero finito che di un numero
trinibo di fralti reffiline1, che sono i suoi lufi

Minimo tratto di linea contenente un dato insieme di punti.

[, Dato un insieme J di punti di una linea limilata AB, si pud
considerare un tratlo MN, anche coincidente con AB, di questae linea,
tale che !insieme J sia contenuto nel tratto MN senza essere contenuio
moun tratto che sic una parte di esso.

Sin H un punio dell’ingieme J, e si consideri il tratto AH di AB;
ammeitendo che esista un tratto AK di AH uel quale non siano con-
tenuti punti di J, poninmo in ure gruppo Gy i punti X di AH tali che nel
iratio AX non siano contenuti punti i J (fra questi & 1l punto ), e 1n un
grappo G. glt altri punii di AH, Avremo clie, poiche i punti che prece-
dono un punto (i &, sono ancora di (;, I gruppi G, e G sono separati;
esisle percid un punto di separazione M che, poiche (i, e G, esauriscono
il tratto AH, & 'nltimo punto di G, o il primo punko di Ge [5].

In ogni caso, nel tratto AM non sono contenuti puuts dell’ insieme .J.

Se M & Vultimo ponto di Gy, M non appariiene ad J, ma in ogm
tratto MM', con M’ compreso fra M ed H, sono contenuli punti di J;
se M & il primo punto di Gy, M appartiene necessariamente ad J, e
ancora abblamo che in ogni tratto MM’ sono contenuti punti di J
(almeno il panto M),

Quando non esistesse un tratfo AK di AH contenente punti di J,
wl punto M si sostitnirebbe lo stesso estremo A.

Analogamente, considerando il tratto BH di AB, s frovera In esso
in punto N fale che nel tratto BN non siano contenuti punti di J,
mentre in ogni tratto NN con N’ comprese fra N e H siano conte-
nubi punti di J. Il tratte MN avra appunto la proprieta di conteners
I'insieme J, il quale perd non sarh contennto in alcun tratto M'N'
che sia una parte di MN.

Il tratbo MN si diva il minimo {ratio di AB contenente I insieme J.

Se la linea sulla quale si trova I'insieme .J & chinsa, essa dovra con-
siderarsi come aperta con gli estremi coincidenti in un suo punto;
1l tratto MN perd & diverso secondo il punto nel guale si considerano
coincidenti gli estremi della Jinea.
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Insieme di punti in corrispondenza univoca e coniinua coll’insieme dei
punti di una linea.

12. II sezuente teorema permette di riconoscere, in moiti casl. se
an dato insieme di punii & una linea: '

1. Un insieme di punti V in corrvispondenza nnivoen e contoia rol-
U insieme dei punté di una linea | (limitata o illimitata) ¢, con wi ordine= -
mento dei suoi punts defermincto dalla coriispondenza stessa, md Linea.

La corrispondenza deve essere nnivoca, ma non si richiede clie
sia binnivoca, ciod, mentre & un punto di / corrisponde un umce ponfo
di I, uno stesso punto di ' pud corrispondere anche o diversi punii
di /. Perd supporremo che [ abbia almeno due punti non coineidenti.

L'essere la corvispondenza continua porta che, se A e un punto
di | e A’ & il punto corvispondente di /, fissato un mtorno sierieo
qualunque o di A’ si pud considerare un tratto s di I contenente A tale
che tutti i punti di I’ corvispondenti a quelli di & siano contenuil m a.

Per la univocita della corrispondenza, all’ovdinamento proprio di !
corrisponde un ordinamento di I'; pero, poichd uno stesso punto d1 ¢
pud corrispondere a puuti diverst di /, puo darsi che nell’ oviina-
mento di I’ si abbiano dei nodi [9]. Inoltre peiche I'insieme ordinato l
soddisfa alla condizione IT [1], anche V'insieme ordinato ' ¥i soddisfa.

Rimane da vedere se 1"insieme [" seddisfa alla condizione I; ossia
sa, considerando on punto A" di ' e un intorno sferico arbifrario o
di essn, esisle, in ciascuno dei due sensi d) ' a partire da A, un
tratto di I contenuto nell’ inforno o. | :

Se A’ corrisponde a un solo punto A di I, per la conlinmita delln
corrispondenza si pud considerare un tratto AM di 1, in un senso e
nell’altro, al quale corrisponda nn’tratte A'M I' (vero frutio, perche
M b distinto da A") contenuto in c. Ma se A" non corrisponde a on
solo punto di I, pub avvenire che il punto M cormispondente ad M
coincidn con A’ e che il tratto A'M’ di I’ si ridnen nl solo punio A’
Occeorrono pereid, in questo easo, altre considerazioni.

Sia T' il gruppo dai punti di 1 ai guole corresponde il puito A" di 1
fissando su f un semso, limitimmoci a considerare, per esempio, 1l

tratto A di 7 [7] e il tratio corrispondente A I'. e distingninmo

due ensi: pno avvenije che in ogni segmento AX di A esistano punti
non appartenenti al gruppo I', e pudb avvenire che esisfano de

tratti AX di A appartenenti interamente a I

Nel primo di questi due casi, la considerazione fatia quando A
corrispondeva ad un solo punto A si pud vipetere, perche si pnd pren-
dere il punto M fra quelli non appartenenta al gruppo I': non cosi

nel secondo easo, perche ai tralti AM di A eonfenufi m nn cerio
teatto non corrisponde un effettivo tratto A'™M’ di 7', ma il solo punto A,
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_}
Consideriamo allora quei punti X del tratto A di | tali che tutto i
traito AX appartenga o T'; put darsi che I'insieme di tali punti esaug-

risea il tratto A di {,, ma i tal caso A’ sarebbe un esiremo di 7' nel
senso corrispondente al senso A di l, & le nostre considerazioni do-
viebbero limitarsi al tratto A. Se I'imsieme dei punti X non esan-

risce A, esso & conienuto in nn tratbo limitato di A, ed esiste un
tratto minimo AA, che lo contiene [11].

Dico che it punto A, appartiene anch’esso all'ingieme dei punti X
infatti, se ad A, corrispondesse nn punto A’ diverso da A’, si po-
trebbe considerare nn intorno sferico o dj A’y non comprendente A’;
allora avremmo in ogni intorno d A, dei punti ai qnali corrispon-
derebbe il punto A’ fhor dell'intorno ¢ di A, e questo € contrario
all'ipotesi della continuita della corrispondenza ().

Vednto che il punto A, appartiene all’insieme dei puntl X, s1 ha
che esso & I'ultimo dei punti X; in ogni traite A,A. con A; seguente
ad Ay sono contenuti punti ai qualt non covrisponde A’ su 7. Consi-
derando A’ come corrispondente ad A, anzichd ad A (con questo non
s1 cambia il posto di A’ nell’'ordinamento di /) si pud rpetere la con-
siderazione gia fatia quando A’ corrispondeva a un solo punfo dil,
¢ concludere, anche nel caso presente, che si pud considerare un

=]

tratto A'M’ di 7, nel senso di 7 corrispondente al senso A di I con-
tennto in un intorno sferico di A’ fissato a piacere.

La stessa considerazione si puo fare per il senso di /’ Corrispon-

"
dente al senso A dj L

13. Facili conseguenze de) teorema dimostrato sono:

1) La proiezione di una linea su di un piavio da un punto che non
le appartiene o da un punto all’ mfinito, o & un punto o & wraltra lLined.

2) Le sezioni coniche, ¢ molte delle curve algebriche o trascendenti
delle quali si di solitamente una definizione gemnelrica, 0o lLinee,

3) L’ insteme dei punti le coordinate dei quall sono funzioni finite e
contanve di uno variahile in un intervallo bmétato o dlimitate, & una
linea,

Infatti, facendo corrispondere i valori della variabile ai punti di
un tratto rettilineo, si ha una corrispondenza univoca e eontinug fra i
punti dell’insieme e quelli di un tratto di reita, che & una linea [10].

4) In particolare, Pente piano rappreseniato dail equazione y=f (x),
con £ simbolo di una funzione finita e continua di x in un intervallo
a...b, 2 una lineg Limitata. :

) Un ragionamento antlogo dimostrn ehs un punto limite dell'ingieme " appartiene nenss-
sarinmerite a I o che gumndi 'insiemo I contenando il proprio insimmoe derivalo, i neifeteo” nel
senso f Jounaw e chivse nel senso i Uanton i¥. . es. Bonrn, Lecony sur In Théorie des fonc-
tions. Pariz 1895, p. a5),
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Una proprieta generale d'iniersezione.

14. Nel concetto intuitivo di linea si trova:

1) Una linea che congiunge due puili che stanno da pavie opposi
rispelto @ un piano, incontra necessariamente il piano.

2) Una linea che congiunge un punto interio con wn punto eslerio
respetio a una supérficie sfericu, cilindrica, conica, Mcontre Necessari-
mente la superficie.

3) Unua lnea piana che congiunge due punti che stawno due parie
opposla rispetlo e una vetta del piano, o un punto mterno comn Wi pritto
esterno rispetlo « unn circonferenza, incontre necessariromente la vellu
o la cireonferenza.

Noi vogliamo ora mostrare come le proprieta accennute siane nna
consegnenza della definizione di inea. Daremo al teorema uina forma

senerale la guale comprenda i casi gia detti e molti altn.

I1. Se un enie S costilunito di punti deternuna una spurtizione dei
punti dello spazio (') in due regiont R, ed Re, tn modo che ogne punlo
dello spazio, ¢ non di S, apparienga all una o all’ altra di queste regiont,
¢ in un punio gualungue di Ry o di R st possa considerare wun lorno
sferico appartenente intereinente alla stesse regione Ry od Ry, 51 ha che
ogni linea la quale congiunge wn punto di R, con un punto dé Ro hu
necessuriamenie ¢lmeno un punic coMune con S.

Sia I la linea, la quale congiunga un punto A di R; ¢on un punto B
di Re: figsiamo sul il senso AB, e consideriamo Vinsieme J dei punii X
i | tali che il tratto AX sia contenuto butto in 1. All insieme J faremo
appartenere anche Veskremo A, ma non gli appactiene I'estremoe B.

Essendo ! Jimitata, esiste un tratto minimo AH di I conle-
nente J [11]; & poichd i punti ebe precedono un punfo di J sono
anch’essi di J, abbiamo che tuth 1 punti del Leatto AH apparten-
gono all’ insieme.

Se il punto H fosse in R;, si polrebbe considerare un punlo H' se-
cuente ad H e tale chell tratto HH' fosse contennto in nu inforno sferico
di H appartenente ad Ry ; cosi, non solo H, ma tuttii ponti del trafto HE
aarebbero in Ry ed apparterrebbero all'insieme J, e questo & impossibile.

Se poi il punto B fosse in Re, s poltrebbe considerare un tratto H"H
precedente ad H e ancora conteuuto in Rs: nel Lrutbo H'H nen si
avrebbero punti di J, e anche guesto e impossibile.

Poiche H non appartiene né ad R, nd ad Rs, esso & un pinte co-
mune ad ! ed S, del qmﬂe abbiamo dimosirato I'esistenza.

15. 11 punto H & il primo nel quale I inconfra S, nel senso AB.
Se consideriamo il senso BA, abbiamo ancera 1l primoe nunko d7in-
contro di ! con S nel sense BA, che & I'ultimo nel senso AB.

(1) Si puo intendere * apazio 0w NUMOro gunlungne Wi dimensioni .; ¢ in yneste Fnso in-
veee che di “intorno sferice di un pouto , sl parlevii di *intorne ipersferive o L1
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Dunque, nelle ipolesi del teorema 11, esiste 4l pruno e ' ultimo dei punti

comune alla linea considerata e all’ente S, in wsi senso ﬁSSﬂﬁ_ﬂ della linea.
6. La definizione delle region; B, Ry, nelle quali 8 divide lo spazio
VA& ¢80 per caso, ma &, nel casi sopra accerinati, del totto ovvia ().
La proprieta espressa pel beorema II rimane anche se, invace

dell'intero spazio o dell’iniero piano, si considers solo una parte di .

ess0, alla goale appartengano l'ente S, Je regiom Ry e Ry e le linee
che si vogliono considerare, Per e8eInplo, una linea interna a una
circonfarenza, che congiunge due punti da parte opposta rispetto a
una corda, inconfra necessariamente la corda: ece.

Massimo e minimo di distanze.

I7. Considereremo prima la distanza dej punti di una linea da un
punte, da una retta o da an piano fisso, poi la distanza fra i punti
di due linee: stabiliremo la esistenza Qi un massime e di un minimo
di tale distanza. nellipotesi di linee limitaie o chiuse.

MI. La distanza di un punto O di un piano dai punti @i una linea I

Lemitata, o chiusa, giacente sul PLann £ pon passante per O, ha wn mas-
SEN0 e un mininio.

Dimestriamo, per esempio, che la distanza ha un massimo, che
POSSIAMO Supporre non si verifichi agli esiremi A e B della linea !,
1 quali sono coincidenti se [ & chlusa. |

Considerando un punto M delia linea, distinto da A e B, indiche-
remo genericamente con X un punto del tratto AM e con Y un punto
del tratto MB. Possono allora darsi, per il punfo M, doe casi:

1° qualungue sia il punto X che si considera, esiste un punto 'Y non
mterno alla civconferenza « (0, OX) (%); :

2° esiste un punto X tale che ognt punto Y sia interno rispetto alln
circonferencza x (0,. OX). '

Porremo i punti M per 1 quali si verifica il primo caso in un
gruppoe Gy, ¢ gli altri in un grippo Go. I grappi G o (3 esauri-
scono ¢, escludendo gli estremi A o B.

Bsistono punti di G, e d Ge; infabti, preso M sulla linea in modo
che sia OM > 0A ¢ OM > OB e descrifia una eirconferenza di cen-
tro O e tale che vispetto ad essa A e B siano interni ed M egferno,
siano M e M” i] primo e I'nltimo panto d mcontro [15] delln linea
(=AB conessa; M' & di G0 M” e di G,

Osserviamo poi che | punti che segnono {nel senso AB) un panto

di Gy somo anch’essi d; Ge; dunque G; e Gy sono due gruppir separati. -

(') 3i dimostry nei Trattati, come Applicazione del postnlato della continuiti, che un segmento
C Un areo di eireonferenza, she lia eli estrsmi in regioni diverss rigpetto a nnn rirconferancs,
ha in comune econ ossa un punle; ma in dimostrazione che i it ordinariamente in guesto enso
parkicolarissima piii Inboriosn deiln nostra dimuestraziona genernle (V. p, es. Virani, Auile appii-
cazionl del nosr, dafla continuitil wellyy Geom, elementare, in Duestiond rignardanti In Geony. ecle-
meniare .. mocolto da F. Exmgues, Bologna 1900, g 92 e sap.),

) Indicheremo, per hrnﬂtﬁ._ ton x (0, #) In eirconfersnza d; ceniro O e raggio «,




