[ GONCETTO GEOMETRICO DI LINEA

{Continnuz. = fine — Tedi foscicoii FIL, TV 8V = dnng A F1y,

CAPITOLO III. — Le linee come orandezze,

Il concetto di lunghezza, (')
62. Su una data linea /, limitata o illimitata, prendiamo n punki
Aty Ag,...., A, ordinati secondo un senso fissato dil. I segmenti:

AsAg, AsAy,..., A LA,

formano una linea spezzata s di un numero finito di lati, inscritta
nella linea I [28], che indicheremo col simbolo

[Ay, Aa,..., ALl

Portiamo su un raggio indefinito », a partire dalla sua origine O,
tanti segmenti consecutivi, uguali vispetiivamente ai lati della S PeZ-
zata 3. Avremo un segmento OX somma di questi segmenti, equiva-
lenfe alla spezzata s, e noi faremo corrispondere il punfo X di » alla
spezzata § inseritta in /.

Hssendo infinite le spezzate insecritte in !, sono infiniti 1 punti X
che loro corrispondono in »; perd uno stesso punto X puo corrispon-
dere a varie spezzate, Osserveremo subito che, se la linea | non &
essa slessa una spezzata di un numero finito di lati, I'insieme dei
punti X di » & un insieme illimitato, giacchd non esiste in esso I'nl-
timo punto. Se infatti X; & un punto dell’insieme, esso corrigponde
ad una spezzata,

SIE[AII Aij"'t A:J;
questa spezzata non coincide con I, e quindi in nno dei tratti AAL,
di I sl pub prendere un pnuto M ehe non appartenga ad s. (") Con-
sideriamo allora 'altra spezzaty,

S:]E[AI---u. ﬂ“M, AI—I;---- An]:

essa equivale a un segménto OX, maggiore di OX;, percha al lato A A,
di & si sono sostituiti i lati A,M e MA,., di 3y quindi il punto X,

I!) Par il grande sviluppo dells teorie ralative n tals eoncsito nel enmpe mnalitice, questa
noatrn breve tratéazione non pub avere altro intendiments cho guelle della semplielty ed elemen-

taritia; ed appunto per guesto In limitiamo allo stretlo necessario, - -
("} 8o =, coincidesse con un tratto diz, |1 punlo M ai prenderabbe o nel tratto A, o nel tratto Ap.



2 PERIODICO DI MATEMATICA.

corrispondente ad s, segne il punto X,. Cid prova che nessuno dei
punfi X & I'ulfimo del loro insieme.

Ora possono darsi due casi:

1" che a qualonque punto M del raggio » seguano dei punti X;

2% che esista un punto M di » al quale nmon seguano punti X, in
modo che I'insieme dei punti X sia contenuto nel segmento OM.

Nel primo ecaso, la linea ! si dirh infinita; e ciod, una linea & in-
finita quando si pud inscrivere in essa nna spezzata di nn numero
finito di lati equivalente a wn segmento maggiore di un segmento
fissato gunalunque.

Nel secondo caso, In linea I si dira finita. Esiste, in guesto caso.
un segmento minimo OH contenente 1"insieme dei punti X; esso &
il limile superiore dei segmenti equivalenti alle spezzate di un nu-
mero fintto di lafi inseritti in [, e non & raggiunto se ! stessa non
6 una spezzata di un numero finito di lati. _

Il segmento OH si definird come equivalente alla linea 1; e si avra

allora che:

XXI. Una linea 1 qualungue o 2 mfinite o eguivale a un segmento
retiilineo ).
Nel primo easo, fissato ad arbitrio un seqmento w, 8i pud inscrivere
in | una spezzata di un numero finito di lati equivalente a@ un seqgmento s
per il quale si abbia
g > w.

Nel secondo caso, ogni Spezzata s inscritla in 1 equivale a un segmento ¢
che soddisfa alla rdazione |
sk,

e, fissato ad arbitrio un gegmento g, 8i pui determinare s in modo che
8t abbia
A—0G <&,

63. Due linee equivalenti a uno stesao segmento rettilineo, o0 a
segmenti reffilinel uguali, si dieono equivalenti fra loro.

L’elemento astratio comune a tutte le linee equivalenti a 1no
stesso segmento & la lunghezza di quelle linee. Una linghezza si rap-
presentera solifamente con un segmento, e si sommeranno due o pita
lunghezze sommando i segmenti che le rappresentano.

Le linee finite, considerate rispetio al concetio di lunghezza, eosti-
tuiscono una classe di grondezze, la quale, per la corrispondenza fra
essa e la classe deil segmenti retfiline:, & conlinua, g una dimensione
e @ un sol genso. (") In essa non esistono grandezze nulle; introdu-
cendo nella classe anche le linee infinite, queste s1 riguarderanno

() V. p. es. Beroazzy, Teoria delle grandsess. Pisa, 1890, D. 140 oae,

o o e e 5 B g, o e, e ¥ g =

:
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come le grandezze infinite (tutte equivalenti fra loro) della classe, e
saranno quindi da considerare come maggiori di ogni linea finita,

Sarebbe quasi inutile osservare che i concetti di linea finita e
infinita [61], limitata e illimitata 161, definita e indefinita [21] sono
del tutto distinti. Si pnd solo affermare in generale che ogni lineg
indefinita & illimitata e infinita,

64. Vogliamo mostrare che, se in una Hnea esistono uno o due
estremi, Ia lunghezza della linea non eambia sopprimendo questi
estremi. Per brevitd enuncieremo la proprieta solo per il caso che
la linea sia limitata e si sopprimano ambedue gl estremi.

XXIL La tunghezza di una linen limitata ? uguale alla lunghezza
della linea illimitata che si ottiene da esse soppriviendone gli estremi,

Consideriamo le linee 1= AB e | = AB; supponendo prima che !
s18 infinita, dimostriamo che-o nfinita anche L.

Fissato un segmento w qualungue, esiste una spezzata ¢ inseritta
in { e di longhezza ¢ > w. Se gl estremi di s sono diversi da A e B, se
iserigta anche in 7, o quindi & gia detto che in ] si pud inscrivere
unga spezzata di lunghezza o > w. Supponiamo dunque che uno degli
estremi di s 0 ambedue siano in A e B, e, per semplicita, che tanto
A che B siauno estremi di s. Posto

s=[A, Ay,..., A,, B], G—w=g¢,

descriviamo dne superfici sferiche di cenkri A e B e raggio =z,
Nei tratti AA, e BA, di / prendiamo A’ e B’ interni alle dne
superfici sferiche; consideriamo e spezzale

=1[A, A', Aayioa g g B B
§'=[A', Ay,.... Ay, B
Avremo:

’

¢ = G, ¢" >0’ —eg, 8’ >0 —eg, G > W,

Le spezzata s @ mseritta in / ed ha lunghezza > w; da questo s
deduee che anehe I & infinita,

Sia, come secondo caso, ! finita e dj langhezza ). Fissato un seg-
mento = ad arbibrio, in 7 si pud inserivere una spezzaia

SE[A: -A-lj-*--.r A—n1 B]

tale che, essendo ¢ la sua ]ﬂnghezzu, 81 abbia

. 1
f.—-ci{—g"a.

Con centri in A e B deseriviamo due superifici sferiche di rag-
. 1 : . : : ) i ]
g10=7 & e ner trath AA, e BA, di ! prendiamo A’ e B intern;
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alle due superfici sferiche., Considerando e spezzate s ed 3 come
nel caso precedente, avremo:

| s

¢ =g, ¢ >g'—=¢ G > 0— 5.

S
1| e

L

Quindi, notando che o” & certamente minore di ).:

1
1~—Gf’<:'_l—-u+§E<:E.

Da questo risulta che anche 1a lunghezza di 1 & ).

E evidente che una dimosfrazione analoga si pud fare se 7 & li-
mitata ¢ si sopprime uno solo dei suoi estremi, o se ! & illimitata
in un sol senso e si sopprime I'unico suo estremo.

La.lunghezza di una linea composta & la somma delle funghezze defle
sue parti,

b5. La somma di due. linee, secondo la definizione data [63], si
effeftua passando dalle linee a duye segmenti ad esse equivalenti,
sommando 1 due segmenti, e passando pol, se occorre, dal gegmento
somma a una linea egnivalente ad esso.

Ora vogliamo mostrare che se le due Jinee ne formano ana sola,
composta di esse, questa rappresenta Ja somma di quelle.

XXTIL. Se une linea ¢ divisa in un numero finito di tratti, la lun-
ghezea della linea ¢ la sommm delle lunghezze dei vari tratii,

Supponiamo che una linea L sia divisa da un punto B in dne tratti
limitati o illimitati, 7 ed I's se 2 e A sono le lunghezze di | ed 7,
dimostreremo che la lunghezza di L & 3 -+ A

E chiavo intanto che se mno del tratti 7 od 7 & infinito, anche L
& infinita; possiamo quindi supporre che { ed J stano finiti.

Consideriamo una spezzata inseritta in 1,

{Alz---! A:[, AE—!—I;----. Aﬂ]n

e indichiamo con lo stesso simbolo anche Ia sua lunghezza. 11 punto B

“— >
sara 1n uno dei tratti AA., di Ly, o in uno dei iratii Ay 0 A,; sIa

per esempio B nel tratto A A, . e non escludiamo che possa coinci-
dere anche con A; Avremo:

[A_],--tg-ﬂ-i| -&H—l;--g -BLD_I“":-“--[AI!--*-I A-irBj Ai"'—ll"'l An]

"-‘5:-...[..*}..1,..., *‘éLi: BJ+{B1 At—i—l,----. An]
< A+ A,

Dunque, ogni spezzata inseritta in I, ha una lunghezza

a <A+
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Dato un segmento z ad arbifrio, si pud considerare unsa spezzats
mscritta in I

b

[As, o, BI> X —

=
=3

un’'albra inseritta in 7'
. 1
[B|-~-1 An]}lf__g‘ﬁ:

6sse, umte, formano una spezzata inscritia in L
[A]n....., .-B'.'l...1JI .ﬁn]}l—[—}:—'—E.

Dunque, dato nn segmento = ad arbitrio, esiste una spezzata in-
seritia in L che ha una lunghezzg

g > A+ L —g,

per la quale guindi si ha:
[}- _l_ }\.’] B | ':: E.

Questv prova eche A+ 1’ & la lunghezza di L.

Dimostrato il teorema el caso di I divisa in due tratti, il tec-
rema medesimo rimane dimostrafo anche per il caso di L divisa ir
un numero finito qualunque si tratti.

Trasporto di una lunghezza data su una linea finita.

66. Su un segmenio, a partive da un estremo, sl pud prendere
una lunghezza ugnale a quella di una linea data, purch® minore de!
segmento sbesso, La proprieta si estende dal segmento a qualunque
Imea finita col teorema seguente:

XXIV. Una linea finita | si pud dividere in due tratis, i modo che
uno determinato di essi adbin una lunghezza fissata A, minore dells
lunghezza della linea |.

L'enunciato di questa proposizione ammette la eonsideraziones cox:
di linee limitate che di linee iMlimitate, purchd finite; per primo eass
suppouiamo che ! sia limitata, e siano A e B gh esiremi.

Cominciamo a osservare che esistono su I dei punti X tali che la
lunghezza del tratto AX sia minore di Ay & dei punti Y tali che s
lunghezza del tratto AY sia maggiore di A, Infatii, in I si pud inseri-

vere una spezzata
. [A_l ) SL A-]].}
#

la lunghezza della quale sia maggiore tanto di A che di 1 — ). e «
puo supporre che Ay, e A, non coincidano con A e B, perche lu
linez /= AB ha la stessa lunghezza di 7 [64). La differenza fia 1 ¢
U tratto AjA, dil & minore di A & quindi il tratto AA, ha lunghezzu
minove di X; il tratto AA, ha invece lunghezza maggiore di . Cio
prova che il punto A; & nnv de punti X, ¢ A, uno dei punti Y.
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Consideriamo il gruppo &, dei punil X, e il giruppo Gs dei punti Y
¢ certo che i punti di G; precedono quelli di e D1 pin, tento G,
che (ry sono due gruppi illimitati.

Iufatti, se X & aun punto di @, indicando con AX non seltanto il
tratto di / ma anche la sun lunghezza, si ha

AX<):

per Posservazione fulta, si pud determinare un punfo X' del trakto HB,
tale che si abbia ancora
AX - XX'=AX < A,

Il punto X" segue X od & ancliesso di (. Analogamente, se Y &
nn punto di Ga, si pud determinare un punto Y del tralto AY di?
che sia ancora di (.

Non esisfendo nd Foltimo punto di G nd il primo punfo di G,
esiste un punto M che separa i due gruppi e¢ non appartiene ne

all'mo n#& all’'altro. Il tratto AM di I ha appunfo la lunghezza ).
Se I linea ! & illimitata, il ragionamento pud ripetersi sostituendo

-
alla considerazione dei traiti AX e analoghi guella dei traiti X e
analoghi,

67. Il teorema dimostrato permette di trasportare dar segmenti
tlle linee finite qualunque tutte le proprieti relative alla divisibilita
i parit di weual | inghézza o aventi fra loro reluzioni di lunghezza
stabiliie.

Infatti, considerando un segmento equivalente a una data linea
finita, ogni divisione in parti di gquesto segmento si pud trasportare
sulla linea, in modo che la lunghezza delle parti si manhenga.

La corrispondenza biuniveea fra i punti di una linea finita o quelli
di un bratto vettilineo [30, 31] si pud stabilire in modo che la distanza
fra due punti qualungue del tratto retiilineo sia uguale alla lunghezza
del tratto compreso fra i due punti corrispondenti della lines.

Osservazione sulla definizione di lunghezza.

68. Abbixmo detinito come equivalente a una data linea il gsegmen o
che & 1l limite superiore dei segmenti equivalenli alle spezzate di
an numero finiko di latl inscrifte -nella linea: ova vogliamo mostrare
come non sia necessaria (& considerazione di tukte le spezzate inscritie,
e come sia sufficiente considerare un insieme di esse soddizsfacente &
certe condizionl. Per guesto premettiamo il tsorema-

XXV. Data una linea | limitate o ilimitaia ma finita, e un segmento e
ad arbitrio, si pud delerninare un segmento h in modo che tuite le
Spezzate di un numnero finito di laki inseritle in 1, i vertici delle qualt
dividono 1 in Uratti che possono essere comtenuii entro superfici sfe-
riche di raggio b, abbiono wna lunghezza che differisca da quella di |
per meno di e.
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Se 1 ¢ infinita, dato un segmento w ad arbitrio si pud delerminare h
i wmnodo che iutie le spezzate soddisfacenti olla condizione suddeita ub-
biano una lunghezza maggiore di w. -

Nel caso di [ finita, esiste una spezzafa inseritta in Z
8=[A;,..., A,]

per la quale si ha, dette ). e o le lunghezze di ¢ ed s:

Posto

818 & uma spezzata di un numero finito di Jati inscritia in 7, 1 vertici
deila quale dividano ! in tratti che possono esser contenuti entro
superfict sferiche di raggio &; e siano

A A
1 veriicl di essa che si trovano nel tratto AAiy di ], e

Aby...y A
Aipgeeny: B

-

.
1 verfiel di essa ehe si trovano nei fralki A e Eﬂ di I, rispettiva-
mente.
Non si esclude ehe in qualcuny dei tratti A;A; ., di ! possano non
esigtere vertici di ¢, ué che A" possa comciders con A,,,.
31 ha, per quanto abbiamo detto:

H’E[A’ﬂl"*i A”D'l Al'lj--*-l -A-"[—lg ‘ri-|-=-p Aﬂﬂ—_l.: JIIZI.I’-'l-lgl A”Il-
Considerianmo P'altra spezzata:
8 =LA 0y ey Aoy Agy Altyeee; Ay, A, Ayrren B gy Ry Aoy A7

aviemo:

i—g
' =8 - X (segm. A" A segm. AjA' —segm. A”_A").
i=1

Ma poiche il tratto A”,_, A’ di I & contenuto entro nna superficie

[ q= - = '.' - i @ # . .
sferiea di raggio A, i segmenti A" A" e A;A' sono ambedue minori
di 24, onde, indicando con o’ e g” le lunghezze di s" e ¢”, si ha

o << g + n.dh.

Daltra parte

— i E
C=sag, A—og <

I::'I
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sommando membro & membro le tre disuguaglianze si ottiene:

lfi:t’—[—-;—+ﬂ-.4h
A<ag+z

dalla quale:
)—a <&,

Il segmento A risponde dunque alla condizione enunciata.

Analogamente si pud procedere nel caso di ] infinita.

69. Si abbia un insieme J di spezzate di un nomero finito di lati
inscritte in una linea 7, tale che cessegnato un segmenio h esista mel-
Vinsisme una spezzata @ vertici della quale dividano | in tratti che pos-
Sano essere contenutr eniro superfici sferiche di raggio h.

Se la linea ! & finila, 1 segmenti equivalenti alle spezzate dell in-
sieme J hanno un limite superiore, che & il segmento ) equivalente
alla linea; se lu linea 7 b infinita, i segmentl medesimi possono su-
perare gualunque segmento fissato. ‘

D1 pud percid, per la determinazione della lunghezza della linea £,
sogtituire I'insieme J all’insieme di tutte le spezzate inscritie in L ()

Cosl, per es., per una circonferenza & sufficiente la considerazione
dei poligoni regolari inscritti.

'CAPITOLO IV. — Propriets delle linee convesse.

Linee piane convesse.

70. Una linea piana si dice eonressa quando per ogni punto di
essa si pud condurre una retta in modo che tutta la linea si trovi
in umo solo dei due semipiani determinati dalla retta medesimn; ossia,
quande in ogni punto esiste una retta sfiorante [61].

B evidente che quesia definizione & una estensione di quella che
si da nei Trabteti di Geometria per le lines poligonall convesse. In
ogni punto di nna linea poligonale convessa la retta sforante & quella
alla quale appartiene il lato sul gnale si trova il punto considerato,

Una linea convessa pud anche avere nodi: se, per esempio, una
Iinea ABC & convessa, anche la linea BABQ & convessa, e ogni punfo
del tratto AB & un nodo. Noi perd considereremo sempre linee con-
vesse prive di nodi.

Osserviamo subito le due seguenit proprieta delle linee convesse:

1°. Se una linea & convessa, anche ogmy tratto di essa, limitato o il-
limitato, ¢ una linen convessa.

() Non baskn clie nell'insieme J esista nna spezzuta coi 128 minori di un segmento dsto ad
arbitrio, anche so0 sl pone la condizione che gli estrami di #ssa Bisno negli estremi della fines,
ammeasso cho esjslano infatti, sarehhea necessario escludere che In linon abbia dei nod:, mentre
ool abbiamo laseintu alla lines ¢ tutia In generalith.
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2', Se una refta r ha comuni con la linea convessa | tre punti o pii,
la reita v & necessarviamente una retta sfiorante della linea 1.

I 1nfatti, se dei tre punti A, B, C comuni ad [ od » » R quello
che si trova nel segmento determinato dagli altri due, per B deve
passare una refta sfioranfe di /, e poiche rispetto ad essa A o C non
devono trovarsi da parte opposta, cosi la retin sforante & necessa-
riamente la stessa ».

Proprietd caratteristiche d’ intersezione di una linea chiusa convessa
con le retie del pianoe.

71. Limitandoei per ora alla considerazione di linee convesse chiuse
¢ prwve di nodi, cerehiamo quali casi si possono presentare nell’in-
tersezione di una tal linea con una retta del suo piano.

Sia / la linea ed » Ia retta; supponends che abbiano almeno un
punto comune, » sara segante o sfiorante per I {61],

Se » & segante, esistono due panti almeno, M ed N, comuni ad e »;
¢ non possono esiskere altri punti commni ad 1 e », perche » dovrebbe
essere una retla sfiorante [70]. .

I punti M, N dividono [ in due tratti, i punti dei quali, eccettnat
gl estremi, si trovano da parte opposta rispelio ad »; tutti i punti
del segmenfo MN, esclusi M ed N, sono interni alla linea 1 [61].

Sia ora 7 una retta sfiorante della linea /. Se A & un punto di !
ma non di », si consideri / come una linea limitata con gl1 estremi
coincidenti in A, e, fissato un senso su . siano M, N il primo e I'ul-
timo punto nei qnali { incontra 7.

Supposto che M ed N non coineidano. sia X un punto qualungque
del tratte MN di ; & facile vedere che X & sy 7. ~

Infatti, se X non fosse su » si troverebbe, rispetto ad r, dalla skessa
parte dt A, onde si potrebbe condurre nna retig » parallela ad » e
tale che rispetio ad essa la retta » si trovasse da una parte e i
punti A, X dall'alfra; i tratti AM, MX, XN, NA di ! incontrerebbersp
elascuny 2 in un punto, e guindi » avrebbe yuatiro pnnti comuni
con ! senza essere sfiorante. Questo, essendo ! convessa, non & am-
misasibile,

Dimostrato che ogni punto X del tratto MN si trove su r, sl ha
che il tratto MN di I coincide col segmento MN dj » [24]; quindi,
se una retia sfiorante hn a comune col I pin di un punto, ha a co-
mune con essa un intero segmento rettilineo.

Riagssumendo, si pud envhciare il seguente teoremas:

XXVIL Una linea convessa chinsa e prive. di nedi & inecontrata da
ogne retle segante in due punti, ¢ da ogni retla sfiorante © in un sol
punto o in tutti © punti di un segmento rettilineo.

Nel easo della retta segante, i due punti d' intersezione M, N dividono
la linen in due tratti, i punti dei quali, eccetiuati M ed N, sono da parte
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opposta rispetio alla segante, ¢ i punti interni del segmenfo MN 8010
interni afle linea.

72. Se A, B sono due punti delle superficiz limitala da wna linea
convessa ehiusa e priva di nodi, il segmento AB appartiene interamente
alla superficie.

[nfabti, In vetta AB & sfiorante o segante vispetio alla linea; se
¢ sfioranie, A e B sono due punti di sfioramento e anche tutti i punti
del segmento AB sono punti di sfioramento e guindi punti de) con-
torno: se & segante, esislono due punti di intersezione M, N il
segmento.dei quali & contenuto nella superficie, e poichs i punfi A e B
sono neecessariamente sul segmento MN si ha che anehe il segmenfo AB
& confennfo nella superlicie.

S1 vede anzi di pii che il segmento AB o ha solo gll esfremi sul
contorno o appartiene interamente nd esso.

3. Il Teorema XXVI pud scomporsi in due partl, una rviguardante
I"infersezione di una linea chiusa convessa con una retta shiorante,
e l'albro con una retia segante: ora ei proponiamo di invertire cia-
scuna di queste due parti, e ciod di mostrare clie se una lines piana
chiusa e priva di nodi si comporta rispetto a ogni sna rvetta sfiorante
o mspetio a ogni sna retta segante nel modo detto nel teoremn pre-
cedente, Ia linea & necessariamente convessg |

Consideriamo prima il caso delle rette sfioranti.

XXVIIL. Una linea piana chiusa e priva di wodi che con ogni sua
reltn sfiorante ha a comune solo un punto o tuiti i punti di un segniento
retlilineo, ¢ una linea convessa.

Not mostreremo come dalla ipolesi faita segaa che in ogni punto
della linea considerata ! esiste una retts sfiorante.

Si raggiungera questo scopo considerando Pinsieme ) dei punti
di ! nei quali esiste una rvetta sfiorante, ¢ dimostrando che tale in-
sieme A coincide con |,

Con ceutro in nn panto gualungue O del piano di 7 deseriviamo
una circonferenza ¢ di raggio maggiore delia massima distanza di O
dai punti di I, Se A & un punto di ¢, fra le retfe perpendicolari al
diametro passante per A ne esistono due che sfioruno Iu linea ! [19];
di queste, quelia clie ha minor distanza da A sfiora iy un punfo A’
o mei punti di un segmento «'. Faremo eorrisponders g pinto A di e
il punto A" o i punti del segmento « di /. Cosi avrems che a ogui
punto di ¢ corrisponde un puute di ! o i punti di un segmento ret-
tilineo appartenente ad /, ma per semplicita penseremo, in generale,
che a un punto di ¢ corrvisponda uu solo punto di L

Fissiamo su ¢ un senso, per modo che i due archi nej quali ¢ &
divisa da dne suoi punti siano sufficientemente distinti dail'ordine
dei loro esiremi. A due punti diametralmente oppostt A ed A, di ¢

- - L]
- = v
e e e — e
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corrispondono su I due punti A" e A, per i quali passano due rette
sfioranti @ ed @ perpendicolari al diamefro AA,; la linea ! & compresa
nella striscia #a;. Le rette & e 4, intereettano sulle semicireonfe-
renze AA;, e A;A due archi HH; o KK;: 1 punti A’ e A', dividono !
in due bratti, einscuno dei quali non ha altri punti comuni con a e ay
e delermina nella striscia aa, due regioni, secondo il teorema XIV [38].
Ciaseuno dei due tratti A'A’, di ! si trova rispetto all'altro dulia parte
di nno degh arein HH; e KK,; fissiamo su ! un senso in modo che
il tratto A'A’'y sin dalla parte dell’'arco HH, e il tratto A’ A sia dalla
parte di KIK,.

B facile vedere che i punti di I corrispondenti i punti della se-
micirconferenza AA, stanno sul tratio A’A’, & i punti di ! corvispon-
denti & guelli della semiciveconfersnza AA stanno sul fratto A A"
Se 1nfabtl B e il punfo ecorrispondente a un punto B di AA,, per B
passa una retta sfiorante b che non & paralleln ad ¢ e a; e rispekto
alla quale tubia In linea I si trova nel semipiuno opposte a quello
nel quale &€ B; nel medesimo semipiano si trova evidentemente anche
iarco EEJ |

Se per B’ conduciamo un raggio parallelo ad a nel semipiano nel
quale 8 B, questo, senza incontrarve [ in altri punti che B’, incontra
necegsariamente I'arco HH,. Cid dimnostra che B' & su quello dei due
bratii A'A’y, AYA" che si trova, rispetto all’altro, dalla parte del-
iarco HH,, ciloe & sul tratto A'A',.

Dall'osservazione fatin segue ehe a punti di ¢ ordinati nel senso
fissato sn ¢ corvispondono punti di / ordinati nel senso fissato su .
Limitiamoel alla semicirconferenza AA,, e siano B, C due punti di
essa, e B preceda C; B, sia 1l diametralmente opposto di B; B', (¥, B}
1 corrispondenti di B, C, B,. Il punto C si trova nelle semicireonfe-
renze AA; e BB,, onde (' si trova nei tratti A’A', e BB}, e percid
s1 trova nel fratfo B'AY; danque € segue B’ en I, come C segue B
su ¢, Analoga considerazione si pud fare per i punti della semicir-
conferenza A A.

Indicando eon A I"insieme dei punti di I che corrispondono ai
punti di e, st ha che l'ordinamento dei punti di X & lo stesso taunto
che si considerl delerminato dalla corvispondenza di A con ¢, quanto
dal fatto che I'insieme X & parte dell’insieme ordinato L L’ iusieme )
soddisfa uoltre, per la corrispondenza con ¢, alla condizione 1T posta
nella definizione di linea [1]; per dimostrare guindi che X & una linea
basta dimostrare che sodisfa anche alla condizione I, e cioé che
fissato un puuto di L e una circonferenza con centro in eszo, si pud
considerave in cinsenn senso un tratto di A che ha per estremo quel
punio ed & inkerno alla cireonferenza fissata.

Ma facetamo prima una consideraziene. Un punto X' di A pud
corrispondere anche a pinn punti di ¢; dico che in tal easo guei punti
costibaiscono un arvco di ¢. Infatti, rignardiamo ¢ come una linea aperta
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con gli estremi coinecidenti in un punto al quale non corrisponda X,
ed ! come aperta nel punio corrispondente; PQ sia il minimo arco
di ¢ nel quale © contenuto |'iusieme dei punti ai quali corrisponde X,
Poichs a punti ordinati di ¢ corrispondono punti ordinati di}, si ha
che se a due punti di ¢ corrisponde X', anche a tutti i punti dell’arco
da essi delerminato non pud corrispondere che X', e da cib segue
che a futti i punti dell'arco PQ (eccetbuati, se mai gli estremi), e ad
essi soltanto, corvisponde X'. (*) Il dubbio rimane per gli estremi P e Q;
ma se ad uno di essi, per esempio P, non corrispondesse X', la retia p
condotta per X' perpendicolarmente sl diametro OP non sarebbe sfio-
ranie di /, onde esistendo punti di ! fanto da una parte che dall’altra
di p si potrebbe prendere un punto P, nell’arco PQ in un intorno
tale di P che anche la reita p, condotta per X' e perpendicolare al
diameiro OP, non fosse sfiorante di I Avremmo caesi un punto P,
interno all'areo P(Q), al guale non corrisponderebbe X', e quesio e
assnrdo,

Chiarito questo punto, formiamo a fissare nn senso qualunque su ¢
e 1l senso corrigpondente su /, e siano M e M due punbi eorrispon-
denti; voghamo dimostrare che in qualungue fratto di I a parfire
da M e nel genso fissato si trovane punti di A diversi da M. Pud
darsi ¢he ad M corrispondano tutti 1 punti di on segmento di l, fra
i quali sia M'; in tal easo possiamo supporre che M sia I'ultimo punto
di questo segmento, nel senso fissato, giacché altrimenti ogni dimo-

strazione sarehbe snperflua. Cosi pure pud darsi che M’ non corri-

sponda solo ad M; in tal caso supporremo che M sia Fultime dei
puntl ai quali corrisponde M'. -

Sia M'R un fratto qualunque di [, nel senso fissato. Consideriamo
1] punto M, diametralmente opposto di M, e sia M, 1l suo corrispon-
dente; in M" esiste una refta sfiorante m perpendicolare al diame-
tro MM, e rispetto alla guale i punti del tratto RM’ dilsono dalla
parie opposta a quella in cui & M. Prendiamo, come si pno, un panto N
della semieirconferenza MM, fale che nmspetlo alla velta n, condotta
per M’ perpendicolarmente al diametro ON 1l punto N e il watto RM,
gsiano da parte oppostu; nel punte N’ corrispondente ad N esistera
una retfa sfiorante n parallela a n,, e dalla parte di », nella quale
gi trova N e non & trova il tratio RM',. 1l punto N’ diverso corta-
mente da M, & sul tratte M'M'’s perché N & sulla semicirconferenza MM,,
ma non pud essere nel tratio RM'y: & dunque nal tratto M'R.

Dimostrata l'esistenza di un punto di A 1n qualunque tratto di !
a purtire .da un puunto fissnbo di 2. stesso, ne viene che in qualungue
intorno circolare di un punto di A, come si1 ha un tratto di I, si ha
anche un tratto di A. L'insieme A ha percid il carattere di linea.

[ Bi pub essprvare che I'arco P & certamente minora di una circonferenza; infalli a dne
punti di ¢ dismstralmente opposti nos puld corrispondere uno stesso punio di 7,

& i ¢ — doid k L& i ~- =N . . 1 .
Fea L v - i - P = oy g
il e Rl i o L [t iy oS v = s i, ¥

v '"r-'.'.-u.-“, _

- _— E L
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La linea X & chiusa, come ¢, @ non ha nodi, come [; poiehe 1 punti
di A sono su ! avremo che la linea ). necessariamente coincide con
la linea I [26]. Ma X & l'insieme di quei punti di / nei quali esiste
una rebtta sfiorante; si pud dunque concludere che in ogni punto dil
esiste una retta sfiorante, e quindi che la linea I & convesssa.

74. Segue dal feorema dimostrato che ogni linea puama chinsa e
prive di nodi, non conressa, possiede almeno una retin sfiorante che ha
@ comune con la linea dne puntz o piit, senza avere a comuse cOn e38a
wn seymento che li confenga.

Se » & una tal retta sforante ed A, B sono 1 due punii di sfiora-
mento, in ciaseuno dei due tratti nei guuli A e B divideno la linea
81 pub prendere un punto che non sia su »; stano C, D guesti punti.
Una retta r parallela ad » e tale che rispetto ad essa + e 1 punti G, D
siano da parte opposta, & incontrata da ciascuno dei guattro trathi
AC, CB, BD, DA almeno in un punto; » & guindi una reiia seganie
che ha almeno quattro punti diversi comuni con la linez. Duoe qua-
lungue di egsi non sono contenuti in un segmento comune alla linea
e ad r

S1 puo guindi affermare che:

XXVII. TUna linec piana chivsa e priva de nodi che «la nessuna
refta segante & incondrata i quatiro punti o tn un gruppe i punti tale
che [ra essi se ne possano prendere gualive dn modo che due di esst 1won
sieno contenull in un seqmento rettilineo appartenenie al gruppo, ¢ una
Linea convessa. (')

In particolnre, se ogni retba seganie Incontra una linea piana
chiusa e priva di nodi in due soli punti, la linea & convessa. Questa
proprieta e quella enunciata nel teorema XXVII costituiscono 1nsicme
1] teorema inverso del XXVI.

La linea convessa pib ristreita che inviluppa una linea chiusa non
COnvessa. |

75, Una linea piana ! & #nviluppnia da un'altra linea A giacente
nel medesimo piano, ehiusa e priva di nodi, guando la linea ! & con-
tenuta nella superficie limbata dalla linea 2.

13 manifesto che ogni linea, purchd non indefinita, & inviluppata
da infinite linee, e in particolare da infinife linee convesse: ora nol
vogliamo mostrare, considerando una linea chiusa I priva di nodi e
non convessa, che fra |8 Iinee convesse che la inviloppano ce n'e
una A la quale siringe la linea [ piu da presso di ogni alira, nel senso
che ogni linea eonvessa la quale inviluppa ! inviluppa necessaria-
mente anche ). 1 la linea che praticamente si otterrebbe immagi-

() 1 gruppo dei ponti eomuni & pareid neeagsarinments ecostibuito, per il tsorema XXV], di
due =oli punti.
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nando la superficie limitata da 1 ritagliata in una lastra di un certo
Spessore, e ricingendola con un filo elastico; questo rappresenterebbe
appunto la linea A.

XXIX. Fre le linee convesse che mpiluppano wna data linea pigna
chiusu, priva di nodi ¢ non convessa, ne gsisie une ). che & a sua volla
mriluppate de futte le alire. La lunghezza di 7. & minore della lun-
ghezzo di 1.

Poiche | non & convessa, si pud considerare una retia # Ia quale
sfiori 7 in due punti A e B, senza ehe la sfori in ognl punte del
segmento AB. Prendiamo nn pnnto del segmento AB che non sia
su /, e consideriamo 1 primi punti A, e B: nei quali 1 due ragei nei
quali » e divisa da quel punto incontrano I: il segmento & = A,B;
non conterra altvi punti & / all’imfuori di A, e B..

I punli Ay e By dividono ! in dne tratti L e ly; alle tre linee
81, b, U, le quali hanno a eomune gli estremi A, e B; senza che doe di
esse abbiano altei punti comuni, si pud applicare 1l teorema XVIII [52),
e si ha percido che una di queste linee & interna alla snperficie limi-
tata dalle altre due. La linea interna non puo essere s, perché nna
retta sfiorante non ha puuti interni alla linea sfiorata [61]; & dangue
ung delle linee /, o I'. Supponiamo che sia la 4, e che quindi 7, sia
contenuta nella superficie limitata dalla linea echiuss sil'y, Considere-
remo 1l tratto & come corrispondente nl segmento s,

De1 segmenti nella condizione di s, possono esisterne diversi, e
anche infiniti; considerandone due s, e 8z, 0sserviamo che g non pud
avere un estremo nel iratio /,, escludendo gli esteemi di questo, In-
fatti, vispetto alla retta alla (juale appartiene il segmento s, tutta
la linea I s1 trova in uno stesso semiplano, ed in guesto sono anche il
segmento s e la linea s,0";: il tratto /,, che & interno a (quesgir linea,
non put avere punti comuni col segmento s

Poiche gli estremi di s. sono anche quellt del tratto ly corvispon-
dente di /, i ha che i due tratli ly ¢ £a non hanno pusti comuni o
hanno selo un estremo comune.

Ora consideriamo I'insieme ) costitnito :

1" dai punti di 2 che non appartengono a tratti del tipo 4;

2% dai punti dei segimenti del fipo s

Tissando un senso su I si viene u fssave D senso anche su cia-
scune dei segmenli 3, oude & ha che A & un insieme ordinato chiuso,
e manifestamente privo di nodi. Dj pi, stabilendo una’ COIrispon=
denza biunivoca, a norma del teorema X1 [30], fra 1 punti di eiascuno

del segmenti 5 o quelli del corrispondente fratto 4, e facendo por-
rispondere o se sfessi | puntt comnnl a ! e J, si oftiene una COrri-
spondenza binnivoca fra i punti dell’ingieme ordinato \ e quelli della
linea /, per lIa quale a un senso di ! corrisponde un senso di i per

5
g, 1A
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questa corrispondenza si ha che I’ insieme A soddisfa alla condizione IT
posta nella definizione di linea [1].

Che 1'insieme 2 & una linea o del tutto evidente quando 1 tratii
di X del tipo s sono in numero finito: ma affinché Ja dimostrazione
sia generale, fissato un punto X di A e un senso di 2 a partive da X,
mostriamo come in qualunque intorno civcolare ¢ di X esista un
tratto di % adincente ad X e nel senso fissato.

L senso fissabo su ). fissa un senso anche su eiasenno dei segmentl s;;
si. A; 1l primo punie e B, I'ultimo punio di s, in gquel senso. Ora,
il punto X pud essere:

un punto di un segmento g, distinto dagli estremis:

un punto del tipo A;;

un punto del tipo By, senza essere del fipo A;;

un punto comune a / e i, ma non del tipo A, o del tipo B;.

Nel primo caso e nel secondo esiste certo un fratio XX' del
segmento s, e quindi di X, -contenuto wmell’intorno ¢: nel terzo o
quarto caso consideriamo un tratto XY di I, nel senso corrispondente
a quello fissato su 2, contenuto nell intorno e Se il tratto XY di ?
appartiene anche a X, noen ¢’& altro da dire; se non appartiene tutto
2 A, & chiaro che esiste in esso almeno un punto X’ del ftpo A;; e
1l tratto XX’ di A & contenuto in ¢ essendo costituito di punt: del
tratto XY di / e di punti appartenenti a segmenti del tipo s aventi
glt estremt in punti del traito XY di I,

Dungue V'insieme A & una linea, chinsa e priva di nodi; essa &
convessa. Infulli, se non lo fosse, esisterehbe una retta che sfiore-
rebbe A1n due punti M, N senza sfiorarla in altri punti del segmento MN:
M ed N non potrebbero essere su [, perchd il segmento MN sarebbe
del tipo s; ed apparterebbe a X; pereid uno dei punti M, N dovrebbe
essere su un segmenfo del tipo s, Ma in tal caso la retta MN non
potrebbe evidentemente essere sfiorante di X, come si & supposto..

£6. Per dimostrave che la livea % inviluppa [, osserviamo che i
punti di [ che non appartengono & X sono guelli dei tratti del tipo I,
esclusi gl estremi. Consideriamo per esempio il tratto / , 1] segmento
si=A,B;, e quel tratto ), di ) che insieme con & forma la intera 1:
quests tre linee hanno in comune gli estremi A, ¢ B, senza ehe due
di esse abbiano albvi punti comuni, onde nna di esse appartiene alla
superficie limitata dalla linea chiusa formata dalle altre due [52].
Ma 1 punti di s, non possono essere interni alla linea chiusa iy
perche la retta alla gquale mppartiene s, sfiora la linea ihy; cosh i
puntt di 2; non possono essere interni alla linea chirsa gl , perehd
fra 1 punti di ), ce ne sono anche alcuni appartenenti a [y, che,
come vedemmo, & esterna alla linea $i4y; & pereid neeessario ammel-
tere che /; sin interna alla linea chiusa s, = ). I ragionamento vale
per tubfi 1 fratti L, e quindi si ha che la linea ! & contenuta nella
superficie limitata dalla linea ). -
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Qualungue altra linea convessa L la quale 1mviluppi /, inviluppa
anche A; e infatti, poichs la superficie limifata da L contiene gli
esiremi A; e By di ciascnno dei segmenti %, © L & convessa, la su-
perficie suddetta contiene anche ogni altro punto del segmento s, [72],
€ coutiene percio 2.

77. 11 teorema sara completamente dimostrato quando avremo
veduto che la lunghezza di ). & minore della Iunghezza di I. Consi-
deriamo una spezzatn = di un nomero finito di lati inseritta in 2, i
vertici della quale costitziranno un gruppo [intéo ordinato secondo
un senso di ), rvigunavdata come aperta con gli estremi coincidenti

in un suo punto. Siano
3]11 SlE,Iii! SIE

quei tratti del tipo s di X sui quali si trovano vertie; della spez-
zata o; al gruppo dei vertiei di o aggiungiamo i punti

J'1"-1” Bi:: Ai&s BI-:t-.-“ Aik! Bit:

e ortltnando di nuovo il gruppo ottennto considerviamo i suoi punti
come 1 vertici di una nuova spezzata o’. Avremo evidentemente, ri-
ferendoci alle Junghezze :

r

O 0.

Ora, dal gruppe dei vertici di o soppritmamoe quelli ehe si fro-
vano sui segmenti s;, esclusi gli estremi di questi segmenti: ]a nuova
spezzata ¢ differisce da o' solo per il fatto ehe aleuni lat1 di 6" sono
formati di pin lati suceessivi di ¢, @ quindi si ha:

4 1"
g —ga,.

Perd o, oltre che in 2, & inseritta anche m L. Dalla relazione

i

OO0

s1 deduce che Ja lunghezza di % & minore di quella dil o la nguaglia.

Ma questo secondo caso & da escludere; 1nfatii, nel tratto 2, di 1
consideriamo un tratto HK che non sin retbilineo, e sia 7, la linea
che si oblieue da I sostituendo al tratto HK 1] segmento HK ; avremo-

lo < L.

Daltra parte, la lines ). & nella stessa relazione con la linea I,
che con la linea I: si ha quindi, per quanto abbiamo veduto:

A, <.

Cosl il teorema XXIX & completamente dimostrato.

Relazione fra la lunghezza di una linea chiusa convessa e quella delle
linee ehiuse che la inviluppano.

78. Il teorema nel quale & espressa la relazione suddetta & il
seguente:

[}
1. i

e w

&= e
L
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XXX. Una linea chivsa eonvessa e priva di nodi ha lunghezza mi-
nore i quella di gualungue alira linen chivsa e priva di nedi che Ia

inviluppi,

Se [ & la linea convessa e X & la linea che la inviluppa, notiamo
clie s1 pud supporre che anche X sin convessa: mfuily, se 2 non fosse
convessa, 1 potrebbe ad essa sostituire la pin ristretia linea convessa
che la inviluppa [75], 1a quale & di Junghezza minore dj quella di ;
tale linea invilupperebbe anche I, onde quando fosse dimostrato che
la lunghezza dil ¢ minore di gnella di questn linea convessa sarebhbe
anche dimostrato che la lunghezza di I &8 minore di quella di 2.

Pev noi dungue anche & sara convessa. Inseriviamo in I tna spez-
zata g diunnomero finito di lati, chinsd, e siano i snoi lati (15 08, 0ry Qo

Puo darsi che il lato @ appartenga a L (e in tal caso dovrebbe
appartenere anche ad !), ma in generale la refta alla quale appar-
liene questo lato & una segante di X, e quindi incontra 2 in due
punti A; e A'; @y fa parte del segmento A A [71). Nel easo ecce-
zionale che o appartenesse a 1, il segmento A,A’; sarebbe per noi ¢,
stesso.

I segmenti a; e A;AY dividono le superfier S{I) e S()) rigpetti-
vamente ciasenna in due parti, e in una delle due parii di S() &

ancora contenuta la spezzata o. Il contorno J, di quesfa parte & for- .

mata dal segmento A,A" e da uno dei due fratti AAG di A Se ey
appartiene a A, J4 coincide con XA; in ogni altro easo b evidente che,
poiché 7, si oftiene da ). sostituendo ad uno dei traffs A;A, il
segmenfo A;A% col guale non coincide, Ia lunghezza di ), & minore
di quella di ). St ha dunque, riferendoci alle lunghezze:

M A

La spezzata s & inviluppata dalla linea convessa 21, onde sipnd
ripetere Ia medesima considerazione sul Iato g, rispelto alla linea A ;
avremo cosl unaltra finea )g, e la relazione

)\.ﬂ. :"':E", }u]_-

Cosi procedendo avremo:

A3 = Ag

Ma osserviamo che a, fa parte di A1, Gedi 2y € Aa, az di Xy 2p 8 Xs,
€ cosi via fino ad a. che fa parte di )y, 2 y++-3 An3 18 spezzata o
fa dunque parte di X, od essendo chiusa coincide con A [267, All'nl-
tima relazione si pud dungue sostituire I'altra:

o 0 }Ln—-_]-
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Notiamo anche che non pud darsi che in tutte le relazion seritte
valga il segno di uguaglianza, perchs questo verrebbe a dire che 1
coineide con g, e allora A coinciderebbe anche con l; si pud dungue

coneluders in ogni caso:

G < A.

Veduto cosi che ogni spezzata inseritta in ! ha lunghezza minore

di quella di A, si ha
I <X A

Per seartare il segno di uguaglianza facciamo guesia considera-
zione: prendiamo un punto M di  che non sia di A, & quindi interno
2 A, e sia r una retta ehe sfiori I in M; 7 & segante di A, e quindi
la incontra in due punti H e K. A quel tratto HE di ) che si trova
rispeffo ad » dalla parte opposts a quella nella quale s1 trova { s0-
siitniamo 1l segmento HK; avreme cos! una linea Ao che mviluppa
ancora /, ed evidenbemente

Ao << A
Avendo gia, per quanto abbiamo dimostrate, che
® z % ;lq),
81 deduee:
L <=

Questo, appunto, ¢i eravamo proposti di dimostrare.

79. Una linea convessa chiusa e priva di nodi si pud immaginare
inviluppata da una linea poligonale di un numero finito di laki, per
esempio da un quadrato; la lunghezza della linea convessa sari mi-
nore del quadruplo del lafo del quadrato, e quindi finita. Si pud af-
fermare percido che ogni linea convessa chiusa ¢ priva di nodi ¥ v

linea finita.
Ci troviamo cosl in presenza di una vasta categoria di linee finite;

nel seguito ne otterremo una molio piit ampis.

Proprieta delle linee convesse aperte.
80. Finora abbiamo considerato soltanto linee convesse prive di

nodi e chiuse; in questo paragrafo considereremo inveee linee con-
vesse aperte, himifate o illimitate, sempre perd prive di nodi.

Cominciamo ad osservare che:

Una linee convessa priva di nodi e illimitata, non indefinita, si pud
ridurre coll' aggiunta d&i un punio o di due, a seconda che ? ilimitata
. un sol senso o in ambedue, ad una linea convessa limitata.

Sia ! la linea ed M un punto di esss: consideriamo soltanto uno

—

dei ftratti nei quali M divide la linea, che indicheremo eon M.
Disegniamo sul piano di 7 un quadrato ABCD in modo che futti
1 punti di ! siano interni ad esso. Se A’ e I) sono i punti medi dei
lati AB o CD, 1a retta A'D’ divide il quadrato in due rettangoli AA'D'D
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¢ A'BCD". La rette A'D' pud essere sfiorante rispetto al tratto IE, .
allora tulto questo tratto appartiene alla superficie di uno dei dne
rettangoli; se poi la retta A'D’ non & sfiorante, essa incontra il

tratto M, che & convesso, al piu1 in due punti, e prendendon il punfo M,

su M segnente ai punti d intersezione (se esistono) si ha che il tratto M,
di ] ha tutli i suol punti interni a quello dei due rettangoli nel gquale
Ei Llrova Ml.

In ogni caso dunque esiste un punto M, del tratto M tale che il

tratto M, appartenga alla snperficie di uno sole dei due reftangoli,
per esempio del rettangolo AA'D'D.

Ora essendo A; & D, i punti medi dei latj AA’ e D'D del rettan-
golo AA'D’D si conduca il segmento A,D, che divide il rettangolo
medesimo in due altri rettangoli AA,D,D, A A'D'Dy; ripetendo le

b
considerazioni gia fatte avremo che su M, si puo prendere un punto M,

tale che tutto il tratte 1‘-1; sia contenuto nella superficie di uno solo
dei due rettangoli.
Cosl procedendo avremo wna successione di reftangoli

R, Ri, Re,..., Ra,...,

che avranno per basi dei segmenti

AA’, A\Ay, AAG, ..., VY. —

ciascuno dei guali & la meta del precedente ed contenuto in esso;
-
e sul tratto M avremo una successione di punti

Mty Wlosccray Wiicnns

con la proprietd che tutti i punti de) tratto M, di Z sono contenuti
nella superficie dal rettangolo R,_..

L punti A, Ay, As,...,A,,..., dei guali alcuni possono anche eoin-
cidere fra loro, e i punti A, Ay, Ay, Ay,..., vostitniscono sul
segmento AB due gruppi separati di punfi; esiste pereid un punto
di separazione fra i due gruppi, ed anzi ne esiste uno solo perchea
la distanza A,A', decresce indefinitamente eol ecrescere di n. Se
questo & A, e per esso si conduce una retia r parallela al lato BC
del quadrato ABCD, la reifa + & tale che assegnalo un segmento &

—p

ad arbitrio si pud prendere un punto M, sul tratto M in modo che

ognmi punto del tratte M, abbia da » distanza minore di g

Un ragionamento analogo fatto rispetto al lato BC anzichd ri-
spetto al lato AB del quadrato ABCD dimostra che esiste una retta 7
parallela al lato AB tale che assegnato un segmento £ ad arbitrio
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81 pub prendere un punto Ny sul Lratlo M d; 7 in modo che ogni

punto del iratto Ny abbin da s+ distanza. minore di e.
Le rette r e » s’incontrano in un pouto X; T'insieme costituito

=
dei punti del tratto M di l, a1 guali si eonservi lo stesso ordinamenin

che hamno in M, e del punto X cle s consideri come nltimo punto
deil’ insieme, & ancora una lea; infatti esso soddisfa alla eoni-
zione IT posta nella definizione di linea [1] e soddisfa alla I non solo

per btutti 1 punii del tratto M ma anche per l'esiremo X, perche
fissato un intorno eircolare qualunque di X si pud prendere su M un

punto P in modo che il tratto P di e guoindi il tratto PX del nuovo
nsieme, sia contennio nell”inkornoe fissato.

=

Ugnali considerazioni possono farsi per il tratto M di I, da] qnale
st otliene nua linea limitata MY mediante Paggionta di un determ-
nato punto Y; di modo che la linea limitata /, coll’ageiunta dei
punti X e Y, si riduce a una linea limitata della quale X e Y sono
gl estremi.

Che la linea XY sia ancora convessa risultera dalla proprieta
che segne, |

Bl. Se | =AB¢ una linea limitata privae di nodi che non coincide
col seqinento AB, ed ¢ convesse la iimea | stessa o almeno il traito AB
di esstt, la linea chinsa ) formata -di 1 ¢ del segmento rettilineo AR ¢
priva di nodi e conpessa. .

La linea 2 non hia nodi perche il segmento AB non pup avers
con [ un punto comupe U, diverso da A e B; se infatti un tal punto ¢
esistesse, considerando un punto M di Z che non sia sul segmento AR
e clie si trovi, per esempio, uel tratto CB, si potrebbe condnrre nna
retta » rispetbo alla qonale A ed M si trovassero da una parte e 0, B
dall’altro; poiche i punti A,C, M, B si troverebberosn { in quest'or-
dine, ciaseuno dei tratti AC, CM, MB incontrerebbe r, onde avremmo
una retta con tre punti diversi eomnni egl trﬂLLu_g-fE_i di I, senza
essere shorante; questo & assurdo perche 1l tratto AR b convesso.

Ora vediamo se ) & convessa. In ogni punto di X ehe appartengs
al tratto AB di [ esiste una retta sflorante per la linea AB, & questa
& evidentemente sfiorante anche per 4; in ogni punto poi del seg-
mento AB una retia sfigrante per Ia linea ) @ la retta AB stessa.

Infalti, supponiamo che esistano due punti M, N di ), e quindi dil,

che siano da parte opposta rispetto alla retta AB; il tratto MN dj
incontra la vetta AB in un punibo C che non pud essere nel segmento AB,
come abbiamo veduto sopra, e quindi & o sul prolungamento di AB
o sul prolungamento di BA, per esempio sul prolungamento di AB.
Si pud condurre una retia s rispetto alla guale A e N si trovino da
una parte, B e C dall’altra: e poiché i punti A, M, C, N, B si tro-

- x L ety - ; _":r_,
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vane su ! in gnest’ordine, ciascuno dei tratii AC, CN, NB incontra ».
Abblamo cosi una retta che ha tre punti diversi comuni con {, anzi
col tratlo AB di I, senza essere sfiorante, e questo & assurdo.
Esistendo dunque nna refta sfiorante m ogni punte di 7. si eon-
clude che . & econvessa. '
82. Dai due teoremi precedenti risulta cle:

NXXL Una linea convessn nperig priva di nodi, limitata o illimiiata
mi non indefinita, 8i pud econsicerare in GYNE S0 come un tratte di
una linea convessa chivsu ¢ priva di nods,

Il valore di questa proposizione sta nel fatto che per essa da al-
cune delle proprieta delle linee convesse ehinse st possono dedurre
tacilmenle delle proprieta delle linee convesse aperte.

83. Una proprieth che si estende senz'altro alle linee convesse
aperte e quella contenuta nel teorema NXX (+8]. St ha infatti che:

XXXIL. Una linea convessa apertu ¢ prova di nodi, limitate o illi-
mitata ma non indefinita, ha lunghezza minere di guellu di qualungue
binew chiuza e priva di modi che Iu e uppi.

St/ Ia linea convessa aperta, che possiamoe supporre Jimitata [80]
senza variazione della sun lunghezza [63). ed I' In Jinea che la invi-
Inppa. Consideriamo quella Jinen convessa 3’ che inviloppa ' ed &
mviluppata da tuite le altre linee convesse cho mviloppanoe " [75];
la Binea 2" iuvilupperh  ed avra lunghezza minore di quella «1 0, ¢
uguale nel caso che anche I sin convessy.

Se A, B sono gli estremi di !, aggiungendo ad 1] segmento ret-
filmeo AB si otiiene una linea ) ehiusy. privic di nodi e convessa,
sempre 1nviluppata da X' [7T1]. Dalle reluzioni, che si riferiscono alle
langhezze delle varie linee:

S e G - Ll e U
%1 ha:

d<o
& questo, appunto, i voleva dimostrare.

Una classe ampia di linee finite,

84. Se una linea & convessa, sappiamo che ogni tratto.di essg B
pure convesso; inversamente, se ogni traito Limitato della linen prive
di nodi 1= AB, non complendente gii estremi A e B, 2 convesso, anche
i lineq 1 & convessa.

Prendiamo su 7 il senso AB, e sia M un punto di/, diverso da A
¢ B; sia poi HK un tratio di AB comprendente M ms non compren-
dente né A né B, e pereid convesso. In M esisfe una velta sfiorante #
per il tratto HK; dico che » & nna retta sfiorante anche per la
Imea AB.
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Su / abbiamo i punti A, H,M, K, Bin quest ordine, e il tratio HRK
sl trova interamente ip uno dei due semipiani determinanti da - se
bukfa ! non si trovasse ig quel medesimo semipiane, polremmo pren-
dere in uno dei fratti AH ¢ KB, per esempio su LB, due punti R
ed S, det quali R, che polrebbe anche coineidere con K, si trovasse
da quella parte di » dajla quale si trovano dei punti di HE, ed S
dall'altra; di piu potremmo supporre chie S non coineidesse con B.
Allora & chinro che, tanto nel enso che H s trovy su » che nel caso
contrario, si pofrebbe condurre nna rveiia » tale che rispetio ad essa
I punii H ed B fosserc da una parte, e 1 punti ML, 8 dall’wltra. Poiche
1 puntt H, M, R, S sj seguirebbero sn 7 ip guesto ordine, avremno
che ciascuno dei traty HM, MR, RS sezherebhe » almeno in un
punto ; questo & assnrdo perche il tratto HS & convesso ed »" non
lo sfiora,

Dimostrato cosi che in ognl punto M diZ diverso da A e B esiste
una retta sforante per I, si lia cle tl Eruito AB di ] & COIVESSD: &
allora dal teorema dimostrato al m. 81 segue che anche /= AR &
Convessa.

85. Supponiame che sn una linea limitata /= AB, e che non sia
nello stasso tempo convessa e peiva di nodi, si possa considerare un
tratto AX convesso e privo di nodi; vogliamo dumostrare che si pud
prendere su | un punto Ay in wmodo che 1l tratto AA, sia convesso e
privo di nodi, ma ogni tratlo Ay comprendenie AA, non siu CORVESSO
e privo di nodi.

Uonsideriamo Pinsieme J de; punti X di 7 tali che il tratto AX
8ln convesso e privo dj nodi, e sia AA, il tratto minimo di ! che lo
confiene.

Intento si ha che AA; & privo di nodi; mnfatti, se dpe pinii Ye Z
di AA, ﬂuinci{iessem, e 4 fosse diverso da Ay, il tratto AZ,. con Z,
compreso fra Z e A,, avrebbe un nodo i Y=1Z, e questo non pni
essere. Se poi A; caineidesse con un altro punto Y del tratio AA,
diverso da A, prendendo un pimto W compreso fra Y e A, e non
sulla retta AY, si potrebhe condurre nnn retta » vispetto alla gquale A
e W si trovassero da ujy prrie e Y = A, dall'nltra; i tratli AY,
YW, WA, mcontrerebhero » in tre pantl diversi, ed essendo R I'ul-
Eimo di questi punti el senso AAy, ed S un punto compreso fra R
e A;, avremmo che i Lratto convesso AS sarebbe meontrato in tre
punti diversi dalla retia » gl ion 6 sfiorante; questo, come si s,
e assurdo. Si pud dungue ammettere soltanto che A, coincida con A.
il che porterebbe che jj bratto AA; fosse chiuso, ma sempre privo
di nodi,

S1 ha poi che il truij, AA; & convesso: infubli, ogni tratlo AX
di esso & CONvesso, e quindi e convesso uuche ogui tratlo A’X di AA,
now comprendente ne A pa A, |84].

Che infine ogni trail, AA, comprendente AA, non & nello stesso
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tempo privo di nodi e convesso risulia dal fatto che A, & I'ultimo
puule dell’insieme J.

Il tratto AA; si potrd chiamare il massimo tratto di I convesso o
privo di nodi, a partire da A,

86. Ed ora supponiamo che una linea lmitata o chinsa 7= AR
(81li estremi A e B coincideranmo se ¢ chinsa), la quale non sia
nello stesso tempo convessa o priva di nodi, ma abbia una sela di
queste qualita o nessuna delle dne. sia tale che ogni punto di essa sia
I'estremo communne di due tratti della linea econvessi o privi di nodi.
Faranno eccezione gli estremi A e B, a partire da ciascano de; qual;
s1 potra considerare soltanto un tratfo eonvesso e privo di nodi

Consideriamo i successivi tratii di 4, nel senso AB:

A..I‘ll, _ALEKE, .Agjﬁﬂ,.. - 5 1‘.’,&“_.14‘111,...,

intendendo che AA, sia il massimo trafto convesso e privo di nodi
apariire da A, e in generale AjA,., sig |l massimo tratto della linea AR
convesso e privo di nodi, a partire tla A,. Fermandoci, nella snCees-
sione considerata, al termine Ay1A,, diremo di aver raggiunti, con i
iratht cunvessi e privi di nodl, butti i punti del tratio AA; di 2

X facile vedere che con un nnmero finito di traiti convessi o privi
di nodi si pud ragginngere ogm punto della linea /. Supposto infatii
che ¢id nou sia, distribuiamo ; pinti di 2 in due gruppi G, e (Z4, po-
nendo in Gy quelli che si possono raggiungere con un numera finito
di tratti convessi e privi di nodi, e in G, eli alyi. Poiché i punti
che precedono un punto di ( sono ancors di Gy, si ha che i grippi (%,
¢ (e somo separati, e precisamente G, precede G,, nel senso AB.

In Gy non esiste an nltimo punto, perché se con n trati; CONVesyi
e privi di nodi si ragginnge un punto X di L eon 2w+ 1 tratti si
raggiungono alfri punti che seeuony X. Cosi, nel gruppo Ge non esiste
un primoe punie; e di fultto, se {(uesto esistesso e fosse Y, i potrebbe,
& parfire da Y e nel senso YA, considerare i bratto YY' convesso
¢ privo di nodi: il punto Y’ savebbe d; (#1, e si potrebhe quindi rag-
glungere con un numero finito m di Lrathr convesst e privi di nodi.
Questo siguifica che 'estremo Ay del tratto A, A, si froverebhbe
nel tratto Y'Y, ed allora & manifesto che il tratto suceessivo A A, L,
comprenderebbe Y. Pereid Y sprebbe raggiungibile con m “+ 1 trathi
convessi e privi di nodi, e questo & assurdo essendo Y un punto di @,

Abbiame dunque i gruppi Gy e Gy separati che esauiiseono 7 e
non snmmetiono un punto di®separazione, il che contraddice alla de-
fimzione di linea.

Dal fatlo che Vestremo B dj 7 si Pub raggiungere con un numero
fimito di trabti couvessi e privi di nodi segne che:

XXX, Una linea limitata o chivse sulla quale, a partire da un
punto qualungue e in ciascuno dei due sensy, §1 pue considerare un tratio
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CONYesso e privo i nodi, o ¢ essu stessa convesse ¢ price di nodi, o @
scomponibile in wn numero finito di tratti convessi ¢ privi di nodi.

87. Poiche una linea o un tratto convesso e privo di nodi & sempre
finito [79), segue dal teorema XXXIII che Ze linge sotldisfucenti alie
condizioni enunciate nel teorema niedesimo hanio lunghezza finita.

Queste linee costituiscono appunto quella eategoria molto AInpia

di linee finite alla quale aceennavamo.
P. Bexeoerys,

—--—-i'l—-—

DEL MATEMATICO GAETANO GIORGINI

€ di nna swa memoria inediia

Quando, per ragioni di ufficio. mi trovavo 8 Massu, facendo delle
ricerche nel R. Archivio di State, di quella citta, melln Raceolta
Lunigianense fatta dal conte Giiovanni Sforza, trovai un nanoscritto
inedito dell’illushre matematico GiorGixy, nel quale & esposta una
originale dimostrazione direlbn della famosa formula Newtoniana,
indipendente dalle teorie del ealcolo superiore.

Data I"importanza dell’asrgomento e per porviare un contributo
alla stovia della matematica, ponendo in luce Facntezza dell’ ingegno
analitico del Groreiny, pensai essere ntile la pubblicezione della me-
moria, la quale, per quanto letty dal Giorarst alla Reale Aceademia
di Lueca il 17 Mageio 1821, non si trova perd pubblicata nei ren-
diconti dell’Accademia stessa e non 81 trova neppure mentovata nel-
'elenco delle opere del GTFORGINT.

Canse indipendenti dalla mig volonta m’impedirono fino ad 0gui
di dare alle stampe la memoria citata.

Una circostanza tutta speciale m'ha fatto ricordare jl manoseritio
medito dell’ illnstre matematico. Nel Decembre nltimo scorso, Donna
Matilde Sehiff, nata GIoRGINT, nepote di Alessandro Manzoni o di
 Garravo Giorem:, La pubblicato in una edizione di soll einguanta
esemplari, un volume, dedieato o snuol fighiueli, e riservalo agli amiei
Intimi e pilt eavi, dal titolo- Vittoria e Matilde Manzoni.

In questo, la colla e genfile signora, raccoglie la duplice ed illustre
tradizione domestica, quella miterna, tutba manzoniana, e quella pa-
berna del eceppo lucchess de; GToRGINT.

D1 questo libro, pieno di dolei e sonvi ricordi, serissero, per quanto
16 sappia, Alessandro D'Anconn e Guido Biagi: nel Giornale & Italin
1l primo, nel Corriere della Seiu 1l secondo; e il D.f Valenti nell’ Alfiere
dx Roma.
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Quest ultimo perd, cogliendo ocensione dalls magistrale recensione
del D’Anecona, frovd modo di fare una critica acerba (a cni rispose
sdegnosamente ed esantientemente il D’Ancona) facendo comprendere
eome con quel volume di ricordi si fosse quasi tentato di portar via al
Manzon “ luce e enlove , e spropositando sugli illusirvi veechi di casa
Grronaerxt dice, fra altro, ehe Garraxo Grorein: non lascio traceia di sb.

Credo, dunque, non fare cosa del tutlo inutile per gli studiosi,
agginngere alle Memoria analitica nn eenno solla vita di questo
ilinstre matematico, mu poco pitt ampio di quello che i trova nelle
stovie della matemntiea nelle gquali 1l Gioreixt & ricordato.

Garravo Gioreryt unaeqne a Montignoso, in quel di Mussa, il
15 Gingno 1795, da famiglin patrizia Incchese. Trascorse la sua ndo-
lescenza alla corte delln Principessa Marie Elisa di Lucea, in gua-
lita di paggio, ed ancor giovanetto fu comlotio a Parigi quando la
principessa si trasferr presso In corte imperviale. 11 Grorcixt, lra lo
sfarzo ed il hrio della corte imperiale, trovo tempo di dedicarsi
profondamente agli stuldi, tantoche a soli 17 anni pole consegnire
il primo premio Ji maftematica nel concorso zenerule dei Licei di
Parigi e la solozione ehe egli diede del problema proposto fu di-
chiarata degna di stampa, insieme & qguella data da un altre con-
corrente: 11l Monge.

In seguito, nel coneorso per 'ammissione alla Scuola Politecnica,
fa dichinrato primo per ordine di merito, e primo si mautenne sempre
anche da allievo, come appave dui dne cevtificati di F. Arago e
3. D. Poisson che si conservano tra le carte di easa Giongin:

Jo sonssigné cerviifio qua Monsicur Giorgini a snivi avec le plis grand succés
los cours de Géomdirie deseriplive que j'ai faits & I Keole Polytecnique pendant
les deny anndes qui vienneni de s'éeonler; qu'il a moniré les plua heurenses dis-
positions ponr les vecherches mathématiques, ot qu'il & toujonrs Gté végardé comme
le meilleur éléve de la promotion,

Paris, le 21 juillet 1814, F. Araco

Meoihre e Uinstitut,

de soussigné professemr de meecanique 2 ' Ecole Polytechnigne ceriific gue
Monsieur Giorgini a snivi avee le plas grand sucees les cours que 'ai [ait & eetie
Heole, pendant cerle année el |u grém}flﬁntﬂ; que cet éléve, entré i 1" Feole le pre-
mier da su prowmolion, s'est loujours monbié dizne de ce succes par son inlelli-
gence el son aptiinde sux sciences nathematiques; et qu'il a confirmé par see
nonvennx sucoes, |'opimion avantageuse que les premierves ébudes dans les Lycées,
avaient de lui, |

Paris, ce juillet 1514. Poissox
Mewmlre de I'Instifue,
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Tornato in Italia continud nei suoi studi prediletti, e nel 1817
pubblicd la Teoria delle superficie di secondo ordine, lavoro che el1 fece
acquistare buon nome in Italia e fuoyi. Intanto Maria Luisa di Bor-
bone lo nomind Direttore delle Acque, Strade e Macchie del Duecato
di Lucca. ed al tempo stesso gli affidd la cattedra di Meccanica e di
Calcolo infinitesimale nel Liceo cittadine. |

Pubblich in quel tempo la Teoria analitica delle proiezioni, lavoro
importante che riscosse gli elogi dei pitt grandi matematici del tempo.
Michele Chasles, l'illustre matematieo francese, che fu condiscepolo
€ po1 amico affezionatissimo del Giorain: e che ebbe per lui fale stima
da giungere fino all ammirazione, (') cosi seriveva nella sua Mémoire
de Géometrie pure sur les systéines des forces (1830):

" Cette dernire formule, et celle qui donue le carré de la resul-
“ lante d'un sysiéme de torces, ont été doundes en premier lien par
“ M. Binet, dans un mémoire lu a I"Institut de France 1814: puis
© démontrées par M. Giorgini, dans un excellent éorit sur la theorie
© analifique des projections ,, ed in segnito: * Les théorbmes (5
el 85).... dout nous avons donné denx démonsirations, ont éié dé-
monkrés differemment par M. Gersonne el par Mmebins.... M, Gioy-
gini de son eote, était parvenn precédemment a ces théoremes. Lui
ayant commuuiqué 'an dernier plusienrs propriétés générales des
systemes de deux forces équivalentes, objet dont il venait de s’ce-
cuper pour faive suite a sa theorie des projectious, Jeus la satis-
taction d'apprendre, qu'ainsi que celn nous &lajt arrivé sonvent
" duns wos premibres etudes, nous nons étions rencontré dans la plit-
" part des résullate, quoiqu’ayant suivi deux marches differents .

Anche uel suo unovo ufficio di Direttore delle Aeque e Strade
ben presto ebbe a dist; nguerst ed acquistarsi fama tra i valeuti della
celebre Scuoln idraulica toscans.

Aleuni iuvidiosi, capitanati dall’ idraslico padre Michele Bertini,
tentarono e riuseirono a furlo eadere m disgrazia presso la Corte di
Lacea, tantochs egli, profondamente sdegnato, si ritire a vita privata
e 81 frasferl a Firenze.

Non abbandonbd gli studi prediletti di matematica, ng quelli
d'idranlica, ed in quel bempo serisse la Memoria “ Sur les eanses de
insalubrité de Uair dans le voisinage des mearais en conmunication ayee
{a er | che fu lette alla Reale Accademia di Parigi i] 12 Liugiio 1825
e che fu poi stampata a cura dj Arago e Gay-Lussac ed inserita anche
nel “ Rapporto sul bonificamentio delie Maremme » del Salvagnoli Mar-
chetil. T suoi laveri di matematica e le sue dolte memorie d’ idraulica.
sevibie per ragioni di ufficio o per difendersi vauiorosamente dagh at-
bucelt degli iuvidiosi, Vavevano reso noto in Italia e fuori, e perveid il

&

(") V. ls lettern che i Berreann invib al prof 6. Lonts dopo aver Intia Is biograln che quisti
dedieh al Groncing nal Grioruals df Mutematiche idi Hattaylini (18DY),



PERIODICO DI MATEMATICA. 24

Grandoca Leopoldo II wulle valersi dell'opera sapiente di lui e nel
Novembre del 1825 lo nomind professore di Matematiche applicate
nell’Accademia di Belle Arti e membro del Cousiglio, che doveva
presiedere 1l nuovo Corpo degli Ingezneri del Granduenlo.

Poeo dopo venne nominato Conservatore generale del nuovo
Cabasto.

Nel 1828 pubblich ona Memoria * Sopra aleunz proprieit de’ me-
menie principali e delle coppie di forze equivalenti ,, e nel 1831 un'altra
Memaovia “ Iniorna alle proprielcc geowmelrichs dei movimenti di un si-
steme ot punti di forma invariabile ;. _

Nel 18285 pubblicd il 1° volume degli Elenenti di Statica, dei quattro
che egli aveva divisato pubblicare, ma clie disgraziatamente non con-
dusse a termine. Questo 1° volume & un trailuto completo di mecca-
nica ed e raccomandabile agli studiosi per chiavezza, eleganza di
esposizione e pel rigore scientifico cui & sempre informato. (Y

Per queste opere il Giorgint ebbe 'onore di essere sseritto
tra 1 XL della Societh Iluliana delle Scienze. Da guestepoca poi
commein 1l periodo della vita pin gloviosa del Gioramvt, di eni il
signor DY Valenti, come magistralmente e sdegnosumente scrive
Iillastre senatore Alessandro D’Ancona, assevera °che non laseid
iracce di s8 , mostrando di non conescere a fondo la Storia della
Toscana. (7)

Fu appunto il Gioremsi che dal 1838 al 1848 dette nnova vita
agli studi del Granducato, chiamandoe i piin ebiari scienziati di allora
(per la piu parte esuli, per ragioni politiche, dalla loro patria) ad
msegnare nel pisano Ateneo, nell’Anla Magoa del quale U'effigie mar-
morea di Jui, fu posta nel 1876, Egli fu nel 39 uno de’ fondatori dei
Congressi Scientifici, che, se poco giovarono alla scienza, resero perd
grandi servigi alla caosa delln liberta. Fece parte nel 1848 del Mi-
mstero Cappont in qualitia di Ministro agli Affari esteri, e nelle Storia
docomentata della diplomazia europea in Italia, seritta da Nicomede
Biunehi, si possono leggere varie lettere di Garraso Gioreint ele
mostrane lelevatezza della sna mente & dicono da quali sensi di alto
patrioilismo egli fosse animato. Mise mano nel 1859 al Bonificamento
delle Maremme e vi lavord fino al 1862 econ competenza di seienziato
e di tecnico.

Ascritbo fra i primi al Senato del nuovo Regno, il suo nome figura
degnarenke in quella eletta pleinde d'insigni womini toscani che
fiorirono in guegli anni, @ che ebbero costante dimestichezza con
Int. Mori a Firenze 1l 16 Sebtembre 1871, L’ illustre storico francese
I. T. Pervens, insegnante nella stessa Scuola politeenica dove il

() V. Rovse-Bair, Stmio deiin Matematieon, Appendice sul matemnatici italigni de temmpl re-

centi di DL Gamslonn
(%) Per In memaria di Maszon: e Gioreix, Giornade d"Raiks, 12 Gennaio 1011
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GIE{RGIRI aveva studiato, in una sya commevente commemorazione
sCriveva:

" Sun“age mir avaijt demandé beancoup pour I'Ifatis et peu ponr
“la Toscane, alprs qu'il parlait comme Ministre des affaires étran-
“ ghres, en pariait accord dvec ce venéré (Gino Capponi qui dévait
" illustrer son Peys par |"histoire, comme Giorgini I'illustraib par les
" Mathematiques, na cessé de vivra qu aprés avoir aceompli sa
“tache et vu tous ses YIBUX exaurés, donpant I'édifiant exemple d'nn
“eeenr chand qui ne se laisse jamais refroidir Par les specalations
s abstraites, d'un savant iilustre qui snut etre un orand citeyen wel(')

La BDemoria (el Grorary: di eni lio pariato in prineipio e ehe io
trascrivo per intero & |y seguente;

—

SIPRA 1A DIMOSTRAZIONE DELLA PORMULA NEWTONILNA

Memoria presentata alla R, Accademia di Lucea nella seduta del 17 Mageio 132]
dall’Aceademico (Famraxo (F10RGINT

Dopo scopertn da Nevwton la forma generale dello sviluppo in
serle delle potenze intiers o positive di un binomio, venne esfesa per
analogia alle potenze fraiie & negative, e suceossivamente ad uns
qualungue potenza razionale od irrazionale, reale od Immaginaria,

Diverse dimostrazioni furono quindi offerte dagli analisti per libe-
rare dalla indozione una veritd cosi interessante, e merita singolare
Osservazione queila ingegnosissimu che cl ha Jaseiato Balero ner le
potenze frafte e negative.

Cid non ostante non pare che la formula Newtoniapa d; un uso
tanto comune in tubbi i ram; delle matematiche abbia sin qui rice-
vuto una dimostrazione diretts e rigorosa, a meno che noy sj voglia,
come ha fatto j] Lagrangia, vicorrere ai superiorl prineipi dolla de-
vivazione delle funzioni e delle sviluppo in serie dalle fanzioni istesse,

Eceo eome questo ngegno immortale si esprime nells sun bella
opera, mtitolata Lecons sur ie calewl dee [onctions, dopo i avere, me-
diante una dotia combinazione dei suoi principi, indicato come 5]
trovino le fanzioni devivate i una polenza della formg Agw-

* Dela, el de la loi des developpement. des fonctions resulte une
" demonstration anssi sumple gque génerale et pent-élre, la seule pi-
" goureuse que I'on ail encore dennée , e quindi prosiegne la sna
luminosa analisi sempre appoggiato alla trascendentale teorica delle
derivazioni,

(") Vedl: Nﬂfi’ﬂﬁegii-iﬁ solanni dol s=n. @, Fiorgini 4 Grovasm Brorza, Lueen, Cannetto, 1873,
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i

Se dungue I'illustre autore non considerava senza untilita, Ia rigo-
rost conferma della formola Newtboniana, ancorché per oltenerla
dovesse ricorvere a tali elevati prineipi, sarh prezzo dell'opera mo-
strare come indipend entemente da questi, io sia Pervenuto allo stesso
oeretto,

Supporrd pertanto rigorosamente dimostrata, come difatii si trova
m intti 1 braitati di Algebrg elementare, la formula Newtoniana nel
case particolire di un esponente intiero e pesilivo, e questn premessa
unibi al metodo det coefficienti indeterminati, mi bustery per dimo-
strave lo svilappo in serie delle quantitd esponenziali. Quindi, nseer-
vitndo ¢lie per passare dalls qrantita esponenziali alle potenze, basta
suppotve che In guantiia Indeterminata che serve d'esponents alla
esponenziale riceva un valore determinato, rinseira facile 1a transi-
zione dullo sviluppo in serie di queste, allo sviluppo in serie dj quelle,
seguendo, come ognun vede, una strada Imversa da quelln praticata
generalmente.

I metodo dei coefficienti indeterniinati consiste, come gi si, nellg
posizione ipotetica della forma dello svilnppo di una funzione e nella
determinazione di coefficienti che soddisfino alle sue proprietia. Cosl

depo aver posto che lo sviloppo di f'(x 1) sia della forma
A+-B+C+D L. ., gec.,

deduce il Lagrangia dalle proprieta della funzione flz+1), la legge

di derivazione dei coefficienti A, B, C....; cost operavano tutti gli ana-

listi per lo sviluppo in serie delle funzioni, na si ricliede, nell'at-

tuale stato della scienza, maggior rigove, sion essendo rieseito sin qui

a dimostrare a priovi Ja forma di tali gviluppi.
Pongusi perd

(1) =1~ A+ Ax®-L. Aaa® -+ Agiey - ... @ee

Ve

_A._. ﬁ.l, ﬂg. .A;-: BCEC.,

suno funzioni di 4 da determinnrsi, Cambiatn = in y, poi y in z -+,
ne deciveranng :

=14+ Ay—+ Ay Aoy 4 Asys +. .. ece.,

=14 Alz+ )+ Aife+ 5t + Aoz + )+ ... ecc.
»

€ siccome per la proprieta caratteristica delle esponenziali

Y == W
81 avra:

LA (y4-2) 4 A [y + 2+ As(y 42 4.
oS ] Ar + A4 Age®-...) (1 +Ay+ Agt - Ay’ ...)




3l PERIODICO DI MATEMATICA.
da dove paragonando i coefficienti della prima potenza di z
A+2A0y1-3Ag +4Ap ... = A (1 + Ay A+ Ay +...)
‘e quindi. y essendo indeterminato,
2A: =A% 3A,=AA,; 4A;=AA,... ecc.,

ovvero:

! 1 1
ﬂ.]_—-ﬁﬂt* ﬂgzg-g.&ﬂ; .Aa——g'g.q_ﬁj... eCC.,

€ pero:

1 1 1
(2) ﬂlzl—l—ﬂm—i——g—.&ﬂmﬂ—l—ﬁﬂﬂma i 3_3,4A"%“' ecce.

Formola nella quale A rappresenia la funzione di @ che soddisfa
alla egnaziones

n=]~}—A—J——,€];—A"... ece.

Invece della forma di sviluppo scelta a rappresentare a*, potevamo
SUpporre:

(3) &=1-1Bzt Bz(x 1) +Bez (2 —1) (. —2) ... ecc.,

giacche guesta si riduce alla prima effettuando le moltiplicazioni.
[ nuovi coefficienti indeterminati B, B, B, Bs... si otterranno
dalla equazione identica:

(“-i) 1+A$+A1$E+Agfﬂa+ﬁ.ﬂﬂh+...
. =14 Be 4 Bz (z — 1)< Bez(z — 1)} (z —2) 4 ... eece.

Ma I'nn membro e I'altro di questa equazione, rappresentano egual-
mente lo sviluppo di &%, dunque ricordsundoci che

ﬂx >< ﬂm — mI—j—III

n6 poiremo indurre che I'equazione (4} rimarra identiea, moltiplicando
11 1° membro successivo per a, ¢, &, uy... o cambiando nel secondo,

x in z+1, x4 2, r<-3, 2+4..., cid che dara la serie di equa-
Ziom -

a +Xs=1+B+4 X'z

a'4+Yr—11]2BL 2B, -+ Yx

@'+ 78 =1-+3B 4 3 9B, 3.2B, 4 &'z

t+ Ter=144B 4.3.E.+4.3.2BB—]—4.3_2]33—I—T':1:

nelle quali X, VY, Z... X', X', Z' sono serie ordinarie secondo le pPO=-
tenze di a.
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Nelle ottenufe identiti i termin; indipendenti da z dovranno essere
uguali nei due membri e quindi avremo:
a =1-1-B
ag =1--2B -+ 2B,
a;=1+13B+43.2B; 4 3.2B;,
a;=1-+-4B+4.8B, +4.3.2B,+4.3.2.B,... sce

i |

da dove si riteavano successivamente:

—a—1
El=%f££——1)a
1 <
Ba:*—m(ﬂ——])
]
BH—Q.S 4[('.1‘—1]1... ecn.,

¢id che dimostra la serie:

& =1+(6—1)+5 (@a—1) sl —1)-
—}—?T?—g(ﬂ—*l)ax(ﬁ——l][;f_“ﬂ]-“Eﬂc-r

nella guale & evidente |a legge secondo cui progrediscons i eoeffi-
cienti, che pud d'altronde dimostrarsi direttamente facendo vedere
che se progredisce sino a) termine nm 81 verifica ugualmente pel

termine: |
(ﬂ _l_ I}Eﬂlmn_
Ditatti in questa supposizione avremo:

= —[—(ﬂ—l]a:—[—?—i-(ﬂ — 1\ z{e—1)4...

I
]

55— (01— 1).. o2 -Bos 2o (r—1)]... o

Dovranno poi essere identici i due svilappi che otterremo molti-

plicando In serie (2) per # e eambiando nella antecedente,  in
r-+n; cid che dara:

¢ +Ve=1+n(a—1) ﬂ(ﬂ;”[aal]

. ﬂ[ﬂz_”(u—]j“—?‘—f—ﬂ(ﬁ—-1]““—]—?1[?1—2)...3.EBH_I—]—V':L'.
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Ma le parti dei due membri indipendenti da 2 dovranne essere
ugualy, dunque:

0" =14 n(a — 1) '"f”; ”[n — 1P ...

: ﬂ{ﬂ--)'—- 1]{{;——1]“'_2—;—({?—-1]n_1+2.3-“[‘”_'IJ”BH—"*'I

—

€ siceome 9 essendo un numero intero & dimosirato che

; '__J -
=L = P=14nje—1 L2 a— 17—

' : il {H‘}__ .1} (-”___ ]]E_E+ 2} [“. __l)ﬂ_l + [['T, - 1]“!

ne deriveri sostituendo ¢ liberando B,_,:

1
—F — = (a— ] u' i
Bos 2.3.4,..[11——-1};1( ) i
oy |
™ . - T . - -4
er0 che si doveva trovare alinché non restasse dnbbio che la serre (5)
nen progredisea all’infinitp, /|

Paragonundo la prima potenza di » nella serie (2) alla prima di 2 ¥
nella (5) si oltiene:

A =(a 1)——-;—[15‘:—1]3—{—%,—(::%1]5... gee, .f

Cid che compisee Ia determinazione degli elementi che entrano
nella serje (2).

Dimostrato come abbiamo fatto, senza altro sussidio che quello ?j§|
della formula Newtoniana nella ipotesi di un esponeute intero 6 po- ,
sifivo e serie che servono alls sviluppo delle esponenziali, ho detio |
che si passerebbe facilmente allo sviluppo delie potenze.

Difatti, suppongasi adesso che nella serie (5), alla imdeterminata 2, A

venga sostiluito un nuovo virlore determinato M, 8 51 avra: |
mim—1) wili-—1) (1n—2) | E
ﬂm:-l—’—!}l(ﬂ' 1) i[ 0 {I’l——l]ﬂ rl TN {ﬁ'—-l;lﬂ‘—l—_ .. B0e. I |‘
= e LI

51 mette quindi ig?'h per (e—1) e 1 - g— per « ed otlerremo, mol- P
tiplicando per gm i due membri, 1o sviluppo: |
cmm—1) o (i1 )fm—9) i

'[Q—FP)”":-Q"]"F”’P?‘“_I l g 29" = 3 3 - ece,

che dimostra la formula di Newton qualunque sia Fesponente m del
‘binomio (g p), 2
D ToreLro Darn Cricea \

R. 5. 1. & Liverrie, E
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USOLUZIONT  DELLE QUISTION] 785, (84, 786, 787, 788 g 789

=3, fwoge dei punti M tali
8ono i progressione geomelrieq,
guelle cubiche se A, B, C gone

che (¢ lore distanze da 12 munti dati A, B, ¢
£ compone @7 tre cubiche.

Che cosa diventine
w lines retta ed ¢ AB = B9

E.-N. Banisrex.
Risoluzione del prol. R. Gatti, R. S. Comm. di Felilre.

Siano

Alza 9], Bz, y"), Oz o

 U)
! tre punti,

Esprimendo che le loro distange da un punto M (z, ¥) sono,

dine, in progressione aritmetica, =i & ovi

della forma :
(2 —2)" + [y — 4 _
(2 — 2)? [y — )7

che da luogo, siccoma si veds fag
nna cubica.
Si hanno dungue tre enbicha.
Supponiamo ora cha A, B, C siano in linen
Assumismo la retta AC come
dinate di A sono @, 0, guelle di

Umente, liberandola dai fratii, allequazione dj

retta ¢ che sia AR = B[

asse dells z e B come oTIgine; cos, se la coor.
C saranno — 4, D,
Si & percid condotti alle segoenti relazioni:

':-F_‘“-}:""Hﬂ 3'2‘1*3!2
2 g T = . ”]‘
2+ y (# 4 a)® 4 g
.T_.E_I_FE . fI—:—E}E—FyE [2]
T t+e)+ 9 (-2 L 2
dove 2 = -+ 4,

Dalla (1), con un caleolo facile, si dedoce :
b |
T Y 5

cioe si ha un'iperbole €q]
¢ il lato del gnadrato Ia
Dalla (2) gi dednce, p

vilaters, che taglia sull'asse delle =
cur dingonale 2 4.

ol, anche con un caleoln

an segmento cha
facila :

(2% + ¢%) (a 0%+ a7 22t =,
Non & difficile vedors ghe questa equaziona pud anche BOTivVers];

¥ (= 4 B2) + [E+32'][22?!+EI+::EJ=D’

. e + 3z
— (I 2
¥ . &Fl'..;z—l—:::r-#:zj.

il trivomio 222 4 g + 2° & sempre positivo.
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Supponendo «= 4 4, si vede subiio che | punti reali delin curva, Ia guals
¢ avidentemente simmetvica rispetto all'asse delle 2, haono lo aseisse negative; e
precisamente, indicandons con z il valore assoluto, si ha:

0t —3 x =1,
ﬂ—ﬁ E ‘c::nt -I1

Se ne conclude che il tratto reale della enrva & tutio tompreso fra le relie

P £ it :
— —— . e—— .
3 r b‘l- 4
Non riesee, infine, difficile vedere che tale tratio passa pel punto — ;, 0 e 7
2 1K
|
che & assintotico alla retta »— — g : k-
Analoghe osservazioni si pessono fare per a = — g, :
Nora. — I facile pervenire al risultato relativo all'iperbole, con procedi- g
mento elementare- 4
Indichiamo, infatti, con «, », 1 le distavze di M dai punti A, B, C. :
Avremo :
ne 4155 =2 | 232,
v = e ;
i'onde :
(4 —¢)*==2q%.
. HN—v=+g 1’5.
Da tale relazione si dednce che il punto M deve descrivere un’iperbole. :

R del pari facile trovare I'equazione delie cubiche, pracedentemente conside- |
rate, assumendo u e ¢ come coprdingte bipolari di M, |
Si ha, infatli: ) |[

|

u* - 9% = 2p* + 25¥, &
é o= nt'; i
d’onde : 3
#e A up — 20— 9y :
OYVerop .

i
(h — v) [H: e E;J — . - 2 ;
|

la quale permette di esprimers razionalmesnte u 8 ¢ mediante un parametro A,
giacché se si pone

)
nH—v=—a, H-j—E!‘=£, 9
A o
Ei hﬂ-: r. i
23 L
T WA~ 4 1}, e
23X |
2% — A* /

B == — .
SA

r
Ir

T84, Do wn punio qualungue delia dirvetirice d'una purabole i posgono
condurre quatiro corde di eguale lunghezza a, che fanno gli angoli a, B, v, & con -
gti 088,

Dimostrare che, gualungue sic i punto ¢ gualungue sic lo lunghezza a, si ha

Yilga tgh=0.
E.-N. BARrIsign,
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Risoluzione del prof. R. Gatti, B. §. Comm. di Felfre,

Sia y* = 4wz 'equazione della parabola o sia (— w1, ) un punto della sua
diretirice.
L'equazione di una retta condotia per tale punto, sara della forma

w=clz-+m+y.

E facile vedere che le ordivate dei punti @’ ineconfro di questa retta con la
parabola sono le sezuenii -

5 - 3 S
— = YmE— e — mey'), = (0 — Vo™ — e? — mey’) .
¢ o :

Se ne daduce immediatnmente ¢ha e ascisse di tali punti sono, CoYrispon-
dentemente:

2 — et — en A 2 Yt — e — e

tl

2y — prp®

ey — 2 1m? — e — mey

]
o
Percio il quadrato della loro distanza & dato ila

_lﬁ o ' ]6 il F
o P — e — ey - —— (n® — gt nmey ) = at .
¢ ¢

Da queslu relazione si deduce -

(_;{ﬁ T ?”E) '+ my'e’ + my'c —mP=0.

Poiché in quast’sguazione del 49 grade rispetto a ¢, & nuilo il coefficients d; %,

3i deduce subito che.
=tz . tg =1,

TN6G. (') Sia ABC uno dei tricngoli @i area massima inseritti in ung ellisse.
Le congiungenti dei punti A, B, C con uno dei fucchi ¥ incontrano i luti opposti
in the punti A, B, O Dimostrare ohe :

1V e lungherze AA', BB, CCU sono eguali ai § dell'asse maggiore :

2% il luogo dei punti A, B, C 2 wna guartica uniciersale che ha la forma oy
una conchiglia -

3" l'avea di questa curva & eguale alla differen>a fra il doppio delParea deol-

Vellisse ed i § del suo vcerchio principale.
E-N. Banrisiey,

Risoluzione del prof. f. L. Csada dj Maramarossziget (Ungheria).

Bssendo O il centro, X 1'asso mpggiore dell’ellisse, siano A, B, T' tre punti
non coingidenti sul circolo principale o poniano

XHA — 1, KE;B — ¥z, IJE?P = P13 ,
BO'=a, TOA=§, . AOB=+.

(%) L'enunelato, come fu propoate, ern errato. Tanto I'A. quants iU prof, Csava lo hanno rat-
tiliento nel modo seriito BODIA.
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B ehiaro che
«+p+y=2n

e che &, §, v sono diversi da zero.
L’area del {riangolo determinato dai punti

‘E‘[Ilr !J’I]. B[ﬂ-‘g, FEJ: U[.'.Fa, yH]:
pssendo
i = 4 GO8 @

|8 = 11 21 S}r
Yi = b sen o

[ cosy, sengp |
COS@a sen s 1
‘ Cosws SBepyy 1

rzd
A=

Dalle condizioni di massimo,

DA oA 0A R
_l_= . -—:D. e —— :0, 11
&{Fl f}:PE '[:“:FE e
segue che
Cos (@ — i) = cos (9, — ¥3) = cos (P2 — ) _
|
OVvero

COSX = COS B = Cu8Y

da cui, porche «, 8, v sono diversi da Zern,

-I.
o =f= =23—“-
Posto _ '_E.‘
&= @ oS [:p —I—[E——lji—ﬂ ,
) h- — 1: Er 3} ‘
27 ]
p=bsen[g+i—1) 7|,
T'equazione della retta passante pel punti B, C &
1
EIJI:DEEF"']—TJHEEDCF—[-?HEJ:U,... (1)
Vequazions della retla FA &
thsengp 4 (¢ —acosp)n — ebhseng =0, {2)

dove ¢ = Vu¥ —p"

1% Risolvendo i sistemi (1) e (2) rmpetto £, % o ecaleolando le differsnze
€ — &1, 1 —yy, si hanno

3¢ ¢— G CoS©

S = 2 ecosg—a’
- o & San
1= == 2 ecosy—a’
da eni
, - 3a 3 ;
AN =Y —m)+ (1 —p)f= 5 = 3 (20).
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Similmente si trova che
3

BB'=CG‘=§#.

Questa proprieia & sofficiente per la costruzione geometrica dei punti della
CUTVA,

2% Eliminande ® fra (1) & (2); si ottiens an equnzione biquadraticn t*a g e,
La curva & una quartica, =

Invece di questa curva consideriamoue un’altra pit generals O che s trova
nel modo seguenie:

Sia M nn punto varinbile deil'sllisse & P un poaio sul segmento TM tale
che MP sia un multiplo La dell'asse maggiore; il lnogo di P & Iz curva ¢

3 .
Ter A = 5 S ha Ia curva della gnistione proposts,

L'equazione polare di C*| preso I per polo ¢ Fr per asse polare, &

X
@+ ¢cosb’

5= — a4 026

I\

Cee .

«) La G & una qnariica e ia parte che appartiene = (0, m) & stimmetrica-
mente eguale alla parte (=, 2x) rispetto all'asse delle coordinate polari, perché

08 B = cos (2rx — 0) .

) La prima parie di C* forma un ovale, se &

B+ P.=0,
da el A =1,

1) 11 punto F & sempre un pnnto doppie, perché p sara zevo dus volte in
(0, 2x).
Due altri pusti doppi si possono determinare dalla condizione

= P5|+___=U:

81 trova:

b

/e

7 p—

Hz I!lz'—{'.lE ‘

L,H curve C* hanpo tre punti doppii, esse sono dungue curve unienrsali.
La C'M 3 oltre a cin binodale ; i nodi sono il fooco ed il centro dell‘ellisse,
3", L'area della C' fra 0 e = &

1 = _ ] " = O ! i
J, = = 6* it — Afpcn — Apb? g BE fi .
: 2 Jo 2 p ®-Hecosh 2

¥

f

0108

u
ot
;
¥
|

3
e
|
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VST, 1 buogo dei centyi delis ellissi di data arga tongenti ad una siessn § |
TEia i wn punto ed avents i esse lo stesso cireglo ostitiatore, ¢ una reiia. II

E.-N. Barisigy.
Risoluzione del prol. . L Csada dj Miramarosszigel Eungheria}.

Prendiamo Ia retta datq per asse delia z, ed il punto O in eu; Vellisse focea
quesia vetta per origine dej sistema di coordinate cartesians orlogonali.
l-equazione di un’elljssp passante pel punto O e tangente in O all'asse dells x &

@1: 2% + 2atig Ty + aue 7? + P iy =10. (1) -.

I raggio dal circolo osculaiors nel pante O a

O s y'%)3 . mag
o yh I=_- o ' "
dungue
23 = — yrayq (2)

L’area dell's]ljsse &

A —A

=T, 1

nd

— -—
e

rli: FI ¥ AEE Pﬂ B —-_"'1-33 -F'Pl FE

dove 2., p: sono le dus radiel ell'equazionea

ar - ol 'y §

T s -

T e e i . RY
- kg, L LT

F—E-—[ﬂn-l—rfﬁr}}’-'-!*ﬂzz:ﬂ. ..

essendo A il discriminante della (1), ed A, = 11 « M2y — @yt = -

Iﬂ-’u 11y 0
iz  fiaz  flog

'D oy ] ! - ;

A=

e dall'squazione precedente
. A3z = £1pe,

U= ( e T#"“
JETE

(L‘J AN

: o
Ay

"
Detorminande dalla (1) le coordinate E, 7 del centro dell'ellisge, si {rova:

Ciod

da emt

E—=—

« 3 = —=
Az Aszs Agy

E’H!’f:? — {23 711 ° ( 2w ¥
=
quindi il luogo dal centyy = una retta parallela all’asse delle z, ossia alla
retia data.
Altra risoluzione (e prof. R, Gattl, R. 8. Comm. di Feitre,

o
= Da wn punto M o conducano le normali MA,MB, MC ad una pora- e
bola e siany 814 B, € § verided el treangolo formate dalle fangenti A, B, (. _
1% Le rette AA,, BB, 0, CONCOIIOND in um punto Q: 3
2°% Be M percorre ung vebin, O descrive wn'iperbole equilateia :
3% In generale, se M ZEVCOPTE ey ewrua di ordine n, () PEVEOTre una enrpa 3

di ordine 2q. k.
| [l.-N. BARISIER. 3
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Risoluzione del prof. B. @Gaifi, R. S. Comm. di Fellre,

Data Ia parabola y'=dmz, & facile vedera ¢he le ordinate dei punti della

curva peir quali le normali passano per M (2, ¢') sono Ye radi¢i della seguente

eaazlone ; '
y* -+ 4dm (2m — x) y — B8ty = 0,

Indicando guindi con Y1, y2, yo tali ordinate, avremo:
== 0
=¥y =4 (2m — ),
= I,rj?‘ —= 2dm* j’f*q
E del pavi facile vedere poi che le coordinate del punto d'incontre dalls tan-
genti alla parabela nei puntl x5, ¥, 2y, ¥; sono date dats da

Wi . Y-ty
iy ? y= 9

Percid le coordinate del punto C' d’incontro delle tangenti nei punti
Az, m), B (s, )

sono date, in virti delle relazioni precedenti. da

uiy __wmi— P+t 2ut 4 R (2 — T)__ys"+4m (2 — o)

r="C :
4 S S 4
W Fyp o
g 2- — g’

L’equaziona della congiungente il punte ¢ (3. y3) col punte ' & dungune:

1
¥y—m I iy .
s g - dm (2 — ) yat
T dn dm ~ dm

CInGE:
3] '
. i i3
W—sta) (2 — Py —= ————]-
(== ya) [z ) 5 ¥ (ﬂ: 2]

equazioni detle altye conginagenii AA', BB sono quindi le segusnti:
, 3 "
fﬂ-—yl}[n'—ﬂmj':zﬁw ( ——ﬁ)

IQ’ ye= y."t] [;r' — 2::1] o ;3"2 (m - E;]T:) ‘

Ricerchiamo 1'intersezions dells congiungenti AA' C("
Si ha, ali’uopo:

(5 — ) (21 — ') = ; (#s — i} = + Si; (1% — g2%) ;
viod;
Em——;r’z—g—.’ﬂ— —S—[yri+3uy= + 1Y)
A Hin
3 H A
= 9 T -+ B (2 — 12®)

|
t:..r] &

5 (2 — ),
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poiche:

Y Ye —'ya==y: ¥a —yﬂ’ — a2 vy3 -—-y1’= dm (Zm — )

d'onde : 3
2" — k)
— . 1 ”,l'
x 3 (1)
Dalla (1) si dedunce quindi che le tre congiungenti AA BB, OC concorrono
in un punto Q, la cui ascissa =2 —H = e la eui ordinata y seddisfano le
equazioni :
3 -
5 N ( = gl—) ]
A M
y=un-+ x — Zmi |
5 te”
—— Pl ( - 4m) :
— z — 2 Y
h yag .S
= +-§y3 (:_-!Lm) i
3 xz — 2m ' ‘
dalle quali, sommando ;
l | g | |
2 (1 4+ n® 4+ 1?) Sy !
- dm(dm —2x)  Bm— 2 P!
Perein : !
=3z 4+ 2m .~'
: 2 (1) -
- m E|
Quindi se (2" y') soddisfa un'equazione della forma i‘-
ax +by+ k=10, 14
(#, y) ne svddisfera un'alira della forma i’
hay + yz + e =0, £
la quale rappresenta un'iperbols equilatersa. 4
Pt generalmente, dalle formaole (1) 51 deduoce che se (', 7/) descrive upn carva Gt
di ordine m, (z, y) ne descrive nn'slira di ordine 2. :
Nora. — Calcolando il discriminante dell'aquazions A
:'.:f.!
¥+ 4dm (2m — 2’} y — By = 0, b
si ha, per la presenza di una radice doppia, la seguente condizione : j'
3
27py’" = 16 (:i:'-— —E—J : !
!
Questa & l'equazione di una parebola semioubica, che & 'epoiuin deila para- X
bola data. -
T8 Da un punio qualungue M situato opra una parvabole P si condy- '

cono te MA, MB normali in A, B alla parabola stessa. E sin v Vasse radicals dei
circoli cireoseritti al triangolo MAB pd al trinngolo formnto dalls tangenti alla
parabola in M, A, B. Trovare Uinviluppo di r. .

E-N. Barisigy. :
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Risoluzione del prof. R, Gaitl, R. 5. Camm. di Feltre.

K facile vedere che l'equazione che fornisece le ordinate dsi punfi della para-
bola y* = px pei quali le normali passano pel punto M [z, 4') divents, se M ap-
partiens alla curva:

ly — 2} (29* + 2y 4 p®) = 0,

Cosieche, dette N, y: le erdinate di A e B. si ha:

=yt V=2 —y — Vy*—2p°
_'_-rl e -; L) yE === o - i

Sia M,y (a,9) il punto 4" intersezione dslle ianganti alln parabola nei panti A, B,

E noto che
My 1 ) W1 e 7
=" _ ¥ y—--" : ¥

2 2 2 2

—

Ed analogamente, se A, (x, ¥} & il purto d'incontro delle tangenti in B, M,
ai ha:

E‘.l

g Yt = oy Yo' — 2,3 = Yy + _ y — ]-y""—?p”
P 2 2y ' Y= 2 4

¢ se, inflae, B (x, #) & il punte d'intersezione delle tanzenti in 4, M:

_rm__ oz, g2 _Ytwn_y+1y—2
P T 2p ¥ 2 3

xI —— .
I punto medio del segmento A,B, avra dungua le seguenti coordinate :

£

e quindi l'equazione deilla perpendicolare condotta alin tangente in M da tal
punio &

2y [:: + %) -+ p ( = %-) ==, (1)

Ricordiamo ora che il cireolo circoscritio al triangolo M, A,B, passa pel fuoco

j -
F (‘i, U)- Premesso cid, ricercande Feguazione dalla congiungente MiF, si vade

che essa & perpendicolars alla tengente in M; osservande, poi, che le coordinate
del panio medio del sggmento M,1" soop 35, — %, si pno quindi subito scrivere
I'equazione dalla perpendicolure condottn da tal punto medio alla congian-
gente M, F.

=3 wfrs §)=o

Possiamo ora evidentemente aformare che il centro del circolo circoseritio al
triangolo M;A,B; & I"intersezione delle ratte (1), {2).
Cid posto, si osservi che il cedre del circolo circoscritto al triangole MAB,

che passa, siccome 3i vede facilmente, per M,, & il punto medio di MM, : ejod
le sue coordinate So @
Ale sono 5 —+ 1 4
Per trovare dunque la conginngente i ceotri dei due cireoli, 'uno eivcoscritto
al triangolo MAB e Ualtro, al triangole M,A,B,, baslerh trovare queila reiia del
# ij yi

fascio formato dalla (1) & dalla (2) che passa pel punlo % 4’ q’
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L’equazione di tale fascio &

o s o2 e =P e

x ' .
Ponendo o = — +- 4 y Y= L , avremo con calcole facile:
2 4 4 |

p s

&
L’equazione, quindi, delln parsllela alla congiungente i ecentri, condolia dal-
‘Vorigine, é la seguente : . |
by'z + (p— 8z )y =0,
E pertanto I'equazione della perpendicolare condotta ad essa dal punto M;,
cioe l'eqnazione dell’asse radiale . &

——

(» — B2') (:r — %]—ﬁy'(y + .Li]I = 0,

)-o

DS81A :

Ia|‘=ﬂ

v ip—B2)—6yy+p (I' —

che si pud anche seriveras:

—_ N . | _ b |
2= sy 4 fem L) =0
Ponendo
L=2=%
:j_‘i"
R=3y,
Y
M=»lxr— =
P(T “)

81 ha dungre:
: Ly*— 2Ry 4+ M =0,

Come & noto, I'"invilnppo di una Eale vetla & ln coniea LM — R — 0, ciog
nel nostro caso:

o
dz* + Oy* — Spa % =

Tale eguazione rappresenta evidentemente un'ellisse.
Coneludiame che 1'asse radiesle » & costantemente tangenie a {ale curva.

— o

QUISTIONI PROPOSTE

793. Data un'ellisse ¢, per un punto arbitraric P si posSsono ¢on-
durre quattro corde della ¢ avanti la lunghezza 2. T punti medi di
‘queste corde appartengone ad un eircolo, il centro del quale & indi-
pendente da 1.

IMmostrare-che se P descrive nna ellisse ¢, omotetica e concen-
trica ad ¢ il ecentro suddetto descrive una ellisse.

H.-N. BARISIEN,

-‘. .!q[:?.:'_ : i
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794. Siano A e B 1 punti di contatto delle tangenti condotie ad
una parabola da un punto M della sua direttrice: siano, inoltre, A,
e B, 1 punfi d'incontro di tali tangenti con Ja taneenie nel vertice:
sia, infine, F il fuoeco. Trovare I'inviluppo dell'asse radieale » dei
eircolt circoseritél at triangoli MAB, FA.B.. R. Garrr.

795. Sieno A e B due punti sopra una parabola, A’e B’ le lore
proleziom suil'asse, C il punto d’incontro della normale nel punto A
coll asse della parabola.

Dimostrare che AC, BC ed A'B' sono i lati d'un triangolo ret-
tangolo.

I. L. Csapa.

ERRATA-CORRIGE. — Nell'articelo del prof. Usai, inserito nel fase. V1. auno XXVI. pagz 259 Ia

Formula slla vign 16, va indieala ol pumero (). — Li prima parie delin formula in sots u pag. 292,
oSO e R B s o ) :
deviessere eorretin cosl: D (fi. ... A= 1— 1V f; T tig : £ —. — Al prima
# B {4 R Y-

capoverso della png. 207 deve leggersi s Si fopein ors I'=p Vi ) ece.

| ADUNANZA
DELLA COMMISSIONE INTERNAZIONALE PER L INSEGNAMENTO MSTEMATICO

(MILANO — 17-20 Seftembre 1911)

Sotio la presidenza dell’illustre prof Kiein la Comimissione inter-
nazionale per Uinsegnamento maiematico ereata dal Congresso interna-
zionale dei matematici, tenulo a Roma nell’Aprile 1908, si ¢ adunala
11 17, 18 e 19 Settembre pei locali del Politecnico di Milano, allo
scopo di prendere gli accordi definitivi sulla relaziong che dovra
essere presentata al prossimo Congresso di Cambridge (Agosto 1912).

Erano rappresentali quasi tutil i principali Stati di Europa, nel
modo seguente: ' |

Anstria: Disrzt — WIRTINGER.
Daviinarea: BEEGAARD.

Franein: Biocag — BGURyET'_ De Saint-Germary — LAISANT.

Germania: Koemw — Ligrzway — TiEMERDING.

Inghilterra: GreeNaiLL — GopFrREY — Hopson.

Itulia: Casrenszvovo — Coxtt — D'Ovinie — Exnioues — Laz-
ZERT — SOMIGLIANA — YERONESE,

Norvegiv: Avvsen.
seezir: Von KocH.,
Swvizzera: FEIIR — (GUBLER — JACOTTET.
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I delegati dai vari paesi presentarono le relazioni gid sfampate
€ resero confo delle relazioni ancora in eprso di stampa o mano-
gerifte. Aleune commissioni nazionali hanno gia terminati 1 loro lavori,
altre i hanno cosi inoltrati che pud ritenersi che guasi tutte le
relazioni saranno pronte pel Congresso di Cambridge.

Fu poi iniziata la discussione sui due tem1 posti all’ordine del
giorno, che erano i seguenti:

1%, In qual misura s puv tener conto, nelle seuole medie dell’espo-
Sizione sistematioa delle matematica® La quistione della fusione delle
differenti branche matematiche nell insegnamento medio.

2. Linsegnamento matematico teorico ¢ pratico destinato agli studenti
di scienze fisiche e naturali.

Sul primo fema riferi anzitoito il prof. Castennuove il guale
formuld il segnente quadre sinottico, che riassume i var metod; che
81 pPossono seguire nell’ insegnamento:

A) Metodo interamente logico. (Esempi: Peaxo, Hinperr, Har-
STED).
B£) Fondamenti empirici, sviluppo logico.
a) tutli gli assiomi enunciati. (Esempi: i principali trattati
italiani).
b) una parte soltanto di assiomi enuneiati.
¢) nessun sistema di assiomi (Esempi: Hovzmonier, Tayeus).
C) Metodo empirico didatiico.
D) Metodo intuitivo empirico. (Esempio: Prnry).

Molti oratori esposero quale era il metodo prevalente nei vari
paesi e qualcuno anche si mostrd disposto ad aprire la discussione
sulla scelta da farsi universalmente fra vari metodi sopra esposti,
ma 1n seguito ad osservazione del seq. VERONESE fn convenuto che
tale discussione non potesse ni dovesse farsi, scopo della Commissione
essendo unicamente quello dj presentare al Congresso di Cambridge
tutte le nobizie statistiche, tutti i material; occorrenti per nna di-
scussione che potra farsi in un avvenire mon molto prossimo,

A proposito della fusione delle differenti branche della matema-
tica riferi il prof Brocme. 1| prof. Lazzerr, invitato dal presidente
Krem, riassunse brevemente le vicende della quistione della fusione
delia planimetria colla stereometris m [talia, astenendpsi dallaprire
la discossione sulla bontd del metodo e riferendosi per questo alle
sue precedenti pubblicazioni.

Sul secondo tema riferi i prof. TremMerDING.

L'ultima seduta fu tenuta pubblicamente e con grande solennjts.
Parlarono il sen. Colombo, i rappresentante del Governo e del (o-
muune di Milano, presidente Krgiv. Infine il prof. Exrigues tenne
una dotla conferenza Sulle matematiche e la teoriee delle conoscenze.

i 5 =
P T Y
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Sebbene 'adunanza avesse quuasi un carattere privato, si era co-
stituito un comitato locale, sotto la presidenza del prof. Savwo, del
guale facevano parte i senatori CoLomso e UELor1A, 1 professori
Barowy, Faseira e Prazza, o I'ing. Giacomo Logia, il quale orga-
nizzo festeggiamenti ed onoranze oltremodo cortesi e ecordiali ai
convennti,

La sera di Lunedi 17 ebbe luogo una riunione familiare al Caffd
Cova; la sera del 18 nn sontuose ricevimentio offerto dal Municipio
nelle splendide sale di Palazzo Marino; e finalmente il 21 fu dedi-
cato ad una gita al Lago Maggiore, al Mottarone e all’ Isola Bella,
riuscita piacevolissima, malgrado il pessimo tempo. I tre giorni pas-
satl in comune erano stati sufficient; per stabilire rapporti amiche-
voli e cordiali fra tanti cultori delle scienze convenuti da lontani
paest e fra le loro signore: e Ja glornata passd lietamente come fra
amiel di vecchia data,

E snperfluo dire che I illustre Krein presiede eon una ability e
una prudenza ammirabili: ma & doveroso dire che tutti 1 convennti
lasciarone Milano sinceramente grati al Comitato locale per la sim-
patica e cordiale accoglienza,

—p

BIBLIOGRAFIA

F. PALATINT — Aritmetica ed algebra ad uso delle Senole medie su-
periori. Petrini-Gallizio, Torino, 1910.

Seopo principale di questa pregevole pubblicazione é quelio di avvicinare la
toorics dei numeri con quella dalle grandezze, senza di che 1'insegnamento del-
V'aritmetica e dell'algebra nalle seuole medie resta quasi privo di valore. [l tale
seopo il valeute A, lo ha assai felicemente raggiunto,

Richiamate nell® introdusione (pag. 1-21) le nozioni fopdameniali sei numeri
razienali, positivi e uegativi, dedotti dai concetti di collezione d'ogeetti e di di-
visihilith delle grandezze, I'A, da nells prima parie del sue lavore (pag. 22-102)
lo studie completo di tali numers, considerali come pari ent: asiralii: soltanto
aila fine i mette in relazione colls grandezze. L' introduzione & svolta in modo
tale che si pap completamente sopprimere la prima parle o passare senz'aitro
alia seconda, se ¢ bisogno di fare une studic un po’ affrettato,

Nella seconda parte (pag, 103-178) I'A. tratta dei pumeri reali, introdofli consi-
derando lo ¢lassi contigue sia di grandezze che di numer; razionali. Dopo di essersi
bccapato delle 7 oparazioni fondamentali. Egli da le prime nozioni sai limiti o
Bladia le proporzioni fra grandezze e fra numeri, la proporzionalita direfta ed
Inversa, & le progressioni; colle relative applicazioni alle regole del tre od ai
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probiemi dj interesse, di sconto, di ripartizione, di annualith. Tno an appendice i
questa seconda parie (pag, 179-181) ascenna poi brevemente al modo di dedurre
lo studio dei logaritmi da quello delle progressioni.

Nelln terza pgrte (pag. 182-207) I'A, eonsiders le proprield dipendenti dal =i-
stema di numerazione: ¢ nejla guaria (pag., 208-236) fa un breve studio dei ny-
meri complessi,

Svolte nella guinta parte (pag. 216-236) le principali nozioni di caleslo let-
terale, I’A. nella sesia paits (pag. 255.205) si oveupa dells equazioni lineari o
qoadratiche ad on'incognita, dei sistemi di equazioni, delie equazioni irrazionali e
dell’'analisi indetermipata di primo grado: terminando con una raccoita di 1815
esercizi (paz. 297-355), epportunamente scelii e bene ordinadi, in relazione alle
varie parti del libro. _

Gia da questo breve ed arido riassunto il Lettore deve aver ben conIpraso
che I'A. ha seritbo i1 suo Ifbro con larghezza e modernita di jdes, Legesudolo non
si 5a poi se ledars M il rizore dells svolgimento, ¢ la precisione del Iinguaggio,
0 I spigliatezza o 1a perspicuitia dell*esposizione.

Tuattavia, “ perehé non vara che abbiam voluto serivere un’orazion funebre
(Promessi sposi, Cap. XXII), mi permetio di dichiarare ehe zvrei desiderato I'A,
piit esclosivo nal metodo seznito; e che, ad es., i1 veders non espiicitamente
introdotti anche i numer; negativi come simboli operativi snlle grandezze, e il
veders assegnafn il posto d'encre alla iratiazione puramente formale dei nu-
meri razionali, mi recd non gradita impressione. Alla sincers speranza che il
meritato successo del lihro gh dia presto 'oners di una ristampa, uniseo gquella
che 'egregio A, renda in ESsa sempre pin intimo e, vorrei,... indissolubile il
connubio fra la teoria dei numeri o quella delle grandezze.... Persino in mate-

matica sono recisamente antidivorzisia !
Pioio Carvaxro.

Sir Ep. Trorpg, — Storia della Chimice. Versione dall"inglese. In-
troduzione e note di R, Pirox1. 8. T. E. N, Torimo, 1911, — L, 3,50,

Quest'opern fa parte deila collezione dell'dssociation Rationalist Press e gli
edifori la presentano al pubblico italiano in oftima veste Hpografica & von bella
legatura all’inglese, iniziando con °Ss8 una raccolla di storie particolari delle
singale scienze (gia 8i anmunzia la Storia dell Astronomia dell'egregin eultore di
quella disciplina che & 3l prof. Oitavieo Zauotti Bianco dell'Universita di Torino),
it modo da costituive una vers 8 propria storia dei progressi delin spirito umano.
Cosi avvorte nna breve introdozioms del prof. Rinaldo Pitoni, dove si discorre
dottamente del valore delln storia della seienza e del modo dj trattarne.

N& meglio wi poleva cominciare, perche jl Thorpe, ben noto agli stodiosi della
Chimica per i ansj lavori originali, i suoi saggi storici e i suo] scrifti 2ul Davy
e sul Priestley, mentra conduce i lettore pianamente e con un ecerto brio fulto
britannico dai tempi pilt remoti fino ai giorni nosbri, trova modo di sviluppare
lo idee pih ardue e le teorie piu complesse, ¢hs hanno guidato i maestr; della
scienza mella serie dj scoperte, di utili applicazioni e in ispecie nella praparazione
di numerose soslanze della Chimica organica. T1 libre costituiscs vos:, come ehhe
& scrivere I'illusire prof. Nasini all’annotatore: * la storia migliore ohe si pofeva
dare perché il Tottore acquistasse nn'ider chiara dei concetii fondamentali della
Chimica nel suo svilappo ,.

e P — . e P i i
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Naturalmente il Thorpe ba falto risaltare con abilita il grande contributo.
recalo alla scienza dai suoi concitiadini o la parte eho riguarda il nostro Paess
eri stata alguanto sacrificata, dimenticando il piit breve cenno de] Biringucei,
del Sala e perfino dal Malaguti e del Sobrero.

Provvede a colmare quesia deficienza, j] ch mo prof. Piteni, con aggiante elra
formano olive la sesis parle del volume e che vanno dalla Chimiea presso i
Romaui fino ad Adolfs Bartoli, noen semzn quaiche occasionale necennn ai viventi.
Uonfrontands la traduzione ton 'oviginale ei sj aceorge da parecehie correzioni
a sviste sfuggile all'Autore, ehe il teste fu verificato con minnziosa CUra,

Anche per questo la traduzione & preferibils all'origingle o rende, ¢come ebbe
a giadicarne quell’onore della nostra scienza che & i prof. Paternd, * un vero
§ervizio ai giovani chimiei italiant .

Dr G. Savoyoxg

prof. &i Ghimien nefl'i. 1 di Plnerole.

s - —

T T

II' 6 agosto scorso moriva improvvisamente g Venezia il

Pror. ANSELMO BASSAN]

nella ancor verde eta di 55 anni Nato a Novoledo (Vieenza) iI
24 Agosto 1836, studid a Padova ove consegni la laurea in scienze
fisico-matematiche, Insegnd dapprima nei Licei; nel 1887 fu nomi.
nato, per concorso, professore della R. Accademia Navale d1 Livorno:
nel 1901 passd, come comandato, alla R. Scuola Maecchinisti di Ve-
nezia, restando sempre a far parte del ruolo dei professori dell'A ¢-
cademia Navale: nel 1905 Insegnd anche nell’ Istituto teenico dj
Venezia; dal 1807 Insegnava nel R, Lieeo * Marco TFoscarini , B
dal 1909 era anche coadintore al direttore degli studi della Seuola
Macchinisti.

Nei primi anni dells sya carriera pubblics varie inferessanti note
€ memorie su argomenti di caleolo e di analisi; dopo la sua noming
all’Aceademia Navale, si dedich principalmente agh studi di bali-
stica in collaborazione con un valgnte ufficiale d; marina, il tenente
di vascello BREGORIOD RONCA. Un tragico destino volle congiungere
nella morte quei due womin; che per lungo tempo erano stati uniti
nel lavore. Gregorio Ronca, divennto capitano di vascello, dopo aver
Percorso una brillantissima o forfunata earriera ef essersr congui-
stato fama ed Onori, moriva improvvisamente pochi giorni dopo del
Suo antico collaboratore, g Napoli, quando era in corso 1l decreto che-
lo nominava contr'ammiraglio.
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11 Bassani fondd anche un giornale scientifico La Corrispondenza,
che ebbe solfanto due anni di vita.

Valoroso insegnante, egli vivra a lungo nella memoria der molti
che lo ebbero maestro; e sara perennemente ricordato com sincero
atietto dai colleghi e dagli amici che ne conobbero le doti eletfis-

sime del cunore e della mente.
Il rimpianto sincero, profondo, che circonda la sna tomba troppo
presio dischiusa, sia di qualche conforto alla desclata famiglia.

Pubblicazioni del prof. Anselme Bassani.

Elenco delle Opere: Elementi di geometria, in collaborazione col prof. G. Laz-
zeRI, Livorno, Ginsti, 1881. — Trattato di balistica esterna, in collaborazione con
G. Bowca. Livorno, Giusti, 1902, — Primi elementi di geometric, in collaborazione
col prof. G. Lazzert. Livorne, Giusti, 1902, — Traitate-di meccanica teorico-appli-
eata ad uso del 2° Corso deolla R. Scuola Maechinisti, (Litografato). Venczin, 1002,

Elenco delle Note e Memorie: Due feoremni sull’estrazione di vadice. Roma,
Tip. delle Seienze fisicha e matematicha. 1887. Estratio del Periodico di Matema-
tica, Amno II, Fascicolo I, 1885. — Generalizzazione della formda di Lagrange.
BEistratto dagli Atti del R. Istituto Venete di lettere, scienze ed arti, Tomo V,
Serie VI Venezia, Tipografia Anifonelli, 1837, — Sulle funzioni delerminanti e
generatrici di Abel. Estratto dagli Afti della R. Accudemia delle Scienze fisiche
¢ matematiche di Napoli, Vol. VII, Serie I, Num. 9, Napoli, 1895, — Contributo
alia soluzione razionale del problema balistico, in ecollaborazione con (. Rowca,
Roma, Forzani e C., 1835. — Sopra un contributo alla solizione del problema
balistico, in collaborazione con (. Rowca. Roma, Forzani e €., 1897, — Nuove
formule per ii tiro curvo, nel giornale di scienze militari La Corrispondenza, Vol. 1.
Livorno, Beiforte, 1900. — A proposite dell’aria liguida. C. 8. ~ Sulle forme di
testa des proicttili oblunghé che inconirano da parts dellaria In minima resistenza
aé moto. U. 8. — Les grands probldmes géoméirigues de 'antiguité, C. 8. — Le
probabili perdite di womini nelle guerre terresisri ¢ marittime dell’avvenive, O, 8.,
Vol. II, 1801. — Cannoni Armstrong-Pozzuoli. C. 8. — Aleuni insegnamenti della
guerra Anglo-Boern. C. 5. — Nota su un ariterio di convergenza delle gerie infi-
nite a termini positivi. Estratio dalla Rivista di matematica elementare, Serie 11,
Vol. I1I. Novara, Tip. della Rivista di contabilitd. — Noitw di cinematice. (Tyaipi-
toria d'un puunto soliecitato da due forze una atteattiva e 1'alfia ripnlsiva, emananti
da un centro d'azione fizso). Esiralto Aal Giornale di wmatematica di Battuglini,
Vol. 23, — Curre piane e derivate. C. 8., Vol. 24. — Sulle corwe +™ gos m B = a™.
C. 8. — Sopra un problema di analisi infinitesimale delie cnive piane. U, 8. —
Una formula di analizi. C. 8. — Sus Uapplication d'un développement des fonetions
implicites @ une extension du probléme universelle de Wronski, pubblicata nel Jor-
nal de gciencias matematicas y astronomicas di Coimbra. — Sus une representation
des fonctions esponentielles par des produits infinis, C. 8,
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GENERALIZZAZIONE D'ALCUNE PROPRIETA GROMETRICHE

Dalla conoscenza d’una serie di proprietd duna elisse di figure
geomelriche, si pud, generalizzando eonvenientemente le medesime,
dedurre aitre proprieta.

La trattazione di tali proprieta, guanto pia & generale, tanto &
maggiormenie connessa nelle varie sue parti; ne comsegue che se,
nel tratiare le proprieta d’una certa classe di figure, cerchiamo di
porel nei easi piit generali, otteniamo una trattazione piii omogenea,
pil ordinaia, piu chiara e, spesso, ussai piil breve, La diretta dimo-
strazione dei vari casi particolari ci costringe, il pii delle volte, a
seegliere metodi affaito differenti nei singoli casi: e allora viene g
mancare Ia conoscenza della ragione diretta di talj proprieta, le
guali, per conseguenza, invece di eostituire un tutto Organico, non
potranno esseve che un insieme disordinato di leggt.

Vogliamo esporre la generalizzazione d’una serie di proprieta dei
triangoli piani.

Vedremo appanto come, da una propriety generale si possano far
scaturire due o pill proprieta particolari, in apparenza avenii carat-
terl atffatfo differenti.

I. — Triangoli e involuzioni
su forme di I1° speeie del loro piano.

I. Nel piano d’'un dato triangolo ABC sia assegnata ona retia
generica p. Su di essa prendiamo, ad arbitrio, un’involuzione di punti,

Per amor di brevith diremo che due retie #, 7 del piano sono
comugate, vispefto a tale involuzione, quando tagliano p in due punti
costituentl wna coppia di tale involuzione.

Dualmente: assegnato un punto P arbitravio nel piano d'un frian-
golo ABC, diremo che duoe punti B, R sono coniugaii, rizspetto ad
un involuzione di rette intorno a P, qnando le rette che }i proiefiano
da P costituiscono una ecoppia di tale involuzione.

2. Nel piano d’un dato triangolo ABU, si prenda, ad arbitrio, un
punto H e una vetta p; detti rvispettivamente A, By, €, 1 punti in
cul la medesima retta taglia i lali EC, CA, AB, il quadrangolo ABCH
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mostra che le eoppie A A,, B.B,, C,C, appartengono ad una mede-
- sima involuzione di punti,

Viceversa, assegnata ad arbitiio sulla p un’involuzione, siano in
quests B,, G i corvispundenti di Bo, Co @ sia H il panto d’ineoniro
delle rette BB,, CC. Consideriamo i quadrangolo ABCH: di esso
due lati opposti (AC, HB) secano p nei punti Ao, By, che costitui-
seono nna coppia della data involuzione, altri due lak; opposti (AB, H()
secano p nei punti Oy, C,, che costituiseono u n‘altra coppia di punti
corrispondenti; percid, siccome quinto lato passa per A,, il sesto
lato deve passare per Ay, corrispondente di A, danque anche A4,
passa per H. Diremo percin:

Le sezioni, con una medesinag refia, dei lati d'un iriangolo e delle
eongiungenti 1 vertici con un punto arbitrario, sono sei punti in inro-
luzione,

Le rette conivgate ai lati secondo un imeoluzione assegnata su unc
reiia, condotie pei vertics Opposti, concorrono in un punto.

Enunnciamo, senz'aliro, Je proprieta duali.

Le proiezioni, da uno stesso punto, det fre vevtici dun biangolo e
delle seziont dei lati com una retia, avvengono secondo sei rette in inro-
luzione.

Assegnata, intorno a un punto arbiirario, un’involusione di relle,
le corvispondenti di quelle che proietlano i rertiel tagliano i lati opposti
m 3 punti allineati.

3. Cast parTICOLARL. — 4) Nel teor. del n. 2 si puo supporre che
la rettn data sia la retia all'infinito del pinno e scegliere su di essa
Vinvoluzione circolare. Si ha allora -

Le perpendicolari condotte per verticl d'un triangolo ai lati opposte
concorrono in un punto (ortecentro),

#) St pud supporre ehs 'involuzione di retie assegnafa intorno
al punto generico di eni & questione nell’uitimo teorema dal n. 2, sia
quelia delle rette perpendicolari. Si L pereid;

Le perpendicolari condotts ver wun punto del piano d'wn triangolo
alle rette che lo congiungono co' vertict incontrano i lali opposti in tre
punte allineat:,

4. In un piano siauo duti due triangoll ABC, A'B'(V &, su una
recia p dello sfesso Piano, sig nsseguaty un’ involuzione (i punis, che
elamiamo 4. Delii rispeltivamente Aq. By, (- A%, Bo, Cha 1 punti
d'incontro dei lati dj fujj triangoli con T reita p, siano, nell’invo-
luziope 7, rispettivamente Az, Bs, Uiz A, Ba, 0% i eorrispondenti dej
suddetti punti d"incontre.

Vogliamo dimustrare che se le velte AA'y, BB, CC' concorrono
In un punto, anche le rette A’A;, B'B;, (UCs concorrono in un punto,

Affinche le rette AA’, BB, CC; formino fascio, & necessario e suf-
ficiente che le coppie

AsAs, BB, ol
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facciano parte d’nna medesima mvolazione j. Ora si osservi che

!

dni punti A%, B, € mediante I"inv. j, si passu ai punti A, sy C'a,
" " A*31 3*31 Grﬂ - o j‘ " " n - A“! Er}r Cﬁ t
" - AD? B'lh CIl] - - j'l " " n = AEF Bﬂ! Cr -

La serie di quesle vperazioni & imvertibile; percio le profetii-
L. A BB .5 : o :
vitil A B0, & W invoeluzione 5, Si eonchinde pertanto chie anche
le relta A'A,. B'B.. C'Cs eoncorrono in nn punto (n, 2).

Questo ravionimento regge evidentemente anche nel easo in eni
alla Involnzione J =1 sostibniseq Ia projettivita identica. Si puo dongire
ennnciare senyziulivo il stanente teoremsn:

a) Assegnolo, sn wune velta dol prano i due triangoli, un'ivveluzione
0 b proiettivild tientica, se lre vette uscenti dai vertice dell'uno e coniu-
gate vuspetlioamenie coi luti dell’altro, sono concerrenti. emehe le relie
uscente dai vevticd el sepondo e coniugnto rispelticamente coi lati del
Primo 2006 convorienti.

I teoremn duile del precedente pud enuneiarsi nel segnente mmodo:

) Asseguitu un’ineoluzione i refle, o fa profeftivite identica, attorno
@ wn punto del pivne di due tricngoll, se le corvispondenti delle yotto
che prodettuno oy quel punlo i vertici dell’ uno secnno i luii rispettivi el-
Caltro in tre punti atlineati, anche le correspondenti delle yette che proiet-
barto & vertici dell ultro secaiio | lati rispeftivi del primo in tre punti
allinenty,

Nel caso della profeftivita identien questi feoremi possono enun-
eiarsi sobto unn forma t#lguanto pii semplice:

a)) Se le congiungenti i veréivi d"wn triangolo co’ punii i cui ung
ceriet vetta_incontra | lati d'un altro trcangolo, concorrene in un punio,
anche le conginngenti i vertivi 7 quest'ultimo rispetlivamente co' plnti
W eni Ik stesse el incontra i lati del primo, concorronp in wn punto,

b') Se (e conginngenti ¥ vertici o' un tricngolo con wn punto del suo
Diano iRicontriio rispetlivamente i lati @un ailro in #re puntt allineati,
ttnche le congiungenti { vertici del secondo, con lo stesso punlo, incon-
trane vispettivamente | lati del princ an tre punti allineati. ()

9. Fra i enst pavtizolir notevoli citiamo quelli che si hanno con-
siderando nel piano ilei braangoli dati la vetta sl infuilo ¢, su di
essa, Ia profellivita identicn e I'involuzione circolare, Abbiamo percib:

< viralieie . S . : :
e e ;Jerpmuh'rﬂfw'i conlotle pei vertici d'un ireengoio av latl d'un

_ petrailele .
altro concorrono in un punto, anche lg .o condotle pei ver-
perpendicolri

bici del secondy rispettinitinente ai luti del PIEIO cOncorrono in un punto. (")

(M V. 1a mia nota “ Snj trinvgolo ., Peviodico i Matematica, anne XX, pag. 154 (10681
(%) Qnesto ennnrinbe comprends il noto teorema dei trianzoli oriolagici : STRINER, Givruale d
Creile, 11, 287; Lemorne, Jowrnal de Math, spéciales, 1850,
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6. Si abbiano due terne di punti XYZ, X'Y'Z' su di una stessa
punteggiate. Siano individuate:

uir involuzione j. mediante le coppie YZ e Y'Z'-
' ZX & Z'X';
XY ¢ XY

- Jr " " "

N .?I ] » k|

Suppongasi che questi punti siano fra Joro legati in guisa che i
corvispondenti di X, Y, Z nelle involuzioni Js+ Jv+ J: coineidano in un
punto V. Dimostriamo che. guando tale ipotesi & soddisfatta, anche
1 corrispondenti di X, Y, Z nelle medesime involuzioni coineidono

m un punto V',
Invero, guando quella ipotesi s verifica, s1 ha che:

dai punti Z, Z', V. mediante I'inv. Jv 81 passa ai punti X, X', Y;
- | » X! XI! Y - h ] J‘I - | n b n Y! YJ! E'

Dungue Ia proiettivita che si otfiene trovando dei punti di z;
corvispondenti nell' involuzione Jry Andi, di qnest'ultimi, i eorrispon-
dentil mella 7,, non & altro che 1'involuzione J=. Deltl pereidb V',
Vs, Vs I corvispondenti di X, Y, Z’ nelle involuzioni g, je, j=, ab-
biamo:

dai punti X' e V', mediante Vinv. Jy 81 passa ai punti Z' e Y':
n - Zj e YF‘ - n J,[ " - - - vrI e K:

dal che consegue che Vi e V', coincidono eol corrispondente di X’
nella involaozione jo, ossia che Vs, Vo, V5 coincidono in un unieon
punio V.

Quando due terne di puntt XYZ, X'Y'Z d'una reita soddisfano
alle condizioni sovra esannate, diremo che costituiscone una pseudo-
involuzione, oppure che le medesime Sono pseudoinvolutoriamente co-
UG aLe.

No consegue che una medesima retta & taglhiata dat lati dun trign-
golo e dalle congiungenti i rertici con tve punti allineati presi sus It
oppost: secondv due terne psendoinrvolutoricnente contngate.

Si divk che V e V' sono i centri mrolutori in ordine alle torne XYZ,
X'Y'Z's nominando le terne in quest ovdine, si dirk che V & il centro
dirvetto e V' il centro inverso, -

B dualmente.

7. Si abbia un triangolo ABC e s indichino rispettivamente con
Ao, Bo, Cp 1 punti in eui BC, CA, AB tagliano una retia p del piano
ABC. Siano A", B, (" tre punti psendoinvoluboriamente comingatbiad A,
By, Cy: siano R, R* i due centyi involutori,

Le eoppie B,C,, B'CY, AR appartengono ad un’involuzione j,;
B Gn-"lu: ﬂr-&’r BIJR' " " = jh;
. 4,8y, A'B, CR . . ‘ Je

“ R

X “:-.rll 1‘5;:,.!—-1:"_,!"'.1‘:' I'II'

Cpe S e R

[

¢
i
:
%y
)
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Indichiamo rispettivamente con Ra, By, R, i punti in cui le reite
AA’, BB, CC' taglianc BC, CA, AB. Dal quadrangolo BCR,R,, del
quale due laii opposti (BR,, CR,) tagliano p secondo la coppia B,C,
deil’involnzione 4, altri due lati (BR,, CR,) tagliano p secondo la
coppia B'CY della medesima involuzione e di cui il quinio lato passa
per A, si ricava che R sta su R:RB.. Dunque Ry e R, sono allineati
con R; ¢ poichs, analogamente, si dimostra che R. e R, sono alli-
neall con R, si econchinde che Ra, Ry, R. appartengono a una stessa
retba . Diremo dingue;

Le congiungenti i vertici d’un triangolo rispettivamente coi punti
d'una rettu che sono psendomvoluloriamenie conirgati coi suol punti o in-
contro cor tati, incontramo i lati stessi 1w tre punti allineat:.

B dunlmente:

8. Suppongasi (v. n. 4) che le rette AA%, BBS, CC, taglino i
lati BC, CA, AB in tre punti R,, Ry, R, appartenenti a una retta »,
la quale tagli p in R Vogliamo dimostrare che, consegnentemente,
anche le refle A'A;, B'B:, 0'Cs tagliano i lati B'C, UA’, A'B’ in tre
puntt R, Ry, R’. d'una retta 7,

Nells ipotesi sunccennata le terne d; punti A B,C, e A’;B5(, sono
psendoinvolitoriamente commugate (n. 6): in ordine a (queste terne R
& il centro involutorio diretto e sta R, il eentro involutorio INVErso.
Si ba, evidentemente, che

le coppie B,C,, B%, RA,, RiAs appartengono ad un’invol. j,:
M UﬁAﬂH Gja flra-, B-B“, H-lBrg - " - jh;
- iiuBn, AigB!.j., RC:}, R]U Fa » » . jn .

Nell'involuzione 7 siano R, Ry i eorrispondenti dei punti R, R;.
Cio posto, si osservi clhe:

dai punti B, B,, R/, mediante 1'inv, J S passa al punti B, B,.R,:

» Bf-?-: BU: H'l ~ " Ju " " " “”-31- GU! Arﬂ:

" Usy Cyy A% ’ R [ T

Poichs Ia serie di queste operazioni e invertibile, si deduce che Ia
B, B R .

prolebiiviti (v, (. A’ B U involuzione ; dungue esiste un involuzione j',
0 Va g

della quale fanno parte le coppie B\,C,, B:Cz, AR, Si dimostra, in
modo perfettamente analogo che esistono altre dye involuziont jy, 7.
delle guali fanno rispeblivamente parte le coppre CLA", CsB:, B, R,
& Aa,By, ABy. C.R:. Ne condegne che le Lerne AWB, C, e AsB,(L
sono pseundoinvelutoriamente conlugate (n. 6) e, quindi, che le rette
A'A;, BB,, (¢, tagliano B'C', C'A’, A'B’ in tre punti R, R, I, d’una
rebta » (n. 7).

[l precedente ragionamento regpe anche se all'involnzione 4 si
sosbitnisve la proiettivith identica Si ha, conseguantemente, il se-
guente teorems:
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8) Assegnata, su una retta del piano di due triangoli, un inroluzione,
o la proieftivity identica, se le refte passanie pet vertici dell"wno e conin-
gate coi lati dell’altro, secano i lati del primo in tre punti allineati, anche
le relte passanti vei vertici del seconda e coniugate coi lati del PIrimo,
secano i Lati del secondp in tre punts allineatr.

Traducendo per dnality guesto teorema, si ha: |

b) Assegnaia, intornn « un punto del piaso di due Ireangofi, un’ingo-
tuzione o la proicitivita eclentica, se le congiungenti i vevtici dell'uno eoi
punle dei lat; cupostt ehe sono conengati ai vertict dell’ ultro concorrons
M un punie, enche le congiungenti i vertici del secondo eoi punte de' laiz
OPPosti che soino eoniuguti i wertiei del Pramo concorrono in un punto.

Nel casv dellu proistliviia lentiea, questi teoremi prendono una
forma alquanto pip semplice, e ciod:

w) Se le congivugenii i rertici d'un triangolo eo’ punts n oui una
cexta reffa taglia i lati d'un iwitro, tncontrano i luti apposti del primo
m fre punti allinenti, anefre le congrungenti i ceriici el secondo 1ispet-
Lvamente eo’ punti in ewi Ia stessa vetle teglic @ lati del PYING, Theon-
trano i fafi opposti del secondo in tre punti allineaii.

b) Se le conginngenti i vepiics o uj; ireangolo colle proiezioni, sui lati
0pposte del medesimo deq veytici dun altrp de un ecerto purito, sono concor-
vent, anchele congiungenti i vertici dol secondo colle proiezioni sui lati op-
posti di esso def vertie; el primo, dallo stessg pwito, sono concorventi.(*)

9. Sono notevoli | easi particolari ehe si hanno allovehe la retta p
e la vetia all'infinito del plano e, salla medesima, si considera la
protetiivita identica & I'involuzione circolire. Si ha cosi:

Se [p i::;:fiiiﬂhu'i condolle pei vertici d'un traangolo ai lati d@un
altro amcontrane i lyti del prono i tre punti allineati, anche le
perpentdivolayri
parallele
trano 1 lati del seconda in tre punis allineati.

10. In an piano siano dubi due triangoli ABC, A'B'(” e una retta .
Noi possinmo ndividuave, fra doe plani e ', soveapposti al piituo
che si considera, un omografia, imponendo che alle punteggiate BC,
CA, AB ¢ p, considerale i = eorrispondano in ' le py nteggiate B'(,
CA', A'B e p.

Fale omogrufia snbording, sulln relta 2. ung proiettivita nella
quale ai punti A, B, Oy, in eui i lati BC, CA. AB bagltanu la rette p,
corrispondono punte A% B nei Guali la medesima relta & ta-
glhiata dai lat; BC, "A’, A'R.

Detlo P un punto di =, sia Pl corrispondente in = nelliz omo-
grafia sopra desceritia. Se clnamiamo A,, B,. Ci; A, B, O i ptn ki
N coi Ja rvetta p tugha le retie AP, BP, CP; A1, B). > P, la terne

condotle pei certici del secondo ai late del primo incon-

L V. la mia nota * Snl trinugole o, sowra eifata,

'-'. ;'.'
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A,B\Cy, AVBC, s corvispondono nella proiettivita subordinata sulla p.
Ritenendo il punto P legato al triangolo ABC ed il punto P’ legato
&l friangolo A'B'C’, diremo brevemenle che i punii P ¢ P’ S01n0 cor-
rispondenti dei triangoli ABC, A'B'C, rispetto alla refta p.

Analogamente diremo ¢lie e rette v, v sono corrsspondents dei
iriaangoli ABC, AB'C per rispetto alla retéa p, quando tali yette s cor=
rispondonn nell’omografia sudidetin.

Dunlmente si definiscono retfe corrispondenti di o ye Eriangoli per
rispetto a4 un punto e punte corrispondenti Jdi due Eracngoll per rispetto
U un pusilo.

ll. Sianv P, P dne puntl corrispondenti di due triangoli ABC,
A'B'C’ per rispetto a una retts » del loro piano comuue. Indichiamo,
&l solito, con A,. B, . Coz AG: B, T i punti I"Incontro, dei lati con la
rebla p e com Ay, B, 0): A, By, U1 punti ' incontro della medesima

\ O TS R i BULCA AR,
retta con AP, BP, CP; AP, B'P, 0P L, omografia BC, CA, AB, :f;,
che chiameremo @, subordina sullu retta p una proletlivita, che chia-
meremo g, nella gunale ¢ com presa, come abbiamo veduto, la proiet-
ALB L,
A, B, G, -

Sulla retta p sia assezuata un’inveluzione j, della quale facciano
parte le coppie

AAs, B(B:, i, ﬂF[ﬂIET B#IB:.', CsB;,
A0dz, BBs, (Cs. A'A%, B/BS, .05,

e sl supponga che le reftfe AA%, BB%, CC% concorrano in un punko.

Ksiste allora un’involuzione 2o alla guale appartengono le coppie
AnAJE, B,E,B.rﬂ. [.‘1:,, :rﬂ-

Invltre (n. 2) le coppie A4, BB, €, appartengono ad un'ip-

voluzione ji, e le coppie ApAN, B B:, €,C) ad un’involuzione .
C10 posto, si vsservi che

Livila

dar punti As, Cq, C; mediante U'involuz, J 81 passa ai punti A, B,, C.;

» Al"! Bue Cn » r:r Jo - » ” AIE:Bﬂg {—:rﬂ;
i 7 - 4 r “y §
" ﬁiﬂlB?tLi " " g " " = -A-IJBI-I{-«'I;
quindi (poiché la sevie (i qiteste operazioni g mvertibile), si deduce
ilaB.aL'n

che la proiettivita ,.°. > & un’inveluzione F
..ﬁ ]Bj{,‘j »
St notd, in secondo luogo, The

da Az, Be, Ce, As, By, U5, mediante 'inv. j, si passa ad A, By, Cy, A,, B, C,:
" ﬂ]. Hh(«l]:—‘[\-m BI]! {-‘I'? » " ,'j:— - - B Am ].5‘111 [—jm Ah B:lj UI;
n AD! J—‘;"[:r' Ccrr- Alr —Bl: {-:l » IH. I”‘l”j‘ ':P n o - ) -A l‘ljinr B’m {‘!.ﬂl Alh -B-ih j'!.‘l;

; < _wen ﬂuBgﬂg -ﬂtaBaU:t b w0
€ che, per conseguenza le prolethivita AB.C 8 A coincidono,
. aml R 1 1
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S1 ricava da eid che le coppie A'Ag, B' B, C',0; fanno parte del-
I'involuzione j” e si conchinda (n. 2) che le retto A'A,, B'B,, C'Ca
CONCorrono anch’esse in un punto.

E lecito dunque enunciara il seguente teorema (a), al quale fac-
ciamo immediatamente seguire quello (8) che si ottiene facendo la
solita traduziope per dnalita-

a) Dati due Lriangoli complanari, assegnaia, su una retta del lpro
piano, wn'involuzione, ¢ considerati due punii corvispondent! dei due
triangoli rispetto a quella velia, se le retie uscenti dai vertici dell’uno o
coniugate con quelle che prowettano 1 vertici dell’alivo dal punto ¢i esso
CONCOTYONO N un punto, anche le rette uscents dai vertici del secondp e
conugate con quelle che prowettano i vertici del primo dal suo punto sono
eoncorrenti,

b) Dati due triangoli complanari, aSSeqgnara, intorno a un punio del
loro piane uw'inveluzione ¢ considerate due retie corrispondenti dei due
iriangoli rispeiio a quel punlo, se i punii dei lati dell'uno coniugati cos
punti d'incontro dei lati dellaltvo con e retia di esso somo allineati,
anche i punti dei lati del secondo coniugati coi punti d’incontro dei lati
del primo colla sug retta sons allineat!,

2. Si noti che dal ragionamento del n. 11 si deduee che se esisle
un’involuzione j, di punti, sulla retta », della quale le coppie

A&A_rg,r B.rn .I'EII Uﬂ II"ﬂ
faceiano parte, esiste eziandio an’involuzions j§” della quale fanno
parte le coppie di punti

AaA’l, BEBFI, GEUI.

Talchd si pud dire che © se Ja retie AA%, BB, CC, concorrono
in un punto, le refte A, P'B;, PC, tagliano i lati B'C’, U'A, A'R
In fre punti allineali » (0. 2).

Viceversa, suppongasi che le rette P'A;, P'By, P, taglino rispet-
tivamente B'C’, (YA’ A'B’ in tre punti allineati, Allora le coppie

[P°A’, P'Al]. [PB, P'B, [P'C, P'Cq]
appartengono ad un'involuzione di retie % Per consegnenza, le coppio
di punli
A'A;, BB, €0,

appartengono ad un’involuzione 7 - Si noki che

dai punti A'y, B, 0% mediante I'inv, j si passa ai punki A, B, ),

b JliB:I! D’l » » j” » n » Af:h Bﬂ: D-!;
" Aﬂ: Bﬂ: Eﬂ ” - .ﬁ' ” L] " Aﬂl Bﬂ-‘ Gﬂl
j: J:icjs X

e che, percid, la proiettivita ABC, ° un’involuzione, sicchs le retle
a0

AA’s, BB}, CC% eoncorrono in un punto,
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Da gquesto ragionamento, messo in reluzione alle conclusioni alle
quali ¢i ha condotti il n. 11, unitamente all'osservazione ehe Jo di-
mostrazioni qui esposte reggono eguaimente se la mvoluzione j &
sostibuifa dalla proiettivica identica, si ha piena giustificazione del se-
guente enuncialo generals-

a) Dati due triangoli complanari, assegnata su wnq vetin del lovo
piano un’inveluzione, oppure la- proietiivite identica e considerate, de:
due triangoli, dye punli corrispondenti rispetto a tale retta, l'esistenzn
d'uno dei sequenti fatti;

1 eoncorrenza delie retis uscent: dai vertici del primo triangolo e
coniugale con quelle che dal punto del” secondo proiettano i vertivi di
€850 ; |

2 concorvenza delle rette wscenti dai vertici del secondo ¢ coniugati
con quelle che dal punto del prone, proieitano i vertict di esso 5

3 allineamento dei punt @ incontro dei lati del primo con le veffe
passants pel punio di esso e coningate coi luti del seconde $

£ allineamento de punli d’incontro dei luti del secondo con le retle
uscenti dal punio di psso e conivgale coi lati del primo:

& conuizione neeessuria o sufficiente all’esistenze di tutti.

Traducendo per dualita questo teorema, si hn il seguente:

b) Daii due triangoli complanari, assegnata, intorno ¢ wn punto del
loro piane un'involuzione, o la proiettivits wlentica, e considerute due
retee covrispondenti dei due triaigol rispelto « quel punio, esistenza
duno dei sequenti fatti:

1" allineamento dei lati del prung triangolo coniugati con quelli se-
condo i quali la retia del secondo taglia 4 fati di esso;

2° allineamento dei punti dei lati del secondo coniugate con quelli
secondo i quali la retta del privio taglia i lati di essu;

3" eoncorrenza deile congiungenti & wertici del primo coi puniti della
Sua retla coningati eoi vertici del secondo

4" coneorrenza delle congiungenti i vertici del secondo coi punti delln
sua relia coningati col vertiei del primo ;

¢ condizione necessariuy ¢ sufficiente all’esistenza di tuiti

13. Quando, invece dell"involuzions si considera la proiettiviiy
1dentica, i teoremi precedenti assumono una forma alquanto piti sem-
plice.

Casi particolari interessanti st hanno osservando che, nel caso
del teor. ¢) del puragrafo precedente, sono punbi eorrispondenii i
poli delia retta vispetto ui dffe triangoli e che, nel caso del feor. b)
80no retfe corrispondenti e polari del punto rispetto ai triangoli
medesimi.

Se poi la retia p (teor. a) si prende all'infinito, sono punti corri-
Spondenti 1 baricentri dei dus triangoii. Si deducono, in tal modo,
assal agevolmente i seguentl feoremi:

Dati due triungoli complanari, !esistenza a'uno dei seguenti faiti:
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prrallele
1° concorvenza delle ¥ : :
perpendicolayi

iriangolo alle mediane del secondo.
parvaliele
perpendicolari
alle wediane del primo;

3" allineamento dei punti @incontro dei lati del primo con le
parailele _ e

, : - vondolte pel suo baricentro ai lati el secondo -
perpendicoluri

condotte pei wvertiei del primo

2" coneorrenza delle cotidlotte pei vertici del seeondo

1 allinewmento dei punte "encontro et {uti del secondo com le

i:::;ff:rf’?ﬂmfmf contlofte pel suio ?.‘ru:r‘.'r'ré'ii!‘rﬂ ar lat: el prome;

e condizione necessaric e sufficiente all’esistenza i tutti. ()

4. Dati, al solito, due triangeli ABC, A'B'C’ e, sn duna retta P,
dei loro piano, un'involnzione di painde, si prendano, nel piano, due
punti P e I”. Siang rispebiivamente \,. B,, 4 A, B,. U5 1 punti in
cui le reite P4,, PB;, PU;: P'AS. P'By, P'UY taglinno la p: nella
datn involuzione, che chiamiamo J. sw@ano ordinalamente Az, Ba, Ca;
Ay, By, U i corvispondenti di A, . B, Us; AL B, ().

Supponiamo che le rette PA%: PR, PU, taglino rispeftivamente
BC, CA, AB in punti allineati. In tale iputesi le coppie di relie

[PA, PA%], [PB. PB4), [PC. PU%]

appartengono a una medesima involuzione (n. 2); per conseguenza

-

esistera un involuzione 4 della quale fanno parte le coppie

A;IAJEI! BIBJE: [:.l{-]".'.-

Ora si noti che

dal punti A", B, €, mediante I"invy. J s1 passa ail punti A%, By, Oy
" A, B.ﬂr 'y = ] j " " m Ar. By ’ {-"1;
" _i'l] " E| . :1 - - ;il‘ . » " :'i-_-. ;HE, l.|ﬂ.

Dalla sevie di queste operaziont si desume ehe esiste un’inyolu-
zione j° della quale fauno purte le copple:

ALAs, BBy, (0,
Dungue, proiettando da P Ja p, 51 ha che le eoppie di rette
(A, MAq), [P'BY, P'By, [P Py]

appartengono a una medesima involuzione di retie. Dunque (n. 2)
le rette P'As, P'Ba, PU, tagliano B'L, U'B', A'B’ rispettivamente in
tre punti allineati. Percio, osservando che il raglonamento regge

% Qnestn onnneldlo comprenile 1] tenr, det frianzeli barivlugici Tefi, Ta mia nota * Sal trisn-
gole . soprs citata. ol vom. 200 nonehit i toor, del i 258 el norn vitada, V. pare la WSk Do
i concorao del Suppfementy al Peviodivo i Mtemticnr, Amo N1 fuse. 1 o LA,
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anche guando al) involuzione J st sostibuisce la proietiivita identica,
polremo enunciare |n seguente proprieta:

Asgsegnuti nel piano di due lrecngoli, due punti, une retfla e un’in-
voluzione su i esgtt, se le velte yseenti da uno di gqueste punti ¢ coniu-
gate rispettivasmenie con quelle che dall’alivo puato proietiano vertici
&'uno el triangoli, ineontrunn Lo lakd dell'altro in e puntt allineati,
anche le retie condotle per Uallvo punio e Coitigele respettivamente econ
quelle che dul primo PUNLO protettane @ vertict del secondo tricngolo in-
conlrane ¢ lali del primo in ire punti alltuenli.

L dualmente: Assegnati el piuno oe dee triangoli dne reife, un
punto ¢ wn inroluzione (e Duntr abtorne ad ES50 Sg L j‘)?{?lff (o unee ot queste
velte couiugati vispeflicumente ron quelis secondo § quali Taltyn tglia 2
bele Luno el lug tricngoli sone proiettati dai vereicl Well’ altiro secondo
tre vetle che coneorrono in un punio, cehe & punti Jdell' nbtya vetla co-
newgali rispettivamente con quelli secondn § queli ln prima seca 1 lati del
secontn [rivngolo, sono prowcitate dai vertici del DIURO secondv tre relte
che coneorvono in un punlo. |

15. 11 teorema dimestrato nel paragrafo precedente regoe aviden-
temente anche nel caso in eui i due triangoli cotneiiono in un solp.

In gnesto easo, se la retia p vieue seelta all’infinito, ¢i hauno pa-
recehl teoremi relativi ai trinngoli puumi. Seenaliamo | seguents:

" Le perpendivolari condoite per Uortocentro d'un triangolo alle tre
S eongiungenti un pititn el swo piano eoi bre verliet, racontruno | lats
S rispellici in ire prante allipenii |

“du vk triungola Le parallefe randotte par Uortoceniro alle CONGIUN-
“aenli un panto deily corconferenza eireoseritia voi i vertics, incon-
“Urano & lubi rispettivi in fre punit allineati . ()

16. 11 vagiomnmento del numers 8 ¢l mostra che © se due terne
di punti sony Pseadomvolutorianiente coniugafe, sono pure psendo-
mvolutorinmente contagate le loro corrispondenti in vua involaziona
arhibrariu ..

L10 posto. ferme stundo le notazion; descritbe al nomero 14, sup-
pongast che le retie PA'L. I’B,. PO taglino BC, CA, AB in tre punti,
I guisn che le rette chie | CONEIUNEON o’ vertic] Oppostt eoncor-
o i na o,

[n istle ipotesi le terpe i relle PAs PB, P P B, PO
Sone pseadoinvolutorinmeute eoningale (n. 6); talehe sono pare Tali
Ye foene i punti AB,C, e AuButYs ¢, quindi (oss. prec.) anche le
terne Ashil's. AR, .

Se e deduce che le terne di rethe A5, P'R. P6; A\, 13, 10y
sone psetdoinvolntoriamente coningite, e si econchinde che lo rette
P8 1B, MUy Engelionn i lati 13707 VAL B dn fre panti, in guisa che
le relte ¢he i Congiungony o’ vertie) pppostl eoncorrono in un punto.

LI Sipplemento, Qpigt. 1140,
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Ne viene il segnente teorema:-

Assegnati, nel piano di due triangoli, due punti, una retia e su di
essa un'involuzione o la proieitivita edentica, se le rette uscenti da uno
di questi punti e coniugate rispetitvamente con quelle che dall’ alira D oiel-
tano i vertici duno de’ due trian goli, incontrano 17 lati dell’altra in tre
punit le cui conginngenti co’ verlics OPPOStE conecorrono in un puito, anche
le refte uscenti dall’aliro punto e comiugate con quelle che dal primo
prowetiano i vertici del secondo triangolo, incontrano @ lati del primo in
Punti le eui congiungenti co’ vertici 0pposit concorrono in un punio.

K doalmente,

E anche qui, tea i casi particolari notevolt, segnaliamo quello che
81 ha allorquande i due triangoli, di cui & questione, coincidono: si
deducono, i questo modo, molto facilmente, paracehi teoremi rela-
tivi ai triangoli piani. (')

II. — Triangoli in omologia.

17. Siano ABC. A'B'(Y due triangoli complanavi omologici. Si sa
che le rette AA’, BB, CC’ concorrono nel centro P d'omologia e che
1 punki Ay, By, € d'incontro delle rette BC, B'0'; CA, C'A'; AB, A'B’
apparfengono all’asse p d’omologia. B noto del pari che se le retle
AA', BR, CC tagliano I'asse p rispettivamente nei punti A”, B, ¢”
& cosfante il valore dei birapporti

(AA'PA"), (BB'PB”), (CCPCY). .

Siano, vispetiivamente, &, (' i poli di p rispetto ai triangoli ABC,
ABC’; se le refte AG, BG, OG inconfrano rispettivamente i lati
B, CA, AB nei punti A, Bg, Cyi. e le rvette A'G, BG, C'G tu-
gliano vispettivamente i lati BC, C'A’, A'B nei punti A, | B, C;,
le coppie di reite B,C,, B.Cy; CiAe, CLA; ALB., A’ B, passano
rispettivamente per A,, By, Co & le rette ApA g, BB, C.C. pas-
sano per P. Le coppie di rette AA,, A'A%; BB, BB,; CC,, CC%
sono corrispondenti nell’'omologia da noi considerata e CONCOrrono
rispeltivamente in tre punti Ay, Be, C2 di p, per i quali i gruppi
di punti

ApAsBoCs, BiB:CyAy, CollsALB,
S0N0 armonicl,

I punti G e G sono dungue punti corrispondenti nell’'omologia
sopra descritta, quindi sono allineati con P. Dunque:

div una omologia, i poli dell’ asse rispetlo o« due iriengoli corrispon-
denti, sono allineati col centro. B, dualmente, le polari del centro, rispetto
¢ due triangoli corrispondenti, concorrono in un punto dell asse.

-_—

(V) Ofr, ad es., la Quist. 928 del Suppiemeanto,
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I8. SBiceome i triangoli ABC, ALB 0, sono corrispondenti in wna
omologia di asse p, le rette AA%;, BB}, CC, concorrono in in
panto H. I punti &, G sono i poli dell’asse p rispetto ai triangol]
ABC, AB,C;; dunque H' appartiene alla retta PGG’ (n. 17).

Aualogamente le rette A’Ag, B'B;, C'C. conecorrono in un punto H
della retta PGG. Diremo dunque:

Dati due triengoli in omologia, le conginngenti ¢ vertici di CEASCUND
d'essi vispettivamente coi punts dei lati dell'altro che, coi loro punti d in-
Conlro coin Uasse, separano armonicamente i vertict, concorrono in un
punfo. B dualmente.

I punti H ¢ H saranno da noi ehiamati centri coniugati e, preci-
samente H & centro coniugato rispetto al triangolo ABC, H' & rentro
contugato rispetto al triangolo A'B(Q,

Dualmente, si hanno due assi coniugati.

Diremo dungne, riassumendo:

Dati die 1riangol; omologici, i punti coniugati sono allineati ol
centra ('omologia e con i poli dellazse rispetio & due triangoli,

Gli assi coniugati formano fascio con Casse e con le polari del centro
d"omologia rispetto ai due triangoli.

19. Sia G, il punto in cui B.C. taglin AG: siccome j Zruppi
ACB.:Bo, ABC,C, sono armonici, & anche arm onico il grnppo AALG,A,,
percid le rekte PG, , PA. Separano armonicamente le rette PAA’,
PA.A',. Ne viene che, detto X il punto d'incontro delle rette AA”,,
A’A,, siccome dal gnadraugolo AAAA, risulta che le retie PX o

=y

PA, separvano armonicamente Je rette PAA', PALA", | il punto X ap-
partiene alla retta PG, .

Detto pei A, il punto d’incontro delle rette AH, AH' il quea-
drangolo XHAH' mostra che PA, & comngata armonica di PHG,
rispetto alle retts PAA', PGG" & quipdi, siccome AGG.A. & un
gruppo armonico, il punto A, apparvtiene alla retla. PAA',.

Dal quadrangolo PA'H'A’, si ricava che PH'G'H & un gruppo ar-
monico; analogamente, dnl quadrangelo P'’AHA, si desume cle
PHGH' & un gruppo armonico. Dunque:

Al centro domologia e il centro coningato rispetto a uno dei dye
iriangoli separano armonicamente Callra eentro coniugato e il polo del-
Casse »ispetio al medesimo tricangolo,

Daalmente: L' asse d'omologia ¢ Uasse coniugato rispetto a uno dei
due triangoli separano armonicamente Caltro asse coniugaio e lg polure
del centro domologia, rispefto al medesimo triangolo.

20. Proiettiamo da A (o0 da A) 1l gruppo di punti PHOE (0
PH'G'H) snlla retta PAA'; otteninmo cosi il gruppo PAA A,
ovidentemente anche armonico. Peretd, considerando il quadrangolo
BCB'T', visulta che le rette B, B'C debbono contenere i) punto A,.

Analogamente, detti B,, (, i puntit d’incontro delle rette A(Y,
A'C: AB, A'B, le rette BB, , CC, passano per H e le rette BB, ,
C'C, passano per H',
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Osserviamo che i punti A;, B,, T, non sono aliro che 1 punti di
incontro «delle congiungenti i vertici nou omologhi dei due triangoli.
SI hn pereid la seguente proprieti: :

Dati due triangoli omologici, le congrungenti v vertici d'uno gua-
luigie dessi con @ punti & incontro delle vette che HHsCono ¢ rertici non
omotoghi, concorreno in wn punto (ceniro coniugnio).

Il duale del teoremu precedente Pud assimere la forme segnente:

Le congimngenti Lpunti d incoutro dei laii non omologhi (neontrano
respeftivamente i laki i ciascun tricigolo in tre punti i wna medesimeo
vellu {asse coningats).

2]. E particolarmente notevole il caso dell'omologic armonica, nel
quale i1 valore cemnme dei birapporta

(AA'PA"), (BB'PB"), (COPOY)

e Pinithd negativa. In tal caso i sej puntt A, B, C, A", B". (' appar-
tengono « anu medesima coniea I &, vispetto a questa coniea, i
punto P e ln retta p sono mutuamente poliv,

I quadrangoli BCBC, CAC'A” ABA'R' sonu, 1 guesto caso, in-
scritty nella coniea T" e hanno tutti P come punko dingonule; gii
albrl puntt diagonal; tppartengono conseguer emente all nsse p. Per-
eib, nel easo dell’omologin armoniea, i punfi A;. By, €. non sono altro
che i punti in eui le retie PAA'., PB.B,, PC.C, taglinno 1a reita P.

Cidb posto, & evidente che se nel piano d'en trinngolo ABQ si
assegunano arbitrariamente un punte P e upa reita p che si consi-
derano come centro e gese rispetlivamente dun’omologia armonica,
nella guale siano rispettivamente A, B', €' i corrispondenti ad A,
B, C, le rette B{, B'(3: CA., O'A - AB', A'C econcorvono rispellivy-
wente 1 tre punti A, B,, ¢, di 2, pei quali passuno anche rispet-
tivamente le rette PA., PB.. PC.. essendo G il pule di p rispatto
ad ABC. (') Le refte AA,, BB, . CC; eoncorvonn in un punto .

Ora si osservi che j puntt A,, By, (O si possono ottenere 1ndi-
pendentemente dalla consideraziono dell’emologia armonica i cen-
tro P e nsse p. Bastn, intutti. projetlare da P i pasti A.. B, . u
sulla p. Se, quindi, i nota che ABC e A.B.C. sono omologici i
cenlro G e asse p, restan dimosbrato un caso particelare del teorema
generanle segnente:

Dt due triangoli in mmologin, le congivngenti § vertici d'uno il esss
rispettivamente con le proiezion (i quelii dell' aliro sull’ usse, da wn purnto
arbztrario, concorrons in un puaito.

Questo teorema pud diretiamente dimostrarsi esegnendo, in una
omologia qualungue, individnata mediante due triangoli omologici,
la costrozione del corrispondente d'un punto generico duto.

{*) Essends P un punio zangrica del pinne dun triangols ABO, con le noulazion| Ap, Bp . Cp
8 imdicheranno i puniti in oyl le reite AP, BY, UF tagliane rigpetlivaments i iati BC, CA, AB.
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Enuanciamo la proprieta duale:

Dati due trinngoli omologici, le congiungenti i punti dinecontro dei
late d'uno d'essi con una retice arbitvari col centro omologia, ineon-
trano rispettivamente i lati dellalivo in tie punts duna retia.

I. — Coniche ecircoseritte al triangolo.

22. Dato un triangolo ABC 6. nel sno piane, nna retta cenerien 7,
81 scelga, nella infiniti i coniche elhe piassano per A, B e C, una
deferinata eoniea 1. Sia j, I'inuvoluzione dj pandl veciproct rispetto
alla conica T, esistente sulln p.

1 noto che, assegnati ABC, In retln » e l'involuzione Jo su di
essa, o mdividoata la conica T

Sia P 1l polo di p rispetio alln conica e (@ 1l polo delln medesima
reita nspetto al triangolo.

Se le rette PA,, PB.. PC, tagliano la p rispettivamente in A,,
By, Cu, le rette AA,, BB,. CQ concorrouo in un. punto H (n. 19,
20, 21).

B facile vedere che, nella omologia nella quale si corrispondono
1 triangoli ABC, A.B.C.. si corvispondono pure 1 punti H ¢ P.
Laonde, detto @ ii punto in cuni Ia retta PGH taglia la p, si ha

(HPDG) = (AA.AG) = (BB,B.f) = (CC,C.0G),

dove i pinti A, Ba, Co (come s'& detto al n. 17) sono le interse-
ziomi di GA,., GB,. GO, con la retta 2.

Se le rette AP, BP, CP tagliano ulteriormente In conlea nei punti
A, B, C le rette A’A,, B'B., C'Ce passano per H (n. 18).

23. Chiamiamo j la brasformazione bi-ruzionule triteneare che mnta
la veita p nella conien 1' (si considera ABC come triangolo hase). (')
Dimostriamo Ia segnente proprieti:

1l punto H & il econinguto di P nella {rusformazione bi-razionale
trilivenre che muln la veltn p nelle conica T.

Notinmo, allnopoe ehe le involnzioni Js - Jv, Je subordinate da tale
trasformuzione sui lati BC, CA. AR, «; possono ritenere individuate
(olbreche dai vertici del triangelo) dai panti in eui ls rotie AB’, AC,
BC, BA"; A", OB tagliano rispettivamente i lati, e eib perchée le
relte B'C', C'A’, A'B’ passane rispettivaments pet punti A,, By, O,
d’ incontro delly p coi lati dgl Eriangole fondamentale.

Consideriamo ora il quadrangolo PB'C’A,: in esso sono verlbjci
epposii 1 punti B, C'; P, A,; B, C: proiettando questi sel punts da A
8 oftengono sei retle in imvoluzione e, precisamente, in questa invo-

| S—

('» Gfr. Is min neia ® sopra le trasformazioni bi-razionali trilineari ,, Periodico @i Mutemuaives,
Amge XXV, fase, 1. 19060,
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lnzione sono corvispondenti le rette AB' AC'; AB, AC; AP, AA,,
Quest’ultima involuzione viene da BC seecata secondo ni' involuzionae
che non & altro ehe It ju , €, quindi, poiche la retta A A, passa per H,
le rette AP, AH tagliano BC in punti che si eorrizgpondono nell’ in-
voluzione j,. Analogamente le refte BP, BH; CP, CH tagliano CA.
AB, in punti corvispondenti nelle involuzioni o+ Je- Dnngue i punti
P e H sono coningaii nella trasformazione bi-razionale trihineare
chre mnta p 1n T.

Le proprieta qui dimostrate giustificano le denominazioni di cen-
tro conmingato e asse eoningato, nsate al n. 18,

Dalle esposizioni fatte emerge la seguente proprieta:

Deto un teiangolo, una conica ad esso civeoseritie e wne retta nel
swo prano, i poli delia reffa rispeito alla conica e al triangolo sono al-
lineati col eoniugato del polo rispetto ulln conica nella trasforniazione
bi-razionale trilineare che muia la retta nella couien.

E duslmente: Dato un triangolo, unn conica ad esso inscritta ¢ un
punto del suo piano, le polari del punto rispetto aila comica e al rian-
golo formano faszeio con la contugata della polure viepetto alla conice
nella trasformazione bi-razionale trilinenre che muta il punto nella coniea.

24, Sia Q un punto generico della p; la sua polare ¢ vispetto alla
conica I' passa per P e taglia p nel punto @' reciproco di Q; 1 punti
Q & Q' si corvispondons evidentemente neil' involuzione j,,

Se 1 punti Q e Q' si congiungono con un punto qualimque S dells
conica I', e si dicone rispetlivamente R, R’ eli ulferiori punti d’in-
contro di tali econgiungenti con la T, siccome QOQ'P & triangolo anfo-
polare rispetto alla conica T, la retta R, R’ passi necessariamente
per P.

Dunque: Da qualunque punio deila conica data, U involuzione di
punti reciproct duna reft@ wviene proiettaia sulla conica in 1w’ involy-
zione di punti il cwi polo 24l pole della refta rispeito alle conicn e il
cus asse & la refia medesima,

Viceversa & mamifesto che due punti allineati col polo vengono, da
qualsiasi punio della eonica proiettati sulla retta dati in due punti re-
ciproci rispetto alia ronica,

25. Dati, come nei precedenti paragrafi, an triangole ARC. una
retta generica p e una conica I' conlenente i vertisi dul triangolo
(e che pud ritenersi individuata dai punti A, B e € e dall’involu-
zione jy di punti reciproci, esistente sulla 7), diremo che la retta P
e vetta fondamentale: analogamente 1a conjca T' & detta conici fon-
damentale. -

La trasformazione bi-razionale trilineare che muta la retta fon-
damentale nella conica fondamentals si dirg trasformazione fondu-
mendule,

Due puntt eomingati in tale trasformazione si chiameranno fon-
damentalinente roniwgati,

Y ST

o -
b i
)

. TR T i
f s il T
h'.-'l-.r:.l" ul I

1
A




PERIODICO DI MATEMATICA. 65

Dato un punto M nel pisno del friangolo, denotiamo con M, ,
M;, M, rispettivamente ; puntl 1n cni le rette MA,, MB. , MC; (co-
ningate ai lati BC, CA, AB rispettivamente, rispetto all'1nvoluzione
ai punti reciproci sully rebta fondamentale) incontrane i laij B,
CA, AB; il triangoio M. M, M, sard chiamato triangolo fondamental-
mente inscritto rispetto al punio M.

Sono ovvie le definizioni duuli.

26. Si scelga ora, ad arbitiio, un punto M nel piano della fignra, e
s'indichi con M’ il suo fondamentalin ente coningato, Detti M,, M,. M,:
M., M, M. rispettivamentes i punti d'incontro delle rette MA,,
MB,, MC,; M'A,, M'B, » M°Cy eoi Iati BC, BA, AB del Lriangolp, i
triangoli M MM, , M .M M, sono i triangoli fondamentalmente jn-
serithl rispetbo ai punti M e M’ (n. 25).

Vogliamo dimostrare che le rette AM, M M'.: BM, M".M". . CM,
M.M'w: AM, MM, ; BM', MM, - UM, M,M; tagliano la p secondo
coppie dell'involuzione 3.

Siano P, , P, rispettivamente, i puntl in ecul le rette AM, A
fagiiano Ja retfa fondamentale, e M, il punto n cuw la medesima
reifa & incontrata dalla MY, . Dulla considerazione del guadran-
golo AMM M, | visulta che le coppie

P"IDMI 1 BIC:] y CIBU '

appartenzonoe ad un’inveluzione j . Proiettando, inolire, da A I'in-
voluzions j, subordinata sul lato BC dalla trasfermazione fondamen-
tale j, snlla refia fondamentale p, softiene un'involuzione 72 nella
quale sono coppie di punti corrispondenti le segnenti:

P:u l;Tm ' BICI ' Bﬂﬂu .

Ora si noti che:

Dai punti By, C,, B,, Ci, mediante 1'involuzione Jr Sl passa a
Ci, B, 1 Gi.'l! Bn:

dat punti C,, By, Cy, B, . mediante I"involnzione j, si passa n
B, 04, By, C,.

Ma la proiettivita che dai punti B,, C,, B,, C, conduec rispet-
tivamente ai punti B,, (), B,, C,, non & uliro che I"involuzione j,.
Per trovare adungne 'un panto Q di p 1l suo corrispondente nella 2,
basta trovare di Q il corvispondente nell’involuzione Jv &, poscia, di
Gquestultimo puntoe, il corvispondente nellia Je » S1 oszervi ora che:

dal punto M, , per mezzo d8ll’ invol. j; si passa al punfo P, :

'
n " Pﬂl'.l o " " .?E » " B Pm.-

¢ che, per conseguenza M,P. & una coppia dell’involuzione j, .

Dunque le rette AM, M M. tagliano la retta fondamentalo in
punii reciproci. Analognmente dicas; delle coppie BM, M.M,; CM,
MJ.J'-M;h5 AM, MLMn ' BM}. IﬂuMn ) GMI: MﬂMh v
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Avremo, intanto, la seguente propriela:

dn ogni triangolo, | luti del triangolo fondamentalmente inseritto
rispetto ad un punto, sono, rispetto all’ inzoluzione di punti reciproei
della vettu fondanentale, coniugati alle congungente i vertici del trian-
golo con il punto fondamentalmente ecomugato al punio dato.

E dualmente: i vertici el treangole fondamentalmente cireoseritto
vispelto « une retta, sono, rispetto  all involuzione i wette reciproche
mtorne al puunto fondamentnle, contngati ai punti & incontro dei lati
del trinngolo con la vetta fondamentalmenie comugata «lle reitu
dutter.

27. E particolarmente notevols il caso in cui il punte M’ appar-
tenga nlla conica fondamentale: allora il punto M appariiene alla
reita p e le rette M,M., M.M,, MM, passano per un medesimo
punto della retta fondamentale p (reciproco di M). Resulta da cid
che 1 punti M,, My, M, sono allineati. Ne viene la seguente pro-
prieta: )

Le congiungenti un punio quatungue della conica fondamentale con
¢ reciproel, sulle »efta fondamentale, de’ suoi punti d incontro co’ lati,
incontrane ¢ lati stessi in tre punti allineati.

Dualmente: 7 punti & incontro d'una tangente quulungue alla conica
fondamentale con le reciproche, pel punto fondamentale, delle sue con-
giungenti co’ verlici, sono dni wvertici medesimi prowetiats secondo tre yefte
concerrenti,

LV. — Traversali. - Coniche fondamentali,

28. Data, in un plano, nna retta e, su di essa, un mvoluzione di
punti, ogni conica del piano che sulla relta data subordini 1"invo-
luzione data di punti reciproel, sarid chiamata brevemente conica
fondamentale in ordine a tale involuzions.

E noto che una conica fondumentale in ordine ad una determi-
nata involuzione sun forma di 12 specie e individnata meres | asse-
gnazione di tre suoi elementi {punit o tangenti).

Tutts le coniehe foudumentali che pussano per doe punti fiss
costitmiscono un fuscio di coniche fondamentali. Quei punti seno i
punii base del fascio.

In un piano sul quale 2 assegnata un involnzione 3, di punti
d'una sua punteggiata p, sia dato un angolo z di vertice A. Scelt
comungue un punio B su un lato di = e un punto C sull’altro, sia I
la conica del fascio di eoniche fondamentuli | cut punti basi sono B
e U, che passa per A, Detto A, il punto in cuoi la vetta BC (vetia
base del fascio) tuglia la p, esistern una ed uny sola 1nvoluzione d;
punti della conica I' che ha A, per polo e la polave di questo punto
per asse. Proiettinmo da A i punti dj tale invuluzione: i raggi proiet-
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tankr eostitniseono uninvolnzione j dj raggr della quale fanno parie
1 laki dell'angolo e le rette che eongimngono il vertice di essp con
1 panti B; ¢ O che, nella Jo corvispondono ai punti Bye C, din-
contro 1 p con AC, AB (n. 23) Tale nvoluzione pub dungne rite-
ners: individunta dalle coppie

(AB, AC) o  (AB,. AC)

e quindi non varia al variare di Ay e, conseguentemente, di T

Assegnata dungue |'involuzione Jo st p e 'angolo ~ & indivi-
duata Ja j',

Questa mvoluzione si dirg mvoluzione di troverseli angolari fon-
donentalmente assoeinte vispetto oll’ involuzione data.

Une rvetie che concorrone in un punto di p st chinmuno rette con-
corventt con la fondmmentule, B due rette che sono, rispetto all’in-
voluzione duata, con lgate a due braversali angolarm fondumentulmente
associate, si chinmano refie anticoneorrenti con la D respetio all’ ungoln
dato e alla date tnvoluzione.

23. Sceglinmo ora una coniea I, fra le infinite del fascio di co-
niche foudamentali di basi B e C. Sia € il punto in eni essa ta-
gha AB e B’ quello in cui intersees AC.

Sia Py il polo di p rispetto alla I'y. Questo punto appartiene eyi-
dentemente alla polare di Ay e, quindi, alla relty che passa per A,
(reciproco di A,) e pel eoniugato armonico di A, vispetio a BC, che
indichiamo con A, . Tutti i poli di p rispetto alle coniclie del fascio
hanno dunque la retta A:Ay per Inogo.

Stano B”, C”, rispettivamente. | punti in eui B,Py, G0 tuglinne
le rette AC, AB. La retia Bil' & poluve di B, rispetto alla coniea T
la rolta C,P, & polare di Cy rispetio alla stessa conien; ne segne
che la coppia BO separa armomecamente G0 ¢ la coppia CB' se-
pPara armonicamente B B”.

i USSEIVL Ora che, al muoversi di P; sn AA, i puuki B” &
deserivono sui lali di = punteggiate proiettive. Siceume poi & ma-
miesto che e punti mobili duna punisgqiata tali che ognuno di pesi
& coningato armonico @un punto fisso della puntegginin respetio ull’ultro
pitsito mobile e wld un seconddo punto fisso, descrizono due puntegaiie
proellive sovrapposte, (1) ne viene che €' s1 mnuye profetbivamente
a " e B projettivamente a B”. Dungue, lo punteggiate descrilte
da B e C' sui lati di « sons j"" loro proietiive.

(") Lufatk), eondotis per un ponio fisse & dunn retta » due rebbe arhicrarie, per un nliro punto
fingo O dally meilgsima rattn, wn'alira retta arbibtraria ehn tazii le precedesiti in H & K, st pronda
Wi Lezo panto B @i e e siano L, M I puntj in cui le BH ¢ BK Laglinne nlteriormante le retls
eonidpibe per A: detta D 11 punto o ewi LY tazlia », al muoveirst i B, D i mantitne semprs
tanmpnte arnionies i riapetto nl A & 1, Quitlnnguie sin £ 1y vetta LMD Luglin sinpre HK nal
foningiko Srmionjes i € rispetto aid Il e K, themigne le pantegriate dessritte da e 1) sono pri-
Boetlive: e puwhi anehe 1o pinlegsiota deserikta da B o« mankions prospettiva n guella ileservitta
di L. le puntegsiate »(B5 (D) sume proiellive. v, v. d.
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Prolettando da B, e C, rispebtivamente le punteggiate descritte
da C" e B’ si ottengono dungue due fasei di raggl tra loro proiet-
tivi; e poich®, evidentemente, alla retta B,C, dell’'uno corrisponde Ja
retta C,B, dell’altro, tali fasei souo prospettivi. Ne viene che, al
muoversi di Py, su AA,, il punto K, @ incontro delle B,C' e C,B’
sl muove su una reita Ia quale (poiche A & unito nella proieftivita
fra B" e C') passa per A. Detio Ay, 1l puntoe coningato armonico di
quellt 1 cui fale retta taglia p, rispetto = B,C,, qualungne sia la
- posizione di Py sulla AA, | la retta B'CY passa per . U

Cido siguifica che gualungue conica fondamentale & un faseio taglia
t lati d'un angolo fisso, i eui lati passano pey punti basi in due punti
allineati con un punto fisso della retta fondamentale,

La retia A A; , riesce tangente alla conica T' del fascio, passante
per A. Se P & il polo di p rispetto alla I, lerette AA; , @ AP sono
coniugate rispetto all’imvoluzions 7, .

Ma le rette AP e AA, sono traversali angolari fondamentalmente
associate rispetto alla j, (n. 28), percid le rette BC e RO’ sono anbi-
concorrenti con la fondamentale rispetto all'angolo dato e all’invo-
luziove fondamentale.

Abbiamo dunque il seguente teorema:

Gl eventuali punti & incontro di una conica fondamentale yispetto
@ una data involuzione, con due reilé del piano, stanno due ¢ due su
reife anficoncorrenti con la fondamentale. respefto all’angolo formato
dalle rette daie e rispetto d@ll’ involuzione fondamentale.

Ora riesce evidente che i punti @ incontro dei iati d'un dalo an-
golo con due relte anticoncorrenti con la fondamentale vispetto a esso
angolo e alla involnzione fondamentale, appartenyono a und medesima
conica fondamentale.

30. Consideriamo. di bel nuovo, un friangolo ABC e, su una
retta p del swo pianp, un’inveluzione j,. La conica fondamentale ri-
spetto alla j, mdividuata dai punti A, B e C si dice conica fondu-
mentabmenie eircoseritta ad ABC.

Uid poslo, siane, come al n. 26, dne puntt M e M fondamenial-
mente comugati e siano M, M M, e M MM, 1 triangoli fondamen-
talmenle inscritti in ABC, rispetio ad essi. ,

Dieo che i sei punti MM MM\ M M, appartengono ad una me-
desima conica fondamentale.

Infatti, le rette M,M,, MW M’. essendo anticoncorrenti con Ia retia
fondamentale rispetio all'angolo A (. 26), 1 punti MyM.M',M’, an-
pariéngono ad un'nnica cenica fondamentale T, rispetlo alla quale

il polo della retia fondameantale & i coningato armonico Q del punto

d’incontro di MM con la p, rispetto ad M e M.

Analogamente i punti MM, M' .M, appartengono ad mna mede-
sima conica fondamentale T, rispetto alla quale il polo di p & an-
cora Q,
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Le coniche T, e T sono dungue comuni al fascio di coniche fon-
damentali di basi M, e M, e siccoms, rispetto ad esse & comune il
polo di p, esse coineidono in un'unica conica |

Abbitamo dungne la seguente proprieta:

1 vertici dei triangoli fondamentabnente mseritti v un dato trian-
golo rispetto a una involuzione assegnata, rvelativi o due punti fon-
domentalmente contugati, apparlengone a4 und stessa conica fonda-
mnentale.

31. B facile riconoscere che, al varigre della retta BC intorno
al punto A,, fisso su p, e al variare, contemporaneamente, della
comica I'; (n. 29), il punto Ay 8f muove su una vebta fissa, conngata
armomca di AA,, rispetto ai lati dj 2, 1a quale incontrerh la p Iin
un punio fisso A, ,; tntte le coniche Iy risultano tangenti alla AA; ,
e le coppie di punti

Belo,  Bilh,  AAg,,

appartengono ad una medesima involuzione Ja. Inoltre il punto I,
d incontro delle rette CoB', B,U, al variare di B( e I'y nel modo
suddetto, percorre la retia coniugata armonica di AAy , rispetto ai
lati di «; pereid, se tale retta taglia p in A, +, la coppia AvgAyx
appartiene all'inveluzione j,,

Le rette AA,, AK', sono dangue fondamentalmente associate ri-
spetto all'tnvoluzione data.

32. Supponiamo d’avere, come al S 30, un friangolo ABC e si
supponga che M e M’ eovincidano in un unico punto 1.

Sia A, By C, il triangolo fondamentalmente mmseritto in ABC, ri-
spetto al punto I. Esistera una conica che toces i lati di ABC in
Ay, B,, C;; tale conica & fondamentale in ordine all’involuzione
assegnata nel piano sulla retta fondamentale e, rispelto ad essa, il
polo di questa retta & il punto I

Questa conica & dettn fondamentalmenie mseritta nel triangolo ABC.
Dico che gueste coniche sono in numero d; quattro.

Per accertare questo fatto basta veders quant! sono i punti del
piano c¢he godono della proprieta del punio I suddetto. A tale uopo
si osservi che, detta I’ Ia conica fondamentalmente vircoseritta ad ABC,
la retta AT taglia nlteriormente I' nel punto in cui questa econica
tocea una delle due tangenti ad essa condotie per A,. Per A, con-
duciarno 1o tangenti a T': sia Ay il punto di contatto che, rispetho
a BC & dalla parte opposta afl A : sia A’y I'altro punfo di contatto:
sia poi By, BY; Gy, O gli aialoghi punti rispetto ai lati CA, AB.
Le refte AA,, BB;, C(; concorroro in un punto I; le rette AA,,
BB, €O concorrono in un punto I,; le vette BB;, AA',, € con-
corrono in un punto Iy; le rette CC, , AAY, BB, finalmente, concor-
rono in un punto I.. Le rette AL, I I, sono raggl uniti dalla invo-
luzione di traversali angolari fondamentalmente associate rispetio
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all'nngolo A ; analogamente dipys Bl, LL rispetto ullangolo B
e di CI, I.L rispetio alllangole ¢, p

Ognunp dei quabiro punti 1, 1,. .-, I. ha se stesso come punto
fondamentalmanta conlngittu, Pereii < hanno quattro coniche fondn-

=t

mentalmente inseritie nel triungolo ..

Dette dungue 1, Das Ty IV o gz citro eoniele fondamentalmente
mseritie nel brtangelo ABC. <inno Yoy By Cad punti iw oeni In T
locen 1 lnti BC, CA, AB: lp pet| LA, BB-, ('C. concorrone in
un punbe I'. Se le conielje 'y, TV, 70 toeeano BU, 04, AR rispet-
bivamente nei puntj Aj, By, C;. 11 oppie di rette A, . LN\is IB.,
IhH.i: I1C,, I.I; eoncorrono rispaliiva: =nte nei pantr A, . By . 'y 1 p;
siceome poi i triangoli A. B. .. T ° o sonn omolezici in un'omo-
login di asse p (n. 29 o seg.), Je rer- 1A . 1By, 1.0 concorveno in
un punto P,

Constderandn pei i triangole 17 1. e dettn T, 14 contra fonda-
mentilmente circosceritta ad esso. 1. coniehe T ¢ T sono COrrispon-
denfi nella omologia nellg Guale si ¢.:rispondono;: i (riangol] A- B. Gy
e I, I I, e poiche, in quest’omologia, ... pnnto 1 earvisponde il punto P,
ed T & polo di p vispetto alla 17, siri Py 11 pole di P rispeito alla
coniga [,

P11 brevemente sj puo osservare che le yetie LA, LB, I.C sono
conmiugate (rispetio &l involuzione fondamentale) rispettivamente alle
(N P 1L, I,T,: ehe. inoltre, le rette LA,, 1.B; , L0y, essendo coniy-
gate alle retfe BC, CA, AB, i punti T e Py sono fondamentalmente
associati rispetto al triangolo LLI, .

.~ Oi deduce quindi agevolmente che il punto P (polo della retta
fondamentale, rispetto u[ls coniea I') e il punto d'incontro della
retba P1 con la p, separano armonieamente | pinti T e P, .

33. Siccome i triangoli ldnl., A B. C. sono in omologia, le
rette LA, . IB. . 1.C. concorrono in un punto Q della retta PL

Le rvette AA,, BB, . L eoncorrono in o rauto J.

Siccume le rette TA, ¢ L,A; concorrono mnel punto A, di P e. ana-
logamente, le rette IB. e LB, concorvone nel punto B, e le rette IC,
e I.C; nel punto O (1. 2) e i punliLe P, separano armomeamenie P
e il punto in eni PI taglin p. visulta che i grnppi

A{. _1_ ;,‘J.;- f‘ii . Eu H‘.‘{ B B.i ' Cu {_‘I_-_: [:1_ Cl

Sono armoniel; dunque sui lati BC. CA. AR del triangolo ABC esi-
stonn rispettivamente tre involuzion; nelle guali suno ponti doppi
A, A,: Be. By: Cy, Up & alle quali appartengono ordinatamente le
coppie BC. A, A, - (A, B.B; AL, O\ (0.

Da questo rvisalty ¢l ; punti 1" ¢ 1 sone eonivgeti nella trasfor-
mazione bi-ria=ionl. Erdbineare che u G fu coirispondere G siessp,

(M ¢Ir. 1a mia pwia - SLpra e teasfurmazieni Li-vazionali wrilinenri prec. citata, n, 9,
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34. Le tangenti alla ecouiea I (fondamentalmente cireozeritta al
triangolo ABC) eondoite pert vertici di ABC sono lati dun triangolo
K. K., Le rette AK,, BK,, (K. CONCOrToNo in un punto N:i
pantt G e K sone fondamentalmente #980C1 o bi.

Consideriamo nuovamente brinngoli 1,1, 1., Ay B. @, , omologiei
di centro Q e asse p.

Le relte che nniscono 1,. I, . I viepebtivamente i punti in ew
la I' taglia ulteriormente BC, CA, AB concorrono in punfo G’
che e il polo di p rispetio ul trinngolo LLI (n. 82): le retto | . Y
LB, LG, concorrene nel panto Ky che ¢ fondamentalmente [1880-
clabo i G rispetbo al triangolo LTI.. Le rette A. T e I, 1k, sono
dunque corrisponidenti nella omologia fra i Lriangoli A, B, C, @
L. L. 1. dungue queste rette concorrono 1 uu punto della D.

Sinne rispetlivamente By K%, K § ponti i oy le vette I,A, ,
LB, I.C. tagliano la T(.

Su le vette AA. BB, , CC, tagliano Ia pne’ punti Ag, By, Cs (0, 17)

a1 ha evideniemente
(GA:A.A) = (GB:B,.B)= (GC.C.0) = "

quindi, denotando con P, jl punta in cui la I'G taglia la veita fon-
dammentale p, sari evidentemenle

(GP; K'T) = (GA;AA) —p.

Da quesia, e dulle analoghe rvisulta che i punti K/, KN, K™
coincidono col punto K,;: & cosi dimostrato ele I, appartiene alla
retta GI'. Ma, nell'omologia fra j briangoli Ay B. G, e LI 1. ; punti
I' ¢ K; sono corvispondenti, dungue In vetta GI' contiene i) centro
d’omologia Q.

Da gquanto ora abbinmo esposto, risulta la duplice proprieta se-
Zueile:

1°. Le rette J,A, , I,B, [.C. concorrono inun punto della refta I'G ;

2% 11 punto Q & allineuto coi punii G e I'.

35. Bd orn con granie taetlith, valendoei delle proprieti dimo-
strafe precedentemente, potremmo dedurre multissime altre proprieta
che vion sono che la generalizzazions di quelle dimostrate nella geo-
metria elementure, ¢, pil specinlmente. nelly geometria del Lrinngolo,

Lo gonoralizzazione puo farsi in modo completo ed esauriente,
Noi nou abbiamo avato i animo di frattars gui 1 modo esanriente
questo argomento; solo ubbiam woluto far vedere, comne, estendendo
I concebti su’ quali & fondata la geometbriy elementare, si possa, molto
dgevolmente, generalizzare molte proprieta elementari ; anzi, la trat-
tazione generale riesee molto Pl eonnessa nelle sue paril e, gquindi,
molto pit chiary o feconda.

Ponendo fine « questo breve lavoro, daretno uno specchio che
compendi Te pin importanti proprieti da noj dimostrale, le denomi-

LS v T 1
- Fur - - P=
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naziom adottate e oli slementi considerati, ponendo il tatio in con-
tronto coi corvispondenti casi della geometria elementare.

Caso generale.
Retta fondamentale (retta )
Involuzione fondamentale.

Conter fondamentale.

Rette concorrenti con la [on-
damentale.

Hette conugate.

Rette anticoncorventi con la
fondamenfale, rispetto a un certo
angolo.

Traversali angolari fondamen-
talmente associate.

Fascio di comiche fondamen-
tali,

Omologia fondamentale (di as-
se la retta p).
 Punti corvispéndenti d'una o-
mologia fondamentale armonica.

Triangolo,

Conica fondamentalmente ecir-
coscritta.

Rette comiugate ai lati del
triangolo, condotte pe’ vertici op-
posti.

Punti d’incontro di tali vette
(punte H). |

Polo della retta fondamentale
rispetto alla contea fondamental-
mente cireoseritta {punto P).

Polo della retta fondamentale
rispetto al triangolo (punto G).

Retta PGH.

Punii fondamentalmente eo-
ningati.

Trasformaziono fondamentale.

Punti uniti della trasforma-
zione fondamentale (punti I, I,
In, 1.).

Rette unite delle involuzioni

Ciso della geomeiria elenientare,

Retta all’infinito del piano.

Involuzione assoluta o circo-
lare.

Circonferenza.

Rette parallele,

Retie perpendicolar,
Rette antiparallele rispetto a
un certo angolo,

Traversali angolari isogonal-
mente coniugate.
Fascio d1 eiveol:.

Omotetia,

Punti simmetriei rispetto a un
punto dato.

Driangolo.
Circonferenza eircoscritia.

Altezze,

Ortocentro (H).

Circumeentro ().

Baricentro (G),

Retta d’Eulero,

Punli isogonalmente conig-
gafl.

Trasformazione per puntt iso-
gonalmente coniugati.

Incentro e ex-centri (I, I,
Iy, 1)

Bisettrici interne o esterne,

.
[ . §
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di fraversali angolari, subordi-
nate dalla trasformazione fonda-
mentile.

Coniches fondamentalmente in- Circonferenze inscritte e ex-
serifte. inserikte.

Triangolo fondamentalmente Triangolo podarie d’un punto.
inscritfo rispetto a un punto dato.

Puanto K. Punto di Lemoine.

Punto T Punto di Gergonne.

Panto J, Punto di Nagel.

Punto Q. Fouto Q. (})

R. VERCELLIN,

INTORNO ALLA RISOLUZIONE PER RADICALI

di un’equazione algebrica in un campo di Galois

[. Data una funzione dell’indeterminaela x
fle)—aa* a4 ... Lu,

1 cui coefficienti sono interi qualunque appartenenti al sistema com-
pleto di residui definito dal numero primo p, e che si suppone irri-
ducibile mod p, vale a dire non decomponibile nel prodotto di fun-
zlonil d1 grado minore a coefficienti dello stesso campo, & noto che
1 p° elementi (%)

ool ot + o, () S Y T = (1)

che st ottengono atlribnendo a ciascuno dei coefficienti o indipenden-
temente uno dall’altro p valori econgroi rispettivamente mod p ad
uno qualunque dei p residni

UEI:E--'(p_"]-)

costituiscono il * campo di Galois , definito dalla funzione modua-
lare f(x) e dal numero primo%, che, ove non occorra metiers in
vista la funzione modulare, indicheremo brevemente con [p"].

Aglt elementi (1) che si considerano tutti tra Toro diversi, si pos-
sono sostituire altri che ad essi sieno rispettivamente congrul rispefio

(') Cfr. 1a mir nota ™ 8n aleune proprietd d'un pumto notevoie dal piano del triangolo ,. Pe-
riodico di Motematica, anno XXV, fase. 11, 1505,
£*) *Marcha. secondo il Dimsow,
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alla funzione modulare ed al numero primo p e che si identificano
col preecedenti.

L’Jnnifestamente, [P"] contiene in s [(p) che =i pud considerara
generato dalla funzione ridueibile

[ () =ayx - q,

€ come & noto in [p"] sono semipre possibili ed nmivocke le opera-
zionl razionali. esclusa come di consneio lu divisione per (),
Per quauto poi concerne je eqltazioni. si dimostra cle N equa-

zZione:
o (y) =10,

&

I ¢l coefficien £ appartengeno a [p*] non pub avere nel campo stesso
pin radici delle unita de grado, ma che estendendo convenjente
mente il campo stesso mediante une tunzione di un'altra indetermi-
nati con coefficienti in (p"], ed in esso trritlueibile, si glunge senipre
alla cosfruzione di un nuove campo

(7]
tale che in esso I
2 (y) =10

abbia tante radici quanti ne indiea il grads.
Se poi in lnogo di un'equazione generale, si considera il equa-

zione binomia
g =1

81 dimostra e¢he essa ha in 2] wn numero di radici eguale al m. e. d.
Hmep*—1,

Nou constandomi che si siq preso 1o eonsiderazione il problema
della risoluzione pev vadicali di un’equazione in un campo (1 Galois,
non credo snperfluo del tuito queslo breve ecenno limitalo alle equa-
zionm di 3° grado in (pl, tanto pin ehe b servire a far infrovedere
quali deformazioni vervebhe n subjre la Teoria detln visolnzione delle
equazioni algebriche per radieali secondo Galois applicata ad equa-
zioni in [pH),

2. Sia p=4k —1 =12 7 nella quale ipotesi si ha:

=3 -y =) =—1,

2
e consideriamo la cubica
Y 4ay-Fb=n (1)

1 eul coefficienti s Ppartengono a [p].
Pusio che Ia (1) abbia. nn"unies radiee reale, ciod i [p], ed indi-
catala con 2 sary:

y“#ﬁh##zﬁf+zy+h%%fnw—ﬂﬂ:ﬂ (2)

_JE;I oA _' . b

;
R
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4

[ ==

che, fatto y =u — = assume la forma:
. - .

h‘-——?

-

( 3:::) {”5 , da -} 313)

3
. L e . - :
con la radice reale o+ Cloe m [p], e due fuori di [»), per ecai Pale.
Sl

mento

da - 34°
4

del eawmpo, & un non-residoo mod P.
Dimostriamo intanto ehe anchs

i b* a®
| 27
e un non-residno.
Infatii sostituendo — (=® 4+ @z) in luogo di b, s1 otkicne:

1.9.3
40 4 8%° (83® - )
o 3 4.9

Ricordando ora il enrattere qnadraticn di 3, ¢ ponendo mente
che (44 4+ B8%% & un residuo poiché non lo & (— 1), segue subito che:

3=

Cio premesso, applicando ad (1) ia formula del Tartaglia, risulta :

AN Vo

La YA' non esiste in 2], per eut estendendy il campo con la fun-
zione irriducibile dell’ indeterminata -

i [e)=2"— X'

s1 obtiene per y 'espressione furmule:

f

2
f b T
o [ W

che, lasciando ai radieali tutta Ta loro generalila, € suscettibile di
nove diverse interpretazioni, ma clie eon un semplice artifizio dovnlo
al Cayley (') si pud rendere nnivoea,

(M) YWerer, Leherbueh der Algebra, T, § 35-118,
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Poniamo ora che ne] campo [p°] definito dall’irriducibile f1 (2),

Felemento — 75 T2 sia un residmo cubico, ovverosia che esista

b . e :
V—— —2—+3 € sia {p - v2) una delle sue determinazioni per eni:

b
V——E‘*-E‘——(}i-—VEJ

appartenendo M, v a[pl

Per ipotesi p=12F 17 (»—1) & divisibile per 3, gmndr lg
¥ =1 ha Jo sye tre radici in [p), & detta @ una di esse diversa dal-
Punita e per eip primitiva, le tre radier di (1) saranno date da:

zzﬂp

=0+ vz} + 07 (p — vz)
=" (n- vZ) -+ © (p — vz)

dalle quali sj ricava:

B =ar—=—38p0 .8y,
2By =2 4 6 v

€ soslituendo A’ g 2% per determinare i e v si ottiene 1 sistem‘ﬂ:
—3Sp +3v . A =g
W46y A =—3,
Ricavando dalla Prima v* e sostituends nella seconda, dopo faeili
riduzioni si otijene:
Cef + . (20) -+ 5 =0 (5)

elod la determinazione dj it dipende dalla stessa equazione (1),

(4)

La (5) ammettera quindi la radice 2r =2 e sostituendo pr=7}5i
nella prima della (4) si oftiene:
EE
_‘3-1_+3‘J“. A'=uqn
o 4a 348
S (6)

€ Per quanto si & osservato precedentemento intorng al carattere qua.-

S
dratico dij 41'?—23& y 3y A7 st conelude che la (8) & solubils in (],

Resta cosi provate che in [p*] s POSS0no estrarre le due padiei

8

=5 -

L'aj b

-—

=T
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s& non che, volendone determinare algebricamente 13 parte reqls I
{ciog in [z]) ed i} eoefficiente pure in {p»] della parte immaginayia
(cios in [9°]) si & ricondotti alla soluzione di un'equazione identiea
alla primitiva,

A differenza di civ che avviene nell’Algebra ordinaria, il casp
irriducibile si presenta quando la eubica ha una sola radice reale,

3. Supponiamo ory che la (1) sia dofats di tre radici veaii cloa
10 [»]. Dalla {3) risulta allora ehe-

4a - 3"
4

& un non residuo, e guindi mantenendo le stesse ipobesi relative a v,
A" & residuo, Si la allora:

—

3 : - 2 3
— b e T b b
;’!_V T4 +l/-.‘3-*1’-\ =V‘-—g"r9+ R b

i |

.::ua———ir;——{—g € residno cubico in (2], nel qual easp ]o e pure

— 5 — ¢ qualera si indiching €on u, v 1vispettivamente due ralori

quali si voglianp dej predelti radieali, gli altyi verranno espressi da
V.0 %.0% 5.0 9.0% e |o radiei di (1) verranno date in modo uni-
voco dalle espressioni

v W, u— T YN e

solo che n. » soddisfino allg relazione:

{4
A A A
3
Faceiamo veders come nell’ tpotesi che In (1) abbia le sue radici
: b i ; ‘
I |p), — 5 dev'esssre yu vesiduo cubico,

Ammessp infatli il Contrario, estendiamo il campo con la funzione
irriducibile in [2] dell’indeterminate 2:

” i , iz amZz?
3z b 1 R b =
g3+ 3(~ 3 +4)
" By
2
b
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e poiché ne La gia tre per 1po
la stessa equazione verrebbe

tesi in [p] ehe & pure confenuto in [p%],
numero di radici

ad amunettere in quest’ullimo eam po un
superiore al sno grado. |
Resla cosi provato che se ]

gono completaments determin

a (1) ha le sue radiei reali, esse ven-
abbinmo visto, & reale DEr es

ate dally farmnla es rdaniea, che, come

ser J divisori di (p — 1),
Hsempii: %
—1 (ﬂ B
P =B/ —_— == [ — I —— 52
1°. =T, (?) 1. .?J I. :
La 43y +1=0 ammeite in [p] lu sola radice ¥ =4 e risulta iy
: A C g 5
effeftivamentie (T):_'l e si presenta il caso irriducibile.
2",

. s =1 3
P=10=12k+7, (T5)=(2)=—1.
La #*4-2y -4 =0 ha le tre radici reali:

4, 7, &
Draltra varte:
e Vi 9 : b
A — (ﬁ)zl, EJ‘-=9', 2 = |7
g 2 3__ 0
¥y =V17 +94-Y1I7 —0=17 +%.
Posto ora 7=

4, 51 assump pel 1@{1%]11:: del suoj tre valori che
soddisfa alla condizione

: 2
4.18= 5 =—T7=12 o
clog:
: ‘ i
1@—_'—:.:}' r_-'.
ed Infine, preso w—7 e guindi w' =11, risults : |

_{',p'l:‘_-["—;j, ygz-_t.?'i_'g.li:-‘j:' ya'—_—‘J:.ll“F?.S:B
4. Sia p=4k —1 — 12 11 nel qual caso si ha-

(;1)— ~1, ()=

i
vl
¢ suppongasi ¢he 1a (1) abbia unies radice reale g, per cul st polri j
dit — B2°
trasformarla neila (3) con
5

d

residiio mod p e quindi essende
(gJ: 1. anche A" sari pure residio. In gnesto easo eszenda 3 primo
con p—1=114 4 10, entrambi i radieal;

5

a

| =

—Va"

D2
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hanno uno od un solo zalore in 2] e la loro somma ¢i fornisee effet-
Bivamente la vadice reale di (1).
Le nltre due si ottengono mediante le radici primitive dellp =1
le gquali perd, essendo 3 primo con p — 1, non dappartengono a [ p].
Ksempii:
p=283=4.6—1=12.14 11.
La #*—3=10 he Punica solnzione reale + — 3, Applicando Ia

formmnla:
o 2

l"-_"l ¥ ] L] 5 -
“""“l'"f?* ]"ijL y—|1=18=5

Lo 2 +4r—12=0 | pure 'unica soluzione iy [pl, =19, &
difalbli si

-
3

3 — 1
r=16-+Y6+V6—16=16F11 -16—11 = 154+ 4=19.

-

v .. . da -+ 3z
Se all'incontro ha le sne tre radici reall, ne seane che 1

6 un non-residuo & lo siesso vale per A, e conformemente a guanto
avviene nell’Algebra In consueta formula ci da le radiei solo for-
malmente,

Anulogamente si possono frattare i casi

P=dk+1=12+1; p=4k41—=12K 1L 3.

& notando che pel primo si ha:

(5)=(5)=
F)=(3)=1

i pud prevedere che s invertivanno i rignliati ottennti rispettiva-
menle per p==d4f — [ =12} +11: p=4k— 1 — 126" 17.

e pel secondo:

. Scarpis.

-————-—--.--—-—_———_

DI UNA PROPRIETA DEI NUMERI PRIMI
&

Nella presente Nota mi proponga di dimostrare, bnsandomi sopra
aleune proprielsi fondumentali delle congronenze binomic di modnlo
primo, la seguente proposizione:

Se P & un numero primo maggiore di 2 ed n & un intero non di-

T e — 1= -
. iy
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visibile per p—1, la somma delle potenze ™ di p nwmeri enteri positivi
eonsecutivi qualungue & uguale ad un multiple di p. (")
Osservando subito che p numeri interi consecutivi

Ly .T‘-{—L $+21-[2‘+P_])
Sono sempre, salvo lordine al pidi, congroi ai numeri
0, I 2 p—1

vispefto al modulo p e che altrettanto puo dirsi delle a®¢ potenze
delle due successioni, bustera per la dimosirazione riferirei al ecaso
m e 8 2=0 Si traita dnnque di provare che per p primo e mag-
giore di 2 e per » non divisibile per p—1 la somma

122 L3 (p—1)e

€ uguale ad un multiplo di P.
Ricordiamo (*) che i resti delle divisioni di

In, g 3% ...[p—1)"

per p sone i residui ennesimi di p; che, se § & il massimo divisore
commme diz e p— 1, il pumero di guest: residni distinti & p—1; O=p;
infine, che essi formano un sistema q; p radiel incongrue della con-
£ruenza

e == (mod. p). (1)
Cid premesso, supponiamo che il numero a appartenga all’espo-
nente p rispetto al modulo p. Allora le potenze

a’, i, a,...qt1

8ono pure p radici incongrue della (1) e pereid esse sono rispettiva-
‘mente congrue ai nominati residui ennesimi di p-(°) Indicando tah
vesidui con »y, v, #5...0%, abbiamo dunque

nTtet.o..tr=a®talt .. g1 — Ll (mod. p). (2)

64— 1

Ora, se % non & divisibile per p—1 (intendo che sia anche diverso
dallo zero), risultano 3 <P —1, p>1 e quindi, siccome a appartiene

(") Lo svolgimentos della presente Nota & indipendente da quello segailo fda E, Caratan *Quel-
gues thtoremes d'arithméticue , nei Muiree ds ' Aca déniis rogade des seiences. des latlver el des
bean—riris de Belgigne, tomo XLV, o 1846 quivi sono, tra |'altro, dimostrate le proprietn cls
oella presente min Noin sonp eontenite nei Coroilan 1% 3% 4% & 5" & neila Lsservazione. Debbo
Begnalare che 11 Tesrema di Lioxser (eosl denominato dnl Cararis) fo dimostrako dal Liowwsr
nel 1342 (Noweelles Annaies dae Muthématigues, vol. I}, partendo dalla nota jdentita

=n fu 1.1
e+ 0l +1-0="3 ("T)s..
r=1]
essando 8, =1L or L gr ) . + p7; seguendo dungue una vis mollo diversa ida guella indieata
Della presenie Kota, Il Catavnay geueralizza 1a proposizionsa e¢on nn proeesso analitieo o gngs
prima ail’enoneiato ehe do nel Cor, 49 guindi eon nlterieri aviloppl t{ralta anclie i casi in eni p B
composko.
(*) Vedl p. es. Lesioni sulia teoria dei sumeri, di P. 6. Lzizise Dintcmier pubbiieato da
B. Deoexasp, § 8L
(%) Dimyenven, L e, § 29,
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all'esponente p, la differenza a —1 non & nulla ne mulfipla di p,

mentre a*—1 & divisibile per p. Ne viene che il numero intero

H_I = . ] - Ly . = - . [P -
.-:;__1 6 un multiplo di p. Quindi, esclnso il caso che sia n divisibile

per p—1 (s1 & supposto p > 2), la congruenza (2) diviene

" re L =0 (mod. p). (3)

Osservando infine che, sssendo ry uno gualangue deil residui en-
nesinn di p, la congruenza

=, (mod. p)

ammetie sempre 3 e soltanto 5 radici imeongrire, () si vede che delle

potenze
1= 2n 3 .. (p—1)"

precisamente & sono congrue ad »,, altre 5 ad 7a € Cosl via, onde
per la (3) si ha

]“+2“—}—3“—J—...—J—(p—l]”EE(r; et )=0 (mod. p).

Cosi la proposizione resta dimostrata.
Osservazione. — Se n & divisibile per p—1, ma & diverso dallo
zero, 1n forza del Teorema di Fermar abbiamo evidentemente (%)

P14+ 2P+ et p—1P41=0 (mod. p). (4)

Se n=0 {ed & x> 0) si ha manifestamente

e+ 10 24+ 2P . (et p— 1P =, (5)

3i notl ancora che a gqueste relazioni (4) e (5) soddisfa anche il
numero primo 2 per valori interi e positivi gqualanque di % o di a.
Cusi particolari. — Ponendo per brevila

So=174-27 18"

possiamo enunciare senz'allro i seguenti corollari, i quali sono casi
particolari notevoli della nostra proposizione e danno alcune pro-
prieta di S, per p ed n interi.

Corornario 1°% — Se p & primo ¢ maggiore di 2 ed n & uno dei
mumeri 1, 2, 3,...p—2, 8, ¢ divisibile per p. (Teorema di Lionngr.)

UoroLLarro 2°. — Se P ¢ primo (non escluso il 2) ed n 2 uno dei
numeri 0, 1, 2,...p—2, 8, & dyvisibile per p.

Coronnario 3°, — SepL1 2 primo, snaggiore di n4-1=2, 8, &
diwisibile per p 4+ 1, (Caravan, 4. ¢, Teor, I1.)

Uoronnario 4°. — Se p & primo, maggiore di 2, ed n non & divi-
sibile per p—1, S, 2 un mnttiplo di p. (CaTavanw, L ¢, Teor. IV.)

(') Dimonver, 1 ¢, § 31
() Cfr, CaTarayw, I ¢, Teoremi IIl, V & VII.
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CororLAgrro 5° — Se p—+1 & primo, maggiore di 2, ed n non #
divisibile per p, Sy & un wndtiplo di p+ 1. (Caravax, L e, Teor. VL)

Coronrario 6°. — Se p-1-1 & primo e maggiore di 3 ed 1 & pari e
non devisibile per p, la somma

L !

=12+ 2 +3+. .+ (5]

e un mudliplo di p 1.
Per dimostrare quest’uliima proprieth si osservi che, nel caso di
n pari, pel Teorema binomiale di Newron s1 ha

m=(p4+1—2F  (mod. p1);

»

stasi mnltiplo di p-+1 nella serie del numeri naturali.

FEsempi. — 1llustrirmo con qualche esempio 1 resultati suesposti.

1°. Stano p=13, =233, #=—15. Si tratta di verificare che la
somma delle 33™ polenze dei 13 numeri interi consecutivi 15, 16, |
17,...27 & divisibile per 13. Per fare 1l ealeolo pi1 speditamente, N
osserviamo che invece dei numeri 15. 16, 17, ... 27 possiamo pren- %
dere 1 resti delle loro divisioni per 13 e che all’esponenie 33, in
forza del Teorema di1 Fernar, si pud sostitunire 'esponente 9, resto
della divisione dr 33 per 12. Siamo cosi condotti a verificare che

P23 -4+ B -6+ 7P+ 8+ 9* - 10° - 11°-}- 12°

F
Mpate Vim,

=T’
= Tt

onde risulta facilmenie, variando » da 1 a 5,
2 =0,=0 (mod. p 1)
e infine, poichs p-}- 1> 3,
5, =0 (mod. p -+ 1).
ot noti che, come si vede subito, la proprieta sussiste anche per h
ln somma del % numeri consecutivi che precedono o seguono qual- ;g
rl

-y _'-.'
= Al

g
._1__12' _'.: - *-'|""-"..|..._.

e divisibile per 13 (efr. Cor. 3"). Ora, caleolando 1 resti delle divi-
sioni per 13 del singoli fermini di questa somma (per eseguire il
calcolo prontamente conviene operare sui resti delle snceessive po-
tenze a partire dalla prima), c¢i riduciamo a verificare che la somma

145414124515 8+8 111248412278

¢ divisibile per 13. Si noti che, come abbiamo visto nella dimostra-
zione della nostra proposizione, i resti distinti (residui noni di 13)
1, 5, B, 12 sono 4 =12 : 3. essendo 2 i1l massimo divisore comuna
di 12 e 9; che essi sono 4 radiei incongrue (minori di 13) della con-
agriaenza 2#*=1 (mod. 13); che la Joro somma 1-4+5- 8-} 12=26 &
un multiplo di 13; e che ciascuno di essi & ripetuto 3 volte.
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20 Qiano » -+ 1=13, n — 8, quindi (Cor. 6°)

Sg= 1%+ 2%} 3% 48 .:':ﬂ——5”+?E+SH+9H--103+113+123
5g=1%1-221-3% 448 L 38 g8

Calenlando 1 resti delie divisioni per 13 dei singoli termini di
queste somme, s trova
=149+943-1-143-F3+1438-1-9
S5 =1-+9+943-1483=26=0 (mod

9+-1=52=0 (mod. 13)

Si nolt che, come si & dimostrato, 1 termini di 8 equidistanti
dagli estremi souo congini rispetio al modulo 13

Umserro Coscixa.

il )

INTORNO ALLE SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE a® - g0 = a0

l. Scopo di questa nota & la dimostrazione diretta del seguente
feorema: |

Non esisle una terna di forme binarie che fornisca, per ogni coppia
di walori delle variabili, una soluzione dell’ equazione indeterminaic

mﬂ __r__ y]!l: l|'i.-!.’,L'I.

B CuE N & un mumero tutero, maggiore di 9. (")

2. Per raggiungere il nostro intento, proponiamoei la ricerea dei
valorl din, per i quali sia possibile determinare una terna di forme
binarie, che fornisea, per ogul coppin di valori delle variabili, unga
soluzione dell’equazione indeterminata

TE A=yt =" (1)

ln cui # & un numero intero. maggiore di une. (%)
Possiamo ammettere che le tre forime cercate giano prime fra loro,
giacche altrimenti potrebhero essere sostiluite da. altre tre forme dj

t*] La eurva plana cappresantatn dali'equnzione etonsideraty & neleriamente di genero supne-
riete a gere, quindi pud concindersi a ®eiori 1 verita delin proposiziens entoneinta Crediamo
tnttavia nomn inutile saporre unn dimestraziona divettn ed elementare s teoremau, lanio pin ehe
in guesti ultimi tampl sono rifiuriti | tentativi [pubbdiicati in giornali esteri, anche notorevoll) dei
cosldeltl fermntiat, i quali si Ingingnno di poter econciudere ehe |'nltimo teorema di Fermat &
valido, cioés cho V'eouazione =v-L # =0 per n > 2 non ammette soluzioni razionall, in termini
differontl da zero, sezuendo. certi procedimentd, che dimoskiano non aver B551 notizin aleuna del
teoremn predetto,

(=) Abbinmo esclugo il enso di w= |, porshi- il proesdimento, cho intoniliame di seguire, eada
in difetio per tulo valore di w, Ma b ininitivo che eaistono infinite terne i forme bhinazie, capacei di
dare unn solugione dellequazions indeterminaia F-t-¥ =2, per ogni coppin di valori delle varia-
bili. La tevns pliz semplice & 2= u, Y=4%2=U-Svin cii % e v sono dus variabill arbilrarie,
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grado inferiore, che si otterrebbero dalle prime sopprimendo il fat-
tore comune; la terna di forme risultanti fornirebbe pure wna solu-
zione della (1) per ogni eoppia di valori delle variabili. Souo in
conseguenza eselnse le terne in eui nna almeno delle forme sia iden-
ticamente nulla.

Osserviamo infine che se esistono tre forme binarie capaci di
dare, per ogni coppia di valori delle variabih, una soluzione della (1),
esse somo dello stesso grado, pevché elirimenti I'equazione non po-
trebbe mutarsi in un’identita, dope avervi sestituito alle . i, O~
teste forme, senza che almeno una delle fre forme sia 1denticamente

nulla.
Premesso cid, consideriamo le tre forme binarie di m™® grado,

prime fra loro,

J T=wa "+, u= v+ ...+ a, ™,
y=bu=+bhu* o4 ..+ by v (2)
l T e P it S SIS

1 cul 1 coefficienti «, b, e sono guantita costanti, u e ¢ due variabili,
e supponiamo che esprimano (se c¢id & possibile) una soluzione del-
I'equazione (1), per ogni coppia di valori di # e 2.

Allora # evidente che le due equazioni

g Wy 4"y .+ G ™ =0, (3)

e T e T o L T i

devono necessarinmente ammettere le medesime radicis da c10 con-

segue che la (1) deve avere radici multiple.
La (4) si scinde nelle » sguazioni che si deducono dalla seguente,

ponendovi p=1,2,..., 2,
bo ™~ by ™o L B ™ =2 o u™ A gy ... 1 ey t™), (5)

i ¢ul = rappresenta una radice #™ primitiva dell’unita.
Due equazioni del gruppo (5) non possono arere una radice in co-

. i ;
muwne, Infatth se per = k si avesse

tz;'n = "'{‘ E’] ke ‘J—‘ wie + .-f.ﬂm == zH (Cﬂkm _]_‘ Ca =1 _l“ 56 a == ﬂm],
bu i B blkm—-l + seia —f— hm = {E‘u fem + 'y o=l —| St Gm},

essendo p Fp, consegnirebbe immediatamente

bﬂkm_f_blkm—l___ . ‘I" E’m: '
Lo ot _,_1’31 e "}‘ e =—0;

© poiché k sarebbe radice dell’'equaziona (4) e guind: anche della (3),
le forme (2) avrebbero una radice in comune, il che & escluso.

Dungue una radice dell’equazione (3) & radiee di unga, e di una
soltauto delle equazioni del gruppo (5).

=y = o
Fpl  iator

::‘T.:E.:‘-'_:—--'T-._I."d'-l-:u'&- LG

" L - T

us A e S T Wl Gl
> T T .E".:.l;-._-."-:r Dt il T .-_!_;-';;'5,.: i':E'.;.._
b e e e P |y B R ot et

&

T g
o

1
] ™
O )

e i e e
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Conseguenze che m non pud essere minore di n.
3. Indichiamo con bty Fuay .oy kg, le radiei distinte di una delle
equazioni del gruppo (5); potremo serivers, avendo presenti le (2):

y—e"z=(b —gnc) (1 — ﬁ'Pl r)rel (g — klﬂ- e)? (e — kpn“-r?}r.'"ﬁn , (6)

I em 7y, iyo,. -+ Pap,, INdicane 1 gradi i molteplicita delle radiei ;
¢ guindl sara

Pup P L iz, = M. (7)

Moltiplicando membro & membro le » equazioni del gruppo (6),
ottemamo, ricordando che £ & una radice ™o primitiva dell’ units,

Y —z" = (" — eV IIJ w (10 —kyy 0} (u — kpaw)ee, | | lu— ﬂ:p,,_“-u)r}lﬂlu
e quindi, per Ia (1),
" = (0" — by7) ll_IFL (# — by v)' 2 (uw — kuaw)'n2 .. (n— ) M
Ma le quantita £ sono toite differenti, e = vappresenta una forma
binavia di m™ grado, quindi coneludiamo e8381e

}‘EHEI —_— ?I'SHI] [ [k == 1‘ 21. A Uii'i)!

in cul % indiea un numero intero s positive, per tutti i valori di 1)
e d1 & considerati.

Allora la (7) dimostra che m dev'essere mudtiplo di n.

4. Elevinmo 1 due membri della (6) alla potenza )’m® essendo
0 <A <n, e addizioninmo membro a membro Je n equazioni che ri-
sultano ponendo =12 ... n; otterremo

-nyl = I, (by — 2" ﬂ.;.)l (10 — kyyy u);“ 2 (g — hyo ) (6 — B2yo. ») M ues,,
- |

Quest’equazione esprime adunque nna condizione necessaria, af-
finché esistano tre forme binarie capael di fornire unn soluzione
della (1), per ogni coppia di valori delle variahili

Se ora poniamo

k'.p'p_ - (h’r = .;i'lﬂ I!-‘)r"] (H ——k n‘Ti'p:_J;'ﬂ]r-”E %8 [H = A:pﬂu 'HJI-P'E.“ ’

Ia precedente equazione diventa

n ;‘—‘?"[bm B o) . o, A S
Y = —in D B {p "F‘_Il ) (J

L]
iy

dalla guale ricaviamo, sostituendo ad i V'espressione che da essa yi-
sulla ponendovi X =1,

{ ?:ﬂ (éu — i IL'[;] P i }‘I. —np+—1 E?H" [EJI.'.I —= g Eu]i ','.P.u"! . (g]

= I—

= =g !
—ﬂ'!-:_—-—-h.-..-- 1

=g

‘.u—--..-.--_'r:-urd.

B e

S e R

—
L

5 i ' N g =
LY I E— v g o — =

B T e b — L S .

s 3

- — i
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Quest'uguagiianza uon pud essere un'identita per % +1. Infatii, |
supponendo clh'essa sia un'identiti per ogni valove di 2=1,2,...,n—1, e
le n— 1 equazioni seguenti: Y

D (bo— et go)* 744 = npt wim—2) phv
in cui v rappresenta uno qualunque del numeri 0, 1,2, ... .m, devono
necessariamente avere in comune tutte le radici di guella fra esse

che corrisponde a A=1, per ogni valore di p, scelto ad arbitrie.
B evidente che cio & possibile solo quando sia identicamente

Dn s ()

EF1={P9:"'

ma questo caso & escluso, non potendo le equazioni (3) avere aleuna
radice in comune. La (9) non pud dunque sussistere che per e
€ per conseguenza essa vale soltanto quando & 2 =2. (%)

(') Basts infalti osservare che se p & scelte in modo che le dne squazioni

=1
21 @y — =ieg) gy = mti—ror, @, <0
1

abbiane mma radice ; = k- eomuna [se =10, sl porrk »=w), anche lo n— 1 aquszioni

n=—1 - i i . g
i by — & )t gu=mph adlm—r) iy (A=12,. . w—1),
 ;

ammettono qualla radice. Risolvendo questo sistemn rispeitv alle n— 1 guamiila

['ﬁ'u. - E'Hi fu.j ':F.H; =
ricaviamo
I:Eﬂ — Eﬂi ﬂﬂ‘f] EF..”,IZ [l — E]m} n el — HPI

in eui ¢, indiex oma radicc nm=s primnitiva dell'onitd, ed w rappresania uno guaidagunz A& nomeri

L2 «eovm—1, purehd si ponga %-:]:. Cib dimostra che deve essers p—0 e guindj che l'egna-

zione @u; =0 ammetie la radice - — % Dungue & identieamente o, = gy =...= .
F g

(%) Per n =2, Ia (8) & condizione sufficlente. affinehd esista nna terna di forme Linarie, capace
di fornire nun svluzivue dell'equazione indeterminnia =* - y*=2= per ogni coppia di valori dalle
variabili, Supponiamo infatti ehie si abbia

Ey‘: E'ﬁﬂ + I'n} q-'-l.- + {‘hn_ “pl !;"=.

5 % ¥ - I & . @
in ecui by, ep sonoe quantild cosbanti o ¥ys g Hue forme binarie d'ogual grade pari, senza radici

in comuns, del tipo
i

= (u® 4+ Z; e eh?,
1
Posto
22 = by o) 3 — (By — ¢0) .

ricaviamo

f — EH= fbne —— ruE.l w'{ '-rﬂ .
g quindi, se poniams

2% = g, — %) o, e

otteniamo dn quesia e dalle prime, indicando tor & noo el numeri + 1 & — I,

=1 Ve — 52, Vg e,
we=1 {(y |- e}y — (Bg — ea) p3],
&= {(y + o) oy — thy — rg) s}

Lo tra forme bivarie, corslspondenti ad », », = che cosi abbiame determinaio, seno d'nzual
grado pari. & manifestamente non hanno aleuna radice io comune. Esza Tornistony, per ogni coppla
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Possiamo cosl concludere che non esiste una terna di forme binavie,
che fornisca, per ogni coppic di valori delle variabili, unao soluzione del-
equazione indeterminata x* -+ ye =125 se 1 ¢ un nuwmers intero, Mag-
giore di 2.

. Cororrarto. — Non esiste una terna di polinomi ad wna o Pt
variwbili, che fornisca, per ogni zalore delle variabili, una sotuzione del-
Fequazione indeterminat

Y= yB ==l

in cui M & un numeroe intero, maggiore di 2.

Bastera considerare il caso di una terna di polinomi ad una va-
riabile, gincchd se esiste una terng di polinomi a piii vaviabili, ca-
pace di fornire una soluzione della (1) per ogni grappo di valori
delle variabih, attribuendo a futfe le variabili, meno una, un valore
determinato, si otterrebbe una terna di polinomi ad uns variabile,
che darebbe nna soluzione dell’equazione per ogni valore della va-
riabile rimasta.

Supponiamo adungue che esista una tale terna di polinomi ad
una variabile. Possiamo ammettere che cotesti polinomi siano dello
stesso grado, giacche altrimenti potremmo ridurli allo stesso grado,
facendo figurare, con coefficiente nullo, i termini manecanti. Sia per-
tanto

=™+t u o ..+ dg,
y=byu® by v+ ...t by, (10)
z2=—CoW ™ o4, + e

in cui i coefficienti a, b, ¢ sono quantita costanti e variabile, ona
terna di polimomi di m™ grado, capace di fornire, per ogni valore
di %, una soluzione dell’equazione (1).

E lecito supporve che 1 tre polinomi (10), siane primi fra lorvo,
perche altrimenti potrebbero essere sostitniti Jda altri tre polinomi
di grado inferiore, che si otterrebbero dai primi sopprimendo il fat-
tore comune; la ferna dei polinomi rvisultanti fornirebbe pure una
soluzione della (1) per ogni valore della variabile.

In base alla proprieta atlbrvibuita, per ipotesi, ai tre polinomi {10),
deduciamo che la (1) si trasforma in un’identita, sostituendo ad 2,9 2
I polinomi corrvispondenti; per conseguenza dovri necessariamente
aversi

ay" + h% =", (11)
»

di valori di ¥ & v, una soluzione dall'equazione y® — :2= — 2% sloh dell'equazions >= Lyt =
S, in partigolare, supponiamo

e =1, by =1, ey =1, iy = (1 - ¥), ¥a = (u— &%

oLteniano _
w=ur=9" p=Inn, e=utl

ohte sond 1o note formole ' Eulsro.
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a ¥ - v - 1} y
Se ora net tre polinomi (10) sostituiame = ad u, essendo » un’in-

determinata, possiamo scrivere

1
= om (U T Gt e Ly o),

1
2= (o ™ ¢ ™ w4, .. L g, ¥W),

€ ottemamo cosl una ternn di funzioni, che fornisce una soluzione
della (1) per ogni coppia di valori di # e =, parche sia v £ 0,
Consideriamo le fre forme hinarie

J =™+ au™ o, .+ a,.m,
VY =byuwd bt L}, ™ (12)
I = um o > e, - g, oM,

Le (10} dimostvano che queste tre forme binarie forniscono pure
una soluzione della (1) per ogni coppia di valori di » e ¥, purchd
sia 2£0. Ma si pud facilmente eonvincersi che anche per le coppie
di valori diu e » nelle quali & »==0, le (12) formseono seluzioni per
la (1), Infatti, per » =0, otteniamo

& = ay um, Y = by um, g =y um,

le quali, in base alla (11), dinno una svluzione della (I) per ogni
valore di w.

La terna di forme binarie (12) fornirebbe adnngue una soluzione
dell’equazione (1) per ogui coppia di valori di u e 2,11 che & assurdo.

L. Carping.

—f B

PICCOLE NOTE

Sul ealealo delle altezze dei segmenti sferioi.

A me sembra inopportuna ['attnale esclusiope dslle equazieni cubiche dai
programmi per le senole secondarie. Il loro stndio sarebbe ntilissimo come appli-
cazione delle nozioni sui radiesli, sui nmmeri complessi, sulle fanzioni goniome-
triche; e putrebbe alla sua volta dare luogo ad wutili ed inferessant applicazioni.

Eeco sull'argomento nu esercizio ¢be non mi sembra privo d'interesse.

*
® ¥

1. Sia data una sfera omogenea di densith d, galleggiante sopra o figuido

di demsita 2'; posto ¢ :r_f" s! ha, com's noto, 0 <o <" 1.
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Immaginando continuato eniro la sfera il piano di livello del liguido, 1a parte
di sfera somnersa & un sezmentn sfovico (ad ung base), Preso, per semplicith, il
raggio della sfera come sezmento umitavio, sia 4 Ia lunghezza dell'altezza di
tale segmento. Tale numers & manifestamenie compreso fra (0 8 2,

Potendosi, con sufficiente approssimazione, trascurave il peso dell’aria spostata
(dalla parte di sfera che emeorgel, sappiamo dal principio d'Archimede: che,
8¢ p =1, sta sommerse nel liguido esabttameate un emisfero, c¢log h=10: e che
albrimenti sia sommerso pit o meno di un emisfero, cioé % > oppure <71, se-
condo che > oppure < 1.

Propeniamoci di trovare una formala la quale, in ognl easo, dato il valove
di p foraisca quello di h.

2. Essendo
4 nd,

1 peso di tutia la sfers afl)
Lk (8 —)d

quello del liquide spestato, il ricordato prineipie d'Arehimode da

LRR S — W) d' = & nd;
donda

(8 —h) = 4;, B — 3 4 42 = 0. (1)

Ponlamo h =1 + k; ossia indichiamo con % la distanza del centro delln aferg
dal livello dell’ncqua, presa questa distanza col segno -~ quando il centro sta
sobto {R=>1, p>>4), col segno — guando sta sOpra,

Dalia (1) si ba evviamenie

B — 3k 4 45 - 2

!

0, (2)

donde si vede che invece di A conviene proporsi di trovare %, riducendosi allora
il problema allg risoluzione dell’eguazione cubica

' —3Br+ 40 —2=0, (3)

che & priva del termine contenente il quadrato dell"imeegnita [forma normale).

3. Hexendo
P<h<<® & F=h—1,

abbiamo In limitaziona -
— 1< k< 1.
D'altra parte, posio
flz)=o* - 82 4 4; — 2,
sl ha

=) J0, F(—1)=4:>0, f(l)=—4(1—p) <0, f(ee) >0;

donde si vede che, variando f(r) con continuita. vi sono tre numeri reali per i
quail f(x) & zero, ossir che le soluzioni della (3) sono tutte tre reali: una mi-
nore di — 1, nns compresa fra 2% wl 1, una magziore di 1.

Converra dunque ricordars le formule risolutive soito forma trizonometrica o
vedera yuale fra le fre solnzioni & compresa fra — 1 od 1. Sara ossa il cercato
valove di k.

") Exziguez-Avaroi, Elenenti di geomeiria, TV ediz,, pag. 554,




90 |

PERIODICO DI MATEMATICA.

4. Data I'equaziene cubica 2% + pr - ¢g= 1 avaunle tutl’ e tre le soluzioni reali, ,x
1 loro valori sono, com's nolo, |
A P 3 ic 3 . -;
oy =2 -?'.[:ﬂﬂ—_g—: ;t'g'::ﬂvl?- e0s (-3—-—]—12{]“) , Ti=E1I|""-':DE' (:3 ‘|‘2‘4[}u) ) :ﬁ
dove
3 -—
r= % ed %= are c0s ﬂ}_q -
Nel nostro caso abbiamo
—=—"" 3 a d — 'EI:F -— E:
e quindi :
—7 2 — 4 i,
r=Y = 1, % = &I'G COS =arc eos (1 — 2p), Al
:r1=‘2.'.cns~8,—, m::ﬂ.cna(%——!—lﬂﬂ“), I;=E.cns[-éi+2=iﬂ“}- 11
Essendo 00 << e << 1809, si ha
& o 0 T | D < 0P ! * 1
DEE?»EED, 240 -Egvg-—l—i’éﬂ = 300", — — S 08 ?-1-240“ <5
& guindi
— 1l s rs = 1.
La soluziene che vale pel noskro problema & dongue ws; ossia il valore %
cercalo & : :
£:='3.cua(—;—+9-iﬂ")=—2.nﬂa (—;——I—ﬁﬂ“)- ‘-':.
dove :;;
@=arccos (1 — 25, 4
] _ _ 1 A
o« Da tali formule vediamo : chs qrando p {E, si ha i

:':
.r:J‘
* I
i
o

.
.rF o

1—2o>0, 0'< a< 90, 500{31+ﬁnﬂ-:.:90“, k<0, h<l1:

/

e W i M _ =
) T T v I
N A
1 L .""-l.'._ 1
e

che qumande p=3: si ha

-.
L

- 0 -5
n _' L] -ﬂ i -
g e Rt e L e

i, o
k- |
RRL o e

l—2 =0, =2=890" —+60°=90" &=0, h=1.

k]
#“

che quando ¢ > &, si ha

o i o S T R
f-.._.lhll",...._q'._;-_ _—

1— 2, <0, 90°< a<180° ﬁnﬂq:;Jrﬁnf'{mr_w,' E>0, B>1:

r

e

D o e

rigultati tutli conformi alie risnlianze sperimentall suaccennate.
Per evitare 1 coseni negativi, se ¢ >3 e quindi

1 —2p <70, conviene norre
B=narccos(%p —1). 8i ha allora

— 1800 = b — 1900 — P
«=180'—B, = + 60 00—

— g i
k= —2  cos (IEU“ 2)_9.305(3 —I—ED“).
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6. Applichiamo le formule trovaie a dus esempi.
Sia la sfera di sughere e il liguido sia acqua. Abbiamo allora:

1
d= 0,24, d =1, p=0,24 << —;

I ~2p=052, ==arccos052="58%0, — -+ 60°=T79%3520",
b= —2,c0s 78"3320" = — 2.0,1813 = — 0,3636, h— 1 — 0,3626 — 0,8374.

oir In sfera d'acciaio e il liguido sia mercurio. Abbiamo allora:

=
!

<
=78, d&'=138 p— =0.57}%;

18,6
26 —1=0,14, B =arccos 0,14 — 819378 ? 4 B0" = 87°19°3",
k=2, c0s 87103 = 2.0,0468 = 0,00486, h—1.0986.

*
* &

s 51 abbiz una sfera, il eni raggio prenderemo auveora coms segmento oni-

tario, e la si tagli con un piano che ne divida il velume in un dato rap-

; M
orto — .
P M=

Le formule del num, 4 ci dinno facilmente le altezze iy ed ks dei due seg-
mentt sferici cosl ottenuti,
Infatti, sicecoms i volumi

1
% wh (5 — ft:[j, -3— 'H'I:.Fi-_ar:I [3 — hs), g' "
sano manifestamente proporzionali ai numeri iy, w2, w4 miz, cosl si ha
1 Ny 4
— wh (3 — ) = .o WL
3 At 1) Aty -+ s S
donda
B2 (3 —hy) =4 —20 ; *— 8l 4 - = (),
MY 1] my 4 s ha 5 41111 + mg ‘

Counfrontande tale formuls colla (1), si vede che essa ne differisce soln perche
"N

¢'é h invees di & od invace di g; sicchs dai nnum, 2 e 4 risulla -

Hii — nis

o
h = l—g.l:ﬂﬂ(?—l— BL‘IL") )
von
D iy

WEy =+ 1o

% = ATe oS (1 > 3 ) — Are Cos

M = Wia i
Esaendo by + ha =2, si ha pol, senz’aliro,

by — 1"+ 2.608 (g + GD“) .

8. Supponiamo ora di dividere la sfera in pit parkl eguali con del piani pa-
ralleli. Le formule precedenti ¢i danno ovviamente le altezze dei segmeuti sfe-
rici che eosi si ottengono.

Noi ci limiteremo a considerare i casi in cni i piani sono 2,3 e 4 e le parii
egnall sono quindi, rispettivaments, 3, 4 o 5.
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P+ Se i piani sono 2, ciasenno d'essi divide mauvifestaments il volome della o
sfera nel rapporto & . %
Posto, vells formnle del num. Lam=1ed ms=2, si ba: ;’%
=
kit
« = are cos = T0°31'43 =+ 60 = B83'30'34";
€05 83°40°34" = 0,1116;  Fa =1 — 2.0,1116 = 1 — 0.2232 — 0.7760. '

I due segmenti esterni hanne dungue 'altezza di 0,7763: D'aliezza del 80g-
menlo interno 8 2 — 2. DTIBE = 2 — 1,5536 = (1,4464. -
. |
10. Se i piani sono 2, ciascuno degli eslerni divide il volnme della sfera nal 3
rapporto 4; e l'altezza di ciascuno dei segmenti esterni ci & data dal num. 7 ove jﬁ
st caleoli Ay ponendo my =1, ma — 3. 55:';'
Avremo :
2 o :

m=uruuu54-=ﬂﬂn; 3—-]-50":3{]“:

cos 80° = (),1736 . Mm=1—2.01736=1— 03472 = 0,6528,

Le altezze dej segmenti esterni e dei sagmenti medi sone dunque, rispettiva-
mente : 0,6588 ed 1 — 00,6528 — 0,3472,

1. Infine, se i piani sono 4, ciaseuno degli esterni divide il volume delle
sfere mel rapporto 2; » I'rltezaa dei segmenti esterni la si ba in modoe analogo
al precedente, ponendo nel num. 7. my = I, ma=4. Abbiamo allora:

o4 = ATC £O8 —2— = 53°7'49""; —;— + 60° = TT42'36" ;
cos T7942'36" = (),2129 - h=1—-2.02120—1 — 0,4258 = 0,5749.

Ciestuno dei piani interni divide jnvece il volume dalln sfera nel rapporto 3.
Sicché avremo qunesta volia:

m =2 ed my—38: «x=arccos % = T8°2747"; % -+ 60° = 88°9'18" ;

cos 86°9'16" = 0,0671 ; i =1—2 00671 =1—101342 — 0, 8658,

] kb
1. i - - - -
AR o S 3

i
o kit
s

o DAL o R B

it
']
iy T P

Le altezze dei cingue segmenil sone dungue, ordinatamente -

0,5742;  0,8658 — 0,5742 — 0.2916 -
2—-2.08658=2—17316=—10,268; 02916: 05742,

B}
T e
b ]

'--:1"' ~ i31';-- :.:--
=

P. Cartranzo. d "
RISOLUZIONE DELLA OUISTIONE 790, A
_Il":-‘El:l.tl
790, 1. parabole che sono bitangenti ad una parabole date ed hanno il :'
fuoen sulla parabol stessa, sono aiuche tangenti alla divetirice @i questa.
) "
E.-N. Barmizs. i
1%, Risoluziona del prof. R, Gatfi, R, S. Comm. di Felfro. 4 ;
Consideriamo una delle prrabole bitangenti alla data: siano M, N i punti ;]
d'incentro distinii dalle due corve. k|
3
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Assumendo come asse delle » Ia tangente in M, comune alle due curve,
come asse deile v la normale, lo loro equazioni siano la seguanti:

fxze 4 2y)? - 292 — () (1)
(@ + By)* 4 292 =0 (2)
Sommande queste due equazioni rispettivamente moltiplicate per g o — ¢, sl ba
(% — &) a® + 2 (a:g’ — 2'Fg) 2y + (3% —5"%) gyt =0
Essendo le curve tangenti anche in N, deve dungne aversi:

{ﬂs_ﬁ" — EI.':J“.Q]E — f'IEH'r —_ E‘JE}?.} [&Ey. S ?EFL

eiod ’
oy (23 — ad)* = (. (3)
Dobbiamo ora ricordare un noto risnltate.
Data la parabola (2) e dette % e 4 le eoordinale del suo fuoco, si ha che
A= g' == ﬂl‘q’ .
2(2* 4§’ 2 (x4 38
Ksprimendo che il punto (}, p) deve appartenere alla parabola (1) si ha, eon
un caleclo faeils,

97 (2R + 2’52 = dgg"® (a2 4 3%). (4)
Non riesea, poi, difficile dimostrare che I'equazione della direttrice della pa-
rabola (1) & fzz — Ey:%.

Esprimendo che tale divettrice deve sasers tangente alla parabola (2), si 2
condotti alla relazione :

g%ap = ggd' (aa’ -+ Bp"). (8)
lotante, supponendo gy+0, dalla (3) si ricava:
S (8)
< =

¢ tenendo presente questa, la {4) diventa:
gat=gg' (=" + §'); {7)

e da questa si deduce subito, anche in virtin della (6), la (5).

2% Risoluzione del prol. R. Gatti, R. §. Comm. di Felire.

Fremessa la formola (3) e quelle che dauno le coordinate del fuoco, si osgservi
che, nell'ipotesi gg'+ 0, si hanno le due relazioni:

'f-l}'- - E'.l = [L

Si vede cosi che variando N, il fuoco della parabola (2) deserive la retia
wx — fy = (. »

Dungue, data unn parabola non degeneve, fra le parnbole del pari non dege-
neri, bitangoenti ad essa in un punto fisso M ed in un altro variabile, una sola
ba il fuoco sulla parabola data: tale fuoco & I intersezione, differente da M, della
vella oz — fiy =0 con detta parabola.

Supponendo intanto g+ 0, se si vnole considerars il caso g’ =10, s5i vede su-
bito ehe qualunque parabola degemnere, nscente da M, soddisfa la condizione della
bitangenza o quella relativa al fuoco.
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Possiamo, percio, dira che, supponendo g+ 0, vi sono infinile parabole che
gono hitangenti alla data in i punbo fsso M ed i un altro variabile ed hanoo
it fuoco su di essa; fra esse una sola non & degenere.

Le degeneri evideniements sono tﬁnganti alla dirstiviee di iale parabola.

Oecapiamoci dungue di quella non degenere.

Trovando I'intersezione, differents da M. della retia or — iy =0 con la pa-
rabola (1) ed esprimendo che tale punto deve coineidere cal fuoco della (2], con
un ealeolo facile, si & condotti alla (7).

Noza. — Consideriamo il caso g = 0. Si vede facilments che i parametri o', §'
delle parabole non degeneri, passanti per M, origine delle coordinate, tangenti in

esso all'asse delle x, e che hanno il fuouo sulla retin ax -L sy =, soddisfano
la relazione :

BIBLIOGRAFIA

S. Orru CarBowt. — Raceolia di problemi & Applicazione deil’ Algebra
© alla Geometria, ad uso delle Scuole secondarie e medie superiori,
2% ediz. niveduta e ampliata. Livorno, R. Giusti, 1912,

Questo libro fu gia benevolmente aceolio dagli insegnanii fin dalla sua prima
edizione e non gli mancarono giudizi favorevoli. La seconda edizions o statn
rivaduta ed ampliata dall'A, in modo da sodisfare sempre meglio alle esigenze
della scucla; e gliene va data lode.

Se un simile tipo di libro non pud essere adottalo nelle scucle come libro
di testo pud perd venire consigliato con sicnro vantaggio aghi alunni del licei,
degli istituti teenici ed agli aspiranti a scuole militaii. L'A. s propune * di
" gwidare gradatamente gli studiosi, she, forniti di sufficiente culbura matama-
" tica. vogliano, con vantaggio impareggiabile, cimentarsi mel visolvers dn sb
* questioni elementari ,; ¢i pare che la graduazione non poteva essera migliors,

Nell'introduzione, dopo * nno sguardo agli elementi delln teoria delle linzioni
e delle equazioni algebriche , e wn * richiamo sintetico dells discussione go-
nerale delle radici di nn'sguazione di * 2° grado ., passa ad * alcuni ceuni sui
© messimi e minimi di furzioni algebriche , o poi di “ norme ed esempi per la
risoluzione dei problemi geometrici mediaute 'algebra e per la loro disenssione =

Ogui pavagrafo s'inizin con 1'indicazione deile formule fondamentali a cuil si
deve iar ricorso uneila risolzzione degli esercizi contenenti nel paragrafo stesso,

WQuando ne & il caso, A, fa sezuire all'smunciato degli esercizi richiami, os-
servazioni, note ed opportuni accenni allz lore risoluzions,

L'uitimo paragrafo conticne pei, con altri esercizi, aleuni temi ministeriali pro-
posti agli esami di licenza mella sezione fisico-matematica degli istituti tecnici,
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Dott. AprasTo CaLEeARl, — Bresi nozioni di Caleolo infinitesimale,
con 12 figure. Manuali Giusti, XXIL Livorno, R. Ginsti, 1012

(Juesto mannalelto, secondo I'A., potrebbe servire di complemento ai trattati
di matematica che vengono scritti ad uso dei chimici e naturalisti e ches conten-
gono froppo scarss notizie di enleolo infinitesimale.

Dato I'indirizzo chs tante parti delle scienze moderne hanno preso, & cerba-
menis utile che la eolbura dei chimiei e dei naturalisti si arcicchisca dj bravi a
chiare nozioni di ealcolo, nozioni in alenys delle quali potrebbero benissimo essers
iniziati anche i giovani delle scuole secondarie superiori. (v, Atk Coneresso di Fi-
renze * Mathesis ).

Wuesto libro si limita alle nozioni piu importanti e fondamentali dands eomgire
lergo coompo alla intuizione; il che i fa pensare che, se pub essere utile agli stu-
denti di chimica pura e di scienze naturali, nog & aj certo cousigliabile agli stn-
denti di matemaliche perche per essi i fondamenti del ealecolo devono assar posii
in mode rigoroso.

Naturalmente in un piecolo manuale non si puo pretendere di trovare cose
nuove per cid che si viferisce alla tnateria; come I'A. stesso avverte pella pre-
fazione, egli si & moliy servito degli cceeilenti mannali de) prof. Paseal.

L'edizioue & abbastanza aceurata; le sviste che pur vi abbiamo notate S0710
compalibili in una prima adizione,

Li. Texnea.

YV CONGRESRO
DELLA SOCIETA ITALIANA PER IL PROGRESSO DELLE SCIENT

| e

ROMA — 12 Ofiobre 1911

Nell'anno in cui I' Ttalia tutta concorde commemora solennemente
1l_einquantenario della proclamazione di Roma a sua capitale intan-
tbile, Roma soltanto poteva cssere sede dellannuale Congresso
ﬁeIla Societd italiann per il progresso delle seienze od argomento prin-
cipale del Congresso doveva essers, necessariamente, la confortante
constatazione di grandi progressi ehe 1 Ttalia ha fatii anche nelle
Scienze, in questi ultimi cingugnt’anni. _

Uosi fu infatti; donde la speciale importanza e il maggiore in-
teresse che il Congresso di gquest’anno oifriva in confronto a (uell
deglt scorsi anui.

Il Congresso fu inangnrate la matiina del 12 ottobre (gioved:) nel-
Aula magna della Sapienza con efficac parole del Rettore dell -
niversity, del Sindaco di Roma, del Ministro della P. I., del Presi-
dente della Societi e con un dotto, eloguente discorso del senatore
prof. Rienr sopra La nuova fisica.
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Nelle maftine successive si tennero, al solito, 1 discorsi generali a
Classi riunite. Fra essi riuscirono purticolarmente mteressanti ai cul-
tori delle Scienze matematiche quelli dei profi. CasreLnuovo, Vacca
ed ExriQuez aventi rispeftivamente per iitolo: Sullevoluzione delle
misure di spazio e di tempo, La scienza nell estremo oriente, Che cosa
¢ lu filosofia?

I discorsi di Classe si tennero nei pomeriggi. Fra essi sono da se-
gnalarsi, pei Lettori del Periodico, quelli dei proff. U. Amavrpr, Lav-
RICELLA, K. Biaxcmr, Corpixo che trattarono del contributo dato
nell'ultimo cinquantennio dagli italiani alla Geometria, alla Teoria
delle funzioni e delle equazioni integrali, all’ Astronomia, all’ Elettrolo-
gia; & sono da segnalarei i diseorsi dei proff. Levi Civiza ¢ V. Rema,
aventi per fitolo Estensione ed evoluzione della Fisica muatematica e
Le misure gravimetviche italiune.

Numerose ed interessanti furono le comunicazioni di sezione, ...
che perd ei sembrano a priori fuori di lnogo in tali Congressi, la
eul mira dovrebbe essere solianto la coordinazione, Ia volgarizza-
zione, la sintesi scientifica. Come fu osservato da parecchi, bisogna
guardarsl dal pericolo di trasformare la Societd in una nuova Ac-
cadermia: ce ne sono gia tante! Tale pericolo di snaturare 1'indole
della Society: sarebbe, credo. piti facilmente evitabile rendendo i
Uongressi biennali. Gia s1 nota, giova riconoseerlo sinceramente, un
gn’ di stanchezza nei soci; nonostanie la solenniti e le attrattive

el Congresso di quest’anno won furono molti i soei intervenuti; il
loro numero va ogni anno diminuendo. Tutfavia piit di 100 (cento)
furono le comunicazioni presentate! Cuvete academiam !

Nel pomeriggio di sabaio 14 il Rettore dell’ Universita diede un
ricevimento nel gierdino della villa Corsini, ora Orto botanico: ed nn
altro solenne fu offerto nella sera di Lunedi 16 dal Sindaco di Roma
nel Campidogliv: serata indimenticabile, nella gquale si volle quasi
che la Scienza andasse a porgere riverente omaggio alla maesta
della Storia e allo splendore dell’Arte.

1l giorno 15, demenica, non si teune alenna adunanza, e i Clon-
%resaiati andarono parte ad Ostia, parte a Tivoli, parte in giro per
a citta od a visitare le esposizioni.

Il Congresso si chiuse mereoledd 18. Alla mattina vi fu la solenne
imaugurazione, nella Scuola d'applicazione per gl ingegneri, del »i-
corddo marmoreo all'illustre e compinnto matemutico prof. Varnexrino
CERRUTI, per molti anni direttore della Scuola. Alla sera si tenne
la seduia di ehiusura e si fecero le elezioni alle cariche socials.

A presidente riuscl eletto il prof. senatore Soravora; fra le altre
elezioni sono, per noi, a segnalarsi quelle del prof. GaRBASSO & vice-
presidente, del prof. Corpino a presidente di stzione, dei proff. Lewvi
Urvira e Vacca a membri del comitato scientifico. I proff. STRINGHER
¢ FoLGHERAITER furono riconfermati nelle lore cariche di ammini-
stratore e di economo-cassiere.

A sede del VI Congresso, per 'anne vemiuro, fu scelta per accla-
mazione Genova, su proposta del prof. Isser. K coi soliti discorsi
di ringraziamento, di saluto, di commiato, ece. il Congresso fu di-
c_hmr;tn chiugo, lasciando in tutii gli intervenuti il pin gradito
ricordo.

Givro Lazzert — Direttore-responsabile

Finite i stampire i1 23 Novembre 1911
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SULLA COSTRUZIONE DI UN OROLOGI0 SOLARE VERTICALE

alla Villa Palmieri (Firenze)

l. In guesto siesso Periodico ebbi oceasione di pubblicare, aleuni
anni orv sono, (*) un breve studio concernente * 11 problema generale
degli orologi solari piani, risoluto trigonometricamente ,, nel guale
dopo aver date le formule gnomoniche relative ad un quadro co-
munque disposto rispetko all'orizzonte e dopo averne dedotte quelle
corvispondenti a tutte le posizioni particolari, passar ad applicare
le formule stesse alla eostruzione ipotetica di un orologio seclare su
di nn piano assegnato. (*) 1 lavoro veniva cosi a presentare caratters
1 parte teorico e in parte pratico; mu guestulbimo, a dire il vero,
era. pil apparente che reale come io stesso lio avuto occasione di
constatare nella effeltiva costruzione di un orologio verlicale effet-
tuata poeco tempo fa. Infatii, la determinnzione degli elementi fon-
damentali d"indole estronomico-topografica relativi al quadro, 1 quali
sl suppongono sempre conosciutl in uno studio leorico, presenta, al
caso pratico, qualehe difficolta, Inoltre, la preparazione del piano
dell'orologio; il collocamento dello gnomone e la determinazione
precisa della sua albezza; spesso le dimensioni imyposte dal quadro:
leffettivo tracciamento i tutti gli elementi gnomonicl ricavati gra-
ficamente o numerieamente da quelli fondamentaii: infine la dipin-
tura e la decorazione del gquadrante, sono ultrettante piccole que-
stioni ed operazioni che possono metfere algunanto In 1mbarazzo
coloro che per la prima volta si accingono alla costruzione d'un
orologio solare. Stimo percid opportuno, come parte veramente pra-
tien del lavoro precedentemente ricordato, l'esporre orva qui, con
tutte le necessarie particolarith, le operazioni effetbuate, i procedi-
menti seguibi, i modelli di calcolo adottati e le varie Operazioni
materiali compiute dall’inizie sino alla fine, per la ecostruzione di
uno di tali orologi, da me eseguita nei mesi di cannaio e feb-
braio n. s alla Villa Palmier® nei dintorni di Firenze. (*)

('} Vol. XXTI, fase. 1, 1908.

°| Fu suppoato come foadro tna deile faveie trdangelarl delln piramide otlsgoma ehe fa da
ceperlori ol Haitiastero di Firenzo,

("t Omesta gntica e somtuosa Vills sanconirn o mezzo enmmine, ecirea. persorrendo I8 Via
Boceneeio ehe dalla Barriera delle Cure condura a 5, Domanico di Flespla,

Per colore at guali potesse intersssare qualehe notizia sloriea, riperto, g appresso. le due
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§ 1. — Preparazione del Qnadro ¢ dello Gnomone.

2. Come piano dell’orologio venne destinata una parte del muro
di uwoa delle facciate interne del cortile e precisamente di quella
che presenta lo stesso orientamento della facciata esterna princi-
pale. Detta parte & a 12,60 dal piano del cortile e rimane com-
presa fra I'nltima finesfra e le bozze che terminano lo spigolo West
del fabbricato. Lo spazio assegnato fu tassalivamente stabilito entro
una delle formelle (2™.27 < 1m.11) che decorano la suddetia faceiata
interna.

La superficie mal pari del mure, venne regolarizzata eon un primo
infonuco grezzo in sostituzione di quello veeehio, e suceessivamente
con un secondo a grana molto fine e, per quanto fosse possibile, in
piano verticale. (%)

Affinche il disegno dell’orologie, o almeno la parte piia importante
di esso, rimanesse compresa entro 1 limiti assegnati, venne deter-
minata la conveniente altezza dello gnomone nel seguente modo:

1°. Si determind in 43°47°46" 1n latitudine della Villa Palmieri
deducendola graficamente, con riferimento alle graduazioni margi-
nali, dalla Carta Topografica al 10000 dei Dintorni di Firenze rile-
vata dall’Ist, Geogr. Militare.

2", Si assunse, grossolanamente, il valore di 9° per la declinazione
(occidentale) del mure, ricavandolo per mezzo di una bussola e

epigrafi situate ai due lati della porta d'ingresso daella faceiata Nord della Villn, e le sitra tre
che &l frovano solbo 'ampio loggiate inlerno della parés Sud.

— Queate rase | ore fnogando i pericoli dalle pestiTenza | che diszriora Firanze nel MCOCXX XXVIIT ]
trogse o noveliars lietamente | Vapune brigata | per cui 51 ebbe il Dacomerons | il magyiore esempio
di eloquensa laliana | Matteo Palmieri nel MCCCCLX VTT] mgrandioa | @ Palmire Palmisri due
secoli appresso | riducgea a Signorile paiugio | aggizntors decoro di ornamenti ¢ domestico temnpio,

— Lu Filla | che fomn da Giopanmi Boccaerio | ¢ dni Palmsisrs alde noue | oequistare nel
MDCCOXXOIT | Maric Farkill ingleae | amica od ogni glorie dtalionn | e dopo trent’anni ia donava
per testamento | @ Maria Anlonisile @i Borbone | Granduchessa di Toveana | in gquale eon nmino
riconokcente | della gentile donatrice & del prezioan fagudo | volle serbate meneria.

— Alexsuandre | Conte di Grawford | nsll'anno 18975 comprd questc VFilla Poalmieri da 8. 4. 1. la
rranduchessa | Marie dntoniatte G Toscany | Vi mor) 35885,

— Muargherita | Vedova di Alessandro comte i Groieford | paged Ui anni dal 1880 ol 15905 | in
quesia suc amaia t2mife | prendendo sommo pigcere | gd abbellire ed ornare la Villg ed i parey.

— Filtoria Reging d'Inghillerra | fu qui ospite | della Contessn Margharita di Grawfoird | ammi=
vondo  guesti Tuoghi ameni | godetic alewne seltimane di riposo | weila primavern depli anni 1889
# 1883 | ¢ rimorando la propric sulule | pote torngre con force vignsoute | alile gravi cure del suo
vasto fmpero,

Lo storiea Villa merce la mumificenza dal suo mmove propristario, 'amerieano Mr. James
W. Elisvorth, si & oggi arricohita di nuovi pregi artistiei per I'apera intelligenta dell'lng. Arch,
G. Castellueei,

(*) Barebbs abtato certaments prefaribile il sostituire alla superficie del muoro wnan lastre di
marmo ben levigats, sulla quale fe osservazioni ed il troccinmento dell'erslogic selars avrebbero
potuto effettuarsi econ maggior precisions. Ma pon si riteane opportonn quests soatitnzions percha
il disegno dell'orologic sul muro si reputd pil in armonin eolla decorazione deilla facciata.

2esd

q el ‘
L % L S
Rl

\
at

.
T i T
o LE g - el Ol =

e et L el T

oy

o
r._:.._.'!::‘_':-_ .H.: vy e T
R e
ST :

-
[ :
T e N
TR

.:i s

E—

R g’

=13
it T .
S T a'-L-'-

--h
e

i
e
g e

&
A bl vy it H

P

= g Ty
g e e o B R R Sl e e s

N

-+,

e W o

L W

A A

e gL i,
= Lo

Ty Oy Ll
T L

LY . I

It

AL iy W

i
it
.

e e LR Ly

.I-

S
= o

Bk

i

&
e P L

_‘_‘ -|-_: E-‘-_?-"I- )



PERIODICO DI MATEMATICA. 49

anche dall’orientamento che nella carta anzidebta, presentava il yet-
tangolinoe indieante la Villa,

3% Coi due dati precedenti e nella snpposizione di uno gnomons di
10 em., & stato disegnato sulla carta, con metodo puramente grafieo, (*)
un orelogio solare completo (linee grarie e wperbole dr declinazione).

Il disegno & stato poi racchiuse in uu rettangolo, simile a quello
della formella saddetta, in modo da eon lenere la parte del gnadrante
che ha maggiore mberesse, tenendo conto che le ore pii distantl
dalla’ mevidiana possono anche essere tralasciate come quelle che,
pel fenomeno della rifrazione astronomica, hanno un minor grado
di precisione, e tenendo conto altresi della distanza (cirea 22 metri)
dell'orologio dal punto del cortile pia adattato per
la lettnra delle indicazioni orarie, la quale distanza
pud fornire un giusto criterio sn quanfo & conve-
niente di escludere delle parti estreme del hisegno
affinche le singole parti vimanenti, da tracciavsi sul
gnadro, presentino la necessarin grandezza per poter
essere ben osservate ed apprezzaie dal punto di os-
servazione.

1% Le lunghezze di tutte le linee del disegno,
al quale abbiamo precedentemente aceennato, sono
direttamente proporzionali all’altezza dello gnomone;
se ne deduce che assegnando ai lati del retiangolo
che limita questo disegno, le dimensioni dj queclli del
quadro, potremo risalire al valore dell'altezza da darsi al gnomone,
altezza che, a ealeoli fatti, si trovd essere d&i circa 29 e

5°. Dopo cid si & costrnito lo gnomone con ferro rettangolare di
mm. 8 X 15 di lati e della forma rappresentaba dalla fig. 1, in modo
che la distanza q del disen dalla linea ideale AG’ clie serve di base al
triangolo gnomonico AGG’, fosse miolio prossimamente eguale all’al-
tezza precedentemente determinata e che I'inclinazione dell’asta AG
sulla stessn linea ideale AG, risultasse eguale, presso a poco, alla
colatitudine del luogo. (%)

Il diseo (gnomonico in lamina di ferro di mm. 25 di spessore,
lavorato al tornio) ha il diametro di 10 em. ed & raceomandato,

(") Cenni sufficienti inkorno n ql:l!;bn genere dl eostruzionl si trovano anche fra | vari pro-
blemi enunciati Pag. T6-77 e risoluti T png. 121-134 dei mici Problemi di Gecprafisc malemsaticn
rigmenturmante risolids (vid, 80-100 delln Bidliorsca degli Stedent!, Livorno, Ginst, 10049,

%) Cume Indice orario ha mmportanza 11 solo foroe Enomonite ; ma ge I'nsta veninse posta nella
divezions dell'asse dal mendo, allora coneorrerebbe anch'essa (perd non rollo stesso grado dj
precisions del foro gnomonieo) alla determinnzione dell'ora, gineckié la sua ombra st proistte-
rehbe sempre secando una linea oraria, Questa disposizione, quindi, potrebbe essere uiile per for-
nire T'ora nei casi in oni il fors gnemogico si projetta foori dei limiti dell"arologio ; ma poichd
‘uest ultimo vantagelo si manifests per 1o ore che somn piii lentane da guella meridiana (par lo
‘mali T'orelogiv ¥ sempre mono preciso) e perche il collovamento sl asta nells esatta direzions
dell'agse dai monde non puo ottenersi clie con os<ervnzioni ed eperazioni alquantoe pil) complicats,
tos1 81 4 ererlito oppertunc di riminziars al pieeols vantaggio precedenieniente accennsio.
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100 PERIODICO DI MATEMATICA.

con tre piceoli buloni, al vertice e ai dne estremi di nna foreca ad
angolo retto colla quale termina, ripiegandesi, T'asta gnomonica.
Porta al centro un foro di @ mm. di diametro, a bordo tagliente,
affinehd risulti piit nitido il circolo luminoso che serve da indice
orario. Questa erandezza del foro & gquella che & stata rifennta
come la piz opportuna per pober scorgere bene dul luogo d'osser-
vazione le indicazioni orarie,

I piano del detto disco, anziche in posizione parallela all'equa-
tore, come si usa ordinariamente, & stato posto parallelamente al
piano dell’orologiv solare, la quale disposizione ci & sembrata pre-
feribile perché il quadro non presents nua gran de deviazione rispetto
al 1° verticale e perché il foro gnomonico si proietta sul piano del-
'orologio seeondo uu immagine luminosa assai pit prossima alla
circolare.

2. Costruite sul lnogo un comodo ponte per potervi liberamente
e comodamente lavorare, venne murato, a cemento, 1l gnomone sul
piano quadro per mezzo delle staffe M ed N, in modo che la linea AW
fosse su di mna verticale del muro; che il piede della perpendicolare
abbussala dal centro del fore gnomomnico sul guadro, cadesse, ap-
prossimativamente, nel punto corvispondente a guello gia determi-
nato sul disegno: che la lunglezza « di questa perpendicolare fosse
molto prossima ai 29 em. gia determinabi. per I'altezza dello gno-
mone e che, infine, il disco resultasse col sup piunv parallelo (cio
che si verifica eol filo & piombo) a quello del guadro.

2. — Determinazione della declinazione del Quadre.

o

I. — OPERAZIOSI PRELIMINARIL

3. Per questa determinazione s1 fecero le seguenti operazioni
preliminari: (*)

1°. Venne proiettato il centro del foro gnomonico sul quadro per
mezzo di un'asticciola d'aceiaio (di cirea 3™ di diametro) terminata
in punta e scorrevole, & sfregamente dolce, longo Ia parte centrale
di un cilindretto d’otione lungo 3°" 11 guale essenido leggermente
conico & di conveniente diametro, poteva rimanere sufficientemente
fissato per atirito nel foro- gnomonico.

La perpendicolarita dell’asticciola rispetto al quadre si & oble-
nuta col snssidio di due buone sguadre.

(%) Dieiamo una solia per futie, che ogni punte preso e dsierminato sul quadro e segnnlo
eolln punta del compasso o con altro, ¢ sialo sempra raso pin facilmente riconoseibile rafforzan-
dolo eon ung punta di Japis @ circondendelo eom WD cerchietto pure i Ispis. Forono adoprati iapis
alquante duri e le lines vennero fraceinte col suzsitho ¢ ann ngn lnoega oltre 3 due mein. ben
dritta, taglista da un asse 41 abeto ben stagionato, dello spessove di un ecenlinielro.
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