LA SUPERFICIE DI KLEIN CORRISPONDENTE ALLA (UARTICA
2t =202+ ) =0

L'illustre prof. Krerx, in due sus Memorie, apparse successiva-
mente nel * Mathematiseche Annalen »+ VOIL VII & X, esamina e sta-
bilisce 1 prineipi fondamental; per la costrnzione di una nuova specie
di superficie di Riemann, che I'auntore chiama in sense proiettivo, al-
ludendo al modo duale eon ecuj si 1mmagina definita la curva rispetto
a quello col quale si opera nella costruzione del Riemann. In omaggio
all'autore, per I'orviginalita del metodo proposto, puramente sintetico,
e per brevifa, chiamerd ne seguito, superficie di RKlein, le superficie
d1 Riemann in senso proiettivo. Di queste trattd brevemente il pro-
fessor Pascal in una delle sue dotte lezioni al Seminario di Matema-
tica, annesso alla Pacolth omonima dell’Universitd di Napoli, chia-
rendone 1 concefti fondamentali, e facendo soprattutto rilevare, in-
sieme alla eleganza, Ia difficolta della cosiruzione, nel easo di superficie
corrispondenti ad equazioni dj grado superiore al secondo. Dello
stesso argomento tratto il prof. Harwax (* Math, Annalen » 2 Yol IX),
col cosirnire le superficie di Klein corrispondenti alle curve di
o" classe, e I' HasgELL (" Ameriean journal of Mathematic 2y V0l. 18),
che costrui la Kleiniana della speciale curva di 4* classe, di equa-
zione, in coordinate di rette, 2% - 1y =+ v*A=0, Una breve nota sul=-
I'interessante argomento si trova nel II vol. del Repertorio di Mate-
metiche Superiori (Cap. XVIII, § 5), del Pascar,

II prof. Ciant, in una sua Nota ner Rendiconti del Cireolo Maie-
matwo di Palermo (anno 1899, vol. X1I), tratia di un particolare fa-
scio di quartiche, notevoli per la simmetria della forma. A questo
fascio appartiene la quartica di equazione at -yt — (24 2% =0, di
cut costruisco in questo lavoro Ia corvispondente superficie di Klein,
apphicando in tutta la sua generalita ed eleganza il metodo di so-
stimzione. |

Allo scopo di facilitare la lettura dI guanto segue, per chi non
voglia ricorrere alle Memo®e originali del Klein, premetto un ra-
pido riassunto dei principi in esse esposti.

Data una equazione @, ) =0, di grado n, si r1guardi il piano
tome luogo della doppia infinita dei suoj punti, e le variabili 2 ed i
Come coordinate di rette. Tutte le coppie di valori reali che soddi-
stano I'equazione saranno rappresentatl nel piano da una curva alge-
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brica di classe =, inviluppo delle tangenti corrispondenti a dette
coppie di valori reali. Da ogni punto del piane si possono condurre
alla curva n tangenti, fra reali ed immaginavie, queste (supporremo
qui ed in seguito I'equazione a coefficienti reali) a coppie di imma-
ginarie coniugate.

Ad ogni ftangente reale od unmaginaria si pud, in generale, far
corrispondere un punto reale: se la tangente & reale si scelga come
corrispondente il sno punto di contatto, se 8 immaginaria, il punto
reale, sezione di detta tangente con la immaginaria coniugata. Questi
due pringipi di corrispondenza, il eni sensoe sari pienamente eliarito
da due semplicissimi esempi, si accordano in un unico, se si pensa
che, quando due tangenti coniugate immaginarie coincidono in una
unica reale, il punto di sezione corrispondente & il punto di contatto
della tangente reale.

La corrispondenza sfabilita cade tn difetto, quando si considera
il easo di una tangente doppia a punti reali di contatto, o di una
tangente doppia 1solata, o di una tangente di flesso. Questi tre casi
80RO eccezionall e non si presentano mel seguito. Per completare
questa breve esposizione dird soltanto che dagli studi del Klein
(" Math. Annalen ,, vol. VII) risulta che questi tre casi si accordano
col principio di corrispondenza su stabilita, se si conviene di far
corrispondere alla tangente doppia a punti reali di contabio questi
due panti, alla tangente doppia isolata, o alla tangente di flesso, la
totalith dei loro punti.

Se ora si immaginano in ciascuna delle diverse porzioni di piano,
lmitate dai tratti reali della curva inviluppo, tanti fogli sovrapposti
quante sono le fangenti immaginarie che da un suo punto vanno alla
curva, questo punbo verrh ad essere contato tante volte quanti sono
1 fogli sovrapposii, e percid tante volte quanti sono i punti di con-
tatto 1mmaginari delle tangenti immaginarie che dal punto si pos-
sono condurre alla ecurva.

I fogli sovrapposti nelle diverse porzioni di piano saranno sempre
accoppiali, come le tangenti immaginarie. 1 fogli delle diverse coppie
dovranno immaginarsi connessi lungo i tratti veali della cnrva, lnogo
dei punti reali di contatto delle tangenti reali, che inviluppano la
curva, perche clascuno di tali punti corrisponde ad una coppia di
tangent1 immaginarie coniugaie, coincidenti in un'unica reale, e dovra
rignardarsi come appartenente all'uno ed all'altro foglio di una stessa
coppia.

La doppia infinitd di punti, che si oltengono daila corrvispondenzo
stabilita, situaii sui diversi fogli sovrapposti delle diverse porziont di
piano, thmitat: dai tratti reali della curva inviluppo, tungo i guali s
eonnettono due a due, forma una superficie chiusa, ch’® una complela
rappresentazione geometrice di tutle le coppie di valori reali ed imma~
guari che soddisfano Peguazione daita.
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I seguenti semplieissimi esempi varranno a chiarire guanto piu
su s1 & detto.

Si consideri pel prano una ellisse, mviluppo delle-sus tangenti
reall. I punti del piano che corvispondono alie tangenti immaginarie
ricoprono la porzione interna alla curva, Da ogm punto di questa
Possono condursi alla curva dye tangenti immaginarie, e dovra ri-
guardnrsi come doppia: dovremo Cioé immaginare una coppia di fogli
sovrapposti, connessi lungo la curva, lnogo dei punti appartenenti
a tuiti e due 1 fogli. Se questr si sdoppiano, si avrd uns superficie
ellissoidale, di genere zevo, che pud ridinrsi ad una sfera.

Consideriamo una enrva d1 terza classe, che sia rappresentata nel
plano da due rami chiusi. Da ogni punto del piano, al difuori del
ramo esterno della curva, e da ognl panto della porzione limitata
dal ramo interno della, CUFV&, S1 Possono a guesta condurre tre tan-
gentl reali. Dai punti della porzione di piano compresa fra i due rami
vanno alla curva dpe tangenti Immaginarie ed una reale. Immagi-
namo in essa (pe togli sovrapposti e connessi lungo i due tratti reali
della enrva, Sdoppiando i due fogli, si otterra una superficie anellp,
due volie connessa o quindi del genere uno. Se la curva di terza
classe & costituita dal solo ramo interno, quando il vamo esierno sj
pensa a distanza infinita la superficie di Kletn corrispondente sary
due volte connessa, una volta & finito lungo il rame reals, ed ung
volta all’ infinito, del Senere uno, e si estenderdy olfre ogni limite,
simile ad un iperboloide ad una falda,

Lequazione di cui si vuole costruire la superficie di Klein, sig
a coefficienti reali: in tal caso, se & soddisfatfa da wun sistema di
valori immaginari delle variabili, sard del pari soddisfatia da] siskema
di valopyi coringati ni primi, Ne segue che i foglj sovrapposfl nelle
diverse porzioni di piano, snranno iy 0gN1 easo accoppiati, in modo che
uno dei fogli di una coppra & il luogo di quel punti che rappresen-
tano 1 valop] contugati immaginari dj quelli rappresentati nell’altro.

Per distinguere particolarmente i dye fogh di una stessy coppia,
s immagini elevata da ogni loro punto la normale, dalla parte esterna
alla coppia. Chiamiamo superiore, quello dei dye fogli le cui normal;
A1 suoi punti sono rivolt; in alto, inferiore, quello le ecui normali sono
rivolti in basso.

S pud aneora in uno stesso foglio considerare come faecia posi-
tivi, quella ch’e rvolta dalla sbessa parfe delle normali, come ne-
gativa ['altra,

Ogui porzione di piano limitata dai trati; reain della curva invi-
Juppu, sara costitnita da an numero pari, che pnb essere anche nullo,
di fogli, dej quali, una meth sary dj foghi superiori, & Paltrg meta di
fogli inferior, ad ogunno dei primi corrisponde un wunico & ben
determinate toglie dei seecondi, e vice versa, Per passare da un toglio
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superiore al corrispondente foglio inferiove vi sono due pussihlhth é |
o che la coppia di fogli che si considera sia tutia limitata da tratti . 286
reali della curva, o che si estenda all’infinifo. Nel primo caso,; nel :ﬁg |
passdaggio di un punto da un foglio superiore al eorrispondente foglio : ’
inferiore, attraverso un tratte reale di eurva, 1l senso della normale <
si inverte e dalla faceia positiva dell'uno si passa alla faceia po- R
sitiva dell’altro: similmente si passa dalla facecia negativa dell'uno |
alla faccia negativa dell'altro, e quindi Ia coppia dovra riguardarsi
connessa lungo il tratto reale di curva che la limita, |
Attraverso 1"infinito, nel passaggio di nn punto dal foglio supaume .
al eorrispondente foglio inferiore, il senso della normale nel punto s
inverte, e sempre dalla faccia positiva (negativa) del foglio superiore, ey
si passa alla faceia positiva (negativa) del foglio inferiore e viceversa. : J"?
Cid segue da quanto si ammette in Geometria Proiettiva, che cioe = - & t
la normale ad un punto mobile, sul passaggio del punio attraverso i{‘i*
I"infinito ruoti intorno al proprio piede di 180°. Se dungue una coppia }1]
di fogli si estende ail infinito, vi si dovra immaginare una volta i *
connessa, = . |

COSTRUZIONE DELLA SUPERFICIE DI KLEIN
CORRISPONDENTE ALL EQUAZIONE x'—+ y'— 2(2"+ 1°) =

La cwrve del £ ordine. — Riguardiamo le variahli x ed y, come
coordinate rettangolar:i di nn panto mobile nel ptano. La curva de-
seritta & simmetrica rispetto a quattro assi: al due assi erfogonali
coordinati, ed alle Joro bisetirici. La curva & inoltre simmetrica ri-
‘'spetto wl punto origine delle ¢oordinate,

Seritta 'equazione data nella forma

(2*—1)*+ (" — 1)*=2,
se ne ricava subifo che il massimo valore assoluto che possono as-

sumere rispettivamente = ed y ‘E.\ 'VF 1412 ‘ ;
Le quatiro rette

=+V1+H12,  y=+11+12,
e=—Y1+12, y=—V1+12,
sS0no quattrn'tangenti doppie a punti reali di contatto, e sono lafi

di un quadrato in cui & rinchiusa tutta la curva.
I punii di contatio di clascuna delle quattro tangenti sono:

(V1+12, 1), (N1+y2,—1),
(1, Y1+v2), (= 1,Y1+93),
(11412, 1), (—1, —11-++13),
(—1,Y1+72), (1, — V14 72).
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Questi punti sono quelli di intersezione della curva con la eir-

conferenza di raggio r =V2-}-¥2, e col centro nel punto origine
delle coordinate.

Per la determinazione dei flessi reali della enrva, & opportuno
ricordare alcune considerazioni del Zeuthen, esposte in una sua Me-
moria solle curve di 4° ordine (“ Math, Ann. ,, vol. VII):

“In una curva di 4° urdine,-senzﬂ punti doppi reali, ogni ian-
gente doppia, con 1 punti di contatto sullo stesso ramo della curva,
determina una eoncavika, in eni sono contenuti due flessi reali della
curva sbessa.

* 1l doppio numero delle tangenti doppie a punti reali di con-
tatto, € egnale al numero dei flessi reali della curva |

Ne segue senz'altro, nel nostro enso, ehe la curva ha otto flessi
reall, due per ciascuna delle concavith determinate sulla curva dalle
quattm tangenti doppie a punti reali di contatto.

Per delerminare con maggiore esattezza tali otto flessi reali, de-
duciamo nel modo noto, dalla data, 'equazione della curva Hessiana,
ch’é la seguente:

Sty L Sn*ﬂy-‘ + 6%y’ — (2 -} ") — (' ) =0

La curva covrispondenie ha in comune con la curva del 4° or-
dine offo punti reali, accoppiati dne a due, le cui coordinate sono le
coppie di radiel reali, comuni alla equazione data ed alla sua Hes-

siana ; :
U/v’ﬁ_—|- V415 — 6 V}-’E‘— 1416 — ti)

f}’E+ w V6 — LVH@— 1116 — s)

¥

( f]fb— “!4:1{} — 6 V’IV’H—F | -.LYE— ﬁ)

V‘—V-nf:.-—s V}@-H}b—-b)

V1‘n+ V41h—h VV'&—HM )

(
)8 =
( Vb—]é‘;"ﬁ—b" V6 1'41'5-—'5)1
=
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Dalla simmetria della curva rispetto a quattre assi, ed al punfo
origine delle coordinate, e dall'esame della equazione delle ofio tan-
genfl di flesso reali della curva, si deduce facilmente che gli otto
punii di flesso sono i vertiel di due quadrati eguali e similmente
situatl rvispefto alla corva. '

Infine, l'equazione & soddisfatta dai valori z°=0 ed »*= 0, cid
che indiea essere il punto origine degli assi un punto doppio 1solato
della curva,

La curva del 4° ordine, corrispondente alla equazione proposta
ha la forma indieata dalla figura 1.

e 1.

La curva di 4 classe. — Si & gia detfo piit su che per la costru-
zione della superficie di Klein, bisogna riguardare le variabili del-
"equazione proposta, come coordinate di rette, e determinare la cor-
rispondente curva inviluppo.

Da quanto & noto sulle propriela delle curve reciproche, nel no-
stro easo, bisognera determinare la curva della 42 elasse reciproea
di quella del 4° ordine, costrnita. Tale curva reciproca avra qualbhro
punti doppi reali, ed otte cuspidi reali, corrispondenti rispebiiva-
mente alle quatiro tangenti doppie a punti reali di contatto, ed alle
oito tangenti di flesso reali, dells prima curva. Al punto doppio iso-
lato di questa, corrispondera nella reciproca una tangente doppia
isolata all’infinito. Ai due quadrati della carva del 4° ordine, corri-
sponderanno nella reciproca due quadrati, egualmente digposti, aventl
ciaseuno per lati guatire tangenti enspidali, e per vertiel le guattro
cuspidi rispetbive.

La enrva di 49 classe & anche simmetries rispetto al quattro assi
di simmetria ed al centro di simmetria della curva del 4° ordine.
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Per la determinazione pii esatta della curva reciproca sard di
molto vantaggio la scelta della conica base della reciproeciti. Tale
scelta pud farsi in modo che nella determinazione della curva di
42 clasase resti invariato il sistema di coordinate rettangolari, che ¢
ha gi1a servito nella costruozione della enrva del 4° ordine.

Una tale conica & 1l cerchio immaginario di equazione

' -y +1=0,

rispeito al quale, un punto di eoordinate =, y dell'nna curva ha
per corrispondente nell’aitra raciproca la tangenie

x—+ thy + 1 =0, polare del punto. (1)

Dopao cib, la curva reciproca che si deve costruire, puo determi-
narsi punto per punto, senza rvicorrere alla costruzione geometrica

2

I3
b

2
Fig. 2.

diretta, nel modo segnente. Si fissi un punto della curva del 4° or-
dine, e si cerchi la relativa tangente, neila forma (1), i coefficienti
delle variabili sono le coordinate del punto corrispondente nella eurva
reciproea, che ha la forma rappresentata dalla fignra 2.
Disposizione dei fogli. — 11 problema della ricerca del numero dei
fogli che dovranno immaginarsi sovrapposii nelle diverse porzioni di
piano, & ideutico all’albro: gquante tangenti immaginarie si possono
condurre alla eurva da ogni punto della porzione che si considera ¥
Questo problema si risolve molto facilmente. Si consideri un punto
mobile nel piano, nelle vicinanze di un traito di curva. Il punto si
trovi dalla parte cui & rivolta la couvessith. In tale posizione si
possono fracciare dal punto alla eurva due tangenti reali, senza con-
tare le altre, vealt od immaginarie, uscenti dal punto stosso. Quando
Il punto si trova sul tratto di corda che si eonsldersa, le due tangenti
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reali, coincidono in una unica. Attraversato il tratto di curva, il
punto si trovera dalla parte dcl piano, verso eni & rivolia la conca~
vitz, e le doe tangenti reali coincidenti, nel caso precedente, sono
ora seisse in due immaginarie coniugate. Il numero deile restanti
tangenti che dal punto vanno alla curva, nel passaggio di tal punto
attraverse il tvatte di corva, non si altera. Ne segue che nel pas-
saggio di un punto mobile del piano dali'una all’altra banda della
curva, il numero delle tangenti immaginarie condotte dal punto alla
curva cresce o diminuisce di due unitd, a seconda ehe il punto si
trovi nel caso precedente o nel caso opposto. Il numero delle tane
gentl immaginarie che da ogni punto delle singole porzioni di piano
vanno alla curva & eguale al numero dei fogli che dovremo imma-
ginare sovrapposki nella porzione, cni il punto appartiene.

Nel nostre caso, le cifre segnate sulla figura 2, indicano il nu-
mevo dei fogli sovrapposti nelle diverse porzioni di piapo. Da
ogni punto delle gquattro, interne alle bicuspidali, vanno alla eurva
soltanto tangenti reali. Dai punti esterni alle quattro bicuspidi, ed
al quadrilatero curvilineo che ha per vertici i quattro punti doppi
della curva, si possono condurre alla cuarva due tangenti reali e
due immaginarie. Da ogni punto nterno al guadrilatero eurvilineo,
indicato, vanno alla curva 4 tangenti immaginarie, quindi salla por-
zione di piano compresa doviremo immaginare-quatfro fogli sovrap-
posti, aceoppiati. Una coppia & limitata dai quattro lati del quadri-
latero, e lungo questi una volta connessa, l'altra coppia, si estende
per tutto il piano, meno le porzioni delle quattro bienspidi, all*in-
finito, Quesia seconda coppia dovri quindl immaginarsi connessa
una volta per ciascuna delle guattro bienspidi, lungo i tratti reali di
curva che la deferminano, ed una volta all’infinito. Ciascuno dei
quattro punti doppi della corva corvisponde a due tangeuti reali,
dovra percid pensarsi come appartenente nello stesso tempo alle
due eoppie sovrapposte nella porzione di piano limitata dal quadri-
latero curvilineo. La superficie di Klein cosbruita & se1 volte con-
nessa ed estesa all’ infiniio.

Consideriamo 'equazione

m‘+y'—2(;r“—]—y“]—[~e=ﬁ, =ex 1) (1)
che, per e =0, si riduce all'equazione considerata
'yt =2y =0. (2)

La carva del 4° ovdine, corrispondente alla (1), & costituifta (fig. 3)
da due vami reali a finito: I'nno interno, & un ovale, 'altro esterno
ha forma simile a quello della fignra 1, corrispendente alla (2),

L curva reciproea (fig. 4) sarih anche essa costituita da duse rami;
'uno interno, ed ha forma simile alla figura 2, I'altro esterno sard un
ovale.
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I numeri segnati salla ficura 4, al solito, indicano quante tangenti
immaginarie vanno dai punti delle singole porzioni di piano, alla
curva inviluppo, e quindi anche il numero der fogli ehe vi si immsa-
ginano soveapposti. La superficie di Klein corrispondente sari tutta

Fig. & Fig. 4.

& finito e, come la precedente, sei volte connessa. Se nella equa-
zione (1), si fa decrescere con continuitz ¢ fino a zero, I'ovale interno
della figura 3, andrd man mano decrescendo, fino a ridorsi al punto
doppio isolato della eurya corrispondente alla equazione (2). Confem-
poraneamente. |'ovale esterno dells figara 4, andra sempre crescendo,
per e =0, sara all'infinito. Col variare 4 & per valerl posifivi e mi-
nori di 1, il numero delle volte in cu; & connessa la superficie di
Klein corrispondente, non varia, ‘ed il genere della superficie @
sempre eguale a 3.

Il easo di e=10, & un caso particolare dellz (1), al quale eorri-
sponde una superficie estesa all infinito. Per e maggiore di zero e
minore di uno, la superficie di Klein cortispondente & finita.

Quando e=1, la curva del 4° ordine corrispondente, si scinde in
due ellissi.

La curva di 4¢ elasse recipreea, sara anche essa seissa in due
ellissi, similmente disposti. La superficie di Klein corrispondente,
sara formata da due ellissoidi sovrappostl, senza alenn punto in
comune,

Dott. Franceseo Tavcrepr
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LA TAVOLA PITAGORICA A 7 DIMENSIONI

§ 1. — La formazione della Tavola pitagorica a »n dimensioni.

SI prenda in uno spazio lineare S, un sistema i n semiretle or-
togonali Ox, Ox,... Qu, (semirette fondamentali) uscenti da un piinio O
e fissato on segmento w, lo si ripovti un numero p di volte {p natu-
ralmente intero, positivo, grande a nostro pinecere, ma finito) su
ciascuna delle semirette a partire da O e riferendoci, per esempio,
alla prima, si conduca per ciascuno dei punti di divisione 1'S,_, pa-
rallelo all’S, _; (fondamentale) determinato dalle rimanenti semiretie
Oxe Os ... Oz,.

Altrettanio si faceia per ciascunn delle alire semirette fonda-
mentall, Ne nascera una figura Iimitata da 2n S, dne a due pa-
ralleli che diremo iépereubo e che vimarra suddivisa in p» altri ipereubi.
Questi ultimi ipereubi sono le caselle di quella che poi denomineremo
Tuvola pitagorica a n dimensioni.

Se ebiamiamo iperstrato la parte di S, compresa tra due 8., pa-
ralleli & subito visto che col procedimento precedente uoi otteniamo
n sistemi di iperstrati e che ogni casella apparterra a n iperstrati
di differente sistema.

Inversamente & chiaro che » iperstrati di sistema diverso indi-
viduano una sola casella. Chiameremo ¢ sistema di iperstrati Iin-
sieme o’ di iperstrati determinati dagli S,, perpendicolari alla
semrvetta fondamentale Oz, e diremo che in un qualunque sistema
un iperstrato ha per coordinata il nnmero s se il segmento di retta
tondamentale compreso fra i due S, ; che lo determinano & 1 gmo
segmento fra quellt successivameute portaii snlla semiretta fonda-
mentale cui essi sono perpendicolari.

Ad ogni casella faremo corrispondere un numero: stabiliremo
che questo numero sia 1l prodotto delle coordinate degli « iperstrah
cut essg & comune. Quesia corrispondenza nen & biuniroca perche
mentre a una easella corrisponde un nnmero determivato, a wn nn-
mern dato (intero e positivo) eorrispondono, almeno in tesi gene-
rale, pit caselle.

La Tavola pitagoriea a n dimensioni & cosi completatia ed &
chiaro che se noi vorremo determinare il prodotto di » numeri dati
(inter e posilivi) ¢, as...a,, basters che noi prendiamo fra gh
iperstraki, per esempio, del primo sistema, quello che ha per coor-
dinata a,, fra gqnelli del secondo sistemn quetlo che ha per coordi-
nata a; e cost di segnito. Questi » iperstrali avvanno in eomune
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una casella il eni numero, per la corrispondenza siabilita sopra, sara
il prodotto degli 7 numeri dati. Evidentemente, se gli » numeri a,
@, ... @y non sono tubhi uguali fra loro, vi saranno pia modi per
calcolarne il prodotto, potendosi prendere, per esempio, I'iperstrato
di coordinata a, invece che nel primo sistema, in uno qualnngue
degli # — 1 sistemi rimanenti.

§ 2. — Lo syiluppe di (a - d)n.

Snpponiamo che uno dei numeri a, @y...a, di cui si deve calco-
lare il prodotio, per esempio «,, sia la somma (aritmetica) dei nu-
meri we, #, ... p. Allora il prodotto cercato sara la somma dei pro-
dotti mas...ay, nGa...0,, ... pas ...a,. Volendo far ricorso alla
precedente tavola pitagorica, si potrebbe procedere in questo modo:
prendere nel primo sistema gli iperstrati di eoordinate m, ... p e
negh aliri sistemi quelli di coordinute a. ... a, e considerare pol le
caselle comum aghi ultimi # — 1 iperstrati e » ciascuno di quelli di
coordinate m, w,...p: la somma dei numeri corrispondenti alle di-
verse caselle sarebbe il prodotto richiesto. Se invece di uno fossero
due i numeri scamposti nella somma di pia altri si procederebbe
in modo analogo e si verrebbe a concludere che basterebbe segnare
nel 1° sistemn, per esempio, gli iperstrati corrispondenti agli ad-
dendi in cul & scomposto @ e nel secondo sistema pli iperstrati
corvispondenti ai numeri 1n eni & scomposto @, ¢ sommare 1 numeri
che corrispondono alle caselle inviluppate dal sistema di iperstrati
cost ottenutl. Analogamente pel caso di tre o piu fattori decomposti
nella somma di due o piu addendi.

Lio posto, facciamo un caso particolare: supponiamo che gh n
fatbori @ ag ... 4, siano ugnali fra loro e uguali ad a 4+ 5 e cer-
chiamo di calcolare il lovo prodotto, ossia lo sviluppo di (e -+ )",
Degnati in clascun sistema i due iperstrati di coordinate 2 e b an-
diamo a vedere quali sono i numeri delle caselle inviloppate dal
sistema che cosi si ottiene. Dovremo considerare le caselle comuni
agh jperstrati di cui

i coordinate sono uguali ad a e 0 ugnal a b
n— ] " » n . o 1 n noM
n—2 E » » " " 2 " v oo
=3 " " n » o 7 1 LI
D H e | h -] | 7 n L B

Nel primo gruppo si trova evidentemente una sola easella il cui
numero ¢ ¢"; net secondo si trovano fante caselle quante sono le

combinaziom di n oggetti presi 1 ad 1 cioe (?) ¢ tntte hanno per
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numero a* .43 nel terzo gruppe vi saranno o | caselle di nu- -y
: n ; gk

mero ¢°—. 6% ece.; nel gruppo (r—=-1)" vi saranuo (!) caselle di .if;g
numero a™*. 8 e cosi di seguilo, per cul polremo serivere: .?.:fifj}'
1 N n a BY ue2 2 %
(a4 8) =g | 1/ 7.0 |5 ) RO e
1 n 1%

. ﬂn—-r .br | Bl ( ) bn -t

( r ) i n, -

che & la formula del binomio dimostrata pev @, b, n interi o positivi,
Siccome poi le caselle inviluppate sono in numero di 20 potremo -k
serivere: - ;

() () + (2) e (1) =2

§ 3. — La fanzione N_(P).

Formata la Tavola pitagorica a » dimensioni come abbjamo
esposto al § 1, viene spontanea la domanda :

Quanfe volte un dato numero intero e positive P figura in detta
Tavola? '

Per risolvere questo problema conviene riferirei per un momento
alla tavola pitagorica ordinaria. Alla domanda fattaci sopra po-

tremo allora rispondere subito cosi: UUn numero P figura nella ta- L :'_?!-if'
vola pitagoriea ordinaria tante volte quantt sono 1 divisori di P. L
3 - . . - - & . 1.'-.."

Ova il numero dei divisori di P si rappresenta con Lamébert con 6 (P) e
dunque P figora 8 (P) volte nella tavola pitagorica ordinaria.
- - 5 . pT

D1 questa propriets — I quale potra avere un certo valore dal . ;gp
Iato didattico venendosi a dare per mezzo di essa un significato aw

concreto al problema puramente astratto di determinare il numero
dei divisori di un numero dato — lasciamo al lettore la facile ve-
rifica e procediamo alln tavsla pilagorica a ire dimensioni. 1 primo
strato non & altro ehe In tavols, pitagoriea ordinaria, come & facile
verificare, mentre nel secondo. dietro la legge di formazione, avremo
I numeri della favola medesima moltiplicati per 2, nel terzo quelli
del primo sirato, ossia della tavola pitagorica ordinaris, moltipli-
catl per 3 e cosi via, Cosicchs per vedere gquante volte P fizura in
quesia tavola, bastera osservare che se P & multiplo di 2 si trovera

-

nel 2° strato tanfe volte guante —E— 6 nel 1°% se P & multiplo di 3, si

trovera nel 3° strato tante volte quante % ¢ contenuto nel primo

e cosl di seguito, trovandosi P solamente in quelli strati la cui
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coovdinata & un divisore di P. Se dunque 1 divisori di P disposti in
ordine crescente fossero, per esempio: '

i a, b, e, d, 2

il numero delle volte ¢he P fignrerebbe nella tavola pitagoriea a tre
dimensioni sarebbe la somma dei numeri indieanti quante volte P
e ciasenno de’suoi divisori (P escluso) figurano nell’'ordinaria tavola

‘pitagorica. Come eunzo ancor pia  particolare considerinmo i ny-
mero 18: 1 snot divisori sono

1, 2 8, 6, 2, 18

di eai il primeo comparisce nelln Tavola pitagorica ordinaria una
volta, 1l 2° 2 volte, i] 80 2 volte, i1 4 4 volte, il 5° 3 volte, I'ultimo
b volte. Possiamo dire che il 18 fignre nella tavola pitagorica a fre
dimensioni 18 wolte.

Passando alla tavola pitagoriea a quattro dimension; OSSErviamo
che il primo iperstrato contiene quella a tre dimensioni, i secondo
contiene i numeri di questa stessa moltiplicati per 2 e cosi via. (o-
sicch® un numero P sary contenufo in questa tavola a 4 dimensioni
tante volte quante P e eiascuno de’ suol divisori (escluso P} saranno
contenuti in quella a 3 dimensionj, '

Il ragionamento & generale e si potra dunque concludere -

Un numero P figura nella iarola pitagorica a n dimension; tanie
volte quanie P ¢ i dipisori suoi, escluso P, flgurano in quella a n — 1
dimensions. | |

Se col simbalo N, (P) indichiamo i1 numero delle volte ehe P
comparisce nella tavola pitagorica a 2 dimensioni e 1 divisori di P
sono, disposti in ordine crescente - |

].,. [, E{‘, E s Ol b;, 4, P,

m virtih del resultato oblenuto precedentemente, si poira serivere
la formmla: .

Nn “—JJ == Nu—l (PJ+ Nn—l (”I.) _lL' L e "I_ Nu—l [“) + NH—I ”)

1. — L’espressione della funzione N. (P).

i =

Immaginiamo il numero P decomposto, ¢io che b sempre possi-
bile, vel prodotto delle polenze?de’ suoi fatiori primi e supponiamo
in primo lnogo che sia

P=gp=, ~ {p primo)

Avremo ‘allora ;

Ne (p) = ¢ - 1_.("'”;1)_
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Per avere N, (p®) faremo ricorso alla formula (1) del § prece-
dente che 1n guesto caso divenin:

N; (%) = Nz (p®) 4+ N (p=-1) +.. .+ Nz (1)

e siccome
Ned=("T7).  Me=(])..No=(1),
troveremo:

_ 1 ]
o= (1) (1) .+ (1)
1 1 1
Se feniamo presente la relazions generale:
my _ (m— 1) (m — 2) (m -— 1)
Ia precedente formula potra anche seriversi

N, (p) — ("‘ o

Cosi procedendo si troverebbe:

e 1n generale:

Pomiamo ora

P=pe=.q¢f (p, ¢ primi).
Avremo '

1 —+1
N (P)=(+)E+0=(* ). (* 7 @)
e quindi per trovare N;(P) basterd caleolare quanti sono i divisori
di P e de'suoi divisori.
Ura 1 divisori di P si ottengono tubtti moltiplicando i numeri

della lineg

] Y N e ET

per quelli della linea
2

1 q q ... qf
e saranno dati dal quadro qui sotto:

1 p ATl
q q-p qp’ -.. q.p-
. . £

Irz 90 TP g

g 9f.p  @fpt ... ¢ p

i

e Vi
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Le somme delle N, relative aj numert della prima orizzontale &
per la formula (2);

0+1 ﬂ—f—l) | (1—!—1) ({}—I—l 241y (01

(1 )(1 1 ) J+(1)( )+'

W 1 1

| (u—{— 1 (l',l~}— I)
iR | J 1/
La somma di queile relative alla seconda orizzontale &
0--1 l—{-l) (l—f—l" (1—}—1 (2 =1 17
(1 )(1 ud P 1)+l1 )(1 )+
2=t1\ fil-l-1
(1] )-(' J:
Uesl continuando si trova che la somma delle N, relative alla
colonna vltima &

([}—l|—1)_ (p;]——l)_l_ (141—1). (Ii—l}—l}_,_ (2—1]—1). (311—1)_1_“_
)P
Eseguendo ls somma di quesie somme e osservando ehe nellg

prima si pud metiere a fattora cumune(ﬂ _1!— 1), nella seconda (1 _1'_ I)
e nell'nltima ('3;- 1] olterremo come resultato finale

1 R e T o g B L )

CE) [ Yot PN = (LY 19

Se passiamo u calcolare N, (F), Ns(P) ece. troviamo -
: - F4\ /3 -4
o= (57050, me=(FY). ¢ )...

per cui si potrebbe dimostrare che in generale sussiste la formula:

MO (YR,

E col modesimo pl'nﬂediwﬁutu indicato qui sopra si potrebbe
passare al caso generale e far vedere che guando fosse :
P=g= g yr... (P, g, » primi),
sussisterebbe una formula analoga allu precedente e precisamente:

Nn[pn_gﬁ_rr_.,]:(E;til‘l).(;’j;il‘l).(? ?ifl 1) (3)
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; fh'ﬁ"
ovvero ';:i
| | 2 +n—1\ 34+n—1\ [v4+n—1 A
Questa & I'espressione generale di N, (P). i
La formula | i
&=tr—1 i
erp"')z( go— 1 ) ;
¢i permette di esprimere gnalunque simbolo (:l) per mezzo della
funzione N. Si ha invero |
i y
(q):Nlh'l (™),
| £,
Cost tutte le formule di analisi cnmbi:_mt_m-ia s1 tradurranno in by
altrettante relazioni fra le funzioni N. Notiamone aleune. e
1°. La formula ultima del § 2 si potra serivere cosi - . F‘F

A —=2=Ne (p*) 4 Na(p") + Ne(p%) +... + N (p).

Da questa si pub trarre il resultato:

L’espressione -
K@+ Nea (2 N () R
¢ un numero pari gualungue sin il numero primo p. &
2°, La.fnrmulﬂ. k1 o ;
| (:) + ( n ) — (3: -+ 1) F?
ci da la relazione: ~,ﬁ“
R

Nui1 (0°79) ~+ Niso (0" 1) = Ny (p"5)..

2 otterremo I'altra:

Facendo in questa t—n
N, () — N, (p%) = Ny (p).

(E)z(ﬂik)

o La formula

da 'alira
- Nk-f-l '!:Pu_k‘.l = Nokes [pk)
da oul, per k=1: -
_ Ng (g ') = N, (p)

e siceome

. 'Nﬂ (pn—.‘l) —n,
segnira che |

Nu(p)=mn,

croé che ogni numero primo comparirk nella tavola pitagorica a %
dimensioni # volte. Inversamente si potrebbe far vedere che se un
numero comparisce n volte solamenie nella detta tavola, e primo.
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La formula (3) ci dice che ]a funzione N soddisfa alla legge
N:(p=. qﬂ.?'?...}=NI(P“).NI(QF).NI (#7) oae
sempre supponendo p, ¢, » numeri primi,
Da questa segue in particolarve:
Ny (p) =[N, (p=)}.
Ci piace da unltimo riporfare che il determinange
1 1 .5 1

Na (p™=1) Vo (P™) ... N (puro-s)
Na f_pm_'l) N, (™) ... Ns (pT"'*“*“)

Nn {pm—IJ Nn (I]m‘] L Hﬂ (PT"+E"EJ
e uguale all’ nnitd,
Lasciamo al lettore di trarre altre conseguenze in proposito,

8 5. — Il prolungamento della Tavola pitagorica a n dimensioni.

Si pud prolungare la tavola pitagoriea a n dimensioni dietro e
eonsiderazioni seguenti che portano una leggerissima necessaria
modificazione nella formazione della tavola medesima data nel pa-
ragrafo 1.

Immaginiamo lo spazio a # dimension; soleato da # sistemi di
iperstrati costituiti eiaseuno dagli iperpiani di un fascio che SONO
situabi alla distanza 1. Supposto che questi n sistemi siang dne a due
perpendicolari tra loro, da essi lo spazio medesimo rimarri diviso
in ipercubi di spigolo %. Per dare un numero a elascuno di essi fis-
siamone in primo lnoge uno come ipercubo zero o consideriamo
gli n iperstrati che passano per esso e che lo individeane, Se pren-
diamo & (% <<n) di tal iperstrati, che chiameremo fendamentali, essi
avranno in comune uno strato che diremo strato a & dimensioni: il
loro numero sara dato dalle combinazioni di n oggetti presi ka ke sara
quindi (r ) . Uno strato a % dimensioni sara pol mdividuato da &
strati a una dimensione,

e EE ; [ : : :
Consideriamo uno qualunque degli ] J strati a una dimensione

©assegnamo a ciaseuno deglioo’ iperenbi in esso contenuti un numero:
1,2, B ece. successivamente a quelk situali dalla siessa parte dell'iper-
¢ubo zevo (che definira il verso positivo dells strato), e —1,—2 —3 ece.
4 quelll situati dalla parte opposia (che definira il verso negativo
dello strato medesimo), cosiechd ipercubi simmetrici rispetto all’i-
percubo zero avranno numeri simmetriei,

Dati # numeri M1 Q2...G4y, preso in uno degli # strati a una dimen-
Sione I'ipercubo di numero @, In un secondo strato Fipercubo di
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numero ¢s ¢ cosl di segnito, se @ s ... @, sono numeri positivi, al-

I'iperenbo commune agli n iperstrati di coordinale @ @a... & attri- ‘E
buiremo il numerc a gs...a, analogamente a quanto si fece nel -
§ 1 per la tavola pitagorica a n dimensioni semplice. Conveniamo - hﬂf’*
poi che a ipercubi disposti simmetricamente rispetio ad une degh 1per- gL
strati fondamentali corrvispondano numer: simmetrici: la tavela pi- 18

tagorica e cosi proluzngata. . TA,

Sa dei dati numeri a; aq . .. a, Ne sSUPPONIAMO UNO, PEr OS. d; , Ne-
eativo, invece dell’ ipercubo sopra trovato dovremo prendere quello
simmetrico rispetto all’iperstrato determinato dagli n—1 strati &~ &
una dimensione su cui abbiamo scello gli ipercubi di numeri

ﬂ!nl---!]n

e quindi, in base alla convenzione fatta, il prodotio degh = numeri
rigulterid negativo: se, in generale, & di ess1 sono negativi, osser-
vando che la simmetria rispetto a uno strato a n—=% dimensiom &
manifestamente scomponibile in J simmetrie rispetio agh 1perstratl
a cui detto strato & comune, si vedra sabito che il prodotto avra
segno positivo o negativo secondoch? k & pari o dispari. E dunque
¢hiaro che nella tavela pitagorica prolungata vien mantenuba la
legge che il prodotto di pin numeri & positivo o negativo secondo
che & pari o dispari il numero dei fattori negativi. |

Per la nuova tavola seguiferanno a valere le proprieta enun-
ciate per l'altra. Varra in particolare la formula per lo sviluppo
di (@—>b)* purchd in ciascuno degli »n sirati a una dimensiona s
prendano ¢ nel verso positivo e — b nel verso negative. Si otterra -
cosl:

"

1

[l numero degli ipereubi & anche qui 2*: quello degli ipercubi
aventi nun numero positivo &

(E)+ (g) + (::)+—I—(::) se n @ pari,

() 4+ {3+ (3) 4ot (1) o @ dispai;

£~

(ﬂ—bj”:g“——( )ﬂ"_l.b—i—(j)ﬂn_'gzlﬂ——i—--_-i"(—-l:}ub“.

s

quello degli ipercibi aventi un pumero negativo & .
(.‘T) + (;) + Aot + (‘H- J_I_ 1) se it © pﬂ,l‘i, .
(T)""(g)*l‘—l—(:) se n & dispar. |

Ma se scambiamo sopra une (o sopra un numero disperi di) strato
a una dimensione i versi positivo e negativo fra loro, ogni ipercubo
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della tavola pitagoricn prolungata eambia il sno numero col sno
siummefrico: gli ipercubi di una specie sono dunque tanti quanti
quellt dell'albra e si avra la relazione gia da noi dimostrata gaome-
bricamente: (")

=)+ @)= e ()= @

Se pol conveniamo che gh iperstrati, che abbiamo chiamato fon-
damentali, non fuceiano parie della tavola pitagorica prolungata, (%)
sara facile riconoseare che la nuova funzione N, (P) & data da

N, (P) = 20-1 N, (P) .
Notiamo da ultimo che 1a formula (1), ove si tenga presente che
1 virtih della eonvenzione (Ez): 1 si pud ritenere che il simbolo
N, (™)
abbia il valore 1, conduce alla relazione:

N (2%) = Na () 4+ Na (0" + ...+ (— 1P N (o *17) =
(~1) . N (p) =0.

K. Procioi.

i

DI UN'ESTENSIONE DEGLI ALGORITMI ALGEBRICI

al caleolo formale vettoriale

La fisonomia piti spiccata dei moderni studi vettoriali é quella
che loro deriva da guanto di simbolico e di formale v’ ha in essi- &
questa, oltre che rispondere ai fini stessi ¢he il calcolo vettoriale si
propone, eonferisce ad esso una freschezza e una venusta veramente
notevoli, rrunendo in insieme armonico ed ordinato la massa informe
dei principi sparsi qua e 1 nelle applicazioni a servizio di queste e
sollevandola all'altezza di yn metodo auntonomo ed unificato. E I'im-
portanza diretia e assoluta di questo assurge per esempio a tale, da
togliere ogni valore al calcolo ausiliario e indiretto delle eoordinate

(*) Confrontys In mia meta ™ Criterio pet Tivonoscere se signe o no congruenti due ligure sim-
metriche rispotto ad nn Sy, A1 5, .. pubblicatn nel Feriadico oi Merzemeticn, Yol, XVII, pag. 313 (1602),

M 1 1ettere gindicherd da sk, depo fatta In fignra in un caso particolave, dell’opporiuniti
di questa convenzions.




tore: esso va considerato come un ente a s6 che nulla ha di comune
cot numeri ovdinari fuor che il concetto di misura del suo modulo,
e s1 adopera ad indicarlo un simbolo ben diverso da quello adottato
per gl ordinari numeri algebrici (comunemente la lettera * a , carat-
tere grassetio) altribuendo ad esso, per cosi dire, tutto il significulo
di un numero sui generis poiché rappresenta convenzionalmente in sé
1 tre clementi caratfevistici del vettore: la grandezza, Ja direzione,
il senso,

Questo simbelo vettoriale da luogo alle operazioni formali, cosi
dette perche hanno la forma medesima delle operazioni corrispon- |
denti dell’algebra scalare ordinaria: i valori o moduli dei vettori che
entrano 1n esse, e i quali alkro non sono che ordinari numeri nlge-
brici, dinno poi Inogo a particolari relazioni algebrico-geometriche
0 relazioni scalari che caratterizzano le operazioni formali. Cosy ad 5
esempio la diagonale r del parallelogrammo costruito su due vet- £
tori a e b presi come laki, & il visuliato dell’operazione formale detta

3
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¢ da comprendere, come un capitolo speciale delle sue applieaziont, 3
I prineipi fondameniali della geometria analitica. (%)
La base di questi metodi formali & tutia nella definizione di vet-
'.ﬁ

somma (0 anche risultante} dei due vettori dati e si indica con la T
notazione X

r=a->b (1 Bt
che & analoga a guella del caleolo ordinario. Tattavia in fatto il va- m

lore » di r (essendo r in generale un numero essenzialmentie positivo

Quaunto abbiamo detto induce 2 ritenere clie per 1 vebborl, e gquindi
per le quantita coucrele da essi rappresentate (forze, velocita, cele- T
rita ecc.) non ¢'d concetto possibile di somma &l di fuori di quello A
che conduce alla regola del parallelogrammo, epperd tali grandezze
non si possono sommare (associare, agegregare) in modo diverso e per
conseguenza a (uesta prima e piit semplice fra le operazioni sui vet-
forl altva indicazione e seritburn e segno operativo non si conven-
gono che quelli dell'algebra ordinavia. Il che, per altro, conferisce
al segni operativi considerati a parte una generalita maggtore,

o 1n parficolare nulle detto modulo del vettore dato) non & la somma b
dei valori a e b dei vettori addendi (o componenti) ma si ottiene o
mediante 'equazione scalare corrispondente alla (1): ;[5 :
1" =a*+ 2ab cos (a, b) - &* (2) 1
nella quale & posto: | § '
ang (a, b) = (&, b). f‘f
Dalla (2) si deduce che » varia da (#—5) ad (@ -+ &) quando (. h) gf i
varia da 120° a 0°, E:; i

(') Clr. Brrav-Fortt & MarcovoNGe, Elementi di calcolo vettoriale, Bologna, 1909, prefzions;
Pag. 15, § 11: pag. 24, 55; pag. 89, § A e Segy, eco.
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perche I'esempio mostra in particolare che il concetto dr somma
ion & subordinato a quello ordinario di numero ed & coma tale nun
risaltato immutabile e invariato in se stesso ma & un concetio pii
umiversale e generale che nasce dalla necessity di aggregare piu
enti e di aggrecarli nel solo modo o nei modi che Ia natura di ess
consente e rende possibili. Cip che eSpresso 1 concetti comuni verra
ber esempio a dire che non & assolyto 1! risultato 7L 3==10, poiché
€880 puo variare da 4 a 10 8 7 3 sono le misure rispetiive di due
vettori ad angolo e se quest’angolo varia da 180° 4 ",

I' presenti metod; vettoriali indagano fino a qual punto gli algo-
vifimi operativi dell’anglisi algebrica e infinitesimale, inerenti agli
ordmari simbolj numerici a, si possona estendere 2l caleolo vatto-

riale ossia ai simboli a. ¥ in questa nota & estesa appunto al caleolo
veltoriale la formoln algebriea -

(o -y - + My )® == 7, +ml - Lt -

=+ Zonng + 2oy 4 + 2y, ., - DMy Wity ==
L1}

=223 .4
|

l r=1, g==23 ... .%

=2 s=3,4.....n
]r-——-u—-], ==

che di il quadraio di un poelmomio. La manjers semplicissima di
ricavarla permettery di mostrare che la perfetia rispondenza tra le
operazioni formali e le relazioni sealinl proprie ad esse. non e af-
futto casnale ma ha un significato e y contenufo preeisi ehe gi
tonservano sempre inulterati e ele permettong i rassaggio dalle
formole vettoriali alle scalari e quelly inverso.

Avendo di gia accennato alla somma di dpe vettori ricordiamo
che la loro differenza o I'operazione definitn dalliv forma

d=a—J (3)

ed & rappresentata in grandezza, direzivne e senso dal lato ele
chinde il triangolo costruito sui due vettori g o b Presi come lati,
Si pud pure dire che ji vettore minuendo & Ja sommy i d e del-
Valtro dei vettor; dati, poiché & facile cosiruire un paraliclogramino
che fornisce la velazione s

R=d-- b

che econsegne dalla (3). La (3) conduce poi alla relazione sealare fov-
rispondente -

"= a® — 2qb cos (R, b) L 32 (4)

che si ottiene senz'albro applicando al lato o del trisngolo sopradetto
1l teorema del eoseno o di Carnot,.
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La somma di piu vettorl rimane definita mediante 'applicazione
successiva della regola del parallelogrammo; essa si indica con la
notazione:

I'::ﬂ.;—I-—ﬂg—|—...—E*ﬂn:lEhﬂl (5)
ed & rappresentata in grandezza, direzione e senso dal lato che
chinde la poligonale ottenula eonducendo snecessivamente, a parlire
dall’estremo del primo dei vebiori dati i vettorl uguali (equipollenti)
al rimauenti n — 1. I questa la regola del poligono dei vettor: che
comprende in particolare il caso di n=3 vebtori non complanar
(regola del parallelepipedo) e guello del parallelogrammo che si ha
per #—=2 ¢ che & espresso dalle formole (1) e (2). La velazione sca-
lare corrispondente alla (3) & ('):

rPr=at+a’ ...t a’F+ (6)
4 2et1 09 €08 (81, A2) T 20243 €08 (R, A3) + . . .+ 2@a, €08 (A, Ay) =

n
— Ei' @ + 2N s M0l COS {ﬂr‘ )
1

e ) O
) —3. 0 S

1
r=2, s=3hcouqll
l r=n—1, s=mn
che comprende in particolare la (2). |
Faceiamo finalmente menzione di un’alira operazione formale dl

due veitori ad angolo a e b. Hssa & il prodotio interno o sealare (7)
definito dalla relazione sealare

p=qab cos (a, b) (7)

e a differenza delle operazioni precedenli non conduce a un veilore

ma ad una quantith sculare p, che tnitavia viene indicata con la

notazione formale a X b o ab, onde si pone per convenzione:
»=ab. (8)

Se in fueste due formole si pone a="h, e=2#b, e si osserva che al-
lora & (a, b)=0, cos(a, b)=1 s1 ottiene

R*=n" (9)

ove si convenga indicare con a® l'espressione a X a—=aa. La (9) ds
il guadrato interno di un vettorz ed esprime che esso & uno senlare

nguale al quadrato del modunlo. Il prodoito interno gode della pro-

(Y} Unn dimostyazione snsliticn di questa formola 51 puv frovare nel Corso di Meccanion ra-
siorale dello Svvem (trad. Vite Engamo, Napeli, 1871), a pag, 10 ds] primoe volumea,
(*} Burraw-Forr) e Magcovoxoo, op. cit,, pag. 31, £ L
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prieta distributiva rvispetto alla somma ed & espressa dalla relazione

{ormale .
[ﬂl+ﬂg+..,+ﬂu](h1—]—m—]—...—}—hﬂ]'——-
=+ mbe ... ah, + (10)
+ by + by - . . . - a.b,
e = o v @ @ = o labi

Hssa da i prodotto interno di due somme € in essa alle due pa-
rentest del primo membro si possono sostituire le visultanti corri-
spondenti a e b,

La formola che vogliame dedurre si ottiene dalle note posizioni
qui ricordate. Infatti se nella (6) si pone

[ ="
a;" = a,° (11)
l a.m, cos (8, 8.) —a,a. o

s1 ofterrh:

=

e K

w4+ 2 3..aa, (12)

e sostituendo ad v il valore dato dalla (5) si ha;

(M85 ...4-8)'=n"4a +... L a1 (13)
+Enlng+ﬂama+...+23mu+...—f—?an_mn——- |

L ST o
— =iy ﬂi + 2 el P ﬂ:ﬂ.i
1

& §=2,8,....0
2, s=3,4,....n

" ===
7"

[

?-:"?&_].’. 3:?;'

E questa la formola che si volevs porre, la quale & perfettamenie
analoga a quella ricordata a pag. 21. Bssa dit il quadrato inferno di
una sommea ossta il quadrato di un polinomio i eui termini sono vet-
tori e ¢i dice che esso s1 ottiene con la stessa legge di formazione
che vige nel ealeolo algebrico, La (13) si ottiene pure come caso par-
ticolare delia (10) ponendo

B=0b((i=1,28,...,n)

c1d che & facile verificare ca}cnlﬂn do sul simbeli vettoriali come sy
numer: algebrici. Trasformando in modo analogo la (2) e la (4) me-
diante le (7), (B) e (9), si deducono le note formole particolari (%):

(8- b)=a”L 2ab+ b
(A —Db)y*=a*—2ab | B

() Cir. Bueawi-Font: e MAscoLosco. cp. eil, pag. 33,
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B con ragionamenti del tatio analoghi si ottiene anche Ja se-

te:
s (a+h){a—b)=a*—p®

che da il prodotto interno della somma di due vettoys ver la lorvo diffe-
renza.

Cid che piir caratterizza il caleolo fatto & che dalla formola seca-
lare (6) siamo passati allz relazione vettoriale (13) adoperando le
convenzioni note. In modo analogo si puo passare dalla (6) alla (5):
infatli sostituendo al secondo membro della (12) il prime membro
della (13) si avra:

=48 ...Fa,)

da2 cui estraendo la radice si ha proprio la (5). Vieaversa dalla (5)
sl pud passare alla (6): basta infatli elevars 8 quadrato la (5) con
la regola (13) e ai termini dello sviluppo sostitnire le (11) lette in
senso inverso. Concluderemo quindi col dire che e operazioni formali
e le relazioni scalari relative si trasformane fra lovoe mutuamenie.
Questa notevole corrispondenza si mantiene inalterata nello studio
analitico dei vettori sugli assi eartesiani. Poich® in esso ai vettori
dati vanno sostituite le loro componenti sugli assi, cosi alle relazioni
scalarl snbenfrano delle particolard relazioni algebriche che conten-
gono 1 modnli di esse componenti ovyvero le coordinate degli estremi
der vettori dati. ‘
Considerando la (5) diciamo X. Y, Z le componenti carlesiane or-

togonali di red X, Y. Z lo analoghe eomponenti di a;: allora una
formola analoga alla (5) sara evidentemente :

X+ Y+ Z=3, (X + Y, +Z) (14)

ed una formola analoga alla (6) dovra certo econtenere i tensori
X,Y,Z X, Y, Z, ovvero i valori d essi espressi mediante ls eoor-
dinate degli estremi con relazioni della formu :

X=zg'—x Xi=2; — z;
Y=uy'—y Y=y — L
lL=z—z lZ,=3’t-—-a',.

Troviamo la relazione scalare analoga alla (6). Basta pereid ri-
cordare le velazioni algsbriche valide sugli assi:

E=Ei1Xi; Y:Ej! Ti; z=EI'IZI-

Elevando queste a quadrato si avrd:
EB —— E[, Eig N E El‘.ﬂ Erxh
YE —_— E], -2 o = 2 E[‘ﬁ YrYu

2 L 4 o WV "
— =iy &y T 2 e T Zréu
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® sommande ordinatamente membro a membro in senso vertieale gi
ottiene infine »

XY 72 =73, (XY 4 Z3 -2 Zrs (XX + Y. Y, 2. (15)

B questa I formola sealare corrispondente alla (6), e le (14) e (15)
st corrispondono alla loro volta. Come dalla (5) sj passu alla (14),
cosl dalla (6) si passa alla (15). Sappiamo infatt; che tn assi carte-
siani ortogonali valgono le relazioni:

F'E-":E.H“f- Y:_:_ A {'lﬁ*’
ﬂia — Xjﬂ ‘l— ‘.erﬂ "i_ .liH (1?}

€ ciie inolire essendo :

XL, Y Y., Z %

risulta -

X X. 4+ Y.Y. + 2.7 = a.a, cos (8, a.). (%) (18)

Per le (16), (17) e (18) Ia (15) si trasforma nella (6) e quindj
nella (13), nella () 0 nella (14) come s;j voleva,

La corrispendenza mostrate, conduce a qualche rilievo non inu-
tile. Risulta infaiti che l'essenza stessa del caleolo vettoriale & con-
tenuta in relazioni sealari algebriche o analitiche, come ad es, |a (6)
e la (15): ¢id che appare evidente quando sj pensi ¢lie il concetto
di numero e di vetlore, per quanto diversi, sono inseparabili e angzi
quello & del tnito contennto iy questo. Di tali relazioni quindi & da
tener conto, e non soltanto secondario, in una trattazione completa,
It caleolo formale deriva poi dalla necessita, altrove accennata, di
dare forma addittiva, sotirattiva O mwolliplicativa a tali relazioni
poiché esse esprimono j) risullato dj aggregazioni di natura speciale
(regola del parallelegrammo, da] poligono, ece.) clie stanno alle ope-
razioni puramente algebriche come |e quantita speecial; (velocita,
forze, ecc.) che ad esse danno luogo stanmo alle ordinarie quantita
sealar.

SALVATORE AUgUSTO Toscano.

1) Questa non ¢ altro ¢lje V'eapressions analitiea del prodotts inferne: all = Xx* o B A A
clie o la forma anallfica, senlare a Tormnle, sarrispundﬁnte aile formele (T) ed (&),
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SUL TRIANGOLO PODARIO E ANTIPODARIO

|. Siano Py, Ps, P; i piedi soi lati BC, CA, AB del triangolo ABC
delle ire isocline condotte da P, punto del piano di ABC, 11 trian-
golo P;P,P, e allora, com’s noto, il triangolo copodario di P rispetio
ad ABC. La cireonferenza determinata da quegli stessi tre punfi o
& sua volta la eirconferenza copodaria di P. P uoto pure che se a
ciascuno dei triangoli AP.P,, BFP,, CP.Ps circoscriviamn le eiroon-
ferenze, le ire circonferenze passano per uno stesso punto. Cib 1i-

sulta evidente osservando che se P & i punto comune alle dame -

prime, & (%)
Pg]f‘Pg:TE——A_, PaP_Pl_'_T: ﬁ,

per cul @ pure

s ——

PPPi=2r — (n—A) — (s —B) = A1+ B —n C,

per cui il quadrilatero P,PP,C & inscrittibile.
[ fali di ABC sottendouo in P gli angoli

BPC=A4P,, (PA=B4P., ADB =0 Ps,

ma queste relazioni devono essere parzialmente wodificate se P &
esterno ad ABC. Se, essendo tale. e, ad esempio, compreso nell'nn-
golo C, poich® i quadrilateri P.P:AP, P;P\BP sono inscrittibili, 2 |

PPP,—=PBP,,  PP,P.— PAP,

€ per somma,
ossia
o APB=TP, T,

Di piii, essendo
h A 4+ AUCP = BPC - ABP,
8 pure _

A —BPO=ABP— ACP.
I quadrilateri PP;BP e P,1I%(P sono entrambi inscrittibili, per cui

ABP=P,P,P, AGP—p,B,P.
e sostituendo nell’eguaglianza precedente,
A—BPC=PP,P — P,P,P =T,
e dunque,
BPC=A_P, CPA=B-F,

[*) 8i pregn il lettore i fure Ig semplieissima figura,

-
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Perche il punto P & invariabilmente legato alla serie dei trian-
golt FiP.P;, ne segue che se un vertice di uno di essi P, ad es., sl
sposta percorrendo il lato BC, anche P, si sposta, ed il suo lnogo
geometrico & la rettn del lato CA. |

Lutti i punti del piano ABC che hanno date relazioni eon PyPyPs,
e che usiamo chiamare notevoll, si spostano ancli’ess; secondo linee
rette. Cosi se P,P.P; @ datboe, i triangoli P\PPs, P.PP,;, P.PP, sono de-
termmati. Se PP, fa un angolo ## con BU, nuche PP, o PP; faranuo
lo stessa angolo con CA e AB vispellivamente, ed in PyPyP; abbiamo,
come gia &1 @ detlo, il brinmgolo copodario di P rispetio ad ABC, Se
€ H=290° allora PP, & perpendicolare a BC e quindi anche PP; e PP,
Sono perpendicolari a CA e AB, e Ig circonferenza di centro P o
raggio PP; & evidentemente tangente a BC. Allora PiP,P; e il mi-
mmo fra i triangoli ele possono vemr inscribti in ABC ed & i] trian-
golo podario di P rispetto ad ABC la circonferenza ad esso circo-
scritta & la circonferenza podaria del punto P stesso. Se pol P eoin-
eile coll’ortocentro H del triangolo dato, nel qual caso I'P,, PP., PP,
S0no segmentl delle tre altezze, il triangolo P,P.P, e Ia cireonferenza
ad esso circoscritta sono rispetbivamente il triangolo ortico o la eir-
conferenze ortica di ABC. T triangolo PyPoP; @ in questo caso i trian-
golo di perimetro minimo fra tutti quelli ehe possono veniy inseriti
in ABC.

Se 1l triangolo P,PaPs & equilatero, se ne ealeola con tubta faeilita
il lato A: su B, (A, AB braeciamo segmentli di eirconferenza capaci
degli angoli A -I- 60°, B -+ 60°, O - 600 rispettivamente e P sig i punto
comune ad essi: ponendo PA =, PB=y, PC=2, &

A=xsen A= ysenB=zsen C,

e ponendo PCA =,
sen A 2 _ sen (60" 4+ B o)

set C 2 7 sen{'sep (60°~-B)’

sen A — sen € eos (60° 4~ B)
sen Csen (60°+ B) '

pPer ¢,

col p =

Da questa ricaviame
sen U sen (60" + B)
]fﬂeu"’ A -+ gan® {Z;—— 2 sen A sen C cos (60" - B}

510 o

Ma & |
) — »sp) C_&aenﬂseu(ﬁ{)“ i~ B} «) b sen A sen g
R =S sen (6U” - B)  sen (60" - B)'

per cul in ultimo,

L 2R . sen AsenB sen ()
Ysen* A Fsen®( — 2 sen A sen C cos (60" - B)

k
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2. 1l triangolo P,P.P; sia il triangolo dato e pei suoi fre vertici :.jﬁ.
conduciamo le perpendieolari a P,P, P.P, P rispettivamente: il B
triangolo AB( che cost si ottiene & il triangolo antipodario di P ‘;';j“;l‘
rispetto a P,P.P;. E noto che fra tutti i triangoli che si possono 2
circoserivere a P,PyP; il triangolo ABC & il massimo. N

Le refte dei segmenti AP, BP, CP incontrino la circonferenzsa (0)
cireoseritta ad ABC in L, M, N ("): il triangolo LMN & il trian-
golo delle eorde di P rispetto ad ABC. 1l quadrilatero PP,CP. che &

ciclico, da,
PP,P,=PCA, ossia  NCA — NLA,
PP, P —PBA, ossia MBA— MLA,

= = =k
e donque P = L. P i
31 riconosce in modo analogo che & Po— M, P;= N, e dunque il ;1
triangolo podario ed il triangolo della corde di uno stesso punto sono s
triangoli diretfamente simili. £33
Sia P’ I'isngonale o inverso (°) di P e siano P\ PuP5 e L'M'N’ il e
suo triangolo podario ed 1l suo triangolo delle corde rispetiivamente. My
Il quadrilatero PP, BP’; essendo insecrittibile, da, o |
r.r"*-. ".-"""'- - e lr_,,.--.,_llI i, f‘é’f '
PP Pe=PBPy=MBA =MT'A, E{E y 2
- hdl 2 = . NI “ .,“IJF"" Tk 1‘ :ﬁf
ed essendo imseriftibile anche il quadrilatero AL'N'C, & G
S o o 3 U
PP P3=PCP;=N'TA, A
e dunque ne concludiamo che . R
N o Ty E3 T T e '.ﬁ}?.;' |
PIZFPIPHHFPIPH L L -*%1}
: W7 o L §
In modo analogo dednciamo che 8 M =M, N= 1N, e che dungue S 5

anche i due triangoli PP,y P53 e L'M'N’ sono direttamenie simili, e
che percio L'M'N” ed LMN sono simili inversamente. Cosl i triangoli
podari di due punti inversi sono simili inversamente.

S1 noti che se p,, ps, ps sono i lati di P,P,P;.
pr=2xsend, ps=ysenB, py=zsenC,

e che essendo P, =L, P,= M, P, = N, come sopra si & mostrato, &

sen L:sen M:sen N =—p,: pa. pq
= MN : NL: LM
=i by : ez,
Per conseguenza, se poniamo AP’ —=z', BP' — y, UP'=2, & pure,

senl:senM:sen N =ax': by : ¢7"

(') Bi facein la figura.

(%) Inversi perclid se {a, b, ¢} sono ls coordinate di P, quelle di P s¢no (—l—r % . —1-)
a £
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Cosl, i lati del triangolo pedario d'un punto, e quindi anche quelh
del suo triangolo delle corde, sonu proporzionali aj rettangoli det lati
corrispondenti in ABC o deile distanze dai vertiel del punto eonsi-
derato.

Se 4y b I'arven di P,P,P,, &
23 paps sen L= yz sen L sen B sen C,
€ se A& & I'area di ABC, poiche
2A = 4R*sen A sen B sen C,
relazione ben nota, ove R & jl raggio di (0), &

d:d=yz:4R =sen L:sen A.

Ora siccome o
sen A
sen L

ﬂli;:l:‘ﬂ:‘d:ﬁvs,

2= P .

",

el e

con m indicando la potenza di P rispedio ad (0), cos

™
ﬁj{:‘d- 4_&3"

Possiamo ottenere un'ulira espressione di questa stessa area in
tunzione della distanza d di P da O. Condueciamo il segmento BL e
notiamo che

- o

P,— BPA C=PBPA — ALB —PBL:

percid é
= = pop; sen Ps = pep, sen PBL,

€ sosbituendo i valori di p. e p1 214 noti, e facendo 7 sen PBL=PL sen L,

abbiamo,
24; =ay sen A sen B sen PBL

= x.PLsen A sen B sen (!
e dunque

Nyj=— l, (R*®— d*)sen A sen B sen (.

Da questa formuletta deduciamo una conseguenza gia evidents
pPer s0 stessa: faeciamo H=d, ed allora P & sulla circonferenzn (),
Farea del triangolo podario & nulla ed i suoi tre vertici sono punti
di una stessa retia. Ritroviamo cos) la ben nola proposizione:

" se da un punto della circonferenza circoseritta al triangolo si
conducouv le perpendicolari ai tre lati, i piedi di essi sono punti di
una sbessa retta. B la retta di Simson, o di Walluce, come meglio si
vuole rispetto ad ABC ..
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Questo caso nel quale Py, Ps, P; sono punti della stessa reita &
evidentemente il easo limite di wn iriangolo inscritto inm ABC: & al-
lora P — 0, Pr= =), CPA =P. — B =180°—B, ciod P, = 180°. Da cid.
possiamo anche dedurre il noto feorema di Tolomeo: 1nfatfl, paiche

PaPa: PPyt PiPe=a.PA: 5. PB:c.PC,

¢ poiche, se 1 tre punfi sono sulla shessa retfa, &

P1PE+ PEPEZPJPE-.
.PA-+4-¢.PC=b.PB.

un

Come caso particolare tl punto P considerato appartenga alla reffa
di Lemoine di ABC: le sue coordinate normali essendo

a (m —n), bh(n—1I), ¢(l — m),
quelle "del suo inverso P’ sono

ac (m —n)=0b3(n—1)=cy (I —m).

Le direziomi AP, BP, CP sono rispeftivamente perpendicolar: ai
Inti P:Ps, PsPy, PyP; del triangole podario di P, e pereid sono anche
perpendicolari ai lati B'C’, C'A’, A'B" del triangolo ﬂDI]]p]EIIlE]]i}RIE.
det punti med:, di ABC. T ]ungn geomefrico di P' & dungque l'iper-
bole rettangola di ABCP la cui equazione &

1 3! ! =0,
cos A cosB  ecos(C
am —mn) {n—10 o(l—m)

05514
By (la—me cos B— nbeos C)-}-...=0,. | :
O$sERVAZIONE. — Se b A’y T'area del triangolo podario di P’ &,
eome per P, |
AT
41=A4-7Re

indieande ¢on % la potenza di P rispetto ad (0), e da questa e dalla
sua corrizpondente deduciame la relazione nola

31 - _\..'12 T s T;’,

e cioé che le aree dei triangoli podari di due punti inversi rispeifo
ad uno stesso triangolo sono fra lore come le loro potenze rispetto
alla stessa circonferenza eircoseritta.

3. E interessante determinare la potenza di P rispetto ad (O) in
funzione delle sue coordinate baricentriche (%, 2, v). Poiche tali coor-
dinate sono grandezze proporzionali alle aree dei triangoli determi-
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nati da P e dai vertici di ABC, e ciog ad ahi, bhe, ehs, 2o con ?31,_ e f;’
Rz, hs indichiamo le altezze di tali triangoli, abbiamo, - :
ahy  bhs  chy 24 | e
z 8 Ty Tatity’
per cuil
.31 Zé (}13}13 gen A —lL' Ih}ig sen B —I— filhg s5e71 G)
13° . a.8y |
C 2{e+3+%) 2R.be -
o dﬂ - "13.3? + bﬂ.i_,I _%_55'19 .
- (a+8+v» R . abe ' ‘S
h
e dunque, essendo 2
4R, A, it
= | _1 ¥ +h|
&

_ EEBT _i__bﬁ‘.,ri __!_ EEES - _ J
) (24 p41)° | 3

Uol sostituire'in guesta formuletta Je rispettive coordinate, pos-
siamo esprimere le potenze dei vari puniti nofevoli del piano di ABQ
rispettio alla circonferenza (0). . .

Se P coincide con I, centro della eireconferenza inseritta in ABC
e a=a f=0b, y=q¢, per cul, se » & il raggio i (I,

abc ,
ﬂ_a—J—b—]—uhzﬂ'r'
Se P coincide con H, orfoeentro diABC, pa=tgA, ..., per eui,
-:a’thth—]—b*thtgA—!—c”tgAth
" (tg A +ig B +tg O) -

=8R*.cos A cos B cos (.

Se P coincide col punto simediano K, & ox=0° i=¢, = ;:':”,,
per cui
| L 3a’Hc*
"=l r b* —+ e*F

Caleoliamo 1'area A’ del triangolo podarvio di questo punto K: no-~
tiamo intanto che esso & il baricentro del proprio triangolo podario,
per cul PsPS & una mediana# Faceiamo PS5 =ST: abbiamo il paral-
lelogrammo PP, TP, ed i due triangoli PP,\T, P,TP: che sono simili
giacche hanno 1 lati mutoalmente perpendicolari, per cui, se po-

NIAMO w4, , Uy, #; per PP,, PP, PP;, s PT — PPe=wuy, P\T=PP,= Ua,
per cui,

PPT o ® 4 g4
A u’—f—b"-}—c” "
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Ma &
1
PP]T;"PPLPE:—‘EPIPEPH:
per cui
2 T o o TP
A= BA ﬂg___i_bg__c:: -

Ma essendo le distanze di K dai lati a, 4, ¢ nel rapporto stesso
di questi lati, &

74 e Uy M, bita Cilg
—— —_— p— = — i —— ¥
a b ¢ a bH* e
per e,
Uy s —bitg —F citg 27 :
e — (= ) — :
a a® 4 b} ¢ a6 -+ ¢°
. . e g _.;:‘:."
e valor1 analoghi per 55 Dunque @& e
S
Pal 264 2¢

fllzag+bg+ﬂ3, 'Hﬂ—ﬂﬂ_l_&:t__l_t-.:ﬂ- U zﬂa_-r_b;'_l_ﬂh

valori che sostituiti nell’espressione di A’ danno,

124° =

A= g ’ AL

(@* -+ 6° +- ¢°) ga

1';,‘?4"?3

4. Se P coincide eol baricentro G di ABC, ¢ a=3=y, per cni, - ‘*

s Bk

= —9—{:13 b0+ = —9-'_\. col w,

con o indicando I'angolo di Brocard di ABC. G
Quando P va a coincidere col primo punto di Brocard Q e ne in- e
dichiamo con £,2.9Q; il triangolo podario rispelfo ad ABC, notiamo '.,f;-",-i
che & e
Pl e T s o o = e
A+O9,=BRUE=180"—C=A-|B, g

T ™ 3 L e~ o~ —~~ ;ﬂ

per cul & £,— B, come, per la stessa ragione &, Q. —=(, Qy=A. 1 s

due triangoli ABC e 0,0:Q; sono percio simili. i
Analogamente, se 2 & il secondo punte di Broeard di ABC, 6

ey - e o A

;.G_.,j_: . Q‘g :.ﬂ_, Qiazﬁ.
Per deberminare il raggio ¢ della circonferenza podaria di Q basta

notare che @

2,9, —=n2rsenA =2R.senw. %;—EE!H A,

per cul &
o == K sen w,

relazione che mostra come il rapporto lineare dei due triangoll Q2,542
@ ABC & quello di sen w:1, ossia che A,:A— senw.
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Da queste relazioni possiamo anche dedurre I'espressione della
potenza di Q rispetto ad (O): poichs

ﬁ:.ﬂj.‘{ig r

e pure,

R*— 0Q = —=4R%senw.

Di gui ricaviamo pure il valore dells distanza di Q dal centro 0
della circonferenza eircoseritta

O08=R {1-- 4senw.

Usservazione. — Siano A,. By, €, i punti nei quali le rette dei
segmenti AQ, BQ 0Q incontrano i lati ¢, 0, ¢ rispettivamente. T,
giacche Q & interno al triangolo,

CA, | OB, , 80,
AA, T BB, T g, — b

AA_I ‘i_g% Ir qq]_—am
AA, ' BB T CC,

Percid & pure,

¢ da questa sottraendo leguaglianza precedente

A A B2 ca_,
AA, TBB, T og =4

relazioni facili da dimostrare. Esse sussistono pure per Q, come per
ognl altre punto del piano ABC, interno ad esso,

5. Possiamo ancle osservare che AQR— 180°— B— E—J— ﬁ:, e dun-

C

que Q,—=A ¢ che analogamente & izﬁ: ﬁ;=ﬁ essendo f’:,

gli angoli del triangolo podario di Q rispetto ad ABC. Ora, giacche

1l quadrilatero AQ,0.0 & mseritiibile, & QAB =Q§;Q;=m, per cui £

6 il primo punto di Brocard del proprio &riangolo podario, Analoga-

mente &' & secondo punto di Brocard del proprio triangolo podario,
Osservando inoltre che

il o~
C20 = Ao, =Bo,0, —90°
6 che
B230, = A0,0, = (0,0 = 90° — ,

e segue che 1 lati dei dye trialigoli podari dei due punti di Broeard
d'un triangolo sono isoclini suj lati di questo.
Hssendo poi N
Av.e, = Age,,

Per cui 2,279.¢, & un guadrilatero iserittibile, come analogamente
Io spno i quadrilateri 2.2,9%9, e ©3232,2:, ne segue che i sei punti g,
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* sono punti della stessa circonferenza. Dunque i due punti di Brocard
hanne comune la cireonferenza podaria.

Fssendo i triangsli podari dei punti di Broeard simili ed inserith
nella stessa circonferenzas, sono eguaii e guindi hanno egunali le aree.
Infatti 1 triangoli 22:2. ¢ ABC sono simili (n. 1) per cui,

00,2, - OB = 29,7 : OB == sen’w,

00,0, : QCA — 22,0, : 2AB = sen’o,
per cui, |
0,0,0, = Q,0,0°, — ABC . sen®w.

Da quanto precede siamo condotti a1 seguenti eorollari:

1% Se i due punti P ¢ P’ sono inversi e sono punii di uno stesso

diameiro di (Q) (quali i due punii Q, Q' di Brocard), hanno comune
la circonferenza podaria che ¢ tangente alla circonferenza di Eulero
di ABC.

90, Le circonferenze podarie di tutti ¢ puﬂti della retta OF passano

per- uno stesso punto.
9% Le circonferenze di Eulero dei triangoli determinati da P coi tre

vertici di ABC e le circonferenze podarie di P rispetio ad ABC, di A
rispetto @ PBO, ece., sintersecano in uno stesso punio.

4°, Le circonferenze podarie di tutti ¢ punti della retta del segmento O
‘ | 1 i 1

b—e*c—a’ a—h) at

hanno in comune il punio di Feuerbach (’)(
ABC.

0, Le circonferenze podarie di tuiti i punti della retia de#ermmatﬂ-_

da O e dal punto di Lemoine K hanno in comune il punto di Steiner

( 1 i 1 )
a(b*—¢%)? b(c*—a") " c(a®™—bd)/
£°. Le circonferenze podarie di tuiti i punti della retta del segmento HO

b
passano pel punio di Eulero (%) (bg : 3 ) a”i hs)'

— g5 ¢f—a®’

6. Chiameremo Q;Q.0Q; il triangolo antipodario di P rispetto al-

triangolo di ABC. Sui segmenti PQ;, PQ:, PQ; quali diametri descri-

viamo le circonterenze (0y), (0s), (Usg), ognuna delle quall passera per

due dei vertiei di ABC. |
Le direzion1 AP, BP, CP inconirino ancora queste circonferenze

in A;, B:, O, rvispettivamente. Fatta la figura deduciamo le seguentt .

relazioni d'angoli,

BA.C=BQ.0, ABUC=APC=AGC, A,CB—APB—=AQ:B

(Y Pynts di Feusrbach del trinngole & il punto di tangenza delln eirconfersnza inseritia e della

eorrispondenle circonferenza del punti med] (pedale del baricentro).
() Punto if Eulero b imvece il punto di un'altezza del triangelo e¢he & equidisfante dall’orto-
ventro ® dnl vertice corrispondente. In ogmni triangelo si hanno quindi tre punti di Eulero.

" &,
i FLR L
e =l d
| g A g & o1 |
i : l'-- i
'r-.'!!-..,-l
— =

g
ML g
[ ]
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cd anche,

BAAC=BQ.C, (BA = AGC, ACB,— AQ:B,
CiAB= B(,(, C.BA=AQ.C, ACB— AQ,B,

per cui &

BAC=0,AB  (BA — 0,BA, ACB —ACEB.

Poiché PQ, & diametro d1 (0,), e PEQ; = 90% e pereid il segmento
APA, che & perpendicolare tanto & A,Q; che a Q2AQs, & di lunghezza
eguale a quella della rerpendicolare condotta da Q, sy Q:00:. Lo stesso
put dirsi per gli altri segmentl analochi. Opa pel teorema di To-
lomeo,

‘ PA;.BC——-PB.GAI—[—PU;BAI;
ma @

BC: CAy: BA, = gen PriSen 3g: 86N @y,
per coi & pure
PA, sén 9, = PB sen ¥ PC sen «,,

od anche,
AAssen g, = AP sen 9, < BP sen g - CPsen Y.

Se con A, indichiamo I'avea del triangolo. gi9e7; antipodavio di P
ese A, B, (¥ 80n0 1 punti medi dei lat; ABC, &

OJA’ — _;_ cotL @1,

ed intendendo triangolo eolla notazione b

o

£.01BG=%EDt%.

Ma 0; é 1l punto medio del segmento P, : quindi,
L.QOB,=¢.PO,B, . G0,.C=1. PO,

© péer somma abbiamo il guadrilatere
UBPC=2.¢.0,BC +¢. PB()

—=- 4 (—?; cot g, 4 ¢ .PBC)-

Espressioni aualoghe si ottengono pei due albyi quadrilateri, e
poiche la somma delle loro arde & I"area A3 di ¢y709ps, cosi

1
dﬂz—z—(n“cﬂt 1+ b° cot 23+ ¢® cot ps -+ 44) .

Se po 8 il raggio della circonferenza antipodaria di P vigpetto
ad ABC &, corne di solito,

dp’s se1 0, sen 74 sen ga = 2\g,
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per cul,

#‘/ 3 .
2=V 3 sen 0 SEN g SEI Py

OssSERVAZIONE. — Poiche
2A° B

A= 'E‘ ’ e pure, A A= &, :

e l'area dogni triangolo ABC & medio geomstrico fra le aree del =,=
triangoli podario e antipodario di ogni punto del suo piano.
7. Se il punto P & interno ad ABC, & il punto pel quale si veri-
ficn la relazione hasD

T 8B tpy - ¥ Sen Py —|- 2 Sen gy = MIMO.

"Fd infatt), se ammettiamo che un aliro punfo P’ seddish pur esso
alla stessa relazione e conduciamo P'Q:, P'Qs, P'Q, rispettivamente
perpendicolari ai Jati g1, g, ga di Q,Q:Q:, abbiamo,

2 + yga+ 2qe=1 . Q1 QeQs . 213
= P'Q}. /8 + P'Qa. gz + P'Q%s. da
< AP’ .0, +BP . g.+CP.ga,

e dunque,

7 sen @, - ysen 9s - zsen $: << AP sen g, + BP'sen yo -+ CF' sen gs.

Il punto del piano ABC che soddisfa a questa condizione di mi-
nimo & un centro isogonico del triangolo. Esso &, come & nofo, il punto
comune alle circonferenze di Torricelli di ABC, cios alle circonferenze
cireoscritte ai triangoli equilateri cosfruiti sui lati di ABC, tuih
esterni (1° dentro isogonico) o tutti interni (2° centro isogonico) (*) ed e

APB = BPC = CPA = 120"

(% il punto P b il pants del piane del friangolo ABC ¢he soddisfa al ben noto problema pro-
posto dn FemsaT a Tormoeril: * Trovare nel piano di ABU i1 pwnio P pe! guale lo somunc
PA L PB-LPC ? yn minimo ,. — Torriceuni a sun volfa proponava Jo stesso protlems al Vi-
viamt sotto quest'altra formn: ® Nessuno degli awgoli d'an triaugelo essenio maggiora di 120°%
determinars §i punto del suo piane pei guale ia sommio daile distanze dai perticl @ wn mining 5. —
Puir eonsultarsl una delle risoluzioni @ate da Vivias: nell'dppendice ai suci De mogimis & mi-
nimiy (1639, pepz, 144, 150) : in essa & dimostrato che ss sni lati di ABU gi cosiruiacono ester-
namente i tre tmangoli eguilateri, | segmenti che uniscono i vertiei asterni vertici repefliiva-
mente oppoatl de] trisngoly dato g'intergecanc nel puntp cercaio.

Una semplice cosiruzione b pur gquelia daia da Tn. Smupsos (Doclrine and Application of
Efuxzions, 3 86, 1750): *su BC deserivasi Yareo (1 circonferensz capace dell'angelo di 120F @ =0
completi Ja cirsonferenza Bl : conduensi Ag (essendo @ il punte medio deliarco Eg() a segare
1a eirconferenza in P: guesto & il punto richiesto,,. — Pflungi, al § 431, egli tratta pure il pro=
blema pit generale: “ Dati tre punti A, B, €, determinare la posizione di uwn gnario punte P dallo -
stesso piano, tule che se lo 81 unisce ai tre punti, Ia somma o, FA -+ b.PB-¢. PO, ove a4, b, £
aon numeri datl, sia un minimo ,, — La stessa gueslione fu purs trattata da N. Fuss (¥ooo 469
Acad. Prtvopolllonoe, X1, 325-328, 1798) nella mumwris De sniniusis guidbumdans geometricia, ope pr ine=
cipii statiei inventis. In fale ocensione egli, ponendo PA -+ PB + PC =p, 44 la ralazione,

1 b2 4 % — 20°
Al'l=—p-
g P 3
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Poiche i triangoli BOA, » CAB,, BAC(, sono equilateri,
AA =¢ 4 g 2pecos (B4 60°),
= 2A (cot w VEJ,

essendo sempre w 'angolo di Broeard di ABC. Dunqne, poicha &

; Ty + 2= AA, = mininio,
e

AAM=uoty+2= ;J; (a® - b* - ¢*) + 21 .13,

Si dimostra facilmente osservando In figura :

1° che 8 AQ,—=BQ,— CQ,.

2° che le circonferenze circoseritte ai triangoli equilateri esterni
passano per lo stesso punto P, come quelle circoseritte ai tre trian-
goli equilateri interni passano per F'.

3" che i lati esterni Q,A, QsA sono snlla stessa retia e tali pure
sone QeB 6 @B, QuC e Q,C. Lo stesso avviene pei triangoli descrifti
interni ad ABC;

4" che ogmi lato del triangolo ABC & visto da P sotto un angolo
stesso ;

5° che il teorema sussiste anche quando 1 friangoli costrniti sui
lati di ABC sono simili ad un aliro lriangolo dato, per modo che
ognuno degli angoli adiacenti al vertice A sia eguale all'angolo C:
che ciaseuno degli angoli adiacenti a B sia eguale ad A e che cia-

scuno di quelli adiacenti a C sia egunle a B;
6" che si pud sempre costroire i) triangolo ABC, quando i ver-
tier Qy, Qa, Qs dei tre triangohi equilnteri sian noti: basta infatti de-

Tm T St = -1 = - = o - - - = = = - - 5 = & - - X =3 -
=T —— R ., — k) -1 L e e - s =
R = = . = i ) 5
- N rl - — i

= - da ey Pl - = ¥ = [ e -

= , o L = CE == . ==,

L = - = - - - B ¥

g, T ok . T i e 3 [ (e 8 g el i

- = - . - - — - - X = r

— =
e e N iy ™

pag. S52-955 (1809) e si ritrova pure aecennale da Newrow oel 26° lemmn del 12 libro della soa
Philogophine Natyralis Principia Mathemnatics (9% &d,, 1813). nel quale egli dice: * Trianguli specis
e magnitudine dati tres anguios gt rectas l'ﬂl"éﬂu positione dalas, quae non sunl puines parall#lae,
singulos =t singuine poners =

Su quesle importante problema pub pure consullarsi AZzARELLi: dtti &, Nuovi Lincai, 1884,
Levinizr, Tenenar, Stuns e GERGUNNE: dnnales de Mathimaligues, t. 1, pag, 985 207, 875; & XIV,
Pag. 13; t. XX, pag, 300, — Cara Laxs: Thcorémes et I'robllmes de Glomdlrie édlémentaire, PRE. 2285, —
VESROVRS : Questions de Gdometrie. — STEINER: Omitores comiplites, 4. I, pag. 16, 05, 720. — Bes-
TRAND : Jowrnal de Mathdmatigies e Liovaville), t. VUL, priez. 138,

51 ba nna nuova serie d'important; preposizioni guando i trinogoll costxuili sui lati 3i ARG
Sone mimill ad un dato triangole. 1 due punti P e P’ sone allora rispettivamente # primo ed il
seconde metapolo del iriangoto dale,

i

N il R et
.||I|
]

¢ la due nitre analeghe, & le altre, E‘l :
4.1 2

BP.CP 4+ CP.AP L AP.BP= —, iE

LE 4 IR
et —q < e | 108 3

.&PE‘I‘EPE"'-EP-:“ > 8 EE o 2 ‘ "‘F

= IT ! ::Ii_

f — i HE

B - 5 _-,;' 5

AP{—EP—,'—EP:];“ 1"; LAY T 117y ' %T'lt

- * l: 0

Lo stesso probiema Ty pure trattate da Luaviuier nel snod Eléments d'analyse pdomndtrigue, t:i
‘1 5

e o BT Y e i R W T ]

o
ey

-

: G LT
—
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serivere sui lati di QuQ.Qs i triangoli equilateri QiQuQ’s, QiQsQ's, QuQaQ,
ed i punti medi dei segmenti Q,Q%, Q:Q%, Q:Q’s sono 1 vertier A, B,C

del triangolo domandato. JJ:; 'f
8. Besendo aneora ABQs, ACQ,, BCQ, i triangoli descritfa ester- 3

namente sui Jati di ABC, ABQ%., ACQ%, BCQ, quelli descritia inter-
pamente, i punti comuni ai lati delle dne terne di triangoli sono punti
della eirconferenza (0) civcoscritta ad ABC.

Ed infatti, se AQ, incontra AQ, in T, &, per guanto gia si & detto,
AT = (BT — 60°, per cui A, B, C, T sono punti della stessn circon-

ferenza..
Condnciamo QQ’; : poiché questo segmento & perpendicolare a BC

nel suo punto medio A, &
A0 1 AQ, =2 .AA%+2.AQ =2 . AA"+6.AB
=2 . AA"+2 . AB 4. A
= AB'+ AC°+ BC"

Valori analoghi si hanno per BQy +BQ, e CQ, +CQ%; dunque,

AQ. 4 AQ, = BQ' +BQY =0Q + 0Q% |
— BC°+ CA*+ AB®
OssErvazioNE. — Se (& & 1l barieentro di ABC, &

GO” 4 GP°+ GP" =R"
Dal vertice A conduciamo AS perpendicolare sn @,Q: & allora,
AQS —AQY =08 — Q8 = QS+ Q:8) (RS —Q'5)
—92.A'Q.2. A8 =2YV3.A'B.2.AS

=45V§=”—E—”- 3

Lo stesso valore si ottiene per le differenze E-Q?—ET;)'S & (EE— CQ%
dunque,

3
AQ° —AQF—=BQ. -BQ.S =0Q,°— CQ, = 4A .13.
Dalle precedenti egnaglianze deduciamo anche,

abe

.&_Q1==lld(ag+b“—|—ﬂ“—|——ﬁ ]/?_3):

- he
AQlt_—H(ﬂﬂ 1} " } ¢t %1@)1
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dalle gnalj;

. 3 3 bﬂ czg 3 272 3
3QF.AQ13—(H T ) A

1, 2
=g b ot - 20%2 L 20%t | 9y

o T{i:'_ (—a® —b' — et L 25%3 1 99,0 - 2a%")
== gt _]r_ bi“}‘ ¢t — bﬂcﬂ = 5'252__ ﬂﬂb_ﬂ!

e dunque,

AQT.AQY =(a*— 1) (a*— 0 . (6 — o2y,

Analoghi valori, si hanno per BQ. . BQ%: e per G0y OO
La figura da inoltre

sen ABgp, 2 b

AP—=AB sen 190° — ﬁ By, 6N (A -- 60°)

. sen ABy/, 2c b .
A= ARG = )5 By e (A — 609);

ma & AQ; = RBQ,, AQ' = BQY%, dungne, dopo riduzioni,

L . abe
AQ,.AP = 5 | SRV3
: R S abe
AQ;. AP 5 ! ER.}%—-

Chiamiamo 0,, Oe, Oz 1 centri delle eivconferenze circoseritte al
triangoli BCQ,. CAQs, ABQ, « Oy, 0%, 0% gquelli delle eirconferenze
circoseritte ai triangoli BCQ,, CAQ,. ABQS5: allora i segmenti Q:,Qs, 0,
sono 1 diametri della circon ferenza della prima terna e Q,0, y Q0:, Q0.
quelli della seconds, Pey accertarci di cid basta notare che &

BO.C— 120 pereui O, & sulla circonferenza cireoseritia a BC@, e Q,0
€ perpendicolare a BC nel sito punte medio. -

Le direzioni PA, PB. PC formano angoli di-120" frg loro: ora, poi-
che 005, 0,0,, 0,0, sono rispettivamente perpendicolari ad esse, cosi
formano fra loro angoli di 60°. Dunque il triangolo (h0:.0; & equila-
tero, e pur tale & 050%(0,. »

E poi,

0.0.— % AQ 3. gGP
R R

, CQ.  AQ, 3.Gp e
O Dr.:='_,—— = = —  — GP . YO s
TR T BB '

=QP'. V5,

=
- by -

—
e

o - — L
g g = = n
gy M T

m . . - S 3
= - 1 - ——
BT ety :"l-ll'u'-._'l"_- - 1"":_-' . 2 : e A A ; - = =
: = B E ® :
- Fon = M - % - = . |
iR e | EF o e R i e =
! W =

- k | — - - .
— ’ i, "'_'--='I._ - .-"T-_ .r_-. T g .
= 'm—_p.,hm#-hh e
- - 3 . _l_— e — I—_ =
Y = -".—. '. Sy L By i

# g T = 3 e

= T e . -

o | Ee——— =
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6 quindi GP e GP’' sono i raggi delle cireonferenze circoseritte ai trian-
goli 050%0% ed 0,0:0: rispettivamente.

Da Oy, Os, O: conduciamo le perpendicolari sn BC: se dy, ds, ds
sono le lunghezze di esse ed & &, 'altezza AH, di ABC corrispondente

a BC, &

7 Ity b By £
{f—- =, th=— -+ —cos(C, dy= = }— ;
| ] \*’3 1= .Vg 08 1= 5 t]fchEB’
ma &
beos C-}¢cos B=na,
guindi,

h
iy 4+ ds 1ty = VEIF (beos U+ ccosB—a)Y=],.

Dalla figura abbiamo pure,
8. GP"=(PA* - PB*+ PC")—(GA® GB°-+ GC°)
af - B L P abe a® 4 5% - o*

o 2 2R13 3
a* -+ O 4+ ¢* abe Q.A
6 9R.¥3 3

. 1
ossia GP = — AQ';, ed analogamente, GP' = —I-AQ1

Mustleremn in ultimo che se il triangelo dato ha i lati in pro-
gressione aritmetica, anche le distanze di P dai tre vertici sono tali.

B infatti,

@ =y 2* —2yzcos 120° = 3* }- 2* 42,
b = 2" - 2" — 22w c0s 120° = 2* + 2° - 2z,
¢ =u" -+ i — 2zy cos 120° = 2*+ »* -+ 2y,

ora, poiche a'-¢* =242 &

42 4 & ay - yz =2 (2" 4 2° -} z),

ossia,

1 . :
¥+ 5 #tay—5 2+ a)=0,

equazione le ewi radici sono

1 ,
=—3' (z—+zx), ¥y =—I(2-1 ),

e traseurando la seconda,

€ &, ¥, 2 sono m progressione aritmetieca.

i
T -

=J
_F



y=—@+2), ossia g o

N
|
5=

€ allora a=g¢, pssiq G=b=¢ ¢ | triangolo & equilatero,

(. AnAsia

T e

PICOOLE NOTE

Armonizzanie di due l"nrme-ﬂ&tﬂrminanti.

Sieno dati j due determinaniti -

Xy 5. LTI e v ") B0 o e Ha |

o et I T e T8 Yaig Yoz, - Hag
A" — . oA T . . “Hnn S S A e e

MR A RO S SIS G ,. . - S

Fao~1341 Ton-apez . . . L L Il Moin—1y-y Yon—2y.2 ., ., ., . ]

che noi considersremo come forme dsi loro #® elementi di ordine n, (j propo-
niamo di trovars il valore numerico dal loro armonizzante (g™,

Osserviamo anzitutteo che i coefficionti dolla due forms differanti da Zero, sonp
In numero di l{_ri 8 sono alternativamenie eguali a 41 ¢ 7 4 simbolicamente
Sono rappresentati dun prodotii o fatteri diffsrenti fira loro.

Se noi svilappiamo a,m, 1o SVIUPPO verri a contenere tauti termini quante
sono lo ecombinazioni cop ripetizione di »° elementi dplla classe n a ciaseun ter-
mive si comporra [g meno ds! coefficients polinomiale) di due prodotii, ung dj
tutti fattori a, in neeYo di n, e quindi rapprasenters ung coefficiente di (=3,
I'alire di tutti fattori « in numers di n e Tappresentera un cosfficiente simile al
Primo, ma di w.¥; ne viene clie per i valori Particolari che hanno ; coefficienti
delle forme date o per il modo con caj larmonizzante risylig formate, di termini
differenti da zere nello asviluppo ye resteraung ’u Compostl ciascuno di due {at-
tori (a meno dal coetlicienie polinomiale) o entrambi gguali a 4-1 od entrambi
8guali 8 — 1 e quindi {a]; che il loro produvits & sempre ],

Vediamo org j valori dei coeffigent; poiinomiali. Poichs i coeflicienti delle
forme date che sono differenti da zero song reppresentati simbolicamente ga pro-
dotei di fattori uttj differenti fiq loro, 116 viene ¢he questi coeffieianii polinomiali
seno tukli egunli fra loro & precisamenia eguali a 1n . onde

RS 0

'n"’\-'\l""I-‘l'

T ——— s

T, _-"\'_“1_'-'

Ew\-iqm;fﬁm.w.n‘lﬁ L -
Ll ™ W e 3 B




42 PERIODICO DI MATEMATICA.

QUISTIONTI PROPOSTE

799. Indicando con R ed » i raggi sferici del eireolo eircosecritto
e del eireolo 1useritto a un triangolo sferico qualungue, ¢ con d la
distanza sferica dei loro centri sferiel, dimostrare che

sen (H-tr--d) sen (—R+4r-}-d) sen (R—r-+d) sen (R-}-r—d) =

— — gen* s cos* H — sen” » cos® B sen 2R sen 2r.

. Pescl.

800. Essendo @, xq,...2, variabili positive, trovare il minimo
della funzione
To— ...+ @y

VeV s Vi Vo,

£y

F. NEDELCU.

NECROLOGIO

Il 17 Inglio moriva improvvisamente a Parigi per un evlpo apo-

pletico
ENRICO POINCARE.

Lia sua perdiba & un lufto per la Franeia e per tutto il mondo
civile, che vede spengersi nno degl’ingegni piit poderosi che abbiano
onorato da molti anm I"intelletto umano. Come da una sorgente di

luce inesauribile dalla menle geniule e feconda di lui son sgorgate .

per lunghi anni senza tregua innumerevoli opere su tutti i 1rami della
malematica e delle sne applicazioni alla meccanica e alla - fisica, e
sulla filosofia delle seienze.

Krnesto Lebon dedicd a Poinearé un volume della sua bella rac-

colta Savants du jour, pubblicato nel 1909, dando su di esso precise’

e dettagliate notizie biografiche e hibliografiche. Du esso s1 rileva
che 1l numero degh scritti di Poincaré ascendeva a quell’epoca
a 430 ; e questa meravigliosa attivita @ eontinuala fino alla morte
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dell’illustre scienziato. I giornal; Scientiac e Rendiconti del Circolo

matematico di Palermae, (citiamo soltanto 1 Periodici Italiani) negli
ultimi faseicoli pubblieat: contengono dne notevolissimi ed important;
articoli di lui, Ne primo, di earaitere filosofico, col titole *
de Uinfini , I'A. discuie collr forma brillante ed arguta che gli era

solita, i vari modi di concepire 'uso deil’infinito in matematica secondo

Nel secondo mtitolato * Sur un théoréme de géomdirie » dickiara
che essendosi accorto che Tesistenza del(e soluzioni periodiche del
problema dei tre corpi (per il caso di masse grandi) dipende dall’esat.-
tezza o falsita di un certo teorema dj geometna, 1l eni enunciato o
semplicissimo, egli s affaticato per due anni inutilmente attorne
allo studio dj questo teorema, rinscendo soltanto a verificare che &
vera 1 tuiti i numeros; easl particolari ehe ha esaminato.

“ Nen ho maj presenliato al pubblico un lavoro cosi ineompinto
egh serive, ad agginnge “ sembra che in gueste condizioni, io dovrei
* astenermi da ogni pubblicazione ﬁnéhi:_.: 10 Non avessi risoluto la
" questione: mg dopo gli inutili sforzi-ehe io ho fatie durante i} corso

“di lunghi mesi. mi & parse che il pin sageio fosse di lusciar ma- -

“ turarve il problema, riposandomi per qualehe anno; cib wndrebbe
“ benissimo, se jo fossl sieuro di poterlo riprendere up grorno ; ma
“alla mia et¢ non posso risponderne .. Sembra che con spirito pro-
fetico sentisse noy lontana la fine of b2 lasciato il lavore 1ncom-
piuto quasi in eredita a1 enltori della matematica come fonie di fu-
ture ricerche. Cosl, come osserva giustamentg il Masson, egh & nato,
¢ vissuto, & morio matematico; la funzione vitale del suo eervello 2
stata d’invenfare e risolvere dei cas in mabtematica: tutta la St
vita & statq dedicata alla sclenza ed a trascorsa tranguilla e sepzs
Sv0sse, senza partecipazione alla vita politica del sne paese. La sug

storia, osserva Jo stesso Masson, & la sun bibliografia,

Segnamento. Bacecelliere in lettere e scienze nel 1871, licenziato in
scienze nel 1876, dottore di malematiche z Parigi nel 1879, fu no-
minato ingegnere delle miniere nel 1879, ma passd subito dal Minj-
stero dei lavori g quello dell’istrnzione e ncaricato del' insegnamento
di Analis; all'Universita di Cuen di dove passd ne] 1881 all’ Tniver-
sita di Parvigi dove izid gquei mirabilj corsi su tutti i rami delly

Eeco i titoli dei principali corsi professati allp Sourbous, distint
Per materig - |

Analisi matematicn 3
Caleolo dedle probabiliid (1803-94),
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Meccanica analitiea e meeeanien eeleste &

1. . Cinematica ¢ Meceanismi (1885-86).
IL. Potenziale ¢ Meccanica dei fluidi (1R85-88).
2. Figure d'equilibrio d’wna masse flyide [1900).
3. I metodi nuowi della meceanica celeste.
Tomo 1. Soluzioni periodiche. Non esistenza di integrali uniformi. — Soln-
zioni asintotiche (189%2),
Tome 11. Metodi di Newecomb, Gyldén, Lindstedi et Bohlin (1894).
s L. Invarianti integrali. — Roluzioni periodiche di secondo grade. —
Solnzioni doppinmente asintotiche [1899),
4. Lezioni di meccanica celeste.
Tomo I, Teoria generals delle perturbazioni planstarie {1905).
- 1. Parte 1. Sviluppo della funzione perturbatrice (1907).
y 1. Teoria delle curve (1909).
2. Lesions sulle ipotesi cosmogoniche (1911-12),

Iisica matematica :

. Capillarita (1382-89).
. Lezioni sulla teoria dell’elettricita (1890-91).
Tearia del potenziale Newtoniano (1294-95).
Teoria dei furbini (1801-92),
Teoria aqnalilica della propagazione del calore (1893-94).
Termodinamia (1888-89).
Teorin matematica della Tuce.
Tomo 1. (18387-88),
« 1l Nuwovi studi sulla diffrazione. — Teoria della dispersione di
Helmlotz (1891-92).
8. Le oscilinzioni eleitriche (1892-93),
9. Elettricild ed ottica.
Tomo I. Lo teorie di Maxwell e 1a teoria elettromagnetica della hece (1888-89).
« 1I. Le teorie di Helmoltz 8 le esperienze di Herz (1889-90).
1. Efetiricita ed oitica.
La luce o le teorie elelirodinamiche (1888-90-99).
11. La teorin di Maxwell e le oscillozioni Heriziane. La telegrafia senza
fili (1899).

NS e 0

Eunrico Poincaré, & qnasi superfluo il dirlo, apparteneva a tutbe
le pii grandi Accademie scientifiche del mondo; mu, eid che & pin
doegno di nota, il 5 marzo 1908 fu eletto membro della Acendemis
Fraucese, succedendo al poeta Sully Prodhomme. Tale onore I'Ac-
cadenua di Franein riserba soltanto a quelli fra 1 mewbri della
sorella cadebta ed emula, I'Accademia delle scienze, che hanno se-
puto elevarsi nell'estimazione universale per meritli veramente ec-
cezionali. Hanno avuio questo altissimo onore prima del Poinearé,
Fontenelle, Mauperiuis, Buffon, I¥ Alembert, Condorcet, Bertrand, Fa-
steur, Laplace, Cwvier, Fourier, J. B. Dumus, Berthelot e pochissimi
albr.
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Dal discorso pronunciato dal divettore dell’Accademis Fraucese
Feperico Massow, pronunciato nella seduta de] 28 gennaio 1909 in oe-
casione del vicevimento di T Poincaré e¢i piace riporiare le seguenti
parole dirette al nuovo illystre membro ;

* Ovungue voi andiate nel mondo, voi siete certs di trovare del
* confratelli che si onoranc tanbo pin di celebrare la vostra venuta
“In quanto che ricevona Pappurenza di aver capito i vostri lavori.
" In Francia voi siete i maestro per ehiunque partscipa agli studi
“ matemaltici: voi presentate nel nostro paese I'unico esenmplo di una
" superiorita unanimemente riconoscinta, e la vostra riputazione, fatia
“fin dagli inizi dai vosty camerall della senola politecniea, soste-
“nuta dai vosirj colleghi delln Sorbona, diffusa dai vostri colleghi
" della Acecademia delle scienze, proclamata plebiscitariamente daj
“sapienti di tutia IBuropa, si & stabilita come un assioma .

Il Periodico, che si & vnorato della collaborazione dell’illustre
estinto, porge alla sna Memoria un riverente tributo di ammirazione
e di rimpianto. K.

*

Con la morte dj

GESARE ARZELA

la Scienza ha perduto un grande Cultore, 1a scuola ha perduto un
grandissimo Maestro! Poicha Bgli viteneva che per coprire degna-
mente il proprio ufficip il Professore universitario pari obblighi avesse
rispelio alla Scienza ed allg Scuola, entrambi 1i accolse con pari enty-
slasmo e con pari fortuna.

Cesare Arzela si compiaceva di avere appartenulo per parecchi
annl all'insegnamento secondario: fu difatii ai Licej dj Macerata e
Savona e agli Istituti tecniei di Como e gi Firenze; e conservava
sempre vivo |'intersssamento e Iamore alla Seuola mediy, tanto da
desiderare, anclhe negli ultimi mesi di Sua vita, quando lentamente
andava spegnendosi, di essera chiamato a far paite delle Commissioni
esaminatrici dej concorsi, “ per le quali » — Bgli stesso diceva —
“ eredo di avere come veechio troupier qualehe titolo di preferenza ..

Ed alla Seuwola media, anche dorante Ja Sua carviera universifaria,
Egli ha data in molteplici modi la supiente opera Sua: con il compi-
lare prima (1882) e migliorare pol di continuo il Trattate & Algebra
ed 1 Complementi. che meritarona subito, e conservano buttora, larga
diffusione nei Licei e negh Istituti: col partecipare con attivita e
oon scrupoloso senso di equity aille Commissioni per j coneorsi; col
disimpegnare con albrettanto zelo e pirito di sana giustizia Je fun-
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zioni di Ispetiore e di Commissario ad esami; e soprattutio con il
creare nella Sua Scuola e con il Suo esempio degli ottimi insegnanti,

Pii1 volte, esprimendogli i miei dubbi cirea 'efficacta degli invocati
covst di Metodologia per la formazione di buom insegnanti, Egli
ebbe ad esprimermi i1l Sno convincimento che solo sull’esempio di
buem maestri pud il giovane plasmare In propria personalitd di fu-
turo msegnante.

Hd 1l sno esempio era meravigliosamente efficace! Chi ha avnta
la fortonaba oceasione di assisterto nell’inseznamento, sa quanta fosse
la Sna preoceupazione di esporre con semplicitia, con chiarezza, eon
colorito la lezione; e, per quanto quesin fosse pensata nei suoi mi-
nim1 deltagli, appariva, il piit delle volte, una improvvisazione; le
frequenti riprese che di qualehe defimizione o dimostrazione difficile
o di capifale importanza, nella stessa lezione v nelle successive, Egli
andava facendo, non erano mat delle sole rvipetizioni, ma eranc con-

tinue. dilucidazioni, approfondimenti di concetti, raffronti fecondi, .

graduall aggiunte di rvigore, che si succedevano con sguisita arle
didattica. Cosi era conquisa I'atfenzione del sempre numeroso uditorio,
dalle menti del quale le difficolli degli argomenti — che dal Maestro
uon erano celate, ma opportunamente fatte risallare — venivano vinte
col minimo sforzo, si sarebbe quasi indotti a dire, spontaneamente.

Nell’ Universita di Pisa consegni la laurea e nell’annessa Seunola
normale superiore I'abilitazione all'insegnamento della matematica;
dope due anmi d’insegnamento medio, tornd a Pisa per seguire le
lezioni che il Dini professava sulla teoria delle funzioni di variabile
reale, fieoria sulla quale si svolse gnasi completamente di poi I'atti-
vita scientifica dell’Arzela. Tornd all’ insegnamento medio dal 1873
al 1878, fu poscia professore d’Algebra a Palermo e, dall’80 fino alla
Sua morle, di Caleolo all’Ateneo bolognese, ove pure, dall’84 in poi,
ebbe I'incarico dell’Analisi superiore.

Sperimentd per prime nella Scuola la fusione del Caleolo diffe-
renziale ed infegrale e ne oltenne cosi buoni risultali che sempre la
mantenne e tradusse nel suo bel libro di Caleole, malaugnratamente
rimasto ineompleto.

iDiamo, in fondo, nna nota delle pubblicazioni dell’Arzela: rile-
viamo qui che uno dei risultati pii importanti, al quale Egli ha le-
gato, nella storia della Seienza, imperituramente il Swo nome, & la
dimostrazione da.Lui fatta ehe condizione necessaria e sufficiente
aceld che una serie di funzioni continue abbia per somma una fun-
zione continua, & ehe la serie sin dotata della convergenza wuniforme
a tratli, o, convergenza quasi uniforme, come si dice ora col Borel,
Il quale, nel suo libro sulle funzioni di varinbile reale, ha lumeggiako
I'importanza del teorema suddetto.

Intevessantissimi sone 1 lavori sulle * Funzioni di linee , le teorie
svolte nei quali I'Arzela applica alla dimostrazione dell'esistenza del-
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integrale delle equazioni differenziali ordinarie, con un minimo di
condizioni, al calcolo delle variazioni, al problema di Diviehlet-Rie-
manun. L'importanza dei predetti lavori appartenenti al Calcolo fun-
zionale & stata riconoscinta ed illustrata da valenti malematici
francesi, _ ‘

C1 piace di riportare qualche periodo con cui un ilInstre Suo Clol-
lega, il Pincherle. nella Commiemorazione fatia dell’"Arzela alla Regia
Accademia delle Seienze Bologna, sintetizza Vopera seientifica di
Lmi: “La produzione scientifica di Cesare Arzeln rispecchia le gua-
hta caratteristiche del Sup ingesno prevalentemente erifico, della
Sua mente dotata di squisito seuso analitico e di singolare acume,
Spesso "ho sentilo accennare alla sna predilezione per guegli studi
che vichiedono * un minimo dij erndizione, un massimo ds penetra-
zione ,. Beli non vagheggiava le grandi costruzioni sintetiche, non
cercava 1 raffronti fra regioni lontane delln scienza speculativa, A
Lui piaceva invece di agsodare il terreno su euj si svolge 1'indagine
matematica; si ingegnava a precisare sempre meglio le condizioni
che assicurano la solnbilifi del problema, la validita dell’algovitmo:
voleva che alle condizioni spesso troppo larghe, di cuj s accontenta
il ricereatore comune, altre ne fossero sostituite, piti ristrette. pin
esaurienti che fosse possibile; e pin d'upa volta "acntezza del sno
mngegno gli permise di ritvovare le eircostanze necessarie e sufficient;i
essenziali per il fatto che formava oggelto della Sua ricerea ,.

L'Arzeld era membro della Sacietd di Scienze naturali ed econo-
miche di Palermo e della R, Accadenna delle Scienze di Bologna,
$0c10 corrispondente della R, Accademia dei Lincei e della Societa
matematica di Charkoff, era uno dei XL della Soeiets Italiana delle
Seienze ed aveva nel 1907 ottenuto jl premio Reale per la mate-
maticy.,

La morte ha colto "Avzela in efy non ancora avanzata: ma a chi
aveva dmmestichezza con Lui & sembrato che abbia colpito non un
aomo di 65 anni, ma un giovane, tanto Egli a1 era mantennto, fin
quast all’ulbtimo, giovanilmente forte e nel corpo e nallo spirito e
nefla mente.

Elenco delle pubblicazioni di Cesare Arzelp,

L. Nota sopra aleune applicazioni di una formula dats da Jacobi, * Giorngale
ai Mat, T. IX, — 2 Sviluppo in serie oriinate seconde ‘e potense decrescenti
delle variabile di n funzioni algebriche definite da aitrettanie fquazioni a coeffi-
clenti determinali, ibid; P X[ -8, Deformazione di wun ellissoide omngenes,
elastizg, ssodropo, 1bid. T. X[] — ¢, Sopra la teoria dell eliminazione algebrica,
Ibid,, T. Xv. — 5 Teoria dei limiti ¢ dei numeri irrazionali, Tirenze. — A, {3’03
Servazione intorno @i massimi e nnEmE di una funzione veale di una variabile
reale, * Giornale di Scienze Naturali ed Eeonomiche » di Palerme. — 7. Un'os-
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servaziong intorne alle serie di funsioni, * Rendic. Acc. delle Sc. ,, Bologna, 1883,
— B, Sui prodotli infiniti, * Mem. Accad, Scienze ,, Dologna, 8, IV. T. 1IV. —
9. Intorno alle continuitéd della somona di infinite funrzioni continue, * Rendic.
Accad. Se.,, DBologos, 1884, — 10. Sulla integrazione per serie, Bologna. —
11. TUn tevrema intorno alle sevie di funzioni, * Rend. Accad. Lincei ,, 8, 4, T, L.
— 12. Sull’integrabilita di una serie di funzioni, Ibid. — 13. Sidla integrazione per
serie, Ibid. — 14. Sopra una cerla estensione di nwn feoremia relativo alle serie
trigonomelriche, Ibid. — 15. Sud prodoiti infiniti, * Rendie. Accad, Se, ,, Bo-
logna, 1886, — 16, Suglt integrali di funzioni che olire alle variabile d intzgra-
zione eoniengono allra variabile, lbid., 1888, — 17, Sulin teoric delle funzioni
annaelitiche, Ibid., 18388. — 1B. Fnunzioni di linee, * Rendic. Accrd. Lincei 8. 5, T. 5.
— 19. Sugli integrali doppi, * Mem. Ace. Se. ,, Bologna, 8. V, T. 1I. — 20, Sulle
aeriz doppie trigonometriche, Ihid., S. V, T, IV, — 21, Sulle funzioni deé linee,
Ibid. — 22, Sull’integrabilita delle equazioni differenziali ordinarie, lbid. 8. V,
T. V. — 23. Sull’ezistenza degli infegrali nelle eguazioni differenziali ordinarie,
Ibid., 8.V, T. V1. — 24, Sull' integrazione per gerie, * Rend. Accad. Limeer ,, 1897.
— 2D, Sul principio @i Diriehlet, * Rendic. Acead. ., Bologna, 1897, — 26, Sullas
rappresentazione approssimatn delle funzioni analitiche, 1898. — 27. Sulle serie
di fungzioni (in due parti), * Mem. Accad. ,, Bologna, &. V, T. ViI[ o traduzione
in tedesco di I. T. Pomr e B. Ravceeesexn, * Monatshefl fiir Math. und Physik,
T. 16. — 28. Sull’integrazione per sostituzione * Rendic. Accad. ,, Bologna, 1900.
— 29. Estengione di un eriterio di conrergenza date do Riemann, Ibid, 1901, —
80, Sul secondo feorema della media per gli integrali doppi, * Mem. Accad. Sc. ,,
Bologna, 8. V, T. X, — 31. Sulle serie di funzioni di variabile reale, * HRendic,
Acead. ,, Bologna, 1902. — 32. Sulle serie di funzioni anclitiche, 1bhid, 1803 e
iradazione in inglese in * Anp. of Mathemetiecs ,, 8. 1I, T. 5. — 33. Sull inver-
séone di un zistema di funzioni, * Rendic, Acead. ., Bologna, 1908. — 34. Sulle
gerie (v funzioni wgualmente oscillanti, 1bid., 1904, — 35, Swlle funzioni di due
variabili ¢ variozione lwitata, 1bid., 1805. — 36. Sull’ integrabilitac di una serie
di funcioni integrabili, 1bid,, 1906, — 37. Snulle funczioni di due variabili a va-
riazione limitata, Ibd, 1907. — 38, Sul limite di un iniegrale doppio, 1bid., 1907.
— 39. Esistenza degli integrali nelle equazioni a devirale povziali, * Mem. Ace. »
Bologna, S. VI, T, 1ll. — 40. Sul teorema di E. Borel, * Rendic. Accad. ,, Bo-
logna, 1909, — 41. S aleune qitestioni di ealcole funzionale, * Mem. Acec. ., Do-
logna, 8. VI, T, VII. — 42. Vaviazioni deboli e forti delle funzioni, * Rendic,
Accad., Bologna, 1911, — 43. Trattato d’Algebra FElementare (tre edizioni), Fi-
venze, Le Monnier. — 44. Complementi @’ Algebra FElementere ad uso degh Isti-
teefi Teenici, 1bid. — 45, Aritwmelica razionale in collaborazione con G, INGRAML
— 46, Lezioni di Caleolo infinitesimale date nella B. Universita di Bolugna, Vol. 1
(Parte 1* ed un fase. della Parte 2%), Firenze, Le Monnier, 1901,

ERRATA-UORRIGE. — Nel fase. VI, anne XXVII, pag. 275, problama 27 invecs di Uhostas
taggonm Chasles,
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SUPRA [NA CLASSE SPECIALE DI (ISSOIDALY ]

Consideriamo in un piano due curve -, 72 € un punto Q. Pren- 12
diamo, su ogni retta ! passante per O, un punto P 1ale, che i rageio e
vettore OP sia egunle alla diferenza OP; — 0P, gei ragel veltori dei i“
punti Po, P, in cui la retia ineontra vy o v,.

Il Jnogs dei punti P si ebiama; com's noto, cissoicdule di Y1 8 v
rispetto al polo O.

Mi propongo di far notare ung classe speciale di tali enrve che
sorve & generalizzare il problema dells duplicazione del cubo. Fard
vedere come, con procedimento analogo a quello seguito per risol-
vere, eon la cissoide di Diocle, il problema di Delo, si possa trovare
Vequazions di una curva che risolve il problema delis duplicazione
d'una potenza qualungue, deducendo qualche proprietd in eni rien-
irano quelle della cissvide retta che non dipendano dalla speciale
forma delfa sua equazione. Si presenta interessan te poi um caso par-
ticolare relativo all’iperbole,

I. 11 problema che si vuol risolvere e il seguente: dato un segmento
costruirne un altro tale che I polenza n-esima del numerp che (o mi-
sure sia A-pla della potenza n-esima sl numero che misura il primo.

Preso il segmento dato come unita di misura e detto = il numero
che misnra i segmento ineognito, si tratta d risolvere geometrica-
tiente 'equazione

=,

Riferendoei a nn sistemna d'assi cartesiani ortogonali, poniamo, sulla
retta z =, AM =), e, sull'asse delle ), ON =)o,
Le due retfe AN o OM, che hanno per equazioni rispettivamente

T Y o b 7
a EEER ¢ 5"
§ i s ® . i
Sincontrano in un punto P dj coordinate
I'T}.,”_'] lu
o == s TE=
L ] + hn-_‘l L ‘f 1 __I_ ln—l (1]

che, al variare di A, deserive la eurva cereatn, di cui la (1) possono
Vignardarsi come Je equazioni parametzriche.
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2. Eliminando dalle (1} il parametro X s1 ha l'equazione generale
della curva in coordinate cariesiane:

' o (20 @ ypl) — @t o =0, 2)
Cangiamo 72— 1 in #n; la (2) diventa
(2" @) — e =0, (3)
che, per n negativo e uguale a — m, si trasforma nell’altra
e - @@y — ' =0 (4)
E facile vedere che la eurva (3) & la cissoidale della (4) rispetto
all'origine delle coordinate e alla retta z=a. -

Sia O il polo e OA l'asse polare. Si conduca per O una trasver-
sale qualunque y =2z tg ¢ che seghi la curva (4) 1n P, e la retba x =a

in M. Preso o= 0P =0M — OP; s1 ha

4 1 E1 )
7= cos a )’
dove r,, ascissa di P,, e dala da

(o )
T 14-amtgte

Sostitnendo guesto valore nell’espressione di g, st trova

_g SENnT 9
COUS @

= » {a™ sen™ ¢ - cos™ g), ()

che & la (3) in coordinate polari con n positivo e uguale a .

E evidente che se si cangin, nella costruzione precedentie, I'ufficio
della curva (4) e della retta 2 =ea prendendo OP = OP;— OM, si
ottiene la stessa cissoidale in una posizione simmetrica con la pre-
cedente rispetto al punfo O.

3. Knunciamo qualche proprieta che discende immediatamente
dalle eguazioni (2), (4), rammentando da prima qualcuno dei teoreml
cenerali sulle eissoidali. Chiameremo, per brevita, generairice la curva
rappresentata dalla (4) e cissoidale quella rappresentata dalla (3) e
distingueremo con l'indice 1 tutto quanto si riferisce alla generatrice.

Le curve rappresentate dalle eqguazioni (3) e (4) s1 trasformano
facilmente in due alive, di equazioni piit semplici, che godono delle
stesse proprieta di quelle, e di cul ¢i si potrebbe servire in quel che

segue,

Posto nella (3) a—% , essn diventa

o+1 ]
ot Aty = 8 - -g—"_—c— ‘ (3)
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Eseguendo la trasformazione (affinita) definita dalle ve]

azioni
T 1 ¥y _ 1
X % Y A
s1 oitiene, dalla (3) lequazione:
. }
X (XY — 7 yr=0, 3
Analogamente per Ia zeneratrice:

} J :
lll+Yn—T£'X]l_l=D; fil

nelle quali / & una lunghezza arbitravia che potrebbe supporsi eguale

all'unita.
Riseriviamo ora le equazioni (3), (4) sotio questa forma:
T (£ - ay™) — "y =1 (5)
yu _I_ ﬂ"f{” — ﬂ.l:“_l iy DT (5}

dove n & intero e positivo.

S1 ha, come & noto, e come st verifica subito

ly=uatg 3 —1, : {7)

essendo (z, ), (x, i) le coordinate de’ dye punti P, P, in
trasversale qualunque imcontra Je curve.
Conducendo per P, P, due

cul una

parallele all’asse 4, queste incontreranno
rispettivamente in Q,, Q la generatrice e la cissoidale. Si riconosece
facilmente che Q e Q, sono allineati con I'origine,

11 rvapporto tra le aree de due iriangoli OQP, ¢ OWP ¢ uguale aila

n-esina potenza del rapporto tra’ coefficienti angolari delle trasversali.

In vero se y=mz, y =z sono le equazioni delle rette OP, 0Q,
s1 ha, per I'urea A del triangolo OQP,,

a3 i Oy — )

2 (4w 1+ met)
g, per l'arvea A, del triangolo 0Q),
evidentemente eambiando
ul posto di m, e viceversa

A=

P, un'espressione analoga ottennta
il segno al secondo membro e scrivendo

In—232

A @ iy (R — ) i}
T 2 (gt ) (L= mmy”
Risulta: 1
A A
gl = ©)
4. Dalla relazione p= OM — OP; si ha
do _d o d
}E-_iftp'OM__d‘p'OPh I(g)
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Il primo membro di questa egunghianza rappresenta la softonor-
male polare della cissoidale in P e 1 doe termini del secondo membro
rappresentano: il primo la setbonormale polare della retta AM in M.
é 1l secondo la solfonormale polare della generatrice in P,.

Si ha gquindi un mezzo assai semplice per coshruire la normale
alla eissoidale in P quando sia iraceinla Ja generatrice.

Uv'albra maniera di costraire la tangente alla eissoidale in nn
punte (z, ») msulta dal tecrema di G. de Longehamps: () lu vetia che
passa per ) e per il punto (x, v) della eissoidale tncontra la retlu x ==
e ur punto equidistante da quelli in cui quest’ultima & incontrats dalln
tangente alla cissoidale in (x,y) e dulla tangenie alla generatrice in (x,v, .

5. Deberminiamo ora le tangenii che s possono condurre nlle cis-
soldale (3) da un punto dufo (x, 3).

Bisse toccheranuo la curva nei punti d’intersezione della cissoi-
dale eon la polare del panto (v, 3), rappresentata dall’equazione

2 [t ~+1) 2% + @y" = na"3 (o0 — ) 7 — a* Pyt = 0, (10

Eiminande » —a fra la (3) e la (10) si ottiene l'eqnazione

@y — a) -+ (n 1) aye” — nZa" =0, (11

che rappresenta 2 -1 rette passanti per 'ovigine (punto n-plo della
curva) e per gl 71 punti di contatto delle tangenti richieste.

D'aliva parte si riconosce facilmente che questi #-—1 punti de-
terminano una corva dello stesso tipo della generatrice e di cui I'equa-
zione si frova subito nel modo seguente.

Melfiplicando il prime membro della (8) per n (n - 1) 3, e il primo
niembro della (10) per (n-F1)ay--a8x e sommando membro con
membro le eguaziom otteunte si ha:

o (1" o - amz (n 1) (o — a) ' 1

+ nati (2 —a) xy'— - 0fa" (2 — a) 2yt = 0.

Per avere I'egnazione della curva cercata basta sostituire nella
precedente espessione ad 7 il valore
e ("= ")

||I1._

(i

dato dalla (3); ¢i ottiene eosi U'equazione

(" 4+ @y (e —a) o (n -+ 1)~ "5 (2 — a) 1L
+ a2 (n 4+ 1)% 2"+ 0* % (o — a) =10, (12)

che rappresenta una curva, del tipo della generatrice, elie taglia la
cissoldale in 2 punti.

M) Associalion Omngalse, Congris de Grenoble 1385,

P e
ST I T bt

=Y e e
-

Ukl ATy

%
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Sostifuiamo ora nel primo e nell’ultimo termine della (12) 2" - ey
& & —a coi rispettivi valori dati dalla (). 81 trova 'equazione

(""" (& —a) + o (71)2"y— nBx" ] [a (0 - 1)y ngx] =0

che rappresenta #-1-2 rette di cui » +1 coincidono con quelle defi-
nite dalla (11) e I'attra di equazione

2+ 1Dy -+ nu3z=0 (I3)

passa per 1l punfo (- 2)ue,
Se ora sostituiamo, ancora nell’'equazione (12), al posto d; " - gt y"
& x—a 1 rispettivi valori dati dall’equazione

[:4 l'i. EtULﬂ.j i _’_ (" — ”:E.H—I —_ g1 (.1" o ﬂ;l | "y —
p L Y

della generatrice, si ottiene Fequazione seguente

% (2% — a) (n+4 1) 222 T W37 (2 — q) G lggt=d k.
@ (- 1) at3 — pigigmnymes _
che si pud scrivere
(2 — a) 21 [na"3y" - 5 (n + 1) 2] -
T [ (n 1) 2n— |- na"Sy" =t (2 (n 4 1) vt — ne" 3y =0,

RIS
(na® 2y Lo (n =+ 1) 2+ [a*nfy*— 4 (a — (n + 2)} a1 =,

che ci dice che la generatrice della cissoidale e la eurva rappresen-
tata dalla (12) si tagliano in 23— 2 punti posti suile rette

Ja(n4TI)e— L na"3y" =0

l Hﬂuﬁyu—z - i[” ) E:H + —'-*II.J.FI an—3 __ 0. {:1-_[-}

Concludiamo che, per determinare le tangenti che da gn punto
dato {«, 3) si possono condurre alla eissoidnle basta cercare il punto
n eui la relta (13) taglin la eissoidale e j punti in cui le rette (14)
taglhiano In generatrice. La curva, dello slesso tipo della generatrice,
passanle per questi punti, determina, con le spe Interseziont con la
cissoidale, le tangenti richieste. (")

6. Proponiamoci ora di ealcolare I'area della superficie compresa
tra la curva, 'asse z e una parallela all'nsse 7.

Distinguniamo, al solilo, i due easi.

L. Cissoidale. — Indicando con S larea sn definita, si ha:

‘X 1% =0t . 1
5 == / ynfm=:- re (@—a) udr
. J
Ora, posto
r=z2" (15)

1"y CIr. per la ecissoide | Brocrz, von nota i J. W LEER W Proceedings of the Londos Mutle-
Muticnl Society, {1, p. 161,
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¢1 ha
1 ot _3 " o —
7 ] = la—ux) “IF.‘F=E 2" (@ —=zv) = dz,

e, per una nota formola di calcolo (%)

AT =
et -

n 4 -
— f 2" (a—2") v dz=

=% [—- -é—z[u—z )n: (2‘ - uﬂ_]n])] : "j_l L f(.“**—z“]‘%df-

Quindi, I'area A della superficie compresa tra la eizssoidale, 'asse o
& lassintoto v =a, & duta du

s

e

e S %0

"m. 5 3 1t 1 =t L .
—ﬂ 2 (@ —29) W dg = T (n—z) dz: (16)

0 (1]

: : < 1 :
e osserviamo che ha sempre un valore finito finche < I e diventa

infinita per i = 1. [¥)

: Ganernrﬂce. — Indieando con §; 'area della superficie compresa
fra la curva, 'asse x e una paraflela all’asse y#, si ha:

'l. 1
Sy = [ Yy = ; xr (a—2z2)v da. (17)

1] o

Per polere wirivare ad avere, in questo caso, per tutta 1'area A,
della superficie compresa ira la curva e l'asse z, una espressione
analoga alia (16) in modo da poterle insieme confrontare, irasfor-
miamo convenientemente la fonzione da integrarve.

Seriviamo la (17) sotto la forma

1

Slzéflmm_-‘_:ﬂndﬂ:.

i rhn

Ponendo
a— xr=_2",

I'integrale indefinito si trasforma nell’altro
| o
___ﬂ_./-i,.n E'ﬂ_zn) ?rzz
e

7" n—1 1
— | 2" (g—2")n = —
(¢ (i

K quindi:

1 IIHHT_j lf Zﬂ‘n_j_jd
_—fz(u—z) ]—P? (0 —2z") n dz.

t} Diws, Awalind dnfinifesisnais, 1, p- 1l
(%) Dy, op. eir., I0, p, 103,
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L'area A, & data da:

b | n
¥ 1'_ n=-sj 1 11'1_ i |
AI:TI_ 2" (0 — 2%) = de=—;}—f (¢ —2®) = dz. (18)
L B L
o1 ha ora
._L]_ — 1 1 :
17 - }a e 1% BEY =l
5r0 rrf (@ —2") » ffz-?/ (1 —2") v dz=
o >
ts | l r__
T }a —— | el
=§E fﬂ—f”; ndz"_l_? 2" [ z") nEFE!
- 0 N
OBSIA
n-+1 V2 ik ¥ s =)
Sas 8 (@—2") vy — 5 (1 — 2%} n dr=
H 4
( (¥ P2
= — (M—2") = dz

>
A—A,—ﬂ_]_gﬁ,
da cui
0 -2
Au-—”_lﬁl. (19)

Cioe: Tarea della superficie compresa ira la ecissoidale, Uassintoto e

l'asse x & =
asse X ¢ ugquale a |

curva generatrice e dall’asse delle nscisse.
La proprieta dimostrata vale per gualunque valove reale di n.
Per convincercene procediamo in altro modo. Ripighamo le equa-
ziont (7) '

voite l'area della superficie racchiusa dalla

(7 ripetute) {'T_ﬂ %

Y=a.1g3c —u.
Differenziando la prima e moltiplicando I'equazione ottenuta mem-
bro con membro con Ia seconda si ha-

yaor — ydey = — a . tg wday .
Integrando da =0 ad 2=a si trova
i _ 0 'D ? 'U:I 1
[ yd.l‘—-f ylrf.:rl:——uf t.g '-del_—‘_'_'”f ;‘_ﬂ‘ﬂ'f Sy
- 1
0 o n a

08818
A-—}-A;znfa%ff;l?; —+ (.
£
(1]




i
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¥
* iq/0— &
ﬂf ”'f—ff..'r1=f V—-——ff:ﬁ.
e u )
L1} il

0 — 3y =—2",

Ora

0 anche, ponendo

1

L 1]
I L] ——— ThF ||I‘I._, .—l ; II|“__ ——T—
f I.i'.“__**i-:f.,rl =nf (e —2") = dz= ﬂ‘f (6 — 2") = dz.
. £y -

i

¢ quindi, rammentando la (16), poiche la costante d integrazione si
riconesce facilmenie essere nulla, si pud serivere:

2n
. A'_]_Al_ﬂ—f-l‘&'
- ¢, infine,
A —ﬂ"r IA].
n—1

7. Per le curve che si stanno studiando ei sara utile verificare 1]
teorema di Slnse (*) che dice che i volumi general: dalla rotazione delle
due eurve attorno alle retia x —u sono equali.

Il volume del solido generato dalla superficte S quando la cissoi-

dale roofa attorno all'assintoto si puo calcolare per mezzo della
formola .

uuf"'(u—:r)ﬂdy-:m:[(u—z)’y+9,fxy(ﬂ—;n) dx].

b=

Per avere in particolare il volume V del solido generato da futia

In superficie A nella stessa rotazione, definiamo 1'integrale prece-
dente da 0 ad a, Si ha:

|

a 2 [3 A =
V=23 f ylao—o)de= = f zn (a—az)» da
0 i

che si pud anche scrivere:

a =1 1

<) ) a Zo-+1 1
. 370 — N — =TT A=
V=— ar (@a—a) » de— z v (a—x) » dx.
i (
0 1]

Ora &
* =3 =t 2n+1 [ il _1
f & (a—zg) » de= = /- o (¢—z) v da;

quindi, sostituendo e rammentando la (16),

V=2qa. 21—~ 1 A, (20)

(") Questo teoramn, comunicato da S1csz ad Heyoens per il enso della cizssoide di Piotde, B
atoto genaralizzaly per qualungue cissoidnle dal Massat (Mathesis, 1888, pp. 245 & 275).

!

4§ llj-
"
j
1
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Analogamente, per il volume o, generato dalla superficie 8, quando
la generatrice ruota attorne alla retta x=uaq, si trova,

¥ 2 px u-l Pegel
n1=ﬁf (ﬂ—ﬂ.')gf;l?f:—_rﬂ[_ff[:f;_—ﬂ:}"i"_{_;_f X (a—ux)= dr]
(¥ 7

H tn particolave, il volume Vi geverato dalla superficie A, nelia
stessa rotazivne & dato da-

pﬂ: a n-| 111

e = i

Vlz ‘;f o o {ﬂ:—.T‘:] " ﬂr.I'_—_-
(¥}

l_.Tl: a u—i : _1__ EE 48 In—1 ' i d
— ‘ﬂ—f Loy — 1?) “o — ”_f X ™ Lﬂ——.T)“ tl.r.
£ i

S1 ricava I'espressione, (1)

V1=2..n.,.3;;1!11, (21)
e quindi, per la (19)
Y. — F1. (22)

8. Le formole (20), (21} sone notevoli non solo perehé ¢i danno i
volumi proposti in funzione delle aree delle superfici generatrici, ma
anche perchd ¢i permeitono di ealeolare le ascisse o, X'y dei bari-
centri delle superfici rispettivamente comprese fra Ia cissoidale, 'gs-
sintoto e I'asse z; e fra lu curva generatrice e lo stesso nsse. Segue
dal teorema di Guldino:

n—1 Z2n -1

Ln — (1 (f . — {l "
I - i 537" (93)
lt’—f! ﬂrsu—{—l HEM——] =
I 3n 3

Per mezzo di queste formole sj trovano facilinente le espressioni
che ei danno i volumi W, W, generati rispettivamenie dalie super-
fiet A, A,, quando le due enrve rilotano altorno all’asse y. Appli-
cando ancora il teorema di Guldine sl trova:

IW =2E..ru .4‘1. -:ETEH.A. -§H:.+11

)

2n —1 =4)
l"vl=gﬁ.$’u.ﬁ1=2ﬂﬂ.ﬂj. 3”_;
dalle guali i deduce
W En“-{—3ﬂ+1w_ o
o T 2 —3n <1 " (25)
e quindi ancorg ’ .
i —1
Y 5 W
Zn<-1
J #: jl =6
lvl _*}u __1 wl!

(') Quest'esprassions i ¥, rvisulta del resto diretlamente dalla (20) nella nuale si fareig u pe-
gative, eib ehe portn a cauginre anchie A in A,
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J. Sarebbe ora interessante studiare la forma delle curve pel vari
valori dell'indice n e qualeche easo particolare notevole. Spero di
poter completare la presente nota con un’alira in eui mi oceuperd

pi specialmente della topologia delle enrve in discorso. Per ora mi ;'?
limito & mettere in vista qualche proprieta dell'iperbole che discende 2
dalle considerazioni precedentemente svolte, :
Per n =2, I'equazione (3) diventa 1
¥
z (e + ay) — a’y =), §

che rappresenta nun'iperbole, cissoidale delle rette

r=da, x4+ ay—n=0,

In generale, assunto sempre il polo nell'ovigine delle coordinate, 4
la eissoidale di due retle qualsiansi di equazioni b
[y =mx 5
[ E— + (=)
.! — L 2 E
6 an'iperbole di cui si trava subito V'equazione \
MaMea™ — (11 = mo) 2y - o L (aamy — 02,m0) 2 -+ (i —ng) y=0. (28) j::i
Le due rette generatrici son parallele o eoincidono con gl assin-
tof1 della eonica. .
fnversamente un’iperbole di egquazione
r!u;l:':'—]~ E{I]g;l*y I ‘yﬂ Jl' Eﬂjam_’_Eﬂﬁy:D (29) tlj

si pud sempre costruire come ecissoidale di due rette delle qunali e
facile trovare le equazioni.

Confrontando Ja (29) con la (28) si hanno, per determinare My, Ny
me, g, le gunattro equazioni

fyg =— M 1e,
— E”w = My 1 Uiy, [30) :
20t yg = sty — Wy Ms? RUel
EHHE — ?]1 _ -’-}E : L 5t ke L.l'.'-
che formigeono 1 vnlori - Tl
_ i
[ My = — s ‘I" l' Myg” — {1 :§
flyg — fTyoffgy i
J Ny = (lgg —1- = ?
Vﬂ':':a- — iy (31} 151
Me = — g — V4,o* — a3y ey 1
e p
(f1a — fMalles ¥ ¢
g — (Fan . : i

Ve — gy

Se le due rette (27) sono parallele, si ha: iy =3 € guindi, per
le (30), & nullo i1 discriminante A delia (29).
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L'iperbole, com’e evidente, st ridnce a unu coppia di rette paral-
lete alle dute.
Se le due rette (27) sono perpendicolari, I'iperbole & egulatera,
Allora, poiche &
My - 1 =10, Wy —— g =),

per le prime due delle (30) si trova, ricordando ehe te =1, la notn

condiziene:
I=1ay + s — 20150 =1,

TeorEMA. — Lg irtngente ali’iperbole in un punto fx, 35 taglia Ta
Tela Y = MaX - W dn un punio tale che il segmento compreso fra esso
e 1l punto d incontro delle due yette generatrier ¢ dimezzato dalla tru-
sversale wscente dall’ origine lu quale passa per il punto (=, 3,

St ba cosl nn metodo senmplicissimo per costruire la tangente in
un panto all’iperbole,

Si dednce poi immediatamente che Jo congiungente il punto d'in-
contro delle due generatrici con Vorigine delle coordinate ¢ tangente iri
il iperbole, :

RarragLe LreoxaroL

RICERCHE PROIETTIVE

sulle linee traeciate in una superfieie immersa in uno Spazio
a piu dimensioni

Seopo di guesto lavoro & 1o studio di alenne proprieta proiettive
infinitesimali di superficie di spazi a % dimension; (S.), specialmente
per quel che riguarda le linee che in esse sl possono tracciare, se-
condo I'indirizzo secuito dal prof. SEGRE nella sua nota: © Su una
classe di superficie degl’iperspazi legate colle equazioni lineari alle
derivate parziali di 2° ordine o )

La massima parte delle proprieta che invocherd si trova in qnesta
nota; aleune perd erano gia state dimostrate sinteticamente dal
Der PEzzo. () |

Ad aicune fra le proprieta dimostrate nella nota del Segre era
rero gia stato condotto da cgnsiderazioni metriche Ercexio Erra
LEv: nel suo * Saggio sulla teoria delle superficie a due dimensioni
‘mmerse in un iperspazio .. Tl

() AU deil* Ace, deite Scienze di Torvine, 1007, XLII.

(") *Sugl apazl tangenti n wng anperficie o n nna voriell immersa in Mo sphizio a pab dj.
menwioni , (Ades. delle Sciemes d) Mapeit, anna 1830),

(%) Auwuli detta E. snofa Novmale Superiore di Fis, 1903,

B ; "
AT AT LS -
e .

- s

——— el .

- [ = s b Ty
T L e 0 e
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Chiamiamo 2y, T2, ... 2u1 le coordinate omogenee di punto in
nno S,. Per avere in esso una superficie, pomamo ls z (') funzioni
ti due parametlr: (essenziali) che chiameremo u e .

Faceiamo sempre su gueste funzioni 1 ipotesi che siano deriva-
bili quante volie occorre. Indicheremo le derivazioni rispeito ad =
e & ¥, o col soliti simboli, o serivendo le lettere w, v al piede delle
lettere che indicano le funzioni da derivarsi, tante volte, quante
sono le derivazioni da favrsi.

I. — Sezioni iperpiane con punti multipli e spazi »-tangenti.

I. Incominciamo col ricercare analilicamente ¢nale sia la dimen-
sione del minimo spazio. ogni iperpiano passante pel guale, tagha
una dala superficie secondo curve avenii un dalo punto della su-
perficie come punto »-plo.

1 punti eomuni a un iperpiano di coordinnte proietiive omogenee

i

F
ty Eay..s Enct

e alla superficie (varieta a 2 dimensioni, che indicheremo cul sim-
belo Vy) che st considera, sono quelli che sodisfanne alln:

NE X, —0
I:l

ove, I1n Inego di X, si legeano le funziom di » e v, ehe danno le coor-
dinate de1 punlti della V.. Talvolta seriveremo pin succintamente le
formola precedente eol simbaolo

(€, X)=0. (1)

Fissinmo vn punto di coordinate x, della superficie. Ammessa¥la
sviluppabilitd in serie di Taylor delle fonzioni X d1 v e v, avremo

g di+aoode4- ...

e allora ln (1) s1 muta nella:

(': v :’-':) "F_
(Z, ro)du (2, 2) de -

% [(E 4 @un) v 2 (B, wus) dudo 4 (§ , av) dv®] +
E [[F I'mm ﬁ?u‘ﬁ’ + 3 (,ﬂ ‘ -ru'.n} di dv + 3 {‘:‘ I ‘r”“] dndp® ks {_ ] ﬂfn'r] fhf'ﬂ]
1

(652 2 ot e 32 ]

L a L] L] - [} - ¥ L] ] - w L] - - - # - - " ® i L]

!

1Y In oua formela eontenente le . senz indice. intenderemo risssunte le formole che a'piten-
gono dando a4 « 1 yalurd |, 2, ... 0 — 1.
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dove du e dv sono i diffevenziali di u e , presi sulla linea d'inter-
sezione. (%) '

Se vegliamo che la linea d'intersezione abbia nel punto di coor-
dinate @, » tangenti, cioé vi passi con 7 vami (distinli o, in parte,
cotecidenti) dovremo snpporre che nell'equazione manchino i termini
avenfr per coefficienti:

€, «)
(€, au); (§,2)
(% Tom) (€ s 2ne) ' (T, )
(2, Tinnds (S 3 Augy s (€ 2 Live) y (&, -
(:- ' i :r_) (': 0F .1;)
it L ORI R

perche allora il gruppo di termini, 1a cui somma ngnagliata a 0 ei
da Fequazione delle tangenti, sari di grado »,

Cosl imponiamo all'iperpiano £

r{r-+1)
— 5

lJrErg:...—lL'J'

condizioni, che saranno distinte. se fra le varie derivate parziali di
non vi saranno relazioni lineari. Escluso questo caso, £ sara dungne

: \ (1= 1) : . -
obbligate a passare per uno spazio a 5 — 1 dimensioni, ossia,

per o Sy, che chiameremo col Der PEzzo (*) spazio r-tan-

gente alla superficie nel punto x.

Ricordiamo che questo spazio & individuato dai punti che hanno
per coordinate le derivate @i o+ fino alle (r — 1), Sieehd lo spazio
r-tangente & anche lo spazio nel guale sono immerse tutte le va-
rieta 1 S, osculatori alle ecurve regolari della superficie paseanti
per 1l punlo che si considera. Infatii 17-esiwe spazio oseulatore di
una qualsiasi eurva della nostra V.. ottenuta ponendo » funzione di w,
possiamo considerare ceme individunto dai punti

£

B @ L o)

ove & indichino con gli apici le derivazioni riepetto ad . Allora si
vede che le coordinnte di questi pinti msnltano combinszioni linear
delle derivate parzinli rispetto ad # e » (fino alle p-einn) df @ @
I coefficienti della combinazio®e sono le derivate di » rispetto ad u,
elevate a varie potenze e moltiplieate per numeri interi.

7} §'intende che ei limitismo n ronsideiare punti infinitamente vivini a =, nel senss elie s
di in geowr. differenziale a fnasta frase,
() Kota eitnia, p. 7.
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c . . . v .
Nello sviloppe di 2@ |a parte che dipende da :f::, e

o' ¥ A o' T

- ' r
dus T dutHw A g v

= i s

A e | D e WO ol
L R e

il

Dunque per ogni valore intero di » si ha da considerare una
r-icct nporingie nelle S, dei punti di coordinate :

'
.
T -

Al
- T e
i :ll.'rllhl'."ap-l'f:-'.___ i

i
g [

e oumTt o
it ! o' a

Queste curve godono di notevoli proprietd, interessanti nello
studio delle linee delln V.. Esse non degenerano che nel caso in cni
o spazio in coi sono immerse sia di dimensione minore di ». Ma noi
escludiamo per ora questo easo.

In generale 1 gruppi delle » tangenti in un punto sono fali che,
fissate » tangenti a enso, si trova un iperpiano che sega la superficie
secondo una linea avente quelle tangenti. Infatti dee & coordinata
proiettiva nel fascio delle tangenti in 2 alle linee della superficie;
tormiamo allora 'equazione:

Adu -+ rBdu—dv+...=0 (1)

e seriviamo che quest’equazione deve coincidere con la;
| - 83 I") ¥ - 0' X r—1 7
(:., P au —+ i (-, = m‘) du—de+...=0. (2)

Le proporzioni che dovremo porre fra i coefficienti della (1) e
della (2) ei dicono che I'iperpinno £ deve passare per certi  punti
dello spazio dei punti:

i R

o' x 0" & L &
ou’ DT op " ar

che & Jo spazio (»- 1) tangente. Il piano £ cosi determinato non
confiene guesto spazio (- 1) taugente, 2 meno che fra i punti di
(questo won passino legami linean tali, che il piano Z, obbligaico &
passare per » punii dello spazio (» 1) tangente, lo contenga. Ma
allora le tangenti alla sezione iperpiana sarebbero » 4 1, sicehd in
tal caso non si potrebbe prendere una sezione iperpiana con sole »
date tangenti.

Piii precisamente, generalizzando nna dimostrazione del Segre, (7)
vediamo subito che, se le coordinate dei punli di wna superficie sodi-
sfano alle derivate parziali di v=™ ordine, le v.7% di tangenti in ogm
punto, devono esser apolari con una r.M" fissa. Sicchd le .2 non sa-
ranno <o, ma formeranno un sistema lineare oo™ 7.

-
i
e
L
ol
!
‘
g

i o
a el =R 7 g

() Notn citata, p. 35,
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Se le equazioni differenziali sono h e distinte, e sono ancle di-
stinte le equazioni che oi danno le rP di tangenti a eui le alire
devono essere apolari, 1l sistema rinscird o™ Ma dire che gueste
equazioni non siano distinte, equivale a dire che esiste una loro com-
binazions lineare identicamente sodisfatta. Allora operiamo questa
medesima combinazions lineare colle date equazioni differemziali.
Otterremo una nuova equazione differenziale che manea dei termnini
con le derivate rime oesin le sodisferanno ad un'equazione diffe-
renziale di ordine r—1, ul piii. Dunque, per la validita della pro-
porzione ora vista, bisognera ammettere che gh spazi tangenti fino allo
r—— 1% abbiano precisamente la dimensione richiesta dalla formola
di Del Pezzo. _

Ritorneremo su civ pel case di »— 2.

Se in particolare le equazioni differenziali sono precisamente r,
essendovi una sola forma dj pesiwe grado apolare con s date distinte,
tutte le sezioni iperpiane con punfo *** avranno le medesime s tan-
gentl.

2. Incominciamo coll’applicare tutio cio ai casa di »r=2,

Nella nota del Segres & considerato il caso delle superficia @, so-
luzioni di un’equazione differenziale alle derivate parziali di 2° or-
dine. Quando esiste una tal équazione, il piano tangente 7, indivi-
duato dai punti z, z,, z,, taglia il piano dei punti z,, » Tuv y Tvv, Che
indicheremo eon y. Nel piano ¥ sta la coniea :

Y =Yun + 2y ¥ T B 8, (1)

Allora si presenta un’involuzions nel fascio delle tangenti alle
linee della superficie nel pnuto X che si considera, (V)

Quest’inveluzione non & altre che Fapolarita eonsideratn in ge-
uerale poco fa. Essa ha per Immagine, nella coniea (I) I'involuzione
che ha per polo il punto comone a = e X Se il piano % taglia il
planoc x in an panto della conica (1), I'involuzione degenera.

A ogni punto della conica (1} corrisponde uno e un sol valore
di v @ quindi una tangente nel fascio %. Due punti dellg coniea,
eorvispondenti nell’ involuzione, son dungue tali che derivano da uno
stesso Sg luogo di S; osculatori a lines avenil una medesima tai-
gente; dungue i puuti corvispondenti nell’involuzione sono anche
segafl nella conica dagli S;, che da & ne proiettano i punti,

3. Se = e ¥ hanno un punio comune, |'involuzione & degenere,
perche il punto (my) corrisponde a tuti gli altri,

Allora ad ogni 8; luogo di S, osculatori corrisponde uno e un sol
punio della conica (oltre il punto stngolure), al quale corrisponde
lo S; che proietta da = Ia tangente alla conica sul punto stesso.

o=

= ot -
r i & - -
L e S ——— - & =
e T R - =i g
- - ] " r
— Ty N gt - g — L =

-l gl — o — A S ~Taa

==
I

.- ‘;
i
b b
y (]
b

-
s e —— e ey
-

" ——
.

- e

o S

Ep—

\') SEaRe. notn elt, p. 8.
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Allora i due S; eorrispondenti alle tangenti, che 1l Segre chiama eca-
ratteristiche, si riducono ad nno solo, tangente alla eonica in (my).

A questo punto corrispende l'unica tangente caratleristica, dun-~
que nel punto che si considera, le due linee earntteristiche sono tan-
genti; se il fatlo si verifica per tuita la superficie si ha un solo
sistema di caratteristiche.

Se ne deduce che in questo easo Pegnazione di Laplace, tradu-
zione analitica del fatto che = e X 8 1ncontrino & paraboliea.

A questo risaltato si arriva anche analilicamente.

Affinehe = incontii y, bisogna che csisia una direzione #, tale che
il corrispendente punto it della coniea (1) sia ancle un punto di =,
cioé le sue coordinate siano combinazione lineare di quelle dei 8 punti
T, Ty, £c; €108 devono aversi certi numeri 2 2oty v p, tall che:

T 1~ 20w 0 By e = o (Ax + pry -+ va),
ossia le = devono sodisfare a una medesima equazione differenziale
alle derivate parziali di 2° ordine della forma :

&r " it T ix tlr

= P VS g —
2 Atft?ﬁ_-Bi!’td-]._”"[_(' iy D@ ==0

dof T %A d?i:h:_'—
nella quale riterremo per ora non Possa essere
B=0=D=(0

perche guesti 3 numeri sone (& meno di un fattore non nullo) le fre
coordinate omogenee di X, p, v, considerati prima. Ora guest’equa-
zione & manifestamente paraboliea.

Consideriamo allora due tangenti coningate nell’involuzione di
cul le caratteristiche sono tangenti doppie. Ma ora le caratteristiche
coingidono, dunque di quelle due tangenti, una coincide pure con
I'unica caratteristica, I'altra & qualunque,

Poichz le » sono almeno 5 (semza di che questa rieerca non
avrebbe senso) sarii in generale impossibile deferminare A, B, C, D
in modo da formare uw’equazione de tipo di guella seritta, eni ob-

bediscono le coordinate dei punti di una superficie generica data;

ma essa sara valida per certi punti di eerte superficie. Sulle @ (") vi
sara una linea di punti per eni = e % 8 meconfrano; la linea ove

Vegquazione
dr o

" s T udy T+ HIE=0

& parabolica; gnesta linea & rappresentata enfro In superficie dal-

I"'equazione
b — dae =0

trow e v (da eni dipendono a, b e o).

() Seane, nota oil., p. 13,
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Tatbo cid vale, finchd non s; annullano, nell’equazjone differenziale,

: o e o0 X dax !
1 fre coefficienti dj du’ dy* T» come accadrebbe p. 68., se sl volesse

U
apphlicare questo visultato alle vigate ehe sodisfano alla §§=0. Ma
ogni restrizione si pud togliere osservando che, se si hg un equazione
differenziale fra le sole derivate seconde, il Piane ¥ siriduce a ung
retta, e la conica, alla retta stessa contata due volte, splla quale si
avra I'involuzione corrispondente a quella delle tangenti. Includendo
questo caso avremo :

Oe i piani =, y, relutivi al punto X, s'incontrano in un punte della
conica y, (utti gti iperpiani tangenti alle Vi nel punto X, la tagliano
secondo una curva con punio doppio, ¢ una delle due langenti in essp
¢ fissa,

Dunque, sebbene il piano y dipenda dalle coordinate enrvilinee
#, » ¢he si song scelte, la proprieta dj Incontrare % conduce ad una
proprieta della superficie,

Viceversa & evidente che se s1 ha ung tangente fissa, I'involy-
zlone snlla conica deve degenerare a (se X € un piano) 6 % devono
incontrarsi in un punto della conica. In ta] Caso s pud trasformare

8 semplificare 'equazione dj Laplace. Infatti si prenda come

? = eostante

la direzione fissa. T,e tangenti alle sezioni iperpiane risultano apo-
Jari (armonicle) alla :

quindi Fequuzione dj Laplace prende la forma

d° dx dz . .
W-{—Ed_-u_’—F_d__!_&r:D

v

Di qui risulta che « e X s incontrano nel Punto di coordinate
s . .
dn?+ 1l quale appartiene alla conica,

4. Passiamo ora al caso di due distinte equazioni differenzial; di
2Y prdine :

Se la superficie che sj considera & immersa in un tperspazio, &
una sviluppabile, se le coordihate dei suoi punti sodisfano a due equa-
zioni (0) distinte. (*)

e e

("1 Bzare, nokn eit,. pag. 15,
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Le coppie di tangenti alle sezioni iperpiane con punto doppio de-
vono essere apolari alle due:

| Adv? — Bdude -+ Cdu®* =0 1
| A'dv®— B'dudp—+ Cdn+0 (1)

ossia devono essere armoniche o futte le coppie del fascio da esse
individnato. Dico che le (1) son distinte sempre, se son distinte le (0).
Infatti, se le (1) non fossero disiinte, le # sodisferebbero ad un’equa-

Z1one;

‘»153""'—1-1» ff‘ 4 Py =0

la quale c¢i direbbe che in quel punto della superficie i tre punti di
coordinate gi i—i, # non individuano il piano tangente, il che esclu-
diamo. Dunque, nel caso di » =2, basta sapere che le (0) sono di-
stinte, per concludere che tutti gl'iperpiani passanti per il piano tan-
gente gegano la V® secondo le due medesime fangenti.

Se¢ 1a Vy & in uno spazio di dimensione maggiore di 3, le (1) non
possono esser generali, perche ogni iperpiano passanie per il piano
tangente alla superficie sviluppabile di cul pecessariumente si tratia,
la taglia secondo una linea che ha due tangenii coincidenti nella
generairice passanie per il punto di contatto: dungue le coppie del
fascio (1) hanno un elemento comune che & quella tangente doppia
fissa. Lie 2 equazioni (1) dovranno avere i coefficienti legati dalla:

4 (B*— A (B*—AC)—(AC +AC—2BBP*=0.

Se ¢id non accade, la snperficie non pud esser sviluppabile, ed &
quindi nona Vs di S;, seguta da ogni suo piano tangente in una linea
con 2 certe tangenti (assintotiche).

(Cio premesso dimostreremo I'importante feorema:

Se tutti gli iperpiani passant: per il piano tengenie ad una super-
ficie, la segano secondo wna curva avente un punto doppio con due {an-
genti fisse, la superficie & immnersa in uno spuzio a tre dimension:.

Infatii, si abbiane per ogui iperpiano tangente € due tangenti fisse.
L'eguazione :

(£, Zan) du* -+ 2 (€, 2ny) dudy + (E, 2v+) do* =0
che ci darebbe le tangenti, dovra colncidere con un’equazione:
Mdn® + 2Ndude -+ Pdv®* =10
i eul coefficienti non dipendano da £. Avremo dungue le:
Erm): M=, o) : N=(§,2x): P

(E Nmn“ .M.Tm-:l = {:I
{1-: IJInn Mmrr} — 0
{. gty NI"\"L';]' — 0

OVVEYLOD:




PERIODICO DI MATEMATICA. 67

le quali ei dicono, che 0201 Iperspazio g, che passi per 1 punti di
coordinate x, vy PASs& pure per i tre punti di coordinate -

Iq-'Tllll.l Tl R’IIHE' . P-I-;n] - M:I-'l'r 1 P.Tu.,- — N.'I-"—T

I quali stanmo in tonseguenza nel piano . Tw, @-. Dunque il pianeg
tangente alla superficie ha tre punti (generalmente allineati) g qo-
mune col piano y . percio 1 due piani stanno n uno S e quindi Je
coordinate dei punti della V. sodisfano a dye distinte equazioni dif
ferenziali. Ma |a V. non & una sviluppabile, perchdy non & taghala
du ogni iperpiang tangente secondo nna Curva con cuspide (ma con
2 te. distinte, per ipotesi); dungue la V, glace in nno S,.

5. Alenne d queste proprieta si possono estendere facilmente gl
caso di » > 92, Anzitutte, se una superficie & tale che tytii gl iper-
plani » tangenti la bagliano secondo curve aventi nel punto e 4
tangente fissa, assunta la divezione di essa, come direzione dy =,
le ™ saranno apolari alla forma 2v'=0 e qnindj I'equazione dif-

fevenziale prendera |a forma

d a1z
Yot H gt =0

e10® avra un solo termine con derivate di PIme ordine. Dungue 1l

r

Ca

punto di eoordinate 7

{
dunque comime allp spazio tangente e allo spazio dei punti ehe hanno
per coordinate le derivate PEImE . oz questo punto si frova splls yico
normale corrispondente gl valore ¢ =0 de] parametro da cui dipen-
dono i punti della curva stessa.

Se tutti gl lperspazi 2 r-tangenti segano Ia superficie secondo
curve con le medesime 5 tangenti nel punto di contatto, I'equazione
r T
£, j’;f) d (g O

il T A7 B

'

)-:fur"’efu .=

dovra equivalere a una certa egnazione
Mdu® - rNdu—dy . DR (1)

con coefficienti non dipendenti du £ (purehe  passi per lo Spazio
r-tangente). Concluderemo, ragionando come poc'anzi, che ognj Iper-
Spazio passante per Jo sSpazio r-tangente, passa Per 1 punti:

. oy A
M dn gy ¥ dr €CC-... (2)

Dungue lo S, do; punti che hanno per coordinate le derivate pme,
meontra secondo lo 8., dei punti (2) o spazio r-tangente (a
r—1)(r —9y o s . ok :

S - dimensioni). Allora ; punti di coordinate,
) dx (s d'z
.,r,ﬁ,... gt t v,
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non individoano uno Sy, ma solamente uno S.a1, 05818 81 hanno
2 S

sl g' %) A j D _ , equazioni differenziali di 75 ordine fra le 2.
B poiche avevamo gia dimostrato 1l teorema inverso, gonelude-

remo dicendo:

Dive che tulle le sezioni iperpiane con punio v hanno le medesime
tangenti, & lo stesso che dire che le coordinate dei punti della superficie
sono legate da v equuzioni differenzial lineari, alle derivate parziali
di vesive grdine (dalle guali non si possa dedurre nessuna equazione
di (» — 1=m) ordine).

Per queste superficie lo spazio (r-}-1) tangenie ha solo una di-
mensione di pi che lo spazio r-fangente, e lo si ottiene proiettando
quest'ultime da un punto avente per coordinate le derivate »*H™,

e non appartenente allo spazio r-tangente.

In generale le sezioni iperpiane con punto 7° hanno r-tangenti -

distinte; ma ne ceineidone due se il diseriminante della

(6 G dur ... =0 (1)
€ nullo. Si vede subito che due tangenti coincidomo guando 1 iper-
piano segante passa per lo spazio r-tangente ed & tangenie alla linea
rappresentata parametricamente ponendo '

At =
| a al =1
= dur " ! fiuf“dvy i eee (2)

Anzi, una sezione iperpiana con punto 7.™ ha per tangenti le r

rette corrispondenti agli » punti che 1'iperpiano che la produce ha

di comune con la eurva (2). _
In cenerale: lo studio delle proprieta dei punti multipli delle 3€zi0n3

iperpiane si riduce allo studio delle intersezaoni di un iperpiano con le
curze (2).

II. — Superficie di 5,
lnogo di curve immerse in 8, (» > #).

|. Una superficie lnogo di curve piane si ottiene ponendo
2= A 1+ pdi T v

dove 1, u, v son funziom di due parametri v e v e p, U, X di uno
solo ». In ciascun punfo X della superficie ¢, b, y prendono 3 (n—1)
valori, ehe sono le coordinate di 3 punti @, ¥, X nel piano dei quall

sta il punto X. Al variare di  (fissato ) le A, , v prendono @' V&= <.g
lori, che sono le coordinate proiettive (essendo @, U, X punii di vife- i

rimento) dei puuti della superficie che sfanno nel piano @ U Y.

f.l-| *

el o

[
-Il oy

L
" b

1 '
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g
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Se A, i, v non dipendessero da v, tntte le eurve della superfiie
sarebbero proiettivamente equtvalenti, e la superficie verrely),, 2
0ssére come una generalizzazione delle superficie di traslazions, 1,0
linee » = cost. sono piane e si obtengono faeendo variare la sy i,
sicche si prevede che le derivate parziali delle z fatte rispetle g o
dovranno darei sempre coordinate di pupti contenuti nel pianc o 1 XE
sicché le dimensioni degli spazi in cui sono Immeérse le SUCCHHK] v
varieta di spazi osculabori subiranne degli abbassamenti.

Piir precisamente troviamo che i punti

"y
E, -ru I = & & m‘;ﬂ

stanno tutti quanti nel piano @ I v, siccha il luogo degli §, (805

: st : . : hlh+1-3) . o
Iatori, anziehd essere IIMImMerse m ano spazip a 5 dlmenmmn,

i

& Immerso in uno spazio di dimensione

h f}l-}—f— 3]__ (h — 2y — ﬁ{fafl} r

=) I

— o

Si avranno dongue 4 — 2 equaziont differenziali alle derivate py,.

IIna soperficie luogo di enrve immerse in Sn & data ponenq -
EI=E}~I?LI (3‘—_——‘11---”_}_1)

ove le X sono fuazioni di “wovele? della sply o
D1 qui si rieava

ffh:l?f . H.;’ ﬂ.sl]

du* — T dy~ P

dungue gli 11 punti che hanno per coordinate

(i x

Sy &y Lrin o v w -{i;}

stanno nello S, dej punti di eoordinate -

Tty P2, ... Fii<1.

Dunyue gl; spazl L-tangenti (b > &+ 1)avreanno & — 7, —1 dimay,-

& ™ & - = - '?: {ﬁ: A I) i
Sion1 meno di quel cle dovrebbero; saranno Cioe spazi a g+ k

dimensioni, Dj qui si deducono eome east particolari lo proprieta giy
uote delle superficie luogo di 8, ¢ 8.,

2. Consideriamo Iy semplice infinity Jj Prani in ewi giacciong Je.
‘rve piane d'una superficia lnogo di eurve piane. Due piani Wifing.
amente vieini (suceessivi, come s suol dire) song incidenti, se esIxls

sl :_,:...1-;'.- hr.-.._“;-ﬂ_'.' ") LW

L
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poria a annullare il determinante dei coefficienti e dei termini noti:

T Ly Tun  Tovun
. A X ax
“du du® dd
dp d*% d% |—o0.
P du du® di®
do d* d%
e du®  dad

un punto le coordinate del quale siano contemporaneamente della i
forma 3
Api - pdi = VK i
e della forma S
PRLY ‘I‘ TRITEY —I— Vi) ‘ f
Y |
dove Je ¢ e le ¢ sono calcolate per due piani successivi. Dovranno L
dunque potersi determinare dei coefficienti e, pe, ve, tali che si abbia ok
lo stesso punto, prendendo per coordinate: oA
A {fFi === CPH] “f“ e (ll’i = L!Jul —+ Vo ("}(! e }‘:u] (1) I'I_.;-1
oppure: 7%
o pds i (2)
Dividiamo le coordinate (omogenee) (1) per » — v, e passiamo al *“ e
limite, facendo avvicinare il 2° piano al 1° (e quindi # & v); trove- ;.&‘[g; =:
remo che uno stesso punto deve aver le coordinate combinazioni li- #':,Ju, _;;
neari di ok
$‘i1 '.I.}jj! -}:'i e di Fis LI.I“. Ki- L'
A
Dunque i sei pouti di coorvdinate o, iy Xis @4y @4, ¢ stanuo so -.w 7
due piani che s’inconbrano, e percid in uno S;. R ﬁ
Percid : alineno due dislinie equazioni differenziali alle derivate #““? f;‘i
parziali di 3° ordine legano le coordinate dei punii della superficie e
luogo di curve piane se @ piani di due linee successive gincontrano. ’f'.":%;
3. La ricerca dell’'equazione differenziale di 3° ordine a cui sodi- ;f{ E |
stanno le coordinate dei punti duna superficie luogo di curve piane j;; ;'J
¢t condurrd a una proprietd notevole, j"?ﬁﬂ E
La coesistenza delle: }\ﬁ k3
ttAl ;
— & g 1 pds -+ v =0 ;;“:'l;: =_'
) d (v 1-{:;:‘ i
A AR AR A ¥
| e
(A d*jt v = .
— Tun - W F1 + W "!Ji + W Yi=— b : '}E‘}%
B =+ % Pt %F a :;; X =0 “ﬁ’ -".;
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Dungue le terne dj tangenti alle sezioni iperpiane eon punto friplo
S0n0 apolari alla terng -

d). %
i
dp  dy
an®| ¥ a; E;,‘._"’ == (),
dy g%
Y dn dw

Se il determinante non & nullo, questa terng & definita ed 3
formata da do =0 tpe volte; e poiche Ay U, ¥V 20m0 coordinate
proiettive dei puati delle curve piane che generano la superticie,
potremo concludere: I, terne di tangenti alle SE2I0NT iperpiune comn
punio triplo di una superficie luogo di ruripe piane fma non rigate)
contengono la tangente alla CHYURE plana  passante per al punto che si
considerq.

Terminero per org ¢on un cenno sulle rigate.

S1 pud dimostrare, seguendo la via suggerita dalle precedenty
considerazioni generali che le sezioni erpiane con punto p v ai ung
rigate hanno come tangents la relta della 7igata passante per 2l punto
che 8i eonsidera (la gnal retia contq per v —1) ed wn'altra yettq qU~
lunque fra le tangenti ailg Superficie in quel punis,

Cid si dednce anche dal fatto che I’y ien normale, piit volte eon~
siderata g, in questo caso, una retta. | poiché un IDerpiano r-tagn-
gente taglia una retia ip un sol punto, si potra imporre ad ung
8621018 Iperpiana con bunto »" di aver upa sola langente, da fis-
sarsi ad arbitrie, fra Je on? esisfenti.

Enrizo Arroy.

LE IDENTITA DI TIPO

X
IT (g - on?) = A2, 1 2 AL,
>

. La notissima dentjty

[ft‘-an + S'EHHJEJ (”E:.H + ‘IHEEE) = {ﬂuﬂ'm = is Gflyntlge)® + o (ﬂlinﬂi’ + ity ) (1)
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di successione nel doppio segno e nelle basi der qundrati) da, in
generale ed in forma ricorrenle:

A-gkl + uA e = (Agk—l.l —[— ﬁ-é-ak—l.?.)k—ﬂ [ﬂﬂkl —l— Gﬂﬂ!h—:) = [4'}]
= (f:"l-k—l,1 @y + 2Ax_0 ﬂ'l:ﬂ]ﬂl-:—l —I— 2 (Ar g1tk F Ax e }51;_1

dove chtameremo ( ), pareniesi di grado n.

Dalla (2), previa sostibuzione delle o alle A ed applicaziene della
proprieta distributiva della moltiplicazione (pur conservande le varie
parentesi par via del doppio segno), si scorge che:

1° 1 segmi superiori ed inferiori, contennti nelle parentesi deilo -

stesso grado (1l piu piccolo possibile), si corvispondono; sono invece
indipendenti qnelli contenuti in parentesi di grado diverso. Le due
parentesi di grado massimo (che comprendono le basi der due qua-
drati) sono separate dal segno semplice .

2% 11 fattore costante z segne immediatamente 1l segno — sempre
e solo gquando gunesti & semplice o di posto superiore.

3%, Tubli 1 segni - e —, contenuti nelle parentesi dello stesso
erado, st snsseguono costantemente in modo alternato.

4°. 1 termnini sono in numero di 2¥ e ciascuno & compaosto di & fal-
tor: (81 esclude «). |

5°. I primn 1ndier formano, in ogm termine, la successione ordi-
nata dei numeri natorali da 1 & %: 1 seecondi indiel, in due termini
qualsiasi, formano distribnzioni diverse degh elementi 1 e 2, o per
il numero di eiascuno di essi o per l'ordine in cul sono disposti.

6%, Qualunque sia la specie di distribuzione der seeondi indici
ciaseun termine, dalfe 2 digtrvibuzioni di Ay, ed A, _,¢ 91 otbten-
gono qnelle di Ay, ed Ay aggiungendo prima 'elemenio 1 a queile
di Ax_yy, gquindi I'elemento 2 a quelle di Ax_,q, poscia ancora l'ele-

mento 2 & quelle di Ay, ed infine {'elemento 1 a quelle di Ag1a.

7". L'operazione precedente si compie pure quando dalle Doy (')
s1 vogliono oltenere le D'ay; per k=12 i secondi indict formano
appinfo, & cid & una semplice constatazione di fatto, le Dy e Dy
rispettivamente.

Dalle preesposte considerazioni si ricavano i seguenti teoremi:

TrorEsa I. — 1l predolio

(ﬂﬂll "_ 1”212} [ﬂﬂm ‘f— ﬁﬂggﬂ] o [I'EELH Rfﬁgkg]

¢ scompointibile in 2% modi, generabmente distinti, in wna forma simile
a: fatlor:.
Teorena II. — I termini di Ay ed Ay hanno ln forma

@riy (oia « o o Uiey {3)

(") Do = disposizioni con vipetizione di » elementi ad & ad s

- -
o £ i
V. e b N, &
- L]

g »
- ¥ A : - gl s - Ny g
e g = == HID 1P g WG 1Y Ly e sl 3 g i TN VAR e e
F g . A - s ] iy - ] - - " | - o o ')
N e A ML | 2 L v . -4 Ll i W e G AErT
] L i (] " B 5 G L |- il T ¥

-
H ]
gl

e AL

]
¥ Ao

v, el

S i

o

AT N e

R
TIPS L 5 1
B 5

L T

-ﬁl'j

aid ot AR

-

i

L Rl e

fe s i P et BT
e Ll D B E-r.-.é.;::_:'_.‘._',;.au_-
%

L
"

Sl T e

A S0 weaily e
e i g T LR AT g T
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essendo i secondi indici eslesi a tutle e sole le disposizioni eon ripeti-
zione degli elementi 1 e 2 a k a k.

2. Per l'ordine di successione dei termini (ossia delle disposizioni
dei secondi indici), le considerazioni gia fatte ci forniscono il quadro

1 %1 21.2%1ta21e322. .
1 22912911284, ..

1 1 2% 922311118238, (4)
1 11 1¢8222822a. ..

I 1311311112888 .

L] - L] L - L - - L] L) L] [ ] L] - - L] -

la cui regola di formazione & Ja seguente:

Nella prima orizzontale si serivono altervativamente i numeri 1
e 2. Nella nevim» grizzontale (n> 1) si serivono di segurto: 252 ela-
menti 1, 2% glementi 2, altri 2°° elementi 1; s1 hanno 1 tutso
2" elementi i quali costituiseono nn periodo.

I numeri della n=ims gerticule (i cominciare dali'alto) costitni-
scono t secondi indict (a partire da sinistra) dell'n®sime tarmine.

Facendo n =% ed arrestando il quadro alla verticale di posto 2"
(I'nltima orizzontale sara allora composta di un solo periodo) si ha
la successione ordinata dei termini component le quantita

A]ﬂ ed .&1:9 ;

Ad es. la settima vertieale da il termine
{d1y (fog (fay (gg gy g1 . ., . [E}]

Per cib che riguarda le parentesi, e gquindi anche la scelta dei
segni ed il collocamento del fattore 2z, 81 ha che, a partire dal primo
termine, ogni gruppe di due termini & compreso da una parentesi
di grado 1, ogni gruppo di 4 da nna parentesi d1 grado 2, ed in ge-
nerale ogni gruppo di 2" fermini & compreso da una parentesi di
grado 7. (V)

Come esempio & schinrimento di quanto si & detto diamo lo BV]=

luppo di
Azu Eﬂﬂﬂﬂ: . (=]

SI ha intanto il guadro:

1221 212 1021218719728
1 2@ 11224 329171251
i 12 822 11 11989 973 1
1 111238 2% 289993173171

() ¥ ovvio ohe e per le A risulizssero vilor nezativi, per il falte dell'innnlzamenis o (-
drato e slesse quantitys possonn prendersi pouitivamanle,

1%} Quistions n, 142 del auppiginerto ol Peviodiso (i Meelesmintéca, anzno X1V, fasc, IV, proposta
tal prof. C. Alasin.

T T et W O

L
-

T ,."r' s

==ty '_r'.r.*:'-"‘!';r.ﬂfﬂtx::.-;#;'ﬁ_'ﬂz
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o, el
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Ry Ty

=y
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Quindi:
Ay ‘!‘ aA = (ﬂﬂu -+ wa’ 2) (ﬂﬂﬂ -}~ iIﬂEE:!] (ﬂg:.ﬂ + ﬁﬂiﬂﬂ] (ﬂiu L ﬂﬂ!ﬂ) —
= {[[ﬂn oy tay (Tyy 5 Cye (eg (Im ﬂu] + ﬂ!(ﬂu (Tas Hee Qa1 + Bie (Ien Qs ﬂ.u]] =+
+ o [{ﬂ'u T3y (ag Wy T 0@y Fag e ﬂu) T*[ﬂu (Tge (g Mgy + (g On O ﬂu}]]s—l—

"I“ r 4 {[(ﬂu flgy Ogy Oy =+ otllye (Tee Ag ﬂdﬂ] el (ﬂ“l—l (Iga (dge €240 + liye Iy Ong ﬂﬂ]]
-+ [(ﬂn (b3y (ga (14 £ lye Aoy (g ﬂu) + (ﬂu (ag flgy Uy + Qya Oz Az ﬂu]]] e

Sdoppiando 1 segni si hanno 2°=8 scomposizioni.
3. Se i primi indicl delle @ somo egunall, la (2) prende la forma

A’y 4 0A%s = (0 + aas®)* (7)

ed il termine (8) diventa

dove ny, -+ 2. =F, indicando #n, ed ng 1l numero dei fatior: vispettiva-
mente eguali ad ¢, ed @z, Poiche i fatforil col seconde indice egnale
diventano eguali, nel guadro (4) il numero degli elementi 1 o 2 di
una verticale corrispendera all'esponenie delle potenze di a; ed ag
rispettivamente. |

Cosi 1l termine (3) diventa:

d4-...

i ﬂiﬂ—'_""

Il numero delle scomposizioni distinte del primo membro della (7)
& allora minore di 2. Cid & evidente; infatii, dall’esame del

quadro (4), s1 =scorge che ad eccezione dei fermini &.F ed as~, tutfi

gli alfr si ripetono, essendoyene precisamente (;{) eguali ad a,a:",

'y

—

k : : k :
( ) egnalt ad a e % ed in generale ( ﬂ) eguali ad a," ag~ ™.

Ne segue quindi che, procedendosi allo sdoppiamento dei segni,
alcune scomposizioni si ripetono.
II numero delle scomposizioni distinte, contando anche la P?-}- (F

per k= 2h, & uguale a

s() 1

dove E (7) e la parte intera del quoziente —-. (')

i

(") La vorita dell’asserto discende dalla considerazione dei sistema

ehe risulta dall'applicazione del principio @' identitd alla
(Raay® 4 xpzn 52?4 | 1 F afugayles + gouFdue? - . )E= (432 + 2ag®)™

e i T o] T O e e GEAST, eI T A
] T

fin
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EseMpf, — Pep k=2, 3 4 9, 81 hanno le SComposizioni:

(" - ang®) — (a:* + za,®)? -« . 0?
= (6" — qa,*)* L (2a1a.)* |
(a® —4- r:IﬂgE)E = (a,® - & tg") +a (e 3 xaty*)®
= [@,® — 3adas%)* - o (3a,°q, — xitg*)®
(02" - s} = (¢, + Zxa e L - 3 L SV |
= (0" —a%, Y-} (2a1°as - 22a,0,%)?
= (;* — Bza,%,° + oL o (4, — daiya,®)®
(¢ 4 0ay®)® = (a,* — 200" 02° — Boayagt)® - a(3a1'ae+-22a,® 4. — 3y o' )*
= (a," - 2za,%1,° “+ 2mat) - o () aet-220,%,3 ~1- e01s%)®
= (0" — 102a,%0.* X' - (50,4 ay—1 Ozt -0%0,8)2.
L ultima Scomposizione, per ogni valore di 1, & la pit interes-
sante, perche so «, & a, sono primi tra lore anche A ed A sono
primi fra loro.
Inoltre Ia secomposizione medesima si puv oltenere direftamente
dalla (7). Infatti, stomponendo i due membri dj essi nei loro fat.-
torr complessi si ha -

(AT._—] EAH V._SI_) (Am - J-..‘i:;g ]'t_:-) E (ﬂ'l + J:ﬂ'g ]H;)L [ﬂl — ’J:I‘.'i'.'g 1‘;"‘1_]1: .
Pounendo separa tamente
A ki + z A bt 1.1’;.'.-: {Eh + iffg ]"E}_k —
f‘

— ﬂlk—l!—i- (i') Hlk‘lﬂg ‘E-"E* S ((;) ﬂj‘h:-_i ﬂgﬁ (V;Ju‘]t— ¥ 57

-

ok — _
R (.i: o I) @ (Y= o gk (Va)

A —iAs 1_5"_: (ay — ia, }E}k =
4 k

=H1k - I (1 ) ﬂlh-—l ﬂiv‘ﬂ_‘!— E:E (ﬂ) n;]'*"ﬂ HEE [V;jz_' .
s

Ao (7 e e g (V)"

i1 oktiene, sommando e soiiraendo, sopprimendo i futtori comumi e
ostitnendo ad ¢ i) suo valore numerieo:

» k
" ke o , cev B2tk (pey I pari)
A =a*— ]| a2, 5 2 o

oot X Lk (per L dispari)

.-'.{_
A.}ﬂ] = -‘]ll.'ﬂlh_l (I — ( 5 J a2 " W il
3 -

It =2
l cee F oo flty e (per & puri)
' -+ at ak (per I dispari),

e e e

e

et

- =E; P = — T
- il ——— - TrR— A
=, - s
e g Ly a R g by e L L i ]
= LT i i i e 2 |
el il ———) o —— .-.

S EaE

o

L1 LSt

il L

. T T
& |-_I ik

e ]
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dove 1 segni superiori ed inferiori si corrispondono e va scelto il
primo o Valtro secondo che 4 & della forma
4h o  4h -+ 2 (per &k paril)
4h 41 0 th -+ 38 (per k dispan). L :

4. Sono casi notevoli i due che si preseniano nel porre z =1

ed o =—1; la {2) da allora vispettivamente le scomposizionl In

somma e differenza di due gnadrati.
Osserviamo pure che per w=—1 1 doppi segni non si succedono
pitt in modo alternato; diventano tutti negalivi i superiori e posi-

fivi gl'inferiori.

d. Quanto abbiamo esposto nei precedenti numen = pud appli- I
- - - - " - . ¥ '._-' +
care alla risolnzione di parecehie questioni inferessanti. (') : |
- L] 1 '1
Accenneremo alle einque segnenti. PRI 8
I. Determinare infinite soluzioni intere dell’equazione indetermi- v BB
nata: ' b v )
J'ﬂ W=zl ’ ¥ ]
Se ¢ & della forma p® + a¢®, posto i
r=pr + 4%, y=ps + qr i
. P i .
e soslituendo, 'equazione data si trasforma nell’alfra 5 4 '
7 4 gst =" S i
che & soddisfatta da R ¢
: :-;"-Ii‘.: ) E.']'
‘= Am, $=Ap, =0 2. R e
S
I1. Determinare il pilt piceolo numero scomponibile in 2% modi 2 |
X . . . . . - . a , l"_- |
distinti in wna somma di due quadrati primi tra loro, nessuno del T |
quali sia nullo. N e
Poiche ogul numero primo della forma 4p-+1 & sempre ed m un Lo
sol modo scomponibile nella soroma di due quadrati, bastera ese- i c b
guire il prodotto del primi »-1 pumeri primi di detta forma, ed 3
applicare poscin le regole svolte. (*) 3his i
lll._. '-';I g
Bssendo, ad es., i 3
— i 1 SRR
5 18, 17, 29, ... I | 9
1 primi numert della forma voluta, sarvi: .
T QEJI— 1* ¢ !
D.13=2*+1}) (3 +2)=1*+R: =421 7° in
(") Le guestioni che segnono venuero inbte e ripetutamente proposte nell fatermddiaire des
Mertheviativiens, _
(%) Sempliel eausilerazioni forniscome | valorl ¢he devano asspmere cli s - 1 pumeil dr g1 ¢
perchiv il prodolto
2y D 18Ny, ...
epp

sin seomponibile in un numere o i modi disiinli in somma di due yuadrati compreso dalla 1i-

mitazione
M=l = 9
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2.13 .17 =(2*| 1%) (3* L 28) (42 - I¥)=
_—_-42—,-335-—_-95'“‘}—8‘35_'195—]- .
) : - — 14 313=239 2‘15
5.13. 1?.59=(e*+1=) (8% +2) (4°4-1%) (52 - 29 — "
=32 +1:99 =19 - 178 = 4621 178" — 672 4 1500 —
= - 163° =86° 11579 = 100 4 149% 1228 1 131*

III. Determinare il pisy v
S arc 1l pilt pieeolo g1 hs
i iadrato scommoni in O :
distinti in una somma di due quadrati tponihile in 2% mod;
Dovendo risolvere mtanto il sistema

IS 2 UL
e — YT 2=.. 9,52 . ke

bastera porre
s B —
Nn=p"—gq° 21 = 2

— o
Ya=ps — @, 2s == 2Paqs
da cul . T o
R = 2
TP T =gt gt = —p 3 Gon’
la quale ha per soluzione minima

r=95_13...3

iﬂv& I/ e | {ﬂ—,_ IJI'Fimn } .
lamero pr _
Cosi: per n =0 si ha o prito: aella, formi 4p+ |,

| T =2, P1=21 9:':11
facendo Je debite sostituzioni nelle 4 o 2,
5" =321 48

Per n =1 si ha
i =5 _18
pl:Bf ql:-l# pﬂ':?r 99=4I

65°=16%4- 63" — 33° -} 56°.

ungdi:

Per n=2 si ha
— r=0.13.17 =1105,

L105° =47 4 1104* — 249 +1073* = 576* 1 0450 — 744° -1 817°
i | W

IV. Determinare la piir pj
R Il prccola potenza (p - 1)esima ¢ 3
2" modi diversi in un : 21 scomponibile
a somma dj -
Dal prodoths due quadrati.
&

4 H ]
(ﬂ'u —’— (T1g } (HEIE'—,_ ﬂnaﬂ) P (ﬂﬂpu,u;: —f— ﬂﬂpu u]
tterranno Je 2r SCOmposizioni

6"& E= 4 -
i 1+GI bg +f'-.:—..-
P

(EP],“ + L'jgj {big “" L‘EE} "0 s zhh

=1

I
(ca® 4 g+

:

I
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H i
i ] 3
1 8 I
g
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| E il
1
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J i Wy
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dove il primo membro offre 2* scomposizioni (perchg, pur assendo
eguali i fattori, sono in generale diverse le basi dei quadrati) e la
soluzione minima corrisponde alla scelte dei numeri b, 8 L A
per 1 fattori del secondo membro.

V. Determinare il pitt piccolo numero seomponibile in due modi
diversi in una somma di due biguadrati.

Dail'esame dei numeri Ay ed Ay pei tre primi valori 2, 3 e 4
di L. previo raccoglimento del fattore s, nei polinemi formati dalle
diverse scomposizioni, si scorge che, affinche Ay e A, siano alla
loro volta quadrati, 'a piii semplice condizione & che pure e, sia
quadrato. Applicando gqnindi artifiei notissimi e semplici di analisi
indeterminata, si trova il numero rvichiesto ponendo =4 e sce-

gliendo come fabtort di A,® 4+ Ay® i nomeri:
41, 113, 241, 569,

-

Si otliene cosi:

41.113. 241. 569 = (42 + 5°) (7* -+ 8°) (4* - 15) (18° -+ 20%) =
— 24981% - 7642 = 23591° - RR7A* —
= 16039° -1 19444° = 11929° - 22204* —
= 21401% 4- 13316% — 15449* L 19916° —

— 3481" - 24964° —= 17689 |- 179562,
Ma dulle due nltime seomposizioni si ha:

3481 = 59° 24064 — 158¢
17689 = 133" 17956 = 134°®

quindi la notevole identita:
09" -+ 158* = 133* -+ 134*

F. 'erraRIL

SULLA CURVATURA DELLE LINEE GOBBE

31 pub studiare per le linee gobbe, oltre la flessione e torsione,
una terza curvatura la quale si definirh come il limite del rapperto
fra. 'angolo delle normali principali in dne punti e Parco compreso,
quando uno dei punti tende all’altro.

Siano

r=u(t), i=1y(t), z =2z (1)

le equazioni parametriche della linea T (che supponiamo regolare) {*};
P(x, 5, 2) e Q due punti di essa, 2 ed n’ le rispettive normali prin-

(') V. G, BAaxsra, Eesivai di Catcolo Iafiniteaamade, Parte [, png. 160,



PERIODICO DI MATEMATICA. Y

cipali ¢ As Ia lunghezza d’aveo PQ. Le coordinate direttive della
normale principale » Sone, ecome & wnoto, i minori A, B, C di se-
cond’ordine della matriee

[ T b o
L’ ¥z

i

(11 secondo preso eol segno cambiato) ed in questn, a, 4, ¢ indieano
I minori di second’ordine della matrice:

/. ri‘ y" ‘.Tl
P BE I
= W 2

(11 secondo preso co] segno cambiato). Come coordinate direttive
deila normale principale %' possiamo assuniere

A--AA, B-+AB, ©+AC
ed allora chiamando o I'angolo delle n, »’ Avremo :

/ A B C |
| A+LJAA BHAB ¢+ac |

SN TR YA T AAF+(B+ ABF+(C - ac)

Se si indica con A I"ineremento del parametro ¢ quando si passa

sen w o
n As
AC L ABy AA AC\® AB AA\E
V(B % — o3+ (o S5 _5aY il o ™ I

A+ B C VA F A T (B aBF F (0T a0y o

Passando al limite per Af tendente & zero si ha facilmente:

© _ 1BU — CBY I (CA'— ACT T (AR — BA)
As o [AE_I_B:l + GEJ -l_.l":}.fﬂ + yrz __,_ .Z*E -

Questa & I'espressione della curvatura cuj ailudevamo in prin.

(1)

Im

o

¢iplo. Noi la indicheremo eon g ¢ per darle una forma pilt sem-
b

plice, osserveremo che :
BC'— (B =
= (v —axWay +a'y — bz’ b ) —(ay' —ba') (e ¢z —q" A 2=
= ac(xy" —2"y) + o (y” — Y'z)—ab(xy —a"z) -+
T &Y (¢'c — ag) - (be' —b'e) - 22" (al — ab) =
=06 @° 4+ wd® L zy (a'c — ac’) |- 57 (06" — B'c) 4+ z'»' (ab" — g'b)

»
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e, per note formole () risulia:
BO'—CB' =¢*Fa*+ab 42y D+ 27D F22*D

dove D rappresenta il wronskiano delle ', i/, 2. L'espressione pre-
cedente pud scriversi:

" BO'— OB =2'D (27 +— 47+ 2?) 4 a (a® 4 3° %)
analogamente si1 trova:
CA'— AC =y'D (2" + y*+ %)+ b (a* -+ 12+ ¢
AB'— BA =2'D (2" 4 y* -+ 2%) e (a® + b -+ ¢%).
Klevando a guadrato, pol sommando e tenendo presente che per

Portogonalita delle due direzioni z’, 3, 2' (tangente) ed a, b, ¢ (bi-

normale) & oz By L vd =0, (2)

s1 oftiene:
{(BC —CB')* 4 (CA"— AC' )P (AR — BA' P =
=D (2 4y + 2" + (" 8 €.
Inoltre A* 4+ B* 4 (* dinofa 11 quadrato della matrice:

a b ¢
2/ y z

L]

Moltiplicando questa matrice per se stessa e badando alla (2) ri-
sulta dunque:

A+ B = (a4 b &) («® 4 7+ 27).

Sostituendo nella (1) troviamo:

i“V( D V¥, &+bF+e
S - {IE i bﬂ I cﬂ) | l$‘3+yﬂ__z'ijﬂ

ossian 1n virti di ben note formole:

R )

dove B ed 7 Tappresentano rispettivamente la flessione e torsione

diT in P
Per ottenere la terza ecurvatura % basta dunque comporre le

; f 1
prime due curvatnre. Per le curve piane (% =|'J) la eurvatura 5

colneide con =
R ™

R. OccHIPINTI.

{!) V. €. Basxera, loz. cit. Parte I, pag, 42

Sl
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IL POLIGONO »-VOLTE GOBBO DELLO SPAZIO LINEARE

€on P -+ 2 dimensioni

DeFinizioNE, — Pyesi 7 UNO Spazio lineare Sp=z P+ 3 punti indi-
pendenti A\AsAs. . A,... tali c10¢ che p-42 qualunque di essi non
appartengano a un 8, , se congiungiamo A, con A,, Az con Aj eee. Ay g
con Apige Ay.gcon A, olteniamo una figura che ehianeremo poligono
p-volte gobbo di eui ¢ pusnti dati sono i vertici e A]ﬂ_ﬂ,ﬂﬂﬂ.a.-._&p_.sﬂj
so10 i lati,

In particolare se P=1 si ha il quadrilatero gobbo di S; ehe per

Per ottenere un poligono p-volle gablo bastera prendere in un Sg
dell'S;, 1z un poligono prano A ALA, . Ay e condurre per uno de’
s1noi vertiel, per asempio per A,, le p diagonali A,4A,, M)A, ... A A,
Tenufo poi fisso i Eriangolo A;A.A; faremo ruotare il poligono adia-
cente attorno alla diagonale A1A; di un angolo Wy, differente da 18p°,
indi tenuta fissa I tigura A;A,AA, —che & on poligono semplicemente
gobbo di S; — faremo ruotare il poligono adiacente dj yn angolo w,
differente da 180° attorno alla diagonale A1A, e cosi tenendo fiess la
figura A A;A A A, — che & un poligono 2-vplte gobbo di 8, — fa.
remoe ruotare la figura adiacente attorno alla diagonale AA; di un
angolo w; differente dg 180° Questa operazione si potra ripetere p-volte
e l'ultima consistera nel ar rootare il triangolo ApisA A, di un
angolo w, sempre differente da 180° attorno alla diagonale AA, .
Il poligono cost ottennto sara manifestamente p-volte gobbo,

Civ posto, noi ¢j Proponiamo di estendere g questo pelizono un
noto teorema relativo g quadrilatero gobbo e eche per I'S; si pud
enunciare ¢os):

Se 1 lati AB, BO. CD, DA di un guadrilaters gobbo ABCD sUMO
tagliali da un piano rispettivamente nej punfi M, N, P, () sussiste
la relazione:

AM BN (P DQ
MB'NC PD " ga—t1

& reciproeamente. »

Questo tsurema sj dimosira {anche quaado, pii generaimentie, il
Piano tagli i prolungament; dei lati) facendo ricorsp al feorema di
MenELAo,

Per estendere questo teorema riferigmoci dapprima al poligono
2-volte gobbo deil’S,. Dimostreremo ¢le

* Condizione necessaria e sufficiente perche essendo P;., un punte
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¢ della retta che contiene 1] lato A/AA ., (*) esista un S; che contiene
“1 punti Pje, Paa, Psy, Pz € Psi & che sia soddisfaita la relazione:

ATPIE EEPEE A;Pm A—IP-IE AF}PM 1 (1} '_‘L |
PizA- - Pl . PuAs . PsAs; PaA, o - -','-.-

Lia condizione & necessaric. Supponiamo infatii che esista un tale S
e consideriamo 1'Sg determinato dai punti Pis, P, P 2 'Sy determi- )
nato dal punti Ps e P; . Questa due spazi giacendo in un Sz avranno ,
in comune un punie. D'alira parte 1'S: enddetto e Ja retta A;A; non i
potendo appartenersi (gincehé se cosi fosse, sarebbero im un Ss i
quattro punti A4, Ae, Ag, Ay, confro il supposto) avrannoe essi pure
an punte in comune, ed avranmo pure un punto in comune anche la
retta AsAL e la retta PaPgs perché gincenti entrambe nell’ S, deter-
minato dai punti A,, Ay, A;. Tal tre spazi dunque (eioé I'Ss determi-
nato da P, Pn e Pu, I'S; dei punti A, e A, e I'S; det punti Py, Pg)
avendo due a due unm wreco punfo eommoe passeranno per lo stesso A L
punto, e quindi 1"S; passera pel punto comune alle rette AA, e Py Pus. ' -
Diciamo P guesto punto. &

Ora, pel feorema noto rvelativo al guadrilatero gobbo, esistendo
un Sg che contiene i punti Pig Pz Py, P, s1 avri dalla figura A;AzAzA,:

AP AP APy AP S
Puﬁa'Pzaﬁa‘Paﬁﬂ;'PAI*_l_ . t .

D’altra parte il triangelo A;AA; tagliato dalla trasversale PPslPs
da, apphicando il teorema di MENELAO: I

AP APy APy _
PA, Pehs Pyl ~

per cui moltiplicando le due precedenti nguaglianze membro a membro
e semplificando, si tvoveris precisamente la formola (1). -}
La condizione & sufficiente. Supponiamo che la formula (1) sia soddi-
sfatta. Se non esiste nn S; contenente i punti Pye, Pes, Psy, P € Py, sia Q A
il punto ove I'S; determinato dai primi quattro sega la retta AiAs. R4
S1 avra allora necessariamente ; A

APy AsPae AcPar AP AGQ
P:IEAE l PEHHE . P:u.A.; : P:LEELE - QAI o

Confrontando questa relazione eon la (1) segue

. -
1) o -
o, i R %, )

1, B
L]

tal= o, 'l-'r'-"-.' Pt

- *: -_._ A b
N o LAy

1. 4.

AP AGQ
PuAy QA
di cui s ricava che Q coincide con Py. FRig

(!} Conveninmo che A,, dove » b maggiore di p -8, rappresenti il vertice As del poligono

per cui ai La;
r=¢ (mod p—| 3.
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“Andiamo ora a studiare ] poligone 3 volte gobbo ArAaALA A,
iell'Sg. Con considerazioni del futto analoghe a quelle fatie per i
poligono 2 volte gobbo dell’S, si proverebbe che I'S; determinato
dai punti Py, Py, Py, Py passa per i punto P comune alla retta AA;
e alla relta P,P,,. Applicando allora il teorema precedente g poli-
gono 2-volte gobbo A1A24:ALA; e il teorems di MENELAO a] Erian-
golo A4;A;, si trovers facilmente -

AIPJE AEPHE ﬂapn A;Pm A:,Pr,u éﬁPﬂ'] .
PI!TAE . Pg;;i".‘i;; . JJ&;AJ 'Pmﬂ; - Pr.ﬂﬂﬂ - Pulﬂl o + -

condizione di eni s potra dimosirare la sutficienza. in modo analogo
a guello seguito sopra.

Risnlta ora chiaro da quanto precede che la relazione che g tro-
verebbe per il poligono 4 vol te gobbo dell’S. avrebbe come secondo
membro 'anit:h negativa, mentre si froverebbe Punith positivg eome
secondo membro dellla analoga relazione per 1l poligono 5 volte gobbo
dell’S; .

Possiamo dungque enmeiare in tntta la sua generality il

TeorEma., — Condizione necessari e sufficiente peyei preso sulla
retta di un luto generico AAL, del poligono p-volte gobbo di S,_s un
punto Py, o, i punti Py, Pas Pay... Py-a, appariengano « wn medesimo | -
¢ che sia soddisfuite la reluzione:

AIPIE ﬁEPB‘! A}l—-EPp-:-E.I (__ 1)“%3
PisAs  PeAg - PoirsaAy

P13 indicando il numero dei vertici del poligono che g congidera,

Osservaziose I, — Stpponiamo p dispari: allorg j] poligouo ha
"0 numero par: di lati e 'unith che fignra nel secondo membro b
postliva. Abbiamo manifestamente-

Negli spazi di dimensione dispari i punti di wmezzo dei leti del poli-
Jono appariengono a un iper piany.

Questo & un easq particolare dell’altro -

Se percorrentdo il perimetro del poligono in un determinaio verso, 8i
divide ciascun Into nel rapporto delie potenze m-esime delle misure dei
luti adiacenti, punty oi divisione APpariengoro « un iperpiano.

Notiamo ancora le dua conseguenze :

FPresa a considerare unag qualiengue coppia di lnti CLPOstt, se pergor-
vendo i perimetro in un Gelerminggo verso, se ne divide nne nel rap-

m T . o peas
portop + € Ualivo nel rapporto =, le conginngenti i punti di divisione

“ppariengono a un dperpiano.
p-1

o 4
d

Un iperpiano parallelo alle rette di coppie di lati opposti dipide

¢ lati della vimanente coppia in parli proporzionals.
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OssErvazionE 1L — Supponiamo p pari, nel qual caso 1 lati sono
in numern dispari e 'uniti che figura al secondo membro & negaliva.
Sussistono 1 teovemi:

Se, astrazion fatta de un lato |, $i dividono per meta 1 lali rima-
nenti, i punti medi appaviengono a un S, parallelo alla retta del lado .

Questo & un caso particolare del resultato seguentie ehe riportiamo
anla per I'S,:

Se nel pentagono AjAsA;AA, 2 wolte gobbo e:

AIPIE ﬁ+P34 An])u_a AP
Pmile o F:uf'\-a ‘ l'}asﬁn - P.mﬂ4 :

'S, dei punti Pig, Pas. Pas. Py ¢ pavadlelo alla retta AyA;.

Exrico ProcioLl.

BIBLIOGRAFIA

Intorne a un lratiale di Matematien finanziaria. (5. OrTU-CARBONI,
Matematica finanziaria. — Paravia, Torino, 1907).

Pubd taluno meravizliarsi che io parli di questo libro tanto tempo dopo la
sua pubblicazione : ma chi avriv la pazienza di leggere quesie righe comprendera
fasilmente che il loro scopo mon & quello solo delle solite recensioni, bensi di
trattare — sopra un esempio — (i una guestione che mi sembra di grande im-
portanza per 1" indivizzo ¢i tutti gli studi di metematica rpplicata. E questo in-
taresse che io nunstio alln quistione, appena accennala sopra una rivista d Studt
attuaviali, (') che mi fa sperare di ottenere favilmente dal leltore I'assoluzione da
un'sceusa che, anche pill facilmente, puo venirgli fafto, in sulle prime, di tribu-
tarmi: di viaccendere, cioi, dopo qualtre anni nna polemica, appena abhozzala,

fra Yautore del libro e ['mutore d’una sun recensione.
11 doti. 1. Micuer nel fascienlo del marzo 1808 del citate Boiletiing, dopo

aver lodata la pubblicazione del prof. Ortu-Carbuni ed espresso il parere che sa-
rebbe stato comvenienie maggiore estensivoe alle teorie intreduttorie di matema-
tica, per farne pilt largo uso nella trattazione della materia, serive: [nfine, pet
dovere di eritice, debho rilevare ¢he in gualche punto si trovano dells tenni ine-
sattezze di indole puramente matematica, ma d'altronde non & in lavori di natura
applicative come questo che si deve soitilizzare troppo in guisBoni di rigore ma-
tematico.

T prof. Ortu-Carboni, nel fascicolo dello siesso Boflefiine dell'agosto suvces-
sivo, in un arkicolo * Criteri unilaterali i giudizio sui tratiati di Matematics

Y Bolletting el davocra=ione Haliena per Vineremenla defla Sciensn degli Atturoei
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finanziaria , veole dimostrare I'opportunita di avers contenutn in Timitl ristretii
le tsorie introduttive @i matematica generale ¢ di non aver usato nslla tratta-
zione della materia (come invece avrebbe desiderats il Michel} dei procedimenti
uniformi basati sul Caleolo infinitesimale, né del graficismo che avrebbe potuto
fornive la Geometria analitica.

ligli dice, in sostanza, che Is persone & cui, nella Seuola o fuori, & dedicato
il libro non baono cognizioni di matematica sufficient: per seguire la frattazione
delia matematica finanziaria basaia sopra Leorie che non sirne fra le piit ele-
menfari; e che percid, se avesse fatto sistematico uso dell'apalisi, avrebbe frtto
opera pressoch® inutile, gincele non sarebbe slaia compresa che da pochissimi.
In quanto all'accenno del dott. Michel alle teniti inesaitesze d; ndole puramente
matenaticn, 11 prof. Orla-Carboni si limita a dire, iu una parantesi * 'egregio
eritico nom ha aewto la cortesia i farei conoscere ? 5

K, secondo me, il Michel ha proprio avulo il torio di non farle conoscere
all’Autors ; giacché la sva rispostr avrebbe avuto certo altra intonazione, e pii
mteresse {almeno dal mio punto &i vista, per quamte unilaterale, secondo
FOrtn-Carboni) perché avrebbe failn propria, credo, la scusa che il Michel
stesso, dr eritico oliremodo cortese, mette innanzi colle payola « ngr 2 in laveri
de natura applicativa come qussto che si dere softtlizzare troppo in guistioni i
rigore mglematico ..

Beeo il mocciolo della quistione ! In che modo si deve intendere che in lavori
di natura applieativa non si deve sottilizzare troppo in quistioni di rigora® i
pare assat inferessante fissnrne bene |’ interpretazions.

Jacondo me, cid dovrebbe significare che in lavori matematica applicata
non sla necessavio scendere, ad ogni momento, a dimosirare la legittimita dei
procedimenti usati; che dovendo rigovrere nevessariamente all’approssimazione,
sl possa {afvolia trascurave la esposizione della valuiazione del grado s la deter-
minaziene del campo di sea validits, quando le dimostrazioni relative avrebbero
bigsogno di sviluppi eccessivamenle lunghi o troppo dificili. Codeste lacune, im-
perdonabill in un lavoro di matematica pura, posseue essers giustificate in lavori
¢ libri di matematica npplicata, n patie che la wyneansa del rigore non sia da
attribursi ai precedimenti usati, ma solo alla loro SIS TATT T

Uht usa di serie e di passagei al limite deve necessariamente sapere se la
serie sia convergenie e di quale natura di convergenza si fratli, aceio sn di essy
possa operare In determinati modi; deve sapere se siano verificate le dovite re.
strizion) perché il passaggio al limite sia legittimo : chi usa dell’approssimazions
dovri accerfarsi che la sostituzione di una espressione approssimata alla vera
portera effettivamente ad una approssimazione nel risultate : dovri dire, guando
sia possibile, se I'approssimazione sia per eccesso o per difetto. (7)

It libro dell’Ortu-Carboni non econtiene io svolgimento di nnove ricerche, ma
la espesizione, eon fini anche didattici, delle teorie note o (] pit larga applica-
zione delia Matematica finanziavia: la compilazione di un Trattato siffatto ha
esigenze piii severe di quella di una®™ota o i una Memoriz. Nel primo capitolo
sono svolti alcuni complementi di JMatematica, neressars per la intelligenza del
libro. Nella prefaziome 1'A, dice cle quest! nou debbono essere gindicati soito

('} Che il segno dell'approssimazions sin wi elamento wlilissimo & snbito visto qoando si
riflotta ehe conoseands due volori niimerie] approssimatl Fnnho per difelta e Valtvo Per 2rresso,
la cifre comuni nella Jore espressions deeimale sono eorto eiire espile del valore cereato: si eo-
nogee in dal medo ancke Wi confine BUperiore pel I'errore aomireessp.
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Pesclusivo aspetto scientifico per intemsiti e rigors d'esposizions. Parrebbe del
mio parera; ma, purtroppo, non ¢ la maneanza di rigore mnell'esposizione quello
che il Michel chiama con eufemisnio le lievi inesattezze : somo degli spropositi,
alcuni dei quali grossolani, che prodncono doloroso stupore in chi rifletts che
sono stati commessi da una persoma c¢ui ha arriso la fortuna di giungere all'in-
segnamento superiore !

Ne indicherd qualenno: il lettore giudicherii se, unilateralmente fin che si vo-
glin, non si ha il diritto di gindicare anche sotto 'aspetto matematico un libro,,,
che & pur sempre di Matematica.

In un tratlate di siffatta natura, io eredo che si poasa utilmente limitare a
dare poche definizioni ed in forma non generale, vale a dire convenienti solo alla
¢lagse di onti che nel libro saranmno presi in esame: ci si put limitars ad enun-
cigre alcune proposizioni collo stesso sacrificio della generalita ed ometlerne anche
la dimostrazicne: ma mi pare che non sia giustificabile mai il dare definizioni
errate, enunciali incompleti, od imprecisi, od oscor), dimostrazioni illusorie o
false. B cid & tanto pin dannoso quando il libro @ destinato alla Scuola ed a
persene cthe non conoscono, né apprenderanne poi, la Matemalica.

b : : ,
Alle pagine 14 & deito che — & vua frazione propria perché si suppone a > b;
it
a]larﬂ;' & una fraziove propria. Alla pagina seguente & detio
1
1+b+&2+'”+b"{1—5

senza dir niente di b: il numers 19, in cui & riportatr la formula precedente,

poria 1l titolo * Sviluppi approssimali di (1 4+ ), qoando 2 <1, semprs perché
I'A. par che creda che i numeri negativi non sisno fra quelli che sono mi-
nori di 1.

Alla pagina 16 & deilo: © una successione di termini (veali) (") wuy, ue, ..
in numero illimitato, formati con nna determinata legge, dicesi goyie, (serie inf-
nita) ,. Ma la serie & un'operazione, non una saccessione ! Mentre a pagina 16
ST 1ndica unn serie con ™ iey, 1o, M. . . N ... . 10 righe solto & seritto * la serie
l1¥+az+z2*+...,

Al nwnero 25 deila pagiva 19 I'A. vuole dimostrare: * quando i termini di
una serie non hanno lo stesso segno, essa sari convergente se, prendendo tutli |
termini ¢ollo stesso segno, si otliene uns serie convergente | e fa questo ragiona-
mento: * Infetli essende S’y 1o somma dei primi n kermini positivi ed 87, quells
dei primi n termimi negrtivi della serie dala, avremo

l!!"ﬂ_iil

= = =
i piE §

*n— D g = Om.

Ura per ipotesi 8, 4+ 87, ha un limite finito N, per @ = o0 : onde, in virti di an
noio teorema dei limiti, &, ed 8°, ammettono entrambe limiti finiti: in conse-
guenza, anche 5, — 87, ¢iod 8., ammettera nun limite finito (minore che quello
di 3.+ 8") ..

Prima di tutfo o 8", rappresenta la somma dei valori nssoluti dei primi »
termini negafivi, oppure bisogna scambiare 8, — 8"y con 8, + 8", Poi ¢'& da
suppoire che I'A., abbia volute dire delle cose diverse assai da quelle che ha

(' Chie cosa sin o fave quella parela readi ?
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scritte : forse ha voluto sommare j primi » termini posilivi ed i rimanenti g — »
negativi, in modo da ricomporre colle due somme parziali la somma dei primi m
termini dells serie data. Altrimenti, aver dimostrato che 8% — S" ha un limite
finito per w = w0, che cosa importa ? La dimostrazions dall’A. inangora lo sbra-
bilinnte procedimento di dimostrare lg tonvergenza di una serie provando che
XA suceessions di somme di nn numero indelinitamente crescente di termini ha
limite finito!

Pericolosa sssai & 'asserzione che avendo 8, + S, limite finito, in virfie i
Uh Noto teovema dei liniiti, debbano averlo singolarmente 8, od 87,. Nessun let-
tore, ignare d'Analisi, oo pensare che il noio teorema non sia questo : * se esiste
finito il limite di o, + ba per # =, esistono finiti i Limiti i @, ® By , che non
sussiste: poiché nessano potra rredere vhe quesio lettore. ¢l conosce poco la
Matemntica, abbia tanta penefrazione da comprendere che il feprema vale gua-
lora si aggiunga che a, o bn SO0 positivi. (1)

Lasciando da parte che la dimostrazione della convergenza deila serie bino-
rminale medirnte il criterie del n. 24 coutiene una lacana non tante facile & cul-
marsi dal giovane studioso, veniame ad esaminare il n, 27. Esso comineia con
un lemma che & interessants dj tiportare nella sunr inteeriti.

Se¢ due serie

[

3
g

Mo = w1 + us e il —F e
wo 4+ ny + WE ooty decas

Jong convergenti (essendo a Lermini positivi o non perdendo esse la Convergenza
allorche si rendono i lore termini posiiivi), la serie

(22 - 2ty ... -+ 1y o 6y A Wy Toeelty +...)

& pure convergente ed ha pei* somma 8K
Ma in virth di quale definizione, I'A. chiama serie I'espressione

(g ~+ 0 -J—...—]—-un-i—“.}[u',, G 5 S e <V (. |

Se non avesse cost tosto dimenticaia 1z sua definizione, non si sarebhe accorto
che i termini in numero illimitato, formati con una determinata legge somo poco
visibili 2

Me esilaranti sono le due righe che seguono: Naliis Matematiche superiori se
ne da le dimostrazione che non sé yitiene spportune riporiure qua. In Nota poi &
detto * Lo stodiose puo leggerla ed anche, volendo, approfondire guesta eoria
(fua appenn accennala) con lo studio d'uno des pregievoli trattati di Algebra ele-
mentare del Cappelli, del Pmcherle, del Pascal oce. ¥

Ma bisogna proprio arrivare alle Matematiche guperiori e non basta fermarsi
a quelle elementarigsime, per dimostrare quesia propoesizione “Sea=gq e b=}’
¢ b = a'l , alla quale si riduce sostanzialments i1 lemma 2

Con le citate apere 1'A. non deve avers troppr dimestichezza se da esse non

¢ riusvitn ad apprendere la teoria della moltiplicazione delle serie. Invero non
3

) Toichi I'A. sa elie aj pilt dai lettori si affieciane per la prima volta guesti voneebti tui-
Laitro che faelli, perebé non ha eara di gerivere in modo da non essera faeilmente frainteso ?
L enunciate dzllp proposizions, poep Jelies anchea pex la sintagsi, puls lasciare nell’ lnesperio lot-
tore it dubblo che per s tonverganza della serio mis necessaria la cenvergenzo assolvta: bastava
i inversions nsl pariodo 1 rendorio pit preciso. Cosl alla Pagina 5Lt Tenuncisto ° upa fun-
“ioue flr) ¢ finita e continua in an mbervalle so 12 derivatr /(=) § sempio finitz in quell inter-
vallo , ¥ formulato in moto da lagejay SUpNeTTe aln nescessuria la derivabilith per la eontinuity
i ana funziena,
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puo conoseerla ehi scrive (oltre quel lemma): * Poiché queste due serie binomiali
8ono convergenti, sara per il lsmma precedente e

=i G (oo o (e G o
Di gui evidentemente

, | {m ' m my (o m' "
0=+ [ (5} () e+ ) 5) )+ ()
La (1) si pud scrivere manifestamente anche se la die serie non sono dotate
della eonseguenza assoluta, essendo un’ identita; ed il passaggio alla (2), anziche _
evidenie. & il contenuto di quella propusiziene che & dimostrata nei prezevoli trat- 1
tati citati o che PPA. ha creduto di aver ¢osi leggiadraomenie semplificata!

11 m. 29 poria 11 titolo * Limite di (l - lr. per = -<_1 ,, vipetuto nell'in-
o

dice. Supposto che il profo abbia invertito il segno di disuglianza, neanchse “ li- " ‘,f:‘* ; '
mite di (1 + E‘_—) per « =1 ., vuol dir niente: é chigro che bisogna dire * limile LT
S 1\« e 1ye o .
superiore dj (1 -}--;) - Ooppure * limite dt (1 R ——} per £ =oz ,. Una confn- Zris e
] i I

sione in qaesti concelti mi sembra abbastanza grave !
A pag. 25, stabilita I'aguaglianza .:f;' | &
SERARAE K

(1 n _]."'Ln_ 2 4 = 4 ( o .:;] % :1) i 13;-:?,}, | “]

v } - 21 3 ! l ;fgl f

: . : 1 2 SEL
I'A. scrive: “ Per conseguenzy, Siccome — , — couvergono & zere, msnire % cone 2
varge all’infinito; f—" A
a—= 8 B A 3! 4! T " t. -J;

Per chi conpsce 1'Analisi, quel * per conseguenza , vale... cio che vale: su ‘ }',
per git quel che vale I’ © avidentemanta - di poco fa; per chi non lo conosce L 1
(come & delle parsone & oui il libro & destinato) non pud essere la causa di for- XA
midabili spropesiti ? Chi non si sentira autorizzato da qnel * Per conseguenza “'{ l
8 dall” ®in virth delle note proprieta dej limit; » usato a pagina 26 e dall' * evi- ‘.*; B
dentemente , deila pagiua 27 a passare al limite nei termini di una qualungue 1 .,
serie & a ntenere piit che vers che il limites della somma di infiniti termini sia T L {
S i . . ; . SN T 3

la somma dei limiti? 1 non meitere in guardia lo studioso che certi procadi- warr f'*:
menti sono legittimi solamente sotto delle condizioni restrittive, non é solo tra- TR -
scurare 1l rigore matematico, ¢ una colpa... puramente matematica, si intende, ?

tanto piti grave quanto pilt ignaro @i Matematica & i lattove.

A pag. 27 2 detto che lo sviluppo :;
r ¥
i1 = = e
14 2)=3 5 T3

¢ valido per 2<"1: e se fosse T —17 L le seris (13) (15 (157) della pag. 28
dove cenvergono ?

Nel n. 45 si vool dare dall'A. una definizione di interpolazione: ma dubito
assai che obi non sa cosa essa sia, possa comprenderne Vessenza da yueste righe

e
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PERIODICO DT MATEMATICA. 59

alquanto osenra: * Cuando, conoscendo aleuni termini di nna Snceessione, se ne
trovano degli altri, compresi o no fia j dati, si dive che si interpolano tali valori
(intermedi o no); o chiameremo appunto imterpolaziorie ogni procedimento ol
qaale, essendo noto un eerto numeroe di termini d'ana successione, se ne doter-
minano degli altri dells stessa snecessione (postt o ne fra i dati) .. Poi I’A. nE-
giange * Sg g legge, ton eni varia nna funzione, & nota od 2 espreasa algebri-
camente con nna formnla, si sa determinare il valore della funzione corrispondente
ad un valore della variahile. Percid, conoscendo nna suecessiona di valori della
funzione, s1 possono trovars guant) si vogliano termini di tale suceessione (com-
Presi o ao fra i dati) » Uhe coss importa di conoscers nna suceessione di valori
della funzione per averne degli altri® non basta la sua espressions algebrica® E
se la snccessions sj tonosce, e1 viole inlerpolazione per trovare dei termini di
fale suceessione® '

Tutto il paragrafo * Formule di interpoiazicns . pon pecea di troppa chia-
FezZA ed esattezza: wl w. 435 © detto quando, in particolare, gli 4 Lermini dali
¢ quello cercato costituiscons wna siceessione di b+ 1 valori equidistanti , per
dire, nientemeno. che sono walori assunii da wur funzione iy punti di aseisse go-
stituenti una progressione aritmetics.

E poiché dagli Spropositi siamo passati alle smprecisioni e nelulosith, merita
¢onto di rilevare ln definizione di derivata ad uso di ¢hi sa poeco amche in ma-
lematica elementare -

*8e y=fir) & una finzione eontinua della veriabile indipendente + od % &

un Incremento infinitesimo di a,

. N+ hY — f{r o iy .. .. o]
.Llil:ﬂ P It }. ossia il I‘ﬂppﬂrinrf—;-i di differenziali T i enitEsy diy

chinmasi derivata di y 0 di fiz) rispetto ad z; indieasi con uno dei simbaoli
el w. Dftz) , (%),

Quale porientoso sussidio all'intelligenza del cuncetto di derivata portano e

. dy . yoa
Parole * ossin il rapporto &7 gj differenzialj , !
s
Uoneetto piu semplice, cortamente noto al lettore del libro, non & verp? K
la parentesi, ammettendo che esprimesse qualeosa vero, come spiega heng ?
Anchte ordine di infinitesima chie concetto semplice ¢ alla mano del lettore ! 2
Per fortuna il prof. Ortu-Ciarboni ¢i ha ammannite le lezioni di Caleolo, in-

sleme con le applicazioni, in sole 10 pagine.

A pagina 87 & detto che dei nameri (’;) . (;i] .(:) + - OVe %, non interg, &

maggiore di 1, quelli di posto dispar sono posilivi e quelli di posto pari somo
n
)

sono tuiti positivi. Ad onor del vero, ¢ non mmfirma la notissima conelusione.
Alla pagina 511 & detto * Qe g; nng fanzione si conosce o sviluppo in seria

di potenze, il suo integrale indafinito puis esprimersi con nua serie dsllo steszo
tipo , ma mon 2 mai stato detto come una funzione possa  esprimersi mediante

negativi: eib ¢ falso: hasta pensare che se n > p» | nomeri IS5 5 (g), < v
- )

- ~ iy X _
i) E perehi non con ?' che I'"A, nsa poi?
il
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90 PERIODICO DI MATEMATICA.

una seria di potenze, e guando =i da la formula di Maec-Laurin non si aceenna
neanche lontsmamento all'intervallo di validita. Quando non si voglis o possa
dire le cose se non che in questa forma, quanto meglio & tncerle.

Credersi d’aver assolto al compito che mi ora propesto: rilevave che con la
sousa di1 trattare di matematica applicaia ¢'¢ cki maltratia la matematica in
modo poco decoroso.

Ma solo per meritare gualche atiennante alla grave colps della nnilaterita di
gindizio, darv prove d'aver letto il resto del libro.

A pagina 103 I'interpolazione fatta in d) porta sempre sd un valore gppros-
x— &,
+
era assal utile acoennarlo pel libro — che Ia determinazione del tempo (pag. 107),
del tasso (pag. 115), del valore attuale (pag. 121) con I'interpolazione per parti
proporzionali conduce a valori approssimati vispettivamente per difetto, per di-

feito, per eccesso. (V)

A1 probiemi trattali nel § 2 del Cap. 11 sarebbe stato utile aggiungere quello
velalivo al tasso variabile con continuila in progressione aritmetica o geometrica,
il che & possibile fare con metodi elementari. (%)

Hl valore atiunle determinato a pagina 168 mediante interpolazione & appros-
simalo per eccesso; il caleolo della durata (pag. 238) pui farsi anche con Uin-
terpolazione per parti proporzionali. otieneundo wn valore approssimato per eccsnso.

Alla pagina 248 poteva essere ulilmente nccennato ad un meiodo di Gauss
per risolvere I'equazione trinomia (38" codesto mefodo in * Prazis der (Gleich-
ungen, U. Runge, Leipzig, 1900 _ & appunto applicato alla determinazione del tasso
della rendita. '

A pagina 250, st pubd osservare che I'interpolazions per parti proporzionali
puo farsi anche in vari altri medi, per ciascuno dei quali si pud dire di guale
natura ¢ I'approssimazione otlenuta. (3)

Lna dimostrazione assai pin semplice della formnla di Baily (pag. 258) di
quelle citate dal Marie, Brasilier, ege,, trovasi in un articolo del prof. E. Mor-
tara: * La determinazione del saggio delle ammualité ., Rirista di Hagioneria,
auno VI, 1906. :

L'approssimaziome a cui da lnogo T'use dei termini (48), (49), (51) della pa-
gina 162 & per evcesso. |

Le formule (14) e (16) della pazina 326 sone errate: vouno cosi corretie

simato per difefto, poiche U< < 1. Uobsi & assai facile riconoscere — come

(n — m)Nr™=1 (0 — m)C

]_I-Il — l '.,u—lJ.l—l

= {n — m)Cpr-™+1

v d = [ — k"1 =

o U = V=g — (a8 — ) Cpn=md,

Al n. 253 I'A, avrebhe potuto con molia ulilith riportave il teorema del pro-
feszor Peano (Y): Un capitale investitn in vendita cresce con un tasso d’interesse
contineo uguals all’interesse nominale diciso per il corso medio. Codesto teorema
che pub dimostrarsi con metodo elementare (). mostye la grande importanza pra-

(V) Cfr. T. Booeto, Lesioni di Matemotica fAinanziaria, 2¢ ediz. Genova, 1000-07, pag. 04 e seg5=.
() 1bidemn, pag. 70 & sepgs.

(3) Yhidem paz 274 & sexp,

(M (7. Praxo, Studiv dalle bazi socials ilelle Unsae ere., Torving, 1501,

11 T Boesto, Tnd, pag. 95 e sazy,
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PERIODICO DI MATEMATICA. 91

tica dell’interesse continuo. Colove che sostitniscono il tassp di interesse discon-
tiouo al tasso @ interesse continuo, commettono un ervore relativo che ¢ all'in-
cirea, nguale alln meth del tasso discontinuo; (') tale errore @ dunque tuti’altro
the trascurabile,

F. Sipizaxi.

¥ CONGRESSO INTERNAZIONALE Dpy MATEMATICI

CAMBRIDGE — 21.28 Agosto 1912

SEDTTA INAUGURALE,

La seduta inangurale del Uongresso fu tenuta alle ore 10, del
22 Agosto,

Sir G H. Darwin, presidente della Sociats filosofica di Cambridge,
apri la seduta col seguente discorso:-

Quatfro anni or sono al nostro Congresso in Roma Ia Societs,
Filosofiea dj Cambridge si procuro Fonore di invitare il Uongresso
Internazionale dei Matematici & lenere la sua prossima rinnione a
Cambridge,

Ed ora io, quale Presidente della Societd, ho il piacere di darvi
qui il benvenuto. Lascierd al Viee Cancelliere, che parleri dopo di
me, l'esprimervi il sentimento dell'Universita, e mi limiters &l mio
Hovere guale rappresentante della nostra Societs Scientifica,

La Scienza delle Matemutiche 8 adesso s1 vasta e gia tanto spe-
clalizzate che pub esser messo 1 dubbio se esistq 0ggl qgualeuno
plenamente competente Per comprendere la vicerca matematica in
tutti i suoi vari rami. Io, almeno, seuto qnanto sono mal preparato
4 rappresentare la nostra Societh in quanlo riguarda quel vasto campo
dr cognizioni che classifichinmo per matematiche pure. Debbo dirvi
francamente che quando dd wn’oechiata a certi seribti di aleune per-

—

("' T. Boseio, 1hid, pog. 101,
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sone che sono in questa sala, mi senfo molto nelle condizioui in
cul mi troverel se fosscre serifte in sanserito.

Ma se esisfe nel mondo un lnogo in cui un Presidente cosi uni-
laterale del corpo che ha l'onore di darvi il benvenuio non sia inte-
ramente fuori del propric posto, quesio & forse Cambridge. E vero
che in passato sono esistiti a Cambridge grandi matemaiici pori,
quali Cayley e Sylvester; ma possiamo certamente vantarel senza
orgoglio superfluo che In nostra Universita abbia avuto parte cospicna
nel progresso delle matematiche applicate. Newton fu gloria del ge-
ners umuno; pare noi, gente di Cambridge, siamo superb) ch'egli sia
stato qui Professore. Ma per quanto councerne la parte avuta da
Cambridge mi riferisco pinttosto agli nomini degli ultimi cent’anni,
quali Airy, Adams, Maxwell, Stokes, Kelvin, ed altri astri minori, i
guali hanno tracciato le linee per le ricerche in matematiche appli-
cate che furono studinte in gquesta TUniversitd, Vi sono pei anche
altri, qualt 1l nostro cancelliere Lord Rayleigh, c¢be fortunatamente
SONO ancora ¢on nol.

Fino a poche settimane or sono esisteva un nomo che, solo fra
tutti 1 matematiei, avrebbe potuto oceupare il mio posio con la cer-
tezza di esserne degno; voglio dire Enrico Poinearé. Fu proprio in
Roma or fanno quattr’anni che vedemmo la prima cupa ombra di
quella sua malattia, ora terminata s fatalmente. Voi ricordate il
malessere che provammo quando la sua voce passo dall'uno all’'altro.
* Poincaré & malato ,. Avevamo sperato potere nuovamente sentire
dalla sua bocea aleuni indirizzi luminosi, quali ne avea dati in Roma;
ma cid non doveva essere, e la perdita fatta dalla Francia con la
sua morfe ecolpisce il mondo intero.

Fu wel 1900 che, quale presidente della R. Sociela Astronomiea,
ebbi la fortuna di porgere a Poinearé la medaglia della Societs, e
tentar allorn di dare un apprezzamento della sva opera sulla teoria
delle onde, sopra le figure di equilibrio dei fluidi rotanti e sul pro-
blema dei tre corpi. Nella prefazione al terzo volume delle mie opere
rinnite provai muovamente a descriverlo guale mio Santo prolettore
per quanto riguarda gli seritti contenuli in quel volume. Mi torna
vivamente alla memorin gquale grand'nomo egli era, allorche rifletto
clie alle persone capaci di apprezzare pienamente anche meta del
sno lnvoro sembra nua stella di prima grandezza.

E uno studio interessante il tentare di analizzare lx differenza
uella strutbura delle menti dei matematici puri e dei matematici ap-
plicati. Sono certo di non offendere la reputazione degli psicologi di
mezzo secolo fa, dicendo che, allorgnando essi avevano analizzaio
con successo il modo in eni lavoravano le menti lovo, credevano aver
risoluto il problema che avevano dinnanzi agh ocehi. Ma Sir Francis
Gailon dimostrd che tale opinione & erronea. Bgli fuce osservare che
per alcuni le imagini visive formano il pin potente strumento di
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pensiero, menlre per altr1 ¢id non avviene, Tali imagini visive sono
spesso curiose ed illogiche: essendo probabilmente basate sovente
SOopra 1mpressiont infantili, esse formano Je ruole del meeccanismo
di molte menti. 11 geometrs puro dev'essere dotato dj grande po-
teve visivo, e quest’idea a confermata dal mio vicorde della diffi-
colta nel raggiungere concett chiari della geometria dejlo spazio,
finché la pratica nellarte visiva non abbia reso capact a dipingep
chiaramente Fanalogia tra le linee e Jeo supertficie. L’analitico puro
conta probabilmente meno sulle imagini visive, o per lo Meno j suoi
disegni non hanno carattere geometrico. Dubito clie i matematico
sl rivolga naluralmente ad un ramo od all’altro della nostra sclenza
secondo Ia conformazione dejla propria mente ed il Meccanismo con
cm egli lavora.

Vorrei che Galton, morie recentemente, potesse esser qui per rae-
cogliere dai grandi matematioj adesso adunati nn resoconie miro-
spettivo del modo in eui le Joro menti lavorano. Piacerebbe sapere
se gli stadiosi della teoria de grupp: si dipingono gruppetti di punti,
Oppure pecore pascolanti in un campo, Coloro che g occupano della
teoria dei numeri colleranc colori, oppure earalteri buon; 0 catiivi
coi pint bassi numeri ordinali ed in quali forme sono disposti i nn-
meri suceessivi, Quanto ho detto sembrera pura sciocclhezza ad aleuni
qnl presenti, altri ripenseranno eio che vedono, e gualeuno forse sary
conseto per la prima volta delle sye proprie imagini visive.

Le menti dei matematie puri ed appiieati probabilmente tendono
pure & differire ana dall’ultra pel senso della bellezza estetica. Poin-
caré ha bene osservato nel suyg Science ef, Méthode _ (p. 37):

* Ci si pud meravigliare di vedere mvoecare la sensibiliti g proposito
* di dimostrazioni matematiche, che sembra non possano interessare
“ ehe I'intelligenza. Cip equivarrebbe a dimenticare il sentimento
“delln bellezza matematica, dell'armenia de; numeri e delle forme,
- dell'eleganza geometrica. B wun vero sentimento estetico che tuti
"1 matematici conoscono. HBd & veramente dells sensibilita .

E serive ancora:

“ Le eombinazioni wuiili sono precisamente le piin belle, ejos qnelle
" che possono meglio eccitare Guesia sensibilita speciale che tutti i
* matematici ¢onoscono, ma che i profani 1gnorano al punto ehe
" essl sono spesso tentati di sorriderne .

C’e naturalmente ogni gradazione tra una classe di menti e I'alira,
ed In alerue il senso estetico & doginante in alfye subordinato. '

A proposito dello stroordinario interesse psicologico dell’esame
1t Poinecaré, nel capifolo clie ho gia citato, noterd il modo nel
Juale procedeva accingendosi a risolvers un problemu matematice.
Lgh descrive I'inconscio lavorio della mente, pel quale Je sye con-
Hnstoni apparivane al sno sprilo quali rivelazioni di un altro mondo.
‘redo che siamo slati tutti conse; di quunlcosn dj simile, e eome Popin-
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9 PERIODICO DI MATEMATICA.

caré abbiamo allresi trovato che non sempre le rivelazionl erano
abtendibili,

Tanto il matematico puro ¢he I'applicato vanno in cerca della
veribia, ma 1l primo cerea la verith in se stessa ed 1l secondo verita

per 'oniverso in eul viviamo, Per alecuni la verita astratta ha il -

maggiore incanto, in altel domina 1 interesse pel nostro universo. In
entrambi 1 campi vi & spazio per un progresso indefinito, ma menire
nelle matematiche pure ogni nuova scoperta & un guadagno, nelle
applicate non & sempre facile trovar la direzione in cm far progressi,
poieché la scelta delle condizioni essenziali al preblema porge un
compito preliminare, & poi sorgono le difficolta puraniente matema-
tiche. Cosl almeno mi sembra, rhe sia pin facile trovar campo per
rigerche wvantaggiose nelle matematiche pure che nelle applieate.
Naturalmente se consideriamo un'investigazione in matematiche ap-
plicate come un esercitazione in analisi, 1a scelta corretta delle con-
diziom essenzinll & immateriale, ma se la scelta & stata sbagliata 1
resuliatt perdono quasi tutto il loro interesse. Posso illustrare guanto
voglio dire ripoviandomi alla eelebre ricerca di Lord Kelvin sul raf-
freddamento delln terra. Egli non era nb poteva essere a cognizione
della radioattivila dei materiali di eui & formata la terra, e credo
sia ora generalmente reconoseciuto che le eoneclusioni da Iui dedotte
circa l'eta della terra non possono venir mantenule; pure I"investi-
gazione matematica resta esatta.

La formula appropriata del problema da risolvers & una delle
difficolta che maggiormente assediano il matematico applicato, e al-
lorch’egli ha raggiunto nn’esatta visione interna rimane pur troppo
spesso 1l fatto che il suo problema & ul di 15 della soluzione mate-
matica. Al profano il problema dei tre corpi sembra cosi semplice
ch’egl apprende con surpresa che non pnd venir completamente ri-
solto; eppure noi sappiamo quuli prodigi di abilith mutematica gli
sonto stail dedicati. I1 min Javoro in proposito non pud dirsi contenga
affatto tale abilita, a meno che pure non chinmate abilita il proce-
dimento di un demolitore di case che colpisca una poria di sicurezza
colla dinamite invece di aprire la servatura. B quindi per forza bruta
che quesio problema tanto inferessante & stato costretto a cedere
alecuni snol segrefi, e, per grande che sia il lavoro che & costato,
credo ne sia valsa la penu. Forse anche questo lavoro ha servito ad
incoraggiare altri, come Stirmer, (") a simili ealcoli, quali il caleolo
delle orbite degli elettroni intorno alla terra, offrendo cosi una spie-
gazione di alenni fenomeni (’'anrora boreale. Ridurre al minimo 1
diritti di quesfo metodo oseuro, ehe pud quasi suscitare la derisions
det maiematici purt, ha sorvito a gettar luce sulle celebri generaliz-
zazionl di Hill e Poineard.

(') Videnshabs Selskad, Cliristianio, 1004,
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PERIODICO DI MATEMATICA. 95

Chiedo quindi grazia pel matematico applicato e vorrei doman-
_[im'vi t!i considerare benevolmente ie difficoltad con eni combatte. Se
1 nnat‘rl metodl muneano spesso di elegunza, ¢ non soddisfano che
poco Il senso estetico di eni ho gia parlato, pure somo onesti tenfa-
tiva _di strappare 1 segreti dell'universo in eui viviaimno. |

Siamo qui riuniti per cousiderare la scienza matemalica 1n og2ni
suo ramo. La specializzazione & diventata unu necessita del ]ﬂv:rﬂ
moderno {a(} L rapportt ehe avranno luogo tra di noi in quesia sebfi-
MARA SErVIranmo a farci comprendere il lavoro che vien fatto in
campt diversi dal nostro. T giornali e ls letture cle udrete servi-
ranno o queste scopo, ma forse le conversazion personali al di fuor
delle adunanze regolari riusciranno anche pit utili .

11 prf}f. R. F. Scorr vice-cancelliere della Universita di Cambridge
pronunzido nn aliro discorso per dare il benvenuto aj (:t:rngressmti?n
nome della sua Universita e collegi annessi. T prof. Hobson, segre-
tario del Comitato organizzatore, comuniecd che i congressisti ];I‘EEZﬂti
alle ore 20 del giorno 21 erane 670 cos) repartifi:

ANSERIR & o . 19 Germania. .... 70 Portogalle , .. 3
Belgin ...... +  Giappone..... 3  Romania .. .. 5
Brasile ... .. 4 Gran Brettagna . 250 Russia. . ., 38
Bulgaria . ... 1 Greein. .. . ... »  Serbia. . , . ) 1
Gﬂ{‘lﬂfﬁl ..... £ |60 FF VR 4  Spagna . .. | 25
Ol o5 1 Ttakia. . ... ... 33 Stati Uniti... g2
Dapmmrun ev. o DMessico....,.,. 1 Svezia, . .. .. 13
Eglttl:f. o ecey. Norvegia . . ... | Svizzera. . . . . 9
Franecia . , . .. o2 Olanda, ...... 9 Ungheria . ... 19

ADUNANZE GEXNERALIJL,

Alle ore 14,30 dello stesso giorno 22 ebbe lnogo la prima adu-
nanza generale nella quale su proposta di Mittag-Leffler ed Enrigues
fn eletto pl:&Sidl-}DtE 1l prof. G. H. Darwin, e su proposta di questo
furnnr::r nomuinati Lord Rayleigh, presidente onorario; W. ven Dyck
L. Fejer, R. Jujiswa, I Hadamard, V, Iensen, P. A. Mach Malmn’
G. Mittag-Leffler, E. H. Moore, F. Rudio, P. H. Schoute, M. S Smn—'
luchowski, V. A, Steklov, V., Volterra, vicepresidenti: E= W H.nbsnu
A. L. H. Love, segretari. | | ’

| 1l !Jl‘ﬂf. Greenhill rese conto dgll'operan compinta daila Commis-
Sione unternazionale per I insegnamento matematico, nominata dal pre-
cedente Congresso di Roma (1908); quindi furono fatte le seguen fi

letture:

Exwriques. — 11 significato della eritica dei principt nello sviluppo delle
matematiche,
Brown. — Periodicity in the Solar System.
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06 PERIODICO D1 MATEMATICA,
I gierno 23 alle ore 15,30 ebbero luogo le seguenti letture:

Lanpav, — Geliste und ungeliste Probleme aus der Theorie der Prim-
zahlverteilung und der Riemannschen Zetafunktion.
Garrrziv. — The principles of istrumental seismology.

I giorno 24 & ore 15,30 furon fatte le sezuenti letture:

BoreLr. — Difinition et domaine devistence des fontions O ogeTies
unif mrines.
Waite, — The place of wmatematics in engineering practiche.

Il giorno 27 a ore 15,20 furon faite le seguenti letture:

Bocaer, — Boundary problems in one dimension.
Larwor. — The dynamics of radiation.

Lo stesso giorno 27 a ore 21 ebbe lnoge ln sednta finale del
Congresso. In essa fu stabilito di tenere il 6° Congresso a Stoccolma
nel 1916, e gli Ungheresi espressero il desiderio che il successivo
si riumisea a Buda-Pest.

ADUNANZE DELLE SEZIONI.

Il Coagresso, come il precedente tenuto a Roma nel 1908, era
diviso in gquatiro sezioni:

Sezione 1. — Aritmetica, Algebra, Analisi.
o IE — Geometria.
» AL (a) — Meccanice, Fisica matematica, Asironomia.
» Ul (b} — Economia, Scienze attuariale, Statistica. 4
. I¥, —- Fﬂﬂsﬂﬁﬂ e Storia. 3

Queste sezioni tenmero ogni giorno adunanze separate, nelle guali
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furono lette numerose comunicazioni; tanto numerose che non ere- S
dizgmo convenlenfe darne qui l'eleuco. ;j; : i
In generale & stato osservato ehe non solo queste comunicazioni, f!,? '
ma anche alecune di quelle delle adunanze generali riguardavano =
problemi specialissimi, e che potevano interessare ben pochi uditori. A
Crediamo che sarebbe niolto utile ¢he ali organizzatori dei futuri B
Congressi si preoceupassero di questa tendenza dannosa che toglie |
interesse ai Congressi internazionali e stabilissero di limitare le co- ; |

municazioni e discussioni al soli srgomenti ehe, rivestendo una eerta
generalita, possono interessare un numero ragenardevole di mate-
matiel,

Molto lodato & stato I'ordine cou cni tukio era stato disposto, e 12
cortesia ed ospitalita dei matematici inglesi verso i colleghi stranieri.

GluLio Lazzmryr — Direflore-responsalile

Finito i stampare 1 19 Novenbore 102,




SOPRA UN SISTEMA = Di SUPERFICIE P Dj S,

(Continwasz, o fine — Vedi fase. 1, Awne XXT 11

—.

Le V; che contengono tre sistemi oo! di superficie P,

19. 1'S; oscalatore ad una curva della V. in 0n punto a; & deter-
minato dai punt;-

T =1i(1) + () + by lor),
dics = ["\(u)du + @5 (2)d» - bl dae,
Cw = () (dn)t - # (@) dv) + &) (e
+ i{w)d*u 4 o' (v)d% - (e ),
Aoy = () (du)® -+ ¢"i(2)(dv)* + ) (e Y -
3 (i dudu -+ @"i(v)dvd®y = b () daca®e) -4
Fi(u)dPn + a(0)d®s - W),

Fissiamo la tangente o I'S, osculatore, ossia fissiamo ; diflerenziali
parziali primi e secondi dej parametri %, v, '+ indi poniamo :

Yo =" () (du)® |- 7 (o) (d0)® - " (w)(dw)?,
Zi =8 (f( u)dud’y -+ ¢ (0)ded™w - (e )derdhe),
Ti — Y: + Zi .

allora si ha:
F =T Fila)d®u + ¢ i()d% i) dbr,
gundi il punto Pr, variu nell’Ss determinato dai punti:

T, ; }ai("]r vi(p), tl)Ji'E?rJ-

Dunqgue: gii 8, oseulator: alle curve Der Xi, aventi la stessa tangente
¢ lo stesso S, osculatore, si otiengong proettando dol’ Sy osculatore i punty
@t un Sz che ha con €880 il punto dx; ¢ Comune; costrtuiscono guindi
una doppiz infinita che riempie I'S; determinato du punti: x;, d%x;, fi(n),
?i(v), ¥i(w), T,

Variando 1’8, osculatore, ossia i differenziali secondi, variano i
punti »

Ti=Y; 48 (7" i) udn +- o (v)d*vde + b"iw)dPwdir),

d*y; =X, () - o (n)d*p - Viler)d%e;

1l primo varia nell' S, (f i{#), #7(v), 4"i2e), Y.): i1 secondo nell’ 3, (f7(u),
P1(2), §'i(w), X,); dunque I'S; suddetto, quando resta fissa la sola tan.
gente, si otfiene proietiando dal r. tangente 1 punti T e &% di due S

e




9S8 PERIODICO DI MATEMATICA.

che, avendo il punto 2; a comnne, stanno well’S; (Filn). =slr). 24(u),
Filn), %" (¢), 4"%(er), Yi). Se indichiamo con Ty, Loy Tai . Yo, Ya, le
coordinate proiettive non omogenee di quei due punti nei rispettivi S,
Era esse passano le relazioni:

i —— (i,
Tg=b‘ﬂfﬂ 1
Tyg— Cifa;

quindi quegli S; proiettano le rette che eonginngono le coppie i
punil omologhi in un'vmogratia fra due S;; sono percidp «=? e rier-
piono I'S; (=, Y;, Filn), @), ViGae), [ i(m), @ i(v), ).
In ogni S; vi sono oo® 8; osculatori ; si deduce che oll S; oscnla-
tor1 alle curve della Vg, quando hanno la stessa tangente, sono oc?,
de varia la tangente, dei punti che determinano I'S. precedente,

varia solo Yi in un piano, percid quell’S; assume o ? posizioni nell’S,
(2, Fi(u), o'i(z), blwe), Filu), "ifv), b5lee), 7l ), o"i(z), 4" ()]

St conclude che gli 8; osculatori a tutte le cmve della Vo per ;

sono <’ in generale,
Consideriamo la V; rappresentata da-

@ = fi(u) <+ fi(z) 4 du(ar).

I punto (w v, ) eoincide col punto (s, u, ). Le Pu e le Po co-
stitniscono un solo sistema e per ogni punto 2 escono due superticie
caratieristiche appartenenti ad esso. Sicehe le superficie caratleri-
stiche della V; si ripartiscono in due soli sistem : (v 0 » = cost.),

(20 = eost.).
Cosi pure formano due soli sistemi le linee parametriche, percha

le (w12) coincidono con le (v0).
Delle tre superficie T legate alla Vy (efr, paragr. 10), la

e = ) — ) ;

i ¥
iy, = B

o
s
=
T " Ly T g el o gt
L .I o _""j:.'.-__!'." ":' _ﬂ-'ll-:‘:'-:.ﬁ 'I'tk:{ : T : I‘-"'. ot ;%
’ ] i o, et g e Lp e P T e S
a L Y e ...l!,_ ¥ LN '\-l"'_l-'-'_-. "'_,' ol L
ol il R

coincide con la oA H
2= g 1) — gil2e), "':'-,}’ﬁ k|
- ‘ il " . :éh.-'-*t
cosi pnre coinecldono le linee ; s
N E—— fiE"] : S —— :I:J'ri[l}}. "_J-_":'?i i 3

Sl

e ey

o =T1lve) + fi(v) + di(w) wuna Pa.

Per v=u.s ha

3

2 =2fi(ua) + Yiluc), (14)

quindi guella Pu ha ecomune la linea rappresentata dalle (14) con Ia - !
superficie P di equazioni: R0y

Ao 09
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PERIODICO Dj MATEMATICA,

le due superfigic sono tangenti lungo

99

quella linea, poiche

(1) +7i(0) - b(ua), Fi#), ()],
i) + Li(ee), £w), bilee)]
coineidong per v =y, .
La Pu. & gey

dl pin
piani

eriea, quindi tnite le Pu sono tangenti lnngo ung
linea variabile alla superficie (13), Ia quale

risulta come ivilappg

delle superficie Caratberistiche di un sistema. Fssza appartiene ally V,
& non e una superfieie caralferistien.
T filu) =+ filv) - i) una P

essh i comune cop la (15)
la linea

Ty = 9fi(t) - (1)

{(16)
che & una sua lines parametvica, gnindi e Superhcie caratberistiche
del ststemg '0==Gost. incontrano |a superficie (15) nelle sye lince

coordinate di up sistema, e linee coordin

ate dell’sltro sistemu sono

le linee dj contalto con le Py
Osserviamo che |g (16) & tangente in 0ZNl sio punto a dge linee
coniugate dal sistema 2 — cost ' '

tangente & coniugata
Possinmo dunque dire

L’S: tangente allp Vain un punto z;
Ty (), 9%v), o (o).

Se &; varia lingo una (
(), Yi(2r)); per ognt valore di diverse d
minalo ; ma Per u =yp, £

(#) ed fi(p)
determinato, | punto per eni eid avy
Ia Va.

" queste superfieie.
e deferminaio daj punfi :

o), 'S, tangente varia attorno alla retta

& vy sl ha un 8, deter
cotnerdono, quindj I'S; non &
tene lo diciamo singolar
Sopra ogni lineq ¢
ed ¢ Uintersezione dell
Infatti, se |a

oordinain dal gistem
@ lineq eon la
finea & la (2122,),

A = ﬁfu} ‘f“f;(!’::‘ + H'Jiﬁ-*::h

f

2 == 2f(r,) +- byrey),

to della superfieje (15).
Sulle linee (42} non vi sono In generale tal)
TS0 da », perche, cominque vari ¥ e bi(er)
2 1i(1) 0 con le fi(®), né sarunno lore pr
Se la linea & una {uw), allora
olarith suddettn.

Le (un) costituiseono uno der sistemi dj lines coordinate della sy-
wrficie (15), quindi: ; punti della Vy jies Quali non rigsulta determinato
Yo fangente sono Witi e solo i punti & questa superficie.

& (VW) vi ¢ uno i
Superficie (15).

Per u=um sj ha-

* questo & un pupy

punti se y a dj-

non colneideranno aon
oporzional;j,

WL 1 suoi puntj presentano la sjn-

—rror-
=

-



100 PERIODICO DI MATEMATICA.
20. Consideriamo 1a Vi 2 = fi(u) -+ fi() + filwe).

Le superficie caratierisliche di tale Vs formano un solo sistema, 7S
tale che per ogni punto ne escono tre che s intersecano due a due 3
secondo le linee coordinate per gquel punto. :

Le tre superficie F legate alla V; coincidono, e cosi pure coingi- -
dono le linee Iiz?bi[:ﬂjl; Tj— ijﬂ:n’.?j; -'Ir"] ='~.IJ.£|:;H'].

v = fi{u) + flv) + filers) 17

sis una supecficie earntteristica generica, essa & tangenie lungo la

linea
= f.(u} —I— gfi[:”']:ll

alla spperficie

ey =fi(u) = 2fi(v). (18) | :

lufatts, il piano tangente aila (17) in un punto z; & determinato f |
dai punti: | :
fitw)+ fite) - file)y  fitw)y  Fi); N

il piano tangente alla (18) & determinato dai punti: L‘,
i a

fiw)+2h(0), Fiw),  File); S

€ questi due piam coincidono per » =1,

- - - . i .'
Ancora, le due superficie suddette si tagliano secondo la linea
= 2f(0) - fiin), .
& un’asst ' - S .
che & un’assinfotica della Py (efr. paragr. 20). i
Quindi, la superficie (18) ¢ tangenie lungo unee linea ad ogni super- ;
ficie caratieristica, di piit Pinterseca secondo wn'assintotica della supér- !
ficie stessa. EREY A .

La linea = 3fj(x) & un’assintotica della superficie (18). i |
Infatti, per un suo punto corrispendente ad 4 — = 4r = 1, BSCONO o !
due linee coningate della superficie: | SR
n=2film)+filw),  @=2fi(w) —+ fifu), I

le quali sono tangenti alla 7 = 3fi{u) nel punkto comuue, pereid, la 1

Ltangente in ogni punto di detta linea essendo coningata di se stessa, .0 B
" ; . 1 ' ) :
la linea & un’assintolica, U
Siccome le linee coningate suddetbe sono le linee coordinate - f
della (18), possiamo dire: Le linee coordinate della superficie (18) ne R

inviluppane w assinfotica.
o= fi(u) + fi(w) + filoen)

sia una (vu). Variando «; lungo questa linea, I'S. tangente varia at-
torno alla vetta fi(n), fGr) che @ una corda della linea '

m=7lu).

Per w=w9;, o per u=1, i punti:

filw) + filo) 4 filwe),  filw),  File),  Filw)




