SULLA TORSIONE DI ALGUNE CURVE DI UNA SUPERFICIE

Nella presente nota mi proponge di fare, per la torsione delle
linee di uni superficie passanti per nn punto, uno stndio analogo,
per quanto mi & possibile, a guello relativo alla curvatura.

Per la torsione geodetica esiste in proposito nn lavoro; (*) eredo
perd che in questo caso Vanalogia pud essere spinta ollre, e cid -
cercherd a proposito di quella torstone. (V. n. 4.)

Comincerd con una osservazione preliminare: Sia

z=2z(x,Y) (1)

Fequazione della nostra superficie ; allora wna linea qualungune L d1
essa si pud determinare assegnando la funzione y=y(x) e pol ac-
coppiando a questa equazione la (1) dove al posto di ¥ s intenda
sostibuita Ja sua espressione in 2.

Presa cost x come varinbile indipendente nelle equazioni di L, In
sua torsione in un punio P (ry2) si ridnce a

) ?fffzthr v ?fr.-.iﬂn" - (
T A+ I+ A2y — 2y

Le 2,2, 2" si rvieavano dalla (1) derivandola rispetto ad z, e cloe
dalle eguazioni |

+ =+ gy, e e 0 N
2" = gy —+ 3sy"+ Bly'y" —+ w4 Bvy’ + By 4 ky”® J

dove p, g,r, s, ¢ sono le note mongiane, ed inoltre

2)
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Dunque il secondo membro delln (2), fissato un punto P della
superficie, non dipende che dai tre parametri ¥, y", v".

Ne segne subito che se noi consideriamo un cilindro parabolico
o (zyabed) =0 dove a, b¥, d, dinotano i quattro parametri della sna
equazione, potremo sempre (quando si considera una regione sulli-
gientemente piccola di superficie nelle vicinanze di P) determinare

gneski parametri in modo che siano ordinatamente eguali le 2, 7/,y". %"

('} Pretno Braraatr:, © Sulla torsions geodetien delle lines tracciate sopra moer superiicie .
Randiconti del Civcolo Matemalico di Palerino, tomo X, pag. 229,
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(culcolafte nell'ascissa # di P) della carva L e della curva L sezione
del nostro vilindro con la superficie. Allora anche le z, 2,27, 2" delle
due curve saranno ordinatamente eguali in P: basta rifletiere che
queste quantiia si ricavano per le doe curve dalle (3) sosiifuendo
per %, 9,y ,y"” valori identica per le due curve. Cid significa che la
curva paraboliea L' coxt determinata ha con L In P un contatio
almeno del terz ordine.

Intanto la (2) ei dice che le due curve L ed I hanno in P Ia
stessu torsione, eppero: ;

La torsione di wna eurva qualungue di une superficie in un punto P,
¢ uguale a quelle della eurva parabolica della superficie che ha in P,
con la curvoa data, un contaifo almeno del terz ordine.

Basta dopo cib, per la torsione, limitarsi a considerare solamenie
carve paraboliche della superficie,

I. Variazione della torsione quando ¢ ed %" rimangono costanh. —
Supponiamo ehe nella (2) vari solamente ¥ ed esaminiamo la tor-
sione delle eurve (paraboliche) C dells superficie passanti per uno
stesso punto P ed aventi ivi un contatto di second ordine.

Preso il punto come origine del sisiema cartesiano, la tangente ]
come asse Oz, e la binormale come assa 0z, sarh ¥ =2z =0, inollre, '
siccome le coordinate direttive della binormale sono proporzionali ai
minori di second’ordine della matrice

1 0 0 . by "

0y 2 eioe 0, —2", 9",

vediamo che deve essere: I.'
2=

Allora la (2) =1 riduce a ~ :

EJ‘H P

i

—_— T

ma dalla (3) ricaviamo, nel easo attuale: '[

dungue Loaltuente

o +
'::ygu y" _]_(35+;n)

o sl notl che & "0 altrimenti si annullerebbero le tre coordinute
direttive della binormale in P. Questa formola mosira che t e fun-
zione lineare di y” epperd monofona. Per g+ 0 si anmulla sola-

mente per

38y + %
y q =

Dunque: Se in punto P di una superficie & q£0 le curve C passant:
per P hanno i torsione che & funzione lineure di y'. Se por q=0,
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la torsione delle curve C & costante ed eguale o
U
38 —l— ? -

Si noti che in questo easo, poiché 2’ =0, & anche p=0 epperd la
normale nlla siperficie coincide con l'asse oz cloe con la binormale
comune alle curve C in P.

9 Variazione deffa torsione guando 7 ed y” rimangono costanii. —
Qui parageneremo, analogamente a quello che si fa per le curva-
fure, la torsione t di unn curva I' qualungue con quella delle eurve I',
ottenute tagliando la superiicie con una famigha di eillindri parabo-
lici passanti per quel punto P e le cu senaratrici sono parallele alla
normale alla superficie in I

Preso i) punto P come origine del sistema cartesiano, la normale
alla superficie in P come asse Pz e la tangente alla curva I' che
si considera, come asse Pz, taglieremo la superficie eon la famiglia
di cilindri parabolici ¥y =ax® e delerminiamo il parametro a in modo
che in P siano eguali le y' di T' e di T"; allora (poiché evidente-
mente in P le 3 delle due emrve T' © I'" sono eguali), le due emrve
avranno in P un contatto del 2° ordine: infaiti le 2 sono entrambe
nulle e le 2’ sono, per le due curve in base alle (3), eguali ad ». S
noti ehe anche le 2 di T' e TV risultano eguall perche enframbe si
ricavano dall’equazione della superficie derivandola tre volte di se-

guito:
2’ =3sy -+

e sostituendo per 3” valori egnali per le due curve.
Cid premesso, le coordinate dirvetiive della binormale comune =
alle due curve I e I' sono i minori di 2° ordine della matrice:

1 D U - ﬂ ] ¢/
D yu z.r.i ¢l1oe 3 = 3 :y .

La torsione in P alla T' » data da:
Fr_#F ey 1 oo lf I rry Ay FIF} rHg
1y —ye Y2 —y"z Vo™ 2"

T o TJ“E_]_ 3”5 .v‘yun _}_EHE Vyr.r:g_]_zrng Vyng_l_gﬂg
(‘onsideriamo la retia ¢ useente da P ed avenite per coordinate
dirvettive 0, 4™, 2 calcolate, ¢'intende, i P. Questa retta, poiche ha
nulla la prima coovdinata direttiva, e perpendicolare all'asse Px,
epperd giace sul piano ¥z fhe & il piano normale a I' e I" e s1 ha:

I IE

'z —y 2
Vy”'“‘l‘ zug ‘v'yur-d _l_ﬂ.rug

la formola precedente pud dungue scriversi:

cos (gn) =

1 ‘V'yu.iﬂ i znn_l,- -
—— = ¢0s {gn . o
’1‘ (g ) V ynﬂj == zug ( ’

remliwEE YTy T

- | g =TeEm—
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A pphielnamo quesia formola alla enrva I''; poiché per questa enrva
e y" =10 la retta ¢ velativa coincidera con la normale N alla super-

. S 1 : s g
ficie, dunque, mdienndo con g la torsione di IV in P, avremo:

: =cos (Nn) ‘g! -
Vgt 2

™

: e b o
da quesln e dallh espressione (i T8 ricava:

e

T cos (gn) 2 cos (gn)
T cos{Nn) "y, 42 ¢os(Nn)cos (Ng)

cioe:
T cos (gn) =T eos (Nn) cos (Ng). ()

Questa & Ja formola che lega T con T': essa mostra clie per pas-
sare dn T" a T basta fare, sul piane normale comune alle due curve
due proiezioni e cioé proietture primu sulla normale N alla super-
ficte 11 raggio di torsione T preso sulla binormale n a partire da P
€ poi proietfare guestn proiezione sulla binormale comune a1 ma per-
pendicolarmente alla retla g: st avra cosi il raggio T.

Per esprimere meglio guesto risultato consideriamo il piano di
equazione ¥ Y 4-2"7Z =0 (@) il quale contiens la tangente comune
a I' e I' (asse Pz); dico che contiene ancora il centro della sfera
oscnlafrice a I' in P. Infatti, dette &, %, { le coordinate di gquesto
centro, dall’equazione

(x—EF +(y— %P+ (z— L =R"
derivando tre volte di seguito rispetto ad z si rieava:

e—E+(y—my +(z—0=0
1=y + (=02 =—(1+y*+ 29
(y—n) y" +(z— Q)" =—3(yy" + 22"

pol, mettendosi nell’orvigine dove @

(]

r—yp=z=>_, iy =),
a1 ha sabifo:

-E: U, '.‘]'y” ‘—I_ ;3”2 11 1]-_2;"' —I— :;E.m — U

quest’uliima gia ci avverte che il piano («) eontiene 11 centro di sfera
oscilafrice a I' in P, dnngue questo piano & gquello individnate dalla
tangente comune e dal centro di sfera oscnlatrice anzidetto; inollre
faglia 1l piano gz secondo In retta oY -} 2"Z=0; ma quesla reta

M Quesla formola snppone y” 4 0 albrimenti 1a » coincidendo con Passe Py, 3i anaallerebhes

e |
cos (Nu) e non sarehhe pii lecito divilare membro a membro e dus eguaglianze che danno T af T




PERIODICO DI MATEMATICA, 0

& perpendicolarvs alla g, dunque proiettare perpendicolarmente a g
equivale a prniettme pnralle]amenta al plano (a).

Noi possiamo allora enuneiare cosi 1l risnliato:

Se si proietta sulla normale alla superficie il vaggio di torsione T’
preso sulla binormale comune a partire da P e poi questa proiezione
sulla binormale ma parallelamente al piano individuato dalla tangente
comune ¢ dal centro di sfera osculatvive & I' in P, si ottiene il F RO
di torsione T di T,

Potremo, dopo ¢id, limitarei a studiare la torsione delle curve
paraboliche T” nell’origine, dove & y" =10,

Presa la tangente comuue come asse Px e la normale alla super-
ficie in P come asse Pz, precisamente come abbiamo fatto al prin-
cipio di questo numero, 'espressione della forsione diventa:

'

inoltre le (3) dinno:

dungue:

(4)

& qui la vaviabile & la sola 4", Per studiare il variare di © costruia-
moci le derivate prima e seconda (vispelto ad y”); avremo:

— uy”? - 6r'sy” 4wt

T ("™ +*)°
. [_; ) | — 2uy" + 6% — 4y [ — dy™ 4 6rsy” - ur o
b G )
La derivaia prima si annulla per 1 valorl (sempre reali)
= 3r¥s - Vg:"s“ L % L ye=1 3% — Y 9:5" = 1:":—‘*;

siccome la derivata seconda, con la sostituzione di questi valori, si
ricluce a

1/91 A - uh®
(y ..‘-'l}..

vediamo che 9 r-.':m'rispnnde ad nn minimo di torsione, menlre ¥'s
corvisponde ad un massung.

Inoltre le ecoordinate direttive delin binormale alla curva T o
minima forsione sono:

0, —27, ¥ ciog: 0, —r, 4"
e eosi quelle della binormale alla curva I"y di massima forsione gono:

D, ey y”g.

[
e I S ——————————_ el T R L S
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La somma dei prodotti due a due di queste coordinate &7~ 5 Ia
ma, poiché %", ed y"; sono le radici della equazione v =0, il .4ro
prodotto & — #% dunque quella somma & zero. Eppero: Fra le curze T
ve me ha una di minima e Ualtra di massima torsione: le lovo hinge.
mali sono ortogonali, quindi la . binormale all'una & norinale principais
all’alira ¢ viceversa; le due curve hanno ciod lo stesso triedro fondamen-
tale; perd i piani osculatore e reilificante delluna sono rispeltivamentas
retlificante ed osculatore dell allya,

L 'espressione (4) della torsione delle atinali enrve I" si pub pre-
sentare sotto nn'altra forma che si presta meglio allo studio di quaiche
proprieta. Introducendo 1'anzulo « che ta bhinormale n mobile f=11]

piano ¥z) fa con J'asse Py avremo:

Y

J"

tg a=

donde:
yY' =—riga.

Sostituendo in (4) risulia:

| u
':=3saen3;-——? 46N ¥ oS o

Considerando i due angoli a, a.—l——z— c10¢ due direzioni ortogonali

di binormale avremo, per le corrispondenti forsioni;

T , il
T =38ssen’a — Sosenacosa, v =3scos'u| . LO8 & sen 4

donde: .

T -+ 1" =335 = costante, b

cioe:

La somma delle torsioni di due eurpe T" che hanno le binormali
perpendicolari, ¢ costante epperi egicale alla somma delle Lorsioni megy-
sima ¢ minina (torsioni principali).

Inoitre moltiplicando le espressioni di 1 e = risulta:

1 1t ol
i b 2 5
1T = — (95 — ) sen” 2a — —— sen 2% cos Y.
1 y a2 -

App_]iﬂlliumn questa formoln a due coppie di eurve TV con le hi-
normali perpendicolari e che si bisechino, allora basta OSSErvar: ol
81 passa dall'una coppia all'altra mutande uells formola che precedy 4

. - : N
in ::—!—T cosi avremo per le due coppie di eurve [

R = = (93' — -ﬂ—E) sen? 2 L -
: 1 = %~ 5~ sen 2« cos 2z

4
TaT ) = —1—(95’ - E—) cos® 2 |-

Sus
=~ cos 2z 8en 24

2r
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dalle quali si deduce:
1u*
?.“

: 1
- TF.J TJITIIJI: T 935 -

J = eostante,
cloe:

La somma dei prodotti di torsione di due coppie di curve I con le
binorinalz perpendicolari e che si bisecano, ¢ costante.

Per avere nn’immagine geomelrica delln varinzione della torsione
delle curve I al variare delle binormali, pighamo il sistema earte-
siano come al principio del presente numero, cios la tangente come
asse Pz e la normale alla superficie come usse Pz: allora la binor-
male si spostera, al varviare di %" sul pano yz e la forsione sad
data dalla (4) eiod, indieando con T il ragzo di torsione:

1 3sy”- uy” i
T = 53 (£)

Le coordinate direttive della binormale sono 0, —# %" quindi,
chiamando, al solito, con « I'angolo delln binormale che si considera,
con I'asse Py, avremo:

—_— y"

COS o = = sén a4 — —
‘.-’?.'I__I_yfﬂ V?'E'f‘?f 8
0id premesso, riportiamo sn ogni binormale, a partire dall’origine P,
una lunghezza PM = {|T| essendo T il rageio di torsione della cor-
rispondente curva I", Allora per trovare il luogo det punfi M del
piano yz, osserveremo che le coordinate di M sono:

L

— — o L‘}!
X =Y|'P r =
il Y™ K Vrit-y™
dalle guali deduciamo:
y”——-——r{: | TI=Y"}+Z"

Sostituendo nella (4) distingueremo i valori di y chie rendono T
positive da quelli ehe lo rendono negativo. Per i valori di %" che

rendono T posilive, lu (4) da:
8572 — % Y7 =1 (5)

invece, per quelli che reurin;m I negativo, la (4) da:

372 — —:‘— YZ=—1, (6)

Le (5) e (6) rappreseniano, per u+0 due iperboli coniugate i eui
agsinkofl comuni hanno per rapporti direttivi le radiei m dell’'equa-

zZione
st — um =10 (7)
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uno di questi assintoli & dunque I'asse Py ciogé perpendicolars al prano
della normale alla superficie o della fangenie comune, e I'aliro ha
per rapporfo direttivo m=§_’—g. Le (5) e (6) costitniscono 1l Juogo
dei punti M. Quando #=0 il numeratore del 2" membro della (4) &
di seguo costante che si pud sapporre positivo e la sostituzione delle

espressioni di " e di {T| nella (4) da;
384" =1

cioe due rette perpendicolari alla normale alla superficie ed eqnidi-
stanti dall’origine; questa coppia di relte costifuisce, nel presenie

caso, if lnogo der punti M. La PM=*HW mosetra che in agnl easo
il rageio di torsione T di una eurva I & misurabo, 1o valore asso-
luto, dal quadrato del scmidiametro della conica indieutrice, sulla
direzione eorrispondente alla binormale di quella curva data.

Da una proprietd notissima relativa a1 semidiametri coningatt di
noa iperbole, possiamo dedurre che:

Se in P ¢ u=+0, la somma dei raggi di torsione di due curze I' le
cui binormali sono diametri coniugati nell’iperbole indicalrice, é costante.

A rigore d opporfuno nolare che il teorema di Apollonio relativo
alla iperbole, parla di differenza di quadcati di semidiamefr: conim-
gati; ora & notissimo che di due semidiametri coningafi uno tagha
I'iperbole & I'altro no; in altri termini uno corrvisponde ad una iper-
bole (dove la torsione ha un segno) e I'altro corrisponde all’iperbole
coningata [dove la torsione ha il segno opposto) epperd la differenza
dei quadrati dei semidiametri coningati si tradoce nella somma dei
corrispondentt raggi di lorsione. .

Le eurve I" corrispondenti alle binormali lungo gii assintetl aelie
iperbole indieatrict, hanno in P torsione nulla perché le radict della {7)
annullano 11 numeratore del 2° membso di (4), cioe -.:1[—‘ Ma allora P
¢ un punto stazionario per queste curve. Noi abbiam c¢osi dimostrato
“che fra le eurve I ve ne ha due i ent piani oseulatori hamno in P
un contaito almeno di terz'ordine. Cib suppone perdb u+0; se u=0
questi due piani osculatori si rviducono al piano zy, cioe al p1ano
tangente alla superficte.

3. Variazione della torsione quando 7" ed 4" rimangeno costanti. —
Paragoneremo ancora la torsione di una curva I' gqualungue con
quella delle curve Ty ottenute tagliando la snperficie con un'alira
famiglia di cilindri parabolici passanti per quel punte P e le cul
generatrici sono sempre parallele alla normale alla superficie 10 P.

Preso il sislema cartesiano eome al principio del n. 2, conside-
riamo la famiglia di cilindri parabolici ¥ = ar® di parametro a e de-
terminiamo ¢ in modo che in P siano eguali le ™ di T' e di T.:
allora queste duoe curve avranno in P nulle le ¥ e le 2/, ciog avranno
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Ja stessa tangenle (asse ['z); inoltre lu stessa z” perche entrambe
queste derivale souv egunll ad r; se dunque indichiamo con 2, ln 2
corrisponiente a T’y in P, con g la rettag relativa o questa curva,

| , ,
e con la torsione, avremo, per la (3)

11y

1 vymﬂ 4+ 2

T, = cos (g,9) -

purchd si rifletta che qui y' =0 e la binormale = coineide con
I'asse Py perché ha nulla a prima e terza coordinata direttava.
Da questa formola e dalla (3) sl ricava:

T, cos (gn) Yy + s g

T T CoB lyl_l'f] ‘I.rf_fmﬂ + 31"‘:1 ‘r'y.-g _1_ ‘a._a.!

che si pud anclie scrivere cosl:

'y

¥
_']:]_1_ oS h?"} .""uu-"!l _I__ Eirr:& E”
T cos (y) u" Vy? + 2"
1‘3}'”5-"—‘3‘*"3

purché si supponga y"' +0: segue:
Ty cos (gn) cos (gy)
T~ coslgy) evs (gy)

cos [ny)

e finalmente:
T, cos (gy) = T cos (gn) cos (ny)-

Questa relazione, che vincola le torsioni delle due curve I' e I's,
pud interpretarsi cosi:

Sin Py la perpendicolare alla tangente comune a T eI, ed alla
normale alla superficie in P; se si preieiia sulla bivormale n T' e
parallelamente al piano determinato dalla tangente conmune € dal
centro di sfera oseulatrice a T in P, 1l raggio di torsione Ty preso
su Py a partive da P, e poi quesia proiezione sull’asse Py ma per-
pendicolarmente alla binormale a T, si obtiene il raggio di tor-
sione T di I\

Anche qui occorrono due proiezionl per passare da T a T, o vi-
ceversa. Potremo, dopo eib. limitarel a studiare la Lorsione delle
curve paraboliche Iy nell'origiue, dove & 3" =0, ed importa noare
clie la condiziens 7%’ =0 si conserva spostandosi 1o tangente a1l
piano zy che & il piano tamgenle, ciod si conserva al variare di Jf.

Infatti quella condizione esprime che Ia hinormale alla eurva Iy,
che si considera giace sul piano tangente alln superficie, e questo
piano rimane lo slesso,

Pigliamo le rette principali in P come assi Pz e Py e ln normale
alla superficie come asse P'z; allora si ha:

p=g=2 =8=0,
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e la torsione alla eurva I in P sard data da:

_1_ - - yl!.‘
T O+ (r+t57) &

dove ora 4 dinota Ia tangente dell'angolo che lu curva T, mobile fa
€O una retta principale (asse Pxz). Questa formola gii ¢l avverte
che le torsioni di due curve I eguaimente inclinate sulie rette prin-
cipall sono eguali perche le " di tali enrve non differiscono che pel
segno. Inoltre i raggi di torsione delle due curve [y ehe toceano le
vetie assintoliche sono nulli; finalmente delle torsiomi corrispondeut

Fap

¥ " " - f i - oy
alle rette principali una &8 — “— & I'alira & nulla, ed & questa la sola

torsione nulla. Cost vedinmo anche che: Fra le curve Ty, ne esiste
una che ha in P col piano osculatare un contatto almeno di terz’ordine.
Inolire da

— ¥y T=04+9%(r+ty3

st deduce derivando rispetto ad Y

Do 9
# S —.y . |E I A I'ﬂ
T y“_f [? _‘- t _,_ 2!?} )!. T — y.iu {’? _I_' f + 6:3? ).

~ La T"=0 ammette per radici ¥ =0 e dye altre date da

4 r—i
4 2

(le quali corrispondono ad una stessa torsione). Sostituendo in T"
vediamo che piglia rispettivamente i valori
2r—+1) 4(r—+1)
yuf e yu;

: Tt : ;
Ne concludiamo che se ;; >0 la eurva T, eorrispondente ad y=0

=,

ba in P torsione minima inentre la curva I'y corvispondenie ad

r—+ ¢

ST Ty

S

ha in P Lorsione massima; il contrario ha liogo quando v < D,

Se poi & v+ ¢ =0 poiche si annulla per 1 valori di 4 in consi-
derazione, la derivalta terza di T bisogua ricorrere alla derivala

; — 24¢ . 3
quarta che ha costantemente il valore g dungue si ha un mi-

nimo di torsione quando #>>0, nn massimo guando ¢ << 0,

Hseludo 11 caso in eul, iusieme ad r—+£¢=10, si ha £=0: allora
i P si annullevebbero tunite cinque le moungiane della nostra
superficie.
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Per la rappresentazione geometrica sul piano tangente 2y pigliamo
su ognl tangente, a partire dalla origine P, una lunghezza PM = V|T|
indicando T il raggio di torsione della corrispondente curva T,; la-
seiamo come assi Pz, Py le vette principali ed osserviamo che le
coordinate X, Y di M verificano le equazioni:

X . — . ;
~ =¥ |(Ti=2a"I3%

sostituendo nella (8) distingueremo 1 valori di ¥ che rendono T posi-
tivo, da quelli che lo rendono negativo. Quando » e £ sono dello
stesso segno, allova T piglia sempre valori di segno costante, che
pud supporsi positivo, ed il Juogo dei punti M & la quartica

X2 172 — " X*—0 (9)

Ia quale, per {+0 ha in P un punto isolato, e per =0 ed »+0 ha
in P una cuspide Ia eni tangente & Passe Py,

Quando » e ¢ sono di seguo diverso, allora T prglia valori positivi
e negabivi; per quei valori di 4’ che rendono T positivo, si ha la (9);
per quelll che rendono T negativo, si ha invece T'altra quarfica

rX* - Y0 — g X =) (10)

la quale, per ¢+0 ha in P un punto doppio ordinario, e per ¢ =10
ed »+ 0 ha una cuspide con la tangente I'asse Py, Nel primo caso
1l luogo dei punti M & costituito dalla (9); nel secondo easo consta
delle dne curve (9) e (10).

La PM=YVIT| mostra che in ogni caso il raggio di torsione T
di una enrva T, & misorato, in valore assoluto, dal quadrato del semi-
diametro della curva indicatrice, sulla direzione della tangente a
gquelia curva.

- 4. Torsione delle geodefiche passanti per P. — Le curve I'y ultima-
mente considerate, si comportano in P come le geodetiche, perché,
dnll’essere y” =0 segue che & nulla in P 1a terza coordinata diret-
trva della binormale a queste curve, dunqoe la binormale si sposta,
come [a tangente, sul piano zy che & i piano tangente alla super-
ficie in P; ma allora la normale prineipale coincide con la normale
alla superficie.

L'espressione della torsione si semplifiea notevolmente per le geo-
detiche. Per queste curye perd la ¥y~ non & costante (come nelle
curve I'y), ma si deduce dulla loro equaziono differenziale -

(1+2* ¢ 4" — (8" 4 259"+ #) (py' — ) = 0
derivandola vispetto ad z; cosi si oltiene:

U0+ g "+ 20" [0 (r+89) + g s+ ty)] — (0y — ) (/™ + 2/’ +-r)
—(ty® + 257" + ) 2"+ (r+s9) — (s+ t/)]=0.
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Prendiamo il punto P comune al nosiro sistema di geodelicle, |
come origine del sistemn cartesiano, e la normale alla superficie 3
come asse Pz; allora p =¢=10; inoltre 'equazions delle geodetiche ;
da 1n P: 4y"=0 ¢ la derivata:

y = 28yt sy - (r —8) y — 5],

Cosi I'espressione della torsione si riduce a: 3

_J.l-'..“

T e P 3

e, sostituendo ad y” il valore scritio sopra e a 2" 'espressione
r—+ 28y - ty*

s {t —r) oy — sy

= - | i Tl |
i ol N miew
| g o i e .

diventa :

(11)

e

ed & questa la formola cui alludevamo. Le derivate prima e seconda

di T rispetio ad #' sone vispeklivamente: i

, (=) — sy — (i —r)y". |

T — _(1 _]_ yf:J-.: |
e = 21+ 9*) 28+t —»)y) —4y' [t —r— dsy' — (6 — ) y°) - 3
- (L+y=)°

L'equazione =0 ammetbe doe radiei reali: nna rende nega- 3
tiva ©° epperd corrisponde ad un massimo di torsione; I'altra rende '
posifiva t” & corvisponde quindi ad un minimo di torsione; poicha
1l prodotte delle radici di ©'=0 & — 1 ne concludiamo subito che
le geodetiche corvispondenti a gueste radiei sono ortogonali, dunque:
fra le geodeliche passanti per uno stesso punio di una superficie ve
ne ha wna di minima e Ualtra di massima torsione ; esse sono origgo-

L+ 7 1

nali, epperé la tangente all’una é binvrmale all altra. (%) ‘-g:

Ed ora cambiamo il triedro cartesiano assumendo come asse Pz
sempre la normale alla superficie, e come assi Pz e Py rispettiva-
mente le tangenti alle gecodeliche di massima e minima torsione;
allora 'eqnazione v =0 deve ammettere una radice zevo, dunque
t —r=0 e la (11) diventa:

m questa formoln ora 3/ denoia la fangente dell’angelo che la geo-
delica mobile fa con la tangente alla geodetica di massima torsione

() Questa ed alkra propriein che enuncio relativamente alla Lovsione delle gaocdetiche, sone
notissima (V. Biaxca, Lezioni i Geometria differenzinfe, vol, 1, pag. 200 {in nota). ISeconda edi-
zione). Ma & noecessurio che le riohiami per Augiungere gqualche mia considerazione. Pigliando
toms asst Pr g I'y le reble principali, 'eguozione v* =0, poichh s=0dh s’ =+ 1, clod e
tﬂl_laf;llﬂunlle geodstiche di massima e minima torsione sono le bisetirici degli angeli delle rette
Prineipsin,

-
§
i
—m e o
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{nsse Px); cliamando z quest’angolo avremo:

1—9¢*
1 = tg =, l_i_;,,-—nnsﬂz-,

enpero
T— 38 ¢08 2x. (12)

Le torsioni massima e niimima ora si oltengono in corrispondenza

: , %y
ai valori 0, 5 di «, csse son dungue:

o

.’:1"__-31 TEZ_S-

Le torsioni di dve geodeliche ortogonali si ottengono dnlla (12)

=

per 1 valori o, a—{—% dell'angolo; quesie ftorsiont son dunque:

1" == § cos 22, 1= —5c0o8d2
donde: © = — 1", cive: Due geodetiche ovtogonalt hanno torsioni opposte.
Inoltre si ba:
=" = — &% o8 2o = 1T CUS" Bx;

applicando questa formola a dre coppie di direzioni ortogonali e che

=5 . , : : -
si bisechino mubuamente, bisognera mutare a in « +T per passare

dall'una coppia all’altra cosi che, chiamando ', 1"; Ty, T le torsioni
vispeliive di queste coppie, avremo:

't = 1,7s 08" 2%, 7'ty == TyTe 561" 22

donde: =1 4+ Vit ==im ciok: La somma dei prodolti di torsione di
due coppie di geordetiche ortogonali che s¢ bisecano, ¢ coslante od eguale
al prodotto delle torsioni principali (Lorsioni massima € minimn).

La {12) mostra smcora che la torsione gavdetica si annolla per

T S® . . e . :

o=="1 ed &= —— clod lungo le direzioni principali; cosl vedinmo che
fra le geodeliche passanti per un punto P di una superficie, ve ne
ha due (gnolle delle direzion principali) Je quali hanno ¢ol proprio
piano osenlalore un contatto almeno di Lerz ordine.

Notiamo inoltre che la (12) pud seriversi T=38cos’ e — 8 sen’z,

e perd, introdncendo le torsioni principali, da:
2= 1, c08% 2 + e sen‘z

formolu che lega la torsione di una geodetica qualungue del nosiro
sistema eon le torsiomi principali m e 12 e con l'angolo di quelia
geodetica con la geodetica di massima torsione. Hssan & analogu a
guelln di Bulero rvelaliva alle curvalure normaly, (')

(' V. Brraawrr, Loe, pag. T35
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Per la rapprescutazione geometrica pigiiamo il sistema ecariesiano
come &l principio del presente numere, ciog la normale alla super-
ficie come asse Pz, cosi che la tangente alla geodetica mobile si spo-
stera sul piano 2y e la torsione sard data dalla formola (11) cive:

1 s-(t—7r)y
=" 1Fy

Intreducendo I'angolo z della gaodetica mobile con l'asse Pa,
questa formola diventa

sy~

ngmsgg~[—[t——-r}gen o COS o — 8 sen” . (13)

Cid premesso riporteremo su ogni tangente, a pariire da P, una lun-

ghezza PM = V| T| indicando con T il raggio di torsione delln eorri-
spondente geodetica; allora per frovare il lnogo dei punti M del
piane xy osserveremo che le coordinate di M sono:

X =V|T]|cos «, Y =1|T]|sen «

X Y "
CoS o — —, SeN o = —— | T =X*+7Y?;
yIT] =vm =X

donde:

sostituendo nella (13) distingueremo i valori di o che rendono posi-
tivo il secondo membro da quelli che lo rendono negativo, si trova
¢os1 che il luogo dei punti M si compone delle due iperboli equilatere
complementani:

s —Y)+ (¢ —n XY =1, s(X"— Y (t— )XY =—1 (14)

la prima eorrvisponde ai valori di 2 che rendono positivo T, Falira
& quelll che lo rendono negativo.

I rapporfi dirvettivi degli assintoti comuni delle due iperboli (14)
sono le radiei m dell’equazione: .

sm’ — ([t —7)m—s=10

essa mostra che quando si pighano come assi Px e Py le rette prin-
cipali della superficie, poichd & allora $=10, gueste due radici si
riducono a1 rapporti divettivi degli assi stessi. dunque gli assintoti
comuni delle iperboli (14) sono le rvette prineipali.

L'equazione delia involuzione di diametri contugati delle iper-
boli (14) si riduce nell’attnale sistema di assi =, y, semplicemente
alla simmetria m + m =0 (") che mestra come due dinmetr; qual-
siasi simmefrici rispetto alle retite principali sono eontugatt, Quindi,
dal teorema di Apollonia sui diametri coningatbi segue: La somma

M E quesia simmotrin la involuzione di oui parla il BursaTr: in principio delin sun Memoria
(V. L c, pag. 230),
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dei raggi di torsione di due geodetiche qualsianst isocline sulle linee di
curvntura ¢ costante purche si rifletia che, i base alla relazione
PM = V|TI, il raggio di torsione della geodetica corrispondente ad
una dirvezione, & uguale sl quadrato del semidiametro della iperbole
indicatrice, lungo quella direzione stessa e inoltre, se un diametro
taglia un’iperbole, il simmetrico (rispetto ad una retta principale)
taglia la iperbole coningata, dove la forsione ha seguo contrario.

5. Calcolo della torsione geodetica principale. — Chiamereme cosl
il valore assoluto delle torsioni massima e minima.

Qneste forsioni corrispondono ai massimt e mimimi della fun-
zione (2) di % quando per 2, 2",z si sostituiscono le espressioni (3)
e per ¥ ed y” quelle che si ottengono dall'equazione differenziale
delle geadetiche e dalla sna derivata, cioé:

» __Alpy —q)
¥ P
y’”—BP fp! — gl + AP {3y 4 {r —21y" — 2] — A (g’ — g} (pr +4ge - 2¢' (2g¢ — ps) — 3pty™)
= -

dove
A=vr-+2y -ty B=u-38vy 4 3uwy*-}ky® P=1-}p"+4.
Fatte gueste soslituzioni la (2) dopo qualche semplifica, diventa:

- oy + By + 7 N
Plll+g)y " +2pqy +(11+2°H D

dove, per breviia, si & posto:

e=pg —3s(1+¢°); B=1{1+2°)—2r(14¢°): ¥y =s(14p")— por.
La (15} pno scriversi:
e—P(14+¢) s y"+B—2Ppsly — Y+ P (1 +2) k=0 (16)

derivando la stessa (15) ed eguagliando a zero la devivata (rispetto
ad %), st ha: '

(13)

D (22 --B) — 2NP (1 44 v + pg) =0
N

dividendo per D e ponendo per T 1] valore t (massimo o minimo

di torsione), s1 trova:

: 2Ppgt—8B

Y= 2la—P(1+g)7 .
»

donde :
21z —P (14 ¢ty =—y (B — 2Ppqr);

sostituendo nella (16) e ricavando poil ' risultn:

2y P {1+ p)el
- B—2pgPy o

Y
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confrontando 1 due valori Ji %" risulta infine, & ridnzione fatta, 'equa-
zlone di secondo grado n 1:

4P%* — (¢ (1 4-p) — 7 (1 +¢"))" —
—4 {pgt —s (14 ¢")} {pgr — s(1p*)) =0 (17)

te el radici sono le torsioni geodeliche prineipali.

E notevole il fatto ehe il numeratore di t* nella {17) coincide
col diseriminante dellequazione (in y) delle linee di enrvatura, anzi
le espressioni in parentesi (| sono addirittura 1 coefficienti dell’equa-
zione differenziale delle linee di curvaturn.

Pigliando, per un momenta, come asse Pz la normale alla super-
ficie in P ed assi Pz, Py le vette principali (p=¢g=s=0) le dne
torsioni prineipali si vidoeono & — ﬁ. ? :-!': siccome le enr-

L)
Fad

vature principali, nell’attuale sislema, sono », ¢, ne deduciamo che:
le torsioni principali sono eguali, in valore assoluto alla semidifferenza
detle curvalure principali, e che: la differenza delle torsioni principali
in ogni punio di una superficie, & uguale alla differenza delle curva-
ture principali,

Da ¢id dedueiamo che, indicando con v, il prodotto delle torsioni
principali, e con p; & g le curvature prineipali in P, si ha:

- (ir : a”)"'_ {(? —l}— f)“_ ”}

e quindi la formola:

t=1H*—K,

che esprime la torsione principale per mezzo della curvainra media H
e tolnle IC. |

Da quel che abbiamo detlo segue ancora che, se in 1 punto i
ung superiicie, sono nulli j raggi principali di torsione. saranno egnali
quelll di eurvainra e viceversa; ma allora guel punto & pwito cir-
culave (ombellico) della superiicie.

6. Linee di torsione. (') — Lasciandoci gnidure dalla analogia con
le curvatuve normali, ehiameremo linee @i torsions, i una superficie,
quelle che hanno, in eiaseun punto, per tangente. una delle due dj-
rezioni delle torsioni prineipali, ciod una bisetirice degli angol delle
rette prineipali. Queste linee ron sono dunmie che delle trajettorie
semi-ortogonali delle linee di curvaturn.

Per trovarne Uequazione differenzinle, osserveremo che i valori (1)
e (IT) di y" rieavati sono quelli ehe rendono massima o minima la
torsione 1 e quindi questi valori, insieme al valore di 2’ dato dalle (3

') Qneste linee furone studiate. da nn altre ponie di vists, @ con altre nome, 33 E1SEXTABT:
“Thres parhieuiar Systams of bnes on a Sorfaece » (Tennsactions ol the Adwierican Mathemnticnl
Soelety, vol. V, 1904, pags. £21-437),

-1 L A =
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od all'unitia sono le coordinate direttive della tangente ad nna linea
di torsione. Eliminando t fra le (I} e (II) si trova:

20g — B0+ g7+ 2 [ (L + ) —y (L + ¢y +
+8 (1 +p%) — 2pgy = 0

e, sostituendo ad «, §, y le loro espression], si pud scrivere:

{(p°g" —P)t—2pg (1+gY) s+ (1449 7] 5° —
—20pg (1420t —2(1+p) 1+ ) s+ + )y + (A)
+i(p°g — P)r —2pg (1 +p°) s + (1 + 2 11 =0,

Questa & 'equazione differenziale delle lines di torsione. In base
ad essu si ha un’equazione del fipo

@ (zye) =0  (con ¢ costante arbiiraria)

che, insieme all’equazione della superficie, determina, per ogni va-
lore fissato di ¢, la corrispondente linea di torsione.

Per ogni punto della superficie passano sempre due linee di tor-
sione, le quali si tagliano sempre ad angolo retto, e c1db per l'orvto-
gonulita delle direzioni prineipali.

Avdiamo ora ad esaminare alcune proprieta fondamentall delle
linee di torsione. (')

Tutte le normali in un punto P ad una linea di torsione (che
tocea tvi una bisebtrice degli angoli delle rette prineipali) s1 projet-
tano evidentemente, sul piano tangente in P, lungo Paltra bisefirice,
che & normale alla prima, epperd formano angoli egnali con le rette
pringipali. Viceversa, se ogni normale in ogni panto P di una linea
della superficie & egunalmente inclinata sulle rette principali, essa sia
sul piano normale che ha per traccia sul plano fangente in P una
bisetirice degli angoli delle retfe principali, e quindi la tangente a
gquelln curva & 1'ultra bisettrice. Dunque: Le linee di lorsione sono
caraiterizzate dal fatto che tutle le normali ad esse sono sempre egual-
mente inclinate sulle rette principali della superficie,

Le torsioni geodetiche delle due linee di borstone che passano per
un pnunto di una superficie eoincidono, per la defimzione sbessa, con
le torsioni principali, quindi, da quanto abbiam detto al n. 5 segue
che la forsione geodeticn di una Jinea di torsione in ognl punto ¢
uguale alla semidifferenza delle curvatove principali in quel punio.

Pigliamo per un momento, per asse Pz la normale alla soperficie
nel punto P che si considéa (origine) e per assi Pa e Py le rette
principali, allora la curvatora normale ad una liner della superficie
& data da

= fy*

N TR

t1) La maggior parte di queste proprieth sono state amunciate de Eisanbart nel lavoro eifalo;
¢ mecessario perd ehe io le richinmi per aggiungarvi quaiche po’ del mie.
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e per una linea di torsione (3" = + 1) questa curvatura diventa:

r-—-1
P="35 -
Ma anche la enrvaturn media H della superficie in P, nell’attnale
: : ’ -t
sistema carteslano, & dala da —— dungue:

La curvatura normale di una linea di tovsione in ciasenn punto,
eguagha fa eurvatura media della superficie in quel punto.

Siffatta propriety earatterizza le linee di torsione. Infatti la cur-
vatura normale di una linea in cinscun punto & data da:

_ r 28y 4 ty” _
V142" ¢° (1 + ¢ y* + 2pgy” + (1 + 2%

La enrvatura media della superficie & dats da-

(1443 r—2pgs 4 (1Y)t
2(14-4

eguagliando queste due espressioni si ricade sull’'equazione differen-
ziale delle linee di torsiomé. Dunque tanto vale dire che una linea
di una superficie tocea in ciaseun punto, una bisetfrice degli angoli
delle relte principali, quanto dire che Ia curvatura normale pareggin
la curvatura media della snperiicie.

Ne segue che per ottenere il raggio di enrvatura normale di una
linea di torsione in un punto, basta projettare nel ptano osculatore
alla linea, il segmento di normale alla superificie, eguale alla media
armonica dei raggi di eurvature prineipali.

Pigliando come asse Pz la normale alla superficie, e come assi z
ed y le rette prineipali, la formola (11) della torsione geodetica in P
diventa:

P

. (t—2)y
13- 4
e. per la nostra linea (y = + 1) &:
{ — 1
=3
mentre abbiam visto elie
f—r
BSS 2 '
da gueste segus
i — o —I— Ty r—fi=—%
oppure:
t—p— 1, r=—p-T.

Siccome nell’attuale sistema coordinato » e { sono le curvature prin-
cipali, possiamo dive che in ogni easo: Le curvature prineipali in un

= i . T - i
L s - ! L Ll T~
. wkl SR 5 iy e b =1 S
e e e e o S iy i ———

p—

wil & -
- Ty &= =i
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punto d: una superficie si ottengono sommando e softraendo la curcalura
normale e la torsione geodelica di una linen di torsione passanie per
quel punto.

Passiamo a cercare le linee di torsione in aleune superficie.

In quelle ad arvea minima, le linee assintotiche, essendo, in ozni
panto ortegonali, le loro direzivni coineidono con le bisettrici delle
retie principali, epperd le linee di torsione sono linee assintotiche.

Siccome pol fra le superficie di rotazione il solo catenoide & di
nren nunima, ne conclndiamo che fra la superficie di rofazione il
solo cafenoide ha per hinee di torsione linee assintotiche.

I'ra le superficie vigate I'elicoide a piano diretlore &, come & no-
tissimo, la soln superficie minima (teor. di Catalun) epperd fra le
vigate il solo elicoide a plano diretbore ha per linee di torsione linee
assintotiche.

Ritornando alle superficie di rofazioue, osserviamo che le rette
principall in ogni punfo sono le tangenii al meridiano ed al paral-
teio d1 quel punto, dunque le linee di torsione incontrane, in ogni
punto, sotte un angolo di 45" il mernlinno ed il parallelo possanti
per gquel punto, cioé seno lossodromiche semi-ortogonali.

Sopra ogni superficie sviluppabile poiclié ogni generatrice & linea
di curvatora, le linee di torsione di unsistema sono trajettorie semi-
ortogonali delle generatrici.

Nel cilindro le linee di torsione sono eliche, epperd geodetiche;
nel cono semplicemente eliche. Nell'elicoide, poichie quelle linee eoin-
cidone con le assintotiche, sono le generatrici e le sezioni della
superficie con uua famiglia di cilindri cireolari eoassiali alla SEper-
ficie stessa. Ritornando alle superficie sviluppabili, enuncio una pro-
prieta delle linee di tersione di un sistema:

La tangente in un punto di una linea di torsione (di un Sistenct)
di ung superficie sviluppabile, fa con la normale principale alio spigolo
di vegresso nel corrispondente punito centrale, un angolo di 45° S la nor-
male priicipale allo spigolo di regresso in un punto &, per consSequensi,
paratiele ad unn delle retie principali nel corrispondente punto della
superficie. (1)

Poiche l'angolo della tangenie a T e della normale prineipale allo
spigolo di regresso I' &€ anche angolo del piano norumle a T in P
col prano retlificante a T' in Q, possiamo anclie dire che:

Il piano normale alla linea di forsione in un punto, & inclinato
1 45" sul piano reftificante all® spigolo di regresso nel COrrISporn-
dente punto centrale.

1"} Quusto risnhtate non ¢ ehe un faso particoiare 4l nn teorema snlle lies 1zoeline )y
generatnel i nos suporficie svilnppabile (Giornale di Matesiatiche (i Euttaglini, vol. L., 1u]2
(3% delle 2 seris)), L1 dimostro che: Se uniun linea T di anp superiicla sviloppabile incontra le
zoneralrici solto un answlo coslante o, 1a kangaente ad essa in un pnnto forma, cen la uormale
principale allo spigelo di vegreaso nel corrispondente punto eentrale, np aneplo che @ il com-
plemento di «,
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Osserviamo ancora che 1l piano normale a T in P & inelinaio
a 45" sulla generatrice PQ, dongue la normale principale QR allo
spigole di regresso in Q fard pure un angolo di 45° con quesio piano.
Pereild:

La genevatrice e la normale principale alla spigolo di regresso
m un punto Q sono inclinale a 45° sul piano normale alla linea di
torsione T nel punto P corrispoudente di Q e si proiettano quindi,
su quel piano, lungo una stessa retia.

7. Equazione differenziale delle linee di torsione in coordinate curvi-
linee. — Basta, per ofltenere quesia equazione, eghagliare le espres-
sioni della curvatura normale e della curvaturn medis, ciog: (})

Ddw*+ 2D'du dv +—D"dy® 2FD'— ED”" — GD
— Edu®+ 2Fdude + Gdv®* — 2 (KRG — Y

per oitlenere:

G (ED"—DG)—2F (FD"—D'G)} dv®*— 21— 2RGD' L (DG - ED")) dudy
-+ {E (DG — ED”) — 2F (FD — D'B)} du® = 0.

Il primo membro di guesta equazione & il jacobiano della prima
forma fondamentale e della forma che, egnagliata a zero, da I'equa-
zione delle linee di curvatura. Dunque:

L’equazione differenziale delle linee di torsione si ottiene egna-
gliando a zero il jacobiano della prima forma fondamentale e del
jacobiano tra la prima e la seconda forma fondamentale.

L’equazione precedente prova che, se si pigliano come linee u, #
il sistema (orfogonale) delle linee di torsione, deve aversi F =0,
ED"=DG e viceversa.

Allora la prima e la seconda forma fondamentale si ridncono ri-
gspettivamente ad

Edw® —+ Gdo®, —E (Bdu® 4+ Gdo*) | 2D dudy.

Invece il jacobiano fra la prima forma e la seconda si riduce sem-
plicemente a D' (Edw® — Gdp?).

I teoremi generali relativi alla rappresentazione di una superficie
su un altra ¢l dicono che le direzioni delle bisettrici degli angoli
retii rnotanii attorno un punto di una superficie, elie corrispondono
al massimi e minimi di deformazione angolare, sono le direzioni prin-
cipali; da cio dedueciamo subito che: In qualsiasi rappresentazione
di uua superficie su un'altra, le direzioni delle linee di torsione eor-
rispondono alla massima ¢ minima deformazione dell’'angolo retto.

Inoltre, come & noto, & costante la somma di quadrati dei moduli
Imeari di due direzioni ortogonali, ed & ugnale alla somma dei qua-

(") Brasien:, Lezioni di Geometiin i fferenziale, wol. 1, pag. 180 & 134,

- b 1 g e
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drati dei moduli delle direzioni principali, ¢ due direzioni simmetriche
rispetto alle direzioni principali, hanno lo stesso meodulo lineare. Da
eid segue che:

Il quadrato del modulo lineare sulla direzione di una linea di
torsione & ngnale alla semisomma dei quadrati dei modnli sulle di-

rezioni plmmpah
Vediamo in gquali snperficie il sistema delle linee di torsione Ti-

sulta isofermo.
(Consideriamo una superficie dove il sistema delle linee di curva-

tora u, v & isotermo e siano u, v pavametri isometrici relativi a gquesto
sistema: avremo allora, per 1'elemento lineare ds*= A [du®—+- dv’)
dove A & una funzione di w, v.

Se indichiamo con (=, B) il sistema delle linee di torsione In quella
superficie, quesie linee hanno le equaziont ¥ — v = cost. % -+ v == cost.
perché sone bisettrici delle linee di curvatura; la trasformazione di

coordinate (u, v) nelle (z, §) pud dungue scriversi cosl:

U+ v =24, u—v=23

w=a 3, y=—g— 3
ds® = A (du® 4 dv®) = 2A (da™ + dF).

Ne concludiamo subito che:

11 sistema delle linee di torsione risulta isotermo in tuite le superficie
dove & isotermo gquello delle linee di curvafura.

Cerchiamo da ultimo le equazioni cui verificano le coordinate

cartesiane z, 7%, # di un punto di une superficie, espresse mediante 1
parametri u, v di due linee di Lorsione.

Noi nbbiamo gia osservato che se il sistemn coordinato (w, v) &
quello delle linee di torsione deve aversi: F =0, ED"= DG e vice-
versi.

Cid> premesso osserviamo che ls derivate seconde delle coordi-
nate x, i, 2 si esprimono mediante le derivate prime ed 1 coseni di-
reftori X, Y, Z della normale alla superficie, con le formole: {’)

oz  I1) oz . (11} 02

cl0e:

e quindi:

Du® _lljtru+1jjﬂb+[lx
G [1”] ox . (12} oz

dudy ,lE:ru+15’ {w—}—DE
o'z [22\ dx | [2213x "
f)v”_'ll}au_l_l‘”:}u—‘_]jx

e le analoghe in y, z: gui 1 simboli {}:} di Cristoffel si riferiscono

L") Biascas, L ¢, pag, 116
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alla prima forma fondamentale. Ne segue subilo che, se w, » sono
linee di torsiove, deve aversi dapprima

> ¥z [ A1 _ [92)] bz VL f22)
2 Ew [GllJ_El1JJEE+[GIEJ“ElE} o

i’ o
ed analognmente per Y e z.
Si pud osservare che anche il gquadrato p della distanza del
punto @, #, z dall’origine verifica questa gquazione.
Invero da p= Zz* segue:

G

| —
E

2 oz, 2, P2y 2
=2 ) +2me = (1) ot \2) oot 2DZaX
i{%: 2% (g—i)—l— 2301 %:2 F -1- {—?} g% 2 {Ej} %_}_ .

e sostifuendo nella equazione che precede, si vede che & verificata
purche si tenga presente che ED" = DG,

C1 rimane a tener conto della condizione F—=0. Per cib comin-
ceremo coll'osservare che le z, 3, z verificano nnn medesima equa-
zione del tipo

0% Dp k" ,_
auflﬂ_ﬁﬂ T8 D T C¢ (a)
purché la superficie non sia un cono col vertice nell’origine. ()
Infatti serivendo elie la (@) & soddisfatia da =, #, 2 81 ha un s-
stema di Cramer in A, B, C perche il delerminante

r}'.'l;.' _113_-1'_ ‘
el AP €
oy by
A= -ﬂii EEF_ ¥
lou o *
non e nullo, ed infuttj (%)

| D -
w do
f oy dy L,
3 A L _ [
1E{’_P IR ¥ v 3
Ou i"i .

02 op

(') G. Sanxia, * Lioee isocline rigpelto alla linee dl curvatura o Bendiconti ded Circolo Alyle.
diatice of Palorio, tome XXV, 1008, pagz, 247.
(*) Brascun, % ., pag. 115,

i
i
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e, moltiplicando per verticali:

i) F 0
. 1 { :
WEe=p=| " & — (BG — ) ZoX
Y — Xrxr— 32X
O op
tla e A= ‘ffl*‘ti — " SaX.

Ne segne subito che A non & nullo perche ZxX & la distanza del-
F'origine al piano tangente alla saperficie nel punto xyz e nelle at-
tuall ipotesi questu disianza & diversa da zero. Cib premesso abbiamo:

2°s T D N D D
- — ‘:Itt—.-__ o SN s E‘i‘ — —_— 1'_
OHOY = U o =il DY 2F+ 2o (A Ou + B on + (J'F)

: ”
e =2F+A 2 LB 0,

duor ou

Dunque Ia condizione F =0 equivale alla seguente

o _ g 28 p¥ oo
ouse = 2 u T B 5y + 20p. (18)
Viceversa supponiamo che z,y,2,p verilichino un equaz. del tipo
Ll 0% P | o 0P
Vot UgE =G, TR b0 (19)

e g inoltre la (18). Allora si ha subite F = 0: inolire per la eompa-
ibilita delle equazioni (19) si ha:

o’z 2  dx Dz
o ot du Do
Xy oy oy dy
et e du Do
%z %z dz  dz
ou M du OB
Ye %o e B
on® 0wt Dt D

sostituendo per le derivate di 5 i valori trovati (') e poi togliendo

dall’ultima riga le precedenti moltiplicate rispettivamente per z, 9, z,
risulta :

or D%x dr dx
du o du Dy
¥y 'y My Oy
5t Tot Duw oo |=10
¥z 2 dz 02
a0 ow
2E 2G 0 ()

("} Ciod rispotlivamente;

E [
X . OFr tr (r
2.3 PG o e A ‘*;-} .
e

ot e [

L F

.

2FE 2N
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donde subito ED” — GD =0, dungue le linee #, v sono linee di tor-
sione eppero:

Le coordinate cartesiane ortogonali X, ¥, Z @i un punto mobile di
una swperficie, espresse in funzione dei parameiri n, v di due lince di
torsione, ¢ o= Ix* verificano un’equazione del tipo (19): di piit p ve-
rifica ancora un'eguazione del tipo (18). E viceversa,

8. Linee caratteristiche. () — Riesce ora naturale la domanda:
Quali linee della superficie si ottengono egnagliando a zero 1'jaco-
biano fra la seconda forma fondamentale s il jacobiano delle prime
due forme?

L'equazioue differenziale di quesie linee &-

(D (ED” — DR) — 2D’ (ED' — FD)) du® —+
-+ 2 (D(FD” — D'G}— D(BD' — FD)) dudp -

-+ 2D(FD”" —D'G) — D"(ED” — D)} dr® =0, (20)

Pigliamo, per semplicitd, come linee coordinate w, v 1l sistema
delle linee di curvatura; allora F=D'—o0 ¢ Ia (2(3) s1 rmiduee a (3
Ddw? —D"dp® = |, (21)
Le espressioni della curvatura normale, media e totale sono ora
rispettivamente: (*) -

1 Dde*-} DV'ds® — BED” -+ GD N DD"
i Bdw' 4 Gd»** =~ 2RG ' T IG
Dungue la curvatura normale in un punto di una linea in quistione é:
1 2DD"

R~ ED"FGD
Epperd: La curvatura normale in ciaseun punte di una linea ra-
ratterisiica pareggie il rapporio delle curvature totale ¢ media della su-
perficie in guel punio,
Questa proprieta caratterizza le linee attuali. Invero eguagliando la
curvaiura normale al rapporto tra la ewrvatura fotale e media cloe:

Ddv® - 2 D dudy + D'do" 2(DD” — D7)
Bdu*+-3 Fdudr -+ Gdy* — 2FD —ED —GD

si rvicade sull’equazione (20), dungue tanto vale dire la proprieta
enunciafa quanto dire che la linea & caratteristica

Dalla (21) deduciamo subito che per un punto della superficie,
che sia ellittico, passano sempre due linee caratferiztiche, in generale
non ortogonali, ma isocline sulle linee di curvaturs.

{*) Queste linee sono skate considerats, da un altro ponte di visia, da Poeez; *Dell'angols
caralteristico e delle lines caratteriatichs #di una superficie (Bepdiconsi della B. Accodemia de;
Lincei, vol. V, 1880, 1% semeutro, pp. 501-5073 che ha date loro queste nome, da Repxa: * Di a.-
gime propristi dalle lines caratiteristiche . (Ibid., pezge. 881-585) e da Eisesmast (L o).

(%) Noto, di passaggio, la forma semplicissima alla quale s 1iduce, ne!l'sstale sistoma COOT-
dinate, I'equazione differenziale dolls lines A lorsione: Bik® — Qs — (.

(") Biaxcmi, L e, pasz, 180-134,

L
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Le linee caraltevistichie non esistono dungue che sulle superficie
a punti ellitfici, laddove mancano le assintotiche.

L'egnazione cartesiana delle linee caratteristiche st pnd otfenere
coun le note formule di passaggio. (') Cosi si trova:

[2s {pgt —s(14¢%) —¢i(Q + Pt —r (14N y*

+ 2[r ipgt —s (1 + "N — {1+ p°) s—pgrily’
+r[(1+p}t— (1 + ¢°)r]—2s[(1 +p%) s — pgr]=0. (a)
Pigliando 1] punto O in considerazione come origine del sistema,

la normale alla superficie come asse Oz e le retie principali come
assi Oa ed Oy, questn eqnnzione si ridince ad

A
¥ = / '
allora le formole {a) e (11) danno:
2 (t—r)yrt
———_ T i+
Da queste s1 deduce dapprima:
o 2]’;11 I+ r pi—}-rﬂ.

Y b i B 9
,:_t_____ri p“l* t]_'F' —I_.ti' 2 F‘

Dunque: La somina dei quadrati della curvatura normale e torsione
geodetica di una linen caratierisiicn in un punto, ¢ eguale alla curra-
tura totale della superficie in quel punio(*) e questn sommn, divisa per
la curvatura normale, @ uguale alla curvatura media della superficie nello
stesso punto.

Di pin la equazione della indieatrice di Dupin nell’atbuale sistema
cartestano &

rX* i =1
eppero 1"involuzione di diametri coniugail ad essa relafiva é:
tihm ~+r=>_0

dove m, m" dinotano 1 coefficient: angolar di doe direziomi coniu-
gate. Ma allora risulls subito che le due direzionm

T

Ve =V

delle linee caruiteristiche sono coningate.
s

() Brancm, L ¢., pag. 144,

(%) Altrove ho dimostrato (Pariodico @i Matematicn, di G, Lazzerr, anno XX VIII, fase. 11), che
qnesta somma & il gquadrate de! limite del rapporte tra I'angelo dalle mormali prineipali in O erd
in un punto vicino della geodetica ebe focca Ja linea in O, e l'arco eorrispondents; limite che =i
pul> proporro come miasura Gi una berza curvatura per le linee gobbe Le lines caralteristiche
hanno dongne, in ogoi panto. questa terza corvatnra geodetion agnals alla radice gaaidrata della
curvatura toiale, civé del prodotto delle eurvature principali. 81 confronti questa proprieta con
I'altra, relativa alle sssintoliche, esprassa dal feorcma di Eupeper,
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Dungue: Le lince caratteristiche corrispondono alle direzioni coniy-
gate ed isocling sulle Linee di eurvatura. _

Ritornando al sistema coordinate u, v eoslituito dalle linee di
curvatura noteremo unma semplice relazione che intercede fra I'an-
g0lo a di una linea caratteristica con la ltnea delle » e I'angole
corrispondente, nella rappresentazione sferica dj Gauss, all'angolo u
di una linea di torsione con la linea delle ». Infatti & noto che 3
tra # e " intercede la relnzions

Eq

tegu—=— ;1;:—, b (a)

L
e ——— e

dove e, g sono i nuovi parsmetry E, G, sulla superficie sferica. Anzi ‘
questi sono legati ad B e G dalle relazioni (') |

—¢=KE+HD, —g=—KG- HD"

essende, nell'attuale sistema coordinato (delle lLinee di curvatnra) 2

DD" . ED"+GD 1

EG EG |
Nel caso attuale & n=—45", dunqus

Y/
s =V .G

K —

e, con breve caleolo «i trova:

B 1Y : |
g = GD : (21)

Iuoltre si ha, per formola nota -

/G dr

it — B

ma per lequazione (21) delle linee caratteristiche, e: P

dp ]/TF_
du ) D~ ;

dunque

eppero;
cig w = tg° «
che & la relazione cul alludevamo.
Nella rappresentazione sferica di Ganss I'angolo carvatteristico

(delle ]inag caratteristiche) si trasforma nel supplementare perché
l'angolo di die direzipn; contugate in punti ellittiei, (%)

(" V. Brasoensy, 7 ¢, pag, 149,
(¥} V. Brawoni, 1. c., png, 150.

e
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9. Linee ad immagini sferiche ortogonali. () — Consideriamo la terza
forma fondamentale
edu® 4+ 2 fdudv -+ gdv®

1 cul coefficienti sono legati u quelli delle altre due forme delle re-
lazioni: (%)

—e=KE—+HD, —f=KF+4 HD, —¢=KG -+ HD"

essendo:
I — DD — B q _EFD’—ED”H-{?}D_

BG — 1= ° EG — F*

Ne segue:
2FDD —D=E — DG DD —DD'G - FD® — BDD”
A EG — B¢ = BEG — F*
2FDD" —D"E — DG
L EG — F° '

Cid premesso, & lecita la domanda: Quali Jinee della superficie si
otiengono egunagliando a zevo 1l jacobiano tra la terza forma fonda-
mentale ed il jacobiano delle prime due?

Pigliando, per sempliciia, per sistema coordinato, quello delle linee
d1 enrvatura, poiché F=D =0 I'equazione differenziale delle nostre
linee si riduce a:

D*Gdu® — D" REdy®* = () (22)

che moslra anzitutto come quelle linee siano isocline sulle linee di
enrvatura (in questo senso che per ogni punto della superficie pas-
sano sempre (°) due di queste linee, le quali sono egualmente ineli-
nate sulle linee di curvatura). (*)

Chiamiamo con ! quesie linee ed osserviamo che:

/G dv GD
iglo)=Y ¢ due — ED”

Per la (21) si pnd scrivere:

cotg u' = tg (Iv),

dungue: L'angolo che una linea | fa con una linea (i curcatura 2 il
complemento dell’angolo dell’ immagine sferica di una linea di torsione
eon U tmmagine sferica di una linea di cwrvatura,

&

I} Queste linee sono stabte comsiderats da Eisenhart nel citato lavaro,

(%) V. Bianmewmy, & ¢., pag. 140,

{*) Perché 1 vosfiicienti E, G della (22) sono positivi,

(*) Nel asislema delle linee di carvatora I'equazions dell*involnzione di tangenti eoningate &

i)
' = — R (ova s ed ' dinotane i coalMcienti differenziali di quelle direzioni); per nna linsa

Ty
DH'_, ctoe le direzioni delle
DYE

linee ad immsgini sferiche ortozonall sone ls conjugale delle direzioni delle linee di Eorsiome,

¢i torsione sl hn, come abblam visto m= 1, iT; gunqua: m' = +
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Tva I'angolo (Iv) di una linea ! con la linea delle 2 ed il suo cor-
rispondente nella sfera di Gauss passa, come & noto, la relazione:

te (lo) = f}é te (fv); ma tg[ﬂu)=]§1§.;

inoltre si & visto, che:

/Eg_ED".
]‘ e@  GD°
ne segne subito:

tg (fv) = 1.

Dunque: Pangolo delle onmagini sferiche delle due linee | passanti per
ciascun punto ¢ relio.
La enrvatura normale di una linea { e, nell’attuale sistema: (%)

(dp\2 DD’ D'E+ DG
3 2D %) oo (D'E+4 DG) _ EG (* T,
: (AT DPE4DE T DA
ET“bﬂ SEG

e, indicando con K, H, ¢ rispetlivamente le curvature totali, media
e quelln di Casorati pud scriversi-

1 KH

R C

Dunque: la enrvatwra normale in opni punto di una linea 1 § quarta
proporzionale dopo la curvatura di Casorati, la media e la totale.
Questa proprieta caratterizzi le linee I. Invero cosbruendo I'espres-

sione 5 nel easo di un sistema curvilineo u. » gunlongue si trova:
L

(DD" —D*) (2FD’— ED” — GD) _
2 FD' —ED" — GDy —2 (DD” — D7) (EG — 7%

ed uguagliando questa espressione a quella delle eurvatora normale si
ricade, con un semplice calcolo, nelt’equnz. differenziale delle linee 1.
10. Le linee di torsione e caratieristiche nei punti niruuLari della su-

perficie. — [n questi punii si ha, come & noto:
r 8 t
== = e
I+p g 1+¢ )

epperd come era da prevedersi, lequazione differenziale eartesiana
delle linee di torsione diventa illusoria anuullandosi tntti i suoi eoef-
ficienti, Ma gnehe I'equazione differenziale cartesiana delle linee
caratteristiche divenla, in quei punti, illusoring infatti &1 vede si-

() Biaxcui. 1. ¢, pag. 130.
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bito, colle (23), che nel panii civeolari =i annullano tniii 1 coefficienti
della (a). (")

Per decidere quello che neceade in guesti punti relativamente a
queste linee, 1o mi serviro del visnltutd dell’Analisi dell’uttuale sin-
golarith presentata dai coefficienti di un’equazione differenziale di
1” ovdine & secondo grado; analist fatta dal signor Pieard. (}) Lo
sfesso Autore ha futto applicazione i1l guelia Analisi alla rvicerca delle
linee di curvaturs passunti per un ombellicy,

suppeniamo che 'ombellico sia all'origine e pigliamo lo sviluppo
d1 z sotto la forma:

1 . . 1 . o
=7 k(@ +y)+ 5 ax’ 4 367y 1+ Sexy” + dy) + . ..

-

avremo allora:

p=~hx -} % (a2® 4 2bxy +ey’) . ..

1 i 1 g

—

r=~Kk-+az+bx+...
§ = bx +-ey+. ..
t —=R-t+ecx+dy...(°)
L'equazione differenziale (A) della proiezione sul piano zy delle
linee di forsione diventa:

Je—+gy+-.. Yy " +20etey+... )y —(fe49y+...) =0,

dove si sono serittl solamente 1 termini al primo grado Iin o ed ¥
ed 1noltre & posto:

»=2f, b—d=2g.

Ponendo y=tx s1 oftiene I'equazione ai coefficienti angolari delle
tangenls alle curve integrali nell’origine: ()

(F + gty (" — 1)+ 2t (b+ et) =0, (24)
Questa equazione si ottiene, come abbiamo detto ponendo nel-
I"'equnzione differenziale y = (a.

{3

(1 T purti eircolari sono earatisrizzali, come E notissimo, dal fatko che in essi le curvature
principall sono egnali; ed & facile veders che I'annullnrsi della torsione principale li varatterizza.—
Infatli avmilendo Is torsione principale datm dalia (17) si ba:

¢ r ¥ g ¥ " g’
o b | e et —_—— | =
1 g lﬁy”]+4’g£[ +Pi"“+q}[l.—u"' PJ[lan PEJ .

0+ 250+ 097

Dividendo per {1 4 5% (1 + g% sl pub trasformare |squazicns cosi:

(14 ]_i_ ﬂ)[ t _ . ]5_1_ Eil[ : & E"u—{l
R EEr s ) I +rﬁ+1+p2_p_q] a
ed allora si vede che par 'nnnullarsi della torsione prineipale, le (23) sono condizioni necessarie
o suflicianti. '
1) Proarn, Traité @' Ansiyse, t, 111, p. 228 e sep.
Yy Pipanrp, L <, £ 11), pirs. 281,
(Y Pieaup, 1. ¢, pag. 25.
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Eseguendo quesia sostitnzione si ha-

— 1 +gt) —(b3-ct) + V(b et + (f+ gt
I+ gt

dove si sono trasenrati i termini in 2 inutili per la diseussione (giac-
chie spariscono nell’origive). Il secondo membro dell’'eguaglianza seritta
si annulla, come si sa, per tre valori di t, che sono le radici del-
I'equazione (24).

Sia 2 une di queste vadiei; bisogna trovare il segno delln derivata
del secondo membro della (25) per t=u. Basta, poiche 2 annulla
il numeratore, prendere la derivata del numeratore e dividerla per

/1 gt

Si osservi che, dall'uguaglianza ottenuta ponendo eguile a zero
1l numeratore del 2¥ membro della (25) si ricava:

= YO+ c2l - (F + 90" = a{f - g2) + b+ 1

se dangne si divide la derivata del pumeratore della (25) per =+ ot
e pol si pone {=a si ottiene:

_]_.::gr—{—f: | (Ei~|—¢1]ﬂ—]—[f—]—g:}gr___
fFrg: " (Ftog2)(z(fFga) b+ ex]
1 . =2leTFg@)[alf +g2) + b-eal - 2e(b + ex) - 2¢ (F L ga)
| 2(f+ g2)[2 (f+ gz} + & - 2]

s

(25)

inolfre la (24) da
22 (bt 02} = — (F + g2) (x* - - 1) ()

dunque, sostitnendo nella precedente espressione si oittene, dopo sop-
presso a numeratore e denominatorve, il fattore f+ ga:

L — 2z (et-g2) + g (1) ,
L 2la (f+g2) + 6 +cx] (26

Facendo unica frazione ed eliminando b ez per mezzo della (a)
risulta, con un breve ealeolo:

—d2— (2t fa* —f o7
(f+g2(z*-F1) v -

Se quiesta espressione & positiva, si hanno infiniti integrali tan-
gentl alla retta y =z2; se @ negativa non ve ne & che tno. (%)

S1 ha dunque, secondo i casi, una sola linea di torsione od 14
mfimta di lines di torsione passanti per un ombellico od aventi per
tangenti una delle direzioni dale dall'equazione di terzo grado (24).

Ln easo particolare semplicissimo & quello in eui [=0. L'equa-

zione (24) & allora:
g (8* —1) 2t (b 4-et) = ().

i1 PICARD, 1. c., pag. 233
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Abbiamo danqgue In radice =0 e la eorrispondente espressione,
di cui si deve ricercare il segno, si riduce ¢ — 1 - % come risnifa
subito dalla (28).

. . g : :
Supponiamo, per esempio o5 < 1; no1 avremo allora nn solo in-

tegrale tangente alla vetta 5 =0; se dippii, come & possibile 1'equa-
zione g(t' — 1)+ 2(b-}¢/) =0 che da le rimanenti radici della (23),
ha le sue radiel immaginarie, noi avremo Fesempio di un ombellico
pel guale passa una soln linea di torsione.

Facciamo una applienzione alle superficie di secondo grado, — Si
riconosce facilmente che, pigliando come piano 2z il piano principale
passante per Fombellico, I'equazione della superficie pud seriversi:

2+ A4 9°) + A" 22 2B 20 =0,

e s1 ha, per consegnenza, uno sviluppo della forma:

J: . 1
alans ] (= 4-1") + b5 (a3 + axy) 4-... ()

Si ba dunque, viferendosi all'espressione di z del caso genersle:

a
3

)= =1, pe=

8 per conseZuenza:

a
g =20, F==5 "
Con questa sostituzione 1'equazione (24) diventa:
38 —1=0;
nna radice & dungne infinita e le altre due =ono:

1

=4 —-
/3

L'espressione di cui bisogna esaminare il segno & qui:
320+ 1
¥
a® -1
che ¢ sempre negativa: quindi si hanno fre integrali: uno tangente
T

alla vetta =0 cioé all'asse Oy, nno tangente alla retia y:V,; ed

» o
un altro tangente aila retta y — — ]E-
11 visnliato dell’ Analisi del Sig. Picard & dungue, nel easo aftuale:
Ler un ombellico di una superficie di 2° grade passano sempre tre

linee di torsione; wuna di esse ha direzione normale al piano principale

() Picazp, L ¢, pag. 933, 224




32 PERIODICO DI MATHMATICA.

passante per Uombellico, e le alire due sono isocline su questo piano,

un angolo di 30°,

Quest'ultima conclusione risulta dal falio ehe le reite 2 =]7::
ed y = _; sono inelinate sull’assa Oz di 30"

Passando alle linee caratteristiche osserveremo che, in base alle
epressioni di p, g, », 5.1, 'eqnazions differenziale della projezione di
gueste linee sul piano 2y ciod Ja (a) si serive:

.U:c+g;;+...)y'ﬂ——?.(ba:+cy+...].;r*—{fr+gy+-.-)=“,

dove si sono omessi, i termini in z,y di grado superiore al primo ed
moltre si & posto al selito

a—¢c==2f, b—d=2g.

i qui won si ha che a ripetere il ragionamento precedenie: anzi
bastera mutare nell’equazione delle linee di torsione solamente b e ¢
in — b,— ¢ cosi che per decidere se, eorvis pondentemente ad una radice
f =« dell’equazione (f—+ gt) (* —1)—2(b+ct)t =0 si ha un solo
integrale od infiniti integrali tangenti nell'origine alla retia y — ax,
‘basta esaminare il segno dell’sspressione :

— 208+ e — 1 —F
(F 4 ga2) (2° - 1)

Facendone applicazione alle gnadriche dobbiamo SUppoIre, come
sopra s1 & visto

b=d=1), ===

e
3 ?

L'equazione (24) ai coeflicienti angoluri delle tangenti alle curve
integrali all'origine @ qu " <41 =0; unu radice & dungue infinita ¢
le altre due sono immaginarie.

l'espressione di eui bisognan esaminare il Segno € qul ancoras:

3241
a1 -

che & sempre negativa; si ba dunque un solo integrale tangente nel-
Vorigine ulla retta = =0, c106 una sola linea curntievistica la quale
tocea, nell'origine 'asse Oy. Il risultato & percid: Per un ombellico di
una superficie di 2° grado passa wuna sola linea caratteristica, la quale
e normule ul piano principale della superficie.

g=0.

B. OccHIPiNTL

i
- =
R | = M=
i - W LT
v (P,
i —— i — e — e e el L

e A A LT =~ =
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IL CONCETTO DI NUMERO REALE

I. Per fotalitc o insieme noi intenderemo un sistema di oggetii o
di elementi di qualungne specie, eosi definifo che per ogni arbitrario
oggetto si possa stabilire se esso appartiene o no al sistema.

Se per ogni coppia a e b di elementi di un 1nsieme s1 possono
definire delle proprieta H possedute sempre da wie di quegh ele-
mentl guando si confronti con 1'aliro, e si ba:

1° le proprietd H sono indipendenti dalla particolare coppia di
elementi che 21 considersa:

3 se I'elemento @ possiede le proprieta H rispetto a b e b le pos-
siede rispetio a ¢, o possiede le proprieta H rispetto a ¢;

in queste ipotesi I'insieme si dice ordinato.

In an insieme ordinato M si prendano due elementi ¢ e 5. Se «
& I'elemento che rispefto a & possiede le proprieta H, si dira:. a pin
grande di b o maggiore di b, b pin piccolo di a o minore di a, e si
serivera a > b o b<a. Se a>b e b > e sard a > e.

Che esistano degli insiemi che possono essere ordinati, e in di-
versa maniers, lo indica 1’esperienza p. es. le dita della mano, i punti
di una linea retta, 1 ragezi di un faseio, ecc. ecc. Lia quisiione poi
se c1 possano essere anche degli insiemi non ovdinabili appartiene
alla teoria trascendentale degli insiem: ed & fuor di luogo l'occu-
parsene. (')

2. Se A e B sono due insiemi finiti (°) si verifica sempre uno dei
tre seguenti casi:

o A & equivalente a B (A =B)
0 A & eqgunivalente ad una parte A" di B (A < B)
o B, . . . ., B di AA>B

intendendo di chiamare A’ parte di B (B’ parte di A) gnando ogni
elemento di A" {di B") & nel lempo stesso un elemento di B (di A)
ed esiste almeno un element{; di B (di A) non contenuto im A’
(in B).

Se B & equivalente ad una parte di A allora v1 sono degli ele-
menti che appartengono ad A e non a B, Essi fanno parte di un

{Y) Bibliografin: Eneyklopidis der elemientiar mathematic @i H. Wesrs e L. WELLeTEIN, For-
mulaire o2 Matlenialigue, T. 1 a 11.
(] Vedi per la dellmzione @i ipsiemi finiti H. Weeesn, ivi,
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insieme C che chiamiamo complemento di B rispetto ad A; per in-
dicare quesfa relazione scriviamo:

A—B4 0 (1)

e leggiamo A = alla somma di B con C.

I nomer1 naturali concepiti come segni intimamente connessi ad
ogni insieme A e ad ogni suo equivalente A’ venzono ad essere
ordinail secondo Ia grandezza e veramente secondo il carattere di
grandezza comune quando, essendo @, & 1 numeri connessi rispetti-

A

vamente agii insiemi A, B, si ponga

o= se A=RB
a«>b se A>B
<< b 86 A << B.

Le proprietdh H che deve possedere un elemento a per essere
maggiore di un elemento b pessono per la (1) ridursi all’'unica:

a deve risultare la somma di 4 e di un altro elemento.

[ punti di upa retta formano un insieme ordinato, perche presi
due punti @ e b di una retta fra di essi vi & sempre guello che
giace p. e. a destra, e quindi la proprietys H che deve possedere un
elemenfo « di detlo insieme per essere mageiore di un elemento
possono ridarsi all'unica: il punto # deve giacere alla destra del

punto 0.
Se fra tre elementi a, b e ¢ di un insieme ordinato si ha

@ >b>¢

I'elemento b si dice compreso fra gli elementi @ e c.

3. Un ingieme ordinato M si diee diserefo se, preso un suo qua-
lunque elemento 2 ehe non sia né il pii grande (massimo) nd il pin
piccolo (minimo) degli elementi M, ne esistano altri due b, e bs, tali
che fra gli elementi & e 4 non & compreso che Ielemento a, & se «
¢ 1l massimo (minimo) ne esista uno b, tale che fra «li elementi a e b
non & compreso nessun elemento di M. L’iosieme dei numeri natu-
rali & discreto.

4. Un insieme ordinato si dice denso se presi due suoi qualungue
elementi ne esiste sempre vn terzo compreso tra essi.

Diamo un esempio di insieme denso. Si consideri la totalita delle

i

coppie di numeri naturali, indichiamo con m:#n o — un elemento
qualunque di tale totalita e chiamiamolo frazione. Diciamo nguali

m . : , .
poll ;;L se s1 verifiea I'uguaglianza

due frazioni
myg == pil,

Formiamo ora I'insieme il cui elemento gualungue & costituito
da tutte le frazioni nguali ad una data. Questo insieme & ordinato:
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. o ‘ : . m
difattl se p e p' sono due suoi elementi e S, & una gualumque fra-

r
. ’ ’Jl - » F - F r
zione di p e 5 una gualunque frazione di ', sara o sempre mn’ > m'n
0 sempre mn <Zin'n, e possiamo quindi convenire per proprieta H, che
deve possedere u rispetfo a p' questa unica: deve essere mn'~ m'n.
L’ insieme ora definito & denso. Difatti se 2 & un arbitrario nu-
mero uaturale, fra le frazioni di p e di p’ vi sono rispettivamente

: loman’ haz'n

e
finn him'n ?

per essere mn' = m'n s1 potra pensare per % un tal numero naturale
che fra hmn’ e Jun'n risulti compreso un numero naturale p. Allora la

frazione p: inn' o lef e le sue eguali danne nn elemento del nostro
!

insieme evidentemente compreso fra p e 1.
5. Una divisione di un insieme ordinato M in due parti A ¢ B
tali che ogni elemento « di A & minore di ogni elemento 4 di B &

chiamata una sezione in M ed & indieata con {A,B) o % Puo ot-
tenersi una tale sezione prendendo un elemento n di M e ponendo
nella classe A tutti gli elementi di M minori di u e nella classe B
tutti gli elementi di M maggiori di p, ponendo infine r o nella
classe A o nella classe B. Si oftengono cosi, propriamente, due se-
zioni secondo che si cousidera p come appartenente alla classe A o
alla classe B, ma noi supporremo sempre due tali sezioni come wdentiche.

Condizione necessaria o sofficiente affinché una sezione (A, B)
possa ottenersi nel modo testé indicato & che o A contengza nn ele-
mento massimo o B un elemento minimo p. Pud presentarsi il easo
(e ne daremo fra breve un esempio) che né A possiedsa un elemento

massimo né B un elemento minimo. Nel easo che data nna se-
A

zZl0ne B O la classe A ha un elemento massimo o la classe B un
elemento minimo y, si dice ehe p produce la sezione (AB).

Un msieme denso M si dird coniinuo se ogni sezione in esso &
prodotta da un sno determinato elemento.

S1 possono costruire ingiemi in eni si verifichi la densiti e nom
la. continuita o in cui si verifishino densita e continuitiy quello
che vogliam mostrare.

Diciamo R I'insieme costruito alla fine del num. precedente, il
cul elemento qualunque p & costituito dalla totalita delle frazioni
uguali ad nna data. Fin d'ora per brevita per indicare che la’ fra-

. (. : ¢ s et
zione —- e fra quelle di p, seriveremo | B
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Diremo c¢he p & quadrato se fra le frazioni di 1 ve n’d una i cui
due fermini sono quadrati (di numeri naturali). Se & p=m:n, in- k-
tenderemo per gquadrato di p e la designeremo con p®, quell’elemento =
di R rappresentato dalla totalita delle frazioui eguali a m*: 2% Per
cul se p & quadrato esisfera un elemento y, di R per cui & p,° =y,

Se @ p=m:n ed m ed n sono primi tra di loro e non sono en-
trambi quadrati, » non sard gquadrato, non esister cioé in R aleun
elemento 1l cui quadrato & p.

Suppouniamo di essere in tale ipotesi per p e facciamo una se-
ziose (A, B) in R, ponendo nella classe A totti gli elementi di R i)
cul guadrato & minove di p, e nella classe B tutti gli altri elementi
di R. E evidente che la divisione di R nelle due elassi A e B co- 2
stituisce effeitivamente una sezione, ciod che ogni elemento di A &
minore di ogni elemento di B; noi ora dimostreremo che nd in A
v'e un elemento massimo, n& in B un elemento minimo, e sara dopo
cid dimostrato che I'insieme denso R non 2 continuo.

Per ¢id prendiamo un guelungue elemento a = p: ¢ di A e dimo-
striamo che esiste sempre un elemento & di A maggiore di .
¥ np® < mg®; prendiamo un arbiirario numera nafurale ¥ e scegliamo
un altro numero naturale  per modo che sia

e glm i T e £ i |
s S e T 2 i S e b T

T =y
¢
x (mg® — np®) > ny (2p - 1),
sl avra
2* (mg* — np®) > azxy (2p +1) > ul2xyp 1 o)

e quindi anche
mgx” > n (pa+ yf,
S ponga
a =(px—+y): g
@ ne seguira
a' > a e a* <<p.

E cosi dimostrato che in A nou vi & elemento massimo; con
analoge procedimento si dimostrerdh che in B non vi ¢ elemento
minimo.

Dall"insieme denso e non continuo R si pud perd prandere le
mosse per costruire un ipsieme denso e continuo. Percid consideriamo
I"insieme 3 di tutte le sezioni in R. Noi ei proponiamo di dimo-
strare clie questo insieme 8 & denso ¢ continuo. Ma facciamo vedere
mnanzi tutto che V'insieme S & ordinato.

Consideriamo pereid due elementi «a=(A,B), « =(AB) di 5; 4
dovra certamente avvenire uno dei seguenti fatti: o A & una parte ;
di A" o A’ & una parte di A, poiché se un elemento @ appartiene 3
ad A ogni elemento piin piccolo di ¢ appartiene ad A. Se A & una
parte di A’ converremo di considerare z eome minore di a'.

-
c [ - %
B L e
=] = & < w = = = P
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L'insieme S & dungue ordinato.

Fra gh elementi di S vi sono le sezioni prodotte in R da ciascun
elemento di R; queste particolari sezioni converremo di chiamarle
sezioni razionali. Sostituendo a ciascun elemenfo di R la sezivne ra-
zionale da esso prodotta avremo 1'insieme delle sezioni razionali, ed
evidentemente se per due elementi p e p' di B & p <<’ per le se-
zioni (M, N), (M'N') da essl rispettivamente prodotte, sara, nel senso
testo convenuto (M, N) << (M', N'). L'insieme S confiene come parte
I'insieme delle sezionl razionali e poiché questo insieme & denso
altrettanto potrd dirsi dell’insieme S.

L'insieme S & continuo. Indichiamo colle lettere A, B ... le parti
di S. Sia (A, B) una sezione in 3, vogliamo dimostrare 1'esistenza di
un elemento 2 = (A, B) di S che produce in S la sezione (A, B), ciod
tale che ogmi elemento %' di S minore di 2« & di A, e che ogni ele-
mento 8 di S maggiore di a & di B. Formiame percid le due classi
A e B di K, ponendo in A tuff1 gh elementi di R che producono
seziont razionali di A ed 1n B tutti gli altri elementi di R.

Le due classi A e B costituiscono evidentemente una sezione
e«==(A, B) m K. Faremo vedere eche ogni elemento 2" di 8 minore
di z & di A, Difatli, se ¢ « <o, vi sarh un elemento p di A non
confenuto in A'. B indieando con p anche la sezione in R prodotta
da p, st avrd o <p<<a. Ma p appartenendo ad A, Ia sezione p da
ess0 prodofita apparterra ad A e quindi, essendo «' < p, anche «
apparferra ad A ece.

6. Un insieme ordinato M goda delle seguenti proprieta:

1°. Da due gualangune elementi @ e & di M (che possono anche
coincidere con uno unico) pud esser sempre dedotio, con un processo
stabilito indipendente dai particolari elementi @ e b, uno ed nn solo
nuovo elemento di M pia grande di @ e pii grande di 6/ in modo
che, indicando con ¢ + b questo nuovo elemento si abbia

at+b=b-+a
¢ mdicando con ¢ un terzo elemento di M,

(@ +b)t+e=a—+(b+c)

1sSelemento a | 6 s1 dice somma degli elementi @ e b 0 anche ot-
tennto da a aggmngendogli & o da & aggiongendogli a.

2", Indichiamo con ma la somyma di m elementi ugnali ad a. L'e-
lemento ma si dice dedotto da a moltiplicandolo per il numero na-
turale m od anehe multiplo di @ secondo il numero naturale m. Per
ogni coppia di elementl ¢ e  si pud sempre trovare un numero
naturale m per modo che sia ma > b,

3%, Datl due gualungue elementi @ e ¢ di M per i qualisia ¢ > «
esiste uno ed un solo elemento b di M per cui sia a-}-b=c¢. L'ele-
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mento & 81 dice la differenza fra ¢ ed « o anche il resto della svi-
frazione di o e ¢ & si indica con ¢—a.

In queste ipotesi |'insieme ordinato si dice misurabile. Dalla 10
& 3° proprieth segne che se uno dei sommandi di una somma aumenta
anmentera la somma, Si ha anche:

migt+o+c+..)=ma+mb+mec+..,
m (@ — b) =ma— mb acc.

In un insieme misurabile non vi & elemento massimo come segune
dalla seconda proprieta. Iu un insieme denso e misurabile M non vi
¢ elemento minimo; poiche se « fosse 1'elemento minimo in M e &
un arbitrario elemento, fra & e b+ ¢ non potrebbe esser compreso
nessun elemento di M, infatti da

b<e<b-ta
s1 dedurrebbe in virtu della misurabilita di M che
@ —=¢—b

e piu piccolo di a. Si ha anche inversamente che un insieme misu-
rabile M senza elemento minimo & denso. Difatti se ¢ ed g sono due
arbitrari elementi di M, ed &, p. e, ¢ = a + &, tutti gli elementi di M
eguali alla somma a6, dove & b'<C b sono compresi fra a e ¢

Per un insieme continuo M le ipotesi necessarie alla sua misu-
rabilith possono essere semplificate, poiché alla 3° ipotesi pud essere
sostituita la segnente ulteriore proprieta della somma:

de uno del sommandi aumenta la somma aumenta. Siano infatti
¢ e ¢ due elementi di un insieme continno M per il quale si sia de-
finita la somma godente delle proprieta enunciate in 1* e di gne-
st'ultima proprieté, e sia ¢ > a; si otterra allora una sezione (A, B)

[

in M, guando ogni elemento = di M per cui &
a+ ¢

si pone in A, e ogni elemento per cui &
G+ >¢

in B. Questa sezione sark prodotta da un elemento b di M per il
guale 81 avrd a-b—e¢.

I numeri naturali formano, secondo la definizione, un insieme mi-
surabile, in eui esiste un elemento minimo, I’clemento 1. L’ insieme R
& altresi misurabile, poiché esso ha le proprietd 1%, 22 e 3% quando
si intenda per somma di p e p Ielemento di R di cui una frazione
¢ offenuta nel modo seguente:

Eesendo

p=-3 =7
b ! b

'] o
} i o
Py - = il
ij ot P e ."l.,'. == wi 1 r. "l e b _" ="'|.. A
e |
L LEe T I ——— e, i L
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In R non estste un elemento minimo,

Chiamando lunghezza 1'insieme dei segmenti retiilinei dello spazio
eguali ad un dato (uguali nel senso che con un movimento si pos-
sono sovrapporre), chiamando mussa I'insieme delle guantita di ma-
teria eguali ad una data (uguali nel senso chie due di esse verifichino
lo stato d’equilibrio poste nel due piatti di una bilancia), I'insieme
delle lunghezze, I'insieme delle masse forniscono altretfanti esempi
di insiemi ordinati, continui e misurabili. A giustificare pienamente
la continuiti e la misurabilith di tali insiemi occorrono nuovi po-
stulati frutti della nostra intuiziope, La misurabilith di un 1nsieme
si pud stabilire con una definizione di somma che non @ in generale
uniea. {*)

7. Vogliamo dimostrare che !'insieme continuo 3 delle sezioni in i
& misurabile.

Premettiamo che se ¢ = (A, B) € un elemento arbifrariamente dato
di R, si pud sempre determinare un elemento « di A, fale che I'ele-
mento ¥ = + p sia di B. Scelti, infatti, due elementi a e b d1 A
e B si pud determinare nn numero naturale m per modo che sia

mp > h — a,

ciod che @+ mp sia un elemento di B. Se h & il pin piccolo numero
naturale per euni @ -}-mp & contennto in B, I'elemento

g=0a1+(h—1)u

V=a 4+

& di A, mentre che

¢ di B.
Intendiamo per somma

(A,B)+ (A, B)=(A",B"}) o oo =a

1y Biano & & £ dne lunglezze, divemo a > £ se il segmento & di § & sovrapponibile su di
una parte del segmente a di o. L'insieme della lunghenza & cungue erdinato. Intendinmo per
sommea y di doe lupghezze o e f ia lunghezzs delerminata dal segmento ¢ eha & il Lerzo lato del

. 7 . "
trianzole oha ha per lati o & somprandenti Tn angolo fiseato / tala ehe -t = A S 831 puo

facilmonte nsservare che con tals dafiniziens di somms vengono verificaie le proprietds 14, 23, 3s,
Diiwtti poiche &
SisSa 'El'rﬁ y>ae =48

e | H

si verifiea poi, che
atf=f-ta (@Lp+i=at(8+9),

La 3* proprieta ® dl immediata verifies — cccorre dimosirare la seconda proprieid — necessita
per guesto ammeliere il aeguente postulato.

Pustulato di Archimede. — LA seconda proprietd @ verifleaia per la somwa corrispondente al
Yilore & dl 2 {somma ordinarisa).

11 postnisto di Dedekind, inline, afforma appunio la contineith dell'insieme delle Innghezzin
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Ia sezione in B che si ottiene quando si pone in A” ogni elemento a”
di Il se esiste un elemento @ in A e un elemento & in A’ tali che

s1 abbia
<a-ta.

Nel fatto (A"B”), & una sezione: poichd, se ¢ & contenuto in A"
varra lo stesso per ogni elemenfo di R minore di a”, e esistono ele-
menti di B che sono contenuti in A" ed elementi che von lo sono:
ogni elemenio @ - @' & contennto in A" e ozni elemento b+ & &
contenuto in B, Ipoltre «" & piii grande di « e di 2. Poiche A” con-
tiene un elemento arbifrario di R in A, 81 pud scegliere un elemento a
di A per modo che I'elemento o+ 4 di A” sia contenute in B, quindi A
¢ una parte di A" ecec...S1 pud altresi dimostrare che

P R
|‘:ﬂ x T &

-
ik

2+ +r=2+B+7

e che se uno dei sommandi di nna somma anmenta, aumenia la somma,

S1 verifica 1immediatamente la seconda proprietd. Osserveremo
ancora che due elemenfi p e 1" di R producono due sezioni in R che
sommate danno la seziome prodotta da p+ g

8. Si abbia un insieme continuo e misurabile M e si consideri la
totalita formata quando si prende come elemento una coppia di ele-
menti di M.

Noi indicheremo con uno dei simboli — 3 06:b una tale coppia e

dmtmgu&remn il simbolo a: b dal simbolo 4: a. Nel simbolo a: b chia-
meremo ¢ 11 numeratore & 1l denominatore. Ogni coppia a: b posto
che I'ipsieme da esse cosfifuifo sia ordinato e reso misurabile nel
modo che stiamo per indicare, sara da noi chiamato rapporto.

Supponiamo dapprima che esistono due numeri naturali m ed n
pel guall sia ne = mb come &, p. eq. il caso se a e b sono due no-
melrl naturall o due lunghezze commensorabili. Allora se p e ¢ sono
due altri numer: naturali, sara

ga= pb,

che

S0 &
mg —mn =
ed allora soltanto. ! y

Poiché da na = mb segune

gne = gnb
e 88 quindl &
gt = qb
s ha
pith = qmb
e conseguentemenfe:
pn = qmn.
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La coppia di pumeri naturali p e g & quindi completamente de-
terminata se si voole che sia gu = pb e che p e ¢ siano priml tra
loro. Allora, se h & un numero naturale qualunque & potra porre

in=np, i = hyq.

Nel easo ora considerato chiameremo razionale il rapporto a:b
e conveniamo che esso rapporto non esprima altro che la frazione
m:n o p:q. Ogui frazione si pud quindi considerare come il rapporto
dei suoi due terminil.

Chiameremu numero razionale la totalitah dei rapporti eguali ad
um dato. L iusieme dei numeri razionali non & altra cosa che I'mn-
sieme R da noi gia studiato, per cui l'insieme dei numeri raezionali
e ordinato, denso e misurabile secondo le regole gia stabilite.

Della totalith dei numeri razionali fanno parte 1 numeri natural
o numeri intieri guando si convenga che il rapporte m:1 non sia
altro che 1! numero naturvale wm.

Ma ritorniamo a considerare un qualungune insieme continuo e
misurabile M e prendiame due suoi elementi a e b.

Come segune dalla misurabilith di M si possono trovare due nu-
meri naturali m ed » tali ehe si abbia ne > mb; soddisfaiia questa
diseguaglianza divemo che il rapporto a:b & piu grande del rapporfo
razionale #: 7 e scriveremo

(i th

D w
: m : Y a
e manifestamente, se & o = ‘t? & anche - % Apalogamente,
ge & wa < m'bh 81 scrivera
( & m
b n
e da J
m (it i
" q b q

Se & @2 b > n:n,sipessono trovare infiniti numers razionali iy : my

tali che si abbia
i 7ty i

—_— e, — U ce—

b 7 7i

si possono cioé fra e¢:b e m:n inserire infinifi numeri razionall.
Per dimostrare cio, si scelga un arbitrario numero intiero F, e &i
determini il mumero 4 in modo che si abbia

I (12 —nb) > kb,
allora &

«  hmd-k_ m
b~ hn -~
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Ed analogamentie se &
wa<<mb, K(mb—n'a)>Fa

81 avra
; J i
i fin il

b {. hn' 4+ k' < n'

Se :b e o0:3 sono due rapporti che per brevita indichinmno con ¢
ed z; i i cui elemenii possono o no apparienere ad uno stesso in-
gieme, troviamo che possono presentarsi i seguenti dne casi possibili:

1° Fra e ed = non giace aleun rapporto razionale.

2" Fra 2 ed £ giace un rapporto razionale.

Nel 1" caso diremo che 1 due rapporti ¢ ed £ sono uguall.

Due rapporti eguali ad un terzo sono eguali fra loro. Sia e==¢
¢ ¢ =g dico che sard e= ¢, Difatti se, p essendo un numero razio-

nale, fosse
e<p<<é

ne seguirebbe, se = — p, l'esisfenza fra ¢ ed = e frac ed ¢ di infiniki
numeri razionali, se e > p ['esistenza fra = ed ¢ del numero razio-

nale g, se = <y, P'esistenza fra = ed ¢ del numero razionale p,
Nel 2° caso diremo 1 due rapporti e ed e disuguali. Pub aceadere o

e p<Ee @)

> >¢ 5)
e quesil due casi si eselndono poiché da
e < p <&, STy

segue p <1 e consegueniemente e <<y,
La relazione =) o 8) resta inalterata se ¢ ed ¢ vengono sostituiti

da rapporti eguali. Poiche se &
n<g e L= g,

fra ¢ e ¢’ & compreso un rapporto razionale ed ¢ e & non gono eguali.

Nel easo ) dico e piir pieccolo o minore di z, nel easo B) e piti grande
di z. =

Fra due diversi rapporti s1 possono inserire un numero arbitrario
di rapporti razionali.

Lia totalita dei rapporti eguali ad un dato sara da noi chiamata
numero. Il numero & quindi un nome od un segno per indicare wna
determinata totalité + di cui elementi sono Eutéi 1 rapporti uguali ad
unv i essi.

Sollo questo concello di nwmero sono compresi i rapporti razionali e
conseguentemente anche i numeri naturali che insieime formano t numeri
razionafll,
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[ numeri i di cui rapporti non sono razionall si chiamano numeri
irrazionati.

Si pud dimostrare 1'esistenza di rapporti non razionah: ad esempio
se b & il lato di un guadrato e a la diagonale, se b & il lato di un
triangolo eqnilatero e a I'altezza ece. ecc.; non potrd mai essere

e = nb

con m, ed n interi.

1 numeri formano un insieme ordinato. Si dira che 1l numero «
& maggiore di 3 se un rapporio « di z ¢ maggiore di un rapporto
b di £: ne seguird che ogni rapporto di x sara maggiore di ogni rap-
porto di p.

La conlinuitii e la misnrabilitd dell’insieme dei numeri risulta
immediaftamente dalle considerazioni svolle a1 num. 5 e 7.

(. Rossi.

PROBLEMTI®

{Conzinuaz., — Yedi fese. ¥, a, XTI

56. L'area compresa fra la cubica
(e — dy) (& —Ay)" + ¥ ] — ay" =0

ed il suo asintoto & indipendente da X ed eguale a quella della cissoide
relta

a* (2* + ) —uy' =",
cloe

0 =

o TR

4

57. 11 luogo del punto P, incontro delle perpendicolari a dus semi-
diametri eoningaii di un’ellisse nei loro esiremi & una sesiica unicur-
sale di cui V'area & equivalenie alla somma dell’area dell’ellisse e del
guadruple della sua sviluppata. Dave 'equazione cartesiana del lnogo.

(He bzt - afy? = a®® & l'equazions dell'ellisse, quella del lnogo di P e

Atz by® — at — %) [(a%2® — b%y*— a' - 1) - 4a®hix’y’ -
+ ot (%t — by — ' b2 =10.)
»

58 Si consideri il civeolo ehe ha per centro un punto M variabile
di un'ellisse e che passa per il centro O di questa, e siano P, Q 1 punti

(Y} In massima non pubblicheremo le risoluzioni di questi problemi favoriteel dal Uoman-
dante Barisien, ina fccotteremo volentieri le osservazioul o veneralizzaziond chin § nostid lettori
VOITpuno inviarel.
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d"incontro di essa colla tangente in M all'ellisse e P!, Q' | punti d in-
contro cella normale.

1°.-Le aree limitate dalle enrve, luoghi di P e Q. sono equivalenti
al eerchio di Monge dell’ellisse.

2°. La somma delle aree delle curve, luoghi di P’, Q', & squivalente
al doppio dell’area dello stesso cerchio di Monge.

69. Il lnogo del punto medio del segmento che ha per estremi i
centri di ecurvatura d’una ellisse corrispondenti agli esiremi di due
diametri coniugati & una sestica la eni area b la meta di quella della
sviluppata della ellisse,

60. Se I'avea di una ellisse e della sua evoluta sono E e D, quella

della seconda evoluta dell’ellisse & Z% 44D,

6l. L'area della curva
[2 (2° 4 %*) — R (2 4 ) = R

tR* ,
o TF

o

62. Si consideri I'ellisse che ha per fuochi F, F'i punti medi dei
due semiassi maggiore OA, OA’.

Sia r la refta & Eolero del triangolo MFF' (dove M rappresenta un
punto mobile dell’ellisse). Le tre curve seguenti

1° 1nviluppo di »,

2" Inogo della proiezione dal centro dell’ellisse su 7,

3" luogo del polo di » rispetto all’ellisse:
gono fre sestiche unicursali le cui aree sono rispettivamente

47 a® rwa® (864 | 331 ]’5} 45ma® V2
— 'y o o ! SH _— oy o o SE T 8 )
. 28813 792 V3

63. Le iperboli d’Apollonio relative ai diversi punii di un’ellisse
inviluppano una curva-croce k. Se S¢, Sp sono le uree della ellisse e
della sun sviluppata, Sg 'aren compresa fra la enrva-croce e i suoi asin-

tot) s1 ha la relazione

S,

Sk . Nb 3
Sﬂs o 25

64. Sia O il centro di un'ellisse, M un punto variabile su questa.

MN la normale in M, » la retia che passa per M ed & simmetrica di OM

- . .. b 1 . w3
rispetiv ad MN. Se il rapporto degli assi & = }Tﬁ' la sestica invi-

Joppo di » & una cnrva chiusa Ja eni area &

< bretbet :
1@ — ) @ —a) {0+ B V@ — 5 25— @)
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65. Sia M un punto fisso di una ellisse, S un punto variabile
sulla normale in M, e P, Q, B 1 piedi delle normali condoiti da S
all’ellisse,

1°. T ceniri dei circoli di Joachimsthal relativi ad M sono sopra
nna retia r,

-9° Se 1l punto M si sposta sull'ellisse, la retla » & normale a un’el-
1

lisse concentrica e omotetica a quella data, col rapporto di ometetia 5-

e

3° 1l luogo dei centri dei circoli di Joachimsthal relativi ai divers
piunki M & un’ellisse.

66. Si consideri un’ellisse di centro O) tale che il rapporto dei semi-
assi sia V2, e tutti i eriangoli che hanno per vertici un punto M dell’el-
lisse e gli estrem del dinmetro coniugato ad OM. Il luogo dei punti di

Lemoine di tubti questi triangoh & una sesiica unicursale: 'area della
6

7V35°

B7. Sta ABC uno del triangoli d'area massima 1nserittl in un’ellisse
di eenfro 0. Si consideri 1'1perbole tangente 1n A all’ellisse e che passa
per B, C ed O. Dimostrare c¢he:

1°. Il lnogzo del centro dell’ iperbole suddetta & nn'ellisse.

29, (i asintoti dell’iperbolo sono paralleli a due dinmetri coningati
dell’ellisse data.

3% L7inviluppo di gnesti asintoti & un'ellisse.

68. Siano CA, OB due corde ortogonali condotte per un punto C di
un civeolo e si consideri la parabola che passa per A, B ed & tangente
in C al etreolo.

1°. L' inviluppo di quesla parabolu ® un civeolo.

29 L’asse di questa parabola passa per un punto fisso.

3% 1l lnogo del vertici di questa parabola e nna concoide di Sluze,

4%, L'inviluppo delle tangenli nel vertice di questa parabola & una
parabola,

5% L'inviluppo delle diretbriei & una parabola.

6°. 11 luogo dei fuoch: & ana retia.

7°. 11 Inogo del punto d"inecontro dell’asse colla direttrice 8 una con-
colde di Slaze.

69. Sia A un vertice di una conica e P un punto dell’asse passante
per A, MM’ una cordu variabile passante per P. 1l lnogo dell’ortocentro
del triangolo AMM’ & una conica o una rettu secondo che la conica data
& centrals a parabola. »

quale ha all’area detl ellisse il rapporio

(Continuc) E.-N. BArsien,

At




46 PERIODICO DI MATEMATICA.

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 803

503- Fogto :
pr==wx + by + ¢ (i =—1,2,3 4)

8i indichi con Ay §I minopre complementare dell’elemento e; nel determinniie

21 L 42 &
Lb iz {t; (1;
I3y ba bs by

(| Co Cy 1

Si dimostri che e tre diagonali del quadvilaterc che ha per luti le reite di
equazioni ;
¢ =0, ¢

Iab

='[]" ':P3=Il :Fu:lj:
hanno per equazioni;
Jljl'1'13*1 —!‘ '-"'I'=F'E = ﬂ, 51¢P1 -|- ﬁa‘IPs = U‘. :h@: —|— -\4:;-'; = (L

A. HaNorwr:.
Risoluzione del sig. V. Costa, R. U. di Pisa,

L'egquazione della diagonale appartenente al fascio di refts delerminato dai
latl @y, w=, & com’e noto: :
1 - Apg — 0, (1)
As

La queslione & dunque ridotta a dimostrare che A = ——.

343
Dalla (1) si frae:
@z + by -+
ttax + Duy 4 2

i_:

(2)

Intanto, poiche tale dingonnle deve passare pel punto d'intersezione degli altri
due lati del quadrilatero, g3, 9y, la (1) dev'essere sodisfatia dalle coordinate di
questo punto d'infersezione, le guali snno, com’s facile wvedere:

by by fly Qg
C3 (] £y i3
(L B fi.q [ (T4
by by bz by
N C : g
Sostituendo nella {2) si rienva con fasils caleolo, l:—ﬂ—_
|

In modo perfettamente analogo si procede per ie altre due diagonali.

Altre risoluzioni del sigg, I. Csada di Modor (Ungleria): J. Barinaga, B. U. di
Madrid (Spagna); ), Rose di Charlerei (Belgio).

AT L T
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QUISTIONI PROPOSTE

807. Bi consideri un eircolo di centro 0 e raggio , e I'asteroide
che bn per punt di regresso gli estremi di due diamebti AB, CD
ortogonali di defio circolo. Siane E, F i punti di mezzo degli archi
AC, CB del eireolo, ed M il punto d’incontro del eireclo tangente

%

internamente eon B al civcolo dato e di raggio = col eircolo di

diametro EF. 1l eircolo di centro O e di rageio OM incontra 'aste-
roide 1n obtlo punti reali. Dimosirare che le tangenti in questi punti
all’asteroide sono anche normali alla curva.

808. ¥ dato un circolo ¢ ed una swa tangente fissa ¢. Essendo P
la proiezione su t di un punto M mobile sn e, dimostrare che 1'in-
viluppo dei circoli di diametro MP & una curva, la eni area e & di

quella del cerchio e B-N. Binsiie.

809. Un filo flessibile e inestendibile omogeneo & fissato in due
punti A, B, ed ognt elemento ds di esso & soggetto all’azione della
gravitie 8 nd una forza orvizzontule situata nel piano verticale che
passa per AB, proporzionale alia proiezione di ds sulla verticale.
Trovare la hnea lungo la quale si dispone il filo.

810. Due punti P, P’ percorrono due linee in un piano ¢, ¢ con
volocitas costanti », ¢, e in ogni istante la retta PP’ fa angoli co-
stanti con le tangenti alle eurve stesse nei punti P, P. Trovare tntte
le coppie di linee ¢, ¢’ che poussano veriticare la debta condizione.

G. L.
BIBLIOGRAFIA
Dott. Gumo Ascori. — Complemenii di geometrin per gh Istituti

tecmici. — Livorno, Raffaello Giusti, 1913.

Ii nota la diffieolta della scelfn di nn buon testo in cui siano svolbte le parti conm-
plementari di Matematica prescritte dai programmi per il 2° biennio degli istituti
tecnici. La ragione della scarsezza di Waoni tesii dipende in gran pavte dalla natura
feammentaria del programmi stessi, che impedisce di rinnire in un tutto armonico
le varie teorie, ¢ dalla impossibilita di svolgere compintaments cou mezzi elemen-
terl alcuni argomenti che hanno la loro sede naturale nelle Matematiche superiori,

1 Complementi di geomeirin del dott. G. Ascorr & un libre c¢he & me sembra
meriti di essere segunlato all'attenzions degli stndiosi per la chiarezza dell’espo-
sizions, per il vigore dei metodi e perché in esso I'A. & riuscite, con un ordinamento
piit logien e naturale della materia, ad attenanve il difeito di frammentarietn insito
nel programmii.
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Trattandosi di un'oepera che, come I'egregio A. dichiara nella prefrzione, non
ha protese di novith scientifica, dard un rapido cenno del suo contennto, soffer-
mandomi su guelle parti che dal lato didattico mi sembrano meglio riuscite.

Nel 17 Cupitolo I'A. svolge la teoria della similitadine, definita come corri spon-
denza che conserva i rapporii delle disianze, Enunciate le prime proprieta, con op-

ortano amplinmento deile figure' la corrispondenza viene estesa a tutii i punt dei
})nrn piani o dello spazio, con che la dimosirazions della proprieta nlieriori viane
notevelmente semiplifieata. Pot, con un appelia alia intuizione, I'A, pone |a nozione
di werso degli angoli, dei triangoli, dei lriedri e distingne 1 due tipi di similitudine
(direlia e inversa) fra i sistemi sovrappostl. Dalle proprieta zenerali dells similitn-
dine, v suppouemio il parzllelismo fra uns o Jue coppie i segmenti omologhi, o
nguaglinuido ad 1 il rapporto di similitudiue, o imponendo 'esistenza di elementi
uniti, A, fa discendere in mode semplies s naturale quelle della omotetia e dei vari
tipt di congrnenza (simmetrie, rolazioni, teaslazioni ece. ). 1 Capitole si chiude con al-
cune opportune considerazioni tendenti n ehinrire il coneetio astralio di movin ento.

Nel Cap 2% dedienlo alla geomeirin dei cerchi del pianoe, vengono esposti in
modo chiare ed elegante i problemi velalivi ai contatti eircolar:, compreso quello
celebre di Apollonio, wella risoluzione dei quali interviene la considerazione dei
centrl di omoietin e desli assi radicali.

Nel Cap. 3° (Proprieta segmentarie) I'A. dimostra i troremi di Menelao e di Cova
e ne deduce aleune proposizioni dalla geometrin del trinngolo, le proprieta armo-
niche del guadrilatero compieto, e il taorema di Desargues sni triangeli vmologici.

Lia geometria salla sfera (Cap. 1V viene svolta facendo sistematicamente nso
h soii elementi appartenenti alla sup. slerica

1l teorema fondamentale della somma degli angoli del triangolo sferico vien
dalo, seguendy un metodo dovato al Levi, con considerazions di sole figure afa-
riche ed astraendn tal concetto intuitivo i estensions.

Ne segue la nozione di eccesso sferico, che viene estesa auchs ai poligoni sferie
non convessi purchd decomponibili in parti puligonali convesse e si dimostra che
Psceesso della somma & ugaale alla somma degli eccessi delle singole parti. L’equi-
valenza dei poligoni aferici & definitu come decomponibilifh in pavti poligonali rispet-
tivamente uguali. Mediante il tenrema relativo all’eccesso della somma s1 deducs
che le tre ipotesi di equivalenza, prevalenza e suvvalenza fra due poligoni, condu-
cenco a noa ugnaglianza o a disngnaglianze fra i love eeressl, sl escludono a vieenda

Pol, usando di ana opportuna trasformazione di un trsangele in nu guadri-
latero biretiangolo isoscele, si ginnge alia consegitenza che una delle tre 1potesi
& necessaria e alla dimostrazions el teorems che duo poligeni di uguale eccesso
sono equivalenti. Infine vien dato il ¢riterio di equivalenza per differenza.

Nella feoria dei poliedri convessi (Cap. V) 'A. non si discosta dalle tratia-
zioni consucte. Sono selo da rilevare aleuna atili osservazion tendenti a chiarire
cid che & di essenziale nelle ipotesi che conducono alli celabre tormula Ji1 Kulero,
© & mostrare come questa sis applicabile anche a superficie poliedriche (di ge-
nere zero) cha comprendone come casi particolari i poliedri convessi.

lie coniche (Cap, V1) sono stndiate come sezioni del eoun relondo. Per guanto
tale metodo abbia acquistato un assetto orvmai definitivo, Luttavia la trallazione
che ne da I'A. presenta non pochi pregi didattici, per la chiarezzn della forma,
per il modo come sono raggruppate le nmmerose proprieti delle tre specie di curve,
per la giusta proporzions data alle singole parti della teoria. :

Alle voniche segus un capifolo in cui venguno esposte ie proprieta della
trasformazione per raggi vettor reciproci, argomenlo non preseritto dai programmi,
m# che trova il suo posto legittimo in un libro di Complementi di (Geometiria
elemenlare, percho puo dare occasione a numervse e svariale applicazioni e percha
& bene che | glovani si abituino dn tempe al ¢oneetto feconde della iraslormazione.

In una Appendice vengono infine dati gli elementi di Geometria descriitiva
col metodo di Monge.

Ritengo che questo libro serva egregiamente all'educazione del gusto geometrico,
e che con esso il dott. Ascoli abbia compiuto opera atile alla Senola.

(>. Rosar,

GIurio Lazzerr — Direftore-i-esponsairile

Finlte dl stampare il 12 Dicembre 1913,

i E - i
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SULLE CONGRUENZE OMOGENEE E SIMMETRICHE

con un numero primo di variabili

|I. Le proposizioni del Cataraw e del Liowwer, contenute nella
Nota del prof. Coxciva * Di una proprietad dei numeri primi , (Fe-
riodico di matematica, 1912), come pure gh siessi teoremi del Ferumar
e del Wirson, si possono riguardare quali immediate conseguenze
di un unico principio, che & il seguente:

Se una funzione omogenea, simmelrica, intera e a coefficienti interi
dei nwner: o, B, v, ... primi con U intero positivo m e inferiori ad m,
¢ anch’essu un numere primo con m, il grado di omogeneita della fun-
zione dev'essere wultiplo dell'esponente minimo a cui & By Yyo.. Op-
partengono (mod. m), vale a dire del minimo esponente 1 pel quale si

perifica :
' =1; P=1; y"=1... (mod. m).

Che un tal minimo esponente debba esistere si dimostra facil-
mente senza ricorso al teorema del Fermat, il qual ultimo, per quanto
noto, mi piace anzi di dedurre qui appresso quale conseguenza del-
l'ennnciata proposizione,

Aggiungo in fine un feorema, che mi sembra notevole, cirea le
congruenze omogenee e simmetriche di modulo primo p e nelle guali
1l numero delle variabili & un divisore primo di (p— 1).

Sia @ nn numero primo comn m ed inferiore ad m. B ovvio che
tra 1 vesti (in numero finito) delle potenze

v » w.
(mod. m), due almeno debbono essere egumali. Sia dunque:
w"” = " (&' = h).
Si avIi pure, per essere primp col modulo:

b =1,

Uid prova che, per ogni w, vi & un qualche esponente ¢, differente da
zere, che rende soddisfatia la congruenza:

w:=1.
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Vi & quindi anche un qualche esponente 3, e sia pure un comune
multiplo degli & relativi a tulte e singole le w, per il quale si veri-

ficano le eongruenze:
e =1; B=1;...

Il minitmo & ¢ appunto :.
Ogni 5 € multiplo di i. Se infuthi il resto della divisione &: ¢ non
fosse nullo, si ¢hiami 7, e dicasi g 1l quoziente della divisione, cosi

da avere:
6 =1g 1+ » (0 < » <i).

Per essere a? =1, e daltra parte:

gl = gt =it 7 = g7,
sara pure: o' =1. B similmente: §'=1; y*=1; ecc. I numerni z, 3,
v, ... apparterrebbero quindi & un esponente minore di i, eontro
I'ipotesi.
Sia
F(E‘IB!'Y!*'*}

nna funzione simmetrica, omogenen, intera e a coefficienti interi, dei
numeri primi cou ¢ ed inferiori ad m, e sia g il grado di omoge-
neité della funzione. Se ad «, 8, v, ... s sostituiscono proporzional-
mente %z, &3, ky,... si ottiene, a cagione dell’omogeneita:

F (ko K3, . . ) = kT (.8, ..)

D’alfra parte, e eid per la stmmetria, se il fatfore k & primo con m
¢ inferiore ad o, il valore della funzione (mod.m) non sara mutalo,
perche i vesii (mod. m) dei prodolti: kz, k3, ... coincidono, salvo
Iordine, com 2, f,.... Si avra quindi:

T (ko 1:3,.. )=TF (&, B,...).
Il per confronto:
ER (e, B, .. V=T (e, B, -- .},
0VVero:
(bt —1) F (e, B, ...)0=0

Se quindi F(«,B,...) & un numero primo con m, giusia il supposto
della proposizione da cui & inizin la presente Nota, s1 avra pure:

kr—1=0.

E poiché k, tra i numeri primi con m e inferiori ad m & qua-
lunque, ne segne che g dev'essere muliiplo dell’esponente minimo ¢
4 cul defti numeri appartengono.

Teorema pEL Frrmar. — Indiento come si suole con ¢(m) il nu-
mero dei numeri primi con m e inferiori ad m, una funzione omo-
genea e simmetrica di «,8,7,... & il prodotto «fiy.... Ih piu, esso &

i Wi
- Ll N 1 - ™
1 a i [ k
- 7] ot ) Ta i A ¥
. L] s
i ¥
i g e e k] e Lo s a6 o n =
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primo con m e del grado @(m) di omogeneita. Pércid g(m) e multiplo
di i. K poiché, delto @ un numero qualungue primo con M e infe-
viore ad m, o' & congruo all'unifa, si conclude che anche:

ar =1 (mod. m),

(Leorema del Fermat).

SE 1L MODULO E UN NUMERO PRIMO p, il siiiero 1 non e che (p — 1).
Con procedimenio elementare, come per le equazioni, (*) si dimostra
infatti che unn congruenza di modulp primo non pno ammettere un
nimmero i radic) superiore a quello che @ segnalate dal suo grado.
Cio premesso, si considerl la congruenza binonna

et =1 (mod. p).

Pel gia dimostrato teorema del Fermal, essa ha (p—1) radic, e
sono 1 numeri: 1, 2, 3,... (p—1). Ora, l'esponente minimo z a cal
essi apparlengono, non pud essere che (p — 1). Perche. se fosse mi-
nore di (p—1), la congruenza ' =1 avrebbe un numero di radicl
maggiore del sno grado.

CoronrLarto, — Se il grado di wna funzione omogenea, simmelriea,
intera e a coefficienti interi dei nwmeri 1,2,3,....(p— 1) non & mul-
tiplo di (p — 1), il valore della funzione & divisibile per p.

Perehe, se (mod. p) la funzione non fosse nulla, 1l suo valore sarehbe
un numero primo con p. Pareid il grado sarebbe wultiplo di (p —1),
contro 1 ipotesi. In particolare: Se n non & multiplo di (p —1),

114 A (p— 1

¢ divisibile per p (v. CoNcina, 1. ).

Teorema pEL Winsow. — Si considert 1l prodotte

>

2 o 3 . poe e
Isso & certamente divisibile per p. Si seriva:
(1+1D)A+2)(1+3)...[14+(pp—1)]=0 (mod. p).

Se gui il primo membro s"immagina sviluppato e ordinato per le
potenze deecrescentl deil’ unitk, si vede che, astrazion faita dal ter-
mine 1™ e dall’altro
1.2.3...(p—1),

1 coefficienti di 1", di 1*~% ece., sono funziom simmebriche del nu-
meri 1, 2, 3,...(p—1), e {:h(—*inﬂltre il grado di omogeneita di cia-
scino & minorve di (p — 1). Detii coefficienti sono quindi fubty divi-
sibili per p, si che la precedente congruenza diviene:

1+1.2.3...(p— D=0 (mod. p),

(') Bl bill ad esewnpiv s dimosivazione coonlenula nelle wie Lezloni &4 plysbre, peomelria
= trigononietrin, pel secondo biennio degl'lstituti teenici, vol. 11, pag. 12-13.
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OvVVvero.
1.2.8...p0—1)=—1 (mod. p),

(teorama del Wilson).

2. Se 1l modulo p & dispari, e percid della forma 2k - 1, ogm
congruenza simmelrica e omogenea a 2 variabili 7 ed y, il grado
della guale non sian multiplo di 2, & risolubile con valori delle va-
riabili differenti da zero e tra loro. (*) Basta porre:

r=1; y=p—1.

Questa proprieta si estende a gualsiasi congruenza ¢on un numero
primo g di variabili. Cosi: Rispetto a ogni moedulo primo della forma
3k -1, una congimenza simmefrica e omogenes a 3 variabili, il grado
della quale non sia multiplo di 3, & risolubile con valori delle varia-
“bali, differenti da zero e fra loro. Ad esempio, per a=2; y=2>5;
z=6, la congruenza:

oy -yt 2 =0 (mod. 13).

In generale: Se q & un divisore primo di (p — 1), ogni congruenza
simingtrica e omogenea di q variabili e di modulo p, é risolubile con
vatori delle variabili differenti da zero ¢ a due a due tra loro, salvo il
cago che il grado della congruenza sia divisibile per q.

Sia infath

flo,9,2,..)=0  (mod. p)
la congruenza. Alle g vanabili z, ¥, ... s1 sostituiscano g distinte let-
tere tratfe dalla serie
1 Fg Ts...7Tp3
e cid s1 faceia inp tulti 1 mod: possibili. Considerando che la f & sim-

mebriea, il numero dei valori formalmente diversi che essa prende
in tal modo, & dato dalla formola:

_p—1y _(p—1Dp—2)...(p—9)
N_l q )__ 1.2.8...9 '

Si molfiplichino 1 dett: valori fra loro. Il prodotto P sara, rispetto
alle », simmetrico, omogeneo e del grado n#N. dove s indiea 11 grado
della f rvispetto alle sue variabili. Dieco ora, c¢he se g & divisore di
(p—1) e se » non & multiplo di ¢, 1l prodotio mN non e multiple
t1 (p— 1). Perche, se fosse altrimenti, I'espressione

7N n(ip—2)(p—38)...(p—q)
p—1" 1.2.8...9

(*) Non cosi ee il grado & pari: La congrnenzs xy =10, per esempic, con r #d y differenti da
zoro (mod. p) & imposaibile. L'alkra: =* + y*= 0, che 8i puo serivers: === — y* esige che (—1)
sia resto quadratice, € che guindi il modulo abbis 1a forma 4k — 1; ece,
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si vidurrebbe a un intero: il suo numeratore sarebbe divisibile pel
dencminatore, e quindi anche per ¢. Ora ¢ & primo: esso dunque
dividerebbe qualche fatiore del numeratore. Invece g non divide 1l
primo fattore per ipotesi: né meno divide alcuno dei seguenti, perché
fra 1 ¢ numeri consecntivi

p—1), (p—2)....(p—9)

non ve n ha che un solo divisibile per ¢, e questo per l'ipotesi laita

& il primo, che perd manca nel numeratore della frazione.
Dimostrato che il grado di P non & divisibile per (p—1), si so-

etitniscano alle 1 differenti resti (mod. p): pongansi ad esempio:

n=1 rn=2%...1pa=p—L

Si ottiene in tal modo una funzione P’ dei (p — 1) resti, omogenea
e simmetrica, e che, per avere il grado non divisibile per (p—1), da
luogo alla congruenza:

P'=0 (mod. p).

Ma P’ 2 il prodotto degli N valori e¢he assume la funzione f(z,%,2,...)
quando ad z,¥, 2,... si sostituiscano tutte le possibili combinazioni
di ¢ vesti (mod. p). Percid, ricordando che se un numero primo di-
vide un prodotto deve dividere uno almeno dei fattori, si deduce che,
per una almeno di deite combinazioni, f{z,y,2,...) diverra nulla

(mod. p), c. b. d.
G. FPrarTINI.

GENERALIZZAZIONE I'UN TEOREMA SUT DETERMINANTI

Un notissimo ed importante teorema sui determinanti dice:

Se un determinante di ordine n ¢ nullo, ma di caratierishica n — 1,
i minori complementari d'una colonne sone proporzionali ai corrispon-
denti minori dun'altra colonna.

Questo teorema pud anche enuneciarsi dicendo:

Se un determinante di ordinen & nallo, ma di caratteristice n —1,
allora © minori del massimo ordine dung matrice di n—1 colonne,
sono proporzionali ai corrispsndenti minori del massimo ordine d'ogni
altra matrice di n — 1 colonne.

(i proponiamo di generalizzare guest'ultimo enunciato, eol se-
guente, che ho cereato invano in parecchi trattati sulla teoria dei
determinanti e che pure mi sembra degno di nofa:

TeoREMA. — Se un delerminante di ordine n 2 nullo, ed ha la ca-
ratieristica p<n—1, allora i minore di ordine p d una matrice di
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p colonne sono proporzionali ai corrispondenti minori d’ordine p d ogni
alira 1natrice di p colonne.

Per p=n—1 si ha il noto teorema precedente.

Questo teorema vale naturalmente anche per le linee, potendosi
scambiare le linee colle golonne. Per intenderei brevemente, chia-
meremo minor: di una colonna in una matrice, i determinanti del
massimo ordine nella matrice che si otliene, cancellando questa co-
lonna. Un minore di una ecolonna si dira corrispondente a un minore di
un’allra colonna, quando questo & formato eolle stesse linee di quelle.

C1d posto premettiamo il seguente

Levya. — Se in una matrice di p 41 colonne ed n linee con

p+1l<n,

sone nwlli tulti @ minori del massimo ordine p—-1, allora i minori & una
colonne sono proporzionali ai minori corvispondenti &wialtra colonna.

Invero sia la matrice

11 (f1g . . Oy fdy, pq
ﬂ’]_ EEE -y o aE r‘ =1
M P B p

—

fru[ ﬂﬂﬂ o ow EI]]I]. ﬂﬂ-ﬂ—rl

Cancelliamo ad es. la colonna 2™ e, nella matrice residua, con-
sideriamo il minore A delle p linee o; @y ... 2, e il minore B delle
p linee oy Ge...c,, che potremo qui brevemente rappresentare coi

simboli

A(n‘.l G2 ... Gh—g @h  «.. Op )

1 2...kh—1 A4+1...p+1

B(E: g « .. O3-1 Ol eeo Tn )
1 2 ... =1 h41... p+1

ove 1n prima linea poniamo gl'indici delle linee e in seconda linea

quelli delle colonme.
Cavcelliamo poi la colonna &A™ e, nella matrice residua, eonsi-

deviamo il minore A’ delle p linee stesse & o ... 2, € 11 minore B’
delle p linee stesse g, o4... Op; ClOE:

AJ ( a:'. gﬂ - s B '::k_—j 'I:-’H' L g}] )

1 2...k—1k41...041

B-(ﬂl U2 «os Ok Ok ... GOp )
I 2...k—1k4+1...p+1 )

Poiché % e & sono doe colonne scelte a placere, il teorema sari
dimostrato quando si provi che:

B B

. e
- — =
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Iufatti, in virtia dell’ipotesi, il sisiema di 2 equaziont linear: e
omogenee con p-+1 incognife, che puo formarsi colle n linee di M,
coesiste per valori non tuiti nulli deile incogmte. () Potremo per-
eib limitarei a risolvere il sistema di sole p-f 1 equazioni, formato
con p-+1 linee, scelte a piacere fra le n linee di M.

Scegliamo ad es. le p+1 linee 1, o, 2a,... @, cio® il sistema

ﬂ]llrl. _l— Hlﬂxi_l_ a4 u + ﬂ]i] Ih +. = -ﬂ].k:r-lh _I_... o ﬂl__PllIP;l:
Bay T2 Hua L2 1+ oo o Aagy £ .. fagk Tk F - o o - Bagpir Tpia = 0

(o @1~ Clage Tp -0 s F Qg 1T T ek B + @a, py1 Tpa =0
Sappiamo che sempre a cnusa dell’ipotesi, Je soluzion

L1 va » LTp4d

sono proporzionali agli aggiunti della prima linea.
Ora Vaggiunto dell’elemento @y, & precisamente A.[—=1)"" e
Iaggiunto dell’elemenio e & precisamenie A'(— 1)*%, onde sara

. Afl—1 1+h A_
B = I (1

Scegliamo poi invece le p41 linee 1, 01, 02,...0p € conside-
viamo I'analogo sistema che a queste linee corrisponde. Evidente-

mente in guesto sistema, aggiunto di a,. sava precizsamente

B (_ 1)1+L
e I'ngginnto di a;. sara B (— 1)+,
onde consegue: B(— 1t B
7y, ) i k
! ( ) A 1)h—=_ (9]

n B (—1)* B
Da (1) e (2) segne immediatamente

A B
A" B

da cid ne segue 1l lemma.
Stabilito il quale, sara molto facile dimosirare il teorema. Sup-

poniamo dunque che nel deferminante di ordine #:

@y s - .. (g
Mgy (lag ... Oop
D ey ' =
ﬂnl 'ﬂnﬂ - = @ ﬂnn

siano nulli tutti i minovi, & partire da quelli di massimo ordine n — 1,
fino a quelli di ovdine p 41 inclusi.

(Y Cfy. Carzty:, Istitusioni di analisi nigebrica, pag. 242, art. b3,
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Consideriamo le due matrici

H_Iﬂ.l nlﬂ: - a ﬂ.‘.ﬂp ﬂ]--&l alﬁﬁ‘ e HIFP
Uoa, (oe; ... dug. @2y, 25, ... A3y

A=ll, + » « » = f B=l. . . . ..

ﬂ]].ﬂ: ﬂnﬂ! = aw ﬂ]]ﬂp ﬂnﬁl ﬂnﬁ.! - = @ ﬂ"ﬂ}l

oftenuie prendendo una volta le p coloune @ ag...x, e un‘alira
volta le p colonune B, f....B;.

Siccome le « e le B sono 2p colonne seelte a piacere, il teorema
sara dimostrato, quando avreme fatto vedere che i minori di or-
dine p ricavati dalla A sono proporzionali ai corrispondenti minori
di ordine p ricavati dalla B.

Due ipotes1 possono farsi:

12 0 le colonne oy as ... 2, sono tutte diverse dalle colonne

B'.lBE---ﬁ’p:
i1l che importa p <

w[ ~

2* o le colonne o @ ... ap coineidono in parte colle colonne

Brfe...Bp,

| n
a gquesio suecederd sempre quando p > -

1* Caso. — Suppouiamo che le eolonne oy es. .., siano tutte
diverse dalle colonne (3, 82...[;.

Consideriamo le p matrici di p-1 colonne, che si ottengono
prendendo nel determinante D

Ian prima  volta le p} 1 colonne o as. .. ay 31

, seconda , , ” g @3 ... 0 Pe
" tErEﬂJ " - " - aﬂ al & & 53 i—iﬂ
» Pmﬁ - E] " " &p ﬁl " - ﬁl‘l—l 'F!TI

e ciod, serivendo per semplicitd golo gl'indiei degli elementi:

log 1ot ... 1oy 1?1 log ety ... 13, 1B,
o 2:::1 "31’? L Ezp 2_::_'1 M 2-5(2 .2::-:1 .213‘1. E?:g
nay Moy ... nay afy wzanzs ... 0% ng,
log 1oty ... 122 155 Loy 1By ... 13, 18,
M| e 2 B B
r;:za .na:.; . ;ia-.; ﬂ[‘}a ;l.srpi nﬁ; .. ;lﬁT;_1-ﬂﬁ;,

T el |
"'...-.f.'i-.-'-l:?- %

oF|
= e

wtow o T e—

L= I a

1w
br L TEg L e t
e LT il - i L
| — — i A R S SR
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Le matrici My M; ... M, cosi ottennte, hanno, per ipotesi, null
tukti i minori del massimo ordine p-+1; quindi, pel lemma premesso,
in ciascuna di esse. i minori della prima colonna sono proporzionali
ai minori dell’ultima eolonna, D’altra parte 1 minori della prima co-
lonna di M, sono eguali ai minori dell'ultima colonna di Ms; e quelli
della prima colonna di M; some eguali ai minor1 dell'ultima colonna
di M. ecc.: i minori infine della prima eolonna di M, , sono eguali
ai minori dell’ultima colonna di M;.

Ne segue subito con facile ragionamento che i minori dell'nltima
colonna di M, sono pure proporzionali ai minori della prima colonna
di M, .

Ova i minori dell'ultima colonna di M, altro non sono che 1 mi-
noti della matrice A: i minori della prima colonna di M; aliro
non sono che i minori della matrice B; dunque & vero guanio vo-
levamo dimosirare.

9" (laso. — Supponiamo orva che le colonne oy o ... & coincidano
in parte colle colonne B8, Bs ... § e precisamente
Ly — 1311 y Ol = Et-: y o+ eey @au= Bl.ﬂ (IJ- <pP— l] [3)

In tal caso nelle matrici My Mg... M, verrebbero ad apparive
due o piit colonne eguali. Per evitare gquesto, nella euccessione to-
tale delle 2p colonne

oLy ﬂg...ﬁpﬁl pﬂ---ﬁp

cancelliamo le colonne &, B, ...B: e, nella successione residua,
cambiamo l'ordine delle a, portando le p colonne singolari

aﬁl 'EI;T.._? m ow E‘.","

dopo le altre «; otterremo cosi la successione delle 2p — u colonme

al ﬂ-E’- - -'ﬂﬂ.!—l ﬂ'|=_-|1+j - = ﬂuz—] EHE:—I P E uﬂ .I.t.—1 ﬂﬂ_ﬂ—!—‘ L ﬂrl EE‘I Tﬂj T

.o o Oau !31 o sias I;311!-4 Py =1 e oo Bre—1 ]rjigq-l .« B: ji—1 E’t TSR ﬁpt (‘1]

che sono tubtte diverse.

Consideriamo ora le p—p matrici di p-+ 1 colonne, che si ot-
tengono, prendendo nel deierminante D:

la. prima volta le p-+1 colonne della successione (4), che vanno
dalla prima alla (p +1)™, ciod da a; fino a B ;

la seconda volta le -+ 1 colonne della suceessione (4), che vanno
dalla seconda alla (p -+ 2)m® &ioé da oz fino a F;

la terza wolta le p+1 colonne della suecessione (4), che vanno
dalla terza alla (p = 3)*8, ciog da as fino a f5:

la -[p—-p)m. volta le p—l—'l colonne che vanno dalla [p—-p.}ﬂ;l
alla (2p — p)™0, cioé da o, fino a s
e che potremo indicare con Ny, Na,..., Nyx.
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In particolare, scrivendo anche qui per semplicitd solo gl indiei
degli elementi, sard:

15!-1 Iﬂtg =P 1:‘!53_] 1?514.] > »

. Igﬂ_l 115]-—1 & W _115_-"—1 lgﬁ_l'.—l o w
ll'I:lll ]-EH-I ]-E.H..E.illluﬁp IBI
21] 2?3 - 2-'1;1_1 25(,,1 " Eﬂgﬂ._i 2153.—.: : BB Ei',_n_: 215.11-] ' o
Nl_' P ow 211] Eﬂ;q] 213:] = i 21_.._-11; 2;51
-J'IEI ﬂﬂﬂ L i*iul—l ﬂIﬁI =0 v »a H'I-"“;—‘l '}!152._1 - s & 1'1‘.4.“,_! ”1:'-."—,-'-1 S
co o et Natsy May oo B0 185,
ed
4 14 9 "
Igl'} Ia-.l 11_":._;. - - 1?&“ ].ib-’l J.ﬁ’ iem lr"l'l_l 1;]1-;--1 - . ] ‘3]:——1 lﬁt:’_] -:p -
pE ?'.“"1 liit_ﬁ-'—l 4 1}31_1
: L] : LY 'J - T
Jill Eisl 215'-_! LN 215.“ 3;1 El—ﬂl 5w Egll—i 2"-T1.|_,_j e BPTE_,I EBt._.__] e 8
- D3
hp—jt ——

ia s E?;ty—l el 1SS (PR 251:

262, Mgy Mg v R s 13, n3

By s s ’]:&11_1 ?IEtE_ = = .’131‘:_1 "13[,_..?1 & F W
a8 @ '"ﬁ]_ﬂ—l ”]31“,“-.'—1 e ow ?lﬁp

Ragionando su queste matriel, che sono ora a colonne tutte di-
verse, come si & fatto nel 1° Caso, segue pure qui che: 1 minori

dell"ultima colonna di N, sono proporzionali ai

minori della prima
colonna di N

P—t4 - :

Ma in victii delie (3), 1 minori dell’nltima colonna dj N: coinei-
dono, salvo gll stessi spostamenti di colonue, coi minori della ma-
trice A: i minori della prima ecolonna di N

p—u COtucidono, saivo gli
stessi spostamenti di colonne, coi minori della matrice B: dungne

anche in questo caso & vero quanbo volevamo dimostrare,

L. Tocecxr.

INFINTTO E INFINITESIMO IN MATEMATICA APPLICATA

Come & noto la teoria delle equazioni consente di dare veste ma-
tematica a molti problemi pratict si da render possibili, eol sussidio
del caleolo algebrico risoluzioni teoricamente esatle; clononostants,
malgradv questa esattezza teorica, la rvisoluzione non pub praticamente
attuarsi se non in modo pil 0 meno grossolanamente approssimato.

Per persuadersene hasta pensave che gli ordinari strumenti di mi-
SUra non possono, per la loro stessa natura, rivelare quantita incom-
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mensurabili; come potranno essi dunque verificare esatiamente la
soluzione di un problema guando, come in moltissimi casi, la formola
risolutrice contiene simboli di operazioni irrazionali?

E, In ogni easo, 1 suddetti strumenti non possono fornire della
quantita misurata un valore rigorosamenie preciso; la perfezione di
uno strumento di misnra non consiste nella sun attitudine a rivelarci
la zera misura di un ente concrebo, bensi nella sua altitudine a for-
nire 1l massimo grado di approssimazione che la tecnica oggi consente.

Intesa in gnesto senso la soluzione pratica di un problema & chiaro
come essa possa sempre porsi sotto forma decimale; ed & chiaro come
¢10 sig conveniente, data la facilita che i numeri decimali conferi-
scono ai ealeoli numeriei. Si trattera di determinare un numero deci-
male che differisca abbastanza poco dalla solnzione teorienmente esalta.

C1o posto si presenta spontanea Ja domanda: A qual patfo 'errore
commesso nella valntazione approssimata dall’ incognita pud dirsi
abbastanza piceolo, ovvero frascurabile, o praticamente infinitesimo 2

Mi propungo di far vedere che un tale eriterio & relativo alln que-
stione che si studin ed all'intento pralico che si vuol couseguire, e
ne trarrd occasione per chiarire il significato che 1 vocaboli infi-
nitesimo e infinito assumono in pralica ben diverso da quello che
loro compete nella matematica pura.

Prendiamo le mosse dal seguente:

|. ProsBremMa. — Un serbaioio si riempie in quaranta secondi

]' = L] ® L] - - L L -
(ﬁf} i m'n.) quando siano aperti due rubinetti: il minore impicgherebbe
W 1 L - N [ 3 - [ ]
dee solo un minuio (Ei_[} a1 Dl‘ﬂ.) pin del maggtore. Quanto tempo impie-

gherebbe da solo il minore? |
Indieandosi con # il tempo richiesto, espresso in m., il problema
s intavola nell’equazione:

24 1
z _L_(l)
*—60 \oo,

da cni;
(60x — 1)+~ 602 =902 . (602 — 1)

lespressione moltiplieatrice z.(60z — 1) ele st awnulla solo per

Y=V B=g)
[ndi:

54002 — 210 -+ 1= 0;
formola risolutrice:

» = 210 + y232500 210 + 150 30

L

10800  — 1800 | 1
180




60 PRERIODICO DI MATEMATICA.

Ya esclusa Ia soluzione :1==3% perche praticamente inattuabile:

1l rubinetto maggiore dovrebbe infatti riempire il recipiente in ore

1; 5 910 , dovrebbe ci0d rendere pieno il recipiente quaranta secondi

; L. ! S :
prima che s1 comincei a versare! Resta la z = 180 'una e I'altra, del

resto, sosiifuite nelle eguazioni precedenti, le vendono identicamente
soddisfatte, Si faccia Ia prova.

St ponga invece:

Un serbatojo si riempie in 50 secondi quando siano aperti due ru-
binetti; il minore impiegherebbe da solo un minuto pirt del maggiore.
Quanto tempo impiegherebbe da solo il minore?

Il problema s intavola nell’equazione.

1 1 1
x i 1 /1 (1)
*— 5 (m0)
da cui:
(60x —1) + 60x =80z . (602 — 1);
1ndi:
48002° — 200z - 1=0 (2)
» — 200 + V20300
9600

Da meno di 0,0001 per eccesso si ha:

V20800 = 144,2225,
Esclusa una soluzione praticamente inattnabile <i ha press’a poco:

200 - 1442925 344 9995
= 9500 = “ogoD "

L'errore commesso nel radieale viene nel calcolo di x, diviso
per U600; se 1l primo era minore di 0,001, il seeondo pare minore

. 0.0001 . :
di 9600 @ @ fortiori, minore di 0,0001,

344 2995

34;66530 a meno di 0,0001

per difetto commetteremo due errori: I'ano per eccesso, l'altro per

difetto entrambi minori di 0,0001; Yerrore complessivo, essendo la

differenza fra essi, sari necessariamente esso pure minore di 0,0001.
Trovandosi, & meno di 0,0001 per difetio:

Se dunque noi ealecolinmo il quoziente

S344,2225 : 9600 = 0,0358
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si commetteri, ponendo 2= 0,0358 un errore minore di un decimil-
lesimo di ora ossia minore di un minoto secondo. A meno di un se-
condo sard dungue: 2= 0,0358=10"2", 8" e {frazione di secondo.
L'approssimazione sembra piii che sufficiente; il tempo cercaio &
valutato alla massima approssimazione che possa acconsentire un
ordinario ovologio; valutare il radiecale con pia di quatiro cifre de-
cimali sarehbe un ginochetto privo di gualsiasi valore pratico.
Eppure: sostituendo nel primo membro della (1); avremo:

1 1 60 .0,0358 — 1 -1~ 60.0,0358 9,206
't-. F I T i. - j [ EB = ! ) - r
00358 T | exg 1 0U358.(60.0,038—1) O 0410985
60
1

che non & gia I'inverse di ik bensi I'inverso di un numero ymnore

di 0,1247. Se dunque il rubinetto minore impiegasse a riempire il
recipiente il tempo espresso dalle solnzioni approssimate 1 due ru-

binelti versando insieme impiegherebbero non 50 secondi, ma meno

di B di ori £ h 45 secondi
| {Gopp 4 ora, ossia meno G 45 second.

Ci s1 affaceia subito 1'idea di avere shagliato il procedimento; ma
questo dubbio si rimuove pensando all'esempio precedente, dove, dopo
lo stesso procedimento, si verifieava idenficamente esatio il risultato.
Cid che sfavorisce il seconde risuliato di fronte al precedente sara
dunque 1"inesatiezza commessa nel calecolo del radicale; inesattezza
minore di 0,0001 che pur ¢i pareva praticamente i1nsignificante,

Un errore i1nsensibile nel calcolo dell’ incogmita provoca un errorve
sensibilissimo dell'uguaglianza. Per avere fra 1 dne membri un divario
insensibile bisognerebbe spingere pin oltre I'approssimazione nel radi-
cale; per es., calcolando 1) radieale & meno di 0,000,000,001, si oftliene
un risnliato che differisce da 50 secondi per meno di un minuto terzo.

2. Considerazioni varie. — Immaginiamo ¢he 1l direttore di un ospe-
dale disponga di un bagno del volnme di due mefri cubi e vogla far
costruire due rubinetti I'uno per 'acqua calda, 1'altro per la fredde;
e snpponiamo che la cura esiga appunto-le condizioni poste nel nostro
secondo problema.

Immaginiamo egli intaveli il problema come dianzi ¢ concluda di-
cendo al lattoniere: Mi facecia un rubinetto che versi 2 w" d'acqua
in 0", 2.8" e un altro che versi 2 m® d’aequa in 0", 17,8, Il latto-
niere, certo, sorpreso di tanfa precisione, probabilmenie rispondera:
Non posso garantire una costruzidne cos) precisa. Eppure, se anche
un lattomere di abilita eccezionale esegnisse rigorosamente gli ordini
del medico questo resterebbe deluso nelle sue aspettative. Il caleolo
precedente mostra che il recipienfe sarebbe gia pieno quando secondo
il desiderio del medico dovrebbe essere ancora vuota piu della decima
parte. Il medico dovra dungue rifare il suo caleolo approssimando 1l
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radicale di 0,000,000,001 e eercare un altro fantastico lattoniere anmeor
1

piil abile ehe possa garantire la portata dei rubinetii fino a 1,000,000,000

" . 1 :
di ora (cirea 300,000 di secondo!).

Da c¢id coneluderemo ehe il disposilivo ideato dal medico & pri-
ticamente trrealizzabile: se & proprio necessario per la ema che le
modalith del versamento siano cosi regolate, noi lo constglieremo g
cambiare la feenica del suo piune, ossin a proeacerars: per alfra via
lo stesso risultato terapeutico.

Problemi feoricamente risvlubili e pralicamente irrealizzabili & in-
contrano ad ognt p1é sospinto in ogni branca della marematiea appli-
cath. Voglio dare un esempio grossclano ed evidente.

51 prenda un oggetfo di forma coniea cireolare retia {troltola) e
lo si metin sul tavelo in posizione verticale fucendolo poggiare snl
vertice; ecome Ia pil elementare esperienza ci fa prevedere, il cono
cadra.

Si ripeta 'esperimento imprimendo al cono con le palme un rapido
movimento di rotazione intorno all'asse; finchée il movimento si man-
tiene rapido il cono si reggera veriicalmente. La spiegazione e facile.

Consideriamo anzitutto il easo dells quiete. Le molecole del cono
pesano; quelle dell’asse gravitano sul punto d’appoggio e non alte-
rano I'equilibrio: le altre sollecitano il cono, gnali in un seneo, quali

m un altro; poiché 'oggetto non & del tntto omogeneo ne per forma
(imperfettamente conica) né per densita, da una parte si ha solleci-
tazione maggiore: questa prevale sulle altre e da questa parie 1l cono
cade. La caduta dipende da questo o non da altre: per persuadersene
basta considerare il easo della rotazione.

In tal easo, mentre il cono sta per cadere dalla parte piit densa
(0 piit sporgente) quest’ultimo passa rapidamente da banda oppesta
& determina una sollecitazione in senso opposto alla precetiente; sol-

lecitazione che per un istante equilibra Ia precedente e nellistante
successivo determinerebbe, dulla banda opposia, Ia caduta. Ma Ia
rotazione continna: il cono si & rapidamente voltato & nuovamente
digposto nella posizione iniziale; la =ollecitazione 91 e nuovamente
invertita; tndi nuovo equilibrio, nuova inversione e cosi via.

Quando la velocith di rotazione va smorzandosi il conu tarda ad
invertive ln sua posizione e per un po’ accenna a cadere dalia parte
pilr densa (o piit sporgente), finche la rotazione ne lo raddrizza; al
moto di rolazione s'accoppia dunque una specie i moto di rivoluzione.
Finalmente In lentezza diventa tale che I'inversione non arriva 1n
tempo ad impedire la caduta: e il cono cade.

Da tatio cib rvisultn (questa @ la conclusione cui rolers ginngere),
che, so il nosiro vguetto fosse omogeneo in densith e perfettamente
eonico (a simmetria roggiata) esso resterebbe, sul vertice, in equi-

"
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librio. Eppure, si provi a costruire un cono con fanta cura da poter
poggiare sul vertice! dovrebbe ben meraviglinrel se constatassimo la
siuseita di un tale esperimento; e, se riugcisse, saremmo indotts ad
atiribuirlo al caso o all'attrito del tavolo pill che allu precisione della
nostra teeniea. Con guali mezzi un falegname potrebbe verificare se
da una parbe la massa ecceda o non ecceda, per es., di un centimtl-
ligrammo? e, anche lo potesse, se constafasse nna tale differenza qual
pialla potrebbe eliminarla con tania precisione, in quantiia e in forma
da non provocare il fracollo dalla parte opposta?

11 nostro medico bizzarro, fiducioso nelle sne dednzioni ieariche,
potrebbe ostinarsi a voler avere un provino di forma conica 1ifo
il vertice. rimandando dal chineagliere quei provini ehe non sod-
disfano a questa condizione; ma qul resterebbe ancor pii1 delnso.

Prima un lattoniere sovrumanamente abile avrebbe potuto soddi-
sfarlo. Spingendo la cura della sna costruzione oltre il miliardesimo di
secondo il lattoniere avrebbe potuto dare al medieo I'illusione di1 esser
viuseito riempiendo la piscina ge nom in 50 second, in 49", 59" e ira-
zione di terzo (sicehe il divario sfugga all'orologio). Qui invece occor-
rerebbe non un ehineagliers molfo pin abile dei solifi, ma infinitamente
pit abile; non un ehincagliere che sarantisse il rigore geometrico del
cono & meno di una frazione impercettibile di mm. e 'omogeneita fi-
sien a meno di nna frazione impercettibile di mg.; ma un chincaghere
che garantisse un rigore geometrico assoluto ed nna omogenelta asso-
luta. Un difetto di simmetria per quanto piccolo, per quanto inavver-
tibile dai sensi umani basterebbe a determinare la caduta.

Non Vopera umana, ma il caso pud far sl che 'oggetto sia assolu-
tumente conico: ed un caso infinitamente poco probabile, tanto & vero
che oggi, domani e sempre un oggelto conico poggiato su di vn piano
pel vertice ed abbandonato & se stesso ende {a meno che, vien vogla
di ageiungere, la punta incuneandosi nel pilano mon Si SEavi una
eulletta; ma allora il pilano... non sarebbe pit un piano).

Al nosiro medico consigliererno dungue anche qui di cambiare
"apparato tecnico e gli proporremo un economico piedistallo che il
pii umile fabbro sa costruive.

Tornando al nostro problema osserveremo che se & vero che il
medico potrebbe essere soddisfatio dal lattoniere eceezionitle eld sa-
rebbe solo in grazie delln sun ignoranza solo perche una differenza
di tempo minore di 1 non sarebbe rivelata dal suo orolegio e ben
difficilmente si troverebbe un ammalate cosi sensibile da risenlirne
un danno nella cura. Gual se cobl fosse, guai se erescendo "abilifa
del latfoniere, crescessero ugualmente le sensibilita dell”orologio, degli
ammalati, dell'occhio medico serutatore; "ano moltiplicherebbe 1 suoi
aforzi e la sua precisione, 1'altro la sua severita ed incontentabilith.
B malgrado V'abilita sovrumana del lattoniers il problema sarebbe
ancora praticamente insolubile.




04 PERIODICO DI MATEMATICA.

Auche qui perd pud provvedere il caso. Mentre il lattoniers 80-

. . | : . .
viumano garantisce a meno, per es., di T di secondo, il caso pubd

scegliere, nell’intervallo clie la tecnica consente, proprio la soluzione
del probiema.

3. Quantita pratieamente infinitesime, — [,e precedenfl osservazioni
mostrano con quante eautele debbano usarsi, nelle applicazioni della
matematica, le parole: traseurabile, mfinitamente piceolo, infinitesimo;
come le pavole: fmmenso, infinitamente grande, injfinito, e simili. Esse
sono relative alla natura della questione proposta, al fenomeno che
in quel momento si studia, '

Poggiamo un oggetto cilindrico sulla sun base; eon un echiodo
attacchiamo alla sommita, da una banda, un peso; se il peso & ab-
bastanza rilevaute il ciiindro si ribalterd; ma se il peso & di un mg.,
uo. Il peso di un mg., sari a quegli effetti trascurabile o infinitesimo,
perchd non basierad a vincere le cireostanze che ostacolano la caduta.
i se posassimo un milligrammo sopra un cono che per easo fosse
perfettamente simmetrico e si mantenesse iy equilibrio sul vertice ?
esso (a parie 'attrito) basterebbe g deterninare il vibaltaments come
Vi potrebbe bastare I'alito di yna mosca; nessuna forza, per quanto
piccola, € btrascurabile rispetto a questo fenomeno: rispefto a questo
fenomeno cause insensibili bastano a suscitare effetti sensibiliesimi.

In generale si dira che in un dato fenomeno una quantita si com-
porta come infinitesima quando essa & gia cosi piccola che un suo
ulteriore impiccolimento oy recherebbe, nell’andamento di quel fe-
nomeno, differenza sensibile.

Per es.: Un minuto secondo & infinitesimo rvispetto alle indicazioni
d1 un orologio ovdinario perehs, se un fenomeno, invece di compiersi
in 1”7 si eompie in meno di 1%, Porologio non avverte tale diminuj-
zione. Ma la slessa guantity 1", interpretata come periodo d’aziome
deir rubinetti di eni sopra, non & Infinitesima rispetto al tempo di
riempimento dei rubinetii simnltaneamente versanti; 1l difetto di 1”
in une di essi provoca una differenza di oltie 5 secondi nel tempo
di riempimento; attennando questo gia Insensibile difetto di 1” la
seconda differenza sensibilmente decresce fino a sparire.

4. Quantita praticamente infinite. — In un dato fenomeno si dice che
wne quantita si comporia come infinite quando essn e gia eosi grande
che un =uo ulteriore ingrandimento non recherebbe, in quel fenomeno,
differenza ssusibile.

Per es.: 8i sospendano 2 due fili due pallini di plombo; 1 fili si di-
spongono verticalmente; che signmifica verticalmente ? significa che 1
loro prolungament; 8 incontrerebbero nel centro della terra; cio no-
nostante all’occhio piut sensibile i fiii appaiono paralleli; se ¢io non
avviene & per qualche eircostanza perturbairice, Perehé questo? perche,
il punto d"incontro essendo vemolissimo, le verticali sono guasi pa-
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rallele, sensibilmente parallele. Un ulteriore allontanamento dol centro
della terra, gia lontanissimo, ossia un ulteriore ingrandimento del
raggio terrestre mon recherebbe differenza sensibile nella mulua in-
elimazione dei fili; anche se Ia terra divenisse wna sfern d; rAggio
infintbo (ossia un piane) nessuno avvertirebbe ia diminuzione della
convergenza. Il fenomeno & indifferente a qualsiasi ingrandimento,
menire risentirebbe in modo sensibile un eventiale notevole impicco-
limento. Se il raggio della terra divenisse dieci milioni di volte mag-
giore nessuno se ne accorgerebbe dall’esame dei fili che conkinne-
rebbero a parer paralleli; se divenisse dieci milioni di volie minore
{poco piin di 1 m) si vedrebbero benissimo ad occhio nudo conver-
gere le due verticali.

In questo fenomeno il raggio della terra si comporta dungue come
infinito.

HEbbene: apriamo invece un libro di meceaniea celesfe; 1'au-
tore parlera di un punto P attratto da un punto Q e questi punti
P, Q... saranno il Sole, la Terra, gli altri pianeti. Come si spiega?
5i splega pensando che in questo fenomeno il raggio di un pianeta
st comporfa come infinilesimo.

Se 1l raggio terrestre si riducesse in ragione di 10 milioni (ferma
restando la massa) nessun fenomeno di meceanica celeste muterebbe
perciv il suo corso; messuno pud prevedere invece che cosa acea-
drebbe se divenisse 10 milioni di volie piu grande.

Il medesimo raggio terrestre che in fenomeno di fistea sperimen-
tale (terrestre) si eomporta come infinito, in un fenomeno di fisice

|

celesie, st ecomporta come infinitesimo; cosi 1000 di mg,, infinitesimo,

(di solito) in un fenomeno di fisica sperimentale, pud divenire infinito
in un fenomeno di fisica chimiea ove sia paragonato a una molecola.

La fisica celeste e la fisica chimiea, presentanoe quantith mate-
maticamente finite (soddisfacenti ciod al postulato d’Archimede) ma
praticamente infinite o infinitesime.

9. | due tipi di problemi algebrici. — In generale 1 problemi alge-
brici ad una incognita si distinguono in due tipl. Aleuni dicono:
Si vuol raggiungere un dato intento; si defermini una quentite x (che
dipende dal nostro arbitrie) in modo da raggiungere questo intento.
Allri dicono: E noto che [ra certe quantita (indipendenti alla nostra
volonti) sussiste una certa relazione: date tutte all infuori di una, si
determini questa. a

I caicoli del medico per regolare la cura al modo opportune ap-
parkengono al 1° tipo; ma 1a stessa equazione pud interpretarsi come
un problema del 2% tipo.

Immaginiamo che il medico, avendo acquistato i rubinetti abbia
tonstatato con 'orologio alla mano che con ess; il recipiente si riempie
come l'enunciato dice, e e¢he un tale, per curiosita, richieda la loro




66 PERIODICO DI MATEMATICA.

portata. Per rispondere egli dovrebbe intavolare la stessa equazione;
ma il problema da lui risolto apparterrebbe evidentemente al 2° tipo.

Orbene; se il medico rispondesse: Il rubinetto minore impiega
2 minuti, 8 secondi e frazioni di seecondo. La curiositd del suo amico
sarebbe piu che soddisfatta. Il curioso richiedeva la conoscenza ob-
biettiva dell'intervallo di tempo; e questa gli & fornita a meno di un
secondo, ossin con tutfa la preecisione che gli ordinari orologi com-
portano.

Gli & che nei problemi del 2° tipo, mirandosi alla conogcenze
di une guantitd si richiede una soluzione approssimata a meno degli
errori d'osservazione e non pii; nei problemi del 1° tipo, miran-
dosi invece al raggivngimento di un infento si chiede una approssima-
zione che renda insensibile non gia il divario fra un valor vero e
un valore approssimato, bensi il divario fra i due membri di un’egua-
glianza eondizionale.

E poichd lo stesso quesito pud interpretarsi, a seconda delle con-
tingenze, come appartenente all'uno e all’altro tipo, si pud dire ehe:

Per lo stesso probleme (esaminato da punti di vista diversi) una
soluztone sufficientemente approssimata in wvista di un dato scopo, pud
non esserlo in wvista di certi aliri.

It se poi constatassimo coll’orelogio precisamente 2', 8", troveremmo

< ; 2 0 . .
contraddizione fra il valore ealcolato 200 _gﬁggﬂgﬂ e 11 valore mi-

surato (differente dal primo) (i.' | %E:m? No: era ben da prevedersi

_ L 2 208
che un orologio non avrebbe potuto indicare esatiamente i _IE;H]{/}D =

perche su di esso non si potranno mai leggere irrazionali, perchs
msomma, per il suo stesso congegno, esso non pud indicave che fra-
ziont di ora.

Concluderemo invece: I1 medico col suo orologio rilevd due mi-

gure; la prima di ecirce 50 secondi (ﬁ di DI'H.), la seeconda di cirea

. 5 T . : = ,
un minuto |{— di nm): nol1 ne rilevammo una terza di cirea 27, 8

60
(2 o8 )

g0 1 3800 pii di eost dagli orologi non si1 pote avvertire,

Hsistono(per il ragionamento che conduce a intavolare I'equazione):

un ¢ vicinissimo & gp* un I vicimssimo & g0 un i vieInissimo @
8

'y
60 | 36ﬁ0 tali che:

!
f” | t” . t'

£ — (21 - 1 =0,

1 1 1
-t

indi
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0SSIA; , _ : :
o ) + Y2t ¢ — 4n
i —_— E =
Hssendo
s (RN PN
cirea g, ¢ cirea 60 irea 60 " 3800
2 =

& cirea 50 T 3600 egnale a

2.1+ )+ Yfe. L& I
(,E'EE"‘ﬁn = (""§G+_ﬁﬂ_ 8050

2

o . ‘ .9 . .8
0, & ridozioni eseguite dovia essere cireg — ~ 3500 egnale a

200 + V20800
9600 ‘

Hd infatti, per la determinazione <+ 1l divario fra le due espres-
sionl, risulta minore dj (0,000,001,

In tutte le applicazioni della matematica i dati di fatto sono solo
approssimati, sono generalmente misure valutate o coj nostri sensi,
0 con stromenti che ne acutizzano il potere fino @ un certo punto.

Quando noi rileviamo certe misure 0, operando su qneste, calco-
liamo certe altre, gli errori inevitabil; dex dati si traducono in errovi,
pin 0 meno sensibili, delle quantita caleolate.

Per aver fiducia nel risultato, guando guesta fiducia non ci sia sug-
gerita dall’ intuizione, dall esperienza o da qualsiasi Tiprova o conferma
(il che avviene il piu delle volle) & necessario tener ben presente
entro quali limiti possa variare I'errore dej dati e dedurns entro quali
limif1 possa variare quello delle quantita ealcolate. Il trascurare questo
in questioni empiriche pud essere len fatto; ma in questioni-un po’
complesse pud eondurre ad errore.

E. SEN1GAGLIA.

i b

SUL PROBLEMA DI RIPARTIZIONE

In vecenti lavori() sono stati incontrati o studiati di proposito
aleuni numeri notevoll, 1 quali, alenni anni or S0M0, m! SI erano

presentati nello studiare il segnente problemsa ecombinatorio di ri-
partizione,

() Vedi, ad es,. in quosto siesso Periodico, la Nota di L. Gavvaxy, * Di aleune identith ana-
litiche ed aritmeiiche e (Vol. XXVIL p. 202) & un lavere ai V. Meip-Moii, Vol XXVIL
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Dati m vggelle guaisiasi (distmii; identici o solo in parfe distinli),
determinare il numero dei modi differenti secondo cui ¢ possibile divi-
derli (vipartivli) in n parii o gruppi, essendo = m. (°)

Era perd sin qui sfuggito alla mia aitenzione un lavoro d
M. p'Quaang, nel guale sin dal 1887 si tratfa dei numeri in di-
scorso in modo abbastanza compinto. In gnesta Nofa 10 w1 pro-
pongo di ricollegare le mie ricerche (che risolvono fra I'altro un
problema proposto dallo siesso p'Ocacne) a quelle preesistenti sul-
argomento nell’Analisi; riprendo pot anche a considerare tl pro-
blema della ripartizione con elementi non tutti distinti, e miglioro
il calcolo dei valori relativi a tall ripartizioni, determino alcune
leggi che regolano la variazione di essi € pongo infine in vista al-
cuni easl notevoli di ripartizione.

Mi sembrano non prive d'interesse gueste ricerche, che condu-
cono, come 8i vedrd anche dai soli risnltati che si riportane in questo
lavore, sia a generalizzare formole gia note, sia a mostrare 1'unica
zenesi combinatoria di fatti da doversi vitenere sin qui come diffe-
renfi @ senza alenn nesso fra di loro.

|. Definizione combinatoria dei numeri Km, p. - Notazioni adoliate
nel presente lavoro. — M. p'Ocaexe, in una importante Monografia,
raccoglie le primecipali proprieia e rvelazioni analitiche relative ad
aleuni numeri notevoli, eon i quali si erano a varie riprese Incon-
trati anche altri analisti, fra i quali lo stesso Autore ricorda Ca-
TALAN, CUesiro ¢ Sconnimmos. (°) Di gnesti numeri, che indiea con
K. , da la seguente definizione formale:

[ Igiu. 1 —%min — 1 ) (I}
l hm. 14 — Em-—]. 1—1 _l_ IJ' hl_lt—l. n -

L'analogia della relazione ricorrente (1) a quella di Stifel per le
combinazioni ((,, , == Cu_y. v + Cu_1.p) dovetie, Ira l'altro, condurre
I'Autore & proporre di trovare, per 1 numerl b, ,, une définition com-
binatoire analogue @ celle des nombres du triangle de Pascal, ¢'est-~dire
de trouver certuin genre de fonctions combinatoires dont ils fissent pre-
cisément connnitre le dénombrement, (°)

L. D. H. Picogurr, che si era ocenpabo di gquesti numerl, rispose
che dui numeri K. : derivano alcuni numeri Ny, definiti dalla re-
fazione:

Noi=mm—1)—(m—i4+ 1) K.,

(") Ofr. *Principi di analis3 combinstoria con applicazion: & problemi di decomposizione e di

partizione dei pumar . (Giornale di Mutemoliche @i Bultoylind, vol, 3% 1007, e 47% 1900,

(% Ofr. M. 1'Ocacse, °Sar une elasae de nombras remarquables . {Averican Journul of Ma-
themuatice, 1887, pag. 852), Questo lavore & dovuln eviidentemente sfuggire ad 1, GarLvawt, che,
nolla sua Nota eitatz, prende persiuo le mo3se oA concetii gl riportatl in esso, ghe non © poi
ricordeslo in alegn puonte dall’Autore.

(" Cfr. fudermsdiaire des muihdmuoliciens, suno 1884, gnestione 12i=s, In questa slussa an-
nali b inserita la risposta di 1. . H. Picgres slla questione proposta dal 0'OuvaGNE.
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i quali hanno un significato in ana questione di probabilita. Cheé la
risposta del PrcQueT non sia soddisfacente alla questione del p'Oca-
cne & facile vederlo, bastando anche limitarsi ad osservare ehe 1n
tal modo non si vengono a definire direttamente i numert K, ;.

La risposta al quesito del o’ Ocaeyg, contenuta, a mia saputa,
nel citato lavoro del 1907, @ la seguente:

Indica K., il numero dei maodi diff eventi secondn cui & possibile ripay-
tire m oggetii distinti in p gruppi, o, che e lo siesso, su p posit identicr,

Per la definizione stessa si ha:

I{m_ 1 — I{m. mo 1-

e si passa poi a dimostrare facilmente, come abbiamo fatio nei nostr
lavori, la relazione

Em. »— Em—.‘l. p—1 + pKnl—l. pe

Noi abbiamo indicato con R.., il nmumero delle ripartizioni di
m oggelti diatinti in p parii, o della classe p™, e conserveremo, alla
vece del K, il simbolo R, piu rispondente alla natura stessa dei nu-
meri che rappresentano.

Se gli m oggetii da ripartirsi mon sono tutti distinil, e se pro-
priamente quelli di essi che non si ripetono sono in numero di ¢,
mentre altri p, differenti fra di loro e dai precedenti ¢, si ripetono
in tutto rispetiivamente per z;, @s...c, vollte ciascano, rappreseun-

teremo con
B

« 13

1
ﬂi' E.:}Illﬂ.-i‘

il numero delle ripartizieni della classe »™® degli oggetti dati. (')
Si ha evidentemente:

oy -2+ ... f g = m.

Cogcl ad es., dati 8 oggetti delle seguenti composizioni:

@y o (g (T3 By Oy 0y y 1 (4 @y (ta (o (g Tz g,
”[ !11 ﬂ]_ ﬂl ”1 ”1 ﬂ; ﬂ‘.l.-

i numeri delle riparvtizioni in 4 gruppi, o sn 4 posti identici, degh
oggetti dati sono rappresentati ds

Ru 43 Rn - -H!.}H-al-

g 25

Manteniamo anche in guesto lavore la convenzione di segnave
un bratlo al disopra dei nnmeri indicanti gruppi d'oggebti d’inde-
terminala eomposizione, e ricdrdiamo che i1l valore di

| « N
alp!h‘l'!ﬂjl

& indipendente dall'ordine di ripetizione degli vggelh.

|} Avvertiamo ehe alla nolazions R . ¥eniamo in questo modo & dare un 8-

LTI P
! i i S JL L
enificato un po' diverso di quells che aveva nei precedenti miei lawori.
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2. Espressione di R;ﬂh a...qpm — 1% In questa prima parte il
valore di R, o...a:® 10 esprimeremo mediante ripartizioni fra

oggetti che si ripetono per un numero di volte inferiore ad «,, o
ﬂ.d An - ouy U ﬂd ﬂ*__"-

Tutte le Rfﬂ] «pn Vipartizioni fra gli m oggetii

(y Ba oo O Tyiq 5 ... Gyp1 rog o.. Uiig ., ., Mr—p e v o (= (EJ
(1 (2 (=) (1) (o] 1] (@)

distribumiamole in due gruppi; e ciod poniamo in un gruppo quelle
che hanno un certo oggetto che si ripefe, ad es. a:+1y1, s0lo In qual-
che posto, ed in un secondo tutte quelle altre che non conten-
8010 ay.; mai solo in aleuno dei posti.
Le vipurtizioni del 1° gruppo seno mm numero di
R

=1, 05.,, 2y’ n—1

perché ponendo a4 solo in nu posio, 81 possono poi ripartire i ri-
manenti oggettl in tutti i modi possibili sui posti rimasti.

Le vipartizioni del 2° s'uppe possono contenere a;,, rispettiva-
mente In n, n— 1, n—2, .. , 1 posti.

Dopo avere colloeato sn eciasenno degli # posti una volta a.,,
1 rimanenti m — n oggetti potranno vipartirsi sugli steasi » posti,
in un nomero di modi differenti date da Rtul—- . Qnesto

I, . ,, 8
numero indiea dunque la toialith delle ripartizioni del 2° Zruppo
che hanno a,_, in totti gli » posti.

Stabiliamo ora il numero di qnelle chie appartenendo al 2° Zruppo,
contengono -y solo in A posti.
Per maggior chiarezza rappreseniiamo nel quadro

L P My T2

(1 (2) (h) (1} (2) (m —k)

n poshi identici; su ciaseuno di cert h tra essi, e siano, ad es,, 1
primi A, trovasi un eggetto a,.,.

Sugli # — 4 posti rimanent; puo trovarsi ripartita una combina-
zione qualsiasi di n —h, 0 n — A +L..., 0 m—u oggetti diversi
da @, ossia una combinazione quaisiasi di ¢ oggetti,

ﬂ-—h{%gﬂ“é?ﬂ—m,

pres1 dai seguenti:

n] ﬂﬂ b oa Hi‘ ﬂt‘-{-ﬂ f!t.i.g 5 A W ﬂ[_:-ﬂ - = oa Hi_._'", . " 0 ﬂTE."_F' (3)
Mm@ (as) ) (a,)

che sono i numero di m — q, .
Ora, g oggetti d’indeterminata composizione si ripartono su n—#
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posti in Rq, 2 —2% modi differenti, ed essendo Cia,, ... .0 () 1] DU-

mero di tuite le combinazioni ¢ a ¢ che possono formarsi con gli
oggettl (3), s1 avranno sugli n — % posti ehe si considerano

tag, o om0 0VE, Ih

riparfizioni disfinfe; ciascuna di gueste, potendosi i rimanenti m—h—aq
oggettl non ancora-collocati vipartive sul primi A posti in

RIII].—-'J] q, h o -1_{1:“;'._..]-_-.‘l ﬂ! = “|- —El ]-'I

modi differenti. trovasi in Ry, _; o, — a1 TIpartizion distinte delle
R, . ed 1n tutto dunguoe si hanno

ﬂ’r.ﬂ-,l-l-ﬂli

A — |
UIEE"'“;J*II g, n—h Rlu]—l:l,ﬂ=.” ﬂ],—q'h()

ripartizioni del 2° gruppo, che contengono degli a,_, sui primi & posti
e ¢ oggetti, differenti da a,.,, sui rimanenti 2 —h.
Facendo variare ¢ da @ — /% ad m — 2, si ha I'espressione

==,

per il numero totale delle ripartizioni contenenti degli a,_; in % posti;
finnlmente facendo variave & da » — 1 ad 1 si avra la totalith delle
ripartiziom del 2° groppo che contengono ayy in n—1, n —2, ...
2 ¢ 1 posti.

Riassumendo dongune si ha:

=Rt£:—-'f. fg v ooty n_1+Rtﬂ1—n, Ba o ooy, 1l -_I_

R;

l:l--l,ﬂ:-..fﬂ ‘n

Tll.“

Il'l i E‘I n—h Riﬂl_hlu'-: """{:]_|_'qth 1 [4]
h=n—1 q=n—-h

€ s1 pud anche scrivere, convenendo che Ry o,=1 e ricordando che
€ In ogni caso Ry, o= 0,

il &

ng_”ﬂ:r,_,a_p, n— Riﬂl‘_!; Bgoes @y n—1 +

h=1 g=m—a,

+ = I G

hb=n gq=n—h

o Ba,n-n R e 4

-E-I, ﬂi_'h-q-pp

\*) Per quanto riguarda il calcolo e lo svliuppe di G, vaggasi: * Snlle combina-

L TR
zioni con elsmenti non tutti diskintl - {Gl‘m-mﬁ di Matematiche di Batlagiind, 1508).
{*] Questa notazione simbholiea va dunque intess nel senso che, dotorminsta |a compesizione

delle Gln - bisognera moltiplicars il numero di quelle eppartenenti ad pno stesso tipo,
: j & % [-.

per il vaiore di Ry n—n,in eni il sistema di composizions def ¢ oggeiti siz identirn a qualle

deile combinazioni che si congiderano; tale prodotio ve poi moltiplicate per il vslors di
R'a,—h, oo e e By —a.h

ensendo i ¢ oggetii, che si kolgomo da tutti gli m, composti come quelli prenedentemants consi-

derati in lt?‘ SR
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Analoghe espressioni si sarebbero ricavate quando si fosse con-
siderato un ogzetto che si ripete diverso da a..

In particolare, si suppongono nella (4') identici tutti glt m oggetli
dafi. Si ha allora:

t=D, iy =1, ﬂi_—'...zﬁp=ﬂ

ed & gnindi
Rl“l!ﬂﬂ--p Elp!n — RDH[‘ EI; Rtﬂl—'l. . up. =1 — an_l, ﬂ-—-l;

der termini della sommatoria del 2° membro della stessa (4') ha si-
gnifieato solo gnello relativo al valore di h=mn, che & dato da

Gu.u Ru.u Rum_ n= Ky _

i
S1 rieava percid la seguente relazione
Roy.o=Ro,_,.us+Ro. u.() (5)
Si osservi infanto che se
m—n-<n R =0,

ed allora dalla (5) si trae:

P""ﬂm,rl —— an____l.ﬂ—l -

Analogamenfe, se fosse (m—1)— m—1)=m—n<n—1 si

avrebbe
Bﬂm—l » =1 — RDm—E  0—3 4

e cosl eontinuando si troversbbe
Bﬂm‘ ’= 'Rum—l i1 = R"’m—ﬂ 1= =Mpy ;. u—iF Rﬂm—iirll' n—(A+1},

3¢ sl avesse
fm—n<n—)+1
lm—n=n—2.

Dall'ultima di queste due relazioni si ricava

m=2n — A,

ed & guindi, ponendo » A=k,

an—ﬂ- =i == R“E{u—r}.] y =4 = Rﬂg];- Koo
31 ha percid:

R‘“ﬂk-'-“ — Ru'.'!]i—l—l k1= R’ﬂak+s-k+2 e = R‘”m-“ -

() Questa logge di ricorronza b state gii notsta da Eotsge el diseorrere dslla partizione
dei mumeri (efr, Tutroductio in analysin tufbaitorum, tom. 1, eap. X Y1, u, 318, Pag, 216. Losanna, 1718).

Abbiamo poi gid altye volte osservato ghe | partizione dei mumeri corrisponde a guells con
oggatil identiei.
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egsendo

m=2k-+ A, n==->\.

Oi osservi peraitro che per qualsiasi valore intero di U, Aven-

dosi sempre
(2k 4 ) — (ko) < = e,
si avra anche

Rﬂﬂk ‘I_J“_k“i-ﬁi___.HDﬂk_k (I.L=1' 2' 3,;--)1

[l valore costante di queste infinite ripartizioni di elementi identici
lo abbiamo altra velta indicato con zx e chiamato numero singolare. (%)

2°. Esprimiamo ora Rip .. o,.n Mediante ripartizioni con oggetti,
che non si ripetono, in numero inferiore ad ¢

Procedendo in modo analogo a quello tenuto nel 1° caso, distri-
buiamo anche questa volta in 2 gruppi le ripartizioni della classe n=*
degl oggetli (2); e, ciog, poniamo in un grappo quelle che hanno
nno degli ¢ oggetti, ad es. @;, solo in qualche posto e in un secondo
grappo quelle altve che non contengono @, mai solo nel posto in cui
trovasi.

Le ripartizioni del 1° gruppo sono in numero di

Btt_l}ﬂl ' u‘J*_‘ ﬂ]_l ' E_l L

Quelle del 2° hanno, sugli n— 1 posti che non contengono a,,
ripartita una combinazione qualsiasi rispettivamente di

n—1, », a+4+1,..., m—2

oggetfi diversi da a,, ossia una combinazione qualsiasi di ¢ oggetti
(n—1<<q=m—2) presi dai seguenti

(2 Qg . .. Oy Oppq Bty oy Bty o Arip Gip o0 @rip. (6)
(1) [2) (a,) (1) (2 (etp)

Ora, ¢ oggelbl gualsiasi si ripartono su n —1 posti, in I3 n—1
modi differenti, cosicché essendo C_, la,....a » 4 1l numero delle com-

binazioni ¢ & ¢ degli oggetti (6), vi saranno in futto

i RTZ‘]_, u—1

C”_”cl-: vun by ?

ripartizioni del 2° gruppo che contengono g oggetti diversi da a, so
#n—1 posii, >

Facendo variare ¢ da #n—1 ad m —2 si ricava che la totalita
delle ripartizioni del 2° gruppo & data da

g=m-—=2

e
— Cuqm,,“ Sk

1 T" 4 q, n—1
g=n—

(') Principi wce. & .. 81, o, 0,
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ed infine s1 ha

l'.]=]1[—2

. 9 i
Rlﬂ]. uﬂ_"'ﬂil- u_R{t_ljﬂljﬂarniﬂan_l—I_n w— 10[!—11¢1r " T 'n'i # I'I Rq‘n—-l L (T)
= - L

Osservando che Cyy, 2 .,.a,-m-1 =1, 1a formola precedente pud |
anche seriversi: I
= o
1 Lo )
{tu” O3 e e Bl n =q=‘;_ G[[...”ull yuee 0y qu =] e i J :

E se nella (7') 81 suppongeono, in particolare, distinti tutti gli og-
getti, allora @ t=m; oy —=pa=...=a,=10, e le

1
.-'[[—I]a=' Eyieaie Ot 0

divengono le ordinarie combinazioni fra oggetti differenti e si per-
viene percid alla formola

I=m—i

Rm. 0 ) Cm—-l , Ru. B—1 '::I:l (8)

j=n—3

EseEmri0. — Calcoiiamo 1l valore di Bﬂi_{. Possiamo in questo
caso serviret della (4) o della (7).
Con la (7') si ha:

I{'ﬂi.-i':EE.‘“ 6 RE.E_I_C'E*,E- RE.E_il_CE“g. I{i‘ﬂ._f_{-‘j;__j Rﬁulg.
I valori e le composizioni delle comhinazioni sono dati da

054' s=(1haii C!l-ﬁ = (Lh.r.a+ (@h,4; C”a' e =112+ (@s (1)

Cays= (D12 4 .o+ (1
ed allora (°)

G-’.ei.a I{E.E-—_REJ.E:l‘i: CEJ.E R313=H33_3+2R14__3——_. —E—E.4=lﬁ
s« Big=mRa 342Ry s+Ry y=4+2.2-1=0;
CEJ‘,E H;_i:B:R.’j,:] —l_'E]:{]iE_'I_' Rgdlg'_'] I 2 : 1—‘1.

Riassumendo:

|

Ry e=14 1164 94 4—43

() Quesiz formols & dats da o'0caecsz nalla Memoria * (uelqnes propriéiés des nombres K /™ |
(dmierican Jonrnal of Malhemntics, 1891, pag. 145). Si pud persitro dedorre jmmedistaments dalle
due formole:

Bm.e=n g 4 5+ B 5 0—1 (11 { [
1 3
Rm-l -n : [Em—‘l L T—1 Rm—i, n-1 T 'r-]m-l . T—3 Hm—.‘!-. n—1 + ==a Eu..—t. o | Rn—] . l:l--i] {ﬂ’

sostitnendo nells (1) il valore di n Rm — 1, » ricavato dalla (2). Per la seconds di nuesle formole :
51 vegga anche o Nota ® Lp vipartizioni somplici , (Hollettine i Mategiatice, 1312}, N

(%) Per i primi valori di B~ of vegga il quadre snpesso in fine sl presenie lavoro. - |
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3. Comportamento dei valori di R, , ... al variare del sistema

dl ripetizione degli oggetti. — Lo studio delia (4) ei condnrra anche
a stabilire delle norme sulla variazione dei valori di Ry, . o .¢-

Supponiamo che la differenza fra il numero degli oggeiti e quello
dei poeti sia eguale a o, ossin che si abbia

m— =t (9)

ed inoltre che uno degli oggetti, ad es. a:1, si ripeta 1n tutto

2% volte. in modo che s1a
oty = 2d. (9)

Dalle precedenti relaziom si ricava

m—om=n—d,

tt o+ as+... +a,=n—d.

0814

Per h < d, |
n—h>n—d,

e ricordando che & g = n—, si ha a fortior

g>a—d,

q:}z_f"uﬂ_'l_-- .—‘l-ﬂ'.'p.
Nella (4) si avrd cosicehd in ogni easo Uy, . ..=0, e sa-
ranno eioé nulli tufti i termini della sommaioria corrispondenti a
valort di i <Zd.

Per k= d, sarhd non nullo 'unico termine corrispondente al va-
lore di g=n—h=—n—d, che &

0Ss1g

Cizd. n-d-Bai—a.n-a-BTa=1.
Finalmente per h > d, per qualangue valore di g(g = n— h) 81 avra :

m—qg—h=zm—m—nh)—n,
0ss1g
m—qg—hsd,
ed a foriitori
m—q—h<<h,
¢ sara guindi sempre

Rm—q_—h_h —— Rtﬂl—h. e u]l_-?I h — 0 8

diassumendo, nelle ipotesi (9) e (%) soue nulli nella (4) tuttr 1
termini della sommatoria, trange perd guello eorrispondente alle
posizioni

[ h=4d
\lg=n—nh,

il cui valore & eguale ad 1. Si ha percio:
l{!{'ﬂd},. My v oo n= Rli_ﬂd—]}r_ g oo ly” n=1 + 1 L (10)
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Sulla scorta dell’analisi precedente 2 facile ora veders che per
m—n=d:; 2 < 2d |

non sono nulli nella (4) pint termini della sommatoria e che quindi per "[
valori interi e posttivi di A compatibili con quelli di o; e di #, si ha: -
| & |
HfrﬂﬂTF“hl (a0 etly? n—i — H’*{Eﬂ-i‘--—ﬂl L np,n—-i—-l + N (].l) »

assendo N un numero intero maggiove di 1.
Dalle (10) e (11) consegne che

R >R,

"ol 2. .. oy

11—13"...}].:

3
EII'_'I'JII'EE'.'{I]:J‘ It[iﬂ—l’h.t--ﬂj.‘ “_rr

avendo indicato con » il maggior valore che pud assumere A
D’altra parte, per
m-—n=d; w0 > 24,

sempre nella siessa (4°) sono nulli tutti 1 termini della sommatoria,
e 81 ha cipa:

= : B 9
Rr{gﬂ.'_yhrqa' o ﬂpr n_]'a“' — Hr{gd_]_lu__]il] ' PO m* n—'_ﬂ-'-l [I.I- —— 1. -y 3, . » -)-

I risultati precedenti permettono di enunciare il seguenta
Treorema I. — Se in Rig, 0., 0,0 il numero m degli oggetti ed

it nuniero n dei posti wariano contemporaneamente, assumendo tutii i
valori interi possibili, ma in modo che vesti costante la differenza

m—an=d,

¢ s¢ la variazione, per guanto riguarda gli oggetti, arviene nel numero
di volte secondo cui si ripete uno di essi, ad es. lo h™ di quelli che si
ripetone, il massinio valore che raggiunge

R*ﬂj---m.--

a. -0
L
bo si ha quando a, =2d.
Indicando con 0 il valore di n corrispondenie a guello di 2d per a,,

88 ha precisamente:

Htﬂ-l...[ﬂﬂ]“....nplnr}Rlnl___l'-!d_j_lh_“ _—

per tutti @ valori di ) eompatibili con quelli di 2d e di n', e poi
R

lﬂ] A Eﬂ—!h T EL" n — Rlﬂ] By .{EﬂJ;.HTh 't ﬂ.:." l:lll_:_'-'l"'l {I"I' — 1? E! 3!‘ ol ') .

Ora non potends e, assumere un valore inferiore a 2, 1l minimo
valore che prende Ry, 0 ...o.. .o «u &l vaviare simultaneo di «, e
di n & dato da I{lﬂ:--*{ﬂh---“u' w—(ap,—2, i1l quale non & nullo se

ﬂ:}ﬂ};__gn

Ir_l quest’ultima ipotesi sono quindi diversi da zero i 2d—1 valori
distinti di Rlﬂw,nh_,..—.l, w corrvispondenli rispettivamente a quelli
di 2, 3, 4, ...,2d per a,.

v =
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Se fosse Imvece

21 = 4y, ﬂ’(Q:H. 31-"15'!"!4_1)1

allora diminuendo di =, — ¢ 1 poshi e di altrettanto gli oggetti, s
avrebbe:

R'%-—-Mh.*--“u'ﬂ:ﬂ’

e sarebbero quindi diversi da zero solo i valori corrispondenti a
qnelli d1 ¢+ 1, g + 2, ... 2d per a,, e civé in totto questa volta

i, ... «.u assumerebbe 24 — g valor: distintl.
i BB |
Si pud dungue enupeiare, n complémento del I, il seguente
Teorema II. — Se nell’espressione R, o 8 numero degli
'11 ' ﬂ.‘_\ e I:-I" "

aygetle e quello dex posti variano nelle condizioni enunciate nel 1eo-
rema £, i nunero der valori distinti che essa asswme & dato da 2d—1,
se n>m—2, ed & dato da 2d — q, se

.ﬂ_:ﬁh—q(gzg, :‘_})’ r s « &Ky — 1)_
Tali valori propriainente costituiscono, per n > ay, — 2, la successione :

if @y D=2 < B, . ..@an... 0y~ Btap=8 <. ..

ﬂl] o %
b ]
cor <R L Ray... @+ B—{on—2d)
£ per
=y —gg=2 3....,an0— 1)
altrie successione

Ry, 1< Ry, T e
' W

..-I_'-]‘i‘”h---“ I"'[I]._!_E:Ill"'u:p

e < 1{|u1...[i.‘.'ﬂ}|,...nl,-m]_'l'

Per completare le ricerche, rimane a considerare il caso in cul
possano variure tutti 1 p indielr e, 0s,..., 2., supponendo pero
semipre che la variazione avvenga conlemporaneamente nel numero
del posti, in modo che resti costante la differenza m — n=4d.

E chiaro anzitutto, dopo guanto si & detto iunanzi, che il mas-
simo valore di Ry, ,u lo si ha per

1l
z

ﬂ--lll'ln

W= W= e = B =220
e cloe, & dato dn

r

Rlljd.]:-“-* gd]jl s B

avendo 1ndicato con n' 1l valore diyn cornspondente a quelle di 2¢
per ciascuno indice.
Si ha poi, per gnalgiasi valore intero o nullo di p,..., ¥,

3 P ’ ;
l‘lf:aﬂ;rj.....ﬁm,.l . YRAF1)y g0 en, (), o B BT e

Tath 1 valori di B
a clascuno dei p indici

» 51 ofttengono facendo percorrere

[ =
ﬂlr fln..rlFP

E]_, mﬂ, " B m]}
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i 2d—1 valori
2,.8,... 8d (12)

Se si considerano le combinazioni con ripetizione p a p dei 2d — 1
numeri (12), a ciascuna di esse, assunta come sistemn di ripetizione
degli oggatii nell'espressione fﬁtﬂl___,,r__u, corrispondera, se compa-

tibile con il valorve dj #, un ben determinato valore dell’espressione
stessd. Cosi non pud dirsi per le disposizioni con ripetizione pap
degh stessi numeri (12), poiché il valore di R‘n,...ul_-“ & indipen-
dente dall’'orvdine nel quale si ripetono gli oggetti (n. 1). Ora. ad
ognuna delle suddette combinazioni eon vipefizione corrispondera

effettivamente un valore di R._;““__%,n se

i‘i}(i’l——2)—1—[:&3—2)—]-...—[—(&1;—2],

perehé in tal caso si avrebbe

By, ... @, 0l ... +ay=op %0,

¢ quindi differenti da zero sarebbero anche gl alfri valori maggiori
di questo, che & il minimo,
Se fosse invece

n=(a-ta+...42)—qlg=2p, 3p+1.... (2 + .. ) — 1,

diminuendo di (a, e S R T &) — ¢ il numero dei post1 e di al-
trettanto il sistema di ripetizione degli oggettl, si ridurrebbero a
zero 1 posti e rimarrebbe, per gl oggetti, un sistema di indic
aventi per somma q.

Tale valore di K., a,-n Sarebbe nullo e nulli sarebbero anche

evidentemente i valori delle espressioni in cui la somma degli indici
fosse inferiore a ¢,

Si perviene percid al seguente

Trorema 111, — Se in R, . o -n t numero m degli oggetti ed

i numero n dei posti variane contemporaneninente, assumendo tutti i
vatori interi possibilt, ma in modo che yesti costante la differenza

o o ow

m—n =,
¢ Se la variazione, per quanto riguarda gii oggelli, avviene negit indici

‘111 ﬂ'n, -.-,ﬂ;-,

i wmassimo valore che prende Ri, ... ..0l0si ha per
Y I

o=y =.,.=q,=2d,

ed ¢ dato civd da |
H'Eﬂh @8z 2d) Y

avendo indicato con o' 4l valore di n corrispondente q quetio i 2d per
ciaseuno des p indici.
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St he poi;

2l — 2 ey
+f ) vators distinti,

MR .\, a,, 0 £OMPreso il massimo, ﬂssume(
corrispondent: rispeftivamenie ai sistemi di ripetizione degli oggetii che
possono formarsi dalle combinazioni eon ripetizione p a p dei 2d —1

numert
A A
Se & invece

n=I(z1 &+ ... |+ 2) —q, [q=2p, 2p+ 1, voryltm ..o +ap) —1]

sono nuil ¢ valori di R, . .a,-n COTvispondenti ai sistemi di ripelizione

a
formati dalle stesse combinazioni precedenti, ma in cui la somma di tutti
¢ P ndici sia equale o inferiore a . Del numero di questi sistemi bi-
2d + »

P
che assume questa volta R

63
sogna diminuire ( "), per avere la totalite dei valori distints

Ry, Ggeestiy I°
Nei seguenti gqnadri pubd osservarsi la variazione di aleuni valori
di1 ripartizioni.

a= 1 2 3 4 5 6 7 8 U
n=— 3 1 5 1
2 1 5 4 1
2y 1 7 8 4 1
2, 1 4 14 0 4 1
Zs 1 11 21 17 4 4 i
2 1 13 30 29 18 9 4 1
21 1 15 40 45 32 18 ) 4 1
= I 2 3 4 7 6 7 o! 4
=1 1 S 2 1
Bsl I 5 @ B i
0.0 1 7 11 8 : i
Oz.4 1 9 18 16 9 3 1
Oz.5 1 11 26 28 13 Y 5 1
Oa,5 1 13 37 44 a4 19 9 3 1
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4. Alcuni casi notevoli di ripartizione. — Molta analogia al pro-
blema Euleriano della ripartizione di oggetti tulti identici, presenta
il caso in emi gl oggetfr distinti da ripartirsi sono 2, uno dei quali,
ad es. 1l 1% a,, non si ripete, menfre I'altvo, as, si ripete per un
numero qualsiazi di volte.

Si tratta, 1 altri termini, di considerare le ripartizioni corri-
spondenti alla notazione R,__,.

Distinte tutte le R, . in gnelle che hanno a. solo in qualche
poste ed 1n quelle altre che lo stesso @s non eontengono mai solo
in alcino dei posh, si tolga da ciascuna delle prime un posto con
Voggetto @y che econtiene e rimangono le R, . . ripartizioni fra i
rimanentl oggetti; togliendo invece nelle seconde una sola volia a.
da ciasecuno degli »m — 1 posti che non contengono il 1° oggello, ay,
rimangono le R, . . ripartizioni fra gli oggetti rimasti. Si ha

pereio:
RJ:I“-'“I—I‘I‘ R (13)

la gnale formola & analoga alla (7) del n. 3, e cioé a quella di Eulere. (")
Successivamente, per la stessa (13), s1 otkiene :

—— 1

58 1, q,0—1= le—s-“—” “ Bjm_n_._i_ﬂ_j I
Rl q =l{|

S (14)

le—{n—il' 8= Elm-—ln—]l- 1 + Hlm—n+1 E
Rl]].‘l—[ﬂ——.”' 1= R-‘m—-n' 0 + R]m ~n=g+1t

B sommando le (14) con la (13):
H] B le_]yl_lin ‘_[_ le—u—-—l' n—1 ‘—E— ‘ia d —I— ‘Hlm—ﬂ—:{' 1 - (15)

m

Per 1l Teorema [ del n. 4, ponendo
(1 -+ m)—n=d, (16)

il massimo valore che raggiunge R, . (al variare simultaneo di m
ed 2 In mode da rimanere costanfe la differenza (16)) & dato da

R,

Fl -

essendo » il valore di = c:c:rrispundente a quello di 2d per m.
Dalla (16), per s =2d, si ricava n'=d - 1, dimodoché pud dirsi
che:
I dato da Ry, 4e 0+ it nassimo rolore ohe raggiunge Ry .o al va-

riare di m ed n i modo da resiare costanie ed eguaie a d il vadore
della differenza (1 - m) — n.

[*) Come della (13), cosl anche di altre rzlazien! ehe diamo el sexnito esistono 1 risnllati
correlativi nel problema di Eriegro, e gil enunciati nel c¢lassico cap. X VI inganzi ricordato.

e e o el A R T S b T T = s TER i Pl L
e bt e e TR it s Flar o ar s ' a u - EeiL ] T L L5 " T L s a b X, 2 =
I e T B N o 2 i e L, il e I
e o i g e "L =] ) i e S b == i B - = ¥ - - a0 e

T _
- 5, v e
i w, comin ¥ g ¥

(-
T
i = P ot S
B T it e " a2

i b P =

L
L

= o
LR il

i
=l

o o
- S5 Wl S T
o= e T T

=
A i Ik by

- -
Cpe o et

T
il T . o et T TR

e

4 1y
HLRa=s,

—

e
T § ik Py e S N

x.
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Sviluppando con la (15):
Rlsa. a1 =R1ﬂ s 31 + Rlﬁ, il "i" B _i_R']ﬂ., 1 (1 T)
Rlﬂ-—l A ___Rlﬂ—li F 3 ‘—[_ EIII—E , A1 + .s = + R]d__l_] . (18)

Le relazioni precedenti permettono di costrnire con facilita un
guadro dei valori di Ry, «

Nel secnente guadro il valore di R:_ .. € mnell'incrocio della
(m — 2)™ orizzontale con la »™ verticale.

n= 1 p: 3 4 b 6 7 8 : d—+1
m=1s | 1 g 1

1. 1 3 2 1

1, 1 4 4 2 1

1] 1 3 b 4 2 1

1| 1 6 9 7 4 2 1

77| 1 1 12 11 7 4 2 1

l“ 11:=‘3|| B H"ﬂ' a Rlﬂ‘ I . : = = 5 - ' Rlﬂ"ﬂ"i“

Tenendo presente la (17) s1 ha:
Lea somma dei termini delle (d — 1)28 orizzontale dee il valore d

R‘ﬂﬂ-ﬂ 1

E per la (18):

1 valore di R, », termine )™ della (d — 1)™* orizzoniale, 2 uguale
alla somma dei primi A termini dell’ orizzontale (d — A 1)"~

Per culecolare dunque i valori dei termini di una orizzontale d'or-
dine qualsinsi, ad es. p™, osservisi innanzl futto che il 1° ¢ uguale
sempre ad 1, e basta poi, per ottenere 1 walori del 2" fermine,
del 3¢, ece., sommare rispettivamente i primi due termini dell'oriz-
zonlule d'ordine (p— 1)™°, 1 primi tre di guella dordine (p— 2)™".
Per valori un po’ grandi di d si pud peraltro servirsi pia utilmente
della formola di vicorrenzu n. 15.

Con procedimento analogo a quello fennto per stabilire la (13)
gi pno dimostrare la formola

RL,", n— Rﬂm. n—1 T le_]. 1 (] 9)

e da guesta, procedendo poi confe si & fatto per stabilire la (15), si
ricava;

R'lm .0 = R{}m s Ti—1 '_I_ Hnm—l s =1 + * = w _I— Rﬂn_li n—1 » (20)

La (20) esprime R,_,. mediante i valor: relativi a ripartizioni con

oggetti tntii identici, e ciod, in altri termini, mediante 1 coefficients
di Fulero.
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Questo grande Analista, che fu primo ad occuparsi della parti-
zione del nomeri, trovd che 11 valore di Rs, .o © dato dal coeffi-
cienfe di 2™ nello sviluppe della funzione razionale

:EII'
l—a) (1 —2%...(1—a")

Egnalmente semplice & la funzione generatrice dei numeri Ry .
propriamente Ry, per n>1, da il coefficiente di 2=t nello svi-
luppo della funzione

mﬂ-

A—af0—29(0 —29...(01 — 20
Si ha ciod:

z" —
1—2'0—2(1—2%...(1 — 2

=E,1n_11 . M —,— Rlll' 0 :ﬁu+! ‘}* Blﬂ—i—l' n Iu+5‘—]— .0 b 3
Per n =1, Ia funzione generatrice dei numeri R, . & data da

x
1 —2

Terminiamo eol rilevare che nel caso di 8 oggetti distinti, dei quali

L=
solo uno si ripeta, la relazione analoga alla (13) sarebbe espressa da

Eﬂm Gl Rﬁm—l* n—1 + R'Em,_[h_!'p B + le_{n_,.i no le—[n—il' n [21]

e che relazioni piit complesse sussistono gquando gl oggetii che nen
a1l ripekono sono in numero superiore 8 2,

Il valore di Ry_, . esprime anche il coefficiente di z™+*, per it > 2,
nello sviluppo di

14+ a) 42" .. 2%
1—a2)1—2)(1 —=z%...(1 —2»Y)°

Net casi di #=1, n=2, le [unzioni generatrici sono date ri-
spettivamente da
@ 2 (1 + )
1—2a' (1 —2)*°

Tavola dei primi valori di Rm.n.

M=10,20,1,30; 1,002 4 0.1, 0.y 2, Ppa e 0 Ug 1o 0y 0 2 1. Whan 3y 255 45 B oLy
n=1¥X1313211r¥1 1117F% T §£ 31171 ! 19 ¥ 11 1113
2 1112 8234 57245 78 N335 7 5 6§11 12 31517 2351 2
3 1 T 1122 462406 81 162 3 810 11 1420 28 3039 3300 %
1 111 11128 5 7102 ¢ 7 % 9534 190 3p=27 4165 3
3 111 11 11128 %5 45 8 73 1150
B 321 & Y ¥ 1 1 1 1 11
g 1

S. MingroLa.
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TEORIE INTRINSECHE DEI NUMERI RELATIVI

1. — Introduzione.

|. Fra le varie generalizzazioni del concetie di numero, 1 numeri
frazionari e i numeri irrazionali hanne richiamato maggiormente 1'at-
tenzione degli studiosi, gli uni per la loro importanza pratiesa, gh altri
per la lovo imporfanza teorica,

Sono sorte cosi numerose teorie che considerano 1 numerl razio-
nali e reali sotto svariati punti di vista, II fiorire degh studi logico-
oritiel smi fondamenti della matematiea ha dato nun grande impulso alia
formulazione di queste teorie.

Le varie teoria relative ai razionali possono dividersi in tre gruppl
principals

a) Teorie formali. — Inkroducone le frazioni come enil necessari
a render possibile in ogni caso la sottrazione (12 feoria), o come coppie
d"interi (2°) [Stolz-T'annery].

b) Teorie genetiche-analitiche. — Danno una definizione nominale
delle frazioni, senza ricorrere a concefti estranei alla logiea e al-
aritmetica. Tralasciando il metodo difettoso che considera le fraziom
come somme di parti aliguote di 1 (3"); =1 hanno le seguenti teorie:

4a T,e frazioni come operatori su numeri (Meray-Peano);

=2 Le frazioni come relazioni fra coppie d interi (Runssell-Mineo):

fa Le frazioni come classi di coppie (Padoa);

7% Le frazioni come classi di operaziont (Bindom),

¢) Teorie genetiche-sintetiche. — Dauno una definizione nominale
delle frazioni, ma ricorrono a concelti estranei all’aritmetica, in ge-
nerale al concetto di grandezza. Qui si hanuo le teorie:

8 Le frazioni come operafori su grandezze (Burali-Forti);

9t Le frazioni come sistema di simboli biunivocamente eorrispon-
dente a una classe razionale di grandezze (Bettnzzi);

10" Le frazioni come simboli atti & esprimere il valore degli ag-
oregati (Capelli).

2. Fra gneste 10 teorie meritano sotto I'aspetio logico particolare
considerazione le feorie intrinseche, cioté quelle che eonservano nl
segno = 1l significato logico éi identita. Fsse sono tre e ciogé:

@) Quella che considera le frazioni come relazioni fra numerl In-
teri. Questa teoria accennata in poche rvighe dal Rvssews, The principles
of Mathematics, pp. 149-50, e dal CouturaT, Les principes des Mathéma-
ligues, pp. T9-80; © stata svolte dal prof. U. MiNeo in questo Periodirco,
“ 1 numeri razionali secondo Bertrand Russell ,, Anne XXV, fasc. V.
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b) La teoria ehe considera le frazioni come classi di coppie. &
quella che fn esposia dal prof. A. Panoa nella lezione premiata du-
rante if Il Congresso di * Mathesis ..

¢) La teoria che considera le frazioui come classi di operazioni,
Questa teoria che 81 ricava da quella degli operatori di Peano col
trasformare la definizione per postulati in definizione nominale, &
stafn accennata dal prof. A. Brvpox: in un articolo “ Sui numeri ra-
zionali ,, pubblicato sul Bollettino di matematica, Anno 1X, nn. 8-9-10.

3. 'er 1 numeri relativi si possono costruire altretiante teorie
analoghe alle precedenti, eccettuata la teoria che considera le fra-
zioni come somme di parti aliguote dell’nnita.

Lo scopo del presente scritto & di mostrare appunto come si pos-
sano stabilire anche per i relativi delle teorie intrinseche simili a

guelle ricordate.

II. — La teoria relativista dei numeri relativi.

4. Cominciamo dalia teoria che si basa sul concetto di relazione,
e premetliamo percid alenne pozioni rignardo a questo concetto.

Prorosizione 1. — La relazione & un’idea primitiva. ()

Derisizione 1. — Se @, % sono due enti gqualunque, il simbolo 2Ry
st legge x ha con y la reluzione R, x si dice antecedente, i consequente
della R; Iinsieme degli antecedenti si dice dominio, I"insieme degli
antecedentr e dei consegunenti si dice campo della R.

ProposizioNE 2. — Se R & una velazione 2Ry & una proposizione,
per futte le coppie di valorl =,y (vera per alcune, falsa per altre).

PrOPOSIZIONE 3. — Ogni relazione B ammette un’unica inversa R.

Esempi: La relazione > ha per inversa <, la relazione 2 padre
ha per inversa é figlio, ece.

Prorosizione 4. — Principio di identitd per le relazioni: Dati due
individui «, y, vi & {ra essi almeno una relazione che rnon esiste fra
nessuna altra coppia d individui.

DerimizioNE 2. — Inclusions fra relazioni: Una relazione R, si dice
contenuta un'alira He, quando da xR,y segue xRuy:

RiBat=:2Riy . .4 . 2Ray.
Derwizione 3. — Ugnaglianza:

R1= REZ=ZR1;.R3 .Hg:.R;.

Due relazioni si dicono uguali quando ciascuna di esse sussiste
fra tuite le coppie di enti fva le quali sussisie I'altra.

. (Y A. Papoa ba definito Ja relazione e lia dimostrato lo proposizioni primitive ad essa rela-
tiva * Che vos ¢ nna Relaziome? .. -d#ii della R. decademin drlle Scienze di Torine, 190906, ma
noi por semplicith segoiamo il Hrasery,

& "' .- iy |"'.,' -
[ - = - - Ty
el Tyl 1
1 it .ll
b - .- - v
! AT L,
L. P U v

e e P e b M

o - e
L L . . T

2] W - = = %

e = L e T e e Aol S e e Ry
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Dermvizione 4. — Date due relazion1 R, Rq, chiameremo prodofio
relative di esse, e lo indicheremo con R.*R,, la relazione che v1 o
fra x 8 z gquando 2R,y e yR.2.

Fsempi: La rvelazione zio & il prodotlo relativo di fraZello & padre.

Il prodotto relative in generale non 8 convnutativo; per es.: padre
del fratello, non & lo stesso che fratello del padre.

DerinizioNE 5. — 51 dice polenza di una relazione il prodotto re-
lativo di due o piix relazioni identiche a essa,

Il numero delie reluzioni che figurano nel prodoifo a1 dice espo-
nente. La potenza #™* di una relazione R si indiea con R~

51 poue anche:

R*’—= R'=—1 (1dentita)
R*'=2R.

5. Classifica delle relazioni. — DerinizioNe 6. — Upa relazione si
dice simmeirice quando & uguale all'mversa.

Esempi: Uguale, fratello, ecc.

Si dice non simmefrice se non & sempre uguale all inversa, asim-
metrica se non lo & mai; per es.: >, padyre, ecc.

Dermvizione 7. — Una relazione R si dice transitive se & uguale
al sno guadrafo relativo,

Beempls =, >. <.

Una relazione di eni 1l gquadrabto non sia sempre, o non sia mal,
uzuale alla relazione sfessa st dice rispettivamente non fransitiva e

mtransitiva.
DerivizioNe 8. — Dirvemo che la relazione & univoca quando a ogni

antecedente corvisponde un comseguente e uno solo, cioe si ha:
2By . xRzt y=2.

La diremo reciproca se & univoea ln sua inversa, bivmivocs quand o
univoes € reciproca.
6. Cio posto supponiamo data o serie N, del numeri interi:

0, 1,2 8, 4,5, 86,...

Fra ogni numeve di guesta sevie e il successivo esiste una rela-
zione ben determinata che si suole esprimere dicendo che il primo
nnmero precede il secondo. Indicando bule reluzivue con P e il sue-
cessivo di un numero a con a & 1, avremo:

aPb.=.b=a-}+1. (Def)

Fra b e a sussiste allora la relazione inversa P che si indica di-
cendo & segue a; ossia s1 ha:

bPa.=.b=a- 1.
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Diremo che fra due numeri No, a, b, esiste la relazione P™ quando b
segua a di m posti nelle serie I, eioé porremo:

aP®™h = .b=a-l-m (Def)) (1)
dove segne:
bPug ., — b=a-+tm. (2)
7. Siano adesso ¢, n altvi due N, tali che-
EP“6*=.b[1’_"£;.=.b—c—i—ﬂ, (3)

Fra a e ¢ sussigtera allora una relazione che & il prodotto rela-
tivo delle due P, Pt oggin da (1), (3) segue la proposizione:

alP® Pug. (4)

Reciprocamente dalla (4) segne a4+ m=c¢--n==>4
Infatti se ha luogo la (4) esiste [4, Def. 4] un numero 2 tale che
81 ha simoltaneamente: aPmg, xPre, ossia per le (1), (2) e (3):

X =G -, r=¢—+n,
donde la tesi,
Si pud serivere pertanto:

aPo P, — g “+m=c-+n, (5)

8. La relazione P>, P perfettamente determinata dai numeri m, n,
inolire se # =0 coincide con P™, se m=0 con Pr |4, Def. 5]

Al simbolo P=,P® spstituiremo quello pit semplice ed espressivo
2 —m, che leggeremo n meno m; e chiameremo rapporto aritinetico
la particolare relazione che esso rappresenta. Il numero » sj dice
prano termine o antecedente del rapporto, m si chiama secondo termine
0 consequente.

Porremo dunque:

Po Pr =y — (Def.) (6)
e quindi
Po— (0 —m, Pr—=pn —0 (7)
e la (5) diverra:
an—mle.=. a4 m=c<+n, (8)

" Dire clie frz a e ¢ vi & il rapporto aritmelico n—m, equivale
a dire che g f-m=¢ L 2 5

J. TEorEMA. — Se /i & un No,i—at & (n-+h}—(m-- ) rappresen-
tano rapporti uguali, ciod si ha:

n—m=(n-h}—(m--h). (9)

Infatti se 2,9 & una coppia di numeri tali che = (n — m) y, si ha
per ia (8)

L at+m=y-+n
e quindt

T-+m-t+h=y+n-+h,
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e poiche:
trm-trh=y-+at+h.=.2(n-+h—m - h]) w,

s1 vede che fra = e y sussiste anche il rapporto:
([7 4 A] — [m  A]).

Reciprocamente si dimostra che se 2,7 & una coppia di numeri
tah che z([n+2]—[m+ k) y, fraz e y vi & anche il rapporto n — m
e quindi si conclode [4, Def. 3] ehe le relazioni i — m, (12— k) — (m - i)
sono idenficle.

10. In virtiz della (9) potremo sempra trasformare un rapporto
aribmetico in un altro avente un fermine uvzuale a zero (rapporto ri-
dotto). I rapporti aritmetici della forma & — 0 1i diremo numer: po—
sitizy, quelli della forma 0 — & numeri negativi; complessivamente nu-
mers relativi.

Questi numeri possono anche rappresentarsi piu semplicemente,
sottointendendo il termine 0, con k, — /: rispetfivamente.

Quando interessi distinguere i numeri positivi degli interi, si pubd
premettere loro 1l segno . Si hanno cosi le ordinarie notazioni dei
numeri eon segno.

Il. Condizione necessaria perché sussista la proposizione @ (n—m)y

k1

quando #n—m & un rapporto ridotto & che sia:

r=n-+k y=m+t4£,

dove 2 & un certo intero.
- Infatti per 1a (8) si ha:

2+ m=y-+n.

Ora se im =0, essendo

z =0, Y=m ¥,
la proporzione & vera (k=1y); se poi n =0, essendo
Yy = m- x, r=n-}x

la proporzione & pure vera (k= x).
CoroLrario. — Da questo teorema e da quello del n, 9 segue che:
sen — m & un rapporto ridotto, da x (2 — m) y si deduce n — m=—x — y.
12. TeorEMA. — Criterio di uguaglianza di duoe rapporti:

n—m=qg—ps&=.n—+p=m-q. (10)

[nfatti se n —m = g p, qualunque siano z,y, se fra essi sussiste

1l rapporto 7 — m, sussiste anche ¢ —p e rectprocamente, quindi per
la (8) si ha

trTm=y—+n z-t+p=ytg
nello stesso fempo.
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Sommando membro a membro, dopo aver invertito la prima ugua-
ghanza, a riducendo si ha-

R—tp=m-+gq.

Dunque la condizione & neeoss:ia.
Dalla At p=m—- g segue poi per la (R):

g (#~—m)p. " (11)

Ora se #—m & ridotto si ha (n. 11) n — =g — p, 8€ #— m non
e ridotto sia n'— ' jl vapporto ridotto ad esso ugnale. Avremo per
la (11) q(w — m)p e quindi per il Corollario precedente:

g=P=n—m'=n—m. (c.d.d)

13. Disuguaglianza. - Operazioni. — Arrivati g questo punto non vi
e di meglio a fare che seguire 1 metodi formali. (")

Definiremo pertanto la disugnaglianza, la somma e il prodotto dei
rapportt nel modo seguente:

n~—m%g——p.=.n—f—p%m—f—q (12)
(n—m)4-(g—p) = (n + g) — (m + p) (13)
(n —m) (9 — D)= (ng+ mp) — (np + mgq). (14)

Da queste definizion; seguono le note regole delle operazioni,
quando si adolii la notazione ridotta (n. 10).

Le proprietd formalj s; stabiliscono senza difficolta. La solirazione
e la divisione si considerano al solito come operazioni inverse.

14. T numeri interi positivi e negativi si sono tntrodotti indicando
con —-n Voperazione che corrisponde alla relazione P*, o con —m
quella che corrisponde alla relaziope P™, ossia indicando con +u,

© cont —m le operazioni dj avanzare d1 n posti o di retrocedere
di m posti nella serie-

""1_'31 __'2} _—1: 0: l! 2! 3!"'

In modo analogo si possong mirodurre i razional; positivi e pe-
gativi come operazioni sui razionali assoluti. Avendo defimito a sno
tempo Ia disuguaglianzs e addizione dei razional; assolutl, si s3 clie
se la frazione ¢ & minore di b esiste una frazione ¢ tale ele:

@+ c==4.

La frazione Positiva - ¢ indichera Foperazione colla gunale da g

si passa g 4, ¢ |a frazione — ¢ Foperazione inversa colla quale da b
si passa ad a. (%)

(N Muxzo, ot el p. 236, — Pavoa, my, s, n. 7.
(7} L. Couruaaz, op, cif,, pag, 50,
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Non & diffictle determinare le relazioni corvispondenti a gueste
operazionl. Se le frazioni @, & hanno lo stesso denominatore n, tali
relnziom non differiscono da quslle sopra considerate per 1 relativi
interi, perchs si tratlerd in ogni easo di avanzare o retrocedere nella

serie delle frazioni di denominatore 2.

II. — I relativi come classi di coppie.

I15. Conveniamo di indicare con letfere a, &, e, 1 numeri razionali
assolull che gid conosciamo e con eiuscuna seribbura del tipo (@, b) una
coppia di tali numeri, che per brevith divemo coppia senz'altro.

Pomamo quindi la

DEFINIZIONE. — a;, by & proporzionale aritmelicamente ad aq, be

qundo
iy _'I: Er';g — = + E-'[ . (l)

La relazione di proporzionalita aritmetica cosi definita & »iflessiza,
simmetrica, (ransitiva,
Infatti:
1) ai. b, & proporzionale aritmetieamente ad a,, b, perehe ay+ b=
— a, by per la proprieta riflessiva dell’'nguaglianza.
2) Se
ay, by o proporzionale aritmeticamente ad «g, ba,

anche
de . bg - » " n 8 w Wiy b!t

perché cid equivale n dive che se a, -+ bs =ua.-1 &, allora g,+ b, —
=y + 0y @ questo & vero per Ja propriela simmetrica dell’'uguaglianza.
3) Se
fy, by, e arilmeticnmente proporzionule ad we, bs,
&
g, bﬂ’? " - " " " » fa, E’}:]I

allora
ﬂ],b]‘ m - - " =] . H:hb:h

Infatti essendo per ipolesi:

f¢;+bﬂ=tfﬂ+b|, fs |' ba—ff3+bﬂ$

sommande membro a membro si Lig:

ﬁl—l—ba-l'ﬂs—i‘f?a:'-ffﬂ“l*bl t tg — by

0ssla:
y I bs = as - b;.

I6. Cid premesso, dala una coppin a, b siabiliamo di rappresentare
colla seribtura a— b che si legze: a meno b, U insiane delle coppie
artmeticamente proporzionali ad a, b.
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St ha il teorema (Criterio di ngnaglianza):
La condizione necessaria e sufficiente perche sia

451 E’l = @Iy — b= [2)

e che a,, b sia aritmeticaments proporzionale ad ag, by, ciod (1)

ey i bﬂ (In i Ei].

1) La condizione & necessarin, Infatli per la proprietd riflessiva
della proporzionality, 1a coppia a,, by, appariiene ad a, — b, quindi
per "ipotesi anche ad as — by, cio2 & proporzionale ad e, by

2) La condizione & sufficiente. Infatti se M, by & proporzionale
aritmeticamente ad aq, by, una coppia qualunque @,, b proporzionale
ad @, b & anche proporzionale (per la proprieta fransitiva della
proporzionzlita) ad as, b; e reciprocamente, onde si vede che @, — b,
ed as— bs rappresentano lo stesso insieme di coppie, ciod:

Hl—all=ﬂﬂ—bg..

Se chiamiamo numero relativo ogni simbolo della forma ay; — by si
¢ cosi dimostrato il noto criterio di uguaglianza dei relativi nelle
teorie formali.

I7. Da quesfo criterio di nguaglianza si deduce subito che:

(a+m)—(bd-m)=a—b (3)
(@—m)— (b —m)=a—5. (4)

La (4) permette di trasformare ogul numero relativo in un rela-
tive nguale avente un termine nnlio. Basta pereld sottrarre da ambo
1 termini del relativo il minore dei due. T numeri relativi @ — b, si
possono pertanto distinguere in 3 categorie:

1) per a=25 si ha a — b —0 — 0,
2) w @>b , a—b=a—5b, 0,
3) » <<b , a—bp=0 b—a.

I numeri della prima categoria, tutti uguali fra loro, 1i chiameremo
zero relativ e I indicheremo brevemente con 0: quelli della seconda
i diremo numerz positivi, e, ponendo @ — b =1p, 1i indicheremo bre-
vemente con p (o anche-p per distinguerli dai numeri assoluti), quelli
della terza 1i diremo negativi e i indiclheremo brevemente con — p
(ponendo p=5—a),

I facile poi dal criterio generale del n. 1 dedurre i criteri par-
ticolain di ugnaghanza noti per 1 relativi.

La disugnaglianza si pud definire eon ia formula:

ﬂl'—b;%ﬂg-—ﬁg.=.ﬂ1+bg‘é}:ﬂ'g‘l‘b].

Quanto alle operazioni divette si possono definire convenzional-

menie con quelle stesse formule che ne esprimono le regole pra-
tiche: (n. 18).
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IV. — I relativi come ¢lassi di operazioni.

18. 51 pubd avere infine nna feoria intrinseca del nomeri relativi
anche partendo dal concetto di operatore. In quest’ordine d'idee un
relativo a — b sara da riguardarsi eome # concetio che si forma per
astrazione dalla considerazione delle operazioni composte delle due - a,
— b, applicate a numeri interi o razionali convenienti, (*) ma del resto
quelunque.

Tule concetio 11 estensione pud definirsi come la classe di tutte le
operazioni x (che trasformano R in R) fali che: 1° esista un R, v tale
che y+a—Db sia ancoraun R e y-+x=vy—+a—b;: 2seu e u+a—b
sono degli B si abbia n-}+ x=u-4+a—»b,

In simboli:

a,bel . ;i a—b=R,R~2¢ [1°dR~ye(y +a—b)eR.y -z =
=yt a—b.2°uR . ut+a—beR.,.u+2=u-4a—0b]; (*)

o piut semplicemente:
@, b€R .o : e —b=R,R~xe [AR~ye (y+a—b)eR .y +r=, Y -+ a—b).
Dopo cid la classe dei relativi » si definisce cosi:
r=2€[1(e,b) € (a, bR .2 =a—b)).

I10. Per dare un saggio anche di questa teoriaz dimostreremo il
eriterio di uguaglianza:

qa—b=c—d.=.a-td=b-}ec

1) Bia ¢ —b=c¢— d ed & un’operazione appartenente ad entrambi

1 relativi, allora prendendv come valore di %, b+ d (che conviene
al nostro casoe) si ha:

b+d+a—bl=b4+dta, (BF+dt(c—d=bt+d-i=

cloe !

(b +d)+4{a —b)= (b+ d) + (¢ —d)
e infine:

¢ +d=b+e.

2) Sin a+d=0-+¢ ed r un'operazione appartenente ad a —b.
Avremo allora: #

(b+d)t-a—b=@p+d)+e—d e (F+d+ao—b=0+d)+=,

onde:

b+d)+e—d=(b+d) +z (z)

e

('’ A numeri » tali clod ehs da o -1 » si possa sotirarre 2.

{*) Serivo per chiarezza ¢ ¢ in lnoge dei simboli del Formalario 2, »
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D'altra parte se # & un gualunque altro B tale che » +¢—d sia
pure un R, si ha:

wte—d=(u-c—d)+ao+d—b—c=uta—b—u-tn,

DsSIA

t—+¢—d=1u-+x. (3)

Da (z) & (3) segne che I'operazione appartiene a ¢ —d, s poiché
analogamente si dimostra che ogni operazione apparienenten ¢ — d
appartiene anche ad ¢ —b si ha la tesi:

t—b=pe—d.

V. — Considerazioni eritiche e didattiche.

20. E diventato uso generale di tntii coloro che espongono gualehe
niovo metodo per i fondamenti dell’aritmetica, quello di celebrare il
mefodo stesso sotto I'aspetto scientifico e sotto I'uspetto didatlico.
Seguendo quest’uso, dovrei anel’io mettermi a dimostrare adesso
che le teorie intrinseche che ho abbozzato, sono preferibili ad ogni
altra sotto I'nspetto scientifico, o almeno non pi difficili delle ordinarie
sotbo l'aspetto didattico.

Preferisco francamente risparmiare al lettore questa noia, tantopin
che di questa eceellenza, soprattetto didalkica, dubito assai io stesso.

Poiche, per esser chiaro ed esplicito, 10 convengo col prof. Bu-
rali-Forti quando asserisce che: dell’ — ne & dato il significato, und
volia per tutte e per tuiti gli enti, dalla definiziong (i Leibniz; x =y solo
quando, qualsiasi propriele di x ¢ wllres) proprie(ee di y; (') e convengo
anche col prof. A. Padoa guando aggiunge che per consegnenza;: due

. ; ﬂl ﬂﬂ - i - " .
frazion: bt b tali ehe a,by== asb,, potranno dirsi equivalenti, ina
1 :

equali non potranno dirsi, se non si ruole costringere i Linguaggio a dire
quanto non pud e non deve; (*) ma sono anche pienamente d'accordo
col prof. Bindoni guando osserva che: * La storin della mantematicn
e le pratiche applicazioni clie si fanno delle frazioni ¢i assicnrano
che la frazione & un'operazione da eseguire su grandezze, e gquindi
per le frazioui interessa la Joro equivalenza e non la loro ugnaglinnza
logica ,. (*y Questa considerazione vale anche per 1 rvelativi, anzi a
maggior ragione, perché 'ordinario criterio di ugnaglanzn: “ Due re-
lutivi sono ugnali quando hanno ugual valore assoluto e ngnal segno ,,
st ricollega direttamente al concefto logico di nguaglinnza fra numeri
assoluti, senza bisogno di ricorrere a teorje intrinseche.

{*) Borawr-Fogrti, * Sulle definizioni medianle coppie wr Bolietting di matem,, Anno Vi1, paz. 241.

{(*) A, Pavoa. ant. eit, pag. 71

() A. Bixposs *1 anmeri razicnal ar € PRE. 207, — Mi coneta che il ehiarissimo professore
ENRrQues & della stessa opinione,

s, B - =
T [} = Lo o - -
-

B oty A A R TR L R
i i - ™ - a =

¥ : s LqE
o R ot e | e




PERIODICO DI MATEMATICA. 93

Pertauto 1o ritengo che le teorie inivinseche abbiano un graunde
vulore logico, ma che non convenga introdurle nella senola appanto
per questa loro perfezione logica. La facolla d'astrazione e la facolla
raziocinatrice della nostra intelligenza va affinandosi coll’esercizio, &
non s pnd presentare ai ragazzi delle nostre scuole, che sono alle
prese colle prime difficolta delln mutematica, ana teorvia costituita a
posteriori col risultatl di studi secolari.

A. Narvcer

i<

PICCOLE NOTE

Un*applicazione delle formmnle di Girard, — Se identicamente
2 mrtrt apa® Fan= [z — &) (@ — )., — ay)

ed w.= 0 quando » > u ad

51.':-.'111- + 5'-2' _]_--- ‘l_ 2“1"

allora 1denticamente
8un + Mi8m—1 + @aSu—z + ... F s =0

per eni, se (— 1)*a; ¢ somma dei prodotti delie quantita 0, o, as, ..., 2, ad »
ad » od s, & somma della potenze »™ delie medesime quantita, allora identi-
camenis

(I fla Ha . . - {In—! M -+ Sm
1 if1 fle « « « Um-—2 [”" T 1]”'"1—-1
0 1 B1 s« Ot (— Blanss |= s
| I:' D U [ [ | ] [ 1 "1
Ponendo — » ¢ b per a; ed s, sottiens un'equazione di grado wm in y che

ha vadici date dalla formula
¥ =81 %2 F e T Un

dove wy, %4, ..., % son determinate dal sistema d'squazion
" ™4 ™=, Yoy — (13,

S0 = — 3, ..y SE B, . Gy = (— ]!"_liluml ’ Lyfs ... % = [— 1)"ay,.

ter il caso parlivolare
n = 2, ay =4
si rieconosce cos: clha ls e radiel sono dale dalla formula

== §

. : SRR
fluve 2 e % son determinate dzlle due equazioni

an =10, =g

tive s riconosce che: ()

) V. Sewier. dlgthre superviape, b 1, po 450, Tarie, 1835 — 6. Gaxving, La formbde di Wa-
Fiay ¢ snz noieveli applicaziond, p. 58, Lipografia editrice Salentlina. Lecce, 1000
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Le m radici dell’equazione

¥ —myrg 4+ .+ (— ]]rT

126 (m-—r—
r—1

i <
Jy‘“—-‘q"—l—...-——-b

sone date dallie formula

'y:“‘l"'u—;
dove
fpe m
uﬁ]/bﬁﬂé; ‘hr‘
v83in
h -5
54+ A
x = 5

& A ¢ une gqualungue delle due radici quadrate di b? — dg™,

F. Giromoe.
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Dott. Rmvanpo Prrony, Storia della Fisica. S. T E. N.. Torino, 1918.

Quando mnel 1911 il prof. R. Prros: pubblich eoi tipi della 8. T. B. N. Ia
Storia delle Chimica di Sir Evoarvo Taoree, fece opern utile per avere oon
tauta chiarezza volgarizzato dei concetti che facevano ben apprezzare lo syi-
luppo, lento ma proficuo, degli studi sulla tramutnzione delln matarin falto dagli
alchimisti dapprima e giin gitt fino ai moderns scoprifori degli ultimi elementi
radioaltivi.

La esposizione chiarg e bhen ovdinata yess piacevole la lettura del bel volume,
cha snscito nei lettori vivo il desiderio di potev leggere al pii presto anchs una
Storia della Fisica. Ed ecco che ora la speranza si realizza e la collezione della
Storig delle Scienze, edita con tanta diligenza dalla 8. T. E. N., si arricchisce di
quest’altro nuove volume.

La fisica come tutii sanno & la disciplina piit vasta e pii imporfante della
cultnra moderna;: eonoscers la storia di essa i utile non sole agli seienziati ma
anche a coloro che amano aumentare i proprio sapere. Percil non solo ai fisici,
ma anche agli studiosi in genere dovra tornare di sommeo gradimento la Teltura
delia Storia della Fisice secritia con sobrieth di linguaggio, von chinrezza di
vedute, con sinlesi sieurn. dal chinro prol. Rixsnpo Prrvoxsr, preside del R. Lireo
di Massa. _

Colla letfura di questo prezioso volume si correggonn le proprie nozieni su
scoperte d'invenzioni che comunemente sono attribuils azli uni pinttosto ehe ngli
altri, perche & raro che ogni singolo individuo si possa eccupnre Ji verificave.
con documenti originali alla mano, 1z verith dei fatti.
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Cosicché troviamo in questo mitido ed elegante volume delle preziose osser-
vazioni sull’ invenzions dell'orologio a pendelo; sul cawvaliere delia bilancia, riven-
dicato ai Romani (od ai loro wmnestri), sul Sunto dell’ollica di Tolomeo fatbo dn
G. B. Ventorl che nessano storico della scienza piut cita; sulla ruota del Savart
rivendieata al bolognese Vittorio Siancari; sulla seoperta delis loggi del mcto
fatta dal Galilei, le di cui esperienze in proposite ben pochi ricordano; su molte
cose dell’Accademia del Cimento: sui lavori del Pistoj di Siena a conferma delle
osservazioni del Newton in riguardo alla trasformazinne dell’energia luminosa in
termica: sulle esperienze del Morosi, che precederono quells del Mayer ¢ del Jonle
aulla trasformazione del lavore meccanico in ealove; ece., ece.

In queste opera storicn coscienziosa e metodica sone citati i pin noll scien-
siali nosiri senza ombra di esagerazione e vi si trovano delle pagine bellissime
che devonn essare costale non poca fatica all'A. per lunghe e laboriose ricerche.

Da nna calma e completa lettura di questa opers di volgarizzazions ci siamn
convinti che nulle di meglio & stato fine ad ora faito in ltalia, né alt’ Estero pel
metodo & per lo spirito acuto di osservazione.

Poveit la raccomandiamo caldamente ai giovani e,, .. lo diciamo pure franca-

menie. anche al non giovani. .
ente, £ Prof. Virrorio DBocoara.

Zorertr. — Lecons de mathématiques générales. Avee une Préface de
P. AppEL. Paris, Gauthier-Villars, 1914

Questo libre pubblicato in elegante veste tipografica dalla nota casa aditrice
Gauthier-Villars, non & precisamenle destinato ai matematici puri, ma a tulbi
coloro (e sono il maggier numero) per i quali le matematiche sono un mnezzo o
non un fine.

(, illustre decano della facolts di scienze di Parigi, prof. Appel, cosl lo pre-
senta ai lsttori:

¢« B un falto ben conosciuto che il bacealauresnto, considerato dal punto di vista
* scientifico, malgrado la sua pretensione di essere il primo grado dell’insegna-

* ynento snperiore, non @ nemwmeno un certifieato di crpacita a ricevere questo

“ insegnamenio ..

£ Un haceelliere non & capace di sezuire i corsi di ealeolo differenziale s di
¢ paleolo integrale, né quelli di meccanica razionala e di astronomia, ne guelli di
“ fisica gonerale, ¢ nemmeno qgnelli di chimica generale per poco cha il profes-
* sore voglia dare qualche nozione di energelica ,.

* Por colmare questa lacuna, Ie facolta di scienze hanno dovuto creare un
¢ insegnamento preparatovio allo studio delle scienze matematiche o delle scienze
“ figiche, insegnamento sanzionato da un certificato di studi superiori di matema-
tiche gemerali e preparatorie... ..

¢ L'insegnamento nuove, giin organizzato in tutie le facolla di scienze ha atti-
ralo un gran nmmero di stndenti, i quali harno dovulo riconoscers che nna base
* matemalica solida & indispensabile afl pgni studio scientifico serio, teorico o
pratico. Futuri matematici, futuri fisici, fulnri ingegneri elotiricisti, meceanici
* o chimiei, conduttori di ponti e strade, giovinetle che si dedicano all’imsegna-
* mento pubblico, si formano ni eorsi di matematiche gonernli. La materie di
* gqnesto nnovo insegnamento sono imposte dalla natura delle cose. Sono le ma-
¢ terie dei corsi di matemntiche speciali, inseznate con maggiore eleyazione o
¢ flossibilith, con maggior numero di applicazioni e di esercizi numerici, senza la

|
!
|
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* preoccupazione di concorsi artificiali in vista dei quali, come digeva Giuseppe
* Berfrand, si prepara invece di istyuire .-

E dopo aver detto che allri trattati di matematiche generali sono stali gii
pubblicati, e che il prof. Zoretti [ben noto per la sune sapienli rigerche sulla
teoria delle funzioni) era particolarmente imlicato per scrivere un libro di questo
senere in vagione dells sue attitudini personali e della pratica fatta insegnando
nei licei e nelle universita, agginnge:

* Ecco come egli ha concepito I"insegnamento delle mutematiche gonerali nelle
* facolta. Quest'insegnamento si divige ad un pubblico vario per le sue origini, per
“ Ia sua mentalita, per i suoi bisogni e per | suoi destini;: fra gl uditori si tre-
“ vano fuburi ingegneri, sindenti di scienze aperimentnli nscenti in goenerale dal
* Liceo, giovinette munite del diploma di compimento degli studi secondari o gio-
© vant useiti dall’insegnamento primario che si dedicanc al professorato, candidati
al gradi delle Scuole di farmacia, delle facolta di medicina ed anche delle facolta
di legge. 1l libro deve dunque non sacrificare aleana di quneste enfegorie, e questa
* condizione & difficile a realizzavsi, perché le conoscenze ukili agli uni e agli altri
differiscono per |'estensione o per la loro natura, 1) signor Zorettt ha risolnto
- la quistione frattando il programma mazimum, ms in maniera che i diversi
* capitoli siano indipendenti gli nni dagli aliri quante & possibile ..

in base n quesii eoncett 'autors ha procurate di scansare le difficolth di ca-
ralters teorico, rieorrendo spesso alla Intuizione e ad immagini concrete, ed hia
sacrificate le teorie gemervall che non hanno applieazioni in fisica o in meccanica,
pur eonservando quel giusto rigore senza del quale qualsiasi insegnamento ma-
tematico & privo di efficacia. Ila poi eurato la scelta degli esercizi in guisa che
8881 pon costifnigcano un complemento di {eoria, ma servano ad abitoare i gio.
vanl A bene appliearse le teorie syolie.

Per dare idea ssatta del conienuto del libro, dopo di aver parlato dei criferi
21 quali esso & informato, riprodnciamo 1’ indjee delle materie.

Parrg 1" — Geometria e geometria anglitica, — 1. Le grandezze diretie. -
II. Le coovdinate. - 111. Studio della retta e del pisno. - 1V, La teoria dei vel-
torl, - V, 11 cireolo & In sfera, - VI Le comiche. - VII. Le quadricke. - VIII. Curve
¢ superficie usnali,

Parte 2° — Alpebra. Teoria delle fiunzioni, Derivate ed applicazioni. — ]. Com-
plementi di calvolo algebrico. 1 numenrs complessi. 11 binomio. T determinanti. -
1L GI'infinitamente piceoli e gl infinitamente grandl. - IIl. Le serie. - 1V, La
vozipus di funzione. Le funzioni uspmali. - V. U caleolo delle derivate. - V1. La
variazione delle funzioni. La costruzione delle carve. - Y1I. Gli sviluppi in serie. -
VIIL. Le applieazioni defle derivate allo studio delle carve. - 1X. Applicazioni delle
derivate allo studio delle superficio. - X. Studio geomelrico o analitico del movi-
mento, - XI. Risoluzione dells equazioni, - XII. I ealeoli numerici o i grafici,

Parre 3% — Caleolo integrale ed applicazioni. — 1. La npozione d'integrale. -
1. T metodi generali d’integrazione. - [1], T generalizzazioni della nozione @’ in.
tegrale. - 1V. Le funzioni ellittiche. - V. Le serie di Tourier. - VI. Applicazioni
geomstziche. - VII. Applicszioni meccaniche, - VIIH. Caleolo pratico degli inte-
grali. - IX. Le equazioni differenziali. - X. Le applicazioni delle equazioni diffe-
renziali, - X1. Le sguazioni a derivate parziaii, K

=

GiuLio Lazzeri — Diretlore-responsabile

Finito di stampare il 17 Geanaio 1914,




SU ALCUNE NOTEVOLI FORMOLE DI ANALISI COMBINATORIA

Mi propongo in gnesta breve nota di dimostrare aleune formole
che permetiono di trasformare la somme dei prodotti dei termini
di una progressione aribmetica per numeri che si ottengono dal noto

: B\ . - 3 o
simbolo (ﬂ) diminuendo od aumentando di upa, due, ... unita od

il solo numeratore (m), oppure ambedue i termini. Bsse sono una
generalizzazione di formole comosciute, e potendo occorrerne 1'ap-
plicazione in ricerche di analisi combinatoria, eredo utile farle co-

NOBCers.
Dalla formola nota:

1+ ()T Y T

r— 1

R Rt aeav Bl v e

i

e dalla analoga

1+(§’)+---+(pi-_i1_ﬁ)=(p?‘L—fJ_l)

s1 ha, sottraendo membro a membro:

S R (R (i B

i i
Pt iy
T i i—1 .
¥ da questa, sostituendo p+1—1i a p:
P +1 p+Ek—1i\ [(p+Ek—1 1) P
(i)+(i——1)+"*+( k )“"( k *(i—l)

P
e cambiando k£ in k-4, indi moliiplicando per a:

o (3)+e (iEa)+ - +e (F0) -

=“Fifi1%‘“hfl)
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Cambiando in questaiini—+1, 2+ 2,...i % e corrispondente-
mente f m £—1, £—2,...0 e p 0 p+1, p42,...p+Fk, indi
moltiplicando le relazioni ottenute per b, si hanno le % relazioni:

f*(ﬂiii)+...+b(ﬁﬂq(?iiﬂfl) (p{[l)

(15 =AY o)

e sommandole colla precedente:
o(2)+@+n BT )t @t (B]) +...
o (a4 kD) (?;__;:)={u-1-m (”j;_i'i‘l) (1)

) e )

B questa la prima delle formole che volevamo ottenere. Da essa,
supponendo a=1, b=10, i=0 e cambiando p in p— i si ha quella
dalla quale siznmo partiti.

In particolare se b—=1 &:

a (f‘?) (a +1) ﬁ' Ty -t (}-J il -

1
o (L)l 2 ) Y

Essa=b=1=%¢:

(?)+2(3':i)+...—l—{k+1] gl =
—w+n () - AR+ (2 m

Dalla {]) cambiando & in — &, indi p + ¥ in p" e conseguente-
mente p in p"— %, poi ¢ + & in j e conseguentemente k in j — i e
ponendo Infine @ — kb = q' si ha:

@ (5) e+ 0 (G2 ) @ (70 +..

@+ (T = (P —w (P E )+

J—k
%H_}) —b (3; _?f +11)

+5 |
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e sostituendo « ad ', p a p, 7 ad 4:

o) +atn (P2 +arm (B
cotta b w) (G2 e (P e (208 ) 4

] —k—1
p—i—] ;J_f:—{—] ?
che © la seconda delle formele in questione.
In particolare se u==b=1 &:
_— - I
(5)+e(B2 )+ (520 + e+ 25 =
p—+ 2 k p—k+1 B
:( ; )_U“H)( 1.-—1) (i P 1)' )

Dalla formola nota
P p—1 p—2 p—1R
(i):(5—1)+(-£—1.)+“‘+(r—])+
(P k 3 —
T( i1 )"‘ +(1-1)
e dalla analoga

(p:fb)_(p i1 l)+(p £El :~.+_‘__,_(§:i)

s1 ha, eambiando p in p--1, ¢ in g+ 1, e softraendo por membro
a membro:

() + 3+ 0T+ 00

Moltiplicando questa per a, poi cambiaudo £ in 2 — 1,k —2. ... 1.

& moltiplicando le & —1 1e]ﬂ.z.mm ottenute per b, si hanno JE' ﬁ. Se-
guenti relazioni:

O G e D
S _m(it{:;)_ﬂ(pf_f;—{—l)

R e e T BT o BT v
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¢ spmmandole :

ot —181 () L rat+ e—2 01 (P T) +...
a+a (T +a P
=t G—0n (3T ) e (5307 -5 (57 +o (4 32)-

Ponendo in questa @ 4 (k —1)% = ¢, indi cambiando 4 in — &,
si ha:

o () +@+o ("7 @t (P °]+
AL (P
—[u*w—nﬂ(”?ﬁ1)+b(’iiii)*ﬁ(?-?z)

€ cambiando ¢ in i-}-1 ed ' in a:

() +eta 7 ) v erm T+,
..+(a+fch( ?}“)=ﬂ(—_:i)'—(“+m( +1)
(T

che & la 3* formola. Da essa supponendo a=1, =0, t=p—i o
cambiando pol p in p—1 ed 7 in i —1, si ha quella dalla quale
siamo partiti.

In parficelare se a=b=1 e:

(B)+2(P 7Y <8 TY 4ottt [P7H)—

—Gle) - (330 -(743 ) @

Dalla (3) cambiando p— % in p’ e conseguentemente pin p'-- %,
poi a—kb in o, infine & in — b si ha:

“' (1':) 1 (6’ =+ B) ('*"".H)Jr(u*+zm (?’;ITE) .

@ (P e (PTETY) -

=<(:3) - P+ ()




