SUL CONCETTO DI NUMERO REALRE

e su una teoria elementare di questi numeri

Ha osservato receniemente il Peano c¢he 1@ wmialemabies non sono
tnttora d'aeccordo sulla definizione migliore degl'irrazionali, (') La que-
stione, infatti, non va gnardata soltanio da uwn punto di vista stret-
tamente fecnico o formale, ma anco da! punto di vista reale o sto-
rico, almeno per chi crede che Ja matematica non sia soltanto forma
ma abbia un fondamento oggetlivo.

Dal punto di vista esclusivo della logica formale, I'nltima parola
sembra dette dal Russell; il quale non crede che nella matematica
pura debbano trovar posio altre definizioni cha le nominali (in fun-
zione di costanti logiche), e, seguende il Pasch, definisce nominalmente
il numero reale come una elasse di razionali o segmentio: Y2 p. es.,
s’ identifica con la elasse dei razionali {posifivi) il cul guadrato &
minore di 2.

Una teoria dei numeri reali secondo questa defimizione fu esposta
magistralmente dal chiarissimo Prof. Cipolla: (*) essa & certamente la
pit perfetta dal punto di vista logico, come gueiia che non contiene
nessun elemento intailivo ¢ gquindi nessun postulate. 81 pud tubiavia
osservare che anco nelle altve teorie 11 numero reale pud ricevere de-
finizioni nominali. Non ¢ & difficolts, p. es.,, & definire nominalmente
una ripartizions o un faglio nel campo del wumeri razionali (Dedekind);
dopo, si poirebbe parlare — per quanto strano possa sembrave 1l lin-
guaggio! — di somma, di prodotte di pit ripartizioni, ecc. Si vedrebbe
cosi che la clusse di tutte le ripavtizioni contiene una sotto-clagse 1n
isomorfismo aritmetico — secondo la felice espressione del Cipolia —
con la classe del razionali; e il nnmero reale, in conclusione, potrebbe
esger definito nominalmente come una riparbizione nel campo dei ra-
zionali. Nella teoria del Weierstypss, invece, potrebbe esser definito
come la classe o I'insieme di iutte le serie convergenti di razionali,
equivalenti () a una serie data; nella teoria del Peano come la classe
di tutte le classi di razionali sodisfacenti & certe proprieta (quelle che

(1) Peaso, * Bulla definizione di limite | (A dell’dee. Se. Torima, aprile 1813).

(!} Ctrovra, * B oumert reali, {Perdodico i Matemiation, 1008),

% Vedi, p. es., Dxuiques, Questioni riguardanti Iz mateniodiche efementari, Vol. 1, 19125 p. 458
e Baguenti,
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intuifivamente si esprimono con la frase: avere lo stesso limite supeé
riore). Hee., ece.

Tatte queste definizioni nominali, che sotfo I'aspetto del l'iguf
formale non danno luogo a obiezioni, hanno perd I'inconveniente djs

Peano — non pure le sve proprietd, mo altre che non corrispondono:

all’'ordinaria coucezione. Secondo 1l concezione comune, sembra evi-, 4
dente che a ogni numero reale si possa far eorrispondere un segmento ﬁ?iﬁ

un 1nsieme di serie convergenii equivalenti o uma ripartizione, ma;
ot = LT
(G

non sembra gid che esso s'identifichi 0 volta a volta econ ciaseuno di..

quegli enti. Ognuna di queste costruzioni logiche darebbe invece ung 2o 2
particolars imagine, dalla quale pia o meno luminosamente traspare.: g

Videa di numero reale. s

L_ussarﬁrazmne non & sfuggita all'acuta mente del Cipolla, il quale 28
ravvisa nel numerl reall, definiti nei modi aceennati, dei numeri reali *i#
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atbribuire all'ente definito — secondo un’osservazione generale dej’/ia
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r:rmwrei.aq e ginnge al concetto di numero reale astraiio per mezzo d-i.-ﬁ?
- Eh

unt astrazione rispetto alla relazione @ isormorfismo aritmetico in cni .
81 vengono a irovare tutte le possibili classi di reali conerveti,
1 'l. [} . [ _— o = -
Cosi, attraverso I’elaborazione critica, s1 effettua 11 ritormo slla
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concezione comune. B ogoi numero reale conereto 2, p. es.. menkre non &
Iia nulla a vedere eon un nmumero razionale conereto 2 neé con un na-. i
mero naturale concreto 2, 51 unifica con essi per mezzo de]l’isumurﬁi;',"i%

smo, dando lnogo al numero reale astratio 2: in eonformiti col lins 37

guagegio ordinario. (1) |
Ma passinmo a esaminare la questione da un punto di vistg meno - i

J

- P " - 2 gt
formale. Nell"insegnamento secondario, p. c2., non st pud prescinders =&

dal Puutu di vista psicologico, che & come dire, in fondo, dal processo .
sborico. In effetti, I'origine del concetto di V2 — che pare sia stato -

11 primo numero reale considerato dall’umanitia! — va rintracciata L8
nel fatto, avveriito ben presto dagli anlichi, che, se non esiste ra-'!

zionale 1l cni guadrato pavegai 2, esistono, pero, raziongli 1] cul gua-
dvato differisca da 2 weno di guanlo si vuaole.

E:’ un noto algoritmo infinite — che presto si fa imparare ai ra-
gaszl — permetie appunbo di frovare successivamente i numeri 1,
14, 141, 1414.. ., i eui gquadrati & avvicinano sempre piu a 2. Ora
quest algoritmo & assai importante e istruttivo. Ksso va ravvicinato,
del resto, all'altro piti elementare con cni si trovano numeri deci-
mal_i, approssimati, a meno di '/, di ..., & una data frazione
ordinaria non trasformabile in decimale: messo nella sna vera luce,
apre naburalmente ia via al coneetto di numero irrazionale. Da ung
parte, mnfabti, per mezzo dei numeri della successione ben definita

1, 14, 141, 1414, 144142, 141421, . ..

1
3 {_J Q!_mﬂl:ﬂ ides 8010 'E‘H'nl‘tﬂ not torso del Crronua: dnalisé slgebrico ed introdusione al Cal-
C0£0 lafinitesisnale (Librorin soienlifica D. Capozzi, Palermo), 4’ imminenia pubblicazions.
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PERIODICO DI MATEMATIOA. 3

‘equazione 2* =2 si pud soddisfare sempre, in pratics, con tuita l'esat-
ezza desiderabile; ma, d'alira parte, in feoris, non & ammissibile
issgre arbifrariamente i limiti di codestn esattezza: (') di qui non
¢ & che un passo per arrivare al concetto d'nn numere 1°11421. .. cou
nfinite cifre decimali; e gnesto passo lo compie la nosira mente, ehe
vee il nuovo simbelo. Giacehe i1l * wir evschaffen , del Dedekind s
yud solo formalmente eliminare, ma non & separabile du ogni pensiero
ealmente pensalo.

La teoria del numero reale, concepito come un numero con 1in-
inite cifre decimali, non & che una particolare determinazione, in
ondo, della teoria del Weierstrass, quando si considerino, ciog, serie

a . = =
lella forma Elﬂ?ﬂ . essendo a, una cifra. Ma essa, dal punto di vasia

ysieologieo, riesce tanko semplice e suggestiva che non ci sembra leciio
rascurare questi vantaggi in un insegnamento secondario. Si ag-
siungn che essa si ricollega naturalmente a principii delle appros-
simazioni nameriche, tanto importanti in quanto in quesie risiede, in
lofinitiva. il maneggio effettive dei numeri irrazionah.

L'idea di considerare 1 numeri reali come numert decimali con
nfinite cifre si trova esplicitamente espressa dal Tannery. () Ma la
irattazione dei numeri reali in questo senso va imeontro — fatte non
insolito! — & gualche difficolth logica. Il Frattini definisce (nominal-
meute) il numero reale come una serie decimale, finita 0 ndefinila,
veriodica o no, escludendo quelle serie in cul le cifre sono tutte eguall
a9 da una in poi; ma egli si giova, fin dal principio, della corric
spondenza biunivocw Lra numeri reali e segmenti retiilinel, ammet-
tendo naturalmente il postulato (geometrico) del Dedekind. La sua
b quindi una trattazione pinttosio sintetica, fatla del resto in forma
molto elegante e suggestiva, (%)

1! Soschino, poi, ha fatto segnire un'altra pregevole trattazione,
completa e indipendente da considernzioni geometriehe. () Il numero
reale & per questaulore una defervunnta successione di numerl decl-
mali, Jdel Lipo

y, (o 1y, My E1fle, . .. Oo (jde « oo iy o s oy

dove @, rappresenta un intero, e a;, @s,... rappreseniano cifre. Una

siffatta successione & anco rappresentata dall’autore con 'unica espres- -

S10N8 @othellz. .. Non & escluso cle le cifre siano tutte eguuli a 9

() Nesanco da un punto di vista pragmatistico &i put sosbenore nna matematica a setfe cifre
decimalit A quests propouite vimeudiafmo all'articole veramente bello del Bomze: ® la voutinu
mathomatiqus el le continu physique , (Rivitta di Seienzw, Vol, 1, n. 11).

(%) TANNERY, NoZions e Mwlthdmatigues (Paris, 19038}, pp. d6-33.

(®) Fraroing, Legions di digebra, Geometmo e Trigoviomervin pey il 2 hiennio o' lstitutn fecnica.
Yol 1, Cap, | (Paravis, 1911)

(Y Sosommmp, * I nameri reall comsiderali come successionl di numeri decimali , (Feriodico di
Mateinatics, 1911, pp- D25-285).
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4 PERIODICO DI MATEMATICA.

da una in poi, ma & escluso che a partire da un certo posto m'n_ﬂ %
tutte nulle. L'autore, perd, ammette per definizione che sia p. es,

342=2341999 . . .,

)

=

- -; — b e
1 I

e

ovvero, in generale,
e
Qo' . .. 0= 'ty .. (as— 1) [9]. () _E":_-},il

H4

. Ora quest’eguaglianza non & giustificata nd giustificabile, IIEHE}:-;;';;;,H
feoria in discorso. 5

%,
Come ¢i pud essere eguaglianza tra una suceessione (0 serie) & um .
numero (decimale finito)?

) ) : . 2 ?}t it
Il 'vero & che il numero reale non & una serie. In altre parole, al. g8

numero reale ¥2 uom si pub far corrispondere soltanto la serie ﬂ,u
r ‘:1 | ] | -i | 2 | I : .
1 | | IDE i ID.'I i -]TD‘ I 1[}5 T 4 B L

10
ma ango ia serie

45+ o+ o+ o
che gi olterrebbe, col solito algoritmo, in un sistema disdico di n "
merazioue; o qualungque altra serie equivalente. Cosi

£,2 0 o 0
ST T T Tt
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4,1, 9 9 9

|
3 ] 10} ].UE ! IUH ! 104+*"il 101:+

sono due serie equivalenti; ovvero uncora: 342 & il limite della se- 8
conda. '

Tuttavia non crediamo che si debba, nell Insegnamento seconda- -~ R

rio, rinunziare alle serie decimal; infinite, ma bisognerd solumente
imbendeile come semplici rappresentazion: del nnmeri reali. (¥) L in-
tuizione, che b suggeritn dalla snccessione erescente

1, 1'4, 141, 1-414, 1-4142, .,

.. 3

ottenuta col calcolare V2 a meno di 1, d; ‘ho, ece., & quella, in fondo,
di Zemite superiore, eiod d’un nuwmero piit. grande di tutti { numeri dello
successione e il eui guadrato @ 2.

(‘) Bosomino, Ihidem, p. 257 in nola,

(*) Oppure & via logica da seguire sarabbe guesta; stndiare in se stesss 1o sorie decimali in-
dullnite, escludendo (eol Soseliine) soltanto quells lo emi eifre seno nulle da un certo poato in poi

- ™ - “
8 introducende come mserie gulla i8 serie — 1 L —

H ] .
" 10 = T T wee o + 3 istitnire un caleolo con
Questi enti e dimostrare che essi costitniseone un corpo riapeito a tutte le operaziont ssclusa ja

divisione. Poi si farabbe veders, al solito, ehe le serie decimall periodiche sono in isomorflamo
aritmatico con i yumeri razionali; ese,, sos,




PERIODICO DI MATEMATICA. D

B i numeri reali, specialmente in un insegnamento secondario,
bisogna appunto considerarh (col Peano) come limii superiori di
classi limitate di razionall B bene peraltro che i concetil di massimo,
di limite superiore d'una classe numerica si rendano presto familiar
agli studenti secondari, molto pii che I'margomento & semplice e fe-
condo: certo piu attraente di tanti albr che pur si trattano nelle
senole secondarie (p. es. la teoria delle proporzioni tra grandezze
secondo Eucliae).

Basta pensare — oggi che sl parla di sveechiare1 programmi —
che il solo concetto di limite superiore porta immediatamente alla
definizione di somma d'una serie a Lermini positivi, & quella d inte-
grale, di lunghezza d'un arco, di area, ecc. (")

Orbene: definito il limite superiore d'unn classe limitata di ra-
zionali (assoluti),gi potranno dav subito esempi di classi che ammet-
tono limite superiore e di classi che non ne ammettouo. B presto
dimostrato p. es. che la classe del razionali il euwl quadrato & infe-
riore 2 2 non ammette limite superiore. Ma allora si poltra osser-
vare che data una classe qualungue u di vazionall limitata (supe-
viormente), si pud costruire nna successione ben definita di numerl
decimali nel modo seguente. Si percorra la successione

0, 1,2 3 4,...

degl’interi: allora s incontrera necessariamente un numero che per
primo supera gualungue numero di =, giacche u & limitata. Sia a 1l
pits grande intero non superiore a ogni u (cioé minore di qualche
o tutt’al pin eguale a qualeche w); 1l che vuol dire che a4 1 8 1l
piie piccolo intero superiore a ogni u. Nella successione

a, a’l, a2,...,a9, a1

sin @'a, il pil1 grande dei numerl non superiore & ogni u, (La cifra &
pith anco esser eguale a 0). Allora a'(a; 1) — oppure ax+ 1, se
4, =9 — & superiore a qualungue . Nella gliccessione

ﬂ-{l‘l . ﬂ-{!]_l, ﬂ.ﬂ‘,[?-:, « .y ﬂ‘ﬂlgj ﬂ.[fh '—l_ l)

sia @'ayas i1 pin grande de nomeri non superiore & ogni ¥, mentre
@'a, (as-1- 1) superi qualunque #; ecc. ecc. (fosi continuando, si viene
o formare la successione ben definita di numerl decimal

[
{].) a, &', 40, @ T allygy o0y B 0 Aglg . oo Bruyoes

Ora tre casi si posson dare.
1) Essendo s un certo intero, e 4, =0 per n>g; ciod le eifre
lecimali dopo la s»» son tatte nulle. In quesio caso, il numero ra-

(1} Morita grande nttenzione in propesiic 'argicolo gia citato del Peano.
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0 PERIODICO DI MATEMATICA.

Ny

zionale @'t . .. a0, 8 1l massimo o quindi anco il Iimite supeciore dells

-
=

"

classe w; gineche, per la stessa definizione della successione (I)j
@y - . .a, @ superato o eguaglinto da qualche w: ma essendo pers

Ipotest fyi = gye=... 0, esso non pud essere snperato da nessun U 3 b
quindi egunglin qualehe w. Ly

9 - ® - . = . -'.t
2) Le cifre decimali da un certo posto in poi danno foogo a pex’:
riodo. P. es., la successione si riduca alln segnente :

0, 07, 0°78, 0°783,...0°783...3. ...

Allora & subito visto che il limite snperiore della classe u & la

frazione ™/;5, generatrice del numero periodico 0:7333.... B pﬂjﬂhbﬁlff
nella beorin dei razionali, si suole porre per definizione (%)
15

potremo dire che 0°7333... % il limite supeviore delln classe u. Bsso
potra o no esser contenuto in u. Se % p. es. non contiene che deci-
mali finiti, allora il limite superiore, mel caso in discorso, non &3
In . -
3) Le ctire decimali, finalmente, si seguono zenza aleuna perio- /i
dicita. (*) In quesbo caso & facile dimostrare che non esiste razionale
che sia limite superiore della classe u. (Basta partire dul fatto che R
ogni razionale da lnogo a un ben determinato numero decimale finito S
o indefinito periodico.)

Ora noi, in tuthi i cosi, poiremo far eorrispondere alla suceessione (I},
ossia in fondo alla classe #, il simbolo

s il 1 a1} '-'-;:'.'-'n-:-""'- o e :_.-' IJ'_. - :_". r_: - |5 . Ty
. 7 ..._._..._;_1. 'i"i'-:'-'.l'.i-i-::l--":':'". e ity _'-_':;:i.;' s = ) ...-I-: e L = iz .- |I K ; = . I .. e '_r i o
) _|__|-l-'—"|"" Ly qﬂﬁ!‘, [ o - . By - - + -

ﬂ‘ajﬂﬂ. - -ﬂ" LAl

che chiameremo numero reale. Questn denominazione Appare per ora

aftatio arbifraria, pevehe quel simboloe i il signifieate di numero
(razionale) solamente quando le cifre decimali. a parfire da un certo
posto, danno luogo & periodo (cosiitnito da eifre tutte mulle o 10);
ma essa restera glustificata non appena avremo fatto vedere che &
stimbali” cosiffatii &1 possono estenders le ordinarie operazioni di eal-

(' Le sgnagliante como

14
r7838... = T 1988, .. = 12,345000. . , = o', ...

In eni i secondi membri son0 simboli di noto s
minafi doi primi membri,

(®) B facile dimostrars che il nomero decimale ¢ul dh Inoge V2 non pud essere periodico;

ma si pub &peo citare Vopampio 0:474477444777..., in cni la legge © semplicissima: una cifra 4,
una cifra 7; dos cifre 4, doe cifra 7: 5 aifre 4, 3 oifre 7:; oec.

guiliento, non costitniscono ohe la definizioni no-
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colo. Il che vorra dire appunto che a guel simbolo corrisponde in
ogni caso un ente, che ha valore di numero. (')

I numeri reali si potranno pure chiamare numeri decimali con M-
finite cifre, e sl distingueranno in nameri reali razionali & irrazionali
secondoch® sono periodiel oppur no.

T da notare che un numero reale presuppone una legge, in virth
della. quale resti determinata, 1n modo non amhiguno e univoco, la
snn parte intera a, ia cifra dei decimi a,. la cifra dei eentesim ag, ece.:
in generale la cifra au, gqualungque sia il posto 7. Soltanto in queslto
enso si pud parlare della successione (I). Se, per un esempio, le ciive

ay., (g, Mz...Sl PENSAIBETD sneeessivamente estratle da un’uraa, non

si potrebbe parlare di numero reale,

Aceenniamo ora rapidamente al modo in cul si pud svolgere la
tsoria dei numeri reali, intesi nel senso anzidefto: dimostreremo che
la rapprerentazione decimale dei numeri reali, non resce, in fondo,
che a dar forma pil infuitiva alla teoria del Peano, giovando anco
a superare piu facilmente quelle difficolta di trattazione, che in gue-
st'nltima si sono incontrate sopratfuito per que! che riguarda la dif-

ferenza e il quoto di due reali (7)

*
¥ *

|_ Numeri reali. Equale, maggiore, minore. — 1 simboli @’ai@3...Gy..., O
numeri reali, corvispondono dungue alle classi limitate di razional (as-
soluti). Se tra queste elassi intendiamo inclusa quella che contiene
il solo elemento 0, avremo in corrispondenza il simbolo 0°000..., 0sSiA
1 pumero reale 0. Il nnmero reale 6'@bs. .. &n... ha per noi un si-
onificato ben defimto sol quando & periodico, rappresentando allora
an certo razionale (numero reale razionale); se inveee & aperiodico
(numero reale irrozionale), esso & attnalmente privo di siguificalo e
non e ricevera uno se non quande si sAranno astese, a questl sim-
boli, in genere, le ordinarie operazioni di caleolo.

Poiche il simbolo @'thtts. .. (a.— 1) 999.. . rappresenia (per defini-
zione) il razionale @tita. .. ds, poiremo escludere, per maggior sem-
plicita, che le cifre del numero veale a'tatly. . .My ... siono eguali 8 3
da nn certo posto in poi (mentre non escluderemo che da un certo
posto in poi esse siano tutie nulle).

Fatta quest eccezione, chiamesemo equald due numeri reali se sono
eguali lo Joro parti intere, le cifre dei decimi, del centesimi, ecc., vale a

she col simbolo n'a.. ..@n. .. Non yogliame indicare Ancora
De! resto, nell'nso comune, gnel gimbolo & ormai destinato a
la succsssions o serie (1) sl pub rappressulars eol simbolo

(') 1 superfino quindi avvertirs
la suoeesgiona (1), ma gnaleog'aliTo.
rappresantare an NuMmMero; menkre

1 Gn

Oy T Gn
o3+ gp oot g0 T

(%) Vodi, p. w8, 2x-LamcHad, © 9ulla teoris dei numeri reali , (Fiingors, Anno XVI1I, 1810),
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dire se sono identici. Di due numeri veali Aaly. .. Uo. .. @ bbby, by 3500
chiameremo maggiore il primo e minere il secondo, se & a > b; opa

" - ol
pure se essendo a =& & a, > b oppure in generale, se essendo g=4§;

U -'5‘_:..
M=b1y...\ @1 =bry, & 4> b,. (*) Seguono subito per le rélad:

- & " - e - i .'j[.
Z10N1 =, >, < {ra numeri reali le solite proprieta, che esse gndnnuﬁﬁf
nel easo dei razionali. o

@y ... Gu..., potremo concludere (in virkit solianto delle defini~- 7
zioni dei segni =, > <) ..

Ll numero reale a'a,a,. .
cessione fondameniale,

Se chiamiamo la {I) successione fondamentale relutiva ai NUIMErn:

i
=

N o= ria
!._,_.l_: —in i s Lol Tl L,
T s r

Wy

i bF

B, el Limite superiore della sua Sup=.
Piiy generalmente, si pud dimostrar snbito il seguente teorema: ..t

Ogni elasse limitata (superiormente) di numeri reals ammetie un ly-::;
Mmite superiore unico.

A il e,
- et T s g ™ SR
-

.
B '|I‘-.‘-

Infalti, se # & una siffatta classe, potremo costruire rispetio a . N
essa una successione (i nnmeri razionali decimali analoga alla (I). 3
Allora & evidenle che il numero reale o —=a'mas...q,... non & sy- i
perato da nessun elemento di u: invero sl f=0bbbs...by... >0,
siccheé aveemo in generale, per un certo - b=a, Ealh——-a;,...,;;i;}
bra=aq,5> ar, & quindi @'a,q,. .. tey(@:+ 1) < B; ma poiche, per
la legge di formazione della (1), s . .. dral@s—-1) supera qua- .
lunque u, si dednce che B non pud essere in u. Sia, in secondo lnogo, *;
Y=00ls...t... <a, sicch si avrd in generale, per un certo 8y i
B=0 M6y 0y Bor =By h0s & quindi @w'may ... a0, > v; R
ma potehe, per la legge di formazione della (1), esiste in « qualche ¢
elemento non inferiore al numero @'@z- .. aya,, st deduce che u
contiene qualchs numerp maggiore di y. Dunque & & il limite supe-
riore di . e.d, d, |

~1In modo simile si potrebbe provare I'esistenza del limite infm-inrﬂ_;-:i..}
d'una classe di numeri reali (assointi). (%)

2. Hssendo o= a'ayto . . | ... un numero reale, gli elementi della
sud stccessione fondamentale (1) i posson chiamare valori decimali per
tifetlo (2 meno di 1, dj f105...) di z; mentre gli elementi della suceessione

11, (1), @aa, +1)yeve, GG10a... o (@, + 1), ...
s1 posson chiamare valors desimali per eccesso (a meno di 1, di Yy,,...) di 2.
Dal n. 1 segue subito:

Una condizione necossaria e Sufficiente affinche si abbia x>0 & che

qualehe valore decimale per difetio di « superi qualche valore decimeale
per eccesso di f.

(") Qui si pub far notare ohe fra due reali diseguali cadono quantj
tinn]arn_‘guanti 8l vogliano reali razignall.

o i rure immediatae In dimostrazione dol teorama: Condiziona
due classi (Timitute) u s + di raali abbiane lo slesso Hirite superi
quaiche n sia minore di quaiche v, ¢ viceversa,

6l vogliano reali, & in par-

necessaria e sufficiente affinch?
ors, & ¢he ogni reale minore di
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Si potra anzi dimostrare, pill in generale, 11 teorema seguenle,
nssal utile per la teoria.

Seda=@aba...0nh...>08=bbbs... by, e 3¢ P & un inlero qua-
lungue, si potra trovare un alfro intero q tale che sia

(2 hyile . .. ay = b'Ehbg " i bq + 11;'1.

Sin, infotti: a=8, ay="51,..., @z =bey, a. > b, ; po15ia by, 18
prima cifra diversa da 9 (n.1) dopo b, e ¢ il numero delle cifre del-
I'intero dato p: allora basterd prendere

g=r-+8- 13
gipeché evidentemente
- P : 10
bblbg' : 'b'l+ lU‘I{:bbjbﬂ‘ -.bq—l‘ I—Uq ——

= bbb ... Brisallrzst1)...0, << a'thas...a,.

3. Un altro teoremn semplicissimo, ma ubile, & 1l seguente:
Siano
ﬂ]: ﬂ“,lib! ﬂ"_n - (])

b]_,. bﬂ,.--, l‘!")'[1---- lE)

due successioni crescenti ma limitote di razioneli, ¢ per n =y sia
8. > by, e inoltre a, — by > ¢, essendo e un razionale non nullo; allora il
limite superiore della (1) & maggiore del limiie superiore della (2).
Potremo supporre che le condizioni a, = bn, ¢n — & > ¢ s1&n0 ve-
rificate a partire da s =1: in caso contrario, si potranno cancellare
quanti termini occorre in principio della (1) e i corrispendenti della (2)
gonza che i limiti superiori di (1) e (2) cambino. Siane ordinatamente
). e v questi limiti superiori e sia p=mmans...my...; sl sup-

ponga pol
1
c> 10

essendo » un conveniente intero. Esistono numer: infer1 s>r e

t > r tali che sia, per 'elemento & della (2):

by =m'myina, .. Me...005;
ma & infanto »

1
ﬂt}b{,_l__

108 = Wallz .. M, (me—41)>p;

dunque & A > p. (')

() 8 inveoe, essendo r un razionale goalungue non nulle, 82 pud trovare in corrispondenzh
an v tale che per w = sia a5 — dn < ¢: allorn i dimostra facilmente che fe due suecessioni (1)

& (2) nmmettono lo stesse limile soperiore,
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4. Somma e prodotto i quanti si vogliano reali. — Chiameremeg '

# el

somma (prodotto) di quanti si vogliano reali il limite superiore dells
somma (del prodotto) dells loro suceessioni fondamental].

Dalla definizione segue subito che 'addizione o ia mnltiplicaziuna-if-‘?; -
dei numeri reali sono operazioni a risultato unico, commutative e
associative. (") La moltiplicazione & pol distributive vispetto all’ad- o3
dizione. Evidentemente, infine, ¢+0=ga (© & il terinine illusorio =
della somma); o 0=10 (legge @oannullamento del prodatto).

9. Dimnosiriamo il segucnte fteorema:

Ba
"

S =
Secondoché a = P segue a4y =P+, ¢ encora, per v non nullo,

=
Y = By.
Sia D:L—_-l!rﬂlﬂ'g...ﬂn;.., ﬁ=ﬁ.b]bﬂ..., ¥== ﬂ'ﬂjﬂg...ﬂﬂ...; @ 8l sUp-

ponga, per es., a > §.
Allora si avrdy per un certo intero » (n. 2):

@hly .. otie = bbby, .. (b, 4 1);

6 8¢ 81 pone aayay...q. — 0brba ... (b:+1)=p, si avid evidente-
meute per ogmi s = :

Gy, ..8a—bbibg... b > p,
Si conclude allora (n, 3) che il limite superiore della snocess; one
a-i-e a'a 4+ ce,. .. Bl ... Qn— C'CiCe.,. 0y, . ..
& maggiore del limite supertore della successione
bt b+ ¢, s Il'blbg...bn—}—c'clcg...cu,...

Dungue o4y >~ B

Similmente negli altri casi o nel ease del prodotto.

b. Appoggiandosi al teorema dimostrato in fine del n. 2, 81 de-
duce subito i segluente.

(*) Obe sussista la proprieta commutativa, 2 ovvio. In quante alla proprield sssocintiva. os-
earviame quanto segue. Sisno i Aue real; a— @l e ey F=bbdy... bn...; |2 loro somma at g
& per definiziona i limits superiors dolla snaresaione

ﬂ'_J_ h‘p "'-"J_ + h‘#!j aEg n.d‘lgﬂ"' ﬂﬁ -r" btb’lhﬂ- L bnlwri
Mz io generaie ia Successions fondamoentale ralative al flumero a -+ g sarh un'altra sugpessions

8, I'E-I,..., H'JIIE.HI',H.“.;

I .
1pa”

H che moalra e¢hs s dus sutesssionl, come sappismo gin (n. 1), hanne lo stesso limite smperiore.

Cib posto, se 7 = €€fec «ofuyauy, 1o due snecessioni di termini ganerali

ﬂ Har# E"?]'!E- "aw a"l.'l = ﬂ'.alﬂg LN ] ﬂIl“I‘El'II’lIE‘g LN all Dp]]]]l'ﬂ '.l] '-*!:I' TE l'n — iu'ﬂ':ﬂ: s W ﬂn_l-‘ E"b’1ag i -I!lﬂ}—'-'

a0, an -I—Er‘hlbu...ﬁn-fc‘ﬂlci...:n ® ¥8E ..o+ cgey...en

ammetlono evidentements o stesso limite superiore, s quindi a -+ £+ p = (« J- ) -}- 7. Hae, eoe.
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Be & 2> 8- v, esislono valori decimalé per difetio di « maggior:
della somma di valori approssimati ir egual grado, ma per eccesso,
di 8 & v.

In altri termini, se « > -, si pud trovare un intero g in modo
da avere

E' e, .. A - b.bjbg R (b'l —'I— 1] "i‘ B [fr'q —l— 1}
Se invece & & << f + v, si avrd per un conveniente g:

" s . .., [ﬁ'q + 1] < b'b;bg . Bl b'! + £ Cils o . o -

Ciod: Se ¢ o< B-F 7, esistono valori decimali per eccesso di o mi-
nori della somma di walor: approssimati an egual grado per difetio
di § e 7.

Questi teoremi si estendono facilmente al easo in cui &« & mag-
giore o minore della somma §—+y -+ 5-+... 4§ di quanti si vogliano
termini.

Teoremi analoghi valgono nell’ ipotesi che sia a = 7 Xy X8X .. XL

7. Differenza e guoto di due reali, — Si chiama differenza di due
reali ¢ e B un numero reale che sommato con B da «. 51 chiama
quoto &i due reali @ e §, nell dpotesi che B non sia nuilo, un numero
reale che moltiplicato per B di un prodotto eguale ad a.

Dal n. 5 segue immediatamente: |

La differenza (3l quoto) di due reali, se esiste, & unica (unico).

La differenze di due reali equnli ¢ zero.

Se a < B, la differenza tra « ¢ B non esiste.

Dimostriamo che se a > B, la differenza a —§ esisie,

Infatti, nella successione

B+0, B+1, B+2,...

sin B¢ il pitt grande dei numeri non maggiori di z, dimodoche
84 (c41)>a Be e B | e=—ua, la differenza tra = ¢ § & I'intero c.
Qe & invece 8-+ ¢ <a, si consider: la successione

B+, B+cl, BHe2,... B4 (e 1).

Se qualche numero di goesta @ eguale ad o, 1l teorema & dimo-
strato. Se no, -continuando con lo stesso procedimento, 0 s1 trovera
an nomero decimale (finito) che sommato con § da «, o si” avranno,
gualungoe sia il numero naturale », limitazioni del seguente tipo

8+e<<a<<BT+(e+1)
B+ <a<Ptela+1)

iﬁ-l_c';:]ﬂ:"-ﬂﬂ{x{.ﬁl+ﬂ-ﬂlﬂg__‘(ﬂﬂ+1)

L} # ] L] " L] L] - ] - - L] L] L3 " L 3

|
- - il -
% =

T

o
'|I

-]
:-_ I
3
*

;)

[
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Ma in questo caso la differenza tra « e 8 & il numero reale:
Tzﬂ-ﬂ'lgg...ﬂn-.-- 3'1:!‘:1

Invero non pud essere 8-t > a, ch® altrimenti esisterebbe (n. )i
un infero ¢ tale da avere

ﬁ‘l"ﬂ'ﬂiﬂg . » » Oy = EJ"EJ;]E'E . oia bq C'Cita. .. Cy = MMas.,. (ﬂ'“ "I— 1] = L,

conlro alle supposte limitazioni. N& pud essere -y < u, ché altri-
menti esisterebbe (1. 6) un intero g tale da avere

a:__’ﬂ'ﬂlﬂg...ﬁﬂ }b'g’]bl---(hq i 1) II

—]— €C1ls, .. fl‘?“ ‘l— I) - ['.": “"‘ CCi€s .. . [fq _|_ 1):

coniro sempre alle limitazioni supposte.
Dunque & o — f=1.

In modo simile si prova 1'esistenza del quoto et : §, per B non nulio. - ¢
0 esiste un nnmero decimale finito che moltiplicate per B di «
o hanno luogo, per qnalunque valore di n, le seguenti limibazioni

BXe<a<BX(c+1)
BXea<a<<BXel(a-1)

-

ﬁXﬂ'ﬂlﬂg...ﬂnﬁia:*fiﬂ,\z{ﬂ'ﬂ;ﬂg”.fﬂn—[—l]

E in questo caso si fa vedere che il numero reale Y ==2'8¢s,
e il quoto di & per f.

Dopo ¢io, s1 possono stabilire per la differenze e i quoti di no-
meri reali tutti 1 teoremi che valgono per i1 razionali.

8. Potenza con esponente un numero naturale. — Si definisce come
quando la base & razionale, ciog s pone

"-E_'l]'FI-

==
o =1, at=o"u:

e 81 dimostrn senza nessuna difficoltdy che le potenze dei numeri reali
godonoe le stesse proprieta delle polenze dei razionali.

>

Segue dal n. 5: Se n 2 un intero non nullo, secondoché o =B, 8
}i« n i T
(F & =P~

E ancora: Se g > 1, o eresce con n: ge o<1, o" deoresce col cre-
scere di n. Al solito modo si dimostra poi che se « >1, preso un

numero reale qualunqgue 4, s1 pud trovare un inbero n tale che sia
a' = |1; ece. ecc.

9. Estraziene di radice. — Dato il numero reale .2 e un inlero m
non nuilo, col solito procedimento si prova che: o esiste un decimale
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finito la cui potenza m™* eguagh &, 0 hanno luogo, per qualungue
numero naturale s, limitazioni del fipo

o< g << (b4 1)™
bh™ <a<b(b+1)°

b‘b]bﬂ Py bnm < o << b.bjhg g [bn —|— 1):&

In guesto caso, posto §="0tbs. . b..... 8l fa vedere (n. 6) cho

m
non pud essere ne g >« ne Rm  g: dunque §® —=a oVvero B = f;.
10. Potenza con esponenie un nuEmero razionale assolulo 6 relative. —
de m e n sono naburali, il secondo dei guali non nulls, s1 pone

L1l n

u;=}@, o

m

- =S
:g‘_‘;

& ancora, purché « non sia nullo:

14 § m
;?:(L)?.
x

Valgono, come facilmente si vede, le solite regole di calcolo delle
potenze,

I1. Potenza con esponenie un numero reale (assoluio). — Sia dap-
prima « un numero reale maggiore di 1 e §=~>bbbs...bu. .. un nU=
mero reale qualungue. Col simbolo of rappresenteremo il numero
reale che & limite superiore dolla successione (in generale erescente

ma limitata)
ub 4 ﬂ-blh] . e mh.h'ihﬁ-' & W b'[] .

Valgono i soliti teoremi di ealcolo delle potenze. Per esempio,
« dimostra immediatamente clie essendo Y un altro numeroc reale
ha luogo Vegnaglhianza
af X ar = af T,

Per dimostrare chie &
({15}}' —- .5;."‘?"

si psservi in primo luogo che I'eguaglianza si dimosira subito mnel
enso che uno dei due esponenti, § o v, sia un pumero frazionario.
In secondo Juogo, se & Yy =C"Cog...Cn.r o) si osservi che (af)r & per
definizione il limite superiore della successione

(m'ﬂJn . (ﬂ-ﬁ)w:' pr ey (‘1 B0y 0y =
ovvero (1° caso) dell’alira identica

cr.ﬁ“, ooy !' o rflEe 0 1 e ¢, ... ({I)

-
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mentre ofr & il limite superiore della successione

EF b ap.p'l | L T ﬂ{p.plpﬂ' = p" - BB S | [b :.-:.':-' I

essendo p'pp, .. «Pn...=fY. Ma le suceessioni formate dagli espo- B
nenti di « in (a) e (b) ammettono evidentemante lo stesso limite

superiore (u. 6) e quindi anco (7) e (b) smmettono lo stesso limite
superiore (cfr. la nota relativa al . 1),

Facilmente ancora s1 dimostrano i teoremi

(B =af, (@:pr—er:pr,

nell’ipotest o > 1, B> 1, —;—:} 1.

Nel caso in cui & » <1, porremo per definizione

ar=1: (-l—)ﬁi
o

ed & facile verificare che valgono in tutti i easj possibili le note
regole di caleolo delle potenze. Si tratli; per 8s., di dimostrare la

formols
(B) = argr,

nel caso ¢ < L B>1, B> 1. 8i ha invero

g =|1: (1) | =p (o) =(8: 1) =@y, caa

12. Alle potenze con esponente reale si estendonoe al solito modo
le proprieti accenmate al n. 9; vale a dire che »° . Pera > 1, eresce
col erescera 1] e pud superare qualunique nomerp dato: menkre,
PEr 2 <1 detresce col erescers d; ¢ & pud diventare inferiore a [ua-
lungue reals non nullo. Tneltre, scelto un numere reale gnalunque 1,
s1 potrdy trovare un nn mero ¢ tale ehe sin g% — 1 <R, s 2>1; ov-
vero tale che sin | — <K se x<T1: e le diseguaglinnze prece-
dfanti sussistono a fortiori se gl posto di € si sostifuisce un numero
pill piceolo.

I3. Estrazione dj logaritme. — S¢ o ¢ B sono due reali tutlti e due

MAGGIOri o tutti ¢ dye minori di 1, esiste uno e un sol numero reale E
tale che

b ..:!':-F
1.' ;
i Iy
=iy

T 5
Fo:

et
=" r::-l"":.

=y - o =
I N S
=

P ST T
A g b -

Esso si chiama lagaritmo di B nella base “ € st scrive anche

E=lngﬁ.
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Supponiamo dapprima > 1, B > 1. Se nella succceessione cre-

scente
ﬂ-u, m1| migiii‘un‘.lii

2 un numero eguale a 3, il teoremn & dimestrato. Se no, sia & il
pii grande dei numeri della successtome minori di 2, dimodeche
't > @, Consideriamo la nuova successions

%+ 1

-1 <8 o
ngajjm ...-‘JT,ﬂ

Se in essa esiste un numero eguale a £, 1] feorema & dimosirato.
32 no, sia ¥ il pit grande dei numer di essa inferiore a fi, men-
tre o +1 > B. Cosl econkinuando: o froviamo un decimale finito
CTs .. Ts tale che p¥%3...x=f; 0 avremo, per ogm valore di n,
delle limitazioni del tipo

=< < a**
aXE < B < a:!:'{:, L 1)

In guest'nltimo ecaso il numere E=uz'm2e...2,... & appimto tale
che of =f. Infatti, sopponinme che 2% e § abbiano una differenza o
non nulla. B facile vedere intanto che potremo sempre trovare un
numero naturale p tale che sia (n. 12);

- l - '1
Iijj_z-g*-i {Ip_l_l)— uIlIIIE‘""lp =EIEILJ" 1"I'l-' (E&m — 1 ) { E-‘.’.I_[_ I (aﬁ R ]-) { E;

ma allora 1 due numeri «f e § enirambi compresi tra o33 g
ax=i%y - @+ 1 avrebbero wana differenza piu piccoln di 3, contro il
supposto. Dungue «f e B non possono essere diseguali. Sintende che
il numero £ & umco (n. 12}

Se, invece, &< 1, § < 1, esiste un numero  tale che

da cul

(. MixEgo.
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16 PERIODICO DI MATEMATIOA.

SOPRA 1 NASSINI E 1 MINM DELLE FIGURE PIANE

(Conlinmazione — v, fase, VI, anne XXIX)

7. Semicerchio e parti del cerchio. — Nel S 5 ho dato esempi di

applicazione immediata di due teoremi fondamentali di STEINER sta- i

biliti nel § 4. Ora vediamo come STEINER sviluppa la sua teoria

basandosi snl teorcma principale, relativo al cerchio, dedotio ﬂﬂ]-.';f_‘;‘__

primo di quei teoremi fondamentali (§ 4).

Comineiamo con i teoremi relabivi al semicerchio ed alle parti
di un cerchio per passare nel paragrafo segnente ai poligoni.

Trorema. — 1% Fra lutie le figure, limitate da una tinea, arbi-
traria nella sua forma ma di lunghezza fissa 1, e da un segmenio ref-
titineo G lungo u piacere, la massima area appartiene al semmicerchio
di lunghezza 1.

2% Fra tutte le figure delle stessn area, Limitate da un segmento
retiilineo G lungo @ pidcere e da un'altra linea arbitraria L, que-
st'ultima linea L ha la minimae Iunghezza se b un semicerchio,

B
B,
A
AI — Jﬂ EI
\ /
\ /
\ /
K‘H. J__v""! b,
I
g &
DivosTrazioNE. — Siamo dati un semicerchic ABC ed un’alira

figura qualsiasi A,B,C: (fig. 8), tutti e due soddisfacenti alle condi-
zioni della prima parte del teorema (beorema diretio). Aggiungendo
a queste figure lo figire ADC e A DGy, siinmelriche ad esse ri-
spetio agli assi AC ed A;0,, otterremo il cerchio ABCD ed un'altra
figura A,B,(,D,, ambedue dello stesso perimetro.

In virtlt del teorema principale (dimostrato rigorogsamente, v. §4)

1l éerchio & piit grande della seconda fignra, cosicché anche il semi-
cerchio ABC & piit grande della fizura A,B,C, vguale alla meta di

A,B.C,D,.
Lu parte seconda (inversa) del nostro teorema si dimostra nel

modo accennato nel § 6.

,,,,
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Teorsma, — Fra iulle le figure limitate da un segmenio retiilineo Y
dato a e da una Linea L di formea arbitraria, la massima area, quando oA
2 data la lunghezza | della linea L, appartiene al segmento @i cerchio
Limitato dalla eorda a e dall’ arco di lunghezza 1; menire, guando & fissala
Parea S, UVareo di tale segmento di cerchio 2 pitt eorto di tutte le linee L.

DinosrrazioNe. — Sia ax un segmento di cerchio ed al. gual-
siasi altra figura (fig. 9), e supponiamo che l'arco & e la linea L
abbiano la stessa lunghezza. Sin 8 'arco che insieme con « costifuisce
Finbero cerchio. Per il teorema principale, 11 cerchio af ba area mag-
eiore della figura isopertmetrica LS. Dungue il segmento ¢z ha area
maggiore della fignra al..

Ora supponiamo che il segmento di cerchio a2 e la figura al
abbliano aren uguale. Aggiungendo il segmento supplementare af,

” -
] gy T T :
r u v b - 3
2 Oy e T
B o 1 P L Y
e,
- Tl e

s W

ke
he

i~
S a
g

- z 'l'.
LG
e T T

Iz, 0, Fig. 10,

vediamo che il cerchio «f e la figura L3 hanno la siessa area, co-
siechg il perimetro « + $ del cerchio & minore del perimetro L - §,
cioé o << L.

CorRoLLAKIO. — Se sono dali due punii fissi AB appartenenti al con-
torno di una figura variabile ed ¢ data la lunghezza di una delle due
pwrti in cui essi dividono il contorne, allora quesia parte AB del con-
torno deve mecessayiamente essere un arce i cevehio perché la figura
abbia la massimea area possibile.

In seguito io chiamo, seguendo lo STEINER, parie del cerchio com-
presa fra n corde ogni figura Hmitata da = corde apparienenti ad un
cerchio e da n avehi del cerchio i quali uniscono gli estremi di queste.

TrormMA. — Ira tutie le figure limitate da due dati segmenti retii-
linei 0, b e da una o due lince di jorma arbilraria, la parte del cerchio,
racchiusa fra ¢ segmenti a e b copsiderati come corde, ha la massima
area a paritid di perimetro, ed il minimo perimetro a pariic di area.

Divosrrazione. — 1° Sia K la parie del eerebio e ¥ un'altra
figura, soddisfacenti tutte e due alle condizioni della prima parte
del teorema (fig. 10), Aggiungendo alla figura K 1 segment1 circolari
tratteggiati, avremo il cerchio completo K;; mentre gli stessi seg-
menti aggiunti alla figura ' ¢i daranno una nuova figura F,, 1so-
perimetrica con I;. Dungue K; > F; e quindi K > F.
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Nelle ipotesi della seconda par
logn ¢i fornira dne figare, K, (cere
il perimstro di Ny sara minore di guello i1 F
il perimetro di K & minore di quello di P

Nora. — La dimostrazione dell'nltimo teor
parie di cerchio B soddisfacente alls :
0 faeile convineersi che, nel caso del
di eevchin formaia dalle date curde
cessarin e sufficiente Ja condiziono zegnente

teo¥ema direite, per 1'esistenza della

P — {ﬁ_f_h}} Iﬂ'—- E.r

Quavto al teorema Lnverso, esiste sein
date corde a, b ed avenle I'ares dain B.

Si pud dimostrare anche che la
nen st fa dislinzions tra fizore ott

estremi delle corde lungo la circonfersnza.

8. Poligoni iscritti nel cerchio. — Si pot
teorema del paragrafo precedente al cuso d;
dr segmenii dati @, g,
ngual pevimetro o di ugusle area. Bd infs
anche in questo enso la massima area o il
tiene alla parte di cerchio compresa fra i
come corde ed avente date perimetio
parte di cerchio esista.

Ma invece di
generale voglio dimostrarlo in un eas
rimetro dato p & nguule alla somma di tubhi 1 segmenti dati:

?_]:'ﬂl —-'— ffﬂ*‘[—. - _}_ o, ,

cosicelit le fignre comparale sono dei poligoni di dati e

i oy, Upgereyln.
Il teorema da dimosirare ¢ guesho:

=

TreoRrEMA., — Fia tutli poligoni di dat{ [ati a, .
Stma area uppartiens al poligeno iserittibile iy
Dmosrrazions. — Denotinmo con K i pol
@iy Gay..uydy, ed iseritto in um eerelio C (v

Ae.... 80, La mas-
un ecerelio.
igono avente lati dati

1amo ehe 1 poligoni K e K’ sieno convessi (vedi §3). Chinmando o,
Farco di eerchio € sotteso aila corda a; ehe si trova dalla parte
opposta del poligono K, apphichiamo ai Iati «,, fMeyoo., @y di K ed1 K
1 segmenti a7, MeTa, .. . a3n del ecerchio 0, Cost I & frastorma nel
cerchio U stesso, e K' si trasforma in una nuova figura F isoperi-
metrica col cerchio (. Poiche F<C (§ 4), concludiamo, togliendo i
sagmenfl or ora agginnti, che K' < K.

ta del teorema, un'operazione ana-
bio) e Fo, di ngunale area, cosiech

= o
SE

]

=
i

-

2; evidentemente ﬂllﬂhéf .

-
A

ema suppone che esista glmeno png -
ondizioni del teoremn (diretic ed inverap), ';

pre noa parte (i ecerchio compresa fra 3

parie di cerclip cereaia & semprs unica se’ eH
ennle 'wna dall’altra facendo scorrere gli =08

abbe estendere I'uitimu;h‘

5 J-F-
g

1T

0 speciale, cice quando il pe- - %

edi la nota qui softe) e
con K’ guatunque albro peligono costruito cogli eltessi lati. Ammet-
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a e b ed avente un perimetro dato P & me--Lik
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Un numero qualndque &

ve-y My & cOmparare ira loro le hiegure ﬂi':’l

bl 81 pub dimosirare che.ui

WInEmo perimelro a ppar_-ff

dati segmenti a,, ay, ... , (a5 700

o datn area, snpposto che ,,!
. . bl i

e PO b
Ty a',-.‘_. T

esporre la dimostrazione di quesio fteoremn nel caso 5
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Nora. — Per renders quest’'nltima dimostrazione assolutamente rigoross, bi-
sognercbbe far vedere che esiste un poligono di dati lati ar, ae,. .., an deeritii-
fife in nn cerchio. Faceinmo la soia ipotesi che ogni segmenio dato ; sin minore
delln sonmuma ddi lugti gh wlied, perche alirimenti non sarebbe possgibile costirnire
nessun peligene em latl daii.

Per dimostrare |'esistenza di un peligono iserii fibile, supponiamo ehe per es. a

sin 1l pin gramle (o nne der pin grawdy) segmento dato. Preso un cerchic qna-

[ w 1 -
lnugne di ragzio B> | {ns + ez .. .—a,), conduce da nn sue punto A in una

-

direzione deferminafa (per es. o destra, guardando 1l centro) la cordu AA; ngnale
al segmento . ed anche nsella stessa direzione le corde Ade. Aadz, ..., A, 1A,
ucinali rispellivamente at segmenli we, a3, ..., #,, 2 po1l nell alten direzione (s si-
pislra) le eorde Ads, AbAq, .00, Ao d e uguali agh sressi sezmenti. Poiché per
ipniest oy < e +as+ ...+ a,, il ponto A, per R abbastomza grande si trova
(i destra) al di Ik del punto Ay, e d'altra parte gli arehi AA-. . A, e AA%W, .. A
somo minovt del semicerehio, Denotiamo con As il punle dalla ¢irconferenza dia-
metralmente npposto al punuto A e vominciamo n diminuire il raggio K. Allora
In Junghezzan del cerclie andra dimipuendo, menlre gli avebd A%, ATA L,
andranne aumentande (perché le loro corde conservany la lunghezza a,,,); quindi
ah arelt ALApA L. AAy diminniranno a fertiord, cosicche& tobti itre panii A, s, Ay
andranno avvicinandosi al punto A,.

Ovn ol diminuire di B =ono possibili solo trve casi.

1%, 11 punto A, verra a coincidere eol punto Ay prima del punti Ay, Ax. Ma,
poiché al pringipic A, era plii vicine di A; ad As, vi sara un momenisn [cipé
uun grandezza di B) in cul A; coincidera con A, prima di coincidere con Ag. In
quel memento avremo un polizono AAs45 ... A, iscritto nel cerchio ed avente i
lati dali (perche A,A = A& = @)

2° 1 panti Ay, Ay, A, vervanno nel punto Ay simultapeamente. Allora in
questo momento s1 avry 1l poligono 1serikbo AAsAg ... Ay fovvere AALASL L. A

3" 1 punfi A, A, verranne al ponto 4, prima del punto A,. Allova si pobrh .

di noovo diminnire R ed ! punii A, e Ay andranno nllontanandosi tra loro, co-
gieche in nn certo momento A', verra a coincidere con Ay, ed allora il poligono
izeritto AAWAS ... Ay, sari 1] cercato.

Dungue in lutti 1 tre casi possilili esiste nu poligono sevitte wel cerehio

cen fatk datr,

Ora voglio dimoestrare che, guando ¢ duto anche fordine del lati
(y, dAe,..., 0y, 11 poligone iseritto & waico (se non si voole fare la
distinzivne fra dvue peligonl simmesriel).

luvero siano K, e K. due tali poligoni iseritti. Rignardando una
volta IG ed unalira volta K. cgme uni parte del cerchio e appli-
cando 1] ragionamento usato nella dimostrazione del teorema prece-
dente, vedremo che sarebbe da una parte K; > K. e dall'altra parte
R:> Ky, se 1 raggl di due cerehi, nei gquali sono iseritéi K, e K,
fossero disnguali. Cosiechd quesfi raggl devono essere uguali, ed
allora K, e K. non possono esser diversi fra loro.

Notiamo ancora che, alferando l'ordine det lati «(’un poligono
iscritto, noi non eambiamo n& il suo perimetro né la sna ares.
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9. Poligoni regolari, — Lesma., — Se due #riangol; differentyag
hanno wguale base o wgual perimetro, in guel triangolo in cui, ) il
maggiore la  differenza degli angoli alle base ¢ anche maggiore i
differenza dei lati Opposti a quests,
' DiMosTrazioNE, — Se uno dei briam= et
goli & isoscele, allora in esso tanto la dif-ece
fzrenza dei lati, quanto Ia diferenza degli’; /8
angoll sono nnlle ed il teorema & verifi~
cato senz altro, G0

FIg

i ;:.F-I‘

Supponiamo percia ehe siano dati doe?;
triangoli nom isosceli ACB ¢ ADB. Ponia- "4

Fig. 11, moli sopra Ja base comune AB di tal &

che i loro vertici C e D si trovino :’L
medesima parte della perpendicolare nel punto di mezzo de]lg_f%i
base AB (fig. 11), LAl

Denotiamo con ¢. 5, Y, 8 gli angoli alla hase BEU, BED, Aﬁﬂ, AﬁD.‘
cosleehd g < Y 68 <5 '
Per ipotesi si ha-

AC+ CB=AD L DB,

cosicehd il vertice C si trovu fuori del triangolo ADB ed il vertice D 750

Y fiit
. . 1 o 5 u..:\;"
fuori del triangolo ACB. Si ha dunque o > f ovvero z< B, Sia o> R,
S1 vede che allora dev’essere 3 > Y. e, poichs v >, 81 ha:
El‘“f*(:l“:z}ﬁ,
dunque;
A 5 — 3 > ¥

Daltra parte si ha in questo caso (rappresentato nella hig, 11), £
essendo B Iintersezione dej Jat AD, BC:

AD+BC=AE L ED 4 BE - FQ—

= (A% -- BL) -H(BE+ 1D) > AC - BD.

Ovverp:
AD —BD > AC — B(.

Se fosse @<, s1 dimostrerebhe

In modo anzlogo che simulia-
neamente:

b—F<y—qg e AD —BD < AC — B

II lemma & cosi dim ostrato. Ma si vede di piu che quel triangolo,
1 cui lati ed i ey angoli alla base hanno le maggiori differenze, ha
anche il pin grande ed il piit piceolo dej quattro angoli g, B, v, & alla
base comupe. (g secondn 1] T1I° teoremn fondamenlale (§ 4) tale
triangolo ha minore aren. Si ha cos) il seguente mmportante

CoroLLARID, — Cuando i perimetri e le basi di due triangoli sono
uguali, quello di psei ; cut lati hanno differenza maggiore, ha area minoye.
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TeorEMA 1. — Fra tulti gli n-goni isoperimetrici I’ n-gono regolare
ha lo massima area.

Nel § 5 si sono dimosirati doe easi speciali di guesto teorema,
guelli ciod corrispondenti a =3 ed a n=4. Ora possiamo dimo-
strarlo in tubtia la sua generalita foudandoer sull’ultimo cerellario
a sul teorema sopra i poligoni iseritli (§ 8). Infalti basta far vedere
che qualsiasi n-gono con lail disnguall ba aren minore di un #-gono
equilatero di ugunal perimeiro, perche guest ultimo, seeondo 1l teo-
rema ora citato (§ B), & minore dell'n-gono iserittibile formato cogh
stessi labi, cioe dell-gono regolare.

Sia dalo dungue un w-gono guulungue ABCDE di lati a, b, ¢, d, e
(fig. 11). Voglio dimosirare ch’esso ha aren minore di un n-gono 1s0-
perimebrico avente tutii 1 Jaty di lunghezza «, dove:

of—+h-—p—d—e¢
&= e ¥
H

Notiamo prima di tutto ehe in un peligono convesso si possono
scambiare due lafi contigumi senza alterare il perimebra né ['area.

Fig. 13.

Infatti, se facciamo ruotare 1l triangolo ABCO (fig. 12) mlorno alla
perpendicolare nel punfo di mezzo del Tuto AC, § lati « e b del po-
ligono si scambiano, mentre I'area del Eriangolo, e quindi anche
quella del poligono, rimane mnlieruta.

Questa proprieth c¢i da il mezzo di disporve i lati d'un poligono
in un ordine gualsiasi, eonservando il sno perimetro e la sua area.

Qe non tubti i lati del nostro poligono ABCDE sono eguah tra
loro, gi trovera sempre almeno nn lato maggiore della media aritme-
tica « ed almeno un lato miuore di z. Disponiamo questi due lati
I’ uno nceanto all’altro, e siano mella fignra 13 1 lati @ e b, cosicehs:

a>a_>b.

Invece del triangolo ABC mettiamo il friangolo AB'C dello stesso
perimelro ma col lato AB’ eguale ad «. Siccome:

AB +BC=AB-+BC e AB>AB > B,
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st ha:
B'C> BC =1, BC <AB=aq,

cl108:
a> B( >5.

sieche:
IAB" —B'C: < ¢ — b,
Applicando I'altimo corollario, vediamo che:

A ABC> ~ ABC,

ciod il nuovo poligono AB'CDE ha lo stesso permmetro ma ares
maggiore del poligono ABCDE, mentre uno dei snol lati AB & nguale -'j‘;"h
ad a. Pud aceadere che sja anche B'C=2. Ma se invece & B'( Z a, di- 3

Spomamo questo lato B'C aceanto o un altro che sia < 4 corrispon-
dentemente, ed allora in modo analogo si pud sostituire uno almeno

di guesti 1ati con up nuove lato eguale ad «, conservando il per']-
metro ed anmentando 1'aren. Uontinuando in questo modo, arriveremo ¥
ad nn poligono, i cni lati saranno tutf: uguali ad «, e che avry ngual 5
perimetro ma aren maggiore del poligono primitive ABCDE. B 2
queslo, eome abbiamo visto, & sufficiente per dimostrare il teorema i}’

10 questione,

Nota. — L'idea fondameniale deli'nltima dimostraziene, cioé la soatituzionse

Successiva dei lati con aliri ngualil alla iore media arikmetica, appartiens al geo-
metra tedeseo coniemporaneo K. Sruax {vedi il suo libro: Mazima wnd minimn
in der elementaren Geometrie, Leipzig, Teubner. 1810). Questo metodo originale
81 applica anche, come fa lo stesso STuRM, alla dimostrazione del teorema di
wlgebra: 77 prodetto di n fattori positivi di Faiima eoztante ¢ massiio quanio
Littte 7 faltori sono ugnali tra lore. (Vedi libro citato, pag, 3.)

L'vltimo teorema si riforiva ai poligoni di un numero fisso di lati.
Per trovare i poligono di massima nrea quando il perimetro & dato
ma il numero dei lati PO assitmere valopi differenti, bastera con-
frontare i poligoni regolari dello stesso perimebiv, perché ogni poli-
gono di guesta specie, come abbiamo visto, & # pin grande rappre-
senignte di tutti i roligoni isoperimetric dello stesso nomero di lati.
Ora il paragone fra poligoni regolari di n e d; n—k lati (isoperi-
metriel) si pud fare basandosi sopra il seguenfe

Teorexa II. — Iayes ai “h N-gono regolare 2 minore dell’area di
unt (n -+ 1)-gono regolare avente lo slesso perimetro,

Dmostrazione, — Sul Jato BC dell’n-gono regolare ABODEF
(fig. 14) prendiamo nn punfo O ed uniamolo ad une del vertict pii
vieini ma non contigui A, Siccome AB=BC, si ha che AB > BO,

Dunque le lunghezze dei Jat; AB’ e BC sono comprese fra ¢ o b;-ﬁ.;‘.

s,
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siecchi il triangolo ABO & minore del riangolo isescele AB'O avente
la base AO e ugual perimetro (§ 3, Corell.). Percid I'n-gono rego-
lure ABCDEF & minore delb (n -+ 1)-gono irrvegolare isopeitmetrico
AB'OCDEF, il quale alla sua volta & minove dell’ (n—+1)-gono re-
golare di ngual perimetro.

Noi vediamo cosi che, quando il perimetro & costanle, il trian-
golo equilntero & minore del qoadinto, il guale & minore del pen-
tagone regolare, ¢ eos) vin. Rigunrdando il eerehiv come poligono
regolure i infiniti Juti, si potrebbe conehiuderne che cerehio @
maggiore di ogni n-gono regolave di ngual perumetro.

Ma qnresto savebhe un cireolo vizioso. lnfuths, nella suceessione del
ragionamenti i quali el banno condotlo a
tale conclusione, no! el siamo basatl sul
teorema det poligoni iscrifti, e questo &
stato dimostrato (§ 8) con l'aiuto del teo-

B B
A C
F D
E E
Fig. 14. Fig. 15.

rema principale, cicd che il cerchio & piin grande di ogn altra figura
isoperimetricn, quindi anche di ogni poligono regolare isoperimetrico.

Intanto e interessante di notave che a guest nilima cenclosione
(il cerchio & maggiore di ogni poligono isvperimetrico) si pud arii-
vare anche senza presupporre il teorema principale sopra 1l cerchio,
ma facendo nveee "ipotesi (postulato) che fre twiti gli n-goni di
dato perimelro e esiste wio Massimo.

Ed infatti quesio postulato permette, come ora vedremo, di dimo-
sirare immedialamente il primo teorema di questo paragrafo (I'n-gono
regolare @ pili grande di1 ogm i-gono irregolare), ed allora 1 ragio-
namenti seguenti si applicano senz’altro.

Sia dunque dato un n-gono érregolare qualstasi ABCDE; faremo
vedere cli'esso non pud essere il massimo n-gono. Allora, secondo il
postulato ammesso, I'n-gono regoulure sara il massimo.

Se I'n=gono ABCDE nvesse dei lati disuguali, esso sarebhe minore
di un altro n-gono con lati nguali, come si & dimostrato sopra (senza

vicorrere al teorema principale).
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‘335 ' Siano dunque i lati d; ABCDE uguali tra loro. Gli angoli A, B,
B C, D, E non sono uguall totti tra loro, perchd altrimenti .l'ﬂ-gun'f‘f
o sarebbe rezolare. Si troveranno dungue sem &

pre due angoli conligni;; @

¥

disuguali, per es, sia ABC ~ BCD (fig. 15). Tl
v Prolunghiamo i lati AB DC fino all'incontro pe) punfo O (il#7:58
. quale pud essere da una parte o dall’altra, od anehe all’infinito, se
t latl sono paralleli fya loro). Seambiamo i Jaf; OB, OC, portando ;. 2
punia B, rispettivamenge ip B, €. Per 1a disuguagiianza degli-. 3
angoli ABC e BCD nop poira B'C’ coincidere cop CB, mentre sary-

BC'= (B, BC=B'C, = BCB'= 1 B(O'B.

Dunque il perimetro o "area del nuovo n-gono AC'B'DE
oguali a quellj dell’n-gono ABCDE. Ma ora 1 lati AC' e B’ non A
Sono piti uguali, perche AC+AR e ('B'= (B — AR, Sostituendo al . ;3
triangolo ACB' un nuove trinngolo isoscele di base AR’ 8 di ngual i
perimetro, aumenteremo 'area dell’ n-gong AUBDE senza muiarne -
il perimeiro. Dungue I'n-gono primitivo non erg ] massimo, benchd
1 suo0i lati fossero ugnali.
E importante osservare con quanta semplicity sj dimustr&nn_'}f}fﬁh
questultimo teorema eq ;] teorema principale syl
STEINER), quando si ammette il postuiato @esisiensa della figura”’
massima,

T &
el e g gl = o
e ) 4 = A ety e
I
s o v & e
i 4 e
-

Bl S anhe
Rt (1 T

Limitandomi alle applicazioni aceennate de] primo metodo di
STEINER, dird qualche parola sulle Ulustrazioni fisiche delle pro~ i
prieta dells fignye massiie, y

(Continua)

Durrwy AnysaNovsxy.

—— -

SOMENTI STATICL, NOMENT! ' i i MOMENTY DI ORDINE SUPERIORE

(Continuazione — ¥. fase., VI, anno XXIX),
(8. Troress.
9 valors assoluio

dell’snviluppo T'. qd €580 parallels,

Consideriamo up sigtema di ass ortogonali, e sia w un piano pa-
rallelo al piang ¥z le cui ecoordinate sope u, 0, 0. I piani ad esso
parallelj appartenent;

all'inviluppo I, sono rappresentati dalle equa-
21001 e+ 1 =0, dove oy, a,.. . %y Sono le

Za, f-H:ﬁ”—i—- ije = 0,

— L'n™ raggio dine

zia rispetlo ad wun piane w ¢
la media geometr

ica delle distanze i r dagli n piani

radiel deil’equazione
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¥ i ' 11 Tl ._'. "1{ 1-"
ue Saadt -yt ( l) a4+ Za;=0. H
‘E-Eﬁ
Le distanze &, 5s...5, dell'origine dn questi piani sono rispeiti- 0
! D i .-.:I!,.-
}‘ i 1 LY 1 .::-'r:ll:
vamente 6= — |, Zg=— — - ... 5= — . Dungque 1 ol
'D:l EH E‘:]"I '1.'-':'-:
1 Eﬁ,iI“;ll :[ﬂ F‘i
B¢ .69, 0. b= {==T])" == =
. - " ( ) ﬂ:l IIE i oE @ iu E“I E“‘] IL‘.--'.F
i |
0SSl
|"}15!3.. E[||: - I_
"'."'1.,_:
T
a 2 '
(30) Pz}Lﬂllﬂrﬂ...Gnl. %
9. Teorena. — Llinviluppo dei piani rvispetio ai quall @ costanie "

il momento di ordine n di un sistema di punti Py, affetti da coeffi-
cienti n,, & una superficie di classe n oppure 2n seconde che n @ pari
0 dispari.

Se I, & una custante nota, 'equazione (25) rappresenia un tale
inviluppo. Supponendo per semphicita gli assi orlogonali e mettendo
al posto di & il sno valore (§ 2), tale cquazione resa razivnale diventa

T allag i 5
e SR e

# -

Py -
T
e i

=

S

L
LI
L

n'-n_f
L

g

i
i g
B

1}
[ 1o (14 o° 4+ w®)2 =Xa; (w2 4 oy'" w2’ - 1)" se n e pari
L2 (1t 4 o* - o) = Sty (nat? + v - w2V - 1" se n & dispari.

(31)

1
£ 1 2

|
¥ -
g h‘_'.;p""' L ;"_' '] L

-

i ¥

.1'__';..-'

In ambedne 1 casi queste superficie al variare di n costituiscono 'ﬁ;

una schiera individeata dall'inviluppe n®¢ d’inerzia e dall’asscluto .

£

, . Sl i sl 2 S

(eirgolo imuginavio all'infinito) contato - o » volle secondo che » & A
]

ki
14
L

pari o fﬁ,‘_ﬁ'ptll‘i.

(oROLLARIO. — Llinniluppo dei piani vigpetio ai guali é costante il
momento o inevzia I di un sistema di puntl P, affeiti da coefficienti a,
¢ una guadrica,

Le infinite quadviche corvispondenii agli oo wvalori di s costitui-
gcono un sistema confocale con la primae quadrice d inerzid.

V. — Momenti ¢”inerzia risf{ﬁtto ad un asse o ad un punto.

20. Torntamo ai momenti di 2° ordine o d’ inevzia.

D’ora in avanti rappresenteremo sempre 1l momento d inerzia ed
il raggio d'inerzia rispello ad un plano o ad una retta o ad un punio
con le lettere 1 e p rispettivamente con un indice egnale al simbolo
che rappresenta il piano o la retta o il punio.
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Cosi I, I, T, rappresenteranno i monenti
1 rugei d'inerzia vispetto al piano %, 4lly
L« rappresentano i momentki
zione dei piani z, ¥ e rispet,

retta », sce.

Nel cap, 11 e TT1 ¢ SInme oceupati
rispetto ad up Piano: in molte q
I momeunti i inergiy rispatto ad
Tali momenti d"merzia perd sj (
& piani per mezzo dei teoremi segnenli feoren

21. Troress, — Jy womento d'inerzia i un
usse € equale alle somma dei WONE

perpendicoluyi che passano per esso.
Siprenda lu retia data per asse delle z e due piani arbitrari
condofti per essy e perpendicolari tra loro PEL plunl 2z e yz.

Indieando con 4, Ia disfanza dally retin considerata di un punto P,
(%4, %y 2) si ha

d’ merzig e Py fry

rettu 7, al punto 0; L, ik

d"inerzia rispetto ulla retta ﬂ'interﬂﬂ;‘% e
o al punto comune g plano =« e allas o8

&

.
Lot

del momentj e rggi ll’inerziﬂl,{‘
uistioni pratiehe occorre considerare
naretta (asse) o od un punto (centro).
educons tacilmente da quelli relativi

ststema rispelto ad un
wte dinerzia rispeito « due piani

dy = a" + 4%,
€ quindi

~ad* =3 g+ = @y,
clof

CoRoLLARIO, — Cuando § coefficienti a,
d'inerzin vispetto ad wn asse ¢ eguale all
tangolo che ha per cateli raggi i’
dicolari gualungue

Essendo nel o

sono futli positivi, il raggio
ipolenusa di un triangolo ret-

inerzia vispetlo a due Pani perpen-
the passing per esso.

S0 eonsiderato

]5_,'. == .;;x_,r Eni ‘ II -— p_ﬁ Ern , I',.. —_ F-"E Eﬂi :

dalla egunglignza (42) s rienva |

(33)

altra

Ff1~.::|.'2 == P.'.ﬂ _F" P_\': '

che dimostra la Propriebi enuncinty

22. TEOREMA, — Por ogni reltfa dello spazig
Coniugafi rispetto ally prima quadrie

Infalti (§ 12) affinche
Prima quadrica d’ inerzia
mento di 2° ordine miste sia nullo,

Se si prende Per asse 2 Ia rella considernin o Per assi z, ¥ due -

retle ad essy Perpendicolari condogle per-ua punto O di 2, le equa-
Ziont di due pianj rerpendicolart condotti PET 2 sono

pussano due piani e ﬂ
¢ d'inevzia ortogonali fra lovo.

dne piani sjuno couiugati rispetio alla
€ nocessurio e sufficien La che 1l loro mo-

| @ cos o -+ 7 8en o —=—{
| 2 cos (90° - 2) + y sen (z -} 30%) =0,
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T

e
D s
- .
L LA

S e | ..|:.F'i 0

OVVETD

g Ll
PRI s o
i gl AN
W

( acosa—ysena=1{
| —zsena -+ ycosz=70.

a N ig T
; L.'_‘

LS

o
e e

Ny,
-

I momento misto di 2° ordine rispefito & queshti due piam G }E
| D
dunque g

o

gl

-
-

1= X a; (2 cos & -+ o sen &) (— x; sen o + ¥ ¢0S 2) s
= (08 & 8E! & {E r:lyi” — {1} r,ﬂ + {t:uEE x — E-‘-Ellg ::] > (102 :j

%

OVYEero 5
. sen 2o “_ @ AW P
(34) Je=r7 3w — I gy -+ cos 2z, Z @iy :
[ Loy

5

|
~m

:' -'."-
- 'y

Affinche questo sia nullo & necessario e sifficienie che s1a

- g |

..
& .
e T P

2 3 ax:m

5e B = g
("JL]] b L t'-l'g.i"ig —— E ”iyi

Si trovano di qu due valorr per « (che differiscono di G0 }_, i
quali danno le due direziom der man, condotti per la relta z conm-
eatli rispefito alla prima guadrica d'inerzia e perpendicolari fra loro.

e N s

#..° L LI} i
-

i

i
e i

ol o

Soltanto nel caso che sia *3

= o

S Y = (}, b !'f::?ﬂﬂ = Sy, o

i ha dalla (34) T=0 per qualsiasi valore di a e tutte le eoppie di .5

a5

piani eoningati condotti per la »r sono perpendicolari. Se ne ricavano
1 seguenii o

CoROLLARL, — 1°. Sz per una refin passono due coppie di piani
coniugati vispetto alle primae guadrica d’inerzia e perpendicolari, frdt‘-fﬂ ZF
altre coppie di pinni coniugali che passano per esstt 5010 pﬂr'pﬂmifwﬂha:ﬂ,
e viceversa due piani perpendicolari passanti per essq SONY ﬂmn‘flgﬂ!'l. '

20 Sp per una retle passuno due puo conigti, aventi ragg
(hinerzi uymn{r, futle le f:f}p'péﬁ d2 pz'mu' rm:i-ui,mf’.r e Prssane per EE-S*GJ-
sono perpendicolari. 11 momento d'inerzia rispeilo acl una bl reh‘.f;a ;
equule nl doppio del wmomento dinerzia piapetto ad wn piano qualsias:
che pussa per esso.

Infatti, essendo I ay® = B aw®, s1 ha

1x3'=]1+1_-r=211

"
-

5 Pl
e g W

b e
= h-'.‘"-::"'._-:'."'-l':h wh

F o i e

'
-'_Ll:_I- TR Ly e

ece. Si deduece anche i & 5 :
Py = 2 Px 4 .

08314 ¢
puit = pe V2. E

93 DEeFiNIZIONE. — Si chiamano divezioni principali ¢ inerzia ve-
lative ad un punto O gli spigoli di un briedro trirettangolo auto-
coningato rispeltto alla gquadrica di Binet ed avenle per vertice O.
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i
TeorEMA. — Per ogni punio dello spazio, non apparienente ad G

conica focale della quadrica di Binet, esiste una ed wna sola ternn o

et ?

=

direzioni principali @ inerzia. Per ogni punto appartenznte ad una f:_*}:; 1
atca focale ne esistono oo’ !
E noto che ogni punto dello spazio & vertice d1 un solo t.riadrdi.
Lriangolave auto-coniugato rispetio ad una quadriea quaisiasi data s
esislono perp oo’ panti, detti fuochi delia quadrica, per ciascnno dej®
quali passa una retta, debtn nsse focale, tali ehe o
perpendicolari condobli per essa, forma .
retia medesima, condotto per gquel punto vn triedro trirettangolo ﬂutu-*-'"fﬁf
eoningato rispetto alla quadrica dala. La rebta coningaia, 1'ispettﬂ'.l-"f-i,
alla quadrica. di un asse locale si chiama diretirice. 5__}'
Il luogo dei fuoehi & costituito da ire (o due) coniche detie E0=j
niche focali e |'asse focale corrispondente ad un fuoco & la tangente®)
alla_coniea foeale che passa per quel fuoco.
E pure noto che se un punto € esterno alla guadrica gll spigeli 7%
del triedro trivetbangolo auto-coningate saddeilo sono gli assi del _
cono circoseritio avente per vertice guel punto, e ehe queslo cono 3
¢ di rotazione se il punto coosidernto & an fuoco. by
Pin precisamente se Ja quad
riferita agli assi &

gni coppia. di piani
col prano perpendicolare allg:

rica & centrale e la sua Equnzinn&'}'f_%

2: q f q z q L:-'r
a+tE o=t

le coniche focali sono rappresentate dalle coppie di equazioni

o /-
F =0, B—A‘t¢—a—h
1 , 2"
y=0 F—Bta—g=I
z=10 X Y

ATy =L

Se la guadrica & un paraboloide ¢ |

A 8ne equazione yiferita ai
plani diametrali principali e al piano ta

ngente nel vertice &
9 |

T Yy

—+L <2

M q

‘Appresentate dalle coppie di equazioni
i

le coniche focali sono

x=10, q_’_p—ﬂ'ﬁ:—-p,
vl

y==A, =2z —g¢.

Y p— g q

Gli assi focali sono dunque tutte e sole le rette tali che 0gni
coppia di piani coningati condott per una qualungue di esse sono
perpendicolari. Per i] § precedente dunque, i momenti 4 inerzia ri-
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apetto a totti i piam che passano per un asse focale somo egoall,
‘| momento d'inerzia rispetto all'asse focale & il doppio di quello

relativo ad un piano che passa per esso.
Per esempio nel caso in eul la guadrica d inerzia & un ellissoide

imaginario (che & il piu comune in pratica) A, B, U sono negativi,
la eguazione della guadrica sl pnb serivere

PERIODICO DI MATEMATICA.

. s "
i~ 3 ===,

— " — b
¢ le coniche focah sono
'i'fH 3‘2
T == [}, : R i 1
nrfE —_— f_l' | et J
™ o
?‘f e [)1 aF .g I : T 11
' b — ft b*— ¢ ’
9 ks
E == [).. 1] . =] |I b | : I-_t___ 1.
o —= ot — 0

Qo a>b>e¢ la prima di queste & an'ellisse reale, la seconda

un iperbole, Ja lLerza an’ellisse imaginaria.

CoRoLLARI0. — Ogni asse focale della prima quadrica d'inerzia
gode dellr propriet che il nomento @inerzia rispetlo ad esso € il doppio
del momenio dinerzin rispelto o qualsiasi piano per esso.

24. TroREMA. — Quando i coefficienti A, Sono tutti deflo stesso segno,

il raggio d'inerzia di un sistema di punti rispefto ad una relin arbi-
o che ha per eateli

traria r & Uipotenusa di un triangolo retiangol

raggio @ inerzia Tispeito alla retla v parailele ad v condotia per il

baricentro del sistema e In distanza delle due retle. -
Qi consideri un sistema ortogonale di assi o, 9,2, che abbia per

origine il baricenfro del sistema e pel nSse 2 la retta » ed uno di

assi =, v, z ad essi paralleli che abbia per asse z la 7.

T,e¢ formule di trasformazione delle coordinate sono

‘ = -
T =b-t+u
la — ¢+ &,

deve a, b, ¢, sono le conrdinaie
+, v, z. 1 momenti d"inerzia rispetlo ai piani x="0,

4y =1 8ONO

Il.=Rar =Sa{a+ z)" = a4 SagP=0a"Ja S [ P

8 Sy - Sayf=0b Zatly,

I"'f e E ﬂ|?f|ﬂ — E 4§ {_EI‘ —r— yi!JE ——

perche =i =0, Say;i =0, passando 1 piani z' =0, 4 =0 per 1!

bariceutroe (§ 2).
ommando I'equazioni precedenti si ha

L4 I = (@ + ) Sa+ e +1,

del brriceniro rizpeito al sistema

- B - L .'l-:-
g e Vi M e
F-r - - - ¥

- i ¥
2 :
B sl il S

LIl e, A T

'
L] =
A3

=" i

W, e T, S

e ]

T

B -

- a_a
iy
b

.'\'.

5 gl
"‘-II'H-.-"'-_:'H'-:' ki BV

e --.:I|
= oy il R e

-—

L
= a
L i
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ovvero indicando con 3 la distanza delle 1relte » &

I:r — 5" €r + Ir" ’ 55

il

w " § o Ll B ] ® - "I:i_:fj‘ i
¢ passando ai vaggi d'inerzia, nell’ipotesi che le @, s1ano tutie di egnal:%
segno, 3

(36) 08—

Ly

g,

25. Trorama. — 11 momento d'inerzia rispetto ad wn punio & eguale .5
alla somma dei momendi o'iners=in i

-

Spetbo w fre piani qualungue, per- N
pendicolari [7a love due a due, passanti per gued punto.
Si prenda il punte dato 0 come origine di un sistems d’assi -"5-;"-;':'
ortogonall gualungune, 1
Indicando con & la distanza di un punto Pi(z:, y, 2) dall’ori-'
gine 0, si ha

1

II'-_'I%I?
0¥ = o" + i =+ 2",

Z il =TI 0® + 2 ffi;t‘n"ik + 2 ;2

-.[!.

e pereio

CVvero
Ig_zlx +-{"-'_I ]I-

L

CoroLnart, — 1° Quando i coefficienti a9, somo tulti di egual segno, il -

raggio d'inerzia di un sistema vispetto ad un punio € equale allu diagonale 3
di un parallelepipedo retiangolo che ha per leti i raggi d'inerzia rispetio) i
a tre piani perpendicolari fra lore due a dne passanti per guel punto, . i

I coefficienti ¢, essendo Lutti d; eguil segno, si ha

L=p*Za, Li=¢: X, L=p"3a;, L=pZa,
& percid dalla equazione precedente discende I'altra

(37) Po = ps” -+ v+ ps,

che dimostra la propricth enunciata.

2% Quando i coefficienii n, sono tulti di egai segiio, il raggio o inerzin
rispetto ad un punio & Uipotenusa di un iviengolo rettangolo che ha - 505%
per catele 1 ragyr dinerzin corrispondenti ad una retta quatungue ed RSl
at piano ad esso perpenidicolure che passano per quel punto. '

Infutti essendo (§ 21, Cor.) px Py = pss® la (37) divents
3, - o 4
LJB) P” :PI:‘_ _[_FE i
26. Trorexa. — Considerando unu

stella di piani aventi per centro
tn punio O, s

¢ 4 cuascuno di essi piani m g1 conduce la perpendicolare
per O g su esse, « partire da O, si prendony due segmenti OP, OP
equele allinrerso del yaggio dinerzia

b

P, P ¢ una guadrica,

E nota elie ogni punto dello spizio, che non sia un fuoco della
prima quadvica d'inerzia, & vertice di un triedro trirettangulo anto-

respetto @ w, il Luogo dei punii
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coningalo rispetto alla quadrica stessa; e ogni fuoco & vertice di
infiniti di guesti triedri i quali hanno in comune uno spigolo (§ 23).

$i prenda per triedro fondumentale il iriedro (o uno dei triedri)
suddetto avente per vertice il punto O; ogni piano = condotfo per
esso ha una eqnazione della forma

xeose | yeosdfzeosy =0,

L

essendo «. B, v gli angoli ehe la normale ad esso fu con cli assi;
e In distanza di un punto P;{w, i, 2) da esso e

tli = &; GOS & — Y; CUS 3 Z; COS Y,

L3

percid il momento d'inerzia Is rispeito ad esso PIATO ©
[.= S q:dt=2X a; (x; cos a -+ y; cos 5+ 2 cos y)*
i A N

R I, LN o (I
= (0S5 2 — Ul —— BOSTI il —— COSTY - (e

perche S aya= = uzw; = T amy =10, egsendo per ipokest i piam
p=10, y=0, 2—=10 coningnti due n dne 1§ 12).
eqnazione ottenuta si pub anche serivere soito la forma

I- =1, cos™z + I; cos®s + 1, cos’y,
ovvero, nel easo ehe le «; siano tatte di egual segno,
(39) D B ;:._._E 205 % ;‘.‘.ﬁ."! cos 3+ F'-I.E cos.
Sa considero l'elissoide clie ha per assi gl assi 2, ¥, 2, essendo

1 1 1
P-‘!’ ; B ' '

0

le Junghezze dei corrispondenti seminssi esso © rappreseniato dalia

i naLtone
= u T [ | |

7 a | S
'E:I'I. T '—'::"' I"',I'I == T I:.r_':' = 1

clinmnndo £ 1a lunegiezzn del semidinmetro perpendicolare al piano
considerato, le coordinaie del suo esiremo sono

z=1l.e08a, iy =1>[. €08 j, z=1l.co8Y,

e verificano 'equazione dell’ellissoide; pereid si ha
£

I (o, cos®a + " 08’3+ pa cos™y) = 1.

Confrontando gnesta equazione con la (39) s1 ba

(=

|

]
7
come volevas) dimoslronore.
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o

DermvizioNe. — Chiameremo Vellissoide del teorema precedenty =@
ellgsoide della stella di piani O, o ellisspide di Poinsot. i
CoROLLARIO. — (Ui ellissoidi di Poinsot in generale non somo divh

rotazione; sollanto quelli corvispondenti ad un fuoco della prima que-5

™ . [ v # - = .',!' Ei "'_'.'__:
drica d'inerzia sono di rolazione, e il corriapondente asse ¢ la iﬂﬂyﬂﬂtﬁ%_ r_.f-j:.gl_;.
i guel fuoco alla conica focale che DSSE per esso. B

Infatti ogni fuoco & vertice di o friedy triretfangoli noto-conia- 7
gatl rispetto alla quadrie:

t (1 Binet, ed aventi in comune uno spi- =}
golo che & la tangente in quel fuoco alla eonica foeale. Tuiti questi:;
triedri hanno per spigoli una terna dj diamefri coniugati rispetto
all’ellissoide deila stelln di piant O, la guale percid deve essere ﬂiffji;é
rotazione ed avere per asse dj rotazione
1 triedri suddetti.

27. Trorens. — Considerando una stella di vette ool centro in un’’

punto O, se su ciascuna di esse i prende un segmento eguale all’in- I:*?-.g, ;
rerso del raggio dinerzin relativa o guella retta, il luogo deali estremi R

costifwigee un ellissoide coassinle con quello corrispondente alla stella -3
di piani,

'-"'-."': -'l'-r".
R Y

- .l"ﬁl-| ot

lo spigolo comune a buabt /.

Infatti se una retta » fa con gh assi @, y, 2z gli angoli g, By ¥ il

e ™ & 1l piano perpendicolare ad » in un sio punto O, per la for- 34
mula (56) si ha 4

PTE o P“E — O 9
08814

Pr = po" — (ps* cos®2 4 p,% c0s®3 P cos)
= po" (c08"x—- c08®2 | cos®y) — (g=" cos*a—-p.° cos’3 - 0« COS7Y)

= oo’ —p=’) e0s™ +- (po* — £.%) €08%3 + (02— £.%) cosy,

ossin per Ia formula (33) del S 21 e (38) del § 25
{40) 0y = Py’ COs e - Cun COST | G5y COSTY.

Ripetendo la dimostrazione del S precedente, si vede che, se si
considera |'ellissoide che ha per assi le rette z, ¥, 2, essendo le lun-
ghezze dei gemiagsi corvigpondenti rispettivamente eguali a

1 1

)

Cvs Pzx bxs ’

il semidiametro disposio sulla retta » ha la lunghezza E"]—

Dermizione. — Chinmeremo 'ellissoide del teorema precedente e g

eilissoide corrispondente alla stella ai retle Q.
28.  importante osservare le relazioni che legano: i semiassi
dell'ellissoide corrispondenti alle stelle di piani O e i semiassi del-

ovy

Ces
or
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issoide corvispondente alla stella di reite O. Detii &, b, ¢ 1 primi
I, ¢ 1 seecondl abbiamo trovato

[ﬂg'"'_— 1!] ' bﬂ= 1'! ' cﬂ= 1! 3
l i 1 ” 1 ~ 1
= — = " __ :
T T et pa s C T ettt
Tero
9__1_ E____l_ ﬂ_i
lp:——aa- P"_bﬂi Pﬂ_ﬂil
1 . 1 " 1 1
PES pt=", B Te=3@, P TPE—
Se ne dednce
| .
a* v e
O
e T o gl
I
2 i N R

Percio

1 1 1 1 1

SRS WA T S

1 i 1 1 1

T 9 (Il s E?‘f‘ 1:"")'
11 (1 .3 1 )
BE a1 2 uva I biﬁ ﬂ.ﬂg

Se per esempio b=g¢, & anche ' =¢ e viceversa.

CororLARIO. — L’ellissoide corrispondente ad una stella di relle di
tiro O non & in generale di rolaziong; soltanto se O & un fuoco della
ima quadrica dinerzia, Uellissoide swddetio & di rotazione ed ha per

s¢ la tangente in O alla conica focale che passa per quel punto.

(Continua) G. Lazzerr,
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LA SECONDA IPERSFERA DI LENOINE 8

[l

L]
LR

pel pentaedro di ugual momento di 8,

l. Trattando in altro artieolo (‘) della prima ipersfera di LEHDIH’E;*_
pel pentaedro di nugnal momento, trovammo una famiglin, dj iprm's,fﬂrf_i‘}d
definite dalie eguazioni: A

Lyg = Mg = Ty = 215

il
1
-— 11: — I —— -F )
Irl-g 13 2: 25
1 1
—— — A3y = Tz
(1;] -’fm fﬂ’sza o =
1 1 1

1 1 1 1

. o
g X ag & as L

2
=l

che chismammo prima famiglia delle ipersfere di Tuexer: di questa s
> #4s . - - A -
famiglia faceva parfe la prima 1persfera di LEmoing.

Consideriamo ora le equazioni:

r ¥ # .
i1 — ¥i13a— P14 I 15
1 , ,
__:'I:EEE::TB-I.:&.E

Ly
1 1 , .
— — ;]} q — T =
(EJ Ly Loz . 8
l 1 1 ;
= T e =—Jr | 4
L1 ﬂr:_:.: -1.:,' |
i 1 1 1
2in Tay, XTns AT

Viene spontanea la domanda- definiscono anche le (2) una fami-
glia di ipersfere? '

Bisogna per questo ricordare che posto 2
(2') [ AI Pﬂ; . Plk Ak — T (;‘t,‘fik — _Erm) .
l .A.j Qik b Qik Al: = Tk {mm :'Iki,l' LS

colla convenzione che I'indice ¢ sia minore dell’indice &, le equa-
zioni che esprimevano le condizioni pecessarie e sufficienti, percha

(') “11 pentasdro di ogual momento nell’S, e la prima ipersfera di Lrymoisz » [Feriodico di
Matematics, anno XXTX, fase. TV, marzo 1914},
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i punti P e Q fossero sopra una ipersfera erano:

lio*
[(;rm + 1) (ze+1)
bis® @y E'zs les® @gs ooy
(B +1) (a1 1) [z 1) (ﬂ-'*-a:i +1)
s g3 T 93 T3a T 24 _39.45 Tog Tgg Ty T

(1) (Pu+1) [ﬂf’ﬁ + 1) (e — 1) o

i A Il'! % & 5 .".- } . i, J K ¥
i - = s -_ i P (o (o o
e L > o : E. R e

(@) lo,® iPon T'os Tgs s
C{rm1) (@u 1)

EEI o .1-2‘1: Tay Xy Tasl 7> Elig;',_ Ton T'eg Toy Tat Tan Ty
w1 s +1) — (st @s+1)
(3) I Ton 233 Tas Tos Tus X 45 bis Tea T g T Ty Tag X g *
T st @Es+) T e FD e+

!

I ' 23X 13 = Lig :?'15 Xoe T 2a %g
g T 15 = Tra T'12 Lyg Tog Toa X'y

Lin iFJrr, — o R'llg =g J'i'"g-:g Ty ﬂ’"ﬂ.j T -1"1:.
P T =T L Tul

X .I:riﬁ — o3 .nga Lgy T Fa; Tas T in

Pgp X a5 = Ly T Tas T iz

Lo

purche fossero soddisfaite le condizioni esposte nel mio teorema fon-
damentale.

Se prendiamo ora a considerare le (3) e v1 faceiamo le sostitu-
zioni (2), vediamo che le (3) (b)) risultano identicamenie veriiicate
stante la loro simmetrvia nelle z, 2" e 'esser esse medesime 1dentica-
mente verificate nel mio precedente articolo per sostituzione delle (17).
 le (3) (@) conducono per 'accennaba simmetbria alle formnle (20) del
citato arficolo che riportiamo qui solto:

a1 — f““,r;:"‘ | 1'];
e -}-1= zm'{;:%. '11!_
(4) C ap=t =, vli
s gl = s .!;:m 'fli
t: 1= L z;:”f’ : flf .

In esse A & una funzione simmetrica di secondo grado nelle {:
al suo vaviare si ottengono le ipersfere della seconda famiglin di
Tucker e fra gueste si trova la seconda ipersfera di LEmoiNe di cul
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ci oceupiamo. Le formule (18) del citato

vaio se avessimo svolto i procedimento

pentaedro al gnale e riferiamo & di
Cl resta & trovare i valore di }

sfera di Lemoinz: cip sara fatto
2. F subito visto che

articolo, che avremnio t.r';
» €1 avrebbero detto che il
ngual momento, bﬁi ;
che individua Ja seconda 1per-~ 4
nel paragrafi suecessivi. E

‘5] Iz, (AI Qm] = bz . (A, Q:a] =y, (51 Qu) =1. “:‘ll Qm)-

Cio visulta subito dalle (2') e dalle (4

). Ma allora la ipersfera cjp. R
coscritta al pentaedro si potry

pensare come la corrispondente dj up
1perpiano parallelo all'iperpianc tangente in A, nell’inversione che

ha per centro A, e Per potenza uno dei qualiro prodotti precedenti.
Di guesti iperpiani parallel] all’iperpiano tangente in A, consi- "I

deriamo quello che passa per 1l punto di Lemorng del pentaedro dj

tgual momento e chiamiamo D ;] corrispondente di questo punto K

nell’inversione. Per mettore in questa ipotesi basters prendere come
potenza d’inversione

(A; K). (A, D),

Dobbiamo tener presente che D si
al pentaedro,

Congiungiamo ora i] veriice A, col
traedro di ngnal momento AsAgALA:: la conglungente passerd per K, .
Il teorema di Van Anbel esteso al pentaedro o permettera di eal- 58
colare il rapporto secon do cui K divide A,K,. G1'iperpiani che proiet- e
tano K sugli spigoli useent; da A, dividono questi spigoli

.ﬂ.]ﬁ.g Alﬁ-ﬁ Atn‘jl Al-ﬂﬁ
rispettivamente nej s pporti:

trova sull'ipersfera ecircoseritia

punto di Lemomwe K, del te-

Ce ff!l'I ﬂli _ﬂ_s.q_'
El_‘ 'r?‘i E I_'.',]"I ; :.I.
Per em sary n
(6) LK _ ol +o' ol opf .
IS ]3'_1 = e - _ &

Va ricordato che per le (10) dell’articolo citato &

CJH_—-Zg,zﬁ:Jﬂ.Eaﬁ:Ea.zﬁ

ﬂaﬂ'—‘- Eru . z.us — Ju . I.‘E: - Jaa -315

€ cos! via,
Dalla formula (6) segue, ponendo
S= Eiﬂ‘j‘
() AK)=Tedelfat )

€ cosi I ricerea di (A:K) viene a dipendere da quella di (A,K,).
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3. Facclamo qui una parentesi e riferiamoci per un momento al
tetraedro 1sodinamico A,AsAzA. dell’articolo segnato in nota (*) con-
servande le notaziom in quello usate e osserviamo che la potenza
di K nspetto alla sfera eircoseritta & data da (A;K). (KD). Ma

| (KD) = (A,D) — (A/K),
per cui sara:
p (K)=(A:K) . {{A,D) — (A;K)} =
= (A,K) . (A,D) — (A, K).
Ora la (19) da
3p” .
SU]

e le (B8), (18) dapno:
(AKy=3% {220
1 SE l G[E 4

e quindi:

.8 [ . sp' | &P®)
PfK)— 0,2 'lF* e so,° |
3 . 91 ll’: SIP]E-
T otz | s (5—3) sm“}
3.8 [p'. R : 8P, 1
_U 3 l o l 5512 J
3.5 fp.PY  5P°%)
o E“b‘; l 4 I U]E J
. 3‘]1 P]z [p_‘ | H]IJ]E]
. I l 4 o ‘
d € p.l ] ;
PIH-SE_ ‘1 : 1
per cul infina:
| 3 o
(&) p[I{]z-B—,i—_.

La parentesi & chiusa,
4. Se applichiamo la precedente formula (8) aila ricerca della

potenza del punto K, rispetio alle sfera circoseritta ad AzAzALA;,
troviamo per essa |'espressione

3 {313
9 —.
9) o
dove 2z mppresenhﬂ I'espressione:
(10) {?sa leavlas -l o Dot log o B o Bus —HBou . Bes . Ui ).

() *La terza sfera di Lemorve pel telrsedro iscdinamieo o di ngual momento ,. Guesto ar-
ticolo deve essere puliblieato nel Bofletiine di Matematica del prof CowTL

2
%
%
-
L
1 i
- ._: 1
I
4
3

o}

2
.L

te
13

E =
i
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.*:, ]"‘I . . o = 5 “': .,-'-.'E{:: bk
“8 Ora Ia potenza di K, rispetto alla sfera circoscritta ad A;A;.A‘A‘g;gg-
5 ¢ anche data dal prodotko (A,K,). (£,D) e allora dalla relazione TSy
(AK). (KiD)= ¢ . 5%,

" 3 o 1
8 2¥ (AR’
Questa formmla ci fa conoscere (I5,D) una volta noto (A;K,)

!

K siccome &

_ . 6”1
(D) = (AsK) + (K:D) = () + 5. . 1

(11) (K.D) =

la potenza

(A:K) . (A,D)
verra data dalla formula

=2

e —- oy - a; - 9 3
(AK). (AD)= 2 L alT o fagy+d v )=
(12} \
_LuJ -ys O G|

posto per brevita

Y . &
E;[:b—bl.

Ora per una formula trovata nel mio ar
sfera di Lemomng &

g L ] | o
lix" ¢ . 6 =P,

Da questo segue che ogni Ly si
della formula

ph
(13} lIE"il--: - {,is ) ﬂhﬂ ’
Facendo uso di questa, Vespressione di 2 diverii:
1 [ ﬁlﬁ plﬁ ,pJE: p'lﬁ ‘t
3=f‘"+441r444 444‘]'_¢44—'
4 l{-g e Gy (o Oq Oy Ca €4 Ca Cs 03 (g J
(14)
Pm N - 2y -+ e, ~1- ) Y
—_— 4 . pﬂl 4 ) pﬁ ¥
i c¢osl si trovera
3 '-'?15 3 513.15-}3”1 Glpm
13) 8@~ 8 .o — (7
per cut la (12) si potrd serivere:
C . .1,°
(1'6) {AIEJ{A!D =‘T1-I(A|h1)2 } S fl ]
> l. Cq J

ticolo sulla prima iper- 77

Puo esprimere per le ¢ per mezzo

1FE
el
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Siamo adesso ridotti alla ricerca di (A;K,) e a quesio scopo 8l
presta benissimo la seconda formula del teoremsa @i STEWART per
Yn-edro di Sq_i, che abbiamo dimosfrato in questo pregevole glornale.

Poiché i verfici A;AzAsAsA; del nosiro pentaedro di ugual mo-
mento sono cariehi di masse e ot st 0 o', 1a formula & eul allo-
diamo dara:

4 & . & |
éa a L& Ca s ©5
Ilgg—i"l—imd-_?_,_luﬂ-_i_i_ﬂl& s &
{A I{ )g — i 1 £y il_.
e o + o5t el 4 o5
N
¢
‘IT) 1 d. 4
4 .4 4 4 i, 4 oy
E ﬂﬂi"ﬂs L7 s Caly ! o 02 Cp —I—I a5 CL | ﬂuﬁﬂgf:, | Ersﬂiﬂ:
28 ey B | el {._Iﬂ R o1 B 34 3 g | i P T o)
o | & o, & }
l l‘:'r]!t ﬂl* G;‘ ﬂli

Esaminiamo separatamente ciascuna delle due frazioni del secondo
membro della (18). Quanto alia prima essa pud scriversi:

'”:Iﬂﬁ 1‘--"'::"r + Ilan &y '}:u51 &y —I— 3152 t'-'shl] L‘1‘
& . U
1 .

ovvero per Ja (12) L

E;‘ = Cr_

Quanto poi alla seconda osserviamo che soppresso il ¢,* & lenuto
conto della (12)) essa diventa:

6.p" ‘ | ’
C,"
La (11) potra quindi seriversi brevemente cosi
| 4p1u 6p*
(18) (AB,)' = ==

Qoetituendo ora nella (16) i valori dati dalle (15) e (18) okterremo,

dopo le semplificazioni:
431}]“
(1Y) (A,K) . (AD)= S o

5. Conoscinta cosi la polenza d'inversivne, & facile calcolare 1l
valore di A. Invero, dall’essere pgr le (5), per esempio:

10

y

o’

o,
J12 . [AIQH} =as S :

segue per le (2) e (4)
e pu: .

lag J
[20) fu 513 | } A= Sﬁ]i

k. 1
= Ty =

s S

r

o B e
-4 T

__r_'n.‘\- L=

w1 AT -
S Ty W e ;e
= 3 =
S - e

e

=T

o A -:'Iﬂl'.

"
e it e L =LA S LY
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e ‘ E' pu_iuhé per la (13) il primo membro della (20) pus “';
AR riduzioni fate, -
b — p° 1o
250 T g
f" yl 6’ 'é- A
S la (30) diverra:

3 I/I p° _ 4. p®

- ) I‘L‘]' S . -‘fr'1'l

da cui si ricava

= _E'j . E’_m
(21) }/1-.4.8, J..Hlﬁ.s,,

espressione manifestamente simmetriea e di secondo grado mella I
Tenendo conto di guesta espressi

one di A le equazioni (4) si posi
tranno secrivere- e

1= 4 .Scl‘
1=y
(22) ,{I;}]_d'-:c?
,-_"':.'-- ' a4 1= ; ‘ = |
[ 412 41.* ;
| et ivems diw:

“ Se per il punto di Lemorze di un pentaedro di ugnal ;;
“ si eonducono gli iperpiani paralleli agli iperpiani tangenti nei ver='

i

“ tici alla ipersfera circoseritta, questi iperpiani segano ali spigql_i;
* del pentaedro in 20 punti appartenenti a un'; persfera di m;
© zioni (22). Questa d I'; persfer

a seconda di Leynomg e o parte delta %
" seconda. famiglia delle ipersfere di Tuoxsr (2) 0 (4) & vorrisponde B
- al valore (21) del parametro 3 -

Facciamo vedere che i tetraedro

infatti, per esempio:

¥

o R
TR L T i
] . oy

o R i e 3 It e

Q12 Qm (14 Qlﬁ & I'Egﬂ]ﬂ.i'E. Si h.ﬂ. _

A
|'.fi"'_

. .'-_ |_'_'
" " i
el bl T
Tl ~

P L

(QuQia)" = (A,Qp)* + (A:Qi) — 2 (A, Qi) - (A1Qu3) cos AgAA, .

Ma &
4
(AJ Qm) — ‘Hu EgT
(-ﬁt Q: 3) — 4:513 . ‘%]'

. .2 — -8
Jcos AgA A, — b — b
* lig bia
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per cui sostituendo e semplificando:
b

14
(23) (Qie Qus) =4 . g "

Altri quatbro tetraedri regolari esistono e li lasciamo Ticercare
al buon lettore: essi hanno il lato misurato dalla (23).

E. PiecioLl.

L'EQUAZIONE INTRINSECA

defle curve che giacciono sopra una ipersuperf. cilindrica di rotazione in S,

Prendiamo una enrva C dello spazio (lineare) con # dimension
S,. una curva ciod che possieda n— 1 raggi di curvatura RiRs
Rs... R,—s. Indichiamo con

(Iu, ST PO ﬂlu], {ﬂﬂtr g9« ﬂﬂn)---(ﬂpl ﬂpz--.ﬂpn]---(ﬂﬂm, EIIH--'ETID]

i coseni direttivi della iangente, normale principale,... della (p—1)-
normale,... della (n — 1)- normale rispeitivamente e chinmiamo
2:%s. .. 2, le coordinate di un punio generico X della curva C, ed
Yi¥a ... Yo quelle di un punio fisse Y dello gpazio, punto che colla. di-
rezione :fq...ct, individua una retta a dello spazio medesimo.
Limitandoci per brevitd allo spazio con quatiro dimensioni, do-
podichd V'estensione agli spazi di dimensione superiore non offrira
difficolta alcuna, prendismo a considerare il seguenie determinante

del quarto ordine:

2i— % Ng—TYe Ys— Yz d3— Yy ‘
iy (o [z iy .
(1) mp= (Mg = — M:i)-
Gyt oio iz @4
OiEq L 7§ Oly: 4

Quesio determinante rappresenia quello che si chiama momento
dell’ S, principale della curva determinato dalle direziom i-esima e
i-esima useente dal punie X rispetbo alla retta a.

Se teniamo presenti le formftle del sig. BrungL, che sono l'esien-
sione delle ordinarie formule di FrRENEI-SERRET:

dﬂ” s Xas dﬂg; £ aj r &%
dﬂ H.] ' s _H-:.] _Rq :
tfa;;, O 44 e £ dT-ﬁ &ai

s T B-a Hg‘ (s Rug

W
A

Pk 7

e e
. 1

& s
TN - e

.-
L™ s
£ ] o

h ,'::" et
g

T

e

i

2 S

o
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¥

fi

dove s indica I'areco della curva a parkire du un’origine determinata; iy
troviamo, ricordando la regola di derivazione dei determinanti:

r
ik
L

]
§m
¥

d'nu Mqa [-?Iﬂﬂ fnﬂrm Wiay
—— . ——— S = |r CO8 Hi
(s R, ds R, Rs
Ay g Mas Mhe | Ty
(E] ds H_‘[ Hj‘ L Rn !
dmf,], m[fgra | ’"m ﬂh i
| c0s by
as Ha _HE H:
ﬂ?ﬂlu iy iya lf:l'l]]'i;_; ﬂi"f;g; f os f
els - R1 R; ! ils Hﬂ - C ’

dove con f; si indiea in generale la misura dell'angolo che la dire-
zione positiva della direzione principale i-esima della curva forma. /28
colla direzione positiva dell’'asse a.

Si vede ora facilmente che Ja somma de quadrati de’ sei deter-
mtnanti (1) & nguale al quadrato della matrice:

T —U To—Ys T3—yYs T4— Yo |
Af (ra Uz €y ;
. . ™ r ‘;';r‘".-" Pl :
ossia al quadrato della distanza del punto X della curva dall'asse a:
81 ha cioe: e
(3) Mig” = Mys® - My - Mg - w1 ® - et = d®

¢ stando a rappresentare questa distanza.
Derivando la (3) nell'ipotesi di d costante si trova, tenendo pre-
sente le formule (2):

O e——

(4) M2z COR Bs — 2y, OB By~ 14y €03 o= (.

Questa relazione b soddisfatta per iutte e sole quelle enrve che
appartengono ai cilindri di rivoluzione a n — 1 dimensioni di S e
Facciamo ora una seconda posizione, poniamo:

N, = ity cos By 4 mys cos By 1 Meq COS My
(5) Ny =ty €08 By ~}- s coB e 1+ M2y cO= By
Ni = miq cos 8; - ey c08 B, - Ny cOs B,
N = mgs cos B, 4 My o8 By +— »ya cos f;

Tenendo presenti le formule di BRUNEL si riconosee subito che N,
NaNaN; soddisfauno al sistema di equazionl differenziali;

dN, Ny | .
ff.? :R]_ ] EEH Bl
fi‘Ng N! Nn

s — 1. i —+ cos By . cos By

dNE EE Nl
s — R, R —cos 0 . cos H,

adN, Na
ds — =, ~+ cos B, . cos f,

(6)
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Qe in queste formule facciamo N, =0 — cib che corrisponde a
supporre che la curva di enl si tratta sia sopra una ipersuperficie
cilindriea di rivoluzione S: — troviamo successivamente:

N.=— R, . sen" b,

{i T
[T} § Ng = {—— ﬂ?SE ; cOs {'.'1 . COS Bg} ; :Rf.-
N,q, e { i: ﬂ,S'H COs Ell cOS Uu } Ba.

s infine. eliminando le Ny, una relazione del tipo:

£u(s) = Ay cos® by -+ Age cos™be 1 Ay cos® Oy -+
[B) —i—-ﬂ_:,;ﬂ{}gﬁﬁ*—{—_“—i—ﬁl,u_———ﬂ

essendo le Ais
R.R; e delle loro derivate ris
Derivando Ja (8) rispetio ad s troviamo una relazione:

(9) fﬂ{ﬂ] — .Pl.ﬂ CQEH [Ch + E'ng EDHE Dz 'Jr i + ﬁg .11 — 0

dove anche qui le Ay sono fanzioni di RiRaRs e delle Aj,,

Proseguiamo la derivazione fino a frovare un

forma (B) o (9): gueste pguazioni saranno 0IMOgenee, linear: in cos® by
annullarsi del determi-

cos®0;...1, e Ia loro coesistenza richiederi I
nante dei coefficienti. Si ha dungue:

—in numero di wundici — determinate Fanziom di R,
petio all'arco s, facilmente caleolabili.

dici equazioni della

* L'eguazione

(10)

Jéﬁ]'.l""l All-ﬁ"r-é-t.‘.-ﬂ
— espresse le A per le R,B.R, — rappresenie Ueguazione intrinsect delle
curve di cui si tratia ..

11 procedimento seguito per ln dete
trinseca delle linee giacenti sul cilindr
di S, ¢ manifestamente applicabile alla ricerca
seca delle linee del cilindro di rotazione a (n —

rminazione dell’ eqnazione in-
o di rotazione ad dimensioni
dell’equazione intrin-
1) dimensioni di Za:
. T nt -+ 2
1 numero delle derivazioni occarrenti divenia allora — 5 '

Lasciamo svilupparlo nl coriese leliore.

Engico PiocioLnL

¥
|
A

-

] ;:

i

- "

" foa L
e | e 1 S L T e e

=
Wi e

e
T S T

“.1-‘_- L"__f‘_"lal-
T, e ] " e

- )
._"‘_.I'- o

by .'-‘-_J".'.'I'". I. v = ~ §
N s o TR vttt 11w iy 1 e g ) ¥

" wm
1'...".-."“"*

-

=

ok

¥ e
B e ey

¥ - -

i i el e
T e g -

A Ny, il St

i
T
T

L )y
T e i
o W -"'-':'_-Lr'_-l-':-'-.._.q.—.
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gk 1 1 Th-}-1 ”’L ’”
LA RISOLVENTE DELLA EQUAZIONE Vs +75 + 4 = o500

Questa Nota & 1) risnlfato dello studio della ' ticos
lare 4217, pag. 201, vol. XX, anno 1913 dell’ Interm
TEoREMA. — Ig4 risolvente della equaziome irpq

-

edigire des Math,™
Efﬂ’fﬂﬂzﬂ | '_.-:.;E
k-1 "1'1-,*_—]— k41
VA4 YBLyC=0

e la equazione

(5 )= L e ASB2OE8 __ o, %+ A Bk~ AL |
ooy ABCRESA — g%5 49 (s Ay AR g al TR .
oL _I_ [ l]k-i-.l O3Bt e ™ [M]k AB(F1—g (E) )

it CUL @y, gy ..., 2 S0N0 i coefficienti

2k -1 (28 4 1) (2k—9) (2k 1) (2k — 3) (2k — 4)
! i 1.2 ' 1.2.8 e
della identita i Warine o
¢+1 1 a1 2641 1
=t =S gy
26~41) (2 — 2 o e
R L T (=1 @) (o)t () 8

£y
k]

Dinosrrazions. — Powmamo nelln (W)

T4 y=—z e s ha e
mﬂk—f-! + yﬂkﬂ-'l E-"E]Hl . alzﬂk—j .Tl"uj," __]_ D’gi::ﬂ“_" mﬂy!!___ mﬂzﬂ:—ﬁ iUsj-_?B + A

_..—J—{'—l]hmk;‘r‘ﬁy“:—- (). (P]
Ed ora in questa facciamo dapprima
2k4-1 Th1 2k+1
x=VA, y =1YVB, 2=YC
e si ha
2k -1 | |
A+ B+ C— o YABCE Lo, VABIC™=3 — o, Y ATBOR S

Tik-p-1

voe T (— I ax VAXBEC — 0,
e pol nella stessa (P) poniame

-t Ek-{-l

e=3A  y=w|EBTS, -, Vigee
€ s1 ha la (B),
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APPLICAZIONL — Per k=1, 8 s1 =3, as=...;a=0 ¢ la risol-
vente della eguazione 1’1_1 = ?E - ;“E =0 @
(EA) — 27ABC =0,
Por k=2, b 23=>5, aa=25, va=...2x=0 & la risolvente della
equazione {fﬁ + ;’]_3 - ;’E= 0é
(SA)° -+ 5°ATR*(C — 5°ABC? -+ 5*'ABC*ZA — S*ABCZA = 0
che si riduce allaltra (trovata dal eb.me prof. D'Arcas, loc. cit. 1nt.)
SA)— 625 ABO[(SA) —5IAB)=0.
Per k=3, s1 ha r:n———?_, ﬁ".‘:|=F]-.|:, :::-,:=7, ge=—...—a,—0 e la
risclvente della equazione }‘/E - fT—j -+ }"’Ez 0 &
(BAY 4+ 27.T'A*B*C* — T'ABC" + 2. TTABC*SA —
9% TPABC (SA) | 2°. TPABCT (2A)' =0.
(JUESTIONE. — W noto il teorema: Se « & una radice reale della
eguiazione

3
{? 1)“ — 2ififsfs= 0
ed & verificata almeno una delle disuguaglianze

fi (o) = fo () + Fo t2),

z & radice della equazione
. g 3
Vf:l + Ve + ff_a= 0.
(V. Supplemento al Peviodico, a. I1, pag. 17). Ora 10 propongo ai Let-

tori del Periodico la ricerca di un teorema analogo per la equazione

k-1 k-1

)Ff.-_fl —’— 1f- .—“:;l s =0.

G. UANDIDO.

& -

14

SULLA EQUAZIONE (1) 2a’=y

1

F
Lewma. — Supponiamo che si abbiano n binomi o B2 e che di
questi almeno due ‘possano prendere la forma a;* - b+ ¢°; nllora la
espressione

(2) (® + B1%) (&® + B2 o« (o” = Bn),

si pud mettere sotto la forma I g
1
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[} numero % si pud serivers uguale a 2L} 2L 1 1 9k iy
secondo che % & pari o dispari 2;+0 od =0 rispetiivamente,

Suppomiamo che % siq pari e per fissare le idee, supponiain
=244 2% allora Ja (2) dy :

ay (a2 + 8%, ., (ey® - B,%) L

Ora la espressione

I'Jl']E ['Zﬂg -L ﬁeg) - s {1112 “l_ BHE_L

(7 B .. (2 4 B.,2).

&)

81 pud serivere

[2'* - BY9. .. (x5 832),

iy S ﬁ
& questa sviluppata da 3 ¢i". Analogamente si procede per ,

Vg

vare _..T ¢ dalla espressione g (zxe” L 2% L (e - Bu’)-

Supporiamo che k sja digpari. Evidentemente pet ln ipotesi fH.Lta,g

8& k=23 si prende I'unico binomio =,f L g =a"4b*+ e 6 la ES;)I’ES-:%
sione ridotta g quest'ullimo fattore & la somma di 3 quadrati, Sq
=25, i ha .- Wi

T

i
-
-
[

(2% - z%) (ar;° -+ b - E'zﬂj' i [ b~ -+ ¢.*) —f— 52 (trjﬂ —+ b;® = &), _{ﬁ" | 7
= 5° (2" - EIEJ - B (" - bi* —+ ::*12}1
= A"+ A AP A2 A g

-

Tar

it

=

e W

e ki

a8 allora

al—3

[':':15"’_ Blﬂ) e (EII:E + :BHE,]' (ﬂni_i' E*ng] == {l'*f:u3 -+ &5" _I— {!EII] IE‘;U,-?,

2l ==3

=l 5°) '}: P+ (i par—1)® -
+ '.’l’fn Pay hj)ﬂ (r:n pn_l:jg,
214

0ssia in totale X g2 ed i Lemma & completamente dimostrato, o
1 4

Uld premesso, per affermare che la (1) & risolubile basta far ve- i
dere che & possibile costruire la (2), non solo, ma costruirla in modo = 28

che sia uguale ad un’altra y'. Per far cid serviamoci della jdentitd

(3) (1 —n) (m - n) (m*+-n¥) . . (™ ) — g

Questa, mediante e pOSIZIoni m = g* - B, 3 — @' — &, diviene

[[?.ﬂﬁl ({TE —f—' bﬂ)}ﬂ —’— {Eﬂb [r]t"__ E.E”ﬂ] [(H:e "l_ 62)2'1 _‘__ (”_u . ??E]EEJ .
18 ) (@ ) = 0 (0 — B



PERIODICO DI MATEMATICA, 47
FEvidentemente le espressioni

[(@® + 55" + {a* — &%)

vispondono alle ipotesi del Lemma epperd la (1) ammefte le infinite
soluzioni che s1 possono ottenere ponendo

; 0 : j = i ey g — L
g = i ad y={a"+ )" —(a® — ).
QuesTiONE. — [Risoivere la equazione
= ﬂ;'_]fig — [Tf."p.

()SSERVAZIONE. — La guestione precedente che propongo a’ Let-
tori del Periodico & stata studiata in molti casi particolars. Il caso
a.— l(i=1,...,n) pub essere facilmente studiato per quanto s &
stabilito sopra.

NoTa. — Servendosi di gquante innanzi abbiamo accennaio si pud
fare la ricerca sullo spezzamento in somme di gquadratl della potenza
di un numero. Qualche risnltato partieolare — di quelli molto pin ge-
nerali che cosi si ottenzgono — & stato gih enunciato dal CaTALsY e
da altri. Accenno a gualeuno di questi casl.

In virth di quanto si & detto innanzi si vede subifo ¢he 1l nu-

mMero (uﬂ—|—fﬁ)‘“’£ & somma di 2 -1 quadrati econ m=1,2,...A— 1L
In particolare, ponendo a =a 3 e b—=a—208 s1 ha la proposizione.

“ 11 numero [2 (-} B9 & la somma di tre quadrati ,. Questa pro-
posizione fu comnnicata dal Caranan al BuoNcoMPAGNI colla lettera
del 15 dicembre 1880.
Ponendo
(ﬂﬂ + LE)E"‘ o E‘.']_E + BIE:
g1 ha

B2

(0 B (@F b + o) =g 0" + g+ g = 0"+ B9,

cid dimostra in generale che i numeri (- 5% sono sempre decom-
ponibili nella somma di 4 quadrati. Cio era stato irovalo per casl
pavticolari dal sig. Barisien (Malematiche pure ed applicate, vol. 17
pag. 133).

Segunendo lo stesso ordine dLidee si pud dimostrare con (resbri-
zione semplicissima) il teor. generale: La pofenza n™" di un numeio

¢ somma di quatiro quadrate,
G. Caxpipo.
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Prof., E. Movein [Liceo di Roanne (Francia)), Tavole dei logaritmi a
9 cifre decimali. Fratelli Bocea, Milano.

Juests tavole, ehe sono poco conosecinte in Italia, meriterebbero invece una
notevele diffusions per i Joro pregi mon comuni: esatlezzn, chiarezza, piceole
volume, prezzo modiciseimo; e perche, secondando i lodevol: pertinaci sforzi di
paracchi scienziati francesi (Fra i gnali 1'iliastre prof, LAIsan®), servono anche
a divulgare i'uso delis divisions centesimale del quadrants.

Le tavole sono otto. Une ha i logarilmi di tutti 1 pumeri da 1 a 10.000.
Altre doe tavole hanno i logaritmi delle funzions goniometriche, di prime =
primo: una per la divisione sessagesimale del quadrante, 'altra per la divisione
centesimale. Due tavolette suppletive servono per il caleolo dei logaritmi del seno
6 della tangente degli angoli piccoli: minori di 4° per la divisione sessagesimale,
minori di 5° per Ia centesimale, Altre due tavole conlengone di 10 in 10 prims,
sempre con o cilre decimali, 1 valori naturali delle funzioni goniometriche. L'ot-
tava tavola serve per la conversione dells ampiezze degli angoli dall’une all'altre
sistema di divisions del quadrante.

In tutte Je favole sono indicati i casi nei quali conviene prendere il valore
approssimalo per evcesso; in tutte sono imoltre indieate le diffsrenze tavolarie e
vl sono i prospetii per Is ricerca rapida delle partl proporzionali.

Per I'ingegnosa disposizions delln maieria una cosi abbondante raceolta di
dafi & eontenuta tutta in un vulumetto di sole 56 facciate di em® 21 3 19, che
costa soltanto L, 1,50 (pagamento anche in frapeobolli s nessuna spesa di porto,
per le ordinazioni fatte diretiamente all’'Autore). Un'edizione ridotia, priva delle
tavole per la divisione centesimale, costa 1. i; la sola tavola coi logaritmi dei
nameri costa 50 centesimi,

La bells, disinteressata cpera dell'egregio prof. Moveis merita meoraggiamanto
da parfe dei Colleghi italiani, che, consigliando ai loro mlonni 1'nse di queste
tavole, faranno cosa sssai Jodevole e molte ulile per le mostre scuoole,

P. C
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I1 29 Otlobre ¢ morto nella nntia Palermo 1l

Prof. Dott. GIOVAN BATTISTA GUCCIA

Nobile dei Marchesi di Ganzaria.

Naio nel 1855, =i laured & Roma nel 1880, 8 mnel 1889 fn nominato professore
di geometria superiore pell’ Universita di Palermo. — Valoroso culiore degli stadi
geometrici, egli ern universaimente note in lialia ed all'estero come fondatore del
fiorentissimo * Circolo Matematico di Palermo » 1 Rendiconti del quale egli diri-
Zeva fin dal 1885.

Alla memoria del valoroso scienziato, insegnanie e giornalista, il Periodico
di Mafematice invia un rispetfosp e riverente saluto.

GiuLio Lazzpri — Dhrettore-responsabile

Flnito dl stampare 1 23 Novembre 1014
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JOMENTI STATICL, NOMENT] D' INERZIS E MOMENTE DF ORDINE SUPERIORE

rConiinuacione — vedi Tasclepio precedentes,

V1. — Momenti di un sistema piano.

29 Se & dato un sistema di punti tubti situati 1n un piano m,
oceorre sopratutio nel casi pratici studiarne 11 momento rispetto
alle rette e ni punti del piano stesso.

B evidente che, la disianza di un punte del piano = da una
vetta » o da un punto O di esso piano, essendo eguale alla distanza
del punto stesso dal piano condotto per # o dalla reftta condofla
per O perpendieolare a =, i momenti rispetfo ad una retta » s1 ridu-
cone al momenti vispekto ad un piano perpendicolare a = ed 1 mo-
menti rigpetto ad un punto O si ridocono ai momenti mispetto ad
una retlta perpendicolare a m.

Se dungue prendiamo il piano m per piano axy (z2=0)} basteri
porre in tutte le formule trovate fin qui tutte le z nulle per avere
le proprieta relative al momenti del sistema piano di punti

Tuttavia giovera ripetere i principali enunciafl, specialmente re-
lativi a1 momenti di 1° e 2° ordine che sono quelli che capitano
nelle applicazioni.

30. Teorenma. — L' inviluppo delle rette i un piano rispetto alle
guali ¢ nullo i1 momento statico di un sistema di punti dati nel pieno
stessu & generalwiente un punio (bariceniru).

Preso un sistema di asst @, # che fanno 'angolo 6, se indichiamo
con Pi(x, ») 1 punti del sistema, con w, » le coordinate pliickeriune
di una retta » e poniamo
sen” b
"~ 2uveosh’

8
(41) S

(ﬂ\wern = — ] =, Se Hzﬂj la distanza di P, dalla retla » @
w -+ v

dy =k (ux: -+ vy 4+ 1),
e i1l momento statico del sistema rispetto a » &

(42) M=% (s Saix, 4 v Taogn + S a).
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ol PERIODIOO DI MATENATICA.
L'mviluppo delle rette d1 momento uullo rispetto al sigiema
dato & rappresentato dall’equazione
{43) . Saxi+ v S gy X =0,
Se La; 40 questo rappresenta il punto di coordinale
> | e 5y,
:Eu__E{Tf : yﬂ_-l:ﬂi .
Se D@ =10, 'equazione divents

'II.EHi:Ei'—,F—I?EHi=U,

el esprime la condizione necessaria e
sia parallela alla retfa

(44) i Y

:
PN 3> ay

Ci0& rappresenta il Punto all’mfinito di guesta retia.
Se contemporaneamente

snfficiente perchi la retia ¥, ¥

E ”i-.‘ri — i} E {‘[Tyi: = U., E I = U
Ia (43) risulta indeferminata,

CoROLIARIO 17 — Ll barvicentro o Wi sistenn

distanza finita se Ba;+0, un punio a distan=a
% = 2% Se Za;+0, il momento statico del sistemn
qualungue del piano 2 equale al momento slatico el baricentro, affetio /.00
@a cogfficiente XNa,, rispelto alla rettu stessq. :
: 3% Il wmomento statico d un sistema piano i punii P; affetti da

coefficienti a,, tali che si 28, =0, & nullp quando ¢ nullo rispetio a
due reite non purallele del piano stesso.

Dimostrazioni simili a quelie del § 2.
3l. Troresa. — Se uy Sistema piang
vette del piano non concors

Plano ¢ un punio a
rispetto ad una reltd N

ha momento nully rispelto a tre

ENEL AR W0 pinio; ha Momenio nuilo rispetio
© quatungue altyy vetin del pleiip,
Siano w,, o, (s =1, 2 3)

le eoordinate di fre rebfe
quali 8 nullo il momento statico del sistema di punti,

'“5 3 ",I:I—Ij _l_' I!-JH E Hj_yl _]" Eﬂ. —_ {].
Il determinante

rispetio alle
pel quali ciod

1, ), I
Us Do 1
s (AN 1

non pud essere nullo, perchs per
Per m punto: e pereio,

"

€ necessario che sin

Ipokesi le tro

retle non passano
affinche il sistema prec

edente sin vertficato,

hx T = [}, Y (il = 'I::', > U,
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32. TrorEMA. — Linwviluppo delle retle di un piano rispetio alle
quali 2 nullo il momento d'inerzie di un sistema di punti P; del piano
stesso affetti da cosfficienti a; ¢ una conica, che ha per centro il bari-
centro del sistema der punti P;.

Il momento d inerzia rispetto ad una retta » (n, v) colle nota-
zionl precedenty &

(45) [ =3 ad® = K2, 2 o (uz; -+ oy + 1),

pgsia, ponendo,

(16) [ E a:x® = o E Ty — &3 E ﬂjjhﬂ — Aag ,
- T = a3, - QY = Czg, — €y =0,

s1 ha

(47) I=F".f(n, v),

dove

(41R8) f(u, v)= a1 1® + 2 s 40 + 209 2"+ 2 50 % T 2 0o ¥ - Olas .

Le rette per le quali & I=0 devono dunque verificare l'equa-
Z10NEe

fu, v)=0,
. 3 . » 8 . - 213
ossia inviluppano una conica. II cenfro i questa conica & To="_" 4
33
Zy3 LT . .
Yo==", 4 ClOB il baricentro del sisiema.
33
Derivizione. — La conica inviluppo delle rette mspetio alle

quali & nullo il momento d'inerzia rispetto ad un dako sistema piano
di pnnti P, si chiama prima conica d'inerzia o conice di Binet.

23. DermvizioNe. — Dato un sistema piano di punti P; affetfl da
coeficient] «;, s1 chiama centro relative ¢d une retia v il baricentro
dei punti stessi affetti da eoefficienti proporzionali ai loro moment
stafiel rispetto & quella retta.

TrorEma. — Dato un sistema piano oi punti, le relle di un piano
¢ 1 loro centri relativi si corrispondono in generale in wne polarila
che ha per conica fondamentale la prima conica d'inerzia.

Sieno #«, » le coordinafe pliickeriane di una rebla » rispeite a
due assi %, che formano ira loro l'angulﬂ B, e quinds

k(ux 1oy | 1)=0,

sia la sua equazione sotto forma normale, essendo

sen b

Vu® + o° — 2uw cosb '

k

M
by .‘.-ru'lull:.'T.._r'

i P 8 2 G o TRV T T
e i o P BT

WL . R T 3 = A
i s el i T

L "
e
LLRRR &
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o

Il momento statico di wn punto P, (zi, o), affetto dal ﬂuﬂ'

LIl

ciente oy, rispetto a questa retta & )

M= . k. (W -+ vy 1),

s
+
= wp =

e quindl il centro R coningato ad » vispetio ad un sistema &1 o
. ¥ . . - = e S . - . S ) o
npunhy Py oaffetti dai coefficienti a, ciop il baricentro dei punti sleser i, i
affetti dai coefficienti my, & rappreseninto dull’equazione e
w I+ v Dy -+ Smy = 0,
. (5
0ssia
1w {ﬂ:;ﬂ# ‘—I— Glyal? “r" Hﬁ) —,— 'E-"" (Eﬂmﬂ + Haall + !'Igg) + {!Igiﬂ + L anl? + r:f.;a] == (), ;: i B
Fra le reite (u, ) ed i loro centri relativi (z, y) esiste dunqné%-
una corrispondenza univoea individuata dalle formule 30
‘ BT = 2 % ~i~ 0¥ + g ,
(49) RY = og i —~ Hgg? + s,
[ B = Oal + ogb -+ agy . 254 p
: . -4 €
Se poniamo :
Z11 iy @13
A== & Han ez | , [5
e Xaz Aaz
6 Indichiamo ehe Ay il minore complementare di ay. in questo den’
terminante (supposto A +0) si trova che le formule inverse delle (49) ‘g i di
sono : r“ S ©
‘ Y — A.][LI? = = .t’hggf - .3.13 ¥ : Fl:
) V= Agt -+ Asyy - As, ‘
' vV —Aga-- -&:azy—f— A ) 2% EY
A :
ove y=— —, 4
[4 | ' . (qu
Le formule (49), (50) dimostrano che, se A +0, fra le rette del -
piano ed i loro centyi coningall esiste nna corrispondenza prolefliva
ed involutoria, ossiz nna polarita,
Eluninando p, u, » fra le (49) e la (5¢
(51) Uz + vy 1=,
(condizione necessaria e sufficiente perché il punto (z, v) appartenga -1{1__ Tai
alla retta (u, 2)) si trova P'equazione della coniea fondamentale (lnogo : o
dei punti auto-coniugati) in coordinate dj punti, ed eliminando in- B
vece v, z, y tra le (50) e la (51) si ottiene lequazione della conica
fondameninle medesima in coordinate di rette, cioé considerata come (51

wviluppo delle rette auto-coniugate.
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Tall eqnazioni sono

o ST ()=’ 20000 - Gae?” - Zotaatt T 20m? T om =0,
2) | F (=, )= Ana® 1 2A0ay + Asy® + A2 280y Ay =0,

34. Supponiamo g+ 0; e prendiamo per assi due diametrl coniu-
i1 dalla comiea d'inerzia. L'equazione di questa deve, come & nofo,
lorsi a tre soli termini, ¢ deve esSSere Qo = s — dgz =V,

Pereio le (52) s1 ridueono a

Byl + Etﬁ-z'i'?g + ae = 0,
9

- o .8
3) 2 =3 Y E —0,
X1y AT 7 )

I'equazioni (49) (50) della polarita divengono

T
Yl — —
T = dyll =
T == e
J j ’ J
1 = Otusl' J yp = =—
l L 2ty / = y
W =i
Ces3
lle quali, si trova
11 Xz
[:z: — U [ (e z,
& za o (i1
) (55)
l‘? — S Fi l‘ﬂ_ a_ﬂ:!’
= ol aa Jlea Y-

Drrintzionz. — Si chiama secondw conica d'inerzie o coniea cenlrale
un sistema piano di punta P; affetti da coefficienti a;, pel quali
n+0, la conica base della polarita prodoito di guella esistente
1 rette e eentri relativi e della simmetria rispetto al barvicentro.
Prendendo per assi due dinmetil coningali della prima coniea
inerzia, le coordinzte dell’antipolo P della retta r (v, v) € ciok del
nmefrico del polo I’ di essa rispetto al baricentro somo eguali a
elle del polo cambiate di segno, percid ira le poordinate di una
tta » e quelle del suo anbipolo T devono esistere le relazioni:

(£11 - o

l::;-— — I-rr-=—-—-a 2,
) | (57)

1 ol v . I

Y (Laa ’ b Lag -

La retta » e il punto P si corrispondono dunque in un’alfra po-
-1tk di eni la conica fondamentale & rappresentata in coordinate
rtesiane e polarl dalle equazioni

1111#‘3 —l_ IHEIE?E — g =— U,
3) " iy 1

| — — =
i — )
&1 laa otza
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che si ottengono I'ina eliminando z, » fra la (51) e le (56), l’nll_
eliminando 1w, » fra Ia (51) e le (57). o

SL pnd osservare che la pr

Guto-coniugati e 'inviluppo delle yeils anto-coniugate nella polarity cha%

intercede fra le pette del piano e i centri relativi, e Ja 2o conicg i

d inerzia & il Inogo dei punlj coningati e ]’inviluppu delle rette cuniu:}‘f‘jl

gate rispetto alla polarita stessn o simmetriei rispebto al hﬂricentru._'-l;..f
3b. Dalle equazioni trovate

che, quando gy = Tg, + 0

per le due coniche J'inerzia si vede i
”J 'I].Ii aﬂﬂj

Ima conica 4’ inerzia a il Iwoge dei putils s

r
-!'u

» PosSsouo darsi i seguenti cusi
ag S0no tubte dello stesse segno. Posto

1 g Uag
— n s

— 3
&aa &ean ’
le equazioni delle dus coniche (

93) e (58) divengono Rl o
ﬂzuﬂ__l__bzr_s_l_ ] =0 l

. lca d'inerzia § 2 Ta 198e imaginaria
1* conica d'inerzia [—3 + ;T+ 1— g J ell g ,
a b

[IIE'H-E +&—1—=10 ]

2% coniea d’inerzia § z° " ellisse reale.
[+ —1=0 |
t
b) @y, @sg hanno Seguo confrario a quello di . Posto ;
&1 -
S—— ﬂE& = T— == bﬂ-n
Tas

avl'émo
a*u" - % — 1=

2

1* coniea dinerzia [ oy 1 —p [ ¢lisse reale,
g T A= J

|
l a*u* - b%® +1=10 ]
2% conica d inerzia i r® =

e ellisse imasinaria
;._’_(f. +1:[}I othR

¢} o @ age hanno segno contrar

10; Se per eSempio ug ha il B0
di oag, 91 puo porre

FAY|

dsa Qag ’
ed avremo

ﬂf.luﬂ — 6‘#!:‘3_ 1 — "}
1* conica d’inerzia | 2* y® iperbole,
l&—F—1=0

53
— @u - Bt | =
2* comica d’inerzia i 7 iperhole:
—F 1=

le due iperboli song coniugate.
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36. Nel caso in cul & g = 2@, =0, ma A £0, Ia conica d inerzia
& una parabola, perché, mancando il termine noto della sua eqna-
zione in coordinate plickeriane essn ¢ verificata da w =0, v—
ciod la conien & tangente alla retia all’ infinito.

Prendendo per asse £ un diametro (o I'asse) della parabola e
per asse della y la tangente paralleln alle corde coningate ad esso,
I'eguazione delln parabola deve ridursi alla forma

y = 2px;
pereid deve essere
1) — Oiyg — a3 — Uap = (,

e 'equazione in coordinate plilckerinne e cartesiane e
l g ‘!JE+ 213 '“—":U,
) 2
Jr —— =,

ne

L'ecquazioni della reciprocita fra le rette del piano ed 1 centiy
relabivi diventano

1o
I_lf;‘ — {laal .
W == il
0s518
1 1
| [ @0 ’ [ =
(59) ; (60) -
l = Lz ['!P __ eysly ,
' %agth Otaa L

37. Per discutere a priori la natura della 1* conica d inerzia
sceorre, com’ & noto, ricorrerc oi bre invarisnti assoluts, ) gualt sono

23y L1e 213
.A. —_ Ay £ap Lag s
Az Aaq as
o 19 l
—A-l]ﬂ — i ; — 13 + Ton — 2113 CO= U.
Oty fgs |

Se al posto delle . poniamo 1 loro valor dati dalle (46), s1 trova

¥
{III} ﬂ'_l-;rﬂ: g v ® ﬂﬂl‘ln -'1:_: -:Eﬂ O -:E]]
_.'g_ — ﬂ'lyl ﬂﬂyﬂ b %y ﬂ“?f" & y:[ yg & & i y“ [
ﬂl af iiiii {[u ]. 1- s 1

Ay Mglsg ... HyTy Ty Tgeiadn
."133 —_—

My ez .. . Gulfo ih .. Yn
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Poniamo '
Iy £Ly £
Ty = /N #x AN
1 1 1
x, Ey
T]ll-i. == : l - J '
/(0 ik f

d;" = 2 —," ypz = i‘::l'[‘l',f} cos h,
cloe, essendo () lovigine delle coordinate, iudichiamo

con T 1l doppio dell’area del triangolo P PP,
n '-[Ihh' n 5 » ” [’JPhPl.‘:
» i la distanza OP,.

Avremo
S E ".'Th » f‘ﬂ]‘; i ﬂl;m » Thﬁnj 3
ﬂ.n;{ —— E iyt F-[-IHL 1

= }.: ﬂ]dju.

K noto ehe dai segni di guesti tre invarianti, si gindica la naturs
della conica, come sj vede dal seguente quadro:

-——
A.1<0 | ellisse reale
Age > () A=0 coppia di rette imaginarie |

A.1>0 | ellisse Imaginaria

A+ iperbole
A <0| AZ 0, I=0| iperhole efqumlatera

A=0 coppia di rette reali

A0 parabola

A=0( coppia di rette

38. TrorEmA. — Affinche 2l centro B reative ad una retia b appar-
tenge ad ung retig ¢ 3 necessario e sufficiente che it momento di 2° ordine
del sistema yispetto alle due rette b, ¢ sia nullo,

Ripetasi la dimostrazions del § 12,

33. Abbiamo gia dstto che si chiama raggio d'inersia di un si-
siema piano di punti P, affetti da coefficienti %, la somma dei gquali
non sia nulla, Ia distanza d alla quale deve essere colloeato un punto,
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ffotto dal coefficiente @, dalla retta » affinche abbia un momento
Y inerzia eguale a quello del sistema dato rispetto ad »- In altre
parole il raggio d'inerzia rispetto ad una rebta » & dato dall'egna-

ghanza
E ﬂ-‘ll'fiu

A A

54

p__

Teorena 1°. — Se Sa,+ 0, il raggio d'inérzia rispetto ad unag refta v
che passa pel bariceniro & eguale allu distanza da essa dell’ estremo del
diamelro coningato alla v vispetto ad una delle conicite o inerzia,

Teorenma 2°. — 1l raggio d'inerzia rispelto ad una rethi v, che 1o
pusst pel baricentro, & la miedia geomelrica delle distanze del polo i v
e del baricentre dalla vretta medesona.

TrorENA 3°. — Il raggio d'inerzia rispetto ad unn vefte v che non
pussae pel baricentro & uguale allipotenusa di un triangolo retiangolo
che ha per cateti il raggio dinerzia rispetlo aila reita v’ parallela ad v
condotta pel buricentro e la distanza h di queste due reile.

Dimostrazioni identiche a quells dal § 15

(Continua) (. LIAZZERI.

i)

SOPRA 1 MASSIMI E 1 MINIMI DELLE FIGURE FIANE

(Continsazions ¢ fine — vedi fascicolo preceden &),

10. llustrazioni fisiche. — In stretta relazione con le proprieta
seometriche sopra studiate stanno certi fenomeni fisici, 1 quali eI
wppaiono, se non come dimostra- RNSRNNNY T
. e ; . : . v -.,_1::‘..,& ‘,.:‘-..:‘Hﬂ'x ..EH"“\\“'\‘ :
ziond, almeno come WHusiraziont PORSODINNNON AN N

et : i it o, b N R S

delle detfe proprieta. Lest per ”:: s N NN

= S I e o Ny e

esempio i} teorema principale di | SN R

i P e A m . 'y " ._Lh:\:__\‘-.‘ ; \.\‘.E\"lﬂ :1:"'-.-"-.. x"\.""..‘hﬂ.ﬁ"h' -

Srerngr pod esser illusbrato col  ROSUINUN RNy

4 . h‘\. - w " Y, 3 Y, "-1',:;‘ v‘hx"

seguente esperimento ben noio SRS S et
al fisiel,

Immergiamo un filo metallico,
piegato p. es. in forma dun ret-
tangolo, in una soluzione di sa- * .

ig. 16,

pone e ritiriamolo: il rettangolo
sarh coperto da uno strato sothile di soluzione. Ora prendiamo un filo
di sela e, lezandone le estremita, mettiamolo sopra ia membrana, dopo
averlo bagnato; il nodo si mnove prendendo delle forme qualunque.
Se ora rompiamo la membrana interna al nodo, p. es. con una punta
sealdata, il node assume subito la forma esatia d'un cerchio (fig. 16).
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Questo fenomeno s Pud spiegare cosi: in forza dela tensiofg
superficiale la membrana foort del nodo «i stringe, o nellp stessy
tempo I'area del foro aumenta, perché la somma di guest'area o dek;
I'aven della membrang esterna & costante essendo uguale all'areg
del contorno metallico. Siccome la {orma primitiva del nodo pud

esser qnalsivoglia e 1a forma fingje ¢ sempre il cerchio, ne conelu=is

[ A

diamo che 'srea del cerchio & maggiore dell’area di ogni altya ligurg:
Isoperimetrica, g

In modo analogo si possonn illusirare anche altri teoremi Sopra
glt isoperimetyi. Cosi, p. es., per iilustrare (0 verifieare) i corollario;

del §7, prendiamo due fiammiferi di legno AB e CD (fig. 17), Jeghiamu’?f_éi;{
Insieme con fili flessibil; le estremita A e 0. B e D, e ﬂlEttl-HIﬂﬂ"_’-:;_‘;_ﬁ
questa fignra ABCD nella soluzione di sapone,

Ritirandola dal liquido ® tenendp j iammiferi a ppa distanza 74
minore delly lunghezza di AC o BD, vediamo che i filj AQ e BD(y/ae
A prendono la forma di ayehi di cer- 11
chio, alla quale forms ¢orrisponde
& mimima areq delia mﬂmbranﬂ'l}lﬁé
ABDC. Sh

Nell'anno 1866 Scriopnrips pro-:: s
boge 11 seguente esperimento per”?@;y
Bk 12, verificare il teorema i STEIHER‘

sopra le fignve limitate dai dali
segmenti rettilinei ¢, b, ¢,... e dalle linee di forma arbitraria ; .
di lunghezza complessiva fissa I, (cfr. § 7).

Si prendono de; pezzl di paglia di lunghezze rispeftive a, 4, Cyuvey 100
pol vi si g passare dentro um filo, Ia pud lunghezza superi di 1, Ia i
lunghezza a4 § +e..., si bagna questo contorno e s1 mette sopra
la membrang descritta ne] Primoe esperimento. Quando s rompe la vg :
membrana interna a questa fignra, subito il suo contorno prende la
forma d'ung * parte di cerchio rinchiusn fra %, b, ¢,... come corde o o :
ciod le parti di filo fra le paglie assumono ln forima i archi d'une
stesso cerchio g le paghe ne formano le corde.

Il numero della lustrazioni d; questo genere pud essere agmen-
lato, ma noi ci limitinmo = quelle descritie sopra, Pii numerose ed
importanti sono |e Hlustrazioni fisiche delle proprieta di MAssimo o
di minimo relative alle figure nello spazio (p. es, le note figure di
PrLaTeav): ma queste propriele: stanny fuori del tema del presente
articolo,

Il. Dimostrazione def teorema principale dovuta a Edler. — Nel § 2
ho accennato i difetfo principale dj tutte le dimostrazioni date da
STEINER per il feorema sopra 1l cerchio. SterNir ammette come evi-
dente Pesistensa delis fignra massima. Ora voglio riprodurre due

dimostrazioni rigorose del detto teorema,

T1h
>
T

e

T =
iy
-
:.lll.

WS
1
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La prima di queste dimostrazioui fu data da EpnLeg, e si trova nelle
“ Mitteilungen der Akademie der Wissenschaften zu GoOilingen ,
(a. 1882), Eprer T uso del guinto mefodo (lello stesso Sremer. (Questo
metodo si basa sopra i seguenii fre lemmi,

Lemua 1. — Il triangolo isoscele ha perimetro wminore di ogm
altro triangolo delle stessa base e della sfessa altezza.

Fig. 18,

Sig infatti il triangelo isoscele ACB ed un altro triangolo mnon
isoscele ADB colla medesima base AB e con allezze ugusli €U, DL
(fig. 18).

Prolunghiamo la perpendicolare ad AB nel punto B fino all'in-
contro nel punto O col prolungamento del lato AC.

I! triangolo CBO & isoseels, percio la retta CD divide la base OB
nel punto K in duoe partl uguali, cosicehe:

BD = DO,

AC L CB=AC+ CO=AO0,
AD 4 DB=AD |+ DO =spezzata ADO.

2
Ma siccome il segmento AQ & pii corio della spezzata ADO,
vediamo che il perimetro del trinngolo isoscele & minore di quello
del triangolo non isoscele.
Sia ancora un altro triangolo AEB di egual aliezza ER.
S1ccomo ;

BE = EQ,
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si ha:
AR -+ EB= AE 4 EO = spezz. AEO > spezz. ADO,

supposto :
CD < CE.

Dungua: g

Se due triangoli ADB, AEB hanno 1o medesimn base AB ed wguali =
allezze DD, BE', guello (ABE), la cii aliezza (BK) & pitt distante dal
punto di mezzo O delle base comune, hi perimetyo magqiore.

Lewmua 1L — Fra tutti i trapezi di basi ed altezze uguali il perimelyo
minimo appartiene al irapezio isoscele.

Metliamo, per la dimostrazione, due trapezi — ano isescele
ACDB ed uno non isoscele AEFB — sopra una base comune AB B

e T | B Ry g L

di
[l =

s T ol : b
i oy e A e

1 F

Fjg.n 10,

(fig. 19). Siccome per ipotesi (D = BF, la retta CO, parallela a DB,
¢ la retta BO, parallela a B, incontreranno la base AB nel me-
desimo punte 0.

Poicht le somme AU+ DR e AE 4 I'B sono ugnali rispettiva-
mente alle somme AC -C0 ¢ AE -+ BO dei lati dei Lrisngoli ACO
e AHO di base comune AOQ e di ugnale altezza, e poiche il trian-
golo ACO & isoscole, per il primo lemma, la prima somma & minore
delia seconda, ¢. d. d.

Lewva I, — Frg tutti triangoli aventi uguali la base e {'angolo
opposto, al triangolo isoscele appartiene la massima area.

Infatti tuthi i triangoli da compararve fra loro possono esser
iseritti nel medesimo cerchio, ed allora & evidente che al trian-
golo isoscele appartiene la massima altezza o quindi la massima
Ared.

Ora passiamo alla dimostrazione stessa di BDLER; essa si divide
in tre parti.

1°. Ogni poligono irregolare & minore di un poligono regolare di
egual perimetro,

. m

Coal e B
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Sia ABCDE un n-gono érregolare (hg. 20). Pec tutfi i verfici con-
weinmo delle rette parallele tra loro: Al BRB,,... in noa dire-
ione qualunque, purché non parallela ad aleuno der lati del poligono.
meste parallele dividono il poligono in due triangoli ed in parecchn
vapezi. 11 nnmero totale di quesie pavti del poligono al missimo €

A _ A

N : lTi

¥ | P Ru/ NP

|
a
)
-]

Fag. 20,

uguale a {#—1), ma puo essere anche minore se almeno una parai-
lela passa per due verkicl simoitan#amente. Conduciamo per un punto
qualungue A, della retba AA, la vetta A,C; perpendicolare alla
retta AA;. Spostiamo poi 1 segmenti EP, RB, DQ lungo le rette a
cni apparlengono, in modo che nelle nuove posizioni EiPy, Babi,
D,Q, essi sieno bisecall dalla retta A,Ux.

[l nnovo poligono AP B Q0D R, E, & dolato dell ausse di simmelria
A,Cy, o la sua area ¢ uguale a quella del poligeno primilivo, perche
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1 briangoli ed i trapezi che eompongons 'uno e 'nltro poligono sumlif:g,

uguali tra lore, avendo basi eguall ed altezze nguali, i

Ma il perimetro del nnove poligono & minore di quello del primii_?f'fr:g

tivo. Infatti, in forza del lerama I, i perimetri dej triangoli isnac&li.’fg}f‘

A;P\E,, C,D\Q, non sono maggiort di quelli dei triangoli APE, CDQ, E‘

Hiﬂﬂhé: e
AP+ AE, < AP L AR, ;

Dy + Gy = CD + CQ;

ed in forza del lemma IT si ha in modo analogo:
By 4+ BiPy <= ER 4 BP, ecc.

M:u il segno di nguaglianza non pub aver lnogo in tuile quests
formole simultaneamente se il poligono primitive non era gia sim-
metrico per rapporto alla perpendicolare in A ad AA,. Fd ip g ue-
st’ ultimo caso basterebbe cambiare la direzione delle parallele
tanto poco quanbo si vuole per distruggere questa simmetria. Ne
concludiamo che si pubd sempre scegliere Ia direzione delle parallels
in modo che almeno in una deile relazion] precedenti si abbig il
segno <7, ed allora, sommando tntte 1o uguaghanze e disugnaglianze, .78
troveremo che il perimetro del secondo poligono & minore i quello
del primo.

Siccome ogni triangolo e trapezio del primo poligonoe fornisce due
latt per il nuovo poligono, esncludiamo che quest'ultimo avra un
namero part di lafi ed al massimo 2(n—1) lati.

Operando eol secondo poligono come col primo e conducendo
le parallele nella direzione deliasse di stmmelbria A,C,, otteniamo un
terzo poligono ATy ... S con due assi ortogonali di simmetria A,C,,
BsE:. Siccome il secondo poliguno, tenuto conto della sua simmetria,
81 decompone al massimo 11 2 (n —2) parti (kriangoh e trapezi), il
lerzo avra al massimo 4 (s — 2) lati; ma 1] fattore 4 entra necessa-
riamente in forza dells doppia simmetria. L'area del tcrzo poligono
& nguale a quelia del secondo, menire il suo perimetro non & 1nrag-
glore del perimetro di esso.

Trasformiamo ora a parte il quadrante 0,ATyP;B, (fig. 21).

La retta A.Bs lo divide nel triangvle 0:A:B: e nel poligono
Ay TeP:B.. Facendo scorrere Az e Ba lungo i lati 0.A. e 0:B:, portiamo
questo poligono in una posizione AJTP;B: tale che sia OzA5 = O3Bs.

Per il lemma 111, il triangole (,A:B: 8 maggiore del triangolo
0:A2B,, & meno che quest'ultimo non fosse giiL isoscele, |

Per mezzo della P;WV,, paralleln alia AsBs, trasformiamo la figura
AT PuBs neila AW, TP, B, simmnetrica rispetto alla bisettrice O.T,
dell’angolo retto A,0.B,. L’area della figura rimane durante gueste
trasformazioni invariata, mentre il perimetro non gumenia. Agaiun-
gendo all'ultima fignra il triangolo 0,4,Bq, uguale al triangolo 0;AsBs,



PERIODICO DI MATEMATICA. 63

obteniamo il quadrante O,A,W,T,P.B,, la cil area non é minore di
quella del guadrante primitivo, mentre la lunghezzna delln spezzata
AW LB, non & maggiore di ghella delia spezzata A.T:P:B.. 1l nuovo
quadrante ha I'asse di simmetria /T, ed ) lati della spezzata A;W,...By
sono al pi1 2 (n — 3).

Trasformiamo al mode descriito anche gli altri 3 quadrant) del
ferzo poligono; allora i 4 quadranti trasfo 'mati costituiranno insieme

Ae

F]g- 2]!

an guarto poligono dotato di 4 assi d giimmnelria; esso avra al mas-
simo 8 (n —3) lati; la sua area non sard minore ed 11 perimetro non
sara maggiore di quelli del terzo poligono.

Trasformiamo gli oftanti O,AW,T, ete. in modo analogo e cosi
otteniamo un guinto poligono con 8 assi di simmetria. Continuando
in questo modo, veniamo a formare una snceessione di poligoni con:

0, 1, % 2, &5.s:

assi di simmetria rigpettivamente e con un numero di lati uguale
al massumo a:

n, 2m—1), 2Mmn—2), 2%n—3), 24n —4),...

Qui i fattori 2, 2% 2% ... entrano necessariamente in forza della
simmelria, menkre 1 secondi fattort posson:
sasere minori degli scvitti. Ora si vede cle
dopo al massimo n — 1 operazion analoghe
alla descritta il secondo fattore sarh ngnule
ad 1, ciod si avra un poligono con 2% assi dx
simmetria e con 2! lati, dove k<<n—2,
cosicch® Lra ogni coppia di assi consecutivi
si troverh un lato del pu]igmm‘f Resta da
spostare questi lati in tal modo che esm
faceiano angoli uguali cogli assi (fig. 22)+
allora I'nrea del poligono aumentera di nuovo (vedi I1I lemma) @
noi avremo un poligono regolure con 2" lati al massimo, il quale
avrh areq non minore, ma perimetro minore certamente del primitivo

poligono i#rregolare.

Fig. 22.
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Ora basta costrnire nn poligono simile ‘all'ultimo (regolare) &ckiigas
isoperimetrieo primo per avere un poligono regolare maggiore dek ey
primitive, ma dello stesso perinetro. '

- Ty
2% Ora voglio dimostrare, seguendo EpLER, che ogni poligono re=1l
golare & minore del cerchip di egaat werimelro, {0

Siano P e K poligono regolure ed il

cerchio dello sfessa, %4
perimetro p; sinne B i)

iggio del cerchio I iscritto in P e R =i

A
:'_:I

7 j
3

K !

e K P ]

— ~ a%

Fig, 20,

il raggio del cerchio K (ig. 23). Sia P
cireoseritio a I, e denotiamo con p il
Le aree P e K hanno il rapporto

un poligonn simile a P I
permmetro di P, ’
seguente:

P:K-:épﬂ:%—pﬂ’:R:R'.

Daltra parie, siccome la figara P & eircoscritt

a al cerchio K,
st ha:

P> p.
Ma in forza dellg similitudine ubbiamo:-
R R — il pi,

cosieche:

R:R <1,
e:

P < K.

3% Ora noi possiamo
del cerehio isoperimetrico,

Sia data la figura qualsiasi F diversa dul cerchio I, tuili e due
dt ngual perimetro p. Come abbiamo visto nel § 4, Sreiver ha dato
un metodo per costruire una figura convessa F maggiore della figura F,
ma dello sbesso perimetro p; sia F' F=d, dove d=> 0, Nella

dimostrare che ogni figura piana ¢ minore

o W
-

e e s



PERIODICO DI MATEMATICA. 65

ignra B iscriviamo un poligono PP con lati tanto piccol che la dif-
erenza F' — P sia minore di d; per questo & sufficiente che tubil i
mnti del perimetro di F siano distarti dai lati corrispondenti di I

neno di :—f (fig. 24). Infait, se p' & il perimelro di P, allora la diffe-
: .o, 1 L , il
enza I''— P sark minore 1 p == ed a fortiori minore di p,fp=tf,
erche p' << p. =_
Dunque:

F'— F=d, " — P <d,

jaindi : |
F < P, <"
nentre : %

p>p. Fig. 24,

Ma, come si & dimostrato (vedi 1%, il poligono P & minore d'un
wnligono regolare P dello stesgo perimelro p.

Quest’ultimo poligone P’ & (vedi 2°) minore del cevehio K' di pe-
‘1metro p.

Ma siccome:

p<p,
31 ha che: )
K<Ks
lunque: ‘
PP PR <K,
21083

F << K, ¢, d. d,

|2. Dimostrazione di Carathéodory. — Per la dimostrazione di EbLur
» earatteristico che per pavagonare una fignra col cerelio egll intro-
duce degli elementl intermed] di poragoue e cioe 1 poligom regolari
ad nregolari.

Invece CARATHEODORY non fa nessun uso delie proprieta del poli-
eoni, e considera tubte e figure piune dello stesso perimeiro come
elementi di uno siesso aggregalo.

Mua mentre i ragionamenti di EpLer non lasctano mail il ferreno
della geometria elementare, corrisgpndendo eosi allo spivito siesso
delle memorie di SteiNgr, CaraTHEODORY Invece fa uso di qualche
nozione e teorema della teoria degli aggragati e delle funzioni continue.
Io riproduco gui sotbo la dimostrazione di CARATHEODORY, (') trasfor-
mandola in modo che V'ordine delle idee appaia fovrse pin natnrale.

() Vedi Mathew, Anunalen, Bd, 83, Nello stesse volome #i trova wn'sléra dimostrazione del
beorame 3 Svoiwer, dovoia a Srupy.
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Denotiamo come cliusse 4 Paggregato di tutte lc figure piane i
perimetro 2r. (*) Ogoi figura di gquesta classe pud esser rinchiugd’ =0
completamente nell’interno d’un cerchio di raggio ., il eui uautrqffg
sia nn punto qual ungue del perimetro della fignra considerata (fig. 25).;
Ne segue che ogni figura della classe A & minore del detto eerchio,.
cloé I'insieme delle aree delle figure A & limitato superiormenta;:
percid esiste un limite superiore di gqueste aree; sia esso 21 _ W

Ora comsideriamo Ia classe B @i tukte le figure piane limitate i
da un segmento rettilineo qualunque e da wna linea di lunghezza m?*

1* s . ' ¥ . - L
€ d1 torma arbitvaria. Dimostriamo che T & il li- 8
mite superiore delle aree di tutte le tigure ﬂeﬂﬂ-;_—}:
classe B, &

Infatti supponiamo che I'area di una figura F?
di questa classe sia maggiore di I. Riunendo due
figure ugnali F lungo i loro lati retlilinei, ayreme
una fignra doppia I con perimetro 2r, ciod della
classe A, e di area maggiore di 2I; ma questo

k]

¢ Impossibile, perché 21 & il limite superiore .

Fig, 25.

!

per la classe A. Percid nessmna figura della classe B ha Area

. . “ il
maggiore di I. L

D'alira parte, sia dato un numero positivo & piccolo a piacera;_;;ﬁr
allora nella elasse A si troverd una figura P di area maggiore di - 48
(21 — 2¢). Per mezzo di una corda, la guale divida il perimefro’ /(8
di P in due parti egnali, taglio la P in due figure Q" e Q”, che i@

. AR T 5 E s

apparterranno alle classe B. Allora almeno una di queste due /i
ligure avra area maggiore di (I —¢). Ne coneludiamo che I & il
limite superiore per le aree delle figure dells classe B. TS

Supponiamo che nella classe B esista una figura massima, cioe. 7

di area 1. Allora, riunendo questa figura a s® stessa coms prima,
avremo una figura di perimetro 2z e di area 21, ciogé nna fignra &
iassema della clusse A, i pin, se la Hgnra massima di classe B 6
un senieerchio, il cevchio sarh la figura massima per la classe A. .50
Percio pel nostro scope basta dimostrare che il semicerchio di lum- 4650
ghezza == ha aren maggiove di ogni wlira figura della clusse B.

Ma, cercando la massima figura delia classe B, possiamo lasciare - i
da parte tubbe le figure concave, pecche s puo trasformare ogni tale ’:

figora in una convessa, appartenente alla stessa classe B, ma d'ares ;i@
maggiore (§ 3). Per gquesla ragione il unmere I & anche il Jimite- e
superiore per le sole figure convesse della classe B.

Ora ricordiamo il metodo di Striver (§ 4) per aumentare 1'area
d1 ogni figura convessa della classe B diversa dal semicerchio, e cale
coliamo il valore di questo aumento d'area.

(" 11 valore assoluto dal perimeire non ha, 5i caplace, nessuna importanza dal punto di visla
logico. Pero Ia seelta de! valore 2% contribuigee all'oleganza della dimostrazions.
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Preso sull’arco AB (fig. 26) un punto M tale che:

b= AMB% 4,

rendiamo guest’angolo rello mantenendo costanti le Innghezze di
AM, BM. La nuova figura A,M,B, appartiene ancora alla classe B,
e la sua area & anmentata di

1
A= % Py — o i1y S€1 [] —
] .
=5 ny(l —sent) >0,
dove
"= EﬁMt
1y =— BM.

Fig, 26.

Dungue la figura massima della classe B, s¢ esiste, & il semicer-
chio di raggio 1 (perché il suo arco ha lunghezza «). Se invece la
fignra massima non esiste, allora si pud formare una suceessione
Fy, Fy,...di figure convesse della classe B, le cni aree I, Is,.
abbiano per limife I: im I, =1.

Ma, come vedremo, da questo fatto segue a sua volia I'esistenza
della figura massima,

Sovrapponiamo le figure Iy, Fe,..., in modo che le parti retti-
linee A,B;i, AyBs,... dei loro contorni cadano sopra una stessa retta

LL, 1 punf1 A, A.,... coincidano in uno stesso punio A, e le parti
curvilinee C,, C;... si trovino da una stessa parte di LL', come si vede
nella fignra 27. >

Siceome le lunghezze dei segmenti AB,, AB., ... sono minori di T,
egiste almeno nn punto limite w dei punti B,, By, .. .. cosicehé in ogni
intorno di w si trova un’infinith di punti B,, Nell insieme B, , Be, ...
scelgo un insieme parziale B, B%,... avente w come wnico punto
limite. I punti B, B's. .. appartengano alle fignre F',, F.... conte-
nute nella successione F,. Sia I', I'area di F',, e sia  la lunghezza
del segmento Aw.
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Sopra il segmento Aw come diametro costruisco il zemicerchio Q. { o
Presa arbitrariamente una quantith positiva 2 costruiseo due altri: *:
semicerchi I'y e T's, concentrici con Q, sopra i diametnn 55 e TT di ., Hﬂnu
lunghezze |2z e [ —2e (ig. 28). -.__%a;w (s

Siccome w & "unico punto limite del pnmtl B, , esisie on numero 1‘4 i

fale che por ogni # > N s1 ha Bow < E' #}
D'altra parte, ad ogni punte M della parte curvilinea (', della

Hig, 908,

fignra I, corrisponde un valore definito dell'angolo i = AMB,, i
perciv anche an valore definifo dell’espressione: ,f

A :'*% ™ ¥a (1 — 8en ED.

Si pud dimostrare che Vangolo 0 = AMB, differisce dﬂll’angulu.
retto piit di una quantitd fissa (positiva) «, cioe:

!

= >,

se >N ¢ sge il punto M st trova fuori della mezza corona K limi-
tata dagli archi I, e 1. e dat segmentl ST e 3T,

Infatti, se il punto M si trova fuori di K, esso & fuori del semi-
cerchio I'y od entro il semicerchio L.

Nel primo caso 'angolo 6 = AMB. & minore dell’angolo aculo,
AMB',, nel secondo caso 0§ & maggiore dell'angolo ottuso AMB,,
dove M’ 2 il punto d'incontro di AM eon I, o con I's. Percid il va-

lore di { b — %ﬂ rimane per 1 punti M esterni & I sempre maggiore

‘‘‘‘‘

Tt

del limite inferiore dei valort di |6 — o corrispondenti ai punti M

dell’'areo I’y o D,
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Ma quando il puniec M si muove lungo uno di questi archi ed il
punto B si muove sulla retta LL/, 'angolo h=AMB e I espres-

; T i : :
sione U“_g'l. rappresentano delle funzioni contéinue U1 due argo-
|

- ] ] - 1 o
menti: la distanza wB (col suo segno) € I'angolo AOM', Percid, se
guesti argomenti percorrono rispettivamente tutt 1 valori dei due
intervalli finiti e chiusi:

= =T
sowB=s3, << AOM s =,
=i

] - . 1 TE ~
allora, per un teorema mnoto, 1a funzione confinua ) — & | raggiunge,
i

en ciascuna delle curve I'y, Iy, il euo limite inferiore, che gari perciod
i1 auo valore minimo. Dungue, sé quesio valore minimo fosse uguale
a zero, per es. per la curva I', allora per un certo sistema di valorl

di wB e di AOM’ sarebbe b= 5, ciod egisterebbe sulla L1 un punto

ol 3

B*, distante da w meno di %, e sull’areo Ty un punto M¥ tale, che
I'angolo AM*B* savehbe #etfo. Ma guesto non @ pogsibile, giacehe
Iangolo AMB* & retto soltanto per 1 punfi M giacenti sul cerchio
3i diametro AB*, e questo cerchio mom he nessun punto comune

Sy e El.:. E L]
b con Iy né con T {essendo wB™ < n) . Ne concludiamo che

o

guesti valori minmimi per I, e T sono positivi tutti e due. Sia o 1l
pia piccolo di essi; quando M & fuori di K e n > N, sl ha:

]B—%’}E}D,

cozicche :
T
gan b= cos (—?— == B) <_ CO8B &,
8.
1 : 1 £
A== 5 1 (1 —senb) > 58 (1 — cosa),
OV VEero:

A >, dove 1 :-:l“— ¢® (1 — cos a).

Siccome le figure ', appartengono alla successione delle fignre I,
o le aree di gueste ultime tendomo verso [, coneludiamo che esiste

lim 1, ed & uguale a L

n=wo

Ma questo vunol dire che, date la quantith n > 0, 81 puo trovare
un numero N’ tale che, ogni volia che n>N', s ha:

I—1TI,<m.

Yo nello stesso tempo & n> N, la parte curvilinea U, della
figura I'y si trovern tutt'intiera nell’interno di K. Infalfl, se Ch
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avesse qualche punto M’ Fuori di K, la sua area I, polreabbe esser
aurnentata della quantita A, la qoale & maggiore di 7 (stecome n > N),
e la nnova figura apparterrebbe alla stessa elasse B,

Ma allora I'area di questa figura, maggiore di I', + », sarebhe a
fordiori maggiore di 1, siccome [ — T, < 7, @ gquesto & assurdo, poi-
che I & il limife superiore per le aree della classe B.

Ne coneladiamo che, scelto un ¢ > 0, per » abbastanza grande
(n >N, n> N’) la differenza delle aree della figora 1, e del semi-
cerehio Q (di diametro Aw) & minore dell’area della mezza corone IK.

Ma siccome quest’ultima area di K converge verso zerd insieme
ad &, ne segne che le aree I', hanno per n = oo un limite uguale
all’area di Q. E siccome d’altra parte m I, = I, concludiamo che

Farea del semicerchio Q & uguale a 1, ’

Ora resta a dimostrare che Q appartiene alla classe B; ne segnira
che Q & la figura massima per guesta classe e che il cerchio & la
massima figura nella classe A.

Siccome la figura T, & convessa, la linea ASI\SB', & pi lunga
della lines €', di lunghezza 7, e la linea TAC,B.T e piin lunga
di I's, cosicche a fortiori:

{ + 2= [ — 2
g -] _l:, t+2&86>mwm, et+twm+2%> 2511:,

=

ovvero:
(04 2:)w -+ 62> 25 > (| — 2e)r — Be.

Siccome il primo ed il terzo membro di (questa disuguaglianza
hanno per limite comune, quando e tende s zero, 1l valore Iw, questo

valore & anguale al secondo membro 2w, cosicché la lunghezza

b i L IT: - i .
dell’arco di Q, ciod &5 » ¢ ugnale a =, ed il semicerchio Q appartiene

alla classe B. ¢. d. d.

Notino che da questultimo risultato (1= 2) segue che w ¢ I'unico
punto limite dei punti B, di egni snuccessions di figure I', Ie cul aree
tendono a 1. (')

'8 1! pressnte ortieols fu stampatv per la prima volta in rosso nal Measuggero di Fisica Spesri
Misitale ¢ Motemalica Elementare di Odessa (anno 1011-12), Darante 1a stamps della presenis tra-
duzione ilaliana )'antore ha preso conpseenza d un articolo interessantiasimo del Dr, 0, Cursrny,
dedieato alla * Toorin elsmentare desli isoperimetrt , ed inserito pel volame I delle Quextioni
riguardants 1e malematiche slamentnri, raccolia o coordinate do Fepzmiso Exriguss, Eologoa, ¥, Za-
nichelll, 1834, In guostu lavoro il lettore troverd, olire le guestioni d'isoperimoiria piana B oni
ndi al slamo lymitati, anchs quelle rolative all'isoperimetria snlla sfers e nelio spazie,

Duirrr KRYJANOVSEY.
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LE [PERSFERE GHE TOCCANO GLI S, DEGLI SPIGOLI DI UN PENTAE

10 IN S,

[. In un mio arficolo pubblicato in questo pregevole Giornale (')
trovai che futte le posizioni:

J AP PrAy=uxn (i
l AIQIL‘ . QikAk = ik (@

-TFIH)
l'ki.)r

|

con la convenzione che 'indice | fosse minore dell’ indice £, le con-
dizioni necessarie e sufficienti perché i punti P e () appartenessero a
un’ ipersfera erano:

] 8

*13
(-171:1 + 1). (55’12 -+ T) B
A e P 23022 s
o (fﬂﬂ 'l" 1) . '_ﬂ?rm + 1] B {ifﬂ:a—l“ 1) . (_51?133 '|‘ 1) -
by o 0 Tas® o by, Toa ag®ai g papall aallaail ag

@) = D). @ut D~ @) @k D) @) @ut D)
T O 0, T P AT A s e SR e e
N (s +1) . (s + 1) T (st 1) (2s-+ 1) T
s 5a8 9335 1 as® 45 F;airzamrsnﬂfmiﬂ’miﬂanfﬁ

l = TMosF1Eatl)  @tl). @otT)

-3 r ¢
g . Tyg= T2 19 . Texll m;a
4 r I !
Ly - ¥1a=— X1al 12 . Laal a3 . Laal oy
I ] F ¥ i
Tis « & 35 == LysT 34 » PasT 93 . Tl 34 « Tn& 4o

; ' " '
[ﬁ) oyl oy — el ag . gyl m
Tup® 35 — Tapd’ 23, T T B S
P [ r
Lol 5 — AT a1« Lapl 45«

Soddisfatte le (z) e (B) si pofrd concludere — in base a un teo-
rema che dimostrai nel © Pitagora , che 1 punii P e 4 somo sopra
un’ ipersfera quando si sia verificato che per ogni faccia triangolarve
i punti interni ai lati — e quindi quelli esterni ai lali — sono in nu-
mero pare. ’

Voglinmo servirei di queste equazioni per studiare se e quando
esistano ipersfere tangenti aghi S; degli spigoli del pentaedro
A AqAAA, dello spazio con quattro dimensiomi. Poniamo percid

(1) “11 pentaedro di ugua! momento e !z prima iperafers di Lemoine in 8, ,. Anno XXIX,
faso, IV, marzo 1014,

=y 3 -
1 [’ gl ©
e
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nelle () e nelle (B) o't = zn. HEsse couducono allora alle saguenh, ﬂ;;' '
formule . ;r
il
ﬂ Iy o L5 . [ a h 43304 rL :
133;-13—}-]_ il-Tla”l_l Hiiﬂnu—l—l H'iHH—|—1 19
) ! — 4 l04Tag X ag 4 gy Poney by aansaTys <
mmﬂl—i_] m--'l'at‘]"l T
| TaaXns Tan L T anTaslas Lisasilas Pas )

AT e TR e e

f Tin=— 3. Tygy L4 T1glaslsd; T1a — J1g . Lag - Taa « Tis
lﬂﬁu-——!ﬂga.l‘m, wor, =— Mag +» Tag « Luss Loz =— ki« L5,

(F)

[
1
L]

:

Nells (L.r.] con ay 51 vuole indicare I'unith, posifiva o negaliva, B’t,:" f;’.;-_-f_'{,-

., Quanto alle (3") se s1 osserva l}hE sono oftenute dalle (3) con un’
prunadlmentu di estrazione di radice quadrata, pud domandarsi perchﬂ
siano esenti dall’incertezza del segno. St osservi in proposifo che I}I‘E' .
di esse — che contengono tre sole delle z. — ne sono esenti perché s¢ ﬂ:{ )]
mno del membri fosse negativo, 1l teorema di Menelao invertito eaprl-ﬂ e
merebhe che 1 ﬁm*rlqpunfienh punti sarebhmn alllneatl e allora qun :~

versl uspatuvamcnta.

Lis — Fig . Tas, iz =— T4 « Hi5 y Los = Xag « 45,

e sotto guesta forma si pud loro applicare i1l ragionamenfo pwne—i‘f

dente. s
Andiamo ora a ricavare dalle («') 1 valor: delle 24 1n funzmﬂe"]‘s. e

di ).

La prima da

_ 1} gf a— A\
(1) g = — 1; '
e la lerza:
(2) T .
: i i Ba.zﬂﬂ — A 'ﬁ‘

Allora la seconda da
tyalis — Gaalss + A

-

S m T b (L
La quinta, se osserviamo che xgs, 23 pud rimpiazzarsi con T, 037 7S

A
@ M= et —)
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Allora la quaria forpisce il valore di wy: . =
- _ Grabry — ﬂﬂilﬂ-l___]—_l .
() M= (Taslay — A

Passiamo all’'ottava equazione nella quale per Xs@axs POSSIAIO
porre &g: allora 81 ricava:
(b) Lgy —

/.
{Iﬁf;fﬂf] — }\. .

>
4
- IS L] . .'I
Si pno allora ricavare 2ss:
o
7
(7 7 (ty5ly ftgslss + A B |
‘ - > -'. .'-:-'
) i (gslos — A ,—E

La s 8i ricava dalla sesta tenendo conto delle (2):

ﬂg_;lf“ r—— ”94334 + ).
Agalay — A

(8) gy —
LLa nouna da

(9) W fgslas -I— A — fgslos

gy » Ega — 1

g 1a decima

(10) g =—

e

Asles I A (anlos
[Iﬁ;zga — 1.

Trovati cosi dalle (&) 1 valort delle x:: occorre fare la sostifu-
zione nelle (§'). '
La prima delle (f) da:

ﬂ!&‘!ﬂ _I‘ (aaleg — halya

(11) A= 5
¢ la guaria dea:
(12) ) = (taylyy —+ ”E;!EH —- gl i

“us. - = Lm
o W _
L e T e ST N

Eguagliando i membri delle (11} e (12) a1 frova:

o =
-

"
. -~

gl =

St e i e

(13) @yshia 1 Paslyy = Aiahis + fhgqbuy .

b
La seconda pubd seriversi:

L R I

|
i e T, R e

Xy = T1g . Ty

S

e sotto questa forma da, con la sostitnzione:

o i
LIS -

g
¥

@ralie — tysdsy + dedl
(14} 1 _— 1a3=12 1‘:} id o4 ﬂ.

il
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Confrontando questo valor di 2 eon (113 o (12) ai completano le (1:% '
che diventano cosi: i P

(
“ 5.} n]HEIﬂ + ﬂmza.i == ﬂlzzu ‘f— ﬂ'nfm — ﬂuzu —I— ﬂﬂgﬂ .

Pagsiamo ora alla quinta e facciamo e sostituzioni: avremo = (
z'altro: £ T
(16) Oaulas + Ol — Qoslan —— t14slys. :

La terza puo scriversi:

7
L1 = 19 . T
¢ allora da: *
(17) Y — ﬂufu—‘ﬂ-lrrfﬁ‘i— ﬂﬁzﬂﬁ. (2
Dal confronto dells (11) e (17) segue: il
I
{IBJ ﬂ'mzm -+ ﬂe:iu — ﬂﬂ'ﬁgﬂﬁ + ﬂ]H!!IE de
e da quello della (14} e (17) segne:
{19) ﬂugu ‘I— ﬂ'ﬁ% — ﬂ15£15+ ﬂﬂfﬂl-

Confrontando poi la (12) e Ia (17) e tenendo conto della {16]5'!@1;
trova: .5
[:20) ﬂguz;u + a,;.l;.r. = ﬂ;}zu + ﬂiﬁzd.ﬁ
per mezzo delln gnale e (19) vengono completate cosi: Ej“

1
(21) @yahrg + (Tgzlog == tslys —I- Agalyy = ﬂlﬂgli e Tislas. €
B tut
Le (15), (21) danno, nguagliando le due espressionl dayle; — @by S de]
che da esse gj trageono: Y o
(22) Ashiz + Qanly, = fraly - Axghis.
La sesta delle (B) da: gce
La
ﬂ:l.'iff.'l.’i — ﬂﬂﬁfﬂﬁ + A ﬂg;!!,;u: HHI‘-’M —I— A ﬂ‘iﬁaga A ﬂgﬁzgﬁ + A .
”ﬂﬁf:ﬂ: — A o Hmdﬂ; — A ' ﬂﬂﬁ.!ﬂﬁ — A X
questa semplificala e per la sq Ppressivne del divisore comune amlm—_?f-j-_; e
e perche per le (21), ( 14) &
ﬂhf&; — l = !T.;n-'!m — I‘.Tgr.zg[, ‘[— :“.1
da o
dico

(23) Ussles ~+ Goadus = Ggglg - thpaliy:
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che serve a completare le (16) cos):

24:] ﬁn;am —f— ”_‘tﬁZEﬁ == ﬂﬂairﬂs —I“ HJELE S HEE'E-'EE "I‘ ﬂadf .
Rieavando dalle (21) (24) le espressiond di @yl — aulay 8i trova:
25) Uyslss + agzlys — (rabas 1 Gulyy '

he serve a completare le (18} cosi:
35) Aindis “I— (laglgy — ﬂmzra + “E:JEEE: == ﬂi"ﬁzﬂﬁ _f“ ﬂmEEJ .

Restano da completare le (22) e per guesto basta ricavare
abis — amlp; dalle (21) (26) e confrontare Je due espression), Si tro-
ANo cos1 le:

17) @1alya + Myslis = Agilay T thishis == thibis + gslss

Come prima conclusione delle nosire rieerche possiamo dire che
pentaedro in discorso non & un qualungue pentaedro; esso rientra
:lla categoria dei pentaedri notevoli e i suoi spigoli gono legat
ille relazioni seguenti:

1) aﬂﬂ{{ﬂﬂ ﬂ_jﬁzlﬁ == ﬂﬂfﬂ; —,‘ (I’:]E,I;ﬁ = Hﬂﬁgﬂﬁ. ‘-’— ﬂmfm
2) tyglys + faslos == (hlys - U35l = sk +- silgy
(28) ¢ 3) aagha -+ Uales = Qubys + Aasles = Myshis - aylys
4) hghs - Bty = Ayslis + Upsls; = Qyslys Rasly

2) Mslyg - Aabgy — Miglyz -} ﬂnfsu = @yalss |- (anlog .

2. Andiamo ora ad esaminare j segni delle a...

1 Caso, in cui le an sono tuite positive. In questo caso le (28) di-
no che 1 tetraedri che fanno parte del pentaedro sono tetraedri di
ervande; 1l pentaedro stesso lo chiamammo pentazdro di Durrande (*)
vedemmo che per esso esiste un’ipersfera che tocea internamente
41 gl spigoli. Del resio ci si persuade di cid ealeolando i valori

le ay dati dalle (1) (2) ece. fipo alla (10) e tenendo conto dei
lori di 2., .

In guesto caso esiste dungue un’ipersfera contenente i 20 punti Q.
25 [ i

<’ Laso, 1n ocul unee sola delle a, & negativa. K indifferente la

lta di guesta e noi potremo supporre che sia, per esemplo, aa.
terza delle (28) da:

— b2+ F'-lf- — 514. —i' ZE#E = i - !m
non puo sussistere giacche da questa si ricava successivamenle:

z*lﬁ__' 31'3 -1 r1-.1 + Zﬂl‘u
g-:a = zu

gﬁ""— Zl-:l —Zm } Eﬂﬁ,

') Veodasi la mia nota * L'w-sdro di Darrande §

noun 8 . lineare ,, inserita in questo Parip-
a1 Matematica, Annp XXVII, fage. VY. 1912,
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8, ponendo mente al triangolo A,A.A, prima e A,A.A; dopo:

"!J[r} £'5—— ZH:'} Z]H + EEE.

resultato assurdo.
Non esiste alecuna ipersfera contenente 1 punti Q. paf
3" Caso, in eni due ay sono negative. Se i corrispondent; api"?gﬁ*f
fanno parte del medesimo tetraedro, potranno essere o due spigoli:
concorrenti o due spigoli opposti. Se opposti, es.: g, 1., le: ""

Sl
. Rty i
non possono sussistere: né posson sussistere, per quanio abbisma ke

—353-‘—345_—‘ m—f—zaa_'-!ﬂﬁ JI J‘-H

visto nel 2 caso, le o
ls— =1, — Iy = Iy + 1, 3
sa gl spigoli in discorso sono Iy © lgs. o

B neppure pud supporsi, senza giungere a un assurdo, che siend
negative doe a4 tali cle i corrispondenti spigoli appartengano a tE-ﬂ
traedri diversi, perche due tali spigoli o non hanne aleun verties i
comune, come ad esempio helnn, € allora apparfengono al tﬂtraﬂﬂ,}ii
AnAxAn A, del quale costituiseono una coppia di spigoli opposti, oy
vero hanno un vertice in comune e allora appartengono a uno stesgﬁz
tebraedro: in ogni caso valgono le considerazion precedenti, i

Neppure in questo caso esiste nn’ipersfera contenente i punti- Qi

1" Caso, in eui #re delle ap: sono negative, Se i **i?ii-‘;_ﬁ:
spigoli appartengono al medesimo teiraedro potranno: o avere:s:

comune un vertice o giacere sulla medesima facela, oppure fu i
una terna costitoita da due spigoli opposti e da uno de rimanenti; e

. .. . : - e Rt v
Nel primo sottocaso se gli spigoli sono 0.1, le (1) e le (5) delle (28 ’“
possono sussistere, non gid le rimanenti; se siamo nel secondo, ;{"

spigoli sono bidod.,y 81 pud soddisfare alle (1), (5) ma non alle alf_ii* e

1 . - . R
delle (28); se siamo nel terzo e gl spigoli sono 70,7, messuna -
pr’J SUEEthE‘I’E. _ Lh-:'_":

Se i fre spigoli non appartengono al medesimo tetraedro, dus a5

essi debbono avere un vertice in comune; slano, per esempio, g € Zm,zg
I'altro non puo essere altro che lsy ma In tal caso si vede auh_il;%
che le (28) non possono sussistere, f‘ |

Anche in questo quario easo non esiste dungue una 1p ersfera ‘E

contenga i punti Q. "';:af =i
. . - . . B LT i a)
Nel 5° caso, in cui quatiro delle @ sono negafive, si ginnge '*;;;;—* :'

1-_,1_-. »

analoghe conclusioni — ormai il lettore ha preso famigliarifa GOY 3
procedimento che si & seguito fin qui — a meno che i quattro COF=

el

rispondenti spigoli escano da 1mo stesso vertice, nella quale ipotest; =&
esisiie un'ipersfera che tocea i detti s pigoh esternamente e gli altri 801
internamente. Se ci riferiamo agl spigoli liglialJis, s6 supponiamo c10

che awasa0,; siano negativi, dalle (1) (3) () (7) segue che @t
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3000 n.egative, menfre le altre sei hanno segno positivo. Si osservi
*he nella medesima ipotesi il tetraedro opposto al vertice A, & di
Durrande, gli altri hanno costanti le differenze degli spigoli upimﬂti
[ chiaro che se inveee quello opposto ad A, fusscndi D;ri'muf :

_ ‘ : e e gli
1]t‘rl1 avessero costantl le differenze degli spigoli opposti, esisterebhe
10 1persfera tangente esternamente agli spizoli nscenti da A. o -
érnomente agli aliri sei e cosi via, H

1! 15“ caso, 1n cui emgue delle a;. son negative, non porta ad aleuna
persiera, come il lettore potra facilmente verificare.

I].Tf' caso, in c¢ni sel delle w;: sono negalive, si riconduce al 5
:amblando ssgno a tuttii termini che compariscono nelle (28) e pnrt—a
ille solite ipersfere di cui sopra. J

L’8" caso, il nono e-il decimo, in cui rispettivamente sefte. offo
ove delle an. son negative, non conduce all'esistenza di H.lﬂulla: iper:
fera: I'nndicesimo riporta all’ipersfera di Durrande di eus al primo
as0.

Riussumendo: * Se le misure degli spigoli del pentaedro soddi-
sfanno alle relazioni:

big + Ly = lgg + by =t -1 L,
hae I‘fam — E:m = Eaa = Iz 4 b
(29) { s+ by = by 7 les = bys - by
ha+ bis = by 1 las = bis 1 dy,
by + U, = oy + bys = lgs - ly; »

es;qiate un’'ipersfera che tocea internamente tuiti gli spigoli, Se sod-
disfanne a una delle (29), per esempio alla

! i’lﬂ —I_ !:H — I?[:] ][ Iﬂi — l.:gg‘]"' EH & HIIE H“JI"E
| E:: — fﬂ:‘. — ZIE T EﬂE —— f-sa = I::’.

IrS“‘,i { bia — E.lﬁ Tt I:q leg == g b

b1g — '-Ir: = '?;I — I = f:-s o ';

lig — [, = by — Lz = byy— lgs

esist_e un’ipersfera che tocca estesnumente &1 spigoli nscenti dal
vertice As e infernamente tutti i rimanenti _.

Complessivamente si hanno se: ipersfere, ma la esistenza di una
esse -— almeno nel caso generale — implica 1 inesistenza delle
tre einque. >

I cortese lettore vorrad estendere allo spazio S, il precedente
sultato e perverrd cosi all’esistenza di n L1 ipersfere, ciascuna
lle quali — almeno in generale — non pub esistere ch,e da sola.

Exrico Proororni,
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vatura; allora, se E, T, G: D, D, D” dinotano
prima e seconda forma fondamentale sary F—

line (») di enrvatu ra, si ha:

éppero la formola precedente pub seriversi,
Zlonj :

75 PERIODICO DI MATEMATICA.

In altra mia nota(*) ho definito ter2q curvatura geodetiv

a 11 un punbais
di una linea di nna superficie, quella che

risulta compenends la flesey;

Lf-hl .L-I.*.J.ill-
J S |

] ] - i i
Slong 5~ e la torsione 0.5
k- =T

T della geodetica, che tocen Ia ligea i quel punt
0ss1a |'espressione:

1 1 1 L

Sy e
..'r pL St
1

I
!
1

Nelln presents nota siubilisco una formola pel calcolo di dettﬁi
curvalora, del tntto simile g quella di Eualero per le ecurvature nm*-?;‘f;
mali, ed espongo qualche altra proprieta, che eredo non de tatio
priva 4’ interesse, specialmente dal late della semplicita.

l. Pigliamo a linee parametriche sulla snperficie, Je linee di cur-’rﬁ
1 coefficienti dellall

- T . s Rl i A, 2
= 1% = Wi oy, PP — =
o P, 1l o

-

"=0 e se soshi : : 7
taiamo in (1) le notissime espressioni della eorvatura normale o dﬂll[f_:é ' .
torsione geodetica, ayremo: [ el :,
o o \* lﬂ P ﬂ.?!.-' = :" .'-.
, EG{D—}—D (5] | + (6D — D) (a—) ;

. ,I dy \* ]' ; i

ELT IE + G ( dﬂ ) I L‘[ o :I

Inoltre se « dinota I"'angolo della direzione che si cnnsidern, con ﬂna.;a:;‘-?
|-'::';:;.
Ir‘!_l"ll

(ffu )” K

s 9
duw | bg” o (

con semplici frasforma--

1 e D
S.'ﬂ — Gg EE”J i + Eu EDE:I +
DH‘ 157

. . D . > ’ - 1
Ma i FAppOrL G 0 mismrano(*) nell’attuale sistema eur=: -

\"]h“ﬂﬂ' le enrvature pl"lﬂ{]lpﬂ.ll T_— ed —?:‘; ne segue []unq e la formola: -__‘f{-;_.
1 - | Zuf et g
1 sen® & . cos® g
g % + = {3]
S Eh| s

Anno XXVITI, fase, V, maggio 1913,

(") Parviodico it Mntematica, Livorno, *Su uns torza curvaiura deile linee di opa supariicie ,

(# Bramons, Lezioni di Feomelrin df ferenziuie, Vol. 1, pag. 13i.
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che & quella coi alludevo: essa permetie di caleolare la terza cur-
vatura geodetica lungo una direzione, per mezzo delle curvature
principali e dell’angolo della divezione con uuna lifdes di curvabura,
e prova subito le seguenti proposizioni:

Lia sommu dei quadrati delle terze curvaiure geodetiche lungo due
direzioni, che fanno con le linee di curvnsiura angoli uguali, & eostanie.
In particolare: 2 costante la somma dei quadrati delle terze curvature
geodetiche lungo due direzioni ortogonmali.

La somma dei quadrati delle terze curvature georetiche lungo due
direzioni isogone () é costunie.

2. Cerchiamo Iz reluzione che lega le terze curvature geodetiche
lungo due divezioni coningate. Ricordiamo che affinehé 1 due elementi
lineari d e 3 spiceati dal punto (#, ») della superficie, sieno coniu-
gat), occorre e basta che sia:

Ddudu + D"dvde —= 0.

Inoltre, se «, a' suno gli angoli di queste direzioni con una linea
di curvatora, avremo per la (2);

'g——f— %—tgm.tga'———l]

¢ per le formule delle enrvature principali risulta:

1 1 ,
—+—tga.tga’' =0
g "1
donde :
)|
T COSs @
Ig o = —]"
— S5l &
"
¢, servendos: della (3) s1 Lia-
1 1
— — e08 o — gen «
- ¥'a ; L
sen g = i : Cos o’ = 1
8 S
L] ¥ - 1
Sostitnendo nella (3) avremo la terza curvatura geodetica g

lango la direzione »' coningaia della a, Ci0f:

1

?'lﬂ Ty

8

L e

1
SH

{?) FPeriodico di AMalemalica, l. ¢
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05SHL!
1 1 1 1 4
o S 'S T
e

] L

E dunque costante il prodotio delle terze eurvature geodetiche iuu._qt_;{':i%_i .
due direzioni coniugate, e questa costanie 2 la curvatura foinle dellg i
superficie nel punto in considerazione.

3. La (3) ei permette di costruire, come per le enrvature normali, -
la indicatrice delle terze eunrvature gendetiche al variare della direl 3.".-:-,
zione «. Basta fissare snl pinno tangente come nssi cartesian] E 'q"'-:rf;;, |
le tangenti alle linee di cuvvainra e poi staceare sopra ogni dire- <L eel
zione & partire dal punto O che si considera, un segmento OF uguale” 3
al raggio B di terza curvatura geodetica. lingo quelln direzione:

o
,

r=s oF
allora per le coordinate £, v del punto P avremo le espressioni
E=SSEI1-J, 1’]=Sﬂﬂﬁz

e sostifuendo in- {(3) risulta:

En'.qz

=1

e .:
o e

il e by

cioe il Inogo degli estremi P & una ellisse che ha per centro il punto ¥ ‘fh

m considerazione O e per semi-assi i raggi principali di curvatura, U,
La (4) poi ci mostra che 4 raggio di terza curvatura geodetica hmggf’? '
une direzione ¢ uguale al semidiametro della eilisse mdicairice, lungo ~s
quelle direzione. e

Cost vediamo che lungo le direzioni principali si ha il massimo e 348
i

minimo g1 terza curvatura goodetica e che questo massimo e r
¢ dato dalle curvaturve principali, S
4. Caleolinmo ora le terze curvature geodetiche lungo le direzioni
pii notevoli, g
Lungo una direzione di assintotica (se il punto O & iperbolieo) la %
terza curvatura geodetica & nguale alla radice quadrata della eurvas %
tura totale cambiata di segno (feorema di Enneper). (%) i
Lungo una linea caratteristica (se i punto O & ellititico) guella::
curvatura & ugnale alla vadice guadrata della eurvatora totale. () -
Lunugo una direzione di linea di torsione si na z — 45° Eppﬁ_l‘ﬁ:ﬁfj.’-;.
la (3) da:

("} Periodico @i Maternuticn, 1. o.
(") Feriodico di Muatewnatica, Anno NXIX, fasc, 1, Setlembre 1913,

&

el

¢l

zZt

iy

Il ¢

fur

val
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106
La terza curoatura geodetica lungo una dirvezione di linea di for-

one ¢ ugunate alla radice quadraia della curvatura di Casorati.

E Jungo una delle linee ad immagini sferiche ortogonali () pGi-
he B:

GD 71
ED” 9y

g~ —

sulta per la (3):

0e:

Il quadrato del raggio di terza ewurvatura geodelica lungo una dire-
one delle linee ad tmmagini sferiche ortogonali ugnale alla media
wetica del quadrati dei raggi principali,

R. OccarpinTi.

RELATIONE INTER MEDIO ARITHMETICO ET GEOMETRICO ©

(Historia).

" Valore medio geometrico inter plure quantitate (*) es minore de
1o arithmetico correspondente ..

In forma symbolico: '

Sl ay, Gz, ... 0, €8 quaniitates, et non es

1c

a, - oyt ...-| a,

11
1JI’{I]_ r;ﬂ' (N ﬂ" { »

Aui, si nos eleva ad potestate #:

a5+ ... F frzn)"
7

mng...fn.f:(

Id es: ® producto de n guantitates es minore de potesiafe a1 de
ore medio arithmetico inter illos: subsiste aequalitate in sole
u qne quantitates es aequale infex se |,

Aut sub alio forma:

" Producto de n quantifates que habe dato summa es maximo
ndo quantitates es aeqguale ..

1Y FPeriodice di Mutemalicn, L e
(¥} In iatino sine flexione.
") Quantitaie significa in prassents seripto * numero reale positive "
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Pro % = 2 demonstratione es simplice: nam
a +4- &\* (@ — b\?
- ab — ;
2 \ 2 '

ks

quantitate positivo.
Pro #n = 3, differentia

(a—]—b—[— ﬂ)g-—-ﬂbc

vl

pote e8 decomposifo in summa de guantitates positivo (Fﬂrmul
pag. 87, Prop. 1539) ()

2[(6 4 b+t —27 abe] = (@ — b)° (a +b+T7e) +
+b—cf(Ta+b+c)+(e—a)Ylat-To+e).

Sed isto formula es complicato, et complicatione cresce eum nu-
mere de goantitates.

Multo dilfuso es demonsiratione sequente, reproducto ab BER:—:'_.-EF-
TRAND, Algebra, eap. 1X : R
. S1 quantitates (per ex., in numero de 3) «, b, ¢ non es aequal_q;}-;
unc : A

ubc{i# %—Fi ¢

et summa de fres factores

an+b a-+b
2 g 2 !f':

£ T

vale a -4 b ¢: ergo produntn abe quando summa o+ b-4¢ E
constante dato, non es maximo, si factores non es aequale.

Sed isto propositione non es invertibile sub forma: producto e
maximo, si factoves es aeguale.

JATCHY, Analyse algébriquee, pag, 459, da demonstratione gequente:

SI numero de factores es 4, resulta:

h =
f”{:(n!-,—f)f mi{(ﬂ—td)
o il 2
nhud{:(l,—)b) (—-:’:—ﬂ)
et
a+0b_,¢c+d (afb-+ted\F
X s < (P
ergo

|b|£| 4
abed << (“ —F d)

() Formul, indiea Formulnrio mathemaatico de G, Poano, editio V, 1903,
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Pro 8, 16 etec. factores et factores in numero de 2", demonsira-

tione es simile.
Si nos habe 3 gquantitates a, b, ¢, tunc

oo (n—i— i—i— r:’) = (4 (u:ﬂ—};f:l—l—ﬂ})“

ah (u —,_f + t‘:) < (t! -t

b

id es

b ¢y
3,

el suppresso faclore

(n -+ b - t:)
3 1
resulta propositione

ES )

[

ﬂbﬂ{(

Bt in modo simile pro faetores in numero arbifrario. Sed intro-
dactione de factores, que debe es suppresso, es artificiale.

Plure alio demonstratione resulta ex combinatione de identilates
seripto in Formulario citato.

Uno combinatione es facto in libro: Caraxia, Tratiaio di aritme-
tica ed algebra, pag. 180-372,

In praesente scripto me da demonsiralione goe me crede plus
siinplice.

DEMONSTRATIONE.

Lemua L. — Si n es numero inlegro supertore ad 1, el st X es
quantilate positivo, aut es negativo inler - - 1 et 0, lunc

(12" > 1 1 mz.
Nam, pro =2, nos habe
(l1+2)=1-+42r4 "> 1 2%;

et supposito propoesitione vere pro uno valore de m, s1 nos multi-
plica per 1 + 2, resulta

1+ >0+ mx)(l +a)=1+m+1)x -+
5 + me®>1-+(m+ 1) 2;
ergn propositione vale pro esponente conseculivo, el resulta veritate
generale de propositione,
Lemma 1. — Si m, u, es nuwmere integra positivo, et si x es qun-
Litate positivo minore de n, tunc:

(1 i ?;‘j) (1 —=) <1

=
e L]
T
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L] L] I -
In vero, ex lemma I, si nos scrlbeﬁ m loco de z, resulta

r \n x r\= x

fi- =

= P o
S By
LI J; "!.

Nos eleva isto duo aequalifate ad potestate m et n, et {.
plica inter se: e
2 \nn { ' \ m
1+m=)™> 1 +2)
» \m
(-—EJ”}(L~
% _
1.'
7 3 A z \"

Sed primo membro es minore de 1, nam

M
I [

A+2) (1 —g)=1—2% <1

; ergo resolta lemma. ﬂt
. g - . +) & ."i-l' e
Lesmma IIT. — Si m, n o5 numero rationale positive aul numery;
L T ® - - - . & L Ny x -
reals positive, e si X es quantitale positive minore de n, sempeyr ESl’{'_‘__EiEé
e
2 :I"-q;. :- .-'E.. ;:' !
(T a \m e )’1 - ot
¥ _?1"._.' 1  — -_— — 1 % ..; ’*!- 'I.
i ( + m) ( n) S TRl
7 . . . e
In vero, si m et n es ratienale, pote es posito sub forma:
5
T ??2‘-:—-11, ﬂ:i
s ‘ i

ubi p, ¢, » es integro. Ex lemma II resulta:

¢ % 9
b =—] Ll—-—] <i.
2 : 'I:.I'*.L
J - . ] ;;:-;_:i
S SI N08 pone rw in loco de z et eleva ad potestate ?,reslﬂtﬂi;ﬁ-:ﬁ
;";_: A | 'h‘-:-::.:;?
i proposibone. P
VY - . = ™ g ow bep Tk -
i Transitu de rationales ad liralionales, resnlta ex definitione dﬂ_'ﬁq ;
AEdy . - L ‘l;.'r
3 irrationales. e
s [sto propositione significa que i nos habe duo numeros A
3 !
T L - Et‘ 1 T oaEa ]
E‘{_ + i’l ?3 \

et valore medio arithmetico de illos, eum respectivo pondere m el ﬂ';_'-.'; g
vale 1, tunc producto de potesiates m et # de illos duo numeros 68
minore de potestate m 4 n de medio arithmetico.
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Limitatione, que valore medio arithmetico es 1, pote es suppresso
et resulta: ,
THEOREMA. — Sin, b e3 quantitates positivo differente inter se, ei

St M, 0 es numeros positivo mtegro, aud rationale, aui irrationale, re-
sulta :

ma -~ nh\oEn .
ﬂmbu = ( + ) .
m—n S
In vero, quantitates « et b pote es expresso cum valore medio i
: . mi -+ nb . : e
arithmetico m—+ n oo differentia a — &, ut seque: ges |
= '_.'__':."
P
ma——nb | 1 mn(a —p) Ha
a=— 14— :
m--n | " m ma--nb
L nb [ | 1 mmn(a — b)]
T om4+u |t n ma—+nb |-

St mos multiplien isto duo identitate, elevato ad potestales
6t n, et pro lemma ultimo, resulta theoremu,

THEOREMA. — 8i a, b, ¢ & quantitates positivo, et 3i m, n, p es
numeros positivo inteqro, qui rafeonale, cut wrrationale, et non es

resulta -

aBg < (mﬂ —+ ndh pc)‘“*”*ﬂ“

m-—+n-4p

In vero, per theoremn praecedente:

nbymtu
aup < (:r:: —l- ) _ (1)
TR
af
ma - m’:)mﬂt . (ium -+ nbh - peywroe-p e
(m—fu AL ??3+?&-1—pr] ' o

Ex (1) et (2) resnlta theoremn,

Uno ex signos < in (1) et (2) non exelude aequalitate, si p. ex. R
@ = b; sed semper uno Signo es < . g |

In modo simile pro numero njore de faclores.

APPLicATIONES. — R m et n es quantilates positivo, resulta -
1 m 1 )m+u
—— — [ :
(1 T m] o (1 " m+ n, )
In vero

m

14 o) =1+,
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ergo es minore de pofestate m 4 n de valore medio arithmetico ¢ -f":'?.'-f-J:_

hasi 1 - i , 1, cum pondere m, #: id es de

m-1-+n w 1

m —+ n o+
Ergo expressione (1 - —] , pro m positivo, cresce cum m, que | e
14
pote sume valores wntegro, ant fracto, aut irrationale, 3
(Demonstratione de isto propositione, que ocenrre in Serret, Etf |
in multitndine de alios libros de amalysi infinitesimale, et fnndal:o"* b
1w s |
super evolulione de hinomio (1 - ﬁ) , vale solo pro m integro, et “' i
es plus complicato). ' o
in modo analogo: .3
I
I(_l B l)m ¢ Jo (1}1 — 1 L 11)‘“"" _ (1 ] "]‘”_”- tle
M, m— I — 7 ¢
_ . cL
Et gi nos sume reciprocos: -
o \m i -~ n n+n
) > G sT)
m— 1 m-n—1
: m \m 1 \m 1 \mT (7 de
Er ———) ’ ( —) ) y e
go funciione (m —7) ant (1 = 1) , ant (1 4+ o I'i
decresce qnando m cresce per valores positivo. Bt 3 cli
1 m 1 n-1 18
Il 5= —) 4 (1 J < 1
( m n-41 &
s <144 0
. — E ) — .
(] Com =2 F 7 O
. | ] fé i &
Ergo omui valore de (1 — ?ﬂ) s minore de omni valore dﬂ g pe
| e gii
= ; T " 1 ' s
(1 -+ m) + ¢b 81 nos Indica limite supero de valores de (l +- ?) Lo
\ St me
et limite infero de (1 -+ -;—;J cum e, resulta pro m reale pusltwu i
i de:
! 1\ m 1 \m+? cla
LI_J_E) *1:!3{(1-{—';1) . nn.
Paorma QuArRA.
par|

5l v
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SULLE T

INIZIONT DI ENTI ASTRATTI E SUL GONCETTO DI NUMERD REALE

In alcuni miei appunti che comunicai, or'é un anno, all’egregio
ollega Dott. . Senigacria, svolsi una teoria aritmetica dei numeri
eail, in em il numero reals & delinito * nominalmente , mediante
na serie decimale illonitata e in cul Ja classe del numeri reali gene-
whizza e comprende la solfoclasse dei numeri vazionali, Detta teoria
enchié fosse da me cercata indipendentemente da ogni altra traceia,
on si discosta essenzialmenle dagli svolgimenti analoghi dello
rorz, (') del Sosemino (*) e del Mingo nel sno ultimo artieslo. ()

Toitavia il mio svolgimento trovava ispirazione e guida in alcune
ee teoriche che 1o premetieva ad esso, e le quali ogzi — in oceasione
2ll'articolo del Minpo — eredo di pubblicare senza aleuna pretese,
slla forma preeisa in ¢ui le ecomunicai al prof. SEnteacLIA, sperando
16 esse valgano, ad ogni modo, a richiamare I'attenzione dei giovani

1 d1 un interessante campo di indagini critiche.
E. M,

Quando 81 vuol definire una nuova classe » di enti astratti per un
terminato ® algoritmo ,, vi pud essere una certa arbitravieta nel-
ndividuare tale classe, potendo servire una qoalunque di pid
assl @, classe di classi, legate da una corvispondenza univoea e
ciproea.

In tal caso 1l procedimento logico preferibile & quello di scegliere
individuare una classe particolure tra le @, ln pi1 semplice pos-~
ile, e di assumerla a rappresentare la elasse », ciod di assumerla
me classe w.

Talora possono aversi delle difficolta nell’ individuare lu classe 2,
r esemplo se si voole che la classe » sia un’estensione di elasse
1 eomsiderata, ovvero se si pongono altre particolari condizioni.
Cosi ad esempio, definendo secondo il Pasca ed il Russewr, il nu-
ro reale guale un * segmento mumerico ,, che ® una classe di
sionali, la nuova classe Q dei numeri reali non comprende 1a classe
t numeri razionali B da cul ai parte, ma comprende una softo-
sse R’ in eorrispondenza univoea®e reciproca con la classe dei
merl rozienali R. (*) Ora, cid pnd considerarsi non consigliabile

() dNgemeine Avithmetik, Lipsia, 1885, Vedi pure : Theoretizchs Avithmetit di SI0LL B GMBINEL,
te 2%, Lipsia 1902. N i) Sosrmrie, nk i Mimxo. ecitane Jo Stovrz.

[} Yeriodico di Malematicm, 1913, anno XX V],

i*) Period. di Mat,, fase, 1°» Nov. 1414,

(*) Per unm chiara esposizione della teoria dei numeri reali tratiati come * segmenti numerici
ofla: M. Civorva, f numeri reaii, in Periodico di Mat,, 1900, anpno XXV,
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54 PERIODICO DI MATEMATICA,
tesricamente (benchd non dia luo dai
pralica causare inconvenienti, come fu messo in evidenza dal Byd
BALI-Fomti, dal Caranis e da altri. L

Tal volta per introdurve una muova clagse p si ricorre alla }f{f
detta definizione per asirazione, che consiste essenzialmente in quesfgyil
Procedimento: (') .

Si derivano gli elementi della classe » mediante una funzions. s

(logica) » degli elementi di una classe nota u, stabilendo che sa ﬂ,;z '
8000 elementi della «, si ha '

¢ (4) = (b)

quando e solo quando txh, esgendo a2 una relazione
metrica e bransitiva tra gli elementi dellg .

In tal easo, si Puo 08servare — come noi altrove dimostrammo —-1
¢he la classe » e la fanzione ® non rimangono individuate, essendg. i
s » = * o ~ . L
golo definila 'egnaglianza ¢la)=-p(b); ma ¢id pud essere sufficiente 8
Per costrnire la teoria della nuova classe. Eoili
Cosi fa il Peano nella definizione d; numere reale quale “limits:
superiore , di una classe di numeri razionali, (%) I
Taluno — il CaxTon.

]
L L

i
_[1, =0

ot B Ty

o
. seguito dall'Enwiques () — ammette che I

clagse » possa considerarsi determinata dalla u dicendo che Peles H 0
mento della ¢ rappresenta

1l conceito generale (astratio) degii e]emeuﬁ& i
della u legati dalla relazione 4. Ma chie cos’
nerale ,? Come lo si definigee logieamente 2

: . ) & {*y
Altri — il Russers, preceduto dal Py — considera quali efes ‘8

questo * concetto gﬁ‘} ot

5 . - - LR
menti della » le classi di elementi della legati due a due dal q%
relazione «, ottenendo cosi ung definizione nominale per o, () T

s

— 81 propone di ottenere I'esistal’]ﬂ? g

Altriinfine — il Burari-Forer
v, mediante la classe # o la relas

@ la individuazione della classe gl

ZI0ne w, con un postulato di comode, sotto le determinate condizioni. (%) 2=
vono accettabili questa definizione © per astrazione , nelle forme

del Prawo, del Cantor, del Russery, del Buravi-Fonry ? D
Senza volere gui approfondire an esame, che in parte abbiama. 3

falto altrove (loe. eit.), eeco senz'altro il nosfro
8lero:

o e
A
F

modesfissimo pEI!_-'__".f‘ﬂ;"' Vi

e |

S
() Por le coss qui dstte, & per qualeho citazione relativa vedasi Ia nostrs Nota: Ze definie) _i__-:;'f:-
wlonl por arirazivne 8 la clasga oi Hussell, Rend, del Cireolo Matemastico di FPalerme, adunanzd: i *‘~r:l

“4 Nov. 1012, t. XXXV, 1014, A qnesta Nots fa seguito opa breve Aggiunta da nol puhbliultn-:?j'._-'
parte, Ancoun, Tip, Marchelti, 1913. '

(M &, Paaxo, Formulorio Mothematico, Torino, 1908,
dione di Limite, Atti della B Aopc, delle Scienza di Torip

(") F. Efriques, Quédslioni yiguardanti is
“ | numeri reali

o, ad. 13 Aprile 1913, v, 48,
Mulematiche elemantnyi, Bologna, 1912, vol. I, Arh 22,

4. (*) Non ai confonda gnesto tipo generale di definizions del Russzyy con Ia defipizions del ¥
Rypeaye di numero reals qoala " segmento numerieo , A enl acgenrammo pio msoprs,
!, () 0. Bonarr-Forer, @i enti aatrotii definifi

cond entd relativi ad um campo di nogipni, Rend,
W dell'Ace, del Lincei, ad. 17 Nov. 1812, vol, XXI,
|.|'.
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Le definizioni * per astrazione , nelia forma del Russmir e del
Piert non danno lnogo, in s@, ad obiezioni logiche; ma possono pre-
senture talora degli inconvenienti pratiei

Le definizioni * per asbrazione , nella forma del Peano possono
essere nccettate, sempre che si dica esplicitamente che si rinunzia
ad individuare la elasse » (come nella cosi detta defimizione ° per
postulati ,).

Le definizioni * per astrazione , nella forma del Caxror, e anche
neli'ultima forma proposin dal Buratl-Formi, ¢i pare — allo stato
attnale della guistione — che debbano essere evitate. (')

Fueenio MACCAFERRIL.

OSSERVAZIONT RELATIVE ALLA TEORIA DELLE CURVE PIANE

L.

Per determinare i flessi di una curva piana rappreseniata dal-
I'equazione polare
r==71(h),

invece di ricorrere alla relazione

p3 | D8 9"

(¥ cos—rsenb)?’

e

Y

si pud servirsi direttamente del raggio di curvaiura p, quando ¢uesto
ai presenti sotto una forma tale che ne ponga in evidenza la dipen-
denza dalla distanza p fra il polo e la tangente alla curva. Infattr,
dalla

Y 9+
P=""ds ¥r® - o
segue
dp R s e it i
dr ! f’j_*_ y )i
08814

dr (»% L 37%)2

.r ——— i F ] — -
dp ~ 229t —pr ¥

() Da gquanto d qui esposto deriva |z miz preferonzn ad uns beoria dei nameri reali che non
richiedesse definizioni per asirazione di qualunqne forma, o presantasse | bumeri reali quali
un'estensione dei nnmeri razionali.
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Fsempio: .
= r - R -
h—-?__n 0ss14 r—nB,___],
s1 ha
dp _ 2ab (6 — 5) dr 1 d{r) 20
df (0*—2pr-5f ' A6 2 40 (=1 @
dr af(0' —20° L 5%  agip—orrp o
"y TP T I —sr 5) - (=1 (F—25)

. - - §. W = = _‘!'E ;: -.
Per 0* =3 + 2, quest'nltima espressione, cios 1l raggio di enrvas e
tura, diviene infinita. Abbiamo, quindi, quattro flessi; due all’Infinito i TEue.
per §*=1, ciod sn due rette formanti con I'asse polare gli angoli!
+ 51°. 17. 44", 8; ghi altri al finito per =25 ciot su due rebte fur?:_ S
manti con I'asse polare; ¢l angoli + 286°, 28", 44", 7.
La curva comineia nel punto » — 0, 6% =0 dell’asse polare; i pun
2 A : 6" — 1 : S
di culminazione sono tali che § = are tg——%— ossia tgb—m_}_ 2) AR
ki R

Siccome quando § tende a w, » tende & n e ale siccome :—f“
compreso 1ra il raggio vettore e Ia tangente tende ad un angolti®

i

relito, ¢osi la curva ha la proprietad di tendere a toceare il cerchigs

avente il ceniro nel polo e per ragsio a: guesto & pertante un
chio asintotico della curva. Rt

=

11 (%)

z°—1

7* 1.1+ %€ 2 e ysono coordinate cartesiane, raps;
presenta una eurva costituita di du

L'equazione y =

. o . ‘r'.-’"n
€ rami, 1 quali 81 estendono al-2ji

I'infinito in direzioni differenii. I secondo ramo sega l'asse delle ;2 4 8
, :_::: I : :_-. -1 1'--_- " :r.-r ;: !
nel punto ove «—= 11 sotfo Pangolo »= arctz— ¢ I'asse delle or-

5 o
=

dinate nel punto y —=— 1, che & un flesso. Oltre a questo la ﬂl.Il"i’ﬂ_-‘:'ff_iii?

possiede altri due fAessi, cios z= — ]

Vl ) T
Ilil —_— 00 E':E:". e — ?_ - .L':.,-":I;"
Y 2FJ' ‘_'dl
non si & tennto aleun conto dal contegno di z”

La curva ya® — "4y 4 1=0 non ba centro e punti isolati. Pa- i

=
gl

L

- ~ ---

rallelamente agli assi coordinati ha dye asintoti = —1 g y=-1
a destra y non pud crescere oltre 1 perche lim y=1. IS <

Due ordinate % rispetio a due punti equidistanti dall’origine hanno e
valori reciproei, ma dello stesso segn

compreso fra —1 e -1,

0 €& 30no negafive quando z e

——

() 1l lettors dimoatri per proprio eserc!

2io i seguenti ennnciats,
]

(o ]

11

¥

n

=
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I'area della porzione di piano compresa fra la corva e gli assi
:oordinall & espressa da

2 2
HT_ (l — - log :1) i
313 3

1 punti di contatio delle tangenti condoife alla curva data da un
wnto fisse £ | % del suo piano appartengeno alla curva

(=12 +3{y— D"+ 3y +1)-+n+1=0;

iccome le loro ascisse sono determinate dull’equazione
m—1)2*4+2(3+8) " — 652" £+ 1=0,

os1 quelle tangentl sono al massimo sel.
Aruminie WITTSTEIN,

PICCOLE NOTH

Cua dimostrazione delle formnle del onleolo eombinatoerie.

Non mi consta che siasi amcora pensato ad otiemere le mote formule che
sprimenn il numero delle disposizieni e delle combinazioni di # elementi a k&
: Dasandosi sul noto teorema: Le probabililG che si verifichino conlemporanea-
iente aleuni avvenimenti indipendenti ¢ dale dal predotio delle probabilita che
resentano § xingoli aperewvimenti.

Questo teovema non rvichiede cha uns brevissima e facile dimostrazione per
v quale basla la semplice definizione di probabilita, e da esso, coms loslo si
odieft, quelle formule si eftengono immediatamente ¢ con erands fasilita.

E evidente inktantoe che se alcuni nyvenimeoil presentanc tutit la sfcssa
robabilith di veriticarsi o (uesta probabililh & rappresentata da e gli avvenl-

ients, 1 tutlo, sonoe m.
Vogliasi ora dimostrare In formnin:

Din=aln—1)in—2)...(n — k- 1),

Infatti dati gli »# elementi as, g, ... ok, Ja probabilita che il primo elemento

i unn disposizione a k, a &, scelta & caso, sia ad esempio, -y & — . Aminesso
i

oi che ay, sia realmente il prime elemento, la probabilith che il secondo ele-

: 1 ; - ) :
wento sin @, @ ——; cosl seguitando Ia probabilita che il A" elemenio

n — 1

1
u-—ﬁ:—l—li

I fyy B
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Quindi la probabilita cha 1a disposiziona fissata sia Tryy Orgynoslly, 8
!

H[H—-IHH—EJ.,.{H—kﬂ—I]'

il che & quanto dire che vi sono in talto n(n— 1)(n — 2)...[n — k— 1} ﬂiapﬁ;&'
gizioni (c. d, d.). |

Considerandn ora le disposizioni con ripetizione, per dimostrare 1a formula i
, ' R
Duy = 2k
ragionecemo in modo analogo. :
La probabilita che il primo elemento di una disposizione sig a,, & — La:
nooLx i e
probabilita che il secando elemento sig g, (qui notisi ¢ha potrebbe anche es,sertii
2 S _ 1
1 ==1) b pure n +-Cesi seguitando la probabilita che il BT glemento sia A i 1%
e X _.I.I..' !
* | I i .
& sempre — . g ; 1§
. o : 1
Ne deduciamo che Ia probabilifa che la disposizione fissata sia Ofs ) @rgyoe. ] -
- [ " -’ '“
® it ehe & quanto dire che vi sono In tukto #* disposizioni (*} (c. d. d.). I st
La formula E st
(M)__ﬂf?l—l]{n—-2}...[11——3.:+1] 1
% k! ’ i da
g d' . f-, g . . R 1 IIE)Ii.l
Sl dimosirn pare eolls massima sempliciii, ; a
Dali gli n element; gia accennati la probabilita che ey €DLXT In unp combr _ dfq
: , ¥ . S et 1 L]
nazione, dntg a CAs0, & o se le combinazion; sono a £, a k. Ammesso poi che '4':_'- ! an
- : AT i
' i o yers : : i
entrl proprio nelln ¢combioazione, la probabilith che in €383 SIA pure ., deva;§ ' ha
> k—1 _ . : L AEdE !
©Ssere, evidentemente, v — 1 9081 seguitando =i vede che Ia probabilitn i‘-’ti-"- Ca
% — R \
i = 1 | !‘-;E;} &EJ
nella combinazione entp (r,, © e quindi Ia probahilith che la combii ik
nazione fissuta sia #riy Gry, ary...ap, (in coi 74, #%. .. & una permutaziongi i sEL
qualungue di v, 1., .0 5 data da ' esy
I ! mo
nin —1) (s —2). . (n — k1) nul
_ del
il ehe & quanto dire clie vi sono in tulle din—ln—=2...1n - ) ﬁum-.‘-:_'f;f‘ iy ant
binazion] ¢ d, . tuk
|I'.-' y "nt’
: .[t"' Questo Aumere si pnd anehs arguire snpito in un aliro modo al qusle pore non urﬂliﬂ.'f:}r .*,, a 1
s1asl pensalo: Si sa ghe [} Namere formeto dall'unita saguita da & zeri e avonis per hasa !.‘{5-:5".-.
fippresenta il mumearg yk, Ora tutti i pnmeri da 0 Huo a2 mk — 1 gi rosseno serivere con b cifra, r’;{' vot
4€ Bl nota che quelli eha ai sslivono che menn di & cifrs pousone pure, preponendo degli Z8Ths -7 by per
seriversi con E rifre. Ma & svidente she tutti quesii nk sumeri &i serivono disponendo, con ripe-- @8 :
tl:inu‘e. n tutti i madi, gli w pumeri di una eifrs Wl &....m—Datazoe quindi dovrd "5 )
aV¥ersi D“L‘.:uk {E. ﬂ:. l.'l'IJf . AR LULE
ADrasto Cargeani. 1
— - f— alla

a R
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La notte fra il 17 e il 18 dicembre scorso si & spenfto in

toma uno dei pil antichi e stimat; collaboratori de! Periodico di
latemniica.

GEMINIANO PIRONDINI

no studiose di upa tempra e di una tenacia veramente eccezionali
a trascorso la sua esistenza, avendo di mira due solj ideali la
mmiglia o la scienza matematica; e sebbene la sua giornata sia
rminata avanti di ginogere a fine egli ba chinso gli occhi colla
)scienza. serena, sapendo di avere bene speso 1l tempo ele il de-
ino gli aveva assegnato, di avere lasciata luminesa traccia della
a mbelligente operosita,

La Tunga lista delle pubblicazioni che pubblichiamo, che vanno
11884, due anni dopo la lanrea, fino al suo importante Fssai d'une
torie analytiqgue des lignes non enclidéennes che si sta pnbblicando
o varl anni negli dAnnaes da Academic Polytechnica do Forto, @ una
mosirazione della sna vasta cultora scientifica, del suo fervido
1ore per ghi studi matematici, della costanza e della fede con cni

perseguito durante tutta la vita i1 suo ideale scienfifico. Pubbli-
ndola qui, crediamo di rendere i] migliore omaggio alla memoria
| compianto collaboratore ed amico.

B eid tanto pill in quanto erediamo che egli fosse conoscinto e

abo assal meno di quel che meritasse. Di carvattere chinso e poco
ansivo, eccessivamente modesto, sdegnoso delle folle e dei raumori

ndand, egli & vissnto in un ambiente ristretto, non ha fatte il
lu per wettersi in evidenza: ritemendos equamente compensato

st10 lavoro mai interrotto con la libers docenza in geometria
itica ottenuta a Parma nel 1901 & oo posto di professore all’ Isti-

0 Llecnico di Roma nel 1906,

Sulla sua carriera abbiamo aleune semmarie nofizie, Fgli era
0 a Parma il 8 ottobre 1857, ma fece gli studi universitari
lsa dal 1878 al 1882 ¢ consegui Ta lanrea nel 1882 con pieni
| assoluti, 11 diploma di abilitazione dells Scuola Normale Su-
lore nel 1883,

Nel 1883, entrd per concorso nel ruolo degl’ insegnanti d’Isti-
' tecnico col grado di reggente e fu destinato a Reggio Calabria.
Nell’B5 fu promosso titolare dj 3s classe e nell’ 86 fu trasferito

nativa Parma, di dove si mosse solo nel 1906 per andare
Oma,
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fycLh
s
#
+

Intanto perd fu promosso per merito titolare di 20 elasse nell’ %8
¢ sempre per merifo titolare di 1% elasse nel 93; vinse nel 95 il ,J -_
corso per Ia eattedra nell’ Istituto Teenico di Milano: nel 1896 ek ;
il premio Ministerinle per le scienze matematiche conferito 1allg
R. Acendemia dei Lineei: un altro premio dello sfesso governo ebbg 88
nel 95, o nel 1904 fu nominato socio della K. Accademia di scienm’
lettere e nrfr di Modena, RE VR

Con animno commosso il Periodico si associa al dolore della moglia!
e dei figli ul eni affetio & staio iroppo presto rapito il loro {:Bmf_%
ed alla memoria dell’antico amico, del collaboratore affezionato DOIE6::
un mesto ed affeituoso saluto. i

£ =

G. L,

Eleneo delle pubblicazioni di Geminiano Firondini.

L. Sulle superficie « liner @7 curvatura piana. * Battaglini ,, 1884,

=
2. Sulle linee di ecurvatura e suile superficie che ammetiono wi'epoluta COMBES:"
* Battaglini _, 1884, '

e
3. Rettifice di un {eorema w dimostrozione di aleuni tepremi geometrici. © Baks j;
taglini ,, 1385. =
4, Studi geomeirici relotivi spectalmente alle superficie gobbe. * Batlaglini ,, 1885. :fed
5. Tepremi geometvici, Parma, Battei, 1838, o
5. Note géoméirigue. * N. Annsles 2y 18886. 1!
1. Sur les helicoides, * N. Annalps s 1887, 4
8.

Swulle superfivie vigate. * Baltanglini ,, 1R87.
9. Sulla similitudine delle curee. * Annali di Matematiea = 1887,
L0. Sulle Zinee ¢ doppic cwrvatura. Battaglini ., 1888,

L. Teorema relative alle linee di curvatura delle supsificie & sne appﬁmr{
zioni. “ Aunnali di Matem. ., 1888,

12. Sur lee susrfaces de réootution. * N. Annales ,, IS88. Lol
13. Studio sulle superficie elicoidati. * Annali di Matematicn ., 1888, Sk
18, Sugli incituppi Qi piani ¢ di sfere. '
Ipgna ,, 1889,
13. Sopra wlewne Stperficie e eurre. © Battagling ., 1330,
16. Sl problema di trovare ln Imea di eui & duto i tuego dei centri dE=5 :
ewrvaiirg. * Annali di Malematica . 1380, 1
1M, Swlla trasformazione ver vagyi vetior
18, Swlle costrizione de
Napoli ,, 1889,
13, Sur les lignes sphérigues. * Journal de Teixeira . 1880, i

l.. § 2 I.I:;:'-II,I- .. . 18
- . ] & N & = a . = - ‘_'Tj..‘ ! :.:_1!..
20. Sulla teorin deile Superficie di rivoluziene. * Aunnli di Matematica , 1890; G
21, Sur les raject

by
les ., 1890, ;

22. Intorno a due superficie rigate che si presentano nelis studio delle linee & 55%

reciprocs, * Battagzlin ., 1880,
le linee dello spuzio. * Aceademia delle Seienze di

- & . .l._r|':._h.__. :!-'I:. -
oires orihogonales @'une ligne mobile. * Nouvelles Anna= i L

doppie curvatiyn, * Battaglini ,, 1890, _,-';jfrﬁ;
23. Sulle linee a triplice enrp

* Battaglini ,, 1800,
24, Sulle Sieperficie @i traslazione. * Annali di Matematica ,, 1800, -
25. Di una rarticolare trasformazione geometrica. ¥ Accademis delle Scienze

di Napoli ,, 184D,

5 ' & il L] -!..E_
atura nello spazia ewclideo o anattro dimensioni. "y

T, 13
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6. Sulle linee di stringimento ¢ di allargamento di un sisfema di eurve. © Ae- i '1'

demia di Bologna ,, 1891, e

27. Sulle lines d'ombra d'alemns superficie. * Battaghni ,, 1891 e

28. Intorno ad alcune guestioni relative alle sviluppate successive @i una linen * i
wna. * Accademia di Napoli ,, 1891, r‘;L _
20, Sur le contact et Poscuiation des lignes entre elles. * Journal de Tei- el |
ira ,, 1891, ”

30. Swr Ia détersnination des lignes, dans le »apport de la eourbure & la forsion
nnées de Pare. * Crelles Journal ,, 1890.
31. Sur la conigue osculatrice des lgnes planes. * Journal de Teixeiva ,, 1850,

82, Nota intorno olle superficie modonafe. © Baltagling ,, 1802, R |
33. Sulle linee, nelle quali il rapporto di curvatura alle toysione © una frenzione e

Warco, © Annali di Matematica ,, 180, e
34. Aleuni teoremi sulle superficie seilwppabili, © Awnali di Malem. ,, 1892. ;
85. Ligme d'intersection d’une surfave de récolution avee un cylindre quelcongue

nt les pénératrices sont paralitles a Vaxe. * Bl Progreso Matemat. ,, 1392, =it
36. Centatto e ortogonalite @i due elicoidi, * Rivista di Matemalica ,, 13032,
37, Inforne a wna famiglic noterole di linee piane. * Battaglini ,, 18235,
38, Intorne alle indivatrici sfeviche delle linee dello spazio. * Rivista di Male-

tbica ,, 1805,

89, cleune formole relative alle linee tracciate sopra una superficie ¢ loro ap-

vezioni. * Annali di Matemaltica ,, 1823.

40. Sur une famille rémarguable de lignes planes. © Mathdsis ., 1894,
41. Simmetria ortogonale rispeito a una superficie di rivoluzione. * Annali di

itematiea ,, 1894, {.-
42, Sur les surfuces réglées. * Journnl de Teixeiras, 1885.
43. Sur guelques propriétés de Uhyperhole. * Malbésis ., 1885. 'Hi:%
44. Di alewne superficic che ammediono un sistemoe di linee wguali ¢ un se- el

ido sistema di linee wguali o simiti. * Anpali i Matematica ,, 1896, gl
45. Simmetria ortogonale rispetio a una linea qualunqgue. * Bautaglini ,, nh

$6-97-23-99. R
46. Snur les trajectoires isogonales des génératrices dune surface dévéloppable. “‘i

Jrelles Joursal ,, 18587, Wbt
47, Aleune preprieta Qella soiluppante di cerchio. * Peviodico (i Mat. ,, 1897, o
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SULL'USO DEL TEOREMA DI FOURIER-BUDAN

nella discussione dei problemi

I metodi comunemente usati nell’insegnamento seconda
liscussione di problemi di 29 grado presentano alcuni inconvenient;:
rincipale fra essi, quelo di non lasciar prevedere aleuna generaliz-
1Z10me, nemmeno per 1 casi piin semplici (1), e che Spesso ricorrono
elle malematiche elementari, di equazioni superiori al 2° grado,

E guindi consigliabile, anche per stabilire una piu stretta connes-
lone Ira gli studi secondari e quelli universitari, adoperare i metodi

enerali dell”’ Analisi algebrier, tentando salo un‘opera di semplifica-
one e di adattamento alla senola secondaria,
Da tale punto di vista mj

rio per la

sembra che per la discussione dei pro-
lemi possa essere preferifo il metodo che conduce al tecrema di

ourier-Budan, L'ordine da scegliere pod essere i seguente (V. Eney-
opidie der maiematischen Wissenschaften. Bd. 1°); regola di Cartesio,
orema sul numero delle radici maggiori di «, teorema di Fourier.
imostrerd dapprima questi teor. per equaz, di 1° e 99 grado con
nsiderazioni estremamente facili ed elementari. Accennerd pol ¢ome
possa giungere a risultati generall, esponendo dimostrazion] (sia
vla regola di Cartesio che pel teor. di Fourier) che mi sembrang
t semplici di quelle ben note (Gauss, Laguerre, Fourier, eec.) con-
nute nei trattati pin in uso,

Per Tu enuneiazione rigorosa del teor. di Fourier (che in molii
wtatr di Analisi alg. laseia alguanio a desiderare per quanto ri-
arda le radiei che possono caders negli estremi dell’intervallo
wsiderato) ho tenuto presente la recente memoria di Hurwirz
eber den Satz von Budan-Fourier, Matematische Annalen 1912, Bd. 71
o84). Non ho fatto invece uso alenno dell’articolo di P. (iopicE,
wrnale di Battaglini, 1912, Pg. 188); ma volendo sarebbe ben facile
‘e una dimostrazione dell’asservnzigne 1vi contenuta,

Infine, per quanto riguarda I'applicazione ai problemi dj 2%grado, ho
© alcune norme pratiche ed esempl pel caso che i coeff. dell’equa-
ne contengano dei parametri, Mostrerd in ulimo come, per equasz.
2 grado, si potrebbe dedurre immediatamente il teorema di Sturm.

() TarTiEviiLe 8d es, considera solo il caso delle equaz. biquadratiche, V. Théorie des dqun-
et diseguadions i b degré, Paria,
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K penetrato ormai nell’insegnamento - secondario il coneetts
derivala. D'altronde, per togliere ogni scrupolo, basteri osservara el
R noi occorre soltanto I'uso della derivata di un polinomio in x, chy
potrebbe quindi esser definito, in una scuola secondaria, per mezir&
della regola di formazione. S

l. & ben noto cosa ¢'intenda per varinzione o permanenza di segno’y
fra due termini conseeulivi di una suceessione. Le stccessionl da nnf*
considerate sono sempre finite ed avranno I'ultimo termine diversp':
da zero. Facciamo una volig pPer sempre una convenzione giren i taf*-ﬁ
mini nulli, e ciod che non si debba di essi tener ealeolo aleuno nﬁ[!
contare le variazioni. Si pnb anche, il che & affatto equivalente, at.tri“-*-‘f‘f.q
buire ai termini nulli il segno del primo termine suceessivo non nuHQ.%J}
Il mumero delle variazioni ottenute nei modi ora indicati & lo stessoif
Per quanto si & detto, potremo ora parlare sempre del seguo di o
termine qualunque della suceessione. 2

2. Sia un'equazione di 1° grade a coefficient] reall;
fle)=ax—+b=0; a=x0,
Se o & la radiee (reale) =i ha:

fl@)=nqalr —z'); flz)=ua % 0,

!
i

e guindi
T{m.} n':l’lla'

MR

51 dedunee di qui che a seconda che f(z) & nullo, ha lo s$e830 segnol s

Ty

e

1 ., F:J:Ef "; :_ 2 &

Teonema [, — T numero dells radiei di un’equazione f(x) =10, di > !

3. 8i abbiano ora due numeri reali a, B, dove o < 2. o si consi=- g
Troreua II (di Fourier-Bupar). — Se si considerano le due succes~

1 . 1 . . - 3 '.ﬁ-i ":;.': "..'_.j:l
Prima successione non ¢ mai nferiore a quello della secondaz 2°) dﬂu_-;‘jf-;af*

. - T . a o USRS
od hﬂ: Segno op pnstﬂ dll f {.'z_:}, sard 2 rispettivamente ugun]a:, m:nnrﬂ.}%._ 0
maggiore di z. Se consideriamo dunque un valore az di &, 81 cnnﬁlu{f,}i{
deri che soltanto mel caso ehe la successione dei segm di fla), (2}
presenti una variazione la radice 2 sara maggiors di «. Pud enunciarsg;
" . w 14
quindi il seguente: ﬁ
1" grado, muggiort df o 2 wguale al numero delle variazieni i FE_[_’;FH.EJ!_';_:.'_::':' "
rella successione f(a), {'(a). SR
der1 il feor. I" rispetto a questi due numeri. Si avra immediatamente. /e
il seguente: '
¥ 17;1 3
stoni f(z), f{x); f(B), 1'(3), ¢t avra: 19 il numero delle variazioni dells, A i
P . - i :""-,t ;!_':u' Mk
mero delle radiel reali di f{x) =0 comprese nell intervallo (), Vestrema i g

¥ '|—_" -‘_.'_j':_
inferiere escluso, & uguale alla differenza ira le variazioni della primae: i
successione e quelle della secomda. D

r_'- s e
- m bt RIS r i |
- .='.-|- -
'

- - s - = off ¥ .-
4. Passiamo ora alle equazioni di 2° grado a coeff. reall. SiR%

dunqgne:
fe)=o02"+ b +e=0: a =30,

II
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Avrd: ' f |
fl@)=2az-}-b; fx)=29q¢+0. e
Sia dapprima il diseriminante A > 0, e siano allora 2’ < 7" le due
adiei reall.

S1 ha, posto

M — i :r’-.i- ?i

Ei’! s )
(T)=alx—a) (z— z’)s f(z)=2a (z — M).
Allora

7{‘{2) & é i# =) (& —a); ?E;J} =2 — M. i

S1 osservi di piin che

2 <M< 2"

Queste tre relazioni seno snfficient per stabilire il teor,

cercato.
premetbta infatii la segnente osservazione.

Si consideri una sue- A
ssione di tre termini, con quelli estremi non nulli. Se goesti haano IV

stesso segno, si avranno due variazion guando il termine medio
SE500 opposto, zero variazioni negli altri casi: se invece gli estremi
N0 86gno opposto si ha sempre una sola variazione, Se infine uno
zlt estremi fosse nullo, il numevo delle variazioni si dedurrebhe
la considerazione degli altri due ternini. Dopo cid, per mezzo delle

relazioni stabilite precedeniemente, si incominei a confrontare

et Sl T e
i
-’

T
R =T

.
;
L] > -
] = ]
b TN L e
e |.ll.:t.|h.-_‘-l'._'. v - %
-

-
!

L}F';f

ma 1 segni di f(z), (z) e poi quelli di f(2), /"(2), tenendo sempre A
sente la terza relazione. In tal modo si otferra facilmente (posto w;
. : i

e sia un valore di z): a seconda che 2

ﬂ -__:: i"r;' TJ‘ -E: m -:: :L‘I; ..'.'_'.'” :&: 21 _:

B sniceessione fz), £(a), 7 (2) si hanno 11sp. due, unm, zero varia-

. Allora, nsservando che in una sueccessione di tre termini non

aversi pin di doe variazioni. si conclude che anche per le equi-
it 2° grado a radiei reali distinte & verificato il teor. 1% B
3. Sia ora i
J'l — (.’l H :L.rﬁ*
:r.l e IH‘ s M,, | .,frri'
1 ha: 'é
f@)=oa(c—2) fl)=20(c—2); f () =2a#0. ;
L”f_‘irﬂ '-.L :
f.('m] ]- e [l[m] I I
i - "a \—F a rF — r— - g0
Fla)— 2@ =2l
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segno opposto e che se & nullo f{x) deve esser nullo anche fl=z). .
dedurri poi, ponendo x =gz che, a seconda che o <, ' < u, nelli
: - . o e in SN
successione f(a), f{a), f(«), si hanno ri8p. due o zero variazioni. Pei
l'osservazione fatta primz cirea ai segnl di f(z), f(@) ed all’annmllais;
mento simultaneo di f{z), f{x) si vede che i soli casi possibili, song i
che nella successione in esame si abbiano o zero o due variazionizi

Si dedurra allora che il teor. TI° & vera anche in questo ecaso, pumhg
nel contarve le radici si tenga ealcolo del loro grado di Jnultip]icit}‘gﬁf
6. Sia infine A < 0, Sappiamo, in tal caso, che /{z) non pud anz

nullarsi per nessun valore reale di = e che #(z), /(z) hanno sempfﬁi:
lo stesso segno. B di pit: -"-r'-f_;

/)

" — "_M

fla) — %
dove

b
M= 2q

St ofterrh ancora, per 2 =ua, che la suceessione flz), fla), (e}
ha due o zevo variazioni a seconda che L

o << M, M=<a -

Dal momento che si & ora supposto che non esistago radici 1
il teor. I' non vale pit: & facile vedere come dovra essere i?*{ -
7. Riassumendo quauto & stato detto nei tre easi ora considera r’gﬁ"' '
sl avrd dunque, analogamente a quanto & stato visto per le equaz;
di 1° grado il seguente: Rk
Teorena 1. — Il numero delle vadici reali dell'equazione di 2 gradi: 48
f(x)==0, (tenuto ealeolo del loro agrado di multipliciti) meLggior: i g“,‘? |
now pud superare il numero delle variazioni della successione f(a)., ¥(z)is
Y(z); e, se ne & inferiore, ne differisce per un numero pari. Cid avverrd
s040 nel caso di radici complesse e per < M. B
Nella praties sarh conveniente applicare il {eor. ora veduto, uﬁnt_ﬂl;_"'::" e
anche 1l seguente, soltanto nel caso che Fequazione abbia radici reali;
seguendo le norme che porremo in uitimo. Pin tardi si dird ANCOLE:
come convenga praticamente determinare il numero delle variazionld
della snccessione anzidettn nel caso che i coeff. dell’equaz. nnnteﬂ;._j
gano dei parametri, e

8. 81 abbiano oran due numeri reals o, B, dove o < 5 e si cnnsidaj:'_i':-?_
1 teor 1° per ciasecuno dei numeri o B. Se I'equazione di 2° grado &8
4 vadici reali (distinte o coincidenti), si ricava immediatamente un 2
teor. analogo al teor. II°. Se I'equaz. & invece a radici complesse, dai
quanto & stato detto precedentemente, e posto sempre

b

2a ?
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