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svivanti dalla considerazione di ﬁpaciaﬁ combinazioni di

_______ :r_;_z;énti dette combinazioni con ripetizione fino ad 7 e
la loro applicazione: 1° allo studio delle tavole generali
i addizione per linee, per colonne, per diagonali e circo-
_ Qn, dell’elemento di posto 2 nella sneces-
qinne individuata da # numeri iniziali @Qy,...Q, e dal-

ééfi-"eqnﬂziune ricorrente: Qu = p(Q,_ 14 :@,mfg + cov + Bm_s).

In alenne mie ricerche di algebra ho constatata la grande impor-
anzn. che pud avere lo studio di aleuni numeri di naturs combina-

i o | A A m
joria, de:_ quali sono caso particolare i noti numeri della formsa ( n)-

Sembrami quindi assai opportuno pubblicare un’esposizione completa
lolle proprieta di tali numeri, Allo scopo di rendere evidents 1I'im-
‘porianza della loro infroduzione, espongo anche una mia teoria
.gendtale delle tavele di addizione per linee, per colonne, par dingo-

iali e cireolari, di passo dato. Le proprietn delle tavols di addizione
#ono importanti perchd possono venire in soccorso nella trattazione
i questioni neile quali ricorrono processi operativi che sono o pos-
seno ridursi ad una serie di addizion; esegmte linearmente o cireo-
. latmente muovendo dai termini di una successione data. Mi oceupo

¥
-

Lo oda ultimo di alenne suecessioni di numeri delle guali sono caso par-
o tigelare quelle dette di Leonardo Pisano; anche il poco che pubblico

i fueste successioni basta a mosirare I importanza dello studio dei
ovi numeri combinalori.

7 . Jm) : : s ‘s
Aggiungo che 1 nameri \ ;; /. 5000 considerati in questo lavoro piit
L i

specialmente dal punto di vista del loro significato combinatorio:
pero, muovendo de esso, & dimostrato che possono considerarsi conte
goefficienti delle potenze di nello sviluppo in serie dell’espres-

ne (14-24.." 4+ 29" Pertanto a propriets di tali numeri si ac-

nng in teluni libri Qi algebra, ove si brata dello sviluppo delle

.. putenze dei polinomi. Le poche proprieth gia note sono qua indicate
. coume fali e riportate colle loro dimostrazio ni; delle alire non ho
0vato .cenno presso zleun antore o noppure mi costa che 1'impor-
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2 PERIODICO DI MATEMATICA

PARTE PRIMA

I. — Alcune formule introdutforie.

I. Sia ... 0,0, @, @s,...2,0,0... una successione di numeri for-
maba da zeri iniziali in numero ilimitalo, seguiti da ¢ oumeri a,,
s, ...a; sul quali non facciamo alecuna ipotesi e da zeri finali in nu-
mero illimitato, Poniamo: .

e F 0+ 04+t e +0+04. .. =8,.

Sia k& un intero positive non nullo e dalla suddetta successione
dedncinmone urmaltra sommando eciascun numero con gli 4 che lo

precedono a sinigira, Indicande con S5, la somma degli elenenti della
Nnuova SOccessiones, AVIEmao:

FO+0 0 } ﬂl"|‘(ﬁl+ﬂs)+ A+ a . .~ ) -
+ (s+tat. ..+ )+ Fl@wn+ ... Fas 4 a) +
_l_(al_h—[—ﬂ-—l_- a)+ .. _L(ﬂi—l_l_ )_l G +0+...=

(ritenendo in generale a., =0 se » <0 oppure se r > 1i).
Ora é chiare che ciascuna delle a si trova in S, come addendo
di somma precisamente A+ 1 volte, epperd sara:

= (h+1). ..

Se si opera in modo analogo sulla successione

A .ﬂ, U, (1 4 (ﬂl‘l‘ﬂ!]p o3 ,{ﬂi_l—!—ﬂi), aj 0., [J,‘...
aid, dedotta dalla data e si indica con S, la somma dei numeri della
‘nuova suceessione cost formata, risullera:
Se={h-+ 1S =+ 178

e cosi continuando, fino ad otienere % sucecessioni dopo Ia data, ed
indicando con S; la somma dei numeri dell’uitima di esse avremo:

| Sk == Uir + “h' -ISG . (1]
In particolare se 3y =1, sara | ; ]
= (h -+ 1)~ (1)

 Hs. Sia ...0,0, 1,0, 0... la snccessione iniziale talchd Sp==1.
Si ponga k=2, Le successioni da considerare sono:

L0, 0, 1, 0, O,...

Wy 0 X 1 L 0, QL.

Ay O & A & 8 %Y Bhaas

.0, 0, 1, 3, 6, 7, 6 3, 1, 0, 0,
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Sl_qgl__,_g; Sl&:ggl____g; S_ﬂ—-_—,?,??_——..‘??“_'__

=

» comprende un solo termipe non nulle, la 2% ne com-

ne comprende 5,,.. ['gma pg comprende 2u — 1, () -
2. 8ia ancora la successione . ., 0, 0, ay,

Az, .., 0,0,. ., consi-
ta precedentemente o poniame

L]
-

o Eﬁtl, se & & dispari, si avea: | .

t_._ (@~ @) + (@ + a4 ) — (@ + s+ a5 4 a) L.+ am=0
L lasohe, tolte le paventesi, risulta che ciascuna delle @ & presa o
skesso numero di volte col

B 36gNn0 - e col 86gNn0 —. Se invece % &
. pari, sarh:

{]‘1_ (a1 + @) + (@ 1 a3 4- a,) — e+ a+a; + ay) .

o k=
incehe, tolte le parentesi,

e fatte le riduzioni gj oftiene

- le-_ﬂﬂ.—,-ﬂﬁ__ﬂi_l—!-.iﬁ!.
S ﬁlﬁfattu ragionamento si puo ripetere
. Tniziale, nel caso ad es, — 1, Ia

? wen iy 0 . (cc;—f—a),...(m_l—{—m),ai,ﬂ, 0
. Adungue:

Per h dispari la somma algebrica dei terming
stoni dedotte dalla iniziale (sommando cinscuna
gli.h precedenti) prest alternativamente epl s
1" termine non nudlo, & nu

assumendo quaie successione

-’-l-i

di ognuna delle sucees.
volta ogii elemento con
EgR0 - & —, a partiye dal

| la: per h pari essq 3 costante ed ha il pa-
lave che corvisponde alla succession

e miziale.
- Ia particolare se la suceessione iniziale & la 0,0, 1,0, 0
s /1 & pari la suddetta somma aleshrien vale sempre 1. (%

- 3. Muovendo ancora dalla sumecessione v bl Tl ryeovaiy 0, 0. .,
Costruiamone alire &t —1 eol processo solito. L'ultima di esge conterra
i+ (k—1) termini tra il gruppo di zeri a destra e quello g sini-
stra; cio aceade perché ogni successione contiene tra i due groppi
di zevi & termini pin della precedente,

I & @& E

(Y 86 k=1 lo succsssioni
“stifuenti le erizzontsli del noto
Stizzontate- di esso, vale 2*. g

B

el &i otfengong n..pnrt-ira dallz
trinngeio di Taviaglis, Adungune
o & conseguenza della legge dj

---0,0, 1,0, 0

rews BONO guelie po=
In somrng dei

Tumer: dells {7 4- })=

fermazione dalle Bugeassioni @ non
3 U affalto neeessario per dimostrare tale proprieka ricorrsrs allo sviluppo di (0 4 5)" e Supporre
4 Cpol u=p=1, come si fa comunemente, \
. P Be =

1 & 1a successione inizigle & @...0,0,1,0 0s... 8l coneluda; 1a somoia del nn-
:?_j:;__“_!_l_lﬂ_l"[ di wan qualsiasi orizzontalae del trlangolo di Tartapglia prosi allernativaments col B8N0 + 6 —
=& zero —, Non o' bisogno per dimosirare tals p

roprieti ricorrere allg sviluppo di (o + p)* ¢ gup- -
Pt pol g =1; 5= — L, conte si f2 comumemente,
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Sia g il quozienfte ed » il resto della divisione di - h(k —1)
per A -~ 1. Indichiamo con

b.-t yjeink bl'l-l-l ¥ 1g‘llﬁ-ﬂ! "o bﬂ{h‘t-l]: {}E[h-{—l}-rl yoe e bu{_h-;-lh bq{h-’,—'l}-'rl yoooeon E"'l[l[h--]—'l.i Fro-

la suddefta ultima successione. Scomponendola in gruppi di -1
termint da sinisira a destra (l'ultimo gruppo polendo confenere
r << h-{1 termini), la sommea dei termini primi dei singali gruppi,
vale quelle dei termini secondi, terzi,.. e tutte queste somme wvalgono
(% - 1)==.5,.

S1 ha ciog:

b1 biasn+ bicson =+ oo T b = (R4 1), 5 (2)

per =12 ...h-} 1, s essendo, in corrispondenza di ciascun valore
di ¢, il maggior infero fale che id-s(h 1) <qg (k1)1

Infatti rapporto alla 1* successione dedotta dalla ...0, @,. .., 0...
ognuna di tali somme vale S,; perciv rapporto alla 2* suecessione
dedotta dalla ..,0,e;,...a,...0 ognana delle somme vale la sgomma
dei fermini della successione precedente, ciod: (A 4+ 1)Sy...; In ge-
nerale ciascuna volta il valore costante delle somme @ la somma dei
termini della successione precedente e questa somma, se l'nltima
guccessione offennta & la (k—1)* dopo la datrn (e quindi la prece-
dente & la (£ —2)2 dopo la data) vale, per la (1), (A4 1)5*.S,.

Se la successione by, ... byunen:e 81 Scompoune i groppi b -1 ter-
mini da destra a sinisfira si ha pure:

- Byt B e B =0-F1F8 @)

per i=q(h41)+# glh+O+r—1,...qt+1)+r—h s os-
sendo, in corrispondenza di ciasecun valore di i, il maggior intero

tale che it —s{h+ 1) > 0.

II. — Proprietd del simbole combinatorio 1T}h.

Chiamiamo combinazioni con ripetizione fino ad A di w elementi
diverst, n ad xn, o di classe #, 1 groppt formati scegliendo ecomunguae
uno o pi fra gl elementi dati e ripetendo ciascuno degli elementi
scelti /. volte al piu (cio& una, o due, o tre,... o 2 volte) in modo
da avere in tulto # elementi, senza che eisacuno degh elementi scelts
debba essere vipetuto lo stesso numero di volte; ritenendo inolive
che due distinte di tali combinaziont debbano differire o per qunlehe
elemento oppure, gqualora contengano gli stessi elementi, per il modo
col quale essi sono ripetuti. Per es. se gli elementi dati sono tre a, b, ¢
e n=4, h=23 le combinazioni in questione sono:

aabe, abbe, wabee, aaab, aaac, bbba, bbbe, ceca,

eceh, aabb, aace, bbee,
m numero di 12.
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. Per k=1 si hanno Ie comuni combinazion; semplici di m ele-
L menti n ad 7, e per h=un s hanno Is comuni
petizione di m elementi 2 ad n. In

cornbinazioni con ri-
queste ciaseun elemento pud es-

~gere ripetuto fino ad n volte. Indichiamo col simbolo {:T} il numero
™ . h

so i delle combinazioni 2 ad % di m elementi diversi con ripetizione fino

= ad ke chiamiamo m numerntore ed 9 denominatore di esso. Il nu-

L ‘mero 2 si dird indice di molliplicite delle suddette combinazioni. 1
. numeri m, », k sono adunque per loro natura positivi, interi, non
se fosse mh << #, anche ripe-

¢ nulli inoltre dev'essere mh = giacehs
= tendo ognuno degli m element; dati %

: volte, quante cioé ne sonp sl
S R e 5 MR . . - .
U o mu possibili, non potrebbe formars aloun gruppo di n elementi,
'-;--':;1'. A

- Deve aversi evidentemente / < n. Saremo in seguito condotti a dar
SR -

BT v . "

seaatene = siomificabo ad l“} ,» quando > u ponendo
o o i I::E:I'___-: 1 h

c i T

. Wh=laf @G> (1)
ey

S n T

(L ",
ML -.;,:-‘h‘
T T e
Bl
B AL

LT
o

= ;".;:*.5_5555:; ; . s
St ba evideniemente

. L , fmy (m)
:H.i - le l . (‘jﬂ I 2 1)

.'J'i'l.

kel | il g
P

;
L
;
L

T
’_F'

o=
—

(3)

12

L » L = ?H 8 -

giacché se h=un il simbols { u} rappresenta 1l nnmero delle comuni
T

combinazioni con ripetizione # ad n d m elementi, ed & noto che
_ m-rn—1
8830 vale ( T ) :

n
H ancora evidenfemente:
Jml _ Jm ¥
L, 1 Lo, = L. ()
Pasgiamo ora in rivista le prineipali proprietd del simbolo {:f} :
. Si ha: _ h
fmYy [ m ) "
VS, = Vo — n), (%)

Infatti se ripetiamo & volte ognuno

_ degli m elementi «, . .. s
abbiamo 1a successione:

ﬂ.-.{h,ﬂ'g,.--ﬁﬂ,..,ﬂ]“-q.ﬂm-

Por avere una delle combinazionj d; essi » ad 2 eon ripetizione fino
ad h, basta scegliere comunque » clementi di tale successione.

I rimanenti costituiscono evidenfemente una combinazione di
classe mh—n dei suddetti m elementi, con ripetizione fino ad I
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viceversa ad ognuona di tali combinazioni ne corrisponde wvna d

{ m
classe n: udunqua 1 due numaul } f

Se n=—mh la (5) diventa:

{r:::'a} b {mﬁ. - mr’z} {HE}

Ma come abbiaunio 'ﬂsto (4) &: 1?}1}1} 1. Adunque siamo condott

g, ritensgre f .
n .
lﬂth (6

2, Delle combinazioni in questione, quelle e¢he man contengon

_ sono ugoali:
' ik — u} i &

un dato elemento sono evidentemente in numere di {m: 1}; quelle
che lo contengono nna, due,. ..l volte sono rispettivamente in nu-
o ai {1 {m—l} {m—l}
mero di ¢, m—2f Ny — Bl
Adunque: '
| fm} {m——~ 1\ {m—l} {-m—ll fm—11
) L 9 Jh i — 1 h+- n — Elh+' T ly — ftlh (7)
Se m=1, ed h=n, tale relazione diventa:

f1Y _ fOt
VRl \at

B poiche {}t } = 1, riterremo:
: L

f U} _ '
lh |l— I- (8)
La proprieta rappresentata dalla (7) permette di costruire facil-
mente gi1 specchi dei valori del simbolo { ;T} . Ad ogni valore di /
h

corrisponde uno di questi specehi che diremo i iangolo delle { ) fly ©
corrispondents all’indice &, e che indicheremo con Th. Bvidentemente

il triangolo T, & il moto triangolo di Tartaglia. Fcco il prospeito

de’ triangoli T, T, . ..

- = L] ® & & = a




|h.

—

18 a8 3‘f voy o (m-1)2. .. 1'
_ 0 | +
1 0 2= 1._. O y U YO AR R TR e i
9a 1, L, N B S
G 14 & 5, 2 L. Q& ..
: 7] ml  (m) m M }
0J),° 1/, 2is" " gy 2" kR Bmh! ¢, 0...

1= ge L A

}'_—.1, Q, 0,....

h =
—M_,m oy

}";_ ]‘l lfl:— lr 2"1-:-- lh« h—l, ﬂ_, ':}, -
u;r 1 h- AR e RN }]j]: ﬂ, p,q-- .

Osservando il triangolo T, & agevole constatare:

1° a 1* orizzontale contiene un primo elemento uguale ad 1 o
itti i rimanenti sono zeris

oy I_a‘seunudg orizzontale contiens A + 1 elementi iniziali uguali
1, e tutti i vimanenti sono zeri

g0 segue dalla (7) che: un qualsiasi elemento di un'orvizzontals s
aiblene sommando quello che gli sta sopra con gli & elementi 2 sipi-
*ﬁtm di quest’ultimo, appartenentl all’orizzontale sovrastanfe a quella
-"“ﬂﬁléig.idemta, Pereid i triangoli Lgy e v -8 costruiscono facilmente.

f B

v ovvero triangolo delle { }; & il triangolo
del coefficienti binomialj
1 % i a9 0 0..,
13 0 @ & b, -
L2 1 0 0 o0..
1 3 3 1 0 0...
1 4 6 4 1 ...
1L 5 10 10 s 1 o g...
1 615 20 15 6 1 ¢ 0
I 7 21 35 85 91 7R D | (-
|1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 o0...
I 9 36 84 126 126 84 36 9 1 0 0...

PERIODICE-.DI MATEMATICA =

- - r B ] F = L] - - - VI -

17 #it TR
, {1 g oresme oo ...{ﬂ o s 00
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T; ovvero triangolo dei { }.,-,

O Tl B o N~ Sy S
o« =I O OUT = Q0 9 = OO

0
0 | oid o
3 D Das

7 6 3 1 0 0...

6 19 16 10 4 1 0 O,
0 45 51 45 30 15 5 1
0 90 126 141 126 90 50 21
77 Iﬁl 266 357 393 357 266 161 7

0D DO ek st .
T OO G WO

-1 >
o

" O =t
-1 .

T; ovvero friangolo del { ¥

i B o s B S
ok O DD S

)

1 0 0 0...

4 3 2 1 0 0 0D..
10 12 12 10 6 3 1
20 31 40 44 40 31 20 1

0 § [
0 1

)

s YW O |

0
4

Ty ovvero friangolo dei { }4

el e B T
OO e O

ece., ece.

4%, Ogni orizzontale di T, & una successione numerica:
conto della proprieta precedente e det risultati esposti al §1° s1 ha,

{m
10

;
[
10

Inolfre:;

{T }::-Jr {i + -+ 1}3' {e: —[—2?;&+1) }h+ o {1: + 3?;; 4= B

W= () {8 =

e I

0
1 0 00
;85 20 10 4

o i e Y S i s

R e
L o D T e

U R O .
| | mH

+ -
[ ¢

O e
N - o Y I
T

R i
e QD B QO O

I e e R e Y o e

L] e
e e o S

o
. wm':r

0
6
63

imH
2

} {T}h {:-: f,

=R

13 k pari
ki dispari |

ke (o) (o

1

T

tenuto
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h, essendo g il magoiore intero tale che: | .
its(h1)smh -1 |
) m i :

Ak 1—if, T b 1 —i— (1),

m n |

Bt 1—i~20+-DRT - Pl 1 i sy =i D

A _-_.I" C1Lrd |'I'=;'-'i"
e ds (K7

Is

Mh+1—i—s(h-+1)=0

S _ﬁrnsmnmﬂ det numer: della (m - 1)2¢ orizzontale vale (1),
L somuinee algebrica dei numeri di wna orvizzontule qualsiasi presi

Heie
SO

bisl i

iarnativamente col segno + ¢ — vale 1 o zero Secondochd L 2 pari o

& ﬁﬁgpppﬂﬁﬂﬁfﬂ la successivne dei primi mh ~+ 1 lermini della (m -} 1]-“
;:"d'rgg;.‘ﬁ}l_iﬂlﬂ, in gruppi di h-+1 numeri da sinistra @ destra o viceverse
ity somma dei termini primi di tal; gruppi, vale la 3ﬂmn§ﬂ_ dei. fm'm_:'ﬂ;

I

=
|l
=
2
=
=
(oo
=
=
=y
=
g>)
o
S
E"
=
ol o
e |
c.
=
=
=
[ ]
D
N
=
=y
@
er
&
=
=
e &
o
e
&
'ilh'd "
tn
=
e
=)

prime k-1 verticali di T, sono ordinatamente uguali a guelli delle i

ﬁ;%%;i;i_quﬂdenti verbicali di Ty; varia perd il numero degli zeri ini-
zigli sovrastanti il primo elemento non nulle. S
- Da ci0 nsulfa che una orizzontale di T, ba comuni con quella
&ITJ*_ . Bvense lo stesso numero d'ordine, i primi % elementi. Segue
erbanto, qualungue sin m: - - |

2RI fm\ __ [m) m} fm\
' lﬁjh_- ‘ﬂjh._.].:{ h -
I"m n=0,1,2,... kA —1. | - | o
- Adunque per un dato valore di 2 le espressioni che interessano sono

_._.quqlle di \ % }h, s .- 1} WY giacehd per 0Sh—FE<Ch si ha:

fom Y} fom )
gl ¢ T Jh: Ih”—'fﬂjh—k st | “

[ L ]
Jogho
P

- percid appunto abbinmo dapprima stabilita la (1),
e 7. Per le (2) e (3) si verifica che i primi A+ 1 elementi della
orizzonkale m™ valgono rispettivamente

m—2 m—1 " m—f—k—-2
D b 1 ) 2 g an .k .




Si pub asserive che: nella (n 4 1)m2 verficale di Ty, al primo elemento

==

LI

s ; i B
non nollo somo sovtapposti ]a'-h— Zerl.

e A
)
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- - . - . T « e ab wa 7t
A 8° Issendo n ed & due inberi posibivi non nulll, 81 indichi con I T
il quoto di n ed %, quando n & divisibile per %, oppure la parte in-
g tera di esso quofo aumentata di 1 quando # uon & divisibile per A.

N

9° 1 numeri della verticale (n 4 1)=s di T, costituiscono, qua-
lunque sia %, una progressione d'ordine 7, tale cicé che le diffe-
renze #=° dei suoi elementi sono costanti e non nulle. Pit precisa-
meute tali differenze valgonou uuu,

Per dimostrare tali propriefa osserviamo anzi tutto che essa vale
per i numeri di Ty che sono 1 coefficienti binomiali; rapporio a fali
coefficienti essa & una proprietd ben nota. Adunque essa vale per le
prime A1 verticaly di T, poiche esse, come abblamo gia osservato,
colncidono, salve gli zeri iuiziali, colle prime k-1 verticali di T,.

Volendo dimostrarla per le rimanenti verticali, fissiamo un valore
di k: p. es. supponiamo h=2. Siano o, t,Ua,...; Yoy O, ta, ... due
successioni numeriche. Costroiamo nna successione o, Wy, Wa,... 88-
sumendo '

i b

10 =0
Wy = o | Vo1 W

[ [ ] u ¥ [ " @ ® = ® &

‘!-!.a o 10y
iy Y 1y
U4 Va ‘Ua

e formiamo le differenze degli elementi dell’ ultima verticale. Abbiamo:

D = 0y — Wo == Ua Vo
A = we — 1w, = (uy + 01 +w,) — (itg + v - wo) = Aty + Ave -+ Atp
Aoy = wg — ws = (U2 + va™ wa) — (i 0 - wn) = Aus + Ay 1+ Ay

ﬂf.f.un = Atly 3+ Avy_y + A

quindi: i

A we = Ay — Awye

A%wy = Awg — Awy = AP+ A0 4 B%00
-!ﬁﬂ'wu — &ﬂu_u—fl _I_ lrlgﬂn—l "I" A n-—1i

b

ed in generale:
.ﬁ_iiﬂj] —_ ﬂ.]—‘ﬂ-n_l + -’iiuﬂ_._I _|— AEHJE_L

¥




A 86 tho, Uy, Ws,... & UNa progressione d'ordinei — 1, e to, V14 U2, ...
progressione d'ordine 4, sard Aly, =={, qualunque sia u, epperd:

A, o= Al o cost.

s1 #1, Wa, ... SATR una progressione di ordine i+ 1.

i copsiderando ad es. il triangolo Ty, le prime tre verticali
wogressioni rispeltivamente di ordine 0, 1,2 quindi Ig 43, 5a .
51 in esse gli zeri miziali) sono progressioni rispettivameute
wrdine 3, 4,. .. colla costante nguale ad uno. Analoge ragiona-
a pofrebhe farsi sul triangolo T; ece.

. 51 ha la relazione:

Al oy (m)mep) (g —p
|uz
et o ! AR

(10},

bt [P [Ps - . . Py [0 — 2, — pz—py)

segno ¥ intendendosi esteso s butti 1 sistemi di valori pogitivi in-
i tali che sia possibile nssociare ad uno di
meri positivi interi ron nulli Koy Ky o aay oy,

Iiji;’ i

] .:'.-I‘l ¢
R

Pk, +p2kﬂ+ ' +_quq =n
Frylg oo, kg < I Pit P2t ... 0o m

gsm

t;;gg_ #ﬁdb pero idenfici, e quindi equivalenti ad un solo, due sistemi

Jk tali che i prodotti pk ad essi corrispondenti siano, salvo 1'or-
U, 1 medesimi; p. es.

L8412 2.4 4021 =1.242.142.441.3
Pl ."1'1 B kﬁ Dz .kﬂ P4 ‘?':-:I' Pl kl Vs kﬂ D kﬁ ne ;{i .

Infatti in corrispondenze di una particolare coppia di sistemi
< dolle p e k possiamo avere una combinazione di m elementi diversi 7
L‘i’tﬂﬂeun ripefizione fino ad A seegliendo p, elementi e ripetendo
“ tluscuno di essi ; volte, poi py elementi tra i rimanenti e ripetendo
. oghuno ks volte. .. infine pq elementi fra gli ultimi rimasti e ripe-

‘tondo dgnuno %, volte. Oru 1 elementi si possono scegliere fra gli m

A 1In (P modi: albvi po elementi possono scegliersi tra i rima-

5 L s . H = - -
" —m; elementi in n bt modi ace.... ed & chiare che esal-
i 3

'5_';f,:___:.tﬂtﬁﬂ le coppie di sistemi delle » e k, sono esaurite tutte le




.....
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12 - PERIODICO DI MATEMATICA

-suf:lde_t:te ﬂﬂr_llbim.lz'im:]i. Risulta pure evidente che per nua data coppia
utile di sistemi delle p e & i prodotti p %, ..., 0, &y devono diffe-
rie o per qualche fattore o per I'ordine degli stessi fatiori.

lis. 8t voglia ealeolarve il valore di 16 } Si1 dovra aversi:
a

Drly +pakestpakst-pukipsbis oy lig =5

5.1 ==

9.1-1.2 ==

1.34+2.1 c—

2.2+1.1 =

1.84-1.2 —
Epperbd:

o o)+ {a) (2) + () G) + 2) () + () () =20

La (10) permette di esprimere. il valore di {:% mediante numeri
w7 h

P 7 . .
della forma (5 ), ma evidentemente non & sempre di comoda e ra-

pida applicazione.
Per es, per n 41 si ha:

Pertanto:

Per n =2, a1 ha:

Quindi:

(3= (2) 4 (5) = (3)-

‘E per n=3, risulta:

ik =8; plki+pla=3
g.1=3 1.1--1.2—=3
13:3 1.2-41.1=3.

Quindi:

{g}f (T) T (’;) ot (T ) (jﬂ 1 1) =m(2m — 1)+ (?) 8CC. . . .
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della (10) ei si pud servire dells soguente:

e = 2 = (10)

NP ™y Yy

ﬂll segno X esteso a tubti i sistemi dj valori positivi in-
s-nolli delle g, ... an+1 tall che:

a1 Aam ... hanyg =n.

B invero se 2, ,... sono le & non nulle appartenenti ad
lic tali sistemi di valori, e sono in numero di ¢, avremo;

:({3—'I]Hn‘l‘{&-——nah—f—...+(3—1}ﬂ1=ﬂ

u: Pﬂ=ah1-“pﬂ=ﬂl; kl:ﬁ'_'ls ‘lﬂﬂ:b_]"'”ﬁ -_.g-_-]'

I.[l S

P ey +_2?sze—f—-..+quc.l=n

PI,PE,”-PWE.&:HI; ff],!ﬂﬂ,...kq'ﬁ;,_fj

L]

nendo infine

%y == {ﬂn'_l‘ﬂh_l‘r-.-_l_;xl]

ul lﬂ:fl._!—-i."l_ﬂ]:fn-

Adunque ad un sistema di valori delle #, quale si richiede per
plicazione della (10'), ne corrisponde uno delle p e &, quule ai ri-
gde per lapplicazione dslla (10). Vieeversa le relazioni precedenti
o corrispondere ad ogni sistema di valori delle p e & un sistema
i vnlori delle 0. Percib le (10) e (10') sono equivalenti,

Dalla (10) si deduce una importante consegnenza. Dalla nota for-
la dello sviluppo della polenza mm dj yp polinomio si ha:

(I + /H -—}— 2t + o —l— :Bh)m —'— P !E" % Bagtub-hay

By Taves Gh.g ’E}_ FE!; = .. - lm_]_j_.:;.[

ﬂsegnu X essendo esteso a tulti i sistemi di valor
nche nolli, delie ;... a ., tali che:

i positivi interi,

Ot = Qg Ty o Oy = M.

Adungue per avere nello sviluppo di (1 +2-...-L 2" in serie
I potenze di # il coefficiente di z®, hasta

scegliere a,...op. per

A

o
=t

e e s
e e e e T

At e
i

e
-



14 PERIODICO DI MATEMATICA
modo che w205+ ...+ hay,, =, Tal coefficiente & adunqgue il

numero {:}:}h. Abbiamo pertanto:

L mfl

(At at et o= (o (ot (a4 ()

OVVero:
i fim)

(1‘|‘m+$ﬂ—!—...—|—:ﬂh)m:;ﬂu.l f‘tn . (10")

nt,
. (m (1 R 3 o
I numeri n |2 OVvero | ¢, si dicono come & nobo coefficienti
, ' I
binomiali.

. [ : % S :
1 numeri {H} potranno chiamarsi cogficienti trinomiali. .. ed in
- Gt

[ ] # in - - -1 L L] L] i ] I
generale 1 numeri n f Pobranno chinmarsi coefficienti polinomdali. (*)
u =

Se nella (10™) si sappane 2= + I si ritrovano le proprietd signi-
ficate dalle prime tre delle (9). Noun & dunque necessario, per dimo-

strarle ricorreve alla formula dello sviluppo della potenza di un po-
linomio.

Dalla (10”). deriva una proprietd notevole dei numeri { l::} Si ha:
 H

Atz )P =024 .4 (Lto .. ot =
T pl '
— ?i ﬁ.ri }hﬂ?-i ) ?j {f}ml

r
D’altronde: —
m--plh
(1= | R ) i S - {?H+P} "
0 r k

Uguagliando 1 coefficienti ei z" nei secondi membri, risulta:

ke (ke + 2 08, o

vale a dire: Se ai primi v 41 nuwmeri della (m - 1)* orizzontale di T,
st fanno corrispondere i primi v+ 1 della (p11)* ¢ si moltiplicano
i L5 2% ... wltimo della I® serie per Pultiino, penultin, . ., delle 2° ri-

(! Tl Looas nella T%éorie des nombres, Cap. 1%, n. 6, es. 11, considerande | numeri del trian-

golo Ty, non dal punte J1 vista del lero signifieato combinatorio, osservs olie quelli delln (m + 1)»
orizeonlale sone [ ceclicienli dello potenze di o nello sviluppo di {l + = | =,

Le espressioni di { '1" }h' {l; }h y++ - dedoetbe dalla (10}, trovansi anclie in @, BetLaoons, Le-

zigni di Algebra complementare, lege X, 1 antore trattands deils potouza s @i un polinomio, i
ocerpa dells polenza m=s del polinamio @+ &% + ... +anx”™ 6d indica com Aj il coefiificisnte
di = nello sviluppo in serie di potsnze di dell“espraseiono (e + o + . .. 4~ apze)™. Cam-

biando n-in %, 1 in % e posto Oy =8 =...=0ay=1, A] divents { ': " Non & perd rilevako

il gignifiente combinatoria dei situmori {:’: }h'
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H{Jiﬁﬂ', la somma dei prodotli oltenuti vale vl 1) della oriz-
m~-p 4 1) Daremo in seguito di tale propr
¢ indipendente dalla formola dells, potenza d
@ (10") & importante anche perché in dipendenza

leld una dimo- :
1 un polinomio.
d1 essa possano

._r,_qi;_,:_-famﬂmente reluzioni ricorrents che fanno dipendere ;:1 LB
:
m i v {m € permetiono quindi di ottenere convenienti
§is --=—1 n 0 B
m\  fon ;
e lefpe--0)
=1jemt... | g
—wm_ W i | 1) . ml
A 0 1:+ ljh+...+ f:f:ll -'-+ il |.$
L, devivando rapporto ad z:
mXm-t Xy
""""" I-tiplieaﬂd{} per X; ;
mYX' = XY". '

Uguagliando i coefficienti di zo negli sviluppi in serie dj potenze
& del dne membri, risalia-

l!E: }ﬂ-f— in T h—f— m(n—1) { ’;}h—k S _
g, P bt an " Fotg=et oY)y 2
Rt R AR S

1‘.], tenuto conto che ?}:—— 1, € dopo aver cambiato »n in #n—1.
i +1 l'”- = l[h—}— (2 (_HI + I) — ] lﬂ -— grn_i—

| | { | '.

1) —mn] \n E 3},; et —2(m4+1— ﬂ]'{ gi}'h—l-

Tl =1 41—l T4 o 1) — ) (o), ]+ 10

{ i o tyebra aleirentare,
r 1052 KXVIL n. 117, esere, o, 4, I parte. Al m. 117 trovasi |z Yelazione trg j coefficienti A

; AE j l;l:l Xm = (g +~a,@-f... Ot} = 4 4 Az + Agx? 4

; e g o = , tn mo FR )
EE Lo due relavioni ricorrenti tra AL {" i """ o S ¢he qua esponiamo nop S0Ro i
4 S _ n Jh — I
i 8, Le dimostrazioni ehe ne dizmo, trovagai in @, Besvacow), Lesion

i

v+ ot Appzmn che, per ==

Tuars =an =1, rinviene alla (L0rv), Alin relnzione cha condoce alla formuln (10+} si aecenna
reizio o, 4 (I parte) della [ez.e AVIL
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16 ' PERIODICO DI MATEMATICA
Risulta ad es.:

jm}h ﬂ;' {m] mm—1)

ll zj'h—- 5 =i 8ca,

. aligl
2%, I/ identita (107), poiche 1+ az+...+ b= 11 - , pub scri-

Versi: o
(1 —2" "= (1l — g™ Hml jm} i i o {mh} J

Svilnppando (1 — 2™ ed (I —2)™ in serie di potenze di x, indi
egnagliando i coefficienti di 2 nei due membri, risulta la relazione

() =62 Tkt b 2a) {5k - _
b () 4 o (2 )= ()

nellu qualé s1 porrd (— 1) (Z‘) sl 2° membro, se n=rk(h-}-1), ciod

se n € mulliplo di 241, e si porra 0 se » non & multiplo di A 1.
Moltiplicando 1 due membri per (— 1)**, si ha:

= (*{*){nf N M |

et e (" W e () (]
se n=Fk(h--1), o: (10"

{?::}h: (T) {H T I}h_j— (?;) {HT 2}+. .

e (T e ()

se nk(h-1).

Per es. se n=1,2, 3... risnlia:

m__(m L
1), \1/7 ™

{
{m} ( )J’m} (‘n?ﬂ g m(m—1) m(m-41)
f
1

| 1 o | = W — 5 2

D= (1)) ()0 (5) - (1) -2

m(m—1)  m{m—1)(m-—2) m (m—1) (m-+4)
gy W 6 . 6




e
T ﬂt{!..‘;:‘i_:_]_{l con a, b, - g;li m Blemantl differenti dah Suppo-

el '15\ b

L gt____::tutta le loro ﬂumbmazmm di clagse »n eon r:petmmne

m—1 - | o ;
i ve me somo | g che la confengono due volte, ... in-
:_.. — h

che Ia contengono 7 volte.

ﬂ-—"h Jh

S S NS J s M

volte. Risulterd perl;a.n.tu:

}:] espressione data dalla L
‘cambiamo m 1 m -~ 1, abbiamo, dnpu semphc] trasformazioni :

1}h+ [&{m+-1) {n-—-Z} L o
L Bt D=, Zglt o Hohmrn—a1{, ™ 3. 2

L

(m —n--1) {n

{ﬂ_i" 2?1},1 l’eapreaaiﬂn_e che si ha dalla (12) cambiando »

. & cost via, quanbe volte & possibile, si ha:

Mo m-1)—af m

lx Tkl (? i — kl h+
LB Rt D) —n k(m D — @ — ) ” |
+ %@* ” n—h n—h— ks i

L b1~ h(n-1)— (n—h) kolm-1)—(n—2A) m

. TS
I 4 ’ e
e Eﬂ 2 ﬂ.—-—-h 72—2 0 n Eh kB h l
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18 . PERIODICO DI MATEMATICA
GVYVEro.
m\__ 2 [h{m +1)—n kim+1} —(n— J’a]
0 7 w—h o

) h{m-l—l}-—-[n—{:—-ﬂ]h]h-l b (m4-1)—[n—(@ I}h]{ﬂ " }ll]_i_

n—i—2)h ki 2—(i—1)k
lh[mfl-l}—n him—+ 1) — (2 —h)

(1 )h—1e

2 | n-—h
R+ —In—(p—1R]f m } _ . (13)
l - n—(p—1jh Y —pnf, =° n=ph
—l—{ 3 h{m—4 1) —=n Fz-[m—{—l}—-{u—h‘.i
“Epsl " i —h -
| him1)—{n—(p—1)A] kppalm-+1)— (n—ph) 0 |
- a—(p—1)h , n—mph n—ph— f.:p.l.lfh

sen=ph-tr; r<_h

la quale fu dipendere {m} da {nfi 1}‘: {MT- 2}}: , {Ei}, ceeeltuati

fm 1l [ m ) f " \ jm

|
W—nhy \n—2hfy " n—(p—1)2l.° % 7+ 0 anghe \, i}, EPPEFFJ

. ml (m) |
& comoda per ftrovare le esplesamm { I‘ I j Da egga g de-
' L h | 2 h

duce se n < h:
;m} Fc Ex(m—a4-1)—nf m )
L

&7 : a0 n — Iy .1.; n<l... (18
e quindi per n=1,2,... risulta:
| Jmy
{ Ly
fmy _ mir—1) , 2m  m(m-1)
\2f,~ % T T T2 i

51

81 ha ad es. riguardo al namero 18 [
: 3

(51 __[6—8(51  12—8(5)
lslr{ 7/, T 8 1ﬁi]+
" 18—8 6-—5(51  18—812—5/5)
[ 8 5 laf;7T T 8 5 131J+ ,
[18—818-556—-2,‘11 18 —818—-512—2(5)
3 5 2 L1k" 8 5 2 IUIJ‘

: ; 5 5
Come vedesi, nel 2"5:115:11!1:: :101_15 cumpgmnu {8 _ 5}3_, {8 _9. 3}3.
Nostituendo a { 6};;’ {3}3, { 1 }E, {{] }-ﬂi loro valori, si trova s.[j..

punto { g }a— 155,
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nlla (11} pud dedursi una relazione n quattro termini che costi-

¢ npa importante proprietad del simbolo :f. A :
J X" g i . 4
ssando a fatbore uel 2° membro il divisore m del primo, si ha:
o f.”! _ f-* = 7 — 1 | ¢ IHI s | o ,
ﬂl @ h-—-.?H l_'ﬂr—“l h—l— 2 H'—*-g h_f_ T fi l_'ﬁ_f‘l i 0
ir—1
+ ..o+ R sk —if -

fm:-—l [ m—1 |
n—~h h—hl?ﬁ—"ﬁ—"—ljh

fm—1) o [ m—1

" Ih ‘l’”"—k'—-l b
,f*h] - 1 | i’i‘i-—*ll m—1 | I W
l_ﬁ fh_ ?Ii;—?l : i Jh_!_ e ?1—}1—1 I {ﬂ IJ lﬂ‘_""l b sl (14’)

a:;{g-' formole (11), (12) rinvengono per h=1 a note propriefa del

T _
. La (14); per =1, diventa:
m (m—1y  m (m—1 wn—1 1 m |
Tm—n\ n "t — \ 0 —2 m—un \i—1," :

4 (uale, dopo trasformazioni, pud scriversi:

; T m — 1 th— 1
=(m—+n—1) a1 | T =1} ity ] = T8 n—sg/ (15)

5 S . . 1 1T an
swtevole relazione fra tre nume:i

n)* \a—1) &=\, o) ed altri
E’l — 1 ?H _1 i}a_ 1 - W ‘_’l i -

che da essi si gon

v T (Y da essi si ottengono diminuendo

—

i
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20 | PERIODICO DI MATEMATICA

5, Considerando ancora la (12) si vede subifto che essa si pres
bene al calcolo di {m} in funzione di .
' (BT
Per n=1; h=1, si ha:
my M
14T R
Per n=2: h=1,2, a1 ha:

_{f‘ﬂ}_(m) m(m-—1) m*—m
24, \2) . B 2

{#;}iz (*m :?ll— 1) - ?;(HTE—I— 1) _:n“‘-jz—m _

Per n =23 occorre supporre separatamente 7=1,2,3 ed in ger
rale per eiascun valore di » si supporrd separatamente 1=1,2,..
e 51 calcolerd 1'espressione di {g} servendosi delle espressioni ot

L 185 3J,

nuke precedentemente. Si ottiene in tal modo:

m} m(m—1)(m—2) w®—3m*-- 2m

e
n=3 | {m] m (m—1) [m_ 4) wdf+ _3113'“ — 4

h=123 |13/ 3 = B

{-m} m (m -+ i_} (m-}-2) w4+ _3-:;3 - i
3Ja O 3

m(m—1) (r—2)(m—3) ' m*—Em’4-11m"—6
r |4 o 4
(e — 1) (i +Tm —6) w4 6 —18m>4-6
= [ 1
m(m—1) (0 + Tm—+18)  m'-Gin® 119218
2 j4 - [+
\ _ m(m-1) rn--2) (m5-3) 1t 6 11916
4J 4 - [

fm
L4

e, o

R
i
A
"'-—.H..-l‘"
.7

aCe. e

In generale 1isulta che { :‘} ¢ esprimibile mediante una frazio
L

che ha per denominoiore |n e per nnmeratore un polinomio raziom:

infero di grado » maneants del termine di grado zero; in ques
polinomio il coefficiente di m® & 1, la somma dei coefficientl & z¢




La

I

T

M

0

2|

| nt, Ao dls
ﬁse ‘ad es. in fm} sl pone m=1, risultera:
L4/, g
3 S 5 X . 1
S @gﬂ_;_l—]—ﬁ-{— 11 4+6=4! Se invece h < n & {n 1=0' talche se i
m {1" Eai pone m=1, risultera:
(1) _ 1464118
‘ L4/, |4 o =
ﬁudt 1 +6+4 11— 18 =0. Possiame anche osservare che 1 coef-
Gl f| del numeratore della frazione esprimente il valore & {f;:}
E wi
___;1_{_}1; t.uttl positivi e valgono la somma dei prodotti 1 gd 1, 2 a 2 iy
i ... delnomeri 1,2,..., 2 —1 (eccettuato il coefliciente (h Mh {,Lm |
1) mhne 1 coefficienti del numeratore dslla f:azmna nguale £
33!':”?1 hgnno alternalivamenfe i segni -~ e — ed in valore assg-
unu uguali ai coefficienti del numeratore della frazione ngunale .
. Volendo ealcolare rapidamente i cosfficienti del numeratore
1 frazione cle esprime il valore di {;:}* si pud procedere cosi, |
. | h -:
f‘ﬁgh;zsj trovare lu frazione uguale a {?} Dalla (12), supponendo
i :
fz—-3 riaulta:
Lo+ (=81 |+ L2m--2=5 { )+ t8me (35 {
3
Y gi v fmY (m) (i
ero, tenufo conto delle espressioni gid trovate di . { 0 3
\4 13 g L2
" m| _ fm) ] . ' - g
2 th- 213 l
1 [[m4 (1 —B)] (mt 4 6m® 1 1im® — 18m)
5 1 [ E
= [2m4-(2—5)] (mﬂ—l—Bmg—i—ﬁm).‘L (Bin-(8—5)] (1n"+m).3 _
= E ‘_L = . L
e] caso generale in lnogo dei moltiplieatori

mA(1—5), [2n+(@—5)4, [Bm+(3—5)]3.4,...
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22 PERIODICO DI MATEMATICA

compariranoo, i moeltiplicatori

a4 (1—n), 2 (2 )l (n—1), [Gm<-(3 —n)] ["ﬂ—!—'].](ﬂ-—-ﬂ].
Vi +(h—n)](—1)(n—2)...(n — i 4 1).

 Ponendo albtenzione a quanto accade sviluppando I numeratori d

frazioni chinse nella parentesi [ ] del 2° membro, risulta il proce
seguente: si ecollochino in una prima orizzontale i coefficienti gid

;i i i i
colati viferentisi a { _1}« in una seconda quellr riferentisi a {

L

moltiplicati per (»— 1), in una lLerza quelli di { } molbipli

per (1 —1) (n—2),... .iu uua A=t quelli di {ﬂ i ﬁ}n mﬂ'llii[aliﬂﬂ.ti

(—1)(n —2)...(n 1); nella 1" orizzontale ¢i saranno ad
que n— 1 numeri, nella 2* ve ne saranno n—2,... nella Am2 (n—Fh)
aggiunga & clascuna orizzontale uno zero iniziale ed uno finale. St

1° molt.™ 2° molt.™

U, : lu . _P‘-‘lﬂ 4§ ¢ 0 o b 0 o ww 1-1 Jq1—i 1 {] ]. =— 91 1
O 151, e = v & v s . .}ug,u_s, 0 Efﬂ 2
0, }t'{ﬂ g = & @ :"11?:1—11 T 0 h — 1 }i

le & orizzontali ed in corrispondenza di ognuna di esse si cousider
le copypie di nomeri 1°2°%; 2°8% 3°4° ..., penultimo ultimo, e ruppo
ad ogni coppia si moltiplichi il 1° numero per il 1° moltiplicat
ed il 2° per il 2°% quali si vedouno scribti (1 moltiplicatori) a des
delia orizzontale considerala, e si somnmnno i due prodotti. Si disp
gano le somme cosl ottenute su ana nuova ovizzontale. Cosi opera
rapporto ad ognuna delle k orizzontali suddette se ne ricavano altr
oguund di queste contiene evideulemetite un numero di pil de
corrvispondente di guelle.

Si digpongano mfine 1 numert delle nuuve 2 orizzontail in mo
che siano in colonna gli ultimi, 1 penuibim, 1 t&rzultimi,... dl es
e s1 sommi per verbicali; le somme cost otbennbe sono 1 coelficie

[

di m®, m =t mM . i nel numeratore della frazione uguale ad U

1\

Vaolendo ad es. |'espressione di {Ef osserviamo anzitublo che 1 co
&

ficienti (nei mumeratori) relalivi a {T}a, {f;} {ﬁgl} I’; SONC

L 8, 11, ~— 18 coefficienti di {4}3
|
1, 3, 2 » {3 IE
i)
. 1 {2 }3
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lu specchio delle ;. e dej vispettivi moltiplicalor sarg;
v » 1% moit.= 2° molt.re
6 i1 — 18 1—n= d=~—4 1
elle

'S80

0 ,
1.4, 8.4, 9.4 0 I .
_ 0
ral-

0, 1.8.% 1.5 4

3

0=+ 1.1 1(-94+6.1; 6(—4)+11.1; e
. (=94 (—18).1; (—18)(—4)4-0.1; o
per | | L2 (a4 12.2; (—8).124-8.2. (—8).84+0.2 3y
- 0=2+H12.8; 12.(—9)412.8: (—2).12-L 0.8

'f;i'.z-fﬁfgn'undﬂ gruppo di.3 m‘izznutﬂl.i_, sara:

- &ly

zatl

-
-4
a0 1 9 13 — fD 17
8 12 — 20 —24

86 12—

B sommando per verbieali 1 | 10 + 35 s l;;:’[] + 24-

e s my " - 10m* - 35m° — T0m? - 24m “

e : e : . Y . -’}»2 T = ..'
- Come 2° es. volendo I'espressione di 4 {» St avrebbe: _
i p _

qla 0 = s
illa .

—
< 2 Lo

. = __ e e o

i 6 1 5

ni it - 6m® - 11n® - B
4 4,_ _E: i . | ;

- N. Praverso,
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24 g PRREIODICO DI MATEMATICA

SULLE OONICHE CIRCOSCRITTE A UN TRIANGOLO

l. Riferiamoe1 a un sistema di assi cartesiani orfogonali e rispef
ad essl siano

@y b le coordinate di um punbo A;

(1) as by, n n w s Ao
: {ig bﬂ n " o ” Aﬂ v
Sia Pas un punto della refta A.A; e sia:
[2) .A.QPQE: Pu_aﬂa — Lps -

Se con £, v indichiamo le coordinate cartesiane di Py la
dard luogo alle

- £ — ay N — bq
(3) ﬂa__E—"JFﬂ'Ea bﬂ_n-—'.ﬂr’as
da. cui seguono le alire
: Ug Loz 1 (g by Tag -~ ba
{‘i) E_ mﬂﬂ‘t_l ) 7]'_' ,.IHE'_I_]_ -

La 2 prende il nome di coordinata bavicentrien di Py rispel
ai punti fondamentali As e As. Il punto As ha per coordinata ba
centrica O, il punto A; ha per coorvdinata bavicentrica oo, il pm
medio di AgA; ha per coordinata 1.

Congiungiamo ora A; con Py e sulla conginungente prendiamo
punto P di coordindte cartesiane z, ¥ e supponiamo che gque:
punto Pias sia prolettate da Az e da A, sulle retbe AjAs, AjAs |
punti Pz e Py tali che:

A; Pie: Py Ap=11s
(5) _.&1 P‘.II]: PLE -&ﬂ=mm'-

T numeri & %z © %oz non sono indipendenti: il teorema di C
¢l dice che essi soddisfano la relazione

(6) | Lis « Lis == Tia-
Il teorema di Ven Aubel ci da allora la formula
(7) | -&1 Praz: Pios Pos = @12 21s .
Con ¢mesta e colFaiuto della (4) s1 perviene facilmente alle
. Ba%a - as - &
(8) &g+ Tre - 1

baﬂ?m'—l‘ ﬁﬂ-_'l“"_ﬁ bz )
AL1a '|“ Tz + 1

—



Lo

(2)

ko
I'i-i:
Lo

un
sbo
g Ei

*ﬂﬂl puntﬂ Py rvispetto ai puni; fﬂndumaﬂtni’s J_!L;, As, Ag*
ﬂlm qm sotko le coordinate bavicenbriche di ognuno di questi

Ty == O Tz = Tss qualungos
-E-ﬂ) L1g — OO g quilunque Bop == {}
Trg qna[unque Tyg == OO Aan == €O,

__:Eﬁttﬂpuna la rottu Se, per es., passa per A., sara della fﬂ_l'mft.

F14 + 12y =10

Pp{*-f;ﬁruvﬂie leqﬂa.zmne del cerchio nsservrmm che se 2, y sod-
ano l'equazione
& x”+-y“+n.r+by+c=

mm goddisfuno un’squazione del fipo:

Al’t_liﬂ + Bays” + Cxig 1 ‘|‘ D.Hf'm -+ E:Bm I F=0

A=agd b F+a.ag+b.by+c
B=a+b"}+a.a-+b.b+

C = 2ae0s + 2bab: +a. (a2 + ﬂﬂ)+ b.(bs - bg) -2
D=2aas 1+ 2b:bs + . _[ﬂh -+ g} 1 b . {by + ag) 4+ 2e
E'= 2ahag + 2603 + a0 {ar 4 as) b, (B bs) + 2
= a," + H,:f—]—aal-[—b ﬁl‘l“ &,

B.—F-B {J—-fﬂﬂ‘—ﬂa)ﬂ‘l“(i—'éa] =
A w D= ('-’Tl — ﬂa}ﬂ -} (bl — fig ¥ Z’lﬁﬂ
- B — B o= (0 — ae)® + (b — b)? = 1:32 :

C=(A+B) -1 o i
D=(A+F) 1,
E=(B4+F) -

(A- $1E+B ﬂ?w‘l—r) (arxa+fﬂ1ﬂ+1)—

== 323 «i1g . g ‘I— Zza « L3 ‘l‘ Zmﬂ . Fiz .
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Questa & l'equazione del cerchio: i coefficienti A, B, T potranne
essere determinati a seconda delle condizioni che s'impongono al
cerchio. | |

Se si vuole che il cerchio passi per i punti A,, A, A, si trova che
A, B, I devono essere zero e allora l'equazione (16) diventa

(17J zﬂ._ﬂﬂ « L1a . Laa ‘{‘ E‘lzﬂ T _l_ zu,t“ « 18 mr==s{)

che rappreseunta il cerchio circoseritto al triangolo A,AsA..
Un cerchio che passa per 1 punil comuni al cerchi di equazioni
(16} e (17) © manifestamente di equazione

(18) (Aﬂha —1— Bﬂ?m —l— F) - (.’]‘.’.‘:a + T2 + 1] =,
Quests s1 spezza nelle equazioni
(19) Z1s + &g -+ 1 =0, Az + B+ =0

la, prima delle quali rappresenta lau relia all’ infinito mentre la se-
conda rappresenta quello che si chiama asse radicale del cerchio (16
e del cerchio circoseritto. |

In generale, dato il cerchio di coefficienti A, B, F e quéelle di
coefficienti A, B, I, I'asse radicale di questi eerchi avra per equa-
Zione :

(90) (A—ﬁ.’);ﬂhﬂ—l‘—(B—‘B‘),mlg—l‘F“FI:-ﬂi

Yogliamo far vedere come sono lsgati i coefficienti A, B, F' del-
lequazione del cerchio (16) alle pofenze dei vertiei A;, As, A, rispetia
al cerchio medesimo.

Seghiamo a guesto scopo il cerchio (16) con la retta A;A. di cui
Fequazione & w5 =0. Avremo, per determinare le coordinate bari-
centriche delle intersezioni eol cerchio, I'equazione di secondo grado

(21] {BI’_JE —]— F) - [i'm -+ ]-'} — Emﬂ L12

che, ridotta alla forma normale

Bﬂlgﬂ — Uigﬂ Y= B— F] a 15 +F — 0,

d2 per la somma 8 e per il prodotte P delle radici

| lig—B—F P
29 == —_—,
{22) O B ; B

B siccome la potenza di Ay rispetto al cerchio & data dalla for-
mula ; 5

. Pi—=b' P g

sary per le (22) ' |
(23} P1E —=F,
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. _gé_é'e'L*viﬂmu che indicando con

| P la pofenza di A, rispetio al
whin (16) essa & data da .

5125
S+1°

d
Ps "_H’+

pe’ = B;
s = A,

' 5 (25" @1z - F.ﬂg T2 o) . (#1a +a1e + 1) =

' — IEBH - Lrg « Xyg + hf . Frya + g:gﬁ « XLig -

gﬂgﬂﬂ di qui che un cerchio concentrico al cerchio
por equazioue

g}ﬂ a {::1713 —I— Lya + ]-JE ==~ ZEEE L1p « Ly "|‘ e Lig + 3132 L1g

clrcaseriito

dove ° indica la potenza di uno dei vertici del triangolo rispetto

archio cbe si considera.
3. In questo numero ei occuperemo del problema di Simpson e
¢ scopo osserveremo clie una retta parallela alla retta di equa-

S e

(10) ha per equazione:

A’ K1y ‘I‘ A’E IIE'+ A’ —I“ A, [ﬂfla + Ly + l] — ﬂ;

tioni lequazione di una retta perpendicolare, per esempio, alla

) AoAs si troverd serivendo prima I'equazione dells retta che
tone Taltanza del triangolo A,A.A; che esce da A, e ricorrendo

€ normalmente allg &

Da® Zig — Dyg’ s = () "
Dis® = 11 4 1e® — ‘E‘“_E
D% = [1g* - 1s® — bg” ;

535 = kg’ + lg* — Ezag

[

Dl_ﬂﬂ Tig — Diﬂﬂ AT + A Eﬂ?m + 5T + 1} — 0

f_;_i;endu ¢he essa deve contenere il punio di coordinate haricen-
& ' 13 L'es pobremo determinare ) e travare I'equazione della
chie passa per detto punte e uormalmente ad A.A, sotto la forma

1%3;2 -dg — DmE v 12 DI_'EE g — D’ ¥ 32
Ty -+ A + 1 .'Ilrm + 5‘3;12 +].
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Cerchiamo le coordinate bariceniriche del punio ove la (32)
inconfrata dalla rvetta AsA.: basfera fare

Tia == Tz —— o0

. T
ricordando che EE & uguale ad zg.
1B

Troveremo
Du;u o g — Dmg D;gﬂ . :I.":E = _DIEE " 'I_"rlﬁ
Tas T 1 o &2+ 1 '
equazione che ci dara per le coordinate del punto:

2 ; 353? . 3.7;15 + Djﬂ_ﬂ

SRS 2 A e
Cosi pure, osservando che:
(3'1'] DIHE . Hyg — DE — \lg D]ﬂﬂ . 13 — .Dﬂﬂ.ﬂ =0

souo le equazioni delle perpendicolari per As e A rispetfivament
alle retfe AjA; e A;Aq, perverremo a trovare le coordinate bar
centriche dei piedi dulla perp. abbassate sulle rette medesime d:
punto di coordinate &'ys, @'z, ¥'ss con procedimento analogo:

2 E]_aﬂ -f:a -+ Dﬂai_- % 19

(35} dia — 2 -Z];EE + D[ﬂﬂ ﬂfﬂ dye — {},  og = OO
Dﬂaﬂ T3 ‘I‘ 2 ju_\g . '1:':_9 . L
(36} Ly = 2.511].2 + Dmﬂ ) :I:.IE- Lig=— U'l Jeg =— D-

Proponlamoei ora la questione: qual’d il [uogo geometrico del pun
%2, Ta, 2'ss quando i punti (33) (35) (36) appartengono a una retta?
Pel teorema di Menelao dovrd aversi la relazione

1
(3?] Teg.Xog o ———=—=—1

I3
e questa, per le (33) (35) (36), si muterd nell’alfra
Dﬂ_ag T 1 + 2he’ 21 2 l® o'y + Dy’ 2 he" 1+ Dhy X1
2 lyg —I‘IDHE s 2l 2 4 Die® . 2ha® Zhs ‘!— Des™ &'1s
Sviluppando questa equazione si giunge a un’equazione del tip

(38{) Maz'so" 258 + N.2p o + Pa'se? + -Qfl g _ Ra'1s Sfla
—I—‘ T:'L"':m . RT"FIE — 01

(38) =—1

dove:
M= N=16.1L,", A®
_ P=R=16.4L".A°
{39_) Q=§8 = 16, 4" . A®
T=14¢". A"

(ﬁ ares del tr, ﬁlﬂaﬁa)
o' =1lo' + b+l /)’
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Viigs __é_nﬂ di T essendosi potuta serivere con l'aver riguardo al-
j | Dmﬂ . Dlgﬂ o Diag "[— 8 t[’;.ijB= ..E:agﬂ . Zlaﬂ = 16 - &g . G?g.

5. avendo riguarde all’uguaslianze:

,?Jﬂaa . D_EEE "f— D_Iﬂﬂ . DIEE =2 31 29 Dmg ‘{" Dmﬂ . _Dﬂﬂﬂ =

- - = 2 bis" Dy5* —f" D:sﬂ.Dﬂaﬂz 16. .ﬁﬂ-
1l equazione in discorso viene in seguito alle {39), a spezzarsi
E{{l 1azioni: | ES
'55??3': | { los” s 13 Y 1" myg -1 1hs® 0y — 0
Tz T+ 1=0,

ma. delle quali eoincide con la (17). 8i ha dunque che, facendo

ione dalla rebta all’infinito, il Iuogo geometrico dei punti le

it proiezioni ortogonali sulle refte dei lati di un triangolo sono

linanrd, & il cerchio eircoscritto al triangolo.

_-.:fﬂ,;j]e scrivere l'eqnazione della refta di Simpson relativa al

@he &'ys @'es del cerchio circoscritto. Basta prenderve I'equazione
s A's 21a + Ay i + A =

: huporre alla corvispondente retta il passaggio per i punti di coor-

________ te {85) e (86): verremo a deferminave i rapporti A's, A% eclle:
A;_a 2. Elai + Dlﬂﬂ . ﬂ:}m

A 2. Ly *1p e DEEH - T

A.,ﬂ 2 d Zlﬂﬂ ]:)Ifalﬂ . x!lﬂ

Ay Dit. %13 —+ 2 bs. Tya

;'E_q_uﬂxiuna domandala sari:

i ” 2 3132 ‘—," Dlgs . ;'E-"rm | . ‘ 2 l,g“_+ Dmﬂ = i'f-',m =i 3
P2l Dty T P Deo’ . 2’5+ 2 hhd® . 2y *

@ E,.:a"m soddisfanno 'equazione (17).

it by |

i
.

Jj]ﬂ un ponto del piano #'ys @i s conduciamo le parallele alle
#iliaue o calcoliamo le coordinate baricentriche dei punti ove quesie

apallele segano le rette dei lati su cui le mediane sono state calate.
- Lg mediana nscente da A, ha per equazione

X1 == Ty

Lia ~— Bya m;_'l-ﬂ = ﬂ:r}[a
| E’Ig—f"'.'rlgr"i—]- | mllﬂ_i_mrlﬁ_{_l.
fhiestn retta & incontrata dally retta AzA; in un punto di eoor-
2$r13 i 1 1

I 13 =00, B=n,
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30 PERIODICO DI MATEMATICA
Cosi pure, essendo:
(‘1:8] Byg=— 1

lequazione della mediana uscente da As, quella della parallela a
detta mediana passante pel solifo punto sara:

s — 1 2 — 1
Pist+ae+1 Fufde+1

a le coordinate del punto ave essa incontra la refta A;Ag saranno:
z'1g 4~ 221

(49)

- (50} dXyg =— ﬂ:,[ﬂ _E_ 2 s Fa = 0., Loy — oo,

E le coordinate dell’altro punto analogo sulla retita A;A. saranmo:

21::” =T~ .'.Frm
{511 &g 7 ; ’ uT13=U1 Tag — ().
- &3+ &

Qual's il lnogo geometrico del punto e, 2’z quando 1 fre punti
(47) (50) & (51) sono allineati? Dovremo serivere che & vevificata
la (37), il che porta all'equazione

2.:1‘!,15 + ijﬂ I e 1 24 mrlg
Y -+ 2 20 s o s | T s 3'-’5"'1:3

(52) 1.

Sviluppandola si trova un’equazione del tipo (38} dove

{M=N=P Q=R=8=4¢6,
T=18

Sagne cha essa si spezza nelle due:

(54) { o B4 =9

Trg X3+ Tia + T =1.

La prima equazione & quella della retfa all'infipito: la seconda
rappresenta una curva del second’crdine perche da una retia gene-
vicn & segata in dwe punti; perd non & una circonferenza, invero
non & possibile identificare la seconda delle (54) con I"equazione (16),
Si tratta dunque di una coniea della quale, facilmente possiamo de-
terminare la natura. Tagliamola con la vetta all’infinito, cive con-
sidevinmo le soluzioni del sistema

(53)

- mﬂ-n*-'mJl_mw_'_xm:ﬂ

39 { _
- Fiat 3+ 1= 03
troversimno in z, (z,) 'equazione

(56) -T;f +2.+1=0 (2 +Ty+1= 0)

che non ha radiei veali. La nostra equazione & dunque quella di una
ellisse. Concludiamo con Cesdro: _

¢ 1l lnogo geometrico dei punti del piano @i un tiiangolo tall che
“ le parallele da essi condetfe alle mediane seghino e corrispondenti
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51 in punti collineari, & una elliase che

..L e

j passa per i vertici del
L Sitisnoolo . (Ellisse di Steiner),
Fnnebora

q'ud:ﬂmﬂ 8 determinare qualche al tro puntoe di

questa elligse @
- onsideriamo la mediana che esce daj vertice A,: essa ha per equa-
ShRRE e - -

e %y = %,;. Ponendo =, al posto di =, nell’equazione
. Tyy Byg - R R 0,

w1 22, =0,

£e =0, Xy = — 2.

E_ prima di queste soluzioni dice che Iellisse passa per A. -
}jlt‘ﬂ alla seconda, se prolunghiamo i tuto A,A, di un segmento

atnle ad A\ A, e congiungiamo I'estre
dbiabo A A, di un seginento uguale

iyt i .
e SR 2

Lou Ay, le due congiungenti

mo con A;, poi prolunghiamo
ad A A, ¢ congiungiamo estrema
§'incontranoe in uu punto P, dell’ellisse.
punti P, P,, P, ner cni passa la carva,

ﬁarchlamu ora l’equ&ziﬂne della tangente in un vertice del frign-
L oo alla ellisse e consideriamo percio una retta. del fascio di centro A,
o

-gr--;.__;___"?ﬁiaziﬂne Y= 2X.x, .
ustituendo nella (57) avremo I'equazione:

Acxy' 4+ Xia, 2, =0

ba per soluzioni
T B =

A1
A

!113:;1;0 secondo punto comeciderd eol piimo se A = —1, nel qual
}fgﬁé%éi@; retta del fascio assume l'eguazione

X ==

i

AR 18 . mj

L "
e
°r
e
N
P

- Eg_\
1—:-." b

ﬁ%mﬁse“t& la parallela ad A,A, per A,. Se dunque per i vertici

tangolo A A A, coudueinmo le parallele ai lati opposti, la ne-

| i dllisse sara tangente ai lati del nuove triangolo nei lovo puanti
Bt e
CERe, -

tﬂﬂﬂlﬁﬂlﬂ enunciare questo resultato cosi:
o dlellisse che foces i lati di un triangole nei
~ ot U lnogo dei punti fali che fe parallele

piedi delle mediane

alle mediane medesime
o lagiiano in punti collineari j laki del triangolo mediang traversati

Hlumdmue corvispondenti .
" Leguazione della vetta che conticne i punti (47), (50) e (51) — retta
SR me di reita 'y — @ la seguante:

AR . LJ

e L N =
o F ’ i o ow T ™
T B,

o

HRS
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Il cerchio circoscritbo e l'ellisse di Steiner hanno tre punti in «
e e ivi non si toccanu, perché le tangenti al cerchio ecircoseri

nei vertici sono antiparallele dei lati opposti: avranno dunque
gquarto punto in comune. Per frovarne le coordinate considerial

Iequazione
B == A o
.8 determiniamo A in modo da soddisfare le equazioni delle due cur
L’equazione dell’ellisse ci ha gia fernifo
A1
T ) )

poniamo questo valore nell’equazione de! cerchio civcoserifto e &
‘veremo ;

[_61] ' l—-zﬂﬂ_faﬂ::rgﬂ
1
e con questa:
t Izsﬂ — zzﬂﬂ r Iﬂﬂ — zl us
‘62] ¥ = 'Emﬂ T "{252 '1 = 15 B !1_:’-2 ZX Euf .

Le (61) (62) danno le coordinate baricentriche del punfo di Stei

5. Proponiamoci qui di visolvere il problema pili generale:

¢ Qual’® il luozo geometrico dei puonti del piano tali ehe cond
“ gando da ciascuno d’essi le parallele a tre ceviane concorrent
“ punli ove esse incontrano ilali corrispoudenti glaceiano sopra v
“ stegsa reita? ..

Conduciamo pereid da A, la ceviana AP, , da A, Ja AP,
da A, la AP, e poniamo:

| | AEPIE . Pﬂ‘g‘ﬂ = My Ny
(53) A—apfm . PEAH == Mgy Moy
AP, : P, =, n,
¢on:
(64) Myg o Mg« Mg =10 . Moy . Nyg .

Troviamo puvi Uequazione delle fre ceviane ¢ scriviamo qu¢
deile 8 parallele ad esse condotie per il punto 2y, &y, @'y Le co
dinate baricentriche del punto comune alla parallela alla ceviana A,
e alla retta A,A, sono:

(Mg = #25g) . 25y = My
= F
(Mg 1 ﬂas’ o & g + My

quelle del punto comuue alla parallela alle ceviane AP e ¢
retta ALA, sono:

g )ty 2
= (}"13 .-i_ ﬂ'!ﬂ} _l_ jlﬂl:lﬂ £ 12 ’

(65) © g ] o = w , Ly == 03

(66)
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puntu comune alla paralleis a’]]a eevigna AP, e alla

_._(.?ﬁu ~+ #,,) X 40 =+ M 19 * m’m

=y

e R ey i et — —
iﬁ " {?”12 + ﬂﬂ-] -+ Mg o mfls ’ i ﬂ' s 0

jue che le Toro coordinate buricentriche soddisfanno 1'equa-
me retta, si trova "equazione (37) che si traduee nella

undinmo u scrivero che i punti (65) (66) e (67).sono calli

{H?“ﬂ —+ Mq) m}m g M & g (mfﬂ -+ By . mrm T Wy

i (”'113 T )+ Wy, Xy (M M) . 20 Moy

{1y 4-m,.) -, ',
. 18 _ L
(5 Ny} @ 8 B - T gy

— 1

nalla

=N= {'mﬂn g Thag) . [mﬁ My T g - Py T o mm}

_ S = Q= {mn ELik '"m) : (m-m-- My 7T My gy BRLTE ?ﬂm_)
R = P ={m-1 6,). (115 . m - e = Moy T~ My, M)

T=M-]-8+R |

ch: basta per riconoscere che i primo 'mémbr-_u della (38)
¥isibile per o', + 2", 4+ 1 e che si spezziy In due faktori

: r ’ P
Mﬂ:’ﬂﬂ}'rm-—]—_s.iﬂm—l—ﬁ..mm, m15+-m12+ L,
"-:@____;;j;g_lzi_un fatbs dal secondo fattore, che conduce alla retta al-
fitrbo, si ottiene cosl una eurva del second ordine ecome facente
el luogo cercato: essa ha Fequazione: |

Mz’ o', + 827,y - R, — 0

(”’23 I y) (. Mg ~T~ Mg « Byg 10y Myg) g Ty <+

oy e e | x

. "_'_:.:“'_:!:‘tﬂﬂi =) (o, . mg, -1 g + Thgy 1~ Mgy . M) 87 -
At ng) (g . my, -1, Mgy 1 Moy « M) . T, = 0.

me nel fare questo caleolo noun si & tennto conto
(64), segue cho possono scegliersi 4 nostro piacere re direzioni
oiano del frisngolo fondamentale: il luogo del punto pel quale
to che le parallele per esso alle direzioni scelte seghino le retie
ki del triangolo — in ordine prestabilito — in punti collineari

“curva del second’'ordine. Bssa si riduce 8 un cerchio quando

aleuno

M'=Zﬁﬂf E=Zn“, R — 2

SO 1
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nel qual easo si trova il eerchio circoscritto al triangolo dato. L'equ
zione della refta che contiene le intersezioni &

(72) . {myg + ﬂm] :l_ Hegg .E"mr 2, - — (2, 4~ HE_] . o g —
- (mu! _l_ ”’131 « & 33 "I‘ Nig+ T ys ! (m;m + ﬂm) L 1o + 5 . :B'm TRR

dove le 'y x'1a soddisfano la (71).

Ln eurva (71) ha lre punti comuni col cerchio circoseritto: e
procedimento analogo a quello usato nel paragrafo precedente
possono avere le coordinate baricentriche del quarto punto d'iute
‘sezione, Sono; '

ottt s e e A g e
e L e e S :
= ya i
el

S

5 e e
S Tl i

P

i
LA
—a"

- (73)

LSS y
a7 e e

‘-u i = - i “m i g TS
. L o et 2 -
ety e e e e . ¥ e e e o - = o S 7 = 5
S S e T e LT o - " Y T Ty i Lo AT e PR L e, s
X oo : e Vi e A 1 e e e e e e e . T e s T 3 o i e e i 1l
R L s D SR b oy et e R = _ = = : e
g B A el A e i T ol W AT, S L i A 0 )
h ' :.:.?;:._'.:.!_'..-',':_f-_:f_"_- ) [.." it ".I-___ A B o TR i s At '.'_:.:.I'. AR AL AR LY e .-_:":___._._.:._ i S h -: " x o 5
. i Tk e
= -

=

b e
T lf..l'h'.l".'b'd"-

e ;..' L

6. La (V1) per particolari valori delle m e delle # da luogo a
aua Infinitd di coniche passanti per i vertici del triaugolo fondame:r
tale: vediamone alcune,

Poniama:

Ryl M ey
=Tyt ey

J Wy =y, = 1
(74) | l Moy = Nq = I

mm = ﬂ*l.E == "!ﬂa .
La corrispondente conica ha per equazione:

(75) By Cug = L) g Ty By« g A0 2 L, Ly + 1) . 1e, =0

Se da un punto di questa, qualunque esso sia, conduciamo |
parallele alle bisetirict Ziferne del friangolo, le intersezioni coi em
rispondenti lati sono sopra una retfu » di equazione:

(513 _I_ ZEEI] L zsa:;li " *'3'?:12 i (z_u-: —!_ 'EEE-] _I_ '?'ﬂs . 'r;:m_ .
J 7 edizg ] g 7 gy = 1
{532 "I_ £EB] & b H + IllT'15 - mlﬂ ("':3 —I_ ;'EH] o 12 + Jlﬂ = j':-l:! -
' (vetta 7,
Le coordinate baricentriche del punfo ove la conica (75) incontr
il cerchio eircescritio sono:

- (76)

Tigg == .
' in Jg1|'1 — Ew
; by by — 1
i (T?) | g L As 13 .
= '?’E:!- '{m T l‘:19:
tﬂf e _Zlg E:e _ Em
:1: y — &
Eﬁ-w‘ _ ! I’EH £13 3{25
S Poniamo invece
- . ntE — ﬂﬂ:}' —— Eﬂﬂ
{78) | Moy == 11,43 = F’flE.E
: — ey g
Mg =Ny — 323 »



'

8l

s corrispondente ha per equazione:

viangolo fondamentle, le intersezioni oo
i una rvetta », di equazione:

i

(tﬂﬂ + 1") + by - mrﬂ_ A S (L 4 1.7} -I- 5g v Dy & =1
E“H —I— Eﬂﬂﬂj . '1':!13 + ‘ﬂﬂ o '-I:,'[E' - [Ll.ﬂﬁ _I" £Eaﬂ) . m’ﬂ + J'mu . mrla S |

B il:t;'ﬁﬂl'dillﬂte baricentriche del punto uve questa ¢

ounica incontra
sarehio eireeseritio sono:

12
o= zzﬂf : 3:32 == gEII:Z
ST,

ay g 23.
Wy == i:a: '-EE: — EE': .
HB 20 id

— | e E
Wy =iy =1}

. —
ﬂlﬂ& == 93[3 = g11‘«

: —_— — (1]
mm e ”13 . f’ﬂﬁ
&

2 canducono a una coniea di equazione:

j . zasp . (zlﬁp + 3131‘) « Loyg Hop _f" ';13-11 - {Zﬂp _f“ f’_&ap] - dyg +
iy ' _I_ i:'-.-‘-'l » (-llsp + JEEF] o Hyp == ﬂ

a corrispondente retian #p ba per equazione:

LR L L) L o

« il 4q

O 07 @ ¥y B o i) e o 3=,

vdinate bavicentriche del punto ove lg precedente incontra il
i0 circoseritto sono:

¥
P Emp gﬂﬂl e Ewl'
Bw Il p__ ¥
bsP " lg? — 1
ap FL'!P Elﬂp == J:nh
18 g
i‘!HF "J'IE!Fl T ’E-';'rl' )
"F'ﬁl] ?rzy T ;“r:;Il1|
Xy == :

_.:f?:-f[n quesio paragrafo voglinmo determinare le coordingte hari-
Hche del centro della (71) che terremo sotio la forma:

M-$12-T15+S'I13'“;’R-m:z_gs |

E‘-h& SUpporremo non sia unan parabyla,

Lo PERIODICO DI MATENMATIOA 613

ﬂ: » (Zlﬂﬂ+ glﬂﬂ) « ilyg Ty '+' J;nﬂ . (Emﬂ"_ 3335) - By + Emg (Zm“ ' IHE] - == ().

da: un punto di questa si conducono le parallele alle simediane
' corrispondenti Iati sono
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Indichiamo .qu_este coorvdinate eon g, 7, e condneiamo ad A
una retta parallela e passante per il centro: equazione di que
- retta sara:

Ty — Yis
Tyt T+ 1 Y+ Y11
ovvero
[B?} Ly = Y o .?J]ﬂ 2

Yt 1 72T 4 117

Sostituendo mella (86) per x, la sua espressione per &, d
dalla (87) otterremo nn’equazione di secondo grado in «,,:

(38) me Yis + Lys o { Mfm—l' D . Y +R. (g1} ) By, =10

dalla quale segue, indicando con #',, & ', le radiei,
! 4 — _5_
mﬂ . & v EI

(89)
mﬁﬂ _l"' mum — MJls + Sjli[_i-‘l:{' L-t‘fﬂ + 1}

Consideriamo ora sopra la retta A,A, 1 tre punkr P',, P, e |
di ecoordinata baricenbrica x'., ¥, --"‘5"5 e scriviamo la condizy
perchs il punfo intermedio sia il punto di mezzo del segmento P, T

Avremo:

(AIP]E) - [Aipfw)': (A1P”:|:i‘) - {‘&11319}
ovvelro
(90) 2 (A, P) = (AP ) + (A, P",)

Questa pud scriversi:

2 < % 5o 1 & >
(91) Yot 1 #p+1 1 2"+1
0 anche
{.92) zyli . 21"12 mnlﬂ + [:'E’.T.J _l_ T'I”l“)

Yot1 &p.a’y+ @+ 2G)+1
Tenendo conto delle (89) si frova dopo lievi ecalecoll

3(93) (M*S).ym—ﬂ.y:aff-R:U

che & un'equazione o cui debbono soddisfare le coordinate del cem
In modo amalogo, condotta per il centro la pa.rallela ad A,
‘8958 AVIA lequazmuca'

9 | Y . s
(34) n y.a-l—l'“"” | s -+ 1
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oA atrtuzmna 1n (86) dara lnogo g un ‘equazione di 2° grado In py,:
st __"Mijhg 33’13 + Lis. 1 MJm ‘I— Ry:s—'— . [ym + .1] } + ij =)
"'_h;.g-;quale segue, indicandv eon s, "5 lo radiei:
| i B
m’m g = E
Gu'tatm — Mot By b S 1)
» W1z
- ‘siceome la (91) si trasforma neil'u]tra:
Eym __I_ 13
3}’1::‘]“1 $13+1 -'-151:3‘1—1
""'ndo presenti le (96), perverremu a una seconda relazione a cui
_Isfannu le coordinate del centro:
: (M R)ym—-f:' T_ﬂs 9 =10.
Hﬂ]vendn 11 sisfoma: ;
(M SJ Jm'—R 13 = R—U
{H RJ jm'—'S 3{13““5
P trc&muu come coordinate del centio:
i o _8.(R+M—8§)
e a9 M (R —M+78)
R.8+M—R)
M (F—M + R)
: R.(8--M —R)
| M= REM—9)°
_ Facciamo M B=8=1; otterremo i baricentro come ecentrg
allellisse di Steiner
- Passiamo alla (75): il suo centro ha per coordinate -
— Zl“:'l + IEE
L lie + lia :
g‘.IE + ZE'E :
Zm - b
: P bl 2
La (79) ha come centro i punto: )
...... TERT i
tro. W=7 i1 73
, 13 18
55, i ) L3 L [on®
= A
_ ha® -

gm —[—353
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e la (83) ha come centro il punto:

lye® + la®

Y12 7 10+ bg®

ol b=

e Yo =15 L
Lig® - bed®

Yo Tl

8. Volendo in questo paragrafo trattare la questione da uu puul
di vista piu generale, supponiamo che siano

A = (25 210) B= (3 ?112} e C= (Tl-?» Yiz)
re punti ellineati del pianc del triangolo A AsAs di riferimento,

P = (Ei3 &us)

un punto geunerico del piano medesimo. L'equazione della retfa co
tenente A, B, C e:
g Lig 1

(10‘3:) 1 g 12 1 _—_'ﬂ
 Pis Jie 1

£La
dove Lya L9 ('E-‘ Lag — ""':t_

) sono le coordinate correnti di un pun
a2

della retia e

. 18 ig 1
(105) CA==fs e 1]|=0
T1a 112 1

rappresenta la condizione imposta sopra che A, B, C siano allinea
I'equazione della relta PA &

’ T3 Lo 1
(106) Ea  &e 1]|=0;
013 FAT ].

per trovare la coordinata haricentrica ag del punto Pg ove es
incontra la retta fondamentale AsA, osserviamo che quest’equazio
si pud scrivere anche: :

Ty 1 %;
(107) b Ee 1| 0.
%18 ot1g 1
Facendo in questa xe= 0, Segle:
Eis — Oas

(108)

Lan =— .
e Em — Oj32
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ocamente, detia my la coordiuata bap

icentrica del punte P
otta AiAs & incontrata dalla PC e & quella del pungo P
E}.:Eﬂ'_il]'ﬂﬂntl‘ﬂ le A1As, si trova | ‘

T Bgn — E33 ﬁm

Ciz— Py |
ﬂmu che i fre puuti P, Py, Py
i ﬁﬁ rappresentata dalla:

£18

sono n linea retta: la eop-
Iﬂ

Tia . Toa T Loy =10 -
trasformn in questalira

(813 Yas — Sz Y1a) . (S5 — %a) . (10— pie) -
+ [512 . Bla = -Em 'ﬁm) . [E;_g — TIE) % (&Tﬂ e 051-5) — 0_

"T_:'ﬁppaudnla troveremo un'equazione del tipo:

1!IB '"i_ E . EI.‘J - Elﬂ "f— ;
+F.Ea+G. G2 =10 ot

= B= Big — T1a
e— iam . '_:0519 ~ ﬁlﬂ] D= Y1z - .(ﬂm FER) Elﬂ)

. == Bia . {otg Tie — L3 "{13] b= 118 (11:1 Bua — 1z ﬁl!)
: E — ?.ﬁm Tiz — g Tig — O ﬁla v
eatn lnogo del ierzo ordine si spezza nella retta dei punti A,
¢ in una conica circoscritta al triangolo fondamentale; la retta .
%ﬁj_&zi’m;e:
- ra (one — Bis) =+ @1g « (Bra ~— ata) + (22 ;312 — a2 Pia) =9,

ta a far vedere che si possono determinare M, 8, R in modo
L ptimo membro della precedente e 'eéspressione:

Moy, Xia T . Tag ~t=

gﬂ{lgliﬂt& 4 Zero *E[PPI'E_EEH_tE'

ta al triangolo fondamnentale —
0 della (112),

ti.

'equazione di wna conieg eip-
dianc per prodotto il Primo

M . (L‘hg =i 1312_) A Tia “‘“ﬁm

M . (Brs — tia) =B iﬂm ~Yiz
{ 3 (19— Brg) = C . Bia.. (aria =~ Tiz)

S . (ﬂm Bm T &K3e BIEJ = ﬁli . (ﬂlﬂ T-IE — - g TIE.']
I . {Bm e E’.’:a) == J) == Tlﬂ . (ilﬂ """ﬂl-‘i) "
5 \ . (0iea £12 — %1s ]313] = Y3, (_ﬂtn ﬂm — &g Elﬂ)
M. (ﬂ'_m ﬁ;g — Ohag &?13) ‘I— I. {0110 — Bre) S, (Bja-“— ﬂlﬁ) = :
e . =2 ﬁm T8 — O3 Y12 — g ﬁla- |
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' Le (116) danno per M:

5 __ Tis — E.‘_IE _—
() M o1 — [315 " 2 g — ﬁla

o le due espressioni dei secondi membri resultano nguali per es
zero il determinante (105).
Lie (117) danno concordemente

(121) | D =—"s.
Le (118) danno per R:

_ dig — Y= _ 713 Tia — ™18 113
(122) R=§s. B=10u. oy e— s

e anche queste due espressioni risultano ﬁguali per essere ze
determinante (105). . | |
Resta a verificarsi la (119). Osserviamo percid che si ha:

(123} B . (2 - ﬁm} + 8B (Bis— %s) = — 3. (o0 — 1313} B
+Fis- (",(1:1_ — &1z) = 2 g Yaa — thag 15 — s

per cui ¢i resia a far vedere che “
M. (o3 [315 — g Pig) — s Tis — Uas 512 — — 31z — 18 [313 .
Ora questa pnd seriversi:

[_M — L (ﬂ‘;ta 313 — 18 Bm) — 213 (13— %I Y 1=

ed & vera per essere:

M — 1 Eim'_ Tia

Ohg — B:a

& per essere zero il solito determinante (105),
L’squazione della coniea ridotta n forma intera &:

flg:i:) ("1’1:1 — 1315] 513 B — 118 (212 — BHI] . Gig + Euﬂ Az — ‘{E) -G =

Quando detta conica rappresenta una ellisse o una iperbele
coseritta al frangolo di rifertnento, 1l suo cenbro 81 trovera r
rendo alle formule (100) facendovi le debite sostitnzioni.

E. Piocroir,
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|

UNA OSSERVAZIONE SOPRA DUE RELAZIONI POLIGONOMETRICHE

' H}
- ,-:I

sere

1. Bi dimostra clie, se & possibile cosfruire un

peligono piano o
obbo coi lati paralleli alle » rette 1,2,8...m,

vale la relazioue ()

1 cos{12) cos(18)... cos (1n)
cos (21) 1 cus (23)... cos (2n)

=) (1)

| cos [ﬁl] e

os(n2) cos(m3)... 1

o il = Dimosfrerd che la condiziope posta non & necessaria per n > 4
- ¢iod che la (1) vale se€pre per u > 3.

- Par la dimostrazione distinguniamo infatii dus casi. Supponiamo
> in primo lnogo che vi siano quatiro delle rete p, es. 1, 2,3,4 non
parallele ad un piano. Allora 2 possibile coskr
o g{'{;hhﬂ col lati a,
= anol latl e salle %

ﬁlﬂ 1

uire un quadrangolo
Uz, tg, ;. parallelt ad esse, (®) Proiettiamolo sui
—4 rimanenti rette. Avremo le » equazioni:

&, - 3 08 (12) - 4; cos (18) - &, cos (14) =0,
Coareos (1)t ay I s €08 (23) 4+ a; cos (24) =0,
1 €08 (31) + vz 008 (32) 4 + 4 cos (34) =), (1)

L] L] - -

& L] - | | - - - [ | - L L] - L] L]

a1 cos(nl) 4 ay cos (22) 4, . ... ... —+ g cos (nd) = 0.

. Hagse sono soddisfatte da valori non tutti nulli delle (14 o, g, (1]
= dlovranno quindi essere zero | minori di quarto ordine estralki dalla
. mafrice dei coefficienti. Ma quesia & formata dulle prime quabtro

Se sviluppiame quindi il determinan ke (1) colla regola di Laplace
- facendo In somma dsi prodotti dei minori di quarto ordine contenuti
1ella matrice formata dalle prime quatiro colonne per 1 rispeftivi
_':u__uri aggrubi, essendo 1 primi eguall » zero, vediamo che il deter-
inunte 8 zero. (3) |
- Be il caso anzidetéo non & possibile dovranno le reite essers a
Sbre a tro parallele ad un piano. Seeglismone una terna e siano
" ples. le 1, 2, 3. 81 polrd allora costraire uy triangolo coi lati «,, as, us

b Ei L=
1Cor-

{*) Bavrzer, Elementi di EFerometria, tradotil da
(%) Bavexeir, Iuago citale,

() V. p. es. Cameiny, Jat. dnalisi Algebriea, Cap. 1V, § 8,

Luter Caemona, Parte 6%, § 6, onm. 3,
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paralleli ad esse. Proiettamolo sui suot lati e snlle rimanenti n —.
rette. Otferremo le n equazioni:

@y L a. cos (12) 4+ @s cos {13) =0,
a; cos (21} -+ a. -+ ag cos (23) =0,
a, cos (31) 4 aq cos (32) - s et (2

- - -

a; cos (il) -+ as cos (#2) 3 a; cos (n3) =0,

Per il solito ragionamento dovrauno essere nulli tutti i minori d
terzo ordine estratii dalla matrice del coefficienti. Lo sviluppo d
Laplace, esegunito scegliendo la mafrice delle prime fre colonne, dimeo
stra che anche in questo caso & vera la (I).

2. 11 Baltzer (*) dimosira pure cle, sotto le condizioni poste ¢
n. 1, vale la relazione: (per 2 > 3):

cos (pl) cos(p2) cos(p3)...cos (pn)
| cos (21) 1 ©0s (23)...cos(2n)

1. - L] #* L L] L] L] [ ] L] L]

& Ll - a [ i i E ] = [ | i [ ] L] -

cos(nl) cos(n2) GﬂE(?ISj... 1

Anche in questo caso non & necessaria la condizione posfa pe
1a validith della (II). 11 ragionamento & identico al precedente. 1 s
stemi di equazioni (1) o (2) (secondo il case) fauno vedere che vi
in (II) una matrice 1 cui determinanfi di ordine massimo souno zet
cosiccliz lo sviluppo del determinante colla regola di Laplace d
come risultato zero.
R Si puo dare alla (1) la forma simmetrica seguente, Date le 5 -
" rette «, B, 1, 2,-..9, st ha:

by e il ey e

?“"“_3:"{‘-"1‘-?'”'!-"'" e i T s 3 S e e e :P i b WA bl B i e S T T R

L S gy L = = i [ r ] s a e s The's’ e L T e P Lo e e R b e R e -

- .. =
¥ c - & e e ey =T, . wal
: 55

(& oy e T e g
e - SR e Tt S x o s r -: i p " ' '.r . L o o gE g y 5 - a
= P e = S o ! " L e it 1 E T " o - e K o0 - - - s
- A e 0l - e S o Ll sk - t Tz ¥ Py ! et e Rl e e e . : 18 - T e
et T L I W T Py ey e ) e R L L R T : o 0 T o R il R i = e e e e :
g _____-_.-_- i " -.lu " Fellard ' .r.- :” S Tt z o ds - -'r.\.ll ex ; =5 .|"' t;. “I.-. O] = Pttt D R Ry S it o i o e 5 Tk s b 3 .y = :.: _TI__
T e e e L e s B AR e e ] A e e el e o W B T e 5 i e O e o S e e ZA4
S e e e e e e L o e S S e L e B e L e AT AR AT
. W g e ¥ R L =il | St e M| e e f, 3T bt L ada e R i L i bk 1 L e o g e L e e Lt T e W e e T et L T TR T T e T T e e e e e e e T
T o o ity 3 T 5 JSEr e ey hN el te R ) i 1 : > L HEy | ks L e I = L= e Tm B, 1l e B

ek

cos (&3) cos(zl) cos(s2)...cos (an)
cos (B1) 1 cos(12)...cos(1n).

i a - [ - - - = w » ] a . - &

cos (Br) cos(nl) coes(n2)... -1

che vavrh per quanto s'¢ detto per n> 2,

(*) Litogo citats, § 6, num. 9,

Dott. B. SERINL
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iﬁalla mix Nota “ Contribato allo stnd

10 del quadrangolo piano
Gieempleto , (Periodice, anno XXX, fase. ITI, marzo 1915), Ia que-

|||||
............

ivapare lo condiziane affictehé esiste un tetragono (piano o gobbo)
gzgm!ﬁe le somma algebrica delle facee, equali a quelle date, sia nulla,
= 2.-Sulle equazioni bireciproche. — Nel Perjodico (rRnno 1909, vo-
dame XXTV, pag. 172) stabilii il seguente teorema:

b,;n,tge le equazioni bireciproche sono comprese nella eguazione

! ::'5":::::'15
i)

h
2 R b
S o i

Pellet per il primo avea dato mn teorema sulle dette
ztoni e soggiungevo che questo teorema doveva essere modifi-
. ulo, se pure ervori tipografiei mon ue aveano alterato la dizione

R

1ﬁﬁ*n]n1etltﬂ Il teorema nella prima forma era questo:
¢ equazioni reciproche, di cui le trasforinate, ponendo

"+ +1)8 (2

241" F [(z -+ 1)* (2 — 1) = 0

oo F 2 una funzione infera ed omogenea di (z+ 1)* ed (x — 1)

1 In seguito Lo viscontrato che la dizione era stats il riconosciuta

tta dallo stesso Autore e modificata nella T, ¢ ciod questa fun-

i P I R

g |:' el il !
Tl - ]

o 15 R

S e e

ot =

F {(a® o} 1),

i w0idi cid si vede che il teor. del chiarissimo prof. Pellet e il mio

ik
1.-:*-1:‘-:.-'&'.

20 una stessa cosa, giacchd una funzione omogenes di X* ed Y*®
: . |
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& anche funzione omogenea di X® —Y? ed X*-} Y* o viceversa.

ponendo:
X =2z" + & _l— ]-r
Ye=o'—g41,
si ha
| - X—Yi=dx(z*+ 1),
X24-Y2=2 (z* 4+ 32* - 1).
(106 che dimostra la identith delle due F di cui nella Nota in
sCOrso.
d. Nella mia Nota “ Sulla eqguazione Emj“ =y? , (Periodico,

1
lome XXX, fasc, I, novembre 1914) ho dimostrato che di gue
mdeterminata si possono dare infinite soluziomi — ecco wun'alfra
mostrazione () pit semplice — notando perd che quella gia dat
condotta mediante un algoritmo che pud servire per Ilo studic
molte alfre gquestioni.

Il teorema rimane dimostrato se rinsciamo a far vedere che per
k &
(E ﬂjg)P 2 15 .
1 1
Pertanto c¢1 & nota la identita

(% ﬂin)ﬂ =(—a" +a" +... + a’) + Baas)’ + ... + @ay ﬂlfjﬂs

e, glovandoci di questa e mediante suceessive slevazionl a guad)
s1 ha: |

ol =2 AP
Ora, se p=2n-L1, & identicamente
EBafr=la E e’ +a @ e+ ..+ (o G PP,
e se p=2¢{2n-1) si ha
Gatp =[(Safp P =S AH+ =2 B

1 L 1

ed il teorema & complefamente dimostrato.

{*} Estratta da’miei dppunti @i A2gebrea.
G. Cawpipo.

=i} hi—



di-

Wik

sta
di-
a 8

y dl

e5.:

afo

Pk ‘gapere quante siano le permutazioni
_ _'::]:::ga-é;tﬂ vedere in gquanti modi
ek o nalli:

di 7 elementi che hapmo A in-
St possono determinare # — [ numeri,

Bte B2, 00y Mniy

B, L
R

Gy +E¢E+...+E{-u_1=l.

f:} combinazioni, X ‘a X, degli m oggetti:

ﬂld ﬂﬁ;---p ﬂm

gueli: Toggetto oy pud tomparire fino ad ay volte,

l'oggetto «x fino ad
é..., coiscide col numero dei sistem; d valor

1 interi, positivi o nulli, delle

15 8 500., Gm

p=1, By s y 7). *-.

s‘_ﬁi*ﬂgunaniiu i teoremi dei due articoli precedenti, si ha evideniemente: uE
III,.E. -— C[‘E‘} (ﬂl 1’ I.'IEE, — nn__:' 11—1)' .L

gsta formula ei di una nofavole espressione combinatoria del nomere In 2. ;

8 l‘]i]"E‘, D. es,, che I'..',.; & i numero dej oumeri di quattro cifre [d'ﬂ. seo-
.L:;-;‘f[:':ﬂ ie cifre: D, ]., 2,. 3., ‘j:_, E, 6] EhB g{]d.ﬂnﬂ. dﬂ]lﬂ Haguﬂﬂti Prnp]_iat'-az
554:}3-13;]'3 cifre del numero non presentano mai inversioni:
|} oow stessa oifea non pud comparire, pel rumero, pitt volte di quanto &
valore {cosl, p. es., 3 non potrd comparire che: 0, 1, 2, 3 volta),
CAvRLLy, Intitusioni di Anetisi Afgebriga, 40 Eg, {Napoli, 1909), Es, 4% p. 71, |
NETTO, Lohsbueh der Cambinatorik, (Leipzig, 1901), Cap. I, & 150,

A. Paiousy, e

]

!
-
5

5
- -

N L
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PROBLEMIO(®O

(Cantinuazione — Vedi fascicols V1, anno XXX

201. Sia AB un diametro del ecircolo ¢ di centro O, M un purafc
di ¢  C un punto qualonque del piano di e. La retta che passa pe
i centri dei eiveoli circoseritti ai triungoli MAC, MBC inviluppa un:
coniea di fmoco 0. '

202. Dimostrare che

s A —mt D] —-A+2  (n— 1) (s +-2)
A=l (_}l. il 1)2 o 2 )
203. Diniostrare 1"identifa
2t 4yt —a® i 2 0
P gt —a® b Sa 0 0
Bl — 6a® 9a* g2 |
¥4y —a T 148 Ta
quando
x 1y =d.
204. Lu retta variabile
% i 1
a a by & L =0,
@tz 4s’ —a 7 1

inviluppa, al variare di e, il circolo z° 4+ i — @ =
205. Sia P un punte di un’asteroide (ipocicloide a 4 rvegressi),
| mﬁi'__]_y%:a%
C il eorvispondeute ceuteo di enrvatura e Q, Q due punti tuli che
QP QP 1
QC QC I
Dimostrace che il luogo dei punti Q, Q' si compone di dne curv
unienrsali le cul aree sone

Sma’ (k* 4 8k + 4) 0 Sm=a® (I — 8k +4)
8 (k1) ’ o S(h—1)° ’

U=

{!) In massima uon pubhliuhﬂrenm fa rispluzioni di quasii problemi fuvoriktiei dal Coman
dante Bammsrew, ma accettoremo volenilerd le geservazioni e gemeralizzazioni clie i nostri Lettor

vorranno inviarci



| s: confondono eal sentro di euy
E"féﬁé:rqide.

g
_ Ue=T — Sa

8

: =:5f:i:i:i:‘i'rﬂl1tﬂ allova 1'astercide data,
M k=108 il punto medio dj

8 trova allora
L )

, :i;ﬂ eurva Q' & descritta ire vn],te.)

206. Sia P un punto di una, car
orrispoudente, Q, Q' due punti tal; che

QC Q¢ [

QP T QP %
'-"-.‘l]_imﬂstrare che 1l lnoga dei punti Q, Q' g

iche unieursali e caleolare e loro ares.
Casi particolari di f— U, B==uw, k=1, k=3,

(LE caordingle paramelbviche d'un puanto

lle di C sono

Fo == -%[I + GOs 0) (2 — cog 8), .

{4

xy h_3(.'{:-|— T (14 cos ) [Eﬂfhﬁ;—-ﬂ] cos 0],

¢ 5en B

S+

Ya [5!-!-3'—[&—3}!:&5{}],

i

Tqr = 3{&--—1][1 +ﬂ.uﬂﬂ}[2k-—{£:—[—-3}ﬂua 61,

¢t san () |
Yo T =7 [k— 38 (I 4 3} cos fil,

Le aree U & T g quesie due curve sono

7 — " (& 4 2k 4 9)
- BkkF1E

0 = mat (ks ay + 9)
b (& — ])®

vatuora C; [a sestica & gllor

g 89me?
: V=35
I-,-z.:;.éiﬁ%{fj =2, Ciascuno dei punf; Q: O diventa il eireolo 2 1

47

& la sviluppata

PC e I'area del luogo di Q &

dioide, (! i} centro di eurvatura

compone di due gua-

P della cardiojde egzendg
Tp = €080 {1 4 pas 0), o= casen 0 {1 | wos4),

y,::-g—seuﬂfl — ¢os 0),

Ly e

Al

L[
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- | | "
Casr parTicorant. — 1% k=0, UT=0 = 3;“
Si trova la ﬂmﬁiﬂ.iﬁ’ﬁ. _
ne: . 1 [3ra®
2“ o 2 — [ = —— == - .
b=, UV=U=1TC= ( . )
31 trova 1'evoluia dellz cardioide.
3%) k=1, Il luogo del punic medio di PC
. 1o
U= 2 +
4% ;== 3. Si trova allors
ma® - Tl.'_ut ﬂ.‘_ﬂ“
Lieieis U“z_g(é)'

Qal :‘]escrhunu il eircolo a* + y* — ax =0, @' lo percorrs 2 vnlt&;)

(Continua) B.~N. BARISIEN,

QUISTIONI PROPOSTE

8H. Sul diametro PG di un cerchio di cenfro A somo daki
punfl B, C equidistanti dal ceniro stesso,
Determinare un punto M della periferia in modo che risnlii o

sima la differenza fra i due angoli AMB, AMC.

P. Frisr,
812, Le tre sestiche
{.‘.1:9 4 ,yﬂ)ﬂ (bﬂxﬂ L. ﬂﬂyﬂ) = 2 (" — b“}“_:r’y',
(”2 =8 bz) [$2 + f) {bﬂ 8 _|_ &_ﬂyﬂ)a___ (if . bﬂ)ﬂ (bgmﬁ—ﬂgf}g,
(ﬂﬂ __I_ bﬂ] {ﬂ‘i‘xﬂ + b-!-yﬂ_) (uﬂmﬂ _I_-‘ bﬂyE]E — 5&3_(u'ﬂ e bsjﬂ (ﬂﬁmﬂ — bﬂyﬁ)ﬂ

hanno la sftessa area = (¢ — 8)°. E.-N. Barrsmex,

813. Supponendo che la funzionie f(2) e tutte le sue derivate si
continue nell’ intervallo {a, ¢ - a), trovare la somma della serie:
: , 1 ,
F(@-+2)— 7 @1+ 0+ 2)— (1 + ) F @z +...
1

ot et ) — (L o ) @0

F. NepELCU.

GIULIO L&ZEERI - Diretiore-responsabile

Finito dt stampars il 20 Picembire 1915

—
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PROPRIETA DEI NUMERI /™

= : ﬂ 1'

i1 dalla considerazione di speciali combinazioni di
iti dette -combinazioni con ripetizione fino ad % e
oro applicazione: 1° allo studio delle tavole generali
ddizione per linee, per colonne, per diagonali e circo-
, 6 pasgo A; 2" alla determinazione in funzione di p
Q1 Qs; ... Qu, dell’elemento di posto m mnella sucoes.
on dividuata da » numeri iniziali Q,,...Q, e dal-
- l'equazione ricorrente: @, — PQun—1+Qns... 4+Qu_,).

or

(Continmazione della parte I — Vedi fascicolo preredents)

mediante coefficienti binomiali, ma non 3 sempre di rapida

e | " _ . 2 ;ml
iieazione. Per altra via possiamo arrivare ad eésprimere §  f, me-
PR h

r =

hto coefficienti binomiali. Intanto si ha come & noto:

{n _ fm—4n—1
Wnf= L g £ons

& ﬁ,=h—f— I, Ia (11) éi permelte di scrivere: d

. m IH—I—EIH-—E i ?H—I—.‘k__..g._ +
1 y Ah3-1 h = BT

13 i?u-’;zl—_h—z—{-'c o X5

N
>

m—1
1 _'

m — 1 1n

R s 1= lal®

i 451 I 1a velaziona {v. per la dimoatrazione una mig neta: ¥ Su aleune notevoli Tormols di
8% combinatoria, Feriodivo di Aatemalicn, fasa. U, Anno XXIX, gennaio 1914; formoln (2})

g p—1 p—2 Ay iy fo— R _(P+ﬂ)_ , ( p—k )__(p—-?#-‘rl)
""‘*f""(i'-h-l_ H(n‘-ﬂ)*"”'[“’T”(j—k)_- B i N o N
E:I_{éafa ponende p=wm-+ A4 —2; ¥ =h —1, e cambiando § in I 81 ha appunto:

T I e (D)= Y- ()

s &
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{h if_ 1}:’ h :t 1 [(m Fi) o (h'H)]

[ m ) m—+ h
-1 (h -—1) e (1

Por n =" -2, s1 ha:

quindi:

od anche

-{h T— z}f 7 i 2 [{};:-]_- 11};1_ 9 {m b l}h’l‘ T ’1"-{1“ 2 1}[.]

e quindi, se h =2, tenuio conto della (16) e (3):
{ m Th {mﬁ—h—l)_ B ] |
lﬁ.+2rfa-+:a'_( T et
m [.(ma+-b—2\ , ,m+h—3\ LT
1 L )H( h—1 )+-"'“(2ﬂ

- h—2 m—{—h—-S) (i‘il) -
S J4s(" 3 T ek {g) =
) m-+h—1 m—+h—1 m -1 ny
=2( h )_[_( h—1 ;_( 1 )-h(l)'(
Pertanto si ha con faeili trasformazioni:
m \ _ (m—+h4+1 _ .
{?:,—1— 2},;_ ( -2 ) —n A .
Se poi A=1 si ha:
my _ (mY  (#i--2 3
{3 1_(3)"“( 3 _)_’”
talchd la (17) & vera per agni valore di A.

In modo analogo possono trattarsi i casi n="h+3, A+ 4,.
Ma senza ricorrere alla (11) possiamo in altra maniera arrvivare

T SO,

e pe
-
e

w i
L
= Lr '.-}"

o Ll T !
o E e
i

: . . [0 . >
esprimere il valore di {H} mediante eoefficienti binomiali.

Sia dapprima # <2 (k- 1). Le combinazioni # ad # di m eleme
diversi con ripebizione fino ad % coincidono, se kA==, colle sol
combinazioni eon ripefizione di m elementi n ad s (cioé le combi
zioni con ripetizione fino ad n) e se i <1, si possono olienere
queste eliminando quelle fra esse che contengono uno o pill eleme
vipebuti pitt di % volfe, e quindi almeno k-1 volte. Ora se si e
siderano quelle di tali ultime combinazioni che contengono un ce
elemento ¢ ripetuto ad es. &} 1 volte, si riconosce che possono of
nersi futte senza omissione o ripetizione associando l'elemento x pr

(3) Cfr, nota ¢it formoia (2). Basta supporre a=%; b=1; p= 1 + =2 E=h—281
biare ¢ in &
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1 volte con gli elementi di una delle comun; combinazioni con
tizione di m elementi n— (4 4-1) ad » — (h 1), giacchs se I'ele-
ﬁ;u « fosse in una di esse i petuto anche »n — (j 1 1) volte, risulfe-
5!"{1;:.9 pol ripetuto in tutko (A~ 1)+ 1) =# volte e 81 avrebhe :
unto nna combinazione con ripetizione di 1 elementi % ad n con-
ente 7 volte U'elemento «. Ma essendo o ung qualunque degli m ele-
nki dati, segue che quelle delle comuni cambinazioni con ripetizione
i elementi # ad u che contengono almeno un elemento ripetuto
menn L1 volte, seno in numero di m (m ::__ ((;:,:;}J B 1), quante
¢ ne indieca il prodotto di m per il gumero delie eomuni combina- '

oni cou ripetizione di m elemen b, 2 — (A 4-1) ad n — (A - 1).
remo adungue:

my  (m—4+n—1 M1 —f—2
Ca= ("0 ) = |

n 7, w—h—1

s n<2k+1) (18

- E n—{k+1)<h-41 ovvero n-<z(h -+ 1),
. In particolare

(o= ("tirE-y_, b

._ %

. o ! o
. La (18) comprende evidentemente come eagj particolari le (16) - ;~
{17) e molte altre ciie potrebbero dedursi cop processo laboriose
- dalla (11). .
-~ Se =2 (k4 1), ricorrendo alls (11) che eontiene =

{m — 15 {m == _1} E
& n—1f) lp—9f--
itremo sostibuire ad essi le espressioni-date dallu (18), purché sia ;
i—1, n—2,...<2(h4+1) *

5 (n—1)<2(h 1), i

ﬁ

iLen avremo ancora | f, 8SPresso medianfe coefficienti binomial, Sa i
z b

S n=2(h+1) si arriva pia direttamente ad uuga onportuna formola
* tol seguente ragtonamento, Supponiamo, per fissar le idee che el m B
slementi dati siano a, b, e deesia h=2: =29 (A+41)=6. Si tratta *
deferminare il valore di { 6. Le comuni combinazioni con ripe- 3

* .

itone dei cinque clementi & b, ¢, d, e, Sei a sel, 80no in numers S
+6 sl 9 Dobbinmo da queste toglier quelle che con-

._:.,_EUHO uno o piu degli elementi dati ripetuto pit di =2 volte,
~etod alimeno tre volte,

Se vogliamo formare queste ultime prendendo un elemento p, es. «
volte ed associando il S'UPpo aaa con una delle comuni combi-
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nazioui con ripetizione degli elementi b, e, d, ¢ tre a tre, formis
bensi una delle combinazioni con ripetizione 6 a 6 degli element
b, e, d, e, ma aleune di esse sono state tolte due volte p. es. Ia aaq

apparira tolta una seconids volta sotto la forma bbb aaa: il prum

delle combinazioni tolte due volte & dungue (g) S1 ha pertants

(8= (F8 ) (3 4 3) -

% ed in generale

':Ei. f m \ (ﬂ:—[—ﬂh—'f—i)_ (m—l—_h) i+ (m) I
- 21 \ 2+ 1) "Ar4-1 2]
Analogo ragionamento si pud fare quando n supera 2 (h 1)
e minore di 3(k+1), talehe se 2(A+1)<n <3(h+1), si ha:
‘I.-::' (m _ fm4n—1 m—+n—{h-4+1)—1

{ﬂ};&( ) )-—m( n—(h - 1) )_I_
m\m+n—2(h-+1)—1
_!_(2)( n—2(k+1) )
E”w Eper 3(h-1)sn<4(h-}1), si avrebbe:

._E"."'!""._-'.": g
L alns P
il | !
it et

A
i
S

- . a1 =
- RS I;
T
e =, .|
e ;
e
3 5o R

AR G B (o i 8
Ha) (e T - B Sy
ed in generale:
e Lo G

od anche: (

fmy 8§ (m) (-m Fr—i(h+ 1) 1)]

P
i

oy
o LF,
o

T

Ty
R e

1?113:% (—1) P m—1

g essendo il quoziente della divisione di 7 per A— 1. (Y

(%) Per allra via si arvive slio stesso rissliato in Beunacesmi, Lesioni di algebra, volum
lezione XVII, Es, n, 4, — Ivi poste
1i— a2

4 z+4...4 gp-tym ( )m—— (1 — &)= (1 — ®)™

l—=

sviluppando questo prodetto in serie @i Potenze di x ed eguagliande Il coefcienta di x= ad {’:: ]

si frova sppunto un'espressione che ¢nlle nosire notazioni, o per p — 1=1, coincide con
date dalla |LY). 8i osserva pure ohe i coeffeisnti dei termini equidistanti dagli estremi i
sviluppo di {1 44 ...+ 2P~V in seris di potenze di z sono uguali, che quelii rifersntisi
potenza (m 4- 1)= valgono, il 1% ln somma dei primt due, dei primi tre... di guelli yifere
alin polenza ms; ecome gif sappiamo

{"' :_ 1}h= {'::}n'_['_ {ﬂ E 1}h+ vee b n-i—ji h}h

S T 8 2 Ml R od ¥

88 nh-}-1,
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! f o oy :
&1 Ppossono avere alfre espressioni dj 1‘”}’ comods in molti

'f‘ca.len]arne Il valore. Conveniamo anzifutto che ip espres-

i 2

piquali {r 5 ‘:ﬂ} {?_ } -+ nelle quali il numeratore & ung, delle
.;s:‘c'ﬂ'“f'ett51*e dell’alfnbeto, anche munita di indici, apici ece. ... essy
:'esentl 1l minor numeru positivo intero tals ehe zh == .

tudicando con E - } il guoto di » per h, quando r & divisibile
wt, oppure la parte infera di esso quoto aum&ntat& di uno, guando » _

f,;:_dwilhﬂe per h, cioé ponendo ]]'71-— k se 7 & divisibile

19) .

e b B — 7 1 se » non & divisibile per %, abbiamo eviden-
ed - ¢ . .

qult; puatﬂ sommando la (7)

con quelle che da essa si otten-
o cambiando m in m — 1, m —

Zy...z, si ha per n > Q-

- e o ) )+
R (S Y A Y

R ey 1;
(20)
|
J

parentest [ ] del 2° membro rac-
tarmml non nulli della »* verticale dj Ty,

h fino ad { _'_1}:

O | n—1
Sniiiney i h
19) |

n—1=F
h

- : i h=1 m—1 i -1 m—L ;
{} P E i3 B4

e e - i e .-'._-. .- - - I_ .

_ Cﬂmhmndﬂ nella 18 della (20) 7 in n —1, e sottraendo 1a re-
;ﬂne ottennta dalla precedente, si ha per n>1

- ’-{?I T-_}'z-—l—- l}h_l- n s ; - 1} et {n -—'i i 1}.11 ] :

.......
Ty

! n i m—1 2: u
ih e ? - h 1,?;
i > {u— ]}u % { w—h —-1}

. Sl
Enl—: n—1J ,n-_rl:itnl.l_ﬂ"_ﬁ"'_lh

e £
h h
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Per n==1 si ha invece:
m)  fm | fm—1) & '
{1fh=10}h+{ 0 +---+{n}r"’- (21

(/1

La (21) per =1 darehbe {1

nella 17 { ] trovansi m -1 termini ugeali ad uno.

3°. Supposto sempre » =1, sommando ia 1° delle (21) con quells
che da essu si ottengono cambiando m in m—1, m—2,...m —8, ¢
assendo il maggior intero positive non nullo, tale che % —sh =0,

}=m +1, perché st ha x=0, ¢
B

. 7t = ; . '
talche s=E o @ corrispondentemente % In a—42, n—2h,...n—sh

si ha:

(M=l G2 ]
= [{::: i}h““ {;: — 22;:};1' s Ty — sh, ] - _
- [{?a—i?é-ﬁ—jﬁal—l}h+ {i'i-—ﬂ(:_-:];s—l}u_l_ i {ﬂ (s iyl}h 1} h j '

Fissendo s= LK —:,; , sard 1 — sh<<h ed anche: n—(s+ 1) h—1 <0

pereid i fermini chiusi enkro Pultima [ ] del 2° membro sone nulll
Abbiamo adunque per » —sh > 1:

= o+ 620 -
n — 8

- H:-f: }t}ﬁ— {:: — 223'1}1,_'l_ e o {n - sk}n] ¥ Bt

I term .{m—-l | PDSSONO Seriv -e{m—l} « talehe 1
termini ”HML‘...B po tiVere \ o pfeeni alehe 14

sulta:

{T:}h: [{n - 1}.1+ s {rs i 1}1,] -
Mm— 8\

fm—1 ‘ N
—h?ﬂfi—ﬂ}_l_”'+[_mh_ﬂjh], n—sh>1, (2

Ly

Se =1, si ha s=n ed #~—shi=0. In tual caso la (22) riduce:
ad una proprietd nota dei ceefficienti binomiali. (°)

()=l )+ N e T e RO s |
o i) B ity R
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ﬁ;n‘_pntﬁﬂl n—sh=1 & possibile soltanto se 4> 1. Sie adunque

sh=1; h>1. Scrivendo tuite le relazioni che si deyong som-
____-pﬂ}. avere la (22), le ultime dus sono

~— {s—1)1 f m—(s—1} ) #

! ms——l]flfh [lﬂ (s 1]1’-—*111._,_”'+{ﬂ~—[s-—1_}k~—-1};.]—

3 b =8 _ 3, 1
“n_sﬁ—UJr “‘{ﬂ—sh—u J

15:4—3]____ - Mm—3 ‘ lf 1 —
-4 o My £ SRS . S

vehe bisogna ottenere la 9 dj esse dalla (21') anzicha dalla (21).
& "'E'ﬂhe 11 2" membro di questa contiene i — g termini uguali ad 1,
-2¢ parentesi del 29 membro della 1* contiene m —g + 1 tetmml
agnali ad une, giacehd o =0, S ha pertanto:

7i1 ] f S |
[ha~1[+"'+.lf¢~ll.h_]_
fur—11 . [m—2) fm—s | M
o {imﬁ ——ﬂ’h+ | T ] =

wil — ﬂ]h imh — % f,,
n—sh=1; h>1

?Quando n—gh =0, i > 1, 'ultima delle relazion; sommate per
evere la (22) e

fm — g)

l O 1_1
A o I'm-—-—gl l‘iﬂ*—Sl ){ = ]
o WU Rl I S T ot )

L'l. 2" [ ] della penultima di egse & preceduta dal segno meno e

ile zero, epperd non elimina il 99 membro dell’ultima, poichd esso
tle uno. Bi ha pertanto se s> 1:

fin—1) {m-—(s-—-l)l [ iit—3)
[lﬂ- = 1h, T _hﬂ; —(s—1) &) ] Tl — ghf,

it | [ m ( 1 fan—1)
{ﬂf_[In—lf_]_"'_f_l?r—llh]_-l-u—-ith_f_l
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E poichs '{:I—:ai},,: {m D— s} =1, risulta per n —sh=10; s>

[{m—l}_'_ _]_jﬂl—S—T—l}h] |z

mh —n mil =1 |
n—sh=0; s>1, J

E per n—sh=0, s =1, poichd #=~h, risulta:

{T:},,: e 1};*‘.- (it &
OVVEYD

() = AT e ()
od anche posto m--h —1i=p:
() =G+ G2+ + (T

tormula ben nota e valida anche per A= 1.
Le (22), (22'), (22") possono anche seriversi

{::}: ? {H — 1} mg: {1'th L ﬂ}h_ ]

O; m—sh >1 (22)
— l1;—sh=1 (22)
—1;n—sh=0;s>1 (22
uppure: ©
My _ gy % |
{ iy E*HD—I'—i \w—1f, o lmh — )y
J O; ng—h>1 (22)
— 1; n—sh=1 (227)

—_-1; n—sh=0; s>1 (22

- . W=} < a ;
Infatti 11 termiuve {mh ﬂ} e 11 1% termine non nullo de
- h

f"”‘ — 5_
Cmh —n

(mh —n 4= 1) vertieale di T,. Bd invero il soprasiante

m—s—1
s1 pud serivere { —(s4-1) Rf, che vals zero, poiche esscndo s=10 -

sara n— (s— 1) A < 0. ; =




PERIODICO DI MATEMATICA H7
o bR r'n__m gualche esempio che mosti come pplmﬂndu le (22),
i e 1

._.. 3l possano trovare convenjenti espressioni di { p fr Bl VO-
h

e 3 n
d ¢s. le e di \hL1f, {h -i—E}u" -y SUpposto 2>1, m>1,

2 3
S I 1 1. . i
g1 I "k =1 per h=n, ed f-n. }IL*:U per i<"sn. Per hi~>1

},:,—[—1 la ?s“a!e, 20 diventa (A4-1)—sh=0. 8i ha s=10
*5"*1]_1 k=1, Abbiamo pertanto dalla (227

:i l}hz {zz} L fm— 1} g { ;L} » =m —1- 1}1:_ 1

bt se h=1, esse valgﬂ.uﬂ rispettivamente (’Hz) (1}3) .
AR ’ § s aia

e s T h) —(rn——l)—ﬁl_(m_‘t;")

2! “f"':_,..;,.li':',-,gihdﬂ colla (16), gia trovata. Essa vale anche per A=1
; 81 ha: |

u=}z—i— 2 _Ia n—sh = 0 diventa: (A4 2)— sh = =0, Per h>9
verifieata da s 2)—1.h=2> 1. Pertanto

. f J 2 i fm —1
) ! +1}+”'+m+11;.“l 2 }f

—({1+2 ...—I—m}—-('ﬁi) ey

m—-l—?;—f—l) . (m—i—l) B (?g) _ (mf;l—j;!—l) e (m)

goincide colla (17). 81 & gid visto che ] '
” a (17) vale per h = 2.
i *-Eaﬁ%;l N=h-+2 ed h=2, si ha s=2 ed ﬂ-—sk"]= 0. e

I::Er-.-',-_i'..f_ nﬂﬂ ]-H. ('.].2‘”} a1 l‘it]ﬁ',ﬂ‘?ﬂ par {z‘;}ur&sprﬁagimm data dalla (I'FJ

]
A
v

13 '_.
]
]
| e
L
]
e
wtr

il

o]

g ey
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in corrispondetiza di A=2. Anche pet h=1 I'espressione frov
[ | .

Uit &

da 1l vero valore di {g:} . Infatti risulta:

[ m I]  fmY m)__ m+2} .
{Uf—l—_?Jh wr - \aJy A8 '_( g s

Per il caso n=»"~L -3, &1 trova un processo analogo a quello
onito nei casi n=h+1, A4+ 2:

{Ir, ?—T— 3}11= (m }fi ;;l- 2) == (m j 1) . h=2, ecc., ece.

ai

ol

- : : e fmy ..
8. Altre proprieta e sviluppi noteveli dei numern {ﬂ} a1 1if

h
vano applieando ad essi i principi del ealcolo delle differenze. A
nopo ricovdiamo che se g, u, ... %, € una siccessione di numel
sono Ao = s, A, =1y — uty, A%, ... le differenze 03, 13, 22, ...

J"‘:'.l""t.rr-' s

, termine iniziale %, si hanno le relazioni:
S o (i
dune o A\l
s i m
W (— Dm Amugg =3 (— 1) ) -
fils j a '
£ g+ U= ( ol ) Al (
sl ¢ Yerd
Quest'ultima, se #,, %r,... % & nna progressione d'ordine u S
SR talche le differenze n° dei suoi fermini sono uguali e noun pull
L le (1 1), (- 2)5, .., sono nulle, pud seriversi:
o (1
\T \i
o e U ... U= ; Ty T P
el 0 Tt T P (1 =} ) ’ (
e Indichiamo con v il quoto di # =1 per h, quando un=lig, opy
SR la parte intera di esso aumentata di uno, cioe poniamo
S | |
A
“I' E n | 1 Nl (e
S A — T
N "k h
C guando 7 non & divisibile per k. Abbiamo viste (n. 2, proprieta
&%;ﬁ che i numeri appartenenti alla verticale (n - 1j2 di un qualsiasi tr
ﬁ“‘”}%ia oolo T, costituiseono una progressione d'ordine n colle differenze
? uguali-ad ano. Sono 1 numeri fol gl e e sappiamo ()
Bt & : o taf o tal, gl OP
i

proprieta 8%), che i primi v di essi sono zeri. Consideriamo le
ferenze degli elementi appartenenti aile vertieali di un qualsias
p. es. a Ts. Bsse travansi calcolate nei segunenti specchi per le
ticall 22, 34, 43, 5=, 6%,
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ata 3= vert. l 4" vert. 0% vert, | 6" vert.
A A% | A ar as A A2 ._1‘.3 Ad . A A2 A7 A€ ps
1 1 DIEIUUUEI-UGEB.*II
‘311331036410281051
L ol | 4 8 4 1 > 5.1 5 i 2 101815 ¢ i
se- 4 1|10 10 5 1 12 19 15 b 1 12 28 83 21 :
5 112 15 6 1|31 3¢ 21 : : 40 6154 ;: ; ;
61352155_ﬁ_ﬁaagg;:lmua_s'g__;g
?15655512{}_5‘_55216§:§§§
TO- ' si vede subito, rapporto ad ung qualsiasi di tali verticali, che
tal terenze del 1° numero, che &€ uuo zero, song numeri del triap-
___'ﬂ' @ precisamente, se ci riferinmo g es. alle differenze de] 1° zero
:1? ¢ verticale, nbbhiang:
e A
(D)
(1) ‘ _:___'5'n'umeri 0,0, 2 64,1, ciog i] 1 e¢lemento della 62 verficale
1o e le sue differenze 1%,...5% sono disposti Tungo nna diagonale
1N i ':f'iungnlu Ty, la quale va dul §° elemento delly 1= ovizzontale gl 1°
62 Coneladiamo dunque a posteriori:
= e, | 0 : ; - > .
? } ¢ 1l primo numero della verlicale {(n + 1)* di un Ty, le
e, € & Iy )
erenze 12, 22 w4, se lo si considera come appartenente allg
ssione d'ordine n costituilg dai numeri di tai verticale, valgong
V) 0 0 0
: —0s AYY i aalf }_ ; e (! [
;-'U' 4 lﬂ,fﬁu_ﬂ‘ A \ n u__'ﬂ' 4 lﬂ.fh‘O’
ure - - | .
0 ol I A : j**+1{01=f ey
3 lﬂ- e ‘J-{j,—f (- Ih _l.-'-’.r — W — ]I.-"h—]:| e
0V Ju—1y 0 "
II—-i.’ P . 11,I 1 —_ f 1 g
--'A l."” j], ' 1 j“_-jl 4 lﬂ Ih_ {Of'h_l 1
. 0
. 4
iﬂ.ﬂ- =), <v: A H}:{FL‘——E} . Y=Iisn..,,
_ﬂmE I =i 2]
: R f{j 1 (Htﬂ
,.‘.' ._ : — L, - )
.2, Yluf =0 i>n
dlff--‘ - ":-:'%:5;5.5;_3 poichd nei suddett specchi delle differenze ogni numero valg
H mma del soprastante e di quello che @ a destra di questo, avrema:
ver- i



; .LF'I-'I CCER L i T i = g e S o SR M [ b= - i -
E:':'-'ir?n F, T B s o A L i i Lt 'FJ e e o ] e "L O R L R R _ %
Srnarasa e e e e e e e e
e e " e

AL

AL

d
%
gz;.
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che lega le A degli elementi di un Ty,. Pertanto le differenze degh
menti di una verticale qualungue di vn Ty, si possono otlenere T
mente. Pes as. volendo caleolare le differenze degli elementi 0,
12, 40, ... della 6% verticale di T; si disponguno su una prima, i
zontale, come mostra il sottostante specehio, il 1° di essi, che &
zero, e le sue differenze 1@, 2o, 33, 48, 5%, &%, ... che valgono U,
4,1, 0,... e sono numeri di T (come risulta dalla (23)), e su
prima verticale degli zeri, quanti occorvono:

g 02 6 4 1 0 0.
002 810 5 1 0 O0..
o 0021018 15 6 1 0 0..
_s 0001292 33 21 7 1 0 0.
h_s 000 040 61 5 28 8 1 00,
000 O 0101 115 8 36 9 100
00 0 197 118 45 10 1 0

0 0 0 216

- L]

si completapo poi le altre orizzontali collocando nella ™2 ¢ — 1
iniziali nei primi i — 1 posti, ed in ciascuno del posti successiv
(i -+1)°,... la somma del nnmero sovrastante e di quello a si
di quest’'ultimo nell’orizzontale (¢ — 1)

Allora gli elemenli 1°, 2°, 3° 4°... rispettivamente delle or
tali 12, 28, 32 48, (stampati in caratiere grassetlo) somo iw
della 62 verticale di Ty, ed i numeri che seguono nno di essi
stessa orizzoniale sono le sue diffevenze 1% 2°, 3° ... Per es.

(3]

48 orizzontale il 1° numero non nullo 12 & il valore di 15 o |
: i

AY19—12; A'12—28; A*12=38; A?12=21; A*12=T7; A"l

Nel caso genernle, avuto riguardo alla {23) che da 1 valon
differenze di {i}h, ciod del primo numero della veriicale (n
di Ty, lo speechio suddetto diventas:

v Zeri

e — . —— e

™ D‘] 1\ v—1 | { v 1 [ﬂ-—l} [-u]=1

ITFIJ:-::l {n—1fp"s le—v41fnz In—Yjpr B T -
ﬁ e d SANN. f 1

Y -wl vl v)

. A - AS el =
’ ? 1a fe A bk A g e
: : )| m | g fm)
A P !

0 & i} B - . ... T ' 1'""; Iﬂjh '""I:
0. ..... 0. ny LBFL o via i b6 W .. 0
; 0.. i _; isssan B
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ele- ' ___.__ssﬂrviamn ora che guando mupovends da ung snccessione di nu-
A6il- { ..y, 81 forma ana tavela di addizione, m1 modo che ogni
0, 2, mine della 27, 3% ... linea valga la somma di quello che gii &
iz~ -apposto & di quello che & a sinistra di guest ultimo, colla con-
' HNO une inoltire che 1 teyrmini iniziali g1y Gar... della 2 3%, | linea
2. O, wo-uguali ad a,,, elemento generico ay della tavola risalla fun-
una ne lineare di au,...0m, € precisamente si ha:
v T | i — 1 i—mn -
ﬂ’j_;—( 1) ]'1"_('___2) Hm—[—..;—l—(j ﬂ)ﬂlﬂ‘{l] (23)
?Eul1punimrln ora che la ay;, ay, 1z, ... SIADO 1 numeri apparte-
1t alla 18 orizzontule del suddetto gpeechio, ciod poniameo:
A 0)
§na . — Ai—L.
Lk e {”‘ i _I‘ 1}ims A {'?i Ih
0.. leb& somo mulli i primi v di essi e quelli che seguono Vi 1)e.
T Yremo: [ 1
. zerl TS kL
; i‘ﬂ:m‘ i1, mjl — ﬁ.'] l“’ Jh
iistra - : m . b
W perchd nello specchio n questione A N appacizene all'orizzontale
S y _ _ ho
220N~ 2 -+ 1)° ed alla verticale (m—-7-- 1)2. Epperd, tenendo conto della
nmeri witata espressione di «; in funzione di Fu, W2 ..., Tisulta:
sntla 5
- e fm 1”7 JRL } ( m ) f0)
i ] —_— . § - !
5”-1-]& ':':.,_.:: :5:ﬂ' {'ﬂ}h (m+3) A l_ﬂ h+ m —f—;,l—-l A lﬂjh_!—
31 ha: S ' " 1 s f0 ( n ) § j[}}
Siee'd i (m—l—j-—ﬂ) 4 ‘?I}h_l_“'_]_ m—4-j—n, 4 5 N
{0 0] f0)
e \? I }: 1 — T | . —_—
ldﬂH A lu o A l,’ﬂ : coe== i\ ‘lﬂ_,h O,
__I_ 1][1 eino:
n—w n ;+i {01 se ntm-+j non si hanuo ter-
_ }:__j = '(}H- v 3')& V52 mini nulli nel 2° membro
pure: (26)
. mﬂﬂ—v i73 (- () 58 =M+ ) non s1 hanno
- }h= “;‘1 mn fj y E)&' {H 51; termini nalhl nel 2° membro
.i_i:hé risulta :
: A m
J — [} > 2 4
A {“}h 0; j>>n (267
o che d’altronde & consegnenzsa. del fatto che i termini della{n+ 1)
A ~ vertieale di T, formeno nna progressione d'ordine n.

{') Dimostreramo in seguito, ezponendo la fsoria dele favols di sddizieoe, nna formaola pin
,' sGnerale dalla quale la suddette deviva,
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Abbiamo cosl Ia differenza j di 1 _espressa mediante le dif

i
renze v, (v 1j8,...7%" di {g} Tenufo conto -delle (23) possiar
1

anclie gerivere:

1[?&1 i~ i { vi | s n<sw+jnon si hanne
L fy 'T:r'.I m-j—v—i) lyp—y—if,?, termini nulli nel 2% membro

m mﬂ"" M I =i | se n=2nt -4 non sl hanno
{'HJ .,_.-’ = j—v—1 lﬂ_——y—f_jhil termini nulli nel 29 membro

e : - o . -
Poiche sappiamo esprimere la j* difierenza di {n}’ possidimno &
L

(2

plicare la {I), (I}, (III), (IV) supponendo che w,, ;... siano 1 1
fin) fm -+ 1) {m—]—2l
an

meriy . fa 5 S foo consecutivi sulia vertieale (1
i ?[lh‘

Risultaii semplici ed interessanfi si baunno suppomendo =
Posto adunque:

(U, (1] [ml

o= M=\nf = ul,
applicando Ia (I) s1 frova:
(my [0} 1it j{} 1 my [0
\ 2 }h— L jh_l_ ( ) e ( ) { }_]_ +(w1} ~ Anl,
e poiche, per la (23),

A fﬂ 01 _
Voo lufu {ﬂ. i ¥

possiamo scrivere:

=57 ala ),

{ }=“ (m){ni J}h_l (

o i : : .
che permetfe di sviluppare {ﬂf mediante numeri della stessa for
' h

ed infine;

di indice i — 1, Fssa vale per A > 1. Per k=1, essa diventu
(m) . (m) (&
n)  \n/10/f

) _

che & vera se si riliene { 0= 1. Siamo cosi condotli a stabilive

(M1, w30 (

L0 fu

dopodiche possiamo riteners la (27) valida per ogni 4 positivo mte
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. 14 . ; _
Osserviamo ancora che quando n f, MO0 € zero, si ha mh=n ¢
+a [I_

he n " 2 . .
indr m = — , epperd: m=Zv. Quando m >y ; termini da] 2°
= n*

: i‘[‘iﬂpﬂﬂd&ﬂﬁ ad j Y] + 1’ 72 _F_ 2
wola pud scrivers :

membrg

re- <2 sono pulli, quindi la for-

r ?n} i ...:: - I j l . —
La fi 59\ 5 )\ —jf i > 9 (27)

LE (27); (27"} permettono di esprinmereg { :‘:} per mezzo di coeffi-
tenbl bimomiuli. Si ha dalla (27) per h=2.

fm) _x my(

lﬂjz b 7 n— 7, (£29)
n 2 -1

V=" Se n & pari; v= 9 8¢ u & dispari

Per h =38 risulta:

m SRR AN
= 23l - El J "? [3{]]
, wls v \Jg/J o 2 ?
e % - y L () . _— _
Y=g 8en emultipiodi3; v=E5 5 1 1 sesnon e multiplo di 3
2 5
b B—] s w—j+1 A
— 9 88 U—j g pari; = 5 se n—j & dispari.
E per h—4.
fm) _ & rm) 4, FX o Hg ¥
i i IR I 1 R S PR . ‘
l 4 J'f .FJ j _‘,.rI [ ?”1 } it __J el R ¥
, N 7

- ;" — ¥ g .
L {cioe v

1 8¢ 0 e multiplo di 4. v":_E-ii_f_ 1 se n

i3 c P 1 ’ ¢ — . I o — ] —
jnon e multiplo di 4); v=TF] _,_a__nf: o ?ﬁ i
- it

; (") Come & pi3 sbato omservate nelie Lesjoys di Afgebra con
L 80tare alls lezione X st uceups dei coeflicient! Ao, Ay, Au . .. delle Potenzo 29, 2 2 nello svi-

""" Al (ug 4+ @z 4 gy gy serln di potenze di Esaminando il oasq 9 = 2, conclude
rmole che sarveno ad espiimere As; ed Agiag.

Par n =2 44 o= e == w3 == 1, &1 ha:
S
Agj = }n

_ Fom }
: ~ A e = :
Tormole stddeite diventano :

Wit )
fmy  m=i ( e ) (:-}::)
\gpfy = F" 4y B

Mameniars, vol, Ii, di G, BELLACCHT

i

Wih=Y(1) E w

[} 2{‘_'1

=I='l_'l'.
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0 1
Applicando alla suecessione u,= { N }]_: = {n }h,.. . la (L),

e O = {0~ (1) G ()t
ke (24

¥ gneila constatars che nd asse rinviens la (29). Ponendo in guesia n = Zi, risalt
eppeLy:

Vseh:= jﬁ (5) (ei-y =m;; T i) Zn: il (i) =mﬁ‘_ (ra (s

e m==2—|-1, st hn v =i~} 1 a risulin:
{ m } L L (m)( 3 )“.m‘;i m')(j-i-l )_
2e+1fe = O \a) el T Ut gl T

___m.;'l ( e ( -1 ) _“_‘:1 ( th ) (n-
_ ;“ n‘.+i) TR [ T“' ed- iy 42m

. . Jm nE -
Alle suddette espresaioni di {ii}g‘ {Ei -f—I}E st arriva, seguendo i1 metode deil'av

nendo {1 - =z + 2™ = [1 4+ z (1 4+ 2)}", sviluppando colla Tormoia del binemio,
nando i coaffieienti di ¥ ed #*H+L

Parn=2=8 el g = a1 = s =03 = 1, 81 hix Ag; = {::}E Trantore delln cifrin 0]

vendosi delle esprossioni gik trovaie di Ag; ed Aggiq quendo n =2, trova una formola ¢
e (1 (rg a3 — 1, divenin:

{'"} =%, () (F 1‘+n) +E’=- m )“:‘Lfll (ﬂi—gp—_l) (;-—I—u'
Bla’ " o Wi A vke /A o \2i=2v—1} TN vim [ AT

Eeen nun esempin che mosatra come restano diatAbaiti i medesimi numorl, quando s

- 5 \
lo forimele (B} e (30). 81 debha aaleolare 11 valore i {i}3 = -'{2 3}3 . Posto mm =23} i=
rapporto plla foymola (§3:

»3 1 sommatoria del 27 membro ¥ - oa gpmmatoriz del 29 membre
5 a a '(5 1 ] 5

: (s) 1) (1)

(3) (1) +(3) (6]

|\ 2 1) "\ 3 g

- 2 0 ,

) i(z) G)l=0 :

3 0 3 0

ll

@
el b

51 La rapporio alla (30):

s WG -
O IHERI .
IR IOREIH) Ee.

N O N6
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— AN mrﬂ}__f m } rﬂ1J1'}___ _{v——h_ ,
5t I he A nly  \n—mf,_° Wk tafly ) g4 f,,hﬁ[]'
3 1) a._u){z‘}:_q f m ) i
;-i( ) (a %}y 1) b —mtf,_, - (32)
m } pzime una motevole propriethy dei primi m -1 numeri (dei ;
by Py imi v sono nulli) della (2 + 1) verticale di T},.
S50 particolari Interessanti si hanno e n=m od n<m, il
2y =1, T riducendosi rvispettivamente a (— 1™ e 0,
=1, v=mn, ed n<1m, si ha:
- 1 " ; m j-ﬁ ]
u) Elfu—ljl(i) (;):D, n<<m (33)
formola nota.
—=mn, h=1, y=—mn, s ha:
Hy EECT £ (m) (Jn)_
) (=== = L/ \m
itore, po- HEE " ) . = - - _I m R .
Pl g;ij s:u._mu' anl}m.a 1-ndqtt1 a llt.EIIEI ®1 0 .}&— 1, per m = 0.
ichiamo 1nfine la (ITI) alla ricerca dj ‘un’espressione della
)8, Ser- di g+ 1 termini consecutivi di una qualsiasi veriicale, p. es.
Le, posto di T..
o mYy o ) __ jm—l—p} P .
) o - n ty == { & jn' % == \ n JiomT= . risalta dalla (11):
applieano i (p:’_f_%} ﬂi-i {:f} - p_i_’_- 2 _
=8 i Y J “t se p<Tw non si banno termini nulli
: & nel 2° membro (34)
s ; ] . (p—'—]) jj’ﬂil . _
L o e dVESY RS PYR i
- i per le (26”):
= 70 f - ,
...... _ ¥ (p——l) =, ( n ) [ v+i ) ]
o) \g-k17 5t \m Fi—v—i) \e—v—il,, _, l
e s P=n  (35)
s = 136 : (p__,i) m—gr—-r( ne )I Y I ]
JHU T m—y—i) \—y 3y,
8 B> 0, sappiamo che .ﬂ.ﬂ*‘l{ jufl LY 'm}=0; epperd ri- ’-
S e 7 f.'h lﬂ‘ ] .
b l-“:T: 5 : (p__l) n—ar( " ) { 4 _i_i }
. ] ’ .Ei - . ' :
5 3 L g1 % \mdg—v—i) \n—y—if,_, e
a 3 | i pZn g (39)
S e —i—i ey —if,
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0 L
In particolare se m=\, tenuto conto che {n }h—*...ﬂl i [

risulta:

A O IO (0 Y 7:R o IPYS ) ]
-i Lﬂ, }h l'”-f :1 (i- + 1) ’fﬁ Ill pEH

(P‘_I)I i I ose pa il 29 membro won -
it |

4

i -1/l —fu—i contiepe termini nulli

g “__."._l'i}={1 5 ) {01_
Eni{ﬂ-fﬁﬁ_}:lﬂ -, (-5“1 A\nf=
_§s ([ ¢ } : =
T (i ——1) W — &)t e

Le (34), (85), (85)), (36) possono tornar utili nello studie delle p
] i\

prieth dei numeri wif Possinmo ad es. servivel della 1° delle
I

e deduarre dalle hu-lm-:le (20 98)_ (91; 23), (2227: 2° gruppo) le seguen

M ll-— m-l f ‘E': 1
{ l .-L'I.i 1_._"1:1 1 i (3_%_1) 1 j I':_’n—t L
m = (-1 i S ( m ) 1
{ﬂ-}h= ?"_i-l ( H—l) {n—l-—i},,_L - :_,, : 1—]—1) lo—h—1-—i}s s (
B * Tk

my (m-l—l){ A
'{ﬂ..'h_ﬂjld.i i1 —1—if
0; n—sh>1 |
m—1 m \ f ) 1 l: n—sh=1 |
o 31:1—.1 (i—l—l) ik —n — ify-, _1_@1#5]1:{3'
= b

g 1,

jm} f
che servono ad esprimere il numero " di indice I, in funzione
h

numeri di indice b —1. |
0. Si consideri una qualunque orizzentale p. es. la (p 4 L
triangolo Ty, coutenente ph -1 pumert non nulll,

Py [P P
.Ufh! l]. 1;’ "t lphrfh‘ 01 ﬂ---

o P Y
Suppionendoli contati da simsbra verso destra, sara {Jc-— 1 1l k
essi, ed avra il valor zevo, se &— 1> ph. Si supponga ora ampl
l'ovizzontale a sinistra del 1" termine {‘E }£= 1, mediante zeri in

mero illimitalo, ai quali siano atbribuiti i posti o numeri d'or
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e ’ — 2y ..« balehe il A0 di esgi, supposti contati da destrg Verso
v, avea il posto — (& — 1). Bi eousiderino tal; Zerl come valori

. i:_'..-]}u’ {fﬂ}h" . ed I generale 1l termine {fk}h, uvente il posto

iiinero d'ordine — (k—1), valgn zero per ogni valore positivo in-
debo non nullo di k. Llorizzontale (#-1)* si pud dunque secrivere:

| Y PN TPV o\ ) T P

) L } 200 =1 08\ phfyr \ph1fy \pho-2fy - - -] Simboli
| 0 0 0 1,....0 0, 0 ,...[ valor

=2 (=00 0% 1o (@hbLe, (o2, (phlay, posti

Cto posto, per valori positivi interi uguail o disaguali di i o v,

ualunque sia l'intero ¢ positivo o negative, si ha la relaziona:

"0~
6)

it

o )l [ p | Jm-+p .
§" Vi o LG+ g0 tmh —I‘.Q’}h( )

(42)

53 8. consideranc gli mh “+ 1 nwmeri non null della (m - 1)z o
Seantale di un triangolo Ty e si assumong come corrispondenti di ess;
llu orizeontale (p—-1)2, coivcidente colle B {p=m) 0 diversa da
v (p+m), mh + 1 wumeri consecutiv quatungue, intendendosi che
¢ nei due gruppi di mh + 1 numerd essi sono considerati in un dato
50, per esempio da sinistra a desiva, ul 1° del 1° GrUppo corrispondy
ol P dd Poal P, i e s SOTIRARG 1 Prodotii ottemuti woltipli-
wdo cluscuin numero del 10 gruppe per il corrispondente dgl 9
.;_.E:E?ft.iefﬁe il numero quvenle il posto o uunero Qordine (mh g
etella (m - P+ 1) orizzontale, q essendo il posto o numero @ ordine
ddl 1° numero a sinistra di quelli consecutivi scelli sulle orizzon-
15 (p+ 1) ed intendendo che i wumers q e mh -+ q indiching posii o
weri dordine AL elementi aell’orizzontale (m - P+ 1)* secondo la con-
. . Lenzione precedentemente stabilita riguardo ai posii accupati dagli ele-
di = menti di wnorizzontale qualsiasi, {*)
. E poich sulla (m-1-p~1)ma pprizzontale Velemento di posto (b 4-g)
| igale a quello di posto {(m ~+ p) I 4 1] — (mh +q) + 1, vale a dire
& posto ph— q 42, (giccehe i due elementi sone equidistanti dagli
;1,;:-;_?'?;“?_- non nulli di essa oppure sono ¢ termini estremi non nulli),
ossiamo anche dire che la suddetta sonita vale @ termine
ol —q -2 della (m~4-p -+ 1)2 orizzontale.

-
37)

39)
40)
'41)

L g

del

i posto

0 di

(ata

G () Questa formola ripviens, come sard rilevato in seguito, alla (19), mz & qua dimostrata

x|

| [ﬁ} Dimodochs i posfi 19, 29 .. degli elementi @ei dus gruppi di HEEE
& : rirzontali (m L 1)" o {(» + 1)% supposti eontati da sinisten a destra, non hanno nyllg » ehe fare “E

»ol posti @ numeri dovdiue di essi elementi cansidarafi come appartenenti ajie suddette orizzon- G
181l indafinitamente estese a destra ed a ginigéra, _ N:

- mh 4 1 numeri scelii salle

dine
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Se poi si snppongono le orizzontali di Ty seribte in modo ck
trovino in colonna 1 numeri di esse che oceupano lo sltesso pi
secondo la convenziome gih fatta, risulia che:

La somma ottenuta nel modo sopra indicato wale i nwmero |
(m - p +1)* orizzontale sottostante al moltiplicatore dell’ultimo
dotto (sono moltiplicandi i numeri della ozizzontale (m—-1)* e moll
catori quellt della (p - 1)) eitenuio moliiplicando Vunltimo numero
aullo della (m - 1)® orizzontale (ciod Uultimo non nuilo a desira)
il corvispondente delle (p—1 1), (cioe Pultimo o destra dei numers |
su esse quali moltiplicatort).

I seguenti schemi illustrano la proprieth rappresentata dalla
in aleuni casi particolari, In ognuno di essi 1 due fatforl di uno sl
prodotto sonv 1 primi, secondi, terzi, ... numeri stampati in caral
grassetfo della 1* e 2¢ linen; la somma dei prodotti & il numero s
palo in cavattere grassetto della 32 linea. Gli schemi si riferis
tutti a nonmeri del Triangolo Te.

0 0O D 01 2 8 2 1 0 0......)ym=p=2; ¢
0o 0 0012 3 2 1 0 0......pm+p11=
¢ 0 0 0 1 4 10 16 19 16 10......)mh+4-g=>5
0 © 001 2 3 2 1 0 0......\ym=p=2;¢
o 6 0012 3 2 1 0 O0......;m+pt1=5
0 0 0 0 1 4 16 16 19 16 10......)mhyg=0
0 0 001838 6 % 6 3 1 0 0.)m=3;p
g=3
0 0 0012 3 2 1 0 00 0. (mtpt
0O 0 0 0 1 5 15 80 45 51 45 30 1s...) mh+g=
D O 3 3 1 0 0 .cecocvmmncpoyss m=1; p
g=—
8 O O 0 L Z 8 2Z 1 cersarsesnee o .]m—l—p+
0 0 O @ F B 8 % B.cucavesnme veel) MR g=

3-~2—1 0 1 2 3 4 5..........;...nllm8'1*i d’ o

Dimostreremo la (42) anzitntbo nel caso m +p e ol riferiremo
scuna volia, per semplifieare 1l ragionamento, & particolarl v
di m, p, h. Riferiamoci al triangolo T, ciod supponiamoe h=32,s

&, U, & &, @, & &8 8, U O...

a, b, e, b, «, 0, 0,,..

i " rr a0 17 "1 rr 2 o 2r #8 o r
{E,b,ﬂ,.tt,ﬂ,f I'gifigidlc‘lblﬂ'lgl {}1-*'
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S . . .
vizzontall 5%, 31 e 7a gi T,. Sapponiamo che il teorema

A

ato dalla (42) valga per le orizzontali 5t e §° ciod pm-liapf—_lf Z"
2 Moltiplicando 1 numeri non nulli dells 5% per ﬂltl.atfanti cun:
slvi qualunque della 82 e sommando i prodotti ““"l‘iﬂpuud enti. o
ﬂﬂ 1 l]llmel‘i dﬁllfﬂl-'f-gzﬂlltﬂle (4+2+1)n Giui} della 7ma - 1u.{;-
ilmente verificare, applicando la (42) per =0, 1, 2, 3,... ohe

v E&hgmm in tal modo nd ammetiere le seguenii relazioni distinte-
aa =q"

a'b—+bg=7p"

ac+10b+ ¢a =g

ab-be-e'b - dog=d”

ae’ -+ Vb4 e'e b da ="

ba—+-cb+de-t b4 da = 7

ca—+d'b-tge - d'b-L o'y — o i

oy O
oy -

. s; prova subito che operando in modo annlogo sni numeri delle
%;:gzun-tnh 9% o 4% oppure G e 32, g ottengono quelli dell'Se,

5 i 1 - ] Ope-
no ad es. sulle urizzontali 5 ¢ 49, Poniamo adnngque

M= —1=4: p=4—1=3: h=32,

ﬂ.-' Ef., l'.'.’-r,. d;! E.—j {grl ﬂ;, br, ﬁ',, 0! D,
ea+6 a-t+bite 2L at+b~+e¢, a«a+b, a, 0, 0...

rizzontali 5° e 42 & sarh:

Xy iy ! i r
A ﬂ —I_ bl :I ﬂh" + 6 i _|_ E:H', E".H' + {:JH —i.~- d.h"’ ..{:P + d} r + HH‘ fgﬂ' I EH‘ | fl‘j,
i .

ﬂ L 8 f”—l—‘g”' gf”—I— g.ﬁ" HH‘—}'-fJ”'—I—g”' I'i”'-l— .ﬁ'” _‘.-_. f”’
F " d’, @+, @b o

; orizzontale. Moltiplicando i nove numerl non nulli delln 52
E:_E__HIE!, per nove comseculbivi qualunque della 47, p.
o (i1 ehe equivale a supporre g=1), si ha-:

o ;i;’u—{—b'(ﬂ-—]—-b)—l-ﬂf (@ bte)4d(2b+ ¢) +¢ (w 9 =g} F

dlat+b)+du=(a'ad-bb-LeetLdb +en) - (ba+te'b+-d'et-eb--d'a) 5
. T{e+-db+eec+db+ ¢a) = +q"

011z~
es. per i primi

& si otiiene il numero di posto mh—+g=09 della orizzoniule
p+1)m 'usaiu: della 82 orizzontule, Analogn dimostrazions pUD
,: i per El-“:l‘l valor: di p. Adungue se In (42) vale per due diverge
_‘ :::,Gﬂt'ﬂll, vale anche per una di esse e per la snceessiva dell’altig.-
3 ﬂl consbata subito che essa vale per le prime orizzontali di 111:
.___1;91&51 triangolo Ty: adunque deve ritenersi vera in generale per

P. - -

=
[
L=
—
[
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70 PERIODICO DI MATEMATICA

Supponendo p=m - 1, potremo dire che se la (42) & vera per
orizzontall differentl (m + 1)2 ed [(m+ 1)1, ed & vera anche
le [(m+1)-+1F ed [(m+ 1)+ 112, cioe per due orizzontali identic
essa dunque vale per m e p uguali o disnguali.

Si prova facilmmente che le (42) e (10"} rinvengono ['una all’ali
Invere la (42) puo scriversi:

wf m | p | [m+p)
{Jj {Jﬂ-fi —jjh {_?' -+ _Qfl-_ l'”!fi + Q‘Jh

ovvero posto mh 4 g=g:

P {m?: ﬁ— jlu {; kf q}f {m j p}h

dalla quale, cambiando j In j— g, risulta:

o f om } {pl_{m+rﬂl

o s —J Jle § fh

che & appunte la (10™). |
Dalla (42) se g==0, p =1 st ha quesf'altra importante proprie

5T L= s <

Osserviamo infine che per =1, le (42) (43) rinvengono & p
prietd. note dei coefficienti hinomiali,

(Continina) N. Traverso.

S et

CENTRO DI CURVATURA DI UNA CONICA IN UN SU0 PONTO

[. La normale nel punto M (21, y) di uua conica a cenfro
equazions

@ iy
a® = o !

contiene 1l punto P (z,, ¥,) se si ha

{yl_yu)_z F {7 — ) hE ;
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PERIODICO DI MATEMATICA 1
i piedi delle normal; condotte dal punto (z,, A

) alla (1) appay-
all'iperbole equilaters (iperbole di Apollonio)

*+

1 1 &,
w (G * 5) ~ L as e y=0
1l Segni superiori si riferiscono all’ellisse, gli inferior all’iperbole),
erbole d’Apolionig passa per il punfo P, per il centro O della co-
- data, e per i puuti all'infinito dei suej assi. Tutto cid & pg-

charo che se due delle -narmuI’i condotte da P ajlg conicy
no i loro piedi infinitamente vieiyi ad un punto M, Peil centro

ﬁtll“vatum della conica in M. Ma se cid avviene I"1perbole di Apol-
io tocea in M la conien data,

Seriviamo appunto che Iy fangente in
sinineide con lg tangente nello stesso punto
2= Le equazioni dj quesle due retie sono

(Zey 31) alla coniea data
all’iperbole di A pollonio.

e I _If[ },_f 1
at 5 =

1 1

| x
(F + };T) (21 + yar) — -;%‘L(;r—[—:r,] = ﬁ"fy‘l—fh) =0

bt I condizione posta deve avers

= )? Yo ( 1 - [ + %
— % F | -
P he g e 0" b* 1 b3 Y, Ty _ 5'311_?[[
o /f a4 o
T e
S

___Quﬁﬁte dne equazioni risolute rispetto a oy Yo, tenendo conto

': €21, 3 soddisfano all’equazione (1), danno le coordinate del eentro
U ocwrvature della conica in M (x )

a® = b° & a® x §? %
at Ty o= PR S

Wy =

. Una costruzione grafiea gel centio
jﬁﬂ considerando che detto ceniro d

- ormale in M alia coniea, sulla iperbole di Apollonio ad essa tan-

sefite. Questa iperbole & determinata perehé se ne conoscong quattro
tunti (il centro O della conica, j pankr all'infinito dei suoi assi, che
tiiemo A, B_. ed jl punto M) e la tangente in M. L’intersezione
ella normale in M con ["iperhola d’Apolionio, ciod il centra di cur=-
sFalura cercato X, si trova applicando i teorema di Paseal all'esa-

no degenere XMMABO: Ia costruzione da farsi pud essere cosi
unciafa

di curvatura in M s ha sn-
€ve Lrovarsi, oltre che sy]la

.......

Rl

........

''''''''
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72 PERIODICO DI MATEMATICA

Si costruisce un Eriangolo reitangolo avente per lati la tangente in
¢ la parallela per M ad uno degli assi, il vertice reliangolo sulle i
genie e sull’aliro asse: la congiungenie il terzo vertice con O laglia
normale nel punto richiesio X.

Considerando I'altra disposizione XMMOAB dei vertici dell'e
cono si ha la costruzione seguente: (*)

Il triangolo reftungole avente il vertive reitangolo nel punto ove
normale in M incontru wno degli assi ¢ un luto sulle normale, un
condo vertice sulla MO e il tevzo luto parallelo all’ altro asse ha per e
verlice i centro di curcaturae cercuato,

Altri enunciati si avrebbero considerando alitre disposizioni
vertici dell’esugono.

2. Segue per es. dalla prima costruzione indicuta che:

Il luogo dei centri di curvalure delle coniche circoscritte ad un
tangolo in un syo vertice, & winw ecurva del terzo wrdine pussunte pe
vertice fissato, per il centro del retinngolo, per ¢ punti oll' infinito ¢
sue mediane e per il punto all infinito in direzione ortogonale alla ¢
giungente il vertice con 1l rentro.

3. Sia invece dabta la puraboly di egnazione

y° = 2pr

1 piedi delle normali ad essa condotte dal punto P (x,, %,) appar|
gono all'iperbole equilatern di equazione

oY 1 (0 — @) y —pYa="0

che passa per P ed ha per asintoto l'asse della parabola.
Per trovare le coordinale del centro di enrvatura (ripetend
ragionamento del n, 1) basterd scrivere che le reite di equazio

yyr — p (2 +2)=0
xyr + Yoy -+ (p— ) (¥ + 1) —2pYo =1
comecidono. Pereid

_‘I? _ ™ _ —jﬂ.ifl !
nm  L—aytp Pl — 2%,) — T Y

da cui

TLy=3T1 Py th=—"3

(") Daia da E. H. Scaeniesce {1843) che vi pervemns in mode differenta (efr. Encycl
des Sciences Malhématiques, t. 11T, v. 3, fase. 1). Queste costruzioni cadono in difeito per |
@ici: ma in {3l caso 89 ne hanno alire immediate.
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sono le covrdinate vichiesle del centro di enrvatura in M (e, 200).
costruzions grafica di esso si riduce ad 1ua semplice applicaziune
'r'géﬂiremu di Pascal, chie pud SUANCharsg

Sﬁ coslriisea un sriangolo reltangolo auente zjprﬁEﬂHSfﬁ sulla nor-
im M, il eateto uscente du M purallelo all’asse delle parabola e il
e vettangolo sulle parallela alla tangente condotta per i punio ocve

wormale incontre Uasse: il terzo vertice 2 i centro di cwrvatura
L Costruzioni analoghe si vicavéerebber
it beorema di Pascal.

4. La considerazione dell’iper

" flﬂ di curvatura pud anclie servirve per la risoluzione di alecuni

blemi costruttivi di una conica quando fra gli elementi noti di

sk vi sia un punto col eenfro di emrvaknra

empio 1 bre problemi seguenti:

&) Costruire una conica dati un punto M col eentro di ecurvatura in

s0, X, ed un asse.

“L'iperbole d’A pollonio relativa al punto M & determinata dal
nio M e dalla tangente ivi (normsle ad MX), dal punfo X e dai

H;Iltl all infinito degli assi (nefl)., L' intersezione dell’ iperbole d’Apol-

lunio con asss (Ia quale si detevmina linearmente) & il centro della

niea richiesta. Ora si procede con mezzi noti.

b) Costruire una eonica duto il sua centro O, un punto M col centro

enrvatira ivi X,

L’iperbole d’Apollenio velativa ad M & determinata dai punti O,

. X, dalla tangente in M (normale ad MX) & dall’essere equilatera:

tssa quindi per 'ortocentrs H dei triangolo MOX, Per avere gli assi

alla conica basta determinare le intersezioni dell’iperbole d’Apol-

yio con la reita all’infinito,

Un’applicazione opporvinna del metodo noto conduce alla costru-
ne seguente:

- Si descriva il cerchio che ha per diametro OH, ¢ si considerino le sue

i

Dilersezioni col diametro pussanie per M; le vette che le proiettano da O

o applicando diversamente

ivi. Risolveremio come

(ak.

e

a0 gli asst vichiesti,

2 ¢) Costruire una parabola dato un suo puito col centro di curvatura

el e la direzione dell asse.

Liperbole d’Apollonio & individuata : con un appliecazione del teo-
gma di Paseal si ha quell’asintoto dell’iperbole che ha la direzione

' t&, esso € Passe della parabols. La costruzione continus in modo

E. Bompian,
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bole d’Apollonio nella ricerca del
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74 PERIODICO DI MATEMATICA

VARIAZIONI DELLA FUNZIONE

. ax® —+ bx 4+ ¢
Y=o -bvx+¢’

atl, a*0

Lo studio dei massimi & minimi della fanzione di cui voglia
occuparci si suol fare, aslraendo dai procedimenti fondati su nozi
di Caleolo differenziale, col noto metodo della funzione inversa. (

Ci proponiamo ora di rinfracciare, senza uscire dal campo pu
mente elementare, i massimi e minimi della funzione indicata |
titolo di questa Nota, con un metodo diretto che mefte anche be
in luce il modo di comportarsi di y al variave della z. Premetlia
nei primi cinque numeri queile nozioni che possono glovare ad t
lettura pitt spedifa del seguito.

. Date le equazioni az®+ bz -+ ¢ =0, a'z* 4 'z - ¢'= 0, indicar
con v e 5 le radici della seconda, condizione necessaria e sufficie
affincha le due equazioni abbiano almeno una radice comune (e gui
i due primi membri aimeno un fattore lineare in % comune), 6

(ad®+ b5 ¢) (v + by - ¢) =0

Ja quale facilmente si trasforma nella

(B — cf + [a(y +8) + 8] [by8 4c(y + 8)]=0

e sostituendo a vy <3 e y3 le loro espressioni in funzione di ',
e moltiplicando per a® i dve membri dell'eguaglianza risultante
otfiene

(n:cf _HPG]E“ [ﬂé, . arb] (._bﬂ'r e brc) T 0

Ja quale esprime anche la condizione necessaria e sufficiente afiin
siano real ed eguali le radiei dell’eguazione

(ad' —a'b) &* + 2 (ae' — a'e) x 4 (be' — b'c) =0
2. Supponiamo ora che sia

(e — a'e)® — (ab" — a'b) (be’ — b'e) < 0

la quale esprime la condizione necessaria e sufficiente affinche su
complesse coningate le radici dell’'equazione

(o) — a'b) 2* + 2 (ac’ — a'e) x4 (L' — b'e} = (.

{!) In una conferensa tenuta nella seorsa primavera il prof, Menre Picone sollevo delle ol
zioni & questo mefodo; di gul l'origine della presents Nota.
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i'acendo 1 passaggi inversi a quelli del n. 1, la nostra relazione

(@ - B35 - ¢) (ay* by - ¢) < 0. (2)

& Allora s vede che non pud essere ne y=m + ni, 5==1m
e 5, poichd risulta subito che in tali casi i
ma disegunglianza si trasforma o nel prodotto di due complessi

igati o nel quadrato di un numero reale o che percio la dise-
vlianza stessa non puv aver luogo. Ne ge

ni, ne
primo membro del-

gue che se s verifien
R J le radiei v, § di a'r® 4 3’ -¢'=0 sono reali e distinte. Al-
?“1 cdalla (2) risulta che i fattori de] primo membre song dj Seguo
) arin e che pereid mno ha Segho epposto a quello di a (il ehe
N ova che ar®* +bx +ec—=0Q g radict reali e distinte e che uno dei
nel & yumeri 7y 6 & compreso tra queste) e I'alire ha il gegno di g
=8 che prova che il rimanente dei due numer; ¥ € G & esterno al-
010 itervallo delle radiei della 02" 4 bz 4+ ¢ = (),
ina = Dunque guando ha luogo la (1) le equazioni az’ 4~ br e =,
| et b - ¢ =0 amimetbtona entrambi radici reali e distinte o quelle
ido I'nua sono separate da quelie dell’sltra, Viceversa POl 88 ¢id ac-
H-t? e ha evidentemente tuogo la (2) e perciv lu (1).
ndi 5.3, Prendiamo le due equazioni
P e (ol — a'b) 2° - 2 (g0 — a'c) 2+ (be' — b'6) =
rmiamo [espressione
[{ab" —a'b)d —a' (b — el —
— [(ad"— a'®) b'— o (2a¢' — 2a e}l [(Cac’—2a'c) ¢’ — b (be' — &'c)]
Y, e
i ) m annullarsi & (u. 1) eondizione necessarin e sufficiente affincha
_f L8 due equazioni abbiano almeno una radice comune. FMacilniente si
tilica che & ancle
cha B=— (0" —4da'¢) [{a¢' — @c) — (al' — a'b) (be' — b'e)].
Di qui deduciamo:
- L. Se una delle due equazioni ha una radice doppia 8 E=0 ¢
ndi (0, 1) le due eguazioni hanne ung radice in eomune.
11, Viceversu se ls dye equazioni hanno una radice comune, do-
(1) Yendo essere =0, sard nullo almeno uno dei fattori della seconda
1Mo -:;..TEEEJ'GIIE di E, e percio almeno una delle due equazion! ha una
;

mdice doppia,
- IL 8e entrambi le equazioni banne radiei reali o distinte, ri-
silts B <0, come si vede osservando la seconda espressione di E,

| percid (. 2) le radici di una delle due équazioni sono separate
hiee o3 & quelle dell’altra. Osserviamo ancora, fucendo nna breve digres-
5 " dione, che presa unw retla segnata e fissato su di essg uti punto
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6 PERIODICO DI MATEMATICA

come origine delle aseisse, se sono M, N i punti aventr per ase
le radici v, 5 della prima delle nostre due equazioni & P, Q g
aventi per ascisse le rudici z, § dell'altrn, risuliano M, N sepu

armonicamente da P, Q. Per questo basta vevificare che @

P OM LY —a T —P

—

PN~ @QN' “%° 5—u 5—p
ossia, liberando dai denominateri e riducendo:
2¢8 + 243 == (e 1 8) (v + 8).

Sostituendo a 13, af, v+ %, «+ B le lorv espressioni in funzione
coefficienti delle date equazioni, si trova facilmente che quest’e;
glianza ha luogo. Se poi & wb — @b =0, sempre nell ipotesi cb
@r2 4+ bz 4 ¢ =0 abbia radici veali e distinte, la seconda ha la

b'e — bc

% (ue’ — ')

radice e questa & compresa tra v e 3, anzi & ugunle
; o . : ({/
loro semisomna. Difatti avendosi dall'ipotesi fatta b= —7, vy

. ab ¢
b'e — be' ‘Tl B oy+a
D (ne — o'e) 2w —du'e) 24 2
e di qui si vede pure che nell'ipoetesi fatta se la ¢'e®+buo ¢

ha una radice doppia, e gnindl eguale & — g7 questa coinetde
I'unica radice della seeconda delle considerate equazioni.
4. Siano =, B radiei reali e distinle (z > B) dell’'eqnazione

me*t+ux+p=0
¢ siano x, x dune nnmeri reali gunalungne. S1 ha:

ih. i

M2 ks -;i (21 +x9) +p = 7 (¥ —a) (w2 —B)+ 5 () — B) (o —

come facilmente si vede sviluppando il secondo membro e sosiifu
ad =B, @3 le lovo espressioni in funzione dei coefficienti dell’e
zione, Allora per o, > 2. a 0 per @ <<z < § 1 due addemls
secondo membro, e quindi aunche il primo membro, hanno il «
di m, se invece my, a2y appartengono all’intervallo (=, §). detto &

& contrario a quello di s cid anche aceade in parlicolare
:,[:]—_'-g’ 3_13:@.

5. Sia = lu radice dell'equazione nx -+ p =0, ciod z = oS
Zi, s due uumeri reall qualunque. Si ha:

(! 7! . %
B [El‘Ji‘Iﬂ)—FP:E(m—m}—I— *ﬁ'(ﬂ?a—ﬂ:}
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.:_: mde vedesi che per @ > 2.2 & i due addendi del seconde membro
Lo percid anche il primo membro, hanno il segno di n, mentre pe;
D en S detto segno & contrario & quello di n.

. b. Dopo queste premesse veniamo ad ocenparc: delia

e az’ - by~ ¢
Y= a2+ bet¢

(ac’ — a'e)® — (ab — a'8) (be' — b'e) == 0,

allora 1 termini della % hanno (n. 1) almeno un fattore in 7 co-
nﬂ o ql:liﬂ[]i _lﬂ. y o &1 riduce ad uua costaute (se entrambi i fat-
vl in 2 1n cui possono deecomporsi i due termini sono egunali) o ad
.iirﬂ.z_mne avente 1 termini lineari rispeito alla z ¢ non ammette
£el0 1& massimi né minimi, Notiamo aacora che il limite = cui

inde 7 per x tendente sia a — oo che a o & sempre q :

enoninatore, indicando eon y,,
Y, avremo: |

1 valori che essi fanno assumere

L B m) [ — @) s (0 — d) (o - ) - (b — b))
(@" + 82, + ) (@5 + bas T ¢) o

. Le coppie di valori ehe dovremo consid

- d v erare per ., z, saraono
..,-q@?r““ a una stessa parte dell’intervallo delle radici (se reali o

:::f;i'rltej d.fell'_equaz'iuna ax’+bw ¢ =0 o interne a detio infer-
1O, PEI'E_IEj 1 due fattori del denominatore sono BEMmpre {Ii-ﬁﬂ'uﬁl
10 (e cit anche s dette rndiei sono o eguall o complesse) e qu?ﬁdi
'}'ﬂ PruduLtu e posiiivo; anehe z — g & posifiva e per éunne-;
nza 1l segno di gy; — i coincide con quello di

(ab’ — a'b) 25 + {ae’ — a’c) (- xa) |- (be" — b'e). (1)

- ;_S_u'ppnnmmn in primo liogo che la ¢/2® L Pz + ¢ =0 abbia ra-
il complesse. Allora la y non diventa mai infinita o I'equazione

(e —a'd) 2+ 2 (ae’ — a'c) 2 +{be" — b'e) =10 (2)
lﬂdml realt e distinte non potendo essers
(a¢’ — w'e)* —(be' — b'e) (ab' — a’'b) < 0

E%ﬂﬂlﬂ_ﬂ 0 per I'ipotesi fatta sopra, non minore di 0 in virti
Vi ?.]; S1An0 e8se o, P esiaa>8 Applicando a (2), (1) le con-
ioni del o, 4, «i vede subito che se b ad’—a'b>01a (1) & po-
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! PERLIODICO DI MATEMATICA

sibiva per s <&y <<, neguliva per Psas<<nm -, postliva

o< e < € pereio la y @ crescente nell intervallo (—oo, i), dec

scente in (%, =), crescente in (2, -+ o). Il contrarto aceade

ab' — a'b <. | '

Se poi & ad’ —a'b="0, Ia (1) e la (2) diventano rigpettivamer
(e’ — a’c) (zy + ws) (B — b'e) =10

2 (ae —d'e)x + (be —be) =0

Indieande con « la radice di (2) e applicaundo il n. 5, si vede
se &2 qi —da'e¢>0la (1') & negativa per z3 << sa e positiva
n < x9 < i1, € quindi la y & decrescente in (—oe, «), crescente
(2, + o). Il conbrario nccade per ad’ —a'c<<0. Va escluso 1l ¢
ae — a'c="0 in virtit dell'ipotesi posta al prineipio di questo

srafo. Coneludendo abbiamo (nelle ipotesi fatte):

. a
I ab'—ab=>0 la y parte da 7 (per p=—oz) & va crescendo

a raggiungere il massimo per z=73, pot dimiuu

fino a raggiungere il minimo per x =« e In

e
cresce fino ad = (per o=+ o), egsendo z, 3 le

dici della (2).
a - !
II. ab' — a’b << 0 la y parte da e V& decrescendo fino a ragg
gere i1 minimo per z=§, poi cresce fno a I
giungere il massimo per z =« ¢ 1nfine decr
a |

fino ad =
IILab' —ab—=0 1 ad—a'e>0la y & decrescente nell’interv

F
(— oo, @) partendo da ureregs

gendo 11 minimo per x=az,
di che cresee tino ud f},essen
la radice della (27).

2° @¢"—a'c <0 la y parte da f—.e crescefino a
glungere il massimo per r=

il
poi va decrescendo fino ad —

7. Suppouniamo ora che la @z® 41z 4- ¢’ =0 abbia radici re
distinte v, & e sia y > &, cosicché la y acquista valore infinito
==~ e per z =25, di modo che Ia funzione si scinde in fre
dati rispettivamente dai valori che assume negli intervalll (—o

(Eu T): (l'i —E—G’:‘].
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per In primo luogo sia
- s |
per (@c’ — a'e)f* — (ab' — o'b) (he' — be) < 0,
: ;}'_‘E la (2) del n. 6 abhig vadici complesse. Allora (n. 2) anche Ia
tte
@) s q radici reazli (siang H: v € ponlame p>y) ¢ separate dalle v, 3,
osicché potid presentars; solo uno dei segnent! casi
chie -
ner Y>p>8 >y, P>y >v> 2,
3y in Ora abbiamo:
#1150 : d‘s :EE: r # ¥ ’ ! '
ra- | (60— &) 3 - (ae' — a'c) (2, - 25) - (be' — be) =
[ b : {8 ¢ b ¢ b e
=o' | =)t (F— )t 4. i
fino | b Y e o
o ;:; Sﬂﬂtituend.{} & i le loro espressioni in funzione delle
fine ‘radici delle rispettive equazioni, si vede eha quest’espressione si puo
. orre sotto una qualsinsi delle seguenti forme:
'S
94 (3 — @) (y —p) (51— ) b — ) (3— (2 — p)]
[t~ a0 [(6 — a:) (v — ) (2 — 1} + (y — T} (8 — ) (g — v)]
o 88" (8 — 1) (y — p) (g — v) +- (Y — 22} (8 — v) (3, — )
06 ,, A [(8—z) (v — v) (s — 1) (Y — ) (8 — ) (2, — v)1.
| Allora se 2 Y>1>5>y, si vede che Ia (1) del w. 6 ha i segno
| L contravio a quello di qa (ed & quindi v decrescen Le per aa’ >0, are-
Bilo - %ﬁ'ﬂtﬂ_ per aa’ << 0) quando “ir T2 8000 valori qualungue presi en-
- L rambi in uno degli j ntervalli (— oo, §), (5, T) (Y, 4 ), il che si vede
l “dalla 10 delle quatbro espressioni seritte sopra se a
apo S L
o SR> 2e >y 0 ')’}-‘E[?--[.L?-:L‘g}a ORZDSH>E0 v=a> m,
ﬁ&]lﬂ. 2% se &
Y= >xzmzpn 0 5> = Ty =y,
.
’ “dalla 8% ge 2
o f C>I 2 v 9.
' E‘ pol e >y >y g, la (1) del n. 6 ha il segno di ae’ se ay, x, sia
ili e 113 coppla di valori presi enbrambi in uno dj detti intervalli (in
per f{jﬁ_ﬂﬂuuﬂ dei guali # & pereio sempre crescente g decrescente, secondo :
il lie & au' >0 o go <Ok il che si vede dalla 1* delfe quattro espres-
p 3) - Moni considerate se & -
t ¥ n

ZrOYSH>Snzy 0 1>0n>

VZ2T20 0 5:"?';131 :3"1721
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dalln 22 se &
W >Ae Y 0 VB I > B>

dalla 32 se &

’w"[?"!.!.?"ﬂ'n:}.r.

In ogni easo adungue la y in nessuno dei tre intervalli amme

massimi o minimi. Concludendo abbiamo: Se [a massima delle

diei v, 3, p, v appartiene al denominatore della y ed & ag = 0, «
pure se la massima di defte radici appartiene al numeralore el

4 A . -
aa’ << 0, Ia funzione va dng 4 —co in (—», ), da -~ a —cao

(5, 7) & da ¢ ad {% in (v, +); se la massima delle radiei ¢

partiene al denominatore della y ed & aa’ <0, oppure se la m

siton delle radiei appartiene al numeratore ed @ aa'> 0, la tunzi
{2

ke e in (—omo, ), da —oo a 4o in (3, 7) e da —oo ad

in (¢, + o).

8. Fermo restando che a2®—+ bz —+ ¢ =0 abbia radici realte
skinte, poniamo ora che anche la (2) del n. 6 abbia radici rea
distinte e siano z, 3 (=>§). Allora (n. 3, 111} Ie radici delle
eguazioni si separanp a vicenda e percido si avra solo nno dei

onentl cas!

va da

53 B v &

o ]
m B B — O
, — 12 2 Y .

Nel primo caso per o, @ compresi in (—oo, 8} la (1) del 1
(applicando il n. 4 come nel n. 6) ha sempre lo siesse segic
ab —a'b ¢ quindi in tntto codesto intervallo la y & crescenie o
erescente secondo che & ab —a'b >0 o ab’'— a'b<< 0. Quando 2y
sona enbtrambi in (3, ¥), la (1) del n. 6 (sempre per i n. 4) h
seguo di al'—a'h per wp <z <P e conbrario per z; > Xy 2 [, |
ln. y & crescente in (8, 8) e decvescente in (B, ¥) se © ab — a'b .
ed ha un massimo in f; il confrario avviene per abh’ — a'd < 0.

Quando poi z:, @ sono entrambi in (v, + o), =1 vede, sempre
stesso modo, che la (1) del n. 6 ha il segoo contrario a quellc
ab — a'b in (1, =) ed eguale in {(a, 4~ w), cosicehd la y pex ub’— a'b
5 decrescente in {y, &) e crescente in (g, ~+ 0} ed ha un minimo i
il contrario avviene per ab' — a'b <0.

Nel secondo caso per i, &z compresi in (—os, 3) la (1) del
hu in (—oz, 8) il segno di ab’—a'b e confrario m (B, 5), eosi
per ab' —a'b>0 la y & crescente in {—oo, f) e decrescente in |
ed ha un massimo io §; il confrurio avviene per ab’' — a'b <.

Per zy, 2, compresi in (3, y) 1a (1) del n. 6 ha segno oppos
quello di ad'—a'd in (3, =) ed uguale in (7, ¥), quindi la ¥
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~ab>0 & dem'escf:mte in (5, a), crescente in (x, v) ed ha un
1o in a; il contrario accade per ab’ — a'b <= 0. Infine in (Y —f—'-ﬁn}
& sempre crescente o sempre deerescente secondo che :i‘a |

" —ad>0 o ab — ' < 0.

7 :
7 A -3 in (3, ¥) ha
dEIB rami (riferendoci alla rappresentazione grafica)
direttl a @ e passa per un massimo in a: in
(Y, +<) ha il ramo sinistro diretfo a -0 g il
(4

destro ad o € Passa per un minimo in e

e, e R ‘ a ;
b —a'b<<0 la y in (—oo, 5) decresece dﬂ.?a—-m:m(ﬁ,’r]ha

due rami diretti a - o & pacea per un minimo in «;

& b = . - . -
In (Y, +) ha il ramo sinistro diretio g — oo g 1l

i
destro ad & © Passa per un massimo in

e la massima radiee appartiene alla prima delle due equazioni

&

il vamo sinistro diretto ad

_ a
e 1l destro & —c o passa per un massimo in B;
in (5,‘ ';»:) ha_ due rami diretti a o e passa per
un mmmmo in «; m (y, +ow) 8 sempra erescente ed

ha il ramo sinistro diretto a—o e il destro ad E'-
fi

abl' — &b <0 la y in (—oo, 3) ha il ramo sinistro diretto ad —
0

e il d.E&E_tl't} & -0 e passa per un minimo in B; in
(3, v) ha due rami diretti
massimo in #: in {7y

2

+) & sempre decrescente

: E’Q pol & ab' —a'b =10, indicando con « la radice dellg (2') del n. 6

(0. 3'in fine) & compresa ira v, 8, anzi & uguale alla loro gemi-

.....

.......
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Bt |
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Consideriamo 2llora la successione — o, 3, 2, ¥, + . Per a,
compresi in (—», &) la y [n. 5 applicate a (1, (2") del n. 6] ha
segno confrario a quello di ac — av, quindi & decrescente p
ac — a'e > 0, crescente per a¢ — a’c << 0. Per z,, 23 compresi in (g,
si ha che sono in {3, «), la # ha segno confrario a quello di ac —
ed ugmale in (z,v), quindt la y & decrescente in (6, «), erescen
in (@ y) ed ha un minimo in a; il contrario accade per ac'—a'e <
Infine quando z;, xs sono in (Y, 1 oo) si vede clie la % @ crescer
ner ac' — a'¢ > 0, decresceute per a¢’ —a'c < 0. Concludendo abbiam

T1L. per ab'— ab=0, se & ac —ac¢>0 la y I (— %, §) decres

a e _

da — & —0oo; in (Z, yv)

due rvami rivelti a —- o0

ammektte un minimo i z;

(v.—Fo) ba il ramo sims

rivolto a — o2 e 1l dest
(t
a

arl

se & ac — ae<0 la y i (— o, G) cresce da

a +oo; in (9, y) ha due ra
rivolii a — o e ammette
magsimo in a; in (v, 4~ o)
il ramo sinistro rivolto a—+

. A
e 1] destro ad i

9. Poniamo ora che la a'2®-}- 'z 4 ¢'=10 abbia una radice dop
(percid reale) e sia y. Allorn (n. 3, 1), posto ab’ —a'b+0, questa
dice coiuncide con una delle radici o, f§ della

(ab' — a'b)x® - 2lac — a’c)x -+ (be — be) =0
Ja quale ha percit radici reali. Allora avrd luogo luno o laltro

segnenti casi<
—om y=4§ o — 0

—— 3 Y=—& —T@®

Nel primo caso al solife modo sl vede che la y in (—oo, v =}
sempre crescente per ab'— a'b > 0, decrescente per ab’ — a'b <0,
(v =P, «) & decrescente per b’ —a'h >0 e crescente in (a, 4 o)
ha wo minimo in «: il contrario aceade per @b’ —a'b < 0. Nel secol
caso ln y per ab’'—ab >0 & crescenle in (—o», @3), decrescente
(B, y =) ed ha un massimo in §; il contrario accade per ab’ —ab <



er

ha

m
1'0
10

{1)
del

Wi =a,+ ) la y & crescente per
%= a'b << 0. Concludendo abbiaino:

| 5o la 02"+ 6 4¢" =0 ha una radies do
gott la winore delle radioj della (1) n. g

, #llora,

~+} ha il ramo sinistro diretto

t . i
destro ud pcy ol ammetle mMnNimo in «.

<0 la yin(—o, y=8) decrescs da %

(

%) ha il ramo sinistro direbto a —oo ¢ j] destro

(L

ad =5 ed ammetie ua MAassino in g.

Sg lo a'2* + b2+ ¢ =0 ha ung ra&ice- dop

. | Pl @ (juesta coincide
con la maggiore delle vadici della (1) n. 9

, allora

“E
i
i

.'.;plj.',‘ :

sab'—a'hb >0 la ¥y (—o, y=¢) |

-

a 1l ramo sinistro diretto
{ ;
ad — o il destro 8 — o o p
@ -

: Kl
t:i'h:{r:'-':;:,-.-- 1l

assa per un massimo

in f; in (y=2 @) la funzione ocresce da — oo

P

..... Y=2a) ha il ramo sinistro diretto

ﬂ . - -
ad o e il desbro a 4+ e passa per un minimo

in B: in (t=2o,4) la funzione decresce da -+ oo

{r
ad — -
L

- e pol & ab' — a'b =0, indicando con e ln r
se (n. 3, IIT in fine) coincide eor s

i come nel caso analogo del . 6 i vede elie 1a yperac—ae>(Q
crescente in (— ao, Y

_ =go} & crescente i (=g, ~+®): 1l egy-
HiN0 avviene per ac — a'e < 0. Pereid abbiamo:

Bela as®+ bz ¢ —0 ha una r
wsaillora

adice della (2') del n. G,
si ha eciog: — oo, Y=a, } o

adice deppia v ed & aff — abh=1),

. —a¢>01a g in (—o0, v) va da o &> ed in (y, )

s o

da —a ad —
@

_ a
—@e<<8la yin (—eo, ¥) va da 7 & T ed

(7, +w)
da 422 ad —ﬂ

{4
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ab"—a' > 0, decrescente per

ppia e questa colneide

a ;
y ¥ ==0) cresce da 7 & -o0; in (Y =8,

& - e quello

- &—0o5in(y=§,

........
.......

.......
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10. Conorusione. — Data una funzione y della forma da noi ¢
siderata, per decidere subito sul suo modo di variare, si proced
come segue. Si formi e si risolva l'equazione

(ab’ — -ﬂ'b):l.lﬂ 4 ae' — a'clx + (b — b'c)y=0.

Se questa ba radici egnali, i due termini della y hanno alm
un fattore lineare in 2 in comuune e la ¥y siriduce oad una coste
o a termini di primo grado in z. Se detta equazione ha radici ¢
plesse, si risolverapno le

ar® + oz +c=0, a’+ bu4c =0

che in tal caso hanano radici reali e quelle di eiascuna separate
quelle dell'altia, e si applichera Ja conelusione del n. 7. Se poi ¢od
equazione non ha né radice doppia, n& radici complesse, st risols

essa e la
g+ brx—+e=0

e secondo che e radieci di quest'ultima sono complesse o reall ¢
stinte o egnali, si applicheranno le conclusioni (I, II, I1I) rispett

mente dei n.! 6, 8, 9.
I, PALATINIL

B e e th

LA SECONDA SFERA DI LEMOINE

pel tetraedro isodinamico o di egual momento

l. Rifevendoci sempre al tetraedro isodinamico o di egnal
mento pel quale abbiamo gia studiato la prima (*) e Ia terse (%)
di Lemoine, conduciamo per K i piani paralleli a quelli delle 17
essi produrranno nel tefraedro quatiro sezioni trinngotarl. IFa
vedere che i primi cerchi di Lemoine di qnesti triangoll apparten
a una medesima sfera.

In altre parole, condotte per K le parallele alle rette degli sp
del tetraedro e determinati i punti d’incontro di queste con le T
dimostreremo che 1 dodici punti cosi oifenull sono sepra una !
che sardk detta seconda sfere di Lemoine.

(longideriamo il piano per K parallelo al plano AjAzAq e
chiamo con K il punto di Lemoine del friangolo A AsA4: la pot

(Y) Vedasi il Reflettino del prof. Comry, 1913, p. 0.
(%) Vedasi 1] Periodico del prof, Lazaeny, 1915, p. 265
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‘& pispebbo al cerchio di Lemoine della sezions stard slla potenza | T

spetto al cerchio di Lemoine di A,A,A, come 1
l quadrato di AJK..

(AEE)E . (ﬂgEg)ﬂ= 323 . 35‘!

I:'g,f'pntenza di I vispetto al cerchio di Lemoine della sezions

3 = pl
ando questa per (1;)

%pEI‘ note formule di geometria del triangolo la potenza K,

(o + L® - 15%)

a2 cui da K si conduce il piano parallelo. 8i ha infatii:

2
faoh g D=5 (g 41,2 1

I lettore pud facilmente verificare, e allorn Fespressione (3) as-

unto K avendo ugnal potenza rispetto ai quatiro cerchi di

. sfera.

feiamo ora unn convenzionme, Le parallele agli spigoli Az A,
@ _AIA,; uscenfi da K incontrine la ficeia AcAsA, rispeitiva-
18 In Ay, Az & A'y; quelle condotie agli spigoli AA, .‘ﬁgﬂ..{
: E‘ncuutrinn la. faccia AjAzA, in A", A, A" e cost mi Neila‘.
i ;_@AEA; avremo I punti A" A"A"s vertici di uan trianeolo omo-
ad A;AgA.; questi due Eriangoli aveanno per ce:itr: di omo-
I punto Ky che & allineato con A, e con K. Anche il tetraedro

20 A AARA, e ] tetraedro KA A" A", sono omotetici rispelto a K,

eorrispondenti A;Ke e K.K: avremo dungue:
AjAy: A'A" = ALK, GK

_Hﬂﬂ.ﬂﬂﬂdﬂ numeri scelbi fra 1, 8, 4.

i s
.....
L =,

i i

quadrato

& da quella di K. rispetio al cerchio di Lemoine di A AzA,

Eu al cerchio di Lemoine di e W

B . £
113 . -EMJ - :‘.!345

J% b« by gy \ ﬂ
\s  Ls® 44 S |

{j{mmie vedere che gquesin espressione & la stessa qualungue sia

165" S

e delle sezioni, ne segue che deiti cerchi appattengono & una

Eﬂtﬂ ¢osi provata l'esistenza della seconda sfera di Lemoine.

.....

Y

=
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j}:l E poiché &:
(7) AJ : Kg=sg: Rens,
: SAUa:
(S) AsKs: KoK =35: Rsas.
Dunque il rapporto di omotetia fra A,Az8, e A" AGA" &
E. -
Kot

9 Tacendo ora della geometria nella faccia AiAzAy procediamo
caleolare la potenza del punte Ay rispefto al cerchio che passa p
i pﬂli ti .A.hl.&“:;A."qt.

Se M indica quel punto che AKs ha in comune con AzA, 1l te
vema di Stewart applicato al trinngolo A AsA( dara:

(9)  lu. (A:M)P=(AsM) . L 4 (AM) . b — (AsM) . (A:M).. lae

ove:
'i"l‘ﬂﬂ uﬂ |
(10) (AEM} = la I L& (A M) =lg . L !1.!__2.-
Segue sostituendo:
1.2 1.2 )
{11) (A;M'}E _— 13 iL o {2513_ + 2 EHE T Iﬂ-ll}

(s ™)
pﬂ
- @ ponendo per Iy il valove 7t
18

oA (R 1
- 13 - a7 2] 2 U .
[12) (ﬁlM} t£13u+ !_HEJE . L—*Ilﬂ Uf‘lﬂ + 'EI-L ) B } . .£I-su
Ma il teovema di Van Aubel di:
(13) A, KM = ha' + L= [
per cui:
Ilﬂa + E'I-ig
( — .
(14) (A = (AM) LT
Sostituendovi per (A M) il suo valore fornito dalla (12).
15 (AR =2 VA T b — T
_( ) ( 1 2)—— 7 -\—l(m 14 JU1g p'£133+5142+£mﬂ
,p'.'l
e ponendo - invece di lu:
\/2{,&” H’JE'E + t"l-lﬂ] pme ﬂ?" '

(16} (A!-KE] — IIE . El-ﬂ . Eli.l . ”’lﬂﬂ __}__ iuﬂ_] fmﬂ 'Tl_ P'
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Prolunghiamo ora A M ad incontrare la civeonferenza circoscritta
e-@ﬁ;AaAnl in R: &

(A:M) . (MR) = (AoM) . (A, M)

(A:M) . (A,M)
B ==

Sara allora:

(ﬁiRJ_(AIM)+(MR] (A, M) +(A311(J£ ﬂ&%m

a (A M) + (A;M). (A,M)
er o (A, M)

e Ma il numerators di questa frazione e, per Ia (9), uguale 5
o= S

.E’LE-M)L.;E —|— (A;MJEHE} s las.

~ In conssguenza:

(AM)i® 4 (AM)E,,8 2ioliohss
(AR) = lai . (AL M) Vola sk 1.2 g

| Ora, poichd AK, e A"K

v 80110 Segmen ki corrigpondenti, sara
.El[Kg . .A.HI a=8§ Rzﬂg .

AlEg : .A-”1Eﬂ ot 3-"1:_{3 = 3. 83

(ALA-”,L) = (A, I{s) — {A-Hlﬁﬂ] = ‘%‘ (ﬁqu}.

o V2ha'lhs® 17 — 5
(—A—IA I)_ 3 'z]ﬂ'zlﬂ’-gll- g];ﬂ q(IEIE +ZI{J+p

Fa . Z[ﬂ v IIB . 314 pﬂ

bl + L)+ p*— 42

a2

(A;A") = fg V2le® . (" + 1) — p!

ora facile il caleolo della potenza di

A%A" e per questo basta ehiamare R” il corrispondente di R

“usll'omotetia sopra considerats & osservare che R” gince sulla cir-
- tonferenza civcoscritta ad A” A’ "« @ che si ha:

A, rispetto al cerclio

AR AR " =3g:- Raqq

..........
...............




2l b o
dok

56 PERIODICO DI MATEMATICA

da cun:

2y 3 . El 9
(26) (A"\R") = pha’ . lu

23 . -Vﬂ_,{u“ . lgllliﬂ —]“ fu.ﬂ} — Eﬁi .-
La pﬁt&nm di A, sarh misurala da:
@7) . (A:A"). {(AA") 4 (AAR))

e sara quindl uguale u:
. Vﬂglﬂﬂ”mﬁ + L) — iﬂ; .

. [.5.1]1] =

Rgﬂ'g
b

ds
J PE . VL}EIE%MISE _i_' :I-l-ﬂ) - er : pﬂ - 3133 . _EI.I,H
l 48 : 2 ﬂvz _5155(133 + Z;f ] — ]

e sueccessivamenie a:

3
p{jsu .12 Jmﬂtzmﬂ -+ 5145] + 2’132-{142 e P‘},

4

L5 QU + Ll + balis®) — P,

> S
1?115.5;E ' {E.p i Rﬂll{r_; e 4}
e nfine n:

P fy S ).
(28) 16s* "-1'2 "Ry ay _'1}

B ovvio trascrivere le espressioni delle potenze relative agli
tre vertlel,

3. Detti Pie ¢ Q2 1 punti comuni alla seeonda sfera di Lem
alla retta A;A. — punti che pofranno essere reali e distinti,
cidenti, o immaginari coniugati —e detto Xia il punto med
P2, Qe — punto che sarh sempre reale — avremo:

[29) [B-IEIE)E s (A--.:.E:m]g — }_t?LE m— Paﬂ

OVVero

{(A X o) -+ (AcXia)] - ((ArXis) — (AsXie)} =" —po”
0 anche:
(39} Z:ﬂ{ (A:Em] '—' (1{1 ath)} - Plu = ’Pﬂﬂ

pat’ essere
(A; X 2) + (AsXia) = lis.

A Plﬁ = 3325 .
2hia |

Segue allora: _

(31) (A X)) =
B se poniamo:

(32) (AiPws) =2 (PrXu) =1y
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it

~E

L, .
et
LR
e

] (T + 2y) = p,*

2 IIEE -+ fﬂlg — 15"
2!,19 .z+ p.'=0

g1 == ZIE‘ _I" Pﬁ "l“ Pa‘ — 2 . I!;gg . p'ﬂl s gglagpaﬂ Pt ZP]_HPEB:
| 3
= 2hs {glﬂu_i_ plg_'.pﬂg = f;} "

Senza nulla toglieve alla generalita POSSIAMO POITe:

e
e
h ™,
e : ,
R - I
e i
: e
2
o e o
- -l II. ot I. i
| . H
;

(AIPIEJ = Eﬂ; . {5125 ~+ ﬂlg*‘— 3?22 -+ V;;} .
1

(A1Q1) = 57 - {t’m"" + o — pt — 313} .

#ig rappresenta la lunghezza del segmento

o, ;Qm mceercetto daila nostra sfera sullo spigolo A.A moltiplicata

E. Piooiori.

PROBLEMI®

(Conlinunzions — Vedi faseicolo 1),

207 [ quadrato iscritto nell’usteroide I%—]—y§=ﬂ%, 1 cui lati

20
?;_;ﬂﬂ” la lunghezza '“—ﬁ, ha 1 suoi lati Eangentl e normali all'aste-

ide stesso.

e P e e e e e e e e e R
e e
i L = Aty . sy

S

E_;}'?![IB. .Dllﬂ circoli di raggi costanti si spostano in guisa che il loro
60 rImangs, .Hlﬂ!E_L retta X e che il lorv asse radicale sia sempre
ose Y. Trovare 'inviluppo dells tangenti comuni.

i

(1) In massima von pubblishers
s g Bartsren, ma recetteramo v
zarranng loviarei,

mo ls visoluzioni @i questi problemi favoritiel dal Coman-
olantiert Is omservezioni e generalizzazioni che 1 nostri lettori

he
e
-

...:. -

a el
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90 PERIODICO DI MATEMATICA

209. Se MN & una corda della ellisse *2® 4 a*y* —a®h* =0 n
male nel punto M di coordinate (acosgp, dseng) ¢ NP, NQ le al
due corde normall cendotte per N, 'area del triangelo PQM e

Ebﬂ '
ab (a” sen g — b cost o — ¢ 5 ) Vn‘-" seu® @+ 4 cos'o

e
a* sen® 5 - U cus® o

a*b*

ci

210. Essendo dato un frapezio isoscele ABCD, si descrivano ¢
archi di circolo capaci degli angoli 224 ¢ o che abbiano per co
vispetfivamente le basi AB, CD. Trovare il luogo dei punfi d
contro delle cireonferenze alle quali appartengono 1 dettt archi quar
varia «. Uaso in cui il frapezio diveunta un rettangolo.

211, Quale relazione deve esistere fra i coefficienti A, B, C, D d
'equazione

(@ + )P+ A+ y)+Ba+ Gy + D=0

affinché rappresenti: 1° una counchiglia di Pascal: 2° una cardioi
212. Dimostrare, senza fare la divisicne, che

fle)=Tx"—8Bx®* —2 42

& divisibile per 2°— 2z -+ 1.

213. Tssendo M un punto variabile sopra uua ellisse di asse A
si descrive il cireoio ¢ tangente ad AB che ha per centro M e ds
e B sl conduca le altre due tangenti in fali cirecell.

St domanda:

1° il lizogo del punfo di durata di questa tangente;

2° 11 luogo dei punti di contutto di questa col eircolo e.

214. Essendo P un punto qualunque nel piaoo di una ellisse
centro 0, dimostrare che esistono sull’ellisse sei punti M tali
la retbta simmetvica di MP, rispetio alla normale in M passa per

Discufere ¢ dimostrare che in particolare, se P & un fuoco d
I'ellisse, nessun dei sei puubti M & reale.

215, Dati due punti A, B ed una refta XY, si prendano su gque
due punti P, Q tali clie:

1% "angolo APX sia il dopplo dell'angolo BQY ;

2' I'angolo APY sia il doppio dell’angolo BQY.

Trovare in questt due casi il luogu del punto d’ inconiro de
retta AP e BQ, e di quelio delle rette AQ, Bl’.

216. Hssendo O il punte doppio di una conchiglia di Pasc
Ty, Toy, Ts, Ty 1 punti di coubatfo della curva colle tangenti cc
dotte da un punto M, trovare il luwogo dei punti M, tali che la
setfrice degli angoli formati dail’asse di simmetria delle curve co
vette OT,, 0Ty, OT,, OT, sia armonico.
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91
or'- {7. 8i considerine Pellisse e I'iperhole aventi per equazioni
tre £ 2 3 ¥ g

—+4 1y, G
S iano P, Qi punti di contatio delle tangenti all’ellisse (E) con-
Sttt da un punte M dell’iperbole (H). Si eonduca ner P la retts
' wmetrica di PM e per Q la rvetta simmetrica d; QM rispetto agli
- Queste due rette s'incontrano in ug punfo dell’ ggze minore
e B).
da, - 218 Quando due coniche hanno in un fuoco 'cumuue, le coordi-
s dei lov quattro punti d’incontro dipendono da dyue equazioni
s * orado, Dimostrare che dye corde comuni g queste due coniche
ssano per il punto comune alle due divettriei relative al fuoco
el- . ':.55::5'.1'::11&.
. 219. Se (2, 8) sono le coordinate di un punto P de Piano della
?-Ih._.'..ﬂbn[ﬂ Y —2pr =, dimostrare che lespressione b — 2y & una
f;iiziuﬂﬂ dell'area del triangolo che ha per verbici il punte P e i
o Ig;ntr di econtatio deile tangenti condotte da P alla parabola, :
| S 220, Tn un pigno sono date dye rette Oa, 06 ed un punto P figsj.
oM & il punto comune alle perpendicolqei ad z, ¥ nej punti ove
W wste sono incontrate da unu retgy s per P, ii lungo di M & una
iHarhole.
Se le rette Og, O variang restando fisse le loro bisettrici, sf
B,
LA uogo del centro dell’iperbale -
I luogo dei suoi vertic :
luogo dei suoi fuschi -
! nogo dei panti 4" incontro dei suoi asintoti colle rette Oa, Q.
: 0 92). 8ia 0 il cenfro di ung ellisse, M Punto variahbile gq i1
di s, T, N i punti d’incontro delly tangenie e della tiormale in M
she 5 la perpendicelare ud OM condotta per O,
0. 10 1l luogo del punto T & Ha cursa croce.
el- 2, X luogo del punto N & una sestiea, di cui I'ares & % dell’ares
s le sviluppate dell'ellisse.
222, Si considering [ due punti di coordinats
% = q Gos® g, X ==a eos” ¢,
L '
ssendo varinbile, Trovare: 1° I'ares compresa fra le due oupye
al o e ghi di (A)e (B); 2° l'area della curva inviluppo della refita AB.
M= > 293 1) lnogo dei vertiej e quello dei fuochi dglle eontiche eireo-
hi- eeritte a una losanga, sono due quartiche. Il luogo dei punti d’in-
1le tro degli ussi di queste coniche col Jop

: 0 cerchio di Monge & yna
g ::LIE'&.
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92 PRRIOCDICO DI MATEKATICA

994. i sa che se da un punte M di un ellisse si conducono
rotte ecunlmente inclinate sulla tangente in M, le guali incont
Vellisse in P, Q, la rettn PQ passe per un punto fissa T della

gente. Trovare il luogo di guesbo punio quando M percorre 1’2

data.
995. Dimostrare che

1
fﬁ Yo@rd,  6Y3+LEYa+3)
" o '

4

996. Sono date due semireite Oz, Oy ¢ la bisetirice 1 del
angolo. Dire parabole happno 7 per asse € souo tangenti ad
in A Paltro in B. La retta che passa per i punh d’incont
queste due parabole passa per il punto medio di ADB.

997 Sa FM & un raggio vettore focale variabile di una e
e P & il punto d incontro deila normale in M con la perpendi

=
ad FM condotta per F, il luogo di P & una quariies di area na ..
(@, b essendo 1 semiassi dell’ellisse data).

998 Se N b il punto d’incontro dell’asse maggiore di una ¢
con ln normale ad essa da un punto M, e P il simmebrico di
spetto ad M, Q ii simmetrico di M rispetio ad N, il luogo d
una ellisse, o il luogo di Q uw'alira ellisse.

v !

(La coordinate di M essendo (@ cosy, bsenyp) quelle di N sono (—ﬂﬂ— ¢o

e guelle di I

% a TE
:E=Euuusqu——%unscp—{ﬂ _:J]I:ﬂﬂtp-, y-——EbSEll:F-

11 luoge di P & duvgque ['ellisse

2 ¥ 4
(@* 4 b5t | 4Bt
Per il luogo i 4) si Erova
% 2
TS 13:25-#;* v Esf_= - 1')
229, Le due equazionl
n cos B ¢ cos 8

Tﬂl-{-—senﬂ’ "= 13 sent

rappresentano un'ellisse ed una strofoide. Calcolare I"aren col
fra le due curve.

(Si trova

0 = ot l:ﬂ (% ng 1 2] = 0,127 X GE.)
4Y2 |
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PERIODICO DI MATEMATICA 03

. Trovare Pordine e l'area della curva inviluppo della retta

% 5en 3z — ¥ ¢08 3z = g sen’ 4 cos o

ariare di a.

31 Biano B un estremo del rageio minore di un'ellisse, M un

. variabile st di esso, T ed N i punti ¢’ meontro della perpen-
ro & BM in B con Ia tangente e i normale in M,

: f}l'][ luogo fii T 3 una cubica; si domanda I'spea compresa fra
Wi e 1l suo asintobo. Se il Tapporte degli assi & V2, la detta curva
vanta la sviluppabile di una parabola. |

_!3 . = . . 1., o - E
% 11 lavgo di N & una quartica; si domanda l'area dj gquesta

P
Tt i
i
]

’*:u Il lunego del punto medio P g; MN & uns
smanda 1'area. _

iy

| quartica; se ne

i
T4
%
2
)

3{5 ﬂ"({ia -_I_
}3 E—-——'[ b_.i e L']. AIEH—_““--— 31 3{}_ Ay T i )
2 (x } 3 ﬂﬂﬁ &8 Erﬂﬁ ;

¢ cos b sen?p

' ?l_Scus“’ﬁ—l—dsénsﬁ
er area
T @
L@-+y3y

© talcolare il massimo dj s

41g'0 —31g0 — 6 =0,

3 + V105 . /105 | 105
tg? i = 3 ' HBHEEF::.“H}Z*_E, cusﬂg_ll_V]ﬂf’ |
5 "

pelore massimo dr 1 & allora, fatte le riduzioni
t

4

 M— d = ) - O
g 908 33]/10;.)

v e39. Trovare I’

area e l'ordine della enrva inviluppo della retta
& 08 Mz~ y sen e = R eog &,

Ut Tappresenta un numero intero e positivo)

E.-N. Barisiex.

It
......
i ]
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QUISTIONI PROPOSTE

814. Trovare Vinviluppo della retta

[(Be(b+c)f—ak]x~+{c(b+e)—arl®y —[be(b +¢)f —ak]ln—
—[eb+ec)—aillk—b(b+4c}rli=
al variare di A.
Trovare it luogo dei punti d'incontro di questo mviluppo
I'iperbole axy -+ k=10 quando varia k.
Determinure & in funzione di @, b, ¢ in modo che I'inviluppo d
refta duta sia tangente alla retta

(Bb4¢) —a(e—ed)]xe+[e(b+c)—ale—bd)] y —
(b4 ¢) [b{n — bd) 4 ¢ {a— ed)] + 20 (@ — bd) (@ — ed) =

e trovare le coordinate del punto di contatlo.

815, Se
: A i o
a+4bte=a2t+pBry o b+¢  wt+c¢ a4+b'
sl lia

0 e [ ¥
I
%E{Fﬁ+_ﬂb—l—5ﬂ—-cﬂ){cﬂ—l—ﬁﬂ+ﬂﬂ--—-ﬂb]_:;--— ; {; E‘; i
v b =z O

F. NepeLou,

e ——

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 813

BEcBe Supponendo che lu funzione f(x) e tuife le sug derivate staao conl
nell'intervallo (o, a -+ X), frveare I soian ella serie:

ff!ﬂ—l—:t}—f(ﬂ}]—l—[f[a-l—x]—(l—kf—!) Pk ..

'
B s e (R P CH LS

I'. NEnELOU.
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Eisn[uzinna del preponesnte.

95

; ssendo continge nell’ intervalle (a, @ 4+ ),
“ha per lo svilappo i Tayiay

e . —!
At D) =+ T 1@+ 2 ey T

71 a7 Ll (n—1)i I =a)- % 7™ @)~-...
,. ’ T g o= v
3_--5:»'* [(a—t-2) = f(ﬂfl“'f-‘li!ff”]—f‘---“’“ (i—3); =g} “: ljlf*“’[ﬂ]-f—...
S | s RE
(a2) = F@l bt g ™) g a4
Vo) = F=a) 4 75 " (a) +-...
Hatl-z) = [ e) ...

i Sommando queste eguaglianze dopo
Eij_ﬁt{.i?ﬂ[ﬂeute, sl ha

iﬂ'l'm) + -'-'f-‘f'.[ﬂ- +1-'] + I'Ef"{'n. —!—1:] 4+ ... + :5“-1:'1“-11 {

averle moitiplicate Per 1, x, x%, ... %t pa

“FZ) 20 (gf o) 4

=@+ 14+ 17} e o)+ )=t @

":: - 1 1 Me=T i 1 1
S :;_%(1+—1--!—+...+{"_“_,)$ g i ”fﬂ)'i‘(l+T-!—+...;!~J.r=ﬂ“’[ﬂ}+...

& teasportando tutbo mel prime membvo si ha

1 1
Bl 8 S N PRI S

Dunque la somma dalla serie data & zeyo,

muairve pour Van 1974 Publié par le Burean des Longitudes. Paris,
Cauthier-Villars & €,

i nseiko questo interessante annuar » GOME Ssempre, ratehinde in necolo
e unn grande quantiti di olizi '

Aisst anno, dopo i dati rel

i e chimici secondo la redazione del 1914; pers
Fodati con molta enra e vi song
.;:' volime st ¢chiuds ¢en un
g barometrica medin ed d vegime deiventi in T
':"'I'.': ﬂﬁmﬂﬂdﬂntﬂ Emirio Guvon, morto il 2
Biponenti il Bureay des Langitudes,

butti plj
statt introdotiti miglioramen
2 interessants Notizi

arbicoli sone stgij
Gt di detbaglio.

4 di Bigoupp sy su La pres-
rancia, ed inga hell
2 agosto 1915, elo el
scritta da Pioagp.

4 necrologia
2 1l deeano dei
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Avppianento alla risoluzione dei problemi di Aritmetica e (Geometric
metrica. ad uso delle scuole medie inferivri di Paono CATTANEC
Casa Bditrice & B. Petrini di Giovanui Gallizio, Terino, 1815, —
Prezzo L. 1,50.

Questo volumelto che mi sembea un ukilissimo libro snssidiario per 1'inse
anamento deila Avitmetica pratica e Geometria melrica, si divide in tre parti
Problemi di Aritmetica, Problemi di Geometrin metrvica, Elemenii di ealeolo appro
simativo.

Seopo dell’A. & di offtire un manualetio che possa servire ad integrare 'opex
dell” inseenante nel goidara gli alunni alla visoluzione dei problemi in quello stadi
difficile dell’ insegnamento che preceds lo studie dell’Algebra. Si traita di uo
raecolta aceurata di esercizi e problemi svolti con ordine e chiarezza e accompd
gnati da psservazioui, note e norme utilissime antle per determinare il grado «
approssimazione dei resultati., Per vari problemi sono indicate diverse risoluzion
per aleuni sulle frazioni si danno anche schemi geometrici che aiutano a scopri
la via da segnire per ginngere alla soluzione, La generalizzazione dei casi pavi
colari, mediante il passagegio dalla risvluzione numerica & quella lefterale, & chi:
vita efficacemente con opportuni ssempi; ed & messo bene in evidenza il vastagel
che offre la risoluzione letterale su guella numerica sia per 1 imposéazions d
problema sia per la maggiore approssimazione dei resuliati che si obtengouo.

Ogni gruppe di prublemi & seguito da un certo numero di (uestioni propos
e sul tipo di queste l'insegnaute potrk agevolmentle formularne altre.

T/ultima parte del lavoro, mella quale I'A. tratia sistennticaments delle appro
simazioni, contieue alvune regols per stabilive il grado di approssimaziore d
valori di espressioni mmmeriche, nelle quali i numeri dati suno valori approssimy
per difebto o per eccesso. B di quesie regole I'A, c offve infine uoa interessan
applicazione all’esiraziens di rvadice guadrate, una notevole abhreviazione del
regola ordinarin che consiste nella determinazions dj parecchie ¢ifre della radi
mediante due sole divisioni dopo nverne ottenute aleune con la regola comar
Naturalmeute la questione di deierminare il grado di approssimazione che de
beno avers i dati di un‘operaziome affinche il resuliato acquisii nn grado
approssimazione prestabilito non viene considerata dall'A., essendo quasi ssmp
di soluzione troppo difficile & percid inopportuna per gli alunni a ¢ii dedica
ano lavorelio.

Concludo questa min breve recensione richinmando 1'sttenzione degli egre
Colleghi delle scuole medie sopra questo utile lavoro del prof. P. Cattaneo, lave
¢he per la curs econ e¢uni fu redatto e per le questioni, spesso frascurate ue
scuola, che itratta con abilith e precisione si raccomauvda do s@ al lettore. Cot
insegnante di liceo-ginnasio gindieo guesto libro assai opportuune per gli alux
del ginnasio superiore, i quali aveado nltimato il corse di matematica prabi
possono irovacvi nna buona guida nelle esercitazioni che non debbono essere .
terrotte durnute il bieonio che divide lo studio dell'arifinetica pratica da gue
dell’algebra vel liceo-giunasio.

{?__' Fa _-_-:._- e et o
e T e i S i
oy - Ui BN =
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Prof. Duserto ConoIina,

I
I

—
==

P

Gignio LAzzERI — Direttore-responsabnie

Finito di sthmpare il 7 Febbraio 1916
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LE PROPRIETA DEI NUMERI J™

"y

erivanti dalla considerazione di speciali combinazioni di
elementi dette combinazioni con ripetizione fino ad 7 o
la loro applicazione: 1° allo studio delle tavole geﬁ erali
di addizione per linee, per colonne, per diagnnﬁ.]i e m'i'eu-
lari, di passo k; 2" alla determingzione in fu;:ﬁnne' d_1
e_ di &, Q;,...8Q., delPelemento di posto m 'nell-a. su. e,-;f.
sione individuata da = numenri Iniziali Q,,...Q. ¢ g;a.l
Pequazione ricorrente: Q, = P (Qmn—1 —]-—Qm_g—i— .—]- e -)q
R T s

(Comlinnasione — Vedi fazpicali I 2 I7)

PARTE SECONDA.

Applicazioni dei numeri { ]11;'} :
' h
Teorin generale delle tavole di addizione

e

. — Tavole di addizione per linee.

Jiano date una prima lnea ad orizzontals di « numeri @, .. . a,
. . . 1. et =*
ing prima colonua o verticale di m numeri ayy,. ..y, . Siano esse

2 1* linea e Ja prima colonna dello speechio di numeri

h

ﬂ!l {Itﬂ @ & = & B B 4 4 = 'ﬂ:ln

Efﬂ[ 'Hagli-lii!thﬂgﬂ

-
-
-

ﬂml ﬂmﬂlﬁtl-llliﬂmn

tteneto complefando ciascuna linea, a cominciare dalla 28 in modo

. he ogni elemento di essa valga la somma di quello che ghi sta sopra
0 di ﬂl_hr]' h a sinigtrs di quest’ultimo, oppure la
¢ he gli sta sopra e di tutti quelli ehe sono alla sinistra di questul-

. ihmo, guando essi sianoe in numero minore di k. Un tale specehio

somma di quello

=
%
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i
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-
)
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98 PERIODICO DI MATEMATICA

verth chiamato tavdla di addizione per linee od arizzontali. La 12 liv
i dirh 1* enirata od entrata orizzoniale, € la 1* colonna si dira 22
trata ol entrate verticale. I1 numerec positivo intero non nullo i vel
detto passo della tavola. Rappresenferemo una tavola chiudendc
gli elementi tra due tratti cottilinei ad angolo retto e serivendc
passo al disopra del Eratbo orizzontale.

Ci proponiamo di trovare I'espressione dell’elemento generico
della tavola in funzione degli elementi delle entvate. () B oppork
che ci geeupiamo dapprima delle tavole chie hanno Ventrata vertic
costituita da elementi tutti uguall. Supporremo anche che ['entn
arizzontale contenga n numeri qualsiasi . @iy I'ulfimo dei quali
diverso da zero, seguili da zeri 1n nuinere illimitato. Trovata V'espr
sione di a;; in funzione di @y, ... 0, bastera supporre i s m, j<
perché essa possa riferirsi ai soli elementi di una tavola dim Iz
ed n colonne,

it intanto evidente che: Il friangolo Ty € una tavola di puss
coll'entrata orizzontale 1, 0, 0,... ¢ la verticale 1, 1, 1,....

Dalle proposizion introduttorie (parte I) risulta poi:

Tn una tavola di addizione per linee, avente Pentrata verticale co
tuila da numeri ugueli e Uorizzontale costituila da 1 nwEert 8y . .
Paltino dei quali non nullo, seguiti da zeri in nwnero dllinitato:

10, Lg i™* linea comprende n—-+h (i — 1) numeri iniziali, che pos:
essere anche tutti diverst da zero, sequits da zeri in numero il

2 Se 8S==a,+...} a € la somma dei primi v elementi el ent

orizzontale, Lo sovuna det Primi n-+hii—1) della ™ linea
S.(h -+ 1)

0. Se percorrendo la suceessione i, ... A dell’ entrata ovizzon
s wit dato senso, da deséra verso siusira o da sinistra verso destr

(1) Un prime studio sulle tavole di addizione si trova in Théarie des nombres di E. Luc
cap. 1% 0.5 (I'sblean de sommes). Al m. & (Géneralisation dn tableau de somme et de Ia sul
Fibonpeei) &i accenna appena alla tavole di addigions di ordine superiore, L'ordine 4 una L
ani allude il Laess & appunto il aumera b+ 1. Uno studio pii cowpleto delle tavole di addi
travasi al eap, VI (Fléoremés pénéraunx sur le ealeul de gommes at de differeaces). Le L
giudinte dat Lueas sono guelle che noi dlremmo di passo & =1. ln esse g elementi dell e
gertioale sone inditati con wy, %, ty v wr B guelll dell'orizzoniale con w1y, B L) R O
alemente (il 17 esciuso) delle orizzonlall 3%, 3% .. . st aitiene sommando quelle ¢he gii sia
con guello a gimistra di quest ullinte. Le .prﬂpriﬂt& stndiate dal Lucas viguavdane le relazio
i termini di uoa liues o di una colonna, © di nua @izgzonale; la ricerca dell'sspressione de
mente generice ZPrq in fanzione degli eleman] eg, ty, Ug.ores SHos S Mgsees delle entr
tratiata parzialmenge. llientra in tale trattagione il Leorema * ge &i waltiplicano © ~ 1 termin
mectilivi 4i g (2es di ung tavdle diaddizione per © cogfficienti delio goilyppo di (1 -~ X}, & 0
guale somwia ael produiti, i termine della tavolu sitiveln sulle colonna cui appartiene Ullin

suddelti p F 1 termini & suila diagonale “ che 8§ stocea del 10 di essi . Questo Leorema i
tante, o non ¢i permetie ancolra di asprimere un gnalungue alemento a;; di una tavola di
zione in funzione degll slomenti delle entrate, Ora evidsntemente 18 rigerce di tale espre
® la pilt importante di quante ei riferiscono nd wno studio generale delle tavole i addizio
lines, La gueafione puo rigolvarsi per le tavule di passo b= |, senza che occorra intr
nuovi numerl combinatori diversi dai coefficienti binomiall, Se 4> L, campuiznoe pella su

espreasione { numeri della forma {’: }11' ed ¥ appunto per mostrarme I'importanza, che

preoccupiamo di ricercere la suddetla espressiome.
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PERIODICC DI MATEMA'TECA

iribuiscono agli elementi di essa i segn;
g — ¢ 1) e st indica con d Ig som
tenuti, operanda nello stesso modo sulla s
smenti della orizzontale i™, lg somma

........

i h 2 pari e vale zero se h & dispari.
A "y g 1 1

__"Sg percorrends la successione dei primi n--h (i —1) elements
ma [/ . AT¥) ‘ l

i 1 linea, da destra versg senistra o da sinistra verso desti o 1 :

. * ¥ 1 - - - . i e

Hpone . gruppi di h-4-1 elementi, U'ultimg gruppo potendo ,,?
EREING UL NBNEr0 Minore, e si SouMnNANO gli elementi py s

& -.!":, | f_g_];ﬂ!r, .4-.. fff'ﬂ- Sf'ffgﬂ.'ii: gi"i{ppf_, ﬂg somme oftenule B
L - 1V, 8 essendo la somma degli elementi dell’entrata

- 99

+ e — aliernativaniente {op-
ma algebrica dei nympr cos)
wecessione dei prim; n4-h(i—1)
algebrica che ne risulty vale d

g, 1 se-
algono futie

7 : . , Orizeont
__.Stu_dmmqi: Ora Un caso particolare. Sia h=1 eod a. §. . 0 Oazﬂ.
nirata orizzontale. Si ha la tavola: A S
=]
& e o q i 0
a0 b—-o & - { 0 !
Qat+b  afBh-to 24 s 0 0 v
da+d Jal3b+g a+38--3p 043¢ o {d ’
4a+d  Bx-|l4bh4c dax-Bb -4 e14-4h -fie b-dc " ’
da+& 1050 L, 10e+1004-3¢ 2a-+10b+10z a+5b 110 [ T ’
Bats  15a+6b4r  20e-t16bf8c  [5a+200L15c  Ga-k156190c 48415 :
B0 G Ll e T R TR e e T & m 4 g W e ve a4 . -_I e " _!-'E':"
Og'm E'lemﬂt]tﬂ e funzione lineare, a coefficienti positivi intepi
Sl @, b, ¢. Consideriamo una linea qualunque p. es. lu 78 & ”::gtem’
hihi : - . conteme-

raneamente Ia 79 linea di T, del tr

stomiali. Formiamo coi numeri d fale 72 [j '
e g HIEH o 3 . -
-: .: ‘¢ -Inr 2{-; ']-u! gu, 30; 9‘“'! Sﬂ_: ‘LG: 30! 'E['u-.- 5Di "5{'ng 50.. Gﬂ: Eﬂsi;‘uéﬁl}lﬁf[;;p!fu:
- ﬁ Rang ErUppi; 1; 1, 6; 1, 6, 15; 6, 15, 20; 15, 20,1 If'f 2{; 1'5' g'
éfgéli; tf?, ; L, ;ﬂbh?g 1% 9 g0 ds e gfuppi Gﬂmpl"endle 1,
i voGl a4, b, ¢ del bermini ultimo, nenultin - :
;:' r?_l_l_a._ 7% linea della tavola. ’ k. Sty
e C10 st verifien a partire dalla 32
L linea di T, quella ehe contiene tant; i

(A 3 _ antl numeri quaintll sono glj

E::E;E_IIFI de_l].fmtr.ﬂtz;. della favola, precedenti la successigne i]l?n‘:': "
. ﬂgh zeri tinalt. Rapporto alla 25 linea dj T, formati i gruppi djl wa
:iﬂll]., L, 1;1,1; 1, coghi elementi L 1%, 2% 15,9 Loer 1n ga v IE:I-
ii;ﬁsl hanno aneova ligl'uppi dei coeflicienti dei termini u!L‘irm:fJl ‘
tirmo, . , . de'll-a 2% linea defla tavola, Adungue il gruppu.l 1 e

dET:;E tgtt: i numeri non nulli della 2* lines d; T:. & stato ;'ip;ti:l?q
© volte. 51 noti perd che 1,1 del 1° gru ﬁ. e
¢ ) Ppo (1, 1) sono coefficient;
- ;3 . bed 1,1 del 2" grappo (1, 1) sono coefficienti di 4 e , Qule;th
: hﬁ 0 -E_genemle: se I'entrata orizzontale comprende 9, e 26l pre.
. ?fiﬁlltt la successione illimitata degli zeri finali, |

langolo ¢ioé dei coefficienti bi.

g, ...

linea della tavola, poiche & la

: lementi pre-
in una linga avente

Lrbleg it

R o ]
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100 PERIODICO DI MATEMATICA

un numero dordine minore di #, vi & un certo numero di fer
nei quali Ia successione dei coefficienti & la stessa, ed & guell:
numeri non nulli della corrvispondente linea di T;. In genera

si ha una tavela ; _
- 1

ﬂll ﬁ]ﬂca lﬂllr ﬂ‘ 01!1!
Hﬂl .f‘rﬁllnﬂﬂut-lt-llltiﬂg?“-{-h' {}l Ojl'll

| ﬂﬂl ﬂas“'ﬂﬂnliIlrii.lir.-{'[&,'||+l'l"_.lh-Il--ll-l.il ﬂﬂ.u—i_—-ﬂh, 0--'-

L] N a . § & r " L] w - ® & 4 @ [3 = - - - - -

_ = | _
del passo h—n, con entrata orizzontale @i, @is,...%nm, 0,0,
verticale a3y = ag = gy =y = ... risnlia:

ﬂl‘Illl —— lul]’iqj,[ “11. _|_ .fl{u}!.,li,ﬂ ﬂlﬂ- + aa w _]_ fh{ ];‘j‘.n ajn

ed 1n generals
_fi-1n,
— l‘?_ 7 hf_

ritenendo al salito {;: i}l=1, se j—r=0,9 { : J-h—l], se j—

lﬂI}[J,r ' “-E...'- it

T coefficienti 2™, . sono dunque numeri di T),. In pariieola

— 1. (i—1
h= 1, rigulia ;I-.n}i.,j,r —— {; ?'}12 (l; —ig

1 —1 2
(1 2(‘}.—'1) 11 —I— (J

) , eppero:

:é] L’I]g'{—..-—'l— (;___:) Cin s
Osserviamo che se nella successione dei primi - {1 — 1}/
meri della im0 linea di una tavola di passo &, ¢y ed ax sono tel
estremi od equidistanii dagli esivemi, &: jt+k=n—+[(i—1)h
Nella espressioni di a; e an, 18 successioni del eoefficienti A co
gono gli stessi numeri ma in ordine inverso, vale a dire:

-}h{mjl‘j,l_— — lﬁh]:[;k,u—{r—ﬂ .

Fd mvers, avendosi:

q i1 ; B { i—1 }
2W0yge = {j — r}.f Wignten =Y — + (r+ 1),

=

risnlta

{;H :}: {(i — 1ji?i;—1{j — f')}f {k'— ,f ; {i- — 1)};

Ci occorre ora, prima di passare al ecaso generale, trattarve
tavole che hanno 'entrata orizzontale con un primo elemento
lunque e eol rimanenti uguali a zero, e la vertieale costitmt

munque. La tavola seguente & del passo A=2.



