s
i)
e
k-
I ‘l
s

.
59 e : grie 8 L Ew
‘aleune tavole di addizione per diagonali di passo 1, dedotte
30 dal quadrato aritmetico di Fermat, ed in particolare sn guella
;E «  dell’esagono aritmetico di Delannoy. - e
87
. Esponendo la teoria generale delle tavole di addizione (%) ho chia~
i wato tavola di addizione per diagonali uno specehio di numeri otte-
86 gito nel seguente modo, I assegnata una primea lines, detta eniratn
92 zzontale, di m numeri @y, ag,. .. @, (Voltimo dei quali diverso da _
ro) seguiti da zeri in numero limitato, ed una prima cclonng,
tia entrate verticale, costituita da numeri qualsiansi @, gy, . . . ay,.
'I;f“'%_t}'mpietﬂ.nn la 28 82 ... linea per modo che ciaseun elemento
1 1° eccebtuato) valga la somma di quello che & alla sua sipistra e
13 tri % appartenenti alla diagonale / clie si stacea da quest’ul-
9% dinio; oppure la somma di quello che 3 alla gua sinistra e di tutti
@ielli che appartengono alla diagonale A che si staces da quest'nl-
;- 10, 86 essi sono in numero miinore di k. 1l numero poaii;i'?_d; intero,
138 - ou-nullo 4 si chiama passo della tavola. Converreme di indicare che
| o specchio di numeri composto di linee e colonne & una tavols
* diagonali, serivendole enbro un angolo retto a lati doppi e seri=
ido 11 valore del passo al di sopra del lato orizzontale: ()
Chiamasi quadrato aritmetico di Fermat (") una tavala per dingo-
141 del passo & =1, avente l'entrata orizzontale e Ia verticale co-
Bilnite da numeri tutti uguali ad uno. Essa & adunque la seguente:
L hs=1 | h=1
212 ' = ' ' :
U 1 1 1 1 1 By 19 Ay Grae. s
1 2 3 4 5 6 7 dpr Oaa  Gag  (og ...
949 13 6 10 15 21 98
ivi 1 410 20 35 56 = :
245 1 5 15 85 70 126 210
1 6 20 36 126 252 462 | ¢ gn 4u gu...
ﬂii- _ Giasoun elemento della 2, 3, linea (il 1° eccetituato) si ottiene
wunque sommando quello che & alla sua sinistra con quello che gli
212

wﬂfr Leria@iso di Matematice, Faso. Marzy-Aprile, 1e16,

In tal modo & pure precisato che &f tratta di tavole di addizione per diagonali, nel citato
ﬁ'ﬂrﬂc ) . )

il questo il nome ohs ha in Locas, Théorie des soiadras, Cap, VII (Lez delitauieva arﬂmd’ﬁguqﬁ'];
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sta sopra. Indicando con ay l'elemento generico di s, Appart

nente alla ¢ linea ed alla j# colonna, si ha: ()
__(a'-—l—j-——Z) N (i+j—2)
W=V =1 )T\ =1
Come & noto il numero @; esprime in guanbi modi si pud ands
da a,; ad a; percorrendo un cammino composto di tratti diretti

ternativamente nei sensi —> o i oppire J, e —,

In questa nota mi propongo di far rilevare le proprietd piit i
portznti di aleune tavole di addizione per diagonall del'passo A=
che si deducono dal quadrato aritmetfico di Fermak. Sono tav
interessanti, perche fanno parte di esse alcune configurazioni nun
riche chiamate #riangolo, pentagono, esagono, di Delannoy, che ne
mostrate I'importanza applicandone le proprieta alla risoluzione
problemi di aribmetica. D1 esss si parla brevemente in Lvoas,
eit., eap. VII. E propriamente della tavola della gnale fa parta e
gono che infendo tratfare, e quanio a quella del pentagono ne par
esgendo cid necessario per tratfare di quella dell’esagono. N atur
mente non sono fanto 1 poligoni di Delannoy che sono qua studi
quanbo pinttosto le tavole delle guali essi fanno parte. Quanto
Tesagono ed alla tavola della quale esso & parte, la trattazione
espongo completa, con aggiunie nmove, il poco che ne @ seritto x
I'opera del Lucas. Sono reeats le opportune correzioni alle formole
Lueas, che sono errate, e ne & data I'interpreiazione esatia. Al
considerazioni rignardano la distribuzione degli zeri, dei term
uguall ece. '

I. Immaginiamo due guadratl di Fermat sovrapposti & consideria
le diagonali identiche spostate rispetfo alla principale A 1,2, 6,20

di » posti rispettivamente nei sensi —- ed i Una di esse adnnt
o sobtostante alla diagonale principale di » posti, 'aitra & a des
di essa di » peskl. Facciamo compiere ad uno dei quadrati una &
slazione verso I'alto di » posti, e poi una verso destra ancora d

postl. Dopo cid la diagonale del guadrato mobile, sottostante @

principale di # posti, viene & sovrapporsi a quella del fisso, c¢h
sposkata vispetto alla principale di # posti verso destra. Toglie:
allora dai termini del qnadrato fisso gquelli del gquadrato mobile |
sono venuti loro a sovrapporsi, abbiamo anéora una tavola di ac
zione per diagonali del passo hA=1, nella quale evideniemente
diagonale principale “a risulterd compostn di zero, poiche ogni 1

() V. per In dimopkrazions 1a citata teoria generale delle tavole df addizipne.



prima, astrazions fﬂt’tﬂ' ﬂﬂﬁfiaﬁﬁﬁi'ﬁ ST
. gﬂﬂﬂ 3 ﬂeﬁmmay d; Imfa 1. Qua 5 fiﬁ

i* 0
;'.-'_ -!EI .'

E o] }a-%i‘: &
,- ___mnﬂay Rlpmtlﬂmn pnmhé ¢l saranno ntﬂ:‘

ruau 0 =1 -1 —1 —1 ~ | — -’fc
J{}.![ID B el B e B e s 8w
Do O D —1 =8 — B8 —10 = 15 -
lnn'ﬂ 0 —1 —¢ —10 —20 — 85 —
S T S B —4 ~i4 <3¢ = 6 —1s5
l 2 8 ¢ 4 0 — 14 —48 —117T —242
1 8 & 0 M 14 0 —48 — 48 —117
1 ¢4 10 30 84 4R 48 0 —185 —s572
i 5 13 8 69 117 6 185 0] —572
[ B 21 56 125 242 407 572" 530 i
1 7 %28 .8 209 4bl BEE 1330 1002 | ! D
| & 86 120 828 780 1638 2088 4870 |
I 9 45 185 404 1274 1812 4880 O75D

Tavota del pentagono di laio

r==3 h=1
00 0 —1 ~1 —1 -1 =31 — 1 = 1 —
|00 0 =1 <8 =8 4 =8 = .= 7 ,—
'Iu_a 0 —1 —8 —§ —10 —15 — 91 — 928 — _
(41l 0 -8 — 9 =19 —2¢ — 55 — 83— 119 ——18i |
fr2 3 3 0:—=9 —28 —02 — 17 — 200 —310 | '
I3 g 9 B 0 —28 —00 —297 = 407 - a
| 4 10 19 &5 28 B =90 —Z97. — 04
| & 15 3¢ 8 90 90 D — 997 —10Mm
(1 6 21 55 1T 207 297 299 - 0] =1001.
17 28 88 200 407 704 1601 io0r| - D
| B 36 119 813 786 1430 2431 9dg2 |- 0
| 9 45 184 438 1209 2e8s 5070 @502 © . oo 0
Tavola de! pentagunu di |EITI]' .'-33;'

. Un .peutagono di lato » ﬂppﬂl'tlﬂnﬁ adunqﬂe EI.E] IJIHL tavola per
"@mgﬂna.ll di passo k= I, nella quale leni’:rﬂtﬂ. m}zmutﬂla contiene

+ zerl iniziall EEI'-‘I’l]lf.l clﬂ. termini tuttl 11gunl"-*-f§§__—-1 a ]a. vertmala

o

By
i

P

=

e

=]
.

Eriie
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mero dei modi coi quali.si pud dal termine 1 della (r - 1)"- lin
della prima colonna della tfwnla arvivare al termine dafo con un

mine formato da tratti diretti alternativamente nei sensi —

oppure | & —», senza passare per alcun zero della diagonale 1
Cid posto indichiamo con aj il termine generico del quadra

Fermat e con 5™ il termine generico della tavola del pentago
lato ». Nel suddetto trasporto di un guadrato mohile di Ferm:
uno figso, al termine ay (j> ) di questo vieme a suvrs.ppm-si i
mine e, - del mobile, e poichd ai termini delle prime » col
del quadratu fisso mon & venubo a sovrapporsi aleun termine de
b:ie, le prime » colonne della tavola obtenutz, astrazione fatla d:

zeri iniziali di eciaseéuna, sono idenfiche alle prime » colonne del
drato di Fermat. Indicando adungue con bi® il termine gen
delle tavole del pentagono di Jabo », avremo:

byt = ttg— @igrj—
eppero: |

. ore by = Qiorg — Higr
quindi per le (1):

Qppure
' 1= %+j-.—f*——2)_(i Fj—r )
by ( g=d j—r—1
oppure
_ LI S o e | go—gp—1 /.

- Per i ,‘,:r red §<<i, 8 si Lanno i termini del pentagono propriax
detto. Tsso comprende i termini di ognuna delle linee (7—-1)%, (»+
dal 1° fino allo zero, incluso, della dingonale nuila.

Risulta evidentemente:

) ﬁ[jgr] = U; bﬁ[r} = 0; (L, j"i-_-::: J')..
Se r=1, si ha la tavela del triangolo, ed B
byl = (i +j_ 3) - (i +‘? —;_.3) =
1 — 2 . t—1

1] (’5+f—"-3) i=J H-J—d)
“G—1li—2 |7 i=1\| j—2

2 E]!]U.] e g— bji{r};

Per i > j ed i=7 si hanno i termini del friangolo proprias
detto.

2. Passiamo ora all’inter essante tavola della quale e parte
gomo di Delannoy. Per costrurla sl dlﬂpﬂﬂﬂ'ﬂnﬂ st una prima li
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e 1 -.i]gllﬂl.i ad 1 EEgﬂiti da, nno :ZEL‘U, e su uni ptim&.-ﬂnjdﬁﬁﬁ. § nu-
&1 uguali ad uno, pure seguiti- da uno zero, Muovendo da tali -_ze_"_i-_i:,,.- A
impletago con altri zeri le diagonali . che si stadeano da essi; e
sterminano gli altri termini dell’esagono col solito processo di

ione per diagonali # del passo A=1. Com’s nofio vgnuno dei

vi positivi cosi ottenuti vappresenta il numero’ dei modi coi T
i del termine 1 della 1= linea e della 1% colonna si pud arvivare Pl

ab s nero considerato mediante un cammino composto di fratti alter-

Hew

sutivamente diretti nei sensi — o d oppure \L e —>, senza passire

¢ alcun zero delle due diagonali ‘nulle. Riportiamo qua la tavola

2 quale & parte I'esagono di lati — #+ =4 ed ~L §=3. Un esa~

Huo @ sempre parte di una tavola di addizione per diagonali A, del
0 k=1, nella quale si pud osservare:' . R

. 1° Le diagonali . spostate rispetto alla principale s di », i o RN

+ 28y .o ko 4 (It — 1)s posti verso destra, oppure di s 28-+-¢ g

20, .. s 4 (ke — 1)r posti verso il hasso, sono nulle, cicd con-

gono soltanto zeri; - | o et

2" le regioni della tavola, comprese tra due diagonali nulle conge-

1ve, sono alternativamente positive e negative, ed & positiva quells

apparfengono i termini dell'esagoiio.

w8 8 o= BE o PN Efﬂ 0 296 054 jsﬁ'ﬁglaz.

¢ 0 47 —155 352 - 688 [ —024 028 O 206D

i

4] 0 —14 —47 —108 —197 — 286 | —286 O 624 2995
|
|

7 47 O] =155 —507 —1145 Z AR

0 g EEE | u:é 108 15_5j 155 0 —507 -
—9 8 e8! 8ol 197 82| 07| s07 @ : -
— 28 — 28 0: 89 98¢  gde| 1146 | 1652 1052 0 Ll

l T e W e i, i maw | l-l-l--'_—rl'-l-------.--.--....“p_._._._r- ______

| Eé::._—'H_H — 81 — §§ ~— BHE 0 286 9242069 | 8721 5473 5373 Q@ : g

-

—— SR S s SR T — R s R T I ——

—10B —167 — 986 — of@ 0 2g¢f2m83| 6714 i : | E

—155 —~352 — GI8 — 924 — g4 02998 | 9704
—155 1507 ~1145 —2069 —2093 —2008¢ 0
0 —507 —1652 :
507 0 :
1652 1652 ;

Tavola deli’esagono df [aﬁ 7 .+—¢}1. ed =23
. ogni diagonale nulla divide la porzione della tavola della qﬁalé il
:6 diagonale priucipale \ in dne regioni di segnp opposto, e due =~
Jtimini di esse, simmetrici rispetto alla diagonale nulla, hanno valegi™
§oluti uguali; 4° se si cousiderano i termini dell’esagono compresi
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uel]a. striscia —— le ¢ni porzioni sono alternativamente di

nel sensi l, e —, @ si attribnisce a quelli compresi nelle po
_d_.lI'EttE! nel senso L il segno -}, ed agli altvi 11 segno —, 81 ha

numeri de'll’entr&-ta.- verticale della tavola. I1 primo tratto l,
Etrlama comprende s+ 1 numeri, e gli altri ne comprendono 7

DBI pari i numeri compresi nei trabii —-o i della striscia

&

presi col segno + o —, secondochd Erattasi della direzione —-

formano, nell’ordine in eui si suecedono percorrendo la strisecia,
trata orizzontale. I primo tratto —- della sfriscia ne comprende |
ed i rimanenti ne comprendono 4 s--1. Segue da quanto &
detto che per costrurre la favela si pud col solito processo este
via via la costruzione dell’esagouno e conseguentemente estend
entrate orizzontale e verticale e completare 1”iniera tavola fino a
data linen e colonna.

Se eyt & Velemento generico della tavola cui appariiene

gouo di lati — » ed 4 s, si hanno le formole: ()

. .E’.i_.i':r‘""'?: “E“E’?;"';"' (j = Etjﬁ;’ -+ s)) o {_ir—»l ai—l;:.j[.r,:{_g)_F ?)1

= -_L.-r_g. y -—g 3
S _ ) —~ | b f—2
oy Z, '(-E—ulzl:h(?'—FS)) (j—lzl:fa(i'—l—S]—I—S)_

=102 |

-

(') Le formols date dal Lneas, loe. cit, par esprimere il valore del fermine Hy’
tanente alla limné (¢ + 1)* ed alln colomma (y-}-1)* dsllespgono di Jaki 2 ed
oon b numerd, iniziali nguali ad 1 salla 1" linea ed a2 numer] inisiali oguall ad 1 sull:
lonma, sono:

H:‘._T —— Eh (— _ull !:EI_F?_.‘I:-II{II-{-]'J} —_— EI_I_?I--].:I{II,-;-]J}—IJ]
T B2
HY = I, (—1" [Bxt :r-—h{n.+ Ve Qg :—h{n+b‘j._b]
ok
| i h{a{d 24 g : X s
.. plle quall la motazions Oy * D) gin per , @ si conviene che /i pot
2z — k(o -k B

mera fra 1 valori 0,1, 2,..., quelli per i quali gli indiei superiori del fermini ehiusi 0
aigno uuntempmmmamanta nagativi. Le formole sono erraie, perehd non danno sempr
lore’ esntio di H.”, s Testono tali anche se si smppone che 7/ possd AEsuMErs vilori
inta:r:l oppurs se sl eambimmo gli indiel x—# (@ +0)—8; y—ai (n—}-h}—b in a—5 (x
J-—.’r':[n-l- F'.'—I'-'fil od in z—nAa{a 4 B+ a; y— k(e + b) L ¢ Per es. nal ecasc
g == 8, che & quello eonsiderato dal Lucns, g hn, come risuliz dalla tavolz gik
H4® = 155 mentre dalla formola wisulid: :

1P
CHS= I (=[Ot — OS] = (1:') = (ﬂ)““” 165

D}I..u. wE

easendo possibile i1 salu valare 0 di %o E dalla _E'“' si nvrﬂbha per k=10

= (5) - 1) =

Supposto che 7/ pomsa svers mnche valori megstivi interi, si ha dalla 1% per h =

e [0 - ] -]



Irefle :

veru per la propriets ( ::)= (mﬁﬁ) applicata al 2° termine

:':~::555;:?f,s e t-J ol = , I ( i et ]
o= 3, [ i1 S g — g 2 b))

B — T [( fosf=3 ) ( i+j—2 )]
; ___:-§ | w1012 L\2—1 + (?' —I‘ 5) t—1 i h (?' *l'— 3) — 8

o alle quali il segno ¥ va esteso ai valor: positivi o megativi di
e.i' 1 quali ano almeno dei denominatori dei termini Ghmsj nella []
del 2° membro uon & negativo. Epperd in tutf,e le furmula 11 86gN0
i | termine % (r 4 s) & e dovanque arbibrario,
. Per i ed jtali che

(3)

P —sSjSi + I
]:m. I'espressione dei t-BI‘IIliI]i dell’

1 delle due rhaﬂ'nnﬂh nulle piil vieine allg
,_Iagﬂnalﬂ . priancipale dell
'___:Ersa tra_esse.

'“{ Per inferpretare il significato di tali furmule nss-ervigﬁin_:_ghiél_:_'_-_____lﬂ_'_
tlm& due possono EEI‘I‘FEI'EI]' T v

w—2—1,0,1, [J +h f?' ~+ S] ]

_({i—fi(?' 8) - r]—[—[j—-k(r'—}*ﬂ)-_—i‘-—ﬂ]”
| [J+fﬁ[?'+3)]"-?'—1

T:E] - .[([; ~ b (¥ + 8) - 7] 1 L? h (‘?' +S)] —— af —_ 2)

appar-
a, eiok
v 1% eu X

[F--I—h{r—}— sii—1 -

_ (l'j*fs(r - 8) s]+[a—i—ﬁ(?'+31—-s-—23)]
[t 40 (r-+3)] —s—1 i 4

Hy = », Zihnu [Oxpy™ D@ g, v 4 hiaib)-]

B == By [Cpydbbieih) _ ﬂw‘i it
H-'-'E‘I-_l!uiilij_'

= i E.lhn o) [ﬂ=+FT+hfu+h] — O e I.:Ellfl.r]_l}_ ]

Hy' = 3  [Oyy Stblatby cx B ES 1=(n+b1%¥5]
w—Zy=1,0,12 0.,

H‘“Iﬂlfr'ililll A pus agsamere tra i ‘Fi.ll.'ﬂ.'i ]

— 1,9, 1,.,. queli per j quuh gli indici B
R i:jnrl dei termini chiusi in

[] non sono eontemporanenmento negotivi o magpiori degli #nfe-
url. I segmno i A{sc -+ 8) in tali indiej’ superiord b dovunque arbitrario. Di osse 1a 2* 5i dedace
. I}ﬁ 1, e Iz 4* dalla 8% per In proprietd: On® = 0,7", Per: passnre dalle notazieni del

48 lle nosire ocsorre cembinro e in #4160 v in y- 16 pai 21 dn 4 9ok 1n g
- ¥, & in & 8d H:+]?i‘1 ino g: 102 12 : | s .

PERIODICO DI MATEMATIQA_ | ' {

€sagono pmpm&menta detto. HEsso

A tavola e tuita la pnrzmu& [11 EEE‘H. com-

g 3, [(I=ROFI LG b o 3—~— }__ e

Jamidas
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Nelle formole cosi scritte le differenze chiuse nelle [ ] dei secor
membri si rivelano termini di una tavola relativa ad un pentago
di 1ati » ed s rispettivamente. (10 si deduce dal loro confronto ¢
la seconda delle (2). Abbiamo pertanto:

o= Iy B e a4, e 48
' P P VN T I
e ¥ = Zn ¥ ugrete itbess )
e 2 —1,0.1 2,0 '

Consideriamo queste formole separatamente. Riguardo alla, -
perchd un termine del 2° membro, corrispondente ad un valore po
tivo di h, esista come appartenente alla tavola relativa ad un penti
gong di lato », dev'essere i —hk(r-s8)-+ >0, e perche esista
corrispondenze, di un valore negativo di k, dev essere

j—Iihk|.(r+8=>0.

Aﬂuﬂque per tutti i valori positivi di & ehe seddisfano alle relazic

i —h(Gs)+r>0; j—h@+s>0

(computando lo zero, che soddisfa ad ambedue, ung sola voita), esi
il termine de! 2° membro come fermine della tavola del pentago

di 1ato 7. Se 0, 1,2,...p; 1,2,...q sono le due serie di valori di / s¢
disfacenti alle suddette relazioni, saranno

0,1,2,...23 l,—2....~—~¢

i valori possibili di i riguardo alla 1= delle (4) e risultera:

o™ === B pesgpr, s rpoesn o o o Bt parin o) T Bmtriiin gite s
- 6% 4y, h) = b{r]i+ﬂ!1r+s}+r:j +£{1+-8) - 0P g e 49 e -

e v o B g g n, T Hulr—) -

I primi indici delle 4 sono in progressione aritmetica cresce
con ragione r--s, ed 1 secondi in progressione aritmetica decresce
con ragione r -8, pertanto: ¢ termini del 2° membro della (5) app
tengano alle tavola del pentagonmo di lato v, e si trovano sulla dia
nale f che passw per Wy ;. Tra essi ¢’é bWy e gli aliri si har
percorrendo le diagonale nei due sensi, @ partire da by, contar
i termini di (v + 8) in (v +s) e prendendo eiascuna volte ' (v - s)

Un’analoga discussione si pud fare per la 28 delle (7). Se 0,1, 2,..

" gono i valori positivi di & per i quali

j—h(+s)+s>0
e 1,2,...¢ quelli per i quali i —#& {r—+-35) >0, sarannp z

0,1,2,...7, 1, —2,...¢9




......................
.......................
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: 21 valori possibili di 4 rapporto alla 20 delle (4). Risulta adunque:;
E}j—p’;:fr-l;—sHE. H+pie+s) + " + b(ﬁ].i—-ﬂ{r+5}+ﬂ. I42r42) "i_ b—iﬂ}j—'(ﬂ-ﬂh—ﬂ, it{r+s} +

T 6%t B e, i) - A TETTE T
—— + ﬁ{H:':j e +e) £5, 1—q(r+8) h [54')

@t}ﬂ per avere © lermini del 2° membro delle (5) basta nella tavola del
~ wentagono di lato s considerare lo aiagonale J passante per b, ..

v 'i;t esst e'¢ b o1 e gli altri si oliengono percorrendo lo diagonale ned

3 senst, muovendo da b, contando i termini @i (r-+-s) in (v +s)

. f":"—i*'i?'ena'enciﬂ clascura volta I (r - s)".

@~ i 3. La legge di distribuzione degli zeri nella tavola di Ul esggong
2 Y risnlta subilo dalla sem plice ispezione di essa. Se dividendo 7 per +ts, |

ha il guoziente u# ed il resto 2, talchd i=(r + sy o, gli zevi A

ella #* linea occupano i posti | | -8

rtofy, rta+0+9P, to+20+9p,... .

mt

iy

Loserd-0>rtg ciod se 2> s uno zero, il 1° della lines, oceups, F

- 1l posto (v—s)°. Del pari se dividendo 7 per » - s si ha i quoziente
wad il resto o, sulla fm2 yoloung i posti

(20, s+2)+(r-8)F, s+ )42 (»+39)1°, ...

. somo occupati da Z6rl, @ 56 § +-0'"> s 47, ciod se v >, una zero,
il primo della colonna, oceupa pure il posto (v — #)°, |

- La distribuzione degli zeri puo essere-anche considerata rapporto
alle diagonali parallele alla principale ™j se diciamo 1% 20, | diago-
- nale nulla a destra od a sinistra della principale, la Iv, 22, ... diagonalée
. di zeri a destra od & sinistra dj essa, 1l 1° zero della 1# diagonale

3be 2
no o

........

‘nnlla a destra & il fermine ™%y vy della tavola, lo zero X di essa
2 il termine ¢ .14 e lo zero )° della (k< 1)* diagonale nulla de-
tﬂ. ¢ 1l termine ¢S v Lt ketn s del pari lo zere )" della (ke -1~ 1)»
diagonale nulla sinistra & il termine O inere) 4 X
“Per A=1,29.... si hanno tutti gl zeri diagonali della tavola,
lch® si pod serivere: i
” A e iite 40y =0 } (ﬁ) .
-G(r'ﬂiii-l-sa-k(r-s*sl,j =) |

6

e
ﬂﬁﬂ h
=

W0 s

i relazioni risultano anche dalle (3). Consideriamo ad es. Ia 11

s

:H'_'_j:l-'la (8), nella quale supporremo di assumers il termine & (r -+ s) col
,'::""g_'_i;_u + nel 1° termine della differenza chiusa mm [ ] e col segno —
6l 2° Per j=i-+4 - k(r-+s), coms appunto si verifica nefla 1@

ﬁﬂﬂﬂ (6), la differenza diventa:

( 24 r o (r +5) —2 ). 2+ (r 4 5) y
t—1 -+ (4 fc}£1'+-31+f o (i--*l-—h(#'—{—a?]—]—r )

el o
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Se fi; & un valore di & per il guale 11 denominatore del 1° ter
della differenza non & negativo, sard — (h,—+ &) un walore di J
il guale 1l denominatore del 2° termine diventa uguale a quello d
e s8¢ &, & un valore per il quale il denominatore del 2° termine )
negativo, sara — /i, — & un valore per il gnale il denominatore ¢
diventa uguale a quello del 2°; dunque nell’ipotesi

j=t+r--kir-+s)

il 2° membro della 12 delle (3) vale zero. Analogamente dicas
2" membro della 22 delle (3) (quando, com’® lecito, si assuma % |
col segno - nel 1° termine della differenza e col segno — ne
esso valé zero se i=j-- s+ & (r438), come vuole ia 2° dslle {

Occorre perd osservare rapporto alle (6) che esse permetto
oftenere tutii gli zeri diagonali della tavola dell'esagono, ma u
esse, p. es. Ja 1t non contiene tutti gl zeri della # linea, nd |
tutti quelli della 7 colonna. La distribuzione degli zeri diagonal
linee e colonne & gia stata indicata, e pud essere fissata dalle
z1oni: . |

ﬂirlﬂll{[r-i-ﬂ:l+ﬂr_[t‘+1-!}+ Eir4s = 0 }

¢ e sy ke 28X s8)4r — 0

per valori positivi interi arbitravi di %, per i valori —1 (qnan
possibiie) e 0,1,2,...di1 %, e per v=1,2,...(r+5—1). Pi
JF(r ~}- 8) 4 v pud acquistare qualsiasi valore positivo intero, la 10
relazioni contiene tutti gli zevi distribniti per linee, e la 2* Ij
tiene distribuiti per colonue. Invece gli zeri diagonali dati da
delle (6) oceupano posti diversi da quelli dati dall’alira, perel
una il 1° indice & maggiore del 2° e nell'alira & minore.

I’ ispezione della tavola dell’esagono mostra anche che se g™
8l ha:

G(rmﬂ':'i'j __1 — _ﬂ{r'la}l.’j —E; u{rjﬂ}[-'*ld — E{r.ﬂll—a__‘i

se ﬂfr’ﬂ}jj = 'U
R e m= — oS s ) = B |
Le prime due di fali relazioni fiseano per ciaseuna linea o eol
la legge di distribuzions delle coppie di termini uguali; le n
due (nella 1* di esse & & un intero positive qualunque e nella 22 u
tero posttivo tale che i — 7%, j— k& > 0) la legge di distribuzione
coppia di termini di egual valore assoluto e di segno opposto.
4. 81 trova facilmente 1’espressione di tuiti i termini nguali o
trari di un termine dato ¢y™® della tavola, che non sia uno zerc
gonale. | | :
31 consideri uno dei due indiei ¢, 7 per es. I'indice 4. Se & @ il
ziente della divisione di i per (#—8) e v il resto, talch® i—%(+1-1
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alia 12 delle (7) risulta che i termini ehe sono zeri diagonali e che
ano per primo indice 7 sono

s v i)« (I = 0,1,2,... ed eventualmente — 1), '
555'S_uppnniamu dapprima che j sia compreso, fra due valori I’ ed '’
gonsecntivi di » 4 v+ (r 4+ 5) e sia ad os, ¢ <<m'. Pongasi j—I'=1]:
e —j—=m. Allora I ed m esprimono di quanti postr ¢;"* dista dagli
" 2dri diagonali pii vicini della 12 linen, talché i termini

R e i), §a D) s CY8)_tom 1), 14 (om0 40) o

% a1, j Hiempat) o A B I R

ionio alternativamente di segne ngnale e contrario al dato ed hanno
) stesso valore assoluto di esso. Altrettanto dicssi del termini

G{I’E‘:'H], i—1 CT{T‘H]iJrEHmL J—{l4m}y

ﬂ[r'ﬂ}l—l-{ﬂl.-f-_m},j—{ﬂ-{-.m] ’ 8 +HEl—Im), j—{@l+2m) =+ v - o s

_ - 8e poi sulla 12 linea il termine 6" non & compreso tra due zeri
. R onsecutivi, ma non ha aleun zero simistra e dista di m posti ddl
" zoro che & alla sua destra, soltanto Ia 1° serie di termini com-
g rende quelll alternativamente nguali e coutrari di ¢i'™. Vedesi ora
IB la 1* serie comprende i termini della forma.

cfr*E_']l—k[erl}, J-rk(im+1)5 C{T’Eir-h[m +-m, j4ifm+1)+m

_-:_:-trern, poiche m +l=m'—V=r )3

ﬂ[r’a}I—-k{r-i- Bl i+ ;t{r+ B) 3 ﬂ{r'ls}lq—h{H— a)—m, j +hlr+s)+m

Ja Ia 20 quelli della forma

::I S R, a), j—hir-+8) e r+4e)+l, j—lilr+a)—1

potendo avers valori posifivi inf_,eri gualunque che non rendano
ulli o negativi gli indiei. Conelndiamo adungue:

(K)o P e pa), J4nlree) == €5 k{ra), j—Klr4 )

| (9)
— ﬂljmﬂ} — dnﬂ}i—-k{r-}mium, JEkErelrm == Cipkirtalil, j—k{r+8)—1 |

Cij

(li indiei. Osserviamo infine che se ¢™ & termine di una dslle
_ coppie di termini ugnali comprese nelle prime due delle (8), allora
isr avere i termini uguali o contrari di €880, bisogna applicare le (7)
;‘:i‘ii.'-u solo & Gﬁ{r,s;i ma anche al S10 I]gllﬂ..]E e ﬂﬂﬂtigﬂﬂ Eil:l“h. stesea hinea
golonna. - | 1

N. Travenso.
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DIMOSTRAZIONE ANALITIOA

di alcune proposizioni sulla circonferenza d’Eulero

Nel triangolo, i piedi delle altezze, i punti medi dei lati ed ¢+ pun
medi dei segmenti ehe uniscons ¢ ive veriici all'ortocentro appartengor
alla stessa circonferenza, il cui centra & il punto medio del segmento i
unisce Uortocentro al centro della circonferenza circoscritia ed il cui ragy
e et del raggio di questa; teorema ben nofo.

Sia AA,A, il triangolo, P, Py, Py 1 piedi delle aliezze, H Vorts
centro, Q il centro della circonferenza circoscritta, M, M,, Mg 1 pun

medi del segmeutl determinati dall'ortoecentro e dai vertici.
1l lato AgA., sia asse delle z, e l'aliezza AP Vasse y: sia

.&IEP =T ..&1]? =n
ed & l'altezza,
Determiniamo dapptima 'equazione della circontferenza dei pun
P, M, M.; mostreremo che essa & pur verificata dalle cnurdma.tﬂ d

punfi M, e D,
[/equazione gemerale deIla circonferenza @

z* 4+ y* 4-2Az +-2By + C =0. (

I parametri A, B, C son determinati, in questo caso, dalla co
dizione che la circonferenza passi pel tre punti

P=(0,0) ; M:(ﬂ_gm G)Mﬂ—(; g)

Abbiamo cosi Je fre equazioni lineart

C=0, * (
e —
( 21?1) -5 (“a )}G':”' \
9 72 ] _
i ;; |2£.—E—+2E.—£-—|~G=D. (

Si ricava:
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Portando questi valori in (1) trovasi per
renza clie passa pei punti in parola,

2ty (E )ﬂ?—"—(f-l—mﬂ)

equazione della circon-

oppure,

22° 4 29" —(n —mi) 2 : —; = y=A00. (6)

Si vede Er]]E lﬂ Eﬂﬂrdiﬂ&tﬂ di Mj_ (:3.': =3 ZI g y e %) Eﬂddiaﬁj_nﬂ 2

108t equazione, [nfatti, sostituendo ~—2j3~ al pasto di 2 e fj al posto .
y si ottiene

2 20" mn\ J-
.zt | - | (?a_#ﬂ)-ig— (ﬂ-'f u;::) L
ridocendo, - ™
{}zﬂ- -
Ricerchiamo i valori dellae coordinate di D; esse verificano Ja (6).
{{ punto I & medio di AH e qumdl PD, m'diuﬂta di D & eguale £
it AP - HP ;

. 5 _é_ , €108 alla semisomma delle m"ﬂmﬂte di A ed H,

Ma 8 AP=1, e HP, & Imdmata all’ nngme della P,A.; per cui,
> desendo | . 4

Equazmne di AgqA, e quella di AP, che & peipﬂndmulme ad A;A e
fsan per A, = (n, 0), &

=l T “

___,._.
P AT
r

S
L
=y
3
—
2
B!
L
=

7 E_ﬂiﬂﬂﬂﬂdb %=1, trovasi per ordinata f_ul:'l__’@;:__;-jgi_u_e_ di PH, il valore

..... M f

2) Le coordinake di D sono dunqgize

S .?ﬁﬁﬂl-‘f—.ﬁﬂ i

e e
e ;Se questi valori i sostitniscono nells (6, I equazione si riduee ad
identitd, ¢id che prova che D appartiene alla circonferenza (6).

- Assumendo per asse delle z la P2A o per asse delle y la perpen-
___:_:_:_qlare Pifds, si vedra nel modo stesso che In circonferenza che

9) r=0, y=

4) Hhih ":r
% S

.......

w8 per Py, M,, passa pure per M; e D, e che qumd: i identifien

- i¥alla circonferenza precedente.
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Cosi pure, assumendo quali assi coordinati il lato A;A e ]
tezza AaP;, si vedra che la circonferenza P.M.M passa pur essa pe
e Dy per cui 8 identifica colle due altre. Dungne i nove punii P, M
P, M,, D, M, P.. D, sono sulla stessa eiveconferenza.

Se @, %o, sono le coordinate del cemtro N della circonfere
predetta, & |

4o, —{n—m)=0,

K

g — (5+7) =0,

R
dalle quali,

1 | mn
Tn = 4(1: m), ynzi(h+7)'

Questi valori rappresentano pure le coordinate del punto medic
segmento che unisce 'ortocentro al centro della circonferenza
coscritta. Infatti, dali’equazione (1) di uvna circonferenza si de
quella del eireolo circoseritio ad AA;Aq serivendo che le coords
dei vertici A=(0, £); Ai=(n, 0); As={(—m, 0) soddisfano all’s

zione {1): cid ehe conduce a fre equazioni di condizione,
WB4-2Bh4-C=0 #°+2An+4-C=0; " —2Am4C=0.

Risolvendo si hanno i valori dei coefficientl indeterminati A, ]

o
2A = — (n — m); =--'—(h' hﬁm), C=—mn.

L’equazione della eirconferenza circoscritta divenia dungue,

oty — (n—m) x— (k ; ?ml)y — mn =0,

e le coordinate del ceniro 0 sono per conseguenza:

W — N A —mn

5 5 Ye="gp

1'ascissa del punto medio di HO & cosi i (n — m), eguale a q

di N, e l'ordinata del punfo medio di HO & % (PH - IEIO)I. Ou

Xo=

R - h®— mn
PH = T_, MO = Yu-— % '

8 dungue Fordinata del punbto medio di HO E

?}Er_', hY — mn : R -
oh 7 4 9% 4k

L]




i L L BT R T U
fu T F, LI s, L Syttt e o S M HERPERSs 1 -

J e z o 5 gl L

..........
W S LT ] e g e,

. Hssa non differisce da quella di N

*al. L _ » Per cul si deduce che questo
ML ‘eonbro coineide col punto medio di HO.
: Dl e . 1l raggio OA, =R dj (0) & dato dalla relﬂziﬂu.e_

N (m —I—ﬂ) ¥ i (&5 — nn

2 2h ) e
Ro_ Ji4 + (m? |- n?) }za_[_ mﬂnﬂ..

& dopo riduzione,

: 4 )P (10)
| 11 raggio PN =R’ di (N) & dato da
..... e —--.EJ__ — n—n q kﬂ_—-?ﬂﬂ. 2
i PN'=R" ( I ) +( %= ) ,
(V) . 10D, sviluppando’
- a_ (' - mY B2 Bt
ydel . B 1647 — o (11)
Cll= = Dalle (10) e (11) si ottiens facilmente,
duce ' R -1 _ _ N
nate o 'R; — 4 cioe R = *—2—— R.

na- v S :
1 La proposizione & dungue dimostrata.

OssErvazione, — ]] leorema i estende facilmente nl tetraedro

; altezze passano per uno stesso punto.
1% In un tetraadro orfico 1 punti medi degli spigoli, ed i piedi
dolle pit corte distanze degli spigoli opposti son dodici punti di una
plessa sfora il cui centro » il barvicentro del tetraedro.

2". Nel tetraedro ortieo i baricentri dells facee, i punti posti ahg—

| J
o1 segmenti che uniscono ciascun vertice al punto di concorso delle
llozze ed i piedi delle quatiro altezze sono dodici punti di una sfera,
(il contro di essa & il punto medio del segmento che unisee il punto

wimune delle altezze ool ponto di concorso delle perpendicolari in
"':_E::_E'i:unﬂ faccia nel haricentro. 11 raggio & la terzs parte del raggio
(il (n sfern circoseritta al tetraedro,

i hanno cosi due sfere di dodiei punti,

Nello stesso sistema di agsi coordinati sia V (g, f) un punto della
conferenza eircoscritia:

: Yequazione (9) dovendo esser soddisfatta,

| ) v==q, y=§, otteniamo ung prima velazione fra, « o B:
By i S |
i Vi - BB
bhiamo gid visto che Ie coordinate di H sone x =, y=-ﬂ}:f:
vile del punto medio Q di HY sono guindi, |

S L Y
Tar BT T ah

o n
i
8
e
&
s
iy
|E=:..

N
.- = :‘_ -?}1..
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dalle quali,
Qhp, — e
o .,—='2:Eq, B - yq A et ’

Qostituendo nella (1) e ponendo in Juogo delle coordinate 2,
le coordinate corrventi x e ¥, otteniamo:

asnsn E - 2 T
4o L (ﬂhy . m?a) % (n—m) z- (h - -mﬂ) (2,!-!?1 : ﬂ!ﬂ) i =

Sviluppando e riducendo abbiamo infine:

o — 2 — (n — M)z — (h —Em”) y=0,

che & ancora l'equazione (6) della circonferenza di EuLEgro.
Mostreramo ancora che la circonferenza di EULERC del triaug
il luogo geometrico dei centri delle iperboli equilatere ad esso ¢

seritte. ;
Ti sistema d’assi coordinati sia.sempre lo stesso: affinche l'e

zione di 2° grado
Az*+2Bay + Cy + 9D + 2By + ¥ =0
_rapprﬁsenti un’ iperbole equilatera & pecessario che sia A —=—
I'equazione & dungue dellz forma
Aa® - 2Bay + 2Dx — Ay*+ 2By 4+ T'=10,

L

e dividendo per A
' 25 . 2D ., 2K r
. " — 0,

e ponendo
B D I F
il I"‘_’Nl EﬂP: I=Q-

quest equazione diventa,
2 - OMaey — y* + 2Nz 4 2Py + Q - 0.
Poiche I'iperbole deve passare pei vertici
As=(—m, 0); A= (n, 0); A, =(0, h),

di AAAs, i;equaz-inne di essa (a) deve essere soddisfatia dalle
dinate di questi punti; si hanno pereid le tre,equazioni di condi:

in® — 2N + Q=0; ﬂ“—l—_ﬂNﬂJrQ#ﬂ; — W4 2Ph+ Q=

Ricavasi da queste,

3
IN = — (1 —m), Q=—mn, -2P= . _{;e. i ;

&




A R W |-|.:::I:I:::

B oo (n—m) s+ (2 ?M)'y —~mm=0. ()

/e coordinate z,, y: dei centri di quests
‘dalle equazioni, '

e =

famiglia d'iperboli son

&y + 2Myl (0 — n)== U,

..........
M

R+mm 2 BV, |
— 2+ S o, . Sy e

a queste eliminando M e sostrtnendo a =, e th le coordinate eor-
iz, y ofteniawmo per equazione del luogo, - e A AR |

| B . i e
S e L L PR

conferenza di Burgro gia vista.

rolo @
LV 00

2 I'squazions della cir
o . W OssERvAZionE, — L'equazinne_
ibte al briangolo ¢ soddisfatt
) o ) _ NN | -

e 0, » = dunque gueste cuive passano pey

(b} delle iperboli _ﬂ'q_ﬁilat‘ere- e_i;[@ﬂ._j;'
a dalle coordinate &EH’nri;ugegtm,

_E’oﬁgﬁaﬁegmtf-a del trian- - ' |

~vertici d'un quadrilatero qualunque presi tre g tre determingng -
tro triangoli; le loro circonferenze di Borero passano per uno
asta infatti notare che se | iperbaole &' imm
adrilatero, & civcoscritta ad ognuiio di
picnza del teorema pin su dimostrato,
sze a ciascuna delle circonferenze di
He AAA, & rettangolo, m & nullo,

Bgina ecircoseritta sl
quattro triangoli e per cone
il suo centro deve appar- _
Eusero de quattro triangoli. - .
¢ la (b) diventa: g

a:"—[—ﬁMmy-—'g;"'—ﬂm+ﬁﬁf—!—hy=ﬁ.

coefficienti angolari delle tangenti
fone: g

& queste curve son dati dalla

ay _ n—2z—9My
de "~ h—Zy -OMg"
'jt;ﬂendu 2==20, y=10 in t_lfuvﬂnu i coefficienti angolari dells tan-
jonti condobte a gueste cirve del vertice dell’angolo retto. I lovo

|| hlore— & costante.
0, . & -
_' ’ " e d’altra parte si nota che

- lequazione dell’ ipotenuss del frign. <
retbangolo & _ P )

B h |
== =w-thk
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8@ Nne cnnnlude che:

tuite le iperboli Egmﬁn#era circoseriite ad un triangolo ra#{mgala k
ung tangenie comune che passa pel veriice dell’ angolo retto;
*ha questa tﬂﬂg&ﬂte ¢ perpendicolare all aputaﬁusu.

SE 'nel triangolo AA.As un angolo od il lato opposto sono cost
il Jnogo gamnetrmu del centro della circonferenza d’EULERu e 1
lizse il cui CEnbro ¢ nal z:art:we dﬁEFmﬂy‘ala ﬁssa.

Sia 1 ver tice di quaat’ angnln lm'ltrma ‘delle coordinate; unc

lati dell’angolo costante MHAI—-B asse delle-z e la perpen
lare su guesto lato 1'asse delle y. Siano m ed % le coordinate
Lo vishili di A, n Ja distanza vﬂ.nﬂhlla di A; da P, pl&de dell’al
e condotta da A. Poniamo AA;=a".

L ' I'equazione della cireonferenza d’ Euiero ufe-rli;a agli assi or

nali PX e PA, 8, |
Zﬁ:ﬁ—le?E—r (ﬂ —?ﬁ)fﬂ -— (h —}tﬂiﬂ) J—'G

Per riferire questequazione agli assi prescelti basta sosk
uell’'squazione prenedantﬂ x—m ad z: sviloppando e riducend
biamo, - '

i + 22 — (n + i) _(ﬁ”‘ —l;} HIH) y +m (ﬂ + m)=0.

Siano m, e ¥ le coordinate del centro di questa circontere:
]Dl‘ﬂ valori son dafi &al]e relazioni - _:

n — (1 = 3m) = 0,
B
't ( = )._0._
Per otteneve Pequazione del luogo basta eliminare 1 pare
varmh]h n, m, b fra le () e (ba) 19 relazmm

21q

. a" =n’ - B,
fz=mtg9,

Dalla prima abbiamo
; 7= 4o — 3M;

dalla Eecunda combinata con (&'),
=4y, tgb—m g’ b;

conir onbandu i dae wvalori di », s1 ba
-‘.':.'1}]']— —4yntgﬂ—m‘bg“ﬁ

o q.uiud-i
4 cos 6 (yn sen f — 2y, cos ﬂ}
M="""1_"4dcosd
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5505[:1tuendu queatn valore i in (b ‘a) abbiamo,

e = e | -sl, sen H (%n8en ~— Ty CO8 ﬁ]_ _
ﬂﬂﬂuié i e _l — 4 cos” B v

‘L relazione n =4z, — 3m, 'd'j've:ui:a,' fenendo bdﬁ_ﬁo: del valore

. 4 12 ¢6s O (y, sen § — g, £os _H)
A Ioq gog®h =T

__4dsenB(z,zenh— BYn COS H)

1—4 cos®f9

. §8  Sostitituendo i valori di m, % ed § in

V Vi (o | logo cercato. Sostituendq ad 24 e y,
AL - ': ':jﬁttlﬁne & riduzioni fa.tta,

a® 9 :
L 2 “.*—'4: cos® ﬂ]

@~ 7" (1 8 cos? ﬂj—BmysenBensB_ g (@
i = 'IE luogo cercato 2 quugue Une conica, e poichs maneano i tar- S
(@) [ ® i di primo grado, ha per centro Iﬂllﬂlﬂe A delle coordinate, L EE

25 . """;gfgfﬂasnmmmu come assi coordinati In bisettrice di B o quella del

t supplemento: passeremo dall’'ung all’altro sistema  sostituendo
“'(c) ad @ e y 1 valon,

¢ dopo riduzione,

(@), si ha laquazmne ﬂE]_‘_:-.

ls eumdm&t& correntl @ e y

m=mxcna-—2~——y1 sen —; y-—-_ﬂ_:i_ﬂﬂﬂ*z‘_‘_}“.y;_ﬂﬂﬂ*‘r_

2
- Facendo le Opportune riduzioni si brova 'ﬂh'ﬂ I"Eqﬂ-aﬁiﬁné del hiego
_:uﬂﬂemtu rispebto ai nuovi assi a | '

2 N 1 ]. . 4 EBH i
. i (1—2 cos 6)" 2" - - EEGE Ry = : {lﬁsen{sg } '
ol - S pure, | i "
e 5 2 | 7 /}] a’? d
AF200s0F T T2 oapy = 16sen®f - (d)
LI 2 membro & quest'equaglionzo equivale of valore del guadraio
: ﬁ-'n: metd del mggm R della ctreonferensa circoseritti AAA,.

ufatti, se @, o, & sono i tre lati, si pod aaprlmme]a sug, area. S
g relaziom

r. i’ - ’
aa 5 an

a sen i
|~ g 0 Ry

¢ o g 4
L T 16sen'y"

;La (), semphﬁcatﬂ. dwenta, .
- 42" ; - 4yh 9 :   _T;;ﬁ
(1-+2cos0f " (1 —20¢os 6 — R~ | (F)
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Eesa & 1"eqﬂaz;mﬂe di un’'ellisse che ha.per .ﬂenfru Torigine de
assi, direfti secondo le bisettrici dell’angolo considerato e del .
supplemento. Le lunghezze degli assi di questa elligse sono dung

R{l+2cos8) e R(1—2 cos 8).

" QssgrvazIONE 10, — Qualunque sia la posizione del lato mobile A
la circonferenza gireoscritta ad AA,A. passa pel vertice fisso A,
il sno raggio, che dipendé solo da @' o-da §, ha lunghezza cosbal
Segue da cid che il centro O di questa circonferenza descrive )
girconferenza che ha As per centro, verfice dell’angolo §, ed il
raggio e |

rr

R_h'ﬂ

2sen

Se si fa la figura 51 vede che &
A0 = R, A.H=2Rcosf

A0 -+ AH=R(1 -2 cosf)
.ﬂ.a.{} — AH=R(1— 2 cos 6),

dalle quali,

che mnétmn'n che I'msse maggiore dal_l’eljiase mppresentaﬁé. da |
eguale alla somma delle distanze A H, AqO, e che l'asse mino;
eguale alla differenza di queste lunghezze.

Ossprvazions 2 — Per §=90° la (¢} si riduce all’altra

gt L g8 “'”E_*RE"
Y =167 4!

11 luogo geometrico e allora una cireonferenza circoscritta.

Per =600 ¢ 120°, E

—_ 1 T 6 1 = _1,. 1/57
__EGEH-—E‘-, oppure cosf=—75 . e seny=-gjyo
L'equazione (¢) assume allora la forma,

7+ 8 F 2y Y3 =10,

ossla, :
(zFg¥8)=0. .

11 luogo i riduce allora ad una refta doppia (z ¥ y¥3)' =0,
1a. bisettrice dell’'angolo § o del suo supplemento.

C. ALLASsL

e £~ e
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LUNGHEZZE, AREE, VOLUMI®
di SEBASTIANO CATANTA

Tl prof. €. Burali-Forti i (') da dei numeri

unale e nei suoi suecessivi lavori () (*) d& definizioni nominali di
. che prima si definivano

it per astrazione o per classi. In () i na-
wri veali, Qu, sono definifi, per dir cosi, in bloceo, e 1 numeri in-

i, Ng, 0 1 razionali, Ry, sono definiti come speciali classi di Qo.

" 86 v & una clagse, | & un’eperazione. per glt , si diee che u &
i a-,“ Grand - ,, o ¢he * gli « formano una classe di grandezze omo-
eniea rispetto all'operazione - »» 8¢ per la classe u e per I'opera-

one -+ sono verificate Io segusuti I-IX condizioni (**), nelle quali
z; sono % qualungne:

Dallessere z 4 2 =14 4 2 segua, qualunque siano w, 1, 2, che

" TL Esista in u almeno un elemento £E
. UL Esista in % almeno un elemento non nulle.

V. La somma d'un % non nullo eon un # qualunque non sia nulla,
Y. Qualunque siano =, Y, # 81 ahbia sempre: '
. ety +2=04(y+2)
I Qualunque siane » ed

j L ¥, s1 abbia sempre 2 —I—'y.='g; -+ a.
. V1L Qualunque siano z ed ¥, s1 abhia Senipre

nullo,

0 W=y, 0 @>y, 0 z<y.

1L, Dato un % non nullo arbitrario, esista almeno un w non
‘minore di esso. |

) Barsnno eitati i segunanti lavori :

}-C. BUHLLI—FﬂR‘II, ! vwnseri veali defluii cotte eperatori per lo grandezge, Linecsi, 1915,
) o .EHRALI-FDETL Niupve aopitcaziond depli -oparitari, It Acc, Torinp, 1915,

. Bunan-ForT, Sulla @e¢finicione di coppie, terne, ace., Lineei, 1916,

C: Burav-Forts, Gif enti astratti definiti come enli relativi o wn campo € uozioni, Lin-

3, CATANIA, Grandezze o nuimeri, Catania, N, Gisnnotis, 1915,
%h Oapanta, Sille condizloni che determinane una classe di grandezze, R, Accademia di

eguaglianza, Ballettine della Mamesie, 820~

] Condizioni ¢ non postuiati. T bane cha oi-insista, conbrariamente & gquante ancorm qnal-
ormd, che je [[([X costibuiscono ona de

| finizione nominalg, e not por postolaki, di Erﬂ_u:d-f':—';-: :
Bunart-Forer, Sulle teoria generale della grandezza ¢ dgi numeri, B, Ace, Selenze di To-
£, ') (%). Cadono cos) tatte 1o amservazioni fatte in contrario -dag Courura? in Lev priges

reali una definizione

........
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IX. 8o » & una classe limitata di w, esista almeéno un u, e si:
gale che fz= B, ciod esista almene un limite superiore della elas:
Di queste condizioni in (°) & dimostrata 1 indipendenza assol
La classe Q, & definita nel seguente modo:
¢ Sia » upa Grand 4. i chiama nuwmero reale, o guantila, pex
relativa alla classe « di grandezze, e si indica con Qo, Ja class
operatori per gli % che gode delle seguenti proprieti:
A. Se e e b sono u, @ non nullo, esista un Qy, 2, ed un solo,
che, qualunque siano , b, a; si abbia ue=>5.
~ B.Seé« &un Qo, @ @ b sono %, si abbia, qualunque siano e,

o {a -} b) = ua + ab.

G. Se « & un Q, ed esiste un » won nullo, tale che ow
per qualungue aliro » nou nullo, @, si abbla

ol = a.

D. Se «, B,y sono Qs, ed esiste un u% non nullo, =, tale
w2 = gz + B, per un aliro » ven nullo, @, si abbia va=ud¢ 1B
Della classe Q, & dimostrata V'esistenza assoluta medianie

stenza di Grand - |

Tn (%) argomento @ ampiamente sviluppato e reso di imme
applicazione per le scuole di secondo grado. - |

In (%) (*) sono definiti nominalmente lunghezza, ares, voluy
Buorali-Forti =1 limita alle definizioni. lo che con amore ho =e
1'opera dell’Autore, mi sou proposto, con guesta Nota, di svilup)
1 particolan dimostrando I'esistenza di lunghezze, ares, volumi e
cinscuna elasse di tali enti & vna Gravd - |

Lo studio, che, dopo compiufo, appare assal semplice, @ ril
invece assai laborioso; non avendosi per le nostre seuole un
di Geomekria che direttamente rispondesse al mio seopo.

In un pregevole libro di Geomelria elementare =i cerca di
delle condizioni per definire una classe di grandezze. Non 81 d
definizione di grandezza, ma dalle poste condiziomi risulfa che *
menti, gli angoli...sono grandezze ,. W detto che “ i segment
archi circolari di qualsiasi raggio, considerati tutii insiems, s
gono anche ascrivere a n usnica specie di grandezze, che diconsi
dezze lineari, o lunghezze ,. Pil avanti & detfo che “se A o k
segmenti, e A-*'—*—zl B, il numero razionale %’L gl dice misure
rispetto a B ,. B pi avanti ancora: “ Come unitd dei segme
pud scegliere un segmento nrbitrario; esso dicest unitd di lungh
Ora anche nel linguaggio comnne la lunghezza dun segme
rignarda come cosa diverse dal segmenbo stesso, e comunque
il superiore ragicnamento, non balzera mai fuort il concetio |
ghezza. Considerazionl angloghe per aree ® vﬂlumi.
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v T ";:; . ceoms | presso _ﬂh&‘iﬂgﬁfiﬂgn plﬂﬂednﬂnlee o o m tutiu |
oo, f 0 M almeno in quelli che ho consultato, & da concludere
. iﬂ non sono d.ﬂ_ﬁﬂiZiﬂﬂi di lﬂn_gh'{gzzﬂf area, vol III'HE!{_IIIE” o ¢k o di 'E'.Et.li '
ikl si damno nei libri di testo, Che cosi sia risulta anche dal fatto

Fh 4 Matematiei hanno eereato altve definizioni di quegli enti, o sono
Jiate fuori definizioui per astrazione e per classi, o quali in (') (%) ()

: sottoposte a una severa eritica.

"h

1

gl i
e

0 albrl lavori sono state _ T1LIC
- 7 Anche ai pili restii appariva ora I'ingontestabile valore seientifico

& tidattico dei lavori del Burali-Forti il quale, in (%} o () affronts e |
#=olvo ttto le questioni i esistonza o di pluralita di specie logica (%)
2 ':P]leit'ﬁ pﬂr& EiUBﬁﬁﬂa,-tﬂ ill me i_] -_pl't_‘l_pusi tO dl EllﬁﬂﬂdEIII pur-
lnndovi gualche personale conttibuto (%) () (),

8i tenga presente che
tesbo scolastico che tratti a un tempo, e in modo rigoroso & sem-

tlice, “ Grandezze e Numeri » Tlou esiste, a'n}_]a ora potrebbe compis
Jursl, Gik l'opera esiste, perehd in (") & indicato come il detto opu-

0 pud aceordarsi con i miei libet di Aritmetica razionale ed
b:a elementare, Basterebbe ¢he, per ragioni didattiche, aleune
itimostrazioni non si dessero nella scuola per avere una esposizione
luica, chiara, semplice di * Grandezze e numeri .. consegnendo il
-;%__ipm risultato con minimi meﬂm, eloé __Qﬂghend.g .-;4, {gggﬁ_ﬁﬁ'gﬁi#llﬂ
induig azions che nel campo didattico & quasi sempre del tutto tra~
it alira nota mi propongo Ja determinazione effettiva delle lun-
ze, delle aves e dei volumi delle higure the gi considerano in
ietria elementare. il . Sl e

§ I — Lunglwaze.

Se a 2 un segmento, chiameremo “ luighezza di o »» 2bbreviato -
ng o, gquell’operatore tra punts e classt di punti tale che, qua-
\igue sia il punto 2, si ha che (lung a) 2 la clagse dei punti tali
e 50 m © uno di essl, 1l segmeitto o @& _--;ﬂﬁirﬁiﬁpuhihil_éf’ Ef‘“éé:ghl@ntﬁ
1alunque sia il testo di Geometria seguito nella scuola, si am-
, qui, ehe si abbia il concetto di segmenito (rettilineoc) considerato
classe di punti, e di segmenti eguali nal senso geomsfrico,

di a Lreguaglianza (gﬂﬂm_e_trl'_ﬂa]___ne_i; vari libri _di-t.e‘stnl'lﬂn & definita
g ; 0 stesso modo, ma per 1 segmenti si riduce sempre alla loro so-
;g}nlblllta. mediante il movimento, .ﬂunﬂapitﬁ,'___queatﬂ, come mo-

0 fisico o come specials trasformazione univoca di punti in -

it 1a Nots al 0.4, § L il '" ) - el
fr..
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punti. Indicheremo con il segno = la sovrapponibilitd, o eguaglis

comunque stabilita, dei segmenti. -

2. Se a & un segmento, lunga & un operatore esistente, nniv
menté determinato da a. ) S

Infatti, dai postulati ammessi nel festo risnlta che esigtono i
merevoli segmenti: Se @ & uno di essi, ed # un punto qualunque
stono infiniti punti (quelli della superficie sferica di eentro z e
zio «) tali che se m & uno di essi, il segmento @ o sovrapponib;
sggmento di estremi x ed m, Cosi (lung a) = & una classe esis|
di punti, univocamente determinata da a ed z, e quindi lung a &
tore esistente, univocamente determinato da a, € che applicato
punto qualunque d& una deferminata classe di punti.

Come si & osservato, (lung a) = & 1a superficie sferica di cen
e raggio a (*). _ -
3. Se a e b sono segmenti, & lunga = lung b solamente qu
a=2ab. | |

a) Sia long @ = lung b. Allora, se # & un punto qualunque, si
avere:

(hjng a) @ = (lung b) 2.

Ora (n. 2) (lung @)z & la superficie sferica di centro x e ragg
e (lung b)z @ la superficie sferica di centro z e raggio b, Quest;
superficie sferiche (classi di punti} coineidendo, avranno 1 ragg
vrappounibili, ciod a=¥o. " o _

b) Se viceversa, a =¥, le due superficie sferiche (n. 2) (lun
e (lung §)z coincidono, ciee (lung a) z = (lung b)x.

Da a) e b) si ha la tesi (*¥). : o |

4. 8i chiama lumghezza la classe degli enti (operatori) tali che
2 uno di essi, non importa guale, esisbe almeno un segmento
quindi iofiniti, tabti sovrapponibili ad « (n. 8) tale che a=Ilm
" Dai numeri 1 e 2 segue che lunghezza & classe esistente. Dal
poi, come risulta dal besto di Geometria, che esistono innumer
gegmenti futti distinti fra lovo, consegue che defia classe cor
quanti si vogliano elementi | h |

Risulta pure che il concetto dato di lunghezza conduce, anzi
vale, al comune concebte di lunghezza, in virth del quale due
menti hanno eguali (identiche) lunghezze solamente quande
sovrapponibili {***). | '

(*) Botto forma diversa & il convebia di sfera dato dal Pieri nella sus eplebre Wameri
Geometria alementare istituita sulle nozioni di punte € sfera,. Memoris della Sociell ilalie
Seiense (detia doi 2. _ ' ‘ . | |
(%) Per il ‘metodo di dimostraziane qui adoperato si possumo consuitave ad es., I Inwori (
~ Se fe g sono cperaboti, =4 sdlamente quwndo, essendo = un elgmento gualum
= gT, i L% . 1 _
r {iﬁl I (Y sono date nltre defimizioni di lunghessa, B datlo: ¥ E I'intaizions, goide
Disogni seientifici e pratici d'mo dato ramo di secienzg, che ci conduce 4 considerara uné
olasee della guulﬂ diamo [l nome U (come rumero, veltore, lunghnezsa, ect.) & gig che pi



”’*" oa con 8, quella lunghez_za'-."-r tade che se @, % sono segmenti
0eg- U ali{n. 4) che « = lung a, £ =Iangb, allora, Y=lunge, dove ¢ & uno
o nalinque dei segmenti che & decomposto da un sio punto in due

nnu- 1enfti sovrapponibili, rispﬂtbiva.m.ﬂnte, ad @ e b, v
s &8 b5 Sea P sono lunghesze, o 8 & una lunghezza determinats ed
e i i a. S | = .

fatti qualunque sia il testo usato nella scuola, si dimostra che
due segmenti a & b  sempre possihile, e infinite maniere, prende

ﬂpew . _ il A, B, C in modo che B giaccia nel segmento AC, e che i seg-
aun . 4 iti AB, BC siano sovrapponibili rispettivamente ad & b. Tutbr i

ementi AC sono sovrapponibili fra Iore, se anche ¢ e b si soski-
fiiscano con altri segmenti ad essi rispettivamente - sovrapponibili,
3 allora, se (n. 4) @ e b sono tali che e=ling a, B=1Iungd, sara
8} e + B =1lung AC, cive ¢ -+ P @ lunghezza esistente univecamente
rminata da « e B. |

Hogue che 4 & un'operazione per la classe lunghezza,

. Ove nel testo non sia introdobto il concetto di segmento nullo,
ud introdurlo ehiamando segmento nullo un segmento 2 estremi

- ﬂldenti.
A0 4
> duy |
1 80 i Yalgoritme d61 suof elementi, molto tempn jmima elie <f sia possibile di dnre unz defini-
: ¢ logicaments procisa della clagse stessa. Gionto il momento nel quale si siesce a definire,
jlmdn avvione she la elsmae -:Iurnaidar_:‘i_l]n Bi possa deflirite in @it dF 140 modag, sempre, ai
ide, mantenendo inaltorato Palgoriime dei sueoi elementi, algoritmo acquisito per (pntufzione a
sitato, gin du bompo, ai bisogni dolla soienza. Ji pure posaibilo cké a due modi: diversi di do-
ioha norrispoudans enti che, pur avendo |o stésso- algoritmo, nbbinno 'spaeig:.{i; naliaa)

i Eﬁi;ﬁﬂﬁmmq. Ora ¢id non impiicn ehe lo ‘definizioni considerate siafo lugicamente difetlose,

» tmsideriamo, nd es,, Ja ¢lasse Iuughesza, ben notz par infufzione e I"algaritmo dol cui alementi
> 56 @ § =8 koo han noto indipendentemento dslla defludzigne della claase stesss. Se, eFgende ‘o Un sog-

a E i . fon lang a Iintunﬂinm‘u " quell’opdratore tra segmenti e classi di segimanti, chie, _Eﬂplihatn
e ik un-segmento arbitrario o, broduce la classe dej aegment] sovrapponibill tanto ad & guante

18 (1, ; i 8l ritrova T'ordinario algoritmo, ¢, inoltre, una classe Iusghgzoa & Iugi'r.-n.m_éqtu definita, Sa
f&: igliamo che l'ents eni si diy di solitn il nome di " lengherzn di @, sia daflnito come operators
o fd.uunti o efere, con elementi primifivi de! Pieri, allora il simbolte clia deve indicare In * lun-
.'Eb‘iflfl:j L i 8 &, non pnd sesate inng o, gig ndoperato con significato divorso; ma sarh ad 8s., lung’ a,
. 4l dX ancora un aibre modo di definizione, 1'ente cotisiderato - gnrd indicato con lung «: o
lt-lﬂi_} i segulto, Gli entj lungq, lung’ 4, lung” q, -+~ hanmo & .vere, natura fogica divaies, ma,

5 K ‘variarp di & nelia clrase geghrento, producong emti che hauno a ._:p'ni':_mle'i’ni_’yn_rﬂmn e s8i

5 to che scelte tma dj questi o piccmre (purcha, non presenti inconvenienti formoli), gli altri
equi S @ egelust necessariamente, Dungoe o pluraliti delle apetia fogiche mon castitirizce un difstko

Ee-g;_.-:"""" &7 si cade invecs in on errers logico, quamndo si vuojle attribuire alls nozione intuitivs,

o 5, " hmghezza di o ,, un signifieato logico asxoluro, e pi pretemde di dAare una definizione

SOTLY; iits di lnbg @, L'A. a nota aggiunge: 3i ritiene asvolute la deflnizions 4i tipos modarne
. aesegm. (). lungo = BeZm ~ 13 (x = a) {a).
¥ ponondoe, ad es. |
Ry © . az8egm g lunga = (p!p) ~{w; y) 2 | Gegm (r, y)=a } (5),
e de | :

2 g (x,y) indies il segrmento di estromi %, ¢ 81 ha una dsf. che pare assoluta coma la (a),
B4 il lung e di apecie logiea diversa dalla precedente! Ma coms =i sonc identificati i greatevniond |
jae, veitori, i guaternioni di Humiiton o coppis di lnrmeginad, zli {ateri i Ruassel ai razlg-

I etlengii con le defimizioni per clessd, non si troverd, forse, difficolth ad identifleara’]a,
&a, al : : T2 sepgnenti data daila (a), alla elgise di coppie di punti dala dalla ), I’A. corcinde: Cid -
v ceris: R Fipastantes sorgardl, forse la quastione daila &pecia logiea, ¢ vi 3 dn sugmrarsi che non finisen,
i ipbeiian s quella dell'esistensa, clod in lunghs discussioni con conclusioni nulle. it

. Se ¢ e B sono Illﬂ_g_hEZEE', o1 chiama * soms dl ocon f,, e si
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Se ¢ & un segmento nullo, ]unn' a & ancora uperﬂ.tm*a esistent
- umico. Infatti, se z & un punfo qualungue, (luug. a)z 8 la. classe
punfi tutti eoincidenti ean 2 {eguali ad x).

Siccome tuiti 1 punti sono sovrappounibil, si deduee ::tha le 1
ghezze dei segmenti nulli sono futti egnali fra loro.

8. Iissendo lunghezza una classe e -1~ un nperﬂzmne per lo 1
ghezze, si intendono qui ripetuti ((%) pag. 6) 1 concetll di lunghe
nulle, di >, di <<,di 0, di ¥, sempre rispetto all’ ﬂparazmne—I—

3. La classe lunghezza, & una Grand .

Dobbiamo fare vedere che per la classe lunghezza SUEBlstnﬂ(
proprietd I-IX,

I. Se 2B,y sono luughezze qua.hmque, dnll’essere .:c—|—'r [3
si deduce a=_.

Infatti, siano a, b, ¢ tre segmenti tali che (m. 4).

= lung a, 8 =lung &, vy=Ilmge.

D1 possono, in infinife maniere, preuderé fre punti A, B,C inm
che B giaceia uel segmento AC, e siano AB, BC rispettivamente
vreapponibili ad & e ¢; ¢ si possone prendere in infinite maniere,
punti A’, B, C' tali che B’ giaccia nel segmenio A'C), e siano 2
B'C’ rispeitivamente sovrapponibilia b e ¢. Si ha. (8. 5) &y=lung
B+ y=lung A'C'. B siceome, per ipotesi, a-+y=87-7, 1 segm
AC, A’C’ sono sovrapponibili (n.3). E allora 11 testo insegna che
movimento (comunque introdotto) che trasforma A in A’ e Cin
porta B in B, e gquindi il segmento AB sul segmento A’B Se
che (5, 6, 3) a =p.

IL. Eaiste almeno una lunﬂ'hezza nu;lia (*):

Infatti sin @ un segmento nullo, « la sua lunghezza; 'uno ¢ l'a
sono esistenti. Sia & un segmento qualunque, § la sua lunghezzs

T possibile prenderé, e in infinite maniere, due punti A, € in m
che b sia sovrapponibile ad AC. Posto B = A, il punto B appart
al segmento AC, o scompone AC in due segmenii AB, BC. 1l pi
& nullo, e quindi & swmppnulhﬂe ad @, il secondo & SOVIAPpoL
a b. Segue che o=, e = & una lunghezza nulla.

Da I segue che tutie le lnnghezze nulle sono egnali.

111. Esiste almeno una Junghezza non nulla.

Infatli, esistono segmenti a estremi non coincidenti. Sia ¢ vur
essi, o sia o= lung . Sia § un’altra lunghezza qua.lunque 6 SifL .
segmento tale che §=langb, K sempre pnsalbﬂe e in infinite
niere, prendﬂra tre punti A, B, C tali che B giaccia nel segmento
e AB, BC siano sovrapponibili, rispettivamente, ad @ e 5. Essen
non nullo, AC non & sovreapponibile a b. B siccome & - f = lung
si deduce che @+ f non ® eguale 4 3, e quindi o non & nulla.

(*) Rispetiv ali'operazione 4, sempie soltintaso.
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1V. La somma d’una Innghezza
dungue B non & nalla.

© Siano @, b segmenti tali che e =lunge, §=
{tme al n. 6 si riconosce che il segmento
eidenti, e percid ling AC, ciod B, non & nalla.
V. Qualunque siano le lunghezze «, B, Y si ha ~

non nulla @ con una langhezza

lGags, Proslendo .
AC pon ha gli estremi

.......
.........

@+B+y=a+ B+7).

.........
|||||||

o= hlﬂg a, Eﬂz lun.g b, Hpie lﬂ”gﬂ. ' - = ‘*a

_'{l festo insegna che & possibile, ed in inﬁnitg ma_n_i_ar_é', pr_audgfg_.- 5
uattro ponti A, B, C, D tali che B eada nal segmento AD, C nel
=egmento BD, e i segmenti ‘AB, BC, CD siano sovrapponibili, rispet- o

.....
N

.....

ahivamente, ad a, 5, ¢. Allora si ha (nn. 3, 5) ' il

-------
htint=

1§ AB=x, lung BC—3, lung CD—y, lung AC—u-t8, lung BD=84y.

g
ok . e

lu-ng AD=lung AC lung CD — (e~} B) v (1) S

lung AD =Tlung AB+- lung BD = ¢ -} (8 1) 2) |

S a

Da (1) e (2) si ha 1a tesi, : | | i
VL. Similmente si dimostra che se &,
hu “+B=8-1q

.. VIL Qualunque siano e longhezze o o B si ha:

| . $1 compone
dolsegmenko AB e del prolungamento di esso segmento dalla parte

i:B. Con un wmovimento s pno portare un estremo di & su A e
altro estremo € sul raggio AB. Allora C o cade in B, o cade in
s A jiiiche puntodel segmento AB, escluso B, ¢ cade sul prolungamento

o L ] segmento AB dalla parte di B. Begue dai nn. 8, 5, e come oramai
& uto ripetutamente osservato, che |

0 ﬂ:_, o 'E::B_,_Ti ﬂ ﬁ-_ﬂ:;Tn

Esendo T, nel secondo e terzo caso, Ia lunghezza, non nulla, del see-

o o=, 0 x>, 0 <R
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Nora — Se & e B sono lunghezze, a, b segmenti tall che

o == lung a, B=lungb,
allora:

«>8 & tutt’'uno con b sovrapponibile ad una parte di a, man
costituente totto il segmento a; | =

o< B & tubtt’uno con @ sovrapponibile ad una parte di 4, ma n
costituente tutio il segmento b. .

“VIIL Se @ & una lunghezza non nulls, esiste almeno una lu
chezza non nulla minore di essa.

Infatti, sia AB un segmento tale che lung AB =e. Gl estre
A e B non coincidono. Nel testo di Geometria & ammesso o dimostr:
che nel segmento AB esiste almeno un punio C diverso dagli estre;
Allora, posto lung AB =@, lung CB=1y, si ha a==f- y. Siccom
e v non sono nulle, risulta che p <a.

IX. Se » & una classe limitata di lunghezze, esiste almeno v
lunghezza z tale che fz=~0p; ciod esiste, almeno, un limite su
riore della. classe 2 ().

Per ragioni di brevitd diremo parfe propric d'un segmento n
nullo una pavte di esso che nou sia tutto il segmento. ;

In Geometria @ ammesso un postulabo, detto postulato della e
tinuitd (della vetta). Sono varie le forme sotto cui esso suole pres
tarsi, ma sard facile, dalla forma usata nel tesfo, e dai postulati
esso ammessi, dednrre la forma seguente: Data una classe V dl s
menti esistente e limitata. superiormiente, esiste almeno una cla
di segmenti, tutbi sovrapponibili fra loroe, tali chese X duno die
ogni segmento sovrapponibile a una parte proptia di X & sovr
ponibile @ una parte propria di gualche YV, e viceversa. |

Se ora supponiamo che V sia la classe (di classi) dei'segment
cui lunghezze cosfituiscario la classe v (n. 4), essendo # limitata, an
limitata sard V (VII, Nota). Allora in virth del detto postnlato
ste almeno un segmento X in esso indieato. Detta 2 la lunghe
di X. #1 ha allora che (VIL, Nota) 6z="tv.

Lie 1-IX dimosirano 1l teorema.

10. Nella Geometria elementare si definiscono linee convesse {
poligonali) speciali come circonferenza, éllisse, ecc. Sia AB una pi
finita di una linea di estremi A, B; [ una qualunque delle finee pol
nali convesse inseritte in AB, L una qualunque delle linee poligo
convesse circoseritte ad AB, essendo nei due casi A e B gh estr

di ! ed L. Si ha sempre.

lung ¢ < lung L

[ﬁéseuﬁn lung! la Eumﬂiﬂ. delle lunghezze dei lati della poligona!
e lung L la somma, delle lunghezze dei lati della poligonale L), e qui
con il vaviare di I, lungl ha uu limite superiore, ‘unico, che &



Lunghezze determinata ( 2
iR, =“r (lunghezze delle lines poligonali 7 inseritte nell'arco AB) ..
¢ Risulfa cost che lung arco AR e una lunghezza wnivocamente de-
darminata, elod esiste un segmento a (e gl’infiniti altri sovrapponibili
4 a) tale che | '- P L
N lung arco AB = lung a.

i cosi che si reftifica un arco qualungue di.linea

""h""_ - Sarebhe dunque erroneo ritenere che la definizione data di jun-
| 2lhezza, mediante i segmenti limitasse la classe lungheszq alls classe
prmaba dalle lunghezze dei segmenti; essa contiene anche le. lop~
lezze di linee qualungue, purché, si capisce, noi definiamo la Jun-

liezza di un arco, il che & nscessario, o la definiamo come limite
_uperiore nel modo indicato. Risulta guanto sis mdile considerare
¢ due classi contigue, come ora si tenta di rimettere in mada, ab-
haridonando concezioul italiane semplici ed eleganti per concegioni
“waotiche pesanti o antiestetiche (V). g =
1L, Vale ora per le lunghezze tutto l'algoritmo delle © Grand +
di * Grandezze e Numeri (%) ,. |

§ 1L — Aree. -

. I Comunque nel testo di Geomefria sia stabilito il concetto di
rigeno (piano, sempre sobtinteso), esso & ung classe di punti. Eselu-
3t ﬂnlﬂ i pﬂ]fgﬂni intl'EﬂGiﬂti, e qu.indi ut puﬁgunu_pu'ﬁ EEEE.];'E CONVessn
coneavo. | | - . _
- Dai postulati ammessi nel testo risulta che esistono quanti si vo-
iano poligoni convessi o concavi. T ra i poligoni convessi vi sono
rettangoli e i triangoli, - -_

Un poligono convesso & scomposto dalle diagonali che escono da
. suo0 vertice im triangoli. .

Pit generalmente, dicesi figura poligonale una figura seompo-

o] '.;

'
]
i N
'
¥

=0
Wiihile in poligoni convessi, € quindi in triangoli (n. 1), I poligoni
nvessi sono figure poligonali. ' | |
3 Comunque sia stabilito il concetta d; equaglianze (geomefrica),
v le figure piane tale eguaglianza coincide con la sovrapponibilita
sdiante il movimento, pensato questo come movimento fisico, o come
beciale trasformazione di punti in punti.

.4 Due figure poligonali si dicono equivalenti, se esiste una scom-
sizione dell'una e una scomposizione dell’alira in parti a due a
e sovrappomibili, - |

Jequivalenza sard indicata con il segne = , che & ben diverso

= 5. Dato un restangolo @, chiameremo ° area di o ¢ OLBA @, quel-
dGperatore tra coppie di punti & classi di punti tale che qualungue -
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X). Noi porremo, per definizione, “ lung areo

i
e
gt Tl i

.......

e Pl
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‘sin la coppin dl puntl distinti (2, %), si ha che (area a) (=z, J]
classe dei punti tali che se m & uno di essi, il rettangolo ¢ &

valente al triangolo di vertici =, y, w.

B. Se @ & un rettangolo, area o @ operatore ealsteute un
mente determinato da a.

Infabti, 1 testo di Geometria insegna che dato il rettango
1 due pnntl distinti =, y, esistoro, e 8i possono cosirnire, guan
gliano friangoli ﬂquwalen’m ad n o avenfi per base comune I
mento xy e le cui altezze, rispetto a questa base, seno segm
sovrapponibili. Ciaseun di questi triangoli ha 1l wertice m o

ad 2y su d'una vetta parvallela ad 2y, e distante 2 da @3

(area {I-] {z,y) & la saperficie cilindrica rofonda di asse la re
e raggio h; , ctod, classe ¢siskente di punti univocamente de
nata da & e dai punti z, ¥, e quindi anche area « & operato:

stente, univocamenfe determinato da a.
7. Se @& e b sono rei;tanguh é area a=—area b solamente

a = b.

@) Se area. o= area b, qualungue sia la coppia di punti disiint

_le classi di punti (superficie eilindriche (%)

{area a) {2, y), (avea b) (z, y)

devono essere egnali (identiche) (*). Se allora # & un punto
alle due classi, i1 triangolo zym & equivalente tanto ad & qua
e quindl (n, 4) a = b.

b) Se, inversamente, ¢ = b, qualungue sia la coppia di pu
stinti {z, y), risultano sovrapposte le due superficie (area
(area b) (z, y), perch® hanno lo stesso asse ay e mgg[ SOV
bili, perché sono altezze, rispetto alla comuns base =y, di du¢
gull ﬁquw&lentl fra loro.

Da «) e b) si ha la tesi.

8. Si chiama arex la classe degli enti {operatori) tali che
uno di essi, esisbe almeno un reftangolo a (E quindi infimiti, 1
aqnwalentl ad @) tale che o —area a.

Da quanto precede risulta che area & classe esistente, e ¢
guantisivogliano elementi.

9. Se « & [ suno aree, con a—f mtendmmn I'area y te
se ¢ e b sono rettangoli tali che (n. 8) a=areaq, f = area {
v =area ¢, essendo ¢ uno qualungue dei reftangoli che & de
nibile in due rettangoli equivalenti, rmpattwamente, ad a e

10. Se « e B sono aree, %+ P & un’area determinata e w

Infatti, presi due punti distinti A, B si costruisca un ret

ABCD equivalente ad @. (id & possibile e in mﬁmta manier

(*) Ofr, Nofia aln. 3, § 1,
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Sia ' un _1'.E:£tﬁi|g'i:>h;}' equivalente a b e di bass ﬁlﬁ:ﬁ{rﬂpp:ﬂnihi]é
AB (0 CD) o sia b lalfezza di tale rettangolo, Sul proliingamento

DG, dalla parto di G, esiste wn punto B, ed dn solo, 4ls. chy
= h. 5 completi il rettangolo DOCEF. RSN el ey

_ In figura ABEF & un rottangolo scomposto dal segmento CD in

¢ reftangoli rispettivamente equivalenti ad o e &, o quindi ad @ Sh
1o infinite maniere,

- Tutte le costruzioni fatte sono possibili, e nit 1er
a loro equivalenti (0. 4), e Farea

¢ tuti 1 rettangoli ABEF sono fr "
di clascino & (u. 9) ¢ 48 |
> E opportuno considerarg rettangoli
 hventi, almeno, la base o I'altezza nalls; 1
o triangoli) nudli, |

(o triangoli), improprii,
chiameremeo Tettangoli

. Ammesso che si possa congiderare nn rettangolo ' ABCD di “base

B e altezza BC nulla, se esso « trasforma ‘in g rettangolo eq i~
valente di base diversa, tale rettangolo avrh pure Psltezza nulla, e
rettangoli nulli, o sono tutti

it nullo. Esistono cosi quan tisivogliano

mvalenti. Cogl per i tnangoli,

~ Risulta pure che se a & un rettangolo pullo, ';;hﬂh"a_. a&rea a & ope-
ratore umivocamente deferminato da a. 8o g, ¥ Sono. punti distinti,
nrea o) (z, ¥) & una determinata classe @i punti, butti situati sal- o
Lasse oy, e ogni punto di tale asse appartiene a quella- classe. - Ri- :
\snlta ancora che se 2 e 4 sono vettangoli nulli, & F o HEee F

(ﬂrﬂﬂ ﬂ) (:E_,_ If} =(EIHE b}" [:11._. ﬂ) o

‘aualnngne sia la coppia di punti distinfi (@, y).
112, Ta classe area & ung Grgnd - ooV L ot

1. Be a, B, v sono aree qualunqae, da oy =381+ segue « = f.
Infatti, esistono (n. 8) tre rettangoli @, b, ¢ (e quindi infinite terne),
li che .' copde p

%= area a, B---—.areﬂ.ﬁ,_ - r=Hren e,

Si possono costraire, & in infinite maniere, tre rettangoli o', 4, ¢
pettivamente equivalenti ad g, b, ¢, aventi basi @, y, 2 sovrapponi-
i e dei quali 2 q, » siano le aliezze, Nelle figure del 0.9, Idel §1
tirino ad AC, A'CY nei punti A, A’ due segmenti ad angolo retto < 3
pét tivamente sovrapponibili ad x, ® 8i sy p'p.ﬁn.ga inoltre che AB,
\B’ siauo soyrapponibili, rispettivaments, p 64, o BC, B'C ad ». i
Bipstendo il ragionamento

' Iantl 1 reftangoli @ e b. . e
':":apta significa, n. 7, che o==A. ' :

, lievemente modificato, ivi nsato, souo equi-

.....

1L HEsiste almeno un'area nolla (*).

| Infatti, sin ¢ un rettan
o esistenti (n. 11). Sia
CD un rettangolo di ba

goelo nullo, « Ia sug area. L’uno e lalfra
8 I'area d'an rettangolo qualunque &, e
se arbitrarin AB ed equnivalente s b, D1’

(*) Bispetto alloperasions -, zempre sottinteso.

o oy, e b
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~tali rettangoli ne esistono infiniti. Ciascun di essi e scomposto iz

rettangoli, uno di base AB e altezza nulla, e quindi equiva
ad @ (n. 11), e Ualtro equivalente a b. Segue (n. 10) che-

o+ =area ABCD =§,

e o & area nulls.

111 HEsista almeno un’area non nulla.

Infatti sia @ un reftangolo mon nullo, « la sua area. Sia A
un rettangelo equivalente ad a e di base arbitraria AB; la su
tezza CD non sard nulla. Sia b un altro rettangolo, di area f,
un rettangolo equivalente a & e di base sovrappanibile ad AB (o

Sul prolungamento di BC, dalla parte di C,si prenda il pun

in modo che CE sia sovrapponibile all'altezza di &' Il rettar

A'B'E’ & scompounibile in due rettangoli equivalenti ad « e b, e
) eqmvalente a b. Queste costruzioni sono sempre possibili e i
finite meniere, ¢ rlsulta. che a4 8 non & eguale a B, @ qumd::

& area nulla.
Da gnanio & stato detfo al n. 10 ¢ al n. 12, I, ]I I risal

modo come alle aree si estendauno le propriets IV-VIIT del n..

mediante lievi modificaziont alle dimostrazioni date.

[X. Se ¢ & una classe limitata di aree, esiste almeno un'ar
tale che Bz = Bv; esiste, ciod, almeno un limite superiore della ela

Intanto, se o e § sono aree, e a, b due rettangoli tali che a=g
[3*— area b, e che puo suppnrsl abbiano basi suvrappnmhlll e o
sard o=0-} v, dove y & un'area non nulla. -

Sia ¢ un retktangolo di area ¥ e con la base anﬂa,ppumhﬂﬂ aq
di @ e b. Una costruzione, sempre possibile, e in infinite maz
mostra allora che @ & decomponibile in due rettangoli, di oui
equivalente a b, ma non ad a (& parte propria di a (2, IX, § I)).

o.>f & tutt’'uno con b & eguivalente a una parte propria d

o <@ & tutt'uno con ¢ & equivalente a una parfe propria d

Cido posto, s1 diea V Ja classe {di classi) di rettangoli le cul

“siano gli elementi di », ¢ pud supporsi, senza togliere nulla all

neralita del ragionamento, che abbiano basi sovrapponibili. D:
gservazione org fatta segne che V risulta limitata come », e lin
sard la classe A delle albezze di quesli rettangeli. Per il post
della continuith esiste almeno un segmento X (o tuokfii sovrap
bili ad esso) tale che ogni segmento sovrapponibile a una
propria di X & sovrapponibile a una parte propria di qualche
viceversa. Si dica 2 I'avea d'un rettangolo di altezza X e base so’
ponibile alla base di uno dei rettangoli V. Dall'osservazione prex
risulfa che uﬂ‘m area minore di # & minore di qualche », & vicey

clod
fz = Oo.

Le I-IX dimostrano il teorema (efr: n. 11, § 1).



Iﬁ Data una figura poligonale A Ia Geometria insggn_a. & costruire
iy rettangolo R equivalente ad A, Di reifangoli R s6 ne possono
“Upstroire infiniti, che risultano tutfi equivalenti i loro ed eguiva-

enti & quelli che si ottengono se invece della figura A si considera

jin figura qualungue equivalente ad A. _

~ L'area di ciascun dei retiangoli R si ehiama area della figura A ;
6 di deduce che uma figura poligonale qualunque ha un’srea univo-
ff"gﬂtg determinata dalla figura, che non varia se alla figura se ne
gbstituisee una equivalente, Queste considerazioni si estendono alle
“uroe delle superficie dei solidi poliedri. 3

~ Nella Geometria elementare piana si definiscono figure convesse,
sne cerchzo, ellisse, ece. Sia A una di tali figure.

©. Se!l & un poligono convesso inscritio in A, L un poligono eon-
~aerso circoscritio, sl ha sempre |

area l < area L,

Facendo variare 7, si ha allors una classe. limitata di areel, che

wnmette un limite superiore, che & un’ares determinata, e che si

whiama area di A, Ciod: “area A « = “1'(aree poligonali convesse in-

weitbe in A),. - T

x ‘Nella Geometria solida si definiscono speciali superficie curve finite,

rea & . tome superficie cilindrica, conica, sferica o loro parti elementari. Le

>0 B co di tali superficie si definiscono, come al solito, con il limite su-

- o . 3 " o
" Be A & la superficie laterale d'un cilindro retto, I 1a superficie-
‘iterale d'un prisma reito convesso inseritto, L Ia superficie laterale

don prisma convesso circoscrifto, si ha sempre

re avea | <Carea L,

ares. . WEEE | Facendo vatiare [, areal genera percid una classe limitata o di
= i dives, sard 'y un'area defterminata e wuni ca, che si chiama asen late-

#ule del dato cilindvro. 2

& Cosi per l'area laterale del cono circolare retto. Per I'ares della

#fera i ragionamenti sono meno semplici.

- Risulta cosi che quantungue il concetbo di area sia stato stabilito .

diante i rettangoli, esso & affatto generale, percha si definisce il

nﬁeﬂzn di area d'un poligono qualunque o di una superficie qua~-

que, riportandolo ad aree di rettangoli o al limite saperiors di
erminate olassi di aree,
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sovrappénibili, i loro volumi, sono, come facilmente &l riconos

1312'3[__“ - g : e i :

- ] ) . —(n 1) Sﬁ, 174 27 3 +ﬂ‘ Sﬁ,
esgendo S l'area di ABC e k 1a lon ghezza-dell;altema rispetto ad
&
K

-f

del tetraedio ABCD. Da @) rvisulta che il primo & minore di

¢} La differenza dei volumi indicati in &) 3 %Sh, e pud ¢

divenire minore, crescendo #, d'wn volume qualungue dato, Co
ragione & minore dun velume gualunque dafo, come risulfa ¢

2L e il primo dei debti volumi.

iﬂ. differenza -Ira

3
d) Indieando con » la classs dei volumi degli scaloidi iseritta
o S
L "=
o anche
| Sk
2 Ogni volume minore di qualche » &, come risulta da b, min
WA |
) (1).
o e | : . Sh . :
Sia, viceversa, ¢ un volume minore di 7-. Esiste la diffe
Sg—h~— @, che d un dato volume. Sia » un.» tale che (e) .
S _Sh_
sy 9

sara @ < ¥ (2).

Da (1) e {2) si ha la fesi.

Dunque: Il volume d'un tetraedre & eguale a § di quell
prisma di base equivalente ¢ della stessa ailezza.

Data una figura poliedrica quelunque, si chiama volume ¢
la somme dei volumi dei telraedri in cwi o figura st puo $coi
fn. 1). | | |

Si ricorre pure, con grande vantaggio e semplicita, al limi
peviore per definire il volume di ciascuno degh altri selidi ec
rati nella Geometria elementare.

Ma, come ho detbo, ad altra Noia, la determinaziona egffet
lunghezzé, aree e volumi che si considerano nella Geometria ol
tare. _ . | _

Risulta intanto che quantungue il concetto di volume si
stabilito mediante i prismi, esso & affatto generale (efr. § 11,
in fine; § I, n. 10 in fine e n. 11).

-_I!-l'—-_'!llr
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- Heeo un corioso risultato di pure calcolo, che costitulsce wna

fnprevista applicazione dell integrale abeliano [ (Y.dX —X.dY) re-
tvo alla quadratura di una curve piana generale,

_ 1l problema di eni mi occupo non offrjrah

lnteresse particolare, perchd » di guelli

be per sd stesso aleun

che s'incontrano frequente-
ente nelle applicazioni del calcolo integrale alle eurve piane de-
rite da proprietd delle loro tangenti ¢ delle lore normali. L’origi-
halita di questo problema & senza dubbio contestabile; dei casi
piirticolari sono gid stati tratiati, come dird in geguito; altri casi
ticolari risolui possono essere sfuggiti alle mie ricerche biblio-
urafiche; forse anche "integrazione nel cnso eenerale 3 statp o~ o
ivﬂtﬂ Ma I'osservazione che eredo nuova, e par conseguenza degna |
ore di i B | ossore segnalata qui, & che questa integrazione si effettua preei- e -
s mmente per mozzo dell’integrale di quadratara di ung eurva ge- =
;rg_nzﬁ:g - . o mi propongo di risolvere la quistione seguente: =t
E i Determinare le curve piane (C) tali che i segmenti MP o MQ della
rmale corrente limitati da ung parte al punto d incidenze M e, dal- o
ira parte, alle tracce P ¢ Q sugli wssi ordogonali delle coordinate; s
iino legati fra lore da una reasione stabiliia. | G

L Le eurva (C) che si vuole determinare sia rappresentate in coor- Wi

v
.........
n

hate polari tangenziali, riferite ad assi ortogonali Oz e Oy, come
vilnppo della vetta di equazione

TCOS P - ySen p=1p;

npoIIE L i gmentl MP e MQ della normale e orrente, limitati dal panio cor-
E o Sy te M o dai punti P e Q, intersezioni con gli assi Oz e Oy, hanno
ik valori algebrici

MP—=Y=-¥.

sen e’

emen- . W MQ =X =

cos ¢’

;ﬁlm-a F{X, Y)=0 la relazione stabilita fra ; segtﬁﬁ'nti MP s MQ. |
N iipponiamo ora che X e Y rappresentino, in un piang tigurativo
“iorito ad assi ortogonali, le coordinate di un certo punto, di guisa

‘la relazione stabilita fra i segmenti di normale non & aliro che:




.................
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nella loro rappresentazione analitica con Ia. Presenza dﬂl]ﬂ. fuu
logaritmica. |

Queste curve (C) possono esger considerabe come enrve pm
a due famiglia particolari di curve assai notevoli. La relazione
lutoria infabfi pud esser subifo ridotta alla forma

g s & 1
X 'Y ™ 2

e essendo una costante. La curva (C) corrispondente gode di
della seguente proprieta earatteristica:

Ii luogo del coniugato avmonico del punto d incidenzo M dellg
male rispetto al segmento PQ determinato sulla normale dagli ass
coordingte, & wna curve parallea alla curve considerala.

Il possibilissimo che questa proprieta sia stato il punto di
tenza di ricerche atforno a questa famiglia di curve (C). Ma |
cerche bibliografiche che io ho fatio sono rimaste infruttuose.

Le stesse curve (C) corvispondenti ad una relazione imvol
fra X e Y .possono esser considerate come parallele a quelle di g
curve che corrispondono alla relazione ridotta X .Y = costante,
alle curve di Collignon. Queste curve infatti sono stabe lungar
studiate da Covrzewow ('} in coordinate di punti. I.'equazione
renziale & allora, a meéeno di una similitudine,

xy (da” - dy’) + dz dy =0

la sua iutegrazione si effettua con lo stesso artifizio che riesc

caso classjco delle comiche omofocali, ciod prendendo #*=u, 4

per nuove varigbili. L'equazione si trasforma allora in una ¢
zione di Cramavrr-LAGRANGE:

vau” 4+ wdv® 4 du.. do =0,

La rappresentazione definitiva di queste curve in funzione ¢
parametro é allora

g A 1 log A

BT S e T 1
. AN A, Mlogh
¥ = | 18 ; B e
(A-+1F A+1" (A1)
A & la costante arbifravia d’integrazione, Per — 1, gueste
mule diventano illusorie; ma la curva {C) & allora un cireolo
2t gy?—1=0,

(') Ep. GoLLIGNON, Frobidmes, sur les normales anx courber planes ™ Nouvelle anmngles d
thématiqua ,, 4* sariv, 180}, fomo 1, pp. 481-508.
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1l cambiamento g variabile 2 =y ¥ =0 riuseirebbe d'aléronde
A butti i casi, qualungue sjg ]

4 condizione iniposta. ‘Questa infatti
10 sempre esser messa sotto la forma

¢ (x¥, £)=o,
- dialtra parte il prodotto ed il p

apporto dei segmenti han
. #toul seguenti in funzione di U

no le espreg-
e u;

| 2" dy® - pdyd +%'H£f£_."ﬂ
e e Y =—ay. dz dy - dudy
ool .- X ndn s

- guisa che gi giunge sempre ad un’'equazions di Clair
I metodo tangenzi

ale conduce moltg pilt r
S s {tu che 1l metado seguito da Cornizenon. Questo stesso metodo fan-
tboria -4 1 ccouiale permelte inoltre, sempre g

proposito delle curve di Col-

Cignon, di stahilire le reciprocity di una Proposizione dovuta gj

R Gis M. p'Ocaang: *)

nente ! ¢ Y SiaH condugato armomico di M rigp
.  rallela condotta da H gy tangente in M

ault-Lagrangse,
apidamente al regyl.

6to al segmenty PQ; lu pa-
alla éinva (C) tncontra g

b T A e B

e T e L R

p-

‘ 38 nei punti P e Q' sia P I fﬂﬁﬂ#‘ﬂﬁﬂipﬂé di PQ con la perpendicg-

PP" & Ox, ¢ sia Q" Vintersezione di 'P con I perpendicolare QQ"
q Oy. La reifa P'Q” 3 In normale alla sviluppata della curva (C), .

) M. D'00acus, du sifer de sonrbes de i, Cotlignon * Nouvalia aanajes de Muthémﬂﬁ_q'ug_ﬂ'_q,_“_-
rie, 1602, pp, 137-138.
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i punto d'intersezione p di P"Q" e di MPQ & dunque il ceniro di ews

tura della curva (C).
Allo scopo di stabilire analiticamente questa proposizione
sig. M. d'Ocagne e la sua reciproca osservo che, se le equazion

due refte perpendicolari quﬂlunqua PQ e Q" sono messe sott

forme seguenti
(PQ) —zsenop-ycosp=A,
(PQ) TeOSY ¥ seno=)_\,

(A non avendo alcun rapporto com guello che & stato utiizzato x
formule di Collignon) le rette PQ e Q' hanno rispettivamente
equazioni

: x Y i
(PQ} ﬁll— Y
o>

sen 9
N % L
(QF) AT A cosg’

gueste retie sono evidentemente orfogonali. Ne segue che 1 punt
e Q" della figura hanno le seguenti coordinate:

___A _asf 1 1
P;:Im sen - z=4 (l ﬂ;}ﬂcpﬁ_"ﬂﬂﬂnu_;
l —i&ﬂ( i, 1 ) < __A
Y= 2 \(Xseno 7 A cos ¢ 1= cos g’

e che la retta P"Q" perpendicolare a PQ, ha per equazione

reosg+ysenyp=DN,

ove
&.E -
M= 3 2A cot 20 .
Nel caso attuale bisogna metters

dyp , S 2XY
a_dcp =2, A=p—MH=p X471

2p'

Y—X:

sen 29
Y X =2[p +p' cotang 2¢];

la distanza pu, del punto d infersezione di P“Q” con Ia normal
dal centro di eurvatura p, della curva (C), definita dalla formnu

ppa = M -} ",

ha per espressione
| d
—— (XY)
a _
= — dp

p cotang Z¢ — o
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N Questa formula vale Per una curva piana gualunque. Nel caso
. particolare di una curva di Collignon, XY essenda costante, il punto
~non © dunque altro che il centro dj curvaturs, di (C), conformemente
alla propoesizione del s1g. d'Ocagne. Reciproeamente il centro di crr.
o vatura si confonderd col punto Q soltanto quando la curva sia

na curva di Collignon, di guisa che il citato teorema di d'Ocagne
aratterizza perfettamente tali carve.

Exnre Torrtige.

elle -

F BIBLIOGRATFIA

. jhﬂﬂlﬁ logaritmiche pubblicate dall’ Zstituto wrografico delle R. Marina
o in Genova.

: : 'Tampu fa lessi, in non so qual giornale, un ansddoto interessanie ed istrot-
: i tvo, L'editore Zanichelli, volendo pubblicare j dae volumi delle prose 8 dells
'jbifsijeaiﬂ del Carducei, si vivolse ad un editors di Londra per sapers dove si puteva
%ﬁuistare la bella carta soltile e resistente da luj usata per certe sne Bibbie : e
aditore londinese, molto stupito, rispose che la’caria tanto ammiratp dall'editore

> olognese egli la acquistava a, ., Bologna. Vero o non vare, 'aneddoto & certa-
2 niente del futto verosimile ; nessun pepolo, eredo, puo contendere all’italiano il
: ".igf imato nell” ignorange di quanto ha in casa gpa e nell'ostentazione di volersi
& ::L____Ef:_lﬂti'al'-ﬂ di f idee larghe , ammirando Sempre o soltanto ¢id che gi ba, ai
L8t Ta egli altvi pnesi, Almeno adesso, in gnest'ora benedetin
| heraziome per la nostra Patria,

dice,
di completa rige-
1 buoni Italiani devono procurare di rimediare, per
Yiuanto possono, al suaccennato nostro perniciosp difetto, Cid mi propougoe ora di
,::-,E:::':;fﬂ, colle modeste mie forze, in un easo partieolarissimo, ma non traseurabile e

v Boi assai interessante. Prego 1 Colleghi di voloymi eoncedere benevold atlen-
_f_na: se non odono su tale argomento qualche voce antorevole, e guindi pin effi-

ce della mia, cid dipende, devo confessarlo, dal fatto che invane la ho, piti velte,
s varie parti invoeats |
8 Gl lnsegnanti di matematica & di materie affig; delle neatre Senole sono qus-
. SR anno imbarazzatissimi nella scelta delle tayole logaritmiche da adottare. Le
SR e I:-:Eﬂ',c'_lissimﬂ della lultor teutoniea, chie avevano invaso tutte le nostre Scuole, non
. pssono ora pia giungers sino a noi, nemmeno attraverso la tanto compiacente
j..§=.=jz & % litria di Guglielmo Tell. Bd anche le tavole francesi o inglesi & ara difficilissimo
PQ R lle Bisogna dunque ricorrere alle tavols italiane ; & pero innegabile chis le pin
Ia E fra esse spno talvolta insnfficienti ai bisogni degli studiosi. Tavole italiane
ymplete, paragonabili colle tentoniche di cui la Guerrs ci priva, 190 ¢1 SORO: cosl
tiol diesi, e spesso in buona fede. Ben pochi infatti sanno che I Istituto idrogra-
- della B. Marina ha pubblicato fino da] 1813 un bellissinio volume dj tavole
o Wity gli stranieri, anche i superuomini germanici, potrebbero benissimo invidiarci.
thrai ed insegnanti me igoorano quasi tubti l'esistenza; ed anche conoscendola
”'5?'[';:,- purtroppo, restii ad occuparsene. Due nostri valenti insegnanti, il Concina
% il Neppi-Modona, hanuo fatta pubblicare or ora dall'editore Gallizio di Torino

e
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una loro pregevols Trigonmometria; in essa si ‘parla di butte le tavole pilh no
a queste non sl sccenne nemmeno; evidentemente gli autori ne ignorano anch'es
Uesistenza. L" Istituto, che con tanta cura e fatica le ha pubblicate, nulla assol
tamente ha fatto perché sisno conosciute, anzi sembra desldeﬂ che non lo sian
assenza completa di quella cooperazions ed urga.mzzazmue in cui it nostri barb;
nemici- sono sommi e che noi, iovece di de_ndang o disprezzare, dovremme iy
tare. Fra questa generale incaria mi sono deciso a scrivere io la presente rec
sione ; ma lo faccio con amavezza, perché ne traggo una nuova prova che r
italiani, come gia dissi, nemmeno adesso sappiamo Euﬂ’mlentemante sfruttare
nostre energie ed utilizzare quanto possediamo.

Il volume in dizcorso si iniziz con una lucidizssima introduzione-istruzioune,
una ventina di pagine. La I* tavela ha i logavitmi o i cologaritint del numeri |
beri da 1 a 10080; la 1I* e la [II"* contengono i logaritmi dei 6 funzioni goni
maetriche, di secando in secondo per i 2 primi e pei 2 ultimi gradi del T° qu
drente, di 15 in 15 secondi per gli angoli infermedi; la IV" tavola da i ben n
logaritmi di Gauss per le addizioni e sottrazioni; la tavola V" contiene i vali
natarali delle funzioni goniometriche per il I° quadrante, di primo m primo;
tavola seguente serve per la conversione fra logaritmi naturali e logaritmi
muni (!) ed ha inelire i logaritmi paturali dei numeri interi da 1 a 1000. I
lori contenuti in queste 8 tavole sono tuili espressi con b cifre decimali. Le
tavole che seguono posseno dividersi in 8 gruppi; quelle dalla VII® all’X1" hur
carattere pretiamente aritmetico e contengono quadrati, cubi, numeri reeiprt
radici gquadrate, radici cubiche; le tavole XI1*-XVII® serveno per le conversi
dei vari sistemi di misura degli nngoli e dei tempi; le tavole XIX"-XXII" har
cardtiere esclusivamente geodetico ; ed anche le prime 6 tayole hanno indicazi
colle quali possono servire a scopi geodetici, 1 volume iermina con aun ri
formmulario, di 40 pagine, trattante interesaanii argomenti di aritmetiocn, algebh
poniomeiria, trizonometria piava e sferica, sviluppi in serie, interpolazione, crle
diffsrenziale, feoria degli errori, geodesia, astronomia e fisica,

La, stampa dal libro & nitidissima, ottime la carfa, signorile Ja rilegatura;
pur essendo um grosso volume di 550 pagine in grande formabo, assai mite ne
il pfezzu di sole 5 lire. Tutte le bibliateche dovrebbero ﬂ.cqmatarlo ed iny
non lo pussiede nessuna delle molie nelle guali lo cercai. Tubti gli insegna
italiani dovrebbero cousigliarlo ai lore alunnij non soltante per fare un'azions
buoui patriotti, ma anche per il bene degli alunni stessi; ed invece...

La limitazione degli antilogaritmi al numere 10000 e dei logaritmi alle  ci
decimali, che fu ritenuts sufficiente dai cempilatori, specialisti in argoment: nt
tiei e geodetici, non sconfenterd, voglio sperare, nessuna fra i nostri insegna

. di geuole medie. Por col nostalgico desiderio delle predilette tavole teutonic

egsi devono rassegnarsi a riconoscere che, per I'uso che une fanno, le tavele
garitmiche con 6 o piii decimali offrono un * inutile & psaricoloso sfoggio di p
oisions ,, coma si dice assai giustamente nell’ Iutroduzione zl nostro libro. Q
st'ostacolo alla sua adozione mon pund wessere ragionevolmente invocabto da
comosce veramente I'arzomento; ed altrs obbiezioni plausibili nom sone capace
vedere ; sono couvinfo non esistano; dungus... |

I'adozioue pud essere fatba, beaché in ritarde, quest’anno Etﬂﬂ“ﬂﬂ nelle mo
Scuole dove non fu finera possibile di provvedere in altro modo; in ogni casc

(*) Questa ¥+ parte della VI» tavols d pord redatin con poea chiarszza e poes precisioue.
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cids almeno fin d'ora di farne la propesia uMeiale
igi Tl av iche la merce teutonica trovi modo di vinnovars I
'11- i [ B d. .. indurce nngvamente molti in tentazione.

per I'annoe venturo, prima
deplotata invasione e rieses e
I eosi non sin! | i

e Carra ¥E0 Paoro.
;“:i -__%. :‘: "'. -
Berrmy e €. Cramerrring, Elomenti 4

- scuole professionali di 29 grad
L. 1,20; vol. T1, L. 1,20,

Geometria ad uso delle
LG} '

0. — Livorno, B. Giusti, Vol. I,

- b . " Sembrerebbe cosa agevele a chi, essendo gia antore di 1ibri scolastiei di ma-
i 1atica, volesse c'umpilamﬂ altri per le scuole di pari grado o di grado inferiores
onche — e Vesperienza lo dimostra purtroppo — 1'influenza dell'analoge 8id
ot T S o spesso fa perdere di vista cid che costitmigce la caratieristien di ogni buon
jue o “iibro, ciod il metodo approepriato al fine, che la scuola particolare, & cni esso libro-
s - deatinato, si propone,
Com s 'f:‘ “ Invece, non & raro in Ibalia lo speliacolo infelicig
ga- hl_;;[;;rle tecniche, per esempio, obtenuii sforbiciando que

L oqnir ben compilato per gli istituti teenici, di libei di
moderno con 'egotunte dei
)G i 7 A %

O, ’iﬁ;ﬁ_ adattati al liceo
o won l'adozione di bel Buovo del metodo caratterd
senlemente istifuita ; infine, dj

o A £ iodin inferiore!

simo di libri-ad wuso dalle
lli che Io stesso antore hia
matematiea per il Jicag elas-
capitoli complementaij, anzichs.
stico richiesto dalla seaola ra- -
libri di seuela elementare +#d@otts sy altri di senoly
oni- ¢ Quali e quante siano Je pessilne conge

fﬁﬂ_[iria_ti ad una determingat

AT

guenze dell'ﬂdqs"i__uuﬁ_ 'di'l‘ii:r_ri !
a scuola, per la stelta del metodo, & inutile l_:il:n.l'ﬂ:ﬂj_'ft'q-,:._
I alumni, ma anche degli

lnsegnanti, che frequente-
¢ol provare disgusto del proprio uficio, inquiétadine per Ia Pras i

male aps

non solo nel riguardo degl
e ’ .
Sonte finiscona

oiia eondizione,

I:l_lfﬂfﬁ Bettini & Ciamberlin; 5010 £y : ; Lo it sl beiill

i ginnesio, j Ciamberlini, poi, ci ha prodigato quei libvi pﬂr le az,unletm,mu]:ﬁ, .
lementari, normali e licei, che mono caratierigfici

per. wirabile: Fusione <

plicita e rigore, taluni dei quali pereis soli, torge,
i hrn il dolorosoe problema dell insegnamanto in quells
UL R TR

: P0s3ono deuamonte risol-
scuole, ove & troppo stri-
a l'ampiezza del programma e 2 ristrettezzy dell'vravio cor-

1i elementi di geametria, che gli autori presentano ad gso ﬁ'@]’li}: ?sa;aglgj pro-
~#estonali, non hanne a ehe vedere con qualli, che tnlﬁnﬂ-ﬁg-ﬁfrig-ﬁ_ﬁ,ej_'ﬂ_im_‘. affini
3 ' Sit sono svolfi proprie * con quell’ impronta d: praticita o qujgn?;_';,-rﬁfﬂﬂﬂﬁm{w che oo
8% richieste dall'indole della scwola , a emi seno rivolti, |
Tale intonazione si rivela, non solo nellz seelts degli esereizi
“pioposti, nei quali S8pesso si

e
o

svolti, avviati
accennd ad argomenti di meceanicn, di fisien, di
no geometrico o di macchine, ma anche pelin costants ﬁﬁaﬁ:qz;;;';g.ﬁéjjdi'qﬁ&] Hitg-
perimentaie, che noi fubti siamg convinti debba iﬁfﬂ'l'—m_a_!"é*3:__1'_'@;'_-__3.!_!’5&"31ﬁf
ore, ma che, viceversa, vediamo COBl eccezioma
Bk, a vodesto rignardo, leggere ¢on quanta semp
ijiche dei criteri di uguaglisnza dej triangoli,

' 1a 8 media
mente b spplicats. Baste-
licita e I‘iinEEt‘ua son.date le

vecifiche clie, o differenza di
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quante ho viste in testi analoghi, metlono anzituito in chiarissima lace
carattere i sufficienza, the ogni eriterio sopra indicato in sB contiene.

I nostri autori hanno voluto evitare, nel eompilare 1z loro opera, di far
riduzione di quelle che rispecchiano il peusiero emelideo, certo perchd iali
zioni sarebbero state pur sempre asfratte e non rispondenti percid al oompik
gl erano assunti,

[ due tratiatelli coslitmiseono una geometria conereta, nella guale le «
derazioni di simmetric o 41 spostamento delle figure sono invotale spessis
il pitt possibile, ¢ ognuno deve riconosecers & iali congiderazioni un forte %
infuitivo e sperimentale, se pur non vuole intravedervi i germi della pre
zione ad uno studio ¥azionale, secondo una tendenza -essenziale dello spiriti
derno. ¥ io mi auguro che, in una prossima edizione, gli autori vOrranmo
linearo maggiormente il concette di simmetria, non solo lititandolo agli
ma anco estendenmdolo ai centri e applicandole, per esempio, all'argomonto
sportate dagli esercizi al testo) della pavimentazione o dell’ intursio con po
regolari, argumesnlo guesto, che io non so comprendere perehé debba esse
cinto o creduto di semplice riereazione geometrica o di disegno, menktre s
tacca perfino a questioni di analiai inﬂeﬁaxmiuntg. |

&
® ¥

.

Gli autori avvertono nella prefazione al vol. 1 che, per ssguire l'ord!
dicato dai programmi, cioé per porre il teorema di Pitagera prima dell'a
lenze @ della misnvazione delle superficie, era necessavio premetiere un
splla misnrazione dei segmenti. Cosi hanno potato enunciare il teorerna di
gora fin dalle prime pagine, come una semplice propriets mnmerica, cio@
uan relpzione tra i valeri (misuve) dei lati del triangolo reftangolo, sen
nessun eenno & relazioni tra superficie od aree. Pin taxdi, -pol, somo forx
quella proprietk, chiarendone ed estendendons il contenuto,

Certo, nessun appunto logico pud muoversi a cotal modo di procedere: i
di an mezzo inzegnoso, per quanto semplice, di soddisfare le esigenze bn
tiche: ma io mon so se non fosse stato piiL simpatico fave an'ulteriore an
zione, oltre 2 quella della misura dei segment: & precisamente della misur
superficie del rebtangoli. Coal, invoonudo in sostanza la pit ovvia nazioni
stema metrico dei segmenti e dei rettangoli, il teorema di Pitagora mon &
stato arretrato di taato, e certo presemtato nelle sua vera essenza di re
supoerficiale, guale lo concepirono Pitagora, Taclide e le generagioni tui
alla nostra. |

Tanto pii che l'anticipazione della misura del retbangolo avrebbe e
subito alla ragiona di nesessitd del capitole dell’sgnivalenza, necessiti ¢
campo pratico piii elementars, risiede nel bisogno di trasformare In ref
la fignre che non si possono misurave direttmmente, vile & dire nen si ]
ricoprive esattamente di quadrati. ' |

Praticamente, poi, la misura delle superficie. det rettangoli si presenin.
langn pia facile di guelln desli angeli, data fin dalle prime pagine nel !
sessagesimale (@ perché mon anche in quello centesimale, dal momento
strumenti si fabbricano oggi a preferenza in quest'ultimo sistema 7).

Jecondo ms, adunque, gli egregi autori avyebbero dovuto preferive di
un poco di pin I'ordine del programma uificiale per non svisare Ia natura
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ema pitagorice, tanto pin che essi hanno di tutto cuore adobtato — o fro
ostantemente, forse — s scritture (del resto, definite) quali

1) X m o= 2, m X m=m® scc.,

elative alla misura delle superficie e dei soljdi. )

. B poiche, riesnmando tali seritinrs 81 & volute riconoscer loro tmtki i pregi

~ Jidattici, ad esempio quello di non alterare i dati, cosi mi par nafurale pensare
'ha il teoremsa di Pitagora non doveva rifletbere una proposizione numerica, ma

" bensi dj qrantita.

» Me ne guarderei bens dal vinprire la discussione 8OpI

“dacondo me, non ne ha mai valso troppo la pena,

=:, ._'Einpra stato (mon poiendo aleun matematice atf

& nn argomento che,
poiché Paccordo seientifico ¢’

ribuire alle aerittuve {1) altro

sobto- sienificato se non quelle di definizioni, ciod dj convenzioni, & nessuno mai potd

8583 ratenders di farle rientrare nella moltiplicnzione di due pumeri o di mnr quan-

(bra {ita per nn numeroj e poiché I'accorde didattico non ¢l sar forse mai (in quanto

ligoni i he i fautori della riesumazione si sono spinti un po' troppo olira con le argo-
re ta- T

L mentazioni in favore dellgy propria fesi). Jo domando solo ge la formula del vo-
i riat- e '

mne del troneo di piramide, guale & applicata a pag. 75, vol. I

) - V——.——;hfmzﬁ-{—mﬂ*i—]-fmﬁ)(md:] m 12,

'?m corretta dell'ervore tipug-ﬁﬂn s0tto al radieale, sia esatin, non essendo Ef-ﬂ:’iﬁ

ne in- l!m-ﬂ X s m?,
':lﬂl"'?a_j S &}ﬂ anche, date pure che la (3) sia nna definizione, domando quali sinno i motivi
cenno: 2 ! i

o SN “djdattici che fanno preferive la (2) a quella spoglia delle manith di misara e, 88
! P'tﬂ’-;" Ak BN 0 si zecennerh ancora al pregio didabtico di conservars [a natura dei dati, non
ChIRD i restera che a proporre che si serivano le equazion! non piit come ugnaglianze

Y5 espressioni numeriche, ma fra espressioni costruite con quantithl G

e
Fo,

#
s ! £ &
tratis 1 due volumetti sono corvedati d tante nozioni, specialmente tecniche, che
ltl:Df_il?;' 0gna enumerave por mettorns in riliove ;1 caratiere prettamente professionale.
ifeipa- S ol

Puse rignardano il moto uniforma, i parallelogrammi & i polizoni articolati, la
L
f_g_lt-aute di forzs, la forza geni

s rifoga, gli ingranagei e la cinghie per la tra-
Novissione del moto da un asse g un gltre, il raccordamento delle linee, il ri-
(g HNNE zlio delle figure, la riduzione dei disegni, il paatogralo, 1a pendsnza delle strade,
azioas

g Wi tostrazione di modelli di solid; geometrici {con rifsrimsnto al numero delle
he ﬁ“? iﬁﬁatura o delle incollature) le sezioni piane dei poliedri o dej corpi rotondi, la
: ;,-, '*5"'g_ituﬂine e la latitudine, la vegola di Guldino per Varea e ivolumi delle figure

| roazione con applicazions sl centrs di gravita: inolive, 18 misuraziona appros- . a

it dello superficie (ragola di Simson), il peso dei legnami, di sharre, travi, la-

;ra, pietre, liguidi; applicazioni del principio di Archimeda sui fluidi; la cuba-

¥a di muechi di carbone, di pistre, sterri o
= ed infine un brave, elegante e completo
:: fgqna;lf in geometria descrittiva,

In conclusione, per ghi eleganti tipi dell'egregio editore (Giusti, i sige. Rettini
__I;i:t’l.l‘l]hﬂrlini offrono due trattatelli semplici, ma completi e di carattere ben de-

260 a fali da offrire abbondsnte mataria di esercitazione o di ispirazione anche
i:_'ﬁﬁﬂgnnubi di scuoele non professionali, S, Baypmyr

riporti, di volte, la siazzatura della
cenno sul metodi dalle proiczioni
sistensa

che 87
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VivanrL — Elementi della feoria delle equazioni antegrali, Man
Hoepli, serie scientifica 286-287-288. Milano, 1916.

“ Mantre i nostyi figli combatbono valorosamente per ]1ber=1ra 1 Europa
¢ giogo teutonico, & noi, a omi Uetd e le forze piti non permettono di offri
¢ braceio alla patria, incombe l’uhhhgn di lavorare per la sua emancipaZione s
S tifica. Una * scienza nazionale , & un assurdo, e folle sarebhe chi rifiutass
£ yvero scienfifico perchd sorto al di Ia delle Alpi e dal mare; ma nazionale
e deve essers l'opera di esposizione e divulgazione scientifica ,.

Con queste parﬂle nobilissime (specialmente se si pongono a coafronto o
gEIEIﬂlaﬂl di certi professori universifari, i quali, a guerra incominciata, o0se
affermara che non & possibile studiare il Latino ed il Greco semza Ticorrere
adizioni di Lipsia) Vegregio Autore comincia la prefazione di guesto impor
libretto, che offre ai giovani il modo di affrontare lo studio di un argomento |
quale manecava sino ad ora una esposizione organica e sistematica. Ed in
genso si pud affermare che egli e l'editore hanno fatto opera patriettica,

T noto che si chiama equazione integrale ogni eqnazione in cni la fun
e le funzioni incognite stanno sokto segni d' mﬁegmie e che il tipo della equa
lineare con una funzione incognita &

| (=)
flz) = h{z) . plz) + Kfa, ) - 2ly) - ty

ga(x)

dove ¢ & una funzione incognifa, mentre 7, h, K, g1, g2 8000 funzioni date
Fino ad ora sono state siudiate largamente soltanto l'equazicni linear
gialmente da Vouruera, Fempmoim ed altri, |
Piii specialmente sono importanti i seguenti tipi pavbicolari che si prese
in quistioni di Analisi e di Meccanica, - B

| = .
Equagzioni di Vorrerea di 1° specie f(x) =f K (2, ) - 9fy) - dy.
]

| x
’ : a . flo) =elx) — f K, ) . @ly) . dy.
5 Frepmor© 1% f{::) '—f Kz, ) - 9ly) . dy

2 ” 2« ., fla)=9lz)— f K(m JJ oly) . dy

Queste equazioni sono la materia traliata nell’ interessante uperetta, la ¢
divisa in quattre eapitoli, I1 primo coubiene aloune proprield delle fumzior
litiche, dalle equagioni differenziali lineari e dei deferminanti, che ocoorro

seguito : il secondo e il terzo trattano delle equazioni di Volterra e di Trec
il quarto-tratta di alcune importanti applicazioni alla Fisica inatematica e
colarmente ai potenziali, alle oscillazioni di una corda, alle vibrazioni di un¢
brana, al movimento del calors in un 'asta ed in uno membrana.

Il libro termina con una estesa Liste Bibliografica, redatta con maol
genza, l& quale agevola singolarmente la ricerche 2 chi voglia approfon
studio dell’ importantissimo argomento.

Grorio LAzzerl — Diretfore-responsabile

Finito dl stnmpoare il 26 Dicembre 1910



SULLA HOLTIPLICAFIONE T: DIVISIONE DELL'ARGOMENTO

NELLE FUNZIONTI CIRCOLARI

Applicazione alla {eorin dei numeri.

L

. 11 presente aviieolo & an'aggiunta alla mia nola Sulle formole di

iplicazione delle funzion eiveolurs ece. (Periodico, fase. 1V, a, XXXT),
te la sua origine da aleune osservazioni che '
_. sove . Frarring (') dell' Istituto Teeuico di Romia, gentilmente nii
L= nunico riguardo alls seconda parte (u. 2) di quella wofa, 13 dove
8 1 uso della formola di moltiplicazione dell’

_ argomento della fun-
e civcolare seuo, per dimostrare la legge di reciprocith pei resti
guadeatiel. | | - -

Z10

» i i 1:: By - - "li_s: £ _.': kg
vALLL S l! Elllﬁl_{ 81O pro

fivla sobto nn aspelto leggermente diverse in
%ge di veciprocitd, possa dedursi con senso gt

oltre aleune osservazioni- utili in propasito: di tutfe, all'egregio.
Pf Frattini, che me ne ha dato I'occasione, porgo qui vive grazie.

- 1. Indieando eon m un intero qualunque, positive e com u In va-

. Tornando, per poco, volentier sull’argomento pl'eaerlﬁh quelia fﬁr- |

guisa ¢he, Ia eifata
non dubbio; aggiungo

ile argomento, dalla formola di Moivre

GOS8 it -~ 7 sen My == (608 & - i gen w)™

t u svilnppo della pute_ﬁza del binomio, si ha

5 171 » i1 . |
Y I = cos™y — ( 0 ) cos™ o . senu —+ ( 4] cos" 7 u.senfu 4,

i e | i -
Ihuha_;;m;a: & senmu=—mecos™ 'y, sen y — ( 3 ) cos™ y , sen®u 4

i . .
-+ (5) cos™ " y. senu - . . :

o f}Mi assoeio di cuore alle helie parole clie ln Direzione de) Bolleiting di Malematica ha det-
e, nel suo penultimo fasciools, In gewsione del gquarandeésimo anmio dj ingsgnamento dal chiaris-

prof. Fratiini e della sna domenda di collossmento a tiposo dul It. Iabituto Tacnico * Leonardo
ek o di Roma, » mi dunle i avere ¢one

Aefente entrata _nhll‘i:aaegjinmﬂntg} Fillusire e modesjo Uonio,
vabro- salnlo affettuoso e i fervide nugnrio di
eoaiddo della Heiguzs v della Nenota .

A Lul, aneho da quesio c-d'[qn"'ﬁ';. :
un lingo ed operoso ritire, sempre diretto g

1
L o,

.....
HEREHHIT) L

................

........

__________ itluto, spirifanlmente, suitanto da poco (per 1a mig &

R e

R
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o queste si trasformano nelle altre (v. | citato)

o m (m— 9 o
& cosmu— (2 cos u)" ~— ?f (2 cos u)™—" t '2 : J) (2 cos u)m*-

(1 m (m—-:-’—] ) (iiaf?-__.?;) . v (M—3r—4-1) © cﬁs-u)‘“‘” B

| i
Sen mu '1 _9 _q
senu oo 008 — (‘-'”1 ) (2 cosu )" - (mE )(2 eos )™
+{—1) (m_: h ]) (2 cos @)™t L.

La (D) & 1a formela di moltiplicazione dell’ argomento nella fi
circolare coseno e mostra: Qualunque sia U intero m, cosmu @
linomio in cosn di grade m, eol primo coefficiente 2™ ¢ cont
soliunto le potenze di cos u con esponenti della slesse paritd di

I equazione

| cos mu =0,

di grado m in cosw, ha le m radiei distinte

T - I T T
CO8 CO8S S = OB.D = ¢ sv o GO = e
2t ! QH 2m ? e 2m ! cos (2m — 1) 2m ?

quindi

7T
1) g).

La (IT), che & la formola di wmoltiplicazione dellargomento
funzione cireclare seno, nel easo di =1 (mod. 2), scritia

m
cos mu= 2" 11, [cns it — cos (27
1

Sen muy -l m—2\ . m—3
— P {]—gan®u) 2z — 201 J l—seny) 2
s {(1-—sen® u) 2 L (I—sen®u) 2 4+ ec
sen mu . o -
mosbra: Per m=1 (mod. 2), AR eun polinomio in sen w di grad
: ; m—1 ;
col primo coefficiente (— 1) 2,27, invece se m =0 (mod. 2),
COS1 3 '
sen mu m—* m—=2 m—4
— = 201 (]—gzeny) 2 —2m-7 | —sen®u) 2 -
Bem i . COS N ( ) (1—sen®u)
senmu | . ‘ .
mostra: Per m=0 (mod, 2), i il prodotio di

cosu=1V1 —sen’u
per un polinomio in Senn di grado m— 2 e col primo coefficien

ni—2
(—1) * o=
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Supposto m =1 (mod. 2) dalla (1I)" segue che l’a'q_.n.aﬁﬂn.e- g b g

senmu R
| senw | | E

di geado m —1 in sen u, ha le m-—1 radiei distinte

e . T m—1 2x
E“m y iaen2———n, + sens —— . ... =+ sap -

2 nE

[

Sen mu m—I 2 .2_:
]

Sen 1 ={=1)7 .2 }:_ji[r sen’ % — gsen® » - (1)

“npo- | B Osservando che ' | '

. 8enmu
lim . _
amg  SEN %

: et o
m—1 2 i . g

1 S -} nn—1 - 4o 21-: 2 £ i
Hm ( 1) - SRS Il; |sen®u — Sen-i o = gt 11, sen®y
1 1

=n. e i

m

i :- sen My 2 2 -. 2
o . e == [I, I] 8¢n % ] |
¢, (1F % s€il i el . Ggi- e
S [ sen” r — I

. Dalia (1) | |

n
m-—1
m=—1 i .

sen mu=(—1)"2 .2" sanuy II, |sen® ¥ — zen® s
) ' 1

m

'.' _ . "
i ha, cambiando u in E‘l.— "

m—

m—1
2

27

_I:E'[IE mil == (—- 1) L 9m—1  ang u 11, {'-'_DEEI; 2t — gents
' 1

se m=1 (mod. 4)

GOS8 MY = — (—1) 2 9 epgu 01, cos®y — sen"r-g—w-
; 1 in

ge m =3 (mod. 4}

(") Bi confronti questa colla (8) della nota citakn,
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Si rieava

m—1 en®u senﬂi"——ﬂﬂ

E tang mw 4 I?[ . ; b m
tange ~— — 3 g 21

| cOS™ 1 — sen” "

ove vale il segno 4 o il segno = secondo che
m=1 (mod. 4) o m=23 (mod. 4).

2. Dato coswu, cosmw, gnalungue sia I'intero m, 3] cnleoia sem
razionelmente, mentre dato sen u, sen mu si calcola razionalment
=1 (mod. 2), invece se m=0 (mod. 2) ¢'d da estrarre anche |
radice quadrata. ‘ _

Non accade lo stesso pel problema inverso: dato cos nix o sén
trovare cosw o sen  rispeblivamente; questo & il problema della
visione dell'argomento nelle funzioni circolari seno e coseno.

Noi lo porremo qui cosi: daio

- f=cosu 0 S==gsenu,
trovare | '
il Ty
L= £09 — 0 y =sen —,
T ' 7!
e ci limiteremo al easo del divisore m numero primo, disparip,
tendosi da questo caso particolave, risalive al caso generale ed

sendo d'altronde note le formole per la bisezione degli angoll.

Cambiando nelle (I) e (I # In %:—, per le posizioni

U
f=Ccosu 1= (08 —
- p
; ' i
s=senu y:sen-ﬁ’—,
si ha
Cp(p—3)

Et =(2:ﬂ)l} i _?f_ (2'1:]1:--—-5 | | 2 E (Eﬂr)[r—-l + e

| p—3

s=2"y(l— y“)pT" SIS | (p I 2) gAd—=y 2 4.,

-1

e si vede che 2 ed # sono legate a ¢ ed s risp. da una equazior
grado p; le radiel sono

i t -} 2n | w42 (p—~1)=x _
....... , Lp == COB ik B==008 = o~ g 2p—3 —CO08 - per
o
- i it 2% 2 (p—_l)ft

7o — 801 e i1 :E!E?IIT y ons Hp—1=SEN per I

)
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Le {a) e (6) sono le equazioni per la divisione dell’ argoinento nelle
unzioni circolari seno e coseno. ' | | g

Dimostriamo ora I'imporlante feorema : L'equazione per g divi-
ione dell’ argomento nelle funzioni civcolari & risolubile per radical.
La z e la » sono, per le (a) e (), Fanzioni algebriche di ¢ ed s
L@ rispettivamente. L .8
. Per determinare il grippo de monodronia I' dell’eqnazione (a), e
. quello' T, della (b), hisogna far descrivers at=cosu e s=senu,
- un cammino chiuso o nel loro rispettivo piano complesso, ossia bi-
. sogna, per la (2), cambiare » in + %+ 28x, con { intero, ed inver-
. samente, qualunque sia I'intere B, variando u con continuitd da

2) -

pre

1831 S i i - ﬂ‘ﬂ;,
¢ descrive nel suo piano complesso un cammine chinso. e, per ;
la (b), bisogna cambiure  in u--2F%, e viceversa.

. Leffetto prodotto sui p rvami . Tyy T, ...T_1, dal descrivere

cammine chiuso o, sard di permutarli fra lore ju un certe modo,

¢ precisamente, per questa sostifuzione, il ramo @» va nel ramo &

ave v & definito dalla congruenza |

i,

.

v=+v4-B (mod. p); | S ()

Ao — : | . ; . iy
TR i  medesi mamente i rami della i si permuteranno, descrivendo il car- . s
(= - oo bl o e . . . . _ : : . s
L spondente cammino chinso, in un eertd aliro modo, ogni ramo ¥, B
1) - Ao VR i _ . : : L
=1 cambiera in gy, con | @Fa
v=v-+48 (mod. p). | (d)

______ . Dando g § tubbi i suoi valori (mod. p), abbiamo che le Ip sosti-

tuzioni (¢) e le p sostituzioni (d), formano rispettivamente i gruppi e

i monodremia della (@) o della (6); 81 osservi che le (d) formano il e

uppo eciclico sulle p radiei . ;

L gruppi algebrici delle equazioni (a) o (), dovendo conbenere,
nie o nobo, 1 rispetiivi gruppi di monodromia, eome soblogruppi
varianti, non couterranno che sostituzioni del’ gruppo metaciclico,

W nindi coinecideranno col gruppo mebaciclico stesso, o con sobtogruppi
_ uri di esso di ordive multiplo di 2p per la (a), e di ordine multiple
(b ip, per la (). In ogni caso coincideranno quindi col gruppo meta-
E clico o con sottogruppi di esso @i ordine pr, dati da | L

v=aiv-+b (mod. )

ve # divide p — 1, b percorre un sistems complefo di resti (mod. p)
d a; le radiel della congruenza 2= 1 (mod. p),

= Tali gruppi essendo transifivi, risolubili sopra un numero primo. p
i elementi ne visulta il tecrema enunciafo.

' Ma Ia ricerca pud spingersi ancora pilt avanti: limitiamoei, per
_brevith, alla equazioue (2) e mostriamo che il gruppo algebrico di
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essm, nel campo assolubo di razionalith, & precisamente il gri
mebaciclico. (') _

91 aggiunga al campo assoluto di razionalita 1 irrazionale nu

rico oS d";;: nel eampo cosi ampliato quale & il gruppo ﬂ.]géb

della (a) ? Dico che esso coincide proprio con I. Dopo I'aggi
di cos %T', 1l gruppo algebrico delln (@) sard sempre un sobtogrn

puro o meno, del groppo metaciclico: sia

=av 1 b(mod. p) -
una_sna sostibuzione,
% + 9w %t — 2r 2% 7

i - 608 — =2008 — , 608 —
P 5 p p »’

cloe

2
ﬂ‘1+m~4—-2 m.,.ﬂnsfh——ﬂ;

a questa funzione razionale delle radici della (@), razionalmente
(==0), & applicabile qualunque soskituzions dell’aituale gruppo a
brico (di Galois), applicando la v =av (mod. p), si ha

2
Tn 1 Ty — 2 :z:u.ﬂns—ﬂ-= :
Ma & puve .
w - 2aw 1 — Saw | 2r
En 1 Ty = BOB — —}- c08 =2.%.C08 8 —,
P p v
quindi
2n an
CO0S — == g0S @ —
.. b p
¢108 .
¢ = %+ | (mod. p) c. ¥

2
Osserviamo ehe I'aggiunta dell'irrazionale numerico cos —
campo assoluto di razionalita, & eertamenfe necessaria se si v
effettivamente abbassare il gruppo algebrico di (@) nel campo g
iubo di razionalitd, al gruppe di monodromia T\, perchd la funz
razionale delle radici della («)

& invariabile per le sostituzioni di T.

(*] Brarcnr, Legioni eulls f2oric dei gruppi di sostitusioni acy, (Pisa, 1900) pag. 241 e seg
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= Cid posto, & facile ora determjnare il gruppo algebrico G della (a) ©
- el campo assoluto di razionalith, e T

. Infathi, tale gruppo non pud essere che il groppo .metaeiclico od ek
ciin suo sotbogruppo dordine multiplo di 2p. o

- Perd questo secondo easo va eseluso perchs altrimenti Tindics
I‘ in G sarebbe un divi'su_r._a pulm di P_;_l E"’ puic_hﬁ il gruppo

maf

Ippu'ﬁ

[mne-
nigo

imtg

ppo, W 0 o Em g m FREER A H PP o

mplementare T © Abeliano cielico, basterebbe la visolnzioue della

L3

- I e R e R R | v

" . . . T e T S T | s - ,,
riispondente equazione Abelinns di grado minore (i o per ¢os.

e dipende, come & noto, da una equazione Abeliana irriducibile
—1 | e
; ) i igl'ﬂ[lﬂ i 2 =R ] |
- Si1 conelude: 1 gruppo algebrico dell’equazione {n) -per lu divisione ol
tell’ argomento per p, niumero primo dispari, della funzione cireolare R i
oseno, nel campo assoluto di razionatile, & il gruppo metacielico ok

ﬂﬂtﬂ. o
.']55-‘

v =av-+b (mod. p),

e ., . . o | : e | 3
R fie st riduee al gruppo di monodromia | - 5 =

V= vtb (mod. p) -

. N | | e e,
- Wotlaggiunta dell’ irrazionale numerico cos 1;;— :

- Oltre alla risolubilita pev radicali di queste equazioni per la di-
~visione dell’argomento nelle funzioni eircolari, si osservi ancora che, e
0ol caso di p=3, & necessaria I'sstrazione di un radicale cubico e

r d. pgaindi 11 corrispondente problema gevmetrieo della frisezione dell'an-

»lo, non & solubile, in generale, elementarmente (riga & compasso). -

3. Ricordiamo che dafo un numero primo, dispari, positivo p, & e
mpre possibile spartire un sistema completo di resti (mod. S
 telusione del fermine divisibile per p, iu due gruppi tali che i ter-
‘nini del secondo gruppo siano i contrari di quelli del primo, questi
~due gruppi siano - o

L ; .
1, -2, _3, shw E{p-—l)

1y =12, '.—'3,...—4;5(3;——1)_.

! _ - Ricordiamo pure che il ecaratiere quadretico, vispetio a p, di un
— f ilumero qualungue. g, non divisibile per p, @ dato dal seguente cri-
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tevio (di Bulero): q & residuo quadratico ¢ 2on veséduo di P, secot

che é:
p—1 p—1

g F ==l oppure g? =—1 (mod. p).
Ora consideriamo 1 minimi resti positivi dei -plfﬂdut.t.i

_  —1
l.q, 2.9 3.¢q, E?—q

rispette al mod. p: fra essi alecuni, in numeve di A

ﬂl’.' ':':ﬁ.!'-lll-l- ml

" " . - 1 . " = - " - ||
gono minori di A quindi sono nameri » di A), i rimanenis

‘numero di p..=—é- (p—1)— 2
131! 38-*31 R BF’- |
1

sono maggior: di G i e se da ciascuno di essi s toglie p, &1 bal
numeri —# di A').
Avremo quindi per ogui 7 e per un convemente 7,

L]

rig=-+1 (mod. p)  oppure rig=—ry(mod. p)

Ly 4 2w

2r- Zr
861 1 - - sen

aoppure sen#q -IJ— = — 82en iy, "?']—

corrispondentemente, ossia in ogni caso
- 2%
sen iy q 'E g
g =1 o (mod. ).

- BEll rl,l. S
(4

Facendo, in questa, percorrere ad » i numeri del gruppo A) 1
tiplicando membro a membro le congruenze che cosi st ctleng
e dividendo, come & lscito, 1 due membri della congruenza cosl

tenuta per 1.2.3.,.7,]3-(;;—1], si ha

{ p—1 _21’5
E{p_n ‘_ Sl 1'&‘ _ET
g — Ii[r o (mod. p),
sen ¥ —
o, ugando il simbolo di Legendre
p—1 _ETE
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“olie da il carattere quadratico ri ' -

et = 0 “Epﬂt’tﬂ oL dEl HUmMero. ;

< non divisibile per p. ezequalaiue g,

= Se suppomamo adesso anche g numero primo dispari, analoga-
e 5

!(Eﬂ:_:g

i
ot
iy

mente si ha

l:
T

k*?i: e Q

S o GO,
(E)“ 3 BEll 7 P 7 ;
_ = [t =——

7 1 2T

sen y —

e ’ g
-'5__:1-]&1 da il carattere quadratico di p rispetto a g.
i« lufine, ricordando Ia (1), dal confronto dei s ' bri '
: S y Qe . I secon ~
e ultime formole, si ha condi membri delle

L o) gty o A
S N IO R 0
St —— 4 ) E
e i : E— 2 Hl" HIJ' (Serl.g ?7 ‘:_._ F_EEIIE -}.,f Eﬂ
e v Y i

(3L =nT 5

he € Ia nola espt'esﬂiulle del teorema di reciprociti pei residui

e & ) { cipr -

i | : p Gﬂft.ﬂ pei residui qua-
Per dimostrare 1a Ieggle di reciprocitd pei resti quadratici si pud
ﬂc:he ?EI.I‘& uso delle formole di moltipiicazione dell’argomento [j:e'i-:
h_.._fuuzmne tangente prese sotho Faspetto (2), od anche sotto la foimn

~g8en” u — gen®y — >
)
e i ]-.-.[l_' ; = I 9
1 . 1T
eos’ 4 — sen?y —
' 1L

| 7 tg mu,
el - | tg k(4

n(}i G
Ong; i

. olla solita jone tiguardo w |
S Eﬂlivﬁllzlﬂqa riguardo al doppio geono, essendo la {an-

gente a periodo .
Bi brova iufabti, procedendo come sopra che:

=)

uno wlineno dei due nwmeri p ¢ q ¢ della forma 4n -1, ¢
Wt | | ' |

_ -3

ambedue i numeri p e q sono della forma 4n - 3

Bnne

( i- I e R . |
. - 4 La formola (4) trasforma il ctiterio di Fulero sul carattere

daadvatico del wumero q rispetto al numera primo p in un altro;
g 2 oy

T

, i
-'-'|'|-|-|_.... T

3
Ll

R e

e ety

e

e SRR
e T T
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infatti, il seeondo membro della (4) stessn @ il prodotto di 23 |
Lort, dei guali, per le (8), 2 sono uguali a'-+18

b
p=75{ —1)—A
8010 uguall a — 1, guindi

&
in parole: se il numero p dei winimi resti positivi dei nuiners
9 9 ;
]"gl —'I'-q-, L’rql-tiﬁ_[p'_ﬁ-l)-q!

; * " . . 1 7 ¥ 5 |
prese rispetto al modulo p, i quali superano ERY e pari, q ¢ resi
quadratico di p, se ¢ dispuri q ¢ invece non residuo, ()

Per mezzo di questo eriterio possiamo stabilire le forme dei
merl print p, dei quali un- dato numero g, non divisibtle per -
residuo o nou residuo, per es, per i primi valori di q, cloé

A g==1,9 8, 5....
Per g=—18 B

_p—1
p=t,

G)=e07,

in parole: Il numero — 1 & residuo quadratico di (ultd i numeri p
delta forma An-1, & insece non rvesidwo di tutli i wwmeri prii a
forma 4n+-3 (Eviero, Nov. Comm. Fetrop. V).

Per g=2, ciascuno dei numeri

quindi

1.2, 2.3, 8.2,... 5+ (p—1).2=p—1,

& il minimo resto positivo di =8 stesso (mod. p): il numero ¢

quelll di questi resti che suno maggiori di 5 D & delerminato d

e/ 2
ﬁ4 {p{p+

4
)
& L™ L] ] - i p + il
oss1a @ 1l massimo intero contenuto in

i
=

() Sopra una ulteriore trasformnzions di quasto oriterio i basata Ja terxa delle satte ¢

strazioni dale da Gauas per la nostra legge di reciprocild, V., ad, es. Dintont.cr, Dedeking,
iHentheorie, § 48 o 44,
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. Si conclude: p & pari e quindi

9 .
(E) =41 s p=] (mod, 8);

6 dispari, e quindi

(}32_) = — 1 58 p=43 (mod. 8):

¢ residuo quadratico di tutli i wuneri primg

"ﬂﬂ delle due forine 8n -+ 1 od 8n--7, & invece non residuo di tutti

inmers primi di ung delle due forme 8n 483 od Sn -+ 5 (proposizioni
i Fermat, dimostrate Ia prima volta dal nostro Lacrawar, Nou.
~ollim. de U dead. de Berlin, 1775, pagg. 349-851).

f"'-étﬂﬂ.]ﬁgﬁl'ﬂﬂﬂfxﬂ potrebbesi continuare per ¢g=—38 5

1% .+ 0y ma EE-'
ido questi nomeri primi dispari,

J le corvispondenti proposizioni si
ni- “Licavano augora piu spedi tamente dalln gid dimostruta legze di re-
D, & i tsiprocit,

3’*__“ E:_I E. . .I,’_;:_1 += 1y
(FJ—<—1>~ (3_)—[—IJ- (3)

i rispetto al mod. 8 & 4~ 1 residuo 8 —1 non residuo,
partiamo i numeri primi {dispari) nelle 4 classi

2r4+1, 120+5, 12047, 12n 4 11,

fwm Il numero 3 ¢ yesiduo quadratico di tutti i nuwmeri prime di
. a delle due forme 19n - 1, 12004113 @ non residuo di butty ¢ n-

u primi di une delle due forue 1.‘3}:—1—5, 12n + 7 (Burrro, Nov.
L omm. Petrop, VIII), '
o fer 1 numeri primi 5 e P, 81 ha

(x)=(3).

se dungue

tondo che p & dlla forma 5n + 1 0 8 3; se dunquo i distin-

Hono 1 numeri primi nelle otto classi

20n+1, 20n -+ 3, 20047, 2049
20m—+11, 20413, 204 17, 202--19

vea: Il nwmero § & residuo quadratico dei numer

b oprimi di una
rforme '

20n-+1, 20m-49, a0n-+11, 20m--19

-.-:-I-;I'\'!

.....
i Ao "Q"l:

11,
----------
'''''''''''''
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e on residuo dei numeri prima dé ung delle forme
0n-+3, Wnt7, 20413, 20n-+4 17,
Colla regola molliplicatrice (per — 1) da queste due ullime
posizigni st deducono le analoghe per —3 e — 5.
- A. Cero:

APPUNTI SULLA TEORIA DEI GRUPPI

ﬂ |

Sni grappi semplici e sul grado oloedrico di nm grup)

Sia G un gruppo semplice di ordine n# e sia H un suo
gruppo di ordine k; & noto che il gruppo G & isomorio oloe
mente () ad un grappo I' transitivo fra:

R |

i=7
lettere. Se prendiamo per k il massimo ordine dei sotfogrup)
si potra, di qui, concludere che il minimo numero di lettere
deve operare un gruppo, perchs sia isomorfo oloedricamente
il numero ¢ cosi determinafo?

Ci proponiamo di dimostrare che tal conclasione & vera.

{. Cominciamo dal dimostrare che: se m & i minemo nul
lettere su cui possa operaré un gruppoe L' isemerfo aloedricam
gruppo semplice G, il gruppo I' & lransitivo vispetto alle m letter
opeéra, | Y
Supponiamo infatti che il gruppo I' non sia trausitivo ¢
alle m lettere; cusicchd, fra queste, ue esistano g, (p <n), I
sono permutabili fra loro da tutte le sostituzioni di T'. Sianc

{1) _ ' 5 Ugyeney @p
queste lettere. Ogni sostituzione T’ di T' sard della forma:
P] = wa le

egsendo IV, una sostituzione fra le (1) e ' una sostifuzione
rimaunenti m — p leftere.

() A. 'E_ﬁPELpI, Istituzione di Analisi aigebrica, 4*-ed. (Hapoli, 1908}, cap. Ik, § 14,
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. Le T, costituivebbern, evidentemenie, un gruppo I, isomorfo al

iruppo T' univoeamente, ciod in modo clie ad ogni sostibuzione di T

(@ (orrisponderebbe una unica sostituzione di TV, |

! pro- o o = L’isomorfismo non potrebhe pill esser olaedrico; che, altrimenti:
SN ais0 sarebbe wr, come si 2 supposto, il mininio numero di lettere ay

4l possa operare un gruppo isomorfo oloedricamente a 1'. Sara. _.

lil][[I]E, un isomorfismo meriedrico; ciog, ad ogni sostituzione di TV -

prrisponderanne v, (v > 1), sostituzioni di [. Le v soslituzioni di I
he banno per ecorrispoudenti in T Ia Sostituzione idenlies forme-
sbbero, in tal caso, un sottogruppo invariante di G; il groppo T noir
- sirebhe semplice, contro il supposto. - |

. L’'asserfo @ dunque dimostrato.

2 C1d prewmesso, passiamo g dimostrare clier se h & Cordine di

Santtogruppo H, di ordine massime, conlenutfo nel gruppa semplive G di
widine n, Uindice:

* rispetto @ G & precismmente uguale al numers m Feste considerato;
\int al minimo numere di letiere su e possa operare un
dlvedricamente isomorfo al gruppo G.

. Ammettiamo, infatti, se & possibile, che sia = 4. Dovra, in-
lauto, esser necessaviamente m < i5-poichd, se fosse m >4, il gruppo
’””]ﬂementm;e destro (') di G rispetto H, operante fra gli i periodi:

H, HL.‘:..., Hi-—1

giritppo T

i quali si disbvibuiscono le sostituzioni di T quando si assuma
vme primo periodo il solbogrupyoe I, sarebbe (*) oloedricamente
orfo a @, clie & semplice, ed opererebbe sopra un numero i dj

e , €106 sopra un numero di lettere inferiore ad i, eonkro
Ellﬁiﬂ,:_._. . ; : i |
§ i . lesta dunque soltanto a supporre che sig <t In ta] caso, es- --
| ido, pel prec. Art., il gruppo T transitivo rispetto alle m lettere
.iﬁl,ﬂﬁ G i cui opera, dovri countenere, come ¢ ben Hoto, un sottogru ppo K,
: () Lo sostituzioni de) sottogroppo complemenlare destro che corrisponde ad una seatituzione
-;!_f]-"l'l"llm g Gl & ¢ espreses du; Y ‘
I{Fl Ht_fr' i HEE FA ey HF—I y ] ; Eh-::“:'
(H- By Byroonr By ) 4
" .j:i_j.'r:l"l!!ﬂ]ﬁ in eganl modo considerare il gruppo cum-plnment:ra sinishvo, composto dalle sosti- “
azion; |
) _&, o

oy oH,, FHayus s, FHP-—I
Her By Hayuney H !

O |

due gruppi souo  delle stagso urd-ina e ¢coineidono fea Toro yuando H & gofbogruppo inva-
di G, ] ;

) A, Ca®ELLL ibid., Arb, 288,
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di indice m rispelto a T'; ciod: quello formato da tutke le sos
zioni di I ehe laseiano ferma nna, a piacere, delle leitere su
opera. A quesko settogruppo di I' eorrvisponderebbe perd, in (
sﬂttnwtuppn dello stesso ordine che sarehbe pure, rispetto a
indice m <Ci; il soltograppo B non sarebbe dunque, un soklogy
di ordine massimo contennto in G, conbro I'ipotesi.

11 t. si trova, cosi, complétamente stabilito.

3. Se G 2 un gruppo semplice che contiene entro di sé un alivo ¢
seizplice H, di indice 1 rispetio G, e se H contiene entro /i 3¢,
sotbogruppo di erdine massimo, un gruppo K di indice ) rispetto
g sempire; o -

1=

Poiche, infatti, H & soifogruppo di &, di indice ¢, 1l gruppo
plementare di H rispetto a G & isomorfo univocamente (e g
oloedricamente, G essendo semplice} al gruppo G ed opera sc
elementi. In guesio isomorfismoe, al sokiograppo H di G corri
derd oloedricamente un sotbtogruppo T del gruppe compleme
che operera del pari fra ¢ elementli; esiste, dunqu& un grappo
dricamente isomorfo ad H, il quale opera fra i elementi.

D’altre parte, essendo K un sottogruppo di ordine massimo
di indice j rispetto ad H, il minimo numero i elementi su eo
operare un gruppo oloedricamente isomorfo ad H & dato da j,
del prec. Art. Deve dunque essere:

1S9,

4, Non ® difficile ricomoscere che il préc. t. vale -anche s
no grappo composto, purchd H non sia invarianie rispeiio a
infatti, @ & un gruppo composte, 1'isomorfismo fra G ed il g

G - ' [ ] ] 1
complementare o pobra, forse, esser meriedrico, ma la corr

denza fra H ed il gruppo T (curriﬂpundenta di H in %—) 38
questo isomorfismo, egnalmente oloedrica, & essendo un gruppe
plice; fa eccezione il caso in cui a tubbe le sostituzioni di B
sponde l'unith ossia, ¢id che torna lo stesso, che H sin inva
riapetio @. |
Yo altri termini: Se un gruppo G & isomorfo meriedricame
un altro gruppo quaunque T, alle sostituzioni di G apparienent:
gruppo semplice H, contenuto in @, corrispondono in 1' altreitm
stituzioni distinte, in isomorfismo oloedrico; cosicehd, U isomorfismo
e T sara, per es., (v, 1), ma Visomorfismo fra H ed il suo cor:
dente in I’ sare (1, 1).

Supposto, infatii, che le sostituzioni di H alle quali in T
gponde 1'unifa fossere pil di una, esse coskituirebbero, nel lo
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it & ome, un sottogruppe di H, invariante rispetio H;;,ﬂiif}n_ che & ussurdo, -
:ui: 5 . pssendo H semplice, & meno che £] 30

ttogruppo non eolncida eol-

intero gruppo H, o

5. Diremo grado ecanonice o grado olaediico di un gruppo semplices R

.,,pp;s i i 3‘2mini:_nu numero di lettere su cul pud operare nn gruppo oleodricg-
ente isomorfo a guello considerato,

. Tn base a tale definizione, il t. dell’Art 2

__ | = e guello dell’Art, 3,

- ; _:__._e,rmrah_zz:':tﬂ alguanto, come ali’At. 4, si possono enuneiare breve- .

come (R | inente cosi: | . -

. l Teoreaa T, — 77 grado eanonico i wn Jruppo sé-mpf-icg G & wguale

B il ordine di G diviso per Uovdine dei sotiograppt i ordine MA8s0 ae

. contennto in G, |

. Teorewa Il — Spm 2 & grado canonico di un gruppo semplive G

cony. T'2 un gruppo qualunque, che contiene G come sof Logruppo (mon - :

(i H vianie), il guozienie dell’ordine di 1" e dell’ordine di ¢ 2 uguale o i

pra onaggiore di m. | o

spoit- . b. Corornario, — Siy ' - :
nba

-1, T:, Tg.,..._, Tg—l, G

SUna successione di gruppi G compreso;
-~ Giascuno di essi sig Sottogruppe di ordine massimo vespelo al seguente
S0 dippi, i indichi pon il quoziente dellordine d; J (T delt’ ordine
T. Fra git b, sussiste la relazione : '

contenuti in @, fuft semplici,

'3-1 #‘Eiﬂ"{:: B Eh e FE. jle——l "'Eii} &

E-:_' SE fﬂEHB, 'ﬂ-d ES#} il]l-[—l { EI!I

il gruppo T, dovrebhe esger composto;

- L ovvero, se T, tosse semplice, esser dovishha invariante rispetto 7, .
e E & he qnindi sarebbe composto, contro 1'ipotesi, ]
111}31?5& e 7 A complemento di guanto si & dimostrato, agginngiafmo ['o=-
'apt.‘; e e tvazione, del resto affutto ovvia, che: s0 un gruppo & di ordine n

o 9 ovloedricamente isomorfo ad un gruppe transitivo T, che opera sy 1t lef-
W3 ‘ ; .. , n .
ity 2, esiste sempre tn G un sottograppo H di ordine - L anche verg
) 581 reciproca, se @ 2 uR grippo semplice. |
cor 1T sottogroppe H non & altre che il eorris

pondente del gruppo
I che lascia ferma ung delle i lattore. Re;zipmgnmente, 86 esiste

& un sotfogrnppo H di ordine ::%, 1l grnppo G & isomorfs (oloe-

camente; se G d sem plice) al sobtogruppo complemantare (destrorso
matrorso) di H, chd & appumto transitivo sopra n lethere.

L 1 pud dimosirarve similmente che: se un aruppo x, di ordine n,
edricamente o meriedricaments womorfo ad un gruppe ' transitivo

a ; n '
Uppo di ordine — ¢ reclprocy-

. oo lellere, esiste in G un soltogr
cOT PR ' = - - |
ro fie s WS Tonle. .
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IL

Snl grado meriedrico di un gruppo.

9. Definiamo come grade meriedrico di un gruppo G il min
numero di letbtere sulle quali possa aperare un gruppo I' unin
smente isomorfo a G. {') _

Se p & il grado meriedrico di &, i gruppo U operante fra b leli
ed «l quale G & univocamenie isomorfa, & iransitivo, Cid & ovvio;
che, se p, (' < i), fossero le lettere di uno, che sia T, dei sist
di transitivita di I, & chiaro che ad ogni sostituzione T' corrisy
derehbe univocamente una sostiluzione 17 fra le leltere di T. L
eostitnivebbero, dunque, un gruppo isomorfo univocammente a I', ¢
rante su un numero di leftere inferiore a pi il che @ assurdo,
sendo w il grado meriedrico di T.

10, Il grado meriedrico di un gruppo G ¢ uguale all’ indice rispetio
dei soltogruppi di ordine massineo contenuli in G.

Sig, infabti, p il grado meriedrico di G ed H un sottogrupp
ordine massimo contenuto in &, il cui indice rigpetfo a G sia
gruppoe complementare di H rispetto a G opera, come & hen n
sopra ¢ letiere e le sue sostituzionl corrispondono isomorficany

" ed nnivocamente alle sostitnzioni di G. B, dunque, necessariame

1) 28

Supponiamo che sia p<T¢. 1l gruppo T' isomorfa univocam
a (+ ed operante (Lransitivamente, come si & visto nel prec.

su p leftere:
£ , Qg y ouay By

contiene un sottogruppo K, di indice pi rispetto 4 ', formatb
tntte quelle sostituzioni di T' che lasciano ferma la lettera a,. 1
siems di tutte le sostituzioni di G che corrispondono alle s
tuzioni di K nell’iromorfismo fra G e I' costitniranno, danque
sottogruppe di G, dello stesso indice i rispelto a G; giacche, se |
motfismo fra G e I' & un isomorfismo [v, 1], ogui softogruppo
ha per corrizpondente in G un gruppo di ordine eguale al pro
moltiplicato per v, come l'ordine di G & uguale all’ordine di I
tiplicato per v. " |

(1. Se p & il grado meriedrico di un gruppo &, il quale & s
gruppo (non invariante) di un alfvo gruppo &, il quoto i dell’o
di G ¢ dell’'ording di G & maggiore di .

(*) Ciog I'isemorfismo b tale che: ad ogni sostituzione dl G nurria_pn_nﬂn un'uoicy B
vione di I} ma ad ogni sostituzione di 1" poseanc anchie corrispondere pitz sosliiuzioni di
gsclude, naturalmente, il easo estramo in cni I" of riduca alla sola sostituzions jdentica.
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ehe, ad ogni sostituzione di corrisponde una sosfituzione:

one:s-
- (Gy! y Gig' y Gag, ... , G 91) -
| G , O = S Gﬂ : TiA

fra gli i periodi destrovsi:
G, G:lg- Gﬂj"-' GI_J.

all si distvibuiscono le sostituzioni di @ qazndo. s‘igpﬁeuzde
 primo periodo il gruppo G. Al sotbogruppo @, di @, corrispon-.
m I", secondo questo 1somorfismo. un sottogroppo T

Tit Tﬂl'-':.TF

pera 1%, rispefto al gruppo T Uno di queshi sistemi, ad es. T,

- S,
sibeirh 1l solo elemento G: giacche tutte le sostituzioni di & hauno

bontto: 6. Degli albri sistemi, ve ne sary ano almeno, ad es, T, che.

i____gl?uppn invariante di H', conire I'ipotesi.

.

ntemente:

t 2k,

iehé ora il gruppo & & isomorfo, oloedricamente o meriedrica~

dide, ad un groppo di sostituzieni fra ) elementi, deve essere,
tondo p il grado meriedrico di @ St

Ay,

w<i. s e b d.

Cororrario I. — Sz H 2 un sottogruppe di ordine massinie con-
in G ed e G un sottogruppe di ordiie massimo conléwuto in G,
e di H réispetto & G 2 minore dedl indice di G ispetlo. g G, sein-
& non sia sottogruppo tnvariante di G'. -
. Corowuario IL — Se H 2 un sotlogruppo. di ordine ASSLI0 COl-

1spetto a G, il sottogruppo G ¢ invarimte Fispelto a &.

ﬂ infaiti I'" il gruppo eomplementare di 6 uapet{'.ualgmppaG'

mz di traneitiviid nei quali si distribuniscono gli elementi (2) sni -

nteinente per corrispondente sostitazioni che laseiano fermo l'ele-

| iarv pit di un elemento; giacchd, se (utti i sistemi (9) i cam.
Wwiitssero, ciascuno, di wn golo elemento, ¢id -significherebbe clie la
stibuzioni di G lasciano fermi tutti glf elementi (2); ciod clie (13-

» 4 & 1l numero, (A > 1), degli elementi di T, si hﬂ, danque,

i G ed & G un sotbogruppo di ording massimo contenuio £ G
itt; Vindice di H vispetto a & & maggiore od uguale all indice”

Vit

_______
.......
wpit
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14. EsnMPm. — 11 snttngmppu armonico H:
1, (ad) (cd). (ad) (be), (ac) (bd)

fra le quattro leftere: a, b, ¢, d, & nn sottogrnppo di ordine n

del gruppo alternate G, di mﬂma 12, fra le stesse quatiro le
1] gruppo aliernato @ &, evidentemente, un sottogruppo di
magsimo del groppo simmetrico G’ fra le guattro lettere, Po

 questo caso, &:

12_ 24
112

deve essere (come, ]I]fﬂ;tti, 8) il gruppo alternako invariante del

- simmetrico.

15. Dal Corollario IT si dEdHGB subito che ogni gruppo di

LE

n
>

eantennto nel gﬂ:ppﬂ stmmetrico fra v lettere deve essare un ini

Si potra applicar cid a dimostrare il noto teorema che ¢
dlteimato @ i1 solo del sua ovdine, contenuto nel gruppo simmel

6. Segue piu generalmente, dal Cor. 11, che se un grupp
melte un sottogruppo H di ordine uguale alla meld del sug,
softogruppo invarianie di (x. '

Questo beoréma sembra poter riuscire molio ufile a ris
questione di trovar tubtii gruppi di m*dinﬂ%— contenuti in ar
daio di ordine p.

m

Di alennd eruppi isomorfi (o addivittura simili) ai g1
complementari di sottogruppi di un gruppo dato

i7. Sin H un sottogruppoe di un dato grmppo G e sia R 1

formato da tutte guelle sostituzioni di G che trasformanoil g

it se sfesso. De:
G) . Ry BRiy Bayeoes Be

&0n0 1 pemudl deatrmsl nei quali si distribuiscono Ié sostituz
gquando €i pleudﬂ. come primo penudn R, i gruppi distinti ne
pud esser trasformato mediante sostituzioni di G (i gruppi |

con H) sono j, e precisamente sono i gruppi:

& . . H B, H,.., B



A R e T A D PR e PR e

PERIODICO DI MATEMANICA ' - 6700 a

nei guali H & trasformato rispettivamente: da una sostifuzione di R,
da una di R;, da una di B,,...: giacche, essendo un qualungme
1 periedo R; della forma Ry, (detfa v: una certa sostituzione di G) & -
assing. s - subifo viconoseinto che le sostitnzioni di uno stesso petivdo (H) trasfor-

| e -~ mano H in uno stesso grappo. B

- . Delta g una sostituzione qualunque (i G, essa ha per COrrispon-
dente nel gruppo complementare di R rispetio a @&, ad esso univo-

- camente isomorfo, la sostituzione t fra 1 periodi (5) definita dalla

_ formola: '

: =(R9’1 R.g, Bag,..., 'E_i_rsr)
I R, Ri, Rg —_— ij.l '

. D'altra parte, a qaella stessa sostitnzione g c.ni-t*is_pﬁn_de una 80-
stituzione § fra i grappi (6), definita dalla formola: |

o= (9" ey g Hy, Yy, ..., g B -‘?‘)Q
Er, Hli H” y ey HY=4 ‘

“c1oe, la sostituzione clie avviens fra igruppi H, H, H",..., quando - i+:50
esst si trasformano tutti mediante Ia g. Tutle queste sostituzioni 3 s
L .5 “costitniscono evidentemente m gruppo A anivocamente isomorfo al
oGan | SR grappo G 5 ity e LR
H 2 ni g L10 poslo, se g & una sostituzione . qualongue di G, In sostifu-
| S (@ zione v, corrispendente a ¢, cangerd R, in R.g; ma dallnguaglionza =~

Rﬁg=Rﬂ ;

. segue: 3 iy

- (Reg) H(R,g)=R.,"HR,
;: ¢iodé anche: - . P |
. T ¢ (RTTHR)g=R.,~“HR, R
= che pubd seriversi: ~ :

g~ H¥g = He), Y R <5

31 vede danque che, se. 1a sostitnzione y cangia R, in R, , Ia so-
¢ stituzione 3 cangin H®™ in H®, Cip significa che i due ginppi T e A lnE
. sono simili fra loro e precisaments che la. sostibuzione v di T'si 2
. cangia nella corrispondente 3 di A, se le lettere (o), su cuiopera T, . ..
si surrogano rispettivamente con le letters (6) su eni opera A. In
ltri termini, il gruppo 4 altro non & che il gruppe I' trasformate o
ediante la sostitnzione:

(H.'l -H’!- HH: B AE Hi _l)
18 - : R‘I Bl; Rﬂf"'lﬁ'j—l-.
- Si ha dunque il . : i
. TrorEMA L — Se H 2 un sottogruppo di G ed R 2 il gruppo fors

wto da tubte le sostituziont di (i ehe trasforimano in se stesso il ﬂ?‘”ﬂ?ﬂ H,
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altri, esequendo fra ossi una sostituzions 5. Tulle guesie sostifuzioni
costituiscong un gruppo simile al gruppo complementaie del gruppo 1
rispelto al gruppo G. S |

18. In luogo dei periodi desirersi (5) orviginati dal primo periodo B
possiama considerare gli j periodi simisirorst

® . R, R, Rajyecey Bjms.

Ad ogni sostitnzione ¢~' di G corrisponde allora, con isomorfism
unisnco, nel gruppo ecomplementare sinistrorso I di R, rispetto a C
n sostituzione: 2

| L (gR! ger-r gﬁ'r?- § oy gﬂ‘ii") :
(=R, R., Rs,.... Bia

ed inoltre la sostituzione:

3= (S?Hﬂ"-:, QH'g'_i‘ QH"Q‘_IJ e gE[{j-fI}g--l)
R - H, | 7 S i

¢ tutte le & eestitmiranne un grappo (anivoeamente isomorio (')
arippo G, se alln ' si fa corrispondere la ¢') che indicherema con A
Tntanto, se con #5 intendiamo nna -qualunque delle sostituzio
del periodo R (poiché le #y sono della forma wu, essendo r W
certa sostituzione di R} si vede subibo che il gruppo R4 HRY
indipendente dalla seelta. di #, entro R', e si veds inoltre che
gruppo R’ HRY ™' non potrebbe coincidere col gruppo R« HRy p
h =+ k. _ -
Se, dungue, immagimamo scrilte le (5'), come & senipre lecifo,
un ordine fissufo opportunamente, possiamo ritenere che si abbian
anifamenie alle egunglianze gia considerale ne} pree. Art.: -

) H=R-'HR, H=R"HR, B =R HR,...
. im HO—.= _].:t.|_1_1 HHJ_

anche le albre:

@ H=RHR", W=RHR,*, B'=RHR,...
| Jo- =R, HR_

-Iil-l‘

o precisamente si vede che, se Ry & uno gualunque dei periodi d
strovsi (5) si dovrd prendere come periodo sinistrorso corrispo
dente R quello formato dalle gostituzioni inverse delle sostituzic
che compongono Iy .- ' :

Cio premesso, & facile riconoscere che i gruppo I' & simile
gruppe A' ¢ precisamente che il gruppo T’ diventa A’ se nelle sostil
zioni di T, le leliere: i

Ri| R-flf _R;ﬂn--i R;.i“l

e

{1 3la nom nel senso cho & g goitispouda &, hens) nel sehso che n _-;.-"1 eorrisponde ‘%,



':’155-'?-:5'. 8t chiamano vispeltivamente - il L - g S
| 1, ‘H, #”..,, 5, . _
e, infatti, Ja Y cambia R, in R, =gRt’,, dalleguaglianza seritta

segue; B
ol (QRIE,' H {gE;HJ_I '=R',E HR'I:H[ ) B
= od anche | ‘ | £

- . CLind
R, HR', g = B, HR o

L ciod, per le {7: - e ,
Rl gH{BJ g“—l — H{“: ! .

doude si vede appunto che In sostituzione &' eorrispondento ally
cangerd H® in HY® Sq dunque y* eangia Ry in Ry, la yf cangia He
in H®, ' i Tma LR I
[9. Nell'isomorfismo fra G o il gruppoe I, complementarve di I, =
. alle sostituzioni Ji H corrispouderanno le soslituzioni di nn sotfe- -
L~ grappo K del gruppo T', Il gnfppu I" non sarh pero, come i grtipph__&, |
-~ transitivo nelle letfere (9) su eui upera, poichie I R resta evideu-
. temenle ferma per qualsivoglia sostituzione di' K. g |
Siano dunque; . e gk
'[tl T_l'.-i Tﬂ,--., T}

. i1 sistemi di iransitivith () nei quali si distribuiscotio le (5) ri-
.~ spetto al gruppe K: cosicehd, se: T e ]

Loy i ok :
. somo rispettivamento i namert. di lettere contenati in ciazeun si-
- stema, sara: - S . ENID

o 1 _I"PI_ ll [Ag ; ...""l‘l{.ﬁ- = 4.

. Supponiamo. che uno dei nimeri i ad es, , , sig egﬁﬁ_le 2]
L I'nnita, Cio significa che il sistema T, 81 eomponé dell'nnica leitera R,
e che, se H, & una qualunque delle sostituzioni di H, si ha;

f : Rl{a} Hi —_— Rl{ﬁ} :

-;.5;-;;-:ﬁsﬂﬂ|1dn R, una qualungne delle sostibuzioni di 1f; ed R,® una, oppor-
. tunamente scelta, fia le sostituziom di B,. Da quest'egnaglianza segne ;

Ba@ Hy (R,®1 = R, (R,o)~t == g sostituzione df I

f:-:":i':iué, che il gruppo H "E_'tr,ﬂ,s_fﬂrmatﬂ,_ d.-::;a; ua qualungue delle so0sli-
tozionl di Ry, in un grappo tutto contenuto in i; e réciprocamente.

Lk (') Diremo, d'ora inngnzi, eho un oerlo aggregate A di lattere scelto frn quolls sy cgi opela Lo
SeiAn certo gruppo G & un sistems di Lrimsitivitd dl G se jo sostifuziani dl G parmetteno dj 5068
- tuire od una quainnqae deile lettere di A un‘altra qualunque delle lettere di A o solo letbare - ... -
di A. Diremo ancle, quelche volts, ohe laggregato A & un sletema di_ intrangivitd di G se . gp.%. o ]
“stituzioni di G men permettono di sostituire alle lebters di A lottwe esfranse ad A. 5i'vede, s
S dungua, chs, seconde quests definizioni, un gigtema di bransitiviil & anshe afstema di Enj:rmi'_a'_’_i?.{:_;*--.:;réf
- Uvild; ma on gistema di intrdnsivith non » necesssri smente un sistenia di transitivita,

]
AT
;
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Vedianio dunque che fra ¢ numeri:

(8) | C O iy sgessy B

ve ne sono banti, nguali all'wnita, quants sono 3 gruppi contugaty ad
(esclusa la stessa H) contenuti in R. : |
Quelli, dei numeri (8), che non sono uguals alluniid, sono tuili d
visovi dell'ordine di . | | _.
Infatti, i! gruppo K, che & anivocamente isomorfn ad H, e tral
sibivo rispelto alle g leltere del sistema Ta. Il numero pa 8, dunqu
an divisore dell'ordine di X ; e quindi anche dell'ordine di H, che
in ogni easo, un multiplo dell'ordine di H.
' o A. Paronsy,

SULLA RIDUTTIBILITA DELLE EQUAZIONI

- I. Il problema: riconoscere se la funzione intera:

i SR S, ol SIS SN ol
siee ridutiibile nel campo di razionalite dei suoi eoefficienti (che supp«
remo, per semplicith, esser guello dei uumeri razionali) coineide ¢
altro: riconoscere se esistono n— 1 niwmer: razignali:
- . s : bl;bﬂg---gbn-—l
tali che it polinowtto: '
- bt . b T by

abbia in comune (Y) col polinomio (L) un divisore che sia almeno
primo grado in x; come ora facilmenie si riconosce. Se dungque |

NIAmMo ; '
1 Qy @a,..Hn _ 0 0 ...0 0 0
| U 1 (fg « s fy—1 O D -..0 0 0
“ 0 ﬂ 1 + s s Hn-B ﬂu--] $ﬂ T ﬂ U 0
: 0o 0 0...1 iy Gy ;..mll_g Er.,l_,, @y
Rbsyboeeebn) =) 1 by by ooibus 0 0 cevvenrnnnna®
- 0°1 by...bye O e srveasel
0 0 ]. ’ ..b;n.-..a bu_g bu_.l s ms bR e D
00 0...1 b By ..bus bus bu

() Vedi A, CQarerwny, Jetilusioni di Analisi slgebrica. Quaria ad. (Napoli, 1909), cap, X X1,

=
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-l_umﬂ che: condmane necessaria e sufficiente aﬁinﬂhé fa (1) sia
ibile nel campo dei numeri razionall @ che Veguazione :

BBy bey sy i) =0

i

H
ﬂsﬂﬁmﬁuia con un sistema di valoys vazional; tZeHe.
5 a,,bg.,.._,bn,, .
Je Il problema algebrico aqmvnle cosl, ad un pmblemﬂ. pmamenta
o, pimetico.
B, 2 La (1) abbia, ora, la forma:
G g 0 Y S M | _
[1) b_l b:” AN bﬂ_i] . 1 f_-‘l E‘:l LA I3‘11——1. bn bi]'rl b,uTﬂ - b*'n-—-:l bfn~=‘3
' 0 1 E'l ot & bﬂ —a E"u*l bu bnu &"u 4 5‘:5:;—3
i [] [} 1 e b]}_._:ﬂ: bu_ﬂ bh—_-]'_ bu b'!lu.._u bﬂu—.!.
oI . R :
- ' {) D 0 a“Nn 1 _bl bg bﬂ_ ' oa bu_._..g _bn,._:[
2) 8, aggiungendo alla n - 1" golouma la prmm moltiplicata per A,
dd ; 2427 golonna la aenmxda moltiplicate per A, e cosi via:
g
po- bil-—-l .Er'n ’[‘ -1'3. bu+l. + Aal * . bﬂn—ﬁ il -A-bn—ﬂ
_ 'b;:—*a bn—]‘. bﬂ_l_ﬂ- bﬂ_u—uﬂ = Abn_n 5
i bn—ﬂ E’n*u bri—-_] hzu—d'. T Abn_.;
= ?‘h‘lbﬂlflltéﬂwl}": O T i A (- < SV T~ BTl o e
= ‘ ‘&l’l — E‘ » = bII_]-——E =1 y -
;L?; A_'--_EtEl minante del secondo membro non & che il circolunte formato
: oy li elementi: - . o .
- . 1, .bj ’ bﬂ s - 'oey E‘n_l.',
=]

.......
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J. Indichiamo con:
m=1,-. " o, 08y <oy On
le radici nv* dell'unita; cosicehe, posbo;

A<=al,
slano:
ﬂ.-’ 'Ecﬂﬂ 1 ﬂﬂﬂ g ¢ 4wy ﬂufﬂ

le radici dell’equazione:
) —A=0.
1§ ehiaro che, se:
| bl, bﬂ,---g z"n—i

soddisfano alla condizione: | "
. : ll—-T- u—l _I_ ﬁ1ﬂ'u_ﬂ iu—-ﬂ _[_ e _1_ bu_ﬂ @z + bﬂ—l e ) ,
I'equazione:

L 11— 13511_'“ + R _I‘ bu—ﬂfb + E?fu L — U
avih una radice: as; in comune con la (3); sard quindi:
Hl(bl y -blg“, e oy .bu...[] ={},

fa funzione inbera delle w—1 variadili (4) e, dunque, esabian
~divisibile per:

@t o T het T e T e byce 0t - B

e poiché ¢ pud assumere i valori 1, 2,..., #, sl vede che deve es
a meno di un fattore indipendente dalle (4):

cpm :
R (bl 1 aﬂ fre ey 6“-——1} —_ i]:[._I{u'u—l ﬂju_ﬂl + bl[llu_ﬂ miu“-ﬂ + P —I— b“__g ﬂ{xl + |

Se poniamo nella identita pl‘écedante:
b_'[ - b_: —_— ﬁ.ﬂ. = .= bu--ﬂ-:' bn._[_"::{.}

si deterniina il fattore indipendente dalle (4): cosi:

i (bl ' E-'ﬂ‘ graay b’l-'l"-'l} —
— (=1 At Il ot et b

P1iu sampll_ﬂemente, indicando ¢on:
Ryy Bgyesay Ay
le L‘El;[l:i_ﬂi della .(3), si ha, identicamente HBII_E (4):

Ii(blrb,..., " l.)= )
= (= P A AP AP by At
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4. ‘Gernhi&nm, ad es., quale sia Ig condizione (*) per la riduftibi-

ki - | ;

8si coincide con quella: che si possana trovare die numeri razionali
: ﬁ&! o z : 3 ::iE

* £ 4

......

-
|
=

¢+ Ab®— 8Abe + A% =1 . (5)

2+ A 2" —3A2} AP—0

PUG esser saddisﬁ:_fta da valor: inters di x ¢ di A, soltanto se A 2
cubo esatto,

-~ b, Dalla (b), si ha:

(44

i

2A =38be —b" + V(0" — Bhe)® — 47,

SE: dHHQUE-: i _ b
“;’E — 960)* — 4¢?

o un quadrato esalto A® @ se:
dbe— 6" + A (5) |
3 un numero pari, il numero: | | "

dbe — &% + A
2 .

% un cubo esatto.

* K, perd, superflun la condizione chie (6) sia un numero pari

€8~
: % A ; ple ) ’ |
'&i._‘ﬂdﬂ Elll]ll]LELIIEELIHEII.':E Par: o dlslnﬂ;ﬂ 1 dus numeri:

- Bbe —b%, (" — Bhe)t — 48
. ¢ quindi ancle:

8be—0*,  Y(&T— Sbe) — 1"

{*) Ben nota; che A sia il eubo A un numere riazionale,
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6. Se N
(6° — Bbe)® — 4= A?

81 ha, dunque, detti A, ed Ay due numeri interi:

2A°P=3be—0b"-+ A
A% =—3be — b= A

AP AS 4 b =3be.

donde:

Di qui: Se i numeri interi b e c'soddisfano alla (7), i numero
¢ sommna di tre cubi.
A. Pavouny

SUL NUMERO DELLE SOSTITUZONI TRA 22 ELEMENTI

prive di elementi fissi

Nello studio di un problema di probabilita mi sono imbatiu
nna espressione assui semplice la quale rappresenta il numero
sostituzioni tra n elementi le quali sposiano lutii questi elementi;
conseguenza anche i mumero dei terpunit dello sviluppo di un d
minante di ordine n che non contengono elementi diagonali. Qu
determinazione pud farsi in diversi modi e porta ad unm cu
risultato asintotico che glova forse notarve.

|. Possiamo arrivare diretfamente alla desiderata espressione
diante un metodo schiettamente combinatorio. HEssendo cioé

@y 3 Oyyaes Oy
1 dali elemenli, si osservi che delle | n sostitizioni possibill tra

|n—1 lasciano fisso l'elemento ¢;; guindi il numero di quelle

spustano «, &

Aln—1=|n-— [‘M—l. ()

Cost [ra le !'ﬂ — 1 sostituzioni che lascian fizgo @z, ve ne sono |

che lascian fisso e, e

d‘ﬂ—ﬂ:“t-—-l—]ﬂ—ﬂ

() Per la simbolica delle differenze e per tutfo cido ehe riguarda guasta teoris saguo {
(Analisi algebrica, Torino, Boeea, 1804, pag, 460 & sBEE.).

a



Alp—2=Aln—1—A |2 —2

tira il numero delle sostituzioni tra gli n elementi che spostano a

oich® le sostitnzioni che laseian fisso ¢g Operano sclo su n—1
dpmenti, il oumero di quelle tra esse che spostano o, e @ si avrh

ibiando nella precedente espressione 1 in #n—1; sard ciod A®[n—3,

¢ allora il nnmero delle sostituzioni tra » elementi che spostano ay,
5B (a SATA: '

obe

Aa[ﬂ;—3=ﬂg|ﬂ—-—2 —A’jn —38

e D e e e T

o

el T oS S fEgasa
o e e e e _l.-..'-' F STy
' g s Ly S S ps ol
o e
R ; Tk
o e L} I-_'l. o
- vt L Py

Procedendo su siffattn via si ottiene evidentemente che il nu-
sniero delle mostifuzioni tra n elementi che spostano certi » elexenti

s W

*|—7 e il numero di quelle che spostang tutti gli » elementi &:

a;';-;?;l:{iﬂm'randu ad una formola fondamentale del ealeolo delle diffe-
tonze s1 obtiene per Q, l'espressione esplicita

Lo 1n
elle

per
glere
lesta
‘1080

Q=ln—(7)In=1+(3) n=2—.+ 10—

7 |
E .”_l_(;.__]_)n L_,‘,;“_' |

=1,2.8 4, .. 8~8.8 8BB4 _. g, (—1)* (2)

. Con il gegnente metodo dednciamo invece il valore di Q. da
":t-':__:_fﬂ'l'illll'lﬂ ricorrente. Se una sostituzione tra # elementi sposta
{i questi elemeuli, nella sna decomposizione in cicli non vi ga-
o cicli di meno di dne elementi, Sicché a,, per es., apparterri
n eciclo di ana delle forme

me- .

ossi, | | | |
& (¢ @)  oppure  {ay iy Gr, ... dry Gy, (k> 1).

Nel primo caszo la soppressione del ciclo riduce la sostituzione
tna senza elementi fissi operante su n— 2 elementi; e di gueste
\° ne sono Qu o per un dnbo 4., 6 2 —1)Q, s se si dinno ad s ;
Gussibili valori. Nel secondo la soppressione di a, nel cicle, ciod la |
ilizione di esso ad (4, dy...a,) riduece la sostituzione ad una
nza olementi fissi operante su 1 — 1 elementi; e di queste ve ne
o Q. , ciascuna delle quali perd ha origine da » — 1 diverse
Wibituzioni distinte sughi » elementi, potendo @, avere nei ecicli una
izione arbitraria,

.....
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Da questa congiderazione risulta la formula ricorrente:

Qu=m—1}Qu .+ —1)Qi—.

Avendosi evidenigmente Qi =0, (Js =1 si ricavano i valori
QE=2 . Qa!-=9! 'QE'=4-"1': R

1 utile per uniformita formale introdurre un elemenfo Qo che
legato a Q, e Qs dalla (3) uella quale si faceian =2, si oltien
bito Qs =1. |

Dalla (3) si vicava subifo

Qn i = 1 ('IIJ'——I ; 1 Qn-—ﬂ

| 2 w lu—1" n |[n—2

. o r 3 .
clhe ponendu in generale — . — W 3l scrive:

e anche:

Pacendo in questa la successiva sostituzione di s 1n
n—1, n—2,...2,
moltiplicando membro a membro e semplificando si offiene:
_ A1)

Wy — Wp—1 == Iﬂ'

avendo sostituito a w, —w, il suo valore —1. ¥ mubando ¢
qui ninn—1,2—2,...2 e sommando si obtiene fcilmente
n>1, '

B B(—TF L %, 4 (— 1)
et TNt i it |1 ¥ |2 "'+'I1':_

la quale ultima forma vale aunche per n==0e¢ n=1 !
Di qui si ha subito per @, I'espressione data dalla (2).
3. 1l signifieato e la forma di w, sono ambedue notevoli, s
infatti {» il numero totale deile sostituzioni tra s elementi, il

porfo wy,= [ﬁ: : cappresenti la probabilita che una sostituzione

traria sposti tutés i suoci n elementt. _L';aaprﬂssinne {4) indica poi ¢
5 la somma dei primi 4 1 termiui della serie che sviluppa
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PERIODICO D1 MTEL'EA.TIEA |

:ﬂﬂdﬁl la formuls esponenziale, Si ha pe':_'-_uii‘j . |

lim @, = lim : Qu =1 | -

n= o 0= IH g ' B

L1

Ii ﬂumegﬂ Un & dunque rappresentato asintoticimente per n eie-
scente, da —- |1 =0,3678794412, .. | »

'
L = T

BT
0

- i la grande esattezza di que-

tu valutazione & pr : - | ol
‘oue € provuia dal teorema seguente: Q. & Pintera i f

.....
........

........

L Dl

. 1 i
o Tl (8 o e
..... e i1 : s

il
.......

ﬁ"i“di, ﬂiplti.pliﬂﬂﬂﬂﬂ per |1

_ { 1 | i

‘;E“t. - & ]

e =15 e ¢id dimostea 'asserto. '
4 Dtll‘l_.‘%Ell]_tﬂ._ti pt'egﬂder_lti s1 pud anche ricavare una formula p-ﬂl'-
e adi g.uelia sostetwzioni che lasciono fissi v elementi e 1101 plie.
1che esse s1 obtengono associando ad » element] arbitrari, tenuti =

31, le permutazioni dei rimanenti s — 1 elio spostano tutli questi S

__;_:’:meni'j,_ tl loro numero & evidentemente:

Wy == (7)Qu-r.

. Questa relazione si presta a dimostrare per via combinatoria una
prietd algebrica dei numeri Q, che per noi deriva gia immediata-
nte dalla (1). Per questo si osservi che lIa classe totale delle so-
huzioni su w2 elomenti si pnd immaginare seomposta, nelle -EI‘IBEj
viuziali delle sostituzioni che laseiano fissi rispettivamenta |

01, 2 8..m

!E: erh-ﬂ '~I“ an.L + an._ﬁ + - "l‘ Q,ﬂ, n

n= () e+t ott (Mo

L

]
RN
R

ST,
o

ik

A
S

T
T
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Simbolicamente:

=@Q4+1~ -

Questa equazione, per i prineipl del ealeolo delle differen:
mostra nuovamente la (1), anzi le equivale perfelfamente.
5. La formula ricorrente:

Qu=(7—1) Quor + (1 —1) Qs

posta # visconlro con T'altra di prova immediata:

In=n—1) |[p—14(r—1) |n—2,

. ¥ A " " " 1 -
snggeriscono di considerare le frazioni g = (g, come ridotie

' n—1
frazione conkinna generale avente le frazionl ——— come ¢

nenti parziali, almeno per n > 3. Disponendo ﬂppﬂl‘tulﬂlﬂﬂlltl
prime componenti, si trova subito che &:

1
U.JTI'H‘ 2
24— :
2] -
3 |

el
on—l
n— 1

Questa formula & ben nota (*); pure non mi & parso inn
mostrarne |’ imprevedibile eolloagamente con la semplice qu
combinatoria da cui siamo parkiti.

. Asc

() V. per es. FopuunTenr, Tanrie dells equazioni. Napoli, Pellerano, 1872, pag. 430,

i'|-

i — ——



Ze, d

APPROSSIMAZION] NUNERICHE: PRODOTTO ()

I. Di dne nameri reali (positivi) 2, ¥ siano a, b

| dre valori appros-
. simati, per difetto, 2 meno di 4, 4,

rispettivamente; avremo
ﬂ%&:{ﬂ—l—d, 55?*’:5—[-0’:.

- da cui, molfi plicando membro a membro,

e quindi

O DI : O .
dpl =4 ab = xy < ab- o,

3 dellgizn i _
RS essendo @, un qualsivoglia numero tale che si abbia :
@) ' = adi+ bd+ ddy = ady + (b -+ d,)ds

', vale a dire, ab & wan valore approasimato di Ty, per ﬂ.ifett[l! con |'ap-

| prossimazione &, che si pud prendere eguale al prodofto del valore

per difefto del 1° fattore per approsimazione del 2°, piin 1l prodetfo N

~del valore per eceesso del 2° per Fapprossimazione del 1%; laddove i

e+ d) (6 -+ d.} & un valore approssimato di zy, per eccesso, con la

- medesima approssimazione o, ¥

) Z ; Per d = ¢ Bl ha: |
bri .3 @S (a+b+d)d.
:5 - 2.8 dimosfra che nella relazione (1) del numero precedente si

R PUO fAssumere : |

@ &2 a'd, + 54, ' i

0ve a’, 5" sono dne qualingue valori per eccesso di x, y, ciod | 5

¢ >z, . V'>y, | T

Infatti, poicha o > ay 5@ 6" > b+ d,, per ia (2} del numero pre-

o cedente possiamo prendere; a piut forte ra

3 gione, d’ dato dalla (4).
Se, invece, 0" < b+ dy, avremo b

— d, < b, e gunindi
0 — &, <y < (5 — d) +d,,

5 h . queate, con nlpune ommissioni e fravi vavianti, fui Butrn
i ""I-I-ppa-aaiﬂmaluﬂi wretieriefie, clis gari pubblicate: trn breve,

to da nn wmio lavero splle
Paragrafl: Premesse — £

| 8 che comprenderi i BOgUenS] ot

7 rori agsaluti — Pulers appressiniti deciminli — Sommn — Prodotte — Mol- N

tiplticagtone abbreviaiuy — Quuziente:— Divisions ablireviatie — Patenze — Radici — Cateoli sempllas e ke
couipiesss - Eyvori velutivi, e
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onde per le (1) e (2) di n. precedente sard

ab'—d) <oy <al —d) -+ adi (0" —d, + d,) d,

ma st ha

=2y, al'—d)<ah, adi+ (0" —dit-d)d<a'di+bd

epperd sara .
ah Z zy < ab-+a’d, 4 b"d,

ciod anche in questo caso vale la (4).
Per d =d, la (4) si mufa nella

(5) d = (a"+2")d.

Se si vnole determinave 'approssimazione 4 dei dne fattori del p

. dotto oy in modo che il prodotto per difetbo ab abbia I'approssimazio

prefissata d (probleme inverse), basta che sia soddisfatta la (5), e
che si abbia

__ d
(6) ' | d E-ﬂ”“l‘ t‘.]".

Si potra ottenere per il prodatto ab I'approssimazione prefissats
senza di che i due fatbori abbiano una medesima approssimazio
data dalla (6), poiché bastera che le npprossimazioni & e dy dei d

. faltor Eﬂdd-iﬁﬂﬁﬂ‘ alla {4), — Ia qunale per es. sara soddisfatta per

& &

(7) ShEg, visg.0)

9. 8iano du, by i due valori eon m decimali di z, y, A meno di 0,

avremao .-
abi = xy < (s 0,1%) (b +0,17)

08818 g

(1) b S 1y < Guba -+ 2y 4 Ba - 0,17). 0,11,
Se «o, by sonp le parti intere di z, y; sava -‘
g, <ao+1,  ba0,12=h -+ 1,
e qn'i-ndi avremo a piu forfe ragione |
@ b =2y<abe {10+ H+2).01"
Mediante la (1) o (2) si ottiene di @y il valore per difetto .l

un valore per eccesso, entramhbi espressi sotto forma decimale, e

-

(M) Le formuie ottenute in questo n. valgong pure per I'approssimazione del prodoito
eccesgo, yurchié ano almeno dei due valari o’ @ V" sin = all'effettivo valore per ectesso, 488
o da assumersi, nel prodofio, Senzn quenin condizione si. dovrehbe ricowere n formnle pin g
rati, ma meno ssmplicl. ' |
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QHs.x pud ricavare, prendendo le cifre a Emlstm comuni,
__}d|fetl.n di zy formato di cifre tutte esatte,

uit valore
¢i0& appartenenti allo

;??Eﬂlldﬂ ﬂ'u—l—ﬁu—l—ﬂ =107, ove p & il numero di cifre dell’ intero
kb +1, e supposto 7> p, dalla (2) st ha .
ayhy = Y < auydy, + 0,1 e

L

: » aub, 8 un valore di 2y 4 meno di (,1%-», ummfestﬂmen[,e 36
;}‘! ~—p).esima cifra decimale di by, & dwers*l da 9, le precedenti
io cifre esatbe per ay. _
Anche per #=p la (3} & valida, risultando 01“ M= 1011 app
&1 =0: in tal caso lapprasslmwzmne di a.b,
:ﬁﬁ etn 0 ad un'unith d’ordine superiore,

. lismprio, — Si abbia

n St 1imita ad un'unita

—=5,69875, ;= 043499,

pplicando Ia (1) si ha: | a

by = 24727386875 << 2 &y
063370
434‘,1{
1

2y << 2,4727999680

ﬁil oktiene pereid xy con 4 cifre decimali esalfe, cioe Y= =9 4797 . - e

e ﬁpphcﬂ ndo la (2), siforma dapprima a4 8- 2=15 Jo 0 i B
mudl sl lm, .

[ : ‘ B
ry << 2,4728086875 | |

ashs == 2,4797386875 < 2y

i ottiene ciod xy con J sole cifre decimali aﬂatte*
| __ndu la. 4* cifra decimale 0 7 ¢ 8, i
A\pplicando la (3), poiche @y +1= 15 0 &

F0-+1=0 sard p=1,
;__jmdl 0,1 " =0,1"' =0, sicchd per fale vm 81 ofliene purs -

=2,472..., essendo Ia 4° cifra decimale o 7 o 8 e
Lﬂ, tormula (3) serve specialmente per
-.;: £ nel numero seguente,

2y =2473...,

I problemi inversi come si g

Dati gli sviluppi di dus numeri z, Y, 81 vuol determumre il nu-
2o n delle cifre decimali con cui devono essere presi dus valori

‘ossimali aa, b, & che il loro prodotio sia un valore approssimato
5;, v a meno di 0,1, essendo ¢ un intero prefissato (problema in-

iprendiamo la formnla (3} di n. precedente,

ﬂ'[,.b_n = Ty < ﬂllhﬂ + {]}]‘_n—p! -
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ove p, indipendente da 2, & il numero delle eifre dell’ intero ao— 0o}
al nostro scopo basterd che risulti 0,1 =10,1', la quale & soddisfa
per n=p--¢

Non asllate invece soluzione generale del problema di determinar
i modo che il pmdnttu tnby contenga n cifre decimall esnife de
svilippo di xy, clod dia 1l valore », di @y con ¢ decimali.

St hanno tutbavia delle regole pratiche che derivano dal segue
procedimento.

Si ponga nella formula su richiamata 0,1 "= 0,1*"", da
n=p-+{+1; per tale valore di n sara

Uy = £l < @by _I_ 0511-1-1:

pereid se la (¢ 1).esima cifre decimale di a.b, non 8 9, le cifre
Ler.lenil datno »,.
Altrimenii, si pone 0,17 1‘—"01““, ottenendo n=p-—4+¢-+2, |
ealcoln di nnovo anby; se le (- 1).esima, (¢ 2).esima cifre d
mali di @b, non sono entrambe 9, le cifre precedenti danno il val
ricliesto. In caso contrario si conkinua il caleolo con valori sne:
sivi di n, fino a giungere alla determinazione del valore richiestc
8i pud dimostrare che il procedimenlo indicato conduace, cou
numero non determinato di esperimenti, al valore richiesto, ec
tuato il solo caso in eui il prodotbo zy sin espresso esaftamente c

cifre decimali. .
Eseurro. — Si vuole otleners la lunghezza della circonferenza

coseritta ad un gquadrato di lato I, espressa con tre cifre deell
(esatte).
Avremo:
2=m7Y2; w=35141530262.., V2=141421356..;
o+ by 4+ 1=8-+1-+1=0, =] £=3;
n—pt+itt+I=14+841=5 01+ =01*"=0,1%
3,14159 X 1,41421 = 4,4428679989;

poiche la 45 cifra deeimale del prodotio & 8, diversa da 9,
z=4,442..,, e la 4 cifra decimale dello s.ﬁlnppu di z sara 8 o

5. Nel caso in cui di # e y sono dati due valori decimali i
espressi con cifre tutte esatte, ma con un numero diverso di |
decimali, volendo applicare le formule di 1. 3 per determinare .
prossimazione del pruduttu, si sposta la virgola in uno dei fafto
modo di egpnaglinre in essi il numero delle Glfre decimali; oife
poi il valore dél nuove prodotto e la sua approssimazione, si
vranno trasformare i risultati tenendo conto della variazione i

Altrimenti, essendo ;n, bx 1 valori approssimafi per difetto di
a menp &i 0,1, 0,I* rispettivamente, si possono lasciare inalter
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valori dati o applicare le formule di n. 1, ﬂn'l[a-'q.ﬂﬁi:i-i si ricnva

':‘l'} ﬂmbn' = ﬂ"y < B,  ix d..

< essendo | N

(5) &= an. 0,10 4-b, . 0,1m 0, ]+ — . 0,12 (8, 0,17). 0,1™.

. Or, & qni interessante esaminare Ia seguente questione: i

Si eonsideri I'npprossimazione @' come somma delle due parl3 e

r“é« (=) oy, 0,17, (b,1+D,'1“).D,:1‘“.

. Pud darsi che dei due numeri m, N, Uno, per es. m, sia fisso, 8 =
» ¥ : _ ) ! e . - \ T
Faltro possp aumentare a piacers (o, almeno, possa superare il primo . RS
di aleune unitd); allora Ia prima delle parti () pud divenire assai i

piceola rispetto alla seconda, che & pressoche costante, sicche in kal N
modo I'approssimazione d' verrd a dipendere prevalentemente dalla -_ 5
seconda partse; e viGE?BI‘Sﬂ puo AVVERIIre se f-_y figson n. | R
Il rapporto delle due parti (z) & eguale ul rapporto dei due nu-
mer1 interi |

3) t 107, (b, - 0,18) . 108,

* che si ricavano da @. e b,--0,1" sopprimendo Ia virgola; percio ba-
sterd che il maggiore di gnesti numeri (8) sia 10 o 100-volte Vabbro, - =
. oppureabbia una o due cifve pit dell’ allre, perchd Vapprossimazions die o
penda prevalentemente du fina delle due parti(z); ¢ - - = =
= Prendendo un numero m aggiore di. cifre pel fa ttore chong ha di .
pil, non si otliene, generalmente, un vantageio ﬂptﬂ":’éﬁﬁﬂeh’iﬂﬂiﬂéwﬁi";"ﬁ
. prossimazione. T! eriteric indicato sopra ¢i porta dunque, nel pro-
. dotto di due numeri decimali approssimati, s lmitard le cifre del
~ Inttore che pud essere nssunto con un numero maggiore (i cilre, ¢id
- che & assai ntile nella pratica. | |

Fveewio Maccarennri.
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Questo capitolo dell’Algebra & di eapilale importanza in quanto
ella scienza & di continna applicazione ed in quanto pud servire
urabilmente per la educazione matematica.
Lo studio di una identith si riassnme ne’ segnenti quesiti: verifica,

_ applicazione, generalizzazione della identita. ok
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[. La aerr/‘ ica di una ldentﬂta domanda che lo studioso sia addestl ato,
educalo a' ealéoli: saper dare ad un termine la ymporianza che ha,
o ad un gruppo di termini — introdurre una espressione nulla —
sﬂmcrhei‘e una parentesi opportunamente, mentre un'altra va for-
‘mata — fare una opporiuna sostitnzione — impiegare un'altra iden-
 %ifd per oltenere subito o uno sviluppo od una riduzione — dedurre
- da ino q’vl‘luppu gitl eseguito un altro mediante lo scambio di gnalche
‘Guantyta — rendersi conto rapidamente che la identita & impossibile,
Iherchig essa manca di certe proprieta che dovrebbe avere (per es.:
‘omogeneitd, simmefria, ecc.) — saper applmme opportunamente 1
metodi che servono alla verifica — tufto ¢ido non & solo meccanica
del caleolo, ma implica edicazione matematics. ¥ giacehe ho accen-
nato alla scelta de’ metodi di verifica & hene tenere presentc quesie
parole dell illustre Lawmi [serifle a proposito della via lunga e com-
plicata elie Poisson avea segullo per pmvenue alle equazieni di
nna membrana elaslica ()]: “Je ne vois 1 gqu'un esemple de plus
 de longuenrs qu'oceasionne 1'oubli du principe suivant: lors quon
“ parvient & un résultat simple par des caleuls compliqués, 1l doib
* oxister uie maniere beaucoup plus dirvecte d'arriver au méme ré-
& sultat: toute simplification qui s’opére, tout facieur qui disparait
¢ dans le cowrs du enleul primitif est V'indice certain d'une niélode
“a ehercher, ou cette sxmphﬁﬂatmn serait toute fait, ou le facteur
nﬂppmmttﬂlt PAas 4., ' -

Lo stadioso che dovendo verificare una identita cominei a svi-
luppare calcoli, a trasporiare termini da un membro all’altro, ece,
senza aver prima osservabo attenfamente la costruzione della iden-
Lil3 stessa — compie opera molte volte inutile, sempre disordinata: a
verifica compiuta, quando pur questa riesca, el si accorge che quello
aviluppo era inutile, che quell’aggruppamento devea precedere I'al-
tru ece. Dunque, prima d'aecingersi alla: verifica di una idenfita

& indispensabile che se ne osservi attentamente la costruzione ¢
.qnestn, osservazione, oltre ad evitare le lunghevie de’ caleoll, cid che
porta economia di tempo e minori probabilita di errore (e lo stu-
dieso sa quanto siana apprezzabill questi doe f;Lttl] contribuisce alla
estetica della verifica,-indica il modo da seguire e non & raro il caso
che porti ad una verifica immediata. La osservazione mon deve li-
mitarsi al momento che precede la verifica, ma ancora dopo che
questa & stata eseguita, giacch® un passaggio, uno sviluppo, una
tmspuslzmne di termini, erveduti indispensabili {(ma fath coscienfe-
mente) in un pl[l‘ﬂﬂ studio, possono benissimo nom riconoscersi di
assoluts necessita in un secondo. Alle volte la verifiea discende da
quella di un‘albra identitd o particolavizzando o generalizzando que-

(') Lagous satr {a théorie mathematique de Pélasticité des corpa solides, 3¢ ad, pE. 110-111, Gaue-
tliter-Villars, Pavis, EB0G,



