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SUL TETRAEDRO A FACCE EGUALIL

i 4

Fra i tetraedr partiéﬁljﬁri sono notevoli quelli che hanno
ali spigoli opposti a due a due eguali, e quelli incm gh
spigoli opposti sono a due a due perpendicolari. Nei prim1
sono fra loro eguali le nattro facce, e quindi le qmattro
altezze, nei secondi le guatiro altezze passano per uno stesso
punto. La proprieta, da altimo menziounata, & dimostrata nel
trattato del Balizer, insieme alla sua inversa; altre proprieta
del tetraedro in cui le quattro altezze passano per uno stésso
punto, sono esposte in una Memoria pubblicata nel 1838 dal
Siz. Michele Reiss, (*) ed anche in un recente lavoro del
Sig. Gellenthin. (*%) |

Nel presente scritto sono esposte alcane proprieta del
tetraedro a facce eguali. ‘

1.

4. S’indichino con S, A, B, C i quattro verlicj d'un te-
traedro, e pongasi:

SA=a, SB=b, SC=¢, BC=a,, CA=b,, AB=c,,
ang BSC =2, angCSA=f, angASB=7,
area ABC=S§_, area SBC = S,, area SCA =S, , area SAB=8§;,
diedroSA=A, diedroSB=B, diedroSC=C,
diedro BC = A, , diedro CA =B, , diedro AB=0C,,
cosA =2, cosB=p, cosC=v,

cosA =1, , . cosB,=p, cosC,=y,.

(*) Essai anslytique et géometrique, par Michel Reiss (Correspondance Ha-
thématigue et physigue publiée par A. Quetelet, Broxelles, 1838).

(**) H. Gellenthin, Deber einige Eigenschaflen des Telraeders (Archiv der
Mathematik und Physik, gegrindet von I, A. Gronert, fortgesetzt von R.
Hoppe, Leipzig 1883).
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Si hanno, com’s noto, le equazioni,: . .

| Sﬂ = S_I_ll + S:FI'I' SE”I y

o S, =82, +8y +8; [ i

i [::-i

S,=8u, + 8y + Sﬁl v
Sa—S#I+S,Ju+S ¥

le quali si dimostrano famlmente _ralettandu ciascan vertice

sul piano della [aceia nppﬂsta i}plmaudn il t_Eurema sul

rapporto dell’area d'un Lriangolo a q;u%lla della sua projezione.

Multlpllcandﬂ {[ueste quattro eq uannni 6rdmatamente per

5, 8,, 8,, 53 , poi datla somma di due delle risultanti 1
togliendo la somma delle alire due, si ﬂttengonn le :
LiT 13 "

S! Sl ﬁSnSrll = 52 + 52 28 S 1 | ,_
oS85t | 0

y 'I f-_ﬁ] I_:.:i

che sono re]azmm fm le aree delle quaitrn farce e 1 coseni
di duoe diedri opposti.: U

2. E noto .che. la funziope: b Ge T (e

& lll ¥ i [l 1-!

M =1 - cos?a — cos?f — Eu‘%“y + 2C08x cosf COSY,

¢ sempre posiliva, e che, indicandn_'éﬁn_'v il volume del
tetraedro, si ha: Flst b e

36V? = a*b*c” sen?f sen?y BE;]""A

= a*b*c*M ,
ed anche | "
isV2=aMa*b?c*=a* al(b>+b2+c? +ci—a®~a b b2 (a* +a+c*+62-b*-b?)+ |
+c‘c’(a“+a’+b’+b”-c"~c=)—(rﬁc’5”+b’ai"ci+ﬂ’b“a +athic?) (')
Rammenio inoltre che, mdjcqndﬂ con R il raggio della l

sfera circoscritla al tetraedro, 51 ‘Ha" 3
516V*R*=(aa,+bb,+cc,)(bb,+cc,~aa , )cc,+aa,~bb,)(aa +bb —cc,).

- - i R Ty — ]
(") Egvagliando a zero quest’espressione si otliene-la mota relazione fra e :'_!'
distanze di goattro punli d'un piane. i
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3. Se un tetraedro ha gli spigoli opposti a dye
a due eguali, le qualtiro facce sono eguali;
€ reciprocamente.

I.'eguaglianza deil (quattro triangﬂli SAB, SBC, SCA, ABC
¢ nn'immediata conseguenza dell'ipotesi: 2 = a, , b=b, c=c,

Dall’ eguaglianza de: triangoli SAB, ABC risnlia: 4 =q,,
b=25,; oppure: a=b, iy D=a,. Nel secondo caso ; triangols
SAC, SBG sarebbero 1sosceli, e dalla loro eguaglianza risyl-
terebbe ancora: a=a,, b= b, Percid I eguaglianza delle
quattro facce implica quella degli spigoli opposti.

4. Se i diedri opposti di un telraedro song j

due a due egvali, Je qualiro facce sope
eguali; e reciprocamente.

Poiche i1 diedri SA, AC sono rispetlivhmente eguali aj
diedri BC, SB, e il -disdro AB 2 comune aj doe triedn
d1 vertici A e B, gli angoli SAB, SBA Saranno rispettiya-
mente eguali agli angoli ABC, CAB; e in conseguenza sa-
ranno eguali i due triangoli SAB, ABCG. Similmente sj dj-
mostrera |'eguaglianza degli aliri triangoli,

Suppongasi ora che sieno fra loro eguali le quattre facce,
e quindi (3) gli spigoli opposti. Dai triedri d; vertici A ¢ B
81 ricavera I'Eguaglianza dei diedri 34, BC. e de; died r1
AC, SB; e similmente dui Lrieds: di vertici B e ¢ g rica-
vera | eguaglianza dei diedyi AB, SC.

2. Seun tetraedro ha le facce eguali, queste de vono
essere triangoli acutangnl.i; € reciprocamente,
dato un triangolo acutangolo, si pusd sempre
costruire uu tetraedro colle quattro facce ad
esso eguali,

Se le quattro facce sono cguali, i tre angoli del trjan.

golo ABC sono rispettivamente eguali ai tre angoli del 4,




R
e
dro S, eppercid ciascuno di essi & minore della somma degli

altri due.
Ora sia dato un triangolo acutangolo ABC. Poiche la

somma di due dei tre angoli BAC, CBA, ACB & maggiore
del terzo, e la somma di tutti e ire & minore di 360°, si
potra costruire un triedro 8 (A’ B'.C)) coi tre angol: B'SC/,
C'SA’, A'SB' rispettivamente eguali agli angoli BAG, CBA,
ACB; poi, presi sngli spigoli i segmenti SA' =BG, SB' = CA,
SC'— AB, & chiaro che risultera B'C'=BC, C'A'=CA, A'B'=AB,
¢ che in conseguenza il tetraedro SA'BC'"avra le quattro
facce eguali al triangolo ABC.

6. Se le quattiro facce d'un tetraedrosono equi-
valenti esse devono essere egnali.

Dalle eq_uazinni : |
§? + 81 = 28,8, = 83 + 87 = 25,53
S? + 82 -2&,&#: =87+ 87— ‘*’S:Sa;r.. .
§2 482 — 9SSy, = 82+ 51388,y
dimostrate al N. 3, posto: o
§,=8,=8,=8;,

s]1 ricava:
A=Ay py=py V3=V,

le quali provano l'eguaglianza dei diedri opposti, e quindi (1)
il teorema enunciato.

7. Nel tetraedro a facce eguali la somma dei
coseni dei diedri adiacenti ad una siessa
faccia, e, per ciascuna faccia, egunale al-
I'unita. =

Questa proposizione risulta immediatamente dalle equa-
zioni (1) del N. 1, quando vi si ponga:

§, =8, =8, =Ss.

"
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8, Se la somma deéi cosent dei diedri adiacenti
ad una stessa faccia d'un tetraedro &, per
tre facce diesso, egunale all unita, il te-
traedro ha le quattro facce eguali.

Infattz dalle:

A, +p+v=1,
BtV +Ae=q,
Yy A+t
che si suppongono verificate, e dalle:
8, =82 +8,» + Sz,
S,=Sp, +8v+8;1,

Sg = Snﬂl + SHU. + S,l 3
51 ricava:

=5 =S) +(Sa=Sp+(S3-8)e=0,
(S~ Sv=(5,=S,) + (S5 = S)A =0,
(Sy =Sg)u + (S, =S A= (S3-8) =o,
le quali equazioni richiedono che sia
§,=8,=8,=8;,

poiché il determinante :

- 4 v p.i
VI | A |l==1+2+p 4 v+ 20py
oA =1

t diverso da zero. (¥)

e —— r———— == e e ———

(*) Infatti nel friedro S(ABC) si ha:,

c0SA 4 cosB cosC\ @
senB senC

sen’o = § (

S Conn (2* 4 p? 4= 92 o} 2hpy)
sen’B sen?(
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. Se la somma 'dégli angoh piani ‘d’mn triedro e n
egnale a 180°; la somma dei coseni de diedri e
- eguale all*unith; e reciprocamente,
Indicati con «, 3, 7 i tre angoli piani, e con A, B, C
i diedri rispettivamente opposti, si ha:
;o E
senasenfseny(cosA+cosB+cosC—1)=senacosa+senfcosf+senycosy—cosficosysena |
—cosycosasenp~cosacospseny—senasenfiseny, ' i
ossia
2senasenfSseny (cos A+ cosB+cosC—1)=sen(2a)+ sen(2) +sen(2y)—
—asen(x + 3 + y)— 4sena senfd seny
e questa, con facili trasformazioni, diviene :
esena senf seny(cosA + cosB + cosC —1) d
=2{sen{uc+ﬁ)—senyf $ cos(x— ) - cosy | S,
ot+f3+ —ct & _ a+ O
.=Bcns( ﬁ T)BEI](ﬁ-'-T )3_1:11( - T_ﬁ)aep( ﬁ—y)
2 . 2 2 J O\ 2
Dall'egnaglianza’ ora dimosirata risalta thel'néll'iputesi: le
&+ +y=180% ' K
dev’ essere :
cosA + cosB + cosC = 1.
E dalla stessa eguaglianza risulta pure che, se la somma
dei coseni dei diedri & eguale all’unita, si deve annullare il tri
coseno che sta al secondo membro, e in conseguenza la
somma dei tre ‘angoli piani dev’essere eguale a 180."
-
A40. Se la somma dei tre angoli piani & eguale a 180’
in tre triedri d’an tetraedro, questo ha le quat-
| ess

iro facce fra loro eguali.

Se la somma degli angoli piani & eguale a 180° in cia-
scuno dei triedri A, B, C, si ha, pel teorema precedente:

Abpy+v,=1, p+d+v,=4, V+A +p, =1,
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nediante le quali si possono eliminare 2, p, v dalle :

N8, =8+ Sy + Sy
8, =8u + 8y +S;%,
S, - S, +S.p + Sal.l
flettnata quest’eliminazione, e avuto riguardo alla:

S, =8§,1, +S.p, + Syy, ,
- oltengono le:
(S, +5, -8, = S:)1, =8, +8,-8,-8;,
(S, +8,—-8;-8,)p,=8§,+8,-8, -8,
S, +8, -8, ~ S, ), =35,+S,-§,-8,,
ille quali risulta: |
+5,-8,-8; =0, S,+8,~-83-8§, =0, §,+8;-8,~8§,=0,
is1a ¢
5,=§,=§,=8§,,
quali provano {(6) il teorema enunciato.
l. Se i raggi dei circoli circoscritti alle quattro

facce d'un tetraedro sono fra loro eguali, le
facce sfesse devono essere fra loro eguali,

Indicati con «,, B,, ¥,, gli angoli BAC, CBA, ACB del

langolo ABC, si avra, per ipotesi fatta,
Senc=senz; , sen = senf, , seny = seny, ,
quindi:
cosa =/ cosa, , cosB = k cosB, , cosy =1 cosy, ,

endo %, &, I eguali ad 1 od a — 1.

»
Percio sara:

M=1-cos’® —cos’B —cos’y + 2cosa cosf3 cosy

=1-cos’a, — cos™P; — cos?y; + 2hkl cosa, cosp, cosy, ,
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M= 2({ + hkl) cosa, cosB, Eﬂﬁ?; y

dml’lm1 t‘i]u'ale risulta che il prodotto &4l non puod essere eguale
a —1, e che, in conseguenza, la quantita positiva M & eguale
al. quadruplo prodotto:dei coseni dei tre angoli del triangolo
ABC; eppercid & chiaro che questi tre angoli: devono es-
sere acuti.

Similmente si dimostrera che ciascuno degli altri tre
triangoli & acutangolo, e che, in conseguenza, la somma dei
tre angoli piani, in ciascuno dei quattro triedri, & eguale
alla somma dei tre angoli della faccia opposta; e, in forza
del teorema precedente, si conchiudera quello che ora si trat-
tava di dimestrare.

12. Nel tetraedro a facce eguali il centro di gra-
vila, il centro della sfera circoscritta e il centro
della sfera inscritta coincidomo in uno stesso
punto.

Indicati con A, B, C', §' i centii d; gravita delle facce
rispettivamente opposte ai vertici A, B, C, S ‘i ha:

ﬁf‘=;(¢z‘+b“+0’)—%(d:+b:#—::f_)

H’2=-;-(tl’+ b; +¢i) - 5 (ai + & + ¢?). @

7 4

BB

CcCr

l(ﬂf+b*+ﬂf)-—£—(ﬂ“+bf+ﬂ")

3
L(a? + B2+ 0% —1(a®+ b2 3 oY)

I

Il

dalle quali risulta che, se gli spigoli opposti sono a due a
due eguali, devono essere fra loro eguall 1 segmenii che
uniscono ciascun vertice al centro di gravila della faccia
Opposta, e che, in conseguenza, il centro di gravita del te-
traedro & equidistante daj quatiro vertici. Inoltre la distanza

del centro di gravita da una faccia & un quarto dell’altezza
corrispondente a quella faccia, épper{:if:‘r, essendo eguali le
quatiro altezze, il centro di gravila sara equidistante dalle

quattro facce.



13. Se in un tetraedro coincidono due de} tre punti:
il centro di gravith, il centro della sfera cireo.-
scritta e il centro della sfera inscritta, quel te-
traedro bha le facce eguali.

1) Se il centro di gravita coincide col centro della sfera
circoscritta, devono essere fra loro eguali i segmenti che
uniscono ciascun vertice al centro di gravith della faceia op-
posta, eppercio, dalle formole (2) del N° precedente, risulta -

bi—b*=¢*-¢?,
I T S
c;—c*=a*-a?,

.2 z 2
ﬂ"—ﬂ =b"-"

¢ In conseguenza:

a=a,, b=b,, e¢=c,.

2) Se il centro di gravita coincide col centro della sfera
inscritta, devono essere fra loro eguali le quattro altezze;
eppercio equivalenti, e quindi egunali (g), le quattro facce.

3) Se 1l centro della sfera inscritta coincide col centro
della sfera circoscritta, devono essere fra loro eguali i raggi
det circoli circoscritti alle qunattro facce, eppercio (11) le
facce stesse,

14. Espressioni del volume del tetraedro a facce
eguali e del raggio della sfera circoscritta.

L’ espressione dei volume del tetraedro in funzione de-
gli spigoli, rammentata al N. i, diviene, quando gli spigoli
opposti sono eguali,
114V? = 2% (b*+¢—a?) + 2B (c*+a *=b%) + 2¢% (a*+b*-c?) - 1a2b?c?

&
od anche:

2V2 = (b* + 6* = a®) (¢* + a* - b?) (a? + b* - ¢?).
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Dalla formola pel raggio della sfera circoscrilta, - éitata

néblo stesso numero st ha:

s76V2R?=(a* + B% +¢%) (b7 + ¢* = a*) (¢*+ & -D%) (a® +b* - ¢?)

e (uesta, In forza della_precedente, diviene:

Ra

la quale si pud ricavare Ezlamhp dalle_ ‘f:;'r'r'lnié]é‘(&) de! N. 12, 1]
|

8R* = a*+ B +¢?, | £

$5. Se in un telraedro. la somma dei quadrati di
due spigoli opposti ¢ eguale alla somma dei
quadrati di altri. due spigoli opposti, il quinto 1
ed 1l sesto spigolo sono  fra loro perpendico-
lari; e reciprocamente, se due spigoli opposti
sono fra loro perpendicolari, la somma dei qua-
drati di altri due spigoli opposti ¢ egunale alla
somma dej quadratl della lerza coppia di spi-

goli opposti. (?)

Guidata - dal - vertize:. S 1o SL -parallela; alla- B e :dalla
banda opposta di questa rispetto . alko spigolo 8C, e indi-
calo con (aa,) l'angolo LSA, si ha, dal priedro .S {ACL):

cns(na ) = cosfl cos( LSC —~ senﬁ sen{LSC) c:}sG

= cosf3 cos(SCB) — SF”(SCB} ‘305'}’ — C["S“ cmia’ '

ma dal triangolo SCA risulta: |
EUE(SCB} = 6—b cosa ) BEH(SCBJ = — SE€n4, |
HI i fl_rl r‘;
eEppercio sarh il
¢ cos—b cosy i
cos(aa,) = ?

a, :

08s)a : |
2 e _(h? - b°® .

cos(aa 1) = E—tc_*—@—-—éi}. g

20aa '

dalla quale si ricavano subito i teoremi enunciali.

(") Questo teorema si trova, altrimenti dimostrato, nella citata Memoria del Reiss. |
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16. Nel tetraedra a facce eguali ciascuno dei seg-
menti che uniscono i punti di mezzo di due
spigoli opposti & perpendicolare a questi due
Sljigﬂli. |
Infatti, indicati con L, M, N, L,, M,, N, i punti di

mezzo degli spigoh 8A, 8B, 8§C, B,C,, C,A,, AB,, i seg-

menti SL,, AL, saranno fra loro eguali, per I'egnaglianza
dei triangoli SBC, ABC, eppercido la LL, sara perpendicolare

alla SA; e cosi dall’ eguaglianza de irrangoli SAB, SAC, e

quindi - delle LB, LC, risulta che la LL, & perpendicolare

alla BC. Nell'istesso modo si provera che la MM, » perpen-
dicolare agli spigoli opposti SB, AC, e che la NN, & per-
pendicolare agli spigoli opposti SC, AB.

'7. Se due delle congiungenti i punti medi delle

coppie di spigoli opposti d'un tetraedro souo
rispettivamente perpendicolari a quelle due cop-
pie, il tetraedro ba le facce eguali.

Nell'ipotesi che la LL, sia perpendicolare agli spigoli
54, BC, e che la MM, sia perpendicolare agli spigoli SB,
AC, si hanno le eguaglianze:

L,A=LS, LB=LC, MB=MS, MC=MA,
ossia le:
b* +¢*=b+c?, a*+¢*=aj +c’
b* +c; =58} +¢*, a2’ +¢; =a;+c?,
dalle quali si ricava:

a=da,, bzb;! C=cC,

18. Se le altezze d'un telraedro a facce eguali pas-

sano per upo stesso punlto, quel tetraedro @
regolare. »

Infatti se le altezze d’'un tetracdro passano per uno stesso

punto, gl spigoli opposti sono fra loro perpendico'ari, ¢ in
conseguenza (45), hanno luogo le egnaglianze:




| a® +a;=b +':b:=c’-+c:,
Ie gnali, nell'ipotesi fatta, devono: sussistere insieme alle:
| a=a,, b=b,, C=¢0,;
eppercio sara:
a-_..-b:ci=al=b.,=ﬂ,.
19. Se le altezze d’un tetraedro passano pel cen-

tro di gravita, o pel centro della sfera circo-
scritta, quel tetraedro & regolare.

_ Nella' citata Memoria del Sig. Michele Beiss & dimosirato
che, se le altezze d'un tetraedro passano: . per uno stesso
punto, guesto punto; e:1l centro.-della sfera: - eircoscritta,
sono -gli estremi .d’un segmento il cui punte -di mezzo & il
centro di grayith del tetraedro. Percio, mell'upa e nell’alira
ipotesi, il centro di gravith coincide col centro della sfera
circoscritta, e dai teoremj dei N. 13, 8, si conchinde che il
letraedro dev’essere regolare.

20. Se le altezze d’un tetraedro |passapno, pel cen-
tro delld sfera inscritta, i]ﬂe::i;;l'z_i;aifﬁéﬂi‘n & re-
golare. ‘ .

Indieati con A, B, ¢!, § i piedi qiﬂg! i:@l}*ﬁieﬁdicnlari
condotte dai vertici A, B, C, S sullé facce rispettivamente
Upposte, e con O il centro della ‘sfera’ inscritta , SL avra,
Per ipotesi: |

OA'=0B'=0C'=08.

Percid, se con H sindica il punto in cui il piano delle
AA', 8§ incontra Ie spigolo BC, le altezze AA', SS8' del
triangolo SAH, s'incontrano in un punto O equidistante dai
lati SH, AH, e in conseguenza saranno egunali questi due
lati SH, AH, i quali sono le altezze dei triangoli SBC, ABC,
corrispopdenti al loro lato comune BC. Dj qui risulta I'e-
quivalenza dei due triangoli SBC, ABC; e cosi si provera
che le quattro facce del tetraedro sono equivalenti, e dai
teoremi dei N. 6 e 18 si conchinderh che il tetraedro & regolare,

D. Bgesso.

- . -""-|"-:
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DIMOSTRAZIONE -DI UNA PROPOSIZIONE FONDAMENTALF -
DELLA TEORIA DELL'EQUIVALENZA

Ponendo a fondamente della teoria dell'equivalenza Ia
definizione: Due poligoni o due poliedri si diceno
equivalenti, se si possono dividere in egual nun-
mero di parti rispettivamente uguali, & sembrato che
non si polesse poi fare a meno di assumere come postalato
la proposizione seguente: Non puo una parte di un po-
ligono o d’un poliedro essere equivalente all in-
tero. Ecco qui woa dimostrazione di codesta proposizione.

17 Sottraendo da due poligoni equivalenti due loro

parti che siano eguali ad un terzo poligono, si
ottengono resti equivalenti.

Chiamiamo A e B due poligoni equivalenti, ed H e K
due loro parti che siano e-
guali fra loro.

Si dividano 1 due poli-
goni in parti rispettiva-
mente ugnali, come & pos-
sibile, dacch® sono equiva-
lenti.

Quindi in ciascuno dei
poligoni A e B si snddivi-
dano le dette parti nel modo stesso che esse sono suddivise
rispettivamente nei poligoni B ed A dai contorni di K ed H.

E se i poligoni H e K sono divisi dalle primative linee di
divisione o dalle nuove che si sono tirate, si facciano in
ciascuno di essi le divisioni che # scorgono nell’ altro.

Dopo ¢id i due poligoni A e B sono divisi in parti ri-
spettivamente uvguali, e cost che per riconoscere queste parti

non & mestieri far astrazione da nessuna delle linee di di-
visione.
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Lo dvdBdorgyconsideriamo i ana parte &, di H. A questa tro-

Sy L;yf'fcurriapgndare nel poligono B .una parle a, od una «,,

G seeondo che  vogliamo riguardare @, come parte di A, op-
~ i Similmente: nbla parte ¢, di K corrisponde . uel poli-
gono A la parte «, od una z;, secondo che si vuel riguar-
dare &, come parte di K, oppure di B.

Cosi, essendo tulte e quatiro uguali tra loro le parti
| &y ayy @ 4 az, nel far corrispoudere le parti di A a quelle
#" diB, possiamo stabilire che ad «. corrisponda a3, € ad o
"i:]'!- - 1 P i &'
eorrisponda z,.

- Similmente ad ogni altra di quelle parti di A, che com-
poogono H, si puo far corrispondere una di quelle parti di
B, ¢he compongonv K; e reciprocamente.

In conchiusione i duae pﬂliguni A e B sono com posti di

parti rispettivamente ugnali, e sopprimendo H e K, si sop-
Pﬁmuﬂnf'di quri'ste Pnrti rispettivamente ugﬁaﬁ.‘" Per conse-
guenza anche i resti sono tuttayia formati di parti rispelti-
mente onguali. -
A
27 Se due poligoni equivalenti haano wuma: parte
Comune , sopprimendo questa parte si otten-

gono resti equivalenti.

Infatti, sopprimendo la parte comune. non 8i fa che to-
gliere da due poligoni equivalenti due loro. parti eguali.

D . . e a
3% Una parte di an pullgnun non puo essere equi-
valente all’intero.

Infatti, detta A una parte qualunque di un poligono C
e B il rimanente del poligono stesso, se A e G fossero equii-
valenti, tali sarebbero anche il poligono B ed il :nulla,
che sono i resti che si ottengono sottraendo dai poligoni C

ed A il paligono A. E che un poligono sia eqnivalente al
nulla ¢ assurdo,

s i e e
B it e iy
= = T R

3l
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Ora st pno dimostrare facilmente che: Sottraendv da pe
ligoni equivalenti poligoni equivalenti, si ollen
gono resti equivalenti; e cosi le proposizioni sulleqw
valenza dei poligoni e dei poliedri si possono tultavia d
mostrare- con la stessa semplicila che si ammira megli Ele-
menti d Euclide,

A. Farorexr.

ESERCIZI PER LA SCUOLA
ARITMETICA

Sulle trasformazirne delle frazioni

1. Quanti (quarli, quanti sesti, guanti otlavi, quanL; decim!,
quanti diciollesimi sono contenuli in § ?

2. Trovare cinque frazioni eguali ad % le quali abbiano pey
denominatorl 1 oumeri 6, 44, 38, 100, 274.

d. 51 puod truvare una frazione eguale ad 1 il cui denemi
natore sia 49 ?

4. Quauli sesti, quanti noni, quanti dodicesimi, quanti quin
dicessmi, quanti ventigqualtresimi sono contennti in §

5. Trovare cinque frazioni eguali ad ! le quali abliao
per denominalori 1 numeri 9, 15, 24, 87, 213.

6. Esiste una frazione eguale ad ;, col denominatore 567

7. Quanti quattordicesimi, quanti ventunesimi, quanti tren:
tacinquesimi, quanii quarantanovesimi sono contenuti in 5/

8. Trovare cinque frazioni egufli ad } coi denominatori 8
77; 103, 638, 1036.

9. Si puod trovare uma frazione eguale ad %, col denomin#-

tore 582 ?




- 46 —

|0 ;' Trovare ‘tre frazioni eguali ad 5 1 cui denominatori

o sieno’ 65, - 183, 1144

44, Trovare una frazione eguale a %, ed un’altra egnale

- ~ad &, le quali abbiano il denominatore gs.

12. Trovare: 1) due frazioni eguali a ; coi denominator; h
105, 245, 2) due frazioni eguali a 2 che abbiano gli
stessi denominatori 105, 243,

13. Trovare tre frazioni egnali a % coi numeratori g, 7, 13.

14, Trovare tre frazioni eguali a {2 1 cul nomeratori sieno
24, G0, 144, 576.

15, Esiste una frazione eguale a L2 Ia quale abbia per nu-

In-r.'-

meratore 2250 ? * 4
16. Trovare una frazione eguale a 5 col numeratore mi- 1
nore di 24. {3{
17. Trovare una frazione eguale a 77 coi termini pia piceoli.

§8. Si pud trovare una frazione eguale a 2% col numera- g
tore minore di 81 ? . T
19. Come devono essere i denominatori delle frazioni eguali
a & ? E quanti sono quelli minori di 1000 ?
20. Qﬂﬂ_t}te sono le frazioni eguali a A {:lle hanno i deno-

o |
mznator: compresi fra 1000 e 2000 ? v
21. Quante sono le frazioni eguali a £2? Ve n"ha una col i
denominatore egoale ad uno dei numeri 10, 100, 1000,... ?

13

22. Si pud trovare una frazione eguale a 77 la quale ab- 1

bia per denominatore uno dei numeri 10, 100, 1000, .... ? s

23. Esiste una frazione eguale a = 1l cul denominatore sia

uno dei numeri 1o, 100, 1000, ,.,. ?

24. Una frazione il cui numeratore ¢ 37, e il cui denomi-
natore & maggiore di 100 e minore di 200, & egnale ad |
un’altra frazione che ha i| denominatore 1000: trovare il |
denominatore della prima frazione. i

25. Quante sono le frazion; col numeratore 168, e col de-

minatore maggiore di 300 e minore dj 400, eguali ad altre 1
frazioni col denominatore 19gp ? 4
€]

26. A quanti oltavi equivale la somma di ez

i
- .
- - S v )
i

H -. .. = { '.. '. - -
'rm..l:-...,._-__:..lu_ s - -
e st

—m——
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27. A quanti sessantesimi equivale la somma di 7, 7 e 57

: 127 &0 0
28. Qual'e¢ la pid grande delle due frazioni 3 e 75 ?

29. Trovare due frazioni collo stessv denominatore , ed e-

¢ : 7 5
gunh rispettivamente .a 5 e -

30. Qual’é la pit grande delle due frazioni g;, 5 ?
31, Qual'e la pit grande delle due fraziomi 7, . ?
32. Qual'd la maggiore, e quale la minore delle tre fra-

na 18 A% an
Z10Nn1 31? 8s? 85 °

33. Qual'e la maggiore, e quale la minore delle tre frazioni

- TA 6 8L 9
207 237 g9 °

34, Trovare due frazioni col demominatore 100, I'una minore
e l'altra maggiore di 3

35. Trovare due frazioni col denominatore 1000, Vuna mi-

28

nore e l'altra maggiore di 2%

TRIGONOMETRIA

Sui primt teoremi relativi al seno ed al coseno
d un angolo acuto.

1. Dimostrare che, se un triaugolo rettangolo ha un angolo
di 30° il cateto ad esso opposto & la meta dell'ipotenusa.
2. Dimostrare che, se un trangolo rettangolo ha un angolo
minore di 30°, il rapporto del cateto ad esso opposio al-

I'ipotenusa & minore di 2

:

3. Sia BAC un angolo di1 45°, e da un punto B del suo
lato AB si conduca sull'aliro lato la perpendicolare BC;
dimostrare che, se la AB & divisa in 1000 parti eguali,
la BC & maggiore del segmento che contiene 707 di quelle
parti ¢ minore del segmento che ne contiene 70s.

4. Costruire un angolo il cui seno sia eguale a .. Quel-
I’angolo sara maggiore o minote di 45° ?

5. Dimostrare che il seno di 60” ¢ compreso fra 0,866 e 0,8661.

6. Il seno d un angolo & ;7; calcolare il suo coseno, e
provare che quell'angolo & compreso fra 4° e 60".

)

-
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7. Calcolare, a 'meno di ‘- il seno ed il coseno d'on -an-
golo, isapendo che il seno ¢ doppio del coseno.
8;--‘Diﬂiﬂ,§i¥ﬂ'&“‘nhe, se ' I'angolo « & minore di 45°, esiste un
st T ‘ : sens
39391243,1;;}.59! seno ¢ eguale al gquoziente =
9. Se'il seno d'un angolo & doppio del seno di un altro
angolo, fra quali limiti dev’ essere compreso il secondo
-angolo ?
10.°Se il coseno d'un angolo & la meth del coseno d'un
altro angolo, fra quali limiti dev'essere compreso il primo
~angolo ? |
11. Come devono esseie due angoli se la somma dei loro
* geni ¢ eguale a 2? | i
12. Come devono esserc due angoli se 1l prodotto del seno
dell'uno pel coseno dell’altro & eguale all’ unita’?
13. Dimostrare che il seno di 70° & minore del doppio del
seno di 35°.
14. Dimostrare che il seno di 8° & minore del triplo del
seno di 20°.

15. Dimostrare che il seno di 43° & maggiore di +.

16. Dimostrare che, se 1’ angnlo al vertice d’ uni triangolo

- 18oscele & unp quarto d'un angolo alla base, il rapporto
della ‘base ad wno dei lati eguali & maggiore di ;.

17. Trovare due numeri i quali differiscano di 00001, I'uno
‘minore e I'aliro maggiore del seno di 1%?

18. Dimostrare che, se uno degli angoli #cuti d'un trian-
golo retlangolo ¢ gn quarto dell’altro, 1l rapporio del
Cateto opposto al primo angolo al catéto opposto al se-

condo ¢ i . 8
¢ magglore di %,

19. Dimostrare che, se uno degli angoli acuti d'un trian-
golo rettangolo @ un quinto dell'altro, il rapporto del

cateto opposto al primo angolo al cateto opposto al
gsecondo & maggiore di 12

&p*

) ?
20. Il seno d'un angolo acuto d’un triangolo rettangolo &
159 ra ® , .
compreso fra 132 e ASL. tiovare due limitazioni del rap-

—_ 8 g aettF VI iy
143 Tk
o —



porto del cateto opposto a quell’ angolo al caleto a-
diacenlte. |

94. Dimostrare che I'angolo, menzionato nell'esercizio prece-
dente, & compreso tra 9° e 10°.

22. Nel triangolo BAC rettangolo in A, il rapporto del ca-

teto AC al cateto AB & compreso fra [, e {7555 provare

{
che I'angolo B & maggiore di 30° e mi:mre di 56°.

23. Nell’ ipotesi che la somma del seno e del coseno d'mn
angolo , minore di 45°, sia eguale a §, si dimostri che
quell’angolo dev’essere compreso fra 15° e 18"

24, Esiste un angolo tale che la somma del suo seno e del
suo coseno sia eguale a $7?

25, Qual't il massimo valore della somma del seno e del
coseno d'uno stesso angolo ?

96. Trovare i valori di due angeli, uon maggiort di 60°,
nell'ipotesi che la somma dei quadrati dei loro coseni,
anmentala di 1, sia eguale al doppio prodotto el loro seni.

27. Trovare i valori di due angoli nell ipotesi che uno d1
essi non sia maggiore di 18°, che I'altro non sia mag-
giore di 51°, e che il prodotto dei loro seni Sia e-
gunale ad ;.

28. Dimostrare che il prodotto dei cosent dei due angoli
aculi dan triangolo rettangolo, & eguale al prodotto dei
loro seni.

29. Dimostrare che il prodotio dei coseni di due angoli &
maggiore © minore del prodotto dei loro seni, secondo
che la somma dei due angoli & minore 0 maggiore di 90°.

30, Se la somma degli angoli @ e b & minore 1 90°, € se L

hanno luogo le disegnaglianze:
: < sema cosb < 5,
cosa -si pud asserire sul prodotii:
sen(a + b) coshb , sena cos(a + D) ?

[). BEgsso.
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" Ei.‘ﬂjmg'ri ‘o1’ Geonzrria per Riccardo de Paolis; Prof. di Geo-

met__ri_a._. Superiore nella R. Universita di Pisa.” Torino,
Ermanno ‘Loescher 1834,

Di questo libro, come di tutte le migliori opere dell'in-
gegno, si parlera da molti, per molto tempo e in varie
guise. Ci0 sara grandemenle utile alla scienza e al snoi
seguaci e lieto auspicio di novello incremento del culto delle
Matematiche elementari nel nostro paese. Chiunque, leggendo
con intelletto di giustizia l'opera del Prof. de Paolis, si sof-
fermi di quando in quando a riflettere all’ordine nel quale
I'A. volle si succedessero e connettessero i vari argomenti,
e ad indagarne 1 motivi, deve riconoscere che molte e po-
tenti ragioni di metodo precedentemente ponderate, deter-
minarono I'A. parte inconsapevole, parte incurante delle dif-
colta’ che egli si apparecchiava, a segmire una via, merce
quelle nettamente e saggiamente delineata. Prova ne sia tra
Ialtre 1’abolizione dell’antica distinzione .fra Planimetria e
Stereometria, evidentemente suggerita da cio, che a niuno
puo sembrare tanto bello quanto & commode che le varieta
di fenomeni amaloghi che n’offre lo spazio, per ragion d’an-
tico uso o di creduta opportunita didattica, vengano dis-
seminale in vari punti di un tratlalo, 'sia pur esso elemen-
tare. Ora, se fare nn buon libro dt Geometria elemen-
lare & cosa giustamente repulata delle piu difficili, quand’an-
che si voglia attenersi a quel disegno che, consacrato dall'nso
comupe € dalla pratica dei migliori Autori, sembra divenuto
pressoche inviolabile ed universale, ardua certo e pari al
suo ingegno fu la prova alla quale un programma affatto
nuovo e sparsn di difficolta cimentava I’Autoré di questi
naovi Elementi. Essi andranno merilamente annoverati fra i
piu degni lavori in futto di Matematica elementare.

Non dispiacciano adunque all’A. alcune esservazioni
le quali mirano a mettere in chiaro taluno dei molti e con-
siderevoli pregt della sna opera, tal'altro dei pochi e lievi
difetts, -

1. Nella prefazione I'A, parla quasi esclusivamente dell’nP-
portunita di uno studio simultapes di figure analoghe nel
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piano e nello spazio allo scopo di non cadere in ripetizioni
ipntih.

lo sono del suo avviso, soltanto desidererei che, in una
punova edizione del libro, si commetitessero alla cura dell’in-
segnante quelle ripetizioni che la buona scelta del metodo
permetterebbe di evitare e che 1'A. sovenle non.evita, 0 per
rispetto all'uso comune, o per ribadire nel lettore I'abitudine
a ragionamenti e deduzioni della medesima specie.

Lo studio simultaneo degli enti ad una, due o tre di-
mensioni & poi consiglato secondo I'A. da un’altra ragione
di gran valore. Come le cosiruzioni esegnite nel piano sono
mezzi efficacissimi e talvolta gli unici mezzi a problemi re-
lativi ad enti di una sola dimensione, cosi, le costruzioni fatte
nello spazio possono rinscire ntilissime, se pure non heces-
sarie, in problemi relativi ad enti minori dello spazio me-
desimo, e molte recenti memorie valgono a dimostrarlo. E nel
campo degh elemenli, credo arrivi a proposito la seguente os-
serva zione: Nell'ordinaria Planimetria puo talvolta riuscir dif-
ficile, massime quando si sia astretti a sole considerazioni di
poOSizIone, verificare che certe tre rette concorrono in un me-
desimo punto. Uscendo dal piano, tenteremo di dimostrare
che esse sono proiezioni sul piano medesimo delle interse-
zioni di cerli ire piami. A quesia osservazione fa capo gran
parte dei mezzi di costruzione e di dimostrazione che alla
Planimetria dona la Stereometria, e I ingegnosa cosiruzione
del triangelo isoscele con ciascono degli angoli alla base
doppio del rimanente, ollenuta dall’A. indipendentemente
dalla teorica delle proporzioni o dell’equivalenza e wediante
il solo uso d un noto teorema su triangoli omotetici che,
mentre ¢ evidente nello spazio, mon lo & egualmente nel
piano, ma lo diviene quivi con considerazioni slerecmelriche,

Ma la previsione dell'A. il quale afferma che ai princi-
planti non & pit facile concepire un'angolo che un diedro,
un triangolo che un triedro, ha per lo meno bisogno d'una
conferma che soltanto dalla esperienza possiamo aspettare,
E, pur concedendo la non maggiore diflicolta, dovremmo an-
cora consultar V'esperienza per defidere se, la permanenza
in «quell’astrazione alla quale la nosira mente & astrelta
nello studio di figure stereometriche che a1 sensi appariscono,
non gia guali esse sono, ma rappresenlate sa dun piano,




diiello: Jub fé}gﬁﬁ o della lavagna, costituisca, per la testolina
Phun‘allievd; una ‘dificolth - che possa andar confusa fra le
ite ‘@dkdine” Tudimentale (novita della materia, del lhun-
i b eileie’ delld forma nelle argomentazioni), 'o"hon" piuttosto
H 'ﬁﬁ'*’“diﬂiédlﬁ_'t]'ﬂ'r."d'inef pii elevato e ‘che 1l gidvanétlo non
f’ji%éa""ﬁﬂteﬁ%ﬁ:’isﬂ gia pon adusalo a vittoria, nélla lolia con
Ie "prime. Ma ‘quand’anche cid fosse, si dovrebbe per cio
tornare all’antica separazione come ad unico porto di salvezza?
Ecco, a parer mio, cid nen sarebbe sagglo. ﬂ‘te:[_lpn neces-
sario a preparare la mente degli alunnia maggiori difficolta
quali possono essere le stereometriche, ® certo assai piu
breve di quello che per antico sistema ‘si‘contéde ordina-
ﬁaqlente, e durante il quale, lo si noti Behe, il giovanetlo
trattenuto nel campo planimetrico acquista, come’ per legge
d’ inerzia, una natlurale riluttanza a totto cid chieé sa di Ste-
reomeiria. Ma son d’avviso che a cagione dellordine che il
N nosiro anlore prescrisse ai primordi del suo libro, poco ivi
' 51 abbondi in teoremi planimetrici o propasizioni Slereome-
triche assai semplici (in aggiunta a quelle che sono indi-
G spensabili alla formaziope del gruppo fonddmentale dei po-
g _éi_'ulﬂt_i'). Manchi cosi on ginslo periodo ';'H'i!-f{]'jri}parazinﬂe, e
| SI giunga troppo presio a pagina 27 del libro, e prima forse
che un alumno di comune intelligenza . possa - idtendere il
leorema 43 della pagina istessa che e alquanto difficile. E
qui cade jn acconcio uva dimanda : Fi provvido consiglio
1l recente bando dello studio della Geometiia intuitiva daj
Glonasi e dalle scuole tecniche, o fu smania di novita quella
che ci fe’ tornare all'antico ? To fo voti, perche la caducita
perenne del nostro sistema di studi si affermi ancora una
volta a bene del paese, e che la Gepmelria intditiva Llorni
In ouote presto e per sempre nelle nostre scaole.

2. | postnlati che stanno a base degli Elementi del Prof,
de Paolis presuppongono  per lo pid il conceito di moyi- '
mento che 1n ogni traltato di geometria elementare con-
viene ammeltere o esplicitamente o tacitamente.

Ho osservato esser costume dell’A. lo ammettere un me-
desimo postulato in casi analoght, ad es. la possibilita
di rovesciare il segmento o il diedro, anche quando qualche
dipendenza possa esistere fra i vari casi, ad es. fra le due

Possibilita anzidette. Ma si consider; che, ciascuno il quale




conceda la prima delle due possibilita, vi s'! decude sol per-
cht il segmento si diporta in egnal modo rispello al suol
due estremi. Egli non poirebbe adunque negar la ,seconda
percio che anche il diedro si diporta in egual modo rispelto
alle sue faccie. L'uso dell’A. mi sembra adunque per la
detla ragione ireeprensibile ; ma per la ragiope istessa, al-
irellanto non penso dell’estensione agli angoli del postulato:
« Dali due segment) diseguali si pud sempre trovare un
segmento multiplo del minore e maggiore dell’altro » alla
quale I'a. giunge per via dimostrativa (p. 290, Cor.).

La proposizione « Una retta puo scorrere su se stessa »
assunta come postulato dall’A. s trova dimostrata negh ele-
menti di geometria del Sig, Prof. Faifoler. Ma mentre, se-
condo guesto Aulore, la possibilita di scorrere attribuita alla
relta consiste nella facolta di sovrapporre un punto A della
retta ad altro sao punto A', e poi di nuove la relta alla
retta, il De Paolis, accettando il senso che alla parola scor-
rere volgarmente si attribuisce, ammelte che si possa por-
tare A in A' senza che avvenga distacco della relta dalla
sua posizione nello spazio. lo credo che 1'A. avrebbe fallo
bene a rviprodurre la breve e facile dimostrazione del Fai-
fofer allo’ scopo, sempre lodevole, di anteporre un motivo al
postulatv. Avrebbe cosi disposto il lettore ad accetiare la
noova  condizione vestrittiva, I’ ammessibilita della quale e
quivi dato d comprendere. Dissi comprendere e noun rigo-
rosamente spiegare : escluderei anzi a priori come priva di
significalo ogui considerazione d'ordine infinitesimale che
mirasse o dimostrare il contrario. Ma dichiaro che, quanto
a me, [tu molii equivalenti sistemi di postulati, accelierel
jyoello che fosse meno proclive a richiedere la concessione
di modi anziche di effetti del movimento {(operazione per la
quale una figura geomelrica muta posizioue). Cio imporrebbe,
> vero, il sacrificio di qualche proposizione isolata d'ordine
cinemalico, ma, mentre le operaziuni indipendentemente dal
modo di compierle sorreggerebbero il grosso dell edificio
geometrico, Ci0 che sembra piu conforme a spirito scientifico,
si evilerebbero molte questioniginterminabili ed infeconde,
indizio talvolta di non perferia arrendevolezza del soggetto
a rivestirsi d'evidenza. ' Anziche ammettere che facendo ro-
tare una retta intorno a un suo punto la si puod costringere




a!passare--per?ﬁgalsivnglia altro punto, preferirer 81 ammet-
tesse a-dirittura‘la conseguenza: si pud sempre costringere una
retta a jjddsare per due punti, che & indipendente da: qualsi-
voglia“concetio di modo. Gli « Elemeénii di Geometria » dei
Professori: Sannia e d’Ovidio erano quelli-che méglio risponde-
vano a quest@iimio desiderio. Credo poi che I'A. invece di
chiedere che la nota dualistica venga ammessa eome postulato
m ogni e singolo moto di strisciamento e di rotazione, avrebbe
raggiunta una maggior semplicita dimostrandola ne’ vari casi,
dopo avere ammesso che: se una figura pud passare da una
posizione A ad un’altra B per una serie di posizioni inter-
medie, essa pud sempre da B tornare in A percorrendo la
seriec medesima in ordine inverso. e, eh AN

Noto la terza parte del Post. I. a pag. 7: « Una figura
si puo muovere tenendo fissi tuiti i suoi punti sitwati sopra
una stessa retta ». Amerei che fosse detto: Una figura si
puo muovere fermi restando due de’ suoi punti, perch® dalla
1" parte del Post. II si potrebbe poi dedurre che: se nel
moto di una figura duoe punti s1 mantengono immobili, lo
slesso avviene di tutti gli altri punti della-retta che 1i con-
giunge. Noto ancora, eome pregevolissime ¢ nuove, le defi-
nizioni alle p. 10 e 1. Esse si riferiscono alla linea divisa
da uno dei suoi punti, o alla superficie divisa da una delle
sue linee, o allo spazio diviso da wna ‘superficie. Inoltre,
come opportunissimi e nuovi i1 postuolati- della retta divisa
da un suo punto, o del piano da'una sua retta, o dello
spazio da un suo piano. Se ne trova ben presto una appli-
cazione nella dimostrazione del teorema 1. a p, 3. « Un
piano ¢ individualo da tre suoi punti non sitmali sopra una
slessa relta », |

La definizione dj angolo (piano o diedro) fu sempre ar-
gomento di discussione e una spina per gli Antori. Ma sembra
oramal prevalso i partito di definir l’angnln come patle del
prano o dello spazio, A questo si attiene tl nostro A. il quale,
a dimostrare che si pud sempre sommare pii angoli, estende
a pag. 38 il concetto di angolo ammettendo angoli che pos-
S0n0 essere compostt di parti che siano minori del piano o
dello spazio aggiunte a multipli del piano o dello spazio
1stesso. Se ¢io non estelico, e tultavia necessario e rigo-
rosamente amrissibile; niuno puo adunque muoverne rimpro-




vero all’A. Definire 'angolo come rotazione:equivale a dare
un sinonimo alla parola angolo, punte o ‘poco chiarendone
i1l concetto. A

5. Ora dird in breve cid che penso in generale interno
ai primi tre libri dell'opera. L'A. si occupa in essi delle figure
geometriche, non delle grandezze. Al PET?’I%%-*“D!ECCEIiﬂDEJ.
Quivi egli, preludendo opportunamente alla® téoria dell’equi-
valenza, ne disegna la tela, ¢ ne da una teoria in quel casi
ne’qnali essa si riduce ad eguaglianza, come ayviene per quelle
che egli chiama grandezze elementari (i segment, gh angoli e
i diedri). E in questi tre libri che le figure o varieta piu
note ed importanti dello spazie, quasi sospingendosi a vi-
cenda nella palestra, si offrono in bell’'ordine al nestro studio,
dalle pitt semplici alle piti composte. Le proprieta planime-
irime s'intrecciano alle stereometriche e le une le alire so-
stengono : sorge un tutto mirabilmente semplice ed armo-
nico, dono d’arte, non d’artificio, di fede nel metodo, non
di pompa scientifica. Descriver tutto sarebbe lunghissimo,
il lettore si contentera di alcume osservazioni.

Leggo a pag. 28: « Facendo scorrere su se stessa una
faccia rA di un diedro ».AB sirisciando lungo lo spigolo r,
anche la faccia rB si move ma non cambia posizione rima-
nendo sempre il diedro eguale a se stesso ». L'A. vuol pro-
vare in sostanza clie un diedro puo scorrere su sé stesso.

Ma cio & inutile percheé questa proprieta & gia sotlin-
tesa mella definizione dell’eguaglianza di due diedri, la quale
potrebbe tuttavia essere censurata. (1)

Veggo con piacere entrar subito in campo il postulato
delle parallele con le sue conseguenze.

Dopo la scoperta pangeometrica fu in voga la moda (esa-
erazione e talvolia parodia dei grandi fatty) di pretendere se-
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(1) Tnafatti essa suppone che per ogni maniera di sovrapporre le doe punleg-
ginte, spigoli di due diedri eguali, una ne esisla per sovrapporre un diedro
all'altro. Avrei preferito che I'A., avendo gia detto a pag. 8 chbe « due figure
si dicone uguali quando, trasporfate convenienlemenle nello spazin, possonn
coincidere » , nulla avesse soggiunlo a pag. 23 circa I'eguaglianza di due die-
dri. e soprattutto avesse raccomandato le successive dimostrazioni non al modo
(Come ner teorema a pag. 33, 1a dimostgpzione del quaie non & soddisfacente)
ma al falto della sovrapponibilita. E parmi che, quando i segmenti, gli angoli,
i diedri, si vogliano considerare come enti affini dello spazio, si debba por
cura a proserivere il dominio del seguenie fallo: Vi sono dée o infinili
modi di soyrapporre una grandezza elementare ad un’altra ad essa egmale, se-
condoche si traiti di segmenti ed angoli, oppure di diedri,




™
=

- 26 —

W .
parfite !ﬁr_amﬁ.mﬂlmq -e per pon  breve tratto nel corso di
mnolibro; ¢lementare, l¢ proposizioni che digsndono dal po-
istulato;Eyglideo da quelle che non ne dipepdono. Ma di
graziac, fual ¢ lo scopo del libro -elementage che si vuol
fare? E d’eﬂb&i]i& pangeomgtria o la geometria:ordinaria? Se
 questa secondgyiinon sembra logico entrar sepza ambagi nel-
l'ambiente  de'suoi fenomeni, di queir fegomeni alla con-
lemplazione dei quali il libro si destipa ? Tuttavig si rassi-
eurino i1 pangeometri: 1'A. rende lorg giustizia in una
buona nota (la nota XIX a p. sp4) dalla quale togliamo
che al postulato d'Euclide si puo sostitwire altro : « Quan-
do un piano scorre su st slesso strisciando lqr‘gg oD’ asse,
esisle almeno uno dei suoi punti, non _sitg_f!tu sull’asse,
che 8i muove sopra una reita ». A pag,, 54 si legge il
feorema: « Se una retta & perpendicolare a due retle di
un piano non parallele, ¥ anche perpendicolare a tutte le
alire sne relte », e si nota nella dimostrazione che essa di-
pende da semplici considgrazion) di posizione mentre le or-
dinarie, invocando il sassidie di confronli fra triangoli eguali
St allo;utanann 1n cqﬂ{;._{qug. dﬂ‘;qqudeJl fearema. A pe
13 I'A. spiega che cosa egli intenda per segarsi di due linee

- @.d1 una linea e di una superficie o di due.superficie. Alle
- P- 72 ¢ 53 ne fa lapplicazione allintersezione di dve circoli

0.di un circolo e di una sfera 0 .di due sfere. L’A. a p. 7
dopo avere molio saggiamente discorso sopra lg costruzione
delle figure gt_nmelrijlle e gh_elementi che pello spaziv sj
possono porre o immediatamente o mediatamente, enuncia il
postulato V]I che dice: « Nello $pPazio $1 POSSOno porre im-
J_'neffiatamente 1suoi elementi fondamentali » (i paoti, le rette,
1 plani, seconde I'A.). E poi: « 1 circoli di vn piapo e le slere
dello spazic s pongono mediante 1 loro centri e raggi ». E
fi .n&lmenle: « Se per mezzo degli elementi punti, rette, circoli,
piant, sfere, pe vengono altri posti mediatamente, li riter-
'eémo come determinati », Con la 1* parte del postulato I’A,
1'1_vend1ca il diritto che si aveva a negare Bltrﬂ cosa gia fa-
Citamente ammessa, e al n. o0 lo dichiara. Ma, o io m’ in-
52000 , 0 quando si concedono le proprieta fondamentalj
del!a Geometria e si permette ad on autore di atiribuirle ad
enti A, B, C, che egli chiama punte, retta, piano, si am-
mellono gli enti, non importa se esplicitamente o lacilamente,
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perché si pué talvolta tacere cid che si sottintende. L’A.
non e gui incorso in voa ripelizione ? Le altre due pro po-
sizioni del postulato , rivelano nell’A. squisitezza di senso
geometrico, sebbene mi sembiino semplici definizioni. Nelle
costruzioni di triangeh a p. sr, I'A. il quale’ha gia oppor-
lunamente premessa la traltazione dei principali casi d’egua-
glianza, ne approfitta per notare la sufficienza di cert] ele-
menti alla determinazione unica del triangolo, Cio ¢ molto
lodevole. Altrettanto egli fa prima delle costruzion; di triedn
a p. 136. Tra quest’nltime, notevole per accuratezza , segna-
lerd quella del n. 170 a p. 437.

5. Vengo all importante libro dell’ equivalenza non senza
osservare che nella scala delle difficolty quesla soyrasta alle
proprieta di figura. Benemeriti di quesla teoria, cito i Pro-
fessori Faifofer e de Zolt che I'A. ebbe a precursori. L’'A,
st occupa adunque delle grandezze equivalenti, adatta pereid
loro la nota definmizione di poligoni equivalenti, ed incomin.
cia dimostrando che il carattere di equivalenti distribuisce le
grandezze in sistemi chiusi in loro stessi, in grazia del teo-
rema: « Dae grandezze equivalenti ad una terzu sono equi-
valenti fra loro ». Da quindi va'opportina definizione dj
somma, e dimostra la proprieta associaliva dell’ addizione
T. 1%, e I'unita dela somma, T. 2° Passa al postolato: « Se nna
grandezza & comunque divisa in parti, trascurandone alcune
non & possibile disporre le altre io modo da formare l"intera
grandezza » gia dimostrato per grandezze elementari. a dimo-
strazione data a questo proposito dal Sig. de Zolt nell’opu-
scolo : « Principi dell'egnaglianza di poligoni ecc. Milano 1ssy
dev'esser sembrata, come a parecchi, cos) all’'A., non del tutto
sodd isfacente. (1) 1.'ultima parola go questo punto non st forse
detta. Ma quando quella proposizione s dimostrasse, il la-
voro del nostro A. non sarebbe scosso percio ; invece di up

postalato, I'insegnante porrebbe un teorema. Postulata 0
leorema che permette I introduzione del concetto di mag-
giore e minore (v. anche de Zolt . c.). Secondo guesto
concetto vengono poi dimosirate alcune delle ordinarie pro-
prieta delle diseguaghanze, e introdotte le grandezze princi-
pali. Questa definizione mi sembra nuova ed importante.

(1) 1l letlore avra trovalo a pag. i3 dj guesto fascicolo la dimostrazione
de! §8°'g. Faifofer. — (Nota delia Direrione).
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Principali chiama I'A. le grandezze di una famiglia quando
§1 possomo sommare, e si sappia‘ sempre giudicare se due di
esse sono egmivalenti o quale delle dne sia la maggiore. Il
Cor. 1° 3 p. 283: ¢ vari altr: della. stessa gpecie che altrove
TItrovo non. esprimendo pioprieta ma identith, mi sembrano
inutili. T téoremi successivi si dividono in due classi secon-
doche esst nguarcﬁin'u graddezze generali o grandezze prin-
cipali, E importante la consegnenza che stabilisce esistenza
della differenza, ed unica , fra dune grandezze principali, e
sola basterebbe a ginstificare la distinzione dell’A. L’A. e-
stende poi a grandezze principali alcune diseguaglianze con
differenze gix dimostrate per grandezze elementari . (v. ad
es. il ‘T, ¢ g p- 285), ¢ finalmente si diffonde alguanto sulle
gfﬂﬁﬂb&&:'mﬂltiple o summultiple di grandezze dale mai tra-
sﬂﬂr&ndu'lﬂ'=5npradetta distinzione. Ed ora dimando: Non si
poteva rendere pili agevole l'argomento, grave ed astratto
per s&'medesimo, enunciando soltanto i teoremi di piu facile
dimostrazione ? 1’ insegnante |1 avrebbe poi dimostrati egli
51es50 in ‘mpa scoola di oftimi allievi dopo aver persuaso
- questi‘della Toro utilith pelle successive applicazioni. 'Si sa gia
"_Efi_t'i*'r;fzgfi""ﬁllievi sogliono essere pin agevoli all"edcasionale
che ton: lo ‘siano al formale insegnamento. E se 1 teoremi
relativi a’ gole grandezze principali fossero stali enunciali per
ghiiﬂtzze senzaltro, non avrebhe I'accorto letiore capito
'_lgii " stesso dall’ enunciato o dalla dimostrazione se la limi-
taziohe si dovesse supporre oppur mno? -

Della teorica delle grandezze equivalenti I’A. fa- successi-
vamente lapplicazione ai poligoni piani, ai prismi, e ai po-
ligoni sferici equivalenti. E commendevole ’unita'di metodo
che P’A. Segue nel tre casi. Veggansi ad cs. le dimostrazioni
de]rff]UiValﬁﬂ‘za di due parallelogrammi di egunali basi ed al-
tezze, di dye prismi triangolari con eguali sezioni normali ed
eguali spigoli, di un parallelogramma sferico € della meta
del sno eccesso. L’A. mette molta cura a porre in rilievo
la decmnpunibi[ifa in parli eguali nei vari incontri con gran-
dezze ejuivalenti, ad es. con due parallelogrammi,. insistenti
nel piano sulla medesima base e posti dalla medesima parte di
€333, ffuando i lati opposti alla base comune sono SEPﬂrﬂli:
(il modo g decomporli in parti egunali dato dall'A. in questo
€280, ¢ quello che & descritto neglh Elementi di Geometria
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i Faifofer seconda ediz. Venezia 1880); lo stesso fa in casi
analoghi a p. 312, (1) ¢ a p. 321 Leggo e moto a p. 301
« Due poligoni equivalenti s1 possono sempre dividere in uno
stesso mumero di triangoli rispettivamente nguali » e I'ap-
plicazione a p. 313, T. 27 E a p. 205, la dimostrazione del
teorema: « Se due triangoli banno uguale una base e l'al-
tezza corrispondente sono equivalenti ». (Vedi anche gli « Ele-
menti di Faifofer », pag. 197). L’A. non avendo dimostrato che
i poligoni sono grandezze principali, evita la dimostrazione or-
dinaria. Analoga osservazione pel Teorema 2. a p. 313, € per il
teorema a p. 322. L'A. si occupa finalmente della trasformazione
dei parallelogrammi, dei prismi, e dei poligoni sferici, mi-
rando principalmente a dimostrare che 1 parallelogrammi, 1
prismi, i poligoni sferici, sono grandezze principali, conclo-
sione che egli ginslamenle pone a corona della sua teoria.
Splendido e di egregia fattura e il c. V che s'intitola:
¢ Grandezze variabili. Limiti. » Le grandezze principali
dell’ A. corrispondono ai numeri razionall dell’ Aritmetica. Si
tratta ora di fare nella geometria mediante quelle, la teorica
degli irrazionali. Ed ecco, in breve, come I'A. si & ado-
perato all’ importante oggetlo. Ha incominciato a dire di
grandezze variabili crescenti e decrescenti, confinuamente
orescenli o decrescenti, indefinitamente crescenti o decre-
scenti. Ha pol dimostrato che, date certe condizioni che or-
dinariamente hanno loogo, nna grandezza principale puo de-
crescere indefinitamente (p. 328), e che una grandezza varia-
hile somma di grandezze indefinitamente crescenti o decre-
scenti, cresce o decresce indefinitamente (p. 320). A p. 330
I’A. pone I'importante definizione di variabili convergentt €
loro limiti. E poiche ’A. mira a definire come equivalenti
due grandezze limiti delle stesse variabili convergenti, co-
mincia dall’escludere gualsiasi dubbie di contradizione della
nnova e piu generale definizione con la particolare gia data,

(1) L'esposizione di questo teorema non & davvero felice. Leggendola, s
crederebbe, che la dimostrazione si@imustenibﬂe , meptre & invece esal-
tissima. Avvertiro adunque i futuri lettori dell'opera che, giunti alla penul-
tima linea della p. 344, essi devono disegnare una figura, che manca nel
testo, la quale rappresenli due prismi con uno spigolo comuue & gli al-
tri due ordinatamente coincidenti, ma selo in direzione, e chiamarli ABC,
A'DC, AB,C.. A'B',C',. Questi sono quells che PA.vyuol dimostirare equiva-
lenti, confrontandoli col prisma intermedio AB,C. AIB',C' come si vede chiara-
mente a lin. 12, 13, 14 della pagina 343.
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] .,L.,_',- do: che: se una di pitt grandezze equivalenti (nel
iva ;gensb) & limile di due variabili convergenti, lo
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utte le , algre, e che: sono equivalenti due grandezze

poi ‘al teorema; a pag. 333, dimustrando  che due grandezze
equivalenti limili-delle slesse variabili convergenti sono equi-
valenti anche nel senso generale. Stabilisce quindi il postu-
lato: « Due variahili convergenti ammettono sempre un Li-
mite » e lo dichiara con un’esempio molto opportuno. A
p. 336 di la definizione di somma di grandezze come limite
delle somme delle vamabili crescenti e decrescenti wei sistemi
di variabili convergenti che possono definire i suoi termini,
non senza aver pilma dimostrato che quelle somme si pos-
sono considerare come variabili ‘convergenti. Con i corollari
al n. 390 generalizza i teoremi premessi alla teoria dell’e-
quivaleuza intcsa nel senso amtico. 1l teorema ,a p. 337:
« Date due coppie di variabili convergenti la variabile de-

crescente di nna coppia & sempre maggiore della varnabile

- crescente dell'altra », prepara una definiziope . di maggiore

e minore che I'A, porra in seguoito. Intaoto, avere la pro-
pria variabile decrescente maggiore della varabile crescente
dell’'altra, ¢ proprieta assoluta di una coppia, e dipendente
soltanto dai limiti delle due coppie (V. il T. 2° a p. 338);
e se 1 limiti sono egwali, ognuna delle due coppie gode di
questa propriela, (teor. seg). A pag. 339 si trovano dimo-
strati 1 teoremi inversi, & aperto cosi I'adito alla definizione
di maggiore e minore che I'A. pone a p. 340.

La trama &, come ognun vede, soitilmente e maestrevol-
mente ordita: ne sia lode al ch., Autore. Sorvolandov sulle
applicazioni ai poliedri equivalenti, alla superficie e al yo-
lume del cono, del cilindro, della sfera, ecc., nelle quali
I'A. ha dovato rinunziare al mezzo delle proporzioni, dird
qualche cosa dell'applicazione al circolo e alla sua superficic.
L'A., e cié & notevolissimo, incomincia dalla soperficie. Di-
mostra che questa ¢ il limite di due variabili principali con-
vergenti, poligoni inscritti e circoscritti succedentisi con la
nota legge Enclidea: e che esiste sempre un triangolo equi-
valente alla superficie di un circolo dato. Posto che V'altezza
del triangolo sia eguale al raggio del civcolo, dimostra che

]

la sua Dase ¢ il Limite di due variabili convergenli. Esse

,!:
Ir



- 31 =

sono i1 perimetri dei’ poligoni inscritti ¢ circoscritti. Questo
limite ¢ indipendente anch’esso dalla legge di successione:
dei poligeni 1é¢ ‘aree dei quali convergono ‘verso' quella déf
circolo. Circolo chiama I'A. questo secondd limite. '

6. la teoria delle proporzioni offre ona nnova applica-
zione di quella dei limiti. Lo spazio concessomi non mi per-
mette di esaminarla qui da vicino. Forse lo fardo in una
prossima pubblicazione occasionata da una recente edizione
degli Elementi di Geomelria dei Professori Sannia e d’Ovidio.
Questo libro da luogo a vari confronti con quello del de Pao-
lis. Avverlo soltanto che questi ba notevolmente semplificato
la celebre definizione di Euclide introducendo 1’ altra: « Date
quatlro grandezze, prese in un certo ordine, si dice che for—
mano wna proporzione se la seconda e la guarta sono cou-
tennte sempre uno slesso numero di volie in doe grandezze
equimuoliiple della prima e della terza, secondo qualonque
RUINETO ».

Apcora un cenno sulla teoria della misura della quale
Paltra delle grandezze e dei limiti & un simulaero geometrico 3
che I'A. seppe, come dissi, magistralmente scolpito. (1) Essa
riusciva meno ardoa all’'A. il quale I'ha percio, a quaito
mi sembra, un pd memo curata. L’A. ammette il pnﬂti_ﬂatﬂ
di Dedekind che corrisponde a quello del limite di due va- -
riabili convergenti, del quale s1 tenne parola. £ per misara
di una grandezza rispetto a una data unila, intende il nu-
mero limile deli numeri commensurabili che rappresentano le
misure degli stati (commensurabili coll’'unita) delle grandezze
vartabili convergenti che la definiscono, e dimostra, sempre
invocando la teoria delle grandezze variahili, che: « Una
grandezza data, rispetlo a una dala unita, ha sempre una
misura, ed una sola. » La dimeosirazione del corollario al
n. 470 ¢ difettosa, ma fu corretia dai Professori Sannia e
d'Ovidio nel loro recente lavoro sopra citato.

E di alenne altre mende mgno importanti dell’ opera,
non occorre tener discorso,

G. Frarrivi.

(1) 11 de Paolis ha, in sostanza, falto in geomelrin cib che fe gia in
Aritinetica il Dedekind col classico Javoro: « Die irrationalen Zahlen ».
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" Se i raggi .{:(]r;_q_l.,_- circoli- inscritti nelle quattro faefie d'un
tetraedro sono. fra loro eguali, & necessario che le facce

stesse sieno fra loro eguali ? *
3
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INTORNO

AD ALCUNE REGAZIONI FRA DISTANZE
' NOTA '

DI GINO LOR1A

1. La porzione di retta limitata da doe punti dicesi
segmento rettilineo, o, piu semplicemente, segmento.

2. Lafigura formmata da quattro punti disposti comunque
nello spazio dicesi fefragono; i punti dati ne sono i vertici
e 1 segmenti che li congiungono a due a due gli spigoli.

Un tetragono ha sei spigoli, essi sono i lati del trian-
golo determinato da tre de’suoi verlici e le congiungenti
questi col quarto,

Se i quattro vertici stanmo in un piano, il tetragono &
piano e i suoi spigoli si chiamano lati.

3. Dali sei segmenti abcefg, afinché con essi come
EPigﬂli si possa costrnire un tetragono, nom & necessario
che passi fra essi alcuna equazione di condizione.

Infatti, si costruisca con tre di essi (a, b, ¢) come lati
un triangolo ABC: affinché cio sia possibile ¢ necessario e
sufficiente che ciascuno sia compreso fra la somma e la dif-
ferenza degli altri due. Centri due di essi (B, C) e raggi
altri due det dati segmenti (f, g) si descrivano due sfere :
queste avranno comune un cerchio (di centro O e raggio r)
purché la distanza BC sia compresa fra la somma e Ia
differenza di quei due segmenti, Questo cerchio sechera la
sfera di centro A e raggio e M due punti (D', D) quando,
chiamando E la projezione di A sul piano del cerchio, sid
AE<e (*) ed OE risulti compreso fra la somma e la diffe-

(*) Cib & necessario affinche il piano del cerchio sechi la sfera.

3
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renza dei due segmenti » e Ye?_ AR, (*) T tetragoni
ABCD' e ABCD" hanno entramb; gli spigoli eguali ai seg-
‘menu dati ; donque ece. - ., |

Se uno de’pmmti IV, D" cade-nel piano ABC il fetragono
¢ piano; in generale cid non -accade, ma affinch? si verifichi
Tuesto caso devono i;gegmenti dati soddisfare qualche equa-
zione di condizione. Ma notaodo che, dati i segmenti abe fg
per modo che si possa con i tre primi come lati costruire
un iriangolo ABG e che le due sfere di centri B, C e raggi
/> g s'incontrino, si pud scegliere e in due soli : modi per
rendere il tetragono piano, (**) si conchiudera che fra 1
isei lati di un tetragono piano passa una e una sola re-
lazione, (3*#)
* 4. La figura formata da cinque punti disposti comun-
que nello spazio dicesi pentagono; 1 punti dati ne sono i
verlici, i segmenti che lj congrungono a due a due gli
sprgole. G B
Un pentagono ba dieci spigoli: essi sono glirspigoli del
tetragono determinato da quattro de’ punti dati e i segmenti
congiungenti: i vertici: di questo ¢ol “quinto, - .. |

5. Dati ad arbitrio dieci segmenti abecefg ab,cd,,in
generale non esiste. alenn ‘pentagono che li abbia Iper ispigoli.

Infatti, supposte - soddisfatte Je condizioni:/esposte nel
. 3, sI potra costruire un tetraedro ABCD i eni spigoh
BC, CA, AB, AD, BD, CD sianc eguali rispettivamente ai
segmenti a, b, ¢, e, f, g. Supposte soddisfatte altie condi-
21001 analoghe, si potra costruire sulla stessa base ABC un
tetraedro ABCE i coi spigoli EA, EB, EC siano eguali ri-

E
oo
i

e =

(*) Questa seconda condizioue » necessaria affinch® il cerchio conside-
rato sechi qoello in eni il suo piane interseca la sfera dala.

(**) Se P', P" gono i punti comuni alla due sfere suddetle é al piano
ABC si pud assumere ¢ = AP 0 e = AP,

(***) L'utilitd- del”introduzinne metodica nella geometrin elemenlare di
considerazioni di questo genere, fu sostenuta dal Prof. Besso mnel spo articolo
Sul concetty @i funzione mnell' imsegnamento della geomelria elemenlars
(Giornale dj Matemaliche, Vol. VII).
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spettivamente ad a, b, ¢,. Ora, il pentagono ABCDE ha
nove de'sooi spigoli .eguali ad altrettanti dej segmenti dati;
ma 1l decimo, DE, non sara in generale eguale al decimo,
d,, di questi. Di pit, DE ¢ determinate (in uno o pid
modi) dalla conoscenza dei segmenti abcefg ab.c,: dunque,
affinché i dieci segmenti dati siano spigoli di un pentagono,
dovra fra essi passare una e una sola relazione. In alire
parole, fra i dieci spigoli di qualunque pentagono passa una
relazione.

- 6. Supponiamo in particolare che quattro spigoli wvscenti
dallo stesso vertice del pentagono siano fra loro eguali; gli
altri quattro vertici apparterranno allora alla stessa sfera ;
fra il raggio di questa e 1 segmenli che uniscono a due a
due 1 detti guattro punti, passeri quindi una relazione. E
facile dedurne che fra i sei archi di cerchio massimo con-
giungenti a due a due quatiro punti di una sfera passa nna
relazione ed uma sola.

7. Dunque, riassumendo i risultati ollenuti, polremo
dire =

Fra 1 sei segmenti che uniscono a due o due quattro
~puntt di un piano; fra gli archi di ecircolo massimo con-
giungenti a due a due quattro puolt di una sfera; e fra
1 segmenti che uniscono a due a dae cioque punti dello
spazio, passa nna relazione.

Scopo del presente scritto & la ricerca con metodo ele-
mentare di queste relazioni, (i dispenseremo pero d’indicare
la via per la guale s puo pervenire alla prima, perchd essa
si trova addilata in opere molto diffuse: d’ altronde essa e
del tutlo analoga a quella per cui si perviene alla seconda.

il.»

Se a, B, y sono tre angoli tali.che sig soddisfatta una
delle relazioni

ﬂ+ﬁ+}’=2ﬂ, —d+ﬁ+}*=ﬂ, ﬂ—ﬁ#-?l:[l, p:+]3--}f={},




i avrd’ 3 {0 B

iy 12 ﬂ) 'cOsY 1 cCosx | = 0.

cosf cosa 1

Infatti, le.prime doe fra le date equazioni possono scri-
versi come segue

. B+y=2m—a, B+y=a,
Ie -qugli concordano nel dare ,
cos{f + 7) = cose, .
relazione che, svilappata, diviene
cos cosy — cosx = senf seny
Eletanc;prl{&-'a__} ;c;Inadratn si oitiene
cos*B qos"y + €082 — 2 Cosa cosf cosy = (1 —cos®P) (1 —cos?y);
e queﬁfﬁ, ﬂilte tatie le riduzioni, prende la forma |
1 ‘-i'-'.i_:‘.l(;S’a — cos?f — cos?y + 2c0sa cosP cosy = 0

c¢.d.d. — Analogamente si mostrerebbe che anche le due
ultime delle date relazioni conducono a questa equazione.

I1I.

Siane A, B, G, D quattro punti di una sfera, la quale
supporremo , come d'uso, di raggio eguale ad 1. Chiamiamo
abeefg gli archi di cerchio massimo BC, CA, AB, AD, BD,CD
e afly gh angoli BDC, CDA, ADB. In forza dell’ equazione
fondamentale della trigonometria sferica, ayremo

cosa—cosfcosg cosb ~ cosg cose cose — cose cosf
COSQt == =y COSS= ) COSy="

senf'seng seng sene sene senf’
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Di pid, i tre angoli @, B, y o danno per somma 2x 0 uno
di essi & egnale alla somma degli altri due: si verifica la
prima di tali relazioni se il punto D & interno al triangolo

ABC, si verifica una delle altre se & esterno. Ne viene che .

fra questi angoli passera la relazione (I). Sostituendo 1in
(quesia per cose, cos@, cosy le espressioni precedent: otterremo:

COSC — cnsf cose  cOsb —COSg Cose

* senf sene seng sene
cosc — cosf cose i cosa ~ cosg cosf’
e — U.
sene senf seng senf

cosb-cosgcose  cosa — cosf cosg
sene seng ' seng senf

|'

Questa si potrebbe considerare come la relazione cercata, ma
st puo trasformarla in modo che essa assuma un aspetto
pit semplice. Moltiplichiamo a tale scopo le successive ver-
ticali del precedente determinante per sene, senf, seng; fac-
clamo le stesse operazioni sulle orizzontali; quindi sosli-
tuiamo ad ogni sen® il suo equivalente 1 —cos*; finalmente
eleviamo di ‘ordine il determinante. Avremo cosi:

1 — cos®e cosc — cosfcose cosb — cose cosg 0
cos¢ — cose cosf 1 — cos’f cosa — cosgcosf 0
=0
cosh — cose cosg cosa — cosf cosg 1 - cos’g 0
cose cosf coSg i

Agginngendo pot alla 1* orizzontale la 4* moltiplicata per
cose, alla 2* la 4* moltiplicata per cosf e alla 3* la 4* mol-
tiplicata per cosg otterremo infine

1 cosc cosh cose
cosc 1 cosa cosf

(11) =0
cosh cosa 1 cosg

cose cosf «cosg 1

.,
M =
;e ewmm
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Collo stesso ragionamento si dimostra che fra i sei lati di
un tetragono piano, passa la relazione

T
[

(%)

Applicando la (II) s1 determina facilmente il raggio sferico
del cerchio (minore) circoscritto al triangolo ABC; chiamau-
dolo infatti r la (EI) dovra essere soddisfaita ponendo
e=f=g=r; ne segue -

i cosc cosh i
1 cosc cosb

CosC 1 cosa 1

cos’r == cos¢ 1 cosa |
; ; cosh cosa 1 1 -

‘cosh cosa 4 |

25&11 senﬁ s -
3 g Song

®nr = —

——

2

. = "y

(*) E allo stesso modo si dimostra che fra i sei archi geodetici -ﬂhﬂ

uniscono a coppie quatiro pmii di una superlicie pseudosferica passa la re-
lazione
N

e b o
i g et
ﬂush-ﬁ cosh m cnshR

oshe 14 L I
cos r:ushﬂ -:uskR

= 0

cosk

C
R
L a g

e

It

cosh

— a 2 ¢ @ b e a b ¢ Q b
\/( seni-!-sené +5en2) (-—mné—l- sen§+ senE) (EEIIE-—-SED—I-E EEH—) (SED--F S'Eﬂrﬂ’-'_
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Siano ABCDE cinque punti qualanque dello spazio; in-
dichiamo nel seguente modo gl spigoli del pentagono da
essi determinato:

BC=a CA=8; AB=o,
AD=¢, BD=f, CD=g,
AE:ﬂa BEzbz CE=G= DE:H’:

e nel seguente modo gl angoli formati dalle conginngenti E
agli altri punti considerate a coppie:

BEC=a CEA=5 AEB=c

AED=¢ BED =f CED=g

Allora, pel ieorema del coseno della trigonometria rettilinea,

AvVIEmo &

b 2 4 2 .- . 2 2 b4

-a*+ b+ -4 0 —Cc +a+b

cosa = 19,6'2 s cosb=-—2 "t " epsc= 1 2 2
L3 2C,4, 2a.,0,

—fi+d,+ b, ~g+dy+c;

—e}] + d: +a,
, cosf = , COSE =
f od b, & 2d ¢,

od .a.

cose =

Cio posto, descriviamo una sfera di centro E e raggio 1;
1 raggt EA, EB, EC, ED, prolungati se occorre oltre 1 loro
estremi, incontrano la superficie in guattro punti A'B’'C'IY
le cul mutue distanze sferiche sono

BC =a, CA'=b, AB' =¢, AD'=¢, BD =f£, CD =g:

ne segue che fra abce fg passera la relazione (II}. Sosti-
tuendo in essa in luogo di cosa, cosh, ..., cosg le loro




~ Gl) =
espressioni precedentemente trovate, essa prenderz la forma
seguente:

E

—e24d2agd Bliplia? et :
c; +bi+a; ~bi+cl+al e, +d, +a?

1

2b,a, 2C,a, od.a,

a 2 2 2 2 g __ g 2

:_ci+ﬂ£+_{"_i - =i+ Cytb, fl+di+bg
Eazbﬂ ﬂca bz Ednbz

=9{

_-_—_bf-!-ﬂi-l_-ci —a; +b: +¢k y - gi+diyel

-2“1-6: 22]363 2di'c=

selvardy —fibledi -glecied;
EEidz 2b nda Ecad: )

Questa si pud considerare come la relazione da cui son
legate le mutue distanze di cinque puati dello spazio. Essa
puo, ridursi ad una forma molto piu semplice. A tale scopo
moltiplichiamo le verticali successive del suo prilno mem-
bro rispettivamente per 2a,, 2b,, 2¢,, 2d, e le sue oriz-
zontali ordinatamente per «,, 2,, c,, d,; poi eleviamo il de-
terminante di ordine; essa allora sara divenuta

*  _n?_ 72 2 _ B3, _pd A

S T X 2 5 . 2, 7.8
ci+a3+b? 2b; —al+c)+b? ~fi+di4b:
-E’f+ﬂ§-+ﬂ§ —ﬂf+b§+c§ EE;’ —gf+d§+c: 3 ili=p
—e 2 52 g2 2 2

ety +dy, —fi+b; td; —gi+ci+d; o] i

0 0 0 0 -1 |

Sottragghiamo ora dalla 4 verticale I'ultima moltiplicata
per a;, dalla 2* Pultima moltiplicata per &2, dalla 3* 'ultima
moltiplicata per ¢!, dalla quarta l'nltima moltiplicata per
d,; elevando l'ordine anche del nuovo determinante avremo -




-} +b;
-b}+ c}
~el+d;

i 2

2
EE

i

E .!-r. i

-ct+a; =bj+ aj
b} ~at+b;
-al+c:
~fird; -gi+d;
b Cy
| |

$ .. a3
—8y+ 4,

0 |1
0 1

{
0 1

=0

0 1
0 —1%

)
i 0

Togliamo poi dalla 1* orizzontale 'nltima moltiplicata per 23,
dalla 2* T'ultima moltiplicata per &, dalla 3* I'ultima mol-
tiplicala der ¢? e dalla 4* l'nltima moliiplicata per d;; nel
nuovo determinante cambiamo segno agli elementi delle
prime quattro orizzoniali e della penultima verticale: otter-

remo Ccosl

()

0 ¢ b e
c; 0 a; i
0 gi
gy O
¢; d;

i i | 1

]
a!

b

i

i

0

e questa % la forma definitiva della relazione fra gh spigoli
di un pentagono. (°)

V.

Finiremo col mostrare mediante due applicazioni l'utilita
dell’equazione (III) in molte guestioni di geometria.

e

(*) Questa relazione fu data per la prima volla nel 1773 da Lagrange
nella sua celebre memoria Solutions aflalytiques de quelques problemes sur
les pyramides trigngulaires (cfr. Oenvres de Lagrange, T. I, p. 677}, Pol
essa fu oggetto di ricerche da parte di Carnot (v. 1a sua Geomeirie de po-
sition (1803) p. 417). Finalmente Cayley nel 1841 la pose soito la forma (111)

(v. Cambridge Mathematical Journal, V. II).
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1. Trovare il raggio della sfera circoscritia ad un
dato tetraedro.

Sia ADCD il tefraedro dato, essendo BC =gz, CA =5,
AB=¢, AD=e¢, BD =f, CD=g; chiamando 0 il centro e 1~
il raggio della sfera ad esso circoscritla, sara OA=0B=0C=0D=r;
la relazioe analoga alla (IIT) pel cinque punli ABCDO &

e:fn gz

J1.1!“‘1«*’1""‘1":"1}1

{ i i | | 0

€ questa ci da subito

S

| o ¢ & e

a " .5
, 4| ¢ o0 a* f ..
i"==—; b - b a 0 gz |
2 b |
a.{r-gﬁ -

e rog o || F

| 4 & 1 & 9

)

2. Date guattro .}feré concentriche, trovare wun te-
traedro che sia simile a un tetraedro dato e di cui cig-
scun vertice stia su una delle .rfere date.

Siano a.bc.d, i raggi e O il centro delle date sfere:
abeefg gli spigoli del tetraedro dato.

Se ABCD & il tetraedro cercato e x ur numero da de-
terminare, doyra essere |

BC=ax, CA=bx, AB=cx, AD = ex, BD = fr,
CD=g.x', 0A=E” 0B=bl, 0'G=C” 0D=dl

Fra le mutue distanze de’ punti ABCDO doyra aver luogo
l2 relazione analoga alla {I11), dunque :




0 c*x? bPxr® erx? a? 1 | 0 c* b e* a2
b | e | 2 3 = . a 2
¢*x* 0 a'x? fx* bF 1 | e* o a* f» b}
b*x* a*x* o g*x* ¢t 4 b2t 0 g* ety
= { 0SSia =}
e*x* fPa* g*x® o d; 1 e*f g a di 1
e¢; b, ¢ d&F o a; b3 ¢t dt o x?
{ i { 1 1 0 11 14 14 1 272 0
Donde
Uc’b’e’afi
0 ¢* b & afl
0 ¢* b* e? l | e oa® f2 b7y
> 2 2 i ‘
¢ 0 a f’ﬁl
¢ o a? b*ﬂ‘ﬂg’ﬂfi
, irex? B a® o 5’ cf -_— =)
ba’ﬂg“ 2 o g d"’ e*f‘g“udfi'
| ¢ § 0 a
3 2 L2 .2 79
'szgn 0 ﬂlbiﬂldlﬂl
i 1 &t 1 ©
£ 1 41 0

Irovalo z il problema & risolto. Deduca il leitore da
quesla equazione a quoali condizioni geometriche debbano
soddisfare i dati della guestione affinché si possa eflettiva-
menle trovare un telraedro soddisfacente tutte le condizioni
im poste. '

Torino, 27 Gennaio 188s.

—-ﬂ-ﬂm"‘__
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SOPRA<UNA PROPOSIZIONE FONDAMENTALR
D_E_i.I::& TEORIA DELL’ EQUIVALENZA

ey

Lettera del Prof. De Paolis al Diretiore del Periodico

e e ¢ e L S

Pisa, 10 Febbraio 1sss.

Pregino Sig. Professore,

Mi permetta di sottoporre al sno giudizio alcune osser-
vazioni sopra I’ articolo pubblicato dal Prof. Faifofer nel
primo fascicolo del Giornale che Flla dirige.

Il Prof. De Zolt (Principii della eguaglianza di poligoni —
Milano. -~ D. Briola. — 1831.) fonda la teoria dell’ equivalenza
dei poligoni sul Teorema: Se un poligono & diviso in parti
m un modo qualunque non & possibile, trascurando alcuua
di eése;-'disphi"ré e rimanenti in modo da coprire interamente
il poligono. - |

Essendomi perd accorto che la dimostrazione data dal
Prof. De Zolt non andava esente da obbiezieni, e non es-
sendo riuscito a trovarne una rigorosa, quando pubblicai i
miej ‘« Elementi di Geometria » domandai, con un Postulato,
che: Se una grandezza & comunque divisa in parti, trasca-
randone alcune non & possibile disporre le rimanenti in
modo da formare nuovamente |g stessa grandezza. Ora, nel
suddetto articolo del Prof. Faifofer, leggo un’altra dimostra-
zione dello stesso teorema; disgraziatamente pero anche que-
sta dimostrazione mi pare inesatta, ed ecco la ragione per
cui la ritengo tale :

1" Autore deduce che: « Una parte di Po]igunn non
» puo essere equivalente all'interg », pretendendo di dimo-
strare prima che: « Sottraendp da Jye poligoni equivalenti
» due loro parti che siano vgualt ad un terzo poligono, si
» Ottengono resti equivalenti ». Ed ecco come: Se A e B




— AE

sono 1 due poligoni eqguivalenti, divisi gia in uno stesso nu-
mere di parti rispettivamente ugvali, e se H e K sono i
due poligoni uguali, che si devono togliere da A e B, di-
vidiamo le parti di A e B come sono divise in B ed A dai
contorni di K ed H, e se i poligoni H ¢ K sono divisi
dalle primitive linee di divisione o dalle nuove che si sono
tirate, facciamo in ciascuno di essi le divisioni che si scor-
gouo mell’altro. Dopo ¢id i due poligoni A e B sono com-
posti di parti rispeltivamente uguali, e sopprimendo H e K,
si sopprimono di queste parti rispettivamente unguali, quin-
di, ecc. Perd le divisioni e suddivisioni accennate dall’Au-
tore sono suflicienll solamente se le nuove linee che si sono
tirate non dividono 1 poligoni H e K, come avviene nella
figura che presenta al lettore; se le nunove linee dividessero
invece H e K bisognerebbe nuovamente suddividere le parti
di A e B come sono suddivise quelle di B ed A, cosi si
descriverebbero altre nuove linee che potrebbero ancora sud-
dividere i poligoni H e K, cid che porterebbe un’ulteriore
suddivisione delle parti di A e B, e cosi di seguito. Mi
pare dunque che il teorema sarh dimostrato solamente quando
sara provato che eseguendo le successive operazioni di sud-
divisione si arriva necessariamente ad un punto in cui le
ultime linee descritte non dividono pia i poligoni H, K.
E che la dimostrazione possa essere completata, in questo
senso, ne dunbito. Infatti si iratta di dimgstrare 1l Teorema :
« Sono equivalenli 1 resti che si trovano sottraendo due
poligoni mguali da due poligonmi equivalenti, e pot dedurne
la dimostrazione del Postulato fondamentale dell’equivalenza;
ora e dopo avere ammesso gquesio postulato, e non prima,
che si pud stabilire il concetto di poligoni maggiori o mi-
nori, € per dimostrare che sono equivalenti i restl che si
ottengono sottraendo poligoni uguali da poligoni equivalenti,
pare necessario avere dimostrato che due poligoni o sono
equivalenii o uno & maggiore dell’altro.

Finalmente poi mi permetta di farle pure osservare che
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se anche i Teoremi enunciat; dal: Profy -Faifofer fossero dj-

mostrali rigorosamente, non basterebhero, come egli dice,
per polere « 'ﬂimﬂStrare:'=|& proposizidni sull'equivalenza déx
» poligoni e dei poliedii con 'Ia stessa semplicita che si
» ammira negli Elementi d’Euc]ide‘n,'f; e cid perché appunto,
nel caso dei parallelogrammi equivalenti, caso da coi’ parte
Euclide, bisogna applicare successivamente pili yolte le ope-
razioni g Suddivisione, e
Mi creda, 'Sig. Professore, con tutta la stima, suo

. e v Mot wie e di ) - [
g.= = > : “y i} _
Deviho
f Riccarpo Dg Paoyss.

DEL CIRCOLO CIRGOSGRITTO ED INSGRITTO

Si indichino con a, b, ¢ i lati di un triangolo sferico
qualunque, -con, A, B, € ght angali opposti, con ¢ la tan-
gente trigunnmel;rigq.ldglfraggitr sferico del cerchio ctreoscritto,
con g 'ﬂ,ue!la del raggio- sferieo del cerchio. lnscritto, con g,,
P2» 93 le tangent trigonometriche dei ragul sferici dei cerchi
tserittl nel puovi triangoli che si ollengono ordinatamente
prolengando due a due i latj % e C 2 ec, a eb del trian-
gulo che sj considera, e pongasi

a+b+ec=2p, A+B+4+C=sp

= V’s‘e'np .sen-rp —a) sen(p = b) sen(p —¢) = o

+ /= cosP cos(P—A] cos(P—B) cos(P = C) = @,

- — —
—‘-I—- a

——
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$i avranne le eguaglianaze +
asenia senib senic| ~ cosP
g2t y--
@ | 6,
5 - 6,
P genp 7= 3costAcostBeosiC
e .o (N)
¥ sen(p — a) > (M) o asenzbsen;Ceos;A
_ o _ W,
$a= sen(p — b) B 2sen;Asen:CeosiB
Gl =~ &y
7= sen(p — ¢) #a= 2sen; AsentBeos:C

le quali si dimostrano facilmente per mezzo delle relazioni
fondamentali della trigonometria sferica.

Il doppio segno da cul sono affetti i valors di ciascuna
tangente si spiega osservando che ogni cerchio descritto
sunlla supei-ﬁcie dgella sfera ha due poli, ai quali corrispon-
dono due raggi sferici che somo archi supplementari.

Il.

%

Si prendano 1 valori recipreci di ¢, ¢,, ¢,, ¢3 inver-
tendo 1 rapporti che costitviscono i1 secondi membri e si
addizionino la seconda, la terza e la quarta delle egnaghanze
che pe risultano, sottraendo da questa somma la prima. Dopo
alcune trasformazioni si1 trovera

1 1 [ i isengasenzbsenic
— + — i — — — -
T Ta ?3 o
ovvero
Fil

1 ! 4 i 2cosP

— e — e —— ——— = —

?q Ta P3 9 ©,

secondo che le eguaglianze sulle quali si & operalo appar-
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tengono al sistema (M) o al sistema (N). Da una qualunque
di queste ultime ¢ dai valori di ¢ si deduce

i { |

Ps P2 93 ' 4

I11.
Punendn
p-—a=a p=b=B p-c=y
si ha
. Pey=p—e
quindi

cosPcosy — cospcosa = senfseny + senpsena

Eliminando i coseni e dividendo per sen®psen®«sen?B seny
si otliene

sen®p - sen?x sen? -

B + —
3sen’asen’fsen’y - psen’psenBsen’y  asenpsen’asen’y
seny
2senpsencasen’f
i | i {

sen”psen”a sen’psen’p sen”pseny B sen’asenzﬁ

1 1
= — -
sen*xsen®y  sen®gsen’y
| 2sen”prosenca+osenfosen’y g 2 2 2
- -+ — - -l - p—
senpsenasenfSseny senp sen*az sen’P ‘ sen’y
4
i =

senp sena senf seny

~ Ma dalla seconda, terza, quarta e quinta eguaglianza del
sistema (M) moltiplicate fra loro risnlta

0! = (0, ¢, 0,

'l

-
TH eea 1 e -
R I e o b AL Ml ¥ oy ol Dl

——————
="




¢ per uunseguenza

?1?3?3, sen’a = REES
tP 'PI EP:: EFE

1 —_—
SEIIP—

dunque

1 | | 1 1 1 1 ik : 1 1

=== F=—u == -_—— ey = ——— -

a0t 20% 20} 20l 90T Q0. 99 919 i, ool

2 2 2 2 2 2 2 2 4
-i-—-]-—i-i-'—-,;—l'-—"l" {P o o q;l @ ?3 +i'— {)

o @f P; 9 P1PaP3  99aP3  PPiP3  PPiPa  OPPaDy
[V.

Si sa che il numero A + B + C — 2 esprime Yarea del
triangolo sferico quando si prende per unita di misuora
degli angoli I'angolo retto e per unita di superficie il trian-
golo trirettangolo. Cio posto, indicando con S l'area di un
triangolo sferico gualungue, sara

— cosP = sen3S
quindi la prima eguaglianza del sistema (N) diviene
sengS = o, V.

Moltiplicando fra loro membro a membro le altre quattro
eguaghanze dello stesso sistema ed estraendo la radice qua.
drata da ambedue 1 membri della risultante si oltiene

ow? = senA senB senC y P9 0,04

Se si moltiplica la seconda delle egnaglianze (N) per la
terza e la risultante si divide per la nnova eguaglianza ot-
tenuta moltiplicando la guarta per la quinta, si trova

tang*tA = 2
° 3 293
e quind:
gsenA = 299893
PPy~ PaP2

E chiaro che con semplici permutazioni di letlere e di in-
dici si ottengono espressioni analoghe per gli angoli B e C.

Sostituendo nell’espressione di seniS il valore di w, dopo
4
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averne eliminato gli angoli A, B,C e ponendo in luogo di¢
il valore irovato nel paragrafo precedente si avra

99192 + $9:93 * 9993~ 919295

Viep, +9:9,) (09: + 9:9,) (92, + 19
| R. Bapia.

sen;S =

L . (R - o, e = . 4 [-
= [ rE L L L e S i T R .'_.l'lll_ H
e b o T e = |

SULLA

POTENZA AD ESPONENTE IRRAZIONALE
DI UN NUMERO IRRAZIONALE

- ;
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Richiamo le seguenti proprieta:

1. Tuite le polenze positive e negative di un numero po-
silivo sono posilive. ,

2. Tutte le potenze positive dei numeri maggiori dell'urita
sono maggiori dell’unita, e tulte le potenze negative
sono minori dell’ unita..

~ L’opposto accade per le potenze dei numeri minori di uno.

3. Se x acquista valort razionali crescenti, la potenza a*
anmenta sempre quando ¢ & maggiore di 1, € dimi-
nuisce sempre guando a & minore di 1.

4. Se a t maggiore di 1, scelto un numero w arbitrana-
mente grande, si pnd determinare un numero posi-
tivo n pel quale sia

a® > w.
Infatti dall'identita
&' —1=(a—~1) (@ +a"? + ... +a+1)
s1 deduce
a"—-1>(a@—1)n;
percio prendendo
w-—1
?
a-—1
kara - at>w.

n >

5. Se @ ¢ minore di 1, scelto un nuomero arbitrarimente

piccolo o, si puo determinare un numero positivo #,
in modo che sia




a" La

6. Dati due numeri positivi @ ed m, si puo determinare un

numero pure positivo ¢ tale che, per o scelto arbi-

trariameute piccolo, sia

(1) a™t—aq” L per a> i,

e (2) a™”—-a"tt Lo per a < 1.

Supposto a > 1, si pud sempre (4) determinare un nu-
mero n pel quale sia soddisfatta la

a.n
l+;l—'m > a

ossia la

i

nella quale ¢ sta al posto di —

Ora dalla precedenlte diseguaglianza risulta
a™ (a* — 1) Lo

0ssia a™tt —a™ < .

i A

Quando @ * minore di 1, e quindi — > 1, i potra de-
a

terminare un numero ¢ lale che, per o, arbitrariamente pic-

colo, sia .
1 m-r 1 m
i s | ("_u-l
a a
ossia a” — g™t & o0, a"™ " £ 0,2
% g \
Percio, posto o = sara:

ﬂm o ﬂm+t ‘:_ .

7. Dati due pumeri positivi @ ed m ed un numero positivo
ed arbitrariamente piccolo o, si pud determinare un
numero positivo ¢ tale che abhia luogo la diseguaglianza.

(@ +e)" —a™ < v.
Infatti qudndo sia
e < Y1+ o m—1}a,
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(+2)
f+— ) —1a,,
a

la quale, moltiplicata per a™, da
(a +e)"—a"<Laq

quando si ponga o¢=gc,a™.

¢t soddisfatia la

8. Dati due numeri positivi @ ed m si possono determi—
nare due numeri pure positivi ¢, ¢ tali che, per o
scelto arbitrariamente piccolo e positivo, $1a

(@ + )™ —a™ L o.
Si ha infatui (7)

g
(@ + e —a™ <

¢ (6)
a™tt ~ g™ {E:
2

e queste, addizionate, danno
(@ + ¢yt — a" Lo,

1.

Sieno ora due numeri razionali « e {3 definiti dalle due
classi A, A'; B, B', con
r

p— . — !
A:---al’ an"llii, A,Z-iliﬂI, ﬂl,llil

Bz ...byy byprceed BEasdlys Bayene

E noto che si possono trovare due numen, uno della
classe A ed uno della classe A', @ ed a', tali che la loro
differenza sia piccola quanto si voglia ; lo stesso puo ripe-
tersi per le due classi B e B' (cfr. anche per le nolazioni,
il trattato d’Algebra elementare del prof. G. Garbieri).

Nel caso delle & positive e delle @ maggiori di uno, le
diseguaglianze

ad-—a<d, b -=-b<s
nelle quali ¢ ed ¢ sono arbitrariamente piccoli, condu cono alla

a¥ - a* L (a+ €Yt~ a’;

LT R A,
= A et *

SR
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Ma (8) i numeri ¢ ed ¢ si possono scegliere cosi che sia
(a+ )P ~a” <o,
per ¢ arbitrariamente piccolo ;- percio sara @ fortior:
a¥ -a’<Le (1)
Se ora formiamo le due classi di numeri
() ... a1, a0l ... P Pt SORRIE L a1, PULE TR 2.tz ...

uelli della prima sono minorl di «® e ne sono maggiorl
quelli della seconda, e in forza della (I), =f & il numero
definito dalle due classi. Se « e [§ sono irrazionali, diremo
analogamente che le due classi (II) separano il numero .

G. GioLiani.

COROLLARI E GENERALIZZAZIONLE
Dl UN TEOREMA D'EULERO SUL QUADRILATERO

— i A AT T Tt

L.

. E notissimo il teorema che stabilisce una relazione
fra i lati d'un quadrilatero, le sue diagonali e il segmento
che unisce i loro punti di mezzo, ciok: la somma del (ua-
drat1 dei quattyo lati d'un quadrilatero ¢ eguale alla somma
dei quadrati delle due diagonali aumentiata di qualtro volte
il quadrato della congiungente i loro punti di mezzo. 11
quale teorema si dimostra molto facilmente col sussidio della
relazione che ha luogo ira 1 ire lati 4’ un triangolo e la
mediana d'uno di essi. Ed e qotevele che la dimostrazione
non presuppone che il quadrilatern gia piano.

Ta relazione fra 1 lati d'un parallelogramma e le sue dia-
gonali, che &, in forma diversa, quella fra 1 lati d'un trian-
golo e la mediana d’mno di essi, € um caso particolare del
citato teorema d'Eulero. Ma da gmesto si rileva pure che ha
luogo la reciproca della rammentala proprieta del parallelo-
grammo, Cloe:

Se la somma dei qundrﬂff det quattro Tat: dun eua-
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drilatero amgjﬁl la_somma-dei quadrati delle sue diago-
iri '

nali, quel guadrilatero é un parallelogramma. (*)

2._Colfsidariamu -ora- bn ‘peligone di.sm lati, piano o
g?bho, 1 cui vertici indicheremo ordinatamente con A, B, C,...
A, B, €, ... Applicando il teorema d’Eulero agli » q::la'c']ri-
lal?r: ABA'B', BGB'C, .... e addizionando le n eguaglianze
Cost ollenute, si trovera che la somma dei quadrati dei lati
aurfneuﬂala della somma dei guadrati delle diagonali AP/, A"BIh
BC', BC,,.... eguaglia il duppio della somma de; quadrat;
delle A:fi . I?B', .»«. Aumentata del quadruplo della somma dei
quadrati dei segmenti aff, fy,...., quando sindichino con
% B3, y... 1 punti medj delle AA', BB, CC', .... D qui risulta

il teorema:

Se la somma dei quadrati dei lati d'un poligono di
numero pari di lati aumentata della somma dei guadrati
Z:; ja;eﬂe i;?gonafi che uniscono i due estremi di ciascun

@ quells del lato ad esso opposto, escluse le congiun-
genii i vertict ‘opposti, egraglia ‘il doppio della somma dei
andﬂaﬁ_delle conguungerniti-i vertici opposti, gueste con-
ii_ungentz passano per uno - stesso punto, che & il punto
it mezzo di Ctascuna di esse; e in conseguenza i lati ¢
Postt del poligono sono a due a due eguali e paralleli. .

i 2
]
L |
i
o
L=
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Jd
1
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Ul spigeli lepen) o2 Dase, e sieno AA,, BB,, C,, DD, @
) Se 10 %J : ua fi';"_a ; consecutivi d'un prisma qoadrangolare. -
5 mezzo. I gona I ., B.D, §1 tagliano nel loro punto di e
: quin e ) Dsgl'gimgrc?ﬁﬁ- risulta eguale e parallelo a D,C. . e
) Se le Jd; ' -
. d'una bes Igilnﬂk che partono da due vertici consecutivi

§ punts di moe. pr:.s'?a q_ruadr?ngﬂlare st tagliano nel loro

i | - » quel prisma é un parallelepipedo.

ABC, g ?:Pl'ﬂli:ndn U teorema d’Eulero ai due quadrilater:
ﬂiagn;h;ii v I(E ; ndicando .con .« il punto di mezzo delle
gonell. 2D TB}D r» € con 3 il punto di mezzo delle dia-
_*__L;,s:gttengnuu le due eguaglianze :

| f'} Quﬂﬂta § : . e T ——
Ei VErvazione era staty gia fatta dal Sig, Stefano Gatti nei suoi

emenit di Gy g i
melria piana cop applicazione dell’ Algebra. Torino 1876.




BB
AR’ + AD} +C,Dj + C,B' = AC; + BD] + 44",
CD'+CB! + DA? + A B} = CA® + DB!? + 45",

le quali addizionate . danno :

AT + D' + KB; + G0 + BC: + 5" » AD: + D"

= AC? + BD? + GA? + DB + 88",
Ma dai parallelogrammi BCB,C,, ADA,D, si ricava:
BC; + B,C'=BC’ + B.C! + BB] + CC},
AD; + K" - D" + KD} + KA} + DD
percio & chiaro che:

Nel prisma, quadrangolare la somma dei quadrati de:

dodici spigoli é-eguale alla somma dei quadrati delle quat-
tro diagonali aumentata di otto velte il quadrato della con-
giungente i punti di mezzo delle diagomnali.

5. Dal teorema ora dimostrato st ricava la nota relazione
fra gli spigohi d'un parallelepipedo e le sue diagonali. E si
ricava pure (3) la proposizione reciproca, ciot :

Se la somma dei quadrati dei dodici spigoli d un
prisma quadrangolare eguaglia la somma dei quudmti delle
guattro diagonali, quel prisma ¢ un parallelepipedo.

I11.

6. Nel quadrilatero ABCD pongasi:
AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d, AC=m, BD=p;
e sieno L ed M punti delle diagunaE BD, AC tali che si abbia:

BL CM 2
BD CA
in cui A significa un numero positivo qualunque minore di 1.

Tudicato con g il segmento LM si avra, pel teorema di Ste-
L &
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wart, (%), dal triangolg BMP,. o -
g+h(1-hp =hDM"+(1-R)BM* (1)
ma dai triangoli ABC, ACD risulta’:
BM? + & (1 ~ k) m* = ha® +.(1 ~ k) b*
DM +h(t—-h)m*=hd*+ (1~ k) c*,
e quindi : |
h.DM* + (1—=5) BM* ==k (1~R) m*+ h{1—h) (@® +¢*)+(1~R)b> + hPd?;
percio la (1) diverra: r =
g*+h (1-A) (m? +P’)_—-Jz(l_ _]‘L),::(ﬂ:: +C%)+ h2d* + (1-h)*H* (1)
la quale, per % =3, esprinie il' teorema d’Eulero.

7. Nel caso particolare :
b

b+d )

i lati AD e BC sono paralleli, e dalla (I) si ricava la nota
relazione fra 1 lati d'un trapezio e le sne diagonali :

g=0, ¢ quindi k=

R R a*-50* +2bd,
Reciprocamente, se ha luogo iuesta relazione, la (I) diviene:
& +h (¢ =h)yabd LRd* + (1 - k)b

osSia ! RE
= (= - Ay by,

la guale, per | et

L "b

e d
da ;

.g = ).

Dunque :

Se la somma dei quadrati delle diagonali d'un qua-
drelatero eguaglia la somma dei quadrati di due lati op-
posti aumentata del doppio prodotto degli altri due lati
opposti, questi devono essere paralleli.

D. B=esso.

L —
== i
—

(*) Questo teorema, che stabilisee una relazione fry i 4y - ian-
golo, il segmento che unisce un vertice ad un punto qua]u: 1313'] (iig]mllaf;l ﬂg_
posto, e 1 due segmenti di questo lalo, si dimoslra assai faci mente conside-
rando i triangoli rettangoli che si ottengono conducendo dp quel vertice la
perpendicolate al lato opposto. -
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ESERCIZI PER LA SCUOLA
ALGEBRA

e —

Sulle equﬂzioni di secﬂndo_ grado

Trasformare la differenza x* —c¢ in un prodotto di due

fattori di primo grado
Trasformare il trinomio di secondo grado

y =X —2Mx + (m* — p)

in un prodotio di due fattori di primo grado, e da
questa trasformazione ricavare 1 valori di 2 che annul-
lano 7.

Trovare le radici dell’equazione ax” + bx +c¢ =0 traslor-
mando il suo prime membro in un prodotto di due fat-
tori di primo grado,

Trasformare In Prﬂdutti di due fattori di primo grado 1
seguenti trinomi:

n®—n+2, oM EN—§ 0 FREG

Porre il trinomio xf— 1ax?+ 35 mella forma di ua pro-
dotto di quatiro fattori di primo grado.

Posto x, + &y = a3y L1 Xa= b, trovare un trinomio di se-
condo grado in x 1l quale si anpulli per x =x, €
per & =,.

Calcolare la somma dei quadrati e la somma dei cubi
delle radici dell’ equazione:

3x* —sx —9=0.
Esprimere 10 funzione di A, B, C il prodotto

2 2
1 + m; § + m,

A+ Bm, - Cm: A +Bm,+Cmj
nel quale m, ed m, significano le radici dell’equazione

Bm*+2 (A-C)ym - B=o.
! e : :
Posto: & +-—= B, esprimere in funzione di f le dne somme:

i i
;
ot + — e pp——
o :
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10. Provare che, se -esiste' nn valore di-x pel quale il tri-
mio x* + px+g sia negativo, I'equazione x* + par+g=0
ba le radiei reali e diseguali.

11. Provare che, se il trinomio z* +Px +q & posilivo per
X =a ¢ negalive per x =>4, esso si anpulla per un va-
lore di 2 compreso fra a e b.

12. Applicare il precedente” teorema al calcolo delle ra-
dici della |

WX =0T X +1=0
a meno di o,000.

13. Per quali valori di 2 & negativo il trinomio x*—5x + 5 ?

14. Posto ¥ =172% + 900 — 375, calcolare la differenza dei va-

lor di 7 che corrispoundono ad 2 = 100,000001 ed 2 o = 100.
Ity e BARIL _'--'. i " . i T 3 ‘s
Dimostrare'c e st puo daread & un valore posilivo cosi

piceolo, che la differenza dei valori di Y corrispondenti ad

X =100 +-ia.eda..r=:1.&o, sia mmore di 1000"

10

15. Hﬂlfip{)tfﬂl che i numeri a, b, ¢ soddisfacciano alla
Z,! lﬂ? 1 5 lI]' ﬂ .‘_-" Idra * = - d » .. & C
—A4ac >0 ‘e che sieno dat i segnm de) Tapporti i

ﬂgggm%mjm‘i segoi delle radici della g + b + ¢ = 0.
16. A qudli” condizioni ‘debbono soddisfare @ e & affinch
: guazinine ¥+ azx*+ b—o abbia quattro radici reali?

le
17. Discussioné delle radici della :
x*—2bmax + b* — g2 =y

nella quale a ¢ & sono positivi ed . &, in valore as-
soluto, minore di 1. |

18. Provare che, se I'equazione:

x” + am (k -n) x+k*m? < p2 4+ skn = 9,

nella quale m, £, n sono posilivi o megativi, ha le ra-
dici eguali, deve aver luogo wna relazione fra % ed n.
19. Quale relazione deve aver lnogo fra f, g, f,, g, affinchd
uno stesso valore di x soddisfaccia alle due equazioni

ax'z*f'f:’f*’-g‘:ﬂ, fta:-i-g,:u?

20, QOuale relazione (:!EYE aver luogo fra &, ¢, b, ¢, affin-
cht le due equazion)
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*+ b *+ b -
x*+bx +c=0, &*+bx+ec, =0

abbiano uma radice comune?
21. Quale relazione deve dver lnogo fra a, b, ¢, a,, b, c, al-
finche le due equazioni

ax® +bx +¢=0 ax*+b,x+¢,=0
abbiano nna radice comune?
22. Esprimere in {unzione di @, b, ¢, a,, b, , c, il prodotio

(Hlﬁf + blﬁl +C,) (ﬂlﬁ: + b:ﬁ: + cl}
nel quale 5, e B, significano le radici della ex*+bx+c=0;

e dedurne la relazione menzionata nell’esercizio precedente.
23. Provare che, se Veguaglianza:

ax*+bx +c=a,2* +b,x +¢,
e soddisfatta da tre diversi valori di z, dev essere
a=a, ,.b=b” C =0C;.
24. Dimostrare che, se hanno luogo certe relazioni fra a, b, ¢,
a,, b,, ¢,, la frazione
ax®+bx + ¢
a,.x'+ b, a+c,

e indipendente da .r.

25. Provare che la frazione —— si pud mettere nella'forma

ax* — 1
A - e .
— - i -B—, nella quale A e B somno 1ndlpnudent1 da x.
a1 J+1
. 3" -+ & : X
26. Provare che la frazione si puo trasfor-

X0 — 152* + 567
mare nella somma

nella quale A, B, C sono indipendenti da .
27. Risolvere Yequazione

(x +1)* (x=~1) (2 + 3) =419725.

28. Trasformare il polinomio ®axt + ba® + cx* + bx + a in
un prodotto di due fattori uno dei guah sia &* e pro-

, . i .
vare che, colla sostituzione y =ax + —, laltro fattore di-
- x

viene un trinomio di secondo grado rispetto ad 7.
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29. A quale condizione deve spddisfare il numero £ allin-
che l'equazione T A | PR
xt o Bt — 102> + B+ 1= 0
abbia CIHE“I'D I'H(].iﬂ'if&ﬂli‘?' S AT TR
30. Risolvere Tequdgione: "= i+ -
g gV g g e g |

— o e o —— e e —  — = (),

r X X-2 2~3 T—& X5

I-I.['}I~ f_-r-l-.'_"[.‘- .
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DM penaio- di ircon ‘due appendici, in cul sono
riassunte: le, leziol R, : ;.gﬂ}ﬁ'}e..dﬂ parecchi anni nella
scuﬁlﬁfi-;sﬁea'ﬁﬁ’i%ﬁ* y ﬁﬁ}m;ﬂ'l _parcla merita di esser se-
gnalate all'attersigne degti ing

sno Com pendlﬂ

egll 1hgegnanti delle scuole secondarie
per lo. strefto:; %egﬂ‘,gqi & informato e per la sna sem-
plicita e chiarezza, pregiche certamente non @ facile rinnire.
- Le due appenditi; del’ .Compendio, vertono sulla Trigo-
nometria ¢ sulle Projézioni quotate. Nella prima di queste,
definiti I rapportk trigonametrici; I'A. ‘passa ad esporre 1 teo-
remi dai quali dipende la risoluzione dei triangoli e fra
questi puo esser notato per la suwa dimostrazione diretta il
teo: che: in ogni triangolo-la somma di due lati st alla
loro differenza, come la tangente della semisomma degli
angoli opposti a questi lati std alla tangente della loro se-
midifferenza, poi tratta la risoluzione dei triangoli sia ret-
tangoli che obliquangoli e ne fi seguire alcune applicazioni.
Nella seconda appendice vengono esposte quelle nozioni sulle
proiezioni quotate, che sono necessarie a chi deve impren-
dere lo studio della Fortificazione. Vi si tratta della rap-

presentazione di punti e rette, del piano, dei problemi re-

adeiti Tg;l}ﬁdﬁm teste alle stampe un -
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Jativi a rette e piant,' finalmente vi si da gualche cenno
sulla rappresentazione dei poliedri € sulle sezionl piane e
intersezioni dei medesimi,

Per ¢id che riguarda la pura geometria, in vista dell’uso
al quale il Iibro & destinato, P’A. ne ha limitato la stereo-
metria, dando invece uno sviluppo conveniente alla plani-
metria, per la quale ultima, mentre ha seguito il metodo
enclideo, non ha mancato di aggiungere tutte quelle propo-
sizioni che sono necessarie per rendere il libro pil consono
ai moderni studi, Per alcnni teo: le dimostraziopi diversii-
cano da quelle che si leggono pei trattati ordinari; cosi ad
es: per dimostrare il-teo: Se due lati di un iriangolo sono
rispettivamente uguali a due lati di un’ altro triangolo e
se l'angolo compreso dai primi é maggiore dell angolo com-
preso dai secondi, il terzo lato del primo é maggiore del
terzo lato del secondo, I’A. si fonda sopra un teo: dimo-
strato prima che: i segmento che wunisce un vertice dc un
triangolo con un punto del lato opposto & minore di URo
almeno degli altri due lati.

Per venire a trattare dei segmenti proporzionali I'a.,
definito come rapporto fra due grandezze omogenee il nu-
mero che esprime la misura della prima quando la seconda
 presa per unita, osserva che se le grandezze somo Inco-
mensurabili il rapporto stesso non puo valatarsi che per
approssimazione, e nella definizione di grandezze proporzio-
nali esamina in seguito partitimente i casi in cui le mede-
sime sono commensurabili e sono incommensurabili e per

" 1 . . = . i .
I'ultimo cos) st esprime : 8e 1l rapporto a meno di — di due
)

graudezze incommensurabili & eguale al rapporto a meno

. 1 .. ) . .
di — di altre due, e se quest'nguaglhanza sussiste qualunque
n

sia il numero n, si dira pure che queste quattro grandezze
sono proporzionali. Trattando poi dei poligoni simili, I'A.
che ¢ buon cultore della geognetria proiettiva, non ha omesso
di introdurre, per quanto lo consentiva il carattere di questo
suo lavoro, il concetto di corrispondenza per modo da ren-
dere gli enunciati delle proposizioni pit esatti di quel che
siano in libri che anche oggidi corrono per le mani della
gioventl, considerando sempre il caso sia delle figure diret-
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tamente ‘simily; uqnantu!qg’ﬂlb delle figure inversamente simili,
Per: cid-elm si'riferidee salle avee, definite le grandesze
commensurabili :ed imbommensarabili e la - misura- a meno
dj:T di nnq.vgj-gqq!q:#é%gﬁ;bgﬂu_ad un altra quge_nga_ U,
I’A. ottiene I’ﬁrta‘ﬂel”i'ﬁtﬁ‘ﬁgolu' considerandone prima i lati
commensnrabili fispeitd ‘#d una stessa unita, poi dimostra
che essendo questi 'incotiimensarabili rispetto alla data uuita

) = g ._:‘_.:! T e ), i i
hineare, si puo assggnare, npe, mispra a meno di — dei me-
‘ : 7L

desimi, scegliénido 7" ¢dAyétientemente, in mode ‘ché il pro-
dotto ‘de’numeéri risblidl ‘thppresenti I'area di un retlangolo
avente dal dato ‘wna 'differénza’ minore di un triangolo pic-
colo’ quante ‘& vodlé. ™!V

Finalmente ' per venire alla misura della circonferenza e
del cerchio, I'A. Pramqplgté?'pnme lemmi, qualtro teoremi sui
limiti e dimostra’ le ‘proposizidni seguenti: Se un arco mi-
nore di una semicirconferenza va sempre diminuendo, la
distariza “del' "Cerltrd della" circonferenza’ dalla corda di
quest ”ér;’iﬁé"} va' ié%rff-eﬂad mentindo e giungerd a differire
dal rageid ‘meno ﬁhﬂn“‘%&gﬁi‘ér;tn h piccolo a piacere; poi:
H#ﬁ.ﬁﬁ% ) scr.
Loty fetani- 20l st 3:i)ir s . R T T o -3 : i
vere il 'essa ‘due poligoni ' regolari simili di un nhumero
tale di lati che la differenza tra questi due poligoni ri-
sulti minore di un triangolo 1, piccolo quanto si vuole e
la differenza dei loro perimetri risulti parimenti minore di
un segmento h, piccolo ‘quanto si yuole, | |

Quésto per quanto rignarda la planimetria. Per cio che
si rifetisce alla stereometria & da osservare anzitulto, come
gia i avveriito in principio, che I'A. ne ha singolarmenie
risiretta la tratiazione, poich® si & limitato all’esposizione
delle proposizioni fondamentali sulle retie e piani paralleli,
sulle rette e piani perpendicolari e sulle proiezioni ortogo-
nali, aggiungendo poi le definizioni relative agli angoli, die-
dri e solidi, ai poliedri ed ai corpi rotondi e in un ultimo
capitolo le regole per le misure delle superficie e dei vo-
lomi dei prismi, delle piramidi ¢ dei corpi rotondi. Il capo
che tratta delle proieziont ortogouali ¥ peraltro relativa-
mente meno ristretto e €10 m vista di esporre alcune pro-
posizioni che trovano applicazione nello siudio della fortifi-

R R T R X - J : .
0 "cirdoscrivére 'ad una circonferenza ed inscri-
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cazione, come ad es: questa:.se due piani- obligui al piano
di projesione, hanno pendenze eguali e 'si iagliono, la pro-
jesione della loro intersesione -& la. bisettrice di uno degli
angoli formati dalle loro traccie.

Ed & forse per il desiderio di riescir breve’ che in taluni
punti della II parte del libro esamipato, a nostro gindizio,
pud esser notata qualche omissione da parte dell'A. Cosi ad
es. in principio della sterecometria egli avrebbe potuto con
profitto citare il postulato del piano che: facendo ruotare
il piano intorno a due qualunque de'suoi punti si pud
sempre portarlo a passare per un qualsivoglia punto dato,
poi fondandosi sul medesimo dimostrare il suo teo: 331 per
mezzo di tre rotazioni successive del piano (¥), mdi citare
laltro postulato che: il piano intersecala retta che passa
per due punti postida bande opposte diesso, il quale trova
immediata applicazione nel teo: 333. |

La proposizione che per un punio esterno ad un piano
dato passa un sol piano parallelo a quello dato pon & av-
vertita ed avrebbe trovato opportuna sede dopo la defini-
zione dei piani paralleli al n® 342, La prima pﬁrie del co-
rollario al n° 360, ciok che: se una reita & parallela ad
un piane, tutti i punti della retta sono equidistanti dal
piano, pare a noi che non s deduca immediatamente dai
teo: precedenti e sarebbe stato forse opportuno di innal-
zarla a teorema.

Nelle definizioni ai .n. 405 e 406 & facilamente ammesso
il teo: due angoli diedri sono proporzionali ai loro angoli
piani corrispondenti: sarebbe quindi stato bene premetierlo
esplicitamente o citarlo in una nota, Finalmente, essendo il
libro destinato a priocipianti, al n° 468, quando I'A. considera
il tronco di piramide a basi parallele nel quale le basi sono
rettangoli e da la formola che esprime il volume in fun-
zione dei lati delle basi e dell’altezza, avrebbe potuto con
vantaggio porre in guardia il leftore inesperto che la for-
mola stessa non serve che per guesto caso ¢ non per quello
in cui 1 rettangoli non sono simili ¢ col lati omologht paralleli.

Ma -queste piccole cose non infirmano il merito del la-
voro del Prof. Nicoli che ha dato alla non ricca raccolta di

(*) Come fa il Sig, Faifaler nej suoi Elemenit ds Geomelria.
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bnont libri scelastici di geometria, italianamente scritti e ita-
lianaménte pensatl, un contributo di notabile valore didattico;
perd noi .vegliamo .com lui condolerci di una cosa, che il libro
stesso manchi di esercizi da. servire di palestra agli studenti
per sperimeéntare. le loro forze, e rivolgergli una raccomandazio-
ne, quella cioé ch'el ponga mano ad estendere la stereometria
1n quella stessa misura che ha fatto per la planimetria, poiche
cosi modificato. il suo lavoro potrebbe con profitto anche mag-
giore servire per gli istituti d’istruzione secondaria.

A. LucLi

- -
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OSSERVAZIONI ED ESEMPI
SULLA RISOLUZIONE DEI PROBLEMI DI GEOMETRIA

Sebbene la felice risoluzione dei problem: dipenda in
gran parte dalla intwizione individuale ¢ dalla facilita nel
richiamare alla wmente e riavvicinare quelle cognizioni che
vi hanno stretto legame, nondimeno si possono dare alcune
regole gemnerali che, aiutando i principianti, valgano ad evi-
tare tentativa infruttuosi ed avvezzarli ad una esposizione
ordinata e rigorosa.

| metodi seguiti nella risoluzione dei problemi geome-
trict si riducono sostanzialmente a due: analitico e sintetico.

Il metodo analitico consiste nel riduxre il problema ad un
altro noto, ciot nel rinvenire un problema di cuni sia conosciuta
la solnzione ed onde si possa far discendere quella del dato.

Il metodo siutetico consiste nel dedurre (onde si chiama
anche deduitivo) dalla soluzione di un problema quella di
un altro, e cosi via, fincht si giunga al proposto, che in
tal guisa verra ad essere risolto.

Col primo metodo si passa dallignoto al noto; col se-
condo, dal noto all'iguoto; ond'& che giustamente 1uno
venne chiamato da Kant metodo regressivo, l'altro metodo
progressivo.

1L

MEeTODO ARALITICO

Secondo questo metodo la rigolazione d’ un problema si
compone in generale di cinque parli ben distinte :
17 Costruzioni ausiliarie.
27 Esame, per mezzo della figura ausiliaria, di velaziom
5
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sussistenti fra i dati e le incognite del problema, per
cei gh nn determinano le altre.

3! Costruzione finale.

4° Dimostrazione.

5? Discussione,

1? Costruzioni ausiliarie. — La prima cosa da farsi
e di supporre il problema gia risoluto, tracciando una figura
che risponda approssimativamente ai dati. Cio fatto, si cerca
di eflettuare qualche costruzione preparatoria (conducendo
linee e determinando punti in isiretta relazione colla data
figura) lale che conduca ad una figura facilmente costruibile
coi datl, e da cui la richiesta possa dedursi ricorrendo alle
mutue loro relazioni. Non si possono stabilire regole fisse
per queste costruzioni sussidiarie; ma, se ben si riflette alla
naiura della questione ed alle verila geometriche che essa
richiama, si resta naluralmente guidati nella scelta degli
elementi che si possono prendere in aiuto.

Queste costroziont banno per iscopo di mettere in evi-
denza 1 rapporil sussistenti ira i dati e le incognile del
problema, ed arrivare a determinare le une per mezzo degli
altri. Nell'andarne alla ricerca bisogna sempre tener presente
questo loro scopo essenziale.

Il. Esame. — Eseguile le opportune costruzioni ausi-
Liarie si procede col loro aiuto all'esame delle relazioni che
hanno tra loro i dati e le incognite mnella questione. Per
questo ¢ necessaria la conoscenza delle proprieta delle figure
che si hanno in esame; e inutile rinscirebbe ognt ienlativo
per la risoluzione d’un Prnblema se non sl presentassero
spontaneamente al pensiero 1 teoremi su cui poterla fondare.
La gdiziosa loro scelta e ~combinazione & suggerita dalla
stessa natura dell’ argomento a cbi si sia alquanto imprati-
chito de1 procedimenti geometrici ed abbia fatto atiento studio
delle proprieta delle figure. Importerd anzitutlo di non di-
vagarsi in considerazioni estranee all'argomento; ma coucen-
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trare 1’ attenzione sulle proprieta che hanno diretta rela-
zione coll’enunciato.

I{I. Costruzione finale. — Trovate le relazioni fra 1
dati e le incognite, 0 meglio fra la figura ausiliaria e quella
da costruirsi, per mezzo delle quali la prima determini la
seconda, si e in grado di risolvere il problema.

Un problema si riterra risolto quando le incognite si
sapranno determinare per mezzo delle costruziom elementar
della geometria, e coe

a) condurre una retla che passi per due punti dati;

b) descrivere con dato centro e dato raggio una circon-
ferenza ;

¢) condurre un piano per tre punti dati, oppure (cio che
¢ lo slesso) per un punto e una rella, per due relle con-
correnti, per due parallele;

d) descrivere una sfera con dato centro e dato raggio;

oppure quando si sia ridotto, per mezzo di queste costru-
zioni elementari, 2 un altro di cui sia nola la soluzione,

Non ¢ inutile poi avvertire che la costruzione non sara
esatta se non quando la figura oitennta soddisfi a futte le
condizioni imposte, Essa si raggiunge immediatamente, una
volta conosciute le relazioni in parola, ripassando dalla figura
ansiliaria alla primitiva col cammino nverso a quello me-
diante il quale dalla primitiva (supposta esatla) s1 era pas-
sati a questa. Tn breve, le costruzioni finali sono ordinata-
mente le inverse delle ausiliane.

IV. Dimostrazione. — Quando si sia indicalo il modo
di costraire la figura cercata rimane a farsi la dimostra-
zione, vale a dire quel ragionamento con cui si prova, ap-
poggiandosi a teorem conosciu#, che essa ¢ guella richiesta,
o in altri termini soddisfa a tutte le condizioni stabilite,
Se l'analisi fatta precedentemente era esatta, la cosirozione
non pud essere che giusta, perche ottenuta temendo accura-
tamente calcolo di tutte le condizioni: eppero logicamente la
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dimostrazione non sarebbe necessaria. Pure, come utile eser-
cizio e verificazione dell’analisi eseguita, converra stenderla
con diligenza.

V. Discussione. — Non pud-dirsi completa una riso-
luzione quando non venga accompagnrta dalla relativa discos-
sione. Talora un problema non ammette soluzione alcuna,
tal altra ne ammette pid d’una; altre volte, infinite: la mo-
dificazione di qualche dato pud far passare dall’'uno all’altro
di questi casi. La discussione ha appunto per oggetto di
abbracciare il problema in tutta la sua generalita, osservando
come cangl 1l numero delle soluzioni quando i dati vengano
modificali nella loro grandezza o posizione (non nella loro
natura) ; e distingnendo nettamente i limiti tra i diversi casi.
Essa pol conduce ad osservazioni e proprieta che possono
mettere in chiara luce l'essenza del problema; e si racco-
manda in particolare ai principianti, i quali generalmente la
trascarano iroppo.

.

La soluzione d'mn problema si riduce talora, o se ne
puo facilmente far dipendere, alla determinazione di qualche
punto. In questo caso si ricorre alle conoscenza dei luoghi,
ciot l'assieme di punti (coslituenti una linea o una superficie)
tali che essi, ed essi soltanto, soddisfacciano a wuna data
condizione,

Cosi il luogo dei punti dello spazio equidistanti da due
fissi € il plano perpendicolare sul mezzo del segmento ret-
tilineo che li congiunge; essendo che tale propri¢ta spetta
ai punti di quel piano, e non ad altri,

Or bene, dall'esame delle condizioni cui nel problema
¢ assoggettato il punto richiesto si vedri, considerando a
parte ogni condizione, che esso dovra giacere su due o Ppin
inoghi contemporaneamente. Se questi avessero .pi punti a
comune, essendoche tutti soddisferebbero alle condizioni date,
il problema ammetterebbe pit d'una soluzione. Bisoguera poi
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cercare, nel caso che pit luoghi si presentassero, di sce- .
gliere 1" pit semplici, i quali dovranno essere rette o circoli,
piani o sfere, se si vuol rimanere nel dominio della geome-
tria elementare,

1V.

Ginnge a proposite un’osservazione. Un problema po-
trebbe ammettere in certi casi, ed anche sempre, infinite so-
luzioni; e allora, dopo aver dimostrato come le condizioni
imposte siano insufficienti, ciot che alitre se ne potrebbero
stabilire oltre quelle, bastera naturalmente costruire una fra
le infinite figure rispondenti alla questione. Perd se quanto
si domanda ¢ an punto, non bisoguera limitars: a costruirne
uno, ma sara duopo determinarne il Zzogo.

I problemi di questo genere sono generalmente enunciati
in modo da far palese la infinita dei punti che wi soddis-
fanno ; e si limitano appunto a richiedere il luogo. La
loro “risoluzione conterra un teorema, venendosi cosi a dimo-
strare una proprieta del luogo stesso.

V.

MzTODO SINTETICO

Non sempre si usa nella risoluzione dei problemi il
metodo analitico, sebbene sia il pit sicuro e fecondo. Alcune
volle la semplicita della questione fa in sulle prime intrav-
vedere la costruzione da eseguirsi, © suggerisce un noto
problema dal quale si possa far dipendere il dalo; senza che
occorra una completa analisi. In questo caso non mmane al-
tro a dimostrarsi che quella costruzione & esatta, cioe cor-
risponde appieno al problema.y

Questo modo di risolvere i1 problemi costituisce il me-
todo sintetico; esso non comprende quindi che due parti,
costruzione e dimostrazione, alle quali sara bene aggiun-
gere la discussione.
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Il carattere dommatico di questo metodo, se lo fa pre-
ferire nella esposizionc scolastica e nei libri di testo, non
mette 1n piena lace il processo con cui si ® giunii alla so-
luzione, e la fa apparire pintlosto un’ intuizione o divina-
zione che il natoral risultato di ben collegati raziocini.

Se 1l metodo sintetico fa conoscere il vero, 'analitico
moslra anche come visi & giunli: & quindi a un tewpo pil
convincente ed istruttivo; e, dando piti large campo alla
vestigazione individuale, apre meglio la mente a superare
nuove difficolta.

VI.

DiMoSTRAZIORE DEI TEOREMI

Non solo nella risoluzione dei problemi, ma ben auco
nella esposizione di teoremi e della scienza in generale, si
possono seguire 1 due metodi sintetico e analitico, intesi nel
senso generale come furono definiti nel n. 1.

Il metodo analitico, universalmente applicato ne1 testi
dl geomelria elementare, si accontenta di enunciare i teo-
remi (Senza mostrare per che via si siano pre sentati), e co-
stringe ad accettarli a posteriori con un ragionamento me-
diante 1l quale da essi si risale ad altri conoscinti, passan-
dosi  cosi dunque dallignote al unolo. Il sintetico invece pro-
gredisce ordinatamente da una verita all’alira per via di de-
dozione; cammina ciot dal noto allignoto, mostrando la via
tennla nel rinvenire date verila.

E qui si noti la differenza essenziale di metodo tra ri-
solvere una data questione a parte, e lo stabilire dei veri
formanti un corpo di dotirina. Nel primo caso & opportuno
seguire il metodo analitico; nel secondo ¥ meglio, anzi quasi
sempre necessario appigliarsi al sintetico; e le verita seo-
metriche che tutto di si vanno scoprendo in gran parte non
51 sono ottenute altrimenti. 11 metodo sintetico, come il vero

processo dell'invenzione, & da preferirsi per la razionale es-
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posizione della scienza: se non che sarebbe impossibile se-
guirlo quando essa non fosse giunta a un'ordinato e logico
assieme, per cui ogni verita conduca grado grado ad altre,
senza che vi sia sconuessione fra le varie parti o 1 teoremi
appaiano quasi 1l frutto di un caso fortunato.
L'insegnamento della geomeiria elementare sarebbe ase
sai pin proficuo per lintelligenza e meglio preparerebbe agli
studi superiori, ove venisse dato sinteticamente; ed 10 faccio
voli sorga presto un buon trattato che s’ ispiri a questi

principi.
VII.

Nel novero dei problemi possiamo comprendere 1 teoremi
da dimostrare o le proposizioni da esaminare, per riconoscere
se siano vere o false. Giovera attenersi al metodo analilico,
per guanto gia si disse; e ciog partendo da questa proposi-
ztone si risalira ad altre, per via di induzione, finche si ginnga
ad una conosciuta. Se questa ¢ falsa, sara pure falsa la pri-
mitiva (giacche da una verith mon pud scaturire, ragionando
esaitamente, nna conseguenza erronea); se (quesia ¢ giuﬂta,
non potremo dire che lo sia parimenti la prima; ma si
dovra, rifacendo in senso inverso il cammino, vedere se re-
ciprocamente dalla prima si possa dedarre la seconda: perche
allora, e allora solltanto, essa & conseguenza di verita, e
quindi vera (*).

(*) Ghe da un falso s1 possa, ragionando esattamente, arrivare
ad una conclusionc esatta, ognuno lo comprende di leggicri; e pa-
recchi esempi si potrebbero dare. Per citarne uno dalle scienze
fisiche, e cevto falsa l'ipotesi di due fluidi elettrici aventi le pro-
prieta che loro si attribuiscono ; pure ne discendono delle verita ve-
rificate ; e cioé, per citare una ¥rase molto espressiva dei Fran-
cesi, le cose evvengono come sz cosi fosse realmente (les choses se
passent comme s'il €tait ainsi). Parimenti la teoria atomica ¢ pro-
babilmente falsa; ecppure essa serve a spiegare mola fenomeni,
alla cui esistenza si pud giungere partendo da essa, ¢ della guale

il ety e T—r—e
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VIII.

ALCUNI ESENPL.

Daremo qualehe esempio per meglio far comprendere ed
applicare le precedenti osservazioni.

quindi appaiono conseguenze. Appaiono dico; giaccheé a rigore lo-
gico il vero a cui si giunge partendo da un falso non si pud ri-
tenerne la conseguenza, talché in fondo il vero non puo essere che
consegnenza del vero. Le conclusioni vere da falsi principi si
hanno allorquando, (e questo avyiene il piz delle volte senza che
¢e me accorglamo) non si tien conto della completa ipotesi, e tra-
scurando qneﬂ& parte di falso, per cosi dire, che essa contiene,
a1 fonda il ragionamento solo sn certe proprieta generali che ef-
fettivamente sono vere. Tali conclusioni non muterebbero se anche
Pipotesi venisse modificata, attenendosi aj principii che "hanng
ispirata. Ognun sa ad esempio che se invece dj due fluidi elettrici
sk ammettessero. due forze contrarie, Je consegnienze sarebbero le
_ﬁtﬂa&éqﬁpar.._qui;-la_. verith delle eonclusioni non ‘&ra nell'ipotesi del-
Vesistenza dei due flnidi, ma pruttosto nel modo. di. agire di quella
qualanque causa che cosi si chiama: modo che e esatto, perche
fondato sull’ esperienza; e che non pud quind: condurre cle a
conseguenze esatte. _ .

Queste’ osservazioni seno importanti nelle scienze mnaturali, le
guali si valgono di ipotesi che non ponno direttamente essere
verificate, e per gindicare le quali conviene ricorrere alle conse-
guenze. Se mna data ipotesi conduce a un falso, essa va rigettata
come falsa; mentre se conduce a un vero.essa non St pud rite-
nere esaila se non quande fuesto ne sia una pera conseguenza e
Cioé non possa aver luogo senza quella. Ma il verificarlo & diffi-
cile ed anche impossibile talyolta per la molteplicita delle ipotesi
che si possono fare; mentre per altea parte sfogge il pin delle
volte, nel ragionare su unm’ipotesi, quella parte essenziale di essa
che poi andrebbe esaminata: cosicche viene a mancare, da una
parte la prova per asserire, dall’altra quella per- negare; e s
resta sempre incert.

Nella geometria felicemente perd avvyiene tatt'altro; gui il pic-
colo numero di ipotesi che si possonn generalmente fare su un
dato soggetto ¢ la facilita d’una discussione che poru presto a una
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Esempio. I.

Dato nel piano d'un angolo un punto, condurre per
esso una retta tale che il segmento intercetto fra i lati
sia diviso a metd dal punto stesso.

Qui daremo 'esempio d’'un’analisi completa e diffusa, con
tutte le 5 parti accennate nel n. II e nell’ordine ivi tenuto.
1. — Suppongasi gia costruita la retta desiderata, Ia
quale dovra quindi esser tale che il segmento AB (fig. 1)
compreso tra i lati del dato angolo C sia diviso a2 meta nel
punto dato P,
Qui & opportuna una costruzione ausiliaria, perche la

conseguenza falsa, se falsa era Vipotesi, forniscono un eriterio
pressoché sicuro.

Un esempio fissera meglio le idee sulle cose esposte.

Partendo dall'ipotesi errata che la corda in un cerchio sia propor-
zionale all’arco, dedunco che le corde che con giangono i punti di diyi-
sione d’un arco diviso inzn parti eguali sono egnali fra lore; in quanto-
ché sarebbere la %™ parte della corda corrispondente all’intero
arco: € questo risultato é esatto. Ma se ben si guarda, (uesta non ¢
a rigore una conseguenza dell’ipotesi presa nel sno complessp; ma
d'un'altra pin generica, e vera, che le corde degli archi parziali

banno tutte lo stesso rapporto (Ehﬁ non e j) con quella del

n

I'arco totale. Che se invece si tien caleolo dell’ipotesi che questo

|

rapporto sia -y ne verrebbe che la corda dell’arco totale dovrebbe

essere eguale alla somma delle corde degli archi parziali (perche
n volte la sna »™* parte); cioc un segmento rettilineo dovrebbe es-
sere egnale ad una spezzata contermine: consegnenza assurda che
cl avverte della falsita dellipotesi. Parimenti se si supponesse che
in un qualunque triangolo la mediana sia bisettrice deil’ angolo
dal cui vertice parte, ipotesi errata, si potrebbe facilmente giun-
pere alla proposizione esatta chg essa divide n meta tutte le pa-
rallele alla base. Ma ¢ facile vedere che questo non discende ne-
cessaviamente dall'ipotesi; la quale invece, tenuto ealcolo di tate,
condarrebbe ad ammettere che il wiangolo sia diviso in parti
eguali e gnindi isoscele: e questa consegnenza e, come deve essere,
falsa, e a1 avverte della falsita dell’ipotesi.
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figura come sta non fornisce relazioni suficient] per la de-
terminazione dell’incognita. Si osservi infatti che del trian-
golo ABC non conosciamo éhe um aﬁguln, il C; ¢ che I'es-
sere P il punto di mezzo del lato opposto AB ha in s
molto di vago, o per lo meno mon si traduce immediala-
mente 1n relazioni fra gh aliri elementi del triangolo, si che
valgano a far scorgere il modo di costruirlo.

Andiamo adunque in cerca di questa costruzione ausi-
liaria. La prima idea che si presenta ¢ di condurre la retia
CP che per dato del problema & nota. La conoscenza del-
Pangolo C e délla réita ‘CP o fa subito pensare se si possa
costruire qualche figura con questi dati. Siamo cost condotti
facilmente al parallelogrammo, tanto pitt se si riflette che CP
sega BA a meld, fatto che c¢i richiama subito e diagnnali
dun parallelogrammo per le quali il bisecarsi scambievol-
mente e proprietd caratieristica. In conformita di questa
osservazione nasce spontanea idea di prolungare di altret-
ﬂni&?ﬁ%ttﬁt‘:ﬁﬁ&l ];niﬁtﬁ D, peér avere ma ‘fal guisa due
segmentx BA, CD ¢he si tagliano a meta, e 1 cui estremi
sono L{Ilf[lldl vertlm di un parallelogrammo,

In tal guisa -Ell‘.hbiﬂmﬂ costruito una figura ausiliaria, il
parallélosrammo ABCD (parallelogrammo perchd le diagonali
si tagliano a méid), facilmente determinabile coi dati del
problema, e dal quale la figura richiesta mon meno facil-
mente si puo dedurre.

2. — E infatti esaminiamo le relazioni delle due figure.
Intanto il parallelogrammo & determinato coi dati del pro-
blema, giaccht uno de’ suoi angoli dev'essere il dato C ed
una soa diagonale la CD, doppia di CP, retta nota. Di que -
sto parallelogrammo poi la retta richiesta AB é Palira dia-
gonale. E cosi trovata una relazione determinatrice tra la
figura- ausiliaria (il parallelogrammo) ¢ la domandata (la
retta AB).

9. — Una volta otiennta questa relazione, la costru-
zione & subito eseguita rifacendo il cammino in senso ine
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verso; vale a dire partendo dal parallelogrammo per arn-
vare alla retla AB, sua diagonale. Si procedera dunque cosi:

Congiunii con retta i punti C e P, si prenda PD=PCG
e si completi il parallelogrammo di cni C @ un angolo e CD
una diagonale, conducendo da D le parallele DB, DA ai due
lati dell’angolo C. Condotta AB, questa sara la retla richiesta.

4. -F infatti nel parallelogrammo ABCD le diagonali
si tagliano a meta, dunque la AB dovra passare per il punto
di mezzo P dell’altra diagonale CD, ed ivi dovra essere di-
visa a meta; vale a dire il segmento costruito AB passa per
P, il quale & poi il suo punio di mezzo; ciok soddisfa alle
condizioni del problema.

5. — Il punto P puo avere diverse posiziom; e preci-
samente sono a distinguersi tre casi: 17 quando ¢ interno
all’angolo, 2° quando & sopra un lato, 2° quando & fvori del-
I'angolo. |

Nel primo caso, che ¢ quello contemplato dalla figura,
si pud realmente costruire un parallelogrammo, ed uno solo,
il quale avra, oltre la CD, una sola diagonale AB, eppero 1l
problema ammette un’unica soluzione.

Nel secondo caso non si pud costruire un vero paralle-
grammo; o a meglio dire, il parallelogrammo si nduce al
segmento CD preso sul lalo su cmi giace P in modo che
CP=PD (fig. ll); e la CD s pud considerare come una so-
luzione impropria.

Nel terzo abbiamo una soluzione; se non che uno dei
lati va prolungato al di [a del vertice, per essere incomlralo
dalla retta cosurnita (fig. 1ll).

1X.

Daremo un altro esempio per mostrare il modo con cui,
nel metodo amalitico, si e gffidati alle costruzioni ausihiarie,
e per fornire nel tempo stesso il modello d'wna discussione
la quale ci fornira Voccasione di formulare una regola im-
portante.




- 76 -
Esempio II. ~ Pep i punto Y comune a due circon-
Jerenze 0e Q) condurre ung retia tale che il segmento in-
tercetto fra le. stesse eguagli un segmento dato v (fig. IV),
1, ~ Suppongasi-gia tracciata la retta AB che soddisfa
al problema. Tatta I’ attenzione deve concentrarsi per ot-
tenere, secondo le regole stabilite, una figura determinata

dai dati. del problema, e da cuj Ia retta richiesta possa ri-
cavarsi facilmente.

Qui di noto ¢'¢ Ia retia 0Q; con questo adunque e cogl; altri
dati vediamo di costruire qualche figura utile allo scopo. Si pre-
senia subito alla mente il teorema che 1 raggi perpendicolari
alle corde le dividono a meta, essendo questione appunto di
corde e di grandezze loro. Onde naturalmente si & guidati a
condurre da 0 e da Q le perpendicolari ad AB 5 queste, ca-
dendo in Ce D sulla AB, divideranno a meth le corde AP e
PB; onde CD sary Ia metd d AB, ciot methy dj r; epperd la
Sua grandezza ci sara nota. In tal modo ecco che abbiamo
ottenuto,un - trapesio rettangolo OCQD, di cui ci sono noti
1 latiobliqui 0Q, CD, e che & in istretta relazione colla retta
da costruirsi. Quel trapezio perdé non & completamente cono-
sciuto; onde, noi cercheremo di dedurne wuna figura che si
sappia -tosto determinare coi risultat] cog ottenuti.

Rifletiendo che del trapezio sono noti due Iati non che
degli angoli (quelli retti) element; sufficienti a determinare un
triangolo, sorge spontanea Videa di condurre la QE parallela

a CD, la quale da luogo a un triangol o rettangolo EQO. Di gue-

sto si conosce Uipotenusa e un cateto EQ=CD={r, onde si sa
costruire; per altro esso determina alla sua volta la retta AC,

onde possiamo ritenere esaurita la costruzione ausiliaria.

2. —~ Esaminiamo ora le relazioni fra la figura ausiliaria
€ quella richiesta. Basters all'uopo osseryare che Ia AB, per

la stessa costruzione, viene ad essere la parallela condotta
da P al cateto QE del triangolo,

3. — Possiamo immediatamente venire alla costruzione.
Basta, secondo la regola generale, eseguire le costruzioni in
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ordine mverso ; cosicch:, mentre prima siamo partiti dalla
retta incognita AB per arvivare alla figura nota del trian-
golo rettangolo, ora passeremo da questa a quella, la quale
verra in tal modo ad essere determinata. La costruzione &
pertanto la seguente:

Sopra 0Q come ipotenusa si costruisce il triangolo avente
come cateto QE un segmento egnale alla meta di » (bastera
descrivere un semicerchio sn 0Q, e, centrato in un estremo Q,
con raggio = 3r segarlo nel punto E, che si congiungera
cogli estremi O e Q); dal punto P si condnca la parallela AB
alla QE, e questa sard la retia richiesta.

4. — Dimostriamo ['esattezza della costruzione. Prolun-
gata OE fino ad incontrare in C la corda AP, si conduca
da Q la parallela QD ad OE (serve ancora la fig. IV): que-
ste ultime due rette sono raggi nei due cerchi perpendico-
lan1 alle corde AP, PB (perch® perpendicolari alla loro pa-
rallela QF) ; eppero le dividono a meta; onde il segmento CD
sara la meta di AB. Ma CD =QE, perch lati opposti di un
retl:angnlﬁf; ed essendosi fatto QE = zr, sarh CD pure = 2,
epperd AB=r. La AB pertanto passa per il punto dato P
ed bha la lunghezza voluta r, e quindi seddisfa completa-
mente al problema.

5. — Discutiamo ora la soluzione. Se QFE = 37 & minore
di 0Q, sopra guesta retta come ipotenusa si ponno costraire
due triangoli rettangoli aventi un cateto eguale a 2r; e
cioé facendo partire il cateto = 3r dall'nno oppure dall’altro
estremo dellipotenusa. Laonde, condncendo a questi due ca-
teti la parallela da P avremo chiaramente due rette soddis-
facenti entrambe al problema,

Se 3r fosse = 0Q, allora il triangolo rettangolo si ridur-
rebbe alla 0Q, e la parallela_condotta da P a questa retta
sarebbe in tal caso I'unica soluzione del problema.

Se finalmente si avesse 37> 0Q, 37 non potrebbe essere
cateto d'un triangolo di cui 0Q fosse I'ipotenusa; quindi it
problema non ammetterebbe soluzione.
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frﬁdndudﬂlldo, il _Pmblema ammette :
#1711 dde’ soluzioni quande il segmento Ir sia < DQ
W[ una Soluzione » o2 o =00
! Dessana & » » » ¥ > 00

X.

La discussione precedente ci portaad un'osservazione ge—
nerale. Quando un problema ammette al pin due soluzioni,
dovra a volte presentarpe una sola, a volte nessana; e il
Passaggio tra. i casi in cni le solnzioni sono due e quelli in
cui non ne esiste alcuna, sara sempre segnato da quello in
cul ‘se ne ha una sola. |

Questo fatto costante dipende in ultima apalisi da ¢id
che un cerchio pud essere segato da una retta, a norms
della sua posizione, in due punti, in uno o in nessuno ; €
precisamente che se una rella si muove con una eerta legge
sal piano d'un cerchio, se dapprima Yo degava in due punti,
verrd un momento in cni pidt nonh lo seghéra, e il passaggro
tra 1'ono e l'altro stato di cose & dato da guell’istante ‘in
cui i due punti di segamento riunendosi in uno, la retta
diviene tangente. S

XI.

Come esempio dell’applicuinne di Iluoghi geometrici, in
conformita al detto nel n. I, e nel medesimo tempo per
fare applicazione del problema precedente, risolveremo il
seguente:

Esempio III. — Costruire un triangodo eguale a un
triangolo dato ABC, e i cui lati passino per tre punti dati
M, N, P. (fig. V).

Qui non faremo piu la distinzione che per maggior chia-
rezza abbiamo posto tra le cingue parti delle soluzioni pre-
cedenti: e in tal modo intendiamo olfrire un esempio della

forma sotto cui s; esporra preferibilmente la soluzione dei
problemi.
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Supposto costruito il triangolo richiesto A'B'C', egnale
ciot ad ABC e i cui lati passivo per M, N, P, osservo che,
volendosi che sia angA'=angA, angB’=angB'e per conse-
guenza angC' =angC, il vertice A’ dovra trovarsi su un arco
di cerchio capace dell'angolo A, e cosi B' su un arco di cer-
chio capace dell’angolo B, e costruiti rispettivamente su PN
e su PM. Per altro nflettendo che A'B' deve essere egnale
ad AB, tosto si presenla la seguente soluzione:

Descritto su PN un arco di cerchio capace dell'angu[u A,
su PM uno capace dell'angolo B, si conduca per P, seguendo
la costruzione del problema precedente, una retta a segare
i due cerchi in guisa che sia A'B'= AB. Condotte poi A'N,
B'M a segarsi in C', sara A'B'C' il triangolo richiesto.

Infatti per costrozione si ha A'B' = AB, angA' = angA,
angB' = angB ; dunque il triangolo A'B'C’ sarh eguale ad ABC;
e siccome per costruzione i suoi lali passano rispettivamente
per 1 puunti M, N, P, esso sara il richiesto.

Per discutere poi questa soluzione, osserviamo anzitutio
che su NP, invece di costruire un angolo egnale ad angd
potevamo costruirse unno eguale ad angB oppure ad angC; e
analogamente sn PM; e si sarebbero cosi ottenuti altri trian~
goli soddisfacenti al problema. Percht determinati due angoli
lo & anche il terzo, cosi si vede che avremmo potuto pro-
cedere in 6 modi differenti, costruendo su NP un angolo
cguale ad A, oppure a B, oppure a C, e in ognuno di
questi casi costiuendo su PM un angolo eguale all'uno op-
pure all’altro del due rimanenti.

Ogununa por di queste maniere puo dar luogo a due so-
luzioni; gracche, come vedemmo dal precedente problema, per
un punte comune a due cerchi si possono condurre al pin
due seganti eguali a un segmenlo dato; e qui appunto, una
volta fissati i due angoli che si prendono da principio (uno
opposto a NP e l'altro a PM) resta fissato il lato da pren-
dersi, cioe la lunghezza della segante da condursi per P.

Osservando che in tal modo abbiamo esaurite tulle le
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possibili dombinazioni dei dati (giacche ogni altra sarebbe
compresa itt (fueste)* si vede che si ayranno al pi dodic
soluzioni del” problema ‘proposto. ._

~ Accontentandoci di avere accennaio a questo fatto, mon
entreremo” in una minnta e tediosa discussione di tutti 1
casi possibili, potendo le soluzioni ridursi da 12 sino a 0.
Ognuno che il voglia potra farlo senza difficolta, fondandosi
sopra la discussione del II esempio.

La stessa costruzione serve a Tisolvere il celebre proble-
blema di Newton : « Costruire un triangolo eguale a un dato
e i cui vertici giacciano su tre rette date .

E invero se il triangolo dato & MNP (fig. V) e le tre
rette date formano Valtro triangole ABC, colla costruzione
di poc’anzi si formera il triangolo A'B'C' eguale ad ABC, e 1
cui lati passino per M, N, P. Il problema & cosi risolto, ba-
stando ora portare il triangolo A'B'C' su ABG, perché allora
i tre punti M, N, P, si porteranno nella posizione dai vertici
del triangolo domandato. E cio® 1 tré punti ‘sui lati del
wiangalo ABC che dai vertici di esso hanuo le distanze
stesse che M, N, P, hanno rispeltivamente dai vertici del-
I'egual triangolo A'B'C', congiunti con rebte, daranno il trian-
golo richiesto. '

XI1.

Abbiamo detto che in generale la natura siessa della
questione suggerisce le costruzioni ausiliarie che possono
servire nel rinvenimento di relazioni utili fra i dati e le io-
cognite. Per agevolare questo compito si pud Ticorrere al
calcolo, giovandosi di relazioni metriche (di grandezza) fra
cognite € incognite, in guisa da aver elementi sufficienti per
la costruzione, — o diretta, o per mezzo di altre ausiliarie
a cui condurr: naturalmente il calcolo, — della richiesta

figura.
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Eccone un esempio che varra coghi altri a mostrare 1
diversi aspetti sotto cui si pud presentare il metodo analitico.

Esempio 1V. - Date le tre altezze a, b, c, dun trian-
golo, costruirlo.

Suppongo sia ABC (fig. VI) il triangolo richiesto, le cui
altezze AA', BB', CC' siano rispetlivamente eguali ad a,b,c.
Osservo che 1 due triangoli AA'C, BB'C sono simili per
aver due angoli eguali , onde snssistera la proporzione :

AC : AA' :: BC: BB nssiaég-.u]—i-g.

a

Parimenti i due triangoli simili ABB', ACC' danono
AB AC

= Qui si hanno due egmnaghianze, di cui la prima
c

AC C
contiene il rapporto —, la seconda il rapporto A—— Per a-

ﬂ 4

AC

vere in tutte e due lo stesso rapporto, ad es. —e puterle
a

cosi confrontare, moltiplicherd ambo i membri della seconda

g
per -, col che oltengo
a L

éEE=-EE E Cilﬂb AB:IE=AC:H
b a ¢ a c

ab

Ora — & una quantita nola dai dati del-problema ed )
C

geometricamente costruibile, essendo essa la quarta propor-
zionale, che divo d, dopo ¢, a, b. E invero dalla propor-

zione ¢: a::b: d si ricava appunto d = ‘%-.
Dunque si hanno le eguaglianze
AC_BC_ AB_A_C_ ool AC ]_3_9 AB
a b’ d a’ > p d-

Quest’ ultima dimostra che i tre lati AC, BC, AB del
triangolo da costruirsi sono rispetlivamente proporzionali

6
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alle tre relte a, &, d: vale a dire il triangolo formato con
queste tre reite sara simile al cercato. Adesso che sappiamo
costruire nn triangolo simile al voluto, facilmente costrni-
remo anche quest’ultimo.

Focomincieremo duongue a delerminare la lunghezza 2,
costruendo nel modo noto la quarta proporzionale dopo
¢, a, b (fig. VII). Cio faito costrniremo wun triangolo APQ i
cui lati sieno quei tre segmenli, e ciot AP=a, AQ=d,
PQ=50; e che sarh simile al domandato. Per ottenere il
‘quale bastera dunque condurre la parallela BC al lato QP,
determinando B in guisa che l'altezza BB' eguagli la &, come
s1 ¢ fatto nella figura. 1l triangolo ABC risolve il problema.

Condotte infatti le tre altezze AA', BB/, CC' si trova,
njpetendo il ragionamento di prima, che queste altezze sono
risp. proporzionali ad a, b, ¢; ma la seconda ¥ per costru-~
zione eguale alla stessa &; dunque anche AA'=a, CC'=c;
e il iriangolo soddisfa al problema.
~ Del resto si pyd anche osservare che ABC ¢ simile ad
APQ e quindi anche al domandato cui questo secondo fo
dimostrato simile; ma con esso ha eguale un'altezza omo-
loga &, quindi gli ¢ eguale.

Come si vede, il problema presenta una sola soluzione;
per la cui possibilita ¢ poi pecessario che coi tre segmenti
a, b, d si possa costruire un triangolo.

™

X1I1.

Per cenvalidave con nn esempio le osservazioni del n. IV
€1 proporremo ora la seguente questione:

Esempio V. — Determinare il vertice d'un triangolo
reftangolo eguale a un triangolo dato ABC e che abbia
gli estremi dell’ipotenusa rispettivamente su due retie per-
pendicolari date.

E evidente che esistono infiniti punti i quali soddisfanno
al problema, percht I'ipotenusa del triangolo si pud mel-
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tere in quella direzione che pit aggrada: cosicche non sara
questione di determinare uno fra questi infiniti punti, ma
piattosto la linea costitnita -dal loro assieme.
E il problema sarh meglio espresso cosi:
Trovare il lwogo dei vertict, dei triangoli rettangole
eguali @ un dato ABC e nei guali gli estremi dellipote-
nusa giacciano rispetlivamente su due rette perpendicolar:.

od anche:

Trovare la linea percorsa dal vertice C di un trian-
golo rettangolo ABC il quale si muova nel proprio piano
in guisa che i due estremi A e B dell'ipoterusa scor-
rano rispettivamente su due retle perpendicolari OM, 00
(fig. VII).

Prendiamo come prima posizione del triangolo mobile
quella OMN nella quale I'ipotenusa AB si trovi tutta sul
lato OM dell’angolo retto, e precisamente Aio M Bin O;
dove A ¢ un punto del primo lato OM, e O un punto del
secondo lato 0Q: e imagioiamo poi che il triangolo vada
movendosi in guisa che il vertice A discenda lungo il primo
lato, e il vertice B si avanzi lungo il secondo lato, finché
il primo verlice sara venuto in O e il secondo in Q e 1
triangolo avra assunta l'ultima posizione OPQ uella quale
I'ipotenusa sia disposta invece lungo il secondo lato dell’'an-
golo. E chiaro che in questa posizione finale i1 cateto OP
dovra essere sovrapposto al cateto ON nella posizione 1ni-
ziale (perche 1 due angoli acuti del dato triangolo sono
complementaii); e ciot il vertice P dell'angolo retlo si tro-
vera sulla stessa retta ON sulla quale giaceva nella posi-
zione iniziale del trmangolo.

Quest’ analisi ci fa subito capire che il lnogo domandato
¢ la retta ON. E invero se jpdi::hiamu ora con A'B'C' una
qualunque posizione del triangolo mobile, facile riesce dimo-
sirare che il vertice C' deve essere sulla ON. Se infatti 1n-
dichiamo per un istante con C" il punto in cui il lato A'C

4
!
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sega ON, per i & punti A'OB'C" passera una circonferenza,
essendo angA’ 0 C' =angA’ B' C";. ma, essendo retto I'angolo
A'OB, l'arco A'OB sara una semicirconferenza; e una semi-
circonferenza sara pertanto il rimanente arco A'C'B/, il che
prova che l'angolo A'C'B' & retto, al pari di A'C'B'; epperd
che C" coincide con €', cioe che questo vertice giace per
l'appunto su ON.

Al muoversi dunque del triangolo il smo vertice percorre
la ON, e precisamente quel segmento di essa che intercede
fra il punto S, per cui OS & eguale all’ipolenusa (massima
distanza da 0) e il punto P, per cui OP & eguale al cateto
minore (minima distanza da 0): ed & chiaro che al principio
del movimento il verlice va da N verso 8; poi ritorna in-
dietro, camminando da S fino in P.

Ed ecco che, nel mentre abbiamo risolta la proposta
questione, siamo -givnti a wo teorema (cfr. n. IV):

« Se un 1iriangnlo rettangolo si muove cogli estremi
dell'ipotenusa lungo due rette perpendicolari il cui incontro
sia 0, il suo vertice percorre, su una retta uscente da 0,
e formante coi lati del dato angolo due angoli rispeltiva-
mente eguali a quelli acuti del triangolo, il segmento com-
preso fra 1 doe punti che distano da O di grandezze ris-
pettivamente eguali all’ipotenusa e al cateto migore del
iriangolo. »

Se in particolave il triangolo fosse isoscele il sno vertice
si muovercbbe sulla bisettrice dell’angﬂln retto; e il seg-
mento, che in qumeslo caso sarebbe eguale alla differenza
fra I'ipotennsa e il cateto, sarebbe percorso per intero due
volte; la prima allontanandosi da 0, la secenda avvicinan-
dosi ad O.

Il teorema & suscettibile di diversi altri enunciati forse
non privi d'interesse, fra cui questo:

Se tanti cerchi eguali hamno gli estremi del diametro su
due relte perpendicolari uscenti da un punto 0, e su ognuno
di essi si prende lo stesso arco a partire dal punto di se-
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gamento con uno dei Iati dell’angolo, tulti 1 punti cosi ot-
tennii, estremi degli archi, si troveranno sau una rella
uscente da O; teorema che permeltte di costruire infipili punti,
col solo compasso, della retta che divide on dato angolo

retto in due parti stabilite (in due angoli dati per wezzo
degli archi che li misurano).

X1V,

Prima di dare nqualche esempio anche per la stereome-
tria, rammenteremo che un problema di guesto ramo di
scienza si puo ritener risolto quando siasi ridotlo a con-
durre rette, piani, sfere, datini 1 sufficienti elementi gio-
vandosi anche all’'uopo dei problemi elemeoctari, come con-
darre rette o piani paralleli o perpendicolari ecc. Del resto
valgano in tulto le osservazioni generali che abbiamo fatto
fin dal principio; se non che il pit delle volte la mancanza
di metodi grafici, per eseguire una fignra anche approssima-
tiva nello spazio, & causa di non lievi difficolta, la quale fa
g1 che essi vengano trascurati troppo nell'insegnamento. Con-
verrebbe invece insistere su essi, essendo questo il metodo
pitt acconcio per rendere famigliari e mostrare le applica-
zioni di verita astratte e troppo astruse alla mente di chi
imprende lo studio della geometria solida.

Esempio VI — Segare un dato angolo tetraedro in
modo che la sezione sia un parallelogrammo.

Supponiamo sia ABCD (fig. IX) la sezione domandala:
dovra allora il lato AB essere parallelo all'oppesto late CD,
e quindi anche alla faccia su cui ¢ silualo questo lato; e
parimenti BC parallela alla faccia su cuni giace 1" opposto
lato AD. g

Pcr cuil tosto si presenta la soluzione seguente. Preso
un punto qualungue A su uno spigolo si conduca per esso,
a segare una faccia lungo la retta AB, il piano parallelo

alla faccia opposta; per il punto B si conduca, a segare lungo

o o
BC la faccia consecutiva, il piano parallelo alla faccia op-
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posta. Il piane delle ‘due’ retic: AB, BC seghera lo altre due
facce lungo due rette AD, DC, e il poligono piano ABCD sara
un parallefogrammo. E invero AB e CD essendo sezioni di
due piani paralleli (la faccia su cui & la CD e il piano ad
essa parallelo condotto per AB) con un terzo piano (quello
del quadrilatero) saranno paralleli, ¢ cost pure AD,BC.

Il problema, come si vede, presenta infinite soluzioni :
Ui per ogul punto preso su uno spigolo dell’angolo tetraedro
dato; giacche il punto A fu scelto ad arbitrie. E che cio
dovesse avvenire ¢ra da prevedersi, perchd tutte le sezioni
Pa*rallele__g;%gw ngolo solido sono figure simili; e quindi se
una & parallpidgrgmrﬂu sono tali anche le altre.

Esempio VII. — Costruire un tetraedro dato un
punto-su ciascuno - spigolo.
ol ;)rqlglbema”ﬁ]della massima semplicita ¢ per risolverlo
"{'?{‘Eﬁﬁia?.;ﬂﬁ'%%iﬁﬁ!‘%\_1-,.,.*.1%&1'5,'.1?“'3 la figura. Indichiamo ordinata-
mente [5?:5:;_1;';‘—.-%‘ Jy 4, 5, 6 1 punti dati, Le quattro facce
q\ﬂl ;EEFIE‘!?}I{'%.{;'?Q_ﬁ},ﬂ'}.?""U ognuna tre di questi punti (con-
tg;q,jqqﬂg?,gggg:qf.mﬁ;'g spigoli), e le facce a due a due (segan-
dosi in mno spigolo) avranno a comune uno ed uno sol di
essi. Basterh donque, per risolvere il problema, condurre s
piani ognuno dei quali contenga 3 di questi 6 punli ed
abbia un punto comune (fra questi ¢) con ciascuno degli
altry 3, La _Sﬂll_l__ZiLﬂH_E_ presenta molto di arbitrario.

S puo ad esempio partire dalla faceia 123, cioe condurre
un piano per i tre punti 1, 2. 3. Allora le altre tre facce
dovranoo conlenere rspeltivamente il punto 1, il punto 2,
e il punto 3. Quella che contiene 1 potra pol conlenere 4
e 5 oppurc 4 e 6, oppure 5 e g, Se prendiamo la prima
combinazione 145, la terza faccia, quella che contiene 2 dovia
contenere anche uno dei due punti4 e s e poi il sesto punto
6; e potra quindi essere o 234 oppure 256. Se assumiamo 246
come terza fa[:cia, la quarta, dovendo dvVere un punio e uno
solo a comune con ognuoa delle alire tre, e un punto non
potendo giacere su pit di due facce, sara mecessariamente 3s.
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. .Partendo dalla faccia 123 si possono cosi formare i ¢ tes
traedri:

i23 123 125 123 123 123
145 145 146 136 256 106
246 256 245 265 254 264
366 346 350 345 246 343

ed ¢ evidente che ognuno di questi 6 tetraedri soddisfa al pro~
blema. Ma invece di partire dalla faccia 423, noi avremmo po-
5.5."

tato partire da vno qualunque dei gl piani che congiun~

gono quei 6 punti a 3 a 3 in tutti 1 modi possibili; e ri-
petendo lo stesso procedimenlo per ognuno di esst avremmo
6.5.4°6
1.2.3
pero tulti differenti, ma a 4 a 4 coincidone, vale a' dire
on medesimo tetraedro sarebbe cosi contato quattro volle,
Questo e evidente, giacche ad es. il primo tetraedro si ot-
tiene non solo partendo dalla combinazione 123, ma anche
partendo dalle tre combinazioni 145, 246, 336 corrispoundenti
alle altre sue facce. Quindi i tetraedri distinti che si pos-
: . . 6.5.4.6
sonc formare sono in numero di = 30.
1.2.3.4
Abbiamo cosi veduto che si possono costriire 30 te-
tracdri 1 cnl spigoli passino rispettivamente per 6 punti dati
nello spazio; ed & da notarsi che tuille gueste costruzioni

fetraedri cosi ollenuli non sono

costrulte 6 tetraedri. 1

souo possibili, potendosi sempre condurre um piano per
3 punti. (7)

XV,

: » .
Daremoe un ultimo esemplo per mostrare come in cerle
fuestiont riesca utile I'uppl'icaziune dell’algebra.

Esempio VIIL. — Segare con un piano una sfera

(*) La configurazione dell’assicme di questi 20 leiracdri e specie dei lore
120 verfici potrebbe forse essere argomepto di studio.
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in modo che una dei dye segmenti sia equivalente al cono
retto inscritio nell altro segmento.

Indicando con r j rageio della sfera, con 2 la saetta
del primo segmento, il problema sarh risolio quando sia
noto . in termini di r, giacche allora & nota la distanza
che il piano segante deve avere dal centro. Se o & la saetla
del segmento, Valtezza del cono sara evidentemente ar —
e'ilqupaﬂmtn del raggio della base del cono e del segmento
sath (2r — x)x dovendo esso essere la media proporzionale
fra .3 ;due segmenti del diametro perpendicolare,

or —

11 volume del cono sara quindi rx (2r —x), e

quello del segmento, secondo Ia nota formola, nx? (r --f—)

Sussistera pertanto Veguaglianza

= (2r — ) = 7" (r' - —.1;) ().

3
05§13

onde

.‘.I'=E('i"* Vi7)

Dei due segni gui non pigheremo che il ~, giacché
7 + ‘/Fr

e la sola che soddisf 3] problema, Per questo valore di 2
infatti si verifica tosto che il volume del cono ¢ eguale a
3 r
uello del segmento essendo entramb; 23 ~ /17).
q g8 ) pr ( V17)

L'altro valore
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.fr=-*('f+¢ﬁ)

“potrebbe pero interpretarsi introducendo le soluzioni imaginarie;
I'arcadel circolo sezione sarebbe negativa, eil suo raggio imagi-
nario; ma essendo negativa anche l'altezza del cono, il vo-

lome del cono risulterebbe positivo ed egnale a F{B—-(EH‘/E),

eguale poi ancora a quello del segmento. La comparsa di
questo valore proviene algebricamente dal fatto che si pud
soddisfare alla relazione (I) anche con un valore negativo di
ar — x, percht questa espressione non vi compare che al
quadrato.

Valga questa discussione a mostrare come i risultati che
si banno applicando I'algebra alla geometria vadano esami-
nati e discussi.

XVL.

Gli esempi precedenti basteranno a dare una chiara idea
del melodo analitico. Non ne daremo alcuno per il metodo
sintetico, giacché su tutti i testi di geometria se ne trovano:
cosi i problemi fondamentali, come condurre una retta per-
pendicolare, una parallela a up’altra, dividere a meta un
segmento rettilineo o un angolo, costruire un triangolo egnale
2 un altro ecc, sono sempre risolti sinteticamente, ciot senza
costruzionl preparatorie ed esami di mutue relazioni, Del
resto le soluzioni precedenti stesse, qualora si ommettano
le due prime parti, ossia si incominci addirittura dalla co-
siruzione finale, potrebbero altresi servire come esempi di
metodo sintetico.

Osserveremo perb, el ripeterlo non sara soverchio, che,
eccettuato il caso in cui la goluzione d’um problema si
sappia immediatamente far discendere da quella d'un altro
noto, epperd le costruzioni preparatorie riescano inutili, sara
sempre da preferirsi 11 metodo analitico.

Dott. Virrorio MuRrER.
—_— T T ———
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L’A., insegnante di matemﬂtir:he nell’istituto tecnico di
'Pemgm, ha pubblicato questo libro specialinénte per wso déf:
giovani che frequentand it 3! dmno’ distieato techico nela yeu-
zioné fisico-matematica. Ksso dichiara mella préfaziome che
nel medesimo somo raccolte le teorie che servome, per di
cosi, d'introduzione alla geometria superiore (sono sue parole)y i
comprese nel nuove programma sotto il titolo di comple-
menti di geometria. Veramente questo libro conliene pin
di quello che si possa insegnare agl alunni in rdppurtn alle
accennate teorie, tenuto anche conto della libeirta che 1 nuovd {
programmi. d'insegnamento conséntono al docente; per altro
questo per me & piuttosto titolo di lode, e ciascun inse:! 8 "
gpanle che adotti il libro di cui si tratta ne svolgerh rluel L
phm che crederh, tanto- plﬁ facilménte mqnﬂutotl‘l@z dl?ﬁrg
caplt‘ull stduno’ da s¢ e possono ’eéseru nmm’ess‘i senzd’ pﬁl"
giudizio dei rimdnenti. - b | ST

L’A. aoziche “seguire i puvi nvefodi ﬂalla geﬁmatﬂnl &
posizione, di cui si hanno belld esempi nella Geometria 0
iettiva del Cresona e pella Geometrie der Lage del Rsvg,
si ¢ principalmente attenato a quelfl che informaro il clas-
sico Traite de géometrie superieure del Cuasies e di cui si
ha un saggio nelle note che il prof. Novi aggiunse, fino dal
1888, alla traduzione italiana dél Traité de gemne’tr:e’ eld:
mentaire di A. Awior, e di questo véramente chi scrive noh
sa se sia da attribuirgliene lode. E vero che questi metodi si
scostano meno da quelli divennti gix famigliari agit alunni
per i precedenti studi, ma non & men vero che gli altri, di
coi si fa uso nella geumetrla proiettiva prnprmmente detta,
nulla .prova siano pit difficili ¢ men propri all'insegnamento
elementare.

L’esposizione dell’A. & molto chiara e nel complesso
rigorosa, e queste /ezioni hanno, a gindizio mio, notabile va-
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lore didattico, lanto che I'A. puod esser lieto d’aver ragginnto
lo scope prefissosi. Aggiungasi poi che le medesime anmen-
tano la nosira letteratura scolastica d’wn libro il quale, te-
noto copto d¢l metodo geometrico-analitico da cui & infor-
- mato, per quanto io sappia, unon trova riscontro che pella
menzionala tradunzione italiana dell’Asmior.

Le lezéioni di geometria complementare del prof. Babu,
constano di XIX capitoli det gquah, senza lrascriverne Vindice
per estese, mi limiterd a citare gli argomenti. Capo I. Pre-
liminari intorno.alla grandezza e direzione dei segmenli de-
lerminati dai punti d’una retta. Relazione fra i segmenti de-
lerminatl da tre e qualtro punti duna retta. — ll. Rapporto
semplice di punti, —~ Ill, Doppio rapporte o rapporto anar-
monico. di punti. — 1V. Rapporte armonico di punti. — V. Pre-
liminari intorno alla grandezza e direzione degli angoli.
Deoppio rapporto di quatiro retle d’'un fascio. — VI. Rap-
porto armonico di quattro rette. — VII. Potenza d’un punto
rispetto 2 due altrr d'una stessa punteggiata. Punto d’vgual
potenza. Involuzione ; equazioni che lesprimono. — VIIL
Centro e punti doppi d'ura involuzione. Equnazioni dell'in-

voluzione in un caso speciale. — IX. Fasci di reite in invo-

luzione. Equazioni esprimenti l'involuzione di sei rette. —
X. Potenza d'un pupto rispelto ad um cerchio. Centro e
asse radicale. — XI. Elementi correlativi delle fignre, legge
di dualita, — XH. Alcupe proprieta del triangolo e trila-
tero (*). — XIHI. Teoremi sul quadrangolo e quadrilatero
completo (**), — X1V. Concetto di poligoni e poliedri sem-
plici  convessi. Rappresentazione di un sistema ¢i punti nel
piano e nello spazio per mezzo d'un poligono o d’un po-

liedro semplice convesse. — XV. Omotetia. — XVI. Genera-

lith del metodo di proiezione centrale. Sezioni coniche. -
X V1L Proprieta dellellisse. — XVIH. Proprieta delliperbole. —
X1X. Proprieta della parabola.
Stimo utile aggiungere alcune conmsiderazioni critiche
cha daranno nlteriori indicazio# circa il contenuto del hibro.
Primieramentie un osservazione generale. Poicht le rela-
zioni che l'alunno deve ricordare somo numerose e spesso

(*) Teorema di MeneELAOQ e correlative, ¢ corollari. S
(**) Teoremi di DEsarcuzs relativi al quadrilatero isolato e inscritto in
un cireolo, e correlativi.
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complesse, sarehbe stato utile, a miv giﬂﬂfziu che 1I'A. aneﬁﬁﬁi

aggiunto, .per le principali, dei citer pratici da servire aj ‘%
comporle, Le formole o relazioni di.cui sarebbe stato ops i
portuno accennare upa genesl pratica sono: quella del §..5 %
che stabilisce una_ relazione fra 1 sei segmenti determinaty;
da guattro punti ABCD in linea retta (espressione di tres

termini .dove il primo & AB.CD e gli altri due s'oitengono
lasciando ferma la A.e permutando circolarmente BCD); le
due, facilmente deducibili )’ una dall’ altra, che trovansi ax
§§. 10 e 11 le quali danno I'espressione del rapporto sem-

plice di tre punt ABC in fupzione delle quantila reciproche;

delle distanze di A da B e C, I’ espressione dello stesso.
rapporto in cui enira un quario punto arbitraric M, ¢ le
relazioni analoghe pel doppio rapporte di quattro punti che

trovansi ai §§. 19 e 20; la prma formola dei grappi (1) o
(') e (I1), al §. 65, esprimenti I'involuzione di sei punti di

opa retta, 1’ oltima delle guali puo ottenersi scrivendo 1l
prodoito AB. BC. CA. poi applicando le virgolette alle tre i
ultime lettere di eiascun fatiore cd uguagliauduln allo stesso :

prodotto, cambiato di segno, in cui le virgoletle somo in-

vece da aggiungere alle ire prime lettere, mentre l'allra che

& la prima del gruppo (I) si rendeva chiara con un semplice

accenno al significato dei suoi due membri, e cosi la prima

del gruppo (I'); finalmente la velazione alla fine del §. 7

che esprime 1’ involuzione di sel punti in linea retta, in cul
enirano le distanze dei medesimi da un settimo punto ar-

bitrario e le singole distanze dei punti medi dei segmenti che e ¥

hanno le estremita in due punti coningati I'uno all’altro.
Stando sempre in quest’ ordine d’idee, trovo assal pro-
prio che P'A. abbia premesso all’esposizione delle diverse
forme del Tapporto anarmonico di guattro punti, fuelle ana-
loghe del rapporto semplice di ire punli; ma non ho capito

perche, nellimprendere la trattazione del doppio rapporto, non a3
ahbia avvertito che con quattro punti A BC D sono possibili
24 rapporli, nguali quattro a quattro, cosicche la sua espo- 45§
sizione polrebbe lasciare nei giovani il dubbio che oltre ai - izt

sei considerati, altxi ne fossero possibili. Aucora : nel dedurre
i sei differenti rapporli anarmonici anziché ricorrere a scambi
successivi, credo sarebbe stata miglior cosa ch egli avesse

fatto osservare che dal primo se me deducono altri duoe per-
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jutando circolarmente BC D, e dai tre primi 1 rimanenti
cambiandovi le due ultime lettere. Facendo cio I esplicazione
elle relazioni esistenti fra questi sei rapporti, da lm esposie
1 §. 17, e-le conseguenti formole che esprimono 1l valore di
inque di essi in fonzione del rimanente, ne sarebbe stala
iotabilmente ayvantaggiata. Finalmente, se-le relazioni esislenti
ra qoattro punti formanti un gruppo armonico , avessero
)gni volta seguito quelle per il rapporto anarmonico da cui
i deducono, pare a me che ne avrebbe guadagnato 1" economia
lell’opera e non scapitata la chiarezza.

Al §. 36 I'A., trasformando I’ espressione del doppio rap-
sorto in cui entra un punto arbitrario, accenna ad un arti-
izio di calcolo complesso pii del ‘bisogno. L' espressione
irasformata potevasi dedurre dalla precedente dividendo sem-

: : . : MB
plicemente il numeratore e denominatore di guesta per T

La stessa osservazione & estendibile alle formole analoghe del
doppio rapporto di qualtro retle, In cui enira una quinia retta
arbitraria. Il problema: Date tre rette in un piano concorrenti
in un punto costruire la quarta retia del fascioin modo che iI
doppio rapporto delle quatiro rette sia =1, trattato al §. 39,
potevasi risolvere anche applicando quello del §. 22, costruendo
ciot il quarto punto, che coi tre delerminati da una trasver-
sale qualsiasi sulle rette date, forma un doppio rapporio = A.
L’A. non 1'ha avvertite, pure ricorre ad un mezzo consimlle
al §. 70 quando tratta il problema: Date cinque reéte con-
correnti in un punto, condurre per questo punto una retia
tale che le sei rette formino un’involnzione.

Al §. 45, in cul & dimostrato 1l teorema: Se per un
punto fisso P preso nel piano d'un angolo S, st conducono
due secanti qualunque le quali taglino rispettivamente ¢
lati nei punti A, A" e B,V e si unisce A con B ed A" con
B, il luogo geometrico delle intersesioni delle due rette AB,
ed A'B & la polare di P rispetto all angolo dato I'A. &
incorso in nna lieve inesatlezza. L'®guaglianza alla fine della
pag. 55 dev essere: (PP'AA') = (PP''B'B), in base alla quale per
proseguire la dimostrazione conveniva scrivere: ma (PP'AA)
= —1, quindi sara anche: (PP'B'B)=—1, ed avendost (16) :

i

(PP'BB) = PPDD) risulta altresi: (PP'BP) = — 1, ece..
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Alla fine del §,. 56 ¢ affermato che il valore della po= i
tenza: di. nn.punto 0, rispetto..ad aliri due AA' in linea retta i
col primo. diviene < massimo quando O & il punto medio di. 3
AA'. Non sarebbe stato utile in una nota dichiararne la ragiohe R

Al successivo §. 87 dove. trattasi di risolvere il problemra: 3

Dati quatiro punt: AA'BB' in wna linea retta ‘s, coniugetd .
due a due, trovare su guesta un punto che sia 'd'ugual

potenza rispetto. alle due coppie di punticoniugati; ¥ deldo -
cbe, preso.uu punto. arbitrario M fuori dis, le- due circonfe- -
renze AA'M, BB'M si segheranao necessariamente in un sscondo 7]
punle. M. Veramente le due circonferenze polrebbere rinscire
tangenti -in questo.; punto. - st
et Nebreapo . NIE al §. 62 I'A. da la seguente definizionet :
Se.pitc circonferenze, le guali siano descritte in uno stesso _;5
piano e. passino .tutte per due punti fissi, sono segate da -
ung trasversale condotta nel piano, il sistema di punti
formato: dalle intersesioni della trasversale colle circonfe- -
renze si. chiama involuzione di punti. Ora quando tre copple .
di ;pqgt}.%iﬁﬂ’pﬁ’, situati sopra una siéssa relta, sono illj
invaoluzione,  esistoro fra i segmentl determinati dai medesimi; 7
setle; r”glaziﬂui,che T'A. determina in guesto capitolo; a me ..
sempra; perd . .chl egli non abbia messo. abbastanza in rilievo
come Vesistenza di ‘una qualsiasi delle relaziony medesime porti i
a concludere che i sei punti che compariscono in essa S0OO
in - involnzione secondo la definizione.
- Al eapitolo XIII trovansi esposti due teoremi che vanno ’
sotto il mome di Desancues {il secondo perd esteso al solo
cerchio) e i loro comelativi. La dimostrazione dell’ultimo teo:
a destra ciot: Se nel piano di un guadrilatero mnpg cir-
coscritto ad un cerchio si prende wun punto S in modo che
da esso si possano condurre die tangenti d, d alla circon-
ferenza, queste formeranno un’inyoluzione con due gua-
lunque delle tre coppie di reite coniugate aa' bb' cc' che
i punto determina con i sei vertici del quadrilatero, pare
a me che sia insostenibile e cid perche, dope aver chiamato
e la retta che congiunge i due vertici opposti mqg ed np, A
un cerlo punto F'A., per ginngere alla tesi, stabilisce le
eguaglianzc: sen eg. sen em = sen ep. sen en ; sen a'p. sen a'n =
sen ad.sena'd ; sen ag. sen am = sen ad. sen ad'. Ora que-
st'eguag lianze esprimono la proposizione : se un quadrilatero é
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circoscritto ad -un cerchio e si tira la retta che congiunge
due vertici opposti, gli angoli che essa forma coi die lati
che puassano peri ciasculio di- questi' vertici son tali che
il prodotto dei:seni della prima coppia é uguale a quello
dei seni dell altra coppia, propesizione che n generale non
& vera. Del resto il teorema correlativo a‘quello di Dgsarcues,
seguendo il metodo adotiato dall’A., si pub facilmente dimo-
strare - fondandosi sul teorema: I/ prodoito delle distanze
d'una tangente mobile a due vertici opposti dun quadrila-
tero circoscritto al cerchio sta al prodotto delle sue di-
stanze agh altri due vertici, in un rapporto costante. In-
fatti siano d,, d, e d', d', le distanze delle due coppie di
vertici opposti gm, np € ng, mp rispettivamente dalla tan-
gente d, e J,, J, € d'.,d', le distanze dei medesimi vertici
dall’ altra tangente, e si rappresentino con a, &', b, b'; 1 seg-
menti delle rette aa' bb' estesi da § ai vertici considerati del
quadrilatero. E chiaro che si ayra:

d J d 0

senad = —* ; senad' =L ; senald = —2; sendd' =—
= r )

1 a, a4 a,
IaJ.'I. dr ! alz

'senbdai’: s senbd' = — ; senb'd =b—f;seubd’——-b—, ,

b’ b,
onde : '
senad.sena'd  d,.d, senbd.sendd d'..d,

= W

senad .sena'd 3..2.° senbd.senbld &,.0,
Ma per l'accennato teorema si ba:
d:.dy 8.9,

| R i, Y
dl.ff, 'y« 0,

;

quindi anche :
senad.sena'd  senbd.senb'd -
= ) )
senad' .send'd’  senbd'.send'd

uguaglianza che dimostra come 19’ seir rette aa' bb' dd' for-
mino un fascio in involuzione.

In questo capitolo XIII avreit vedulo con piacere 1
teoremi di Pascar e Briancimon per il cerchio, che invece
I'A. ha confinato semplicemente [ra gli esercizi, e quesli
insieme ai due accennali di Dgsircues avrebbe potuto con
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facilita , servendosi della proieziome centrale, da lui espos
sta al .ecapo XVI, estendere altrest alle cohiche. L
Al capitolo XV che verte: sull’'omotetia, prima di pas+:;
sare al §. 112, sarebbe stalo opportuno osservare, quantungue
cid possa parere ovvio, che la figura omotetica d'una figura °
piana & parimenli upa figura piana, col suo piano parallelo .7
a quello  della prima figura. Suvllo stesso capitolo ho pei i
due altré osseryazioni a fare. La prima, che la dimostrazione -
del §. 113 regge solo per il caso in cuol O sia esterno al
segmento AA' o, cid che torna lo stessoy che 1 poligoni
considerati siano direttamente simili, menlre giovava esten-
derla anche al caso in cni la similitudine fosse Stata imversa, - jau
e cid tanto pw che al §. 114, ov'd esaminato il teorema ama- i
logo pei poliedri, I’A. accenna al caso dell’omotetia sia di+
retta che inversa. La seconda osservazione riguarda 1l §. 124
in cui trovasi dimostrato il teorema: [ cemiri di omotetia
di due circoli omotetici, e i gquatiro punti in cui la retia
da essi determinata é tagliata dalle due circonferenze, for- g
mano ‘un sistema di sei punti in involuzione. lvi a un
certo punto mel corso della dimostrazione 1'A. scrive: T
conduca la retta O' Q che incontrera la circonferenza C' in N',
Ora la relta ©' O incontra in generale questa cifconferenza

in due punti, e fra questi dev’esser scelto quello che cormi-
sponde a ( rispetto al cenmiro O d'omotetia; convemiva =7 |
quindi a rigore esprimersi cosi : conducasi la 0'Q e dei due ﬁ‘;
punti in cui questa reita taglia io generale la circonferenza éﬂ
C, scelgasi quello pit prossimo o pit lontano da O', secon- i{@;’

doche il segmento 0'Q taglia o meno la circonferenza C.
Nel capitolo XVI al §. 128 trovasi dimostraio il teorema:
La proiezione di un cerchio descritto sulla superficie d'una
sfera, fatta sopra un piano di circolo massimo, prendendo
per centro di proiesione il pola di questo, & un cerchio. . - .
L’ A. avrebbe, secondo me, bene operato, deducendo anche O
il reciproco, il che potevasi fare con molla facibta. A1 {§. 130 - by
al 135 di questo capitolo si considerano la superficie co* . *
nica inviluppante due sfere isse, n:lle due posizioni ch'essa S
pud avere, e le sezioni di questa mediante un piano tan-
gente alle sfere medesime : si presentano cosi le sezioni co-
niche : ellisse, iperbole e parabola. Questo metodo di gene- -
razione per le curve di 2° ordine pone immediatamente in
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rilievo la posizione di alcuni elements “delle medesime, quali
sono i fuochi; 1 vertici; le diretivici, gli assi e diverse allre
particolarita ; ma peteva formire altresi 'con grande agevo-
lezza le proprigta-che le caratteriziano rifleblentt la somma
o differenza costante dei raggi veltori per le prime due @
I'ngual distanza. di ciascuno de’ swoi punti dal fooco e dalla
direttrice per la terza (*), che I'A. ha credeto di dedurre
solo pil tardi, dopo avere ricavate le equazioni che le de-
finiscono {§§. 141, 453, 464), nei tre capitoli che chindono
'opera. Seguemndo una tal via I'esposizione delle propriela
delle seziom 'coniche sarebbe rinscita piu spedita e uniforme.

Finalmente sarebbe stato utile esporre anche il teorvema :
La sezione obligua d'un cilindro circolare retto & un'ellisse.
E per questa sezione potevasi poi adoftare un metodo di
generazione analogo a quello seguito per le sezioni del cono.

It libro termina con una raccolta d’esercizi, appropriati
e disposti in ordine alla materia det testo ; pero mi sarebbe
piaciuto di trovare fra questi il problema: descrivere una
vircoriferenza tungente a trecirconferenze date, che avrebbe
fornito ai giovani un mezzo efficace di porre in ginoco le
teorie dei poli e delle polari, degl assi radicali e dell’'omoletia.
Anzi a mio parere il problema stesso ayrebbe potato con -
vantaggio essere svollo mel testo.

A. Lueui.

B g e

'TEMI PER LAVORI SCOLASTICI (*%)

Calcolare 1l ragg'iu di una sfera sapendo clhie 1l suo vo-
lume supera di un decimetro cubo fquello del tetracdro re-
gulare in essa inscritto.

Un triedro trirettangolo ¢ tagliato con un piano in
mode che la sezione risulta un triangolo equilatero, Calco-
lare : 1) 1l rapporto del volume ¥ella piramide cosi ottenuta
al volume del enbo il cuilato ¢ eguale a quello del trians
golo equilatero ; 2) le inclinazioni delle facce del triedro
sul piano del triangolo equilatero.

{*) Veggasi: Briot r BovouEr — Lepons de geométrie analytigue.
(**; QuesLi temi sono estratli dalla raccolta di quelli proposti per Ia
promozioue dalla terza alla guarta classe mell'Istitute tecnicy di Roma.
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1) Un emisfere & diviso in tre segmenti di eguale al-
tezza da due Ph:f pﬁrnll’éﬁ alfa "spa ‘base: trovare i rap- 5
porli dei loro volmmi. 3) Calcolare il maggiore dei tre an-

goli d’un triagole i lati. del. quale sono . proporzionali ai i

lltl_ml.'.'ri A, B 4. . S T

{} rapporto del volume d’una sfera a quelle d'un tronco
di coilo vetls’ ad essa’circoscritto '@ éguale ad m : esprimere
in funzione di m il rapporto del raggio della base minore
del tron¢o ‘al raggio della base maggiore.

' 4) Assegnare un metodo pel caleolo del geno di 1° 53’ 30"

Senza presmppoire alcuna cogni_gigﬂﬂ sul rapporto della cir- .

conferenza al diametro. 2) Trovare due limitazioni del rap-
porto della. ' circonferenza -al diametro sapendo che 1l seno

di 1° 52’ 30" & compreso fra 0,03271 € 0,03272.

La basge BC d'nn triangolo isoscele BAG & divisa in tre parti
eguali mei punti D ed E; esprimere le tangenti degli an-
goli.BAD, DAE, EAE in fanzigne della tangente dell'angelo
BAC, e calcolare quelli .apgoli . nell’ ipotesi che I'angolo
BAG Ha 3100 - - wowene
oo Dion Jprisma triangolare ‘sone dati: il volume, la lun-
ghezza dello  spigolo - laterale ; “la'superficie laterale, e il
diedro. di due facce laterali. Assegnare le formole pel cal-
colo dei diedri delle alire due coppie di facce laterali.

Il volume d'mn parallelepipedo retitorettangolo ¢ di cent.
cubi sea, 48, Valtezza di cent. 24 e la diagonale di cent. 35.
Calcolare : 1) 1a superficie totale del parallelepipedo ; 2) gli
angoli che le diagunali formano col piano della base.

1) Supposta la terra sferica, calcolare la latitudine del
parallelo la cui lunghézza & 2 di quella dell'equatore. 2) Da
no’ urma in cui sono 100 palline nomerate dall’s al 100 se
ne estraggono a sorte 10; qual’ & la probabilita che fra Ie 10

estralte sieno quelle qualiro segnate col Numeri 28, 59, 70, 83 ?

In un tronco di prisma retto triangolare avente il vo-
lume d'on metro cubo, gli spigoli laterali sono rispettiva—
mente =, &, i; del perimetro della base, e i lati di que-

sta sSOno pruporzmnali ai numeri 5, 12, 13: calcolare il pe-
rimetro della base.
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TEOREMI A DIMOSTRARE

s. 11 lnogo dei punti, del pilano d’un: triangolo dato,
tali che i piedi delle perpendicolari, condotte da uno qua-
lunque di essi ai tre lati, formino un triangolo di data area,
% pna circonferenza concentrica a gueila circoscritta al trian-

gole dato.
= G. anal
L

o. Se dar'mn punto qualunque della superficie d'un
triangolo sferico trirettangolo si conducono tre archi di eir-
conferenze massime perpeadicolari ai suoi lan, il perimetro
del triangolo sferico, che ba per vertics i piedi dei tre archi,
2 egnale alla meta d'una circonferenza massima.

F. Nicor

3. Se le coppie di punti AA,, BB,, C,C, sonosituate
rispettivamente sulle tre rette BG, CA, AB, cosi che le rette
AA,, BB,, CC, concorrano in uno stesso punto, € che anche
le rette AA,, BB,, CC. concorrano in uno stesso punto,
e 8" indichino rispettivamente con 2, f, 7 1 punti di incon-
tro di AA, con B.C,, di BB, con C.A, e di CC, com A.B,,
le tre reite Az, BB, C,y concorreranno pure in mno- stesso
punto. D. Besso.

T e .
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