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A PROPOSITO D’UNA GENERALIZZAZIONE

DELLA FUNZIONE 9 DI GAUSS

Tl et el el — e o a w a

In una recente nota (') il signor L. Cailini si & proposto di cal-
colare ¢uanti gruppi di p numeri, uguali o disuguali e non supe-
riori ad ., ammettono un massimo comun divisore primo con #, ed
ha dimosirato che, se ¢, (») é il numero di tali gruppi, si ha

4o (@) % (B) + 9 (0) oo =m% . . . ... [1]

supponendo che a. D, ¢, ..... siano tutti i divisori di n. Quesia re-
lazione determina completamenie la funzione incognita ¢ Si sa in-
fatti che la funzione / soddisfacente, per tutti i valori di n, alla
condizione - |

@)+ fO)+ [+ o= Fla). - . .. .. [2)
¢ in modo unico determinata dall’ eguaglianza

fin =r@F(5)+e@F (5] Fr@ () +..., . . [3)

nella quale . (n) rappresenta una funzione generalmente nulla, ma
uguale a (— 1)* quando » & il prodotto di & fattori “primi, disu-
guali. Si ha dunque

o, @ p® | p

n¥ a¥ b ’ cF }[4]

cioe, chiamando =z, v, w, .... 1 fattorl primi di »,

?P(n):-ﬂi’(l —ﬁ)(] —%)(1'—::?)....,

come ha dimostrato direttamente il signor Carlini.
Ogni funzione %, si pud esprimere mediante le analoghe funzioni
corredate di minori indici. Si osservi infatii che, se si ha un'alira

(*) V. pag. 119 dell’'anmo V1.
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relazione [2], in euni al” posto delle funzioni f/ ed ¥ intervengano
altre funzioni g e @, & identicamente

27 (a)hG(g) =29 (ﬂ)F(—:—) ........ [5]

Ora, poiché le relazioni [1] e [4] hanno entrambe la forma [2], pos-
siamo scrivere, ponendo mente alla stessa [4],

Yoo () = 2 679, (a) %, (;_a) -------- [6]

Ne segue che la funzione ¢,(n) si pud esprimere mediante una qua-
lungue delle somme

> APp_1 (ﬂ)“ﬁ (%), > ﬂ‘i?p—ﬂ (@) 95 (:;_)1 ey 0P, (ﬂ) $r—1 ( - ):

2
ostese a tutti i divisori di =.
Molte altre relazioni analoghe si deducono in modo assai facile
dalla [5]. Cosi, rappresentando con 6, () la somma delle p*™* potenze
dei divisori di m, si oliiene, adoperando I’identitd [1],

2% (2) 944 (%) = 0, (n);

poi da questa, osservando che si ha identicamente

- w0y () = by (1) .
si deduce anche

2 a1%,(a)e, (%): ot (7).

Adoperando invece la [4] si trova che la funzione

r
Iy

,(n)= a® f(d)s, (%) + 02 F(0)%, (5| G |+
soddisfa all” identith
@)+ £ (0) 4 £o(0) ... = n? F(n).
Basta supporre F(n)—=mn? per ritrovare la relazione [6],

Ancora si osservi che dalla [4] si deduce immediatamente I"espres-

sione assintotica della funzione 4,, constatando che la serie

s() | w@ | w@®
]P+1+EP+1+3P+1 |
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-converge assolutamente. Cid basta () infatti per asserire che la sua
somma rappresenta il valor medio della funzione n—24,(n), e per
scrivere assintoticamente

nF
P (1) = 1 1

' T T e

Wor . . bn : . .
In particolare si ottiene —& come espressione assintotica della furn-

zione di Gauss.

(Quando l'indice & negativo la funzione 9, perde il significato attri-
buitole dal signor Carlini, ma si pud ridurla a funzioni che hanno
quel significato osservando che

bp(n) =+ ( - n: r T (7).

La funzione n*¢_, si presenta in wna interessante questione di Arit-

metica. Se la rappresentiamo con Y44, se cioé poniamo

() =01 —w? ) (1 —e?— (1 — ) RS

la somma delle ™ polenze dei numeri primi con =, e non superiori
ad n, ¢ data (") dalla formola simbolica

4 BOp+1— (BDw+1 |
ap(ﬂ):: (ﬂ )pp-i-] ( L [T]

in cui le B rappresentano i numer: di Bernowlli. Inversamente &
facile riconoscere che le funzioni ¢ si esprimeno in modo assal sem-
plice mediante le somme s, Si ottiene infatti, invertendo ’'nlima egna-

glianza,

In altri termini, se «, B, v, .... son tuiti i oumeri primi con 7 € non

superiori ad », la somma
E

(a— nBY 4 (8 — aBP 4+ (Y — nByF ~+. ...
¢ nulla se p & dispari, ed é proporzionale ad n%, se p & pari. Cio per-

(#) Ormples-rendus, 1888, p. 18b1.
(**) Giorngle di Crelle, t. XL, p. 89.
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metie di calcolar subito ogni « con indice dmpan quando si conoscano
le precedenti = con indice pari. Si oftiene

|
u']_:?ﬂ-ﬂ'ﬂ

g 1
Eﬂ—_g_'n”i_Tﬂ'”ﬂ

5 5 L
ﬂ'ﬁ:‘ﬁ_ﬂﬂﬂ—'z_ﬂﬂ'g_}" ) ﬂ‘ﬂ'ﬂ

7 B, . 2 17,
'mi' ——??I-EE 4 i ﬂ'i E 2 ITE 8 7 ﬂ'u

come si riconosce anche sviluppando 1'egnaglianza simbolica evidenie
of — (n — o)?

51 hanno inoltre, per esprimere nelle ¢ le funzioni ¢ con indice pari,
le formole

1
c”___ = E'D
G
tg'__ Tﬂn—-gﬂﬂ'ﬂ
t.!—_ 3?:] ﬂ't—'ﬁﬂnﬂi—- Id?ﬂ-ﬂﬂ'ﬂ
42
gﬁ'_—_. ——¢5—2]0?154+294ﬂﬂﬂ'2—69?15

L] L] L] L [} = " o 'l ] '] - L] - @ = @& ® ® w ®w w - - - -

Si pub anche dire che, a prescindere da m fattore che dipende wuni-
camente dal prodotto dei divisori primi di %, ognuna delie funzioni
considerate dal signur Carlini & esprimibile, se 1'indice & dispari, come
somma dei valori che assume un polinomio bernoulliano quando Ja va-
riabile percorre la serie delle frazioni proprie irriducibili, di denomi-
natore #.

B facile risalire dalle relazioni [7] ed [8] ad una formola molto
pili generale. Immaginiamo che le frazioni

s1 riducano al minimo denominatore. Per uno gtesso denominatore a

,.
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(che necessariamente divide ») il numeratore prende tutti i valori
primi con @ e non superiori ad 4. Ne segue che, so si pone

f(ﬂ)=+(%)++(£) : np(l) ..

Fiy=4 |- qa(i) +qa(%)

tra le funzioni cosi definite sussiste il vincolo [2]. Se, per esempio, si
prende ¢ (&) — 2®, si ha

124274, . F9p
o )

fl) =22, Fw)=

quindi si ottiene, sostituendo in [3], la formola di Liowville (*)

7

>.af Gy (
che per inversione da
o, (7)) = [IP +RE . ....+ (%)P:, ar i (a).

E poi facile trasformare quest’ ultima formola nella [7]. Supponendo
invece y(®) = (@ — B)? si ottiene

)_—_.w OP 4+ 314 . g

&

(g — nB)P ___ B
f(ﬂ) n ’ F(ﬂ)— npil’

in virtu di note proprista dei polinomii bernoulliani: poi, adoperando
la {3], si ricade sulla [8]:

(e —nBFf —nB,> a?’*lf-t(a):nﬁpip(n).

Del resto si passa agevolmente dalla [8] alla [7], osservando prima che
i numeri A definiti dall’ eguaglipnza simbolica

(A — BP =0
SOno
1
?:

1 1
flu: 1, .1'11: Agz_ﬂ_, A3=T, ......

(%) Comptea-rendus de V' dcudemie der Soienees de Paris, 1. XLIV.
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© serivondeo pe

e, i=_‘Fp{P-— I}.-.(_p—i—!—- 1) g
b < P — a— —_
= (o RE4n Ay — ﬂigﬂ g By %, =
= s+ Dp... (p—it1) . (n4BLPH — (BT H
== L, o

P"l‘liz 1.2.3..6+)) By GinH = p+1 '

Adeora si fageiz 4 (@) = @—*. Si ottiene, per rappresentare la funzione

1 ] | l I
P + : + ----- +
a¥ —1  (n4BYp—1
B (1) = 42 pr v mar L (9]
] == 5 ' 3p = asive
Per eSBMPio % ha, in serie semi-convergente,
6 I & L L
? {ﬂ —_— [" — i ¢ Iz i fi
21%) = r?{z}-i-ﬁg = +"")++’(ﬂ)+ﬁn T T J

la formola [9] eade in fallo guando p=1. Allora bisogna sostituirle
uest’altra noteyole relazione simbolica

LIS log (n)
E e ﬁ -‘i’_...l,. _____ =1ﬂg (ﬂ _I_B:)-I— (2 ;‘:—"]‘" 055772] 5664..)u3

n

intendendo eklesa a tutti i divisori primi di % la somma che comparisce
nel secondo "embro. Finalmente, se si fa ¢ (¥) = loga, si ottiene,
Fappresentando con & un numero inferiore all’unitd in valore assoluto.

1 | -
II.H'T b -('i).? " I 24 “‘1_“”‘1‘”:‘""+E'~1+“.”1+EF_:..--J
E L]

Purehé »onoy
lrimrgna. ATy
relazlone &

sin potenza di qualche numero primo % - in (questo caso
@ moltiplicare per 7 2 il secondo membro. L’ nitima
» jer cosi dire, la formola di Stirling dell’Aritmetica.

E. Crsigro.

- '3-“.‘1__“ o
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DELLANALISI INDETRRHIN, TA DI SECOND Gapo
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(Continuazione, v. pag. 169).

8. Melodo Der (a ricerca di wng SOlU3I0ne Interq q

di PELL e, D gencralmente, d; qualsinsi soluzione 2ell’ equazione
X — Dyf—

:ﬁa2+ﬂ, s

. Y1) una qualungue
‘eqnazione Proposta.
Supponendo g, > (m+=1) Y1, 51 trova facilmente she

Se inveee @y < (m + 1)y,, si
tendendo per 4 un

la econdizione

Ponga: @, = (m 4- Dy, —#, in-
Intero, positivo o nullo.

Lay,ela p soddisferanng

(Zm - ] —H)Q:—Efa(m'i"i)yl-kfa’-—N:U,

la quale, risoluis per rispetto alla Y1, darh;

anche il secondp : epperd la

quantita soito pa
quadrato interp A2

dice dovrh essere un
Si avrd dunque :

__h(_m+1):]_—.&‘
N= kI

€ quanio ai numeri % g N, essj
una soluzione dell’equazione

2 - |
Saranno i valori della 2 o della 4 in

wﬂ-—ﬂy*:ﬂ?(em+1-—m-




Qui si deve notare che il segno negativﬁ davanti alla % della penul-
tima formola & inaccettabile. Infatti da essa e dalla 2= (m—+1) 31— ki
si ricava: ] |

— mA4+ 143§D =
ﬂ?1+ylVD— zm“‘_l..]i/ﬂ (ik-l—h}/ﬂ).

Se si desse alla % il segno negativo, il secondo membro di guesta
eguaglianza sarebbe negativo, perché & > h ¥/ D, per virth della

B — D= N(2m+1—ﬂ).

L’ eguaglianza adunque sarebbe impossibile, perche il sno primo
membro & positivo. Rimane cosi stabilito che, se y; non ¢ minore
della radice del secondo membro dell’equazione proposla, diviso
per 2m -+ 1 —n, deve avers::

: - + 1+ 3D —
5+ 7 VD=2 (k41 ¥D),

denotando (k, h) wna soluziore di quell'equazione che st otlene
dalla proposta molliplicandone il secondo membro per 2m-1-—n.
Applicando questo principio alla soluzione (k, h) dell'equazione

B—DP=N{Em-+1—n),

sl avra, q}mlura. h non sia minore di ﬁ,

k~+h VI::'_“;:_’[T’/@ + K VD),

indicando con (&, /) una certa soluzione dell’ernazione
g — Dy*= N (2m+1—n)".

Conseguentemente :

eutvs V= 3T V2 (3 + W VD).

Di puovo: se A’ non sard minore di VN 2m 1 —n), g1 avra:

?ﬂr+]+ﬁ)s /1 e T
2m+ 1 —n (k 44 Vﬂ)*

&y Yy V_E:

indicando con (&, 2”) una certa soluzione dell'equazione

mj—ﬂy‘=N(9m+l—n)5.
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E via cosl. - Continuando, si deve finalmente arrivare ad un'egua-
glianza

—\3 3 S
&4y VD= (ﬂ;:_}l__ll__z/ﬂﬂ) (&' 4y VD) =(mﬁ::t !j_;;//f_‘;jl :
nella quale " denotera un certo valore di y che, menire apparterr
adl una certa soluzione dell’equazione

z*— Dy = N@Rm+ 1 --ﬂ-)l,
sara superato dalla radice del secondo membro dell’'equazione mede-

sima, diyiso per 2m 41 — (*)- Se non fosse cosi, si avrebbe, per 4
niero positivo, grande a placimento :

00 409 YD
(m + 1 — ]/ﬁ)ﬂ

Uid & impossibile, perché, essendo m 1 — V' D minore dell’unjt4,
il secondo membro crescerehbe indefinitamente al crescere di 8, menfre
il primo & costante.
Si consideri adungue il sistema
&' — Dyt — N
ﬂra-—Dy’::N(2m+I—-ﬂ) [A]
' — DYP=NQ@Rm—+1 — n)?

lllllllllllllllll

&y =+ V' D=

iiiiiiiiiiiiiiiii

¢ ira le soluzioni delle varie equazioni ond'esso s corapone, si chia-
mino singolar: quelle nelle quali il valor Y ¢ minore della radice
del secondo membhro della relativa equazione, diviso per 2m -4 1 — g,
Segue dalle cose dette che ogui soluzione (=, ;) dell’equazione
< Dy*—=N s puo derivare da una soluzione singolare (z’, ¥").
Appartenendo questa alla (A 5+ 1)" equazione del precedente sistema,
se ne derivera la (z,, ¥,) moltiplicando il binomio z' +~y VD per
il fattore

m = | + /D g
2m 4+ 1 —n []

) H“Pl]ﬂnéldﬁ D=n®—1¢ conseguentements m=a—1, Emf 1l —n =1, # vitrova tutio
¢l chie fu detie nel n. 1 In proposite dell’ squasione Q—[n’—l}ﬁ:ﬁ,
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A volie, ed cgnaghando &, alla parte razionale ed %, al coefficiente (i
¥ D dell'ultimo prodotio.
Di qui un metodo per la ricerca delle soluzioni dell’equazione
' — Dy =2N. Si troveranuo per ientativi le soluzioni singolari

delle successive equazioni del sistema seritto i sopra. Se una solu-
zione singolare (@', ¥') sarh stata oltenuta dopo aveyr [afto ) passagzi
Ao un'equazione del sistema alla seguente, 6 s¢ il hinomio &’ 4y ¥ D
woltiplicato per il fattore [9] % volte i seguito dard nascita a A bi-
nomi nei quali la parte razionale e il corfliciente di 2’ D siano numeri
interi, la parie razionale ¢ il coefficiente i V_i_? relativ: alialtimo
prodotto saranno i valor: lefla 2 e della ¥ in una soluzione lell”egna-
Zione proposia.

0. Digscussione del melodo. — Ci riferiremio pit specinlmente al
easo in eui /D sia pilt vicina al suo valore a meno (i an’onity in
eceesso che non a guello in difetio, supponendo

m—+1—VDLVD—m
Perche, se si verificasse il contrario, sarebbe pin vantaggioso un pro-
callimento diverso dall’ indicato, come si vedri in appresso, Dalln
conrlizione precedente si vienva:

= [
m—+1—¥VD<L

2’

mentre generalmente si ha soltanto :
m-+1—¥D<1.

Si supponga che la soluzione (@, ¥,) ilell’aqnazione proposta si
derivi dalla solnzione singolare (2, ') ¢ che yuesta sia stata trovain
dopo X passaggi da un’equazione el sistema [A] alla sussegviente,
cost che si abbia:

(n+ 1 — YD

@+ Yy V' D=

Si avrh ancora. per essere la (2, y) unn selnzione singnlave,
@' > (m -+ 1) ¥'. Consegnentemente :

— W i+ 1 4+=37D
T -+ Y I/D )‘J ( P ;i:)
(m +1 — p/D)




.

Ora poi si osservi che, quando per la ricerca della (zy, ;) occorre
passare dall’equazione proposta alle susseguenti del sistema [4], come
sapperremo, la soluzione (2, , ¥,) non & singolare per l'equazione pro-
posia, e €10 viol dire che 2, < (m <+ 1) ¥, . Combinando uesta di-

cuguaglianza con la precedente, si oltiene:

3
Yy 2

(m = l - }’/ﬁ)}" ‘

Bssendo m 41 — P/ D quantith minore dell'unita, anzi, nel caso pin

specialmentc considerato minore i 5 » © melire tanto pit piceola

T

(quanio 7' D i pin vicina al suo valore a meno di wn’unitd in e0eesso,
si conclude che, se per trovare Y 0ecorrono passaggt, essa é
menore delle ( E'-l)“ parte dell meogrile v, che se ne dertva, e
lanto pue considerabilmenle yuanto pits 4+ 1 — D st chascosta
teeel suo Limite superiore % Pertanto, qualora i, non sia straordi-
nariamente grande, basteranno pochi passaggi perche ¥ sia superata
dal limite fissato per 1a ¥ (lelle soluzioni singolari di taluna delle equa-
ziont (el sistema [4], e divenga percio nota (7).

Esaminiamo ora Ventitd doi lendativi (s premetiorst ai singoli
passaggl da equazione ad eguazione del sistema [4]). T limite superiore
fissalo per la » delle soluzioni singolari relative all’equazione che oe-
vorre considerare dopo A passaggi, é

V' yem+1—np—t.
Ora, poiché
] =
2mtl—n=(m41¥—D: m41] < ++¥VD,

voconsesuentemnelte

| ! —\ 8 | -
2m~ 1] —?¢.<(?~FVI>) —IJ:T+VD,

Wosideletto limite o mimore li

V5 (5 +¥ by,

("1 La procofente comojusione viguaridante la piccolezza di A non =! applies & gualle solnzioni
I eni i rianltasse eguala a sero. Siffatie soluxion], runmlo esislono, sonn eocerionnil: & non po

Ta0 exlsters s non quande ¥ oppure V(2w -1 — ») sone qundrati perfeltl, come Al sisveta | 4]
tNErAmente Lpparisoe,
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numere che, ritenute le precedenti conelusioni relative a 4, nop &
molto grande, se pure N & D non sono grandissimi.
Applichiamo il metodo alla ricerca (i nna soluzione dell’ annuzione

2 — 46 y* = 1. Per ruesta il sistema [d] diviene:

a3t —48y*=1 ()
5 — 46 =3 0
ot — 46yt =10 1
2 — A8 2 =27 2
at — 46 y* =81 2
2 — 40y =243 N

A lato di ciascuna eguazione ¢ seritto it valor massimo per ia y delle
ralative soluzioni singolari, che ¢ ! intero prossimo inferiore alla ra-
dice quadrata del secondo membro diviso per 3. Traseurando ln solu-
ziong evidente (1, 0) della 1° equazione, che e la proposta, e le solu-
zioni (3, 0), (9, 0) delln 3% e della 5%, perche non se ne ierivano
soluziond intere per la 1% dopo pochi e faetli tentativi si trova (17, 1),
soluzione singelare della 6 equazione. Questa solnzione [n obtenuta

con D passaggi. Il relative binomio 17 - V46, moltiplieato 5 volie

i seguito per

1+ V 406
9

>

prodoee 1 binomi :

4R F46: 201 4+ 3TV 46: 11534170 7416
5207 4+ TR1 ¥46: 24335 -+ 3538 V46,

S5t ottiene cosi per ’equazione proposta la soluzione (24335, 3388).

10. Dalla discussione generale risulta, e 'esempio precedente lo
confermau, che il metodo in proposito fa dipendere la ricerca della de-
siderata soluzione da tensativi con mumeri i gran lunga pitt piceoli
dei numeri incogniti. Detti tentativi st possono alla lor volia facilitare,
Dovendosi per esempio sperimentare sull'equazione 2® — Dy* —

s
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1 valore ¢ + 1 della y, a fine i viconoscere se mai D (g~ 17 4 F
risnlti qnadrato perfetto, si fard uso dell'identita

Diy+ 1+ F=(Dg@F+F)+D(2g-+1).

Stouiterra pertanto il valore el primo membro, ageiungendo al
mumero D gf—+ F, gid noto per il tentativo precedente, il prodotiuv
D (2¢ = 1). Ma sarebbe nn fuor l'opera intrattencre il lettore in
prrticolart (i guesta natura. Mostreremo piuttosto che 1'indieato
metode div futte le solozioni dell’equazione proposta senza vipetizione
ilenng: che anzi le soluzioni ehe w wnano & mano ei sono fornite,
visultano ordinate per ragion di grandezza, dalla minima in pol. Infatti
Halin Jormola
oty VD— T +¥ VYD _

(m+1— /D)

apparisce che, forma restando X, il binemio ey ¥D. e con esso

la soluzione (@, y), cresce al crescere della relativa soluzione sineo-

£
Lire (2, ¥'). Le solnzioni derivate dalie soluzions singolari di una me-
lestma equuzicne del sistema [A] si presentevanno adunique ordinate
nel modo sopraddetto, Rimane da dimostrare che le soluzioni deriy 2 te
lalle soluzioni singolari di qualsiasi equazione suecedanea alla (2 4 1)
sono maggiori di tutte qnelle che st dermvane dalle soluzioni di questa,

Siano (2, ¥), (@, ¥) soluziowi singolari della (k1) & della
(A 1 4= p)" equazione del sistema [4], e snpponiamo clie se ne (e-

rivino le soluziom (g, 1), (2%, ¥s) dell'oqnazione proposta. Si aved -

F - —|— 18 A = FC S e 1 T
”-1 _!_yl }? j_,] —_—— == - H-KJI, - ¢:‘.':g + J,f'*g }'f}}____"' — Y ; £

im 4 | — }"rﬁ)l

(i 41 — )’/E}A—I_P
Bisogna dimosirare che, se 3 > 0,

F 5 i
e =t Yo ¥V I P e g V' D,
fssig Che

I

a =y VD> (n+1 V Dy (@ =4y ¥V I

Avendost

.':"" C.': lz’ Y ('_:"}.!'J 4+ 1 — H)}"_l
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e conseguentiemente
o & (m+1) )/ Nem+1—np",

e cid per essere (@', y') solnzione singolare dell'equazione

= DY = N2m—+1 —n)}“,

basteri dimostrare che

" +y' VD> (m+1—yD' I//N (2m 41 — n)*+1;

pssia che

N@m+1—n* > a1 — YOV N@m+ | —n)h P (" —y” VD)

vale a dire:

mn _ yﬂ Vﬁ <

Vﬁ' (2 41 — n))‘+ﬂiu_! '
(m+1— p/Dy*~*

Pertanto, essendo
(" +y VD) (@ —y VD)=N@2m—+1— n) T2,

si ha

&=y VDL NRm+1—np ',

epperod ancora

= VEREatil— nyA+2p—1
F—y¥h< ma1—pBr—t
dacché p > 1 e inoltre m—+1 — ' D < 1.
11. Per il fatlo che le soluzioni dell’eguazione proposta ¢i sono

fornite in ordine per ragion di grandezza, dalla minima in poi, il

metodo in proposito & applicabile (e non & piccolo vantaggio) alla
determinazione di tutte quelle soluzioni che sono inferiori a un certo
limite A, fissato per la y (). E invero, prima di por mano ai rela-
tivi caleoli, si pub dire quanti passaggi da equazione ad equazione
del sistema {4] sono al pili necessari per ottenere le desiderate

soluzioni, o per accertarne l'inesistenza.

{(*) Per esempio delle soluzioni fondamentali: Ja eul rleerea, senza 1 amasldic dl acconcio me-
lodo, sarebbe spemso aesai fatloosa.
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Uid risulta dalla formola

[

y > e < i)

(m 41—~ 3/ DA

Dato alla % il valor minimo I, si ottiens -

y 2

|

(m 1 — }:"'5-;"
¢, dovendo essere A > Y-

. ) N (m + - ;@)1
> Tk Vo )
(124 + 1 Saeus V.D';'

Dungue
log A

log (i 4 1 - VJ_D} — log (Zaa 4 ) — n) )

b <

12. Osservazione. — Chiamando 5 i mEassimo eomun divisope
fra m—~+1 ed n41 (eguale a quello fra w + 1 e 2m -] ),
sulle successive equazioni del sistema [4] nem occorrera provare se
non quei valori & ¥ che rendono (Rm~4-1 — %) ¥* divigibile per 8%,
meno che si fratti della 1° e dalla 2° equazicmes, per le quali tale sem-
plificazione non sarehbe giustificata. Si trasti per esempio della 3°
equazione, Dettane (7, §) una soluzione singodare, la quale metta CRpO
atl una soluzione deil’equazione proposta, dovyra aversi :

(T L2) e+ s VB — v+ 5 VD,

essendo 7 ed 2 numeri interi, Percid

’ ___r—{—{m e i}_“-‘
¥ 2w+~ 1 —n

Affinché 11 secondo membro possa risultare imiero, come lo & |
primo, occorre che » sia divisibile per &. Ma puiché
= lm+1f—2ma+1 — M| =N Rm-+1— pp,

3" dovrd dividere (2 41 — n)s*, che & gmanto bisognava dimo-
strare,

(Continua), (G. FraTrv.

\*) 11 segno 4l eguaghiansa si riforisee al eass fn cul A=0.
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LA DEFINIZIONE DI PROPORZIONE

ED IL V LIBRO DI EUCLIDE

il

1. Due sono i modi con cui si possono tratiare le proporzioni nei
corsi di geometria: quello che parte dalla definizione d’Euclide o da
consimili, e quello che le studia come eguaglianze di rapporti, chia-
mando con questo ultimo nome dei numeri. Non voglio qui occuparmi
di giudieare quale sia il migliore di essi; tale questione & ancora discu-
tibile, avendo il primo metodo dalla sua parte la lunga tradizione, il
valore educativo & 1'indipendenza dal concetto di nmumero, 1'aliro la
maggior facilith e chiarezza insieme alla rapidita dello svolgimenio.

Indubitatamente la definizione di Euelide, vosl complicata nella
forma, non & adatta a mettere in chiaro a menti inesperte 1’essenza
delle proporzioni, e conduce a dimostrazioni di teoreml che tutti sanno
quanto sono penose. Ma se si osserva che la definizione euclidea non
si resiringe alle grandezze geometriche e vale invece per infinite alire
classi di grandezze, si vede come per due vie si possa tentare di ren-
dere pit accessibile la teoria delle proporzioni che si fa in geometria,
senza ricorrers al concetto di numero: quella di semplificare la defi-
nizione di Fuclide conservandole la portata eosi generale, e 1'altra di
Jimitarsi a darla per le sole grandezze che studia la geometria.

Scopo principale della presente nota & di tentars la prima via; ma
eredo opportune di dare prima un cenne anche del come si possa per-

correre la seconda, gid da altri in parte tracciata.

PROPORZIONI FRA SOLE GRANDEZZE GEOMETRICHE.

2. Tl Prof. Raiola Pascarini in un suo lavoro (°) destinato appunto
o scansare la definizione euclidea, mostra come si possa darne un‘al-
tra, limitandosi peraliro ai soli segmenti. In conclusione secondo 1l
suo metodo pud dirsi cosi:

Dati quattro segmenti a, &, ¢, d 81 direg che essi S0%0 in Propor-

(% Studio aulla proporzionalits grofice e sue applicazioni alla gimitituding ¢ omodebia, per il
Dr. Lotaer Rarons Pescanysi, professore nel B. Liceo Ginnasio Principe Umberto, — Napell, 1876,
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siome, quando presi consecutivamente su un lato di un angolo MV N,
ed a partire dal vertice V, due segmentl VA —=a, AB=—"50 e sul-
L altro lato in modo simile 1 due VO — ¢, CD=d, le congiungenti
AC, BD siano parallele. Dopo che si sia dimostrato che la proprieta
precedente & indipendente dall’angolo scelto, tale definizione & legit-
tima: e, chiaramente, a causa del teorema di Talete, equivale per i
segmenti 4 quella ordinaria.

3. Per proseguire por le altre grandezze utilizzando il concetio
del Prof. Raiola, possiamo definire cosi:

Due archi di un medesimo circolo s7 dirg che sono in proporzione
cor due segmenii che 1i rappresentano rettificati ossia che i due archi
slanno fra loro come questi segmenti.

Due angoli slanno fra loro come i due archi retlificats compresi
In essi appartenenti a cerchi coi centri nei loro vertici e coi raggi
uguali: 1o stesso dicasi per due diedri, avvertendo di prendere i circoli
coi centri sull’asse ed in piani perpendicolari all’asse.

Si dira poi che due striscie (o due strati) stanno fra loro come e
loro allezze.

Due superficie piane di quelle che studia la geometra elementare
(superficie di poligoni, di circoli e loro parti) si trasformeranno in due
rettangoli d’uguale base (come inscgna la teoria dell’'equivalenza) e si
tira che stanno fra lore come le altezze di queste : due solidi si
trasformeranno in due parallelepipedi d'ugnale base e si dira che
stanno fra loro come le altezze di questi.

In tal mode, date due grandezze geometriche «. 8 omogenee, Si
trovano sempre due segmenti @, b per 1 quali si dice che stanno fra

loro come esse, e si serive:
grp=® D

Si dimostra che, trovgte con due modi differenti due coppie di seg-
menti @, b, ed a’, b tali che

deve essere



nel senso gid spiegato per 1 segmenti. Indi avendosi due coppie di gran-
dezze geometriche «, B, 4, B, omogenee due a due, ma non negessaria-
mente tatte e quatiro, e non tutte segmenti, se essendo (colle defini-
zioni date)
eif=gqg:d

A:B=a':p,
dove a, &, a’, b sono segmenti, si verificasse che

a:b=a":¥,
5t dird (con nuova definizione) che « e B stanno fra loro come A a B,

e 381 scrivera
o - ﬁ= .A : B.

In questo modo vengono definite le proporzioni fra coppie di gran-
dezze geometriche, omogenes o no, dj qualunque specie, e si possono
con meiodi puramente geometrici e differenti da una specie di gran-
dezze all'altra (perché differenti sono lo definizioni), dimostrare 1o loro
proprieta.

4. Non si pud uegére che questo metodo, pregevole perché pura-
mente ed esclusivamente geometrico, oltre il difeito di esigere dimo-

strazioni disparate secondo le varie specie di grandezze, ha quello non
trascurabile di non mostrare sin da principio il concetto che informa

le diverse definizioni delle proporzioni, concetto che & unico € non per
la sola geometria, giacehd si estende anche ad altr campi.

Per questo stimo opportuno, invece che sviluppare quel metodo,
tentare una definizione di proporzione generale per tutte le grandezze
simili alle geometriche: e di ¢ié m;j accuperd nei seguenti paragraf ().

(*)} Anche 41 Ch, Prof. Biffignandl In un suo opuscolo: ( Bifignandi - Le principall proprieta
delle grandezze propovzionald novamenie esposte - Acireale 1591} comparsy doposhd il pressnie
seritio ern gld siato tOnsegnato per la stampa, lenlz on nuovo modo di tratiare ls proforziond. Egli
parie dalla definizgione d'Hueclide, moatra che, per i segmentl, 11 faito da essa espresso eolncide con
quello preso come definizione dal Prof Raiola, e ricava da questo 1e Proprieta delle proporzioni :
In sua tratiizione per | sogmenti vienas guindl ad informarel alle stesse Ides Al quells del Prof.
Hgiola. Soltanto, 11 I'rof, Bifignand] gludics la soa teorls valiile senz’aliro per intie le grandezze,
a eanga vmicamecnte dell’osservazione che fa In prineiplo, e che & cosi concepiia : « Ammetioremo,
€ o quanio segme, che una grandezza sla-rappresentals da un segmento re illineo oche rolla soa
¢ lungherzg indich] 1a gquantita al queils ». Ora, o jo m'inganno, v qnesta osservazione, che nom pad
esprimere un'assioms, nasconde una teoria complets, ehe dovrebbs ossere evolia, quella Qella corri.
spondenza fra grandezze e segmenti: leorls non sewplles & @ tificolth pari & qnella dalle propor-
giond fra grandezze non omogenee della misura. In modo atmile s quello tenuto dall'antore potreb.
besi dire che ogni grandezza & rippreserinia da un oomero ohe ne Indica la quantiit, e interpro-
Ware per 1 numori la definizione enclides i broporzione, e svolgere la feoria aritmetina della
proporzieni fra | nomeri, gindicanio eib sufficients ad una irstiazione generale delle proporzioni ;
ma ¢ome eld non & esatlo we prima non sl stabilisce la teoria delln misura, cosl non appare rigo-
roso i1 metodo accennato senza mms tnoria dells redtificazione delle grandesze,




2. Si suol dare nei traitat; di geometria i Seguente ieoreman -
« Se due serie di grandezze sono in corrispondenza mnivoea in modo
« che a grandezze nguali di una corrispondanp grandezze uguali del-
« 'altra, ed alla somma d; due grandezze della prima la Somma delle
¢ corrispondenti della seconda, allora dye grandezze qualingue della
“ prima serie, e le due corrispondent; dell'altra, sono ip Proporzione
« (con la definizione d’Enclide) ¢ viceversa » . Tale teoremg Suggerisce
di prendere come definizione delly Proporzione quella Proprietd che &
assunta come ipotesi nell’enmciato, premettendo quindj o studio delle
orandezze proporzionali a quello delle Proporzioni vere € proprie fra
quatiro grandezze sole: ed & Appunio questa via che jo propongo
di tracciare.

6. Parlando di classi dj grandezze, in nuello ¢he Segue intenderd
alludere a tutte le classi Imeari (costitnite come quelle geometriche),
le quali sono continne ("). Per esse quindi, fra Je altre, valgono le
proprieta espresse dai postnlati d’Archimede (") e di Dedekingd ("), e
le altre che di ognl loro grandezza esisic |a s0ttomultipla secondo un
unmero qualunque e che per ogni grandezza Presa nella classe ve n's
In questa una minore, oltre alla grandezza nulla, se esiste - In ¢ueste
classi Ia somma gode le proprieth ordinarie della somma nelle gran-
dezze geometriche. (ol segno — indicherd ]a parola equivalenti, e
cosi potrd riferirmi anche alle class; geometriche delle superficic e de;
solidi ; in certe classi, per es. quedle dolle grandesze geometriche elp-
mentari, questo nome i potra sostituire con Valire uouali.

Per semplicitd supporrd di non considerare Ja grandesyq, nulla in
nessuna classe.

[*) Ofr. 1a mia « Teoria dells grandezze » § 48,
{**) olee che, prese In esse due grandezzme qualmngue 4 g B, fra 1 multiple qi A ¥e ne sono

di quelle maggiorl 41 B.
(**%) ¢lot ele due copple (il varlabill fomvergentt baane sempry np Hmlie,
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2° o equisummultiple di 4 e B,

3° o equimultiple di equisummultiple di A e B,

4° o limiti di variabili convergenti formate con equimultiple di
equisummultiple di A e B, casi che si indicheranno rispetiivamente

COoSsl ;
1° C=mA, D = mB&B,
1
wc=—a=i,ﬂ=l3=£,
i 7L n :« TE
3 C=— A4, D="-B,
i i
4" 0 = lim— A, D = lim — B,
7T y [

dove m ed # indicano numeri interi indeterminati.

Si dimostra facilmenie che le grandezze simili rispetio a tutte lc
grandezze di una classe sono di nuovo tutte le grandezze della classe
stessa.

8. Ricordandao che velle nostre classi se, dale due coppie di variabih
convergenti, si fa la somma delle grandezze corrispondenti, si ha una
nuova coppia di variabili convergenti, il cui limite & la somma dei
limiti delle variabili date (tale proprieia se mon & teoremu ¢ delini-
zione) si vede che, se due grandezze C e D sono simili rispetio ad
alire due A e B:

1° se A% B sari rispettivamente C% D,
2° la somma C— D & essa pure, considerata rigpetto ad
4B, simile a (" ¢ D considerate rispetto ad 4 e B.

9. Diremo che due classi di grandezze non necessariamente omo-
genee sono in corrispondenza metrica guando si corrispondono univo-
camente, in modo che se A;, A; sono due grandezze gualungue
equivalenti della 17 classe siano pure equivalenti le corrispondenti
B,, B, della 2%, ed alla somma A4, + A, corrisponda quella B, 4 B,
delle grandezze corrispondenti, qualunque siano 4, e Az ().

Corrispondenze di tal genere sono note nelle classi geomeiriche:

se n’ ha un esempio ponendo mna classe in corrispondenza con sé stessa

—

(*) & chiaro chie una corrlspondenza fra dne elassi omogenee, non & che nua corrlspondenza
delle grandezse di ona olasge colle stesse o con alire della classe medesima.

2 £ , =S
1 - i - o WE - = -
i e R r -
e e e e B e . R . NP A e e

i e e e i o e e e e



_—a]

in modo che ad ogni sua grandezza corrisponda la grandezza stessa,
la quale ultima corrispondenza metrica si chiama identila.

10. Dalla definizione precedente si vede con facilita che indue elassi
poste in corrispondenza metrica, se 4,, A, sono due grandezze della 17,
e By, By le corrispondenti dell’altra, secondoché A, % Ay sarh anche

By % By ed Ay, B, saranno simili rispettio ad 4,, B,. In particolare,

. 731 .oom i i _
se ad A4 corrisponde B, ad — 4, a lim — A corrispondono rispetiiva-

mentie -;i B, lim -E B: e se due variabili convergenti della 1° classe
hanmo un lmite 47, le grandezze corrispondenti della 27 formano pure
due variabili convergenti il cul lhmite & la grandezza corrispondente
ad M. Cosi si vede facilmenie che, quando 4, > A4,, ad 4, — 4,
corrisponde By — Bs.

Prese ora due grandezze ugnali nella 2" classe, B, e B,, se le cor-
rispondenti 4, ed Ag della 1" non fossero vgunali, sarebbe per es.:
A, > A; e quindi B, > B; contro l'ipotesi. Cosi a B, + B; corri-
sponde A; + A,: altrimenti se vi corrispondesse una grandezza mon

equivalente 4" 2 A, 4+ 4,, poiché per definizione ad 4, 4+ A4, corri-
sponde B, -+ Bs, a questa grandezza corrisponderebbero nella 1* classe
due grandezze non equivalenii A" e 4, + Aq, contro quanto ora si &
detto. Si conclude che la 2° classe rspetto alla 1* gode le stesse pro-
prietd che la 1° rispetio alla 2°

11. E facile vedere come, date due classi qualunque «, g di gran-
dezze (in particolare data due volte la stessa classe) sia possibile
stabilire fra esse una corrispondenza metrica, dando ad arbitrie una
coppia d1 grandezze che debbono essere corrispondenti.

Se infatti 4 e & sono due grandezze rispettivamente delle due
classi, alla grandezza A si faccia corrispondere B, ed alle grandezze

A m : - . 3 :

mA, —, — 4, dove m ed n sono numeri qualunque interi, rispetti-
B ¥ : : :

vamente le altre m B, —, — B cogli stessi numeri. Le grandezze

della classe « che cosl non si sono ancora considerate, sono ciascuna,
com’ ¢ facile a vedere (°), limite di serie convergenti formate da
grandezze gia considerate: esse si faranno corrispondere ai limiti

(*) Per brevita tralascio aleune faeill dimostrazioni, che il lettore ritroverd agevolmente da sé.

L]



— 99

delle serie convergenti di B corrispondenti a quelle ora dette di «.
La corrispondenza attoale & metrica. Infatti se due grandezze A;, A

di « sono equivalenti, sia che abbiano la forma i:— A o che siano limiti

di serie convergenti, chiaramente per il modo con cui sono otlenute
sono equivalenti anche le loro corrispondenti: e ad A4, -+ 4, corri-
sponde una grandezza che (pensando alla definizione di somma di
orandezze anche quando gueste sono limiti di serie convergenti) si
vede essere B, -+ B;. Queste due proprieta sono quelle che caratie-
rizzano le classi in corrispondenza metrica.

E chiaro inoltre che se A deve corrispondere a B la corrispon-
denza non puo stabilirsi che in guesio modo.
 La corrispondenza metrica di due classi & quindi individuata da
quella di due loro grandezze A, B: e per indicarla ci si pofra servire

del simbolo ( g) Usando di questa notazione, se vorremo indicare che

in due classi in corrispondenza metrica «, p alle grandezze A,, 4,, 4;,
eee. di « corrispondono quelle By, By, B3, ecc. di B sl scrivera:

|’
A, mA, — HA, .....
il m
E. mpB, —, —F,.....
| i n

12 Si ha come corollario del teorema precedente, che, date due
grandezze A e B di due classi « e B ed mn’altra A4; di «, ¢ sempre
possibile trovare la grandezza B; di P che corrisponderebbe a &
se x ¢ B fossero in corrispondenza metrica ed A corrispondesse ad
A;: e che la grandezza B, & unica, ossia tutte quelle che possono
corrispondere cosi a B sono equivalenti fra loro ed a B,.

13. E evidente che se due classi sono in corrispondenza metrica
con una terza, sono in corrispondenza melrica fra loro quando si
facciano corrispondere quelle grandezze di esse che corrispondono ad
una stessa della terza classe.

¥

- T -y e ¥
s . v = e P R - AT o T o L
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Se dunque abbiamo :

(Al, Az, As, ) (A,, Az, As, )
131: JEE: 1%1: « s = ’ Ca,; Ca, (E 3 v v ‘

Sara :

(Bl, 1y, MYy vieies
Ci, U, CH,..._)'

14. Date due classi «, § in corrispondenza metrica, se a tutte le
grandezze di « si sostituiscono altre grandezze simili rispetto ad
esse, il cui insieme & di nuove « (come si & accennato al § 7), la
classc « m questo nwovo aspetio & ancora in corrispondenza me-
trica con B. Hd infatli, se A, ed 4, sono due grandezze di «
By e By le corrispondenti di 8 nella 1° corrispondenza, 4; ed A,
due grandezze di = simili rispetto ad 4,, As, sard (§ 8) 4; = 4,
se & A; = A4,, ciod se B;=— B,: e la grandezza corrispondente a
By~ By, che nel 1° aspetto era 4, -+ 4;, sard quella che, rispeito
ad Ay —+ A4y, & simile ad 4, ed A rispetto ad 4, ed 4;, la quale

(§ 8) & A, 4+ A;. Ne viene che la corrispondenza (A“ A*") & me-

B,, B,
trica c. d. d.

Lo stesso pud ripetersi per la classe B.
In particolare si ha che dalla corrispondenza metrica (*;:s :;g)
- | S |

thscendono le altre

M il A;., 5
n'ﬂl’ H'AE ) 4s
. v b2 »

B, B —Q*Bu Eﬂs
n i v ) 1
—~ Ay, —4s lim — Ay, lim — 4,
P P P P B
—B,, — B —_ : —B
¢ ' gt ﬁ’B‘ g %)

15. Date due coppie di grandezze omogenee A;, A; e By, By
corrispondentl in una corrispondenza metrica di una classe con sé

" L] J‘I'l A A " "
stessa, si potrd scrivere (p' BI) . Si avra allora, nella stessa cor-
' —¢

rispondenza metrica, che sono corrispondenti le grandezze p 4,, ¢A4;
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alle altre pBi, gBy, ciob che si ha (24 922) o che quindi

sara, per le proprietd della corrispondenza metrica (§ 10),
(1) p By = q By secondochd p 4, = gids.

Presa ora la coppia 4, B, si cerchi (§ 12) una grandezza B’

la quale corrisponda ad "4, nella corrispondenza metrica (‘j‘), cioe
2

tale che sia (4" o). Per il teorema del § 14 si avrh pure
E:l
(f; ‘j—” g g*) qualungue sieno p e g interi: quindi, poiche pA, e g A2
4,,

sono sunili rispetto a pB, e ¢ B a causa della corrispondenza me-
frica, i1 § 8 mostra che sark

pBlz-gB’ secondoché pAl%gAg, s

e che percid, per guesta relazione combinata con 1a (1), sarh con-
temporanearaente, gualungue sieno p e ¢ interi,

> =
pﬁlﬁqﬂg e ??Bl—z—'l‘]g '.“
ossia '

= 2 y
BEE:—'qu E' BEQBI'

Ci0 prova che B, — B, giacchd o per convenienti p e g si ha
insieme By — %Bl e B = —j;— By, 0 By e B sono limiti delle stesse

serie convergenti formate con grandezze %BJ : s

; : A, R " A, B . g
1Y i ¥ ¥ e ]' ] 1 1 13 1 ’ =
Sl conelide che la corrispondenza ( A E,) diviene ( i, Bg) , C1na:

« Se la coppia di grandezze Ay, Ay corrisponde in una corri- b
« spondenza imeirica all'alira omogenea by, Bs, lo stesso avyerrd |
« delle altre coppie 4,, B, e Ay, B, ». |

16. 11 teorema precedente mostra che data la corrispondenza
metrica r-

(ﬁl: -Aﬂ; 1‘13, 114,1-..) | ':F
15 By, By Byyeia. I
fra classi omogenee, poiché discendono da esse Je alire

(1‘11: B1) (fln Bl) Ay, By oc
» y Coy
Ay, By Ay, By (Aiv Bﬁ)
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per la proprietd di una corrispondenza metrica (§ 10) B, e B, sono
simili rispetto ad 4,, A,, e cosi B,, B, o By, B, ece. sono simili
rispettivamente rispstto ad A;, 4; ed A,, 4, ece., ciod, pin bre-
vemente, 5y, By, By, B, ecc. sono simili rispetto ad A,, Ay, Ag, Ay
ecc. e quindi :

« Date due classi omogenee in corrispondenza metrica in cui

« sieno corrispondenti le grandezze 4 e B, secondoche B ¢ del Tipo
A s .
«mA, —, Z—_;A o lim —t—i' A, altrettanto potrd dirsi di ogni alira

2

« grandezza della 2° classe rispetto alla corrispondente della 1%,

« col medesimi numert m ed n ».
(Continue). R. BETTazz,

VOLUNE DRI, SEGMENTO SFERICO A DU BASI

In una polemica recente che si legge nei fase. 3,4 e 5 della
Zeuschrift fiir math. u. nawurwissenschafilichen Unterrichi, del-
Fanno 1891, a proposito della determinazione del volume della sfera
con applicazione del principio espresso dalla formola

: e A P e 1
lim n™ 41 _m—l—] [1]

7l — o

nel caso di 7z intero e positivo e limitatamente ad m=—1 o m=—2,
ed anche nella Geomebrie des Muasses dello Schlomilch, dove &
fatia larga applicazione del principio stesso alla determinazione del
volume di corpi di rotazione, nmon trovo determinato direttamenie
1l volume del segmento sfaririn a due basi qualsiasi, prescindendo
da qualunque cognizione relativa a volumi di corpi sferici. E percid
che non mi & sembrato fuor di lnogo mostrare, anche pel valore
didattico intrinseso che la quistione presenta, con quali sempliei
artifici si possa giungere a ricavare sifatto volume in base al prin-
cipio menzionato, potendosene poi dedurre come caso particolare
quello del segmento sferico ad una base e della sfera.
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Sia MNNM un semisegmento circolare, d’altezza M N = h,
appartenente ad un cerchio di raggio A 0— R e si indichino con
r, v le semicorde M M', NN’ che lo limitano, insieme al segmento

MN del diametro A O ed all'arco cir-

/
;ﬁrf_l'*d{“ colare M’ N'. Nella sua rotazione intorno
i ad M N tale semisegmento circolare ge-

M !
4 nera un segmento sferico a due basi &

cui 9, 2 sono i raggi di queste basi,
] h l'altezza ed I i raggio della siera

A a3 @ cui appariiene. Chiamisi A=A M
Ia saetta del semiarco A M, che, dalla

parte di M M, nella rotazione della fizura intorno ad A O, verrebbe a
complelare la sfera e 8i supponga diviso M N in » parti uguali e con-

dotte dai punti di divisione le perpendicolari ad M IV a terminare al-

¥ Fom . . ﬁ
I'arco M'N'. La distanza di due perpendicolari consecutive sarh o ®

T
S
fe e s o — —

¢

se per esse si completano i rettangoli come a bed, tirando dall'estre-
mita della maggiore una parallela ad M NV ad incontrare la minore,
- poi 81 immagina che la figura ructi nuovamente intorno ad M N,
il volume del segmento, senza entrare in discussioni ovvie della
natura di quelle che si riscontrano in molti mannali di matematica,
pud considerarsi come il limite della somma dei cilindri generati
dai rettangoli eircoscritti al semisegmento cireolare, allorehé il loro
numero cresce olire ogni limite,

Ora, indicando per brevith i raggi delle hasi di {ali cilindri con

ey T8y onna. 7, el 1 loro volumi con O, Csy o.... O, poiche:
AW
e [
QR;?I"‘I— Bh. __'—ﬁz—-g}!-hl _—?ﬂ" 2 3
n 7
81 avra ;
. 1 s | ] 1%
GI_QTEth _+gﬂR}$i '_!_' uhh _—z'ﬂhﬂh ‘—"——*Tfha.—‘—,
n 7 e nd
2 ot

2
ﬂE:EﬁR.’aﬁl.-1-—]-211R333.—E-—11:hh2 L—Zﬂhﬂh — — h®,—
7l TE ri ﬂ

Ca=2xnRAhh ———]—-BT:R)‘;E n_ ﬂh?ﬁ.j——ﬁnﬁghl -ﬂ———':rh-3.
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Sommando membro a membro, risulta :

1+24... 5 15420 . nt

wh?
n* 713

¢ ponendo mente che per la [1] si ha: lim e P

g 3
o 7 2

SC=2xR hh,—-nhﬁf-p(_zﬂmn_ gﬂhﬂhl)

.. I8 I T 3
lim il 2

79

1 : : . . : ;
=aae; & ottiene, in seguito a ieoremi noti
it == Q0

suli limiti :

: 1 1 |
Iim X¢=2xRAh —nhk§+2wﬂm.—§-—2n?£hl.E—nhﬁ.-g—,
n=—auw

che ¢ la formola esprimente il volume del segmento sferico a due
basi, in fanzione di &, %, ed R.

Per ridurla alla forma ordinaria si osservi che essa pud seri-
Versi successivamente cosi :

2xRhh, — whhy  2mRA: <+ 2zRhh,  wh®+2nhh,-nhhi  wh

VD].SBg._‘ 5 1 5 o +?‘
— 1/ A <=k} 3
=m-?f‘—(23 =, } +1:h2£:(h+h1) ﬂ.a( + ) e 20
2 2 2 6
h(2R —A / 2R — [A i A3
—nh l( 9 1)'1"1:}1(#_!_?}1}( 2 [i+ 1_—|J+'“ﬁ N

Ma 2QRE—NM)=r", (A4+h) PR —[h+ h])=1r?,
talche ad esprimere il volume cercato si ha in ultimo la formola:

nre - o't n k3

—

5 ,?1-+3.

Nora. Dimostrazioni della relazione [1], per m intero e positivo qualungue,
possono leggersi & p. 108-109 della 2* parte della Geometria delia misura
dello Schlémileh, a p. 60-61 del II vol. del Trattato di Alg. ¢lem. del Prof.
Garbieri, ed anche nell'srl. del Prof. Giudice: Swui Fémiti, pubblicato nel 6° vol.
di gqnesto Periodico, fas. 11 a V.

Del resto pei casi specigdi di m —= 1 ed m = 2 se ne pud dare la dimo-
strazione ovvia che brevemenie accenno. Si ha:

n—n— 1P =30 —3n+1
(n — 1P —(n — 28 =38 —1)2 — 8 — }) + 1

13 —08=3.1*—3.1+41
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¢ sommando membro & membro :

=312+ 20, ., W) —3(+24.....504n
l
Mal-+2+4..... ﬂ:—_—ﬂ{ﬂ: }, onde
nd — n 1 ) 2n 41
1824, ... ol — 3 —l—ﬂ(ﬂ: ) st }ﬁf " J?
risilta quindi, per » tendente all' infinito -
. 124 .5 1 . 1) 1
lim e ———.B—h[[i(]."J";" ——-—2—,
15 =28 4 ... 0% ] I l 1
lim e —-r}j.m(l+—)(2{ ) =~
7 B T n 3
A. Luei

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

T T

THIRY (Cv.) — Distances des points remarquables di triangle, - Bulletins de
I'Académie royale de Belgique. 3° série, t. XXI. pp. 471-481, 1891.

In questa nota, per la mageior perie estraila dal libro « Applications re—
marguables du théoréme de Stewart. ..», di cui demmo raggnaglio nella rivista
bibliografies dell®ultimo fas. di guesto periodico, I'A. raccoglie alcuni risultati
notevoeli, molti det quali aventi tratio colla recente geomeiria del triangolo.
che reputo opportuno riassumere premessi aleunt schiarimenti per comodo del Iettore.

1. 8ia K il punto di Lemoine del triangolo ABC, D il punto in cui A K

incontra BC, EDF I'antiparallela a B

A passante per D, Sara D = DF, (Cir.

Alevvn  teon, delly iec. geo. ded trigangolo,
Per., 1891, p. 23, n.° 2),

Dai triangoli ABD, AED, aventi in
K comune il vertice D e le basi sulla stessa

; retla,siha: AABD: AAED—= AB:AF
“‘-._J_ c ¢ per In slesse ragione A ADF: AADC —
DN ) AF:AC e poiché i due triangoli AED,
\"\\._p A DF sono equivalenti, segne;

4
AABD: AADC = (AB.AF): (AE. AD).

Ora perché i triangoli A BC, AFE sono equiangoli rsulta AF: AR —
AR : AC, talchd, sostituendo nella proporsione uliima, risulta

AABD: AADC = BD:D( — (AB.AB): (AC.AC) = ¢t 3",
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cosicche la simediana di ciascun lato d'uen triangolo divide il lato stesso in due
segmenti proporsionali ai quadrati dei lati adiacenti.

2. Sia, nel triangolo ABC, Q il panto positivo & Broeard, per modo che
ang, B0 = (}CA = OAB — o (nota cit,, n. 8), F il punto in cui CQ
inconira A B & debbasi determi—
nare, in funzione dei lati di 4 B (),
il rapporto AF : FB, Condotte
AM, BN vperpendicolari a CQ
e 82, perpendicolare ad A e
tirata NP, si avrd AF: FB —
AM ; BN ell quadrilatero BPQON
risuliers inserittibile. Ora i trian—
goh reftangoll MCA, PA B sono
siznill, ed avendosi ane. COB —
180° — C, ang, BOA = 180" — B, e conseguentemente ang, BON —
BPN = (, ang. PO)B = PNB = B. risultera il triangolo BN P simile ad
ABC. 51 hanno cosi le proporzioni AM: BP =b:¢, BP: BN = b : ¢, donde

AF:FB=—AM: BN = :¢! — ¢—2;:p—"L ("

In modo analogo, chinmando D il piede di AN sz BC ed E il piede di
B} su CA, si olterrebbe :

BD:DC=c':a® CE:FA = a°: b2
Se invece siano Q' il punto negative di Brocard del triangolo ABC e D',
F, Fipedid AQ', BQ', CQ', si ha:
BD ; D'C=aqa%:5p; CE :FA=10:¢'; AF:FB=2¢:a

3. Nell'nltima figura si applichi al tmangolo A BD il teorema di Menelao,
considerando F € come trasversale. Segue :

AF BC DO P o4 a? DO

—— #

(e o - a2
L0 - Y 7 8 ) TR 10 1) o= (- {14

(¥) La determinazione di questo e del precedente rapports rigulia alirettanto facilmente eoli*uso
defla trigonometria. Infatti dallz 1* fgora al ha -

BD 1 AD=wemDAB : aen B, Aﬂ:DE:HﬂAE.D{::EnE}:&HnDJB,

quindl BD : DX — sen C : sen B. Angloggmente DF : DO—=cxen 0 : sen B.  onaludendo
BD: DO = sgen 0 : gen EB::E:EE.

Dalla 2* fig. sl ha: AP ; PB = tri. {04 : ri. QO C=((0.5):({) B.a). Oraial trian-
gn]uﬂﬂﬂrhulhﬂﬂ:ﬂﬂ':aﬂnfﬂ—m}:&anm:{uﬂn[?nnsm—uuﬂmnm}:lun W=
sen O'.cot ¢ — cos O, Ma (no.oM.n° 9) cot @ = oot 4 + oot B < cof O, uicch?:

[ B sen ~(’ o
A : U= ceemn C (eof 4 col = Aaen E‘mn(‘i_l_ o — =g t ab
{ {2 ( I #) sgn A egn B BEn 4 sen &

Sostituendo guosto valore dsl rapporto () B : () ¢ nella prima proporsious, sl ottiene fnfine :

AF: FB=(ab.b):(*.a) =8* : &
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onde
AQ) bR g% - B 2
(1D a? ¢? ’

Applicando invece al triangolo A BC il teorema di Stewart, considerando
A D come trasversale, &i ha: ¢°.DC+#*. BD=AD", BC+ DC.BD.BC,
0, per essere 8D : DC: BU = ¢*:a®:c® 4+ a?,
I7e ¢® — a®c® . a?

2 g l

da cui:

=) (a?e? 4 B%e?) (c® 4+ a%) — ate? o % adhe
— (c® 4= a%)? (e 4 a®)2!

avendo posto Z a?dh? — a?h? 4= b2 c? 4 cPal,
Finalmente per essere AQ°: QD' : AD' = (P*a® 4 B®c®)2 : (a%c?)? -
(Z a*b%)°, consegue

Tar OB AD" b (at 40?2 . 3 P b
T (2 & b)° (Za?t?)?, (EFal)t = atbhe
Similmente ricavasi :
= c'a® —., @l
= Zath? Uil .= Za'ht

Gollo slesso procedimento si perviene alle formole :

— ¢
10" cth

" bt al

- ale?
el T

T Zaip? - Zatht’?

cY

4. Siano ora A,, B,, O, punti interni dei lati BC, CA, AB del triangaolo
BA ¢ CB, e AC, i

) . A
A1c_' bﬂ_! Blz"i— on ! SIB— ﬂnapﬂ'lﬁhﬂlﬂ

BA, (B, AC, . : .
tal caso Ac" BA'CB— 1, il teorema di Ceva e'insezna che le ire rette

ABC, la)i che si abbia

AA, BB, CC, concorrono in uno stesso punto che il Sig. Thiry designa
colla lefters i,

Se poi in queste stessa figura, analogamente a quanto si fece precedente-
mente, st applica al triangolo 4 BA, il teorema di Menelao, considerando Cc(,
come {rasversale, si ha :

AK, A C RC, AK, mo an
Knd, OB CA KA "W+

1,

donde AKy: By A, = (b® - cB) : a7,

9. (iid premesso passeremo ad indicare il modo seguito dal Sig. Thiry per
ricavare la formola che da la distanza del punto K, ad un punto qualsiasi P
interno al triangolo, note che siano PA, PB, P(.

. P LY
- = L i
ey v

R e ]

..
g,

L

0 - _"-
L s,
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Applicando il fecrema di Stewart sue- A

cessivamente &l triangoli APA , BPC, /

ABC, in cansadi BA, : A, C=cn:}m ¢
AKy : Kp A, = (07~ ¢®) : a% st ha:

a. PA -+ (5 +N .ﬂf:
an {M‘“I“lrn) ——r

(an—l-b"+cﬂ).Pﬁi+an+bﬂ+ﬂﬂ.Ad1
w_ BB + o PO — P4 L
- o™ & —{ —E"CﬂJ- 1"t b“—l—*ﬂnlﬂ
2 v oy ke :
o e® b= (" 4 en) . A A 4 EI‘“'—I—E’“'“’

da cui, eliminando P A, ed AA, si deduce la relazione cercaia ('), che pud
seriversl hrevemente cosi:

52 Sar PA° abe 2 SarPA

rappresentando €y una ocostante indipendente dalla posiziome del punto P.

6. Indichino, come al solito, 0, R il centro e il raggio del cerchio eirco-
scritio, I il centro del cerchiv inscritto, @ il baricentro, H ortocentro del
triangolo 4 B (,

Supponendo che il punto P cada successivamente in 0, H, €. O e tenendo
conio che in tal caso si ha successivamente AP — BP = (CP = R:

— e — bt e®
i 2 : ?
AP = AH = 4R*—a?, ....... oy AP =:A1) = SoapE o et -
e = 3 et . .
AP = AQ = FargE poi facendo » = 0, n = 1, n = 2 nella

[1], con che si viene a supporre che K, divenga il bavicentro &, il ecentro
del cerchio inseritto 7 ¢ il punto K di Lemoine del trianzole A B C, il Sig, Thiry
giunge alle formole notabili seguenti, di facile deduzione :

— o B LR o L it —a o a2 e? .
_ GG =Ri 9 - OI — R'_‘ERT'-, G-E _"RH (ﬂg+bg+ﬂg}ﬂi
— 4 N e— a> = & 4~ ¢3
e L e . . ¢ 2 2
HG =4R® 9{:: -+ b -1—:1?)_4*0(.}', HI"— AR o 2R,
J—— at 4= bl 4 ¢! 3 a® b2 e?
£ 2 _ -
A& =4k a% - L* 4 gt (a® =+ 0% 4-c2)2’
AL ' P4t 4-cla® a4 b4t
- i —

3Zad O ;

(*) Cfr, Periodico, vol. V1, pag. 197,



e a® bt gt ¥ e a* & Pl
2 Za?ht, 2p [u Py T T Y=
2Er

Taipt [ a—h+ e —ec)+ctalc— a)],
ﬂ——nﬂ_____ -H.EE]'EEE 3&25‘}5& -—I'},—E: ,

Zatht (0% 4 5+ ¢7)°

alle quali alire ne nggiunge per esprimere G K, IK, I6.

7. Nella stessa memoria, supponendo che M sig un punio della base B €
del ftriangolo ABC ¢ T, un punio di AM, ftali che BM: MO —m : n:
AT : ToM — ¢ - B, I'A., applicando il teorema di Stewart snccessivamente ai
trisngoli AOM, BOC, ABC, dove O 2 sempre i circumcentro di A B, ri-
cava 'alra formola -

1 4 mn o

L e
ﬂTa --—..-ﬁ:i (ﬂl"'{-ﬂj (u'_l_‘B)E m+ﬂ

a® 4+ B (mbh2 <4 n e?)]

della gnale fa alcune applicazioni fra le quali & degna di nota quells per cui

8 2 P
! . . a* o* ¢ —_— .
viene a determinarsi 00 — B2 S — T inolire esso determina,

applicando sempre tre volte il teorema dj Stewart, in modo facile a compren—
dersi, direttamente () H, che viene dato dalla formola -

DI — 4 pe (2% b ¢ 4 a? b +ﬂb’3ﬂ4+c?a‘-’)_
2 atdt

B (a® 4 B 4 ¢%)2 — (a? B + 5% ¢t 4= c2af)

E a? b

ed osserva che con metodo analogo possono determinarsi altre distanze [ra le
quali OH, 00, GI1, GE, GO, 1K, K9, ... ...

Finalmente nel § ultimo sono noiate aleune conseguenze interessanti delle
formole oftenute. A, LueLL

—re LTI 1] e

SOLUZIONI DELLE QUISTIONT 84 e 102

™ Tl el e

84. Dimostrare che, -so P & un numero primo, e se D ¢ A sono due numer:
wlers non divisibili per p, la congruenza
X* — Dy* — A (niod. 10

ammetic ———— soluzioni quando la congruenza
z* =D (mod. p)
p-+1

¢ risolubile, e ne ammetts nel caso eonfrario.
Avvertenza. - Una soluzlone (2=, y— B) =i conaideri eame identies all'altes (e=—0, y=—B);
epperd due soluziond siffatte si eontino per una sola,

(&, FRATTINI).
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Dimostrazione del Sig, Prof. F. Viaggi,
‘La quistione si riduce a trovare le soluzioni per valori &'z ed y compresi
p—1

2
cheremno s, p.: a ciaseuna di queste, in generale, corrispondono due soluzioni
distinte, a’ sensi dell'avvertenza, 1o quali si ottengono premettendo ad una delle
radicl il segno doppio =3 ne corrisponde una sola, quando 11 valore d’ una
radice & 0,

A semplificare la Ticerca ricorderemo, ecompletandole, aleune proprieta del
numeri,

tra 0 ¢

(1 limiti inclusi), le quali chiameremo solusioni positive e Indi-

p— 1
2
coppie di numeri diseguali coniugati, tali ehe il prodotio dei numeri di ana stessa

I numeri 1,2, ..., p— 1, inferiori al numero Primo p, si separano in

COppia sia congruo com A, se A & non-residuo dj #3 € in —p  ditali coppie

¢ in due numeri, ciascuno coniugato con se stesso, se A & residuo. Una coppia
¢ individuate da un sno elemento. (Uir, Diricnier: 7. dei N. § 34). Sieno 7, s
elementi di una coppia (eguali 0 no), p — », » — & sono pure element: coniugati
d'un’altra coppia, che chigmeremo complementare della precedente. Se il mumero
di coppie é dispari, almeno una i esse dey’ essere complementare di sé stessa,
quindi i suoi elementi hanno per sonima p; ed evidentemente se la somma di
due numeri coniugati é P, essi formano una coppia complementare di se stessa,

Dimostriamo che di tali coppie non pud essercene piil di una. E invero, se
(rs 8)y ('y 5') sono due coppie, eiascuna complementare di se stessz, sussisiono
le relazioni

r—s=p r+si=p
rs=r's (mod. p);

ora dalla eguaglianza (r 4 &) — (r'~s')? si sottragga la congruenza moltiplicata
per 4, si ottiene

(r—e=(r" — )" (mod. )

donde
(rr —s— Y r—r' —s+¢) =0,
Payeid, o
r—r—s+s=0,
oppure

e = ol §—g' =

—

Nella prime ipotesi, essendy ancorsa

}-_rr'-]_s 'qr—-ﬂ?
@ concluderd che 9y — »’, s=— 4. Nella secondn ipotesi, avendosi inoltre

1=r'-i---'.1""+.e+,:r.:"zﬂlﬂzl!],r

¥

8 concluderd che r= —1'=5s"; s==— s'=—1". In ambedue ; casi e coppie
(rv8) (r',8") saranno identiche,
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Ed ora veniamo alla quistione.

1% Caso. = D residuo yuadratico.

Sia A una delle due radici della congruenza #2—D (mod. p) la congruenza
da risolvere sard equivalente all'alira

@thy)l@e—hy)=XA (mod.p) .. ........ [17]
Le solizioni d'uno dei giattro sistenii di CONngTUsnze !_5
otrhy—=-1r oFThy=—+s......... .' [2 .'
(nelle quali si corrispondono i segni ambigui del primi membri fra loro, e fra i

lore quelli del secondi; ed », s sono due qualunque numari coniugati) soho solu- b
zioni della [1]; e, reciprocamente, le soluzioni della [1] sone soluzioni di uno
del sistemi [2], quando s prenda la coppia (7, 8) in tuttl 1 moedi possibili.
Combifiando le [2] per addizions e soitrazione, e tenendo presenie il teorema
di Fermat, le soluzioni dei quatiro sistemi [2] sono

=" (r+s .2 *% y=-+(@r—s).2h gl [3]

(helle quall i seghl ambigui sono indipendenti fea loro), |
It genetale, 1 niimieri egnali e di segno contrarip T (r-+48). 27—2 gono
Congral ¢ofl die htimer positivi, che hahno per somina p, qhindi fo solo di

questi é;_f-—‘?—_; €891 S0nO congrul con ), se r+s=p. Cosi +(r—s). (2hP—2
= 3 H hok g - - P —_— 1 :5. :
30n0 congrn a due numeri positivi, di cni uwuo solo & < s 3¢ r = 8, |

2
e al solo numero 0, se » =35, Il che mostra che le [3] forniscono una sola =. p.,
e che una delle radici acquisia il valore 0, quando la .{:uppia. adoprata & com-
plementare di se stesss. o composta di nomeri eguali.

S¢ in Iuogo della eoppia (- 8) ai adopera la complementare, di leggieri si
scorge che le soluzioni fornite da [3] sono le stesse. Reciprocamente, se le coppie .
(r.5) ed (r',s5") danno le stesse radici, o sono identiche o complementari: infatt; i
se le goluzioni sono le stesse da (3] ai deducono le congrueze

r4s=T0"+s5), r—s=-+0'—5) (mod p)
donde, addizionando e semplificando,
r=t=r"  oppue r=-+y .
e 1n corrispondenza
s==s" oppure s=-4
Premesse gueste cose:
e p=4n~+1 e R residuo di p,

le due coppie complementari, cimscuns di numeri eguali, forniseone 1 & p. con
y==0: una coppin eomplementare di s slessa fornisce 1 s, p. con =10 le

oS

=L i



—3h —
‘rimanenti 2% — 2 a due a due complementari ne forniscono # < 1°: in tutto 1 -+ Dot

ool 1
1+2(—1)==L"— solugioni distinte: s )

se p=4n—+1 e ) non-residuo di j8 | '

le 2n coppie sono a due a due complementari e danno # s p.: ciog 2 —

p— 1 o s
5 soluzioni;

se P:4n+3 g A residuo dlﬁ,

le due coppie complementari, ciaseuna di elementi eguall, danno | e p, con

: . . | — ]
¥y =0, le rimanenti 2z coppie ne danno »: in tutio 1 4+ 2n — 2 = solu-

zioni ;
88 mpm—4n~3 e A non residuo di 2
la coppia complementare di se stessa fornisce 1 s. p. con » == 0: le rimanenti 2»

p— 1
2

ne forniscono n: in futto | 4+ 2n = - Rimane eost dimostrata la prima

parte del feorema. Sl

Ove si ricordi che A ¢ — ) hanno lo stesso carattere o carattere diverso, ?
secondo che p & della forms 4% + 1 0 4243, dall'essme precedenie pud anche R L
dedursi che « il mumero di soluzioni positive & W ._‘;.'

e () (5)

nella quale espressione s'é adoperato il simbolo di Legendre.
Dei risuliati ottenuli facciamo un’applicazione utile in prosieguo.

. . p—1
Dei yalor 0, ], 21 ----- 3 5

dono zero o residuo la differenza @* — X, quante sono le 8. p. della #® — y?=17 :

successivamente attribuiil ad @, tanti ren-

& - » I +I E l
quindi quelli che la rendonn non-residve sono in oumaro di 2, i i [(— )
: ' ¥

JSC
} ( P )]. tra 1 non-residul potra presentarsi o o — A e tenendo conio
da parte di questo, possiamo conchiudere che: « il valore 0 attribuito ad @, tras-

1 — A ai ] )
« forma #* — A in = [1 ( - )] non residuo, e i valori 1, 2, ...*,‘p >

o ¥ R D e 4 (o B )

« Tegidul ».
2° Caso. — D non residuo di p.
La congruenza proposte, in tutti i casi, & equivalente alla seguente
y* = (x* — X) DP—2% (mod. p)

perché D, DP—3 = 1; e per guesto nel oaso presente, pure N —2 & non.re-
siduo epperd il 2° membro sari congruo con 0 o residuo, se il primo fattore
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@ congruo con 0 o non-residuo; ora bedando che 0 se rende @2 — ) non-residuo

1 43 luogo a 1 soluzione, ogni altro valore che Ia rends tale di luogo a 2 solu-
o zioni, e il valore che I'annulli da Inogo a 1 soluzione della congruenza (scelti
2l p—1

¥ * sempre 1 valori d’z tra 0 e » 8i deduce che il numero di soluzioni @

G -G -]

E cost rimane dimostrata 1n seconda parie del teorema,
Il numero di soluzioni positive &, in questo 2° caso,

b33
* b2 - ()+G)+(32)]

Solazione del Prof. U, Scarpis,

p— 1
2

Lemma. « Se = e ﬂ]; D,‘, ---.. N DF‘ sono i1 residul l}llﬂdﬂl-—
- tica di P al ha -
D 2D — W =p+(— . gy ()

Sviluppando e sommando rispetio ad » si ha ;

- % —_1
2 2@ —t=3 0 — (1) S ). k.
Se ora S, & la somma delle potenze »*1™ dei numeri I, 2, 3, ....... .
(p =—1), &i ha: (Serret-Algébre Supérieure, vol. 2°, n.* 302) "
SIESEE ....... — Sp—.g — 1, Sy 1=—=p 1 I

ed ossendo, com's evidente

=220, S, =23, 8,....8_ ;=27 DY,

“ otlengono le relazioni -

Erﬂr:ErﬂEE..-.--- —_——_—__Zrﬂf-—-l — 0, Erﬂrz s

con le quali dalla [2] si passa alla [1]. 7

Cid premesso, osservando che, escluso il caso nel quale D, — X sia divisi-

‘bile per », (D, — MF & sempre congruo ad 1 o a — I secondo che D, — )

¢ 0 1o residuo di p, si deduce che dalla 17 potremo sapere quanti resti ¢ non
resti si trovine mnella serie

[8] Dy — A, Dg—%, ......._ D~

(*) Questa eongrienza o tutte le soguenti a'intendumo riferite al modulo P,
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tanto che sia @) — 1 ¢ quindi uno dei suoi termini divisibile per p, come
pure nel easo che sia @):—— 1.
Distinguiamo ora 1 seguenti casi :
I) p numero pari e quindi (1) — (_ 1) :
—-3
) (P)

In quests ipotesi la [1] diviene: Z,. (Dp — M= — 1 ¢ sideduce (uindi

N — D ) — ]
che nella serie [3] vi sono i 3 z 3 non—residui, rammentando

residnl e

che uno dei suoi termini & divisibile per p, essendo A, come residuo, congruo
al uno del numeri By Bhay=sveia A LIF_.

Facendo ora x —0, 1, 2, ...... (p — 1), &° oltre ad un valore CONETID
& 0, assume pure w valori diversi congrui ai resti By Bos vi o Dy, e quindi
il binomio z® — X, oltre a due valori congril rispettivamente a 0, — A, as

4

sume pure alirt valori diversi R, R,, ..~ .. Ryp_5 ehe sono residui

4

y By o nae Ng—1 non resti. Oltre a cid poi, per una nota
3

proprieth dei resii quadratici, il prodoito D y*, oltre ad essere congruoa 0 per
y == 0, ei dark costantemente un residus od un nop-residuo secondoché 2® — D
€ 0 no possibile.

Se ora z* — D & posgibile, ciog se (;}) = |, mdicando con g, + 1

rispettivamente le radici di 22 =10, Dyff=— ), o parimenti con
+ ar, & B le radici di #* — X = R,, Dy® = R, si scorge che la proposia
SN — 1
congruenza ha Je g £ 1 ; 2,_P 5 soluztoni 2 =— 4+ §, y — 0:
r=0, y="%9n; o=+u, y==18,; e —=TF o, y===8§,
) — 5 -
per =k 1, % By on s 4 3 € contande per une due soluzioni eguali od
opposie
i D - p—1
Se invece (P):-—},nltre e=-FE& n==0, vl seno pure le 2 1
soluzioni ©# = =+ &, y = + 8, 2=t o, y =+ fr; essendo + a,
e as -— 1
4+ B radici di &* — A= N, . Dy —=N; per r=1, 2, ..... p4
&

) (;) =,

La [1] ci da 3, (D — W)¥ == 0, per cui in [3] vi sono + residui el

altrettanti non-residui e quindi @® — X, al variare di 2 da = =(ad z=p— I,

assnmera, oltre ad un valore COnZruc & — A per x =— (), -;- valor R,, Rzr

..... Ry residui ed altrettanti non-residui Wi Wiy oo Ny .
i g
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D ~ - ' = 1
S€ - 0ra (P) = 1, la proposta congruenzs avri solo le E soluzioni

e==a, y=+p; e=+q,, . ==  Br, essendo izmr &+ Py ra-
diei di &* — A = R,, Dy*— (r: Loy wwuvivas ,P : ]) inquantoché
per (;) = — 1 non & possibile lp 22 — X —= 0.

Se all'incontro (ﬁ) = — 1, oltre alla soluzione 2 — 0, ¥y = -+, es-

sendo v radice della Dy® — — ), possibile in questo caso, ne ammetierd

»— 1 =
alire —5—, e=+4a, y =+ 8,; €= t o, y = F Br, essendo
+ a,, + P, radici di
— ]
a® A= N,, Dy* — N, (r:],?, ..... ¥ )

— 1 1
In totto quindi }_}E_ +1=2 :: spluzioni.

\ P P
9 (p)=1
La [1] diventa: 3, (D, — M) = 0, per e in [3], olire gd un fermine

— 7} — 3
nulle, vi sono n 2 — £ 1 residul ed altrettanti non-residui, il che ei

indica che o® — 1}, al variare di @ da z —— 0 ad o —p =1, oltre ad un

valore congruo a — A per @ == 0 ed un valore congruo a 0, assumerd pure
p— 3

=—— valori R, R_,..... Kp—s residui, ed altrettanti Neo N o s Pﬁ,____a

non-residui. : ’
Se ora (ﬁ) = 1, econ +E si indicano le radici di 2® — A —0, s

scorge che, oltre alla soluzione w — —+ £, y =10, abbiamo pure le soluzioni:

P—=t, y==F+ ki r=-4a,, y=— Ff-; cusendo o, + B
radiel di

— 8
@ — A= Ry, Dy* — R, (r:l, Bs o7y 2 & £ )

2—3  ,__ 2~
4 7T 8

Se all'incontrop C;)) = — 1, olire alle solugioni z— +£ y=0;

vale a dwre in tutio 2

r—=—10, y= 4=, easendo -~ radice di Dy® — — 2 possibils per ossere
— — 1
(ﬁ) =( pl) » V& ne saranno pure alire £ 5, com'¢ facile vedere riferen—
dosi a1l casi precedenti
A
b ( ):-— 1,
) >

Valendoci nuovamente della [1] e tenendo sempre presente che per w dispari
A & — X hanno carattere quadratico opposto, si deduce con lo stesso ragiona—
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D _ :
mento precedentemente usato che se (P) = 1, le soluziomi sono in numere

3 = j . p] g 1
ai 2 2+ 1x=T——; ol in numero .:11-;"-’4—.2=f"5'2 . se

)=

102. Irndicande col simboly (

presi v ad v, dimostrare che

)= Cr

1i—0

h

1‘) il nuwmero delle comnbinazioni di h elementi

e farne applicasione a mostrare che

i=k

2 (1-1—2—:—....—1-5}:(“';‘2), Ekig:(k—gﬂ)__]_(k—;l)_

1=40 1—1
(C. Mansenco Basrmia),

Dimostrazione del Sig. Prof. Giuseppe Bernardi (').

Per dimostrare la prima uguaglianza proposta osservo che quando si for-

mano le (m:;i_i— 1) combinazioni di m <= A4 €= | elementi L TS

On4-k41, presi m == 1 ad m <=1 secondo il lore ordine dato, ciascuna di esse
termina con qualecuno dei % -1 elementi Gm—1s Omg-Gy ... » Om k41, @
poiché in generale delle suddette combinazioni ve me sono manifestamente tante
che terminano coll’'elemento Ggy4-» guante combinazioni si possono formare cogli

m -+ 8 — 1 elementi @ys Bgyeenasy bmts—1 Che lo precedono, presi m ad m,
- w5 — | . .
clog Ve ne sono ( s ), 91 deve avere necessariamente :
m m 1 m o+ R m— k1 _
(-m) + ( i )+ """ == ( o ) = ( it —= | )“'E‘d'ﬂ'

Per dimostrare poi la seconda wguaglinnza proposta osservo che in conse—
guenza della nota relazione:

;izl)i_(ii—l)

@ della prima tiguaglianza propadta si ottiene :

E:(i 42441 =_§: ({_;2-_ ]) = 2: (H’; i) -
"‘*IEE_’(E—I—(%— 1)) _ (hj:g)_ R I

i =—1=0

(*) Dimostrazioni poco dimimill pervennero dal Bigg. Prof. L. Posi, 3. Catanwa, M, Marione,
. Re:solino ¢ dal Blg, #. Mor/onloni (simdente nella R. Universiti di Roma),
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Finalmente per dimostrare la terzs eguaghianza proposta osservo che dal-
I” identits ;

me ST ()4 )

e dalla prima vguaglianza proposia consegue l'altra :

i—=% =k . I=E ., i—~1=k—1] s T
" l+]) (:) (;?.—I-—(*e-—]))
= = E: -+ — E: ~-

i=1 1i=1 ( 2 igi.“ 2 e B 2

==k =95 ;. .
2 (2+g_2))=(k_;2)+(h_gl)....c.d.d.
r—2=10

I Sigz. Prof. L. Bosi ¢ M. Martone, fondandoesi =ulle relazioni

a=k i—k
: i & 2
Ei(fz——:+1)=2{]+2—l— ....... —I—-I):( _:;_),
i=1 t=0
F— - b=k -
2 r=(i+1) Y m—1_ 2 =1k it 1
i=1 F | =1
: i—=k =k
¢ sul fatto che 2 (I» 4284, . =+ %) pud dedursi da > #* sommando

I'espressione esprimente quest’nltima quantity, trovano poi formole analoghe alle
ultime due della quistione per esprimere le somme dells suceessive polenze dei
numer: naturali fino a % e le somme di queste somme, o0ssia :

Z0 R b= (77 (1)), |
| Sio= () e (194 (1),

R - P T O T

Se= () +n (1Y 40 (1Y) + (1,

Il primo di questi formola le segnenti leggi, verificabili per induzione, che
prestedono alla formazione delle somme medesime :

', La somma ‘Ek % (dove 2 & un numero quelunque aritmetico intero)
equivale alla sﬂmma‘;eéli n numeri
A4 1 R~ 2 ki k4+n—1 A+n
(ﬂ+] ’ (u-i-])’ """ (ﬂ+1)’ """ ( n - ] )’ (ﬂ+| [1]
moltiplicati per certi coefficienti che indicheremo con
o™, e™,...... ¢ T e ., ™

e il primo e I'ultimo di guesti coefficienti sono sempre eguali ad | ;




—

CE— - :f:ﬂ':ll

2", Dalla formola che dd 3 i® si ricava quella che dﬁlz (]n_l.ﬁn_--;;‘fffn)

f==1 |_I=ﬂ
col sostifuire ordinatamente ’i numeri [1] 1 numeri che S8gUoNo

(A+2) (k-—[-3) (ﬁ—l—i-—l—-l) (k+n k~tn <=1

n4+2/7 \n~4-2) """ n— 2 yorarae ﬂ+2)? 7 =2 );
—7

3% Supposto n > 2, nella formola -che da > il coefficienie Cgﬂ} di

==}

un termine qualungue che non sia il primo né "ultimo 81 esprime in funzione

i {'-’:,:1_11} e CE"—” (coefficienti dell” § — ]e*iso o doy* jestmo termine dellespres—

=k

sione che da E " =1) mediante la relazione
=1

(n—1})

1—1

= — i+ 1) 0TV g s =Y,

. -

Sono pervenute inoltre le soluzioni sezuenti : quistione 108", dal Sig, E -
lonna, E. G, Ricci, G, Trapani; 109°. G, Candido, F. Facciolli, E. G, Ricei,
G. Trapani — soluzioni alle quali verrd data evasione nei faseicoli venturi.

La Redazione.

QUISTIONI PROPOSTE ()

- —— — T ——

113. Dimostrare che 'squazione

Aot Ao - A, - Ao A, =0,

m eéni &

A,,-::mﬁ—-—-lman—]—mil’,

As=4dm*n—31mnt — 11 m 1% 2mnl?,

Ay =8m’n* — 3mn’l 4~ 64 m*1% — 49 P nm® - n?l2,

A =4m'n’ —n' | 4 128 mn i — 65 mntls,

Ay=mn* 4 64m2 P22 — AL
ha due radiei eguali, ed esprimere queste e l'altre radiei in funzioni
di I, m, n.

D. Bgsso.

(*) Le questionl conirassegnate con asterteoo sono esclnsivamente Indirlzazate 25!t alunni delle
ndglre senvle.



114. Si considerano tutte le frazioni, non inferiori all’ unitd,
che hanno il nomerators ugnale al » ed il denominatore privo di
fattori quadrati (diversi dall’mnitd). Dimostrare che la somma dei
massimi numeri interi, i cui quadrati non superano le frazioni con-
siderate, & uguale ad n, |

1165. Sia ¢(n) il numero dei numeri primi con m e non supe-
riori ad n. Dimostrare che, se «, 8, 1, ... .. sono fntti gli interi che
entrano (esattamente o no) un numero dispari di volte in 25, si ha:

p@) +¢@B S+ +..... = n’.

116. Dimostrare che, se nella serie 1+ ; : ; .
s ¢ambia il segno ad ogni termine il ecui denominatore ha la forma
41 ed b composto d"un numero dispari di fattori primi, ugnali

o disugnali, o ha 1a forma 44k -—1 ed & composto d'un naumero pari

di tali fattori, la somma della serie che si ottiene & -E- In altni

termimi

1 ] 1 I 1 1 ] 1 ] 1 1 -
[ i e | 1 | — o
3 5 ' 7 '_9+11 13 15 17'19‘21'23+"'_2

1

11'?. Dimostrare che, se si cambiano i segni dei termini nella
serie |

23 920) , ()
¢ (1) g T or tig Tt

seguendo la legge indicata mnella precedente quistione, la somma
della serie che si oftiene & uguale a

“3(1 S A

b o Y

E. Orsiro.

118. L'inviloppo dei lati dei triangoli iso-ortocentrici e iseritii
in un dato cerchio & une conica concentrica e bitangente alla circon-
ferenza dei move punti, comune a tubtti quei triangoli, e avente un
fooco nel comune ortocentro, e 1’altio fuoco nel centro del dato cerchio,

S. CaTania.

119. In un cerchio O siano O A, OB due raggi perpendicolari
Vuno all’altro. Tmmaginando diviso il raggio A O in » parti ngoali
nei punti 4, 4.,..... 4,_,, poi condotte le corde BA, BA, B,,

. .
5 i
bl _:_- o= v
L ey WL o A iy ol Rk k

B = =

T L B e
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digesimo della circonferenza.

S P
BB Beyeivis BA,_,B,_,, dimostrare che la somma dei triangoli

BAA ,BB A, BB, A,,..... BB, 0, quando n tende all'infinito,

ha per limite il quadrante B () A,
A. LueL

1207 Nel piano d’un cerchio & dato un punto €, Dimostrare
che vi sono, .in generale, quattro triangoli equilateri 4 B (', eias¢nno
dei quali ha il lato 4 B tangente in B al dato cerchio e costruirli,

I quattro vertici A sono per diritto.
S. CATANIA.

121*. Risolvers 1'equazione
-0t — 102 —102 4B -+1=0.

F. Giopice.

122%. Costruito sopra un raggio 4B di un cerchio un trian-
golo eqmilatero A4 B U e condotta la congiungente dei punti di mezzo

~dei lati AC, B, guesta determina sult'arco B C un srco B M;

trovare con guale approssimazione guest'arco rappresenta un quattor-

F. PALATINI

123*. Sull'ipotennsa d'un triangolo rettangolo, esternamente ad
e880, & costrunito un (nadrato, Se lintera figura ruota intorno ad un
cateto del triangolo, dimostrare che il volume generato dal quadrato
¢-equivalente ad un cilindro retto avente per raggio di base 1'ipo-

tenusa e per altesza la somma dei cateti.
V. CORRENTI.

124* Dato nn oerchio, siano 4, B, U, D, E, F' i punti che
lo dividono in sei parti nguali. Una retta 4 M ruoti nel piane del
cerchio, intorno al punto A, incontrandolo in un punto variabile H,
Dimostrare che firata la corda H %, che incontra i1 diametro A D
in I e per £ la perpendicolare /L a questo diametro, il luogo dei
punti in c¢mt /L incontra 4 M & la seganite (' D,

125*. Siano 4 D, AJ le rette che dividono 1'angolo retto di
nn triangolo rettangolo 4 B (' in tre parti nguali, incontrando 1'ipo-
tenusa in D), £, dimostrare che si ha:

BE.DC—=3BD.EZO.
| S, GATTI.
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

GIACOMO BELLACGHI —~— Lesion: di Algebra clementare. — Parte seconda:
Teoria dell’equazioni. — Firenze, Tip. Barbers, 189]1. — Prezso: L. 3.

Della prima parte: Arifmetica gencrale, st & tenuta paroda in questo Pe-
riodico (an. V, fasc. 1II); ed ora a -propocito della seconda si POSSOno ripetere
le osservazioni generali che si fecero allors.

Tutta I'opera, pinttosto che un corso d®Algebra, va considersta come una
raccolin preziosa di esercizi maestrevolmente svolti, Con cid non s intenda che
le teorie vi sono esposte monche o senza cura, perché & da ritenere angzi pro-
prio il conirario; ma se pud accadere di trovar I'upa o I'altra teoria trattata
ir aleuna delle nosire migliori Algebre in guisa pit soddisfacente che in (uesta,
sard diffieiie trovare in altre esercizi pit spinosi ¢ frattati con maggior bravura:
gli stessi problemi dei corrieri, delle fontane, degli orologi e dei tremi, che si

ripresentano fatalmente in ogni Algebra, in guesta appaiono come ringiovaniti

dall’abilitd dell'illusire A.

Ma per dare al lettore un'idea adegusta del presenle libro, sard bene tra-
scriverne 1'indice particolareggiato,

Lezione 1. — Equazioni ad un'incognita.

Definizioni e teoremi sull'equivalenza. Equazioni di primo grado.

Esercizi. — ldentith numeriche ed equazioni riducibili al primo grado. Re-
laziond fra i lati, le diagonali di un quadrilatero circoscritto ed il I'REZI0
del cerchio.

Lezione II. — Equazioni irrazionali e forme singolari.

Equazioni con radicali ridotte a forma razionale, ed in aleuni casi al primo

_ o .m0 _ . _
grado, Significati dei simboli 0 T Pper i valore dell'incognita,

Iisercizi. — Ricerca dell’equazioni di forms intera e che honno una data
racdice mrrazionales,

Lezionm Hl. — Analisi dei problemi.

La regola di Platone per 1'analisi tradotta in simboli ed illustrata con
esempi. Definizioni d'Fuclide sovra i dati e i porismi. Cenno sul metedo della
falsa posizione.

Bsercisi. — Problemi sopra gl'interessi ¢ gli sconti sempliel, 11 moto uni-
forme, } pesi specifici, sulla corons di Gerone, ece..

Luzione IV. — ProprietA eunleriane del triangolo.

Distanza fra i centri O, I, I, Ty, I., dei cerchi eircoscritto, inscritto, ex.
inscritii ed il punto H comune alle altezze di un triangolo A B C; relazioni fra
i lati dei triangoli 7O H, A B C.

Esercisi — Circonferenza dei nove punti, ed altri luoghi geometrict ; punti
di Beltrami o di Lemoine e di Crelle o di Broeard.
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Osservasioni. — Le interessantl proprietd contenute in guesto capitolo sono
state dimostrate, come era naturale in un'Algebra, con metodi algebrici: potra
gssere utile ai giovami cercarne le dimostrazioni geometriche o trigonometriche.
Badino inoltre 1 giovani che a proposito del punto di Beltrami. nel testo &
solo dimostrato che le corde parallele ai lati condolle per esso hanno a duoe a
doe gli estremi conciclici, ma la dimostrazione agevole che i tre cerchi coin-
cidono & laseiata alla loro diligenza.

Lezione V. — Daterminanti delle funziomi lineari.

Nozion: snlle coordinate cartesiane e plucheriane. Sistemi cquivalenti. De-
terminanfi del secondo e ferzo ordine; loro proprietd e cenno storico.

Egercizi. — Addizione e prodotto dei determinanii. Proprieta aritmetiche e
goometriche espresse con determinanti.

Leziong V1. — Sistemi di equazioni lineari.

Teorami fondamentali. 1 metodi della sostitnzione, della riduzione allo slesso
coefliciente e del moltiplicatort indeterminati. Coordinate trimetriche d'on punto
e di una retta: tetramelriche del punte e del piano.

Esercizi, — Sistemi speciali di n equazioni lineari. Problemi di primo
grado a pin incognite: quesitti del Fibonacet e del Paeioli, con cenni storiei,

Leziove VII. — Discussione delle formole risolventi i sistemi di primo grado.

e i ety : sy . .
Le forme ' D nell’equazioni lineari a pitt incognite, con esempi geome-

irici. Teoremi per la coesistenza e I'indeterminazione del sistemi,

Esercizi, — Porismi d'Buclide. Equazioni di una punteggiata, d'un fascio
di piani, di rette nelle spazio, e condizioni del loro incontro. Teorema di Desar-
gues. Stella di reite e spazio lineare a tre dimensioni, con la rappresentazione
del Nicoli. Veri valori delle radici nell’equazioni di secondo, terzo e quarto grado
aventi nullo al limite il coefficiente del primo fermine. '

Lezionm VII. — Interpretazione det valori delle incognite.

Problemi e smignitficato delle radier negative: costruzioni grafiche per le ra-
dici dell’equazioni di secondo grado.

Fsereiei. — Le radioi di up’equazione cubica derivants da nn problema di
Archimede inierpreiate da Poinsot (il problema & il seguente: con un piano
segare una sfera in un dalo rapporio); esempl simili, Problemi sopra le intensita
luminose. Rapporio anarmonico e serie proieitive di panti.

Leziove IX., — Le diseguaglianze di primo grado.

Teoremi; regola di risoluzione ed esempi. Diseguaglianze a due variabili e
loro rappresentazioni geometriche. #

Esereizi. — Relazionl fra due lati & le bisettriei degli angoli opposti in un
triangolo. Dimostrazione di Cauchy per il confronto fra le medie aritmetica e
geomeirica 1 » quantith posifive. Numeri delle combinazioni binarie e ternarie
di m elementi a,, @,, ...., @y . con Ia somma degli indici minore di un nemero
dato. Teoremi aritmetici con dimostrazioni originali di Campano da Novara, di
Fibonacel e di Fermal,

Lezione X, — Le diseguaglianze del secondo grado.



— 48 —

Teoremi principali e regole di risoluzione, Quesiti diversi sul triangolo: pro-
blema sul manometro.

Lsercizi, — Polare comune a due cerchi. Parallelopipedo rettangolo di nota
‘superficie e nota diagonale con wuno spigelo medio armenico fra gl altri dpe,
Incontro di dwe gravi ascendenti per la linea verticale. Cilindro massimo jn—
scritto nello sferoide. Problemi dj secondo grado risoluti da Bhaseara.

Lezione XI. — La forma quadratiea {ernaria.

Riduzione & un polinomio quadrico ed omogeneo con tre variabili alla somma
dei guadrati di tre funzioni lineari, e wsignificato geometrico per le coordinate
cartesiane e plucheriane. Sempliei luoghi geometrici ed inviluppi,

Esercizi, — Altri luoghi geometrict di un punto ed inviluppi di rette. Ge-
nest delle coniche trovata da Maclanrin, e porisma d'Euelide; proposizioni cor-
relative di Pascal ¢ Brianchon. Figure piane omologiche,

Lrzione. XII. — Sistemi di equazioni guadriche,

Soluzione dei sistemi di una o due quadriche insieme ad n — 1 od n — 2 equa-
wioni lineari, T punti e le tangenii comuni a due coniche si determinano risol-
vendo una quartica od una eubiea. Gostruzione delle radici di un’ equazione di
1erzo 0 quarto grado mediante una clreonferenza ed una parabola. _

Esercizi. — Sistemi particolari di » equazioni quadriche ad n incognite. For-
mula del Sacehi per 'area del triangolo. Sisterna di equazioni per esprimere i
Iati di nn trizngolo in fungzione delle bisettrici degli angoli, Trisezione dell’arco
cireolare mediante Piperbole; iserizione degli eitagoni ed enneagoni regolari nel
cerchio. Problema del Malfatti: Inserivere in un triangolo ire cerchi tangenti
tra loro. Il cerchio osculatore e le sviluppate delle coniche; teoremi di Steindr

e Joachimstahl.
| Ossorvasione. — La-soluzione del problema de! Malfatti ¢ la stessa che fu
data dall’A, alquanto seplificata; 1 giovani iniziaii nella trigonometria potranno
con Faiuto di questa semplificare ancora un po’ la soluzione del prof. Bellacchi.

Ed ora dopo aver notato, nuovo pregio dell'opera le numerose ed interes—
santi note storiche, mi rimane da esiminare se (uesta posse 0 no essere ndoie
tata come Iibro di testo nells nostre scuole secondarie.

L°A. opina di si, se ho letto bems nell'avvertenza premessa alla zeconda
parte; 1o, senza contraddirve recisamente, oeservo che il suo 1ibro presenta le
segnentl difficoltd per un primo insegnamento d'Algebra: 19 ]a uasi assoluta

assenza di esercizi proposti da risolvere ma mon risoluti: 2° il frequente wso’
dartifici speciali, che, mentre conferiseono all’eleganza della solnzione, sono in-

sleme ostacolo al ribadirsi nella mente dei discepoli di quelle teorie general, che
s1 vogliono illustrare; 3% un certo disordine per cui, a mo’ desempio, nel 1 vo-
lome si rigolvono le equazioni dj 2%, 3° e 4° grado; e nel NI si definisce I'e-
quazione e si risolvono l'equazioni di 1° grado. Ma a queste piccole mende nn
insegnante volenteroso, che abbia da fare con una scalaresea volonterosa e in-
telligente, pud facilmente trovare rimedio,

Termino eol porgere 2l chiaro A, e in questo s'uniranno a me mplti colleghi,
vive azioni di grazia pel godimento avuilo dalla letturs dells mom opera.

F. Viuaean
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Prof. FrRaANcES8CO PAWZzZA., — Aritmetica razionale. — 1lrico Hoepli — - Mi-
Jano, 1891.

L’Aritmetica razionale del prof. Paniza viene a completare felicemente
la raccolts dei mannali Hoepli per quante riguarda la Matematica elementare.

Certamente questa operetta non & da considerarsi come un tratiasto di Arit-
metica ad uso delle seuole, inguanicché i vari argomenti sono semplicemente
abbozzall con spigliatezzn e sobrietd bene spesso (legne d'essere imitate, ma
che qualche velta possono sembrare cecessive, ’ _

Cid nonpertanlo le definizioni (tranne forse quelle di numero e di addizione,
che del resto lasciano a desiderare in quasi tntti 1 trattati) o le dimostrazioni
sono esposte col voluto rigore ed oltre a cid 1"Autore insisie molto opportuna-
mente nel distinguere in ogni caso dai risalinti delle operazioni che sono con-
seguenza delle definizioni, quelli che si assumono per convenzione,

Tra 1 vari capitoli iroviamo specialmente degni di nota quello intorno alla
ricerca del minimo comune multiplo di pit numer; esposta una buona volta in-
dipendentemente dai numeri primi ¢ colloeats quindi mel suo posto naturale
subito dopo la teoria dei divisori; e quello finale nel quale viene elegantemente
riassunta 1'evoluzione del concetto & numers.

Anche la determinazione del limite di nn numero decimale periodico & trat-
talo con molia chiarezza: ma 1'Autore, stabilita la forma della fraziong limife,
dice semplicemente che essa si chiama la sur generstrice, senza dimostrare che
ridotta in decimali deve riprodurre il dato numero periodico, cosa che a mio
parere non sarebbe stata lunga né difficile e che avrebhe completato 1’argomento,

* Se perd il manmale del prof. Panizza, come abbismo detto. non & fatio
per un primo studio dell’Aritmetica, & inveco consigliabile a -tutti coloro che
avendo stndista questa materia in altri fempl, fossero costretti a t{ornavei s,
poiché iroveranno in esso un buon riassunto di Aritmetica razionale e mnello

stess0 tempo una eccellente introduzione all’Algebra.
U. Sgarris,

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico

Bibliotheca wmathematica. Journal d'histoire des mathématiques publié par G.
Enestaim. Nouvelle série. 5. N.®4. — Stockholm, 1891.

Bulletin scientifigue, redigé par M. E. Leson. Sixidme annde. N. 1, 2, 3, —
A. Colin et C., éditenrs. Paris, 1891, |

El Progrese matemdtico. Director Don ZoBL G, DE GALDEANO. Afio 1. N. 10
11 e 12; Octubre, Noviembre, Diciembre de 189]. Zaragoza,

Giornale @i Matematiche ad uso degh Studenti delle Universita italiane, pubbli-
cato per cura del Prof. G. Barrasrini. Vol, XXIX. Settembre-Otiobre 1891,
— Napoli, B, Pellerano.
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Journal de Mathématiques lémentaires, publié sous la direction de M. ne Lona- i
CRAMPS. 3° Série, XV annédo. N. 11, 12. Novembre, Décembra 189]. — :
Paris, Librairie Ch. Delagrave, "

Journal de Mathématiquss élémentaires, publié par H. Vumserr, 169 année. Nom-
bres 3, 4, 8, 6. — Paris, Librkirie Nony et C., 17 rue das }.!':{!-DIEH, 1891,

Mathesis, recueil mathematique publié par P. Manstoy et J. Neusnrs, Deuxiéme
serie. Tome I Novembre, Décambre 1881, — Gand, Ad. Hoste, editeur,

Rendiconti del Cireolo masematico di Palermo. Tomo V , Fase. VI; Novembhre
¢ Dicembre 189].

Revue de Mathdmatigyes Spéciales, rédigée par

{}

M. B. NieweNcLowskr, 2¢ apnée &

N. 2, 3; Novembre, Ddcembre IBG]. — Paris, Librairie Neny ot C., 17, ¥
e des Feoles.

Rivista di matematica, diretta da G, Prano. Fase, 10-]2°. Ottobre-Dicembre
1891, — Torino, Fratelli Bocea,

Baruscom (6.) ~— Galileo e i suo; successori. Discorso letto mnel R, Istituto

tecnico Galilei di Firenze il di XXIX ottobre MDCOCLXXXXL — Firenze,
tipugrafia Galletti e Coeei, 1801,

Fise1 (C.) — 1 sistemi doppiamente infiniti d; raggl negli
stante. (Annali della

Fraront (G)) — Aritm

iy e R o S el

spazii di curvatupra eg-

R. Senola normale Superiore di Pisa, 1891). 5

etica pratica per nso delle
approveta da molti Consigli scolastiei, Parte |,

Paravia ¢ (0, 1802, - Prezzo: eent. 40.

GarBERt (G.) — Trattato di aritmelica razionale. Libro di testo per 1 Ginnasi

superiori e per gli Istitnti tecnici e militari. 2* edizione, interamenta rifatta.
— Padova, tip. F, Sacchetto, 189]. — Prezzo: L. 2

Grooree (F) — G. Lazzeri ed A. Bassani: Hlementi di Geometria. (Rivista di 4
Matematica. Anno 1801).

Lonrta

Seuole elemeniari del Regno,
5" edizione. — Difta G. B.

(G.) — Esame di aleune ricerche concernenti 1'esistenza di radiei nelle
equazioni algebriche, (Journal d'histoire des mathé. par Enestrém. Nou.

série 5, n.° 4). :
Nicovu: (F.) — interpretazione geometrice del eampo delle soluzioni veali d; nna 3
eguszione quadratica a quatiro variabili. (Memorie della R. Accademin di
Scienze, Lettere ed Arti d Modena, Vol. VIII, Serie 13).

Vaem (D). — Proprietd metriche delle cubiche gobbe. (1d. id.)

Rescio (G. L.) — Complementi di geometria proposti come libro di testo pel

secondo biennio degli Istituti teenici o come ayviamento ai corsi superiori
at giovani licenziandi dei Licoi e degli Istituti. — Treviso, Tip. L. Zop-
pelli, 1891, — Prezzo: I.. 3.

-
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Chiusura della redazione il di 29 dicembre 1891,
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DEALARALIT INIETERMINATA D SECORDD GRAD

(Continuasione, V. pag, 7).

13. Esporremo ora un'altra maniera per trovare le soluzioni
dell’eqnazione 2® — Dy®*— N. Quando D & piu vicina ad m, suo
valore a meno di un'unitd in difetto, che non ad m —- I, questa
seconda maniera & pin rapida di quella che fu g1a esposta nel n. 8
e discussa nel n. 9.

Ricordando che si & posto D=—=m?—4-n, si consideri il sistomn

@ — Dyt =

@ — Dy* = — Nn

2* — Dy =— Na? [B]
a:’—-ﬂy“:+i7ﬂ3

Detta in generale (x, ) una soluzione di una delie equazioni
(el sistema, si riconoscerd facilmente che > my, se la soluzione
appartiene a equazione di posto dispari, e che < (m—+ 1)y, se
essa appartiene a equazione di posto pari.

Una soluzione appartenente a equazione di posto dispari sara
letla simgolare, se, oltre alla condizicne @ > m Y, 81 verifichera
Paltra: @ > (m 4+ 1)y. - Una soluzione appartenente a equazione (]
posto pari si dirk singolare, se, olire alla condizione a < (m~41)y,
si verifichera 1'altra: @ < my.

Affinché una soluzione sia singolare, & necessario e sofficienis
che in essa il valore della 'y non superi la radice quadrata del
secondo membro diviso per 2m 4+ 1 — n, se l'equazione occupa
posto dispari; oppure la radice del secondo membro diviso per #
0 positivamente preso, se l'equazione occupa posto pari. - H facile
verificare,

Sia (@;, ¥,) una soluzione qualsiasi della prima equazione. S
essa ¢ singolare, non discuteremo piti avanii. Se no, porremon :

7
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&, == my, <+ h, intendendo per A un numero che sard positivo,
perché &y > my,. Sostituendo 7z yy + A invece di #, nella prima
equazione € rigolvendo per rispetto ad %,, viene:

mh+ J'Dh® — Nn
Y1 — " .

Eppero, posto DA? — N« = k* (k intera e posiliva), si ayra sue-

cessivamente :
+ k4 mh
Y1 = =~ -

a:1+y11/5—(""‘+ﬁ) (++% =+ h VD),

i :

indicando con (&, !i) una certa soluzione della seconda equazione.
Se la (&, #) & singolars, non discuteremo pin avanti. Se non & tale,
se ciot k > mh, rifiuteremo il segno — davanti alla % delle due
precedenti eguaglianze, affinché y, risulfi positiva. Porremo inoltre:
kE=mh -+ I (I positiva). Fatto cid, procedendo nella solita ma-
niera, troveremo che, detta (%, A) una certa soluzione della terza
equazione, |

+ & - mk
n

k- L VD (’” _:,/5) (+ % + & VD).

Ma dovremo rifiutare il segno — davanti a &', perché & > m A

Percid, eombinando le espressioni di oy ==y, ¥’ 0D e di k4 h ¥ D,

@y =+ 1y, VD = (’“ +RV5)E (k" =+ 1 VD).

Se (&', 4") & soluzione singolare della terza equazione, non discute-
remo pit avanti. Nel caso contrario dimostreremo che

@&~y VD= (’“ ':Vﬁ)ﬂ (=4 k"~ k" ¥'D),

significando con (%7, A”) una certa seluzione della quarta equazione,
Se (%", 2”) non sarh peranco soluziome singolare della quarta equa-
zione, all'eguaglianza precedente succedera l'altra:

&y =y V'D = (m tlyl_})i(k"’ + 1" VD).
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E via cosl. — Argomentando come si & fatto piu volte nel corso
di questo seritto, si concludera che

_ D\ i
Ty + U VD—(m-:V ) (+ &'+ y VD),

intendendo per @ e ¥y’ i valori della & e della y in una soluzione
singolare della (A —+1)" equazione, ed avveriendo che, per X pari,
bisogna escludere i1 segno — davanti alla 2. .

Per risolvere 1 equazione 2* — Dy® = N si ricercheranno
adungue le soluzioni singolari (2°, y') delle successive equazioni del
sistema [B], ossia quelle soluzioni nelle guali la y non supera la
radice del secondo membro della relativa equazione diviso per
9m -+ 1 — #n, se equazione oceupa posto dispari: oppure quelle
soluzioni nelle quali la y non supera la radice del secondo membro
della relativa equazione, positivamente preso e diviso per 7, se
I'squazione occupa posto pari..Si supponga che la soluzione singo-
lare (z°, y') siasi ottenuta dopo A passaggi da un’ equazione del
sisiema [ B] alla susseguente, e che il relativo binomio =+ &' 4~y Vf»',
moliiphcato per

m + Vﬁ

n

» volte di seguito, dia nascita a prodotti interi della siessa forma,
determinato convenientemente il segno della @', che, come si disse.
per A dispari & ambizuo. Alla (@', ¥') corrisponderd una seluzione
(@, v) dell’equazione proposia: e (uanto alla @ e alla y, esse sa-
ranno la parte razionale e il coefficiente di ¥'D relativo all'ultimo
prodotto. E poi superfluo aﬁgiungere, perché risulta dalle cose dette
di sopra, che tal maniera di derivazione conviene a qualsivoglia
soluzione della proposta eguazione.

14. Per cid che riguarda la (iscussione del metodo, ci occn-
peremo anche qui del rapporio y:y, la cui grandezza, come si
vide pel n. 9, ha stretta attinenza con lefficacia del metodo stesso,
Percid supporreme che la soluzione (@', y') sia siata ottenuta dopo

) passaggi da un’equazione del sisiema [B] alla succedanea, e di-
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mosireremo ¢he, se A >0, il detio rapporto ¢ maggiore dell’unita.

i pitt che
m-~+ D Y
Y m = 3D =+ | (Vﬁ—-m}l_l
. - ;
Dalla quale formola, essendo D — # minore i 5 » apparisce

chiaramente che il rapporto Y.y (sempre maggiore dell’ unith
quando X > 0) cresce rapidamente al crescere di .

Che il rapporto y 'y & maggiore dell'unild, risulia dal ricordare
che, se (@, y) non & soluzione singolare della prima equazione, essa si
deriva da wna soluzione (%, ) della seconda ; e che questa soluzione &
legata alla (@, y) dalla relazione @ — my —Ah. Essendo @ > my,
e nel medesimo tempo @ < (m < 1)y, si conclude che y > h. Si-
milmente, se (%, &) non & soluzione singolare della seconda equazione,
talché si derivi da una soluzione (8, h') della terza, si avra A > h,
e a piu forte ragione: y > &', Eec. - Dunque finalmente: y >y,

Supponendo ora che la. (a7, y'), ottenitta dopo X passaggi ( > 0),
sia soluzione singolare di un’equazione di posto dispari, si avri :

n

T b — JL —
o z =y VD — ( ) (& <+ y' ¥ D).
; R .4 piti:

'.._:-:; &< (m—+ 1)y & > (m=+ 1)y

Consegnentemente

y > (m = Vﬁ)lyj — (V'ﬁi 2P

E a pit forte ragione:

> m—l—}/-ﬁ_ y :
Y VD1 D

Supponendo invece che (@', y') appartenga ad equazione di posto
pari, 81 avra:

24+y VD= "T¥ 4oty Dy

7
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Ma si ricordi che questa eguaglianza & preceduta da un’altra della
forma

m = Vl_)))'-_l

7

oy VD= v ¥'D),

nella quale v e v significano i valori delle incognite in wna svlu-
zione non singolare dell’equazione di posto (ispari, che precede quella
alla quale (2, y') appartiene: cosieché

e m=+1)y ; u >mr;

e perecio :

(1 + ¥ D)v.

m = }/ﬁ)l_l

L

y(m-i—l—l—Vﬁ))(

Da questa disuguaglianza, ricordando che ¢ > y', come poco sopra
si ¢ dimostrato, risulta:

m —+ Vﬁ y’ '
mA D41 (D— mph?
Applichiamo il metodo alla ricerca di una soluzione dell’equazione
x® — 205 y*=1. In questo caso m=—=14, n=9, 2m—+ 1 — n— 20.
Il sistema [B] diviene:

y >

2 — 200 =1 0

af — 205y — — 9 ]

@ — 205 y* = 81 2

x? — 205 9% = — 728 Y

@* — 205y? = 6561 18

L° — 2051{5 — — 29049 81
> -

Accanto ad ogni equazione sta scritto il valor massimo per la y
delle relative soluzioni singolari, ossia la radice a meno di un'uniia
del valore positivo del secondo membro, diviso per 20 o per 9,
secondoché il posto dell’equazione ¢ dispari o pari. Nel provare sulla
6" equazione i successivi valori interi e positivi della y, dal 17 in
poi, affinche 205y* — 59049 risulti positivo, s'incontra alla prima
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prova la soluzivne singolare (14, 17). Dato al primo termine il
segno positivo, il binomio + 14+ 17V gﬂ_ﬁ, moltiplicato 5 voHe
per _
14+ 37205 -
T ,

produce 1'un dopo I'altro i binomi -

409 -+ 28 /205 : 1274 + &Y F'205; 4009 + 280 /905 :
12614 + 881 27205 ;: 39689 —+ 2772 /205

Si ottiene cosi per I'equazione proposta la soluzione (39689, 2772).
(Continua). (. FRATTINL

—HEGOEF-

LA DEFINIZIONE DI PROPORZIONRE

ED TL V LIBRO DI EUCLIDE

i

(Continuazions e fine: V, pug. 16).

PROPORZIONT,

l7. Date due classi in corrispondenza meirica e prese due grandezze
4 e B della prima e le corrispondenti C e D della seconda, si dice
che le quattro grandezze nell’ordine in ¢l sono scritte sone i pro-
porzione e si serive :

4d:B=(C":-D,

Una proporzione individua una corrispondenza metrica fra le due
classi a cui appartengono 1e sue grandezze, la quale potra dirsi per
brevith corrispondenza delln Proporzione.

18. Dal teorema del § 12 discende subito che date ire grandezze
4, B, C delle’quali le prime due sieno omogenee, esiste una grandezza
ed una sola D (o pin equivalenti) omogenee a (), ¢ tale che
A:B=@¢:D.

19. Si ha per definizione che

A:A=B:B
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ciodé che
A: A =B:B quando 4 = A’, B= R

20. Avendosi che nella corrispondenza metrica (g) S1 COrTispon-

dono le grandezze delle due classi che sono simili rispetio ad A e C, si
ha subito che sono vere le seguenti proporzioni :

A mA=C:m(
A:—I-A=C:—1-C
n n

i

A:—A=(C:Z¢
7 n
A:lim —A4 = C:lim =C.
21. Poiché la proporzione

A B=0:D

- W " ¥ .1'1-. _B " M
individua la corrispondenza metrica (C 1}) , 81 vede subito che da

quesia e dalla definizione data discendono le proporzioni :

B A= D: €
C:D=4:B
D= B3 A.

22. Se la proporzione del § precedente & fra grandezze tutte
omogenee, allora per il teorema del § 15, essendo corrispondenti le

coppie 4, B e C, D, lo sono, in un'altra corrispondenza meirica. le
altre A, C e B, D, cioé si ha -

A:C=B:1D:;

talché in una properzione di grandezze tutte omogenee si possono
permutare i medi. &

Ai quattro aspetti indicati nel § precedente che pud prendere una
proporzione, si possono allora aggiungere gli altri quattro :

A Q0=B:D
B:iD=4d10
Crd=P:B
D: B=0:4
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23. Data la proporzione
A B=0:D,

per le proprietd della corrispondenza metrica ( ';‘ ﬁ) (§ 10),
subito che sard contemporaneamente

si ha

= =
e che A e C saranmno simili rispetto a B e D, cioé che sard con-
temporaneamente
A=—B e (=27
n T
0

A=tm—B ¢ C=1Im™ »n
7 n
24, Data la proporzione
A B=({:D,

dalla sua stessa

- corrispondenza metrica discendono immediatamente
5 le altre

A+TB:A=C+D:(C
A+B:B=C+D:D

e, pure dalla stessa corrispondenza, che

ni

'——A:B‘:EG:D
7l n

i

Tins i:- A: B = lim

C:D

n
m _j'.'} rii
—-A:——B=——C:£—D £ee,.
n g 71 g

20. Se B e D sono variahili i eni sucecessivi stati SONO  eorri-
spondenti nella. corrispondenza metrica (‘E,)

» talché sussista la pro-
porzione
A:B=(C:D

per iuth gli stati corrispondenti delle variabili

B e D, sarh anche,
a causa della stessa corrispondenza metrica

A:lim B=¢C:lmD

-
3
"




G < (R
26. Se si ha la proporzione
A:B=C:D

S R . g . 4, 8 ;
e quindi sussiste la corrispondenza metrica (G 1}) , per il teorema

del § 14 sussisteranno anche le altre
1’1‘4,33\ lim— A4, lim = B
, K7 i
¢ . D1 ¢ : D

e quindi avremo le proporzioni

E 429 —@eD
N n

m

lim — 4 ; limﬁB= L 7
n n

In modo simile si ha

24a:2p=2L¢:L D ecc.
Ti i g q

27. Se si hanno le proporzi.ni
% === i
M:N=C:D,
poiché esse hanno per corrispondenze le due (; g) - (f’ g), da

queste per il teorema del § 13 discendera 'alira (if f,) e qumdi

avri luogo la proporzione
Ay Bie== 5N,
28. Date le proporzioni
A:B=M: N
B:(=N:P
le loro corrisponienze uhra SOno (i; ﬁ), (g’ ?,) costituiscono la
corrisponclenza unica (E f}i g) e quindi st ha la proporzione

A:C=M: P,
Analogamente da



discende 1a proporzione

B:M:::l}:N,
e dalle due
A:B=(C:D
:H:B:N:ﬁ,
'altra
A: M=(0: N
29. Dalle proporzioni
(1) A:B=N:p
(2) B:C=M:N

dico che discende Paltra
A:C=Mm: P
Cerco infaiti ¥ omogenea ad M, N, P tale che (§ 18)

(3) B:C=p: x

Allora (1) e (3) per il teorema do 3 precedente danno

(4) £:C=N:x

mentre (2) e (3), per il teorema del § 27, danno

_4
|
:

permutando i medi nella

seconda ed applicando i) teorema del
cedente, si conclude che

A: M= N:D.
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31. Date le proporzioni
As: B=0;1D
A1 B=0Cy: D

poiché esse hanno lutie la stessa corrispondenza (g) ¢ pud seriversi

(3, Asy Aiy ore Ays A;._"i—ﬂg—l-...—l—ﬂ,,,,...)
D, G, G,...C, GGt .. 0, ond"

si veds che vale la proporzione
AI+A5+....+A“:B=GI+C,+....+GH:_D.

32. Passiamo ora ad occuparci delle proporzioni [ra grandezze
tutie omogenee.
Dalla definizione di proporzione si rileva subito che se 4 —= A4,
s1 ha |
A:B=A :B e B:A=DHB:4,
qualunque sia B omogenea ad A.
33. Data la proporzione fra grandezze omogenee

A s =0t

permutando i medi ed applicando le proprieta gid dimostrate, si con-

" clude che si avri confemporaneamente

g = =
A=C e B= D,
el 4 e B saranno simili rispetto a C e D,

34. Dalle proporzioni, suppostc fra grandezze omogenee, del § 20

permutando 1 medi si conclunde, che se A e B sono grandezze omogenee
sussistono le proporzioni ?

awn

A-B=24:-"8B
rn n

T

A:B=1lm— 4 : lim — B.
” 7

395. Dalla proporzione fra grandezze omogenee
A B=€ ;5
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permutando i medi ed applicando il teorema del § 24, si rileva che
sono valide le proporzioni

A+C:A=B+ D:B
Jl_'i_‘_C:C=BiB:ﬂ.

36. Come si vede, i teoremi sulle proporzioni si dimostrano tutti
facilmente con 1'accennata definizione, solo che si premettano con-
siderazioni generali sulle corrispondenze delle classi.

La definizione daia rassomiglia evidentemenie assai g quella arit-
metica, anzi si informa ad essa, essendo le grandezze simili rispetto
a due altre quelle che ad esse (secondo la definizione aritmetica)
hanno eguale rapporto. Per aliro Ia definizione che ho dato non
invoca il concetlo generale di numero, ma solo quello di numero
miere e (non altro che per brevitd ma non necessariamente) quello
di frazione - concetti i quali, ormal, sono indissolubili dal lingnaggio
ordinario. |

37. E facile riconoscere ora come iale definizione coincida con
quella d’ Euclide.

Infatti se sia 4 : B= (' : D, con la definizione del § 17 avremo

la corrispondenza (é’ g) » della quale due coppie corrispondenti sonn
P4, gBepC, gD qualunque sieno p e ¢ interi. Per la defini.
zione di corrispondenza metrica sara dunque

P4 = ¢ B secondochd pC= ¢D,

ossia le quaitro grandezze saranno in proporzione secondo la defi-
niziene d’ Eunclide.

Viceversa, sia insieme
| %QB e p{}'% gD,

qualunque sieno gli interi » e g (definizione euclidea di proporzione).
Allora possono darsi due casi: O per convenienti D1, ¢; s ha

PA=qB e quindi p,C =g, D, ed allopa nella corrispondenza

metrica (‘é) s1 corrispondono };—‘ 4 e -;'—‘ U, cioé B e D, talechd si
|

1

B oy & .
avra (g’ D)‘ Oppure c¢id non accade, ed allora presi i numeri
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Gy @sevoer @ .- CON G DUMETO intero gqualunque, si troveranno

convenienti Tmmeri interi Dy, Da, ... Pu iali che sia

mA L gB (P A4,
peAd L B L (pg + 1) 4,

p,A < g"B < (pa+ 14,
e che quindi, per ) ipotesi fatte, sia anche:

ps C < ¢°D < (pe + 1)C,

lllllllllllllll

- i BE A, e
_\ q 4 g° M q"
‘ p]+1A _p:_.-l-l.A p,,+1A“
q ! q* ’ q"
e D delle altre
2 o e 27 N 0.
5 g g i
f bl pEl, B ..
: , - -

: ) ) A i s .
le quali nella corrispondenza meirica (0) sono corrispondenti. Gorn

spondera dunque D a B in dewta corrispondenza, 106, COM® nel caso

precedente, sara (g’ g)t Ne viene che in ogni caso si ha la propor-
zione A : B— C : D anche nel nosiro senso.

Torino, maggio 1891.
“ R. BETTAZZI.
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TEMI DI MATEMATICA

Per la licenza nei ILiicei di Francis

(Sessione d’ aprite 1891),

1. Dato un triangolo qualunque A BC, si domanda &i condurre pel veriice
4 una reita AD tale, che se dai vertici B ¢ C s abbassano delle perpendi-
colari Bf ¢ Cc¢ sopra AD, i due iriangoli ABb, A Ce siano equivalenti. —
¥Yi sono pitt spluzioni? (Besangon).

2. Sapendo che le due equazioni

@ +pet+qg=0 |, dprig =0

hanno in comune upa radice, formare Uequazione che ammetie per radici le
seconde radiel di eiascuns di queste eqnazioni, (Bordeaws).

3. A e B essendo due punti fissi ed OX 1a proiezione sopra un piano oriz
zontale P della retta A B che li congiunge e che luglin questo piano in O, si
lracel nel piano P una vetia O inclinata su OX dell'angolo «. Trovare su
O vn punto M tale che la somma dei quadrati delle sne distanze da A ¢ B
abbia 1l valore 8% ossiza M A° - MB — §.

Minimo di questa somma e posizione corrispondente di M,

Come cambierd questo punto M, pel quale § é minime, quando si fara
variare l'angolo «?

1 dati sono ang. X04 =8, 04 =4, 0B — ». (Bordeaws).

4. Dimosirare che se un numero intero & divisibile separatamente per pin
nemeri interi dati, ¢ divisibile pel loro winimo multiplo comune, Posto cid,
trovare due numeri interi tali che ciaseuno sia divisibile per 20, per 30 o pa

39 & che la differenza dei loro (quadratl sis ngeale a 526200, (Caen).
2. Calcolare ilati d’uu triangolo sapendo che questi lati e la superficie sono
rspettivamente nguali a quatiro numeri interl conseentivi, (Caen).

6. Dato uu cerchio di raggio R ed un punto F situato ad una distanza d
dal centro, si domanda: 1° di condurre per il punto £ due secanti rettangolari
APC, BPD, seganti il cerchio nei punti A, B, C, D e tali che I'ares del
I
2
noti, di caleolare i lati del quadrilatero 4 B CD; — 3" di trovare questi Iati

nel caso di

quadrilatero A BCD sia ugunale sd —aqt, — Discussione; 2° R, d, ¢ essendo

R
d=— F4— V5, a® =R F54+2 Vs, (Clermont).

D

™

7. Sopra un lato d'an triangolo, trovare un punto in modo che ls somma
dei quadrati delte perpendicolari abbassate da questo punto sugli altri due lati
SiA TAINimA. (Clermont),
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8. Risolvere un parallelogrammo conoscendo i valori p. ¢ delle sue due coppie
di lati paralleli e l'angolo acuto 6 formmato dalle sue diagonali.

Qual'é il maggior valore dell’angolo § pel quale il problema e possibile, e,
quale forma di esso al parallelogrammo! (Drgione).

9. In un krisngolo A BC, si sa che 1 lati sono rappresentaii da numeri in
progressione aritmetics. E data la medisna #¢ che va al centro del lato medio
ed il raggio » del cerchio imscritlo nel triangolo, Si domandano le espressioni
dei tre lati. Si rappresenterd il lato medio con z.”

Quale relazione deve esistere fra m ed o affinché il triangolo sia rettangolo ?

(Grrenoble).
10. Risolvere e discutere 1’equazione
tang® s 4+ m senfew 4 1 = 0,
in ¢ul m e un parametire variabile.
Completare 1 caleoli quande m — — l—-j e lrovare iunttr gli archi che ri-
spondono al guesito. (Lilla).

11. In un triangolo ratiilines 4 BC si conosce la base b — 49R= 2?'; 1'al-
tezza h = 303™, 64 ¢ la differenza degli angoli alla base A 0= 21° 47°
127, 4. Si: domanda di caleolare i lath a e ¢ 2 meno d'un centimetro, gli angohi

Ae (' a menodi 10 di secondo. (Lione).

12, Un punto A pnod muoversi senz’attrito lungo una retta fissa X ¥. Questo
punto & sollecitato da due forze P e Q. La direzione della forza P fa con A4 ¥
un angolo di 60°; la direzione della forza Q fa con AX un angolo di 45° La
forza Q & uguale a 10 Cg.; quale dey’essere la forza P perché il punto A sia

in equilibrio ? ( Marsigha).
13. Determinare un triangolo rettangolo comoscendo la somma m dei catell
e la somma % dellipotenusa e dell'altezza relativa all'ipotenusa. — Discussione.
| (Montpellier).

14, Caleolare i lati & gli angoli d'un trisngolo conoscends la superficie i
fquesto triangolp, il volume che esso genera Tnotando intorno ad uno de suol
lat &, e l'angolo A opposlo & questo Jate. Discutere 11 problema. ( Montpeliier).

15, Dato nn angolo circoscritto ad un cerchio, si domanda di condurre &l
cerchio nna tangente che formi coi 1atl dell’angolo un triangolo di dato permmetro.

(Montpellier).

16. Volume del segment® sferico; dimosirazione. Mostrare che il volume pud
A
12
segmento, ed § indicando I'area della sezione fatta nella sfera da un piano equi-
distanle dalle basi. (Nancy).

17. Daia 1'equazione

essere espresso anche dalla formoila V = §h , essendo A Dalterza del

tang (x -+ a). tang (z — b) = -+ tang® w,

sl domanda di ricavare tang w.
Disentere la soluzione nel easo particelare in eni & & nguale ad ¢,  (Nawey).
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18. Dividere 13 in due parti @ ed y tali che 3 Vr+42 ¥y sin un massimo,

(Parigi).
golari Oz ed Oy; un cerchio & raggio R é
tangente a Oy nel punto 7. Da un punto 4 di Oz si conduce una tangente

AB che incontra Oy in B. Determinare la posizione del punlo A in modo che
sin E _a._‘ﬂ =

19, Sono dati due assl reltan

S1 prenderd gome neognita DA — 2,

20. Deterwinare S0pra una sewicirconferenze AC M B. di raggio R, un punto
M tale che conducendo ls revta A M ed abhassando M P nerpendicolermente al
diamstro A-B, 1l volume generato dal segmento cireolare A M, ruotando intorne
al diametro A B, sia uguale a % volte il volume generato daj iriangolo A M P,

(LParigi).

(Parigi).
21. Dividere una retta A B di longhezza 22 in due pairti M4 ed ME tali
che MA® + 3 MB® sin minimo. (Parigi).
22. Pel vertice 4 del quadrato 4 B €D, si conduca una retle che incontri
tlati CD ¢ CB od i loro prolungamenti in % (sulla reits CD) ed in F (sulla
retiita CB); il lato del quadialo & a, la distanza EF ¢ b; si domanda di eal-
colare la distanza 2 del punto € alla retta A EF (Poitiers),
23. Dato un angolo X0 ¥ — %, si prerdano sul lato 0 X due punii A ¢ B
talt che gig 04 — 4, OB = b, Trovare sul laio OF un punto M (0O M — )

tale che M A sia bisettrice dell’angolo OMB, — Discussione. (Rennes).
24, 11 sigtems d’equazioni

la:-!—my:cbm—l—ly::rl,

ammetie per eciascun valore di

rrnate. Fra questi numeri o e
¥ vi & una relazione indipendente dg ) ; qual'é essa?

Stabilire come varin con A il rapperto di y &d o. (Reranes).
€9, Risolvers l'equazione

CGs & . cos 3 g
= = m, (LZennes).
| — pos?

<. Dalo up rettanzolo OA ¥ B la cui diagonale OM
golo delle dingonali .o 2o, s'innalzi dal

perpendicolare fino al suo meontro in
ARB;

= 2% e di eui 1'an-
punto M, sulla disgonale OM, una
M’ col prolungamento della diagonale

forma cosl un secondo retlangolo. Trovare la sua diagonale OM’
Pangolo delle sne diagonali in funzione di o e dj u,

27. Doe punti A & B o prolettano ortogonalmente in A’, B’ BOPra una
retla data indefinita xy. Posto A4’ — 4, BB = b, A'B — g g domanda
di delerminare, medignte la- sua distanza sl punie A4, il punto M di ry tale che
I'angolo BM B sia doppio dell'angolo A M 4" (Kennes),

o a s . aw -+ b :
28, Si indichi eon ¥ V'espressione ¢ — o’ b, ¢, d essendo numeri

dati, |° Dimostrare che se nd — be non

€ Zern, y varia sempre nello stesso senso

R PO
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE
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Un teorema sul triangolo. — Se in un triangolo isoscele la CORGiUuTI~

gente 1 pede delb altezza di uno dei lati eguali, col punto medio dellaliro lato sy
eguale, & paralleln all'altesza corrispondente o guestultimo lato, it cerchio AR

passante per punts medi dei lati del triangolo, sega tali lati ¢ le altezze in otto
punit che sono vertici d'un ottagono regolare. e

Siano AE, BF, (D, rispettivamente, lo altezze relative ai lat: eguali BC, e 1
CA, ed alla base A B del triangolo isoscele ARC, H il punto comune a gueste S %
tre altezze ed N, n, p, ordinatamente, i punti medi i :
di BC, AH, BH, ed abbiasi FN parallela ad A E. C

Poiché Np é paraliela a CD ed np parallela
ad A B, I'angolo np N sard retto. Ma anche I'un-
golo n EN & vetto ed inoltre CD & asse di 7P,

onde il carchio passante per =, p, N ayra il suo m

centro nel punto O (in cui » N taglia CD) & pas- Pl | 7NN
Serd. per I, & 8 motivo di shnmeiria anche pel g Y7

punto medio £ di AC, non che pel piede F del- I ’i.f"/ﬁ’ F
I'altezza. BF. Essendo poi #D parallela ad FB, \ i

N D paraliela ad A Ced FB perpendicolare ad A C, e

\ : T : - :

I'angolo n D N é retto cosicché questo eerchio passa . > 3

anche per D,

Ricordando poi che le altezze®d'un triangolo
son0 bisettriei del suo triangolo ortico, si ha che FB & biseltrice dell'angole
EFD, onde arco Ep—= ar.pD, similmente arco Dn — nF — Dp. Inoltre
avendosi Np parallcla a 0D ed FN parallela ad A E, si pud concludere che
arco Dp —=mN=mP = NE = PF, talch® i punti ¥, P, m, N, E, p, D, n
somo i vertici dell'oltagono regolare inseritto nel cerehio O.

CoroLrario. 11 teorema dimostrato permette di concludere che Nm & paral-
lela a B H, sicché, & motivo di CN — NB, m ¢ punto medio di HC. Sono
cosi trovate tutte le proprieth caratteristiche del cerchio O che & il cerchio dei
nove puntt relative al triangolo ABC.
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Osservaziong 1, < [ quadrangolo FNE»n 3 m rettangolo e le asye diago-
nali sono diameim del cerchio 0, per modo che FE passa per (.

Se FN taglia 5 in 0, poicht FN a parallela ad 4 E, qundi perpendi-
colare a CB nel suo punto di’ mezzo, sard O, il centro del cerchio eireoscritio
al triangolo 4 B C, di piti si avia CO, = Cm + mO, —=mH+ HD = mD,
onde il diametro de] cerehio 0 uguaglia i raggio del eerchio 0,.

I1. Eassendo le corde Py, FD, DE eguali al Iato del quadrato ingeritto nel
cerchio De Py |4 meid di A B, segne che i1 blangolo FDE, optico gi ABC
e ABE & la meta del quadrato inseritto nel cerehio 0; che la hase A B ¢o-
fnune 2 questi due triangoli & lnto de] quadrate inscritto nel capchio 0,, come
. pure late del quadrato imscritto nel cerehig 0, circoscritto a] tmangoic ABH
(cerchio che faeilments o vede essete nguale ad 0,); e gli angoli ACB, ARB
sono l'uno di 45° e Valtro g 135°. Segue poi angolo A —= B — g7 30"

&’ — (g — 17— 1
a(e — 1)+ 1

Tappresenta sempre np mtero

Vi s0no infiniti gliri numerl che sostituiti in luogo di 7 fanno acquistare
alla formola medesima dei valoyi mnteri, per valor interi di a. Sja uno dj
quest: numeri: mj Propongo di cercare la condizipne perché I'espresgione -

an —f(a— 1)m . |
(1) a(@ = )41

per valori interi i @, Tappresenti nn inteprp.

Mi serve dei teorema di Mojyre Telativo all'innalzamento g potenza d'un
fumero coraplesso, ¢ dej caratterl di divisibilita d'up pelinowio interp in 4 per
n divisore della formg o @s 1 quali =i estendono anche al caso in eyj @,

SIa N numero complessp,
S1 ha :

*@=D+1=[a— (cos 600 4 ¢ sen 609)] fo — (cos 60° — i sen 6097,

Nel numeratoras dell'espressione (1) si ponga: a = cos 00 <+ i sen 600 ¢
PeT conseguenza: @ — | — poe 120° 4 § son 1200 ¢ &5 ayps -

% — (a — 1ym — ~— Co8m . 60" 4= 7 sen 9 . GOV —
(coa m. . 120% - i sen m . 1209) ==,

Perché qnesta espressione si annulli ¢ necessario ¢ sufficiente che gig -

(2) ﬂﬂﬂn:.ﬁﬂ"—-ﬂﬂsm.l?ﬂ“——]:ﬂ

(3) el B0° — sop gn, 1200 — 0.
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Ora affinché due apgoli abbiano i1 medesimo SENO, € necessario ¢ sufficiente
0 che la loro somma sia nguale ad un numero mparl di mezzi giri, o che Ja
loro differenza sin uguale ad un numero pari di mezzi giri; quindi detto % un
numero intere qual unqne, compreso lo zero, dallz (3) si ricava :

m . 60Y 4 m, 1200 — (2 -+ 1) 180",
O¥yvere .

m . 120 — m , 60° = 2% . 1809,
Nel 1% caso risulta: m = 2% -+ 1, Intanto Ia (2) pud seriversi:

]
(4) | sen m . 90° Baum.EDﬁ:—‘?—.

Ora m essendo dispari, potra essere delle due forme: 4n—41 e 4n — ].
Ponendo nella (4) il primo valore di m, senw, 90° diventa uguale ad |,

|
¢ 81 ottiene: sen (42 - 1) 30“:—2—2 sen 30Y, da cui:
(@) (4% + 1) 30° =24 . 180° 4 30¢
oppure
(5) (47 5 1) 30° = (24 + 1) 180° — 300

dove % rappresents un intero positive o nullo,
Dalla {a) si tras n == 3% ¢ dalla By n =3k + I, In corrispondenza 1

valori di m saranno :
m = 12h 4 1; m = 124 4 5,

Ponando invece nella (4) il 2° valops di m. senm. 00P — l, e risul-

l
tera : sen(dm — 1) 30' — 5 —sen2ll® E di qui si trae:

) (4n — 1) 30 = 24 . 180" - 2]09
(d) (47 — 1) 30° = (22 + 1) 180° — 2100,

Dalla (c) si ha n = 34 -+~ 3 ¢ dalla (d) » = 3% ed i corrispondenti valori
di m saranno:

m=12h~7; m = 124 — 1.

In quest’ultimo valore trovato per 7, A & per lo meno uguale ad |, e quindi
I'nltima formola pud seriversi :

m= 124 4= 1.

Consideriamo ora il 20 caso, nel quale nells equazione (3) la differenza dei
due angoli sia nn numero pari di meszi giri, e si avia: m — B4, E allora -
]

senm 9V — 0 ¢ Iy (4) ed anche la (2) s riducono a 0 — 5 che & assurdn,
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Quindi i valori trovati per m,
della (1) divisibile per

@ — (cos 600 -4 i sen 609),

Similmente si dimostrs che per 1 medesimi valori
1l detto numeratore risulta divisibile per

& — (cos 60° — 7 sen 60O,

4 . l:-l:lr.ll.!;.f

ed essi soli, fanmo divenire il numeratore

di m, e per essi soltanto,

CGid del resto risultz anche dal fatio che s¢ un polmomio reale in o si an-

nulla per un valore compleseo di %, si annulla anche
coniugato, Si pud cos! enunciare il seguenie
Teorema. 1.espressione

4% — (g — 1)» — 1
(g — 1) ]

per valori interi di ¢ si riduce ad un intero nei soli easi in cui m avra una
delle seguenti quattro forme : |

1Z2A 4+ 1, 1I2h45, 12A 47, 12A+ 11,

(dove % rappresenta un intero positivo ¢ nullo),

Ovvero per futti 1 valori della
BOY18

naturale che si ottengono cancellandone wna volta tre ed unm volts uno,
& cominciare dal numero 2, che sarebbe il primo ad essere cancellato.

Osservazione. Applicando i carattori di divisibilitd d'un polinomio intero
in e per (@ — a,)*, (G. Beruaccmi, Lezioni di algebra elementare, vol. 1I,
pag. BO-81), si trova che il numeratore della (1) & divisibile pel quadrato del
Suo denominatore per tutti i valori di m oche sono della forme B4 + 1, ciot
che sono d'ma delle due forme 124 + 1 e 12k 4+ 7. Applicando pol 1 earat-
terl di divisibilith per (¢ — @), (V. Inogo cit.) si trova che non vi & nessun
valore di s (eccetto L) per il quale i1 numeratore della (1) risulti divisibile
pel cubo del suo denominatore, o per ogni potenza pit elevata,

Cost &i pud concludere che la formola :

am — (g — 1) — |
[a{:a——l}—l-]]“

per n = 3, e per a intero, non rappresentera

mal un puUMerc iniero, eceetto
1l eas0 in cui sia m =]

» el quale la formola dia zero, per tuttl 1 valori di ».

PETRO Minano,

per il valore ecomplesso
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
95, 100, 101* e 103*

90. Due recipienti A e B contengono quantite disuguali di uno stesso Ui-
quido, e propriamente A contiene a litri di pitt di quanti ne contiene B. Ora

y
s‘immagini che dal recipientc A sieno tolti gl = del suo conienuio e versali

r -
in B, ¢ poi tiki da B y.ﬁ—ﬂ~ (el suo nuovo conténuto ¢ versati in A indi

tolti nuwovamenie dal recipiente A gli — del suo nuove contenuto e wversati
n

-

i = & - 1 - -
i B, ¢ poi lti da B gh o el suo nuovo conlereulo € versali in A e cosi

r
continuando fino a fare p volie la doppia operasions di versare gli = uek

T
eontenuto di A in B e gh = del nuovo contenwlo di B in A. Conoscendosi

it rapporto k del contenuto di A al conteruto di B dopo le p coppie di ope-
rasiont accennate, determingre la quentita di liguido comtenuta in ciascuno dei
due recipienti A ¢ B prima delle suddette operasioni,

Indicando con x il numero dei litri di Wquido contenuti nel recipiente B,
si deve trovare:

[0% — (0 — 7] (0 — r) k — [P+ 4 (n — 1)2p+1]

~ [2pfP+1 — pr(n — %] — 20 +r (0 — 1P —%] (0 — )k f.

X

Detgriminare nolire fra gquali limiéi deve naviare il vapporto k per sssere
possibile i problema, (D. Amanzio).

Soluzione del Sig, E. Piccioli, studente nella R. Universita di Genova.

Indichiamo con A,, A,,.... Ay e con By, B,,....Bg cib che diventano
rispetiivamente le quantifd di liguido ¢ + z e @, contenute nei recipienti A o B
prima di cominciare 1'operazione, dopo I, 2,....m coppie di operazioni. Dopso
la (s ~— 1)" doppia operaziofle, A, 1 sard la quantits di liqmido che = trova
nel recipiente A e quelln che si trova in B sard B, _; ossin ¢+ 20 — Ay —1,

perché la somma del contenuto dei due recipienti deve mantenersi sempre la

stesse — a 4 2w. Se da A, _1 leviamo gl -;— e I agmuangame a B, g,

R PP

nel recipiente A ve ne resteranmo Ag —1 e nel recipiente B verranno ad

T
N o—r

essereene 6 + 2@ — Ae —1. Da questo togliamo gh % del nuoyo cop-

tenuto e versiameoli in 4. (Cid che resta in B & la gquantits :

2
) A'—] — Bl (1.)
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e cib che viene ad essere conienuto in A ¢ la quantita:
M — 2 : 4
- d,_1+—":—(ﬂ+3m)_=ﬁg- (2)

In quest'altima formula poniamo successivamente s = 1,2,3. .. si ha allora

f—7\? ¥ n—7\2 7
ﬂ;—‘ > )An+;{u+zw)—( - )(ﬂ+m}+—(a+2:a}, poiché 4, —a+4w

- n____

A n—ri=

NRe—p\? r = r fn—
A’_.( = ).&?—I-;(u-l-?m}_.( ) (ﬂ+:@+; (——J (a + 2w) 4+

* [fn—7r
;—( )(u+2'n}+——-(n+.3m},

Per induzione si dovrebbe avere -

(3) Do | r)ﬂp(a + @) + (“'_ r)m_l)(a + 2a)+

n
n— r\ie—3) r
? — (@ +2a)4..... +— (a+ 2a).

Per persuadersi che cid & infatti supponiamo che sia:

— 2\ 3(p—1) — p\ 2 (p—2)
(4 Apa= (ﬂﬂ r) (ﬂ+:s)+%( = ) (@ + 2z) 4+

v T =T RLP"E} r
—ﬂ—( 5= ) e+ 22) +,.... +—_ﬂ—[ﬂ+2:ﬁl}.

La relazione (2) ci da allora, ponendosi per Ap —1 il valore dato dalla (4),

n—\2p r (rm—r\1l=-1)
dg = - (@ = ) = (& -+ 2 )+

Fl

/]

rofn—\8(p—%2) r
ﬂ( ) (a +2x) 4+ ..... -I-;{H"i—?:ﬂ}

che é precisamente la (3). Questo valore di Ap pud essere ulteriormente modi-
ficalo come segue :

71— r\IPp r 71— 1\ 2P—1) /5 — »\2{»—3)
-41:-—( - ) (u'i—:u}"l"?(ﬂ-i-zm)[( ) - )u'u +I:|

i n
n—\°?
n— r\2r r ]'_( % )
=( = (a+m)+—,;(u+2m) 5 =

|- (5)

fi—r P Py —
n—v rl— S
“[(T)EP+; &) ]+r[(ﬂﬂ“" K 2"' (,._) ]
—(59) (=)
n3P+1 - (n — 7)ip+1 2n8p+1 g-(,, — 2P
(2% — 7) n3* @ (2n — r)nds (3).

r\* r n—
..;.—( = )A,+;(ﬂ+2w)~_( )(a+a:)+ (—— (a—r-.ﬂ:}—l- (a+2),
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Par la velazione (1) si avid:
n—7 n—r =L (n_r)@p-1  2nfr—l__rin—-r)r3
= —{E—I—Em)— —) [ﬂ (2n — ryntr—* “ (2R — r)nir—3 ]_
P — (n — )22 2789 4 r(n — r)2r—1
a(n-—r7r) @n — 1) 7P + 2N —7T) @n— 1) ni -

Si conosce il rapporic 2 di Ap a Bp: Iequazione

#2414 (p — P4y 2pirtl — r(n — )PP
. (2n — r)n®P - (2n — ) nir A2
ﬂ’-?— (ﬂ _T‘:IIE_'P + BHEP—{- J‘(ﬂ—r}EP—I = (ﬂ'-"_‘?) .
’ (25 — r)nd? , N (25 — r)nEP
ci da:
a [2n22H) — 5 (2 — r)20] — [202P 4-r(n — )2P—1](n — )&
x  [n°P — (n— 7)2P] (n — Yk — 2P+l (n — r)fR L] ]

da cul finalmente :

[n3 — (n — 7)) (0 — 1) & = [nBPt1 (n — rfip]
= [2ntP+1 — » (n — rP*P] — [2#%F +r{n — ryip—3] (n — 1) %

Questo & il contenuto del recipiente B prima dell'uperaziune. Per avere quello
del recipiente A basta costruire a2 e s1 ha:

R — (n — 73 — 82 —1 4= (s — PPN (0 — 1)k
EF P =00 el s n—r)P — 20 1 (n— 7P (n—1) Kk’

Per avere i limiti di & riguardanti 1a possibility del problema, osservismo che
# deve essere sempre positivo e che quindi il numeratore e il denominatore
delln frazione chn ei dh @ devono essere dello siesso segno. 1l rapporto 4 ¢

dangue compreso fra

n82+1 <= (n — r)ip+1 2n8r+1 — r (n — 7)3%
(n — ) [n¥P2 — (n — r)3P| g (s — 7) [203P = r (n —7)BP—1] )

Di questi rapporti il maggiore & il primo. Ne concludiamo che % deve soddi-
afare la diseguaglinnza ’

nir+1 - (n — r)ﬂp-i-l 2029+l — r (n — r)ip
(n — 1) [ﬂﬂp — (n __.r-)!_p] > > (n — 7) [EﬂEP-l-r l(ﬂ-—r}'i?—-?lj'

100. Dimostrare che, quando n tende all'infinito, si ha:

: L i | ]
lim { — -}~ A I e . .,)=

Yni—1 pat—2° Pnt— (n— 1)

. Bzsso.

wia
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'I"j_j._n'j.ualrﬂ: '-m"'*:m;ﬂ del Sig. F. Mariantoni, studente nella R. Universiti di Roma.
- Dalla: trigonometria si ha:
h arcosen (z-+A)-—arcosenz __ arcosen|[{z+A) V z° - V1 —(e2+h?]__
h o k
tf arcosen H __ arcosen H H
R E k'
i, dove, come si vede, H tende a zero con A,
j?f”_' FHEEH [ldD ﬂl ]_j_[nit[:; PET ﬁ — D y B qlliIl.d] H —; D " I'iﬂlﬂtﬂ. .
arco sen (z-+A) — arco sen @  arcosen H . H
X lim ( ) — lim - . i 5
e A=) h Fi=0 H =0
“ e poiché
arco sen I H 2+ VY1 —a*—a ¥ 1| —(oz-+ AP
lim —— =1 e lim— — lim { v ; V ( ) ——
B=0 A= Pt - ¢
oy _ 2o+ h 1
Pl lim - f— o
i =0@+h) Y1 —a+a VI—@+h: V1o
E‘*“l puiremo porre, quando & & abbastanza piccolo:
é;ﬁ] arco sen (= -+h) — areo sen 1
e = ———— =g,
?1!” h V11—
"rﬂ 1
. con ¢ infinilesimo tendente a zero con A, od anche supponendo 4 =—,conn
suffimmentemente grande :
S ( 1 ) ] ‘
arco sen |o - Arco sen @ — - - —
7 P nt — nt ot n
$ * In questa formola & & suscettibile di tutéi i valori da zero (inclusp) ad |
1 2 n— |
(eseluso). Facendo nella medesima successivamente @ — 0, =4 gl gee ="
: - &
si ottiene la serie d'uguaglianze:
| 1 g
arco sen — . —_— -+ — =
7 n 7
2 ] ] H
Arco SN — — AreO 8en — =— o —
n 7 Va2 —1 7
3 ' 2 l 5
arc S o) L
0 sen — arco sen —- = Vi —o = —
i 12 = | i E
arco gen — — &reo 8en — I
" o Yat—m—12 7
da cul, sommando membro a membro, si trae:
1 ] 1 1

arco sen | — S . + — e,

;/-?1'!—] | ]/:.rz?—.?'? Vﬂi_,{ﬂ_ﬂlje 7




088iA :

s i . i 1 “"-l——l'ﬂ
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menbro diviene minore d1 ognl

l .
e decresee ¢cOn —;: cost la diffe—

Ova se n cresce ollre ogni limite il secondo

uantits assegnabile perché, come si & detto,

venza al primo membro potendo esser resa in valore assoluto minore di ogni

quantita arbitrariamente piccola ha per limite zero al tendere di 7 all'infimto, per cui:

W . ot |=3
TNy —1 =2 Yt —n—1t ) 2

ienti 8, b, ¢ affinché il polino-

a )
o +ax34 bxP-fex - m §ipossd metiere nelle jorma (1‘—|-§-1+p) ?

quella relazione sia soddisfatta, risolvers U'equazione

101". A guale relazione devono soddisfare i coeffic

mio
E, nell'ipotesi che
tax®Abx24cx+d=0 ()

- (D.¥ Besso).
Risposta del Sig. P. Marazno, studente a Catania.
1. Poiché si ha:
Q 2 al
(3:9 -I—Em-l—p) — gt 4 ax® + (T -l-2p) o+ apa + p*,

affinché questo polinomio sia identico al dato, dovranno averst le relazioni :

at +8p =140, ap = C, p® = m.

Eliminando p dalle due prime risulta :
DA —dab+8c=0,...¢:000 [1]

che & la relazione cercala.

La [1] esprime la condizione necesesria perche i polinomio xt 4 axd 4+

a
bha? 4 car 4= m possa mettersi sotto la forma (m* o l p) , Tna non gquella

snfficiente.

Stando nel campo del numeri reali, perchd la tresformazione abbin luogo,
S RIS . s c? -
oi pichiede inolMre che m sia positivo ed uguale & —¢. 11 segno di p dipenderd

= - ® " ' n
poi dai segni di ¢ e ¢, perche p =~

Ad es. nel caso del polinomie ()
gl = 4 a? — B — 122049

(¥} Un'equasione parilcalare di questa clame, olod 1'eguasione
ol 4+ 220° 4 30t + 2= B1600

& siain risolta da Jaez Paofoli.

(*8) V. quistlone 92%.
10
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la. relazione [17] & soddisfatta ed inoltre i) termine
ot

a ) onde m‘+4a:3—-—2¢‘—-—12m+9 e il

indipendente da = & uguale

quadraieo di o 4+~ 22 — 3.
Il. Per risolvere ora l'equazione

m4+u$3+bm”+cm+d—-0

nell'ipotesi che ® — 4423 4 8¢ — 0, si aggiunga ai due membri un numero
: ot . ct
A tale che sin & 4+ g — 5 cioe A == — . Allora essa diviene :

m‘+aﬂ3+bm"+cm+;—:&,

a ¢ \*
DYVero : xt x - —
2 a

£ o —
e pero $2+—2—ﬂ:+'&—-|—’/.&20

e l'equazione proposta essendo stata ridotia 4 due
cousiderare eome risoluta,.

Ad es. trattandosi dell'equazions

equazioni quadratiche si pub

m“+?tv3+3m‘+2m——81600—-*0

poiché —-.-_-: I, rmsulta & =— R1601. Aggiungendo % ai due membri si aved -

2t + 228 | 32 §- 24 -1 ) = 81601,

e quindi #* =2+ 11 /81601 = 0.
2
Discussione. — a), - — a4 0.

Le quattro radiei della proposia saranno immaginarie.

c!
b). F — d =10
Allora l'equazione si riduce ad ° -~ ; @+ — = 0. 8i avranno due ra-
dici doppie, ciod;
a l/ at ¢
P== 4 = - 16 & °
In tale ipotesi queste due radici doppie sono reali e distinte. se — > =
u"’ ¢
010 immaginarie se =5 < — 3 e sono reali e coincidenti se 76— -
Un esempio dell’ u]tlmn caso ce l'offre 'equazione :
3 1 1
S —— ¥ g
@! = g3 4= g 2+ lﬁm+256_—0

che si pud serivere :

1 1 \¢ 1\1
*(:a*+—2—a=+lﬁ).._ﬂ, appiure : (m—-l——-):ﬂ

!
che ha la radice quadrupla © — — T’

-
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- I" ) . ﬂi‘-
I L‘). Ei- — > 0.
. “ | L . o
& Allora da m‘—l—%m-}-?_h]/k: 0,
E
| 8l trae:
a G 5 =
fl -"'——'4—'1"'/]5 el R
1 at ¢
I . N . - . .
- S¢ 35— — — P A=10, s avranno quattro radici veali due delle quali
| 4 coineidenti.
' LA R )
T ~ +=§J &> 0, - | | o
A - ' si avranno due radici reali e due immaginarie.
e ‘E — F e, V;I < 0. ,
| a* G == : c y s o5
] Se == — ks V& <0, siavranno quabiro radiei immaginarie,

P o — -E— + k=0, si ayranno quatiro radici, una reale doppia, le
alire due immaginarie.
) k=0, siavyeanno (quattro radici reali uns delle quali doppia,

16 fn
. at a2

. : C — ' T ‘
Liipotesi = —+ yr=0, = ——JAh=0 non ¢

ammissibile, perché darebbe 7k — 0. (%)

103", In un teiraedro, se i coseni delle facce d'un triedro somo proporaio-
nali alle lunghesze degli spigol oppusti, le altezze del tetraedre passano per
UNO seesso punto: reciprocamente se le altezze dun tetraedro passano per uno
6580 punto, in ciascun triedro i cosems delle facce sono proporzionalt agh
spigoli oppostd, (G. Rigoni).

Dunostrazione del Sig. G. Trapani, studente a Catania.

Nel tetraedro A BCD eliaminsi eon @, B, v lo facce CAD, BAD, CAB
e con 5, &, 8% le lunghewze degli spigoli AB, AC, AD opposti,

Dai vertiei B e € conducnnsi le perpendicolari BF, BF alla coatola A D,
Dai triangoli rettangoli ABF, ACF, si ha:

AF = ABcoyp — 8. cos B, AF = §&. cos u.

Ma per dato §:8 =—cos «:cos f, ossia S, cosB=8 . cosm, quindi AF— AF
e 1 punti F, F¥ coincidono: per conseguenza la costola BC & perpendicolare
alla A D. Adunque il tetraedro ha le costole opposte mspettivamente perpendi-
colari fra loro e percid le altezze s'incontrano in wun punto (Cfr., Baltzer:
Ster. § 0, 10).

(*) Beluzioni meno diffuse dl quests quistione pervennero dai Blgg. A. Buldassarre {R. Istituto
tecnioo Barl), €. Candido (R. Liceo Lecoe), 4 Dal Puono Sidoli (R. Istitato tecs, Regglo Emilia).
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Reciprocamente: consideriamo le altezze B G, C H, condotle dai veriici Be C
alle facce opposte, che si taglino in un punto. Il loro piano tsglierd le facce -
ABD, ACD secondo le rette BF, CF, perpendicolari alla®A D. Allora dai
iriangel reftangoli ABRF, ACF, =i ha:

AF —= 8. cosP; AF— § .cosu,
gicche ,
ScosB—==~5 cosee, ossia 7 8:8 —cosa: cosP.

Analogamente si dimosira che §° : 8” — cos B : cosy, onde

§:8 : 8" —cosw:cosP:ocosy.

Sono pervenute inoltre le soluzioni segmenti: quistione 108". dal Sig. V. Co-
wmbo, G. Russi Raggi; 109°, A. Baldassarrve, V. Columbo - 112. F. Ma-
riantoni; 118. 8. Catania, G. Rozsolino; 114, G, Santacroce, U, Scarpis’s
115. U. Scarpis; 119. 8. Catania, F. Mariantoni, G. Santacroce; 120°. E. €.
Ricei; 121, E. Bellezza, G. Cundido, A. Gandolfi, D. Paeilli, G. Polverini,
E. G. Ricei, G. Trapani; 122°, D, Pacilli, . Trapani; 123°. E. Bellezza,
A. Gandolf,, G. Russi Raggi, . Trapani; 12&. @, Russi Raggi, G, Trapani;
125°, F. Bellezza, G. Candidn, A. Gandelfi, G. Polverini, (. Russi Raggy,
G. Trapani, olire ad una generalizzazione di quest'ultima quistione dal signor
prof. &. Russo — soluzioni alle guali verri data evasione nei fascicoli ventari.

L.a. Redazione.

QUISTIONI PROPOSTE O

136. Résoudre en nombres entiers 1'dguation
2t e 28,

E. FAUQUEMBERGUE.

12'7. Dimostrare che il numero dei modi nei quali un intero M
puod ottenersi eome differenza di due quadrati interi, & dato dalla
formola

(_l)x(m1‘l‘1)(mz+1)é...(mﬂ—l-l)(m—l)-—J::!

dove « & Vunitd quando M & guadrato perfetto, zero negli altri casi,
m denota 1’esponente del fattore 2 ed My, M,... My gl1 esponenti degli
altri fattori primi di M,

A. Tacrmomu

(¥) Le questiont conirassegnate con agterlico sono sselusivamente indirlzzate agli alunni delle
noaire semoie.
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1238* Divisa la corda A B di un arco in tre parti nguali

_ AI—=1IFE —FE B e condotti i raggi OI M, OE N, dimosirare

4 4-Dcos o
-4 cos =

che il coseno dell’angolo medio, ciod cos /O K — , essendo

angolo A O B—=u« l'angolc al centro.

129* Di un pentagono 4 B C D £ si conoscono i lati 4 B=a,
BC=0D=2a, DE—3a, EA—4a e gli angoli KAB =
B CD=120°, si ealcolino gli altri elementi per la sola geometria.

(. BELLAcCHI.

130*. Senza valersi della teoria dell’eguivalenza e senza sosti-
tuire ai segmenti i numeri che servono loro di misura, dimostrare il
segnente teorema: Se si costrnisce un triangolo rettangolo, che abbia
per cateti la diagonale ed il lato di un quadrato, e poi se ne costruisce
un altro che abbia per cateti il lato di quel gquadrato e 1'ipotennsa
del primo triangolo, 1'ipotenusa del secondo triamgolo sard eguale al

doppio del lato di quel quadrato (*).
E. DE Amicss.

181*. Le potenze di un intero a qualsiveglia, sono sempre espri-
mibili mediante la somma di ¢ termini conseeutivi della serie dei
numerl dispari.

F. P. PATERNO.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Elementi di Geomelrig, 8 uso delle Scuole Secondarie inferiori, di G. Risoni,
corredati da unsa raccolfa dr ecirca =elcenlo essrcizi, per curg d1 D, GAM-

BIOLL Bologpa, Ditta Nicola Zanichelli, 1892, Prezzo: L. 2.

Gli elementi di Geometria del sig. Prof. G. Riboni, mni sembrano molto adai-
tati per le scoole alle quali sono destinati. Ajl medesimi accresce pregio la col-
lezione numercsa di esercizi aggiuntivi per cura del Sig. Prof, D, Gambioli.
Carettere precipuo del lipro é I' indirizzo pratico a cul @ informato, sia sotto
il riguardo delle dimostrazioni, come rispetto alle applieazioni, che vi1 sono nu-
merose, per modo che il medesimo ritengo riuscird di facile lettura per 1 gio—
vinetti delle scucle secondarie inferiori.

Il principio di anteporre Ia teoria della misura a guella delle proporzioni,
quivi trattate coi numeri, & da lodarsi, siccome quello che vale ad appianare la

(*) L'alunno pod glovarsi delle proporzioni fra grandeszsze geomebriche,
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magglore delle difficolth che presenta lo studio della geometrin elementare. Del
regio in un libro destineto a scuwole infariori nemmeno poteva balenare il pensiero
di svolgere la teorica delle proporzioni tra grandezze altrimenti che con numeri.

Tanto la planimetria che la stercometria sono contenute nei presenti sle-
menti in giusta misura, ma pid questa che quella, Trovo ad es: la teoria delle
parallele esposta con dettagli forse maggiori del necessario, 1 teoremi 4 ¢ 7 a
pag. 60 e 62, riguardanti i caratleri pei quali nn quadrilatero é inserittibile
e circoserittibile ad una eirconferenza, superflui, Qualche dimostrazione sarebbe
& mio giudizio da sostituire con altra pit semplice; quella ad es, del 3 teo. &
pag. 30, relativa al confronio 4i due triangoli aventi due Iati ugunali a due
lafi e disugnali gli angoli compresi, che coll’ esposizione dell’ A., riuscira diffi-
cile & non a comprendere almeno a ritenere dai discenti. Da mnotarsi Dure un
certo abuso di postalati nei preliminari: per me i postulath O° a pag. 5 & 7°.
89 ¢ 9" a pag. 6 sarebbero da ometlersi in wn libro come il presente. L'amore
di brevita ha condotto 1' A, & dare talvolta dimostrazioni forse troppo succinte,
ma poira supplire & cid 1'insegnante. Alla proposizione enunciata a pag. 48,
‘ossia ¢ due segmemntl circolam sono eguali quando =zono eguali 1 loro archi »,
va aggiunio « ed 1 loro raggi ».

A faluno poira parere difetto=le numerazione non continue dei teoremi e il
non richigmare con numeri i teoremi man mano invoecati. Siccome il far ¢id non
avrebbe arrecato probahilmente inconvenienti alla qnmimgi.ne del libro, consi-
ghierel I'A. in una prossima edizione, a render continua la NUmeErazione, ag-
giongendo gli opportuni richiami.

Voglia I'egregio collega considerare questi pochi appunti al soo lavoro, come
1spirati dal desiderio di veder reso ancora migliore un libro che sotio modesta
apparenza racchinde non comuni pregi didattici ed & a parer mio desfinato a

non finire dimenticato mei polyerosi scaffali delle librerie.
A. LuoeuL

Dort, OSKAR SCHLOMILCH, — Elementi di geomeiria metrica. Prima versione
itahana dei Professori D. Gamsiori e V. Bernarpr — Parte Il — Diita
G. B. Paravia e Comp., 189). Prezo: L. 4.

Giad hwo vifertto sulla 2° parte di quest'opera nel fas. Il dell'anno 1891 &
questo giornsale @ per dar esito alla promessa allora fatta, mi ocenpo gni della
3" parte.

In questa, come nelia parte precedente, riscomtransi gl stessi caratieri di
omissione dei particolari e concisione che permettono di avare, in un libro di
mole relativamente piceola, lo sviluppo della stereometria, trigomometria sferica
€ geometria descrittiva. Il libyo consta di 1] capitoli, oltre ad un’appendice dei
tradutfori, i cui titoli sono: — 19, Rette e piant nello spazio — 29 L'angolo
solido — 3°. Corpi racchiusi da soperficie piane — 4° Confronto ¢ misura dei
poliedri — 5°, Generazione delle superficio e corpi rotondi — 6°. Le sezioni co-
niche — 7° Misure dei corpi rotondi — 8°. Caleolo dei trigngoli sferici —
9°. Applicazioni stereomeiriche della trigonometriz sferica — 10°, Proiezione pas
rallela — 11°. La proiezions prospettics,
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Senza entrarte in minnti dettagli, mi limiterd, per ciaseuno di essi, ad acoen-
nare quegli argomenti che costituiscono & mio giudizio il principale pregio del-
'opera,

Cap. 2°. — Molto semplice la dimostrazione del teorema che stabilisce la
relazione fra le facce d'un triedro ed 1 diedri del triedro supplementare, Chi ha
pratica della scuols sa che il teorema in discorso, come trovasi esposto nei
pil nsitati manuali di geometria, riesce difficile ai discenti — Costruzione degli
elementi incogniti del triedro in futti i casi in cui son dati gli elementi che
valgono a determinarlo.

Cap, 3°. — Nuova e facile dimosirazione del teorema d'Euloro relative al
numero de1 vertiei degli spigoli e delle facee di un poliedro — Le limitazioni
pel numero degli spigoli e dei vertici, im funzione del numero delle facce, nei
poliedri enleriani — Ln costruzione della piramide »8%% in due casi notevoli e
le refi dei poliedri regolari.

Cap, 4". ¢ 7. — Volume della piramide triangolare e della sfera con appli-
R o i P ;

nm+ 1 T m1’

cazione del principio espresso dalla relazione lim

=60
— Volume del tronco di piramide a basi parallele sotto una nnova forma, oltre
& quella ordinaria, — Volume del prismatoide

Cap. 6°. — (Esso merita menzione speciale per la irattazione foori del-
"asuale con la quale sono sviluppate elementarmente lg proprietd delle celebri
curve che derivano dalla sezione del cono. Senza far confronti con manusli sco-
lastici italiani, perchd pochi ve ne sono in cui siano considerate le sezioni co-
niche, come quelle che non fan parte dell'insegnamento elementare delle mate-
matiche nei programmi delle nostre scuole, eccezione fatta pel IV® corso della
segione fisico matematica degli Istituti tecnmici, e forse a torto, la trattazione del-
I'A. sembrami preferibile a quella di molti libri scolastici stranieri).

Genesi delle sezioni del como circolare retto otienuie con un piano, comungue
posto, rispetio all’asse e che sega 1'asse, ¢ parallelo ad uns generalrice, o, sega
le due generatrici di una sezione meridiana. — Le seguenti proprietd generali
delle sezioni coniche: & per ogni punto d'nna sezione comiea il rapporto del suo
raggio vetlore alle sua distanza dalla dircitrice & costante ed uguale alla carat-
teristice della sezione » e « la tangenie ad un punlo qnalungue d'uma sezione
conica e la perpendicolare innalzata dal fuoco &l corrispondente raggio vettore,
passano per uno stesso punlo della diretlrice ». — « Qualungue sezione ellit-
tica del cono pud essere ofienula da un determinalo cilindro » — « Qualungue
sezione iperbolica d'una superficie conica gualunqgue, si pud irasporlare in un
onovo cono determinato, in modo che il piano di sezione sia parallelo all'asse »
— « [l parallelogrammo contenuto dalle distanze di nn punto dell'iperbole, press
parallelamente agli assintoti, e dagli assinioti ha per ares costante la meta del
retiangolo dei semiassi » — Quadratura della parabola, dell'ellisse e dell'iper-
bole. — « 1 centri (vertici) di tuile le superficie coniche sulle quali si pud
trasportare una parabola dafa, si trovano su unz seconda parabola, il eui piano
é perpendicolare al piano della parabola data, il cui vertice & il fuoco ed il eui
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fuoco & il vertice della prima parahola : gh assi delle corrispondenti superficie
coniche sono le iangemti alla seconda parabola » e teoremi analoghi per 1'el-
lisse e per l'iperbole.

Cap. 8° — Espressioni di Cagnoli, Enlero ¢ Lhuilier per 'eccesso sferico —
Il teorema importante « Un piceolo iriangolo sferico curvilineo pud essere con-
siderato come wn triangolo piano, i cui lati hanno nguah lunghezze ed i cui
angoll somo cestruiti in modo che ogni angolo del triangolo sferico mia siato
dimimuite della terza parte dell'eccesso sferico ».

Cap. ©° — Volume del prisma irangolare espresso mediante le aree delle faccs
laterali e della base, e degli angoli diedri formati dalle prime fra loro e colla
base — Espressioni dei raggi delle sfere inscritte e circoscritie al singoli po-
liedri regolari ¢ le arce ed i volumi di questi. -

Gap. 16" — Rappresentazioni delle sezioni piane delle superficie coniche,
eilindriche e di rivoluzione e di queste fra loro. |

Tutto cid per 1'opera originale. Nell'appendice sono risoluti aleuni problemi
dr planimetria, stereometria e irigonometria ed altri vengono proposti allo sto-
dioso. Fra i problemi sviluppati, cosa ben fatta, & considerata la quistione:
« dimosfrare che se le bisoftrici dei due angoli d'un triangolo sono uguali,
ess0 e isoscele ». Cimscun capitolo & stato arricchito daj traduttiori, con
molts. opportanitd, d'una serie d'esercizi : peccato che non sempre essi siano
hene coordinati agli argomenti sviluppati nel capitolo. Negli esercizi relativi
‘al cap. 8" irovansi motati i valor: di tutii gli elementi appartenenti a 17 trian-
goli sferici, cid che fornisce soggetto di utilissima applicazione per lo studioso.

Qualeano potri muovere obbiezione riguardo al metodo & cui & informata
questa, come le parii precedenti, della geometria elementare del dott. Sehldmileh,
che non & cerio il sintetico, ma & un passo innanzi nel metodo analitico di
tratiare la geometria, iniziato dal Legendre. 1 percid che prescindendo dal me-
todo innovatore al guale Vopera & informata, che pure ha trovato accoglimento
favorevole nella patria d’Arminio, tanto da permettere alla I parte dell’opera
di giungere alla 7° edizione, alla 1] parte di giungere alls 6% ed alla I di
pervenire alla 3° edizione, 1'opera & consighiabile per gli alunni degli Istituti
tecnict, pit che per quelli dei Licel, ne' quali i metodi della PuUTRE  geometria
8ono in  gualehe maniera preseritti anche dai programmil. Non dico poi che
qualche appunto non fosse da muoversi alla medesima anche sotto il rispetio
didattico, in quanle il desiderio d'innovare ha portaio talvolia 1'A. ad escogi-
tare dimostrazioni meno direite di quelle ordinarie e sopratutte & un ostacolo
per la facile intelligenza del libro la rigidita dello stile.

Riguardo alla tradnzione non posso passare sotfo silenzio che vi si trovano
frequentissimi gli errori di stampa. e frequenfi le imperfezioni e scorrezioni del
periodo. A. Lve1r

e

NB. L'elemco delle pubblicazion) rlesvuie, dalia chivsura del fesc. |, viene rimandate al fasei-
colo venturo.

Chiusura della redazione il di 11 marzo 1892,
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| PRONIITD I TN LATORO SULLA STORIA DELLE MATEAATIC

T N

Il chiarissimo dottor Gino Loria, che msegna l'alia geomeiria
nelluniversith lignre e con pregevoli scritti alacremente ne cura il
progresso, or sono tre anni pubblied un sno bello studio sul Periodo
aureo della geometria greca, il quale trovasi inserito fra le me-
morie della R. Accademia scientifica di Torino, serie 1I, tome XL.
Come i mordici abitatori del’Europa lasciano le umide nebbie del
loro clima, e vengono a ritemprare la salute al sereno e caldo cielo
delle regioni meridionali, cosi il valente geomeira abbandona per
aleun tempo le moderne ricerche sugli spazi ad % dimensioni, sulle
geometrie infinitesimali, proiettive e cinematiche per tornare alle
pure sorgenti della scuola greco-alessandrina, e con dilettevole stile
rinverdire 1'antica sintesi di Euelide, di Archimede e di Apollonio.
Dal commento di Teone apparisce esser vissuto Euclide tre secoli
innanzi Cristo, aver uniie ed ordinate le proprieth dello spazio sco-
perte da Talete, da Eudosso e dai Pitagorici. I suoi famosi elementi
di geometria trattano delle figure poligone e poliedriche, delle gran-
dezze commensurabili ed irrazionali; in virti di alcuni semplici postu-
lati per intersezioni- di rette e circonferenze ivi si costruiscono le
incognite dei problemi, e per una catena di sillogismi rigorosi dalle
definizioni semplici e cluare deduconsi le relazioni di sifo @ di gran-
dezza fra le varie parti delle figure. Sebbene Euclide non faccia pa-
rola del moto geometrico, considera la circonferenza generaia per
la. rotazione dell’estremo di un segmento rettilineo che abbia fisso
I'altro estremo sul piano, escludendo ogni istrumento meccanico. Nel
dimostrare I'eguaglianza RMegli angoli alla base di un triangolo iso:
scele considera due triangoli non sovrapponibili per moto di scor-
rimento; perocché sia necessario di far girare prima nello spazio
uno dei triangoli altorno ad un sno lato, abbatterlo sopra la banda

opposta, e poi trasferirlo a coincidere sul secondo. Le prove euclidee
11
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sopra 1 casi i eguaglianza dei triangoli e varie costrozioni dei que-
siti 1. possono applicare alla sfera, purché si sostituiscano circonfe-
repze massime alle rette; valga ad esempio la regola per tracciare
le tangenti ad un cireolo da un punto esterno. La 47¢ma proposi-
zione del I libro & la pit attraente e feconda per le conseguenze:
da essa discende il modo di costruire un quadraio equivalente al ret-
tangolo descritio con i lati @ > % od alla somma e differenza di
figure poligone: seguendo lo stesso metodo provasi Peguivalenza de
rettangoli che hanno per basi due lati di un triangolo qualungue e
per altezze le proiezioni di ciaseuno sull’aliro; ricavandone le dirette
dimostrazioni dei teoremi 12 e 13 del II libro. Introducendo le
notazioni (@, b)a per indicare il parallelogrammo diseenato con i lati
@, b e I'angolo compreso x; (a@)s, se abbiasi 2=25, od il rombo che
ha il lato 2 e I'angolo «; (g, &) il rettangolo descritio con i lati
@, b ed infine () il quadrato costruito sul segmento a, col razio-

cimio delle prime proposizioni del 1l libro euclidiano trovansi le
identith

(1) (@ b)s +(a, €)e = (5, & + O)u: (2, 2B)a=2 (a, Bl ;
(e, 2b)a =2 (2,2 b)e = 4 (a, b)a.

I parallelogrammo avente per lati le

l // f{'F somme @y ~~ap, &; + by, mediante le pa-

_______ P A— rallele eondotte dagli estremi comumi ai

% / segmenti si decompone in quattro paralle-
o = logrammi e quindi resulta 1*identita

(2) (2,4 as, &y + by)y — (@1, O4)a =+ (23, E’J)ﬂ. + (@, ba)a + (@3, Ds)e

simile all’aritmetica esprimente il prodotto di una somma per una
~ somma ed estendibile al parallelogrammo costruito con i lati
@+ ag+ag... +a,, b+ bg+... 4+ b,. La medesima figura
0 la (2) fornisce. I'identitd

(3) (5!"1 -+ Qs, by + bg)a — (s P)e—=— (a'l y biJ-:r. == {'-7-2 , by =+ b,

In particolare facendo &, — a,, by — @, la (2) diviene

(4) (@1 = ag)e = (@y)a =+ 2 (@, t1)a + (20)a,

|
r{'!
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che per = = 90° simholeggia il teorema 4° del secondo libro; e
la (3) si riduce alla

(ay 4 g — (@5)a—(ay,28)a = (@3, &1 + Qz)a = (203 + @2, @)s :
ovvero ponendo ag =— a — a; si ottiene
(@) — (@) = (@ + a5, 2 — @y)x;
dungue la differenza di due rombi equiangoli si trasforma nel pa-
rallelogrammo avente per lati la somma e la differenza dex loro
lail e con i medesimi angoli.
Il parallelogrammo A BC D mediante due trasversali A’C, B' D’

condotte per il sno eentro
¢ decomponibile in quatiro

triangoli a due a due con-
grui (AA'D', B CC)
(BA'B', D'DC) e nel
parallelogrammo inferno
A"B C' D, di eni due lati
sono i segmenti 4'B' = &
D'C —=¢, BC — A’'D = ¢, inclinati secondo 1'angolo w = 4"B C’:
ponendo BB —ay, BC=gay, BA = b, A4 = by, el osser-
vando che i detti triangoli formano due parallelogrammi, si ottiene
I'identitd geometrica

(a'.l = Qg , bl o bﬂjﬂ-:: (a'.l ? b:l.)l1+ (‘I! » bﬂ)ﬂ._l_ (Gli GE)I-IJ ’

e per 1 valori by = @y, by = 0 si riduce al rombo (@, = Gg)o=
2 {ay, g)a—+ (¢, Ca)w, € nel caso di z = 80° il rombo iusieme al
parallelogrammo interno divengono quadrati; onde la relazione
(@, + a3) = 2 (@,, @) + (¢) e togliendo il comune rettangolo
2 (@, a3) resulia (a;) 4 (@) = (cy) significante il teorema pitagorico.
In un rombo A BCD sopposti i lati A" B, B (" paralleli alle dia-
gonali AC, BD si hanno®w = 90°, b, = a;, by = as e l'identita
generale riducesi alla (2, + ag)e = (@)a + (@s)a =+ (€1, €3), € quindi
2 (ay, agle = (&1, €9).

Se nel surriferito parallelogrammo 4 B CD si tirino per 1 punti

A, B,C. Dk parallele ai suoi lati fino a segarsi fra loro, si ot-
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tengono cinque parallelogrammi equiangoli gli opposti cuﬁgruj , & lo
interno A B, C, D avente per lati A4, B,=58, — by, B, C, =
a3 — a,; onde l'identita
{ﬂl‘l'ﬂir by ~+ bg)o = 2('-'31 ; bl)ﬂ- -+ 2(“2 y D)o (as — @y, by — bg)a
che per b, = ag, by= a; si riduce alla
() + agle=— 4 (ﬂlr (g)a (ﬂa — )
e per o = 90° corrispondono a note identita algebriche.
Sia ¢ un punto interno del segmento AB ed O il punto me-
' dio, ne risnlla (40) — (0OC) =
= (AO+ 0C, A0 — 00)=(AC,CB),
E ovvero (A0)=(AC, CB)+ (0C)
i che & il teorema 5° del libro 1
9 2 U ¢ 1;. == similmentie per un punto esterno
D si deduce (0D) — (0B) =
(4 D, BD) significante il teorema 6°.

Rappresenti AC il segmento aurco di A B, ciot (4 C) = (4 B,
CB)=—(AB, AB— AQ(), poiché (AB)=(4 B, AC)+ (4 B,
A B — A C), amotivo dell’ipotesi precedente si ottiene (4.B) = (4 B,
AC)+ (AC)=2(40, AC)+ (A ), ed aggiungendovi il quadrato
costruito sopra A0 ne deriva (AB)+ (A0) = (40+ 40); il
il primo membro di questa eguaglia il guadrato dell’ipotenusa A J,
cssencdo A4 B e BI=— A0 i cateti (el triangolo rettangolo, onde
A= A0+ AC, dacui A Q0= AJ — A0 identica alla soluzione
euclidea, prop: 2% libro II. Parimente dalla relazione (4 C)= (4 B,
CB)=(AC=+ CB, (B)=(AC, CB)+ (CB) si deduce (CB) =
(AC) — (AC, CB)= (4C, AC — CB); quindi preso il punto B’
simmetrico di B rispetio C, I'nltima equivale a (BC)=(AC, AC —

B'C), onde B'C & il segmenio aureo di A C.
Disegnando i quadrati sulle parti

& 7 _F b4 M :
e | eguali 40, OB ed il rettangolo
3 1‘;-._19___*__ ., AMUD con le parti diseguali 4 A,
IR N4 MB, lo gnomone ULOBEFRU e
x“-.._ﬁ quivale al detto rettangolo e pereid
A 0 M } questo ¢ minore del quadrato deseritto

=i i -
g e e b e ;
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sopra A O meta del semiperimetro, dungue fra tutti i rettangoh
isoperimetri il quadrato ha la massima superficie; proposizione si-
mile alla 27°* del VI libro.

Anche le relazioni fra isegmenti determinati dalle corde circo-
lari segantisi dentro o fuori del cerchio, sono dedotte dall’equivalenza
delle superficie indipendeniemente dai numeri e dalle formole
metriche.

Nel HI” hibro Euclide applica la sezione aurea a costroire il fman-

- golo isoscele, di cuni gli angoli alla base siano doppi dell’angolo al

veriice, e sussiste puore la proposizione reci-

C

proca. Infatti nel f{riangolo isoscele A CB i
suppongano gli angoli 4 = B= 12 C; tirata la
bisetirice A D dell’angolo €A B ne conseguono
BA = AD= DC e significando con M il mezzo
di B D, si deduce (A D)= (A M)+ (M D), ovvero
(DO)+(MC) =AM+ MD)+ (MC) =
(A4C) + (MD) = (BC) + (MD) = (BM —+
MC) +~ MD) — (BM) +~ 2(BM, M(C) +
(M C)+ (M D) e quindi resulta (DC)= 2(B M) -
R(BM, MC)= (BD, BC); dauque se un lriangolo tsoscele abbia
gl angoly eguali dupli dell'angolo al rertice, la sua base pa-
reggia tl segmenito awreo di ciascuno deghi allr: lals.

In questo triangolo ABC si prendano 4 A" — BB — AB, ¢
sulla A'B" parallela ad 4 B si seghino le
parti A’ E=BD=AC=BC, la B-
gura £CDEA sard un pentagono rego-

lare perche B'C & il segmento aureo
di BB = AB ¢ di EB a motivo del
iriangolo £ C B" avente gli angoli alla
base doppi dell’ angolo al veriice, onde
EB = AB ecc. Dalle costruzioni del

quadrato, del pentagono, e dell’esagono regolari Euclide concluse potersi

dividere la circonferenza in archi eguali secondo i numeri 27, 2”.3,
2".5, 2*.3.5 con m intero e positivo. - Il napoletano Alfonso Borelli,

professore di matematica all’Universita di Pisa nell’anno 1658 stampd
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I'Euclides restitutus riformando 1'ordine dells proposizieni & semplifi-
cando i ragionamenti; cosi dimostra un triangolo isoscele A B € esser
pure isoangolo, costruende il triangolo A’B'C simmetrico del primo
rispelto al vertice C' e sovrapponendo Yangolo B'CA’ sull'eguale
A CB mediante la coincidenza di BC con CA e d; CA’ eon CB.
La congruenza di due triangoli ABC, A'B'C’ aventi 1 tre lati ri-
spettivamente eguali & da lui provata col sitnarli in posizionl sim-
metriche e coi lati A B, A'B coincidenti; condotta la retia COC

ricava per i triangoli isosceli 4 CC', BCC Peguaglianza degli an-

goli €, (7. Nella teorica delle parallele al postulato enclideo sostitui
il principio il tuogo geometrico dellestremo di un segmento rei-
lalimeo | costante e normale ad wng reliq a, dove giace U allr¢
esiremoy comporsi di dwe retle 2, " simomeiriche ed orilogonali
con 1. Le proprietd elementari del cerchio sono esposte dal Borelli
nel 2" libro, vi determina il centro o’ una circonferenza descritia
per lincontro delle normali bisecanti due corde aventi un estremo
comune. -Al termine di questo suo libro distingue le guantitdh com-
mensurabili dalle irrazionali e premette il lemma, euclideo daie due
grandezze disuguali a > b, se dalla maggeore a st lolga la parte

a > —;— e dal residuo a — a’ s; tolga a" > = : 2 e €ost da cia-
scun residuo piv della sua metq, prosequendo si giungera ad
una grandezza minore della b.

Considera un triangolo 4 BC avente Vangolo retto 4 ed i lati

CA = AB, tirata la bisettrice

= A
T BC; dell’angolo B fino a segare
e 14{- . '
S m Oy il lato CA4 e da C, la
_If "J_ = ‘-H'\\ [:I
e .

i perpendicolare O, D a4 BC, a

. L . , Y
/,;*""ﬁ f \ motivo di BD = B4 > 2V
il : \ st avrth DC=B(C — AB ¢

DC=C, D= AC;; condotia
la parallela 0,B, a CB, nel triangolo rettangolo isoscele AC,B,
i cateil eguagliano il residuo DC, e la Cy.By, bisettrice dell'angolo
Bilid = C, soga dal lato 4B, = DC il segmento B, B, > A5
¢ cosl tirando B, C, paraliela a BC si ottiene il iriangolo iso-
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scele A B0y ece.; in ognuno di questi triangoli per la biset-
trice dell’angolo acuto si sotirae da eciascun cateto pin della sua
metd; onde si giungerd ad un triangolo A B, C, isoscele rettangolo
e tale che 1 lati C, 4 = A B, risulleranno minori di ‘gualsivoglia

piccolissimo segmento. Ora se B avesse una comune misura d col

lato A €, sarebbero tanto A C, = BC — AC, quanto By (; = B( —
2AC, multipli di d; e cosi tutti i lati dei successivi triangoli iso-
sceli e I'ultimo A B, verrebbero multipli della grandezza finita d ;
conclusione. assurda perché A B, pud ridursi minore di ¢, dunque
la diagonale B del quadrato & incommensurabile con il lato A C.
I Borelli inserisce i teoremi di Archimede sul circolo, ed appli-
cando 1l metodo di esaustione prova esser il circolo equivalente al
iriangolo, che abbia la base eguale alla circonferenza e |’ altezza
pari al raggio. Dimosira la proposizione di Snellio essere il poligono
regolare iscritto di 2 lati medin proporzionale fra i poligoni regolari
iseritto e circoseritto di 42 lati, e vi aggiunge il teorema di Galileo
ognt circolo esser medio proporzionale fra due poligoni regolari

stmall, luno tserittovi e Uallro isoperimelro con la circonferensa.

Il germe delle figure inverse contiensi in una osservazione del Bo-
relli; che firando una trasversale s per un punto A di una cir-
conferenza ed indicati con M il secondo punto di sezione, con M
'incontro di & con una retta fissa » prova 'esser costante il ret-
tangolo A M X A M . Nella geometria dello spazio costruisee il triedro
avente faccie date, disegnando in un cerchio col centro S e col
raggio arbitrario S 4 gli angoli piani 4 SB, BSC, CSD; condotle
le eorde AMA', DND normali alle rispettive rette S B, SC e se-
gantisi in P, innalza da questo al piano del cerchio la perpendicolare

P 4,, il cui quadrato eguivalga al rettangolo dei segmenti A P, P4’ -

0 dei segmenti DP, PD ed i triangoli A, SM, A, SN sono re-
spettivamente eguali ai triangoli A SM, DS N. 11 Borelli defint le
superficie coniche e cilindriche, tome luoghi delle rette congiungenti
i punti di una curva piana ad un punto fisso esterno al piano, ©
parallele fra loro. Infine terminerd coll’accennare che nell' Euclide

riformato I'autore prova I'equivalenza delle piramidi iriangolari, che
hanno la medesima altezza & e le basi di egual superficie, inscri-

iy
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i

vendo in ciascuna piramide prismi interni e circoscrivendo prismi
esterni di altezza —;;;, ¢ la somina degl interni mostra differire da .
quella degli esterni per il prisma costruito sulla hase della prima 1|
piramide; quindi la differenza potersi ridurre minore di qualunque * *‘%
piccolissima grandezza. b
(Continua). G. BeLLACOHL. ;
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DELL’ANALIST INDETERMINATA DI SEGONDO GRADO
e i

(Continuaszione, V. pag. 49). :

15. Osservazioni. — a) Nell’applicare il metodo dichiarato nel =1

n. 13, invece di far uso di tutte le equazioni del sistema [B], si po- le
trebbe far uso di quelle soltante che occupano posto pari. Infatti, J
ragionando come nel n. 13, facilmente si dimostra che, se (@, ¥1) a
¢ soluzione, singolare o no, della proposta equazione, si ha:
.

ey ! = . g

@+ 1 VD——(“"’"HVD) (+k+nr VD), .

|

essendo (k, &) una soluzione della 2% equazione. Uhe ineltre, se g, |

(£, k) non & singolare,

e D 3 gy Lk
&5y -+ y] VD — (m -+ Vﬂ) L_I__ ff.”-‘l“ ;!"V D) ¥ 1|

i

" i = z . A
indicando con (A, 4”) una soluzione della 4* equazione. K via cosl.

Che insomma ;

- m == Vﬁ A , ' T 10 i

Zy -+ Y VD: - (ii‘l? -+ ¥ Vﬁ) ; [ ] E

- A ossendo dispari ed (2, y') soluzione singolare iell’ equazione
(1)

Derivando le soluzioni dell’equazione #* — Dy® = I dalla [10] :.

per A dispari, il che equivale a far uso del sistema [B], dopo averne =|

oscluso le equazioni di posto impari, si ha il vantaggio di ottenere | |

tutto le soluzioni dell’equazione proposia semza ripetiziom e, ove si ’;

voglin, ordinate per ragion di grandezza dalla minima in poi. Infatti

le dette soluzioni cresceranno al erescere i 2 e, per ogni particolar
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valore di %, al crescere del valore algebrico della quantith — & (si
tralascia per brevith la dimostrazione, gia data per casi consimili nei
n. 3, 6 e 10 di questo scritio).

Noteremo peraltro, a fine di giusticare 1'uso dell’intero sistema
[B], e conseguentemente della [10] per A pari o dispari, che facendo
uso delle sole equazioni di posto pari, epperd della [10] per A dispari
soltanto, la soluzione singolare dalla quale si deriva una certa solu-
zione (%, , ¥;) dell’equazione proposta, appartenendo a equazione di
posto piti avanzato nel sistema [B], poirebbe risuliar maggiore, eppero
piu difficile a determinarsi, che non facendo uso di tuiie le equazion

del sistemna medesimo. I facile il verificarlo.
b) Dalla formola

dimostrata nel n. 14, risulta che, applicando il metodo alla deter-
minazione delle soluzioni minori di A, limitazione assegnata alla ¥,
il numero 2 dei passaggi da equazione ad equazione del sistema [B]
deve soddisfare la condizione

m+V1_) 1

A> m+VD+! (JD—mP—?

Dalla quale si ottiene :
% log&+lng(m+}_/ﬁ+l)—lugn.
log (m -+ /' D) — log
Questa osservazione fa riscontro ad altra simile. contenuta nel

n. 11, e, come yuivi & deito, la limitazione A potrebbe esser uella
che definisce le soluzioni fondamentali.
¢) Chiamando 8 il massimo comun divisore fra m ed =, sulle
successive equazioni del sisiema [B] non occorreri provare che quel
valori di ¥ i quali rendono =ny* divisibile per 9%, meno che si tratti
della 1° e della 2° equazione®(V. I'osservazione consimile nel n. 12).
16, Fa gid osservato che i dichiarati metodi non si applicano
soltanto alla ricerca delle soluzioni dell'equazione Pelliana e alla
conseguente determinazione della « e della { contenute nella for-
mola |4], ma benanche alla ricerca delle soluzioni fondamentali (K, H)

12
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che figurano in essa. Se cosi non fosse, la formola [4], nella gene-
ralith dei casi, quando eiod le limitazioni « ¥’ N, B /N della K e
della H fossero numeri grandi, avrebbe un'importanza puramenie
teoretica, a cagione del numero grande di tentativi che oceorrereb-
bero per conoscere le soluzioni fondamentali. Un case teoretico sa-
rebbe, per esempio, quello dell’equazione
2 — 46y° =210,

trattata da Lacranee nelle Memorie di Berlino; perché, essendo
(24335, 3588) la soluzione minima dell'equazione #* — 46y* =1,
come risulta dai n. 9 e 10, la relativa limitazione per H sarebbe
3588 §/210 = 51995,...

Pertanto, per meglio mostrare l'efficacia del metodi dianzi sta-
biliti, e come debbasi in generale procedere nell’applicarli, propo-
niamoei di risolvere di fondo la suddefta equazione.

Essendo #/46 pit vicina al suo valore a meno di un'unith in ec-
cesso che non a quello in difetto, applicheremo il metodo stabilito nel
1. 8; &d anzitutto alla ricerca della (=, B), indi a quella delle snkuzioni
fondamentali dell’equazione proposta. La prima ricerca fu g fatia
nel n. 9, e si trovo che § = 3588, » = 24335.

Passiamo dunque a ricercare le soluzioni fondamentali della pro-
posta equazione, ossia quelle solnzioni nelle quali y < 3588 F/210.

Anzitntto stabiliamo un limite superiore per il numero A dei
passaggi da equazione ad equazione del sistema [4]. Applicando 1'ul-
tima formola del n. 11, eol porre in essa D =46, m=—=06, n=10,
A = 3588 #7210, si ottiene X < 7. Facendo uso del sistema [4], al-
" intento di conoscere le sole soluzioni fondamentali della proposta
equazione, sl dovranno adunque fare 7 passaggi al piu. Le eguazioni

da considerarsi saranno pereid le 8 seguenti:
z* — 46 yi — 210
o' — 46y* — 1800

x* — 46y* = 5670
r* — 46y* = 17010
@' — 46y* = 51030

2t — 46y* — 153000
& — 46y® — 459270.

U i - .
"1.'. . (4 LY - = _l‘ g '_n. ] T a W
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La limitazione per la y delle soluzioni singolari della 1° egua-
zione ¢ 8, e si trova facilmente che I’ equazione ammette la sola
soluzione singolare [16, 1].

La limitazione della y & 14, per la 2° equazione, e le relative
soluzioni singolari sono (26, 1), (66, B). Se ne derivano per 1'equa-
zione proposta le soluzioni [76, 11], [292, 43].

Passiamo alla 3* equazione, con 25 limitazione della y, e (44, 1),
(48, 3), (136, 19), soluzioni singolari. Di queste, la 2" ¢ la 3" sono
spurie, In quanto che non se ne derivano soluzioni intere per la pro-
posta equazione. Ma dalla 1* si deriva per 1'equazione medesima
la soluzione [536, 79].

Segue la 4" equuazione, con 43 limitazione della y, e (78, 3),
(106, 11), (198, 27), (262, 37), soluzioni singolari ; dalle due prime
delle quali, che non sono spurie, come la 3* e la 4" si derivano
le soluzioni [4768, 703], [8756, 1291].

La limitazione per la y della 5* equaziome & 75, e (132, 3),
(144, 9), (236, 29), (408, 57), (512, 73) le soluzioni singolari. Dalla
prima e dall’ultima solianio si derivano per-1equazione proposta
soluzioni intere. Queste sono [33932, o003] e [224312, 3307 3].

La limitazione per la y della 6* equazione sarebbe 130, e al-
trettanti sarebbero i tentativi da farsi per otienere le soluzioni sin-
golari dell’ equazione. Ma vieme in buon punto una osservazione,
merce la guale i tentativi in proposito possomo ridursi a 25 sol-
tanto. Nel n. 11 si & dimostrato cle

"
d 2 "~ Vf]] A
riferendosi y all'equazione proposta e ¥’ ad una soluziono smgolare

ottenuta dopo A passaggi. Dovendo pertanto essere y < 3588 210,

s1 avra, trattandesi della 6 equazione,
&

. y,
3588 p'210 > — 1)
e conseguentemente y° < 25. La 6° equazione ammeite due sole so-
luzioni singolari con ¥’ non maggiore di 25. Esse sono (226, 1) e

(234, 9); ma sono spurie per rispetto all’equazione proposta
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La condizione

3588 1210 > 7 !;,;6)5

limita le soluzioni singolari della 7° equazione. Da essa si ricava

y < 5. Ma nessuno dei valori 0, 1, 2, 3, 4, 5 della y soddisfa 1'equa-
zione. Si passera dunque all’ 8¢ equazione,
Dalla condizione

3588 7210 > {7_..:;/4—5)'*'

81 ricava y' < 1. Ma i valori 0 e 1 della 4 non soddisfanno I'equazione.
Essendosi fatti 7 passaggi, non ocecorre proceder oltre. Le

soluzioni fondameniali dell'equazione 2 — 46y* — 210 sono le otto
che si ebbe cura di scrivere a mano a mano entro paremtesi qunadrate.
L’equnazione ammetie dunque 8 formole di risoluzione, risultanti dai
binomi

16 + V/46; 76 4-11 P46 ; 202 4 43 P/46 ;
936 - 79 F46; 4768 + 703 ¥46; 8756 + 1291 P16 ;

33932 + 5003 P46 ; 224312 4 33073 V46 ;

moltiplicati tutti per il fattore

(24335 — 3588 /46)™. ()
(Continua), G. FRATTINI

(16 & V/45) (24386 + 8688 VIIB)™; (76 -t 11 VG) (34995 - 3588 Vag)™;
(392 -+ 48 V'a0i) (34885 - 8588 VI5)™; (5836 1 79 V46) (24935 + 8588 Vagy™ .

Cosieché mon fa bisogno, per Ia risoluzione dsll’equazions, i tutte ed otte le svlurioni fondamen-
tall, ma della prima meti solamente Ghussto 8310 non @ particolare pey J'eguazione s0pra consi-
derals, ma s verifica sempre (v, Pappendice): e 1a limitagione A, per 1a y delle solusioni fonda-
meniall che varamente abbisognane, &
;/ N(w—1)
¢gp !

In quale, per 1"equazione z° — 46y”°= 210, diviene V ﬂl;. = V55545, Dall'nlima formola

del n. 11, ponendovi A = VB5645, D —4d6, m =6, n=—10, slsulia ahe )\ << 8. Par risolvere

Pequazione =¥ — 464" — g1 sarebbero adungue bastatl tre passaggl da nn’equnszione del relativo
slstoms nlla sumeguente. Ta Hmiltasioni superiori per la y delle goattro equasiond da conslderarsl
sarabbero slate ordinztaments B e id, por la 1* & por la B equasione ; 25 e 43, por 1a 3° e per
la 48 Ma le altims doe, modificate gecondo Pomservazione fatta verso la fine di qnesto nomero, sl
darebbero ridette a 11 e 1. - Cid dimostra che P'equazione sl sarebbe potuia risolvere amehe pin

sbrigativamente : anzi. se ben =i ofiserva, con fale wpeldllexza, ofic auvanza di molto auellu del me-
fodo classico relativo allargomento.
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SULLA PARTIZIONE DEI NUMERI

1.-Parlando in ¢i0 che segue di soluzioni di equazioni intendiamo
sempre quelle formate da numeri interi positivi o nulli; per ’equa-
zione o+ Y+ Yy + .. ... =+ Yy 1 =m (m intero positivo) si
considerano come soluzioni diverse quelle sollanto che differiscono
per due valori almeno delle y. Le equazioni che gqui studiamo si
connettono colla partizione dei numeri ¢ diamo pel unmero delle
loro solozioni alcune proprietd che in easi particolari conducono
alla sua determinazione effettiva.

TeorEMa 1. — « Le equazioni

TR (9

dove 72, p, » sono interi positivi, ed » non stipera 7, ammettono
soluzioni comuni solo quando & pae > » ed il loro numero & uguale

a quello delle soluzioni dell'equazione

m cut le y non superano m ».

Sia infatti Ay, A, Ag,.. ... , An 1Na soluzione comune alle («)
¢ sl consideri la serie dei numeri formata serivendo tante volte lo
zero quanie unita somo in 1, tante volte 1 quanie sono in 2},
tante volte » (» < m) quante unita sono in A.: essendo verificate
le (=) 1 otterra cosi una serie di » numeri Yos Yiy - - o s Py=1

(diversi o no da 0) pei guali sara :

Yoty +..... U =M+2M+.. ...+ mi, —a

Cosi ad ogni soluzione delle («) ne corrisponde una della (B) in
cul le ¥ non superano s, e pliche V'esistenza di tali soluzioni della (B),
porta evidentemente pm > n cosi questa condizione & necessaria
per l'esistenza di soluzioni delle ().

Viceversa se la condizione pm 2 n & soddisfatta, sia 5, y1,
..... » Yp—1 una soluzione della (B) in numeri non maggiori di m



— 9 —
indicando con 2y, Xy, Ay, . ... ., \» (uante y, sono rispettivamente
uguali 2 0, 1, 2, ... . , M Si avrh :

O SR T b R e {
}-1+212"+' ..... +ml“:y;+y;+y£+,+y1;_r:n
e gquindi da una soluzivne della (B) s1 & dedofta una delle (o). E ;

.,_,.
i

poiche¢ risulta ancora che a soluzioni diverse delle (2) ne eorrispon-
dono diverse della (f) e viceversa, il teorema & completamente
dimostrato. 3
Sotto le medesime condizioni del precedente e colla nuova
p < 7 si ha:
TeoremA II. — <« Il numero delle solnzioni comuni alle equazioni

Zanlt:

AT

T
= T

2
X . W -J_‘-.H,'-" .';ﬂ

9D ' . = W N N g mr
.11+213+...t.+m1“:ﬂs_ (}

& uguale a quello delle soluzioni dell’squazione (B) in cui le ¥ non
superano m e sono lulle differenti da zero ». K
La dimosirazione & del tutto amaloga alla precedente.
Supponendo in particolare %z — m i teoremi dimostrati danno
luogo ai seguenti :

TeorEMa III. — < Il numero dolle soluzioni ¢omuni alle due
equazioni

lﬂ+}'1+}‘2+ """ +1m=p (—1}
N+ 22+, +mAg=m )}
¢ aguale a quello delle soluzioni dell ‘equazione
yﬂ+y1+y2+ ..... +yp_l=m-'ﬂ*. * & & .4 ‘m (2J
Teorema 1V. — « Il numero delle soluzioni comumni alle equazioni .
T i e + A =p (3) |
M+2h~+.....+mi,=m)| " ‘ i

¢ ngnale a quello delle soluzioni dell’'equazione (2) in eni ftwite le
y sonmo dwerse da zero ».

§ i s ¥ -
- - = e = er
1 ) iy W i LA e RS
. m cm—— B St - - - <y -
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2. Ci occuperemo delle equazioni (1) e (3) ossia, pel nostro fine,
della (2) e indicheremo con $m,p» 1l numero delle sue soluzioni for-
mate da element: pomt]ﬂ 0 zero corrispondenti alle (1), e con
$'m,p il numero di quelle formate da elementi diversi da zero cor-
rispondenti alle (3). Chiameremo anche soluzioni s o parlizioni §
del numero m in p elementi qualungue quelle della prima specie,
¢ soluzioni s o partizioni s di m in p elemenii diversi da Zero
quelle della seconda (). Cid posto si ha :

Teorema V. — « Le quantita s, , $'m, p soddisfano rigpettiva-
mente le equazioni

tlijllll,;l — Sin,p—-] + Sﬂ—}:,p——-l + ""‘m—ﬂ_‘p, Pp—1 +

S“"".Fr p=—1 + """ + S"‘_ (‘I‘— P, r—1

(4)

(4!)_ '-x."ﬁf:Sjlﬁ:'r;_i?—f-_l_'gim_?"l! i"_i;}_-
S’I—ﬁjl-—l, r—1 + **** + S,m— [(—E)—l]p—-], —1
D

7L

(love (;) denota il quoto intero della divisione di per p ».

Infatii sia K diverso da zero, e denctiamo con S(mg), 11 MUMero
delle partizioni di 22 che hammo per elemento minimo K, o come
diremo anche in seguito appartenente o K. Se (& Kyvoo. By 1)
¢ mna di tali partizioni, immaginiamo, come faremo sempre, i suoi
elementi disposti in modo che uno qualungue sia non maggiore di
quello che gli succede a destra: ora se in ciascuna delle S, ),
partizioni definife si sotirae da ogni suo elemento nwn numero 7 < K,
st otterranno evidentemente altrettante partiziont del numero m — p/
che appartengono a K — /. N& oltre queste il numero m — pl pud
averne altre appartementi a X — J, perché se cio fosse aggiungendo
in ciascuna e ad ogni suo elemento il numero {, si avrebbero altre
partizioni di m appartenentisa K olire le considerate, cid che &
assurdo; si eonclude dunque

3':“"”1: = S{E—F!r 'F}k — 1 9

(*) Omerviamo che I € sempre diverso da zero, mentre e . & zere quando p 5 m,
*

»
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Facendo =K, |=—= K — 1 sl ha:

Smip)y = Sim—2pt,2), ¥ S, p), = Sim—2@E—1),2), -

Osservando ora che ad ogni partizione di un numerc-N in p
elementi appartenente a zero ne corrisponde una dello stesso nu-
mere in p — 1 elementi diversi o no da zero, e che ad ogni par
tizione di N appartenente a 1 ne corrisponde una di N —1 in
p — 1 elementi differenti da zero, e viceversa, nei due casi sari:

mp)y — Sm—pkp—1 3 Smp), = Smep(k-1)~=1,p—1 - - - )

E poiche se (%, @; .. ... &, _4) € una partizione di m, di elemento

ow m - .
Minimo &y, segue pay < m, Ly < (—P—), e le partizioni che appar-
tengono ad elementi diversi sono necessariamente diverse, potremo

classificare tutte le s, , partizioni s in (%)—l—] gruppi rispettiva-

mente appartenenti a 0, 1, 2, ... .. (%), e tutie le 8", , partizioni
s 'm-(%) gruppi appartenenti a 1,2,..... (%) onde avremo :
Sm,p = Sm,5)y T+ Stm,p), T Smpg v + Sa,s) ()
§ oy = S(m, 9, —+ 8w, Dot + S(m, 1) (%)

che a causa delle precedenti formule (/) si riducono rispettivaments.
alle (4) e (4.

Osservazione (1). Dalle (j) risulta 8, _px » 1 =5 w_prr—n—1,p -1
che per K= 1 si riduce a

Bwig =g on wn s o w s oow (D)

(Continua). ALBERTO TAGIURL

r-'-+-—‘q—-—151 . h
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

— e

Dimostrazione elementare del teorema di Viviani. (Tidsskrift
Jor Mathematik). — Siano 0A, OB, OC ire raggi di una sfers a due a due
ortogonali, Sopra O A come diametro si deseriva un semicerchio che sis nel
piano A OB ed entro I'angolo AOB. 1l teorema di Viviani si riduce a guesto
che la curva gobba in cui la sfera O
tagliata dal cilindro avente per base il
detto semicircolo ed O C per generatrice,
taglia 1" ottante sferico ABC in due
parti le emi aree hanno delle espressioni
semplioci.

In cid che segue supporremo il rag-
gio OC verticale.

Sia vra M un punto della curva e

M, la sua proiezione sul pianc orizzon-
tale A OB. L'angolo A OM, sia eguale
a v e sia N | intersezione del raggio
OM, colla sfera. Sard allora A OAM, =
OMM,, onde < NOM=AON = v,
e KCOM=90>—p=BON. Da cid segue poi ACOM=BON e anche
CM—=—BN.

Si conduea ora per OCM un pisno diametrale e inoltre per O C un nuovo
piano ad essp infinitamenie vicino, il quale seghi la curva nello spazio in M"
e il piano ANB in N'. Sis w l'angolo di questi due piami. L'area sferica
MCM, che ha la forma di un settore, a meno di une quantity che & trascu-
rabile rispetto ad essa, pud calcolarsi come un settore ¢i una caloits sferica
limifato da un arco di circolo col centro in € e da due circoli massimi com-
prendenti fra loro l'angolo w. Per un note teorema sull’area di una calotta
sferice, l'area della snddefta ares elementare. sari :

W —a i = 1 —,
| 21:“{?.?:1'—2{1:.011'!2*—2:::.3.1‘?“.
Ma I'area N BN’ di un elemento del circolo orizzoniale limitato dall’areo N.N*

e dalle due corde BN ¢ BN’ vale, pure a meno di una quantitd trascurabile

] — I —
di fronte alle precedenti, — BN®. '; = 7 ©. BN per cui se ora si fa Ia

somma tulll ghi elementi di area VBN’ attorno a B, si ottiene 1'area d'un seg-
mento circolare B N, Abbiamo quindi il seguente {eorema :

de 51 conduce per gh estremi del diametro verficale un cerchio gqualunque
che tagh ¢l circolo orizzontale AB i N, larea di quelle parte di ottanite sferico
limitate da wna parte della cwrva gobba e da wuna parte dell’anzidetto circolo
verticale, sari doppia dell’'area del segmento circolare BN.

13
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Se ora si voole avers le due aree, in cui 'ottante & diviso dalls curva gobha,
s1 faceia coincidere N con A4, e si concludera cho una parte & eguale al doppio
del segmento A B, I'alira al doppio del riangolo A OB ossia al guadrato del
raggio della sfera. Questo & il teorema di Viviani nella sua solita forma (°).

,C. JukL.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
97, 1047, 105, 106%, 107*%, 108* ¢ 109*

—— e

7. Dimostrare che, se p ¢ un numero primo e g radice primitiva mod. Py
si ha
P—3\¢ p—1
z(1+g3*(1+gﬂ)!..,..(1+g . ) ;

=g mod.p
ed anche .
p—3it  _p'—t
2(1 — g (1 —gHt..... (1“3 'JE& ® mod. p.
Dedurne i noti teoremi di Fermat, riguardanti il caratiere guadratico di 2
mod, P. (G. Fratming) (™)
I p — 3 numeri
=
l4g; ]l =gt ....1+-g';
(1) g
N

4= 142 ....14p

sono fra loro incongrul mod. p. Parcid rappresentano, mod. s tuthi 1 numer
deils serie 0, 1, 2,.....p— 1, fatin eccezione &i tre fie questi, B facile ri-
conoscere che 1 tre numeri esclusi sono 0, 1 e 2. Perché, mentre la congruenza
I +¢®=1 & impossibile, dalle congruenze 1 + g=2—10; | + g*— 2, i
— 1 — ]
deduce ordinatamente : o =~ 5+ ®=0 mod. (p— 1), Ora, i valori 2 5
e 0, non & trovano come esponenti della ¢ nei numeri (1). Dunque lo Deil 2
non sono compresi fra quel numeri.

(¥) Una dimostraxions di gquasto teorema e dell’aliro ohe ha tratto al volume dei dus solldl
che il cllindro considerato determina nella sfera, fondata sopra considerazionl geumeiriclis & trigo-

nomefriche, pnd leggerel nel vol. 1N, pag 278-381 delle Leziont d'algebra del prof. 6. BRLLAacoHL

(**} Una solnsions di gnesia quistione venne lnviaia dal Big. Prol, U, Searpls. Qualla ehe ol
pubblies & dell'A. 8ig. Prof. @. Praftini: ad essa ul A& 12 preferenza, perehé moito piti breve,
quantungue fondata sul madesimi prinetp! &l guall & informaia 1s prims,
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Applicando pertanto il teorema di Wilson, si avra:

P
" _ % ,
2 1N (I+gl) (l4+g MN=—1 mod p.
A==1
Ma
l+g" A =g 21+,
dunque
y O e
2
e M g~ rA4+g=—1 mod p;
A=1
NuB14
F—3 (p—1)(p—8)
1—-—i—  Lantiln 3
2 0 (I+gr=—y =-—9 =
A=
1, 0-5-9 p—1
2 A 8
— 7 =g

Cosi & dimostraia la prima parte del teorema, e similmente si dimosirerebbe la
seconda.

La formola
O ks o' -1
e B
2 M (1+gh)=y
A =1
. t—1
rende manifesto che 2 & resto quadratico mod. p, quando g & pari, e non

pr—1
8
forma 8n + 1 e non resto di quelli della forma Bn - 3 (teoremi di Fermat),

é Testo gquando

8 dispari: che ciog il 2 & resto dei numeri primi della

104" Indicare la costruzione mediante la quale pud dividersi wn poligono
convesso ABGD B.... in parti proporzionali ¢ piti seomenti dati m, n, P -ie 5
I un verso assegnato, ad es. ABQ..., mediante segment: uscenit da un punto 0
mlerno al poligono, a partire da un segmento 00X che terming ad un punto X
di un lato, ad es, A B, (A. Lvew).

Soluzione del sig. G. Trepani, alanno del R. Istituto mautico di Catania.

Sitiri X C e per B la BB’ parallela ad X C finché incontri il prolungamento di
DC in B'; il poligono AXB'PE.... sarh equivalente sd ABCDE... Si ap-
plichi al primo di questi la costruzione insegnata in quosto Periodico a pag. 04,
n. 3 dell'anno VI, per dividerlo in parti proporzionali ad m, n, Py ey Del verso
ABC..., con segmenti uscenti da 0. Delle rette di divisione risulteranno giu-
stamente collocate quelle che cadono mella parte di contorno CDE.... A X. Per
vitnare quelle i cui piedi eadono in B C, tirata B O e per X In X ¥ parallela
a B0, ad incontrare CB prolungata in Y, ai trasformi il poligono dato (V. 1. cit.)
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In un iriangolo equivalente di vertice O e la cui base abbia un termine in ¥
| cada nella direzione Y B C; poi si divida tale triangolo in parti proporzionali
al defi segmenti, nel verso assegnato, con rette nscenti da 0, e le rette di divi-
slone che vanno 2 punti di BC saranno quelle cercate. Finalmente per mettere
8| posto 1 segmenti di divisione che finiscono a punti di X B, ai trasformi il
poligono dato in un iriangolo equivalente, di vertice 0 ¢ la cui base abbia un
termine in X e la eni direzione coincida eon X B, quindi si operi su questo
triangolo come sul precedente. | segmenti relativi ad X B, se ve sono, e lo s
s3 a priori dope le altre costrnzioni effstinate, saranno cosi trovati.

105. Determinare i triangoli ciascuro dei quali soddisfi alle sejuenti eon-
dysioni: wn vertice cada in wun punto dato, 1 due vertici rimanenti codano in
due date retig, uno per ciascuna, ¢ Vorfocentro sin wn punto assegnato,

(S. Carania).
Soluzione del Sig. Prof. R. Bettazsi ().
Sia A il vertice dato, O l'oriocentro, e siano l, ed I, le due refle su cui
devono irovarsi gli altri due vertici incogniti X ed Y.
1 Caso. — A ed O coivcidenii.
Il triangolo dev'essere rettangolo in A, ed il problema é indeterminato, po-
tepdo m generale qualunque punto di 7, essere preso come punto X,
2° Caso. — A ed O distinti.
Userd 31 linguaggio del Calcole geometrico (), prendendo le coordinate
cariesiane, e per vettore di riferimento I il vettore 0 — A. La retia /, sarh
nota quando sia dato un suo pumto R ed un vettore (A=+ik)1 a cui debba
essere parallels. 11 vettore R — A, che dev'essere nofo, sia dato nguale a (z--if) L
I numeri dati A, %, o, f§ devono essere numeri reali.
Trascurando dapprima la condizione che ¥ sia su l,, cerco il luogo dei
pupti ¥ quando X scorre su /. In tale ipotesi dovremo porre X= R+t (h-fik) ],
dofe ¢ & nn numero reale variabile con X, che prende qualundgue valore.
Abbiamo ora:

(1) Y —A=(Y—X)+ (X — R)-+ (R — A).

Popehé O & Vortocentro, il lato X ¥ & perpendicolare ad A 0, e quindi i vel-
torg (¥ — X) & di diresione perpendicolare al vettore (0 — A) e di lunghezza
secuosciula @ : talehé essendosi preso 0 — A—1, sard ¥ — X — ai L. Inoltre,
per quanto si e visto X — R—=¢(hA+ k)], R — A = (x +iB)1; dunque
la |(1) di:

(2) Y— At ail$thl 4 thil + al + ifI
= A+ (th+ oI+ (@ + th + B)il,

formula che ci dard il luogo di ¥, quando sia determinata .

) V. Praxo. = Caleolo geomebrico {Torino, Bocca 1888) — od Elemendi di calcolo geomelrico

Eﬂn"ﬂtﬂ soluzioge, che ai pabblichers nel fas. venturo, venue inviata dal Sig, Prof. ¥ Palafin,
(4%
» Uandaleltl 1851)
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