SULLE FUNZIONI SIMMETRICHE COMPLETE

Non &, ne pud essere, scopo di questa Nota un’ampia trattazione
delle proprieth di queste funzioni, alle quali valenti Aufori hanno
dedicato piu d'una Memoria. Cid che qui si frova ¢ solfanto una
elomentare introduzione allo studiv dell’importanie argomento, la
quale & svolia con semplicita di meiodo, e forma il compimento pro-
messo & quanto da me & stato esposto, in questo Periodico, (7) sulla
divisione dei polinomi inieri.

1.
Hssendo
PP =g 0,00" 4+ . ...yt a,
DO — " — by " = i =D — b,

due polinomi interi, & stato dimosirato ‘che i coefficienti del quo-
ziente @ e del resto R, della divisione di 2™ per DX, si possono eom-
porre mediante n — » coefficienti simbolici bil}, b{,ﬂ), P biﬂ'—r}. Questi,
come dipendenti razionalmente dai coefficienii di D), sono esprimi-
bili per funzioni simmetriche delle radici dell'equazione D0 — 0, e
precisamente per guelle conoscinte sotto il nome di jfunszion: omo-
genee o stmimelriche complele.

= - 8e eon V,, indichiamo la funzione simmetrica completa del grado
m, relativa agli elementi a, B, v, ....p vale a dire, se per m=0,
1,2 38,4, ....5i ha:

-Fu:l
Vi =2«
Vgﬁ2m3+Emﬂ

Vi=2aBy+XaPp+ 2o
1.[;";:255[3'{3—I—EEBTE—I—EGIEBE—I-EEHE—I—E&*

(*) Anno VII, pag, 127-182 & pag. 178-185,




o
......
ey

poiremo porre, in generale:
VE;EEE;“' ﬂl’ _rla e p-l‘“

estendendo il primo segno > ai sistemi di valori positivi, interi o

nulli delle A, che verificano l'equazione
Mtldet+dg=t.... =2, —=m

colla condizione, gii posta in chiaro dalle espressioni di V), Vg, V; e

Vi che agnt soluszione, comprendente wun defterminalo nwmero

delle A, sia consideraia una volia sola, e in maniera che i valori
delle ) differenli da zero si succedano n ordine di grandezza cre-

scente, comincianto sempre da Ay.

2.

- Si dimostra facilmente il teorema:
Se il polinomio DM & 41 prodotio di k polinomi inferi Xy, Xg,
. e. . Xy, dei gradi vy, vy, ..., respetlivamente, rapporio alle x,
e se Q, é il quoziente di P™ diviso per Xy, Qg & il quozienie di Q,
diviso per X, ecc., e infine Qy é il quozienie di Q._, diviso per
Xy, sard Q, il quoziente di P™ diviso per DO,
Infatti, posto
{1] P® = X;Q+ Ry, Q= Xo Qg+ Hy, Qo— X; O3+ Hj,
Q=X Qe+ R

se ne dedunce, moltiplicando la seconda eguaglianza per X, la terza
per X; X, ece., la 2™ por X; Xj.... X, sommando e riducendo:

(2) PY=X X3... 5 Q:+
(X X B X X X g By 4. '+EI_RE+R1)
e per 1'ipotesi fatta sui gradi dei polinomi X3, X3, .... Xz, & mani-
festo che il grado del prodotto Xy X;.... Xz_ K, sard, al pin,
eguale a
g e (e — 1)

¢ quindi minore del grado del divisore D). B poiché, evidentemente,
il termine considerato ha il maggior grado tra tutti quelli che com-
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pongono il polinomio in parentesi, ne segue che, indicando con @ il
quoziente e con R il resto della divisione di P®™ per D), sarh

' Q: Qj;
R—: .E-[ Xg.... .E-k_lﬂ_g_l_'xi XE""EE—ERE—1+""+EI.RE Rl'
Adunque, per la prima di queste uguaglianze, il quoziente Q potrd

essere irovato, come nell'Aritmetica, anche col mezzo delle divisioni
indicate dal sistema delle (1), e. d. d..

Le condizioni

Rl=0, Rg=ﬂ‘--..ﬂg=ﬂ

sono necessarie e sufficienti affinché il polinomio P™ gia divisibile
per 1%, ()

3.

Siano ora

(3) G B Arerveda W oeeef

le » radici dell'equazione D) — 0, dimodochd si abhia identicamente
D= (@ —a){@—f)(@—7) (@ —20)(@—p ..z —p)
Sussisterd in fal caso il seguente teorema :

Determinando i quoziente della divisione di x® per DY gl
prendere successivamente per divisori, com'é indicato dalle (1), ¢
faliori x — a, x — B, .,.. x — ps 7 coefficienti del quozienie siesso
sono le funzioni simmetriche complete di gradoe 0, 1, 2, 3, . ...
(0 —r) delle quantild «, B, v, ..., P

i*) 8e &l suppone
a percid

Ia (2) diviens
i &—1 —2
PN = xfq 4 2*—1g . 2 B _y+-.0.4 XBR 4R

dalia guale apparisce che, se ol di all’ esponente & un vailore tale che =x© T 1 gia @l grado snpe-
riore ad w, o se, eib elie & lo stesso, nel sistema delle ([], s'intendong ora proseguite le divisioni,
finché 31 polinamie @, results di grado Inforiore ad Z, ai pud {trastormave P 1y ue polinomio
ordinato per le pslenze dl X, moltiplicate per altrettant polinomi ¢ By, 0o Rb El di grado
mfertore 5 guslle 4f X

Jn partleolare poi, por ¥ =& — &, & trova

k,

'm) i n—1 : R—1 o
P ]—..ﬂ—ﬂ]' 9, +(@—a" B+ (@ —a) B g+ en-(a =B, +B

camn Qﬂ s By e .EE, .El, indipendenti dalla =

abiailaii bl
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[nfatti, supposto che rispetto ad una parte delle radiei (3)
2y By Yo eov A
sia soddisfatta la propriela analoga dai coefficienti
1, Vi, Vs, Vs,...

del quoziente ottenuto dopo aver diviso per @ —a, &z —p, .. ..
& — A, si sa che, dividendo questo quoziente per & — p, i coeffi-

cienti del nuovo quoziente sono:

l-' I"'-I_-P-l: F‘E+ F][-'-'_I" Vg, F-E"l"VlP-i_I— Vg[-'-""‘ VE!""

e si vede chiaramente che, coll’ipotesi fatta, le forme di (nesti coeffi-
cienti convengono dlle funzioni simmetriche complete di grade 0, 1,
2, 3, ....degh elementi |

%, B, T.....l, T

Dopo cid, basta ricordare che dividendo &* per & — o si hanno per
coeflicienti del quoziente

1. ﬂ.‘ Egj uﬂjlll-

che possono riguardarsi come le funzioni simmeiriche complete di
grado 0, 1, 2, 3, .. .. dell’elemento o, per ritenere che il teorema
& dimostrato in generale.

In forza di esso, il quoziente g, della divisione di 2™ per D &
della forma

To =" Vi@ " = Vo o+ Vo 1@+ Vs
Ma =i ha pure
G =" b " B BT el ()
e dal confronto di queste espressioni si traggono le relazioni |
(4) h=b, TG=8"s H=h".. -

Vapa = b, . Vyy e YO

che collegano appunlo ognuna delle b:'im colla. funzione simmetrica
completa delle radici del divisore, della guale rappresenta il valore
espresso medlante 1 coefficienti.

(*) V. Perio@ico, Anno VII, pag. LTS,
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Se rammentiamo ora che:
(5) B = by B0 = b TV A by T A Bl Bagy ()
ovvero
M 5, B0 — B80TV — By BTV — s — baby = sy

si conclude altresi, per le {4), che deve aversi
(ﬂ) V];_l.l Pr— blvh— bth_i—*bgT'rh_g— e th:l:bh-al-l

e quindi, dando ad A i valori 0, 1, 2,....
V=8
Va— 0 Vi— by
(T] Vs — 0 Ve — Dy Vi — by
Vn.-|-1 — s — by Vg — bV — b V1= Z’m+1
l.

Avuto poi riguardo all’origine dell'equazione (5), la (6), che n'e
una conseguenza, non subisce, nel caso che sia A+ 1 > r, alira
modificazione che quella resultante dal porre ugunali a zero tuite
le 4, in cui l'indice s ¢ maggiore di ».

Per futte queste considerazioni mon pud passare inosservata la
perfetta analogia che v'ha tra le (7) e le formule di NEwToN che
servono al calcolo delle fumaioni simmetriche semplici s,— 2, «”.
Esse, per l'equazione D™ —0, sono, com’é noto:

§ =1b
Sag— 0,8 = 2 by
8y — D183 — ba8y =9 Dbs

e N by _ o83 ~— Dj—q8g — by 85 :Lh—l— 1)3’&.‘.1

e ne consegue che le funzioni simmetriche semplici e quelle com-
plete sono legate da equazioni della forma

e Dp—98y— Up_ 183 — Op$
—_ (h+ ]) (-Fh+] e T R e b;,___gvg e bﬁ_llva e bh Fl)

(%) V. Periodico, Anno VII, pag. 184,
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g
per tutti i valori di 2+ 1 < », mentre per m=—1»r +d, si ha

contemporaneamente :

S — by Sy — ... — bm-—d-—ﬂ"'d—l-ﬂ — E’uz—ﬂ—13i+1 — Oy 333=0

FHI - bl Tm—l = e bH—ﬂVd’-FE = bm—n'.—l .F&J—I-l — 61:_:-—111?&: 0.

4.

Dall’ essere bi’"_l}': Vs resulta che si polrd ricorrere alla
teoria delle funzioni simmetriche, per stabilive la forma letterale
di bi“_“. cioé l'espressione di V,, medianie i coefficienti di D@,

Si sa appunto, da quella tearia, che dovrd aversi:

Eﬂ—l}_ m—1) 5 X % %m
S L A

m
—1 . . "
dove C f_“ ) & un coefficiente NUMEPico, € ay, Og, .... &, 5000 l&
soluzioni positive, intere o nulle delle equazioni :

ot+agtagt+....+a, =k (k=1,2,3,....m)
o +2a-t+3eg—t....mo,—1m

0, mm ¢ facile a vedere, le soluzioni positive, intere o nulle del-
|"anica equazione
ﬂti“l_glig_l_allg"l" a1 .+ﬂirmm:m.
Cosi, ad esempio, per m =2, 3, 4, B, si trovano le forme:
(1) (1,9 (1)
by'=0C"b +C.' b,
® _ A8 @ 2)
b, = C'b, + C. b, b+ C.' b,
8 __ ®),4 () .8 (3) () ,2 (%)
bl _gl E]!. +Gﬂ‘ blbﬂ_i_cﬂ blbﬂhl_ol b! +Gﬁ bd.
(€)  {8) .5 W(4) L3 (4),2 (4) g (4)
b1 = f‘1 61 o LE by ba'[' Ca blbﬂ -+ Cl blbﬂ - Er- blbd._i—
(4) (4) .
Cﬂ E]ﬂ’bﬂ_}_ﬂ'! bﬁ ()
nelle quali restano da dsterminare i soli coeffleienti numerici, cio
che pud farsi con vari metodi,
Osserviamo, per ultimo, che 1" uguaglianza tra il nwunero dei

termini che compariscono in bfli], biﬂ}, .{Jim e 1l numero delle dif-
ferenti funzioni simmetriche (semplici e composte) che eostituiscono

(%) Cir. Perdodico, Auno VII, pag, 184,
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le eorrispondenti funzioni simmetriche complete V5, ¥y, ¥, ('), nen
¢ fortuita, ma dipende dal fatto che, lequaziovie

11+213+3ﬂﬂ+....+m|ﬁm:
e lequazione
1‘1'+'}1-5+}5—[—....+1m=

]

colla limilasione dmposiale nel n.° 1, hanno lo slesso nuwmero di
Solu sioai.
BrLcia Sapmw.

e e S

SULL’ASSIOMA DELLE PARALLELE,

SULLA DEFINIZIONE DEL PIANO
E SULL UGUAGLIANZA DELLE FIGURE

T e

Non & il caso per me di parlare delle definizioni dj piano proposte
prima della pubblicazione dei Fondamenti di Geometria del Prof. Ve-
ronese, essendo esse minutamente discusse nell'Appendice che cliiude
l'importante lavoro del chiaro Autore. La definizione che si legge alla
pag. 299 dei Fondameni: di (Geomelrig, irreprensihile dal punio
di vista scientifico, perde, a parer mio. alquanto del suo pregio,
quando I'A. si studia di adattarla alle esigenze dell’ insegnamento
secondario (pag. 299 XLI), specialmentes perche essa riposa sopra
una definizione troppo artificiale di rette parallele (™), per la quale
il concetto di parallela, che nella sua origine dipende unicamente
da wn'idea di posizione, viene subordinatio a guello dell'uguaglianza
delle figure ("™*). Ora a me semhra che potrebhesi oftenere un certo
vantaggio, dal punto di vista didattico, seguendo la via che qui wi
studierd di tracciare.

¥) In aceorda oolla forme trovate delia fonzione ﬁi“} , 8l h=s pure
Ve =Zufydc +3afyd?+ Safy’ T 2af?y? + Zaf! 4 Za?BI4- S,

(¥*) La deflnizions per s rette parallsia aroposta dal Prof. Voronese [ Fond,, notx XVI, p.258],
ls esprimeremo, aflinehé ricaca pid ohiara & chi non ha &att’ocehilo il libro [n diseorgo,. in questo
motio: Data una coppia di ratte e, b taglinntisi in A, se prendinme a partire da 4 in doe versi
oppustl due segmenti (A B) = (48 sulle @ ed alnd dna (4€) — (A0) sulla B, i terzi 1ng B,
B @ dei dus triengoli uguall ABC, A B0 che cost s nttengono, si dieono paralleli.

(***) Oredo doveroso d1 osservare che il Veronese (pag. 210, noia 1) nelle nole romane eon
le quali acetompagnn £l suo lavoro intende salo df mostrare la poesibilitd di seguire § suvi prin-

uipt in 1 traftato elemeniare, senvs voler stabilive on ardine determinato specialniente nel
principio.

e e wrmE e
&
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1. Ammetto i seguenti assiomi del Prof. Veronese: 1° « Esistono
punti distinti, - Tutti i punti sono identiiei » (pag. 210); 2° <« Due
punti distinti qualungue deferminano un sistema identfico nella posi-
zione della sue parti a continuo, che li contiene, e s chama retta. -
Hsistono punti fuori della retta » (pag. 216, nota IV), ed ammetio
pure le proprieta che I'A. ne deduce relativamente alla geomeiria
della retia in sé¢ stessa. A questa parte della geometria & naturale
di far segmire uno studio di relazione fra le reite, ed ammetieremo
anche noi l'assioma: « Se due refle gualunque hanno un punio co-
mune A, ad un segmento (4 B) dell’una & idenfico un segmento

" (4 B) dell'altra »
¢ con 1" importante
J,.\ 0 L// conseguenza:
P\ /* « Due rette (ua-
/ idei-
4 - ia : ]'Lmquﬂ sono ideu
tiches (pag. 221).
M Una continna-
7 .

- \ 4 b, zione naturale (i
P _ Py d, questo studio di
d E\‘-.. ~_ } relazione f[ra le
k rette consiste nel-
Fig, 12, la ricerca delle

condizioni d'inter-
secabilita delle medesime, a fondamento della quale porremo il
seguente (')

Assioma (). Dale due retle a, b che s: tagliano in un punio A,
ed un punio N, fuori di esse, di wuna loro comune segante (che non
passt per A), iulle le relte passanli per N e seganli una delle reile
date, AD ECCEZIONE DI UNA, lagliano anche lalira. Quell'unica retta
che passando per NV taglia p. e. & ¢ non &, la chiameremo parallela
ad a rispetlo a b passanie per N, e per risparmio di spazio la indi-
cherd eol simholo {a, B, ).

(#} Par hyevila tralaseio guelle conmiderasiont d'imdole puramente didssiics che potrebbero
far megllo eomprendare ad un princiniante i1 legame del prespnte assjoma ool precedenti.

(=*} Le reti= ¢ | purd] che nominerd sarsone sewpre quelll segnati vells dguca 2 fino & che
non &l rimandera i1 lstfors ad altra figurs.

i 3 L
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Oss. Segue dulla definizione che la (a, &, N) taglia necessaria-
mente b e quindi le (@, b, N), (b, @, N) sono due relte distinte.

Cor. Se p é & (a, b, N), viceversa a & la (p, ¢, A), essendo ¢ una
qualungue delle comuni seganii di a, b passanli per N, Difatti
¢ P, A sono nelle condizioni poste dall’assioma, quindi tutie le rette
che conginngono A ecoi punti di ¢ tagliano p, tranne Ia (p, ¢, 4), e
quesia dunque é& a.

Abbiamo dunque che ogni retta b, (diversa da o) uscente da 4 e
segante ¢ taglia p (la qnale percid & anche la (a, by, N)), e ogni by
uscente da A o sepante p taglia ¢, a meno che ¢ non sia la (bs, b, N),
e di pil se una by, uscente da 4, &la (¢, p, 4) o 12 (c, ¢;, A) (essendo
¢; unaltra comune segante di @, # per ), dovendo essa tagliare o p,
0 ¢y (V. 088.) i comporta come una b; o una b,. Per la (b, a, N) si
puo ripetere quanto si & detio per p, ed abbizamo cosi il

TeOR. L. Le comuni seganti di a, b passanii per N assieme delle
(a, b, N), (b, a, N) formano un sistema tale, che ogwi retia uscenle
da A (comprese le a, b) ed appoggiantesi ad wna di esse, o che sia
la parallela ad una di esse rispetio ad un'oaltra delle medesime
passanie per A, é taglhala da luite le allre, meno che dalla paral-
lela @ quella retia rispetio a b (o ad a) passante per N ; ¢ la paral-
leln, passante per N, ad a rispetto ad una guaitungue detle nostre
reile per A ¢ sempre la p.

Teor. II. Nessuna retla che passa per N senza essere comume
seganie di a, b oppure (a, b, N) o (b, a, N) laglia una b, (o una bs,
0 una by) (@ meno che quesia non passi per N), Difatti se mma tal
retta m faglia /; in un punto 0, allora, sicecome a, by, IV sono nelle
condizioni poste dall'assivma, la N O =m o taghia a 08 l1a (a, by, ),
cioé (teor. I) la (@, b, N); lo stesso dicasi per .

Teor. IIl. La parallela ad & rispello a b passanite per un punto
M dep é la p slessa. Sia ¢ una delle comuni seganti di @, b per IV
che vengono tagliate da & = 4 M (teor. I); allora essendo @, ¢, M
nelle eondizioni volute dall’assioma, si ha (a, ¢, M) =p, pereid MR
taglia @ ed & cosi comune segante di &, & per M, quindi si ha
(a, b, M) = p.

2. a) Sia d una retla che taglia a, b rispettivamente in S, 7.

2
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Tiriamo per S una d’ (non passante per ) che tagli & in un punto R
diverso da &p, per cui ¢ = N R taglia @ in un punto @ ed & quindi
comune secante di @, @' per N, percid d, tranne la (4, a, N), taglia
(ass,) tutte le rette che uniscono N coi punti di @ (comuni secanti di
a, b per N e (b, a, N)). E siccome a ¢ la (p, ¢, 4) (n. 1 cor.), e
quindi la (p, ¢, S) (n. 1 teor. III), cosi la @' che congiunge § con un
punto B di ¢ deve fagliare p (ass. applicato a ¢, p, S}, sicche p
& anche la (2, d, N). Ora ¢ & una retta che congiunge S con un
punto di N 7', la quale & o una comune secante di @, 4" per IV (v. sopra)
ola (a,d, N)=p (seée T=0bp) o la (d, a. N), per cul tagha,
tranne una, (o. 1, teor. T applicato ad a, ¢, N) tutte le comuni secanti
di a, d per N e taglia pure la (a2, &, N)=p e la (¢ a, N), cioe
incontra tutte le comuni secanti di @, & per N (tranne una che & la
(d, a, N). od anche per analoga ragione la (d, b, N)),_ @ sega pure la
p e per analoga ragione la (&, @, V). Di pit & chiaro che si ha
(@, d. N) = p.

b) Sia ora d=d, = (b, &, U), essenda [F un punfo che con a, &
si irova nelle condizioni volute dall'assioma. Allora prendendo U come
punto N e la ¢ = QR come retla d, si vede che ¢ (v. (a)) taglia d,,
la quale dunque (ass. applicato ad a, dy, IN) & tagliata da tutte le se-
canti di ¢ per N (comuni secanti di @, & per N e (b, o, N)), tranne
dalla (dy , @, N). Di pit U Q taglia & (ass.}, e quindi (v. () prendendo
[7Q come retta d) anche p: Dunque ¢, p ammetiono la comune {ra-
sversale I7 Q per U7; percid tutte le retfe che uniscono U cai punti
di ¢, tranne una, tagliano p, dunque anche d, fagla p, a meno che
non sia d; = (p, ¢, U) ={p, b, U) (v. (a) applicato alle rette p, ¢
ed alla trasversale ), cid che & impossibile, perchs altrimenti @,
taglierebbe & (n. 1, oss) contro 1l ipotesi. I8 chiaro inolire che la
(@, dy, N & ancora la p. Possiamo dunque coneludere

Tror. I. Le rette per N del sistema considerato nel leor. I del
n. 1 sono tali, che ogwi relta d che sia comune trasversale di a, b
o parallela a b, rispetto ad a, e taglia luile ad eccezione della
(d, a, N); e la (a, d, N) & sempre p. - Le stesse cose potrebbero ri-
petersi prendendo & in luogo di a.

Cor. Due retie, che si appoggiano enirambe a due rette che st

s
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segano, o si taglano o sono Uuna parallela all'allra rispelio ad
una qualungue delle due relle a cui si appoggiane (v. anche n. 1
cor. e ieor. [H).

Tror. Il. Preso un punte N eslernc ad una reita a, esisle la
parallela ad a passante per N rispeito ad. ogni reita b che si appoggi
ad o e ad una gualungue delle rette che uniscono N cos punii dz a,
parallela che rimane la stessa rispello a qualungue retla b.

Che la parallela ad & rispetto ad ognuna delle rette I in discorso
esista, lo dice 1'assioma. Fissiamo ora una delle nostre rette & che
fagh @ im 1 punto 4, e consideriamo la (a, b, N). Che questa paral-
lela rimanga la stessa prendendo invece di # una &, che passando per
A si appoggi ad wna retta ¢ che unisce N con un punto di a (la quale
¢ adungue (ass.) o sega anche b o ¢ la (B, @, IV)) lo dice il teor. I
del n. 1. Prendiamo ora una retta d non passante per A e che si ap-
poggl ad a e ad una secante ¢ di @ per N (sostituendo a & una by
(. 1 teor. I) nel caso che sia ¢ = (b, a, NV)) ; allora (0. 2 cor. appli-
cato alle retie @, ¢) o & taglia & (o &,) o & parallela a b (0 a &)
rispetto ad @, e percio il teor. I di questo numero ci dice che la paral-
lela ed @ rispebio a d coincide con la paraliela ad @ rispeito a &
(0 a b).

3. Per la definizione di parallela data al n. 1 risulta che dats una
rotta @ ed un punto N fuori di essa, non si pud parlare di parallela
ad @ passante per N se non rispetto a rette che si appoggiano ad
ed a una segante di & per IV, per cui ora per il teorema precedente e
per il teor. Il del n. 1 possiamo dire:

Der. 1. Data una reila a ed wn punto N fuori di essa, esiste
una ed una sola retia che essendo tagliate da tulle le rette che s
appoggianc ad a e ad una gqualungue segante di a per N, non
faglia a, e quesia relta si chiama la PARALLELA ad a passanie per N,
ed ha la propriela di essere anche la parallela ad a rispelic ad
ogni atiro dei swoi punti. Ed ora il teor. Il n. 1 si pud enunciare:

Leor. I. Se una rella p & parallela ad una retia a, viceversa a
¢ parallela a p.

Tror. II. Nale due retie a, p parallele fra loro, se una paral-
lela x ad a taglia una loro comume Secanie ¢, essa ¢ anche paral-
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lela @ p. Preso in & un punto P gualangue (diverso da ¢ ), condotia
una retta ¢ che tagli ¢, questa taglia (def.) anche 2 e percin (idem)
anche p. Quindi la 2 (n. 2 cor. applicalo alle ¢, g) o & parallela a p
o taglia p in un punto V, la quale nltima ipotesi & impossibile, altri-
menti per V passerchbero dne parallele ad a.

Teor. 1. La figura formate delle refle che congiungono i
punti di una data retto a con un punio N ad essa esterno e dalla
parailela p ad a passante per N ¢ tale, che ogni retla che unisce
due suor punii gualumque taglia tulle le reile per N ora conside-
rale, tranne wna, che ¢ Ia parallela per N a quella retia, ¢ non
taglia (@ meno che non passi per N) nessur’altra retta per N,

Se la retia m‘taglia due delle nostre retie ¢, ¢;, essa (n. 2 cor.)
o taglia « o & parallela ad a rispetio a e. Se taglia a deve tagliave p
(n. 3 def) ed ogni ¢, per N tagliando a, ¢ o taglia & o & parallela
ad & (0. 2 cor. applicato alle rette @, cg). Se @ & parallela ad a, viene
taglinta da ogni oy (n. 3 def) e 1a p & 1a parallela ad @ per N (n. 3
teor. II e I). Se poi & si appoggia a p e a ¢ deve tagliare @ (n. 3 def.),
@ siamo cosi ricondotti al primo caso. Ogni retta poi per N che tagli 2
in un punto X; se & taglia @, o taglin @ o & parallela ad @ per vV
(n. 2 cor, applicato alle relte a, c), ciod & una ¢ 0 P, e se & &
parallela ad a la IV X taglia sempre ¢ (n. 3 def), ciod & una ¢. Resta
cosl dimostrata anche la seconda parte del teorema.

Der. II. La figura formaia dalle retle che congiungono i punti
di una auta relle a con un punto ad essa esierno N e dalla parai-
lela od a pé}* N s ¢chiame FASCI0 DI RETTE, FASGID DI RAGGL FIANO, @
seconda che st considera come elemento la retia, il ragqio, ¢l punito.
Lea a st chiama mrerTRICE, N il OENTRO, le retlie per N formanti la
figura GENERATRICE,

Dall’ultima parte della dimostrazione dell’ultimo teorema risulta
che ogni punto X di una reita # che conginnge due punti di doe ge-
neratriei (se i dne punti sono sopra nna medesima generatrice o sulla
diretirice, Ia @ ¢ wna retta della figura), appartiene ad una gencra-
trice, di qui il

Tror. IV. Ogni reiia che congiunge due punti di wn piano ha
twili i suor pumli nel piano. .
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Cog. Tn piano si pud generare prendendo wuno qualunque det
suoi punti come centro ed una qualungue delle sue reile come di-
reltrice. Hee, ece.

4. Un altro importanfe argomento che nell’opera del Veronese
trovasi svolto con nuove vedute & quello della teoria dell’'uguaglianza
delle figure, che 1"Autore fonda sul segnente assioma (7): « Se in due
coppie di raggi (") qualunque A B, 4 C; A'B, A'C’ scelte due coppie
di punti B, C; B, C’ tali che (4 B)= (4'B); (4 L) = (4'C'), 1
segmento (B (') sia identico a (B'C), le due coppie di raggi sono
identiche » .

Senza fermarei qui a discuiere sulla necessith di un assioma spe-
ciale per la teoria dell'uguaglianza delle figure, e sull’ opportunita
dellu senite del medesimo nel caso che esso sia necessario, ei limite-
remo a dimostrare che quello proposto dal Veronese si pud sostituire
con quest’altro molto pin semplice:

Assioms. Date due coppie qualungue di raggi a, b: a, b di
vertici A, A, se il segmento che wnisce due punfi B, F di a, b ¢
uguale al segmento che unisce i due punti corrispondenti B, I de
o', b (prendendo come origini A, A (v. sotlo)), lo slesso arviene
per due qualungue segmenii che congiungono E, B rispattivamente
con due punli corrispondenti di b, 1. (Dati due raggi (ualunque
a, o e fissati su essi due punli qualunque A, 4 chiameremo punii
corrispondenti sui due vaggi, rispetto alle origini A, A', gli estremi
diversi da 4, 4" di ogni coppia di segmenti uguali con un esiremo
rispeitivamente in 4, A" e con gli aliri estremi tutt’ e due nel verso
dei due raggi o nel verso opposto rispetto ad 4, 4"

Teor. |. Date due coppie qualungue di raggi s, b; o, b’ di ver-
tici A, A’, se il segmento che waisce due punti B, F di a, b é uguale
al segmento che unisce i due punti corrispondenti B, F' di a’, V',
lo stesso avriene per due segmenti determinali do, due alire coppie

|¥) Por comoidlts del leitore rinorto 1a seguente definizione che il Veronese, affina dl evilare
liatroduzlone del trasporle senza deformasions, ohe oconduce 2d noe pelizions di prinelpio, pro-
pime, per tm tratisto elemantave, per le figure ugoali: < Due figure al digpmo nensli se sl pud
staoilive fra i loro punti una corrispondenza tsle, che i segmentl ratilllnei dei punil sorrispon-
denti siane ordinatamente pgoall s (pag 284, notn XTl).- Per figura retfilinec il on sitema o dl
piit simtami distintl dl puntl s'intende (pag. 221, n. 9) . quella Individuafa dal segmenti che hanno
per estremi i punt! datl, e dai segmenti determinail dai punit dek segmenti anddetti e cosi via s.

[*¥) Notiamo che per raggio va Intesa lintern reita considersats in mn dato verso,

AT I R e
o S T W o o S S U
i rre bR 7 = -
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Qualungue di punli corrispondentt (prendendo sempre per 0rigini
A, A"). Siano (v. fiz. 2) (BC), (B'C) questi due altri segmenii.
Allora applicando successivamente 1'assioma si ha: (EC) = (E'(C"),
(CB) = (C'E’).

Mediante un ragionamento analogo a quello ¢he 1l Veronese ado-
pera per il teor. IT della pag. 238, e che per hrevitd non staremo qui
a ripetere, il teor. precedente si estende alle due coppie di raggl

opposte al vertice alle date e

A-f

quindi alle coppie di retie, per
cui potremo coucludere:

/ Teorw. II. Se due triongoli
AETF, A'E'E hanno i loli ri-
spellwamente wguall, & seg-

' menls determinali da due qua-

lungue copple omologhe di

Fig. 28, punii delle wrelle cui i lali
appartengono, SON0 uUguali.
Teor. 11, Date dwe coppie di rette a, h; a, i di vertici A, A,

se, scelte due coppie di punti E, F3 E, F' tali che (AE) = (A'E,

(AF)=(A'F"), é (EF)=(E'F), le due coppie di rette sono identi-

che. Sopra due segmenti corrispondentt (EF) = (E'F"), (BC)=(B'C)

(fig. 2) si prendano le coppie di punti corrispendenti M, N; M', N’

tali che (EM) = (E'M"), (BN)=(B'N'). Allora si ha (feor. II ap-

plicato ai triangoli A BC, ABC)Y (NE)=(N'E’), (NF)= (N'I"),

e percid (teor. IT applicato ai triangoli ZNF, E'N'F') (N M) = (N'M").

Cosl continuando si vede che fra i punti delle nostre figure si pud

stabilire una corrispondenza tale, che 1 segmenti retfilinel dei punii

corrispondenti siano ordinatamente uguali.
Abbiamo cosi dimostrata la proposizione che il Veronese assume

come assioma, basandoci sopra una proposizione che @ una delle parii
semplicl in cul quell’assioma pud scindersi.

V tmesia, 1898,

Prof, PacAaTiNt F'RANCESCO.
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SPRA UNA FORMOLA PER LA NISURA DEL VOLUMI ©

1. Consideriamo un solido il gquale sia limitato da due figure in
piani paralleli (base), di aree By, By, alla distanza A =1 (allezza)
¢ da una superficie poliedrica o enrva, e, 1ale che 'area d'una
sezione qualsiasi fatta in esso da un piano parallelo alle basi ad una
distanza 2 da una delle medesime (dalla base inferiore &), sia una
funzione razionale intera /(@) del 2° o 3° grado della o (), e
proponiamoci di trovare il volume di gquesto solido nella ipolesi che
siano soddisfatte le due condizioni seguenti :

1° che se B, > B, le aree delle singoli sezioni vadano diminuendo
col crescere di @

2° che il volume di ogni tronco del solido limitato da due piani
paralleli alle basi sia compreso fra 1 volumi dei due prismi o ci-
lindri aventi per basi le sezioni fatte da questi piani e per altezza
la loro distanza (7).

2. Sia /(@) = @a® 4 b& + c. Si avrh in quesio caso

Byo=—7{0)=¢, f(l :2}:1@—2 =5t 3 gy, T

dove ad M si dard il vome di sezione mediana.
Si divida l'alfezza 1 in » parti uguali e per gli » — 1 punti
di divisione si conducanc del piani paralleli alle basi, a tagliare il

(*) La formola a oui sl allude & gid motas al I1sttor]l dol Periodico ed ¢ riportata dal Prof, Loria
nella sug recensione della Genstische Stercomefrie von H. Hurxzs [Per., 11, 1887, pp, 2731}, opera
da fdguardarsi, nella sua parte prineipate, como un'csposizlone delle applicasioni offerte dalla
formola stessa glln cobagura di elassi svariatissima di solidi. Tel resto oltre sl 1ibro dell®* Heinze
devuto alle enre del Big. P. Lucke, & stato pubblicato, eon Bne didattico, da questt on altvo Rbro,
ipspirato agli stessi principi o di analoga tessitura |[Locmm (F.): Leidfadenm der Ftereomelrie fiie den
Sehulundervicht, Leipeic, Tenbuer, 158U0], non esente da guet difettl ehe il Prof. Loria giustnmente

lamentava nell’apera dell’ Heinve,
Perd anelic in Francia, e diversi annol primz ehie appariesero 1e opore menwionate, il Slgnor

H. Sergent si era fatto ealdo propaeatore della stessa formola [Ofr. Seroewt (B.): Troité compief
de Lows l2& mesurages, mibrages, jaugenges de tous les corps, appligod gur arly, anx mélisres, eoe,

Paris, 1974 |,
Pare a me ehe la gegunente trattazione imaplrata & concetti semplici @ rigurcsi, & sopratufto

assal sueeinia, possa giovare a diffondere In conoseenza nlteriore dalla formela in parola, renden-
dona possibjle !'introdurione nell' inesegnomento savondario

(#%) ¥, le note in fine pel e¢axo Al () fonzlone ravionale intera del grado s e per gltve
eomsideragioni d'indole meno elementare.

(¥=%) Bl vedrd in seguilo com# sl polrebbe fare a meno di indroduwrre gueste fpotesi, dando
alia 1wattazione un earatiere di megplore peneraiita.
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solido. Le aree delle singnle sezioni, comprese la basi, sono espresse
“da

f(,:)—u.i“.ﬂfli-}»b.i.%—}—ﬂ ((=0,1,2....n),
e il solido si potrd considerare costituito da n tronchi limitati dalla
base inferiore e dalla prima sezione, da quesia e dalla seconda sezione
e cosi di seguito, infine dall’ (rn— 1)*™* sazione e dalla base superiore.

Immaginiamo ora le due serie di prismi o cilindri aventi per
comune altezza ;11_ e per basi la base inferiore ¢ le singole sezioni i
dalla prima all’ (n — 1) Je successive sezioni dalla prima alla |
(7 — 1)*™ e .la base superiore e indichiamo con Doy Diyoo ol
rispettivamente, 1 volumi dei prismi o cilindri della prima serie e
CON Py, g,...%, quelli dei prismi o cilivdri della seconda serie,

finalmente con Por Pisee.Pu—y L volumi dei tronchi in eui il solido
rimane diviso dai piani seganti.

I chiaro intanto che si avra:

F

=v (=12, ....(n—1)) =

H-n—ll

;
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ﬂ e
o
P

i 1 1 1
(o B a.is _1_._|_b ' L , — 1.9
e =t=a. b e (=12 - 1))

e, per le due ipotesi fatie sussisteranno le relazioni:

i L S
f(-ﬂ—) >F —;l—) (1=0,1,2, ... (n— 1)), da cui segue v; > Vi1
-

T 29 >0y (—0,1,2 .... (n— 1))

Chiamando V il volume del solido, onde ¥V — 27, potremo quindi
scrivere

.ﬂ?—i‘l’i >V > i‘l.

e (meste diseguaglianze varranno qualonque sia 7. Ma

S ! : - a2at o
E’E,-::gz_U+1!+"'(n"m+5_n+l"'+(ﬂ_1) L ot
. w "’ ' |

b |
; 12 £ ¢
21’{ - 1 2% o} . -+~ 7 = =24+ ....94n
1 ne ¥t
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dungue, per un noto principio sut limili, sard ancora
1 1 e
V—=ﬂ-T+b-?+ﬂ()-

e poiché By—+ B, +4M—cH+a+bt+ecda+2b+4c—=

7 - 1
b o+ 5 —+c), avremo finalmente V= (By+ By + 4 M)

e cambiando l'unith lineare 1 in /s risulterd la formola importante,
oggetto di questa nola:

TZ%(BU"FBI"]"*M) ......... [1]

2. Del resto nel caso che si tratii di un solido poliedrico S e limi-
tatamente al caso considerato, che & il pii importanie, che ogni
sezione faita mel solido con un piano parallelo alle basi, alla di-
stanza & dalla base inferiore, sia una funzione di 2° grado della
&, senza introdurre speciali ipotesi circa la forma del solido, si puod
dare della formola [1] una dimostrazione ancor pit elementare della
precedente, accennata dal Sig. A. pe SaNT-GERMAIN (V. la nota: Sur
une formule géndrale de la mesure des volumes. Nou. Ann. de
Math., 1893, p. 291) nei seguenti termini:

« Immaginiamo un prisma 7, le cui basi siano situale nei piani
delle hasi By, By di 8 e due piramidi 7y, T, aventi, I'una la sua
base, 'altra il suo vertice nel piano di B, e inversamente nel piano
di B, : & facile determinare le hasi di 7, 7y, 7% in modo che la
somma (algebrica) delle aree delle sezioni fatie nei tre solidi da qual-
sivoglia piano parallelo al piano di By sia eguale all’area della sezione
[atla in S. 11 volume di S sark egunale alla somma dei volumi di 7

1424, —+n il 1S M | n

(*) Per la determinezione dei limiti per n=re0 del quozienti

e uﬂ
s R T B Ll
gir, Par., VI, pp. 27-28; per qualls, pii generzla, dl ¥im P vaill lecpere
L — 1

ivi citate ed anche Brunaccmy (G.): Lzzioni di Algebre elementars, Vol T, p. 280, teor, 7%

{%%) Dgl resto ohe 2in Hm > |I£=11:I:n Z v pald dedursl anche de ppnsidearazionl genme.
=2 H=10w

= L4 F
triche osservando ohe &l ha 3 v, — F v, = v, — ¢, differenza che per n~wm convergs a zero.
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Ty, Ts, @ siccome la formola [1] & evidenie per il prisma e la pira-
mide, essa sard ngualmente vera per S ».

Si chiamino invero f, %4, t; le basi a determinarsi dei tre solidj,
U, 6, s e [(@) —=aa® 4 bx 4+ c le aree delle sezioni fatle nel
medesimj e in S mediante il piano segante, si ha subito

=1, H:4=Hm:2% L:6=H1:(0H—2a),

donde
: £, m" . t. . (h — x)*
i1 — lhe y = — he
e
r 21, 7 {
ﬁr+tl+f;—t{tg h’ﬂ:l ‘;;Em’.

L'eguaglianza a cui devesi soddisfare & per conseguenza

f, 4+t 2t
a4 bx 4 ¢ = 1h9 ‘ m‘—-—f—mq-t-{-tg

e questa fornisce, per la determinazione delle hasi di 7, Ty, 7%,
le tre equazioni lineari simultanee, indipendenti fra loro:

b i

tl—'[—f-g:ﬂh!, lg — 5 t 4+ le = ¢,

dalle quali le basi stesse restano univocamente determinate,

4. Passiamo ora a considerare il caso in cui, stando ferme tutle
le premesse relative al caso precedente, la sezione f(x) sia uua
funzione razionale intera di 3° grado aa® + ba® 4 co + & della &.
In questo caso si avra:

1 1 1 l
0p=08.00. 4 0.0, 5 ~4c.0. z4+d.

!

| 1 | i
r n = ="
ta=—0a.0.—+ b0 s+c.u.gt+d.4

P | 1 A | | .
g —=0—=a.8 5+ b. P ted.+d. (=1.2...(n—1)),

= 04184, (=108 0] H(n—1)F O414.. +(n—])

? V=0 py +& = = — +d
A, I3FD4. 4wt 124204 4wt 142440
?'ﬂi_a 'ﬂ-‘ +b n3 - i~ H-E' +d’
ma, com’ée noto, si ha in generale

- e =1 1® 2 1
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onde risulta

' l 1 i
lim Jjv;=—1Iim Yo, —a. "l—b?"*-f‘?—i—d_—__ j

4

1 |
Ma Ih—d, -B]_:II—I—E? ¢+ d, M:ﬂ.—ﬂ" +b.? -t

C. % ~+-d, sicche V= % (Bp—+ By -~ 4 M) come precedentemen te.

Per questo caso serve adunque alla determinazione del volume del
solido d'altezza qualunque A ancora la formula {1].

b. Il procedimento del precedenti paragrafl, con una modificazione
ovvia, conduece poi al seguente enunciato:

Il volume d'un solido limilato da due figure parallele ad un
prano fisso P, vna delle quali pud ridurst anche ad un punilo,
e da una superficie laterale poliedrica o curva, tale che ogwm
sezione falta nel medesimo da un piano parallelo a P s vwna
funzione del secondo o terzo grado della distanza di quesl: dwe
piani, é equivalente ad un cono avenle per alliezza Uallezza del
solido e per base la semisomma delle basi, awmentala del doppio
della sezione mediana, dietro le ipotesi 1° che le aree delle stngole
sezioni, se disuguali, vadano diminuendo col crescere della di-
stanza dal piano P, 2° che il volume del tronco limitato da due
piani paralleli a P sia compreso fra i volumi dei due prismi o
cilindri avenli per basi le seziomi fatle da questi piani e per
altezza la loro disianza.

(Continuwa). A. LueaLr.

g

SULLA EQUIVALENZA DEI POLIGONI

E noto ai lettori del Periodico di Malematica il tentativo fatto
dal Prof. Faifofer (*) per restituire alla teorica della equivalenza
la primitiva semplicith, pur mantenendo la definizione « Due fignre si
dicono equivalentt se possono essere fagliate in parti rispeftivaments
eguali »; e sono anche nole le obbiezioni mossegli dall’illustre e
compianto De Paolis nello stesso volume del Periodico (pag. 44).

(%) 'Fu.'l: L, pap. 14,
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A sostegno della nuova feorica della equivﬁle-nza, introdotta per la
prima volta in Italia dal Faifofer, rimase dunque la proposizione
« Se un poligono é diviso in part in un modo gualungue, non &
possibile, trascurando alouna di esse, disporre le rimanenti in
modo da ricoprive inleramenle il poligone », che credette di poter
dimosirare il Prof. Do Zolt (¥), e che il De Paolis, trovando, come
egli stesso dichiara (**), che la dimostrazione di De Zol4 « non
andava esente da obbiezioni » adottava, in una forma piht generale,
come postulato nei snoi Elementi di Geomefria.

In una nuova edizione degli Elementi di Enclide (***), il pro-
fessore Gremigni pretende di evitare i postulato della equivalenza,
dimosirando i due teoremi (Prop. &, F.):

1.° Se due poligoni sono uguali ed hanno wna parte comune,
la rimanente parte dell'uno é equivalenle alla rimanenle parte del-
Ualiro.

2." Se un poligono ¢ parte di un altro poligono, essi non Sa-
ranno equrvalentt, | :

Disgraziatamente le dimosirazioni sommarie, che 'suiore da di
quesie proposizioni, sono erronee, come osservd il prof. Lazzeri in
due articoli insertl nells Rivista di Matematica (), e le due
risposte dell’autore (™) sono hen lontane dal demolire le eritiche
fattegli. Riguardo al primo teorema, osserverd poi che, oltre al
difetto 1mpufatogli dal Lazzeri che ciod si possa andare incontro
ad infinite operazioni, la qual cosa avviene realmente, come dimo-
strerd piu innanzi, & anche inesatta 1'asserzione « allora si potrd
ripetere per ognuna di esse (parti).... cid che sopra abbiamo visto
avverarsi per la intera parie comuney »; poiché, mentre la parte y
era comune ai due poligoni primitivi e, B, le nuove parti ¥', ¥ sono
comuni, I'una ad « e a v, l'alra a P e a ¥y.

Nella dimostrazione poi del secondo, 1'errore & anche pit grave,
poiché dice: « Allora le parti di § potranno avere le loro corri-

{¥) Prinepii delle egnagliansa dei poligomi — Milano, 1881,

(*=) Peoriodios di Matematiza. — Val, 1., pag. 44,

(¥=5) @li Elementi di Euelids. — Libyn primo — Piranza, 1803

(¥%%¥) Vol. 1L, pag 180 e Vol II1., pag 121.

(%=F*%) .4 propoailo dei postulato dell'equivalenzs e eli altrs guestiont geomeiriche, — Riv.
Hat Vol ITL , pag 84. — AucorG a proposito del portulato dell'egurnalenza o i allre Questions
geomeirichs — Seconds rispozts al prof, Lasseri. — Firenze, Siab. tlp. Piorentino, 1803,




— B =

spuﬁdenti. nel poligono «, 0 internamente a § stesso, o esternamente.
Se consideriamo quelle che hanno le loro ecorrispondenti interna-
mente, alcune di esse saranno sovrappeste, in iotaliid o in parte;
altre no. Rispetto a quelle sovrapposte in parte, sappiamo dal teo-
rema precedente che, facendo astrazione dalle parti ecomuni, le ri-
manenti parti sono equivalenti. » Ora sieno ¥, v, ... le parti dip
che hanno le loro corrispondenii w, v, ... internamente a § stesso;
affinché il ragionamento del Sig. Gremigni potesse camminare, con-
verrebbe ammetters che g si sovrapponesse proprio a p, v a v/, €€e.;
ciod ciascuna alla sua corrispondente. E come andrebbe invece se p
si sovrapponesse a v, 0 v a p?

Se il Sig. Gremigni, imitando Euclide, del quale si & fatto edi-
tore, invece di accenmare succintamente al modo, onde credeva che le
sue proposizioni si potessero dimostrare, avesse cercato di dimostrarie
acouratamente, si sarebbe accorto che la sovrapposizione di parii non
corrispondenti costitnisce la maggior difficolth che si oppone alla
dimostrazione del suo primo isorema, qualora la parte comune ai
due poligoni eguali non sia convessa; difficolth che persiste anche
se, nella definizione di poligoni equivalenti, si toglie la limitazione
che il numero delle parti sia finito.

In una sola cosa il Gremigni potrebbe aver ragione, quando cioe
scrive (): <« allora quello che si renderd necessario di fare, sara di
estendere il concetto di equivalenza » ; ma mnon insiste su questo
concetto, poich® vuole difendere la sua dimostrazione anche per il
caso che il numero delle operazioni possa essere infinito, caso che
egli poi nega recisamente, coniro il vero.

[na nuova soluzione della quistions fu recentemente proposta
dal Sig. Schur in una nota, della guale fu pubblicata una traduzione
nel Perjodico di Matematica (vol. VIII pag. 153) col fitolo « Sul-
'ares delle figure piane limifate da linee retie ». Hgli cerca di far
corrispondere univocamente ad ogni poligono un reitangelo equivalente
che abbia un lato dato, partendo dalle due proposizioni :

1.° Ad ogni.triangolo si pud associare wn retiangolo equive- -
lenie avenle un lato dato.

(¥) Seconda risposia al prof. Lazseri, pag. I




o

2." Ogni poligomo pud in un modo determinalo vewire decom-
posto e triangoli.

Per la prima 'autore asserisce che v' & hisogno di poche spiega-
zioni, ma non mi pare che abbia ragione ; poich¢ un triangolo si pud
scomporre in infiniti modi in parti, e senza il postulato ammesso da
De Paolis, puo rimanere il dubbio che, ommettendo alcune delle parti
derivanti da una divisione qualungue, si possa colle rimanenti rico-
struire il triangolo, e allora, se ad ogni parte facciamo corrispondere
un rettangolo equivalente che abhia un lato dafo, il triangolo potrebbe
equivalere a due somme diverse, vssia a due reitangoli diversi.

Per la seconda proposizione, egli ricorre alla scomposizione usata
da Mohiuns, nella {ua.la i triangoli hanno per basi i lati del poligono
e per-vertice comune un punto del suo piano, e forse per evitare la
regola del segni, v'iniroduce la limilazione che il punto debba essere
scelto nell’interno del poligono, o sul sno contorne.

Egli dice poi: « In tal modo, per ogni posizione del vertice
& associatlo al poligono un rettangolo determinato che nasce riu-
nendo i rettangoli equivalenti ai triangoli corrispondenti ed aventi
per un lato un dato segmento, ed & agevole dimostrare che il ret-
tangolo ottenuto hia un’area indipendente dalla posizione assunta per
il veriice ». Ora mi sembra che anche guest'ultima asserzione abbia
bisogno di conferma ; poiché, se & evidente che la somma di quei trian-
goli & costante, per la ragione, e per essa sola, che tale somma &
sempre il poligono, la qual cosa d'altronde sussisierebbe per ogni altra
scomposizione, non credo che sia mai stato dimostrato, dietro la
nuova definizione di poligoni equivalenti, che sia costante la somma
dei rettangoli equivalenti, che hanno un lato dato; e dubito assai che
tal cosa si possa dimostrare in avvenire.

Non conosco la polemica dei Signori M. Rethy di Budapest e
H. Dobriner di Francoforte, contenuta nell'uliimo fascicolo dei Ma-
themnatische Anneler (Bd. XLIL, pag. 275-296), sulla proposizione

« Se due superficie piane eguali hanno una parte comune, le parti
non comuni sono equivalenti »; ma a quanto ne dice il Prof. Lazzeri
in una nota alla sua « Risposta al Prol. Gremigni » (%), sembra che

() Rivisie di XMalemafica. Vol. 111, pag, 123. .
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I'ultima conelusione, cui sarebbe giunto il Sig. Rethy, non sia indi-
pendente dal postulato ammesso dal De Paolis.

Al punto, al quale sono arrivati gli studi sulla nuova feorica
della equivalenza dei poligoni, pare dunque che questa nom si possa
reggere senza il postulato di cui si & fatto parvola. Ora, se quesio
postulato & pure soddisfacente per lo svolgimento formale della teo-
rica, pud dirsi alirettanto per la sua ammissibilith ?

1§ senza dubbio arbitrario il porre dei postulati i quali esprimano
proprieth di enti che stiamo per introdurre nella scienza; ma € forse
permesso ammefterne altri che esprimano proprietd nuove per enti
gia prima introdotti, senza verificare se le nuove proprieta sieno, o
no, in contraddizione con guelle che sono state anteriormente accet-
tate? No certamente.

Quanto non si & fatto e studiato per evitare 1'assioma delle pa-
rallele, il quale era appunto in queste circosianze! E la teorica delle
parallele non si poté dire rigorosa, finché non furono stabilil tuti
1 casi possibili, fia i quali fosse libera la scelta.

D’altronde il postulato della equivalenza & negativo, e percid non
si pud chiamare in sno soccorso 1'esperienza, alla quale non & dato
di giudicare in una infinita di casl .

Per esempio non ripugnava il postulafo sperimentale, che era posto
a fondamento della teorica delle parallele, nella prima edizione italiana
degli Elementi del Balizer; poiché, con esso, non si ammetieva gia
che la somma degli angoli di qualunque trisngolo fosse di due retii,
ma solo che esistesse uno di questi triangoli, e si dimostrava che,
ove la somma degli angoli fosse eguale a due retti in un solo irian-
golo, fale dovrebbe essere in Tultl

Né mi si dird che il postulaio debba ammettersi per la sua evi-
denza, poich® questa non deriva dalla proprieta dei poligoni di essere
equivalenti, quando si possono scomporre in uno stesso numero di
parti rispettivamente eguali; anzi vedremo che, a priori, esso potrebbe
essere in contraddizione con questa proprietd. La sua evidenza non
pud derivare se non dal concetto di grandezza intuitivamente atiri-
buito alle aree dei poligoni, quale fu presupposto da Huclide, e dalle
proprietd che si ammettono per le grandezze.
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Studiando le conseguenze che discendono dall' ammettere il po-
stulato, troviamo che, per esso, di due poligoni dati, uno deve essere
necessariamente, o maggiore (prevalenis), o equivalente, o minore (suv-
valente) dell’altro; e, in forza della teorica delle grandezze equivalenti,
se a due poligoni eguali si aggiungono due poligoni non aquivalenti, la
somma che si oftiene, aggiungendo it maggiore, deve superare quella
che si otfiene, aggiungendo il minore. Ne risulta, che se da due po-
ligone eguali od equivalenti, si toglie una parte equale ad un terzo
poligono, le parii restanti devono essere equivalenti, viog luli dea
potersi scomporre in uno slesso numera finito di partl rispelliva-
mente equali.

Cerchiamo di dimostrare direttamente il caso pitt semplice di
questa proposizione; ossia il teorema.

Tk AT A B el R

Fig. 1", Fig. 22, /

Se due poligoni congruenti hanmo una parie convessa comune,
e wna solianto, le loro parti non comurid sono equivalenti.

Ammetieremo dimostraie le due proposiziom:

1.* Due poligoni convessi non possono avere piv d'una parte
comune, la quale ¢ necessariamente convessa.

2.* Se a poligont equivalenti si aggiungono poligoni equivalents,
le somme sono equivalenti.

Sieno 4, A, i due poligoni, B, la parte convessa comune (fig. 17,
2%, 3%, 4*, 5%).

Consideriamo prima By come annessa alla figura A, e costruiamo
la B ad essa corrispondente nella congruenza, e annessa alla figura 4 ;
similmente, considerata B, annessa alla 4,4, si trovi la sna corrispon-
dente By nella A,.

Poiché, nella congruenza, ad A. B, B, corrispondono ordinata-
mente 4,, B, B,, la parte di 4 ésterna ai poligoni B, B, sark con-
gruente alla parte di 4, esterna a By, Bs.
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Supponiamo ora (fig. 1*) che B, B, e, per conseguenza, neanche
B,, B, non abbiano alecuna parte comune; allora le parti non comupi
dei poligoni 4, A, saranno composte ciascuna di due parti, e le parti
dell’'vng saranno congruenti a quelle dell’altra; cioé¢ la parte di A
esterna a B, B, alla parie di 4, esterna a By, By e il pnligﬁﬁu’ B al
poligonn By ; le accennale parti non comuni saranno dungue etuiva-
lenti, come si doveva dimostrare. |

Se invece ln B ha una parte comune (f, necessariamente convessa,
colla By, anche B, avrh con guesta una parte convessa comune Cl, con-
gruenie alla C}.: ,

Per dimostrare il teorema in guesto caso, basierh provare che la
parte della B esterna a C, & equivalente alla parte di B, esterna a (y;

poichd, se c¢id & vero, le parti dei poligoni 4, 4, esterne a By sono
composte di due parti equivalenti; ciod la parte di A esierna a B, By
& congruente alla parte di A, esterna a By, B, come sie gia dimostrato;
e la parte di B esterna alla B,, o ¢i¢ che & lo stesso, a ), & equiva-
lente alla parte di By esterna alla stessa By, ossia a C,, come si deve
provare.

Ora osserviamo ehe B, (7, ecorrvispondono, nella congruenza, a B;, Cy;
e percid la parte di B esterna a ¢, & congruenie alla parte di B, esterna
a (; ; basterh dunque provare che sono equivalenii le parti di By, B
esterne a Cg; ossia che nei nuovi poligoni By, B, che si corrispondono
nella congrnenza primitiva e hanno in comune 1'unica parie convessa Cs,
le parti non comuni sonoe equivalenti. Siamo cosi ricondotii al teorema
stesso che si deve dimostrare, essendosi solo cambiati i due poligoni
congruentl.

Similmente da guesto caso potremo passare all’aliro, in cui si
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devono dimostrare equivalenti le parli non comuni di Cg e di un
nuovo poligono Cy ad esso congruente, poi quelle di due nuovi poli-
goni congruenti Dy, D,: e cosl di seguito.

[osservazione precedents ci permette di semplificare la figura ;
poiché, per essa, possiamo dispensarci dal costruive le figure B, G,
Da, . .. .: anzi, poiché le figure B,. Gy Dy, .. .. risultano dalle pre-
cedenti, come parti comuni, le sole figure che
si dovranno costruire, dopo 4, 4,, saranno
By, Cg, Dy, . ...

Possiamo ancora osservare che invece delle

- B‘?.r-"h

& - ——

Fig, &°

ficure By, Cs, Dy, . .. possiamo costruire le fi-
gure Ag, Ay, A4, . ... (fig. 5% congruenti ai
poligoni primitivi, in modo che, nella serie di
poligoni A, 4, 4g, As, Ay, ... ciascuno corrisponda al successivo
nella primitiva congruenza. I poligoni By, Cy, Dy, .. .. saranno allora

le parti comuni ai due primi poligoni della serie, ai tre primi, ai

quatiro primi, ece.
(Continesa). G. BiasL

LECOE—

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sulla quistione 149, La quist. 145 () si pud risolvere in modo assai
pit rapido vsservando che alla relazions che definisce 1 numeri a,, @z, @y .., cicé
20p—an—1¥+agp—9 . . - . . .+« . (1)
gi pud, aggiungendo an—1 si due membpn, dar Ja forma
Qay +n—1 =201+ Cu—2=20b+ac . . . . (2)
Il limite di a, per » infinito, se esiste, ha dunque il valore

. 20 -+ a

lim ¢ = 3 .

h=— ¢
Per dimostrare poi che il detto limite esiste, basla osservare che 1 numer a,
Gqy gy «.. vAnno crescendo, restando inferiori a b, menire ag, a,, a5, ...

decrescono, restando superiori ad a, I limiti di ag, per # parie per n dispari,
non possona differire tra laro, perché, seritta la (1) sotto 1a forma 2a, —ay 9 —
an —1, 8i vede che il primo membro tende ad uno dei predetit limiti, ed il se-

(%) Periodico di Matematica, 1883, pp 78,127. — V. aushe Cesiro < Curso di aaalisd algebrica »
p. 300,
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condo membro tende all’zltrg linite. Finalinenle, se st vuole 'espressione di ag,
gi soriva l'eguaglianza (2) sotto la forma

26 + a ! 2b+a
On 3 2 (""‘1 3 )
Se ne deduce subito
2bt+a (—I)® 24 a b—a
O 3 on (b-— 3 )_ — )" o
E. Cesiro.

| TEML DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATURITA
IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIOR]I DELL'AUSTRIA-UNGHERIA
allu fine degli unni scolastici 189£-92 ¢ {802-93 (')

CapopisSTRIA: 1, . Gimmasio — 1) Quali numeri hanno la proprieta di di-
ventare divisibili per 11 se vengono di una uvnitdk aumentali, ¢ per 25 se di
una uniti diminuiti ¥ Si determinl la somma dei primi [0 numeri aventi questa
proprieti. '

2) 11 perimetro d’un pentagono regelare ¢ — 372,9 dm.. Qual’e il volume
d'un prisma retto che ha per base questo penlagono e per altezza la diagonale
del medesimo *

3) Trovare I"equazione del cerchio che passa per i1 punti (@, =12, y, =),
(w, =4, y, = — 6) e per lorigine delle coordinate

Gorizia : 4, . Gianasio — a) La somma di tre numeri, in progressione
geomeirics, & ugunle a 285 il prodotto di quello medio per la somma del due
estremi & eguale & 160 : trovare i tre numeri

by Calecolare il raggio della bese di un cono reiio la cut superficie fotaie
& m? 2.4, e il cui angolo al vertice & 67%13° 36",

¢) Le coordinate dei vertici di un quadrilaiero sono: A(m, =2, y, =3),
B@,—4 y.—=3), C(v,—=10, y,=6), D@, =6, y,—=12). Galcolarne
i lati, gli angoli e Parea,

Roverero: i. . (Finmasio — 1. Nella compera 4" una casa vennero pagati
fiorini 9000 al momento, e fio. 1800 per cinque anni consecutivi alla fine di
ogni anno. Quale ne fu il prezzo ecalcolando V'intarcsse composto del 4 0f 7

[I. Un prisma retto ed wna pivamide vetta di eguale altezza hanno per base
un triangolo equilatero di lato a. Dovendo la superficie laterale del prisma
esvare ugusle a quella della piramide, si domanda quoal’s la comune altezza dei

due corpi.
[I. Dati tre punti determinare 1'alfezza della perpendicolare calata dal ferzo
alla retta che passa pet due primi
A(—1, —5) . B(&9 ., €(1,2),

(#¥) & vene oba |1 igtrors sappia come, nei Glimasl, i candidati glnno {eouii a risclvere &lmene
due problemi sui tre da cul clascunn del temi & costituito. I tempo consesso &, ordinariamente,
di 4 ore.

1 temi qui riportail ai riferiscono, per i Ginnasl, all'anpo scolasileo 1B881-93, per le Seucle
reall all’anno 18932.98.
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Trexto: 1. r. Ginnasio — a) Risolvere le eguaziom

! Bl | 6o
m—E—;—I—V:u-l—y—!*_—?, Em+y+?:T-

&) Il lato di un tronco di cono & lunge 3,26 m. ed & inclinato  verso la
base di 73°27° 197, Qual' & il volume del cono supplementare s¢ quello del
tronco di cono & di m®. 372,486 %

¢) Per esleolare laltezza di un oggeitv 4 B, che si frova sopra un peudio,
si traccia dal piede 4 lungo il pendio una retta AC, che si miswra, e da C
si determina 1'sngolo visuale A OB, poi si prolunga Ia retia AC di un fratio
OD, che si misurs, ¢ da I i determina parimenti angolo visuale ADB.
[ risultati delle misurazioni somo: AC="76m., (D=6m., sng ACB—
19°37° 21”7, ang. ADB = 34932 34”. Qual'é 1'altessn dell' oggeito A B?

TRExTO : f. 7. Ginnasio (Sezione tedeseca) — 1) Una rendita di 80U fiorini
la quale seade per 25 znni alla fine d'ogni anno, deve venir sostitnita da
an'altra che, soltanlo dalla fine del 4° amno in poi, viene riferita a 10 anni,
gual’ é il valers di questz (al 4 /)2

2) In un tronco di cono retto é nota la differenza der raggi delle hasi, i
lato e il volume. Si cercano i raggi e I'angolo d’inclinazione fra il lato e la
base

a) generalizzare b per d—=3m, s=>5m, »r==2000m
3) Un cerchio il cui centro cade nell’ origine d'un sistema di coordinate
ortogonali, passa per il pumnto M (4,3), trovare i punti di sezione del medesimo

3
econ la retia y = _-» -+ 3 e le tangenii al cerchio in guoestd punti.

—

Trigsie : Ginnasio comunale — a) Si risolvano le seguenti equazioni
V?E+m*+4y’+4wy=m—l—2y—i—2
Vo+ri1+Vytre=Vaety+p/60 +4ay+3.

¥) Un tale possiede un capitale di fiorini 5634, il quale & impiegato al 4 0/,,
2 lo anmeuts annusimente, al principio di diasenn anno, non soltanto degli in-
teressi, ma ben anche di fo. 840. Quale sard il suo capitale dopo 8 anni ?

¢) In un triangolo rettangolo 1'ipotenusa sin eguale alla distanza dal punto
M, (z, =0, y, = 0) dalla retia y::s]/-d_ﬂ + 56, ed un angolo acunto del
medesimo sia eguale a 35° 20" 57, 8i risolva i triangelo.

TriEsTR: i. . (hinnasio — «) Una persona che dovrebbe pagare alla fine
d'ogni anno, per venti anni consecuiivi, una siessa sSOMInA, soddisfa al suo de-
bito pagando al principio del ventennio fiorini 5100. Qual'é quella somma, se
gi computano gli interessi composii annui 21 5 °f, Y

) In un triangolo sono dati: il Iafo a=18, I angolo ad esso opposto
o — 60° 40° 16” e la somma degli altri due laid & 4 ¢ — 30. Galcolare 1
raggi del circolo inseritfo e del circolo ecireoscritio.

¢) Caleolare V'angolo delle tangenti condotte dal punto A (5,6) al cirevlo
w? +4-y* = 16, e I'area del triangolo limitato da guelle fangenti e dalla cords
che unisee 1 puntt di confatto,

i
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VieNNA: 1. 1. Scuola reale sup. nel I Cire..

Iy-}-]/g 2y+3o _D'H:-.-::—[—-3_:,&l l

& +4(y—}/§)_ ' D Iy—-m

9 Si determini 1'area del triangolo che & limitato dall’asse delle » e dalle
due tangenti condoite alle curve &' 4+ 4o +y* =19 ed y* = 4o In wno del
loro punti 4’ intersemone,

3. Un triangolo col lato o ed i due angoli adiscenti B e y runota aitormo
al lato a; quanto importsno volume e superficie del corpo di rotazione?
(a=599 cm,, B="T10 59" 457, ¥ = 60° 1" 25").

4. Al primo maggio la declinazione del sole & 15° 7’ ; & che ora leva il sole
a Vieuna in questo di e che altema raggiunge alle 10 di questo giorno? La
lat. geogr. di Vienna & 480 127 36".

Viensa: & o Scuole reale sup, nel Il Cirec. — 1. Le lunghezze dei due
cateti di un triangolo rvetiangolo somo numeri iniieri. Se si diminuisce 1l eateto
muggiore di !4m. e si aumenta il minore di 8 m., =i otiiens un triangolo rei-
tangolo, l= cui ipotenusa & eguale a quella dell'originario. Ghe lati ha guesto ?

9 8i caloolino i Jati ed i due angoli incogniti di quel triangolo, nel quale
il rapporto di due lati & 14:13, I'angolo compreso da questi 112° 37 117 ed
il raggio del cerchio circoscriite & — 24,375 em.. |

9. Si eonosee la somma 8 — 93,75 em.? dells due basi di an tronco di pi-
ramide retie rettangolare, la somma dei perimetri § = 59,5 em., 1l rapporio di
due lati omologhi delle due basi p:g=—4:3, e la longhezza di uno apigolo
laterale { — 4,225 em.. Calcolarns il volume.

4, Serivere V'squazione del cerchio che tocea la retta 5y -+ 122 —338 nel
punto che ha I'ascissa =24, e passa per il punmto (7, — 7).

ViENNA: i. . Scuola reale sup, nel_ VIT Circondario — 1. In una progres-
sione aritmetica di nomero pari di termini, la somma del termini di posto dis-
pari & 70, e quella dei termini di posto pari é 857 il prodotte del primo e del-
I'ultimo termine & 58 Qual'® la progressione & il numero dei suol fermini ¢

©. A due eireoli coi raggi R=15¢m. ed r =>5¢m. e la centrale ¢ =25 cm.,
sono condotte le tangenti comuni interne. 8i domanda la superficie ed il volume
di que! corpo’ che nasce dalla rotazione della figura compresa fra le langentie
gli erchi da esse abbracciati, intorno alla centrale.

3. In un luogo che ha la lat. geogr. 48° 12'54" & trova avanl mezzo-
giorno la vera altezza del centro del solea 539 17 42" e 1'azimut dello stesso,
misuvato da sud per est, 37° 127 18", Si deve calcolare 1 declinnzione del sole
ed il tempo medio del lnogo al momenio dell'osservazione, se l'eguazione del
tempo & — 3 m. 27,5s..

4, Trovare I'equszione del luogo geometrico del centro del cerchio che passa
per il punto dato M (z, = 6, y, = B) e toeea il circolo @ 4+ y? — 36, e discuterls.

VigNNA: i 7. Seuola reale sup, nel XV Cire. — 1. Un tale ha da pagare
an debito ¢ = 15000 £, in » = 12 rate poslicipate, col 49/, 4" inieresse, Dopo
pagate @ — 6 rate, desidera pagare il resto in » — 12 rale posticipate. Quanto
imporia ognuna di queste, se per esse viene calcolato il 4 —“ju d’ interesse ?

l. = (),
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2. Sotto quale .azimut deve partire- da . Lisbona (lat. N. 387427247,
long. Or. 833" 3'3”) nina nave, che, nawgaﬂﬂn lungn un cireoln massima, voglia

 artivare & Rio Janeiro (Tat E\ 229537517, lﬂng Oc. 25023" 157)?

8

: 7
parabola ¥? =4 &, cosl che l'angolo formatedalle {angenticondolte per 1 punhi
d'intersezione sia eguale all’angolo d'inclinazione della segante coll’asse delle

3 Per 1l puntu (w0, — — =, y, —=0) & deve condurre una segante alla

ascigse. Si devono dare le equazioni di queste fangenti, e si deve calcolare il loro

angolo.
4. Risolvere le equazioni:-

b — Gy +5y'—10(w— y) =0,
37
20t — Ty + 24+ (@ —y) =0,

Viesna : 1, 7. Stpuole reale sup. nel XVIIT Circondario — 1. In un trian—
golo, che ha la base di 12 m. e l'altezza di 8 m., si deve condurre una retta
parallela alla base, ecoust che 'area del Lriangolo ssparato stia all'area del tra-
pezio come 7 : 9. A che distanza dalla base devesi condurre la parallela e che
lunghezza avra ?

2. Bi caleoli la distanze fra Parign e Pletrohurgu._h date le coordinate geo-
grafiche dei due luoghi:

1, = 20 — 47058° 12"

. 5; —
¥, — 489507117 27 TIEUORITEY |y — 500567 29,7,

3. In tre progressioni gﬂoﬁntl'mhaz-_,' i primi termini formano pure una pro-
Zressions g-eumetrma, col qucmaute 2: inquozienti delle fre progressioni formano
una prﬂgrae:-smuﬂ aritmetica e.ulln diffarenza 1 : la somma dei secondi termini delle
fre progressioni & 24, e la somma dei tre primi termini della terza é 84. Quali
sono le tre progréssioni ?

4. Si detepmini il volume di quel corpo che si ha dalla rotazione della parte
comune ai due cuf.nh =+ = lﬂ @° Fy?— ldo+24=10 intorno alla
linea dei centri. | |
 WisNER NEH'EI',.!:D']:. Etrunfa. reales sup _prnpmmal& — L. Gli angoli di un
triangolo sono. o = 66° 557 167, ﬁ':ﬂﬂ“ IEFBE{" 2 Ia dtﬂ‘hmn,zﬂ. dei segmentd
in cui viene diviso dalle sz allﬂzzu. il lato nppuﬂtﬂ al ler::u angnln & d =— lE om,,
Si oaleolino quest’ ‘altorza ed i tre lati. :

2. Rigolvere lequazmne 2" — 0 75339 » — 2,4635 =0 l:ugunnmetrmu.-

F'a.t‘lgl

3. Una sfora ha la superficie § = 24,576 cm™.. Si deve trasformaria in un
‘cilindro rcefto di volume e superficie la.t:::rﬂ.le uguoale a quella della sfera. Caleo-
lare: 1"altezza od il rageio del eilindro.

4, Si detérmiini 1a differensa fra Ia distanza sferica e la distanza rettilinea
dei due luoghi: Vienna (lat. 349 242" long. 48" 12" 35") e Berlino (lat. 31° 3" 30,
long. 52° 30 47"} pustu il raggio della ferra & == 6377,0 kil..

(Conténua). -
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
159, 164% 165**, 166%, 167* e 168**

159, Se dayli estremi di un segmento che Sscorre Sopra una lengenfe di
ure cerchio (in generale di una conica qualungue) si condwcons le coppie di
tangenrdi alle curva, i lore junll d'incontrs descrivons wne conica, averte usn
contatto guadripunto col cerchio dato. Al variave delle tunghessa del conside-
rate segmento, le coniche corrispondenti formano un fascio, cui appartience il
cerchio dato e la tangente a questo (contata due wvolte) mel puniv opposto al
punio dr contatio con la langents data.

Applicazione. Dato uw triangolo vi sono quatlro coppie di tangenti (non
nacessariamente tutte reall) al cerchio inscritlo, ognuna delle quali sege sui tre
lati tre segmenti uguali. (K. ParaTing).

Dimostrazione del Big. Prof. 8. Catanic a Catania (7).

Sia K una conica a centro O, ¢ una sua tangente, P il relativo punto di
contatto, A A" un segmento di ¢ eguale ul segmento dato. Da Aed A" olitre la ¢
si potranno condurre a K due tangenti @ ed @', una per ciaseun punto. Facendo
scorrere A A’ su & 1 punti 4 ed A" generano due punfeggiate (A) ed (.A"} diret-
lamente eguali, e quindi proiettive fra loro, e pereid le tangenti a ed ¢’ generanc
due serie (a) ed (a') di tangenti a K rispettivamente proieitive alle punteggiate
(A) ed (4), e quindi proietiive fra di lore. 11 luogo del punto M comune & due
tangenti corrispondenti a ed &’ & percid una couica L.

Detfo @ il punto di K diametralmente opposto & P, & mano a mano che A
(¢ quindi anche A’) tende verso 11 punto all’ infinito di ¢, AF tenderd verso Q,
che sard percid un punto di L. Sia PB=— P B — metd del dato segmento,
¢ si guidino da B e B’ le rimanenti tangenii alia K, delle quali B,, B', sieno
i puntt di contatto ed I il punto comuue; il punto I apparterrd manifesiamenie
ad L. Nel triangaclo circoscrilto BB’ I le rette BB . BB, IP concorrono in
un punko; e siccome P & il panto medio di B B', la retta B, Fl risulfera pa-
rallela alla tangente B A'. Ora la retta B, B', indica Ia direzione coniugata al
diametro I 0, il quale percid si confonderd col diametro P Q.

Si tiri QB,, e st dica C il punlo in cul @B, feglia 2. La polare di B
rispetto a K é P B, , onde la polare del punto all'infinito di P B, & la retta B0,
Ma il diametro coningato alla direzione PR, ¢ parallelo alla retts Q B, quindi
BO & parallels a QB,, e per conseguenza PB — BC, e C é un punto di L.
Similmente si dimostra che se B'D — P B, sark D un punto di L.

8i consideri il quadrangolo completo PI0B,. Un suo punto diagonale & B,
un aliro & @, e il terzo si indichi con R. Siccome B & il punto medio di PC,
sard la retta QR =y parallela & PC = L

(%) Lia parte prioeipale di questa quistione sl trova svoitz nella Geo, analdtion del Sarvox
| s, 6, pp. 208, 203 deila 4" ris. delied. itzl], erediamo percid @ esimerei dal pubblicare due
dimostracioni anzlitiele imvinie dal Sigg. E. de Vilo e 5, Mariantoni, stodenti nells R. Universits
di Boma. [N. d. Hed.]}.
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8i assumano Q come centro ed s come asse d'una omologia, in cwi Pedl]
sieno punti corrispondenti. In nuesta omologia, per quanto ora & stato concluoso,
alla conica & corrisponders I conica L (), la quale passando pel centro @
d'omologia, sarh tangenie in Q alla conica K, ed s ¢ la tangente comune.

Ora se due coniche K ed L hanno un contatlo bipunto @, e si conducono
per Q una reita QPJ a sspare K ed L in P ed I rispeiiivamente, ¢ una refla
Q BlC a2 tagliare le medesime coniche in By e C, la relta PB, JC si taglie
ranne in un punto B, che si troverdt nella reite in eni stanno gli aliri due
punti comom alle coniche date; e se uesta retta & le tangente comune alle
due coniche medesime, allora quesie ayraano nel punto di contatto, un contatto
quadripnnio (). B siccome nella reita s giace, olfre R, il punio analogo, comune
alle rette P B, ID, rvealmente la retta che contiene gli altri due punti comuni
alle K ed L é la s, e percid le detle coniche hanno in Q@ un contaito gua-
deipunto. .

Tutte le comiche L, che si oticngono considerando gli infiniti segmenti di ¢
avendo un contaiio quadripunto in Q, formano un faseio (ed anche nna schiera).
Per ottenere quella conica del fascio, che pnsse per un punto M, bastera con-
durre da A7 le tangenti alia conica data, e queste taglieranno dalla £ un segmento,
la eui coniea corrispondenfe é la careata.

La conica dafa appaﬁiene al faselo, ed & la conica corrispondente ai segment!
nulli di £, La tangente in @ coniata due volie, rappresentz una conica degenere
del faseio, e corrisponde al segmenti infiniti di 2.

Se la conica data é una parabola, 1 ragionamenti precedenti non subiscono
che legoiere modificgzioni, dovendosi sostitnire al diametro £ Q, 1l diametro
della parabola useenle da P. Le coniche I in guesto caso risultano intte parabole,
che hanno un eontatto quadripunto eon la parabola data nel auo puntn all'infinilo.

Applicazione. — Si consideri ora un trinngolo circoseritto & un dato cerchio.
A futti i segmenti d' un lato corrispondono, come =i & dimostrzlo, le coniche
d'on fascio F; a tulli i segmenti d'un altro lato le coniche d'un secondo faseio F,
Se fre le coniche di questi due fasci si stabilisce una ecorrispondenza univoea,
in modo che siano corrispondenti quelle coniche dei due fasei che corrispondono
a segmenti eguali dei due lad considerstl, 1 dos fesci saranno proieltivi, e il
lnozo dei punti comuni a due coniche corrispondenli sard uns qoarfica piana.
E siccome il cerchio dato ¢ comune ai due fasei, e corrisponde a se mede—
simo, quella guarlica si spezza in due coniche, ciod nel cerchio dato ed in una
eomiea ¥, In modo analogo si genera una conica Y, considerando i fasci corri-
spondenti a uno dei lati sopra indicati e al rimanente lato del triangolo. Le
coniche v e y" hanno, in generale, guatiro punti comuni, ed & chiaro che uno
qualunque di tali ponti & tale che per esso guidando le tangenti al cevchio
iscritlo, queste faglieranno dai lati del iriangolo segmenii eguall fra loro.

S. Caranta.

(¥) Nells imdicata omalogia ai pun%t P, B, , B',, @ di X vorrispondono I, O, D, Qdi L, e
alla tangenie # di £ nel punto @, In stesa tangents & 4§ L nal punls madesimo Q. Coeai L & de-
terminala fda guaitro ponil s dolls tapeente lo omo di essl.

{(¥%) 8t vegza, p. es. N. 8. Dixo — Geom. proici., pag. 217,
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164°, Nalle serie Xy Ryyove oo Bty wwe o 3 NG PBP-D =28

iq = hxn__l + L

Dato 1% vafore ay di Xy esprimere xn per meszo di b, 1, n, ar .
(A. Taarong).

Risposta dal Sig, R. Stozzari licenziato dal R. Istitufo tecnico di Girgentl
Consideriamo le successive relazioni

mg=hﬂ:1+£1 -‘.1,'-‘3:}!1'-2-—1—5. mlzflmﬂ+z, ..... :ﬂr:ﬁrr—l_l_z'l

dieo che da esse s rieava

hr—i_]
m,-:-hr_l:n]—l—!. E—1 [1]

ht — 1 ,
3y ' Suppomiamo Orm

vare la [1] nel easo in cui » ha un valore determinato » e dimostriamo che @
pur vera quando si cambia » in » - 1. Segue infatii
Bt —1 r— |
ﬂ=r+1=}lﬂ?r+f-=h’“ﬂ:1—[—h3 h— 1 I :’-—-Ii-’mlié.h_l:
¢ poiche la formola stessa & stata verificata pel caso di » = 3, essa & vera sempre.
Avremo per cid pei doe indici r4+s > r e r—ss 7

81 ha intanto @, = k(he, + )+ i= 122 +1

4 l,iPi"'-l-l—-]._] ¢ hr.u;—l_l
Wrps =R " Ty ¥ L. e T Cr—s=Ah" = otI.——
¢ sostitnendo quivi il valore di @, tratio dalla [1], in cul si ponga op = @y :
¥ == 1 _ A% — 1
mr—i—l:h'ﬂ'r‘l"g- S T mr—n‘:h a“r‘l's‘- h— 1 a

Facendo in quesle formole r 48 = »n ed » — § — »n, rispettivamente, donde
§=n —7r & §=r—n, le medesine possono raceoglierst nella formola unica
BT ]

__ an—r
Bn = h e = 1, 1 3

che & |'espressione cercata.

163, Dimaostrare che ¢l prodotéo di heiti § quosienti completi della frazione

P
continue genevate dalle frasione ordinarvie srriducibile — & uguale a P,

A
(A, Tasiuri).

Dimostrazioni analoghe dai Sigg. Prof. V. Sferra; V. Columbo, studente
nella R. Universitd di Napoli; M. Prattelli, alunno del R. Liceo di Bari e
R. Secozsari, Heenziato dal R. Istifuto teemico di Girgenti (7)

I quozienti compleii siano:

a ...;..._EI_ a +£ a \ Vo—1 ) :
1 Q ¥ ) V 4 =% R—1 7 -Fn—-ﬂj fy =i Vn—:l,

)

(%) Un'altra dimostrarione venne invinta dalla Sig.* Ved.* F. Prime & Broxelles,




Il loro prodotto eard:

(ﬂl Q-+ Fl) (‘:E ‘Fl -+ VE:) ----- (r— Va2 4= V1) lay Va1 + l) Va—1 T
Q'Fl ----- -F-"._ﬂ' F-n._]_ 3

ma
E]Q+F1=PT ﬂivl—[—-vgzﬂ;r-

an—i Va2 + Vo1 = Va-8, @aVaa-b1= Vu_s,
per cui, sostituendo e riducendo, risulta che il prodotto stesso & = P, ¢.d.d..

186°, Descrivere un cerchio che paesi per due punti dati e siz diniso dia-
metralmente da un cerchio dato, (P. Morino).

Soluzione del Sig. G. Puceciano, alunno del R. Liceo di Cosenza.

Siano A e B i punti dati ed O il cerchio dato. Si descriva l'asse del seg-
mento A B il quele tagli il cerchio O in # e D, quindi pei tre punti D, F, A
sl conducs un cerchio il cui centro sia G. Su G A come diametro si descriva
un nuovo cerchio e sia H uno dei punii di sva iniersezione con D F; il cerchio
di eentro H e rasggio HA sard quello cereato.

Infatti poichd 'angolo G HA é retto, perche inseritfo 1u un mezzo cerchio,
la corda AHL del primo cerchic ausiliario sari divisa in H per meld dalla
corda DF e 8 avra AA*—= DH.HF ¢ se per H si irsccia pur zuche la
corda M N del eerchio O perpendicolare ad OH, quindi dimezzata da H, si gvra
pare MH* — HN° = DH.HF, percit AH= BH—=MH = HN, ossis Il
serchio di centro H e raggio HA passa per B e per i punti M ed IV allineati
col centro e percid resta diviso diametralmente dal cerchio dato.

Dalla reciproca posizione del cerchio di diametro A G e della retta DI
dipende il numero delle soluzioni del problema le quali saranno due, una o
nessuna secondoché D F sega, & tangente, od & esterna al cerchio.

Soluzione del Sig. M. Piattelli, alunno del R. Liceo di Bari,

Siano A, B i punti dati, O il cerchio date. 8i tivi Ia retta 4 B, e dal
punte medio del segmento A B s innalz la perpendicclare M X, Si fracci pol
un oerchio. con centro in un punto di M X, che passi per A ¢ B e tagli quello
dato in R, £: =i tiri RS fino ad incontrare la retta AB in I e quindl con
diametro /Z0 un secondo cerchio che tagli M X in N, N'; unendo f con N
od N, e chizmando H, K i punti in oui IN od I'N" incontra il cerchio O,
sard H K il diametra del cerchio cercalo.

[nfatti considerando le secanti B4, SR del cerchio O, st ha: IA . IB =
I8. IR e considerando le seganti SR. HX del carchio 0, 81 ha: IS. IR =
ITH.IK, quindi TA.IB — IH.TK, cosicché i quatiro punti 4, B, K, H
appartengono ad un medesimo cerchio il guale ha per centro evideatemente 1l
punto N od N’ in cui M X inconira HEK e per diametro HK.

Le scluzioni sono due, una o nessuna a seconda che il cerchio Z taglia,

tocea ed & esterno ad M X (%)

(#) Come il lettors poira riconoscere facilmeate, questa goluzione poco diffarisae dalla prece-
dents, mea ha Il vantaggio di dar lome su goella che segue la guale & assml istrattiva pei glovani

sealari.
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Il Sig. V. Columbo, studente & Napoli, ad uns soluzione analoga alla pre-
cedente, aggiunge la trattazione del caso in evi la perpendicolare condotta pel
punto medio L di A B passa per O. e quindi il punto I wva all” infinito. Indi-
cando con R il raggio di O e designando con O il ceatro del cerchio cercato,
ipolire ponendo AL=LB=a, LO =20 LO = m, 0=y, per rvisolvers
il problema egli giunge facilmente al sistema d'equazioni

ety =R —a', zTTyYy=2",
dopo di che osserva che @ ed y possono considerarsi come 1 cateti d’un trian-

golo rettsngolo di cui l'ipofenusa & nota ed = }R*—a* e la somma o dif-
ferenza di quesii cateti & il segmento &. Costruisce un fale triangolo e mosira
che questo nuovo problema pud ammetiere due, una ¢ nessuna soluzione e qundi
altrettante la quistione proposia anche in guesio caso.

Risposta della Sig* F. Prime a Bruxelles.

Siano A, B 1 punti dati o € il centro della circonferenza nota. Si sa che
le corde comuni alla circonferenze C ed alle circonferenze fracciaie per 4 e B
inconlrano A B in un punto fisso D. Sia O il centro della circonferenzz cer—
cata; un primo luogo del punto O é I"asse di A B, un secondo Iuogo & la
circonferenza deseritta su DC come diametro.

Osservando poi che D & punte d'egual potenza vispetto alle circonferensze O
g C, s1 ha DO — 0A* = DC' — R, indicando con R il raggiv della cir—
conferenza €. Ma D 0" = D C* — € 0% si dovid quindi avere CO*+0A=Re,

¢id che mostra come il punto O appartenga ancora alla circonferenza il cui
e

=g 'y
centro & il punto medio M di CA e il cui raggio é dafo da M 0" = 3 CM*.

Un altro lvogo infine per. O & la circonferenza deseritia con centro nel punto
2

medio N di (B e con un raggio N O lale che sia NO = 5 CN’.

Questi valori lrovati per M0 ed N O mostreno che il problema non sempre
& possibile. Una prims condizione di possibilita & che i punti A, B siano con-

tenuti nellp circonferenza di centro € e di reggio R VE Ma questa condizione
non & sufficiente : la distanza del punti 4, B non pud essere quslunque; oc-—
corre altresl, perché le circonferenze M O, NO si taglino, che sia

B
MO—NO| £ ‘% < M0+ NO,

1687, Dimostrare che i limite della somma delle successive ed infinite part:
auree della parte aurea di un segmento é uguale al segmento stesso aumeniato
della sua parte auvrea. (G. Poccranao).

Dimostrazione dei Sige. @. Tirella, licenziato dal R. Liceo di Modica e
V. Columbo, studente & Napoli.

Siano @ il segmento dato, @, la parte avrea di a, a, la parte aurea di g,
g cosl di seguilo. St avra:

2SN 7 =T a1 Y 2.

), = a&- 2

Taui
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cosicchd, le quantitd Gyy Ggy «von Oy .. .. BONO in progressione geomelriea di

5 —1 _
ragipne g = V 5 - Questa ragione & poi minore dell'unitd poichd 275 < 3
o quindi p/5 — 1 < 2, per modo c¢he la progressione & decrescente. 11 limite

della sommsa dei suoi termini, vguale ad &, : (1 — g), sard percid

y'5—1 ( Y5 — _1) Vo —1 (F5—=1)3+p5) :

] g B =ik, === @ =z 8

2 2 3—/5 4 2

= _ £

5+ 1 F5—1

6.—p5— =a. 5 Fd=a, +a (c. d, d.). J

Dimostrazione del Sig. Prof. U. Cerztti a Rieti (7). .
Dalla proprieta nota che la parie aurea della parte aurea di un segmento .

¢ ugnale alla parte minore del segmento divieo in media ed estrema ragione, %

risulta 1a ssguente coslruzione per trovare le snccessive parit anvee di un seg-
mento AB e delle parti aures che s¢ ne deducono quali sppno considerale
nell'ennneiato.

St divida A B in medie od estrema ragione in O, con AO, > OB & si
prenda a partire da 4 un segmento A0, = 0, B: sard 4 0. la parle aures
di 40, Si prenda su A B uon segmento A 0, = 0,0,: sari A0, la parie
aurea di AO,, e si prosegua nello stesro modo.

I Iimite della somma della purie aurea di A B e delle suceessive ed infinite
parti auree di guesta parte aures, sard cost il valore della somma

[1] A0, A0, A0, +A0, 4+ ...+ A0, 4. ... —
AO 4+ BO, + 0,0, + 0,0, +....+ Op_gO0pg ...,

e per rispondere alla quistione basierd mostrare che il punto 0, s'avvicina ad
A in modo da distarne meno d'un segmento piceolo a piacere. A questo fine si
osservi che, essendo 40, > 0, B, 0, cadrd fre A e il centwro A di AB, cosl
pure essendo A O, > 0,0,, 0, cadrd fia A e il centro di 40,, quiedi a
jortaori fra A, e il ecentro A, di A4, In modo analogo si prova che 0, cade
ira A e il centro A, di AA, e in generale Ogy, fra A e il centro A, di Ad,_y.
Per cid ehe riguards i punti O con indice dispari, si pud psservare che O, si
trova nell’ interno del segmenio 4 0., quindi cade fra 4 ed A, 05 g1 trova
noll” interno del megmento A 0,, guindi cade fra 4 ad 4,5 in geunerale Oy, 44,
che si trova internamente ad A Oon, cadrh fra A o An . Ora siccome i punti
4,, 4,, 4,, ...., come pad dimuostrarsi geomeiricamente, finiscono, per n ab-
bastanza graunde, a distars da A meno d'un segmento piceolo a piacere, altret-
kanto avverrd pel punii O, cosicché la somma [I] diventa al limite uguale
adl AB -+ 0 A ossia al segmento dalo aumentato della sua parfe aurea,

{* Bl da posiv & pguesta dimogirasione, qnantvngqme non sis di ono soolare, perchd ln osola
geometrica pervenuta ¢ per I’ iniergsse phe presenia in nn argomento In cal gli esempi non zone
froquentl. (V. d. H.),
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168, Dimostrare che lespressione

(1) +2(3) +3(3) +....+31(E) :{ (D) (E) ()

& un nwmero infero Se n & pari. (V. CorRENTL).

Dimostrazioni completamente analoghe dalla Sig." F. Prime a Bruxelles e
dai Sigg. V. Columbo, studente nella R, Universith di Napoli; E. de Vido e’
F. Mariantons, studenti della R. Universita di Roma; R. Scoszar:, licensinto
dal R. Istituto teenico di Girgenti e G. Tirella, licenziato dal R, Liceo di Medica,

E noto che si ha:

() () e 2 @)=Y,

cosicohd
) 0] 4-3 “)-1— + (”)—
(l)“l"" (2) (3 > 81 n =
H—I n—1 ﬂ'—']. n—1
ﬂ11+( )+ ("2 )+....+(ﬂ_])‘=nz .
a2  n A
“L'eapressione data si riduce quindi & I X che & un intero se n e parh
— Wyl

QUISTIONI PROPOSTE ©

T e et T gl g e g L

184** Se a, b, ¢: ay, by, ¢, sono due terne di numeri reali tali
ghe ay¢ 4 ac, — 260, = 0, e se inoltre & b} — a,¢, < 0, sard
b* — ae > 0. Se &, inveece, b — ay&, > 0, sard B® — n{:% 0.

A. DeL RE.

185%, Dedurre dalla relazione

AD4+BC 4 0C4=0,
dove A, B,  sono punti di una retta, 'altra
(abcd) + (achd) =1,

dove a, b, ¢, & sono guatiro elementi qualunque di una forma fonda-
mentale di 1" specie (*),

A. DeL RE.

{#) Le auestion] contrassegmate com gemplice asterisco sono indirizzate agli slunni delle sonole
seenndaria, gquelle distinte con due asterisohi sono dirette in partivolar modo sgll studenii delle
araole superiori, senza asclndere gnalsinal aitro stnldioso.

(*#) Va inteso cha, In gquesie questlone, non devest far nzo delia relazione

4B ., €D 4+ BC.AD |} 04, BD =0.

AT
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186**, Di una conica sono noti la posizione degli assi, due rette
reciproche ortogomali ed un punto (una tangente). Si domanda la co-
struzione dslla coniea.

A. DeL RE.

187*. Di una conies & noto un punfo con la relaviva tangente,

. sono note due retfe reciproche ortogonali e la posizions di un asse;

si domanda di costruire Ia conica. Discutere inoltre il problema.
A, DEL RE.

188%*, Date dne rette ortogonali OX, OF, per un punto £ di
una ecireconferenza descritta col raggia OF si tira uwua trasversale
parallela ad una retta -fissa ed un'altra ad essa perpendiculare se—

ganti le O X, 0¥, nei punti M, M', N, N'; la somma deil quadrati

delle corde M M', NN’ & costante.
(3. BELLACCHL

189. Stando ferme le condizioni relative alla quistione prece-
dente se si deserive un'iperbule equilatera aveute per assintott le

rette O X, OY, dimostrare che la somma dei guadrati delle corde

che le rette MM, NN’ determinano in essa & costante, indipen-
dente dall'asse trasverso e dalla loro direzione,

Dedurne poi il teorema di Mannheim: Un'iperbole equilatera in-
tercetta corde uguali sui lati di un angolo vetto circoscritte dlla
gllisse omofocale.

(+. BrELLACOHL

190. Date tre tangenti a, b, ¢ alla parabola ed il punto M, di
contatto soll” una ¢, determinare amaliticamente, il fuoco e la gran-
dezza del parametro.

Applicazione. Cercare il luogo geometrico dei faochi delle para-
bole tangenti a dua rette fisse e ad una circonferenza iserifta nel-

'angolo di gqueste rette.
(+. Bervraccur,

191. Se m & divisibile per 1, 2, 3, ..... n, il minimo multiplo
comune ai numeri m, m -+ 1, .... (m -4 n) & dato da
a (m = 1) (m 4 2) ... (in —+ n)

. Scarpis.

192 11 luogo dei punti di Lemoine dei triangoli inserifti in
un cerchio ed aventi un lato comune A B & un'ellisse, interva al
serchio e tangente ad esso nei punti A e B, 1l centro della quale &
equidistante da 4 ¢ B,
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Chiamande o Vangolo opposto ad A B nel triangolo variabile, » il
i . . .
rageio del cerchio e posto tand = 5 sen v, dimostrare che 1 semi-

assi di quest'ellisse sono 2rsend, 2rsen®y. Costroire l'angolo ¢ sup-

posto mofo w. Ricavare il teorema duale,
I', MARIANTONI

193*%, Risolvere il sistema d’equazioni
24+y=a-+b (G —a)=a (0 — &)
A. LuGLL

194* Un cono circolare ha il suo vertice in una sfera di raggio
» e il suo asse passante pel centro. Indicando con z il semi-angolo

al vertice del cono, dimostrare che il volume della parte di sfera

4
esterna al cono & dato da —3—“ ™ gosta,

A. LueLL.

195*. Un cilindro circolare di raggio p taglia una sfera di raggio

# (# > g) il cui centro cade nell'asse del cilindro, dimostrare che il

4 ..
volume della parte di sfera esterna al cilindro & dafo da 5 (#* — %) 2.

A. LueiL
19687%, Dimostrare che

4 T d ==
Vo35 1 105.7/5 4V 235 — 10,5./5 = 3.
A. LuaLr

197*. Wliminare a dal sistema d'equazmioni

g — byl —aF —=2¢(22*—1)
a1 —at ba—=4cxp' 1 —a
S, Carania.

198*. Costruire il triangolo equilatere d'area massima 1 ouil lati
passano per tre punti dati non situati in linea retia.

G, Canprpo.

199*". Delerminare l'ennagono regolare d’area massima di cui
ciaseun Jato passa per unoe degli # punfi dati sopra una circonferenza.

(. CANDIDO.

200*, Dato un triangole equilatero 4 B C di centre O e d'al-
tezza b ed un puato O del suo piano, tale ehe il segmento OO sia
uguale a /&, esprimere in fouzione di b e & 'area del triangolo D E F
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che he per vertici i piedi delle perpendicolari condotte da O ai.tre
3

lati e dimostrare ehe il triangolo DEF & i T del triangolo 4 B

pei punti della circonfersnza inscritta in questo triangolo (*).
(x. TIRELLA.

RO1* 4B e (D souo una corda e un diametro perpendicolare
d'una circonferenza data; le rette congiungenti i punti ¢, D alle

estremita &, Z d'wn diametro qunalungue della circanfersnza deseritta
sn AP come diametro si tagliano in un punto M.

1° Qual' 2 il luogo del punto M P

2° Dimostrare che le rette M D, M A, M (', MB formano un
fascio isogonale, -

V.™ F. PRIME,

— i fe—

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

G. ARZELA e G. INGRAML — Aritmetica rasionale. Bologna, Zanichelli,
1804, L. 8.

In quesio libro al conceito di unitd ¢ di numero tengon dietro i sistemi di
numerazione, fondati snl pestulato : gossiamo immaginare due conteggi in modo
che ad ogni unitd contate nell'uno corrispondano contate nell'aliro aloune uniti,
E dalla operazione semplice del contare hanno origine inolire la somma, il pro-
dotlo, le potenze e i multipli; a proposito dei quali gli AA., con intento logico
¢ con procedimenio affaito nwovo, espongono completamenie la teorica del
m. ¢. m., dopo averne stabililz, non molto rigorosamente, 1'esistenza.

Dalla operazione inversa, it retrocontare, nascono la differenza, il quoto #
i divisori. [l libro contiene, ollve lo solite nozioni inforno ai numeri primi as-
soluti e velativi e ai numeri frazionari, 1a teoria delle proporzioni, svolta geo-
metricamente, ed una appendice di 600 esercizi, bene ordinati ed opportuna-
mente secalii.

(ili egregi AA. sono riusciti a dare alla loro operz una fisonomia tutte
propriz, cosicché, sin pei postuleil, che per le dimostrazioni di molti teoremi e
per la disposizione della materia, essz ha un raro sapore di originaliti. Spessa,
per maggior rigore ed efficacia della dimostrazione, fanno use del metodo di
induzione, e si pud deplorare che non [abbiano applicatn anche alla dimostra-
ziong della formola (¢ 4+ 8y —= ha —+ .

(*) Quesia proposiziens, nella sus parte prineipole, non & she un eaan particolare dells guie

stome &, frattain o pag. 60 o B0 dal vol, V, 1890, @1 questo Pariodiso, (V. &. Red.).
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Scopo degli AA. era di non favorire linerzia intefletiunle e nemmeno stor-
cere la mente a [allaci rasiocindi, n2 affaticarla sotio il peso di soverchin ri-
gore scientifice, e lo scopo f[u raggiunto.

Qualche neo, a volers essere meticolosi, si pud riscontrare qua e 14, olire
s quelli accennati; p. e.: la regola per la ricerca dei diyisori d'un numero
non & sufllcientemente spiegets ; 14 dove dicesi che esisfe sempre il quoziente
di due frasioni ed & guel numero frazionario ece., dovevasi omellere l'appel-
lativo fraeztonario : superflua la dimostrazione del lemma precedente la teoria
delle proporzioni; molti gli errori di stampa.

Rignardo poi alla adaitabilita del libro alla scuola, osserverd che & uno del

migliori ; poiché la materia & esposta in modo cte chi ha pochi e buoni scolari
pud dare sl suo insegnameuio motevole ampiazza e razionale svolgimento, e chi
ne ha molti e, par giunta, non buoni, pud omettere molte cose e fare un 1n-
spgnamonto assal wodesto, perchd il {esto si presta bene a numerose amputa-
zioni che non danneggiano il logico succedersi delle varie teoriche.

Roma, genaale 1504
AvLrrEDD Massa.

VARIETA

L'Intermeédiaire des Mathematiciens.

Gon questo titolo & apparso coll'anno un nunove periodico di matematica
direlto dai Sigg. G.-A. Lamsant ed . Lemoms, stampato a Parigi dal Gauthier-
Villars,

} fine che la puobblicazione si propone di raggiungere & nettamente indicato
dai seguenti period) straleiati dalla prefazione dei Redattori,

« Notra but essentiel est de fournir aux personnes qui cultivent habitoelle.
ment les Mathématiques, ou qni &'y intéressent, des renseignements sur des
sujets s= rapportant & leurs etudes, des solutions & des questions posges, ou des
indications bibliographiques. '

Tout le monde sait combien est devenu grand anjouwrd’hui le nombre des
personnes qui &'occnpeni de Mathématiques, soit par profession, soit par goilf,
Tout le monde sait aussi combien la Seience mathématique s'esl sublivisce en
branches mulfiples et s'est enrichie de résuliats,

De celte extréme diversite, est resmltee 1'obligation, pour la plupart de
ceux qui l'efudient, de se spéeialiser; conséquemment on ignore souvent ce qui
se passe af ce qu se faif dans une branche voisine de celle dont on 8" oecupe
particuliérement; aussi une question, de Ila solution de laguelle on aursit besoin,
peut étre tréa difficile pour celui qui désire cette solution, ou bien exigerait de
sa part de longues recherches ef une grande perte de temps, alors qu'une anfre

personne la considére, et avee raison & son point de vue, comme fout 4 fail
aimple,

SR .
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Mettre en rapport les deux personmes dont il s'agit, c'est done rendre service
2 la Science ef confribuer A ses progrés en économisant des efforts inutiles

C'est ee vile d'Tnlermédiatre que novs vonlons prendre, Dans ea but, nous
donnerons accés 4 toutes les questions qui nous seront posées, se rapportant anx
Selences mathématiques, depuis les plus élementaives jusquiaux plus dlavées, 1l
arrivera souvent que ces guestions consisteront en de simples demandes de ren-
seignements bibliographiques, ou aoront trait 3 de simples résultats do eanleuls
faciles mais longe. »

« Lia soconde Partie de notro Reeuril sera consacrée sux réponses. Tantdt ces
* véponses seronl des solutions plus ou moins développées, ne #'éloignant jamads
de la question correspondanie: tantdt elles se reduiront 4 des renseignements
toul & faif sommaires. Mais, dans sucun cas, nous ne sortirons de ce cadre; et
nous ne pablierons ni articles, ni meémoires, ni méme de simples notes sur des
sujefs etrangers anx questions. Ce serait, en effef, un double emploi avec |'un
ou l'auire des excellents journaux mathématiques qui existent en trés grand
nombre..... »

Ai vantaggi che |'Intermediaiic offitira senza dubbio sgli stndiosi, accennaii
nei periodi riportati, ci pare sia da aggiungere che il medesime potrd forpire
al giovani che segnono I corsi di matemafica nelle Universitdi niili indicazioni
sui limiti dello sviloppo raggiuuto da tale o tal alira argomento ad eventual-
mente del soggetti per le loro tesi di laurea,

Siamo persuasi che scolari e docenti ¢t saranpo grati del presente avviso.

i e T )

_Pruhlemi curiosi e paradossi matematici ().

= Les maticees dé Gusunatrls sont gl edrjaness
d'alics~mimes, qn'il st avantagens qud s'offre
queltue aeoasion pour les repdyp plus diver|is-

sanies, -
(PAsCAL).

1. Una cordicells ha 30 m. &i lunghezza; ogni giorno, con un colpe di for-
bici, se ne faglia un metro. In quanti giorni si sard finito ?

2. Una lumaeca, strisciando lungo un palo di 12 m., fa 3 m. il giorno, e
scende 2 m, la notte. Dopo quanti giorni e notii avrd essa raggiunio la som-
mitk del pslo?

3. Vinti dai Romani, quaranta ebrei & lo storico Giuseppe si rifagiarono in
una caverns, decisi ad ucecidersi piuttosto che arrendersi. [esi si disposevo in vuns
sola fila, si contarono tre per fre, ed uccisero ogni volta il ferzo. Si domanda
qual posto sealse Giuseppe per sfuggire al MIGESRCID.

Do

4. [l 27 maggio 1876, V'etd di Luigi era L=

dell'eta del fratello Giovanni.

(¥) La megglor parte dat problemi e dal paradossi ripertai]l @ tolta dalla 2 ed. deli‘opera:
Mathdmaiigues ot Mathemadiciens, Pensées el Curiosités recneilling pur A. Roomses. Paris, 18588 —
uz lilro asssi dilefievole in argomuento di tagis serlels ¢ la cul lettura & ds eonsigllarsi 2 cgloro
che per guito o per professione sl oecupanns delle matsmatiche.

Nelle note in fine a qoesta raceolia verrh indicato quall guistioni some tolte dm guosie o ds
aliva opera e sl daranng inoltre le rispoate alle medesime gussi nella loro folalita. [N, d. Red. ],
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1l 26 luglio anecessivo, essa non era pit che i 9 Trovare la data della na- 5
seita di cilascuno di essi, -%
9. Una pecora. un agnallo & due conigli mangiersbbero 'erba di un recinto, G

la prima in 30 giorni, il secondo in 45 giorni, e [ due ultimi in 90 giorni, se
quest'erba non crescesse; ma l'erba s rinnova in 60 gicrni. In quanti giorni
Ierba del recinto sard esauritz ?

6. 18 buoi hanno mangiato, in 5 giorni, l'erha contenuta in 55 are di ter-
reno, piu l'erba che vi é eresciuba durante questi 5 giorni. 15 buoi hanno man-
giato, in 8 giorni, l'erba contenuta in 70 are di {erreno, pifi l'erba che vi &
cresciata in questi 8 giorni. Quanti buoi occorraranno par mengisre in 20 giorni
P'erba contenula in 385 are di prato, pil I'erba ehe wi crescevabbe nel corso di
questi 20 giorni ? (Nzwron),

7. Un arabo lascia, ai supi tre figli, 17 eammaelli. 11 primao deve averne la
meta, il sseondo un terzo, e 'ultimo un nono. Come distribuire i 17 cammelli ¢

8. Sulla cims di una riviers si troveno un lupo, una capra ed un eavolo;
non vi & che un batfello tanto piccolo, che non vi possono stare che il batlel-
liere soltanto ed uno di loro. Si tratta di passarli fubtl tre, in modo che il lupo
non mangi la capra, né la capra il cavolo, nell’assenza del battelliere (*).

9. Un tale ha un vaso di 12 litri, pieno di vino: esso vuol farne un re-
galo di € lifri, ossia della meld : ma non ha, per misurare i 6 litrl, che due

e oy e e = == e S o T o e
o AN T o % e S Fr ik = il E

1 7 LY ! . 1EEE
vasi, uno di 8 litei, laltro di 5, Come fare per mettere i 6 litri nel vaso di 82 'E
10. Due orologi, 4 e B, suonano I'ora contemporaneamente: A avanza di 3 se- Fag

e, S e

LR

condi rispetto a B. T colpi dell'orologio A si succedono 2 5 secondi d' intervallo,
quelli di B 2 4 secondi; inoltre, quande 1'intervallo eche separa due eolpi non
supera un secondo, l'orecchio non percepisce che un suono. Si sonu intesi, ip
totale, 14 colpi: che ora &%

11. Una mercantessa di ciliegie ha perduto i pesi della sus hilancia; arri-
vata al mercsto, essa trova una piefra di 40 libbre, lo divide in gquattro pezazi,
e vende al deltaglio la merce. Quali sono 1 pesi dei quattre pezzi della pietrs,
che servono alle pesete fra | e 40 libbre?

12. Trovare m numevi interi consecutivi, eiaseuno dei quali non sia primo.

13. | numeri 49, 4289, 442%80 444°%889, ecc, oltenuti insevendo 48 in
mezzo al precedente, sono quadrati perfetii

14. Trovare un numero intero z, tale che la somma dei primi ¢ numeri
intery, consit di tre cifre uguali

15, Impiantare un’addizione servendosi di tutte le nove prime cifre, senze ripe-
lerle e senza impiegare lo zere, in modo che il tolzle sia 100.

16, (Da una vecchia aritmetica cinese), Viene indicato che tre barili, conte-
nenti ciascuno Iz slessa quantitd di riso, furomo in gran parte vuotati dai ladri,
Non si sapeve quanto riso si trovasse in ciascuno, perd meno di 1000 Ho (pie-
cola misura cinese): d'alira parie risultd che, dopo il furto, nel primo barile
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(¥%) Questo problemna di Bashet ba forse deto luogo slla Ioengjone: < Salvare caprs e eavolo =,
a meno che non sia stato inspirato do essa,
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rimase 1 Ho di riso, nel sesondo 11 Ho e nel terzo ancora 1 Ho. Dopo che i
ladri farono presi, confessd A che col riso del primo barile colmd parecchie
volie uns pala di legne, vuotandola in un sacep, B che, nella frefta, & impa-
droni d'nn zoccole di legno e con questo piu volie toise riso dal secondo barile,
finalmente € che, afferraia una seodella, levd dal terzo barile ripetutamente il
riso conienuto in esso, Quesil tre strumenti di eui si servirono i ladri restarono
sul luogo e risnltd che la palz eonteneva 11 Ho, il zoecolo 17 Ho e la seo-
della 12 Ho. Quantp riso si trovava in ciascun barile? .

17. Di quanti gradini si compone una seala, sz, montandola di due in due,
ne resta uno; di tre in fre, ne restano due; di gualire in quatire, ne restane
tre; di cingue in cingus, ne restano quatbro; di sei in sel, me restano eingune;
e di sette in sefte, non ne resta aleuno ?

18. »* uomini sono pesti in fila: si fa useire di fila il prime, 1'(n < 1)eine,
il @Zn 4 1), 1 [(g — 1)n -+ 1759 ; poi si fa serrare in fila, ¢ si rico-
mincia cosi finché non rimangsno che 2 — 1 nomini. Quali sono gli # — 1 no-
minl mimasti ! (Problema detto di Caligoia).

19, In segnito agli arl. 744 e 815 del Codice civile, il diritto del figlio
naturale & la metd della guota ereditaria che gli ssrebbe spettaia se fosse naio
legittimo, Dividere in conseguensza la successione d'una personn che lascia I figli
legittimi 2d » naturali.

20, Eeco un pgrazioso givoco col guale &' indovina unme carias pensata.

Si prendano a easo 21 carte e si distribuisceno in 3 pacchetd di 7 carie,
collocandone prima fre accanto 'mna all'altra, poi le tre carte seguenti ancees-
sivamente salle tre prime e cosi di seguite. 8i domanda ad ans persona di pen-
sare una delle carte che vede raggruppare in tal modo, e, in quals pacchetto si
trovi la carta penssta. Si mettono allora 1 tre pacchetti I'uno sull'altro, avendo
cara di porre in mezzo guello contenente la carts pensata. Si dispongono di
nuoevo le tre carte in 3 pacchetti di 7 carie operando come anitecedentemente,
si domanda ancora in quale pacchetto si {rova la carte pensata, si colloea questo
pacchetio fra gli aliri due ¢ si ricomingia per lu lerza volla 1 operazione.
Finalmente la carta pensata é l'undicesima!

21. Un barile contiene cinquanta lifri di vino puro; ne vengono tolti due
litrt che si sostituiscono con dell’'acgue i dal misonglio ne sono levati ancora
dae litri, mmpiazzati con aegus; e similmente viene operato una terza volta.
Si domande la composizione in vino ed aequa del miscuglio finale.

22. Un levriero raggiunge un lepre che aveva 77 salti di vaniaggio. Sisa
che 12 salti del levriero equivalgono a 17 del lepre e che nel fempo in eui
il levriero farebbe tanti salti quanti ne fa il lepre quest'uliimo ne avrehbe fatti
216 di pim. Quanti sglli aveva futto ii lepre prima d'essere raggiunto ?

(Continua),

Finita la redazione il di 20 gennaio 1894,
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DI ALCUNE APPLICAZIONI GEOMETRICHE

NELLO STUDIO ELEMENTARE DELLA MECCANICA.

Nola del Doll. RicCARDO MALAGOLL.

1. — L'insegnamento elemeniare cella meecanica offre argo-
mento a molie ricerche tendenti a volte a mettere maggior rigore
nel metodo, a volte ad analizzare delle questioni che sembrano inac-
cessibili senza 1'aiuto del calcolo superiore,

Eeeo una di quest’ultima specie !

« Compenendo un sistema di forze parallele ed ugualments dirette
« prese in un ording determinato, si sa facilmente trovarne il eentro O.
« Prendendo le stesse forze in un ordine diverso come pud dimo-
« strarsi che il eentro & ancora 07 »

Non conoscendo aleuna dimosirazione elementare di questo prin-
cipio rai sembra utilé far conosecere una via per giungere a questo
visultato ; tanio piu che la stessa dimostrazione offre occasione ad
aleune inferpretazioni geomefriche relative al quadrilatero piano o
gobbo che mi sono parse di qualche interesse per gli studiosi di
geometria pura. |

2. — Sono noti nella geometria del triangolo i segnenti teoremi,
il primo dei quali & dovnto a Ceva :

l. — Se dai vertici 4, B, €, di un triangolo partono tre rette
« che determinano sui lati opposti i punti A’, B, (" rispettivamente e
«sipone: AB=¥8, BC=0 ; CA=a,, AAB—=a,; BC = ¢,
« ('A = ¢y € si verifica la relazione :

. Oy by ey = Oy by Gy

«le rette A4', BB, CC hann . comune un punto O e viceversa ».
« II. — Il punto O divide queste rette in parti iali che posto:

« 0A=a,, 04 =0y; 0B=p,, OB =0p,; 0C="yy, 00 =x,,

« 81 verificano le relazioni:
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Si hamno cosi quattro relazioni fra i rapporti dei segmenti de-
terminafi su mo stesso lato od una medesima trasversale.
Se quindi in un triangolo si fissa un punto su un lato e sulia

congiungente di questo punto col vortice opposto si stabilisco un

. - a v d
punto 0, verranno ad essere noti due rapporti come ', ~ & allora
L 2

dalle equazioni precedenti verranno determinati i rapimrti dei seg-
menti in cni il punto O proiettato dai restanti vertici decompone
i lati opposti, nonché quelli dei segmenti determinati da O sui raggi
proiettanti.

Eseguendo si ottiene infatti :

5'_1__, 'ls;“l . ﬂ:‘:ﬂl'[‘“!]“g.

by fa, 4 a) oy’ C a, o
I s b B 2o W (L W i B Bl e
Bs @, &, ’ Te Gy %q

3. — Cid posto sieno 4, B, € ire punti € p, ¢, # tre numeri po-
sitivi qualunque che attribuiseo rispettivamente ai punti. Dividasi 4 C
in B in parti inversamente proporzionali a. p ed », CB in A’ in parti
inversamente proporzionali ad » e ¢, infine BA in €' in parti inver-
samente proporzionali a ¢ ed ». Chiamando ¢, &, ¢ i lati CB, AC, BA
del triangolo ABC, si ha:

b b , _
B’G—Pfr—bg, B’A—P;r—él; A'B = —ay.

¢ ¢ ¥ "
AC=_i=wu; CA=_T-=a, CB=—-=o.

Ora é facile notare che:
BA.AC.CB=BC.AB.C'A,

cosicché (teor. 1) le rette A 4", BB, CC” hanno un punto ¢ comune,
Si ha poi (feor. 1I):

0A Cﬁu+ﬂFA : o g4
04~ B T mC Vo »

e analogamenie:
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Da tutiocio risulta che se g, ¢, » sono le intensity di tre forze
parallele ugualmente dirette applicate rispeftivamente nei punti 4, '
B, C, in qualungue ordine si compia la composizione si giunge sem- -
pre ad uno stesso punto O, menire lintensith p + ¢ 4 » della ri-
sulfante non muta. {

4. — Supponiamo ora che un'altra forza di infensith < paral-
lela e di egual direzione delle forze date, sia applicala ad un punto ),
vigidamente collegato con 4, B, €. Si unisca O con D, e si divida
ODin parti: 00°=d;, 0D = d, che stieno fra loro come s a
» ¥+ ¢ <+ ». Voglio dimostrare che O 8 il centro delle quatiro forze
qualunque sia Vor-
dine col quale si pro-

1323 e e T e ——
L - e e P e i LM Arr =y - e

cede nella composi-
zlone.

Risulta infanto
dal n." precedente
che mantenendo ni-
tima componente la

forza s, si pud va-
riare a piacere 'or-
dine delle altre e la risultante passa sempre per 0.
Consideriamo poi il triangolo A A’D nel quale & dato il punto

O sopra AA’, e O sopra OD. Proiettando O dai vertici A e A’ nei
punti A", A" dei lati opposti, e ponendo :

As A — a.. A3 D —a;, A"A — a,, A"D— %g

OA'=e, O0A;i=—e;, 04— » OA"=f;,

im i
- — — o -

TR W L —me———m e ¥

R “__‘_____'__':._:E.._ e 5 bl

r -
O =
i 5 L —
e = W -r_.- ] =__.".

E T g Y B

i = . d

dalle formole del n° 2, quando si faceia ‘_fi =R, :T':kl, sl ricava per
il caso attuale : '

5; __ %dy, 5 ]

o, (e, + &), [+ &,

x,” (&, + =) d, |

GC?" o, d’r] —_— "E (I ~f= ki) 1

e, gl o d 4w, d |

e; _ q;d? E——kl‘[“;{(l“l"kﬂ:

AN d 4w d 4o d, ! :
¢4 o, d, A i, ‘kkl
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g osservando che si & trovato :

dl f j"l-'|—.f_}—|‘-r' ﬁ—-f- _rg_l__.,..
e % s ’ 2y 1
0 3 P

L

con facili caleoli risults :

¥ Fr

% P . ﬂ__.p—l—s_ _ﬂ__q—l—r+s_
% 8 7w gt e g1’ f,T P

Uon questi risultati, nna ssmplice ispezione alla figura ci assicura
che comunque si compongano le forze p., g -+~ r, s, si arriva sem-
pre alla stessa risultante apyplicata in 0.

Se invece si eonsiderasse il triangolo DBB" si concluderebbe
che & affatto avbifraric l'ordine con cui si compongono le forze

24

¢ P+, 8 e la risuliante passa sempre per €. Proiettando al-
lora ¢ da O in C”, risulterebbe analogamente :

g e o c’ o B

C"D r 0C"  p4+gq

Considerando infine il triangolo DCC', ed applicando ad esso le
stesse considerazioni degli alfri due, si conclude che la risnltante delle
forze p + g, r, s, passa anecora per F gqualungque sia Uordine con
cui esse si sommano. Inoltre se sia B” la proiezione di B da (0 su
B D, sard:

%
b
.
X
L~

4
3

|

R
~
|
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(Continua).

SULLA EQUIVALENZA DEI POLIGONI

e e B e

(Continreazione e fire: V. pag. 19).

Per poter ora stabilire a guali conclusioni ei porti il procedimento
da nol indicato, & necessario distinguere i vari modi, onde i due poli-
goni dati possono essere congruenti.

Come & noto, basterd copsiderare i quaitro casi seguenti:

1. Le rette che uniseono i punti corrispondenti sono parallele, e
le due figure sono direttamente congruenti: una figura pud allora es-
sere portata a coimeidere coll’altra mediante una traslazione (fig. 1°, 24).
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2.2 Le due figure sono inversamenta congruenti; possono allora es-
sere simmeafriche rispetto a un asse, nel quale caso le parti non co-
muni sono, non solo equivalenti, ma ancora congruenti. Nel caso con-
trario, alle due fignre si pud annetiere una retia uaita: una delle figure
puod allora, scorrendo lungo quella retta, diventare simmeirica all’al-
wra (fg. 3%).

3°. Una dellz due figure si pud poriare a coincidenza coll’altra
mediante una rotazione intorno a un centro esterno zlle figure me-
desime (fig. 4%).

4°. La coincidenza stessa si pud ottenere con uma rotazione in-
torno a un centro interno alle due figure (fig. 5%).

Nei primi tre casi, le dimostrazioni non differiscono essenzialmente.

Si considerino le retie che passano per i vari punti delle figure
e, nel primo caso sono perpendicolari a guelle che uniscono i punti
corrispondenti ; nel secondo sono perpendicolari alla retta unita, e pas-
sano, nel terzo, per il centro di rotuzione, Esisteranno evideotemente
per ciascun poligono due reite estreme, fali cioé che futta la figura
sia. contenuta nella striscia (o in uno degli angoli) da esse format;
diremo che la striscia (o angolo) delimita la figura conienuta, od anche
che guesta & delimilaia dalle due retie estreme.

Sieno pq, p, g, le striscie (od angoli) che delimitano A, 4,; la
parte comune By sara allova delimitata da p, g, 0 da p¢,; supponiamo
da. 9, g (fig. 23 3%, 4%), e denotiamo con « la grandezza della striscia
(od angolo) py 7.

La grandezza della traslazione (o rotazione) necessaria per por-
tare un poligono a coincidere coll’altro, o ad essere simmelrico al-
"altro, saré qiella delle sfriscie (od angoli) egnali p py, g ¢, e Lindi-
cheremo con -.

Si costruisca la figura By, e sia 1 la reita che la delimita
insieme colla ¢,

Se & ¢ <, ossiary ¢y —=p1 g L ¢ (fig. 1%), i poligoni By, B,
non possono avere alcuna parte comune, e per questo caso il feo-
rema & stalo gid dimostrato.

Se invece & « >« (fig. 2%, 32, 49), esisterd la parte comune (U,
la quale sara delimitata da g —=ry¢y —q¢r=—=¢ — =
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Per i poligoni By, B, rimane dunque ancora la traslazione (o ro-
tazione) di grandezza T, menire la parte comune & delimitata da una
striscia (od angolo) minore, ciod di grandezza ¢ — .

Continuando il procedimento, se i poligoni (e, 5 avranno una
parte comune [, questa sara delimifata da una striscia (od angolo)
di grandezza « — 2=, e in generale la parte comune ai poligoni
(73, 'y sara delimitata da vwna striscia (od angolo) ¢ — £ =, mentre
la iraslazione (o rotazione) si manterri di grandezza costante -

Ora, per conseguenza del noto assioma di Archimede, esisie un
numero (iniero e positivo) » tale, da avere:

ﬂ'r(:ug(ﬂ--l-l)f;

e percio, dopo m — 1 operazioni si ha ancora

e —(n—1)z >z

ma dopo # operazioni, s1 trova
T —NT _{; i

e allora poiché la striscia (od angolo) che delimita la parte comune
non ¢ maggiore della traslazione (o rotazione), colla quale una figura
puo divenire coincidente o simmetrica coll’altra, si potra applicare la
dimostrazione fatta nell'ipotesi che sia s 2 =

Nel quarto caso, quando ciod una figura puo coincidere coll"altra
mediante una rotazione intorno a um.centro interno alle due figure,
considereremo ancora le rette che congiungono i punti delle figure
col centro di rotazione; allora se , , sono le retie che passano per
due punii corrispondenti, la grandezza della rotazione sard rappresen-
tata dall’angolo » 7.

Supponiamo 1'angolo ##,; commensurabile con quatiro retti, e il suo
rapporto a quatiro relti espresso dalla Irazione irreducibile %

Costraiamo allora 1 poligoni A4, 4, . .. 4, congruenti ai dati
4, 4, ¢ tali che, nella serie

A,Al, Ag, "o -—'in--l:

ciascun poligono, 1'ultimo escluso, corrisponda al seguente nella pri-
mitiva congruenza. E allora ovvio il provare che A, _; pud essere

aaaaaaa
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. - . - . *n
portato a coincidere con A4, mediante una rotazione di - di gquat-

tro retti, ossia che l'ultimo poligono corrisponde al primo. Llintera
figura costituita dagli # poligoni & allora involutoria, d'ordine n,
e corrisponde a se¢ stessa nella congruenza; corrisponderd dunque a
s¢ stessa anche la parte commne a (utti gli » poligoni. Ne segue
che le parti non comuni ai poligeni congruenti £, 4 XK, _,, il primo
dei quali ¢ Ia parte comune ai poligoni A, 4y, Ay... 4, _o. si corri-
sponderanno l'upa all’altra, ossia saranno congruenti. e si potrd ap-
plicare la dimostrazione gia fatta.

Se invece l'angolo »ry & incommensurabile con quatire retti, il
procedimento non poira terminare, e la serie A, 4,, Ay, . .. sarh infi-
nita. In questo caso si pud osservare che la parte comune ai poligoni
al questa serie ha per limite il circolo, il cui centro & il ecentro di ro-
tazione e il cui raggio & la distanza di questo centro dai punti pit
vicini del econtorno dei poligoni. Siccome poi il eircolo accennato cor-
visponde a se stesso nella congruenza, le parti non comuni ai poligoni
delle suecessive coppie ,

A, Ay; By, Bs: Gﬂscﬂ;--u

avranno per limiti due figure (nulle) corrispondenti 1'una all'altra
nella congruenza medesima., |

Neil'ultimo caso non siamo riusciti a dimostrare che le parti non
* comuni dei poligoni A, 4, si possano scomporre in un egual numero
(finito) di parti rispettivamente congruenti; ma solo la lore equiva-
lenza, ove questa s’intenda definita nel modo usato per i poliedri, per
le figure piane limitate da linee curve, ccc., per quelle grandezze in
somma che si sogliono chiamare di ferzo genere.

Di piu i limiti delle parti che si devono considerare in numera
infinito non sono poligoni; e a questo proposito importa notare che le
dimostrazioni non cambiano se A4, 4, sono due figure congruenti limi-
tate da linee curve ed anche composte di parti staccate, purché la
parte comune sia una sola e convessa.

Ove le due fignre canstino di parti staceate, bisogna osservare che
se le parti che si compenetrano non sono corrispondenti, le figure B,, &,
non hanno alcuna parte comune ; nel caso contrario si dovranno con-




siderare-le due p&rti che si compeneirano, senza tener conto delle alire
da esse staccate.

Ora si affaccia la domanda: B non sarh, possibile, usando un altro
metodo, dimostrare il teorema, senza mutare la definizione di poligoni
equivalenti

Ove sirifleita che, nella dimostrazione datane, le parti si sono sempre
consideraie nel modo che si presentava come il pii favorevole, e che la
dimostrazione stessa si adatta a tuttii casi che precedono 1'ultimo, sem-
bra che, seguendo un altro metodo, la dimostrazione desiderata sia
- ancor meno probabile ; ma non & forse daio stabilirne la impossibilith,
come non si & ancora provato impossibile il dimostrare ’equivalenza
di due piramidi di base equivalente e di eguale altezza.

Tuttavia, fino a che il feorema non sia completamenle dimostrato,
¢ legittimo il dubbio che la definizione « Due grandezze si dicono equi-
velent: se s1 possono scomporre in uno stesso numero (finito) di parti
rispettivamente eguali » non sia applicabile alla intera classe dei po-
ligoni, 0 almeno non sia in accordo col postulato ammesso da De Paolis.

E se un simile dubbio ripugna al nostro convineimento, che sieno
vere le proposizioni contenute nella definizione e nel postulato, insieme
col teorema che abbiamo tentato di dimostrare, &. d’nope persnadersi
che la base di quel convincimento sta nel concetto di grandezza pre-
supposto da Euclide, senza il quale una rigorosa teorice della equiva-
lenza non & forse possibile, e alla eui determinazione dovrebbero rivol-
gersi le eure degli studiosi.

Sasenvi, W novembre 1898,

(3. Biasi.

e

SOPRA UNA FORMOLA PER 1A MISURA DEL VOLOMI

(Continuasione, V. pag. 15).

6. Arpricaziont. — 1.° Tronco di piramide o basi parallele
di basi By, B; e d’altezza Ah.

Determiniamo prima 1’area d’una seziome B, parallela alle basi,
ad una distanza 2 dalla base inferiore. Indieando con k%, 1’aliezza
della piramide staceata, si ha:

- nu...;;:"ﬁgrﬁ E-ﬂﬁ”hi
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By: By = (h+ 1) : B, By : By=(h 4+ M) : (b4 hy — @),
donde ricavasi |
VE-P’E:VE:I!:?J—FJ!], VE:}—VE V_ﬁ;=m:f!-+h1-

Eguagliando 1 valori di A+ %y, che si ricavano da queste pro-
porzioni, risulta : |

2 = g e VBB

¢ finalmente

[3] B,,:Bﬁ— EVE}{V‘E;_VEJE | {y‘_g_n;y_‘.;l)ﬂmﬂ

cosicché I'area di una sezione qualsiasi del tronco parallela alle basi
¢ una funzione di 2° grado della distanza @ del piano segante dalle
basi. Osserviamo inoltre che nell’ipotesi di By > By il primo membro
della [2] & positivo guindi dev'essere tale anche il secondo e che
per & crescente V' By — ¥ B, deve essere pure crescente, cid che
importa che B, diminuisca. La prima ipotesi del n." 1 & quindi sod-
disfatta. In gquanto alla seconda Tisulta evidente che & soddisfatia
considerando i due prismi aventi gli spigoli laterali paralleli ad uno
spigolo dél tronco e per basi due sezioni consecutive, ad es, By e B,.
Alla determinazione del volume del solido si poird in conseguenza
applicare .1a formola [1] e siccome, per 2 =~h:2, si ha dalla[3]
per Varea M della sezione mediana

= VEAVEN

il volume del tronco di piramide a basi parallele sara daio da

F=%'(BE+BI+4M) =§[E~’u+ By + (¥ Bo+V By | =

A
= (Bo+ By + V' ByBy).

2. Obelisco. Consideriamo il solido poliedrico limitato da due
basi parallelogrammiche, coi lati paralleli, aventi la distanza % e da
facce laterali trapezie. Si chiamino @ e b i lati della base inferiore
ed o', b quelli della base superiore e suppongasi &’ parallelo ad @

T
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e & parallelo a &, inoltre 2> a" o & > &': risulfa subito, in seguito
a queste ipotesi, che By—=ab > B;—1a'}".

~ Praticando nel solido una sezione con un piano parallelo a By
alln distanza « da B,, la sezione, avendo i lati paralleli ad e &,
sard, come le basi, un parallelogrammo, e, denominati con o« e
i lati di questa sezione, si avih @ >a >a’ e & > [ > b, cosicché
ab > «ff > o'l ed inolire « sari da ricavarsi dalla proporzione

seguente
6 — ca—ad =h—z:h,
che da
__Gr . ) ﬁ-—-b,
o=a ﬂh o similmente =20 " -
Si ha cosi

2ah —ab’ —a'b @a—aYb—V) .
h L h? e

B,=— Eﬂ::ﬁb

L’ area delln sezione & dungue di 2° grado in w. Osservando poi
che ogni tronco del solido considerato delimitaio da due sezioni
parallele & compreso fra i due prismi aventi per basi queste sezioni,
per altezza la loro distanza e gli spigoli laterali paralleli ad uno
spigolo laterale qualsiasi dell’obelisco, consegue che la formola [1] &
applicabile ad un fal solido. Ora per = ~Ah:2, si ha

. Eab—;&'—a'b : (a—u');b—ﬁ’)_(a_|.m’;;;:z;_[_y)|

onde il volume dell'obelisco sara dato da
L h oo p
V= F(BQ+EI+4M)=—E(¢&+M + (a4 a) (0 + 0)) =

- (@a+d)b+ @Rd +a)b) ()

Nel caso particolare in cui uno degli spigoli della base supe-
riore, p. es. ', si riduca ad un punfo, I'obelisco diventa un cuneo,
il cul volume sari quindi espresso da |

1
V=+5QRa+a)bi.

(Continus). A. Lueu,

(¥] Por la dimostzazlone data &l n* 0, la formola [1] & applicabile all'shelisoo ancha quando
-non susaisiou o le due ipotesl del 11 < 1, ossia quazdo le grandezze rispetiive degli spigeii a ed o'
e b & & sono qualunqne, per mode cle il risaltato otfenute pud rigoaedarsi oome generale,
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TEML DI MATEMATICA DATI PER L ESAME DI MATURITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA
allzr fine degli anni scolastict 1891-92 ¢ 1892-93

-

(Continuazione, V. pag. 27).

B:Et.rrz P Sr:uﬂk: reale sup. — 1. Le radiei reali dell' equazione
ot — 2 — a:*‘—l—-za:z—-ﬂ s+ 1 =0 sono i semiassi di una ellisse, Qual's l'e-

quazmu& della tangente all estramifa dell'ordinata del fuoco nel primo quadrante,
e che angolo forma essz con questa ordinata ?

2. 1" angolo diedro di due sezioni che passano per 1'asse di un eilindro
obliquo vguaglia o= 00015, gli angoli d'inclinazione colla Lase verso le faccie
opposte delle due’ sezioni sono B="7T0° 48" ¢ y==108%33". lu quale rapporto
slanno le aree delle doe sezioni?

4. I due assi paralleli di due dischi di ftrasmissione (Riemenscheiben) coi
raggt R =>50cni. ed » =30 em. hanno la distanza ¢=2m, Che lunghezzs
avra una coreggia avvolta intorno ad essi? |

4. Lo spigolo alla base di una piramide regolare s base quadratica & g,
I"angolo al verfice formato da due spigoli laterali é 2a. Quoal'é la superfigie
di un cono equilatero equivalente in volume alla piramide ¥

B. Lewa: & » Scuola reale sup. — 1. Upa macchina a vapore costa
8900 £, le spese di manutenzione annuale ascendono a 800 £, ed ogni 10 anni
la macchina deve sostifnirsi con una puova. -Quale capifale dovrd mettersi a
disposizione per r:ufnparare e conservare ln perpetuo una tal macchina, calco-
landa il 4 %/, d'interesse compostn?

2, Dalla torre Rodokfo presso Hallstadt, che si trova ad una altezza i =— 386 1.
sapra il livello del lago di Hallstadt, la eimn dello Sarstein appare sotto un
angolo di elevazione «—=1{1%37"26", e Ia sua immagine rifiessa nel lago appare
sotto un angole di depressionae B= 19" |68’ 25" Di guanto si eleva la cima dello
Sarstein sopra il Iago di Hallstadt?

3. Con uns lamine di ottons grossa &= 1,6 mm. e del peso spevifico s — 8
devesl fare una sfera cava che s'immerga per imnetd nell'acqua. Quali devong
essere | raggi interno ed esterno®?

4. Determinare le tangenti condotie a) civcolo @®— y* — 64 parallelamente
alla retta 2y — 3w-—4 =0,

Brunw: Scuola reale sup. ted. provinciale, — 1, Un tale cambiz zecchini,
ugpoleoni d'ore e pezzi da 20 marchi, in tutto 20 monete, in f aostriaci, e
riceve 183,10 f.. Quante monete d'ogni specie eambiz, se &l corsv atinale viene
caleolato lo zecchine a . 5,70, il napoleone d'oro a f. 9,60 ed il pezzo ﬂa 20
marchi a f. 11,902

2, Un ftale ha il diritto d’ incassare una rendita annuale di 800 f, alls fine
di ogni anno per 20 anni. Quale rendita annuale riceverd egli in cambio al

principio di ogni anno per [{ anni, calcolando il 3% of/® d'interesse ?
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3. Una sfera vuota falia d'un materiale del peso specifico 7,5 ¢ che pesa
complessivamente 50 Kg. si immerge precisamente a meth nell’ acqua, Quale
spessore avrd il puscio?

4. Il punio pin a Nord della Monarchia aust. uog. giace a setientrione di
Hilgersdorf in Boemia ad unz lstitudine di 510 %, il punto. pit a Sud & la
punia meridionale della Palmazia & 429" gi latitudine. Per ambedue } luoghi
devesi determinare le durata dsl giorno pia luago (2! Giugno) e del giorno pin
breve (21 Dicembre), e I'ora in cui leva e tramonts. il sole in questi due giorni.

Briwm : 1. ». Sexpla reale sup,

1 el ] —— .

O |
2 o |
I g, |

1.,

2. Per coprire le spese del primo impianto d' una Scuola s caleola che
basti nn prestito da ammortizzarsi in 7 — 20 anni con un versarnento annuale

-,

di @ = 2736 [, al 3—;— "fo- A guanto furono preveniivate quelle spese?

3. Dal punto M (8,0) vengono guidate tangenii al cerchio 2 + 2* — 4.
Determinare le equazioni di queste rette e pol caicolare il volume del corpo
generafo dalla rotazione della figura compiesa fra le tanganti e dail'arco ssternn
del cerchio, inforno all'asse delle w.

4. La superficie della Monarchia austro-nng , che importa 876656 Km?,,
deve essere eguale all'arez di un triangolo sferico eqnilatero salla sfera terrestre;
deferminare lati ed angoli di questo triangolo,

Buoweis: i », Sewnla regle Sup. ted.— 1. Degli angoli d'un triangolo acn-
tangolo 'uno (espresso in gradi) & divisibile per 11, l'altro per 13 ed il terzo
per 19. Che angoli hs il tMangolo?

2. A ha T'eth di 49 anni e yuole assicurare dope la suz morte ai ‘suoi
eredl un capitale di 4800 £. Che premio deve pagare per una sola volla ad
una soctetk di sssiowrazioni a guesto scopo, se viens accordato il 4 9/ 4’ inte-
resse ?

3. L'altezsa di ua cono retto # di 8 em. e 1 angolo al vertice 2o — 28Y
48" 4B"; & cerehi il volume di quel setfore sferico che ha per complemento
que! cono,

4, Preso mn punto qualungue in un triangolo equilatero ¢ condoite da esso
delle perpendicolari ai lati si trovi la loro somma,

Camrmowrtz: 2. ». Scuols reale sup. ~— 1. Risolvere le equazioni:

132y =2197 ¢ S5a4y—4—=1.

2, Dellza base di on prisma iriangolare ratto sono dati due lati, 1’uno di
18 em. e I'alten di 15 cm. e 'angolo da essi compreso di 759 36" 307, 1 tre
spigoli laterali del PriSms sono uguali e pracisamente ognuno @& uguaie all®al-
tezza sul terzo lalo dells bage Determinare la superficie ed il volume del
prisma,

i-?-‘:'
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3. Un numero & seritbo con tre cifre che stanno in progressione aritmetica.,
Dividendo il numers per la somma delle sue cifre si ha 26 per guoziente; ag-
gumgendo al nomero 396 si oftiene il numero scritto 1n ordine inverse. Qual'a
il numero ?

4, Che angoli corrispondono all’ equazicne sen 4 2 — sen 2z =—senw !

9. Una retta 3y =525 ed una parabola y® — 20w si tagliano. Deter-
minare 1l segmento defla parabola.

BuposeN: i. v, Scuola reale sup. — 1. Che valori positivi intievi delle in-
cognite soddisfano alle equazioni :

o —3y —2:= 157, Hwo—11y4-8z—87.

2. Per quanto tempo si pud nsufruire uno stabile dato in pegno per un debito
di 20000 f, dando esso annualmenle la rendita netta di 1500 f., e caleolando
gl'intevessi al 5 %/ ¢ (Si deve sapporre che della rendita st possa disporre solo
alla fine di ogni anno),

3. Qual'e I'angolo 2l ceniro di un segmento sferico, se la sua superficie
totale & nguale a quella di un circolo massimo della sfera 2

4. Che angolo comprendono le due tangenti guidate del punto @, =—"T,
y, =0 all’ ellizsze 9 4* 420 y* —2257?

(Continva).
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Un'applicazione del metodo di risoluzione d’ Eulero dell' equa-
zione di 2° grado. — 1. 11 meaiodo d' Enlero per la risoluzione delle equa-

zioni algebriche di 4° grado, che consiste, com'® noto, nell'identificare due
equazioni dello siesso grado, si pud applicare alle equaztoni algebriche di cui
¢ possibile ln deferminazione delle radici.

Cosi essendo data l'equazione quadratics

gt +date=0:; « < ..z . s I}

pongasi @ — % -+ », Quadrando si ha @ — u® 4= 2uv + »° — 2 (u == 20) 4 »" ;
da oui, osservando che 2p—2 (@ — %), si ricava

"=2uw— u®-+1v*, ed anche ax®—2awwta@ —1oY) —0. [2]

: b
ldentificando 1a [2] eolla (1), si ha w=—_, -u‘—-ﬂ"=%, da cui si
deduce :
R — — b 3 i
ot == ‘fﬂn.ed &= %+ 0= 2l thxr:_
: 4 a* Ra

2. Lo stesso metodo pud servire a trovare diretiaments le radici dell’ A uR-

zione biguadratica
IIE’#’-J—E)WE—]—-IE:O . - - i . . = . [:3]

indipendentemnente cioé dalla conoscenza delle radici dell equazione quadratica.
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Da oy == -}~ », quadrando, si ba #% — u? -~ p2 -4 2y ossia x* — (W4 0Y)—
2ur e quadrando di nuove o' — 2a% (8 + ) 4 (1 + %) — 4yt — 0, da
eni maltipliczndo per a :

ap! — 2a(@d 4= v+ a(u® 4+ vyt — dauty? — (), [4]
ldentificando V'equazione [4] con la [3], s oftiene
al o
”. --I— -Ev R — zﬂ & = & = - " " - [ﬂ]
bt — 4 + Y — 4
4uyp: — bﬂn - e donde 2wupy—= V == [6]
4a" a 4a® 9 a
— bt — 4
La [5] e la [6] danno (1 - o)t — o = —’: —— = ¢ quindi
£ ___’+ — o+ P8 — dac
_' 2a
3. Cosi pure all'equazione di 3° gral.iﬂ
Pt+potg=—0 ., , <« . s -5 .« [7]

si pud applicare il metodo in discorso. Pongasi @ — w - v e 81 faceia il cubo
2 =1+ 3uvp(u -+ v)+ v';: da cul

- o — Juve — (W + =0 . . . . . . [8]
Identificando la [7] colla {8], si otliene
2°

Uy =— P:;’ quindi n:ﬂ‘u‘:-———? e W4+ v=——79g,

cosicché %? e v’ sono radici d'nn'equazione di 2° grado per risolvere la quale
si pud applicare, come si & visto, il metodo d' Eulero, L'espressione di @ & de-
dueibile in tal modo dall’equazione data applicando eriteri uniformi di risoluzione.
4, Il metodo d' Eulero pud anche servire 2 delerminare, in easi particolari,
le radiei di equagioni algebriche di grado superiore al 4°.
Ad es. sia daia 'equazione
PE
4

n:";]—pmﬂ-i—gm“-jl- —=0. . . . . . . I[85

¢ propeniamoci di frovarge le radiel.
Pongasi, come &l solito, a = u + v, da cui o7 — (¥ - 9%) = Buvaw.
Quadrando s ha

@ — 2 (1 + v%)o® — uPoio? + (¥ 4+ ) =0 [10]

e identificando la [107] con la [9]:

4 B2 — g 3 1=£.
5 1o 3 (U3 <= &%) 1

u? 4+ v —

Di queste tre ulfime relazioni la prima e terza non sono distinte per cui se

Fricase el
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ne considersrd una solz, p, es. Ia prima. Allora osservando che o — == T ¥V —q,

% e v sono da determioare mediante le relazioni

u”+1:3=—-g— e -_zsﬂir“:*l'*—l/-—ga,

|
[
=3
i EEILE

ossia sono radiel dell‘ef;uaziune di 2° grado

e P .
st E_IETV‘?E':”*

r

Si ricava cosi conm facilita 3

p | - ]
r_ /- i |® ? l/?jhl ¥ |
‘”—,: i m“'“z'rV_q_ - 1 T4t Sk i
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
31%, 126, 139%, 169%, 170", 172*, 173*
1747 e 17H**

gy g e ™ e

S1°. 1l volume d'una sfera supera d'un decimetrn cubo quallo del tetraedra
vegolare in essa tnscritho ; calcolarve la lunglezza del raggic a mena d"un mil-
Hmetro. | (D. Besso).

Soluzione del Sig. L. Perrotti, studente s Roma.

Il volume del tetrzedro regolare in funzione del raggio R dells sfera ad esso

. . . 83 ;=
cireoseritta, com’ e nolo, é :,: R3, quindi per determinare R 81 ha 1'equazione

4 B}/g
3. 3} —
R 57 It s

3

3

de cui si ricava R = dm = .
Vibw —s /3 ’
Per calcolare R a meno d'un millimetro conviene valutsre 1'uitima espres-

|
Tﬂ—ﬂ— sl ¢coIn-

1 5 =
sione a meno di o, Caleolando F/88x — 81/F a meno di

3
metle pel quoziente — » Oltra all'exrore proprio, un'errore
Visz—83p/3
. 1 5 _ Sy L _ .
< o6 - 2= 300 <~ Togo: Steeché il divisore é evidentemente maggiore di
3 + 100 (‘). cosicché basterd _ca]r:ulare il quoziente medesimo 4 meno di 1000

(¥) L'errare d'un quozlente $h cai il divldendo & minore del diviscre ed il dividendo & oy
nnmarn esatio, & minore d'nna frasione avente por nomeratore 1' errore del diyisore, & per deno- £
minstore il divisore diminmito del o errore. e

TR e
E=I=I=- H
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) o
Ova per avere /36w — 8 /3 a meno di + & sufficiente caleolare il radi-

10%
1 — ]
cando a meno di 108" oude conviene prendere sin w che 73 a mono di 108

ambedue per eccesso o per difstto, ossia w = 3,14159265 e p/3 = 1,73205080,
Con cid si ha 36 = — 8 P73 = 090,24002000, Ja cni radice cubica ¢ — 4,63.

Se finalmenfe si osserva che 3 : 4,63 = 0,65 a meno di il raggio car-

2.10%°
cato della sfera & meno d'nn millimefre risulta vguale a m. 0,065.

126. Resoudre en nombres entiers Ieguation
x* 4 v = 2t | 2t% . (B. FPAUQUEMBERGUE).
Risoluzione dei Sig, Prof. C. Soschino a Reggio Calabria.
Per risolvere in numeri interi 1'equezione
Ryt =228 . . . .. .. . (])
simmetrica rispetio ad @ ed y, basterd risolverla in numeri inferi e positivi, A
tal fine osserviamo il guedretto seguente:

w Y 3 3
pari pari pari pari
dispari digpari pari dispari
pari dispari dispari pari

dispari pari dispari pari

il quale ci indica come debbono comportarsi 1 sistemi di soluzioni della (1) ri-
spetio al divisore 2, Da esso si deduce che poiremo riguardare wisoluia la (I)
quaendo St ricsca

1.9 A determinare i valori pari di ¢ e di ¢ che la soddisfano e a detturre
da essi i corrispondenti valori di # ¢ z enitrambi pari o enirambi dispari. Scam-
biando ogni valore pari di y cel corrispondenie valore dispari di @ avremmo i
sistemi di soluzioni nei quali @ e  sono parl e z ed y dispari,

2. A determinare i1 valori dispari di y e di ¢ che eoddisfavoe la (1) e a
dedorre da essi i corrispondenti valori, pari di s e dispari di .

A dimosfrare la possibilita di fare quanto & propeste nel due precedentii
paragrafi, indicando con #, ed y, due valori di # ed y che soddisfano la (1),
poniamo

ts s = 2a be — ya = 1+ 20 con a =& = 0,
Ricayaremo
fg=0a-b Yyg —a— b, oppure fh=a—h Yo = & 6.
Soslituendo nella (1) questi valom a ¢ ed a y, poiremo senmveria sotio la forma
@t — = B+ Bab =L = 0 (non & mai L = 0)

dove L = 4+ 4K quando ¢ — % (mod. 2), ciog quando ¢ ed y risulianc pari;

Ty
it

I'Q-I'Q-: A,
E
e
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ed L=H+4K+1 quando a e b sono une pari e 'aléro dispari, ciod quando
¢ ed y visullano dispari.

Determinati cost 1 valori di ¢ e di ¥ in fonzione di due numeri inferi quan-
lesivoglia @ e b, per determinare i corrispondenti valori 2, ed =, di z e di @
si distinguano 1 doe seguenti casi:

1? Caso. Se L — + 4 K, poniamo

R-';"I—',E;:?ﬂ HT;—:g:iEd Con ng}ﬂ e [:d:.E-
Avremo
mi=r+d :.:G—dP&I‘K}U* I‘r=ﬂ'—‘d I_,:ﬂ—[-d p&'[‘ﬁ:iﬂ.

Se 2y @ 7; sono dispavi, insieme al sistema 2 = @, . UW=— 1Yy, 3=23p,
{ = ts 5 dovremo considerare 1aliro =y, , vy =0, 5 =2,, t = & .

2° Caso. 8¢ L = -+ 4K 1, poniamo

Ty -5, = ¢ Ty —Fg =+d con ¢c>d=>0 e ed=L.

¢+ d e — ¢ c—d e =l

g = por K >0, w= 5 fa=-—5— pa KLN0.

k-
Evideniemente, per K > 0 sara c=d (mod. 4), e quindi risulteranno
@ dispati ¢ 5 pari; per K < 0 ¢ e d divisi per 4 danmo resti disuguali e
quindi ancora risulteranno @ dispari e 5 pari.

139", Inscrivere in un cerchio dato un quadrangoloy, dati due lati contigui
e tale che due suoi lati opposti siomo inversamente proporzionali agli allri due,

Dimostrare poi che conducendo da un punto fwori del cerchio Te sei per-
pendicoluri ai quatire lati e alle due diagonali di sifatto guadrangolo, la somma
dei due retiangoli delle perpendicolari condotte a due lati oppost: ed ai rima-
nenti & equivalents ol doppio rettangolo delle perpendicolari tivate alle diago-
nali, (S. GaTTi).

Soluzione del Sig. M. Piattelld, alunno del R. Liceo di Bari.

L. Sia O il cerchio daio e siano AB, BC i lati dati, Tirisd 4C e ner B
la bissttrice dell'/ A BC, che incontra A € in . Diviso I'arco A BC per metd
In F o condotte "G D, AD, BC, il quadrangolo A BC.D sara queilo richiesto.

Infaiti poiché arcoA¥ = FQ, sarh / ADG = GDC & pereid si avrd
AD: AG=DC: CG, d'altra parte perche / ABG = G B( segne
AB: AG=BC:0CG onde AB:AD— B(C:(CD.

. Rammentando poi che se M & un punmto del piano del quadrangolo
ABCD, s ha:

AABM . ACDM 4+ ABCM.AADM — A ACM A BDM (")

(") Baurszn. Prig. § 7,13, — 11 Sig. Pia#telti d3 veramente la dimosirazions 4 questa Iden-
litd, ohe mon ripertiamo 1° par esigenea & spazip, 2¢ parchd a on dipresso il procedimento da
Ivd segulto ai riduce a veriieare che s a, &, ¢, d somo qmativo vette del piamo useenti dallo stewso
punto e aom (a, b, ¢, d) s*indica il loro repporio anarmounico nell'ordine In eni sono seritte, sussisie
la nota tdendita:

(0, B, ¢, &) + (5,0, b d) = 1. [&. d. Redd ].
8

TR
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abbassando da M le perpendicolari M N, M P, MQ. MR, MS, MT aw Iaii
AB, BC, CD, DA e sulle diagorali 4 C, BD, rispettivamente, segue

AB MN.CD . MQ4+BC,. MP AD . MR=AC.MS.BD . MT,

Ora pel feorema di Tolomeo, applicsto al quadrangolo ABCD, siha AC. BD —
ABCD-BCAD eper]) ¢ AB.CDO=BC.AD onde AC,BED=2.BC.AD,

cosicche, sopprimendo npell’ultima eguaglianza i fattori comuni, risulia infine
MN MQ4+-MP ME=2M8 . MT ¢. d. d..

169, Se in wn triangoio vettangalo il semicerchio descritto sul cateto mag-
giore con diamelro uguale el catero minore, ltangenzialmente o quesia catelo,
" e tangente all'ipotenuse, 1 lati del iriangolo stanno fra loro come 5:4: 3,
(M. PravTeLL).

Dimostrazione del -Sig. E. Lugare, alunno del R. Lieso Garibaldi di Palermo.

Sia A BC un triengolo rettengoloin 4, AC > AB, ¢ ADE il semicerchio
di eentro O deseritto sul cateto A C con diameiro A ¥ — A B, tangenzisimente
ad AB; sia ADFE tangente all' ipotenusa BC in D, Dico che BC: AC: AR =
Ds 4y «

Si conducano 0D, OB, AD, DE: poiche B0 e DE sono entrambe per—
pendieolari ad AD, sono parallele, & quindi EC: NC = ON: BD: a
BD=AB, AB=20EF, da coi DC = 2 EC. Dalla similitudine dei trian-
goli AFB, ODRB ¢ rvicava BF : AF = BD: 0D, e percid BF = 2AF;

] i
ora BF : AF = AF: OF, quindi I'0O = TBF’ epperd O = — B0; es-

b
2
sendo poi DE:FO=AD:AF, s ha DE=20F=—5—Hﬂ,mE.BD:.DE=
o 2 2 2 | |

BC:DC, qnindi DC = —E—BG=-§—HD=—3—AH, ed £C = ?A_B. Co-
gicché segue :
BG—ﬂB—I—EAH-—HEAB' AU—;&B+1 AE—E-AH'AB—E&B'

— 3 —3 ¥ = 3 ‘_3 | —_— 3 4

¢ inalmente BC: AC: AB=5:4:3: ¢ d. d.

Dimosirazione del Sig. B. Armano alunno del R, Liceo di Alessandria.
Sie. ABC un triangolo rettangolo in B. Se il semicerchio D EB, descritto
com’ é detfo nel tecrema, toecca A C in K, poiehé st ha

AC'—AB' 4 BC* ¢ AC*=AE*4+EC*4+24E.EC,
AB — AB.AD+ AB.DB, AE°*—AB.AD. EC—=BC— DB

con sostituzioni opportune nella prims egusglianza, ‘sl ricava 2AFE  FC —
AB.EC ¢ quindi 2AE—AB, da cui ABP—4 AL —=4AB.AD e
AB—A4AD, AE—AB:2—2A4D, Segic BC=EC—AB— AD—3AD,

AC=AE+EC=2AD+4 3AD=05AD, 5i ha dunque AC: AR: B(C—
8:4:8.
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Dimostrazione del Sig. G. Tirella, licenziato dsl R, Liceo di Modica,
Indicando con a | ipotenusa e 3, ¢ (b<e) i cateti di un triangolo che

s0ddisfa alle condizioni dell’enuncisto, la superficie del triangolo, circoscritto al
7

7

b
, Sard (ﬂ—l—b}?t- y ma d'altra parte questa superficie

b be 1|
— =— — . dond = - i
1 g onde a -+ b 2c. As

;
socizndo a quest'eguaglianza, 1'altras o — J2 ~+-¢* ed eliminando dalle medesime ﬂ
prima a, poi &, si oltiene successivamento 3¢ = 4b, 4a — 5¢, ossia : {

semicerchio di raggio

b
¢ anche espressa da ; . cosicche (@ -+ Bb)

El__n:.' € @ dﬂda__c_ﬁ
§ T TEprdmls =T =1}

1707, Trovare tre numeri continuamente proporzionals, dei quall la somma 1l
sfia 20 e la somma dei quadrati 140,

(Dall’ Arithmetica universalis di NewTon).

Soluzioni completamente analoghe dai oigg. V. Columbo, studente & Napoli;
V. Carrenti, studente o Palarmo ; E. de Vito e L. Perrotts, studenti a Roma ;
M. Piactelli, gluonno del R, Licso di Bari

Siano @, y, » i numeri richiesti. Si avranno fe tre equazioni

@0ty z:z=20: o* - y® + 3% = 140 ; ws = y°.

Elevando al quadrato i due membri della prima e sotiraendo la seconda, membro
8 membro, si ricava @y 4+ 25 + y3 — 130, e, per la ferza di esse:

BY 4%+ y3 =— 130 0 Yo+ y 43 =130;
ma ¥ -y + 3 = 20, onde

130 13 27 _ . 169
T8 g wvis¥Nsy=g, wsygi=—.
Lvalori di @ e 5 saranno quindi le radici dell'equazione quadratica

27 168
S e—— BEES——
_ 27 + /53 27 £ 3/53
03814 @ — — _‘4}/ T — +4V :

Soluzione del Sig, F. Mariantoni, gty studente a Roma.
lndichiamo con a la somma dei tre numer cereell, che rappresenteremo

©on @, y, a— (@-+y), e con p* quelle dei loro quadrati, Per trovare o ad ¥ -
avremo da risolvere il sistema delle due equazioni

U= yra—(@+y); !+ 4t 4 [a — (v 4+ y)]° = &~

(¥) Altre dimasteszioni pervennsso dai Sigg. Vo Cotumbo ; 8. do Filo L. Parrotti; U, Gerra

€ &. iaz:a, alunni del R. Tstituto teeoiea dj Piapenza; B, Scozzari e dalls Sigt F. Prime &
Bruzelles,
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Sviluppando, da queste si dedueono le alire
-y ry —av—=0; P ey —aw — ey =B — a¥ : 2.
Sotiraendo membro 2 membro si ricave :

4% — B

2a

R

Questo valore sostitnito nella prima delle precedenti equazioni porta alla qna-

dratica
o h° e o B2\%
4 a® - m+(ﬂ ):ﬂ,

2 Z2a
dalla quale si ha

lr;"' bt - P (3at — %) (3 b2 — a°)
4a .

) f—
Per la possibilitd“del problema debbono aver luogo le condizioni

b‘.‘
Ebﬂi’:u’z 3 0 a*=30 o b= 3a?,

sicclie i due numeri @ e 6 non sono fra loro indipendenti. Nel caso particolare
di .a= 20, §* = 140 ls condizioni di possibilitA somo soddisfatte e dai valori

. 13 27 + 353

di  ed o trovati si deducono i valori numerici y = 5 O=—= 4‘V . 1
27 - /53

terzo nomero serd poi 2 — 20 — (0 4 y) = +4V (")

Y72, Daio wun triangolo A BC, siano B & Q' i punti in cui le perpendi-
colert innalzate sul lato BQ, nei vertici B, C, incontrano i lati AC, AB,
Dimostrare che la _retta B'C’ & perpendicolare alla retta che unisce il centro
del verchio circoseritto col punto medio dell’ altezsa relativa al wvertice A.

(V.% P. Pame).’

Dimosirazione del Sig, Armano Biagio, studente nel R. Liceo di Alessandria.

Sia. O 1l centro del cerchio cireoseritio e D, E i punti medi dei lati A B,
AC. 8i conducane 0D, OF, DE e per O la perpendicolare a B'C’ che inconire
DE in F. B facile vedere che / FDO= / B'BC', / DOF= / BCB';
L OEF = / BCC, / FOE= / C'B'C, perché aventi due 2 due i lati
perpendicolari, percid 1 due triangoli DOF, BC'B" come pure EOF, CB'(
sono smili e st hanno le proporzicni FFO: B'C" =FD: BB ¢ FO: (B =
FE:CC dg cui segue FD: FE= BB : ('C. Ma poiché anche i triangoli
ABB, AC'C sono simili, si ha B'B: CC'=BA:CA=RBA": CA', onde
FD:FE=AE:AC Chamando ora F' il puato in cui DE incontra 1al-
tezza A A" punto che, in seguito alla costruzione faila, risulta il centro di 4 4’
si ha ancora F'D:F'E—=A'B: A'C, cosicchd FD:FE—TF'D: F'E ¢ib

(*) Un’altra sologicns venne inviantn della 8ig® Ved.® P. Prime a Bruxelles.
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che conduce =z concludere che 7' coincide con 7. La ratta passante par O e
pel punto madio di AA" & dunque perpendicolare a B,
Osservasione. La dimostrazione precedenie suppone che F cads npell'interno

di DE, ma con leggere modificazioni essa & adatiebile anche al caso in cui eid
NOn &V venga,

173", In un triangolo isoscele di base costonte 1° il luagn geometrico dei
centri dalle circonfersnse ew-inscritte & un'iperbole aqurlatera, 2° il lusgo geo-
melrico wmeontro della mediona di uno dei lati eguali con ['ultezza dell’ altro
& un'gllisse ; che ha per asse moggiore la base del triangolp.

(G. BrLnAccmr).

Dimostrazione del 8ig. Prof 7. Cerstli a Rieti.

Ll triangolo daip sis ABC e sia AB— 25 la base costante ed AC =
BC =g il lato uguale variabile. Come sistema di assi coordinat o e ¥ pren-
dasi la base AB e 1'altersa C0. Risulia intanto evidente la simmetria dei
lupghi Tispetio ai dme assi coordinati.

1." Prolungato AC in L e condotta # € bisettrice dell’ L L OB, retla che
¢ parallela ad AB, su F( si troverd il centro della circonforensa ex-inscritta
relativa al lato CB. Sia P questo centro, la sus ordinata y sarh = CO e
condotia la perpendicolave PR a B, =ard PR 1 rageio  delle sirconferenza

2 A A
i+ —a 3 °© A=1"b.CO, onde

PR=C0=y. Ora dai triangoli simili CPR, BCO siha OP: PR=BO: CO
ossia @ :y=—a:y, donde ricavasi a — ». Ma Aal trinngolo A CB 0 si ha ancorn
BC'— C0° =05 ossia o® — #* = 5%, cosieehé il Inogo cercato & un’iper-
bole equilatera i asse reale 4 B,

2." Si conduea !’ allezza A H, relativa a CB, e ln mediana B M, relativa
#d AC, che si tagliano nel punto variabile P e da P la PO perpendicolare
ad A B, cosicché 0Q=aq, PQ=y. Dpi triangoli simili BPQ, BNO s ha

medesima, Ma, com’d noto, PR —

Co A
PQ:QB=NO:0OB, ossia, ponendo mente che NO — a3
h
y: b — w =g b e dai triangoli simili APQ, CBO si ha PQ: QA —
BO:CO, cioé y:b-+o=25b:h Moltiplicando termine a termine questa
l

proporzione collz precedente, segue 2 : 5% — g? —: ik I, ossia

mE Ir yﬂ' _ l

b* b \= -

7
25

il luogo cercato & dunque un'ellisse avente A B per asse maggiore e —— per

agse minore (*),

(¥) Un'altra dimostrazione anelitiea pervenne dal Big. V. Columbs, sindents nella R. Onlver-
sita d Napoll

Lo
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Dimostrazione della Sig.? V." F. Prime a Bruxelles.

1.° Sia ABC {AB =AC} il 'ﬁ["iﬂ.ﬂgﬂlﬂ considerato, AD 1 altezza relativa
a BC, E il punio in cui la bisettrice di B inconira A D ed ¥ il punio in eui
BE inconira la perpendicolare CF a CE. Si sa che F ¢ il centro del cerchio
ex~inserilto nell® angolo B del triangolo ABC; e, siccome le refte CF, BF
formano angoli complementari con BC, il luogo di I ¢ I' iperbole equilatera
di eni BC é 'assa trasversn e I) 1l ecenfro.

99 Sian ABC (AB = AC) il triangolo isoscele, AD |'altezss relaiiva & BC,
¢ il punto in cui la mediena B E incontra I alterza OF ed H, I i punti in
cui queste rette tagliano AD.

| I —
a3 Hig .BH.I'I=FAB-DI=TBDE e risnita da cid¢ che il luogo

di G & lellisse di eni BC & 1'asse maggiore, D il centro e il eui asse minore
BC.Y3
3
Osservazione, Cerchiame ancora il luoge geometrico del punti d'intersezione
delle bisettrici e delle altezze dagli angoli alla base.

Sia M il punto in cui la bisettrice intersa di £ inconira l'sltezza condotiz
da C e P il punto in cui quest’ altezza incanira la perpendicolare BP alla
base. Si ha / PMB=PCB + MBC=BPA-+ MBA=PEBM, da cui
PM—=— PB. Ul luogo di M & dungue la bolla della strofoide retta avente BC
per asse, (' per polo e B per punto doppio.

Se M’ & il punto in cui la bisettrice esterna, firsta da B, inconlra CM,
i] tnogo di M’ completa la sirofoide incominciaia da M.

lnfine i punii analoghi ai punti A4, M’ sulla bisetirice deil'angolo C gene-
rano una seconda strofoide retta avente B per polo e € per pumto doppio,

Feeo pol aleuni altri luoghi che si trovano factlmente :

1.2 II laogo dei punii d infersezione delle altezze abbassafe sui lati eguali
con la parallels alla base condotia pel vertice si compone di due parabole.

29 Le mediame corrispondenti ai lati eguali incontrano la parallela alla
base condotia pel vertice in punti il eui luogo é compasto di due perpendico-
lari alla base,

3.° Le iangenti al cerchio circoserifto si tagliano in punti il eni luwogo &
un sistema di due parabole aventi per diretivice comune l'altezza del friangolo
e per fuochi le estremita della base di questo triangolo.

vale

174, Ad un dato triangalo vettangolo circoscrivere uns parabola 1° con
I'asse normale all'ipotenusa, 2° con il wverlice coircidente con quello dell angolo
retio. _ (G. Brerraocar).

Soluzione del Sig. Prof. V. Carpanete sd Acqui.

1,° Sis ABC un triangolo rettangolo in A, Se 1 asse dells parﬂ.hulﬂ. il
quale deve passare pel centro dell’ ipotepuse, si prende come gsse delle 2 e Ia
tangente nel vertice come asse delle y, l'equazione della parabola & y* = po.
Sostituendo le coordinate @, y, ed @, , y, del vertici B ed 4 e sollraendo
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membro a membro =i ottene y: —_— yi = p (7, — &, ), ossia (y, +y.) =¥ =
P (wy — ®,). Se con m ed n si indicano i segmenti dell'ipotenusa e con A
P'altezza corrispondente si ha dunque mw = ph ed a cagione dellz nota rela—
zione mn = h* ne segue p — N. Se ne dedace che la perpendicolare condotta
per A alla congiungente 4 col punto medio dell ipotenusa sega 1" asse della
parabola nel vertice di quests. La parabola & quindi costroits.

2. Bl assuma un sistema d' assi ortogonali con [ origine in 4 e sia asse
delle @ 1" asse stesso delle parabola, il eni angolo ¢ol cateto A B si indichi
con 0; siano parti posifive degli assi quelle che comprendonc il vertice € : si
indichino inolive con b e ¢ i cateti AC' ed AB rispetiivamente. Le coordinate
@, g, del punlo € si possono esprimere in funzione ¢i & ¢ 0§ e si ha o, — fsen 0,
y,==&cosf e quells del punto B in funzione di ¢ e N e st ottiene @, = ccos b,
¥y — — csen B. Sosiituendo nell’equazione della parabols y*® — pw =i avrd il
sistema di equazioni atte a delerminare p e 0

0 cos® 9 = phsenl, c*sen® 6 — pceosl,

Dividendo membre a membro si ottiene
, b
bcos® : csen?l = senf : cos6 0ssia tg’ﬂ:?;
questo risulfato suggerisce per 'asse della parabola 13 seguente costruzione: si
descrivane due parabole, una delle quali abbia per asse la vetta A B con para-
meiro ugunale a b e I'alira abbia per asse la retta AC con paramelro ugnale
a ¢; la congiungente il punto A col secondo punto d’intersezione reale delle

due parabole & I'asse. L equazione della 1@ 2 infabti (essendo assi delle coordi-
l

nate due vette coincidenti coi eateti) y? — bor e quella della 2?7 y — i 3 o
s 208 - b o ¥ b
moltiplicando membroe a membro si ha ' = ?:rﬁ ossis —5 == g3 — P

Ad una qualangue delle due parabole susiliarie si” pud sostitvire un circolo di

. & \2 ¢ |2 0% -+ ¢t ) ; _
equazione (o = | V——| =7 che facilmente si lraeccia.

Nota la posizione dell'asse, sl cosfruira graficamente il parametro nel modo
solito e quindi la pargbola.

175", Per i vertici A, B della base di un triangalo isoscele si pud Sempre
descrivere una parabolz, il cwd fuoco giaccia nell’ ortoeentro H : giali devono
essere gli angoli A —=B del iriangolo isoscele affinche la parabola Passs piie
per G ¢ (G. BeLuaoca).

Risposta della Sig.® V.* F. Prime a Bruxelies.

Sia D il punto in cui la perpendicolare AD s CA & incontrata da € A

ed K il piede di CH su AB. Esistera una parabola rispondente alle condizioni
dell’ envuciato se ED —4CH Ma CH=AB.cotC— — AP .cot 24 o

|
DE = - AB.tan FAD — AH . eotA. Si dovrd dungue avere

2
| — 4 4 an® A

cotd — — 4 ,cot24 o 5t 5 tar 4

X

|
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da eot 5
fan 4 — V

e

Per costruire geometricamente 1'angolo A, osserviamo che ecos A —

nEsia

A =48Y11"22",86.

»d

Eld

prenderd donque un irisngolo isoscele di hase A B=4 e di lati AC — CB=3.

—H8308—

QUISTIONI PROPOSTE O

2027 . Dimostrare le segnenti soluzioni dei problemi:

@« Date in un piano due refie wu,
w ed un punfo U, tracciare, con la
sola riga, la reitn che upisce 7' al
punto ', senza far uso di guest’nl-
timo punio »,

Si tirino le retie arbitrasie , I, p
delle guali le prime due passino per
U, e si ponga p(w, )=N, L;
wl M; % {— M. Preso p-ui un
punto arbitrario di M M', si ponga
INWN=N, SL.Y=1"; la
retta N'L’ laglierd p in un punto
U™ della richieste. retia; sicché que-
sla sard la U'U".

P

« Deati in un piano doe punti U]
U’ ed una relta #', trovare con la
sola riga, il punfo domune ad ' el
alla rofta UU’, senza far uso di
questnlima retla ».

S1 segnino i punfi arbitrarii L,
L', P dei quali i primi due giacciano
sopra %, e si ponga P(U, Ly—m=, I:
UL=—=—m; U'L'—=m'. Presa poi
una retfa arbifraria s 81 mm” si pongs
se, U'—=mn', s1.L'=7, 1l panto 2"l
sarh proiettato da P con una retia
%" del punto richiesto ; sicchd questo
SATA 1w U .

Far rilevare che le due precedenti soluzioni, mentre non righie-
dono maggiors numero di costruzioni di guelle gid conoseinte, pos-
sono clascuna servire a risolvere tanto il problema a sinistra che

quello a dritia,

A. DEL RE.

203" . Applicare entrambe le costruzioni indieate neli’esercizio
precedente a risolvere con la sola riga.il problema :

« Date, in un piano, due rette parallele ed un punto, tracciare
pel punto la parallela alle doe rette »

€ poi mostrare come la costruzione a dritta, opportunsmente appli-
cata, diventa uma soluzione nota del problema :

« Nel piano di un parallelogramma traceiare, eom la sola rige,

una parallela ad una data retta ».

A, DrL Rs.

(%) La guestioni oonirassegoate con semplise aslerisoo sono indirleeate agli alunni delle scunle

sscondarie, (ualle dlstinte von due asterizehi sono divette in particolar mode agli stodenti delle
stuocle superiorl, senze escluders qualsiasi altro studicao.
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204*. 1 tre punti simmetriei di un puonte M di un cireolo,
rispetto a fre rette passanti per il eentro di questo, sono wertiei di
un triangolo che rimane costante nella forma e nella grandezza, al

variare di M sul circolo.
(. BiAsL

205%. 1 tre punti simmetriei di un punto M, preso sul sireolo
circoseritto & un triangolo 4 B €, rispetto ai lati di gquesto, somo in
una retta, e tutte le rette che =i possomo ottenere in tal modo, al
variare di M sul eireolo, passanp per uno stesso punto, l'ortocentro

del trangolo.
(. Brasi.

206*. Dati i tre punti simmetrici del centro del eiresle eireo-
seritto ad nn triamgolo, rispetto ai lati di quoesto, si costruisca 1l
triangolo, studiando le relazioni fra il triangolo domandaio e quello

che ha per vertici i punti dati.
(+: Brasr

20'%7*%. u) Essendo date, nel piano, due direzioni A X, 4, X,
ascenti dai punti 4, 4,, e un punto P esterno ad esse, trovare

nelle direzioni medesime i punti B, B, in linea retta con £ e tali
che sin A B = A4, B,.

b) Applieare guesto problema alla risoluzione dei segaenti:

1? Diminuire i lati di un rettangolo di uno siesso segmento, in
modo da ottenere un uumuwve rettangelo egnivalente ad una parte del
primo, determinata da una retta parallela a nn lafo.

2° Costruire nn arco di eircolo tale che la somma della sua fan-
gente e della sua cotangente sia egnale a 4 (o ad un altro numero
dato). [Hsami di licenza degli Istitutt tecnici, 1890-91],

30 (ostrpire due archi, eesendo date la loro somma e la somma
delle loro tangenti. [Zsami di licenza degli Istituti teenici, 1892-93 |,

(G. Brast.

208% Dati pit numeri g, @y, .... @, non tatti malfipli di an
namero m, dimostrare, indipendentemente dalla feoria dei nameri
primi, che il minor numero b pel quale 1 prodotti a6, b, ... a,b
sono divisibili per m, & un divisore di .

(. CECCAMDNI.

209*%. Risolvers V'eguazione

af - B

a° — bax — bbxe — 0,
ab

IF, (GIopicE.

-

i el

— ——t sy

e T R — i el
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240" Congiderando un segmento sferico a due basi come somma
o differenza di due segmenti aventi per hase comune un cerchio mas-
dimo della sfera — i cni volumi sono dunque da esprimersi ¢on

]
ﬂTkl(EEE ~4—7ri) e 53—!1{_2}3* + 73) — trovare la nota formola pel vo-

lume del segmento sferico a due basi qualungue.
A. LuaLL

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

GINO LORIA. — Le Sciense esatie nell antica Gresia. Libro L. T geometr
greci precursori di Buclide (pp. 168 in 4% con 2 tav.) — Dalle Memorie
della R. Accademia’di Seienze, Lettere ed Arti di Modena. Vol X, Sorie Il

Fra i motivi ai quali si deve questo poderosc lavoro, vi ha il « desiderio
di mostrare col fatto come 1'lialia non rimangs spetiatrice passiva dinanzi ai
p{'ngreaﬁi che va facendo la storia delle matematiche », come I'A. avverte nella
prefazione ; fre i motivi che ispirsrono quest'articolo, tacendo di quella qual-
' eipai utilith che pud presentare per glinsegnanti matematiche nelle nostre Seuole
sacondarie, vi & quello che I’ltalia sappia un po’ meglio cid che si fa dagli
italiani e non accads lo seoncio che mentre certi lavori come questo, nati fra
noi, e che soltanto per la genialith loro dovrebbero trovare namerosi letfor,
riseuotono plapso e diffusione al di |4 dei confini, resting aui negleiil ¢ pres-
soehé seonosciuti (*). Anzi questo motivo principalissimo, mi valga di scusa, se,
poco addentro negli siudi storicl delle matematicte, mi sono messo gl cumento
di. dave qualche notizia del nuovo contributo che il prof. Loria ha portato alla
sloria delle Sciense esatte, sul merito del quale, con intenzione, mi astengo
da qualunque apprezzamento.

Intanto 2 traiteggiare il metodo di sviluppe e discussione seguiio in questa
memoria vale il seguente periodo del preambolo: « Aleuni Timprovereranno al-
I'aatore 14 tintn di dubbio eomune = tutta 1'opera prosents ; esea & I'espressione
del convincimento che allo storico debba essere compagno costante un oculato
scetticismo se non un cieco pirronismo, per uscrivere fra 1 veri sole 1ifatti che
& impossibile porre in dispussione; essa toglie forse all'esposizione un po” di
storica maestd: me fu da noi prescelta, tanto perché corrisponde alle nostre
opinioni, quanto perché essa fa pit schieftamento apparire la distinzione fra I
problemi definitivamente risolii ed i problemi la cui soluzicne attuale, non es-
sendo di quelle in cui il desiderio si acquieta, pil urgeniementie reclamano le
cure degli studiosi,.. »,

(¥ V. 'enalisi 4i questo stesgo lavore, dovate &l ehigro atorieo francese P, Taunery, nel Dul-
lefin des Sclenges Mathémaligues, Vol. SVIII, Janvier 1884,




RS- L

Questo [9 Iibro, come indica I'A., =i riferisee al periodo avenle per origine
I'istante in cui nel mondo greco appare Is prima personaliti scientifica spiceatsa
e si chiude con lo sfacelo dell'impero di Alessandro il Macedone : emo com-
prende all'ineirca tre secoli. Epoes in certa misars di preparazione alla ricerca
seicntifiea anziché di wera soienza.

I1 lavoro consta di sei eapifoli, ossia: 1. Sguardo generale sulls geomelria
greca pre-euclidea, 1I. Talete ¢ la Scuola ionica, IlI. Pitagora e lx Scuwola ila-
licw, IV. Elezii, atomisti, sofisti, V. Pitagorei e Pitagoristi, VI. da Socrate ad
Buclide — e di due appendici ; la prima contenenle un cenno delle vicerche
geomeiriche compiute nell’antichiia da gli Hgiziani ed 1 Babilonesi, la seconda
un‘analisi della restituzione del Viviani dei LZuoghi solidi di Aristeo Seniore.

[ principali personaggi di cui sono enumerate, per quanto & possibile, e di-
aensse le i:rnduz.iunl matamatiche, oltre ai Gapi scuola, sono: Anassimandro e
Anassimene, Zenone d'Elea, Oinoplde, Anassagora, Democrito, Ippia. Ippocrate
da Chio. Antifonte ¢ Brisone, Archifa da Taranio., Platone. Leodamante e Leane,
Teeteto ed Ermotimo. Aristolele. Eudosso da Cnido. Menecmo ed Aristeo. Di-
nostrato.

La parte in qualche modo teorica del lavoroe comprende: la penesi delle tre
proporzioni aritmetica, geometrica ed armonica — 1'illustrazione dei problemi del-
'applicazione semplice, in eccesso e in difetto delle aree, dovuti ai Pitagoriei (7)
— la dimostrazione che, al dire di Eudemo, nsavano fare i Pitagorici del teo-
rema : la somma del fre sngoli di un {riangolo ¢ uguale & due refli — 2 ge-
nesi e la proprietd carafterisiica della quadratrice di Ippia, non che l'applica~-
zigne di questa curva alla quadratura del cireolo dovuta a Dinostrato — un
ampio sviloppo delle quadrature di diverse lunule eseguite da Ippocrate da Chio
¢ la tentata applicagione alla quadratura del cirecolo — i metodi di Archita e
di Platone, come vengono riferiti da Endemo il primo e da Eufocio il secondo,
per I'inserzione di due medie proporzionali fra due rette date, problema dal
qusle si pud far dipendere la duplicasione del cubo, inoltre un’ tentativo di ve-
. stituzione_del metodo seguito da Fodosso per la soluzione dello stesso problema
e le due soluzioni di questo dovute a Menecmo, riportate da Eutoeio. soluzioni
che starebbero a dimostrare la scoperta per parte di Meneemo medesimo delle
tre sezioni coniche, finalmente i tenfativi fatti per costitmire gli” Elementi pri-
ma di Euclide,

Del resto per chi voglia farsi un concetto abbastanza completo del ] conte-
nuto di quests memoria sforica del prof. Loria, nelle sue linee generali, [mon
saprei far meglio che riportare per intero, salvo le note, Fullimo paragrafo della
wedesims, che e il seguente :

« Menecmo, Dinostrato ed Aristeo formano la retroguardia della schiera dei
geometri greei precursorl di Euchide. Intorno alle loro persone e alle loro opere,
non meno che inforno a quanto concerne coloro che Li precedettero, si avvolge
un fitto velo, il quale (2 si che di tutta la geometria greca pre-enclidea siano

(%) Problemi clie in sostanes couduvonas alla risoluzigme gesmetvies dellequaz. & +pa + o% =0,
in tutti | easi In cui ba radici reali.

T m— ..___,,',rr
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mal sieuri i conforni e shiadite la tinte. Tottavia un esame attento di quanto
racchindono le pagine precedenti consente di formarst un concelio generale ab-
bastanza preciso del periodo ora studiato, sufficients -alneno a misnrare e va-
lufare le cogniziom geomefriche che si avevano prime di Euoclide, & sradicare
in conseguenza il pregindizio ehe gli Flomenti del grande insegnante alessan-
drino siano opera complelamente originale.

Infatti, tale csame rivela Pesistenza di wn uvomo e di una scuola — Talete
@ la Scuola jonica — donde proviene il bagliore antelueano che annunzia i'albe
della malematice greca. A Talete si deve il lrasporto in Europa dei germi delie
scienze esatte ed i primi tentativi di coltivarle; e se ai suoisegnaci non siamo
debitori di gualche importaunte scoperta matematica gli & che la di lui tendenza
alle ricerche fisiche si accenina siffattamente ne' suoi diseepoli e continnatori da
far porre da essi in non eale le invesfigazioni di matemsaiica pura.

Ma, scomparsa la sefia dei fisici Jonii, appare un altro womo e vengono
getiate le hasi di un’allra scaela — Pitagora e la Senola ilalica — nefla quale
sembra ragionevole collocare le scaturigini dgl maestoso fiume delle investiga—
nonl geometriche. Ivi con lo sviluppo della dotirina dsi rapporti e delle pi‘ﬂ—
porzoni, lo studie dei problemi di applicazione delle aree e "introduziene delle
quantitd irrazionali, vengono approntali gli strumenti che magistralmente usa-
rono Imclide ed Apollonio e ai qgoali deve sempre chiedere aiuto chiungue vo-
glia segnire le luminose loro fraccie. Lo sfacelo della comunita pitagorica non
spegne 'entusiasmo per ls matematica negli ammiretori e segnaci del filosofo
di Samo : tanio verc che nol troviamo in Ippocrate ds Chio e Archita da Ta-
ranto, tardi discepoli di Pitasgora, due sirenuni combattenti per la ricerca del
vero geomelrico. Né le alive sette filosofiche, che da poi pullularono in Greeia,
stettero indifferenti al progresso delle scienze esutte: lo dimostra guanto sap-
piamo intorno & Zenone e Democrito, ad Anassagora ed Ippia, a Platone e Arvi-
gtotele, e alla falange di stodiosi che da questi vennero istruiti o diretii.

Grazie al concorso di ianti ed elgvati ingegni, vengono gettate cos) solids
basi dell’edificio geometrico, che pareechi eredono gmnio 1'istante diorganizzare
in un corpo di doitrina i risultati delle investigazioni compinte; vengono inol-
tre studiafi & fondo i fre importanti problemi della qurdratura del cireolo, della
duplicazione del cubo, e della irisezione dell’sngolo, e cid porge 1 occasione per
agoiungare alla linea rottn & alla circonfersnza altre linee pilt complicats, piane
e a doppia curvatura; sonmo poi determinate le propristh e fatte delle notevoli
applieazioni di quells celebri carve che Keplero doveva pit tardi ravvisare come
le ivajettorie degli astri; e il concetio d'infinito fa timidamente il suo ingresso
nelln matematica, ove era destinato ad occupare ben presio una posizione di ec-
cezionale importangs,

Nello slessv lempo anche i metodi di ricerce e di esposizione delle verita
geometriche vengono falli oggetto di studio ; si arriva cosi al metodo di ridu-
stone dovuio ad Ippoerate, al mefodo analitico formulato da Platone, al metodo
dt esaustione cost brillanfemenie apphicato da Eudosso. D'altra parte, con 1'in-
trodnzione del diorisma, Leone segnala wun imporiante complemento che esige la
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soluzione di ogul problems, mentre, colla detarminnsione delle condizioni d'in-
vertibilita di un teorema, Menecmo porge un mezzo potente per fare seaturire
delle proposizioni da altre. Di pid Ia logica, che da tanti intimi legami & con-
giunta alla matematica, subisce potenti impalsi dalla dialetiica, dalla sofistina
e dall’insegnamento di Sovcrate, @ riceve in conseguenza tali perfezionsmenti ohe
Aristolele crede giunto il momento di esporne i canoni in un'opera destinata a
rimanere classica per Inngo volgere di secoli,

Se si aggiunge che l'inssgnamento dei sofisti spargeva per la Grecia iuiia
le nozioni scientifiche; che da lempo era stala vinta I'innata avversione de
Greei verso la seriftora, con la quale ssmbrava loro un tempo che la parola
irrigidisse ; che le opere scritte, le qunali si cominciarono a raccogliere ad Atene
sotio l'arcontato di Kuclide, furono da poi serbate con religiosa cura e notevol-
mente accresciufe per merito specialmente di Euripide ed Aristolele talehd of-
frivano probabilmevte, prima della caduta dell'indipendenza greca, un riceo ma-
teriale a chiungue aspirasse a dedicarsi allu scienza; che finalmente il com-
mercio librarlo era venuto fanto in vogs dwrante la guerra del Peloponneso che
gra sorto un numeroso ceto di amannensi e librai, pruvveditnri discreti del mer-
cato librario d'Atene: si vedra che tuito sembrava cospirare a che S0rgesse un
periodo di singolare foridezza per Ia sciemze in genere e per la geomstrin in
ispeeie. Questo pertodo non si fece attendere: esso eade nell'epocs preco-alessan-
drioa, e, per l'analogin che offre col tempo in eni le lettere latine ragginnsero
la loro massima perferione, vien da noi rignardato come il periodo aswreo dolla
geometria greon. Lo studio delle opere che ad esso appartengono & sppunto
Uoggello del Libro seguente ».

A quest'ultimo me seguird poi uno sugli astronomi e geodeti greci in quanto
contribuirono al progresso della matematica pura. I IV libre sard destinato
all'epoca di decadenza, il V ed ultimo rignardera 1 aritmetica dei CGreci da Pi-
tagora a Diofanto.

A. LueLl

JOSEPH GILLET — Théorie des plans hypercycligues des surfaces du second
degré,

ln questo articolo, che ha vista la luce nel vol. XII del Mathesis, 'egregio
Autors si propone di cercare e studiare la disiribuzione dei piani che segano
ung superficie del 27 ordine secondo iperboli equilatere. A questi piani egli da
U nome di iperciclici, per analogia, sebbene mon molto ginstificata, del mome
di cielici che ordinariamente si dd a quei piani che tagliano detla superficie
seeondo eirconferenze di cerchio.

L’Autore comincia dall'osservare che le sole quadriche le quali posseno for-
mare oggetto della sue ricerca sono, come & visibile a priori: gli iperboloidi
(ad una o & due falde), i coni (inelosi in guesti i cilindwsi iperbolici) ed 1 pa-
raboloidi iperbolici; forse non savebbe staio inutile far menzione della coppia
di piani, n gualith di quadries doppiamente degenerats, nel gual easo il pro—
blema a1 riduce ad una quistione di geometria slementare.
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La viceres & futta a base di considerazioni anulifiche. Si serivono le equa-

gioni delle diverse quadriche ridotte alla forma ecanonica, si serive l'equazione

di un pianc per I'ovigine, e, trovafa l'equazione quadratica oui soddisfanno i qoa-
drati dei semisssi della sezione, si serive la condizione perche la loro somma
gsia zero, condizione c¢he & appnnte quella eni devono soddisfare i coefficienti del-
"equazione del piano perché sia iperciclico,

L'Autore rivolge la sus aitenzione dapprima ‘all"iparholaide ad una. falda (§ 1),
poi al paraboloide iperbolico (E IlI) e poi al cilindro iperbolico (§ LV), mo-
strando nel § Il come, tutto goanto disse nel § 1, meno quel che mguards le
generatrici, pud essere applicate all'iperboloide a due falde. Man mano 1l let-
(ore &i acceorge che vi & trattato anche il caso del cono.

Oltre all'equazione di condizione suddetta, che ¢ il punto di partenza della
ricerca dell’Autore nei diversi casi, vi si trovano fatte varie ed acourate diseu=
gioni, lutte tendenty a metiera in chiarz luce.la distribuzione dei piani iperci-
clici rispetto alla superﬂnie

Il § I, p. e, che & il pin interessante, econtiene fra l'altro :

1 il calcolo degli assi della sezione mediante un piano diameirale iper-
eiclico ;

29 il gono inviluppo dei piani diameivali iperciclici, che & di 2° grado (ellit-
tico o iperbolico, secondaché, essendo a—*z* 4= b%y® — ¢=*2* = 1 l'equazione
dell'iperboloide, sia 2% > 8* > % o a® > ::'3;; 6%) ed omofocale zl cono assin-
totico, il quale, a suz volta. & omoeiclico al supplementare di detto como in-
viluppo ;

3° lo studio della sezione del cono inviluppo con 1iperboloide che I'Autore
dimostra essere una lines di curvatura di questa quando é verificala la condi-
gione a® > ¢ > b%y

4* il luogo dei centri delle sezioni ipercicliche che & un cono. di 2% grado
(cono dei centri) omoeiclico all'iperboloide e (quindi) al cono assiniotico:

5* la propriet: che Ul'intersezione del cono dei centri con I'iperboloide e uns
conica (sfericn) della sfera d&i Monge, l& quale conica & nna linea di curvatura
media nullz dell'iperboloide ;

6° la vicerca analitica di queste linee di curvabura media nulla; e poi I'al-
tra, abbastanza elegante, che i piani tangenti del cono dei centri sono piani
diametrali dell’iperboloide, ehe producono sezioni delle guali uno degli ass vale
quanto il raggio della sfera di Monge.

Pareachie sltre proprietd, che, naturslmente, in om arficola come gquesto,
noi passinmo sotto silenzio, vi si trovano date, e tulfe hanno Iaria di essere
dedotte eon sufficiente semplicita. Noi crediamo percid che lo studio della nota
del signor Gilfel sard un utile esercizio pei giovani che hanno famigliarita con
la tearia delle quadriche: ¢ che i giovani stessi non fareblbero cosa infrutinosa
alla loro coltara, ove si provassero a trattare sinteficamente la quesiione, mo-
strando dapprima come lo studio della distribuzione dei piani iperciclicl si ri-
duca, in sostsmza, al segaente problema di Geomeiria plana:

« Date due coniche @,, p, di cui una almero @, sia reale, ma dotate entrambe

e L




di sistema polare reale, studiare in relazione ad esse, 'invilappo delle rette che
uniscono un punto arbitrario M di g, ai punti M, , M, in ecui ¢, & tagliata
dalla polare di M rispetto a g, () ».

A, DeL Re.
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VARIETA

Problemi curiosi e paradossi matematici.
(Continuazione, V. pag. 41).

23. Se a & differenie da b ®-—a & parimenti differente da o — b, ed
(@ — «)* differente da (x— b)%, L'equazione (& — a)® — (# — b)? sembre dunque
impossaibile. Nondimeno, effettuando 1 quadrati, si ha

!
#° —2a04-a* =0 — 2bo 40, dacni o= g{a—!-&).

24, Abbiasi I'equazione

3z — b 3a —45b
3w — 55 3a—8b ,

Le frazioni deli due membri sono evidentemente divarse dull'uniti. Tuttavia,
sotiraendole termine & lermine, si trova che esse sono uguali ciascuna a

3o — da <+ 30
d¢ — Ja+3b

osgta & 1.

23, Abbiasi il sistema d'equazioni

T —a-4¢ D i ol i = b
y—a-+b ¢ y+b adc¢
Soltraendo le frazioni termine a termine, si trova
& —a =— b 4 b ) a b 1 ¢ a—+ b
y—a4b—c ¢ y—ad4b—c adc
- . & a == b i
Si hamno dunque dus guantils — ed eguali ad una lerzs senz'es-

¢ &-}-¢
sere egusll fra di loro.

26. Abbiasi I'equazione
’ a -4 | a — |
P aL-b—1
Se da ogni antecedente si sottrae il conseguente, e se da ogni conseguente s
sotirae Uanlecedente, si otfiene

Ze— ==l  Qe—ag—1D a4 | -
g Dl BT ° addan s b—m

(¥) Volendo 5i pud osservare che la questione dei piani iperciclici df nna anperfigie del 29 or-
ding, rientra nel segnante problemsa d'indale assal pih genorale

« Dute due quadriche 2, X legvere | plani che segano 3, 3 sacondo eoniche armoniche »,
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51 hunne percid due frazioni eguali aventi lo atessp numeratore e dei deno-
minatori differents, o lo stesso denominatore e del numeratori differenti.

27. L'identith a? — a® —a® — a® pud seriversi a(o—a) — (a~a) (@ — a)
da eni dividendo per ¢ —u« 81 ha ¢ = L ostia ¢ — 2a, e, in particolare,
: 1 —2=2. Agginngendo 1, si ha in segnifo 1 4+ 1==2-41 uvssia 2=13 e pul
- 3—4, e cosi di seguilo. Dunque fugti i numeri sono equali (*).

F 28, Tutti i nwmeri sono eguali fra lore. Siano ¢ ¢ o doe numeri (us-
: langue aventi per differenza ¢, cosicché ¢ — b=c.

Moltiplichiamo 1t doe membri di quest’ eguaghanza per ¢ — b. Si ha sue-

cessivamente

|2

gt —agbh—ab-+t+b —ac— be, @2 —— g —ac—agh—Bh — bc,
ale—b—c)y=>0(a— bt —c)
Dividendo 1 due membil per a — b—¢, si ha a—». Dnnque i1 due numeri
¢ e b sono eguali fra loro (7).
29. Dati due vertici d' un quadrato, deferminare gh aliri due mediante il

e :
PR ok LA L R B
A N R ks e

golo eompasse, :
30. Dividers un cerchio in nuomero date di parti nguali avenii ugmale pe- £
- = in® . Eﬂ
rimetro ed ugnale saperficie (™). ct
i
31, Dividere un trinngolo, mediante uns corda, in due parti che abbiamno 3

in pari lempo luv slesso perimelro e la sbessa superficie.

ﬁt:ggﬂfgé

32, Trovare i raggi d' an cilindro e d'un cono della stesss allezza nota,
sapendo che sono equivalenti in volume e superficie.

33. Dato un triangolo ispscele costruirve un secondo friangolo isoscele della
siessa guperficie e dello stesso perimetro del primo.

34. Trovare un triangolo rettangolo i cui lati siano espressi da numeri
interi e la cul area e il cui perimetro siano espressi dallo stesso nomero.

35. Un tale lascia alla sus morte un prato quedrato di cuoi devesi dare un
quarto ai poveri, guindi dividere il resto fra 1 queliro figh del defunto in
qustire part della stessa snperficie e della stessa forma (congruenti).

36. Scomporre un quadraio in parti tali ehe riunendole convenieniemente
si formino: 1° oo quadrail aguali, 2° cinqua quadrati uguali, 50 ire quadrall
uguali (**™).

37. Un orologio, che ha tre lanceite conceniriche e della siessa lunghezza,
segna due ore: & quele ora la lancetia dei secondi sarh biseitrice dell” angolo
formato dalle altre due ? Le punte delle ire lanceiie possono formare un trian-
golo equilatero

( Continua),
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(¥*) T paradozsi alpebriei del nomeri 23 a 27 cono tolli da Mafhesis (¢, X111, pp. 224-25) & oul
gone stati eomumisar dal Big. Prof, B, Geram.

(¥%) Larsant ¢f Pessiw; Algthre, p. 312,
(¥%%) Avendo in.visla una cosirnsione geomeiriva elementare conviene cke 1l aumero dato sia
di moo delle forme 9™, ™8, 8™ 5, 9™ 4.5,

(¥#%%) Qmesio problema & suseetfibile di peneralizzaszione per modo che i quadrati ds oitenersi
Blano n.
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Finita la redazione il di 20 marzo 1894,
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SUI POLINOMII

Una delle teorie svolte meno rigorosamente nei libri usuali d’al-
gebra elementare & certamento quella risgnardante la divisibilith dei
polinomii, tanto che p. es. non aceade di rado di veder fatti sforzi per
sostituire lunghe e non semplici dimostrazioni del teorema relativo al
resto della divisione d'un polinomio intere in 2 per & — a a quella
nota semplicissima, ch’io ebbi gih oceasione di gipsiificare (*). Due
polinomii equivalenti debbono essere identici per cui delle osservazioni
che si son fatte ed ancora si fanno contro I"accennata dimostrazione
s pud dire non solo che <« ne nows semblent pas jondees » (), ma
devesi affermare senz'alire che sono ingiusie. Nella possibilith di ri-
conoscere U'identita di due polinomii, dietro la conoscenza della loro
nguaglianza in certi casi, risiede il primo nofo mezzo fecondo di ae-
neralizzazione, che s'incontri nell’algebra elementare: per esso, p. €s.,
tante uguaglianze, che si dimostrano pei valori interi delle lettere
nelle teorie delle combinazioni, delle probabilitd, ecc., sono subito
accettabili come eguivalenze, ciod vere per valori gualsiansi delle
letiere. Cid resterh stabilito in modo indiscutibile dalle proposizioni
che qui daremo (5-9).

Nella teoria della divisibilith dei polinomii, quando la forma dei
coefficienti non abbia importanza, la qual cosa verificasi il pin delle
volte, si fa astrazione dei fattori numeric cosicchd si considerano
come non essenzialmente distinti un polinomio ed il prodotio del
meresimo per un numero qualsiasi: cid si puo fare utilmente nei
corsi superiori (™*); ma porta incertezza e confusione in chi non
ha ancora abbastanza pratica del caloolo elementare. Il processo di
ricerca. del M. C. D. e del M. M. C. noi lo presenieremo scevro di
0gnl ambiguitd, evitando lo frazioni anche nei coefficients o togliendo
anche per essi ogni specie d’indeterminazione. Avveriiamo che per

(*) Periodico di Matemutioq » Romn, luglic-agosto & sattembre- otiobra 1800, pag. 157.
(FF) UATaraw: Cours @’aralyse, Bruxelles, 1879, papg, 186,

(*%%) V. mm bel eapitnlo sulls divisibilita delle fanslonl nel Corso d'anclisi algebrien, A1 A. Q-
PRLLL & (7, Ganmamr. Padova 1888, pags, 441, c
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campo di’ numeri interi, se si vuole, si pud premdere un qualsiasi
campo di numeri pei quali sussista una teoria analoga a quella che
Paritmetica elementare insegna pei numeri interi 1,2, 3... (%.

1. Diremo monomiio inlero il prodotto di un numoero infero posi-
tivo o negative, detto coefficiente, per lettere elevate ad esponenti
interi e positivi. Diremo polinomio intero ogni somma di monomii

interi.

Dicendo solo monomio intenderemo il prodotto d'un ceefficiente
reale per lettere elevate ad esponenfi reali; e dicendo solo polino-

mio intenderemo una somma di monomii.

Supporremo sempre che i polinomii non contengano termiuni si-
rmili, pntendusené fare la ridozione se ve ne fossero.

Diremo che due espressioni sono uguali, a parte il segno, quando
'una o sia identica all'altra o sia prodotto della medesima per — 1.
2. Diremo [lettere i simboli non numerici, che adopreremo per
indicare numeri qualsiansi. Quando, a nostro arbitrio, prestabiliremao
un ordine per le lettere, lo diremo ordine alfabetico e diremo che
una lettera precede un’alira nell'alfabelo per significare che la pre-
cade nell’ordine prestabilito. Quando adopereremo lettere di alfa-
beii usuvali, senza far dichiarazioni speciali, aftribuiremo alla parola
alfabeto il significato usuale.

Diremo che nun monomio & alfabeficamenie superiore ad un
altro per esprimere che, dividendolo pel medesimo, si ottiene per
qunoziente un monomio, che contiene con esponmente positivo quelia
delle sue lettere, la quale precede le rimanenti nell 'alfabeto: diremo
pure che il secondo monomio & alfabeticamenie wnferiore al primo.

TrEOREMA. 72 monomio, che sia alfabeficamente superiore ad
un altro, ¢ anche superiore agli inferiori al medesimo. Se un 1Hio-
nomio ¢ alfabelicamente superiore ad un allro, i prodotlo del
nrimo per un monomio & superiore al prodolto del secondo per lo
§tesso MONBINAL0.

Dimostrazione. Supponiamo che

1:11-)“!:-'- Xy Kyy Lgy o+ - Bl[aﬂl_ﬂﬂl"' T?Tl!‘Ti!"'

(*) V. p. es. P, G. LEJEURE IMRICHLET . Lezions sulic teoréc del mumeri, trudoite da A arellano
Faifofer, Venexia, 1881, pag. 424.
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siano numeri reali e che dei monomii
la“bﬁ L A a“t Eiﬁ' ol o Ay a2 bﬁ! cle . ..

il primo sia superiore al secondo ed il secondo sia superiore al
terzo; dico che il primo & superiore al terzo. Infatti, essendo il
primo superiore al secondo e |

ra® 6P et . oo 0t b GTT..*=%EIE“EL A ) e (U

¢ positiva la prima non nuila delle differenze

e—a p—=h y—n
Essendo il secondo monomio superiore al ferzo & positiva la prima
non nulla delle differenze

Ly — &g B — fbe =%y

La prima non nulla delle somme

(@ — oq) 4 (& — xg) (B — ) + (Br — ) Y— 1)+ (1—7s)-..
¢ dunque positiva, essendo somma.o di zero eon nn numero posi-
iivo ¢ di due numeri positivi; ma esse somme non sono aliro che le
differenze -
oe—ag [B—f y—r
La prima non nulla di queste differenze ¢ dunque positiva, cioé il
primo monomio € superiore al terzo.

Moltiplicando primo e secondo monomio per il monomio qualsiasi

As ﬂf‘s b?‘a cls |
si oftengono i prodoiti

}Llaﬂm—h%bpﬂ—pﬂﬂTﬂ_Ta.. : lllﬂaml+13bgl+ﬁﬁch+Tﬂ___

Dico che i primo prodotio & superiore al secondo. Infatti, cio &
quanto dire che & positiva la prima non nolla delle differenze
(@ 4-og) — (@ +a3)  (E+fs)—Et+0s) (v 7vs) — (12— 79)
la gqual cosa si riconosce subito vera perché queste non sono alfro che
le diflerenze

& — & B — B e |
ed abbiamo gil detfo che la prima non nulla -di queste differenze &
positiva,
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3 Diremo che wn polinomio ¢ ordinato alfabeticamente per
esprimere che ogni suo termine & alfabeticamente superiore a quelli
che lo seguono.

TrorEMA. Un polinomio puo ordinarsi, ed in wn sol modo, al-

. fabeficamenie.

Dimosirazione. Tra due termini qualunque, non simili, ve ne &
sempre uno superiore alfabeticamente all'altro. Per cid si troverd fa-
cilmente (1) un termine, che & superiove a tutti gli altri, procedendo
in questo modo: si confrontino due fermini & si ritenga quello supe-
riove; si confronti esso con uno dei fermini rimanenti del polinoraio
-ed aneora ritengasi il superiore; si continui cosi fino ad aver conside-
rati tutti i termini: il superiore degli ultimi due confrontati & supe-
riore a tniti gh altri (2) per cui esso & da mettorsi primo per ordinare
il polinomio alfabeticamente. In modo analogo si trova che tra i ter-
mini rimanenii ve ne ¢ uno ed uno solo superiore agli aliri alfabeti-
camenie: esso & da metiersi secondo. Continuando in questa maniera
s1 riconosee appunto che il polinomio pud ordinarsi, ed in mn sol modo,
alfabeticamente.

4. Diremo fermine supremo d'un polinomio quello che & alfa-
beticamente superiore a tutti gli altri: e diremo fermine mfimno
quello che & inferiore a tutii.

In un polinomio ordinato alfabeticamente, il primo e 1" ultimo
termine sono quindi i termini supremo e infimo.

TEOREMA. I'n un prodotio di due polinoms il termine SUDTEINO ¢
prodotio dei termini supremi e I infimo & prodotio dei termini in-
firni det due polinomsa.

Dimostragione, Siano my, n, i termini supremi dei due polinomi
ed 7y, 9, altri due termini qualungue dei medesimi. Hesando 9%, Sl-
periore ad ny, m,», & superiore ad my n; (2); adunque il prodotto
dei termini supremi dei due polinomi & superiore al prodotto del
termine supremo d'mno per un termine deil’altro, che non sia il su-
premo : essendo 2, superiore ad miy, 7, 0y & superiore ad m;, n,
advnque il prodotio dei termini supremi dei due polinomi & anche
superiore al prodotto- di altri due termini qualinque perchs, essendo
my My superiore ad my n, ed m, my superiore ad my, 2y, my n, O

-
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superiore ad s »; (2): il prodotto dei fermini supremi & quindi
termine supremo del prodotto. Si riconosce parimenti che il prodotto
dei termini infimi & termine infimo del prodotio.

2. TEOREMA. Se i coefficienti ay, 84, ..., A, SON0 numer: reali
dali ed a, e postiwo, il polincinio

Px)=apx"+a, " *+4...4a, ;x+3a,
¢ positivo per tutti i valor: reali di x mon minori di 1 e mag-
guwort del numero positivo, che sottiene dividendo per ay la somma
dei coefficienti negalivi ed estraendo dal valore assolulo del guo-
ziente la radice di grado equale al numero dei lerming, che pre-
cedono il primo negaiivo.

Dimostrazione. Sia s la somma dei valori assoluti dei coeffi-
cienti negativi e sia » il numerp dei termini precedenti il primo
negativo, ciot siano positivi a5, @4, ..., ¢, € sia negativo a,.
Per 2> 1, &

P@)S aqa*—sa" "> aqa —s

ma & g™ — § > 0

2> 2.

Sicuramente quindi, quando sia
——- 1 &
° > x > ,/ T

£ (@) > 0.
6. Dall'ultimo numero segue immediatamente che : Essendo dato
un polinomio a coefficienti reali

P)=maqo"+aga"'~+...4a,_154a,

se &

ed un wamero posilivo H, si pud flssare un numero positivo p in
modo che P (@) sia del segno di @, ed abbia valore assoluto mag-
giore (i A per tuiti i valori reali di # maggiori di p. Infatii: se
%o © positivo, si pud fissare p in modo (5) che, per & > p, sia

Plwy— H>0 ossia Pe) > H
Se invece g, & negativo, epperd & positivo —a,, che & il primo
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coefficiente del polinomio — P (@) — H, si puo fissare p in modo
(5) che, per & > p, sia
—P(@)—H>0 ossia —P(x)>H.
7. TeorEMA. Se §7 [a
a=2" p=2""1 T e=2¢T) srata

dove n & scelto in wmodo che n— 1, n—2, ... siano postiivi, Si
pud fissare un numero positivo p tn modo che, per tutli ¢ valor:
reali di x maggiori di p, abbia valore assoluto maggiore di 1 2t
rapporto di un monomnio dato ad aliro wonomio inferiore ad esso

alfabeticamente, che sia pure dato.
Dimostrazione. Consideriamo i due monomi

SAMANE DA BRI e

H I

- iru-\.-

M=2x1a* ¢ ... M =12; a™ pPrgh . . . =
Per i valori assegnati nel teorema & _
M A g(u—o) @ f—pB) =14 (y—r )2+ ... 5

M, " ),
Si fissi il numero positivo H in modo che sia
A . A _
25> Tl eppero h—l RE>1;
essendo 17 superiore ad A, & positiva la prima non nulla delle
differenze

&% — oy (B — By Y — 1
per cui si pud fissare un numero positive P in modo (6) che, per
tutti i valori di @ maggiori di p, sia
(@ —a) &+ (@ —B)a" 'y — )&+ . > H
epperd, con maggior ragione :

| >[5

8. Dall’ultimo namero segue immediatamente che: Se sono dati
un monomio M ed un monomio M, alfabeticamente inferiore ad M

ed un numero positivo H, e si ia
a— 2{"‘“’ b — 2(’“ = c== 2#“ -9 Y 5%

dove il numero reale # sia fissato in modo che # — 1, n— 2, ...
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siano positivi, si pud fissare un numero positivo p in modo che,
per tutti i valori reali di & maggiori di p, sia maggiore di A il
valore assoluto del rapporto di M ad M,. Infatii, essendo il mono-
mic M superiore slfabeticamente ad H M,, si puo fissare il numero
positivo p in modo che, per @ > p, sia

epperd | |>H

TeoreEMA. Se sono dati un polinomio a piv letlere, e coefficiente
reali, ed un numero positivo H, si possono far dipendere le letlere
del polinomio da wne nuova medesima letlera tn modo che, per
twits ¢ valori d'essa lellera superiori ad wn cerlo nuwmero pPosi-
tivo, il valore assoluto del polinomio sia maggiore di H.

Dimostrazione. Si ordini il polinomio alfabeticamente e si faccia

of] — -Efmﬂ) h — 2[4::" _1} == 2{':“ _2)

dove il numero reale % sia fissato in modochen —1, n —2, . ..
siano positivi. Se i termini del polinomio sono » -1, eppero sono
r quelli che seguono il primo, si determinino i numeri p,, Ps, ... Pr,
in modo che, per @ > p, il valore assoluto del rapporto del
primo al (k- 1)™ termine sia maggiore di 2. Indicando con o un
numero maggiore di ciascuno dei numeri p;, Pa, . .., P, ed indi-
cando con M, My, ..., M, i termini del polinomio, ordinati alia-
beticamente, sard quindi, per £ > P, |

IM[>2T .o IM‘>2:~
eppero
3| | M| 4. | M| < o L
| M| — (|, mL

IHI

11 valore assoluto del polinomio & quindi maggiore di per @ > p.

1 termine supremo del polinomio & alfabeticamente supm iore a 2 H,
che & un numero: potremo quindi fissare un numero p’ in modo che,
per & > P, sia

| M|

lHl >1 ossia o > H5

e
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Il valore assoluto del polinomio sara quindi maggiore di H per tutti
i valori reali di @, che sono maggiori di p e di p'.

9. Dall'ultimo numero segue immediatamente che: Due poli-
nomi equivalentl, che siano ordinati alfabeiticamente, debbono
essere wlenlic, Infatti; se i due polinomi npon fossero identiei,
la loro differenza o sarehbe un numero, nen nulle, ed i due poli-
nomi non avrebbero quindi mai valore uguale, oppure la. loro dii-
ferenza sarebbe un polinomio e prenderebbe valore non nullo per
convenienti valori delle letiere (6, 8): per siffatti valori delle lettere
avrebbero dungue valor diverso i due polinomi, i fguali pereid non
sarebbero equivalenti.

Siccome le potenze d’esponente intero di 2 sono numeri interi,
ne segue ancora che si possono aliribuire vulori interi a tuite le
lettere d'un polinomio in modo che il medesimo prenda valore non
nullo. Dico che si possono anche attribuire valori interi ad alcune
lettere soltamfo d'un polinomio in modo che ne risulti un polinomio,
non nullo. Infatti, considerando come gid date numericamente le
lettere da fissare, si ordini alfabeticamente il polinomio per le ri-
manenti lefiere; si ofienga cosi il polinomio:

e T Cp Mg =+ Cp i + 4

dove it ..., ¢4, ... ¢z, .. .8l trovino solo le letiere da fissare ed in
vu oy Mhs v v oy Mg, - .« Sitrovino soltanto le altre letiere. Per quanto
preceds si possono atiribmire alle lettere, che sono nei coefficienti

. Cxy - - Cg, .. tali valori numeriei inferi per cui risulii
ﬂ;. ﬂﬁ - W ® E 0

Si oiterrd cosi un polinomio nelle lettere non fissate, il quale con-
terrd sicuramente ancora termini coi fattori letlerali 74, , . . ..

(Continua).
F. Gropice.
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ANCORA SULLA EOUIVALENZA DEI POLIGONI

In seguito alle osservazioni da me fatte (*) alla sua nota (*7),
il sig. Sehur mi fece gentilmentie conoscere le sue dimostrazioni, le
quali non laseciano, a mio avviso, nulla a desiderare rispetto al
rigore.

Le mie osservazioni erano direfte a combafiere la teorica della
equivalenza, quale si fa sui nostri libri di testo, indipendente cioé
dalle proporzioni e dalla similitudine; ova, dalle premesse di quella
nola, in cui Mauiore si proponeva di evitare gualsiasi procedimento
illimitato, m'ero persnaso che anch’egli intendesse batfere la stessa
via ; poiché, nella teorica delle proporzioni, si pud bensi celare il
concetto di limite, coll’ommetiere la definizione di rapporto e -ser-
vendosi di dimostrazioni indirette, ma non si pud evitare, secondo
il mio modo di vedere, cid che, nell’essenza, costituisce un proce-
dimento illimitato (**).

Tuttavia, ove si riflefta che le proporzioni e la similitudine
fanno necessariamente parte della geometria mefrica elementare, il
metodo del sig. Schur fundato su di esse, attualments si presenta
forse come il mighore. Credo pertanto di far cosa grata ai leitori
del Periodico indicando brevemente, col permesso dell’autore, quella
parte del meindo ¢he mi sembra wn necessario complemento alla
nota citata.

Premesse le nole proposizioni: due poligoni equivalenii ad un
lerzo sono equaralent: fra loro e due parallelogrammi di egual
base e di eguale allezza sono equivelenti, egli dimostra il ieorema:

Se i latz di un relfangolo sono gl estremi ¢ ¢ lati di wn altro
retiangolo sono 1 medn di una stessa proporzicne, ¢ due rel-
langoli sono equivalenti,

Sieno ABCD, B¥GH 1 due rettangoli (disugnali); si potri
supporre I F > A B e collocare il secondo in modo che F coincida

(*) Pewiodiso di mat., Vol. =, pag. 21.

(*%) Id. Voi. vmm, pag. 158, «
(=%¥) X1 sig. Schur non consanis in questo modo di vudere.



con A ed F cada nel lato BC. Per la similitudine dei triangoli
ABF, AHD, 1'angolo A HD sark allora retto e percid il lato H G
passerh per D. Se I & il punto comune alle retie BC, HG, 1due
rettangoli saranno equivalenii al para.]_lelﬂgrai;ﬂmﬂ ADIF e, per
consoguenza, fra loro.

B poi facile dimostrare che, chiamando area di un triangolo
il rettangolo che ha un Jato eguale all’unita di lunghezza @ I"alfro
quarto proporzionale dopo questa unitd, un lato del triangolo e la
meth della corrispondente altezza, il triangolo & equivalente alla
propria area, e questa & indipendente dalla scelta del Ilato del
triangolo,

Due triangoli di area eguale risultano cos equivalenti, ma non
si pud per ora stabilire che due triangoli equivalenti abbiano eguale
area; questa proprieth sarh dimostrata pit tardi per il caso generale
dei poligoni, sull’appoggio del teorema fondamentale:

La somuma algebrica delle aree dei triangoli, che hanno per
basi 1 lali di wn poligono e per vertice Comune Un nunio del
suo piano & indipendente dalla scella di queslo punlo.

Sindicherd 1'area di un triangolo A BC in generale con (4 BC)
o, considerando il caso piti semplice, quando ciod ‘il poligono sia un
triangolo 4 BC, si prenderh prima il punio 0 sul lato BC; savra
allora (Eucl. lib. II prop. 17%: (0AB)—+ (0CA)==(A4 BC). e
invece il pinto O & interno al triangolo, si prolunghi A O sino ad
‘neontrare BC in D e si ottered similmente: (0 4 B)+ (0 BD) =
(4 BD), (0DC)+4(0CA)= (4 DC), (0AB)-4-(0BC) +(0CA)=
(0A B)+(0 B‘D)—I—(GDCJ—!—(GCA):(AED)—}—(ADC):(ABC).

Se il punfo esce dal triangolo attraversando uno o due lati,
bastery cambiare il segno dei iriangoli corrispondenti a questi; @,
siccome con tale movimento s'inverte anche il senso del perimetro
~degli stessi triangoli, si adotterd la convenzione di Mahius, che cioé
i triangoli parziali sieno positivi 0 negativi secondo che 1 loro pe-
rimetri sono dello stesso senso o di senso opposto a quello di AB C.

La dimostrazione del teorema generale puo leggersi negli Ele-
menti del Baltzer (Plan. § 9,q), sostituendo ai friangoli le loro aree.

Questo teorema permette di stabilire la definizione: Si dira area
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di un poligono la somma delle aree dei {riangoli che hanno per
basi i suoi lati e per vertice comune un punto qualungue del suo
piano.

Nella nota dell’autore & poi chiaramente indicato come si possa
dimostrare che, dividendo in qualsiasi modo un poligono mediante
rette, la somma delle aree delle parti sia sempre eguale all’area

del poligono, onde discende ancora che due poligoni equivalenti
hanno area eguale.

Sasaari, 2 magoio 1804,

(1. Biasr.

e ——

DI ALCUNE APPLICAZIONI GEOMETRICHE

NELLO STUDIO ELEMENTARE DELLA MECCANICA.
Nota del Dott. RiccArRpo MALAGOLIL.

(Continuazione e fine: V. pag. 48),

5, — Per avere una dimostrazione completa della proposizione
assunta nel caso delle quattro componenti p, ¢, », §, sara sufficiente
dimostrare che composte due forze qualunque fra le date, questa ri-
sultante composia in modo arbitrario colle restanti, si ha sempre

» -+ ¢ 4 » -+ s applicata al punto 0"

Ora fra le forze date due possono scegliersi nei seguenti modi :

n+gq p+r, g+r, p+8 g+s r+s

Al n* 4 si & visto che prendendo p —+ g colle restanti, », s,
in modo qualunque ; cosi pure p - colle g, s, in modo qualun-
que, 0 g - con p, 8, in ordine qualsivoglia sempre si perviene
alla p 4 g + r s applicata in 0. |

Se si considera poi il triangolo A DC, sui cui lati sono dau t[‘a
punti A7, B, C" tali che i segmenti da essi determinati sui lati me-
desimi verificano il teorema I, sara facile concludere che si ripete-
ranno le stesse conclusioni relative al triangolo 4 BC salvo a scam-
" biare mutuamente B con D e g con 8. Cosicche si avrebbe come ul-
timo risultato che componendo p - s colle restanti ¢, », in ordine
qualunque, come pure 7 -+ § colle altre p, ¢ in modo qualsivoglia,
sempre si perviene a p = ¢ —+ - & applicata m 0.
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E finalmente se si considera il triangolo BCD sui cui lati sono
dati tre punti 4', B”, ¢ che 1i dividono in sesmenti tali che regee
il teorema I, si arriverd a coneludere che anche la forza ¢ 4 § com-
posta in qualunque modo con p, » dh sempre la solita risultante.

6. — Da cid segue ancora che prese le quatiro forze a tre a tre
nei quattro modi possihili e composte fra loro, la retia che unisce
ciascuno dei punii di applicazione di qneste risultanti, col punto di
applicazione delle restanti forze, passa per (. Cosi ad esempio il
puato comune alle rette DC’, AB” congiunto con € di una retta
passante per 0'. E lo stesso ripetasi per gli aliri triangoli possibili
col quattro punti 4, B, C, D,

7. — Avendosi un'altra forza parallela alle date e di iniensith
¢, prendendo le forze a tre a fre in tutti i modi possibili si rinscird
con delle considerazioni analoghe a quelle dei numeri precedenti, a
vedere come il punto d'applicazione della risultante & indipendente
dall'ordine segmito nella composizione.

8. — I risultati precedenti relativi alla composizione di gnattro
forze, ci permettono di dedurre aleune proprieth generali del qua-
drangolo che risultano dalla eliminazione dei coefficienti D, q, ¥, S,
analoghe a quelle stabilite nesli enunciati I e 1L

lissendo dato un quadrangolo piano o gobbo ABCD, ai cui ver-
ticl si attribuiscono dei coefficienti p, g, », & ordinatamente, tutti
positivi ma arbitrarii, e sui cui lati AB—a, B(= b, C.UD= ¢,
DA=d, AC=e, BD =, si prendono aliretianti punti 4’, B,
C, D, &, F', tali che:

44" ¢ BE ro ce s
A'B™ p' FHC ¢° cCp— r°
DD P AE"  r BF' 5
DA s’ EC p° FD g’

la rette A'C’, BD, E'F' si fagliano in un punic 0. E si hanno
le relazioni ;

A0 r+4s B0 p+s E'Q0  g-+s

0¢  p+gq’ 0D~ g4’ OF  p4+»r

Inolire nei quatiro triangoli possibii A BC, ABD, ACD, BC D,
le rette che uniscono i vertici ai punti segnati sui lati opposti si ta-

.
aaaaa
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gliano per ogni triangolo, nei punti che indicheremo con D,, (4,
By, 4,, rispettivamente. Risulta altresi dimosirato che le rette
DDy, CCy, BBy, A4,, si tagliano pure in O: e si hanno le re-
lazion :

0D p-t+g+r 0C  p+g-+s
0D, 5 ; 0, 7 ’
OB p—+r+s 0A q-+r+s

OB, q ’ f}ﬁ_l_- 7 '

Cid premesso pongasi come dianzi: AA —a,, BB — ¥y,
ﬂ[}":ci, _Dﬂr :fgj, AE’I:EI, BFr:fi. Allora le Pri]IIE-
sei formole possono seriversi:

Py —a)g =0, g+ (b — ) r=0, Gr—+(ea—c)s = 0,

ths =+ (di —d)p=0, exp—+(ey—e)r=0, fig+(A—/f)s=0.
Queste equazioni servivano per determinare le a@,, by, ¢, .- .

date arbifrariamente le p, ¢, 7, 5. Si vuole ora prendere come va-

riabili le @y, &y, ¢, dy, e, /3. cosicehdé le p, ¢, », s resteranno

determinate risolvendo le equazioni precedenti rapporto ad esse.
Con facili calcoli si trova :

(a— "Il) (b — b;:’ (e—ey)
S
¢ 0, ¢,

(b — b)) (c6—9) c—c
=E=We—w), =,
161 ¢

p:

mentre per la § risulfano le seguenti :

(@ —a)(b—8&) (c—e)(d —2a) .
I: a, by e E d]] $=0,
- (@ —a)(b—10,) — . (b— b)) (c—12,) o
[Ej—ﬁ — €4 ﬂlbl ]ﬁ—-ﬂ,[l fll f-l blﬂl ]3—0-

Dalle quali si deduce: 17 che una delle quantita p, ¢, », s rimane
arbitraria, come potevasi preveders dacché le formole nostre con-
fengono solamente dei rapporti formati con gueste quantith; 2° che
il sistema sarebbe incompatibile ove non si verificasse:
(@ — a)(0— D) (e — 1) (d — ) = e, b0, dy

(e — &) hyaay = ey (b — by) @—ay), (/—A)bicr=fi(b—04) (6—ey).
Dalle quali, ponendo: @ —ay=ay; & — by="5by; ¢ — ;=0 :
bd—ti=ds; e—ey=¢ey; [~ 1=/, facilmente si ricavano
le relazioni :

Ay 0sey = Aelisly, Dyoyfo = byCofi, Cythey = Gﬁdﬂeﬂf a\tyfy = Qgtlp/y
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che rappresentano su ciascuno dei quattro triangoli possibili nel qua-
drilatero la condizione necessaria e suificiente perché (teorema I) le
rette che uniscone i vertici coi punti segnati sui lati opposti abhiano
nn punto comune.

Queste tre relazioni indipendenti fra le sei quantitd ay, b, ¢,
dy, ey, 1, per un dato qoadrilatero completo, ci fanno conoscere che
tre di esse e tre sole sono arbitrarie cosicche fissati ad arbitrio tre
punti su tre lati del quadrangolo non formanti uno dei iriangoli ele-
mentari, resta possibile ed unica la determinazione dei sei punti 4’,
B, C, I, F, F/ sui lati e degli altri 4,, B, C;, D, nellinterno
del quadrilatero. |

0. — Anche i rapporti dei segmenti che O determina sulle retie
che lo attraversano, si posseno rendere indipendenti dalle guantith

pl 9‘: v, 8.
A'0 i —+- 8

Intanto per il primo rapporio 5= T dalle

alp"l_(ﬂl_.ﬂ)q:ﬂsl G1f'+({31—ﬂ)3=0,

i ¥*485  @os S Je— : )
si ha e aeg ° dalla fiqg 4+ (/i — /)s =0, si ottiene:

r-+s _ acf A0 ¢ & f '
= Sriaadb ey Dunque 5= = — o od anche, rammentando che:
bicifa=becafs © a1by1e3 = a3y

A'O e a,e
[1] 0C a'c:e:'

Analogamente si trova:
B0  p-A-s d bey - d bf

[2. o qg+r b ed b f[,d
3 E'O _ g+s_ [ wme_ [ a6
: OF'  p+47v e i & &f

10. — Prendiamo ora uno degli altri rapporii, per esempio:
0D pt+g-ir i
0D, — s Dalle :

up+ @ —ayg=0, bg+ G 1—br=0,

a1 ricava .

. b . +—qg+r a b
ptg o - T —A oesia 2T - =L
q &y q by 9 @, by

ﬁ‘% 5 e el -L R
14 ._1-%5",_ E‘ 23 -.I:IE':__':__*}t.-‘ AR
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e poiché S = ;‘ ’ riaultap+j+r— ; (: +—f-:—’—) Quindi :
{ 1 ) 2
- ﬂﬂ=fg(ﬂ i)=f—i(l . G bl).
[4] 0D, fi \4 i by h Coe b,

Interpretando ora questo risultato sulla figura si scorge facil-
mente che avremo :

0cC $ e a d
(5] 50 R E(l’"?:'*'E:')‘
6 0B p—t—--r—l-s 7 (1 L dy n!)
= 0B, I TR &
- 0A g+r+-s e, c by g
o 04, p N ( S by 52)-

L1. — Potremo cosi concludere che « Presi tre punti ad arbitrio
« su fre lati (non formanti un friangolo elementare) di un quadran-
« golo piano o gobbo A, B, C, D, si possono determinare in modo
« unico altri tre punti ciascuno sui restanti lati colla condizione che
< | segmenti risultanti (secondo le notazioni assunte) verifichino le
« relazioni :

A1016e = shsey ; 01Cifs = DsCsf 15 Crlh€y = Csaes 3 tydy [y = oty .

« Determinati poi nei quatiro triangoli elementari 1 punti A4,, B,
« (;, Dy ove si incrociano le rette che dai vertici proiettano i punti
« cosi segnati sui lati, si ha che le sette rette A A,, BB,, (C;,
« DDy, A'CY, B'D, E'F’ passano per un medesimo punto 0; il quale
« (etermina sopra di esse dei segmenti i cul rapporti sono determi-
« nati dalle formole [1], [2], [3], [4], [5], [6] e [7] ».

12. — Sara utile qualche osservazione:

[. — Se leforze date non fossero futte di égual direzione, che
¢ quanto dire se p, g, 7, 8, non fossero tutti positivi, la composi-
zione delle forze porterebbe a dei punti A’, B'.... fuori dei lati, ma
sulle loro rette. Si avrebbe cost modo di generalizzare il risultato
ottenuto estendendolo al caso in cui qualcono dei tre punti arbi-
trarii non fosse interno al quadrangolo.

[I. — Ove i tre punti arbitrarii si scelgano sulla meth dei corri-
pondenti lafi, sard :

5 By

a, b,
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e i pumti 4,, By, C;, D, sono i punti d’incontro delle mediane dei
irtangoli elementari. Risultera quindi: .
« Lie retie che uniscono i punti di mezzo delle tre coppie di lati
« opposti in un quadrangolo piano oppur no, si intersecano in un
« punto 0O, che divide ciascuna in parti uguali ».
E inolire si avrd:
0D - ocC 0B 04
0D, — ° o0, = 0B =% o4
cid che & ben maturale se il quadrangolo non & piano, giacché O di-
venta il centro di massa del {etraedro.

— 3,

Modena, dicembre 1893. -
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SPRA UNA FORMOLA PER LA MISURA DL VOLUAI

(Continuazione e fine, V. pag. 15 e &2).
3.2 Tronco di cono circolare retio a basi parallele di raggl
Ry, Ry, o d'allezza 7. _
Suppongasi Ry > Ry e s'indichi con R, il raggio d'una sezione

parallela alle basi ad una distanza @ dalla base inferiore.  chiaro
che sl avra :

R, — R,
£ percio
—R — R
B,—=wR, =R} — ==, | TR Al
__'E{Rll_l'Rl)E_
M= 4 "

ponendo poi mente che tntie le ipotesi per l'applicabilita della for-

mula [1] sono evidentemente soddisfatie, il volume del solido di cui
si tratta sara dato da

il

V=2 (By+ By 4 M) =" (Ri+ R+ (Ro+ Ry)) = -

2 (RS + R+ RoRy).
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4." Segmenlo sferico a due basi parallele di raggi v, », e d'al-
tezza h nell’ipotesi che le due basi giacciano dalla stessa parie del
centro della sfera e sia 7y > 7.

S’ immagini una sezione del segmento, di raggio »,, alla distanza
2 dalla base inferiore ry e 5" indichi con d la distanza di questa hase

dal centro della sfera di raggioc R a cui appartiene il segmento. Si
avrd intanto

Re=ri+(h+df =ri+ r*+2hd+d®
o poiché d®=— R* — rj

2 2

'
R*=ri4 '+ 2hd+ B —r), daeni 2ag=T0=F.
Risulta cosi

=R — (e4-df=R"— @ —2da—o — R — (R*— ) —

2 3
2dm—w’=ﬁ’,—2dm-—m5=?~§r i :: A w— &2,

cosicché Tarea =] della seziome di ecui si tratta & una funzione di
2" grado della . In quanto alle ipotesi del n.° 1 esse, come nell’appli-

caziong precedente, sono evideniemente soddisfatte e quindi potra
applicarsi la formola [1]. Per 2 =~5:2 risulta

tM=Adrnri,=mRri4+ 2r4+ 1Y
e cosi il volume del segmento sferico a due basi verfa dato da
A h
F=F{EH+B{-I—4M) "——?(‘mrﬁ-{— Ty~ 2w rd - 2ol . w9

=T [30 4+ )+ 1] ()

(¥) La limitasione posta pit sopra che le due basi del segmento giacciano dalln stesua parte
del cemntro dells sfera sl pud togliere cenwa invocare nuovi prineipt, eosi da poter consindere che
i"oltima formola otienuia & genernle. :

Un metode de seguire consisie nel dedurre dalla formola trovata il velume dell'emisfers, sup-
panendo v, = K od r, = 0, gquinili della sfera. Far vedere poi como soitrasnds dal volume delln
gfera quello di nn segmenio sforico ad una base, minore dell’emisiere, parimentl dedneibile dalla
formela trovats eol poste v =1, si oflenga un resto il quale ammme la slesss forma dell'espres-
sione che di Il yolume del segmento minore dsll'emisfero, Dops cid 1l volume 4l un rainngue

sggmento slerico di busl gincenti da basde opposie del esntro della relativa sfera pud venir deter-
minate per sofirazione mel solito mode. — (Ofr, in propesito anehe 1a . 210},
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a) Qualora la sezions del solido, con un piano parallelo alle basi, fosse ung
funzione raziomale intera di grado w della distanza = del. piano segante dalla
basa inferiore e sussistessero le due ipotesi poste da primcipio, g1 pud ancora
determinsre, in modo elementare, il volume V del sclido ).

Posto infatti
(4] f(@) = a, @ +a P
immaginati condotii gli # — 1 piani paratleli alle basi che divideno I'altesza /%
in n parti eguali, le aree delle singole sezioni, comprese le basi, saranno date da

0.4~
i = | — %
1™ |

| . b
f(T]:ﬂ-u ﬂﬁ X ﬂl ﬂﬂ_l 1 ...-""I_ﬂm_] 5 T ﬂ-ﬂ

—I—-...--!—um 1m+{zﬂ,

—

([n-—l].h 1T =1 g 1]k

— Ty i & m—1 e me—l — dp
n # »n #2
m .M m—1 m—1
ﬂr L] h-l H - }i + " - I‘ ﬂ L] h'
———l — {1 : N (14
f ol th ﬂm 1 nm-—l J +Em__.1 " =5 m’

{alehé i volumi dei prismi o cilindri aventi per base la base inferiore, le sin-

gole sezioni e la base superiore e per altezza Ia distanza fra due sezioni cou-
¢

secutive, si ofterranno dai presedenti valori moltiplicando per —. Dopo cid con

un procedimento interamente analogo a quello dei n, 2 e 4, si ginnge alla

farmola |

f—Re—l i h f m4-1 1m+ 2m+- o {ﬂ' l)m
V=1 * = i
l.:im {‘é‘n :( n ) Tl " . am »

R Tl DR 2 I)m'—]_“

ik
4 a, h = IR
"
il-—{-E—}-....-]--{m.-—1) . !
Lk 7> I ﬂd!l;
gt W Rt
=ﬂnm+1+ﬂl _1n_+””+ﬂlll—1-—2_- +r:l'-nft-.

b) Valendesi dei principi del Caloolo integrale la formola precedente si Ti-
cave jmmedintamente, osservando che nell'ipotesi di f(w) dells forma [4], si ha

& mﬂ—i—l mm ot h
== f{ﬂ:)rim::|:aﬂm—ﬁ+al;;+..-.+ﬂm_l? -I—-;Imm:L,
ossia
hn-]—i hm e
[5] F:a.m_l_l-i—al—m—-l—....-l-dm__l 5 -[-a‘ﬁ.

(*, V. anche Bavrzer, Gen. § U, 9,
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o) Alla domanda posta dal Sig, pp SAINT-GERMAIN, nella nota cit., se la
formola

7
[] - =—G"'—gﬂn+ﬂl+4m,

esprimente il volume d’un solido limitato da due basi in piani parallell e da
una saperficie poliedrica o curva, tale che ogni sezione praticafa in esso con un
piano parallelo alle basi sia una funrione fiz) di 2" o 3° grado della sua di-
stanza & da una delle basi, sia applicabile anche 2l caso in cal questa fun—
zione & razionale inters prispetio ad z di grado superiore al 39, si pud rispondere
negativamente anche nel modo elementarissimo segtenie.

Suppongssi f(#) della forma [4], dove zleune delle @, ad eccezione perd di
@y possono esser nulle. Si ayra in ogni caso

B, — an , Blzaﬂhm—l—-alfr,“_l‘l-....-l—a,n_lh.-{-um
-1
7 K " h
H:f(_g-):anz:_l_alﬂﬂ—i } .....—I'-ﬂm_1?+ﬂm,

menire V sarh esprosso dalla [5]. Fermandoei quindi ai fermini di pin alte grado
che appariscono nella [17, dopo la sostituzione dei valori corrispondenti alle .
quaniila che figurano nei due membri, dovra esser soddisfatta la relazione

hn-l_i . fi ( g n
a1 e 5 2?) '
OESIA 1 - E.ﬂ—l— 4
-m.-l— i - ﬁ_ Em

o finslmente ponendo y in lnogo di = e riducendo a forma intera
66— =y+1L.

Ora per meszzo della sostifuzione divetta si verifica subito che quest’ equa-
riome & soddisfatta pei valori 1,2,3 dell'incognita, mentre non lo & pei walom
4 ¢ 5 di essa e non potrebbe esserlo per valorl inferi positivi di ¥ maggiori
di 5, poiché per tali valori il primo membro diviene negativo, menfre il se-
condo assume valore postiivo,

E cosi restzs provato senz’ altro che la formolz [1] non & valida che noi
casi considerati al n. 2 e 4.

d) Le due ipotesi poste in principio di questa frattazione possono toglierss,
seiza venir meno al rigore e valendosi soliento del concelio di limife, in base
al seguente prineipio, ¢ Se un solido terminato da unsa superficie quilsivoglia
vien diviso da piani paralleii. arbitrari di giacitura e di numero, in strati dj
uguale altezze e nei singofi strafi si cosfruiscono altrettanti prismi, formati
dalle vette parallele che proiettano eciascuna sezione del solido sul piano della
sezione successiva, la differenza fra la somma di quesii ed il solido dato si an-
nulla quando il numero dei piani paralleli diviene infinito » la cui dimostra-
zione pud leggersi negli Elementi di Matemalica del Bavrzer, Gea: § 8.,
Salvo che ana tale dimosirazione, ¢ molto probabilmente quella qualsissi che
potesse sostituirsi ad essa, non & di tale natura da potersi introdurre nei primd




elementi di geometria in qusnto richiede la considerazione dei cilindri a base
ervilinea qualungue ¢ la frasformazione loro in prismi equivalent).

e) Si pud determinare molto facilmente, in base alle nozioni sulle seziomi
coniche, valendosi della [1], il volume di an segmenio di ellissoide, d"éperboloide
ad una 2 due fzlde e di paraboloide ellittica, conseryando le ipotesi del n. 1,
la cui sussistenza nei singoli casi & facile a verificarsi,, le sezioni fatfe in guesti
solidi, con wn pisno parallelo alle basi del segmento, visnltando fanzioni di 29
grado dslla distanza del piano seganie dalle basi ().

f) Le ipotesi del n. 1 e ls dimostrasioni al n. 2,4 sono in accordo colla
teoria dell’ equivalenza cosme & svolia in diversit pregevoli frattali che eorrono
per le nostre scuole secondarie. E facile invero riconoscere che chinmando serie
i prismi o cilindri esternt e di prismi o cilindri interni lo due serie di prismi
o cilindri avenfl per comune aliezza E ¢ per basi la base inferiore e la singole
sezioni dalla prima -all’ (r — I)==2 g, lp =successive sezioni dalla prima al-
I' (2 — 1)=im g la bass superiore, tali prismi o ecilindri formano due classi di
yariabili convergenti vorso il solido, falehs valgeno o definive il medesimo ri-
spaito alla grandezza.

B dunque possibile, adottando i pid recenti criterii salla feoria dall'equiva-
lenza, introdurre lo studio dells formola [17] subiio dopo la delerminazione del
volume del prisma e del cilindro in mode da polersese servive per ricavare il
- volume di tutit gh alirm solidi consideratt mer primi elementi della geometria,
ossia piramide e fronco di piramide, cono e tronco di cono, segmento di sfera
¢ sfers, non che quello di alfri corpi men semplici, come & siaio fatto 4l n, 6,
facendo discendere sifiatia deduzione non solo da uguoele procedimento, me an-
corz dalla stessa formole.

g) Quando poi si voglia adottare come definizione dell’ equivalenza, come
fnttora vien fatto in pil d'ona seuola, quelln usitata da tulti sino a qualche
anno fa, ~NuLpA vieta di poler estendere anche ad un solido limitato da due basi
in piani paralleli e da nna superficie curva qualsiveglia, la dimostrazione del
n. 3 per la validith della [1] nel caso che I'area d' ogni sezione parallela alle
basi sia una funzione di 2" grado della distanza da queste basi. Soltanto allora
& necessario deferminare prima il volume della piramide, contrariamente a quanto
ayviene con la dimostrazione del n, 2, Egli & certo perd che in guesto caso si
raggiunge una grande semplicitd di tratiazions, lanto piti notabile in quanto 1
segmenti del solidi pid comuni, limitati da piani paralleli, danno come espres-
siong dell'area f{x) di ogni sezione parallela alle basi nna funzione di 2° grado (™)
della 2 (") A. Lusii.

(#) Crefo tattavia foutile venire a guesta determinazlons che ogni insognsnte pnd fare da se,
wi baste averls zooennuts per mostrare guaoto sia opporiunoe introdurre lo studio della [1]) spe-
eialmenis in qoslls asnolse che hanno indiriewo industriale.

(¥¥) 1@ Segmenio di parabalodda fperbolica porge esempio di un solido in eni l'area F{z) dt ogni
seziona parallela alle basi del spgmenie opporiunamente ricavato, & una fnnzions di 3° grado dells =
(V. Berrocas: (F)1 50 applicabilitd detle formole di Wiliatein ¢ Kinkelin al caloolo daf polumi;
FaE. lﬂJ|

*¥=) Le gssarvazioni espiicate in nuesta nota @ nella precedente valgano a darmgione della
limityvione posts al n, 8 she la soperBeie laterale del solido eonsldsrate fosse poliedries
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Egaars Corricg; a p. 17, linea 6 si legga

) LA IE ¥ ol g By b & DA Do a2

i
e V=5 (B, + B, 44 M),ap. 19,1 9 in luogo di: T} volume di un solido. ..,
si legga: Un solido...

g e

TEMI DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATURITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIOCRI DELL ATSTRIA-UNGHERIA
allz fine degli anni scolastici 18901-92 ¢ 1892.93

(Continuasione, V. pag. 27 & 55),

GoriziA: i. ». Sowola reale sup. — 1. 1. @® 4 a%® 4 y? = 49,

ILzt+aoy+t+yp=11.

2. Dati il perimetvo z ed 1 tre angoli o, P,y di un iriangolo, caleolare 1'area
del earchio eircoseritio. w = 24 dm., & — 45° 23" 44" B — 30° 45’ 32"

3. In una efera di volume » e inserifto un cono retto, che ha 'angolo al
vertice «. Qunal'é il volume o la superficie lelerale di guesto cono? » =133, 45,
. — 40° 35'46",

4, 8i domanda l'eguazione di quellz retta che passa per il punto (8,3 em.)
e forma cogli assi pn triangolo di 50 em.® di area.

Graz: Scuwola reale sup. prov. — 1, Identico al 1, Be, r. Budweis

2. Calcolare e costruire nn friangolo isoscele dato il perimetro = e 1'altezza .

3. Ad una sfera di superficte 5 ¢ inseritto un cono retlo che ha un zngolo
al vertice w = 34% 18’ 36", Calecolare la superficia laterale e il volume dul
¢cono se 3 — o0,

4. La distanza fra Parigi e Pietroburgo & di 2168 chilom.; la latitudine
geografica, di Parigi & 48° 50 11,2” e quella di Pietroburgo 59° 56" 29,77, Che
differenza di tempo segnawvo gli orologi dei due luoghi ?

laLau: Seunia rveale sup. provine. — 1.1 due raggi @ ed y di un emisfero
cavo sono eguali al dus vaggl di nn tronco di cono di aliezza A — 9, Se al
immerge 1l prmo corpo in un vaso cilindrico di raggio p— 10 nel quale vi
sin dell’acqua sino ad una cerfa altezze, essa gl eleva di ¥ — 1,26, ed immer-
gandovi 1l secondo eorpo il livello dell’ acqua si eleva di » — 1,89. Quali
agono i valori di » ed y?

2. Una rendita di 200 f. che seade dopo 6 aoni e poi s’ incassa per b volle
successive, s1 deve convertire in un'altra che duri [0 anni cominciando di qui
ad un anno (5 °%/y). Qual'é il valore di guest'ultima ?

3. Risolvere un triangolo sferico isoscele nel quale « b = 75° & 'altezza
sue & h= 56°

IynsBrUCK: 4 r. Scwola reale sup. — 1. Per lo seavo di un pozzo avie—
siano di 500 m. di profonditd, pagansi pel primo meiro 3 f, 24 s, per ogni metro
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successivo 5 s, di pit. Quanto si paga per I'ultimo mefro, @ quanto per tutto il
porsa? : |

2. La somma di due lati di un triangolo & a + & = 19, la somma dei qua-
drati a® + 5 — 185, e I'angolo da essi compreso y = 67° 34", Quali sono gl
aliri elementi ed il raggio del cerchio inscritto #

3. Dal punto w, =10, y, — 5 &i deve condurre nel prim¢ quadranie una fan-
gente all'ellisse 16 22 -+ 25 y* = 400. Si frovino le coordinate del punto di con-
tatto, le equazioni della tangente e della normale, e l'angolo che la tangente
forms col raggio vetfore.

JigErNDORY : i 7. Scuole reale sup. — 1, Quali sono i due numeri la cui
sommsa ¢ 26, se la somma delle loro terze pofenze & 5G42 7Y

2. Risolvers un trisngole reltangolo che ha il perimetro # — 48 om. ed un
angolo aento w=—==54%18",

3. La sezione che passa per l'asse di un cono circolars retto ha [ area

§=—1856 ¢ ' angolo al vertice «=—28056" 14”; si calcoli il voiume ¢ la su-
perficie del como.

4, Che linee rappreseniano le equasioni y* —=6w e y=—3a2+412, e
sotto quale angolo si tagliano?

Kracunrurt: 4. 7. Scuola reale superiore:

1. a? 4=y =22 — TF7, yYPle=—mwz—1, S5 —2z=28.

2. La sfera di raggio » — 5,25 m. ha sulla sua superficie un triangolo sfe-
rico coi laH a =— 10040 16 20", b — 97034 10", e — 799 45" 36". Qnsl‘é il
volume ¢ la superficie dells piramide sferica che corrisponde al triangolo sferico?

9

3. 10 dste lellisse 16a® 4 254*= 400 e la sottotangente — —. Si do-
manda 'equazioue della tangenie e le coordinate del punto di coniatio.

Krumsmr: Seuola reale sup. provive. — 1, Determinare tutte le radici del-
l'equazione ©? — 64 = 0, ¢ farne la prova medianie moltiplicazione dei fatiori
radicall.

2. Un comune si obbliga di estinguere un eapitale di 8372,30 £ in 15 anmni
con rate somestrali eguali. Quanto importa una di queste rate se si calecla
il 59, annuo dinteressa? | |

3. L'equazione d'una parabola é y* — 8w e quella d'un circolo 4% +4y?* =31 ;
qual’d T'area della parte comune alle due sezjoni coniche?

4, Caleolare la durata del giorno pitt lungo ¢ del giorno il breve pec

Kremsier (3 == 49° 18"), Darivare la formola generale.

101
Lurraerrrz: Scuols reale sup. comunale — 1. Decomporre la frazione o in

due frazioni col denominatori 5 e 22.

2. Un capitale di 8000 f. deve venire ammortizzato con vna quoiz annua
posticipata di 801,12 £, al 4 9/, d'interesse, quante sono le quote?

3. Dato il volume » — 102 di un setiore sferico ¢ M'angolo al centro &« =— 909,
calcolare il raggio della sfera.

4. Condwrre all'ellisse 100 y? 4 250 — 2500 tangenti parallele alla retta
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Luensana: i 7. Scuole reale sup. — 1. Un fale pone la smua sostanza
di 22000 f. ad interesse composto (4 °/,) ed. aumenta queslo capitale ancora
alla fine di ogni anno di 300 f.; dopo quanto tempo avra egli una sostanza
di 30000 f.%

9. Qual'd l'angolo al centro « della serione passante per 1'asse di un sefiore
sferico se il suo volume & 2 = H031,9 cm? ed il raggio della sfera 7 — 16 cm. ¥

3. Dal punto (6.0) si devono guidare tangenti al carchio #? 4 y*=— 9. De-
{erminare le coordinate dei punti di contetto e l'angolo formato dalle tangenti.

4. A che altezza ed s quale ora si trova il sole in Lubbiana nel prime ver-
ticale nel giorno pit lungo (lat. 46° 20’ 56", = = 23028),

MARBURG : 1. . Scuola reale sup, — l. 8i risolva il sistema di equazioni:

lﬂg LMI“E“’J - AL
log ;/mﬂyﬂl — mn 4= 1, log (418 Y) — E .

2, Gii angoli ¢, B, y d'un {riangolo formano una progressione aritmetica,

il prodotto delle loro tangenti é — 11 ;/5 Quanto importa ognuno®
3. Trovare l'equazione d'una rettz c¢he passando per l'origine delle coordinate
sega le linee date dalle equazioni y? +o'— 8o+ 12 —0ed ¥+ - 60 —T =0

8
cosi che il prodotio delle corde é — B Costruzione,

NeorrrscEmn : Seuola reale sup, prov. — 1. @3 4= y* = 186 — 2a y (w1 ¥),
p <y = 8.
493 .

2. Si ha da decomporre la frazione agg ™ tre frazioni che hanno 1 denoc-

minatori 8. 9. 10 ed i numeratori sornmano 15 unith meno della somma dei

denominatori.
9 Qulls stessa base di raggio 512 dm, stanno due coni retti; il Iato di uno

fa colla base I'angolo «— 7847 50" e quello ‘dell’ aliro § — 19° 33" 10".
Determinare volume e superficie deilo spazio compreso fra le due superficie

CONVESEE.
4, Nel eireolo ¥* — 10w — »® sono condoite dall'origine delle doppie coordi-

nate o eorde in numera gualungue ed ognuna & prolungata di una lunghezza uguale
a s& stesea. Su quale curva stapmo i punti estremi?

(Condinua).
30—

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Risposta all’ articolo del Prof. Biasi « Sull’ equivalenza dei
poligoni ». — Un altro critico, il siz. Biasi, continuando la polemica iniziata
dal prof. Lazzeri, censura ancora una volta le proposizioni Ked F, che ho ag-
giunte al primo libro degli Elementi d'Euclide. Nondimeno persisto nel difenderle,
sicurn, come sono, ch'esse hanuno solide fondamento e che la veritd loro, anche
per le nuove censure, non & menomamente pregiudicafa.
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Mi propongo quindi il compito di far vedere che gli errori, che il Prof Biasi
mi attribuises non esistono; anzi, dimostrerd che non & dalla mis parle che sta
Perrore, perocché il suo articolo « Sull'eguivalenza dei poligoni » contiena al-
cune inesattezze e qualehe sbaglio,

sulla dimostrazione della proposizione E (se due poligoni eguali hanno unc
parte comune, le parti non comuni sono eguivalents) egli osserva che oltre al
difeito di andare incoutro ad infinite operazioni, la dimopstrazione stessa contiene
anche un'ingsattezza 1i dove affermo, che per ognuna delle suddivisioni della
parte comune y si pud ripetere quello che precedentemente avveravasi per la
mmters parte y: poiché « mentre la parte y era comune ai due poligoni primi-
tivi « e §, le nonove parti y* e y” sono comuni I'unaad x & y, I'altra & f
e v ». Ora questo non & vero: parché y' appartiene ancora & § e ¥” appartisne an-
cora ad w. K ovvio infatti il comprendere che se ¥ y” y”’.... sono parti
di vy, e questa & comune ed « e B, anche quelle sono comumi ad « e B; talché
st pud ripetere, come dico nel libro, per ognuna di esse il seguente ragiona-
mento. Considerando per esempio y', essa, eome parte di B, dovra avere la sus
corrispondents in «, fuori o deniro la parte comune (la qual cosa resulta dgl
procezso nel Hbro stesso indicato); ammettiamo che sia fuor o si ehiami o,
lovece, riguardats y* come parte di w. allora essa dovrd avere Ia sua corrispon
dente in B, fuori o denfro la parte comunes poniamo che sia dentro ¢ si
chiami y',. Allora y", potra ancora considerarsi come parte di «, che dovrd avere
In. soa corrispondente in B, fuori o dentro la parte comune; ammettiame ancors
che sia dentro e si demoti con y',. Questa parte pure dovrd considerarsi come
parte di «, che avrd la saa corrispundente in B; e guests volta supponiamo
che sin fuori la parte comune, e chiamiamola (. Allora avendosi o« = y',
=711 =71s7Y.=p,.... sard ovidentemente &’ == f'. La stessa cosa
aceade per y”, y'”,... laonde si avranno, in corrispondenza di ogouna di esse,
fuori della parte commme, le parti «”, f” fra loro uguali, « e B fra loro
uguall e eosl via. In tal modo verrd a stabilirsi una corrispondenza univoca di
parti rispettivamente ngozali fra le parti non comuni dei poligoni dati o e B; esard
cost provata l'equivalenza di gueste medesime parti. 8i ha poi la conferma che
1l precedenle ragionamento & giusto nel faito che, quando « si sovreppone & B,
cinscuna parte dell'uno dovendo coprire la sua corrispondente nell'altro, o si
sovrapporra & v, ¥ a ¥',, ¥, a Y, e infine ', a §.

In tuito eid non havvi dongue nulla d’inesatto, 1'inesatiezza sta invece nalla
parole del Sig. Biasi sopra riferite: prima, perché egli non considera che due
sole part1 y* ¢ y” in cui pud essere divisa la parte comune y, mentre il mi-
nimo numero di tali parti & tre. B poi perché, affermando che y" & comune ad
% ey, e l'alira y” & comune ad we B, fa credore ch'egli ritenga ¥’ non pii
appartenenie a 3, e ¥” pon pili appartenente ad «.

Quanto al numero delle operazioni, dico che non pod essere mai infinifo. E
cid dedoco in due modi: o determinando direttamente tal numero, o anche
dalla soguente semplice considerazione. Quando il numero delle operazioni finisee,
l'ultima delle particelle in cui & stata divisa la parte comune vy, si disegna,
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