ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA

1. Tro. Se tre lrasversali condotle pei verlice di un triangolo
passano per lo stesso punlo, le loro coniugale is0gonalt passono
egualmenle per lo stesso punto (¥).

Siano A BC (Tav. I, fig. 17 il triangolo fondamentale ed 4 4,
BB, CC tre trasversali che si tagliano in M'. Se 4 4" & la co-
ningata isogonale di 4 A" vispetto all'angolo 5 A C, dalle due coppie
di triangoli BA A", A"AC e BA A", A’ AC cogli angoli in A eguali,
si ha

ABAA: NA"AC=(BA.AA):(4"4A. AC)

AALAC: ANBAA"— (A'A.AC): (BA.AA"),

da cui dividendo termine a termine, dopo aver osservato che 1 trian-
goli di eguale altezza stanno fra loro come le basi, segue

BA' A"C  BA.AA _A"A.AC __BA

AC C BA” T AA.AC T BA.AAT T T

Abbiamo dungue

i nA A"C ot ol o OB’ . B4 a2 AC C"B B
L1l wag=ga7 m ©analogamente zm = apn’ 3' ¥B— A0 o

Moltiplicando membro a membro risulta

5 BA' CH AC AC B'A "B
[2] IC BA CB  BA” CB" AC"

Ora, in seguito all'ipotesi, pel teorema di Ceva, il primo membro
della [2] & eguale ad 1, quindi

BA" CB" AC"
A'C B"A C'B

1,

cosicehe anche le tre trasversali A A", BR", CC" passano per il me-

desimo punto M".

(¥ Ta dimostrazlone ehe dizmo di gquesio noto teorema [Cir. ad es. Periodico, vol. VI, p. 301,
che non sbbhizmo vista altreve, oi pare notevole per le conseguenze & cmi da luogo.
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Cor. 1%, Se sia O il centro del cerchio circoscritto al A 4 BC
el 44" la coniugata isogonale della congiungente 4 4" di 0 eol
vertice A, rispetto all'angolo B A C, & noto che 4 A” & altezza del
triangolo relativa a BC. Essendo BA" —¢.cosB, A"C—b.cosC,
dalla. prima delle [1] segue

BA’ b.cos? cF e, cosl sen 2

e —— -

AC T ¢.cosB B b.coaR sen 2B

2°. Suppongasi che 4', B, €' siano i punti medi dei lati del irian-
golo ABC, allora 4 A", BB", CC" saranmo le coniugate isogonali
delle mediane (stmediane) e si avrd dalle [1]

BA" c? CB” a® AC” e

A0 T ' B7A T & ¢’ &t

Il punto M’ & in questo caso il baricentro del triangolo ed M”,
suo coningato isogomale, il pmnio di LEmMomE.

BA’ A"C e® = oy .
0 —Ba I ° consimili, scatarisce una

costruzione dal punto M di potenziale d’ordine p (*), ossia di quel
punto che congiunfo eoi vertici del triangolo 4 BC dA origine a tras-
versali che dividono i lafi in parti proporzionali alle potenze ™ dei
lati adiacenti.

Pongasi infaiti - — -, cosicché A" & il punto isotomico del
piede D della bisetirice dell'angolo 4 (simmeirico di D rispetto a
B e C); chiamando A" il punto in cui la coningata isogonale di 4 A”,
rispetto all’angoln B 4 €, faglia B C, st avrh

BAY  4"C g 8

e n

=. Dalla relazione

A'C e

AP¢ BA” B3

Se designamo ora con 4" il punto isolomico del piede E della si-
mediana di A B C relativa a BC e con AW il piede della trasversale

coniugata isogonale di 4 A" rispetto all’angolo B A €, poiché allora

A"C ot
FA7 — o S1 avrl

BAY A'C ¢ o1

A%c T BA” e T

(%) Cosl denomioaio dal Prof. 3. vg LONGOHEAMPS she pe siedid e proprieti nella nota @ &é-
neratites sur lao Géomélrie du Triongle (Jour. de Math. Elémen,, 29¢ Série, 10 Année, 1885).
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In generale indicando con A” Visotomico del punto A - di BC
pel quale B AP : AF0 — o2 . pp—2 il piede A® della trasver-
sale isogonale di 4 A" rispetio all’angolo A, dividerd BC cosi che

B AY AT & . R ¢P

——
e —

op - BA g B B 7

1l punto M@ risulta in fal modo determinaio.

Le costruzioni da fare per trovare A® quindi M@, sono l& se-
cuenti. Se p & dispar si conduca la bisettrice 4 D (fig. 2°) dell’'angolo
B AC e si trovi il punto D, tale che B.D, — D (. Si condnca AD e
si tracei 2 A®A C — BAD, (b utile per cid, dopo aver descritto
con centro A e raggio arbitrario, p. es. A D, un arco di cerchio che
incontra A D in D,, prendere sul medesimo, in direzione opposia 2
DD, are. DD, = arc. D D, e tirare AD, che taglia B C in AY). Si
prenda ora B 4, — A® (O, sitiri A A ® che interseca Yarco irac-
ciato in D, e si tagli dallalira banda di D, sul medesimo, arc..D.D;—=
arc.DD , la retia AD_ incontrera BC nel punto A® e cost di
segulto.

Se invece p & pari s divida BC per mefa m & (fig. 3*) e, come
precedentemente, si faccla 2 A®AC— BARE, poisal lato BC si
prenda BA (9 — A® (. Formato 2 D,AC— B4 A ®, il punto &in-
contro del suo lato A D, con B ( sara A® @ cosl via.

Trovando in modo analogo su €A il punto B® per eni CBY:
B A — a? - ¢?, nell'intersezions delle due rette 447, B B si trova
il punto M@,

3. Supponiamo ora che i lall BC CA, ABdel A ABC siano
tagliati da un cerchio rispettivaments nei punii A, 4"y B B’
¢, 0" (fig. 4°) e pongasi BA' = ¢, OB — B, ACy= . Propo-
oo i determinare, in fanzione & «, B, y e dei lati a, b, ¢ del
triangolo fondamentale, le misure dei ire seguenti BA", C B AC".

Abbiamo & tal uopo le ire equazioni lineari

3] «.BA"=7Y(—A4C) B- CB' =d(a — BA),
T.AG":&'(& — (I B"),

dove « @ y stanno ad indicare le hmghezze A'C, B A, C'B.




Da quesie si deduce

iy — ZBY e —BEY b+ By .o _
He == «fy 4 o Py o
@—x@—Pl—7—P0—Pl—y.04pyl—7).c
(4] wfy+(@—a) @ —B)e—)

CB — b, — By b—yyd e+ yadia

T A cfy 4By '

' . u’lﬂ'*r'.ﬂ—n:m'ﬁ’.ﬂ%—uﬁﬁ'.b _
AC’———Ti"—‘ ’IﬁT_I_urﬁITr (}

Gerchiamo ancora in funzione dei tre segmenti «, i, v e degli
elementi del A A BC il raggio p del cerchio A'EC.

Conducansi dal centro O le rette O D, O F perpendicolari ai
lati BC, AC: dal triangolo B D F si ha FD* —= BF* - BD* —
2BF.RBDcos B & poiché BO & il diametro del ecerchio eirco-
seritto al A BD F risulterh B0 =— F D : sen B, onde osservando
che B A". BA" eguaglia il quadraio della tangente firata da B al

cerchio 0, si avra

BF:yBD*—2BF.BDeos B—BA'. BA" .sen®B
sen® B

PE: -B_f}i — BA'. BA" —

Ma BF — ¢ .H;T‘, B = uhgz‘, per modo che si trova

per l'espressione cercata

5] PE_(&:-—T —TT}“+(u—j—ul}2——-2(Eﬂ—I—yl] (x4-0,) cos B— d et r, sen® B
4 sen* B -
dove «, {3,, v, hanno i valori [4].

4. Tro. Se ire trasversali AA', BB, CC tirale pei wertici di
un triangolo ABGC s'incontrano nello stesso punto N, il cerchio
passante per AN, B, C laglhia ¢ lati del triangolo in altri ire
punti A", B", O" tali che le rette AA”, BB", CC” passano per
il medesimo punio M" (fig. 59).

Infatti 81 ha

BA".BA" = BC'.BC", CB.CHB' =CA'.(C4"
AC . AC"—=— AR . ABH.

(*) Bi pud oswerviva che come le [B] sono doduefbili Puna dall®alira mediante permutssions
circalare, song deducibill nello stesso modo 'mo dall’altro § valow di BA", OB'7, 407,
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Moltiplicando queste tre eguaglianze membro a membro ed os-
sorvando che, in seguito all’ipotesi, dal teorema di Geva consegue

BA.CEB .AC = A'C. BA . CB,
g1 deduace
BA.CH'.AC"=A"C.B'A.(C'B

cosicche pel teorsma inverso risulla quanto d. d.

Osservazione. — Seguitando a denotare con «, B, v, o« B,y i
sei segmenti BA', CH, AC'. A'C, BA, C'B, poiché si ha ora
wfy — o @y, 1 valori [4] divengono

y mT.u--—B'-f'.b+y1’.c_m’B’.a—[iﬁ'.b—I—[iT.c .
[ﬂ] B.f:l:ﬂ'.'-!—— EET — Zurﬁr - ; COC..

5. Supponendo che 4', B, ¢’ siano 1 piedi delle altezze del
A ABC, si ha in tal caso

o — ccosB, of — beosC; P=—acosC, f—=ceosd;
y = beos 4, y' = acos B.

Sostituendo nella [6] si trova

abe.cos A cos B—abec.cosd cosB |- abe cog A cos B

- e &
BA — 2becos A cos B = o
. b w___ €

o sostituendo nella [5], povendo mente che 2¢ — 7y — 7y, =

c c g ¢
&ﬂ——bcosﬂ———z—:ﬂ-—-bmﬂ F 5 —=@cow B 4 3¢

s (ﬂﬂ:ﬂﬂﬂ‘+%)2+(n¢mﬂ'+-§)ﬂ+ﬂ{duulﬂ+-%)(ﬂu-ul H-—[—%—)mnﬂ—inmmnﬂmn’ﬂ .
P - drﬂ‘EﬂE.E ’

sviluppando e riducendo si giunge facilmente al valore

o a? - ¢*—2aceosB __ | 7 I
P 16 sen® B — 1 |ZsenB| T 4

Si ha dunque p = % con R raggio del cerchio circoscritio al
triangolo A B C.

Si chiami ora 4, il punto in cui l'altezza A A’ taglia il cerchio
A'BC, H Vortocentro del triangolo 4 BC e si osservi che i quafiro
punti B, A', H, €’ sono conciclici. Segue

AA, AN =AC".AC, AH.AA=AB.AC

e ————— e e O SR z Tyl 5 e e
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da cui dividendo membro a membrorisulia A4, : AH—=AC": AB
e poichd AC"—¢c:2—=AB:2 sideduce infine 44, — AH:2.

Risultano cosi nonovamenie dimostirate le note proprieth che il
cerchio passante per i piedi delle altezze di un iriangolo, divide
per mela 1 lati e 1 segmenti che vanno dai vertici al punfo d'in-
contro delle altezze e che il raggio di un {al cerchio & la metd
del raggio del cerchio ecircoscritfo al triangolo.

©. Occupiamoeci ora di frovare l'area del triangolo che ha per
veriici i punti A, B, €' dei lati di un triangolo, posto, come pre-
cedentemente BA' — a, CB — f, AC —= vy, A'C=d, BA —
§, CB=1.

Poiché i triangoli BA'C’, BAC (fig. 6*), hanno in comune
I"angolo B, si ha '

ABAC: ABAC —ay :ac—=uay.b:abe

Similmente
ANCBA: NABC =28d.c:abe,
ANACEB: ANAABC—=+yf.a:abc

onde
ABAC :ayb = NCBA": foc =
ANACE:ypa = NABC:abc.
Di qui &i ricava
NABC — ANBAC — NCBA'— NACE:
abe —ay b —foe —yfa= ANABC:abc,
e indicando con S l'area del /A A BC, posto mente che il primo

termine della propurzione precedente non & alfra cosa che l'area
del A\ A'B'C, si otiiene

ANABC = ﬂ—i-; i abe — oy b — Pa'c — yPu { =

niniﬂbﬂ-—*m(ﬂ—ﬁ )b — @ —a)jc—y(@ — fa (:
ey +a— e — Bl —1 |
od anche

7] AABC =5 apy + 2B |-
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Se A'. B, ¢' sono punti dei lati del /\ ABC tali che le retie A4,
BB, (€ passino per lo stesso punto M, il triangolo A'BC s
fﬂ.’ r

chiama triangolo pedale del punto M’ e poichd allora aBy = « 37,
la sua area viene espressa dalla formola semplieissima

8] ALBE =28. 5 = 25 tBY

abe °

Applicazioni. — 1. Supponiamo che le AA”, BE, CC' coin-
cidano colle trasversali A AW, BB®, 0 passanti pel punto di
potenziale d’ordine p. Poiché allora

la formola [8] da

Tn particolare se p — 1 ossia le tre trasversali passano pel
centro I del cerchio imscritto mel triangolo fondamentale, si trova
per l'area del triangolo pedale di I l'espressione

b o

ﬂ L]
SAABC . = - crs - Taa

1l easo di » — 2 fornisce l'area del triangolo pedale del punto
di LEMOINE.
9t | punti A,B,C siano i piedi delle altezze del A 4ABC,
Poicht BA'— ceos B, CE —acosC, AC'=bcos 4, si irova
AN A'B’ri?' iR cosAcos BeosC __ o8 cos 4 cos B cos C.

ahc

3 8o A, B, C sono i piedi delle congiungenti il centro O del

cerchio circoseritto ad 4 BC, poiché si ha [n. 1, cor. 17] £8 =

A'C
sen 2 (7 o sen 2 C
— S5 Segue B =& =8 . Y TS L per modo che

’area. del triangolo pedale di O risulia espressa da

4 e sen 2 A o sen 2 B gen 2 C
ﬂ *136’_"”83@2[}—[—5&,{123 sen2 A 4-sen2 C "sen2 B-4-een2 A

— 9§ cos A cos B cos C
- nua(B—C)c{:s[C——A)cna{A—.B}'

(¥) Gfr. Periodico. Yol VI, p, 151,
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. Le formole [7] e [8] si prestano naturalmente alla determina-
zione dei rapporti delle aree di due triangoli inseritii nello stesso
iriangolo fondamentale, pedali o no.

Consideriamo dapprima il case di due triangoli A'B'C’, A”’R'C"
(fig. 6% di cui i vertici situati sopra uno stesso lato sono coniugati
isotomici rispetto alle estremith di questo lato. Se poniamo, come al
solito, BA'—w, CB — B, AC = y: BA" = %, CB =4,
AC" = y,, si avra dalla [7]

ALBC=——laby+la—a)6—Bc—|

S
abe

& Aﬂ' B’." C”‘ -—

oy, @—a) 0 —B)e—1,)|

e poiché, per l'ipotesi «, — @

y — e P, =0—08 y,—=c—4, si
vede subito che

AATEC = A\ A”B (.
In secondo Inogo esaminiamo il caso di due trianmoli A’ B
AR pedali di due punti M, M” coniugati isogonali. Dalla prima

« @ a—u ct . a(la—a)c?
deue[l]saguﬂa—m - & L onde: e = (a—u,)r::‘-l[—m[b*
con due formole analoghe per f e y.

Risulta per conseguenza, applicando 1a [8]:
. .S' a* ¥ ¢ (@ —o) (b—B)) (e —1,)
AABC= G ey o, I —B,) o F, A1 Ge—1) 57, a7

Ma d’alira parte
I&A”B”Ur ...S g ﬁl‘r‘i,

onde, osservando che per essere le AA”, BR', CC" concorrenti in
M” si ha By, =(@—=e) (b—p,) (c—7v,) si ottiene infine
AA"B'CT  [aet 4w, (5 — oY][ba® + By(c® — a%)][c b8 - v, (a* — o1
ANA'BC -— a® b3 ¢3
8. Se i punti 4', B, C, A", B", C” cadono o tutti o in parte
esternamente ai lati del friangolo fondamentale & facile verificare che
1 teoremi dei n. 1 e 4 non che i risultati dei 1. 6 e 2 sussistono
inalterati, cosicehé i medesimi sono da considerarsi come generali.

A. LgaLur

Lnia o
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gy A = -
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SUT, MINTHO MOLTIPLO COMUNE A PI0 NUMERI

K noto il seguente teorema: |

« Se P_ & il prodotto di z» numeri dati, P, quello dei massimi
« comuni divisori dei numeri presi due a due, P, quello dei mas-
« simi comuni divisori dei numert presi fre a tre, ........ B .
« quello dei massimi comuni divisori del numeri presi n— I ad
«n— 1 & P_ il massimo comun divisore degli n numeri, il mi-

« nimo multiplo comune di questi sara, per # dispari

P,P,P.....P, _,P

M —= 2 5 n_2 .
] P‘EP-’_—PH""PH_i
4 @ per n parl
A — PiPsPyso o Py g Py
PP, Pyvea B o

Questo teorema, riportato mnel libro del Prof. D. FonrTesisso:
Solw zionario degli esercisi proposii nell’ Aritinetica di BErRTRAND;
Genova, 1882, pag. 122-124, e tratto, come 'antore dice, dalla Intro-
duction d la théorie des nombres di Le Beseur (pag. 52), & ivi
dimostrato considerando i fattori primi costifventi 1 numeri dati.

La dimostrazione seguente, che io presento, s'intende, soltanto ai
ciovani, mi pare pit semplice.

Manteniamo le notazioni adoperate nell’enunciato, e siano A,
A, Ay, ... A i numeri dati. Siano poi: P_d, i massimi comuni
divisori dei numeri presi # —1 ad 2 — 1 (e precisamenie P_d.

quello dei numeri A, 4,, .... 4_,, A, ,, 4 ), siano P d.d, quelli
dei mumeri presi n — 2 ad # — 2, P _d.d d, quelli dei numeri
presi n — 3 ad #— 3, ..... .1 avremo |

.....

?
dove i numeri d, e ¢" sono tulti primi fra loro due a due.




151l

— 0=
Se poniamo D=dad,....d_e Q=¢q¢'¢".... ¢", si avra

M — P“ DQ.
Ora abbiamo

p — p &) G
2 »n
P -2 P (niﬂ) I}(H
3 £
p_ —p® A5
onde, per n dispari
P, P Ealovsnlle ol

w27 n
PPP .. P

P ) FOR)H (2 oot @+ ) (D + () b ()

p (020) +(20) + (Ze) + e+ () + ® G+ Gms) + e ()

&

0) = () + €)= )+ +(Zs) = (2e) + {20) = () =0

(7) = () et (23) = (22) + () =

per cul

ALY N 9 N p,5) g _ P DO— .
PP, P, ::P, o (=
Per n pari si trova in modo simile
PiP PE"" PI_EPﬂ-_l —
PP P ....P P
p G+ +e s () () )+ (& J------+('H)
i
p It () DO e
A 4
— —— =P DO =M.
P__{'ﬂ)
Lnces, dicambre 1894,
S. RinpL
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UN TEOREMA D’ARITMETICA

u - L - - L3 = L3

1°. Sia 4 un intero qualonque e p, py...p, 1 pUMer: primi in-
feriori ad @ e che non lo dividono e dei quali indicheremo il pro-
dotto con =, supponendo che sia = > &.

Consideriamo il sistema di congruenze simultanee:

mod p,

a. mp.l -+ fy = " mod p,

-----------------

dove hip, kw, krp. sono interi eguali o disuguali rispetiiva-

mente inferiori a p,, p, -... p, & che col loro insieme costituiscono
un sistema che si fa corrispondere in modo arbitrario, ma che una
volia fissato rimane costante, all’indice ¢, e p, € wno qualungue dei

numeri p,, s - inferiori e primi ard 2.

 Poga)
Per ogni intero y pel guale si abbia:

y-—:‘kip mod p, = 1,8, «s:s ¥

snssiste, com’ & note (%), la relazione:

— |
S

. O
Y= R (m) Pionen k"l-'-(iv.-)

per cmi st avra pure:

- ™ Fl_i it P‘r_‘]
a. @,y + &y =k E) +....+;;FF(—) mod =

g risolvendo:

mod =

F |

w5 = (kw (E)P‘_i i —- (:rf"_i——pl) a7 mod

(*) Nel § €5 delle Lexiond sulia taoria el numert del DIRICHLET gi dimostra che ae @ Qlviso per
a, B, ¢, ... primi ¥ loro doe a doe, da rispettivianente per resii X, E, s «++y 8l Ba

= da o -]-Bb'ﬁ—i- Pe' Y+ «-0e  (mod, )

n ] "

pgEnio n=a.0b.¢, ..., ,:I:-u—, E:—-?, = gd a’, b, ¢, ..., rolusloni di 45=1
= s — St
moda, B2—=1 modd, Czx=1 mode ..... Ma pel lsovsma di Fsraar ¢ =4 mod @,
Hby—1 -1
.'.i’E.]E‘l‘i'ri':I mod &, ::’E{I(P{n} mod &, . .. quindi s relszione

2= (:%)g(’(ﬂ} .ﬂ-—l-(%)q“h} B3 (“T)‘?(“) .y =.... medn,




= P o
—

L’E' ’ . _E F] T3

spl:essmne k”,. (Pi) e krP- (;:
manifestamente un numerg prung con w, € se noi attribniamo ai
ﬂﬂﬁiﬁ:}fanti B,y BULL i possibili sistemi di valori compatibili con la
condizione Ry < P, otteniamo per essa (,— 1) (p, —1)......
(P, — 1) = @ (=) valori congrui mod % ai numeri By By o B
Ry(xy inferiori e primi a =.

Indicando ora con R il resto di a%™ ™" mod = manifestamente
primo a w, si ha:

P —1
) " rappresenta

TRERE

Tr=8,.R—p . R mod =

Osservando che i numeri }?F_. £ sono congrui, henché in aliro
ordine, ai numeri R, ed indicando con my, Ul resto di gy . R siof-
tiene, ponendo RF—' R=FR w?

l..!.
come espressione della soluzione comune alle congruenze del pre-
cedente sistema in corrispondenza agli indici p e 1.

Supponiamo ora che per un certo valore di « @ A, vale a dire
per un determinato sistema 4 s gy - o k.. © per un certo py, la
differenza R’P_ — 7, sé positiva (od il suo complementio se negativa)
sia minore di @ e diversa da zero: indicandola con 5 si avrh:

= |

oy = (5 ey (37

e quindi:
a . E—I_F}.E'éil.z mod p, .

EEEBﬂfil{] Ao Ifrimn A p e p ada, as - p, non & divisibile per
aleuno dei numeri primi inferiori ad a, ed essendo inoltre minore
di @° si conclude che & un numero primo.

Reciprocamente ogni numero primo compreso tra 2 ed a® si pud
porre sotio la forma ae¢ -~ py & < @ per cui sary

E'E_I_Fl_:_kip. modp, i—12, ....»
e quindi:

acot =k, (ST ok, ()7 mod =

P,

e
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ed infine ¢ = K, — v\ mod = cioé ¢ = R, — 7, oppure
R’ — —[— =. Segue da cid che per ogni numero primo com-

preso tla. a ed a® (estremi esclusi) esiste un sistema di valori per A
o p pei quali la differenza R, — 7 se positiva (il suo complemento
se negativa) ¢ minore di a.

2° Sieno ora ¢, ¢ due numeri primi maggiori di @ e minori
dia®. Avremoa.o ¢, =@ @ .0 4+ p) = g e per quanto precede:

6= (A:i LA gt (Z)" — pl) ¥ mod

By P,
o =k, (i)”‘_i et by (Pi)’”""'"—— P;;) . @¥™™" mod 7.

Poniamo ora che sia py ——py/: dovrd essere manifestamente p.
diverso da ¢ poiché altrimenti risulterebbe ¢ — ¢’
Coneludiamo quindi che a due numeri primi compresi tra a ed a°
corrispondono due sistemi di valori diversi per gli indiei ¥, A.
Raciprocamente, sieno &, p; X, u' due coppie diverse per le quali
si abbia.:
Gy = By — 1)
m[_;rlr = ff’!_g —— )
e supponiamo che, essendo le precedenti differenze se positive (o i

mod w

complementi se negative) entrambi minori di @, i due numeri primi
ac - py, @.o Py risuliino eguali.
Tale ipotesi porta di conseguenza
fr=py mod a
che non & ammissibile altro che mel caso particolare py — pyr av-

verandosi il quale, dovrebbe pur essere o=—4¢" ¢ quindi sussistere 0
'una o l'altra delle due eguaglianze :

g — F N S o
HP_?I—RFF—TIF, R’[‘L-—}l___ﬁpf—flr ™

la prima qualora le due differenze abbiano lo stesso segno, la se-
conda qualora ahhiano segni opposti.

Ma 1'ipotesi gy, — pyr porta di conseguenza 2 ==y quindi le
due precedenti eguaglianze si riducono alle due assurde :

- — ? == Frels e
| R’F_’R’E" R'I-" er” ™

e

i 1 EITT T

s
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A due diverse coppie di indici non pud quindi corrispondere lo %&
stesso numero primo. g
3° Riassumendo qnanto si & dimostrato nei due paragrafi pre- =
cedenti @ fenendo presente il significato dei simboli adottati e 1'ipo- ==
test = > 4, si pnd enmnciare il seguente =
TrorEMa « Il numero dei numeri primi compresi ira a ed «® G
(estremi esclusi) eoincide col numero delle coppie di indici %, @ per i
le quali la corrispondente differenza R’ p — 75 se positiva (il suo E

e

complemento se negativa) risnlta minore di & ». DLl ]

s

Nota. La dimostrazione si appoggia all'ipofesi w = a: valendosi perd della g
proposizione di Tememcurr secondo la quale per # > 7 esiste sempre wn mo- -+ oo f

[ ﬂ & ) R
mero prime (ra —- ed #—2, si pud provare che iale ipotesi ¢ sempre am- =3

- L & r - - i |
missibile da un certo valore di a in poL. i
. Scarpis. =

SULLA FORMA DEL QUOZIENTE

o
.....

NEL TEOREMA DI FERMAT e

: 1. L'astronomo Grovannt Prana nella sna Mémoire swr la (héo- e
a2 des Nombres (Accademia delle Scienze di Torino 1860), osservi | o

e che gli analisti si erano limitati a dimostrare in modi diversi la =¥
divisibilith di o* — a. per il numero primo p e si propose percio ==
di determinare la forma del quoziente ﬂﬂ; = | h:_im
La forma ottenuta dal Prawa si pnd con metodo assai pitr semplice =3

e spedito ricavare dalla seguente identitd £

@+ 1y —of =)o~ 4 E)a + ...+ (2 o+ 1, =1
facendo in essa suceessivamente | =

a—=1,2 3,.... (a—1) e s

& sommando membro a membro le (@ — 1) eguaglianze; se con 3, s
indichiamo la somma delle poienze 7°° dei numeri della serie [1], S
avremo, fatle le riduzioni, e

. (p p e
a* fc_(l)su—}—(?)?u—l—-l—(riil) g, sE

]

il L
¥

R T S T S

LR BT S

1 Kiﬁ‘ s
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o da questa forma non solo risulta la divisibilith del primo membro

per il numero primo p, essendo i coefficienti binominali (3]] ) (‘;) 8ce.

divisibili per il numero primo p, ma si ottiene ancora, osservando
G —

che (?_) = (p_ r),

®— a —1 — 1Y(p—2
e, s, )+ o (h )+ E e (5,5, )

—1)(p—2) (—3 - (p—2 5 +1)
(—*—)

e questa & appunto la forina otlenuta dal Prawa.

Il caleolo delle s, & perd talmente laborioso guando ¢ e p sono
numeri grandi, da snggerire la ricerca di una forma pin acconcia
al calcolo numerico; quesio & appunto lo scopo della presente nota.

2. Sieno dati p gruppi di elementi totti fra loro differenti
G,, @, G, ... G, e ciascun gruppo sia composto di & elementi;
fra le combinazioni semplici della classe p formate colle tofalita
degli @ > p elementi, alevme conterranno elementi scelti da un solo
gruppo (quando @ = p), alire elementi seelti da due gruppi, da
tre, cee. @ finalmente alcune conterranno elementi scolti da tutti i
gruppi; indicheremo il numero di talk combinazioni rmspettivamente
oot G,y C,...C, . ..GP.

Scelti » groppi fra i p dati, & chiaro che il numero delle combi-
nazioni confenenti elementi scelti da ciascuno di {ali gruppi, puo
essere rappresentato da

() E) @ ()

()=t

dove

.F

e la somma va estesa a tutle le soluzioni della eguazione
£ 4l 4. i =D
in numeri interi positivi, non nulli.

E poich® la scelia di » gruppi dai p dati si pud fare in ({')
modi differenti, cosi avremo

6= ()2() ()

vt | =

: w w .

b B
L

FELTIA, BT

bt e i
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¢ siccome sommando futte le C otteniamo il numero totale' delle
combinazioni semplici degli @ < p elementi della classe p, avremo

(77 =0 G +E =) E)
+EZE) Q) O ++0)= () (5) e () -

B )

dove in ciascuna sommatoria le 7 devono assumere valori interi posi-
tivi non nulli la cni somma deve essere eguale a .

Ora 'ultimo termine ha ovidentemente il valore & per cul, se
notiamo che

(uxp)_jﬁ(ﬂp— ) (@p —2)....[ap — (p — 1)]
» l.2.3...(p—1).p

= a -} multiplo di p, (quando p & primo)

resterd dimostrata la divisibilith di a® — @ per il numero primo p
e al tempo siesso si avrh modo di caleolare il quoziente.
Il calcolo del quoziente viene in tal wodo a dipendere dalle 3],
e poiché anche queste non sono immediatamente calcolabili, cer-
pressioni pilt convenienti.

chiamo di trasformarle i e

by

P
o

(Continua). SRS - F. PaNizza.
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LA LEGGE DELLE INVERSE

.

Nell'insegnare I'avitmetica razionale sarebbe ulile far conpscere agli alunni
la legge delle inverse press'a poco sotfo la forma seguente.

1. Bi suppongano dimostrati quesii dus teoremi :

Se lo differenza di due numeri é divisibile per un numero, quei due
numert divisi per quest'witimo daranno wgualt resti,

Se due nwmeri divisi per un numero danno resti uguali, lo differensa
def due primi numeri sara divisibile per il terzo.

In ciascuno di questi teoremi, come accade di tutti, vengono afformate due
proprietd : uns. di queste ¢ ammessa come data, e costituisce la ipotesi del teo-
rems, alira si meite in evidenza, si deduce, si ricava col ragiopamento, @ co-
stituisee la conclusione o la tesi, Nel caso attuale, & vede inoltre che I'ipotesi
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dellun teorema costituisee Ia conclusione dell'altro : onde cosi fatti teoremi si
dicono inversi o rectproct (7).

9. Giova subito notare che non & sempre lecito d'invertire una proposizions,
Per es., essendo 5 e 3 gli addendi, il tofale sari 8; ma, inversamente, non si
potra affermare che, essendo 8 il totale, gli addendi debbanc essers D e &, Cosi
pare, awmmettendo che un numero divida due pumeri, si pud concludere che
divide 12 loro somma; ms, inversamente, ammetiendo che un numero divida la
somma di due numeri, non & lecito concludere che dividera questi due; eec.

3. Quendo due proprieti sono cosi collegate che, verificandosi I'una, si ve-
rifichi necessariamante anche 1'altra, allora se 'una now ei verifica, necessaris-
mente mon =i pud verificara neppure Usltra. Per es., se due numeri, divisi per
un. numero, nor producono uguali resti, la differenza di qusi dug primi nu-
smeri non potrd essere divisibile par il terzo: poiché, diversamente, 1 due nn-
meri, divisi per quel terzo, dovrebbera dare resti contemporaneamente uguali e
disuguali ; il che & contrario al noto principio di logica, detto principio di cor-
traddisions « una cosa non pud al fempo stesso essere e non essare », Cosi
pure : se la differenzae fra due numeri non & divisibile per wn numaoro, qresi
dus numeri divisi pel terzo non daranno uguali resti; poiche, diversamente,
la differenze di due numeri dovrebbe contemporaugamente esssr'e e non essere
divisibile per un terzo,

4. | due teoremi enunciali all’articolo precedemte sono pure inverst 'uno
dell'altro, ma, confrontati con quelli riportati all’art. 1, si vede che I'ipotesi e
la eonclusione in uno di essi sono le proprietd contraddittorie o negative 1i-
spetto & quelle costituenti 1" ipotesi e la conclusione in uno degli altri: laonde
il 1" teorema dell'avt. | e il 2° dell'rticolo precedente si dicono contrary o
opposit 'noo dell'altro, e cost pure sono mutrmj‘ fra loro il 2° dell'art. 1 e
il 1° dell'articoln precedente. |

5. Qui pure giova avvertire che non tutte le proposizioni possono essere
contraddette. Per es., un numero che divide due altri, divide aneche la loro
somma: me, contrariamente, ammesso che un numero non divida due altri, non
& lecito concludere che non divide la loro sommsa Per es. 3 non divide [1 e 4,
eppure divide la loro somma 1) 4 4.

6, L'art. 3 fa vedere che:

Dimastrati due teoremi inversi, si possono rilenere dimostrali anche
loro contrary.

Inversamente, & facile persuadersi che :

Dimostrati due teoremi contrary, si possono ritenere dimostrati anche 1
lore mverss,

7. Queste due proprietd costitniscono la legge delle inverse che domina in
ogni parte delle matematiche; e che pud esprimersi pifi concisamente cosi:

Dimaostrato un teorema, si pud rvitenere dimostrato il contrario del ve-
ciproco.

(%) Avverto una volte per tutte clie questi mief sugel di matemaiies elementare, ¢he conten-
rono uelln gostanza cose notlssime, sono sorittl per pgli zlunni delle scuole secondarie, Di qui la
ragione di talonl particolari che per i doeentl sarebbero soveroll,

3
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Infatti. si consideri nn teorema del tipo generale seguente:

Se riguardo o un dato soggetio S sussiste una corte propricta 1, sussi-

sterd pure simultaneamente una verte propricté T per qued medesimo saggetiv.

11 contrario del suo reciproco sarebbe :

¢ riguardo a wn dato soggetto S non sussiste una veria proprisia T,

Ao poird shnullaneamente sussistere una certa proprieta | per quel medesimo
309 9eito,

Ora, cid dovrd appunto accadere, poiché diversamente, sussistendo la pro-
prictd I, sussisterebbe la proprietd 7', pel primo teorema, e guindi éueata pro-
prieta T doyrebbe contemporaneamente sussistere e non sussistare,

B facile vedere che, inversaments, le due proprietd dell'arficole precedente
s0n0 comseguenze di quest'ultima, poiché, p. e., dimostrati due teoremi inversi,
saraomno veri 1 contrarj dei loro inversi.

Inoltre si osservi che I contrario dell'inverso & lo stesso che Tinverso del
CORETII0, ’

8. Accade talora (di rado in Aritmetica, piti spesso in altre parti della Ma-
tematica) che ia ipoiesi di un teorema si compone di varie proprietd anziché
di une. Per es. nel teorema: se un numero divide il prodotio di due numeri
ed & primo con uno di essi, dividera l'aliro; ipotesi & costifuita da due pro-
prietd o ipotesi parzall. _

In tal caso & possone alle volie combinare queste proprietd in guisa da
formave aliri teoremi, i gqnali, estendendo opportunamente le definizioni date, si
possono chiamare inversi, contrarj, ece..

9. Quando due propriets sono collegate per modo che verificandosi 1'bna,
el verifichi necessariomente I'altra, allora, anziché enunciare separatamente i
dae teoremi imversi che ne derivano, se ne forma ano solo che si enuncia cosi :

Lo condizions NROESSARIA ¢ SUFFICIENTE affinchd si verifichi una di quelle
dug proprie'd é che si verifichi l'altra. T talora anche eosi: Una di quelle due
propriet: si verifica allora, e allora solianto, quando si verifica Ualira.

Per es., si atiribuiseano a un nuamero le due proprieta seguenti :

2) la somma delle sue cifre & divisibile par O ;

b) il numero & divisibile per O,

Ora & noto che: basta, & swfficiente, che si verifichi la prima perché neces-
sariamenie si verifichi la seconds; basta, & sufficiente, che si verifichi la seconda
perché necessariamente si verifichi anche la prima,

Quindi, questi due teoremi reciproci si rimnissono in uno svlo cosl:

Lo condizione NECESSARIA ¢ SUFFICIENTE affinché un muwmero sia divisi-
bile por 9 & che sic tale la somma delle sue cifre. O anche cosl: Un numero
¢ divisilile per 9 allora, e allora soltanto, guando & tale la somma delle sue
ctfre.

10. Come si & notato, non sempre una proposizione polra inveriirsi. Infatti
pud accadere che, menire V'affermazione d&i uns certa proprietd, non basiz, non
¢ sufficiente, senza Paggiunta di una o pid altre, per dedurne un'altra; inver-
spmente, l'affermazione di quesi’nltima basf, sie sufficiente, per ricavarune la
prima,

:
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Per es., non basia, non & sufficients che nn mmero divida il prodotio
due numeri, per poter dire che dividerd anche uno del fattori; bisogne aggiun-
gare che il numero € primo con I'altro fattore. Lnvece, baste, & sufficienis, che
an pumero divida mno dei fattori, perchd necessarigmente divide anche il pro-
dotto (). Cid potrd esprimersi brevemente cosi:

La condizione necessaria, ma non sufficiente, affinché un numero divida
ano dei due fatteri di un prodotto & che divida guesto prodotto. Ovvero, la con-
dizione sufficiente, ma non necessarig, affinché wn numero divida wun prodotio
di due fattori & che divida nno di questi faifors.

11. Aceade talvolta che da differenti proprietd noo goesistenti, quando siano
tratlate separatamente, ne derivi una sola di natura sssenzialmente diversa dalle
prime. 1o tal easo si vede che, se verificandosi una quelmmgee delle prime, s
verifics necessariamente anche l'altra e solfanfo questa, inversamente, 1l verin-
carsi di guesta, non basts, nen & sufficiente, per poter affermare la sua coe-
sistenza con una delle prime, Cid significa che:

La condizione swfficiente, ma non necessaria, affinche si verifichi gquella
proprisia & che si verifichi wne delle prime. Ovvero, la. condizione necessaria,
ma non sufficiente, affinché si verifichi wna delle prime & che si verifichi quelle
propriett; e questo purchd, come si ¢ detio, guella seconda proprieth si verifichi
soltants quando & verificata una delle prime.

Prenderemo un esempio dalla geometria.

Se dne angoli sono: opposti al vertice, o retti, o formati da lati paralleli
(diretii ece.), o da lali perpeundicolar: (disposti ecc ), essi angoli saranno Reces-
sariaments uguali. _

Ma, inversamente, non basta, non € sufficiente, sapare che dne angoli sono
aguali per poter dire che essi saranno, p. €., opposii al vertice, o relil, ecc.
Onde si dirh:

La condizione necsssaria, me non sufficients; affinehd due angoli siano
opposti al vertice, ovvero abbiano & lati paralleli, (diretti ecc.) o 1 lati perpen-
dieolari (disposli ecc.) o siano retti, & cha sinno ugusli. Ovvero la eondizione
sufficiente, Ma non necesseria, affinché due angoli siano uvguali, & che s1an0 op-
posti al vertice, ovvero che abbiano i lati paralleld (divotti ece.), ovvero che
abbigno i lati perpendicolari (disposti ece.), ovvero ¢che siano retiiL

12. Per altimo, come complemente alla legge (elle inverse esporremo il se-
guente prineipio:

Qe si sono dimostrati » teoremi, Telativi a un medesimo soggetto S, e se
le ipotesi di questi teoremi sono futie juelle possibili riguardo 2 un determi-
pato argomento, cosicché di queste n ipotesi I, I, Ty ..., I, debbu sempre
necassariamente verificarsene wne, e se le tesi T\, T, v oy T di guestl
teoremi sono incompaftibili fra loro, cosieché, verificandpsene una, noOD  possH
contemporancamente avverarsene un'altra, allora si pofranno seanz'aliro riteners
come dimostrati gli » teorsmi inversi.

(¥) Surebba qoxnsl inntile svvertire ohe in questi taoremi i divisibilitad, qonaundo si dice nTmMero
s*intenda ssmpre numero interv.
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[nfetti, il soggetto & deve sempre avere una delle proprieta I; quindi anche
quando 8§ abbia per esempio la proprietd T,, dovrd verificarsi una delle I, e
precisamente la I, poiche, se invece si verificasss ad esempio la I, allora si
verificherebbe pure la 7, e allora sussisterebbero simulfaneamente le propricta
T, e T, il che & impossibile.

Per- es., tre ipotesi sono possibili sulla grandezza relativa dei termini di una
frazione:

) il numerators ¢ minore del denominatore (frazione pura);

) il numerafore ¢ maggiore del denominatore (frazione spuria);

¢) il numeratore & uguale al denomiovatore (frazione uguale a 1)

Ora, aggiungendo ai due termini della frazione uno siesso numero, si ha
che nel primo caso la [razione cresce di valore, nel secondo diminuisce, nel
terzo non camhbia, Cosi, relativamente a queste soggetto e in ordine & siffetto
argomento e alle proprietd ammissibili, si possono enuncigre treé teoremi, ¢ sol-
tacto tre. Allormz, per il principiv enunciato, sussislono necessurizmenle [ leogremi
reciprocl, come si pud vedere dimostrandoli pey esclusione, Per esempto, si avrd :

Se aggiungendo uno stesso pumero sl doe termini di una frazione, quesia
cresce, la Frazione saria purs,

Poiché se tale non fosse, essa sarebbe maggiore o uguale a 1 e quindi, con
I'addizione di uno stesso numero ai suol due lermini, essa diminuirebbs o nou
cambierebbe di yalore, (Cioé, aggiungendo uno siesso numero ai due termini di una
frazione, essa dovrebbe contemporaneamente aumeniare e conservare il suo valore.

13. Chiudereme questo c¢enne solla legge delle inverse, la quale, come si e
detto, domina in ogni parte della matematics, con il seguente esempio aritmetico
moelto istrotiive.

Il denominatore di una frazione ordinavis irreducibile pud conteucre soltauto
i fattori 2 e 5, oppure fatiori diversi da questi, oppure tali fattori 2 e 5 in—
sieme con altri: e non pud accadere alirimenti. Ammesse tali proprietd, si pud
dimostrare ordinatamente che la feazione dara luogo a un unumero decimale
finito, oppure periodico semplice, oppure periodico misto. Ora, in base al prin-
cipio precedente, sussisteranno i feoremi reciproci: e, inversamente, dimosirati
prima quesil feoremi reciproci, si potranno prima ritenere dimosfrafi 1 primi.
Nell'un caso o nall’zltro, i nuovi teoremi si dimostrano per esclustore; e tulii
g sal 1 teorami, eombinzti a due a due, si ecompendiano nei ira seguenti :

a) La condizione necessaria e sufficiente affinchd una frazione ordinaria
irreducibile si converta in up nomero decimale finito, & che il suo denomina-
tore contenga i soli fattari 2 e 5,

b) La eondizione neccssaria ¢ sufficiente affincké una {razione ordinaria
irreducibile si converta im un numero decimale periodico semplice, é che il suo
denominatore non contenga alcuno dei fattori £ e 6.

¢) La condizione necessaria e sufficiente affinché una frazione ordinaria
wreduecibile si converla iu un nuwero decimale periodico misty, € che il suo

denominaiore confenga almeno uno dei fattori 2 e 5 insieme ad altri

Netvi, novembre 1534,
Grovasnt GARBIERI.
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« TRMI DT MATEMATICA DATI PER L' ESAME DI MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL'AUS TRIA-UNGHERIA
alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93

(Continuazione: V.pag. 27, 55, 97, 148 ¢ 184 dell'anng IX).

ViEana: i . Ginnasio sup. nel XVIT Circ. — 1. Se ai quatiro termini di
una progressione aritmetica s'aggiungono rispattivamente i numeri 9, 0, 9, 1S
si oftiene uma progressione geometrics. Quali sono le due progressiont ?

2, Quali sno gli angoh di un triangole nel quale due Iaty stanno come
5:3 a gli angoli opposti come 1:2°%

9 L'altezza d'un cono retto & A=—=8 cm., 'angolo sl vertice 2 o — 2R"4%8";
qual & il volume di quel setfore sferico del quale il cono dato forma il com-
plerento ?

4, Si domanda l'equazione di quel cerchio che passa pel punto (5,9) & tocea
la vetta 42 -4 3y -+ 3=0 nel punto (— 3,3).

Vienna : Ginsasio comunals sup. nel XIX Cire. — 1. Quali numeri hanno
la propricta che tanto la differenza delle loro ferze potenze quanto la somma
dei loro gquadrati aumentata del lero prodotto é uguale a 19¢

9. Due amici risparmiano alcunché del loro denaro per uu viegglo da fara
nelle vacanze. Il primo mette da parte da prima 2 florini e quindi ogni mese
successivo | 1. di pitt che nel mese precedente: il secondo comineis un mese
pitt tardi mettendo da parte prims 3 for. e quindi ogni mese snceessivo 1,50 f.
di pin che nel precedente. Per quanti mesi devono risparmiare ambedue onde avere
assieme 1o somma di 96,60 f, e quanto speliz a ciaseheduno ?

9 &i ha dz caleolare la superficie di una piramide ottagouale regolare che
ha Talterza di 12 dm. e la cui massima sezione diagounale misura 60 dm.” (Ri-
sultato esatto in om.®),

4 [ellisse 16a® - 254% = 400 viene tagliata da una retta che passa per
quel punte dell'asse delle ascisse che ha ['ascissa — 4 e fa con quesfo un an-
golo di 459, Qual & 1'sngolo acuto che racchiudono le tengenti guidate pei due
punti d'intersezione?

Viennk: i v Ginnasio sup. accadsmico, — 1. Due corpi pariendo dallo
stesso punto si muovono in direzoni opposte sulla periferia d'un cerchio. Il
primo fa nel primo secondo 30 g in ogni secondo successivo 17 di pil, il se-
condo fa nel primo secondo 1“% ed in ogni se:ondo successivo 6% di pid che
nel precedente. Quando si incontrerannd i due corpi ia prima e la seconda volta?

9 la somma dei due lati @ e & di un hiangolo & di d==10 maggiore del
terzo lato . Gli angoli sono a==43036'10", f=11015"16", y= 1249587347,
Caleolare 1 laf.

3. Ad una sfera col raggio » & circoscritfa una piramide quadratica rego-
lare la cui base ha la diagonale 4. Galcolare la superficie ed il volume deila
piramide e I'angolo d'imclinazions delle faceie latersli colla base,

PR g E SR e
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4. Ua ramo dell'iperbole coi cemiassi 2 ¢ & ha comune il vertice e Vasse
con nna parabola. Gli assintoti dell'iperbole sonp tangenti alla parabolas Si de-
termini 1l paramelro della parabola e le coordinate dei puanti di coniatto.

TreNYO: 7. 7. Ginnasio sup. — Ses. it. ~ 1. LY otV y—=p = (Vs —p y)+2;
L3 (Yatp/y)=Visyatya)—1

2, [ "4 y°* —2mycos g=—= 144, Il zy sen g=—236, 1ll. » 4 y = 28.

3. Risolvere un triangolo obliguangolo dati b—¢ —125,5, 8—y =75 13" 10",
a=—201,8.

4. Una vella interseca gli assi alle distanze », —4,y, =5, Fra questa retla
e I'assap delle ordinate si trove un cerchip che locea le due refte e il cui cen-
tro ha Pascissa p—1. Qual'é Vequazione di quesio cerchio?

TrENTO @ & v. Ginnasio sup, — Ses. tedesea, — 1. Una societd di 25 persone,
uwomini. donne e ragaszi, consuma in un‘esteria 33,6 f.; ogni womo cioé 1,75 f,
ogut donna 1,20 [, ed ogai ragazzo 0,7 £. Ouanti erano gli uomini, gnanie le
donne e quanti i ragazz?

2. Un friangolo rebiangelo A B (C =90") ruota intorno ad un asse pa-
rallela a BC; quanto importano supervficie e volume del corpo di rotazione se
¢e—20 od x—43% 38" 10" 2

. 51 deve

| w
| 0

3. La parabola y*=—4 @ viene taghata dalla retta y—=—o -

caleolare il segmento parabolico separato dalla retta,

4. (In alternativa ecol 3), I Gre vertici di uwn triangolo hanno le coordinate
A =—15, y,=—15), B (¢, = — 3y, = 19), C(w,= 15, y, = — 3),
si cerchmo le coordinate del centro del cerchio circoscritlo.

Roverero : i ». Ginnasio sup. — 1. Un debito di 758000 £, per il quale
si devé pagare il 6", d'interesse composto, viene estinto in 10 aunni col paga-
mento di 10 rate eguali versate alla fine d'ogni anpo. 8i domanda il valore
della rata.

l
2, La superficie fotale di un cono retto & 7y di quella della sfera, che

ha per raggio il semiperimetro della sezione passante per 1'asse, Che lato e
che volume ha il cono, se la superficie della sfera & s — 3260 dm®?

3. La Dbase di un {rapezio isoseele ¢ a — 17 dm. 1 Iati non paralleli val-
gono ciascono ¢ = 10,7 dm, I'angolo racchiuso dalle dirgonali & e=—=100" 12’
Si domanda il valore degli elementi del trapezio.

4. Le equazioni di due cerchi sono (z — 3)* + 3= 16, o¥-}-(y 4~ 1)t =0,
Che superficie ha il trizngolo avente per vertici i due punti d'intersezione e il
cenfro del secendo cerchio ¥

Trsta : Ginnasio comunale sup. — 1. 1. YPy— Vo=
Voty—Viey Fo—y+0; I Po—y: /20 —@=3:2.

2. Un serbatoio d'acqua pud venir riempito mwediante i tubi 4 e B in 35

minuti, ¢ medianle 1 tubi B e € in 70 minoti. In ¢uanti minuti pud esso venire

riempiuto pediznie ogni singolo tunbo ?
J. 5i caleoli il volome di an tronco piramidale che abbia la base B —
all'ottagone regolare inscritto ad un cerchio col raggio —2m, ¢ Ia base B, =
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all'ottagono regolare circozeritto al medesimo carchio, e 'altema = alla di-
stanza dei punti M, == (4,6) ed M,=(10,14).

TrRESTE: & 7 Gmﬂasm sup. — 1. La somma dai fre primi termim d1
unsa progressione geometrica & 52 la differenza del quarto e secondo fermine
sta alla differenza del secondo e del primo come 12: 1. Qual' ¢ la progressione?

2. La superficie laterale d'un como refio & di 1 dm® B8 cm® 4Y¥ mm?®,
I'angolo al vertice della sezione assiale ¢ 73" 44" 21,4”, 1l cono & inscritfo in

nna sfera, Quoal’é il volume del segmento sferico che poggiz sulle base del cono®

17
3. Un cerchio passa pei punti d'intersezione delle tre reiie y— Z | 5
y=—x-4 1, y=3@w— 19 ¢ viene =egato dalla retta y=—=w= 4 1i. Qual'e
'aren del triangolo determinato dalla corda e dal punto (11,14) del cerchio ?
Viewsa: i, r. Ginnasio sup. su den Schotlen. — 1. In una proporzione la
somma dei termini estremi & =24, quella dei termini medi = 16 ¢ la somma

dei quadrati di luili i termini & ==580. Qual & la proposzione ?
2. Si cerchi P'angolo 12 cul tangente trigonomeirics é 32 volte 1a differenza

fra la guavta parte del seno dell'mngolo doppio e la ferza parte del seno dell’an—

golo semplice,
3. Sviluppare completamente (2 — y — 1)

45\* 1\*
4, Le equazioni di due circoli sono m”-{—yﬁ = (?) 8 (:u— 12 E) -

15
Y p— ( 4) §i determini I'area del iriangolo che & compreso fra le due tan-
genti esterne e la corda comune.

—
Viewna: e, r. Gennasio deli Acc. Terﬂs:'m.—l.V g m'l"V
% By—-—...
=212, 3@+ D)= +)y—=-+1)

2. In una progressione geomeirica di fermini veali la somma del lre primi
termini & == 14, ed il loro prodotio = 64. ln una progressiene arilmetica invece
la somma dai tre primi termini & == 12 ed il loro prodofto =48, Qual {er-
mine della progressione genmetrlea. concorda col 512" lermine della progressione
aritmetica ¢

3. Un triangolo col lsto ¢ =156 cm. e gli angoli sdiacenti & — 46°23'50"
e p=—=01%5"390" forma la base di un prisma obliquo che ha gli spigoli late-
vali s== 128,624 em. ed inolinato di 3 =71°40'31" verso la base. Qnale & il
volnme del prisma ?

4, Dal punto (4,0) & guidaia vna tangente all'iparbole 9z° — 25y* =— 225,
la guale taglia gli assinfoti nei punti €, e C,. Si determini il lnogo geometrieo
det cenlri di futii i circoli che paseano per quesii due punti, e si riesrchi la
sug posizione rispetto alla normale dell'iperbole che corrisponde a quella fan—

gente.

Vienna : Ginnasio rexle sup. comunale Leopoldstadi, — 1. Un tale pone

]
ad interesse composto del 4 5 "/ per 12 anni, alla fine di ogni anno, 762,13 f..
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Per quanti anni potrd egli poi ricevere, pure alla fine d'ogni anno, 2000 f.
afiinché capitale 8 frutii vengano consumati?

2, Y104+35 — P14 — 20— /19 —2u.

3. In una piramide trizngolure ghi spigoli alla base sono ¢ = 600, » — 450,
¢ =210. I tre spigoli laterali sono eguali a /==0626. Qual & la superficie di
un parallelepipedo reftangolave equivalente, se i tre spigoli di questo stanno fra
Joro come 14: [8:257

4, Sotfo quali angoli tagliz la parabola y® =8 v quella retta che passa per
1 punti (—2,8) e (3,3)¢

WiEnER NeUSTADT: i. ». Gimnasiv sup. — 1. Qual é il lato pih corto e
quale il pid lungo di un triangolo rettangolo, che ha P'area di 138 m.® se un
angolo importa 27953 ¢

2. Per tre punfi (2,3), (— 2,3) e (), — 2) si conduca un ecircolo, lo si
considert come base di un cilindre equilatero e si caleoli il volume e la super-
ficie del cubo inseriifo in questo ecilindro.

3L —20y+4+34°=33, 1. 32* L 4oy |- 6 y2=291.

4. 'Tre fratelli dei quali il pi& veechio ha ora »,
16 anni ed il prr giovane n,=—13 anni, hanno ricevuto, ognuno all'eta di
m==10 anni, on regale ¢= 1500 £, il quale fu impieguto all'intersssa com-
posto del p=—=479/ . Devono fondare un' impresa tostoché abbiano insieme o, =
10000 f. Quanto deyono aspettare ?

Gorwra: i, . Ginnasio sup. — 1, 1 a* - y*=706, 1. # —y=2.

2. In uwoa fabbrica, dopo l'introduzione di wana maechiva a vapore, vengono
licenziatl 45 operai, dei quali 40 ricevevano una mercede seflimanale di 9 e
gli altri una mercede settimanale di 11 (. La Gibbrics impiega il risparmio cosi
ottenuto alla fine d'ogni amno come rata d'ammortizzazione pel pagamento della
macchiny, i1 quale st lrova cosl pagmia intieramente alla fine del 22° snne.
Qual'era il prezzo originario di questa? (5 U/, d'interesse),

3. Nel punti d'intersezione del ecircolo @ 4 42 =97 e dell’ ellisse

=— IR anni, il medio n, —

15 8
lare gli angoli da esse formati coll'asse delle ascisse.

ZamA @ 1. . Ginnasio sup, — 1.Tn tale vuol pagare per 21 anni di se—
guito al prineipio d'ogni anno uns somma determinata, affinché scorsi quelli
anni egli medesimo od un altro individuo possa per dieci anni di seguito per-
cepire una rvendifa di 1000 f, pagsbili alla fine di ogni anno. Quale sara la

: P . i .
somma da pagarsi annualmente, se si caleola il 3 7 °/, d'interesse composto ?

( S )—i (y)‘ 1 si doevemn guidare langenti ad ambedue le curve e caleo-

2, Il perimetro di un triangolo & di 20 m., la suz base & di 5 m. minare
deila somma degli aliri due lati, la somma dei quadrafi di tuti e tre i lati &
di 1489 m.": s calcolino i lati e gli angoli del triangolo ed il volume del corpo
generato dalla rotazione del triangolo intorne zlla sua hase.

3. Date le coordinate di tre punti & =2, y, =1; 2,=3,y,=1;
@0, y, =4, si fovi la superficie ed il volume della sfers che ha per

cereliiv massimo il cerchio che passa per guesti tre punti.

L e
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Bowzano: Ginnasio sup. del Frawcescani. — 1. senw -} | = 2cosm.

2 Una progressione aritmetica ed una progressione geomeirica accordano
nel primo e secondo termine; il terzo fermine della progressione geomelrica é
aguale al quarto termine defla progressione amtmetica. Qual’é in ambedue le
serie la somma dei primi 20 fermini ?

3 Sopra l'ipotenusa di un triangolo rettangolo isoscele col cateto a é co-
struitoe un quadrante di cerchic ed un semicerchio: si caleoli la superficie ed
il volume del corpo che viene deserifto se la figurz compresa dai due archi
roote inforno alla loro simmetries,

4, Dsl punto A (—1.3) sono guidate due tangenti alla parsbola y'=—16 =,
si trovi 'area del friangolo comprezo dalle due fangenti ¢ dalla corda di con-
tatto. (Costrozione).

Megan @ & 7. Ginrasio sup. — |, Una rendita annuale di 1100 £, che duizra
ancora 15 anni viene trasformata in un'altra di 900 f, quanto durera il go-

dimjento di quest’ ultima se s caleola 11 4 -;— U/, d'interesse eompnsto ¢

2. Risolvere un parallelogrammo date le diagonali e=—= 2,736, f/=75,492 ¢
'area s = 4,3093.
3 Un settore circolare di o° e di raggio # viepe ripiegalo a formare la
superficie laterale di un cono : qual’ é 12 superficie totale ed il volume del cono?
4. Pel punto (2, 9) passano due tangenti al cerchio @4 y* =303 queli
sono le loro equazicni e che angolo formano ¥
(Contina).

3 T 35—

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Nota sul problema del Malfatti: In we triangole inscrivere ire cer-
chi tangenti fira loro. — Sia I il eenire del eireolo iseritio nel triangolo A B C
od M, N, P 1 punti di contalio coi rispettivi lati BC, CA, A B. BSulle bisel-
trici degli angoli B, C, A si trovauo i centri O, O, 0, der cerchi incogniti ;
chiamando M, , . le proiezioni dei centri 0, 0,, sal lato BC, N,, N, quelle
dei centri 0,, 0,, sul lato CA, poungansi per brevita M U = w, MM,—» = NN,
NN =t IM=r, oM, =p,., O, =0 N, —=p,, ON =—p, Facil-
mente si traggono le relazioni:

F{Pt‘_'(u_i;“)z’ PEFH—(U:.E)E’ papl_(t_g”)a:

dalle quali si hanno

()t 8 e+t (A9 {4-9).
T TR T RT 2t T T 2y
per la trigonometria ricavansi
B % ¢ h A ¢
cok . — r—p, « col TR f'—Pa; - eut—g = o

— — T 1 T ; n
=g sE g TS S TS il
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cha sgafituite nelle nota identita
A R C A B C
eot ?mt? aat? = ﬂnt—2=—}—unt T-l_'mt -
eondaeono all’ugnaglianza
uvi - w v ¢

(r—p) 0 —p) (r—py)  r—p, r—p, = r—py
Ridotta a forma Intera otteniamo
¥ (o) —rlp (040 p, (64 8) 4 py (2 + 1)] -
UPoPy T PP Py T P s — uDE=1),

che per i surriferiti valori dei ragei p,, p,. p, in funzione delle «, », # s tra-
duce nella relazione

drf(u e+ ) —2r[(u2)(r+ )+ P+ (w0 F+ @+ ) (t42)]
+uo*+ v(4+uf -+ t (w0 — duve = 0

il qual termine indipendentie da r & idenfico &l prodotio (x4 ) (v + 2) (v 4 v)
percid si conchinde
b uto+ o —2r[luto) e+ )4 @+ 0 @+ 0+ (@+2) @+ 6] '
+ (B 4v) (w9 e+ ) =0
Da questa eqnazione si pud ricavare ciascuna delle incognite » -}~ 4, u -|- 2, f
v~} ¢ in funzione di » ¢ dei mspetiivi angoli B, €, A: infatti scrivendola “‘“i
i e+ 0 —2rut+- v+ )+ @+v)(et+9+0)=2r[(1-]} 2. f
(v &) 4- (0 4 &) (v + )] — 47°u e togliendo 2 (v - &)* dai due membri, i
si trova _ :
[2r — (8] [27 (o F ) — (24 0) (4 + )] = 4drew (o -+t —7):
i B r—2p, 2r(v+ ) — (w32 (@49
& sgiceome tang 3 = 2w (o + 1) , 18 prece- _
dente diviene .
[2r — v+ N @@+O=2rct— - @4 {—71); .
da eni msulia » L= (1 ~+ tang 1 ) = BI -} IM — BM: similmenle
ottengonsi
C 2
ﬂ—[—t———-r(l—]—hing 4)_GI—|~IM—-CM,
A
w+o=r(1 + tang 5 ) = Al IN—aw,
e qunindi w
A C
(1 -+ ms ) (1 g )
TE—= B s BCC..
1 - tang —
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Oentro di gravitd del trapezio, — Sia 4 BCD un trapezio i cui lati
paralleli confengono rispetbivamente p e g unita di lunghezza. Si bisechino 4 B,
DC in E, F e s tivina BD, EF che si taglano m H,

Si ha

A ABD: A BDC::AB:DC::p:q::3p: 3¢

1l sentro di gravita del iriangolo A B D s pud congiderare come guoello delle
masse 29 in E e p in D. 1 ceniro di gravita del triangolo BDC ¢ quello

delle masse 2¢ in F e ¢ in B.
Ora

FH:HF::BH:-HD:: BE:DF::p:a

e giacehé le masse pin D e gin B equivalgono alla massa p —+ ¢ in H, equi-
varranno alle masse p in Fe ¢ in E. 11 sistema ha guindi per baricentro queilo

delle masse 2p g in E, p-+ 2¢9in I
Se G & il centro & gravith del tvapezio, esso cade dunque su EF cos) che

(2p + ¢) EG = (p + 20) FG.

Quando si denctino 1 baricentri dei triangeli ABD, BDC con L, M e si
adotti la notazione di Méerus, 1'ultima parie della dimostrazione si riassume
brevemeante vosi:

3p -+ 39 G—3pL -} 3gM=2pE--pD —I—_‘.?.gF-]—qB
—opEL2gF 4+ (p+ ) H=2pE 4 247+ ¢E-4pF
—@2p+ ) E+ Qe +n)F

. M. LAaNGLEY.

Sull’ordine delle cifre di un numerao decimale. — Per ordine di
ane cifre decimale s'intenda il numero d'ordine del posko che essa occups,
contando a partire dalta cifra della anits & attribnendo 2 auesto numero 1
segno - o il segno —, secondoche si conta versp sinistra o verso destra.

Da questa definizione devivano detle semplificazion) importanti per il caleolo
dei numeri decimalii eccone aleuni esempi;

I) Nella moltiplicazione di due numer decimali, V'oltime cifra del pro-
doito parziale, che corrisponde alla prima cifra del moltiplicatore, ha per ordine
la somma degli ordini dell'ulfima cifra del moltiplicando e della prima cifra
del moltiplicatore.

Ouesto oriterio & utilissimo per eollocare la virgols, quando, nell'eseguire
lz moltiplicazione fra due numer: decimali approssimati, onde evitare uma ap-
progsimazione illusoria, non ai caleolano tutte le cifre del prodotto (V.. p. es,
Farorer, Elementi di aritméhica, pag. 5953 — Venezia, 1885).

1) Nella divisione di due numeri decimali 1'ordine della prima cifra del
quoziente & sempre eguale alla Jifferenza fra l'ordine della prima cifra del di-
videndo e l'ordine della prima cifra del divisore, 0 & qneata stessa differenza
diminuita di opa unitd, secondnchs, immaginando che la prima aifra del divi-

1 —
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dendo e del divisore sia di ordine zero, il dividendo risuliz magriore o minore
del divisore.

L) La caratferistica del logaritmo di un numero é uguzle al numers
d'ordine della prima cifra di questo numero (che & in sostanzs, fa regols data
dal Carcrer, Tawle logaritmice-trigonometriche, pag. 11 — Vannes, 1890).

Livorno, dicembre 1894
(x. Peser.

Sulla quistione 207", — La soluzione da me data della quistione 207° ()
non € che un caso perticolare di uns soluzione date dal Fravm nella soa
Geometriz di sito, che risolve questo problema pidl generale:

Dato un punic P e due retie AX, A X terminate in A ed A, , tirare per

BA e

P fra le rette AX e &4, X, una trasversale P BB, tale ¢he Y TR
: 11
Per risolvere un tale problema egli premeits il lemma seguente:

Se sulle refte AX ¢ A, X si prendono due segmenti A B ed A B, lah che
AB i . OB 21}
i B, = prende ancora oD —
AX o A X, e D trovandosi su OA,, sl ha che B, D & o nulla o costante, al
variare di B e B. (7)

Olire quesii teoremi del Fravre, si riferiscono al medesimo ordine di idee
questi altri non meno eleganti ;

1” Date le direzioni 4 X ¢ A, X, se si prende sn di esse A B —=A B la
conglungente del punii medii M ed N di A4, e BB, & pamllela alla bisel-
trice inferna od esterns dell’'angolo delie due direzioni, secondoché 4 B ed A B,
sono contate nel medesimo senso o in senso inverso. (™)

Quindi:

2" Rimanendo fisse le vette AX ed A, X, o i punti A ed A, =e si tirano
tanfe trasversali BB, in modo che siz AB =4 B, il luogo dei punti medii
di BB, si compone di due reite perpendicolari fra di loro, parallele alle due
bisettriei dell'angolo (A X, 4, X)).

Infine:

3" Le reite B B, inviluppano dus parsbole tangenti ciascuna alle due dirve-
sioni date AX e A X e all'una delle due reite, luoghi dei punti medii di BB,
Infatii la retta BB taglia AX, 4 X, la retta all'infinito e una di quesle
rette-luogo in quatiro puati di una forma armonica.

, O essendo 1'intersezione di

G. Scanza.

(*) Vadere & pag. 83,
(%) Vedi Foaori: Geomsirie df sfto, pag. 261 ¢ seruentl,

(*¥%) Vudi Foarnal de HMuthématigues elémentaires publié par H Vwsenr. Anng XVILI, pag 99

e
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
171%, 202% 205* 206, 207%, 208%, 210%
218™ o 215°",

171°. La vetta B’ Q' tirata per i piedi delie alteszse BB, CC" del triangolo
A BC éncontri tn A" il lato BG e s conduca AA"" perpendicolare ad A A”.
Dimostrare che le rette AA”", BB, CC si tagliane in un punto.

(Ved. F. Priug).

Dimostrazione del Sig. E. Lugaro, licenziato dal R. Liceo Garibaldi d:
Palermo.

Sia A, (Tav.l, fig. 7%) il ponto d'incontro di BB con CC". Peril teorema
di MengLao applicato al A ACCY, i cui lati sono tagliati dalla trasversale
BB”, si ha
LY . s s .o AB.C'A,.CB"=BC" . A,C. B"A.

Siccome A"A & bisettrice dell'angolo B'A'C', la A'C, ad essa perpendico-
lare, sard bizettrice dell'angolo adiscente B A"B"; quindi

CB -CR'"— AR ; AB";
moltiplicando membro & membro ¢on la [1] si oitiene
AB.C'A, .CB=BC".A,C.B'A

e per il teorema di Ceva, applicato ello stesso triangolo, considerando come
trasversali le AA,, CB, C'B', si ha che queste tre retie passano per uno
stesso punte 4', ossia il punto A, si trova sulla AA4°. In modo analege si
dimostra che B, , C, sono rispettivamente sulle 85, CC.

Si faceia .~ CA,D—=HA B, ~ CB E=HBA, » BC,F=HC, A,
allora le 4, D, B\ E, C, I, essendo coniugate isogonali delle H4,, H#B,, HC,
nel A A, B, C,, rispetto agli angoli CA B, CB,A, BC A,, concorrono in
un puato O (). Si congiunga quesio punto con A, Be C.

Siano @, & i piedi delle perpendicolari condotte da O ad A A", BB”, 1l qua-
drilatero 0&C, @, avendo gli angoli opposti supplementari, ¢ inseritiibile: sono
dunque eguali gli angoli 8C, 0, ba0O; ma é HC, 0= HC a & dunque
ba0=—HC a. E siccome questi engoli hanno uoa coppia di lati perpendico-
lari (C, @, Oa), auche ilati C, H, ab dell'altra coppia sono perpendicalari ; ma
AB & anch’essa perpendicolsre s C, H, quindi A B & parailela alla 6. Simil-
mente si dimostra che BC, CA sono parallele & be. co. Ora due trizangohi che
hanne i lati paralleli sono simili: se non sono eguali hanno un centro di simi-
litudine, che & il punto d'incontro delle rette che ne congiungono i vertici omo-
loghi; se sono eguali le tre rette sono parallele. Nel nostro caso perd le AA”

(*} V. Alenné fooremi di geomelria, p, 1, n. 1.
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BR", CC” non sono concorrenti nd parzllele, quindi 4, B, C devono coinci-
dere con a, b, ¢, Le A0, BO, 00 coincidono pereid con le A A", BB, ¢
ehe si taglieno in un punto 0. c. d. d..

Osservazioni — 1° Sappiamo che le sei proiezioni di doe punii isogonali
sul laii d'un triangelo some concicliche e che il centro del cerchio & il punio
medio della distanza dei due punti., Quindi il centro del cerchio A BC & il punto
medio dells H O,

2°, Fseendo i punti B, €, B, O conciclici, si ha
A"B.A"C=A4"C.A"F.

H primo membro rappresenta la potenza del punto A” rispetto al cerchio ABC,
il secondo membro la patenza di A” rizpetto al scrchio A’ B €, cios al carchio
dei nova punti (punii ortici, puati medi dei lali o punti medi delle distanze dei
vertici dall ortocentro). Similmente per B” & 07, Quind: i punti 4", B”, ",
essendo ciascunn di nguale poienza rispetto a questi due cerehi, si trovano in
una retta (asse radicale) perpendicolare a quella dei centri, civd ad H O, perché
il centro del cerchio dei nove punti é il punto medio della distanza di H dal

centro del cerchic A B (O,

202", Dimostrare le seguenti solusioni dei problewmi:

« Date in un piano dwe retie n,
v ed un punto UV, tracciare, con la
sola rige, la rettw che unisce U al
punio uw', senza far uso di quest ul-
timo punio »,

St #irino le rette arbitrarie 1, V', p
delle quali le prime due passine per
U, ¢ si porga p (v, ) = N, L;
ul=M; o'V = M. Preso poi un
punto arbitrario S di MM, s ponga
SN .o =N, SL.V = l’. La
retta N'L' taglierd p in un UG
U" dalla richisste retta; sicché que-
sta sard la U'U".

& Dati tn un ptano due punti 1,
U’ ed ung retta u', trovare con la
sola riga, il punio comeme ad v’ ed
alla retic UV, senza far uso di que-
st'ultima relia ».

St segnino i pundi arbiirari L,
L', P dei quali i primi dus giacoiano
sopra W', & si ponga P (U, L)= n, |;
UL =m; VL = m'. Presa poi
wna retta arbitraria s dimm' si ponga
sn.U'=n',sl. L=V, Il pumito n'Y

sara prowtiato do P con unae retla,

w’ del punto richiesto; sicché questo

A

saya g u .

Far ridevare che le dus precedenti soluzioni, menire non richiedono gy
gior numero di costrusioni di quelle gia comosciute, possono ciascuna servire a

risolvere tanto il problema « sinisira che quells a drilra.

(A. DEL Rg).

Fisposta del Big. V., Culumlo, siudente nella R. Universita di Napoli (7).

Frendiamo a dimestrare la eostruzione relativa al problema di sinistra.

1 due triangoli LMN, L' M'N (Tav, 1, fig. 8°) sono tali che le retfe LI,
MM, NN, congiungenti 1 vertici corrispondenii, passano per lo stesso punto

(¥) Un’altrs soluzione venne Inviata dal Sig. G, Secrsa, studenie a Plsa,

e

.....
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S: ne segne che i latl corrispondenii si {agliano in punti che sono in linea
vetta, Ma questa retta & determinata dai due punti U'=LM ,L'M’', U"=LN .L'N’
cosicche la retta U0 passa per il punto d intersezione delle M N = w,
MN ==.

Questa costruzione richiede il tracciamento di okto rette come le altre cono-
seinte. Inoltre essa si adatta anche alla risoluzione del problema a dritta.

Invero (fig. 98), preso un punto P ad arbifrio, si trova la retla congiun-
oente P col punto ' . UU’ senza far uso della UV, col mezzo delia cosiru-
zione precedente, come segue:

Si tracei la retta I= P .U e scelio un punto A ad arbitrio di «' sl con-
duca ¥’ == P.A e per U una retta erbitraria p. Sia V= p.lL BSi prenda
sulla U4 un pnnto § e pongasi B—u' .8U, C=1¥.8V. La reita BC

inecontri p in un punto P’: Ia PP conterrd il punto ', UL, il quale sard

percio linfersezione di PP con w'.
Correlativamente per il problema a desira.

205, I tre punti simmebrici di un punto M, preso sul cireolo circoscritlo
ad wun triangals A B, risgetto ai lati di questo, somo in una vetia, e tutle I
rette che si possono oftenere w tal modo, al variare di M sul circolo, passano

per uno stzsse punto, ¥orioceniro del triangolo.
(G. Biasi).

Dimostrazione del Sig. G. Scorse, sludenie a Pisa.

Dal punto M (Tav. I, fig. 10°) si abbassino sui lati BC, CA, AB del trian-
eolo A BC le perpendicolari M D, M E ed M #: allora pel teorerma di Bimson ()
i punti D, E ed I sono sopra uns medesima vetfs. Inoltre siano: H 1" orto-
centro del trisngolo ABC e K, IV, G i punt ove In retta AH incontra le
rette DE ¢ B e il circolo circoseritto, 2 si tirino le rette MC, M@, DG, DH.

| punti D, E, M, C si trovano sopre uns medesima circonieranza di dia—
metro M C poiché gli angoli MEC ed M D C sono retti, dunque =~ MCE =
~ MDE. Ma 1'angolo MDE & uguale all’ angolo DEN per essere la MD
parallela alla KN e l'angolo M CA & uguale all'angolo M G A perché insistono
sul medesimo arco di cerchio, dungue sard alivest ~ DEN— « MG A Per
‘conseguenza se P 3 il punto d incontro delle reite DK ed MG saranno iso-
seeli i triangoli PKG ¢ PDM e quindi uguali gli altvi due MPK ¢ PG D.
Da cid segue che ME & uguale 3 D@ : ma,come si sa, DG & uvguale a D H,
dunque MK & uguale a DH, la figura MDHEK & un parallelogrammo e la
MH & segata per mweld dalla DK, Ora poiche D, E, F sono sopra una mede-
sima retta saranno sopra una stessa retta parallela alla DE anche i punii
M, M”, M" simmetrici di M per rispetio a 50, CA, AB; e finalmente
poiché M H & segata per metd dalla DE la retta M'M" passerd per H. 1l
teorama & dunqgue dimostrato (7).

(%)} Vedi p. es. Bavrerr, Plantmelria, pag. 47,
(#¥%) Uns dimustrazione poco dimimile calls presents venna fuviata dal Slg. ¥, Celaslri, alnmo
del R. Istituto tecnloo dl Modiesa,
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Dimostrazioni del Sig. E. Lugaro, licenziato dal R, Liceo Garibaldi di Pa-
lermo e M. Morale licenziato dal R. Istiiuto tecnico di Catania ().

Siano D, E, F (Tav. [, fig. 11%) i tre punti simmetriei del punta M, rispetty
ai lati AB, BC, AC; &, K, L i punti medi delle M D, ME, MF

Al variare di M sul ecircolo, il punto D generz una circonferenza simme-
trica alla dafa rispelto all’asse A B ; percid questa cireonferenza cosi generata
e eguele alla AR C e la interscesa mei punti A, B. Similmente i looghi dei
punti L, F sono due circonferenze simmetriche alla data, I'una rispetto all’asse
B C, l'altra viapotto all'nssc A C. Questi tre cerchi hanno, per un noto teorema,
an punto in comune H, che, essendo | tre cerchi Iva loro eguali, &, per un
altro teorema anch’esso noto, l'ortocentro del triangolo (%),

Tirisi AH, CH, EB,BD, MB, EH, DH. 8 ha ~AHC=180"— ABC
perchée ~ AHC ed ~ ABC hunno i lall perpendicolari che non cadono due
a due da una stessa bande o da bande opposte di B H, Inolire

2 AHD + CHE= ~ABD + CBE— ~ABM 4+ MBC—= ~ ABC;
guindi
ZDHAA-}-AHBC 4 CHE = 180°,
epperd D ed E giacciono in una stessa reflz, passante per H,.
Nelio stesso modo =i prova che ~ FHA - AHC4- CHE — I180% co-
sieché nella reite H £ si trova anche il punte F. | punti D, £, F sono guindi

in una retta passante per D'ortocentro del friangolo; e in una retta, parallela
8 quests, si trovano altresi 1 punti &, &, L, '

206°. Dati (@ tre punti simmetrici del centro del circolo circoscritio dd un

triangolo, rispetto ai lati di questo, si costruisca € wriangolo, studiando le

relazioni fra i trieongolo domandatw ¢ quello che ha per vertici { punid datd,
(G. Brasi).

Soluzioni analoghe dai Sigg. B. Armaroe, licenziato dal R. Liceo di Ales-
sandria: F. Celestri, alunng del R, Liceo di Mediesa: L. Gragnani, studente a
Piombino; €, Mentanari, licenziato dal R, Istituto teenico di Livorno e S, Rasta,
alunno del R. Istitato teenico di Bari.

Siano A, B, C (Tav.1, fig. 129%) 1 pumti simmetrici del cenfro O del circolo
eircoseriblo ad un A\ DEF vispetto ai Inti EF, FD, DE; &, N i punti madi
dei segmenti A0, BO quindi anche degli altri EF, FD, Silha AB = 2MN,
NE—=2NM qguindi AB=— DE; ¢ cost BC=— EF, CA — FD: inoltre
AB|| MN, DE|| NM, percid AB || DE; similmente BC||EF, CA|| FD. ]
dug friangeli ABC, D EF gono dunque direltamente egusli ed hanno inoltre
i lati paralleli ({* proprieta).

La CO perpendicolars a DE & altrest perpendioolare alla aua parallela A B
e per ragione consimile A0 ¢ perpendicolare 2 BC e B0 2 CA. D'altes parte
sa @ ¢ il centro de circolo circoseritto al A\ ABC, siccome si ha FA— PO — FB

(#) Altre dimostravioni del {eorems furuno inviats dal Sig. B, 4rmawno, licenzisto da! R, Liceo
di Alessand:ia e & Gellucci, licengizto dal R. Istituro tecnieo di Napoli
(¥%) O1d af pud derivare anche eome facile conseguenea della soluzione della q, 6% [N, 4, Bed. |,
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e QA= QB, sardi FQ perpendicolare ad 4 B e quindi anche a DE Analo-
gamenle le altre due altezze del /A D EF passeranno per @ Onde si pud
dire che T'ortocentra deil’an friangolo coincide eol centro del cerchio circoseritto
all'altro. (2% proprieta).

Dall’essere poi A F = F (0= AQ, perché triangoli nguali hanno egusali i
raggl dei cerchi 4 loro circoseritti, se ne vicava che AB é usse del segmento
FQ e che per conseguenze i punfi D, F, F sono simmetrici di Q rispetto ai
lati del A\ ABC. Dunque I'un trisngolo si pud ottenere dall’altro come questo
é ricavato del primo. (3* propricta).

La 2% proprietdh insegra, dati i tre punti 4, B, C a trovare il centro del
carchio cireoserittn al A DEF. Si eonoscono eost le AO, BO, CO ¢ quindi
anche i loro assi che sono i lati del trangolo cercato.

il Sig. £ Lugare, che invid pure una soluzione del problems, osserva poi
che il punto dlincontro P delle mediane del A D ZF trovendosi, com' 4 noto,
sulla 0@ in posizione tale per la quale st ha PQ=—20P e il haricentro G
di ABC in posizione tale per cui ¢ 0G =2GQ, i punti P, G dividono la
00 in tre parti vguali ().

207. a) Essendo date, nel piano, due direvioni AX, A X, wuscenti dai
punti A, A |, e un punto P esternc ad esse, trovare nelle diresioni medesime
i punti B, B, in linea relta con P e tali che sia AB = A B,.

b) Applicare questo problema alla soluzione dei segueniti:

1° Diminuire i lati di un rettangolo di wno stesso segmento, in tnodo
da oltenere wun nuovo rellangolo equivalente ad una parte del primo, deter-
minala da una retta parvallele ad un lato.

2" Costruire wn avco di circolo tale che la samma dells sua tangente
e della sua cotangente sia egucle a 4 (o ad altro wumero dato). [Esami di licenza
degh Istituti tecnici, 1890-91].

3° Costruire due archi, essendo date Ia lore somma e la somits delle
lovo tavgenti. |Esami di licenza degli Istituti teeniei, 1892-93].

(G. Brasi).

Risposta del Sig. (. Scorsa, studente 2 Pisa (™),

a) Supponiamo il problema risolute e sia BB, (Tav. T, fig. 13%) una retts
passante per I’ e tale che AB—A B, .

Allora ge, indicando con O il punto d'incontro di AB e 4, B,, si prende
su 0A, un segmentv OD uvguale ad OB si avra che DB, differenza di 0B,
ed OB (si ¢ suppasto OA, > A e quindi 0B, > OB), é costante perché
ugusle ad (OA, 4~ A, B)— (04 4 AB) (") ciod ad OA, — 04, essendo
uguali AB ed 4 B, .

i*) Allre soluzioni pervennero dal Sigp. AL Morale, studente a Catania e G. Scorza, students
& Piea,

(%) Un’altra risposia, meno sintefion, venre fmvista dal. Fig, M. Morele, students a Catenin,
(**=) Qui si suppone che il ponto P giz pusto dalle parte opposts dl @ per rispelio nd 4.4 1 in
enso contrario sl avrebbe !

DB — (04 — 4B )— (04 —dB)= 04 — 04

i |
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Inoltre s¢ E ed F sono i punti di inconiro di OA, colle parallele tirate da
£ a BD e 0A si avrd da triangoli simili che risultano da tale costrozione:

B F:B0::PF:BO::EF: 0D,
ossia permutando
BF:EF:: B 0: 0D
e dividendo &
B E:EF:: B,D: 0D,

Dunque questa proporzione di cui due lermini sono ineogniti, ossia B, E ed
0D, fornisce il loro rettangolo EF . B, D espresso inedianie i segmenli cono-
seiuti EF e B, D. Ma d'alira parte & conosciuta anche lo differenza

0D — B, E=0E—DB, =GE

avendo preso su OB,, OG = DB,; pertanto dei due segmenti 0D, B E =
conosce la differenza ed il rettangolo: essi percid sono pienameste determinali ()
e 1l problema rimane rispluto,

Perché il problema & di secondo prado le seluziom possibili in generale
sono due.

) Ed ora sin date un rettangolo A BCD segato (fig. 14") da upa retia
qualungue EF parallela ad A B. Evidentemente se si tira per D une ratta
gualunque che incontri EF in G e BC in H e se per G ed H si tirano delle
parallele ad AD e AB che incontrino ABe DC iu L ed M e AD in N, si
viene a formare un rettangnlo NDM P (P essendo intersezione di N ed M L)
equivalente al rettangolo EFCD, 1l problema consiste adunque nel tirare per
Dira FE e B(C una trasversale DH in modo che risulti ZB— BH eivé
BH — (G F: e questo problema & gid stato risoluto.

2% Sia AR un quadrante di un eireolo di raggio 1 (Gg. 157 e siano
AP e BT le tangenfi al circolo in 4 & B. Se sopra B T si prende BN uguale
8 4 o o un deto numero fualsiasi 2 & evidente ches il problama & riduce a
tirare pel centro O del circolo fra le rette AP e BN una ial trasversale O P Q
che risulit AP— QN, Il punto M ove la OP incoulra il cerchip, da ['arco
A M richiesto.

3" Sia « il valore, in gradi, della somma data degli arehi @ sia @ la somma
delle tangenti. Allora presc un quadrante A B di un circole di raggio 1 si
incomiinei dal prendere un arco AM di « gradi (fig. 16" e dal tirare ino
A e in M la jangente al cireolo 4 B. Allora se sulla tangente ad A B in M
si prénde un segmenio M A, wngnala ad @ il problema si riduce a tirara pel
ceniro O del cerchio A B una tal trasversale OPQ che risulti PA—= QA ;
problema che ormai sappiamo risolvere.

(¥) Vedi per es. Comnrronssny Coury de Mathématique, Vol Ti, pag. 108.




__ 85 —

208°. Dati pitt pumMETi &, By +2++ 8y NON txtti multipli di un awnero
m, dimostrare, indipendentemente dalla teoria dei nzzmeri primi, che il minor
numero b pel gquale i prodotti a.b, a,by .... ayb sono divisibili per m, é un
divisore di m. (G. Crocamont).

Dimosirazione del Sig. M. Morale, licenziato dal R. lstituto teenico di
Catanin,
1 prodotti a,m, a,m, .... a_m sono multipli di m, ma se sia d 11 mas-

simo comun divisore dei numeri a,, a,, .. . 8_, M 8010 multipli di = anche
; . m m m . < .
i prodoitl &, — i i A k. anzi saranno questi i pil piccoli equi-

multipli di @,, a,, .... @ divisibill per .
Infatti se &, & il m. ¢. d. di @, ed m, ogmi numer multiplo di a, ed m
a, m

a’-

gari un mulfiplo d ; parimenti ogni multiplo di «, ed m sard un mul-

tiplo di —=—, dove d, & il m. ¢, d. di &, ed m, ecc., ed nfine gualungue mul-

dt

\ . S . a_m
tiplo di a_ ed m sark multiplo di

,con d m, c.d fra a ed m. Occorre
%
dunque che il moltiplicatore b dei numerl @, Ggy e & gia il minimo mul-
mn T m . . i
‘ y +ees ——. Ora questo m., m. c. ¢ precisamentié —-
a7 q 7

™

essendo @' il m. e d. di d,, dy, ... 4. Osservando pot che le doe serie &

numeri du dg. cn R Gy By, s B, T hanno gli stessi divisor eomunl

tiplo comune di

g1 conclude d' = d, percid finalmente b=%‘—, ¢. d. d.,

210", Considerando un segmento sfzrico a due basi come somme o diffe-
renza di due segmenti aventi per base comune un cerchio massimo della sfere
why . nh,
— 1 cui volumi somo dwunque da esprimerss con —— (2R 4+ 1) e+ (?‘R*- + 1) -
trovare lo nota formole pel volume del se_qmmtn sferico a :imz basi qualungue.

(A. LueL).

Solnzione del Sig, E Lugaro, licenziato dal R. Liceo Garibaldi di Palermo ().
Il volume V del segmento sferico, appartenenie alla sfera di ragglo R,
avenle per basi i cerchi di raggio r, ed r, e per altemza A=k = h,, &:

=

wh nh
PSR B + TS RR - r)=—7 [2 R (b, == k,) + 73 == Pari).

Ora R —=h} 42 —=12 3-r;, onde si ha:

V= [0+ A (5, 2 B+ (- 7 (b, == ) o+ By} == hrf] =

'g (B, (B8 1) == By (B - 7D + B == DBy + O - 75 (B = Ry)],

(¥) Un'aitra solurione venne inviata dal 8ig, F. Celestri, alunno dul . Iuk. teo. dl Modloa.
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Ma, a mofivo di 2} 4 r} ==& + #3, si-deduce 7, (B 4 +%) = b, (2 4 43 —
| 1 o
5 O ER) @A )+ 5 (b =R (347, quind

ris

L s 3 o
V=+ [E (fy == hg) (A§ 1 A%) - D B2 == B2 - E(r; + 13 (h, = h )] =

il B 3 /i’ «h
oA Ex (h, 5P 4 ?ﬁ +- r3) (M, If:!]:l = 5 : o (r] + 7).

213", Se, swi lati a, b, ¢ di un triangolo ABC —ahe, si considerans
le invaluzioni che hanna per punti coniugati i vertici del triangolo situati su
essi lati, ¢ per punti centrali i punti medii di questi, i coniugati dei punti
ner guali 8, b, ¢ sono ordinatamente togliali da wuna retia arbitraria del piano,
sono proiettati dai vertici oppost secondo tre rette concarventi ().

(A. DeL Rg).
Dimostrazione dell’A. della quistione (™).

Sia 7 la trasversale; posto #(a, b, ¢)== L, M, N, si dicano L', M, N’ i
coniugati di L, M, N nelle tre involuzioni di eui si parla nel teorema, ed
Lyy M, N, 1 coniugali isolomici di L', M', N'; L, M, , N, saranno gli
armonicl di », ordinatamenle, rispelto a BC, CA, AB. Percid mentre AL, ,
BM,, CN, concorrono nell'armounico R di r rispetto ad abe (™), AL, B M/,
CN' concorreranno nel coniugato isotomico R, di R ("™™).

Usservasione. A viconoscere il carattere “proiettivo della proposizione pro-
posta, giova osservare (il che fornisce un'altra dimostrazione della proposizione
stessa) che immaginando il sistema polave avente per centro il baricentro di
abe e questn trisngolo per suo ftrizngolo eoningate, in esso saranno AL
Bif', CN', ordinatamente, le polari &i L. M, N: AL, BM’', CN’ concor-
rang percid nel polo R, di r, rispetto a detio sisterna.

2157, Dimostrare elementarmante, che, se o, B, v, o', ', ¥ soro sei nu-
meri reali, tali che almeno una dslle quantite f* — ay, B — o'y’ siz wege-
fiver, St anra

(@ + o'y —20F) —4 (@ —ay) ((*—'y) > 0.
Le proposizione € evidente guando una soltanto di dette quantita & negativa.
(A. DeL R=).

(¥) Rl deslders che la dlmosirazione di quests proposizions sia fatis senza rleorrers sl slstemi
polari, eol quali 61 pud fare immedialzmente.
{**) Dimoatrazloni pia complusse pervennaro dal Sige. Prof. V. Carpaneio 8 Dott, F, Morlantoni.

(255, 8 ha Infaill — = — — 1 —— - y ——g— e, moltiplicando mam-
LC LIJ ara M A N B '_'i"'l.ﬂ
b REL OM AN BLI ﬂ'.!fl J.N'I - - d.% 5
. . e O . ' a N
bro a mambre, I0 N& EB Llﬂ .Hl.d. Elﬂ po pumn y Ay

sono in lines rells, pel teorama di Mesenao, fl primo membro di guest’ eguzplianza & uguile a
24y ON, A%, i il 1 teorem | llodl

. . = e ELOTA A Feglprogo A qUcilo Y.
Lo ¥4 ¥B v P q e
le tre rette 4L, B M, , ON, passano per [o stexso punto [N, @, Bad.]

@ é";:] ]ﬂﬁ'. PeriontCco: Alcwni tooremi della recentn teoria del friangolo, Anno IV, pag. 81, o 7
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B
Dimostrazione del Sig. Prof. R. Badia 2 Perugis.
Pongasi

gt -+ 2Pw v
[0 o ey e e s oo 'm’mi+2[3'm+1"_y

o si ammeita che le quantith B*— aY, §'% — o'y siano negative. Nessuno del
termini della frazione pud aliora diventar 2ero, sicché per ogni valore arbitrario
che & dia ad @, deve esislere pecessariamente un valore corrispondente di ¥
determinato e diverso da zerc.

Ora. visolvendo la [1] rispeito ad =, gl ha

Py —pEpET ey © Gy oy — 2p@)y B — ¥

o — &Y

x

ed & evidente che, essendo per ipatesi negativa il coefficiente di y® e realiisel
numeri oy, By Y5 & Py 7 = @ peale per i aoli valori di ¥ compresi tra le
radiei dell'equazione

(8% — oy gt + (of + oy —2pFY + B — =0

radici che debbono essere reali, per cOnsggucizl deve verifiearsi la diseguaglianza
che lisognava dimostrave.

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Carpaneto ad Acqui.

2 .| 52
Posto [f —ay = — 3 ¢ BE—uy =— 3% & ricava o= i .:
e O : . : :

e % — < e Sostitnendo mel primo membro della relazione a dimastrave,
gi ha

(o 4 €y — 2B0")* — 4(B% — =) (B* — ::‘."T"} —
¥ . Y | ;
[{ﬁi—l—ﬁt—T'—I—(ﬁ'"—i—ﬁ"i}—_‘_—,—ﬁﬁﬁ]-— 2yt —

[(BE _‘- 82} :’ I:P'FE"'I- EJEJ%,——-— EP@I_EEE, }(
[fﬁﬂ -+ 35] _TT_ e (Br! I arﬁj _;fr_ i Elaﬂ.r + 958 | —
|
g B 4 5 = 2By 4 B 4 8 — 28377) X
@2+ Byt — 2By + Byt ¥R o 28300 =
] 4
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QUISTIONI PROPOSTE ()

<38. Dimostrare che la somma

n w n—=1) . nl—=1)(n—2) L n (—1)...2.1 “
71 @D (r4+2) T kD) (a42) (0 }-3) T T (e D)e-2)..20

¢ eguale ﬂﬂ% per k=0, .Eﬂ ¢ eguale a zero gqualungue sia 1'intero

posibivo pari kA <2n—72, D. Brsso.
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23 9™, Mostrare che, data 'equaszione, a coefficienti reali,

a2y —+pz+4yy-+38=0,

e, posto A—=aza—py, le coppie di valori di &, y che la soddisfanne,
e che, nello stesso tempo, differiscono di una quantitd reale assegnata A,
sono sempre teali se ¢ —«*A <0; e ge 8 —z°A > 0, saranno reali

y—p== ;/:.E_
L1 A

soltanlo quando %2 non & compreso fra i due wvalord

Osservare poi che, nel caso di 2=0, e di =—7, il problema
di determinare dei valori di @, y con la condizione voluta & impos-
sibile, o indeterminato. A. DEL Rz,

=40*. Dato 'angolo di semione « di due circonferemze e guells
20 delle loro tangenti eomuni, determinare il rapporfo m dei loro
raggel; viceversa conoscendo m ed uno degli angoli o, 20 si eerchi

1'altro. G. BreLLAGCH].

=41%*, Date dae rette O X, Y e un punto P, intorno a eni
rnota una secante variabile AP B, dimostrare che il lnogo del centro
del sireolo eiveoseritto al triangolo OA B & un'iperbole i eni assin-
toti somo perpendicolari ad 0OX, 07, | G. Scorza.

242, Data un'iperbole equilatera di centro 0, il luogo del
cenbro del eircolo cireoseritto wl friangole formato dalla tangente
all'iperbole in un punto fisso P e da dne gqnalungue diametri conin-
gati, & una retta perpendicolare alla OF nel centro O dell'iperbole.

(1. SGDREJ'L :

——

(%) Le queastionl contrasscgnale com senmplice asterlsce sone Indirizzale aglialunni delle scuole
seeondarie, quelle dlsfinte con dne amerisch! sono dirette in partieoclar mode sgli stndenti delle
scunie superiori, seuza ssvludere qualsizsl altro studioso,
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343* Se nel triangolo AB(C si tira la bisebtrice A D dell'an-

golo CAB, dal suo piede D la perpendicolare DE al lato AC e
dal punto & le E @, EF perpendicolar al AD, AB, dimosirare

che s1 ha -
7E.EF—=2EG.
V. CoLuMBO.

24.4% 11 guadrato ella semisomma des cateti di un friangolo

rettangolo & eguivalente al triengola che ha per vertiei i centri del

quadrati costruiti sui lafi del triangolo rettangolo, esternamente ad
(3. CANDIDO.

B320.

4.5, L'invilappo delle circonferenze aventi 1l centro sulla para-

vertice & una cigsoide di Diocle.
U. CeERETTIL

bola ¢ passanti pel suo

s46*. Dimostrare che i termini della serie
16 1166 133656 o v :

o dal precedents interealandovi il

numero 15, sono
G. MONTANARIL

o ed & tirato

ottenuti clasonn
quadratbl perfetti.

o2477% Un triangolo AB(C ¢ inscriffo in un gerchi

i1 diametro 4.0, '
1° T.e proiezioni di 4 B, A C su di un diameiro perpendieolare
ad A D sono rispettivamente egnali a due labi del triangolo ortice
$

di ABC.
90 Q¢ B C & parallela &

dne lati AB, AU del triangolo & mag
ogni alfro triangolo inscritto, col vertice in A e con base eguale a B C.

30 Qe 'altezza su B U & eguale alla proiezione di B (C sopra

AD, i doe latd AR, AC sono V'uno i1 segmentfo aureo dell'altro.
(3. GALLUOCTL

d AD, la differenza dei quadrati del

ciore di quella relativa ad

a, b, ¢y... 2ODO pumeri positivi e mon si ha

S48%. Se @, Y, Zee
o ==Y ==& == sty dimestrere che
(ﬂm-&—bﬂ—*—-ﬂi-—]-_._._}ﬂ_.

2 4
axl-4+by el o F 5 et
A. Loewnl. i

aven del triangolo, avente per vertiel 1 :
ad un triangolo qualsiasl, & eguale al :
to triangolo pel Ta2 g0

249% Dimostrare che ]’
contri dei cerchi ex—inserithl
prodotto del perimetro di ques
esgo eircoseritto.

del eerchio ad
A. Luoail.
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&50. Dato il triangolo A B € (—= A) e il punto interno M, si
tiring per i vertiei le trasversali A M, BM, C M sd incontrave ;
lats opposti in A, B, O’ e si costruiscano i coniugati armoniei
M, M,, M, (*) di M rispetto ad 4 ¢ A", B e B, U e (', Posto
BA : A C=m CB :BA=n, AC: (0B = p, dimostrare che
l'area del triangolo M M, M ¢ data da

01— o1 - 2) = 1]
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Revue semestrielle des publications mathemathiques, rédipde sous

les auspices de la Socidlé mathénatique d’Amsterdam, par P. H. Semovrs.

— Prezzo dell’'sbhonamento annuale: 8 Ha fr. — Per abhonarsi, inviare vaglia

postzle alllindirizzo: Dr. G. ScuouteEn Amsferdam, Prinsengracht, 264,

Il rapido acerescersi dei giornali di matematios o degli atti delle Accademio
sclentifiche ha fatto seniive agli studiosi I'impariosa necessita di porsi al cor-
rente della produzione seientifica, o almeno di quella parte della scienza che
maggiormgnie si colliva, sepza un eccessivo impiego di tempo, ed il bisozno di
avere una guida sicura per poter confrontare e conoszere quanto sa di un dato

argomento trovasi raccolto nei numerosi giornali e nei rendiconli delle nume-
rose Aceademie.

Il lavoro del Répertaire bibliogrophique des sciences mathématiques, di gia
abbastanza avanzalo, e per la parte italiana gid incomineiato & pubblicsre n

cara del Circolo watematico di Palermo, servirk abbastanza bane alle ricerche
delle pubblicazioni del secolo; e, per quanto non esente

!'_%Eifiizi%Sﬁiiiﬁﬁﬁémimﬁﬁﬁ%ééiééiﬁ'éﬁ%r;éiiﬁéiﬁ%{%‘ii%éi!Ei%i':i.ii

i

de inconvenienti, ad
opera compiuta risulterd un lavere importantissimo che non mancheri di ren-
dere reali servigi a tutti gli stndiosi.

Ma & altresi chiaro che ess0 non potra dare informazioni su quanto si pub-
blica in un auno, né nn semplice titolo pud far comprendere 'importanza della
memotia, né far conoscere i risultati ai quali l'auctore & pervenuto. Allo stu-
dicsn oecorre adunque, ed & delle massima importanza, un lavoro di rapida ed
ceatta sinlesi, E l'importanza di un simile lavoro di gpoglio ¢ tante chiara ed
é stata et ben compresa, che senza accennure alle brevi recensioni

T S

il

il
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P

che aleuni
giornaly fanno dei lavori loro inviali, come il Jornal de Sciencias Mathematicas

e Astronomicas de G. TEixwira, e, in gran parte per lz sioria delle malemati-

(%) Punéi armonicamente associati ad M rapelén al friangolo ABQ, che

sUppon famo cadano
esternamente nd esso eutro gli angoll CAB, ABC, BCA.
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che, U'Archin fir dis Mathematih von Grunert, il Bulldtin des seigness mathé-
matiguss vedigé par Darsoux, ha dal 1870 allincirca comincislo an esame
dettagliato dei lavori pubblisat: ne: prineipali giornali scientifici d"Europa e di
America, e negli aici delle principali Accademia. Questi sunti, fait: sempre
malte fedelmente & con molts eura, non compendisnoc che nna piccola parts
della produzione scientifica, e disgraziatamente vengono pubblicati con gravissimo
rilardo.

Certamente migliore &1'opera fatta dai Beibldtter zu den Annalen der Physik
wnd Chemie, del prof, B, WIEDEMANN; ma non contiens cha 1 esunti dei lavor:
che hanno per vggetto la meecanica o la fisica malemalica.

Pid completo, indfine, e meglio rispondente slio scopo, & lo Jakrbuch fur
dic Fortschritte der Mathematick, ben note sgli studiosi, ma non ¢t sembra
troppo commendevole la divisione per muterie, e anche in questo le recensioni
compariseono ¢on ritardo.

La nuova pubblicazione di aleani benemeritl professori olandesi & un lavory
unica nel genere e ci sembra la migliore di fulfe siz per U'esattezza delle re-
sensioni, sia per la celeritd con cui esse sono pubblicate, sia perché esamina
quasi totti 1 giornali del mondo e oli alti e 1 rendiconti di lutte le Accademie.
Senza dubbio & la rivista pia completa e pil utile che finora si possegga, e che
sard accobta con entusiasmo da tutti gli siudiosi

Le rivista conta gid due anni di vita e comsta di due volumetti l'anno,
ogununo di quasi cento pagine; sicchd leggendo poco pid che duecento pagine
si pud avere un'idea abbastanza complela della produzione scientifica dell’znno.
Sono esamingti gli articoli di pit di 130 fra giornali e pubblicazioni accade-
miche, ed ogni volume ha un indice delle materie in cui & seguita la classifi-
cazione etabilita nel Cuengrés International de Bibliographic des Sciences -Mathe-
matigues € pubblicata nell'fndew du Répertoire bibliographique dal Ganthier-
Villars.

Le recensioni sono fatte in inglese, tedesco efrancese; mon & seguita la di-
visione per materie, ma si esaminano i singoli giornali, e questo & un vero
pregio; ma anche a coloro che desiderassero informarsi delle memoric che pit
hanno relazione coi lore studi, la Rawue sarve egualmente bene, Noi pur vor-
remmo che questa nnova pubblicazione, indispensabile a coloro che si occu-
pina di sojenza, servisse anche a diffondere la cultura matematica ¢ non fcesse
trascurare del tutto quanto & lungi dalle materie favorite.

Nel congresso fenuto ultimamente o Caen dall'Association francaise pour
I'avancement des scierces, le sezioni hanno applaudite «a Ia publication, si
intéressante, due & un groups de mathématiciens hollandais et entre autres de
Mr. P, H. Scruours, et qui est intituléee Revue Semestrielle des Publicaiions ma-
thématiques ».

E tuttt coloro che layorano e amano lo sviluppo della coltura e della seienza,
di buon grado si uniranno alle conclusioni degli scienziafi francesi,

Romu, 24 dicambre 1804,
R. MAisncoLonago.
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G SCOTO. — La wmisurasione delle grandezze grafiche - Nozioni pratiche di

Geometria con appendice swlle sezioni coniche. Lwnrnn R. Giusti, 1895 —

Prewo 1. 2.
i

Rafiaello Ginsti di Livorno, che da aleuni anni si & fatio editore di buone
opsre scolastiche, ha pubblicato recentemente questo libro notevole, designato
alle scuole secondarie inferiori @ ai Covsi preparatori alle Scuole Nearmali

Dissi che € un libro nofevole; e lo & infaiti, sopratutto per la novitd del-
I'intento che 'egregio A. si & prefisso, ¢ ciod di sevivere un' libro che sia ri-
spetto alla scienza delle figure, quel che sono i trattati di arilmatica pratics
rispetto alla scienza dei nomeri. Sull’ utilita di un libro cosifatto 1" A. si dif
fonde nella prefazione, mostrando che né i cosideiti fratlati di geomettia intui-
tive, né quelli di geomeliia rzzionale, possono valere di buona gnida in un
primo studio della geometria; i primi perché generano spesso idee non rigorose
che devono mularsi poi quando pin innanzi si farda lo stodio della geometria
razionale; i secondi perché lroppo difficili e sproporzionati alle tenere menti dei
giovansiti.

Per talto cid 1" A. si & proposio di serivere un libro che valga a far na-
scere 0 m perfezionare nella mente dagli allievi 1 coneetii fondamentali della
forma e della estensione, e contenga inoltre le principali proprietd delle figure
pitl aemphu e che pil spesso si presentano nella vita pratica. Ma queste pro-
prietd non vi sono gid dimostrate, me solamenie enunciate: se 1'allievo impa-
drenitosi di un falio, si mostrera nella scuola desideroso di conoscerne la prova,
I"insegnante appagherd a voce questo suo desiderio nella maniera che stimerd
pit opportuna, Molte fHigure intercalate nel testo, e delle quali non & data in
€850 spiegazione di soris, potranno servire all’insegnante in tali dimostrazioni,
e anche stimolare o ainfare gli allievi pit intelligenti a frovarle da sé medesimi.

Questi iniendimenii dell’A. rignarde a un primo insegnamento della geo-
metria, mi sembrano cosi giusti che mi permetio di raccomandarli alla atten-
zione degli eduoeatori.

Per dare un'idea del contennto dell'opera, fard un rapido cenno dei punti
pilt importanti.

L'A. prende le mosse dal conceito di corpo e da esso deduce quello di su-
perficie, di linea e di punto. B ossarva che ls superficie ¢ le linee cosi conce-
pite hanno necessariamente estensione finita, e che, soltanto per comodith di
studio, si & condoiti a immaginare poi superficie e linee di estensione infinila,
come il piano & la retiz.

Notevole & il modo col guale parla della somma degli aogoli di un poli-
gono: modo che dispensa dal dover stabilire il concetto di angolo superiors a
na piano; cid che reca sempre difficoltd ai principianti.

[l capitolo dei problemi grafiei & forse pit abbondante di materia di quel
che ayvrebbe richiesto un libre di semplice avviamento allo studio della gepme-
tria. Ma I’A. ha dato a questa parie un largo sviluppo perché il professore di
disegmo della scnola tecnica o normale possa servirsens nell insegnamenio del
disegno geometrico; e con ¢id ottiene due vantaggi: risparmia agli :lmm Ia
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spesa. di un testo speciale per questo disegno; impedisce quella dannosa diversit
di linguaggio tra i professori di disegno e di matematica che ha luoge non di
rado nelle nostre seuole.

Trattando della misora delle grandeaze, I'A. stabilisce il concetto di walore
definendolo come gquel mumero che indica quali operazieni debbano farsi sulla
grandezza unitaria affinché risulti la grandezza misuraia. In questo ezpifolo,
ricco di molti pregi, & posta molio bene in luce la corrispondenza tra i valori
degli archi e quelli degli angoli al centro che li comprendono.

Nella stereometria, premesss le solile mozioni generali, A, dislingus lo
studio delle superficie da quello dei solidi. Nel primo tralia delle snperficie po-
liedriche e rotondef definendole con precisione e dundo le regole per calcolarne
I'avea; nello studio dei solidi si occopa del poliedri e dei corpi rotondi, limi-
fandosi anche qui & dare delle buone definizioni, che sono in perfetto accordo
con quelle date prima per le superficie, e a indicare le regole per il caleolo del
volumi, Queste regole e quelle relative alle aree si trovano molto Opportina-
mente raccolte in tavole, per comoditd dello studioso.

Da ultimo I'A. persuaso che la conoscenza delle coniche sia ulile 0 neces-
saria in molti casi pratici & nello studio, anche elementare, della geografia e
dell'astronomia, ha aggiunip una appendice sn guesle lioee cosi importanti, la

oni esistenza avea gid enunciato parlando delle superficie cilindriche e co-
piche. Egli studia le tre curve in tre paregrafl distinfi; per ciascona di la

definizione, qualche propriotd, la costruzione per punti e con mete continuo,
risolve il problema « data la conica costrnire i principali elementi » e da -
timo insegna la costruzione delle tangenti, Oltre a cio, parte nsl testo e parte
in note a pié di pagina, indica regole facili per il calcolo, © esailo o appros-
simato, di lunghezze o di aree ellittiche, parnboliche e iperboliche; né tralaseis
I'importante formole di Simpson. In quesiz appendice & specialmente da lodarsi
la cura che I'A. ha posto onde l'allievo acquisti una precisa idea della forma
delle tre curve. ‘

Termina il libro una pregevole raccoliz di numerosi problemi in massima
parte originali.

Tolta gualche lievissime menda, ¢he I'A. toglierd ecorto in nna nuova edi-
zione, e idee contemute nell’ opera non mmancano mai 4 esatfezza, e vl SON0
espresse con linguaggio proprio e preciso; e queste doti renderanno I'opera pre-
gevole egli occhi di moltl, Potrebbero tuttavia nen manecare coloro che, rispeito
all'indole del libro, trovassero eccessiva la quantitd di materis in esso traitafa
¢ la forma un po' troppo duramente scientifice e mancanie di quella sciolfs ed
efficace semplicith che tanto si smmira nelle opere elemenfari inglesl, e che
puriroppe non & mollo frequente presso di noi lo non voglio scusare a ogni
costo I'egregio A. da queste possibili critiche, wma non su lenerm: dall’esporse
un'idea nata in me dall’attento esame di tulto il lavoro; ed & chel'A. infenda
di trarre da guesra sua prima pobblicazione un eliro libro pid complete per le
scuole secomdarie superiori, aggiungendo sens'altro le dimostrazioni che man-
eano in quello ora pubblicato, dopo avervi soppresso elcune cose d'indole pra-
tica, che non troverebbero luogo conveniente in un corso razionale.
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L'edizione & pitida, e le figure sono numerose e ben chiare: doti ehe hanno
sempre le edizioni del solerte Giusti.

A conli fatfi & un libro pregevole ¢ gli augurc buona fortuna perché la
mﬂrita' 28 5T

. Nonni.

G. Z, REGGIO, — 1° T poliedri convessi - 2° Principii di Géometiia descrit-
tiva con una tavola e 60 problemi con soluzione — Appendice alla 29 edi-
zione dei Complementi di Geometria ad uso degli Istituti Tecnici, delle
Scuole ed Accademie Militari e Navali, di Bella Arti ecc. ece., — Treviso,
Tipografia Taigi Zoppelli, 1894, — Prezzo: L. 1.

Il presente volumetto (38 pagine), oltre ad une breve nota sulle prineipall
relazioni che legano fra lore gli elementi di wn poliedro couvesso, applicale
pm alle déterminazione dei pessibili poliedri regolari convessi, contiene (e guesta
& la sua parte snslanziale) lo svolgimento, fatlo con molta chiarezza e bell’or-
dine, e in genersle anche con precisione di forma, di quei prineipii di Geometria
descrittiva (col metodo della projezione di Monge) che sono streftamente neces-
sarl e sufficienti per fornive all'allievo un correde di cognizioni afte a fargli
comprendere lo spirito di fale scienza e ad invogliarlo alla lettura di opere piu
. estese,

e I sessanta esercizi (cisscuno seguilo da una conveniente traccia per la rela-
3 tiva soluzione) che chiudono il lavoro sono ben graduati, e, se svolti man mano
che le cognizioni acquistate lo permeftono, servono 2ll'sllieve di complemento
a quanto ha imparato nel teato (specialmente per cid che riguarda le pil sem-
plici linee curve e soperficie poliedriche e rigate, delle quali nel libro & parla
mollo succintamente) e ad un tempo di oltima guida per imparar ad applicare

da solo & con sicorezza i metodi studiati.
In conclusione st pud affermare che il volumetio in discorso & un buen libro
per le Scuale cui & dedicato, oftimo poi per gl'lstituli Teenici, dei quali esau-
risce il preserifio pregramma.

e

F., PavaTInL

Annuaire pour l'an 1895 publié par le Bureau des Longitudes.
... Awvec des Notices scientifigues. In-18 de IV-826 pages, avec 2 Cartes magne-
i tigues. Paris, Gauthier-Villars el 4ls. Priz: fr. 1.50: franco fr. 135

Come ogni anno a guest'epoca & comparso 1" Annuaire du Burenﬂ%g
Lonrgitudes. L'annuario per il 1885 racchiude in grande copia delle indicazioni pra-
tiche riunife in questo piceolo volume per comodo degli studiosi, Vi si trovano
unche articoli dovuti agli sciengiati pid illustri sulle Monete, Is Statisticz, la
=i Geografia, la Mineralogia, ecc., infine le notizie seguepnti: Le onde atmosferiche

= lunari ; per BoUQUET DE La GRYE. — Sul Congresso geodesico 4 Fnsprick ;
per F. TissEranD. L'osservatoric del Monte Bignco; per J. JANSSEN., —
La IFolometria Fotografica; per J. JANssEN. — Relazione sulle proposte d'uni-
ficazione dei giorni estronomico e civile; per H. Puikcars,

L

ik Finita la Redazione il di 15 gennaio 1895,
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UNA* APPLICAZIONE: DEL METODO DELLE EQUIPOLLENZE

Tra i punii nofevoli di un {riangolo & per certo da annoverarsi
il punto di contatto del circolo di Feuverhach con ciascuno dei circoli
ex-isoritfi ed iscritto.

Scopo di questa nota ¢ di dimostrare, col meiodo delle equipol-
lenze, il contatto di questi circoli, e dare poi le coordinate haricen-
iriche dei quatiro puniti di contatto,

Nel triangolo 4 BC sia I il centro del circolo che tocea in A g
B,, C, i lati BC, CA, AB. 1 punil medii di questi siano rispet-

vamente A_, B,, C, e quelli dei segmenti T4, IB, I'C siano
4,, B,, C,. Ciascuno dei triangoli JAB, IBC, IC A ha un cireolo
dei 9 punti che passa per i punti situati sopra i corrispondents
lati ; due di questi circoli hanno di comune il punto A4,, duve il
punto B, e due il punto C, .

1. Cnnd:zmne nﬂﬂﬂﬁmﬁ& e sufficiente perché un gquadrilatero sia
iscrittibile & che il rapporto anarmonico dei suoi quatiro vertici sia.
un numero reale (%). Ora indichiamo con X il secondo punto comune

(%) BruLAvITs — Esposizione del melodo dells eguipolienxe, n. 80,
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ai due circoli AE'GﬂBﬂ, B A C , e significando con ¢ un qualsiasi

3
numero reale, si avra

AE GE . ABX

o BE AE . Bﬂx
* - !
B.C, B.X

E:;Ag. ﬂ—-—SI:q.

Moliiplichiamo il primo per il secondo rapporto, e poichd A_C —
C,4,, o si pub sostitnire C,B, a B,C,, ¢ A, B, a B A , si oitiene

- I T

4,8, 4 X

6.8 °'cx— 1

dungue il punio X si trova sulla circonferenza A B.C

372787
[ medesimi punti eonsideraii nei due circoli 4,C,B X e B 4 C X

danno ancora i due rapporti

24y . D

C,4, 0x_ 1°

il prodotto dei qnali, se osserviamo che C 4, — A

AEUEI'- ‘ AEX — q
B,C, B, X

C,. & che A B,

-

8 puo sostituire a B, 4,, e C,B, a B,C,, &

g g
AEB! .A!x_
¢,B, 0x 9’

il qual rapporio anarmonico mostra che il punto X appartiene alla

circonferenza A EB‘Ci ;

Poiche 1 punti A, B,, B,, X si irovano sulla circonferenza
dei nove punti del triangolo 74 €, ed i punti 4, C,, C,, X su quella
A X 4,C, AX A B,

del iriangolo 7B A, abbiamo 6x—9¢¢, Bx— 933, donde
B,X AC,.B,B,
cx 70,C,.4,B,

Ma, dai quadrilateri iserittibili 74 BC, e IB,C A , si oliiene

BA, B,C C,A, C,B B4, B,C.I1B

73, —97¢' 14, — %18 9Me g4 =97c.cpr

e perd
BA, BX B,C.IB.C,C,.A,B,
caA, ' CxX— 9BB,.AC,.CB.IC

Ora 8 IC—2A4,B,, IB=—2A,C, ed & poi 2—yg, 2io

cg — % BB — @
perché ciascuno di questi rapporti & rapporto di segmenti coincidenti.

Dungue
BA. BX
ca i ox— 2




s #T =
e perd il punto X appartiene al circolo 4, B €, tangenie al tre lati
del triangolo. '

2. Sein questo punto X tocecansi i due eireoli 4,B,C,e A BC,,
tra gli angoli delle due corde XA, e XA e la tangenle comune
X T deve aversi, tenendo conto del verso della rotazione degli
angoli, la relazione: ~ T XA, — T'XA — A, XA, e poiche
TXA, —XBA, e TXA — XB A, dovrd aversi ancora
A XA, —=XBA,—XBA, o

A XA 4+ A B X4 XB 4, =0.
Consideriamo 'equipollenza identica

XA, BX B, __ X4, BA BX

XA, BA, BX BA, XA BX® = T (@)
Dai ecircoi 4, B C. X, A B C X, A,0 B X abbiamo
X4, XC, B A, B, C, B.X BA,

A, — Ym0, xa — %xc,’ BX 1BA,

Moltiplichiamo quesie eguipollenze tra di loro; e poiché dal eircolo
X0, _ A0,

4.CC.X si ha XC, it “-‘-3_51 il valore del secondo membrn della
(@) &

’ A.C,.BC, . AB,
B,C,.A.C,.AB,

Ora, se il eircolo 4 11‘:}3 1(}'1 ha per ceniro [, sia 1" 11 centro dell’altro
sircolo tangente ai lati del triangolo, che & separato dal primo dal
lato BC, luogo di A, e A, . Poiché A C, & perpendicolare ad I'B,
e B,C ad Il', e B,(, & parallela a BC, e l'angolo (4,C,, 4,B))

b hisecato da I'Z', st avranno le seguenti equipollenze
AC,=qiI'B, B,C,=qil'l, BA,—¢qCIl B,(C,—¢qCB,
VX
AL A8 =gll,
Sostitnendo questi valori nell’antecedente risultato si avra che esso

divenia ; I'B.CI
1 I'T. cB
il quale & uguale ad nn numero reale, perché 1 quatiro punti 1,

B, C, T sono situati sulla circonferenza che ha per diameiro 11
Dunque possiamo scrivere

XA, BX B4,

XA, DA BX— "

.........
x; - s




4R
Nella quale equipollenza, essendo il secondo memhbro un numero reale,
l'inclinazione del primo membro ha un valore nullo, e cioé

XAy | . o BX | . BA
X7, | inel. inel, — 0

B,A, B X
o, ci6 che & lo stesso
Z A XA - ABX-|-XBA —0.
& cosl rimane dimostrato il contatito del circolo di [Feuerbach con

ciascuno dei quatire circoli, l'iscritto e gli ex-iscritii.
3. Se due punti £ e Q riferiti ai vertiei del triangolo 4 B € hanno

per equipollenza rispetiivamente
2. AP 4- 6.BP 4 v.CP =0,
mi.AQ - B,.B@Q -+ Ty O =0,
I'squipollenza di un punto X che divide la distanza dei punti P e Q
nella ragionem :m , posto s —a P4y, &, =« -+ 6, + v, 8
(@sm ~+asm)AX 4 Esm - b sm,)BX -} ©)
¢
{T.s‘im - ':'ismi)C'E': 0 ;:
ia quale si riduce a
@+a)dX4@E4B)BX+(r+1)CX=0 (4
quando §:§ ——=m:m,.
Invero, in luogo di AP, ... seriviamo A X | XP,...: allora
le due equipollenze (6) si {rasformano in

SXP 4 AdX -+ PpBX 4 yCX)=0,
s XQ+ x AX+4BBX+ v, CX)=0.
Indichiamo eon R il valore del trinomio secondo termine della prima

equipollenza, e con £, il valore del trinomio della seconda; e se &
dato 7 X P ~+ m XQ — 0 si ba il determinante

nel.

(6)

S 0 R
0 s, K’ 1==0
m m, 0

0 ms k- msR —0, o, sviluppato, 'equipollenza (c).

4. Applichiamo questo teorema alla ricerca delle coordinate bari-
centriche dei punti di contatto del eircolo di Feuerbach con i quattro
circoli iseritti nel trilatero 4 B (.

T




A8
Il eentro I del ecircolo iscritfo nel triangolo ha per qul.lI]GllFﬂZﬂ

senA. Al -senB.BI4-sen(C.CI =0,
e quello + del circolo dei 9 punti

sen A cos(B— C) A G +sen Beos(C—A) BG + sen Ccos(4 — B)CG—=0

ed inolire si ha dalla trigonometria

A B C
IX—8sen—-sen-sen5 GX—0,

essendo I X e G X i rispetiivi raggi dei due cireoli. Si trova poi

A B C

§ = 40085 cos5 0085, § — 4sendsenBsenC
L
2

=Lam
C

5 A B C e

onde f—: 85&11?3511?5&11 , @ poiche & m—1, m, = —
A B C .

BEEH?EEII—EE'H?, 51 ha

$:8, —=m:m,.
Dunque 1" equipollenza del punfo X di contatto del cireolo iscritto
col circolo dei nove punti del friangolo ABC, &

[sen A —sen A cos (B— C)] A X |- [sen B — sen B cos (C— A)]|BX -
[sen C — sen (4 — B)|CX = 0.
Per il punto X' di contatio del circolo ex-iscritto tangente al
lato BC, poiché l'equipollenza del suo centro I’ &

—senAd. A" sen B.Bl' -} sen C.CI' =0

e la frigonometria di

A B €
I'X 4- Bsen—-cos 5cos5 GX' =0,

si_ha, identicamente ragionando, (*)

[—sen 4 —-sen 4 cos(B— C)|A X'~ [sen B-{-sen Beos(d— C)| BX'4-
[senC +4- senCcos (4 — B C X' = 0.

Analoghe equipollenze si avrebbero per gli altri punti di contatto

X" e X", Esse si possono semplificare. B troveremo per i quattro
punti le equipollenze se.é'uenti:

(¥} Sostitnendo alle funzioni goniometriohe § luti a, &, < del triangolo 4B, i ha pel. punto X

(b—c) (0 — a) AX + (¢ — ) (p—#) BX -+ (a— ) (p — i) CX — 0,
o pel punto X' ¢

—(p—ap AT lat ) (p— ) BX 4+ (a+ 0)ip — BT =0,
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= e i
e e k
'l"w"' - 50

"‘-‘a'-ﬁﬂ"-h"' 1# T

'u A Aei B}

mdaﬁnﬂﬁiﬂ +E-B]1§§E]1 e BX - sen Csen® - CX =0,
— gen A sen 'E-E—GAE’ -=1—-a:Bm‘G > JBX’ -+ sen Ceos® ATB X =0,
sen A cos? B;CA.I”-—- sen Bsen? c;dBI" —+ sen Ceos? A_E_B CX" =0,
sen A cos® BECAI""+ sen B ces® G;_a BX"'— sen Czen? A;B cxX"" =0,

5. Sommiamo i coefficienti della prima rispetiivamente con i coef-
ficienti di ciaseuna delle altre tre equipollenze; avremo, per la (@),
le equipollenze di particolari punti ¥, ¥, Y™ allineati ciascuno
rispettivamente con X e X', con X e X" e con X e X". Dai
coefficienti delle die prime equipollenze abbiamo

senB.Bf’—l- senC.C0Y = 0.

Ma questa & pure l'equipollenza di un punto sitmaio sulla BC, e
propriamente il punto d’incontro della bisettrice dell’angolo 4 con
eggo lato, ovvero il ceniro d’ omoietia interna dei due circoli, 1 i-
scritto @ l'ex-iscritto tangenti al lato BC.

Soitraghiamo invece i coefficienti di una delle fre ultime eguipol-
lenze da quelli di un'altra delle medesime, p. es. 1 coelficienti del-
I’ equipollenza del punto X” da quelli del punto X™; si avri

rnr

I'equipollenza di un punto Z’ allineato con X" e X ; essa &
—sgenB.BZ +sanC.CZ' =0

che fa vedere che il punto Z' & sulla BC, ed & il coniugato ar-
monico del punto Y7, innanzi trovato, per rispetto ai punii B e C.

Identiei risultati avremmo frattando identicamenie le alire equi-
pollenze. Dunque i lati del triangolo iscritfo mel circolo di Feuerbach,
¢ che ha i vertici nei punii di contatto di questo con i tre cireoli
ex-iseritti, incontrano i lati del tfriangolo fondamentale in tre punti
per diritto, dove i medesimi somo tagliati dai coniugati armeonici,
rispetto ai lati delle tre hisettrici. Si sa poi che quesfa retta, che
contiene questi tre punti, & I'asse di omotetia esterna dei tre circoli
ex-iscritii.

-Gampuhsm, dicambre 1884,
. G. Mora.
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1. TeoreEma. Se a e b sono due grandezze omogenee, deile
quali b >> a e s

b vy D T
[]]—;-——qq e 2

¥ i
8" Ep

: b
RE T —-_-q T q § 8 " F
I, 0y 2 r r " T

senzo che si giunga od otienere v,— 10, si avra

B < j i 4 l .

N Ui % (— 1) [0’

significando col simbolo |q, i prodotio q,q,q, « -+ Qa
DmvosTrazioNe. Dalle [1] si ricava

Rlb=aq,+7r, b=rg +r, D=7 + Ty -

e b= ﬂ..Eqn_-L_l-Tﬂ_.i' b:Tﬂ._.lqu_t—Tﬂ"""
quaindi

@ 1 T s 1 r ¥ | ¥

— — | I— T : 258 LS
b g bgn b 7, 0q, o s Oy
T g 1 Tt Tuod 1 L
o g-n_i bqn_.ﬁl b En. bg“

St dividano queste eguaghanze, incominciando dalla seconda, ordi-

natamenie per

Qu‘-' ani' .. guqiga e 2 qﬂ__g! quigg = 4o Q,.___ll""
poi si addizionino le nuove eguaglianze ottenute coll’avverienza di
cambiare i segni a quelle di posto pari. Ayremo

1 L 1 1 1
2 = F- a2 sovC s Uas

b4y T Dl BT A (U A

| CorornAreo 1°. Supponendo nelle [1] », <@, v, <7, 7y <P -
cosicché r,, »,, 7y, .... POssono riguardarsi come i resti delle divi-
sioni indicate dai primi membri, poiché questi resti vanno conti-

nuamente diminuendo, i quozienti -g,. ¢,s @, -+-» VoRNO di continuo
aumentando,
CoroLLARI0 2°. Le due grandezze a e b sono incommensurabili.
Supponiamo infatti che a e b abbiano una comune migura c.
Dalle [2] si vede che i resti », r,, r,, .... sarebbero tutii mul-




T
cad

=8k = .
. — B2 —
g

G, 4 — 0, « Cyuns

tipli di ¢: di gnisa che siavrebbe » —a .¢ v, —a,.
COM Gy O,y %oy ans 1pmﬁi interi, e poiché o ¢ > «, ¢ > B
risulterebbe «; > 2, > o, > ....

- Ma uns serie di numeri interi decrescenti deve contenere il ter-
mine zero, dunque uno dei resti dovrebbe essere zero: cid che con-
traddice allipotesi.

2. La serie
| l- | 1
3] S =—=—— -~ ceee (— 1Y

[ ] . gn "-?Eqri l gﬂgj q‘g ( } T 5"! gi"" tjl'“
¢ convergente. Ponpgasi infatti

LI S 1 T I |

i Z5 9044 To9, 9 ' GolyGaere-9,
sara
& SN,

1 1 N
7, >_f{;>”.* [I'I.Ilﬂﬂl

; 1 1 1 1
S,,:-—[l — - Foeee ]
2 + 0,9, ' —_ <

q:

Lt () e+ (1]
Zo ' g 9 ' \g,
e poiché l'ultima espressione entro parentesi ha per somma
—{l Wi 1)
T i deduce infine S < - %
0
==

7, 4

Ora avendosi ¢, < g, < .... segue

e percio

lim S, < 52 © conseguentemente fim S, < -2

7= 9091 — % n—w Tt —
La serie [3] & dunque convergente.
3. Nella [3] suppongasi che »# vada all'infinito e pnniamd S, sotto
forma di frazione continua illimitata. Dieco che si ha identicamente

g by ¢ : g ' : -
[48,= -+ 2T+ 2ttt
{ntanto
L e PO SR N N 1
g Eu Y gﬂ iy gu G gn?1 a ":':'1?5 To
gu+ﬂ'1_1 Zo+ qy
gl_lJf'gE_l
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Ora ammettiamo che il teorema valga quando nella serie [3]

vi sono 72— 1 termini, mostrerd che esso va]e anche quandu ve'

ne sono # —— 2. Infatti si muti g ing_ - 4 In =y allova (5L 1)
P N L
. | - o : :
termine - s1 cambia in
Y09 9 ----1,
l qlli—l—'l — 1
' Tn P09y «++0,.9,
Qo €y = 4oy |90 + —4) 0 91 = Tusd
gn+1
— 1 I -
G99y +0-- 4, QoTy - Ty

sicché un altro termine si & nel fatto aggiunto alla serie. Facendo

lo stesso mutamento di g, B q_ - - I 1 bella frazione con-
i1
tinua con #—4- 1 componentii, se ne ottiene un’altra con » -I- 2 com-

ponentl formata colla stessa legge. Quindi se il teorema vale quando
la serie la 7 4~ 1 termini esso vale quando ha on termine di pit;
e giccome per tre termini il teorema & stato verificato, esso sussiste
in generale. Inolire essendo la serie convergente, esso ¢ valido anche
per =z infiniio.

4. Dimostriamo ora che, a motivo di g..,— 1 >q_, il valore

della frazione continua [4], come apparisce natul ale, & un numero
irrazionale.

Infatii suppongasi, se ¢ possibile, che questo valore sia il nu-

: i ; A nt 1
mero razionale T{’i con m ed »n interi. Sary allora — —

| » 90 + ¢,
dove p, denota la frazione continua illimitata che incomincia colla

n—m ¥
?_"_1 o =~ con n, >0, poiché

componenta . Segue p —

V8| -
¢, > U siccome le ¢ sono maggiori di 1.

.. ) . m 1 2
Similmente si faceia — == . dove p, indica la
[ a

L @—1-p,
frazione continua illimitata che principia colla componente

7
E};_ L

" —1
Si ha allora p, — agng;;_:l{:, ) ;ﬂ con n, >0, e cosi di
0 |

seguito.

Ora :, :;, ;lg-, v+« SOno tutte frazioni pure. Lo & —, perche

dall'essere & > a s trac _b" <C 1, cosieché il valore della frazione

T
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continua, che rappresenta lo sviluppo r,[ii, e < 1. Il valore di 711

& minore della frazione - Yo, la quale & pura od egnale all'unith,
' |
essendo ¢, — 1 > ¢,; percié -t < 1. Analogamente —* & minore i
I
gf—l- 1+ ¢he & o frazione pura od eguale all’unitd a motive di 7,—12=g,,

L

. 3. T2 R
quindi —-ﬂ—’ <1 e cosi via.

1

Si ha dunque m < n, n, < m, Ny < Ny -vusy CiOB 7, M, 2,
7,, .... sarebbe una serie di nomeri interi, positivi o decrescenti
@ non pertanto infiniti di numero. Ci6 & assurdo, per conseguenza
il valore della frazione continua illimitata [4] & un numero irra-
zionale. |

Inoltre la frazione continua medesima non potendo essere pario-
dica, poichd le g vanno sempre aumeniando, il suo valore nom &
la radice gnadrata di un numero razionale.

5. Dalle egnaglianze [2] si vede che se 2 ¢ b sono due nu-
meri, e quindi si giunge ad un resto » —0, il resto precedente
7, © 0 1l massimo comun divisore di @ e b o un suo multiplo.
Ora se dividiamo @ per », , quindi & per i suceessivi resti, si giun-
gera ad un resto zero; sia 7, il penultimo resto, od & esso il m. c. d.
di z ed »_ 0 ne & un multiplo. Per verificare cid hasta cercard
se 7, divide @; se gquesto non avviene si divida allora r_, perr,,
e cosl via per i sucecessivi resti. Poiché questi resti vanno dimi-
nuendo, si giungerd necessariamente ad un resto che & il m. ¢ d.
dei dne numeri ¢ e 5.

D, GaMsroLy.
———— e —

SULLA FORMA DEL QUOZIENTE

NEL TEOREMA DI FERMAT

(Continuazione e fine: V. pag. 16),
3. Abbiamo

2 6= 0) 2+ ) 2+t (2 ()
=(5)—2()

I e e 27 |
§i 183 % el l 1
£ ik . |
= T fraiiziaky
: dfbistiifeieanatl el
TR
1) - 3 i e R B A s e \'
) ﬁ mﬁﬂﬂi M R P o e e e e
&

%
:
=
=
o
o
=]
i
2
=
2
=
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come risulia dalla formola combinatoria

(7 )=6)+620) Q)+ +() 620) +4)

facendo » — s = a.
Analogamente la > (E-I) (i) (ﬂ) colla eondizione
B 1 1 i

4
O i N o W=

dove le z devono essere interi positivi non nulli, rappresentando il

numero di combinazioni sempliel della classe p formate colla scelta

di tre elementi da ognuno ditre gruppi prescelti, fra i p dati, equi-

vale al numero delle combinazioni della classe o formate coi 3a

elementi che entrano nei 3 gruppi seelti, diminuito del numero delle
combinazioni della classe p formate con elementi appartenenti a due

soli 0 ad uno solo dei gruppi considerati, ¢ perd avremo

2 (3) () €)=06)—21G) —2()i—2()
=()—=3(G)+32(0) =21 (¢35

Analogamente avremo

=) € E) ('i-') () =21 —3 ()3 N
—6 (%) —2 ﬂj4ﬂ(§)
=()—+G)+6(5)—1() =2, v () (437

Ammettiamo che guesta legge sia valida fino ad un wiero =
e che si abbia guindi

26) () €)

dico che essa sard valida anche per » -+ 1 e che si avra quindi

20 Q2= a0

Infatti seguendo il metodo tenuto per il caso di n =2 ed n — 3,

() ="5" O3

b

n—4, avremo




@@ @6)=0%")-

(T E () - (1) 2, ™)

# ‘=ﬂ

($) S ()= =) 2 E)

Separiamo da ciascuna sommatforia del secondo membro il ter-

mine generale B +1—9ay _ ((r—U—1))a + avremo allora come
8 P P

somma dei coefficienti di questo termine l'espressione

1 () (20) — =1 (2) (=)
== () ) = =) )
(— 1)° (n._r_ 1) (u—é—[- 1) ________ (]

Se trascuriamo 1ultimo termine di questa somma vediamo che i
rimanenti, alternativamente positivi e negativi, hanno per numera-

fore comume il prodotto
(n4-1)nm—1).... (n 4+ 2—1)

r:he potremo raccogliere; i denominatori sono rispettivamente |1 [i—l1,
i—2, 18 . =3, ..., [i—1, [1. Ma si sa che |2 & sempre divi-

fi—r per » <Z ¢ e che 8i ha

==

|r i —7 r!”

ﬂthle per il pr

Da questa eguaglianza facendo » — 1, 2, 3 ... ¢ — 1) si rico-
nosce che si possono ridurre le precedenti frazioni ad avere per
denominatore comune |¢ ed avremo allora come somma dei nume-
ratori (non fenendo conto del fattore gia raccolio)

(— 1= () === () = =07 () - = =1 ((y)18)
Ora dalla nota formola

0=1— () +()—() -+ ()

si ricava per n pari




e per n dispari

(D) —G) +G) -~ LZ)=0

quindi per 7 pari la somma dei fermini della JB] & uguale a 2 e
perd tenendo conto dell’ uttimo termine non considerato nella [«]

questa espressione si riduce a

g it ) sin—1) <. 84 B—49 ( IJu(nJrl)(ﬂ—iJrl)

F.2.3 ceund i 0
4+ Dnnr—1).,.(n 4 2—i) __(ﬂ+1)
- 2.3 i ¢

e perd il coefficiente del termine generale ((ﬂ T LH ) E) troviamo
che & nguale, quando ¢ & pari, a quello che si avrebbe dallo svi-
luppe che si voleva dimosirare,

Quando ¢ & dispari lo sviluppo [f] sard eguale a zero e pero
la [a] si ridurra al suo ultimo termine cioé a

(4
che coincide appunto col coefficiente del fermine generale nello svi-
luppo che si voleva dimostrare quando z e dispari,

Lo sviloppo delle 3! essendo dimostrato per . — 2, # — 3,
# — 4 sard quindi valido qualunque sia .

4. Se facciamo # — p e notiamo che X (:[) (':E) (:;) rap-
rappresentando il numero delle combinazioni contenenti elementi di
ciascuno dei p gruppi dati & uguale ad @” avremo

e ="3 (=11 () @5

P

separando il termine corrispondente ad 2= 0 e procedendo sul ter-

‘ ay
mine (P
sihilith di a® — a per il numero primo p e si ha modo di defer-
minarne il quoziente,

) come gia si & operato nel numero 2, si riconosce la divi-

In particolare si poird scrivere

o —a= () —a+ T, 10 () (*37)

i—1 ! P
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{EHE DI MATEMATICA DATI PER L' ESAME DI MATORITA

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL® AUSTRIA-UNGHERIA
alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892.93

(Continuazione: V. pag. 27, 55, 97, 148, 184 dell’anno IX ¢ 25 dell'anno X).

Graz: L i r. Ginnasio sup. — 1. Due fiamme A e B sono distanti 1' una
dall’altra a =—=40m ; A ha alle distanzan 1 I intensitd luminosa 1 & B alla
stessa distanza 1’ intensita luminosa 2. Si deve determinare sulla retfa a il
punto che viena illuminato egualmente dalle due fiamme.

2. Costruire & caleolare fnel iriangolo nel guale » & il raggio del cerchio
circoseritto, A 'altezza da C e l'angolo CAB—u« (r=—=92,5 om, h— 140 cm,
o = 58° 7" 48",

3. Uina tangente condoifa all'ellisse 4 »® - 9 9% —36 taclia gli assi posi-
tfivi delle coordinate ad egual distanza dall’origine; qual'é 1" equazione della
tangente e dove giace il punto di contagto ?

Graz: IL. i r. Ginnasio sup. — 1. La sabnormala d' una tangente alla
parabola ¢ 8, l'aspisea del punto di contatto D ; che angolo forma la normale

col raggio vettore del punto di contatto ?

2. Un areo di cerchio colla saetta p — 5 rnota intorno a quests, se 'an-
golo al centro che corrisponde all'arco & « = 32" 18" 28", qual’® la superficie
ed il volume del segmento sferico che risalta ?

3. Del tre angoli d'un triangolo, ehe contano un numero intiero di gradi,
il primo & divisibile por 11, il secondo per 17 ed il terzo & di 4 maggiore
del doppio del primo ; quanti gradi conta ognuno ?

4. Un tale paga per 12 anni al principio di ogni anno un prewio di 250 f.,
onde comineiando colla fine del 18° anno e poi per altri 14 anni alla fine di
ogni anno, percepisce una renditz. Quale sard questa rendita ealcolando il 4,57/,
d' interesse ?

BAtasBURGO 1 Ginnasio sup. Borromes. — 1. Data l'eguazione 8¢ -}- 1622
— 8ax — a® =0, determinare ¢ in modo che tutti i valori di & diveniino

rasionali,
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2. 1l rettangolo ABCD ha il lato AB = 3¢cm, il lalo BO = 2cm. Si de-
soriva un cerchio che tocchi DC in D ed un altro che toechi B#C in B. Am-
bedue i cerchi si devono pure toccare seambievolmente e la loro centrale essere
parallela alla diagonale AC del rettangolo. Quanto importano i raggi dei duoe
circoli 2 '

3. Il diametro della base di un cono obliquo 8 d= 106, l'asse a=10 e
quesip forma colla base 1'angolo o — T9” 20°. Si ealeolino 1 lati e gh angoli |
di quella sezione assiale la di cui area & il medio geometrico fra le aree delle
sezloni mssiali massima e minima del cono.

4. L'ipotenusa di un triangolo rettangolo ABC il cui vertice opposto A
ha le coordinate @, =9, y, =05, giace nella corda di conlatto corrispondente
& yonel punto rispetto al cerchio @® -y’ —64, e la vetla To— oy =0 di- |
mezza, quest'ipotenusa. Devesi determinare la cordale del dato cerchio e del carchio
circoseritto al triangolo. i

KnpmembNSTER @ 4. v, Ginnasio sup. dei Bengdetiini, — Bi scriva la  pro-
porzione nells quale la somma dei termini estremi ¢ 24, quelle dei medi & 16
e la somma dei quadrati di tutti i termini & 580.

N T T—— - S

2. In un cerchio di raggio » = 1 un angolo alls perviferia & w — 18" e
la somma delle dus corde che lo formano ¢ s = 3. Quanto importa ognuna [
delle corde e quanio 12 parte del cerchio fra esse compresa ?

3. 8} determini il volume di un segmeuto slerico nel quale la superficie
curva sta alla superficie piana come 1:#, se il raggio della sfera & r="7,0
ed n = 0.6, .

4. Nei punti d'infersezione detla retla @ 4 y =23 colla parabola y*=—4 =,
sono oondoite tangenti alla parabola; si determini 1'area del triangolo com- |
preso della data refte e dalle due tangenti. i

INNSBRUCK : 1, v, Girnasio sup. — |, Un orefice adopera argento del titolo
di 900, 840 e 600 millesimi per ottenere 54 lkyg. di argento del titolo di 750
millesimi ; come pud esser faito il miseuglio volendone adoperare un numero
intisro di kg. di ogni qualith ?

2. Sal eireolo & 4+ y* =25 si sono presi (ne punii colle aseisse &, — — 4
e w,—J e con ordinate positive; si determini 'angolo formafo dalla segante
che passa per i due punti colla tangente condotta al cerchio per il secondo punto.

3. Un triangolo ABC coi lati 6 =221 ecm., b=140 e¢m. e ¢ = 222 em,
rupta intorno ad un asse paralielo al lato BC che ha una distanza da questo
lato eguale all'altezza sul medesimo ; si deve daterminare la superficie ed il vo-
lume del corpo di rotazione.

4. In un guadrilatro inserittoc ABCD & il lato AB—a=14dm, CD=
e—= 13 dm., 'angolo DAB—a— 106" 15’ 37" ed il raggio del cerchio circe-
seritto » = 8,125 dm; si caleoline gli altri elementi del guadrilatero.

Vineaco @ 4, », Ginnasio sup. — 1. La frazione 170 si deve rappresentare

come differenza di due frazioni proprie positive, delle quali il minuendo abbia
il denominatore 10 ed il sotfraendo il denominatore 47. Seoluzione mediante le
frazioni continue.
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9. Qual's il volume di un tronco di cono retto la cul superficie laterale
i — 200,25 em.t e il cni late s=38,2 em., se questo forma colla hase mag-
giore 1'angolo & —=70° 21" 35" ¢

3. Caleolare 1'area del rettangolo formalo dai raggi vettori che si tagliano

L
ad angolo retto nell'ellisse oo =~ 75 = L.
BressANONE ¢ Ginmasio sup. privato. — 1. [n una progressione aritmetiea

ed in una progressione geomefrica con termini positivi e che lLanno il prino
termine 1. 'obtave termine della prima & eguale al quarfo della seconds, e la
somms dei primi quattro termini della geometrica supera di 21 Vottavo termiine
dell'alira. Quali sono le due progressioni?

9. Tin esagono vegolare col lato a=1 ruota intorno ad un asse che passa
per un vertice ed € parallelo alln simmetrale dei lati; si caleoli la guperficie ed
il volume del corpo di rotazione.

5 Qi aalecline le enordinate del punto di intersezione delle altesze e lequa-
szione del ecircolo circoseritto ad un triangolo che ha i verticl (— 3, — 2),
(G, — 5) e (5, 2).

RE(CHENBERG: 7. 7. Scuwola media (Ginn. sup. e Sc. reale inf.) — L. Un
padre lascia ai suoi 5 fgli ung sostanza di 20000 carpne, che fratia 1l 4 “fﬁ
d'interesse composto & maturazione semastrale ; alla fine d'ogni semestre 1 figli
cicevono assieme 600 corone. Quande riceve ognuno dei figli dopo [0 anni ?

5. Quanto importa la parte di supevficie tervestre visibile da um panto alto
h— 620 m (raggio terrestre » = 6377,5 km). :

3. Cercare l'equazione del cerchio che passa per i tre punti (2, 3),(— 2, 3)
(0, —2).

Buiny ¢ i 7. 1. Ginnasio sup, éied. — 1, 11 numero I; si deve scomporre
in tre frazioni coi denominatori 2, 3, 5 cosi che il triplo numeratore della
prima frazone asumentato del doppio numeratore della seconds sia eguzle al
doppio numecratore delfa terza aumentuto di 1.

9. Un tale dopo 6 anni ha il diritto di percepire per la prima volla una
pendita snnuale anticipata che dura per I8 anni; ma egli vende tosto questo
diritto per 12000 [ ; quanto lmporta quesia rendita se l'interesse viene caleo-

lato al S %-“/u e capitalizzato semestralmente ?

3. Un trapesio insoritto ad un cerchio di raggio # coi lati parallell 2r e
2r g 3
3 ruote attorno al lato 273 qual’é il volume e la superficie del corpo di ro-
tagione ! (r = 5,23 dm).

4, Quali sono le equazioni di qaelle tangenti all’ellicse o x* 4. 16 y* = 144,
le quali sono parallele alla retta y = 0 4x + 6% Qual' & I' equazione del ri-
gpettivo digmetro, quale la sus lungheszs e quale I'angolo che esso forma eol
diametro coniugato ?

(Convinua).
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sulle propriets fondamentali delle operazioni dell'aritmetica. —

Ho viunito insiems, in questa breve nota, alenne delle proprield relative alle
operezioni fondamentali dellarvitmetica, e specialmente quelle che si riferiscono
sd operazioni successive o dollo stesso ordine eseguile su di un numero data,
tra le quali, com'é& notissimo, si risconirane tante analogie,

1, Ciascuna delle operazioni, che si possono cseguivc sopra un dato nu-
mero a, & completamente determinala quando, olfre ad essereindicata la specie
dell'operazione, sia dalo un allre numere & che, secondo 1 cas), sara quello che
si deve aggiungere ad a, o togliere da @, o il numero per il guale il numero
a deve essere moltiplicato o diviso, o l'esponente delln polensa a cul deve as-
sere elevato il numero a, o infine 1' indice della radice che deve essere estrafia
dallo stessa numero.

Indico, per brevitd, una qualungue di queste operazioni col simbolo Af, ,
dove 1a lettera M, presa isolafamenfe, sta a dinotare la specie dell’ operazione,
mentre la lattera U ha il significato suddetto ; e eol simbolo

aM,
il risuliato dell’'operazione Af, eseguita sul numero g. In generale, iundico con
aMNP,....

il risultato che st ottiene essguendo sul numero a dapprima 1'operazione A,
pui sul visullato operazione Na, sul nuovo risultato V'operazione P ¢ eosi via.
Infine indico con M—"' Voperazione inversa della M, ossia tale che a1 abbia

—
(1] 8 wr B im e um w B om H'Hb B =y / A
qualupque siano i numeri ¢ & &; e ammetto che assieme alin (1) si abbia anche
(). =3 5 & & % = s -ﬂﬂfbﬂf:'l:ﬂ..

Cid poste, ecco aleane proprietd riferibili in parl tempo a diverss specie di
operazioni.
2. L Pasto che, qualungue siano i numeri a, b, e, si abbia :

B v o = 0 o o« o SNMM =aMM :
st davra anche avere :
(. . - . - - . aMMT'—aM M,
Invero, a motivo della (2) si ha:
aM_ .ﬁfh =3 aM:iMbﬂfﬂM:I .
e in seguito all’ ipotesi falla (3):

aM M, =aM MMM,

it

|r




d'onde, a2 motivo della (1):
aM, M, —aM M.

Osservazione. — Poiché I'ipotesi (3) si realizza in ognuna delle operazioni
dirette : addizione, moltiplicazione e inalzamento a potenza, ne segue che la (4)
vale per ciascuna di esse & la sua inversa. Quindi particolavizzando la specie
dell’'operazione M e impiegando gli usueli segni, si pud, da eib che preceds,
rieavare la dimosirazione della permutabilita di due operazioni, une diretts e
PPalira inversa, esoguite suceessivamente su di un dato numero, poeto ehe la per-
mutabilita sie gih stata slabilita per le operazioni direlte. Se p. es. le opera-—
zipni M sono inalzamenti a potenza si ha il tearema :

Yo —ya

ed eceo la dimostrazione precedente, facendo wso degli ordinari segni dell’ ope-
razione di ecni st traita @

R (7 Y [

3. 1. Ammessa la (3), si deve anche avere :

. . . . . . . aM7M '=aMTM, L
Invero, & motive della (2), si ha:
aM, M =M MM M
¢ per la (4) che, come abbiamo osservato, & conseguenza della (3):
aM; M7 =M M M M
d'onde, 2 motive della {1):
aM, ‘M ' —aM M,

Osservazione. — Atteso 'osservazione fatta precedentemente sull'ipotesi(3),
poasiamo dive che la proprietd (5) vale anch'essa per tutte le operazioni inverse.
Supposto ad es. che le operazioni M siano innalzamenti a potenza, si ha il

teorema ¢
Vv a=Yvy~

colla dimostrazions seguente :

o v
c a I c b
b b b e
/v :]/1/;/ - =]/]/y';““=V;/ =
4. I, Ammessa la (3) e posto che qualungue siano [ nuwmeri 8, b, ¢ si
alifia :
. . .. .. . aMM =aM

P (byo) |




! | p
s1 depe anche apere:

=Yg =
(B« = 5 & e = SNy ———-H.M‘P‘h.ﬂ.

Invero, a motivo della (2) =i ha:

= e=q 1y e—1 y—1
EMII' l'&fl'.' — uMb 'M!! MEEF Et‘}ﬂjﬂ? ib,e) ?

e per le ipotesi fatle (6) e (3):

Sy ey | -1 1 — 1
aM, M, —a M, ﬂ:"ﬂuﬂbﬂqw,u’

infing per la (1):

alM, "M =M, .

Osservasziong, — Se w(by¢) = & -} ¢, I'ipotesi (6) si realizza nell'addizione;
s¢ ¢ (bc) = be la stessa ipotesi si realizza nella moltiplicazione e nell’ innal-
zamento a potenza. Quindi nella precedente sono comprese le dimostrazioni

delle formule ;

(L H
r=t—p=p—ltds Fro=R Ty

Se p. es. le operazioni M sono innalzamenti a polensa, bizognerd fare o (b, €)= be,
e la dimostrazione precedente diventa:

be ba

s = ]/ L ]/(1/5*_;)& =7

5. 1V. Ammesse le (3) e (8), si deve anche avere:

—1 =
aMth e Emlq:lh.ﬂ]mﬂ? (o, d) 2

gualungque siano { nume &, b, ¢, d.

Invero, a motivo della (2) s ha:

== =1 ~1
oMM '—aMM ‘MM,

e per la (4):
@ &fbﬂ:f;_l — uMDMEtM:IM;! .
e infine per le (8) o (7):
—1 1
oM, M, —ﬂMrFtb.d}M{;{u.d}'
Osservazione, — Se @ (b,¢) —= b + ¢, si pud ricavare dalla precedente la
dimostrazione della proprieta :

a+b—c=—=a-+ (b4 d)—(c- a);

se (b, €) = be si possono invece avere le dimostrazioni delle proprield segnenti:

ab abd — g T—
7 =gl FEEpE.

D el S —
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Se p. es. le operaziont M sono innalzamenti a pofenza, si ha la dimostrazione :

vE= iy E =Y =,

6. V. Sz, qualunque siano i nuwmeri a, b, e, si ha:
Viho o oor oo o s o ¢, )M, = g(aM,, bM,),

st deve avere anche :
s@& M =g (aM " oMTH).
lavero, a motivo della (2), si ha:
% (GM:I, bhf:l) — q:(ﬂM:l, bﬂf:l) HHM:J',
o per l'ipofesi fafta (8):
9 (ailfu_l. ﬁr.&fd_l) = (mﬂ;_lﬂfu. &M:ljiu) M‘___’ -
e infine a motivo della (1):
tp(aﬂf:*t, EJM:"l) :T(ﬂ, b) M:l.
Usservasione. — Se g(a, b)) —a == b [’ ipotesi (8) si realizaa se | opera-
zione & & molfiplicazione ; quindi allora si ha anche:

a= b

a
__1+
C c c

a
Se ¢(a, b)) —=ab, oppure g (a, b)==—-, la stessa ipotesi (8) si realizza se M
¢ un innalzamenio a potenza ; quindi allora si ha anche :

Vab =V a. VT : f/f_i’?.

Fermo, geundlo 1895,

C. CrAMBERLINIL

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
217%, 218%, 219, 220%, 221%, 223% 224% e¢ 225°

2Y7'. Nella serie X,y Xys Xgp coo e Xy cnnns & costante il rapporto h di
ctascun termine able potensa di grade p. del termine precedente. Fsprimere x,
per mezzo di x,, n, h, p. (A. Taarori).

Soluzioni complelamente analoghe dai Sige. E. Marchi, studente a Livorno:
G. Scorsa, studente a Pisa; M. Carmina, alunno del B. Istituto tecnico di Gir-
geati : V, Columbo, studente & Napoli; E. Lugaro, studente a Palermo: A Parsi,
- studente a Genova (),

(¥] Bolusioni veunero anche invinte du B, Armanno, studente & Torino, F Celestri (I, Est. teo.

Modica), &, Giovamnett, studente a Pevia, 0. Montanari, students a4 Plsa: AL Aoralee B. Zurvia,
stadenti & Catania.
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Dalle relsziont successive

mi=hmy', ma-:?i.:mf", m¢=hm¥', 68 .5
st ricavano, sostituendo, le alire i[ I1

4
Wy = A -.HF, ¥, = Fa.lﬂﬂ"+] ﬂ:EL y e ” l |

Ora, si ha in generale ,
n_—_¢ n_l S '—I—i .
[ T - Tasss (4 ﬂl-" _ -. .| 1

@ = I

Infalti quest'uguaglianza si verifica per 2 = 1, 2, 3, 4 ‘e supponendela sod-
disfatta per » — | lo e anché per n, poiche l
|

Tl n—4
g o= Rty == (T TSR G
P-ﬂ—.'l.! +ILH+_'+PI+EL+1 m}"'“—i

41

i
1t

Ii evidente che il termine n*"™° della serie, per n impari & 5 @ per

Hnt

':;-”'.;5'*
{,.3 4
qu a

Fo

il

T

) .
pari Tk Se adunque lo si indica con N pofremo scrivere nel primo caso

h
quindi essa € sempre vera, , |
. n—l __ '
Ma gi ha p"— '~ . .. pPFp 1 = Hp—l dunque, piu
semplicemente
—_— I N1
@, = h " g mi'- :
218", Determinare il termine generale della seria | ;
].1 11 E’ 21 31. 3-_; 41 4., L (A_. Tiﬁmnl). ::* {v
Soluzione del Sig. F. Celestrs, alunno del R. Istituto tecnico di Modica (). ;"‘;‘;
n—4 1 =
F
|
|'

2 | | 2n 4+ 1
N= ﬂ+‘l+ e nel secondo N = oo 4{ 1)

tal modo ridetta 2 far s che Vullimo termine del numeratore di queste due b
espressioni sia positivo quando » & dispari e negativo quando # & pari, cid che i
si ottiene prendendo '

. La quistione & in || |

; iw
vt o < e
g an

Ot — (—1)®
- :

N=—

Se in luogo della serie dats =i considerasse la serie

[1} Qgy Qpy Bgy Ggy Agy Gg, Ags Sqs o

—
b

dove primieramente e,, &,, @y, @,y .... 5000 numeri in progressione aritme- _
tiea di ragione d, il fermine di posto 2, come pure quelio che lo precade, ﬂ

(¥} Alira salmzion: pervennara dal Sigg. W, Curmine (B. Tsi tee. Girgenti), V. Coluwmbo (stu-
dente a Napoll), 3. Horale {atvd. Catania), 4 Pars? (stud, Genova),
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avrebbe per espressiome @, -+ {n— 1) d, quindi il termine n™™" sarsbbe, per =

1
impar a, —[-( “";" —_— l)gj ¢ per m» parl a, ~ (: l)dﬂsaiﬂingﬂnﬂrﬂ.lﬂ,

servandoci dell’artificio usato sopra :

2n 3——(— 1)

2+ | —(— I
¢, =+ ’ y ), lid = a, 4
Qualora poi nells [1], a,, a,, a,, @,, .... fossero i termini di una progres-
sione geometrica avenie g per qaoziente, siccome a_ = @, ¢"— per » impari
e . S

il termine n®™%° della serie savebbe a, ¢ ° e per » pari a,¢ * , quindi
avremmo per fermine generale

219. Nellz serie y, Yy «++ Yu -+.. St ha per n > 1
Yo ==hy, , + 1n 4= k.
Dato i valore a, di y, delerminare y, n junsione di n, h, 1, k, a,.
(A. Tamervri).

Soluzioni analoghe dei Sigg. Prof. V. Carpanelo ad Acqui, V. Columbo, stu-
dente nella R, Universitd di Napoli, A. Parsi, studente nella R. Scuola Navale
Supériore di Genova e G. Seorsa, studente nella R. Univarsitd di Pisa,

Dalle relaziom

Y, =M, +nkh y, ,=hy, ,+in—1)42
........ y"-‘l—{ﬂ—l} = ?lyl':_l -} E[ﬂ (S 1}] '-I— k,

mol tiplicando snccessivamente per 1, A, A%, .... B! e addizionando si ricava

y,=hy  +ln+ RG24 1)
— s — 1) A"t - — DA 4 ... 2RE R

7 —1
Ma siha: Bt b=t bl = e
7 —
— 1 —— —2 ! g =1 ___
(6 — DA~ - (s — Y h—2+ ...+ 2h ;h._.ﬁ__](sh h__l)

¢ sostitnendo

- "’ ‘4 L]
Yo == Wy s+ (K — 5 ("“" h—1 )

quests formola, che facilmente =i dimosira esatia col metodo di conclusione da
noad n--1, 2l pud seorivere nal seguente modo

Z ik h—1
Y, = h%y, - yp— [{u—s)h‘—ﬂ]—l—(k—l— h;l) —

s R

S

HRT

B
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Ponendo n —s=1, donde s —=—n i, 81 ottiens

'S
Y, = .i";"—"y'_ I — {rA™—" — H} B (R } —

¥

Lh (T =y |
h—1 h— |

e ponendo 7z per + ed r per n si ricade appunto nella precedente.

220* Data in wun cerchio wuna corda AC, e, datv un pento K sitwalo in
essa, condurre per K un’ altra corde BD in modo che il guudrilaiero ABCD
risulti circoseritiibile, (3. Cartania).

Solazioni del Sig. G. Scersa, studenie a Pisa.

1.% Supponiamo il problema risoluto e poniamo A B—a, BC — b, CD =ge,
DA=d, AC=m, DB=mn. Allora poiché il quadrilatero AR CD & inseril-
tibile, gli angoli ABC e ADC sono supplementari: quindi B : K D —
ANABC: A\ ADC=uab:c¢d. Inoltre si sa pel teorema di StEwarr che se
un punto K divide la base di un friangolo OB D nel rapporto % : v, si ha

. 1 — 2 —_— “vo
0K — - OB - 0D 3
%+ v U+ v (2 4 o)
e nel nosiro caso u: v =2ad :¢d, 0B= 0D = R, indicando con R il raggio
de! circolo ecireoseritto e designando O il centro i questo circolo, B0 = n,
dunque

- BD'

— " abedn®
LE =k (@b 4+ cd)®
Ora indicando con & I'area del quadrilatero A BCD egh 8 §—= A ABC-}-
158 abm = edm 7 5 3 o -dtal _
A =508 T AE dR (@& - ed) e d'altra parte —abecd

perche il quadrilatero ABCD & inscrittibile e cireoscritiibile al tempo stesso:
dunque sostituendo:
m® n®

T 2

Da questa nguaglianza si ricava
iR
nm=4R V(R OK)(R— OK), #5m— V(R + OK) (R— 0O K)

la qual formola di il valore di » che risolve il problema (")-

Conducendo il diametro MN passanta per K ¢ per X Ja semicorda £ P per-
dendicolare ad MN, si vede facilmente che K P = J/(R - 0&)(R— OK),
onde la dizgonale n non & altro che la quarta proporzionale dopo m, il doppio

{¥*) Quests soluzions & inspirats ad alennl risultati 8 cui perviens il 8lg. FovcanT nel Jouraal
de Math. dtém. publié par H. Vumerw (Anno XVIIL, p, 148).

i

—

e IE




— R —

del diametro M N ed il segmento KP. La costruzione del guadrilatero ABCD
& ridotta poi ad inscrivere in un cerchio una corda di data lunghazm passante
per un punfto dato, problema di molto facile soluzione.

2." Considerando ancora il problema come rvisoluto, sia I il centro del cer-
chio inscritto mnel quadrilatero ABCD. Se tiriamo [A, IC sard ~ AIC -}
ICD 4- CDA -} DAl = 360" Ma la somma degli angolit 7CD, D AT ¢ uguale
a un retto poiché sonn meld di angoli supplementavi, dunque si ha ~ AIC =
270° — CDA. Ora I'angolo CDA é nato perché inseritto nell’arco A D€, dunque
abbiamo intanto, che il punfo I deve trovarsi soprs un areo di cerchio capace
dell'angolo 270° — CA D descritto sulla corda A C. D'altra parte si sa che se
un quadvilatero & insorittibile a circoscrittibile nel medesimo tampo, 1 centri del
cireole inseritto e eircoseriito stanno sopra una medesima refia insieme col punto
d'ipcontro delle disgonali, dunque i1 punto I & delerminato dalla intarsezione
della retta OK (0 essendo il centro del circole dato) coll’arco di cerchio ATC.

Trovato il punto I, la costruzione del quadrilaterc A BCD & ovvia, poiche
si riduce & firare per K una trasversale BD in modd che IC bisechi I'angolo
DCB e si su che tutle le trasversali BD, tali che 'angolo DCB rsulta bise-
cato da IC, sono parallale.

Osservasione, Del teorema citato sui quadrilateri ituscrillibili e circoserit-
tihili &l tempo stesso, ei si pud facilmenie rendere ragione nel modo che sogue:

Siano P e Q i punti ove si inconirano le coppie di ralte A8 ¢ CD, AD
e BC rispettivamente, allora Ia retta P@Q sard la polare del punfo I tanto
rispetto al circolo O quanto rispefto al eircolo L. Ma la polare di un punfo
rispetto a un cerchio & perpendicolare al diametro passante per esso, dunque
PQ & perpendicolare tanto ad OK quanto a KJ, e percid 0, f e K gincciono,

come volevasi dimostrare, in linea retta.

2921°. In un triangolo ABC delerminato per gli elementi a, B, C iscrivere
due circonferense equali, tangenti a due lati ed esternamente tra loro: st riduca
atta al caleolo logaritmico la formola del raggio. Se O, O° siano i centri dei
due cerchi qual condizione deve sussisterc fra gli angoli B, G affinehé o itricn-
golo AOQ’ visulli rettangolo in 07 (G. BELLACCHI).

Risoluzione del Sig. E. Marchi gii studente nel R. Istitute tecnico di Li-

vorno ().
Siano D, E i punii di contatto delle due circonferenze O, 0’ eol lato BC=a.

B C
Siha a==BD 4- 2r - ECe puiﬂhéBB——rcnt?, EC=rcol 4 5 risulta

B C
=7 2+nnt—2—'-—|—mt—, donde

2
a
e
B C
2 4 uﬂt?-l-cnt?

{®] Altra soluzione venne inviata dal Bip, M. Morale, studenic u Citnnin e risolezloni epuali
uel rignitati dal Slgg. 4. Passl, studante o Geuova ¢ . Seorza, etudente a Pisa, -
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Per ridurre questa formola atta a! caleolo logaritmico si osservi che

B C C B B C
tB tc eﬂazsenE+cﬂs?senE— sen >
St Ty = B C ="0 0"
se1l —— son - sen —- sen —-
B C
861
onde posto B a — 2tan® @ segue
=611 2 36N 2
g a a“ 4
= 2( 4 tnfg 2 T

Se il A AO'0 risulla retlaagolo in @) sllora A OF sard 1'altezze del
- /\ ABC relativa al lato BCesiavra Al=—=B FKtang B = (BD -} 2¢)tang B

B C
—r (2 —~+ cot E) lan B ed AE=FEC. tan C =rcot - tan C, onde ngua-
glizndo
B C
(E - mt?) tan B = cot 2 tan C,

che esprime la condizione richiesta,
Questa relazione si pud peraltro metfere sotto nna forma pil elegante osser-

vando che

EEEEB 4= cos 2 Eﬂﬂnﬂmqﬂ
(?.-J.—L‘IJLE} fan B — E s . = 2 —
2 B cos B
oy
gen B “E
5 R :EEEHB+1—[—P,DEH‘
cos B cos B
§; C " C
o QEﬂt?[&lﬂ? ..EDE'? 1+ cos C
L LSS ¢ = .C €~ Tas C
[ — tan —z— cm”?—aen ——2—

donde segue, dopo fatle le ridugzion:

cos B —cos O = 2 sen B cos C.

223", Dimostrare che Tespressione
gt - 10, 3% — 13,

per m inlero ¢ positive qualungue, ¢ divisitile per 64, (V. Corumeon)

Dimostrazione del Sig. O, Montanari, licenziato dal R, Istitulo teenico di
Livorno,

B e o e e
L a1
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Si he

3“4—10.3‘2’"—13:3{3‘“ 1) - 10 (3" — 1) =
(3!**—1)[3(3!“ 1}-1—wf=(39m_1}g3(3““—1}-1-2(3!_:)[.

Ura | due fattori dell'ultimo prodotto, qualunque sia #n, sono divisibili per
3% — 1, quindi 'ssprassione considerata 2 divisibile par (32 — 1 =064, c.d. d. (")

Dimostrazione: del Sig. &. Storza, studente a Pisa.
Verificato 1l teorema per m=—1, 2, ..... supponiamolo vero per m=—mn;

es80 sard dimostrato in generale quando si provi che, falis tale ipotesi, esso si
verifiea ogualmente per m—n -4 1.

Per m=mn+1 la nosltra espressione prende la forma

A=3%P 10,32 __ 13

da. eni, sottrasndo
B — g4n+d 10, 38 13,

si ha

(A — By =3%"* (3 _ 1) 10 . 3" (3¢ — 1)=sug gantt 4 gen |
80 . 3 (3ea+l ),

Ora basta osservare che una potenza dispari di 3 & uguale a nn multiplo di 4
meno l'unita per accorgersi che 4 — B & divisibile per 64: ma anche B per

tpotesi & divisibile per 64, dungue il teorema resta dimostrato anche per A.
¢ d. d..

Dimostrazione del Sig. G. Candido, studente 2 Pisa.
Consideriamo |'espressione
M A [(m 4 2)® — 2mn™] e — [(m - n)® — matP] n
in cui m, n, p sono numeri imteri e positivi. Ponendola sotto la forma
(P =) (m¥ — 22) [rs (mP - 2) (1 — 7%) - (m + 2)"]

si scorge con facilitd che 1° se m ed # sono pari essa & divisibile per 2 {2 4=7)? <
m - 7

(m — n), 2° s S—— ¢ un numero infero essa & divisibile per (m® — n?)e.

In particolare fatlo m=—=3, n=1 si ha I'espressione
3FT 10, 3P — 13

- n
W — n

e giccome siamo nel ecaso di

= 64 ().

— inlero, essa @ divisibile per (32 — 1)

(*) Dimostrazioni sompletaments analoghe dai Sige. M. Omrming (alunmo dal B Tat. tee (e
gunti), E. Lmgare (lcenziato dal R. Lisso Garibaldi Palurmo', B, #arehi (lie. B. [st. tec. Livorno),
M. Morit=a (lie. R. Ist. nans. Cataniz), 4, Parai, stondente a Geuova, M, Piattelli (lic. B Liceo
Buri), 8. Resta (alunmo It. Ist. tee. Bari),

(¥%1 Alwe genernlizzazioni della nquistione pervennero dai Sigg, P Celeatrd (mlunmo del R, [st.
lea. Modica), V., Colmumbe (sind. Napoll) ed E Fugaro.
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224", Siano 0, O i centri di dus cerchi dati che si segano ortogonalmente
net punti H, K; 5i 8iri per H una retta qualunque che tagli i cerchi 0, Q' di
nuove in A, B wvispettivamente. Le rette A0, BO' & taglivo in M. 1° Qual 2
il luogo del punto M? 2° Dimostrare che le vette KA, KH, KB, KM formano
un fascio armonico. (F. CermsThai).

Risposte analoghe dai Sigg. E. Lugare, licenziato dal R, Liceo Garibaldi di
Palermo e S. Kesiz, alunno del R. lstituto tecnico di Bari ().

1* Essendo gli angoli AH O, O/ HB complementari, si vede facilmente che
HOA e BOH souo supplementari (quindi B KA retio): hanno i lati OH, O'H
perpendicolari, guindi ABX & perpendicolare a BM. 1] tuogo del punto M &
dungue il cerchio di diamefro OO,

2" Sia C il punto d'incontrodi AKX con BM,Siha -~ KECBE=90°— CBEK

KEOB

2

In olire, essendo A, M, K, B conciclicl; ~AKM —=ABM— HEK (. Cosic-
che le due rette K M, KL H e le biselbrici dei loro angoli, KA, K B, formanc
un fascio armomico, ¢. d, d..

e guindi € si trova nel cerchio 0.

225°. Dimostrare che le due progressioni geomeatiiche

25 0] 2 e Ao o ey o =

godono della proprieté che combinando @ loro termini, o tutli o in parie, per
addizione o per addizwne e solfrazione dal 1° (a,) fino all 0™ (a.), si hanno

per risuliati i numeri da 1 fino ad a, }-a, -+ ... 4+ a,. (A, LueL).

Dimosirazione del Sig. M. Morale, siudente a Catania.
Considerando la prima progressione la cul ragione & 2, si ha

G+, +....+a =" — 2a,— 1.

Ogni numero N < 2a_— 1, che non sia termine della progreseione, si potra
meltere soito la forma a, - % con it fermine della progressione ed o < &%, .
Similmente o« potra porsi sotto la forma o, -+ «, con a, << a, e eosi via
Egli @ chiaro ché si giungerd in ultimo a trm*are @, = @, pmvhe u_,‘:ru. >
0, > .... € la progressione comincia con l. Si avlé ens)

N-—._—.nh+uh e

Considerando poi lz seconda progressione la cul ragione & 3, si ha

Ry

3an—ﬂ1 g — ]

& + a1 voee + 2 = Cp— =a_ - "‘E —=a_ - m

L L3 £ ] ] E (3 -
dove m & un numero intero minore di —J"—. Ora ognl numero N < a_—+ m,

-

che non sia iermine della progressione da luego alla limitazione o, < N<a,.,

e poiche 4, ,, —a, =24, risulia che una delle differenze N—z, oda, ,— V

(*) Altrn risposta pervenne (al 8ig. € Monfancri studente n Piaa,
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¢ minore e Taltra maggiore di o, od ambedue sono egusli ad a,. In questo
ultimo caso sardk Ne=wz, , —e, & nell'sltro caso si potra sorivere N=—a, +«
o N=a,_, —o, con o < ¢, . Ponendo appresso G, < o< 3";;, s SL rovers
0 uf'___&h'“ — @, oppure o= a, +« od =, o — &% con o, {ah e
cosi di seguito; e poiché le o diminuiscono continuamente ¢ la progressione ha
per primo Lermine I, sl arriverd infine ad avere % =a

hyer — %, 1 Oppure
%, ==, per modo che sari

N=—a, na ——a —+

ko PP = ¢, d, d..

5L

———prf——

QUISTIONI PROPOSTE ("

S L e,

- ﬂ 1 L] - - ] ™
251™. Se r & un intero arbitraric non negativo, e % un intero
pure arbitrario ma superiore a r, 81 avrd

@) () =)+ G ) =+ e () () =0

258&. bBi dimostri, senza ricorrere alla teoria delle differenze,
che se la relazione

)+ @)=+ @) ot o+ () am=tn

¢ soddisfatba qualunque sia 1'intero pesitivo n, si avrd

oy T N 3 n L
o =|n (1 THE—[Ft e E)'

G. Nownm.

=53. Valendosi del risultato della quistione precedente si de-
termini il numero delle permutazioni degli elementi a,, a,, a., ... a
nelle quali nessun elemento occupa il posto rappresentato dal proprio
indice, |
G. Nonwr

@654. Si hanno dne wurne, in ognuna delle quali sono conte-
nuti 1 mumeri 1, 2, 3, ....., n. Si estraggono contemporaneamente
due numeri, uno da ur'urna e uno dall’altra; poi, senza rimettere

nelle wrme 1 numeri sortiti, si estraggono di nuovo due numeri, uno
da un’urpna e uno dall’altra; e cosl si continna finchs tutti i numeri
siano stali estrafti. Determinare la probabilitd che non sortanc mai

e

(*) Le questioni contrassegnate con semplice aslerlaco sono indifizzate sgli alnnnl dells sonole

sacanderie, quelie distinte con due awterischi sono dirette im particolar modo agll studentl dells
#tnole saperior], senza eseludere qualsias! altra atudioso,
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in una stessa estrazione due numeri eguali; e dimosktrare che iale
1

HE-

probabilita vale —% a meno di
G NONNI.

2565%, Dimostrare che per due triangoli sferici polari sussiste
la, seguente proprieta: I tre cireoli massimi passanti per le eoppie
di verbici corrispoudenti (cio® tali che uno sia polo del lato opposto
dell’altro) s'ineoniranc negli estremi di-uno stesso diametro; mentre
le tre ecoppie di lati eorrispondenti s’incontranc in punti di uno stesso
circolo massimo, il eul piano risulta perpendicolare al suddetto dia-

metro. M., CHnI.
256*. Mostrare che, risolvendo le equaziom
A
k=% Hg+ﬂf+tﬂﬂ(i&5+ﬂn+1ﬂﬁ—l—1)
2
71'=T|_ u‘!_l_u:l_l_wﬂ (EE—I—H:‘]—[—wﬁ—[—l)
r - 2w , g
et TETE (wt -+ v+ wl 4 1),
rispetto alle %, », w, 81 ha
— G 2(5—8
T a el —1 BEa T —CrFa LY
o b 2@ — )
T atfbntcel—1 " B4 A —E 9"
¢ 2 —1

T T A et —1 T B A —F T Y
ove si & messo, per hrevita,
a=2( —&&% b=2m—19)5"% c=2(L—0)s?
P=0C¢ =)+ @@n—9)+E—10).
A. Den RE.

252*, Il processo di eliminazione dslle quantitd 3, }' fra le
equazionl
a—1b=0a —i\Vb=70
A h = Br 4+ v2 =0,
ove A=, & 4+, 0 =0,& + by, &' =a, T+ @, ' =b T4 ¥, ed
a, a, b, b, (t=12), « B, 1, & sono delle costanti date, vale il
processo di composizione successiva di fre proiettivitd. Dedurne, senza
aulteriori caleoli, che il determinante della equazionme bilineare
caa +Bab’ 4 ya'b 4360 =0
& dato dal prodotto
@ a jla ay
by by || &', &

z [i
Y B

-

A. DeL RE.
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258™. Dune fasei proiettivi di raggi (9, 5), (5, o) essendo dati
in due piani diversi, ed intorno a due diversi punti, proieftare |'uno di
essi (¥, o') nel fascio (8, &) sul piano dell'altro, per modo che, in a,
il centro di prolettivitd di (8), (§,) sia un dafo punto S,.
A. DEL RE.

259, 8i vnole proiettare una »" di due punteggiate proisttive,
sopra un pieno s condotto pel sostegno = dell’altra, per modo che la
proiezione eontenga un assegnato punto M di &, ed abbia eon () nn
dato asse di proietfivitd «”,

A. DEL RE,

280", Costruire dne punteggiate proiettive (1), (»') conoseendo
due punti corrispondenti 4, A’ Vasse i proietiivitd «”, la proiezione
1", suu", del punto limite di (u'), fatta da A, e 'angolo 8 di », 2.

Per o diverso da 0° e da 90" questo problema ha due soluzioni.
Mostrare che le due posizioni (w,), (w,) di (w') che corrispondono ad
esse, sono prospettive col centro di prospettiva in A,

A. DEL RE.
261", Eliminare a e 3 dalle tre equazioni
a e a
Y e Y A
G. Pescl.
283*. Trovare eol golo compasso il raggio del cerchio inseritto
in un dato friangolo rettangolo, (. CanpDIDO.

2837 Di un trapezio simmetrico ealcolare i lati ed il raggio

del cerchio circoscritto in funzione dell’angole aento 4, della diago-
nale 2d o dell’area m?>,

(. BELLACCHI.
264" Se A', B', (' sono punti dei lati @, b, ¢ di un triangolo
AB (U tali ghe BA': A'C=0CB :BA=A4C": ("B = m: n, posto
B(C =da, (4 =¥V, AB =<, dimostrare la relazione

| A’E { (m—7) — mn sa*—2%a”.

P. CAsTELLIL.

=85 Dimostrare che, per n intero e positive qualunque, la
espressione

an [1296 . 34:1__3 =B 3 (Etn_l - 24%4) - g-m]-n S 2-1&» (
5 divisibile per 1895,

92&_,12:1 T
5 )

S, GATTIL
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oa86* Se di un triangolo 4 B C inseritto in un cerchio il ver-
fice A rimane fisso e i vertici B e (' varieno cosi che la somma
AR 4- AC" rimanga costante, dimostrare che ii luogo del punto
medio di BC & una retta perpendicolare al diamefro passante per A.
G. Garnoocl.
287, Se si costruiscono 1 punti simmetriei I', {7, 1" del esutro £
del eerchio inseritto in un triangolo A B(' rispetto ai lati B¢, (FA,
A B, le rette che conginngono questi pnuti ordinatamente con 4, B, U

concorrono in un puato. S. CATANIA.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

B. NANNEL, — Elementz di Geometria. — Vol. 1°: Planimetria (1892) -
Prezzo: L. 3. — Vol. 29: Stereometrie (1894) - Prezzo: L., 3 - Milano,
dott. F. Vallardi.

Questo librg, di cox la prima perie fu pubblicata fino dal 1892, e la se-
conda & uscita pochi mesi or sono, presenia subito, a chi lo legge, due note-
voli gquali{d didattiche: I'ordine e la chiarezza.

Lo scopo dell’A. si fa evidente sin dalle prime pagine; egli ha volulp fare
un libro Tigoroso e possibilmente facile: un libro che risnendo in s& 1 pregi
dei migliori trattati che vennero alla Iuce in uest’ oltimo quarto di secolo,
fosse alla portala anche degli alunni mediocri delle nostre scuole secondarie, i
guali ne costituiscono la maggioranza.

E fare un libro che sohiettamente si adatti alle scoole, come hen dice 1'il-
lustre prof. Geemona nella prefazione de’ suoi magistrali Elementi di Geome—
tria proiettiva, & cosa difficilissima e che richiede molto e mollo tempo ; € nna
impresa piena di dobbi e di smcrifizi per la quals oecorre di continuo venu'e a
lite eoll'abbicel della scienza; fare, disfare e rifare il lavoro tre, guatiro e pin
volte, — Assai arduo era dungue il compito assuntosi dal prof. Nawwei, ed a
me pare che egli meriti sincere lodi sia per averlo coraggiosamente impreso e
sia piit ancora per il modo come I'ha condotto a termine.

Seguace per indole d'ogni reale progresso, egli ha con diligenza tenuto
dietro a tutto ¢id che di meglio si venne pubblicando riguardo a geometria
elementare sia in tratiati & siz in giornali i matematica, e tuito, bene assi-
milando, ha poi fuso egregiamente in questi suoi Elementy di Geometria.

Bd infatli egli ha innestafo in essi qualche proprieti sul tronco di prisma,
snlla superficie e sul volume del toro, tugliendo la prima parte, da alcune nole
del prof. Brsso, apparse nel Periodico di matematica, e 1'altra parte dal bellis-
simo tratiato di geomeiria del prof. LAzzari ¢ Basgan: ; ¢ v'inseri, risolli, parecchi
importanii problemi di applicazione dell'algebra alla geometria, fra 1 quali e
degno di nota qualio originale dell’Alyzbra del geniale prof, Brrrsces

Né mancd di dare un giusto cemno cirea ln Geometria del ériangolo, trat-
tando delle coniugate isogonali, conitvgate isalomichs, antiparallele, simediane e
del punto di Lemoine.

Il metodo tenuto dal Nawwer nello svolgere le teorie geometriche é il se-
guenfe, Premessi i postulati fondamentali, viene a considerare le prandezze geo-
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metriche; le gueli divide in tre generi, studisndo poi separatamente le proprieti

per ciascuno di essi sia nella planimelria che nella stereometria, rendendo cos)
possibile, a chi il volesse, di svolgere contemporaneamente le due parti.— De-
. nomina equispigola o eguilatero la piramide che altri chiamano regolare, perche,

come giustumente osserva, & strano 'appellar regolare on poliedro che non e

_ compreso fra i cinque che si dimostra essere | soli regolari.

Ve Alcupe dimosirazioni sono del tutto sue, e fra queste vanpo in particolar
Himmmalr o ol 'mﬂdﬂ segnsalate per la lm semplicitd ed eleganza quella del teorema i ogni
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valuma dal segmento di sfera a due bast,

Altre proposiziani e dimostrazioni fanno a volta a volta ricordare i pid pre-
gevoli trattati di  geomeiria, quali: il Sayma e 1) Ovromo, i1 Farroser, il
DE Paous, il Lizzeri e Bassawni, il Gremieni, nonché la Teoria delle Gran-
dezze del prof. Berrazzi, e qualche nota di quest'ultimo apparsa nel Periadico
di matematica, at’ quali lavori, ollrecchéd alle fesiond date dal prof. De Amiors
nel R. Istiluto teenico di Bari, il Nanngt si & inspiato, o dei quali si & sa-
puto efficacemante giovare, facendolo fultavin in modo da eomporne an insieme
armonicamente omogeneo, steso con grande naturalezza e con linguaggio sobrio
¢ piano di maniera che questi Flementi potranno nelle mani dei giovanm, dive-
nire un oftima guida per avviarli al pieno possesso dei principi geomefriei, che
costitniscono senza dubbio i pii belli e pi rigorosi esempi di- logica.

Quaunto alla ehiarezza credv che non si potrehbe desiderare di meglio; anazi,
a voler ecrcare il pelo nell’ novo, mi sembra che in qualche punto I'A. abbiya
voluto sacrificarle un po’ di que! rigore, che di solito egli non abbandoma mai.

Cosi la definizione delle grandezze di terzo genere mi pare che andrebbe
riloceata; e andrebbe pure, a mio avvizso, ritoceato il ecapitolo della misura, dove
un deplorevole errore d'impaginazione genere un po’ di confusione, e dove an-
cora menca una definizione generale di misura.

[noltre non & abbastanza ben precisato 1'inverso del teorems di Afenslazo cha
egli enuncia In quesh termini :

« Se sopra ognuns deile refte dei lati d' un ﬁ*laugulu gi sceglic un punto,
« tale che il prodotto delle lunghezze di tre segmenti non econsecutivi, deter-

4. g minati da tali punii e dai vertici, sia eguale al prodotto degli altri tre, i
FH e & punti scelti sono su una medesima refta ».

Evidentemente, cosl espressa, questa proposiziouve non regge, giacche alfri-
menti condurrebbe ad affermare, fra le altre cose non vere, che i punti medn
del tre lati d'un trizsngeolo giaceiono sopra una stessa retta.

Ma questi son ngi che si eviteranno facilmente in una seconda edizione, Iz
guale non dovrebbe tardare a lungo perche gli Elementi di geomeirig: del NanNEl
meritano davvero di essere raccomandati ai professori di malematica affinche li
adottino come lihro di testo nei loro ecorsi.

E in una novells edizigne poivanno altresi migliorare le figure della Plani-
metriqg e riuscire nitide quanto sono ora quelle delle Stereometriz; e se U'A.
vorra aggiungervi ancora un capitolo che fratti della moltiplicazione dello curve
e delle figure tnverse, 1 suoi Elemenii di geemetria, potranno fornire, a chi Ii stu-
dierd, an altro ottimo @ mederno strumento per la risoluzione del problemi di co-
struzioni geometriche, quello ciné conosciuto sotto il nome di snélodo per mversione.

Novarn, 27 gamnaio 1890. _ Stewana (FaTri
Professore nsl R. Licso di Novarea,

Finita la Redszione il di 20 marzao 1895,
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LA THORIA DRLA BOUTALENID GROMETRICA©

Nota del Prof. G. LAZZERI
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It noto che la teoria dell’equivalenza geometrica, completamente
trascurata fino a pochi anni fa, & stata ridotta rigorosa special-
mente da De Zolt, De Paolis ed altri, ammettendo come postulato
'una o alira delle proposizioni seguentli: « Se una grandezza e
comunque divisa in parfi, trascurandone alcune mon & possibile di-
sporre le altre in modo da formare la stessa grandezza ». « Se due
erandezze A, B sono divise in parti in modo che in 4 si trovino
parti rispettivamente eguali a quelle di B insieme ad altre, non e
possibile trovare un’alfra scomposizione di 4 e B per la quale in
A si trovino parti rispettivamente egnali a tutte quelle di B e
nessuna di pit, oppure in B si trovine pa.l A mpettwamenta eguali
a quelle di A4 insieme ad altre ». -

Dal 1886 in poi sono stati fatti vari infelici tentativi per di-
mostrare il postulato suddetto, senza raggiungere lo scopo. Recen-
temente perd i signori ScHUR () e RavsENBERGER () hanno dato
delle dimostrazioni, le ;llnali, sebbenc sieno giusto nel eonceito fon-

damentale, ¢ mettano fuor di dubbio che la teoria dell’equivalenza

si deve poter rendere indipendente dal postulato che & stato am-
messo sin qui, lasciano perd ancora abbastanza a desiderare e pre-
sentano delle lacume.

Spero_guindi che possa riuscire non completamente priva d'in-
teresse qugs't:a. nota, nella quale valendomi di quanto & stato fatto
fin qui, mi son proposto di tracciare una teoria della eguivalenza
per le tre classi di grandezze costituite dai poligoni piani, dai po-
ligoni sferici di una stessa sfera, ¢ dai prismi, indipendentemente

(¥} Questo lavors ora gia in corss di stampn, gquande & venunta in Ilnce noa nota sallo stesso
argomento del Profl, VErowEse (At del E. Jetiigto Veogto).

(*0) Gell'aven delle figurs pians limitate da linee vette. — Periodico, anno VEIT, 1895, — Vedi
anche Bragi: Sull'equivalensa dei peligoni. — Poriodico, aono X, 18, pag, 21 e 65,

(¥#%) las Grundproblem der Fijchen-und Rauminhalistehre,— Mat, Annzlen, Bd. XLITI, JH9S.
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da qualsiasi postulato speciale per la teorin stessa, dal concetto di
aree negative adoperato dal Ravsexerreer, e da qualsiasi nozione
aritmetica o algebriea.

Ho cercato di evitare per quanto era possibile anche la teoria
della similitudine, ma non ho potuto fare a meno di ricorrere ad
essa per la dimostrazione del § 6.

Pel maggiori svilappi, che qui ometio per amore di breviti,
rimando il lettore ai miei Elemenli di geometria, che richiamerd
sempre con la serittura (G).

[. — NoziONI GENERALT RELATIVE ALL’EQUIVALENZA.

1. Le prime classi di gmnﬂézzﬂ, che si presentano nello stuclio
della geometria, e delle quali si pud considerare come tipo la elasso
dei segmenti, godono delle seguenti proprieth caratieristiche:

I" Riunendo due o pit grandezze della medesima classe, si
ottiene una nuova grandezza, appartensnte alla slessa classe, che si
chiama la loro somma.

2° La somma di pit grandezze di wna classe gode della pro-
prieta commutativa, cioé tutte le somme, che si possono otienere
riunendo in diversi modi le medesime grandezze, sono eguali.

3° Date due grandezze della sfessa classe, una deve essere
necessariamente maggiors, eguale o minore dell’altra, ciod la prima
deve essere egnale alla somma della seconda e di wn’alira gran-
dezza, oppure la prima deve essere eguale alla seconda, oppure la
seconda deve essere eguale alla somma della prima e di un’alira
grandezza; e questi ire casi si escludono a vicenda.

Tutte le alire proprieth di gueste classi di grandezze sono con-
seguenza di queste tre proprieth caratteristiche.

Esempi di classi di grandezze che si irovane in queste condi-
zioni sono quella dei segmenti, guella degli angoli, quella dei diedri
(G Lib. 1 - Cap. 1I), quella delle striscie, quella degli strati, nuella
degli archi appartenenti ad un cireolo od a circoli egnali, quella
dei settori appartenenti ad wno stesso cerchic od a cerchi eguali,
quella degli angoli sferici appartenenti ad wna siessa superficie sfe-
rica od a superficie sferiche eguali, quella degli spicchi sferici ap-
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partenenti a sfere eguali (@. § 32), quella dei parallelogrammi di
una sevie (G. § 110), quella dei prismi di una serie (G. § 191
Chiamo classi i grandezze di’ 1° specte tutte queste classi, ca-
ratterizzate dalle tre proprieta sopra eitate (G. § 275).

Per altre classi di grandezze come per esempio per quella dei
poligoni piani, e per quella dei poligoni sferici appartenenti ad wna
data superficie sferica, & evidente che sussiste la prima delle tre
proprieta caratierisiiche eitate sopra, non esiste la seconda, e non
S1 puG asserire @ priori se sussiste la terza. Queste sono lo elassi
di grandezze che mi propongo di studiare. Le considerazioni Se-
guenti si possono applicare a tutte quelle grandezze, per le quali
st puo ammetiere la seguente proprieti :

«Se una grandezza & scomposla in parti in due modi diversi,
si pud produrre una terza scomposizione della data grandezza in
parti, le quali sono le parti risultanti dalla prima divisione suddi-
vise mediante la seconda divisions, oppure le parti risultanti dalla
seconda divisione suddivise per mezzo della prima divisione » .

2. Deflnizione. — Due grandezze si dicono equivalenti, se sono
eYUall, OppUTe Se St POSSOND SComPorre in part rispettivamendte
eqguali.

Indichero l’equivalenza di due grandezze A, B colla serittura

4=8

che si legge « A & equivalente a B », mentre indicherd 'egnaglianza
(congrnenza) colla scrittura
4 =

che si legge « 4 & egnale a B. »

Stabilita questa definizione, & facile dimostrare i teoremi seguenti
(G. 8§ 271, 272, 278):

1° Due grandezze equivalenti ad wna terza somo equivalent:

[ra loro.

2° Tutle le infirile somme delle medesime grandezze $one
equivalents,

3° Se una grandezza & somme di piw allre grandezze, an-
che ogni grandezza ad essa equivalenie e somma delle medesime.
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4° Se una grandezza é somma di pu allre, é anche somma
di grandezze ad essé rispetlivamenle equivalenli,

9° Sono equivalenli due grandezze somme de grandesze ri-
spetitvamente equaralentt.

6° Una grandezza, sorma di piw allre, ¢ anche somina della
somma di alcune di esse e delie rimanendi.

7° Tutli @ multipli di wna medesima grandezza, secondo
uno slesso numero, sono equiralenti.

8 Se wna grandezza e multipla di wn’alira secondo un dato
numero, ogni grandezza equivalenle alla prima é ancle mullipla
dell’aitra secondo lo slesso numero.

9° Se una grandezza A & multiple di una grandezza B se-
cosido un dalo nuwmere, e pure mullinla secondo lo slesso nurero
di ogni grandezza equivalerle a B.
10° Se due grandezze sono equivalenti, Sono pure egquivn-
lenti due loro equamultipli,
Ecc.,

[1. — BFOoUIVALENZA DEI POLIGONI PIANI.

3. Teorema. Due iriangoli che hanno un laio eguale ed equale
laltezza corrispondente, Sono equivalents.
Si dispongano i due triangoli in
6 G, modo che abbiano un lato 4 B
comune, e che 1 due vertici rima-
nenti C, ', sieno situati dalla mede-
sima parte della retla A B, e per
conseguenza la retta CC, risulli
parallela alla 4 .B. Si possono allora
r:.unsiderare tre casi, secondo che il

|t 8

1

A B
Fig. 12

y I“SECC _AB (ig. 1%), la figura ABCGé un paralle-
lﬂgrammn, e i la,tl AC, , BC si tagliano nel loro punto di mezzo 0.
Ii facile allora vedere che i due iriangoli 4 0C, C 0B sono eguali,

“ﬁ:"
B mﬂmﬂlﬂ percid sono eqguivalenti i due triangoli 4 B C, ABC,, che

i
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si_oflengono sommando il triangolo 4 OB coi due triangoli suddetii
rispetiivamente.

=* Se OC, < ADB (fig. 2", si conduca la retia parallela alle
rette 4 B, CC, ed equidistante da esse, la quale incontrery i laii
AC, BC, AC,, BC nei loro punti di
mezzo M, N, M, , IN,. Si conduca poi
per € la parallela CFP alla C B; essa
taglia il lato 4B e percid & interna
all’angolo A CB. Similmente la retia
C,Q, parallela alla A C, ¢ interna all’an-

golo A C B, It allora facile vedere che
si ha - Fig. 2",

CMP=C,AN,, CPN=BN,N,
AMM, =CQM , AMNB=AMNBE,

¢ quindi, sommando tutte queste eguaglianze,
ABC=ABC, (.

de Se CC, > A B, riportiamo sul segmento CC , a partire
da C, il segmento A B tante volte quante & possibile, in modo che
sia CD,=DD,—....= D, D = AB, essendo ) C, eguale o
minere di 4 B. Per le dimostrazioni precedenti sara ABC — ABD,
— ABD,—....— ABD, ,—=A4ABC, cquindi ABC— 4 BC,.
Corollario. — Due parallelogrammi che hapno ugwali due
coppie di lale opposli ed eguali le aliezze corrispondenti, sono
equivalenti.
Infatti essi sono doppi di due friangoli equivalenti.
( 4. Teorema. — Ognz Uriangolo ¢
/ equivalenie al retlangolo di uno dei
kl‘f 0 suot lal: e della meta dell’allezza cor-
, rispondente.
'1 Sia ABC (fig. 3°) il dato triangolo
B e supponiamo dapprima che Ja perpendi-
= colare eondotta dal vertice € alla retta

Fig

(¥) V Reroy — Eudiich-gleiche Fldchen. M. Aun Bd. ZXXVIIL 8, 409,
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A B incontri questa retta in un punto X non esterno al segmento
AB. Per il punto di mezzo D della € H si conduca la parallela P Q
~alla AB, e per i punti 4, Blerette AP, BQ perpendicolari alla 4 B.
E facile vedere che i triangoli M DC, NDC sono rispeltivamente
eguali ai triangoli M P A, NQB, e percid il triangolo ABC & equi-
valente al rettangolo 4 BQ P,

Se il punto & & esterno al segmento 4 B, si costruisca un trian-
golo, equivalente a quello dato, che abbia la sfessa base 4 B ¢ la
stessa altezza del dato triangolo, ma in modo che il piede dell’altezza
sia interno al segmento A B, e poi sn questo nuovo triangolo si ese-
guisca la costruzione sopra indicata. Il rettangolo che si ottiene sarh
equivalente anche al dato triangolo.

Corollario. — Ogni triangolo é equivalente al rettangolo del suo
pervmelro e della meta del raggio del circolo inscritio in esso.

2, Teorema. — Se due rettangoli ABCD, A'BCD hanno un
angolo B comune e le rette AC,

A _,-'“A A'C somo parallele, essi sono
;-“'f equivalent: (fig. 4%).

D N EI 2" ]I]’ — A Per il punto #, intersezione

K. f_."'j ,.x'f! delle rette AD, A'0, & conduca

,’IHD _ H"’ : la retta X7 H, parallela alla 4 B,

L~ a2 e per il punto K, intersezione delle

C C B rette C'D, A'C, si conduca la
Fig. 49

retta K K parallela alla C B, poi
per H, st tracci la H, D, parallela a BC e per K, la £, D, parallela
ad A B.

1 facile vedere che si ha

KC = HH = A" A4 — H H
HA=KK,=C0 =K, K,
¢ pEr COnSeyuenza
DNKK,=ND,K,K  CD,H,=K.D,4
NHHD,=DHHAN  HHA=C(CKE,
K,ECC=HAAH ABC=ABC.

Sommando tutte queste egnaglianze, si ha
ABCD=A'BCUD.
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Corollario. — Un duto rettangolo si pud sempre (rasformare
@ un rellangolo di una data serie ad esso equivalenie,

Sia. A B DC (fig. 5*) un dato rettangolo: sulla semipetia AC si
prenda un segmento 4 M eguale all’al-

tozza comune a tubli i rettangoli dells M - i

data serie; dal punto € si tracei la tetta S

C N, parallela alla retta M B. Il rettan- Cl Ty D

golo A M P N che ha per lati A M, AN, s e

e un reftangolo della serie data equiva- i %

lente al vettangolo A B DC. “ » 3
6. Teoremn. — Se due reite v, v’ in Fig. 5%

un pano sono lagliate da due rette parallele nei punii A, B e A", R
rispethmamente, e i tracciano le retle che CONGIAGono un punlo G
preso sulla v coi punti A', B, Je
retie ad esse parallele condolie
per i punli B, A rispellivamente,
sz tagliano in wn punly della v'.
Sieno (7, €” (fig. 64 i punti di
incontro della ' colla retta paral-
lela & B'C condotia per 4 e colla
retta parallela ad A'C condotia

0O AU %T

Fig. 60 per B.
Per il teorema di Talete si hanno le proporzioni
OC:0A::0F:0C

OC:0B::04": 0¢"
OA:0B:: 04': 058,
Dalle ultime due proporzioni si ricava 'alira
C:04::08:00".
Confrontando guesta proporzione colla prima, si trova 00" = 00"
e ¢id prova chie i punii €’ C” comeidono.
7. Teorema. — Se due reliangoli ABCD, A"BC'D" (fig. 4%

hanno wn an golu B in comune, e le rette AC, A'C sono paraliele,

i reliangoli di una data serie ad essi equvalents, ottenuti colla co-
strusione del § 5 (Cor.), sono equali.

i
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Infatii se rignardiamo i segmenti BC, B (' come basi i sepmenti
B A, BA" come altezze dei due rettangoli, per eseguire su questi la
costruzione indicata nel Cor. del § 5 dovremo sulla semiretta. B A
prendere un segmento B M ugnale all'altezza comune ai rettangoli
dalla serie considerata, tracciare le rette MO, MC e per A ed 4’
condurre le parallale a M C ¢ M C rispettivaments. Per il teorema
precedente queste parallele s’ incontrano in un punto della retia BC,
e quindi i due rettangoli della serie equivalenti ai due rettangoli dati
sono eguali.

Corollario. — Il reitangolo di una data serie equivalente ad

un dalo rettangolo oltenwio colla costruzione del § 5 (Cor.) é sempre |

lo stesso, qualunque sia il lalo del vetfangolo che si prende per
base. -

Supponendo nella fig. 4° B4 = BC’, BA' = BC, i due triangoli
BAC', BA'C risultano isosceli, e le rette AC", 4’C risultano parallele.
Possiamo allora ripetere la dimostrazione precedente.

Definizione. — Chiameremo rellangolo di una data serie asso-
aalo ad un dato reltangolo; quello ad esso equivalenle olienwio
mediante la costruzione indicala nel corollario del § b.

In virta del corollario precedente il rettangolo di una serie asso-
ciato ad uno dato & sempre lo stesso, qualunque sia il lato che si prende
per hase.

8. Teorema. — Se un rellangolo é somma di aliri due, il rei-
langalo di wna data serie ad esso

A M

SN Y associato ¢ la somma dei reliarn-
By A goli della stessa serie associafi

..a:‘- Q-ir Br—_ "‘-‘. C. tz . “

T~ vy e N atie sue parie.

n “ % "
SRR TN Sia R=A CC,4, (fg. 7°) un
’ - Y ~. - .
S ]ﬁ,‘ Ny ES rettangolo somma di due reftangoli
iL e L =" .
B

P N C Ri=ABB, A4,, R, — BCC, By,
Fig, 7" e facciamo le costruzioni note per
ottenere i rettangoli R, R, R', di una serie associati ad R, R;, R, ;
cing, esssendo A A, = B B, 'altezza comune a tutli i rettangoli della
serie, si traccino per B, le reite By M, ByN, parallele alle rette B,A.
B, C, e per 4, la retla 4, P parallela alla A,C. I segmenti AP, MB,

"
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BN, saranno le ];msi del rettangoli R, R/, RE', ed e facile vedere che
AP=MB BN, di guisa che ¢ ' — R/+R/

Infatti, essendo @ il punto d'incontro delle rette A B, A,Cy, i
due triangoli 4,Q P, A, B, € sono omotetioi, perché hanno due coppie
di lati 4,Q, A,B, e AP, A, C paralleli, ¢ le tre rette A;4,,
QEB,, PO, che congiungono le coppie di vertici corrispondenti, con-
corrono nel punto A. Ne segue che anche i lati QP, B,C sono pa-
ralleli, e per consegugnza anche QP & parallelo ed egualea By N, & i
due triangoli 4 QP, M B; N sono eguali, di guisa che si ha

AP=MN=MB-+ BN.

4. Teorema. — Un lriangolo qualungue pud irasformarsi n
un retlangolo di una dala serie od esso equivalente.

Si costruisca il rettangolo che ha due lati opposti eguali ad un
lato del dato triangolo, gli altri due
eguali alla meta dell’altezza corvispon-
dente, quindi per mezzo della costro-
zlone indicata nel corollario del § 5
si trovi il rettangolo della data serie
ad esso equivalente, Questo sard equi-
valente anche al dato triangolo.

Se si ripete la stessa costruzione,
prendendo successivamente per basi

1 tre lati del triangolo, & chiaro che otterremo tre rettangoli della
serie equivalenti a quel triangolo; ma si pud dimostrare che questi
sono eguali.

Congideriamo per esempio come basi suceessivamente i lati B C,
A B (fig. 8°) e sieno 4 4,, CC, le altezze corrispondenti. — Se sulla
semiretta B A si prende BD = B(, e sulla semiretta BC si prenda
5L = B, il triangolo BD £ risulta eguale al triangolo BC C; ed
equiangolo al triangolo B4 4,, e percid la retta D risulia parallela
alla A A4, e la retta, che passa per B e per il punto di mezzo H del
segmento A .A,. divide per meta il segmento D E (G. § 114),

Costruito un {riangolo OLM = DB I’ (fig. 9°), si prendano so-
pra t suor lati OL, OB31 i segmenti OL' = AB, OM' = AH. 1l
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triangolo O L' M’ risulta eguale al triangolo 4 B H ed equiangolo al
iriangolo O LM, e percid le retie L M, I/ M sono parallele.
In un piano, condotfo per OL, distinto dal piano- del triangolo
O L M, si conduca una semiretta perpendicolare ad 0L, e sopra di
essa si prendano dune seguenti OM, = O0M, OM, = O0M’'. 1 doe
triangoli O MM,, OM'M, essendo isosceli ed avendo wn angolo co-
mume, le rette M M,, M’ M, risultano parallele; pereid i piani L M M,
L' M M/, individuati dalle due coppie di retie parallele L A, L' M’ ¢
MM, M"M, sono paralleli, e tagliano il piano L 0 M secondo due
retie L My, L' M, parallele.
Ora i rettangoli, che hanno per basi i lati BC, AB e per al-
tezze le meih delle altezze corrispondenti del iriangolo, sono preci-
samente fuello che ha per lafi O L
oo, OM,, & quello che ha per lati
M, 0L e OM,. Se trasformiamo
quesii due retfangoli in alfri di

L =—"" _T:"d*:_: vl una data serie ad essi equivalenti
\B; per mezzo della costruzione del
corollaric del § 5, otterreme due

Figi % rettangoli eguali a causa del teo-

rema del & 7, poiché le rette L M,, L' M, sono parallele.

Per mezzo delle costruzioni indieate si possono dungue otienere
tre rettangoli di una data serie eguivalenti ad un dato tmangolo.
Siccome perd questi tre rettangoli sono eguali, possiamo dire chs,
qualunque sia il lato del triangolo che si considera come base, si
ottiene sempre lo stesso rettangolo della serie equivalente al dato
triangolo, purché si facciano le costruzioni indicate. Si osservi perd
che non & esclusa per ora la possibilith di trovare per mezzo di altre
costruzioni aliri rettangoli della medesima serie, equivalenti al dato
triangolo ma non eguali a quello otienuio colle costruzioni sopra
indicate.

Da:ﬂnizlonﬁ. — Chiogmeremo rettangolo dv una dala serie asso-
cialo ad un triangolo q}uaﬂa otlenwlo colle costruzioni der § 9, D.

Colla sevittura (A B (), indicheremo il retfangolo che ha una data
altezza i e che & associato ad un triangolo 4 B (.
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Corollario. — I rellangoli di una dala serie associali a due
iriangoli che hanno un lalo ¢ U'altezza corrispondenle rispettiva-
mente egualt, SonNe eguali.

10. Teorema. — Se un friangolo & scomposlo n due o tre
Iriangoli in wn modo qualsiasi, il rellangolo di una data serie ad
esse associalo é equale alla somma dei reltangoli della slessa serie
associalt alle sue parli.

v 1”7 Sia T= ABC un triangolo scomposto in due parti
T"y=ABD, T, = BDC( per mezzo di una retta che passa per il
verfice B, di guise che i fre lriangoli 7, T3, T, abbiano la siessa
altezza, &k, e la base AC di T sia la somma delle basi AD, DC
di 7y e T',. Chiamando R, R,’, R i reftangoli che hanno per basi
AC, AD, DC e per altezza la metd di %, e che sono equivalenti a
triangoli 7', T, T, rispettivamente, risulta R’ eguale alla somma di
Ry ¢ R, e per conseguenza (§ 8) si ha

(ABC), = (ABD), + (BDC),

2° 11 triangolo A B € sia scomposto in tre parii triangolari,

Oib pud avvenire in due modi. Presi due punti 1), E su due lati, per
es. A B, 4 C, 1l triangolo A B ( resta scomposto in un triangolo 4 D E
e In un quadrangolo D B C Z, che da una sua diagonale, per ca. B E,
& scomposio in due triangoli DB E, BC E. Per il caso precedente
si ha:

(4BC),=(4BE), +(BCE),

(4B E), =(ADE), + (DEB),,
& quindi

(4BC), =(ADE) + (DEB), +(BCEK), .

Oppure, essendo O un punto interno al triangolo 4 B €, questo &
scomposto nei tre triangoli OB (C, 0C A, O A B. Se D &il punio $in-
conlro delle retle 4 0, B, si ha:

(ABC), =(4BD), +~(4DC0C),
(ABD), =(04AB), + (0BD),
(4DC), =(0DC),+ (0CA),

e quindi

(ABC),= (04 5), -+ (0BD),-}-(0DC), -} (0CA4),,

-----
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g siccome
(OB D), —]— (0D C)a — (UB C'}h.
si ha pure

(ABC), —=(0BC), -+ (0CA), + (04 B),

11. Teorema. — Le sonune dei rellangoli di wna seric assocuali
ai triangoli, ner qualt un quadrangolo con-
vesso € scomposio da wna qualungue delle
sue diagonali, sono eguali.

Sia 4 B C |{fig. 10%), un quadrangolo con-
vesso qualunque, e L M P N il parallelogram-
mo, che ha i suoi lati paralleli alle diagonali

AC, BD ed & circoscritto al quadrangolo. Si
ha evidentemente:

(ARD), = (LBD)

(BCD), =(BMD),,

Fig. 102

e quindi |
(ABD', + (BCD), = (LBD), -~ (BMD), = (LMD), = (LMN),.
Nello stesso modo si dimostra clie |

(ABC), + (ACD), =(LMN),;

¢ per conseguenza si ha:
(ABD), + (BCD),=(ABC), +(ACD),.

. 12. Tegrema. — Se un triangolo é scomposto in lrangoli in un
modo qualsiasi, il retlangolo di una dala serie ad esso associalo e
equale alla somma dei reliangoli della stessa serie associall alle
sue parit.

Nel § 10 abbiamo gia dimostrato il teorema per il caso in cui il
trisngolo sia. scomposto in due o tre triangoli. Facciamo ora vedere
che, supponendo il teorema vero per una scomposizione 1 un nu-
mero di triangoli minore di %, € vero anche per una scomposizione
in % parti.

La piii generale scomposizione che pud ottenersi & quella che si
ottiene prendendo vari punti interni e sul contorno e congiungendoli
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in modo da formare nna vete di triangoli che hanno per somma il
triangolo dato.

Consideriamo { p triangoli che concorrono in uno di questi
punti O; essi formeranno un peligono di p latl, nel quale & noto che
devono esistere almeno tre angoli convessi. Fra i tre triangoli che
hanno per lati i lati che formano uno dei suddetfi angoli ne esistono
doe almeno ciascuno dei quali e tutto esterno all’altro, e per counse-

guenza il punte O e esterno ad uno almeno dei snddetti triangoli; per -

es. L M N, Siccome M O ¢ interno all’angolo cenvesso L M N ne ri-
sulfa che il quadrangolo L M N O & convesso e percio si ha :

(LOM), + (OMN), = (OLN), + (LMN), .

Ripetando suli p — 1 triangoli che ancora restano attorno al
punto 0 lo stesso ragionamento, e cosi di seguito, si giunge a far ve-
dero che la somma dei rettangoli associati al p triangoll considerati
& eguale a quelia dei rettangoli associati ad aliri p —3 0 p—2
triangoli non concorrenti in O (secondo che O & interno o sul contorno
del triangolo) e a 3 o 2 triangoli concorrenti in 0. Ma ¢ gid noto che
la somma dei rettangoli associati a questi 3 o 2 triangoli é eguale al
rettangolo assoeiato alla loro somma, e quindi la somma der rettangoli
associati a tutti gli » triangoli, nei quali & scomposto il triangolo 4 BC,
& eguale a quella dei rettangoli associati ad aliri (n — 1) o ( — 2)
triangoli, nei quali anche pud essere scomposte 4BC, e questa somma
per ipotesi e égmale al rettangolo associato ad A B €.

13. Teorema. — Se un poligono é scamposto wn litangoli, lu
somma det veltangoli di una dala serie associall a quests triangoli
é sempre lo stesso rellangolo della sere, gualungue sia la scompo-
sizione del poligono in triangoli.

Dato un poligono P, imaginiamolo scomposto in m triangoli
T Tyivins T . & poi imaginiamolo scomposto in o altro modo in %
triangoli 7', T).... T . Le linee, che determinano ciascuna scom-
posizione, sudlividono le parti provenienti dalialtra in poligoni, e
tutti quegti si possono scomporre in triangoli 7", di guisa che P
risultera eguale alla somma di g triangoli T{", P v T:. (Chia-
miamo f2, Hi', R;’ i retiangoli di uma data serie associati ai {rian-
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goli 7. 7, T". Poiché un triangolo T, ¢ scomposto in un certo
namero i triangoli 7.7, il rettangolo R, & la somma dei corri-
spondenti rettangoli R.", e percio

m 2

gﬂi = YR

1

Per la stessa ragione si ha
s ’
5
Siccome una somma i rettangol di una serie non cambia, variando
Uordine delle parti, risulta

m n
.? R = ;E R.".

Definizione. — Chinmeremo reltangolo di una dala serie asso-
ciato ad wn dato poligono il retlangolo, ad esso equzrelente, somma
di lutli i rellangoli della stessa serie, associati i Irangolt in cui
st puc scomporre il poligono.

Si osservi che, in virth del precedente teorema, il rettangolo d
nna data serie associato ad un poligono & sampfe lo stesso, comungue

{

-1 N
S R*
1

si eseguisea la scomposizione del poligono in #riangoli; ma non &
per ora esclusa la possibilith di frovare con altre costruzioni ret-
tangoli della stessa serie equivalenti al poligono dato, ma non eguali
a quello associato ad esso.
14. Teorema. — Se un poligono é scomposto in pivs poligoni,
il rettamgolo i una dala serie, associato ad esso, & equale alla
somme det retlangoli della stessa serie associati alle sue parts.
Un poligono P sia scomposto in # poligeni P, P,.... P, di
guisa che sia
P—=°FP 4P, +...}P.
Scomponiamo tutti i poligoni £, in triangoli. Il rettangolo di una
data serie associato ad un poligono P, e la somma dei rettangoli
della serie associati ai triangoli in cui esso & scomposto, e (quello
assoclato a P & la somma di tutti i rettangoli rella serie associati
a tutti i triangoli, nei quali sono scomposti i poligoni P,; percio
chiamando R, R, i rettangoli della serie associatia P e a P, s1 ha
R=R, + R ...+ R.
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Corollari. — 1° Se due poligoni sono equivalents, i retlangoli
di uno data serie, ad essi associali, sono eguall, |

Se doe poligoni P, P’ sono equivalenti, essi sono somme doi
medesimi poligoni A - G .A'. Indicando con I, ? (e R 1 ret-
tangoli (i una data serie assoeiati a quest] poligoni, i rettangoli
della medesima serie associati a P e P, sono ambedus somme dei
rettangoli R, B..... &8_ o percid sono eguali, costituendo i rettan-
goli di una data serie una eclasse di grandezze di prima specie.

2° Se un poligono P contiene tuili i poligoni in cui é scomposio
un allro poligono ¥ insieme ad altri, il rettangolo di una datz serie
associalo a P & maggiore di guello associalo o P,

Se infatti P & somma dei poligoni 4, 4,...4_ e P & somma
dei poligoni 4, 4,,... 4 _, 4. .,---4_, ,¢econ R, R, o
KB, ,...R . indichiamo i reltangoli di una serie associati a
Y o Hy vee ol o A_ . rispettivamente, si ha

R_:'_Ri_[_RE_—“'__ Rm+Rn;+l+.'..+Rm+“
R’ER:I'—I‘—!I’E“"---'__ Rmr

e percio

R>R.

3° Se due poligoni si possono scomporre in poligoni rispettiva-
mente egrali, non é possibile trovare un’allra scompostzione per lo
qeale wuno di essi contenge tutte le parti dell'aliro insieme ad allre
pariy, e viceversa.

Sieno P, P due poligoni, e su ppeniamo che per una daia seom-
posizione P sia equivalente a /, e per un'alira scomposizione P
contenga tutle le parti di 2P’ insieme ad altre. Essendo R, B i
rettangoli di una data serie associati a P e P, dovrebbe assere
contemporaneamente R==& e B> R'; il che & assurdo.

4" Se un poligono si scompone in. par, non é possibile riunire
alcune di queste parti in modo da formare di nuovo il poligono
daio.

5" Se si costruisce in wn modo qualsiasi un rettangolo di wna
data serie equavalente ad un dato poligomo, esso é eguale al reltan-
goto della data serie associato a quel polgono,
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15. Teorema. — Dati due poligoni P e P, é possibile scomporli
@ wn numero nito di parti, in modo che le parti diP sieno rispet-
livamente eguali a quelle di P/, oppure in mudo che P conlenga
tuile le parii di P' insieme ad alire, oppure in modo che P’ conlenga
le parli di P insieme ad altre. Quan-o si verifica wno di quesli
casi, non ¢ possibile che esisla una scomposizione, per la quale si
verifichi uno degli allri due.

Costroiamo in nn modo qualunque i rettangoli di una data serie
R, R’ associadi ai poligoni P, P'. Si dovra dare uno dej seguenti casi:

R=R,.R>R,R<FR. |

Se R & egnale a R, eseguendo coniemporaneamente la scom-
posizione per la quale il rettangolo R si divide in un numero finito
di parti rispettivamente eguali a quelle del poligono P, e quella per
la quale lo stesso rettangolo R si divide in un numero finito di
parti rispettivamente eguali a quelle del poligono #, otterremo una
terza scomposizione di £ in parti che sono la parti provenienti da
ciaseuna delle due scomposizioni suddette, suddivise mediante I'altra
scomposizione. Riportando queste suddivisioni sulle parti del poli-
gono P e su quelle del poligono P, questi restano scomposti in
parti rispettivamente eguali, e percio sono equivalenti.

Collo stesso ragionamento si dimostra che, se ¢ B> R, i due
poligoni P, P’ si possono scomporre in parti, in modo che in P
s1 trovino tutte le purti di P’ insicme ad altre; e se ¢ R<F,

‘i die paligoni P, P’ si possono seomporre in parti, in modo che

o T

=P si trovino tutte le parti di P insieme ad altre.

 Definizione 1 — Se due poligomi P, P’ si possono scomporre m
pairle, in modo che in P si trovine parii eguali a iuile quelle di P’
insieme ad allre, si dice che P é maggiore di P (P> P'), oppure
P’ e minore di P (P’ <_P). |

Il teorema precedente, in seguito a quesia definizione, si pud
enunciare cosi: Dali due poligon: P, P, si deve dare uno ed un
solo dei sequenti casi P >P, P—=F, P <P

2% — Se un poligono A & somma di dwe altri B, C. si dice che
caascuno di questi & la differenza fra A e il rimanenle poligono
(C— A —D).

SR R R

LEARLL

T :-E::iHﬂ'?’éiﬁﬂiﬁmﬁmy:?-'-'-*:-'-.-'-=-=-=-.-' e L IS R N et




— B8 =

Corollario. — Dafi due poligoni non eguivalenti, esiste sempre
la loro differenza. Tullele differenze che si possono ollenere om0
equivalenty.

In seguito a quanto ho esposto & facile dimostrare tutti i teoremi
relativi alle differenze ed al summuliipli di poligeni (G. § 274, 276,
277, 278), [ra 1 quali’ i piu notevoli sono i segmenti:

Sono equivalenti ¢ poligont differenze di poligoni rispetliva-
mente equivalenti.

Sono equivalenli T poligoni equisummultipli di poligoni equi-
valenti.

(Continua).
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

2° Nota sul Problema del Malfatéi, pag. 25 del Periodico. — Con-
sideriamo 1 cerchi iserilii nei hiangoli TBC, ICA, I AR denotino I,L, I
i loro centrl ed r,, r,, r, 1 rispettivi raggi; a motivo dell’sguaglianzs

A C B C
g=1r (m:rt— |- cot E) =7, (uut A —- cob T)

A
_ r B C o _
si deduce », = 3 Il — tr.lrl.g? tang =] '8 similmente risultano
¥ C A ¥ B A
mpli—edond)s neglr—sadord)
Significando 4., B,, C_ i punti di contatto delle ecirconferenze ¢ (I [ A
oy . B B '
coi lati BC, CA, AB sihanno BA =7, mtT » BC, =r, cob-—., € percid
la distanza dei punti di contatto dei cerchi 7, , I, sulla bisettrice BI & data
B r A C i

par la differenzs {1-1 — ) nn[‘.T o 5 (tsmgj!—— mgT . o8l £ corchi 'I;a.

I, non si toccano se gli angoli A, C siano disegnali, Dal punto 4, tiriamo la
tangente 4,C, al eerchio I,, in modo che questo cada nell'interno del triangolo
A BC, e propomiarnoci di valutare 'angolo w=FB A, C, in funzione degli angoli

A, B, C, BEssendo =z 4,C,B=mn— (&» | B) si trovera C,C, =1, tang (&) -EF- B)

e quindi per il trizsngolo A ,BC, si avranno le rugioni eguali

B (@ + B) B
7y cot— -+ 7, tang = r, eot—- Ac,
_ SO G "~ sen(w -+ B)~ senB
I& facile ricavare dalle prime la relazione

w4+ B w B\ 7 B
Ty SEn —— ros{— = — g oS senw,
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che si frasforma nella quadrics

B B ] B
47r, tang‘T ot —2(r, "a)tﬂﬂﬂq (] -} tﬂngBT)m < r, (l — tﬂ.ng*T) — 0

' . B (o
ove 21 frealn o — cof 5 ~1- cot 3 Sostiluendo poi i valori dei raggi v Ty
- - - - Ll & A
in fanzione di » e degli angoli A, B, C; ponendo per brevitd @==taug—r,

B C L
B=— fang—. = tangT Ia quadrica s serive

B (1 —uB)ot —2B(1 4 B @ —ap — By)e + (1 — By)(1 — BY =0,

Ora i numeni o, B, v soddisfano alla condizione « - 8 | y—uby—=1—uf—
wy— By che equivale alle due identitd

(149 (0 +F (1 +n=2(14uby) 2(1—af)(l —py)=(14+4) (14-v) A+
da cul ricavando il binomio 1+ B* e sostituendolo nella quadrica, ynesta diviene
2FE(A+90 +y)o* —2p(1 — PR —2p—Ppy)@ + (1 —Py)(1 — =0
che determina

l_p'l' : s
m._.gp(]_l_ﬂ}ﬂ_*_ﬂ[?, BBy 2—uf—P ) —2 (I+4=) (14+y) (1—F%) |

Applicando la prima delle identitd surriferite, i1 polinomio sotio radicale si

converte nell'espressione [* (u—+v)*—4f(e—fy)+4—4 (1 —p) (1 +aBy) rido-
centesi & P (x—+y--2)% onde le due radici sono funzioni razionali di w, B, ¥,

A-+pHa—By , 1
fe=—(1 — 1 —B).
BT+ (i+y' 7 —zpl —PA=P
La prima soluzione dimostra che il raggio del cerchio iserifto nel friangolo
o BA, r  {(I4-&) (14
BA,C, ha per valore p = B " _Eﬁm’(l F‘T}——E 1 +B

{:ﬂt—z- —i- r:nt?

e determina quello dei eerchi del MavraTrs che & iscritto nell'angolo B.

clog @ —

L'alfra soluzione sarebbe p” = I :“B e fornirgbbe sul lato B A il segmento

i C.E — F" cot B

costruzione di Stervmr. Iscrivere ¢ cerohi 1), 1,, 1, nei triangoli 1BC, TC A,
1AB; dai punti di lor coniatio A , B, C, coi rispettivi lati BC, CA, AB
comdurre le tangent: &]ﬂu. B.A ., C,B, ai medssimi cerchi, in modo che via-
seuno i guesti giaccia dalle stessa parte degli angoli corrispondent: B, G, A
riguardo alle dette tangenti, ¢ le circomferenze isciritie nei triangoli B AC, |

CB,A,, AC,B, coineidere con quelle del MALFATTI.
Dati tre cerchi tangenti fra loro due a due e deseriiti con i ragei p,, pp
circoscrittovi il friangole A B si potrd determinare ansliticamente il cerchio
r (1+«)({l47)

iseritio in ABC, poiché dalle relazioni surriferite p = — irg

B
— ;ﬁ (} ~}-B)> BC,, Abbiamo dunque provefa l'elegante

g e

saidhs lelagdagnp il

# el it o v e e YA



— gD —

r (14wl +4f) r (1P +7)
=2 T T4y BT 2 T 13«

& 2
~p= 7 Vpepys 1Hy= 7 ¥ Py py che sosiiniti nellidentith (1-+-w)(1-+f)><

(14y)=2(1+afy) danno luogo alla quadrica

1 ‘/‘1 .l/l) - - — ==
(I/?‘[— FE} 0 TE—E(VP1+VP5+VP3]T+E PrPaps=10.

Usservazions. Si proietii orfogonalmente il triangolo 4 BC sopra un piano
inclinato ad esso secondo un angplo gualunque o e passente per il lato BC:
sisno A, I’ le proiezioni del vertice 4 e del centro I del cerchio iseritto,
A'A,, I'M quelle di AA ==Ah, allezza della hase B, e di IM—r, si dedu-
cono A A"—c¢eenBeosu, AA == csenBsenw, I'M —reosa, I1'— 1 San o,
BA =rccosB, A C=#cosC, chiamando B, C’, A" lo rispaitive proiezioni
degli angoli B, €, A si troveranno

2
gl deducono l—i—u:;—VP. Pos

(tg B+ tg O)cosu
ig Big Ceog®oc—1°

Ar
tgﬂ’_j;“& — tg Beosa, tgC' =igCcosa, tgd’ =—
8

B A
(1) A’B_mﬂﬁ,_cyl—seniﬂ'am*m. CA" =/} — sen®Csen’u;

le inclinazionl deir lati AR, AC, sul pianc A"B(C saranno tang A'B 4 —

sen B sen o , sen (' sen « _
y tangA'CA = . Be in luogo di &, e
V'l — sen®B sena J/ 1 — sen? Csen®y
o r r
susbituamo

ik o ed in luogo di B, C le loro meid, le formule (1)
EEII‘T}- sen —

2

B C
diverrannoe Bl'— » I/Em*u -+ cot*—, CI'= ernsEn: — cot* - € sl a-

B —
VIRONO puve Al = TA ‘l/l——aen“c:um“( 5 C')!

Eii?r.[l.2

tang OBI'— tangg- eosx @ lang BCI' = tangTE COS O .
I cerehi del Mairparri descritti nel trangolo ABCU si proiettano secondo
ellissi aventi gli assi maggiori 2p, , 20, 2p, parallelia BC ed 1 minori eguali
4 2p cosw, 2p cosm, Zp,cosu.

(Continua). . (G. Benracosr).

Due teoremi di geometria solida che hanno qualche analogia
coi teoremi di Pappo e di Pitagora. — 1° Lg somma di ére prismi
costruili su tre foceie di wn tetraedro e da parti opposts rispetio a questo ¢
equivalente al prisma, che ha per base la faccia restante del tetracdro e per
costola laterals il ssgmento eguale « perallels o guellp, che wunisce il vertice
comune alle dette tre faccle col punto in cui s incontrano i piani delle busi
dei tre prismi, che somo opposte o queste.

re=ie
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Sulle tre faccic AVE, BV, CVA del telracdro VABC, ¢ da parii op-
poste rispetio a quesio, si costruiscano tre prismi arbitrari P ar Fpaw B o
quinde st unisca il vertice V col punto &' incontra O dei piani di quelle bhasi
dei tre prismi, che non sono faccie del fetraedro. Si vuol dimostrare che la
somma dei fre prismi P P, P & equivalente al prisma che ha per base
il triangolo A BC e per costola lalarale un segmento eguale ¢ parallelo a VO,

Sia. BAC, DEF quest'ultinmo prisma e sieno M ed N i punii nei quali il
segmento OV prolungato segs 1 {riangoli ABC, DEF. Si congiungano poscia
U punio M coi punti B, C, A ed il punto N coi punti £, 7, D.

Il prisma NEF, MBC & cquivalente al prisma che ha per base VBC e
per costols laterale VO, avendo con questo la stessa seziona normale e eosiole
laterali eguali. Ma il secondo di questi prismi & equivalente a P . avendo co-

b
muni.con questo 1a base VBC e Valtezza : dungue il prisma NEF, MB(Q &

equivalente a P, .

E poiché.in modo analogo si dimostra che i due prismi NED, MB A ad
NDF, MAC sono rispeftivamente equivalenti a P, P, si conclude che la
somma @ £, P, P & equivalente al prisma ABC, DEF.

2% 11 teorema di Prracora pud easere considerato un caso particolave di
questo :

« Se sui lati di an triangolo retiangolo, presi come lasi, si eostiruiscono tre
parallelogrammi colle sltezze proporsionali alle basi, quello costruito sall® ipo-
tenusa & equivalente alla somma degli altri due ».

Pasto aotto questan forms, il teorema di Prracoaa ne aounetie uno analego
nello spazio. Chiamato infatéi retiangolo un tetraedro, che abbiz un angolo
triedro ftrirettangolo, e ricordato che =e F, F,, F, sieno le area delle faccie
adiacenti a questo ed F quella della faccia opposta, si ha pel teorema di Eurero
{a relazione aritmetica ;

ponendo
b By By k.
F, F, F, F

sl avra apche :

Fh, 4 Fh, 4+ Fh,— Fh

relazione interpratabile geometricamente nel mode seguente:

Costruiti sulle quattvo faccia di wn teiracdro rettargols quattro prismi (v 4
tetraedri) colle altezze proporzionaeli alle basi, quello costruito sulla faccia op-
posta all'angolo trirettangolo & equivalente alla somuma degdi alori tre.

Lia dimosirazione puramente geometrica di questo teorema si pud dare facil-
meante maediante 1 lemmi seguenti:

Leaa L — Due prismi (o piramidi), aventi le basi inversameste propoy-
swnale alle altesze, sono eguivalenti,

Se P, P’ sono due prismi colle loro basi B, B inversamente proporzionali alle
lovo aliezze %k, &', dico P —=— P,




o

Immaginato infatti un altro prisma P di base B e di altezza &', si ha come

¢ noto :
P:Plsoh:h"::B: B

e
PP 3B B,
dingue
. : Pep? Py PY
@ perd

P=pF,

Lesya L — Se due prismi (0 pivamidi) hanao le basi proporzionali alle
allesse, uno di esst sia all' altre, come la bass del prinie sta ad una figura
lersa continuamenle proporzionale dopoe essa base ¢ lu base dell’ altro prisma
(¢ piramide).

Siano P, P’ duo prismi ocolle laro basi B, B’ direttaniente proporzionsli alle
loro allezze A, &' ; e sia B un poligono lerzo continuamente proporzionale dopo

B, IY, sicché abbiane luogo le dus proporzioni

(Y © o o 5 w @ ¢ o D bElER

B & 5 4 o o = s o BB HREREY
Dico che
B - - - . T oo s o PP BB

Indicato infaiti con P“ un prisma di base B” ¢ di allesa &, esso (Lomma 1)
e equivalente a P’ quindi
P:P::P:P"::B: B

il che dimostra la proporzione (3},

Leams Ul — In wn tetraedro retlangolo, una qualmeus delle faccie adia-
centi all angolo triretiangolo é media proporsionale tra la faccia apposta a que-
stangolo e lo sua proiczione su gquesia.

Dimostrazione del secondo teorema.

Se VA BC siall teiraedro in discorso ¢oll’apgolo di vertice V trirettangols, e
sa VO sia la perpendicolare calata da V sulla faceia A BC, indicato con D il
punto nel gnale €O sega AB, & noto che non sole CD, ma anche lg retta VD
& perpendicolare alla A7, sicché CD, VD, 0D sono le alfezze dei friangoli
ACRB, AVB, AOB, rispetto al Iato comune AB. E poiché quelle altezze sono
in proporzions coutinva, lo stesso avverrk di questi ultimi triangoli.

Siano ora P, P, , P_ , P i prismi costruiti sulle gquattro faccie VAR,
VBC, VCA, ABC del nestro tfetracdro rettangolo (ipofesi e costruzioni del
lamma precedenite) colle allezze proporzionszli alle hasi.

ln virtt dei lemmi Il e Il =i avranno le properzioni :

£ 330 triangolo A OB : triungolo A BC
P, :P:: friangolo ROC: triangolo ABC
P_: P ::uwiangolo AOC : wiangoto ABC

quindi :

P+ P, +P, :Pi:trian AOB 4 trizn. B 0C 4 trian. COA : trian. 4 BC;

T
i ~A

—I+Er -'|E E _! !E! -

e e (T

.._.I_,w'r- e i i et e T T ——:
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e poiché ln 3" grandezza di questa proporzione é equivalente alla 47, sard la 1°
equivalente alla 2% cioé:
Pﬂh + Ph.: + P«:uE P
Il che dimostra 1l teorema,
Osservazione. 1l seconde di questi teoremi, come si pnd con caleoli facili
verificare, € un caso particolare del primo.
A. Porcarnst.

Dimostrazione di un teorema sulle frazioni continue. — Appli-
cando 1 teoremi relativi ai limiti nslle operazioni, si dimostra facilmente che

il valore di una frasione continua, ancha ilimitata, non cambic, se a tutic
quelle parte delle sua espressione che ha principio da un denominatore par-
stale gqualunque si sostituisce il valore della ports medesime (7).

Considerando 1'ivrazionale come numero di saparaziong di dua serig conver—

genti e volendo fare a meno della teoria dei limiti, si pad procedere in questo
modo.

Si osservi innanzi tutto che se a, b, ¢, d, m, n sono numeri positivi ed é

] . am-}-Db i S ’ : i an—+b
m >mn, la [rasione cm—]—dm wguale, maggiore, 0 minore Iﬂn_i_d, Se-
. b
condo che % ¢ uguale, maggiore, 6 minore di >
Cid si prova subito, notando che
am-—06 an4+b  (m-—n)lad—bd) = (m— n)cd a b
cm—=d cnd (cm-d) (en4-d) (em—+d)(en-td) (¢ dl‘

Si consideri poi la frasione continoe illimitata

|
(E':} G’l_l--g"i—?: ,
v W 1
ﬂ“+i+ﬁ""l"-._

nella quale tutti i denominatori parziali, a cominciare dal secondo, siano mag-

giorl di uno stesso numero positivo, e sis A 1l valore di essa (™), B quello della
frazione pure illimifata

|
Gy + —
|

2
e s1 indichy eon == la ridoita emmesima (m gqualunque) della («).

0

THR

Avremo

] Pﬂ-'B—*Pﬂ_l
ﬂl+;2-+"-. L | _ﬂﬂ‘Bﬁ
a“—[—E—

I~ Qn_i

(*) V. Anzuri, Complementi di algebra elemsnfure, n, 29.
(*#) Per In dimostresione della eslstenza & goesto valore si vegga ARZELA, libro citate.
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P B4+ P ., + F P.BL P P
n_4 n+4 n_1 , ossia L _ B
Q .8 L>Q Boss T Dy o Q..B4+ 0 >ﬂﬂ+l
1
FBassendo poi B < & ., -1 o s AVTamo
% ( . B
a t
£,.B -+ Po_s < ol e “rtal o , 03318 {)#__F.___&_ P P—"""i
e T G Q, (ﬂ*-‘H-i ] =) +a, S B Qs Uaa
H'n"‘E.J s
@ cosl di seguito.
F.B4 P 1
L' espressione il — oy 4 — ¢ dongque mag-
Qﬂ-" B+ Qﬂ__.l l %o . ot _1_ 1 =
G, e
P B
giore di tuite le ridotte della (:ETJ di ordine impari 2=, _#*2 & minore
Qv Quig
P Y &

di totte gquelle di ording pari —222 _2™ = 4 pe*n’:n essa ha valore uguale
uﬂﬂ Qﬂ
a quello della (w).
La dimostrazione si farebbe allo sfesso modo, se » fosse dispari.

Teramo, fabbraio 1895.
Dott. Luig: Bosi.

La riduzione all’assurdo nei nostri libri di testo. — 1. Nel men-
tre & opinione comune che la ridustone all'assurdp deve essere ordinariamente
evitata (*), trovo che nei libsi di festo, anche nei pilt pregevoli, che circolano
nelle nostre scuole, esza & applicata alle dimostrazioni di non poche proprista (™).
A me sembra che per rlenne di queste si pnd ssguira uns dimostrazione diretta
abbastanza semplice; 0 che, per lo meno, pur impiegando il metodo indiretto,
21 pud procedere in gnisa che la ridusione all'assurdo spparisea, in certo modo,
i1l meno possibile. Il leitore giudicherd dalle osservazioni seguenti relative ad
aloune di guelle proprietd per le quali la riduzione all’assurdo sembrerebbe non
potersi evitare. Se ogli pensa che il metodo indiretto cosiringe spesso I'inse-
gnante a fare det dizegni che ripugnano, e che, adoperandolo soverchiamentie,

(*). V. per es. Elem, di géom. di B. De Paouts (Loeacher, 1884) pag, 4, e Blem. @i geom, dl
A. Bamvia e E, D'Uviomw (67 ediz., Pellacano 1886) pag, 8,

(F¥) 31 frova p.es la ridogione all’assurde in Da Paonis o.e. 55 41, 42, 43, 45, 46, 47, 67, 08,
G2, T0, 77, 100, 105, 107, 135,....; ia Sanwia e D"Ovioio o o, § 17 (Cov. 1), 32, &3, B3, 46, 49,
Bl,.s..3 1n Flm {Ehﬂ.. di geom. afL uso dei Liesi - Tip. Emil* 180d), 8§ 72, ]ﬂi 1'I]EI 111,
118, 11'? 134, 137, 1829, 180, 158 140, 1428 147, 184, 176, 177,

Tn BAHH!.L f D‘D?I‘nln ﬁgura nu ml'nur numero di ﬂimmlrmimﬁ indivette, perchié viene eapo-
ate Bn dal prineipio la logge delle énverse,
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pud facilmente accadere che gli aluuni finiseano anch'essi coll’abusarne, si per-
suaderd che le mie considerszioni non sono inutili per l'insepnamento.

2. Le riduzione all’assurdo figure specislmente uei primi capiloli della gen-
metrin elementars, allorché vi si stabiliscono le proprietd relative alla perpen-
dicolariid e al parallelismo. Cosi, per comineisre dalle pin semplict, in geometria
plang, dopo aver mostrato che per un punto non si pud condurre che una per-
pendicolare ad una retta, e dopo aver ammesso il postulato della parellala, si
deduce con la riduzione all'assurdo (V):

a) due reite perpendicolari ad una stessa retta, non 3'incontrano

h) se due rette son parallele, ogni rette che we inconira una inconira
altve ;

¢) due ralte parallele ad wna terza sono parallele tra lorvo.

Dimogtrando queste proprietd nel modo seguente, la ridugzione all'assurdo o
non c'é pil, o apparisce meno,

@) « Le due rette AB,CD siepo perp. alle LF. Poichd per ogni punto B
@ della AB non si pud condurre che la AB perp. alla EF, 'altra retta €D
<mnon puo passare per M. Dungue la CD non pud psssare per nessan punito
« della AB »,

Gppul‘e .

« Poiché per ogni punto M non si pud condwrye che unz perp. alla EF,
« la due rette AB,CD nen possono passare ambedue pel panio M, Dengue nes-
« sun punto pud esser comune alle due refte 4B e CD ».

b) « Le due rette AB,CD sieno parallele e la EF incontri la AB gel
¢ punto H. Poiché pel punto H non si pud condurre che la AR parallela alla
« CD, ogni =allya retia passante per H, e quindi srche lz EF, inconira la
« CD».

¢) « Le due rette AB,CD sieno parallele alla terza EF. Poiché per ogni
« punto M della AB non si pud condurre che la AB parallela alls EF, la CD
«non pud passare per M. Dunque Ia CD non pud passare per nessun punto
« defla AR ».

Oppure :

« Poiche per ogni punto M non si pud condurre che una paraliela aila
« EF, le due rette -AB,CD non possonc passare ambedue pel punto M. Dunque
« nessun punto pud essere comune alle due vette AB, 0D ».

Le proprieta corrispondenti della geomefria solide: due piaii perp. ad una
Stessa vetia son parvalleli; se dwe pinni son paralleli, ogni piano che seca 'uno
seca l'altro; due piani pareleli ad un terzo sono pavalleli tra lore, possono
anch'esse essar dimostrate in modo analogoe 2] precedente.

3. La teovia delle parallele, qual’é sviluppata nei libri di testo d’oggigiorno
sl massume nelle due proposizioni:

L 8e duc wette fanno con una terza angoli corvispondenti wguali esse son
parallels ;

(¥) V. Dr PaoLlts ¢. o. § 45 — Samma e D'OviDw o.c pu 89, 08, 61 — FAEOFRR 0,0, 58§ i,
291, 998,
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