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costituiscono il tetraedro richiesto. Il 3° tetraedro del sistema desmico ¢
quello dei 4 centri di omologia di ABCD, 00’070, Tenendo conto di
0id che si & detto nel numero precedente, risulta pure ia seguents co-
strugione del sistema desmico coningato. In ogni spigolo del tetraedro
ABCD si trovi un punto di appoggio di una delle tre retie 00, 007,00,
si cogbruisca di questo punto il coningato armonico rispetto agll estrem)
dello spigolo; si otterranno cosi 6 punti, che, insieme ai 6 punti di ap-
poggio, ecostituissono i vertici del tre tatraedri del sistema conlugato.

Grenprogo (FALLUCOL

UN TEOREMA ANALOGO A QUELLO DI SIMSON

1. — 1 notissimo il segunente teorema iovuto a Stnson : (%)

« Il luogo dei punti del piano di un iriangolo tali che le lore proie-
sioni orfogonali sui tre lail sieno in [ineex rella, (**) ¢ o eirveolo er-
coseritto al triangolo ». (***)

In questa breve mota io mi propongo di dimostrare un teorema che
col precedente ha assai analogia.:

& It luoyo dei punit del piano di un parallelogrammo, tali che le
loro proiezioni orlogonali sui quatiro lati sieno concicliche, é I’ iperbole
equifatera circoscritia al parallelogrammo ».

Sia infatti ABA'B’ il parallelogrammo dato : si riferisca la figura ad
un sistama di assi cartesiani ortogunali di eui Vasse @ pia la bisetirice
della striscia (B’A, A’B) e lorigine siz nel centro del parallslogrammo.

Evidentemente le eguazioni dei lati saranno:

B'A) y=h

A’B) Yy = —h

AB) Yy=max+ N

A’B’) Yy=mex—"n
o poreid le proiezioni ortogonali di un punto gualengue P = (=, y) del
piano su questi lati avranno rispettivamente per coordinafe:

(@, £); (@, — k)

1}
()l 1 + m? 1 + m* 14+ mt 1 4 m?

(*) D& alouni o atiribuste luvees 3 WALLACE,

(**) La retta che comtigne !e Lre proiezioni & dotla anche © refta dé Simsow . E noio come essa

invilappi nna fpocicloide trfeuspide; anzl quesia quarkies che gods il tanle hello proprieta s che puo
immaginarsi generata in tanti modi diversi, Tu studinta Ja prima vella da Svevei apito queako aspetio

nolla classies memoria * Tebar eine baaonders Crrvs dritian Hlassen und viervien Ordnvng. , (Journ. I,

die reine ete,, vun Cuxtug, 1657).

("™} Per una genaralizzacivne di quenty teorema vadasi ia reesnte notn di M. GrAwp. (Jowrn,

de malh. éiém. 2s Mamiavp, 1808)

| (::: + my —mn mz A o'y -+ n)_ (:c 4+ my + mn me + MY — n)
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L'equazions del lnoge dei punti (x, y), tali che le Joro proiezioni
ortogonali sui lati del parallelogrammo sieno onoicliche, sard pereio :
x4 K @ & 1
x* + & a — k 1
(& +my)* +n* z+my —mn me+miy -2 1+ m
(& + my)? +n* =2 -+ my + mn mx-Fmty—a 14 md

eloe
(2) mHz* — y*)—2m oy + A1 + m?)—n? =0

la quale rappresenta un’iperbole equilatera.,
Alla (2) pnd darsi ancora un’altra forma; supponendo che sin :

A=(a, k), B=(b, — &), A’=(—a,— &), B=(—2b, &),

senza difficoltd si trovs, sia analiticamente, sia con considerazioni geo-

metriche :

2% Ha+d)

e quindi la (2) diviene:

(3) 2t — Yt —

Osserviamo ora che l'equazione gemerale di un’iperbole equilatera
avents 1l centro nell’origine &

(4) o —y* -+ 2hxy + pn=0.

Le due indeterminate A, 1 assumeranno valori fissi gnando sieno co-
noseinti doe punti dell’ iperbole. Se questa deve passare per i due ver-
tici A e B del parallelogrammo dato (e per conseguenza anche per i
simmetrici A’,B’), indicando con f(z, y) il primo membro della (4), do-
VIemo avere:

flak)=a"—k + 2uflh +p =0
[0, — &) =0 ~ R — 20k +u=10
dalle quali si ha
A= ”;:b ; w=Fk'—ab.

La (4) dungue in tal caso diviene identica alla (8) e percib resta
Jdimostrato il teorema propostoei.

Se il parallelogrammo dato & un reitangolo 1’ iperbole (3) ha gli assi
paralleli ai lai1; se invece & un rombo la (3) degenera in una coppia
di rette ortogonali e precisamente nelle diagonali del rombo stesse. (Cid
pud anche dimostrarsi direttamente per via geomstrica con grande facilitd).

Osserviamo ora che l'squazions del vircolo su cui giacciono le quaitre
proiezioni ortogonali di un punto 2, y, della (2) (3) sut lati del paralle-

logrammo, per le (2), e quando si tenga conto dell’ identita

() + my,)* + 0t = (2, + A)(1 + m?),

i
'llu|-I -
s
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che vale in forza della (2), resulta
@t +yl=:ﬁ; _]_k!

la quale egnazions mostra ehe tufti 1 eireoli che si ottengono per gl
infiniti valori di @, sono concentrici nel centro del parallelogrammo,

2, — 1l teorema ora dimostrato puo anche enuneiarsi:

« Il luoge dei punti tali che t prodottt delle loro distanse dai lati
opposti di un parallelogramne sieno eguali, é I’ iperbole equilaiera eir-
coscritta al parallelogrammo »,

Posto sotto questa forma, il teorema pud ancora dimostrarsi nel se-
guonte modo :

Assnmiamo per assi coordinati le bisetirici delle striscie formate dai
lati opposti del parallelogrammo e sia w 'angolo delle direzioni positive.
Si ha che le distanze di un punto (x, ) qualungue del piano dai lati
del parallslogrammo, guando a gueste distanze si attribmisca un conve-
niente segno, SOLO:

(y —p)senw, (z—gq)senw,
(¥ +p)senw, (x +g)senw,

dove 2p, 27 indicano la lunghezza dei lati.
Pereid l'eqnazione del luogo cercato sara

(2) yr1—p =" — g
Se cambiamo 1'agse y, prendendo per nuovo asse Y la perpendicolare

condotta all’asse & mell’origine, cioé riconducendoci al sistema prima
considerato, avramo la formols di trasformazione:

=X —Y cotgw
y = Y vosec w
per le gquali la (5) diviene

(6) X! —Y* - 2XYoolgw +p* —qg* =10
e quando si osservi che
_on
1= LE 7
_k__ R(1 + m*?)
C senw m

dove %, m, n hanno il signifieato loro atiribuito pel n. 1, la (6) si potrd
seriveres anche :

. i =
Xy fxy Flim) =t

m n: m=

o, moltiplicando 1l 1° membro per m*, la precedente diviene identica
alla (2).
Questo teorema potrebbe ancora dimostrarsi facilmente per via geo-
metrica.
Girorio Carposo-LaAynEs.

& i
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SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI NUMERICHE

di terzo e di quarto grado

Il signor A, C. Burnham di Berline in una noia inserita nell' American Ma-
thematicai Montliy (*) si ocenpa delle radici complesse delle equazioni e ne trae
conseguense notevoli. La lettura di tale nola mi ha suggerito nn metodo, in ge-
nerale semplice e facile, per la risoluzione delle eguazioni numeriche del 3¢ e del
4" grado, siano esse incomplete o complete, e che trove opportuno esporre, quan-
tungue di tali metodi ve ne siano parvecchi di notevoli, che portano tuttora i nomi
di illnstri matematici, quali Cardano, Descartes, Waring, Simpson ed Eulero, tanto
pitt perche mi si offre cosi l'occasione di applicare qualcano dei metodi conoseiuti
per la determinazione approssimgia di una radice reale di una equazione.

I. Equanzione cublea. — Consideriamo opa egnazione cubica completa e nells
sua forma pii semplice

(1) flz) =2+ az* 4+ bz + c=0.

Si sa dall’Algebra cormplementare che ans equazione di grado dispari ha al-
meno una radice reale; per la (1) tale radice sia =, Le allre due radici potranno
essere reali o complesse, nel qual ¢caso saranno complesse comiugate. Consideriamo
separatamente i due casi.

Caso 1% —— Siane &, &', «”" le tre radiei reali della (1). Sappiamo che 1 coef-
ficienti di una eqoazione nomerics. data nella sna forma pitt semplice, sono fun-
zionl simmetriche delle sne radiel, e precisamente che il coefliciente del aesondo
termine col suo segno mutato & nguale slla somma delle radici, cho il coefficiente
del terzo fermine & ugnale alla somma dei prodotti delle radici prese a due a
due, ecc. Applicando queste proprieta al caso noséro si oltengono le relazioni

[u+m’+n"=—ﬂ.
(e +a”)+ a'e =4,

ae = — ¢

(2)

nelle quali e, &', 2" sone quantita incognite.
Suppesto che « sia determinato, &i hawne per z' e per z™ le seguenli for-

mole:
1 dy
(em b st s 2)
a [ e J
(3)
lﬂ”— —1‘ Loy —Yla+apt+ =20,
che servono a determinarle,
Esempio. — 51 idebba risolvere 'equazione:

flzg) —=a® —6x"— T L+ 60 =0.

(") The Admovican Muthemoticgi Monthily adiled by B. F. Finkel (Springifiald-Missouri) and J. M.
Colaw [Monterey-Virginia), Vol. 1V, Nos B-9, August-September, 15367, page 201,
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8i ha subite: a= — 6, b ==—17, ¢ = 60. L'equazione date ha una radice reale
negativa, perché il coefficiente del termine di 3° grado & 1 ed il termine noto @
positivo; cerchiamo tale radice applicando la regola che 1'Algebra complementare
dis per calcolare i valori di una funzione, quando all’ incognita si sttribuiscano dif-
ferenti valori. -

Applicando la regola di Ruffini si frova: f{— 1) =60, f (— 2} =42, f(—3)}=0;
quindi & « = — 3. Applicando le formole (3} si ottiene facimente:

=4 g a'=23,

(aso 2°. — La radice « sin reale; le altre due siano complesse; indichiamole
con B4+ vi e p— vi. essendv. come di solito, i=V} — L.

In questo caso il sistems (2) diventa:

l & +— 29=— g,
(4) * 4 v* 4+ 2xf =
1-11&* o i Rl
Dalla prima e dalla ferza i queste equazioni si ricava:
" —_— a— 3 - 2 p— £ ¢ W
(%) o (o +28) , 8 +7 s s 98
gostitnendo nella seconda delle (4) e riducendo s1 ha:
(8) 883 4 Bap* 4+ 2 (0" + D) B L {ab— ¢)=0.
Dalla terza delle (4) si ha: ¥* = — -'i _ B': tenendo conto della prima delle (5),

soatitnendo e riducendo si ottiene:
. e—ap®+ 2p%

=
i

« 4 2p
dalla prima delle (4) si ricava pure:
_ 1
(7) 5=—§{ﬂ'|‘=];

quindi si pud anche scrivere:
—c— (a4 o'a

YT = " ot

percih si hanno per v le relazioni:

—f-'—-ih'l + )

it X B—:iﬁ!—FE:Liﬂ +V
% == ‘V__E_hﬂ __-rl/ <+ 2p — .

Per mezzo delle relazioni (3), (63, (7) e (8} si possono caleolare, con quel grado
di approssimazione che si desidera. 1 valori di =,7 e v, e con cib quelli delle tre
radici della (1), Ciod, determinata per tentalivi o con uno gualangne dei metodi
di approssimazione che offre I'Algebra complementare la radice reale 2 della equa-
zione (1), per mezzo della (7) e di una gualungue delle (8) possinmo delerminare
facilmente € ¢ Y, e quindi anche § + 77 ¢ P— vi Analogamente possiamo deter-
minare la radice reale § della (6) e con semplici sostituzioni oftenere % e ¥ dalla
prima delle (5) e da una qualungue delle (2).

Osservazione. — Dalle (8) risulta che v pud avere due valor pguali e con-
travi: cit non offre ambiguith, poiché nei valori delle radici della (1) la ynantita
¢ presa una volta come positiva ed una volta come negativa.

Esenmpio. — Consideriamo equazione:

f(z) =z — 5z + bx — 4=V,
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Si ha a=—25, b=06, ¢= — 4. Determiniamo fra quali valori interi & com-
presa la radice reale positiva «. Applicando la regela di Ruffini si trova f(1) == — 2,
(@) =—4,7(8)=—4,f(4)=4

Essendo dunqne: £ (3) << 0 ed f{4)> 0, la radice cercata & compresa fra 3 o 4.
Calecoliamola per approssimazione col metodo di Lagrange.

Avendosi

fB =4, FE.=3 " B)=4

; s 5 1
I'equazione ausiliaria in y, avende posto: =8 + ¥ é:

— 4y -3yt + Ay - 1=10,
¢ riducendo alla .forma pii semplice

3 1
ey =y — ¥ —y— =0

Anche questa equazione ha una radice reale positiva, che si trova faciimente
ensere compresa fra 1 e 2, 8i ha quindi:

] 1 1 re — 9 .
eli=—1, 9 =5, 39" D =7;
percid 'equazione ausiliaria in z, avendo posto y=1 4 é, é

1, 9
—z’-{-—gz - —43-1-]—0.

pssia anche;

| 9
____ o= . =
$ (2) =2 25"’ i 1=0.
La radice reale positiva di ¢ (z) =0 & compresa fra 1 e 2; molfre ai ha
I W T

L'equazione aunsiliaria in #, ponendo z=1 4 %, &

12 & 2 5. B
TH T +§u+l=ﬂ,

o88in :
1 10 4

di cui la radice resle positiva & compresa ancora fra 1 e 2. Avendosi:
2 .., 26 1, .. 34

e ponendo n=1 %, g1 oftiene |'equazione ansilaria:

20 11

5 P 170 — 5

della quale la radice reale positiva & compresa fra 13 e 14. Si ha quindi per 1
risultati ottenuii e per approssimazione:

T.?E'

—0,




PERIODICO DI MATEMATICA, 107

Le convergenti corrispondenti & questa frazione contimus che di il valore di «

sono 3, 4, %, 131; IS ]flﬂ; la differenza fra % = 36585 e il valore esailo della ra-

: ; . 1 1
suflicients, basterebbe seguitare ancora nel caleolo delle equazioni ansiliarie,
Dalla (7) e dalls (8) s ha:

: qualora guesta approssimazione non fosse

g — —12 (— 5 -+ 8,6585) = 0,87075,

f = "/ 3_6—5;5 (0.67075)2 == ¥ 0,64343871 = £ 0,30214

Le radici cercate some dungue
3.6585; 0,67075 4 7.0,80214 e 0,67075—1. 0,80214.

Nots. — Riesce nn po' lungo il ealeolo per determinare la radice reale del-
I'equazione data o della (6); ma una volts che quesiz in easi particolari 81 co-
nosca o si possa determinare facilmente, le altre due radic) si hanno subito con
semplici operazioni aritmetiche. Data ad esempio 'equazione:

73 — B3x? — O 4+ 2T =10),
la (B8) di: 8:* 4 27p* =0, ossia: p—8=0, da cai f=71; e al ha cosit molto se-
plicemente: a=—3, T=1.

(continua) Pror, UuserTo CERETTI.

SULLE QUISTIONI 293 & 398

(T. X (1895), pag. 186; — T. XM {1898), pag. 4i-48 e pag. B4).

Se P & la proiezione ortogonale di O snl piano % ={ABC) e «, B, 7, sono gli
angoli POA, POB, POC, la notissima relazione

cos® e 4 cos? B 4 cos®yv =1
pud acriversi

(1)

1 1 " 1 1
o't oRE T oct . op

ma dal triasngolo OMM’ abbiamo OM?® — OM’® = 2 MM'. OP, dungue

(2 MM*)? 1 1 |
(OM® — ﬂMri]u'ﬂ DA 4 OB -+ oet

che & la relazione propesta & dimostrare nella quistione 293.
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Uuarnto alla relazione della quistione 39R, nella quale per 0 deve intendersi il
cenirn di proiezione, caprime esattamente la stessa cosa, perché il triedro O (ABQ)
¢ trirettangolo in O, o il raggio B del cerchie di distanza non ¢ altro ehe OP,

Profitto di questa occasione per fare uns osservazione, che non sembrs priva
d"interesge; i sigg. ScEARP ¢ Marks (%) analiticonente ed io. geometricamente, (*¥)
abblame dimostrato che se Py Pa. fu. Pe, S0mo0 i Taggi dt quattro cerchi complanari
¢ due a due ortogonali,

. 1 1 |

2) — + _ .
S T

ma il triangolo ARC & untopolare rispetto al cerchio imagimario K,* col gentro P

e il raggio OPY — 1 =R £, ed 1 quattro cerchi (reali) ortogonali g K, ¢ coi centri

m A, B. C hanno ordinstamente per Taggl OA, OB. OC, dunque, tenendo presente

ehe i quattro cerchi nominati sono ortogonaly due a dune, 1a (2) pud considerarsi

tome una notevole mterpretazione planimetrica della relazione stersometrica {1).

V. Rerarn

UL SISTEMI PENTASFERICI ORTOGONALI

Se OAB & un A rettangolo in 0, e P la proiezione ortogonale di O sopra AB
Il teorema Pitagorico esprime che i cerchi A% B® coi centri respettivaments in
A, B eiragei OA — 2a, OB = ps. sono fra loro ortogonali; se seriviamo perd il
teorema Pitagorico nella forma

(BIE)EJf (’nlﬁ)ﬂr (0]}'-:') 1’““

e poniamo OP, i = P, abbiamo

1 ]
FIRE TR

che & In relazione che vige fra i raggi di tre cerchi appartenenti a uno stesso
faseio e due a due ortogonall. Analogamenie, se DABC & un tetraedro triretban-
golo in O, ¢ P ia proiezione ortogonale di O sul pisne (ABC)=m=, il teorema Pi-

tagoricn (stereometrico)
(BOC)* + (COA)® 4 (AOB): = (ABC)?,

(o2) + (o) + (o) = (o)

esprime che, nel piano n, il cerchio K% di centro P e raggio p= OP.V—1, in-

geritto nella forma

(" Mathemationt yuewiion, with therr sol, frrom the Ed. Times ete. vol. L1
(**) Sur ke double contard af Iz eomtues guartipouciudl eto. Mem. de la Soec. royale des scisucos
de -Liege, 2* meris T, XVIII, § 8. '

-
w
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sieme R tre cerchi A? B2 C? coi centri respettivi in A.B,C e i raggi OA=p,,
OB — py, OC —_¢¢, forma un sistems di gmattro cerchi due a dne ortogomali, ed
equivale percid alla relazione

1 1 1 |
. W3 -+ W + . 1""*
&* 57 23 Py Pe

che lega i raggi di quatiro cerchi complanari e due a due ortogonali: ognuno dei
quattro cerchi ammette per triangolo autopolare quelio formato dai centri degli
altri tre: due cerchi qualunque della quaterna s segano i due punti reciproel -
spetto agli altri due ecc. (Cfr. Ja mis nota precedente snlle questioni 203 e 398).

Consideriamo ora un tetraedro reale ABCD (28 v &) eoningaio rispetto ad una

sfera reale %* di centro R e raggio ¢: sia A il vertice interno a Z% e denoiino

Bas by Poy Pu. 1 Taggl delle quaitro sfere A B* T, A% ortogoneli 8 Z% e col centri
respettivi nei punti A, B, C, D; queste quattro sfere, delle quali la prima A® & im-
maginaria, segano ordinstamente E¥ sui piani &, f, v, %, € 81 segano ira di loro tre
a tre in coppie di punti reciproci rispetio a Z¥; di pin ognuna di esse & conin-
sata rispetto al tetraedro che ha per vertiei E e i centri delle altre tre. Poiche
le cinque sfere Z° A% B*.T% 4° figurano it modo simmetrico nel grappe. le pro-
prieta indieate per le unitime quattro rispetio a X% valgonn paturalmente per ogni
quaderna considerata in rispetio alla quinta sfera, e st potrebbero enunciare sern-
plicemente mutando le notazioni e distingnendo le cingne sfere con indici.

Le tre sfere B, I, A? si seghino nei due pumti Ay. As (reali) reciproci nispetto
a 27 e situsti sul raggio | RA | = a. normale al piano [BCD]= «: il triedro A;(BUD)
& trirettangolo in Ay, perch®é A, essendo comnne per es. alle due sfere ortogonall
B2 e I'* l'anzolo BA(C & retto. se dunque pomiame (az) =F avremo:

I \* 19\* 1 \* [ 1 1
) (KP) = (ﬂ-—lﬂ) ' (Alﬂ) + (“’hD) — Bb" t pe” T Pdi’

se ora & M il punto di eontatic con 3* di una tangente uscente da P, e p la proie-
zione di M sopra la w= | RA | . dal triangolo rettangelo PMR =1 ha

1, (Ao phy

i (PM) Mu) ’

la quale, osservando che AP =PM e che il raggio ;. della sfera A® @ Mp . Y—1,
pitd Scriversl

1 1 | I
£} T T
[""} pug pg- + (ALP) L
sommando membro a membro le (1), (2) otteniomo finalmente
1 1 I 1

1
'3 +i'-_ni—r E_‘_ Fr*rl_i?ﬂ’_ll
Abbiamo cost dimostrato geometricamente la relazione importante ehe lega i
ragei di eingue sfere due a due fra di lore ortogemsali, e chisrito come tal rela-
zione possa considerarsi in an certo senso, quale upa naturale estensione del teo-
rema Pitagorico. :
V. Rerau
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SULLA RISOLUZIONE DI ALCONE RQUAZIONT

del terzo e quarto grado | i

I. — Eqoazioni del terzo grado.

1. Aceenneremo qui brevemente s due classi particolart di equazioni: a guelle

a radiel in progressione per differenza ¢ o

quetle u radici in progressione per guo-
siente, factlmente risolyibili usando delle

funzioni simmetriche delle radiei

a) Equazioni a radiei in progressione per differenza.
2. Sia
(1) fle) =2 |- Ax* + Br + 0 =10

'equazione nells sua forma generale, e 2y, 23,2y dinotino le radici. Sara
(z)

31-1=—A.Em_1.=:=3, Tyozay = — (. K
Ma womay + 4, Ty=x1 4 2d (essendo 4 ]a differenza), e percid dalla prima 1!
delle («) risnlieri | iy
__4 "
=,
Determinato «; 1'equazione polrd essere abbassata di un grade e quindi tosto
risoluta 5
3. Osserviamo intanto che per questa classe di equazioni, se si passa alla tra- 3|
sformaia, si trova wna forms semplicissima, perché posto nella (1) :
' Zx A
e } =-—§:1- — = e

e y =) radice: si deve pereid avere

i+ ny=0.

Cibd segue infatti direttamente, perché, sostituendo nella (1) il valore di = dato 5
dalla (B) e raccogliendo, si ha

(1)’

Y4 (B—32% y 4 (Ran — 2223 4 () = 0,
Sviluppando il coefliciente di y e

i termine noto secondn Je (2}, e sesfatuendo poi
Te—d ad g & 14 + d ad >y, Tisull

o

() { B—Bnl——a
| Bae — 229 4 C =),
E quindi per Ia trasformata si ha la
(2)

: ..._.,,-.j"h:-a"-;‘- -.'E'l--:-"."'-'- = s e

formola generale
¥ — d% =0,

[
——

Se & d=10. le radici

s0u0 tutte e tre eguali, e la (2) moatra tosto come per \
tale caso essa si riduca alla nota forma 4% = 0.
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Questo caso, riportato all'equazione primitiva (1)', & espresso dalla coesistenza
a
delle relazioni 3B = A? (ricavata dalla prima delle (y)) e U=(§) .

4. Le considerazioni precedenti valgono gualungue sia la natura delle radiei
e qualungue sia d, cioé nullo, complesso o reals. & percid esse ci porgono un mezzo
facile per risolvere tulta una classe di eqnaziom.

Se o 2 reale (essendo z; pure reale) esse risolvono ¥ caso particolare impor-
tante di radiei veali, diseguali, in progressione per differenza, caso che, tratiato
con la formola di Cardano, non si potrebbe risolvere, conducendo, vome & noto,
all'irriducibile.

d, La condizione a cui devono soddisfare i coefficienti delle equazioni a radic
in progressione per differenza, qualungue sta la natora di queste, si potrebbe ri-
cavare dalle relazioni (2). Tale condizione perd risulita anche, e pin semplicemente,
dalla seeonda delle (y), corrispondente ad » = 0 nella trasformata generale

(%) 4+ gz +r=0,
Ponendo in esau—% al posto di a: si ha la condizione espressa da
A\* AB .
13) 3(‘@)—*—3—-?[.-—[}.

6. Che questa relaziome sia tale da permetterci di conchiundere, ove sia sod-
disfatta, che l'squnzione rienira nella classe a radici m progressione per differenza,
si pud anche provare direttamente. Posto infatti che essa sbbia Inoge, si ha

% (x1 + a3 + .r-.:ﬁl"“——%t (21 + ¢ + @) (zzs + 2ezs + ;aicr) + aagaes = O,
Dividendo per {z 4+ zu 4+ @), svilnppando e riducendo, si otliene
2T 1 x3 29

{2y — 202 &+ (75 — )P 4 (a3 — ;) = Bz + ;x4 aaxs) EEmaR

Ponendo xy — a1 = d, cid che da zy = 23 — d, sviluppando e riducendo, risulta
2 (s — x2) + B (s — x2)?— 3d? (s — 23} — 2d7 = 0,
E facendo xy — s — =, &
(4) 2(z2' —d¥y 4+ 3dz(z—d) = 0;

equazione che evidentemente ammette la radice z= d. Dividendola per z — d essa

riducesi a
223 | ddz + Bd*= ).

— gyt . _ . i
Da guesta s1 ricava z = ]4_ ? , & qundi guali radici della (4) si hammo
<1 :—Etf, zg={f:. <3 '-——-—Titf.

Ma ponemmo d=—ua3 — @, 7 = 23— x=, @ percid sostitnendo risulia

(5 T3 =+ &3 _n+m e
] gy —= 2 ’ Ly = 2 - o L e 2 a

Osserviamo che, in generale, una sola di queste relazioni sara soddisfatta, per-
ché se contemporaneamenie lo fossero due, segnirebbe ry = sy = 3; case affatto
speciale o corrispondenie al valore particolare 2 =d = (.

|
1
A

to o - =
z
S ol
L

- - u bl f . — - = 7 il el
E
e e e e e e ot = e D e e e o L ——
3=

[ p—

s L e 1 W e e e T T T e

I e —"

e

e
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Qualunque sia delle (9) la relazione soddisfatta, le radici sono in progresaione
per differenza, come si disse.

7. Volendo limitarsi al caso @i radici reii ¢ diseguali, & dnopo ricordare che
la condizione della reslta o disegaaglianza lero in (3) & dsia da

,r.ﬂ gﬂ
4 Tar <0
Riportandoci alls nostra frasformata (1), questa condizione prende *la forma

1 o (AY® AD ¥ ) A*Y3
112 (5) -5 +‘3‘]+~—:~r B—3) <o.

—

e 58 la (3) ha lnogo, essn riducesi o
(6) 3B — A*<C0,

cormispondente alla g <~ 0 della precedente forma (2).

Lu coesistenza deila (3) & delln (6) 2 adunque la eomdizione necessaria ¢ suffi-
ciente affinche le {re radici sieno in progressione per eifferenza, reali e diseguali.

Fisemipl. — 1% Sin ['equazione
flz) =27— 62 4 2l — 26 =0,

I suei coeflicienti soddisfano alla (), ma non alla (6). Segue quindi
A

g —— —ZE

3
f @) = (a* — 42 + 19) (= — 2
K quali radici dell'equazione proposta si ha

.1:;:2—3;', .E:!ZE, .I'3='3'¥' 3!:,
essendo o = 84,

Por la trasformata si sarebbe ottenuto

¥ 4+ 9%9=0.
2% Sia l'equazione

(1) [ (2} =27z + 1352% 4+ 189+ 1 65 = 0.
Ridotts alla forma

65
x® F 5‘.1'3—*" ?:!-‘-}-‘E—:'D,
21 ha che i snoi coefficienti soddisfane alle relazioni (3) e (8). E quindi

.. A 5
T = 3 = 3
o . 10 13 D
f{;E':I:(.I"—r —3—1 {——u—)(:{'%——g).
E quali radici si ottene
__ a3 5 5—2¥8 . . 9y%
x) 5 1Y Sy By 3 .Hlmuen‘——:;—.
Per la frasformata si sarebbe ottenuto
y— :T: y=0.

3". Presi due nomeri A o B tali da soddisfare alla (6), per es.: — 6= A,
3=0, & scello C in modo da soddisfare alin (3) (facendelo in questo caso eguale
a 10), si ha I'equazione

flz)=a'— B2 4 3¢ + 10 — 0.

3
N
b
.*__._- :
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RBisolvendola 81 trovano le radie

h=—I1,0=2, m=5
n el o d = 3.

b) Egquazieomi a radiel in pregressione per gueziente.

8. Se nell'equazione completa
{1) flx)=2"+ A"+ Bar+ C =0
facciamo ¢ = y — %, oifeniamo la brasformata
; : A’ 2 . AB
2) P+ (3= ) v+ (G- +c)-0
La sua risoluzione dipende, come & note, dalla natura della quantita !
1/(¢2 AB y. 1 Ay {
_— — | [ ————— _— —— ! !,
&) b= (g A —F +€) +5 (B— ). pit
corrispondente alla guantita !
g !
82 27

della trasformate generale = -+ gz + r = 0; sara quindi necessario fare su di essa
gualche osservazione.
Sviluppando e riducendo si ottiene

o s B

A1

(4) A == 1‘37 (27C2 + 4A°C + 4B — A'B® — 18ARBC). | | *

Perd, se » indica il rapporto esistente tra due radici snccessive, @ E

A = B, it 1

perché #
() — A= {1+ r4+r)B=x*r{l +r+r%, —U=m"r"

e sostituendo si ha
2% (1 b r + =22 (1 + r + )
(mindi 1z (4) prende la forma

1 27 3 R
(5) A = ;5 (27C* 4+ 8B® — A"B* — 18ABC).

Se ad A, B, C sostitniamo i lore valori & raccogliamo & %% risulia

B | 1*"‘+'i")“ (l+r—|—r‘)‘ (1+-r+-r')3}.
6) A 4.2Tl2?+8( r : 18 s :

quantita variabile con 2 e con 2. Abbiamo (umdi:
14r -+

)=l+-r-|- % riducesi 8 + 3 op-

1°. Se g r=1=11 l’wpreﬂsinuﬂ( -

1 - - . - - T = i =y e - - il Fo
— B —— e =
- .
— - =
= "y I ————e

pure & — 1. |
Por tali valori la (B) & mngnale allo 0. H . I
Cio conferma il noto caso di redici egoali dato da % -+ g—? = () nella irasfor-

mata generale.
a) In particolare, se @ » —1, nella (2) si ha

Ar 8 AB

3 -
B———0, —A—=4+0=0
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Donde deducesi tosto che la trasformata, trattandosi di radici futte ¢ tre eguali,

sieno esse reali o complesse, pronde lo nota forma
(7) y'=0.

b) Se 8 r=—1, si hanno due radici eguali e la terza solo diversa nel segno.
Per guesto valore &

2 .
e () Lo 2

E quindi in questo caso la trasformata riducesi alla forma

4 (B 16

s __ _*qa ¥
%) =3 ﬁ) y+ 57 0=0

2% Be & r=a W si pud avere: 2 complesso e quindi tre radici complesse;
& 81 pud avere x; reale, ciod uns radice reale e due complesse.

39, Se & rf‘: 0, esclusi i casi »= % 1 gia considerati, ed z & reale, si ha il

caso importante di radici in progressione per quoziente, reali ¢ disequali. Volendo
applicare ad esso lo formola cardanica si cadrebbe, come & nulo, aell irriducibile,
¢ tale fatto & reso tosto manifesto anche dalla (6).

Infatti per » =3 | essa prende le forme

(27 —8— 18 —1).

" \ o :l:‘lq
ﬂl—Tll—F- ¥—6—3), A 107

E poiché per rzﬂ, esclusi i1 valom r=+ 1, I'espressione (I + r+ 1) as-

r
sume valori =>3 oppure < — 1, segue che 4 & minore di zero.
4°. Come caso particolare noteremo anche qui quello in cui nella posizione

A
_1:=!|'___

3

per passare alla trasformata, si abbia ——%= x, ciod radice. Per esso, come ab-
biamo trovate, misnlta la forms

(k) '+ ny=10.
Dall’essere A = — 8%, & ha Fltr4r)=—38z, civéd r*+ r—2=0, che
da =1, rs=—2,

E guindi nei soli casi di r =1, r=—2 (0 ¢id che & lo stesso r = — %810
valore reeiproco), ai pud avere la precedente forma (B).

Il caso »=1 fa gia considerato.

Per il easo r — — 2 (avendosi per tale valore 1 + 7 4 2 — 3) abbiamo per le (2):
A=—3n, B=—6z* C= Bz & quindi

Al_ 2 2 3 AB =
B 3 9:171. ﬁﬁ—-—a—'FU—.

Ana]ngamunta:ﬁeér:—%ai hal +r+9'=_— A =——i:n. B=~——§ﬂh’.

i 4!
_—E‘j 10t A 9 3 2 aa_ AB
V=g > cnB=—- g™ g7 — 3 +0=0

Per cni la forma della trasformata & la (B), essendo # — — 0a;* oppure

9 |
T

5" Per r=z; abbiamo il caso speciale di radici potenze suceessive di un numero,

n —

LI}
N
i
S
..l'l

i

il

L
B

i *I'..' L = -
T area b if A
.!L:_J. il kg - =

*
L o
e = e =

1
" Ll
) |
il

.r—h1ll a: ;F-Mtl; " O .

St

o
U g
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9. La rigoluzione delle equazioni appartenenti alls classe precedente, gualunque
sia la natura delle radici loro, riesce facilissima ove si ricorrn alle relaziomi ().

Infatti da esse si ha

B Zxae  orle + 20 + o)

e

A b _ x4+ xyr + I:r!j

=X =2y,

¢ nota una radice l'equazione pud esser abhassata di un grado e quindi tosto ri-
seluta.

10. Prima perd di passare alla risoluzione pumerica, ricerchoremo quale re-

lazione deve esistere fra i coeficienti di queste equazioni. Abbiamo —% =T,
Da cib
Byo
I R
L1 (.ﬁ.)
Ma z°9*==— C, quindi
. (DY
(1 c= ()"

relazione facile a verificare.
1. 8i perviene alla sltessu pussando per il valore di ». Infatéi si ha

[—-ﬁr-:ﬁ (1 + 4 »9

() ' B=x®*r1+4+» +rY
I — O =z
Dalla prima egnaglianza si ha o = i f g 1 e sostituendo questo valore
nelle suceessive e riducendo, risulia
AZy A3y
T hrta® o OErEap
donde
At—
j " R g r+1=0
(2) ;
l - 2 : ﬁ r —|— 1 =0.
ﬁ
Dalle quali equazioni si deduce
n——
A?—B A—VYCUC — B\#®
7 = 57—, @ Quindi come precedentemente Uh——(I) ;

ye

12. Osserviamo intanlo che le due radiei dell’equazione (2) seno reciproche,
perche il loro prodetto o 1.

E indifferente prendere l'umo o 1'aliro, perché determinando &, ed oiltenendosi
le altra due radici da 2w ¢ol molfiplicarla e dividerla per la ragione, 1 risnllati
sono scambiati solo di ordine.

:
-()

13. La relaziene
¢ tale che, ove i coeflicienti di una data equazione la soddisfino, l'equazione ap-
partiene alla classe di cur c¢i occopiamo, € gquindi puo essere tosto risoluta.
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- 3
Infatti, se sussiste la ﬂ=@) , 51 2Vra

Bxam (@t xe P = (no |+ nzx, + 5w
sviluppando, riducendo e trasportando tatte nel primo membro, risulia

@ rrxy + Ty xatas + gz — 2wy’ — Py — ' = 0.
0881
(1 — :rz:rujl [.:t'g‘ — Z1I3) (25" — &, = .

donde segue che deve essere egusle a zero almeno una delle espressioni in pa-
rentesi,

Motiamo ehe ip generale sari nulla una sola, perché. se contemporaneamente
fossero eguali a zero due delle defte espressioni, seguirebhe z, = 25 = =3, e sarobbe
nwlla anche 'alra. Caso affatio speciale e corrispondents al valore r=1 gia consi-
derato,

Unalungtie sia I'espressione verificata si ha che le radici 80N0 In progressione
Per quoziemte, ¢.d . d.

1+. Come caso parficolare mmportante noteremo quello in cui, essendo A.B,(
reali, sono soddisfatte 1e relazioni

B &+
: -8
i C A
(1y 270° + 8B* — A'B — 18ABC 20,
A g

corniapondente quest'nltima al caso diT -4 ﬁ}ﬂ nelia forma generale citata.

La coesistenza loro da la condizione affinché le radici sieno in progressione per
quozients, reali o disegnali, 8 pud perd trovare per alira via una relazione molto
pit semplice della {1)". Posto infatti che i coefficienti A.B.C sieno reali, se la (1)
& soddisfatta, riesce mnplicitamente deferminate zu, e quindi

1) = (@ + px + ) {z — z).
Rssendo 2y reale, basters sapers quando sono resli, e inolire diseguali, le alfre

due radici =, x5, date dall'equazions sl 2" grado, perche ove si abbia &y z.::, le

radici sono diseguali tutte e #re, Infatti posto a1 = z2, oppure 23 — 2, dalle re-
lazioni Ey == I\ 7, Ty = Tey 8] avrebhha » =1, G108 X1 — &y — 13 contro Ilip[ltnﬂ'ﬂi.
La condizione per lu realta o diseguaglianza di queste radici & dats, come &

: C
noto, da ‘*ﬂ——- g>0. E poich® ¢ p=A +m, ¢ = essendo zy= — %
2
y _ B? . . .
e U =5 tale condizione, ricondotta all’'aquazione del terzo grado, diventa
2
(2) A'—EB—B(%) =0,

abbastanza facile fquando si noti che la qmﬁtﬁ% si trova deferminata nella (1).

Che la (2) soddisfi, s pud anche vedere direttamente, perché sostituendo ad A
8 B seeondo lo (a) o riducendo, essa prende la forma z* (»' —1)* > 0, la quale

(escluso » = bi, incompatibile con Ia realta di A,B,U gia posta) & vera per z; {}: 0

ed »r z U, eselusi perd i valori r— + I, cioé & vera solo per radici reali e diseguali

L coesistenza quindi delle relazioni (1) ¢ (2) dé in condizione di radici in
progressione per quoziente, reali ¢ diseguali.
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Be 8 £ =0 le radici 24, s sono eguali e per le relazioni .y =ryr=0w",

s
qg =1y, segne r =1+ 1 ¢ 7y =+ xe= 3. Cid rilevas gnche dalla {3), che in

questo caso gi ridues a »" — 1 = 0. E peraii:

La coesistenza della (1) e della (2) eguaglinta e zero, qualunque sieno A,B.C,
da la condizione @i radici tutte ¢ tre eguali, oppure Al due radici eguali ¢ la terza
solo diversa nel segno.

Esempi. — 1% Sia ['equazione
(1) flr)=2*+ 2" — 22 —8=10
i ]
a ecoefficienti reali, In essa la relazione C =(§) ¢ soddisfatta; ma non lo & la
2 B\*
A*—92B 3( a) ~ 0.

Le radici saranno percid in progressione per guozienfe, ma non saranno hebte

raall. Infatti risolvendo si trova
' B

Ty = 11_2
flz) = (2* 4+ 3z - 4) ([ — 2)
8+ ¥Y=T 38—y
2 y &3 9 3
egsendo T_——E?r:l.'f—j
20, Sia l'equazione
1
(1) fle)==*+ 82" + @ + 7 =0

a coefficienti reali. In essa le relazioni (I) e (II) sono soddisfatte e pereid le radici
saranno in progressione per (uoziente, reali e diseguali.

Se si volesse applicare alla (1) la formola di Cardano si cadrebbe, come & noto,
nel caso irriducibile. Ponendo infatti z =y — 1 risulterebbe la trasformata

s [\
y* — 2y + :92_,?—=ﬂ in cii & (é‘:) (—3) < 0.

Ma dopo ¢id che precade si ha

E 1
:Ti — —— —3

f{:r}-—(z’*"-—:r+ )r )

—4+Y15_
& == 9 »
e quindi
4AYIE o - o 4—915
” 3 3’ 3
gEEENd o
= 4_;]"1—5 : (——;)=4—- V15
oppure

A'—B A*— B)\* —
T iV( EBH) 1=4+7VI5

Prof, Frogeste MaLrFaL,

o

g ——a— wmp o ww b ] g ——
o
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RISLUZIONT DELLE QUISTION! 381 367 398 399 400 402 403 404

o8le Due parabole omofocali hanno le divetiriei parailele, ed v & In bisettrice
della siriscia formata da gueste due direttsioi: dimostrare che lo inviluppo delle
relte sémmetriche di r rispetio a una tangenie varviabile dell'una o dell’alira para-
bola & un medesimo cerchio.
V. ReraLr

Risoluziene del Prof. 6. Cardoso-Laynes.

E siato dimostrato (Quistione 380) che l'invilnppo delle rette simmetriche dj
uma retia data », parallels alla diretirice 4 di una parabols, rispetto alle langenti
di questn, & un circolo che ba il eentro nel fuoeo K della parabola e che ha per
ragzio la distanza dealle rette d e ». Percid, se indichiamo con 2, & le direttriei
di dne parabole omofocnli in F e con r ia bisettrice della striseia (dd’), poichs le
distanze di d e @’ da » in valore assoloto song eguali, si avra evidentemente che
tanto per I'una, qnunto per Paltra parabola, I'inviluppo delle 1ette simmetriche di s
rispeito ad una tangente variabile, sark il cerchio di centro I e che ha per raggio
In distanza delle retie d.» (0 d',r) ossia In meli della distanza delle due direttriei.

Alire risoluzioni dei sigy. Dott ¢, Merizzi, Prof. Radolfe, E. Tucci.

39%. Un determinante Dy di ordine N, 4 cld un termine qualungue ag, & nullo,
¢ r ¢ 8 differiscono [ra loro per pitk che un'unild, diventa (— 1)" Dy se 53 cambiano
@i segno gli elementi delle diagonaie principale.

Se n 2 dispari ed i termini principali sono anch’essi nulli, il determinante D,
& nullo.

(z. Fusinl.
Risoluzione del Prol. G. Cardoso-Laynes,

Sin Dy nn determinanie della forma data (*) e D’; quelio che si ottiene cam-
biando di segno in Do gli elementi prineipali.

In D'y eambiamo di segno gli elem. dellz 1* linea @ sia 4, il determ. che si ottiene;

., 4 - . = . 2% golonma s Az . -
. Qs . . o . 3" linen . . -
» s » » » » 4" colonna » A4 n L

e cosl proseguendo costruirmo i determinanti Ay, Ag.... 4, . 4.

I facile vedere che risulta A,=D,, ma d'alira parte & evidente che A.—=(—1)"D"_,
percid sarda Dy=—(—1)*D’,.

Se in D, tutti gli elementi principali fossero nulli, sarebbe D, = 1", per ogui
valore di n, ma siceome per » dispari deve essere I, = — D’a, in questo caso avremo
Dp=—D, eioce D,=0.

Alire risoluzioni dei Prof. Scarpis ¢ Radolfe.

(") Un determinante di quests forma ha molta analogia coi cominuanti (v. PAscaL, I delermis
wawts, 11, § 45), anki questi ne sono un caso particolare.

| i i =
e ——
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398. Sz A, B, C sono i punti @i fugs di 3 rette 2 a 2 ortogomali F0pro un
piano o d'uns rappyresentazione prospetive, & sono rispettivamente O, R il centro
ed il raggio del cerchio di disianza, si ha identieamente

1 1 '
T S

In che senso guesta quistione si pud comsiderare come urn corollavio della qui-

slione 2937
A. Dur Re.

Vedi risoluzione del Prof. Retali a p. 107-108.
Altra rizoluzione del sig. Mundici Curio, studente.

399, Un punio A percorre wna cwrve (X, Y)=0; un altro punio B gi muare
in modo che restino costanti In distanza BA e Tangolo che il raggio veitore BA fa

colla langente delle traictloria di B.
Si domanda in qual modo si pud determinare: 1° Vegquazione delia traietioria

di B; 2° {1 rapporto delie velocitd di B ed A.
Si studi particolarmente il caso in cui A percorve una retéa con molo uniforme,
(Questo problema si presenta nel caso che wna nave voglic inseguirne un'oltra,
mantenendosi a distanza determinata da essa e vilevandola sotto un angolo deter-

minaio).
(7. LAZZERL

Risoluzione dei sigg. E. Stretti @ G. Chinaglia allievi della R. A. N.

Caso cEvERALE. — Hssendo &, y le eoordinste di B, si ha che il coefliciente

. . e d y = .
angolare della traisttoria di B Yo A guello della retta BA é—y, percid
: a.c X —x
dy Y —y
e de X —@
ang &= dy Y —wu
i+ :
"de X —o

Riducendo e pomendo tg a=wm, & ha dungue per 1"enuncialo il sistema

f(E Y)y=10
X—ayY+@—yf=d

lfﬂ—:ﬂ){m—%}+ (T—y)il 1 m%}:ﬂ_

Eliminando X, Y si ottiene I'equazione differenziale dells traietioria di B, e biso-
gniera integrarla per avere l'equazione in termini finit della traiettovin stesss.

Trovala quesia si potra calcelare il rapporto & delle velocita di B o di A per
mezzo della formola

_Yazt + dy
Vax* 4 dy*
CASO PARTICOLARE. — Supponendo ohe A percorra una retis, che POSAIAMO
scogliere per asse delle Y, il sistema precedente diventa

X =90
Rl (‘Y o y‘}I:ﬂl
diy

;r(m—-%) =Y —¥) (l+qu_)'

&

= -
- e i B 5 s oy V] mam (]
e ——

T P - ._
n
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Sostituendo nella terza equazicne il valors d'(Y — ) data dzlla seconda, si
trova

dy ¥ ¥ — _E_u
(l-}mE) Ya .I:’—:L(m ﬂ‘,.:x,-)'

dove il radicale pud esser preso col doppio segno.

Risolvendo rispetto a j—i, 8l bha

dy _ma:—Vu’—:::’
d.z :Ir+m'|/u'—-::c"".

Ridocendo raziomale il demominatore del 2% membro di questa equazione e fa-
cvendp gualehe riduzione, si ha

iy n’l T z Vo* —a°
dc g s m
&' — o T
. " 1
Easendo m—tang «, si ha — 8en &, - = eop =, e ponendo per

bravita a o —a sen & — b, 1'eqnazione a1 riduce a
V14 m*
dy b 1 e Va* — 2
de m 2'—0b" b —z*
od anche
b* 1 i zVYa® —2*
diy — —_ :
Y= om (;;.-—b .-.a:+b)'i""+ F—z
da cm
¥ _ax-—>b GCOS® _ L —asena
y_Hm L.L-:!+31+H_ 2 'L.,c:—[—a‘liu?f:u:l;_l_l:].Ir
dove L indica il logaritmo neperiano ed &
H—f‘r Va* —* ol #
- b — x
Per caleolare H, si ponga }’n' — =2z, ¢ quindi #*=a" — *, wdx = — zd:,
a2 81 ha
“ ST 2 o
H:_f : ztiz' . {b‘ }+:'d=+ (0" — a") dz
(6° —a”) + 27 (0 —a®) 42 (6* —a®) + 2°

=5 f a’ cos’ o fauusu 1 l
—— — - —dr——z — dx
2* — a’ cos & 2 |lz—acosa 24 ususa

ECOR ™ _ 2 — aeosn
——z . Ls -0
2 ¢t acoso

:_vﬂ,_‘ﬂ‘_unusuqu’—;n‘—umn

+ C.

< v:i;—m"—f-ﬂﬂﬂﬂﬂ
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Dunqﬁa 'equazione della traiettoria di B

—_— ."‘l_:_‘t__
y___ncuau{L:r: a 8en o L}u r "““’”}—Vnﬂ_.u-wc

2 X <4 @ sen & Vo — ' + acosa
ovverp
2 e a'— .*—acoso)®
(y+Va—2 = 0)=1, (V ' )
(G038 & : S+ M senx
od anche

y4Yal—at

Pﬂ‘—i—l" = ﬂ{mEE__KE % COS i

J0— (1 S5en x

dove K & una costante arbitraria che si pud determinare conoscando le posizion
iniziali dei due puniy,

400. Un punto A percorre uno curea f(X, Y)=0 con velogita V. Un punto B
percorre con velocitd V' ung curec tale che in ogni istante la tangente in B passi
pel punto A, Si domanda comé gi possa lrovare Peguazione della traietioria di B.
Si sludi il enso pariicolare in cni A percorré una retta, o allri casi particolart.

&F. LazzeriL.

Hisoluzione del sigg. Chinaglia e Stretli alliovi della R. A. N.

Caso gExErALE. — Indieando eon x sd y le coordinate correnti di B avremo
le tre oquazioni

FET)=0, ——2=2Y ¥ +ax _V _ .

X—z @3 ae+dag VO

che sono l'squazione dells curva percorsa da A, 'equazione della tangente in B,
e quelln che stabilisce Peguaglianza fra il rapporto delle velociti ed m. Kliminando
fra qnests X o Y si oflieno cos nn’equazione differenziale, che integrata da 'equa-
zione della traiettoria deseritts dal punio B.

Caso PARTIOOLARR. — Consideriamo il easo in coi il punte A percorra unn
retta, che possiamo prendere per asse delle Y; allora Ja sua equazione sara X =0, e
il sistema precedente diventa

_0, Y=y—a2L, d¥= ]/ ar\
X=0, Y=y—zo=, d¥=n 1*(&._5—) &,

Differenziando 1a seconda di quesle equaziom si irova

- dy a*u
dY =dy —dx = — % 33 d.r,
ovVvaro
'y
Y =—x oo dr
pongo %:z;auhiﬂz =1 8 quindi dalle equazioni precedenti si Ficava
dY =m Vl +z dz, dY =—@de;
quindi
—gdz=mY1l + 2z dx
ovVVero

dL dz
n——=—

&£ Vl—l-z’;
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intagrando mLr——1, l:z' -+ Vll + z*) +LC,
da cul La=(z+ V1 +29)=1LC¢,
quindi a2z 4+ V1 + ) =0,

;  C _
: ViF 7= —2;
elevando a quadrato e ricavando il valore di 2

C z"

= '
202 2C

@ R
ma z-:r, quindi

tt_y:g_..u'm ady ~— 70 a™drn,
I'- I‘] . C 1 guwtt B'r
integrando y___i.’[-m—l):::’“—‘* 50 m+l+ ;
1 C ot
d = _ =
unqoe y=~0 5 {(m S D + o+ I}C}

¢ l'equazions della curva deseritta da B.
I valori delle costanti si determinanc faeilmente conoscendo le posizioni ini-
ziali dei due punti A, B.

102. 17 luogo geometrivo del vertice di un triangolo di cui la Dase rimane fissa,
e nel guale gli angoli ad essa adiccenti differiscono costantemente di 90°, 2 un iper-

bole eguilaterg, '
E. P:zcorovr.

Risoluzione e generafizzazione del Prof. 6. Cardoso-Laynes di Livorno.
Questa proposizione pud eonsiderarsi come coroflario di un’slira pit generale
cha pand ottenersi supponendo che 1 DUR ANGOLI, ANZICHE DI —E DIFFERISCANQ DI UN

ANBOLO @ (essendo ¢ costante e diverso da 28r0),
[nfatli sia 2a il lato dato e B, v gl angoli ad esso adiacenii: snpponiamo

Y=F+mwo

Assumendo per asse 2 la retts a oui appartiene la base data e per asse y Ia
perpendicolare condotts a questo segmento per il punto medio, si ha evidente-
mania ehe le eoordinate del vertice mobile son legnte dalle relazieni

(1) y=@x+a)tghp ; y= (r—a)ig(n—1)

Da queste, eliminando B, 81 ha per il lnogo esreato Iequaziome
(@ — ' —a") tgp + 22y=0
® 88 @ & diverso da 0, la precedente equazione pud seriversi
(2) &' L 22y cotg p — y® = &
la quale rappresenta on'iperbole eguilaters.
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Se ¢ :1;5 (easo particolare corrispondente alla Quist. 402) Ia (2) diviene
(8) ' —y'=a',

e percid in questo caso il lato dalo & I'asse principale dell'iperbole.

w
Del resto, si giunge allo stesso resultato direllamente, ossarvando che se r=

le (1) divengono
y={x + a) tg : y—=[r—ajecoigh

le quali, moltiplicate membro a membro, danve: y* =2*—a”* cioé la (3).

Rispluzione del Prof. R. Bettazzi di Torino.

Sin AB il lato dato, X il vertice eercato, e si indichi con a P'angolo XAB:

sard per ipotesi XBA = ; + &, e gquindl sard = g— a 1'angole asterno XBB.

-

Useremo il caleolo vettoriale; (*) prendendo per vettore di riferimenio 1 il vel-
tore B — A e indieando con m, o, lo lunghezze di XA XB, avremo

=R
B—A=1;: X—A=me®l; X—B=une 8 I=—ne ™il,

lalehé
(1) [ o1 e " iE=0,
(2) X:H+(E—B}=B+llﬂ_i“f1.

Dalla (1) si ha: _
1 —me® 4 ‘H'I.ﬂ_in:ﬂ,

donde, nguagliando a 0 Ia parte reale e I'immaginaria, e risolvendo le equaziont
risultanti, si reava

L weno
T oo 22
- . 1
L'espressione (2) del punto cercato diverrh, ponendo D:B_E
_ | BER I ¢ .
R=10 2 - r.'.ns'ﬂa.# i1,
donde
1 gen 2 a
A0F EEDEEEI-I-E'EI}IE?EIL
] apn 2 o

di X riferimento all’on

Chiamando > ed y le coordinate 5— —— @ 5 00

gine O ed ai vettori I, i1, si verifica agevolmenie che

S
= s
Il luogo cercato & quindi un'iperbole equilsiera col centro nel punto O medio

di AB, e ool vertini 1n A e B.

Alire risoluzioni del professori Relali e Radolfe, del doit. Merizzi e dei signori Cas-
silo, Colestri e Tuccl, studenti della R. Universitd di Pisa e Sanlacroce, studenie della

R. Universila di Napoli.

(*) Praxo, Caleolo geometyico, Torino, 1RB8 & Lezioni di Analist infinitesimale, vol, IL, Torinp, 1893,
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403, Sieno e e ¢ due circoli posti nello siense piano, che s incontrano in due
punti U ¢ K. Congiderando un ir. variabile AMDB, il eus lafo AB passi per H ¢ gli
altré due lati AM, BM sieno tangenii rispeltivamente ai cireoli ¢ e ¢’ nei punti A e B,
dimesirare che il luogo del terzo vertice M una ¢ vardioide che ha per regresso i
punto K.

(3. Camposo-Layses.

Risoluzione del prof. V. Retali di Milano.

Sieno H, K, I J i punti comuni a due eoniche ¢, ¢, conduciamo le tangenti a, b
A¢ec nei ponti A, B ove gueste sono nleriormente segate da upa trasversale
condotta per H: i dne fasei di secondn classe ¢ (e .., .), ¢/ (b....) sone proiettivi,
perché le puateggiate del 2" ordine e(A .. ..), ¢ (B.....) sono prospettive al faseio
(i 1% elasse) H; il loro prodoito & dunque una curva del qonart’ordine (in gene-
rale delln sesta classe); ma guando due frsci di seconda classe, formati dalle tan-
gentl di doe coniche ¢, ¢", sono proiettivi, e di piii le tangenti in uno dei punti K
comune a ¢, ¢, eostituiscono un paio di raggi omologhi, K & una caspide sul pro-
dotte dei due fasci (teorema noto), dunque nel caso nostro In quartiea luogo del
punto (ab) =M ha una cuspide in ognuno dei tre punti H,1,J e tocea le coniche
date nel punti ove esse sono segate dalle tangenti in H. Assumende per I,J i
punfi ciclici, abbiama il teorema proposto.

Allra risoluzione del Prof. Barozzini.

404, 11 luogo dei fuochi di tutte le iperbole equilatere di un piane, concentriche
in O e passanti per uno stesso punio M 2 Ta lemniscata di Bernoulli che ha i

centro in O e un fuoco in M.
G. Camrposo-Lavxss.

Risoluzione del sig. Francesco Celesiri di Pisa.

Consideriamo una delle iporbole equilatere, che abbia il centro in 0 e che passi
per M. Siano F, F’ i suoi fuochi e il ramo dell'iperbole che passa per M sia
quello ehe ha per fuoco F. Allora I’altro ramo dell'iperbole passera pel punte M’
simmetrioo di M rispetfo al centre O. Indichiamo ora con 2, 2 nspetiivamente
le distanze FM, FM’, ed essendo il quadrilataro MFM'F’ nn parallelogrammo (poi-
che le sue diagonali si dimezzano scambievolmente) avremo M =FM'=2' e
quindi i segmenti FM, M  ossia 3, 8’ sono uguali alle distanze del punto M dai
fuochi F, ' e pereid per una nota proprieta dell'iperbole avremo 2 — 2 = 2u as-
sendo 2« la langhezza di ciascun asse dell’iperbole.

Iondicando con ¢ la distanza OM per un nolo teorema si ha 83" = 2

Adunque il fuoco I gode della proprieta che il prodotto delle sue distanze dai
due punti fissi M, M" & costante ed uguale a ¢ ossin ad OM” e quindi il Jaogo
di F & la lemniscata di Bernouwlli che ha per fuochi i punti M, M’ e per centro
if punto medio di MM’ ossia O.

L7altro fooco F' essendo il simmetrico di F rispetto al centro O, giacerh pure
sulls lemniseata trovata quesia & pure il luogo del fuoco I,

Ossenvazionr. — Nello stesso modo si dimostra che * Il Inoga dei fuochi dalle
lemniscate @f Beraoulli di un piano concentriche in O e passanti per nno stesso
punto M & un'iperbole equilatera che ha il centro in O e un fuoeo in M ,.

Alire risoluzioni dei Pruf. Retali e Radole, del Doit. Merizzi e del sig. Tucei.
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QUISTIONI PROPOSTE

405. Essendo P un punto mobile di_upa parabolu di cni F & il
fuoco e N il punto in cui la tangente in P incontra Vasse, dimostrare:

1° che il luogo del centro del cireolo circoseritto al friangolo PEN
5 una cubica razionale ehe ba un punto isolato in F

2° ghe il lnogo dell'ortocentro dello stesso triangolo & una cubica
razionale che ha in ¥ nn nodo.
30 ohe le conginngenti i punti corrispondenti delle due cubiche
assnno tutte per il fuoco F della parabola (ossia: la reiia d"Eulero
el triangolo PFN, al moversi di P sulla parabola, ruota aitorno ad F).

G. (Carposo-LAYNES,

406. Luogo dei fuochi delle parabole che toccano una curva data
(ulgebrica) e hanmo per direttrice nna medesima retta, del suo piano.

Y. ReraLL

407. Sopra una retta si fissino due punti A, B: essendo C un punto
~ variabile della medesima, esterno ad AB, e B il simmetrico di B
rispetto & C, trovare il luogo dei punti medi delle tangenti comuni

ai due cerchi descritti sui diametri CA ,CB.
C. Mgerizzi.

408. Da un punto O di un piano si condueano n raggi in modo da
dividere il piano in » angoli uguali, e da un punto P prese nel piano
si condueano le perpendicolari agli n raggi. Dimostrare che al varare
di P sopra nna ecirconferenza di ceniro rimane costante:

1° la somma dei quadrati delle distanze dal punto P ai raggi;

o° Varea del poligono che ha per verfici i piedi delle perpendico-
lari condotte de P ai raggi.

Dedurre che il teorema & pure vero, allorche le rette condotle
per P siano tutfe snelinate di uno stesso angolo « e nello stesso verso
sui rispettivi ragg.

¥. CELESTRI.

409. Determinare la forma generale di una funzione di guaiiro
lettere =, v, 2, u, tale che, sostituendo = ad y, essa si riduca ideniica-

— _ o : ‘ r\"
menke af—l]; , @ sostituendo 2 ad , si rnduca identicamente ad (E) , es-

sendo m, n, p costant1 note.

410. Determinare la forma generale di una funzione di einque
lettere 2, 9, 2, u, v, tale che, soslituendo ad = una qualungne delle altre
lettere, la funzione si riduca identicamente al prodotto delle tre let-
tere rimanentl.

41l. ABD ® un triangolo sfevico trirvettangolo apparienente ad
nna. sfera o di centro O e raggio R. Si consideri una supetficie etlin-
drica o' avente le generatrici perpendicolari al piano AOB e per di-
rettrice 'arco AB di una parabola, sitnata in questo piano, col ver-
tice in A ed avente per asse la retta AO. Dimosirare che la porzione
del triangolo sferico limitata dai lati AC, BC di questo e dalla inter-

sezione di o con o b equivalente al guadrato del raggio della sfera.
P. AvssaNT-UARA.
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PASFﬂiAL. = Kepertorio di matematiche superiori - I. Analisi. — Manuali
oepli.

Segnaliamo con piacere ai letiori del Periodico questo libre, che in 642 pagine
di’ slampa eontiene wna miniern riechissima di notizie.

* Lo seopo di questo libro, dice il chiaro aufore nella prefazione, & semplice-
mente il seguente : rinnire nel piit breve spazio possibile un rinssunto di quasi
© bubte lo principali teorie delia matematica moderna, dande di eiascunn teoria
_ Solo gnanto basti, perché un lettore possa in essa orientarsi e sapere 8 {ual
“ libro ha da ricorrere per avere maggiori particolari e pin diffuse indicaziom: ..

Per raggiungere questo seopo occorreva una erndizione profonda e tale da
maravigliare ogni studioso della matematica. che non puo ignorare |' immensa am-
plezza di ogni ramo di questa scienza. Bizogna essere dunque riconoscenti all'e-
greglo autore che si & sentito la forza di condurre a termine un tale lavoro.

In egso lo studioso non deve credere di poteére apprendere una od un'alfra
teoris ; vi Bon invece accennate per ogni teorin le definizioni, 1 teoremi principali
senza dimosirazione, ed una bibliografia che indica le fonti alle quali bizogna
ricorrera per approfondire Vargomento. Cosi anche chi vive lontans qda un cenfro
scientifico avrh a sua disposizione con wna piccola spesa mna guida per dedicarsi
agli studi che preferisce.

LI volumo pubblicato contiene in 23 capitoli un cenno di tutte le teorie del-
analisi, dalle pisi semplici alle pia elevate, Si anmunzia pol che entro 'anno verra
pubblicato nn secondo volume dedicate alla geometria, K.

W. W. Rouse Bawr. — Réeréations et problémes mathématiques des
temps anciens et modernes. 3™ é&dition revue et augmentée par
Fauteur, traduite par 8. Firz-Parrick.

La letterastnra francese che gia possedeva preziose raceolte di ricreazioni e
curiosith matematiche, come le opere ormai classiche del Bachet o del Laucas, 81 &
ora arricchita di un altro libro pregevolissimo sullo stesso argomenfo colla fradu-
zione ora pubblicata dalla libreria Hermann.

Il libro si divide in due parti: 1. Ricreazioni matematiche - 1L Problemi ¢ teorie.

Nella prima divisa in 7 capitoli sono raccolti moltissimi paradossi matematici,
problemi curiosi di aritmetica, algebra, geometria ¢ meceanica, molti dei quali
sono legali 8 nomi di illustri matematici. ed alemni sono noovi.

La seconds, divisa in 5 eapitoli, & di carattere principalmente storico.

Nel 1" di guesti capitoli & fatto un rapido e diligente cenno storico dei tre
celebri problemi dell'satichith, I duplicazione del cubo, In trisezione dell’angolo e la
quadratwra del cireolo, Nel 20 r.apitnﬁ & dato un cenno sulle regole usate nel medio
€ve per esercitare I'astrologia che, non sappiamo perche, ['autore chiamsa scienza,

(1 3% capilolo (wao dei pin Interessanti del libro) & dedicato allo sindio degli
erspazi e alla geometria non euclidea, T riportato il veechio confronto delle sen-
sazioni e pensieri che dovrebbe avera nu essers ragionante a una o duoe dimen-
siont, con guelle che dovrebbe Provare un essere a tre dimensioni, in presenza di
una quarta dimensione, che i nostri sensi non oj permettono neanche di coneepire;
ed & mostrato assai lucidamente come l'esistenza della 4* dimensione potrebbe
spiegare molti fatii fisici che si spiegano spesso colla vibrazione dell'stere.

Nel 4° capitolo si tratta del tempo e della sua misura sino dalla piit remota
antichitia; nel 5 ed ultimo dells varie ipotesi emesse sulla materia e sull'etore.

Tutto il libro & seritto con molta chiarezza, evitande quasi sempre le formole
the spaventano i profani, di guisa che eseo & ung lettura gradevole ed alla por-

tata di ogmi persona che abbia nna cultura matematica anche superficinle; e percio
Io raccomandiamo c¢on piacere specialmente aj giovani.
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Bollettino dell’ Associazione Mathesis.

Il Nom. 3 contiene, oltre gli aiti dell'associazione, due elenchi di pubblica-
sioni matematiche recenti, italiane e tedesche, un elenco bibliografico di pub-
blicazioni sui principii dell’equivalemza geometrica, ¢ un cenno anll’insegnamento
della matematica nelle scnole medie germaniche, eoi relativi programmi ed orari:
in fine sunti di periodici, e una risposta del prof, Frattini, ai prof. Lazzeri e Cerlo,
relativa ad obiezioni da gnesti ullimi fatie alle sue definizioni di grandezze fimita.

Tl Num. 4 contiene un articolo del prof. Ciamberlini sugli atinali programmi
di Scuole Normali, in risposta alla questione 111 del Botletting; e la relazione sulla
questions V, del prof. De Amicis. eol titolo Pro-fusione riprodotia in gueste pe-
riodico: inoltre elenchi di pubblicazioni, sunti di giornali e notizie.

GiN B, — Tvaité d Avithmétique élémentaire. — Huy, 1897.
Questo trattato dell'abate 5élin, gia noio e stimale aulore di altre prﬁge?ﬂl_i

opere, & molto ricco di svariati argomenti, esposti con ordine e chiarezza mirabili.
Percid esso mon solo potra essere ubile all'imsegnamento, ma poira anche essere
consnltato utilments da chi, nelle Matematiche gii sia esperto, poiché m quesio
trattato, specie nell'nltima parte, che rignarda la rigoluzione dei problemi, vi si
trova davvero una miniera di cognizionl, somo diffvilmente pud trovarsi negli ordi-
pari trattati di aritmetica.

Non & il caso di parlare di mende: non dico che il libro sia perfefto, ma certo
che a raggiungere la perfezione I'A. non & rimasto troppo discosto. . C.-L.

LAISANT. — L mathématigue. Philosophie-enseignement. — Paxis, Carré
et Nand, 1898,

Questo libre, dice P'autore nom pud msegnare nulla ai sapicnti e non poirebbe
essere compreso dai profani; ma & destinato ad una categoria di persone che di-
viene ogni giorno pit mumerosa; quella degli uomini che studiano, ghe hanno stu-
diato, che insegnano e che applicano gli elementi della scienza matematica Senza
dedicarsi a lavori puramente seientifici. Composto sopra riflessioni e grazie ad al-
cuni ricordi, deve oaser considerato come una specie di conversszione senza pre-
tess, pintiosto che come nn libro grave.

Malgrado la modestia di queste premesse, il libro gontiené una rapida ras-
segna di tutti i ﬁﬂncipﬂ]i argomenti della matematica sotbo il triplice aspetto della
seienza pura, delle applieazioni, dell'insegnamento.

Sono esposti con molta chiarezza le origini, i postulafi, lo scopo di ciasenn
ramo, partendo dalla premessa che la matematica & una scienza sperimentale. Ad
ogni passo si frovano osservazioni giusie e profonde.

ell'ultima parte & esposto quello che &, specialmente in Francis, e quello che
dovrebbe essers 1'insegnamento delle matematiche, a proposito del guale 'autore
stabilisce i segnenti assiomi che velentieri sottoseriviamo:

1% Nelle condizioni attuali, o tutti son necessarie deile nozioné @i matemntice.

20, Ogni intelligenza medie ¢ aita ad acquistare queste noziong, ristrette entro
certi limiti.

Sono segnalate le varie calamita dell’ insegnamento in Francia, alcune delle quall
fanno provare a noi italiani la consoluzione dei tisperati mal comune mezzo gandio.

Con questo cenno non ubbiamo preteso di dare un’ides di questa opera, ma
abbjamo voluto soltanto richizmare su di essa I'attenzione di coloro che amano
di leggere dei libri che fanno pensare. (K).

Berracer: Prof. Gracomo. — Lezioni ed esercizi di Algebra complemen-
tare - Fascicolo primo. — Firenze, Barbers, 1898,

Questo volumetto, che si pud considerare come un seguito alla pregevolissima
n]‘ier-a dell’A, Lezioni ed esercizi di Ae‘fg:bm, Firenze, Le Monnier; contiene olbre
ad uns elegante e chiara esposizione di aleune teorie di algebra complementare,
ana ricea # svariats raccolta di applicazioni geometriche, che @ senza dubbio la
parte piih bella e pin interessante del libro.

Nella scelta di queste applicazioni I'A. dimostra una cultura nen comune ed
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nna facilith straordinaris, sia nel coordinare fra loro gmestioni apparentemente di-
verse, sig nal yidurre a forma elementare dimosirazion] che ordinariamente gi fanno
con Nainto di teorie di wrado pia elevato. Per citare un esempio nolinmo che, nel
cap. 11 Zinee guarticke circolari, 'A. studiando certi luoghi del 3° ordine. che
deriva dal cerehio con costruzioni elementari. mostra come da uno di questi derivino
“ome caso particolave la cissoide € la strofoide e da un altro, la versiera dell’ Agnesi
e il serpe di Newrton, '
In complesso guesto lavore. di cni & an urinmo di veder presto pubblicata
In 2% parte, ha molti pregi. e se non & di quelll adotiabili nella scnola, & perd ds
consigliarsi a tott i giovani che desiderano. senza troppa fatica, ampliare il campo
delle loro cognizioni matematiche. A. Marrin1 Zuccaesi

Feperico Enriques. — Lezioni di Geometria proiettiva. — Bologna,
Zanichelli, 1808,

It libro, lungamente meditato, ¢ armonico nell'insieme ed accurato nei partico-
lari: preciso negli enunciati delle proposizioni, rigoroso ¢ chiaro nelle dimostrazioni.

L autore segne 1'indirizzo della (xeometria di posizione di Staudt: perd, con I'in-
troduzions di aiuui postulati, rende pia rigoroso e nello stesso tempo pin facile
lo sviluppe dells Geometria proiettiva. E degno di nofa il modo come I'A. avolge la
legge di dualiti nello spazin e mel piano.

Seguendo lo Staudi ed anche. fa ghi altri, il De Paolis, I'A. definisce le coniche
mediante le polarith, ¢ com pui dedurre pin facilmente le principali proprieta di
(jueste enrve,

Qualche appimto di poco momento si potrebbe fare al libro, specialmente dal
punto di vista didattico: pero non metle econlo il farlo. P. Vigaxax

Primo congresso
Uagll nseemauti i matematichs delle scunie mediz b Toring (5, 6 7 sallembre 1808).

1l Comitato direttivo dell’Associazione Muthesis ha avato 1'ottima idea di eosti-
tuirsi in sotfosezione del Congresso pedagogico nazionale, che si lerrk in Torino nel
prosgimo settembre, e con lettera circolnre dal 1X¥ marzo scorse ha convocato tutii
gli insegnanti di matematica delle scucle medie. Nutriamo fiducia che questi rispon-
deranno volenterosi all'sppello, e vorranno con ug numeroso concorso renders solenne
ed importante guesta prima riunione, che speriamo Sarf seguita da altre.

Tuatti i professori non soei che intendono aderire al (Congresse devone in-
viare al presidente prof. Rodolfo Betiazzi (via San Martino, 1, Torino) L. 2, ed i
soel L. 1; e riceverammo le tessere per la riduzione di prezzo sni viaggi farroviari,
per 'ingresso alle adunanze per usufruive di tuite le altre facilitazioni, che il
Comitato ordinatore si occape fin d'ora alacrements di procorare agli aderenti,

Le quistioni che saranno fratiate sono le seguenti. _

“ 1% Data la possibilita della fusione della Ceometria piana colla solids nel-
I"insegnamento, proporre um frogramms che permeita agl insegnanti la libera
scelta fra il metodo della fusione e quello delln separazione,

2% TUniformita nel linguageio e nelle notazioni della Matematica elemen-
tare. FMissare | vocaboli da adottars; definitivamente per gli enti, pei quali se ne
nsunn pin di uno jper esempio: cerchio, cireolo, circonferenza: gquotn, quoziente,
ece.); stabilire gquali voeaboli e quali notazioni possono mbolirsi senza danno.

“ 3% I libri di testo dal ponto di vista scientifico e didsitico. Errori che vi
dominano: mezgzi perché si limiti, per guanto si puo, il danno che tali errori arre-
cano alla senola.

. © 4% Ripartizione dell'insegnamento della Matematica elementare fra i vari
gradit e le vanae specie di senole secondarie. _

_ 9" Modificazioni da introdursi nell'ordinamento degli stundi matematiei nni-
versifari, affine di otéenere buoni insegnanti secondari .

GrvLro Lazzerr — Dirrfﬂm*n-ﬂspmnbih

Finito di stampare 1l 25 Aprile 1808,




SOPRA UNA CLASSE NOTEVOLE DI ALTERNANTI D'ORDINE QUALSIVOGLIA

Dl

GINO LORIAIY

e — ]

Nel fascicolo @i Marzo-Aprile 1897 del Periodico di Matemalica per
insegnamenio secondario, ho hissata 1'attenzione degli stadiosi sopra i
determinanti che appartengono ai due tipi seguenti:

(A) | senm,z, , SO NE,@y 4 .0+, BN My 5 BOS Mypy 1y 4 - - - 5 COS M, ot |
fli=1, 2 : v55 0}

= ™
(B) }sen ‘o, sen “g.,..., sen *g, cos g

a)
h=1,2...,n),

hjlll-l’ #

ove M, M, ..., M, sono vuwmneri interi che, nei determinanti del secondo
tipo, 81 suppongono positivi — determinanti c¢he notoriamente appar-
tengono alla classe degli alternanti. (*) Ivi ho dato, senza dimostrazions,
il risultato del caleolo di aleuni fra i pia semplici determinanti del primo
tipo ed ho notato eche sarebbe interessante il possedere un wetodo per
erleolarli tutti. Pi tardi ho osservato un procedimento per ridurre i
determinanti anzidetti ad altri alternanti eonosciutissimi, il quale pro-
cedimento si traduce in un metodo uniforme di caleolo e conduce a
scoprire la forma gensrale, che ha lo svilappo dei determinanti dei tipi
{A) e (B). Visto 1’ interesse, che oggi si attacea allo studio dei determi-
nanti speciall e tennto conto delle frequenti applicazioni che trovano i
determinanti di cui & parola, reputo non inopportuno esporre gui ls con-
clugioni alle guaii pervenni,

|. Prima di entrare in materia osservo, che tra i determinanti del
tipo (A) i prumi cke si presentano senc i due segnenti:

C=|eos{n—1)a,, vos(n—2)a,,.-., vosg,,1 |
S = | senna,, sen(n2—1)a, , ..., sen2y, , Seng, |

o fra quelli del tipo (B) gli altri

I'=| cos* ey , 205* %4 , ..., COSE, 1 |

Ora 1 dsterminanti I' e X, essendo formati con pofenze consecutive

(!y Dail Rendiconti delfa Svecizra bosina daile Scienze, 1807,
() Mwnin, 4 Treatizs on the Theory of Determinanie (London, 1882, p. 161).
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di z guantita, possono svolgersi in predotto applicando un noto teorema
di Canchy; si ottiens guindi:

['=1I (08 e, — cOBa, ).

7
2 =s86n¢g . 8en g, ... 8600, . I1 (sen z, — 88n o, ),
Fei

' —1
dove il simbolo T (cos @, — cos ¢, ) rappresenta il prodotto degli ﬂ(ﬂg )

#d

fattorl analoghi a cog g, — cos o, , supposto p << g, e significato analoge

ha il simbolo IT (sen g, — sen g, ). Applicando ora notigsime formole 1ri-
ELl |

gonometriche 81 pub anche serivere:

uls =1} uls—1)
— : 92 @ Ay + Uy Op — Uy
(1) I'=(—1) . I sen 5 gen T
mm—1) .
(2) Z=2 * geng,. sen,...senyg, ] sos =2 _;m' son 2 5 Yy,

P

Per caleolare poi 1 deferminanti C & S nsserviamo che cos mu & espri-
mibile come un polinomio intero di grado m in cos e in eni il coeffiviente
- we\  jmn - o
di cos™x =14, |+ 4]+ +--=2""" pereio se nel determinante C
=]
sostiiniamo ai coseni i loro svilnppi otterremo facilmente

cos" g, , cos*ig,..., cosg, , 1 = g ot %
cos"'a, , cos" g, ..., coRg, , 1 0 HE e vay g
G _— = . - - & - . - - - . - - ¥ ¥ " W o v ¥ .
GOS8 1oy, 608" g, s,..., COBG, 4, 1 0 0 V.. 1 4
cos" e, , cos®%gy, ..., cOS@, , 1 0 0 0..,+ 1

ove gli * indieano coefficienti numerici di oni non eci interessa il valore:

81 conclude pertanto
(n=1) [a=1)
2

(3) C=2 T

aen mgy, | . s oas
cen o ° @SPresso da nn polinomie di grado
]

m — 1 1n cos ¢, nel guale coa™-'g ha per coefficiente

m+(?;)+(?)+...—2“-1,

Similmente osservando che

81 trova
Sen i, T sen{(n— 1), ' o sen 2a 1
sen Semn &, BBNZ,
sen N, sen (i — 1)a, sen 22, 1
sene, ' senas "~ 7 senm, '
D=BOD X BON Gy, o SBM By | .« .« . v 4 . . . e a e e e e e e —
sen #,.y  senian — l)u,_, gon 2%, 1
sen y_3 Sen % 1 "' senx,
sen noa, sen (n — 1), gen 2o, 1
sen«, sen 2, 7' gene,

X . .'-:‘T[.-.,_'_,-.-.
Chm

e g Ll *-ji-i-

.
- i L T I

™ EF - bl ¥
S R [t i o

W S

. e i it T PR |

it LT

A L

.

i I‘

b i A =

=L gy T
o

—— -.-._-r| ’
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n—1
COBZy . ... Co08& 1 - A T U Al
L |
cosey . . .. cosa 1 0 L PPN SRR
==8en &, 88N &, .. 8B, [ « - « 4 s . e . . U OO 15
i
CO8 %,y .. COSOC_3 1 0 0 0...1 .
=1
GOS &, . . . . Co8 @, 1 { g ©.,..010
donde 31 trae
(a—1) (n -2}
(1) S =2 sen g, 8eng....sena, 1.

Mediante le formole (3) e (4), che furono gia dats senza dimostra-
zione dal Muir, (*) il ealeolo dei determinanti C & 5 & ridotto a quello
del determinante I' e questo & effettnato dalle formole (2).

Analogamente si vade come posgsano caleolarsi tutti 1 determinanti
del tipo (B) ove non entrano che soli coseni o soli seni, () e come 1in
funzione di quelli fra essi contenenti coseni possano esprimersi 1 deter-
minanti del tipo {A) ove pure entrino o soltanto seni o soltanto coseni.
Por )a determinazions di tutti gli altri determinanti dei tipi anzidetti fa
westierl premettere guanto segune.

2. Posto

1
ﬁﬂtg—z—i;,
s1 oltiene
] — At 2A
T+ AT’ sen o =

Co8 ¢ =

e quindl

(cos mee -+ i 8en me) = (cos o + 1 sen a)" =

Si deduce pertanto:

2m

= . d=m b 21t "y G
J.Eﬂ(_ Iy (21)1&EA AEI{H 1]J ][' )AJ‘ 1
T+a)p e '

QOB M. —

relazioni che, per brevitha, seriveremo come sSegue:

Ya (4) q0N TZ = —_EMA—L (4)
1+ Ay’ (1A

COS gl —

osservando che y.e g, sono polinomi interi in A dei gradi risp. 2m e
2m — 1.

() Op. «it. p. 181
(2) 8i wveda Varticole del Prof. Srupsicua, Odeozesi wovyeh obenych vzorew gomiometrickych
{Vestnik Coské Akademie elsare Froutiska Josefa pro vedy, slovesnos! a umeni, Hoe. V1).
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3. Cid posto sin A, un determinante del tipo (A):
A,=|senm, g, , 8D M0, , + . ., SED WA, , COBVI O ..y COST L, |;
applicando ai singoli elementi di esso le formole (5) si oftiens,

| = (A,‘J Um*(A‘] T"Hd(AF‘] T".(-J—"l)
— (1+A:]ml R (1‘;—!',1)'“:;1 (1—|—ﬁ.i)""gﬂ_1 LR (1 —|—A:]"ﬂ

Se ora M é il massimo degli interi m,, m,, ..., m, polremo surro-
gare questa formola con la seguents: ;

1
= [FAYE (489", .. (+Aa)* S

A

(144" ™6, (8), - - -, (144D ™0, (4,),

a8, e (18 1 (A)) ]

Si osservi adesso che | singoli termini della Am* orizzontale di gquesto
determinante seno polinomi di grado = 2M in A,, i ocui coefficienti sono
indipendenti da A; io conseguenza polremo Scrivers;

(14 A T v,

Je=2M

(l+'&:lu_'v O (A= 2 Pr, AT, (r=1,2,...,4)
r fe=p
=M
(14+A)" ™y, ()= 2 p,,A2X#, (s=k+ 1, k+2 ...,7).
w=0

Si osservi ancora che, essendo

1 .E.l
I_I_AE—EUE‘—E",
b

il fattore estermo nell’espressione di A, &

08—t 408 =3 08 = .

e 9 = 2 s o n L >
Si vedrd in conseguenza che, a meno di questo fattore, A, & il prodotto
della due inatrici reftangolari seguenti:

[Peor Paas -0 Pramoa Pra|s || 457 A5 o0 Ay 15

ora guesto e la somma del prodotili del determinanti omologhi estratti
dalle dume matriei stesse; d'altronde 1 determinanti estratti dalle prime
sono nameri ipteri dipendenti da wm,, m,, ..., m,, %, che si possono
determinare in ogni singolo oasp, mentre quelli estratti dalla seconda
gono della forma

ﬂ'i,;l 3 ﬁ;: yvem

'&;u ~1 A II

i ) ]

|Ag=Y, Ar®, ..., 8,, 1| XT(4,, &;; <=y A),

ove F @ una funzione simmetrica delle A,, A,,..., A, il cui grade e

LT —

5 .
e e 1 1, P
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n(n—1 S
gapresso da& 7, -+ 7 o oaie b Py — (HE ) Si rifletta finalmente assere

Iﬁ:ﬂl&;_ﬂ_.,.&h1 \: E(gr_.aulz

o, —= 4k — Oy
I1sen - ! 11 sen 5 3
[5] — P = . pl .
-1 %
&, 0L, %, Ce a..)‘
¢o8 — GOS8 — 08 — BO8— . - . 008~
H 2 2 2 2 p

e 8i vedra potersi ritemere dimostrato il seguente
TeoRrEMA, — Ogni determinante del tipo (A) ha una espressione della

sequenie forind

(5) kEBn My Dy g vv 01 JeT My, Oy 08 mk_l_!mh, R cﬂsm“mhl =
& £ M =-n+l — o
=(cns—21nns—?...cnﬂ%) .IIE&I[.mEI"’2 “.f‘(tg-g—",...,tg%’ :

ove M 2 il massimo dei mumeri my My, .oy M e f & una funzione svm-
metrica delle guantite da ewi dipende. )
Servendosi delle relazioni che intarcedono tra le funzioni trigono-
metriche, alla funziona f potremo dars varie forme fra cui si preferiri
la pit conveniente in ogni casp, come vedremo negli esempi esposti pitt
avantl. |
E appens necessario avvertire che 1'identico procedimento di tra-
sformazione & effettuabile sul determinanti (B), onde per quesii sugsiste
an teorema analogo al precedente.
4. It opportuno illustrare quanto proeceda sopra alenni esempi: come
tali seeglierd quelli appunto ohe addussi nel mio articolo dianzi citato.

Avverto che indicherd sempre con A, B, C le quantita tgi:—, te %, te l

2
1. Esempio.
24 1— A®
sen g, €08 &, 1 T+ AL 1+A‘-"1
. 2B 1— B®
sen oo8f; 1 |=| 7B 1+ B 1] =
20 1 —-C?
gen vy, cosy, 1 76 1y 0 1
T
o " | 0 All  4a—B)A-0)(B=0)
=T+ A)(+ B (1 + C*¥) U‘-‘: C: 1 (1 + A%)(1+ BY)(1+ C*)

Qi conclude adungue: (')

agn g, 008 o, 1
(7) sen B, cos B 1 | = 4 gen

semy, cosy, 1

(1} Maxsion, Einneni# der Theorie dey Determinanlin (Lisipaig, 1878), D 2%,
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1l. Esempio. _
' 2A 1 — A 4A(1 — A%
8em ¢, 008 gz, 8en 2y ]+ A2’ ] + Az U e .&:}’
2B 1—-B* 4B(1-B)
gen §, cos f}, sen 28 | = 178 18 1 + By =
20 1—C*  4C(1 -0
8en y, cos y, sen 2y T+ 07 1—0 (1 F C7)°

A'L A AY— 1, A" — A
B* 4 B, B* — 1, B* —
C* 4 Q0 —1,C—¢C

8
_'(1 —|—3=]*|:1—]-Bf)1l1+ U:)-:

16 ' AtA% A A*Al \
= e - B+B*B| 4 |B*B1 ==
(1+ A%)*(1 + Ber (1 4 U5 | 4 0 QO O O 1 .'

16(B—C)(C — A)(A—B) 1
=+ AF( + B0 5 09 A + B+ C—ABG(BC + CA+AB)j.

1l caleolo del determinante proposte si pud considerars come effer-
tuato ; ma il risultato pud scriversi pin elegantemente osservando in primo
luogo che il fattore che precede la {} vale

— — & — x 5
a T a3 1] T"— S6n B EUHT T Eﬂﬁf T L'DE' T

16 son = 2 2 ) 9 B

oaservando in secondo Inogo che sussiste la identila

sen L aog B Y poq B =Y ( J

. 2 2 2 gen ¢ (cos B 4 cosy
A(1 — B = — _ i p T
nus*? cos? E coa’ % 4 cos’ 3 cos® 5 LDE**E—

agglome alle due analoghe. Quel determinante vale dunque:

Py ¥ —x a—B.

4 sen Sa1 . Sen
2 2 2

X [sen @ (cos § + cosy) 4- sen B{eosy + vosa) + sen y (cod o + oos J) ;

epperd si conelude: (')

Sen ¢, Co8 g, sen g
(8) sen 3, cos §, sen 2f
sen ¥y, cosy, sen 2y

= 4 gen ?Ean I}E son — B [sen ([ + ) + sen {y+ a) + sen (x + B)]

(1) Mathésis, T. V1 (1886), p. 88

aC = AT

e e e P =
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. o . . T ™ (T . .
Cambiando ivi @, 8§, Y msp. b 7~ — &, 3 — By gy —1 8 ottiene,

dopo qualche trasformazions,

sen o, tog8g, cos'a

(9) sen 3, cos [, co8 5
seny, CoSY, t0sTY

|

=—4seu’j:TaeuTgﬁaeu EE;B[uua(‘ﬁ—l—T] 4+ cos (v + o) + co8 (at 3)]

IIT. Esempio.

., (1—AY) 24
nog 2, sena,l 2os®a, 88na, 1 (ira)’ 1 T as’
' [l__B-_-}-: 2B
0823, senf, 1|=2| con'p, senf, 1| =2 [T Hy e THB " |7
(1—=C*) 20
cos2y, seny,] cos?y, seny, 1 re) 1 - CF!

Af41, A%+ A, A?
B!+1, B*+ B, B’
G'+1, C*+ 0, C?

16
= ([I+AY) (1B (1R O)

-IE " o P i i h_2
= 16 cos 2.1;..1152.:.,:35 S
As A1 A% AL T A% A, 1T A A1
IR0 | B4, A, 1|+ | B B 1| —ABO B* B,1|—|B, B 1]}
Ce, C, 3 ce, C*, 1 c, G, 1 ¢, 0, 1

= 10 L:UE‘% : l:{JH"'—“E' . eos’ ; (A-B)(A-C) (B—C) X

rA*B'C? + (BO + CA +AB) —ABC(A+ B+ C)— 1]

.3
- l

= — 10 EHE‘%.EDE"‘E. uuH'TT}{

(B—©) (C— 4) (A —B) (BO—1) (CA—1) (AB—1). ;
Ha ora s OBServa essers :

G 4
1.':'|.'.IEI:j > T
BU - 1 — ||- %
i
08 5 os——

2 "

S

[

si concindera:
cos ¢, s8N L, 1
(10) cos 28, sen [, 1

pus 2¢ , seny , 1

— == —_— R e LE
B rﬂenuaenm Buns'+rcﬂsT L

2 2 2 2

|

3.
+
L=

Gos

)
by
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IV. Esempio,

1—A* 44 (1—AY)
1+A%" (1+A%)
1-B' 4B(1-B) |
1_1__523 [l_E_B!)! }

1-C* 40(1—-C7)
I+C’ (1+0Y)
’ AS—1,A—A A4 1

8
i B'—1,B*—B,B!+1|= T
OFAYI+BPOTCT Y oo e | LT APL+B(IL G

co8 ¢, sen 2g, 1

o8 §, sen 20, 1

il

cosy, sen 2y, 1

[&!“&'1 A% A% AMA,1 [AYA,] A%AYL T JA% AL '
X |B% B.A®BC* + |B*, B, 1| +- ABC|B®, B,1|—|B¢ B, 1|— B* B%, 1|—(B%,B,1
l 0 0,1 Cs, 08, 1 C*C,1| lCc40,1] (0,041 (C%C,1 J

B(A—B)(A-C)(B-C) , : _
=+ A% (1 FB)(1 107 VABC*— (A+ B4 C)* +(BC 4 CA+AB)—1),

Il primo fattore di questa espressione vale

=Y .1T—a a—f & B ¥y
—BEEUTEBH 2 sSen 5 GO ?L‘-GS ?EDH 2:

o riguardoalla guantita in { } essa si trasforma suceessivamente come segue

(ABC+A+B+0)(ABC—A—B—C)+(BC+CA+AB+1){BC+CA+AB—1)=

ey :I?-" iT{——;—sanm+g+TX
608" - tos? —- cos? -
[san E+E+T+sen_miﬁ+"'+sen E_E_FT + sen J'_S_T]
=%mﬁm+5+1’ %
[— EDHE+S+T + uﬂs—mzﬁ-{-r—ﬁnuam_§+T+uuam+g_Y]}

1
= B {uus[p:—l—ﬁ—!—'f}—unﬂu—-uuﬂlﬂ—uuﬂ*{}.
2e0s* — cos? — oyt 1

2 2 2
Dungue siamo antorizzati a concludere
ens g, gen 24, 1
(11) cos f§, sen 2z, 1
ecosy, sen 2y, 1|

_ pP—1 1 —-a a—@§
-—45311—5-—5911 5 sen 5

[cos% + cos 8 + cosy —cos(z+ B+ v)l
9. Quando siansi ealeolati i detorminanti del tipo (A), possiamo de-

durre i valori di altri sormiglianti contenenti altre funzioni trigonome-
triche avvalendosi delle relazion che intercedono fra queste. Come esempio

|

.
SO

v P A e =a,
At S S

T
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consideriamo il determinante (di cni ho dato il valore nel mio articolo

ﬂuucitﬂtu]
cos @, tga 1

cos B, tgf, 1
cory, tgy, 1

e poniamolo successivamente sotto le forme apguentl;

cos® g, sen ¢, CO8 o
cos® 3, sen {3, ¢os o
cos’y, seny, cosY

1
COS z COS ﬁ cos Y

I

i 1 4 vos 2g, 88D ¢, €08
= _ — | 1+ cos 2§, sen §, cos
Z2cosgcosjeosy 1 4 e¢os 2y, gany, ¢osy

I sen g, 00S @, I san gz, eosaq, cos 3u \
= - ‘ f gen 3, cosf3, 1| -+ |sen 3, eos f, rcos 23 f
2 NS @ 08 {3 oSy l seny, €08 Y, 1 sen y, e€0sY, ©OS 2y

Servendasi ora delle formole (7) e (9) si conelude:

os e, tga, 1

(12) cos B, tg B, 1
cosy, tg vy, 1

=Y Y
5 Ben—— — fen——y
cosg cosfl eosy

{J—cns[{3+*f]—anﬂ[-r+g.]——uns{a—l-ftj)}*

Analogamenie dimostrerebbesi essere:

o —

2 san

gen 2z, tga, 1

(13) sen 28, tgh, 1| =
sen 2y, tgy, 1

EEEHBEYEEH T;msenmjﬁs:&]l[:-i-ﬁ-i- ) (')

cosc co8 [ vody
B. Il teorema dimostrato nel n. 3 pud estendersi a determinanti del

medesimo tipo, ma ove 1 mnumerl m,, M, ..., M, §ON0, N0 interl, ma
razionali. Supposto infatti che, ridotti i valori delle m alla loro pin

semplice espressione, 2ia

e

I P =
my = gy = gt M= G0
D D
"y =0, 7, e = Dy g, Py = Ps "

m' o E‘“
r-;'i__‘_bﬁi ﬁt:f""" L’-_D

(1) Parcid, se a, f, 3 sono angoll di un triangolo, il deternnnante che sia a! primo membro
della (18) & nnlle: conformements ad nn'nsserzicne dlel sig, J. L Scoxr (4 Trentize on the Theory of

Daterminanty. Cambridge, 1880, p. 218
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Sard allorn identivaments

IEED .ﬁ‘i‘l Goy«» =y Eaum.!:“h' uﬂsmb—}-l Fpy o=y L:DS‘iH”ﬂAI

— |EE“ ?-1 ﬁh, .wi SEE"'EBF,’ EDE?'H] H.ﬁ‘ . &80y Uﬂﬂf'ﬂﬁh‘.

Ora quest’nltimo determinante rientra nel tipo gih studiato onde ha
apa espressions della seguente forma

( B, Bs Bu) AB=st]

BDEE—UDE—E—...EUE—,J—

—_Hp 1 E:_ B
Hﬂenﬁpgﬁ .f(tg-g—, fge 5 ,,..,tg—é—),

essendo B il massimo dei numeri 'y Fgooi

pf: pf pP
7 /P I
in altre parole R & il prodotto del massimo fra i numeri My, My s ooy W,
pel minimo multiplo comune dei denominatori dei namer: stessi. Ripo-
nendo per le quantita 8§ i Toro valori si voneclude:

.7y, 08sia dei numeri

{14) ’EEH}HI%, v 5y Eﬂﬂﬂibah, unsmbl_iaﬁ D {:uggnnyn —
_(. Gy oo P t:==--)E":“"“
= |vos 5 EDE:ZD"'E“H?,D
%y pfig % E‘_)
Il sen 5D f(EED"":tgﬁD ,

ove f @ al solito upa funzione simmetrica de’ guol argomenti.

- - —

RELAZIONE FRA L'AREA B LA SOMMA DEGLI ANGOLI

di an poligono sferieo quainnque

. Al § 2, . 9 della planimstria del Baltzer, trovasi enunciate e
dimostrato il segnente teoroma: Se i’ perimetro di un poligono ¢ intyec-
ciato, la somma degli angoli suré un multiplo pari o dispari di 180°,
secondoché il numearo dei vertici ¢ part o dispari,

Questo teorema lascia perd troppa indeterminazione mel valore di
qualla somwmn; non sara quindi del tuito inutile la ricerea di una re-
gola che permetta di determinare la detts somma con tutta esattezsza.
Col presents seritbo i propengo, pertanto, di risolvere la seguente ¢ne-
stiome pin generale: Trovare per un poligono sferico intrecciato qua-
lungue, la relazione che passa fra la somma dei suoi angoli e I'area
da esso determinata. Sara poi facile dedurre da guesto resultato, il teo-
vema relativo alla somma degli angoli di un poligono piano intrecciato. (1)

() Porasor, Memolres sur lew poligoenes et les polyddres (* Journal de 'Ecole polyt. ,, Cal. X, p. 18),
avava gid dato un teorema velative alla semmy degli angoli di un poligono regolare intreceisto:

, ,
i b B AT T
et (e % AT

\aﬁ?" =i I'
T b ¥

.|1.T‘ - T-

s

- &
w R
T B

i, .“-"'-._.r.i.. e
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2 TUn poligono indrecciato qualungue con nodi semplici, pud de-
comporsi in poligoni ordinari disginngendo gli angoli formati dai ram:
she concorrono in mno stesso modo, conmservando perd inalterata la di-
rezione del rami medeaimi, (')

Il senso secondo il guale debbono essere percorsi i singeli poligomi
ordinari, & quello stesso del poligono dato. Stabilita poi guals delle due
regioni, destra o sinistra (relativamente ad una persona che percorra in
an determinato senso il perimetro del poligono) debba considerarsi come
quella limitata dal dato poligome, rimans fissaia anche la regione eir-
coseritta dai singoli circuiti ordinari. Dopo cid intenderemo per area
limitata in un poligono intreceiato, la somma delle aree limitate dai di-
versi poligoni ordinari. (¥) B chiaro che ’accennata seomposizione non
pno effettnarsi che 1 un =sol %
modo, e che la somma dei -
due angoli disginnti in uno /f__ﬂ_,
- gtesso nodo, & sempre eguale, P ’ﬂ |
tonuto conto del senso dei
lati, a 4 angoli reti:.

Aunche per un poligono
intrecciato con nodi multipli, *
pud effettuarsi nua scompo-
gizione analoga a quella ora
detta. Il poligono rappresen-
tato dall’annessa figura, ha
16 verticn e XIII nodi, di-
stinii rigpettivamente con no-
meri arabiel 8 romani. Tanto
gli nni quanto g altri sono
numeratl nell’ordine secondo
eni 8§ incontrano, allorehé si percorre 1l poligono nsl senso delle frecoie.
Gli apici appesti ai wumeri romani, indisano la multiplicita del nodo.

I poligoni ordinari a cui di Jonoge la ssomposizione anddaita sono 1
seguentk :
o ),2,8,1,11,11, 4, 111,8,1V,5,V,15,16,X1,9,VIL, 6, VIII, XIT, X, IX,7,. X 1.
... 10, L I, X, 30,
... 12, IX, VIII, 12.
oo 18y 14, ¥, V1, X111 1.
XTI, TV, XK, Vi, VL, R, X, X

W oo il g &

b

wx la dimostraziono valo solo pei poligoni regolari o aimeno golamenta per guei poligoni che nel
loro intrecelo si comportano come 1 regolavi,

V. unche DosToR. Thdorie générale des polygones éloités, * Journal des Mathém. pures ed appl .,
Se =fric, L. VI, 18810,

(V) Crsumona, Efementi di caleolo grafico, 0. 21.

V.anche CLIFFORD, It sense commnne nelle seienze eaaile, pag. 150 o segg, (Milano, ¥.1I Dumolard, 1836).

(*) La parola souuna & prasa qui Dal senso aritmetien, Ziacehd woi non faremo la distinzione
delle aree in positive & negative vome & stabilito per 1 ewventli pinni intreeciati, nelle opere ciiate
del Cremona e del Clifford.
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! peré necessario di.avvertire che nella precelente scomposizione si
verifica una certa arbitrarietd relativamente a) prssaggio da un ramo ad
un altro, nei nodi multip]i (odo V e X); ma senza preoecuparei qui
delle differenti Beomposizioni cha si possono ottenere, dipendentemente
dal modo secondo il guale & state regolato il passaggio da un ramo ad
un altre, bastera solo di osservare che ad ogni angolo, disginnto da
un node di muitiplicita pari (nodo X), ne corrisponde sempre nn allro
oppesto al vertiee, 8 che pereio, temuto conto del sense dei latl, Ia loro
Somma ¢ sempre ugnale @ quattro retti. Pol easo di un nodo di multiplicita
dispari (nodo V), & da osservare che dopo aver disgiunti dne a dune gli
angeli, rimangono infine due rami (IV-V; V-XI) ’uno sul prolunga-~
mento dell’altre, ¢ tali da costitnire un unieo lato (IV-XI) di nno dei
poligoui ordinari della Seomposizions,

Possinmo dunque affermare che se il nodo e dimultiplicits 2n 0 27 + 1,
'a somma di tutti gli angoll appartenenti a poligoni che hanno un ver-
tice in quel nodo, & nguale 7. 360" ossia a 2n. 180°. E ancors da ayvar-
tire, che se in coincidenza dj un nodo si trovauo uno o pia vertiei del
poligomo (vertice 13, coinsidents eol nodo IIT), i lati di (uesti, non
debbono prender mai parie al disgiungimento degli angoli in quel nodo.

3. Allorché uer poligono intrecciato 81 (ecompone in g polizoni
ordinari, lo diremo dj specte g. Ognuno di guesti peligoni, oltre eon-
teners dei vertiei appartenenti al poligono dato, ne conterra ancora uno
O pi, provenienti dal disgiangimento dei nodi,

In cié che segne indicheremo eon I, i numero dei lati del poligono
intreceiato; con A la somma del namero dei /ati & dei rami dello steaso
poligono, von

ﬂlj ﬂ’l ﬂ.ﬂ;‘- iiiiii ﬁp

1 p nodi, rispettivamente di multiplicita
DHOHDHI‘ e O

con v il numere dei nodi di multiplicita dispari; eon

A lo

=1

il numero dai lati (rami o lati del. dato poligono inlreceiato) che com-
pariscono rispetltivaments nei o poligont ordinari della SeOmposizions,
K facile ora dimostrare ¢he hanpo lnogo le relazioni

l:L"-r"%Oh'ﬁlll

“i4a

{r :_")l-_"'u-

La prima di queste velagioni 81 rende manifesta eoll’osservare che
percorrendo con continmiti il perimetro del poligono intreceiato, ad ogni
passaggoio per un vertice o nodo, si deve contare o un late od un Tamo
del paligono dato.

.
" e
| -

o i .

T

) e
il

i
{
il

i
3



PERIODICO DI MATEMATICA, 141

La seconda & pure chiara ricordando ¢ib che abbiamo detto sopra,
e pioé che nel disgiungimento degii angoli rimangono sempre in ultimo,
per ogni nodo di multiplicita dispari, due rapi, ’uno sal prolupgamento
dell'altro, tali da costituire un unico lato di uno dei poligon ordinari.
Dalle due relazioni preesdenti si rieava poi,

. i
(1) E;f, =L+ F;ﬂh Y, — Y.

4. La porgiona di superficie sferica compresa fra due poligoni or-
dinari 1'ono interno all'altro, & la differenza fra le regioni linitate da
singoli poligoni, In questo case possiamo anche dire che il peligono
interno determina una lacune in quello uvel quale si trova tutto com-
preso..

Quando si hanno due poligoni intrecciati (che snpporremo di avers
scomposti, indipendentemente 1'ano dall’altro, in poligon: ordinari) am-
metteremo che le parti dell’uno producano altrettants lacune in parti
corrispordenti dell’altro. Anche qui si presenta dsll’arbitrariera rolatl-
vamente alla scelta dei poligoni ordinari deli'uno, nei quali si presen-
tano le lacume prodotte dai poligoni ordinarii dell’aliro; ma cid non ha
alcuna influenza né sulla somma degli angoli dei due poligomi intree-
siati, né sull’area determinata dal loro insieme. B quindi inutile, per la
ricerca che faremo tra poco, di tener conto di questa diversita. Dobblamo
soltanto avvertire che per serbare un caratiers conereto alle nostre con-
siderazioni & pecessario supporre che ogni poligono, che determina una
lacuna, sia tutlo compreso nella pormone di superficie sferice determinata
da nno o pilt poligoni ordinari del primo poligono intreeciato. Il numero
delle lacune di un poligono lo chiamsremo genere dsl poligono.

5. Premesse queste considerazioni (che valgono del resto per un
siromito intreceisto gualangue giacents su di una superficie arbitraria}
veniamo a determinare la relazione che passa tra l'arsa A, il numero L
dei lati, la somma s degli angoli, la specie g ed il genere y di un po—
Yigono sterico.

Cominciamo intanto a dimostrare che il noto teorema: un poligono
sferico convesso & eguivalente alla somma det suot angoli diminuita di
tantt angoli piatti quanti sono & suoi leti meno due, sussiste per un po-
ligono sferico non intraseciato con angoli e lati superiori a 180°.

Iofatti, mediante un numero p, di puati presi convenientemente sul
perimetro del dato poligono, e che counsidersremo come numovi vertiel,
potremo ridurre tutti i lati ad essere inferiori a 1807, e mediante un nu-
mero p, di punti presi opportunamente nell’interno del poligono, po-
tremo, rinnendoli convenientemente tra di loro e coi vertiei o i punti p,,
scomporre il poligeno in » triangoli ordinari a ciuscunc dei quali & ap-
plicabile il teorsma su riportato. Indicando con a,, 5., I, rigpeltiva-
mente I'area, la somma degli angoli ed il numero dei lati di umo di
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questi triapgoli, avremo, sommando poi membro a membro tutts le egua-
glianze,

r

s, —nl180v;

1y

==

Ima

0 n
2, = A; T, =8 + p,180° + p.360"
1 1

6 quindi
A =85— 180“{11 ——pl——Eji.}-

Ora si riconosce facilmente che quesia rete di » triangeli possieds

I. + p, + p, vertici e on +2L + Py latz, & quindi pel reorema di Eulero
sul poliedri, applicato ad una rete ApeTta, aviemo

3 L+ ;

(Ltp 4 p)+n=2tLdn
da cui
n_pl—2p1-=L_2-

il quale valore sostitnito nella precedente relazione, da Y
(2) A=§8 - 180%L —2)
formola che esprime, per il poligono considerato, il teorema enunciato |
sopra,

6. Veniamo ora a considerare un poligono intreeciato, pel guale
manterremo le notazioni gid stabilite ai n. 3 & 4, ed indichiamo inoltre
con

respettivamente 'ares e la somma degli angoli dei gingoli poligoni or-
dinari della scomposizione. Stabilendo per ognuno di questi la relazione (2),
€ sommando poi membre a membro, otterremo

iy B
T P o LN o Ve o~ g T =

i
-

& e i, ey ."_5-

A=2Ju, =g — IB{)JEI, — 25']

b /

Ma tenendo conto di quanto & stato detio alla fine del n. 2, abbiamo
che ’altra relazione

P
25, =8 + (Efnh 0, — v)ISU".

l
e quindi sostituendo questo valore di X, nella precedente, insieme a quello

dato dalla (1) per f‘,i, ) BVYIemo
!
(3) A =8 —180"(L — 2¢)
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7. Sieno ancora i due poligoni intrecciati P, e P, e indichiamo
¢on P il poligono formato da P, colle lacune prodottevi da Py nel modo
gia spiegato al n. 3. Se

L,, &,, 8, oy} Ly Ay, S:r Oy Loy Ay 5,06,V
hanno rispettivaments per P, P, e P il signifieato gid atiribuito a
queste lettere, si ha

L=0L,+L,; A=A —A,; 6=0,} Y=0,i §=8, + (L,360" —5,),
la quale ultima pud anche seriversi: 8,— 5, =8 — 1,,360.

Applicando ora ai poligoni P, e P, la relazione (3} e sottraenio poi

wembro a memhro, avramo
A, —A, = 5, — 8, — IBOH{ILL = Li)'—‘?{ﬂl i ﬁe}}

nella quale facendo le sostituzioni indicate dalle ugnaglianze precedents,
e ridncendo otterremo:
(4) A =8—180"{L —2(a — )}

Questa formola, che & quella che volevamo trovare, condnes al teorama:

L'area di un poligono sfericv qualungue & wguale alla somma ded
suoi angoli diminuita di tante volte 180° quant'é la differenza tra al
numero dei lati e il doppio della differenza tra la specie ed i genere.

8 Se a ed s indiceno Ja misura di A e di B espresse rispettiva-

mente in triangoli trirettangoli ed in angoli retti, la formela (3) pud
seriversi
{(5) a—=3s— 2 (L — 20g).

Se il poligono intreceiato (senza lacune) é di dimensioni infinitamentie
piccole rispetto alla sfera sulla guale & tracciato, & chiaro che aleuni
dei poligoni ordinari della sua scomposizione, hanno un’area infinita-
mente piceola, mentre altri differiranno per moa quantitd infinitesima
dalla intera superficie sferica.

Se chiamiamo dunqgne con ¢« & cou 8 rispettivamente i poligont della
prima e della seconda specie, & fagile riconoscere che 1a (5), a meno di
quantitd trascurabili, pud seriversi

. 88 =5 —2{L—2(x+ P,

(6) S=2{L+2(ﬂ-—-u]}=2{L+Ek},

avendo fatto & (che chiameremo classe del poligono intrecciato) ugaale f — .

9. Un poligono piano 8, rispetto al plano indefinitamente esteso,
nelle stesse condizioni di grandezza di un poligono sferico infinitesimo,
rispetto alla sfera (di raggio fnito) sulla qusle & traceiato. Ad un poli-
gono piano & quindi applicabile la formela (6).

Ricordando poi quanto abbizmo detto al principio del n. 2 relativa-
mente alle ares determinate dai singoli poligeni ordinan della scompo-
gizione, e che dei due angoli che si possono gonsiderare in ciascun ver-
tice di ogni poligono (il convesso ed il concavo) deve sempre prendersi
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quello che si estende nella regione determinata dal poligono stesso, si
Puo enunciare il teorsma seguente :

La somma degli angoli di un poligono piano intrecciato qualsiasi é
wguale o tante volte due angoli retii quanit: sono ¢ lati del peligono
aumentati del numero che esprime la classe del poligono stesso,

Questo teorema, sostitnito a quello del Baltzer riportato in prineipio,
toglie completamente la accennata indeterminazions nsl valore dalla
somma degli angoli di un poligono intresviato.

Applicasione. — Per un poligono regolare intreceiato di I lati, pel
quale si considerine come angoll del poligono quelli convessi, si ha
sempre =10 e quindi % = — 4.

La classe, considerata nel sno valore aggolutn, non differisce dunque
dal namero che Poinsot chiama specie del peligono regolare intrecuiato.
La formola (6), in guesta ipotesi, diviens dunque

§ =2 (L — 2k)

the & Ja nota formola data dal Poinsot. ()

Il lettore pud verificare ’esattezze della formola (V) per il poligone
Yappresentato dalla figura o per quaiungue altro poligono, intrecviato
nel modo pii complicato. Basta che abbia sempre cura di fars la scom-
posizione in conformita del prosedimento accennato, e di distinguer bene
per ogni vertice, guale dei due angoli (il eonvesso od il voneavo) deve
essere considerato.

Per rendere anche pii facilmente riconoscibili gli angoli dei diversi
poligoni ordinari, sari utile di tratteggiarna il perimetro sempre dalla
stessa bande, destra o sinistra di chi pereorre il perimetro in un senso
determinato, (*)

[0. Porro termine a questo seritto accenmando ad un’applicazione
della formola (6).

Dato un eireuito intrecciato qualunque, che immagineremo ¢ostitnito
da un filo viunito per le due estremitd, e giacente sn di un piano o
altra superficie qualsiasi, si comprende subito come sia possibile di eli-
minare aleuni nodi rimunovendo in maniera eonvenients le diverse parti
del filo; & come, dopo ©0id, possene rimanerne ancora degli altri che
non & possibile di fare sparire, senza una corrispondente torsione del file.
St pud ora domandare : esiste una regola che dia il mezzo di determi-
nare quantt sono i nodi che non & poasibile di fare scomparire senza
torsioni? A guesta domanda risponde il segnente teorema :

I numero dei nodi che non ¢ possibile di eliminare da wn circuito
intreceiato, senza alirettante torsioni del filo, ¢ dato dal numero che
esprime la ciasse del cxreutio, diminuilo di un’wuniia.

Lascio alla eura del lettore, la dimostrazione di questo teorsma.

A. ANDREINL

(') L. o. Vedi anehe Awmgor, Geonielria, pag. 65 (Firenze, Le Monnier, 1858).
(*) Cfr, Bavrzes, . e, & § 8, n. 10,
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UNA PROPRIETA DELLE CONICHE

'f'n. Reve nella sua Geametric @i posizione |Parte 2%, lezione 25" definisce la
cubica piana come i lwogo dei pnti pei quali pAssano LonRlentporanemInente le
rette omologhe di tre piani omografici sopraposti.

Indichiamo, per intenderei, €on o, %2, % i tre piani omografici e con
(i diverso da j) 1a proietEivith che intercede fra il piano &; ¢ il piano z;

I manifeste il seguente

TeoREMA. — I punti uniti delle omografie ™, apprrlengono alla cubicn gene-
rata dai {re pigni onograficy ®, ®s, ®.

Dopo ¢id & facile dimostrare il

TroREMA. — Se tre coniche hanno una fangente in comune, i tre triangoli co-
stituiti dalle wlteriori tangents comwn a clagennn coppia Ai quelle confche sono in-
gepdtti in una medesing cowien.

Ditnostrazione, — Biano Ay, Jka, ks fre coniche aventi uns medesima fangente o.

Noi potremo assumere per omografie Tig, T3 quelle in cui a J corrispondono
rispettivamente ks e Ay nmelle prospetiivith di asse a. :

Con ¢io tutti i punti della retia ¢ vengeno ad appartenere alla cubica gene-
rata dai tre piani omografici @i, o, @3 Questa cubiea degenera adungue nella
retis @ e in un'ulteriore conica cui apparterranno i punti uniti delle omografie Mg,
®ra, Maa, 1 guali sono precisamente i vertici dei triangoli costituiti delle ulberiori
{angenti comuni a ciascuna coppia delle coniche &y, Az, #s.

Osserpazione. — ¥ lecito supporre che 1n qualche caso, date tre coniche
aventi uns tangente a comune e riferitele prospettivamente, le omugrafie ms, ms
fsultine tali che tatti i punti del piano si possane considerare come intersezione
di tre Tette omeloghe. Se ¢ib avvenisse non sarebbe provato il teorema precedente.
Ora osservo che, se %, ks, kv non appartengono alla stesss schiera di coniche, €id
non accade. Invero sia » una fangente comume sulo & % & k. Si prenda su 7 un
panto By che non gisceia su nessun' altra tangente comune. L'omologo Re di By
in 7 giace su »7; mon cosi invece 1'omologo Rs di By in w5 Lo rette ~ ed Ba Ks mon
sono manifestamente omologhe in mey se no Ry gincerebbe su A ; dungue per By non
passano contemporanesmente tre rebte omologhe dei tre piani omogralict ar, @, .

Il correlativo del teorema precedenie doyra enunciarsi cosl

Se tre coniche hanno un punto in comune i tré triengoli aventi © rertici netle
witeriori’ intersezioni i CiasCURG soppin di gquelle cnmiche ineiluppans une conica.

Nei due rami di guesto teorema consiste la doppia proprieta delle coniche che
io voleve render nota, |
. Ora,mi intratterrd brevemente a dimostrare alouni noti teoremi, o servendomi della
proprieta precedente, o seguendo.lo stesso metodo che ho seguito per provar quella.

1°, Due triangoli cirepseritdi ad unn comica &ono inserittibili in una conica.
Infatti ks e 5 si possono scegliere in guisa che le 1oro tangenti comunl con &y
siano arbitrarvie. Tali tangenti danno due triangoli che insieme col ériangolo eir-
coseritto a dw e Ay contemporanesmente sono inscrittibili in nna medesima conica,
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2" Se tre coniche huenno daye tangenti a ¢ b a comune, le intersezioni delle 1l-
teriori tangenti comuni o cioscuna coppire di gquelle coniche sono nllineate.

Infaiti la coniva circoscritta aj triangoli circoscritti a ciascuna coppin dells
coniche date e mon aventi per lato la retta o degenera mella rotta & e in un'olte-
riore retta cui apparfengono le intersezioni delle ulteriori tangenti comuni a eig-
scana coppia dells coniche date,

Ul giova enmmneiare il correlutivo di questo teorema, che & il seguente -

Se tre coniche hanno due punti A e B in comune e conginngents le ulterior:
indersezions di ciascuna coppia i quelle coniche passano per un punto.

3% Una conica k passante per due punti base di un fascio di coniche stgata
da queste in involuzione,

Infatti la comgiungente le ulteriari intersezioni di una conica gonalungue del
lascio con & passa pel punto comume alla congiungente gli ulteriori punti base e
alla congiungente le intersezioni di % con una coniea k& del fascio.

Giuserre ViTaLlr

SOPRA LA DIFFERENZA 1 DUE DETERMINANT! YUALUNQUE

Neta del D~ N. TRAYERSO 3 SAavona.

Dato un determinante d'ordine n

indichiamo con A° il determinante ottemuto da A eambiando m < #* element; qual-

SIR81 Grymy, - - .. Crosm Tispellivamente in O'ri8y oot B'rang . Mi propongo d
troyare una formela atta ad esprimere 1a differenza A’ — & medignte e differenze

",rlﬂ'l — ﬂl'lﬂu " a e ﬂrfru By — frm 8m .
8 di generalizzare, servendomi di aleuni casi particolari d'essa, aleani noti risul-
tati della teoria dei determinanti. Indichiamo in generale con Arysy,.. ..y, g, il
determinante ottenuto da A sopprimendo le orizzontal ™, L™ e e verti- -
cali 5™, ....8, preso col segno + (— 1)1 Fsie.. Fryts secondoché le due per-

mutazioni » .. «Tq; F1 ... .8 30m0 (gegno L} o no {Begno —) dells stessa clasase,
Cominciamo a cambiare in 4 'alemento rys; I a'rys,, e diciamo A" {1 nuove

determinante ottenmto. Si ha evidentemente -

Arl = — 4 = ﬂ].'! By [ﬂ"rj L f e “_I."l: ]
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Cambiando in quests trys, in 6'rys, ¢d indicando con 47 B T35 ¢ip che diventa A"
s] ha:

ARTHTER — A Arys (@7 r 8y — Gry5y) . 3 Lfi!:{“'f:lu — Gy 8 (1)
2 Ay, spray (0ry8,— arys M0 18— Oy, )

perché si prenda per segno di drs, ryn, il segno I [— 1jrytaEratss wecondoché le
due permutazioni » ra, 5 €2 sono o no della stessa classe. Infatii nello sviluppo
3 Ari, 728 5] termine contenente come fattori ufu,r, ed @'re, si oftiene moliipli-
eando 1'elemento a'r,s, per quel lermine del suo complemento algebrico dr s, che
contiene 'r, s Quest’ultimo termine si ottiene, salvo il segno, moltiplicande a'rys,

per il sno complemento algebrico in d:

elementi di A™™, & chiaro che all'elemento indicato con a'rys, competono gli in-
15

dich 79, 82 5 ry >0, 8 833 2 — 1,82 88 1a > 0,5 > S P S 1 se m >
s nn—1l,s—18€ ra > r, 0 >4 Copsiderando ora nno dei quattro casi,
ad es. il 2% si vede che il termine di Arsnms contenente a'rys, ed a'rysy @
(— 1]r1+-:+rr1+== ﬂrrm' @545 A1y 8y, rase, (IDtendendo qui dr, s, rys preso cul segno ),
od anche — (— pyrtertied e r L n s Arysy, res,, @ come vedesi in tal caso le due
permutazioni ry 72, 1 83 S0NO di clagse contraria. Ora I'unico termine del 2° membro
della (1) che contenga a 18, ed ' res; b por coefficiente Ay, gy, rese il guale guindi de-
vesi prendere col segno — (— s tTs: Apglogamente dicasi degli altri tre casi.
Consideriamo ora le espressioni:

{ﬂ.rl sy — Fry ;) Ary gy o v (@ ¥m 80 — Grm gn) Bris s (2)

e conveniamo di considerare ('rysy— @rye )0 ren, — Bresy) .o . Apy Ry y raSs... COME
pl‘[lﬂ(FL'hD delle E:E[JTESEiﬁI]i {I'lrrl By — fhry 8 ) Apy 8y, (@ 8 — El*rlsj) h'ir,ag,,... intendendo
sempre di attribnire a Ar s, 1,5,..., per cid che rignarda il valore ed il segno, il
significato gia noto. Nell'esprassione (€'5;i 8 — Orjp;) Aris diciamo 7 primo indice
od g, secondo. Supponiamo vera la formola

A' —A=S +8+....+ 5 (3)

nella quale 8, rappresents la somma det prodotti p & p delle espressiom (2), estesa
perd A quei soli prodotti per i guali i primi indiei di tutti i fattori sono differenti
e cost pure i secondi (ossia a quei prodoitd che contengono delle o' appartenent
ad orizzontali e verticali diverse di A').

Supposto m << n® —1 pussiamo provare che la (3) & anche vera quando si eam-
biano in A, m 4 1 < n? elementi. Infatti cambiamo in ambo 1 membri della (3) I'ele-
mento @rgt;uty I @ruy ssdy € diciamo AT eio che diventa 47, Allora 4 divemta
AT 8md oegin A 4 {0y 8wy — Orm-kySmir) Srwdy 8o, | termini del 2% mem-
bro che eambiano sono evidentemente quetli della forma

r i ’
(@ ry, o g, O, Wy )e oo (@2, 82, u”-’-r”p)ﬁul Bigrec ot B e

p*::_'_n; l'}.,,....rlpé oy 3.1,,,.,..35.,.§ Sm jqs

. I : _ . - oty Bincdy
a in ognuno d'essi il determinante 8y s .. .. 7,5, 81 Wuts 10 al‘;.,l,l,,....r.lpﬂap
R

.'irh FIMERLER Y -+ [ﬂ-rrm+:h}1 = ﬂ'l'm-|—1|,!-m-l-l} ﬁr}.l B gee e f.z,,“ip,rmh"-'m‘l'i

come il lettore pno facilmente comprendere. Adungue la (3) s mmia nella rela-
zione ansloga capace di determinare A"’ — A, quando 4" =i ottiene da A cambiando

*® (Ora se vogliamo apporre gli indici agli -
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I esso m + 1< n? alementi, e poiché la (3) & stata provata per m = 2, possiamo
ritenerla vera in generale. '

Un' interessante applicazione che pub farsi della (8) consiste nello sviluppo di
un determingnie mediante altri soddisfacenii a determinale condizieni. Mostrerd
cib esponendo aleuni casi particolari,

Supponiamo che sia a's 5 — ar & = ayis; 1= 1,2,....m.

Allora si ba dalla (3): La differenza A" — A tra un determinante & @ordine n
ed il determinante A oltenuto du A o viungenda dederminate quantiio Xy n, , ey uy, - - -

¢ determinati elementi di esso Brysy, Myyee, .. .. ¢ ugnele alle somma dei prodotti
Ladl,2a2, .. .noadudele espressioni e,s, Ae, sy, Xrgsgdrysy. ... Fatti colle legoe
;:;rh Hy drhﬂl: x‘ri. 8 ﬂrlﬁl e == Irh 8 E‘rh By wone Iirh Bpoa Xp By g eens (ove r!rh TR I e T

ha i sumificato noto, e le ry, tx.... comte pure le S, Sk, .. .. Son0 lutle differenti.

Come easp particolare si pud supporre che le gquantiid 2 vengano aggmnte a
tatti gli elementi delle due diagonali, principale e secondaria, di A, oppure ad una
Bola di esse; si possono poi supporre tuite le x aguali ¢ 8i hanno allora noti ri-
sultati del caleolo dei determinanti.

Buppﬂ]]iﬂmn 0ra ﬂ-,].'i e [ii‘?ri 5 T 1} ayja; s == l, 2., N

Si deduce allora dalla (3):

Se inun determinante A d’ordine n si moitiplieano m < n® elementi ay, s, ,- . - Ore sm
rispettivamente per Xrguy+ 1ol Xruma + 1, € 3i indica con A’ il muoro determi-
nante ottenute, lu differenza A" — A & ugnale alla somma dei prodotsi 1 ad 1, %a%2,...
nad n delle espressioni Xe, u, r, 5, Aty 5540+ Xrw sn v 5o Arm o futti ealln legge nota.

Se in particolare & ap, 5, = Lrg8y==....== Crmsp =20 Si ha:

ﬂ'—--lizﬁPjﬁ-:'ﬂnPg—i—....—}-:F“Pn (4)

dove P: ¢ la somma dei prodotti » ad », fatti colla solita legge, delle espressioni
firy B ﬂi‘l Bye oo oo rmam .ﬂr,_-. Sme

Un notevole ¢aso particolare della (4) si ha quando 7 — — 1.

Allora &: 0 8 =ve. =t ruan=0 ola (4) permotte di esprimere un deter-
minante medisnte altri avenii alenni elementi nulli.

Assumendo per determinante A’ un determinante nel quale gli elementi d' in-
dici # 81, .. .. #p 8 siano mulli, e per determinante 4 quello ottenuto da A’ sosti-

tuonde ad essi ghi elementi ay, Sy« « « - brp 5, 81 pubd applicare la (4) seambiando A
con &’ ¢ ponendo o= — 1. 8i ha quindi -
5211.—51 +ﬁﬂ—--_”_—t—{—1]uﬂ“

dove o, ¢ la somms dei prodotti » ad » fatti colla legge nota, delle ospressioni
—Otygd ray.. . — Grmsm Armew. Oome caso particolare si pud supporre che
PASy o Vw8 siano ghi indiel degli elementi delle due diagonali, principale e se-
condaria, di A, oppure di uni sola di esse, ed allora si ha lo sviluppo @i un de-
terminante mediante aliri clie L tali dingonali, od una sola di esse, nd elemonti
nulli, o come suol dirsi vnote. (') .

La (8) permotte molti aliri sviluppi analoghi ai considerati.

Per es. si pud supporre che le o' siano nguali ad 1, oppnre 8 — 1, oppure
alle — a; che le @ abbiane dati esponenti ¢ le ¢’ non siano che le ¢ con tali
esponentt diminniti di 1, di 2..... I lettore potra facilmente, in questi ed altr
simili easi, applicare la (3).

{1 Cir. 50 tale argomoento I'dnalic Algebrise & Cavrim o Gamsient. Padova, 1838, pag. 937,
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CARATTERI DI DIVISIBILITA

Oggetto di questa piccola nota e di mettere in rilievo come POSSABO stabilirs
dei eriteri di divisibilith affatto generali per numer primi di ciascuna delle forme
10K +9 10K +7, 10K 4 3. 10K 4-1; eriteri. 1 guali bene spesso, 1o casl par-
ticolari, assumono una nolevole semplicita.

Mi limito, come si vede. al sistema di namerazione decimale ed al caso di
nnmeri primi maggiori di 10, ma ¢ risnltati potrebbero, 1o credo, essere ancora
generalizzatl,

1. 11 sistema di equazioni a coefficienti inter

| ax+ by=p
| Ax + By=pz,
dove » & un numern primeo, e pereio a e b sono primi tra loro, sia soddisfatto dnd
valori inter
r=—a, y=0F§. 2=7Y.
Allors, essendo « e B primi tra loro e con p. sara B — Ab divisibile per p. Ma,
poiché, qualungue valore intero ai attribuisea a 5, i valori

X=a—58, yg=p+4av

soddisfano la prima eguazione, e poiche spstitnendo questi valori nella seconda
si ha
Aa + Bf + (eB — Ab) 8 =2pz,

d chiarp che per ogni valore intero & & & determinabile per z un valore y*, pure
intero, tale che la seconda eqaazione sia soddisfatta. Quindi per due valori mter
qualimque &f e §° di = ed y. che soddisfano alla prima egnazione, si pud determi-
nare un valore intero v di z. tale che per r=ea', y=F§, 2= v" ln secondn equa-
gione sia soddisiatia.

2, Supponiamo ora che a indichi il numero delle diecine di p e ¥ la eifra delle
mnita dello stesso p, che A ¢ B mano pure, rispettivamente, 11 numero delle die-

cine ¢ la cifra delle unita di un numerc N = p. Le due equazionl precedenti. se
N — hp, sono soddisfatte dal sistema di valom
=10, y=1, z=h (A numero intero)

quindi: 2e per @ =&, y= B (xef interi ed « f: 10) si ha az -+ bR = p, 8 ha prre

Az 4+ B3 =h'p (b’ numero intero). E reciprocamente: se D@ 4-b=nz+ =2
o s¢ A +BE=np, ¢ 10A - B=N="hp.

Di qui il criterio di divisibilith per p: determinati i die niemeri o e §, i numero
N = 10 A 4+ B & divisibule per p, s¢ tade ¢ il numero Ao -+ Bi.

Affinchd il eriterio sia praticamente vantaggioso, i due pumeri % ¢ B dovranno
esser tali che risulli:

10 A + B> Aa 4 B§.

Se. peraltro, il valore di @ si scelga W 1 ed 8 inclusiva, il ehe si pud sempre,
e quindi si abbia, per B, la limitazione:

2N a1 ZpL 28 11,
b == P
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la precedente disngnaglianza ci permettera di prestabilive quonti mubtipli di p oc-

vorre fenere n mente per poter applicare la regola. Infatti, perchi guella disugua-
glianza sia soddiefatia, basia che sis in generale:

B({t—1)
1) —e

8. 1 smmeri primi maggiori di 10 posaono aver per cifra delie onith 08, 0 7,
0 3 od 1; guindi, avulo rizgnardo alle identiti

IDa+9= a4+9( a0+ 1
IDa+T7=3a-+T(a+1
e + 3= a-+3(3a + 1]
W0a+ 1= -+ 1(9% +1;
Si pud asswmere, pei numeri della prima speeie, 2 =1, § — g + 1: per quelli della
seconda, 2=3, =+ 1; per quelli della terzn, 2 =1 B=3n 4 1. per guelli
della grarla, @ =1, 5 =9a + 1. Percio si ha per es.: N=10A 4 B 2 dirisibile
per un numero primo, della forme 10a + 9, se A + (a + 1) B ? dirieibile pel mi-
MEFro primo,
L per ciascuna delie altre tre specie di numeri si ha una regola analogs, che
non istiamo ad enunciare per amore di brevita,
Se il modulo & della forma 10 ¢ + 9, Ia regola di divisibilita sark ntile se si ha:

A > n
quindi per ogni numero maggiore di P.

de il modulo & della forma 10a 4+ 7, ¢i sara vantaggio, applicando la regola
& qualungue mumero maggiore del modulo stesso,

Se il modulo & della forma 10 a + 3, 1a regola sard vantaggiosa solo pei nu-
mer1 N fali che sin A >30: ed infine se il modulp & della forma 10a + 1, il
vantaggio sominecia ¢oi numeri pei quali A > 9a.

L. BsEwP1. — Un numero @ divisibile per 19, se é tale la sommu del numero delle
diecine # del doppip delln vifre dedle wniti del numero. Non oceorre conoscere mul-
bipli di 19,

Cosi, il numern 285 & un nmltiplo di 18, perchd: 28 4 2.5 =38 3 + 2.8 = 19.
Il namero 478 non & multiplo di 19 perchi: 47 4+ 2.8 = 63, 6 4 23 =12

Non & piit complicata la regale i divisibilita per 20,

Per 23 abbiamo: wn numero 2 divivibile per 23, se il numero delle diecine del
Rimero twmentato di sefle volte la eifra delle unitd ¢ divisibile per 23. 381 richiede
di conoscere i multipli 46 e 9.

Cosi, 2967 & multiplo di 23, pexché: 206 | T.71=2345 e 84 | 7.5 =69. Anche
2714 & nn maultiplo di 23: 271 + 28 =200, 29 4+ 63 =02, 9 4+ 14 =23 ed infine
I numero 1426 & pure multiplo di 23 perché 142 + 42 = 184, 18 4+ 98 — 46,

Pel nomero 13 si avrebbe la regola che si trova nel Librn @i Aritmetica e di
Algebra elem. del Prof. (xazzaniga,

Per 17 si ha: un nwmero & divisibite per 17, se & tale la somma del triplo del
numero delle diecine e del doppio della cifra delle wnite del numero. Non occorre
tonoscere alcun multiple di 17,

Cosi: 505 & multiplo di 17, perchd 3.59 + 2.5 = 187, 8.18 + 2,7 =588, 3.6 4
28 =34 88+ 94 =1T7.

Per i numeri defla forma 10K 1, risultano regole troppo eomplesse, in ge-
nerale. perché possano essere mlili in pratica,

Un numere & divisibile per 11, se tale ¢ lu sommu del numero delle sue divcine

A >

'] L
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e del decuplo delle vifra delle sun unita. Oceorre conosvere 1 multipli di 11 fino
al 99. Hsempito: sia 3734 il numero: abbiamo 378 -+ 40 = 418, 4] 4 B0 = 121,
12 4 10 =22,

U'm numerv ¢ divigibile per 31, sc tale ¢ o yomma del memerve delle sie diecine
e eli 28 volte le cifra delle sue uniti, Occorre conescere i multiphi di 31 fino al 270,
Sia il numero 2604; abbiamo 260 4 284 <372 37 + 2B.2 = 983=238.31, dunque il
numero 2604 & multiple di 31.

Ogseryiamo come | multipli che e1 dovrebbero ritenere o memoria soddisfine
ala condizione 10 A + B = Ax - BE ¢ come, percio, sia facilissimo riconoscerli.
Infine @ bene temer presente che le nostre regole di divisibilita peymettono solinato
di riconoscere se un dato nmmero sin divisibile per un allre, e non di determinare

il resto della divisione del primo pel secondn.
' I, Mamiawront,

SULLE RELAZIONI

c¢he imtercedono tra i maltirapporti di due n-nple di elementi

di upa forma geomotrica di prima specie

1. Dati, in un certo ordine, 2n elementi d'una forms di prima spocie, riparkiti
in due n-uple axaa...dn, by by... by, cluamisamo mullérapporio di quegli elementi
considersti in quell'ordine, o multirapporto delle due n-uple di elementi, il prodotio
di rapporti semplici (')

(1) R={Ama: b)) (oz asbs) ... ((05-y @ In-1) (ag @y by)
che rappresenteremo col simbolo
(2) By e, .0, by, bs, ... by

(i proponiamo di sviluppare, in questa nota, alcune considerazioni aventi rap-
porto colle relazioni che intercedono tre i multirapporti, che si hanno al variare

dell'ordine ¢on cui si prendono gli elementi dati, e di dedorre anche alenne di
queste Telazioni, notevoli almeno per la loro forma.

2. Volendo olfenere wna espressione di R mediante doppi rapporti, la quale
riuscird pii comoda dslla (1), moltiplichiamo e dividiamo il secondo membro di

questa per (m nqb,-1); 8VTEmD
R=(ara:...0u-y, Dy ba...bo_y) (e tn by-1 ba
taleché si avrd il seguenie sistema di relazioni:
(@y @o...q, By ba ... b)=Im az2... 851,01 b2 ... Dy_1)le1 s bac s By), (s=n,n—1,...4,3)
dalle guali, moltiplicandole membro a membro, ricaveremo
(3) R=1{(aasdy ba) (s a3 ba B3) . . . (@1 @, buq by),

-

() Questa definizione di mullirapporto mi fu gentilmente supgerita dal ch. Prol Del Re. Delle
definizioni alquanto diverse sone stale date dal Bellavilis [ Blewm. di Geom. Trigowmu, eec. Pa-
dova, 1862, p. 158} & dal Babtuglini (Giornale di Mulem,, vol. L, p. & e seg.) Anche in Ballzer {Anal. ¢
gi trova un eanno aui multirapporti, ma non conosco lavori avenii relazions colle vousidsrazioni
she ayolgo in qoesta noia,
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(Juesta relazione ¢i dice intanto che le operazioni della geometria prolettiva non
alterano il valore dei muliirapperti, e che pereio, senza mmocere alla generalila des
ragionamenti, possono considerarsi elementi di una gualunque delle forme di prima
specie.

Inoltre si pub dire che, gnalongue sistema di riferimento st sia fissato nella
forma che si considera, se z. ed y. somo rispettivamente le coordinate di 4, e di b,
(s=1,2,...n), st ba sempre:

R:'-'E: — ¥l _ir!—y-_:”“-'f-'n-— Yn
Jr — i &3 — e F1 — U
3. Il multirapporto B & suscetiibile di una espressione mediante multirapporti
contenenli ciascuno on somero di elementi minore di 2n. Cid tisulia manifesio
dalla espressione, che ora daremo, di R mediante multirapporti contenenti ciascuno
due elementi di meno di quelli che figurano in R,
Premettiamo la relazione segnente che lega n elementi @, av, ... G di una
forme di prima specie:

(8")

(61 Bas @) (03 @e 02) (068 82 12) . .. (@s Gz Gua) = [—1)",
la gquale pnd scriversi
1= (— 1)" (ftn—1 @1 t0n) (g Gz @3) (001 083 2) . .. (@0 G Bo -y )
OUra dalla (1) si ha
Re=2 = [(e1 a2 B1) (@2 @5 Ba) . . - (0q—a oy Bo_s )] [Les @5 be) (a3 @4 B3) . . . (Ba—r @n By)) . . .
[0 31 Ba) (@1 a2 Bs) - - . (fta—3 -2 Pa_3)]
In quale moltiplicata per la precedente da:

- =n
Rp-2—=(—1]) Hlini (at1- o Gafn-g. bs Boja1.. . Oaln_z taiun-1) (n > 2).
T—

In questa relazione, agli indiei maggiori di » si intende che vadano sostitniti i
residul della loro divisione per n; questa avverienza sarh tenuia presente anche
per le furmule che seguiranno.

Supponende, per es., n =3, questa formula ci di

(y tte g Iy In bn} = (f1y 2 by l'.“l'-a} [ﬂ: g b fh] {{'lr; 2y bs )
espressione diversa da guella che si avrebbe dalla (3).

4. lisamimamo org quanti dei multirapporli che corrispendono, alle permuta-
zioni degli elementi a3, as, .. . @, b, b, . . . b, possono essere tra loro distinti ossia
non visultantl del prodetlto degli stessi rapporti gsemplici. FPercid osserviamo:

1%. Dne maltirapporti i qunali si deducono da (2) mantenendo fisso un ele-
mento non possono essere uguali: cio risnlta evidente dalla (3°).
2% Se si permutanc circolarmente gli indici 1,2,...n, 1 rapporti semplici
di (1) si permubano snch’essi circolarmenie e gnindi si avra:
(s Qs ... Oatn—1s Do Oag1,:.. I.l..}ﬂ|1)=R (8 = 1 2, —_—— Y

e percid sl avraono anche altre n — 1 relazioni come la (3).
3% Dalla (3) e da queste altre relazioni, si dedarra

I:E’n--]-m,—], bg.-}n,_: Sy b. s gty Oppnatt « « . (s ] — R [H — 11 21 CRC ﬂ‘-}-
Raccogliende questi risultati si ha: fra tutti § multirapports di I elements e ne
sonp sempre |0 — 1 fra loro distinti e solo tanti in generale.

Considereremo il sistema di multirspporti distinti i queli hanne per primo ele-
mento a;.
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5. Nel nostro sistewma di multimapporti distinti, quanti multirapporti vi saranno
tra loro indipendenti? La (3) fornisce subiio la risposta & questa domanda. Infatt]
tutti i doppi rapporii che possono formarsi cogli elementi a;, a3, ... @u ¥t be,. e U
quando si assumeno tre questi elementi come elementi di riferimento, & ridu-
couo Tagilmente a dipendere da 2» — 3 soltanto di essi, ciod da guelli formati, ol
ire elementi fondamentali, da cisscuno dei 2n — 3 elementl rimanenti. Cosl. pos-
sinmip pttenere lo espressioni di imiti 3 multirapporti del sistema mediante 1 sul-
detti 27 — 3 doppi rapporti i quali, evidentemente, seranmo tntti indipendenti s
lore. Eliminando qnesti 2n—3 doppi vapporti fra le |2n espressioni s1 ofterranno
quindi |‘3-n—--5’- relazioni distinte tra i multirapporti del sistema, le yuali permetteranno,
in generale, di esprimerli tulti in funzione di 2y — 3 soltanto. Cosi per es.: se n=2.
ossin e si tratia di doppi rapporti. si possoyo avere 'espressioni di tutth per mezzo
@ nno soltante, come & noto: mentre per » =3 (tripli-rapporti) i POSSHNO CSPrimere
tutti i tripli rapporti in funzione di tre di essi tra lorp indipendenti.

Queste considerazioni indicano anche In gual modo potrebhe proceders: alla ri-
serca dolle relaziomi che legano i multirapporti del sistema che gonsideriamo. S
avranno immediatamente e espressioni di tutti i multirapporti mediante 2n —3
quantitia soltanto. valendosi della (57) e delle espressioni anuloghe clie se ne de-
ducono per gli altri multirapporti. Infatiy, se, per es. assnmiamo come elementi
fondamentali. nella forma, oy, =, 02, basiera porre nelle espresgioni ora detie
oy =0 me=0,2a =1 per avere le espressionm cereate.

Del resto si potrebbe valersi anche, per lo scopo a eni alludo, delle espressioni
che, pei multirapporti del sistema, fornisce 1a [3) e della nota relazione che lega
cingne elementi a, b, p, g. ~ di une formo di prima specie, ciok:

wbpg)abgr)(ebrp) =1

6. Indipendentemente da quanto abbiamo ora detto si ginnge assai facilimente
a yvieavare sleune relazioni motevoli tra i nostri muliirapporti distinit.
1b Abbiamo jmmedistamente dalla (1) per le proprieth dei rapporti sempliet,

(e0y s .. . 0y, by Ba . Vo) (15 (0. - - O2, by ba-1 .-.51)-——'1;

Quindi nel sistema di npdtirapporti distint, di ayni wmultirapporio ce n' & unn
inverso, ed in generale wno solfonto,
20 8i ha ancora:
]T‘{rn by < oo tlng Dy Bidetioe o Didna1) =1
5=
da eai si deduce che & wgiale «ll'unitd i prodoko di twdti © multivapporti i quale
differiscono soltanto per P'ordine degli elements di ung delly due n-wple,

Le due relaziomi ors enunciate possono esser riguardate entrambe come la ge-
neralizzazione della relazione (o aa &1 ) (a1 ot be b)) =1 che legn dne doppl rap-
porti inversi.

30 (‘hiamiamo R” il multirapperto in cui si muta B quando i scambin o4
con br: in virth delln (3) si avek (n. 4, 2%:

(":H |14 + R, —_ [ﬂ-‘l s . -‘”'r [lgd - - - Thy o 71 bﬂ "o llJ'r-i hr-t-l "y hﬁ.l

ossin: e somna di due multivapports, i quelidifferiscone soltanto per To scambio dell't™®
demento delle secondn nenpla coll’(x + 1)y della primd, & agnaie al multi-rapporto
i On — 2 elementi, che xi hu da uno @i ess ciincellundori @ die elementi anddetti.

La (4) pnd anche rignardarsi come una espressione, sontenente dne elementi @rbi-
trari di an mnltirapporto dalo.
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4". Se nella (4) facciame gli seambi pei guali il secondo membro si inverte e
se indichiamo con Ky ed K,” 1 multivapperti nei quali si eangiano rispettivamente
R ed R', avremo:

(R +R') (Rs +R")=1
relazione c¢he non ha riscontro nel caso dei doppi rapporti.
Se¢ invece nella (4) stessa permutiamo circolarmente gli elemenii &y, by, . . . by
bety...by, e se chigmiamo By ed Ry, R ed R ....R,.; ed R',_, i maltirapporti net

quall si muiano R od R’ in corrispondenza alle successive permutnzioni, avremo:
R+EK)Bi+Ry)....(Racy = Run ) =1

In quale € di gradeo a™® |come del vesto lo era la seconda di queste numero).

3" Se sul secondo membro dellw (4) si ripetono scambi analoghi a guello fatto
in R per dedarre B'. 51 gionge facilmente ad wne relazione analoge alin (4) stessa
fra una somma di 2% (s <<n— 1) sndiivapporti del sistema ed aun certo multirap-
porto di 2n—s) elenenty,

In particelare, considerando il muliirapporto R e gli aliri che se ne dedncono
seambiande snccessivamentoe, @o con by, ag 6on bs. ... tp—y con by_u e peoi facendo
simullaneamente questi scambi a due 4 due, a tre a tre....ad n—2 ad n — 2.
ed indicandn eon By, B .. R +a 1 multirapporti che cosi si oitengono da R. si ha

tra essi ed B la relazione importante:
(D) R+Bi+Re +.... = Bowe = (a1 tn bo2 ba)

ln quale puo rignardarsi come wunn espressione, contenente 2(n — 2) elementi arbi-
trari, del doppio rapporio (4 (6 by Do) scambiando nelle (3] au ¢on Ha—y ed in-
dicando con R', R* ... . B e 1 mullirapporti nei quali si mutano rispettivamente
H_.R;. vee Bon=. . 81 ha:

a—1'

R—]—R-j*]-....-!—ﬂﬂg:!] + R +R"y + .... +RﬂE1=1

e se lveee 81 indicano con R, R*y. ... i multirapporti el guali 51 matano B, Ry, . ..
rispettivamente, per lo scambio di 4, , con 3, =i ha
[R s El PSR & Héf—!l] [__R’ -{- Bfl - .., + RrEn—_!i] — 1.

Ecco, dungue, estese ai multirapporti le relazioni che intercedono tra 1 doppi rap-
porti i quattro dati elementi.

fi% Per accennare ad altre forme di relazioni intercedenti tra 1 nostri mnltirap-
portl, osserviamo che il primo membro della 13) non variera di valore permutando

gli elementi a2, 63, ... tta_1 1, b2, ... bu-2 © che percid facendn queste permutazioni
1.2.8...2n—2

Jn-1§

Sl avra on gmppo di somme come ia (5) nguali fra loro. Ag-

glunginmo che per la prima relazione del n. 2, detio B il multirapporto che it
ferisce da R per lo scamhio di iy com g, 51 ha

-y R
(2°) 7 (et Doy 0y by)
donde segue che si hanno relazioni delle forme seguenti:
10 L P
B R, """ Ry
P Al ] - L. S 1
R i
K
3D —= T h -
7= = ete, ele,

. r T = T 4 b - - . - P -
dove Ry, R’y ecc. indicano multirnpporti, ¢ I indica nna somma analoga a (5).

. .-
i 1

i
i ay
s i—
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%. Limitismo ai pochi accennati, gli esempi di relazioni tra i multivapporti del
nostro sistema. Ageiungiamo peraltro che le (5) e (5') somo due telazioni le goald
permettono i fare, ymando si voglia, senza difficolta la eliminazione accennata
al o d.

&. Senza entrave nella disenssione dei casi particolari che possono presentars
trattandosi di multirapporti. pure direme che quando ' n®@e elemento d'tn muif-
rapporto & all'ee . il multirapporto si vidnee in fondo al prodotto di » — 1 rapporti
sempliei non confenenti (urell’elemento all’on . per accennare zlla comvelienza che
si avrehbe, gnando st volesse, definendo quel prodotio come un malfirapporto les
2n— 1 elementi il finite, Se poninmo la definizione

(g €1 o W iy D ooy == (g (e Do) Vs trs Bos) oo gy o Dy )

pnsa{axnu facilmente dedurre. essendo R il selite multirapporta (1).

a1l L]
]{ — ].H fﬂ. (Magd=] « oo rr1+u_a.bsf.l..+; ¥ b._k."_:l':E—_f d

5=1

F. MagRrasrovi.

SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI NUMERICHE

di terzo e di guarto grado

(Continnazione ¢. fuse. LH, p. 104).

1. Eqnazione biguadratica, — Consideriani ori una equazione biquadratica
completa ¢ nella sua forma pin semplice;

{) flay=a'4+ ma*+ nx*+ px + =0

Distingneremo gui tre casi, secondo che le quattro radici saranno futte reall,
o lo saranno due sole o nessuna.

(is0 1°. — Supponiame che le radici della () siano tutte reali; indichiamole
con ., 2, v e ¢’ Per le proprioth delle funziom simmetriche delle radici 51 otiiene
il segnente sistema:

(2 4+ 2") L (v + 1) =— -
l (z+ &) (v +717) +as’"+ 7¥'=n
I 2 (Y 4+ ')+ (@ + &) vy’ =—p

# r_
28" Yy = g,

{10)

in enl %, 2%, v e ¥ sono yumntita incognite. Poniamo -+ =X, ¥ T"= X
gaf="07, yy'="T; allora il sistema diventa

ALY ==
XY+ Z24+T=mn

I bW/ +ET=—-11.
ZT = 1.

{11




156 PERIODICO DI MATEMATICA.
Dalla prima, dalla terza e dalls guarte di gqueste eqnazioni otieninmo:

— f
(12) X—=—(m+7Y) 18) Y=21-2 14 T=1;

sostituendo mella seconds e riducendo si arriva alla seguente equazione in 4:
(15) Z8%—aZ*- (mp— g 23+ (Zng— p2— m?@) L34 lmpg — PV L5 —ng"l 4+ 9°=V\.

(losicchi rieavando dalla (15) con wno qualmaue dei metodi di approssimazone
mna radice reale, (e ne devono esistere due per la posizione: =a’=7), von sem-
plic sostituzioni si hamno i valori di X, di Y e di T dalle (12), (13) e (14).

Dopo ¢ib formiamo i sistemmi segnenti:

fz+2"=X, fy+y=7Y,
| 2a'=Z; l1'=T:
risolvendo rispetto ad @, «’, ¥ e y” si ottengono le seguenti formole risolutive:
L i f e . I Y —
lu=5 ziy};a_@], w—5 (XF X —4z) .
e 1 : 1 f
|T=3 TiVY“—éT) ; =5 (Yiyl"“—-i']’)-
Z \ 2
Ossarvazions. — Cinscuna di queste formole 1isolative di appareniemenie doe

valori per ciasenna radies, valori uguali e contrari; ma si vede subifo che, ad
asempio, il primo valore di o & il secondo di «', che il secondo di v & il primo
di ¥’; cio# si ha un solo sistema di valori, come del resto deve essere.
Esempio. — Si debba risolvere 1'equazione hiquadratiea:
flz) =o'+ 52— T2* — 202+ 30=1;
avendosi: m=—5, n—= —1T, p=— 20, g=30; dalla (15), sostifuendo, s1 otliene
{"'eqmazione : _

7V 77— 175 2% — 2011 Z3 — 5250 Z2* <+ 6300 Z 4- 27000 = 0.
Applicando il noto procedimento si ha:

1 7 —175 —2011 — 35250 6300 27000

per a=— —1; —1 — B 181 183D 3420 — 9720
B — 181 — 1830 — 3420 0720 17280 = f (— 1),

per ¢ = —2; —2 — 10 370 2482 3536 — 19672
5 185 — 1741 — 1768 9836 7328 = f (—2),

per r=—3; —3 — 1% ol 4350 2700 — 25000
4 —I87T —1430 — 900 89000 0 = f (—3),

per x=—4; —4 =19 748 50h2 792 — 28B6E
5 — 18T — 1283 — 108 7082 — 1368 = f (— 4),

per e =—9d; — 5 — 19 9325 5430 — 90D — 27000
2 —185 — 1086 180 5400 0 =f(=5.
& danguo Z, — — 3, Zs = — 5. Dalle (12), (13) ¢ (14) si hanno subito i va-
lori seguenti: X; = —2, Y= —3, Ty =— 10, ed anche Xs =—4, Yo=—=—1,

To=—B: & quindi per le formole (16) si oitenzonn i dus sistemi di valori:

lﬁ“m=1rﬂr=—3’T:2rT*=-——tji Bu” 1:—2,&',':1,']'—_-‘—5‘ Y':Er
lm=11“.=—a,T=E,TJ=—S! 1&,:——-5 _.l','= rl':_s:.i'r:gl

evidentermente nguali.

e
i,

1;‘_,:&
E '_.-h....n

iy

i

iy

gol
i
.

X

s
W
i
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—Iulu ] .
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(aso 2. — Sopponiamo ors che due radici siano reali e due complesse co-
niugate: siano le prime e e o, le altre y 4 & s v — % In tale caso il sistema (10)
diventa:

2+ o |2y =——m,
* [ aa’ 4 27 (2 4- @)+ (¥ + B%)=n,
1) l Rua’ ¥ 4 fu 4+ a’) (¥ + ) =—p,
ag’ (v*+ ) =g
Ricavando (z+e’) dalla prima, x«’ dalla terza e (y7+2% dalla seconda equazione
di questo sistema, sestitnendo nella quarta e ridueendo, si ha

(18) 64 7%+ 9Bm ¢+ 16 (3m® 4+ Zn)y' 4 B (m* + 4n) vi LA (2mFn 4+ n* +
4 oip — A v 2 Giip + n® —4g) v 4 (mnp — pF—0* g) =1,

che corrisponde ailn (15). Inoltve dal sistema (17) si ricavano le formole che dammo
3, « e o, conoscinto che sia nn valore di y per la (18). Tali formole sono:

, ZeP

i V’”“ 1-dmy* —Zny +p

\19) d v -

4 v+ | P
Y+ dm T’—I—En‘rﬂ-i-}lf

(20) az—;—{{ET+-:il]_T_V[ET—}-:H]"—éqsq

-__I_J | ]/_} e 4 v+ In _
{21) a’ = 21[2"( +m) Y (27 +m)*—4¢ 8y  +dAmy: +2n7 +p

Osserrazioni. — 1*. Anche per questo caso vale I'osservazione fatia precedente-
mente eirca 'onicitd dei valorl di ¢ e d1 &',
2= 8¢ risnlia & = 0, vuol dire che si hanno dae radici reali uguali invece delle
flue coxmplesse comiugate.
Ezempio. — Consideriamo 'equazione :

flaoy=a'—152° + 722 — 22— 180 = 0;

dalla (18), tenendo conto che si ha m =— 15 a=T72, p=—"T2, g=— 160,
§1 TICAVA

Q6 180 vd 4+ 1638 7+ — TAYS v* 1+ 19652 v2 — 25890 ¢ + 13572 = 0;

ed applicando il solito procedimento si trova per v =6

8 — 130 1638 — TS 1 Y652 — 25890 13572
48 702 H076 — 15714 28628 — 13572
— 182 H46 — 2619 531 5tel — 2262 D,

e quindi ¢: v =0, Daile {10), (20} e (21) sostituendo od eseguendo, si ha

b= =+ 2 i o= — ] el =4

1

quindi le radici cercate sono: — 1,4, 6 + 2i e 6 — 2i

Nota. — Tavece di trovare wna relazione in ¥, ¢ome la (18), dal sistema (17)
si possono Ticavare i valori di @ ¢ @ 2, e poi quelli di y e di 3, Se poniamo
2+ =X e az’'—=7Y, eliminando 2y = — m — X per la prima e (y*+ 3% dalla
seconds, dalla terza e dalla quarta del sistema (17), si ha la relazione:

{22) Xe L 8m XL (B2 4+ 2n) X +m (m® = 40 X% + (Bm* n - mp +
4t —4g) X¥ 4+ m (mp - n* —4g) X + [mnp —p* —mi?g) =0,
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Determinata una radice reale della (22) con quell’approssimazione che si vuole, si
ha in corrispondenza un valore Y per mezzo della relazione:

XXX 4 p
B 2N+ m ’

g percid dalle posizieni « -+ o’ —= X aa’=7Y, risolvendo rispelto ad =z e ', =i
hanno le due formole risolative:

(23) | Y

(24} a—— (X £y X2 _47),

Bl

X313 —47)

(25) 2’ -

T

per le guali vale I'osservazione precedente circa la unicita dei valori di z e di 2.
Inolite dal sistems (17) si ricava facilmente

(26) o —}?— im =~ A\,
g_ ban =+ X)°
— ——. i i >
(27) L T 3

Cosi Ie quattre radiei della (9) sono completamente determinate anche in gque-

sto caso.
fisempi. — 17 Se consideriamo 1'equazione precedente

flo)=a'— 152+ T2 — 722 — 160 = 0,
dalla (22) si ha:
X8 45X°4- 818X — T695 X% 4 39304 X*— 103560 X 4 108576 =0;
ed avendo per X —5

I —45  B19 7695 39304 — 108560 108576
3 —126 2010 — 16848 67368 — 108576
— 42 698 5616 22456 — 36102 0

si ha: X =3; e quindi dalla (23): Y= — 4; percid dalle (24) e (25) e =-—1
e &'=4. Inoltre le (26) e (27) danno y=6 ¢ 3= 2; guindi le gquatiro radiei
sono — 1,4,6+ 27 6 6— 24, come nel primo caso.

2%, Consideriama l'eguazione

flz) =4zt — 1122 +Tx— 6 =10;

riducendola ully forma pia semplice diventa

11 7 B
'r'-l— —_— 'ﬂ —_— —_— E— -
@ 2 <8 1 2 r D'.
¢ trasformandola in altra a eoefficienti interi si ha, ponendo = = —fi .

P =y'—Ny"+ 14y —24=0.

Applicando note proprieth delle equazioni si possono determinare 1 limiti delle
radici di 2 (@) =0; essi sono: 1 4+ E'V‘ﬂ_a —1_—2V6. Por determinare gualeche
radice di p(y)=0 applichiamo il metodo dei divisori o, eome anche viene ehin-
mato, metodo di Newton. [ divisori dell’altimo termine, che devono essere presi in
osame, sono: 1,2,3, 4, —1, —2, —8 ¢ — 4 si trascurano 6, 8, — 6, —8, perehd
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superiori in valore assolnio ai valori assoluti dei limiti trovaii. Con semplici s0-
stitnzioni si vede subifo che né 1, né — 1 sono radiei dellz ¢ () =0. S ha guindi
il seguente guadro:

4 3 2 —2 — 3 — 4
— L=t —H:id=—5; D s e —T2: = —-2=12 . —R—=R. U4 —4=b1
_peld=8: =183 —12-H14=21 12434 =16 ; R-14=32: - 14=20;
8:4=3;, }:3=2+ = 2=] s M —2=—13 — 2}z {—4)=—0}
> Y=  2—3=—9;  1=l=—10; —13—11=—3; = =Tl 102
—_ —f§:83==—3: — 10:2=—0; —34. —3—=13; - —16:(—4)=4:
— N—F==—1 0—=5=—3 =12=12: — O4-b—=4%
— —-B:8=—1; —_ 2 [—2)=—0; - 3:(—4=—1;

quindi solamente 3 & —4 5000 radici di @ () =10.
Ponendo: 6 =23 e &' =—4. sl ricava: X=—1 ¢ ¥ =12, percio dalle (26)
e (27) con semplici spstitnzion] si ottiene:

1 —24 1 V7
3 3=+]' : :

1
1=—=-—§H}——1]=

LY =5"a"~~ §

g guindi &:
1 4+i17 1 — i¥7
v+ e ;1' g ro— == :;}[_

Ma avendo posto: x= %. i ha che le radiei della proposta equazione [ (@) =0
T L i V7
S0T0 . 2 g T = 4 = -1- i

(laso 89, — (onsideriamo ora il caso pin generale, ciod le quattro radici 81800
complesse; indichiamole con = + i, 2 —B#, 7 + 5i e 71— Bi Per la proprieta
dolle radici, esegnendo e riducendo. si ottiene il sisiema

1=+ﬂu+ ..:.::+ 55+41T=ﬂ.
l':':-r (at+ &%) + Ba (Y + &) =—p,
(=24 8% . (72 + 8% — .

l'ﬂfI—FT"tl—m,
(28)

in eni =, B, v e & sono guantita incognite, Dalla prima delle (28) si ha
(29) o == —-%{m + 2%) (30) Y= —'% (i 4 2% :

vienvando (224 B%) dalla seconda @ dalla ferza si oltiene

Rd - 4dmy? 4+ 20 + P
4y +m !

{31) T4 B =

s sostituendo nells quarta risulta

. > (4y + m) . g
32 P pt=
3 e By dmy*+ 20 + P

dalla {31) e dalla (32), costitnendo nella seconda delle (2R), ¢ tenendo presente Ia {29),
4i ottiene s seguenie eyunzione 1n Y:

(33) 6454 98my*+16 34 2n) 78 (m* +-4n) v3L4(2mn+ n? -+ mp—44qi 17+
2o (mp 4 nP—4 g}y -+ (ni np— p—ntg) =10,
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analoga alla (18), Risolvendo poila (31) vispetio a 2 e la (32) rispetto a k. si hanno
le relazioni:

(34) 3— + ]/HT“* dmy* 42y +p
4y + mi '
(35) p— = iy mlg u,

Y+ 4dmy +2ny+p

Percio se dalla (33) e¢on nno gualungue dei mietodi di approssimazione riea-
viamo il valore di una radice reale, per mezzo della (28) determineremo 2, e per
le (34) e (35) anche & e B; cosicehe le quattro radici della (9) sono completamente
determinate.

Osservazioni. — 1%, Anche in gumesto case non risulta alcana ambiguita per
1l doppio segno di & e di B

2*. 8¢ m ersi partieolari si ha 8 =0, oppnre f =0. due radici sonoe reali ed
nguali; se si ha invece nello stesso tempo f=0 ¢ &=0. le qnattro radieci della (9)
somo reali ed sguali a doe a due.

Esempio., — Delerminiamo le radiei dell’eqnazione

fle)=16a* 1L 322" — 402> — 56 + 55=0,

08S1a
5 i X5
e DB 2 .
T+ YT _2;:: E:1"-’.—1E 0 |
PETlflliéﬂi:ﬂ; n=—— 2, 9; Pz—a' Ef}'=£‘ 1125, £

Dalla (33) sostifnendo e semplificando, si ha

g L

p(y) =8y"+ 245+ 14vy*—12y2—21y2 11y — 2—0.
31 vede subito che & vy = 1; percio dalle (29). (34) e (35) si ha sabiio
. =

1a XTS5 ]
24-2)= ; pP==ZXV—=— :t—- V= = F —;
PR =0 P=xYE 1= 2’ i]/ 500 ?
quindi le radici cercate sono: —'E-]ﬂ;—, — 32— ? 1+ E £ 1———2—.

Nota. — ¥ opportano applicare questo terzo case, quando mulla si sappia delle
radicl della proposta equazions, perché i hanmo nnche in cnsi particolari radici
venli e radici mnmaginarie.

Fgeinpin. — Se 11 ha 'equazione

fle)="2c" — 122° 1 192* —bx + 9 =0,

d R | TR
g __'_.ll..'lt_-.--;‘l-:: b '_1-..' g m

da cui anche :
fley=a* — 6"+ 952° — 32 L+ 45 =10,

avendosi: m=—06; n =105, p=—3: g=4,5, dalla (33), sostituendo e sempli-
ficando, si ha

1699 — 144 45 5 508 v — B64d v® — 774,25 v* — 270,75 v =0,
e quindi: y = 0, Poreid si ha facilmente dalle (29), (84) ¢ (85):

] ™ (—6).45 .
E_,]/E-

IHI

percio le radici cercate sono: 3, B, § V

(B

Dotl. U. Ceuxrrr:.
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RISOLUZION! DRLLE QUISTIONI 36 40 406 407 408 410 411

856. Costrufre le purabole che hunne direltrice ditic e $0N0
a) bitangeati ad wn cerchio daty

by esenlatzivi ad usn cerehio dalo.
ReTALIL

Risoluzione del Prof. Artura Barozzini, di Mirandola.

Prendo per 7 =0 I divetirice data, 2 =0 la perpendicolare condotia da A,
centro del cerchio dato, nlla dirstiriee: allora se - & il raggio, a (positiva) la di-
atanza dell’origine da A, (,5) coordinale del fuoeo delia parabola, le due curve
AVIaAnmo per equﬂziune

(1) (& —a)* 4 o =77, (y — By 4+ & — 2oz =
Eliminando fra queste a2, ho per le ordinale dei pueti eomuni.
@) () — B) + o — 202]" + 4o [y — %] = 0

a) La parabola @ bitangente al serchio se il primo membro deila (2) &8 un
quadrato perfctto: confronto pereid colla espressione [y + 2my + 0], dalle equa-
zioni di eondizione elimino m,n ed ho per le conrdinate del fuvco della parabola
richtestia

(3) 5=0, i

i ]'rff' — Zr°
2

Qostiluendo tali valovi nelle (2), (1), ho pe punti di contatin
(4) i = de — 3z, =g — £,

dove % ha uno dei vulori dati dalla (3).

Vi sono in generale due soluzionl del problema: 1 fuochi F , F, stanno su DA,
aono simmetrici rispetlo a B, puuto medio di OA: Ja courds di contatto eurrispon-
dente n F, passe per F,, quella di ¥, per F; BF nguaglia la meta della tangente
condntia da O 8l cerehio circoseritto al quadrato eircuscritto al cerehio dato.

Se o' < 2% le lae parabole sono hmmaginarie.

Qo o°=2% gi lia una sola parabola, reale, vol fuoco 1n B, corda di contatto

pure per B, coi punti di contatio che distano dall’asse della lun-
ghezza y =+ OB .

Qe of > 2r% 8i hanuo due parabole reali distinte. Posto » } 2 = @ sen &, a1 ha

pelle due parabole

o] . 1 L Beusd
Z, ==4a BEHE . — &.0 2

g . ] —3cos &
o, = (1 003 E-’- 1., — 2 .

La prima ha i punti di contatto eol cerchio sempre real.

La seconda ha tali punti realy, se r 12<a< -%:—

immaginarl, se 4 = —
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SB ﬂ:_gi

— %.!ﬂ':ﬂ Allora V'aseissa del fuoeo & »

b) Se Ja parabola oseula i circolo,

prima e seconda, ciod e
[y — ) + a3 — 2az]! + da® [)F — 7] = ()
(5) J W=BUy—8+a—2aa] 127, —¢
Znu

W—B) + 2% — 3 = {).

Sostituisco nelle due prime ad (i — B)* + a* il valore tignale %—"I, dato dall’ultima,

0 impossibile, serivo invece delle (5) le

J y’=:"—iu’

8 trascurando il valore o« -—

9
(8% +2a) y — 203

(r—B)* 1 o= 202

(6}

4
Da queste ottengo pel facilmente le
1 20\ 9
i + _ s ] 7 O (i 2 A —_— 8
(7) W=y Hﬂz, - (‘5)’ ’ g /

neil'nltima delle quali y=1 ]/r' ——:— a*, valore dato dalla prima.

Si hanno in generale due parabole soddisfacenti alle condizion; del problema;
i loro fuocht sono simmetric rispetto ad OA:; le parabole hanno un punto commne
su DA e si osenlano all'=s.

I punti H,, H, in cui le pargbole osculano il cerchio, Lanno per coordinate

‘;i . yﬁi]/r’—-—guﬂ

Tagliano pure i cerehi nei punti K , K. di coordinaie

dy =

0z /' 2 4 4
£=— W=F V" — —4
3 o +l’ Ty

Le H K,, H, K, sone dimerzat

Pella costruzione si haune
eerchio, gnindi

€ da A, cemntro del cerchio dato, ecc.

subito facilmente i punti H,, K,, H,, K, posti snl
ogm parabola vien determinata da due punti & dalla direttrice.

El
Sp i le parabole sono reali distinte, ¢ a > :: immaginaria.
E .

Se ﬂ—_-—I—J—,Ei hu

una sola paraboln avente contatto di 3 ordine col cerchio:
tome s5'd vizsto nel problema (q).

105, Essendo P un punio mobile @i wna parabola di cui F @
punze an cui la tangente in P inpontrn Vasse, dimostraye:
1° che il tuago del centyro del eireolo cirveoseritio ai triangoln PEN 3 wuna e
biea raziomale che ha un Punio isolato in T .
20 cke il lungo @l ortocentro delly stesso triangolo $
che Tia in T yn nodo ;

3" che le CONGRURGENtE & punti corvispondenti delle du
pel fuoco della parabola

@ P suila parabole, runk

il fuoco ¢ N 1l

nne cubica roazionale

e cubiche passano tuite
(ossie 2 retta d'Eulero del driangolo PPN, 4l monersi
i wtlorno ad T),

(x. Carposo-Layres.

TR 08514 cos B ==_HT’ la seconda ha eol cerchio un eontalio di terzo ordine

debbone coesistere ja (2) e le sne derivate

=T
fll"" T iy I-|....

a ; K
T

[ |
o gt e
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Risoluzione del Prol. Retali di Milano.

Se A & I'intersezione della tangente al vertice con la tangente PN, ppiche

" angolo PEF @ retto, e PA==AN, la FA & ad un fempo altezza del triangola
PFN ed asse del segmento PN, cio che dimostra il teorema 3°.
Denotando con 2 e B le eoordinate di P, le equnzioni (assi ortogonall) della

parabola, della retta A e dell’asse del segmento M'N sono

(1) W =4z,
(2) 2y = B {m— x),
(8) 2 = — «;

e percid le coordinate dell’orlocentro H e del centro € del eerchio circoseritén al
trtangolo PFN sono rispettivamente

) r=—a, e (m—a)
2o
(D) O y == a—{1I1t.|—|—=lr.""
£ ! ’ 41 o

eliminando = e 9 fex la (4) e In

(6) f'=dma
froviameo per equazione del lunogo di H
(7) my¥={m—a\lx.

Analogamente, eliminando z e 3 fra le (5), (), troviamo subito per equazione del
laogo da C

(8) my* = (m — 2x) (m — z)*.

Se trasportiamo ora gli assi parvallelamente in F, le (7), (8) divengono
(9) = (y* — 29) ,

(10) 228 L m (2 + )= 10:

Ir (9) rappresenta un folinm parabelico retlo, avente il punto doppio (modo a tan-
gentl orlogonah, in F_ e 1] vertice nel vertice della parabola; la vetta all’infinito
& per guesia cubica tangente J”inflessione, nel punto all'infinito dell’asse, delle y.
Il teoremn 27 esprime dunque una nuova genevazione del folizon parabolico retto.
La (10) & una cubiea con un punto doppio isolate in F, simmetriea rispetio al-
I'ssse della parabola, tangente a questa (e al folium) nel vertice; astraziom falta
dal punto doppio, eonsta di nn solo ramo parabolico doppiamenia inflesso e vol-
gente In sua convessifd alla tangente della parabola nel vertice. L'equazione po-
Iﬂ.liE di questa cubica, assumendo per polo il punio doppio e per asse polare quello
delle » &

(11) Pt

cos” m

dove at & posio d=—%; la {11) mostra subite eche In inversa di (10) rispetto

al punto doppio & un bifolinm retto, e che per w ==t = o hanno 1 duoe flessi

b
al finito della enbiea.
Le due cubiche (9) e (I0) wmmettone altre gencrazioni semplicissime 2, oredo,
non conosciuie, che i visereo i indicare in alira oceasione.

Altre risoluzioni analitica e geometrica del Dott, Ing. Merizzi di Udine.
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406. Luogo dei fuochi delle parabole che toccano una curva data (algebrica)

ed hanno per diretivice una medesima retta del suo pinno.
V. Rerar:

Risoluzione del Prof. Cardoso-Laynes di Livorno.

Riferiamoei ad on sistema di assi ecartesiani ortogonali, di eui 'asse = sia 14
retia dafa Indicando con =, f le coordinate del fuueo, I'aquazione di nua parabola

che abbia per diretiriee la rettn dala sarh

bz — @)® 4 (y — B)° ="

cloe
(1) ' —Z2ar — 28y + a2+ =1
Se questa deve esser tangenie ad una curva, Ja eui equazione sia
(2)  y=fla),
I'equazions
(3) ? () = 2° — 2az — 2B.f (x) 4 a¥ + p* = Q,

che si ottiene eliminando y fra le /1), (2), dovra avere una radice doppia. che

sard radice semplice della —:Fzﬂ, elod

ifx
(4) z—a—f.f (=10
La resnltante
(5) I (2, B} =0

delle (3}, (4) sard evidentemente I'eqnazione del lmogo cercato.
Notiamo che la {(4) & risolnbile per mezzo delln serie di Logrange (V. Pascat,

Repertorio di Matematiche superiori, pag, 537).
Alira risolizione del Sig. Doit, €. Merizzi.

407. Sopra una wetta si fissino due punti A, B: essendo C un pieibo variabile
della medestina, esterno ad AB, e B’ il simmetrico di B rispetto o C, Lrevare # lvoge
aei pumti medi delle tangenti comuni ai due cerchi descritti sui diametyi CA. UB.

MeErrzz:,

Risoluzione de] sig. Pietro Santacroce studente della R. Universitd di Napoll.

Sia 11" la tangente comune, e la normale in C alla retta data la seghi in P.

™

Sarik PT — PT°~— PC: donde PTO — PCT; PT'C=PCT’ ossia TCT” » retto,
Segne che pure retfo & 'angolo OPO’ e quindi

PC'=0C. OL.

Se chiamiamo 2¢ ia luughezza AB, e se riferiamo la figura a doe assi orlo-
gounli. di cul I'asse delle z coimcide colln vetta data e 'asse (elle 7 & la normale

¢he biseea il segmento AB, la precedente equazione diventa
y M—artag z* g

2 2 4 4

08912

equazione di una iperbole, che ha per asse trasverso I'asse delle 2 ed il eentro
nell’origine delle coordinate.




PERIODICO DI MATEMATICA. 165

408, Du un punta O del piano si condicans o raggi in wmodo dua dividere il
piane in n angoli ugnali. Dimostrare e wl wariare di P sulla circonferenze di
contyo O rimane costante: 1°% La somma dei guesdradi dells distanze del punto P
ai raggi. — 2°. L'area del poligone che ha per wvertici i piedi delle perpendicolari
condotte da £ ai raggi.

Dedurre che il teoremn & vero, anche so le reite condotle per P ai raggt siano

tutte inclinate di nno stesso angolo = Sie rispettivi regii.
[", CBLESTRI.

Risoluzione del Sig. Dett. Ing. C. Merizzi di Udine.

Indichiamo con ¢ la lunghezza costante OP. [ piedi delle perpendicolari con-
dolte da T sngli » ragg nseenti da O, giacciony sulla eirconferenza che ha per
diametre OP e la dividono in n archi uguali: congiungendo ciascun punte di di-
visione ¢on quello successivo, st forma un poligono stellato regolare di » laty,

se n & dispari, & un puligono regolare stellato di % lafi conteeto due volte, se # &
pari, 1a cul nrea, pssendo costante p, & pure costante.

Indicando com & Pangolo ?‘—? , 8 conn I'angelo di OF son une gquajungue degh n

raggi, 8 quindi con © + 4, w 9% .04 (n—1) % gli angoli di OP ¢oi rimanenti,
rispettivamente, la somma dei quadrati delle distanze da I i ragel & esprimibile
BF=H

mediante il sommatorio e X sen’ {tﬂ' +p—1) fa} . il gquale pub cosi frasformnysi

p=1l
b= | = uus{ﬂm 32 (p— l}h}
- :
p=1 Z
o0 = cos {20 + 2 (p — 1}.&}}
| (i — 2

(vedasi Servet, T'rig. 1l 49}
- I_H_ __sen nhcos (v L+~ (n—1) ﬁ}}

i 2 sen b
e, supponendo il denominatore D san b non mdle, ciod n > 2, si lin
ne”
il

¢he & pure costante, non dipendendo da .
Supponiame ora di inclinare lulle ls retts condoite da P ai raggi di nno 3tesso

angolo «: allorg tattl 1 tarmini del sommatorio precedenie venzono moltiplicati
. : . ot

. sl il sommatorio stesso diventa ugnale a ; p,. ,

Zsen o

per il fatiore costante

Se” &
che & pure costanfe.
Finalments, indicando con dy ds .. .. dy le distanze da P ai raggi, 'ares S del
poligono deferminato dai piedi delle distanze siesss, ©

1 o o —
=3 { d ils sen dy s + da ds sen du ds -+ ... - -F d, dy sen dy ) };
indicando ora com 31 8 . ... Bq le lunghezze delle corrispondenti inclinate, I'area 3

del poligono determinato dai piedi delle inclinate stesse, @

S=§l&1haenb;Ea—}-ﬁgﬂ;uanfrgb‘:-l-....—lrﬁnﬁzsenﬁnﬁzl .

iy g e ~~ o~ . —
Mn osservando che e = = E—=Benﬂ, cha dy ds==8; Bu;... dyili =001,
n
s . 1 -
ai ricava subito 8 — 8 —— e percid 8" 2 cosfanle.
sen’ o
OssErvaZionE. — Il teorema, coue abbimino visio, cide in difetto per n=1,

n==2, 2 quindi U'enunciato di £330 deve modificarsi nel senso di supporre n_> 2.
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410. Delermzinare la forme generale di una funzione di cingue lettere x, v, z,
u, v, tale che roshituendo ud = wna qudungue delle altre lottere, k3 funzione 8i vi-

dice identicamente al prodotto delle tre luttere rimanents
P. Avussanr-OagAa.

Risoluzione del sig. Ing. Claudio Merizzl.
La formn piit semplice di tale funzione & evideniemente

HzZur

T
e sl pud rendere generale, moltiplicandola per una funzione che divewti uguale
ad 1 per » vgoale ad aoa dalle Y 2, 1, ¥, ed al prodobtv cosi vlienuto agginn-
genle altra fuoziove che per gli stessi valori di = si aunullis avremo cosr la

forma generale richiesta

MERT = a)E—ulx—v) (5, ¥,z Cli by Ha—z)(z—u)(x—v) @ (>, y, 2 n, 2)
i

essentdo # una coslanle arhilraria finita, ed fiz, y, 2, 2, ¢), ¢ (. 2, ) dus fan-
ztonl qualungue, soggette alla sola condizione di non diventare infinite, quando
st faccia 2 nguale ad ona delle Y, T, 1, .

QUISTIONI PROPOSTE

412. Due cerchi posti in un plano si tagliano in H, K, ed hanno
per cenfrs, il prime A il secondo B; una retta variabile per H taghin
1l primo cerchro in M, il secondo in N:

1°. Il luogo dell'intersezione delle rette AN, BM & una guartica
con tre puntt doppi rewli, posti sulla cireonferenza, cnrcoscritta al
triangolo ABH.

2°. La enrva coniuguta isogonale alla guartica rispello al trian-
golo dei punti doppi & un cerchio che ha per cenlro uno dei fre punti
doppi. Barozzinr,

413. Sia P il punto d’ivcontro delle tangenti in A e in B ad una
conica, AA” il diametro che passa per A, C il punto d'incontro di
questo diametro colla retia condotta pet B parallela al dinmetro co-
ningato ad esso, M il punto d'incontro della BC con PA”

1'. Bi dimostri che M & il punto medio di BC.
2°. St trovi il luoge di M allerehe A rimuane isso e B s1 muove
sulla coniea. CELESTRL.

414, Se la grandezza 4, «in minore della B, , e siano ordinafa-
mente A e B, le medie armonica ad aritmetien di A, , B,; A, e B.
le medie armoniea ed aritmetics di A, B,; e cosl indefinitumente,
le elassi (Aa) e (Bs) sone contigue e definiscono la medin geometrica
delle grandezze A, , B, . D Zovr.

- 415. Provare che la soluzione generale dell’equazione differenziale
v n\d'g  dng
:,( i (k) der —

dove a & diverso da 1, & data (da

y

1]
¢| —_— E E..El-_“'
- —
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dove «,@y...a...a,sono len radict 2™ di @, e ¢,64...2, SON0 7 CO-
stantl arbitrare, Virawr.

416. Luogo dei fuochi delle parabole che osculano una parabola
data in un punfo dabo. MEerizzt.

417. Tn un cireolo _{G) di centro C e raggio R =1 braceino dne dia-
metri perpendicolari JI°, EF; indi, preso un punto arbitrario M, nel
suo pianu si costruiscano successivamente i ponti M,, M, M., da
quella stessa parte di JI” dalla quale si trova 1l punto M,, per modo
che, detto genericamente P; il punto comune nlla JM; ed allu p= BEF,

si abbia per 1 =1,2 3;
JMi - IFME,-H T— EEJ

Sioaveanno allora le proprieta seguenti:
1? le vette JM,, I°'M, sitaglievanno su p e sark soddisfatin la re-

[aziene
JM,.T'M, = 2R,

2¥ il qnadrangolo M, M, M, M, & armonico, ed il cerchio che lo
contiene & ortogonale al cerchio (C);
3% sono armonici pnre 1 guadrangoli EFM M, , EFM,M,, e sono
soddisfatte le relazioni
QMI ,CM,= CM. .CMN,=R?
M,CE = ECM,, M,CE = ECM,. Dei Re.

418. Un triangolo ABC ha fissi i vertieci A e B ed il terzo ver-

tice C scorre lungo una retta data »; dimostrare che:

17, 11 luogo dell’ ortocentro del triangolo ABC & npa comeca K
e precisamente una parabola, un’iperbole ad una coppia di retie or-
togonali a seconda che r & parallela, obliqua o perpendicolare ad AB.

2°, Indicando con S il punto  incontro della perpendicolare
innalzata ad AB dal suo punto medio M con la r, se si fa rotare
la + attorno ad S, il luogo det centri delle coniche K* & una para-
bola ¢he ha il vertice in M e tocea mn M ln AR,

3'. Faecendo invees scorrere la » parallelamente a sé stessa, 1l
lupgo dei eentri delle coniche K* & una reita.

1Y, Se. rimanendo fissa la » ed 1] punto M, varia la langhezza ¢
del lato AB, le ¢ coniehe K* che s1 ottengono sone concentriche ed
il Iuogo dei loro fuochi & un’iperhole equilatera.

(. Carpuso-LAYNES.

—i— &l

BIBLIOGRAFIA

'HARRUIT. — Cours de giomélrie cotée a Unsage des candidats & ¥ Eeole
spéciale militaire de Saint-Cyr. — Nary et C.l¢, Paris, 1895.

Questo corso conlicne ynanto hasta per imparars a conoscere 1 metodi della
proiezione quotnta ¢ poterli applicare ai casi pratici. Il nome dell’egregio auntore
era gia conoseinto ed apprezzato in Francia per uns pregevole raccolta i Probiénres
et épures de Géometrie deseripiive cotée; in nmbedne gnesti lavori & notevole Ia
chiarezza, Ia sempliciti dei mezzi adoperati, lo studio grandissimo i mantenersi
sempre al livelle adatto all’intellicenza medin dei giovani; percid raccomandiamo

com pincere guesti Hbei a uelli fra 1 nostri lettori che si occnpano di geometria
deserittiva,

= B e ——— —F Y —
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Dott. Feorrico OcepLns, — Questiont di massimo e minimo dipen-
denti da eguazioni di serondn grado ad uso delle scuole secondarie
superiorl. — Casale, Tip. e Litog. C. Cassone, 1898,

Ll Prof. Dott. Federico Occella ha raccolto in poche pagine una geniale teoris
riguardante Questioni di massimo » AN o.

I massimi ed i minimi delle funzioni ad una sola variabile sono in generale
determinati nei trattati elementari in nso nelle senole, ricorrendo alle inequazioni
di secondo grado, & nei tratiafi stessi non si dik, a mio credere, o guesta teoria
guell'importanza che Pargomento merita, in 1specie per le molteplici applicazioni
nel diversi campi della sclenza; e nmeppure la si svolge con quella genevalita che.
SENZa sorpassare i limiti delle matematiche elementari. potrebbe essere consentita
dialle nozion) che possegzono 1 giovani delle scuole nostre.

L'egregio Prof. Ogcplla accogliendo on voto fatto dall' [Il.mo Prof. 1. Baydelli
con una letters indirizzats il 10 aprile 1893 al compianto Prof. Lugli. e pubblicaia
nel Periodico di Matematice di quell'anno, ha studiato con ctra I'argomento ¢ ha
dato alle stmmpe un opuscolo che puo iornare grandemente vantageioso alle scuole
soeondarie superiori e specialmente aghl almmni degli Istituti Tecnici.

La determinazione dei massimi ¢ dei minimi nei diversi problemi presi in
esame dal Prof, Occella si fa coll’pttenere anzitutfo il valowe della variabile, o cui
corrispondono il massimo ed il minimo & 'equazione di 2° zrado, alla quale si
berviene & facile a ricordarsi, essendo i coefficienti rappresentati da determinanti.

Lo sindio fatto in una forma conciss i ageira intorno alla funzione

az® - bx -+ ¢
axt +bwe 4

€ & guelle ches se me deducono mediante ovvi cambiamenti di voariabile. Seno poi
trattate e discusse aloune applieazioni mportanti, € alla fine dell’opuscolo si trova
ona raceolta di 80 esercizi proposti allo studio dei giovani.

1 lavoro dell'egregio e modesto Prof. Occella pud ragginngere efficacia di ri-
saltati pel profitto degli alunni aj quali & destinato.

A, MarrerecLn

A. Barrerit e F. Barreirr. — Tratiato pratico per le ricerche di elel-
bricitd con circa 800 figure. — Pagine xxx1v-1220, — Rema, Soc.
Bdit. Dante Alighieri, 1898,

Data I'indole di guesto periedico non ei & possibile analizzare minntamente 1a
importante opera del giovane e illustre fisico della. Universith di Pisa, e di sno
fratello siuto alla cattedra di fisiologin a Ginevra. Diremo solamente che tanto il
fisico di professione. e I"ingegnere elebtricista, quanto i} medico o il sermplice di-
leftante v1 troveranpo un riassunto lucido e rigoroso del prineipii e delle leggi
della seienza (parte prima); an frattato completo di tubti gli apparecchi adoperati
per 4 produzione & ls misura dell'energia elettrica (parte seconda), e dei metodi
di misara delle varie grandezze e dolle costanti dei corpi ed istrumenti, Finalmente
la parte IV® si ocompa dei metodi da seguire negli studi eleitrofisiologici. & nelle
applieazioni dell'eletiricith alia terapla; e si chinde con uno studio breve ma ae-
curato sulla radiografis. Trentasei tavole numeriche, un copioso indice alfabetivo,
rendono ancor pia prezioso il libre, nel quale oltre non poche novitk, si trovane
tall yndicazion! pratiche da poter fare a meno (i un maestro e da rendersi rapl-
damenie padvoni dei metodi msegnati.

_ Wuest'opera, che vonduce il leltore = cognizione degli ultimi resultat della
sclenza, ¢ unica nells nostra letterstura e fors'anche nella letteratura enropea del
K.

Grorre Lazzem: — Direttore-responsabile

Finito di atampare il 10 Luelio 1895,

o
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]

"
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INTORNO AD ALCUNI DETERMINANTI

Nota p1 ALBERTO BRAMBILLA.

I determinanti specialé, di cw (ui @1 oceuplamo, sono molto simili
ad altri noti, differendone soltanto per la sostituzione di potenze
fattoriali: parecchi di essi sono sviluppabili w prima vista. Lo studio
di questi determinanti é utile almeno per esercitare il lettore, em
non sia cid famigliare, nel calcolo sulle potenze fattoriali.

1. Si dice, potenza fattoriale »™ del numero .». I'espressione

(1) 2=uw(@+1)...(e4+n—1)

dove intendiamo che sia #» un intero positivo.
Hanno lnogo le seguenti identita:

(E) f:ﬂ—|~ 1):—$;=ﬂ(m+]]n-lr
(3) @ —y (@ + 1= (e —y) (@ 1)
(3) 2+ —(y +m) @ =(x—y)a"

# a—yr=@—yplF T+ yLta—1)r ...

+ W+ 2 e+ G+ M
2. B noto che il determinante di Vandermonde (0 Cauchy) si svi-
Inppa in prodotto di differenze nel seguente modo:

la ao...¢" |=@—a)(a—a)...(a—a)
(5) W= O O s (ay— ) . .. (a,— a,)
- a=+1—"

1 a,al..qa (a— e, ).

T ben facile il riconoscere che in simil modo si sviluppa il de-
terminante che s1 ottiene sostituendo in guesto le potenze fattoriah
alle potenze ordinarie. Tsso & infathi

1 a a%...8"

(6) W, — L @ G308

(®) Carserl, L'onalizi algebrica o Vinterpreiazions fotlericle delie potenze, Giornale di Batta-
glini, vol. 81.
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e sottraendo da clascuna r—ma verticale la precedente moltiplicata
per a +r—2[r=2, 3,..., 7 + 1], avendo riguardo alia identita (3"),
sl ottiene

1 0 0 0 AU

la—a (a—a)a, (a—a) ﬂ'f_ .o (@—a) ﬂ‘;:’-
Wn=|la—a (@—a)e, (a—a)a] ... (a—a)a]-

la—a (a,—a)a, (a,—a)a? ... (a,—a)a

1 ﬂ! ﬂlzli-ﬂT_I

= (a,—a)(a,—a)...(a, —a)

llllllllllll

e qundi potremo affermare, per un’induzione facile a ginstificarsi,
che

(7) W —a—a)(a—a)...(a,— a)
(ﬂi_ ﬂl.} - nie (n'n_ ﬂ'l.}

Cosieche concludiamo che il determinante di Vandermonde non §i
altera sostituendo alle potenze ordinarie le potenze fattoriali.
3. Consideriamo adesso 1l determinante

| aE (@ 4 l)i (@ - 2)? coe (a+ k)“__

ﬂ?_ (”’1"_ 1)11 (‘-'31'1‘ 2)1 v oAe {ﬂt+ k)_“_

(8) APL= |a: @+ 1)* (a4 2)" ... (a+ k)
az  (a+ 1 (a+ 27 (@, + k™

Sottragghiamo dall’nltima verticale la penultima, da questa la
terz'ultima, da questa la quart'ultima; e cosi via; s isola cosl, 1n
virti dell'identita (2), 1l fattore # in tutte le colonne 2% 3%... (n+-1)™
che nol raccoglieremo. Avremo cost

a® (a4 1P (a-}29 ... (@ + k)"

AR = | @ @ VT (a4 27T L (a4 R

@ (a+1r- (a4 2P0 ... (e kP

Ripetendo il medesimo procedimento su guesto ultimo determi-
nante, arrestandoci alla sottrazione della seconda verticale dalln terza,
81 otterra
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a* (a—+ 1) (@420 ... (g4 k)r-?

ﬂ'f_ (ﬂj__ 1):: (HI_I" Bjm R (ﬂl__ k)ll—ﬂ

llllllllllllllllllllllllllllllllllll

AL = ni(n — 1y

af (@t 17 (427 ... (ko
- Cosi continuando, e se » >k, si finirh coll’otteners
9 A, =w*mG—1...m—k+1 X

a* (a-+1p-t .., (@ +k—1)"* (a +&y-*
ﬂ;’_ (@1t ... (ﬂi-f-k—l}m (@, +H)"

X al (ﬂ,+1)“_1 L (Eg_}_k_lju—k—i‘rl (ﬂz_!_kjn-l j

ay (a,+ 1=t ... (@ + =1 (a +E)*
Se 1nvece & m <k, dopo di aver eseguito » volte quei sistemi di

sottrazioni di verticali da verticali, si vedrd che A,.,=0.
Oceupiamoei ora del determinante

a" (@a+1r-"...(a+k—1p*7 (a -+ ky—>

(10) fn_}]_I o ﬂjll_ (t‘h = I l}u_l STaT (ﬂl ks 1]n-k+l (ﬂ, _1_k)n |

a; (a,—+ 1)?::' cea (a4 kB — 1)m (a,+ k)m

sempre nell'ipotesi n = k.
Sottraendo dalla prima verticale la seconda moltiplicata per e,

poi dalla seconda togliendo la terza moltiplicata per a - 1, ecc. o

tenendo sempre conto dell'identitd (3), s1 otterrd infine

B, =(—1X (@ +kr™* X(@a—a)(a,—a)...(a—a) X

(A1 (@ + 2P (@R

o | @D @t 2o (R

(@t D (@2 (4R
B poiché gquest'nitimo determinante & del tipo B,.,, ma di un
ordine inferiore, si vede che, conservandone il tipo, si pud scendere
fimo al determinante di 2° ordine

(ﬂi-l__k'_:l jm [ah—i ‘I‘ kjﬁ
o AR—1y (g, 4R
= (— 1} (Hk—l_‘_ k)" _h(ﬂt‘i_ k) _H(ﬂi:_ Qyy)-
Se ne eonclude che

(1) BE,=(— ¥ (@ & B Ha,+ k. . . (a - kP~
X @—a) (m—a) ...(a—a)
a—a,) ...(a,—a)
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Riassumendo abbiamo

(12) AL ,=n*n — 1)(n — 202 .. (n— & + 1) B®

(k1)

= (—1)* X n—1% . . (n—h + 1)
X (@& Ha4- B (ot kP XV,

1. Considerando ancora il determinente AP, , possiamo racco-

-+

ghere fuor1 di esso 1 fattord (@ -+%)"~* anche in altro modo. S os-
servino le segmenti identia:

ﬂ:i: ”ir(ﬂi‘*'ﬂnr
(@t 1 = (@, + L@+ k7 M+ ), |
(a,+ g)n — (& 2 *a+ kY e+ n)*, .

Ne vien di conseguenza che

(13) A= (a4 %)~ " ...(a, +k)r*X
a* (o +1FYa +n) (@ +2f (e +n)%... (@ +n)F
v ai (a,+1F"(a,+n) (a,+2Fa,+n)* ... (@, +n)F|

at (@ A1 (at+n) (@ +2 Hatn) .. (@+n)"
Possiamo quindi affermare che 2 |

a* (a +1)Ya +-n)... (a )
(14) €2, = ay (a;4-17"a,-+-n)... (@, +n)*

+1 —

llllllllllllllllllll

el @X @A) . (@tn)
=17 " — 1 a— k1) X V.o
9. Il determinante del tipo Hawgsm (¥)

(-m+ﬂ) (m + 7 1) _ (zm.|_-,~;) . l

re \ 1m|2 . Em_l;ﬂ;—]_l ’.

s — (m+;+ 1) im l;: . ) ( 7 ) 1
(gm; " ) | (gT ;'n;n' ¥ i) """ (amJ ;1)' |

si collega coi determinanti B,,,. Fd invero si pud serivere

("} Vepgasi Pascan, I deferminonti, Manuale Hoepll.
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€ caso particolare del determinante A, a meno del fattore

(\_)"“H

Infatti, se nel determinante H, si raccoglie il fattore _m COMTINE

a toth gli elementi, si trova

(1 - )P (7 4 2™ oo m 1)
e — (” ‘|’ ‘}Jm (n 4+ Fym omm 42 1

] PR e R T I T R EDEE
(m 4+ m + 1)‘“ (n+m+2; {33-1—23}:4—1)“
eppero il determinante A{",, nel qu&le a1 faccia n—=m, k=m:
¢=a+lia=n+2...a0,=n+m-+1.

Segue da cid che |

1 S 1]?"‘[“'4‘” 1 e nm >, o)
( 0) Hm“_(rﬂi yot ) T TR™ X ‘ 1 J rA |3 ln; _[—1J

. Anche il determinante i SteErN scaturisce immediatamente
da BH, Infatti tale determinante & del tipo

(a\ fa) ce = —
1 n.l) (9 ) - (kj , (a —u?ﬂ—i—l)" (a I -2)3-—1
(c1. \ \ L - -
(16) §ui={ 1 (1) (3) - (B) =07 @1 @Rt 1
.......... B
1 (T‘) (‘5) (‘i) (ay—F+ 15 (@, —k+2)52... 1
quindi, a meno del fattore
(_ .I}?ktk-ri]
|1 2 ‘ k

1l determimante 8,., coineide col determinante B, nel quale siano
posti a—R+1, a—k+1,..., a.—k+1 in lnoge di a.a,,...,ea,.
Ne consegue naturalmente che

(17) - S Yuso

“‘H_l 1 | 2 ‘ k

7. 11 determinante di ZereL

@ (PTIJ [PT fﬂ)

18)  Zer=

----------------
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(19) ZE_‘]_'I"] == { 1
(m) rm) m—p (m) (m—p) (m—p—1) (‘m) (m—p) (m—p—1)...([m—p—E+1) ' :
P \p/p+1 ? p+1ip+2) ™ P (p+1)(p+2).(p+k) '

(m +l) (7 —+ 1) m—p+1 (m—}- l) (m—p + 1) (m—p) _ (m-l—l) (in—p+1) (m—p)...m—p—k+2) _
@ +1){p+2)..(p+E) ' -f

\ P pr+1 P (p+1)(p+2 ?

(:;H—F-E:) (m—!—k) m;p +k (m—}- E:) .[m-—‘p-{-k:}[n;—lt;—ki:;—il | (-u; —H,) l{m—.—'p-ﬁ— f:‘-](.*;l——'p—f.- k;li]...fﬂl:—-})—l—ll
P B p+1 ? (P+1Lip+2) T\ p (p ~ D{p+2)...(p+%)

ogsia, raccogliendo i fattori hinomiali di ciascuna orizzontale, e quindi
mvertendo P'oxdine delle vertieali, raccogliendone pure fuori deter-
minante i denominatori eomuni,

zmp;.:(_l)%m-ﬁ; (;) ("-"rr ;1) (m ;— k) .

(+1)p+1y .. (p+ 1

(m—p—Fk+1)*  (m—p—k+2]... (m—p) 1
Y (m—p—k4-2)* (m—p—k4-8+ 1., (m—p+4-1) 1]

lllllllllllllllllllllllllllll

I determinante qui ultimo seritto & manifostamente un BY, ,

dove sono m —p—k 41, m—p-—k -2,..., m—p -+ 1 ordi-

natamente n Inogo di a,a,, a,..., a,. E

Per tal modo si trova g

g7

1

(m + 1) (m 4 B) (-n; - ) :1
im P . P T P g

(m, pl— . i

& R Lp) (p 4 1) P+ 2) prk i3
1 \ 2 S k )

Nel Manmnale del prof. Pascar, gia menzionato, si trova

. __j:) m+kE—1 o ((m A k p+1
(200)  ZEp= (kﬂ(;j(u 513{ (7; lg k) 1)( (;ii) )

ESSTA N TS T REE
To propongo al lettori del Periodico 1 diretta dimostrazione dal-
I’ identata
) (m;l—l) (m}—;r-ﬂ)m(m;-k) (ﬂ}:iiﬁ) (mg;l_le) (ﬂ!- +§——1}J 1)
@y ()7 R e A L e W
B o o L o B O I (T s W)
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8. Appartengono al tipo A certi determinanti che presentanc
nno smussamento ricolmo di zeri. Per es., so o & un intero positivo
minore di k, e si considera 1l determinante di Hanker del tipo A{Y,,
che Incomincia con (—a)*, per n ="k,

(—a)® (—a+1P .. (—=42)®  (—atax 1P (—xdab @ L (—=tE)
(—x+1 (—a+2)F .. (—x+atl)P {(—z—a+2)P  (—adad3) . (—2FEHD)P
(—ataf  (—atbablf. (—2d 2 (—a+afl)T (—at2a42P . (—afatk)®

(—ztat+1) (—xtas2) .. (—2t 2%t 10 (—at22420  (—a 22430 .. (—ztatkil)®
(—a+kp  (—z+kil)p.. (—adath)p (—zioatik PR T S O ) T {—u+:?.ﬁ:)‘-

esso e appunto 1 deierminante

0 0 0 1= (k — &)
0 0 l: 2? (E: I + 1:):
0 1= z (o + 1) L _
1® e (@ + 1) (a+ 20 (k+ 1
9 3o (z +2)" (a4 3" (% 4+ 2¢
k—ar —at+1p ... 8 (k- 1) Ok — a)

= (—1)" X (k— a2 k—e 1)L (R — )

X n* (m— 1)+ oir—E4+ 1)

}{‘1 |?¢ ...|u—1|n

Per conservare questo smussamento & ben chiaro che bastera
conservare la legge indicata per la successione degh elementi fino
alla (2 4 2)esima orizzontale rifornando alla arbitrariets per gh
elementi iniziali delle rimanenti. Si potra allora disporre di quest
primi elementi in maniera che il determinante di tipo A presenti
nno smussamento simile anche nel vertice opposto a quello con-
siderato.

Cosi pure sono facili a studiarsi certi altri determinant1 consimmli,
nei quali si trovi una distribuzione di elementi nulli in striscie
oblique e pavallele fra loro. ‘

Napoli, Giugno 18098,




SUPPLEMENTO ALL ARTICOLO

SULLA TEORI DELLA OIVISONE B DELLISTRAZIONG I RADICE ©

D1

OTTO STOLZ

DELL UNIVERSITA DF INNBBRUCK

‘ Mi sembra opportuno aggiungere al § 1 * Divisione dei numeri
| mtberi , anche la dimostrazione del seguente teorema, 1l quale tratia

della determinazione delle snccessive cifre dal quoziente completo o
imcompleto,

A) Essendo u un numero di m cifre, b wn numero di n cifre, ¢ a’
il mumero formato dalle prime n cifre di 8, %¢ 8i ha 8’ 2 b, il queziente
di a" per b, sard
g —=0Co 1U™™ 4 ¢y 10— 4.
ove ¢, ¢ quella cifra per cui si ha:
b= a" < (co + 1} D, {z)
B) Se si ha invece 8" <<b, il quoziente di a per b, sara
—0p 10221 o o, 10m—2-2
0ve Co & quella cifra che si determina come seque.
Si ponga;
a=( 10" + a, )10==2=2 4 4" (0 < 2" < 10m-»-1) (5)

ove &, mdica ln (n + 1) oifrq di a. contando da sinistra a destra;
dovrd alloru o, soddisfare alla condizione

Cgh_g_lﬂﬂ' + 8, < (cp + 1} b. (v)
Limostrazione.

4) Dalle (3) o (4) {nel luogo citato) e dalla precedente relazione (x)
resulta subito

@ = a 1072 > o 10w b,
Ma dalla relnzione (x) abbiano pure

(o +1)b—1=>a',
donque
(co + 1)10== p — [Qm—s > g 1gm—
e poiche per la ()
i85k

(*) Comfromtr a pag SV di gquesto periodica. 3i prega di aseguire nell'articolo vilato 1a seguenle
correzione pag. B, linea 1M Invaco di (12) porre (10),

] . a— LT

A _'-. s, By 1 g mey
'gﬁﬁl;"‘-:m::ﬁ_h 2T »r

-Il'.'_' P i

== [ [} M

B
i PU R T T CRR T R 1 e I. II||. 1'. i s |
Sl T et T P i |'-.-|__: iFrs a1 WL e
il o | et M e TR ur_.-.-r-'.'_-'-" '_E ;: "
4
' "

= —
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avremo infipe
(o +1)10==b>a" 10"+ a” = q.

B) Dalle relazioni (3) e () risnlia suobilo
a=(10a"+ a,) 10=-2 = ¢, 10™->-1 b,
Ma dalla relazione (y) abbiamo ancora

(co-+1)0—1=10a"+ a, ,
da cul segue

(6o -+ 1) 10222 p — 10> = (10a” + a, ) 10™—=,

Inoltre &
b Y )
Dall'addizione delle 2 pltime relazioni segue & causa di (B) la di-

snguaglianza
(co + 1) 10} > a.

sULLA RISOLUZIONE IN NUMERI INTERI DELLA EQUAZIONE

ax + by + ez2=1F

Nella maggior parte del tratiuri di algebra le formole risolventi della
oquazio|e

(1) ax + by + ez =rh

contengono tre indeterminate, e guindi danno infipite volte npa mede~
sima soluzione, perche 1l numero delle soluzioni della (1) & soltanto dop-
piamente infinito, Hsse formele percio non son molto eomode, specialmente
quando si voglion dednrre da esse le solozioni intere e positive della
equazione stegsa. Stimo pereid nom inutile dar qui delle formele che non
hanno guesto inconveniente, cdimostrande che 1n esss rientrano tutte le
soluzioni intere della (1). La dimosirazione & del! tutto analoga a guella
che trovasit nell’algebra del Bertrand jper le formcle centenent tre in-
determinate,

I evidente esser econdizione necessaria per l'esistenza di soluzion
intera della equazione (1) che, ammettendo, come & sempre lecito, che
a, o, e, A stano pruni tra loro, tall siano anche a, &, ¢. Nol dimosirare
che essa condizione & anche sufficiente verremo a stabilire le forinole di
cnl trattiamo,

Iufatti, se 5 & Il m. c. . di # e b, 81 pud serivere
a &
s aT SYSL

(2)
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A —e: _
= ¥ sioe

(3) 6!+ ez = k.

Siccome a, &, ¢ sono primi fra loro, 6 & praimo con ¢, dungue la (3)
ammeftte soluzieni intere; se (o, %) € una di esse, e (1, y) una qua-
lunque dell’altra equazione

a b
g2 tgy="1

purché si ponga

che ammetts sempre soluzioni intere, & chiaro che

& = Ty, ﬁ=ynrm =%
¢ una soluzione della (1).
Osservando poi cha tutte le soluzioni deila (2) sou date da

& = 2yt Ej"‘.’l- tt o

.._:r_‘u —a ; y=yﬂ +E )
e tatte quelle della (3) da

fzfn—ﬂtp, 3-'=:u+5$:

si vede che tutte le terna di nnmeri date dalle formole

b
Iw=ﬂ —'-ﬂiﬂ'fj.'.?_'gﬂ'
(4) a
[y=ﬁ—ﬂyn=i= + 5 ¥
z=%+4 5,
sono altrettante soluzioni della (1). Dimostriamo che in gueste formole
rientrano tutte le soluzioni di essa aquazione,
Chinmando #, ', 2 una di esse, vecorre provare 'ssistenzn di valori
intevi di & e ¢ capaci di soddisfare ls equazioni
b

Di gueste intanto ’nltima & sonseguenza delle prime due: infatri du
#sse 81 ha

a(x — g) - 5(_?'—[3) = — ¢ @ (ax, + by);
6 siccome per }'identita
(5) 2 (@' —a)+ by —B)+ (' —v) =0
l primo membro si riduce 8 — ¢(s"—7v), 8 il secondo memlro & eguale
a —edg, perchéd & evidentemsnte
(6) axy, + by, = 5,
g1 ricade nella terza,

i‘h'lﬂ::ﬂﬁi"l‘.'__"-'lmd B =" AN

Ly T, ey P
»

s - i L ¥ - ™
e i g p g e
), b Mmﬂ:" i L % -
] L
'-h'.r- Al T . T e
" -

T
_'.'-j..l..
e

SN
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Ora le prime duse

b
_E-I'D:P"E'&=fﬂrh—m

ﬂ ’
"Cyﬂ"“i‘g"c}:".’! =R

. : C . L, b a

ammettono ciascuna, rispetio a ¢ e <, soluzioni lntere, perché = ® 3

sono, coma facilmente si deduce dalla (6), primi rigpettivamente con x,

. b : a -

8 y,; ¢ un fattore pcomnns di ¢ e 5 oppure di ¢ e =, € anche divisore

di ' —a, 0diy — §, come mostra chiaramente la (5) dopo averne di-
visi i doe membri per 5.

Se dunque %; & il m, c. d. dit & 6 ¢, ®» F gnello d1 a e ¢ (i quah

. . : ... 0 i
coineidono rispettivaments con quelli di ;- e e, e di - e ¢) powranno con-

& B
siderarsi dne coppis di soluzioni inteve (w,, 9) @ (@y, ¥) delle equa-

zlon1

£ b N T — o
R T N
ey oA oy —§

% PTERYT &5

e tutte le altre soluzionl saraunuo date dalle formole

b Cly <

=pt sz A F=h—FA;

a1 B 5 C o
P =P3— =5 = thg — 55—
7= Bs H g )
Runane percio da provare che da guesle formole potrannc ricavarsi
per 8 ¢ duoe valori inter: rispettivaments eguali, che, per inaggiore
chiarezza, potremo chiamare ¢ e §. Si avranno dunque da risolvere le

Bquazioni
b a
BT T L A &

1

&y . € Yo

E = 5_2 =t — Pa
le quali danno
Yo . (g _ 51"
(@1 — tpe) & + (i ‘ﬂ'i]a A,
' - : -
(7} } ”‘ilncﬂ 4
l e lEI T EFHJ f - (3'1 'B’E}a E'l'.
[_L —1 ” v

Ly

1 0=

= —— e T —=w ™

- -t

— Py ———m ——— i L -
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Ora dalle identita
5
— CXy @Gy — E—{h =2 —a

a1
—”ynffia—g'a'sr:jf—ﬁ

facilmente si ha, ricordando la terza delle (4) o dividendo per & Za,

o o (7 &
o B, Be [ﬂﬂ’u@l“‘g’ﬂuf{?ni‘ﬂq.'.v) Eﬁﬁn(&l—&g)={"
. (= : ab e e ey
9! Hoooma =% & primo con 5 resulta che §, — g & divisibile
-1 L3 T Lq
per E;E : dnngue 1 valori che 81 ricaveno dalle formole (7) sono nu-
g

meti interi. B dunque possibile che le coppie di velori di ¢ & di 4, dt
cui & stato detto, siano eguali, e percid rimane dimestrato che le soln-
zioni della (1) sono tutte quelle che si hanno dalle (4), quando a § e o
s1 attribuiseono tutti i valori interi possibili poesitivi o negativi,

Pesaro, 6 febbraio del 1808,
Groseppg M. TresTi,

SULLA DIVISIBILITA DEI NUMERI

3 1. Notizie storiche. — Nei principali trattati di saritmetica, per tacere dei
minori, Ia teoria della divisibilith dei numeri non & trattata in un modo cost com-
Dleto come sarebbe desiderabile, perehé non vi & contenato un criterio generale di
divisihlith indipendente dalla teoria dei mumeri primi, ma soltanto vi sono rac-
colti pochi caratteri di divisibilita per alcuni dei primi numeri natnrali, i quali ca-
ratterl sone stabiliti con dimostrazioni tra loto assui simili, ma mon appariscons
derivazioni di un caratiere generale nnico, in gnisa che sia posio in evidenza U'intimo
legame esistente fra quei singoli caratieri come pure tra le loro dimostrazioni.

B chiaro inolbre che ver Uapplicazione stessa del criterio genmerale di divisi-
bilita del numeri, date dalla teoria dei numeri primi, sarebbe ulile in vari casila
eonoscenza di un nmmevo di earafieri particelari Jdi divisibilitd, un po’ maggiore di
quello, assai limitato, finora contenuto nella piin parte dei trattati.

Queste considerazioni mi hanno spinto a serivere la seguonte nota, nella guale
mt propongo di dedurre dalle proprieti piia elerentari della teoria delle congruenze,
un criterio gemsrgle di divisibilita, che io chiamerd Criterio di Paseal. perehé per
stabilirlo io non ho fatto che dare moa maggiore estensione al prineipi contenufi
m un tratfato di quel’illustre matematico, che & forse una delle sue opere meno
conoscinte, (*)

(M) PAsCAL, De Nunteris Miidtiplicibng ex sola characternm Numaricorin Additiona agnogcendis,
Trad. italizne di M. R. luegotenenie nel R Corpo dl State Maggiore. Pisa, Fip. Nishel, 1865,

4 "o : "
Fa ..."‘_: L -
:_" -Il_l'lu.Il.__._..r_!'rll'.r-n-.mi'ﬂ.lﬂﬁﬁ_..r-lr-r-l e
e
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Oceupandomi di questo argomento, trovai nella Zeitselrift far Mathematik und
Physik son D" (. Schlbmiich, Kahl u. Cantor (Berlin, 18%21), alcune ricerche par-
ticolari di Districhkeii, le quali, fatie nell'anno 1891, diedero luogo ad alire ricerche
e osservazioni di Speckmann, di Dorsien o di Huas, comparse nella prodetta rivista
nell’anno suceessivo, e particolarmente dalle osservazioni del D¥ Dorsten mi re-
siltd che le regole date da Districhkeit nel guarto e nel guinto fascicolo della
Zeitsehrift del "91 potevano considerarsi tnlte come casi particolari di nn eriterio pinn
generale del signor Perrvin, pubblicato nel Compies Rendus de ! Association fran-
gaise pour Vuvancement des Sciences (Séance du § aoit 1859). Consultal pure questo
eriterio e non lo trovai abbastanze generale né fondate su proprieta di teoria dei
numeri cosi semplici come quelle mercé le guali io ho stabilito il criterio che
adesso esporrd, dopo le precedenti cousiderazioni e notizie che mi & parso oppor-
tuno premettere.

§ 2. Criterio generale di divisibilita. — Sia n un vamero intero qnalunque,
seritto 1 un sistema di numerazione (ualsiveglia di base #. Happresentiamo eon

M1, (9, 000 Oy o v oa. Up—1, @? le cifre di questo numero an respetiivamente degli
ordini 1°, 2% . .., {p— l)iee, gesae o ggsendo qualungone @ supponendo che sia in
generale

0 < iy << b

2e indichiamo con lo zero 1a mancanza di unita di un ordine qualsiasi m ogni si-
slema di numerazione, ed escludiamo che le ¢, possano esser iutie nulle.

Sia @ un aliro nomero intero, seritto meilo stesso sistems di numerazione in
cui @ scritto », e pel guale supponiame soltauto che abbia slmeno una ecifra di
meno del nomero .

Evidentemente questo numero @ sard compreso fra due successive potenze intere
della base b, onde potremo serivere:

-1 < g4 < Ina

ove q ¢ un numero intero gualnngue minore di p. (%)
Rispetto a questo numero & preso come modulo, si pnd stabilire il seguente

gruppo di congruenze:

1=
b=
thb!
(1) pa-1=— pa—1 + (mod. d)
61 =— ry
b= 1

Fp-q—1 = Yp—q
OVe #1, 78, .. .. pq BONO p — g resti sueeessivi della divisione di b9 per d.
Dalla (g  1)i=* di queste, moltiplicandone ambi i membri per b, s1 ha:
pati=p b (mod. d)

onde, per la (g -- 2)sim8 troviamo:
il =ry, (med. d)

(") Esoludiamo che sia ¢ =3m, ossia che & s#is una potenza intera delln base b, caso questo, Ia
eui tratlazions particolsre & ovvia a farsl
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(Juesta congruenza pub essere sostitnita nel gruppo (1) alla (g L 2)e9ue gon-
gruenza del gruppo stesso, e, operando adesso analogamente con la (g + 2)=i= g
la (g -} 3)%== congroenza di questo gruppo, e cosi confinnando, fino 2 che si sia
operato in simil modo, tra le due uliéime congruenze del (p — g — 1y grappo
oitennto, perverremo evidemlemente al seguente grappo:

W ==
hb=b
ba-1—= b,l| o |
. o
N = " [mnd ]
gl — .
D=1 = Py g
Da guesto, moltiplicande ordinataments per oy, us,. . . . , ambi 1 membri delle p

congruenze, deduciammno pure il secuente gruppo:
My = &,
fi 4 g (ra &
i3 JJEE Tz I}‘
g P1-"—=u, 8- Y (mod. d)
o = g4 13
Wi B = a, a1

iiiiiiiiiiiii

donde, sommando membro a membro tutte le p eongruenze, otteniamo

(s + aad + @b 4= ...+ ap P — (&) 5 aab 4, .. 4 a9 bu-1) \
+ ﬂ':I+"1r1 + ﬂﬂ+Erﬂ + " + ﬂp rll-ll imﬂd- d]' . ‘r |I

Ura & evidente che il mnmero proposte n & il primo membro della precedente
congruenza, dalla gnale dongoe deriva la seguente ;
n=(a; + asb + ... 4+ a, br-1) L Ogty Py Agpera -+ . .. 0y 1p_q (mod. d); & !
¢ da quesia resulta il seguente | j
TeoreMA. — I resto delle divisione @i nwnero tnterg M di p cifre per un PEd
altro memero d di o eifre (q <<p — 1), & eguale al yesto dells divisione per d delle
somma del mumers dedotto da n, prendendone Ie prime | cifire (degli ordini 1° 4
2% ... g™) i la somma dei prodotii dells rimanenti eifre i n, moltiplicate or-
dinatamente (E.l-ﬂé' lie [[1 - I}Elim-l jJEJ v l‘i‘.ﬁfﬂ', Ia q + g}tmmi fJFI Eu resto Efﬂﬂi I?l"ﬂ_} .
pei primei p— q vesti successiel della divisione per d della prima potenza della
base b che supera | stesso. in

Lsempio: Bupponiamo dato nel sistema di numerazione decimale il numero
#n = 4618 o il mumero d = 61,

Poiché i numeri 24, rq, corrispondenti a 61 sono 39 e 24, avremo

618=18+ 6.80 4+ 4.24 (mod. 61)

§
08318 ‘E“
.J..
t
I
t

WIB=J8=48 L. 83 . 9=165=065+1.39=104 (mod. 61)
eing
WIB=104= 4 1+ 1.30=48 (mod. 61)

Dunque 4618 diviso per 61 da 48 di resto come puo verificarsi facilmente.
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1 resti suceessivi della divisione per ¢ della prima potenza della base b che
supera d stesso, cioé i pumweri r,7e. ... 7p-q, che possono essere anche nulli tutei
o da un dato momento in poi, vorrispondono in modo determinato a ogni divisore d,
e sono con esso invariabili, rispetto a qualungue dividendo # ; 1i chiameremo pereid
moltiplicod vy fissd,

(ib premesso, pel toorems precedentemente dimostrafo, enuncitamo senz'aliro
esplicitamente il Oriterio generale di divisibilita che volevamo stabilire. e cni diamo
il nome di

Criterto p1 Pascan. — Dato wun numero gqualungus éutero n di p cifre e un
altre muuero intero quelungue d di q cifre (q =< p — 1), per sapere il resto della
divisione di n per 4, #i caleolino i primi p — g moltiplicatori fissi corrispoaudenti
a d; gi staechi da n T nymero formato dalle sie primme ( cifrre ¢ destra, ¢ 8 ag-
giungn ad esso Lo somma dei prodotis delle simanenti cvifre di n moltiplicate ordi-
sulamente (ciod la (q + 1)=™* da destra pel primo, la (4 + 2)™ pel secondo e
cost vin) pei woliiplicatori fissi caleolati. Il mumero n° cost olienwiv ¢ congruo ad o
rispetlo « d; e operando eom n’ come zi & opesvate con N, ¢ eosi proseguendo, per-
verreno infine a Hn numero congruo a tuibi 1 precedenit n, M, . . . e cosl piccolo
che si possa calcolare a memoria il resto della awa divisione per d. Questo sard il
yesto domundato, onde se questo resto sin zero, n sard divisibile per i

Esempio: Sia n = 264320 e d = 13 nel sisie ma di mumerazione decimale.

Il numere » avende 0 cifre, ¢ d avendone 2, occorrono 4 moliiplicatorl fiss
corrispondenti al 18, i quali, come si trova assai speditamente, sono 9, 12, 3, 4;
onde 11 nnmero dato

n=29294-3.9-+1241+6.34+24=130=30 4 1.9=39=0 (mod. 13).

Ne concludiamo che il 264320 & divisibile per 13, come pud verificarsi direi-
tamente colla divisione. :

Sia aneora n = 68908254 e d = 7 pure nel sistema di nnmerazione decimale.
Oceorrono adesso 7 moltiplicatori fissi corrispondenti al divisore 7, 1 quali sono
3,2 6,4, 5,1, 3; onde il numero dato

—445.34+2.243.64+.4954+8.146.3=112=E-+1.8341.2=0 (mod. 7)
onde concladiamo che il 6R803254 & divisibile per 7.

Osservaziont, — 1% All'ohiezione che pud esserci fatta relativamente alla uti-
lita pratica del criterio testé stabilito, rispondiamo col fare osservare che in gene-
rale, appunto nella pratica, un divisore « non ha pin di fre o quattro cifre ed =
non ne ha piia di cingque o sel. Onde per un divisore di tre o guatiro ecifre si
hanno da caleolare soltanio dne o fre molliplicatori fissi, e per un divisore di una
o due cifre, i moltiplicatori fissi si possono calcelsre con tutta facilith e a me-
moria, quande non 8i disponga addirittura d’una tavola, come quella che diamo in
fine di quesio lavoro, nelln qoale sono ealcolati quelli d'use pin frequente, corri-
spondenti al numeri primi da 1 a 101 incluso, nel sislerna di numerazione decimale.

2*. L’algoritmo mediante il quale possono essere caleolati @ moltiplicatori fiasi
corrispondenti ad un qualunque divisore d, & assai semplice; e se vogliamo, puo
eongiderarsi ridotbo 8 un numern finito di moltiplicazioni e gottrazieni. Ora, dal-
Islgoritmo medesimo ¢ol quale si calcolano questi moltiplicatori fissi apparisce
¢he essi, da an dato momente in peil devono ripetersi tutfi o in parte.

Tre casi possono darsi:

1% d & prime colla hase b (e gnindi anche con &% prima polenza di &, che
supern o).



184 2 PERIODICO DI MATEMATICA,

27 d non & primo con b, ma g & primo con b, eseendo 3 il massimo comun divi-

sore di 4 e IV,
! ;
3° d non & primo ¢on b e meppure iﬁ ¢ prime con b,
Per esempio, nel sistema di numerazione decimale, 1 numeri 23, 28, 24, sono
respeiiivamente nel primo, secondo e terzo caso.
Nel terzo dei casi di sopra distinti & contennto anche ogni nomero d tale
che g non abbia fattori primi diversi da quelli della base b. come per esempio 1 nu-

meri 32, 80, etc. nel sistema di numerszione decimale,
Allora, dalle note eondizioni necessarie e sufficienti affinché una fraziome irri-

ducibile sia trasformabile in on mumero decimale finito o in un numero decimale
infinito, periodico semplice o mistn, resulta immedistamente che nel primo e nel
secondo casp i moltiplicatori fissi corrispondenti a d si ripeteranno tutii quanti da
un dato momento in pol, mentre nel terzo caso vi sark un gruppo di moltiplicator
fissi, che mon si ripeteris, segnifo da un altro gruppo di essi, riproducentesi indedi-
nitamente; non escluso beninteso in tutti 1 easi che il gruppo riproducentesi inde-
finitamente sia costituito pure umnicamente dallo zero.

Chiameremo periodo il gruppo dei moltiplicatori fissi, che si riproduce indefi-
nitamente, ed antiperiodo il gruppo di essi, che nen si riproduce. Nel caso 1n cm
si abbia antiperiodo e periodo, adopreremo, per distinguere queste due parti, nna
pitcola lines orizzontale che porremo al disopra dell insieme delle ecifre, di cm &
costitoito il periodo.

1 moitiplicatori fisst corrispondenti a un divisore qoalungoe o formano dungne
sempre um gruppo periodico, & cul aggmugeremo il nome di semiplice 0 misto, se-
condoché mon esisiera oppure esislers Vantiperiodo.

Per esempio, i moltiplicatori fissi corrispondenti al 7 formano il gruppo perio-
dico semplice (3, 8, 6, 5, 4, 1), & cost quelli corrispondenti al 37 formano il gruppo
periodico semplice (26, I, 10); mentre quelli corrispondenti al 24 formano il gruppo
periodico misto (4, 16) & oozl al 48 corrisponde il gruppo periodico misto (4, 40, 16).

§ 3. Criteri particolarl di dlrlslhiilti’l. — F adesso interessanta mostrare
gcome dal Criterio generale di Paseal derivano tutti 1 earatten particolari, gia noti,
nel sistema di numerazione decimale. :

Ad=2 corrisponde il gruppo periodico semplice (0); onde secondo il eriterio di
Pascal, un nnmern qualungue », diviso per 2, dia lo stesso resio dells sna
cifra delle unith semplics.

Ad=238 comisponde il gruppo periodico semplice 1; onde, un numers gualungne
n, diviso per 8, dis lo stesso resto della somma di tutte le sue etfre con-
giderate nel loro valore assoluto.

, @=4 corrisponde il gruppo periodice misto (2, 0); onde, nn numero qualundgue
a diviso per 4 da 1o stesso resto della somma della eifra delle sue unita
semplici, pia il doppio della cifra delle diecime. (*)

,d=25 come s d =92 corrisponde il grappe (0), onde il earattere di divisibilita
del 5 & lo stesso di quello del 2.

() Cfr. Anzera o Inanami, drifmetica vasionoles, pag. 38, Dologna, Lamchelli.
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Ad=8 corrispende il gruppo (2. 4, 0), onde un numero qualnnque # diviso per B da
lo stesso resto della somma della cifra delle sue unita semplici, pin il dop-
pio della eifra delle diecine, pitt il quadraplo di quella delle centinsia. (*)

- d=10 eome a d =3 corrisponde il gruppo (1), onde il carattere di divisibilita
dal 9 & Jo stesso di gnello del 3.

E qni torna opportuno osservare che in generale nn numero », seritto in

un sistema di numerazione qualsivoglia di base 4, da, diviso per 4—1, lo

stesso resto della somma delle sue ciire considerafe nel loro valore assoluto.

» =11 cornisponde il grappo (1, 10) onde un nemero qualnnque n, diviso per 11
da 1o stesso resto della somma delle sue cifre di posto dispari, da destru
pitt il decuplo della somma delle sue cifre di posto pari. (**)

Cosl, in generale, in un sistema di pumerazione guslungue, di base b,
un numere n, diviso per & + 1 da lo stesso resto dells somma delle sne
cifre di posto dispari da destra, pit tanie volte 1a somma delle sue ¢ifre
di posto pari quante sono lg unith della base b,

. d=2be a d= |25 corrispende lo stesso gruppo (D), onde un numero qualun-
que n, divise per 25 o per 125, di lo stesso vesto del numere formato
dalle due cifre dell'nnith semplici ¢ delle diecine, o i quello formato
dalle tre cifre dell'mita semplici, delle diecine e delle centinaia.

Abbiamo cosi ritrovati i caratleri particolari gii noti (e osserviamo che i ea-
ratteri del 4 dell'8, e dell’11 non sono presentati nella magzior parte dei tratiati

di aritmetica sotto una forma cosi semplice come quella da noi riporiata) e 1i ab-

biamo derivati tutti dal caratfere generale {i divisibilith, da noi stabilito,

§ 4. Tabella dei moltiplicatori fissi corrispondenti ai numeri primi da 1
A 101. — Per accrescere il numero dei caratteri particolari di divisibilita, e facilitare
I'applicazione del Criterio generale di Pascal, uniamo alle precedenti considerazioni
la seguente tabells, la quale contiene i gruppi di moltiplicatori fissi corrispondenti
& tutfl 1 pumeri primi, da 1 a 101 ineluso, nel sistema di numerazione decimale.

E——————————————————————— e,

mm"?m"' GRUPPO CORRISPONDENTE [hmur; %! GRUPPO CORRISPONDENTE
f
2 (0) 47 (6, 13, 36. 31, 28, ......)
3 (1) 53 (47, 46. 36, 42, ...... )
5 (0) 59 (41, 56, 29,54, 9, ......)
7 (3.2, 8,4, 5, 1) 61 (39, 24, 57. 21, 27. ...... )
11 (1, 10) 67 (38, 62, 17, 36, 25, ...... )
13 9, 12, 8, 4, 1, 10) 71 (29, 6, 60. 32, 36, ...... )
17 (15,14,4, 8,9, ...... ) 73 (27, 51,72, 63,46,22,1,10)
19 (5,12, 8; 8 11, oo ) 79 (21, 52, 486, 65, 18, ......)
23 (R, 11, 18, 19. 8, ... ... ] R3 (17, 4, 40, 68, 16, ......)
29 (13,14, 24, 8.2, ...... ) 89 (11, 21, 32, 58, ......)
31 (7, 8 18, 85,8, isous) 97 (3, 30, 9, 90, ...... )
37 (26, 1, 10) 101 (91, 1, 10, 100, ...... )
41 (18, 16, 87, 1, 10)
43 (14, 11, 24, 25, 85, ......)

(") CIr. ArzerLd @ Ineramy, Aritmietica razionale, pag. 258 eserdizio 181. Bologna, Zanichelli,
") = = " 2 . 8L
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I gruppe corrispondente ad ogni numero primo & necessariamente pertodico
semplice: perci¢ nella precedentie tabella abbiamo {ralasciafo, per semplicita, la
linea al disopra del periodo, racchindendolo semplicemente entro parentesi.

OssERVAZIONE. — Si pud anche determinare a priori il numero dei numeri del
gruppo corrispondente a ogni divisore d: questa ricerca coineide coll'sltra della de-
terminazione del mwnero delle cifre del periodo delle frozioni periodiche, ricerca
recentemente fatta con chiarezza ed eleganza dal prof. Bettini. (¥) In base ai risnl-
totl cml ['egregio prof. Bettini & pervenubo, si pud afformare che: i numere dei
ntumeri del gruppo coriispondents ¢ un divisore primo d 2 equale al quoziente della
divisione d — 1 per il massimo comun divisore di d — 1 e dall’ indice della base b
del sistema di numerazione rispetio al moduly d. Cogt il gruppo corrispondente &l 37
nel sistema di numerazione decimale., si compone di 8 pumeri: quello corrispon-
dente al 73 8i compone di 8 nomeri, ete., mentre quello corrispondente al 23 si
compone di 22 numeri ete., come & confermato dalls precedente tabella.

Alla ricerca precedente & poi fucilmenie riducibile gunella pin generale della
determinazione del nnmero dei numeri del gruppo corrispondenie a nn nmero gua-
lunque composto di pin fattori primi.

In an suceessivo articolo dedurrd dal criterio generale di Pascal alim enen
particolar: di divisibilita.

Belluno, Marzo 18Y8.
Pror. Arserro CoNTL

GENERALIZZAZIONE DEI SISTEMI DI NUMERAZIONE

1. Il sistema di numeraziove decimale & sufficiente a rappresentare
qaalungue numero reale e positivo, sia intere che frazionario od irrazio-
nale; usando (s’iptendes) della virgola e, se occorre, di un mumero infi-
nito di eifre: e raggiunge guesio scopo esprimendo i numeri cou un
seguito di cifre scelte fra quelle 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7, 8, Y, ciascuna
delle quali, & secondn del posto che ocenpa, asguista nn valore speciale,

1

appartenente alle categorie dei 101, o dei o8 Ogni numero si esprime

dunque colia somma di convenienti numeri (costitnenti un gruppo finito
od infinito) secelti fra guelli del gruppo

.10 108,108 100, 100,...100. 10, 10,...10, 1, 1,...1,

(1] (2} (5) (L - (2 (1) (2) (3 [1) (2 {2}
¢ dell'altro
4 & ] | ] ] 1 1 1
107 1077107 100 ' 100 2" 100 """ 1Om? 108" o0 "
L €3) 9] (1) £2) (5} (1} 2) (o)

("} Cfr.- Periodico di Malemntica divstio dal Prof. Lazzer, anno XII, faseicolo Il

8
- * »
= i '-'-uil.-'-l—.l-'\-l-'l-.__""...n.... '—.'w*MﬂHy#_'* r i )
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1 quall possono complaessivaments ordiparsi in un’unica sarie. per e4.
q P n 1 P

1 1 1 1 1 1
) [ A 107" 70! 10,...10, 100 7*** 100 ! 100, ...100,..., 108" Jps’ 10x,,..10%, .,
uw @ (o (1) @ {1 (%3 ) () (1) (8) (v 9

In tale sistema di numerazione ogul numero ha un solo modo di serit-
tura, sccezione fatta per i numeri che sl esprimono c¢on un numero finito
di eifre, nel gnali una delle unith dell’infima specie pud esser soppressa,
mettendo in sua vece le cifre 9 di tutte le specie di unitd segmenti. Tali
oumeri con doppio modo di scrittura costituiscono per altro un gruppo
di 1* potenza, come risulta per corollario da un noto teorema del Cantor, (*)
poiche lo combinazioni di gruppi fiviti di segni seeltd in un sisiema
numerabile, costitniscono un gruppe di prima potenza; il continuo di
tatti 1 pumerl positivi & invece di potenza superiore alla prima.

Lo stesso pand dirsi, per es., del sistema binario, il quale si serve
delle sole cifre 0 ed 1, applicate a1 numeri dei gruppi

I 1 1
aaval iy BES son B2 1. B Gl i OCE— IR
1 eni termini possono pure disporsi in serie, per es.,
1 1 -1 1
— — = n — p
1?21214,4,818I|1-2!2u|----

e cosi pud ripetersi anche dei sistemi di numerazione con altre basi.

In sostanza, 1n uno di tali sistemi di vumerazione a base nnica ogni
numero positivo pud ottenersi come somma di un gruppo finito od infi-
mito di termini seelti in una convenients seris.

2. Viene spontanea la domanda se la questions & suscettibile di es.
sere generalizzata, cloé se possono darsi altre seris, e guali siano, tali
che prendendo tutte le somme e tutte le serie dei loro termini, con
esge ¢1 rappresentino tutri 1 numeri reali positivi, '

E stato dimostrato (**) che sono in quneste condizioni tutte o sole le
serie (ivergentl, che godomno le segnenti proprieta: 1° il limite inferiore
dei lore termini & lo zero; 2° per ogai numero positive g si ha che la
gomma dei terminl minori di g ¢ non minore di g,

Da questa ultima condizious discende l'aléra che la somma dei ter-
mini della serie minori di uno di essi %, , deve essere = #,; ma questa
oondizione nou & sufficiente, e porcid non pud sostituirsi all’altra, se non
per le serie i cul termiuni 8i possone disporre anche sotto forma di una
serie 1llimitata in uno o in due sensi, tale che eiaseun termine sia, in
questa disposizione, maggiore od uguale al seguente. (***¥) Peraltro, ge per
ogni termine #%, la somnma del termini minort di essc & uguale ad %, ,
questa condizione (non pill necessaria) diviene sufficiente, cioé:

{*} Cfr. anche BaTrazzy, Swi wistemi di aumerazione pai sameri rauli, Periodice, vol. V.

("") Berrazz, Sulle sarie « termin positivi T exi purti vappresentanc un contintio, § 6. Rendiconti
dellu B, Accademia dolla Seienze di Torine, Aono 1847-05.

\***) BErTaAzZI, . ¢ E B,
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Una serie divergente di cmi i termini (tuttl positivi) abbiano per li-
mite lo zero, ¢ tale che per ogni suo termine %, la somma dei termini
delia serie minori di u, sia nguale ad #,, gode la proprieta che ogni
numero reale positive pud rappresenfarsi con wna somma di un nomero
finito o di un numero infinito dei suoi termini. (¥)

Queste ultims serie 81 dicono serie minime.

3. Se una serie & tale che le somme delle partt finite od infinite di
eesa rappresentano tubid 1 numeri reali positivi, si vede facilments che
i nameri uguali alla somma di un numero finite di termini sone ngnali
anche alla somma di un npmero infinito di termini convenienfemente
soalti. (**)

Ma le serie minime sono inoltre tali che tutti I nnmer: non possono
esprimersi che in uwn modo solp soito forma di somme di numero infinifo
di termini; ed aleuni, costituenti nn gruppo che é soltanto dalla prima
polenza, anche come somme di un numere finmito d1 termini, e c1d pare
in un modo solp, ed inoltre gopprimendo allora n quedta somma Anita
uno dei termini minimi (o0 il termine minimo) e sostitusndo ad esso tniti
i termini delle serie minori di esso, si ha gquella somma di infiniti ter-
mini che rappresenta lo stesso numerp. (**)

E ls serie minime sono le sole che godono di tale propriets, perché
nelle gerie rappresentative e che non sono minime vi sono infinifa numeri,
costitnenfl un continuo, che hanno pii modi di rappresentazione,

Lis serie citate al § 1 6 che servono di base ai sistemi di numera-
zione binaria, decimale ece., sono appunto, com’é Ffacile vedere, serie
minime: sd infatti sappiamo che con esse un numero pud esprimersi
sempre, @ in un modo solo, sotto forma di decimale illimitato, & che
ognl numero intero -0 deeimale finito 81 pnd trasformare (in un modo
solo) in decimale illimitato diminnendo di un’unita la eifra nltima, e
gostifnendo ad essa tutte le seguenti cifre 1 o 9 risp.

Le serie che saranno adatte ad una utile generalizzazione dei siatami
di namerazions saranno quindi seltanto le serie minimes, della quali percid
sara eonveniente accepnnare la costitnzions.

4. In noa serie divergente minima si vede facilmente (****) che devono
essers 1n numero finito i termini ugnali ad un medesime, accezions
fatta per quelli uguali al termine magsimo, se e¢'é, 1 quali dovranno
egsere infiniti. La serie guindi conster® o di un numero infinite di tep-
minl maggiori, 8 di una serie ordinabile in modo non creseents, o i
termini che si pofranno disporre in upa serie 1llimitala nel due sensi

Bdsw 'H_n pitee u_a ? u._g ]‘#—llul ! uﬂ, HE ,I-ll T“n?llll

ordinata in modo non crescente, Inolire si riconosce che ciasenn termine
sara sottomultiplo del pint prossimo precedente diverso da esso, ¢on una

") BeeTaAzz, L. e § 8.
(**) BerTazz:, 7 2. § 12,
("**) Beyrazay, L < § 14
{****) Berrazz:, L. e § 10.
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sottomultiplicith data dal suceessivo de! numero dei termini uguali ad
esso. La seris si powra dongue ridurre o alla forma:

8 — 1 Jy — 1 s — 1
1 ] £l (1 { (1 it
{ } llllrl,i--llﬂ’ﬂ'ﬂT rll-l" ’, :-ill E N I--- = ' -
8 $ iy $182  $1%2%p 81593
aAjp — 1
e ———
{1l it 5
- = ]l- , s &
&5y « 91 $18a.... 8n
o all’altra
lr'l-l.""l. =3 "n '-— ]
{“J .,.{J-u ?-u_ 1 P I-Efj fl;).l ._,.,(J_u Th _li‘grz ‘IJ " [lru _I L S T-E r-l HJ L] (?Fn_ 1 TETI El]l TR
i';—l .l"!—l l'j—! l‘]—] i'g—]. iy — 1
L (1 a {] 2] {

e QP ol PO LT Ayl — geee— 1 .

$1 $3 &% F1 52000 8
dove gli » e gli s sone interi =1, ed a4 & un numero positive qualungue.
Ed una serie delle forme precedenti, qualunque sin @, rappresenterd

gempre tutil 1 numeri reali.
Se nelle serie minima si vwole eche ruttl i termini ugnali debbano

esgere in ugoal numero, per es. p — 1 (p > 1), la serie dovra potersi di-
gporre cosi:

LE III--I-

= 11---—]"
F % 5189,

— 1 p=—1 p—1 == p—1 rp—1
— —  — — — S — — —— ——
(! i {1 &l 42 i

(3) pha,..pte &,.pa,a,..o
AAL S LT ARTETY AL TR EEL PR pree ) =gy —g Jsh——grer—rpyve )
»p p P p P
e se in particolare non deve contenere termini ugnali (p = 2) dovra
potersi ordinare cosi:

(] (l (t
(4) o 200, 20770, .40, 20,8, 55 Lz

Sono di gueste nltime due specie la serie che stanno a base dei sistemi
di nnmerazions risp, decimale e binario, unelie quali @ =1, p = 10.

2. Gelle serle minime si possono cosiruire sistemi di numerazione che
generalizzino gnelli in wso, sisiemi nei qoali 'unita di up cerlo ordine
ne valga s di quelle dell'ordine seguente, dove s pnd esser variabile;
¢ ci0 sommando termini di serie della forma (1) o (2).

Se s1 prende una serie divergente, la gquale si possa ordinare in serie
tllimitata in un 8ol senso che sia non crescents, e in oni 1 termini
abblauo per limite lo zero, con esss si potrd rappresentare gnalongne
namero positivo, essendo soddisfatta la condizione richiesta nel § 3,
giacehé la somma del termini minori di un namero dato consta di tutto
un pezzo di serie da un cerbo termine in poi, ed & percid infinita, Ma,
appunto per iale ultima ragione, la serie non sard minima, e gquindi
non vi sars I'unieith del modo di rappresentazione di ogni numero: che
anzi ognl numero 8i potrd rappresentare in infiniti modi. Ed invero se

un numero & la somma di termini, deli guali quello eoll’ indice minimo
sia u#, , sopprimendo mnella serie i pruni termini, fino a tutti guelli che
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8000 = u, , dalla serie restants potremo ottenere un’altra rappresenta-
zione del numero diversa dalla prima e da quella; operando analogamente
ana terza, o cosi via,

Por es, Ia serie armoniea

1 1 1

1 . ] TR TRBRAT—yrana

2 9 7

rappresenta q[ua]unqua namero positive, ma elasgun numero in infiniti
moti,

6. Posaiamo esaminare la quesfione se per istitnire un sistema di
numerazions per tutti i numeri reali si posse ricorrere a un grappo
qualungue di segni arbitrari ma distinti variamente combinpati o per 1’or-
dine (eiog per il posto che oceupanc), o per la loro qualita, o per il loro
nnmero. -

Oaserviamo intanto che, siccome un medesimo segno seritto in diversi
posui acquista diversi significati, 8 guindi corrisponds ad altrettanti segni
distinti, possiamo, senzo ledere la generalita, chiaderci se possiamo servirei
di nn gruppo gualungue di segni distinti, variamente combinati e per
la qualitd a per la quantita.

Se si tratte di un gruppo finito di segni, chiaraments con esso non
pud {comunque i segni i combinino) rappresentarsi che un gruppo finito
di numeri. Occorre dunque che il gruppo dei segni sia infinito.

Vediamo se & sufficients un gruppo infinito della minima potenza
possibile, ciod un gruppo numerabile di segni.

Prendendo da essp gruppi fAniti di segni, 8 combinandoli comungue,
sia per il vario numero di termini, sia per le varie gonalith di essl, 8l
oftengono infimti gruppi distinti, ma insufficienti a rappressntare tuiti
L numeri reali, coms discends da teoremi di Cantor, & comse esplicita-
ments dimostrai in questo Periodico;(*) tali gruppi, presi come enti,
costitniscono un gruppo di prima potenza, mentre il gruppo di tutti 1
nameri reali & di potenza superiore alia prims,

Se sl accotia di prendere anche, oppura soltanto, gruppi di infiniti
segni, allora Ia cosa & possibile, qualungue sia il gruppo numerabils di
segni proposti. Infatti premettiamo il

TeEonrEMA. — Dato un gruppo nwmerabile di enti distinii fra loro, se
st considerano come ent: tutti i grueppi infimile, partt di esso, il gruppo
di questt enti é della potenza del continuo.

Basta provars il teorema per uno speciale gruppo numerabile G,
giacche preso qumalungue altro gruppo mumerabile &, si vede che si pitd
stabilire una corrispondenza univoea fra le parti di G e guelle epmposte
di enti che oceupano un analogo posto in Gy, e che quindi i gruppi ol-
tenuti da G e da G, hanno uguale potenza. Ma se per gruppo G si
prends una serie minima, poichd le somme dells sue partl infinite ci

(") BrrTazzr, Dei sinternd di numarazions per i mumeri ranfi, § 3 {Pericdico, T. V). = id, Fondamanti
per una teoria genevale dei gruppi, § 95 (ivi, T. XI),
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danno tutti 1 nomeri reali positivi @ ciascuno una volta sola (§ 3), sl
conelude che il grunppe di queste sne parti infinite & della polenza del
continuo ; dunque il teorema & provato per un gruppo numerabile qua-
lungue,

CoroLLARIO, — II gruppo avente per enft tuiti ¢ gruppi o findi od
infiniti, parti di un gruppo nwmerabile di enti distinti fra loro, é della
potenza del continuo: giacché un gruppo ecomposto di dae, uno nume-
rabile ed uno avente la potenza del continno, 8 esso pure della polenza
del continuo.

Possiamo eoncludere da guesio teorsma che con nn gruppe numera-
bile qgualsivoglia di segni si pud stabilire un sistema di nmumerazione
tale che ciasenn vumero venga rappresentato una volta ed una sola,
mediante un gruppo i infiniti segni tolti da guelli della serie data, &
in modo che ogni possibile grupypoe di infiniti fra quel segni rappresent
an numero. Inoltre si potranno anche rappresentare altri numeri (ripe-
tendn, per es., aleuni di guelli gik rappresentati) adoprando grappi finiti
Ai segni, scelti fra quelli proposti; ma i1 numert cosi rappresentati co-
gtitniranno un gruppo nmmerabile, Per es, & pctrebbero rappresentare
tutti i numeri positivi reali coi gruppi di infiniti segui, e col grupps
Auiti 1 nomeri razionali, i gunali costituiscono appunltec un gruppo nu-
merabile.

Torine, Febbraio 1898,
RoporLFo BETTAZZI.

PICCOLE NOTE

Caratteri di divisibilitd. Nell'ultimo faseicolo di questo Periodico il si-
gnor Mariantoni pubblied un articolo sui * Caratter: di divisibilita . di up nnmero
per un aumero primeo p i almeno due cifre. 11 metodo del sig. Mariantoni si1 fonda
zopra una elegaunts osservaziome relativa alle soluzioni infere del sislema inde-

terminato
f ax+by=7p
\ Az |- By =p=. (%)

Si ricorre perd in tal modo a cognizioni superiori al necessario, ottenendo in-
tanto meno di quanto sia possibile.

A trovare 1 caratleri del zig. Mariantoni (**) ed aliri simili ed assal pim sem-
plici, (***) e valevoli per gualungue nnmere p lerminety in 1, 3, 7, 2, basia invero

(") La gunile osservazion® pero, per 'esattezza, michisde che 3l suppongone a o g toll clie va e
b f winno entrambi positivi, o, pii generalmente, ¢ & § priml con p: cos) & efettivamonts noll' mp-
plienzione she se ne ia.

(**] Non =t obtiens 1l caratters dute dal 312, Mamantiom pei nomer termmat] n 7; D& §0 0 s0-
stitnisce un altro pid semplics,

(***) S} ottengona per «s, cavntteri pratiei pei nwneri terminag in 1.
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la seguente semplicissima osservazione di aritmetica elementare: Di ogni numero
della forma mdicaia esistono multipli terminati con & cifre 9 e vmltipli terminati
com k& —1 cifroe 0 e nna eifra 1, dove # & un numero arbitrario. Detto P un {al
multiplo, sara ciog

P—=10%p 4 (10x —1) oyvero P=10kv + 1.

Sis ora N un numero: N= 10t A + B dove B & il grappo delle % ultime cifre
di N. Sara
N=N=PB (mod p).

1% Ma per P = 10 p + (10 — 1)

N+-PB=10*[A 4+ (4 1)B];
2% Ma per P =10 v 4+ 1,

N — PB=10![4 — +B].

Quindi, poiché p & primo con 10, N sard divisibile per p, se tale ¢ A + (p + 1)
Bo A—vB.

In generale: Sz um numere & scritto in un sistema di numerazione di base 8,
la zua divisibalita pei divisori di a 8 riconosce sullultima eifra, Dei numeri primi
con a esistono sempre multipli terminati in un grappo di eifre doto ad arbitrio: in
pthrtiwalare con k ecifre n— 1 2 gon kb — 1 eifre 0 ¢ una 1, Por tutti § numeri privn
con & st hanno quindi caralleri analoghi ai suesposti.

Ho esposta la precedents semplicissima osservazione perché, per quanto io so,
non 81 uss fare nei libri di aritmelicr un ragionamento di gqnesto genere, e 1'arii-
colo del sig. Mariantoni viene 4 confermarmi in quesio pemsiero. Ora mi pare che
il precedente ragionamento, esposio naturalmente colla necessaria facilita, possa
ben stare, in un insegnamento di avitmetica elementare, al confronto di quelli che
si usano per la dimosirazione dei caratteri di divisibilita per 3, 9, 11 {che com-
prende d'alfronde come casi particolari); e sia, per la sua generaliti, didatticamente
non 1nutiie.

Il earatiere trovato pud poi subire trasformazioni talvolta convenienti. Se si
decompone N in gruppi di K cifre, 2 partire da destra, ¢ yuinti, incomineiando da
sinistra, si moltiplicano i gruppi successivi rispettivamente per 1, p + 1, (1 + 1)%,...
ovvero: per 1, —v, v¥ — v e si sommano algehricamente | prodetti, il risultato
differisce per un maultiplo di P da guello oftenuto coll spplicazione ripetuta della
regola saespusta. i moltiplicatori p —+ 1, (p -+ 1)%,...,— v, ¥%.... 81 potranno ancora
alterare per multiphi di p: i tal modo si vede che pitt 0 meno presto si ritornera
al moltiplicatore == 1: & quindi finito il numero dei moltiplicatori differenti (per
7 saranno 3; per 37 pure 3, per k=1, nuo solo — precigamente 1 —, per k=3; ecc.).

11 lettore potra formarsi csempi da se stesso.

B. LevL

Snllx Quistione 278. — Ristabilendo i cosfficienti del termine in 2y ¢ di gquello
iz, che devono essere rigpetfivamente 2 (¢ eos® o + 5" %cnaw) e (— 24’ cos® )
n equazione trovaia dal sig. Gallueei per il Juogo, si spezza nelle due

(1)  ={a"® 4+ Vi eosw 4 p{a’cos®w — a® 4+ 0") — o’ (0" — V%) cosw = 0

(2) zeosw + y—a" cosw =),

J& prima sola delle guali rappresenta il lnogo eercato, ia (2) & la normale alla eonica
data nel vertice fiszo, retta estranea alla quistione. Se la conica data & parabola

T [
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1a eguazione trovats dal sig. Gallucci, che deve sCriversi
x* cos®w 4+ 2xycos* o +y'cos 2w — yz cos? © — py cos w =0,

gi apezza nelle due
(1) zcos -+ y=10
(2)f ZCOB 0 -+ § €05 20 = p cos®

la prima delle quali rappresenta al solito la nmormale nel vertice fisso; 1l lnogo
carcato mon & dungue una iperbole ma 31 riduce alla retta (2).

In una lettera del 27 meggio, il sig. Prof. Dror-Farny, di Porretruy, espri-
mendomi il dubbio che la soluzione della quistione 278 fosse errata mi eomunicava
Ja segnents eleganie scluzione aintetica, che din la interpretazione delle e(nazioni
(1), (2)': * Poiche la direzione MM’ rimane fisea il cerchio AMM’ sega Ja comon
in un quarto punto D tale che la direzione AD & antiparallela a quella delin tan-
gente in A, rispetto agli assi della conica: AD & dungue fissa e 1] Juogo del cerchio

circoseritto nd MMM'D & la mediatrice del seymento AD ,.
V. ReraLL

Sulla Quistiome 856. — Le due pavabole ogeulano il cerchio nei punti H,, Hs

di coordinate ::——:, y==t V9 —4a?: 3, come irova il Prof. Barozzini, ma i

punti K, K, de'quali d& le coordinate pin sotie sono, & vero, i panti diametral-
mente opposti ad H;, Hy ma non gia le ulterion intersezioni delle parabole col cer-
chio: ¢ib si vede subito ricordando che, detio Py, Pa guesle intersezioni, la corda H, P;
¢ In tangente in Hy sono egualmente inclinate sullp ordingta Hy He. La costruzione,
semplicissima, delle parabole osenlatriai al cerchio & aventi ecc. ece. @ In seguente:

— )=
Preso UU-:EO!L , la parallela | Hy Hy | condotta da G alla direttrice data sega il

cerchin dato nei punti di ogculazions, se Ay, Az S0n0 le projezioni ortogonuis di H,, B:
sulla dirattrice i fuochi delle parabole sono i simmetric di A:, Az rispetio alie tan-
genti in Hy, Ha. Si pnd aggiungere, ma non 5 necessario per la costruzione, che Je
cotte simmetriche rispetto ad | HyHp | delle tangenti in H;,Hs:, segano il cerchio
in punti delle parabole cercate. I fuochi di quesie due parabole sono le cuspidi al
finito della curve del sest’ordine corrigpondente al cerehio dato, nelle trasforma-
sioni indicate nelle quistioni 401 e 406 (Periodice, T. X111, pp. 85 e 125).
V. Herau

Suila Quistione £08. — La seconda parte della quistione 408 & ancora vera in
an caso piu generale, e ciod allorche gli » raggl condotti per O formano fra di love
angoli disuguali, Do uva dimostrazione geometriea. Siano OA;, DAs, ... OAq gh n
raggi nscenti da O o PH,, PH,, ... PH, le perpendicelari condotte da O risp ettiva-
mente su 0A,, OAs, ....0A, Allora & chiaro anzitutto che i punti Hy, Hs, . ... Hy gine-
ciono tutti sulls circonferenza che ha per dinmetro OF. Essendo pot i lati dell’'an-
golo HyPHy rispeftivamente perpendicolari ai lati dell'angolo A,0Az, questi angoli
agranno pgouali o supplementari, e quindi in ogni caso la eordn HyHs, che sottende
angolo H;PH: rimane costante al variare di P sulla eirconfersnza di centro O.
Analogamente si dimostra che rimangono costanti le lnnghezze dei Jati HoHs, HsHa....
H,H,. Adungue il poligono HiHy . . . Ha, avendo sempre i snoi nti costanti @ yima-
nendo sempre iscritto nella stessa circonierenza, rimarrh enstante 1n forma e gran-
dezza al variare di P su una circonferenza di centro O.
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Nel ¢aso poi che le rsite PH,. PHe, ... PH, invece di essere condolie per-
pendicolarmente sui raggi 04,, 0A:,..., O4, fosssro condotte obligne tntte nelio
stesso senso e inclinate di uno stesaso angolo «, allora si vede chiaramente che i
vertiei Hy, H:, ..., H, del poligons giaceiono tullti so una stessa eireonferemza
passante per 0 ¢ P e in modo che uno degli archi OP sin capace dellangolo .
e quindi si dimoskra con un procedimento del tutto analogo al precedente che anche
in questo caso il poligono HyHa . .. Hy vimane costante in forma e grandezza al
variare di P su una eirconferenza di eeniro O. Sicché potremo dire in generale:
St da un punto O di un pigno sonsy condoiti nel piano n ragy:, al raviere di un
punto P in una circonferenza di centio 0. rimane costante in forma e grandezzq
il poligono che ha per vertici | piedi delle perpendicolari (o delle oblique condotte
tutte nello siesso senso e inclinate di wno gfeszo angolo) da P osugli n raggi.

Notiamn ancora, come & facile vedere, che ogni qualvelta due raggi del piano
coineidono in divezions il poligonn viene ad avere due lati coincidenti. Nel caso
pot in eni tuthi gli angoli in e¢m w1 divide il piano sono uguali fra di loro, sedl
loro namero & dispari, si ha un peligono siellato di # lati, se invece & pan, allora
i raggi coineidono » doe a due in direzione, e gquindi si bha wo poligone di nomero
meta di lati contato due volte.

Nel caso che gli » raggi dividono il piano in n angoli uguali si pué trovare
facilmente ona semplice formnla che esprime 'area del poligeno. Scegliendo nno
dei raggi, per ez, OA, per psse delle e la perpendicolare ad esso in O per asse
delle , 8 possono esprimere facilmente le equazioni dei raggi e quelle delle per
pendicolari condofte ad essi da O. e quindi sccoppiando 'squazione di ciaseun
raggio eon quella della perpendicolare rispetiiva e risolvendo i sistemi d'equazioni
cos1 ottennti &1 trovano le coordinate dei piedi delle perpendicolari, dopo di che
applieando la nota formola, che esprimne I'area di un poeligono in funzione delle
evordinate dei suoi vertiei, si perviene con facili ridozioni alla formola

ng® 4w

S = 5 e,

essendo ¢ il raggio della circonferenza sn eni pud munoversi il ponto P. Notiamo
perd, come risnlta da gquello detto precedentemente, ehe nel easo di » pani questa
formola esprime i doppio dell'area del poligome. Sicehe in generale avremo, qua-
lonque sa =,

2 no? 4

sen —

S_H-i-{—l_i“ o} #

@ nel easo che le vette OH,;, OH:...., OH, venissero condotte oblique tutte nello
stesso senso e di uno siesso angelo « nel raggi, s1 ha evidentemente
2 negs i

- —_— E
3—[—{—1_']“ 5 Sen = : 2enT a,

e I

F. Cenestar.
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RISOLLZION! DELLE QUISTIONT 273", 409, 411, 413, 4. 41

9735 U'n cerchio df centro O & segato da un altro cerchin M in due punti op-
posti A e B: dimesirave che ogni cerehio arente per diameiro una corda di M
pasgante per O, seqa il primeo eerchio nei due ptremi di an digmetro perpendico-
lays alla corda. ReraLs

Rispluzione del Sig. Francesco Celesiri studente della H. Universitd di Pisa.

Sin CD una corda del cerchic M passante per O, e supponiamo deseritio 1l
cerchio di diametre CD il cmi centro indicheremo con 0’. Conduciamo nel sarchio
0’ la corda HE che passi per O e che sia perpendicolare al diametro CD.

lsgendo COD, AOB corde dello stessv cevehio M, mi ba per un noto teorema

A1) DCXOD=OA}<DB=@"=@‘.

Kssendo ancora nel cerehio O la corda HE perpendicolare al diametro CD
nel punte O, si ha

(2) 0C X OD = OH' = 0K
Deriva dalle eguaglianze (1) e (2
0A = 0H = 0K = 0B,

e gquindi i punti HEK appartengono pure al cerchio O, e sono percid i punti d'in-
tersezions dei cerchi 0,07 e inoltre lu HE & un diametro del cerehio O. Adunque
i eerchi 0,0" si segano nei due termini di un diametro di O perpendicolure alla
cordan CD.

409. Determinare la forma generale di una funzions di quattre letfere x.3,2,0,
A .
tale che sontituendo x ad y, essa si viduca ifdenticamsnte @ — o, € soatituendo z ad 0,

" ) . x\ 7 .
#i riduca identicamente a (—J:—] . essendo m, n, p, costanti note.

AtssasT-Cari.
Riseluzione del dol. ing. Claudio Merizzi di Udine.

Se ennsideriamo la fonzione

e I

\ P
& facile vedere che por z = y si riduee & -5, © per 2= u siridice a (—) . De
J
Ia si moltiplica per una funziome ehe per & =y, e per =4 diventa = 1, ad

8l prodotto otienuio si aggiunge un'alira funziome, che per r = yeperz =u gl
annulla, si oitiene la forma generale di unsa funzione che soddiskn alle condizioni
del problema Essa & dunque

{rz ) _y}

—uy) i AP/ {'.f*_ ")t‘—y}
( (= —y)—wRFy.¥) (%) (T—::) + (z—Y)(z—1)@ z.y.2.00),
- l i
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essendo a una costante arbitrarvia finita, ed F(z, v, 2, ), @ (2, y, 2z, 1) due funzionn
delle =z, y, 2, 4, soggeile alla sold condizione di non diventars infinite, quando si

faccla @ =y, oppure z — u,

411. ABC 2 un triangolo sferico trirettangolo apparvienente ad una sfera o di
eendrro O ¢ raggio R. Si consideri una superfivie eilindrica o avente la generatrics
perpendicolare al piano AOB ¢ per diveltrice U'arco AB di une parabola, sitsaia
in guesta piano, col vertice in A ad avente per asse la retta AO. Dimosirare che
le porzione del triangolo sfevico limitata dai lati AC, BC di guesto e dalla inier-

seziong di @ con &' & equivalente al quadrato del raggio della sfera.
P. AvssastCara.

Risoluzione del prof. V. Relali e del sig. E. Btreiti.

L’equazione del cilindro parabolico y* =R (R + 2) e quells della sfera.
2® + y* +z"=R", danno

_?-I!—Rl
L= R

A R e = =

I'area cereala & dungue

R iR R
m dx ‘Y
S=B-[dy-/u V(E“qyl}_mimﬂlfﬂrﬂﬂany,.lﬁ(_R_) dy .,
1]

e, integrando per parti,

it
S:R[yarEHEIJV —(i)i—VRE—yl] = R*
B 0

418. Sia P il punto d'incontio delle tangenti in A 2 in B ad una comica, AA" il
diametro che passa per A, C il punte d'incontro di questo diameire colla refia con-
dotta per B parallela al diametiro coningato ad eszo, M il punto d'incontro della BC
con PA’,

1% Si dimostyi che M 2 il punlo medio di BC.

2% 8i trovi il Inogo di M allorché A rimane fisso ¢ B si muove sulla conica.
CELRSTRI.

Risoluzione del sig. Pletro Pioppa. studente della R. Unlversitd di Pisa.

1% Detto H il punto di incontro di AA’ con PB, @ H polo della BC; d’onde
segue che i1 quattro punti HCA'A formane un gruppo armonico; proiettando da P
sulls retta BC sara armonico pure il gruppo dei punti BCM =, B donque M il
punto medio di BC.

29 8Be s indica con P’ il punto di miersezione della inngente in A” con la PB,
la AP passert manifestaments per M: dunque -il panto M & dato dalla interse-
zione dei due raggi AT ed A’P. Ed ogni altro punto dells specie di M, otienuto
facendo muovere il punto B sulla eoniex, mentre A ed A’ rimangono fissi, & in
modo analogo dato dalln intersezione di due rager der fasci (A) ed (A').

Ma gnesti fasei sono proletiivi, perchs rispetiivaments prospettivi aile due pun-
teggiate proietiive, ehe la tangente nel punto mobile B segna sulle tangenti fisse
in A ed A’; quindi essi generano upa conica.
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81 pud vsservare chie la conica & della specie della data. Kd invero se questa
e Nua ellisse i punti M per le eustruzioni con cui si otiengono, sono tulty a di-
stanza finita: se & una parabola, @ & distanza infinita il punlu dato dai due ragg
paralleli proiettanti da A ed A" i punti corrispondenii P e I, segnail dalla
tangente =1I'infinito. Se @ une iperbola sono all’infinito i done punti dati dalle
coppie di vaggi paralleli clhe proietinno In intersezione delle dune tangent: fisse con
i due assintoti.

Altre risoluzioni analilica e geomelrica del dott. C. Merizzi, del prof. V. Retali e del
prol. Radolfe.

414, Se in grﬁﬂﬁsﬂu A, sie minore della Bo. ¢ siuno ovdinataniente Ay ¢ By
ig medie armonica ed aritmeticn di Ay, e Bu; Ae & Bo le medie armonica ed arit-
metica di Ay & By ¢ cosd indefinitamente, le vlassi (A, e (Ba) sono contigue ¢ d efi-
niscono la media geometiriea delle grandezze A,, B, DE Zowr,

Risoluzione del delt. ing. Claudio Merizzi e del sig. Aldo Finzi studente delia B. Uni-
versitda di Padova.

Daila nota disngunglianza 2 A,Bs < A,*-+ B,% aggiungendo ad ambo 1 mem-
bri 2 A,B, ed estraendo la radice guadratica, si ricava

B,

VB, | <2

—

-*uBﬁ AL‘I - Bl‘.‘r
<

Da gquest’uitima poi, che si pud serivere sotto ln forma =B 5+ 8
rieava subifo
2 AB,
h A8 > 5

civeé la media geometrica di due grandezze date & maggiore della loro media armo-
nica, e minore della loro medin aritmetica.

Segue da ¢ido, ponendo mente alla lezge di generazione, delle due classi, che
¢ (B,) > (A,. La differenza tra i primi termini delle due classi & By, — Ay la
differenza Lra 1 secendi termim &

-‘Bu T Eu :'-! .ﬁuBu Eﬂ = -'J‘l:-
By — A = — — (B, — A ,
l : 2 Ae + Lo l: * o) 21A, = HoJ

B, — A,
214, + Bu
in zenerale che la Jdifferenza tra doe termini corvispemlenli, essendo una irazione
della precedente, va indefiyitamente decrescendo Dungue le due classi sono con-

2AB. A, =B
Ay — Bo 2

. g il L} TP
lissendo nna frazione propria |‘certamente < E] st pud dedurne
/

tigne, Osserviamo finalmente che AB; = S = AyB,, e guindi @

in generale A.B, = ABy = ... = A,B,

Ma Ja media geumelriea delle grandezze A,, B, (che & ugunle alla media geo-
metrica di A., Byl & compresa tra By ed Ay e poiche erescendo n imdefinitamente,
la differenza Ba — Ay La per limite zero, si deduee che la medin geometriea di

Ao, B, & il linite comune delle dne clnss) (A,), (B, e puo cosl essere da loro
definita,
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115. Proeare che la soluzione genprale dell’equazione differenziale

A d o d g
5y (nyoe
T:u{ ljr(l‘) dzr . dzn»

dove n 2 diverso da 1, & data da

T

i}
¢=E ﬂlcl"'l!l
[ |

dove 81 fie .. . Re- v Ap gono e N radici n™ i R, ¢ 0 C... Cy S0omp n costanti

arbitrarie. Virawr.

Risoluzione del prof. RadolMe di Lecce,

L'eqanzione differenziale data i linenre, di ordine #, incompleta ed a coeffi-
clenti costanti; per trovars quindi I"integrale generale, basterd risclvere I' equa-

I
zione caralteristicn o (—I1¥F
r=—1

AT Ll —k=ua.%, a, essendo una delle n radici o™t di . Si ha cosi b —

Ij,

[ﬂ) kr=qak", che pud anche secriversi (1 — k)® = gk,
1

»
T O

6 perd |'infegrale zenerale delPequazione differenziale proposia &

=1
dove ¢y, eg, ¢3... Co 3000 n costanti arbitrarie.
Se n & pari ed a, & yadice o di @, & anche — @, radice n®s o quindi pub
seriversi indifferentemente % — — | ok i 1 , & pero, per = pari, puo dirsi
i s — s
aunche che
® =
¢__.|= E 'rl & 1— =
=3

o integrale generale dell’s

quazione diffevenziale data. Per » dispari @ dev’essere
diverso da — |, per n pa

rl, 7 dev'essere diverso da 1.

QUISTIONI PROPOSTE

419, 1° Una medesima i erbole equilatera passa pel vertici dun
triangolo e pei punti H K, O del medesimo.

2", Tale iperbole equilatera » il lnogo dei punti tali ehe le anti-
parallele ai lnti d"un triangolo rispetto agli angoli vispettivamente

oppostl, condotte da essi, bagliano i laki del triangolo in 6 punti
posti sopra una conijea,

Barozzini,
420. Se si considera il sistema delle formole
. 5 . B , )
i = ok TS NS on — ﬂ,;—E—E—, =9l — u: ;r (:=1,2,3,4)
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ove & & la forma quadrafica (nelle w)

@ = 2 an ) th

ed ® u, = u,x, + WaTs + 4%, + wx, {z=E,0), la equazione

Ly X3y ¥ T,
¥ - r -
El S8 s 54

r r r
M1 72313 74
I - :.-r ,.ra'
Cl w2 w3 B

si confonde, a meno del fattore o*, con I'nltra

.0 e OF iy
?lj_f - il.:' (x'q" a_:f) - "‘.lj (K"ﬂ'; ﬁ) — '".: (KET] %';;) = D'

ove, per es., ”ak;{v]g i"%) cid che diventa il determinante precedente,

quando al posto degli elementi della 22 3% 4* orizzentale si pongono
rispettivamente le v, le J;, le :f; e dove ), . & invece, cid che di-
venta lo stesso determinante. gnando al posto degli elementi delle me-
desime orizzontali si pongono ordinatamente le & , %, L.

Drr. Re.

421. Chiamando 73, 7%, ¥3.... ... 1 valori dei resti successivi,
che si ottengono nella ricerea d’'una comune misura fra la dingonale
d e il lato I d'un quadrato, e ponendo per simmetria [ — », dimo-
strare che s1 ha:

| ek % = lim f(— 1) ra

o

lim f{rﬂ — ) = U

2° Per tutti 1 valor: dell’indice p da 1 a oc

e . N 1 8
TP_1=31[:-+}L,_.1.1 3 ?p_1=ﬁrp—?'sp+1

e in generale
re, s = @ ®p — (—1P 9%

dove le a. sono legate dalla relazione
oty = Z0n + By_1.

a0 ﬂ“-,:‘gil+EL‘-E+2”C‘D+2”C““+.--}.

indicando con C™ le combinazioni di » elements m ad m.

N. B. Relazioni analoghe alle precedenti si potrebbero ricercare tra 1 valon
dei resli che si ollengono da un segmento e la sua sezione awree, & in genevale
tra i termini di qualungne progressione geomelrica decrescente.

B. BErmiv.

422. Un cerchio eol centvo in un punto varigbile P di un’ellisse
passa per uno dei fuochi O e scga il raggio vettore che umsce )
all'altre fuoco O nei punti Py, Po. Dimostrare che il Inogo dei punti
P., P, & una enrva del sesto ordine che si spezzn in un cerchio di
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centro O & in una quartica razionale (curva di J erabék) avente in O
un nodo e in O" un puuto tuenodale.

423. Un triangolo OVP ha due vertici fissi mentre il terzo P per-
corre un cerchio €7 passante per V: dimostrare che il lmogo del
punfo P’ separato armonicamente da P mediante il punto-circolo V,
e allineato eon O, & una eubiea razionale circolare; inversa di ellisse,
parabola o iperbele rispetto a un suo punto, secondochd il eenfro di
C* & interno, sopra o fuori delia parabola avente O per fuoeo, e per
divettrice la perpendicolare a |0V]| in V.

424, Due cerchi tancenti nel punio V, si corrispondone nella in-
versione di Hirst avente per coniea dei punii nniti 1l punto-cireolo V,
€ per polo laltro centro di similitudine dei cerchi dati: si desidera
una dimostrazione analitica.

425, Trovare lo inviluppo delle iperboli passanfi per un punto O,
avenle un assintoto dato @, e per secondo assintoto una tangente va-
rinbile di un eerchio passante per 0.

426. Da un punto fisso O nel piano di una iperbole si conduce a
un puuio varabile P della curva un raggio ¢ segante un assintoto a
nel punto A; poi, a partire da A e in senso oppousiv a quello del

segmento OP, si stacea sa g i segmento AP' = — OP: trovare il
tuogo del punto P

427. Una reita k & simmebriea di un assintoto di nna iperbole HE

rispetto a un punto O della ciirva, e una frasversale arbitraria g, con-
dotta per O,sega 4 in P e, di nmovo, la curva in P': dimostrare che
1l Juogo del centro del segmento PP" & una rvetta equidistante da O
e dall'altro assintoto: concluderne la soluzione dei due problemi se-
guenti: costruive la iperbole:

a) dati un assintoto a e tre punfi O, P’ Q’;

b) dafi nn assintoto a, due punti O, P’ ¢ la direzione dell’altro
nssinloto,

428. O & un punto di un eerchio di centro (@ e rageio B, e la

relis i, perpendicolare ad 100}, dista da O di 1 se prendiamo, so-

pra un raggio variabile g del faseio 0, il simmetrico P’ rispetio a (mp)
della nlteriors intersezione P dj g ¢ol cerchio,
1%. Dimostrare che il lnoge di P’ & una bLriseitrice di Mac- Lanrin
avente O per punto doppio, e |OC) per asse.
2% Costruire l'assintoto, In tangente in P’ e le intersezioni della
curva con una retha.
V. Reran.

429. La sola superficie di rotazione le cui linee di curvatura sono
geodetiche & il eilindro civeolare retio.

430. Sia P un punto mobile di una retta » e PP,, PP, le per-
pendicolari eondotte da P a Jdue retie oy v, complanari di »: 'in-
viluppo della retfa P, P, & una parabola.

CARDOSU-LAYNES,
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I. Tonta. — Ruaggi di Rintgen e lore praticvhe applicazioni. — Hoepl,
Milano, 1898S.

Quesi’ppera va giudicata soltante in guelln parle che riguavda le applicazion
dei vapei X alla medicina ed alla chivurgia; tolte ¢io che I'nutore ha serittyv in-
torno ugh studi teoricl su queste radiazioni, al loro comportamento ed alle loro
proprieta fisiche, & un po’ troppo superficiale, né sempre trattato con esatlezza scien-
lifica o sufficienie cognizione dell'argomento. Non & qui il ecaso di farne un esame
partieolareggiato; né d'altra parte si poteva chieder molto all'Autore, medicu di
professione. Ci limitiamo soltanio ad accennare che egli avrebbe dovute almeno
dire qualcosa di pin, della contribuzione italiana, che in questo genere di studii
non fo poca, né di poea importenze; (*) che forse nessun fisico =i trovera disposto
& segnir 'antore in certe sue considerazioni di forze eleilro-ehimiche e di rnalogie
fulgurali, per assegnave una non definita genesi al vaggl di Rontuen; che ia stessa
parte relaliva alla produzione di questi raggi ed al moido migliore di oitenere lo
radiografie, dovrebbe essere molto pin syiluppata e compleiata da avverienze pra-
tiche. (™) :

Per ¢it che si riferisce alle applicazioni, in specie 2 quelle medico-chirnrgiche,
il quadro & abbastanza completo, & lo svolgimento non laseis, forse, n desiderave
in confronto a cid che gia si trova 1n albre opere.

L'opsra va colla solita linda e acourata vesie tipografiea che il bememerito
editore Hoepli di ai suoi mannali; & ricca di figure e di lavole, alcume delle quali,
ge pon nuove, sempre notevoll.

Meritano attenzione 1 easi personalmente studiati dall’autore nelle chuiche
tedesche. K.

(. Burari-Fort1 e A. Ramorno. — Aritmetica e norme per Uinsegna-
mento netle scuwole elemeniari ad uso della 28 e 3% delle senole
normali. — Elementi di algebra ad uso della 3* classe tecnica.

Da una nota nlla prefazione al 1" di questi volumi risnlia che il Prof. A. Ra-
morino ha compilati gli Elementi di algebra, e corredato i due hibri di una nume-
rosa vaceolta di esereizi. Resta cost assodato che autore della prima operetia B
il Prof. C. Burali-Forti, cosn del resto evidente per chi aveva lette ie Lezion:
di aritmetica pratica e le Note seientifiche a critiche all: lezioni di aritmetica
pratica del medesimo autore. Che anzi si pud dire che il unovo libro di aritmetica
@ nel sno ordito upa emulsione delle lsziont di aritmetica pratiea & delle noie
scientifiche e ecritiche. Questo mescolara discussioni e elementi della scienza ha,
gpecie nelle prime pagine, reso il libro oseuro e alquanto pesante. K certo che se

I’a. in uns nupva edizione vorra migliorare il suo libro, dovrh sfrondarle da tuilv
cid ehe & discussione e critiea.

(") Cfr. Ia monografia, completa per cid eha riguarda la lskteratura italiaoa, dl B, Pirox1, Raggpi
@i Rinigen, Torino, Unione Tipogr. Editries, o lu nots opera del Movani

(**) Vedi lo monografle sui raggi @i Rintgen, di Guillaume, Majorana, Morani, Pitoni, Thompeon
s l'opara di A. ed F, BaTvenui, Traifato pratico per le wicerche di dettrieit.
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E da sperare che tutti gl msegnanti di matematica, scosso ormai
I"antico torpore, faceiano prosperare la societd, e, lavorando ziribus
wnitis, riescano a migliorare la scuola e con essa la loro posizione mo-
rale ¢ malerinle.

Qualche giornale, come 1'antorevole Sewoln seconduriv, nel rendere
conto dell'operato del congresso ha fatto delle eritiche sull’andamento
e sulle condizioni di esso. Non & il easo di entrare qui nel merito di
quesie critiche (alcune delle quali potrei io stesso sottoscrivers), e clie
sono utill, poiche dalla disenssione. dall'attrito delle idee sorge 1l vero,
poicheé serviranuno a far meglio un'altra volta: ma ei sembra che in-
sieme alle critiche sarebbe stata utile la constatazione dell’ importanza
ch guesto primo passo.

Soltanto nelle favole della mitologia si legge che Minerva nse
armata e perfetta dalla testa di Giove: ma 1 mortali non sono Giove.
ed & ben raro che le loro opere rieseano alla prima perfatte. Se dunque
i comitato ordinatore del congresso ha errato in qualehe dettagiio,
cid non diminuisce il merito di aver provoeato. senza chiasso, senza
volgari colpi di gran cassa, la prima riunione di una sevie che spero
lunghissima. Queste rinnioni. affratellando fra loro i professori di tutte
le parti d’'Ttalia, mettendoli in condizione di comunicarsi e scambiarsi
e loro idee, saranno di gran giovamento alla scuols.

Ed intanto a proposito di questa prima rinnione mi place ricor-
dare le parole, che alla fine del hanchetto di addio disse 1'illustre
decano della facoltd di matematica dell Universita di Torino Prof. En-
rico D'Ovidio, che accettd di presiedere il congresso medesimo, e che
insieme ai suoi colleghi della facolta prese attiva parte ai lavori de
congreszisti e fece sguisitamente gli onori di casa.

“ Mirabile congresso (disse ad un dipresso il Prof. I'Ovidio) questo,
" di cul mon si trove cenno sui giornali politici, che fa cosi poco
“ parlare di g&, ed in cui si tratia serensmente e senza preoceupa-
“ ztoni personali i1 modo di migliorare la sewola, in eul invece di
“favori si chiede al Ministro un aumento i orario, & di lavoro! .

Non so se I'naver fatto parlare di noi, tanto poco che le aatorita
cittadine, le quali fecero tante festnse accoglienze non selo ai medie,
agl ingegneri, ai letterati, ma anche ai ginnasti e ail tiratori. ece., non
s accorsero affatto della nostra presenza, sia stato un bene o un
male,

In ogni modo perd queste parole caratterizzano la serieta di pro-
positi e il disinteresse con eni tutti i convenuti. ciasenno dal proprio
punto di vista, presero parte alle disenssioni. — T queste parole, del
Prof. D'Ovidie tutti abbiamo diritto di esser superbi e lieti, ¢ credo
farmi interprete dei miei colleghi inviando ad esso wm ringrazia-
mento ed un saluto.

Se andra crescendo il numero di coloro che con la stesss seriets
di propositi vorranno prender parte ai lavori futuri dell’associazione,
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¢ certo che questa diverrd un organismo importante, e che per mezzo
di essa s1 potra far giungere sin la dove si puote cid che si vuole, I'espres-
sione dei voti. dei desideri della maggioranza degli insegnanti, i
quall fino ad era non avevano aleun mode per far conoscere la loro
opinione s programmi che dovevano svolgere e che nessuno di loro
aveva mal compilato,

Sono lieto mntanto che i1 Periodice sia diventato I'orzano dell’as-
socrazione, ¢ che T'autorita che puo aver acquistato in 14 anni di vita
non inonorata. sia messa a servigio di cssa e cooperi a farla rapida-

mente stabilire su solide basi.
(3. L.AZZER]1.

DI ALCUNE CONDENSAZIONI DELLO SPAZI0

entro una sfera infinitesima in relazione ool gruppo delle sostituzioni lineari

I, Una frasformazione dello spazio pud esser tale che, ripetuta
pit volte, tenda ad avvicinare tutti 1 punti dello spazio medesimo a
nn punto fisso. come a loro limite ecomune. In tal caso, fissato un
punto dello spazio, potremo, applicando ad esso la trasformazione un
conveniente numero di volte, portarlo entro una sfera di ragsio o,
arbitrariamente piceolo, col centro nel punto limite della trasforma-
zione. Ma il numero delle volte che la trasformazione dovra essere
ripetuta per ottener questo effetto, dipenderiz generalmente dalla
scelta del punto: cosieché non sari possibile, generalmente parlando,
portare ogni punto dello spazio entro la sfera di raggio o con un
numero di trasformazioni finito ed wnico per tutti. Se l'operazione di
trasformazione consistesse per esempio in una compressione ordinaria,
vale a dire nella riduzioue del raggio vettore di un punto secondo

| [ e s
un certo rapporto 7 Ininore dell'unita, & certo che, dopo un conve-

mente numero # di riduzion consecutive, un determinato punto dello
spazio sarebbe portato entro la sfera di raggio ¢ o alla sua superficie:
ma quel numero » di riduzioni, per quanto grande, non sard suffi-
cienle a portare entro la detia sfera quei punti la cuni distanza dal
centro & maggtore di &0.q.

Ora si domanda.: Ejsistono trasformazioni atte a condensare tutto lo
spazto entro una sfera di raggio o arbitrariamente piccolo, gqualora siano
applicate un nmero (i volte inito ed unico « tufli ¢ punti dello spuzio
merdegimo 7 — Lia risposta & affermativa: anzi si pud aggiungere che
siffatte trasformazioni possono avere comuni con l'ordinaria compres-
sione 1 seguentd caratteri: 1°. Di essere nnivoche: 2°. Di portare con
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moto centrale tutts 1 punti dello spazio entro la sfera di raggio o
3% Di trasformare le sfere concentriche a quest'ultima in alire sfere.
A prova &1 eid basta il fatto che, se si pone
Gz
- —
21 a

mtendendo con 2 il raggio vettore di un punto dello spazio, che con
moto diretto e centrale viene portato nel punto il cui rageio vettore
é z, le tre precedenti condizioni sono soddisfatie, e di pii si ha, per
ogm valore finito o infinito di 2,

z < q.

Chiamerd siffatte trasformazioni dello spazio compressioni perfette,
e dimosirerd il seguente teorema notabile: Esistono gruppi di compres-
stone perfette dello spazio, in isomorfismo col gruppo delle compression
ordinarie.

2. Fatto centro un punto C, si descriva una sfera di raggio »
Preso poi un qualsivoglia pumto M dello spazio, e detto P quel punto

M M m

della superficie sferiea che & alla massima distanza da M. e % un
numero positivo maggiore dell unita, si faccia corrispondere al punto M
il punto M, allineafo con esso e col eentro C, e definito inoltre dalla
relazione
1) MP 7 MP
M,(C MO

Questa trasformazione, applicata a tutti i punti dello spazio. € una
compressione perfetta. Infatti, dopo # operazioni consecntive. il
punto M verra portato nel punto M, allineato eon esso rispetio al
centro, e determinato dalla relazione

J
[E) M'ILI = z:ﬂ I'f[P )
M.C MC
Dalla gunale & evidente, perche L & maggior dell'unitd, che il rapporto
M.P P
—F 4
Mll—: Mll":':

cresce Indefinitamentec con n, e che perciv, M.C, distanza del pumnto
trasiormato dal eenfro, tende a zero col erescere di n.

TR S =
- . _' l.-lllI T
L & l"lam-'u]l-ll\.'
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Rimane a dimostrare che si pub assegnare per # un limite supe-
riore, tale che dopo n operazieni consecutive la distanza M,C diventi
minore di un segmento o arbitrariamente piccolo, ndipendenteinente
dalla scelta del punto M. A {al fine si chinmino 2 e 2., i raggi vettori
di un punto M e del suo trasformato M, , pongasi eciod

-

MC=2 M.C=z2,.

9:,.+-.t'=£‘u.z+ .il':

<n £

E la (2) diverra

d'onde
rz

ST e =D+ ek

Bi risolva ora la disegoaglianza z, < ¢ rispetto a /™ e si avra

z e
A :—}‘J"}-ﬁ(l-f_;)‘

minor dell'uniti, ed eguale all'unita per

y 4z
¢ = oo, sl vede che, soddisfatia I'nltima diseguaglianza per 2z = oo,
essa sard soddisfatta, a piut forte ragione, per gunalsiasi altro valore
d1 2. Poniamo dungne

(3) Jon >1 4+ —

j.
ﬁ'_"

Lissendo 1l rapporio

condizione necessaria aflinché i punti all' infinito dello spazio si tro-
vino a distanza non maggior di ¢ dal punto C.
Dopo il minimo numero n di operazioni determinato dalla (3), tut
1 punti dello spazio disteranno da € meno di 5. Il numero di trasfor-
mazioni necessario e sufficiente per condensare tutto lo spazio entro
la sfera di raggio o col centro in € & dunque dato dal guoziente
log (1 I i—)

G

log %
se (uesto € un numero intero, o dall'unith accresciuta della parte
mtera del quoziente medesimo, se esso non ¢ inlero.

3. Fissato il raggio », le compressioni perfette dianzi studiate sono
infinite, corrispondenti agl infiniti valori del paramotro £ Dalla (1)
apparisce poi che esse formano un gruppo G.. Applicando difatti con-
secutivamente ad un pmnto M le due compressioni (k) e (&) e di-
cendo M, il trasformato di M mediante (/) ed M, il trasformato di M,
mediante (4"), =1 avra consecntivamente

M, P MP
M, C - MG
MP . MP

M ( "M, C
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d’onde

B
MO MC
1 prodotto delle due eompressioni (&) e (&) equivale dungue alla
compressione (k%"), Se po1 alla compressione perfetta (k) s1 fa corri-
spondere la compressione ordinaria nella quale il coefficiente di ri-

: : 1 , :
duzione del raggio vettore di un punto e, sl scorge altresi che 1l

gruppo G, & izomorfo al gruppo delle compressioni ordinarie.
Dalla (1) gi vede che il gruppo G. coineide col gruppo delle so-
stituzion1 hmear:

[+ se=tval
“ zk—=1D+ %
qualora s intenda che un punfo a distanza z dal centro della sfera

di raggio », passi, con moto diretto verse il centro medesimo, alla
distanza da esso dala dalla formola

re
z(h—1)+ vk
L’ isomorfismo di G, col gruppo

=

delle compressioni ordinarie risulta cosi anche dalle formole facil-
mente verificabili

o %) B - b
3. k . 43.. E:r = (31 E

R e N e e Rl B
ek —DrEl 1P T D+ FI T2z =) k)

4. Generalizzando Ia (2) e con essa il concetto di potenza nms
della sostituzione

Py
[“*’* z2(k—1) + -;-A:]
con l'estendere I'una e I'altro al easo di = positivo qualunque, il nu-
mero delle operazioni necessarie e sufficienti per condensare lo spazio

enfro la sfera di raggio o mediante la compressione (r) sard dato
dall’'equazione

=14 .
o

S1 dira che le compressione (K) appartiene all’esponente 1 rispetto
alla sfera di raggio v e alt’ infinitesimo o.

Siano # ed m gli esponenti ai quali appartengono le due compres-
sioni (k) e (k&) rispetto a una stessa sfera e ad uno stesso infinite-
simo; e sin N l'esponente al quale appartiene il loro prodotto. Si
AVTil

i P A
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1

(42)
a

1+2)"=

D'onde-
1 1

= =ik e

1
N n '

ossia: Iinversa detlezsponente al quale appartiene i prodotto equaglin la
sommice delle inverse degli esponenti ai quali appartengonn i feottori.

. F'RATTINT

-

SULLA DIVISIBILITA DEI NUMERI

(Continnazione r. p. 180).

Abbiazmo veduto come dal Criterio generale di Pascal derivino tuthi 1 noti ca-
valteri di divisibilith per 2 ¢ per 5, per 4 e per 25 per 8 e per 125, per 3 e
per 9 e per 11; adesso deducismone altri caratter particolari, di pratica utilita.

Sia # nn numero qualungne di p eifre, scritio ne! sistema i numernzione de-
cimale, e ancora a1, @s,....#p_1, ¢y rappresentino le sue cifre, degli ordini -
spettive 10,92%, . ... {p — 1)esinio justmy,

Sia 7 il nomero ¢he prendiam come divisore, € suppeniamo che il numere p
delle cifre di #, sia maggiore i 7.

Pel Criterio di Paseal &

(1) n=t Fas3 +0224+ 08 +asd - wd+uzl +0sd 1 .0 (mod. 7)

in quanto al 7 corrisponde il gruppe (3, 2,6, 4, 5, 1).

Supponiamo adesso di dividere il numero » in gruppi di 6 ecifre, da deskra
versn sinistra, e indichiamo questi gruppi eon g, g2, ... gn (nOD escludendo, per
I' ipotesi generale fatta per p, che Tultimo gruppo gn cosi otienuto possa contenere
anche meno di 6 cifre. ma avendo I'avvertenza in tal caso di immaginare che le
cifre mancanti siano sostitnite da altrettanti zeri). Avremo ancora, pel Criterio di
Paseal.

=y | ay.3 +ay. 240y B40s .4 +ae. b

giEﬂj+ﬂ5-3+!’£9.2+l’hu.ﬁ+ﬂu.4—!— ayy. )

DY . (mod. )
g!l___-_‘"ﬁf."‘l'l"f'l_'_ﬂﬁln—-ﬂ-iﬂ d | “ﬁ[_u—l]J.-H'g_i_ﬂE{.n-'lj lr:l'ﬁ_!_ ﬂﬂ{',n—l'l'.v"":II:_t_fil"ﬁ’n_u'::‘iI

ove Gip— 1)1 p 6ured a; =0, per tutti i vaior: dell’ indice » maggior: di p,
Deriva allora immediatamente dalla (1) e dal gruppe (2) In segnente con-

ErUEnza.
n={(m=+9: = ... = 9u) {(mod. 7)
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E facile vedere, seguenddo lo stesso procedimento, che sj puo stabilire griesta me-
desima congruenzy rispetto al divisore 13 a oui corrisponde il gruppo (9,12, 3,4,1,10;
onds possiamo enunciare il seguente carabtere particolars di divisibilita per 7 e
pel 13.

a. Divigo yn snumero in yrupps Gi sei cifre, dn fdestra rverso ginisirn, eggo ¢
congrio econ fe somma di guesti gruppi (mod. 7 e 13).

Esempi: 1° Sia n— 125046842346
Avremo n— (M42846 - 125046) (od. 7 e 18)
ns&in n = DBT3492 (mod. 7 e« 13).

E adesso adoperando i moltiplicatori fissi, corvispondenti al T e a! 13, si tro
vano facilmente i resti delle divisioni del numero dato per T e per 13,

2% Sia n == 69345238
Avremo n= 345238 - 62 fmod. 7 e 13)
cipé n = 3458060 {mod. T e 13).

Per 7, per 11 e per 13 si pub anche dedurre dal Criterio di Paseal, un altro
carattere di divisibilita assai pratico, che adesso espomamo,

Consideriamo un numerp qualongue, per esempio 142319458 ¢ sia 17 il flivi-
sore cul ¢i riferiamo. 8i & visto che all'il currisponde il gruppe {1,10), dungue:

142319458 =58 + 4, | 9.10+1.1+S.10+E.1—i—4.1[)+—1.1 lmod. 11)

Supponiame usdesso di dividere il numero in gruppi ternari, da destra verso
sinistra e di applicare poi nuovamente ad ognano di questi groppi il Criterio di
Paseal. Avremo

J458—:_58 + 4.1
3I9=9 4+ 1.10+~3.1 (mod, 11)
| 142=2 4 4 70 1]
03s1a
8=5R +4 .1
{31959f11—1m+1[11~1;;3(11_1935_9.1-:' -1.1—3 .10 (mod. 11)
M2=2 +4. 104+ 1.1

& per consegnenza:
(458 +142)—319=58.141..9 10+ 11431042154 104 1.1=149310458 tmod.11)

Lng medesima tongruenza si pub stabilire, seguendo lo stesso procedimento,
con qnalungne mmmero come dividendo e con 7T o 15 per divisore, onde possiamo
enunciare pure il seguente carattere particolare di divisibilita per 7, per 11 e
per 13,

b. Diviso wn numero in grippi ternavi, da destra verso 8inistra, esso 2 eongine
eon la differenz ra I somma dei gruppi di posto dispari e quetio dei gruppi di
posto pari (mod. 7, 11, ¢ 13),

Cosl, con metodi analoghi ai dne tesia adopernti, &i deducono facilmenie dgl
Uriterio di Paseal | segaenti criteri particolari:

C. Diviso un munero in gruppt binari, da destra vergo sinigira, esso & congruo
oon la sommu di questi yruppi (mod, ¥1, ¢ 33 ¢ 59).

d. Diviso un numero i gruppi ternari da destra rerso sinistra, essp & congri
con la somma di guesti mruppi (med, 27, 37, 111, 433, DY8),

e. Divizo un mumero in gruppi quaieraari da destra verso sinistra, essp ¢
congino con la sommea @i guesti gricppi (mead. 101, 203 009).

Al W
i Ty -

L]
B e o oy

T "

T
[

l_-llFﬁ"‘a
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L. Diviso un nuwmere in grappi gueternari da destra vevso sinistra, esso &
congrito con la differenza fra la zemma dei gruppt d@i posto dispari & guella dei
grupps di pesto pari (mod. 73 e 157).

g- Diviso um smwmero in grppi di cingus cifre da destrn verso ghnistia, fg30
& congruo con la somma di questi gruppi (mod. £1, 128, 369).

h. Diriso un numero in grappi di ollo cifre da destro verso ainistra, exso 2
congreio con la sonvna di guests groppy (mod. 73 ¢ 137, 218, 637, £11),

Al quali eriteri ageiungiamo puve i segnenti, che derivane immediatamente
dalla semplice applicazione del Criterio di Pascal.

. Un numero gqualungue i CONGINO eom T« somma eltenutn aggiungendo alla
cifra delle unita sempliel il guadruplo della somme delle cifre rimanenti (1mod. 12).

l. Un numero 8 congruo colla zommu ortennta agginngendo al mumero formato
dalle cifre dell’unitec semplici e deiie diecine, il guadrupio delln cifra delle centinaia
e Vottuplo della cifra dellie migliaia (mod. 16),

m. U'n numero & congrruo colla somma ottenuta agginngendo al nuwmere formulo
dalle ¢ifre dellwnit@ semplici & deile diecin e, il quadruplo delia cifra delle centinuia,
Vottuplo della cifra defle migliaia ¢ zediei rolte la cifra delle diecine di migliaia
(mod. 32).

Tutti quesli criteri patticolari ed altri ancora. molio probabiimente dedueibili
dal Criterio di Paseal, associati al Criterio generaie e fra love, possone portare
considerevolo semplificazione nells pratica: al quale scopo, st avrd cura altres),
dr lasciare, via via che &i trovano, tutti i resultat (prodotti e somme) parziali
che, a memorin, appariseano maltipli del divisors a cui oi riferiremo; ed inoltre,
ogniqualvolta nel numero dato o in queili ad esso congrmi, via via trovati, esi-
stano degli zeri, salteremo ogni zero incondrate wererfendo i fare un corrispon-
dente salto nella serie dei moltiplicatori fissi che staremo adoperando.

Resulta cosi evidente che il Criterin di Paseal, oltreché un’ importanza teorica,
in quanto da wuoitk e generalith a nua delle principali teorie dell’sriimetica, ha
pure una notevole importanza pratica, conferitagli dslla sna generalita stessa, che
permetie di dedurne moltissimi criteri particolari & pratica utilita.

Belluno, marzo "98.
Azeerro Coxrl

e & C—

MTA- SOPRA UN'APPLICAZIONE DFL TROREMA DI WILS0N

e sulla formula di Stirling

1. TEOREMA. — Se a e 5 sono moneri interi primi fra Iove, ed v non ¢ zers,
vi ¢ wn intero o lnle che i ha

2. n=q (meod. g).
M1 considerine i resti delle divisioni per ¢ dei termini della sevie:

(1} t, 2a, 30,....Iz— 1) «.
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Kissendo per ipotesi p prime con @, nessunp di questi resti & nallo; di pin

o381 son tadti disuguali fra loro; poiché se fosse m.a4= n.a (mod. p), ove m ed n
sono minori di p, ne verrebbe che m.a—n,@ = (m — n).a sarebbe divisibile
per p; quindi lo dovrebbe essere m — n, il che & assurdo, sssendo m — n < p.
Pereid questi resti son tutti disnguali fra loro, e quindi sono g — 1 e nessun ('essi
¢ nullo; pereit si avra un termine xa della sorie (1) che diviso per ¢ di lo stesso
rasto di .

. Teorexa (di Wilson). — 8¢ p 2 wn namers préno, £ prodotio p— 1 diniso
per p da per resto p— 1.

Infastt s1 rappresenti con a une dei fattori

L2 3....,(p—2), [p—1)
@ s1 consider: la serie
{2) a, 2a, 3a,....(p—2a, (p— ljn

~ Pel teor. 1 g1 sa che un sol termine di questa serie, diviso per p, da per re-
ato 1: sia desso aa: sieché avremo

%.a0=1 (mod. p).

I numeri a ed x son disugasli, se ¢ & diverso da 1 e da p — 1. Infatti se
poniame e=ga, si ha «*=1 (mod. p); onde @* — 1 = (1t + 1) (e — 1) =9 [mod. p):
quindi

«+1=0 (mod. p),
6 —1=1) (mmud. p); .

ma cié mon pud verilicarsi che nei casi rispeflivamenie di n=p — 1, a= 1. Ne
segue {da cib che i numeri, che sono in nemeri pari: 2, 3, 4,.... p — 2, possone
essere aecoppiati i modo, che il prodoite dei due associati diviso per p dia per
resto 1, eioé sia congruente con ! vispette al modulo p; e quindi, moltiplicando
ira loro le cengruenze cos) oftennts si avrh:

2,3, 4,....p—2)=1 (med. p);
da eni, moHiplicando per p — 1, si ha
p—1=p—1 {mod. p}.

3. TeoreMa. — Se |p — 1 diviso per p dd per resio p—1, i nwnero p ¢
21 mo.

Infatti se p non fosse primo, esso sarebbe della forma

P-=“'--ﬁ-T----:

In cui z, >, ¢.... sono ngnali o disnguali fra loro e diversi da 1, ciascuno di essi
¢ nguale ad ono del nomeri:

2, 3, 4....0— 1.
Poiche &
(3) [p—1=Q.p+(p—1)
VRS ]

|E—-1=Q.m.ﬁ.'f....—l—{j;v—l},

il numero % divide wna somma di due parti e una di gqueste, e percid deve dividere
anche l'altra ‘p—.l. Ma ollors p, p — 1 ammettono lo stesso divisore «, e it ¢

assurdo. Dungue p & on numero primo.

gl i, I

LR
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4. Da ¢quanto precede ne consegne che se la divisions
(4) p—1:p

da per resto p — 1, il numero p & primo; percid Valgoritmo (4) fornisce il mezzo
per far riconoscere s¢ mn numero dato & o no primo e di pure il mezzo per poter
formare ona tavela di numeri primg.

Perd questo metoda &€ pnramente teorico, poiché da quello che segue apparira
chiaro che desse non & di aleuns ntilite pratica.

3 Formula @i Stiriing.

=1 sa che é

| 15 — |
\ (En + 1)

] “J—l-—'ig _
i n 1 25 -— 1 »
@ percio
5 log (it --1) —1 2 Tia. 8 ]
(9) og (n - ﬁgﬂ_ﬂn—{-][ Svrest b
ove & 1 =0 =0, pniché &
1 1 1 1 1 1]
— A | g a =y, e EEE—, =
3 (2n — 1) 3 (2n +1)(2n 4-1) 3  3n(Z2n+ 3)
1 B 0

B "dnin + 1) 12 . Taln +)
Qmindi dalla (5) si ha

b
120 (n 4+ 1)

. 1
(6) L+ (n -+ 5 ) Nog (n + 1) — log ]
Ponendovi

|u
(7) gin) = =

g=n s T+ 5

la [6) diviene

0
(8)

120 (e <+ 1)

e (uindi ne consegue che o

=loge{n) —log 3{n + 1);

locg(n) > log@in + 1)

# lng:p{ﬂ{—]]—é{lﬂgql{u—]—l} l

Bl 1)’

1
ciod 3 (n), @ (s + 1).2 72 sono la 1* decrescente e la 2° crescente, quando 1'in-
foro n cresce.
Designanio con p un numero intern gnalungue, si ha
|

. 1
gr)>@ndp), dn).e~my <3+ . G@mio:

l'ultima delle quali si pud serivere eosl
a

= gt gye 12>0 >0.

#(n)
Pl )
Da qnesta si ricava facilmente In formula di Stirling per eceleolure approssi-
matéeamente # prodoliv |n_ fler n abbastanza grande. |
Facendo nella (9) n= p, si ha "
lim 2L Jim o —
PZI:P'LEPJ —

(9)
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& quindi
(1)
lim ¢ (p) =< lim m‘fj i
p== = $5)
¢ per la (7) avremo
. _ 2 2 4 4 9 — 2 2p
| —= e e e s E—— 3
27} i’:an*l 3°83°5 % _1'0y —1
¢ pel teorema di Wallis
(10) lim ¢ (p) = 127 2

ll::ﬂ'

Da qui, s¢ nell'egnaglianza () si lascin 2 fisso e s1 fa crescere p indefinita-
mente, s) othHene

A i j
4 L y Na g &
L Hon, 8 - .
AT e ¥

; 5
(11) 20 _ g
125 | '
e per la (7) si ha
i
(12) In = V2mn, wo . p=n | it ’ lr :
¢he & la formula di Stirling; guindi si ha la limitazione seguente: £ |
470

) 2rn o N> 0> V2. 0. n" r".;i;-

6. Osservazione, — Per n = 5009 il valore di [3008 & un numero di 16360
cifre; quindi per riconoseere se il numero 3000 2 prime bisognerebbe, oltre a cal-
colarsi nn prodotto di 16360 cifre, dividere un numero di 16360 cifre; il che pra-
ticamente pud dirsi impossibile. Questa osservazione appieno giusitifica quanto ab-
hiamo asserito in fine del n. 4.

Milano, 81 marzo 1808

s
= L el 9 =
y ™ = _"_".l_-_ e .:l'.l-'r

Prof. Thoxtsro (Fassronr.

"I-ul;. -..1- |-\-..|._|_——l "

UNA SORGENTE DI IDENTITA NUMERICHE

Nora »1 ALBERTO BRAMBILLA

La comoda uotazione proposta dal prof. A. Carmwur per le potenze fattoriali (%)
(1) W= (e Dt ) (2 40 —1) 7

De suggerigce 1'uso per la deduzione di certe identis o per Pefiettoazione di certs
somme notevoli, di eni 2 bene conoscere esempl. [ caleoli sono molto semplici, e
gl argomenti sono di quelli che possono destare l'attenzione degli alunni delle
seuole secondarie, cosicchie i nostri colleghi sarh ufile averne nn saggio, che io
offto in gquesto breve seritto,

(") Cazoury, L' dnalisi olgebricn e Minferpretazione fultoriads dsile potenes, Giornale di Battaghni,
184. — Oppuro Lesioni i Algelrs vemplemenicre, In antranibs guests opere del prof. Capulli tro-
vansi wolte nltre identitdh dimosirate nel nostro orfline di idee,
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. — Ln-me prtenza ordinarie (n intiero) di un qualienque numero X & espri-
mibile eome aggregnto (addittive) di potenze fattoriali del THEREZLIND RUMELTD,

Infatti si ha:

.}::n —_— i‘. tn—l

= {.?:T—E c? - -1.'}_¢‘“-3

(2) =‘{11:-"_‘——ﬁ' IZ'T + T2 .-_'} p—d

————
— 8 - .|. & - L] - L L L L [

—

T R | g S (") 2 gy pk—a = |=1)* } y —E

" - L] [] - '] [ L] ] -

= {:“_— rlru} = 1 + &hﬁ pa—3___ ,33{:'.'. [E—8 . et + [__ 1 } i E:fig “T__ 1_ 1 }” 4L

- A=
L]

E ¢id dimestra enuneiato.
Per il ealcolo effettivo dei coefivienti e, servono le segnonti relazioni ricorrenti:

pleb) (8 — ! {28
s kAN __pgli) — (L 2) ),

|

(3 e
ki) k
F%r-—ﬂ) _ﬂhiﬁ — 3 E;]kjs-
[k+1) k — g k)
Eat1 _-El{i—}] - 2 Cla=2
1} —
L o — .1 9 =1,
da eul si ricavano:
gl{-ﬂ: 3, r'gﬂ-]: 1;
Flﬂ]-_: ﬁ' FQH}—-_— 7y ; E'.t['nz 1;
a®1=10, ¢,= 25, = 15, p= 1

aP=21; aW=140, e =350, oM=301, esli?==h3 o,—1.

L] L - L] L] L] - - L o e T e T e e B = 9 @& ®w @&

Dapdo poi a £ ) suceessivi valonn 1,2, 8,..., n — 1, a1, s1 trovano ad esempio,
e\ ¥—g = 3,

iiiiiiii L

Fil:l_u—-i?;;{k_gj = J.:—E,

eppero, sommando,
(4) fM=1-12 ... +H:——1J==;—}r.{k—1]

similmente, el — B =1
er g0 —2 40

FE“: —|_:’ -—ﬂgfk'—g}z {k__ 3] . E.'l (& —E] -
(2 — =D 2} o —1)
6, sommando,
peld=s1 230 4 Jey (0 — | & (k—3)e, 4 (F: —2) g, e—1)

2 ¥ l:_—E !—H * —  J—
U IR P T T

— 129 P8ty (fe— B (ke —2) + (:— )2k — 1)}
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Mg

—_— —

o +1)=2{z+1) (s L 2-D=0*—2,7,
e guindi

{-:g{k}:=é—[]T+ 2. =27 )17 4+ 271, (4 E—DT),

epperd, in virtin dell'identith

—= - —— 2 ill==1
(5) 84 20 = o o
T |
Sl AVFA ancors B
A | Oy
o BB (k—2)7
b 3
= L(EIF— ‘}]T—S[f )
24 B
|
e (e Oy (L — 1\ T (B :
(6) 5 (F— 21k — 1)k (Bk—3)
E poi sl troveranno g
gsl)  — g8 =] ;Ei
E-'.;I:'.FIJ —t’aE'” = E.F-;{'” &
ettt — a8 = 3 putdi 2

--------------

R — gy th— — (R 4)estt—2
eath)  — egt—Ve=(h— 3) pg (11,
¢ppern, sommando,

o3 (D=1 Doy 4 Bapl@ o (B—4) el (f— 3) g (k—D)
=14 ;}11XZXE.E.é[ﬂ.d—ﬁ]—|—%){3}{3.4.5[3.5—é} : ol

1 %
o+ gy X =3 X (k—3) A—2)(k—1) (8 (k— 1) — 5]
- % {19.-3.3(3.3—.51+ P 34(84—5)+ ...+ (b—BJ A —2)(k—1)(B(k—1)—5) }

Ora # termine generico di questa somma tra { } i
Mo 4+1)(e+2)(3{r+42)—5)

€ la & va da 1 fino o A—3. Svolgendo questo prodotto si trova che esso @ esPri-
mibile nelln forma

J(r—1)"—K(e—1)F L8¢% =847,
uindi si otferrh

) 1 < — — _ __ _
W= {8174 274 . 4 k— 4 F)—K[1I7 4274 .. 4 (k—4)7)

g
|

81420 4 R —3)V ] —R17 427, - (k—38)°]}.
I finalmente, avvaleadosi della (5), risultera

ﬁih:IZﬁ (F—3) (A —2) (A —1)(l2*—5 i + 6), i
E ¢osi via. Sarebbe interessante che qualeune studiasse la determinazione di o), “J
2. — L'n-mu potenza fattoriale @i un nwmero qualungue X pud sempre espri- E

mersi come aggregato di polenze fatforiali d4i un eltre numero qualnngie y.
Infotti, se pomismo

T=y+2z,

(") Veggasi, per psewpio, CATELL, Lanalizi algelrica sor, menzionita. — S1 lrova pure In dimo-

sirazions della formols a pag. 48 del Pitagora, Avno H (1896) del prof, Fazzam di Avelling, nel quale
perivdico sono allre esercitnzioni Ai questn specie.
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si sa [VAaxpeERMoxpE) che (%)

o ¥

Zh = (y 4 z) =py"+ (T)zy"f”r (EJ 2l L SO S L

e cid dimostra 1'ennoeiato.

Come corollariv si pubd affermave che Mn-ma potenza ordineria i x &0 pud
exprimere come wggregate @i potenze fadloriali a0 wn oltro wanere gualungue y.

S, — [l prodotto x%1 . xea, dove rono Xy ed X dei nuneri gualungue ed o, oy
degly (uteri (ehe bustera vonsiderare positivi) é expronibile come agyregelo di, po-
trnze falttoriali di un nwmiero qualsias,,

Iufatti, per 1l n. 1, si hanno le relozioni

-T-‘J.”l=-rtu'.1ul_fi [reg) -*'l“r_] g |:—"_1Jﬂ=:‘ ;.

-"Eu!‘—-!.-':z“’ -—hf‘uﬂ-‘ 1“*_l . — I"—“H'! Py

e fquindi il prodotto . #™ & une somma di termini, de’ quali il generico @

— L ) e

s gl (e
l ]

o 1 bEsprviamno clie per

Ora. non vecnpandoci del coefficiente (—1)

il oo 2. 1o potemza .45 % & esprimibile come aguregato (i potenze fattoriali Qi

=1
-

Ly 48—, ¢ gquindl 5ars

|

y=—r _tiz—>3

..1'_'1 lfﬂ

iy=—T

1 ry—ay F ) o1 boa—) T

1‘]“'_5 (Hgl—' 9 .:l{ s

a— - T A _1
-:_;_.i*r{rﬂ_ r 5+(u,1—3:1(r2__ =ty T]S-:l-:,-f—c.:_ r—g .

oy

=

{f':—':-ﬂl

In guesto modo si vede che w? . .3 & esprimibile come ageregato di potenze

fattoriali di 21 (oppure di e} ed allora per il v 2, si potrd asserive che lo &
pure medinnte potenze fatioriali di nn numere gualongue, come si & affermato.
In modo analogo si dimestra ¢he un prodotie della forma

Ly LisY Tﬂ:'-' o
'I: '223""'L'I-I

& esprimibile come agegregato di potenze fatioriali di un namero gualungue,
Inaltre, osserviemo che queste dimpstrazioni si possono condorre anche in vare

altre maniere,
Debbasi eseguire la somma

1228 AR 2288 . (A4 1034 ... 0¥+ 105 .. (n = h==1)%

Osserviame anzitatto che il termine gencrale &

L 1Y Npt h=—=1P=( " P=a(H—]"
nEsia,

=1 U g ; i1 [ 5 Y I
w3 (o4 mF 4 () (B + T (B) (— 07 (7 4 W (B
valp a dire

'Sﬁ e h*
|1

43 4 [hfh; 1}12.,;:*41&—& [h[h_ 1]3“&_ EHE AR e

e =1 Kile=1]. o 8.1 i,

('} Yeggzasi Cavrrnn, L'mualisi Algebrica ece., 6d anche Pitugern, Anmo cilato, pag. 28,
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In virth della (5) se ne conclnde che la somma da caleolare vale

el g g [(h—1)] a8 [Ria—1{E—2)] 4P
w+1 (1 %% 2 2 3 Sh—27" "

vo e =1 RE—1)...2.1.

Me invece della data somma si dovesse calealare

122 4. Fa¥a- 1) d0nd h—1),

si osservershbe che il fermine genevale & (2 )P={s")22% & guindi, in forza del
precedente svilnppo @i {2*)% esso @

= = - J— = = —
e +zn—-3w-—|i1 BT (L 2= 1SR A1) T o D) R A—1) 2L b (2 T |
e quindi si applicherebbero gli sviluppi e le identita ricordate. |
5. — rPropomamoet i calcolare le somme seguenti: : £
1) 1.2°49.3%... Lain+1)! %
1) 1.22.3%4-2.854% 1.+ n(n+1)3(n + 2)
1) 1.22.8% 4% & 2,35 48,545 4. L n(n-+11%n - 20%(n - 31

---------------------------------

Per effettuare il caleolo della 1), si ¢ominei ad osservare che il sun termine
generale & |

——

ele+1)2=c8— 2,

eosicehé 1a medesima 1) equivale alla segnente:

13285 . . —a?—(1¥ 43 ¥ 4...4+n?)
e per la (3)

=T o :
—r 11} n(n+1)(n+2)(3n+5).

Per ecaleolare la 1), =i noti che

i 1P (e L 2P=10"—T 25 11055 —2 7,
epperd che la II) & equivalente all'nlira
[T VS TN {1‘5_—_~-.-+nr’}

—10 {1T+... Fatd—2{ 1. 4a¥)

ossia, pexr In (3), & egoale

1

3 v n B
0 n ne e %{ﬁnﬂ—f— 41 n?+ 67T n—125).

7 7 T 10 =0
Al ealenlo della somme 11T 33 perversh nel segneute modo. 11 suo termine ge-
neralo é

(412 e 4+ 203 ¢ £ 3),
il quale si poira serivers pure
.-_j[ . -}-IJT( u+2}_“[;:+3'] :
sviluppando il secondo fattore secondo le potenze fattoriali di -4 (n. 2), avremo
2o+ e+ e 8 =at (v +4—3) (¢ +2)% (2 +3)
=u* {{04+4)" —9(o ) L18) 2+ 4)—6 ) (2 +2)%(2+3)
1 e7—96% +1825—6:7 ) (2 +2)F (¢+3)

IJ
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Questo prodotte si compone della somma di quatiro prodotti: ora in ciasenno di
questi il fattore (v 4+ 2)%si poirh esprimere per potenze fattoriali di numeri seelts
opporbunamente per elevare 'esponente fattoriale del primeo fottore. E precizsamente,
nel prime termine, (24 2)%aj ceprimeerh per potenze [nttoriali i [ r==T), nel
secondo per potenze fattoxiali di .« ~ 6, nel terzo i » <+ 5. e el gnarto di .» L 4
S1 otterra

2 e 4+1)3 (2% r= 8

={w? —10:67 4 T
— B = T2 T pLO8.T
— IR T OB P A 10 -0
— Ak "E‘]_ F s ] o) ek } [L—I'E:l
= { FF =100 2310 3T — 292 o¥ 182 12 -T} (.= 3,

B nindi, nuovamente. ponendo 1+ 8= o= 0_f=r N5 — rispettivamente,

¥ (o4 )30 £ 2)= (e &3
= Ly R

—18p¥d Daed

LI —H)

22D, T BRG

— el el F

1325254 43
— 1255 41247
=025V = 20507 —B62 07 — TON,F 276,74 19,7,
Cost, applicando la (5) troviamo che la somma 111 & egunle a
l]';— 25 -‘iﬁu F 205 i;-— 662 ”8' L ?95-"?—' — 276 "E: — 12 i‘ﬂi
6. — Si propone ai volonterosi di cerear la legge del coefficienti nello svi-

luppo per potenze fattoriali di ciascuno det prodotti :
o412 (24 2P, (g +2—1)e
Bt (o1 cad-—1w,
sle+Me+2h)... (¢ +[z—1]0),
ol +h)*e 200, {e4-[2—1]h)«,
_ e (e+R)e (428 ., (e L[k—1The

¢ di altrt consimili, e guindi I'espressione delle somme analoghe alle 1), 11§, 111}
per duesti casi generali. Non & necessario osservare che converra cominciar dai
casl particolari pin semplici: sarh gia on bel risultato il poter stabilire delle re-
lazioni ricorrenti fra i coefficienti in ciascano sviluppo, le ynali dovranno poi ser-
vire alla scoperta della legge rvichiesta.

Napoli, luglio 189R.

——— i ———

ANCORA SUI CARATTERI DI DIVISIBILITA

A eomplemento di nna wia nuta precedenie sal s0ggetto, inserita nel IV fasce,
di questo Periodico, ed in risposta alle consideraziomi che + agziunse (V fase,)
il sig. dr. Levi, espongo guanto segne, per mosirare come In (nestione possa ri-
dursi ad mna grande generalita e, nello stesso tempo. ad ona estrema semplicita,
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$ia p un nnmero intero qualungue, e lo 81 ponga nella formn
p=oaz+bh
ove sia u% 0 b primo con p.
Sia inoltre
I": _—— ﬂﬂ!; + B .
an altre numero intero maggiore o ngnale n p. Stante le ipotesi [atte, & sempli-
sissimo i dimostrare che le condizione necessuria e swfficiente affinché sia N un

maitiplo di p #
Abzy — Baax =0 imod. p).

Tnfatti .
1" s souo verificate le nzuaghanze
ne -+ b=p,

moltiplicandole rispettivamente per B e per b @ sottraendoe membro a membro

I'una dall'altra s ha
Abxy — nBx=bN — Bp

clo,
Abzy — Bz =0 (mod. p);
20 jnversamente se sono verificate le nguaglianze

az -+ b=,
Abay — aBa=ph,

sommonde 1a prima moltiplicata per B con la secondn, 51 ha
I,ﬁﬂ.] + H) b:PHII
che ¢i da, pel easo di & primo con p.
N=10 (mod. p);
antiraendo invece la seconda dalla prima moltiplicata B. si ha
(A%; + B) az = phs
donde pel caso di ez (o non ) primo con p
N =0 (mod. p).

Per non dover chiedere troppo spazio al Periodics, mi astengo da considera-
zioni particolari e da deduzioni di regole speciall che ognuno pub fare da sé. Av-
verto per altro ¢he molie delle regole da me precedentemente stabilite {divisibilita
per 11, 17, 31 ece.) possono subire notevolissime semplificazioni, che del resto pote-

vano ottenersi anche indipendentemente da guanto ho esposio ova ¢ ds goanto
lice il dr. Levi nella sua nola.

i guperflue aggimgere che, applicando convenientemente il eriterio ora esposto,
si puo dedurre ana regola di divisibilita per yualesivoglin moduto, sis esse mag-
giore o minore di 10, pari o dispari. Cosi, diviene possibile far conoscere parecchi
earatieri particolayri di divisibilita olire a quelli finora contenuti nei tratiati il che,
d'accorde col collega dr. Conti, (*) ritengo molte utile per la scuola.

Forli, ottobre 1895,
Prof. Fennooero Marrawront.

(*) V. nel IV fase. di gquosto Periedico 'artio. wellee hirdeibilitee dei mrrneri

— > —
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RISOLUZIONE DELLE QUISTIONI 420, 422, 423, 424, 425, 426, 421, 429, 430

120. S¢ si considera il sictemn delle formule

- 0% ; 0% . a3 -
e — = — —_— —_— o J— e — e —— x| £

g

dore U & ln forma quadrotica {(nelle u;)

p=2ZRj; Ui},

ed 2 N =Xy + WX 4 UpXg + muxy (X=3, 0, €, Ie equazione

X1 X¢ Xz X3
# - - ¥

er Ex E's €% 0

A 1

F F
i MWz Bya N,

W gr ¥ =
= 1 r | 3 Wi

si eonfonde, a menp del fattore 9°, con Faitra

N S B

ore, pPer es., & (1'.1?; g{) cid che diventa il determinante precedente, yuande al posio

degli elementi dello 2%, 3% 4* orizzontals si pongono wispetlivamenta le vy, le §;, Ie
g
—B%- e dove Xy & rid che diventa lo stesso determinante, guando al posto degli ele-

ments delle medesime orizzontali gi pongonoe ordinatamente le &, v, Ci.
D, Re.
Risoluzione de) Dotl. Inp. C. Merizzi di Udine.

Sostitnendo nel determinante dato alle 7, %', €% 1 loro valori, la 24, 32 4%
linea misultano formale di elementi bhinomi; percio il determinanfe si scompone

nella somma di otto determinanti, di eni guattro seli non sono identicamente nullj,
¢ 81 ha

A’y 67 L L dg 1y A% X1 g 8 <4 £y e Iy 3y
- O3 09 Pir. - BE P51 .- ¥ &4
-] o] NSRS P4 o ela e -
— e | Oy Quy | — ¥, | O3 0P|~ ¥m..... | T
;7| R M4 My o5 5 O3 Oy T Oy 0 E9
?;1 ---- PpCy By savers Py Pl ply Qi Quy

Se ora nel secondo determinante poniamo la 2, 8% 4% linea rispettivamente al
posto della 4% 22 3= nel ferzo determinante poniamo la 2% 3 4% lines al posto
della 3% 43 22 od psiamo le espressiont simboliche, abbiamo

2 J ] . { d?) T (j-r: ‘)CF_) = ( ’ _ﬂllF) F—
. d* il
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122, Un cerchio col centro én un punto pariebile P di un'sllisse passa per wno
dzi fuochs O e sega il raggio vetiore che unisce P all’altro fuoco O nei punti PPy,
Dimestrare che il luogo dei punii PyPy & una cwroa del sesto ordine che i spezzu
in un cerchio di centro O e in una quardice razionafe (curva di Jerabék) avente
tn O un nodo ¢ in O un punto tacnodale. RETALL

Risoluzione del Doit. Prof. G. Cardoso-Laynes di Livorno.

Copsidernndo, insieme all'ellisse data, il circolo di centro O ¢ di raggio Za
(sssenido o il semi-asse magziore dell'ellisse), se si conginnge ¢on O un punto qua-
lmmgue P: di questo eireolo e dal punto P d'intersezione di P:0 con Vellisse si
ia eentro e si deserive un circolo che passi per 0°; siecome PO 4 PO’ = 2u. que-
sto cireolo tagliern la OF in due punti di eui uno & Pu; Uslive si indiehi con Ty,
Segue da e che 1l Inego di Py al movers: da F sull'ellisse & 11 cireolo di eentro O
e di raggio 2¢; In (nanto & P, pnd dirsi che genererd: nna curea di Jerabel: avente
in O il nodo e In O il taenode; infatti, siccome 1'angolo P1OPs & reito perche
iscritto in mezzo circolo, 1 punbo P; pud ottenersi ael mode seguents: Dato un
circolo di centro O ed mn punto fisso O del suo piane, sia OPs un raggio del fu
soio O, s1 conduca da (" Ia perpendicolare a O'Ps, il pnnto d'inconfro di questa
porpendicolare con OFy & 31 punto P, ; questa appunto & ln generazione della cirra
@i Jerabék. (*)

Trel restn. si perviene allo stesso resultato anche riferendoel ad slira genera-
zione della ewrva. Poiché OFP, =p — P, P (essendo p il raggio veltore deil’ellisse
dal fooco O) ed evidentemente P11 = P07, poiché inoltre si ha PO =24 — 5, ne
segue OPy =% p — a). Ma poiche la concnide di un’ellisse dal faoco. ottenuia di-
minuendo il rageio vettore 1 un segmento egnale al semi-asse magginre & nna
eurva di Jerabék, si ha che il punto P; deserive una tale eurva. Inoltre poicheé ai
ha OPy—=p 4 PPa—=p 4+ PO" ¢ PO = 2a — p, avremo OP; = 2« cid che dimostza
che P: gemera nn cirenlo.

Osarpyazione. — Se 0 si allontana a distanza infinita, cioé se 1'ellisse diviens
rzoa parabola, la questione 422 pud moddicarsi nel modo seguente:

Un cerchio col centro in un punto variabile T di nwna poaraboln passa per il
fuoco O e gegn la paralieln condofia du P oail’asse nei punti T1Pa, 1 lnogoe dei
punti P1Ps 2 wna eubica che si spezza in uwna retlo (diretlyice dellu parabola) ed
in wnd parabola.

Cio si dimestra direttamente senza difficolta,

Alira risoluzione del Dotl. Ing, C. Merizzj di Udine.

428, Un triangolo OVP ha due vertici fissi menlve il terzo P percorre un cer-
chio U passante per O: dimostrarve che il luoge del punto P', separato armonica-
mente do P mediante i1 punto circolo V ed nilineato con O, & yna eubiea razionale
eiveolare, inversa di elligse, purnbole o iperbole secondo che il centro di U* @ in-
terno, sopra o fuori delle parabola avente O per fuoco & per diretirice la perpen-
dicolare ad |OV| in V. ReTaL.

Risoluzione del Dott. Prof. 8. Cardoso-Laynes.

Assumendo per asse x la OV e per origine O, posto OV=m e P = (ir; m),
'equazione della retta OF o

(1) xp — @y y==0

{*1 Quasia & Ia prima gencrazions dala della curvs di Jerak, come gentilmenls mi communiod
il chiar. Prof. Relali. (V. Matheais, . V, 1885, pag. 110).

e T )

N “nil

=gk

S
o g i
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e quella della polare di P rispetto al punto-cireolo V &
(2) (& —m) (&g — m) + yy: = 0.
Essendo P = (», y) 'intersezione delle (1) (2), puicht rmisolvendn quesle rispetto

a xyy si ha
(3] SO i [ — m) SO g (@ — m) |
a + y — mx oy — iy
quando I’ s) muove sn 2, I equazione dol Inogo di P’ sard data snstituendo con
le (3) In guella che rapprezenta U% K poiehé se con . & 8 indicano le coordi-
nate del centro C del circolo C* ¢he pasaa per YV, l'equazione di guesto sard
iyt — Sug—2by =10,
avremo per il luogo di P, fatte le debite riduzion;:
(4} (2 = g1 [imn— 2a)—2by) + ma* (20 — m) — 2bam xy—m= =0,

Unesta cubica & evidentemente razionale ed inoltre passa per i puntl ecicliel.
Lid prova che la trasformata di un cireolo € pell'inversione di Hirst che ha per
conich dei punti oniti au puate-circolo V e per polo un punto quainngue di O 2
aua enbiea roazionale eircolare.

L'equazione complessiva delle tangenti nel punto doppio essendo

2 (m — 2u) - ey + My =10,

& (4) avrh un aode, un regresse od un pumnto iselate secondo che

(2) 2 — Qam — Kt g ),
-

Osserviamo che la paralola che lLa per fuoco O e per diretirice la 22— ha

per eguazione
o 4=l — m)*
cloe
(6] L Pna — ot =0
e percid, siccome il diseriminavfe della (6} & negativo, secondo che (= (i, B) sarh
esterno alla (6). sulla () o interne, avremo

=
i O+ Z2am — a2 = (.
{7) <+ 20 — i =

Confrontando le (3) (7) si conclude che la cabjea (4) sard nodale, cuspidale
0 wenodale, ¢ percib inversa di dperbole, di purabole o di ellisse (preso per polo
an pnnto della enrva) secondo che (0 & esterno alla () o ealla (6) o interno a
questa come si valeva dimosirare,

Usservaziose. — Se il civeolo C%, anzieh passare per O passasse per V (some per
errere di stampn (%) era deito nell'enunciato deila questione proposta), prendendo V
per origine e per asse = la VO, analognmente si trova per il fmogn di P’ la enbica
razionale circolare

{(7) = 4= 57%) (2 4+ g [m— 2a]) — bz - 2amiry = )
Ja quale ha per tangenti nel punto doppio le
(5) b — qy =0 é x=10

cioe la VO e la perpendicolare condoite da V alla VO. Percit se ( :{" 0,9 i 0,
essendo reali e distinti le (8), la (7) sard nodale e percip inversa d'iperbole, se
=0 le (8) sone coincidenti ¢ quindi la (7) avrh un regresso (inversa di parabols),
st pol & b=0 la eubica evidentemente si scinde in una relta ed un circolo.

Fué notarsi che V'assintoto reale della (7) & perpendicolare all’assintoto reale
deila (4),

\") Nell'enunciato della Questions 423 (pag. 200, Nusa 4+) invece di V deve logzorst O.
(V. RETALT).

l

—y Tz
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424, Due cerchi fangenti nel punto V 3i corriapondono nella inversione di Hirst
avenie per comiea dal pumti uniti il punig-cireolo V, & per polo Ualiro centro di si-
militudine dei cerchi dati. Si desidera ung dimosirazione analifica.

BREeraLl

Risoluziome del Doti. Ing. C©. Merizzi di Udine.

Siano G, €7 1 due cerchi, 0,0" i loro centri, »,»" 1 raggi. e sia P il poln dells
imversione. Come assi eartesiani prendiamo la retta dei centri e la tangente co-
mane in V. Al punto mobile M= (xy, i) del cerchio (! corrisponde nella inver-
sione 1] punto delir retta PM che & coningato armonico di P rispetto al punio-
eircolo V, ossia il punto ¢omnne alla retta PN, ed alla polare di M rispetto a V. La

L
vebtta PM, essendo P= (U, rfr') ed M = (2%, o) ha per equazione

T — T " — 1y
(1) = . g
P+
Hsgendo 57 4+ y* = 0 T'equazione di V, quella della polare d¢i M &
(2) Xon+ oy =0.
Se tra la (1), 1a (2) e 1'eqnazione del cerehio
(3] N e

eliminiamo oy, o, otteniamo 'equazione della curva corrispondente & C. e che si
wove difatti essers

cioé guella del cerchio 07,
Altra risoluzione del Dofi. Prof. G. Cardoso-Laynes.

24t =%"x

425. Trovare Uinviluppo delle iperboli passanti per un punto 0, ¢ arenti un
assintoto dafo B e per seconde assintoto una tangente vuriabile di un cerchio pus-
sante per Q.

ReraLnl
Risoluzione del Dott. Ing. C. Merizzi di Udine.

Assumendy come assi cartesiani il diametrp e la tangente al cerchio, passanti
per O, e chiamando » il raggio del cerchin stesso, saranno rispettivamente
peosow 4 ysens — p=1,
le 2 r)eosw L+ yseno —r =1
lo equaziom dell’assinfoto fisso, o di quello mobile. Si oltiens Pequazione della

iperbole, serivendo ehe il prodotto delle distanze del suo punto corrente (X, Y) dagli
assintoti @ nguale all'analogo prodotio delle distanze del punto 0, cios

[Xcoso + Ysenw —»r + reozw] [X cosz + Y sena— p] = prr — pr cosw,
08818
(1} cosw|X{Xcosx+Ysenz—p)+2{Xeosz + Ysenz)]+ sen w Xcosz+ Ysena — p]Y ==
= r[X cos z - Y sen .
Derivando Ia (1) rispetto ad o, abhiamo
{2) —senw[X(Xecosz | Ysena—p) +r{Xcosxt Ysenz)|4-cosw[Xeosa -+ Ysenz—p|Y=0.
Per avere 'eqnazione iell'inviluppo, occorre eliminare © tra la (1) ¢ In (2):
& tal nopo, quadrando e sommando si ha, dopo le debite riduzioni
(Xevsz+Ysenz—p) [X¥cosx+ Vsena -+ X*Ysenz — XY *vosx+ X3 2rcosz  p) — p¥? -
+ 2r XY sen2]| == D).

v e -"-l-l:.l:..i:
‘_F
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(ieg 1"inviluppo @ una qguartica, che s1 spezza in uma relta (I'assintobo dato u)
ed in una cubica, Ja guale ha un punto doppio nell'origine O, perché la sna equa-
zione mancs dei termini di 1° grade @ del termine noto, & percid & razionale. {*)

426, Da un punlo fisso O uel piono di una iperbole si conduce ad un punto
variabile P della ewrvo un vaggio g seganie wi assintoto a nel punlo A: poi a par-

tive da A ed in zenso opposto a quello del seqinento OP si stacea su g il seymento

i

AP'— — OP.

Trovace il lnogo del punio P’
ReTaL

Risoluzione de) Dotl. Ing. €. Merizzi di Udine.

Presi come assi caviesiani gli assintoti della data iperbole, sia O =im, n],
P={vy, ), P={0, 1)

Poiche il raggio ¢ intercetia sull'asse delle .o (assintoto ) un segmento che

- m == | Wi ‘
sl trova essere eguale a ey -, abhiamn
Mh— n
i == W W
“-:' ol = o ' 4 Ml —
!f'“ — N
(2) y=n =i

Se tra le (1), (2) e la equazione della iperbole

T e =R°
alminiamo WL s Yoy tl'ﬂ"i’iﬂ:mu
(£ — 2mn) 9= L* — mn,
che & I'equazione del Imogo del punto P, Questo luogn & dungue una iperbole,
avente per assintoti @, ed una parallela all'altro assintoto della iperbole data, (*7)

127, Una retta h & simmetrien di un assintoto di wuna iperbole H* rispetto ud
un puito O della eurva, ed una trasrersale arbitveria o condolia per O s2ga hin P,
e di nuore la curra in P'. Dimostrare che il lwogo del centro del segmenta PP 2
ena rette equidistante da O e dall'altre wssintofo.

Conclicdere In soluzione del due seguents probleai, Costruive Ia iperbole: 1° dati
e assinloto a, ¢ tre punti O, P, Q' 2° dati un assintole a, la direzione dell'nltro

essintoto, ¢ due punti O, P'.
RETALL

Rispluzione del Doit. Ing. C. Merizzi di Udine.

Datte « I'nn mssintoto, ¢ b 1'altro sin A= wg, B = by.

Per una nota proprieth della iperbole sara OA = BF’, ad essendo OA = PO,
sari PO —BP7; ossia il centro M del segmento PP’ & pure centro del segmento
OB. Ne consegue che, rotande la ¢ intorno ad O. il punto M deserive una retta
equidistante da O e da b

Risolviamo ora 1 duoe problemi proposti.

1%, Condotta Ia vatta OP’, seghi v in A: preso su OP” il segmento P'B nguale

(*) Facendo volave gli assi esordimati da un angolo « attorne ad O, o denotando con m o vatta
eruitdistante dn O ed o, 8 trova ¢he lo inviluppo cercate & la tromformata del eerchio siiumetrico
al datoe rispette ad O, nella inversione avente D per polo, & per coniea doppia quella lormata do m
e dilla retts all infinite. Olod ana mversa «Jdi conien rispetto & un snn puote.

(RETALL.

(*") Se m ¥ la cotla equidiabanie Ja O ed «, i) lnogo eerealu & |l trasformatn della iperbole
dala H? nelln mversions avents O per poln o per coniea doppia ruolla formata dam o dalls retka al-
Minfinieo, — Uice una iperbols passania pel punto proprio ove H2 & segala da m, e avente per assin-
Loti w e la retba sionnetries, vispetio ad O dullalbeo nss'utote della iperhole data.

[ReTaL).

——— i —
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o dl senso opposto ad OA, B & an punto dell’assintoto b: analogamente condotta
la OQ' a segare « in A’ e preso su 0Q’ il segmentp QB=— 04", B’ & 1 se-
condo punto dell'assintoto , il guale & cosi determinato,
2°. Come precedentemente. trovato il punte B, e per esso condobta la paral-
lein alln direzione data, guella & il secondo assintoto b.
Trovati gli assinfoli, la iperbole & facilmente costruibile.

Allra risoluzione del sig. A. Maroni, studenle nella R. Scuola nermale superiore di Pisa.

429, La sola superficie i votuziane, le cui lines di envvotira seno geodeliche
ol milindye cirveofere.
Carposo-LAYRES.
Risoluzione del Prof. Caslellano di Torino.

Della superficie di rotazione non sferien le sole linee di cwrvatura sono 1 me-
ridiani ed i paralleli. T meridiani sono evidentemente geodetiche della superficie;
perché lo siano anche i paralleli @ wecessario che sia zere l'angelo che la nor-
male al meridiano in wu punto gnalungue P fa col paralielo passante per P, an-
eolo ngaale a gquellp che la tangente sl mevidiano fa coll'asse di rotazione. Se
assumiamo (nesto asse come asse delle 2, e diciamo » il raggie del parallelo.

SATHR :
ifr
bLLABEN,
e
quindi
# — costante

aquazioue del cilindro eircolare retto.

Allre risoluzioni dei Prof. Candido & Piceioli e del sig. Finzi, studente nelia R. Uni-
versila di Padova.

430. Sia P un punto mobily di wna vetta v ¢ PPy, PPs e parpendicolari con-
dotte de P o due wetie vy, ve complanari di vi Uinviluppe delia retta Py Py @ una
parabola. CArDOSO- LAYNES.

Risoluzione de! Prof. Castellano, del Dott. Ing. C. Merizzi e del sig. Zeno Giambell,
studente della R. Universiida di Torino.

Le puntegziate 74,95, simili alle », sono simili tra loro, e quindt la retta Py P
che unisee dus puntl corrispondenti invilupps wna parabola,

@ fuoeo di gqoesta parabola il piede dellr perpendicolmre condotta dal punto
d'incontrv delle 2y .»e sulla »; sono fangenti le retle stesse »y, 72 e le alfezze ad
gss0 corrispondenti mel trilatero », 9y 9%, quindi si costronisce facilmente vertice,
podoria, direttrice, ecc.

1l leoremn sussiste aoche nel casv pin generale che le vette 'y, PPs. anaiche
normali ad =y, i, sieno rispettivamente parallels a due direzioni dnate.

Allre risoluzioni del Prof. Canilido e Piceioli e del sig. A. Maroni.

Osservazioni del Prof. Caslellano.

1. Ne consegae il Zeorema * In ogni triangolo i piedi delle perpendicolart ab-
bassate dai piedi di pnn altezza snglt altvd due lati e salle altre doe altezze, sono
in linea retta ,,.

[ Ne proponge Ta dimostrazione ai letéori del Swpplemento).

H. In un friangolo AiAs=As due Iati AjAs, AyAy colle altezze corrispondenti
Ay Hy . As He inviluppano nna parshoela 'y di fuoco Hy. Siano My e Iz lo alive dne
parabole analoghe aventi per fuochi i punti Hy, Hi, Sono tangenli comuni alle 11,
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e U, il lato Ay A: e l'aliezza As H;. La lerza tangenie comuue & la retta che
nnisce il punto medio My di Ay A col punto medio Ns di As H, essendo H Vorto-
centro, Infatti applicando il neto teorema che 1a circonferenzn circoseritia al trian-
golo formato da ire tangenti comuni a I, e MMy, passa per Hy He, e siccome passa
anche per Hy , punto d'incontro delle due tangenti comuni note, sara la circonfercnza
dei nove punfi. Essa incontra le rette Ay Hy, Ay Hy precisamente mei punti Ms, Nu,
e la retta My N savd ln terzp tangents cormune ecercata.

Ne segne che le tangenti comuni alle Uz e I'y sono le rette As Ay, 4; Hy,
M, Ny. ¢ le tnngenti comnni alle My Ty sono le vetle As Ay, AeHo. Mo Na.

| punti di contatto di ciascuna di queste tre parnbole colle rispettive tangent
sono facili a determinarsi, e mi pare nen prive di interesse lo studie della lore
distribuzione nel friangolo.

QUISTIONI PROPOSTE

431. Sono dati in un piano un punto O, una retta w, la cuw di-
stanza da O & A, e un cerchio (* i raggio » passante per U, e col
centro sulla perpendicolare condotta da O adsn: se sopra un raggio g
variabile del fascio O segante di nuove C* in P, prendiamo il unto P’
simmetrico di P rispetto a (gm). il luogo di P & una concoide Sgusimm- :
dimostrare che gunesta eoncoide & la inversa. rvispetto a un vertice,

- . . e o 4T :
di upa conica centrale la cm1 eccentricita & }’I_-' Per » =17 s1 ha la

cissoile i Diocly, per » = 2k la strafoide retta, per » = 4k 1a triseftrice
di Moe-Lourin,

432. Al grande asse OA di un'ellisse E* il eni piccolo asse & OA 03,
ein un punto M tale che OA =8.0M si conduece la perpendicolare wi;
se un raggio arbitrario g. condotto dal vertice O seghi ultertormente E
in P, il Inogo del punto P° di g, simmetrico di P rispetlo a (gin) & un
foliwin di Cartesio, col punto doppio in (). Cosiruire la tangente in P
¢ dimostrare le principali proprietd note della curva, partendo dal
nuovo modo di generazione indicato.

433. Dati in un piano un punto O & due vette parallele m, # equi-
distanti da esso, sopra un raggio variabile del fascio O, faceiamo cor-
rispondere & un punto P. il punlv P’ separato armonicamente da P
mediante #, n: dimosirare che, nella trasformazione quadratica invo-
lutoria cost defimita.

1° le coniche tangenti in O alla hisettrice b della striscia (m,n) si
trasformano in eunbiche razionali aventi la retta all'infimto per tan-
gente stazionaria:

2% | cerchi passanti per 0, in cubiche paraboliche avent per tan-
genti nel punto doppio O le rette isotvope;
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3" & eerchi passanti per 0 e eoi centri su b corrispondono cubiche
miste, & a cerchi passanti per () ortogonali ar precedenti cubiche dy-
plicatriei ;

4" alle parabole col vertice in O e tangenti a b corrisponde un
faseio di parabole di Neil; alle parabole (4" Apollonio) aventi per asse
la :rmrma]ﬁa condotta da O ad w. corrispondono quartiche razional
cuspidate in O, aventi la retta all infinito per tangenie tacnodale
(quartiche piriformi, foupies)

5" & eoniche centrall con wn vertice in O e un’asse parallelo a o,
corrispondono parabole nodate di Newton: in particolare, a iperboli
equilatere folii parabolici.

434. Nella inversione considerata nells quistione precedente:

1° a iperbeli equilatere col eentro in O e unasge parallelo ad m
cnrrispungom lemniseate di Gerono (huits) ; ad 1perboli equilatere di
Egl;trﬂ 0 con un assmtoto parallelo ad M, corrispondono parabole cu-
iche

2 a wma cubica mista col punto do pio in O e l'asse di simmetria
parallelo ad m, corrisponde una rissmﬁe d¢ Dioncle;

3’ & una sirofoide retta col nodo i O e Passintoto parallelo ad m
corrisponde la inversa rispetio ad O di un trifolivin retto;

4° alla krenzenrre col eentro in O e un'asse parallelo ad m corri-
sponde un cappa, diretto verso il punto (m, @),

N. B, L'eq. Aella codien misle (%) & 2yl ot =,
. della Evenspisrrs » #% 4 yt = gy,
- 'ﬁﬂ] L'ﬂ.ﬂp!l h {zj +yf}.=ﬂ= ""rya-
Nelle invarsiom rispalte ad 0 {trasf, per rmuge) vettord reviproel) il rasgio del cerchio doppin & 1.

V. R.

435. Sono dati in un piano, una eurva algebrica C*, (i grado p,
on %nmtu O e due rette parallele m. 2 equidistanti da esso: una tan-
gente variabile ¢ di C® seghi m in M od 2 in N- detertuinare lo in-
viluppo delle parabole circoscritie al triangolo OMN e aventi gli assi
paralleli ad .

Esaminare i casi particolari in cuj (v &

() na conica;

6) una cissoide di Dioele con s cuspide in () e l'assintoto reale
perpendicolare ad i :

¢) ung parabola cubiea col centro snlla bisettrice della striseia (ur, n)
e la tangente stazionaria perpendicolare ad in:

@) una strofoide retta eol nodo in 0 e I'assintoto reale parallelo
ad ue. RETALL

436. Si ridueano razionali le seguenti equazioni:

1 1 |
) BE 2?3 = (),
_ 1 1 !
b] .?'IT - .I'g:'_ }- -1-';1"_ = ﬂ,
S 1 1 1
C] 2T+ J.'-'g:]_ 4 .t‘g? e J'l_a = (I,

Liazzerr.

(%) Btudiata slai sigz. Honkel (luing Dissert, Marhurg: 1352) ¢ 6. de Longeliuips {J. S, 1838,
Pp. 245-247) ¢ la denominnzions & gl sacomnilo.

3
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437. In un tetraedro gualungne A,A:A.A, si indichine con O il
centro della sfera eircoseritta. con ¢, as, o5, 2y le facce e con a; la
retta condotta nella faccia o dal centro del cerchio cireoscritto per-
pendicolarmente alla mediana partente da A, .

Dimostrare che le sei rette: (%)

O (tnre, tigs). O (s, ir51). O (s, tta)y O (erog. rige), Ofirsy, i), Otz t155)

sono ghi spigell di un angolo tetraedro completo, il cui triedo diago-

nale & formato da 3 piani perpendieolari alle cungiun%enti 1 punti
medii delle coppic di spigoli opposti. ALLUCCI,

438, Sono dati in un piano doe punti A, A", ana retta e un pumto O
sn gquesta. Preso un punto P del piano, si conducono le rette AP, A'P
che incontrino Ia retta passante per O rispettivamente nei punti H, K.
Dimostrare che il luogo del punto P tale che il prodotto OH X OK

sia costante & una conica passante per A e A" CELESTRI.
I A ) b - 1 : : -
439. Se A— ) —n —,5 2" con I numeroe intero ¢ positivo.
e = n=1

=

S
ed « & namero qualmgne diversoda 1, siha: 2 ¢/ ™ =K + 2

f‘.III

Zha
r=1 =1 lf_'!
dove wy, tty, . ... 1 sono le A radiel Aesime g .
440. Se pi.pa. .. .. pe....s0m0 fudti | numeri primi. 'uno escluso,
C e ’ =
ordinati in modo qualungue ed & r>1e8. =X —— s ha:
u=,J
5 ] K 1 1
L_.-n(l““'—)zl— T
=1 Px =t 7 S
NiTALe.
" _+ _-_____
BIBLIOGRAFIA
R. Mazzona. — Elewenti i Aribmetica [Razionale), — 3 ailizione.

Livornoe, Raff. Giusli editore, 1898, 1.. 2.80.

Non & il easo di spendere molte parole per ammanziare la recente ristampn di
questo Trattato Dtementare d'Aritmetica Teorien favorevolmente noto ai colleghi
delie nosire scuole secondnvie classiche e teemichz: il suo migliore elogio sta nel
[atio, che n pocli anni ha gia vista la quinta edizione, perché un snecesse cos
rilevante i stima non pud disginngersi da meriti intrinsec.

(") Uon D[ %) si ndica & retta che pas=a por 0 ¢ % appuezia alle 1lne rette a. b
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Basta leggere poche pagine di questa Arvitmetica per convincersi che @ séata
pensata con seriefd di intenti e carara con amore nella distrilmzione della materia,
nel coordinamento delle teorie, nella forma dell’esposizione, in tutti i particolari.
Evidentemente il Ch. Awlore ha lunga pratica delle esigenze e delle difficolth del-
Uinsegnamento dell’Aritmetica Teoriea per giovani, che s'iniziano allo stndio delle
Matematiche,

la saggia parsimonia nello sviluppo delle tecrie e nell'esposizione dei teoremi;
In precisione delle definizioni: V'esattezza e la Irmpidita delle dimosirazioni; 'asten-
sione generalmenie osservaia da vani cicalecel (non rari anche in Trattati di ehin-
nssimi Autori) che verrebbera sostituire gli schinrimenti orali dell’ insegnsnte,
mentre invece impediscone all'alunne di vedere nettamente le proprieta fondamen-
tali; la maneanza di novita nom ancera assodate heme e non ancora rese abba-
stanza piane per intellizenze giovanili: 'nso accorio dei simboli letternli: tuotti
quests pregi hen a ragione hanno persuase non pochi colleghi a preferire gli FEle-
menti del Mazzola al classico Trattato del Bertrand, di cui perd essi seznono le
linee generali e ricordano molte dimostrazioni e del quale i primi eapitoli sono in-
dubbiamente insufficienti auche nelle edizioni rivedute degli nltimi anni.

Davanti a siffaite qualith degli Efementi del Mazzola — non comuni in libri
elementari, benché negli uliizal anni si sia verificata fra noi una fipritura 4 Avii-
metiche Razionali anche bnome od abbasianza buone —, it rilievi delle poche mende
lecilmente riparabili & ginsto indietreggino: d'altronde, polrebbero essere in parte
consighiati da vednte individuali, cui non & possibile aver riguardo interamente,

Tuttavia, non vogliamo tacere poehe osservazioni d'indole essenzialmente di-
dettica, delle quali il Ch. A, terra il comto che crederh nella noova edizione, che
£li puguriamo prossima,

Savebbe bene comprendere nella teoria della divisibilith un breve cenno sulle
congruenze, delle quali I'A. da solo la definiziove in uns noficing a pag. 65: fra
nol, dopo Amanzio, anche Arzela ed lngrami, Gazzaniga, Biasi, Chierici, ecc. si sono
giovati del conceito di numeri eongrui nei loro Tratlali elementari. Non erodiamo
plausibile, specialmente sotto il punto di vista didattico, il divisamento di scindere
la teoria dell'esirnzione i radice per ripartirla fra’ numeri interi ed i frazionari:
evidentemente, dimostrazioni inerenti all'estrazione di radice qoadrata dai nomeyi
Interi possono presentare difficolth = giovani, che non honno ancora appresoe le feovie
della divisibilith, dei numeri primi eec, o quinii non sore abbastenza svelti nello
stndio i wna dimostrazione pinttosto laboriosa. Non ei pare conveniente porre,
sotto 1'mmico titolo eleramento potenza, 1 ieoremi sui prodoiti di pin fattori e
quelll sulle potenze. Tutte le lunghe enuneinzieni delle regole pratiche (num, 18,
=8, 37, 61 ece.) elie gli alunni conosesno gia per lo stadio dell'Aritmetica pratica,
pussone essere sempre omesse ofd accennate di volo: e cosi IDS30110 ESSETE OTNess]
quei enppelli, che 'A. premette glle definizioni per chiarirle pvvero mostiarne 1'op-
portunita o la mecessith. perche essi somo esclusiva pertinenza dell'esposizione
orale dell’insegnmte.

Seuza dubbio, in quest Elementi, soltauto pochissime cose potiebbero essere
presentale pitt sintelicamente (nd es. n, 66, osservaz. a pag. 73, n. 115, n. 175} af-
fimele zli almi debbano leggere a casa wnieamento quanto & necessario per fissgare
hene ed approfondive ¢it elie hanne appreso in classe, Solo pochi punti hanno forse
hisezno di maggiori chinvimenti e pochi altri di maggiore estensione : fra’ primi segno
Fultiie periode del pennliime econnna della pagina 61, fia” secondi i preliminar
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(ove perd non & a desiderarsi I'eccesso di materia indigesta per principianti, ¢he
si deplora in gualche Trattato),

Per le esigenze didattiche, affinché non rimangn neile intelligenze immature
dei giovanetti il benché minimo dubbio (dai dubbi & talora generata l'avversiona
alla materia), & necessavio che, specialmente nei primi teoremi :

I'entumeiato dal teorema tradnea colla magginr precisione possibile, nello stesso
ordine e colla maggior chiarezza tulte le operazioni fabte snile lettere: soito guesio
rapporto. il eorvollario I del feorema n. 16 & difettoso ;

non si ineorpoti in una dimostrazione qualche® proprieth — forse molto infe-
rassante, per guanto evidente —, che pad cosi sfoggive ali’alnmno; il ehe avviene
nel teorema n. 41;

sin marcata bene {sovratiutto nei primi capitoli) Vapplicaztone dei singoli teo-
vemi e sieno grindi fatti metivolosamente tutti i passaggi, perchi lo sindioso vegga
il nesso logico di tutte le parti della dimostrazione e non si abitui a fare sulii:
ad es., in ciasenna delle proprieth «) e 74) del n. 41 manca un passagg io. Certo,
non & necessario che 1 singoli passagzi sieno precedati dall'enunciazione del teo-
rema. sul g¢nale si basano: bastera citare il pumero di guesto. nelle serivere lo
espressione trasformata. Anzi sarebbe bene che wenissero cosfantemente pitatl i
nnmeri dei teoremi che si applicano. anche per affermare la necessita che lalunno
ogni volta riveda 'enumeiato delle proprieta ehe pevmettono i passaggi,

Dne minime osservazioni per la forine dell'esposizione. B preferibile dive eon-
dizione nesessarin ¢ sufficiente, anziche In condizione ecc. L'A. usa sempre la pa-
rola alterazione, invece di purinzione: non sarebbe meglio eonservare il coneatto
naturale che nna qualungue operazione eseguiia su di ung formola altera la com-
posizions della formola, nssia l'aggruppamento delle lettere im essa contenute, per
gnanto il valore del numero generale da esse rappresentato non carii?

(4i esercizi (228 sino alla teoria delle frazioni decimnli. compresi quelli snlle
radici) sono bene scelti e graduati: tale raccolta perd savebbe bene fosse nn po’
piit ricea, spacialmente piy le operazioni fondamentali; s'intende, devono essere
sempre esclusi quelli, che possono presentare non lievi diflicolta al principiante,
dei quali si trovano non pochi esempi negli Elementi di Bertrand e d’Amanzio.

Tinora, I’Aritmetica Teorica &, per 1'insegnamento lecnico, prescritta sl primo
biennio dell Istitute, ove dall’inzeznante pnd essere acconciamente fusa coi pre
liminavi della cosiddetta Algebra Elementare (per formare I'Aritmetica Generale)
o cosi @ pin in 1a distribuita opportunamente nel corse biennale (i AMatematiche
Elementari; mentre, nelle scuole classiche, lo studio dell’ Aritmetica Razlonale ap-
partiene al programma del Ginnasio Superiore e precede quindi 1'insegnamento
dell'Algebra. Augurandoci che anche in gneste nllime sencle sieno adottate lo sag-
gie disposizioni vigenti per gli Istituti Teenici, tanto pin che I'insegnamento del-
I'"Aritmetica Generale e dell’Algebra pofrebbe essere mpsriifo in un €orso (qua-
drienmale (da TV ginn. al 2° apno di Liceo), troviamo intento, in questo libro del
prof. Mazzola (ed in molti congeneri}, aleune teorie mnon prescritte, per le scuole
nelle gnali pud essere adofitato: esse somp 1'estrazione di radice, la teoria generale
dei numeri irrazionuli (che, secondo nei, non & & posto neanche in un corso imiziale
&’ Aritmetica Generale e d'Algebra Elomentare), il sistema metrico, le proporzioni.
Se, in una nuova ristampa, il Ch. A. sopprimesss gueste teorie (95 pagine), comea
hanno fatte nel loro recenfe Compendio Bevilacqua e Martini e come avevano gla
fatto Ponizza, Testi ed altri. potrebbe offrire ad un prezzo ancer pit modico um
libvo veramente ntile alle nostre seucle secondarie. 5. Or¥r CARBONL

I
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C. Burari-FForm1 e A, Ramorivo. — Aritmetict e norme per Uinseqna-
mento nelle scuole elementari ad wso della 2° e 33 delle seuole nor-
mali, — Elementi di algebra ad uso della 32 classe teenica. (*)

1l Sig, U, Pacchisni eritica nel Fasc. V, Aono X111 del Periodico di Matemu-
fica lu parke didattica da me scritta el libro Aritmetion ¢ nornie per Uinsegna-
mento neile sewole elementari. Non & mijo sistema diseutere le guestioni diduttiche,
precisamente come non discuto tante alire opinioni: ma I'A. citando non conve-
nientemente alvune parti del libro e altre Mon citandone, fa, ¢on le sue osserva-
zioni, appavire il wio lavero sotto una forma cosi diversa dal vero, ¢he sono to-
strette & confutare con prove scientifiche e di fiilv gnanto Fgli afferma.

“ B lLene notare subito che fin qui, nella parte teovica, si parln di numeri
astratti (I'A. wi perdoni se per eomodith uso sneora una vieta distinzione), ..... . :
cesi AL {png, 202), Non vi ¢ nulla da perdonare, ma sulo da Tave aleune osser-
vazioni, perché civ ¢he per I'A. sembrs ossere una semplice questione di nome,
diviene poi, come vedremo, il cardine delln Sna eriticn. — Siccome il termine
riefo mon pud avere per I'A. il significato di stantio, rancido che si appliea alle
uova e alle carni salate, vorrk significare inrecchinto: ora i termini composti nn-
meri astratti, numeri concreti sono da escludersi, non perché reechi. ma perche
errati. Quando diciamo * « & un fiore bianco , intendiamo dive che « appartiene
ad un tempo alla classe fore e alla classe delle eoge bivnche: per analogia mi
sari lecito aflermare che Ia frase “o & un numere astratto , esprime che @ ap-
partiene ad un tempo alla eclasse mners e alla classe delle cose astraite. In virti,
ad es., dei postulati d=] Dedekind, sappiame che cosa voglia dir numere: resta
ora all’A. di definive ln elasse delle cose astratfe e dirci quali sono le proprieta
dei nuwmeri ustraiti. E se gli verra fatto di dimostrare che 0Nl OumMerp @ TnAa
cosa astratta, avra, per un noto principio di logica, nwnere — numero astratto: e
ge dopo cid vorri ancora dire che cpnerelo = non astratio, anche in questo caso
la logica Gli dirk che non esistono numesi concreti, cioé che nimero conereto—nulla.

L’A. cosi continun: * ... quindi pare che fin dai primi giorni si debba abitnare
1 bimbi a considerare | numeri interi in s& soli, cio@ indipendentemente dalle gran-
dezze che possono rappresentare ,. Pare, ma non é. perché a pag. 12 (dove comin-
ciane le norme didattiche), 3Y capoverso, & detto: * In primo lnogo abitui i Lam-
hini a contare degli oggetti ..... .. e quindi, per mio ¢onte. anche * | sindazci che
vogliono fare delle ¢eonomie , non possono sopprimere i © tanti ninnoli Imimnagi-
ngll per invitare i bambini a contarve .. Pare, ma non ¢, anche perché a pag. 79,
dico, nella parte didattica: * Le nozioni che ora abbiamo acqnistate relativamente
alle grandezze ¢i permetiono di far vedere come sia non solo wiile ma neces-
sario introdurre di pari passo con i numeri, e le loro operazioni, un potente ansi-
lario per 1"insegnamente elementare: appunto il concetto di grandezza, che, esposto
s0tto ln sua forma pi comnne e intoitiva, fa vedere per uaie scopo pratico si
miroduceno i numeri e le loro operazioni, e quindi permeite di poter procedere
fdal concreto all’nstratto ,. LA, vede hene che anche io la penso come quei muestri,

(*} Awremmo vol enbiori risparmiate ni Jellori del Perio Meo 12 wovn, 18 carni salate e i fiori bianchi
del Profl. Burali-Forti, con i quali I'A. si propone di distruggere Is eritiche fatle wel numero preca-
dente dal Prof. Paechinni al libro Aritmsfica & norms per Dinveymameanlo elemntare,

Lo pnbblichinmo, sedondo alle insistouki richieste dell'untore con nna 8oia ossorvazione. Lrarticolo
del Pacchiani sl poteys rinssumers con queste parcle: Il Hbro & buono splentifieaments, ma Aidal-
licamenta & sbaghnto. — La risposta non & una risposta, perciit wom dimoeslea Ly bonth dol lbro dal

prio i wisla didatiiec.
[Nota dells redasione),
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contrari a quei tali sindaci, che Egli dice, * a ragione seguaci del prineipio peda-
gogico procedere dal concrelo nll’agiralto ..

I.’A, & tanto convinto che * i ha una contradizione fra le note del 1" eap. e
guelle del 3°.... ., che di guest'nltimo ecap, cita il seguente periodo {pag. 86): * non

si devono, di regola, adoperare 1 segm ™ isolati, ma bensi tenerdi gempre uniti
n

; ; : . M Ny ;
al una grandezza, ossin considerare gli enti — A .. E gueste & in contradizione
n

con guanto dico a pag. 79, a pag. 12 e in tutle le norme didattiche? E evidente
che la confosione fatta dall’A. tra zieto e erraio lo ha condetio a guesta critiea
shagliatn: e dico evidente perché la parte principale della ervitica {(pag. 202} si
apre con i numeri asiratty e si chinde con 1 numeri che stanno a rappresentare
grandezze discrete: cid dimostra anche che I'A. pon Lia un’idea esatta della diffe-
renza fra numero e grandezza.

Brrori grossolani come quelli che mi attribnisee I'A. si possono fare e si fanno,
ma 10 non sono solifo a [arl.

Per finire osservo ancora che 1I'A. dice a pag. 201 che io * mescolo discas-
sioni ¢ elementi delln Scienza .. Se il termine disenssione sta per indicare che
nelle mie note didattiche vi sone delle affermazioni con dimosirazione ¢ v1 s$0mo
segnalali certi comuni errori scienfifici ¢ didattici, se il termine mescolo sta per
indicare che ho in‘ercalate le norme didattiche nei punti della parte scientifica ove
mi parevano in posto conveniente, allora totto va hene: ma se la cosa b altm-
menti, sono dolente dover dire all’A. che Egli fa confusione tra il libro che eritica
& lo mie Note srientifiche . .....{%), le quali, del resto, Egli steaso dice di vedere
emulsionate con le mie Lezioni di Aritmetica pratica, per formare I'Aritmeticn e
norame... ..

Arezzo. 30 Agosto 1898,

Brraivi-Forrt Crsamne.
I'Torino, Acendemin Militars,

C. Z. Resaro. — Elementi di Geometria e Trigonometria ad uso degh
Istituti tecnici. Torino, Paravia.

I1 prof. Reggio ha inviato al direttore del Periodico un lungo ar-
tieolo in risposta a quello del prof. Visalli (pubblicatoe nel n. preced.)
sugli Elementi i geometria e trigonometria dello stesso prof. Reggio.

Urediamo inutile pubblicare la prima parte di tale articolo nella
gquale I'A. si lamenta che il Vigalli non abbia voluto discutere le in-
novazioni da lui rntrodotte nel sno libro; per debito d'imparzialita
pubblichiamo invece la seconda parte nella quale I'A. risponde diret-
tamente alle eritiche del prof. Visalll

Ma vadiamo le sue censore.

Anzitutto per la sua esclarmazione del foglio di carta vegga il letlore le e
parole a pag. 29, n. 28.

Le definizioni di perimetro e strato che il prof. Visalli riporta virgolando, non
so dove le abbia pescate; non sono le mie di pag. 18 e 67.

Sulla contraddizione cirea la definizione dell’angolo, nella qonale egli mi dice

(*Y Nnte seientifiche & evitiche alls lezioni di drvitmetica pratica. Torine, G. B. Petrini, 1897,

" ¥
e

_|.I-r'| '1'. -




