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amicizia; ma tubtavia dare pure il nome di amicizie a tale serit-
lura, esprimente amicizia fra ¢ e (I, non sarebbe al certo conveniente;
viterrel piir opportuno dire che seritbura ¢ A ( & una referenza {dal
tatino refeirre) esprimente la relazione di amicizia fre i termini e e d
(membri di quella veferenza). Ad ogni referenza esprimente la rela-
zione di uguaglianza si da per brevita lo stesso nome (i ugnaglianza;
lo slesso pud farsi anche in altri casi: ma non si deve confondere una
referenza con la velazione che essn esprime. (Y L'uffermazione, p. es.,
del tntto particolave, del paraliellismo della vettu e alla yetle £ non
deve essere conlisa con la relazione, del tutto generale, di paraliellismo.
E serivendo e]|{ (leggo e & parnilela a £) non scrivo ana relazione,
ma bensi una seferenza (esprimente la relazione di parallellismo fra
le rette e ed f). Veda la precitatn memoriettn, pag. 2, 3, 13, ove
invece di referenza avevo scritto eorrispondenza; 'uso troppo vario
di quest’ultima parola mi ha poi persuaso a cambiarla. Ma forse,
senz’av vedermene, mi son lasciato ire o far da maestro a persona che
pud tutto insegnarmi; la guale perd, almeno vo' sperarlo, sapra pure
scusare 11 mio peceafo, ehe & peccato d’abitudine, dovuto cioé alla
mia condizione d’ insegnante.

Alla stessa pag. 22, infine dell'art. 22, parmi che non si possa
accelbare cosl in generale che “ qualsiasi velazione di grandezze & una
relazione di nguaglianza o di disuguaglianza . : p. es., quande dico
* Fangolo « ed il segmento » sono grandezze etereogenee ,, affermo
bene che fra le grandezze « e »r ha luogo una certa relazione, eppure
questa relazione (eterogeneita) non & al eerto uguaglianza e nemmeno
potrebbe dirsi disuguaglianza. Né basterebbe aggiungere, in quella
frase, al sostantivo grandezze 'aggettivo omogenee; p. es., quando dico
" I'angolo « & adiacente all'angolo 5., io fuor di dubbio affermo che
fra le due grandezze omogenee 2 ¢ 5 ha luogo una certa relazione,
eppure questa relazione (adiacenza) non & nd uguaglianza, né disu-
guaghanza.

Trove pure eccessivamente generale, a pag. 21, I nfformazione
* due grandezze wguali sono .. . sostituibili in tutte le relazioni in eus
esse figurano . Suppongasi, p, es., che r ¢ 8 siano segmenti equipollentt
e che t sin un segmento wgnale ad v; & sempre lecito nell’equipol-
fenza v. L8 sostituire t ad P No certamente (se § non & parailelo ad v,...).

(1) Suna Tlestu., & hen vero, guesitoni di pure’'s; ma, eome gmstamenle osgsesrva ll VarLar: nello
scritto preecitato (p. 5 o 6), nol redivmo esser stati fragrnantissimi gli errovi o @ vitardi allacquislo di
HUOEE COQIEstoli, dointi, «e wen eerfnsrpaiants alnigns privcipa’menie, « cits, che, 1 foleg cirrestance.
carte i e fadizpenandrili * yuestioni i puarale | won fuvono solleveite, 0 won el erong eazer (liscisss.
Nel enso ntluale pol Ia distinzions fra reluzicws o referenza, terniini 8 mwembri, ml parvo kile ]’IBI‘EIIEI.
se non allyo, senzn lale distinzone rinseirebbe malngevola 'esalta eninecinzione di aleune proposi-
wivnd delln taoria delle relazioni; valea di gseiipio il teoremn: * Suppoglo che vnesivlann dne refe-
renze, esprimoenti ontrambe nna medesima reluzione, 'non fise due datl Persiind & I'nltrn fea altri doe,
copsisters con asZo Nug terzn referenza avonte per owembei gn jsembrs dellsunn e nn mesbeo dol-
I"allrn dello din referemze adale, od osprimonte pure guolin slessn relazione, allovs, ed wlor solkanis,
naandes sinultinenmente avvehzn chie i rimanent) doe revadini siane wenthi il uin'ollra referanzis
ancors, eaprimento quelln ineidesimn refo-ione _: poen: S0 =4 0 A=H, perché 4i ubhin b=1D1 &
sufficlents ed & narassario che si abbip «= A [efr. Dipendenzn eoe. pap. 54
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Pure a pag. 24, e a pag. 25, trovo che Ella pone prima 1l concetto
di sommea e poi il concetto di maggiore e minore stato. lo credo in-
vece che si debba parlare prime di maggiore e minore e poi di somma,
poiche & certo pin natural cosa che prima si parhi delle relaziond
(almeno delle pin semplici) e poi delle operazioni. Giova infatti notare
che non si perviene ad una somwme se non che a patio di eseguire
un'addizione. Ora per esprimere che eseguendo una cerfa addizione
si ottiene nna certa somma non ci serviamo forse della relazione di
nguaglianza? B, inoltre, non & forse un atto del tutto spontaneo della
nostra mente, appens eseguita un’operanzione, p. €s., su un numMero azl0-
nale positivo mediante un altro numero razienale positivo, la guale dia
pure per risultato un numero razionale positivo, il cercare di giudicave
delVeffetto dell’operazione medesima? B per farei ni'ndeguata idea di
tale effetto non e¢i conviene forse sapere almene riscontrare se 'ope-
razione ha dato luogo o no ad una modifieazione, e se i in che sense?
B cib implica appunto che si posseggano gia, velalivamente ai nuimner
razionali positivi, oltre i concetti di ugnale e disuguale, anche quell;
di muggiore e minore. B si tratta eziandio, almeno per me, di amore
delVordiuve, o, se vogliawo, del desiderio di non lasciare le cose m
asso; perché & appunto appena dopo di aver stabilito che “se we b
sono numeri razionali positivi, necessariamente deve aversi o ¢ = b
o a==b , che trova Ja sun propria sede la nozione * e quando a==25
si avra poi o @>b o a<h, naturale e indispensabile completamento
della nozione precedente. Ed in particolare ritengo che delle due
affermazioni © @ >4 ,, * esiste un uumero razionale positivo tale che
a=>b--d. la seconda debba costituire la tesi di un teorema di cu
la prima & l'ipotesi: oggi invece & di moda prendere la seconda come
definizione della prima: guesta nuova via & certamente pii comoda,
ma non & la pik naturale, e pertanto io non saprei seguirla; e del
resto, e lo vedo con piacere, neppure Ella la segue, poiché a pag. 25,
parlando di grandezze in generale, serive " ammetteremo come po-
stulato che se A > B. esiste un terzo stato T fale che D+ B=A,,
E mi sarebbe stato di somma soddisfazione saperla meco eziandio
nel vitenere conveniente di dare lo precedenza alle relaziont. piutiosto
che alle operazioni, tantopil che & precisamente guesto uno der con-
cetti fondamentali che mi hanno guidato nello serivere per un nuovo
testo di Avitmetica razionale, (*) pubblicato appunto in questi giorni,
la teoria (puramenie unalitica) Qﬂlle frazioni ordinavie, la quale ho
divigo cogi: § 1° Relazioni fra ¢ numeri razionali (trentadue pagme),
§ 2° Operazioni fra i numeri razionali (trentaguallro pagine).

Pensatamente ho detto pin sopra non si perviene ed’ wna SOMNEN
se non che a patio di esequire un'addiziome perche, sempre a pag, 24

Y (3. GARBIERI, Klementi 1fi Avitmetica rucionule sspomtv i piogramed (dei girnasi supsriess,
1* odiziono cou Ip ¢ollaborazione di E. De Asicis. Milane, 188D,
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e 25, ho vedulo che Ella parla di somma e non gia di addizione. Chi
tace non dice niente, e pertanto io non so se il Suo silenzio confermi
un‘opinione che oggi pure viene in moda, che cio® si possa fraflare
delle somma senza puriare dell’addizione, (') e in generale di un #i-
sultato senza parlare dell’operczione che lo produce. Non dico che un
tal modo di procedere sia assolutamente impossibile: ma non dispose
natura chie le sorgenti della Serivia scendessero a Genova: né per
una via natorale andra un giorno il Sele a dissetare le Puglie. La
cosa pol rasenta o dirifbura il controsenso (almeno se, per non essere
custretti a dicliarar guerra al vocabolario e alla grammatiea, vogliamo
slare guanto pib & possibile al significato comune delle parole) quando
si parla di prodotto senza parlare di molliplicazione, rinunciando cosi
i pensare che la pavola prodofio, aggettivo verbale sostantivato, non
¢ se non che I'abbreviazione della perifrasi “ ¢id che 2 prodotto ,;
prodolto, dungue, da clhe cosa se non dalla operazione della molti-
plicazione? Che vuole! guel povero “ prodotto , senza * moltiplica-
ziong , @ me fa proprio I'impressione di un figlic senza genifori; e a
chi mi dicesse * I genitori del prodotio sono i fattori , risponderei
“ Bicuro! Ma nemmeno i fattori possono diventar genilori senza ese-
guire 'operazione della moltiplicazione ,. E quando, parlando con un
collega a proposito di numeri naturali e di moltiplicazione, mi sentii
dare, per la prima volta, Ia definizione (?) * Dicesi moltiplicazione I'o-
perazione con la quale si calcola 11 prodotto di due numeri ,, mi parve
anzitutto di vedere un earro camminare dinnanzi ai buoi; ma poi,
vipensandoci su e non sapendo capaeitarmi di tale stravaganza, capii,
o almeno mi parve, di che sorta di moltiplicazione =i trattava e di-
mandai: * Ma allora, di grazia, di guale moltiplicazione volete dire?
D1 quella solita per scacchiero o di quella a crocetta?® Romboidale o
piramidale? A casteliuceio, o per quadretlo, o per gelosin? A ripiego, a
scapezzo, alla russa, all'egiziana, o col regolo...? Peiche al certo con
codesta voslra definizione non potete alludere se non che ad uno
gualunque dei tanti procedimenti pratici, o magari meccanici, che
pessono appunto servive per calcolare il risultato della vera ed unica
operazione leorica della molfiplicazione dei numeri naturali ,. Bd &
appunto alle prime due fra le predetie »egole di moltiplicazione, cioé
esecuziond materieli della moltiplicazione propricmenta detta, che allude
Falunno di terza classe elementare dicendo al compagno: * Come!
Non sai ancora la moltiplicazione? neppure guella pit facile (a scac-
chiero)? o se anche lo moltiplicazione abbreviaia: guarda si fa cos
e cost (a crocetta) ,; mentre invees allude precisamente alla moltipli-
cazione dei numeri naturali (in se slessa, ciod indipendentemente dalle

1Y) Fra e allre coso, cogd fucendo, evade che non dovrebbe neimwieno esser lecito, » stratto
vigors di termiimi, Al judicire ln svenna di & o b colli notazions g5, clie si logge = & git b ,;
LulRtll, per universale consonso, [l segro - b appunto il segno dell'addizione o von gik della somma,
I guale «llorn duvrebbe indicarsi albrimenti (p. ©v6., col simholo S{a,b), da legrersi pra-:i&nmantﬁ
“sommae di 8 e b)),
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multiformi maniere di ealeolarne il risultato) il loro maestro interrom-
pendo: ¢ Ebbene! E tu, che fai il saccente, sapresti pot divmi che cosu
d veramente Ta moltiplicazione? ,. Certamente accettare quella defini-
zione (?) sarebbe cosa assai comoda, poiché essa non da proprio niente
a pensare nd all'alummo che l'ascolia, ne, tanto meno, all’ insegnante
che 1a dice; ma qui pure lascio che aliri g'avvii per la strada piil
comoda, ma arlificiale, e prescelgo quella pin alpestre, ma traceiata
dalla natura medesima, la quale non vuole che si premetia T'elfetto
allu eausn, e percid neppure il visultato all’operazione, il prodotto alla
molliplicazivne, 1a somma alladdizione, il residuo alla sottruzione, 1l guolo
wlla divisione. (')

Nella stessa pag. 25, se si voleva chiamare D differenza fra A e B,
si doveva, secendo me, serivere (essendo A > B) A = B + D, piuttosto
che D + B = A (la quale ngnaglianzs, a rigore, equivale all'altra
A — B=D, tlie dice “ solfraendo dalla grandezza A lo grandezza B
si ottiene per residuo la grandezea D ), Naturalmente, parlundost la
in via affatto generale sia rispetto all'nddizivne che rispetto all'ugua-
slianza, non si sa ancora se D+ B =18 + D, ne se guando X =Y
sia pure Y = X, non si sa cioé se per le grandezze considerate I'ad-
dizione sia un'operazione commuiativa, (°) né se I'nguaghianza sia una
relazione conversive, com’ 1o son solito dire, () o stmelricd, comme pre-
ferisce il Prof. Praro. (%)

Sempre a pag. 25, a linea 7, ad assiomi sostitnivel definizioni.

(1) Come particolarmente fo la pensi a quest'altimo rignardo Ella poteh vedere in un paragrife
dei pracitald Flementi di dritmelica razionoels secomdo 1 programmi e & innasi swperiori, cho, serillo
da e, riapecebia precisamente le mip ides i proposmito: & Imitimo paragialo delly Purte primo
{ Nmeri suiuli) e poria il Wtole * Dperazipno inversa della moltipiitazions (Plrizivre considorakn
come riceroa di gnofu) .

(£) Vals o dire wn'operazione cha gode della proprieta commutativa. La splegazione & superiiug,
me pomge i punti swgl’i por overs ocensiona di ottemperare al precetio dats Cassari good est Caeanris,
clob per rivendicare alle operazionl ancle i lore diritti di proprieti; poielie, p. es., {sé 4, b, ¢ sonu
sumeri nalurall) le propriekd pspresss dalle eguaglianzo e—-b=b-a, 0 b 4-e= a4 (b4,
0 Xb=03 u, o X D) f{ e==u ¥ |b % ¢), & che fino ad ora erano staie eoncordemsnte vitenule come
legittime prupﬂﬂth dell'addi=ione o mulhplinnﬂnna dei mumer! patnrall, si vorrebbaro ablribuire da
quilenno alla somna ¢ al predotto. Yoiln in proposite opera gin citats di G Brraw-Forr & A, Ha-
HORING, OVEe, P. 85, 4 pag- 2B (27) @ debto cho # prodotto. vons2 (t somma, goke detles propricid com-
mulativa (asdocintivi). Non Le pare quosin una vern spogliazione delle opernzion in favere del
visullati? Taluno fa la stesen spoglinzione n favors d'mlibriz p. es.. il Biasiy, nei suol Blementi di
Arithiatico 8 Gsamelria eapost] con nelodo sinfatico, Sassuri, 1862, (opera nregavoliasima solto molli
viguardl, originatiomente ¢ profopdaments pensata) a pag, 30 dice che 7 aumeri ueddurali godono lu
proprieti copmnlativa [Hgsorinliva) toms addenli & come inttorn Né per giustifiontv, p. o, il tras-
Furimento della proprieth commutativa dalla moltiplicazione al prodelio, ovvern ai fatiori, varrebbs
I'osservare che, p. v, fio moliiplicustions dei guatssinions (ehe b assugiativa) now © commilntive, cun-
cludendo ® dunque la propricti commulnbiva uwon @ voramants noa pro riets delln moltiplicaziono (3
eid infulti provn solamente che inveve di dive genericamenle * la melziplicazioue o commuiativa ,
canviene dice, p. es., nel eass autecedentomento considerato ® in molfiplicazione dei numeri saturali
¢ eommmutaliva o: 8 ultromile, 88 3 veroe cha nel caso dei guaternioni In molliphienzione non golla
della proprieth vommutativa, nello stesso cgso, psialivo, nessunc verrs a dire phe no godana | [al-
tori, 1o tampoco il produtio. E allretianto & cbbe o ripetersi e si tirasss in ballo anclie i« sl b -
ydicazione delle trasfermazionk, o delle sosiituzioni, per cui sussisle pura in propriebfi agsouialiva mn
ten Ik semmutabiva (v, p. s, F. Givoics, Nusioni andle Trasforaresiond punbiali € syt Grappi cin-
tinui, Brescin, 1808, o SEreet, Cenrs d'dlgeirs supdvisure), o qualeds alion ppernzioni relativa @
qualeho altro sistema @ enti, alla quale per avventorn fosge date il nome M moltiplicazione sunza
che godesse di giffatts proprieta.

(%; * Dipendanza fra aleane propriela potevoli dalls relaziom fro enti i un molesimo si-
stemi o (pag. 1 e 12), Rivista di Matewmatien, 1502, Gid 3] Commaxpiso nel sno Ewedida (Urhine, 1579,
pig. 22) aveva designato le relazionl conversive colln giustissime periiras ® quelle ohig 57 conrerioyn
unlvocamonle .; beavide pure che ln propricth adeguativa ® quus convenlioni e fertio covratiigint
inter sese, non poleva susaislery e pon ¢ho per relazioni conversive (Ulr. * Dipendenzn ece. .,
Teoreama L1 & note H ¢ 6),

(3) Noteklions e Logigue Mathématigne par G, Pzano, Turio, 153, pag. 4.
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Pure a pag. 25, alla fine dell'art, 26, avrei desiderato almeno an
esempio delle grandezze di eni ivi si parla.

subito dopo, invece delle parole det nominati eriteri di quantita,
rorrel relativa =lle predette caratteristiche della mrandezza,

A pag. 34, linea 6 risalendo, dopo mediata agginngerei o dimostratira.

A pag. 45, linea 10: corpo. B se quel corpo fosse un pezzo di ghiacrio
0 di cera, e via dicendo?. . .

Nella stessa pag. 45 si parla dell'elere cosmico- per me & un milo
(Veda I'nnnotazione, alquanto arvischiata, a pag. 2 della mia * Tnfre
duzione alla leoria matematica della propagazione del calore [nei corpi
solidi alermani) , Torino, Loescher., 1891),

Lag. 46: senso delia temperatura: non si dice invece tatto termico.
appunto per far-distinzione dal taite meccanico (tutti e due poi costi-
tuiseono insieme il renso del tatto) ?

Pag. 48: archetti impereettibili o guasi: guardiamoli col micro-
SCOPIO € non saranno pia tali, Bisogna proprio pronunziare ln parela
superiore * infinitesimi _, non ¢'s verso.

Poco pilt sotto: elica cireolare: divei ctizndrica, poiche, p. es., anche
lelica eonica potrebbe dirsi circolare.

Pag. 53: pinttosto che assumere come espressione vettoriale
»(eos & + isen x), prenderei senz’allro "« ; anche con questa semplicis-
sima forma, irridneibile, Ia velativa teoria pud svolgersi egualmente. (7)

E cosi sono nuovamente alla fine, e guesta volta sul serio, poiche.
bene o male (certo pilt male che bene) anche le correzioni, che Ella
voleva, son fufte: e se, per farle, saro piu volte montato in caitedra,
10, L'assicuro,  avvenuto a mia insaputa e solamente per vizio d'abi-
Ludine, come pilt sopra ho detto:  buon conto, come allora, del fallo
mio invocherd assoluzione, e non sara mdarno, poiche la Sua bonta

... ha 81 gran braecia
che premde cin ehe si rivolge a let.

Prima di chindere ho riletto Ia presente e ne ho provato qua e Ia
"na certa impressione come di lettera aperta: Lale, nella mia inten-
ZIDN€e, non dovevie essers certamente; ma se tale tutlavia Ella vorra
considerarla, faccia pare: ormai la lottera & sua, ed Ella pud farne
ogni Suo beneplacito; ed anzi io mi terrd molio onorato se Ella sara
per giudicare meritevole di pubblicazione quesla povern mia prosa,
a bitolo di recensione del Sno notevolissimo Discorso primo.

Uon ogni ossequio mi dieo

Bresecia, 2 novembre 1898

SHo der.mo
Enrico D Amios,

U1 0L Prof. Lazzesy, osservindo che in nolazinnae ¥ (@flollata p. es. xnele dall'Hofign, Conrs
de Culent infinidéaimale, Iaris, 1578-811 riosce ncomadn se », o smo espressioni graflcsmenie al-
Quanko complieafe, assume invero rome espreasione veltorinle Ia notazione, purs sewplicissima, (r, )
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SOPRA UNA CLASSE

di triangoli ¢ tetraedri isobaricentrici

|. Nel piano tre punti A", B, (! tali che le loro coordinate bari-
ecntriche riferite ad un triangalo fondamentale ABG sieno rispebliva-
mente (o, 81, Y1), (11, 21, B), (51, Y1, 1) 81 chiamano isobarici rspetto ad
ABU ed il triangolo A’B’C' si chiama isobarico rispetio ad ABC.
(Heciprocamente ABC risulta isobarico rispetto ad A'B'C’, e due trinn-
goli isobavici rispetto ad uno stesso risultano isobariei 'uno rispetio
all’altro).

Nello spazie quattro punti Py, Py, Ps, P, tali che le loro coordinate
baricentriche riferite a un tetraedro fondamentale AALAA: sieno
rispettivamente

{ﬂ!h ']31, T 51], ﬁ,s:u X1y ;‘f:u "]’1), {"(1. 51; X1, B‘l}; (;31. T1s 511 ﬂi}
oppure
(‘5‘11 Bli Y1, 61]: (alr Z1y 511 T-'l]- (Th 51, &, ﬁilr ('ﬁ], 11 f—’l; 5‘1]

dird che sono isobarici (di 1* o di 2» specie) rispetto ad A A A A,
(Reciprocamente A;A:A A, risulta isobarico nspetto a P,P,P,P; e due
tetraedri isobarici rispetto a uno stesso risultano isobarici l'uno ri-
spetto all’altro),.

Fra le numerose proprieti (*) di questi triangoli e tetraedri iso-
baviei richiamo le seguenti:

a) Due triangoli isobavici 'uno rispetto all’altro hanno Io stesso
centro di gravila.

Della quale in alcuni casi & vera anche la I'8CIProcR; p. es. i irian-
golt inscritti o circoseritti ad un iriangolo ABC ed aventi lo stesse centro
di gravité di ABC sono isobarici rispeito ad ABC.

0) Due triangoli A'B'CY, ABC isoborici Uuno rispetto all’altro sono
triomologici, ¢ tanto ¢ tre centri che i tre qssi & omologia formano altri
triangoli isobavici vispetfo ad uno dei prima.

Le tre omologie si ottengono unendo rispettivamente A', B, eon
A,C,B, e con C,B, A, 0 con B A, C.

¢) Tulli i triangoli isobavici rispelto ad uno stesso hanno lo gtesso
angoto i Brocard, e quindi @ costante per essi la somma delle cotasn-
gentt degli angoli,

(*} Vaedi: ® Su on Lriangolo notevola , Periodico di Matematien, anno 1X, 1804 : = Alenne plo-
prieth dei punti lsobarici . Giornale i duattagiing, vol. 34, 1804,
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d) Due tetraedri isobariei U'uno rispeito wilaltro hanno lo stesso
centro di gravifd.

Della guale proprietd & vera in alcuni casi la reciproca, p. €s.:
tetraedri che hanno i vertici sui guattro lati (o le faceie passanti pei
quaitro lati) di un quadrangolo gobbo AjAsA;Ay, e che hanno lo slesso
ventro di gravita del tetraedro A AsAzAy sono isobarici rispetlo a guesio,

e) Due tetraedri isoburici U'uno rispetto ell’aliro sono tali che in
quattro wmodi divers: si possono unire i vertici dell’uno cor wvertici del-
Paliro cost da ottenere qualiro quaderne di vette iperboloidiche.

Se PiPyPsPs, AidsAsA, sono isobariei di 1* specie, i quattro quu-
drupli iperboloidici si ottengono nnendo rispettivamente P, P, P, P,
con Ay, As, Ag, Ay, 0 con Ay, A, Ay, Ay, 0 con Ag, Ay, Ay, A, 0 con
Ay Ay, Ag, Ag; se sono isobariei di 2¢ specie, i gquattro quadrupli si
otlengono unendo rispettivamente Py, Py, Py, P, con Ay, Ag Ay Al o
con As, A, Ay, A, ece. permutando. E poiche P,PyP,P,, A AsAA, pos-
sono anche essere isobarici di 1°e di 2¢ specie (cid aceade se B = &),
g1 ha pure:

f) Due tetraedri fra lovo isobaviei di 1I* e di 2* specie sono tali
che in otto modi diversi ¢i possomo unire i vertici dell'uno con quelli
dell altro cosi da oftenere otto quaderne di rette iperboloidiche.

Queste proprieta bastano a dimostrare che lo studic di qusesti
triangoli e tetraedri isobariei pud avere qualche interesse. E pereid
ai numerosi easi di triangoli e tetraedri isobarici esaminati nelle note
citate aggiungo qui i seguenti:

2. Nel piano vi sono evidentemente linee di qualunque grado tali
che, riferile a un triangolo fondamentale ABC, ad un punto A’ di
una di esse corrispondono come 2° e 3° punto isobarico punti B, C
che giacciono sulla linea stessa (tale linea dird che & isobarica rispetto
al triangolo ABC); cosi pure vi sono sistemi di tre linee di qualungue
grado tali che ad un punto A" di una linea di uno di tali sistemi
corrispondono come 2° e 3° punto isobarico punti B, ¢ che si trovano
rispettivamente sulle altre due linee di quel sistema (un sistema di
tre tali linee dird che & isobarico vispetto ad ABCQ).

Allora s1 vede tosto che si avra:

1 punti che una linea isobarica rispetto ad ABC ha eomuni con un’ allra
linea isobarica o colle tre linee di un sistema isobarico formano triangol
isobarici rispetto ad ABC(.

L punti che le tre linee di un sistema isobarico ‘rispetto ad ABC hanno
comunt fra loro o colle tre linee corrispondenti di un aliro sistema isobu-
rico rispetto ad ABC formano triangoli #sobarici rispetto ad ABC,

Necessariamente, ad un punto reale A’ corrispondendo in modo
unico come 2° e 3o punto isobarico due punti B’, ' pure reali, ac-
cadri che una linea isobarica s non polra avere in comune con un’altra
linea isobarica s' che 82 punti reali (» =0,1,2...); che se una linea
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1sobarica s ha in comune con nna delle tre linee 81, 51, § di un sistema
isobarico n punti reali, s dovra avere in comune u punti reali anche
con cmscuna delle alire; che se & ha in comune 5 punti reali con
sy, altrettanti ne dovrh avere s con s, e s con 5:; che se dne del
punti comuni ad s e s, coincidono, i due punti corrispondenti comuni
ad s e s, dovranno pure coincidere ece.: e che quindi in particolare
ad una tongente ad s corrisponderanno come 2° e 3* retta di un sistema
isobarico altre tangenti ad s, e ad una tangente ad s corrisponde-
ranne come 2* e 3° refta di un sistema isobarico due tangenti vi-
spettivamente ad s e ad s ece. B percid sara rero anche il teoreme
vorrelativo del precedente.

3. Fra le rette I'unica isobarica & la retta all’ infinito « - B+v=0.
I sistemi isobarici di tre rette sono guelli rappresentali dalle equazioni

ue + 03 +wy=>0
wx+ uf + vy = 0
v+l +uy =0

che danno luogo a teoremi indicati nella 1% uota citata.

4. Fra le coniche sono isobariche quelle rappresentate dall’equazione
(1) mi{a"+ B+ 1) +n(aB + fy + ye) =0

Je quali sono ellissi, che hanno il centro nel baricentro G del trian-
golo fondamentale ABC, e che non hanno punti reali comuni fra loro.

E allora 81 avra:

{ punti che una ellisse (1) (in particolare la ellisse G cireoseritia
ad ABC, lu ellisse G inscritta in ABC, la ellisse G che passa per tre
punti che dividono i lati di ABC nello stesso rapporto positivo o negativo g,
la ellisse G tangenle alle refte che uniscono A, B, O con lre punti che divi-
dono i laty di ABC nello stesso rapporio o) (*) ha comuni con un sisteme
isobarico di tre reite, p. es., coi lati del irvangolo ABC, o colle mediane
di ABC, o colle parallele da A, B, C ai lati o alle mediane di A BC o
colle parallele da G ai lati di ABC, o colle congiungenti tre punit che
dividono i lati di ABC nello stesso rapporto, o colle congiungenti questi tie
punti ¢ G o ad A.B,U ecc., formano triangoli isobarici rispetto ad ABC.

Le tungenti condolte ad una ellisse (1) da tre punti isobarici rispetto
ad ABU, p.es.,da A, B, C, 0 dagre punti che dividono i lati di ABC nello
stesso rapporto, o parallelamente ai lati o alle mediane di ABC ece. for-
maneo triangoli isobarict vispetto ad ABC, e i punti di contatio aliyi
triangoli isobarici.

() Lo equnziuni di quesle elijssi sono rispettivawente, come ¥ fuslls vezificare,

uffi+ fiy + yu=0, Wi Py — 2{af o+ fy - pa) =0,
ol ) — (1 f= oY (app - L)=0, (o) (.0 — 2{i 0% (afi4-.. )20,
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5. Poiehé un triangolo inseritto (eircoscrito) & una ellisse e avente
il baricentro nel centro della elisse & determinato da un suo vertice (un
lato), e nn triangolo isobarico rispetto ad ABC & pure determinato da
un suo vertice o Iato, 81 ha anche: ogni triangolo inseritte o circoscritto
ail una ellisse (1) e avente il baricentro nel centro della ellisse, vssia iso-
baricenirico con ABC, & isobarico rispetto ad ABC; e quindi 1 suoi lati se-
gano un sistema isobavieo di tre rette (i tre lati di ABC, le tre mediane ece.)
secondo Iriangoli isobavici rispetto ad ABC.

6. Sieno A", B',C’ tre punti isobariei rispetto ad ABC, e ad A,, B, .C,
tre punti isobarici su una ellisse (1). Le rette A"A,, B'B,, 0'C; forme-
ranno un sistema isobarico e segheranno questa ellisse in aliri tre
punti isobarici As, By, Ca, sicehd (A%, B, C), (A, By, Cs), (As, B, Cs) sa-
ranno fre terne di punti isobarieil posti rispettivamente sulle reite di

un sistema isobarico, e percid (vedi nota citata) A", B',C” divideranno .

nello stesso rapporto le corde A,A., BiBg, C,Ca. Allora i coningati ar-
monici A", B",C” di A", B",C’, rispetto a quesfe corde divideranno pure
le corde stesse in uno stesso rapporto, e saranne percid anch’essi punti
1sobarici rispefto ad ABC. Ripetendo la stessa costruzione per altri
tre punti isobarici della stessa ellisse, si ofterranno allri tre punti
A™,B™,C" analoghi ad A”,B"”,C” ed isobarici rispetio ad ABC, e
percid le relte A”A™, B"B™, C”C™ formeranno un sistema isobarico
rispetlo ad ABC, ossia guindi un triangolo G A, B." isobarico ri-
spetto ad ABC, cios: _

Se A'B'C’ é un iriangolo tsobarico rispetto ad ABC, il triangolo A’ B0
polare di A'B'C’ rispetio ad una ellisse (1) & pure isobarico rispetio ad ABC
(¢ quindi rispetio A'B'C’).

Da em, tenendo presente la propriet: 3), e rcordando che fra
due triangoli polari rispetto a una conica A'B'C, A", B’, (. sussiste
la omologia (A'B'C’, A", B, C",) deriva che;

Se A'B'C’ 2 un triangolo isobarico rispeilo ad ABC, il suo triangolo
polare rispetto ad wna ellisse (1) é quadriomologico con esso.

7. Sistemi isobarici rispetto ad ABC di btre coniche sono quelli
rappresentati dalle tre equazioni

l m{az® + 68° + ey”) + nla’By + byz + 'of) = 0
(2) mico’ + aB® + by%) + nleBy + a’yz + b'28) = 0
| m(bo® + B + ay®) + nBBy + ye + a'aB) = 0.
Ad essi in particolare appartiene il sistema di tre coniche circoscritte
ad ABC ed aventi per poli d'omologia rispetto ad ABC tre punti
isobarici (¢, ¥, ¢'), (¢, 6", 0), (0", ¢, @), ciod il sistema
l aBy + bya + cafi =0
cBy +aya + el=10
I APy + eya 4+ a'a3 =10
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ed 1l sistema di tre coniche inseritte in ABC ed aventi per pol d'omo-
logia vispetto ad ABC tre punti isobarici (¢',d',¢), (¢,a" b)) (b'\¢, a'),

LA 0 o WY1 SN COE )
(ﬂg‘l" &9'1‘ ﬂ-i ‘_J(&:cr + ﬂrﬂ.-"f‘ ﬂ*b‘ —'U',

e dalle due che si otlengono da essa permutando tra «,8,y. Come
anelie il sistema delle tre parabole di Arzt

ot — 43y =0, B —dya=0, y*—4aB=0.

Quindi combinando un sistema (2) con un sistema 1sobarico di tre rette
o con tre punli isobarici rispetto ABU si aoranno teoremi affatto analoghi
a quelli del n. 4; combinando le &re coniche di un sisiema (2) con una
ellisse (1) o fra di loro o colle tre coniche di nn altro sistema (2) si
avianno alfri teoremi, come in particolare 1 seguenti:

Tre contche circoscritte ad ABU ed aventi per poli d’omologia rispetto
ad ABC tre punti isobarici rispetto ad ABC sono incontrate dalla ellisse G
ewrcoscritta ad ABC in altri tre punti che formano un triangolo isoba-
rico vispetio ad ABC, ed hanno fra lovo comuni altri tre punti che for-
mano un triangolo isobarico rispetio ad ABC.

Le tangenti comuni alle tre coniche predelie, o quelle che esse hanno ri-
spettivamente in comune colla ellisse G circoseritta ad ABC, formano
allvi triangoli isobarict rizpeito ad ABC.

Tre coniche inseritte in ABC ed aventi per poli d’omologia rispetio
ad ABC tre punti isobarici rispetio ad ABC hanno in comune colla el-
lisse G inscritta in ABC altre tre tangenti, che formano un iriangolo
isobarvico vispetio ad ABC, ed hanno fra loro comuni altre tre tangenti
che formano un aliro triangolo isobarico rispetio ad ABC.

I punti comuni alle tre coniche predette, o quelli che esse hanno rispei-
tivamente comuni colla ellisse G inscritta in ABC, formano altri triangoli
1sobariei yispetto ad ABC,

Le tre parabole di Arzt segano la ellisse G inscritia secondo due
triangoli isobarici di ADC ece.

E con un ragionamento analogo a quello del n. 6 si avra anche:

Se A'B'C" ¢ un triangolo ispbarico rispeito ad ABC, lz tre polari dei
punti A', B0 rispetio alle corrispondenti tre coniche di un sistena iso-
barico (2) formano un triangolo isobarico rispetio ad ABC,

8. Nello spazio vi sono pure evidentemente linee e superficie tali
che, riferite ad un tetraedro Yondamentale A A.A A,, ad un punto P,
di una di esse corrispondono come 2°, 3° @ 4° punto isobarico rispetto
ad A; As Az A, punti che si trovano sulla linea o sulla superficie stessa
(linea o superficie isobarica rispetto A;A:AsA,). Come pure vi sono
sistemi di 4 linee o di 4 superficie tali che ad un punto P; di una delle
linee o delle superficie di quel sistema corrispondono come 2°, 3° e 40
punto 1sobarico 1ispetto A,;A-AzA. punti Py, Ps, P, che si trovano ri-
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spettivamente sulle altre linee o sulle altre superficie di quello stesso
sistema. It allora & chiaro chie si avra:

I punii che una linea isobarica rispetto ad A AsAsA; ha comuni con
un'altra linea isodarvica o con una swperficie isobarica o colle linee o le
superficie di un gsistema isobarico formano tetraedri isobaric: rispelto
ad A A AGA,.

I punti che e quattro linee di un sistema isobarico hanno comu i fra
love o con une Superficie isobarica o colle guattyo linee corrispondenti di
un atéro sistema isobarico o colle quailro superficie corvispondenti di un
sistema isobarico formano letracdyi isobarici rispetio ad AAqA A,

1 punti che una superficie tsobarien ha comuni con wn'alira superficie
isobarica o colle guatiyrp superficie di un sistema isobarico, come i punli
rhe le quattro Superficie di un sistema isobarico hanno comuni fra lore
0 colle quattro Superficie di un altro sistema isobarico fermano tetraedyi
tsobariei rispetto ad A3 AzA3A, (questi punti eomunt, se le superficie
dette non sono tangenti costituiranno linee isobariclie o sistemi jso-
barici di linee).

Valgono poi osservazioni analoghe a quelle fatte al teorema cor-
vispondente del n, 2

J. Nello spazio fra i piani non vi & che il piano all’ infinito che.

sia isobarico rispetto A AGAA,
(@+8+71+5=0).

Esistono invece sistemi 1sobarici di quattro rette o di quatiro piani,
& 1 Leoremi a cui questi danno Inogo fanno parte della 22 nota citata.

10. Fra le quadriche b 1sobarica ognuna di quelle rappresentate
dall'equazione

(3) mZe” + n2af = ()

le gquali sono elissoidi che hamno il centro nel baricentro G del te-

raedro A1A5A:A, e che non hanno punti reali comuni fra loro.

E allora si avey:

L punti che ung quadrica (3) [in particolare Velissoide G civeoseritio
ad AyAgAsA, ed avente t prani tangenti in A, AsAg Ay peralleli alle faccie
opposte, Lelissoide (& inseritto i A AcAs Ay coi punii di contatto nei bari-
centri detle faceie di A A AA, Pelissoide G tangente nei punti medi dei sei
Spigoli di AyAgAaA, Velissoide G che divide i sei spigoli di A,AAzA, nello
S2eS80 Yapporto e, Uelissoide (3 tangente alle rette che uniscono Ay Az As AL
con punts che dividono AsAg, ... nello stesso rapporto p (*)] ha comuni con
un sistema isobarico d; 4 rette, p. es., coi lati del quadrangolo A, AsA4Ay,

(%) Le equazionl di quasi; elisseildi, come & Tasils verifienrs gono rispellivamente

=a v —0— Epf—q v Sl Tagay olat—(14-0f) Saf=) , (= g)# Xl —2()4-0%) Zup=0
che apparlengono ally (1),

i
T

Yy
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o colle diagonali A:As, AsAs, o colle congiungenti Ay, Ag, Ay, Ay a punti che
dividono AsAs,... nello stesso rapporio, o colle congiungenti fra lovo questi
punti, o eolle congiungenti Ay, Ay Ag A, ai baricentyi delle faceie, o colle
congiungenti il bariceniro G ai punti che dividono i lati del quadran-
golo AsAgAsA, nello stesso rapporio o ai vertiei, o colle parallele condotte
do G ai lati del quadrangolo o ecolle parallele condotte da A;,Ag Ay AL,
ai lati del quadrangolo o eolle parallele condotie da A, Ag, Ag, Ay, ai lati
wel guadrangolo o alle congiungenti i vertici coi baricentri delle fuceie ece.
formano tetraedri isobarici rispeito ad A;AsAsA,.

I pian: tangenti ad una quadrica (3) dalle vette di un sistemna isobarico
formano letraedri isobarici rispetto ad A;AsA4A,, e i punti e contatio
altri tetraedri isobariei.

I1. Con un ragionamento analogo a quello del n, 6 si ottiene pure
tl teorema:

Se PiPoPsP, & un tetraedro isobarico rispeito ad AAAAL, il suo
tetracdro polare Py P'sP'sP’y rispetto ad un elissoide (3) 2 pure isvbarico
respetio ad AyAgAgAy (e guindi anche rispetto a PiPsPaP.);

Inoltre sussistendo anche il quadruplo iperboloidico P, P;P; P,
P’ P’aP’sP’; fra due fetraedri polari rispetto alla stessa quadiica siavra:

Un tetraedro P\PePyP, isobarico di prima specie rispetto ad A;AzAzA,
ed il suo tetraedro polare vispetto ad un elissoide (3) formano colle con-
giungenti 1 loro wvertici cingue quadrupli iperboloidici.

Un tetraedro P\P,PsP, isobarico di 1% & 2% specie ed il suo polars
respetto ad un elissoide (3) formano eolle congiungenti i loro vertici otto
quadrupli iperboloidici (uno di essi si rviduce a wn quadruplo omologico
col centro in G).

12, Sistemi isobarici di prima specie di quattro quadriche sono
(inelll dati dall’equazione

(4) miaa” + 0" +oy* + dB) + n(@af +...) =0

e dalle tre che si ottengono permutande circolarmente fra le a. By Y, 0
sistemi isobariei di 2* specie quelli dati dall'equazione stessa e dalle
tre che si ottengono seambiando ¢ By 3, in B By, iny &« B, ed
in 87 fa;ai quali appartengono sistemi particolari analoghi a quelli
del n. 7.

Combinando quindi un sistemg (4) con un sistema isobarico di < vette
o di 4 piani gi avranno teovemi qffatto analoghi a quelli del n. 10 come
anche il seguente analogo al primo del n. 11:

Se PiPsPsPy & un tetraedro isobarico rispetto ad A,AqAsA, i quattro
piant polars di Py, Py, Py, Py vispetto alle corvispondenti 4 quadviche di
un sistema (1) formano un tetraedro isobarico vispetio ad A AsAsA..

Bologna, febhraio 1899,
Francesco Ferrargu.
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PROIEZIONE STEREOGRAFICA

¢ sua applienzione allo studio di alemne linee sferiche

8 . — La fipura F oche si ottiene proiettando da un punto fua-
lungue Q di una sfera 8 una figura @ di guesta sfera, sopra un
piane 1 parellelo al piano tan-
gente in Q, si chiamw proiesions
stereografica di .

Lis proiezioni stersografiche di
nna data figura, fatte da un me-
desimo punto Q, sono hgure omo-
tetiche. Nel caso 1u cul 1l piano
passi per il centro di S e nell’altre
im cni il piano = sia tangente ad

S nel punto P diametralmente op- ;

poster a Q, la proiezione stereo- ~

Fig, 1. grafica si dice rispetlivamente cen-

trale, polare. e

Se A(A, B, C,...)éuna linea di 8, L (Ay, By, Gy, ...) In sua prole-

zione stereografien polave e se a1 pone (hg. 1) “

PQ=% , arco PA=p , raggio vetiore PA, = r,
31 ha

(1) QA.QA, =#; QA = kcos (E) . QA = 1 4 ™.

A
Dadle prime dune di gueste egnaglianze si ricava
. k k
A=A s . E) '
sos |~
sostituendo guesto valore uella terza, si ottlens
Il QAl — k% =k tﬂilgﬂ (%), -
d’onds l _
¢
@  r=seg(f)

Quest’equazious, risolta rispetlo a g, da

"
(3) p = A .ang tang (}:) .
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Aveandosi
"‘E=Q:‘1- Qﬁl =QB. Q5 .

gt ceduce
QA:QB, = QB:QA;;
se dunque 81 tirano le corde AB, AyB; i triangoli QAB, QA,;B; risultano

simili @ consegnentemente dinno:

corda AB QB
L'Dl'dﬂ. AIB'I m )

Supponinmo che il puntn B vada indefinitamente avvicinandosi ad A e
quindi B; ad A,; quando B e B, sono vicinissimi ad A, Ay, la corde BA,
B,A; hanuno lunghezze che differiscono pochissimo dagli arehi infinita-
mente piceoli corrispondenti delle linee A, L,

S¢ (nague chiamiamo g, s gli archi delle livee A, L contati a 01N 1 N,

giare dai punti corrispondenti A, A, , avremo

; A
i {9 = SR
ri?]{ﬁ) QA1=

e, facendo uso dells formole (1),

&‘.’.
Hm -E) = B (E = .
(4) e (.~.— 08 \r) = B
§ 2. — Le formole precadenti sono importantissime, & con usse sl

possono studiare tutte le proprieta della proiezione, Ci limiteremo perd
ad esporne soltanto due, ciod la conservazione degli angoli e la tra-
sformazione di un eircolo della sfera in wn circclo del piano e vice-
versa.

Sia AB nn arco piecolissimo i A e A;B; l'arco corrigpondente di L.
Oo! centro Q e col raggio sferico QA si descriva l'arco di parallelo AM
somprese fra i meridian: PAQ, PBQ: col centro P & col raggio P4, si
deseriva 1’areco A,N compreso fra 1 raggi vettors PA,, PB,.

Chiamando § 1’angolo MBA e fi l'angolo NB;A,, dai triangoli ret-
taugoli piceolissimi ABM, A,B,N, considerati coms reftilingi, s1 dedues

B—BM B, N
pos = — , LuEH,-—AIBI,

AB

d'onde: £
cosfhy BN AB

cosh  BM "~ AB,°

E passando ai limite per ¢ =0,
B,N AB

LT i ‘
lin b — lim . Iim .
=0 080 =0 BM =0 A1,
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osgia, in cansa della (4):

(9) HI% EE: g‘ — pos” (%) . lim E‘I :

Ora abbiamo, in caunsa di (2),

— MB
BiN = PA, — PB, = % tang (%) — ktang (P = ) —
1 + tang” (_p)
~ MB) = \%
— tﬂ-]]g T ' P* : ﬂ .
I-I—taﬂg(z). ang ( k)
e di qui s ricava
MB 0
BIN B t.a.ng ( k ) 1 + i-n—BI.'I.gﬂ (I)
P 1 mee () veng (M)
( % + tang (k » tang 2

Notando che meutre ¢ va a zero, va pure a zero la variabile MB,
risnlta

. BN 1
1 — = '
n_—l_nu BM E(P) ’
cos® (| .
&
o sostitnendo nella (5),
lim 222 by —
n=0 CO8 B o

Questa eguaglianza dimostra che le due lines A, L segano rispetti-
vamente 1 meridiani della sfera passanti per P, Q e i raggi vetlori del
piano uscenti da P sotto angoli 6, (,, che, in punti corrispondenti sono
egunli, Ss dunque A, A, sono dus linee arbitrarie della sfera segantisi
i A, ed L, Iy le loro proiezioni stersografiche segantisi in A,, chia-
mando §, w le inclinazioni delle A, A, sui meridiani (ed anche delle L, L,
sul raggi vetiori) avremo che nei punti corrispondenti A, A, la guau-
tith B = » € la medesima tanto per le linee sferiche, gnanto per le linee
pians. Uid prova che le due linee sferiche A, A, in A si spgano gotto
un angolo eguale a quello sotte il quale le due linee piane corrispon-
denti L, L; si segano in A,.

La proiezione stereografiea 8 dunque una trasformazione che conserva
gli angoli.

La linea sferiea A sia un cerchio, e sia L la suna proiezione stereo-
grafica sul piano m. Si prendano sopra A tre punti gualunque A, B, C
e siano Ay, B,,C, i lore eorrispondenti. Per i quattro punti A, B, C, A,
si fancia passare una sfera X; essa viene tagliata dal piano passants
per A, B, C secondo il cerchio A o dal piano x lungo un cerchio / pas-
sante per A, .
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Se poi H, H; sono dae altri puuti corrigpondenti qualungue di A, L,

g1 ha:

QH .QH, = QA . QA,,
il che prova che il puuto del piano II si trova anche sulla sfera X e per
consagusnza & nn panto del cerchio /.

L'arbitrarietd assolnta del punto H snl eerchio A porta a coneludere
ohe L coincide eol cerchio 7. Dungue la proiezionse stereografica del cer-
chio A & un altre eerchio L. (%)

La proprictd reciproca si dimostra analogamente.

Le due proprietda fondamentali dimostrate consigliano di applicare la
proiezione stersografica alla costruzione delle earte geografiche, qunando
si voglia che nel disegno siano conservate le direziomi della figura ob-
biettiva., Il sistema dei meridiani terrestri viene rappresentate da um
fascio di rette concorrenti; i paralleli da wna serie di circoli vol centro
somune nsl centro del fascio,

§ 8. — Counsiderando cowe nel § 1, i meridiani passanti per gli stessi
poli P,Q e nna linen sferica A, quesia & completamente nota di forma
quando si dia, in un modo gualungue, il raggin vettors sferico p per
mezzo dell’areo ¢ della linea.

Infatti, snpposto ehe sia

sp 81 pone (fig. 1) AB = 1, visnlta
cnsﬂ——-]imM_B_-:Iim PA —FB - lim‘rrﬂ =g + %) )
=) T r=0 - ==} T

Supposto quindi che il limite del secondo memhro sia 23 (aq), risulia
(7) cos O = @ (a),
& 1'eliminazions di g fra le (6), (7) conduce alla relazione
[8) | cog i = (p),

essendo ¢ il simbolo di una funzione nota.

La linea A pud dungne costruirsi idealmente cosi: Si deseriva un
numsro grandissimo di meridiani tutti passanti per gl stessi poli P, Q
o a partire dal ponto A del primo di essi si conduca un arco di
corchio massimo inelinato sul aneridiano stesso dell'angolo § definito
dalla (8); l'estremita di gqueste arco & un punto B posto sul secondo
meridiano.

Partendo da B, si ripeta ancorn la stessa costruzione e si ha cosl nn
nnove arco BC, avente 1’estremith C snl terzo meridiano, ece.

(¥) Queata proprietd & =tata argomento della Il guisiiona & conearso proposia nel Supplemento
il Peviodice di motematica (v. anno 1, fose. 1l e IV} Wota di G. L.
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Cosi continuande, si arriva a costroire una linea, la quale (2o i me-
ridiani sono estremamente vicini 'uno all'altro) pud ritensrsi coincidenta

colla linea domandata.
Fra le varie linee che si possono fissare sulla sfers mediante una

relazions fra p e o sarebbo specialments importante quella definita dal-

I’equazions
ﬂH

Infaiti le proprietd fondamentali di tale linea, sopra tutto quslle che
non si riferiscono ad aree di porzioni di snperficie sferiga, possono ve-
nire dimostrate con metodo affatio simile a quello tenunio nell’aliro arti-
colo: Aleune proprietd della sviluppante di cerchio. (*)

Ma spesso allo studio divetto della linea sferica si preferisce 1’altro
indiretto che deriva da gualche trasfornazione speciale, non esclusa la
prolezione stereografica.

Dimostreremo 17 utilith di tale metodo, stucdiando, nelle loro pro-
prietd essenziali, due linee sferiche notevolissime, quali sono la eurva
avente per proiezione stereografica nuna sviluppante di cerchio e la los-
sodromia,

§ 4. — La linea sferica A che ha per proiezione sterspgrafica nna svi-
Inppaote di eerchio puo evidenkemente definirsi come una iraielioria orto-
gonale di un sistema di cerchi minori eguall passanti per un punto fisso
(pole Q). Questa curva comineia da nn punto determinato Q (corrispon-
dente all'origine della sviluppante di eerchio) e va verso uno dei poli,
avvolgendosi infinite volte assintoticamente attorno ad esso.

Tuttn la difficolts consiste nel potere ricavare, con metodo slementare,
In relazione fra gli archi g, ¢ delle due linee A, L, partendo dalla rela-
zione fondamentale (4).

Si divida 'arco AB di A in un numero assai grands p di parh
piceolissime t; siano ¢ gli archi piceolissimi di I. ehe corrigspodono agh
altyl .

Ricordando che la sviluppante di un cerchio di diametro @ & definita

3

dall’eguazione (**) r =V as + %", si ha dalla relaziove (4)
a

2 O

LA r 5 Y13
¢ —, 3 = ; !
(H+ﬂ?)+ns TS

("t

k? + 1

(%) Ferfordico i Matematien, suno 1807,
\*¥) Poriodico i Mwremation, xnno 1897, loe, ¢l




PERIODICO DI MATEMATICA. a0l

Posto
(t
3 — M,
J[I._'.l _i_ _ﬂ
4
. H - i . s e cw
el appheato alla {razione e il processo ordinario della divisione
algabrica, si ottisne
i .
% = — (m — m¥s 4 % — st L,
a

essendo la somma in parentesi ecompoesta d'infiniti termini. Si ottiene

dl qui

k'.l
(9) Zv=_ (Xt — mTsl +m @ — B ... ) =
i n® m® mr
= ‘E(”'E‘ = j} Z2st + 3 338 — £y Pd* 4 L L, L),

dove ciascuna di gueste somine si sstende a tanti termini, quante sono
le parti in cui fu diviso I'arce o.
Ora, in generale, 81 ha

nir—1) .
(s + ) =5 4 "' + B D e T
d'ovade o
(s + ¢ — s* y aln—1)
; — ns" :I_I_ |2 [ ! + )

la gquale ci da

in__ on
T L ”F s ].: ey

LES

Sapponendo quindi le quantiid 1, & quindi anche le ¢, piccolissime, tanto
da poters trascurare (senza errori sensibili) le potenze superiori alia
prima, 81 pud prendera

(s 4+ 0)F — & =m, 'L,
Risulta allora

Sastt=3[(s 4 1)* —s]=[(s+ )" =]+ (s + 20 — (s +¢)7] +
+ s +8) —(s + 2]+ ... +[(s+ Aty —(s+(—1))"]=

= (5 + by — " =g — 8,

indicando con s, &, 1 valori dell’areo & di L nelle estromita A, , B, del-
I’arco che corrisponde all'arco AB di A,
Facondo in guesta # =1,2,3,....p — 1, p, sostitnendo nella for-
mola (9) @ passando poi al limits per p = oo, si ricava
L = g |t -1
E'E —3 (-—-—— l‘}h-I_I —L E P Elh) — [—' th’+l i E (“i -'Sh) .

i w=1\ A
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La somma 1, comuunque sia fatta la divisions di AB, & Ia lunghezza A
deli’arco AB di A, cioé la differenza g, — g fra i doe archi QB, QA s
due somme del secondo membro rappresentavo rispetrivamente 1 logaritmi
nepsriani delle gquantita

14+ ms , 12+ ms. %)

Abbiammo gqwindi

}rﬂ] (l—!—:iwl
Q=8 ="g"% 1—.'—1?13)'

Ora se si suppoue che 1 punti A, A, dai quali #i contano gli archi di A

e di L siano rigspettivamente le origini di gueste eurve, si ha g = 0,
s = (; cambiando aliora g, in g, & 1n 3, e ricordando inolire il valore

i m 81 trova

kS [Hk“ 1 a®) -+ 4:*:5]

(10) °=a log 472 + o7

(intendendosi qui per log il simbolo del logaritmo neperiany),
Avendosi dalla formola (10)

Iun[(djﬂ -+ a%) 4 41:.5'] _0g
= 44% + a®

R
81 dednce, passando dai logaritmi ai numeri,

(4% + a%) + das >
4 53 4 s = €%

essende ¢ 11 nemero irrazionale, compreso fra 2 e 3, che serve di base
al sistema logaritmieo di Napier. (**)
St deduee di gni:

a® - 4k% 27
(11) g = = (ek¥ — 1).

Siecome poi la formola (3) da:

V | (*
ﬂ&—!-—‘i-

I

¢ = k.angtang

sostitnendo in gnesta eguaglinnza il valore (11) di s, si ottiene

(12) p = %.ang tang V 4}{2 ek — 7,

5.9.— Sono prineipalmente le formole (10), {11), (12) gquelle colle quali
s1 possono studiare le proprieth delln enrya e risolvers per essa molte
questioni, come ora moskreremo con qualche esempio.

(*) V. Bavtzes, dritmetion ganerals, tradotin dal Cpsmonts, § 82 u. 8. puk. 148
(*%) V. Barrzen, foe. eit., § 81, n. 4, pag, 132, & 92, v pag. 188,
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Congideriamo un arco qualungue AB dells curva sferica e 8i supponga
che i raggi veitori sferici ¢orrispondenii ai punti A, B siano g, g .
Applicando la formola (12), che potremo anche serivere

2&‘ f 2k 0 -
T a l (]«'HE -+ 4.".3) 10K 0% (ﬁ)}

s1 deduce, chiamando Q origine della curva A e de’ suoi archi g,

.
k)

T r ﬁ‘!:
ALG0 QB—?i{lug( = )—Inﬂ'uns( ) ;

(i

e conseguentemsnte

2 3
areo AB = arco OB — arco QA —TA { log cos (?F:) log cos (%) } :
Abbiamo dungue
G
(13) arco AB = — lng

o

Il valore di g uell'origine degli archi ¢ si oitiene dalla (12) facen-
dovi g = 0; s1 ha dongune In questo punto:

g = A.ang tang (;)

=k
2
che fa lunghezza totale della linea A dalla sua origine  al polo Q
¢ infinta,

Osservando che il valore di p per un punto posto sull’equatore della

: se dunque si applica la (13), 8i trova

slera egif, si trova che la lunghezza ¢ della porzione di A, compresa fra
I'origine @ e il punto dove essa atiraversa 1'eguatore, & data cos
2 4]
§i= =3 lng[}/z CO8 (Emg tang 2})]
cioe: »
2% 2 Y2k
l = —. Ing( . Y ), gcc. eocc.
@ y 44 + @

In quanto & problemi relativi alla linea sferica A, essi possono es-
gere risulli sia direttamente, ool sussidio delle date formole, sia coll’in-
tervento della sviluppante di cerchio L




204 PERIODICO DI MATEMATICA.

Per mostrare, almsno cou un esempio, la via da seguire nelle varie
questioni, risplversmo, son ambo 1 mstodi, il problema di dividere per
meta wn dato arco AB della linea sferica A.

1° metodo, — Sia C 1] punto di mezzo di AB ed » il sao raggio
vettors sferico. Siccome

P
Ek-‘! {108 ll'z)
& ‘— —
areo AC = = Ing T2 !
tos E.E)
dovendo AC essere la wetd di AB, la formola (13) da
cos (2! Loy (E) -
\ /s
loe = log _ :
- (i)
c08 W cos |

da enl 81 deducge

o (3) - Yol )

Ora quando sono dati i punti A s B, sono noti p e gy; guindi, colla
formola trovata, si pud avere @, il che equivale aila completa determi-
nazione del punto C.

2’ metodo. — Posto

areo QA —=5 , arco QB =, ,
dave essers

g 1+ Oy
> .

-

arco QC =

Chiamando quindi s, 5, s gli archi corrispondenti di L, si deve avere,
in enusn dell’eguazione (11)

¥ 14 s R 3 A5
- H[EH_]): 5y = +4:‘~r’{£k,_l):
14) dn 4
( 4 alaf=my)
a” FaR

Dalle due prime si ricava

E;‘—: Aas + (a® + 457 P“T",' _ das + (0F 4 4R
T

le quall, moltiplicate fra loro, danno:

(15) E“f":;"ﬂ' (das + (a® + 44%)] [das, + (o + 4A%)]
= (@® + 457 '

Dalla terza (14) si riecava

- o) [dan + @+ 0T
| T (a*F 4RP
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Egnagliando i valori (15), (16), si irova un’equazione, alla quaie si pud
dare la forma seguente,

(17) dass, + (a® + 4£%) (3 + ) = dasg® + 2(a* + 4K7) s,.

Chiamando guiudi », vy, & 1 raggi vettori della sviloppante di cerchio
nei punti A,(s), By(s;) e Cy(sa), che corrispondono ai punti A, B, C dalla
linea sferica A, e rivordando 1'equnazione della svilnppante di eerchio

ﬂ,ﬂ
= ”5+E'

4rt — g* 4y — 0 +2° — o

$1 rieava

L'aquazione {17} diviens allora:
(42% — a®) + 2(a® + 428 (42* — 2%} — 160%y" =167 * + %)+ a' + B/ = (),

la quale, risolta rispetto ad w (e tenuto presente che il valore che s
ceren deve assere reale & poallive) da,

(18) 2="1— K V" + B0 4+ %) + B

Per risolvere quindi il problema, si trovano i punti A,, B, della syi-
luppante di cerchio chs enrrispondono ai punti A, B di A e si determina
i1 punto C, dell’arco A;B, il cui raggio vettore & dato dalla relazione (18).
Il punte € di A che corrisponde a (), risolve il problema,

(Continuna)
GEMINIANG PrRoNDINI.

*UNA CONVERSAZIONE COI FUSIONISTI®

11 Prof. Lazzeri, uelle sus Nole aila discussione della prima guistione
trattata dal Congresso, (®) osserva (pag. 120 nltimo capoverso) cha: (¢
doliroso a constaiarsi, ma é vero) gli oppositori (della fusione, ece.) ripe-
iono econ insistenza molto monotona e sconforinnie le stesse pbiezioni che
in fondo si riducono a questo: 1° son duemila anni che si fo cosi e non
occorre cambiare; 20 Munieo risultato oftenuto é guello di rendere indi-
pendente dalle proporzioni la dBisione di un angolo in 5 parti eguali.

Avvearenza. — Gll ariieoli contrassernati von asterisco (%) sono siaifl inwiatl dal Comitalo del-
' Assogiagione Malthesiz,

(%) Pabblieando per debite d'imparzinlita il presente articolo, €i gatemiamo dal fare commmenti
« solo ¢l permettizmo i richiamare l'attonzione dei lesiori su Ejnﬂllﬂ che 'autorevole Engeignement
wiathémutigue dico a proposito della fusione. (Veggasi pag. 225 del prasents faseizolo).

Note di 6. LazZent

{9) Dai professorl di motemativa, promosso dall'Associnzions AMathests, tetmto in Torino dal &

al 14 mettembre 1808 (Parivilico di Matemuticu, sere Jl», vol. 1, fase. £ LI, TH).
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Questa accensa 6 semplicemsnte priva di fondamento dopo je osservazioni
fatte dal Prof, Retali nell’ Adunanza ch’ebbe Inogo a Milano il 3 aprile "08
e di cul vien riportato il snnto nel n. 6, annc II, del Bedlellino deil’ As-
sociasione Mathesis, e dopo la pubblicazione nel n. 5, apuo 1I, del Bollel-
tino stesso delle mie Osservaszioni swlla Nota ¢« Pro Fusione » del Professor
De Awmicis, la gual Nota del De Amicis & certo a tutti conoseinta per la
larghissima diffusione che ha avuto (Lazeri, pag. 122, 20 sapoverso) per
egsare stata, oltre che ingerita nel n, 4, apno 11, del Bollettino di Ma-
thesis, pubblieata anche nel Periodico di Matematiea, Perd per aceondi-
scendere a1 desider: del Prof. Lazzeri, ritorno sull’argomento.

B vero che ecirea due (non uno coms dice i}l Prof. Lazzeri a pag. 121
ultimo capoverso) anmi fa io nsserivo che le proposizioni che si dimo-
strano pm semplicemente coll’aiuto di considerazioni stereometriche sono
ben poche e di poca entitd, se si faccla astraziome dal problema della
costrozione di */; di angelo retio, & nelle mie citate Osservasioni, fra
altre cose, ho rpetnta guella cousiderazione, sostenendola col prendere
in esame won pit solo 1 risultatl contenuti 1o fatto di fnsione nel Testo
del De Paolis, ma ben anco quegli altri che il De Amicis riferisoe, e che
rella mia ¢ Risposta alla questione V » di ¢irca due auni fa (alla guale i
Prof. Lazzeri allude) non avevo considerati perche, almeno quelli im-
portanii, non rignardano la geometria che s'insegna nei Licei ¢ nel primo
biennio degli Istituti teenici (ed ececo il motivo per eni mon ho parlato
allora d’altre opere all’infnori di guella del De Paolis). Ora aggiungerd
gualehe alira osservazione. _

Anzilufto tengo a dichiarare egplicitamente che ¢on le mie critiche
tendo esclusivamente a provare che non & giustificate lo sfrenaio enin-
siasmo che spinge i fusionisti & voler a gnalungue costo introdurre nella
seuola secondaria nn metodo, che per ora non 8 che allo stato di forma-
zione, o che 1o son ben lungi dal disconoscere che, dal punto di visia
puramente sciantifieo, le riearchs dei fosionisti abbians realmente condotto
a dimostrazioni aventi un certo interasse [fra le quali mi piacciono pit
che altre guelle che riguardano gli assi e i piani radieali, benché per-
altro preferisca le definizioni di asse e di piano radicale come lnoghi
dei punti ognuno di egual potenza rispetto a due cerchi o a due sfere,
che 'altra (che conviene sostituire a questa, seguendo il procedimento
del Luzzeri) di leoghi dei punti da ognuno dei quali possono condursl
tangenti eguali a due cerchi (di un piano) o a due sfere, olire che per
le ragioni gia esposte nelle citate Osservasioni, anche perché con quests
seconda definizione, nel easo in eui i ecorchi o le sfore si tagliano, bi-
sogna escludere i pnnti rigpsttivamente del segmento compreso fra le in-
tersezioni dei due cerchi e la parte interna del cerchio in cuni le due
sfore s1 segano], non perd superiors a quello delle dimostrazionl gia
esistenti, tanto che penso che se fin gni fossero date le dimostrazioni dei
tusioniat, ed oggi altri dessero le dimostrazioni gih esistenti, che somo
ora in vigore, quesli nléimi vorrebbero esser salutati come liberatori della
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tale o tal’altra teoria delle figure piane dagli artigli della stereomeiria,
appunto eome i fasionisti ¢i tengono ad aver liberate certe teorie, p. es., da
quella delle proporzioni mediante considerazioni stereometriche. Pero,
amnmessa anchse la paritd di valors seientifico, non selo non trovo noces-
sarie le innovazioni cul mirano i fosionisti, ma anzi preferisco (dal mo-
mento she vantaggi didattici nella fusione non ne riscontro, come ho
notato nella mia citata « Risposta alla questions V » e nelle mie citate
Osservaszioni) il metodo che ba il vanto dell’antichitd, e son certo che
questa massima & accettata anche dai fusionisti, come risulia dalle di-
shiarazioni che fa il Prof. De Amicis la dove nella sua citata Nota (pag. 88)
parla della definizione di nguaglianza data dal Prof. Veronese.

Nelle Note alla discussione, ecc., il Prof. Lazzeri ingiste sull’ importanza
della fasione, specinlmente dal punito di vista della semplificazione che
si ottiene in alcune teorie di geometria piana, trattandole con I'aruto
di nosioni stereometriche, considerando queste come il prinsipale fra gli
argomenti che militano a favore della fusione. A sostegne della sua opi-
nione rammenta la dimostrazione che dd il De Paeclis nel anc Tratéaio
(pag. 303) del teorema (riportato anche uegli Elementi di Geometria, di
G. Lazzer: e A. Bassani, 28 edizione, pag. 210): Dati due (riangoli, se
ciaseun angolo @i uno & eguale ad un angolo corrispondente dell’altro,
il rettangolo di un lalo di uno e di un lato non corrispondente dell’aliro
¢ equivalente al rettangolo dei lati corrispondenti, senza rigorrere alla
teoria delle proporzioni, fondandosi su eonsiderazioni stereometriche, donde
risulta che sleuni teoremi di geomstria piana (fra eul quello ora enun-
viato; altri sono quelli dei paragrafi 260, 265, 266, 267, 268 dei citat)
Elementi, i eai corrispondenti nella teoria dei segmenti properzionali sono
riportati a pag. 305), che ordinariamente si deducono come corolari di
teoremi relativi ai segmenti proporzionali, si possono ricavars indipen-
dentemente da questi, i quali ultimi in seguito vengono dafl come co-
rollari di quelli. Sa non che sottrarre, p. es., il citato teorema del De Paolis
(e lo stesso dicasi per gli altri) dalla teoria delle preporziomi per rica-
varne poi come eorollario 1'altro che dati due triangol con gli angoh
rispellivamente eguali, i lati dell’uno sono proporsionali ai lati Co'1i-
spondenti del secondo, significa subordinare guasto secondo alla teoria
dell'squivalenza, olire che alla stersometria, mentre proprio non dipende
ne dall’ans né dull’altra. In alire parols, si libera mno schiavo da un
padrone per dare un libero cittadino in servitlt a due padroni. A meno
ghe pon &' intenda di dimostrare il primo teorema nel modo indieato dal
De Paolis (o analogo), ed il secofido mel modo ordinario, ed allora addio
sconomia di tempo tanto vagheggiaba.

Comunque, la maggior parte dei teoremi che i fusionisii dimostrano
indipendentemente dalla teoria deile proporzioni sulla guale le atiuali
dimostrazioni si fondano, si basa (o0 si pud basare) sul teorema: Sg due
iriangoli si corrispondono i modo che le reite congiungenti i vertic
corrispondenti concorrano in wn punto, e che duwe lati dell’uno stano
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paralleli ai eorvispondenti lati dell’alire, anche 1 due lah rimanenii sono
paralfeli, del guale si pud dars anche una semplicissima dimostrazione
planimetrica affatto indipendents dalla teoria della proporzioni s dall’e-
guivalenza, e con questa dimostrazione porrd termine alla presente con-
versazions,

Siano AC, BO rispettivamente parallele ad A'C’, B'C’. Snppontamo che
AB, A’B’ non siano parallele; allora conducendo per B', A" le parallale
alla AB, o la prima taglia (AA") o la seconda (BB’): sia la prima chs
inconiri (AA") in D', Prendiamo di (OA) un summultiplo minore di (A'D’)
(cio che & possibile per un corollario del posénlato d’Archimede), e pren-
diamo sul raggio OA’ una serie di segmenti eguali a questo summultiplo,
dei quali il primo abbia l'origine in O; wuno di guesti avra l'estremo
in A. Per i punti di divisione si condueano le parallele alla AC (e A'C’),
e per i punti che gueste determinano sul raggio OC’ le parallele alla
CB (e C'B"), e consideriamo le intersezioni di queste col raggio OB". Si
ottengono allora sui raggi OC’, OB’ due serie di segmenti eguali, dei quali
uno della prima serie ha I'estremo in C e il corrispondente della seconda
un estremo in B. Le ecnginngenti gli estromi dei segmenti di OA" con gh
astremi del corrispondenti di OB’ sono parallele fra loro, 8 precisaments
ad AB, perché A, B sono due estremi corrispondeuti. Ora l'estremo di
nno dei segmenti di OA’ eade certo in (D'A"), ed il suo corrispondents
di OB’ (per il modo di costruzione) eade in (BB'), percio la retta defer-
minata da guesti due estremi corrispondenti & parallela alla AB e tagha
la B'D’ (conginngendo dus punti situati da bande opposte rispetio a
questa vetta) pure parallela ad AB, il ehe & assurdo. Percid 8 A'D’ pa-
rallela ad AB.

Dungue? B proprie vero che nulla prova che non si possano col tempo
trovars dimostrazioni planimetriche altrettanto sempliei di quelle stereo-
metriche, 8 che e idee pitt semplici sono ordinariamente le pin tarde a
presentarsi,

Sondrio, 4 gennaio 1899,
Frawoesco PaLaTini

PICCOI,E INOTE

1% Quadratara della parabola. — Siaun A il vertice, ¥ il funce, D il punto
d"incontroe dell'asse con la direttrice e B un pnunto qualunque della parabola. Divi-
dasi AB negli archi ngnsli AM,, MyMs. ..., M, M,, M,;B: si conducano MaPy, .. -5
M, P,, BC perpendicolnri alla direttrice e si traccino i raggi vettori FM; , FMa, ...,
FM;,, FB. Essendo ugnali BU & BI' per le proprieta della parabola, il rapporto del
vettangolo BC . CP, al triangolo FBM, & il doppio de! rapporto delle distanze di Ma
da BC e da BF; quosto rapporto tende ad 1 ool tendere n zern deil’arco BMa,

i .
-
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ciot col tendere della retta BM, a divenir tangente in B, perehé questa tangente
dimezza 'angolo FBC per una nota proprieta della parshela; e tendono contempo-
raneamente ad 1 i rapporti del rettangolo BC. CP; e del triangolo F'BM, al tra-
pezio il al triangolo mistilinei BCPMn, FBEM.. Pongasi quindi

AMiF’lD = |:2 —I- ﬂ'-:] FA_M'I
M, M PP =(2 4 ny) FMc_ M, f e T |
BUPL M, — {2 =< o, +1] FBM;

¢ per l'osservazione fafta, che si potrebbe ripefere per ciascun irapezio e Corvi-
spondente triangolo mistiline,

lim a, =0 == @+ L.

=

Dalle precedenti relazioni, se 8" indicano con & ed & il minimo ed il massimo dei
numeri %...., Oni1, dedncesi che

(2 4+ 2) FAB < ABCD < (2 4 a*) FAB
e di qui. facendo crescere n indefinitamente, si deduce che

ABCD = 2FAB.

2:, Yolume del tetraedro. — Siano M ed N i punti d’incontro del piano con-
dotto per D parallelamente ad ABC con le parallele ad AD condette per B e per U,
Sia P il punto & incontro di AM con BD. o punte di mezzo dello spigole BD, e
sia ) il punio di mezzo dello spigolo AC. Le facele laterali del prisma triango-
lare ABCNMD sono rispettivamente doppie di ABD, ACD e BCM: il volume del
prisma, essendo il prodotto della seziome retta per lo spizolo laterale, & il pro-
dotto di AD per il triangolo di lah

2ABD 2ACD 2BCM
AD ° AD ° AD
per eni. se 2 & il triangolo di lati ABD, ACD, BCM,

4

oy , 4
per cui si vede che: il volwme d'in letraedro ¢ 3 del rapporto, che ha ad wno

spigolo il triangolo, ¢he hu due lati ugunli alle due faccie adiacenti a tale spigolo
ed ha & terzo late uguale al triangolo, che ha per Tati il detto spigolo e Vopposie
ed il segmento doppio della distanza dei centri di altri due spigoli opposii.
Caleolando AP e CP. come mediasne di ADD e CBD, e poi I'Q), come medians
di APC, ed esprimendn le aree dei triangeli mediante 1 lati, 51 trova cosi che, se
Bl=ag . CA=b ,; E..Bfﬂ , DA=d, , DB=d. , DU=ds,
allora
5 i

AEED:EE—I. )

dove T & l'area dsl triangolo di Iati nguali a

Y42, 2 — (b d* —ds™)" Vdeqh® — (c* + A —de®)*

Vdald 2 — (b° + da? —e® —ds®)*.

[}
e = I ]

-
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S1 trova cosl ln nota espressione del volume per mezzo degli spigoli.
(iiova notare che somo equivalenti i triangoli BCM, BCN, i quali hanno una

coppia di lali uguall alla siessa coppia di spigoli opposti, AD e BC, mentre i rima-
nenti lati CM @ BN sono doppi delle distanze dei centri dell'altre due coppie di

spigol opposti, BD, AC e CD, AB,

3°. SyHuppi di sen x e dl cos x in serie. — Tendendo ad uno il rapporto
dell'arco alla tangente, se 'arco tende o zero, si ha che

are tg £
n

tga=lmig | o

T—"=

— lin tg (ﬂ arc tg-ﬁ)

i

n

Per la nota formula esprimente la tangente della somuma di pit arehi mediante
le tangenti di guesti archi, (*) si ha ehe:

x B\ ° n\xd n\ a?
v () (5)5— ()t

A RS =AY

o)t (7)) lo)m

Se s indicano econ P, e @, il numeratore ed il denominatore della precedente
frazione, supponendo i positive e p intero e sufficientemente grande rispetio ad z,
si ha che

m—=3p-1 - 2m-+1 TUE S
3 {_11”‘(2 o ):"’ < Pa c::"‘ I— J“‘(szl);_ﬂ

m=0 m -1 m=0
per oui
& xzir—1 vt
g T 1413—1;1{5{",P“{I__+ [4P+1]'

Siccome qnesfa sussiste per ogni p snfficientemente gramde rispetio ad = e,

p- €5. 8¢ p >z, cosi 51 ha che:

d

Iim Pa=a— —
ook - T
Si trova similmente che
T'
imU,=1—— + ...
A In = 51 T

B perché, consegnentemente a gquanto precede,

3

Ay

;I-'—E'l .
fgr—= =
=3
1—_—3—!4,_ .
segie che:
..I'E
HE‘I]'I:'_P(.F][ $+...]
cos = ¢ (x) [1—-% J—]

(%1 V., v. es. Avormrst, Periodico di Mateniatica, 1507, pag. 57, formula (3).

;:-.-I"
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preferite: basti il dire che per Ia Cardioide. invece dell'equazione polare, sempli-
cissima ed usata, viporte quella parametrica che si oftiene considerando Ia Uar
dioide come un'epicicloide particolare.

Manca un cenne di molte curve assai importanti, la parabola cubica per esempio.
¢-si da per equazione di una lemniseata, quelln della lemniscata di Bernoulli e per
equazione di una sirofoide guella della strofoide rettn.

A pag. 156 si legge: L'iperbole si dice squilatera quando assume la forma

=y =a" ()

Nella parte che rignarda il caleolo differenziale si trova a pag. 169 la seguenie
formula che riporto senzn commenti:

n’_-_r; flr = &) — flx)
dx * ki '
Voglio credere che guesto sara un errore di stampa, com's certamente quello
di pag. 76, dove, fra le formule di Geometria elementare, si riportano le segnenti
relative ai lati @, &, ¢ di mn triangolo
@b = ph? + 2= 2b: ed analoghe.

A pag. 199 poi ¢ dettv:
*~ Se 'equazione delln curva @ data per mezzo delle equazionl y = floh g = $12,

si ha
area = [ [ dzxdy (?) ,

Anche la parte delle applicazioni del calcolo & troppo searsa. Nella teoria delle
curve gobbe si omettono perfino le formule di Searret, che ne sono, pud dirsi, 1l
fondamento. Dell’applicazione del calcolo differenziale alla teoria generale della
saperficie, teoria ehe specie in questi ultimi anm ha acquistato tanta importanza,
non si fa parola,

Prima i chindere guesto mio cenno sul Repertorio di Matematien e Fisica mi
piace nofare, ad onore della casa editrice, che il volume & impresse nitidamente

ed elegantissimo.
11 2* volome conterra le formule di Fisiea e di Afeccanicn razionale.

. C. L

oo Vivaser — Corso di Caleolo Difinitesimals. — Messina, Libreria

editrice Antonio Trimarchi, 1899,

11 ¢hiarissimo A. in una breve prefazions a quesio sup Hbro aceenua alle pre-
cipne ragioni per le quali lo studio del Caleolo infinitesimale riesce difficile ai
giovani studiosi, e dice, ginstamente, che fra esse quella di maggior peso deriva
dalla natura stessa del metodo infinitestmale, il quale. se nen sia ben c¢hiarito,
viene scambiato con un metodo di approssimazione, Partendo da guesta idea I'A
si stndis in ogni circostanza di dileghare dallo spirito dellp stadiose 'erroneo con-
gelby, & vi riesce magistralmente von la massima chiavezza mon scompagnala dal
pin stretto rigore di ragionamento, Anzi, per maggiormente mettore in vista la
differenza trn 1 metodi, egli, sezuendo le tracce indicate dal CLirrorp nel suo lihro
11 senso comune nelle scienze esnite, mostra che quei metodi d'approssimazione, |
quali si adoperano nella vita pratics, sono gli stessi cho po condneono, mediante il
metodo infimiesimale, all'esatlezza. Queste sons le due pin spiceate caratteristiche
del pregevolissimo lavovo.

A E——— (]
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11'1ibro si apre con taluni preliminari, in eui VA si propone di dars un'idea
generale del metodo infinitesimale, quasi per siabilire, direi, la definizione del
Caleolo infimiesimale: ma. a mio RY VIS0, essi 8000 Inopportuni, perché gl’indotti nom
¢’ imparanv niente, e i periti 1i conoscono. 11 materiale poi, che costituisce il Corso,
¢ guelio ordinario che trovasi in twtt i trattat: di Caleolo; ma la sua distribnzione
non & In econsneta, avendo 1'A. abolita g separazione del caleolo differenziale
dall'inlegrale. Ln fasione dei due caleoli. gii tentats, fin dn molti anni, negli
Elementi di eoaleolo infinitesimale del (GAMBARDELLA, & poi praticata con maggior
rigore ¢ vantaggio nelle lezioni che UAnzeri detta da paveceltl anni nell'Atenen
holognese, nell'opera del Vivanti & molto ben riuscita, sia per aver messa in ehiarn
lnce 1'atilita, che da essq deriva all'insegnamento di tale materia, sia per aver
vesa pli intima la reciproea dipendsnza fra i due processi di differenziazione o
il integrazione,

Nelle recensioni di nnovi levori. vhe appaiono nel mondo scientifico, & invalse
I'vso di mettere in vista i difetti che per avyentura vi s1 trovino, quali che essi
KIRD0; M4 io son d'opinione che, se quelli non sono tali da gridare: guardati
dall'appestato, non debhasene punto parlare. Del resto nel lavoro dell’sgregio A.
s1 potrd trovare, forse. yualche meo, ma non cerfo macchie, e de minimis non con-
viene oecuparst. Pur tottavia fard notare ehe per mio gusto avrei desiderato il libro
pit viceo di applicazioni, specie nells parte di geometria differenziale, o almeno
provyisto di nna scelta raccoltn di esersizi con (nalche noia esplicativa qua e Ia.

Spero che yuesto mio cenno (i recensione pessa valere a rendere pii nofo
nen il mome dell’A., che & gia tanio conoseinto, ma il sno libro, il quale per le
sue pregevolissime qualita molto si addice aghi studenli universitari, Pecesto
che l'edizione, mitidissima mei Lipi, mon sin molto serupolosamente covrretta nella
composizione.

R. M,

Llengeignement mathématique, revue internationale. — Directenrs: 0. A.
Lamsanr et H. Feun.

B uscito il primo mumero (i goests interessante rivista @'indole essenzinl-
mente didattien, che la ditta editrice G. Carrg e C. Naop di Parigi pubblichera
m fascicoli bimesteali di cirea R0 pag. clascuno,

Gli egregi divettori in un prime articolu spiegano qnale sia le natura e 1o seopo
della naova rivista, che si pud risssumere cos. Tutti gl insegnanti matematica
DeL vari paesi sono persuasi che nei mezzi pedagogici impiegafi sonv pussibili dei
miglioramenti, che i programmi richiedous riforme ¢ semplificazioni pin o meno
wdienli. Per procedere raginnevolmente a guesta riforme & necesanrio stabilive rap-
portl fra i matematici dei varii paes), in guisa che ognuno possa facilmente cono-
scere €16 che per ' insegnamento si fa nei paesi vieini.

" Noi, dicono i direttori, abbismo volato colla pubblicazione dells nostra rivista,
abbattere gli ostacoli che i opponzone a queste comunicazioni reciproche e ereare
una specie di corrispondenza motua, continua fra zli nomini che hapno consaernto
© 1adoro vita a questa nobile missione: 'insegnamento matematico della gioventi ,.

Per conseguenza la rivista avra carattere internazionale e conterra: 1" artivoli
generali, 2° studi podagogici, 3° una cronaca e delle corrispondenze, 4" ona parte
hibliografiea.

Un tale programma & molto pratico ed interessante ¢ ¢i afrettiamo a mandare

-
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i piit cordiali auguri al nuovo confratello, che, non ne dubitiamo, recherh impor-
tauti seryizi all' insegnamento della matematicn,

1l faseicolo contiene poi § seguenfi articeli:

19, Garpeano. Le matematiche in Spagna. — In guesto articole I'illusire pro-
fessore dell’ Universita di SaragozZa espone con molta profondita di dottrina ed
ampiezza di vednie una rapida sintesi degli stndi matematicr del suo paese.

20 [,a1saxe. Le guistioni di terminologin. — Di questo argomento si & ocen-
pato anche il congresso tenuto a Torino nel settembre scorso, e sperismo di poter
presto pabblicare la relazione del prof. De Amicis, esso ¢ quindi per nei di attua-
lita. L'egregio antore si domanda come dei giovani che sindiano per la prima veolta
la matematica, possano raceapezzarsi con un voeabolario complieato, talvolta as-
surdp e contravio alla logica; e dopo aver portato ana quantita di esempi, alcuni
dei gquali relativi alla sola lingua francese, aliri applicabili a totte le lingue, Tu
la segunente proposta:

Si nomini una commissione infernazionale inearicata di formare una specie di
vovabolario matematico internazionale. che si rinmisea alla fine del Comgresso di
Parigi del 1900, e in due o tre sedute stabilisca il piane d"insieme dei lavori.
Negli anni suceessivi si potra preparare il materinle necessario alla compilazione
di un interossanie rapperto parziale o fotale da disentersi nel successivo Uongresso,

La provosta mi sembra oltima, e crederei conveniente che I'Associazione M-
thesis la facesse sua per qnel che si riferisce alla noséra lingua.

34, Bingr. Lo pedagogin acientificn. — L'auntore, che dirige il laboratoriv i
psicologia fisiclogiea della Sorbona, espone cid che egli crede dovrebbe farsi per
rendere In pedagogia una scienza basata sopra l'osservazione ¢ l'esperienza.

4% H. Lacrext. Considerazioni sull” insegnamento delle matanatiche nelle olassi
speciali in Fyancia. — Le scuole speeinli preparano, come & noto, alla scucla po-
liteenica; dopo varie considerazioni relative all'organizzazione di gueste scuole,
I'A. fo osserveziomi ginstissime, e applicabili anche &l nostro paese, sui danni pre-
venienti dall'eceessivo anmento del proletariato intellettnale eausato dalla sover
¢hia produzione di laureatl.

A Fean, Sull’ insegnamento degli eleinent?d di trigonometria.

6" Fowrent., Sall’ insegnomento della teoria dei vettor.

Segne la cromaca e la bibliografia. In questa sono analizzall cosclenziosamente
i seguenti libri: Lazzeri ¢ Bassani. Elementt di geometria (Rirert). — Appell.
Eléments d'anglyse mathématique (GrEssmin). — Oltramare. Caleul de gémérali-
sation {LAmanT) ecc.

(i sia lecito riportare le parole colle quali si chinde la recensione del primoe
fra i lsbri eitatl.

< Riassumendo, il libro dei Size. Lazzeri ¢ Bassani, ben pensato, scritto con
“ metodo & rigore. ¢i sembra dover richiamare l'attenzione la piul seria &1 futie
“ lg persone che &' interessano all’ insegnamento. 1l principio della fusione deile
“ due geometrie, considerato ier) aneoLd come un'utopia, oggl divermto un’idea il
“ gui studio s’ impone, & destinato forse 8 Lrasformarsi, n un prossimo avvenire
¢ in metode classico per V insegnamento della geometria elementare, atlendendo
“ la sna adozione in tutte le branche della geometria. Se questo progresso si
“ vealizzera. i} libro dei professori dell'Accademia Navale lialiana, gia convalidato
¢ (1a 12 anni d ingegnamento vi avra potentemente contribuite ..

Lieli di vn gindizio cosi lasinghiers gli antori del libro inviann i loro ringra-
zinmenti al sig. Ripert per mezzo del Periodico. i, L.
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DA GIORNALI E RIVISTE

Giornale di Matematiche. Vol. XXX VI, 1898 (Napoli, Benedetto Pellerano),

Fage. 11 {marzo e aprile), R. Fiterbi. Le equazioni differenziali lineari a cosfi-
centi algebrici integrahili algebricamente ecc. {continuazione o fine). — E. (iani
Alenne osservazioni sopra la configurazione di Kummer. [L'A. eonsidera in primo
luogo quelle delle oo ? configurazioni di Knmmer che vengono individuate da 6 com-
plessi lineari a due a due in involuzione (dati nel modo piit generale possibile), e
quali hanno pih di due punti singolari in lines rettn: in secondo lnogo, poste di
dire che per 6 punti di una conica passa un sistema ¢ quando delle 15 rette da
esse individuate wre concorrono in un punto (diverso da guei 8), stabilisce quanti
@ (uali sistemi o si possono far passare per 6 punti opportunamente scelti snlla
conica. (*)] — C. Pietrococoln. Sulla risoluzione per numeri interi dell'equazione
xb -+ dhe?y? 4+ (2h— 1) =2* ove 4h—1 & 2h— 1 sono numeri primi. [¥i tratta.
come avverle 'A., di un problema suggerito dalla riceren della soluzione di nna
questione proposta dal sig. P. Tammery nell' Intermédiaire des mathématiciens (%33,
anne 1896), nella guaie chiedesi se l'equazione z* 4 47t | 1=y* ammeite una
soluzione in numeri razionali). — M. Pannelli. Sopra slenni significati geometrici
degli invarianii del connesso ternario di prime grade. [1 significati a cui si rife-
risce il titolo sono dedotti dalla considerazions delle coniche isologhe conispon-
denil ai punti ed alle rette di un piano in cai il connesso venga rpppresentato). —
A. Bassi. Studio sulle fonzioni di genere qualungue e in particolare sulle fanzion:
di genere zero e di genere umno. [In guesto lavore 'A. s propone di rinnire ¢ or-
dinare 1 prineipali risultati ottemuti, ¢ di metlerne in luce di nuovi, relativamente
alle fanzioni olomorfe (funzioni uniformi che si mantengono finite @ continue in
tutto il piano), limitandosi a quelle dotate di genere (chiamate di prima classe dal
Vivanti), e prendendo fra queste in particolare considerazione quelle di genere zero,
che hanno molte proprieth in comune coi polinomi, i quali ne sono casi partico-
lari, & quelle di genere uno, alle quali appartengono le fanzioni trigonometiiche,
e che hanno in comane con le prime le proprieta plit essenziali].

Fasc. 111 (maggio e gingno). — A. Bassi. Sullo studio sulle fanzioni di genere
qualunque ece. (continunzione). — T. Ciferelli. Sull'analisi intringecn delle con-
gruenze. [L'A, partendo dalle formole fondamentul] per l'unalisi intrinseca delle super-
ficie e delle congruenze, date dal Prof. Cesavo nelle * Geometria intrinseca, . si pro-
pone di esporre aleane delle pin importanti proprieti dei sistemi di oo * di refto]. —
F. De Astis. Sulla devivabilita di un sistems di forme binavie dn un nnien forma
con applicazione al sistema @i due cubiche binarie. [Dopo aver esposto nn metodo
che serve a dedmre un numero qualungue di forme hinarie di grado #n da una
stessa Torma di grado pil elevato medianie le derivate parziali di questa rispeito
alle sne variabili hinarie, 1'A. applica questo metodo per trattare il problema, gia
nsolto dal Clebsch nella * Theorie der bindiren algebraischen Formen ., di trovare
ina sostituzione lineare tale, che dale due cubiche hinarie qualsiansi, si trasfor-
mino in altre due che siano derivate parziali prime rispetio alle variabili binarie

(*) Questo problemin & staro svolte anehe da F. Falatini nelin Noia: Supra i biwngali farimali cuf
lati delt'ezagiaimme i Puseal, & gisail posseao ridursi ad wa pueeo. Palnd, 1801,
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d'una stessa biquadratica]. — L. Sinigailia. Sulle snperficie di area minima appli-
cabili su se stesse. [L'A. si propone di risolvere il problema indicato da) titolo
nel caso delle superficie riferite univocamente al pianoc, e trova 5 classi di super-
ficie minmme dotaie di wn nwmero finito di applicabilith su se stesse, e viene a
stabilire che in guattro di queste cinssi vi sono sempre apphicabilita ¢he si ridu-
cono a movimenti della superfice su sé siessa, cio che avviene per tutte le apph-
cabilita di una di queste 4 classi]. — 7. Cifarelli Sopra una classe di corve
mtrinsecamente analoghe alla eatenarin (i eguale resistenza, [Si tratta delle corve
definite dall'equazioue intrinseca g :%_— (en -+ e ")l — G. Urzi. Un caso partico-
lave del problema della rotazione d'un corpo solido di rivoluzipne SOSPESO Per nn
punto del suo asse di simmotria. [Si tratta un caso particolare di un problemna
segoalato dal Darboux nella memoria * Sur le mouvement d'un corps solide de
révolution fixé par nn point de son axe .|

Fase. IV (lnglio e agosto). — 6. Urzi. Un caso particolare ece. (continunzione

o fine). — 4. Vacearo. Equilibrio delle supeeficie pisne elastiche isotrope, |[Viene

stndiato @n enso particolare d'nn problema trattato dal Prof. Somigliana, caso per
il quale, come il Somigliana stesso osserva, occorre unn fratazione & parte], —
&. Giudice. Sull'sualisi indeterminata di primo grado. [Dopo aver dimostrato le
formole contencenti —-ﬂ[ﬂ_}_ ) interi arbitrari, che il Betti ricavd per le soluzioni
infere d'nu'equazione lineare ad » incogmite, della quale sia mota una solnziene
particolare, generalizzando le formole date per le soluzioni intere dell’equazione a
tre incognite nell'Algebra del Bertrand, ¢ dopo aver date di queste nltime una
dimostrazione piu semplice di quella che trovasi in detta Algebra, I'A. espone mmn
metodo comode per esprimere le selnzioni intere dell’equazione a # incognite me-
dianle n—1 interi arbitrari). — J. H. Graf. Quelques notions sur la série hyper-
geometrigue de Gauss. (1] presente articolo, che sari continnato in numeri sucees-
sivi del (iornale, & uno standio saolla serie indicata, inspivato a1 metedl di Schladi].

Fasc. V (settembre o ottobre). — J. H. Graf. Unelgnes notions ece. (conti-
nuszione e fine). - L. Restellin/. Generalizzazione d'ums formols d'integrabilith.
{Data upa funzione F di = Y 2.7, ... |dove @ & variabile indipendente e , 2, r, . ..
variakili dipendenti, ciascuna funzions di z e di guelle che la precedons e, se si
viole, ¢ anche delle derivate di yrispetto ad 2, e r delle derivate di y e di z ece.
e delle derivate di y rispetio ad x e di quelle di & rispetto ad » ed y eec., A,
si propone di irovare le condizioni necessarie ¢ sufficienti affinche )s F sia inte-
grabile, indipendeutemente dalla conoscenza dei legami che ssistono fra le funzion;
¢ la varabile indipendente. 11 problema & stato gin trattato da FEulero e dal
march. di Condorcet nel case in cui y, 2, ... siano funzioni solamente della ). —
I, Piceioli. Sulle curve in uno spazio lineare & un numero qualungue di dimen-
sioml, [Vengono studiate a) le eliche cilindriche, cioé quelle enrve cilindriche Ia
cai fangenie fa in ogni punto nn angglo costante con una direzione fissa, ) quelle
curve la eni ullima direzione principale (¢iod perpendicolare all’ iperpisno osenla-
tore) fa un angolo coslante con una direzione fissa, ¢) le geodetiche del eono e le
curve che hanmo gli iperpiani esculatori equidistanti da wn panto], — 4. Perna.
Sulle deformazieni infinitesime delle curve. [Posle le formols fondamentali per lo
studio delle deformazioni infinitesime sia delle curve piane che delle storte, 1'A.
tratta alcuni problemt relativi a tali deformazioni. (Juanto alle curve storte prende

m particolare esame quelle di una sfera nell'ipotesi che le deformazioni abbinno
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lnogo sulla sferp stessa|. E. Venerond. Sopra una rappreseniazione naivoeca dello
spazio rigato nello spazio punfeggiato a qnattro dimensiont. [Posti 1 punti di due
piani =z, § dello spazio rigato R in corrispondenza proieitiva rispettivamente coi
piani di due reti di piani (@), (b) dello spazio punteggiato A 4 dimensionl s. ad ogni
retta generiea di B corrisponde in ¢ il punto d'incontro dei due piani che eorri-
spondono in (s}, (4) alle inlersezioni di quella retis con 2, § e vieeversa. Dn questu
raipprésentazione ¢ caso particolare I'nrdinaria rappresentazione che si ottiene colla
prolezione stereografical. — Fv. Meyer. Sullo state presente della teoria dezli inva-
rianti (continwazione). — 4. Ramiorino. Gli elementi immaginari nella geometria
(¢eontinuazione a fine). F. Pavam=r

Nouvelles Annales de malth. 'I', XVII, 189% (Paris, Gaathier Villars).

Fase. XI1 (decembre). Neerologia del Prof. Carlo Brisze. Secondo concorso delle
N. A, (prorogate al 15 marzo 1899), — E. M. Lemeray. (Metodo di approssima-
zione che esige solo opernziomi direlte). (*) — Karagiannidés. Soprs una estensione
d'una formoln del Sig. Léauté. — Ch. Bioche. Sulle coniche che sono le proie-
viomi 'una enbica gobba (le proiezioni d'una enbica gobha, fatte sopra un piano =
dui punii della enrva, sono coniche circoscritte a nn friangolo, tali che le rette di
Pascal corrispondenti passano per un punto fisse), (**) — Dwment. Osservazione
sull'applicazione delia logica alla teoria dells regioni. — Uorrispondenza. — Uerti-
ficato di studi superiori delle facolth di scienze (Sessione di luglio 189%: Caen,
Toloss, Montpellier, Lyon, Rennss, Dijon, Poitiers). — Bibliografia. — Soluzioni di
quistionti proposie, 929 (nota della redaz.), 1716. (Barisien, Servais). [77)

T. XVIII, 1899, Fasc. I (gennaio). H. Duport. Dimostrazione di alenni teo-
remi di cinematica. — . Candido. Formole per 1o stndio di nma figura notevole. —
(. Bioehe, Sulle quadriche circoscritte a un letraedro. (In generale il lstraedro for-
mato da 4 puatt d'una gqunadrica non svilappabile e quello dei 4 prani tangenti non
sond omologici, ma possono sempre trovarsi suila quadrica sistemi di 4 panti che
presentanc queste partieolnritn), — Certifienti di stadi sup, delle facolbh di seienze.
(Sessione di luglio 1898, Besangon. — Sessione di novembre, Besangon Montpelfier
Puris). — Bibliogratia. — Pobhlicazioni recenti. (Jnistioni 434, 439, 448 (gia pro-
poste nel 1358). V. R.

(") L'A. chiawn operuziond iiretts yoells ehs entrano neiln eostrizivne del primoe membro delin
eanziona proposta, IV. K )

(**) 1l punto fisao e il fuseo dol prano = yel sistema (ocals dalinilo dalln eubiéa gobby; i3 teorema
tel Sig. Broene ai otlisne aobito coma caap parlicolurs dnl teoremia di CrREmona (Nourelles anm.
Doux. Serie T. I, ;; 287) prendendo par esagono nseritto pella enbica gnello avents pur vertiol i Lre
punti in enl esan & segnta de == e § 3 punki aloro consovutivi, (Clr. anchiv BoarSTrn, Db @dchen Frer
Oridnung und Rawp2uwen @8 Ordnnsg, pag. 247, (V. )

(***) 1l punio N pen & uc punto cuspidnle, come & delto (pag. 370) nella elegante goluzione del
Prof. Bervals, antors delln quistione 1718; exso & invees un paubo taenodale. La quartiva & la fra-
sformata di un porebie avenle par centyo I puonto medio dE OV npella invarsione indicata nelin
quistione 428 del Peripdico i I uematica |T. X111, p. 2001 V. i)

—
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PROIEZIONE STEREOGRAFICA

e sma applieazione allo studio di alcune linee sferiche

( Continuazione ¢ fine),

§ 6. — Considerando sulia sfera la serie di meridiani passanti per
lo stesso diametro PQ, una trajeitoria di guesti punti sotto angolo co-
stunte (trajettoria isagonale) @ una linea A detta lossodromia. Ritenuta
la terra sferica, tale linea rappresentersbbe evidentemente la rotta di nn
vaseallo che naviga sotto il medesimo rombo di vento.

La proiezione stereografica della lossodromia A & usa linea L c¢he
sega 1 raggi vettorl uscenii da P sotto angolo costante. Una tale linea
81 chiama spirale logaritmica e P & il suo polo.

Mentre la spirale logaritmica L si avvelge infinite volte attorno al
polo P e dali'altra parte va all’infinito, la lossodromia sferica A invece
3l avvolge in infinite spire attorno ai due poli P, Q (punti assin-
totier).

Una lossodromia sferica & upa linea piana soltanto gquando si ridunee
n un parailelo, Infatti una linea piana A traceiata sopra una sfera & un
cerchio, & la sua proiezione stersografica L & un altro cerchio. Ora una
tralettoria isagonale di un fascio di raggi & nn cerchio solamente gnando
questo ha il centro nel centro del faseio, nel gnal caso tala linea & orto-
gonale al raggi del faseio. Il cerchio L in tali condizioni & la proiezione
stereografica di un parallalo della sfera.

A partire dall’origine @ degli archi 5 della lossodromia si prenda un
areo qualungue QA —g e 81 divida in # parti eguali nei punti A;, Aq,
Agy e ve v Ayoay Ay, oo Ay, B congiungano questi punti col polo P
mediante arechi di cerchio massimo, e da A, , si conduca 1'areo di praa-
ralielo A,y My compreso fra i meridiani PA,_,, PA, . Tirata la ecords
A1 Ay =12, il triangolo rettangulo A, , A, M, pud considerarsi eowme
raitilineo; se dungue § & 1" inclinaflone costante della iossodromia sui
meridiani, si ha:

Pere1d

- o b = T
- i,
+
o i -.:—. _—-l.-l-_——-lul--lnl-_-—lu_ s = Rk Y i3
- -~ - - - - - -
: - -
: — =i e X 4 el A IR e
u [

=y

-2 v - =
-

-
B W

e LR T | T

o il

I . - -
—= [ = | - -
- — o T T T W e L ——— L . - - —a
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'  — = P
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Supponendo che n cresca indefinitaments, si ha

(19) 0= Do Fo.cosl,

essendo p, gy i raggi vettori sferici PA, PQ.
Preso poi un altro punto B corrispondente al raggio vettore sferico
PB=p,, si deduece dalla (19)

0 — oo+ BA . cosh
1=ty 1 Q2B. rosf,
d'onde

(20 areo AB=0"F,
eos b

8e si vnole la lunghezza 11 tutta la lossodromia dal polo P all’al-

tro Q, bisogoa fare nella (20) » =0, plr.ffj , 8 8i bha

A
2 ang B

Linnghezza lossodromin —

Benchd dunque Ja linea si avvolga infinite volts attorno ai due poli,
esga ha ftuttnvia una Junghezza finits. Per §—60°% la langhezza della
lossodromia sgnaglia guella di nn meridiano. Per § > 60° Ja lossodromia
o maggiore del meridiano; per § << 60" & invecs winore.

Posto arco AM = =% /, sscondo che esso & contato in upa direzione o
nsll’altra, e PM — =, si ha

r—p
Eil=
L'L‘JrﬂH'1r

d’onde

,T‘——.?i[.EDBB-

Questa formola serve per portare sulla lossodromia, in nna data di-

rezione, un arco di data lunghezza L.
Considerando separatamente il caso del sezno - 8 quello del seguo —,
11 ha
=g {.cosh, y=p—Lloosh,

d'onde sommando
o+ y=2n.

Poreid « La somma dei raggi vettori che vanno a punti situati da
hande opposte di un punic A ed equidistanti da esso, & costante ed eguale
al doppio del raggio veilore che va ad A ».

Se C & un puuto gqualungue intermedio fra A o B, si ha

'T_P CB——FI_—:G

sos H os b

AC=
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AC
CB

Se dungue : —m, risulia

,_P_-’_”'PL
= 14

In particolare « Il raggio vetiore che divide per mela un arco qua-
lungue di una lossodromia & la media avitmetica dei raggi vetiori estye—
mi », (Conformements al tsorema pracsdents).

S8e s'inecominecia a contare 'arco di una lossodromia A dal polo P,
g1 ha ¢o=0. Chiamando quindi ¢ ¢ g, le lunghezze dei due archi di A
compresi fra un determinate punto A e i due paralleli della sfera cor-
rispondentt a1 raggi vettori sferiei e, pr, 81 ha in causa della (19)

== ? 8y == =1
. cos B’ YY" B
d’onde
e T 2 f
s P

Yercio « Considerando gli archi di tuite le lossodromie passanii per
un aeterminato punto A della sfera, che sono compresi fra due pural-
leli fissi, il rapporto delle parti in cui rimangono divisi guegli archi
dal punto A & costante ed eguale al rapporio delle parti in eui *imane
diviso 'arco corrispondente del meridiano ».

In particolare « Considerando tutite le intere lossodyomie che passano
per un determinalo punto A della sfera, il rapporto delle parti m cul
esse rimungono divise da quel punto ¢ costante ed esguale al rapporto
delle parts in cui vimane diviso il semi-meridianc di quel punio A y.

In questo easo si ha
33 T.'k——gp
G 2s

Questi risultati sono molto interessanti e servoneo a semplificare la
solnzione di molte questioni e la dimostrazione di molte proprieta inerenti
alla lossodromia,

Se ad esewpio si vuol dividers 1'intera lossodromia, 0 un suo areo,
in partl eguali o proporzivnali a numeri dati, basta fare P’analoga ope-
razione sopra 1'arco vorrispondente di meridiano.

Altretianto si Jdica se si vuole dividers la logsodromis, o un arco di
BSSA, IN SEZIORS AUYEA 6CC. e0C. o

LI rapporto anarmonico di quaktro punt: di una lossodromia & eguale
al rapporte anarmonico dei quattro punti corrispondenti di un meridiano.
E quindi i primi guattro punti formano un gruppo armonieo, quando lo
formano gli altri ece. oee,

Posto che sia

ﬁﬂ:ﬂE:P:p“

e

=a bkl
[

= o
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risulta
L—Pp —L :
uﬂﬂﬂ ' L:EIEH —P'P“
d’onde
] 1 /1 l)
z 2 (p T D4

Duangue « X raggio vetlore che divide un arco di lossodromia in parti
proporvsionali ai vagyi vetlori estremi, € media armonica fra questi
raggt .

Se nel triangolo PAB, avente per base un arve di lossodrowia e per
lati 1 due raggi vettori estremi si suppone verificata la relazione

o%y =g (arco AB)?,
rl dadnee

1 + B0s" t
(=1) o= Tsenrp P

Percid « Se dopo avere condotto un raggio vetiore o (0 g) di una
lossodromia, se ne conduce un secondo py, (o p) tale che sia soddisfatta
‘e condizione (21), nel triangolo che riswlia é verificato il leorema di
Piagora, quando si consideri come ipotenusa il rayyio vettore mag-
fqrore ».

Supposto che 1" ipotenusa sia rappresentata dall’areo AB di lossedro-

mia, si deve avere

o seu” 0 — 2op, 4 o sen* b =10,
d’onde

p(1 X ucosbylfsen®f)
P1= gen” f

S1 vede quiudi che « Condotto un raggio wettore arvbitrariv p, se ne
possono condurre altri due py, ga in modo, che per i due triangoli che
risultano sia soddisfatio il teorema di Pitagora, quando Uarco di lusso-
dromia che ne congiunge le estremita, rappresents I ipolenusa».

Siceome pipe =g, si conclude che « Costrutii @ due triangoli pirece-
denti, si trova che il raggio vellore dalo ¢ wedia propurzionale fra ¢ due
raggt wellori condotii ».

§ 7. — Le proprietd precedentements dimostrate per Ja logsodromin
vidgono, per la massima parte, anche per la spirale logaritmica; e una
tale reciproca dipendenza fira una lines sferica A e la sua proiezione ste-
reografica L ha Juogo gualungue sia A.

Per mostrare il profitto che si pud trure da tale reeiproea dipen-
denza, andremo a dimostrare dus proprietd notevoli della spirale logn-
ritmica, estendendole poi alla lossodremia sferica.
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e
"
wr e =
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Siano (fig. 2) PAB, PBC, ... . triangoli simili consecutivi, I rapggi
vettori PA, PB, PC,.... sono inclinati sulle basi dei triangoli di un
angolo vostante, che si chiamerd §; i lati ALA, B,B, C,C, .... sono in-
ciinati sul lati PA, PB, PC,.... di un altro angolo costante, che si
chiamera i.

Chiamando H I’ intersezione delle rette AA,, PB, s1 considerino i due
triangoli APH, BA,H i quali, avendo dne angoli sgnali, hannoe pure
eguali i terzi angeli APH, BA,H; dal
che eonsegue che, essendo costanti gli
angoli APB, BPC,.... sono pure
costantt gli altri AAB, BB,C. ...

I trangoli AA,B, BB,C,....
avendo quindi due angoli rispetti-
vamente costanti, somo gimili e si
Avri

PA AB A,A AR
PB— BC' BB~ BC’

d’onda

e L1 s

e e S =
1
a - +
- B s — (]| e e ]

e el L Tt
> -
T ———

o
T
: .
— :
- - _-'\-L-I"F-

=5 I
ey e
——

PA AA
PB~ B,B

I due triangoli PAA,, PBB; hanuo dunque nn angolo rigpettivamente
eguala compreso fra lati proporzionali; sono guindi simili.

Possiamo dire pereid che i raggi vettorn PA,, PB,,.... sono incli-
ngti di un angele costante sulle rette A,A, ByB,.... Essendo poi

angolo APA; — angolo BPE,,
sopprimendo la parte comune angolo BPA,, rimane

angelo APB=—agangolo A, PB,.

Avendosi inoltre
PA PB
PA, - PB,’

I triwngolt PAB, PA B, risnltano simili e percid

angolo PB,A; = ungelo PBA —. 1

Passando al limite col dimmuirg indefinitamente le basi AB, BC, .. .. . |
de1 primitivi triangolt, 81 giunge al teorema « Se per i vari puni di il
una spirale logaritmica st conducono delle vetle inclinate sui raggi vet- } l ‘
tori di un angolo costante, quelle retle inviluppano un'altra spirale lo- ' 08
garimica eguale alla data ed avente il medesimno polo di essa ». |

In particolare, supponendo B+ i="YU0" si ha « Le smluppata di unc
spirale logaritmica é un'altra spirale logariimica eguale alla data ed
avesle il medesimo polo di essay.
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Por i vari punti A, B,C,.... di una spirale logaritmica L gi con-
ducano delle retie imeclinate di un angolo cosiante 7 sui raggi veltori e
sopra di queste #«i prendano i segmenti AA,, BB,, .... proporzionali
all’arco di L eontato dal polo P.

Sia Ly 1l Juogo degh estrami A;, B,, C,, ... (fig.2). Dal triangolo APA,
81 ricava

ApA 820 APA,  sen (8-} 1)
PA senPA,A - senf

e poiche per la spirals logaritmica si ha
(22) PA —cosf.s,

[analogamenie a ¢ibd che 81 ha per la lossedromia. V. la formola (19)]
risulta .

(23) ApA =wen (h-}1).cot§. s

Se il rapporto di proporzionalita dei gepmenti AA,, BB, CCy, . ...
all’arco corrispondente di L, & m, 81 ha

(24) AA, — ms

e allora dal triamgelo PAA, si deduce

e == —
(25) PA,=VPA - A4, 2PA. AA, . cos (PAA,) —

f
— 5} cos? 0 - m* - 21 cos 0 cos 1.

Troviamo ora una reiazione fra ’arco s di L e Varco & di L,. Col
centro A, e coi raggi A A, AgA; si deserivano i due archi circolari AM.
AN, compresi fra i raggi vettori A A,, A,B,. Si ha

AA; =ms, BB, = m (s 4+ AB),
cl'onde

BBI ‘—.5.A1=m . AB
(BB, —BM,) —BM=wm ,AB; BM, -BM—=—um.AB:
(26) BM;—m.AB{-BM=m.ABLAB. cos (6—+{)=[m-t+cos(bB+i{)]. AB.

D altronde

AN, s AM = A4, : A,A,

da eul, applicando le relazioni (21), (22), si dednce

AM, — e ~-gen (0 -41) cot §
1 son (G4-t)coth ax

e pDil‘.-hﬁ : AM — AB . sen (ﬂ' —I- i), rign]ta,

(27) AN, — m — sen (1) cot AR
cot b
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Ricordando le relazioni (26), (27), 81 deduce dal triangelo rettangolo

Vlin -} sen (B -} ) cor B~} |m - vos (8 1) ]" vot® B |

or H

Veos®f) 4 m* - 2m eos t) . vos 2
o ¢os )

AB =

AB, =

AB.

Da quesia relazione si passa facilmente all’altra

Yoos®f) = m® 4 2m vos f cos i

w08 )

$4 ¥

e sostituendo nella (23)

PA,=—cosl. s

la gqnale dimostra che L; & una spirale logaritmica di polo P seganie 1
raggl vettori sotto 1’angolo 8. Dungue « Se per t vart punti di una spi-
rale logaritmica L si conducono delle rette inclinate sulla curva di un
angolo costante e sopra queste rette si prendono dei segmenti propor-
sionaly all’aveo di L contato dal polo, il luogo degli estrerr @ un'alira
spirale logaritmica L, egunle alla data ed avente il medesimo polo di
88 ¥,

Supponende che le rette che si conducono per i punti di L siano le
tangenti e che il fattore di proporzionalita sia 1, si ha « La sviluppante
di una spirale logaritnica cominciante dal polo di questa, & un’altra
spirale logaritmice eguale alla dale ed avenle il medesimo polo di
£ssq ».

§ 8. — Proponiamoci ora di estendere alla lossodromia sferica i teo-
remi testé dimostrati per la spirale logaritmica.

La prima delle proprietda precedenti da luogo senz'altro al teorems:

« 8¢ per vno der polv Q di una lossodromia A si conduce una serie¢
di cireoli inclinati sopra la curva di un angolo coslante qualungue, quet
cireolt invibuppano un’altra lossodromia Ay eyuale alla deia ed avente
1 nedesimit polt di essa »,

Ma 81 pud anche dars a questo teorema altra forma, calcolando il
diametro sferico di questi verchi, in funzione dell’arco ¢ di A.

Per questo, si noti anzitutto che se per il punto Ay del piano ¢ (hg. 1)
g1 eonduce una ratia » perpendicelare 2 PA,, "immagine sierica di quesla
retta & un ecarchio avente per diametro sferico l'arco QA.

Ora se si pone PA; =h, a1 ha

! 2 fi®
Qay Vit A2

QA =
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Se dungue si chiama 2x l’'angolo al ceniro O della sfora che sottends
'arco QA, si ha

I
5 QA A
J381 g — OQ — lm!'
d'onde
ang . sen [—2—|
pp = { i .
€ (] FE— K
Il diametro sferico D del cerchio immagine della retta » @ dungue
K
28 D=arco QA —=% . ang sen ( -
) : .1F+hﬂ)

Ora se dal pole P (fig. 2) si conduce la perpendicolare PK sulla
retta AA,. st ha

h=—APseni—v.coshseni

e I'equazione (26) diviene

s
(29) D=*#%. angsen ( , :
]Fi!-{— s e s hsenly

Ma sicecome abbiamo
p=a . cos (), =35 . ucos f,

la condizione fondamentale (2) da

3 (208 B) |

scos =14 . tang ( P

Abbiame dungue

(30) D==4%. ang sen

|
[VI ~+ sen?{ . tang® (ﬂ ‘;:}E H)
- rjuﬂﬂﬁ
=R nﬂgum;[ﬂen z.lang ( 7 )] '

Percio « 8¢ per il polo Q di wna lossodromin A, seganie i meridiany
sotto Langolo B, e per i vari punti di questa linea si fa passare una
serie di cerchi col diametro sferico dato dalla (80), essends g Uarco di A
eontato dal polo P:

1* questi cerchi segano A sotio I'angolo eostante B -+ 1,
2" essi inviluppane una seconda lossodromia eguale alla dala ed
avenle 1 medestint poli di essa ».

Por i =90°, Ia (30) da

1
D—J—TC;»——EI cog H,

4 -._._-.—-"—-.-:-“— wFEE W -



PERIODICO DI MATEMATICA. 237

Poreio « Se per il polo Q di una lossodrovia & per i vart punti di
essit 3t fu passare una serie de cerchi col diamelri sferici eguali alle
distanze fra questi punii e 'altro polo P, essi inviluppanoe un’altra los-
sodromia eguale alln data ed evente i medesimi peli di essa ».

Andiamo ora alla seconda proprietd dimostrata nel paragrafo pre-
cedents.

Sia L la spirale logaritmica daia ed L, guelia che 8i ottiene da sssa
condncendo dai vari punti delle rette inclinate suil raggi vettori dell’an-
golo ¢ e staccando su di esse dei segmenti proporzionali sll'arco
(A, T = mns).

Siauo A, A, le lossodromie proisziomi sfsriche delle L, L,; si tratia
di trovare la luughezza dell’areo eircolare AT (corrispondente al segmento

rettilineo A,Ty) in fupzione dell’arco Q
g di 1.'1-
Posto (fig. 3)
angolo A,QT,=—w, arco AT=75, Ny i
. 3 N
si ha w=7, & poreid

AT =A0Q+TQ +
1 24,Q. T,Q cos (%) -

Iig. 3.

Ma se da P s1 conduce PH perpendicolare alla direzione A,T, e si
pone PH=h, si ha:

AQ =QR" AR —2 | L A0
T, =QH + T,H = /*4- A< T,H*

Sostitnendo nella precedente, si ottisne:

TR

AT, =284 2rt LA H J T,H —

01 (k% 1 2L A0 (&2 a2 TIH").M(%).
Osgsarvando 81 ha:

h—=PH=PFPA, spu i — 5 .08 seud
AH — PA,coBi—35.cos fecosi
AT, =ws; HT, ={cos b cos 7 |- ) s,

g1 rieava dall’altima relazione:

os [

) k* 4 (cos i meog i) rng by, g
- "j[,ﬂ-ﬂ +- s*ees? ) { k- (H:E - 2m cos § cos § 4 cos” ) sﬂ}

3| o
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Ricordando poi che in guesto stesso paragrafo 81 & trovato:

k t (-;: oS8 ﬂ)
s § ALK 2 y

 —

gi ottiene, eliminando s:

5 cos § - m cos i, sen”. (u E;E ﬂ)
#0s (?) = o , . g 08 §
HDHEH—|—m(ﬂ1+2uDBﬂ.EUEI).HEUE( P )

A'onde i1nfine:

] 08 H
cod § - m (cos i sen® (u Lk )

(31) &=4%. ang cos ]
Vuﬁsﬁﬂ-]— m (e~ 2 cos § cos i) sen” (a L;:H )

S1 ha posi il

TeorEma. — Se per il polo Q di una lossodromia sferica A (segante
v merwdiani sotio Uangolo 0) e per 1 vari punti di essa si conduce una
serie di archi inclinati sulla curva del’angolo 4 i, e supra yuesti cerchi
st prendono, a partive da A, degli archi & dati daila (31) (essendo o
conlalo a partire dail’alere polo P) il luoyo degli estremi & un aliva los-
sodromia A, identica alle prima ed avente i medesimi poli di essa.

Osservasione. — Si ottengono i casi particolari in eul i cerchi che si
counducono sono tangenti o normali alla lossodromia A, facendo nella for-

T
3 v

wola (31) rispettivamente i =— §, i—

§ 9. — Qualora alle proprieta precedenti si volesse aggiungers quelle
relative alle arve, si sarebbe costretti, il pii delle volte, a ricorrere al
¢aleolo infinitesimale. Per mostrare perd, con un
esemplo, come gualche voltw sl possa risolvere la
guestione nou usesudo dal eampo elementare, an-
dremo a determinars ’area della porzione di sn-
perficie sferica compresa fira un areo gualongus
AA, di lossodromia e i vaggl veitori estremi PA—=p,
PA, =g, (fig. 4).

Dopo aver portato l'arco PA sopra PA, in PH,
81 divida l'intervallo HA, in n# parti eguali; e dai
punti d: divisionse H,, Hy, Hy,... H,_,, H}, ,... H,_y,
si conducano gh archi di paralleli fino ad incon-
trare ’arco AA, uei punti Ay, Ay, A, ... Ay
Apyonedy .

Considerando I'arco A,_;A,, si ponga per brevitd

PA,, = z, Aps\yv=1g,, My Ay=H, H, = b ; P — T
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8i condnea poi il piano del parallelo A, ,M;,_, e guesto tagli 'asse PQ
della sfera nel punto F. Avremo dal triapgolo Ay, A, M, _, consulerato

come rettilineo

th‘l A.h —— Ah-l Ah . 208 B, Ah—‘.l Mh—l — Mh_| Ah . tﬂ-“g B}
¢l08
T—Epn » Q8 B Y Ah—l Mh i— T t&ﬂg H

D'altronde, indicando con O il centro della sfera, si ba

arco PA, _ 2w

ﬂ.ﬂgﬂ]ﬂ POA],_] — ]‘ngiﬂ :?
e quind
.& 2 2 2
FA, =~ gen (POA,_;) == sen ( ;) g [1 — cos (f)]
arco A, M, , Z2tangf T
angolo (A, FM, )=—=F ; S S
il S8 (T)

Chiamando a 1'areo di cerchio massimo che misura 'angelo diedro
formato dai piani degli archi PA,_,, PA,, si ha

k& 2
a:AnalM, =5 seu( "b)-.-

2 2 it
d'onde
T tang G
= A
s80 (—E—)
Avyremo dunque
1 22
— 308
| i bang H " ( }f] ktangb
aren PA, M, ,=FP Xa= 5 . (2..5) T=—7 ancr( )
sen | —

(onsiderando poi il triangolo rettangolo A, M,_;A, come retitilineo,
ai ba

] l
arca Ah—l-bjh-:lh'h — ._a —@‘-h—IMh—l }( Iull—IAh — T tﬂ-ﬂg H . -EE"
Pereid
L La L
area PA, ,A,=— ;EB Eug( ) —[— tang 6. 7.

Ponendo dnnque
PAy .4, =%,

s1 ha

T 2

3 ;K
; - augﬁ. "b{ )+ tang b, T.
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Ora se si fa crescere indefinitamente n, t tende al limite zero; pereid
s1 ha

(32) lim (f;) == hta'.}ngﬂ . taug(i) ; y

n=o= it ;"'

Risulta poi da caleoll faeili

. : log
log cos (-L =+ r) log cos (i) CCH {f—)
: k k. ; \ A
lim — lim =
k A
)|
log lt‘ml p 1 —tang % |+ ‘RDE f
— lim
=) l
E.
log cos (—T-) log I] — tang (i) — tang (-1)
_ 24 I | 7 2
T T s T
k A

Ora si ha (*)

1 - 2 1 3
log cos (%) = (uns ; ]) 3 (ﬂns?— ]) + = (unsl — ]) —

6 percip

wenl) [=)-1],

?‘“|rl
™A

t:nﬁ(-E) — e (%)!

Iy

81 aved

1=} Baryzer, Aritmetica gensrale, Lyatobla dal Cremens, § 32, n, 6, pag. 188,
(%%) Bavrzer, ve, cif, § U1, n. 1, pag. 175,
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de cnil 81 vede facilmente che

T
log eos (E)
lim =) ,
=4 “1
E
Abbiamo poi (¥)
log [1 —_ I:nng(%r) tnug(;)]_—— tanyg —;) . tang (}‘i) —_
1 s ] T I L T
=] tang® (T . kang® (I) —3 tan g® (_.".' . tang® (f) S
1 L T
. 1| 3 S .
4fang (},‘ . tang (‘.&) A
da eal
log [l — tang (%) . tang (%)] Ly tang (]_‘E)
= tang (—) —
i A i
A k
lang (l)
& V&)1 T | ) af T
— tang® ( p ) {—é taug (?) —|— 3 Lang (?) iang (?) —+

Paggsando al limite par t=—20 ricordando che

tan (—t-)
. ang I3
Im =1,
b1 ] _'T_
i
risnlta
| log [] —tang (%) . tang [%)]
I —
=it T
%
x |t @
: log BDE( 5 ) log eos (?) r (L)
=11 —_— |
i = ang %
)z

(*y Bavyzeir, Toe. oit., § 32, n. B, pag. 188,
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Sostituendo nella formola (30), si trova
£ ——=

low 608 log ers [~
(F..) Rtangh ﬁgwh( h J Dgus(?)

T

— = L1 '

litn 3 in =

()

da cui segue hnmediataments

A tiune 0 & . , ¥,
5= > [Iﬂ-g o ( :_ ) ALY 2o (T’:_)] ,

b—=u - 1"—“ - .
D= il EF_”] . [lng cos (r j._- -] —log uua(%)] :

L=1 2 l.l---].

Ora, caleolando la somma del secondo weinbro, si trova

b=a T _l_T-' 1 g — o
= [log o ( ) —togeos| )] [1 : ) _]
& [ 0g oS (— 0g oS | — 0Z COB ( log uus( p —+-

+[Lﬁg =R (P—l!;—gt) —10ga0y (P“;T)] | [Iug e (F_;T) log vos (ﬁtg":) ]+
. .-—I—[Iug ¢D8 (pt HI) log ¢oa (p +(n— J)T'l] I T— (F’ —i— ??'E)

R

K
: . 105(
—Yob son L ) —Tocos 28— lomeoa {21} ==15 2
Jog eo (E)_ingms(k) lunuus(};) g (p‘
LOs )

Possiamo quindi enupciare il
TrorEMA.— L'area della porzione di sfera compresea fra un dalv arco AB
ui lossodromia e 1 raggt vetlori estremi QA—=p, QEL—..;:,1 ¢ dato dalla formola

(83) g Hlong - ),
i} Lnu(ilj

CUome applicazione della formola (31) determiniamo 1'area di uun trian-
golo racchiuse da tre archi AB, BCU, CA di lossodromie aveuti gli stessi
poli. Le inclinazioni di queste Finee sui mevidiani siano rispsitivamente
T % fi & sia inoltre

PA =g, PB:P“ PC=PE-

Suppoeuendo ad esempio p <r, < pg @ vhe gy sin compreso fra glhi altrl ';

due, si ha applicando la (81)

P (01
" ¢oH (—) , ¢08 —-)
aron PAB — . U?;IET log f ; area PBU— L ta‘;u,g; s log ::
1 2
cO8 (T) C08 k }"t]
5 g (0% F—FF—W
i t-E'I.llg X ﬁ;
area PAU — lo : :
- : GUs i

vy
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E quindi, notande che: ABC = PAC — (PAB- PBU), si deduce

o [( p)tsﬁ—tgr‘ ( pl)tgr—igu‘ ({ pﬂ)tsu*isﬁl_

aren ABC =— log | |ens— LO8 — 108 [

) k k k
In modoe simile s1 possono considerare gli altri easl nei quali la digpe-
sizione dei punti A, B, C e diversa da gqunella considerata; si puo inoltre
applicare la data formola alla determinazione dell'area di poligoni losse-
dromiel.

Parma, lugho 1898,

GEMINTANDO PiRoxDpixt.

INTORNO AD UNA PROPRIETA SINGOLARE DI ALCUNI NUMERI

ed al ceriterio di divisibilita ad essi relativo

. Il vumero 37, moltiplicato per un inultiplo gualangus di 3 non
superiore a 27, dh un prodotto composto sempre di fre cifre egnali tra
di lore, la cui somma egunaglia i1 moltiplisatore.

In ¢16 che segue mi1 proponge di risolvere lan segnents guestions ge-
nerale: Dglerminare, in un sistema di numerazione a base qualungue B,
le coppie di numert N e p tali che i prodotio di N per p e per tutti i
mulliplt di p non superiort a (B — 1) p, resultino formati di p cifre
ecuali, la cui somma eguagli il multiplo di p pel quale é stata molti-
plicata la N.

Rigoluto guesto problema, verro a determinare la forma dei prodotri
di N pei multiph di p superiori a (B — 1) p; ad infine stabilird la con-
dizione di divisibilith pei nomeri N & p.

2. 1 chiaro che Ja cifra che per p volte comparisee in ognuno dei
prodotii di N per i fattori

»2p,3p, ... (B—1)p,

deve esgsere diffarents per i diversi resultati; ed & altresi chiaro che
questa cifra ha nn valore tanto piltt grande, guanto pin grande & il mul-
tiplo di p pel quale la N & stata moltiplicata, E poiché i prodotti in
qnestions sono 1o numero (i B — 1, la p cifre di cinscuno dei resnliati

pN, 2pN, 8N, ..... (B—1)pN,

o e e

' L el L e i e L L L
, N - -.. e C e . — = g
r Ik 3 =

] =5
-
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dovranno essere tuite eguali rispettivamente &

Di gui si deduce che 7 nwmeri N ¢ p formano una coppia di diri-
sort contugaii di un numero ecamposio di p cifre tutle eguall all’unita,
e percid dovreme avere

(1) pN=Br* L Br= LBe-% . ..., + B*4+ B+ 1,
e quindi

By — 1
p.‘.ﬂ '

(2) N —

ove, per semplicitd, si é poste 2=DB — 1,
Ricordando ora che quando § & il pitt piccolo esponente pel guale

; . B —1 . ¢ & X

’espressione v resnlta un numero iuntero, si dies che B & espo-
Br —1

nente al quale appartiene B relativamente al modulo pb; o che se T

¢ pure un numero intero, 1”esponente p & uwn multiplo di 3, possiamo
enunciare Ja regola ssguente:
La condizione affinché 1 numeri N e p soddisfino al problema, € che p
sta un multiplo dell’esponente rispetto al quale appartiene B, mod, pb.
B facile poi1 dimostrare che gnesta coudizione, olire essere nscessaria,
¢ anche snfficiente.

Ed

3. Veniamo a stabilire ora altre condizioni necessarie, le quali pos-
sono gervire a facilitare la riesrca delle coppie di numeri in questione;
ricerca che non semprs serebbe agevols, se volessimo servirei, senz’aliro,
della regola procedentemente enunciata.

1%, I muwmern pé primo con B. Cid resnlta nomediataments dalla (2).

2% I nwmero p mon pui essere primo con b, Infatti, detto 5 il pin
piceolo fattore primo di g, si ha che B*-! — 1 (pel teorema di Fermat)
e B* — 1 (per la (2)), sono esattamente divisibili per k. Se dunque chia-
miamo ¢, l’esponente nl guule appartieno B, mod. %, dovra ossere ln @
un divigors di w — 1 e di p; ma poichd gnesti due numeri sono primi
tra di loro, dovra essers ¢ = 1, e consegnentemente B — 1, ossia b, @
esaltaments divisibile per m; ¢id6 mostra appunto che & e p non possono
essere primi tra i loro.

CoroLLario 1° — Se p ¢ primo, esso ¢ un divisore di b.

CUorvLLarid 2° — Qualungue nwmero primo p, superviore a b, non
puo jar parie di une coppia di numer: N, p che soddisfino al problema.

4. Diamo anche una condizione sufficiente, che pud servire o deter-
minara numerose coppie di numeri N, 5.
Ogni divisore p di b & un numero che soddisfa al problema.
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Infatti, 88 p divide &, il resto della divisions di B pear p & I’ nnita,
o gnindi 1l numero

Be—t L-Be-? . ... =131 - 1

& esattamenta divigibile per p. Il nmmero precedents 8 dnogna della forma
N p, e per conseguenza N e p, per la (1), formano una coppia di nnmer
che soddisla al problema.

CoroLrarto. 1°. — In qualungue sistema di munerasione a hase B, i
numert p—=1 ¢ p="b fanrno parie di una roppia dr wnmer: ohe sodd:-
sfano al problema. Per p=1, & ha pure N=1.

Corontarin. 2% — In gualungque ststema d&i numerasione, di curi la

base B ¢ un nwmere dispari, 1 numeri 2 e —- soddisfano al probdlema.

=

5. IS ora facile dimostrare che quando p =—, ie differenti cifre di N
2

sono rigpetilvamnente
(8) m, 2m, Bm.....(p—-3ymp—20m, (p—1)mI+1)

Infathi, eseguendo la moltiplicazione di gquesio numero per p, col taner
conto che pm—5—=0B — 1, si oftiens:

(im) (2mm) (Bm) ... {{31—3} m} {{p-—‘l’] m} {fp—l}m—l—l}
iz
(B-1)(2B-2)(8B-3)..... {(p-8)B—(p-3)}{{p—21B-(p-2)}{(p—1) B+1}
+1 42 +3 g . (. +'p-2) +ip-1)
1 1 1 b s i 1 1

ove 1 nnmeri delln prima linea rappresentauo i resultati, senza riduzione,
chie a1 ottengono dalla moltiplicazione delle singols cifre di N per p; juell)
della seconda linea, rappresentano ls unild di un dato orline che si ri-
portano dal resnltato precedents, e quelli della terza il prodotio finale.
Dalla forma di questo resaltalo si conelude che p e

(4) N=um (2mm) (32} ..... {{j} — ym {{p — 1Y we 1,

forinano nna coppia di numeri she soddisfano il problema.
Pel caso particolare di p=2~= s ha

Ni=1 23 &, 5 sraii s (b —3) (0 — 2)),
apel caso di B=2m -1 e p=2 i ha N=wm -} 1.

6. Da quanto abbiamo detto fin qui & facile verificare che le cop-
pie di numeri (p, N) che soddisfane al problema ne: sistewn di nu-
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merazione da 1 a 12, limitandoei (a considerare le sole coppie di numer
nelle quali p & inferiore a b, e tralasciando le coppie (1.1)) sono le

saguenti:

#

B Coppie o1 nuMERI (p N)
§ | (2;2)

+ | (3;13)

5| (2;3); (4; 124)

6 | (5;1235)

71 (2;4); (3:25); (6; 12346)

o0

(7:123457)

(2; b); (4; 247); (8; 1231568)

10 | (3;87); (9; 12345679)

11 | (2;6); (4;303); (5;2469); (6;20202); (8;1570157); (10; 12345678 (10))
32 | (11128456780 (11))

&=

7. Risolviamo ora la guestione di delermiunare la forma dei prodotti
i N pei multipli mp di p superiori a b,
Se
m=bg 41,
Bara )
N (mp) =N (bp) g + N (rp) = (bbbb....b) g+ lrir...rv) =
— (Br g — g) -+ (vrr....1)

ove le cifre b ed » in parentesi sono in mumere di p. Dalla forma del-
Vultima espressions si pud subite concludere: Se N e p costituiscono
una coppia di numeri che soddisfano al problema, il prodotio & N per
pin, ove m & un numero qualunque che pwo mellerst softo (g forma
bq 41, ha la seguente espressione: Comincia com un gruppo di eifre
formanti il nwmero q, indi sggue un eerlo numero di cifre fulle eguali
ad v, ed infine termina con un numero le cui cifre sono respetlivamente
i complementi ad r delle prime cifre che formano il nunero q.

Segus di qui che se la moltiplicazions di N per pm si effettnn su di
wua superficie cilindrica chiusa, in maniera che moltiplicando, nolti-
plicatori @ prodotti vengano seritti su p generatrier, 1l prodofto totale,
sotto tali condizioni, sarda sempre composto di cifre tutte eguall tra
di loro.

Esempio., — Nel sistema a bage 10 vi & la coppia di numeri p =27,
N — 4115226337448559670781893 che soddisfano al problema, Si prends
ova nn mulkiplo gualungue di 27, peor es, 34682364 = 27 (142725 X 9—-7).

Eseguendo la moltiplicazione su di nna superficie eilindrica come ab-
biamo sopra accennato, tulte le cifre dei diversi prodotti parziali che nells
moltiplicazione ordinaria verrebbero a formare il trinngelo composto di

'.--.-.-.--h,..:..-.l,--—"'-—-..--...-'- o e .

e e

h ]
I e

- ———__
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cifre stampate in carabiere pili grosso (vedi moitiplicazione piti iInnanzi),
vengono invece & disporsi sulla destra secondo uvo stesso triangolo.
Facendo la somwa dei prodotti parziali cosi ottennti si trova che il pro-
dotto totale & composto di cifre tutte eguali a 7.

Si avverta che nel sommare i numeri della prima colonna a destra,
devesi tener conto del riporto di due unitd c¢he si ottiene dalla somma
delle cifie dell’ultima colouna a sinistra.

Iicco qui appresso la moltiplicazione del numero N preso sopra, pel
wmultiplo di 27, effettnata in conformith di quanto & stato detto preee-
dentemente.

411522633744B550670781803
31682364

164609053497942386831275H72
24691358024691358024691358.
123456790012345679012845679.1
R23045267480711983841563786. 8
32021810699588476366255144.329
2469135802469 1358024691358.2469
16460905349794238688127572.16460
123456790128345679012345679.123456

T TTT I TETTETN A DTN LA LTI TET ¢

L’espressione deilagforma de]l prodotto di N per un multiplo gua-
fuugue <i p, pud enunciarsi in modo assai pit semplice mediante la
seguente definizione, la quale ¢i sard utile anche per la ulteriores consi-
derazione che dovremo fare. Se le cifre di un nmmnero qualnngne M s
dividono in gruppi di p in p cifre da destra versn sinistra, e si sommano
poi 1 numeri formati da guesti diversi gruppi; se si opera poi nello siessn
modo su questo resnltato, e snccessivamente sn quelli che via via si ot-
tengono finché nou 81 ginnga ad un numero M, di p cifre, s1 dice cle
M, & i nwmero M ridotto a p cifre.

Daopo ¢io & facile riconoscere che: 1! prodotéo di N per un multiplo
gualungue di p, & un numero che ridotio a p cifre resulla espresso da
eifre tulle eguall tra di [oro,

8. Ui rimaue ora da risolvere I'uitima guestione proposia, guella cio
determinare i} eritario di divisibilitd di un nuwmero M (seritto nel sistema
a base B) peri numeri N e p. Qhesta condizione viena espressa dal se-
guente teoresmn:

Il resto delln divisione di un numero M, per N e per p, & quello stesso
ele si oftiene dividendo per N e per p la differenza fra il numero M,
¢ il mumern composto di cifire tuite eyuali, tmmediatamente 1nferionre
ael essa.

Infatti se indichiamo econ G il oummero formato dalle p cifre del-
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1" (s=+1)= grappo di M, & chiaro che nell'effettuare I'operazione di ridu-
zione sopra accensata, ii numero M, per effetlo dello spostamento del
solo gruppo G, snbisce una diminnzione di (B*—1)G unitd, ossia di
un multiple di (B* —1).

Ora siccome eid si verifica per tuttt 1 gruppi e per intte le successive

viduzioni, possiamo dire che

M=—q(B"— 1)+ M,

Ma B* —1 & un multiplo di N e di p, quindi il vesto Jdelia divisione
3i M, per N o p & guello stesso di M, per gli stess: nemeri. Ma anche
il numero M’ immediataments inferiors a M,, formato di p cifre tutte
sgnali, & pure esaltaments divisibile per N e per p, e guindi la differenza o
fra M, sd M’ divisa per N e per p lascia lo stesso vesto di M,,  quinii

di M; e. d. d.
Esempio 1°. — Resto della divisions d1 nn numero per 37,

58.764.962.163
062
[E:

388

—

65 =37 1 28; resto cervato.

Esempio 2°. — Reslo della divisions di un numero per 438 (13) ehe
nel sigtema a base 17 forma col 4 una coppia di numeri N, p.

3(11)(10). (12) (14) (15) 1
g (11) (10}

(13) 0 9 {11)
(12) (12) (121 (12)

(4) (18) (16) =48 (18) 4 53 ; resto cerealo.

OssgrvAzIoNE 1. — In certi casi pud essere pitt semplice (il sottrarre
invece il mamerp M, dal numerc immediatamente superiors formafo i
eifre tutte agnali; ma allora il resto ceveato & il complemento ad N o
n p, del resto della divisione di quella differenza, per N o per p.

OsservazionE I1. — Il eriterio di divisibilith enuneiato & applieabile a

tntt1 1 divisor: di Be— 1.

Iiranze, marzo 1208,

A. ANDREINI.
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SULLA CONVERSIONE DI UN RADIGALE QUADRATICO

in frazione continua

Volendo esprimere la radice quadrata di un intero N, non quadrate
perfetto, mediante nna frazione continua (infinita) della prima classe, le
el frazionl parziali abbiano per numeratores |'unifd, sappiamo che i de-

nominatori ¢, delie medesime sone la parte intera dill\b_l_ﬂ', dove gli
r

intery positivi, a. e b, sono legati dalla relazion:

(1) &, -+ gpy=ky, , (2) el =N — a4, .

Con questo metodo, note a, e &, si caleola primag¢,, quindi dalla (1)
1 rilevaa,, ed infine dalla (2) 5,4, : come punto di partenza poi, se

N = K 3,
in cui & & il maggior intero contennto in YN, e percid
1l =<3=<2%

rappresentando per simmetria & con ¢,, abbiamo a,=0, &, — 1.
Orbene si vuole da ool ottenere con pit facilitd il ciclo dei quozient
ricorrenti : all'nopo, fatto

¢, — k—ua_,
le (1) e (2) divengono
(3} 2h — Ce — 6, {!r+ Cril y ("1) E"r 'f}r—l—l — 5—[—{.',_1,_1 (2!': _Er+1)

e per essere, come & noto, a4, < A&, la ¢, inianto non & uegativa; inoltre,

Tay I 3
essendo la parte intera di ij_ﬂr, nasia YN _};ﬂ'_cr, erunle al o~
2k ¢

gior iatero contenube in ,'lu ¢4 rappresenta nella (8) il resto

b
delln divisione di 2k-—e¢, per b,, e qnindi ¢4, << b,, Per la gual cosa
se, a partive da r=1, &1 divide 2k —e¢, per &, si determinano subito ¢,
& Criy, € poi dalla (4) &,,,, ece.: & saremo sicuri di aver completato il
eiclo appena verrd per qnoziente 2%, poiché, se # 8 il numero dei quo-
zieull ricorrenti, st 8a egsera

=2, e =il K= 12 . =]
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(Come casi particolari, si vede facilmenie che u — 2, sa 2% & divisibile per e
$>1, e che u=1 guandos=1, 2%

Ricavate poi ¢, e ¢.4,, per determinare 4., invece della (4) possinmo
gervirel della seguente formola pih semplice

(5) b-”-] ~— br—I _|_' 7 [Er-}-l — E',-J.

Per dimostrarla si eangi nella (4) # in » — 1 e si dividano poi membro
a membro la (4) stessa e la formola risultante; aliora in virta delln (3)
smergs

EI;Ir'h--l-l 3 -1 r41 (bﬂ?r + l'.'.'._-) :

beoy &+ e brget gy )]

sicché [a {B) sard dimosiraia, se proveremo essers

5 —_ r_]_lifbrl?r —I— ﬂ.} 0
e RS L ACRE]

Orbene da guest’sgnaglianza si deduce appunto

b:‘-l 'I"Ilr — 3+ ET (ll!'rgr + E"‘l“ )’

ossia per la (5)
e be =5 ¢ (2 — o),

che & Ia formola (4).
Se faceiamo successivamente nella (5) r=1,2,...., u—1, ed egnagliamo
quindi la somma dei primi membri delle formols risultanti a guella dei

secondi, si rileva

lE"r:—l"_l* 'E"n :’bﬂ_*_‘&t + ? JE: (EH-I'_ E.);

mu by -6, =1, by =145, =3 per essere, tom’é noto,

0y =gy =001, iy &2
adnngue abbismo

="

i (Pep —er) =1,
1

e percio anche
u-1

E "?r [n'r-,l-l_ﬂf:l_:ﬂ-
1

Rispetto nlle . introdotés osserviamo da ultimoe che avendos), coms
6 nofo,
By = Qy—ippyy ¥V —=1,2iv00y U

sara ancora
Er:e"_r_l_l, J'=l]2’IIli’ E‘:l;
e che essenilo

k:f’1=ﬂ’u1 n,}ﬂ, ?':],213:. .

B R W e S,



PERIODICO DI MATEMATICA. 251

41 AvIa

=¢, =0, ok y=1,28,,..

Egempio : N—43 e perecio A=—6, s=7T.
Dividendo 24— e, =12 per b,=—7 81 ottiens ¢,—1, es=> o dalla () bs=—"56

» 2hk—co= T » byg=6 » » Oy—
»  2k—r=1I1 » b=3 >» =3a=2 » b=
» 2k—cy;—10 » 6,— » =1, cg=1 » b=—=2
» 2hA—cg=11 » b&y=—2 » gs—>5, Cy— 1 3 O =1
» 2k—erg—=—11 » &g=—19 » =L, c;=1 » b —
» hk—pr==1D » by— » gi=—=3, 5= 1 » by =
» 2k—cey=11 » by=—"0 » ga—=1, ty=2>5 » b="1
» Qh— g=— T ¥ = » g9=1,{.'m=0 B blFl
? 2h—rey—12 » b=l » = 12,

Cosi
Vi3 —6 = L 2 1 2 1 4 J . = 10.

- 128 I 6 I B L AR s

Quando poi s & diverse da uno e primo con 2k, per olfensre conver-
genti elevate di YN con poca fatica & meglio ricordare che (*)

— s $
fﬂ“ﬁ_zk+2k+.-.. ;
e ¢id anche se Bi considera che nel metodo precedente abliamo 'elegante
formola di Rickard da Birmingham, la gquale, dopo aver calcolata la yma
ridotta, ci offre con prestezza le ridotte (2u)ma (4™ ecec,

Ed invero, se indichiamo con P, & Q. 1 termini delle ridotie di ana fra-
zione confinna infinita della prima classe, le cui fraziomi abbiano tutte &
per unmeratore ed e per denominatore, visulta

P b
Qr == p 1 O pareid (6) P, =14,
. = (1) Q = aQ,, +P,_,
Qs
nvvero, sostitnendo nella (7) a P,_, il valore dato dalla (8),
[8.} .:!: =3 n'l‘lr—l + &Qr—ﬂ .
b P, 5
Orbene, Eﬂ—aﬂ'.'l in genorale se P, & Q, sono primi

tra loro, ossia, osservaundo la (B) non esistono divisori ecownni ne fra
Q..,eQ,, néd fra b e Q,. Difatto an numero che dividesse Q._, e Q, do-

Kby o
vrabbe per la (7) dividers anche P, , , coutro IMipotesi che Q -sia irreda-
r=1

(*) Sappinmo che questa formola vale nnche se & mon B il maggior intero eonmtemto in 1;.!‘1 piar-
vhid 8in semipre k=+s=N.
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cibile: ed un numero che dividesse 6 o Q. dividerabbe per la (8) aQ,_,,
ovvero by per essers b primo von a; adungue gquel numero dividerebbe
tutte le @ di ordine inferiore, e percid anche @, =a, in opposizione al-
I’ipotesi che a e 4 siano primi fra lore.

Facendo nella (8) »=1,2,3,.... resnlta:

Q ==a
Qo —a* 46
Qﬂ =ﬂ3+2ﬂ,b

Wy =a* 4 3a% -} 47

Qs = a® | 4a% -1 Bul?

Qg = a"—+ dab + bu®l® 4 1P

Q: = a* 4+ 64° - 10432 -+ 4ql?

Qg = uP -+ 7u® - 15635 - 10a%° - 1*

Qy = a” + Ba™b - 212%2 |- 20431% 1+ 5qlt

W =a""+9a% -} 284"%* 4 35a*® | 15a%* - 17;

o per induzione

Qe=uf-- F o 4 ] }[f bun-sp | & ]11'}.32 .E]i{ﬂ a}n“'”ﬁ—]-n-,

P

0ssia, 88 Si pons

(7 —2){—r—1)...(n—2r+41)

[n, 7] = 3 ! ;

(9) Q. =2 [nr]ar=—i
. 7 _ 7 1 : :
nella quale » varia da 0 a5 per 22 pari, e da 0 a 5 pern dispari, pur-

¢hé couveniamo che [n, 0] rappresenti I"nuité positiva. 1 chiaro che per
esger sicuri della legge busta dimostrare che, se la (9) si suppone ver
per Q,_; & Q, 5, lo & altresi per Q, : in tale ipotesi, n cagione dellu (8),
I"re soefficiente di @, dev'essers la sowmn dell®»)™ coefficients (i Q.
cou | {r—I1y coaflicienta di Q,—s, e noi abbiamo per I'appunto

[n— 1, r]4[2—2,r—1|=

(—r—1 ) t—r—2).. (31— 2¥) (3} —F—1 Ha—r—2) . (—22+1)
2| o (r—1)1 o

(rH—r—MNn—r—2)...(n—2r4 1) (0 —2r )
- e )=

—

=
In vieta della (6) abbiamo poi
(10) P, =b6X[n— 1, rlav-2-1 47

2 N - | — _
5y S8 e pari, e da 0 n 5 B8 2 & (hispari.

"

in eui» varia da 0 =
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" - & W '5. i = - . i
Ora, nell’ipotesi che sia s diverso ds 270 ed 5= irreducibile, g8 ¢l sarvis-

1 1 ]
¥ Tt o
she ¢i diano i termini delle ridotte in funzione delle g«, la ridotta d'un
dato ordioe della medssima sarebbe in generale molto meno approssimata

g1mo della olira ul non avere fﬂl‘lﬂﬁ]ﬂ fﬂl'_‘.i]l (#)

alin YN — & che la ridotta dello stesso ordine della 2::__ 2,&—3_ , poiche

gntrwmbe le ridette sarebbero irredueibili ed i terminmidella prima in ge-
nerale assai minori di quelli della seconda, che si ottengono facendo nella
(10) e nella (9) a = 2k, b =s. Difatto, oltreche vella prima frazions con-
tinua tutei i numeratori parziali sone eguali ad uno, soltanto g¢.,—24,
mentre il massimo valore delle altre ¢ & &, ece. ece.

Varallo-Sesin, marzo 1899,
Exrico Ducol

i ool W — W—————

SOPRY UNA SERIE DI SEGNI POSITAT E NEGATIY]

Occorre in verte questioni d'analisi sapere applicare il segno ai singoll ter-
mini i una serie, quando essi suceedeonsi con una certa legge. Il caso pin comune
s piii semplice, olire quello in eni i segoi seno tulti eguali, si ha quando 1 ter-
mini seno alternativamente positivi e negativi, che allora 'n" posto che 1l prime
sia positivo, ha il segno di {(— 1*-'. Mi propongo ora di dare an eenno della

2 B -+
serie di segni data da (—1)& % " ap {w interl e posilivi), che per breviia

indichord con (a,), atiribuendo ad s i valori interi A — o a 40, € sottinten-

dendo di premdere di ogni quozienté % la sola parle intera.
i g

Ohiamando & il m. ¢. m. dei denominatori delle frazioni — e A i1 numero in-
i

I ke 15 : : i
tero — -+ +..,4 — , 5l vede che dando ad g i valori m, m + & le somme
(y (I (ry
3 RS e s ;
L -+ b —+ ...+ sl . e it + ... i = differiscone per il numero 7,
“‘1 (i t"|| s (s .. !Ip.

e di gui deriva che: Secondo che h & pari o dispari la (2,) & peréodica con periodo k,
oppitre 2k, e nel secondo caso la secondu meld 27 ogni periodo & contravia dellt

prime.

: , & b
("} 31 su che per oblencre i tevenini della ridelta e delly freazions eontinua ]_1_ = 'li SEOEZN
i mEw

(1
ritorrere alle ridotts preeedenti possiame sollanto stabilive un sistema 4i n--1 equuinrnl linesr (pvenle
I'unili per determinante), fra lo n—-1 ineoguifo del guale fignrano i termini della ridolia ¢he 8 cerea,
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Confrontando la (x,) con la (&, .1 ), 8i vede che per nay <s<"{(n +1) @, essendo

. " . s 8 £
n un dato pmmero intero positivo o negativo, la somma I = t dif-
L] 2 P

ferisee dalla— ! e + ...+ «
il a3 (-1

dispari, si ottengono nella (&), per s eompreso nei limiti indicati, o, segni eguall,
oppare contrari, ai corrispondenti di [e,—; ). Abbiamo dunque: La (a,) st conipone
di gruppi di a, segni che sono alternativapente eguals e comirari wi gruppi corrvi-
spondenti @i (m,—y ), Ognuno di questi gruppi ha principio do un termine di
posto na, contando do zero. Ne segue che: Se of sono denominaior: ay tutti eguali
ad un dato numero 8, la (ay) 2 identica o quella che si otticne astraends dn un
niniero pavi di frazioni scelte fra quelle aventi guel denominetore.

Premesse queste considerazioni, senza enirare in nna discussione completa sulla
serie di segni in discorso, mi limiterd & considermme nm caso particolare, che ap-
punto per la sus semplicita pud maggiormente Tiuscir utile in pratiea: & il caso
in eni ciasenn denominatore sia muliiple del precedente. Pored adungue: gs— g1 6.
s = qaag, ...0,= ¢y _18y-1. La (@) 8i compone evideniemente di gruppi di m
segni positivi aiternati da gruppi di e segni negativi. Chiamande gruppo di
prima specie quello formato di @1 segni tutti egnali fra loro, potremo dire: La (=)
si compone Qi gruppi di prima specie. 11 segno che si ha per s=0 & il primo di
un gruppo. Divisi 1 segni della () in gruppi di e: (partendo dal segno che si ha
per #=0} avremo che ognono di questi si eompone di ¢ gruppi di @ segni, e
giceome i gruppi % (r=41)% (»+21°... (» positive o negativo) di (22} sono for-
mati alternativamente degli stessi segni e dei segni contrari dei corrispondenti
di (21}, cosdl I'(r=4 1)* grappo di (22) 51 compone di g grappi di m segni, 'altime
dei quali egnale sl primo dell’ {r -+ 2)® ed il primo eguale all'nltimo dell's®, cosicehe
la (o) risulta composia da insiemi di gy — 2 gruppi di a: segni, alternati questi
insiemi da gruppi di 2a segni. Chismando griuppo di seconda specie quello for-
mato di ¢ —2 gruppi di prima specie, e complesso di privia specie quelle formato
di 21 segni eguali fra loro, 8i ha che: La (x) si compone di gruppi di seconda
specie alternali da complessi di prima specie. It facile vedere che per s=me= (in
partieolare per s=0) si ha il primo segno della secondr metd di un complesso
di prima specie. In particolare per ;=3 si ha une serie composta di gruppi al-
ternativeemente (8, di ay) segni, o per ¢ =2 si ha una serie compesta d1 gruppi

8
di 2a; segni e che differisce dalla (— 11201 solo perché in questa per #=10 =i ha
il primo segno di nn grappo di 2a; segni ed in quella il primo segno della seconda
meta di omn tal grappe.

Dividansi ora i segni della {as) in gruppi di @s (a partire per esempio dal
segno che si ha per a=0) L'A" gruppo (h positive o negativo] si compone di e
gruppi di seeonda speeie alternati da complessi di prima specie, e questo insieme,
che ehinmerd gruppo @i terza specie, trovasi precedubo e seguito da mezzo complesso
di prima specie. E siccome i gruppi A% (A4 1)% (A4 21" ... di (%3) 81 compongono
alternativamente degli stessi segni e dei conlrari di (%s), cos1 chinmando complesso
di seconda specie 'fusieme di due gruppi di prima specie, avremo che: La (23) si
compone i gruppi di terza specie alternati da complessi di secondn specie. Ora
siccome un gruppo di terza specie incominein e finisee con un gruppo di seconda
specie, ciod con g1 — 2 gruppi di prima specie, e siccome due gruppi di terzn
specie sono separati da un complesso di geconda, cosi pessiamo anche considerare
la (2:) come composta di gruppi di terza speeie (considerati come insiemi di ga—1

per U'intero #, e secondo che questo & part o
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complessi di prima specie alternati da gruppi di seconda specie) alternati da com-
plessi di seconda specie (considerati comes insiemi dv 2(q — 1) gruppi & prima
specie). Per ¢— () si vede che in ogni caso si ha il primo segno della seconda
meta di nn complesso di seconds specie.

Per g1 =2 il gruppo di terza specie, sia conforme alla prima che ulla seconda
definizione, si compone i ga—1 complessi di prima specis, per cui, posto anche ge=2,
«i obtiene una serie formata @i gruppi di Za; segn ﬂlrsj':tnti;;r;nazn#f composti di
segni tutti equali € di segni metdl dv une specie e ln seconda metd dell’altra specie.

Dividendo nella (23}, considerata com’e indicato nel primo modo, 1 segnl. &
partire da quello che si ha per a=10, in groppi i @, il " di gquesli s1 compone
di gs grappi di terza specie alternati da complessi di seconda specie, & {mesio
insieme, che chiamerd gruppoe di quorte specie, trovasi preceduto e segaito da un
syuppo di prima specie. E siccome il B0 (4100, (k--2)% ... gruppo di (=) sono
aliernativamente formati dagli stessi segni e dal contrari dei corrispondenti della {ms).
cosi si vede che: Lu (=) & compone di gruppi di quaria speeie alfernati da com-
plessi di primo specie. Per gy =¢2— qa=2 1l gruppe di quarta specie s1 compone
di due complessi di prima specie alternati da uno di seconda specie, cosicche ne
visulta una serie composta @i complessi b geconda specie alternati da teyne di coni-

plessi di primu specie.

Ed ora procedendo col metodo I'induzione e chiamando gruppo di p* specie
qnello formato @i gp—: gruppi di (p—1)° specie alternafi da complessi di prima
o segonda specie secondo che p @ dispari o pari, avremo che: La (@, ) ¢ formata
di gruppi 4 p* speeie alternat da conplessi di seconda 0 prima specie, seconfo
che p & dispari o pavi.

Par mn=g@=—=pn =0 — 9 la (23) & una serie COMposit di gruppi formats
ngnino di lre complessi di secondn specie alternati (questi ire complessi) da complessi
di prime, 3 guali gruppi sono alternati de terne di complessi di prima specte.

Tralasciando di considerare la scomposizione in gruppi di cui & suscettibile
In (2y) gualora si continui sulla via indicata dalla seconda scomposizione della (%),
noterd 1na speciale interpretazione che pud dursi alla (x,) quando gin g =@ga==---
— oy = 2. Dimosirero ciog i| seguente teorema: Se si prende ina serie di segmi
hifti positick (dirist in gruppi (i ay cinseuno, € 8¢ da guesta se ne deditee nuna
epconda intercalandoe fra ogni gruppo di essa e {1 sno suceessive un gruppo con-
trario al primo. € se dn guesta nHOER serie se ne deduce nn'altra con la medesima

L | 3 B
legge, ¢ cos) via, E segni della (n+1)* serie dedotia sono dati da (—1 iﬂ1+‘ll1+"'+:’-“n1.

Basters far la dimostrazione per ay=1, ¢hé per gli altri valor1 di a, non c'é alira
Jifferenza che quella del numere dei termini componenfi elascan gruppo. Posto

o B
he la (z+ 1)* serie sia data da {—1}T+Tz+'“+

5

2+ (1) dimostriamo che quella

- ] =) o
che si deduce da qnesta mediante la legge indicata & data (—1) 1 FateetTEe (2),

'issiamo nella (1) il termine di posto a-+-1 (che si ha facenio a=a); esso nella
sevie che si deduce dalla (1) aet:unclu la legge indicata nel leorema viene nd
nccapare 1l posto 2¢+1, e quello che s'intercala fra i segni di posti a+ 1, a+2
viene ad occnpare nella serie dedottn il posto 2a+ 2. Resta percid a dimostrare che
i segni di posto 2a+1, 2a 42 della (2}, che si hanno per g=—2n, a=2a--1 sono il

primo egnale ¢ i1 secondo eontrario n quello di posto o+ 1 della (1). Facendo s="%a
2n . 20 n
— 4 i

2N n o
aella (2) 51 ha { 1)1 '_-‘-+"'+f-‘+" = [(—1)*.(—1) ¢ +5+'”+§ (3). Fa-
cendo ora mella (2) s= 2a+ 1, osserviamo che, intendendo pavlare di quozienti
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)
intern, & ket S , Perche é a4l _ —ki, e Bslceome la  divi-
27 2F ! p :
siomns ;_1 da al massimo per resto 2¥-1 — 1, cosi chiamando 5 Ia parta intera
3 _° — : G =33 2r—1.-1 = 5 _I_ 1 . .
I 5y=1 »Sara al massimo T —|——§ =1 -+ 3} 8 cni
parte infera & ancora b.
. 2a41 Ea-l-l p+4-1 1 +i gl

Abbiamo allora: (—1) 1 ey gt (— 2=,

(Juesia e la (3) unitamenie alla nunmdernz]nne che il teorema & vero per » = 0,

o= 1, dimostrane quante si voleva.

Sondrio. 18 marze 1808

Wranoesto PALATINL

SUGLE ESAGONT DI PASCAL K DI BRIANCHOY

-

I. E sempre possibile risolvere i problemi seguenti:

a) LDate cingue refte a, b, ¢, d, e,
determinarne una sesta £ in modo
che Pesagono semplice abedef sin
ad wn tempo esageno di Pascal ed
esagono i Brianchon,

Detto P il punto in cul 8’ in-
confrano @ e «, Q il punfo in eni
s’ incontranc b ed ¢, R il punto in
cul la ¢ incontra la PQ, si con-
(uca dal punto R della ¢ Ja se-
conda tangente f alla conica H
determinata dalle cinque tangent;
t, b, e d e (%)

Lesagono delle cinque rette
date e della sesta cosi determi-
nata ha i lati tangenti alla eo-
nica H, e poiche inoltre le tre
coppie di lati opposti 8" incontrano
in tre punti P, Q, R di una refta,

ha i vertici sopra un’altra co-
mica K.

b) Dati eingue punti A, B,C,D,E,
determinarne un sesto F in modo
che U esagono semplice ABCDETF
siae ad un tempo esagono di Brian-
chon ed esagono i Pascal,

Detta p la retla passante per
A e D, ¢ la retta passante per B
ed E, » la retta condotia per C
e per il punto O comune a p ed
a ¢, € determini il sacondo punto
F ¢he la CO ha in comnne colla
conica determinata dai  cingue
punti A,B,(, D, B. (*)

L'esagono avente per vertiei
1 cingque punti dati ed il sesto
cozi determinato ha i vertici so-
pra nna conica I, e poiché moltre
le diagonali condotte per le lre
coppte i vertici opposti passano
per un punto O, ha i lati tangenti
atl un’altra conica H.

(*) CBEMONA, Memenii i weEmuelrin proietliva, pag, 52, n, 174,
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2. Cid premesso, possiamo dimostrare :

Se un esagono B & inseritto in wna conica H, ed & cireoseritto ad
wilaltra coniea K. ¢ punto O comune alle diagonaly condotte per i ver-
tici opposti & il polo, rispeito alla conica H, dellu retta o sulla quale
& tneontrano le ecoppie i lati opposti.

Infatti, ciascuna coppia di lati opposti determina sulla eomica H
quattro punti, che possono essere considerati come verticl di un qua-
drangolo inscritto. Le diagonali del tre quadrangoli passano tuaite
per 0, mentre ciascun quadrangoelo ha una coppia di lat opposti che
s’incontrano sopra o, quindi la retta o & il lnogo dei punti di con-
corso delle coppie di lati opposti d'ogni quadrangolo inscritto, le cui
diagonali passine per O: come tale ¢ la polare di (0 rispetto alla
conica H.

3. Se un esugono B & inscritto in una conica H, ed & vircoscritto ad
wn'altra coniea I, Ie tangenti condotie per i vertivi alla conica H sono
i lati di un esagono B, che, oltre all’essere circoseritto nlla coniva H, ?
inseritto in una conica M: 7 punti di contaito dei lati colla conica K
sono ¢ verticd di un esagono K. che, oltre all'vssere mseritto nello co-
wica K, & cireoscritto ad wna conica N.

Infatti, le tangenti condotie alla conica H per 1 vertici dell'esa-
wono B s incontrano ordinatamente a due a due in sel punfi, che
sono rispettivamente i poli dei lati dell'esagono E, rispetto alla co-
niea H: e poiche i lati dell'esagono E inviluppano per ipotest una
conica K, i vertici di E” sono sopra una conica M.

I punti di contatto della conica K coi lati dell’'esagono 1 congiunta
ordinatamente a due a due determinano sei rette, che sono rispetti-
vamente le polari dei vertici dell’esagono W, rispetto alla conica K;
e poiché i vertici dell'esagono I sono per ipotesi sopra una conica H,
i lati di E” inviluppano una conica N.

4. Se un esagonv B ¢ inseritto in ung conice H, ed & cireoseritto ad
un'alira comica K, in ciascuno dei due esagoni B, B” acenti i prone
per lati e tangenti condotle per i vertici di B «lla conieq H, d secondo
per vertici i punti di contafte dei lati di K colla conica K. le dingonali
dei vertici opposti prassano per i punito comune ulle dingonali di B, ed i
lati opposti & incontrano sulla refta dei punti @ incontro der lati di B.

Infatti il punto O per il quale passano le diagonali dei vertic
opposti dell'esagono K &, come si ‘lisse (2), il polo, rispetto alla co-
nica H, della retta o, sulla quale s’ incontrano isuoi lati opposti. Ma
i due esagoni E ed B’ sono reciproei rispetto alla stessa comica H,
¢quindi le diagonali di E” devono passare per il polo di o, menire i
suoi lati devono incontrarsi gulla polare di O.

Altrettanto dicasi degli esagoni E ed E” reciproci rispetto alla
conica K.
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d. Sempre relativamente agli esagoni E, B, E” di eni sopra, nel

caso particolare che i lati opposti di B siano paralleli. lo sarapno

del pari tanto i lati opposti di B’ guanto quelli di B”; ed il punto O,
polo in questo caso della retta all’infinito del piano, sara centro delle
coniche e degli esagoni.

Ieeo Feriisy.

PICCOLE NOTE

u n :
1% Trasformazione dei prodotti ITeosz e M sens in somme di seni o

i coseni. — 11 sig. Prof. Lazzeri, nel lfﬂE[:it‘;Dlﬁ .[{-‘ di questo Periodico ha dati
quest] sviluppi applicandoli al caleolo di integrali d'uso frequente. Egli si & fon-
dato sulle espressioni esponenziali del seno e del coseno. 8i giunge al risultato
molto semplicemente con 1'applicazione delle note formole di Trizonometria

(1) 2 o8ty o8 Az = oSy + as) + cos(ay — 7 4)
2) 2 san x; seN 2y = cos (% — %) — 0% |a; + &z

le guali risolveno il problema pel ecaso di n— 2. Moltipheando la prima succes-

sivamente per cos%s, cosx, ... e trasformando i prodotti del secondo membro
secondo Ia (1) stessa, si ziunge a otfenere

n 1
P P i + E
111 COB Y = 5o E eos (e oae, .. 3 ug).

Moltiplicando ln (2) successivamente per senas, senas,... e trasformando i
secondl membri come insegnano la formola

2uos.T seny = sen (v + y) — sen |or — y)

€ la (2) medesima, si ginnge ni risnltati

|
Hsona;—= zu—lz = senfey £ ay,,, t «,) (n dispari)

i3 l - )
lIISEIID.'i: on—1 E T eos(oy T ag.. . 4, (m pari)

In queste due formole, ciaseun seno o coseno dei secondi membri, sara pre-

ceduto dal segne + quande l'argomento eontiene un nomero pan i segni —, sarh
preceduto dal segno — in caso diverso.

2% Numero delle radiei @ una congroenza. — Sia Y tn numere primo
(spari, e ¢ (x), W (r) due polinomi a coefficienti interi, minori di p, dei gradi ri-
speltivi zu ed » < m. In guesti pelinomi si intandono soppressi i tormini aventi

. _ i s
o R e iy i | Wi TR )
oy et R i o - o g B e e L
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i coefficienti multipli di p, e, in ciascuno, si ritiene nguale all'unita il coefficiente
della pini alia potenze di . Cid posto, s dird che Ulx) & un didisore d @ (x),
welle congruenza di mod. p, se il resto dells divisione di ¢ () per ¥ (x) & iden-
licamente congruo a zero (mod. p). Se W(x) non & un divisore di g (x). s1 molti-
plichi il resto della divisione dei due polinomi per un conveniente numero, aflinche
il coefficiente della pin alta potenza di x, in esso, divenli congruo all’anika {mod. p)
e si sostituiscano a questo e agli alfri coeflicienti i numeri ad assi congri (mod. p)
g winori di p. Si divida poi ¥ (x) pel resto cosi modifieato; so il nuove resto non
i identicamente congrao a zero o ad un numero indipendente da x e primo ¢on p,
1o si wmodifichi come i) precadente e poi si divida guesto per guoello. Continuando
a questa maniera o si giungerh ad nn resto che & un divisore del resto precedents e
che diremo il massime comun divisove dei polinomi v (x) e ¥ {x) nella congrienzn
di mod. p o si giungerd adl un resto che é un numero primo con p. nel gual caso
diremo che i polinemi ¢ {x) e W (x) sono primi tra loro unella congruenza il
mod. p.

E facile dimostrare, dopo ¢ib, che se W (2) e @ (x) sone primi tra lore nelln
congruenza @i mod. p, ¢ congruenze §lz)=0 T(z)=0 (mod, p) non possono arére
soluzioni comuni o che se y{wx) & il massimo comun divisore @i @lx) ¢ W(x), nella
detta congriensa, tutle le radici comuni alle congruenze ¢lr) =0 ¢ Wlx)=0 (mod. p)
¢ queste radici soltanto, sodisfane unche alla cengruenza X (x) =0 (mod. Pl

Supposto, in particolare, % {xr) = x* — r pessiamo dire che /& econgruenza
W ()=0 (mod. p) non ha alcuns radice se il polinomio W(x) & primo con xP— o,
nelle congruenza di mod. p, ¢ che invece la stezsw congruenzo possieds 1 radici
dell’altra ¥ () =90 (mod. p) se y(x) &, nella congruenze di mod. p, i m. c. d.
di z? —x ¢ W(x)

Oltre a cio, potendosi porre

aP — x =Q[x) y{x) (mod. p)

con Q |x) polinomio intero in x, la congruenza ¥ (z) =0 (mod. p) ha ifante solu-
zioni qnante uniti nel suo grado (*) e percid si conclude che la congruenza T (x)=0
(mod.p) ho tante soluzioni guanée unitt sono nel grado del m, c.d. di x*—z ¢ W(x),
o nessuna soluzione, se guesti due polinomi sono primi tra lovo.

Queste cunsiderazioni possono servire a deferminare quante radiei comuni hanno
due congruenze dello stesso modulo, oppure & deberminare il numero delle radiei di
una congruenza, o infine, a ridurre In solozione di guesia a quella & un'alira di
grado meno elevato.

Par es. ai troverk che, nella congr. di mod. 11, il polinomio 2° 43" —2¢*—r+4
¢ primo con ' —x e che percid la congrienza

7' B — 27—+ 4=1 {mod. 11)

non lha soluzioni.

Data oveee la congruenza .

4Rt 2 — 2?4 8 — 2=0 (mod. 7)

si troveri ¥ (x) =ax*— 5z — 1, per cui essa ha due soluzioni che si otterranno
risolvendo la congruoenza molto pia semplice x? — oz —1=0 (mod. 7): s1 trovano

i*) Vedi P. I. Tucrprepgerp, Teoria delle congruznze, tradnzione itoliann di . Masemyimi. Roma,
I Loesohor, 1805,
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le solazione » =2, 2=4 (mod. 7). 81 pud inoltre deierminare facilmente se unn
soluzione di una congruenza ¢ multipla o di che urdine: nel secondo degli esempi
citati, la radice 2 & tripla, I'altra & doppis.

Le stesse considerazieni che precedono si prestanc a qualche deduzione gene-
rale, quando i resti che si offtengono nella ricerca di ¥ (x) sono di mna forma
conoseimfa. Casi. riesce facile lo stndio delle congrunenza hinomia

(1) N — =0 (mod. p)

nella quale @ € primo con p ed » non & un divisore di p — 1.

Il resto della divisions di zp—!— | per 20 — g & della forma .o — a; ()
dove vy & 1l resto della divisione di p — 1 per # sl m una certa potenza di .
[l resto della divisione di &" —a per on1 — a; & del pari delln forma 2t — .
dove »2 & Il resto della divisione di 2 per v, ed v: una pokenza di a; in generale,
il resto della divisione di . — us per wh+1 — as41 sara delin forma xtta — g4y,
con rst2 resto della divisione di rs per rst1 ed est2 potenza di @, come wett
od as . Dunque, y{x) sard della forme x2 — " con 2 m, ¢. d. di p—1 ed n; se
e deduce che se la (1) ha soluzioni, essa ne ha p. L'nltimo resto. nella ricerca
i 3 (x). essendo della forma 1 —ar | segue che la condizione necessarin e saffi-
ciente perche esista y(r) @ data dalla congruenza av =1 (mod. p).

Per la determinazione del numeri p e @ si pah procedere come segne: se la (1)
ammette delle soluzioni, queste sono dei numeri primi con p, quindi sard neces-

n p—1
. — A . = :
sariamente ::'P =1 (mod. p) ossia a « =1 (mod. p). Olitre a cib. essendo
aip—1)
@« © -— 1t il resio della divisione di z*~'—1 per r¥ — a7, 51 vede che 1a con-
p—1
dizione necessamia @ © =1 (mod. p), affinché la (1) sia possibile, & anche anfh-
_p—1

ciente. per cai p= = (mod. p— 1).

=T
Osservando ora che il resto della divisione di 2" — @ per 2 — a™ & o —a (%)
e che esso deve essere congruo identicamenie a zero (mod. p), se la (1) ha selu-
zioni e viceversa, si deduce che ™ deve sodisfare alla congruenza sempre possi-
§ Il'l —_— . ] - . "
hile: S r—1=410 {mod. Z), dove T & l'esponenie « ¢ni nppartiene a rispetto al

. : Sk .o p—1
mod, poed & un divigore di

¢

. Per non dover determinare 8, basteri ricavare ©

_ —1 . _
dalla EDHEI‘HBEER% nt— 1=90 {mnd. & ) , perche se ¢ m=wod-+m si ha o™= o™

tmod. pi, visto che =1 (mod. »h

Forll, marze 18490,

', Magiasroxst.

¥) B il rosto tiasformalo come ai disse precedentements ; la sun forma 51 puo dednrre
esaminando landimento della divisione, Si lrova cosi che essa B «" 21— 1, clio si riduce

ad o'l —Hp_l_j'. moltiplicandnr per "p—l—l B lanendo prasente i teorema di Fermat.
(=) Cib visnlla dalls jdentith

n n I

2N — = (s" ? — [rr_":l; -}- {ﬂ"’_'-'-;— .

ll".

T o
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RISOLUZIONI DECLE QUISTIONI 402, 453, 4a6, 18

BO2e Sono dete noirane contenenti pudle waemerate: Ea prine we contivae oy, fa
seeontlin 2a, ... I 0T e contiene 2. ST esftraggu nae peilo de ogni wrne, 310 ripeta
qicesta operazione k rolte, senza perd vimeltere mai aelle wrne le palle estratte, Si do-
mendic e probabilitd che in p G0 yuesie operazioni, e non pif, risnitino estratie polic
rodli sLes80 nitiero.

STROLCHL.

Risoluzione del sig Zeno Giambelli, studenie della R. Universita di Torino.

Indieando per brevita le nrne col numero delle palle che contengono, detto 2, = p
'wrna che contiene il minor anmevo di palle, 2. Voperazione che consiste nel-
I'estrarre da m urne una palla per ciasenna, se si imndiea con 4w p 1l nuinero
delle dispusizioni delle 2. palle dell’nna a. prese a p a p nelle quali nessuna palla
ocenpa il posto designato da nna data disposizione di p numesi compresi {ra 1 e =,
spone che Diy,p dap # il numero delle disposizioni di p palle per ciascuna delle
nrne %, &g tali che in nessuna operazione 2: siano state estratte due palle eal
medesimn numero Si pud guindi concludere tche

= Yo, p

Dfl] 1I_':I ]:}i.h_:. ]I fmam I‘H_n 3 i]- —

a=2 L, p

-

o i1 nmmern dei casi sfavorevoli alla «uistione, da cui ne segne che la probabilsia
vichiesta e

1 v 1!"_1_1:- ¥

_r_T.': D P - =2 H:n (o, — & -+ ¥ ‘“‘I"

= A, T

perché (v. Periodico. annu X111 p. T7-78L

d = __._.k‘.-"ll I[ I!j
" ..Tl.]l_xﬂ ,p.[‘p—k:rl—'ll [I‘ IJr::-k.p—h-

tieneralizzazione. — La data quistione & un caso particolare delln seguente:
Se si hanno le medesime urne contenenti Ia prima «, padle, Lo seconda % palie. ...
In n" 2, e se da ogni wnn 2., s estroyigono ps poble, ove po<_os, ¢ inolive py e il
minore dei nwwmeri, s i domanda gqual’é fa probabilita che in sna defle prime p
opernzioni R, sinno estratte palle col medegimo indice. Supponendo le %, 2% ,.., %,
disposte in ordine erescente, il ¢he nom foglie nulla alla generalifa del problema
¢ detto Aeas,p.,p il numero deile disposizioni ap, & ps di %, elementi, neile gnali
nei primi g posti nessun elemento ocenpn il posto indicato da una data disposi-
zinne di p, numeri compresi fra 1 ¢ 2., e osservando che (v. Periodico 1. ¢.)

k=n

.
A = KXo ,po.pp = & [(— 1) (};‘J Di. =&, pe —k. & supponendo in primn
k=10 517

lungo per facilith g = p, si conclude con un proeesso analogo a guello precedente

- —— e S E— T —

—

- §
B b EE—— i
[

il

-, 11.! o e e iy R
= g e

e e SR — [

i
r——
ll.-'-—ll"f[ﬂ"-. ]
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per Ja dats quistione che se p = p, il sumero dei casi sfavorevoli al problema &

HF::'“ ﬁ"‘“ « P& P

D“I 1" urr.!pi ..... D.un Po b D , 8 I111111[11 ].ﬂ Pfﬂbﬂhﬂltﬂ Ei]ﬂ.iTiﬂE‘ &l
P—. fa- e
1 :=§:n Aee D { _ﬁ?in k::‘—p |:__ '“k _ P‘] ‘
e=2 Dra P n=5 b=t | — ] + lei. 4

Se p non @ aguale & p,, essendo Da — vy, v« Doy po—r il numero delle dispo-
sizioni (i «, elementi presi pe & g, dei quali in ciascuna disposizione p— sono
presi trit 1 & o, ¢ chinmando per brevith queste disposiziom vol simbolo vhe di
it loro numerv, segue che Dy —uy,x- Doypr —x - dn  poyp—r € il numero delle di-
sposizioni i g elementi di Dy — 4, ¢ « Doy, — ¢, associate colle disposiziom di p,
elementi di . in modo che in ciageuna coppia di dispesizioni non vi siane due ele-
menti collo slesso nmmero che oceupine il medesimo posto. Si ricava guindi che

Py Dy —ayor - Dy i —r ‘:EL" Mo .ppr—r '
I8 = Dewy , e l =T I"‘uh.p-

S

Aui,p-pr = |
T w
o e i

Du‘ P - D'H.Pg PR Duu

¢ 1l pumero dei casi sfavorevoli al problema, da ¢ni ne segne che la probabilith
richiesta é:

1 3" (T — o+ Do — s —r 1) ;:;:_1 ":EI'.—' (— 1)* (}h —-r) 4

=0 (o, — o+ I}E | =1 w=w (2, — k4 'IF k
+ nE" h‘=£‘p;—l.' {_ 1]’ (Pl — ,.) 'l .
s—t+] k=D [un — -+ ]_JT 5

253 £ dato un circolo @i centro C e di raggio v v una iangente fissa, i
ciei prnto di contatto & . Si conduea la tangente in un punto M del cireolo fino
a incontrare la tangente fissa in P. Dimostrare che ol variare di M eul cireolo il
lnogo del punto dinconiro di OM con lu perpendicolare in P alla tangente fisse
r
4
circoln in due punti dicmetralmente opposti e sempre sotto il wmedesinmo angolo, (ua-
fungne sin {o grandezzo del cireclo.

¢ wna parcbola, i cti fieoeo d situato su OC alln distanza— da Q. Fsea taglie il

PrueroLt.

Risoluzione del sig. Filippo Sibirani, studenie nella R. Universiia di Bologna.

Ni consideri un eircelo di eentro U, una tangenfe lissa n O, una tangente
variabile in M, la quale incontra in P la tangente fissa: dico che i luogo dei puenti
a’intersezione delle OM eolla congiungente P e un punio fisso A nella OU, & uno
conicee. 11 punto P & polo della OM; eppero il faseio proetiante da A, i ponfi P
¢ proiettivo al fascio di centso O; essi determinano quindi una conica. Al raggiv
comune OUA corrispondono le due perpendicolari ad esso in O ed in &, e puiche
esse dehbono ossere tangenti alla comica, vuol dire che OA ne é-'asse. Se ori
maudizmo A all'infinito nella stessa direzionw, le rette PA . diventano perpendi
colari alla tangente fissa, o la conica individuata dal fascio P e dal fascio Ag €
una parabola che La per asse la OC ed & tangente in O alla isngente fissa. Esso
taglieri il circolo in due pnnti gimmetrici rispetto &ll'asse; anzi 1o due penti
diametralmente opposti, perche so essi sono N o N, ni raggi ON, ON' corrspon-
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dono le tangenti in N a N, epperd le loro intersezioni sone gli stessi punti N e N,
8i sa poi che i punti dells parabela seno equidistants dal fuoco e dalla direttrice:
in particolare la distanza di N dalla direttrice diminaita del rnggio da la distanza
del fnoco F dal vertice: ossia nel triaugolo rectangolo NUF lipulenuasa supera
di tanto il raggio di quanto ne & inferiore il cateto I'U. Di qui si rvicava che CF

5 ¢ . )
& uenale a - —, e guind OF a—.

Altre risoluzioni del Prof. V. Retali e del sig. Giuseppe Marletta, studenie delia B, Uni-
yersitd di Catania: Ernesto Laura e Attilio Crepas, H. Universitd di Pavia: Zeno Giambelli,
R. Universila di Torino.

%56, Sinno o, b due tangenti ad ung parabole nel punti A B, Si prenda if

punto B simmetrico « B »ispelto al punto 0= al.

1%, Preso un punto M della »ette v = AB), ze si costruisce i parallelograntnio
OMM, M., in eai My, Ms. sono sulle o, b, In retta MaMs risulta tangente alla parabolu.

20 Qe pel triangoio OAB si conducomo Paltezre OX, Ta biseftrice 0Y, 2 lu
mediane OF. dui punti X, Y, 4, della v, 8i ottengono (con la cosfruzione prece-
dente) le tre tangenti Ny, Y1 Yo, Zile, e gquali hitnno rispeltivamente le sequenti
proprivki;

a) il segmente XaXa & prinimo, e la X:Xs risulta lu tanyente nel vertice;

by i triangolo OY Y & fsosvele; -

¢) il triangole 0Z:Zs & massimo tra gli analoght compres: nell’ angolo AOB

che contivne la poavabela.
MAcCCAFERKL

Risoluzione del Prof, V. Retali.

19, Dai triangeli simili AOB", AM;M si ha M:A :0A = MM, : OB e siccome
MM; = M0, OB = BO; M;A :0A = M.0 :BO, ossia (M; DAx )= (M: BO= ); 3
punti Ma e Ma segnano dunque sulle rette a 8 b dne punieggiate simili. e al punlo 0,
secondochi & pensatv appartenente ad « o & eorrisponde in b o in @ il punle B o
il punto A, Lo inviluppo della retta M Ms' & dungne la parabola che tocea a in A
g b in B: la 1etéa ¢ & un diametro di guesta parabola. perche parallela alla con
ginngente il ceutro della corda AR eol polo 0.

20 ) X, X. = OX dunque & minimo: la tangente X, X, perpendicolare al
dinmetro », ¢ la tangente al vertice;

b) BOY — YOY, = 0¥, Ya — OVaY::

¢} Dalle proepoerzion

AL OMM; @ 3. AMM, = M : MA
ACAMM, :A.ABO=MA>: AB™

abluaimo
F
ALABOD;
AB~-

A, OMM, = ( . 'M  MA,

fungae il massimo del triangolo OMM,, e del sno eguale OM, Mz, st ha per BM = M4,
cice quande M cade in Z.

Allre ricoluzioni dei sigy. Giuseppe Marietta, Erneslo Lavra e Zeno Giambelii, R. Lni-
versitda di Torino.
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iﬁg- Determinare 1l segnente J'Hffyrﬂfe
S48(1 4 8) + (20 + sen 6 sen B) sen 0

GIOVANETTI.

Risoluzione del sig. Zeno Giambelli, siudente della R. Universitd di Torino e del
Prol. Aliredo Massa. _
Nei primi dne dei quoltre integrali

jﬂ sen B di, r_fﬂ"sen B, J"'_‘.‘E sen” B 8, 'fﬂen" f o8,

in eni si decompone il dato, si possono separare medianle !'integrazione per parti
i fattori razionali dai frascendenti, ¢ guindi si rieava

_fﬂsenﬂfiﬁz — A gos @ 4 sen B,
Lfﬂf"sauﬂdﬁ — — D" cos it + 20sen 8 4 2cos b,
.fﬂﬂ EEﬂ’BﬂHz(B: 20 sen Qﬂi_i_ EDEE]).
Ora siccome anche
'Jf‘se“:l 6 b — r.m;“ B cos

=1 conclude

J"{En (14+0)—(29 +se:ﬁ)aenﬁ_}aenﬂ @0 = (1 — 0 (14 0)) cosd - (28 4 1) senb 4

ik 26 sen 20 - cos® H Ian“H
+[-2 4 )' 3 °

QUISTIONI PROPOSTE

460. Se Iy, P’s, 5 sono 1 punti di mezzo degli spigoli laterali di
tronco di un prisma triangolare, &, s, I; e lunghezze di questi spigol,
1l baricentro del fronco & il baricentro dei tre punti Py, Ps, Py affetti
dai coefficienti 24, Iy + b, L+ 2L+ /5. I, 4 L+ 2. rispettivamente.

Lazzrr1.

461. Due triangoli affini inseritti in uno stesso cerchio sono orto-
logici ed 1 cenfrl di ortologia stanno su quel, cerchio.
(FALLUOOT.

462. Usando la rappresentazione simbholica, dimostrare ehe 1'Heg~
glano nsme Fyna forma bmaria di grado m > 2n &

n;h rtl'-_‘i'ﬂn_h 2 I‘E 19
f
]'i:! fi—1) Iu.ﬂ’h, 'i;z]fj
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ove 3 pg indica la somma di tuiti 1 termmni
@, 2 ,
— ol o o o
PO~ e, dy, — dre dys
in cui p assume 1 valori
a. 241, 2.2"F2... 2.2"+h,

e g1 valori
22 1), (x4 D242, (@ D242,

({IAMBELLT.

463. Un triangolo OVP ha due vertici fissi e 1l terzo P deserive
una retta ¢ non passante per V né per O: la perpendicolare a [VP
in V seghi |OF: in P'; dimostrare che

1° i luogo di " & una eonica G* passante per O e normale a [OV]
nel punto V: costruire la tangente in O e B

29 @* @ ellisse, parabola o iperbole secondoché 1l cerchio G
descritto sul seemento OV come diametro sega g m due punti ima-
ginari econjugati, reali e coincidenti, o real e distinti:

3 ge gy passa pel punto medio M del] segmento OV la G* & 1per-
bole equilatera: il lnogo dei centri delle iperboh equilatere corrispon-
denti ai ragegi del fascio M & un cerchio:

4° il lnogo dei fuochi delle parabole corrispondenti alle tangenti
del cerchio G ¢ una cisseide di Diocle.

464. Un triangolo OVP ha due vertici fissi e 1l terzo P deserive
nel suo piane wna curva C": se o & la perpendicolare a IOV} in V,
e P’ 1a intersezione di [OP| con la perpendicolare a [VP| in V, dimo-
strare che le tangenti a ( nel punto P e alla curva corrispondente o
in P i seeano sulla retta o' simmetrica di o rispetto a IPV].

465, Un triangolo OVP ha due vertici fissi e il terzo P descrive un
cerchio, passante per O, col centro sulla perpendicolare in V alla [OV]:
se il raggio 0P| ¢ segato in P' dalla perpendicolare a 'VP| in V, il
lwoge di I & una strofoide. Cosiruire la tangente in. .

466. Dati in un piano un cerchio C* di centro O e un punto-
circolo V non situato sopra (¥ sul raggio che unisce O con un punto
variabile P di C® prendiamo il conjugato armonico P di P rispetio
al punto-eircolo: dimostrare che il lnogo di I & una quartica razio-
nale circolare, con un punto doppio di () e un punto tacnodale in V
(curva di Jerabek): costruire la tangente in F, le tangenti nel punto
doppie e le due tangenti doppie.

467. Nella inversione quadrica (piana) definita dal polo O e dul
cerchio infinitesimo V. un cerchio di centro V, non (passanle per ())
si trasforma in una guartica razionale circolare (con un punto doppio
in O ¢ un punto tacnodale in V) che & Linea d'ombra di unelicoide
zobho, Costruire le intersezioni della guartica con una retta; le tan-
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wenti nel punto doppio; la fangente in punto; le due bitangenti;
partendo dalla generazione indicata della curva.

468. Sul raggio vettore condotto dal funco F di unellisse a un
punto variabile P della carva si prendono a partire da P ed F nelle
direzioni PF, I'P i segmenti PA’, FA eguali al sem1 grande asse: di-
mostrare che l'angolo AOA’ @ retto: trovare 1l luogo del punto A’

469. Sopra una retta sono dati tre punti ABC ed unorigine 0O
(limostrare che:
1° Se uno solo del punti ABC' & reale c¢d ahbiamo

OA — OB -+ 0C=0A*-} OB*+ O0%,

mo del due punia Hessiani della cubica binaria (ABC) & all'infinito:
2°. Se
< (OA 4+ OB)*
~ 0A.OB

1 due Hessiani seno equidistanti da O;
3°. Quando uno solo dei punti ABC & reale ed abhamo

OB.OC  0C.0A  OA.L OB

uno dei due Hepsiam & O,

= ()

RETALL
———
BIBLIOGRAFIA
Marco Nasso. — Algebra elementare ad wso dei Licei o degli Istituty
Teenici (préimo biennio) secondo i programmi govérnatizi. — Torino,

Tipografia e hibreria Salesiana, 1898, — L. 5350,

Di guesto libro parmi sin il case di dire qualche parols, ginechio si distingns
dagli altri per la cura che I'autore ha posto a rinscir facile ¢ semplice senza
venit meno al rigore. scopo che, o lode sua, & quasi dappertulio complebamente
rnggiunto. Lin fncilith & staén ottenute sia sepprimoendo quanto nen & strettamente
necessario in un corso elementare, specialmente liceale, sia abbondando in spie-
gazioni e dilucidazioni di indele pratica, che attinte, come apparisee chiaramente,
all'uso della scuola segnalano allo seolaro le difficoltn e l'aintano a sormomntarle.

(+Ii exror: in eni spesso cadono 1 principianti sono riportati a tempo e luogo
nel libro, insieme ad opportumi comsigli per scansare le piii comuni inesatlezze.

Le dimostrazioni in generale sono precedunte dall'applicazione dell’ enuncialo ad
nn esempio pratice, cosa utile per farsi chiara idea della portata del Leorema e spesso
ina breve traceis riassuntiva della dimostrazione ainta a hene afferrarta ed inlenderla.

I capitoli snll'introduzione dei numeri e sulle loro opernzioni sono traiiati con
seriupolo & minuzia, atienendogi ai metodi moderni del Dedekind e del Peano; ma
(i forse |'autore, preoccenpato dal pensiero di dare all'argomento la forma mgoross,
non ha saputo rnggiungere, a parer mio, la semplicitn didatties di altre parti del

1A

m e ': ¥ JI-iI.




PERIODICO DI MATEMATICA. 67

libro, particolarmente perché ha dato un soverchio sminuzzamento alie propesizioni,
¢o] wischio che cid ingeneri stanehezza negli scolari e nuoceia alla limpida compren-
sione dell'argomento. Ma in tutio il resto & stalo tenuto conto in generale di certe
psigenze scolastiche, col dare precisi e completi enunciati di tntei i teoremi, corol-
lari e regole, un dall'altro distinti anche colla diversith dei corattert di stampa.

L'opera & divisa in dne parii. La prima constz di lre libri, che trattano le
materie che & insegnano attualmente nel primo e secondo Corse Liceale. Ln'ap-
pendice contiene guello che, non essendo strettamente prescritto per i Licei, s
suole tuttavia. quando @ possibile, spiegare agli alunmiz cioe 1 sistemi di pin
due eguazioni di primo grade, le equazioni ridueihili al secondo grado, le appii-
cazioni dei logaritmi, |a estrazione di radice quadrata, e inoltre {e guests & nole-
vole innovazione) la moltiplicazione ¢ divisione dei polinomi, delle guali prima
1" allora non & fatta parola, cosa che mi pare ottima per la divisione. ma che
forse mon @ altvettantio giustificata per la melfiplicazione.

La parie secondn del libro, cio# pia di un ferzo dell” intera opera, ¢ esclusi-
vamente dedicata agli esercizi (oltre 2000) dei quali alenni, & non pochi, sono
ampiamente risoluli e discussi per istrizione e norma degli allievi. e i vestanh
sono semplicemente proposti. Tali esercizi sone ordinali in corrigpondenza dell or-
dinamento della materia svoltn, & sono graduatt secondo la difficolth.

Noticine storiche dissemingte gua e li servono ad accrescer valore al libro,
¢he io eredo destinato. cosa in generale non facile, a destare interesse negl seolari.

Alsune mende e gnalehe inesattezza si possono rilevare anche in nest’opera;
mia siceome non sono tali da intaceare il rigore che informa il libre né la san
huona intonazione gemerale, cosi in yuesto breve cenne credo non SiA NECEssario
V'ennmerasle una ad ana: I'accorlo insegnante sapra essostesso rilevarle e correggerle.

1 edizione & nitida e corretin: ed il libro, che & posto in vendita gia legato,
si presenta con aspetto assal eleganfe. R. Berrazzi

&
B'

Vireindl E (GARTBALDL. — Introduzione all’ Economia Matematica. —
Milano, Hoepl1, 1899,

Onesto mannale risponde al desiderio espresso dagli economisti italiani di avere
ciod ¢ un libro elementare che contenga quei principi di matematien divenuii
¢ ormai indispensabili per seguire l'odicrno sviluppo della Stienza Economics ..

(#1i AA., in fondo, hanno avuto in mira di estendere ai varl rami della Ma-
tomatica il coneetto che ha mosso il Fiscuer a comporre il suo Calewlus, esporre
sioé le nozioni di Matematica in forma semplice, in modo da polere essere apprese
ida ¢hi sia poeo versaln in tali studi. ed esporre di queste nozioni solo guando
negorre per 1'applicazione alla Scienza Economica.

Nell' Introduzione eli AA, fauno una rapida rivista del progredire della Kco-
nomis matematica, Jai primi {entativi del Beccaria, del Silio, del Canard, ece.
fino a segnar gli nltimi confini & cni pud dirsi pervenuta la seienza attnale.

Questa scienza ha avate molti fagtori, ma anche molti detratlalori; pero, che
[n Matematica possa con utiliia applﬁ:arsi all' Beonomin, pud dirsi che quasi fnbi
zl1 egomomisti I'ammettano concordements; il lisaccordo sta solo nel mode ¢ nella
misura di questa applicazione,

11 Whesrel fdice che * la Matematica & la logiea delle guantita e diventerh
¢ necessarinmente lo strumento di tutte le scienze melle guali la guantita & il
“ soggetto trattato, & il ragionamento dedutiive, i1 procedimento adoperate -. ¢l
che & press'a poco vipetubn, &' nostri giorni, anche dal MESSEDAGLIA.
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Come chinsa dell Introdnzione ghi AA., rammentano come, malgrado i laveri
di Paseal, Bernoulli e Huygens, il Caleolo delle probabilita abbia altese il genie
di Laplace per assurgere al grado di Scienza; cost 1'IEeonomia matematies, iniziata
con le pubblicazioni i Coorsor, Izvoxs. Warmas, Enarworta, Parero, ece.,
attende 1l sup Laplace ® che raccolga i tenlativi precedenti e li componga in un
opera magistrale ..

Le nozioni di malemalica sono divise in tre libri.

[l primo & dedicato all’Algehra e comprende il Caleolo Algebrico, la teorin
delle Equazioni di 1" e 2° grade, 1 Logarilmi. il Caleole Combinatorio e la Teoria
delle probabilith.

I1 libro secondo contiene molto sommariamente i prineipi di Trigonometria e
di Geometria Analitica.

Nel terzo sono esposli i principi del Calcolo Infinitesimale (Fuvziomi di una
variabile, limiti, derivate e differenziali, Funzioni di piu varishili, Teoremi snlle
derivate, Nunziont omogenee, Massimi ¢ Minimi, Integrali indefiniti. lntegrali definiti).

(uasi ad ognl e¢apitolo sono opporfunamente applicate le teorie svolle a quaiche
problema di Scienza economion.

Wra I'Introduzione ed il primo Libro vi & un capifolo destinato alla Biblio-
gratia (dal 1711 al 1888) che pud essere uneceellenle guida per chi voglia intra-
prendere un tale ordine di studi. (. C.-L.

Il giorno 18 febbraio scorso, uno dei pin alti intelletti matematici che abbiano
onorato il secolp nostro, veniva improvvisamente rapito alla scienza,

SOPHUS LIE

colpito ds improvyvisa malatbia cevebrale, forse per eccesso di lavoro, si spengeva
nella ancor verde eta di 56 anni {era nato a Nordfjordeid in Norvegia da Johan-
Hermann Lie pastore, il 17 dicembre 1847} a Christienia, dove era tornpto da
appena sel mesi, richiamate dal governo del suo paese. che gli aveva faito an
trattamento speciale, adeguato al snoi grandi meriti,

L indole del nostro giornale non ¢i consenle di parclare neanche alla sfoggita
della sua ingente prodnzione scientificn, iniziata nel 1869, colla quale si & costrnito
i monnmento imperitnre di glorin, Fra le sue pin lmportanii scoperie ricorde-
remo f{n teoria delle brasformazioni di contatto, e la teoria dei gruppi continui di
trasformazioni (Lipsia, Teubner, 3 vol., 1883-93), che & l'opera soa piit pedervsa;
e {ra le applicazioni, che egli fece di questa teoria, ricordesemo le sue ricercha sui
tondamenti della geomefria, per le quali gli fu receatemente conferito il primo
pramio Lobatsehewsky.

Sophns Lie insegno dal 1877 al 1286 well’ Universita di Christianis, poi a Lipsia
dove succedd o Klein, & da poco, come ahbiamo detto, di muove a Chriséiania, dove
preparava gli elementi per nna nuova grande opern, gih annnnziatz, sulla teoria
generale di tnkli i gruppi finiti e infinibi, sogl'invarianti differenziali e le appli-
cazioni generali alla teoria dell’ integrazione.

Ebbe a valorosi collabovatori i professori Engel e Selieffers, che eooperarono
per mezzo di {rattnti alla diffusione delle sue dottrine.

{"\..:.-"'-
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*PA GIORNALI E RIVISTE

Mathdsis, récuil math. 3 I'usage des ccoles speciales etc.. par M. M. L. Mansion
et J. Nerdery (Gand, Ad. Hoste, ed,) T. VIII., 180,

Fase. X1 (ticembre). — (7. Loria. La strofoide ¢ una spttrice e noa duplicatrice.
(['A. dimostra i due teoremi ennneiati nel titolo. nnalizzando due passaget della cor-
rispondenza di Chr. Huygens * Oeuavres completes ,, 1352 T, (, p. 236 e p. 288). (%) —
F. Dauge. Sul limite verso cul tende om certo triangolo Lobatschewskiano. — Su-
luzioni delle quistioni proposte 1049, 1051 ; 1052 (Seligmann), 1057. — Bibliogratia, —
Ouistiont d'esama. X64.862. Quisiioni proposte 1197-1200. Al presente fasc. & unito
un suppl. di 43 pag. confenente la Mem. del sig. prof. Cl. Servais * La curvaiura
o la torsione nalla collineazione e la reciprocita . Estr. dal fomo LVIII della Mem.
della Ace. Reale del Belgio, 180%.

T. IN., 1899. Pase. 1 igennaio), — De Tilly. Dimostrazione generale del secondo
touremna di Legendre. [Se esiste un triangoio la cni somma degli angoli vale due
vetti, questa somma & la stessa in ogni trigngolo). — C. E. Wasteels. Sulle b-
gure cilindriche. (Area e proprieta di aleune fignre tracciate sopra un cilindro &
rivoluzione, fra le guali notiamo la seguenie. analoga al teor. di Lexell. ® il ver-
tice di un triangolo cilindrico di superficie costante a base fissa, deserive una se
zione piana passante pei punhi diametralmente opposti ai termini della base ). —
V. Jerabek. Sopra una (uartica. (11 ceniro O di nn cerchio variabile U percorre
la hisettrice di nn angelo fisso A e tocca i lati di questo: il lnogo dei punfi eve
0 & segato dal raggio OB, che proietin O da un punio fisso B del suo piano, & Ia
quartica studiata dall’A.; [*7) la quale se il punto doppio A & all' it finito diviene la
voncoide di Nicomede). — J Dépres. Concorso generale n prime seienze, LEUN, —
Soluzione della quistione di (reometria analitica. — Bibliografia. — Risoluzione i
quistioni propuste; 1045 (Dros-Farny) 1047 | Déprez) 1la pedale della seconda 5Yi-
luppata (i nne parabola rispetto al fuoco di questa & una cubica); (*) 10505 11549
(Déprez), 1170 1175 (0. Gérard). — Quistioni i esame RAEG-QTH. — Ymistionl pio-
poste 1201-1206.

AvvEnrENzZa. — Bl articoli gontrassegnnti con asterisen i*y sono slaii iwviabi da! Opmitalo dol-
' Agzoaiizieno Aathaxin

(%) Il Prof. Loria dimestra (5 1, pas. o66) ehe il luoge 01 ¥ = Ofta girofvide analllicnmunle: una
dimostiarione sinketicn semplicissima b In segnente: Se X, X' s0no due punll deiin corda &G, wish
du D sotio an angolo retto, e Y, Y 3 loro corrispondenti, i puntl CY. Y7 sonp in lingu-retis & la paral-

——

lela tn D n |CA| bisaen 1] segmenie TY' : dunque MY =MY = MD, & 81 ricada sulln gensrazione clas
siea delie strofoide (11 lettore & pregalo di fare Ip Ozurn: le notaziomi sSONO guelle slesse nsule

dal PProf Loriu), Y R
LV, 1t.)

(##) Segaudo il conv e il parabololie iparhdico, indieaki dall*A.. con un faseio 41 piani aventi per
gsga In direttrice |8 w) del parabaleide passanis pal vertiee dal cono, 2i otligns lo guarlien coiio
prototto di due fase A v B in sorrispondonza {22); cip cha parmekio di sindiala pia complein-

mente: 1 irova, p. ¢, cho & dslln sesta rlasse, passa peai punti eiciiei, ha il punto doppio B per
fnoco singoinre Eec
(V. R)

(=##) La peiale delln sviloppaia di nna parabola rispelio Al Moeo & unn parabola il eul para-

melro % di quelle dells daia: il teoremsn 12 data a pag. 151 del Periodice, anne X1V, per quanio

rionarda il lnoge di K nen b esalle.
V. B
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Fase. 11 (febbraio).— Stuyraert, Problemi di costruzione (I'A., osservando che,
per noti teoremi sulle enrve polari, le costruziom della tangente e del cenive di
curvalura in nn punto di una carva data sono ridotte a quella della conica polare
in quel punto, di la costruzione della conica polare in un punto per la cissoide,
la strofoide, le quartiche trinodali bitangenti alla retia all'infinito nei punti eicliei,
¢ le cubiche generali). — . De Rocguigny. Quistioni d'Aritmologin (sedici luoremt
fra 1 guali notiamo 1 seguenti: se n > 1, (a° + 1A% & Ia somma di tre guadrati;
ogni sesta potenza di un intero qualangue & la somma di vn cubo, un guadrato e
un num, irigngolare; la somma di 4 {2n — 1) ioteri consecntivi non & mai ung po-
fenza esatba; i primi 3n numeri pari formano una somma algebriea di guatiro
enhi). — Codefroid. Sulla formola del binomio (anova dim. pel caso di m razivnale.
seguita da uma mota storica e bibliografica). — Note matematiche (generalmzzazione
della quistione 789), — Risoluzione di quistioni proposte, 1043 (Drez-Farny, Buysens
Stugvaert, Déprez & Hacken), 1054 (Boutin, Droz-Farny etc.) (il Iupgo dei centm
delle coniche circosecritte a un triangole dato e cogli assi paralleli a due direziom
date & una conica) — 1055 (Cristeseo, Krahé, Coluri) (pedale della krews-ciurve
circolare rispetto al centre) — 1165; 1171; 1172 (Ripert). — Qnistioni di esame

=77-220. — Unistioni proposte 1207-1210. v B
V. H,

Bulletin de Mathémaliques spéciales. Cinguiéme année. Paris, Soc. d'ed. sclen-
tifiques.

N. 1 (ottobre 1898), — Cf. Michel. Teoria sintetica deile cnbiche u punio doppio &
delle curve di terza classe a tangente doppia (continnazione § V e V1) (*).— Ch. De La
Condamine. QYoistione di Analisi (integrazione della equazione differenziale y™ -} 2y -+
4 by = 0). — E. Gérard. Triangoli inseritéi a una conica I' e coningati rispetio ad
un‘altra (dim. elementare della nota relazione ©® = 0), — Quistioni risolute S5, 88
¢ 132. — % N. Barisien. Alcuni luoghi geometrici. — Quistioni proposte 144-14%
(Barisien).

N. 2 (movembre 1898). — E. Ballne. Aggregazione di selenze matematiche, 1897;
soluziens geometriea. (11 teorema espresso nella prima parte della quistione, era
gin stato dato da me, qualche mese prima; cfr. Periodico di Mat. T. XIL. pag. 100,
quistione 353: T. X111, pag. 84). — L. Gérard. Soluzione anslifica. — Esam delis
scuola centrale. — Quistioni risolnle 132, 135. — E. N. Barisien, Bsercizi, — Qui-
sfion1 proposte 1448-151.

N. 8 (dicembre 1898). — Ck. Michel. Sui punti d'inflessione delle cobiche {dim.
analitica del notissime teorema di Procxer * una cubics generale ha sempre we
soli flessi renli ,). (**) — Ch. Mivhe!. Snl punto d'rrresto (una curva algebrica non
he punto d’arresto). — Fitte. Sulle coniche ortogonali a ung conica data e sulle
quadriche orfogonali a ana quadrica data (Per no punto possono condurs) nove qua-
driche ortogonali » una quadrica datn. Per un punto possono condursi cingae gomiche
" normall a nna conica data in tutti i punti d intersezione.) — Scuvla cenfrale fot-
bre 1898).— E. N. Barisien. Nota sulla quistione 132. — Quistioni risolute 134-135.—
Esami orali deila scucla centrale (cont. v. 1. 2). — Quistioni proposie 152-162, —
NSenola centrale (189K, 2* seasiona).

(*1 CI riservinmo di analizzare questo Javors tostochit ne sari terminnta la puhbli:ﬁzigl;h
V-

(¥4) Gfr. CrEatoxa, Corve piane, n. 144, (a), o Scunawen, Die Theoris ey Ebeuen Curven d rilter

Ceinmrg, p. 237-280,
(V. R

- 'ﬁld—mﬁllwl':;;;-“" - "."‘-'_‘._'_-tﬂ' ;l"‘w-ﬂr’llf‘.;_fl-JLi
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N. 4 (gennaio 1399).— L. G érard, Sui punti d' inflessione d'una cobiea (oss. sulla
nota del sig. Ch. Wiche!l sulle stesso argamento, inserita nel 1, preced.). — L. Bally,
Dim. di aleuni teoremi relativi alle coniche (teor. di Fregier, di Hesse, coppie M
Pappo ece.) (). — Souola contrale (loglio 1883} — Unistioni risolate 30, 149, —
(Juistioni proposte 163-164. (V. R.]

Revue de mathématigues spéciales par NM.M. Z. Hwmbert et & Papelier, 3° AT EE,
I’avis, Nony et C.

N. 1 (ottobre 1893). — Parte Prima. M. i’Ocagne. Sulla formula di Taylor, —
¢i. Mawpin, Nota sul problema di Adriano Romano. — (teom. snalitica. — Riso-
Inzione delle guistioni 701 (luogo lel 5° ordine relative a nna strofolde e nua
cissoide rette, aventi il punto doppio e ' sasintoto reale comune) (Roda Plinsi; T2
(. Lemoine JE. Humbert); 115 (proprieta di due comiche mutnamente CcoMNEEie
vispetto & un punte)} {77) (Visnier). — Fisiea e Chimica (Risoluz. delle guistioni 680
( Bunel) 681. — Quistioni proposie agli esami orali, Scuola Politeenica 1893; 1. Ma-
tematiche elementari 987-996; 11. Algebra 907-1039: 111. Trizonemetria 1040-1059
V. Cieom. analitica 1000-1250. — Quistioni proposte ~20-781. — Parte Seconda.
tieom. analifica. Risolnz. delle quistioni 719 (4. Gresser). 726 (inviluppl e Inoghi
velativi al folium i Descartes) (™) (H. Moutet-Fortis). 799 [una gLNErazions della
cissoide obliqua) (J. Rodw). — Fisica é Climicn. Risoluzione delle quistioni 705.
708, 707. — Quistioni proposte T¥2-T53.

N. 2 (novembre 1898). — Parte Prima, Bondien. Nota sulla moltiplicazione @ la
divisione degli archi (datn nna funzione circolare d'un'arco, trovare i valor delle
famzioni cireolari di nn altro arco commensurabile col primo). — E. H. (Quistione
relativa agli esami della Scuola Politecniea (equazione del piani prineipali d'ana
ynadrica), — Geometria analitica. — Risoluzione della guistione 727 (luogp dei
centri e dei poli di conlatto, delle iperboli ainilafere di grandezza costanie bitan-
genti 4 una paraboln data; invilappo = delle corde di contatto; Inogo dei punts
tali che le tangenti & = nei piedi delle aormali da essi condoite formine un gua-
drilntero inseritiibile e un gorechio cee.) 5°7) (Fasnier). — Iisica. Risoluz. delle

(%) La danominazicny di curivhe wrntontche, attribuila dall'A. & dne coni chie godond delie pro-
priotn varatieristiche dei ecerelyi orbpganall, non sao:bra adatbuta, parche gis ugata con wliroe sieniticatu,
par Jn bibliograda dr guesto argouenio veggas in Dlia nota . Sur un couple da dens eoniyies , nal-

U Dteraidddnire des Wathdmntivieng, favrier, 1507,
{¥. R).

(#%) Dai quatlro feoromi 8nuneinli pells quistione 716 1 primi due (11 a 220) squivalzono al seguente
\efr. Fariodico by Mateimuiica, anmo X111, pag. 26, guislions 892): = g eomiche reall MUluanenta co-
vingate sopo vmologiche armonieamente guande si prende per contrd di omologin une dei dus punb
4l conlalbo, « per nsza la taugente wall'aliro . uh&lsa il toor. X1V deiia mia nota Siile coniche coniu-
yate [Mem della . Ace. delis se. di Bologua, seris 1V. lomo VL, pag. 190 (dicembes, 1884)]); quusle
tearema, riprodotto nells R memerin (esersasioni andlitica-geamelrichs sulia projezignd imnisyinaria
wee. [ibid. tomo VIL pag. 601), dove & pure dimpsirato auiliticaments (pag. 618). Tu da me wuleso
4! caso in cui uoa dulle doo ponjehs & inusginaria oells Memorin. Bicorche sopro 1 idnnagingrio in
Leenmadrie [ibid, towo X, pug. 278-477 (aprile 1888)]; lo qui reulamo per esso Ja priorith anehy perokig,
cutentamante, il siguor J. W. HusstLi nells sua memorin Tha rseippocriors of i conics discussen
peomnetrigully inssrita nel Froeeshings of the London Math, Secigty [vol. XX VE, pag. 455 [muggio 180a])
1o A& ¢omie nuevo, con alkri che trovansi nelle mie note sopra ciinle. E bene noelarc che ln eoniex
ai eui teeltasl ool numere 37 dulls guesti®us 715 € guellt del numere 4¢ sone fra di loro pelart re-
ciproche Tispullo ad (¥). (V. R.)

(¥*%) Completinmo i rigultatl dell*A. subla podoids del fof i ii Garlesio, viapetto il podo: 'origina
b up punte guadraplo von due golneidenze ed equivale o quatiro punt doppi ordinari e dos enapidi
di 1= specie: oltve alla cuspiie ronle, trovata dall’A., ve nes0No Jdue immaginarie eoniugate; la cuxrya
possieds anche dns punil qradrupli erdinnd, non notati dall'A., nei punti <icliei. Le varvatboristiche
pluckeriane son dunnue w =38, d =16, == 5: in curva @ perelo razionale e dalld nonn elnsse. ba 0t
flessi & venli tangenti doppie. (Y. B

(#===y Ly inviluppo ¥ 3 Io prima pudale negativa dell'evule duppio Ix2 4 ' = g"z*, rispetiv allurl
gine, ¢id che permeble Ii seriverue subito s egnazione in goordinate punknali

(= ' — o {0\ 202%® — Bp¥) T 109 =0,

g — i
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quistioni 9, 717 poste agli esami orali. — Seuola Politecniea (1898). V, Geom. ana-
litica (sezuito} 1251-1285; V1. Geom. deseriftiva, 1286-1399; V11, Statica 1400-1421.
Concorso del 1897 (seguito). — Quistioni proposte 784-786. — Parte Beconda. Geom.
analitics. Risoluzione della guistione 730 (Proybet). (ona retta variabile |ABl n-
contra due assi ortogonali Oz Oy in A e B; le normali ad |AB} in A e B segano
Oyie B, Oz in A'; H & la proiezione di 0 sopra ABl; I, K, L sono i punti weds
di OH, AB, A'B, e P & la intersezione di |AB| econ |A'B: trovare i luoghi dei
punld |, K, L, P, e gli inviluppt delle retle |1AB', [A'B], |A'BT quando si abbia
a)l DA.OB=«*; b)) OA+0B=a;: ¢) DA —-—0B=a; d) OA%24 OB = a°:
g) DA — — OB — 4% (*)). — Concorso del 1898 (segniio). — Bibliografin (Lecon-
de Trigonometrie vectiliyne par C. Bovrnwr, Paris, A. Colin ¢t O.7).

ebie non & dala dal siguor Fupaier. Ulirs Je guallre vaspidi reall trovati dall'A., la X ne poasiede
due nel punt eiclick, con 1a retta all'inlinile per tangenie cospidale; vi sono inoltrs due puuli deppi
ordinari, imaginari eoniugati, sull’asse delle ordinate (y ==+ Zqi) de'quall I'A. non fa menzione. De-
eorrs pnelnre che l'origine & nn tacnodo v conta par due punti doppi erdinark, non gis un punle doppio
a langenuti coincldentl come & delto o pag, BI. Le earalieristiche Pliickerinne di = son dunque

m= 8, =4, ="

Iz curva & razionils (di genere zero) dells quarln elagse, & priva di flesai e possiede cingne tangenti
dopple, 18 quali suno puro asserbiie dalla tangents tacnedale (2) & dalla bitasgenle cuspidale allin-
finite (3). Ho indicato guos: fubie ls proprista di = ora ricovdate, in una vota invinta al Nowr, dnne s
il 8 aprile 1898, relativa alla quistione 1788 [mars, 1898, pap. 148). V. R)

(*) G fnviluppi di |ABl, nelle cingue ipotssi indicate hannoe ovdinalameste per eguugioni lan-
anziali;
i) a%p—=1 (iperbole equilalera avenle per assintoli gli assi eoordinali);
B) 1} v=gne (parnbola tangeule aeli assi positivi in punti equidistanti da ©);
¢} ¥ — n=nne? {parabola simmeirica alls precedsnie rigpetio ad Ox);
@) 1?2 = adup? (aslroide, aventa gli assl coovdinnti per bhitasgenti cuspidali);
2) #? — ul= u2u2p? (polare reciproca, vispetlo ad O, delln Kohlenspilzencurme =2 — v = a2:25%):

1
il juogo di I & emoatetico [ O confro e - tapp. d'omotetia) alln pedale vispeito ad O delio nviloppo
dl |AB|, esago & dungue:
@) 1a lemuiseata di Bernonlli {2%-4- 4212 — (%) _=y= 0,

- . f i fl
) 1n strofoide retin (=7 w2l v = T . thuntaini ot
¢) la simmelrica {della precedente rispetto ad 0 =,

!
dj Il epaong o gquattre rami (239 - 320 = (%) 22yt

iF

g} 1 anyting E:?_T_Fﬂ]?{jnﬂ — IHJ= (E) !.'I'! y!_

Lo inviluppn & |AB'| & la trasfornmta eriotangenziale viapetie all'asse Or, dello invilappo Al
|AE]: le formolp di questa teasformnzione, inventata dal Prof. Cesine (Wathésis 1iL, pap. 248; X,
pag. 142; Nowe. Annales, 1884, pag. 545; 1885, pag. 256) sono n' o'z l=nv:rt: v 8 le equazioni tan-
genziall dello inviluppo:

) ¢==u=u3 (parabota cubiea c¢ol eentro In O 8 O0x pin tangente stazionaria);

b) ud-rv=mnan? (parnbola ordinaria tangents in O ad 0x acc.);

o) — o= au? (parabeln sitimetrica della precedsnie rispebto ad (z):

) 1% =t 2= g2 ud [podals negativa dalVerals dogpio rispatte al eantro 0) !

gl 1 — pd=— %,
_Analogaments, lo inviluppe di [A'B| & la trasformata ovtolangenzinle dello invilnppo di [AB|
rispulteo all'zsse Oy: si ritrovanoe risuliati apaloghi ai precvedenli: bastn mutare w in v e vieceversa
. Quante alinyiluppo di |A'B’|, pub aversl da guelle 0 [AB| mediante ia trasformazione cabica
Wi T =pF: k3w per le pguazioni tnugenziail di tale inviluppe Iroviamo:

a) w*nqw=1 [iperbole equilatera ecc,)

A A 8
g} w5 40 7% =a(ur) 3 (yoartica dellr quarla elasss ece.)
i I 1 2
i) n3 — 93— q (e} 3 {siumetriea de=lln guarbiea precedonks risp. s Up)

) ""'_-l-r‘ =2 (up} * (ollava classe, genere zero ecc.)
= i

8) 53— F==gl{uy)3
Le eqonzieni delle nltime quailio curve, rese razlonall, sono:

wi?e? — A poow = (n 4 o) =0,
afinedet — 3 0¥ — (nd 1 P =0
(V. it
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N. 3 (dicembre 1898). — Parte Prima. 7. Lapoinie. Nota sull’'equazionse di
29 grado in § che permette di determinare gli assi di una sezione piana di una
quadrica (I'A. previene alla eq. indieata seguendo nn metodo analogo a quello che
serve a stabilire la equazione cubica in 8 che si presenle sulla ricerca degli ele-

menti principali di una quadriea). — Geom. analitica. — Risolnzione delle qui-
stioni 720 (luoghi e invilappo relativi alla cisseide di Diocle) (*) (Barisien); 724
(Viesnier): 181 (Vasnier). — Quistioni proposte T9R-T97. — Parte Seconda Geom.

analitica. — Risolnz. delle guistioni 733 [ Barisien o Vasnier); 13T (Deiplace, Vasnier
o Jardin): 738 {lnogo dei vertici delle iperboli equilatere tangenti nna retis data
in un punto dato, e aventi un assintoto prssante per um allvo panto della retta
datal. (¥*) Geom. descrittiva (interseziome di nn paraboloide con nn eilindro di ri-
voluzione], — Biblingrafia.

N. 4 (gennaio 1%99). — Parte Prima. . Fonfené. Tuogo dei fnocly delle sezioni
contrali d'uns quadricn (1'A., wtilizzando una proprieta che gia aveva servito al
siz. Mae Cay per risolvere lo stesso problema, e ciog che se un punto ¢ fuoco di
nna sezione piana, il piano di guesta & piano ciclico del cono circoseritio alla qua-
drica uscente dal punto, trova la equazione in coord. rettangolari della superficie
Jottave ordine luoze cereato). — Ch. Bioche. Sul numero delle condiziom espri-
menti che una superficie algebrica passa per una carva dafa [leterminazione del
mmmeros indicato in alenni casi semplici. — (ieom. analiticn). — Risoluz. (elle
qnistioni T16 (Biemt); 732 [Pégorier ¢ Vusnier); 736 | Roda-Plins); 740 ( Tasnier)—
Quistioni propeste 200-202, -— Parie Seconda. Algebra, Risoluz. delle gnistioni 742
[Proubet) e 760 (devivata n** di (2 — =)" (r — §)* e di sen ax cos bl — (Heom.
analitica. — Risolnz. delle quistioni 743 (lnoghi dei centri dei cerchi tangenti al
orande asse di nn'ellisse e a dne taggi vettori fucali di ano stesso punio) ( Barisien
o Vasnier): T48 (studio della eurva y = sresen L) (PHoste); 749, — Fisiea [ri-
soluzione delle gnistioni 723-739). — Quistioni propeste 803-805. — Biblio-
erafia,

N. 5 (febbraio 1#90), - Parte Prima. J. Paoli. Sopre nn complessa del geconilo
grado (dim. apalitiche di aleune fra le piit semplic proprisia del complesso tetrae-
drale; ofr. Rzve. 6. de position 'T. 11, p. 160 e segg. della trad. fr.), — H. Rousseau.
Dimostrazione geometvica di due proposizioni relative alle coniche. (I punti di con-
tatto delle tangenti enmuni a due coniche sono ¥ puati (i una conica, teorems
eorvelativo.) — P. Faton. Coneorso geverale di mat. speciali 1802 (luoghi e in-
viluppi relativi ai tripli segnati sopra un certo piano tangente di un'ellissoide, da
sistemi @i diametri commgati egunali). — Geom. analitics. — Risoluzione della
questione 741, del sig. Barisien (Se la tangenle in L ad una ipocicloide trienspide
sega nlteriormente la curva in M, N, e la tangente ortogonale [Gegealinie) in G
(Scheitrtpunkt) 1% MG = LN, 2° le normali in M. N, I: si segano sul eerchio pas-
sante per le tre euspidi. Questi due tsoremi sono conosciuia da molte tempo e
appartengono & StemNer), — 747 (Se OABC é un tetraedro trivetiangolo in O in-
seritto in una cubica gohba équila’r.em. il pmno ABC e la tangente in O sono

(¥} La svilnppata dells cisscide di Diocle & del quarto oriline, della elasss gnavéa e i geners
zaro: hn wi punte friple 3 natuva spociale, formato dalla rinuione di due enspidi di prima specis ol
un nodo, nel punte 41 “afmite dellasse dalla clasoide. Se 1l cerchio osculatore in M sega ulieriormento
lan cissoide in N, it terzo punio dalla cigsoida aulla |[MN| e il slmmetrien, riapetlo :ﬂ'ﬁuﬂum dal primo
tangenzinlo di M: nbbinmo eos) nna costruzlone samplice e. credo, nuova pel esrchio asenlaiore della

sigsoide in un sno puite dato.
V. R

(#¥%) Lan quartien lnogo & In inversn rispetto a D delln ellisga i Sleiner del Lriangoln AATD.
V. R}
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ortogomali) (*). — Geom. descrittiva (intersezione di una sfera e di nn’iperboloide
¢} vivolnzione), — Quistioni proposte 806-808, — Parte Seconda. Algebra. Risoloz,
della quistione 581 (massimo della funzione (¢ — &) [0 — ) (@ — 2): z con la rela-
zione = + ¥ + z = 2a). — Geom. mualitica TO1 (Pégorier); 775 (Pégurier); Tid
(Burisien); la podoide i una spirale logaritmien mspetto all'origine ¢ unn spi-
rnle egunle. Teorema noto) 770 (Probet, Vasnier, Chapror), — Quistioni pro-

poste R10-814,
(V. R.)

Atti della R. Accademia delle scienze di Torine. Velume NXNIV. {ase. 1-4 —
FPicard E. Sur Ja resolation de certaing problémes de mécanigne par dez appro-
=muations successives: extrait d'une lettre & M. Vollerra., — Lawnrieefle 7. Sogli
sviluppi in serie di seluzioni eecezionali dell’elasticita, — Peano &. La numerazione
Linaria applieata alla stenografia. — Chiné M. Sopra alvone eyuazioni differenziali. —
Almansi E. — Sopra !'integrazione dell'eqnazione differenziale 8%1% = 0,

Rendiconti del R. Istitulo Lombardo. Serte 11, vol. XXX fase. 1520 vol, XXXI11,
fase. 1-2-3. — Searpis U. Sui determinanfi di valore massimo. — Aschieri F.
Commemoraziene del Sen. Prof. F. Brioschi. — I Puasgunie 1. Sui sistemi ter-
nari di 13 elementi.

Atti del R. Istituto Venelo di scienze, lettere ed arti. Serie VII, tomoe IX. disp. 10, —
Lepi=-Cirita T. Sopra wnna trasformazione in sé stessa delle equazioni dsde=0. —
Y Areais F. La seconda funzione di Green sul campo piano limitato da duoe cir-
counlerenze concentriche. — Marenghi €. Sopra un feorema del EKronecker.

Memorie della R. Accademia delle scienze di Bologna. Sevie V, tomo V11, fase, 2. —
Saporetti A. Analisi di easi singolari geomebriel paragonati eslle relative forme
algobriche.

Rendiconii delle sessioni della R. Acecademia delle scienze di Bologna. Nnova Serie.
vol. 11, fasc. 3-4. — Pincherle S. Sull'operazioni agginnte. — Avzefa . Sulic
rappresentazioni approssimafe delle funzioni analitiche.

Rendiconte del)'Accademia delle scienze fisiche e matematiche (sezione della Societi
K. di Napoli). Serie 111, vol. TV, anno XXXVII, fase. %12; vol. V, fase. 1. —
Caralli E, Le fignre reciproche & la trasformazione quadratica nella Cinematies. —
Amodeo F. Spazio normale » genere massimo delle curve di ordine m, &-gonali.
di specie s, — Brambilla A. Sopra una classe di superficie e di varieth va-
zionall.

Atli della Accademia Pontaniana. Vol. XXVIil (serie 1], vol. Ill). — Nieco-
demi B. Figare nello spazio dedotte dalla rappresentazione di esse in geomefiria
deascrittiva.

(%) Dimosirazions geomebrica: uni eublea pobba & le diaol copple di elementi vpposti (isli o fapee)
d'un pentnzonoe gebbo inseritle, son segabi da un plans qualnugne, non passante per alenn yertier
speorido un triangole polare e dieel coppia di alement] coningasl d'nn sislema polare piano (RETE.
G de p, pag 2, T Uy ge ora prendiamo par pentigono inseritto guello ehe hn tre vertici in ABC
¢ 2li altrl due vinniti In © sniln tangents alls eubies, o per plane gegante gaells all'infinito, abblimo
il teoremn proposto,

(V. ).
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Annali di Matematica pura ed applicala gia diretti da F. Brigsch, e continmati
da f. Beitrami, L. Cremona, . Dini, G. Jung. Bexie IlI, tomo 11, fase, 1. —
Almansi. Sull'integrazione dell'equazione differenziale A*'=0.— Cinni. Le hitan-
zenti delle quartiche piane studiate mediante le configuraziont di Kummer?

Il Pitagora pubblieato dal prof. G. Fazzari. — 1 num. 6 del 2% semestre del-
I'aunoe 1V contiene: Nannei, L geometrografin di Lemoine (cont. e fine). — Lhui-
stioni @il esercizi. — Muria Gaetana Agnesi. — Risposte alle guistioni proposte. —
Variera.

Il nom. 1 del 1 gomesire dall’anne V contiene: Hattazzi. Introduzione ad un
corso (i geometria elementare. — DLa frasformaziene continua del Lemoine. —
(tipvarmi Ceva n il suo tenrema. — Quistioni e risposie. — Del simbolo = e ref-
tifiecnzione approssimats della circonferenza. — Ginoce. — Varieta

Il pam. 2 contiene: Del Prete. Sopra un teorema fondamentale per In geometria
metrien. — Gambioli. Nota sul nomero delle radiei delle equazioni algebriche, —
Frrori che si riseontrrno in alenni libri di testo per le senole elementari.— Ciamberling.
Sul mpssimo numero delle parti in cui il pigne resta diviso da wn dato namero (i
vette e di circonferenze (¥). — Intorno ad aleune divisioni. — Quistioni ¢ risposie. —
1 = De arenae nnmero , di Avchimede, versione di A. Mancini.

Il pum. 3 contiene: Riboni. Sulla serie ricorrenti. — Busteili. Ln grandezza

genernle ¢ la grandezza matematica in particolare. — Testi. Del problemi di mas-
simo & minimo. — Crepas. La serie di Fibonacei. — Quistioni e risposte,
' (R. B.)

Bullefin de sciences mathématigues et physiques élémentaires.

N. 1 {a. IV, del 1 ottobre 1898) contiene: L. &. Sulle dimostrazion geome-
triche. in cui I'A. ritiene che i procedimenti sualilici sieno pit facili a comprendere
e da rvitenere che mnon le dimostrazioni geosmetriche. — Note diverse. (Una far-
mula nota pel volume del prismateide; e la condizione affinché quatiro punti
dati su quatiro lati d'un guadrilatero gobho sieno i punti di contatto di nna sfer:

tangemte ai quatire lati del quedrilaters). — Quistiomi risolute. — Quistioni Ao
risolvere.

N. 2 (15 ottobre 1898) contiene: L. &. Sulle dimoestrazion gonmelriche, (cont.]
dove sono notati alenni comuni errori di ragiopamento geometrico. — Quistion]
risolnte. — Quistioni da risolvere.

N. 2 (1 novembre 1898). — E. Rebnffel. Sul parallelogrammeo delle forze. (Saggin
i esposizione rigorosa). — L. G, Eguivalenza dei sistemi di equazioni irigone-

metriche. (Date le 10 eguaz. trigon. colle guali si possenc formare 120 sistemi (i
tre eguaz., studia quanti fra questi sono equivalenti, per es., al sistema di Carnot).
Unistioni tizolnte, — Quistioni dna risolvere.

N .4 {15 novembre 1808), — (. Lehr. Su naa guistione aribmetica. (Consiste nel
rinnire in non solo enumciato i vari gasi della generatrice @1 nn numero decimal
periodicn). — L. ., Equivalenza dei sistemi di equaz. trigonem. (comt.). wistion:
risolute. (Preparaziene agli esami. Esami (i Saint-Cyr, Quistione proposta dal giet-
nanle, — (uistioni da risolvere.

N. 0 (1 dicemhre 1898), — Prof. Bonnefoy. Inviluppo delle retie salle quali due

"} La 3 formole ritrovate dall'autors appavtengano g Steine @ sono In (1), (11) e (Z3) delln Me-
morin: Kinige GGesarze dibey die Thailung ter Ebene nwnd des Roumes, (Cralle, vol. 1, 1820),
(V. R
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cireoli infercettano delle corde in un rapporfo dalo. [LI.'inviluppo & una conica.

I art. & sccompagnato da alenne importanti osservazioni di 1. Gérard). — Corri-
spondenza. (Rapporto delle distanze di no pnnte da due punti dati). — Quistioni
risolute. (Preparazione agli ssami, — Qunistioni proposte dal giornale). -—— Quistion:

o risolvere. Temi proposti agli esami di baccelliere e gl coneorse delle scnole na-
vinnali d'agricoliura.

N. B (15 dicembre 184%). — Rettificazione. (U'na costruzione del circolo tnngente
n tre alm, wdicata come di Fourké & invece di Poncelet). — Corrispondenza.
(Eapporto dalle distanze i wn punte da due ponli dati). — Temi dati alla
seola  primaria saperiore (i Sainl- Clend. — Uuistion! risolnte. — Unistioni
di risolvere.

N. 7 (1 gennain 1%99; — Nota sulla risultante di due eguazioni di 2" grado. (E
dimostrato senza far uso dei pumeri complessi che dato fle) = ax*+ b+ ¢ e
glx)=ox*+ bz 4 e posto A=a2 f(=).f(3) = (ac — a'e}* — (b — a'b) (b — &'},
& A > 0 anche mel caso in eni le equazioni flz)=0, y{x)=10 non hanno nes-
sung di due radici reali). — Uorrispondenza | Egunglianza di angoli coi lati paralleli,
nello spuzio. Dae reite parallele a una terza son parallele fra loro. Proposta di
nn ordine da seguirsi per esporre la teorica delle parallele). — Quistioni rigo-
late. — (Preparazione agli esami. Quistioni proposte dal giornale), — Quistioni
da risoivere.

N. X {15 gennaio 1899). — Dufiot. Angolo dell'nliezza & delia hisetirice d'un (ring-
golo, — Qnistioni risolute (Preparazione agli esami, — Quislioni proposte dal gior-
nale). — Nota di Fisica. — Quistioni da risolvere

N. 9 {1 febbraio 1899). — . Lekr. Una curiosith d"Aritmetica. (Per diminnire il
numearo delle parole necsssarie por contare, si aggruppane gl ordini a n a n, for-
mindo le cos) dette clagss, perché si & seelto » =39 E engneiato il problema in
generale). — Reciproco del seconde teorema di Tolomen, dimostrazionn di Bon nefoi.
Quistioni risolute. {Preparazione agli esami. Quistioni propeste dal giornale), —
Note di fisica. — Quistioni da risolvere.

N. 10 {15 febbraio 1299). — P. R. Sulle frazioni decimali periodiche. (Saggiv di
esposizione dells teoria). — Prepavazione agli esami. — (uistioni risolute. — Note
sni problemi di Hsien. — Quistioni da riselvere.

Journal de mathématique éiémentaires di A. Teibert.

N. 501 dicembre 180%) — M. D’ Ocagne. Dsservazioni elementari sulle normali
all'ellisse. — 7. Fontené. Sulla teoria delle parallele.

N. 6 (15 dicembre 18883), — P. Barrien. Stndio elementare delle varinzioni del
Lrinvmio biguadratico.

N. 7 e 8 {1 ¢ 15 gennaio 1899). — Il prof. Gired studia le variazioni della fun-
ax” 4+ hr 4 ¢
a4 bg 4+ ¢

N. 10 (15 feblraio 1R99) contiene wna mota del prof  Vogt sii puaeli di una
secanie a una conien che sono interni o esterni alla conica

Olive a cin, in toti | {nscicoli, numerosi esercizi e problemi di ogni specie.

Zlong y = - 8enza ricorrere alle derivale.

. Naxxsern

Gitraio Lazzery — Divettore responsabile

FinHo d1 stampare 11 12 Mpzgio 1880,
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