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6°. La sonuna di tre iriangolari conseculivi diminuita di un’unila, e
iripla del @riangolare medio.
Abbiamo cioé

Oy s 8y =+ Oy, — 1 = 3a,.
Intattl, pel teorema 1°, s1 ha

Moy — (0, = N";
g per la formnula (1)

"
My =a, +n-}1,
quindi risulta

a4+ 8, tapy— 1 =n""a, +n=3a,.

Tv. La somma dei prodotti due a due di tre iriangolari consecuiicr,

¢ tripla del quadrato del medio.
Risnlia c1o6

Oyl - oy Bupr— On By = 307,
Infatti, pel teorema 5°, 81 ha
Ay Oy == @y — @y

onde pel teorsma precedente, abbiamo

ﬂn—l a, _]_ Hn—-l Htl—lhl + LN ﬂﬂ+1 — an(nn—l + ”ﬂ-‘-l) _l_ n'jﬂ T ﬂﬂ —
— an('ﬂn—-l + n _I_ A, — ! ) a— 3ﬂﬂu ;
IV. Consideriamo ora gquattro triangolari successivi
ﬂn—i! ﬂ,, ] ﬂnl.-l T ﬂn.]_g ™
8o, E costante la differensa ira la somma degli estremi e la sumina
et medy,
Abbiamo 1nfatti

{”u-—l ‘}‘ﬁ'n.iq )'—{Hu "‘_ﬂn.}.;_ .}= (ﬂu.i.g'_n-n (5 )'—(ﬂ'n _ﬂn—l)"_“ﬂ' : 2 n—2.

(JOROLLARIO. — U quadrato perfetlo aumentato i 2 ¢ la soinma di
due trinngoflari.

9o, Lo sommn dei quattro triangolari considerati, aumentata del nu-
mero n— 1, e un iriangolanre.

Si ha pel teorema I°

dy-1 —[_ A — ﬂi: au+1-|_ Apfe=— (H + ?‘)i;
quindi ‘
Auoz -0+ i1+ Buia+0—1=n*+ (4 2)° 4 n—1=
(2n -} 2) (272 4 3)
— 5 —

ﬂEn-I-E-

10, Esiste la relazione

(Opiupey— Agiat1y) — (dops— fda—s 1=1
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Si dimostra mediante la formula (8), che

Gam+2) — d(e}1)=— dn + 7 e Onig—— 0y 1= 4n —}— 6.

110, Dati guatire ¢riangolari suecessivi fa,_q, 8y fndrs Sntey il pro-
dotto delle differenza dei due triangolari estremi per la differenza ae
due triangolari medi, ¢ il triplo di wn quadrato.

8i ovltiene viod
(@yro— 11 ) (T — ) = 3{m 4 1)%.
Ed infatti, per la formula (3), essendo
Aypa— Ay y=3(n 1) 8 Ay — O, =01

s1 ricava immadiataments la formula voluta.
120, Shmnilmente si ha

(Apte— €M) (@uir— Any ) = (20} 1) (202 + 3).

182, H sestuplo della somma dei primi n numer? triangolari, e uguale
alla differenza

{y fpyg — fn—y iy -
Infaiti pel teorema 5°, risunita

I
an ‘”114."2 — '”;'EIIJ-I - ETl:l-]-‘l e (,— E|In.—l,- 11— (ty— (Th -

Pereio
— 2
Qalgre—— gy ldppy=— 8y — Oupr — 00 A0

Ed essendo pel teorema 1°

H'ih-l-l — ﬂﬂn: (i’i + l)ﬂj B’d iﬂﬂltl‘ﬂ Hp L1 ﬂn n i l!‘
otteniamo (essendo X, la somma dei primi n triaungolari)

Oy Augs — Byy Qg = 1 — (n ) =n (2 - 1) (n+ 2)—==6 3,

ldo, Dati @ guaitlro triangolari conseculivl 0y, By, 8n41y Butey tl qua-
drato delia smnma del prodotio degli estremi e del produtio e *-_ medi, ¢
eguale alla somma del prodotfo di due triangolari e del quadralo de!
sestiplo della somma dei primi o numeri triangolari.

Infatti, ricordando 1’identitd

(12 - 5%) (10 8,5 = (r1y — 380)° - (rsy - 748)5

F=y_15 §=@ny "1=0n}1, 51 = Tniy,

8 posto

g1 ha

(0% 1+ 0%) (a0 2)=(Facs Tags— Ta Aupa)® - (Gt Copat Tala o)
ed essendo, pel teorema 2°, |

'ﬂﬂn—: '_]_‘ ﬁﬂnE fp ] ﬂ5n+1 —|— “lual-l — 423"
@, pel teorema precsdente,

- W
a,_.10p41— ﬂnnn+2_“_ﬁﬂi 1

. mﬂ.l:‘n._- I..:

e ltir s e e A :
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abbiamo
(Ry -1 Ptz *‘I_ Ty ﬂn—‘-l)E: (In? fl{n4-23 — 36 {El )E.

V. — 1o Se a ¢ somma di n triangolari, lo € pure (per h intero e

positivo)
2 (A
@b 1t e b,
Infatti, se e
7y (7 -+ 1)  Ts (19— 1) I . Tu (2, —IL- 13
(== =) ! 5 | Jo e T )

ablbiamo
e
[(‘?h—}—l};' -#—h][(lh—f— ve M4 1]

——‘—ll

|
2 ¥, l].

Per =2, 81 ha ] noto teorewma che: se ¥un NUMENO B soinma di 2

iriangolari, lo ¢ pure (2h 1)@ S hik 4 1),
Per A=— 1, abbiamo un altro teprema noto:

golari, lo & pure 9a—-n.

Pern =1, il teorema, che abbiamo dimostrato, si pud enunciare in

se a & somma di 2 irian-

tal motdo:
h——
90, Se @, & U RUMero ‘triangolare, lo & pure (2h 4 1)% ( 2y

!

(per h intero positiva).

In tal caso & | _
£ | h . |
(2h L 1, h(h j— l)_[(Eh-{— 1}m—-A] [33 4L 1ym—4 1] i
eagendo
m(m—1)

M =

Nel coso di A= 1, abbiamo il noto isorems
Sen,é un {rigngolaré lo & pure Oa,, -+ 1.
In guesto caso si ha:

— gﬂm+ 1 =ﬁ'gm+|_-
90, « L'oltuplo di un triangolare, aumento di uno, ¢ la differenza di

due (riangolari ». »
Infatti dall’eguaglianza :

gﬂm—l—‘ 1 —— Iﬂlﬂm—l—‘.l.l
ove & a1, un triangolare, si deduee
B{Tm—i— l == amlt — M

" 40, « L'oltuplo di un triangolare aumentato di uno,

g il guadrato di

A un numerc impare ».
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Fnfatti essendo per la formula (3),
Ogmt1 — Q= (2m —}- 1)*

8y~ 1 =(2m - 1)
Questo fieorema & di Diofanto.
CUoroLLARIO. — Se A ¢ somma di tre triangolari consecntivi, 24 A — 15
¢ un quadrato perfello.
Infatti (pel teorema 6°, partel), se 8 A=a,_,ta, + .y; abbiamo

A=1-—+ 3a,

g1 deduee

6 perd
24 A —15="T2a, + 9=9(8Ba, -}- 1)

e essendo, pel teorema di Diofanto :
8, 1=(2n-1 10 &: 24 A —15=0)2n-}- 1) = (8(2n + 1))

Osservazione. — Pel teorema di Diofanto, si pud dire che ogni gna-
drato impari diminnito di un’unitd & Portaplo di un triangolsrs, e perd
nessun triangolare pud terminare con Ie cifre 2, 4, 9, 7 e quindi se nn
trinngolare & un guadrato, dovra termipave con nua dells cifre 0, 1,5, 6.
(V. Lucas, Théorie des Nombres, pag. 53.)

5% Per lidentita

| 2an-+-n 2an—-n 1 2an—n—+a—I1)(2an—n-a
ot 1y Gt ntaBontntatl) (an—nta ol ta)
possiamo dire che ogni multiplo di un guadrato impari ¢ la differensa

di due triangolari.
Osservasione. — Facilimenta si verifiea che due triangolari della forma

A5k + 1) $&(4k -+ 1)
2 : 2
sono tali che la loro differsnza & multipla del guadrato di un numero
impari (4 intero positivo maggiora dell’nnith).
Cosl pure la differenza dei 2 triangolari

AT (BAT 1) (8% 1) (BA + 2)
2 o 2 =

e la differenza dei 2 triangolari
(47° - 1) (442 |- 2) 4k(4k-|-1)
2 ® 2
¢ multipla del quadrato di un numero impari (# & intero posikivn),

V1. Enuncio tre teoremi, il primo dovuto a Fermat, gli altri due a
Legendre, dei quali, si pud vedere la dimostrazione nel « Essai sur a
théorie des Nombres » di Legendre :

1%, Ugni numero intero & somma di tre (riangolari,

(La dimostrazione del teorema dipends da nn importante lemma: che
nn nomero della forma 8 A -3 si pud sempre scomporre nella somma
di tre quadrati impari).
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2°. Nessun numero triangolarve, eccetto l'unita, ¢ uyunale ad un
biguadiratico.
3°. Nessun numero triangolare, eccetlo 'unild, é eguale ad un cubo.
VIIL. 1o, Indicando vou Sp in geverale la somwa delle polense pevime
del primi z numeri, & con ¥, la somma delle potenze p== dei primi »
nimer: triangolarl possiamo scrivere simbolicaments

n"{n 1)= 1
E 1 Zi_ T (Eﬂ _I_ S])m

purehé si ponga per convenzione che dopo avere fatto lo sviluppe della
potenza indieata nel secondo membro si ponga 8., al posto di 858y
In partienlare é

A
—

n(ﬂ;—]'l I{SE+S])_?E{?J+])[1I+E]

3 6

formola, che, come abhiamo gia dimostrato, ¢i d& la somma dei primi n

=2

nnmeri triangolari.
Determiniamo ia somma Iy det gnadrati dei primi n nuweri trinuge-

lari. Si ha

Tnt-1¥% 1
o IE“ ( Ej_ ! (SE—,'S:JEF

ossia, per la convenzivne faita

= (=1 1 .
=2 Ej_ : I(&4+ 28, - Sg).
Ora, per la nota relazione di Fermat, st ha 58, =8, (68; — 1), ed essendo

8y =(5;)%, abbiamo

2] 8 (88 +29) 45 (5)1)

20, La somma det prodolti binarii del primi » numeri triangolari &
data, come facilmente si trova, dalla formola

go. Se Ty indiva la somma dei guadrati dei primi w2 numeri pari e T,
la sommw del prini 52 nomeri impari, & noto che &

8T =m (4m* — 1) , Ty = m?,

Se ora uoi econsideriamo ]2 aerie del primi m nuameri trinngoluri d’or-
dine 1mpari
: 9

. (2m— 1P 2m— 1

I -
| ‘308 tarmine &

s onde, indicando con ¥ la somnu

2
del priml m numeri triangolari d’ordine impari, si ha
, (2m — 1) 2m — 1 1 i (m 1) (40 — 1)
=3 Lt =2 (T, 1) =22 T U :
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Poiché, s6 n & il numers dei numeri triangolari, su n triangolari, per

- n—+1 . ¢ iai _wx e : | I
dispari, - vi sono _;l; —m triangolari d'ordine lmpari, e per i pari, Vi

BOLD ;:m triangolari d’ordine impari, la B, assume per # impari Ia forma
(‘E) -] D4 '
@ per n pari T i

, nin al(2nrn—1).

Esenipio. — L sounna dei triangelavi 'erdine impari, che s1 trovano
nei primi 80 triapgolari, & per lu (2)
80 .32 .59 ,
P 21 = 2360,
¢ la somma dei triangelari d'ordine impari, ehe si trovano nel prini 29

triangolari, & per la (1)

DL 1

< 50

in
i)
-

come si doveva prevedere facilmenle.

4e, Indieando con X' la somma dei briangelary d'ordine pary conte-
nuti nei primi # teiangelari, s frova immedintamente per 27 pan

A7 (" + 2) (2n + D)

“1_ ""I:i:

per n (ispari
(72— 1) (2n -3}

24

W
o=

e percid la somma del primi = numeri triangolarl d'ordine pari @ data du

i F”(ﬁl + 1 } {-'l.m _l_ 51"
6

1—

U Pl."l' 1 lliHE!H'i Fﬂ 1”‘.

'3 li'l‘_‘|_1 ~
-] + & @ a _“f.r11_1+ l‘.r'rh — (_ ;__I ) i
Infati pogsiamo gerivere In serie in tal modo

1 —(8—B)— (10— 15)...—(7,.,—a,)=

[ S [ R

: _ L T o
et essendo il numero (el termint el E!E:Enntlﬂ membro 2 y i lia

7 4 1\*
1—38- ﬁ..,—ﬁ,._,+nﬂ_.( —!: )

67, Consideripme la serie

B g, W e s e e L el =
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Poiché einscnn termine di detta serie non & mnggiore del termine cor-
rispondente delln serie geometrica convergente

1 .3
e

g v g

In serie sard convergente, e perd

2
S o
,II:T. = onln1)T 7

La somma dei primin termini della seria, per = fiuito, é

277
-1

® Indieande con Ty 1a somma dei gradrati dei primi # 4~ 1 nnmeri
npari, si ha

Tt — 88, =n-1.
Buasta ricordare che &

8Ty = (n - 1) (4n* 4- 8n +—38) & Y= it 1: L +2).

ded ]

VIIL. Indiehinmo in genevale con Am il numere triangolare she ocoupn
'm*™ posto nella serie dei triangolari.
Dimestrinmo allora il seguente teorems :
Ne e
n=qb
ove ¢ & & sono dne nnmeri primi, s1 ha

it

A= Aa Ad + 1 iF(‘H)

essencty g (u) i1 namero degli interi ivfevior: qd n e primt con n,
Infatti abbiamo

nln 1)
A= ;"_

1 jﬁ,:!’”’j”-

Ay — a6 1)

Ounde, essenlo n=uad, &

i(a—-1) abla -+ 1) (b—+1) nla—N{L—1)
An — Aa Ab= 5 1 = n :

Ma per noti teoremi, 8
(7)) = w(n)p(d) B gla)=a—1 , @lb)=b—1:
i #
An = Aa AL -} ;i ey

1A, Risoluzione di una parlicoiare equazione di 3v grado. — Considerinmo
Vequacione complsta di 80 grado

&' —Aw® 4 B — (0 =10)

ove A, B, O, seno numeri interi positivi.
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Vogliamo determinare la condizione nacessaria e sufficiente affinche
'equazione ammetta per radici tre numeri triangolari consacutivi. Indi-
canido eon @y, 2y, 23 le tra radiei, 81 hanno le note relazioni

Sry=4, Zro,=0DB, 2Znre=C.

Ora abbiamo dimostrato che la somma di tra triangolari snceessivi
diminunita dell’unitd, & tripla del triangolarse medio & cha la somma dai
prodotti dus a due di 3 triangolari successivi & tripla del quadrato del
medio (v. Teoremi 6 ¢ 7 del § IL). Quindi, se &y, ay, &3 Sono tre numeri
triangolarl successivi, risulta

(]) .I.ﬁ. 1 — 3.1'! y (2) B — 3$Eg

e pel teorema B) del § III,
(3) G=-rl$1a.ra: -I.-'uﬂ{.-l"i—- I).
Eliminando la @y nelle equazioni (1), {2), (3), risulta

27 U
A—4’

(4) (A —1)!=38B =

essendo ineltre A-—1 il triplo di uo triaogolare.
A—1

3

triangolare @ anche sufficiente, affinché 1'equazione data di 3° grado

ammetbta tre radici reali che zieno tre numeri triangolari snccessivi.
Infatti si ha allora

(A—17F
B—= 3 .

Sid 1

Dico ora che la condizione (4) e la condizione che

(A—1*(A—1)

27

onde 'egquazione
Bt —= AL5H+ By —C=1
58I pud Herivers

A = 1)° A—1¥%(a—4
2 — Az® : 5 ’ ( ]J?( )

)
1

OVvyETD

(m A—s—l) (aﬁ5 .(E.'-ka—|—l£ ]r (3—1]9(3—4))#0‘
A—1
3
A—1

I'eguazione data. Sard eio@ 3

numero triangolare, & nna radice del-

Si vede yuindi che

—. "

Ora indicando con oy 8 a3 le altre 2 radiei, dovendo essere
@y — Ty + Wy = A,

24 - 1
g i

aAvIraino

&y~ Ty =

PR it S

i M, b | "y - —
B e -—u‘-—-‘.__.i_;.‘h-;‘. Ip-!-" = -.!.'H-i-i.,_'f:‘\-r"_-.-lq s ;':_,—;F"——-.-f’:-\.ﬁiim. = = —_-.__

e

=
rh
gk
1
[
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n dovendo essers

(A—1)*(A—1)
i Ta Lq=— 97 ’
Sa1h
(A—1)(A—4)
Wy g =— g -

Pei teoremi gid citati, si vede che a; e a radivi dell’equazione data,
. e ; i A—1
sono i dne nameri friangolari che comprendono . = 5

Allorché sia soddisfatta la relazione (4), e siz 2, un triangolare, le
radici o; e @, dell’equazions sono necessariamente reall, giacché il di-

seriminante dell’Egnazione di 2° grado

q za;rlm A=D(A—4) |

@ | 5

6 24A — 15, numero, che come si & dimostrato, & un quadrato perfetto.

Dunque: la condizione necessaria e sufficiente perché un’equazione d
30 grado ammetta per radici tre numert triangolari consecutivi é che
si@

|

A—4

(A—1)}=3B=27

A—1
2

Per esampio sia ’egquazione

2* — 1992° -} 180682 — 288140 =0,

¢ che sia un triangolare.

_ A—1
Si ha 3

soddisfano alla condiziona (4). Quindi le radiei dell’equazions sono 5§,
66, 78.

— 66, che & un mumero triangolars. Inoltre i coeflicienti

AT1TiLio CREPAS
Btudente della B Tuiversith di Pavia,

e e —

SULLE FORMULE CHE ESPRIMONO LA LUNGHEZZA DI UN ARCU

e ’areg di un settore circolare

Negli ordinari trattati di Geometria elementare, allorché si vo-
gliono stabilire le¢ formule che danno la lunghezza di un arco circo-
lare e I'area di un settore di cerchio, si ammette tacitamente che il
rapporlo fra due archi di ugual raggio sia nguale a quello dei segment:
ad essi eguivalenti. Ora, si avverta subito che, mentre & lecito chia-



Y LA O
=4
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mare per definizione rapporto fra dne archi di ragg differenti quello
fra 1 segmenfi ad essi equnivalenti, non & invece Tigoroso ugu&glmrl?
a priore 1l rapporto di due archi del medesimo raggio con quello dei
rispeitivi segmenti equivalenti; perché ciascuno di tali rapportl ha
g i per se stesso un valore pienamente determinato, e quindi la
loro ugnaglianza, se vera, non pud stabilirsi che con un teorema. In
altre parole, dovremo provare che due archi di ugnal raggio sono
proporzionali ai segmenti aq essi equivalenti.

Poiche la dimosirazione di tale proprieta pud farsi facilmente, e
deducendosene poi subito le formule che esprimono la lunghezza di
un arco circolare e l'area di un settore di eerchio, ho creduto op-
portuno esporre la via che conduce in modo rigoroso a questi re-
sultati.

o
®£ %

Sappiamo chiamarsi segmento equiralente ad un dato arco di circolo
quello che & maggiore del perimetro di ogni linea poligonale convessa
mseritta nell’arco, e minore del perimetro di ogni poligonale convessa
circoscritta. Tale segmento esiste ed & unico, perché i perimetri di
siftatte poligonali costituiscono, come si sa, due classi econtigue di
segmenti, la prima delle quali non ha segmento massimo e la seconda
non ha segmento minimo. Si sa pure che per determinare tale seg-
mento equivalente all’arco non oceorre considerare le elassi formate
dal perimetri di futte le possibili poligonali convesse insecritte e da
quelh di tutte le elrcoscritte, ma basta una coppia di classi configue
che siano costituite dai perimetri di infinite linee dell'una e dell'altra
specie rispettivamente.

C1d premesso, ¢ facile intendere che, essendo «, § due archi di
ugual raggio, ed a, b i segmenti ad essi equivalenti, se & «=_§, sara
@ ==>5. Infatti 1 segmenti che costituiscono le dne classi contigue che
SOLO separate da o risultano rispettivamente uguali a gnelli che
furm{mm le eclassi contigne separate dal segmento b; e percib sara
= b.

P;ﬂﬂﬂf{ﬂl‘ﬂf{ ora a dimostrare che, essendo e, ¢ v tre archi di ugual

l'ﬂg‘é;ﬂ_:{—l cm segmenti oquivalenti siano a, b, ¢, se @ o==f -y, sari
(I =— .
_ Infatﬁ, disponiamo gli archi 3 ey sopra una stessa circonferenza,
In guisy, da,_risultare aciacenti, e sia AB = B+ l'arco himitate dai
loro estremi non comuni ¢ contenente l'estremo comune C. Allora
se p ¢ 1 perimetro di una qualsivoglia poligonale convessa inscritta,
nell'arco A( =p ep & quello di una circoscritta, risultera

P<b<gp.

Analogamente, se 7 € ¢ sono rispettivamente 1 perimetri di una

(ualsivoglia poligonale convessa inscritta nell'arco CB=1v e di una
circoseritia, sard

(Jumdi avremo
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b poiché sono contigue le classi dei segmenti (p, p) come pure
quelle di (¢, ) risulteranno tali anche le classi costituite dai segmenti
(#+¢, P +q).(*} Ma la prima di queste ultime & formata dai peri-
metri di infinite linee poligonali convesse inscritte nell’arco AB, e
'altra da quelli di infinite poligonali cirvcoscritte: e percid il sezmento
h—c che segna il loro confine di separazione sard ugnale a quello
equivalente all'arco AB, ossia =24,

Dunque Ia corrispondenza fra gli archi di ugnal raggio ed i seg-
mentl ad essi equivalenti @ tale che ad archi nguali corrispondono
segmenti uguali, e ad ogni arco, che sia nguale alla somma di due
altr1, corrisponde un segmento che & ugnale alla somma di gquelli
corrispondenti a questi due archi.

Ne segue, come appunto volevamo dimostrarve, che gli arehi di
ngual raggio sono proporzionali ai segwienti ad essi equevalenty.

Ora, chiamando lunghezze di um arco di civeolo la misura del seg-
mento ad esso equivalente, rispetto ad una unita lineare fissata ad
arbitrio, se indichiamo con » la misura del raggio (riferito a guella
medesima unita), con « la misura in gradi dell’areo (ciod il rapporfo
fra guesto e I'arco di 1° grado dello stesso raggio) e con 7 la sua lun-
ehezza, avremo |

oL T
360 Sy 0 )
Da eul
Tl L
"180'

Pagsando infine a considerare un settore di cireolo, ricorderemo
che le classi dei settori poligonali inseritti e circoseritti ad esso sono
contigue, e che tanto il settore circolare quanto il rettangolo conte-
nuto dal segmento equivalente all’arco e dalla meta del I'ageio Sono
prevalenti ai settori poligonall della prima classe ¢ suvvalenti o quelli
lella seconda. Pereiv diremo che ogni settore circolare & eqitevalente
al rettangolo del segmento eqmivalente all’arco e della meta dol
PAZ 0.

Ora & facile concludere che due settori circolari di ugual raggio ri-
swltano proporzionali ai rettungoli che sono loro equivalenti ; (*¥%) perche
talt settori somo proporzionali ai rispettivi archi. percid ai segment]
equivalenti ad essi, ed infindanche ai rettangoli contenuti da quest
segmenti e dalla metd del raggio.

(%) Infatl: risulta p" 4= ¢" > p+- . Ld essendo (p" 4 ¢") — (p+q)=(p' — 2)+4(g" = g). sicoowne
per ognl segmenlo arbilrario o esiste wn p el un »' 1n coi differsnza d minors (i —:— Lome pure

in segmento g ed uno ¢', ne segue che per quelle duo coppie di segmenti si nvrn:

P +a)—(pLg) < .

(**) In ueltl trattati {por es. in quelli di Peroness o di Faifofer) i stabillsee questa proporzione
Senza nemmeno definire la lunghezza di un nrco.

|"#%Ey Bi asservl eho tnle properzionalite ¢ delin s&essa natutrs Ji goella Tea gli avelii ed § segwent)
nd ossi egoivalenti; gisoeh® in pnroin equizatanre 1oiy sta qui a significares che i seltor! ed i eoryi-
spondenti rettangoli 81 possono rigunrdire éoms somma d pavki ygnali (il che non &) ma soltinte
che tisullano compresi nelin medesimn coppia di classl contigne di poligoni.

i
i
l
ot e = -
w

[
-




112 PERIODICO DI MATEMATICA.

e dangue chiamiamo area di un settore di cerchio la misura del
rettangolo ad esso equivalente, indicando con S Parea del settore,
con » la misura del suo raggio e con o la misura in gradi dell’arco,
avremo

o S
360 T 7w
e quindi
i "
D = $60 - ()
Pavia, 3 novembre 1899,
M. Caix.
e

LA GEOMETRIA DEI TRIANGOLI

e

1. BiFLpSSIONE GESERALE. — Esaminando con qualche atienzione i progressi
delle ggometria elementare si trova un particolare interesse ad osservare che nen
vi & solianto una geometrin del triangolo ma anche ana geometrin dei triangoli, la
quale si fonda sullo stadio dei triangoli noteroli.

Se noi indichiamo con e, b, ¢ 1 3 lati di un triangolo qualangue ABC, diremao
che questo triangolo & noiepole, se sussiste fra 1 3 lati la relazione

fle b,c)=0.

Woesta relazione & necessariamente omogenes. 1l caso pin semplice & quello
In cai essa sia di 1Y grade, ciod della forma

(A) wa -+ Bk 4+ ye =0,

ove &, i, v sono mwnreri che si chiamano le caratteristiche del trisngolo wotevole
proposto. Per esempiu le caratteristiche del triangolo isoscele seno 0,1, — 1.

Un iriangolo pub essere semplicenents o doppiamente notevole secondoche si
daono una o due relazioni fra i lati

Il triangolo rettangolo & un triangolo semplicemenie nolevole, la relazione es-
sendo a®=b*+ ¢*; il triangolo equilatero & doppiamente notevole, perché 8i hanno
le relaziom a=b=c.

Quando si corsidera un Lrinngalo doppiamente notevole, tutti 1 triangoli che
corrispondono al c¢aso considerato sono triangoli simili,

i deve anchs considerare che per obteners un triangolo notevole si pno im-
porre agli elementi geomotriei di questo triangole la verificazione di una relazione
data. Qmesta relazione non sara necessariamente della forma f(a,?,¢e) =0; essa

puo contenere le altezze, le mediane, gli angoli.... ma si pui sempre, se si vaole,
sostituire con una reluzione fra i lati.

(] 51 pub pervenire 4 yneslv resultato anche osservando che

are ., r
H:ﬂ_:.‘l:":j_"

180

= A F TN L B, Y —  imip

ol ¥

S T —

-
A
e
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Per esempio; supponizmo che sia data la relazione

b A C
(1) Gtg?=£:ﬁg?+ﬂtg?;
le formole note danno
I:E]' {] —= gfl + &= ﬂ

e 1l triangolo nolevole proposto ha per caratteristiche 1, — 3, 1.

Reeiprocamente ogni triangolo che spddisfa alla relazione (2) soddisfa pure
alla {1).

Ogni triangolo notevole esige une stndio particolare; guesto studio ha per
iscopo di ricercare le proprieta che ghi sono individuali, cioe guelle proprieta che
sono verificate nel triangolo proposto, ma che non appartengono a on iriangolo
(ualunque.

Lo studie di ogni triangelo wotevole ¢ ilimilato, v per meglio dire esso non
ha altre limite che quello che include le proprieta semplici e interessanti di guesto
triangolo.

Il numero dei triangoli notevoli essendo doppiamente infinito, il eampo delle
ricerche su qmesto argomento & doppiamente infinito. In (uesle ricerche si potra
distinguere le proprieta che appartengono ad upa famiglia di triangoli notevoli
{p. es. a quella corrispondente alla relazione (1)) e gquelle che convengono seltante
a unp dei membri di guesia famiglia.

Mi si domandera forse gquale nhilith attribuisco a tali ricerche, ed io rispondero
francamenie che guesia uhilith non & cerlo fra quelle che possono mefiersi in prima
linea, come del rosto avviene dell’'ntilith di guelln geometria del triangolo di cui
in priocipio ho parlato.

Nalla geometrin del triangolo sicuni hammo preseguito lo standio degli elementi
notevoli che appartengono a un triangole qualangue. Dopo aver considerato i punti,
i corchi...., essl hanno cercato dei nuovi elementi noteveli. Questa estensione era
inevitabile, e l'utilith di questa geomeiria & per me del medesimo ordine di guella
che si pnd attribuire alla geometria dei triangeli. Non pud tratiarsi evidentemente
che d'un interesse speculative, come del resto succede sovente mnelle ricerche mate-
matiche: bisogna perd tener conto che guest mlerasse & dording puramenfs ele.
mentare. Ma, ricosarsi, ¢ prieri, di ricercare quelie proprietid che derivamo dalilo
studio di un triangolo nofevole, sofie preiesto che il triangolo non notevole & i
solo che presenta mn vero interesse, ¢ rasgiomare all'incirca come colui che nells
geometria classica iniendesse di non voler conoscere i {eoremi particolari sul trian-
golo rettangolo.

Vi & dungue, concludendo, una geometria dei triangoli, ed essa ha un interesse
di ordine specualativo, con que.ﬁa considerazions vanlaggiosa che essa puo essere
coltivata come complemente di quella Euclidea, e pubd fornire un wvasiissimo nu-
mero di esercizi elementan,

22, Dard gui, nella speranza che guesta geometria incontri qualche cultore, un
esempio dello studio che si pud fare di nn iriangolo notevole.

Sia T 1] triangolo di cni le caratteristiche sono 1, — 3, 1. {infendendo sempre
che le caratteristiche siane enunciate nell'ordine a, b, ¢, ciog 1a 1 sia il coefliciente
di a, la 22 1l coefficiente di &, la 3* il coefficiente di ¢ nellarelazione aet 4567 4 cy=1))
quello cioé 1 cui lati soddisfano la relazione

b =t -+ ¢
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e proponiamorl di eercare qualenna delle proprieta di guests iriangolo T, Ma =
proposito di quesio studio qualche riflessione generale deve esser aggiunta a gnelle
precedenti.

Per fave in unn maniera generale lo studio d'nn friangole notevole, conviene
dapprima ricercars I'espressione dei suei differenti elementi geometriei in fanzione
i due parsmeiri 2 o p, se & semplicernente notevele: in fapziwne d'un parameiro ¢

se & (oppiamente notevele, Qunando il formulario & stabilite. le consezuenze che
go ne pessonn dedurre si frovano eon facilita.

N1 0Sservern a questo proposito clic

1% In wun triongolo semplicemente notevole vi & semipre wna proprieti corri-
spundente a tre elemenii di questo triangolo.

2% In un brinngolo doppiamente notevole vi @ SEMPre wna proprieti corrispon-
tlenie o due elementi di guesto triangelo.

Nell'ultimo caso, siccome tubti i triangoli di nna medesima famiglia sono si-
mili, Ia proprietd corrispondente a due elementi del triangolo considerato non pui
riguardave che il rapporto di questi due elementi.

Per es. si voglin considerare il trianngolo doppiamente noievole che & cos1 de-
finito:

1Y & yettangolo,
2" 1 suoi lali somo in progressione aritmetica.
| Tutti i driangoeli di questa famiglis sono simili al triangolo retimngolo di oni
| lati sono 3¢, 42, 5¢. Fra doe elementi qualumgue di guesto triangolo vi & nna re-
lazione, ma gquests non pued basarsi che sul rapporéo di due di questi efeniendi. 8
pub, per citare nna proprieti che si verifica immediatamente, riconoscere ciod che
il raggio del carchio ex-imeritbo corrispendente all’ ipotenusa & il triplo del diametro
del carchio iscritio.

Ma tutte le solavioni metriche fra gli elementi di qnesto trniangolo sono, lo ri-
petiamo, delle relazioni di rapporto fra dne elementi,

Lo stndin di un triangolo notevola deve basarsi su due punti. 8i pud cercare:
19 le relazions metriche come (uella ¢he abbiamo citato; 2° le relazioni descrittive.
Le prime sono in numero indefinite, ¢ ne abbiamo date la ragione, le altre sono
al contrario assai rare e non possono risultare che da proprietsd sempre difficili ad
0SSETVArsi,

Poichs tutti gli elementi di un triangole semplicemente notevole si esprimono
it funzione di due parametri X e i, tre elementi gnalungue, lo vipetiamo, sono legati
A wna certa nguaglianza; vi & dungque un’infinitd di proprieta metriche in un
iale triangolo, proprieta che gli sono individuali, ndottando Ia parola adoprata
précedantemente, Scegliendo quelle proprieta che sono abbastanza semplicl, si sara
fatto lo studio del friangolo considerato del primo punto di vista.

II secondo modo di studiare j triangoli notevoli da erigine n delle ricerche di
tn oridine pin delicato. Bisozug, per seguire qnestn seconda via, eercare nel trian-
golo stndiato dei punti che siano in linea retta, delle retta coneorrenti ete, Quneste
proprieta sono individnali al triangolo considerato., vale a dire non appartengono
ail un triangolo qualungue,

Diamo un esempto di una propriefi deserittiva asnunciando il teorema seguente:

Nel irtangolo reitangolo, ¢ eni lati sonp in progragsione grilmetica se st consi-
dern il eerehio wgeritio I', 4l punto di contatto della tangenie parallela allu ipote-

-n.um'r. BC ¢ il punto @i contatte dr #na delle tangenti perpendicolari a BO gono in
linen reita con wno der pinti B o O,

%

o A b

] = I._ L a - & I.:‘
e L e e b A :3:.1'-—"\?_.- =
; g L .

o

::-_u. "l: - | ki . :‘li a = -k
ey, St L ety i i L A bt e £ i

L
1
=
A
3
r
K

SR

A
i
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Infatti il perimetro di ABC & uguale a 12¢, secondo lu nobazione adotinia sopra,
s 1a saa area & nguale a 6¢2; il diametro dal cerchio iscritto & 2 e la tangente CD
@ pure ngnale a 2¢. 1l trianzolo ('DE & dnngue rettangulo & isoscole e langolo DU
s nguale a 45% l1 punto [' & dunque Vesiremibh del raggio condotto per il centro O
perpendicolarmsnte & DI Da questa psservazione resulta la proprieth enunciate;
proprieta clie non 6 verificatn per nn lriangole qualnngue.

In conclusione, come si verifica nell'esempio precedente, le preprieta  deserit-
tive sono conseguenza della proprietd metriche e si deve donque avanti tutio met-
tere in luce quest'nltime e Ticercare poi con cura toito le vonsegnonze che pos-
sono derivare da esse.

2 WORMUTLARID DEL TRIANGOLO worevone. — T(I,- 3, 1).

Lasciamo adesso le considerazioni generali che ern indispensnbile fave m prin-
cipio, & applichiamo qualeunan di esse al triangelo T sopra definito. Dobhiamo prima
ricercars le formole che gli sono particolari, e che, come abbiamo osservaio, deb-
bono esprimere tatti gli elementi d&i T 1o fupzione di dne parametri A & 4

Poichz abhiamo

gb=ua-tc¢c
possiamo porre
g=—A-fFp b= e =2k — 1o

ave A e 1 stanno a rappresentare dite parametri variabili.

Ad egni valore atlribuito a quest: parametri corrisponde un triangolo T; bi-
sogna perd che si possa affermare l'esistenza del trisngolo corrispondente.

Per stabilire questa esistenza bisogna osservare che si ha

.-P=9?‘, P_n:l‘_:jr P_?J':l, P—'['...__I_L:
le eondizioni di pessibilith sono dongue
AS0, pu>0, A

Quindi essendo dati dei valom positivi arhitrari di A e p, purché sia pero A2,
corrisponds sempre a guesti valori un triangolo ABU,

8i pud facilmente costraire il triangelo nel modo segnente.

Prendiamo nus circonferenza T arbitraria o supra ung tangente g partive dal
punta di contatio D portiamo una lunghezza 2k ==DA; per A e pel punto madio,
(! i DA conduciamo delle tangenti a T che si taglino in B & si2no D' e K i punh
di comtatto rispettivi. Tl triangelo cosi formato & an trisngolo T, Poniame imniath
BD' =g, si hn

AC=;‘E=1, CB=CE 4+ KB=XA+p AB=AD—BD =2k — .
&

Adotteremo le notazioni segnenti: » raggio del circoio 15eriiio, Yo, Tu e regal
Fei civeoli ex-iscritts, R raggio del civeolo circoscritio, S area del ¢riangolo, my,, My, .
le medione hs, by, he le nliezze,

RELAZIONE FRA 011 ANGOLL. — i hanno dapprima le relazion
A C B
), = 2Atan 5 M= kcob gt = i oot 7
che dinno
A C
(1) Ztan 5 - tang = 1.
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Quindi: nel friangolo notevole T, i1 doppio prodotto delle tangenti dei semian-
goli A e C 2 ugnale all’unita.

In un tnangoele ABC guesti elementi sono sempre disposti in un ordine inva-
viabile; gli angoli si chiamane A, B, , i lati o, 5, ¢: le mediane m., iy, m. ete.
Esistono dunque per gli elementi di un gruppe determinato dne elementi estremi e
un elemento medio. Quests denominazione permeile di dare aeli enuneciali mma
forina pin rapida in molti casi; noi "utilizzeremo in seguito.

La nota relazione trigonometrica

B

o

Etan%-tan = 1,

combinata eon la (1) da

i B A C

E _—:tﬂﬂﬁ (EBI] E —i—tﬂnTz‘),
DYVEarp

A C B A C
tmﬁtangz tanfz (tanE - tﬂﬂi—g).
ed infine
B A 8

(2) cob 7= cnt—g + t:tlth

dungue: Nel triungolo notevole T la cotanpente del semiangolo medio & uguole alla
somma delle cotangeaii dei seminngoli estromi.

In um triangolo notevole, come quello T definito, esiste nna relazione fra due
(ualunque dei saoi angoli. Combinando ls relazioni (1) e (2), si ottengono le altre

A
Etﬂ.nﬂg-—tan%ent%-]—l-——-ﬁ
o '?tauﬂ?———f'ungctﬁ—l—l——ﬂ
= ) i 9 0 5 — L

Le ugnaglianze (1), (2), (3) si verificano pure per mezzo delle formole

A ¢4/ B 14/p(d—np) C L—p
(4) fan — ]’Efl—p}’ tan T 5 7 t-nn-é—z SV
Esigte in nn triangolo notevele gualungue un'intinita di relazioni fra gl angoli
di esso, ma quesie relazion! appartengonoe esclusivamente al triangolo vonsiderato
e non &d un triangolo qualungue. Per citarne una, riferendoci al precedante caso,
) pud osseryare che le nguaglianze
L dp—2

2 —
B , topz(
2h—p A+ p

oS A =

dianno la relazione
3(1 + cos A ¢os (J) = 5(cos A 4 cus ().
Cavcore oI #, 7, 1y, 7.
(0) S=A¥2pik— p)

e |Successivamente.

[E:‘ g ____V!lilg_“}
(7) s :1]/_ 2
~— |

- b D e el e
A e e MR T e e T Ry i

- &

& ."‘. E"b,q‘-f_ﬂ

i
e —i:‘,:--l"'l--... ---'l"w—-:‘:-ﬂL ""Irf"-.:h-"'"'-.,..-'.q'.- g i i e i 9
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(&) e =) 2p(R —p)
(2) 1':21}‘2‘21_-“'-
1
Da queste formole si ricava
10) 1 _ 1 | 1
'y )'a e

Dunque: Nel iriangolo notevole T, I"inversa del raggio del circolo ex-inscritto
medio ¢ nguale alla somma delle inverse dei raggi dei due altri civeoli ex-iserithi,
Queste stesse formole danno

(11) 1y =2

dungue: Nel triangolo notevole T il raggio del cireolo ex-iscritto medio & nguale al
diametro del circolo iscrifto.

(Questa proprieth pud cosi esser considerata come la conseguenza dell'ugua-
glisnza (10) o della relazione

| 1
e

1 '.i"“ ?’1.

3
|

che appartiene a un triangolo qualangae.

31 pnd proseguire guesto studio, che noi abbiamo appena accennato, essendo
il nostro unico fine queilo di richinmare I'attenzione dei lettori di questo giornale
sopra un campo di ricerche assai semplice. e che non poirh mancare di nn certo
interesge. (losi, caleolando le bisattriei /5, Iy, Z. si trova che la bisettrice 7y ¢ data
dalla formola

8
Iyt= e
e cosi pure che fra le altezze sussiste la relazione
3 l 1
—=— -+ — secc
hh .hl_ + hg

Ma senza insistere sulle proprieta del triangole T, aggiungerd per terminnre
questa nota un'osservazione che potra essere messa a profilta di coloto ehe avranno
la cuviosith di cercare qualehe triangole notevole,

Sopra una famiglia di triangoli natevoli.

11 triangolo notevole T, del guale abbiamo indieato alcune proprieta, appartiene
n mma famiglin di trisngoli cargfterizzala dall’'ugnaglianza

(&) mb=a-+ ¢

essendo m un namero intero o frazionmario = 1. Si possono costruire tutii questi

frinngoeli meadiante la seguente osservazions.
Riferendoci alla eostrnzione fatta per costrnire precedentemente il triangolo T
(1, — 3, 1) prendiamo sopra AD on punkn C fale che si abbia AU = A, CD = kA,

Allora i trirngoli ABC sono dati dalle formole

Jﬂ=k1—|—p.
b=

()
lr:erljJ.—p.
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Da queste sl ricava
{B) f+e=(2F4+ 1)

=1, : : .
j , I'nguaglianza (A) sara veufieats, qna

¢ ponendo m=2k+ 1, da eni k=

lunque sia o intero o frazionavie purche ~ 1, come avevamo osservato In principiv.

Il casp pit semplice corrisponde all’ipotesi w = 2, ¢ se prendiamo sollanto

valori interi viene poi il caso m = 8 che & guello che noi abbiamo scelfo, ma s
iroveranno certamente in guesta serie dei easi ben pitl interessanli.

Per trovare del trinngoli doppiamenie notevoli nella serie considerala hisogua
assogegettare § lati o una seconda relazione o imporre, €1b che fa lo stesso, una cerfa
proprieth al trinngolo notevole

Per esempio sl pud domandare quali sono 1 triangeli rettangoli delln famiglia
consideraia.

Bisogna allora che, variando 2 e p. si abbia per es.,

ua-==b" ¢
«i trovera sllora, applicande 1o formele (1),
L2142+ 1 ) 20 (k4 1)
HT= A - Hh=— A : = A .
24 41 ' 2k 4~ 1

Suppenendo k=1, si ha il triangolo rettangolo che corrisponde al triangole

notevole T chie noi abbiamo considerats sopra, Questo triangole & 1l triangolo #, 3 coi

~Iati sono propovzionali ai yumeri 3, 4. 5. Si ha infafti 3* +4*=5; 3.3 =4 +5.

Il triangolo 8 & un esempio d'on triangelo deppiamente notevole.

Facendo = 2 si trova il triangelo #, che & reftangolo, e che & tale che 1l guin-
taplo del minor lato & nguale alla somma dei due altri; esso & il triangoelo 1 eni lafi
sono proporzicnali a1 numer! 5, 12, 13. Infatii

132 =12 5%; 5.5=12 413,
Dando a & suecessivamente tutti 1 valori interi 1, 2, 3... , s! otiieue una serie

di triangoli rettangol|
r:'r 4: E’
3]

a5, 12, 18

v, 24, 25

€ si apprende i qui [cost s1 vede come in matematiche le coze piu disparate i
apparenza hanno folvolta fra lore intimi legamii o risolvere 'egquaziove indeter-
minatr di 29 grado

FE=y* 2°
mediante le formole
r=14+20 1k 4+ 1]
y =28k +1
> = 2% (k4 1),

che danno fnlte le soluzivni i guesia equazione nel ecaso particolare che y sia
dispari: le due altre incognite sono allora due smmeri interi consecntivi.
Inoltve il goadrato del lale medio & sempre ngoule alla sonuna degli alivd due

lat1l. Infattl, avendosi
yt:— o —z) (e -+ 2).
o
¥y —z==1,

W =ua 4 2

%1 ha suhito

Iy D Loxeinaves,
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RISOLLZION) DELLE QUSTION
3, 05, 0, SR, ST, B0, 472, 4T3, 415, AN

N . : - . - :
@3« Dato un triangolo. non vegolare, trovare i hiogo yeomeirico dei prnli
tali che 1ina delle perpendicolari condoite da cinscuno di essi ai lnte ugnnglt Ta somma

o ta differenza delle altive due.
A, Banpassarke

Risoluzione del generale H. Breeard di Bar-le-Duc.

Indicande con 2. w, 2 le distanze i un punto dai tro Iati del iriangelp, 1 equa-
zione del Inogo. in coordinate trilinenri & x =y =% 2. Ma l'ipolesi a =y + = di
s=a —y o poiché 2, ¥, = sono I'nnn all'nltra sostituibili, si vede chie 1l luogo
domandate & lo stesso nelle dwe ipotesi e si compone delle interbisetivici, cioé delle
rette che conginngono 1 piedi delle hisettriel (inlerne ed esternc).

Altre risoluzioni dei profl. V. Retali di Milano, A. Borio di Torino e 6. Cardoso-Laynes
di Livorno.

weriwe Si dimostri, senza vicorrere alla teovia delle differenze, che se la v

n n 0 (ﬂ:

LS W @ § & :En: H
(U)+(l) e+ (5) # kot () )
¢ soddisfatta ghrolungue sia Uinlers positive n, 21 avra

f & 4 ke
2y = |n (1ﬂi_i_+li g s kb= Ry

n_'

lazione

(s Noxxr

Risoluzione dei sigg. F. Celesiri e Z. Giambelli, siudent] neila R. Universila ¢ Pisa.

\erificatn In relazione pern =1, = 2, =3, ... . supponiamila yera per 4 =,
cssa sarh dimostrata in genevale, quande si provi che, fara wle ipotesi. si verdiea
ugnalments per n =m - 1.

51 rieava infanto

1
SR i i 8 i

e i ——

1 1
_ — [ ] 2 =
X =1 '_I(I_L'1+]'g

p———

onde
(1) = vy + [—1)°

che supporvemo anche valevole per = 1 inlerpretande 'orus. come .
Per hreviti neande i simboli sommaterii, la relaziont datz. per n =M -+ 1. pub
Lerivers
IS
Ay [m + ]) -

FATI S
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che per Ia (1) si trasforma
m—+1

<4 I
E:( 5 ,} [r‘x’-t A 1]1-] =
(1]
-1 + ] 1 m—1 + 1
— E' (HI - )]‘rr 1 + Z [— 1y "I ;}_ ) — Er (,” = ,} Flr—1,
i
m--1
| S 1Y B
essendo Er(—— 1) ( . )—_ (1 =1y =0,
1]
Si ha poi evidentemente

m-L
3 (m—]— I) 2, | m+1 } o
el m—t 1T

= o +]]E (mi ,] y,=1im—+1). E (}:j)i‘

0 i :
ma per ynello che si & detto a principio. si1 ha

o w1 L g

Er (}:l) Ty = m onile Z (-mj } Xy = f;m + 1.

] i :

c. d. 1.

woBe Valendosi del reanltote deflu guistione precedente 9i datervini il nil-
mero delle permutaziont degli elementi ay, 8y, 82, .. .., 8 s1elle guali nessun elemenito

ocenpi it posio rappresentiate dal propric indice. .
(. Noxx.

Risoluzione dei sigg. Z. Giambelli @ F. Celesiri, studenti nelia R. Universita di Pisa.

Tutte le permulazioni che si possono formare cogli » elementi a1, a2, . ...\ @y
sono [n . Fra gneste ve ne sono i gnelle in eni gli elementi oceupano il pesto
1'n'p]:}res_eut&’m dal proprio indice o totli indistintamente nieno une, {¥) o meno
due, ecc., fino o quelli in cnl nessun elemento oceupa 1l posto rappresentato dal
proprio indice, Consideriamo ora in generale le permutazioni in cui » elementl non
ocenpano il posto rappresentato dal proprio indice. B evidente prima di tutto che

il

qunesti » elernenti si possono scegliers in ( )muﬂj diverzi & inoitre da ciascuna di

r
queste combinazioni si possono avere un cerio numero di permutazioni tali che
nesgun elemento oceupi il posto rappresentato dal proprio indice. Se g1 imdica ora
con X, questo nmmero di permutazioni, si avrh che il numero che indica guanfe
permutazioni 8i possono fare ¢on n elementi, in modo che # (i essi non ocenpino
il posto rappresentaio dal proprio indice, sari

1"
e
%

(*) Veramants non si ha nessona permaotnzions in oni un solo slemento non oeenpn il posto
rapprasantato el proprio indice, noi per avere uniformithk nelle formola I'mnmeiteremo pure e, per

Fl
wnante & datto in sagnita, il numers di nuosio parmntazioni lo indicheramo con (1) £, penendo
wllors 2y =0.
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e ponendo successivamente p=0.1, 2,...., » avremo, per quanto fu detto in s

principio:
e () (1)t et (2

o quindi per la guestione precedente

A E—— | [l—iﬁ-l———i Ak i _I_.{_.]_jn-.‘
— | A a

che @ |ln formula richiesta,

I, Dyte in uno stesso pituo e punleggiele cimili, il (nogo el centro del
cerchio eireoscritlo al triangelo formato da tre punti omologhi, & una enbica ra-

zioneals.
V. Brrain

Risoluzione del prol. C. Merizzi di Ceva.

Siano 1w, ». w, la tre punteggiate ed Uy, V.. Ws i loro punti-origine. Sia 1 :m
il rapporto di similitudine tra la w e la ». ed 1:a fra 1a » e la w.
Saranno allora emolaghi tre punti T. V, W, guando sussistano le nguaglianze

LU _ VeV _ WeW .

—
e

1 (21 n ..'I .

%

essondp il parametio A, il comune valove dei tre rapporii.
Rispetto ad uns coppia di #ss1 ortogonali, di cui I'asse delle & coincida colla
retta w e V'origine sia in Up, indichiamo con o), ye & w, w le coordivate di V
e W e con & e 9" gli angoli che », », fanno coll’'asse delle z. Avremo allora -

U=z M
V= {(z, + Amcosd , yo -+ An sen 3
W= (xo"+ Fncos® , y" + Zit sean ).

Le coordinate x, », del centro del cerchio passante per U, V, W, soddisfano alle

eqUazionl

(1) g — AV 4= p— g — dmecos ) 4+ — ;if-|l — A sen H“'_]L" —
—(p—u —Ancos ) H{y — o — nasen 7Y

daile quali, colle debite riduziont, si ricavano altre due equazioni della forma;

(2) 221 —nt 4 2 la ) = f=ix, 4
(3) WE(l — 0ty + AMfsle, ) =111z, ")
escondo eimsenna delle £(z,y) una Tanzione lineare delle x, u.
Hliminando datle {2). (3) il parametro A, 81 oitiene la eqanzione del lnogo: & tal

uopo, sottraendn dai due membri delln (2), moldiplicati per (1 — n)* 1 due membri
della (3), moltiplicati per (1 —m®) s8I vicava A come rapporte di due funzioni linear

fa (., 1)
1 —m? [flo,p]? + Al fo oy =Fe (e, 0 [fo @ g
che & una equazione di terzo grado. Dnnque il luogo cercato & una enhica. .
Osserviamo poi che le (2), (3], punendo in evidenza &, y, 81 posSono serivere

di @, y cloe , il qnal valore sostitnite nelln (21, da

oy (A wopa (M) = 53 (7)), wxy (R) 4 p8a (M) =49 (A),"
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dowe g3 (X) & 7, /2) sone fapzioni quadratiche di 4 e le alire ¢ () funzioni lineari.
Si ricava

@Ry ps (M) — &2 (A) @ [A) _ % (A) ¢5 (&) — w3 (&) @4 [X) _
%1 (31 95 (A — @2 (%) ¢4 () Y g (2) 9a (M) — @a () §s (X)
Dunqgune la ¢ubiea trovata & tale che le coordinate di no sno punto gualangue
sono esprimibill mediante funzioni algebriche e razionali di uno stesso parametro 2,
variabile da — =« a - cr: essa ciod & unienwrzale, & qnindi razionale.

38‘7- Date in yun piano tre punieggiote uguali, trovare il luogoe Jdel centre
del rerchio cireoseritto al Lriangolo nvente per vertice 1 ire punti amologhi,
HETaLlL
Risoluzione de| prof. C. Merizzi di Ceva.
(neste quistione & un easo particolare dolla precedente ! quando si fa m—n—=1,
le tre punteggiate diventano uguali e le precedenti equazioni (2) ¢ (3), annmllan-
dosi i eoeflicienti di 2.2, divontano

Afy (@, y) =12 (@, y)
Afa L&, y) = fu [z, )
donde, eliminands 2. &i ricava
fale, ) fsle,y) — Aley) fule,y) =0
la quale equazivne, essendo cinscuna delle f 2, y) lineave, & di secondo grado.
Dunque 11 luogo cercato & una conica.

259. 1, ermica polare rispelio & una cubdica generale (mom civeolare) del
punto di Lemaine el triangolo formato dagli asintoti, ¢ un cerchio.

- RETALL
Risoluzione del prof. A. Barozzini di Treviso.
L'equazione lella cubica riferita al friangolo degli asinteti &
(1) AR + Bkzyz =0,
dove & = ¢ 4+ by~ ez =0 & Vequazione delia retta all'infinito, ed B =ma -+ ni

Tpr==0 Vequuzone dolln retts passante psi punti a distanza finita in cui gh
asmiobi taglignn Ja eubien.
L equazions della conien polare di P=(X,Y , %) rispetto alla (1) @

(2)  (mX +nY + pz)a® + 2(aX + Y -+ ZJAR + bh(Xyz + Yzor 4+ Zay) = (.

Tale eonica ha i madesimi punti all’'e della
Xyz + Yeu + Xagy =10,

€ qnesta passa poi punti ciclici, se %:%——: %, ciod se P & il punio di Lemoine
del tviangolo degli asintoti. La coniea polare allora & il circolo circoseritto al trign-

golo medesimo,

In modo annlogo si dimostra che la (2) & un’ fpeibole equilatera, se P sta sulla
retia X cos A + Y cos B -+ Z cos U= 0, coningata dell’oréocentro nel triangolo degli
asinfoti, '

E Ja (2) & una parabola, se I’ sta sulla conica

XY 4 BIYY - #3728 — 28eYZ — ZeaZX — 2aBXY = )

tangente ai Jat; del triangolo degli asintoti nei loro punti medi.

o - Ry -1 m + -
el AR T S ok y g
e T

Sy

255 16 SRR )

i
e R

4 AR 4 i

T L L " e g i -
.-'H-E' ?Mﬂrr—-l.‘-ﬁ.@-“—_h L] o

o ¥
[ Il.l.l'.:l.q!.l-.—.a
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&?2- Se un determninanie £ % ayy des ... 8un & tale che per ogne elemento sf
ablria

Ay — rln

JU. 8 R e

esso € uguale o

G. Carposo-Laryses.

Risoluzioni analoghe del sig, Sibiranl, studente nella R. Universild di Bologna e del
prol. Y. Reiali di Milano.

Essendo w,, = +* 81 ha

| 1 | . 1 1 e
9 2¢ 93 oo 1 2 92 S
D=8 38* 3% ..8 | =&l 1 3 8% .. 8
I ) .ﬂE .”E_ oL 'H" 1 l 1 ”'_'. . Hu_l

Lnltime determinante ¢ un determinante d: Vandermonde e percio ¢ eguoale a

L”—_[n—J_j)(n—[-H—-E]-.....[ﬂ—l]_)

(2 —1)
Ne segue .
D=a!. (u—=1)... 31, 1!

Altra risoluzione del sig. G. Marlelta, sludente della R. Universit2 di Calania.

273 Se da un punto P, (n — 2)-plo sopre una curva C* @ordine n, 8i con-
fuce une refta mobile che seghi wlteriormente ln cwrva nei punti Py e Po, i1 lyogo
dei punio medio del segmento (reule o ddeale) PyPs &, in generale, una curva C®
dordine n, i cied P 2 un punto (n— 1)-plo.

Dare la diniostrazione analitica ¢ sintetica. Esaninare © casi particolari e ge-
neralizzare Ta questione. _

Ix. Usrvoso-Lavyes,

Risoluzione del prof. V Retgli di Milano.

Se. nel piano ¢ U*, Facciamo corrisponders a un punte A il sno coningato ar-
monico rispetto nlle dne interseziomi di C“, nom cadents 1o P, con Ja retta |[PA,
gbbiame la 2rasformazione arguesiana generalizzatu. Cerchiamo la trasformala di
una refta: ogni raggio del fascio I & diviso armonicamente da C" e dalla prima
polare di P (rispetto a (2); c¢ib & evidente geometricamente e si dimostra anali-
ticamente cusi: Se ' =0 & la eqyazione di C=, dette (x1, ¥ , z1) le coordinate omo-
gonee di P e (a2, y2, 22) quelle di un punto variabile Q delia prima polare di P, le
coordinate d'un punlo generice della velta |PQ| sono 2y 4 Azs, 11 + Aye, 21 + Aza
¢ il paramefro L & determinato dalla equazione

) ' : ;I‘::-f: is | lu—l c g

b bl Rl i?r-—fﬂ,l!'ﬂ i {-n—l,‘llfl v A= b
ma Uy, ALy, ..., 423U, sono nulli perche P (2 i121) & punto (n — 2) -plo e il coel-
ficiente di A»-! & pure nullo perche @ 2 sulla prima polare di P, la eqaazione in A
si riduce dunque &

An=2T0, 4 (n— ! A2, Ua =0

ele, avendo dne radici eguali e (i segno contrario, dimostra il teorema. Cii posto,
per avere la trasformata di nna retta » basta osservare che » sega la prima po-
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lare in (n — 1) punti e percid P sulla frasformata & (n — 1) -plo; siccome pol ogni
raggio del fascio P sega » in un sel punto, la trasformala ba su gunel raggio un
sol punto diverso da P: essa & dungune dordine » ed ha nn punto (v — 1)-plo in P,
Se prendiamo per » la yetta all' infinito, abbiamo 11 teorema del sig. Cardoso;
agsumendo per U® una cubica generale e per P un papto di essa, abbiamo la fra-
sformazione Arguesianae del sig. Saltel ecc. ece.

Risoluzione del prol. A. Barozzini di Treviso.

1. L'equazione cartesiana d'una ecurva dordine »n sia
{C2) fo-+ o+ +fi+fo=10

dove f, rappresenta il complesso dei termini di grade » nelle eoordinate: in par-
ficolare sia

frm o+ @@ty .+ ez + o,
fa1=loa®! + ]2t 2y 4 .. + baezyd? + by !

Per daterminare le coordinale delle intersezioni Py , Py, ... Pu-: . P, della enrva
Co colla retia

R)  y=kz+ 8,

elimine % fra le equazioni delle due linee, ed ho per le ascisse

(1] i&:“+[$l‘ji+B]:r"“ +...=1
dove
A=t taA4. . Fa, 1 A"V Faph® , B=tw + A 4. .. b—sd®2-f b, 201,

H ecentro delle medie distanze dei punti Py, Pe. ... P, . Py ha le courdinate
date dalle equazioni

(2) jﬂﬁ?‘-]—f! +~B=1

ot

oA
l y=23Ax +B.

2. 8z ova suppongo che la vetta R deseriva wy fascio il cui centre sia P, on-
gine delle coorlinate, si ha per ogni posizione della retia. g =0 & le {2) si ridu-

conn alle
nAz +B=0 , y=ix

Eliminando A fra queste due eqguazioni, ho

(C™ afatfoa=0

luogo del centro delle medie distanze dei punti Py....P,, quande la B passi per

un punto fisso a distanza finita.

La curva O* ha un punte (n— 1) -plo in P'; le n — 1 tangenti corrispondenti
sono refte che tagliano O™ in punti il eni il bavicentro & P.

Le due cnrve C, O hanno i medesimi punti all'x, gli asintoti formane due
maltilateri omotetici col centro di omotetin I o il rapporte a.

lnoltre l'equazione della € # indipendente dai termini di C¥ di grado inferiore
afl »— 1, quindi il lnoge C™ & identico per tutte le curve d'ordine » che hanno
gli stessl asintohi della data.

3. L'eqnazione del Inogo C" rimane la medesima se » punti della cnrva data
coinerdono 1 I, purche a P si attribuisea il pese » nel caleplare il baricentro dei
panti Vy, ... P

Ma se, coincidendo » panti della (" in P, s1 cerca il lungo del centro delle medie

b
i1
i
1]
|'| .

PP T

]

-

-l P

E 3 &
| fpesis

—
s

gy

T e T
: r
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distanze dei rimanenti n — 7 punti della curva data posti sn R (passamie per P),
st ha
(n—7) fatfuar =0
Se poi in questa si pone r— » — 3, st ha pel luogo richiesto dalla questione 473,
I'equazione |

2o+ for =0,

4. Considere ora il caso in eni la retta B si mantenga parallela ad nna dire-
ziope data: sarh allora A costanie e § variabhile. Eliminande § Fa le (2) ho pel
centre delle medie distanze 1 luogo

(4) Aja+ Ay +B=0

dove
A=nep +(a—VDmk+......+ 2ap_e A% 4 ay—y Aot
Ay=tg +20 A+ .c..0iaiins +(n—1)ap_1 A2-2 4+ nas A"

Cnindi an fascio di retie parallele taglia una curva algebrica razionale in gruppl
di punti, il eni bariceniro descrive uns retta (diametro), L'inviinppo dei diametri
& una curva della {n 1} 1)7 classe.

Infatéi il primo membro della (4) & di grado {n— 1)° nella mdai:mmatﬂ A.

5. Ulteriori generalizzazioni della questione 473 si possono ottenere sostituendo
alla intersezione della enrva C* eon una retia, quelle della siessa curva con una
conica, Si hanno ad esempio i doe teoremi seguenty, il secondo dei guali & un co-
rollario del primo:

. Se coniche simili tagliano uua curva d'ordine », il baricentro di mmo dei
groppi di 2a punii delarminati e il centro della conica corrispondente sono ele-
menti corrispondenti duna affinstad.

11. Coniche ometetiche iagliano una curvé d'ordine », in grupp! di punti igo-
baricentrici.

A'dD e E dato Portocentro del triangalo ABC ed i1 punio @i mezzo del lato BC.
T rertici B e C s muoeone au di waa reita fisse,
1Y, Si cerchi Vinvituppo dei lati AB ¢ AU.
20 T piedi delle altezze nbbassale da B e U sone su di wnn strofoide obligua.
3% L »etta che wunisee questi due piedi passa per un punto fisso.
49 8i cerchi i luogo dei punti d’intersezione col cireolo ABC del diamelyo
the passa pel punte medio di BC. (7]

5%, Si cerchi i luogo del punto di Lemoine del iriangolo.

»
A. Droz-Farwy,

Risoluzione del prof. V. Refali.

| vertici B e C segnano sulla retta fissa s npa involuzione, i cui punii doppi
sono il punto di mezzo M o il punto all’infinito: il fascio H(C..) & proiettive
alln punteggiata (B) e le punteggiate seguale dai raggi [HC, e |[BA[ sulla retia
all’ infinito sono pure proiettive {in involuzione, coi punti ciclici per punti doppi):
I"inviluppo dei lati AB e AC & dunque una parabola P? tangente ad s.

Se H & l'ortocentro, 1 cerchi ABC passano pel pnnlo K simmetrico di H ri-
apetto ad § e, avendo i centri sulla mediatrice di BC, formano un fascio i ecai
punti base al finito sono K e il pnute F simmetrice di H rispetto ad M. Ne segue,

{(*) Poichi i vireoli ABC formano un fascio, quesio enunciato 4» deve assere modificalo.
(V. R.)

L I e T




126 PERIODICO DI MATEMATICA.

pel teorema di Lombert, che T & il fuoeo di P?; |[AK , isogonale di AR, rispeito
all'angolo BAC, ¢ un diamelro; [BC| & la tangente al vertice ed H & solla di-
ratirice,

2", Il Imogo dei piedi f e 1 delle altezze calate da B ¢ C. & 1a pedale della
parabola P? rispeifo al ponde H della divettrice: dungue. per un teorema ben noto,
¢ opa strofoide obligna (focale & noeud del Qnetelet) avenie in H il punto doppio,
passante per M e per la projezione P di H sv |[BC. L'assintoto reale & la rotta
simmetrica di & rispetto n.d H; le fangenti nel punto doppio sono le tangenti a P?
nuscenti da H ecc.

o', I raggi [HP|, [Hy| nscenti dal punto doppio H. senu in inveluzione: i
dune punti § e v segnano dangue sulla enbica una inrolizione centrale e percio la
vetia |fv| passa per un punie fisso p della cabics, cioé pel tangenziale di M che
& pure il punto al finito della eubica sopra 1'assintoto reale. (Juesio punta p si
costrimisce subito osservando che giace sulla perpendicolare ealata dn P sulla retta
che unisee H col vertice V di P2

49, E}E A & Ia ulteriore intersezione di [AM col cerchio ABC, abbiamo
MAF = FA'A — 90° o il Inoga di A" e il cerchio descritto sopra MF come din-
metro.

5% 1I punto di Lemoine del triangolo ABC & comnne alla retta che unisce M
col punto medio & dell'altezza AP, & a quella che unisce A col polo z di BO| 1i-
spelio al cerchio ABC. Presi per assi coordinati la retta dei centri OM e la |TK|,
che unisce i punti-base del fascio di cerchi, ponendo FK = 2. DK —2 . MP — 2m,
PH = #, KA =22, Pequazione del eerchio ABC &

T2+t — O —m® = 0;

le goordinate di ®, punto medio dell’altezza AP, sone fu, A}, e gneile del polo =

9
di [BCY, rispetio al eerehio, (D. i

n— A

): le rette |[Ae, M hanno dungue respatti-

vamente per equazione
(% -4 ZA2 — 2nh) & + 3 (n— Ay = m?
(N — A} xr —+ my = lin
fra le guali elimivando X si trova
m (@ — i) + (n— y) [my — Znze -+ B fa— )] = 0.

trasportando ora gh ass3 parallelamente in M abbiamo per equazione del Inogo
cercalo
et — 2nxy + my® + m (ny — mz) = 0;

una conica circoscritta al parsllelogrammo MHPO, tangente in M alla conlugata
isogonale di |[MB| rispetto all'angolo PMO. Secondoché m z n il luego & ellisse

o iperbole; per m = n si spezza in due reite parallele ece. 11 diametro MP biseca
I'nngolo degli rssi e le lunghezze di questi sono

2a = Ym : (1 — n), 2= m '1“111 2l ).

BE8. Date 20 variabili indipendents

- I'|il| I‘E-----I:.in.
i ostrare:

1% Che il numere dei raleri algebricamente diversi che pud assumere lu
funzione

P (%3, Ne, .., , X)) = (X; -+ Xe) (X Xy) . ... (Mg =+ Xin )y

t . B e d e e
1ua e T A - - ity T
AL, e dﬂ-_ ._-}..i}.:': fag = e H*-.:-':-Ln W .
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per tutte le possibili sostituzioni sulle x, ¢ dato da
dap=1.8:9 ... [Zn—1).

20 Che, indicando son 291Xy, Xs, ... . Xen) In somma dei predetti valori ¢
con S (Xiy , Xig, o oo« Xig_g) 7 (X Kig,) ¥ prodotio della somma dei Aay—2 va-
fori della funzione

P X5 5 g 55w ST | TR B < R (Xigu-a =+ Xhgn_z)

per o funzione
:F I.-cz'iﬂl:l—l ' j;,ii“ '] = {Ii'-_!”__j -I_ Ei:-".II "II

i I
7 (x1Xa.. .. Xop) = @ (X3 %) S (Xs Xy . ... Xoa) + ¢ (21 X3) TP (Xe Xy . ... Zaa) +
+ Al A e + q?[:?ﬂ.l E:ln]Etp (Igia.-. -Ih-l]-
U, Scagprs.

Risoluzione del prof. G. Cardoso-Laynes di Livorno.

Indicando con @ (s s . ... 2s) uno qualungue dei valori che assume la fun-
zione = (@y@y .... &20), per la natura stessa di quesia funzione, ¢ chiaro che
o (@) 202 . . . . 2een) deve ammettere un fatiove @ (2,2, ), ggsendo Ay on uNmero qua-
lungue deferminato da noi scelio fra i numeri & che soddisfano la relazione mista

(1} 1 < kb < 2n

ed 4, un unmero /ndelerminato che pud varinre entro gli stessi limiki di & ed @
inoltre diverse da k. (Pereid i, pud assamere 2n — 1 valeri diversi).
Posto ¢id, indicando con @y il quoziente di go (zi24 . .. @) POr @ (2, T14), si ha:

12) Go (€1, 22«00 - F2a) = @ (xy, 2} - Pi -
8i pub osservare ora che p; ammetterd cevto un fatlore @ (i, @i ), gssendp Au un
numero quslungne deferminato da noi scelbo, purche soddisf lu (1) e sia inolire
diverso da %y e dal valore particolare i'; di 7 che si sceglie, e & un numero in-
determinaio che varia entro gli stessi limiti di & ed & inolive diverso da ki, £1, 5%,
(Percid i valori differenti che pud assumere 7 sono 2o — 3),

Indicando con %: il quoziente di 9, per 9 [z, @), 51 ha

20 (@12 . oo Ta) =3 Loy, 2y) P, ) P
Cos) geguitando, con ragionamentl analoghi, 8 perviene a sconiporre (ot 2 o0 o0 Tk
nei snor # fattor
FlEng s P (B, @)y {0k Tighe oo v P TN s T 0 7 © 7O T

il primo dei yuali, come si & visio, puiy assumere €n — 1 valori diversi ed il se-
condo ne pud assumere 2n — 3; analogamente si perviene a stabilire che il 3% pud

assumere 3z — 5 valori flivars'b Q00; v a v e I'(n— 1)* pno assnmere solianto Gre di-
versi valori e I'n" & determinato.

Segue da cib che i valori differenti che pud avere 3, sono 1 3.5.... (20 —9).
A2 — 3). (20 — 1)== A4,. c. . d.

Per ¢io che si & premesso, anche la seconda parte della questione resulia evi-
dente: infatti, facendo nella (2) &y = | e attribuendo ad 7y succossivomente 1 Va-
lori di i che soddisfano alla velazione

[<Zi<Z2n
¢ sommando quindi i valori ottenuati, si ha:
I=%n
=0 lyae sa. i) = b) [;I.r, , @) Vo By faren Wiy ae o ap—1 0 A1 J':.:nj'J

e, (. d.
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QUISTIONI PROPOSTE

L

478. L'inviluppo di un cerchio tangente a una retis fisea del suo ;‘
piano e il di cui centro percorre una conica fissa ¢ una carva del i
sest'ordine, eircolare, della quarta classe, con tre tangent: doppie. "-
sel cuspidi e zero flessi. Costruire le tre bitangenti coi rispettivi punti e
di contatto; le sei cuspidi (di prima speeie) con le corrispondenti tan- 1
genti cuspidali; le intersezioni della sestica con una retta; le tangenti %
che le arrivano da un punto del suo p1ano. i
480. Trovare I'inviluppo delle parabole che hanno il fuoce SOPTA !
una curva data e per diretfrice una retta data. Studiare il caso in
cui la curva data & una conica. §
48l. Determinare la pedale della sviluppata di una conica cen- §
trale, rispetto a un punto qualunque del sno piano come polo. 3
482. Pedale della sviluppata della parabola rispetto a un punto ;:'__f
qualunque del suo piano come polo. i
V. RETALL }

483. Se le linee % = cost.c sono geodetiche di una superficie il cui
elemento lineare & 1’IE9‘£’H=+2F{J‘HdH+ Gdv®, si ha: i{{
oy

Aot L (@02 09,0 . —  1(_ 0 aa&) Q0 T
7+ A (Gtﬁir ‘Fﬁ)gﬁ]”g}ﬁw_{_ﬁ(]ﬂ G_EJ—FEE 5;1:}31 W= E
ﬂj"‘%"E A=HKE—F e A,. A sone rispettivamente 1 parametri differen- _'ﬁ
Ziall primo e secondo,
Supponends che I ? sleno geodeticamente parallele. si deduce

As o =0, 1
G. CARDOSO-LAYNES. 3

484. Sopra i lati del quadrilatero piano ABCD si prendano ordi-  "
natamente 1 punti A’ B, C'.D tali che ;I
AA' BB CC _ DD
A;B—Brc——UrD“D*ﬁ_pr _‘l.

e s1a P i) ]Jl_mtn d"incontro delle A'C’. BD' - &
L Al variare de) parametro p, il punto P corrispondente descrive k
I generale una eubicy avente un punto doppio. {
AL Tre pmii di tale cubica stanno sopra una retta se il prodotto i
dei loro parametri & l'unita negativa, sei punti su una coniea, se il 5
prodotto dei lorg parametrl e l'unity positiva, 5§

IT1. Gn{ne deve essere il guadrilatero ABCD affinché la cubiea sia
una strofoide rettq ?

4 . ——
o= 5,00
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Dimostrare che, in tale caso, la parte del piano hmitato dalla parte
finita di curva i cul estremi eoincidono nel nodo pin quella compresa
fra | curva rimanente e 'assintoto. sono equivalenti al guadrato del
segmento congiungente i punti medi delle diagomali di ABCD.

A. Bagrozzini.

-

QUISTIONI PROPOSTE NEL PERIODIGO

rimaste senza risoluzione

(Contimneezione v. fnse. prec.)

Amno IX. pag. 160,

229, La somma dei gquozienti incompleti di tutte le fraziom con-
tinue c¢he si ottengono sviluppando (20-'—1) frazioni irriducibili della
serie di Brocot d’indice p (comprese fra 0 e 1) & ngoale a (p —1)2*".

G. Musso.

Anpo X, pag. 183

232. Una punteggiata («) ed un fascio di raggi (U’). proiettivi,
non sono in uno stesso piano: si vuole, con un piano o, segare (L)
per modo che la sezione (1) abbia con (x) un assc di proietiivita in-
clinato ad u sotto un angolo assegnato . Costruire o e discutere il
problema. A. DeiL Re.

Anno X, pag. 4.
257. 11 processo di eliminazione delle quantita A, " fra le equazioni:
¢ — ab=10 o —Xbl=0
ahr. + 3k +gh +o=10
Ove it = Uty fia, h=Ixi~=le, t =3¢ + (e, 0= by’ s ed a, i,
bi, 1 (i=1,2), 2, B. v,3 sono costanti date, vale il processo di com-
posizione successiva di tre proiettivita. Dedurne, senza ulteriort cal-
coli, che il determinante della eqguazione bilineare

aqe’ - 2ab’ -+ yo'h 4 8bb' =0
e dato dal prodotio
uf

¥ D

ETJ1 ff’ﬂ

by by

(fy (f2

bl Eag

A. DL R

Anne XI, pag. 156.

290, Un triangolo si deforma conservando un angolo fisso in gran-
dezza e posizione e costante la sua potenza (semisomma dei quadrati
dei lati). Trovare 1"inviluppo del lato mobile.

Jrawn. J. Durawx Lorica.

Anno X, pag. 4],

303. Risolvere 1l sistema

o (14 &)= (y+2)
b {1+ 3{-) = (2=
r{l4-2)=(z1¥)"
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Anno X, pag. 73.

310. E noto che il problema analogo a quello di Malfatti nello
spazio & pi che deferminato, e pero generalmente impossibile, Tro-
vare le (due) relazioni che devono passare fra i sei spigoli di un te-
traedro, affinche esistano quattro sfere ognuna delle quali tocchi le
allre tre e fre delle facce del tetraedro.

(. Loria.

Anno XI, pag. 73.

314. Mostrare che I'equazione cubica in 0
o—@+) w2 qa—2y |
o —2y’ = ef) Byt =0
Y% 23 3y —24 oo 3"

quando st ponga

o= Pyt L ot—a gy
W’ c08 = ga’ 4 55 -1 vy,

81 riduce all’altra

p"— 20°%% - (0* 4 40} p — 40w sen® § =0
ed ha una sola radice reale inferiore ad w®sen?8.

A. DeL Re.
(Continua)

BIBLIOGRAFIA

BERNESTO PaAscarn, — Repertorio i Matematiohe Superiord. (Papre T -
(Geometrria), — Milano, Hoepl1, 1900.

Quando nel 1898 venne glla luce ] primo volume di quest'opera, dedicato al-
VAnalisi, totti i cnltori dells Matematica ne riconobbery l'immensa utilith ; ne solo
i Italia, ma altres) all'estero, come dimostra anche il fakto che sono ora in corso
di stampa due traduzioni, I'una tedesca a Lipsia, V'altra polacea & Varsavia. Lra
percio universalmente desiderato che presto uscisse il secondo volume relativo alla
reometria.

Con gli stessi intendimenii coj quali & stata compilata la prima parte, é ora
stata condotta a termine 1a secondn. Cost nell'una come mnell'altra son traceiate
del[le Eil:[g{tlﬂ teorie le linee generali; sono cioé enunciate le definizioni ed | teo.
reml prineipali (genzg dimastrazione), riportate le formule piit comuni ed interea-
lati anche assai copiosi dati bibliogratici.

Nessuno studiose pud esimersi dell’avere nella propria hiblioteca, per quanto
-modesta essa gia, questo pregevolissimo manuale, a eui dovra ricorrere, non dive
per surdffn:e una swneciale teoria, mg per siabilire i piano delle sue ricerche in
qum-.rin_nﬂ m quel ramog speciale della matematica od anche per richiamare alln
mentoria e coordinare gli studj gia fatti,

2% volume, di eui pitt specialmente ora dohhiame ocenparel, é riuscito pin del
prime rieco di argomenti: essq comsta i cjyrea 1000 pagine ed ¢ diviso in ventidue
capitoli, al contenuto dei quali accenniamo hrevemente:
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Nel 1% che ha per titolo Geometria delle forme continue fondamentali fon-
dendo, per cost dire, I'ordinaria Geomelria proiettiva con 'Analitica, sono studiate
successivamente le forme di 1%, 2° e 3* specie (per quella di 4* specie v, il
cap. XIV).

Nel cap. 11 sono inveece studiate le forme discontinue, il 111 contiene la teoria
invariantiva delle forme algebriche.

I cap. IV e V contengono rispettivamente 'esposizione delle principali pro-
prieta projettive e metriche delle coniche e delle guadriche; il VI riguarda la teoria
generale delle curve piane algebriche; nei due capitoli seguenti poi sono studiate
in particolare le cubiche e lo guartiche piane.

I eup. IX-XTII son dedicali rispettivamente alla teoria delle swperficie ¢ curce
gobhe algebriche, alle curve storte dei vari ordini, alle superficie degli ordini 3° ¢
4% ed 4 quelle di ordine superiove.

Nel XIV & esposta la Geometria della vetta nello spazio e la Geometria dellu
sfera. 11 XV & dedicato alla Geomelria numeratica. '

Nel capitolo XVI, in cui & tratbata la Geonielria infinitesimale delle curve »
delle superficie, & mirabilmente condensata in cirea 100 pagine I'ordinaria Geome-
trin differenziale ed infegraie.

II XVII riguarda le principali trasformazioni metricamente specializzate e leo
piit notevoli ewrve particolari, algebriche o trascendenti, piane o gobbe; il XVIII
contiene vari argomenti speciali; i due seguenti son dedicati agli iperspazi (stu-
diati projettivamente nell'uno e col metodo infinitesimale nell’altro).

Finalmente il XVI & dedicato alla Geomeiria assolada e 'ultimo alla Geomelria
el Iriengnio,

L'A. nota nella prefazione che quest'ultimo capitolo & fuori di posto e dice
che ¢id & avvenute perché egli si decise a compilarlo quands gia era svviata la pub-
blicazione del libro; del resto ci sembra che quel capitolo, in qualunque parte del-
Vepera si trovi, sia sempre fuort di posto 1n un repertorio di Matematiche superiori.
Altrettanto dicasi delle nozioni di lrigonometria poste slla fine del II capitolo.

Coneludendo, certi d'interpetrare i sentimenti di molti, ringraziamo il chiaris-
gimo prof. Pascal per 'opera utilissima che ei ha data. mentre ammiriamo il sue
ingegno ¢ la vasta sua cultura che gli hanno permesso di trattare con egusl com-
petenza le parki pinn disparate della scienza matematica.

Una parala di lode infine merita ancora il solerte editore Comm, U, Hoepli per
I'miziativa della pubblicazione e per 'accurata ed elegante veste che ha sapusto
darle.

&, O.-L

E. Cercierant, — XX Leziont di Aritmetica, — Fivenze, Ramella, 1899

Ih questo libro & uscito il 1° faseicolo (Lez. I-X) elie tratta dei numeri interi.
Come riconosee I'A. stesso nella prefazdbbne, queste lezioni non si discostano molto
dagli altri trattati di aritmetica: @ una compilazione falta assai diligentemente sulla
guida di altri trattati ben nofi come quelli del! Gazzaniga, del Martini-Zueea-
gni ece. L'A. pero, a dive il veru, cita scrupolosamente le fonti a cni ha atiinto.

Came gia fece il mio egregio amico prof. Martini nelle sue pregavoli Lezioni
@i Aritmetica teorica, I'A. divide ie operaziouir fondamentali in dirette ed inverse o
le une e le altre in operazioni di 1% 2* ¢ 3" specie; questa distinzione & elegante
ed offre anche assar utilita pratica quando si riavvicinino, tratcandole contempo-
raneamente, le operazioni dirette o inverse di 1" & 2° specie, mostrandone le noteveli
analogie, eome gia feee per il primo il Martini e come recentemente ha fatio il
prof. Conta nel sno pregevole trattato, ma I'A. invece rende sterile queste distin-
zione percheé cid non ha fatto.

Per la teoria della divisibilita dei nameri & posto a fondamenio il teorema
generale di Paseal e da quesle sono dedotti, oltre a quelli che sitrovana in totH
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i trattati, molti altri particolari eriteri di divisibilitia, 1a stessa teoris « poi svolta
in paragrafo a parte, anche coi metodi pit comunemente usati.

Mi piace notare, gia che mi si presenta l'occasione, la tendenza che si & ac-
centuate, specie in questi wltimi ftempi, a riconoscere piit raziomale il metodo
di Pascal per la teoria della divisibiliti dei numeri, come quello che riavvicina
tatti i criteri particolari deducendoli da un primeipic unico. (8i veda a questo
proposito le varie note pubblicate in questo Periodice € nel Supplemesio.)

Nelle altre parti del libro del Cercignani non mi sembra che vi sia nulla da
notare particolarmente, per le ragioni gia dette; ripeto solo che, in pemerale, I'A
nell'esporre queste sue lezioni, ha saputo congiungere assai bene la chiarezza al
rigove scientifico; cio & sufficlente per un lavero che, come dice modessamente 1'A.
nella prefazione, & stato scritto per solo uso dei suoi scolari del Collegis Nazionale
Jdi Firenze,

Un pregio del libro del Cercignani & anche la notevele quantita d note sto-
viche c¢he trovansi disseminate nel corse dell’'opera ed aleune note assai intereseanti
e hen redalte che son poste come appendicl, fra le quali cito la 3% +he contiene
un cenno sui vari sistemi di namerazione, la 5* che si accupa det metodi abbre-
viati per eseguire la molliplicazione e la 8* che contiene unn breve hiografia di
Biagic Paseal.

G. C.-L.

PER UNA POLEMICA

L'opuscelo del Comm. A. M. Bustelli [ fenomeni naiurnii ¢ le rappresentazioni
matenratiche, e la critica che di esso fece il Prof. . B. Marangoni hanne dato
origine ad una lunga e noiosa polemiva di ana vielenza, crediamo, senza precedenti
nel campo sereno della scienza matematica.

Il Periadico, che pubbhicd un articola del Prof. De Amicis favorevele al citato
apuseolo, perelié seriito in forma cortese ¢ corretfa, e non avrebbe avure difficolta
4 pubhlicayne upo contravio, se le avesse ricevuto, purehe gevitto con egunle bems-
peranza e modernzione, & stato e intende rimamere estraneo alla pelemica, ma
sembrandogli che la violenza delle varie pubblicazioni specialmenie dell’ultimo
articolo del Buslelli, al quale I'alta posizione avrehbe dovuto consigliare una mag-
glor moderazione di linguaggio, non sia un fenomeno naturale, segue I'esempio del
giornale La scuolo edncatrice, € si rivolge ai due campi contendenti invecando pace,
pice, pacel!t

{1 citato giornnle aggiunge: * Blla (La scuola educairice) deplora sinceramente
che fra persone henemerite della scienza e deli' insegnamento vi possano acca-
deve simili sereril; tapto pit che, leggendo tra le vighe negli serithi del Marangoni
e del Bustelli, lv 0 parso di capire che quei due si slimano ancora tanto gquanio
hasterebhe lore per intendersi colla minima delle spese; quella di un francohoilo.
Bi serivano dumjue, e lascino andar la stampa, che oltre al costar molto, non
riesee, in certi cusi, che ad arruffare sempre pii la matassa ,.

I\ Periodico wl associa di gran enore o questa csortazione alla calma o alla
concordia, e si nugura che 1 due professori, ambedue benemeriti dell’istruzione,
luvece di seiupare le forze del loro ingegno nelle scagliarsi 'un 1'altro parole
amare o spiacevoll, le consaerino piti utilmente al progresso delln scienza.

o Jtnl:mtu pern tilla breve proteste inviataci dal Prof. Mavangoni in segnito al-
Pultinio articolo del Bastelli ¢ pubilicata ueila Sewola secondurio, num. =, L0 1Y,
straleiamo hen volentieri lo seguenti parole di chinsa che contenganoe la conferma
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di uns dichiarazione dei Proff. Veronese ¢ Gazzaniga comparsa nel num. 7, anno IV,
dellu Seuola secondaria. © Se dopo eid serivo queste poche vighe non e oia per
“ vispondere al Busteili, ma per protestare che, con me, siano state offese persone
« ohe fo stimo fortemente per il loro valore e che assolutamente uon hanno avuto
* pessuna parte e nessuna influenza sui miel giudizi intorno al primo discorso del
¢ Bustelli, e dei quali tutta la responsabilita spetta a me solu ,.

[ con questo il Periadico dichiara che non parlera mai piu della iucresciosa

quistionn

& —Afp—=

*DA GITORNALI E RIVISTE

Nouvelles Annales de math. T, XVill,. 1899, (Paris, Lautltier-Villars).

Fase. 1V (apriler. @. Tarry. Le linee aritmetiche. — &. Ly, Curiosita ma-
tematica. — Godrefoy, Suvva dim, della regola di convergenza di Gauss. — Lecornu,
Sul moto d'un punto sollecitato da una forza centrale costante. — G. Condide, Sopra
un teorema noto. (¥) — Tikhomandritzky, Sul secondo teorema della media (L'A.
dimostra che. nal easo in eui il fattore della funzione da inlegrarsi, il quale varia
nelle steseo senso fra i limits dell' integrazione, ammeite una derivata, 1l secondo
tsorema della media @ un semplice corollario del primv).. — Certificati di stuad]
superiori delle Fac. delle scienze (Lyon, Marseille, Nancy, Toulouse). — Soluzioni
di guistioni proposte: 1732 (Awdibert); 1734 o 1735 (Didimbert). — Bibliografia
(Caleul de généralisation, par G. Oltramare). — Quistioni 1819-1821.

Fasc. V (maggio). E. Bricard, Secondo concorao dei * Nouvelles Annales ,.
Memoria premiata (pel § I & dim. che se punti d'una conica possono essere in
involuzione in 1. 2, 3, 4 o 6 modi differenti, e sono definite geometricamente le
posizioni corrispondenti dei 6 punti; nei cinque successivi §§ seno dim., senza
appoggiarsi sulla teorin delle funmont o degli intograli iperellittici, né sulle proprieta
delia snp, di Kommer, aleune proprieta del tetraedroide relative a'suoi sedict punt
doppi). — Fittorio Nvbile, Nota di Geometria cinematica. {Studio del wmoto di un
solida di rivoluzione che ba un punto fisso sull’asse ¢ rotola senza striscidre sopra
ung vettu lissa; Notiamo il teoremma © Se ana quadrica di rivoluziane mohile attorno
al sua centro fisso, rotola seuza strisciare sopra una retta fissa, l'agse di rivolu-
zione genera un como quadrice ). — Corrispondenza. (Issafy, Sulla quistione 1%2%;
A. de Saint-Germain, Sulla quistione 1727). — Quistioni 525, 528, 546, 549, (**)
1322-1823. &

Fase. VI (giogno). Secondo concorse delle © Nouvelles Annales , pel 1889, —
7. Caspary, Applicazioni dei metodi di Grassmann; vettori nel piano; defmizioni,
proprieti. — Genese, Sopra alcun integrali (I'A. calcola con processi diretfi sem-
pliissimi quattro integrali che Hermite nel Cours d’ Analyse, 1873, pag. 260, aveva
segnalato come non ottenibili direttamente). — Stuyvaert, Punto notevole nel piang

(™) 11 Leorema attriboilo dnll'A.: al slg. Goffard (Nouyv. Amn., 183%, p. 347) [ 1e ralte ii Simson
relalive a dus punti dimmetralmento opposti del cerchio citeosecritbo a uu ty. dato sono vettangelnri |
clie 2 poi Is propriets iniziale delie tangonti alla iposieleide di Staimer, are conoseitts molto prima
Jel 1854, B anche jmmediata Ian dim. def teorems pit generale = lo retle di Simson ralative a due purhi
qualungue dsl esrebio civcogeritio o an tr. dato, fermano un angolo eguale o quello glla circonferenza
elie insiete sull'treo termindto ni due puobl .. (V, It}

(*%) La quistione 549, oranuowamente proposta perelie evaduts fusaluta, Ta visolota magistralmunio
dal Prof. Cremona. (Nouv, Aun., 1858, p. 21) o non & il caso Gi Lornarel sopra. (V. It}
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d'nna cubica, (Stadic dei punti del piamo d’una cnbica le cui coniche polar sono
cevchi). (%) — Dupereq, Solnz. della quistions di mat. speciali (Aggregazione delle
S¢. Mal.; Councorso del 1898). — H. Vogf, Bihliografia (Traité de (iéom. par C.
Guichard). ‘

Fasc VII {(luglio). £ Lacour, Sull’equazione d'Enlero. (Valendosi di conside-
razioni geometriche, I'A. ritrova elegaptemente | integrale generale della equazione
differenziale dr:V ¢ (2) = day : V2 (1), nella forma data da Stieltjes e lo esprime
mediaute invariaoti e covarianti del polinomio di guarto grade 9 (@) ). — 4. Flesha!,
Limiti delle radici d'una equazione non avente che radici rveali. (L'A. risolve la
quistione indicata valendosi della teoria dei massimi e minimi. — L. Ripert, Sul-
l'omografia e la dualita applicata alle proprieta metriche dello spazio. — Conceorgo
zenerale. — Amm. alla Se. Politecnica. — Amm. alla 8. Normale Sup. — Solnzioni
di quistioni: 1739 (Duporeq e Boulanger); 1740 (Bonlangrr); 1741 {Barlanger);
VTA8 (Gilhert); 1766 (Dalimbert), — Quistioni 1324-1825.

Fasc. VIII {agosto). L. Aatonne, Sul rapporto anarmouice (L'A. riprende la
teoria del rapporto anarmonice ponendo in evidenza i legnmi di essa com qnella
dei groppl di sostituzioni fra gquattro letiere). — Combebiar, Nozioni elementari sul
groppl di trasformazioni {esposizione elementare di alcune nozioni principali con-
cernent) la teoria del gruppi di trasformazioni finiti e continui, secondo 1 lavori
di Lie e dei suoi continuatori). — (). Bickien, Nota sopra una superficie studiata
da Painvin. (I'4. dim. il teorema: ¢ Hawvvi un’infinita di ellissnidi aventi ln stessa
sezione centrale e la lunghezza del grande asse costanie; i fnochi dei piccoli assi
di gquesti ellissoidi sono sulla superficie, di ottavo grado, luogo dei fuochi delle
sezionl cenlrali ,. I fuochi del grande asse di questi ellissoidi son situati sopra
una superficie d'onda). — Ile Longeliamps, 1.e curve imagipi e le eurve simme-
triche. (Sopra nuna curva C il punto A & fisso e sulla normale nel punto mehile M
si staccano, & partire da M nei due sensi, | segmenti MB = MB' = ». arco AM:
L’A. dim. che costruita la tangente a una delle curve luogo di B o B’ pud tracciarsi
la tangente all’altra; poi riselve il problema delle tangenti per una delle dne
curve), — Aggregazione delle Se. M. 1899, Sc. centrale delle Arti e Manifatture.
(Uoncorso 1839, 1 sessione). — Risoluzioni di quistioni proposte: 1768 (Audiberil;
17684 (Auwdibert); 1771 (Barisien). — Quistioni proposte 1826-1824.

Wase. 1X (seftembve). Ch. Zahroadnik, Contributoe alla feoria delle cubiche cu-
spidali. (Se nel piano d'una cubicn della terza classe C% facciamo corrispondere
a una retta variabile P lu sua vetta satellite R,, si otfiene una corrispondenza
univoca e reciproca; analogamente se Ry e R, sono respettivamente la mi-esima
e la n-esima retta satellite di P, | sistemi (R} (Rp} sono in corvispondenza omo-
grafica: I'A. studia queste corrispondenze ed altre quistioni analoghe relative a
C%). — @. Fontenéd, Bopra angoli risultanti. — Laisenr, Nota del Redattore (dimo-
- strazione vettoriale del feorema col quale il sig. Fontené, ha, nell’articolo prece-
dente, esteso allo spazio il teorema di Bellavitis concervente il quadrangolo piano), —
Compusiz. Mat. d'ammissione alla Scuola Politee. nel 1899. (Risoluz. del sig. Fhil-
bert Du Flessis). — Risoluz, di quistioni proposle: 1772 (Audibert). — Quistioni 554
(1860; 464. nuovamente proposta),

Fase. X (ottobre), & Fontené e K. DBricard, Sui sistemi di tre relazioni dop-
piamente quadratiche fra tre variabili, — E. Piccioli, Una quistione di geometria
differenziale. — G. Fontené, Sull'Heseiano d'una forma cubica binaria. — Certificati

() Cfr. Pariodico di Matemativa (narzo-nprile 1539). Guaistione 454, (V. R)
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di studj superiori. (Sessione di luglio 1898, Parigi e Monipellier; risoluzioni del
sig, Auwdibert). — Certificati di studj super (luglio 1859, Dijon, Montpeliier). —
D'Ucagne (Recensione dei * Premiers principes de Géom, moderne ,, par L. Dau-
poreq). — Corvispond. (Retali, Sulla quistione 1716; Hilaire, Sulla quistione 549), —
Risoluzioni di guistioni proposte: 1740 (nota del sig. 4. de Saint-Germain); 1739
 Mannheim); 1769 (Mannheim); 1773 (nota d'un abbonato); 1774 (D' OGeaynel;
1778 (Leinekugel); 1786 (Dadimbert) (*3; 1787 (Tzirzéica).

Bulletin de sciences mathémaliques et physiques. e

"ase X1 (1 marzo 1899). — &. Lehr. Una velazione metrica utile (dimostra
la formala (p—4) (p —e¢)= v essendo &, e le misure der lati d'un tnangole, p
il semiperimetro, »»° le misure dei raggi dei circoli inseritlo ed ex iscritto, tan-
senti al terzn ladw), — Pivt, Dimostrazione di note formule trigonometriche, — He-
ciproco del teorema di Legendre nel guadrilalero. — Preparazioni agli esami. —
Quistivni risolute. — Quistioni proposte,

Fasc. X1I {15 marzo 1899)., — Preparazioni agli esimi. — ‘Quislioni propo-
sle. — vhustioni riselute.

Fase. XILIT{1 aprile [B99). — Bonnefoy, Su una trasformazione punto per puuto,
(Cont guesta trastormazione, ad wna retta corrisponds numn circolo, e ad nna conica
pure un circolo, — Pud essere utile per costruire le tangenti da un punto ad una
copiva, per iscrivere in una conics un poligono, i cul lali passino por punti dati
ecc.) — E. Itebuffel, Note (1° Riprende il problema del N. 7 sulla risultante di due
equazioni di 2° grado ¢ giunge allo stesso resultato senza servirsi degl immaginarii.
29 Propone in certi casi una costruzione geometrica d'un problema, quando I'equa-
zione & della forma ","F f{w) + Vglx) = a) — Weolkore, Nuova (?7) dimosbrazione
¢che un angole esterno d'un triangolo ¢ maggiore d'un angolo interno non adiacente.
— Trepavazione agli esami. - Quistioni risolute. — Quisfioni proposte.’

[ase. XIV (L5 aprile 1899). — E. Rebujfel, Sulla frazione di secondo grado
az® -+ bxr 1+ o
axt 4+ x4+ ¢
nientemente h, per trovare il massimo, il minimo della frazione data). — Prepa-
razione ngll esami. — Quistioni risolute. — Qnistioni da risolvere.

Fase. XV {1 maggio 12489). — L. Kebufel, Prospettiva d an cirenln. {(Partenda
dal fatto che un pgr. pud esser sempre considerato come la proiezione orfogomnale
d'un quadrate, trova l'invilupps d’una retia MM che stacchi su due refte parallele
dne segmenti OM, O'M’, essendo O e O punti fissi daty, in modo che il pradotio
delie misure di guesti segmenti siz sguale a una costante data pasitiva o negativa,
Ne deduce che la prospeltiva d'un circolo & una conica). — Droz-Farny, Nota di tri-
gonometria (semplice dimostrazione geometrica delle formule sen 22 = 2sen @ cos
e ¢05 2o = cog'e — gen*a), — Preparazioni agli esami. — Quistioni risolute. —

(si serve della trasformazione x— X 4 h, determimnando conve-

Qunistinn proposbe.

Fase. XVI (15 maggio 1899). — N. Piakhowe, Sulla divisibilita (Espone ele-
mentarmente il metodo di Bougaieff, con eni si prove la divisibilita medianle le
congruenze). — Risoluzione d'un triangolo dati «, B-C, e il prodotte be. — Pre-
parazione agli esami. (Nella risoluzione d’un problema ¢'é una dimostrazione della
formula di Mac-Laurin sul volume del segmento sferico a due basi), — Quistioni
risolule. — Quistiont proposte.

(*1 ["'n'alira rieolpzione di questa quistiome fu gia data dal sig. Sellertinmsky nel T. IV (1364}
p. 274 del ® Pragrdso Matematico . (V. )
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Fase XVII (1 giugno 1888). — Collardean, Nota sul V libro di Geometria.
(E uno schema deil'ordine in cui devono segnirsi le proporzioni per svalgere con-
tempﬂrauaamenfé 1a Planimetrin colla Stereometria; una fusione nsomma, ¢he
non ha certo il merito della precedenza sui lavori del geometri ttaliani, 1 guall
non sona mail citati). — Preparazione agli esami. — Quistioni visolute. — Qui-
stioni proposie.

Fasc. XVIII (15 giugno 1899), — L. Gerara, Snl rigore nelle dimogirazion.
(Importanti osservazion su errori ed omissioni che si commettono spesso in di-
mostrazioni di geometria elementare). — Ancora sulls risoluzione del triangolo nel
caso considerato al N. 16. — Preparaziont agli esami. — (nistioni risolnte. —
Bibliografia. — Quistionl propeste.

Fasc, XIX (1 Juglio 1899). — Risoluzione del problema di Geometria deserit-
tiva dato a Saint-Cyr. — Quistioni risolute. — Quistioni proposte.

Fagze. XX (15 Inglio 1899). — Risoluzioni del problema proposto nel coneorso
Fammissione a Saint-Cloud. — Collardean, Nota del V libro di Geometrin (Cont.
¢. 1. 17), (In guesta pariﬂ della Nota ¢ @ una bnona dimostrazione del leoremna:
Due triedri del medesimo verso sono eguali se hanno le faccie eguali) — Hounnefoy,
Trasformazione proiethiva (Nota che la trasformazione del N. 18, segmita da v’ in-
versione, diventa una trasformazione proiettiva. Ottien quesla con costruzioni scm-
pli¢issime). — Hoptin, Dimostrazione geametrica d'una formula di trigonometria. —
Mayon, Sulla retta di Simson, — Rebuffet, Un preblems sul prisma, — Bibliogirafia. —
Quisbtioni risolute. — (Quistioni proposte. — Indice metodico dell’intera anuata.

Axwo V. Fase. I (1 ottobre 1899). — X**, Dimostrazmone geometrica d'una for-
mula di Trigonometria (v. Ammo IV, N. 2). — Problema del comcorse generate
della 8* classe mederna. — Preparazivne agli esami. — (Juistionl proposte. —
Quistioni risolute.

fournal de mathémaliques élémentaires di H. Vuibert.

Fasc. XI (1 marze 1898). — G. Fontund, Qulla divisione aritmetica (defini-
zione del quoziente, conversione d'una frazione ordinaria in decimale, estrazione
dellz radice quadraia).

Fasce. XV (1 maggio 1839). — Aruoule, Nota sulle divettrici &) Mange de)
cilindri di rivolnzione ¢ determinazione degli assi delle sezioni ellittiche (deter-
mina gli assi d'un'ellisse data per mezzo di due diametri coningaby).

Fasc. XVI (15 maguio 1899). — [ Giroed, Sul teorema di Ueva. (Da ana di-
mostrazione indipendente dal teorema di Menelao). — Moreau, Sulle medie aritme-
ten, geometrica ¢ armonica di due segmenti. (Dimostra che 1a differenza delle prime
due & mageiore della differenza tra la seconda e la terza).

Fase, XVIl (1 gingna 1899). — Vogt. Reciproci dei teoremi di Dandelin. (Di-
mostra gl'inversi di questi nofi teoremi, anche nel caso n cui le sfere tangent:
alla superficie conica sisno tagliate dal piano secante; nel qual caso, come si sa
a costante la somma o la differenza delle tangenti vondotte da un punto della se-
sione eonnica ai due circoli comuni del pianoe e delle sfere).

Tasc. XVIII {15 giugno 1899). — C. Bioche, Sull'equazione biquadratica. Nel
numeri precedenti e in quelli non citati, numerosi e svariati problemi.

E, NAKVEL

(31110 Lazzerr — Dirvetiore vesponsabile

Finito d1 stampare i 9 Decenthre 1899,




TEORIA GEOMETRICA DELL’INVERSIONE

La teoria delle figure inverse vienc sempre esposta, almeno per
quuuto @ a mia cognizione, basandosi sopra una relazione di misura
(OA.0 A'=K).

In guesta breve nota mi propongo di far vedere come tale teoria
si possa svolgere molto semplicemente per mezzo di considerazioni
puramente geomefriche, e di dedurre la proprieta, che ordinariamente
si prende per definizione, come conseguenza, che potrebbe anche es-
sere omessa (§ 13).

Questa nota fornisce un nuovo esempio dell'ufihita che s1 ha dall'nso
di considernzioni stereometriche per la dimostrazione di proprieta pla-
mmekriche.

|. Drintzions, — Due coppie di relte ai, @z e by, &2 81 dicono autiparallele
Puna rizpetto all’altra, se le hisettrici del loro angoli sono paraliele.

TeoreEMa. — Se due coppie di vette n;, 89 & by, by sono antiparallele,
gli angoli della 8, con by ¢ by sono rvispettivamente eguali a quelli di a,
con hs e by

Inversamente: se gli angoli di una relta 8, con due reite by, be son0
equalt a quelli d'un’alira retta ag con by ¢ by le due coppie di retle a,, ag
e by, by sono antiparallele.

Infatti, supposto che le quattro rette sieno in un prano, si tengano
fisse tre di esse, per es. a.. aq, by, e si faccia rotare di un diedro piatto
la quavta §. attorno ad una delle hisetbrici degli angoli delle @y, a.. Essa
prende allora una posizione 4 parallela a f,. Ne segue che gli angoli
di &s con @ 0 con as sono eguali a quelh di &, eon @ o con ay, ¢ quindi
anche a quelli di & con a, e con a.

Se le due coppie di rette @y, az e by, 62 non sono in uno stesso piano,
in forza della definizione esse giacciono in piani paralleli. Condotte
allora nel piano &y, b. le @'y, dy parallele alle @, a2 1l teorema sussistera
per le by, be, @'y, a5, € quindi anche per le by, by, a;, a.

Cororrart. — 1% Se due retfe a,, as sono antiparallele rispetto a due
rette by, ba, ogni retta parallela ad a; ¢ antiparallela ad ag rispetto alle
slesse due relte.

2% Due relte antiparallele ad una terza vispetto alla stessa copma di
rette sano parallele.

2. Teoresa. — I guattro punti d'incontro di due coppie di rette anti-
nparallele sono conciclict,

Poniamo P —=a: b, A =ayas, B =10 bs.
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1% Se il quadrilatero Py Py Pey Py non & intrecciato, si ha
AP:;PN — APﬁ]‘_‘l PEI,

e quindi due angoli opposti del quadrilatero sono supplementari, ed il
quadrilatero & inserittibile.

2. Se il quadrilatero Py Pia Pes Pa & intrecciato, perché per es.
1 lati Py Py, P Pe hanno comune un punto B, i vertici Py, Pae sono

il ™

da una stessa parte della retta P,sPq e gl angoli P,gﬁl Pety PiaPa Py
sone eguali, percid sono inseritti in uno stesso arco di eireolo limitato
dai due punti Py, Py

CoroLLarl — 1% Se due coppie di retle opposte di un gquadrangoelo
completo sono antiparallele, anche le rimanenti rette del quadrangolo sono
antiparallele rispetto « ciaseuna delle due coppie suddette.

2%, Sele bisettrici degli angoli di due coppie di rette opposte di un

guadrangolo completo sono parallele, sono pure parallele ad esse le biset-
trici degli angoli delle altre due rette dal guadrangolo.

Inversione.

3. TeoreMA. — Se due triangoli si corvispondono in modo che le tre
rete congiungenti i vertici corrispondenti concorrane in un punto, e che
due lati dell'uno siano antiparalleli ai corvispondenti lati dell’altro ri-
speito alle rette che ne congiungono gli estremi, anche i due lati rima-
nenit sono antiparalleli vispetto alle rette che ne congiungono gl estremi.

Abbiausi due triangoli ABC, A'B'CC tali che le rette a = AA/,
b6 =BB', e=CC' concorrano in un punto O, e che AB, A'B siang an-
tiparallele rispetfo alle velte a. & e AC, A0’ stamo antiparallele rispetto
ad a, c. 51 deve dimostrare che BC, BC sono antiparallele rispetfo
alle due rette b, c.

Infatti ABB'A’, ACC'A’ souo inscritii in due ecireoli Coy Cp. Se 1
due triangoli non sono in un piano per 1 due circoli Cg, Cy passa una
sfera che & tagliata dal piano QBC secondo un circolo Ux circoscritto
al quadrangolo BOC'B/, e per conseguenza BO, B'C' sono antiparallele
rispetto alle retie 3, o

Se poi i due triangoli sone in un piano, si conduca per O una
retta ¢ faori di questo piano, e si ¢conducono per A e A" due segment)
AD, A’D" antiparalleli rispetto alle rette a, d. Per la dimostrazione
precedente risulta che BD, B'D' sono antiparallele rispetto alle rette
b,d, e GD,CD" sono antiparallele rispetto alle ¢, d, e per conseguenza,
sempre per il caso precedente, anche BD ¢ B'D sono antiparallele
rispetto alle b, .

4. Essendo data una figura X qualungue nello spazio ed un punto O,
si puo costroire una figura X, i punti della quale corrispondano uni-
vocamonte a quelli di X nel modo seguente.

% :
_-,.J.u.;-)-a.‘aiﬁ-+ = N
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Ad un punto A di I si faccia corrispondere un punfo A’ della
retta OA. Ad unr altro punto B di T si faccia corrispondere il punto
d'incontro della OB colla antiparallela di AB, rispetto alle vette OA, OB,
condobta per A'. In altre parole condotto per A, A',B un circolo si
fa corrispondere a B I'altro punto d'incontro di OB con tale circolo.
La corrispondenza & univoca ed involutoria, perché ad ogni punto B
corrisponde un solo punto B'e a B’ (considerato come appavtenente
a X) corrisponde B in X'

Fa eccezione il puntoe O, al quale, colla costruzione precedente,
corrispondone infiniti punti, tutti quelli del piano all’infinito. Per il
teorema precedente le due fignre I, X' si corvispondono in modo che
la retta congiungente due punti corrispondenti passa per O, e le
rette BC, B'C, individuate da due coppie di punti corrispondenti, sono
antiparallele rispetto alle rette OB, OB".

Qi osservi anche che, se O & interno (o esterno) ad un segmento AA,
& anche interno (o esterno) al segmento BB limitato da due punti
corrispondenti B, B' qualunque,

5. Deernwzrost. — | Due fignre si dicono interse rispetto ad un punto O (detto
centro @' inversione) & distanze finita o infinita, quando 1 loro punti si corrispondono
univocamente (esclugo 0) in modo che le rette congiungenti ogni coppia di punti
corrispondenti passino per O e che le rette BC, B'C' individuate da due coppie di
punti corrispondenti siemo antiparallele rispetto alle OB, OC. Tale corrispondenza
si chiama un'fnrersions.

1. On'inversione si dice positiva o negativa, sscondo che il centro O ¢ esterno
o interno al segmento individusto da due punti corrispondenti,

[TI. — Una figura inversa di se stessa si cliama anallagmatice.

Dalle definizioni esposte e da quanto abbiamo defto nei §§ pre-
cedenti discendono 1 seguenti
Oononn.arl, — 1% Un'inversione col centro all’ infinito ¢ sempre po-
sitiva, e si riduce ad una simmelria vispeito al piano che é perpendicalare
al segmento che wnisce due punti corvispondenti e lo divide per meta.
99 Un'inversione ¢ individuate quande si conosce il centro ed una
coppicc qualsiasi di punti corrispondenti. ;
30 Un'inversione & individuata quando si conoscono due coppie dt
punti corrispondenti. . |
Infatti se A, A": B, B  sono due coppie di punti corrispendenti, non
situati sopra una retta, devono esser situati su di un circolo, ed il
centra O d’inversione & il punto comune alle refte AA', BB
Se poi A, A, B, B' sono sopra una stessa vetta » e C e un punto
qualunque fuori di +, il suo omologo deve essere 1l punto comune al
due circoli circoseritti ai triangoli AA'C, BB'C ed O @ 1l punfo co-
i1 mune alle rette #, CC. L'inversione, come 2 facile vedere, & positiva
o nezativa, secondo che le due copple si1 separano o no.
4°, In wna inversione ogni retta (o planc) che passa per il centro O
ha per corvispondente la retta (o piano) medesima.
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3% In una inversione col centro a distanza finita un circolo (o sfera)
che passa per il centro dinversione O ha per corrispondente una veita
(0 piano) perpendicolare al diametro che passa per O. Inversamente ogni
velta (o piano) che non passa per O ha per corrispondente un civeolo (o
sfera) che passa per Q.

Sia. ¢ un eircolo condotto per O, A il punto oppesto ad O sul
circolo medesima ed A’ il punfo corvispondente ad A nell inversione.
Se B & un punto arbitrario di ¢ il suo corrispondente & il punto d'in-
contro di OB colla antiparallela ad AB condotta per A’, la quale &
perpendicolare ad QA', essendo AB perpendicolare ad OB. Dunque
tutti 1 punti corrigpondenti ai punti di ¢ si trovano sulla retta o
perpendicolare ad OA'in A’ In simil guisa si vede che ogni punto
di ¢ -ha per corrispondente un punto di e

6°. Ogni eircolo (o sfera) che passi per due punti corrispondenti di
un® inversione ha per corvispondenie il circolo (o sfera) medesimo, ossia
¢ una figura anallagmatica.

Infatii ogni punto B di un cireolo ¢, che passi per due punti cor-
rispondenti A, A’, ha per corrispondente un altro punto B' del cir-
colo medesimo.

7. Tutti € circoli, siluati in un piano che contengono una coppia
quatsiasi di punti corrispondenti, e quindi ne contengono infiniti, formano
un connesso (*) che ha per centro il centro dinversione.

Tutle le sfere, ciascuna delle quali contiene una ¢ guindi infinite cop-
pie di punti corvispondenti, formano un complesso che ha per centro il
centro d'inversione.

8. Ogni cireolo (o sfera) che non passa pel centro d'inversione ha
~per corrispondente un cireolo (6 una sfera).

Sia ¢ un civcolo, il cui piauo non passa per O, ed A un suo punto.
Ksso € Pintersezione delle due sfere Ty, 1. imdividuate, da ¢ ¢ da O
Funa, da ¢ e da A’ (corrispondente ad A) I'altra, la prima delle quali
ha per corrispondente un piano P, passante per A’ la seconda se
stessa. Percid la curva ¢’ corrispondente a ¢ & il eircolo comune a Py, Pa.

Sia ora ¢ un cirecolo il eni piano passi per O (od una sfera non pas-
sante per O), ed A", B' i punti corrispondenti a due suoi punti A, B.
Se A,, B: sono gli ulteriovi pantt d'ingontro di OA ed OB con ¢, si
vede che essendo A'B'e A,B, antipavallele ad AB rispetto a OA, OB
sono parallele fra loro, e per conseguenza la figura inversa di ¢ & la
figura ad essa omotetica rispetto al centro 0, essendo A,, A’ punti cor-
vispondents, ossia & un circolo (od una sfera), L'omotetia & diretta o
inversa, secondo che I'inversione & posifiva o negativa,

6. La proprieta enuuciata nel cor. 6° del § precedente da origine
ad una nuova costruzione di una inversione.

... 1%) Per lo nozioni di piani, assi ¢ eentei radicali, di fasel, connessi, eomplesai di gfore, stnhilite
indipenudenlomente dakla toaria delin wiaura, vegeasi Laszzint o Bassant, Elenienti @i Geowelria,
i* edizione, pag. 187 ¢ gegnonti,
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Si consideri un fascio di sfere e sia O un punto del piano radicale
comune. Per ogni punto A dello spazio passa una ed una sola sfera
del fascio che & tagliata dalla retta OA in un altro punto A'. Le
coppie di punti A, A’ si corrispondono in un’inversione.

7. Teonrema. — La figura inversa di un complesse di sfere vispetto
ad un centro O & un altro complesso, I ceniri radicali di due complessi
¢ il punto O sono in linea retla,

Sieno 1 le sfere del dato complesso di centro P; =i il piano ra-
dicale delle sfere y,, v, ed ry l'asse rvadicale delle sfere 1y, 1i, T

Le sfere del complesso che passano per O formano un connesso,
il cui asse radicale passa per P, ossia tali sfere hanno in comune un
altro punte P, della OP. Queste sfere corrispondono nella imversione
di centre QO ai piani radicali delle sfere y' corrispondent: alle yi.
Dunque tutti questi piani radicali passano per il punto P, omologo
di P,, ossia le sfere y'i costituiscono un complesso. I punti O, P, Py, P
sono evidentemente in linea retta.

CoroLLaBl — 1% Se 3, By sono due figure inverse rispeito ad un
centro P, e 3, By sono le figure corvispondenti a X, X, in una in-
gasione di centro Q, anche le figure X', I sono inverse rispetlo ad un
centrro Py, I punti O, P, Py sono in linea retta.

2. Due figure inverse st possono trasformare in due figure simme-
triche rispetto ad un piano per mezzo di una inversione.

Se infatti si prende per cenfro d'inversione O il punto di contatto
di una delle sfere che passano per due punti corrispondenti con una
delle tangenti ad essa condotte da P, il punto P, coincide con O ed
il suo omologo P, va all’infinito. Per conseguenza le due figure X", Xy’
omaloghe delle figure date Z,, Z. si corrispondono in un’inversione
col centra all’infinite, ossia sono simmetriche rispetto ad un piane.

3%, L7 inversa vispeito ad un’ineersione qualsiasi di una figura anal-
lagieatica ¢ uw'alive figura anallagmatica.

49 Una figura anallagmatica si puo trasformare per wezzo di un'n-
versione in una figura simmetrica ispetfo ad un piano.

8. TEoREMA. — In un'inversione positiva esistono infinttt punic unili,
il luogo det quali ¢ une sfam di centro Q. (Sfera d mversione.)

In una inversione negativa non esistono punti unili.

Sia data una inversione positiva di centro O, nella quale siano A A’
e B, B due coppie di punti corrvispondenti, e consideriamo 1l fascio
di efere che passano per il circolo dei quattro punti A, A', B, B'. Se
inversione & positiva, O & esterno a tutte le sfere del fascio ed &
chiaro ($4) ehe sono uniti tubti e soli i punti di contatto di una gnalungue
di queste sfere con le tangenti condotte da O. Il luogo di tali punti
& una sfera di centro 0O,

Se I'inversione & negativa, O & interno a tutte le sfere suddette,
e non si posson da essa condurre tangenti alle sfere, pereic non esi-
stono punti unifi,
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Cororran1o. — La sfera @ inversione di una inversione positiva taglia
ortogonalmente qualsiasi sfera che passa per due puniti corrvispondenti.

0. Trorema. — Due figure inverse di unae terza vispetto ad un me-
desiino ceniro sono amotetiche rispetlo al medesimo centro.

Sieno X, £y due figure inverse di una terza I, rispetto ad un
centro O e siano A,, B; & Aq, By i loro punti corrispondenti ad As, B,
di 2. Le rette A.B, e AsBy sono antiparvaliele di A,B: rispetto alle
OA;, OB: e percid sono parallele; ne segue che le due figure X, X,
grono omotetiche direttamente o inversamente. secondo che le due in-
versioni sono o no della stessa specie,

10. Teorena. — Due eircoli in un piano (o due sfere) si corrispon-
dono in due inversiont una positiva e Uallra negativa, aventi per centri
¢ due centri di stmilitudine.

Sia. O 1l centro di omotetia di due circoli (o sfere) e, ¢. Presi due
punti ad arbitrio A,, B, su ¢, siano A', B' i loro omologhi su ¢ in
tale omotetia, e A, B 1 punfi d'incontro (non coincidenti con A,, B)
delle OA;, OB; con e, Le rette A,B; e A'B’ sono parallele ¢ le BA,,
AB sono antiparallele rispetto alle OA, OB, e quindi anclie A'B' e AB
sono antiparallele rispetto ad OA, OB. Ne segue che i due circoli
(o sfere) sono inversi rispefto al centro O.

[l. Teorema, — Se 1y, vy sono due rette che s'incontrano, i loro an-
goli sono eguali a quelli dei due cirveoli ¢'y, ¢ ad essi corrispondenti in
uUna inversione. :

Se le due rette #,, », ¢’ incontrano in un punto P, i due circoli ¢, ¢
si devono tagliare in O e nel punto P’ della OP corrispondente a P,
Le tangenti in O a quesli circoli sono parallele alle 1y, 74, @ perclo
gli angoli di queste due coppie di rette sono eguali.

12. Trorena. — I diedri formati da due piani oy, 5, son6 equalt «
quelli delle superficie sferiche oy, o's ad essi corrispondenti in une in-
versione.

Le due sfere o'y, os passano pel centro d’inversione O od i piani
m1, we #d esse tangenti sono paralleli a o;, aq, percio i diedei di queste
due coppie di piani sono rispettivamente eguali.

13. Trorema. — 1l prodotio delle distanze del centro dinversione da
due punti corrispondenti & equale ad una costante positiva o negatiya,
secondo che & positiva o negativa Vinversione.

Infatti se A, A" e B, B’ son due coppie di punti corrispondenti, essi
sono sopra un circolo e si ha

OA . OA'=0B.0OB'=K

indicando con ]_I_IH potenza di O rispetto al suddetto cireolo. La co-
stante K & posifiva o negativa, secondo che O & esterno o interno al
detto eircolo.

(CoroLLARW0O. — La costante K di un'inversione positiva € equale ad 1,
essendo R ol raggio della sfera & inversione.

R S R R,
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Proiezione stereografica.

4. Derisizions. — La proiegione di una syperficie sferica fatta da uno dei
guoi punfi sopra un piang perpendicolare al dismetro che passa per guel punto

dicesi proiezione stereografica.

Qia O il centro e = il piano di proiezione perpendicolare al dia-
mefro OA, A’ il punto d'incontro della retta OA con .

T evidente che ln superficie sferica o e Ja sua proiezione son ligure
che si corvispondono nell’inversione che ha O per centro ed A, A’ per
punti corrispondenti.

Risultano da cid le seguenti notevoll proprieta della proiezione
stereografica, che s1 posson dedurre immediatamente dalle proprieta
delle figure inverse,

1%, I punti della superficie sferica ¢ della swa proiezione st corti-
spondono univocamenle, ecceftuato il punto 0.

20 La proiezione di un ecircolo della superficie sferica & un altro circolo.

Sia infatti ¢ un circolo della sfera o, B un suo punto, B’ la proie-
zione di B su A. Tl eircolo ¢ s1 puo riguardave come I'intersezione della
sfera o con una sfera o; condotia per ¢ e per B’': Nell'inversione & g
e o, corrispondono = e & (§5, Cor. 50 e (%), dungue & e corrisponde
il circolo comune & = € a1

9. L'angole di due reite tangenti alla superficie sferica in un punto
¢ equale alla sua proiezione sul piano .

Cib ® conseguenza immediafa del teorema del § 11.

4°, Se due figure sulia superficie sferica $30n0 prospetlive rispetlo
ad wun centro P, le loro proieziont sono figure omologhe in una inversione,
i eui centro & la proiezione di P; e viceversa (§ 7, Cor. 1°).

50 La proiezione di wna figura anallagmatica situata sulla super-
ficie sferica & wna figura anallagmatica. Intersamente wna figura anal-
lamnatiea piana ¢ la proiezione stereografica dell'intersezione di unce sfera

con un cono (§ 7, Cor. F).
G. Lazzery.

NOTE. — 1° Dal teorema del §10 resulla clie i cantri di due sfere imverse
sono punti eorrispondenti nelia omotetia, ma non gin nella mversione

! woto che l'emiologo dMarersione del centro di nna delle sfere & il coniugaio
armoniea di QO rispetto al diametro dell’altra sfera la cui reita passa per 9

Di questo teorema del guale si danuo di solito dimoslrazioni metriche, s1 puod
dare la seguente semplicissima dimostrazione geometrica.

Qja O’ l'inverso del cenlro U della sfera ¢, e sia E'F’ il diaimetro di ¢’ la oul
relia passa per O. Si imagini una sfera »° pussante per O e per C'; ad easa eor-
rigponderd un piano » passante per (. T1 piano (dirmetraie) r taglia ortogonaimente
la sfera ¢, quindi le sfere v, ¢ si taglieranuo pure artogonaimente.

Dal noto teorema di Poncelet sulle sfere ortogonali (*) si deduce quindi
che 0,0’ separano armonicamente i1 diamelro K F* della sfera ¢

F da notave che il teorema di Poncelet si pno dimastrare ben faciimente

(*) URENONA. (Qemuerrta prapettora, pag. od Rive Geametvan i posic.; PAg 13
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senza vicorrere al concetto di misura. Basta pereid ricordare che la eondizione
necessaria e sufficiente affinchd un fascio sia armonico & che le parallele ad uno
dei raggi del fascio siano bisecate dagli albri tre, proprieta che puo dedursi senza
far uso di considerazioni melriche.

ComoLLARIO. — Sé ¢, ¢, somo due sfere concentriche di centro C, 7 piani polan
di O rdspetio alle sfere dinverse ¢, ¢y, coincideranno e reciprocamente,

2%, Del teorema precedente si pud far uso per dimostrare assai brevemente
il seguente teorema di Chusies sulla proieztone stereografica:

Il centra della proiezione stereografice (A'B’) i un cfrcolo (AB} della sfera o,
t eui piano non pussa per Q, & la proiezione D' del vertice P dsl cono fangente
alla sfera lunga i cireoio (AB). (%)

Per (AB) si faceia passave una sfera A di centro P, la quale tagliera ortogo-
nalmente la sfera o. Il digmetro EF di A passante per O incontri in D la sfera o
@ in D il prano .

1 punti O, D, separano annonicamente B, F. Dal precedente teorema segue dunque
che D', & appuntu il centro della sfers A7, tnversa di A, la quale interseca = se-
condo il cireole massimo (A*B') proiezigne stereografica di (AB). ]I centro D’ di
(A"B') & dunqoe Ja proiesione di P sul piane . Cen questy metodo si dimostra
che la projezione di un circolo della sfera ¢ & un altro eireolo, e contemporanea-
mente si determina il cenlro di quest'ultimo

P, Aussaxt-CAR).

Herg—

SULLE POLARITA PIANE

(. Sia ABC un triangolo autoconiugato in una data polarita .
Sieno I, I, le involuzioni di punti reciproci esistenti sui lati @ e &. Con
i dati la polarity = & individuata.

Bi determini I'involuzione I. di punti reciproei esistente nel lato e,
¢ si defermining ancora la T. congiunta delle Iy, I; J, eongivnia della
| O A [ conginnta delle I, Ii.

2. TeorEna, — ].g Jay dyy Je somo fra di loro congiunte, (¥%)

8 NT / Y NG

Si abbig.: J — UM :01\ AL 4 - CM :{.JI"'J

iii'; " BM™ Ih_ﬁﬂ” I{__EZI.Z‘!., J‘__BMI‘ Jh_ANI'
T =Pz dove & Z=¢.MN, e gli altri punti Z, Z, %, M,, N, sono

otlenuil con le note costruzioni,

Dalla identita I. sz‘gé si deduce che ABZZ & un groppo

armonico, e quindi Z, appartiene alla polare di Z' rispetto all’angolo
B(C)A. Adunque siccome Z' & allineate econ M’ ed N, cosi anche M,
ed Ny, sono allineati con 7z

Da ¢id &i deduce che la J. & Ia congiuuta delle J,, Jy. ¢, V.4,

E:;}vgﬂﬁﬂ ber o8 Uapreenr-Unesmona, isevetmelrja, & 5 20,
ebbene questn buorema od if sognente siano nolevoll casi partivolari 4 teoremi pin geue-

I':I.H. r‘lr Sh_h‘m Fﬂ'{lﬂ] "“"ﬁ- - - i %'s i
; v Lreoin, retf,, Napoli, Pelloryno, 1805 . 1I9-934
queste dimostrazion P el S I;umulrgj o, 1805, peg. T15-984, o)) nendimeno mi piace darne
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- . _ -iEge R _: -

o ;:-"—-\-_-r"-" T A TR L N T gt ¥
3 .

= T Td 7 an = "
T Ll ".1 ' - e =
:'_'”"“"f"_..-’..‘-'.".'t;..:--'-‘.....:. e a1 e el

= e -
".m i T

—_———— ) . =

e ———

e

sl

vy




PERIODICO DI MATEMATICA. 145

3. Delle sei involuzioni Lo, In, L, Js, Juy Jo tre sempre sono ellittiche
e tra iperboliche, e sopra ciascunc dei lati del triangelo ABC=abe, non
ve ne sono due delln stessa specie.

4. Teopema, — Scegliendo delle sopra dette 6 involuziont, tre ad ar-
bitrie, ma sw lati distinti e talt che sieno o littte € Ure ellitliche, oppure
due iperboliche e la rimanente ellittica, esse passono considerarsi come
le involiesioni di punti reciproci rispetlo ad uUnNa determinata polariia,
che ha ABC =abo per triangolo autoconiugalo.

Le J., Jy, I sienc o tutte e tre ellittiche, ovyero sieno due iperboliche
6 la rimanente ellittica. Considerinmo la polarith determinata dalle J., Jy,
& in cui @ e b sono reite reciproche. Allora @ evidente che A o B sono
reciproci in detta polaritd. TI polo di MN & M;A . N;B=DP, e siccome
M, ed N, sono allineati con Z, cosl i punti C, P e Z, souo allineats, e
quindi Z e Z; souo reciproci. c. v. d.

5. Com’é facile vedere, si hanno cosi 4 polarifa, delle quali una &
sempre della 23 specie, e le altre 3 sono della 17 gpecie. Da una qua-
lunque di esse, considerando il triangalo autoconiugato ABC = abe,
prosedendo, come si é fatto partendo dalla data, si ottengono le altre 3.
Chiameremo rispettivamente 7y, Ta, Tg, T 16 polaritd determinate come

sggue .
I-.; TJI Ju. Ia
I | Jw | o | d4
I | I | 3. | de

Due qualungue di queste 4 polaritd hanno in comune il triangolo
autovoniugato ABC =abe, 1'involuzione di punti reciproci su uno dei
lati di ABO=abe, e le involuzioni sui due lati rimanenti di guesto
triangolo, rispettivamente armoniche,

6. Tronrmxs. — JI prodotte di due qualungue di queste 4 nolarita é
i aaologia armonica, 1l cwi asse é gued lato di ABC =ahe ¢he con-
tiene Iinvolusione comume, € il cui centro & il vertice opposto.

Tufatti si osservi che se per e¢, consideriamo la due polarita m, 7,
o s L. I.=0B, [ Li=OA e LIL=1

7. CoroLLaRrIo 1°. — Porese delie 4 polarita duwe ad aréilrio, ciascuna
¢ la polare reciproca di sé s‘fﬂssa rispetto all’altra,

Ciod : Oiaseuna polarith trasforma in sé stessa una qualunque delle

rimanentl.
CoroLLARIO 2°. — Se hkis é una permulazione gqualunque el nu-

mert 1, 2, 8, 4, 81 ha T T =T w. — ad una omologia armonieca, e
quindi € anché T T T T = L.

OororLakio 3°. — Il prodatto di due delle polaritd é eguale al pro-
dotto delle due omologie armoniche corrispandenti atle due involusioni
nOTE COMUTIL.

Per es. mme = s =[C, ¢]=[A, a]. [B, &].

CoROLLARIO 4% — St ha: 70 T Tor = Tos
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CororLario 5% — Ponendo m, w, = Q (omolagia armoniea), abbiano
Ts = ma &, € quindi, se per es. i punii A e B sono all'infinito, 1700y TaTee
sono due cappie di polarita coniugnie, € 3¢ 1w, 7w, 30m0 due iperbali, ne
segue che clascunce di esse & il luogo degli estremi dei diametri tdeali
dell’ altra.

8. Due qualunque dslle quattro polarity sono bitangenti: la corda di
contaito @ il lato di abe che ne contiene 1'involuzione comune, ed il ver-
tice opposte ne & il polo del contatto.

Per fissare le idee supponiamo che I, e 1, sieno iparboliche, allora
se consideriamo due delle polarity della 12 8pecis, per es. la 1% ¢ |a 48
ess€, come sappiamo, sone corrispondenti in una omologia di centro A*
ed asse AA¥, come in un’altra di centro A¥* e di asse AA* (Con A* e A%,
indichiamo i punti deppi della L ; abbiano analogo significato B*, B*,, per
ta Iy; e C, Gy, per la J,). Ora & facile veders che le omologie di sni gi
parla sono le armouiche, perché, per es., B* e U*, sono eorrispondenti
uella omologia armoniea [A¥,, A*AJ. (Si noti che *1; B* e C* sonao per
dirittn.)

Dal corollarin 59 del numero precedente si deducs, che se il lato ¢ é
all’infinito, le quattro coppie di polaritd, che hanno in comune o 1’involu-
zione in @, o quella in &, sono guulire coppie di polaritd supplementari ri-
spetio alla divezione di &, o di a.

9. TEoREMA. ~— Data wna potarita 7y, ¢ unica e determinata la po-
larita che si puo dedurre da Ty (considerando un cerio (riangolo awio-
conivgato...,), e che abhia sopra una refta qualunque e, la stessa invo-
lusione di punti reciproci che Iz data 7Ty

Primieramente si osservi che per ottenere una polaritd che abbia
comune con 7, la I, 8i deve considerare un trisngolo auteconingato in
cul ¢ e il suo polo C in r, sieno lato e vertice opposto.

Infatsi le polarita, che si deducone da m nel modo sopra detto, sono
bitangenti con y, @ quindi ga nal triangolo autoconingato gauerators
nen & ¢ come lato, essendo gli elementi del contatto un certo lata e il
vertice opposto del triangolo generatove, le dette polaritd non possono
avers ln cowune von 7, la i

Detto ©io s8 xg, 7'y sono due polaritd dedotte da m,, considerande dune
triangoli generatori distinti, ma aventi in comune il vertice C e il lato
opposta ¢, 8t ha gam, =[C, ¢, m,my = [C, e], da cui si deduce mym’y = 1,

ClO& T = 'y, 6. V.
CoROLLARIO. — Se 1 € un cerchio, ¢ unica e determinata in pola-
rite dedotla da gy, che sia una polarita cireolare.
10. TeorEaaA. — Rispetto alle wy, e, s, s Le palari di wno stesso

buato formanoe wn quadrilatero completa il cui trilatere diagonale @ abe;
ed v poli di una stessa reita, formand un quadrangole completo, il cu
triangolo diagonale ¢ ABC.

Cororrario 1% — 7 centri O1, Og, O35y Oy delle 4 polarita, sono i ver-
tict di an quadrangoln caompletn. il cur triangolo diagonale ¢ ABC.
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UoROLLARIO 29. — Siccome 1 4 poli di una stessa vefta r, formano
un quadrangolo completo il cui triangole diagonale ¢ ABC, cosi le pa-
lari dei detti 4 poli in my(k=1, 2, 3, 4), formeranno un quadrilatero
completo il cui trilatero diagonale é abe; ma guesto quadrilatero é gia
individuato da v e da abe, e gquindi se costruiamo le polari dei sopra-
detti 4 poli rispetto ad un’altra delle 3 rimanenti polaritd, rispeiio
a 7., per es., otteniama lo stesso quadrilatero che abbiamo otlenuto eon-
siderando Tl

CoronLArIc 3°. — Duato un guadrangolo compléte, il cui triangoto
diagonale sia ABC, o un quadrilatero eompleta il citi trilatero diago-
nale sia aho, i wertici del quadrangolo si possono considerare come i podt
Ai una stessa retta rispetto alle 4 polaritd (my, T2, T, ), € t lati del
quadrilatere si possono considerare come le polari di uno stesso punio
rispetto alle dette quatiro polaria.

CoroLLARIO 4°. — Gli otta poli di due relte, sono in una Stessa
conica,
I|. TrorExa. — La conica, deterninala dagli 8 polt di due date

rette r, 1, degenera in due retie passanti per un determinato veréice i
ABQC, se v' passa per W punio comune ad v ed al late opposto al detto
vertice, o se passa per ¥ conlugalo armonico di questo punio rispecto
agli aleri due vertici del iriangolo ABC=ahe.

Sieno R« € R, i poli rispettivi di » e d1 »" In ®w(s=1, 5 3, 4). La
sonien determinata dagli 8 poli di #», ', pud degenerare in due rette pas-
santi per A, o per B, o per C. Degeneverd in due retbe passanti per A,
per es., ¢ R & in AR,, ci06 se »' passa per il punto ar. Ineltre os-

X — (AR,) X

serviamo chﬂ, s¢ e Tl — (.FLHg) 8 g — (ﬂ?‘} 1 g1 ha Ty — [Ur E]E (ﬂ.,,)_

adunque X & il coniugato armonico di ar rispetto a Cea B. Ora, se?
pagsa per X, R’ sard in ARy, e la conica degenera, Osgervanda che il
ragionpamento & geuevale, ossia vale per R\ e ARy, o per R, e ARy,
conoludiamo. &aiv. €

9i uoti che se ' passa, per es., pel coningato armonico di ar rispetto
a B e G, e pel coniugato armonico di 76 rispetio ad A e C, le r¢’ sono
corvispondenti in [C, ¢] e quindi gli otto poil 8l riducone & 4 soli punts
distintl.

Avviene lo stesso se 3 pgesa per ra e pel coniugato armonico di 76
rispatto ad A e C, perché in questo ouso »’ passa anche pel coniugato
armonice di re rispetto ad A e B.

|9 Trorema. — La condizione necessaria e sufficiente ajinche 2
guatiro poli di wna retia mobile sieno nella ronica determinata dagh
§ poli di due retie fisse v, 1', € che la retia mobile inviluppi la conica
determinata da vy, ¢ dal trilatero abe come trilatero autoconiwgato.

Infutli la polare veciproca di questa conica rispetto & ., & la conica
determinata da R,, R, ¢ da ABCU eome triangolo aatuconiugato, cioé &
la conica R,R,B,R. R R, RR,: adungue Ia coudigione é gufficiente. Se

T A —— pp— -

g m—— —— a
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= L



148 PERIODICO DI MATEMATICA.

pol uno dei 4 peli della retta mobile, e guindi anche gli altri 3, & nella
coniea RhE.",,RkR‘;-R,B’.R,.R’“ la retta mobile é tangeute alla polare reci-
proca di questa eonica rispetto ad una gunalunque delle 4 polariti, e
questa polare reriproca & evidentemente la conica determinata da 2. 7,
e dal trilatero aéde, come trilatero autoconingato.

13. Data una retia r, indichiamone con Ry, Ry, B By 1 poli rispetto
& T, e, Tsy Wa; 060 RaR" 1 coniugali del punto ar in Ly, J:; indichine punti
analoghi Ry, R'; R, R'.. Dalle relazioni che passano tra le I e le J, si
deduce che R,R', R\R', R.R, sono le tre coppie di vertici opposti di un
quadrilatero completo il cni trilatera diagonale & abe. 8i noti ehe R,
Ry, B'c sono allineati. Dalla costruzione di Ry, Rq, B, Ry, si deduce che
R;, By sono nella CR, polare di R’ rispetio all’angolo B(C)A; R; R, sono
nella CR'. polare di R, rispetto allo stesso angole B(C)A; e cosl via.

14. TeorEMA. — ] pole di una retta v rispetto a due qualunque delle
polaritda, e 1 corygati, nelle involuzioni che non sono comuni alle due
polarita, dei punti owe lg date retta v sega 1 due {ati di ABC =ab¢ che
contengono le inwnluzioni ad esse polaritda non Comuni, SoNo 1N una stessa
conied.,

Dimostriame ¢lie R,R,B,R" R, per es., sonc in una stessa conica,
Infatti essendo Tates = [A, a), ed essendo corrispondenti in [A, a7, i punti
R:Ry, BiR', RR',, 5i ha: Ry(RuRARR.) = R (RWRuB.Re) =R (RsR;R.R).

¢, v, d,

Si hanne in questo modo le seguenti G):G coniche reali :

1 € o generano R,R.R.R.R,R
™ » T » R,R;R:RR R
TP T » HLH‘:R}. 'E,B-ER:
Toa ¥ Ta B R.R, R R R.R,
e P T b R R BR R R,
7 P Ty » B;RRR B R
I5. Trorema, -- Rispetto a ciascuno di queste sei coniche;

1% le tangenti ad essa nei due nolt della data refta r, eoncorrono
a!e.:.! comugato del punto comune alla v ed al lato di abe che contiene
Cinvolusione comune alle due polarita che hanno generalo la conica, nel-
J'.fm:afms[mie armoniea (*) all’ involuzione comune alle dette due pola-
rild.

2% le tangenti nei contugati del punto comune alln v e ad uno dei
lati abe, concorron i un delerminato puntc del lato di abe, che con-
£i‘f‘:‘ﬂ£ U involuzione ecomiune alie due polaritd che hanno generaio la co-
niea,

S1 consideri, por es,, la conica R,B R, R, RR’..

(%) Quinde sl parly Hinveluziant, g inlende parfare dello 1apled od i
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19, Dal quadrangolo ad essa iseritto R.RuR Ry, si deduece che B By
& Ja polare di R, e quindi le tangenti alla conica in R, R,, councorrono
in B,

90 Qi osservi ora che rispetto alla detta conica A e a BONO pola e
polare, e quindi il punto di concorso W delle tangenti 1o RuyR's, per es.,
giace in a. 1l quadrangolo R.B,R'R, ei dice anzi che questo punto W
& il punto a. R R, =a. R,R.. e. v, d.

16. Alla formazione di dne qualungue delle sei coniche o possono
concorrere due coppie distinte delle quattra palarita, ovvero tra le due
polarith che generano la prima conica vi € nna di gquelle ¢che generano
la saconda.

Nel primo easo le due coniche hanpe iu comuue quattro punti reall
e distinti che scno facili ad essere determinati, e si corrispondonc nelle
due omologie armonicha, i cul as8sl 8000 i lati di abe, che contengono le
- ivoluzioni non eomuui alla prima coppia di polaritd, e quindi auche
quelle non comuni aila seconda coppia, & i eni ecentri sopo i vertici op-
posti. Per es., le due coniche RyR,RyRBeR’:, RaBsRiRsRR'e si gorri-
spondono uelle duse omologie armoniche [C, ¢] ¢ [B, b}

|7. TeorREMA. — Se si considerano dwe delle sei eoniche, tali che fra
le due polarita, che generanc la pruma, vi sia una di quelle che gene-
rano la seconda, le due coniche hanno un contatto bipunio nel conmugalo
del punto comune alla retia data v ed «l lato di abe che contiene Uin-
voluzione comune alle altre due polarita, mn tole involusione.

Dimostro, per es., che la due conichs R, R, RiR W RB; & ByB,R.R R R,
hanno o contatto bipunto in RB,. Infaiti s psservi primieramente che
dai due guadrapgoli CR.R,R,, CR:.R Ry si deduce che le rette RRs,
RaR; segano la ¢ in nno stesso punto X, che & il coniugato armonico
di A rispetto a B, e R'.. Per la geconda parte del teorema precedente, o
osservando il quadrangolo R:ReRgHy, deduciamo che la tangente alla
seconda coniea in Ry & XRB). Ora R.WR,R, & un quadrangelo costrut-
lore del gruppe armonico XABR/., e quindi WR,, che & la tangente
in R, alla prima conics, passa per X, cive WRy= XR,. ¢. v. d.

Del resto basta solamente osservare che le due coniche che si consi-
derano sono corrispendenti mnell’emologia armonica di centro Ry o di
agse R, Ry,

8. Consideriamo la sonica gB, R, R R B.R..

Sia U il punte d1 concorso delle tangenti ad essa in R.R'., eciod sia
U=RR,.a=ILR,.a

I seguenti grappi CR,BU, BR.CW, CBR.R, sono armonici, e quindi
egsendo CR.BU = BR.CW, U e W sono copiugati nell” involuziona

B
s
ATmMonico.

Ragionando analogamente per le altre 5 comiche, ed csservande che

. di eui l'altro punto dopplo & R, e quindi il gruppo R.R,UW &
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R.R., R,R,, R:R, sona ls tre coppie di vertici opposti di un goadri-
Jatero completo il eni trilatero diagonale € abe, possiamo enuuciare il
Eeguentn

TeoreMa. — J punti di concorso delle tangenéi alle sei coniche nei
punti RaRY, Ry, ReR', sono sei coppie di puniy caniugatl delle ire isi-
voluziont J% = R.R%, J% =R, R, J"=R.R..

Catama, Dicembre 189S
Giuserpe MARLETTA.

Ntndenta in Matematiea.

Sull’integrale f tang" s .dy

Il matodo ordinario d integrazione di questa funzione consiste nel
u" du

porre tan ¢ =u. St & allora ricondotti all'integrale TS

Heco un altro procedimento che @ unicamente hasato sull’ identili

1
2
1 - tan e
e sulla canoscenza del due integrali
(1) [tan pdp=—Lcose4C
(2) i tan®gpdp=tany—p+C.

L’integrale (1) servira per i valori impari di n e 1'inlegrale (2) per
i valori pari di n. Ecco degli esempi.

1°. Cancono m [ tan® pde. — Si ha 1 identita
tah o SE1 QP
cos" @ cos'op’

tan o (1 + tan® o) =

_ avdy_ fcosg
(tan @ + tan” ¢) 808
Integrando 1 due membri si ha
S tan pdp+ [ tant g dp— m}sﬂzp iy
Dunque, tenendo conto della (1),
1 |
(3) ftanﬂq, dyp= 3 cos'y ~ L cos ¢+ C.
4°. Catcoro o1 J tan‘*o dp. — Elevando a quadvato 1'identita
L .
f
1 +tﬂ.ﬂ P — cos2 :F, sl ha
1
d # %, = ;
14-2tan’2 +tan* 3= oS

:
_ﬂ
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Da cui integrando

; | dep Z2seng . 1seng
o+ 2 tan* pdg +.[ tan* 9. do=J =30 o T oo ¢ T

e per conseguenza

4 1 sen tan® i
Jtantgdp=g—ztan ¢ + 3 ﬂcrs*":’; =g —tang + —3 40
B, BARISIEN.
- e

SUCLY CURVA LLOCO DEL PONT CHE HANNO PER CODRDINATE

r=a.cos"y, y==n.sen"7

Por studiare tutti i casi possibili di guesta cuvrva vonviens fare sul-
'asponente 7 le diverse ipotes] agguentl,
I. = intere, positive e pari.

[I. n L n dispari.
Ol.n = negativo e pari,
IV.# =» ” dispari.
V. # frazionario e positivo.

V1. n " negativo,

L'equazione cartesiana di questa curva e in generale

GRICRS

[saminiamo successivamenis i sasi sopra iudicatl.
I. 8i pud porre m = 2m. Ecco aleuni casl interessanti.
19, =0, La curva & allora il punto

(p=n, y=190),

50 5 —2, Allora st ha
»

aﬂzﬂ.ct}ﬁﬂcp y y=ﬁ.mnﬂcp,

e lan linea diventa la retta

e
a T g
} ol - " - a W 6
I'area compresa fra la retta e gli assi coordinati ¢ U= 5"

4 n—4, Si ba

w=a.cos*g , y==.sen"q.
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VZ+ V4

fangsnte agll assi coordinati, Si sa che l'area compresa fra gnesta pa-
rabola e le sue tangeuti Oz, Oy e

La eurva & la parabola

a. b

U_ﬁ

Si pud, pitt geueralmente, frovare 'area compresa fra la vurva e gli
agsi eoordivati che le sono tangenti, per il caso di n—=
Le coordinate di un punto della curva souc

® , y=0b.zen"s.

Ora la derivata dell’area é

,dU0 dy de
| {f$ dep O ap

8 slocome

d. d

~£=— 2ma . c08"™ ! @ . 8EN g, d—;=dmb . o™l . Co8 7.
ne risulta

al

2 E — 2mab { sen™-! ¢ cos™ -l - cog*™* @ . gen ';l} ’

ovvero

el lJ . )
Eﬁ? = ab . zen**1q . vos™="

yada
‘)Elu - {qﬂn 2?)-“‘ 1

Dungue l*area cercata &, ponendo 2= ),

s al el | |
alm . f (sen 2p)e-idy = 5 ﬁ sen=h . .

Ora

It. In qnesto caso n =2m -+ .
Cast panrTicoLarl. — 19 Per =1 31 ha

v Y=0.8en 7. J‘




# Ie.'.ﬂ s
.

T el T e e P P s i T
1

"
Tl

m——p o
[
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- e TILE 1‘_ :

Tia curva e 1'ellisso
y

4 L,

Rl e

-

di owi 'area @
U — = ad.

ez —

29 Per n =38 st ba

= S
= = &

i
& u w |} ¥ = .
.-‘__H;i*ufn—-ﬂ“h-—q;.qu'—.-r—.u‘-m P
i — - . =2 = : et | SR
Y

r=a.cos’p , y=»>hb.3en°p.

L’equazione cartesiana dells curva & allora

'

o) )=

u[m
— . —  —
— S e
P

che & guella della sviluppata dell’eilisse | ‘-'
£+ i |
e ha per area " I% l
U=§ﬂﬂb. 'J!
Nel caso geunerale, le coordinate d'un punto della curva sono {’
L'avea di questa curva &, ponendo 2p=0Ff, per uu calcolo analogo }
al precedente, i . i l
W= 21:1!: (Z2m - I)ﬂiﬂau““ﬂ 6. : :
Ed essendo | |

; .
J A oy o Tl B

<1 detines

U nab 1.3 .5...(2n—1)
R Dol BBk
ITI. In questo easo 7 — — 2m.
Cast PARTICOLART. — 1% Per n=—2 si ha
a @ &
= ot y_ﬂen’cp*

La curva & dunque 1'iperbole sgquilatera

b
= L,
£z Y
2° Per n—=——4, s ha
a b
£ ¥ 2 Y=
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Il luogo dei punti (@, y) é la carva

Va+l5=

0881a
(py — b —ay) = 4abzy.
IV. In queste easo n — — (2m - 1).
Cast ParTICOLARI, — 1'. n=—1. Si ha

a b
m_tms-:p ! y__san:p

La curva & allora la Hreuscurve
ﬂﬂ | bﬂ l
s | =1,
D y° R
Qi trova che V’area compresa fra questa curva ed i suol asintoti & eguale |
4 4ab. Tofatti, se si riferises la curva a dne dei suol asintotl, le nuove

coordinate sono

Nt —ti , Y=g —b b,
L‘tﬂﬂap gen g

Ora

r
= b

b(l—seng) aseug

dq;: .

dU—=Y .dX = =
|Jen ? s ql :
_ ab (1 —sen qp)dcpzab[ de | dr.:nﬂa;u] g{
cos® 008 ' cos’y I’ *};:
e integrando . i
T ;":}
o = — ’j
Uzd:ﬂb[tancp _ lr : A

cospl _ .

— =

U:inb[vl HE‘“'TI'-‘] 2
1 —+— SeN - :
U — 4 ab. '
L'area & dunque 4ab.

2“. ﬂ=—3. Sl ha
a b
= coste ' y—ﬂﬂn:q’.

L'equazione cartesiana e
2

a\s , (o ] B _ |

(m) T (y = 1

(0%y® — L2a® — a®y*) =27 a%%" . 2y’

08814
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Essa & del genere della Kreuzourve. Sarebbe interessante di calcolare
I'area compresa fra questa curva e i guol asintoti, e pin generalmeute
’area relativa alla curva avente per coordinate
a b
L= EJDE!“'*'LQJ ) 9= gaq ot P '

V, VI. Questi casi banno luogo per ﬂ-_—_ﬂ, n = 4 , 6 si ridu-
g g
cono tutti al caso unico di n frazionarie, maggiore o minore dell'unita.

Non offrono niente di particolare da segunalare.

E. Barisien.

SULL IDENTITA DI CERTI INTEGRALI DEFINITI

Quando si esleola in due o pit medi diversi srea limitata da una
eurva chiusa, si ottengono due o pil integrali definiti che sono identiel.
Si possono trovare cosl delle identitd che sarebbe difficile di ottenere
direttamente, specinlmente se nvu sl conosce il valore comune di questi
integrali. Si possomo variare gli esempi all’infinito; ci contentiamo di

darne gualeuno.
10, Area della curva

=i ha

b &
— — P .
Y=== W =0
Per consegnenza l'area racchinsa dalla curva e
-é d 4 4
(1 Y =

D’altra parte le coordinate di un punto variabile della curva si pos-
sono serivere in fungzione di un parametro ¢ nel mode seguente

w=aYcosg, y=~5V sen g;

da oul
de  aseng dy b cos @

—————

‘Iﬁ_’_“zfcuﬂqg’ dep Zfseucp'




156 PERIODICO DI MATEMATICA.

Per U 81 hanuo anche i due valori

dail quali 8i ricava

: {
(2) U =ﬂ&fi vii;
0 V SN (‘_'F- GOS qJ
a3
(3) Utiah | 205 % i
o 0 S013 P

Kgunagliando i valori (1), (2), (8) di U si trova

b4 § T
4 i, Y do " T coBt w,dw
?j;vﬂ — @ dp = Vsen @ cos z b sen

Be 81 earca ’area limitata dalla ctrva

ew  yw

=1,

che & la generalizzazione della precedente, si ottiene I’ identith

T 2 ¢

o pam i %—1 =
(5) FJ:V am— z@dy =ﬁi(ﬂﬂﬂ${.‘rﬂﬂiﬂ) M=2fﬂ gen @wcos z.drp.

2% Area deliz Ereuzcurve

a* B
mﬂ | yﬂ_ 1.
Si ricade nel caso della curva (4) pomendo m — —2, Sembrerobbe

ecosi che 81 avesse

=7 -

Ef“ wda 7 du 5 £0 day
a’ 0y 2 — 4t o sen®z.cos' . " J senfa

La ragione di questo paradosso apparente & che |’ area della
Areuzeurve considerata non & finita, mentre lan formula (5) non si

pﬂnb applicare altro che guando 1’ area determinata dalla curva (4)
gia finiga.

Si PoRsono tuitavia trarre dalla Krewzeurve delle identita espri-

1’ d ® - " - w L]
mendo 1'ypag compresa fra la curva ed i suoi asintoti, la quale &
eguale n 4,

° It : . : : o

on _3- 4 potrawno pure ottenere delle identith d'integrali definiti,

. rl § L l- " - - " E
PO?grt“E"”' "aven di una curva in coordinate cartesiame e in coordinate

II

E. N. BArisien.

Fj [ I o :
Ll e N A P

@
Al S -
L1

o ——
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SOPRA DUE TEOREMI FONDAMENTALI DI MASSIMI E MINIM

I nota la sommsa importanza che nella Teoria elementare dei massimi
e minimi assolutl ha 1l teorema sul massimo di nn prodetto 1 eni fattori
hanno nua somma costante. W parimenti noto che la dimostrazione co-
mune di gusesio teorema, che si trova in molti Trartati anche moderni ed
ottimi, & priva di rigore. Lo scopo precipuo di guesto articoletto & ap-
punto guello di porgere uua dimostrazioue del detio teorema, che sia
rigorosa e nello stesso tempo elementare, Cio potrebbe sembrare inutile
dopo la dimosirazione perfettamente rigorpsa che ne ha dato il Darboux;
e chl svrive sarebbe dello stesso parere, se il metodo di dimostrazione,
gsostanzialmente diverso da quello segunito dall’lllustre Geometra, e lo syi-
luppo ehe esso puo avers iu una dimostrazione diretta dell’altro non meno
importante teorema sul massimo d'up prodotto di potenze di guantitd, la
cul somma sia costante, won gli sembrassero degni di nota. (*)

Le proposizioni elemsentarigsine sni massimi ¢ minimi assoloti, sulle
guali si fondano le dimostrazioni esposte sono le seguenti:

a) 1l massimo od il minimo di una espressione non si altera quando
essa venga molbiplicata per una costante positiva,

b) 1l prodotto di doe guantith positive, la cnil somma & costante,
¢ massimo quando esse sono nguali firs loro. Se invece & costante il
prodotio, la somma, per valori ugunali, & minima.

¢) La differenza n# —y, con « costants, & massima goando y 6
minima,

d) Se 2 e » sono due fonzioni di # (8'intende anche nel sgenso
pit slementare), che mentre z varia da 4 a 4 sono massime per uno
stesso valore di a2, anche il loro prodotto in guell'intervallo & massimo
per lo stesso valore.

|. TEOREMA, — 8¢ & € un nwnero posilivo, I'espressione p=(a—=x)x=-3,
dove 1 ¢ un numero intero positivo qualunque, menire x varia da 0

_ m—1
ad a, prende il massimo valore per x— i (*%)
»

Si osserva che la w =(a — @)z™"'=azx™' — 2™ ¢ contenuta come
cAs0 particolare per £ = m neila

m—1

" k=1

) o NP

(%) Dimoatrazioni rigaorose di questi Leoremi furono date dal ehiar. prof D. Bessoe, nells sua bella
Memoria * Teoremi alemientari sul massimi e minimi ,, dnnuario del B, fatituto Teenico di Roma, 1589,

(**) Per preziors notizi¢ storiche intermo a gnesto teoremn ed ai seguenti. vedi: . Besego, ® Sopra
un epuscelo di Michelangiolo Ricei,. Feriodies di Matemativa per Vingegnaments zzeondario, 1803,

—
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Por m=—2 si ha

m m (2m — 1a
= (m — —_—— R ==
Wy = ( 1)az 5 2" 5 ( — m)m,
. . m—1 .
che evidentemeute & massima per » = ——a, mentre @ varia da 0 a
2(m —1)a . i ; : !
( = , 8 guindl & maggior ragione guando varia da 0 ad a.
Si dimostrerd qui in generale che, mentre 2 va da 0 ad a, w, nssume
. . m— 1 . . .
1l suo magsimo valore por oy = —— 4, qualungue sia £ intero e posi-
tivo < m.

S1 supponga che eid valga per mw, , allora si vedrd che deve valere
anche per wyy;. A tal mopo si ponga

Wit
W

— 36, dDﬂdE m]'.+1 e T-# * m[-

B chiaro (d) che gualora si riesea a mostrare che % & massima per
m— 1
m
anche ., ® massima per lo slesso valors di @. Cid & appunto gnanto
avviene, come pud risnltare dal seguente procedimento.
Sostitnendo alle @ i loro valori dati dalla (1), si ottiene

&= a, per I’'ipotesi fatia su @y, si pud subito concludere che

(mm—1) mo
Y E 2 k0T _ aw—Pa®
(m~—1)a m Y— 0w
E—1 k7
_ Pr—ad 1 By (BY — a3) 1 k) _ .
5° 5,(;-3(7_5.«:) = )—lhﬁﬂ(‘—z)“* -
dove evideniemente si & posto
_(m—1)a 2 i (m — 1) a ~__ "M
=% PR L s — %

EBT—-— ) i 1
A == aﬂm I-L:BT[le_mB) E=p(T—-Ea;) qp:g(ﬂ—]—%).

I espressione 3—|—£— ¢ la somme di due quantith il cui prodotto

5
. m? (m — 12 a® i
1= By (BY—-—EE)— kgmj 212 e costante e positivo.
% — 1
Dungus (£), mentre z varin da 0 a —]—m, la somma & minima per
2 = Ji‘- 088ia g = -1 ]fﬁ (esclusa la solnzione = :—VE per la condizione

che z sia positivo).
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Si ha poi s=f(y —d). Ora affinché z sia positivo ocoorre e basta
che sia R(y — B@) > 0, donde facilmente (per essere 8 e & positivi)
y _ hfm—1)
5 (A—1)m
— . Siccoms poi per ogni valore di ¢ fra 0 e 4-co si pud sempre tro-
vare un valore di @ (compresc naturalmente fra p e — oo ) che faccia
assumera a z il prefissato valore, si vconelnde che mentrs x va da p a
— o0, z prends tutti i possibili valori da 0 a - e quindi che 'espres-

= a=7p; in altre parole che & sia compreso fra p o

glone z —|—%, mentre = varia da p a — c, & minima per quel valore

di 2 che rende ¢ = (y —32)=—r ¥it, il qual valore fin da ora si pud
dire dover essers compreso fra p e — oo.
Tale valora & subito dato dall’eguazione

B(y — Bw) =—+ yp

mn — 1

che, fatte le opporinne sostitnzioni, offre 2= ——a.

m—1

Osservando poi che a @ sompreso fra 0 ed a, a che &

k(m —1) m— k
-~ -
{k—l)mﬂ “ (k—])-m.ﬂ_o por m = &

p—a

m—1

gi sonelnde che l'intervallo da 0 ad a comprende il valore a mentre

& compreso entro l’intervallo da p a — o, & quindi che a maggior ra-
[t m—1

gione 1'espressione s _]__; assume il suo valore massimo per 2 =——— &,
mentre @ va da 0 ad a.
E d = L 5" eminent t 1 b i
ssendo poi ¢ = 53 |* —}-—3- , eon 3° eminentements positivo, S1 eon-

clude la stessa cosa per ¢ e da nltimo si ricava subito che la differenzo
4y = l —_ EP

, _ 90— 1 _ _
6 massima per ¥ = ——— &, al varinre di @ da 0 ad a. {(e).
4

A questo punto, visto che 'ipotesi fatta in prineipio su w, vale per
k=2, per induzione si conglude che essn valo per ogni valore d1 2 < m
e quindi per 2= m.

Nella formula ¢ =(a —&)ax™* si ponga ¢« —a=y, & si avra

w=y({@a—y}"";
e siceome al variare di @ da 0 ad @, y varia da @ a 0 e per

gy —= ] } i
—n @ ha g=—;
m : 7

e Ll T W e
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si conclude che mentrs ¥ va da 0 ad a, essendo a un numero positivo

5
gualunque, 'espressione ¥ (a—y)®~' assume 1! massimo valore per y = %
Sotto guest’nitima forma il teorsma dimostrato pud servire direttamente a
dimostrare il )

2. TeorEMA, — Il prodotto di piu grandezze che non assumono mai Y
valori negativi ed hanno una somma costante € massimo guando esse f
sone ugual tra {ora. -

Siano @,. @, @y, . . .., T grandezze vincolate alle sole condizioni di ?
nen poter assumere valori negativi e di avers una somma costante a. :
S1 vuol provare che per oy —=ay, =0y = .... = @,= i 1l prodotto
P—ox.02¢..., @, assume un valore che & maggiore di ogni altro valore
che possa assumere.

[ a tutti noto che per m=—2 (ed anche per m = 8, 4) la dimoslra- o3
zione & faciligsima, ed apnzi che essa pud stabilirsi in parecchi modi di- 5y
versl e sempre con butto rigore. Ammmettiamo che il teorema valga per
un dato valore m—1 e vediammo che c¢osa occorre dimostrare per con-
cludere che esso vale anche per il valore m.

Si din un valore fisso @ a/l una gualunqgne delle m variabili 2y, x5 . ..
Tm—ty &m Ppor 88. ad @, . Allora si ha

ot 2t 2+ ... .+ Xy = @& — @ = vostante

e dall’ipotesi fatta risults che il predotro xj;_'

i
PI:I:I.—.'E: 1:1 & Iﬂ i .:D:H @ & @ @ ;I:llm_l ‘
_ @ —-— T ¥
aAssume un valore massimo per &y — @ =— . . . = Py..| = —— il quale
valore & dalo da —.:_:.
: 3 — ) = 5
P m—i = : :&-"
m— 1 I
mentre il prodotto P=w, .1y ... @u_, - . per quasti valorl speciali prende
1l valore 3
A — p\m-1 1 :
P=w |—— — @ (a — x)r-1,
m— 1 (m— 1) ( )

Qnesto prodotto da il valore massimo del prodotto delle m guantith
Xy, Byy « « o y Du_yy Ty 2 ogni valore prefissato 2 della m». H guindi chiaro

che, se mentre @, varia nel suo campo di variabilita, da 0 ad a, per un
1

dato valore z fa assumere all’espressione (m — 1)o- o (@ — z)™1, o oid

che & lo stesso ad z (a — #)=-!, un valore massimo, il prodotto
P =I_1. .".Eg L B mm
deve prendere effettivamente un valore massimo per

)
m—1"

i‘.'l?m=r:£ BL]. .1‘123'5:----: m=-1 "

T kL
e e, P s
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£l
Qs poi & g=— — 91 ha
P @ ey
a
m'l a:ﬂ- ﬂ?H:....:mm_l_—_:ﬂ:m—_—-;??'

La questione si riduce dungue a provare che menire @ varin da zero
a

ad a, »{a—x)""! assume un valore mnasgimo per @ = _-.

Cid & appunto quando s8'e atabilito ecol precedente teorema,
B noto dai trattati d’Algebra comse dall’nltimo teorema s1 tragga con
somma facilith 1'altro importantissimo che il prodotio x™, Y™ & Massimo

guando i = z, s m ed n somo interi positivi, ed xy vincolati alla sola
condizione di non esser negelivi e di auvere wna somma costante, lspor-
romo Quni nAA dimostrazione di guesto teorsma con un metodo che é la
sontinnazione di quello usato pel teor. 1), e che non presnppone il teor. 2).

Si sonsideri ’espressions = z™(a — )" dove m ed % sono due nu-
merl gqualungue interi e positivi ed @ & una variabile the puo assumere

tutti i calovi da 0 ad a. Dimostreremo che in tali ipotesi w prende wun

o i a — & an

valore massimn per — o0831a par ¥ = ~ La w & compresa
P T P e N P

ﬂm TH'ITI—E

come caso speciale per fh = mnella sspressione (. — ¥ (-}T — ) A

Per k=—1 8l ba oy = @ (am — a)+™-! che pel teor. 1) & nassima per

am , px e : :
= T mentre » varia da 0 ad am, e quindl a mMagglor raglone
da 0 ad a. Col solito metodo d’induzione dimostrersmo che 1l teorema
vale qualunque sia & da 1 ad m (ineluso). Supponiamo vero il teorsma
per wy_; @ mostriamo che vale auche per wsx.

Si ponga mx = U1 donde

feier m-n -k
x* — &
k —

- —

QI wmt =K
gin—3 (Fz—l ,ﬂ)
k —— ] m+un—k e ‘f T mia-k
_( k ) (k_l)am:(k—l)m kl_ﬂm—{k——l)m) -

Sotto guesta forma & facile vedere che, mentre x varia da 0 ad a, la #

_ am i e
agsime vy valore massino per &= —— ., € guindi concludere che lo

gtess0 avviene per .

o e @ ,
Difatti 81 pouga = e, preseindendo dal fattors co-
L am —{(k— 1)x P

stante posilivo che sin innanzi. si consideri l'es vegsione =(1 — z)™t"—k,
; P
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In forza del teor. 1), mentre s veria da 0 ad 1, essa prende un valore
: 1 "
MASFImo per:_m_l_ml E 1 e quindi per

@ 1
am—(k— 1)z  m-t+n—k-++1'

pgsia per

ity

am
m-fn'
Inoltre 51 ha =10 par e =10; og=n ?En per z=1 ed m=4%,; e

. e ' . n * :
d1 pit, mentre » varia da 0 ad @ =) % Yaria da 0 ad 1, giacehd per 0<z<]

; @ m
g1 ha 0 < < - (-~ & gy : ;

= am —(h— Do — 1, donde facilmente 0 < < g 71 © viceversa,

per un convenlents valore di x compreso fra questi limiti, si pubd sempre

avere per z un gqualungne prefissato valore fra 0 ed 1. Si conclude per-

: m o am
tanto che, mentre @ varia da 0 ad a = la u & massima per & — oo
¢ per essere questo valore compreso evidentemente fra 0 ed a, e per es-
sere l'intervallo da 0 ad ¢ contenuto in quello da 0 ad a 7 0 9 tras da

. : am :
uitimo ¢he la w, & anche massima per z— T mentre @ varia da {
* m

ad a, qualongue sia &2 > m, e qumdi in particolare per & =m. (¥)

Modena, 18 agosie 1869,
Roserto VoLel.

PICCOLE NOTE

| Sulle quistioni 354 ¢ 855. — 11 teorems dalla quistione 854, dimostrato anali-
ticamente dal Prof. Baroszini nel fase. 11 (Anno XV, pag. 73-74) e quello della
qmsﬁunrf: 855, risoluta analiticamente dal Prof Cardoso (Anno XII, pag. 161) e
gﬁBl}ﬂlEtrlcﬂmente dal Prof. Catania (Anno XV, pag. 68), sono snseettibili di una
fhm_ustrﬂziﬂna sintetica molto semplice La comies K2 dolla qust, 354 essendo leo
mvilappoe delle rete che segano i due corchi dat) 1n gquattro punti armonici, ogni
8114 tungwte staccando cioé nei cerchi dati dus corde che si BOPArauD ArMOnica-
menie, il punto medio di ognuna di esse ha potenza eguali e di segno conbrario

(*} Notismo olie quasto metodo ' indug; ; - . .
. ; . 1ome o zugesttibile di wne aviluppe mageiore. 11 lettors
puao faeilmente applicarle alln dimosirasz; ‘ it . s l -
20 yuah. .. gon z} y o, .. =UD5;H‘EIDIIE| del tooremn pii generle sul maszsimao do prodolts
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rigpetto ai due cerchi e vade dungue sul cerchio radicale. Se ora osserviamo che
K? & la polare veciproca di uno dei due cerchi rispetto all'alfro (cfr. la quistione
323) si ha il teorema della quist. 854.

V. Rerany.

Sulle gquistiomi 380, 381, 382, 401 e 406. — La elegants risoluziene ana-
litica del Prof. Ceretti (pag. 74-76 del fasc. 11) non mi pare esaurisca ls guistione
401. Se la earva piana O & generale della classe m e non ha relazioni particolari
di posizione con la refta fissa » né con la retta all’infinito, 1o imviluppo cercato
o dellu classe 2m e dellordine m(m -+ 1); i punti eielici 3¢ $0n0 punts m—pli; ia
yetta fissa 2 tangente m—pla e tocea I inviluppo nei punii ch’essa ha comunt con
le tangenti a C perpendicolari od T. Non sarebbe facile ricavare gqueste ed altre,
meno semplici, proprieth dell’inviluppo dalle formole (4) date dal Prof. Ceretii. Pel
eazo della conica sono frovate le equazioni parameiriche della sestica inviluppo
ma nou sarebbe agevole stabilire, mercé loro, che la sestica ¢ delia guarta clagse
e ha tre tangenti doppie; e tanto meno determinars queste hitangenti co1 loro ponti
di contatko, le sei cuspidi della sestica con le relative tangenti enspidali, le quatiro
tangenti che arrivano alla curva da un punto del sno pisno ece. ecc. Nel caso
particolare in cui U & una parabola con la diretirice parallela ad », I'A. trova
(pag. 75) per I'inviluppo ona allisse teale ecc : yuesta pllisse & piu proprinmente
u 1 zerchio azente per centro i fuoco della parabole e per yaggio la distanzo [ro lc
diretirice ¢ lw retia fissa v , cioe il cerchio considerato nelle quistioni 380, 381,
929, risolute elegantemente mediante congiderazioni elementari, Ia prima dal Prof.
Barozzini o le altre due dal Prof. Cardose (Anno XIII, pag. 75 e 84).

Ia risoluzione della quistione 401, della 406, ad essa equivalente e delle altre
ire precedentements indicats, dipende essenzialmente da una trasformazione pisna
doppia quadratica tangenziale che non credo fin'ora sia siula studiata. Ad uns
retta g del piano (rigato) doppio, corrispondone le bisettrici g: ® g degli angoli
(r¢); ad una retta g del piano semplice corrisponde la g simmetrica di » mspetto
a g . Delle due irasformazioni guadratiche che insiems formano 1n trasformazione
doppia, la seconda, ciod guella col s1 rderiscono le guistioni 330, 451, 382 401 o 406
5 vazionale; Ia trasformazious conginnta & quella ortotangenzinle del Prof. Cesdro ;%)
In conica doppie ¢ 18 condca limite sono degeneri & formate entrambe dai punti
ciclici. Nella trasformazione nou razionale, a un punto P corrisponde la parabola
avente P per fuoco e » per direttrice, pella trasformazione inversa (razionale) &
un punto P corrisponde il cerchio di centro P e tangente ad 7. Ne segue subito
¢he se g inviluppe una cérva G, 10 invilappo dwvlla vetta corrispondente g & pure
lo inviluppo dei cerchi e centri su O ¢ tangenti ed 1, & al fempo stesso 11 luogo
X dei fuochi delie parabole che toceano C ed hunno 1 per direttrice. Quando g inyi-
i luppa una curva €, 1o inviluppo delle due rette corrispondenti g, gs & pUTe invi-
luppo delle purabole aventi T per diretirice ¢ coi Lore fuochi sopra C, ma e anche
il Inogo dei centyi dei cerchi tangentd ad © ¢ alla ewrve date C. Si veda codl 1l
il nesso delle due quistioni 356 e 857 con le altre cinque sopra indicate, 1a identita
deila quistione 330 con la 382 e della 401 con la 406.

(*) ¥. la motn n pug. 202 (Ferviodize, Anno X1V, mageio 1850L
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Aunche il ¢aso partieolare in eni € & mn cerchio, condnce a risultati assai interes-
3 ’
sanbi: se la distanzh del ceniro del cerchio dalla retta fissa » & 2 del raggio, la

sestica corrispondente (mediante la trasformazione razionale) & la prima pedale
di ana cardioide rispetto alla cuspide reale; (*) quando » passa pel centro del
cerchio la sestica & una ipocicloide bicuspide. Lo studio di quest’nltimo easo fu
proposto dal Catalon mella quistione 667 delle Nouvelles Annales {2* Serie, T. 11,
1863, pag. 272) 1a qusle, a quanto io ne sb, contiene il primo accennoe agli invi-
luppi di eui ora ei ocenpiamo, Due risoluzioni della quistione 667 furono date poco
dopo (ibid. T. 111, pag. 281-264) da due illustri geometri, 11 Gensrale de Marsilly
e il Prof. Munsion, ma in quella del primo mi pare 81 frovi una non lieve inesat-
tezza e precisamente ove & detto * si AB cesse d'3tre un diamétre mais coupe le
cercle C I'enveloppe..... anrs des points de rebroussement en A of B .. 1n generale
1 punti ove |AB|=r sega il ¢erchio C sono per lo invilappo punti semplici; le
cuspidi dello invilnppo somo invece i fuochi delle parabole osculatrici al cerchio
& avenli » per direttrice (cfr. guistione 357, (**) la solnzione del Prof. Barozeini,
Anno X111, pag 161-162 e ]2 mia nots a pag. 183 dello stesso volume).

Milano, 15 novembre 1899,
V. Rerans

RISOLUZIONT BELLE QUISTION] 254, 273 2047 313, 314, 362; 477, 481, 482

S3Me S7 hanno due urne, in ognuna delle quali sonv contenuti § nimeri
| L 06 R Y estragonno contentpoiranemmente fue NANETL. UNO (@ W' wrne & une
dallaltra; poi, sénza rinictters nelle e i nwemery sortiti, si eslrugyona ifi niewo
due numeri, wno da Wi one o uno dall’altra ;€ 008) si continya finché tutti 1 numers
stano stati estratti, — Delevimimiare la probabilata che non sovtano mai in g slessn

: . . 1 , 1
esirnzione due nieri egnindi; e dimastrare che tule probabilitd vale - @ meno ai “—‘F .

5. Nonx1.
Risoluzione dei Sigy. F. Celestri e Z. Giambelli studenti nella R. Universitd di Pisa.

L'ordine con cui vengano estratte le = palle dalla prima urna sia rappresen-
tato dalla permmtazione masny . . g

Aflinché nessuna delle n palle della seconda urna venga estratfa nello stesso
ordine di quello ¢on cui la soa eguale fu estratta dalla prima urna, bisegna che
nella permutazione rappresentante 1'ordine delle palle sortite dalla seconda urna,
gli elementi abbiano ordini differenti da quelli della prima. Siechd, indicando con o,

(*) &fr. s mia “ Note sor one eonybe du sixikrin orfire . nal Jewrnad de Meth. sprrinfea, T. X X1,
pag. 32-35 (fbwrier, 1807,

(*F) A pag. 161 e 103 \oe, elt) u yuistivne 457 per ervore i stampn, porta i numero 350,

. 1-.:E:-I.E.:'--I S Lm--.':ﬁu.;.ri-',:,'_ﬂ_h'_ -
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il numero di intte le permutazioni che si possono fare cogli » elementi dati e 1n
modo che il loro ordine sia differente da quello che hanno i loro uguali in una

x

data permmiazione, segue evidentemente che la probabilith richiesta & —: 0sSIN,

per la guistione 253 (v. pag. 120).

1

1 1
b — 1) —
: ll+l=3 ) n'

{Questa sommma non & albro che 1a somma dei primi n 4 1 termini della zerie
=4
2 [— 1]“—1- o=y = .2 g da per conseguenza (essendo I termini della serie alter-
rL E

—

nativamente positivi e negabivi) un valore approssimalo di = conm un errore mi-

nore in valore assoluto del primo termine trascuralo ciog dl ;& guind!

1
n+ 1

anche di —
nn

DY, [n eerchio di centro O ? segato da un altro cerchio M in due punt
opposti A, B. Dimosirare che ogni cerchio avente per diametro, una corda di M pas-
sante par O sega il primo csrchio net due termini di wn diometro perpendicolare

alln eorda,
HETALL

Risoluzione del Prof. C. Meriz2i

Basendo AB an diameire del cerchio C dato, il suo centro (O sara sopri AB.
Sia DE la corda di M passante per O, sulla quale, come diametro 81 costruises
i1 cerchio N. Siano finalmenie H, K i punii in cui il cerchio N sega il cerchio C.
La retta HE sara perpendicolare alla DE, che contiene i contri dei due cerchi CN.
D'altra parte il punto O comune alle due refte DE, AB, che sono gli assi radieali
dei cerchi M,N e C,M rispetiivamente, & il centro radicale dei tre cerehi C, M, N
e por esso dovrd passare HE. che & 1'asse radieale dei cerchi C, N; dunque HEK
5 un diameiro del cerchie €, ed & perpendicolare alla corda DE.

DG4 Fe Due corchi posti in uno stesgo piano s& segano normulmente in dus
punti A, B. Da un punio P, preso comungue 8opra un cerchio U, st conducono 2
vette PA,PB, o segare ulleviormente Ualtro cerchio M 4n A', B. Dimostrare che
AB 2 un diametro di M, perpendicolare al digmetre PY di O.

» RETALIL

Risoluzione del Prof. C. Merizzi.

Condotte infatti le secanti PAA’, PBB' ed il diametro PF, si gongiunga il centro
C del cerchio O ecoi punti A, B, e il ceulro D del cerchio M con A, B, A", B.

Essendo per ipotesi I'angolo CAD retto, e guindi gli angoli CAP, DAA com-
plementari, saranuo pure complemenlari gli angoli PPA, DA'A, ossia PP & normale
al raggio DA’ Analogamente si dimostra che PP’ & normale pure al raggio DB

Dungne i due raggi DA', DB sono per diritto, ossin A'B° & un diamefro di M
od & normale al diametro PP di O,

Altra risoluzione del Sig. Celesiri, sludente della R U. di Pisa.
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13, Se ABC=abg & un irigngolo in un piano 3, e sono e, f, due retie con-
dotte ordinatamenie per A, B, ia a; per ogni punio di =, posto

P(A, B, C)=p, q, 1, (¢hep) =n (cafyg) = v rfe, f) = EF,
# ha, essendo ¥ Pargomento del numero complesso 1 + jv

* = avreo fang{CeEF).
Der Re.

Risoluzione del prof. C. Merizzi di Cava.

Chiamande H i punto d'incontro delle due rette ¢, E¥, volla notazione {CeET)
intendiamo il rapporte anarmon;co (CHEF). Abbiamo dungue
HE HF

= {cbep) = (HCEP) = i ©P

H¥ HP
»= {eafg) = (HCFP) — 6P T

donde

n HF HE -
v~ OF ' o = (HCFE) = (CHFF)

VA

Ma abbiamo pure
= arco taugfé = arco tang (CHEF)
il ehe dimostra il teorema.

S14. Mostrare che Vequazione caubicu in p:

P—(F 4+ a5 oy o — 25
af — 2y p—{r?+ «¥) *Y + 2¢' =0
yee + 2 by — 2 P— (=% 457

quando si pongn:

81 riduce qll’aityn
e 2wt 4 (wd & ) o — 4dwie™ senc B — ()

ed ke una sola vadiee reale inferiove ad v* gen? .
DeL RE,

Risoluzione del prof. F. Caslellano di Torine.

1°. Basta sviluppare il determinante ed ordinare rispetto & ¢. Per semplificare
le riduzioni, s; pue segunire quest'srdine :

f(p)=F(0) + of(0) + _; 62'(0) 4 o

—B*++v") af + 2¢ Y% — af N EIL
FIOL=| 28 — 2y , s lmamegl] % B ".( 40 sen* §
Y% + 28 ; ; =0
S Y 2 ,
f’[{lj =E ET _[l 2_:-“ ) ?jr :‘-22—'-'; EE] — E [Eilﬂ"' + 4{‘2} — 4 L 4

AR =— 2 (* 4 B%) — 2 (3 | gty —— _ 4o

;
|

"\-"'.'hi'_.._..__""‘-—:._.'...-u
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quindi
(1) fle) =¢° — 20%* 4 [0 |} 407)p — 40w ¥ sen” 0.
29 Le radici della (1) sono positive ed inferiori ad w?sen® 0. Infati 1a (1) si

puo serivere:
plp— o) 4w (g — wigen?d) =10

e 81 vade che il limite superiore delle radici reali & w*®sen®6, mentre il limite in-

feriore & zero.
3% Non ¢ vero che l'equazions abbia wna sola radice reale, ma pud avere anche
ml
tutie e tre le vadics veoli, dipendentemente dui ridori i § e n‘ia—-
Infatty, poste nelia (1)

1 0 .
F:I_BME[#+E;'| ?:E-l
avremo
(2) P —3 11 —12K% > + 2[1 + 18 (2 — 3 gen? ) K¥}]= 0.

1l diseriminante di gquesta enbiea @
[1 4 18 (2 — 3 sen*f) K*]? — (1 — 12 K*F,
che si puo secrivere
108 K= [16 K* 4 (27 sen* b — 36 sen® 0 + 8) K* 4- cos? 0]
Dimonstreria c¢he pud diventare negsative. Infatti il primo fattore 108 K? & posi-

tivo; 1] secondo fattore ehe chiamero f(K) ¢ funzione di secondo grado in K% il

auo disceriminante &
| sen® B (D sen? 8 — B)3,
e sara posibivo quando -

g~
sJen ..3'?9

In gnests ipotesi il trinomio 27 sen* 6 — 36 sen® B 4- 8, coefficiente di E?, & ne-
gativo, perche le sue radici sono 2 c: e _1_,; , ed 1 valori di sen®f com-
¥

presi tra 3 ed 1 somo compresi tra queste radici. Ne segne che, quando sia

-Ec:; gen” B < 1,
le radict del trinomio che ab]:-ia.np chiamato f(K) saranno reali @ positive, ® per
ogni valors di K? compreso tra quesie radici, il frinomio stesso assumerd valori
nogativi. A discriminante negativo corrispondono nella enbica terne di radici reali,
quindi la (1) pud avere anche {ufte e lre le radici reali

Osgervazione 1*. — B condizione necessarin per la realis di tutto e tre le ra-
dici che 12K* — 1< 0 ciod che 2 < .

w 12

Osservazione 2*, — Questa eqnazione gi presenta nella ricerca degli assi delle
acceloerazioni di un sistema rigido. Si trova eon qualche differenza di notazione
nelle mie Lezioni di Meccanica Razionale, pag. 90 ed in una mia nota Il com-
plesso delle wecelerazioni ece. pubblicata negli Atti della R. Aceademia delle Seienze
di Torine il 28 gennaio 1894.
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3627, Determinare tre nwomeri in Drogreseiene geomelrica conoscendo la loro
somma 8 e guella dei lavo eubi PO
Supposto che S e P siano reuli ¢ positivi, guali condizioni si richiedono perché
giano reali ¢ positivi anche 7 tre numeri domandaii? :
L. Bosi.
Risoluzione del prof. Barpzzinl.

Se i numeri eercati sono = ®:y:z, verificheranno le egnazioni

(1) rz = y* ]
(2) rTTy+z=35,
(8) 2 4 y* + 28 = Po. j
Dalle (1),(2) ho somma ¢ prodotto di =,z in funzione di & ed i, quindi ho
» ) Sy VEF B =5
z 2
Inoltre

¥+ 2% = (o4 2)' — Baz (v +2) = (8 — y) [S* — 28y — 24%)
e la (3) s1 viduce allora alla

(2) | f[y]=y3~3=y+3 ;P =0.

Questa 44 1 valori del medio dei numeri cereati: sostituiti ad mo ad nno nelle (4)
forniranno ire eoppie dei numeri rimanenti.

N

Siano ora S, P reali positivi; lo saranno pure x, z se y < —E . perché allora

la-(4) da valeri reali, e le (1), (2) danno per & & z somma e prodotto pesitivi. Inolire
y € positivo per dato, quindi

N
I=y=< £l
S 8% — gp? 8% — p# : . .
Se f (_) == 9 e (D)= hanno segni diversi, Ia (5) avra fra
3 27 3
Oe 7 '8 numeno Impari di radiei: ciod wna o fre. Ma tre non possone essere, perché
_ : s [OR qs P
ina radice dellu (5) & fra + w0 e u,_; giacehe fld 2 )= 4 «» f L"“;) = 4;3 X
Allora vi sard una radice reale fra 0 e %.se
3—.
P<R<PYVo
Queste sono le condizioni richieste.
La terza radice veale della () & compresa fra — i/if—_ e — w, come € facile
verificare.
N6 P==8 Ia (5) da le radici y= -+ &, dn scartare, e =0, quindi i nnmeri
== 0:0:8

;—’ , quindi

2
Se S=PYVY? si hamo Je Y :hTS |—1 -+ V33|, ds scartare, ¢ y—
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. : - 89 |
Come esempio numerico se S =3, P'= 5 ! DINRErT §0n0
2 x 12V8
“H — -‘— — L]
3 z 5

297 Risolvere l'vguctzione: 2> 227 — 22%a 4+ 2 — Pzn 4+ n? =),
F. Smpiraxi.
Risoiuzione del prol, Guglielmo Sanlorelli di Napoli.
L'equazione data puo seriversi: (' +2—a)? = 0. Si tratta quindi di risolvere la
(1) 2! +z2—a=10

Aggungendo ad ambeo : membri il trinomio 2z” + [z + v, essendo =, B, v, in-
delerminati, per era. si ha

(2) HAruf B+ YNty —a)=a2t+ 247,
aquazione che pan seriversi sotto la forma:
(3) (=*+ Az + 1) = (Yaz + V1)’

essendo A o » indeterminati,
Dovendo essere mella {2) = (3} uguali | rcoefficienti dells potenze omonims, si
hanno le relazioni

A=0 , %p=2 , Wp=64+1=0 , p*=v —¢g
che conducono alla risolvente di Ferrar

=0,

0|

1 —Bpip?*+a)=0, ossia p®4+ ap—

da euni basta ricavare un sol valore:

/l 1] i -/] il T
“:]' _iE;Jr“ 50 2‘.4'1 E_}" 256 | 27

Essendo noto p, sari noto = = 2p, ¢ dovendo essere ancora 2 T'cc_'l,‘r-?: f=:_1,
. 1 1
sy alaTe.
sath Yy = —=—_-"—-
=2 va 2Yp

Sostituendo nella (2) ad =z, £, v i valori cercati in funzione di p, ed estraendo
da ambo 1 membri la radice quadgata, avremo le equazioni

_ 1
T__\2 g
__ 1
224 V2uze 4 p— . FEF-: {};

T P 1 m V g 1
 — = — e L - = — il = —_— —————
VE & 2)2p - }/2 2 T3 Yo

Queste formole, in oni u & si sostituisce i1 valore gih trovate, danno le guattro
radici della equazione (1), ossia le otio radiel della data,
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%4, Determinare la pedale della sviluppaia di una conica centrale rispetto :

G un punto qualungue del san piono come polo,
V. Rezaut,

Risaluzione del prof. 6. Cardosa-Laynes.

Se risolviamo la questione cogli ordinari metodi, oppure se la riconduciamo a

cercare il luogo dei piedi delle perpendicolari abbassate sulle normali della conica

da un punto fisso del piano, in entrambi i casi si va incontro a caleoli assai labo-

riosi; percib lralteremo la questione sotto wn altro punte di vista, ricordandu

che *“ la podaria di una curee @ Vinverse della suwa polare reciproca ece. , )
L'equazione della sviluppaia di una conica centrale @

: : 3 i
(1) lax) s £ (by) s —c 3 (dove b e= a2 T bi)

Rendendo omogenea la (1; col pnr:rai.iin inogo di «,# st ha

z' 2
e 1 3 | .

”] ]:1':frl;.=*_}?:|:fby]?—e?z?zn.

Il cerehio di raggio 1 col cenbro in um punto (m ,m) ha per equazione
(2) Ty —2me — Zny + o F 0= 1=10, * )
0, TSA OmMOgenea, -“_:_;
(2) f=a%+ yg* — 2maz — Znyz 4 22 (m®= + 0 — 1) =0. .

Per trovare 1a polare reciproca della (1) rispetto al cerchio (2) debbiamo stabi- _ -,:‘.-{'
lire le equazioni S
() OF (ﬂ) _ OF '9.{.) - &, (&)

0-’1'—' - {.,.‘-T = Ty lJ_H' . (]y U= 1 [}E . 03 =

essenido @, 41,21, le coordinrte correnti omogenee, relative alla curva che cer-
chiamo.
Eseguendo le derivazinni mdicate, ¢ ponendo dipoi z= 2z = 1, si ha:

= 3 1 i
T oti(m—m) = LIy T Ty —a)=¢ 5 : (mx Fuy — mE—n? 1)

T e g
R R

=
@ 3

: 3 — i p ’ ; -
da cul, ricavando #— 7 ¢ # = & sostitonendo nella (1), si ha 'equazione della polare

YeCIiproca:

(3) (may oy —m®— ¥4 1 {n*[y. —u)*+ B —’ﬂ}u}z e* [y — m)* (i — n)*, J‘,";'_'?
0, tragportando l'origine c¢on una traslaziome, in (m,n): jj
(3) (m&X + nY + 15 { a*Y* £ p°X° } = ¢ X*Y%

L' inversa della (8), ¢ioé la podaria che ricerchiamo, sars rappresentata dal- ‘f!f

I'equazione che si ottiene ponendo nella (3):

N o e o el
'l e ' | ¢
Luindi si ha: it i
{4) (2% + 3+ mxr 4+ uy}’{ ay® L pi3z* } =X 5k

che rappresenta una sestica bicireolare con un panto quadruplo con tangenti doppie
orbogonali nell'origine od aventie fdne direzioni assinlotiche eguali a guelle deila 1
conica data,
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Osservazione. — Supponendo nella (1) a=bec INDIPENDENTE da @ & b € con-
siderando il segno supericre, essa viens & rappresentars an siroide, quindi con
lo stesso precedimento si trova per la podaria di un astroide I’ equazione

(x2 4+ 5t + mx 4+ ay)? (= + 9 = etz

ed in parbicolare, se per polo si prende Vorigine, si ha il rosone gquadrifoglio
[.‘L‘i + y-.-}z e D*Iiyl = 0,

resultnto questo assal noto.

W2 podale Aelle sviluppute delle paraboia rispetio ¢ un punio qualungue

del swo piano come polo.
Y. RETaALL
Risoluzione del prof. G. Cardoso-Laynes.

(on metodo analogo & guello tenuto per la precedente quistione, poiché si
ha. per 'equazione omogenea della sviluppata di parabola (paradole semi-cubioa)
(1) F=y —axr?z=10
le squazioni (%) della qmistione precedante danno (per z =21 = 1]

gz e, —my=3F: 2 —n)= ax?: 2 (mz + ngp — n* — w4 1)
da cni, ricavando x,y e sostituendo nella (1), si ha per la polare reciproca

1 W !
WA (p—n)F = 37 (o, — m) (may -+ nys — m:—ant+ 1)
Trasportando 1 ovigine in (2. ) con una traslazione e rendendo I' squazione

razionele, si he
40Y*=27K* (mX + nY + 1)
la ¢ni inversa
day = 2727 (2* + y* + mx + ny)

rappresenta la podaria richiesta: essa & dunque una guarticn circolnre.

QUISTIONI PROPOSTE

485. Se lungo le tangenti ad un'elica circolare si riporta, a par-
tire dai rispettivi punti di contatfo, un segmento costante [, il luogo
degli estremi di questo 2 una nuova elica cireolare, giacente in un
cilindro parallclo a guello della prima; la ?na.le taglia le tangent di

essa sotto l'angolo costante b= aretang —, dove p & il raggio di

prima curvatura della data olica. Inoltre fra gli angoli ¥ e 1 8ottO
cui Velica considerata e quella resnltante tagliano le generatrici de

rispettivi cilindri, passa la relazione: cosy,=cosy .cosb.
M. Caryr.

486. Trovare 1'inviluppo del sistema d'iperbole
oy (14 4a") +4aey — Anfx — Sa'y -+ dat = 0.
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487. Trovare I'inviluppo del sistema d’ellissi

Y+ Y =q y)".

cos®z ' sen®a

G. PEscL

488. Di un triangolo ABC non rettangolo & data la base BO; qual’é

il lnogo geometrico del vertice A, sapendo che la distanza dell'orto-

centro al centro del cerchio eircoscritto & uguale alla meta di BC*
A. Droz-Farxy.

489. Fssendo dato due coniche S ¢ 5, 1] luogo dei punti M tali
che le tangenti condofte da M a S sieno coniugate armoniche delle
tangenti condotte da M a S, & una conica S'.

480. Da un punto I della tangente nel vertice di una parabola si
conduea una corda PQ, che meontri 'asse 1 A. Sia A’ il simmetrico di
A rispetio a I; 1 quattro punti A, A', P, Q formano un gruppo armonico.

491. Trovare il lnogo dei baricentri dei triangol rettangoh, d'area
costante, iscritti in un triangolo rettangolo dato.

Trovare inoltre I’ inviluppo dei lati di questi triangoli.

492, Sia ' un fooco diuna ellisse, e M un punto variabile di questa
curva. Si deserive il cerchio di centro M e di raggio MF. 1l luogo
delle estremita del diametro di questo cerchio, perpendicolare ad MF
& nng curva la cul area & doppia di guella dell’ellisse.

493. Dimostrare le idenfit:

f% dx 1

0 l—I—BEI]ﬂ:_-

f (1 — sen® z — cos® x) dx
L)

gen” ¢ cos”

1
=32

f T(sen z + cos - 2) dx 1
o (1+senaz)(l4cosx) 2

494, S considerino le due curve razional, le cul equazioni para-
metriche sono

A cos o - Beosy
x_a‘sen“cp—]—b’ cos’ ¢ T afsen® o+ PP cos® g
A’ sen @ B sen o

y_agsan“cp+bﬂcnaﬂq;' yzfﬁsenﬂcp—l—bﬂﬁnaﬂq:-'
I rapporto delle aree di quesie due curve #

(2* 4 B") (@ B
34"b° '

495. §i considerano 1 triangoli simili ad un triangolo dato ed iseritt
in un dato triangolo. Trovare:
1" 1l Inogo det baricentr
2% 1l luogo degli ortocentri.

- L I-I.
B L A
- "

i

o T i = e e et e

.
i




PERIODICO DI MATEMATICA. 173

39 i] lnogo dei centri ded cerchi circoserith
4° I"inviluppo dei lafi.

Considerare il caso in ecui questi triangoli sieno equilateri.

496. Sia M un punto variabile di an'ellisse di centro O0; MP la
corda perpendicolare a MO: MQ la corda supplementare della ecorda
MP e MR la corda isotomica (%) della MQ rispetto agli assi dell’sl-
Jisse., Dimostrare che ciascuna delle corde MQ e MR & normale ad

an’ellisse fissa.
. N. BARISIEN.
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3 Milano, Trevisini, 1898. L. 1,80 (pag. 186).

(lomincia da gualche aono a liffondersi a beneficio delle nostre senole guella
poderosa eorrente di nuove idee sulla logica e sui prineipl fondamentali della ma-
temaiica che ebbe origine precipus lra soi dalle opere del prof. Peano e special-
mente dalla sua Rivista i matematica {1891-93). (312 i1 Burali-Forti, Sadun e
Soschine e il Ramorino diedero sagg pregovoli del modo di applicare {ali idee nel
primi gradi dell' insegnamento; segm poi il (Gazzaniga col sno Libre di aritmetico
¢ di ulgebrn elementare per i Licei, il guale, inspirandost direttamente alle fonti,
tento con molta orviginalila e dottrina nna esposizione TIZOTOSA dell’aritmetica &
dell’algebra elemeniars; & sebbene 1'opera sna (come ogni CoSA DUOVA) non Eid forse
spevrn i imperfezionl, essa ha sempre il merito mestimabile di aver diffuso fra
maestyn g svolart 1o spuito il gusto delle nuove dottrine @ acoeso in loro il de-

siderio @i approfondirle. Ultimi, se mon m' inganno, in questo ingirizzo analitico
Zlungono i proff. Guiblerl ¢ De Amicie con gnestl loro Flementi di aritmelica ra-
zionale. che conirontati eol precedente Trattato di aritmeiica rozionale del prof. Gar-
hiex: (coadiuvato dal prof. De Amicis) ivelano una radicale evolnzione nel pensiero
dei nostri Autori dal 1824 al 1868,
L Noto subilo che detti Elgmeni/s non 5000 rigorosaments razionali, perche vi ha
largo campo 1'nso de! unuue%fbn complicato (per quanto intuitive) di numero cardi-
nale finito (numero di volte) o di ordine; menire vi 81 trova evitato 1'mse del prin-
ecipio " induzione matematica. (**) Questi mal certi fondamenti sarebbero ancora
didatticamente nocettabili se condncessero apltanto ad assumere come agsiomaticl
certi principi dimostrabili, oppure a dimostrare tegremi riferenlesi a numeri inde-
terminaty, considernndo soltanto particolari valori di tali pumeri; ma fanne sentire
il bisogno di essere migliorati quando s1 0SSETVA che per loro cagione menti acute

(®) I[n altm termimi I8 enyida NQ o NME sonod eganimunte juclinnbe pugli assl dell'ellisse.
- (*%1 fueats principio & soitanto ciinto in nota @ pRg. B ad applicalo come utile esereiziv 4 dime-
strnee Ja forsiuin fnf=bite=0 ]
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come quelle dei nosiri A. restano talors illuse da petizioni di principio. Un esempio
di cid si ha nella dimostrazione che leggesi a pag. b della proposizione: Se a > b
esiste wn ¢ ed wno solo pel quale = b -+ ¢, (*) che copsiste nell'ammetiers che
con un numero finito di passaggi da un numero rl smeeessivo si put partendo dal
dato numero b giungere al dato nomero maggiore ¢, cioé consiste nell'ammettere
la proposizione da dimestrare. (**) Un altro esempio di dimostrazione apparente
troviamo a pag. 81 per simbilire che * Se a > b, 82 »son 8 a multiplo oi h, sard

=Dbg + 1 eom r<"b , ivi infatti si desume I'esistenza di g & di » dal solo fatio
che « non & fra i multipli di 2. (*=**

Mz se il libro ha comuni eolla maggior parte dei trattadi di aritmetica elemen-
tare alenni pochi errori, & poi in generale superiore ad essi per la trattazione
esclusivamente aralitica, per la cura dell’esposizione e per molte osservazioni ori-
gmali. Per darne un'idea psaserd in rassegna 1l § della sottrazione, che é so-
stanzialmente concepito nella seguente forma: Se a > ) ed o — b+ ¢, s1 dice
¢he ¢ & la differenza fra ae b: se invece @ = be 8 ba a=c+ b (qui pub essere
¢ =0 perche nell'addizione si & definito 1o zero colla 0 + ¢« = a) si1 dice che ¢ &
il resto della softrazione di b da o e si scmve a — 4 — ¢ Finche a = b si ha
b-+e¢= ¢+ b, epperod differenza s resto coincidono; ma se @ = b, allora esists ]
resto U ma non la differenza, perché » - 0 non ha significate ¢ d'sltronde non po-
trebbe esistere differenza fra dus numeri non differenti. Quesia distinzione fra diffe-
renza e resto & ben fatia: soltanto io avrei bramato che, obbedendo all'uso dei
matematici e alle convenienze del calcolo formale, si fosse dato significato al
simbolo « + 0 e 8 fosse considerata la differsnza nulla, non ostante che essa in-
tervenga fra numeri non differenti. E forse era poi anche pin opportuno dedunrre
che 0 & il precedenic di 1 non dalla considerazions che « —a =10, ma dalla
definizione stessa: 0 + u = eol farvi a — 1.

La divisione & yui considerata sotto due nspetti, cioé o come ricerca di guo-
ziente e di resto (divisione impropria rafigarata col simbolo molte opportun :r —E
che si legge: a divive b 44 Der quostente | e per restc r) ovvero come Yicerea di
quote, ciod di guel niunero g (se esiste) tale che a =17 X ¢ (divisione propria che
8i rapprasenta col simholo prdinario a: b — ¢). Lia divisione proprin viene consi-
derate soltanto well’yliimo § della parte 1 che rignavda | numer! luteri; gl o
§3 precodenti trattano ordinatamente della divisione impropria, delle propriets de

(%) @nesla proprieth dei uumeri pobrabbe dirdl sonnessione (dells classo der nu Meri).

. ™) Avcebtundo In doflnizions i minors & di maggiors data dai vostri A, e fondate sulla po-
gizlonas rigpettiva dei duo numer nells serio nulurale degll mteri, no sembrn che 1a eonnessions =i
Pos8a rigorosanients dimostrars coll'alute dell*induzione matematicn, dej principio che a+5 > a @
Infine delln propristd n+h=b+ﬂ, procedends nel sepuonte modo: He a=h<-1, la proposizione
B Yarl per r=—1. Sa E:Ji a > b1 allora la 64> << o & sodisfatts wlmenc da + = I, a0 dungne
tulle le vole che aj L4-x < a 8i avesse anche b=le+1) < a allora per ogul nomero N sl
evrabbe 3 4+N < 4. ma ¢l non pud easere percha, sssendo b-t-u=a+b ed a<+Db > n, 8i ba

b1 > o Esiste dungue un tale pel quilo 8 ha 33-¢" < g @ b= (' 1) = a; posto aliora
h4-g' =g’ A¥rema u' << o = #'—1: d'altronde nom pub 28Mor8 0" < @ < @' =1 perche fin o' ed

——

": +_] non ¢ade alonn nimera, (tungus deve sssere ¢ — 4" 4 l,ovvero (penondo e=«c"F 1) n= b= e
unieits di ¢ risultn Pt Uuhin cos) detis Fipsmlensa dalls soming eios dalln proposizione: Seconddoch?
--....Ib

= 4 === :
= b awsche risp. a4 = b 1 e & wiceveraa.

mul{-r:ﬂﬂﬂi pare che il teorema in digcorso poaasa dimostrarsi nol woguente wodo : Poiehé a« non &
e {P :J:[ 16, 8853 & :J'.I: OTA miceoma b 3 | =&, avremop & # 1 -C:bn; BE ﬂunquﬂ per ngP] x pal glIH]H
nentdo :1.“ o886 auchs biz-1) < d, por ogni intero N sarebbe 8N < u: ma cib non 8, perobiz, es-

uaie sj t:“-uﬁ ® (bor essors 4 = 1) @ > 4, b ba > u; dunque devs smistere gualehe intero g pol
El ﬂﬂ; Mobin by <= 5 ¢ 3 i@+ 1) = a; ora per I'ipotesi fults non pub ensere dig - 1}=ua, dangoe
= P:E;.?em g<a< >lg+1). Digul & ricava by 1) — by > a — {rg, vssin (ponando r=u— byg),

WO TR ROB IOYALA oRs ; 1 O] = _ ' . . o
Finieith 3 4 ﬂpquiml? Jli'-'?'lﬁtmlﬂl di g e 21 rinmode che t=10bg<4-+ o r <= h. Facilmonte ni prova

sl

i g, B
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prodoiti e quozienti, delle pobenze (considerando anche l'esponente (), el teoremi
anlla divisibilith, dei eriteri di divisibilita (la divisibilita per 9 & tratata con molta
semplicita), del m. c. 4., del m. ¢. m., dei numeri primi e delle applicazioni della
decomposizione del numeri mei loro fattori primi i divisori & ai multipli; e tutto
cib evitando ingegnosamente il segno della divizione propuia, di cul mon & cenno
fino nl § 14, che prepara eoi casi di fmpossibilita delln guotrzione " introduzione
dalle frazionl Noto oftimi esereizl alla fine Ai molti paragrafi, specialmenie a pro-
posito del M. c.d. 8 dei numeri primi, Mi permetto di osservare che alecuni teoremi
che sono dimosirati dagll A. col sussidio dei numeri primi potevano dimostrarsi
semplicemenie colla tooria del m. ¢. d.; uno di questi & Un nwmero che sitt prino
con cinscino dei fattors di un prodotto ¢ primo col prodotio (1a cui dimostrazione
mi & parsa anche scopratta); e tali sono pure i snoi corollari (eceettuati quelli vi-
ferentesi 8 mumeri primi (204, 205)) fra i quali intendo incluso anche il seguente:
Un numero che sia divisibile pel prodotio di due o pitt numert primi fra loro due a
dne & divisibile pel loro prodofio. (Chr. Rivisia di Matemal., vol. 1: Sommario dei
1ibei V11, VI e IX di Euclide; Pesno: v. pag. 11 le Prop. 23 24, 25, 26.)

L parte migliore di gquesti Elementl & certamente la 11, © Numeri ruzionali ,
(in gran parte opers ssolosivamente del De Amicis, come o avvertito a pag. 93)
nells guale sono espoestl (certo per colncidenza fortuita) con somma chinvezza e
asatiezza ad uso della scuola gli stessi toncetts raturali e semplici introdotti dal
Peano nella frattazione analitica delle frazioni Rivista @i Mat., vol. I, “ Sal con-
cetto di numern ,. Nota 11, p. 256 e seg.; v. p. 261), Ma guesta trattazione, come
del resto tutto il libro in generale, ha poi anche molti altyi pregi di originalits
per la curs nel rilevare le proprieta delle relazioni di uguaglianza e disugna-
glianza, (*) per il carailere di opportunith che hanno le non poche mozioni di lo-
gica che vi st trovano ¢ua & la. per la discussione delle defimzioni scelte, per il
modo i presentare teoremi e dimostrazioni e per la felice seeltn di nnovi vocaboli
(come equimoltiplicare ed eguidividere riferito al moltiplicare e dividere ambi 1 ter-
mini di nna frazione per uno stesso anmero). Soltanto mi & parso di netare una
discordanza fra 1 titoli del &S, ove s parla di nmmeri razionali, & il tesio vye DON
4i parla che di fraziont senza mal accennare i numeri razionali; se anche iale
discordanza non esistesse e fosse effefto di una mia svista, & certo che ¢ ingiusti-
fientn il mome (i numerv razionalks laddove hasterebbe guello @ frazione. poichi
secondo la teovia anche gli interl somo fraziont.

Infine troviamo la ricerca dells generatrice di un numero decimale periodico
failg con molta esatiezza sseludendo ozni concetbo di Limote. Ma guesiy esclusione,
che non permette di eguagliare il numero periodico alla sua generafrice (quando
esiste) ne di eguagliave all'nmita il numero periodico lecimale i periodo 0, lasea
«Vente decimale periodico il semplice carattere di ignra pumerica senza atiribuirgh
mai il valore di munero; il che®nd giustifica il san pome di numero, ne soddisfa
la nostra mente che lo intnisce come un INUMETO. In tale teorin il Tradlalo (gia
citnio) & pia completo degli Elementi, perché ivi il De Amicis svolge in modo aceu-
rato e originale le delicate nozioni sui limiti, tanto utili anche come inbroduzions

s teoria degli nmrazionali.

1

(4. NTrORZA.

i —— — —

_ (*1 Vedast la bella Memoria del De Ameis {eitata favorevolwente 1o moite riviste tLuliane, fren-
cisl w Ledeseha) Dipemlenzn fra adenns norzvoii praoprieti «lle velnsiond fra sati di sn medesimo 5i-
steaiiu, Rivista di Mo’ vl 11, pag. 113 [1802).
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Contr A. — Elementi di Aritmetica razionale ad wso degli allievi delle

sewole normali. — Bologna, Zanichelli, 1900,

Il Zanichelli che gia ei aveva dato con gli Mlemensi d' Aritmetica del prof. Pin-
cherle, mno dei testi migliori per le seuols secondarie inferiori e, econ quello
A" dritmetica yazionale dei prof’ Arzeld ed Ingrami, il trattato che forse pia 1i-
sponde alle condizioni di guesto insegnamento negli Istituti teenici. ¢i offre ora
il libro del Conti, nel quale viene esposta quella parte di aritmetica razionale che
| programm: assegmano per le seuole normali. B questo del Conti ¢i sembra che
tengn degnamente il posto che gli verrebbe assegnato insieme a queil dme, KEsso
& stato salutato con piacere da noi, sebbene appaia dopo aliri trattati per Je seuole
normali cosi pregevoli, quali quelli del Garbieri e del Testi, giacché per ragioni
che qui sarebbe foor di lnogo esporre, erediamo preferibili testi speciali a guelli 0
ove & fatla un'esposizione completa delle varie parti della matematica che si sto- it
diano in una dats scnola, secondo Vordinamenio imposto dai programmi.

A chi sono note 1o condizioni in cni si deve svolgere 1'insegnamento dell's-

ritmetica nelle senole normali — ove & quanto di meno razionale potesse pensarci )
l'ordinamento stesso che assegnano i programmi per le diverse discipline scienti- 3
fiche —, si fanno subito innanzi le difficolts di compilare un testo informato ai >
principi pini rigerosi dells scienza, e pure adeguato all’ intelligenza degli alunni di ; ,;f'

queste scucle ¢ che si adatti alle altre esigenze cui in esse deve sottostare spe-
cialmente I'insegnamento dell'avitmetica razionale. Nel libro del Conil st vede la
mira costante che P'autore ha avuto di ragginngere il duplice intenio; e si deve
riconoscere che le difficolta sono state quasi sempre superate molto folicemente:
il libro potra essere adotialo con soddisfazione tanto da chi attende sopra Ealto
all'esattezza ed al rigore del metodo, quanto da chi, nel testo che prepone agli
alupni, rieccres n particolar modo i pregi di un'esposiziene facile e chiara.
L'aritmetica del Conti eomincia molto opportunamenle con e nozioni intorno
alla grandes=a, o oui vien dato uno sviluppo assai largo, ma necessario per potere
stabilire con chiarezza il coneetto generale di numero e passar gquindi all’esposi-
zione completa della mumerazione dei numeri razionali. I’analisi delle operaziom
viene condotta con melta cora. Per ngnuna di esse sono poste in speciale rilieve
le proprietd formali, da ocui logicameule deriva la segole per eseguirla; nol ne
veugon date le altre proprieta pit notevolr. T Contj poi pone in luce particolare
yosli sieno le noome di cinseuna regole da eni dipende essenzialmenie 'esecnzione
dell operazione, & le allre clhie & ntile ma non necessariv il seguire. (Cosl viene
mostrata anche la possibilith di eseguire la divisione incominciando dalle uniti
di un ordine qualunque). Per avere insistito S8OPTA gnesta paservazione, negli alti
tratiati Lrascorata, noi faceiamo al Conti amnpia lode; cib serve non solo a fare
intendere debitamente quelle proprieta formali en cui & fondata la regola speciale,
ma gioverd anche a ltiberare gli alumni da quel convenzionalismo ov] yusle ven-
gono teoricamenie addestrati ad un'esecuzione rapida dei calcoli, ma che non di
ad essi veramente quell’agilita che si richiede por poter eseguire rapidameule |
caleoli nelle eondizioni offerte da molti casi pratici. L'importanza di questo s'in-
tende specialmente per un libre dedicato af futuri maestri. — Viene falta, come
negli altri migliori trattati recentl, la distinzione delle operazioni in dirette od
inverse i 1* e 2" gpecie: gnelle Ai ciascuna speoie, tratlate separatamente da
prima, yengono poi ravvicinate in modo assaj elegante per considerarne le pro-
prieta correlative. Tio svilippo che T'A. da o questn parte © nssal ampio; lerse ln
vistretiezza del tempo non permetteri di acevglier tutlo nell'esposizione del corso,

e ol
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ma si potra omettere qualche cosa senza alcun danno: la forma e l'ordinamento dati
ne indurra molti alunni alio atadio, e cid costituird per essi un utilissime esercizio.

Molto succinlamente viene esposta la teoria dei rapporti e delle proporzioni.
Cib perche le proprieta prineipali, che ordinatiaments vengono svolte in guesta
taorin, ma che si riferiscono A frazioni o & relaziomi irs frazioni, I'A. le ha gia
esposte trattando di (ueste. La cosa & forse logica, ma, dal punto di vista didat-
tico, moi mon la sappiamo APProvare completamente; perché il trattare quelle pro-
priet, sevondo il modo solito. nella teoria delle proporzioni permette di porle 1n
rilievo maggiore, € di riehiamar meglio 'attenzione su di esse, poste in relazione
con la applicazioni che se ne deyvono fare.

11 Conti non ha, secondo Iesempio degli mltri tratiati per le senole normali,
raceolio in una parte speciale dal libre lo svolgimento di guella parie del pro-
gramma che si riferisce alle norme per Vinsegnamento dell’aritmetica neile scwole
elementari. Ed agli ha fatto molto bepe: io credo che nessum insegnante Segua in
civ alla lellera il programima, destinando a quello svolgimenio una parie speciale
del suo corsn; ché tali norme, per esSere gfficaci, devono esser date frequente-
mente, ripetutrmente & oecasionalmente. Cosi ho fatto sempre lo con le mie alaune
di 90 & 8 plasse normale. Le numerose ssservazioni cha si trovano nel libro del
Conti contengono i concetd) fondamentali che devomo servir di gnida al fobaro
maestro: all’ ingegnante offriranno la migliore occasione per syiluppare i precebi
che ne consegurono per I insegnamento dell'aritm atica pratica. Ui pare specialmente
¢he. richiamando 1'attenzione degli alunm sopra le sevie graduate di problemi che
il Uonti propone, sopra il lovo svolgimento e la loro razionale cuncalenazione, 8l
avra agio di far intendere ad essi nel miglior modo Vordine e le norme secondo
cui deve esser condotho 1" insegnamento dell'aritmetica neila scuola elementare.

Gi. Den PruTi.

Sapux E SosoHivo. — Leziow di Aritmetica, G. B. Paravia, 1900. Se-
conda edizione.

Anche per questo libro il nome degli AA. baslerebbe per raccomandarlo ; s
apginnga poi che la {2 edizione ha svuto luoge g di essers giustamente ap-
prezzata e per comMuUNe COLSENS & ritenutn come ano dei migliori testi di Arifime-
tica teorica. Non sto & noftars particolarmente le varie agginnte & modifieazion
introdotte daglh AA. In guesia spponda edizione; dird solu che verto la rinomanza
che 'opera gia si era nequistata non pud con questa edizione che aunmentore.

G. C-L.

BorroLortt B, — dAritmetice predica per le seuole secondarie inferiort.

Roma, Societa editride ° Dante Alighieri, , 1899.

Dal soln nome dell’A. si arguisce, anche se non lo nolasgsimo ssplicitamente,
che questo libro e compilate col massimo rigore scientifico, €Osa, de) resto, cho
< incontrn assai raramente fra le 1mmense valanghe di trattati di Aritmehica pra-
tica che cndone gib in ltalia ogol nomo @ da ogni parke; quello pero ghe mi preme
sopratinfto di noture, specialmente facendo il confronto con altre operette ¢onsi-
mili, talune delle quali assa recenti, & che I'A. ha saputo dimosbrare col fatto che
esser rigorosi non signilica esser pedantl e che wello serivere il libro I'A, ha sem-
pre tenuto presente a chi esso fosse destinato.

. materin ¢ dieposta nel medv seguente: Parte 1. Quantita, numers intery, —
Lig operazion fondamentali sui numeri ioterr. — Le proprieta elementar dei nn-



178 PERIODICO DI MATEMATICA.

meri intert. — Le frazioni ordinarie. Parte II Le frazioni decimali ed i mumeri
decimali. — Sistema metrico decimale. — Esirazione di radice guadrata e cubica.
Parte IIT. Nuomeri complessi (noto ed approvo I'omissione del metodo delle parti
aliguote), — Rapporti ¢ proporzioni. dppendice. Tavola dei numeri primi. — Ta-
vels sinottica delle antiche mote numeriche principalmente vsate in Italia.
Questa pregevole operstia del Bortolotti pul essera con profitto adottata sin
nel Ginnasio inferiore, sia nelle Senole Tecniche, sia nelle Olassi gomplementari
fernminiii, (. C.-L.

H. Pomncars. — Cinématique et mécanismes; potentiel et mécanique des
fleides. — Paris, &. Carré, 1899,

Il volume contiens il corse professato alla Sorbona e non fo redatic dall’A.

I primo capitolo & dedicato sllo studio del moto rettilineo, carvilineo. elit-
tico ed elicoidale. 11 moto di una figura piana nel sne piaso # studiate nel se-
condo capitolo con una certa Jarghezza, in particolar medo rignardo al moto epi-
cicloidale. Il movimento di nn corpe solido invariabile comprende i capitoli 111
¢ 1V, e nel successivo & snccintumente studiato il moto relative di un punto.

La trasformazione dei movimenti e lo studio dei meceanismi ehe vi hanno
rignardo termina la prima parte dell'opera. Vi si studiane i differenti ingranaggi,
epieiclodall, elicoidali, conici, iperholici, la conginnzione di (Cardano, ln cremagliera,
¢ da ultimo il complesso di biella e manovella (il cosi detto manovellismo di spinla
rotativa), il seftore di Stephenson con abbastanza dettagli, il parallelogrammo di
Watt, e 'invertitore di Peaucelier, per quantc non adoperalo nella pratiea.

Nella seconds parte, dopo uno sgnardp abbastanza rapido alla teoria del po-
tenziale, sul quale I'autore pubblicd perd un libro a parte, ed allu sua applicazions
ad aleuni problemi di elettrostatica, si studia nelle sue linee generali, il problema
dellattrazione di un ellissoide. Segne quanto & pecessario a conoscere intorne alla
meceanica del Bnidi, +erminando eon un cenno sal moto vortienso e sulle sfere
pulsanti del Bjerknes, le ricerche del quale (notiamo di passaggio) sono state
ora raccolfe per curn del figlio in un volume.

La suprema chiarvezza e 1'aleganza del Poincaré si risconirano in questa, come
nelle albre sus opere (' insegnamento e di propagands seicntifics. R. I'rrose.

Barreio Cpreienaxt, — 11 tempo ¢ la swa misura. — Fivenze, tip. pei
minorl corrigenidi, 1899,
E un trattatello sul calendario seritto con chiarezza e con precisione. 3i passa,
dai metodi preistoriani per la misura del tempo, ai fusi orari, al meridiano di (ve-
rusalemme divenuto scopo di propaganda del Tondini da Quarenghi. Dodici pa-

gine che rignardano la costruzione di un ovalogio solare, esposta in modo semplice
e plano, chindone il volumeteo, K. X

NUOVA PUBBLICAZIONE

11 dott. AusEr10 CoOnTI, prof, di matematica nelln K. Scoola Normale Anne
Morandi Manzolini in Bologna, ha iniziato #ino dal 1° decembre SCOrs0, Lol
tipi dell’editore Zanichelli. un periodico quindicinale ehe ha per titolo Ju Bow-
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(Questas pubblicazione, destinnia ai maestri delle acuole elemantari ¢ agli alunm
delle scuole normali, realizza un voto espresso dal 1° Congresso di * Maihesis , e
puto in Torino mel '98. (V. il verbale della soduts terza, Peviodico di Matemuatica,
Anno X1V, Fase. I-11L] 1 primi due tascicoli pubblicati, danno affidamento che
il Bollettino muscira nel sno stopo principale, che & quelio 1i estendere e miglio-
vare la eultura scientifica dei maestri elementari e di quei glovanl che a quesia
yrofessione s’ indirizzano.

Auguriamoe al Bolletlino prosperith e longa vita.

'DUBBI

(ili Elementi i Geometria gel Verosesg, anche nella joro 95 adizione, trove-
ranno difficolth non piccola per entrave nelle nostre scuole; e questo, secondo un
maligno amico, perché bisogus leggerll prima di insegnarli, come nyviene del resfo
d'ogni libro che ahbia novita. Comunqne sia, la difficolta cresce quando chi legge
i trova avvolto da dubbi che mon sa visolyere. Esporre dunque tals dubbi non &,
credo, mancare di rispetio all autore, né sereditare il libro, ma giovargli, poiché:
od hanno i dubbi lor ragione mel libro, e I'autore pud chinrirli con una errate-
eorrige; © Provengoeno, come temo per me, da SCATSO comprendenio, ed allors
qualche buon'anima di collega pud vemirs in ainto. Cosi intendo giusiibcare le
segnenti osservazioni snlla Parte 1 dei predetti Elementi.

1° Nel n. 7 la definizione I di segmenti eguali non @ precedutsa che da 08seT-
vazioni pratiche: non s1 doveva preporre in qualche modo la esistenza e condSCELZA
del segmento ? 11 postulaio 11 che segne riguarda ln rests, la eni nozione M) 8&mM-
bra hasata sn guelln di segmento.

20 Ln sostanza della definizivne I mi par guesta * sidice 4= b ... quando
ogni proposizione che si puo anunciare di @ o d'una sus parke, considerati 1'uno @
|'alira separatamente, 81 pud ripetere per & o per la parte enrrispondente . . .. »
PPossono yueste parole fornive chi non I'avesse il concetio di segmenti nguali?
Parmi 41 ne. E dalbra parte guali propeuiziont o questo mle possomo eTInCIATS)
per i sogmenti? Mi sembra miglior partito porre il conestto di sezmenh gl
fra i primitivi enme nella prima edizione

39 (oneessa pure la definizione 1, perche volerne dedwmre u =, ¢che ha
gempre iatio ndere gh «lunni® Non 20 poi trarne nna buona dimostrazione della
proprieta transitien, sios dalle due a=b, b= ¢ dedurre =<

4. Nel postulato 1L dej segmenti si pone AB=BA. Ecco: 0 il segmento &
nn grappe di puntl determinato dai due A e B ed allora con AB o BA si nomina
diversamente lo stessu segmente; o guesto invece si considera come serie di puntl
e male si concede AB = BA perché di semso opposto. Di piil dovrebbe nllora avers:
a4+ AB=u + BA, secondo i1 teorema 111 del n. 8, il che non & iz armonia colla
definizione di somma; né poi si comprende come sin AB 4+ BA nullo come all'eser-
cizio 5% Qualeuns anzi dello osservazioni che precedono la definizione 1 farehbe
credere che nel concetio di eguaglianza non ¢i sntri 1’ordine. Se np, in modo ana-
logo si pub domandare s¢ sieno eguali 1 sel triengol determinati da tre punti nei

N B. — &1 arllenli segnall con sareriscg 2ono inviall dal commitato di ralazione dell'Arsocin-
gione MaTHESIS.
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loro diversi ordini. Laver voluto con questo postulato tradurre diversamente Ia
doppia sovrapponibilith di due segmenti cguali, mi sembra un omaggio al movi-
mento, che poco si comprende.

5% Nel n. 8 la definizione di somma sembra dota per i segmenti d'ana siessa
retta, lanto pin che si tien conto in essa del verso. Ed allors come costruire il
perimetro di an poligono? 11 postolato IV del n. 15 non mi sembra sufficientes,
perché non dice se & come si debba terer conto del verso.

6% La dimostrazione del teorems 1, n. 8 non & convincente, perche¢ basata
sulla visione dells figura. Posto AC — CA, la dimostrazione del teorema Il mi sem-
bra egualmente rigorosa e piit semplice cosi eome era nella prima edizione. L'os-
servazione che estende il teorema I1 & troppo breve perché non dice se e coma
sl possono eommutare due addendi vicins, Nella dimostrazione del teorema 111 era
meglio considerare BB; come somma dei segmentl &, pol concluderlo egnale ad AA;.
somma dei segmenti ¢,

7% Come la definizione di somma di due segment: da un moedo per cosbruiria,
cosi m1 sembra dovrebbe essere per la definizione di restn, il che 51 ottiene defi-
nendo 1 segmenti sovrapposti, come per la somma 1 consecutini.

8% Il #riangolo come & definito al n. 13 non sembra una figura veitilinea, se-
condo la definizione 1 precedente; né allora vi sarehbe distinzione fra triangolo e
500 contorno (aeglio che perimetro) come » detto alla definizione 11 del n. 22.

9% Nel n. 14, definendo le fignre eguali. si dice: * .. .. ai segmenti dell’ una
corrispondono segmenti eguali dell’alira » Come intendere? La prima inter-
pretazione fu per me guesta: se ad A, B corrispendono A, B" & AB—= A'B senza
nalla presmpporre degli altri punti dei segmenti. Ma non la trovai sufficiente pel
teorema I, non sa2pendo con essa coneludere B interne ad A'CC. Pensando allora
che si parlava di figure retiilinee inferpretai: non solo essere AB=— AR, ma i
segmentl apparitenere alle figure ed j punty, corrispondenti nei seymenti, viuscir tali
anche nelle figure. Tale mterpretazione & sufficiente per la dimostrazione del teo-
rema 1, ma ci obhliga o non pensare per es. archi di eerchio eguali senza ritenerli
apperienenfi a fignre rettilinee. Perché pol nella dimostrazione del teorema 1 si
intenda bene come B' debha apparienere ad A'C converrebbe complefare cosi; la
retta O fignin vellilznen, cust deyve esspre ngmd Hzurva Fooad essa egunle (perché la
eguaglianza ¢ defimta fra doe figure vettilinee o tra due non rettilines), guindi A'C
rRppartiene ad [ & al punto (*) B di AC je di T) deve corrispondere un punto B
di A'Q' fed anche di "), gmuindi non un altre B” per la corrispondenza anivocs, ece.

10% La figura del n. 16 ed una frase del postulate V farcbbero credere che
& determiuare la toppia i rette €1 entrasse anche il loro werso, il che non APpATE
dalla definizions e sembra escluso da tutto il contesto, Se 10, che succederebbe di
una coppia di rette mutando senso ad nna o ad entramhbe 2 — Nella dichiarazione
poi & defto: * .. la coppia ba si chianma inversa della b .. .. . Qni il pensiero
dell'antore & completamente nascosto, se non si voglia ricorrere al movimento.
Che AB e BA sieno due segmenti si pub comprendere, considerandoli eome serje
adi puwntd, mMa io nom me ne capacito per Je coppie di rette, perché vion somo serie
(b punti, nd ancora si pussono considerare come serie di raggi. {losi il postulato V
rimane senza preciso signilicato: ed apphicato poi agli angoli come serie di TAZE)
fda lnogo agli stessi inconvenienti notati per i segmenti.

1% E se non ho male compreso, nelle dimostrazioni del corollario al n. 16,
del teorema al n. 17 e el teoremn 11! al 5. 18 «i applica il segnente prioeipio;

1) B Al AC (e d] r] deve eartlapondery un pomlp,
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in @ue coppie eguali di vette sono corrispondenti le vette che le determinano. Come
scende questo dalla definizione di eguaglionza® Non mi rieace la risposla.

12° L dimostrazione del lemma posto al n. 20 nells swa prima parte sembra
yalere solo per gli angoli convessi, percha i eoncavi (ab), (a'h) non senc figure
appartenenti alle coppie di raggil ad, a'b’. Bisognerehbe dimostrare che, se le coppie
di raggi ab, a'’b sono eguali, cos) risultano anche le coppie di retlte; & non saprel
in che modo.

13°% Nella dimostrazione del teorema 1 del n. 23 si concludono egnali due
angoli come fignre opposte rispetio ad un pnuto, perché tali sono i lati: a me non
sembra sufficients: eosi dicasi per una parte del teorema 111 al n. 28

14°. Nella dimostrazione del teorema al n. 24 si concludomno le ngnaglianze
AM)P=BMP, A(PPM=B(P)M ricorrendo, mi pare, al teorema 1I del n, 14
snlle figure corrispondenti m fignre eguali. S8e ho hen capito, guesto teorema ri-
chiede che i punti trfti delle Bgure corrispondenti appartengano alle figure ngusali.
Civ avviene per gli angoli A{P}M e B(P) M, ma non per gli altri due. Amaloga
osservazione s pud fare per il teorema 1 del m. 26 e del n. 27.

159 Nel covollario del n. 26 & detto * ....Iipotesi dei due triangeli
egnali ABC, AB'C’ come corrispondenti trae 8eco 'eguaglianza di dae angoll. ...,
Se il dire * il triangole ABC corrisponde all'altro ABC", sigmfien che si eorri-
spondono i vertici, bisognava chiarire nn po’ di pit come ne consegua l'eguaglianza
doi due triangoli, perché non la si creda una anticipata applicazione del teorema V
al n. 27, E guesto schiarimento si pud dare accettando la seconda interpretazicne
di cni alla nona delle presenki osservazioni, Se poi invecs gignifica essere eguali
i due triengoli corrispondenti, non vedo come si possano concladere corrispondenii
i vertici, perchd la eguaglianza di due figure non specifica la corrispondenza fra
i loro punti. In questo secondo caso, come anche al teorema del n. 29 si applica
tacitamente un principio, che sarebbe all' ingrosso questo: se alcuni punii determi-
nano in modo wnico una figwre, in dee di toli figure egualt essy sono punti  cor-
rispondenti. *)

In ogni modo pei sulla conclnsione per eli angoli si puo ripetere la osserva-
zione precedente. Con questo si infirma anche una parie della dimostraziene data
pel teorema 11 del u. 27.

18° La definizione 1 del n. 28 chiama peligome piuno la figura determinats
dn » punti e dai lali ece. Che figura? Helfilinea nom sembra perché ne sarebbero
pselusi i concavi e gli intreceisti; il conforne nemmeno, perche.... cosn vorrahba
dire che nn poligono convesso si pud svomporre in triangoli ¥ . ..

Si chiama anche perimetro l'insieme dei lati: msieme somma 0VVero insieme
conforno?

17° Sono di minor cofto le seguenti osservazioni; il postnlato I non dice
aulla su quanti punti si ammettono; — daln. 6 non si comprende bene se c'entri
Pordine o no & formare un sistema lineare; — € fuori posto J'accenno alle curve
pella osservazione pratica 11 del n, 7; — la definizione VI del »aggio di retta non
& ben chiara. perché lp parola limitate si usa iv un senso diverso da guello asse-
gnatole nella introduzione; — il corollario I11 del n. 10 si ha pih semplicemente
dsl teorema 111 del n. 8; — nella dimostrazione del teorema I del n. 25 le primo
due righe dell'nltimo periodo stanno meglio al principio della dimostrazione per
determinare il raggio AH; — la definizione Iil & Vosservazione [ del n. 28 =i ba-

(") La pmissione di tale prineipio sl nota anclia ual wio libra di Geomotrin; pero tutta I'appen-
fice anlly sguaglinneza lo 1a presentiro.
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sano sulla intuizione; — certe corrispondenze dj eguaglianza sono troppo sempli-
cemente affermate, come nel teorema V del n. 95 ¢ nel 111 de] n. 30,

Degli altri libri von posso dir nulia perché 1i ho sfogliati in fretta cercandovi
inutilmente i postulati sul movimento, che pur si usa nella ricerca dell’area e del
volume della sfera.

Rovigo, dicembre 1899
({ITSEPPE INGRA I,

S ——

*DA GIORNALT E RIVISTE

The Mathematical Gazeils.

I n. 17 (giugno 1899) contiene- F' Moriey, Nuta sulla sfero-conica: dimo-
strazione diretia della proprieta della sfere conica (0 curva intersezioue di una sfera
¢ di un cono aventa per vertice il centro della sfera o per direttrice una conica
m oune dei fuoehi della quale eade la perpaudicolare dal vertice) che le somme
delle distanze sferiche dei suoi punti da due punti fissi della sfera & costante. —
S. A. Saunder, Sull'esplessione * inoto in un istante . : csame critico di (uesta espres
slome, presa in senso assoluto. — R, J Dazris, Kgnazioni porismatiche: osservazioni
ed -esempi sui sistemi di # equazioni con » meognite cha soneo incompatibili, a
meno che non si verifichi una relazione fra i loro coefhicients, ne! qual caso il si-
stema diviene indeterminato. — Contiene le seguenti piccole nete: R. F. Dapis,
Dimostrazione geometrica di un teorema sul triangolo, applicabile agli angoli del
paratlelogrammo delle forze. — €. 7. 1. Vicker, Teorema sul contatte di un eerto
cireolo varizbile in wn triangoelo eol circolo mseritto e une degli ex inseritti., — Pro-
blemi. — Soluzieni. — Recensioni.

Il n. 18 {ottobre 1899} contiene: B, F. Daris, Bquaziom prismatiche (con-
tinuazione, dal numero precedente). — & M. Langley . Aleune curiosita nells
divisione: esempi (continuazione, dal numero 13). — C. E. M. " Vicker, Teoreini con-
nesst coll'inversione: sono aleane relazioni, fra tangenit da ponti a circoli, o dia-
metri det eirooli. — Contiene le ssguenti piecole mote: 7N, Berisien, Valora dei

raggl del eircoli tangenti a tre ewcoli dati, — jf 7 (2rrans, Eyusziona degli

assintotl alle cnrve espresse in ¢oordinate polavi dn —=fi4), — Problemi. — Solu-

. - E r
zionl, — Hecensioni,

Atti della R. Accademia della scienze dl Torino.

Vol. XXXV, disp. 11-14, Mittay-Leffler, Sulla vappresentazione analitica di un
ramo uniforme di una funzione bmogenea. — V. Volterre, Sopra aleuue applicazioni
della rappresentazione delle funzioni del prof. Mittag-Leffler. — T. Cyzzanigs, 1n-
torno ai reciproei dei determinanti normali, — L. Daniele, A proposito della mia
nota: Alcune osservazioni preliminari sulla teoria del movimento delle superticie, —
C. Severini, Sulla rappresentazione analitica delle funzieni reali discontinue di va-
riabile reale. — 4. Bemporad, Complessi di 2° wiady costituiti dalle normali ad
una serie di eurve piane. — . Chisholm Youngy. Sulla varieta vazionale di M%
di S rappresentante dells trigonomotria sfeviea. — |- H. Yivunyg, Sulle sizigie che
legano le relazioni quadratiche fra le coordinate i retbe 1mm Sy, — B, Lewi, Del-
I"intersezione di due varielis contenute in una varieta semplicemente infinita di
spazi. — V. Polterra, Sopra alemne applieazioni delle leggi del Husso di energia
meeeanica nel molo di eorpi che si attraggono celly legge di Newlou,
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Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze e leltere,

Sarie 11, Vol. XXXII, Fase. B-15. — L. Carazzoni, Sulle curve trigonali, —
(;  Bardelli. Suni momenti d'inerzia dei solidi di rotazione. — . Fano, Sulle
eqnazioni differenziali lineari del 5° ordine le eul curve integrali sono contenuta
in vavieth algebriche. — E. Veneroni, Sopra i complessi del 3% grade costituit: da
fasei i rette. — V. Refali, Sopra una cormspondenza [m, n|.

Atli del R Istituto veneto di scienze. leltere ed arfi.
Tomo LVILL, Serie VILII, disp. 2-3. — F, D'dreais, Un problema sulle funzions
biarmoniche e sua risoluzione per nn campo circolare.

Memorie della R. Accademla di scienze, leitere ed arli in Modena.

Serie 1, Vol. 1. — 4. Del Re. Sopra nua cougroenza omaloide del 3¥ wrade. —
P. Riceardi, Aleune letieve di Lagrange. di Lapiace e di Lacroiz dirette nl mna-
tematico Pietro Paoli & setfe letlere del Paoli al prof. Pacle Ruflini,

Afti debla Accademia Gloenia di scienze nalurali in Catania.
Anno LEXVI (1209). Serie 1V, Vol. X1 — = Lanrivelln, Sunlla vonvergenza
delle serie dezli spostamenti e delle veloeith di un punto i un selide elastico-

isotropo vibrante.

Annuario della B. Scusla Navale superiore di Genova per 'anno scolast. 1898-99.
(. Pinelli, Snl modo di ricercare il valore numerico di una quaniith anabtica

relativa ad una nuova data graficamente, — €. Speltn, U teorema relntivo all'equa-
ziane % + My Tz + MU+ My = 0.

Annali di Matematica pura ed applicata di Milano.

Serie 111, Tomo II, Fasc. 4°. — Timerding, Ueber ein quadratisches Nullsy-

stem, — Bagnera, Sopra | grppi astratti di grado 32. — Bottari, Snlle razionalita

dei piant multipli { x, Iy, YF (2, 4) } . — Dind, Studi sulle eqoazioni differenziali li-
neari.
Rendiconti del Circolo Matemalico di Palermo.

Tomno NIH. 11 Fase. 34, contiene: Alugne, Della vongruenza hinomin vispetto
: : . Cp— 4,
ad nn modulo prime » o md una petenza di essv, nel case 1n cul 5 Sia un

gumero prime, evvero il doppie di un numere prime. (Contmmazione e fine). -
Pe Franchis, Riduzione dei sistemi linear] = * di eurys piane di genere 3. per
=1, — @erbaldi, Sul gruppo semplice di 260 collinenzioni pinne. — De Franchis,
Sulle redi sovrabbondanti di curve piane di genere 2, — Bewrlet, Sur la determi-
nation de la surface d'uns piste ge vélodrome. — Lovesf, Note ou the contact Tran-
sformations of developable Surfaces.

11 Fase. 59 conticne: Almangi, Sulla ricereca delie funzioni peli-armoniche in
un'area piana semplicernente connessa per date condizioni al contorno, — TFirandi,
Sul conceito di derivata nella teoria elementare delle fnvzion analitiche. — Maorale,
Involuzione di grado » e specie 1 in uno spazie ad {n — 1} dimensioni. — Poin-
earé, Complément & '"Analysis situy.

Il Pitagora dirette da G. Fazzari,

Il IT semestre num. 1 def 1899 contiene: F'. Ferraré, Alcune congruenze relative
p somme ¢i potenze ordinarie ¢ fattorinll simili. — €. Ciamberlind, Uestion di
nomenclatnra geometrica. — . Del Prefe, Sulla formula che da il velmme (el trenco
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di piramide. — 4 M. Bustelli, Corrispondenza, — Archimede, * De arenae numero, .
versione di A. Maneini (Continuazione),

Il Fase. 2-3 contiene: F. Ferrasi, Continuazione del precedente articolo. —
L. Bogi, Sulla condizione perché due eqnazioni di 2° grado abbiano uns radice co-
mune, — K. Sedun, Intorno alla dimostrazione di un teorema sui polinomi, —
C. Ciamberlini, Continnazione & fine del precedente articolo. — . Ceretti, Una
formola araba sull’approssimazione delle radiei quadraie. — G. Cardoso-Liymes,
Aleum feoremi di geometria del triangolo. — drchimede, * De arenac numero, .
versione di A. Mancini {Continpazione).

11 Fase. 45 contiene: R. Dedekind, Countinuita ¢ oumeri irrazionali, trady-
zione di L. Certo. — Bull'approssimazione delle radici quadrate. — ¢ Ciamberling,
(Generalizzazione di alcune definizioni date in geometria elementare (Continuazione),
— G. M. Testi, Sni problemi di massimo e minimo. (Nota seconda), — F. Pulatini,
Teoria della misurg (Continuazione). — F Ferrari, Continnazione e fine dell'ar-
ticolo del numero precedente.

—

*PUBBLICAZIONI MATEMATICHE ITALIANE RECENTI

G. Lazzeri, Manurle di Trigonomeiria. Livorno, Giusti 1899.

7. Valle, I"unzioni ad una variabile e loro limiti: an capitolo di nigebra ele-
mentare. Noto, tip. Zammit 1899,

Can. B. Raganti, Aritmelica pratica per il ginnasio inferiore, compilata in con-
formita dell'nltimo programma ministeriale. Sarzana, Tellarini 1898, L. 1,50).

£E. Tronei, Formulario di aritmetica e geometria. Lucea, Landi 1899,

G. Beillacchi, Lezioni ed esempi di algebra complementare. Fasc. 2, Firenze,
Barbéra 1809, L. 2.

L. Gosetii, Covso di aritmetica ed algebva, Parle 1. Yenezia, Ferrari 1899, L. 2

3. Stromillo, Lezioni elementari di aritmetica per le seuole secondarie inferioxi.
Parte ll. Napoli, Muca 1899. L. 0,50,

B Borilli. Blementi di aritmatica pratica per il ginuasio inferiove, con pume-
tosi esercizi. Vol. 1. Mantova, tep, Mondevi 1292, 1 0.50.

U. Leonards, Element: di algebra. Foligno, Salvati 1899.

M. Sasso, Formole del gnadrati e cubi dei polinomi; lore applicazioni per (ave
il guadrato ¢ cubo dei numeri. Avellivo, Pergoln 1899. 1. 1,

L Ghersi, Metodi facili per risolvere i problemi di geometria elementare. Mi-
lano, Manuali Hoeepli 18949,

A. Socei e G. Tolomed, Elementi di matematica; libro di testo per le seunole
complementari, conforme ai programmi governativi. Vol 1. 11, T1L Firenze, 1,a Mon.
nter 1899, L. 1,50 eiaseuno,

A. Socei e G. Tolomer, Elementi (i matematica; libro di besto per le scuole
noratali conforme ai programmi governativi, Vol. I, 11, Firenze. Le Monnier 1899
L. 1.50 ciascuno.

8. Ortu-Carboni, Sull’ insegnamento dell’aritmetica teorica nelle scuole secon-
darie. Piacenza, Pennelli ¢ Perinstii 1899

C. Alasia, Geometria e Trigonometria della sfera. Mi]mm, Manunli Hoepli 1890,

C. Alasia, Caleolo grafico ed applicazioni alla staties grafica. Citta di Castello,
Lap: 1899. L. 4.
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EUGENIO BELTRAMI

Da un semplice sguardo all’elenco dei lavori pubblicati da Eu-
genio Beltrami, l'opera scientifica di questo grande italiano c1 appa-
risce come un mare iridescente di matematica luce, in quanto le
investigazioni di analisi e di geometria pura si alternanc con le pin
gvariate ricerche fisico-matematiche: merito insigne oggidil che il
genio italiano, degenere dalle tradizioni di Galileo ¢ di Leonardo, miete
i maggiori allori ne” campi delle astratte speculazioni, e nella stessa
geometria, seienza a base sperimentale, si affatica per aseottighare e
secernere il seme dell’esperienza, quasi da grano odiosa misura di
loglio. Tornando ai lavori del Beltrami, io penso che un mio gindizio
intorno ad essi, per quanto veritiero, sarebbe indegno dell'nomo:
all’ umilta della mia persona sovvenga dungne la parola di mn
illustre che gli fu emulo ne’ primi voli del giovanile mgegneo. i
questi il prof. Ulisse Dini, che al Senato dissc, commemorando
il Beltrami: “ [ suoi lavori geniali ed alfissimi, nei guali alla 1mm-
portanza della maferia trattata si aggiungeva una lucidezza ed ele-
ganza di esposizione che invogliave a leggerli e meditarli, lo resero
presto celebre qui e fuori; e questi, e I'amore che egli sapeva In-
fondere in tutti per la matematica, la sua bonta, la sua rara modestia,
la sua gentilezza di modi inspirarono in tanfi e tanti il culto della
SCIENZA ..

Meglio ¢ pit brevemenfe non si poteva delineare la figura del
Beltrami, scienziato, maestro, educatore, in cui lo stile fu I'vomo, par
ciot alla schiettezza dell’animo e alla geniahita della mente. E questa
lode di scrittor geniale, oltre che alla sua natura d’artista, dove il
Beltrami all’ indefesso studio de’ classici nella scienza, pei guali pro-
fessh un culto che a qualche innovatore parve idolatria. Da loro
egli apprese come all'altezza dell’argomento possa andar congiunia
la forma disinvolta, lo stile semplice ed elegaule che & proprio de:
orandi serittori, mostrando con novello esempio che scienze e leftere
son fatte per andar di buon accordo e integrarsi a vieenda, e mom
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gia per accapigliarsi, come vorrebbe, fomentato dalla poltroneria, nn
pregiudizio tutto moderno, cagione d’immenso danno per la nazio-
nale cultura. - Qualche pagina di prefazione, che da sé sola & un ca-
polavoro: e gia il Beltrami ha suscitato nel sno lettore la visione
chiara ¢ precisa, nonché 1’ interesse per la guestione ch’egli prende
a trattare, e dato altresi notizia de’ risultat] ottenuti, guella notizia
che pel solito pin importa allo studioso. Chi pol avesse vaghezza di
seguire il Beltrami nelle sue dimostrazioni, si accorgerebbe com’egh,
pur ricorrendo al simbolo, quando guesto giova 0 & necessario, ne
ricerchi a ogni passo l'ascoso significato, per quindi tradorlo, come
responso d’oraeolo, in proposizioni e immagini di un’ammirabile evi-
denza. Dal noto il simholo, e dal simbolo la nuova parola, che consola
To spirito e parla alla fantasia: questo a mio credere fu 1l segrefo
dellarte del Beltrami, questa la prima radice di gquella forma elettis-
sima, onde lo studioso & tratto a leggerne da cima a fondo le opere
magistrali. E tanta ne’ suol seritti @ la semplicitd del mezzi, sa-
pientemente adoperati ad altissimi fini, tanta la naturalezza delle
deduzioni, da farti dubitare se per caso, pensando all’argomento, non
avresti battuto anche tu la stessa sna via e scoperto le medesime
verita, Tllusione che si prova alla lettura delle opere dei sommi mae-
stri: ma illusione che attesta I'eccellenza delle opere stesse, perche
dove 'umanita ritrova o crede di ritrovare la sua anima, ivi & I'im-
pronta del genio e il germe dell’ immortalita,

Quale lo serittore, tal fu il maestro, anzi (e perché non dirlo?) il
mio maestro. Il nostro corso si componeva di quattro discepoli: () po-
chini invero per metter su * la baraonda lieta e gioconda , cantata dal
Giusti, ma pur bastanti a formare un’allegra brigatella, qual fummo,
disposta a salar le lezioni per un'uscita in campagna al delizioso
sole dei romani inverni. Ma la lezione del Beltrami, guella no, non s
doveva salare: essa ¢i arrideva come una festa della forma e del
pensiero. Ricordo che il Beltrami faceva poco a fidanza con la cul-
tura de” snoi discepoli, ¢ che prima della lezione ammanniva loro
il materiale, da richiamare nel corso della lezionc stessa. O che
questo consistesse in qualche proprieth elementare delle forme qua-
dratiche, o dei determinanti, o mel piil trito teorema della geome-
tria di Euclide, pareva a noi che quella proprieta e quel teorema
uscissero dalle labbra di lui guasi trasfigarati e coloriti di nuova
luce. - Bffetto di suggestione, e del faseino che 1l maestro esercitava
sullo spirito de’ suoi discepoli? - E sia pure. Ma quanti maestri ne
esercitano altrettanto ?

Buono, mite, affabile con tutti: easalingo e tuttavia proclive alla
conversazione e all'aneddoto di buona lega, nel conversare poneva la

- & - > - - . = x 3 )
[¥) Tra i quali it Capornli e il Do Paolis, che movirono giovanissind, mo Ingelando fama ympe-
riturn di 38 negli anuali dellas seicnza,
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pit squisita cura per nascondere agh altri la propria superiorita, e
guesto suo studio lo rendeva canto e misurato ne gindizj propyj, tol-
lerante e saggio estimatore degli altrui. Il timore di sopraffare gli
altri col suo ingegne lo rendeva perfin riluttante a lasciarsi trasci-
nare a questioni di matematica fuor della scuola: meno difficile, seb-
bene non facile sarebbe stato. lo strappar da lui, valente musicista,
ana sonata al piano-forte. - Un giorno (e non era il primo) io e i miel
tre compagni tardammo alla scuola. Il Beltrami, che aveva dovuto
aspettare, ce ne rimproverd con un discorsetto pepato, ma che fi-
niva: ¢ Al mondo sigmo tutti eguali ,. La grande modesfia aveva
fatto smarrire in guel momento all’illustre matematico fino 1l con-
cetto dell'egnaghanza!

Non dee perd credersi che 1'indole del Beltrami fosse, come suol
dirsi, un impasto di latte e miele. Buono si: ma d'una bonta condita
da un pizzico di quel sal manzoniano che piacque tanto al mondo,
sebbene fosse la piii pungente satira de’ suoi costumi. Profondo co-
noscitore degli nomini, e in eib simile al Manzoni, Ul Beltrami non |
amd forse quanto fu riamato, ove si eccetfuino due sole persone:
la madre e la comsorte, per le quali ebbe tenerezze e abbandom
d’una ingenuitd quasi infantile. Fu insomma la sua una bonta se-
rena e senza dedizioni: e che questa mia franea opinione trovi
riscontro nel sentimento universale, lo prova il fatbo, che se molti
ricorsero al prof. Beltrami per consigh e aiuti scientifici, e n'ebbero
a iosa, ninno osb mai tentar le vie del cuore dell’illustre scienziato
per isfruttarne la fama a scopo di privato interesse. Del resto, perche
avrebbe dovuto il Beltrami rendersi artefice di fortune, spesso 1mme-
ritate, egli che per st non cercd mai nulla, e che solo per virti propria
poté riparare ai colpi che la sventura e il livor di parte infersero
alla sna prima giovinezza? Nato a Oremona il 16 novembre 1855,
avevy sludiato tre anmi all’ Universita di Pavin come alunno del Col-
legio Gthisiieri, quando amari casi di famiglia lo eostrinsero ad ab-
bandonare le scuole e ad accettare un posto di segretario presso il
Direttore delle ferrovie a Verona. Venuto in sospetto al governo
austriaco per le opinioni politiche manifestate da’ snoi genitorl, fu
trasferito & Milano, ove nel 1859 lascio il posto e strinse relazione eol
Brioschi e col Cremona. Ne? 1862, ministro della pubblica istruzione
il Mamiani e su proposta del Brioschi suo segretario generale, il 10~
vane Beltrami, senza lauren, ma gid ingigne per lavori pubblicat negh
« Annali di matematica , fu nominato professore straordinario all’ Uni-
versita i Bologna. Un anno dopo andb a Pisa come professore ordi-
nario, poi tornd & Bologna, quindi fu a Roma, poi a Pavia, pol di
nuovo & Roma. Due anni or sono, morto il Brioschi, I'Accademia del
Lincei lo eleggeva a unanmmita suo Presidente, e necl giugno passato,
durante la prima seduta reale cui presiedette, il Beltrami ebbe dalla
bocea di S M. il KHe la notizia della sua nomina & senatore. Velle




188 PERIODICO DI MATEMATICA.

cost 1la Maesta Sua che la solennith della forma e 'oppertunita del
lupzo risarcissero 1 inginstizin di una omissione gia troppo a lungo
deplorata. - Mori in Roma il 18 del passato febbraio nell’ Istitato
climico in Via Milazzo, per esaurimento di forze, il gquario giorno da
nn'operazione allo slumaco, felicemente rinscita, ma troppo tavdi spe-
rimentala.

Alla memoria. dell’adorato maestro sis ore coucesso al pin umile
de” snoi discepoli d'intessere una corona, per la guale egh vivo pre-
pary gemme e lanri: corona che nmon teme gl'insulti del bLempo e
i ghiacei eterni dell’'nmano sgoismo. - B U'elenco delle sue opere,

(3. FrATTINI.

Pubblicazioni del prof. EUGENIO BELTRAML

Intorno ad alerni gistemi di cwree piane. Annali di Matemnbica. Homa ¢ Mi-
lano, 1881, — Di aleune formole velative afla enrvehwra delle superficie {lettera).
Ihid. — Sulle teoria delle seiligppoidi e delle sviluppafe. Ihid. — Solitzione generale del
probiema: Rappresentare lg parti di una superficie data sopra wi'alire superficie
aprimenti datn, in guise che la rappresentazione riesca welle porti infinilissime wnn
figrra simile alle figura rappresentate (tradozione da C.F, Gauss,) Ihid. — Ditorno
ad nlcune propristd delle superficie di rivoluzione. Ind. 1865, — Sulla flessione delle
superficie rigute. 1bid. — Risoluzione 'un problema velative alla teoriy delly super-
ficie yobbe. Ibid, — Risoluzione del problemn di riportare i pund! d’una snperficse
st queelld Fun plane in modo che le linee geodetiche siene rappreseninte da linee
refie. Thid. 1868, — Dedle cariabili complesse sopra una superficie gualunqne.
fhirl 1387. — Tworia fondnmentale degli spazi di crrvatura eostante. Ihid. 1368, —
Sopree une Nota del prof. Schicefii. Ihid. 15372, — Sul potenziale mutuo di due
gistend righli. Ibil, 1573, — Tnteyrno ad aleund nnori teeremi di Carle Newmeann,
1hid, 1880, — Sulle equazioni generali dellelasticita. 1hid. 18381, — Sul potenziale
magnetivo ed in varticolore sul potenziale elementare eletirodinamice. hid. 1582, —
Soluzione d'un prodlema yelativo wolle superficie di @ ordine. Giornale di Batta-
glini, Napoli, 1363, — Sulle equaszioni algebiiche. 1id. — Estensione allo spuazic
di tre dimensioni @dei teoroms relabivi alle voniche @i nove pundi. 1hid. — Riverche
di unalisi applicala alla geometrig, [bid, 1864-65. — DI aleune propricia generoli
delle curve algebriche. L. 15366, — Dimosirazione di dpe formole del sig Ossian
Bonnet, Thid, — Di una proprielt delle linee ¢ doppiv crrvatura, Ihul, 1567, —
Ditorno ad una tragformazione i varinbili. id — Sufle minina distanza @i due
vette, Ihid, — Saggio @ intwrpretazione della Geomelrie now eneliden. 1bid. 1803, —
Alcwne formeale per la ieprie delle coniche. Id, 1871, — Intorne ad unae trasfor-
mazione @i Dirichiet. 1bide 1872 — Teorema di geomedrice psendosfericn. Ihid, —
Dal moio grometrico d'un solidp che rizzole gopra un altre solido. 1id. -—— Sufla super-
fivie di rotazione che serve di tipe alle superficie psendosferiche. 1hitd. — Sulle fun=zioni
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mmagnetismo. 1bid. 18B1. — Due Note sulle teoria dells cubithe yobbe. Rendmnlﬁ.}
dell’Istituto Lombarde. Milano, 1868, — Sufla taoric delle 15hee gendetivle. Tﬁirﬂ — ool
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ficie. hid, 1869. — Sulla teorin amaditice dello distanza. Ibid. 1872, — D *u.-. e
sastemn & formole per lo siudic delle linre e delle superficie privgonali. Thid, —
Considerazioni sepra une leqge potenziale, 1bid. 1876. — Intorus ad altuse qma#;rm |
di elettyostatica. 1bid, 1877, — Intorno ad wlewne proposigiort dv Claising. Thlri ——-L
Intorno ud un caso df note ¢ due coordinate. 1hid 1878, — Sulle fwnziowi DOLEH-
Zidi i sisteni sinunetriei fatorno nd wn wsse. Ihid, — Suil’equazione peribaediale
detle superficie di 3° ordine, 1bid, 1879, — Intornoe ad une formols antegrale. Thid. — .
Intorne wd wn teoreme di dbel. Tind. 1880. — Intornp ud tlcune serie inynnmne*
fiiche, Ibid., — Sulle teorin delle scala diatonien. Thid. 1882, — Sulle teorin :m
condweltori elellyizzuri. 1bid. — Sufin teoria degli straté magnetivi. 1hid, T8833.
Sullequeivatenza delle distribnzioni magnetiche » galveniche. Tbid. — Silla i‘am-m
del potenziale. 1bid. — Dwvorno wd wn problema relutive alln teoric defle ﬂm}n’-ﬂm
stazionarie. Ind, 1884, — Sulla 2uppresentuzione delle forze nawioniane per mezzo
di forze viagtiche. Ibid. — Saflo vondizioni di resister=a dei chrpi efastive. Thid,
1885, — Sulla deoriv delie pnde. IDid. 1536, — Sulle funzioni sferiche d'una varin-
bile, 1hid. 1587, — Sulle funzioni complesse. \hid. — Considerazioni idrodinamiele.
Ibid, 1839. — Sul principio di Huygens. 1bid. — Due Note intorno al mézzo ela-.
stéeo @i Green. Ibid, 1891, — Sulle funzioné complesse. [bid. 1894, — Sulle E#‘ﬂﬂﬂ]ﬂﬂ;f
dinomviche @i Lagrange. 1hid. 1895, — Sulla teoria delle funzioni sferiche. thid -
1886, — Swlla determinazione delle densild elettrica alla Superficie det enrpi pone -
duptori. At della R, Accademin dei Lincei. Romn, 1877, — Sulllaits (zionie 1?.":«;:-;
anello cireolare ot ellittico. Ihid. 1830, — Un preewrsorve italiono @i Lfgﬂﬂﬁ

Ay Lobatchewsky. Ihid. 1889, — Swilestensione del pr incipio di @ Alemberi all’ “Iea‘-
trodintmica. 1hid, — Sull'espressione anaiitice del prinvipio di Huygens. Rondi-
conti della B. Acendemin dei Lincei, 1° sem, 1892. — Osvercasioni su une Notu
del prof. Morera. 1bid. — Susi pofenziuli termodinmmic. Rendiconti dslla B. Acea- -
demin dei Lincei, 1% sem. 1805, — Sy espressione duta de Kirchhoff o PIaeEnIo
i Huygens. R. Aceademia dei Lineei, 2%sem. 1805, — Syl teorema @i Kirehhoff. Thid. —
A proposite di wna nuovn vicerea del prof. C. Nownamy. Thill, — Comrmemorazione St
di F. Brioschi. 1bid, (Rendieonto dell'adunanza solenne del 12 gingno 1387.) — Note e EEa
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190 PERIUDICO D1 MATEMATICA.

figico-mulemalichs. Atti del Cireolo Matematico di Palermon, 1880, — Sulla funzione
potenziale della circonferenza, Ihid. — Sufla teovia generale delle onde pigne. 1bid.
1841, — Swy la déformation @un milien continn, Comptes-rendus dell'Aceademin
delle seienze di Parigi, 1839, — Quelgues remarqgues e sujel des fonctions sphé-
riques. 1hid, 1800, — Eprico Beiti (commemnornzione). Thid. 1892, — Discorao sulia
vitn ¢ sulle opers @i Domenico Uhelini, Collecianea Matematics. Milano, livepls,
1881. — Sulla teorin degli assi di rotazione. 1bid. — Sier Toe etrbure de guelques fi-
gnes gingulieres. Nonvelles Amnales de Mathématiques di Pavigi, 1864 — Zur
Theoriz des Kpmmungsmaasses, Mathematische Annalen di Lipsia, 1869, — Sulla
teoria muatematica dei solenoidi elettiodingmici. Nuovo Uimento, Pisa, 1872, — For-
mudis fondamentales de eindmatigue dans les vspaces de conrhnre constante. Bul-
lettin de Darbonxs, Parizi 1376, — Swlle frnzions cilindriche. At della B. Acoademia
di Tovino, 18%1. — Sur lps ponches dewivean dectromognétigues. Acta mathematica
di Stoceolma, 15833, '

DI TN GROFPD NOTEVOLE DI SOSTITUZIOND LINEARI

nella teorica delle forme quadratiche

Nelle formole che seguiranno, le lettere denobano nomeri inter.
(‘onsideriamo la forma quadratica

e — Dy* |
e supponiamo che L), oltreché intevo, sia posiivo e non &ia quadrato
perfetto. Poiche per 2 ed » interl e posttivi la forma asswme totti i
valori che assumerebbe per 2 ed ¢ wtert, positivi o negativi, divi-

diamo il gquarto (i pianc. o angolo retto, n goadrati di lato egnale
all'mmita, ¢ considerando @ od y. supposti inferi e posiivi. come
Pascissa e ordinata di un vertice i gnadrato o wodp, rignardiamo
quel nodo come latore (el valore che la forma assume in esso. S

avra cosi entro langolo retto la pii semplice immagine del sistems
dei nmert interi contenuti nella forma.

Una parte dell’'angolo retio ((—‘L] ¢ la parte compresa fra 1'asec
delle x e la direzione ehe. usecenio dall’origine delle coordinate, ¢ inch-

. " E * - 1 -
nata al detto asse di un angolo la cnl tangente frigonometrica & __] &

1 D

occupatn dai nmweri interi e positivi contennbi nella Torma. Questa
parte, e propriamente il sistema de’ snol nodi, verra detta eeompro -
tero e pogitivo delly foirmo, Ivi un dato numera N o mancea, o se vi €.
si frova ripetuto in infiniti nodi, corrispondenti alle infinite solnzion

dell’equazione ‘ ]
e — T)‘yﬂ — N

£l
5

S ineuti e e e s el

Rt

s L e sl A R s s i

TR
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m nomeri interd e positivi. Questi infiniti nodi si possono ordinare
secondo 1 valorl ascendenti delle loro coordinate (le quali erescono
vontemporaizeamente, come si scorge dalla precedente eguazone) di-
cendo nodo minimo yuello di coordinate minime, che cios corrisponde
alla solazione minima dell eqnazione. Ordineti in tal cuisa i nodi di
o siesso nomere N, essi vimangono altrest ordinati secondo la
grandezza dell'@rgomento, ciog dell’angolo che il raggio vettore del
notte forma con Vasse delle 2 Cio si vede dall'equazione precedente
posta sotio la forma

Y
ol
mento. L'argomenio del nodo minimo di wn numero sard pereio 1l
rmmimo tfra gl argementi i tatti i nodi velativi ad esso numero.

Nel sistema dei nodi che costituisecono il campo intero o posikivo
della. forma potreme cosi distinguere il sistema dei nodi minimi (si-
stema anime). Fra 1 numeri interi e positivi contenuti nella forma
e 1 puntl 0 nodr del sistema wminimo esiste poi corrispondenza uni-
voca, m guante a ciascun nnmero contennto nella forma corrisponde
ino e un sol nodo del sistema minimo. & a ogni nodo del sistema
minime o e nn sol nmnero contennto nella forma,

Qualungne sostitnzione lineare intera e a coefficient] interi. ap-
phicata a un nodo del campo intero e positive della forma, porta (uel
node 1 altre nedo dello stesso campo, o in 1w punto che @ fuor
del campo. pur essendo node dell’intero piano diviso in cuadrati da
lato egmnale all'nmita. Possiamo perciv dive che essn trasforma 31 detto
campn m s& medesimo. nel senso, che il trasformato di nn nodo del
Campo ©¢oancor nodo el dmpn <ftesso, 8o gli :?l}:npal‘ﬁﬁui.*, £ 1ol ne e
portate fuort per effetto della frasformazione. Avvious nondimenc
che 31 tragformato di vo vodo minimoe. se pure appartiene al campo,
non ¢ cenevalinenle parlando. wn altre nede minimo, pui dungne
domandare se fra To infinite sostitnzioni neavi intere e a coeficienti
mierl ve n’ha m vruppoe i cost fatte che trasformine il sistema
minime in st medesimo, che cioé trasformine i nodi minimi in altri
nndl pavimenti miimi. pureld coutennti nel ciippa irtero ¢ posiivo della
form. (1 sottintesa, almeno per aleune sostituzioni del agruppo, la
conthizione che vi sinno effettivamente dei nodi minimi i cui trasfor-
mati appartengano a quest nltimoe eampo.) Ho trovato che wn ZUPPO
di siffatte sostituzioni esiste, eome & dichiarato dal seguente leorema.

dopo avere osservato che = & lu tangente trigonometries dellargo-

TEORENA. — NS¢

D ds) (P gedeans (Poy )

n e
dFo i e
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fana coordinate di nodi relativi a numéri primi, le sostituzion: linears

|dove @, e y, indicano le coordinate del punto che s1 trasforma e X,, Y,

PERIODICO DI MATEMATICA:

del gruppo
Xo—FYn@: (Pl—'mVﬁ) o (pn—qd/f') (H‘I‘Yﬂlﬁ) )

trasformano in sé medesimo il sistema dei nodi minimi contenuti nel
campo iniero e positivo della forma

x* — Dy~

DisosTrAzIONE. — Indicando con P un nuomero primo contenuto
nella forma, sia

(1) py—Dg=P

con p e q interi e positivi. Si consideri la sostituzione lineare

@) X+ YoV D=(p— ¢¥D) (204 4 ¥D),

'-{:fil'a';llf del suo trasformato. Se (2, %) appartiene al campo intero e
posttivo della forma, notiamo subito che X, & essenzialmente positivo,

the & evidentemente soddisfatia,
Invece Yo pud essere positiva o negativa, secondochs Py SUPETA

3:1::1 0 ne & mmore. Se Y, & negativa, il nodo (o, %) & portato fuor
el campo miero e positivo della forma, e non v' & da dir altro,

Consideriamo dunque il primo caso (Y, positiva) e supponiamo che
11_ punto (:E’u,‘ ?:fu], al quale si applica la trasformazione, appartenga al
'.stema minimo, che cioé (w,, #,) sia la soluzione minima dell’equa-

( ) ﬂ:ﬂ——-Dyg:N_

Dico che anche (X, Y,) & soluzione minima, e natoralmente del-

l'equazione /

9 ¥ —Dy*'=PN, A

- '_._

& - - . - -:.‘ "

o jlt] i mﬂln'mm eon xy,, y, le Ennrdmata del punto ehie ai trasforma o con X, Y, quelle del suo v
lEmrI'natn. e g'inlendono egungliati i coeMeient! tolali gi VD s le rimanent parti dei due membri, "
a fin di svere X, o Y, espreasi linearmenty medlante x, & y,. i
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dovi YD in —yYD. Dalla (2) si ricava

A

' 2 —|— o V]_) — (L"-an‘ﬁ) (P-I-_g\/ﬁ)

®) 5

dove tutte le lettere indicano numeri positivi, tale essendo anche Y,,
per ipotesi. Se pertanto (X,, Yo) non fosse soluzione minima della (4)
supponiamo che (X,,Y,) fosse tale. 51 avrebbe

X; < Xp , Y. <Y,
Si considert in tal caso il quoziente

(X;4+-Y:YD) (p+ VD)
> .

B evidente che, comunque si disponga in esso del dopplo segno, 1 va-
lori assoluti della parte razionale e del coefficiente di YD saranno
rigp. minori della parte intera e del coefficiente di YD che figurano
nel secondo membro della (5), minori ciod di @, ¢ di #. Se dungue -
proveremo che, ove si disponga convenientemente del deppio segno,
la parte razionale e il coefficiente di YD nel detto quoziente sono
interi, che cio®

(X, Y.¥D) (p+ 4¥D) =
(6) I—{_' V P ! '_?V —"It‘[‘ylvD:
avremo provato l'asserto. Perche, ricavandosi da quest'ultima egua-
ochanza
(?} .'1?12 = Dylﬂ - N,

rimarrebbe stabilita per la (3) V'esistenza di una soluzione con numeri
minori in valore assoluto di @ e di %, e cid contradice all’ipotesi
fatta, che cioé (x,, #») & soluzione minima.

Dimostriamo dunque che #; e 7% sono interi. A tal fine conside-

riamo |'eguaghanza
X2 DY £=PN,

e dopo averla moltiplicata per %, sestituiamovi il valere 4i Dg" ri-
cavato dalla (1). Avremo:

¢ X —(p—P)Y.*=PNg"
Dalla quale si deduce che la differenza

P'Yi— ¢ X = (pY1 + X4} (pYr — gX4)
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L]

S -am_,ga per P MaP 3 primo: dungue,uno almeno dei due binomi

, ' \ 2Y: * ¢X,4

& divisibile per P. Cid prova ché % & imtero, ove nella (6) si disponga
convenientemente del doppio segno. Essendo intero g, la (7) mostra

che & intero anche .
Cosi & provato che, se la trasformazione

X, + Y,¥D=(p— ¢¥VD; (2 + 5V D) -

- porta un node winimo in un altro node del campo intero e positivo,
“anche questo secondo nodo & minimo.

Consideriamo ora la trasformazione

an + Yﬂ"fl = (Pl = ?ﬂrﬁ) (Pﬂ — QEVE) (Tu‘]‘ Efﬂ"ﬁﬁ)

._ prlpdnttu di due trasformazioni della specie sopra considerata. 10 fa-
. ¢ile dimostrare che anch’essa gode della proprieta di trasportare i
“nodi minimi in altri nodi parimenti minimi. Perche, se nel prodotto

(Pﬂ_‘ Hﬂvﬁ) (-’-Fn‘|“ ?fﬂfﬁ) = 2’y — y'nVﬁ

il coefficiente di YD & negativo, tale sara evidentemente anche nel
prodotio ‘

(jh =t 911;5') (-Tln S y’u‘/ﬁj

e in tal caso 1 punto (wxo, y») sard portato fuor del campo intero e
positivo della forma. Se poi quel primo prodotto sara della forma
&'o~Fyo¥D, nel qual easo il nodo (x, #) 8ard minimo, come fu dimo-
strato, potrd ripetersi del prodetto

(Pl ‘—QL“"I—)) (wru _I“ y'nlﬁﬁ)

¢id che gia si disse in proposito del prodotto

(2 — qVD) (@0+5¥D).

Cosi continuando, si giunge a dimostrare che la sostituzione li-
neare

(JPI — ?1Vf}) (Pr— gﬂ"f}) .o » (%—Qum} (.’Iu‘!— yﬂ]ff)),

qualmque sia il numero de’ suoi fattori costanti della forma p—qyD,

g_ude della proprieta di trasformare il sistema minimo in 2 mede-
SIMo.




b L %

. Rimane da dimestrare che il-trovate gruppe contiene trastorma~
"zieni effettive, ciod tali che trasformano effettivamente dei nodi mi-

=

i,

afmi in altri nodi contenuti nel ¢ampo intero e positive della forma.

Consideriamo a tal fine la trasformazione
(p—g¥DY (s VYD),

contenuta nel gruppo. La condizione perché ossa sia effettiva sul
nodo (o, y) relativo ad N, & come gl vide, :

PYo— qxa > 0

0ss1a
q - U
(8) 2 < o °

Questa condizione mon pud essere soddisfatta da pin di un sisfema
di valori delle costanti p e g relative ad uno stesso numero primo P.
Perche, se fosse nel medesimo tempo

PYo — gTo = ¢
P iyo— g T >0,
si avrebbe

(P — 4 Vﬁ) (ﬂ’ﬂ“ yﬂ/ﬁ) = Xo =+ Yo f?
(P'“—QIVD) (_irn"— ‘_i’{uVDJ = Xy ~+ Yo va
dove (X,,Y,) & la soluzione minima dell’equazione

' — Dy = PN,

¢ ne risulferebbe

p=p =49
Da guesta osservazione e dalla (8) risulta che l'unico sistema d1 va-
Jori ammissibile per le costanti » e ¢ relative al numero primo P &

guello che rende minima ;q}_ cioe quello relativo alla soluzione mi-
nima dell'equazione
r— Dy =P.

Ma in questo caso d 3 1a tangente trigonometrica dell'argomento

minimo (o0 semplicemente argomento) del numero primo P. La (8)
pertanto ci manifesta che imtrasformazione

(p—g¥D) (2+ YD)

¢ effettiva su tutti que nodi minimi il cui argomento supera Eargomento
del numero primo P. Cosicehd, volendo che la trasformazione sia ef-
fettiva su quali e 'quanti nodi si voglia, bastera determinare P in
modo che il suo argomento sia minore del minimo degli argomenti
relativi a que’ nodi. I ¢ib si pud fare, potendosi sempre trovare de’ nu-
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Bl &‘éj

__3 q Q}}_‘,g) 0 .pure Ia sostitizione p'—q' ¥
. (7 q),ﬂfpemhe in uno dei due prodotti i A
o (5—g/D) (VD) - i
e AT (VD (pg¥D) L TEea
eaei t Eﬂlt& d1 Vﬁ & certamente positivo. | i

F ——- Le cosa detite per la. fomg, P e fl-;;:",

e E 7 — Dy L A A
A ’ia& fpnﬂlhvﬂ valgono a]tresﬂ con levi vﬂrmntx iper la i
teyminante negativo - ST f i

A/TT ' < ) r fl,'__'_{’:_.'{;‘ 5

nt+Dy. s

ﬂﬂﬂﬂ ove per soluzione n:umma dell’equazione et R

- #@4DP=N" e

b ,i,g /) tglfﬁﬂr uejla mella quale il valore della ¥ & minimo (e cﬂnaagnen— g
o .:. : M; *'ﬁﬁ,tﬁ" té ‘massrmo quello della z) e si' denoti con ¢ Tunith immagi-

A x HHIIH. sl giunge aI
’55 - (P @) (P, q0) .- (Do, o)

-'-,-;-w-;-ll__f*; 3*9?30 ﬂﬂﬂ?'dmﬂtﬁ di nodi relativi ¢ numeri primz, le sostituzioni linear:
T i :3 ﬂal yruppa S
f'i‘i"'.ii-'i“; e TR
r?_ P T'I%r; “' ! £ + IYD VD (Pl —'IEIIVD) ( __—'- lan:D) (x;. —|‘- 1¥o VD) o ';;f"‘Zh";i"l
" :,-‘-': Wﬁfﬂmﬂﬁa in 8¢ medesimo 1l Slste'mu dei nodi minimi ﬂﬂﬂf&ﬁﬂﬂ ﬂgz LT e
-”, iﬂﬁﬁiﬁﬂ ’Iﬂtﬂ'ﬂ ¢ pasatwﬂ della forma -

‘.‘ * .r-j_’t _-., N
Al x’+Dy"
o DEI.. questo teorema e dal precedente si derivano sistematicamente

.»Iﬂ per via elementare molte veritd (in parte cognite) riferentisi a.]]a.
:‘ TﬂFpreﬂﬂntWHH dei numeri mediante 1z forma z* = Dy, come mo-

i *Ertrﬂrb In un a]tm lavore, 2
» ,* 2 -
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SULLA FORMA CHE ASSUMONO

le relazioni di proiettivita fra due spazi S, , §',_, nel caso dell'omelogia

Qe 9 . Q° . sono dne spazi lineari di specie (2 — 1) proiettivi, le
coordinate Ty, Za, + ..y &y L3 &gy .., @', di doe punti corrispondenti
sono legaty da # relazioni dells forma

(L) F-Ff=ﬂi1'—1’1+ffﬂ-'rs+---+ﬂinﬂ?n

(i=1, 2, 5,...2);

e ls coordinate di dug iperpiani corrispondenti vy, Ve, .e., Uy U5, Ugy.uny ™'y
sono legate dalle » relazioni

(LI) gy = Ay U’y - Ay ot ..o Oty
(i=1, 2,6 8,...n); essendo p,o fattori di proporzionalitd.

1l noto inoltre che, se 8, ,, 8’,_; sono sovrapposti e gli element fon-
damentali sono gli stessi per i dne spazi, i punti uniti seno quelli le eul
coordinate verificano le equazioni simulianee

(LIT) Ay T+ g+ ... +las—p) &+ . - . + O, =0
(i==1, 275 .am)]

o gl'iperpiani uniti sono guelli le eni coordinate verificano le eguazioni
gimultanes

[m ﬂ]ii‘fl'_F'_HfiI"E‘I_' . *+Eﬂli _"ﬁ) H'-_‘—' il _I_Hniif:i:{‘
CE—— PR T

quando i ponga in esss in Ilnogo di ¢ e ¢ una gualungne delle radiel
dell'eqquazione

dpn— Y g .. Oy
. g ﬂﬂr—-y. e 4 -
(V) ﬁ(y;———_” Sl s e x=0
Tai Ao ‘wrrm_gl'l

Ora si sa che la proisttivila dicesi omologia, guando si bauro infinit
punti uniti, tutti i punti di un iperpianc (iperpiano d’'omologia), ad
infiniti iperpiani uniti, tutti quelli che passano per un punto P (centro
i'omologia); ® che eid accads allora e soltauto allora che esiste una
radice % deli’equazione (V) per la quale si annullino tutti i minori di se-
condo ordine el determinante 4 (¥).
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1.’ equazione dell'iperpiano d’omologia & una gualungue delle (ITI) e
I'equazione del centro d'omologia una gualungue delle (IV), quando s

falcia

o=0=A.

Da quanto abbiamo dstto risulta cle, se indichiamo con b. fs. . . ., U;
le coordinate dell’iperpiano d’'omologia, guests coordinate dovranno es-
gere proporzionali ad ag Ap...(@s—4A) ... 04, 8 guindi s1 avranno le
relnzioni di proporzionalila

Sg th— g sgth=—0p— Ak ...52 0, =y,
(V1)
Sn I‘:"].:-ﬂ'l:ll “n Bﬂ_nn.‘i.'. - 1 Bu=ann "!::l
dalle gnali visulta in modo manifesto e¢he 25, 2g,. .., 5, sone le coordi-

nate del centro di omologia.
Dalle (VI) 81 ricava

(VII) pa'y = kag + %o f,

essendo B; = Byary - fa@a . . . -t @ S
e le relazioni (II) assumono la forma

gty ==hku'y +— 0, 4,

(VIII) oty = hut'y -t Ly

lllllllllllllll

git, = kit + Os Zy,
essendo Z, =5, +sgu’s—+. .. 2, ¥, -

Vicaversa & manifesto che quelungue sostitnzione lineare della forma
(VII) rappresenta nn’omologia, perché tutéi i punti dell'iperpiano
by =0
sono puntl uniti; tutti gli iperpiani passaniti per il punte
Z» =)

sono iperpiani anitl,

Dunque s1 conelude che :

Nel caso dellomologia le relasiont di provettivila assumono ln forina
(VII); (21,22 . . . 2,) é1il centro d'omologia, (64,6 . . . 0.) U'iperpiano d'omo-

L= S
L,

aile

T T
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logia; la forma (VIL) della sostitusione lineare (1) é caratieristica del-
I"omologict,

1l.determinante della sostituzione lineare nel eago dell’omologia ti-
ventn, come 8i Lrova facilmenie,

En ,_,_}En-d B: :

(k—yP 4+ (k—y) b =0,

ohe si trova subito osservando che i] determinanta A(y) 8i dedunce dal
determinante della sostituzions, ponendo (R — ) in lacge di 4.

L'equazione (IX) ammetts lo radice y == & multipla d’ordine (7 — 1)
o quindl ammeitera nn’altra radice, distinta da &, tntie le volte cle
6, = 0; & qnesta radice corrisponde, come & facile vadere, il punto
unito P, centro d’omologia.

Per 11 ==4 si ha omologia nsllo gpazio ordinarie] (#i, %, %3, 3,) © 1
sentro d’omologia, (B, Bs, B, 0,) 11 prano d'omologia. Per n=—23 g1 ha
|'omologia nel piano, (3, #a; =) & il centro d’owologia, (By, Ba, By 1'asse
d'omologia.

o 1'equazions (V)

Grorio MoxTe.

SOPRA ALCUNI INTEGRALI INDEFINITI®™

11 sig. B, BARISIEN, 1 uUn Suo articolo inserito mel Periodico di
Matematicn, fase. TV, gennaio-febbraio, 1900, sotto il titolo * Sull'in-
tegrale [ tang®p. dy, , vorrebbe indicare nn metodo utile al caleolo
del medesimo, senza trasformarlo nell’ integrale di una funzione ra-
zonale. Ora, poiche 1 procedimenti, del tutte distintl, che vengono
jvi seguiti nei dne casi particolar di # = 5, 7 —4 (i soli esaminati,
mentre il caso generale non viene tratiato affatto) non raggungono,
g parer mio, altro scopo che quello di rendere complicata una que-
<tione di tale semplicita, credo opporfuno far rilevare come SL poSsa
ridurre immediatamente il caleolo dell’ integrale indefinito [ tangte.dx
a quello dell'altro [tang*=j@ . i, qualunque sia l'esponente 7. Ed
allorn, con Tipetuie applicazioni della formola di riduzione che risulta,
perverremo alla fine all'uno od all’altro degli integral elementar

Jdze=2ae, Jt&ngmrﬂm-:—]ngm}sm—]—ﬂ,

secondo che n ®, rispettivamente, pari o dispari.

(¥) 11 sig. ing. Bardelll di Milano ci ba commnicate delle geservaLion sostanzialmiente eguull &

guelie contenuite nel presente articolo.
(Notn di &, LaweEni).
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Basta percid osservare che, essendo

dtangz = (1 - tane*z) dz,
&1 ha

tang® 2 dr =tang"* xd tang r — tang™ x dr.

E quindi, se & » > 1. risultera

1 .
[tang" zda =7 tang" ' — Jtang"*rde.
Ne segue che

J_Jmn g pdr= :21111—1 tang®=-1p— :

stang™—*r+ tang®™ " z—....

2m—3 29m—5 ‘

vt (—1)Mangx-+(—1)"z-+4C -

L 1 1

W, 0 TCY S O Tmg. r -2 tanolin=4 a0 1

J tang*™ ! zda= 3, LANEE 2m—1 tang Bk O PRB R e

— 1\m-1 ik

e ( é) tang®z—+ (—1-t logeosz -+ C. |

In modo analogo si procedera pel calcolo di juut‘ r dz, osservando

che s1 ha

deotw =— (1 + cot®*z) dx R

e guinds

cot* pder=—cot"*x. decotx — cot* 2z dx. %@

Percid, se & n > 1, otterremo i;
Jcot? wde— —7 cot*z— [ cot*~*xdz.

Applicando ripetutamente questa formola di riduzione, perverremo
all'imo od all’altro degli integrali

Sde=z+4C, Jeotade = logsen » - (
sccondo che I'esponente n @ pari o dispari. Avremo dungue
["cot™ xdr— : cof*™p-] I 5 Cot*M g —

v Zim—1 " 2m—3

e (= 1)@ cot e+ (— Dz L C,

m— —= 1 m 1 Fyp —2
Jeot—lrde=— o cotm x4 5—— cotre-t g —...

A G ot |- (—1)m logsena+ €. ()

Pavia, 10 febbraio 1900.
M. Curs

(*) Lo suddetie formole di riduzions, soll'nsoe dalle quali i & oltenute Il valore dei due bipl di
intagrall consideratl, si trovano, per asempio, nel miei Esercizi di Culeolo infinitesimnle (Livorno, G ustl,
1593) a pag. 138; dove sono pure (pagg. 142-48-44) quelle che servono al ealeoloe degli Inlegrali

fﬁEnﬂ:.ﬂ’:r, fﬁﬂﬂﬂzd:, f Lo . r i ] J.
L b 8
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