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Questa formola trasforma in prodotto la differenza tra il prodotto
dei medi e quello degli estremi di un gruppo simmetrico gualungue
Un—g, Pa, Vs, De—p. Cambiando notazione (per comodita di quello che
segue) si rappresenti il gruppo simmetrico con va, 05, ¥y, v2; allora
se si pone y—R8=d, f—a=8—y=d essa assumo la forma

(3) vp vy — Vo 3 = (— )"0y Vaqa.

b) Cid premesso sia Va—p, Vu, Vs, Ve4e un gruppe simmetrico
della successione V. Se si costruisce 'espressione Vo Vs— Va—p Vade
si avra tenendo conto della (2)

Va Vn =— Vu—e V..}.g e (3‘!111—1 —|— ll@n-—-i] (ﬁ'})a—l + lﬂ?}i—!] —
— (Bon—p—1 1 lavn—p-2) (Bowte—1 —+ lavate—2)

che sviluppando i prodotti assume la forma

Yo Vea— Vn-—g Va-h{l = Z'G-s ('l"n—ﬂ V5—2 — Vn—p—2 ﬂ'l—hz_!-—2) +
| 53 (Dn—1 Vo—1— Vn—o—1T54-0—1) - LaB[(¥n—1¥5—2 —¥n—p—-1Vs4-0—2) |
+ (¥n—g Pa—1 — ¥n—p—2 Vate—1)].

Le quantithd entro le parentesi tonde sono differenze tra il prodotto
der medi e quello degli estremi dei seguenti gruppi simmetrici

Vo—g—2, Pn—2, Vs—2 ; Vaje—2
Vn—p—1, Vn—1, Va—1 , Vete-1
Viy—p—=1, bn—1, Va—3 , Ustp—2
Vp—o0—2 . Vu—2, ¥a—1, Vatp—1.

Ponendo s —n =28, e tenuto conto delle differenze tra gli indici,
sl ayra applicando la (3')

Un—? Vy—2 — Ta—g—2 Pato—-2= (— )P~ 2 Vo V34

Pi—1 Ts—1 — 'n=0—1 Vato—~1=— [—— ’Jn_i'_-i Yo Vit
tn—1da—2 — Un=p—1Vutp—-2— (__ ““_3_] Lo ¥dto—1
Va8 Te—| — En—o—3 Veda—1 = (— 122 G V34041

e quindi sostituendo si frovera
Vo Va— Vamg Vet = (— 12 0 topo (— i §)
—+ (— == lvagp—1r — votot1) 2fve .

La differenza entro !'ultima parentesi, si trasforma in prodotte
osservando che per la definizione @&

o Votot1 = hitoto - 084 p=1
e guindi
Z?JH_P_I — Tddod1 — — h?}.H-e

¢ perfanto sara ancora
(4) Vi Ve — Vg Vo= (— lp—e=1 (3 — 27 — h=) vp vo+o
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Questa formola trasforma la differenza tra il prodotto dei termini
medi e quello degli estremi di un gruppo simmetrico qualungue Vy—,,
Vo, Vi, Vego. Applicandola al gruppo equisimmetrico Va—p—1, Va1,
Vo1, Vatom1 avremo

Vo1 Vo g — Vi Uspor =(—)"—=2 (8" — ol — hxB) 7, vo4
¢ quindi s1 ha
[5] Vo Va— v::o—g V;H.? .

Vn—l Vs—l — VI] —g—1 Vn-}-,x_:—] o

che dimostra appunto il teorema enunciato.

—1

5. 11 procedimento tenuto nella dimostrazione precedente & valido,
come si vede facilmente, anche per s =mn; in questa ipotesi osservando
che 8 3=g —y5=—10 le formole (3)(4) (5) divengono

(6) 0% — Dutg Pumo = (—D)1—e 4
(7) Vi, — Vn—|-;__,. Vn—._o = (— ”“‘“E’_] (BQ— il — h‘l:ﬁ} !..,
®) Vs — Vn—o Vota _

_V_in—l = Vn—-g--l Vn—{—g:l o

Le prime due forniscono una trasformazione della differenza tra
il quadrato del termine medio ed il prodotto degli estremi nei gruppi
simmetrici di tre termini, (va—p vn Pote) € (Va—p Vn Vaiy), I'ultima con-
tiene il seguente

TeorREMA, — In ogni sistema ordinato di gruppi equisimmetrici di
bre termini, le differenze tra il quadrato del termine medio ed il prodotio
degli estremi in ciascun gruppo, formano ung progressione geometrica
@vente per gquoziente il numero intero negativo —1.

6. Insieme alla successione V consideriamone un'altra
V’ET] ,X'h"g, V'u, - T‘n T
m eui i termini iniziali V', Ve sono rispettivamente nguali a due
mteri positivi o, f' comunque seelli, e gli altri termini sono individuati
mediante li yelazione
V'n = }an—-l + W.}J‘—'i!

dove , 1 sono i coefficienti gia fissati. Caleoliamo il determinante di
secondo ordine

Vu Vs
Vi Vi
formato con due coppie corrispondenti nelle due suceessioni, ciod I'es-
pressione V', V', — V', V,. Sostituendo alle V le loro espressioni in
funzione dulle » calcoldte per mezzo della (2) si avra

Vo Vs — Vo Viu— (Bous -+ lawn—s) (B'oa—1 1 ty—2) —
— (Bre—r 1 l2va—s) (B'on—it -+ l'vn—32)

(n<<s)
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che sviluppando i prodotii diviene
VnVe—VaVa=1(28— af’) (m—1 Vs—p — va—1 Vu—s).
Si consideri il groppo simmetrico '
_ Un—2, ¥nel, Vs-2, la—y
Posto s —n=35, la differenza degli indici medi &
(8—2)—n—1=5—1
e quindi applicando la formola (3) si avra
Dn—~1 Vs—2 — Pa—z Ya—t = (— "2 py 13
e poiché » =1, risulterd, sostitnendo 4
(9) VaVii—VaViy=— (1! (23 —af) es

che & la formola cercata.

7. Sostituendo ad s il suo nguale n--3 si I
Vo Vieds — Vaga Vo =— (— D" (o' — ad) vs

per qualunque valore di »; mutando quindi # in n—+p e dividendo
membro*a membro si La

Vite Vinpaio— Vatote Vo =(—1)°
Vo Vi — Vs VY ik

surrogando nuovamente n -5 con s si ha

Vito Viedo — Vai o Vs
Tn V” Se— vﬁ V1|I

E poiché gli indici del numeratore superano di o quelli del deno-
minatore, cosl questa relazione prova che lu suceessione dv deterininanti
di secondo ordine

Jvn YE . Vn—f-? ?a-}-‘? !vu-}-:!? Vﬂ—ﬂ?
e | V’n V’n r . V-n-l-gg V'a—|—«-r l -‘"a;-}-ﬂg Vrs-l-i'g

costituisce una progressione geometrica che ha per gquoziente il numero
intero (— 1)~ »

= (— 1)~

8. Della formola (9) faremo subito wo'altra applicazione. (lome
abbiamo visto in principin del numero precedente possiamo scrivere

-

per valori arbitrari di », 3
Vu v‘n-{—é = ‘rn'-{-d v,“ —_— (‘— Z')u'] (1’;3—— Glﬁ"] Uy
Cangiando # in n -} 5 si ha:

Vortd Vintos — Vipas Viapo==— (— )b~ (3 _ ,3) o, |
A
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Moltiplicando la prima per (—1)° si ricava
Vusks Vs — Vs Vinga = (— )’ Vo Viaps — (— 1) Vata Via
OBl .
Vedos+ (=0 Vo Vs (— D Ve

Vot v nefed

: e s Vigas =+ (—0'V

Questa relazione prova che fssati n, 5 il rapporto . é_u_{'_é 5
ha un valore che & indipendente dai $ermini iniziali della successione,
© por conseguenza sari anche

Vodos =1 Vo vupop+(— 1) 2
Vinta o Votd

(mon essendo altro la » che 1a V quando =1, § =), ed anche mn-
tando 7 in n—3

Vers +(—0" Voos _ tnga+(—1)? vas

Vu o T '

Proponiamoci ora di ealeolare il quoziente che & al secondo membro:
8 tal fine osserviamo che nel gruppo simmetrico

Bd—1,.%4, ¥n—1, ¥n
la differenza d (ra gli indici medi & »—5—1, quella @ tra un indice
ostremo e quells medio prossimo & 1, quindi applicando ia (3) si avra
Vs Vel — tn 13— — (— 1)6_‘1 Vg

¢ moltiplicando per 1

Zf:d Up—1— “»'n Pde] — — (_' Uﬂ Un—4,
My per la (1) &

Mot == 0441 Vi lpy tn—y

Vhe sottratta dalla precedente da

. . bagd~ (—1)° o~a=rn (lrs_i 4 28ep1)
POreio '

— e,
Vi-L-d + (?rh Z] ¥u—9 —— h'o—l + Va4l
N vonelude in generale
Tf" — /)2 n—i
(1) o +€V Y ) — g ot (¥)

.

v Ul f;‘gsuluu dal procedimonto tonuto il east di d=1; In formola trovatn in tal euns diviens
L1 L P "
y——
"

Ma poiehi dalin

Y gy

=liry+w», vol seeonido mombro privo di sign!feato.

v — v
it dofinizione delln suresssione ¥ risulia "1 L = L v, cogi 14 (40) 01-
Ancora applicabile ponendn ty=20. =




g
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Il secondo membro & intero, positivo, indipendente da a fedan,
pertanto possiamo concludere:
La funzione
Vois - (—1) Vs
Va

& wn intero positivo costante al variare di n, e indipendente dai termini
wmiziali a, 8 della successione \
Osservando che dal gruppo simmetrico
Vo-a ' Vu - vn—}-d

al variare del solo n si dedncono tutti i gruppi ad esso equisimme-
triei, il teorema precedente pud enunciarsi anche cos):
La funzione

Voto+{—=1° Vs
Vo

formata coi termini del gruppo simmetrico Vo—s , V, y Vata, & un intero
positivo, costante in tutti § gruppi equisimmetrici al dato, ed ¢ indipen-
dente inolire da o, B

IL.

9. Passiamo ora ad oceuparci di aleune propriety speciali della
snceessione 7. Dalla relazione tondamentale (1), dove #, s sono arbi-
trari, discende subito col porre n=g-1

P2l = e g1 [0

Quindi: Ogni fermiine i indice dispare in v ¢ ruppresentabile ne-
diante la forma guedratica X +1y% e con un sistena di valori per X, y
che sono tevming consecutivi della successione stessa.

In altri termini: Lequazione indeterminata quadratica

> ol e <
»
ammette la soluzione in mpmer: inter:

X=ZFvep, y==y,.

10. Dalla (1) si ricava ancora che se v ¢ multiplo di i 2 anche v,
multiplo di v,
Infabti, supposto r=mi con m=>1, vi si faccia y=; n=(m—1)i;
si deduce
Tmi== Vi1, Vym—1)j -l- I'Fi'!’rm—l [T |
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& quindi

Pmis Vim—11i
(1) — = Ipm—1)l—1 - g ——

™ Vi
Affinché sia intero il gquoziente %:“' & dunque sufficiente che sia

Vim—1)i .
tale ——2  Ma per m =2 si ha:

oi
Dai
2 :Iﬂl_]—f-—111+1_
I
; Vaj - . Vi P4 P mi
Essendo dunque intero 5, Saranno interi ancora B
1

Del resto & facile esprimere in generale il quoziente -i—'_';l sotto forma

intera. Se infatti nella (1) si attribuiscono successivamente ad m i
valori 2, 8, 4, ... si ricava facilmente valendosi ogni volta della re-
lazione precedente

: 2
2 _h?[ua—]]l—l_I_ Wim— oy - Pty + Z”lm—_m -1 ‘”1-|—1—|‘ ses
m—3 w2 m—1
_I— 1921._1 * 9,+1 —‘— l‘l’l_l . 'Ui..i_] + ’:'i_f_] .

Un'altra espressione, notevole, del quoziente %’"—' 8i otfiene cosi:

nella (1) si ponga invece s=(m— 1), n—i ¢ si divida poi i due
membri dell'eguaglianza trovata per vi; risulta

vYmi : Uim —=1})i
— = o TR it
n Pm—1)i41 + - 7
e da questa ponendo successivamente m=2, 3, 4, . .. , m si deduee la

formula

(AT & 8
= Vlm—1yid 171 "?"[m—:u-H : f‘;—l‘f—i”f‘uu—ﬁu-g-l < Yyt

U
3 m—2 m—2 -1 m—1
—}—Zab‘rm—-nur-l N IR T i Vg ™ vim )

ed altre ancora, sempre valendosi della (1), si potrebbero stabilire.

tl. Quando i numeri %, 2 sono dati comungue, pud accadere che
nella snccessione » cadano oltre i termini g (m=1,2,8,...>) altri
multipli di »; ma se supponiamo h, I primi tra lore possiamo dimo-
strare che la successione

'-‘.i, 0'.'1, r;f-ii!" N | 'Uﬂ]i' v e

contiene tutti i multipli di vi appartenenti alla successione v. Promettiamo
a tal fine i seguenti lemmi:

1% Se h, 1 sono primi tra loro vu, 1 seno pure primi tra loro per
quealungue valore di n.

|
!
{
{
1
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Infatti dalla relazione | . ;
Ty =— ]“.’n—-l + qu_g

discende che ogni divisore d comune aj numeri oy, ! & divisore del
prodotto Ava—1: ma a causa dell’ ipotesi & ¢ primo con h quindi sari
pure divisore di #-1. Il numero ¢ essendo cos divisore comune ai
numeri vs-1, 7 sarh pure divisore di 2, s e cosi pure di vn—g, vna,... o).
Ma & per ipotesi v, =1 quindi d=1 come st voleva dimostrare,

2% Se h, 1 sono primi tra love, due termini CONSeCUtivi Vo—y, om sono
pure primi tra lore.

Infatti dalla relazione
Un =hon -1+ lry—s

visulta che ogni divisore d comune ai termini 2u—1, oa & pure divisore
del prodotto lro—:; ma per il lemma precedente vy, ! sono primi tra
loro, quindi anche o (che & divisore di ry) sari primo con ! e pereip
sard divisore di ®o-s. 11 numero d & dungue un divisore comune ai
termini ¥o-i. #a—s; si concludera dunqune che & divisore di Vn-3,
Pit, ... 21 Ma #1=1, onde d—=1 come si voleva provare.

Cid premesso, torniamo alla questione enunciata in principio del
paragrato, e snpponiamo che tra due multipli di v come emi, Dt
cada un termine multiplo anch’esso di z- 8830 Sara necessariamente
della forma raits con p <<i, Ora se nella (1) si cangia n in wi ed s
in p si trova

Emie= tmi Vob-t + {00 Umi—g,

E poichd wmigs, 2w sono multiphi di o tale sard pure il pro-
dotito lv,Pmi-1. Ma »; ed I sono, per il lemma 1° primi fra loro: e
primi tra loro sono pure o e rm—y; (perché ogni loro divisore co-
mune d & pure divisore comuno ai terming Pmi. twi 1 quindi per il
lemma 2%, & d=1) dovrai essere duoaque v, multiplo di vij ¢id che &
assurdo poiche essendo per ipofesi g << i, & anche W < Wi.

Il teorema & pertanto dimostrato, e potremo concludere rigs-
sumendo

Teorema, — Se h, 1 seno primi fra lore, ln condizione necessaria e
sufficiente affinche v, sia -mu!t;}:lo @ vi & ehe v sia multiplo di i,

Corovrario 1. — 7 termini von indice composto maggiore di 4, sono
numeri composti, (*) ¢ se h>1 ¢ composto anche v, (**)

Infatti se ». & uno di tal; termini, = avrd un divisore i >2 o
quindi v« ammetterd il divisore > 1, perché & sempre #,>1 ¢ la

(71 Gon guests purolo devesl enuncisre il voroliaris primo al n. 5 delln nots efiaig,
(**) Daile v per &= (=1 s| doriva I sueesssiony priicoliry

e LR T 5.,

nelle quale & vy =10 un namero prime. Similmente pey h=1, |—3 si Inibra 1, 1,4, 7. 19. .. nalla
qnnle d prime ¢, =7,
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successione & crescente. 11 termine », poi ammette il divisore vye—h
quindi se 2> 1 & composto anch’esso.

Conornairo IT. — Un termine v ha tanti divisori nella Suecessione
quanti ne ha il suo indice T nella serie dei mumeri naturali.

CoronLAgio 1II. — Un termine con indice primo ammetie per divi-
sori nella successione solamente sé stesso e l'unila.

Conornarto IV. — Alguanti termini Va, Vi, Vy . .. hanno tanti di-
visori comuni nella successione, quanto ne hanno di comuni i loro indici
nelle serie dei numert naturali.

CororrArto V. — Se m 2 il minimo multiplo comune a pilt numeri
1,8, t,..., 8000 vm il minimo multiplo comune, nella successione, dei ter-
MING Ve, Vaq Vi... CC.

12. Restando sempre nell ipotesi di &, 7 primi tra loro (come in
tutto ¢id che seque) passiamo a determinare il massimo comun divi-
sore ordinario di pin termini della successione r. Si hanne le se-
guenfl proprieta: E

a) Se a ¢ divisibile per B il massimo comun divisore di Va , Vp & V5.

Infatti, pel teorema del paragrafo precedente, & v. divisibile per vg.

b) Se v & il resto della divisione di w per [ il massimo comun di-
visore di va, vp ¢ uguale a quello di Vg, Ve.

Infatti posto a= Bg—}», (r<§), si faceia nella (1) n=_£gq, r=3;
risulla

Ve = Ty Cegr - Wy Vpg—1.

Ora ogni divisore d comune & 2. , vs, essendo divisore di vz, sard
pure divisore del prodotto lorvg—1. Ma per quanto precede (§ 11)
d & primo con I e con vpg—1, quindi dovrd dividere or. Reeiproca-
mente, discende ancora dall' ultima eguaglianza che ogni divisore
comunc @ up, ve, essendo divisore di gy, & divisore di za. Le due
coppie (#. rs) {23 ) hanno dunque i medesimi divisori eomuni e
quindi il medesimo massimo comune divisore, (%)

¢) Sem & il massime comune divisove dei due indici @, 5, saree vw tl
massimo comun divisore dei due terming Va , Vi .
Infatti se insieme ai numeri

2y By 7y 8y 0 . %y M,

dove 7, 5 ... u, m sono i successivi resti ottenuti nella ordinaria n-
cerca del massimo comun divisore di o, B, consideriamo i tormini

Vo, Tad, Try tuyeo-y YaPm

t*) In modo annlogo si dimontya: Se m  un dicfsore coniune a pia resmini Ve VR 1 ¥y v anrd m
i divizore i 7[“' R et TR
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81 riconosce, a causa del precedente teorema, che le coppie (va, v)
(v, ve) (¢r , ¥s) - - . (Pu, ¥m) hanno il medesimo massimo comun divisore;
ma & » multiplo di m quindi esso sard vm, come si voleva provare.

Si deduece immediatamente :

d) Se m ¢ il massimo comun divisore di alquants indici o, §,7v, ...,

sard vm il massimo comun divisore dei termini Vo, vp, Vo, ..,

Questi Leoremi riducono la ricerca del masgimo comun divisore
dei termini della successione a quella del massimo comun divisore
dei loro indici.

3. Da quanio & stabilito nel paragrafo precedente ¢), deriva che
due termini r., vg saranno primi tra loro sempre e soltanlo quando
& vm =1, essendo s il massimo. comun divisore degli indici z, §. Ma
essendo per definizione,

=1 ta=Mh ta=0+1....

si riconosce subito che se 2> 1, & soltanto ri=1 e quindi necessa-
riamente m= 1, ossia ¢ due indici z, 3 sono anch’essi primi tra loro :
se & invece =1 si ha »n=1, =1 & percid necessariamente m=1,
oppure m=2; ossia i due mdiei o, B sono primi tra loro od hanno per
massimo comun divisore 2. Possiamo dungue enunciare i1 seguenti
teoremi :

a) Se h > 1, la condizione necessaria ¢ sufficiente affinché due ter-
mini Ve , v siano primi ira loro & che i loro indici a, B siamo primi ira
loro.

b) Se h=1, la condizione necessaria e sufficiente affinché due ter-
mini va, v Sineno primi tra loro.é che i loro indici o, £ abbiano un
massimo comun divisore non maggiore di 2,

14. Denotando con 9(va) il numero dei termini della snecessione »
nen maggiori di v, e primi con esso, e con =(z) la funzione di Ganss
rappresentante il numero dei numeri non maggiori di « e primi con
esso, si dedurrd dai teoremi dimostrati ora:

1% 8o h>1,

1) o B
20, 8 h=1,

e
12) 7o) =96+ (5]
con q:(%)zﬂ quando z & dispari.

La funzione p gode della seguente proprieti:
Se o, B sono primi tra loro si ha

(A) 2 (0a) 9(0,) = ploas)
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Per la dimostrazione premettiamo che nella fatta ipotesi si ha,
come & noto,

55, (B) tp(2) (B) = (=f).

Y . .

o Supposto dapprima h > 1, questa relazione si trasforma subito
nella (A) perche & allora, per qualunque valove di #, o(en)=q@(n).

Se invece i =1 si ha ¢ (a) = @ (n) solaments per valori dispari di n,

, ¢ quindi se o, 3 sono euframbi dispari si ricavera ancora la (A)

' dalla (B) come nel easo precedente. Se al contrario dei due numeri q, 3

:I' (primi tra loro per ipotesi) uno & pari, ad esempio «. dalle relazioni

_-._?_- ;(u_u] =0 (z) —|— (Tg—)

olra) =95

: si dedurra

| ¢ 3Te0)= 9(2) 9(5)+ (%) 1.

'l:] E-poicheé anche %, ¢ sono primi tra loro, si avri ad un tempo

. _

;:'?:'- ‘ o . s

3 ¢ (2) 9(8)= o(aB), iP(‘g—) (7) =tp(§)

1 e quindi

e — 28

W ?(va) plo) =p(aB) + (§')

ovvero a causa delle (12)
2 (2a) @ (25) = @ (vap).

La propriets euunciata & cosi dimostrata per tutt? i easi.

I5. Piu generalmente denotando con vy > 1 un divisore di . ap-
partenente alla successione, e con N il numero dei termini della
successione stessa minori di v ed aventi con esso PEr MASSinG comun
divisore v,, possiamo esprimere N por mezzo di o, Infatti se v, , Dx
hanno per massimo comun divisore 2y, gli indici &, #, hanno per mas-
simo comun divisore 3 e reciprocamente (§ 12, ¢). Si conclude che il nu-
mero N & uguale a quello dei numeri inferiori ad  ed aventi con £SO
por massimo comun divisore 3, e quindi in ogni caso

Nl

Ora se s> 1, si avrh anche, a causa della (11),

Nz(p[.f?%)
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Se invece h—=1 dallg (12) si deduce

)= (3)+e(5)

ossia
—— 4
N=p(s)—9 (55)
Se % ¢ fratto il secondo membro s riduce al primo termine, ma

se & intero si ricaveri dalla (12) col mutaryi 2 in —

25°
[z = (35)+# (5):
r8

Sostituendo nella precedente il valore dj P (5;:—.) di qui ricavato
si ha:

o &

=S o)

Se :L% ¢ fratto il secondo membro s riduce ai due primi fermini,

nel caso contrario sj muterd nella (12) « in 4%. e procedendo po;
in modo analogo si avra in generale

Te—— e =

N=——q:! [P_;c_)—@(ﬁg_)-f—w(ﬂ_g_)‘——...- .+(——I}"fp (’l-‘__ﬂ__]

28

essendo 2 la massima potenza di 2 che divide —;—.

1B, T'n termine v avente per indice nn numero PrImo pub essere
Proms o compostn, (%) ma Per quanto preeede (§ 11) non ammette
nelle successione divisor: diversi da si stesso e dall'unitd. Tra i ter-
mini di indice composto il solo v, gode questa proprieta e mnel solo
¢aso di h=1, giacche allora i divisori de] 1, appartenenti alla sne-
cessione sono #, e h=wn=h=1. Chiameremo PErCiO primi nedla
Suecessione i termini con ipdice primo in ogni caso, ed anche vy
quando =1, Cid premesso s; hanno i seguenti teorem;:

Teorwma 1. — Ogni termine v.. ammetle wn divisore primo nella gye-

Infatti se « & primo il beorema & dimostrato: se 4 & composto e
non & una potenza di 2, detto p un suo fattore primo dispari, sara

(* Per h== )= g hin, nd asem io, In muccessfong v=11282851%,13, 21, 84, 55, 8p, 144, 203 a77,
010,087, i67, 2184, 18], ., nelln quaie” gony primi | bormind df indies primo minore @ 19, od b com-
PUBID ny=—=4181 =37.] 14,

Yor =2, I=1 i ha In Ineoeasionn 1.2,5, 12,90, 70, 139, ... nells ganio & eomposlo w's=1a0,
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vp =23 >1 uno dei divisori cercati. Finalmente se ¢ & una potenza
di 2 posto @ =2 i divisori di v appartenenti alla successioni 80N

l‘1=1, ﬂgz}l, Py Y5y ...%a

e quindi se » > 1 sara v, il divisore cereato: se invece h— 1 sari e,

Teorema 11, — Se un termine vy primo nelia suceessione divide un
prodotto di pin fattori va ,va, v, ... divide uno di essi.

Comineiamo da supporre y primo. Se vy non dividesse alcuno dei
fattori #: , v., o ... neanche |'indice v dividerd (§ 11) alenno degli
indici J, p, v.... e percid essendo primo, sard primo con ciaseuno di
essi. Ne consegue (§ 13) che », & primo con ciascuno dei fattori
iy Uu,y ty,... € quindi eol Joro prodotto cib ¢he & contro I'ipotesi.

Se poi =1 e v non dividesse alcuno dei termini v; o T o Brigus
neanche 4 dividera alcuni degli indiei Aty ¥y ... ed avra con cia-
semno di essi un massimo comun divisore non maggiore di 2, onde 1,
BATd PIIMO COM i , ¥, v ,... € si concluderh come nel (as0 prece-
dente.

Di qui si deducono facilmente i seguenti:

3% 8e un termine v, primo nella successione divide una potenza (v;)™,
divide anche la base. ;

4°. Se un termine v, primo nella suceessione divide un prodotio di
pi altri vi | v, ... primi nella swecessione, ¢ uguale ad uno i essi.

Di quesi’altimo & poi facile conseguenza ['altro:

5% Se un numero N 2 decomponibile nel prodotto di pit fat-
bori vy L op,va ... primi nella suecossione decomponibile in un modo
soltanio.

Osservazione. — Segne di qui che un numero N mon pud essere
rappresentabile che in un modo soltanto sotto la forma

v e g
N=tfv]v].-

quando X, u, v, ... sono numeri prini differenti, od wno di essi al piv
e egnale a 4.

6° Se due numeri m, n(m > n) sono prodotti di fatiori vx primi
nella successione v, lu condizione necessaria e sufficiente affinché m sia
divisibile per n ¢ che il dividendo contenga ogni fattore primo, nella
Suceessione, del divisora con esponente almeno ugnle,

La condiz. & necessarin: supponiamo infatti m=nz con m=»" Ty Uyeoey
R=0,.v5.v,... dove v; ,v,,... sono primi nella sneccessione e diffe-
renti tra loro, e cosi anche . v U8, ¥y ... Bono primi nella suceessione
€ differenti tra loro. Essendo v, divisore di n sari pure, a causa del-
Iipotesi divisore di m, ¢ quindi per la precedente proprieta (4) sara
ad esempio v, = v; : ne segue sostitnendo

M=vz0,0,...
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E poich2 per Je ipotesi v} divide m, eg inoltre & primo (§ 13) con
ciaseuno dei fattori o2, v5-.., cost si concludera che v, divide 2P ¢
quindi p & almenao uguale ad », Se ora g pone

WME=WR"" uf A%, =0

F R ]

si dedurra, my = 2, ed analogamente g quanto precede, che »; &
ad esempio ugnale a Uu(non a p, perché per ipotesi ¢ o diverso da B)
€ conseguentemeute ¢> 5. Resta pertanto provate quanto abbiamo

asserrto. Che g condizione enunciata sia sufficiente & cogg ovvia,

si pud vedere facilmente che buy Vg S0N0 primi tra loro in SENS0 ordi-
nerio. Basta a tal fine provare che i loro indiej », B sono primi tra Jore
862> 1, & che hanrio N massimo comune divisore non maggiore dj 2
se h—=1. (18. a, b). Detto mfatsi m il massime comun divisore degli
indici, se fosse m > 1 0 m =2 aseconda del caso, sarebbe vy, > 1. Mg
’m & divisore comune (anzi @& il massino) ai terming Za, ¥p; dunque
Ya, s avrebbero un divisore comune vm> 1 ¢id che & contro Tipotesi.
Quindi necessariamente m =1o0mnon maggiore di 2, come g voleva

dimostrare.

e quindi p., vy (§ 13) sono primi tra lorp. Se poi nella successione g
& anche v =} — | allora % [ potranno avere Per massimo comun
divisore 2 @ g concluderd come nel Caso precedente.

18. 1l teorema dol 5 11 faremo ancora applicazione per dj-
mostrare una proprietd dells successione V. Rispetto 54 un termine
Vs di essa si considering Ie due coppie simmetriche (Vetre, Us—u)
(Vatr Vees) si ha allora il seguente

TeorEma, — 7 guoziente

Vatup— (— )~ Yoy
Voo —(— Iy Ve,

¢ intero sempre quando | e multiplo di v ¢ lp » soltanto allora, se i
coefficienti h, 1 sono primi tra loro; esso » inoltre costante al varigre
4 s ed indipendente dai termini iniziali o, 8 delly suceessione V.

Conviene, per la dimostrazione, premeftere una relazione tra i
termini della successione », A tal fine consideriamo i gruppo sim-
metrico

Tn—1 . b, U5, Fedty

",-*;-Ii_'.;’_‘EE‘. o)
v

e
ey
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Applicandovi la formola (3) del § 4, poiché & qui d'=1, d=s—n—1,
si trova subito
(— D t—i=— s Toi1— Cat1
Ma dalla (1) scambiando » con s si deduce
Pads == s On1 - 00 B

quindi resulterd sotiraendo
(13) (%) et — (— 1) 0a—n = vu (Ite—1 - ts1)

('id premesso se valendoei della (2), calcoliamo I'espressione Vapn—
—(—1)*Vi—n in funzione delle vy si ha subito
Vetn — (— )" Vemn=(Bretn— + lavetn-2)— (— " (ﬁm—u_l —+ lots—n—2)

che diviene

Vagn— (— {jn Vaen= @ [tatn—1 — (—1)Prs—n—t] _I_
- Zf! [ﬁg+n_2 == (— g)n‘ﬁs—-n—ﬂ]
Le guantity entro le parentesi si trasformano per mezzo della (13)

nella quale si muti una prima volta 3 in s—1 ed un’altra volla s
in s—2; si frovera quindi sostitnendo

Va.+n — (—"' “" Va—n= fa’ﬁn [l!"n—r + Ta) —|— lavn [Eva-s + ﬂa—l)

ed anche
VH..n — (—— J]I' Ye—n=tu ”(B‘Fa—? -l‘ Z'.ﬂ'n—a) —l_ (ﬁsu —I— l‘lﬁ's—-l)]

Ma per mezzo della (2) i riconosce che le due quantita entro le
parentesi interne del secondo membro sono rispettivamente V.-,
Vat1 e quindi sara

Viodn — f“ {]"Vn—] — 1n [ﬁs—l + VS—HJ-

Mutando # in p una prima volta, poi in v e divideudo membro
a membro le relazioni ottenmte si ha:

Vg—l-p — (— I)-" Vi—;s T \

Vﬁ+1 — (_ I)’ Vb—f Ty
Il secondo membro & indipendente da s, e dai valori iniziali «,(;
inoltre & sempre intero quando p & multiplo di v, ed & tale in questo
easo solamenie se h,I sono primi tra lovo (§ 11). Il teorema & pertanio
dimostrato.

La Spezia, Ottobre 1900,
Arserro TAgTuni.

) Yot (—hhe .
i*) Bi dednes di qui ehe |1 rapporio o =N =lp. 4+ I % intero ¢ coslante al
varinre @ n, ?u el "
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PODARIE RISPETTO ALLA PARABOLA

Sia la parabola rappresentata dall’equazione
y=2px.
Una tangente avendo per equazione

S S
(1) Y=mx -+ Dae 1

la perpendicolare ad essa condotta ds un punto P (a, ) del piano ha
per equazione

@) p—F=— Lo

imn

L’ eliminazione di m fra le (1) ¢ (2) da I"equazione della enbica
podaria ;
@ @y — 2z —Bu) (¢ —a) + L (y — P =0

ovvero
@ =t ) —pe—atnrae—mrr 2,

Se si trasportano gli assi parallelamente a loro stess in modo
che T'origine venga nel punto P, si ha

.‘2.‘=X+g s y:Y—f»-ﬁ
e la (3) diviene

(5) XX +Y)+aX XY+ Ly

Questa rappresenta una cubica circolare unicursale, avente un
asimtoto parallelo all’asse delle y e un punto doppio in P.

Le tangenti nel punto doppio non sono reali che nel caso in eni
gia §°—2pa >0, ciod se {1 punto P & situato fuori della parabola.
La curva che & tangente in un punto alla parabola, ha la forma
strofoidale, con un cappio a punto doppio.

Allorché il punto P & situato sulla parabola o interno ad essa, la
curva, che assume una forma cissoidale, ha un punto doppio isolato.
Esea & tangente alla parabola in tre punti o in un sol punto, secondo
¢he P& interno o esterno alla sviluppata della parabola. Qualungue
sia la posizione del punto P, la cubica taglia il suo asintoto in un
punto Q di cui caleoleremo le coordinate.

b
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Per la (4) I'equazione dell’asintoto @ il coefficiente di y* eguagliato
a zero. Kssa ¢ dungue :

(6) m=¢—%

Questo valore posto nella (4) di per T'ordinata y di Q

Y ?2(22—p) ;
(7) .'f—-fH-T

Queste formule danmo luogo a interessanti applicazioni.
L’equazione generale della cubica circolare unicursale a punto
doppio pud sempre mettersi sotto la forma

(8) X(X*- Y9+ AX* L nXY | Y =),
La (5) si pud rendere identica alla (8) ponendo

r=a, p=3. ‘J=%,

e quindi, se il punto P percorre tutto il piano, la sua podaria da
Inogo a tutte le varietd possibili di cubiche eircolari unicursali a
punio doppio.

Le varieta piti interessanti hanno Inogo, quande P & situato sulla
tangente nel vertice o sulla direttrice.

1% P 2 situato sulla tangente nel vertice,
Allora =10, e I'equazioni (4) e (5) divengono

B
Q o+ E) =ttt ot By
(10) X (X*+Y)+-GXY + 5 vr—0
La enrva ha sempre una forma sirofoidale ed ha per asintoto la

direttrice.
Lo coordinate del punto Q sono allora

(11) .!.'=———}2i . _r;:B—‘f—;_

Se dungue il punto P ha per coordinate z — 0, 3= —g—, il punte Q

€ il piede della direttrice.
Se il punto P 2 il vertice (@=10,p=0), 'equazione (9) diviene

¥
.—;.-(mﬂ-}-yaJ-}—ji;z'f—_—_u.

, 15 la sola cubica di questa serie cho abbia forma cissoidale. i
d'altronde, come & noto, wna. cissoide retta.
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2°. P ¢ sulla diretirice,

In questo caso a:=———g—, e I'equazioni (4) e (5) divengono
| 3 - : o
@ eyt P o(zt )2,
(13) YT+~ L@ —y)faxy—,

Le tangenti nel punto doppio P sono
¢ dongue una strofoide obliqua, che ha per
Le coordinate del punto Q s

perpendicolari. La eubica
asintoto Ia retla —- P.
ono in questo caso

P‘I
(14) T=—1, yzﬂ__é_a'

Se dungue P ha le coordinate o=
le coordinate T=—p,y=(),

S

-—g.- S=1,_ + 11 punto Q ha

]

Se il punto P & il piede della direttrice (= —
zioni (12) e (13) diventano

Vet ota(s+2) =,
X(X”—}—Y’)——%(I'——Y‘):G,

rappresentano una strofoide retiy dj eui il

della parabola.
3. P ¢ nel fuoco della parabola.

Allora, essendo a:-:—f,l, p=0, la 4) diviene

[e—4)" 4],

pone della tangente nel vertice e del fupeo (

(GTES)

» 3=0), I'equa-

vertice coincide con quello

ciot il luogo si com
punto isolato).

Abbiamo esposti questi risultati per Punita dj questa nota,

Come

—_—

Eeco ora altre proprieta che erediamo inedite,

L. — La retta P,Q ¢ fissa per uno stesso
parabole aventi lo stesso asse e lo stesso vertice.

Infatti Vequazione di guesta retta &

punto P ¢ per tutte Je

z Y 1

o B 1 |_
2___.

u_.___g P+p(;59J]
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OVVEro

(15) - (Rz—P e+ 2By =2a"12"—af,

che ¢ indipendente dal parametro p della parabola.
Ne risulta che:

1% Se il punto P percorre une retta fissa, ciod se fra o ¢ B esiste
uma relazione

p=ma—+gq,

Uinviluppo della retta PQ 2 una parabola.

2° Se il punto P si sposta sulla parabola data (il che da luogo alla
relazione 8°=2pa), Uinviluppo di PQ ¢ una cubica.

I1. — Per tutti i punti P situati sopra la rette fisse y =23, il punio
Q # situato sopra una retin, e quando [ varia, quesia retla rimane tan-

gente alla parabola data.
Infatti I' eliminazione di « fra le equazioni (6) e (7) da

(16) y=|‘3+£—§-

II1. — Per un punto P fisso ¢ per tutte le parabole aventi lo stesso
asse e lo stesso vertice, il luogo del punto Q ¢ wne parabola,
Infatii I'eliminazione di p fra le (6) e (7) di

(17 &' — ax By — p'=0.

IV. — Se il punto P percorre una reite fissa, il luogo di Q ¢ una
conico,

V.— Se il punto P percorre la parabola data, il lwogo del punto
Q & la cubica

(18) 8 20+ p) = p (5 2p)".
VI — Se le parabole hanno lo stesso asse e lo stesso vertice, e se

it punto P ¢ situala sulla diretirice ed ha una distanza costante § dal-
Passe, il luogo del punto Q & la parabola.

(19) 2* 428y — 2R =0,
La retta PR inviluppa la parabola
15(3
(20) z*— Bz +4fy — —~=0.

VII. — L'antipodaria di una strofoide oblique rapporto al suo punto
doppio & wne parabole la cui direttrice passa per il punto doppio.

B in generale. .

L'antipodaria @wna cubica unicursale a punto doppio rapporto al suo
punto doppio & una parabola la cui direttrice ¢ parallda all’ asintoto
della cubica.
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Ricerca del) area compresa fra la podaria d1 P & 11 sue asinioto,
quando P & sull’asse della parabola.

L'equazione (5) che rappresenta la podaria riferita agli assi PX e
PY diviene, ponendovi § =0,

' X (X4 Y9+ a3 4 2y

ossia _
(21) Y=X :E:_pg
X+3

L'area compresa fra la curva ed il suo asintoto

s X +T§
Poniamo
= __PX = tan® ¢
X 5
Ne risulta
' = (r.zcos'sp—!-—g-sen’q:) y
dX = (22 — p) sen P.cospdy
e quindi

U =#/:’T(p — 22) sen® 9 (a cos® p ..—gsen’ :p) dp

1 X
U=2(p—22) { C f” sen’ g cos @ dp - %’ f * sen® ¢f-r-_.q} :
& L]

Ma si sa che

3 T 3 o .
f sen*ep. cos o f&p’:ﬁ - sen’ “"P:ﬁ . ?'".
Dungue ;

— 2a) (22 -+ 3p)

22) v e l)‘f )

Ecco per aleuni casi particolari inferessanti 'equazione della po-
daria e I'area di essa.

I’ Se o =% | (X2 4 Y3 (x+g) = U=o,
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Il punto P & il fuoco, la cubica & la tangente nel vertice col fuoco
tome punto doppio isolato,

_ X

Snp®
X+£

U==

Q‘.Se:zz-ﬂ, b g

o

I1 punto P & 11 vertice della parabola, e la cubica 2 ung eissoide
Tett.

=
.

3% Se o.'=——g— .

|

e

n punto P & il piede della direttrice, e In cubica & una strofoide
retta.
Sp= 2ZX

0 __ % - Faca
4.s”_~2 . Y=X XTI p =0,

L'area =0 indica che per (uesla curva, che & una trisettrice di
Mac-Laurin e che deriva dal folium di Descartes, di eni 1" equazione &

X 1/3p- 2X

=ity
T'area del cappio @ equivalente a quella compresa fra il resto della
eurva ed il suo asintoto.

Queste due aree essendo algebricamente di segno contrario, ne ri-
sulta 17 =0.

Questa interessante proprieta delle aree & comune alla #risetirice
di Mae-Lawrin e al folium i Deseartes, L'area del eappin della tri-

£2.481/¢
settrice & é}i;—j .

Su questo proposito mi permetto di esporre al nostri amabili eor-
rispondenti il seguente desideratum.

Nel ¢aso in cui il punto P & qualungue, la podaria della parabola
rapporto a P deve avere 1'area compresa fra la curva ed il suo asin-
toto finita. Sarebbe interessante poterne ealeolare il valore ed anguro
che un corrispondente sia piu fortunato di me in questa ricerca.

E.-N. Bagisies,

L3
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SULLA DETERMINAZIONE DI ALCDNI COEFFICENT! NUMERIGT

di uno sviluppo nells teoria delle forme

"1, Se con f indiul.:inmo e himzione di due variabill g (2 y @), Y{yam), omo-
genea e di grado wm nelle ' xe, omogenen e dj grado =n nelle “i.in, 88 g A, D D
diamo | ap)iti signifienti relativi alle bey nole vperazioni del ealgoly simbalico
avremo l'uguaglianza :

a;) ; o }'D"f‘j‘ n.‘f"} {‘J.yjdu—l])u—l Qf - qﬁtuj [:,_.wzda.-aunq Qif +
T ) aap

in cui ls Def, Dr-107. De-202s sono funzioni delle sole x, (%1, xe).
I lermini del secondo membro della a) sono affetli g coefficentj numeriei,
dipendenti dai gradi i, n & dall'ordige corrispondente nj Posto che oocupang,
Fasi sono Jagati dalle note formole di ricorrenga-

; ¢
WsSm-Dp- __ #~
1) o &, +flﬂ+u—1'[m+nl
fm— 1)*
ald) — o (1) fu—1}
2 o a +(m +n—3)(m +n—z) E
a2
3) G’.;‘“) — ﬂa(‘-u h" =0 2" — (m—1)

(o B—23)im + n — 4;

.. ] . - . - - - . .
im— A+ 1) (m—1}

") — = ln-1) j
B % fra:+n——2l+1'1(m“f‘"‘zl'}'g]mk-] .

La determinazione di qureati coefficsnti & fattn da) Clebsch con artifici cha si
riferiscono alla teorin delle forme. Mi propongo dj pervenire ail'espressions di npe
qualunque di questi coefficenti eol solo sussidio delle ecognizioni algebriche.

2. Osservinmo anzitutio ehe 1 uon pud superave w, che cwe poy A >4 tutte
le = corrispondenti sono nille.

Poniamo nelln 1) n=1

DBSIA ;

E successivamente perm=2 —=8§ —4 — N aviemo :

g n.l.'Er
o -_11+m—|—l -
L m=

hi e +m-i—?,.m+3

m?

mtn—1 . mfn

29 = ala—l +
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Sommando le §) e riducendo:

) E” m? a2 1
[ Zpht = =m »
4 ' =Mt —1. m+n n;,m—}-n—l.-m+n
& poichd
:?,: l = -{: _l F— 5 ] 1]
=ittt a—1.m4bn  ymu—1 a=3 M -+ n
8] ha
L] -
2 1 n—l | n 1 1 ! T
= = I — — J ——=—— =
=t +—u—L.m-+n a=0 M0 ,—ymfn ”m m-n M

e per sostituzione nella ¢

wo (D

m--n — (m -!—n) '

¢) oy (®) =

formola simmetrica in m, 5. —
Dalla ¢) si ha
m.an—1
m—+n—1"

2yln = 1) —

che per sostituzione nella 2) da

(i — 1) m.fn—1)

n) — {n=1)
o - (m~tn—B8)m—+tn =2 (m-t+n—1)"
nella quale fatto n =2, 8,....u si hunoo le formole di ricorrenza
@ — m.{m—1) .
g aﬂ[ll+a:l—~l.:ra.n:+l
- m.m—+1.+2

ﬂ!(a) — "2{2} +

Zom—1Pm.
[ — 1V Im— 1

aoli) — @yfn— 1) L : ‘
(e n—3) (m+n—2, (m+ 01—1)

da cui, per vip di somma,

n % — 1
) ol — gy tgp — 1% X .
' a=s M0 —3) . (m+n—2) (m+n—1)
posLo
Mmtn—3=50 mtn—-2=E50 g +n—]1=§Em,
si avra
k] #t— | _a M — gy .} i . 1 )
xsGr ) Gl B0 B EE T S e n—g 510 Eg ) Eg(w)”
ora
2 1 1a 1 s 1
S B EM B - D BEG v B
o=z &1 §ylw Eytw) a=2 52 Es Cu—y Q™™g

3 1
T2 Wwmem—1 mFa—2Z.mAa—1

)
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e
= 1 _ 1 1 i
n;_gési“)ﬁac"‘ T m—1 -_m—i—ﬂ——E'
quindi
ﬁ n— | 2 13 1 i
a=2 (s + u—3,|(m—[-a—z}(m+n—l)__ m—1" Q(m—1 T m+ a2
1 _ n.n—1 ;
2im+n — l}{m—}—n-—:f]__ﬁ'{m—-l){m +w—=Bm+n—1)°

e per sostituziene nella @)

(;r) (n'

; ) mom—1,n.n—1 = ] \2

&/ o __H.(m-}-n—.l;(m-kal—-?) [m+n—l)
! 2

Dalle formole ¢) e ) si scorge
striamo che se essi & ver;
Supposto cive cle sin

In legge di successione dei valori di «™. Mo-
ficatn per w = A — 1, sara verificats anche per o= A,

b2 G2

1 L’m-{—;::i.—}-‘é):

e B0

mWH+n—aA+1y
(#amr )

proviamno che

" Ora avremo imaredintamenie elja
mAtan— 241
& =l )

) (=1

n-1
dl_l —

& per sostituzione nellg A, col solite metodo di somimag, rieavirmo

n— 1
¢) “ZnJ:(”;ﬁ3'+J}n(iﬁl) N {), — ])

:—_1 (”' +;’: ?4‘ l) (8 +H—2A 4 1) (m+n — 23-‘?‘2)'

che pud porsi sotto Ja forma
&

(N—-—J}
(w) W o A—1
o, :Cm——l—]—l)(l =

u:i("’+"z'l+l) (4 n—23 +1)

Nou b ngevola caleolare direlta

mente. Dinmo dei yalori particolari,
Poniamo n—= A; wyremu

- y [ (31-:':) __{m 1
g=tn—21+n(Y) A=V ()

[&”?U[m-{—l—-l)h A (:nj—l)
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per n=A -1

H‘*—(m—l-{—l) (-m) {(,,,4_1) I

i)

€ per pssere

aviemuo

HI—(m-—-.‘.-l—l}( J

A

(m—A41)

m

m+l)m—l-|—2

+2

T 1

=m—3+1)(7) (T m—r+3

A1 (a‘ll)
- m-E2 A
(")
Pouniamo ora

AvVremao

237 = (m— A1) (’")

1
[m-}—?) (m—3+2) {

+3

n-—A—+ |

m—}'B) (m-—l-l—o?,l}

1 m+24Aim—i+4+2)—2A
m—2 41
n==%--2;
A1 A1

da cui raceogliendo

i+
«

(§%

A+ 1

=(w — 2 + 1)(’;)

A4+1

2("'+3) (m—2 1)

i :
(m—2a41) 2 (’”’ iH) n—2+8)°

Qm+ 3+, (m—2A4+1)

m—A-+8

- @)

d

m

A

[2)
fm — A -+ 3) (& -}—2]__ m
+3) M—A+3 _( )

2

Ora dnil’ | ispezione dei valori da! smnmatorio peroa=2, L+ 1, 24+ 2 siscorgs
la legge di successione dei valori del sommatorio slesso S,upposiu infntb:

8i prende il valore

"3

n—1, e 51 abbia per valore del sommatorie

(m—2A4+1) ((m -}—1,._1) -

troverd per il valors n l'espressione

(3)

(m—-?.—l}[m+ ui-J__|_1).

Infatti per n, i

(ﬂ-i—l)

(i — 2+ l)(m +;.' - J')

4

[

(5

)

m—+n— i+ |
A

t:he per ;a,

il sommatorio sarebbe eguale alla sommy delle espressioni

)[m-;-n—m-}—n’
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e poiché
n—l)__(n)u—l i (n-])_ (-»)_}_
( - S [ > ] A—1) " i) w
(m-{—n—-l)__(m—f-u-l+l)m+u—21+l
bt o A Vidn—3 17

8i Avra per sostituzione

(1) 5= )

i mfn— A n—A+ 1) A )(mﬂ—n-—ﬂn—]— I)

da cui vaccogliendo ed eseguendo i ealooli, si ricavs

n
)

)(m-——l—l—!)l

Resta econ cip provato che il valore del Sommatorio &, per i) valore n, dako da

(%)

___—‘_——__"“:-———_—,
f"‘*’--f'l)(m 1—»1 l—]—l}

e quindi per sostituzione nella g)

o () (3)
3 (’m+nl—1.+1)

La legge che regola la successione dei valori della «}” pay qualungue valore
di A, ed n, & dungque verificata,

Dott. A. Bass,

Sula risogions 861 probiemi magiggre [a §ula riga

»

Bi consideri 1a Tign, non come sita soltanto o fraccicre ing Tetta, ma come
unoe strumento che permeita inoltre, mediante punti di riforimento che vi si sup-
Pongono segnati, di portare nng lunghezza daty “Opra una retia gid fraceiota. B
dn prevedere che iahwni problemi, che s ritengono non risolubili senza 1'aiuto dal
compasso, diventino inveep risolubili medianta la sola riga cosi definita, poichs
mna tal riga ha, per cos; dire, qualche cosa do) Compasso. Cominciamo dni piu
semplici :

®) Ad una retta date condurre una paralloly, Si conginnga un punto qua-
lunque ¢, preso fuori dellg rotta, & due ponti A & R dolla retta stessa; gj prenda
CX= AC, 0Y =Bg. avideniewente XY sppy parallela ad AR,
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b) Ad una retta data condurre la parallela per un punto date. Per gnesto
punio C 8i conduca una refta qualingue, che incontra in D la data retta AB. Bi
tracei poi ana parallela a 0D - quesia incontra in E 1s retta dats; o se si prende
EX =DC, & chiaro che UX sari la parallels richiesta,

Dopo cid si vede che si pud, senza tompasgo, costruire nna quarta proporzio-
nale, o ana terza proporzionale, ed in generala qnalonque espressione della farma
zsz—c@- Ed anche si pno dividere nn segmenio rettilines dato in an qualsiasi

efg
numero di parti uguali, o proporzionaii a Junghezze date.

©) Tracciare wn angolo retto, che abbin 1l vertice in un punto dato. Per questo
punto A si conduca una retia qualunque; per on pnnto B di questa si tracei nn'al-
tra retta XY, e su queskn si portine, nei due sensi, le lunghezze BX = BY — AB.
In tal modo XAY risuliera un anzolo retto.

d) Ad una retta date condurre 1o perpendicolnre per wun punte dato. Si co-
struiscano dne angoli retti, aventi il vertice nel dato punio C; siano A e B, ri-
spettivaments, i punti d“incontro di dne lati del primo e del secondo angolo con
la retta data, e si tracci per A la parallela all'aliro lato del secondo angolo, e
per B la parallela all'altro lato de primo angolo: sin X il punto d'incontro di
tali parallele. B chiaro ¢he CX ¢ la perpendicolave richiesta, gincchi lo altezze del
triangolo ABC debbone coneorrers in un purie. La eostrozions diventa illusoria
quando C ¢ dato sulla retia; ma si pud allora cominciare dal sostitnire questa

_ ton una sua parallala.
Dalle cose fin qui dette segne che si puo, senza compnsso, costruire qualunque
espressione irrazionale della forma e=YeF P+ ..., 0 per consegnenza a8,
0 un friangolo equilaters, o un esagono regolare di lato a, ed anche gli angoli di

45°, 60° 30° ed in generale ogni angolo definito della formula tanb — V;:. con «

e f razionali.

Ora, per riassumere, 6 per vedore fin dove si pud fare a meno del compasso
nel costruire le espressioni, che si sa di poter costruire mediante la riga ed il com-
passo, ricordiamo che tali costruzioni & possone ricondurre n quella di una delle
seguenti espressioni:

n) g— _‘F‘ con 3 o Y polinomi razionall omogenel, dei gradi rispettivi n 4 1

ed n Dividendo numeratore e denominsdore per "', dove n indiea nma lunghezza
qualingue, si ridncono al primo grado i termini di ¢, quindi tutto il denominatore
ad un mowomio; poi # alla somma dj tante espressioni del primo grado, che si

\’ Sanno Costruire senza compasso, per quanto si ¢ osservate in seguifo alla risoln-

R zione dei primi due problemi.

:“ b) #=Va®- b2 4. che si puo costruive, coms si & detto, senza compasso.
e ©) # =Vab, ="Ya"— 5", eupressioni che si rasformane immeiiatamente
3 T'upa nellaltra, sicchd il problema di * costruive ia medic geometrica di x e b .

equivale all'altro: costruive un trinngolo rettangolo, conoscendone wn lato e U ipo-
tenuga. Quando « e b ammettono una comume misura ¢, ponendo a = ¢x, b=cp, si ha
r=c¢Vajo a=cya® — % g gj ricade mel caso precedents.

Adangue il solo problems, in eni le considerazioni che precedono non valgono
8 dispensarci dall'uso del compasso, & 1a ricerca defla media geomelrica fra due
" dunghezze, tra loyo incommensurabili.

Prof. 3. Cesiro

DELES VNIVERSIT ) pi LiRua
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LUOGH! ED INVILUPP] %)
(ESERCIZI DI GEOMETRIA ANALITICA)

28. 8Sia 0A un raggio fisso dj up eireolo, OB ad OC due raggi mobilj
tali che sin ADC —240B,
1° 11 Inogo delle intersezioni dells tlangenti al circolp pej punti B
e C ¢ (oltre alla retta OA) una triseltrice di Mac-Lausrin,
2° 8o da B si condnce In parallaly ag OA e da C In perpendico-
lare alla 0OA stessa, il lnogo delle intersezioni dj queste due rette & gy
parabola,

30. Se A o B sono dus vertici fissi di yn triangoln ABC ad éﬁ:Bﬁ}

il Juogo di C & wna quartica ecircolare son yp punto triplo in A, Le tap.

genti in A sono la perpendicolare alla AR 4 le rette inclinate gy AB
™

di 4 1 La eurva ha due assintoti reali inglinati di + —;Ean ABain-

erociantesi in A,

e la corrispondente direttrice pagsa Per un punto dato D; il luogo dei
centri di tali coniche & up eireolo; 1”inviluppo delle coniche stesse & pure
un circolo,

33. Biene C* 5 2 due cershi concentriei in O o supponiamo che (2
gia interno a Q2 Dy un punto S di Q" g conduon naa rettn mobile che
tagli C* in A & A’ - C* ulteviormeuts in T. Se B & Paltro e8lremmo el
diametro di ¢ passaute per 8, le intersezion; della TR con Ie 0A, 04’
descrivono una surug di Jerahek,

34, Un cerchio dj raggio » rotola S0pra. una raita data. Da un punto
fisso A (i questn retia = sonduge la seconda tangente a| carchia; il Inogo
dei punti di vontatte g una cubica cireolare.

35. Sin 0A un raggio fisko di un cirglo 0% M ed N due punti dj
questo circolo tali che sia AN — ZEM; il luogo del baricentro dei punti
Ay M, N ed O & ung Conchiglia di Paseny.

36. Una reita mobils perpendicolare ad un diametyo fisso AB di un
cerchio di eentro O taglia questa gurva nei punti P Q; ij Inngo delle
intersezioni dalle retie AP e QO ; AQe PO & (oltra alia retta AB contata

37. Sieno AB ed A'B’ due rutte paraliele ed O up punto fisgo da]la_
——

(*) Contiminzions + Vol. preeed. 4 Pag. i,

- iy .
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bissttrice dolla striscia da esse detormineta. Si conduea per O una retta
mobila che tagli in M ed N rispettivaments le AB ed A'B'; il luogo dslle
intersezioni della perpendicolare condotta da M ad MN a della bisettrics
deli’angolo MNB' ¢ una cubiea mista.

38. Il lnogo del vertice mobile di un triangolo di cui & data Ja base AR
e 8i sn che 8 A =28, & una quartica cou un punto isolalo in A e che

ha due assingoti inclinati di + = sulla retta AB.

39. Siano date dve rette ortogonnli OX ed OY ed un segmento a, -
L' inviluppo dei cerchi chs hanno per ceatro nn puuto A di OX o pas-
sann per un punto B di OY, in modo che sia OA -+ 0B =a, & una ellisse.

40. Bin AP uva reita mobile intorno ad un punto fisse di un circols O3
di ventro O che incoutri ulteriormente il cerchio in P, PT la tangente
in P che incontri in T il diametro passante per A; se TI & la perpen-
dicolare condotta da T ad AP, il lnogo di T & una guartica (inversa di
folium parabolicum).

41. Sia NM una vorda mobile di un cerchio, parallela ad un dato dia-
matro AB; si unisca A con M e da N si conduca la perpandicolare ad AB;
1l lnogo dello intersesioni di queste due rette & una Cissoide di Diocle.

42. L'inviluppo di tutte lo coniche simili ehe hanno uu fuoco sopra
nn cerchio dato e la sorrispondente direttrice & una data retts, & una
coppia di coniche della stessa specie di queile date.

43. Sia 0 un punto Asso ed A uno mobile di un cerchio e sia 00 il
diametro pagsante per O; il luogo delle bisettrici dell’zngolo AQQ’ gon
la parallela eondotta da A ad 00 & un trifolium retto,

44. Sia PQ noa retta mobile perpendicolare all’asse maggiors AB di
un’ellisse. 11 Inogo dello intersezioni della tangente in P all’sllisse con la
reita QA & (oltre alla tangente in A all'sllisse} un’iperbole,

45. 11 lnogo dei vertiei I di un triangolo variabile MNI tals che MN
sia diametro di uy cerchio duto C" MI sia tangeule & fuesto cerchio
ed NI passi sostantewente per un puuko A di C & wne cissoide di Dioele.

46. Se dal punto doppio di unn cubica razionale eircolare si condu-
sono dne rette orfogonali ohe taglino la eurva ullerinrmente nei punti P e Q,
i1 Inogo del punto medio del segmento PQ & una retfa.

47. Sin OA un raggio fisso & OP uno mobile di un gircolo 0% e QQ’
il diametro parpendicolare a questo raggio. Il lnogo delle intersezioni
delle rette QA & QA’ con OP ¢ una strofoide retta.

48. Sia A un puuto fisso ed M nno mobile di un eireolo 0* di centro O;
il luogo della intorsezioni della reita OM col eerchio A(AM) é una Con-
chigha di Paseal ; vosi pure il laogo delle intersezioni della tangente
in M ud 0% con lo stesso scerchio A(AM) & nna Conchiglia di Pascal.

49. Sia C* un eorchio fisso & O un altro eerchio che rotoli su C*;
il Inogo delle intersezioni di % con la parallela condoita del punto di
contatto dei due cerchi ad una {irezione fissa, 8, in generale, un’ellisse
(oltre al sirecolo C#®).
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60. Sic MN una retis mobile, perpendicolare all'asge mageiore di
un’ellisse di centro O og incontri in M, N la curva, 11 luogo dells ip-
bersezioni delln OM con Ia tangente in N e della ON ooy la tangante
in M ¢ ana kreuseurva.

8o vi considerr invecs Hu eircolo, si ha una krevieurva equilatery.

G. Carposo-Layxes,

— e
MOVIMENTO ED EGUAGLIANZA

1. L'articolo * ) postolato de] movimento , scritto da Anton Maria Baostolli
nel Bolletting & matematicke ¢ scienze fisiche, anno |, p, 13-14, contiene diversi
concetti degni di essere meditati, lo, unicamente mosso dal desiderio di veder
chiaro in ung questions che ha occupato molti nostri valorosi insegnanti a eultoy
di seienze matematiche, come i Barali-Forti, il De Amicis, il Veronese, il Bn.
stelli, sce., serivo 1o mie eonsiderazioni.

2. Base di tutta 1a Zeometria elementare & i concetto di egnaglianza dimo.
strata col movimento. Queste principie tacitamente incluso in Enclide e ip tutt
gli elementi g; geometria fino g Legendre, fu poi posto in evidenza dg fiversi
autori che vennero dopo Legendre, e in quesil nltimi tempi il De Amicis, il Ba-
stelli ed altri ne spiegarono la grande imporianza. Nejla sedula quarta del con-
8TeS30 promosso dall'asseciazione Mathesis in Torino nel 1808. dissi, @ lo stesso
rrof. Do Amieis ATmise, essere convenisnte sostituire, nella formoln (el dekto
prineipio, 1a puroly ¥ verificare , alla pavoly * imostrure . Ora partivh da gnesta
formula “ Base ai tutts 1a yeometria elementare 3 i coneetiy di egunglionza verifisata
col movimento , e cerchers di spiegnermi sul significalo e sull'estensione de’ syoj
tre principali eiement;, moto, verifica, sgnaglipnes,

Tuttr abbiamo ls pezion mtuitive dj :

corpo fisico ossia tulto cip che genera le nostre semsazioni I8 quali vannoe
gofto il nome di « proprieta dei “Tj fisici , p. e, eolore, Peso, porosita, impene-
trabilita, ace.

“0TPO geometrico ossin tntko cib cho si obione Pensando al corpo fisjco, o
nello stessp tempo facondo astrazione dai nostri sensi pasiy dalle propriots dej corpi
fisici o da altre possibili sensazioni nen ancora riconoscinte o classifieats softo Ia
denominazions * proprieta fisiche dei corpi .

forma ed estensione assig elementi eommni a futti gli individai dellq tlasse
* corpo geometrico n

punto geometyivo o semplicemente punto oagin ¢ib che si ottiene Pensando
al corpo geometrico e pello stesso tempo facendo astrazione (ai deti element;,
forma ed estensione.
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8. Il movimento dei corpi & concetto primitive fornitoci dell'esperienza.

A lutte le cose, che cadono o che Potrebbaro cadere sotto i mostri sensi (che
generano o che potrebbero generare le mostre sensazioni), =i sssocia il concetto
di movimanto. Ma tule concetto non si puo associare né alle sensazioni o affezioni
dell'nomo (p. e. dolore, ambizions, virth, avarizia ece.) né alla cose cha non cadono
© non possono cadere sotto i nostri sensi (p- e. numeri, valore, proposizione, ope-
razioni aritmetiche, ecc.) né ai risnltati dell’astrazione su certe classi di coszo
(p. e. il dolce, 'smaro. la dorezza, la Lrasparenza, I' impenetrabilith, ece.) visulbati
ottenuti pensando prira a classi di cose materiali che producons in noi certe sen-
suzioni, & poi facendo astrazione da tutto b che non & comune a tutij gl'individai
delle classi. Percid nd alle cosidelte proprieta dei eorpi fisici, né &l corpo gaometrico,
si pubd associare il concetto di movimento,

Quando si diee ¢che un punto si move e genera una linesa, si deve intendere
che nu punto fisico si move o genera la rappresentazione di una linea. (nando
si dive che nna linen si move e geuera. una superficie, si deve intendere che, un
corpo fisico, il quale si ritiene come In rappresentazione di ana linea, si muopve
€ genera la rappresenfazione di unn superficie. Analogamente ln rappresentazione
di una superficie pud muoversi generare la rappresentazions & un corpo. In
conclusions, in geometris, il moto s riferisce sempre a rappresentazioni di enti
geometrici le quali generanp rappresentazioni di altri enti geometrici.

Fermiamoci un poes Sopra i concetti precedenti, & per semplicith @ vaviatiy di lin-
guaggio chismiamo fuvrma an Corpo geometrico, o chiamiamo figura la rappresenta-
zione di una forma (qui & intende )3 rappresentazione naturale e non gi il disegno
che & la rappresentazione di rappresentazione). Ad ogni corpo fisico corrisponde una
forma ed una rappresentazions della forma ossia una figura: la fignea & cosa che
cade solto i senai dell'uomo: lu forms non cade pin setto i sensi dell'nomeo.
Per es, fissiamo alcune palle da bigliardo le gnali producano su 'nomo le stesse
Sensazioni; per ognuna, dopo Vastrazions da tubte le proprieti fisiche, rimarri
sempre ¢id che in geometria vien chismato figura & che determina una sensazione :
ora facendo astrazione mnche da quest'ultima sensazione rimarrd un elamonto co-
muno 4 fntte le dette palle e che dicesi forma © corpo geometrico. Qnando un
vorpo fisien si toglio dol uarpo dell'vsservatore, nelln percszions dell"osservatore

'fw non esisterd pin né il corpo Bsico nd Ia figura sormspondente ol corpo fisico, ma
"-,"Ili.. esistera sempro (date lo buone condizioni intellettnals dell’osservatore) il corpo
}’3» geometrico ossia ln forma corrispondante al eorpo fisico. Non si pnd negare che
':‘:_ﬂ: la rappresentazione di una forma sin un corpo (inteso con questo nome non gin
3 |.." il solo ¢orpo fisico ma una cosa che cade sotto i sensi ossia generante wnn sep-

sazione anche diversa da quolle cho vanno softo il nome di proprieth tisiche):
questo corpo non 2 corpo fisico, non svendo pin le proprieta fisiche come 1'ela-

N o ;
2% sticila, In porosita, I'impenetrabilita; pors esso & Selpre UNA COSA 4 cal Si Associa
LE g 4 : = - '
£, la mozione (i moto precisaments come pei corpi fisici.

v ]

Invece ln forma non & Piil eorpo (intese sempre cou questa parola uns cosa
che genera ung sensazione) e ad essa, come Bii si diswe, non si associa la nozions
di mot.

Riapilogando hrevemente diremo: in geometria, per movimento di un corpo
ai deve sempre intendere il movimento della figura di detto corpo; e poiche questa
non & corpe fisico, cosi al sno movimento #0u0 sempre estranel i fenomeni fisici,
quindi il fenomeno fisica dells deformazione & completamente estranso al movi.
mente gesmetrico,

g
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I Bustelli colp: nel segno quando scrisse “.... s nessumo sarebbe vennto ‘in
animo di screditara, per via di dubbi & di difidenze, quel postulato (il postnlate
del movimento nella veste datagli dall'Hofiel) se non vi s fossero ficeate le parale
invariabile di forme . . .

peso; che una meres & di Fata qualita; ece.; si verifiea, in on date ambiente, 1g

Si dimostra una Proposizione sy un triangolo, su un'operazione d'aritmotica,
sn formole algebriche 8ee.; si dimostra, 1a ragione o il terts di qn contendents,
un diritto, come un fatto debba essere avvemato in un modo pinttosto che in
an aliro ece,

Verificare significa disporre, ordinare, dej corpi fisiei in modo da obteners un
determinato effetto; tale effetfo o fatto sperimentale Sard poi indicgio con mma vooe
0 Con un segno o con una Proposizione, Dimostmrg signifiea disporre, ordinare,
delle ‘proposizioni (in generale dalle cose she bon sono corpi) 1 modo da obte-
nere, come conseguenza logica, una determinata proposizione.

Nel primo taso, ecome risnltate dalla verifion, coi sensi si acquizta la coscienza
dell'effetto: nel secondo caso, come risultato dells dimostazions, si ha il cosi detto
sentimento dell'evidenza. La verifica &, in tutto o in parte, operazione dei genai,
© Per essa b proprio I'aggettive sperimentale: Ia dimostrazione & essenzialmente
operazione di logica e PET @882 & proprio I'aggettivo razionale, logics.

Per quanto gia si o detto, il moto non & operazione che si fa su entj geometrici,
ma si bene un operazions che s pud fare aulle rappresentazioni di enti geometrie
ciod fignre; quindi il mote non potrd valere per dimostrare proposizioni sn enpti

equivoei p contraddizione) come operazioni di moto o proposizieni su gli enti gep-
mefrici dei quall ssse sons le Tappresentazioni? Eeco il nodo dalla guestione,

A, Cominciame prima di talto ad jntenderi sulla mozions di iZentiva.

Avyiene spesse che lna stessa cosn si indies con due segni diversi, o si nomina
ton dne yoeabalj diversi; in ta] caso si usa dire che le das cose corrispondanti
ai due segni, ai dye vocaboli, sono identighe, Quindi identita nog esprime altro
che unn stesan cosq indicata in modi diversi o chismata con nomi diversi. Non
si dove dimentioare che i segni diversi od j vocaboli diversi, attribuiti ad una
stessa cosq, eorrispondono 4 diversi istanti, nei quali si pansd alla poss. La frasa
" una cosa # idention o sé steds » 000 & che un modo per avvertire che lg cosa
si presenta al pensiere in due istanti diversi. Dn upg stessa cosa penmaata in di-
versi istanti, e quindi indicats ton segni diversi o chiamata con diversi voeaboli,
nasce il sentimento dell’ identiti, La frase * due Forme identiche . non & che uy
modo per dire * si ha una splg forma pensata in due istanti cioé ottenuta due
volte come risultatn dj aslrazione su un corpo fisico o gy due distinti corpi fisici,
La paroln © pepticazions o multilocasione ,, che zj legge nello seritto dol Bustelli,
sarebbe convenients per esprimere il suddetto coneatto dj identila @i forma,

Parlando di figure, a1’ identita si da il nome speciale di coincidenza o sovrap-
posizione: cost si dieo ohe, dne punii coincidono o spne sovrapposti, per dire che
81 ha ana =ola Tappreseutuzione di punto geometriao rensata n due diversi istanti
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@ chinmata con nomi diversi: si dige che, due fignre coincidono o sono sovrapposts,
per dire che si ha una sola figura con nomi diversi, ossia tntto cid che si pensa
per la figura corrispondents ad un nome vale anche per la figura corrispondente
all'altro nome.

Qui pud nascere un'obbiezione: cousidersndo le figure come classi di TRppre-
sentazioni di punii geometrici, possiamo avere dus fignre coincidenti sscondo 1a
definizione “due figure coineidono quando agni punto @i wna qualungue di esse ap-
partiene anche all’altra ,, ma tali che esista nna corrispondenza fra Ja prima ed
nua terza figura, ed un‘altra diversa corrispondenza fra la seconda e la terza: cio
pub far dobitare che questa coincidenza non sia compresa nel conecetto di coinei-
denza sopra spiegato: ma si deve ossorvare che la corrispondenza fra la prima o
I terza figura & nello stesso tempo corrispondenza tra la seconda e la terza; che la
e corrispondenza tra la seconds s la tersa » nello stesso tempo corrispondenza tra
A

o
S

i
T

—
e

Ia prima e In terza; che quindi il dstto Faito si riduce & porre dus diverse cor-

e

“_r.!':." rispondenzs tra una fignra sola ed una terza fignra.
e 6. Deronzions. — Due figure i dicono eguali guando sono rappresentaziond di
‘,_.ﬂ ' una siesse forma (corpo geometrico). o, eid che & lo atease, di identiche forme.

Brias Ricordando quanto si disse al n. 8 sark chisro che: quando nn corpo figico si
move, ai diversi istanti si fa corrispondere sempro lo stosso corpo fisico & quindi
la stessa forma; e lo fignre, che rappresentano sempre la stessa forma nei diversi
istanti, oasia le figure corrispondenti ai diversi istanti, non sone ecoincidenti ma
sono eguali; e cib stando al significato dato precedentemente alln parola eguale.

ATEAL
i

' ".:1_1,. ‘:‘._‘

W
:ff'* L'obbiezione del movimento fisico, reale, non eonforme al concetto precedente,
l i, & distrntta dal gran principio cho caratterizza tutti i rami della matematica e delle
l‘%}‘q altre scieuze positive eomo 1'economis pelitica, la sociologia; principio chs nella
i menta del D'Alembert ha preso questa vests * Lo vérités mathématiques sont en
S quelque sort I'asymptote des vérités physiques ,.

A7) Volendo introdurre nei ragionamenti la voce deformazione, quosta si deve pren-
'L’t dere per indicare uns classe di forme oppure la corrispondente classe di figura:
i ¢osl i lermini * forma variabils, figura vaviabile , si spiegano in modo snalogo ai

termini * numero variabile, grandezza variabile, valors wariabile ., i quali sono presi
per indicare, classe di numeri, classi di grandesze, classi di vilor. Quando si dice
* gli agenti fisici agiscone in un cerbo intervallo di tempu sopra un corpo, modi-
ficandone 1o proprietd fisiche e la fignrn o la forma , i geomebra intende che: si
ha ana determinata classe di corpi, ad ogni istante dell’intervailo considerato cor-
risponde un corpo con la sue fignra o forms.

Il movimento geometrico (al quale somo estranei i fenomeni fisici) =i tradnce
nella parcezione, di @m solo corpo fisico in diversi istanti, e di molte fignre egnali
(una per istante), & di una sola forma: invece il movimento con deformazione si
lradues nella percezions, di uns classe di corpi (uno per istanle), e di molte figure
{una per istauts), e di molte forme (une per istante). Con altre parole si dira: ad
nua classe di istanti, 'operazione di movimento geomaetrico fa vorrispondere uno
stesso corpo fisico, unn stessa forms, una classe di figure eguali; invece l'apera-
ziome di movimento con deformazione fa corrispondere una classe di corpi, una
classe di forme, una classe di figure.

In cunclusione la voce * deformazione , dave essere bandita dalla geometria
elemantare, prima perchd indica un concetto totalmente estranen alla geometria ele-
mentare, secondarismenta perchs indica un conceito molto pitt complesso di quallo
del movimento geometrico, invero, & molto pin semplice, chiara, distinta, la visione
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di un corpo & di wna forma che non la visione di una eclasse g corpi e di nna
classe di forme. Il movimento con deformazione, introdotiosi di pascosto o frau-
dolentemente, nallg geometria per mezzo delle fras; senza deformazione, invaria.

bilita di una figura, ece. , ha Banernto confusione ed ha fatto eredere che il provare EJ;
I'egnaglianza delle figure con lopernzione dj movimento sia un eireolo vizioso, \‘,};
7. Per togliere di mezzo alcune obbiezioni che si potrebboro fare saile prece- i
denti conclusioni, le quali sono in sostanza basate su queste tre cose distinte, corpo 2
fisico, sun figura, sua forma, ritorninme 84 ¢id che gih s1 & Hetto a] p, 3, e ripren- ey
diamo 1'esempio delle palle da bigliardo, 1o quali producono su nej Lo identiche 4]
sensazioni. Fissiamone una, o sg qnesta facciamo astrnzione da una proprieti fisica 'If
{18 quale si traduce POl 1n una sensazione) p. e. dalla gravita. Dopo vid, noi diremo }n,
forse che si ha ancora lo 8tesso corpo? B vore che per i mostri cinque sensj non 4‘:—1
vi sark forse modifienzione alouna, & vero che un aliro yome nom pué accorgersi ;;:
della nostra astrazione, possono pssere vere tante allre helle tose, ma noi diremo Y
sempre di non avere pin la palla di prima o di nvere un'altra cosa, che pero & "J
Sempre un corpo (inteso con questo nome una cosa che genera sensazioni). Conti- s
nuiamo a far Suecessivamente asbrazione dall'elnaticith, dalla Porosits, e avremp .:
sucesssivi corpi derivati o tra lore differenti. Faceiame uncora astrazioné dalla A
durezza e dal colore. ! e
Quale sara il risnliato finale di quest’nltime astrazioni® Certaments sari cosa -,‘{*-‘
® che non ha Piti relazione coi, cosy detti, due sensi fondamentali de) latto o delia '_'._'°_:";.
vista; pero non sara assurdo immaginare che abbia relazioni con altri sensi del- ;__i_r'l;*l
I'nomo; mu se anche, relativamente all'vomo, nog ba pii relazione eon alean senso, r_-‘,s
possiamo nei dire che €880 non s1a coss wkin g penerare semsazioni sp strotture 7:{
organiehe piiy perfezionate dells struttnra nmava? Non si dica che tolte tutte ia 1;‘
proprioth fisiche, a noi ecognite, j] COTPO resta distrutto. Inveeo non si deve dimen. pot,
ticare clie, tntte le proprieti fisiche di an corpo sono funzioni dei diyorsi organi ol
delln sansibilita degli nomini, o che, fatia astrazione da tatte le propriety fisiche, o
per necessita fogica, rimarri sempre quell’essenza o noj ignota la quale in presenza U k

di strutture organiche superiori & quelle degli uomini, pnd determinare nnove g :

Pit poleuli sensazioni, Bisogna poi anche 0sservare che si ha sovente il fatto dj iy
diverse sensazion simultanen; gueste pel monde fisinp, empirico, devuno staye
i Selpre imsiewe, ma el campo del pensierg s BEPATAno e si consideruna indipen-
} dentemente una dall’altrs.

] Per quanto si & detto, non & na metafisico, né osenro, ni difficile ammettere
L che: per la figsata palia da bigliardo, simultaneaments aile seusazioni del Lalto &
¢

della vistn, vi ba un'aitra sensazione che chiamereme densazione della figura, T
questa sensazione mon corrisponde ancora alla * forma v+ Poiché resta nella go-
sclenzi anche senza l'esistenza gelio altre palle dell'esempio Proposto. Ripetiamo:
. per oguuna delle palle vi ba ny qualcosa, che in noj produce ana sensaziome, Ja
quale nel mondo fisico 2 sémpre simultanes ad altre, yn qualeosa che non ha pin
le proprieth fisiche dell'elnsticita, dell'impenstrabilita 6ce., un qaaleoss a enj s
associn il moto, o & cai si di il nome i figura. Finglmente I"altima asirazione
dalla sensazione di figurn di per risullato un elemento nop pit speciale per ogni
palla, ma comune a tutte le palle, an elemento logico a cyj &l da il nome di forma

finizione al n. 6, ad ogni classe di figure eguali corrisponds una solp forma & corpo
geometrico. Certamente, la defluizions formale dj eguaglianza tra figure, nop con-
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tieme il movimento, perehé essa si traduce in identith delle forme rappresentate
dalle figure, Perd dats una figura, come & mai posaibile ottencro altre figare ad -
e83a eguali senza il movimento della figura data? Il movimento # I'mnico gene-
ratore delle figure eguali ad una data; senza il movimento la definizione di egua~
glianza tra figure sarebbe sterile, ossia priva di un contenuto utile.

A questo panto aprismo nua parentesi. Pare che la * definizione di eguaglinnza
trs segmenti , data dal Veronese, sia in fualche modo in opposizione colle pre-
cedenti conclusioni. Vediamo un po’.

L'eguaglianza di due segmenti, per il Veronese, si ridueo a corrispondenzs fra
parti oppure punti di segmenti ; dungue per il Veronsse il segmento esiste in qnanto
che & un complesso o classe di cose detie o parti di segmento, oppure punti. Ma
e 10, come vedremo fra poco, intendersmo il segmento par una coss, ossia indi-
viduo & non per una classe, certaments non accetteremo pitt la definizione del Ve-
ronese. Un individuo nom pud mai identificarsi con una classe. Avviene spesso il
280, in cui una stessa enay (per es, segmento) viene considernta sotto due aspotti
differenti : questo modo d esprimersi & una forma lingnistica popolare e poco
esitta poichd, rigorosamente parlando, le differenze di sspetto o di punto di vista
costitttiscono diffsrenze di obbietto: quando si dice che due teorio trattano della
medesima cosa o del medesimo fenomeno da punti di visia differenti, si vaol in-
tendere di considerare in moa steasa cosa, caratters lipici differenti; © questi ca-
ratteri Lipiei differsnti costitniscono effettivamente obbietii differenti rispetio alla
logica.

La definizione del Veronese & il capo saldo di una nuova e pregevole teoria,
la quale, nei principi, non pnd essere ud in accordo & in opposizione slla taoria
basats sul movimento - queste due teorie si possono paragomare a due viandanti
che sono incamminati sn strade differenti e che senza punto mai disturbarsi arri-
vano alla stessa meta,

8. Fin qui si 2 sempre parlate delle figure o forme corrispondenti si corpi
fisiei, dimenticando quelle cose che 8' intuiscono come elementi della figuro, vioa le
suparficie, g linee, i panti. Quesle sons strettamente unite al concetto indefinibile
di limite, anzi costituiseono lo stesso concettn considerato nel solo CAmpo geome-
trico. Bastera secennare brovemente che:

In superficie & il Jimije tra doe parti di una figura oppure tra la figorn o tutto
i che o divorso dalla figura ;

In Jinee & il limite tra due parti di wna smperficie oppure tra la superficie o
tutto cib che & diverse dalls suparficie ;

il punto & i1 limite tra due parti di nna linea oppure tra la linea e tukio cid
che & diverso dalla linea,

In seguito alla superficie ed alin livea si diede un significato piia esteso per
poter comprendere 8obto queste demominazioni anche cib che vien chiamslo super.
ficie & linen illimitata = invero dal corpo fisico ¢ dalla corrispondente figura non
Pud sorgore il concetio i “ iimitato , questo pud sorgere solamente da postulato
o da considsrazioni speciali da farsi sulle stesse superficie o linee. Finalmento si
presero n formulare corti postulati da applicarsi a superficie e lines, 8 seatarirono
determinali voncetti i piano e di rotta illimitata.

Alla voge figura si diade POl un senso pii ampio, comprendendo sotto guesta
denominnzione anche lo superficie, le linee, i punti, od associnndo il movimento
anche & questi elementi, ed estondendo & questi tutto eib che s'é detto per le
figure corrispondenti g corpi fisici,
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Uertamente per 1a logics & molto pii comodo e vaniaggioso partire da quegli
olementi varatterizzati da mAaggior numero di postulati, od 2 Per gquesta ragione
che nello studio della geometria s”incomincia dalls retta o dal piano. Pord Is nosire
ctonoscenze s1 suecedono seconds questordine : corpp fisieo: fignra corrispondente
al corpo fisico; saperficie; linea; punto: porzione di piano; segmento ; piano; retts ;
forme; egnaglianza dj figure e moto come mezzo bor verificare 1'egnaglionza dj
fignre; infine moti su punto, su linea, so soperficie, considerati come Zeneratori
delle figure dette lineg, superficie, o delle figure corrispondenti g corpi fisiel, Cer-
chismo di sagnire 1o sviluppo di nm bambing Posto in ambiente normaule, vedramo
che si metters in rapporto col mondo & grado a grado, ¢ sezuendo con grande ap-
prossimazione la successione so datta,

9. Data una figura (infesa, d'ora in avanty, in senso lato come si spiegd al
u. precedente) diremo che il moto @ I'mico generatore delle figure egnali alls datg
ed eguali tra loro: date due figure, alla guestione * riconoseere se song agunli |
si pud dare 'aspressions * riconoscers se una delle dne figure appartiene allg tlasse
generata dal molo dell'altra =

Ora osserviamo che di solito, per constatare se una data cosa appartiene ad
una ceria classe, non é necessario avera presenti tuiti gli individn; della classe
per poi riconoscera I'idantiti di une essi con la cosa data, ma bastano alpupe

guire realmente il moviments su una figura, né avere Jg densazione dellp stessp
movimento, ma bastano aleune proposizioni relative gl mote di figure; proposizioni
che &i possono intendero o come postulati del movimento ¢ come postulati delle fignre,

Gamalero, 16 Soitembrs ip0.
Prof. Pierno Burra,

= T belee——

RISOLEZI0NT DBLIE QUISTION) 298, 20, 827, 228, 530, 592

=228, Py nm punio 8, qd

nn cerchio 3 #i conducano lp senunitt arbitrarie

SBC.SMM', ¢ ln secante SAD, perpendicotare at diametro che pagsa rer B; si arra
BC BM BM . BA BM B BOC
fnmn ‘2— . ban —2— tﬂll-—g—— -— t'ﬂ’ﬂ —§— (tnu —2— + lﬂn——g—— - LHBT!‘_):ZO‘
A. DeL Ry,

Risoluzione del doty, Roberto Volpi a Modena.

Si riferisca la figura & due ussi orbogonali eoll'origing nel eentro di ¢ e colla
parte positiva dell'asse OX passante per B; si dicano «, & lo coordinate di S, ed
il coefficiente angolare della MM’ L'ascissa di A & e, quindi, se » & il raggio i g,

si ha subito tan® —. BA ::I : Di pia —;— B(D) ¢ = C{B)0, perche 1 bisettrica

di B(0)C e la AD sono perpendicolari ai lnii di C(B) O: quindi si ha itsn% BO-=1=2
i S i

Nora, — Bel numiero precedente [ per errore dimenticalo il nomp dal prof, 6, Maln fen |
rlnoiutori daliy question) 521, 522, 523, vy,
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Inolirs si osserva facimente che la perpendicolare per O alla MM’ fa con OB

un angelo — —;—B (O)M + %B (0) M, o quindi che & m% (BM + BM) =—;11-.
Tenendo conto di yneste ugoaglisnze e della formnla tan « ~+ tan p= tan (e 4 B)
(I — tan «tan ), I'ugnaglianza proposia si trasforma nella equivalente
BM, BM b+ mr—a)
fan - tan =5 Th—mir+a)

Ora favendo sistema delle equazioni di 3 e di MM, per determinare le ascisse z
ed 2" di M ed M si ha Pequazione (b—am+-maz)*+2*=23, dalla quale si ha subito
BM  BM r—zxyr—zx L+ m(r— a)

e — — e oy 3
- 2 — 2 ]/a'+zyr+a:' T bh—m(r—a)
Ung facile ispezione della fignra, .che per la generaliti delle formule usate

pud limitarsi ad un solo caso particolare, mostra Ja convenienza del 8egno supe-
riore, e resta in tal modo dimosirata 1'ngnaglinnza enuneiata,

B26. 77 circolo oseulntore in un punto M vaviabile @un'ellissi incomtra Vellissi
i P. Trovare l'area della cvrva inviluppo della parpendicolare abbessata da M silla
tangente a'l'ellissi nel punto P.

E-N. Banisiex,
Risoluzione del doft. Ruberto Volpl a Modena.

T mote che se ¢ & 'ungolo eccentrico corrispondente al punto M, quello cor-
rispoudente a P vien dato da —3p (v. P. e8. SALMON, Sez. Con., trad. Dino, p. 221),
Essendo allora o cos3z e — bsen 39 le voordinate cartesiane di P rigpeito agli
assi dell’ellissi, si ricava per il coefficiente angolare della langente in P : 4 o S

esen 3y’
@ per I'equazione della perpendicolare da M sulla tangente in P, dopo poche trasfor-
IAZiom ;

(1) asen3p X | bcosBy. Y=%[a‘+ b') sen 4o + %(a“—b’] sen 2¢;
@ derivando rapporto a 3,
(2) 3acos3p . X —3bsen3p, Y =2 (a® L 39 cos 4 - (a® — b?) cos 2,
Dalle (1) e (2), trasformando in somme i prodotti di seni e coseni, si deduce:

X= 13," (e® + 3% cos T — (a" — b%) cos by + 2 (6 + b%) cos )

A= éf; [— (a® -+ &) sen T + (0® — b*) ren bp + 2 (¢* + 609 SED?},

donde
1
dX = 8n [— 7(a* + 2% senTp + 5 (a® — b?) sen 5 — 2 (66 + b*) senyp]
gy .:_I_, =

125 [ 710" + %) 08 Ty + (a* — b%) cos ey + 2 (a* + B27) coss].

Ora & facile osservare, anche senza entrure in dettagli di caleolo, che, trasfor-
mando sempre jn somme i prodotti di seni e coseni, le egpressioni di XdY e YaX
contengono un termine indipendente da ¢ e dei Lermini ¢on solo fattore varinbile

della forma sen %k ¢, che nell'integrazione da 0 n % vengono evidentermnente a

sparire, Cargndosi soltanto del caleoio del termine indipendente da ¢ e posto mente
alla manifesta simmeiria dell'inviluppo rispetlo agli nssi, si trova senza difficolta:

Y . at 4 (2a%p% 4 38 o7 a* 4 120 + b*
m“_‘Iﬁ XdY=4 [ Yix— 6 ab Jor o= 1200
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SR7. i trovi: -

1%41 luogo dei centri dei eircoli inseritti ed er-inserittt @ tutti § triangoli,
che, essende inseritti in un circolo dato, hanno due loro lati poyalleli ¢ due dire-
ziomy dale;

2 Pinviluppo del terzo lato di questi triangoli,

E.-N. Banrsigs,
Risoluzione de! dolt. Roberio Velpi a Modena.

1% Sul circolo dato C & centro O si segnino le coppie di punti 4, A’ o B, B’
per cui passano le tangenti rispettivamente parallele alle due direzioni fisse a o b.
Scelto un punte gualungue X sopra C. si dicano M ed N i punli in eni Jo parallele
per X ad @ e ) tornano ad incontrare (. Te bisetirici del trinngolo XMN uscenti
da X sono costantemente parallele a quelle dell'nngole (ad), quelle nscenti da M
passano una per B e D'altra per B, essendo Be I’ punti di mezzo degli archi XN
¢ quelle nscenti da N passano per A ed A" Detio poi Y il punte comune a tre
di queste bisettriel, 81 osserva che uno degli angoli formati dalle MY ed NY &
supplemento di Y(M)N + Y(N)M e quindi manifestamente uguale al complemento

dedace clie Y deve trovarsi su uno di quattro cireoli fissi passanti rispettivamente
per le coppie di punti AB,B'A’. A'B, RA. Di pifi & osserva subito che guesti eir-
coli (per la grundezza degli angoli insistenti sulle corde corrispondenti alio coppie
di punti testé nominati) debbono avere i contri nei vertici del parallelogrammo
circoscribio a C coi lati perpendicolari alle retie g o b, & che debbono essere ugnali g C,
perché, detto ad es. Oy il centro di quello che passa per A o B, si ha B(O,)A =B(0)A,
essendo entrambi questi angoli uguali ad nno di quelli delle rette g o 3, Finpal-
mente si noba che scelto un punto qualingue Y suvpra uno dei qusatiro cireol,
per ee., quelle di centro Oy, le AY o BY incontrano naovamente ¢ in M od N o
che la corda MN & capaee in C di un angolo MBA'= A(Y)B — A(A)B = ang. (ab),
e quindi che le parallele per M ad o e b §'incontrano in nn punto X di C, dando
Inogo ad un triangolo XMN inscritto in O ed avente ¥ come ceniro dal circolo
iseritto o di nno dogli ex-iscritti, Resta cos provato che il luogo richiesto o costi-
tuite dall'assieme di quei quatiro ireoli,

2% Hierzo loto MN, essendo now corda di G sg el insiste i angolo costante
{ab) & di tunghezza costante, e quindi inviluppe un ¢ireolo concentrico al dato o
di Tacvilissima ecostruzione.

DS Sulla tangente in un punto M di una parabola di fuoco I 8i prendano
due punti M', M", tali che sin MM’ — MM" = MF. It Iuogo i Questi punti M', M"”
& una cubica. 8i irovi larea abmpresa fra gquesta curva e il suo nsintoto,

E.-N. Bamisigy,

Risoluzione del prot. 6. Mola & Campobasso.

Un panto M della parabola riferita al fuoeo I, se 0 & I'angola che il veltore M
fa con V'asse, ed « la distanza focale, put rappresentarsi con 'equipollanza

ne?
M=

u
Ben® —
2

#rg
.-'. »
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Derivando, abbiamo

b 6 |
i —-auosg.a«hng & —a(cm—g-—nmi) —u LA
DM= - gt g g = 5 &0 = - e?,
4 7 3= 8 __ . R
Ban 3 sen 2 3én 3 sen 2
1l modnlo di questa espressione indics up segmento della tangente menats alls

curva dal ponto M, Fssp, moltiplicato per sen 1, diventa egnale in grandezza al

vettors M. Onde se MM’ ¢ MM” sono dne segmenti opposti prasi sulla tangents dal
punte M, ed eguali ad M, sussisteranno le eqnipollanze

[ o
MI=—" MMr—_ :
- Hawdd "
sen’ 5 sen 5
vvvers, poiche TM' = FM + MM', FM" = FM + MV,
] Ld
M =—° B (20 — &%), FTM'=_" (8¢ + =),
g U 1 Vv
aen 2 arn 2
6 e
Possiamo sostituire ad =f — e?, ef 452, san"—a— , Tispettivamente i valori
30 18 2
B 3 = B & c .
Qiaan—i—a“, Z2eos —:—c ' 4 aun‘Tuns’T, 8 porre —:— invece di %: avremo allora

che i Inoghi di M' ¢ M” sono dati da

M — ais¥ M= T ]
2y T _ 2% ¢
Bﬂﬂ?.cﬂs—s— ﬂ-ﬁﬂ-—a—bﬂn—g‘

Quando diamo & ¢ il valore zero, M’ e M" indicheranno punti infinitamente lon-
tani, M nelle direzione positiva doll'asse, M' nella direzione positiva dulla per-

. n .
pendicolare elovata da I, Per 3 = — , abbiamp

FM="2% g i
3 13
ciod vengono determinnti due puuti, nop A, sull'asse, & 'altro B sulla perpendicolare
elevala da T T per @ = x, otteniamo M — -:_m. M = _;“, che mostrano

che M, & in B, simmelrico di B, e M" in A. Dunque si hanno due rami di curve
che hanno un punto all’ infinito sall'asse, e che si tagliano el punto A; doe loro
parii simmetriche tagliano dalla perpendicol are il segmento BB, ¢ lo nlire dne parti
hanno questa perpendicolare per asintoto.

Derivando il valors del vetiore M, si ha

o
(m’san ¥ sen B 2ai cos - cos 'ﬁ) &% ¢
DV — 3 3 3 3 . az
: P 22 ¥ 29 '
3 cos 3 - %en 5 c[]g—:é_gen?
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che, riducendo, si trasforma in
2 L[]
DN — as @ —— 2ase B 5
30032%.5311; 3603%—,55]135;—

Onde por trovare il valore dell’ares elementare A deseritio dal vattore M, ad
espressa da

aA :} (M. gjdM’ — @M, cal),

dobbiamo in questa formula sostituire i valori

i °
s 1F H Yoeia ¥ g
o= ::B 5" AW — uz @. dy = Em;. . 3 =
. -8 S ., il = = L e
208 3 sen 3 3 cos g sen 3 1 cos 3 sen 3
ed 1 coningati dei madesimi
_Ir =il
- - —-I’.‘ :j - 3
gl — itis M — _ _ 0% - fdep " 2aie A
cos g sen Z_p 3 cos® 2 . 8en —23 8 ¢os 2 & seu‘—zf
3 4 a 3 3 3
Deopo focili riduzioni si trova
L i
= ?

2 ot ® 27
. ¢os 3 sen —3—

¢he, integrata, ira i valori limiti -‘2‘— erm dig, di A ___390_ V8. 4% Oude futin I'aren
' - 20, .~
finita compresa tra la enrva ed jl segmenio BB' dell’asintoto ngnale n _9_{2;3 a2

530, g4 porta sopra ogni vaggio wettare fooals WM @'yn ellixse un segmento
uguale ad un semidiamelyo condugato a guello che pussa per M, 4l luogo dellestsemo
ai questo segmento ? wna quarticn di cud Vayea 3 equivalente a guella dell’eilisse.

E.-N. Bamsrey,

Risotuzione del dott. Roberto Volpi a Modena.

Se @ ed y sono le coordinate di M rispetto agli nssi dell’ellisse, vome &
noto, la lunghezza del semidiametro coningato n quelly che passi per M e data
(s Va* —e®2*, aicche chiamando p o % lo conrdinate polari di on panto del Inogo
cereato, rispetio ad I' (di ascissa positiva) ed all’asse maggiore dell‘ellisse, per equa-
ziom parametriche del luogo medesimo si ottiene subito ;

L J——
(I) p=x Vo' —Pi" 'buurp:&}l“ it

alr—ae) -

WUnanto all'area, detto o 'angolo che Ia tangente in M fu colin parts posiliva
dell'ssse delle =, e 2 Ia grandezza assoluta dell'angolo acuto che Ia taugente stossa
fa colla M, si ha che ¢ p—¢ — A, e per il punto M, diametralmonis oppesto
ad M, g'=w—2; e cid in forza delln simmetria dell’ellissp rispelto ai snoi assi e
della nota proprieth degli angoli che una tangente all'ellisse fa eoi raggi focal;

T

SV L 2ol
:
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del punto di contatto. Osservande ancora che nei punti M ed M' i valori di pep
sono manifestamento nguali, si ha cho Ia somma dei due elementi di ares corri-
spondenti ai punti M ed M & data da:

1 b emoe
—2‘9’11?+?F'f?¢ =pldw

e guindi subito: aren = j; “p“n‘m, che & evidentemente I'area dell'ellisse, essendo p
la lunghezza di un semidiametro corrente, e dw il differenziale dell’angolo che esso
fo coll’'assa maggiore,

E da notarsi che la locale (1) si compone di due pezzi chinsi, uguali e simmstrici
rispetto all'asse maggiore dell'ellisse, aventi einscuno ares nguale all'ellisse ete. ete.

532, se ¥ & una funzione detlu variabile x, ponendo x = e, ed assumendo t
come nuova variabile indipendente si ha, gualungue sin v,

dny_dny de—1 y Edﬂ—!)- L dn—h-_r
N TR T = et S T

d
+ e [— 1) [n—l)!d—{.

dove 8y indica {a sommoa dei (n _h_l) prodotti dei aumeri 1,2,..., 0 —1, combinati

ad b ad b in tutti § modi possibili,
, M. Camst.
Risoluzione del dott. Roberlo Volpi.

Derivando i due membri dell'nguaglianza rapporto a /, e risolvendo rispetto
1

¥
FIEEN

de lf"“’l h=n-1 fdn—n
sy Sy dnity ey v
& : d”ﬂ_i_g —- til“'H- +bx=1! 1)“ (ﬂh + nEy_q ) dt‘“_"

sl ottiens

B il

dy
- 1
+ (— 1 a! 2
ed avendosi manifestamente &, - ns,_; = somma degli (;: prodotti dei numeri

1,2,....n, combinati ad h ad h in tutti i modi possibili, resta dimostrats per indn-
zione la formnfa enunciata, gincché esss & valida per n=1,

Altra risoluzione del sig. Santacroce, sludente di Napoli.

R —
-

QUISTIONI PROPOSTE

631, (Errata nel num. precedente), Dimostrare che
Y @—15)dz %6

. V122— (2" —9¢ b

533. Bia M un punto variahile di un’ellisse, (! il centro di curva-
tura relativo al punto M; H e H, dne punti situati sulla tangente
i M tali che sin MH= MH, = MC; G, il simmetrico di C rapporto
ad M. Trovare le aree delle curve, luoghi dei punti H, H,, C, e dei
punti di mezzo dei lati del quadrato CHC,H,.
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534, Due cireoli variabili O e 0O ortogonali 8’ incontrano in due
punti A e B fissi. Una delle tangenti comuni toeea i due circoli nei
punti T e T,

1° 11 lnogo del punto comune alle rette OT' ¢ O'T & una retia.
2°. 11 luogo del punto comune alle rette AT & BT & un’ellisse.
3°. La differenza delle aree dei triangoli ATT' e BTT' & costante,
4°. Il luogo dell’ortocentro del triangolo ATT & una quartica.
535. Dimostrare che

T sen' cos'dd) 1 E sen‘d cos*fldp
(a*sen*d + b cos®0)* ~—  afb° #'sen*8 - B cos®™
0 0
536. Dimostrare che

=

2
2 ﬂ:p Va*sen'p + b cos’p =
D

b

=@+ [ ° de —(@—pp [ °_sen'peos’pdy
" fﬁ“aen;—i—b’ﬂ{)ﬂq) A (ﬂ"sen:p—f—b"cosq:)%

537. Trovare I'area della curva inviluppo delle rette condotte per
i punti di un asteroide in modo che la tagli negli stessi punti sotto un
angolo costante. (Questa curva 2 la sviluppata obliqua dell'asteroide.)
538. Si considerino tutt i triangoli ABC, di eui la BC & fissa e
di eni il vertice A si sposta sopra una retta parallela a BC. Dimo-
strare che
17 il luogo dell’'ortocentro ¢ quello del centro del circolo dei
nove punti del triangolo ABC sono due parabole:
2% il luogo del punto di Lemoine del triangolo ABC & un’ellisse.

E.-N. Banrsex.

539. Calcolare
JH1 4 nsens :c} sen(n—+1)zdr’,

@. Grovaserm.
540. Risolvere le equazio‘gi

1 1 1 1
?+w——l+m——2+m——3=0
1 1 1 1 1
E s R g Sl
1 1 1 1 1 1
7 T temte—gtimgt+-——=0




24
;
o

T
S "-E-?,g?" ey
e iy e

' -

ke

142 PERIODICO DI MATEMATICA.

BIBLIOGRAFIA

Prvewentr, — Introduzione al corso di algebra complementare ¢ di geo-
métria analitica. Appunti redatti per uso degli studenti. Bologna,
Zanichelli, 1901,

Riproduciamo la breve prefazione di questa ntilissima operelta.

“ Scopo di quests introduzione & di rinssumere brevemente, nelle sus parti
“ essenzinli, In genesi dei numeri reali, e di stabilive in modo precise la eorri-
“ spondenza biznivoca fra 1 numeri reali o i segmenti dells vetfa: corrispondenza
“ che sta a fondamento della geomeiria analitica .

Nei primi due capituli dopo avere ricavato dall'operazions del contare il con-
cetto di numeri interi e positivi ed nyere esaminato rapidamente le loro proprista
formali, vengono dedotte con metode chiaro s rigoroso {ulle le successive gene-
ralizzazioni del concetto di numero per mezzo del principio di permanenza o con-
servazions delle leggs formali,

Nel terzo capitolo viene stabilita la corrispondenza fra i numeri reali ed i
segmenti, ’

Troviamo molte lodavole lo scopo prefissosi, ad interamenie rageiunto dal
chisro autore, di porre su basi solide e rigorose i fondamenti dellsa geometria
analitien, K

Grar1y, — Laritmetica e la geometria dell’ operaio. Manuali Hoepli, 1900,

Come si vede dal titolo, questo libro non ha pretese scienlifiche, ed ha per
iscopo di raccogliero in piceolo veolume un gran numero di nozioni pratiche rela-
tive all'aritmotica o alla geometrin, ed & * compilate, come dice 1'antore nella
" prefazions, sulla base degli esami per Crpi-tocnioi ed Assistenti della B. Marina,
" nonche per 1'ammissione dei giovani alla scuola macchinisti & fuochisti delle

* farrovie ,,
La modoestia degli intenti mon ci sembra ghe giustifichi il saerificio dells
chiavezza e dslla precisions che si nota in tutto il volume. — Senza dilungarei

citeremo un solo esempio fra i moltissimi. A pag. 155: “ Il prisma & on solido
* ehe by per basi due poligoni qualungue e per facee Internli ranti retiangoli,
© parallelogrimmi o trapeci, per quanii sone i lati del poligono base !

K.

Guerst. — Conti ¢ caleoli fatti, Novantatre tabelle ed istruzioni pra-
tiche sul modo di wsarle. Manunali Héepli, 1901.

B un volumetio di molts atilita pratien poiché le novanlatrs tavole, che lo com-
pongono, coulengone i dali numerici relativi ad nua quantith di cose svariatissime
e di uso comune, e permattono quindi di risparmiare molti calcoli, — Biproduciamo
sommarjamente V' indice por dare un’idea dell'operu.

Misure, pesi & monete. — Misnrazioni dells bolii. — Termometri. — Pressioni
dei gaz e vapori, — Areometri, — Miseule d'acqua e d'aleool. — Soluzioni zoe-
cherine. — Soluzioni di glicering, — Pesi gpecifici. — Legnami. — Carbone i
legna. — Peso dei metall], — Viti, — Dadi. — Divisione del tempo. — Paga gior-
naliern. — Prezzo del grano o del granturco. — Interessi ed awnnalits. — Ren-
dita. — Potenze radici ed indici dei numeri. — Poligoni regolari, — Sfers, —

Divisione della circonferonza. — Inclinazione o pendenza, K.

“. .
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DA GIORNALI B RIVISTE

Annali di matematica pura od applicata,

Serie I11, tomo 1V, fasc. 3° 4°. — De Sanctis, Alouni nuovi teoremi sulle
funzioni armoniche a tre variabili, — Timerding, Sur les lignes osculatrices d'noe
cubique ganche: — Pincherle, Di alenne eperazioni atte ad aggiungere o togliere
singolarith in una funzione analitica, — Lauricelln, Su di una classe di equazionj
alle derivate parziali del secondo ordine,

Serie I11, tomo V, fase. 10, — Keye, Lehrsitze iiber linears Marmigfaltikeiten
projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und Kugelbtische. — Niels Nielsen, Sur uns
classe de polyndmes qui se preésentent dans la théorie des funetions cylindrigues, —
Ciani, Coniributo alla teoria del gruppo di 168 collinenzioni piang, — Hermite,
Exbrait de quelgues lettres de M. Ch. Hermite # M. S. Pincherie, — Pirondini,
Risoluzione di due guestioni geomelriche.

Rendiconti del Circolo mutematico di Palermo.

Tomo XIV (1900), fasc. 8° ¢ 4° — Gerbaldi, Sul gruppo semplice di 360 col-
linenzioni piane. Parte 11 (continnaz. ), — Breea, Studii di analisi; 1. Sullo sviluppo
degli integrali di un'equazione differenziale lineare omogenes uell'intorno di un

unto singolare. - 1L Sulla riduzione gal gruppe di Galois d'una egnaziope alge-

Eriun coll'aggiunzione di jrrazionalita arbitrarie. - 111 Snlle espressioni al gabriche
costruibili geometricamente colle svle eonjohe © cton curve d'ordine superiore al
secondo. - 1V. Bulla irrazionalith icosaedricy. . V. Sulla reduttibilith dolle equazion
binomie. — Pincherle, Sopra un problema @' interpolnziono. — Viwanti, Sullp tras-
formazione di Laplace. — Severini, Sulla rappresentazions delle funzieni readi dj
variabili reali mediante serie dj polinomi raziomali interi. — Burgatti, Teoria dei
sistemi articolati pin semplici,

Fasc. 5% — Burgatti, Teoria dei sistemi ece. (contimiaz. e fine). — Fitali,
Sulle funzioni analitiche sopra le superfivie di Riemann. — 74, Sai limiti per n=owm
delle derivate #*== delle funzioni analitiche, — Mittag- Leffler, Sur 1a raprésen-
tation analytique des functions d'nne variable réelle. (Extrait d'une lettre a M.
E, Picard.) — Puglisi, Sulle formule per 1a composizione di pitt movimenti finiti. —
Fhragmén, Sur la représentation snalytigue de fonctions reélles, données snr
un ensemble quelconque de points. (Extrait d'une letire ¥ M G. B. Guoein,) —
Beltrami, Commem. di Francesco Brieschi. (Dagli Atti della R. Aco. dei Lincer.) —
Cremona, Commem, {i Fugenio Beltrami, (Dagli Atti della R. Aec, dei Linesi.)

Il Bollettino di matematiche e dl scienze fisiche o naturali divetto dn 4. Conti.

Fase. 1518, — Feppars, Lunghezzn, aren. volume, — Sforzn, Sopra nug dima-
strazione del principio di De Zolf telilivamente wllequivalenza dei prism). —
Seotp, Rivista storica. — Clnmberting, Didattica per le Scuole elementari, — Ri.
vista hibliografica. — Cronnes: Nuovi programmi i matematien per la Segola
Complementare o per le Senole Normali

Fase, 17-18-18-20. — Def Pezzo, Gerbaldi, (Guecia, Perizia rer ln contraffazions
di un'aritmetica. — Conti, Forme da evitarsi nu]I'jnsaguumentu dell'Aritmetion o
dells Geometrin (continmaz.) — Cercigneni, Notizie storiche sulla misura del
tempo. — Dal Bo, Per gli esercizi di applieazione del keorema di Pitagora, —
Magli, Osservasioni interno n una ®gola d'aritmeticn elementare, — Ciamberiini,
Gli esercizi di caleolo semimencale. - Id., Un'osservazione sulla letturs delle
misire del sistema metrico docimale. - Seoto, Iivista storica (continuaz,), —
Ciamberlini, Didattica per le Scuole elementari, Rivista bibliografica. — Cronaca

Fase. 21-22. — Vanni, Alcuni teoremi sulle proporzioni numeriche. — Buezi,
La genesi del caleolo numernlo attraverso 'evoluzione (ontinuaz.), — Genovess,
La moltiplicazione con un fattore zero, Ciambertini, Didattica per le Seapje
elementari. — Rivista bibliografica.

Fase. 23-24, — Nannei, Aleuni teorami sulle proporzioni numeriche (zontiouaz,
e fine). — Buzzi, La Genesi del calenlo ego, — Ciamberlini, Su alenni problomi

oposti ordinarismente come applicazione della teoria dello frazion] ordinarie. —
ﬁ';vistn bibliografien. — Corrispondenze.




144 PERIODICO DI MATEMATICA.

I NUOVI PROGRAMMI DI MATEMATICA, CHIMIGA B FISICA

' NEI GINNASI E NEI LICE]

Da oltre trent'anni eravamo abituati a vedore i programumi di geometria nel
Ginnasio e nel Liceo ridotti alla distribuzione dei libri di Buclide fra i vari corsi.
Finalmente coi muovi, pabblicati nel Bollettine della P. Istruzione del 15 pov.
8corso, i & abbandonato questo brutto sistema, & s & adottata una divisions logica
ed organica dei vari rami della matematica, indipendente dal vecehio codice Enelideo,
@ tenendo comto del sussidio che questa scienza deve dare allo studio della fisica,

Si polrh trovars a ridive su qualche particolare, ma complessivamente questi
nnovi programmi sono un lavero coscienzioso, maturamente ponderato, e degno
dei maggiori encomi,

Non intende qui di esaminarli partitamente, ma mi preme soltanto rilevare una
¢osa notevole ¢ assolutamente nnova nel nostro paese.

Fasi sono fatti accogliendo ed srmonizzandoe la proposte degl’ insegnanti di tutta
Italis, tanto che possono divsi il frutio della pratica, dell'esperienza di tutti; e eon cid
non eredo diminuire, s unzi nocrescere il merito degli egregi compilatori dei medesimi.

La pubblicazions di questi programmi & una bella vittoria della nostra Asso-
ciazione * Mathesis , o della Socicts ifalinna di Fisica, che, come & detto nella
relazions, si fecero organi autorsvoli delle vsservazioni e dei desideri dalla mag-
gioranza degl'insegnanti.

L'opers assidua compints dall’Associazione Mathesis , in guaftro auni, le
discussioni svvenute in varie citta d'Ttalia, & specinlmente nel congresso di Torino
del 1898, hanno dunqne recato un utile vero alls scuola; ed & da sperarsi che
dopo quest’esempio tntti si persuadano delln verita del vecchio proverbio 1'unione
fa la forza, o vogliano prender parte attiva ai lavori dell’Associazione, ed in par-
ticolare a quelli del secondo congresso, che, per iniziakiva della medesima, avra
Iuogo a Livorno mella seconda quindicina del prossimo agosto.

Noun posso infine tacere dells soddisfazione ¢he provo come vecchio e convinto
fautore della fusione della geometria piana e solida.

Nella prims sedata del Congresso di Torino (2 settembre 186%) fu votato ad

anammita, meno un'astensions, il seguente ordine del giorno:
* B conveniente modificare possibilments i programmi in modo che sia concessa
* agl'insegnanti & libertq i scegliero Fra il metodo separatista ed il fusionista -
I nuovi programmi hanno ress possibile 1a liberta di scelta desiderata, espli-
citamente ammessa vel n. 8 delle istruzioni, che & il seguente:
* Nella prima classe del Liceo v'é parte di geometria solide ¢ parle di geo-
motria piana. L' insegnante potri svolgerle in quell'ordine che stimera migliors ,.
* Lo stesso & a dirsi del programma della seconda classe, che si chinde col
* trattato della misura .. -
Ma vi & di pin. Nel n. 4 delle istruzioni medesime 3 detto: * 1" insegnante
* non manchers di far notare agli allisvi le analogie e le differenze, che passano
* tra aleuni enti, 8 mano a mano che se ne svelano le propriets, come, nella
* geometria, tra la retta punteggiata, il fascio di ragegi e gli -archi di uns circonfe-
* renza, tra i triangoli e i triedri, ace. , ) quosta, mi sembra, & fusione bella & buons.
D'ultronde, dovendo fare in wno séesso anmo argomonti affini di geometrin
pilana e solida, anche i pit ostinati antifusionisti si nccorgeranno ben presto del-
l'utilita della fusione. G. Lazzznr

Grorio Lazzegr — Direttore-responsabile
Finlte d1 stampars 11 16 dicembre 1900.




MEMORIA BIBLIOGRAFICA

SULL' ULTIMO TEOREMA DI FERMAT

$ 1.

Preliminari.

1. Eeco Tnltimo teorema di Pietro Fermat : (*)

“ Cubum in duos enbos, ast ruadraio-quadratum in 2uos quadrato-quadratos o
yeneraliter nullum in infinstum, wlirn quadratum, potestatem sn duos ejusdem no-
minis fas est dividers .

2. Principale scopo dolla presente memoria ¢ di mettere sotto gli vcchi degli
studiosi delle discipline matematiche butte lo note ¢ 1o memorie riguavdanti up
tal teoremas, che hanno fin qui vedulo la luce, ¢ tra 1o quali una dimostrazione
genorale del prof. Calzolari di Ferrava i & proposito della quale perd mi sorgs il
dabbio, che qualche inessttazza debba infirmarne la validita

Questi lavori presentati direj quasi coms in wn qaadre, chi sa che non facciano
invogliare gli odierni matemsiici & riprondore dalle fondamenta tale questions,

essi pinn fortunati dei loro predecessori non rieseano finalmente & darne ana dimo-
strazione generale ed esaurienle, tenuto anche eonto degl’ immensi progressi fatti
in yuesti ultimi anni dalla matematica in ogni sue ramo: nello steaso modo che
il Lindemann ha potubo mostrare la trnscendenza di . lo natre ferma Speranza
the essi vineeranno anche (uesta battaglia ¢ solo questa speratiza ¢ U'amore grandle,
che ho per lo scionza, mi ban consiglisto & pubblicare la presente memoria.

3. Eulero, il Lejeune-Divighiet, il Lagenire, il Lamé, ii Kumimner, come vadremo
m seguito, diedero la dimostrazione dell'nltimo fosremn di Fermat Per casi parti
colari, eoll' intendimente forse, che, proseguendo nelig vin 8u eui i ereno messi

o per eleganza; ed ii Fermat stesso asserisce di aver lrovato del suo wltimo teorema
una dimostrazione molto olegante ed ammirabile,

(*) Yedi Diophanti Alexandrini Arithmetioorum Libri, sex, Tolosa 1870, Observatio Dominj
FPetrl de Format, png, Bl
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Probsbilments i matematici a lui posteriori non hanno fin qui hattuto buona
strada; e colla loro fantasia ingigsntendo le dificolta della dimostrazione, hanneo

E voluto escogitare metodi assai difficili e complicati, # quali inveee di condurli alla
{18 dimogirazione desiderata, li hanno sempre pia sllontanati da essa. E quosts mia
8 opinione viens in certo qual modo suffragata anche dal Legendre, il gnale nella IV
’ parte § VII, pag. 886 del sno ““Essal sur la théorie des nombres ,, a propoesite della

dimostrazione dala da lui del teoremn * Sulla reciprocits fra due numeri primi
¥ qualnnque , cosi si esprime: “ In tal guisa abhiame dimostrabo un teorems.che
[ si pud rignardave come il piti importante della teorin dei nameri e che sotto varie
i forme ha presentato difficolti quasi insuperabili a chi veoleva dimostrarlo seguendo
2 altre vie. La dimostrazione che ne diamo, dopo Tederico Gauss, & tanto pit {m-
: portante in quanto, che esaa & fondata su principii elementarissimi o non oecorre

premetiera ad essa teoria aleuna. Chi sa quanti teoremi come (uesto, repulati diffi.
g cilissimi nella scienza de" numeri, non si possano dimosirare assai facilmente; e vi

¢ sempre da sperare cha si trovino dimostrazioni assai semplici anche per quelli,
i che sono séati fino ad ora dimostrati con mebodi Junghi & complicati ,,

4. Ogoun sa con quale immenso suceesso il<Fermat abbia coltivato la scienza
de’ nomeri, in coi egli addito puovi orizzonti e traceid nuove vie ; disgraziatamente
perd egli ha tramandato ai posteri senza dimostruzione un gran mumers di tecremi
interessantissimi, o le poche che rimangono fanno viepitit rimpiangere quelle che
mancano & quelle che pur troppe sonn andate perdute. Infatti dal segnenfe passo
di nna delle sue note su Diophanto pag. 187, {Vedi * Easai sar 1a théorie des nombres .

{]’ dol Legendre. Parte 11, § TV, pag. 183.) * Imo propositionem pulcherrimam ot ma-
7 xime generalem nos primi deteximus. Nempe omnem numeram vel ssse trisngulum
o vel ox doobus sut tribus trisngulis compositum, esse guadrstnm vel ex duobns
s aut tribus quadratis compositum; esse pentagonnm vel ex duobus, tribus, quatnor
\'.zfy ant quinque pentagonis compesiinm et sic deinceps in infinitom in hexagonis, hepta-
k?n: 2 gonis et polygonis quibuslibet, enuntianda vidalicet pro numero angulorum generali
1 6t mirabili propositione. Tius autem demonstrationem quae ex mullia variis ot ab-
(i sirusissimis numerorum mysteriis derivatur Lic apponere nen licot, opus enim et

librum integrum huic operi destinare decrevimus ot Arithmeticen hoe in parte nltra
it veleres of notos terminos miram in modum promovere , risulta ben chiaramente
s che il Fermat stava scrivendo una grande opers, 1a quale come egli stesso asseriscs
doveva coutenere molte e helle proprieth sui numeri; e. come ginstamento dies il
Legendre, 1 geometri dovvanno ben dolersi per lungo tempo che guesto illustre seien-
ziato nom abbia potuto condure a compimento il gno disegno e che i suoi congiunti
od amici, divenuti depositari dei suoi manoscritti, non li abbiane fatti conogcars
al pubblico. In essi certamente ai sarebbero trovaii, oltre le dimostrazioni ancora
ignorate di parecchi de’ suoi teoremi, melodi degni della sagacia dell'antore, i
quali accoppiati alle scoperle posteriori avrebbero di molto contribuite a perfezio-
nare quella parte difficilissima dello discipline matematiche, che & la teoria dei
uumeri. Pero & certo che anche il Fermat stesso, come parecehi matematici a
Ini contemporsnei, molte volte si compiaceva i enunciare teoremi, che in gran
parte egli aveva sicuramente prima dimostrati, senza renderns note le dimostrazioni
lrovate, come ad esempio gquesto. * 11 numero 257 — 1 — 2.147.483.647 & un numero
primo , ; teoremn che fn in appresso dimostrato dall’Enlero (Mém. de Berlin an, 1772,
pag. 36), I come risnlta anche dalla letiera seguente al padre Mersenne: * Vous
demandez si le nombro 100. 895. 598. 169 est premier ou non, ef une méthode
pour deconvrir dans l'espace d'un jour, &'il est premier ou composé. A cette
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question, jo réponds que ce nombre est composé et so fait g
doux: 808,428 o 119, 303 qui sont premiers. Jo snis fonjours, mon réyérena Pére,
votre trés-hnmble ef trés-affectionns servitenr, - FErmarw

Qui serge spountanes 1a domanda: Quali 1o ragioni & questo fatto? Tnnang
tatto ne abbiamo mna nello spirito dj que’tempi, in eni gl scienziati si propone-
vano a vicenda questionj gy risolvere; ma j pitt delle volte essi nascondevano,
invece di farlj econoscere, i loro matodi, per riserbarsi nnav; trionfl in avvenire;
ed a questo si agginugs anche [o spirite di naziona; imperoceh vi era in ruel-
Vepoen ung grande rivality, sovrattuite fra i geometr] dj Francin o quelli d'Toghil-
terra. Potrebbe perd anche darsi ehe jj Fermat meg

esimo, riandando ig saguito Is
dimostrazione del sqq teorema, 1'abbia trovats insufficiente od in qualche parte
imperfetta. Cio nog deve punto recar meravigiia,

qnando si rifletta cho anche
Ia dimostrazione dg) teorema segnente: {(*) 1 sistema indeterminato g equazioni :
Qf— 1=z 252 =" ammetts le spla due soluzienj:

1s T=y=z=1, & =T, #=B @

(dimostrazione che jl Fermat ha inviato iy uni sun lettera a)l
potuta rinvenire, perche forse fu trovata insufficiente dg Frenic)
domi ammissibile che questi I'abbia, in caso tontrario, tenuta nascosta; g quando per
di pitt i punsi ghe talvolta il Fermat stosso cadde in errore, come ad esempio in

fmesto teorema: = [5 formola 2¢" + 1 di sempre numer; primi ,; gingohe ogoum
#a che Bulero dimostrd poi essere 22° 4+ 1 =841 X 6.700.417.

renicle) (**) non sj &
@ 5tesso, non paren-

L In questo paragrafo della pregente memoria faccio conoscare aleuni miei
i ] otbenuti con metodi diversi ed

assai pitt semplici dj quelli seguiti dal Calzolari & dg altrl, Tnnanzi tutto espongo

aloune considerazioni generali sull'equazione 24~ y% = 21, indi dimostro che * la

differenza dei biquadrati di dne numeri interi ag ineguali nop & maj eginle al

unadvato di un numers inteyn

di Fermal ngl caso di 7 = 4: poj yj

lo mmportanti proprietih dei namer ¥

I'impossibilith dell'eqnazione 5 Ty +25=0 ip numeri inter;.

Per breviia, secondo la logics matematica, up numero infero positive o indico
con Ni e diverso dallo zero: uy Iumere intero e positive che pud essere anche
zero lo indieo con Ny; ed uy multiplo di ap N, quslungue ¢ lo indigo gop Nia
o a.Ny, ed un numersp primo fon Ny. It nomero »n significhera Sempre un N,.

2. Considerazioni generali sull'squazione o + yr=m

@) Teorpya, — Ammesso vero si teoreme di Fermat per gli Ny, ess0 2 vero
anche per numesi fratu, ;

—_—

['J Vedl gli dui dell' Adecadamin pontiflcia dei nupyf Laneni, Tome XXXVI, Anno XXXV, 1883
mota ® sur an théorbme ds Farmat , di M Ty Pran,
1™} Vedj ¢ Rochorohes war joa MAanaseriis de Fermpt  par M. Hewns. pubblicate nel Haligiting

i bitlografla ¢ di Horim dalle srienze matemusiche fiaicha dpl B, Bcnuom-pai-ul. Tomo XX|, Romy,
Lugilo, Agosto, Ssttembre, fiktobre, 1870,
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148 PERIODICO DI MATEMATICA,
Dimosrrazions. — Infathi, se possibile, poniamo che si abbia

0 G+ (@)=
ove a, b, ¢, d, e, f sono degli Nj; do essa si ha
(2) {adf)* + (bef)* = (bde)",

la guale pel teorems di Fermat mon pud verificarsi; dunque anche Ia (I) non pud
verificarsi ece,
&) Trorema. (*) — La somma delle polenze n*™ di due Ny non ¢ mai egualé
alle potenza n™'* di un Ny, se ¢ n > 1,
Druosrrazioxe 18 — Sia o <y < 2, dalla quale si vede che 2 supera z di non
meno di 2; ora poniamo: =z —x; allora dall'equazione 2* + 4% =2 gi ha

P=(rtu)l —a2"=n.u.2° ‘-I—(.,)u e T T

d'onde si ha che * & un Nyu; ma y & per ipotesi un N,; dunqne essendo per ipo-
tesi « = 3, me consegus che u @ ngnale ad y o ad una sua potenza; se fosse u =y
gi avrebbe: a® 4 y* = (o + »)*, che & assurda; quindi deve essere u < y; dongue
s forfiori @ u<Zy* ove & & un Ny; ma y non mmmetie nessun divisore minore di

peso; dungue ece.
2% — Bia » < y<=2; sath x— 2z > 2; ora abbiamo

Lo R, n — L
z " =y":

o quindi y° & divisibile per 2 — z; e percid lo & y; poiché non pubd essers 2 — 2 =y,
né z— z=1, perch? cid sarebbe coniro I'ipoiesi; dunque ecc.
Corornario, — Se Vequozione (1) x® 4 y* =z & soddisfatta in Ny (se i valore
di n>> 1 germette che lo sia) 4l maggiore dei due numeri x ed y, ¢ un numers
composto, qualungue gia X, sempiiee 0 composto,
¢) I'monema. — Allorché l'equazione (1) x* + y* = 2" & soddisfaila in N, (s¢
il valore di n > 1 permette che lo sin):
I" g2 x & nn Ny, 1 due nemeri z ed y differiscono tra lovo @i 1;
2% g¢ y. vhe & maggiore di x, ¢ un Ny Vequazione (1) non ¢ soddisfatin in N;.
DimmostRaZIONE 1% — 81 ponga z=x-+u=y-+7; 8 ha 2y "=z4u)"=(y-»)";
d'onde:
y* = Nyie, @ = N,»;

ma x & un Ny, ed essendo n >1, ne consegue che deve essere v=1 & gquindi 2 —y=1.
2%, — 8t ha e —x>12 e 28 —x7=y"; dalla quale gi vede che y & divisibile
per z — x; il che & assurdo; dungne ece.
d) Tronema. — Se Vesponente n dell’eguazione (1) 2+ y* =22 un Ny2 4 1;
o se & un N12, contenga almeno un faitore Ni2 + 1; ¢ & ammette che la (1) possa,
se & possibile, essere soddisfatia in Ny per n > 1, io dico che z non pud essere un Ny,
Distosreazione. — SBupponiamo, se & possidile, che z sia un Ny; allora sapen-
dosi che &" + y" & divisibile per z2* -+ »2', ove s pud assnmers i valori 0,1, 2, 3, 4...,
ne viene che & 2= ¥} y2*, il che & assurdo, essendo z <Cx -} y; dunque sce.

{*) Vol negll A dell’ dezadumia panuﬁ.-la ave. t XXXV Ia nota “ Sur le demnler lhdordme
de Farmal pur M. De-Joxguikxs, 1894
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e) TeormMA. — Supponiamo che Vespoments n delin (1) X% yr==z" o
un Ni24-1, 0 se & yn N2, contenga almeno un fattore N2 4 1, ¢ supponiamo
Xy<zed x sia un Np; do @ico che ta (1) non pud sussistere.

Drvosrrazions. — nfatti pel teorema ¢) si sa che § 2 — ¥+ 1 e pel teorema @)
si 8a che z & un numero composto e divisibile per 2 ¥**,0ve s pud sssnmere
ivalori0,1,2.8. . - mA essendo z £ 1, pe consegue che & sempre z2 Ly > 4 1;
quindi = non pud essers divisibile per 22 ¥2*; danque oce,

f) Txomrema. — Ammesso, se 2 possibile, che Veguazions Xy =2% per n 1
possa esser soddisfatta in N, ed x ed y siano degli N, Fomponti ed n gic un N12 -+ 1;
€ 3¢ & un Ni2, contenga almeno un divisope Ni2 + 1, anche z » un Ni composto.

Disostrazions. — Supponiamo, se & possibile, ¢he z aia nn Ny, dall'equa-
zione z® +- y= = 20 4i veda che #, & quindi z, & divisibila per 22+ 42, ove s pap
prendere i valori 0, 1,2,8...; ¢ quindi dovri esgers Z=2a%+4 ¥®; ma siss che
Bzz-+ty; dunque z non pud essers mn N.; perciv ece.

9/ Sia n un Np maggiors di 2, 0 sia D(z, y)—1; poiche @&

D P r=lty) e sy tatyt e gty
8arh

Di=z +‘\'Jo Inhl—-z‘“'sy—f’-... —,—y‘ﬂ—‘)-_:];
allora, posto

(2) zt+y=a"p o,
ove a,b,¢ sono degli N,, deve essarp
(3) e=a"Wr . =
ed allors dalla (1), (2), (8), si deduce
(43 W = a" YR ey
e
(5) 0 S R S
dalla (4) si ha

L.

e By

E wllora abbiamo
!‘“'1——1‘“‘9!;—'!—. +?f'_1'_'31"

h) Ammesso vero i teorema dj Fermat, ne Consegue dal ) che j sistem| di
equazioni della forma

@4y =uh,

ove n @ m N, maggiore od eguale a 2, sono impossibili in N,.

3. Risoluzione delle equagioni o — 4 — o1 ot b

a) Teormes, — L'equazione: (1) 29 =2z & impossibile in N..

Dimosrrazions. — 8o |a (1) & possibile in Ni, possiamo raggruppara futte
quelle solnziomi, in cai j] prodotto 2yz delle tre indeterminate ha lo stesso valore;
& evidonto che fra questi diversi Bruppi ve me ha nno, pel quale zyz ha il minime
valore possibile, senza essere nullo; suppongo che 1g soluzione consjderata (z, 9, 2)
appartenga s gquesto gruppo; o dimosirers che s Pud sempre ottenere un'altra
Boluzione formata di tre numeri, il wui prodotio Sénza annullsrsi, & minors del
minimo prodotio zyz; questa conseguenza, a gyj si arriva & assurda; dunque ge
ne inferisce che Ia (1) & impossibile in N:. Dalla (1) si vede che, siccome j tre nu-
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meri z, y, 2 si possono supporre primi trs loro, dite debbono essere degli Na2 + 1,
“ed mno di questi sicurnmente & z. Infatti se z fosse nn N:2, allora ¥ ¢ = sarebbero
degli Ny2+ 1; e-dalla (1) si avrehbe 2* =243 la quale ai mostra sabito che &
‘assurda, poiché essendo :

ot =Ny4; F#=N4d+1, y'=Nid +1
e quindi
Nt =Ni4 + 1 + Nyd 4+ 1,
ne viene

N|2 — N|2 + 1.

che & assurda. Dunque # & un Ny2-4+ 1; ma ¥ pnd essere un Ny2 o un N2 4 1;
considerinmo separatamente questi due casi.

1° Caso y & N.2,

Poniamo y =2x . §, ove = ¢ § sono degli N;; dalla (1) ho

& g==2ak% T F z=83% e quindi: 2?=na'4 4p¢;
dall’ultima Ticavo
z®— ot = (@ a¥) (x —a¥) = 44,
ora ponendo §=23.v, ove 8 & 7 sono degli Ny, & ha
z4at=9, T — at=_20y¢;
8 quindi a*= ¥ — v\ In questo caso & avra una seconda soluzions dslla (1)
in &, &, il cui prodotto non solo & minore di xyz, ma anche di y.

29 Caso y & N2 + 1.
In questo caso z & un N,2; poniamo z = 2xf, ove o, B, sono degli N,, si lia

2y =124, 2yt =128
d'onde
mlzu!_i_Pn; yi___ui_ﬁi; {Iy]'zﬂ‘—ﬁ‘;

e cosi la (I) sark verificata da «, B, (zy), il oui prodotto «. E.{zyjz-%xyz. ei-
sendo wyz= 2ap (2y).

Da guanto precede si vede che supponendo yun Ny2 o un N,2 4 1, si arriva
all'assurdo, che la (1) smebbe verificata da tre Ny, il e prodolbo sarebbe minore
del minimo prodotto 2y=; onde se ne inferisce che Ia (1) nop ammetbe soluzione in Ni.

@) Trorema. — L'equazione: (1) x* 4 yi=2% & impossibile in N, .

Dovostaazione 1% — Dalla (1) ho: 24 — y* = (=%, 1a quale pel teorema a) &
imposgibile in N,; dunque sce.

2% — La (1) si pub scrivers cosi

(2) (=)' + (y%)* = (#%)%,
la quale, come pud verificarsi, & soddisfatta da
(3) =pt - Y=y H=p'4gy

da cui si ha moltiplicando 1a 1* & la 3% di queste fra loro: p* — ¢! = (22)%, la
quale pel teorsma o) si sa che & impossibile in Ni; dunque ece .

Osservazione. — Ne consegus che l'equazione 2®+4 y* = 2* non pud essere
soddisfatta da tre N,
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Cororramio 19, — Llequazione; x¥ 4 yon — g0 00 Dud essere soddisfatta
n Nus perche o si pud serivere cosd

(272) 4 (22) = (a2

Ta guale, come si sa, non pud essere soddisfatta in N;.
2° — Py qtesio teoremn e pel teorema F) del 1. 2, possiamo ora asserire "
yenerale che “ se Vequazione xv - yt=2" 2 possibile @i essere soddisfafta in N,
per Vesponente n > 1, se x o ¥ seno degli Ny composti, anche z ? un N; composto .
4. Risoluzione dell'equazione pitagorica (1) o2 +u*=2% e proprista dei nu-
meri z, y, 7.

@) TroREMA. — Ponendo (2) 2—=%x+4+n=— ¥+ ¥i far vedere che x od Y &
seambiano fra loro, seambiando fra loro u e v, ¢ ehe %, X +y =12 80n0 funzioni
simmetriche di u ¢ v.

DixosrrazIONE, — Dalle (1) e (2) s ha:

(3) z’—2[1;+=)z-i—(:a’+r”)=0,

Ia quale rimane invariata seambiando u con », c108 § valori di z sono funzioni
simmetriche di % ¢ ». Nelle (2) scambiando % ¢on = a viceversa, la z si scambia
€on y € viceverss; ne conseguc che anche Z+y—=z & funzione simmetrica g ey,

b) TRoREMA. — Se u 2 v hanno un fattor comune, I’ hanno pure X, 5, 2, ¢
reciprocamente,

Diostrazione 15, — §j hg: (1) 22— 2(u + ¥)z + (4 0% =0; se « & v
hanno & divisore comnne d, oved & un Ny, 1a (u® + o) avra & divisore comime 2%
oude dalla (1) si vede che = deva essere divisibile per @; ora essendo rT=z—un,’
¥= 2z— v, ne consegne che anche o od y ammettono il divisore 4.

2%, — 8e z, ¥ hamo il divisor comune @, l'avranno pure s, u, v,

Infatti dall'equazione Z* - y*—2* 5i vede che = wmmetie il divisore d; orn
essendo @ =z — x, ?=2z—y, ne viene che u e p sone divisibili per d.

ComorLarto. — Se u ¢ v sono primi fra loro, sono pure primi due a due fra
oo X, 3, 2; e reciprocamente se x ad J 3omo primi fra loro, tali sono due u due
fra lorve z, u, v.

Ossemvazroye. — 8i possono combinnre nelle fpotesi due a due fra loro a, g,
%% 2, ¢ st hanno altretanti teoremi analoghi ni precedeyl,

¢) TRoRmMA, — L'equazione (1) x* T+ yi=2" p soddizfatta de

(2) t=u+4v+w, I=vV-+4w, ¥=nu-4 w,

ove w & Nu2 & funzione simmetrica di ue vy,
Dimtosrrazione. — Dalla (1) si ha

R i ey pe— —ylz—2)=0;
('onde

8) syt EEY_,

d'onde se ne inferisce che 1z 4- vy & divisibile per = ¢ questo quote & un N,2 e
funzione simmetrica di 4 ¢ » tome z -+ y — 2. Poniamo: (4) N = u; al-
z

lora Ia (3) diviene: () 2 —a —y-+w=0; avendosi (6) y = » —® V=z—y, e
combinando le (5), (6) &i hanno le (2).
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OssgrvazioNe 15, — Se nella z2* — z* —y?=0 si fa:

1%, =z u, y=z+u—uv;
20, z=y+ v z=y—u-tov,

in uno dei dne fattori eguali che formano z.z y.y, z.x, e poi si dividono le
equazioni cosi ottemute rispettivamente per x ed y, e si oftiene

nz -}-{r—ﬂ)yz 0

2—ax—y+ —
z_.._z_z,+_rz_'__h;._.—r)m:0;

e quindi da quanto si & vedato pia sopra si ha:

ur+ey wxrtiv—u)y ez e —v) e

z x o y -

OsseryvaziosE 2°. — L'ammetlere che sia possibile di risolvere in N; 'equa-

zione (1), equivale ad ammettere Ia possibilita di poter determinare un N2, cle

si ¢ indicato con s, funzione simmetrica di « o », tale che aggiunta ad u + »,

8 v e ad u dis rispetlivamente i tre numeri 2. z,y, che verificano I'equazione (1).

@) TeorEMaA, — Sp Veguazione (1) x*+ y*=12* & soddisfatta in Ni, l¢
espressiond

w,

2) n? 4+ ¢ n*— (v—u)* v: — (v —m)*
g x a ¥

debbono essere degli Ni; in altri termini w va determinato in modo, che 2,x,y
siano divisori rispettivamente di u* 4 v%, o® — (v — )%, v' — (v — )%

DimostRAZIONE. — 'Dall‘aq_usazione (3) 22 —2(u+ v)z+ (1 + ¢*) = 0 dividen-

s
dola per =z si veds che = -:v # un Ni. Bssendo z =a 4+ u; dalla (8) ho:
e = *

(4) #* — 2vz - (v — w)* — 4* = 0; dividendola per z si vede che E—{;—L} e
un N;. Anslogamente facendo nella (3) 2=y + ¢ ed operando come precedente-

T w———"
mente, si vade !':]:mﬂ—“'—ﬂ

& un N,

u .
OssEavaziose. — Iacendo nelle espressioni

Hx vy nztlv—uly vr—(lu—a)x
~ ! w ' "
rispettivamente

r=z—w, y=z—p2=xr+tuwy=ct+u—ev,e=y+r,a=yt+rv—wu

si othiene
ux + oy =t u‘+u3; uz+(1=—u]y=”+u’--{u—-u)‘
z z z . x
e
_ S T

uz-i—(;: v]:r::“_}_v (: ) ;
sapendosi che

W o' = —u)? 2 —(v—u)t

¥ x ; Yy

sono degli N, ne consegue che anche le espressioni
ur+vy uz4{v—u)y vz (n—o)r

z = ¥
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sono degli Ny, i quali si & veduto (vedi Teor. ¢) Osa, 1% che son tutti eguali
& w; e reciprocamente se ne dedurrebbe

2 g ___ I T —= o
u —zi—l' S T N— “_[:_“i=_._,+w; ?’_jy_"ﬁ_____.,.;_w,

1l namere w lo chiamevemo il criterio @i possibitita dell’equazione (1), poiché
dalla determinazione di dipende precisamente la determinazione deile terne
degli Ny, che soddisfano la (1), !

¢) TeormMA. — Per risolvere in N, Pequazione (1) x* 4 ¥i=12? la condizione 4
necessaria e sufficiente 2 che i prodotto Suv sin eguale al guadrato pari wi, ossia e
abbiasi (2) w'= 2uv, per cui i suemere intieri z, x, Y saranno dati da;

(3) z=u+v + V2uv, y=nu+4 ¥2uv, x=v+Y2uv.
Divostrazions. — 1°. La vondiziene (2) & mecessaria; infatti facendo nella (1)

z=u+rv4+w, y=u-+0, X =1 -,

si ottiana la (2),
2% La condizione (2) & sufficiente, poiché non solo Ia (1) & soddisfatta dalle (3);
ma sono soddisfatte anche le condizioni richieste dal teorema 3; infatti si ha

w4 tls___(u+v+}'2_m;)(u+?——m)_
s w+tov -+ w -
3 J w? —(v—)? ' —2uw (u-[— ]%)(l’—vglﬂ)
2 - = o v+ w !
0? — (0 — w)* ____1:"——21(1.’__ (e + Vﬂuu)(u—yﬂuvl.
¥ o y #+w '

ora ponendo w = V2ne , i primi membri delle (3) sono degli N;, purché bene in-
teso Zuv sia un quadrato pari, & cost abbismo

2 a [ iy LT | =t
(4) 5 ‘:" =u+p—v2u»;1’——‘:i=—u+1€2uo; 3
'J\
% —a)* SR
—p—_._%_i}_ = —n + ]"2‘"5 i \'"\'-:‘:'::
Usservazioxe, — Sieche abbiamo

ua 4 vy __ﬂz-f—{w—*ujy__ﬁz—[f.t—ﬂ:c

= Vous :
. = y Yo ;

ciascuna delle qnali conduce alla (1); infatti dall'equazions o, (8 Y2ur, es-
sendo u=z—z, v=2—y, si.lm *

ﬂ.-;--l—ny:zx-[—zy—:c’—y":zl‘?tw:zVB[z‘——[::—i—y]z-}:y];

d’onde

sxtb 2y —2' =2 Vo' (2} y)z + 5]
dividendola per z ho
rdy—z= '2[;3—[1-1-;;)34—.:3;]: 'a.

quadrandols ho, & fatte riduzioni, In (1) eee.
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f) Tzomema. — Le formule (8) della o) assumono ie forme seguenti s
) e=p'+a y=2p;  x=pi—q’
ovg p e somo degli Ny primi fra loro, se tali si suppongone nella x4 y*= 2!

¢ numeni dntiers 2, ¥, X due a due fra love.
Dimoareazione. — Infatti dalla nota equazione

F—2utvz+ (¥ +0v)=0,

ricavo 2 —wu -+ ok Y2ur; essendo z—z+u=y+v, avremo z=p* Vous,
¥=u X V2uv. Dovendo essere 2ur un quadrato pari, poiremo porre g = 2%,
v = p* o quindi avremo

() z=(RAEpP+2% a=p?+ Mp=(Atp)'—A% y=2(A%=% A) = 2A (A + ).
Ora facendo in queste formnle A + p= 2, 2 = ¢, le (i) divengono

(3) =p+e a=p'—¢ y=2y

Osszrvizioss 1%, — Si & dotto che se z, Y & sonv primi dus & due fra loro,
tali son pure p e ¢; cio discende dal corollario del teor. ).

Ossprvazione 25. — Dalle (3) si vode che se P ¢ q fossere enlrumbi degli
N2 41, allora 2, g, = non sarebbero pin primi dne a dne fra loro. Dung\ue veg
dovrannn essers 'uno un N.2, I'altro un N,2 + 1.

@) Alcune proprieta dei numeri z, y, =.

1*. Da quanto si & detto pia sopra e dalle (8) se no inforisce che dei tre wu-
meri interi z, y, z due sono degli N;2+ 1 ed uno dei due z ed y & un N,2,

2% Essendo 2®+ y® =2%, &i avra (x4 y)* — 2®=2zy; quindi la somma
Z-+y-+=z e la differenza = 4 y— z divideranno il prodotto 2zy; ed essendo
& + y — 2z wi Ni2, non potris mai dividers =, che & un N,2 +1; e quando 22  y — 3
Sard prima con x, esso dividerh y. :

3% 11 8 & sempre divisore di uno dei due nnmeri z, y.

Se @ 2= 2*—g*; e p e ¢ sono primi con 8, p* o ¢* saranno della forma N, 341,
€ percid si ba

z=p’—g’= Ni8 +1— (N3 + 1)=N,;3.

4%, 1l 4 & sempre divisore di uno dei due numeri z ed y.

Infatti 8o &: y=2pq, dovendo essere p o ¢. (Vedi Oss. 20 Qi f1) on N2, ne
consegue che y ¢ un N4

9% Il 5 & sempre divisore di uno dei tre numeri ®, Y, 2.

8e p o g fosse un N;5, allara y = 2pg sarebbe nn Ny5; quindi supponiamoli
non divisibili per 5; ora si sa che un N,? pud metiorsi sotto le forme: Nib%1;
quindi:

T=p*—g*= (N5 1) — (Ny5 & 1) = N, 3, »
0VVero: .
z=p’+g’={ﬂ15 .T_1)+ fNur) = 1)= N;B;

fi*. Hasendo B, 4, 5 primi due & due fra loro, dulle propriets 3+, 4* o 5* ne con-
segue che zyz & divisibile per 60.

7% 11 7 & sempro divisors di nne dei quattre mumeri z, y, & — y, = + y. Tnfatti
avendosi z = p* — ¢% y = 2pq, si otliene: '

TEy=p*—q'* %g={p T q)*— 2"
Ora si sa che un N,® pud avere uns delle forme seguenti: N,7 -1, N.7 + 2,
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M7+ 4 Se 2 o g fosse un Ni7, allora » garebbe un N.7; quindi supponiameo

che p e g non siano degli N,7. 8o p* & 4® sono entrambi di una delle tre forme

snesposte, si ha; _
m=p3-—g*=(Nl7+a]—[N17+u}~_—-_N17,

OVe = pud assumere i valori 1, 2, 4; e quindi 2 & un N,7.
Essendo p* e ¢* di forme diverse, possono verificarsi questi sei casi;

19, P=NT7+1, ¢ =N.T+ 2.
20 P'=N7+1, g"—-Nz?—l—d;
39, »¥=N7+4 9 P =N,T 44,
4U PP=N7+4 2 q"—-Nl?—l—l;
59, PP=N7+4, 7 =MNi7+41;
6e, F=NMT+4, g#=N710, ’

ed osservando che si ha:
P—p=l+y lz—gy) =(p'— 7% — dpp®;

8l verifica facilmente in tuly @ 8¢l i casi che &: (x+y). (#—y) =N,7; quingdi
+yoz—y & un N,7.

8% Bia » un N, maggiore di 3, allora y & un N,12.

Essondo 2 un K, pel teorema ¢) del n. 2 si ha-: F—y=1 ossin g4 g0
= 3pg=1; d'onde P—g=lcit p=g-+1;e quindi :

z=2+1, y=2(g+1), F=20" -2+ 1.

Essendo z un N, maggiore di 3, dovra essere della forma Nib + 1, e quindi
sl avra: 8¢ 41 =Ni6+1; da cui si ricava: '

19, g =N,8; 20, g=N;8—1.

Nel 1° enso si avra: ¥=Ni8; sicchd in questo cusp ¥ & un Ni3. Nel 2° ¢agp
sssendo g =N;3 — 1, sari P =g+ 1=N:3; quindi ayremg: ¥=1N3; quindi anche
in questo caso y & un Ni3. Ma si sa dalla 4= proprieth che y & un N4, quindi
assendo anche yp Ni3, ne consegue che essp & un Ni12,

§ I,

Lt mewmoria di L, Calzolari, (%)

L. Risoluzions dell 'equnzion.e 2t 4yt =g,

a) Si sappongono g, V.= primi fra loro due u due; ed anche ip questo caso
due di essi saranno degli N, 2 -+ 1 4 i) rimanente un N;2, Sja » =T+ u=y-tp;
si osserva che anche ipn questo ecaso = ed y si scambiang fra loro, scambiando fra
loro % 8 v, 8 che 2zt y—z 2t + ¥* — 2® sono funzioni simmetriche di 4 ¢ v, B
valgono per 1, % &, 4, = lo proprieli del n, 4 teovema ) § 1i.

"y Vedi L. Catzoram, * Tantative por dimostrars || leorews di Fermat sull'squnzi one indeter
nunAte wn b g0 — gu Furrary, 1855,

{4
L
7 5
A
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b) Tgonmwa, — Se Pequazione (1) x%+ y*=12° & risolubile in Ny, i valori
di %, y, 2 ussumono anch’essi la forma:

(2) i=u+ v+ W x—=v+u; y=nu+4w

nelle quali w & un Ny e funzione simmetrice df u ¢ v.
Dimostrazioxe. — Dall'eqnazione (1) sapendosi che &: @ =2z —wu, y=z —1,
si ba:
Pt g —yly=2 2t r—u)—y z—w)=0;

d’onde dividendole per z si ricava

2
(3) ,g___,,_yq_*iiﬂ:ﬁ_
Ora si ponga:
_ w4 oyt
(4) W

¢he & un Ny e fanzione simmetrica di % e » come x* + y* — 2*, & cui esso & ngnale;
cosi la (3) diviene (3) 2* — z* — y* + o = 0. Facendo in questa come preceden-
temente (6) + =2 —un, y =z — v, 8 poi dividendo 1'oquazione cosi offenmta per z

AVIEnio :
n z_:z,_g_i_ﬁ'i__?t'ﬂ:g;
ora sl ponga

®) wotatute

c¢he & por esso un N e fanzione simmetrica di % e » come z + y — =z, & cui 8580
& nguale. 8i avra (9) z— r —y 4+ w="0; dalla quale, combinata colle (6) si rica-
vano le (2). '
OsarryazioNE 1% — Se nell'equazione 2°— z* — ¥ = 2%, z —2*. z —y*.y =0,
s fa
1% 2=z4+uw, y=zr+uw—0v; Q. z=y+r x=y+r—u
si ottiene
Szt n)=r—ylztu—r=0
22y +v)— 2" (g e—u)— y*=10;

dividendols rispelfivamente per = ed y si ha:

0
uz? — |u —n) yﬂl:osi_[n-—il]z =2'-:+H2"'2

* ¥

B
=,

e quindi
(10) wx® + vyt - e — (. — o) y? _ vzt — (p—u) z* = s

z z v

Annlogamente sostituendo nella z'—::’—g‘-}—w,:z.z—z.z-—y.y—l—wa:U:

1N z2=—x+u y=z+u—v; 2.z=y+r, z=y-trv—u

sl AVIA:
zlztw —axt—ylz-t+u—ro +wer=0.
zly+v) —zly+v—u—y" +mwr=0;




PERIODICO DI MATEMATICA. 157
dividendole rispettivamente per z od y, si avra:

=B =“—"’—y"‘=+ P =z ty—z=uw;

gnindi avremo:

(1) ux+ry-|—m:u—{u—o)g+w::az—fvh-ulr+w;__
z z v -

Osskvaziong 2*. — Ammoesso di poter risolvers in N; la (1), deve certamente
esistere un Ny, che dico w, pari e funzione simmehics di u & o tale che aggiunto
ad %+ v 8 v, ad % dia i valori di z,2,y, che soddisfano 'equazions (1).

¢) Troxema, — Se Veguazione (1) z* + y* = 2* 2 possibile in Ny,

2) u’+v"‘ u? —-(n*—v]" vi—(y—n)?
2 x ¥

debbono essere degli Ny; in altri terming il numero intero w va determinato in modo
che z, X,y siano rispeitivamente divisori di 0° + v°, 0’ — (n— ¥)%, v — (v — u)®.
Dimosrrazione. — Avendo posto u =z — &, » = z — y, dulla (1) abbiamo subito

(3) '—Butu)2 +3(u+ oY)z — (w4 v¥)=0;
u® +r°

dividendola per z si vede che ¢ un Nj.

z
Procedendo come nel n. 4, teorema &) § 1T si dimostra che
u—(fu— o) ' — (0 — u)®

L]

& y

sono pura degli Ny. Dunque ecc.
Osservazioxe 1* — Identica all’osservazione del teorema o) del n. 4, § 1L
OssEnvazione 2* — Percid il eriterdo di possibilitd per risolvere in Ny la (1)
& dunque rappresentato dalle (2), che debbono essere ad un tempo eguali ad un N,
per un sol valore di s intero, positivo, pari e fonzione simmetrica di » e v
d) Trorema, — L2quazione (1) x* 4+ y*> =2 non pud essere rizsolta in Ny.
DamosTrazione. — Si ha

Wy ()t —ue4¢%)  (vwi9) {n + v 4 ]%J {n -+ — ]"311::!}_
z z N -+ v+ w Y.

esclngi i valori zero e negativi di «, il solo valore diw, che possa rendere miera

I'espressious precedente & (2) w =V3ur, purché 3ur rappresenti un fquadrato pari.
Analogamente si ha

ud — (a4 — o)® :gjw 4 V‘:ﬂu(ﬂ —u}' [v —18u(p — N]] '

x v+ w

gui il valore di w non pnd essere che (3) w = V3u (v — u).
E cost si ha pure

o' —[(p—u)'  wu I_ﬂ + V8o (w — v}] [1: — Y30 (u —11)] i
¥ - w4 w '

o qui il valore di w sara (4) w = V8p (u— v).
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a,: Dalla (2), (8), (4) si ottiens
»Jfg’ = w’ — B“g — 3“, (p — “J — 31, (“ . ‘I‘.‘];

i d'onde: (5) 4 =v=0; il che & assurdo. Dungne ecc.

T Qsservaziose. — Dalle (3), (4) si vede anche che w & ad un tempo reale ed
: immaginario; il che & pure assurdo ece.

0 2. Risoluzione dell'equazions z® + # = 2® per n > 3.

L

': .'\;',;.- @) Anche in questo caso generale supponiamo w, y, # primi dne a due fra
g loro 8 u=2z—2, =2 —y. 1 numeri z, y, z saranno due dispari el uno pari;
:; il trinomio (2% 4-yv—* — 20—} ave s pnd assumerai valori 1,2, 8, ... (n— 1),
”2 & sempre un N,2; anche in questo caso si pno mostrare che z e tuthi i trinomi
17 fan=8f- yn=1— an=1) son funzioni simmetriche di % e », & che 2 ed y ai scambian
4 fra loro, senmbiando fra lore u e »; ed anche in guesto caso valgono per z. y, z lo
propriets contenute nel teor. b) del n. 4, § 1L

f b) Teonsma. — Se Vequazione (1) x* + y"=1" per n> 3 2 risolubile in Ny,
T come mei casi di n= 2, 8 si hanno le formole risolventi:

o (2) z=u-v+w, x—v-4|w, ¥ =nu-4w;
dove w mantiene sempre la proprietd di esseve an Ni2 ¢ funzione simmetrica din e v.

Dmsostrazione. — Lin dimostrazione di quesio teorema & identica a quells del

teorema 4) del n, 1, § IIL.
Nell'equazione 2 — a* — " =0 s'introducono i valori semplici di z ed y dati

da x=z2—un, y=2z—0, cosi:
—t— =gz — Pl y=2 —a¥ N z—u) —yi(z—2) =

= g — gzu——l _3‘,}"—-1 + ™1 _l_ 'ys—‘I:Oi
dividendola per z avremo:

=1 =1
(3) 21— qu—1 _.'JB—'i + w:o:
a ponando:
(4) = L e il
z

Ia (3) diverra:

(a) =l —gn=1 — g3 Tm =1,
,;:1?‘ ove wy & un Ny 2 ¢ funzione simmetrica di « o » come il trinomio 27~ 4 yo—! — 20—
-}L-i- a cwi esso @ nguale. Ripelendo sull'equazione (3) la solita sostitnzione per x ed y
= e la divisione per z, come & @ fatto nella (1), e ponendo
Ir‘. - -
‘E}"'— {BJ w____ = :
A ;)'r z
5 la (5) diverra:
. . [7] A2 pn— yl‘l—ﬂ + e — D'

K ove ws & un N,2 e funzione simmetrica di u e v, come il trinomio 202 4 yo-2? —go-2,
. & cai esso & uguale. Procedondo a guesto modo si otterria la serie di equazioni
# BUCCOSSIvEe :

. (8) 201 — gt gl oy = O =t — =T — =T L — (...

7 zn—u._zn—l_yh—l+1ﬂ'—_—0; .__; 5'_-3—_!!+Wn—I:0;
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@ per somplicita di scrithurs POITEMO: 05—y =10, il quale conserva evidentemente
le stesse proprista di 1y, we, tos.. , wy_s. ciod di significare un N2 ed nna fim-
zione simmetrica di % ¢ v. Combinando al solito le #=2z—w v=2—y colla
g—x—py+ea=0, si hanno la (2).

OssEevazioss 1%, — La stessa Oss. 1* fatta nel teor. 3) del n. 1 di questo pa-
ragrafo; cosi si hanno le dus nuove condizioni:

(9) el — (e —) =1z (p— g) g

— 1,

r 7
le gquali unitamente alla (4) servono dj fondamento a stabilire il oriterio i possi-
bilitd per V'equnziome (1).

Osservazioxe 2%, — Se la (1) & possibile in N;, deve di conseguenza potersi
determinare un N; che sia un N2 e fanzione simmetrica di u o ¢ tale che aggiunto
successivamente ad 4 + v, & », ad « dia le formole (2), che soddisfano la (1),

¢) Teorena. — Nella ipotesi che (1) x» + y* =2z" sin risolubile in N, :

Wt W —(n—r) g — (p— yn

(2) 3
z @ W

saranno degli Ny ; in altri fermini conviene determinare o in modo da rendere 27,y
rispettivamente divisori di:

ut -+ b #* — (1 — o)", v — (0 — g)n.
Diwosrraziose. — Essendo u =2—a, t=2—y, dalla (1) ricaviamo:
(8) . 22— (’i‘) (1t + v) 201 4 (g)(u’-i— ) eﬂ—(g) R Eal W
+ =17 () )3 (— oy,

(Lo

=

dividendola per = si vede che ¢ un N,. Bostituendo pells (3) POr = una

volta s =z +wepoiz=yp-fy, e quindi dividendo rispettivamente lo eqnazioni

- —rr L, T =
ousl oftenute per z ed y si avranno = [: ) o (:; u]x, che sono degli N;.

Osservazioxn 14 Le (2) rappresentano i cpiterio di posslbilita per 1'agng-
zione (1); un sol valore di intero, positivo, peri ¢ funzione simmetrica di # e p
{lave rendere le (2) uguali a tve N,. .

Ossmrvazioxz 25, — Tdentica a quella del teorema @) dsl n 4 dal § 1.

@) Trorewa. — Lequazions (1) xv 4 ' =2z* i impossibile in N, per

n=N.24+1>1.

o
Dryostrazione. — Vediamo quali valori dovri assnmere w, affinche le sspres-
sioni (2) del teorema ¢) siano degli Ny; consideriamo la 1* delle (2) del teorema ¢);
8i ha pel tearems di Cotes per n =N,2 - 1;

WA 0" = (1 + o) 4 — 21wcus—:- + %) (1* — 2u0 cos ? +o%.. ..

oK e
. " %+ 0%) (1® — Qup cos - = :

{1* — 2up cos

T+ 0f) =0;

-0
AL

Yl B ....._*‘-s._,_"

S
S -

~—

T

o =

-y e o

-
L A‘z"‘i“;"“-—'-

"

= A=Y L T
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a 81 ga che &

_ ui_&cncmgﬂ-h(ﬂ'i-ﬂ-f-%. l—l-ma% (u-}-o—Yﬁ;-Vl—l—eosl—:J:

=(u+u+2m-ansl:) (u-l--n—?ﬂ. nos%)"——o.

ove A & un Ny; dunque u® + #* sari divisibile PETr 2= v+ u, s¢ sara

2) w-——ﬁ}’i;cna;—:;

ove quni A & un N2+ 1; e si vade che w b funzione simmetrica di « # », e sara
un Ni, se tale poirs ridnrsi il 2° membro della (2).

Consideriamo In 2° delie (2) del teorema ¢); essendo 7 un N:2 41, il sno nne
meratore potra seriversi cosi: w® + (»— )", & come precedentemente si avri:

(%) w:'a’]"u[w—u} nnsﬁt.

ove A" & un Na2+1; @a cui si vede che w non & pit funzione simmetrica di u e »,
Ora consideriamo la 3¢ dells (2) de! teorema ¢); permutando gli elementi ot o 0, e
ripetendo il caleolo precedente per ¥ — (p— ) — ¢ =+ (u—v)* s ottiene:

(4) w=2Pn(u—n].cna;—:.

ove 1" & oo N,2 1.

Dalle (8) e (4) si vede che w & ad un tempo un numero reals ed un Lumero
immaginario; e dalle (2], (8), 14) ehe 10 & funzione simmetrica e non simmetrica
di 2 & »; il che & assurdo.

Osswevazioms. — Lo impossibilita trovate si possono  giustificare in gnesto
modo: i fattori di w4 o all'infoori di #+ v, sono tutti degli N,2 +1, poiché
essendo: w4 o = (y < p) (g3 L i IR ST L BT ), 8 vede che I'N:
dentro ln 2* parentesi & sempre un N2 4 1, tanto se « » v sono degli N2 1,
quanto se I'unp & an N,2 e l'altro un Ni2 4+ 1. In egual modo si vede che i dus
nnmeri u® 4 (p — y)n g o 4 (#—o)", in cui ¥ e v—u, v ¢ ¥ — v si conservano
primi fra lore, oltre i fattori s Tr— =4, v+ % — = no comtengono alir
tutti dolls forma N2 + 1, quindi si he
wiet (4 ¢) N 241 . W—=(e—p)" ».N;241 . P —lo—u)" u. N2+1

— -

z 2 ] x v U

mi z non puv dividere (& + v), # la o, v s u; onde 2, x, # debbono ricercarsi fra
i divisori degli N.2 4- l: coe1 no verrebbe che Lre N;2 -+ 1 verificherebbero la (1);
il che pal teoroma a) & assurdo.
e} TEorEwAs, — L'equazionea (1) x» +yr=z" 2 imposgibile in N, per n delle
forma N2 = 2.
Duwosrrazionz. — Dal tecrema di Cotes per u della forma N,2 si ha

u? 4+ o* = (u® — 2ur cos ; -+ 2%) (at®* — 2up vos E::: +#Y...

v (u* — 2up cos “—-—;—311 + v?) {1® — 2up ooz 1;_—117 + o)y =10
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o gl 88 che @:

An An — An
T Lis 9o bl o Ly
u Euscua" + ¢ (u+o+2 uacusQn) (u—l—p EYuncoszu),
ove 4 & un N,2 41, Dungme 4 - v gari divisibile per Z2=u< v+, se sarh
ATt
(2) w= Zf‘uu.coa_—d—n—.

il qual vaiove & fanzione simmetricn di ot € ¢ & sari un Ni, se lo sarh il 2° membrg
della (2).
Consideriamo i1 20 binomio

. 2
=)= — () Ut = (20— ) [16* — 24 (o — ) cos f + (v —u)Y),

n—4
»

T+ (0—u)%).

[ — 20 (p — ujtr:cefs‘f—:r + e —w... [ut— 2y o — u) vos

n—92
n

= (e—w)¥,

[a* — 2u (p — u) cos

& 8i sa che &

lf”—-Qu[u—n}cc:s%-:—l—tﬂ—ﬂJ”:[v*+ Wﬁcus%’:{][ ~— 2¥xfo—u) cos %’_:‘].

ove ' é mn N,2 & ¢he » (24 —p) = — (ﬂ +V2u) (r— }‘Em'.); quindi affinghe sin
W' — (. —2j* divisibile Per = v+ w bisogna che g abbia ;
p— _— A'w
(3) w= ]/2:;9 ovvern 10 =2V u(v — w) cns I
Ora consideriamo il 3 hinomio oo — (P — )= g0 _ (4 —w)*: affincha 0580 sia

divisibila per Y=#-+w si ha, permatando gli elomenti 4 e » nelle (8), che dovr
€3dare

R e
(4} 0 = Vo i ovvero w=2Ve(n_— ?) cos T

ove X" & mn N,2.

Dsservande 1o (3 e (4) 8i veda che i seenndi valori d w sono ad un tempo
veali wd immaginayi, 1l ¢he & assurdo. Qnindi rimane dg considerare | rimanenti,
allora avremo

@ quindi % = 2) ¢op A — Ni2 4 1; ¢id equivale a dire ghe g (1) & risolubile
in Nz, supposte il sue grado urP N,2 o gqle, che diviso per 2 dia per guoto
un Ny2+1; e vedremo che & A=1. Supponiame ), = 1; Pequazione 221 — g0i -+ y2
8@ poniamo 2= ¢/, p2-_ ¢ ¥* =y, = trasforma polla =% — @+ y4; ora questa
pel teorema d) & ingolubile in Ny per A > 1; quindi a fortiori lo sy 1a {1); dan-
yue A =1, n=2; o gia sappismo che 1 = V2ur soddisfa 'equazione 2 Fyt=a"
tome dovevasi dimostrare.

Osservazione 18, — Essendo cus;:ﬂ:-.- % il valore di 10 della (2) & irragio-

) V2
nale, mentre &i sa che deve esserc un N,
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OsgErvazioNE 2%, — Pab essers cosE =] mmiu.i'.E =0, da oui 81 ha A =0,
2n In

il che énsamdo;r%:u.ﬂﬂ, ove @ & un N;, da eui 211=%; la quale &

assurda, perché l'esponente della (1) & essemzialmente un N;.

§ IV.

Memoria 1* di Lezendre. (%)

1. Quatridme partie. Metodes et rechevches sur les puissances des nomibres (p. 361),
a) (324) Trogexma 2% — La sommn di due biguadrati non pud essere eguale
ad un quadrato, a meno che uno di essi mon sia nullo.

DisosrrAZIONE. — Bia, se & possibile, a® + 4 = ¢*; dapprima bisogna che
sin: a® =p® — g*, 8% =2pg, c*= p*+ ¢° Si osserva poi che a o b polendo essere
sappost: primi fra loro, p e ¢ saranmo primi fra loro, ed anche che non possvno
essere entrambi degli Ny 2, poiché se lo fossero, a ¢ b sarebbero fniti e due degli N,2.
Non si potras neanche supporre p pari e g dispari, perché allora p* — g* ssrebbe
della forma N;4 — 1, la gnale non pup convenire al quadrato a® Dungue p &
un Ni2; e cosi per soddisfare 1'equazione b°= 2pg si prenderh p = m®, ¢ = 20",
valori che essendo sostituiti nell'altra equazione a*=p"— g*, daranno m*—4n=a".
Questa uliima equazione esprimendo che il qnadralo m* & eguale alla somma di
due altri quadrati 4n®, &%, il solo mezzo di soddisfarvi & di prendere: m*=7"-+ g%
= 2fg, o= [ — g° Nell'squazione n*=/y, { e g sono primi fra lore, dun-
que f= 4% g={* e per questi valori 'squazione wm*={* g* diviens a’-}- f*=m"
D'onde si vede che se esislono due biquadrati af, %% 1s cui somma zia eguale ad
un quadralo ¢¥, esisteranne ad un tempo dne sliri biguadrati assai pin piccoli &7, §%
s cui summs similmente sia eguale ad un quadralo. E per rendero sonsibile la
piceolezza di questi in confronto dei primi, si dedurra dai valori precedenti

a=ut—f  b=2upVat 1},
vio cha da:

1 1
w+w=V§m+§hv+w,
€ par consegunenzi
4
at + B < Yo'+ b

8i ouserverh d'altronde che 2 & f non possono essere zero, poiché ne seguirebhe =0,
caso estluso. Se esiste dunque un quadrato ¢* eguale alla somma di due biguadrati,
si conoscera per suo mezzo un secondo guadrato ¢* similmente eguale alla sommsa

1
di due bigquadrati, e di eni il lato ¢ sarh <= Ve, senza esser nullo. Ma per la stessa
ragione il qonadrate ¢* ne fara conoscere un terzo ¢ godente la stessa proprieta,

l—
@ di cui il lato sark ¢ <7 V¢, senza essere nullo @ cosi di seguilo. Ora implica

(*) Veodi Essai sur la thiorie des nombres par A. M. Lzomnpe. Seconde éditions Paris, 18684
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contraddizione che una serie di N,: ¢ ¢5¢. ..., di cui ciascuno & minore della
radice biqnadrata del precedente, senza essore nullo, possa essere prolungata all’ in-
finito, Dungne & impossibile che un quadrato si decomponga in due biquadrati,

Comorrario 1° — Lo stessa dimostrazione prova che la forma m* — 4n® non
pud essere eguale ad wn quadraio, se nom d n— U,

Comorramio 2°. — Za stessa dintostrazione prova che In forma x* + y* non
pud essere eguale o z* = (2°)* sce.

b) TeorEMa 5% — La somma o lu differenza oi due cubi non PUO essere

equale ad un eubo.

Dimostrazione. — Sia, se & possibile, 2%+ 3 2. 4 polri supporre secondo
il solito che 2,4, z siano primi fra loro. Cid premesso, tra | numeri x,y, > ve ne
sou sempre due dispari ed uno pari; siano 2 od y 1 dispari, che si possono sempre
porre nello stesso membro; se si fa: 2+ Yy=2p,xF y=2q, ovvero x=p + g,
zk y=— g 8i avrd colls sostituzions: 2p (p* + 8¢ =2% e si vsserverh ulte-
riormente che, poiche p + g o p—q devono essere dispari, hisogna che regqg
siano nmo pari, I'altro dispari; di maniera che p* - 8¢* sarh sempre dispari.
Ma 2p (p* + 3¢* dovendo essere un cubo, & chiaro che 2p sari divisibile per 8, e
cosi p sari mo N\2 ¢ g un N, 24 1. Ora vi sono dus cnsi de distingunere, sscondo
the p & o non & divisibile per 3.

10 Caso. — Be p non & un N; 3, i fattori 2p ., p* 4 34* saranno primi fra loro,
e se il loro prodotto & un eunbo, bisogoerh che ciaseun d'essi ne sia mmo. Sia dun-
que p* 4 3d*=+7; allora » sarh della forma m? + 3n% e ai potri fare

»+q }_—_E =m -+ n}’——_i'_if,

vid che dari: p = m* — 9mn?, g=Bm'n— 3ns, Questi valori soddisfano 1'equa-
zione p*-}-34°=r"; ma d'altronde essi hanno butta lu generalits necessaria, coms
uno se ne puo assicurare colla risoluzione diretta di questa equazione. Non rests
dunque pitt che fare in modo che 2p 0 2m(m < 3n)(m — 3u) sia un cubo, Ora
b fucile vedere che i tre fattori di questa guantita sono primi fra loro, e cosi
ciaseuno di essi deve essere un cubo: sia consegueniemesnto

m+ B3n=n" m —3n =10, 2m= ¢,
s avri: n®4- 3= ¢% Di qui si vede che se Vequazione 23+ 48 = 23 possibila
in Ny, I"equazione a* + b* = *. zimile alla prima ed EEpressy i numerl assal
Pl piceoll, sard egnalmente possibile, Sia ora
A=at3 y'=2p (p* + 84 e A =g 4%
si avra colla sostituzione dei valori pracedenti:

. (a® 4 o 53 | p5 e
ﬁ—(aaikb’]ﬂ“b'- (____E__':)'

ed & causn di al 4 b Qi ph, nuesta formula dara: A= (6" 4+ 0% a¥ b3 Ma
S+f,3

(eccetto il caso di @a=b=1 che non pud mai verificarsi) si ha sempra: a’hi> ﬂ——;
5

B
8 {1 ’
dunque —l-A & maggiore di (u jb )50 (A

stesso ragionamento si dedurra dal cibo di A" un torzo ecubo A” tale cho % A"

. _E " e - . g ®
sari < 5+ & 008 All'infinito; ora & impossibile ohe una serie di Ny:A A" A",

2 iyl e

Ll

—)E-d <2 e ol
5] ¢ unqna—g— < 5 a collo .

2
L

%
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sia decrescente ¢ prolungata all'infinito; dnngue & impossibile che la formola:
2p(p® +3¢") sia un cubo, almeno allorchd p non & divisibile per 3.

20 Caso. — Se p & divisibile per 3, si farh p==3r & la formula 2p(p*+ 3¢%
diverra: 187 (¢* + 8. Ora siccome i fattori 18r,q* 4-3#* son primi fra loro, biso-
gnerh che ciascuno di essi sia un cubo. Facendo dunque dapprima: g*+-5-2=(f"4-84%)"
o piutbosto g+rY —8=(r+ gy — 8%, cid che dara: r=/"—9g*,»r=3"g— 34",
restera da farsi in modo che 18, 0 27.25.(f + g).(f — g) sia un cubo, D'onde
si dedurrs come sopra [+ g=a' f—g=14% 2g=—1¢°, o per conseguenza: 4’ — ' =¢%.
Ora similmento si fara vedere cha il enbo %, eguale ad «?—2%, & assai pin piceolo

3

H
ancors su di una serie di Ny, che deve essere dscrescente e prolungata all'infimite;
donde si concludera che la equazioni z* + y* = 7' sono impossibili, a meno che
I'nno dei termini oon sia nullo,

Osagrvazions. — Si & dimostrato che le equazioni: 2+ =2% & 24+ ' =2z*
ecc., sono impossibili in Ny; Fermat ha asserito di pinn (ediz. cit. Dioph. pag. 61)
che 'equazione z"4-y»=2" & generalmente impossibile per n> 2. E facile vedara
¢he Ia proposizione sark dimostrata in generale, se la @ pel caso che u sia un Np.

del cubo 2°, eguale & 2p(p* + 34%), (poichd si ha ¢ < I( = z ) ; 8i ricadra dunque

§ V.

Memoria di Lejeune-Dirichlet. (%)

1. Se esistono degli Ni: ¢, u, v, che soddisfano i'equazione
(1) £ = M L gl

& manifeste che un fatfors comune 2 & due di essi dovri dividere necessariamente
I'altro. Si potrh dividers ciasonn d'essi per ¥, ¢id non cambierdi punto la forma
dell’equaziona; d'onde s& ne con¢lude che si pup sempre considerare gli Nitt, u, ¢
primi due a due fra loro. Cid posto questi N, debbono evidentemente essera sup-
posti I'mno wn N,2, gli altri degli Ni241; e I'N:2 serh uno di quelli che eom-
pariscono al 2° membro, i vede pure che so fra gunesti Ny ivvens nno divisibile
per 7, non poirebbe assera che ¢, poiche 7 non pud mei dividere la somma di due
quadraia primi fra loro. L'equazione (1) essendo simmetriea rispstto ad u & v, pos-
siamo supporre che, se fra questi Ny vi & un N,7, vsi trova in questo caso. Tra-
sportando il termine w, 'equazione ¢ambierh in questa

(2) P g e,
che si pud mettere sobto questa forma

(3) (2% — ®) [(#* — u®)® 4 Tetn® (18 — % + uh¥) = o

(*) Vodi Journal de Orere-Neusrex, Band, Berlin, 1882, pag. 590 * Démonstration du théordme
de Format pour le cas des 14ieos puiggances , par M. LEJEUNE-Dinl cHLET, prof. ds Malh. & Berlin.
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I¢ « essendo stati supposti primi fra loro, #*— % ty sono pure primi fra
loro o cosi anche # — y% ¢ 44 — 43,2 + %!, poiché ogni N, divisors comnna di guesti
dividora .

=0 ot — (1 — ) = g0,

® Por conseguenza auche fw. | pumeri tn & ¢* — * ayranne dungne questo stesso
divisore comuue, 1a qual coss non concorda con ¢id che si & mostrato. Da cio
risulta, se per brevita poniamo

fn_ﬂ";‘?, fu (1% — 4 L) =g,

che ¢ e ¢, di cui evidentemente F'uno & un N2, I'altro un N:2 + 1, non hanno
lo stesso divisore comune; e s ayri

(4) P (9% 4 TeY = n.

Nui distingueremo ora due casi, secondo che v & o0 non & divisibile per 7. Be
in primo luoge si suppone » non divisibile per 7. 9 nen lo sarh pure; e da ¢ib
consegue, e dal fatto che ¢ e ¢ sono primi fra loro, che i due fattori del primo
membro sono anche primi Ira lore, e per conseguenza ugeali I'wno e Ialtro a
delle 14=me polenze. D'uliva parte si pub conchindere da un teorema conoseiuto
che la rudice della |4enme potenza dispari (3%)® 4+ 7d* ha Ia stessa forma g? -+ Th2,
¢ si prova facilmenie che gl'inleri y ed & soddisfano all'equazione

PP —T=(p+a1=7)"

in cui bisogna eguagliare separatnmente lo parti reali ed i coofficienti di V' —7.
Senza sviluppare questa eepresaione & evidente cho il valors che_essa di per ¢ ¢
divisibile per 7; ma essando & =tu(2'— % + t4) = sy [(#* — a*)* -+ *4*] non
pue essers divisibile per 7, & meno che non lo sin ¢ od u; il che sarebbe contrario
all'ipotesi fatia pin sopra. [ adunque provato che il caso che si suppone di ¢ non
divisibilo per 7, nello stesso tempo che ¢ ed w, non potrebbe ayver [aogo.

Resta a far vedere che l'equazione (2] pon pub sussistere neppure se consi.
dernsi » come un N,7. Pacendov] » — 7w, essa diverra

" M M =T _ i,
Yuesta & 'equazione i enj proveremo |' impossibilila. Senza complicare la via della
dimostrazions, noi possinmo invece dell'equazione precedente, trattare V'equazione
piti generale

(3] Y — =90 Fidn wii.

1 nameri ¢, # essendo stpposti sempre primi fra loro ed m ed n designando degli N,
Conservando tutte le denominaoni precedenti, I'equazione (5) potri essere messa
sotto questa forma

» [{(#%)® + TP?] = 2= Tidn gld

Siceome essa richipde evidentemenie che ¢ sia nn N7, facciamo ¢ = 7. noj

COsl avremn
T (7 (7T%2%)2| = 2= Ttim ypt4,

B facile vedera che i dae fattori 7% e ¢4 7 (T*22)% di cui il 29 impari,
s0mo primi fra loro. Da ¢id risulta cle l'equazione precedente non pno sussistere,

'
T4 {2
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a meno ehe ¢* -+ 7(7%%%? ¢ T% non siano il 1° une 14=i0= potenza, il 27 il pro-
dotto di una potenza eguale per 2= TH= Por qnante concerne la 1* di gqueste
condizioni essa richiede, dopo quante =i & detto, ehe si abbia

PET V=T =(r+ 77",

7 g3 (f—!-lf--—'l')"— (’_’1—_7)“
2y —7
nella quale gl'interi » od & son primi fra loro, 1'uno pari e I'altro dispari, ed_inol-
tre il 1° non divisibile per 7.

Possiamo far sobire a questa espressions upa trasformazione simile a quella
che =i @ fatta sul 1° membro dell’equazione (2), 4 tal uopo basia sostitnire nel
1° membro dall'eqnazions (8) a ¢ ed « rispeltivamente v |- 3¥ — 7 0 » — sy = 7
operando in tal modo e facendo per abbreviare

ciod

(r* 4 To%) (r* — 2. 7%%2 L T2 — R,
si ottiena
TR'=2.7.7.2[R* —(7 .4, . %Y,

0 cid che 2 lo stesso, moltiplicandn i dne membri per 73

=277 s[(R+ 7 (drs)®) (R — 7 (4rs))].

E facila mostrsre che i tre fattor] 2.7.r.8 R+ 7drs)’, R — 7(4rs)® sono
dne a due primi fra loro: & d'altra parte evidente che se vi & un divisure comune,
questo non pud essere né 2, ne 7, giseehd i due uliimi Ky in gueskione son dispari
e non divigibili per 7. Sia in secando Inoge p un N, impari ¢ diverso da 7; sup-
puniame che esso sia un divisor comune di due delle espressioni, di cni trattiamo;
si vaede che esso sarh fattor, comune di rg od R; e facendo di poi sttenzione al
modo, con cui I'espressions R # composta con r ed s, & evidente che & necessario
che p divida alla sua volta + ed s: i che @ assurdo, essendo r ed s primi fra
fra loro. Noi abbiam visto che 7% doveva essere una 14ewims potenza moltiplicata
per 27 T140: il 1° membro dell’ultima eqnazions sari quindi il prodotto di una
potenza del medesimo grado o di 2 783, Risulta da cib e dal fatto che i tre
fattori del 2° membro somo primi fra loro, che i due ultimi sono 14eime potenze,
e che il primo & il prodstio Per una potenza eguale e i 2 79+3, 8§ yvrh dnnque

2.7%. . g=20m 7oy, R4 7 (4os)? = #'14, R —7 [drs) =y,

E facile vedere che si pud metters il secondo membry della 1* 2i quests IS
zioni sotto la forma 20 T&+0" oM dove #' & un Ni. Quando ' ¢ differento da
z€ro, 1a cosn b evidents; nel caso che o' & eguale a zero, bisvgua che sffinche il
secondo membro posss essero egualo al primo membro, divisibile per 7%, che ¢ sia
un N,7. Mettendo quindi 7+’ in luogo di ¢, il secondo membro prenderd ancora

la forma supposta. Noi possiamo quindi alla 1* delle equazioni precedenti sosti-
tuire questa:
4re =2t Tiin M

Prendondo in seguito 1a differenza delle due nllime, confrontandele e ponendo
per brevith ¢= 1/, ai ayri

M — ' = Quuts quts |
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Questa equazione, in cni ¢ ed 4 somo primi fra loro, & interamente simile
all’'equazione (5), da coi esss deriva: solamente i numeri interi £, %, che vi en-
trano, somo molto piit piccoli dei loro analoghi t od u dells (5).

Possiamo quindi concludere nel modo salito che I'equazione (5), o per conse-
guenza l'equazione (1), non pud essers risoluta in N;.

Berlino, Ottobre 1832,

Digzcanes.

§ VI

Memoria di Lamé, (¥)

1. Memoires présentds. — Analyse mathématigue. — Memoive sur le deynier théo-
réme desFermat par M. G, Laws, pag. 45,

2. Di tuthi i teoremi enungiati dal Fermat uno solo resta ancors dimostrato
incompleiamente. Questo teorema dice * lequazione zo 4 ym —= = impossibile
in Ni per w> 2 |, Questa memoria stabilisce la stessa impossibilita pern=17 e
per conseguenza per tutti gli N7 dispari e non divisibili per 3 o per 5, i soli che
non rientrano nei casi precedentements trattati.

* Nella equazions 27 4 57 4 o7 — ) essendo supposts risolta per N, , dei quali
uno salmeno sin negativo, e che son primi fra loro, si dimostra dapprima che una
delle incognite & necessarismento divigibile per 7, cume Legendre I'ayevs stabilito
nella sua teoria dei momeri. 1'equazione essendo decom posta in ire maniere diverse,
si stabilisee facilmente 1a relszione:

4y +z="TAuns = TAP,
ove 7, i, 7, p sono degli Ny primi fra loro o {alj che:
ety="Tn"=pn sta=y =, Tty=i=q

supponendo che x sia 1'indeterminata divisibile per 7, A & primo con =z, v, » ,, Si
dimostra che A & un quadrato B2, Questa dimostrazione conduce alle 4 equazioni
simmetriche :
a+4b+¢=2TH! P
abe =T". P7,
e*+ W+ " 4+ be + ca -+ ab = BD,
300+ 3% + ) + 10 (B%* + ¢%a + a’h?) = 24 B4,
da cui si eliminano a, b, ¢, per otteners un'equazione non contemente che j nameri
B, D, P. Questa equazione finale coll'ainio di parecchie decomposizioni suocessive,
® ricondotta alla risoluzione delPeqnazione :
Ul__a"p Ve U“‘—i— 21_77";!:“;1.
di cui si dimostra V'impossibilith in N: finiti,
3. Vedi Compt. rendus. pag. 359 citato precedentements Rapport sur un M-

moive de M. Laws relatif au dérnier théordme de Fermat. ¢ Commissaives M. M. Liou-
ville, Cauchy rapportens).

*) Vodi Comptes Rendur Heddomuduires dux sbunces de Vacaidémie des suieness, | 1X, Paris, 1830,

)
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Le dimostrazioni date per i vari easi particolari si fondano sulla teoria deile
forme quadratiche dei N,; ma le difficolts incontrate da Legendre su questa via
provano che kvvi poca speranza di applicars con esito favorevole gli stessi principi
ai casi, in eni I'esponente n prenda valori maggiori.

Il Lam¢ dimostro I'impossibilita dell’aquszione " + 47 - 3" —0 senza battero
la stessa via seguila da altri. M. Lamé mostrato che z, Y, = PO8SONO SUpPporsi primi
fra oro, dimositra un lemma importante, e cioé che il rapporio fra la somma
®+y+2 e la radice 7= dal prodotio (a +y) (@ +2) (¥ +2) o di esso meltipli-
eato per 7 & un quadrato perfetto; pei mediante questo lemma dimostra facilmente
che & impossihile di supporse Je tre incognite non divisibili per 7, vid che si sapeva
gis; ed infine supponendn una delle incognite divisibili per 7, e fondandosi sul
lemma, di cui si tratta, egli rimpiazza I'equazions proposta del 7" grado con un'altra
squnzione, di cui il 1° membro & del 4° grado, il 2° membro essendo dell’S™, e
che pud essere preseniata sotto la forma:

2t =% — B2t 4 1,'.'.—&_1,(’;
poi egli dimostra I'impossihilifa di risolvere quesfultima equazione, col snssidio
di una serie di operaziom simili « quella, che fornisce ls risoluzions dell'equazione
della forma; *— 42 = A.

Osservano Liouville 8 Cauchy che il Jemms del Lamé & una CONSEgUenza ne-
cessaria di guesto importante teorema di analisi. * Se i sottrae la somma dells
potenze 7" di dne incognite x,y dalla potenza n*»=s dells loro somms z + ¥,

il resto mara divisibile algebricamente non solamente pel prodotto nay (z + y),

¢oms Jo si riconosce facilmente; ma ancora per | valori di n = 3 per il trinomio:
&

L
£ y , ed anche pel gnadrato di guesto Lrinomio, allorché n —

Tty 4y =
-

=Ni6+1,, Applicando questo teorema sl caso, imeni siha: n=38,n =5, n=1,
si oltengono successivamente ls formole :

e 4+ p)* — a® — y¥ = Bay (x + v),
(@ + y)* — 2* — y*=day (x + g} . (2° + 2u + ¥*),
-y — o — " =Ty (x + y) (#* + p* + 2y)?,

di cui 'oltima condoce subito &l lemme di Lame

Si pub abbreviare la dimostrazione del Lamé, quando & cowivel a stabilire

3
4
.y 2 degli Ny primi due a due fra lora e per y un quadrato pari. Del resto il
metodo eol quale ¢i si arriva non difforisce in fondo da quello che serve a dimo-
strare I'impossibilita di risolvers iu N P'equazione 2= z* + 4'; o servirehbe
ogualmente a stabilire 1'impossibilith di risolvers in N, an’ infinita di equazioni
della forma:

Iimpossibilita di risolvere l'equazione: 22 = »* — z2yt L 7;;"‘. prendando per

2t = 2% — Az%y? + Byl

Quantunque il Lamé nou abbia potuto dimostrare il teorema di Fermat, che I'Ac-
cademia aveva messo al concorso del premio, tullavia fu trovabo il lavero del
Lamé huono ece.

Post-seriptun. — Si dimostra facilmente il nuovo teorema enuncisto in questo
supposto, cosi:
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Siano 1, «, B le tre radici dell'equazione 2® = 1; si avra non solo 1 +a 4 8=0,
ma ancors, supponendo » non divisibile per 3

(1) 1+av L=,
e di pin
2% + 2y + y* = (x — ay) (x — Ey).
Cie posto io dico che se si prende per m un Np impari e maggiore di 3,
I'espressione
(2) (4t —an — g

sarh divisibile pel trinomio a* + xy + y*, ed anche pel quadrato di questo tri-
nomio, allorché & n =N,8 + 1. Infatti per stabilira questa proposizione bisogners
far vedere che supponendo x =ay o =gy si ridnee a zero I'espressione (2), e
di pill Ia sua derivala velativa ad 'z sarh

(3} n “_-: _'l_ y}n-l __._x'l'u-I].

allorché & n = N6 + 1. Ora allorchi si suppone 2z = ay', le espressioni (2) e (8)
divengono '

(1+a)p—1—ar=1—av 4 (B

n “J + a]n-l_ an=1 ] —mn ”_ BJu—-‘a = au—l];

ad & chiaro che esse &i annnllano: la 1 in vivti della formula (1) per i valori
dispari di # non divisibile per 9, la 2* in virli delle formule a® — 1, p*=1 per
i valori dispari di n, che, divisi per 8, danmo 1 per resto,

§ VII.
Memoria di Kummer. (*)

Dimostrazione generale del teorema di Fermat, che Vequazione x* 4 yi —=gi | 2
irveeplubile per mezzo di wwmeri interi, pey tutte guelle potenze coll’esponente A,
le quadi sono mmeri primi dispari e non comperiseono conte fattori nei nu-

nieratory efer primi mwmeri beraonllionf E{I-. — 3

1. Nella memoris precedente abbiamo condotts la teorin dei numeri complessi
fino al panto, che coll'ainto di essa la dimostrazions del teorsma di Fermat, seb-
bene non ancora perfetta in generale, pure per tutte quelle potanze, i cui esponenti
soddisfano alln condizions indicats neil'enuncinto, pud essere fatta con faulita e
sigurezza. Imperocché arreca poca Jjforenza che si prendane z, y, = soltanto come
numeri complessi formati dalle 2= radiei dell'nnita: nof subito daremo la dimo-
strazione per i numeri complessi,

VY V. Fousnal fitr i reine wnd muigewenndie mathematiie. In Zwnnglosen Heflen-Heransgegaben
won A, L. Crella-Vierzigstor Band, Barlin, 1850 (t. 20).

“ Allgomeiner Bowsis des Fermatsohen Satzes, dafs dia Gleichung 27 - r‘ = # iureh gange
Znhlen nulGabar fst, Mr alle disjenigen Fotang Exponenten 4, weiche ungerndo Primzahlen sind uod

in dur Zillern der nrlhn%u—‘.il Bearpoullisslien Znhll‘:n als Faetoren nieht vorkommen ,. {Von
Heorro. E. E- Eummer Profasser In Dreslau) pag. 130,
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2. L'oquazions che trattersmo sia questa
(1) o vh i =,
dove u, o, 1 rapprasentanc veri numeri vomplessi. Oltre g cid 8ia X un Np, il gnale
0on comparisca come fattore ip nessuno dei primi nameri barnonlligni —; (A —3),

In questa supposizions qui citati numeri complessi hanne, secondo il teorema
dimostrato nella Préecedente memeria : (%)

1% La proprieta che il mmero di ogni classe non equivalente non & Qivi-
sibile per A; da cni noi ricaviamo snhito per ln seguente dimostrazione qussts
notevole vonclusione, che qni mai upa potenza Aesus g oo numere complesso é
uguale ad un »eate, questo stesso numero complesso deve essere Wl numero Teale.
(8i veda 1a Memoria p, 16, voloma 35 di questo Giornale,)

2% In guesta supposizione, conforme all'nltimo leorema della precedents
memoria, ogni unith complessy, la guale per il modulp diventa congruento di
un namero complesso reals, non & maj potenza A%Wma di gn'sltra unith.

Inoltre i nnmeri complessi w, v, vengono supposti primi due a doa fra loro.

3. La dimostrazions dells impossibilith dell'eqiinzions (1) si scinde ora in due
parti, di cui [a 1* considers il caso, in cui dei tre numeri complessi y, o, 1 Ties-
snno ha il fattore 1 — a, I'alfra considera il caso in eui uno i essj 2 divisibile
per 1 —gq.

4. Sia primieramsnte nell’equazione

A 4l ol = ()

nessuno dei numer; complessi w, v, w divisibile per 1 — g,

Poiché nella data equazione compariscono soltanto Je ) esime potenze di w, ¢, 10,
cost si pud moltiplicare questi nnmeri complessi per arbitrarie )esime potenze del-
Punita; si pud cosi porre ats in luogo di w, dove h & un Ny, il guale, come &
facile mostrurs, sempre 5i pud determinare in modo che o' sssuma ls forma

¢+ (1 —a)2. P,

dove & & un numw ero intero Teale ¢ P nimere intevo complessy. La stessn forma
Pud davsi anche n v e w, Percid qui per w, v, » debbono essere prese ly seguenti
forme :

#H=f4(1l—=0g2. p
(2) o=b+ {1l —ap.Q

Ww=g-(1—qa% R,

1 numeri interi veali a, b, ¢ sono in causa della supposizione, che W, v e non
debbono essere divigibilj Per 1 — a, mon divisibili per 2. Ora scompongo la forwa
#: 4 ¢4 nei suoi fattori ad ottongo cosy dall'szusglianza (1) 1a seguente ;

3) (# =+ #) (1 + av) (2 4+ a%)...(u 4 ad=1o) = — a0

Questi A faltor non hanne glean divisore comune; poicha se y + g'p & u = ate
e avessero nno, dovrebbecy (0" —a*)u o (" — @*) v avere lo stesso divisore, ®
poiché u e v sono numeri primi fra loro. cosi il divisore comune non potrebbe
essers che a*— ot Ma qr — 4 € uguale nd (1 — g) molfipliento per nn'unita com-
=

I} Vedi § XI dalln Presonle mwemorin. =
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plessa, & quests non pud essere divisore & uno gj auelli % fattori, percha altri-
menti anche 1t 6 conseguentomente anche 1 dovrebbe essere divisibile per 1 — 4,

Poich2 ora tutti questi & fattori, che ¢compariscono al 1° mombro dell'aqna-
zione (3), sono numeri primi dne & dne frg Joro, ed il lore prodotto & egualo ad
una AN pobenza, cust essi debbono essere totti eguali a Jsime potanas g nn-

entrave come fattors, ¢gni numero complesso come prodotto dei suoi fattori primi
ideali, si rappresenta in un solo unico o detexminato modo. 8 otfiene dunque per
tutti i valori r=0,1,2. .. (r— 1):

(4} ¥+ 6% = a4l () , 44

dove ¢, & un wumere cemplesso fattore di ¢ o @E; (@) un'unita della specie fale
che E.(a) = E:(a~1),

Ora si osserva che 81 scompone lo atesso, come ¢ nolo, ogni wnita complessa
in dus fattori an og Befa), di cui soltanto uno & lg }estime potenza dell'unita, V'alire
ha la propriets di rimanare invariato alla tras formazione di a in q-1.

Poiche secondo | oquazione (4) t4 & uguale ad un reale numero complesso, ¢ost
concludiamo, seconilo quelio che si & sopra dimostrato, che anche 4, deva essere
un numero reale complesso; o poiché ogpi )esima potenza di un reale numero com-
plesso, come sj 8a, & congruente ad up nmmero intero realp per il modulo 2, eos

W= m (mod, &),
dove m & un N,. L'equazione (4) si muta percid nella congruenza -
(5) Yt @o=a'E (@)m (mod. 1).
Ora si muti 4 in a-', onda » g trasforma in o, ¢ in v, 1w in w, cosi a:
(6) Wt a*v'=aE, () fmod. A);
eliminando dalls Congruenze (5) e (6) la m s ha:
(7) A=+ atn) = an (w4 gr ) fmod. ),

Se si prende ors invece del modulo X il moduls (1 — g% ] quale & un divi-
sore di A, ¢ 8 opserva che secondo e efjuazioni (2):

U=a ., ¥=b , g=g4 v ¥=b  [mod. (1—a)9,
8i ottiene:
(8) a=% (& + a) = an (a4 a=t3) (mod. {1—a)%):

»
@ poiché generalmente =1— (1 — @) (mod. {1 — n)¥), cosi (uesta COngruenza
si muta pella seguente :

2ia+b) g= 20 (mod. (1 —q)),

(9) (@ +8)g=br (mod. 3),
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Be ora si chisma con k quell'N,, che basta alla congrnenza:
(10) (¢ +8) k=5 (mod. X):

k & indipendente da r e g =% .7, cos da la congruenza:

(11) a= (1 4 a®p) = atke (4 4 a—7v) (mod. 1)

Pel caso speciale di »=0, poichs non pud essere

a4+ =0 (mod. 4,
dalla congruenza (9) si ha:
¢g=0 (mad. i);

o8l
(12) wte=u-v (mod A);

€ poichd wu, r, o della data eguazione
“;. + v:: + lgl'h = ()
possonc essere arbifrariaments irasformati, cosi & amche:

tt+w=u-41uw) e
(18) {r—l—w'Eﬂ'-{- w' v A5
dalle qnali si hanno le tre pin semplioi :
[uE W I
(14) v=v¢ ; (mod. 1)

e

Perciv la congruenza (11) per ogmi valore arbilrariv di » gi trasforma nella
seguente:

(15) a (i - a'v) =a (g 4+ a—"9) (mod. X),
0 in:
(15) w(akt - a= ) 4o {alk=Dr — g=-1 ) =0 (mod. A).

Faccio in quest'ultimo =1 6 » = 2, ed ottengo:

fulad — g% ) v lath=1 _ g—=13) = 1

|t (0™ — =) g () — g—25=1)) = ( | wlan

(16)

T se si moltiplica la 1* i queste congruenze per a* - a—* ¢ da essa poi si
sottrao ln 2, o quindi la ltenuta si divide per v, il quale non ¢ divisibile per 1 — g,
pure prime con A, si ottiene:

(o* + a=F) [alt=1 — g-0=N] 4 @20 — 2D =0 (mod. r);
08SiA:
(8= — q=0=2)) (gtk - gk — A1 _ =D ) =0 (mod. i);
e quindi:
(17) (8% — a=06—=1)) (a=k —a¥=1) (1 —a)=0 (mod. A).

Se ors nessuno di questi tre fattori:

Fk—l — “—Lh—ij , “—l.:_ ak—-l - 1 — il
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per 88 & oguale a zero, il prodotto di essi contiens lre volte il fattore (1 — a);
ma easo dovrebbe contenerlo tante volte, quante‘sono la A, cosi A — 1 voltes, af-
finché la congrnenza realmante abbia luogo. Coll’esclusione dal caso nnico A = §,
questa congruenze non pud aver luogo, se mon &:

(18) {

Cosi deve essere 0 k=1 0 2k=1 fmod. A).
Ma il primo caso 4 =1 darehbe per conseguenza la congruenza:

(10) a=0 (med. X);

a*=! — g=lk-1 —= () oppure
a* — g1t =,

e percid non pud aver luogo. Il secondo caso 2% =1 darebbe luogoe alla congrnenza:
(10) a=h (mod. %j;
da cni segue, merce semplice sostituzions di lettere, che deve essere anche:
a=e¢ © b=c (mod. a).
Ma dall'equazione :
1w 4+ pb Lopi = 1)
segue, gecondo le (2) nycettate espressioni di w, r, v, che deve essere anche:
a- + & 4t =0 {mod, A);
cosl anches :
6+b+e¢=0 {(mod 2);

@ poiché a, b, ¢ sono congruenti, si ha infine 8a=0 (mod. 1), il qnale con acce-
zione del gis eseluso caso A —3, ¢ pure impossibile, poichd secondo la supposi-
zione u non contiene il fattore 1 — a, e cosi anche a non puo essere divisibile per A.

Con cid la prima parte della dimostraziono & data compiutamente, colla quale
viene provato che 'equazione:

wh 4 pd 4 gk = (),
se nessmmo dei numeri complessi «, », w contiene il fattore 1 — &, troe seco pel
modulo A ans congruenza impossibile, con sccezions del caso di A =23, che qui

non vogliamo particolarmente considerare.
». Sia secondarinmente nell'equazione:

-+t L wt =0
une dei tre numeri w.r,w divisibile per 1 — a; e aia il oamers iw; questo pubd
conienere il fatbore (1 — «) anche parecchie volte: allora s pone (1 —a)®w in

luogo di w, cos) che ora w non pad pin contenere il fablore 1 —a; cosi si & con-
dotti & studiare V'eguazione:

W ol (1 — a0 =0,
In luoge di questa io considero quest’altra mn po’ pill generals:
(19) W+ vt = (6). (1 — @)™, ?,

nella quale 1 {«) & un'unita complessa arbitraria. Scomponendo in fattori I'sspres-
gione y! + ol si ottiens:

(20) (v + £) (6 + av) (w + a%)... (+ @'~ 2) = E{a) (I — a)md, w4,
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I 1'a fattori w4 v»,4 -+ av...u -+ @*'v, haono tulti il maggior divisore
comune 1— a; all'infaori di questo, due di essi non hanno forse nessun divisors
comune. Parimante, se si prende per % ¢ » di nuovo, come sopra, le forme:

v=a+(1—a).P e ov=t+4+01—m.Q,
8i ottiene:

(21) -+ o' . v=a-+b—rbil —a) (mod. (1 — a)?;

MK 1+~ a' per un valore almeno di r deve essere divisibile per 1 — a, perchd
il prodotto di tutti questi fattori & divisibile per (1 — a)mi; per conseguenza auche
per A, e la congrnenza (21) diviene

{22) t4av=r.b(1 —a) (mod. {1 — a)¥);

da cui innanzi tutto segue cha per ogni valore di # la w+ "¢ deve couteners il
fatbore 1 — a, in lvogo del quale anche il fattore 1| — a*, che differises da
questo solo per un'unitia complessa, 1a quale vi entra come fattors; incltre che
#-+a‘v pud contenere questo fattors 1 — a* oppure 1 —a soltanto una volts con
eccezione del easo » = 0. Ma la quautita u-+ v contione veramente il fattore
1—a parecchie volts; ma in virti dell’ equazione (20) lo contiens esattamente
my—A-1 volte, mentre i rimanenti . —1 fattori lo contengone viascuno uns
volta, ed il prodotto di tuiti questi fattori md volte.

Ora 8i pone:
(23) #+o=(l —a)wi-it+l g
o
(24) w+ ar=(1—a 9;

cosi l'equazione (20) si trasformn nella seguente
(25) PP .Gy — Pp—1— E(a).wd;

e i fattori @, 91, s... 9o, i quali sono primi due a due fra loro, ed il cui pro-
dotte d uguale ad una A== potanza moltiplicata per nn’nnith, devono ossers tutt]
le stesss A®sime potenze moltiplicate per no'units. Sacondo cid si pué porre

= ela)wy? o Pr = & () 27 ;
da cui:
26) " w4 v=cela) (1l — qmwi—idl  yy~
®
(27) u4a v=efo).(1 — @)’

per tutti i valori r=1,2,3...2—1.
I nunieri compleesi 1y & ¢, sono qui parimente soltanto numeri reali complesai,
porche le Aefimt potenze di essi sono reali numeri complessi. Se si da alla ¢ v aléro

valore 3, si ottiene
(28) “t+av=e(a).(1—a".4%;
€ se dalle equazioni (26), (27), (28) si eliminanc « & v s ottiene

__tlet—a) (1 —a)

29) |- N E— o N(l—aie—= | gpy) |
( gr (A1) . 1, e L) 1y T—ai—a) (1—a)lm—1 |
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Se si divide per e {a) e si pone

—efa) ela).(ar—a") (1 —a)

e le) e (a), (o) (1 —a") (I—a) = H; (a)

& dove = (a) ed E, (#) seno parimente uniti complesse, cosi si ofliene
(30) bl 4 &(a) t¢ = By {a) (1 — a)m—Vi , 40k ,

Se ora m > 1, come & note, & (1 — n)im=12 = () (mod. L),

Oltre a 10 poichéd . e ¢, sono reali numeri complessi, le 7= potenze degh
slessi numeri reali infteri debbono essera congruenti rispetto al module 7, cos
dleve essare

t =c¢ o &=k (mad. A
L'equazions (30) dia quindi ls congruenza seguente
¢t+e(a). k=0 [mod. &);

dalla quale segue che |'units = (¢) & congruents ad un pumero intero reals rispelto
al modulo 1; o vos) € (a) deve essere una )°™* potenza di un'altra nnila; percio
£(a)= & ()2 . '

Se ora si pone & (n) .6, =1 ed in luoge di ¢ il segno u, 1" equazione (30)
8l muta nella segnente

(81) ws + 0t = (a), (1 — a)=—1%  gpyi |

Ms questa equazione & per la forma perfettamente eguale all'equazione (19),
dalla quale & derivata, e differisoe da essa seltanto percid che m & diminuita di
un'onita, Se si adopera lo stesso metodo aull'equnazione (31) &i ottiene di nuove
dn esss nn'equazione della stesss forma, melln quale s & minore di due uniba,
che nell’equazione (19), e vosi via. Colla ripetizione di guesto procedimento si
giunge semprs ad nn’equazione della stessa forma della (19), nella quale & m=1;
ma arrivaii a quest'nltims, poi il metodo che richiede, come sopra si & detto, m = 1,
non & pin servibila. 8i ottiene cosi un'equazione dalls forma

(82) W+ o =1 (a) (1 — a)t . wh .

L'impossibilita di guesta equazione si dimostra facilmente, se verri dimostrato
qnosto: s la lorma ¢+ - o contlene sovratutto il Fatbore 1 — a. essn lo deve
contepere almeno (X -+ 1) volie. Per dimostrare cio pongo per % e v, come Bopra,
di nnove le formo

w=a+(1l—apf.P , v=0+4{1—a)t.Q;
cogl s8i ottiene di noowo
(33) 4+ a"v=a+ #—rb(l —a) (mod. (1 —a)?).

Poiché ora s + #* & divisibile par 1 — g, & poercio anche uno almeno dei fat-
bori di questa esprossione, i quali tutti hanno la forma: w + a*v, deve essere divi-
sibile per 1 — @, cos) ne segue che a -+ b & divisibile per 1 — g, e quindi anche
per A. Allora la congruenza (33) si trasforma come sopra nella seguente

{34) w4+ ao=7¢{1 — a) (mod. (1 — a)?).
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Cost tutti i fattori della forma
w40t = (u+v)(u+ ao) (4 + a*s)...(k+ at—17)

sono divisibili per 1 — a; ma il fattore u - v & divisibile per (1 — a)*; percio il
numero di tntti i fattori 1 — o contennti in w2 + ¢ & almeno uguale a A 4 1.
¢id che dovevasi dimostrare.

Cosi I'oquazione (32), nella quale w non & divisibile per 1 — a, contiene in 53
la contraddizione, che il primp membro di essa & divisibile per (1 — a)*+1, mentre
il 2° membro non lo & Quindi I'equazione (32) & impossibile, e percié anche
Fequazione (19), dalla quale sssa @ derivata, & impossibile: in qaesto modo chis-
masi on’equazions, la quale non si possa in alcun mode soddisfare mediante
numeri interi complessi

6. L'equazione

Wf ot - =

& dungue impossibile in entrambi i casi, tanto s» nessuno dej numeri complessi u, v, w
& divisibile per 1 —g, quanto se anche uno di essi viens preso divisibile per 1 —a.
Poreib il teorema di Fermat &' dimostrato non solo per uumeri reali interi, ma
altres) per numeri interi complessi, formati da 2™ radici dalle unita, per tutte
yuelle potenze, i cai espomenti 2 sono degli N;, ed i guali soddisfano alla condi-

zione, che non compariseono in nessuno dei primi numeri bernonlliani -21~ (A—8)

come fattori del numeratore.

Poiché A =5,7,11,18,17,19,923 » 20,381, 41,43 adempiono n questa con-
dizione, cos1 il teorems di Permat & dimostrato per tutii questi esponenti. Ma
per A =37 la data condizione non'® soddisfatta: e quindi il teorema di Fermat non
& dimostrato por 1'esponents 37 e per gli esponent! 37 . m.

Le mie presenti cognizioni sulln teoria dei numeri complassi non mi hanno
ancora fornite il mezzo di poter dimostrare la non solubilita o la solubilita del-
I'equazione di Farmat per i rimanenti numeri primi, i quali non soddisfano alla
lata condizione.

¢ VI
Meworie di Enlero. (¥)

1. Al capifolo XIII dell'slgebra di Eulero pag. 242 si ha:

“ De quelques expressions de la forme az® + &y*, qui ne sont pas réductibles
& des carrés ,,

In questo capitols Eulero incomincia a dimostrare che ot + y* non pud essere
eguale ad un quadrate = e poi dimostra che & pure impossibile che 2% — u* sia
eguale ad un quadrato z*; siccome le dimostrazioni che egli ne da sono in sosianza
le stesso di quelle che abbiamo veduts pit innanzi, erediamo converienta di omattarls.

(7} Vaidl Eiéments d'algabre par M. Lionanp Euler, tradnits de Inliomand, tome second. Lyon
et Paris, 1774,
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2. Nello stesso capitolo XIII a pag. 248 ulero dimostrs questo leorema;

* 1l n'est pas possible de tromver denx cubes, dont Is somme ou biem la dif-
férence soit une cube .

La dimostrazione di questo teorema & identica a quella data dal Legendre,
che noi abbiamo riportata nel § IX della presenie memorie, quindi & inutile di
qui riportarla.

§ IX.

Hemoria 20 di Legendre. (%)

" Recherehes sur quelgues objets d'analyse inditerminde ot prrticulidrement sur le

shéordme de Fermui o

1. Qui non ripurleremo di questa memoria che la parte, 1a quale ha stretta
attinenza coll'nltimo teorema di Fermat.

2. Quantunque s fevrin dei numeri sia ora di molto progredita rispetto ai tempi
di Fermat, tutlavia ancora rimane da dimostrare noa proposizione scoperts da
questo seienzialo e ciod:

“Unbum antem in dnos cubos, ant quadrato-quadratam in dnos yuadratos, ¢f gene-
raliter nollam in infinitum wltea quadratam, potestatem in duos ejusdem nominis
fas esl dividere, cujus rei demostrationem mitabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet .. Pramar, Notes sur Diophanve, pag, 61. Queste ultime pa-
role autorizzano & eredere che Ia dimosirazione, di cui parla il Format, non avrebbe
ocenpato che un piceiol nnmero di pagine, se la sl avesse a postra disposizione,
Quests dimostrazione era dunque assai pin semplice di quells, di cui noi ti sor-
Viamo in questo scritto per dimostrare solamente cle la solnzione, se e ne & una
nei casi non risolti, non potrebbe essers data che per numeri di una grandezza
prodigiosa.

Il caso delle terze potenze & stato dimostrato da Eulere e quello delle quarte
lo & stato dimostrato egnalmente con un metodo, che Fermal slesso aveva suffi-
cientemente indicato; ma non si & andati al di Ia; e quantungue I'Aceademia delle
Scienze di Francia, a fine di onorare la memoria (i Fermat, avesse proposto per
soggetto df ino dei snoi premi di Matematiche, 12 dimostrazione del teorema snd-
detto. & gnantungue avesse provogato i1 limite di yueste concorse al di Iy Asl
termine ordinario, pur tutiavia non si oftenne lo scopo che V'Acendemia si ripro-
maotleva.

Adungue sembra che nna diffieolti particolare sia inerente a tale guistione
e che non si conosea ancors il principio specisle, che sarobbo necessario per risol-
verla. Aspeltando che nn caso fortunabo faccia rilrovare (uesty principio, tale
quale Format lo aveva conosciute, i enltori dalla teorin dei numeri vodranne forse
con piacere che il caso dells quintePpotonze pub essere rigorosamente dimostrato.
Ora esporremo questa dimostrazione, facendola precedere da alenme vonsidernzioni
generali intorne alle condizioni, alle quali dovrebbero soddiafave le tre incognite,
8e la soluzione fosse possibile. Una di queste condizioni & che I'esponente dolla
potenza, od anche il suo guadrate, sia divisore di nua delle incognite; e si osser-

(%) Mimuries de Vuemiiniie Yoyl es sciences de Uingeitut de Frasce, lome V1. Paria, 1823,
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vera che guesta semplice condisione, facile s dimosirarsi per piccoli valori del-
l'esponente, diviene un problema difficile e non risolto, allorché si vuole estendezlo
ad nn esponente gualungue.

3. Ora si tratta di dimostrare che I'equazione

ah gt 20 =0,

ove n & nn Np maggiore di 2, & impossibile in N,, salve il caso svidente in cui
uno quelungue dei numeri z,y,z fosse nullo. Per semplicith si soppongono i
numeri &, y.2, i cni valori ed i cui segni sone indeterminati, primi due a due fra
loro; e percio dne di essi sarammo degli N;2 -+ 1 ed il terzo un N, 2.

4, Teorxma. — Sic x+y +2=7p, io dico che p ) un Ny,

Dmvostraziove. — Infatti essendo n un Np, la quantith #° —x & un Nya, o
Co8l y* —y, 2% — z sono degli Nin: dunque Ia lore somma

(@ —2) (1" —p)+ (P —2)=2"t ppt+ 2 —(z+y+2)=—p

& m Nyn.
b. Trowexs. — Jo dico ova che p® 3 divisibile pel prodotio (x-+¥)(y-+2) (24x),
sicche si potri porre
PP=Ix+7)y +2)(z+x).P,

ove P 2 un polinomio in x,y,z omogeneo del (n — 8)wo grado.

Dmosrrazions. — Essendo n un N, 2 + 1 qualongue, p* — 2* & sempre divi-
gibile per p — = ossia por @+ y; e cosr pure z* + y* & divisibile per x  y;
dunque p* — 2" — 2" — y» o semplicemente p® & divisibile per z -+ y. Analogs-
mente si dimostra che p° & divisibile per y 42 ¢ per 2+ 2 Dungue se » &
un Ny 2 + 1 qualungue, p" & divisibile pel prodotto (z+ y) (v +2) (= + ) ece.

6. Se si suppone che uno dei numeri z, y,z non sia un Nyn, bisognera pure
che uessuna delle z -4,y + =2,z + 2 non &is un Nin, poichd se per es. z -}y
fosso un Nyn, I differonza p — (x + y) = z sarebbe un Nin; il che & contro I'Hp,

i. Supponiamo ehe uno dei numeri 2, y, =, per es. z, sis un Nin, allora y -+ 2z
non solo & un Nyn ma & un Nyn*='. Infatii poichd si ha z" + y" -+ z* = (, bi-
sogna che #° 4 2% gia un Nyn®; ma p® 42" & il prodotto di ¥+ z pel polinomio
yol—ey - 4-2lye-3_ - emesifain questo polinomio y + = = 0 ossia 2 =—y,
essn diviens ny"='; dunque, siccome y non & un Ny, poiché 2 ed ¥ son primi fra
love, il polinomio sara divisibile per » semplicemente e non per una potenza pia
elevate di n. Dunque y + z sara divisibile per wo—*, In generale se x fosse divi-
sibile per n¢, o y + =z sarebbe divisibile per une—1 g P semplicemente per n.

Ossemvazions. — Da cid risulla che fucendo y* + 2 = (y +2) p (y,2), i fat-
tori y -2 ¢ 9 (y,2) avrannoe » por divisor comune o non ne avrauno nessuno,
secondo che z & o non & un Ny

8. Consideriamo dapprima il caso, in eni Puno dei tre numer; 2, y, = sia un Nin,
e sia z guesto numera: allora facendo VYt+2 =tz 9y 2)=(—z); e sic-
come questi due fattori y + z, 7 (, 2) non possono avere che n per divisore, come

risnlta dall’Oss. del n. 7, bisogneri che n(y + 2) o %q[g, z) siano l'ano & 1'altro

delie potenze n==w*, {] cuj prodotto sark eguale a (— 2)°; percid faremo in gene-
1

rale y+z—_-;—nn, @ essendo un Nyz» o un Nyne e @ (y, 2) = na®, cid che sup-

PONO &= —gaa, ¢ di pii o primo von ne.
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Analogamente si awri, non essendo y ez degli Nin:
PrE=PrEa =P y=— ¢ zty=0, ¢p(z,y)=—1% s—=—¢r.
Si-avra dungne ad un tempo le nove equazioni :

y+==%ﬂ‘ﬂ Py 2 =n2°, z=—az,
lz+x=bn’ @ (2, z) = 7, ¥y = —bj
2+y=¢n! ‘P(JF;.!!)=T”p g =—0Y.

E si ha
@=%ﬂ+w+ﬁ
6 8i avra quindi

z:p—-i—a"=;—(b“—|—c“—71'—u“):

l I n nj .
#—P_b":?(ﬂ‘ +;ﬂ —b).
z=p—-r:"‘:.%(%u"+b“——c‘).

9. Esiste pure una relazions fra «, b, ¢, la quale si dedarri dall'equazione

P= ot bt

combinata colls equazione
1 n
0_.__ ('P = an) + (P _bu]u i_ |'p _cn]n'

8i sa d'alira parte che p” dun Nin (y 4 2)(z + z) (= <+ ) o un Niabe; dunque
81 pud porre p = abeD; quindi si avra

2a.bcD=-:Tu” e

L collo svilnppo dell'squazione precedente si otterry in cisseun caso partico-
lare un'aitra equazione fra ¢, 3,0, D ece.

10. Se supponiamo ora che nessuno dei nameri z, ¥, % sia tm Nyn; allora il
solo cambiamento da farsi nelle nove equazioni del n, 8 sara di » @ 0 at o wan

i 2°; ma si vedrs che questo caso non pud aver luogo.

11. Se una delle indeterminate =, 4, > 2 un Nin, io dico che & necossariamente
anche an Nin? o cosi pure » sara an Nyn? ,

lnfatti essendo = la indeterminata che # un Ni#n, ed avendosi

%=1m+w+a
’ n o .
in cui 2p e j'lTu“ sono degli Ny, oeccorre che 3% 4 ¢® sia un Nin. D'alirs parto

b — b, ¢ —¢ ossenda sompre degli Ny, la loro somma b +4c*—(b+e¢) d un Nyn;
dunque b+ ¢ & pure un Ny Sia b4 ¢e=mA. si avra

bﬂzt—-ﬂ-f— ﬂAlnu
a8
6" 4 6" = nev-1  nA —Lﬂ_jc“" -n*A% 4 ot ;

1
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dn cui ai vede che 3" -+ ¢* & sempra nn Nyn®. Ma la parte % a® & pure un Nyn?

nel caso di »=23 e per una potenza piit olevata di n, allorchd & n> 8. Dungue
1 a , ’

SR sempre p — Pl Nin* ossin z sara un Na?®,

12. Ora mostreremo che una delle incognite x, y, z & necessariamente un Nyn, "
Avendo gik posto p = 2 + y + 2, faceiamo ora g = xy + y= + 22, »=2yz, di
maniera che le incognite =, ¥, z sono le radiei dell'equazione
Vi—pVi4 gV —r =0;
ora si ha
Si=p: Se=p'—2¢; S=p"+3(r—pg),
ed in generale

Sm pa— pm F— ”'g'pm—ﬂ + ?”rpln -8 _I._ m_[%___aj q!pm—‘ — — an—_ﬂ . Qgrpm—ﬁ

(m — 5) (m — &) [m — 3) % (m — 5} (m — 6) g
_I_m *.l'lll2 ,.lpm-n_"' m 2-3[111 a Fpo-s + m(m 2-31:1 . gty

m— 6) (m— 7 " fin —T) (m — 8
2 2_13‘WPI ), Bgrapm—s 4 T 2. 3("1 )"a}’“’”g + eic,

guesta serie dovemdo essere prolungats sine alle potenze negative di p esclusiva-
menie.
1°, Bin 2= 3; si ha 8: =0, quindi si ha
P'=3pg—r)=3@+y ly+2)(z+=);

dunque p & divigibile per 3, e di pin wno dei fattori 2 Tih ¥ +2 z+ 2z surh
nn Ny 9; sin questo y + z, allora p — {y +2)=ga & un N,3; di pin si pud con-
cluders, pel n. 11, che z & un N,9 come p.

2% Bia n=>5; si ha 8; =0, la guale da

P’ =5(pg—r)(p*—g),
OVVErD

2 2 2 2
P=5la+ gy o) e+ EEE TV

S8 nessuno doi fatfort @4y, y+=. e+ & un Ni5, bisognara che e e e
o ls parte z® 4 o® 4 2* sin un N,5. Mau ogni numero noa un N5 ¢ delle forme
am 1, 5m = 2, ed il sue quadrato della forma 5m + 1; ora tre N, dells forma
£ 1 avrwamo’ lp sommn delle forme Spp == 1, dm =+ 3; danque & impossibile
che 2%+ y* + 2* sia un N;5, se non lo & nessuno delle @, 3, 2. Dungue iu questo
caso una delle indelerminate & un N5, ed & ad un fiempe un N;256 coms .
Questi dne ultimi casi possono essaye dimostrati anche cosi:
1° Un cubo noo un N8 & delle forme 9m =+ 1; ora fre dei resti + 1, non
possono fare né la somms zero, né ln somma 9; dunque se si pué soddisfare in N,
all'equazione #*+y'+2*=0, una delle tre indeterminate sara necessariamente un N;3.
2% La 5* potenza di ogni Ny, che non & an Ni5, ha necessariamente uns
della guatire forme 25m =+ (1,7), cid elie s pab verificare sulle guinte potam:; dei

(*) Ossenvazione. — 86 por oo, x & un N ed n & un Np, ne connngue che & y— = (moi. n).
D, Gaxnrory.
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nmmeri 1, 2, 8, 4, che divise per 25, dhnno gli stessi resti, che darebhero 1e
quinte potenze dei mumerl 5z + 1, 5242 5r+ 3, 52+ 4. Ora tre dei quattro
resti + 1, + 7 non possono fare né la somma zero, nd la somma 25. Dunque se
Pequazione z* + ¢35 -+ 25 =0 & risolubile in Ni, hisognera che una delle indeter
minate siz un N5 ece. ‘

In genernle un tal principio si dimostra cosi:

Supponiamo che si abbia z° + y* + 2" =0 o 6 sia un Np non divisore di xYz;
peiché = e 0* sono primi fra loro, si pud supporre y = fz + 80, z = gz + bag;
e facendoe la sostituzione si vedra che 1 + f" 4 g* & divisibile per 0*, o che sop-
primendo 3 multipli di 8%, 83 ha (— go) = 4 1; dunque fra i resti delle potenze
neite divise per 0%, ve ne sara sempre una, proveniente da (0 —g)* o da (— g)o,
che superera di un'unith il resto proveniente da /. Se questa condizione non si
verifica nella serie dei resti, si deve conclndere che vi & necessarinmente uno de
numeri z,y, z divisibile per 8.

13. Dell'equazione z*+ y¥ 4 2% = ().

@) Poiché una delle indeterminate deve essere un Ni5 ed un N425, sia =
questa indelerminata, o si trovera come al n. 8, che l'equazione y* + 2% = — 25 g
scinde necessarinmente in due altre di questa forma:

1) f i i
W' —y% + y%® — g2t b =5,
cib che suppone z = — 5ir, r essendo un Ny2 + 1, positivo e primo con 5 Cid

posto, vi sono due casi da considerare: secondo che z & un Ni2 o un N2+ 1.
17 ¢aso, in cai 2 & oo N,2
b) Allors ¢ & un N;2, y ® = sono degli Ny2 4-1, e la 2* dell'equazioni (1)
si potra mettere sotfo Ia forma:

Dividendo per 5 & meftendo in lnogo di y*-}2y= 4 o* il suo valere 5579, si

AVra:
= () =

Nella nostra Hp -;—[!;"'-f- z%) e %.5‘ - 81" sono degli Ny; d'altronde poichs i

1? membro & della forma p*— 5¢% il suo divisore » dovra essera delln forma
stessa, sioché si potrh fare r— f*— 5y%; poi facendo (f—- pV5 ) =F4GYVS5,
cid ¢he da:

F=7(f' 4 50 2¢* - 125 4%
G =58 + 107 g*+ 5,

8 avri +*= F*— 5G", ¢ per conseguenza:

y®+ = 3_ (ar‘w)_ S
(—2_ 5 (Fg) =¥ — s,

Per ottenere npa soluzione genevale di questa equazione, bisognera prenders
due numeri m ed n Lali che si abbin: (y A YEP —m - Y5, & essondo un Ni;

P s S
s o RESLTE
M L s T i S LSy T e e -

- -
b

ol et

-
. - P 1
i | e

,..

LW, R
W TE i
e R i ]

S TR c

w2
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guesti Ny soddisferanno in generale I'equazione m* — 5n¥ — 1; e ai potrk snppore:

2 u 7410 -
v -gz + 52‘ Vo =F+GV5)m+nv5);

cio che dara:
' +2%) = ml + 5nG,

. 5'- aln - ﬂ'g + ﬂF.

DD bt 1| -

¢) Queste formole contengono un’infinita di Boluzioni, poiché si pud pren-
dere per k un N; qualanque; ma gueste soluzioni in namero infinito sono solamente
susesttibili di cinque forme diverse. Infatii, qualongue sia 1'esponente k, sarh
sempre di una delle cinque forme: 5i, 5 +- 1, 5 4 2. Ma osservasi che la parte
indeterminata 5i pno sopprimerai, essendo compress nell'sspressions di #°; poichs
mi pud fare: (f+9V5)(9=:8Y5)=F +4 V5, osi aved di naovo r =f*—5g";
aicche basteri di mettere / o ¢ in luogo di & g nui valori di F » G. Quindi
non resta che a considerare i cingue valori 4 — 0, & 1, = 2, ai quali corrispondono
por m ed n i valori segnenti:

m=1, 9, 161; n=0 +4 +172

d) Si osserva ancora che nell'eqnazione %.é".t‘?:mt’% +aF, ove &3 &

sampre un Ny§, il tormine nF non pud esserc an N,5 se nom lo & n; poiche »
essendo primo eon 54, ed il sno valore essendo [*— 5g° f non pud essers nn N, 5,
8 per conseguenza I' non pud essere un N5, Dunque dei cinque valori di n, non
8i pud ammsiters che il valore »=— 0, che corrisponde ad m = 1; cio che dara
per sola solnzione ammissihile:

e
3570 =G =5g(f*+ 101" + 5p¥)

%.55.!“:-9{1“—!—101“5;54- 5%,

In questa equazions i due fattori del 20 membro sone primi fra loro, ed &
necessario supporre ¢ un N,2; poiché se g fosse un N,2 -+ 1, f dovrebhe essere
un Na2, ed il 29 membro della nostra squazione sarebbe un N32 + 1, mentre che
il 10 & divisibile per 2, poiché £ & un N,2; se ne conecludera che 'equazione pre-
cedente non pud essere scomposts in due altre che nol modo seguente, in cai i
SUPPONG t=2ur'; g= 5¢, 2%, 4", £ L 1077 p* + 5yt =% Nella 2° squazione il
1 membro pubd mettersi sotto 1a forma: (f* 4 572 — 5(2¢%*; dunque il suo di-
visore # dove essero della forms p?— 5¢%; e lo stesso si ha per % e per con-
seguonza &i potrh fare: »®=f"* — 5g"%: o quindi si avri: #1°— F*— 5@, Fe
G essendo delle funzioni simili ad F o G- si avra dunque I'equazione:

(".'I 3 sgnji —5 (29:}’ = e ‘.-ﬂvs;

in cui 2¢ =512 83,9 o oo sopra si trovern che Ia sola soluzione ammis-
sibile &:

Hua 1 2[5_ uSD _ g*rfl‘! + lOfJ‘l gll + 53‘“)-
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Facendo ancora u =u's»", " sssendo primo con 10w, questa equazione non
potri scomporsi in altre due che cosi:

g =D5H", 21y
f‘“ + mfu gl! + 5314 = (3")10,

¢) Cost si rieade sulle equazioni che son gompre deila stessa forma e la

eni serie paé prolungarsi indefinitamente,
Ora avendo fatto successivamente z — — or, b= 2w, u=w'+", ' = u" »" ote,
ne segue che ¢= 2 = 24/s'r’ = 2u'Yr'r" ete. sicehd |l numero dei faitori r
numenta eontinuamente nell'sspressione di . Ciascuno di questi fattori determi-
nati da un'eqnazions della forma: ;-10m — =+ 10f°g* -+ Bg*, ove [ e g sovo degli

Ni sempre crescenti, poiche si ha: g :—é— (2g%)%, f*> 5y® & certamente maggiors

i 1; e non pub come un N; essere minore di 2. Dunque supponende anche che
la serie w, o', i',... avrebbe per limite 1, {1 valore di ¢ composto di un mumerp
infinito di fattori 2, ', +", +".... ¢he non possono essere minori di 2, superera tosto
ogni quantita data. eid che non pub sccordarsi colla supposizione falia, che i va-
lori primitivi di «, .y, = siano dati in N; finiti. Dungue 'eguazione proposta &
impossibile nel 1° caso, in eni si suppona che una dells indeterminate sia ad un
tempo un N¢2 o un N5,
2" caso, in eni z & un N2 1.

7) Allora le due indeterminate y e # saranno I'nna pari e I'altra dispari, e

la 2% dell'equazione (1) si potrd mettere sotto la forma

-

g 1 1
= gy +P—5 (f yz) = 5s?,

in cui si vede che —%yz & sempre un N; e che y‘—%yz-{—z‘ deve essare

un Ni5: infatti si ha
fs——]—y'z—l-a’z{ +z}'-—5(—l—yz)=bar‘°—5(idz)
Y 2 u ) 2.’ '

L'equazione precedente pui dungue scriversi eosi:

1 f . 1 + __‘g 2
.l_l -_._- y— — 3 .I,l‘z F ST <

H

6 poiché il mmero impari » & divisore di un numero della forma p*—5g%, In
oui p e ¢ son primi [ra loro, sark esso medesimo della. stessa forma e cost — 7
poiche si ha che ogni Ny della forma p* — 5¢° & allo stesso tempo della forma
5a® —b%; 81 pnd quindi supporre —.1-=f3 — g%, o [acendo come sopra,

(f+9V5 P=P+GY5,
8i nvrd — 8= F*—50G%, e l'equazione da risolvere sath:

1 3
(%yz)!—ﬁ(”z“?”“"“’z) =F*—5G"
5
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Supponendo di nuovo m +n¥Y5= (9= 4Y5)", Ia risoluzione generale di fgnesta
equazione si otterri facendo

1
e 2 —
s+l B (5 QVE) G+ 1),
b
cio che dia:

1o

yr=mVF+ 5ni3,
1

Da queste dne equazioni si hanno:

%(y-l-zl’:lrn—!-ﬂlf' + (1 + 5a) G,

OVVers
5T =(m L )T+ (m + on) .

) Poiché G & sempre un Ni3 e che ¥ non lo & questa equazione non pud
sussistere, & meno che m -+ 2 non sia un N;3, Ora dai cinque valori di m ed n
qui sopra riportati, si trova che questa condizione non pub essere soddisfatta che
supponendo m =9, n= — 4, ¢id che dara:

5"t =5F —116,
o dividendo per 5 e sostituendo i valori di F o G-
S = (f—11g)+10¢*(5f— 114) + S —2g).

Si vede dn quests equazione che (f— g) deve essere divisibile per 5; sin dun~
que f= g+ k, & essendv un unmero divisihile per 5; e si avra

f+9V5 =0+ (2 +V5),
sicchd si potra fare diretlamente :
F+813 =[+ g1 4V5 1F =t 500 gl 1415 )+ 28 hg? (341 5 )80 A2 (2415
+ 40hg* (T48V5 ) + 166 (11 +5V5).
D'ende si deducenc i valori separati di F ¢ G: ma siccome non si ha bisogno
che delln guantita F—l—; G, si polrh mettere in questa equaziope — 3 in lnogo
divs, e quindi si avra:

F——%G=h{h’—6k’g+lﬁk’y"—- 16 hg® + 16 gY),

& per eonseguenza :
5'" =h (h* — Bh' + 16 A% — 16 hy* + 164%).

h) Gin si sa che h & un Ni5 e ¢he g nonlo &, ed osservando di pin che b
deve essere un Ni2 -+ 1, e che cosi i due fattori el 2¢ membro son primi [ra
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loro, la sola maniera di soddisfare & questa equazions b di seinderla in altre due
o8l ;
h =35,
h* —6h% + 16 h*g® — 16 hg® + 169 = »"1°,
oid che suppone ¢t =1, +' essendo primo con 5ie.
La 2% equazione pud essera messa sotto la forma:

10— (h* — S gh + 6 g — 5 {gh — 2%)%;

da cui si vede che + deve essere della forma p* — 5b%; e cosi #* deve avere la
stessa forma; si potrin dunque fare

PE=Ft 5%

cib che davi »'1% = F'* — 503'%; ¢ si soddisfarh generalmente all'equazione precedente
facendo

W —3hg+ 6g* =mT + 50 G,
ah — 29 =nl + mG';
¢io che da infine A% o:
S = (m+80)F + (3m + 5n) G
Poiche G' & un Ny 5 e che F non lo &, quesia equazions non pud sussistere

a meno che m —+ 8n non sia un N, 5. 1 soli valori di m ed n possibili per eib
000 m = 161, n = — 72; ¢id darh dividendo per &:

51 =0 — 1—:—38'— 11 ¥,
o sostituendo | valori @ F o @'

SUwt=7M (128 ¢ — 111)+ 10/ %*(128 ¢ — 55F) + bg® (123 4 — 2751).

7 Da questn equazione si vede che 8¢° — f & divisibile per 5: sia dun-
que £ =384 — &', &i avrir:
F46YVs =[—¥4+4(3+13),

0 facendo lo sviluppo

FoAG 1o=—n"+3hyB+V5)—20nsg2(74+313) +
+ 80K (g +4V5) — 40 g* (47 + 2115 ) +
+ 16 ¢ (128 + 551/5).
Moltiplicaudo tatto per — 11 o ponendo n Juogo di 11 V5 il valore fit-

E% &' — 11F, ovvero
5
»
SN =4 (11 K — 42 47 4 B4 W2g* — 48 Ko™+ 16 g').

fizio — 1—?. si Aavra

Ora % essendo un Ni5 o ¢ non essendolo, questa equazione mon pud scindersi
in due altre che cosi:
A = jllyia0
LB — 42 A0 4 64 Weg®* — A8 W §* | 16 ¢/ — 420,

¢io che suppone x=1w's' ed »" primo con 5.
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Questa nltimn equazions pud essers messa sobto 1a forma :
Ar'0 = (Bg't — 12¢K + TH®? — 5K4:

d'onde ne cousogue che ' deve essers della forma p* — 5¢%, @ cosl »'*; dunque
i puo fare ¥ =1 — 54 ¢i6 dara r2=F"—_5G". Ora sia 4 =p2 — 5y, iy
6 v essendo degli Ny2 4 1, &i potra supporTe:

By  — 120K +TH 4 1315 = (P 4 6'V5) (ke +vV3):
eio darh :
k‘l:FG” +VF.'

Mr poichd ' & ' sono degli N5 o che F* non lo &/ qnesta equazione non
pub sussisters a menn cha v non gia un N,3, F siccome si ha in ganerale:

p+vﬁ=(3+ 15) (m+nY5),

p=3m+5n , y=m-+8n,

¢id che dk:

non 31 poira avere che m =161, n—= — 72: da eni risulta p=123,v=—55.
di maniera che si avra A2 o oy =125 G" — 55 F.

k) Cosi ricadiamo sopra una equazione simile all’ equazions gih considerata
51" — 128G" — 55F; d'onde ne consegue che le stesse trasformazioni potranno
essere conbinuate all’infinito; cip che supporra infiniti i valori primitivi delle in.
determinate. Poi avondo fatte Buccessivamente:

LTI

T = — Htr, b=wr, w=ur, §=u'r"..,etc.
st avra

L

L=y’ = u's'y = sy =...eie.;

siccht il numero deoi fattori r auments continmamente nall'espressione di 2.
Questi fattori sono dsterminati da equazioni, che si possono ridurre nlla stessa
forma, e cisd
U= BrAT SR, W = M 50 4 5 ete s
d'alfra parie si ha

h = 5%;1¢ h = 5130 K = 525" ale. ;

sieché la serie A, ¥, ' ... otc. & vapidamente crescente, anche suppovendo che i
unmert %, ¥, " ...ete. abbiano 1 per limite. Dongue i numeri », #, +*... otc.
sempre maggiori di 1, non potranno essere minori di 2; e da cib ne consegue
che ¢ diverra jufinito.
Dungue equazione 26 4 ¥' -+ 2*=0 non ammette alenna soluzione in Ny
#) Ora ¥ dimostruto che I'squazione 2t 4 y* + 2" =0 non puo aver lnogn
per m, che & an N,2 -+ 1, delle forme N5 e Ni8. Rispetto agli aliri casi del teo- .
reme di Fermal, uwon sembrang Potersi dimesirare eoi metodi impiegati par il 3°
e 5° grado; si sa solaments che |a soluzione, se ne avessimo una, non potrebbe
essere data che per numeri grandissimi,
14, Nuova dimostrazione del teorema dj Fermat nel caso del 3° grado.
a) Al solito supporremo che esistano tre Na: 2, y, 2 positivi o negativi, che
soddisfano 1'equazione ;
' 4 '.‘.'f' + 28 = v,
colla condizione che siano due a dye primi fra lore, e quindi due sono degli
12+ 1 ed il 3° & un N,2,
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Ora vedremo quali consegnanze risultano da questa Hp; dividersmo la dimo-
strazione in fre parti.

1%, L'vno dei numeri z,y, = deve essers un N, 5.

Infatti ogni numero non mn N3, positivo o negativo, & della forma 3m + 1
ed il euo eabo 27m® *+ 27m* + Om + 1 & della forma 9n =+ 1. So dungue nessuno
dei tre numeri z,4,z non é un N, 8, Ia somma dat loro cubi 24 o' + 2" dovrk
easere di una delle quatiro forme 9n % 1. 94 = 8 o non potrebbe per cousegnenza
ridursi & zero. Dunque uno dei tre numeri ,y, z & necessariamente an N.3,

2% Quella delle indeterminate che ¢ un N22, & ad nn tempo no N,3.

Sia z un N2 o sia 2= — 2%, « essendo un N;2 + 1; sicché si ha l'equa-
zione :

2! + yﬂ — Dlui,,d :
io dico che u & wn N,3.

Infatti supponiamo, se & possibile, che « non sin un N;3: il 1° membro +
¢ il prodotto di due fattori z +y e x*—ay +»* il quale non pud avere che 3
per divisore comune (vedi Oss. del n. 7); & poiché 3 npon divide il 2° membro
2%my*, ne consegue che questi due fattori son primi fra loro, 11 jore prodotio deve
essere un cubo; se d'alira parte si osserva che =* — zy + 4* & sempre an N,2 + 1,
se ne coneluders che 2'™ deve essere fattore di z + y; cos1 si dovra porre:

x4y = 2a?
r-:_:.y,]_y&: BS;

cio che sappone w==f, § essendo un N; prime con z.
Ora se si metie la 2° equazione sotto quests forma:

r=(3 oy

8i vede che il 2° membro essendo della forma p® 4 8¢%; il suo divisore f, che &
un N2 + 3, dovri essera della stessa forma. Facendo dungue = f*- 34° poi

F+o9¥V—3)"=F+ay—s3,

P=f( —8y")

4 = P 4 362,

vidr che da

8l avrih

siccht si soddisfers generalmente all'squazione precedente [reento;

.‘B"f-y'__ 37_51_-1_
s B W

z =[*+ 8f'g — Ofg* — 3¢°,
y=17" —8fs— 9y + 84"

Ora z essendo supposlo non un N,3, bisogners che umo dei numeri z ed o
sig un Ni3; cid che esige che amche £ sia un N;8. Ma allora i due numeri z ed v
saranne divisibili per 8, come z; cib che & econtra I' Hip,

Dunque I'indeterminata = se & un N,2 sarda pure nu Ni3 e si dovra fave in
gonerale == — 9™ 3v 4, « essendo primo con 6: sicchi I'equazione proposta sara
sempre della forma z® - 47 = 2%n g3 o3

cid che dara;




188 PERIODICO DI MATEMATICA,
3%, L'equazione 29 4 p'=2% 3™ 4% & impossibile.

Tnfatti supponismo per un momento che essa possa essere soddisfatta, senza
che nessunn delle indeterminate sia nulla, i due fattori del 19 membro, cioé 4y
® @* —zy -+ y*, hanno per divisor comnne 3 & won una Poienza piit elevata di 3,
come si & mostrato al n. 7; d'alira parte il 2° fattore & un K;2 - 1; sicchd la
nostra equazione necessarinménte si scindera m altre due cosi:

Z 4 y=103% Bin-144
- — 2y _|_ ,b,s__: 3;:'
¢ 8i avra ad un fompo w = «p.
La 2 di quesie equazioni pud seriversi cosi:

-5 R

d'onde ne ‘vonsegue che P & ancora della forma p* + 3¢*. Facendo adunque come
soprn:

P=F+30 o BP=T" 480y,

s avri 1'equazions

S R o

8 cni si soddisfern generalmente prendendo

¥ v = =
—l : G.

Quest'ultima, facendo le sostitozioni, da
Pdm—1 Zin—1 .ad— g ff" — g’)-

In questa equazione, in cui f*—g* & un Ni2 + 1, poiche f:+ 38y & pure
an N2 41, bisogna che g sia un Ni2%=-1: gin dmmgque

g=2=-18, f4g9=B, f—p==C:
si avri

(3=-1a)* = ABC.

Do perché i prodotie ABC & un eulio ed | fattori A, B U sone due a due
proui fra love, bisogna che cinscuno di essi siy un cabo; vosy dover farsi

A=3) B=pd (=1
¢id che dara
fro=u f[—g=v, g=2m- ;3
¢ ad un tempo Apv = 3=z, Da eui si ha I'equazione :
B — 8 = Bg = Dim) 3,

simile alla proposta; in cni bispgna osservare clie i tre numeri A, n, v devono
contenere il fattors 3°—'. Ora da quello che si & mostrato nelln seconda purte, il
termine 2% gih divisibile per 2, & nocessariamente anche divisibile per 8; dunque
bisogna fare A=3%-10, ¢iis che darh

ph— y8 = (2m Br-1)d




Ty

PERIODICO DI MATEMATICA, 189

Cost dall'aqnazione o* T =(2*.8"0)% in coi una dello indetermiuate &
un N;3%, si dednce una equazione simile, ove la indeterminnta corrispondents 2
un N;3°-1, Confinnando dunque queste trasformazioni tante volte, quante sono
le unith di », si perverra ad un'ultima trasformata &% 9/" = 2% -nella quale
nessuno dei numeri #, 4, ' non sari un Ni3. Questa eguazione @ impossibile in
virta della prima parte; dunque Iequazione proposts z9 + ¥4 2 =0 & simil-
mente impossihile,

5 X.

Notn sulla impossibilita dell’eqnazione a® - ° +F =1,

L. In questa nota mi propongo di dare una dimosteazione semplice e breve
della impossibilita di risolvers in N, Vequazione
(1) a4yt 25—,

2. Nella (1) uno dei tre numeri x4, % to supponiamo sempre negativo e per
semplicith i supponiamo dus & due primi Iru love; percio due di essi saranmo
della forma Ny2 41 ed il terzo un N2; e sia z il N;2; allors possiamo porre

() Jetu=2
e —y=2¢;
da eni =i ha:
®) el
y=p—y¢.

Dalle (3) si vede che anche 2 ® ¢ son primi fra love e I'uno di essi & uy N2
e l'altro nn N,2 4 1.

Sestitmende sella (1) i valori dati dalie (8) si ha:
(4) 22 (2 507 tg* + 2p%)] + 22 =0,
3. Ora supponiame che p sia un Ni24+1; allorn ¢ 6 an N,2: ma anche
PP (0t + 3p*) b N + 13 ma per ipotesi purs il prodotie
pl2t - By (¢* + 2p¥)]

sarebbe un N2 4 1; ma esso » uguale a —2*: 2, ¢che & un N,18: dnngue ne
consegue che p nen pud essere nn N2 + 15 perciv p sarh un N2, e quindi g
sara un N, 2 + 1.

4. Ora poasiamo porre »

(5} ot =gt - Gp?;
dalla quale si vede chs « & un Ni241, ed & soddisfatta da:

[pz 2ab,
G =2a* —p,
a=2g* -+ pv,

(6)
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Allora la (4) prende la forma
(7) 2p [(7%)* + 5 (g2 + 25 =0,

Osservo che essendo p o g primi fra loro, el essendo &' = g + 2p* o per-
cid 2 un Ni2 41, ne consegue che p, ¢ ed = sono primi due a due fra loro. Per
potere poi stabilire gquando anche 2p & p*+ batg? signo primi fra Toro, bisogna
distinguere due casi.

d. 1¢ easo, p non & un N, 5,

Allora 2p e p* + 52%* son primi tra loro, ed affinché il termine

2p[(p** + 5 (g=)¥),

che comparisce nella equazione (7), sin una potenza quinta di un Ny, come lo & — 25,
A cul esso & nguale, ¢ necessario o suflicionte che si abbia:

/ 2p =3,
(&) \p* + Sug? =4,

Ora faremo vedere che » & della forma m® 4 5n%; e percid si poira sempre
porre:

(9) P'+axY—5=(m+n)V=5F

ove m ed n sono degli N, primi fra loro, essendolo p, ¢ ed a, Sviluppando il
1¢ membro della (9) e poi eguaglinndo fra loro le parti reali o fra loro le parti
immaginarie avremp:

J0 =’ — 50m®*n? + 125mn® = m (m* — B0m2nt 4 125a4),

lg2 = 5min — 50m®n® 4 250° = om (m* — 10m*n? -+ &n'),
Da guest’ultima si vede che g ol 2 & gn N,5.
I valori dati per p* e gz dalle (10) insieme all'altro » — m? -+ on* soddisfano
la 2% dell’equazioni (8). Infatti facendovi 1a sostituzione abbiamo:

(m® — 50m°n? + 125mnt) -+ & (bm*n — 50min® + 25m%)% = pie -+
+ 25m%n® + 250m %t - 1250m 40 + 3125m*m® + 31250 = (n* + 5n¥)",

(10)

Dungue & vero cho » & della forma m® <+ 5n°,
Anche qui bisogna distinguere due casi: 1o wonon & un NiS: 29 an o un Ny5,

1* caso, s non & un N5,
Allora m od m* — 50m=p2 + 1254 son primi fra loro, e quindi affinché sia
possibile di risolvers in N l'sguazione;

P =m(m* — 50m*n? + 125nY),
& necessario che sia-
(13) / m=2,

\m* — 50mtp + 1250 = .

Ora si sa (*) che guest'ultima efuazions mon si pud risolvere in Nj. Dunque
In quesio caso non essendo possibile dj risolvers in Ni la 2¢ delle (13), che &
conseguenza della (1), ne viene anche che la (1) non si potra risolvere in Ni.

e

{*) Vodi Comptas venidics don stiances o I' Acodomio drr acignces, |, 9. — 1839, “ Mémoire ds Mathi-
matigne sur Jo dernier théordme de Format , par M. Lawé ete.
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2v easo, m & un N,5.
Allora dalle (10) ne viene che p ed a somp degli N:5; il che non pud essers,
essando p, g ed @ primi due a doe fra loro. Dingue see.

6. 2° caso, p & un Ni5.

Supendosi che 7 od & & un Ni5 o che p, ¢ 8d x somo primi due = dne fra
loro, ne consegue che P non pud essere nn N5, Danque eec.

+ Da guante preceds risulta dimostrato che la squazione 25 + ¥+ 2= 0 non
puo essere risolta in Ny; o da cid ne consegue che non possono essere risolte in
N, le equazioni delln formg :

_ =i 4 =0,
o¥e n & nn N,S5,
8. A me pare che si posss dimostrare I'impossibility a; risolvers in N, la 2»
dell'eqnazioni (13) in questo modo:

L’equazione :
{13y Mt — 50m2n? 4 125p4 — u?
si pud serivere cosi:
(14) (m* — 25n*)* — {(dn)* = ot L (12n7)* -+ (10a7)2,
Ora 2i pud sempre porre:
(15) it — B2 — e,
nella quale basta fare:
!m =" -}t
(16) on = 2,
l f=a*—p,

Di pint si pud sempre porre:
(17) W (120%)° 4 (10875 = 42,
nells guale basta porre:

u=g*-L g1 __

In? — u=0le' — g,
(18) ;gzg - g;: od anche {,,: = qd,
Y=et+adt L g | T = 81e" + a2,
€ ¢osl la (13) assume la forma:

B — (3m)* = ™
In quale cume si sn (Vedi § 1 @ IV) non puo essere soddisfatts in N;.

+ i X

Per maggiore intelligenza della memoria del Kummer (§ VII) consultare:
1°. Pei numeri Bernonlliani-

a) L'opera recenta Saarsonlitz (Vorl. iber die Bern, Zahien, Berlin, 1898).

b) Grawscher (Mess. of Math., 1876),

¢) SEwzL ( Mick, Ak 1877),

@) Ravicke {Die Recursionsformeln fiir die Bern und Eul. Zahlen, Halls 1880).

¢) Havssxer (Gar, Nach., 1893; Zeitachrift. f- Math),
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2°. Pei numeri ideali del Kummer:

@) Kummsz * Zur Theorie der complexen Zshlen , e * Uber die Zerlegung
der aus Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zablen in ihre Primfactoven ,.
Memarie 15 ¢ 16 a pagg 819 e 327 nel Jornal de Cxmine, Vol. 35, Berlin, 1847.

) Dikioprer (Ace. di Berlino, 1840, 1841, 1846).

e) Depexrxo (Ueber die Anzahlen der Ideal-Clussen ecc., Braunschweig, 1877;
Ueber den Zusamm, vuischen der Theorie der Ideale ecc. Mem. di Gittingen, t, XXT1T;
“ Sur la th. des nombres alg. , Bull. do Dawwoux, 1° s, t. XI, e 24 s, & 1, (1877).

d) Fuess (Crelle, LXYV).

&) Swrzwe (Zeitsch, f- Math. 18635).

) Zonvrarevr Liouville, 1880).

g) Per mnn esposizione di tntta la feorin si pud utilmente vedere I'ultima
parte della 8% edizione della Teoria d@ei Numeri di Diricaigr-Depexixn tradotio
in ital. dal Faifofer. Venezia 1881) ece.

§ XII.

1% 1l Kummer olire la memoria qui viportata al § V11, ha pubblicate le se-
guenti memorie, che hauno shietta attinenza coll'ultimo teoremsa di Fermat:
a) De mqnafione: 2% 4 y* = 2% per pnumeros integros resolvendn., (Vedi
Journal de Crelle, V, XV1I, pp. 203-209, 1837).
b) Beweis des Fermatschen Zaizes der Unmoglichkit von 2 — ¢yt — i fiir eine
finendliche Anzahl Primzahlen ), Berlin, Bericht, 1847; pp. 182,130,140, 141, 305, 319,
¢) Théoréme de Fermst et manuserit Arahe. Nows. dnn. Math. 1850, t. 1V,
pp. 386, 392.
2% 1l Legendre oltre le memorie dei § TV e TX ha pubblicato i segnenti
lavori, che hanno par esai stretta attinenza eoll'ultime ieorema di Fermat:
A) Vedi Essai sur la théorie des nombres, second edition. Paris, 1808.
@) Quairitme partie.
Méthodes e recherches diverass, — § 1. Théoremés sur le puissances des nombres.
@) L'aire d'un triangle rectangle en nombres autiers ne pourrait étre eanle
i un guarre.
f) Ln formnle 2* 4+ 2y ne peut 8tre un uarré.
?) Anenn nombre trinngulaive, excepte 1, n'est égal it un biguarré, n'est ézal
i un cube. _
Z) La somme on la différence de denx cubes imeganx me peut ftre double
d'un enbe.
B) Vedi * Mémoires de I'academie royale des sciences de 1'institut de France ,
année 1823, tome V1. Paris, 1827,
b) Recherches sur quelques objeis d'analyse indélerminée et particulierement;
sur le théoréme de Fermat.
a) L'éguabion ¥ + y? =2 Jn 3 est impossible.
4) De Véynation z® 4+ y* = 2™ 2%,
¢) De Végnation x® 4 4% = A%
&) Théorémes d'anslyse.

Dott. Dioxisio GawsroLn.
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Sul prodotto di due matrici rettangolari conjugate

L. Diremo coniugate due matrici rettangolari A e B, aventi rispet-
tivamonte » e p orizzontali ed n e ¢ verticali (m <, p < 7). quando
& soddisfatta la relazione

(1) N—m=qg—p

ed inoltre, supposto n < g, le verticali di A corrispondono ordinata-
mente alle verticali di B rispettivamente di rango s, s,...,s8, , in-
tendendo questi numeri disposti in ordige crescente.

In particolare due matrici simili sono coniugate, giacché per esse
@ m=p ed n=gq e quindi la (1) & soddisfatta ed inoltre si corri-
spondono le verticali d'ugual rango.

Se con  indichiamo uno qualungue dei determinanti dj ordine i
appartenenti alla matrice A e con f la matrice formata colle verti-
cali di B che corrispondono a quelle che entrano in a, assieme alle
¢ —n vertieali che non hanno le corrispondenti in A, & facile vedere
che § resulters una matrice quadrata. Infatti Pordine di z & m, quindi
in B entrano m—-q—mn verticali, numero che, per la (1), & ugnale
& p, cioé al numero delle orizzontali. Converremo che tanto le oriz-
zoutali quanto le verticali che entrano & formare j determinanti « e §
conservino in questi lo stesso ordine dj suceessione che hanno nelle
mairici A e B,

Due &ali determinanti Ii diremo omologhi & chinmeremo prodotte
delle due matrici rettangolari contugate A e B la somma dej fdeter-
minanti di ordine m di A moltiplicati rispettivamente per i loro 0mo-
loghi in B. e seriveremo

@) A B=3; p

Convenendo di indieare col medesimo numero (secondo indice) dune
verticali corrispondenti di dye matrici coningate, avromo per esempio

iz @ag Gus|  |Bya Dyg By by by __ |fha Gy by Bug by by,
Baa (g Ogg| bmbasbmbubm | tan ey finbmb:abm
by Dy Bug boy g Do byg D By
bﬂ 54: b.m b-_u bu.i fln b;_g ?}u f#,u
g Ga) by byg Byg bis s (tyg| by Byg bra by
Gae Gg| bmbmbssbﬁ flgy Oy bmbnbmbm-
bar bag bigs by Bas Bug By by

b;; bﬂ ’Jga 645 kl'l bm L‘.H bu;
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2, 11 prodotte delle due matrici coniugate A e B pud essere
espresso anche mediante un unico determinante d’ordine p.
Siano infatti
(s, -+ Qlan bin ... b

fTma, « « - (may bpl o .bpq
le due mairici coningate A ¢ B ¢ poniamo

(3) Cirn == (Iks, D15, + Gxs,bis, . . . + Mk soDisn |

I determimante

Clts Clve- » + Clvw Plfuis - - - Plrp
c‘ll‘i Cory. o« O2wy b‘Zrm_H R b}rp

P=

----- I

Cpry Cpras « « Cprm bpl',,,_H v 5\E bprp

esprime, prescindendo dal segno, il prodotto delle matrici coniugate
A e B.

Per ottenere esattamente detto prodotto basta permutare le ver-
tieali in modo che i secondi indici resultino disposti nell'ordine na-
turale.

Immaginando sostituite alle ¢ le loro espressioni date dalla (3).
possiamo decomporre il determinante P nella somma di determinanti
del tipo

- alah blljj “h}i bluJi vee amnjm binjm bl"—-ﬂ S ot blrp
ﬂl’jl b'h.h '3231‘ bﬂ’k T am'jm b“!’.iv.l bﬂ'n«i-l e bﬁl

(4) “'ﬂ_;. fliaj! v ”msjm . .' .............
Pyt bP'J"' b’rﬂ-i'l o

in eui ji,je,- - .,Ju rappresentano una disposizione ad m ad m senza

ripetizione degli » numeri 1,2,...,#n. Facendo variare j, ji-..,Ju i

tutti i modi possibili e sommando si otterra il determinante P.
L'espressione (4) equivale evidentemente alla segoente:

(— e+ " Oy g - - Oy, - B

in cui fb rappresenta un determinante di ordine p appartenente alla
matrice B, che si ottiene da quello che si trova ncll’espressione (4)

|
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permutando opportunamente le verticali, p indica il numero dells
inversioni che presenta il gruppo ju gy, ...,Jm, considerato quale una
permutazione degli m numeri che vi figurano, e v il numero delle

inversioni che nella permutazione s, 8j,,.. ., S, Tat1, ..., 7p 1o 3 for-
mano colle 7.

Permutando in tutti i modi possibili i medesimi indici j, j, v osg i
otterremo m! termini di P, la cui somma sara
() —1r«.f,

essendo o il determinante della matrice A omologo al determinante §.

Applicando il medesimo procedimento a tutte le espressioni che
si ottengone dalla (4) e che corrispondono ai sistemi di m valori di-
versi delle j, otterremo altre espressioni analoghe alla (5), nelle quali
il valore di v & sempre il medesimo; avremo quindi

P=(—1)2z.8
ossia, per la (2),
A.B=(—1yP
come avovamo asserilo.
Abbiamo per es.:
Clag Oy tha| Oy Dys Dia Uya Oy C1a Cra Dyy Brg
Ay (e Qi L bﬁbﬁbﬂabmbns _(_1)‘ E'nl:mbnbna =
bnbﬂbnbﬂbﬁ— Caz Coq Uy Dag| —
bix bus bia by bis Cay Cas b bug

by mshia ‘]— b + s b aghy —+ dtgybny —f‘ (gsbis
. b aghay + 5Dy —|— b Doy gghyn + Ugsbay - Cizslias
T —f‘ 34D ‘l" aubse by Ouby -+ Qabu -+ Gaba|

ba  thebis + Gube - apby b Agabiys -+ aahy + asbys

3. Ogni minore di P, in cui figurano elementi composti, si pud
esprimére mediante il prodotto di due matriei coningate che si de-
ducono assui fucilmente dalle due matrici date A e B. Un tale mi-
nore & a meno del segno, anche minore del determinante che si
ottiene moltiplicando le due matriei coniugate A e B.

Supponiamo che si tratti d'un minore M d’ordine &, nel quale gli
elementi della diagonale principale siano

" L
Lg-lru‘, Gg_;gﬁ,.--,(-e! ra.,_' b?_,s.}.j ...,byh r“h.

T ]
EES
I facile verificare che questo minore, salvo il segno, si otterra
moltiplicando le matrici coniugate A', B' che si deducono rispettiva-
mente da A e B, sopprimendo nella prima tutte le orizzontali i
rango differente da oy, 0s,..., 0 e nella seconda le orizzontali di rango
differente da ¢y, s, ..., pn € fra le verticali, che non hanno la corri-

spondente in A, quelle il cui rango & diverso da Tazirs ToygseseyTo, -
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Bastera poi disporre in M le vertieali secondo l'ordine naturale
per ottenere esattamente il prodotto delle due matrici coningate A’, B'.
Cosl, riferendoci all’esempio econsiderato nell'articolo precedente,
abbiamo '

bex Dus bay bss
bus bug b bug|

b Gubes + Gy + Gssbis|
b;; ﬂmbu + ﬂmé‘u + “ﬁbﬁ‘ == |aﬂ (fas aﬁ! ’

4. Per mostrare un esempio in cui pud intervenire utilmente la
considerazione delle coppie di matriei rettangolari coniugate, propo-
niamoci il segnente problema:

Sia D un determinante dordine n e do esso deduciamo il deterni-

nante D, d'ordine (;), i eui elementi siano 1 minori d'ordine m di D,

disposti in modo che in una stessa orizzontale o verticale di D, figurino
tutti ¢ minori ottenuli colle medesime orizzontali o verticali di D ed ordi-
nati cost che nella diagonale principale compariscano i minori principali
d' ordine m del dato. Da un minore qualsivoglia dordine h di D, dedu-
ciamo poi il determinante 5™, sostituendo agli elementi di h—k oriz-
zontali i1 lora complementi algebriei in D.

Vogliamo esprimere il valore del determinante 3 mediante il primi-
tivo D ed ¢ suoi minori d'ordine m.

Indichiamo con’ A™ il determinante che si ottiene da D,, sosti-

tuendo a tutti gli elementi appartencnti alle ( ::') —k orizzontali, che

non hamo aleun elemento in 5%, i loro complementi algebrici in D.
E chiare allora che 3 & un minore d'ordine h di A™,

Sostituiame in guesto determinante I'unita a tutti gli elementi
della diagonale principale, situati sulle orizzontali non appartenenti
alla matrice che comprende il minore 5®, e lo zero a tuthi gl altri
elementi di gueste stesse orizzontali: inoltre peniamo zero al posto
degli elementi che A% ha in comune con D,, e che non apparten-
gono a 5%,

Con cib otteniamo un determinante A," equivalente a (— 1)+ 3%,
in eni » ed s indicano rispettivamente la somma dei numeri che
esprimono il rango delle verticali e delle orizzonfali che figurano
in 59,

Moltiplichiamo guesto determinante per D,., dopo aver praticato in
entrambi il medesimo spostamento di orizzontali in modo che in 4,
figurino per prime quelle orizzontali che concorrono alla formazione
di 3%; evidentemente il valore del prodotto non subisce alcuna alte- i
razione ed & quindi uguale a

(— 1+ 39D,

L Esegnendo la moltiplicazione per orizzontali e scumbiando nel de-
terminante prodotio le orizzontali colls verticali, si ottiene un deter-

e,
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minante nel quale # — % verticali hanno gli elementi nulli ad eccezione
dell’elemento che si trova sulla diagonale principale e che resulta
uguale a D.

B quindi facile dedurre che, sviluppando il determinante ottennto
per prodotti di minori contenuti in quelle h — % verticali, si otterra

HHE DY,

dove H' ed H sono due matriei rettangolari coningate, di cui la prima
é formata cogli elementi di D, che figurano in 3 ¢ la seconda si
oftiene sopprimendo in D, tutte le orizzontali che contengono guegli
elementi che in 3™ sono stati sostituiti coi lore complementi alge-
brici in D e disponendo in questa le orizzontali & le verticali in modo
che la matrice comune alle prime % orizzontali ed alle prime & ver-
ticali sia identica ad H'.

Le due matrici ora menzionate sono coniugate perche H' con-

tiene & verticali e & orizzontali, H contiene ( j;} verticali ed (:; )—b W
orizzontali e quindi la relazione (1) & soddisfatta; in esse sono poi
corrispondenti quelle verticali i cui elementi appartengono ad una
medesima vertieale di D, (ciod le verticali d'ugnal rango).

Possiamo quindi scrivere
(— 1)+ awD,,=HH.D"*,

€ poiché & noio (teorema di Sylvester) (*) che D, = D{‘::n, deduneiamo
infine
(6) 3 = (— 1)+ HH.D"™ (;:D.

Abbiamo cosi provato che
Un deterininante 3% d ordine h, dedoito da D, nel modo detto, & uguale

(in wvalore assoluto) ulla potenza [h—— k_(rls:ll)]m.l dil Bstargrieionte
primitivo D, moitiplicata per il prodotto di due matrici rettangolari co-
niugate, di eui una & formata cogli elementi di D, che figurano in 3% e
Paltra §'ottiene sopprimendo in D, quelle orizzontali che contengono gli
elementi i cui complementi algebrici in 1) entrano in 5™ ¢ disponendo in
questa le orizzontali e le verticali in modo che le prime k orizzontali ¢
le prime h verticali forming una matrice identica ad W. In queste due
mitric: coniugate sono poi corvispondenti le verticali dugual rango.

Se supponiamo k= (::l), g% diventa il delerminante A™, prima

considerato, e quindi, osservando che in tal caso abbiamo r—=s, e
che inoltre la matrice H' diventa identioa alla matrice H, dalla (6)
otteniamo

(@ a0 = gr. pla)=x

"y E. Pasvav, I determiinanti, § 22. Manuali Hoepll,
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Resta cosi dimostrato che
11 determinanie A™, che si deduce da D, sostituendo ogli elementi

di (;)——k orizzontali ¢ loro complementi algebrici in D, ¢ uguale al
quadrato della matrice formata eogli elementi di D, che figurano in A™,
moltiplicato per la potenza [(n; 1) —]s:]m‘l di D.

In particolare, per m=1, resulta D, =D=2X £ agam ... a,;
guindi 3% & un determinante che si ottiene da un minore d’ordine A
di D, sostituendo agli elementi di & — & orizzontali i loro complementi
algebrici in D, e A™ & un determinante che si deduce da D sosti-
tuendo agli elementi di » — k& orizzontali i loro complementi algebrici.

In tal caso abbiamo dungue, applicando le (6) e (7) e supponendo
che in 8 e A™ entrino gli elementi di D che appartengono alle
orizzontali di rango s, 8, ..., 8 ,

’

HBLTI. . » aﬂ‘l'h (‘ﬂh_h+k:1 «-as f:rrn_g m

in cui i nnmeri oy, €4, . .., Gu—nix differiscono dai numeri che espri-
mono il rango delle orizzontali di D che contengono quegli elementi
che in 3% sono stati sostituiti coi loro complementi algebriei, e

Cuneo, dicembre 1900.
Dott. Luier Carnrst

LA RISOLOZIONE COMPLETA DEL TETRAGOND PIAND

Dhcesi tetragono piano il sistema di 4 punti e delle 6 congiungenti posti in
nn medesimo piano. In esso si distinguono i 8 lo#i concorrenti tre a tre nei 4 per-
tici ed 1 6 angoli principali formati dalla loro mutua inclinazione,

1 12 elementi di misnra per.comodita di studio li supporremo sempre aggrup-
pat1 nel modo segunente; tre lati formeranno il {riangolo detto di base o ln baae
del letragono di eni a, b, ¢, sono i Iati ed A, B, C, gli angoli opposti, gli altri tre
lati saranno ¢oncorrent: nel quarto eertice D o It diremo a', b, ¢ e formano i tre
angoli opposti . B, ¥.

Dalls geometria elementare e dalla trigomometria @ noto come del trisngolo,




=

PERIODICO DI MATEMATICA. 199

dati tre elementi, fra eni sin compreso almeno un lato, si possono determinare i
tre incogniti mediante le tre relazioni

(1) A4+B4+C=n,

a b ¢
(2) semnA senB senC’
oppurs
(3) at=b*+ ¢* — 2becos A
e 'analogn.

i pure noto come fra gli elementi lineari del tetragono piano esiste ln rela-
zione (*)
0 0% a5
¢ 0, &% V%1
i4) b at, 0, ¢% 1 |=0.
a’b?, ¢f, 01

5, L. 41, 5 .2

In altro nostro lavoro {uttorn inedite (**) sbbiame trovato esistere fra gli ele-
menti limeari ad angolari del tetragono piano le relazioni segnenti:

(3) a+B+7v=27

n':—bisen (z-— A)
1

(6) v -:c?“Sen{ﬁ—B]
¢ =" pen ty —C),
g

dove il valore di ¢ & dato da una ffualunque delle seguenti espressioni:

l g' = a*sen®§ + b'sen*z + 2ab sen « sen § cos (Y — C)
3 g* = b sen? 7 - ¢ sen? B + 2be sen [ sen Y co8 {x— A)
l g* = c*sen® = + a”sen’® y + 2ca seny 520 % €08 (B — B).

(7

1n slire lavoro abbiamo pure ottenuio Jo seguenti velazioni fra gli elementi
de] tetragono pianoe:

n,=baen C 56 [ — ) = esef] Bseu(:—— A)
(8) ; B __esen Asen(& i, e t ae.nbaen (8 — B)
¢ =.“E;nBuan r — C]=?w:_“ﬁaen(7—(.'],

#
dove il valore di k & dato da nna gualungue delie seguenil espressioni:
l K*—sen*«sen?(§—B) -sen®Bsen’{2—A)+-2senx sen 3sen(z—A)sen({f—B)cosC
(9) K*—sen®f sen’(y—C) +senty sen’(3—B)-2seni seny sen (:—B)sen(y— C)eosk
Kt=sensen*z—A)+sen*zsen’(y—U)4-Zsen;sen= sen (y—C)sen(z—A)cosB

(*) Peviodico di Maiemnticn, 1888, Loma, " Intarno ud wleuns relnzioni fra distanie . P. B&
|*%) Aiti J¢. Acendensio dai Lincal, fasc. giugno 1800, 6. DeLrravra, " Formole definitive di rigo-
Iuzione del problema dl Vothenot .
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Fra le due incognite ausilinrie g K si ba quindi Ia relazione

q__ a b ¢ ]
(10) K senA seaB senC

Dalls precedanti formule si deducono facilmente le seguenti:

an’ _ sen {m—A)
B sen(f —B)
bt sen(@ —B)
o  sen(y — C)
ec _sen(y — ()
F_sen(a—!tj;

(11) s

¢ (quindi la doppian eguaglianza

ia b ce a2

sen(z —A) sen(f—B) senly—0 K

(12)

Inollre dalle (1) e (3) si deduce:
(13) (— &)+ (8 —B)+ (y — ) ==

Si osserva che fra gli elemonti dol tetragono piane, oltre le tre relazioni del
triangolo base esistono quatiro relazioni distinke per es. le (5) e 16) oppure le (5)
e (B); quindi dali cinque dei suoi slementi si possono in generale determinare gli
aliri sefte incogniti,

E notevole I'snalogis fra le formule di risoluzione del triangolo vettilineo o
quelle dsl tetragono piano, inoltro i quattro casi di risoluzione del triangolo cor-
rispondono ai quattro ecasi prineipali di risoluzione del tetrageno.

Infatti nel triangolo somo dati:

1° Caso. -—— La base (lato) e due angoli (a, B, C).

2", - » un lato @ un angole opposte (a, b, B).
3, . » Ln lato & un angole compreso {n, b, C).
4° = , o doa lati (e B, o).

Nel tetragomo i dati sono:

19 Uas0. — Ta Dase (trisngolo) e dne angoli (1, §, ).

2 = » un lato ¢ 'angolo opposto (¢, 4, B).

C . - un late ¢ un angolo adincente (¢ B, y).

3 - = e due Inti (¢, &, C). ’

Qualora i dati del problems fassaro cinque Jati, si potrebbo calcolare diretta-
mente il sesto lato mediante la relazione (4), e qnindi calcolare gli elementi ango-
lari colle note formule di trigonometria.

Esaminiamo brevemento come 'uso delle nostre formule conduce alla rizolu-
zione del tetragono piane nei quattro easi principali acoennati:

19 Caso. — 1 dati sono: ¢ (ossin tre elementi del trinogolo basso) 3 e v; o si
devono trovare gli altri elementi incogniti del tefragono. Si ricava I’angold =
dalla {5); quindi si possono caleclave i tre lati , ¥, ¢ applicando le formmle (6),
oppure la (8), previo il caleolo di ¢ o di K.

2" Caso. — T dati sono; In hase 2, un lato & e V'angolo opposte f. 8i pud
far ngo delle (8) & (7) oppure delle formule (R) e (9),




