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| A | & destra delle permutazioni che si obtengono eseguendo 18 On—1
silla | Ay | Ag| ... ] Aw—1 | . E cidb anche se gli elementi diversi della
| Ay|...| Aux | non sono numeri inferi consecubivi

Sia ora la mabrice:

i\

di dimensioni s=— n col epefficientl »y, ... 7., ed Im coi coefficient

i,y ... 7. Diciamo O, Yoperazione colla quale dalla seconda permu-
tazione di nma combinazione relativa a tal matrice st possono de-
durre le seconde permutazioni delle combinazioni rimanenti. La de-
serizione della Oy, & la seguente. 1°. Si considerano gli elementi divers
della permutazione sulla quale si deve eseguire la 0, e s1 formano
quelle delle combinazioni »,, ad r,, di essi (ry & i nomero degh ele-
menti dell’nltimo gruppo) che contengono gli elementi comuni a tubti
| gruppi; se poi non vi sono elementi comuni a tutti 1 groppi, si for-
mauno tutte le combinazioni »,, ad r, degli elementi differenti della
suddetta permutazione. 2°. Si eseguisce su essa l'operazione Owm—,
3° In una delle permutazioni gia formate si scambia un elemento
dell'ultimo gruppo con wno dei gruoppi rimanenti in modo da otfenere
una permutazione nella qouale 'ultimo gruppo sia nna delle suddette
permutazioni », ", diverse perd da quelle che compaiono, guali ulfimo
gruppo, nelle permutazioni gia formate. 4" Si esegnisece la Om—)1 sulla
permutazione ottennta ecc... e cosi si continna, finché non si & po-
tuto aceertare che mediante uno scambio da eseguirsi tra un elemenfo
del 4° grnppo di una delle permutuzioni gid formate ed uno dei
gruppi rimanenti, & impossibile ottenere una permutazione, nella quale
il 4" gruppo sia una delle combinazioni r,'™ suddette, diversa da quelle
che gia hanno figurato quale 4° @ruppo in una delle permutaziom
lormate.

Se interessa determinare il segno di ciascuna permntazione, che
& anche quello della combinazione cerrispondente, bastéra rammen-
tare che esso & quello di (— 1), 3 essendo il numero delle inver-
siomi che gli elementi di ciascun gruppo fanno con quelli dei gruppi
che esso e a destra. 11 segno della 1* permutazione si determinera
caleolando direttamente il numero delle inversioni in essa contenute.
Il segno delle permutazioni rimanenti 81 potri determinare ricorrendo
ai criteri gia enunciati, giacche cinscuna di esse si deduce da una
permutazione di segno noto, (1a 2= dalla 1%, 1a 32 dalla 1° o dalla 2* ecc.),
mediante lo seambio di doe elementi appartenenti & gruppi differenti.
E sarh conveniente per determinare il segno con maggiore rapidila
che tali gruppi siano possibilmente contigui.

Auma, luglio 1902,

(eontinuc) Dorr. Niccond TraAVERSO.
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UN PROBLEMA SULLA PARTIZIONE DEI NUMERI

l. Un metodo generale per la enumerazione delle soluzioni intere
non negative di una eguazione lineare indeterminata

ﬂp‘l'; _I_ ﬂﬁxﬂ_’_ - @ = "Jl_ ﬂnmﬂ —_— }-

a coefficienti a),a....4,,2 interl non negativi, ¢ indicato da En-
lero: (¥) 11 numero delle soluzioni della detta specie & dato dal eoef-
ficiente di »#f nello sviluppo in serie della funzione di #:

1 1 L
] —pu]l—phe " " ] —qpha

In particolare si riconosce subito che la equazione

O Bl I e | (1)

ammette tante soluzioni infere non negative guante sono le unila
dell'n"" numero figuralo d'ordine 2, ossia
(ﬂ. +A— 1) _
/ A
S& nou che la enumerazione medesima, anche nel caso partico-

lare (1), oftre qualche difficolla se si assoggetiano | numeri interi o

alle econdizioni
BLiE (=123, ...1). (2)

Del caso generale si sono occupati abbastanza specialmente gl
inglesi Sylvester, Cayley, Mac-Muhon ed aliri. Sembra perd che il
caso particolare accennato sotto le condizioni (2) non sia stato finora
considerato, & siccome in conoscenza della sua soluzione torna utile
in qualche applicazione, 10 mi propongo di trattarlo in questa nota.

2. Inchelnamo con Az 1l numero delle soluzion iatere non negative
della (1) soddisfacenti alle condizioni (2). Evidentemente A; & il coef-
ficiente di +* nello sviluppo del prodotio

A+t )A-4+ " 0) A+ v Y,

e s1 pud purre

(40 (10447 (1000 (oo 09 =Z Aty ()

=i

") V. A, Le Brsouk, Ersreices " Analyse mumarigne. Leiber sl Faraguol, Pavis, 1859,

———— -
el———— -

——

———— e -

g ==V . —— — ——— ]
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con

N — nin 1)

La difficolta accennata sta precisamente nello inveshigare la legge
di formazione dei coefficienti del polinomio A", perché il procedi-
mento diretto della moltiplicazione non si presta a fornirla. Rinscendo
invece con altri processi alla determinazione dei coefficienti A: si
perviene indireifamente alla esecuzione del prodotio (3).

3. Pin da ora si posseno riconoscere alecune proprieta dei numerl
mteri A, :

Dapprima si operi la sostifuzione 1;':"5-11&1111 identitad (3) e po-
scia si moltiplichino i due membri per +*; si oftiene

AN = ZTA,
-idi-r :-ﬂﬁ—-r .
Aﬂ—‘_‘—-ﬂvﬁ:‘l.

da cul segne

In particolare &

Dunque: La equazione (1) he tante saluzioni intere non negatire sod-
disfacenti alle eondizioni (2), quanie ne ha Ualira

n+rt...+Fom=K—2

delle medesima specte.
In secondo luogo facendo » =1 nella (3), risulta

| g
TA =|a-t1,
=1 —_——

da cul, osservando che le condizioni(2) portano alla limitazione 0 <A <N,
si conclude che: Le eguazioni (1) ammettono tuile insieme soltanto in + 1
soluztoni inlere non negative soddisfacenti alle condizioni (2).

L'ultima relazione insieme con guelle precedenti permetle di cal-

=N
colare la somma 2 rA.. Invero per mezzo della eguaglianza A, — Ay,

g8l ha
r=N 1 —N
SrA, =52 A, N
== e =i
e quindi
=i 1
Eu rA, = T n—+1n(n—+1)

che ricevera una notevole interpretazione.
4. Vemamo ora alla determinazione dei coefficienti A,. Si meita

la (3) sotto la forma
r—HN

I —o)Q—e) 0 —...(0— ) =(1—0p)* I A,

r=i
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e si derivino logaritmicamente i due membri, tenendo presenti gli
sviluppi 1 serie

r? —_=

T log (1 —w¥)= —3 [, (k=1,2,....2+1)

=1

assolutamente convergeuti per | ¢ | << 1: s oftienc altra :dentita

a0 ry=x =

=
3 rl_l_.l_'} - h._l—‘ra :': FEI?_1+..-+('fﬂ_}_l;n3 F[I-I‘-l—l F||—I-:
r=] "'I_: re—1 ro=1
N
- F L TR L
S ! - —] L

(” + ]] ;_l v i{
= :;'lrf‘r
I

Ordiniamo 1l primo membro rispetio alle potenze crescenti di r:
1 coefficienti & deil termini simili a ¢ ' soddisfanno alla condizione
hry—y— L =1r—1. ossia kry_,=r, ¢ sono, percid, divisori di » non su-
periori ad a - 1. Reciprocamente: Ogni divisore & di » non superiore
ad # -+ 1, e coefficiente di un termine simile a ¢ ', perche, se &
hm=1r, con m inlero e positivo & #<_n - 1, quando Ia snccessione r
assume il valore ru.,—m si ha lri-i —1=»r— 1. Pertanto il coefli-
ciente di v nel primo membro & la somma s() di tutti i divisori
di » non superiori ad »# -1, & la eguaghanza precedente, 1solando la
frazione del secondo membro, si pud scrivere cosi:

H
r=e —_"i‘f—tll' "'"-_1
"'t -1 —s (N}t =g
~ SAo

Da gui si ottiene una velazione ricorrente nella A, moltiplicando

n -
i due membri per ZA.¢" e identificando poi 1 coefficent: di ¢ —*:

i=r—1

¥ 2 AL G=FA. . SoRPEN (4)
i=0
e
=t 1 . _
3 q,r'f_._; =y L] BE’ E ’- :-‘} N- ¥ (n)
=

(ove si & posto

n—+1—elit1)=
Ora. eome si & notato, il numero infero 2. deve verificare la con-
dizione (4) per effetio delle (2F onde osservando che € A,=1, s1 puo
SCeTIVere:
— ;Ar‘l“ Colii1 -1 Clﬂi.—ﬂ T J— (".a.—-zﬁ; =-— (11
— (A —1)Ar—1+ Coli—2 + —|— Ci—gAy =—Ci-a

S lﬁ.l —_— lg-

(ueste relazioni considerate come A equazioni lineari neile ). in-
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cognite Az, As—1,..A,, col determinante (— 1)* |2 == 0, risolute rispetto
ad Ai, formiscono:

‘C‘u GJ_ Uﬂ ' v » CJ.—':'! Gi—-l
(l I) .‘!u. Bi s o 9 G}.—E Ui-2
1 () —(}.—3] Uy s Cias Ci-3 6
a=np [ o 0 —(0—2)... Cis Cie|
- () - 'U ' '}' . | —1
Cosl in parlicolare, esclndendo
.A‘u — A'_q — 1!
s1 trovano
A1=AF_1=‘H
9
M Ap =04 D
3)(n*—2) — 2.
ﬁa=.ﬁn_a——(ﬂ+'](n6 2) — 2n
6(n—6)}-6n(n—31-3n—1) (n*—d)+H-n(n=+-3) (0" —2)—2n"

AI:AH—J— 2.

5. Conosciuti 1 valor d
-B-lh Al! ‘e A-H

corrispondenti ad #, quelli corrispondenti ad » -1, se ne deducono
facilmente. 11 mode, rivelato anche dalla identita (3), pud essere di-
mostrato con la induzione nella maniera seguente:

Si indichino con A™ e €” i valori di A; e C; corrispondenti ad »
€ si supponga vera la eguaglianza

i=n+

(=11
A, = Y
| =0

: A.t“! (*}

sino ad un intero determinato j della successione

(n 1) (n 4 2)
-3 0 i

=

]Ig"'l‘

dopo avere osservato la sua validith per j=0, riducendosi ad
Aot —= A ™W—1, Basta far vedere che essa permane valida mutan-

dovi j in jH1= 2 BTI)

Si muti # in -1 nella (4£) applicata per

r=j-+1 étﬂ‘l‘ 1]2{"—!_ 2);

1)
(*] A socondo membro bisogna porro A":'_ii = (}, quondo & j << {, cppure J i}"":- -

- P o R N i i
% ol .': .-‘_Il_'!-'}u._.- -

ST
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8l AVra
(J+ 1) .ﬁ..:jl]= Gﬂl’.u+li 11.|h+”+ Ct{n k1) A_::lll+ o _l_ Gliu b1y u{- HJ-
Si tenga conto della supposizione fatfa. e pol si osservi, quanfo

alle C"™", che secondoché 1'indice i, aumentato di 1, & multiplo, o

no, di n—2, si ha
(o= 1) (]l
g =4

n—1,
oppure Gi,+n= U{J 41
di modo che si ha:

(nd-1) =s: -1 m ‘-'”'1 m

(J+1)Aj = (Uﬂm“|“ 1] At [.Clm‘i'l] T

A )E Al
&) = () {u) = ()
+ ({'n-l L _1) A] |—n—l+(.[:n 2 _I_ 1-) Aj——i—'n—i ‘I' _I_

4l (n)

+ (Copen—o -I- 1) E Al—l—-s{n—l— ayie
Sl '_1-“ {n)
+((-E1[-L!l-—l —n— IJ £ AJ T +

+w§”_‘.-=+1f“ni’:’..._, (€7 +1) 2 A;f.i,_.+ SO,
05814 ;
(ad1])

G+ AL =(C" A 0" AN+ —CJ‘“’m‘”*)
Enfl (o) [ni’ En}
+(Co AL G AL Ao )

llllllllllllllllllllllllllll

SSLN

Co" A, G A O A
- (-n +2) (A "+ A AT )
+ (n+1) A A" 4. 4247 4 A
—(n+2) (Af;" + A“’ i

T T

Tenendo conto delle stesse relazioni (1) e semplificando risulta

n-1) i:_;‘-l—i (=)
A T A

che & la (7), dove st muti ,;; in 71 1. Essa & dungue valida per tutti
1 valon di

J=ﬂ1 1: 21--'1(1"—}—1);?1_1_2) 14 (ﬂ_l_l}g(:ﬂ_l_“)‘

Segue, per mezzo della (7), che 1 numer:

(40 (a4 plats) (n+1) g (041 (u+1)
AD L A ' Ai A‘n+1 4 AIH g " A[E‘i-l'.lfn-l-!}
|
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possono essere ottenuti sommando in colonna gli elementi del quadro

n n O n a)
ﬁf] A{J I'.l ) -&t:]HiAE,_]l...g __ﬁ_;

Y

{n) i) (n) (n) (n) (a)
A AT AL A Ag, A
ﬂ.;ﬂl Af:'jl ‘ !Ll'“} fli‘ﬂ Afﬂl (v) 4

{uJ {n'} (o {u'l ()
AD , Al AW _‘,AH,A AP,

N=n—l

costituito da 22 + 2 righe.
In questo modo, partendo da

A (1) — AIEU—-
A “f.ﬂ' Af’"}* . Em‘ A;"”

A m A_Im Aﬂtsl A;“’i A*far A () A {ﬂ

e cosl di segnito.
Il calcolo pubd disporsi come segue:

81 caleolano

poi

1 1
1 ]
1 1 .
T2 2 1 1
1 2 2 1
1 2 2 1
1 2 2 1
1 3 D B 5 3 1
1 2 5 6 5 3 1
1 J 5 b o 5 1
1 3 5 6 & 38 1
1 o ) 6 D 3 1
1 4 9 16 20 22 20 15 9 1
6. Per r =N-+1 le (5) portano ad un'alfra proprietd dei coeffi-

cienti A, dove interviene esplicitamente la funzione numerica s(r).
In vero con tale ipoiesi si ottiene

EAE{H-H —s(N—i41)}=0. 4
da cui

(n+1) S A =3 Ag(N—i+1) .

ossia (N. 3):

i=8

I As(N—it+1)=(n+1ph+1

7. L'applicazione cui alludevamo a principio rignarda la ricerca
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del numero delle permutazioni di # 4 1. elementi le guali presentino
rispetto ad una di esse un dato numero J di inversioni. (*)
Se 1,2,...2+41 & la permutazione principale degli indici degli
elementi considerati, o _
PR PR =
Ia permutazione che presenta ) inversioni. ed z, il oumero delle in-
versioni che 4.y forma con gli indici che lo precedono, deve essere

.T;"I—:Ee_l‘...“f—:rn=1

lr.'_i_i . (£=I|E;---ﬂ]-

Con

E la questione essendo subito ricondotta alla ricerca del numero
delle soluzioni della equazione (1) in numeri interi non negativi,
soddisfacenti alle condizioni (2), & risalula dalla formola (6).

La formola A: = Ax—;, I'altra dimostrata in fine al N. 3 e quella
del N. 5, ricevono rispettivamente le segnenti interprefazioni.

Tra le permutazioni di n-}-1 elementi ne esisiono tante con un nu-

nin—1)
3

mero ). @i inversioni, quante ne esitono con——

A wicersioni. (*%)
1L numevo totale delle inversioni presentaie dalle permutazioni din -1
elementt @ iln -1n(n—-1). (**)

Tra le permwtazioni di n—+1 elementi, ne esistono tante con un nu-
mero ). = n -1 di inversioni, quante ne esistono complessivamente tra
“le permutazioni (i n elementi, che ammettono 0,1,2. . .. . A Inversiond.

Tra le permutazioni di n-1 elementi, ne esistono tante con un nu-
mero ). >n—1 di inversioni, qguante ne esistono complessivamente tra le
permutazion: di n elementi che ammettono ).— (n=-1), A—n, ... L A—1, 2.
InLErsions.

8. In ultimo & notevole il seguente teorema di Aritmetica che di-
scende dalla formola (6):

1l determinanie d'ordine ).

Cy C, 8 .« oe Big Qi
—(A—1) (, Ci ¢«.. Ci—s Ci—
( ——— ()., ——2) Cﬂ  Tale DJ. —d Ul -3
N 0 —(2=3). .. Ci—s Ci_g
() - -H . ;I . -—l. U;

con

Ci=2n--1—3s{i+1)

dove s(i 1) & la somma di tuiti i divisori di i -1 non superiori ad n--1,

rappresenia un numero intero divisibile per |). ed il quoziente resta inal-

R -,
2 L]

terato mutandori ). in
G. Mienosi,

*) Cfe. Caresvr * Legionl d'Algebra somplomentare, . ;r 115.
{**) Ofr. Lucas. * Theorie des nomhres, , p. T5.
(**%) Teoremi annloghi diede F. Feucoin nel Giorn. di Afut. di Batlaglini. (Anne I, 1368).
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NUOVE PROPRIETA DEI PUNTI NOTEVOLI DEL TRIANGOLO

(Saggio di Geametria recente)

Moalte riviste spientifiche ad aleune opere di matemutica econtengono
numerose relazioni fra gli slementi lineari ed angolari del triangelo;
vogi per la Geomstria classiva meritano speciale menzione: Theurémes ef
problémes, di Catalan. Rélations entre les éléments du triangle, (1893)
di H. Vuibert ecc.; (*) per la Geometria recente basterd ricordare le
Note pubblicate nei « Nouvelles annales mathématiques élémentaires » i

G. De-Lonchamps, nel « Mathesis » ed in altre importanti riviste italiane

6d estere specialmenie per cura di Lemoine, Brocard, Thiry, Neuberg,
Maupsion, Cesaro ece.; e le opere: di A, Poulain, Principes de la nou-
velle géomélric du triangle: di Casey John, A sequel 1o the first six
Books of the Elements of Euchd; del D.,* A, Emmerich, Die Biroeard-
schen Gebilde ; di C. Alasia, La recente geometria del triangolo, e molte
albre.

Colla presente Nota crediamo di portare nun modesto eontributo alla
Geomelria recente proponendoci lo studie della segnente guestione:

« Trovare le coordinate angolari (z,B,Y), e la coordinate ceviane (z,y,z)
w dei punti notevoli del triangolo, (*¥) ed esprimere per eiascuno di essi
«1 tre parametri lineari ai guali abbiamo dare il nome di valore del
w segmento fisso q, dell’altezza equivalente h, e della costante ango-
ulare A ». (¥F%)

Nella seconda perte risolveremo la wmedesima questions per i punti
posti sui lati del triangolv e sni loro prolongamenti.

(*! L'opera del Vaibert conlione 110 relazioni fra gli elementi lineari, 59 fra gll elomenil an.
golari ¢ 14 fra element! lineari ed sugolnri, ci0& 1o totale di 278 ralazioni eolls rispebtive dimo-
BURzioni.

(¥ S1 dieono punti notecols d'vma fignra pinns quei particolars punti del piano della figura, i
quali, guando giano datl, eguivalgono ad assgegnure dus condizivni a cui 1a flgnrs deve soddisfure;
In loro posizione mi pub esprimere In funzione dagll slamenti della figura stessa.

JFEE) Bl dleans cevioms. in omaggio al nome del matematico milznesse Giovanni Ceva (16481727,
le reite passanti pei vertiel del trinngolo; il primo she introdusse questa dencwinazions fu 'abate
Foulain ‘Journul de mathématiguss d1finenlaires, 1888, p. 278). Noi abbiamo date )1 nome di coordinats
eeviune ad on nuovo sistemn dl eoordinate goniometriche o trigonometrichs | DUn muers sistema di
coarifinale Irilinewi. * Le matematiche purs d upplicata ).

Le coordinaie eugelar: di un punto P rispstto al Wiangolo di riferimento ATO mon sono altro
cho gli angoli «, f, » solto eoi seno vistl | lall &, &,

La convenzione da nol stabilita b chie essl angoli sieno misurat] gempre conpscutivamente, par
eul in alouni ersi sono tutli positivi, ciod nel senso dell*oriing eielleo dei vertlel di up trinngolo,
in alouni casi tueli e tre pegativi; In loroe sommi sard: -i- 2=,

Lb aoordinate eeviane del punlo P noo sone albro che le sue distanze dai vertici del triangolo
di riferimento,

1l sagmento fiaxo del punto P & In base d'un Lriangolo fondamentale the ha il vertice in uno di
quelli del trinng, di ril p. es. 0 o por lali la projesioni dei due lati ineertiti sulle direzioni degli
stessi dus latd cios amenf & d.sena e par angolo al vertics Ia differenza angolare (y — 0).

L'altesza eguivaiente del punto P » 1"tltesza dol lriangolo eguivalante & quslle di riferimanlo
od avente per base il segmento flasy ¢,

L costomie unpolare dol punto P & 11 terzo lato d'un triangolo ipotstico gvente p, es il veriice
in € & per lati i prodotti sen u. sen \— B), san Jl.sen (& — A) e pel angolo 8l verlice quallo stesso
del triangole di riferimento, )

—
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PARTE PRIMA.

§ 1. Centro del circolo inseritto 1. — Teso & 1’incontrs dells tre
bisettrici degli angoli (el triangolo: nel sistema dell’inversione 13020~
nale corrisponda a sé stesso.

Evidentemente le sue coordinate angolari sono:

A, ®
% — Rl
B =
|
I (1)
C L
T_ ) I 0
s+ B-Fy="02n
Dalla considerazione del triangolo TBC sgi ottiene
B B
geln — el —=
a2 i
IC=z:=a seng o A
cos
08813
abp—e) ab C
- — —— co8 =
P p 2
f ——
Annlogamente o (i —% g cos 2 (2)
p P .
__1/ea(p—b) ca B
Y = ” == eos 3

Queste ecoordinate ceviane ai pomsono anche ottenere

r 0 ab (p— o)
C C »
9

IC0=:z=

80N P 8Bl —

2

Il valore del seginento fisso ¢ si trova applicando una delle nostre
forimule generali

b b C
;——.ﬂ?ﬂan(f——ﬂ)ziuns e # (3)
Identifioando le formule £8) e (2) si ricava
¢=p (4)

ciod: « Pel centro del eircolo inseritto il zalore del segmento fisso ¢ gquello
del semipernnetro del (riangolo »,

Per fucilitare le ricorche sulle proprieti dei punti notayoli del trian-
golo ricordiamo qui due proprieta sui punti isogonali she abbiamo dimo-
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strato in altro lavoro, (*) e sono: «1° Due punti coniugati isogonali hanno

lo stesso valore assolulo del segmento fisso q. dell’altezza equivalente A,

e della costante angolore A. 2°,0 Kssi dne punti hanno pure in valore

asgolnto la fanzioni trig. seno a coseno delle coordinate angolari dell’uno

eguali alle omonime delle difference angolari dell’altyo e vicevarsa =,
Il valore deil’allezza equivalenie &

20

i’

i

i

3r. (5)

It vatore dell'altessa equivalente ¢ ugunle a guello del diconetro del
eerchio inseritio.
11 valore della costante angolare si deduce dalla relazione

q . 1 I [
A seunA senB  senU
81 avra - Q
A P 2p P
A= @ gen A= abe =~ 2R (0)

Il valove della costanie angolare ¢ yuello del rapporto del semiperi-
metrp al diametro del eircolo circoseriiio,
Nel caso particolare del triapgolo eguilatero si avra

) a 3
e = A —afa =9 0

=78 h—_‘m , A 5 V3 3. sen 60

3
Nel triangolo equilaiero il valore del segmento fisso ¢ — del lato;
" » " dell’altezza equivalente &1l lato di-
viso per V3;
» " " della costante angolare & uguale a

3 volte il seno del suo angolo. ‘

§ 2. Centro del circolo ex-inscrifto I,. — E oguesto il punto d'in-
contro della bisettrice dell’angolo A e delle bisettriei dei dne angoli
asterni in B a O, il cireolo & tangents al lato @ ed al prolungamento
degli altri dne Imii 5, ¢; nel sistemn dell’inversione isogonele corri-
sponde a B8 stesso.

Evidentemente le coordinate angolari sono:

A
a=" |- 3 T::
B
— 2 (7)
i
i=0
atB-+r=2m

¥ B.Drrrrard, ® Aleune proprieth dell' inversione Isogonale . Revisla trimaalral de Matematicans
di José Rins v Casas n. 76,

iy
»
o

N |
-I..,F.-.l !. "1‘-"-
-

- 'rmi-_b
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Per otteners le coordinate ceviana si sonsideri p. es. il triangolo T,BO,
sl AVTA

mn— =3
ILO0=3z,=—a V b;ﬂ

G038

In modo analogo s1 otterra

==
Yn = ?3—-'1

Invece la terza coord, ceviapa &, si ricava dalla considerazione del

triangolo 1,CA
EUE i
In,& ESb —_— V bﬂ'

HEII —

;J——a.

Quindi le coord. ceviane del centro I, si possono riassumers

= -

&, = fmﬂ_"—P_ﬂ_ﬂ“Ez

— ea B
.Vu:Vc”::__ﬂ—p_ﬂﬁ“E (8)

V p—b ab C

g, =— |/ ad — SEN ——

p—a p—a 2

Par gli altri due centri T, T, s1 oltengono formule analoghe

b—e he A n—b be A

Py = bﬂp—h_p—ﬁ sen & ro=) bec = ——sen
) P ca E 0 V n—a e B (10
yh—V o 5 — ?]——é aon 5 [ ) Ye — ca p—e — " 9 )

—a ab b C

3y =V ab . S60 g g, =V ab S -

p—b  p—b 2 p—e  p—=e 2

Pel centro T, si ottiene il valors del segmento fisso ¢, dalla relazione
genarale

b
3, = = gen (T—U}zn—ﬂen Y
n I
p—2b ab C
= V ab — —
8. Va e = sen (11)

ossia, identificando colla (&) si avia
Ga=D n] ]
Analogrmente saranne ¢, —=p— & ; Xg, =p = ¢ (12)
de=PF l J
Il valore del segmento fisso del centro del cireolo ex-inscritio é uguale
alle differenza fra il semiperimetro ed 1l rispettivo lato di tangenza.
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La somma da tré segmenti fissi é uguale al semiperimetro del trian-
golo, ossia al segmento fisso del ceniro del cireolo inseritlo.
L’allesza equivalente h, si ottiene

h — 20 _ 20 — 2 l
¥ p—a ; (13)
Analngamanha Ih, — 2 Eh,. — {""n I BT = "n) |
Re=2r,

Il valore dell’altessa equivnlente ¢ uguale al drametro del rispeltivo
cireolo di tangensa ex-insvritlo.
La costante angolare 8i otliene dulla relazione

A“=?naanzh_2{p——n]9_pl——-n

¢ abe 2R
Analogamsute A, = p";& 2. = Qf» === . (14)
7 —
A = 2R

Il valore della costante angolave ¢ wyuale al rapporio della rispet-
fiva differenca lineare al diametro del cireolo circoseritto al triangolo,
La somma delle tre costanti angolari é »guale alla costante angolare del
cerchio ingeritto.

Quindi si dedarranno le seguenti rslazioni:

9=9n:y1.=qe=xl:&.:m:ﬁ.;-==p:(P—ﬂ)_ﬂﬁ—”):“‘_")}(15)

Rrhyshy:Ro=2:7,:7: %

che danoo luogo ad altre proprieta dei punti notevoli del triangolo.
Inoltre dalle (2) e (8) si possono dedarrve le distanze del centro del
eireolo iuseritto da) centri dei cireoli ex-inseritti, esse sono

5 V he
"_I“___J:_” F{P—ﬂl

A
Dh=ty —¥=5 V:ﬂ(}l—#} e

rh
Dr " - — V
“Volp—o)

31 deduee pure

-T--ﬂl'u"——mhﬂ;‘r:bﬂl

Y - Yo=Yy Yo =c01 (17)
:':‘I"'—"_EII Eczﬂb
Inolsre s8i ha
iy =(p—a)a:(p—>buy,:(p—rc)s, (18)
ad muoche

a(p—>5)
D,‘:D,_V (19
T He(p—a) )

o le analoghe.
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Tutte queste relazioni possono dare Ilnogo ad altrettante proprietd dei
punti notaveli eonsiderati facili ad enunciars.
Altre ralazioni st possono otteners dalle (16), ciog

4R
D%, <+ D% _I_ D= _P_ (EIT“—I— bry, + £7). (2[})
E ponendo le distanze dei cerchi ex-inseritti I,1, = E,, sce. 81 avrh
C 4R
E*' = D* = D#, - 2D, Dy, sen 5= ¥ e(p—re)
41
analogamente saranno E3, — e X alp—a)
iR (21)
Bl =— X b(p—1b)
. . 4'-R ' 2 a
quindi B 4 B 4B = — [2p® — (a® - 6° 4+ ¢™)]
Nel caso particolare del triangolo equilatero saranno
1 1
{fn=‘?h=q|:=?ﬂ=_ﬂ_ q
= )
hy =I=h,=ay3=7 h (22)
V8 1
5ﬂ:‘Ah:-lﬁ-l:_" < ——3-&

che denno tutte looge ad altrettaute proprieta, inoltre si ha che:

I parametri del centro del ewrcolo ex-inserilio al triangolo equilatero
sono Lo tersa parte di quelli del circolo mseritin.

§ 3. Centro del circolo circoseritio 0. — E guesto il puuto d’ incontro
delle tra mediatrici dal triangolo; esso é il coniugato 1sogounale dell’orto-
gentro H, guindi avranno con gquesto eguali in valore assoluto i tre pa-

rawmstri lineari.
Da nna semplice ispezions della fignra risulta chiaro che le coordi-

nate angolari del centro O, sono

a—=2A
p=2=2B (23)
a+F+y=2n
Le coordinate ceviane sono eguali al raggio del cireolo circoscritio
2106 .
be
L=y =3 7 AN A= . =1 (24)

Dx quesla 8i pud dedurre il valore del segmento fisso ¢, cloe

bewen A 200 2p.
=R ~R®~- R

(25)
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Pel centro del circolo circoscritto O e per Cortocentro H il valore de!
segmento fisso é uguale all'area del triangolo divisa per la meta del vaggio
del cireolo circoseritto,
Percid sard

h=""_—R. (26)

Pel centro del cerchio circoseritto e dell'ortocentro il vulore dell'dl-
lesca equivalente ¢ eguale al raggio di guel eircoio.
Sara puras
gen A O rp aho
¢« R R* 4R?

(27)

Pel centro del cerchio circoscritio e per Uortocentro il valore delia
costante angolare ¢ uguale al rapporto dell'area del triangolo pel qua~
drato del raggio del cerchio eireoseritto.

Coms applicazione delle suddeite formule possiamo troyvars |’espres-
sioni dells distanze del centro del verchio eirsoseritto O dal ceutro del
eircole inseritto T e dai centri dei eirveoli ex-inseritti I, I, 1. che diremo
rispettivamenta (d, d,, d,, d,). Cousiderando il triangolo QAL 8i avrd:

A
2

] —

& —= ' |-N* — 2R sen (U
enalogamenie
= 2"+ R*— 2Rz, san (C

)_R{R—Br)

S =B 2,

(. , B (28)
d’h_—_ yi_— Rﬂ—ﬁRyh son A |I| 2) .-R(R.—i— ?ﬂ‘h)
\
-
G —3 - R* — 2Rz, sen (B I ‘;) =R (R4 2»,)

b L &y b - d7, = 12 R?

La prima i queste cinque relazioni rappresenta il noto teorema d'Bu-
lero (*) I"ultima esprime la proprieta:

La somma de¥ quadrati delle distanze del civeolo cireoseritio dai centri
ted eireoli tnseritty ed ea-inseritti é uguate a 12 volle il quadrato del
circolo ewrepseritlo,

§ 4 Ortocentro H. — B questo l'incontro dells altezze del trirngolo.

Evidentomente lo coordinate angolari sono

& —1m—A
=n— DB
i 29
B (29)
N =2

{*) Exso fu pubblicato por & primn volta el 1747 {Noucellss annales mathimaligues, 1545, p. 307),

e
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Le eoordinale ceviane sono

sz sen 2A — 2R ¢os A
y =i;~ sen 2B = 2R cos B (30)

:ﬂTj“HEH 20 =2R eos C
Le coordinate cewane dell' ortocentro sono date dal prodotto del dia-
metro del cerchio cireoseritta pel coseno del vispeitive angolo del triangolo.
I parametri lineari furono duti nel § precedente,
§ 5. Baricentro 6, — I} quesio il punto d'incontro delle tre weadirne
del triangolo che le divide nal rapporto di 1; 2 a cominciare dal lato.
Si possono scrivere immediatamente le conrdinate ceviane dsl punte G
ricordando dalle geomstrin ’espressione della mediana

1
a’ 0¥ =2m%, - —¢

—

:lp

dalla quale si ricava

2 2 | A 1
::Emr-—gvﬂ (ﬂ‘-"ll E!'E _2 I':sj

Anologaments si avrebbe

V2 (@ 05—

Ve ($* - %) —a? (31)

Per trovare le coordinale angolari del baricentro si comineiano a cal-
volare gli angoli che lo medesime formano coi lati adiacenti che 1ndi-
chiamo con A’, A” quelli che fa la mediana coi lati AB, AC e cosi
(B, B”), (C', C") le altre due coppia. Caleolati questi angoli &i ha evi-
dentements

a—=w— (B 4+ C")

B=n—(C'+ A"

v=m—(A'-- B"
a-+B4+vy—12n.

31 possooo guindi scrivere le coordinate ceviane ricorrendo allo nostre
: »
formule generali

(32)

ab _ , .

::.--.?— sen (C—+ A’ B")
l

& = -‘IE gen (A 4 B -1 0" (33)
i (4

y:? sen (B0 A"
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Identificando le {31) eolle (38) si potra ricavare I'espressiona del va-
lore del segmento fisso g, cioe

dab sen (C -+ A"+ B") 24
= V2 (a® - 6°) —¢* (4) b

o le due anzloghe & guesta.
Si ricaveranno i'espressioni dell’altezza equivalents e della costants

angolare ricorrendo alle formnle generali

h___@ | ﬁﬁsﬂn.ﬁ._sﬂnﬂﬁnenﬁ}. (35) 1
iy ) a b ¢

§ 6. Punio di Lemoine K. — E questo il punto d’incontro delle si-
mediane, esso & il coniugato isogooels del baricentro, gnindi per la

proprietd enunciata piii sopra, avra i tre parametr: eguall in velore e
segno a quelli del baricentro.
8i possono anche, in virta dall’altra proprieth enunciata, scrivers

unmedistamento le coordinate ceviane
v @' = -E;—F sen (B’ C")
y = -‘;E son (' - A") (36)
Ly =%b sen (A'-F B

Lo coordinate angolari sono evidentemenls

xa=rn— (B" -}-C)
B=a—(C"4+ 4" .
v —7— (A" 1 B) (37)
2= 2x.
Percid le formule (33) si possono uncora scrivere
b
& e — sen (B” |- C')
¢
ca (. ’
y = seu (C"4- A" (33)

b
~ =% sen (A" | B)

che sono le coordinate ceviane del baricentro G.
31 ottengono i segnenti rapporti fra le coordinate ceviane dei dne

punti G e K

x  gen(B" () y  sem(C" 4 A z _ sen(A"4-B) (38)
@ sen(B'-C") ' ¥y sen(U-+A") ' 3 sen(A-LB")
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§ 7. Primo punto di Brocard M. — Se sopra ciascuno dei lati del
triangolo si costruiscono gli archi capuei del supplemento di wno dei
doe angoli adiacenti, mantenendo 'ordine ciclico, i tre archi s’interse-
cheranno in un medesimo punto conossinto col mome del suo auntors
primo punto di Brocard o punto positico o punto rvelrogrado di Brocard
per distingoerlo dul sno isogonale detto secondo punte, o punto neYa-
tivo o divetto di Brocard e che si suole invece rappresentare colla let-
tera N,

Le coordinate ceviape formeranno quindi pel punto M coi lati dsl
triangolo l'angolo costante w detto angolo di Broecard il eni valore &
dato dalla relazione

cot w— cot A 4~ cot B |- eot C,

Le coordinate angolari del primo punto di Brocard evidentsmente
HODO

a=n—2D0

p=n—C

Y=—T A (39)
aTfB-+y=2%

Sara nel vertice C 1'angolo di Brooard o o le coordinate ceviane sa—
TAENno

. Sen w
= gen B
561
z2=1> ~E (40)
880
=N gen A J

Ed applicando le nostre formule generali si otterranno le stesse cogr-

dinale ceviane
(M

y=— sen A

:——-?EB!}B (41)
b

2 =— gen O
Vi

Identificando le (40) e (41) si rieava il valore de? segmento fisso q

q=ﬂxaanAﬂanB_ﬂnauBﬂanD éaan(}sanﬁl (42)

HOIl ) 00 () 800

E &l pno serivers ancora

202 v gen A

(] —
'{ 8281 ) i

& le analoghs.

=

T o T e —




134 PERIODICO DI MATEMATICA.

Il valore dell’altezza equivalente sara

20) 80 o
h= =8 X sun A (33)
o lo nnu.'lugha
ciod: Pei punti di Brocard Ualtezza equivelenta ¢ wguale al prodotto di
uno dei lati del triangolo pel rapports dei sent dell’angolo di Broecard ¢
dell’'angola opposto al lalo.
Il valore della costante angolure si oitiens dalla relazione

A gen A
¢ a
quindi
| -
ﬂz;—‘irsﬂum=;fjsanm (44)
da cui
h
sonw=—A4 X ? (43)

ciog: 4l seno dell’angolo di Brocard ¢ uguale al prodotio della costante
angolare pel rapporto dell'altezza equivalente al segmento fisso dello
stesso punto di Brocard.

Si pud trovare divettamente 1'espressione del segmento fisso ¢ appli-
cando ls nostre formule geperali, cioé

g*=10"sen” A |- ¢"sen® C — be sen A sen 20 (40)

e ls analoghe.

§ 8. Secondo punto di Brocard N, — Le coordinate angolari di questo
puaio sono

A= CI

* — A
E:-_:; B (47)
2 =27 l

Lo coordinate ceviane gono

. co O — 580 w
e Iy Ran - sen b
nh sen w
I = — ~ 48
q e A =4 sen U (£2)
be 260 W'

o=—sen B=25 ,
q gep A

Come congeguenza delle formule (41) 8 (48) si deduce

i —=—genQ:senB=c¢c: 0
} (49)

y:yY —=senA:sen C=a:c
s:s —=senB:senA=1"l:a

:
1
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I valori deli’angolo @' & dei tre parametri sono egnali & quelli del-
I"'angolo w e dei rispettivi del primo punto di Broeard M.
Si dednea ancora dalle (40) e (48)

9
i S8 w f
r.Y.5=a.y .2 =nbe (f

sen A . xon B.sen 0~ |4 o0 “’) (50)

@ st ha la proprieta;

La ratlice cubica del prodotio delle coordinate eeviane i ciascuns dei
puniz di Broeard ¢ wguale al seno dell'angolo di Brocard pet rapporto
el segmento fisso alla costante angolare deyli stessi punti.

I5 sostitnendo per sen il suo valore dato dalla formula (45) si ot-
tiene ancora

Bl 3= .Y 5=} (1)
quindi la propriati:

Ii prodotto delle coordinate ceviane di ciascuno dei due punt: di
Brocard é ecomune ed wguale al ocubo dell'wltezza equivalente dei me-
desimi,

Ma pel ernitro del civeolo eircoseritto O si era Lrovalo: o y=3=R
e A=DR dungque anche guesto punto notevols gode la stessa proprieth
dei prunti di Brocard, di essers ciod :

D@ s=h5 (53)
FEd il suo coniugato isogonale, ossia 1'ortorsntro H, avrd
.y .2 =8h* cos A,cos B.uos (. (53)

Si osserva un’altra analogia fra i dne punti di Broeard e "orto-
coutro: Esst hanno fe medesime coordinate angolari pero con ordine
spostato, formate dai suppleniénti degli angoli del triangolo.

§ 9. Punti isotomici; punto di Gergonne L, e punto di Nagel L,. — Si
dicono re?te isotorniche due retie unscenti da un vertice dal triangolo e
che delarminano sul lalo npposto due pnnti eguidistanti dal suo punto
di mezzo; i dne punti si dicono rsotemici fra di loro.

Le retta 1sofoniche a tra rette econcorrenti in un punto Ly sono son-
corranti anch’esse in nn secondo punto L; guesti due punti si dieono
puntt veciproci di Lonchamps che i scoperse nal 1866 od anche punti
1isofonuet @ le tre coppie di rette si disono refde 1reciproche.

E noto dalln Geomeiria del triangolo che le ceviane passanti per i
ponti di contatto A,, B,, Cyadel circole inseriito 8’ Ineontrape jn un
paute L, detto punto di Gergonne; o che le rette o ceviane passanti par
i punti Ay, By, Cy di contatte dei tre cerchi ex-Inseritti, 8’ ineontrano pure
i un secondo punto Lg detto punto di Nagel; essi due punti Ly, Ly sono
igotomiel,

Tralasciamo di esuminare i punti associati di (zergonme ed altri punti
iMotomici,
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Per due punti gnalungue reciproei facilments si ottiens la relazione

AC;, wxsenB BC, @'senj
BC, ™ yseusz ' AC, B EL Y

guindi
zeenf mpsen

vseno Y senz

Analogaments
y 8an ¥y y' sen < (54!
Z sen ;'3_ 3 son 5
= g # £ 8en -~z |

—

@ seny &£ 881 ‘i-"

e si pnd enuneciare la proprietd geuerals dei punti veeiproei:
Le distanze dei vertiei del tmangolo dalle ceviane reciproche passanlt
nel terzo vertice sono proporzionalt fra dr loro,
Occupiamoei dei punti reciproei detti di Gergonne e di Nagel. Evi-
dentementa sono verifieate lo segnenti identiti
—z nI

—p—b) (53)

.

Indichiamo con A,, Ay gli angoli che le due rette reciproche fanno
coi lati AQ, AB, sara A;— A — (A, Ay) I'angolo compreso fra le due
caviane reoiproche. Apalogamente diciamo con By, By gli angoli delle
altre due rette reciproche cor lati BA, BC sari By= B —(B; 4 By); lo
stesso dicasi per gli angoli 0, Oy, s =6 — (G, + Gy).

Dal triangolo AA,C del quale si conoscono due lati b e (p—e) @
I'angolo compreso C si potra determinare l'angolo A, e cosi dagli ana-
loghi triangoli si potranno determinare gli angoli Ay: By, By; Gy, Co

Oi6 premesso potremo scrivers le coordinate angolari del punto di
Gergonne 1y & del punto di Nagel L,, esse sono;:

AC, =AB;, = BC, = CB; = cot

BA; =2 BGI = G.Ag = ﬁci —=#* @DL

A
2
B
2
C
&

CB, = 0A, — AB;=— BA;—=r cot

] ay=n—C--(Ce—By) ag=n—B--(B,—C)
Yi=C--(4,4-B,) Yo=n—(Az}D5y) |
oty ;31 1| Yi==4T e } r,ia } Ys—2n

E le rispettive differensze angolari saranno :

@i — A =B} (0,—B,) s — A=04 (B; — C)
By —B=m—B— (A, + () e — B=(A;+ Cy) (57)
Y1—C =(A,+ By Y2 —C=1—04 (A4 B))

-

-—1 — Zy=—T
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Le coordinate ceviane saranno :

{‘ .f..-ﬂ
&y = ?" sE2n (B ‘I_ E! ma— BE) Ly = ) sen [c J'__ Bl F3 Cl}
{1 J
e e
Iy = i:f_; H521 (E+ ;\; + Cg‘l ys r— ;; SEn (AE_,_ Gl) ":’E)
1l 717 o
2 =;HE]‘J (A, + B:) -'u=a—ﬂﬂll (C -+ Ae¢+ By)
m a

L tre parametry linear: {4y, by, X;). (7, Bsy Aa) si deducone dalle nostre
firrminle generali:

= &% sen® v - ¥ sen® 3; - 24¢ sen 5 881 vy cos (2 — A.}]

| logh - |
£ 1B ANRID B e
. YT (59)
AT sen A sen B sen
1 o -.ﬂ' o b T -

Aualogle formule per 'altro punto.
Infine ricordando le relazioul {53) si possono serivere per i pnnti i
GGergonne e di Nagel 1 segnenti rapporti egnali:

Zp sen Py Irg SE1 7 n— il

2
yisen z,  Yalen gy p— b
iy san |, YaReN ¥Ys p— b
<3 SE1 Oy Fg BHN Ty P =0

e

XysenyY; Xa88uvs pPp—a

(0]

el enunciare la segnents proprieta:

Il rapporto delle distanze dei verviiei del triangolo dolls cemane re-
ciproche passanti pel terzo wertice ¢ uguale al rapporto inverso delle
rispeltive differenze lineari.

In modo analogo si potrebbero stndiarve altri punti notevoli del tvian-
golo: 1l reeiproco del barieentrn corrrsponde a se slesso.

(Cantiniea)
Prof. G. DELITALA.

PICCOLE INOTE

[. — Sull”integraziono indefiuity delle fanzioni fnverse,

Sia 1o funzione y = ftx) finita, continua e dotata di derivata prima non nulla
in nin intervallo generico (ax).

In tali condizioni 'equazione y =f(a) si puo risolvere rispelto ad z, cosi da
avere . egnale ad ann funzione finita, continua e derivabile 2 (4) dalla variahile y:
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cambiando materinlmente y in > nella funzione p, ottengo la funzione o (x), detin
In funzione inverse di f(z); adottd anzi la notazione gia usata da alivi serivendo
@l =1z

Cib premesso dimosiro tn segnente proposizione:

Se Uintegrale indefinito di uno funzione [{x) conteneta agsieme nlla suw inversa
in dato corpo 1 (%) & esprimibile per funzioni dello steaso corpo (guello, ad esem pio,
costitrito dalle trascendenti elomentaril, uppariiene pure allo stezsn corpo integrair
della funzione trersa £-'(x).

DivosTrazrons, — Sia una cucva y= [~ (x) riferita al solito sislemn earle-
siano; avea compresa fra la enrva, 1'asse delle = ¢ le due ordinate corrispondent

all'nsvissa « ed a quelln generica 2 sara

A=_[F () dr (11

1

Opero adesso ann semplicissima trasformazione di assi, prendendo la direzione
positiva delle = per iirezione [lnﬁ‘it‘i'ﬂ'n delle y. @ gquelia aniﬁ‘ﬂL dalle Yy per qm}”ﬂ
posiliva delle z; in tal modo I'equnzione delle cnrva diviene evidentemente

y=fl=x

e gli estremi dell’'avco considerabo (riferiti ai nuovi ussi) aveanno per ordinate
a el x e per ascisse f~'(n) ad f-'{r); quindi I'area B. cosi limitatn, sori
J 12
B = [fiz)daz. (2)
' (m)
Siceome poi chinmando C l'arvea del retlawgole che ha per laki a e /! ().

si hn
C=af(n), ed A+ B4 G=axf{x),

se ne ricava per la (1) e la (2)
()

.ﬁ“ (x)dz = =f~ (2) — [ flx)dze — af(a),

'I'_i-.'l.]

dove, fondendo in un'unica costante d'integrazione il termine af~'a) & gli altri
dus termini costanti che provengono dsi due integrali A e B, per effetto des limiti
inferiori g ed f~'(a), si ottiens senz'altro

1)

S @@z = af-1(x) — [ fx)dz + costante,

Questa relazione prova V'asserfo, giacché i tre termini del secondo membro, e
quindi Ia loro somma, appartengono al corpo T,

Infakli. uno di essi vi appartiene perchi costante: per ipotesi vi apparlengono
= ed 7=}x), o quindi il loro prodotto; vi appartiene inoltre I integrale indefinito

: - r=*{2)

(i fa), integrale che per un momento chiamers I' (x): nrnlff{:r} dx si olliene
da T (x) sostitnendovi 1 (z) al posie di x, eseguendo dunque nna operazions cor-
rispondente ad una funzions del corpo T sopri 'elemento £~'{x) che per ipotesi
appartiene al corpo T,

o (%) Inlendo per covpe 4| funzioni un iuslemie 4 fMngioni iali ehe, operando sopra di esse, sin
vazionalmanie, sia con wna geuorien funzione dell insienie, i oltsugans sempre slementi dell’ in-
siamp.

I.*.,___‘” L S
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Por definizione di defl
e d .

Osservazioxe |
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O corpu, non venisme, con talj opernzioni, ad nscirne.

— La relazione trovatsa

)
!ff_q LTJ Ao — J‘f_lil'] -._. I f[.-rhi'.r + uﬂEtﬂHtF*

ollve o dimostrare |y pro

posizione, contiepe senzaltro In regoln per infe
bangne funzione delly oni

ZEATE (jia-
INVersa si sia g conseguilo Iinlegrale.

y PCTTY i
aEn T iy
fﬁEll el = geen Vg — [ sen adr <+ vostanie; [5)
abbise
. . l:u_=:
tfsan adxe = — oy T quindi J-se-u adT = — gps sen—lgyp—= _ 1 — &2

¢ perein I3 (3) diviene
[ sen = gz = & sen~'x+ 11 — 7 1 costante.

ato geomelricamente, puuis

nte colla semplice derivazione della relazione trovaty

F_'Ju]

_ [ 1-Vix)de = af ) — [ 7x)dz + costante

sa effelto, derivamloly, si ha

e P df ! x) . ar=ix)
FHE) =t z) + = 7 Flf-1(x)] —ret (4)

ma, per fefinizione, & certamente

Flif =) ==

¢ quindi la (4) si riduce 5

an’ identita, come infaiti si deve otienere,
zione precedente & yera

s¢ Ia rela-

Dolt. Errore Da R

I — NSopra mn mody stmplice di generngione della serie i Taylor.

Sik f(z) nna funzione finita ¢ continua jn in certo mnlervallo (o, + ), e snp-

poniamo che [8 sue suces esistanc e giane pure f

8sive derivate anzion! (i & finite
¢ conlinae nell'intepvallo considerato

sappominmo di diyvidere I"intervallo dato in » mtervalli egunli:

hy 5 Ed) 3 —
(:n.:r.'—l—;{lj. (.-'r-f—g. xr - —EJ (.r-i———l- .T-}-'—ﬁ)..,(.r—I- L 1”',:1!—1—1&).

() "

e
”
Applicando ad 7i2) in ciascuno di guesii

mtervalli il teoremn dal valore medio
1 lin: '

Fla 1—31]——f(-r—|- hr—-]”:) 1/

o =T il f [:':u]
n L

f(-il"—l— ["_I'Ih)——f(:r—}-h'_—g]h) T

T N T m F ()
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i 2h Ji It
e+ 53] =rlet ) =5 r
i i
fl;—}-%)—f[.r: :;}"[II]
— g/
love 2 L "1] A < % €T+ l—"— .

Sommande queste egnunglinnze membro a membro, si ha

|
flz+h)—flay= W2 f %)

Nss i

__flx- W —1lx)
- h

e

1

I
—
=

L1

3

Sa ora facciamp tendere n all'infinito i lermini del sommatorio divengono fil-
finitesimi, e, gincche il sommatorio Lende allora ad un limite fimito, possiamo s
slitairli con le yuantila:

f(.r-i—;] f(:!:+‘— |

n n -

¢he per n = ¢ divengono pure infinitesimi dello stesso ordine dei primi.
Avremo ciog .
‘ »

I (: -+ Tl)

'ﬂl == ”l-n =

== n n

Applicando ancora il teorema del valox medio alln fonzione 7 (@), abliamo
: B
Fle+o)=rm+5 e
® h ¥
1 e+ D)= (o +5)+ 5 Ga=7 0+ U )+ 1)
2h
]

]

S )

f'{*+: ‘—“f"(f+ )+%f‘*l3ﬂ=f (_=+%)+%[f"fﬂ:]-&-f"im]:

= f'(x) + % [F" (320 + /(B + 1 ()]

(i — LV A
"

h . v
)+;f fr-.:J -
...=f'[:r}+7:[f"[m+f"(ﬂ-:} NI N A £ 5]

ft::+?|1:f'(=+

ilove { g .
P —
&+ n < < T + e
{Juindi f
. } . —" LY (3]
Ef'(::{—'—}i‘):uf[zj-i—hf‘;m t )
ilm cni

1 e ke ' \
3 o= fix)+ i 23 ',“”“”

p=== n 7

- = Hr -
- ---'\-—-l-'.-p— -
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p=bi=fla . jn—rt 7B

2 h H== g n

Un'osservazione analoga a ynella fatta pra sopra rignardo agli infinitesimi
del secondo membro ci conduce alla sostitnzione analoga; avremo giod:

. |n—,—+1;f'(x+ﬂ‘)
Tk

du=Im=

n== "n-

Lontinuauilde guesto procedimento, sviluppande cioe i termini del sommatorio
¢ lacendo aveora la sostituzione degli infinitesimi avremmo ora :

i rh
ws f o F _)
- I — ___ ad
== T [-J £ 0z) 4 i S | 1 I l]JH v 2) [ i n :
n== k N~ i F 1
ell essendo
I =r o n[n—!—ll__l
=T A
&1 AVTA
f“ Y & »h
it — ——
N B 2 =i em—=r<41jin—r+ 2 r(I+ ll)
S I - ; -
In =imil maniera si olterrebbe
F i) - ( rh
A4 — ——
" ki . sl —r =+ —2-+3) e+ n)
dy = = |im = .
h i ﬁ Hi
f“'l'I] »rh
Y. e ——
! 4 T ,:,[u——r+1]|n—-r—]—'.%}ln-—r—i—ﬂj[u—-r+»i] r ('I+ n)
3 = = lim3 -
B " 24 1o

E facile ora vedere In legge di formazione dei coefficienti dei termini dei som-
matori considerati, ginechis ngnune (i essi & formato dalla sommn 3i tutti i cosf-
ficienti dei termini del sommatorio precedente a comingiare dal corrispondent e
termine: abbiamo infatli

i | " i
P T o LF oeetos ”‘;”:1+2+a+...+r:

r{r—l-lé“"!'g:':] + 3 4 [I{—lﬂ—l“...—I-rrr;_l]; eoe.

Kssendo
) S SN (R
In prima gerie di coefficienti. le altre saranno i successivi ordini dei numeri fizu-
rali; ed avremo allora in generaM®

5 !'_l-:'—[-li -+ 2).iipr 4 p—8)
- (p—1)!
nk

x) +

A, = lim

o i 4 20 .
: pt ol
:

= o™ -
Bl S e te —

. T




142 PERIODICO DI MATEMATICA.
ed easendo
gir-E e +21..r+p—0 nin+Nnt2) ... n4p=1)
f (p—1)! p! '
¢ qnindi
o4 1)...(r=4p—2
o R TY
lim p—11 = .
ne = nr !
abbiamo anche:
% ) () o A rh)
A T I 0 o | Lo o OO 1o o et VA
GA h e n! »y

Ponendo suecessivamente p =123 e chiamando per brevith Ry ) 1] som-
matorio del secondo membro, si ha

J.!” __ﬂ.'ﬂ ‘i_ h} —f[.‘.'l'."] —J

(), dn ey fle—+ &) = flz) + W R,lx),

I
Ay —J Iz .
Bp=— hr R _ Halz), don vni fla+hl=flz) 4+ hfix) <=0 Rel ),
5 f(x)
A B
Az = 0 = Ry(x), da em  fled+hi=lz)+=0f x) + 5 1 )+isRBslz)

ed in geperale otteniamo

ﬁr+M=ﬂﬂ+ﬁﬂm+h=

)1
Lo

_ ;:t . '
{ir)+ E’:_' flx). ..+ ; foie) 4+ hert R (2).

Se al crescere di p, R, tende a 0, la serie

ki
hi
sard convergenta, e ln somma dei suoi primi termini si poira, prendendo p abba-

stanza gramde, far diffevire da flr + &) di tanto poco gquants si vmole; poireme
quindi scrivera:

flz) + hfix) + ;‘—;*r‘l:._.-] R B T P

: @ ¥
fle+ hj= X — fHa)
fe=n .
vspressione della serie di Taylor. LiTTDD ASCOLL
Srieclenta ofal R, Isi. resnieo i Tirornws
o O

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 606, 607, 608, 609, 6l ¢ 6%

GO06. £ duo un fascio di coniche ed un punto P. Si lrori il luago del punte
W’éncontro del diamietro che passa par P colle polave @i P. (faso s eni @ fascio
di coniche 8 viduce ad un fascio di civeoli. (ARERNSTREET.

Parte 1. — Risoluzione della sig.® Longobardl & del sig. Barisien,

[I faseio dt coniche sia rappresentato dull'equazione

(1) ¢+ ki = 0;

NotTi. — PII‘TH__!‘[ITHI"H le visolhimioni dwlle guistioni 604, 805 invisls dal sig Bayision auando il
n. procedente arn gin in maechina.

P
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le eoordinate 2, y dei centyi sono dale da

Pt Api=0 g, kP=0,
Lequazione i ogni diameira di {1} & dnngne

s+ Vst migs + AV, =

ynesta & 'equazione del dinmetro per un punto dato [y ;). se wm ha valove tale
da fla verificare da 2 = ay, y = 5, ciow se

Fai+ Mx -+ qu;r:l 3 5‘4"31] =0,

T , t. N .
imtendendo per ¢'x, il valore che asssume :p,:i—:: per =gy ete, L'equnzione
d.

Jdi ogni diametro pev I di (1) & dungne

[?': + Ads) [T'-II [ -]I-"-PIJIJ — (¥ + k) (Fv + KYy) =0,

oV VEID

P —Pny HEE Py — s R — Yney) A — Yl ) =0,
¥ vero
12) (2 y5) & [Lga $5) + ($5 9)] + 4% 9y =0,

mtendendo per
(AB) = AB; — A, 8.

« La polare di P rispetto a (1) &
(3} (@0 + &b+ (90 + 2Py + % + s =0

Eliminando & tra In (2) e la (3) si ha 1'equazione del Inogo richiesto dei punti
d'ineontro del digmetre di P con In polare di P.
Dalla (3) si ha

- Hep

qu‘
essemlo
Pe=9x2+ o5V +9u=0 i=dunzt+Iny+0n=0

le equazioni delle polari di P rigpetto a ¢ =0, b= 0. Se sostituiamo nella (2)
" precedonte valore di & si ha pel luogo richicsto 1'equazions

tipli 'F'ﬂ Py , + [{:F.:I q"lr] _I" I':'ll.llx ty! }] By Pep -+ l.'lll: '-h,!r} pﬂq =0.

Parle 1. — Risoluzione del sig. Barisien.

I eyunzione dei civeoli di un faseio rilerito all'asse radicale e alln rettn dei

eenim @
2?4+ y*— 20y + K =0,

dove K @ fisso o A variabile. La retta che unisce il panto tisso P (z, y) col cen-
tro (U, A) del eircolo ha per Munzione

y—A _®

m— A x

WY yer'o
A Lﬂ — ) = ijy — Hyry.

I polarve di T rvispetto nl cireolo ha per equazione
wry + pin — Ay 4+ )+ K= 0.
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Eliminando A fra le due nitime equazioni si ha

. ‘@z 5 yn 4 K)e —20) = (y + )y — yry)
OS5 1L

= L . 7
z +y—=z (.r: +i: 3

) K = 0.

1 lnogo cercate ¢ dungue un cireolo elie passa per P oed ha il cenlro sull’
radicale del faseio dato.

607, 1a retta che unisce wn punte M di un’ipevhole con pae dei frochi

imeontra in N, N gli assinteti. Dimostrore che le lunghezze MIN, M\ sono funzioni
razionali dells coordinate di M.

Hsae

Eanisiss.
Risoluzione della sig."* Longobardi.

Sin M(zy, y1) un punto dell'iperbole

- 4 B

{1;' =~ JJ

a’ b

1.

Ln fuoco dell'iperbole & I (¢, 0), essendo ¢ = )

i® 4 0%, e le equazioni ded sue
assintoti sono

(2) ) = f x
L'equazione di MF &
(3) ¥ — Y __I:yi:!"‘_-“]

La retla (3) incontra la vefte (2) nei punt

N( 2 bep
ayy — b jxy —¢) oy — b ey — )
= ( CICH — b“jﬂ )

upps + b ey —c) " ayy + b 2y — ¢

a1 ha 'lliﬂqlfr
MN = iy — by ey — 4
o [ayy — & (e — o)
MN = rﬂlfl -+ b-l'l]'[r.'.rl — ﬂ.!’
aloy, Fblx, — )]
¢i0k le Junghozze di MN ¢ MN' some funziomi rozionalj de

Altra risoluzione del sig. Occhipinti,

e cvvrdinate =i, y . di M.

GO, Lintoghi dei

fuochi v el vertici delle coniche fungents o e retle dule
in due punti dayi,

GO, Litogo dei vertici delle iperboli che hunne

un assinlolo fisso ¢ somo fan-
genti ud wune retla dale in un prnto date.

Barisiex.
Risoluzione della sig.* Longobardi

1) La rette date sinno gl assi, w il lovw anzolo ¢ {a, 0), 12, &) siano i punti dati,

L'aquaziona d'ogni conice avente un dato fuoco (z, ) &

(1) (2 — X))y — Y)P <4 2 — X))y —Y)cosw = (Ax By )~

lie sscisse z dei punti di ineontro delln (1) eom lasse dells 7 sonoe da

F3

N4 Y*—2(z— X) Yensw — (Ar 4+ O)®
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1ot sono le radici dell’ equazione

(21 2% < A%)— 2¢ (X + Yeosw +AD) + X4 ¥* L 2XYeosm — (f — 0.

La (1) & tangente dell'asse delia a* nel

punto {a,0) se le due radici d; (2) =pno
ezualy ad w; e cid ba lnego se

(X 4 Yeosw 4 AC)? = (1 — A% (X*+ ¥* 42X Y posm — U9
X+ Yeosw 4+ Ar -

[ = At i,

Dalle precedents s lin

N w® = UF — (X + YT L 9XY CDSM )
ﬂ:
Al = A = + ZXY vosty — (2 — (X + ¥ cosm)

n

duluh}

X2 Y o)y Cosw [ﬂ’ + 14 2XY posor — 02— (X LY rn..mj]"
i '

el
UV Ve

(3) C* a4 X4 Yoy Yiensm—2({X + Yeosw))=|X?-4 Y* 4 2XYoso—alX +Yeosa ?

Similmente, pel contatto con Fasse delle y nel punto (o, 7) si Lia 1"

altra equazione

() C X34+ Y4 2X Yeoste—25( N eosm 1) =55+ Y"+-2X Yeosu—b(Xcost + Y.

Elimingndy % tra (3)eid) si ha I'

coniche tangenti all'asse dellp x nel
Uetto luozu & In quartica.

equazione del luogo dei fuochi (X, V) delle
punto (a, o) e all'asse delle ¥ nel pouto (o, b).

(] (X* 4+ Y4 0xY cosw)( X" — a2y _
= 2ab [bX* (X 4+ Yeasw) — Y2 (Acosw + V)] 4 ot (X2 _ Y=

clie ha un punte loppio vell'origine.
2) Lo equazioni

()

delie coniche tangenti agli ussi ner punli (¢ ,0), (¢, b) sono dnte ila

b ty — nh)® Kay =10

al variare di K. e le eoordinate z, y de! centro sono date dulle euAzioni

2h (bxy + ayy — ub) T+ Ay =D - 2a lbxy fin — b} + by =0,

1 oefficiente di direzione del diawetro per wn puuto (u. y) delln (8) «

ik + 4al) — 9420
" t::: (& = dap) — 249,

H eoctheients (1 tirezivne delln

tangenle alla (6] nel suo panto (r, y)

o, P 2 (bx -+ ity — aub) -} 1-_!."

= 20 (bx 4+ ay — ab) + Lo

Il punto te. y) & un vertice di (0) se il
perpendicolai: cii ha luoge se

linmetve v In tangente per esso sono

(W <+ 0i') cost 4 ' +1=10
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AdYVED

[2a{bx+ny—ab)-lx][eib+4ab)—2a ] — [ ®a: | ay—ab) -y |[ulk-+Hab)—2ab=]=
=2c0aw(bz— uy)[ (k-+4ad)(bx+ ay)—4a0?).

Climmando % tra 1a precedents ¢ 1a (6) si ha 'equazione dei lnogo dei vertici
delle coniche tangenti all'nsse delle » mel punto (q, o) e all'asse delle iy nel
punto (v, ) detto luogo & la curva @i quinte ordine

z* |ab(2bx — ab) — (bx — ay)*] (— bx + ay + ab) —
— y* [ab (2ay — ab) — (bx — ay)] (be — ay 4 oh) —
— 2y cosw (b — ay) [ab (bx + ay) — (be — ay®] = 1)

che ha un punto feiplo nell’origine.

3) Ponendo nella {5) e nell'ultima equazione & — s si hanne le equncioni dei
Iuoghi dei fuochi e dei vertici delle coniche che *sono tangenti nel punto {a. o
all'asse della z @ hanmn 'asse delle y per assintoto.

Detle eqnnzioni sonmp

25 e% 4y + Say cosw — 2a (x4 yeosw)] + a? (2 — ) =0
i a—x)la —2)* 4 2zycose]| — y* (a* =2 (n + 2)= 0

e l'ulbima risolve la quistiona A09.

Altra risoluzione del sig. Occhipinii.

G10. 1700) (") Trorare la relazione che dere esisiers lya i coefficienti el po-
litontio T(x) = ayx" + aex®=' 4 .., 4 80X + Moty pevche sia divisibile per x3—2°,

CASpipo.
Risoluzione del sig. Dcchipinti.

Aflinehé f(x) sin divisibile per z* — 2? @ necessario e suficientes che lo sia
per ¥—a e per w—+ «, cioé che si abbin contemporaneamente: fz)=0, fl—z)=0b
da cni, eliminando e, si ha

B csoriaa ala () 1) fy e, « o+« w e » U |

I'] - & ¢ s W % ﬂ iy iy Wls s & & 4 & i & LLTTE S D

| [ [P SEPTPIRFREES | PRy S m Wnd - - = =« o U 0 0
{} ....... () ﬂ !—" Ijmﬂ'l [_' ]]"'_IH:: voe —ilm gy 7
i, ... ... ) (=P [— 1) gy (— 11220y ... gy 0

(—1)" ... Oig—s Bin=i — Mmdd o x5 & s 0 0

ik, (T04) 87 consideri il sistemia di civcoli tangenti in i puiite fisso M ad
wia parabola data, X lwogs del punto @' incontro delle tangenti comuni alln para-
bola ¢ ad uno di tali eireoli tdistinti dalla tangentz in ), & une parabola.

‘ Bawnisiex,
Risoluzione del sig. Occhipinti.
Sia MT la tangente in M; fissatn una tangente » alla parabola, & determinato

nm sol cerchio tangente alla p ed alla TM in M (escludendo Ira lo iangenti co-

"1 Le guislioni numerale dal 610 al 615 corrmpondono a guello el inscicolo procedente dal
00 al 505 cos) numernte m onnsa 8i un Breore tipograllieo,

i
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mum Ia TA), e quindi una tangente g comnne alla parabola ed al cerchio (diversa
da p e TM). Viceversa data una tangente g & delerminata pure itmcamente, colla
stessa costimzione, una tanganie p,

Si consideri allora una trasversale s arbitraria: fra le serie di punti d'incontro
delln » econ le rette 2 8 g mlerviene nna corrispondenza tale, ¢he, ad un punio
(infersezione di » con p) corrisponda no punto Q (iutersezione (i o con g e
viceversa, Dunque si hanno sn R due punti di coineidenza, ciod due punti del
Invgo cercato che & percio nna conica. Esso passn avidentemente per M.

er decidere delln natora di essn osserviamo che, quando il ragiio del perchio
tangente alla parabola in M eresce ndefinitamente, il punto di concorso delle duea
tangenhy comuni (distinta dalla tungente in M) si allontnon Indefinilamente da M.
(ungue al limite, quando il cerchio si riduce nlls retta doppia MT su eni si con-
fondomo le tangenti comuni il punio di concorso (punto el lnoga) sara &ll'infinito
sulla vetta MT.

Lav couica & dongue una parabola il cai asse i In retta M1 ed il cui vertice ¢ M.

Allra risoluzione del sig. Niccolai.

— h—— —

QUISTIONI PROPOSTE

616. Gli archi massimi condolti da un punto P ad un circolo mi-
nore, della superficie sferica verificana la relazione

1 L
tang - PM . tang < P,M = costante.
(’assaxe

617. Si deserivano tre semiperbole ciascuna delle quali abbia per
assintoti due lati di un triangolo equilatere, e sia tangente al terzo,
La minima distanza fra due di esse & (3 2 —1) ¢, essendo I la lun-
ghezza del lato del triangolo. ({REENSTREET.

618. Caleolare il raggio del eircolo tangente ad nna data iperbole
e ad mio dei suol assinloti nel centro dell’ iperhole.

Caso dell iperbole equilatera.

619. 11 Inogo dei punti d'incontro di due parabole che, essendo
Langenti ad nna retta fissa ed avendo un fuoeo comune in un punto
dato, hanno inoltre cnstante&'angoln dei Joro assi, =i compone di due
circoli.

620. Si proietti un punto M variabile d; nna ellisse sui due nssi
m P e, e si proietiine i punti P, @ in P', ()" sulla tangente e in P, ()"
snlla normale in M alla ellisse,

Sitrovine le arvee delle enrve del sesto ordine Inoghi dei punti
L@, P, Q7 e delle curve di sestordine inviluppi deile rette PP’
PP, OO0, Q)" E.-N. Banrmsmy,
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Neentin, 5S¢, H:f'.--£r:a-,1fr#hr—’mnﬁgm—. Panre, (. Naud.

N. 16, Broexio NEcereEs, — I fenomeno i Keov od 2 fenvmeni
eleltro~ottici, Febbraio 1902,

In questa notevole menografia viene esaminato com molta profundiia il fene-
menoy i Kerr o delln doppin rifrasione elelliien, corvispondente al falte che un
mezzo isolropo diviene hlrifraugenta solto 'azione di nn campo elettrico.

Nella prima pacte del lavoro sono vicordate lo riverche sperimentali. Ciod Keyr,
disponendo convenientemente fra gli elettrodi del secondario di nu rocchetto di
Rulmkorff una lamning d; vetro ed osservandola attraverso nn polariscopio, vide
ch'essn eseroitavn un'azione depolarizzante sulla luce che 'attraversayva in dire-
zione normale alle livee di forza eleflrica. L'effetio era masaime, s¢ il piano i
polarizzazione erw u 45% delle linee di forza (1* posizione); irregolare o nullo, se
(questo ers parallelo o gormale ad esse (2% posizione), Inolire esigeva un certo
tempo a prodursi e scomparire; cresceva d intensita colln tensione elettrica: mentre
il verso delle linee di forza non aveva infleenza. L'nzione del campo eletbrico cor-
risponndeva all’effeito prodotte da una compresgione pel vetro e pel quarzo ed a
quelle di una traziens péer la resina.

Kerv albribui il fatto all’orientazione polare delle particelle del dielettrico
sotto 'azione del campo, i armoniz all'ipotesi di Faraday sulla polavizzazione
oletiviva det dieleliriei.

Brongersmn viprese le esperienze di Kerr, migliornndo le condizioni sperimen-
tali. e poté semniie e deserivere | diversi nspetti che, col variare d'intensita del
tampo, prasentn ln luce abiraverso una laming di velvo e di spalo, qnamdo il piaoo
di polarizzazione i nellp 1* « 20 posizivne.

Kerr verifich ehe il falto si presentn nnche net liguidi, con modalita affatto
nnaloghe quando si passa dallp 12 ally 9» posizione. 'eri in tal easv il leuvimeny
& istanfaneo e la lnee trasmessa varig assai d'infensita con guella del campo.
preseniando colln (= posizione due plaghe molto intense vieine agli slettrodi e
sinmata verso I'equntore o dintorn), e presentando colla 2* posizions solo un
sottile orlo di luco vivissime alle estremith ed uwun dsbole illominnzione nel resto
del campo visivo, menlro elie nna zona eguatoriale molto estesa restn oseura, Per
nleune sostanze, | piil numerpse, il raggio & polarizzato perpenilicolarmente alle
lhinee di forza Leorpi obticamente clettro-positivi). per altre invece & polarizzato
parnilelamente alle linee stesse (corpi otticamente elettro-negnlivi), | dieletirie
posilivi sgiscono come il vetio sutfoposto & trazione secondo una direziene paral-
lela nlle linee di forzn, i negativi come il vetro compresso. Vi & poi ann relazione
iolima fva ¥ earnttors chimici (e composts ed il lore potere eletivo-ottico.

Rintgen, ripetendo 1o vicorche (i Keyr sui liguidi, ne conferina | risultati, os-
servande in piit che, quaniio il pinno di pelnvizzazione pnssn dalla I* alla 2* po-
sizione, il fenomenn & romplementare,

Tale fatte Pl megiio asserg precisalo e descritto da Hrnugersnm. il lluﬂll'.
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usando a vicenda elettrodi sferici col metnllo nudo e ricoperto di vetro come due
bulbidi termometro) poté alrest notare che ne] 1Y caso il liquide &‘in vontinue
movimento, mentre nel 2 gia in quiete. Non osservd invece, come apparve g
Kerr ed n Rontgen nna scarien oscnra attraverso il dielettzien, ln quale avrebbes
una notevole mportanza per 1'ipotesi di nn'szione Perfurbatrice esercitata dall’e-
lettricitiv sulla lnce.

Dulle ricerche quantitative risnlto a Kerr che, in uu eampo eletfrico nniforme.
e differenza di tammina, espresse in lunghezze d'onda, delle due componenti delln
luce polurizzata perpemidicolarments o parallelamente wlte divezione do etnipo ¢
prapovzionele ol quadrato delln forza eleiivie.

Della costante dj proporzionalita, detin ensionte di Kerr, viene riferijo puil il
ealeolo e la misnra nsseluta di Lemoine. F per essa, definita come il riturdo,
espresso in lunghkezza d'onda, @i naa cibrazions twminosa polurvizeata in un piano
normale alla for=a eleltviea, I' intensitd i guesia esseido dil UK. 8. ¢ lo apessore,
altroversato dal roggio luminose in direzione pevpendicolaye, di I em., visnlia il
valore di 3,70 _10-7

Infine vengono ricordate le vieerche di Blondlot e gualle di Abvaham e Le-
moie, diretie a stabilire se decorre un tempo apprezznbile fra 'azione del caAmpo
¢ I'apparvire della birifrangenza nei liquidi, le guali portareno rispetiivamente glln

conclusione che, se ritardo vi &, esso non puu superare

I .
10000 *" Toonoanop O 1
¢ viene inoltve ricordata la disposizione di Riicker per preiettare il femomeno di
Kerr,

Nella seconda parte & esposta la teovia matemetica i Pockels, fondata snl-
l'ipotesi che la costante dielettrica del mezzo coibente varii proporzionalmente al-
I"intensita del campo, e quella di Voigt, il guale parte dalle equazioni sulla teovia
elettromagneticn delin luce, che Hertz generalizzo per la spiegazione dei femomeni
di dispersione, e Jla modifica in alfre ancor pin generali, per adaliarle alla splega-
zione dells azioni ottiche di un campo elettrico, mediante la ipotesi semplici che
Fazione del campo dipenda dalls presenza delle particelle ponderabili, che i feno-
meni sieno conservativi, ehe ablia luogo In sovrapposizione di vibrazioni differenti,
che lo somponenti del Camipo debbano entrare colla polenza piit precola possibile;
equazioni, le quali possono spiegare | fenomeni e osservali e slggerire niove
esperienze per fenomeni che sembrano risultare dalla teorin, ma che AUCOIR non
farono confermati dall'esperienza. ,

A tale proposiio nella terza parle & stadiato woaliticamente on fenomony elet.
trico annlogo al fenomeno di Zeeman, Vale a dire le formole di Voigt per i mezzi
che danno bands di assorbimento intense provedono, come azione del campo elei-
trico, degli spostamenti o degli soppiamenti di questi ragei. Ora tale azione elet-
trici sulla posizione delle bande (i assorbimento, analoga all'aziene mugneiica
conoscints, pui essers considerats come 1'inverso del fenomieno di Zeeman. La
(iscussione assegna al fenomeno uu valore piccolissimo, e quest's In ragione per
cui non fu ancora avvertito,

Nell’ dppendice infine & fatta menzione dells ricerche dy Behmidt, il quale trovi
che il fenomeno di dispersione, legaio a quello della doppin rifrazions elettricn,
varia dn una sostanza all'altra; che la costante elottro-ottica diminuisee eolla tem-
peraturn 8 nen & una costante addiettiva, inquantoche le soluzioni non semhrnno
In proposito seguire alemna legge semplice,

(IEROSA.
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Opere matematiche di Franceseo Brioschi. Tomo 11 Hoepli, 1902,

Anunnziammo gin il principio @i questa importantissima pubblicazione fatis
dall'editore U. Hoepli, coi tipi della tip. matematica di Palermo sotfo eli auspici
del comitato per le onoranze al grande matematico eslinto,

I 11% volume testé apparso alla Ince comprende 35 memorin inserite negli An-
neli di matentatica pura ed applicata dal 1858 ul 1387, cioe dal tomo 1, della
I* serie nl tomo XIV della I1% serie. Revisori del volume sono stali i professori
Cervntl, Geyhaldi, Lovia, 'aszal, Diflarelli, Reina. Tonelli.

Upere matenatiche di blugenio Beltrami, pubblicate per cura della fa-
“colta di scienze della . Universilih di Roma. Tomo 1 con ritratto
o biografia dell’Autore. Hoepli. 1902,

Eugenio Bellrami era slato incarieato col Cremona (i divigere la stampa dalle
apere del Brioschi, ma nel fehbraio del 1000 lo sezui nella tomba ed immediati-
mente la facoltia di scienze di Roma. decretd di raccoglieve e ripubblicare in adi-
zione naova e completa tntti i suoi seritti scientific,

Ed ora & uscito il primo, dei quatiro volumi nlmeno, ehe ecostituiranne 1'intern
collezione, nello stesso formato delle opern del Brioschi.

Unesto 1 yvolume comincin eon wn ostratte della bella commemorazione el
Bellrami letta dal senatore Cremona nella solenue sdunanza dell’Aceademian dei
Linvei tenuta il 10 giugno 1900, e contiene 26 Memorie pubblieate pei primi 8 anni
di studio ciod dal 1861 al 1868 in vaui glornali italiani e stranievi. Fra queste
st brovano le celebri memorie: Ricerehs di analisi applicate alli gemmetria. — Sullu
fiessione delle superfiei vigate. — Risoluzione el problemu: Riportare £ punti i
tua 2uperficie sopra un pieno in mode che le linge geadeliche renyane rappresen-
fate da linee relte. — Delle variabili complesse sopra 1n piane qualingue. — Saggio
a'interpetrazione della geometria non-Euelidea. — Teoria fondumentale degli spnzi
ai enrvalwra costante.

Rosxca 8 Bassaxi, — Balistica estern,

Ronca. — Manvale di Balistica estern. Tin Ginsts
- -I.i .1 . 1

Rowca, — Manuale el tiro, p- ™

Pesct & Ronea. — Abbacki per il tire. l Livorno, 1902,
Roxoa v Pescr. — Abbrchi generali della Bulistica

Non « dell'indole di questo giornale il parlare di libry teeael, ma quelli di
cul voglinmo occaparei (eon o brevila elie ei & mmposia dalla ristvetlezza dello
spazio) hanne un caratiers che juleressa anche i giovani stndiosi delle seienze
esaite, perché sono nn esempio di una delle tanle wiili e immediate applicazioni
alle rose pratiche e pilt comuni della vita, & eni condacone le malematiche pure.
Infatti dui libri in pryola appare come, partendo du feorie matemativhe, si possa
arrivare, con processe continuo alle piin importanti nppheazioni dell'alia Balistien
e mano manoe fine alle pin semplici & peatiche rezole di tivo ¢he si insegnann al
tirntori di fueili & di cannone.

UL antori della Balistica, comineinno per trattare wn prolblema nole i mec-
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canica “ il movimento dei proieftili nel vuoto » A ne trageono ocensione per par-
lare del tiro e per dedurre regoia o formole che si applicane awche nell gyia.
Segue poi un lungo ed interessante studio del problema fisico della resistenza
dell’avin, problema che finora In scienza nou ba ancora sapuio vompletaments
visolvere. E percii gli A, non petendo in un tratiato oceupnrsi di teorie pin o
meno complete e fondate, hanno principalmenta mostraie ls soluzioni sperimentali
del detto problema,

Ma hanno vaceollo una cos) Innga messa di dati e legei sperimentali, ed hanne
saputo (dare all'interessante soccetto wo svelgimento vos chiare ¢ gys completn,
¢he gli studiosi di fisica potranne rendersi nn conto esalto di ¢iv elie zli nrtiglieri
richiedonn da loro e trovare nrgomento di ricerche importantissime,

Agh autori lo stadio in paroln ¢ poi servite per stabilive il modo ] Etnsinle-
vive In resistenzn, nelln solnzione dal problema del moto dei proiettili noil'aria,
problema a eni essi dedicano. come & natarale, la maggior parte del libro ed in-
torno al quale, mentre presentane molie qistioni originali, ed nltre mettono sotto
una luee nuova, fauno interessanti ricarche proprie che savanno assai ntili aj pratici,

Inoltre ln quistione geuernle @ stabilita con notevole chisrezzn e sono raceolie
le soluzioni piti importanti fornite finora dai vari autori. Ma questa raccoltn
& eontidinata con un indirizzo unico o legico. in modo che il lettore non perde
mai di vista lo scopo proposto. e si vende un conto chiave delle gravi difico)ts
del problema a e vantaggt delle varie soluzioni. Sono cos: ricordate, e cii in-
teressa anche gli studiosi di malematiche. le opere dei piit illustri scenzinti che
si ocenpavono di artiglieria nei due sesol} seorsi e di ogoune & dato nu rinssunio
pit 0 meno esteso secondo 1'interesse che presenta. Naturalmente quindi la mag-
gioye ampiezza di esposizione & (ala all’npern oramai eslebre del Siacci, & gli A,
con moltn cura ne mettono in mostra tnttn " importanza.

KEspongono poi largamente una soluzione dit essi stessi trovala, e finalinente
completane il capitolo con uno stadie anch'esso ariginale, inteso a fornire | mezzi
per legare le formule del tive eon i risultat; del tivo, ¢iv ¢he & natornlmente d;
una mportanza pratics notevole.

Dope ti6 seguono aliyi argomenti di ecarattere tecnico, tra i uali importn
rilevare quello importantissimo relutivo al modo di costriuire le tavole di tiro clie
¢ frattato con speciale competenza, o finalmente il lilio terminn con un estess
staclie sul caleolo delle probability,

Completa il libro stesso un Manuale di Baiistica clie contiene tutte 1e tavole
numeriche clie servono alla Balistica o tuitl gli esempi numerici dalle numerose
leovie che in essa sono tvaltate.

Als ynesto secondo libro & mollg piit <i nn semplice manugle, perehié costibuisce
per se stesso an fratizgko in ecai sopo state soppresse lo dimostraziom delle for-
mole, per sostitnirle con esempl mumerici. Nnmerose citazioni indicano i punti
della Balistica dove guelle dimostrazieni si trovano e cosi il leltore. mentre lin
traccintn chinramente la via da saguire per risclvere ogni (uestione, ha il meodo
di rendersi conto di quello che M. &' intende percio che il libro, nonostante il mo-
flesto titolo, non & da confonders con gli ordinnri aridi manuali, e mentre pop
poiremo mai dive abbastanza In ena grande ntilita per le applicazioni, lo riteniame
prezioso per i pratiei.

Nel mnannie stesso si mostra anche come i problemi della Balistien si pos-
souo risolvere senza calcoll di sorin con | metedi della Nomografin, od a questo
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seopo risponde I'Albom degli Abbachi genevali della Balistion chie costituisce un
vero trionfo della Nomografia stessa.

Il * Manuale dal Tiro , si ocenpa di questioni assolutamente tacmichie. L'autors
dopo aver ricordate le formole fondamentali della Balistica ne deduce quelle ehe
Fartiglieria impiega duranke i Liri: studia poi la eause di variazioni del movimento
(el proiettili & le regole di correziome, le probabilith pratichie di colpire, la viceven
degli elementi di tiro ol sussidio delie tavele di Liro e dezli abbaeli, gli effettr
ler proiettili e finalmente ¥ metodi per esegnire e dirigore il Liro,

La Letferatura wilitare ¢ riechissima di opera snl tiro, ma nessuno nveva ten-
tafo fin'ore di rinoire in un libvo soip tutli gli avgomenti ad esso relativo.

Liautora pereid ha fatlo un libro neove nella forma, importante nello scope.
miginale in gran parie nella sostanza & che merila ln magegior considernzione.

L'esposizione delle formole del tiro & maolto chiara ed ovdinata. 11 enpitolo sulln
corvezione del tire & in gran parte originale e fornisce una raceolta di regole ap-
plicabili tanto in mare che in lerrn, cid che rappresenta nna interessante novith,
Lo sludio sulle probabilita di colpire, nnovo specialmente per cii che rignavda il
tiro vavale, ed in gran parie per cib che rignarda le tolleranze nel liro, interessa
anche i profani e conduce 'antore ad elevale conseguenze snl modo di combnitere.
Lo simdio sulla ricerca degli elementi del tiro porta I'autore ed il prof. Pesci a
numérose applicazien: di Nomografin e =i pui affermare che mai questa nuova
seienza fn cos) largamente adoperain per risolvere le guestioni pratiche. L'albume
poi che rontiene gli abbachi fabbachi per ii tiro) & una vera noviti e, perchi fin'orn.
mali era apparso tutto nn album nomografico applicato ad una particolare scienza.

Lo stadio sull'effetto dai proiettili & eompleto ed interessante ed & arvicchito
da nna notevole formola di perforazione dell'autore, e finalmente la raccolts delle
regole per esegunire o dirizere il tivo, olire & riuscire mollo ntile, perché permetie
di studiare e paragenare specie di firi differentissime, contiene le regole del tire
navale che costitnises uno studio originale mai finora lentnto in una maniern cost
completa,

. I

Hivsert. — The fundations of geometry Autorized translation by E. J.
Townsend Ph. D. Chicago. — The open court publishing com-
pany, [U0OZ,

I oviginnle tedosco abbe origine dal corse di lettore fatto dall’antore sulla geo-
mefria Kuclidea durante i] semestre invernale 1898-99, a fu pubblicato nel 1R99
in occasiona della inangurazions dsl monnmente n (Gause-Wober in Gobtinga. Pooo
topo me fu fatta una Lraduzione francese con aggiunte, ed ora il prof. I‘mvﬂseml
dell'Universith d'lllinois ne ha pubhlienia la tradnzione inglese.

Uome si eapisce dal Litolo, il libro & nn nuove tentativo di una sceltn di postn-
fati semplivi, completi o indipendenti su cui si possa fondare 1'intera geromelria
[luclides, che deve aggiungersi ai molti di eni & vicea la nostra letlerabura. fra
i quali primeggiano i fondamenti del ncstro Yevonese.

Givio Lazzert — Dirveltore responsabile

Finlta (i stampare i1 S0 settembre 1M,




SULLE PRINCIPALLI

operazioni dell'nualisi eombinatorin formale e su alenne loro ap-
plieazioni relative allo sviluppo rapido dei determinanti e tlegli
iperdeterminanti.

(Continyaz,, e fine r. fuse. precedente)

Enumerazione delle combinazioni relative ad una matrice qualunque, —

Occupiamoei ora della determinazione del numero delle combinazioni
relative alla mairice T suddetta.
Cles s Veacl]oedly
L7 TR R P Tin
dei mumeri &, ..., ¢ il numeratore di esso. e la serie dei numeri
ryooory 1l denominatove ; sara al solita N — Srin=:r,<n, Ve
dremo tra breve in qual modo, dato un sistemra di valori delle » ed »
soddisfacenti a tali condizioni. si possa gindicare se il valore del sud-
detto simbolo & o non & diverso da zero: 1 altri termini se esiste o
non esiste almeno una combinazione relativa alla matrice T. Intanto
osserviamo che: .

17. 11 valore del suddetto simbolo & mdipendente dall’ordine di sue-
Ve o Bfaas . o By

1‘1 ........ rm
delle eombinazioni relative alla matrice

Indicandolo eol simbolo ], st diril che la sefie

cessione delle » e delle » Infatti [ _l ¢ 11 numero

E] & & @ ”I‘-—] L] rj " rl{-—l - & & uj—-l, 4 rf r Hj-kf—i ------ [:ﬂ

l'.r‘_l‘,[ L T R R L o . ff'['" 4’.1
L= B

{Tj"] --------------------- f‘:""l J*“

Ora se @ia, dip, ... @3 G, i, .. . s 8000 elementi delle verticali
M ed 5 della T, appartenenti ad una combinazione ad essa rela-
tiva, sostituendo ad essi rispettivamente Wy Wif g o oo Wja § Winy Uiy, o . @iy,
si ha una combinazione relativa alla Ty e viceversa. Pertanto il na-
mero delle combinazioni relative alla T & nguale a gnello delle com-
bmazioni relative alla T, e viceversa. Segue che il valore del sip-
bc}lu[ e |

o940 ¥m.
pertanto indipendente dall’or&ine di suceessione delle . Analogamente

st (imostra che esso @ indipendente dall’ordine d suceessione delle »,

2% 11 valore del simbolo [f‘ e

l non cambia scambiando tra loro due delle v; esso e

] nen cambia, scambiando il nn-

(¥t Seriveramo anche in segnito sopra ginsciuna vertirale ed o desira di clascuns orizzonlals
di vna matrice, il nomero ehe indica quanti alementi di tal vertienls od erizzontule devano appar-
tonors u cingounn combinazione relativa ad essa muLrios.
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meratore ed il denominatore. Infutti ¢iv equivale a ruotare di 90°
l[a matrice T,

3" In ogni combinazione velativa alla T si trovane v, elementi
My s Ay« o (tey Apparienentt alla 5™ verticale di T: il complesso di
tali elementi ¢ una delle combinazioni », & r, delle Ayy 12y « « « st}
il complesso degli elementi vimanenti appartenenti alla suddetta com-
binazione ¢ una delle combinazioni relative alla matrice.

rl N l";_;—l . I".rp—*-j & » P..
[ v s o= By o oy Uy o
|
: h—1
! . . :
J : : 1‘_.. T ]-
y -

il rl“rnl e ”T.E fﬂ"—l ﬁ‘m. .u-l—l- . ”m“ fl 1-1“

o g Pyl o 1 o o o By ]
md

Il numero di tali combinazioni & [ .
2y eati=l, ... =1,...0e—1,...

Si ha pertanto:

Ve y=1.C Vg, .. 0 BTE s o= Ep= S PR r
[h 2 ! 1 he5tl ﬂ] — 3 [!1 r! =1 ITJ"I‘T '.l‘l.] [22’

r‘[ rlf.'l‘ - & b 8 o® B B & @ 'j-j” K E. ...8 1f‘]"'J‘ll_l"*"I?'h'_li‘“".’-"__ll'"rl"t

intendendo il segno B esteso a tutte le combinazioni holhy...s (0
a #y), dei numeri 1,2, ... m, e supponendo soppressi nel denominatore
7Ly oia o Yy — l-, N I l]EIEn] fra | termini iyv—1,rg—1,...,7%—1 che
sono uguali a zero. Similmente si ha :

[Aheris o == e
J":-.J'u_l.i‘,ﬂ,-, F".n_i_l--.l‘..,_ h,::__.. PR memece un e ?';,,_].J"n_;_‘| s+ oo o T

intendendo il segno X esteso alle combinazioni 7 . & vare 8, [re ad

y) det numeri 1,2, ... n, ¢ supponendo soppressi nel numeratore
ey e — 1o oo wy quelli fra i termini o, —1, 7. —1....7.—1 che
gsono uguall & zero.

In seguito, alle (22) & (23) daremo una forma pii ecomoda dal punto
i vista pratico; osserviamo intanto che quando uno del numeri #
ed m & nguale a 3, esse permettono di ealcolare con facilitha il va-

r'l o W E'II

lore del simholo [ ] St voglia ad es. caleolare il valore del

| - |
simboln l_li ;5 ] Trattando della formazione ed enumerazione delle

T1ese Vo

combinazioni relative ad una matrice di dimensioni »— n e I 2 8l
e visto che il loro numero si caleola colla formola

[f‘[ > & ?‘HJ _ [IF[ :?qpm] - ( M E) . ( P: )
7y T o "y Vg o N—p e — De
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S1 ha del pari :
['ﬁ?‘: ]___ &'y Ty —,__=( 7 )__( o )
Preeatnd T L1 24, 0 — e/ T p, 2
dove ¢, e g¢ € 1l numero degli elemenij de denominatoye D vince Wi

rspattivamente nguali ad 1 ¢ 2
Ora si ha applieando g (23) -

11122) 1001221 1010221 01119 V11217 (10022
[E:-*-;: ]—:,[ 23 4-[ 23 J_*_[ 23 J+[ 23 ]+_ 28 ]

10112) 1101217 r11012) 1109 1121 1
i 2a J*’ 23 J+{ 23 J*[ 23 }+ 23 J
© sopprimendo gli zeri nej aumeratori dei terminj o] oo membro
11122 122 12 1112 1133 123
Uose” | =[]+ U2 4 112 2 RSy
1112 1121 1112 112] 11111
¥ 23_L+[23_L%[23,L*[23_}+ 23 |=
=1+1+3+3+1+:ﬂ+3+3+3+1u= trentune,

. : . S B ewa
Yuando uno dei namerj , erd m sia ugnale a 4, j] simbolo ’ rl ,:-" ’
b+ =y,
81 potra esprimere, ricorrendo alle (22} ¢ (23), per mezzo di simhbpli

contenenti al numeraiore og g lmeratore tre splj termini, (numeri),
ed il valore di questi nuovi simbolj g potra facilmente calcolare; mg
1 seguito impareremo yn Processo pra rapido per ealenlare ip 0gni

. IR 1 TIPS
caso 1l valore dj [ ! ]
Jl-*-jm

La proprieti (1) del simbolo r,-] s a

o ] ¢l permette dj ridurle, se
- 8w III
gia non lo &, alla forma

M P P
— — —— e —
1 T S ne ., .. m
| G P | [J— (x)
— — Tm— —
i a2 U

che diremo forpq canomica se®ndeayig, disponendo gli elementi de]
nnmerafore (denuminat{:re} I modo che percorrendolo da sinistra a
destra si incontrine prima guelli ugnali ad 1, poi guell; uguali a 2,
infine quelli nguali ad m (n). Sia pp, (i— ve o tt) il numero degli ele-
menti del numeratore nguali ad i e G li=1,...0). il humero di guel);
del denominatore pure uguali ad ;- (!nnvenzimmhnentu scriveremo il
simbojo | Pi P2 pu )

Lo ge.. . g | invece del simhbolo (o).

vt
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Adungue & per convenzione,

" Pm

# — -—-_

Lvisllvweiiss . 1B 7. Pa)
/ [ESCR SR T Y (N T |

IIl|—_w.--—|l|'“'l—,._-“

l?t ffu

Indicando con #ip) una suceessione i i...¢ di p numeri neaali ad i
st ha pure:
[J[Pﬂ - s il Pln:] __ ‘ ) L 'l
]-Lq:: v« th1qgu \ {1 -« fn j
Siccome tra le » ... 2, non sempre se ne trovano di quelle oguali
ad i, potra darsi che sia p=0; cosi pure pud darsi che gualcuna
(delle ¢ sia zero. Ogni gualveltasia py+0e poy=p—...=p, =0;
PPy
lhGe...qu )
Dipe...p ... 0) 1 S22 Paee ¥* s g 5 ;.
: ¢ sempre e 0; cid
{RIQE---E’.ID---”I \prge...q) e B S Sy
pertc non esclude che alecune delle p,...p— ¢ ¢ ... ¢, possono es-
[Pr---pi)
\p...q )
canonica prinarie; la sua caratferistica & che né il numeratore né
1l denominatore contengono zeri finali.
L'ipotesi ¢=m; j=n corrisponde adungue al fatto che il nume-

@0 € g = e =...= gy, =), scriveremo invece di

sere zero, Ugni simbolo della forma s1 dira ridotto a forma

ratore ed il denominatore del simbolo {i: o ';J"'} non contengono zeri

finali. Le condizioni alle quali devono soddisfare le » ed » del sim-

bolo [f" e ] si traducono facilmente in condizioni alle quali de-
LRI T

vono soddisfare le p e le g del simbolo { ‘;’ e i: 'l . Intanto dev’es-
1=« 1f]
sere: + — m; 3 < n. La condizione X r= 23 diventa 1 2+ ..
T =g+ 2¢:4-. ..+ jg. 1l numero delle » & p}-... P, quello
delle » &g+ ...+ ¢;; pertanto dev'essere py =+ ... p =n; fit .
coo @y=1m; quindi ancora p; < n; g, < m, ciod ogui » non pud sn-
perare n ed ogni y non pud superare n.
E chiaro che se i —m ed j=un, i siz:n:d:a::hli{‘?]"l o+ Pu a}’p’""pml
GreeGu) Lgr...qnl

non differiscono. Osserviamo ora che:
Ip...p )

l 1o oo ]y .l
d1 suceessione delle p o delle ¢. Cib & evidente.

1°. 11 valore del simbolo non & indipendente dall’ordine
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2% Esso non eambis scambiando il nimeratore col denominatore
eInB:
[ & ---Pi}':jﬂi---ff.! \
l?!---ﬂi lPl---Pij'

Cio si dednce dalla proprieta 22 del simbolo [TI e ]

r.'l “a W J'."

i A . 1 - - RN
Uecupiamoci ora di guaiche trasformazione del simbolo { ':J | ; }
rl " ol J

ner casi 1° [=m, j=p: 2°; =mj=un; 3= M, j=n. Sia dapprima

‘= ed j==):sara: Pu="0. Allora affinche J#1- - Pw )
|71 ... 4

da zero, dev'essore h=fa=...=q¢pu-1=1).

Infatti il supporre p,, diverso da zero equivale a supporre che in
ognt combinazione relafiva alla matrice T si trovine tulli gli ele-
menti di p,, verticali, pPerciv nessuna orizzontale potra contenere meno
di gy, elementi. cion non vi sono orizzontali contenenti 1,2 .. ».—1
elementi di ciascuna combinazione: pertanio /(Eo P, —

sia diverso

Sieche snpponendo 1° Pun==1): 27 ehe il valore del simbolo /2 'Pm}

71 ...
y i . _ _ '§ 1, BT Pm ) . .
s1a diverso da zero, potremo scriverlo 10--.0, fpur. put 11,91 t quale ri

dotto a forma canonica secondaria diventa:

i Pu
— — — —
[1 ..... I,..m...m]
Pii o Pm Jaus ]
—_— — —
7 pui ifi
Applieando a questo Ia proprieta 3 de s.ir;nh:::h:l*[:1 N ':" ] Pos-
Loty

siamo sopprimere 1'ultime elemento del numeratore o serivere:

7 A I HPur— 1
; — — — e S —— B
[1....-1...1!1...:.”] Ll | S 0
Jlll--—}-"lu J.'--J- = f‘llll__lf"'zjl'“__-ll“‘?'__l-l _}'_"‘1
—— — e— — e —— —— e —  ———
Yhwm 7i P 7

Infatti, esgendo X Q=m e quindi gy, ., . 7% =m, lé combina-

ziont ¢ ad m degli elementi de denominatore PucsePumeiiJ...j si
; —— —
T 4

rducono ad wna che si ottiene prendendoli tutti Nel nuovo simholo
ottenuto {nel quale i numeratore termina con p, — 1 elementi ngnali
ad ) possiamo ancora sopprimere 'ultimo elemento del numera-

g




158 PERIODICO D] MATEMATICA.

tore, e cosl via possiamo continuare finche, dopo aver soppresso tulti
gli elementi del numeratore uguali ad w, otteniamo 1l simbolo:

Pi Pm.—l 1
S — e, p—
Vooid wianon wisn dli== A5 o ava g il—]
O...0 1...1 oo J—Piesosed — P
T— — Tr— — e —— e~

yim Yporil qi 4

il quale, ridotto a forma eanonica primaria, diventa:

_f}l;...-.,..i..Pm—l ]_'
l (Gputi ) fﬁ'mu+ o (&Zih—nm J

che contiene nel denominatore j — p,, elementi (numeri) aventi rispet-
tivamente il valore gpat1, guatz,...q. (¥) Adungne, se p, ==10, &:

TR ]_’z [y -0 - el Pa-1]’ (B )
- i J L Zpunt1 s (Gput2 s . . - (QJ]J—I'-J:J "
PR R & P
Adungue 11 simbolo lg..q ) nel quale p.,==0, si pud trasfor-

mare in un altro analogo, tale che il numeratore contenga soltanto
gli clementi p;...pn-1.
Analogamente, se i==m e j=n, sard ¢,==0, e si avra:

fpy...m | r__ [ '(Pqu+1)1 (Pqn-i-ﬂ:l o (Pi)l““ﬂn 1 (8
lql*--th _l!ﬁ--..; ..... .qm—lj n

E se éi=m ed j=n, vale n dive se p,, ¢n =0, applicando dap-
prima la trasformazione (3,), si ha:

I

IF:P‘-I---Pmr_[F: LY ve e Pm—1 l
I QI@ SRR AT j - l' (ﬁ'rlm'l")l (f}pm+2)m . (?n}n—pm-l

Essendo pr+ ...+ pm-1 -+ pu=n sara pi+ ...+ pn-t =2 — Pum,
cioé 1l simbolo contenuteo nel 2° membro & fale che la somma dei
termini del numeralore & uguoale al numero dei fermini del denomi-
natore; possiamo adunque applicare ad esso la trasformazione (8,) ed
abbiamo:

JPusscoPusi Y == f (pyatr _)1 (Paete Jo. - - me—l Jm—ge—11"
l (@pm-t1 ) (Qn)n—ij \ (Gpat1 (Fpat2)s .. . (9'11—1 ) n—pin—1

{*} Indieando nuo di essi con Bp, or) vogliamo sppunto specificare slio esso ocoupn il posto r&@
e ehs Il 5u0 valore & Tt

¢7 Sk
vy,

o, )
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Come si vede gli elementi del numeratore del 2° membro sono
(Purtah ece. ... Per comprendere eid si rifletta che nella trasforma-
zione f il 1Y elemento del numeratore del 2° membro si ottiene ap-
ponendo a p lindice ¢, -1, il gqnale si forma aggingendo un unita
A qu, cioé all'ultimo elemento del denominatore del 1° membro. Ora
nel simbolo che costituisee il 2 membro dell ultima identita seritta
(la quale si ottiene applicando a tal simbolo la trasformazione B§,),
izli elementi del denominatore sono indicati con (@pat1)1 « . ()i —pm, M
1 loro valori rispettivi sono g, . . . n: pertanto I'indice da apporre
v p per avere il 1° elemento del numeratore del 2° membro sari 7 -1 1.
E volendo indicare che I'elemento cosi ottennto ocetipa il 1° posto 1o
mdicheremo con (pg.41). Si eomprende parmment] come gli altri ele-
menti siano appunto (gpeta)s ecc. .. ..

Risulta dalle due nltime identita:

flh e s thu l’ _ l {P‘l'l—i-l )1 (Plln-i-ﬂ]: m— (}J,.._l Jm—qn-—-l ] (q )
Lree @ =V (@putth (Gpad2)e- . . (Gumtdnmge—3 § Rm

la guale serve a trasformare il simbolo {;’: r_f:} quando p.. e g,

noen sene zero.

Risulta da quanto si & detto che al simbolo {‘;:2} S1 puo ap-

plicare 1° la trasformazione (3.) se la somma degli elementi (numeri)
del denominatore & uguale al numero di quelli del numeratore: 201a (3,)
se la somma degli elementi del numeratore & uguale al numero di quelli
del denominatore; 3¢ Ia (Bun) se sono soddisfatte ambedue le condi-
ziom precedenti (ciod se i=mij=mn e P, qgn=0)
] 288

\ pngqpq J- D ha:

Esemer. — Si consideri il simbolo

= =3

L1
;'p|=?iq, ciog 2,142.2-1-2_9=—pn1 +0.24-1.8-1.4--1.5.

-k

Inoltre

2+242=6, ciod n=¢: D4+-0+4+1-4-14+1=38 ciod m=—=3;

si vede che la somma degli elementi del denominatore & nguale al na-
mero degli elementi del nnmeratore, quindi si pub applicare la tra-
sformazione (8,,). ritenendo =2, ps=2 pa—2: =0, gg=0, g, =1,
=1, gs=1. 5i ha pertante

[ 222 ) ¢ 22 Yy
VoorIr F =V111

[ON0203) .
L 0no4g }'511’“"2“'

Pr=0p2=0,p,=2,py =), ps =3 i ="0,ge=10, gy =0, =0, =2

Come aliro esempio si consideri il simbolo
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quindi X i=Jigsm=Yg=06; n=23 Zp=>=5. Vedesi che la somma
degli elementi del numeratore & ugnale al numero i quelli del de-
nomnators e ln gomma degli elementi del denominntore & uguale nl
nomero i quelli del numeratore. 8i puo adunque applicare la tra-
sformazione (3,,,). Si ha:

f 0002043 It
L nongz | =1

- . ; . el 2407 )

S1 consideri da ultimo il simbolo { 5 1) ‘l per 1l quale sono soddi-
slatle le solite condizioni: si ha n =3: = 1+ il numero decli elementi
del numeratore & 4, quello degli elementi del tleunmumtﬂrﬁ [
put adungue applicare la i]ﬂsfmm'umne (3u). Cio facendo si hﬂ

(U201 _ f0201) _(0) (0 l
1 202 f — L 208 §J |10 =0
i
11 simbalo { [: } non ha veramente aleun signifiento. Toliavia &

(12 1)
facile convincersi clie { ﬂ{:'.-'l | = 1. Infatti il numero delle combi-

nazioni relative alla matrice

2 9

o

ffiy tha 3

fley Usw oz |
im (fys (i3 |
gy Mz (g

A

. 224 °
e appunto [ 1133

tomento non ne Phl‘rfﬂ che una soli ed & la tya gay 1 fTag (ag 4y (s (g,
Devesi adungue ritenere

020 ; ST :
= { ,,.J“:}] } Ma di tale combinazione eviden-

0 _
U
|

Osserviamo ancora ¢lie non pub esistere un simhnlﬂ{ f con va-

lore diverso da zero, avente il solo numeratore od il solo denomina-

{? v }#U sarebbe
1

()= Z ig;, 1l che & assurdo a meno cle non sia l?]_"'lj'g-.- — g, = 0. In tal

fi]

caso 1 simbelo =i riduce alla forma T vale 1

tore costituito da zeri. Se ad esempin fosse

(%) Bl zor) flusld du) numaratora s dsnominntore di sgni simbolo { }'. poasonn avidentenoenis
soppimers,
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Proponiamoei ora Ia segnente

Questione. — Dati due sistemi dij DUMeri ty,...2y3 7y ...7. soddi
sfacenti alle condizioni Sy = ¥ P10 =g vy = m, esiste(?) almeno una
combinazione relativa alla matrice

T T T R AP . T

BN, 010 5 Gy o i T e S “an | 1
J.'

""r|||1 ..................... ”I‘"n I J.”}

Abbiame imparato a sno tempo non solo a giudicare dell’esist enza
di una siffatta combinazione. ma anclie se esistono combinazioni re-
Iutive alla malrice T, a costruirne almeno una, Qui trattiamo la sela
questione dell’esistenza di una combinazione, viferendoci 4l simholo

I;u..-pll'H [ﬁ“'r“]

- Se una combinazione esiste il valore del simhbolop -
ll?l...mj L R T

deviessere almeno uguale ad 1. Riducendolo a forma canoniea pri-

maria avremo un certo simbolo f;* - i_: jl Sitratta adungue i ve-

dere se dati due sistemi di numer; ProvaPro.sque..q, (i quali sico-
strulscono subito dati i sistemi frea Wiy, soddisfacenti alle

J I
condizioni I hp, =3 hgy; oy < mi i =nim=Zg;n=2p, il valore del
: i

simbolo [Proepi)

i he..qi J
Per risolvere tale importante questione occorrono aleune conside-

raziont preliminari.

Stpponiame data nna successione (che chiameremn talvolta anele
serte) di numeri positivi interi non tutki nulli ¥, % 5 0,Y, 5 a ed un
intero positive r.==1), tale che ) < & +B4...+ 7 Diremo cho % [
tl 1" eélemento della successione, B il 20, v il 8 gge. Consideriame i
numert L k—a j— % ~hA—a—B—y, L —g b—vy—3 ace. e
faceiamoli corrispondere rispettivamente ai onmeri B A A e
Percorrendo la successione by h—a, h—a—F, ... da destra a sinistra
meontreremo un numero che non superera il sup corrispondente della
sucecssione «. 3, 7... Infatti se fosse SEmpre A>g; 31—z e i A—2—3>y
ecc. .. . sarebbe anche A > a; ) > 4 4 BiA> a4+ B4v... infine
P e %, contrarmmente all’ ipotesi ) < » s T pre-
cedentemente stabilita. Supponiamo ad esempio che sia )—a—5—y—3,
Allvra la successione di numeri

LT ':':E E"]_}* X ﬁ It T—’_a_l’}‘- “ ?‘ .I']: Bm 7, b

81 v sueeessione trasformeta della 158 0, Y, i, @ mediante il numero .
Seriviamo 1e due successionl, ciog Ia v,.., a e la sua trasformata me-

& zero od ¢ mageiors di zero.
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chante % in modo che i primi, secondi, ... elementi di ambedue sieno
in colonna (gli elementi si contano da destra o sinistra)

A—o—B—y<3 ¢ 03>y ;A —a>850>a

T s € 5 ' T

o+ A=A} v D= f8+1)), 3 . o« , W

Le operazioni che permettono di dedurre dalla. ..+, B, 2 la sua
trasformata mediante 7, sono le seguenti. Dal numero ). si sottrag-
gono successivamente 1 numeri 0, &, &, v.... fino ad avere il minimo re-
sto intero positivo, anche nullo, possibile. Nelle ipotesi fatte, potremo
sottrarre «, 3, vy, ma non 5. Allora 1 numeri della trasformata corri-
spondenti ad o, , y sono 0, 2, § (cioé lo zero e guelli sottratti eccet-
tuato I'ultimo). Per avere il numero della trasformata corrispondente
a 8, 81 toglie 1l suddetto resto minimo dalla somma del numero 3 col
precedente ¢ della successione data; per avere il numero corrispon-
dente ad &, si aggiunge ad ¢ il suddetto resto minimo; infine i no-
meri corrispondenti a quelli zeguenti ¢, ciog I, 4. .. sono ancora L. 7. ..

Conservando relativamente ad «, f, v, 5, » le ipotesi suddette, con-
sidereremo quale trasformata della successione

a s T | X
la seguente

=[x 4+3+0) 1t +5—D—+B8+0), 3 =« O

L'elemento A — (2 F-F+v) della trasformata si diva eccedente ed
useremo separario dal contiguo con un fratto vertieale. Adunque la
trasformata di una sonccessione ha un termine eccedente, quando
per avere il massimo intero eontenulo in ) occorre sommare tutti i
termini della successione, eccettuato 'ultimo. 11 termine eceedente
poi sempre uguale al pint piceolo dei resti positivi A —z, (L — @) —f
(A—~a—5)—v,.., cioé a quel resto che abbiamo dianzi chinmato
minimo.

La trasformata di 5, T, Py &, avente per termine eccedente
2—(z—+347v), & evidentemente la trasformuata senza termini ecce-
denti di 0,3+, 8, e.

Esenrr, — La serie trasformata della

12110110

mediante il numero 3 & la
42201100,

Per ottenerla fogliamo dal numero 3 snceessivamente gli ele-
menti 14 2¢ | della serie data dicendo: d—0=3:3—1=2:2—1=1;
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1—0=1; 1—1~=0. Siamo cosi arrivat; al quinto termine, 1, della
serie data, ¢ 'ultimo resio (minimo) posifivo ottenuto & zero. Pertanto
I primi cinque elementi della trasformata sono lo zerp e poi alla sua
sinistra i primi quatiro element; U110 della serie data. L'elemento
della trasformata corrispondente al sesto della serte (lata. il quale ¢ 1,
1 oftiene sommando ta] sesto elemento col quinto, e toglienda dalla
somma il resto minimo 0: esso @ dungne 2,

L’elemento corvispondente al settimo della serie data, i] quale & 2,
51 ottiene sommando tal elemento col resto minimo 0: esso adunque
¢ 2. L'elemento ottavo deila trasformata coincide coll’'elemento ottavo
della serie data.

Come altro esempio Ia trasformata della

42112

v2120.

E

mediaute 5, & |a

Per costrnirla si & detto: 3 2=23; 3 —1=2; 2—1=1, gle &
il resto minimo. Perciv i termini corrispondenti ai primi tre della
serie data sono 0,2, 1. T termine corrispondente a] 4¢ (un 2), sara
a+1—1, ossia 2, e si ottiene sommando tal gquarto termine col pre-
cedente e diminnendo la somma del resto minimo: i termine coy-
rispondente al 5 smq $+1=3, e si ottiene aggiungendo il resto
minimo al 3° termine della serie data,

La trasformata della

mediante 5, & la

Si & detto: 5 —1=4; 4-—1 =13, che &1l resto minimo; quindi i ter-
mint corrispondenti ai primi due della serie data sone 0,1 ecc..., Poicha
per avere il massimo intero contenuto in 5 oteorre sommare tutli gl
elementi della serie data, ecceltnato I'nltimo, (& un altro 5), la tra-
sformata avra un termine eccedente uguale al resto mintino 3,

oe A <, allora il numero ) 2 1l resio minimo, e Ja trasformata
della

¢ Ia
oo Gy Y2, a—7.,

Ad es. la trasformate dellg,
2314

2341.

mediante 3, & la

Un'altra norma, meno pratica, ma teoricamente poy priva di im-
portanza, per costrurre la serie trasformata di una data, & la seouente,
Sia ad es. h—z—3 v il piii piceolo dei resti 2 —~0, ) —g, A—a—B....
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Se A > a, chiameremo 1 numeri a. B Yy A—a—05—r, 0,0 rispettiva-
mente 1° 2° 30 49 5¢ diminutore, e li indicheremo con £1.Cs. Oy, 23, Co.
Sono questi i numeri che figurano quali sottraendi nelle differenze
h—a, (A—a)—Pp, (& —&—B)—y, B—(A—a—B—1y),e—0, T —0.
Se Invece ). < (), si assumano qual 19,2 30 . diminutore i numer
A0,0,0_,.. Si ha aliora che sa o & il termina e della serie data.
I'ime della trasformata & o %+ Oi1, Yitenenda 3,=0, se j =10, Se
4> o, ed il numero dei termini della sorje date tolti successivamente
da A per avere il resto minimo & vy 1 termini (v-f8)me, (v 4 djme e,
della trasformata sono uguali ai termini corrispondenli della serie
data. Se la trasformata ha un termine eccerlente, esso & sempre uzuale
all'nlfimo dei diminutori &1, Ba, 844 +.., 8€ questo & diverso da ZEero; In caso
contrario & ugnale al 1 diminutore diverso da zern inconfrato per-
correndo la serie dei diminutori du destra g sinistra,

Sono conseguenza della definizione di trasformata d; una serie data
la seguenti proprieti:

I* la somma dei termini di nna sevie di numeri & ugnale a quella
dei termini di una sua trasformata (ualungue.

<% se una serie di numeri termina con v zeri. per costrorre una
sua Lrasformata si pud supporre che tali zeri manchino, costrurre la
trasformata della serie che si ottiene dalls data sopprimendo tali
zeri, e seriverli poi di seguito ai termini di tal trasformata,

Se di una suecessione Gadag_y ... o 1 B elementi sifa la trasfor-
mata mediante 2, di questa la trasformata mediante p, di guesta la
trasformata mediante v ece.... T'ultima trasformata ottenuta si dira la
trasformata di a;...2 mediante il sistema di numeri % WY ... @ 8
diranno elementi eccedenti di essa tuiti quelli che non ocenpano i
primi # posti (contati da destra a sinistra). Useremo separare tali
elemeuti eccedenti dagli altri eon un tratto verticale. Sono notevoli
le seguenti proprieth :

1% La trasformata di 2,...2, mediante il sistema d; numeri , g, v....,
non dipende dall'ordine di successione di essi

2% Se B,...% sono gli elementi della trasfornmta di ap..,0n me-
dinnte il sistemn oty Vouuy (0 =0), si ha:

(T]Hfj—f—I]?n“F‘[‘?"'“‘}‘E]ﬂﬂ—r+---—FT;'I|—(}. Fpt v, )=
=fr+ 21+ 3Byt ... 73

0ssia

(ﬂ__ 5) (Iij + ﬂn_q—f—.. —f— ﬂ;)+{1ﬂ —}—Exﬂ_ 1_]_...+ﬁ"11)_(1+l.l _I_'I" ---]:
=t =14 ...+

€ se 7=N, vale a dire se 1a trasformata non ha elementi eccedenti:

EH+EEu—:+---‘1'-Hu1‘(i, Fptvo ) =84 2% ... 0.
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Tali proprieta sussistono anche se 1l sistema di gumerj 3 -y COM-
prende 1l solo nomero J.
Esenpio. — Facendo la trasformata di 5, 1, 1 mediaute il sistema 5, 5
st hanno le
211 successione data
3310 trasformata della precedente mediante 3
1100 - z & . 0

La trasformata ottenuta 2 Ia 15 | 100 che ha dye termini ecee-
denti. Tra breve avremo occasione di esaminare altyi ESETIpi.

Ed ora torniamo alla questione che ¢i eravamn proeposti. Conoscendo
fm...p l_'-:.u.
las... /7 B
Riducendo tal simbolo a forma canonica secondaria, basterh giudi-
care se

L valori di py,...pi, o, . . - dobbiamo giudicare se

P Pi
e — e ——
[ 1 | (A k. ¢ ]} 0
1 L ] lllll j L] - L] j
T —— —
71 Ti
OVVero ancora, se esistono o no combinazioni relative alla matrice
) oeninie | bernnnnsan é
T s ] 1 e ﬂJ.u-—-p.—-I—l i 1
flyy.] it o ue .. gy 0 -+ (fqrafl 1
J
R 00 S o S W m e v B R o | J'

Ricordiamo ora quanto abbiamo i detto riguardo alla queslione(®)
se e come data la matrice

o (5T
‘”]_1 ------ ﬂ"[u l"']_
uj_u_l iy & > B a rt‘mu J"m

. ] L - L
81 possa formare almeno una combinazione ad essa relativa, e ragio-
niamo, per mageior sempliciti, su un caso particolare, S voglia ad es,

veldere se
- F} H 'H-

" & atata trattain al § 59 primn dell'argomento Formazions sd suumisrasions delle rombing-
2ivm dedle a1y ... wing.

—

33
a b

Y QU

ST

=

14
-

L I
-
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Si ha relativamente a ial simbolo: ¢ = 1, r3=1, ¢ =&, ty=2,
G=08,0s=3, s =23, v, =d, rp=u, =41 Uiy = 0, Pyy=0; Iy = 1. ra=1,
a=2, 1= B15="5, y, — Oy 7==0, 1y=15, 12y = o P — 5, Formmiamo il
quadro Q, di numeri

1 2 38 4 5 6 7 8 0 w 1 12
45 607 8 0 1:3,
56 7 8 0 1 11 12 t=(), ‘
TR TR J:!’
11 12

di w =12 verticali, delle quali I'™ contiene o elementi ugnali ad /.
Sopprimendo in esso 1'elemento sottolineato. cioe », =1 elementi ap-
partenenti ad » verticali diverse e tali che nessuna delle rimanent;
contenga un mumero di vertieal; maggiore, (la gual operazione potra
in generale farsi in piit di un mado: per es. nel nostro caso si po-

trebbe sopprimere 1" ultimeo elemento 11 della penuliima verticale), ab-
biamo un altre quadro Q,,

1 2 8 4 5 6 7 8 9 1w 12
4 5 6 7 8 0 1w 7y 12,
o 6 7 8 8 10 u 12l=q.
8

O W 11 12,_
11

Operando sn Q) come abbiamo operato su Q,, ma relativamente

al numero 7, (ciog sopprimendo I'elemento soitolineato di Q,), abbiamo
il quadro

Il 2 3 4 5 ¢ 8 09 10 11 12
S 4 5 6 7 S 9 11 Iﬂl

5 06 7 8 0 10 11 1o (=Q.
S0 16 1 l:’J

b da guesto, poichi =3, sl ha:

I 2 4 4 3 ¢

1 8 U 10 11 12
34 5 6 7 8 0 10 11 12'
56 7 8 9 1 11 13 =0
8 9 10 ’

Da questo, essendo 4, =3, si ha-

1 2 3 4 5 ¢ 782 9 1w 11 1.—3'
3 4 5 6 7 B i 11 12 = §
5 6 9 809 _I_H 1 Ii."l

'l_F.-__._
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Da questo, essendo 1s=2>5, a1 ha:

1 2 8 4 5 6 7 g8 o 10 12,
o 4 8 s T 8 09 1 11 12 =)
506 I -

Da questo, essendo =2, 81 lia:

[ 2 8 4 & 7 8 U 10 11 13}_
ok N R T B D10 13 1:‘3"—{Ju.

Da questo. essendo 15=2, 81 ha:

I b .8

b7 8 9 10 11 19

-F'
vt l s
3 & & =%
Da questo, essendo "y =D, 81 Lt
I 2 8 4 5 E T8 8 W ... J=0.
Da questo, essendo rn=>5, si ha:
Y . ¥ e | I°
l = i i :5- NS RSSLIISE SRl e e T } — [1?" »

Fd operando so (o, relativamente gl DUMEro vy, =>5, poy rimane

pitt aleun elemento, Sappismo gia che eip accadendo esisle almeno
una combinazione relativa alla matrice;

o | :.I:. I_t e —

=
il

.
ko

o

-
"lr.

-
~1 &

H]I:Il]_ ............... I'-f"hlu“

€ sapplamo pure che considerando j grappl di numeri

H =12 (flﬂdii'iJ di = 1 elementi
Y2 = 1l (undiei) R T | :
= 11, 12 s Pp==2 "
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+= 8, 9 10 d1 e =3 elementi
= 8 9 10 11, 12 s i =P E
W= o 06, 7, 11 12 s ¢ — O -
"= 6, 7, 8B, 9 10 ., »=3 "
Ys = 9 4, 5 11, 12 | 45 =35 .
w= 6, 7, B 010 _ »r =5 E
Yo== 1, 2 X 4 5 s o= "

dei quali I'™ contiene gli elementi soppressi in Qi per avere ),
(i=1,2,...9), 18 61 thep taps Gas tsp thep tiggp 11 {50 Wapie (ray Maas O (e
far (o e O sy (g sy (a0 thaa sy (lgs Cluan (lagga (fon fluy ey (lun (Ty.30 ()peg (0.
(f10:1 thow (hoys € Una delle combinazioni relative alla matrice It
Adunque
112233344455
>0

11235555655

Formiamo ora relativamente al quadro ), la successione di nu-
ner]
3 %o : :
= - 3 9 2

che supporremo contati da destra a sinistra. 11 19 elemento di essa N
¢ il numero (2) delle vertieali di Q. contenenti cinque elementi {(cingue
¢ il massimo valore di r;), il 2° & il numero delle verticali contenenti
quaiiro elementi ece.

Immaginando invece i suddefti numeri contati da sinistra 2 destra,
potremmo dire che I'™¢ @i essi rappresenta il numero delle verticali
di Qy contenenti ¢ elementi. Tal numero sarebbe zero, guando in Q,
non vt fossero verticali di i elementi.

Costruendo le analoghe successioni relativamente aj quadrr Q,,
WQz....Qy si hanpo le

2 - 3 5! 2
2 2 5 4 1
2 2 b o ()
2 2 i) 3 ()
2 2 5 0 0
o 7 o () ()
4 8 () () ()
() = () () ()
71 10 0 () () ()
7| 5 () ) () ()

Ora & agevole constatare che lultima di esse & la trasformatas
della (1%, 2,2, 3, 3, 2), mediante il sistema di numeri n=1, =1,
ra=2, ra =315 =0, r¢=2>5, r; =25, = 5 ro==2>5, & che se si costruisce
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la trasformata di ta] trasformata 7 | 50000 mediante il numero
F1e="5, Bl ottiene la
1200000

nella quale i termini non eccedent; sono wuth ngonali a zero. Quests
legge & generale. Infatti S8...7 58 8. 1.8 2 & la snccessione dj nu-
meri relativa ad un dato quadro Q, | e se 5 & il numero degli alementi
di quella verticale che pe contiene in magoior numern, z & il numero
delle verficali di ¢ elementi, 5 il numero quelle di p—1 efe-
menti ecc.. ., (non skmpre le g, P+ Y-« saranno tutte diverse da Zero),
operando su Q. relativamente ad un certo numero J, 81 ofterra un
altro quadro Qu, ed i facile convincersi che il numero delle veriical
di Qo contenenti i elementi Sard 6 — 3+ 5—1, dove =, & §] numero i
auelle di Q; coutenenti ; tlementi, e 5,74, 5. ... sono 1] 19,20 30__ . di-
minutore relativi alla successione. . . & 8. Y, & o formati collg legge
che abbiamo enunciata parlando della trasformata di una sncees-
sione data.

Tornando ul nostro casp particolare si vede che Ja suecessione (i
numeri 2, 2, 3, 3, 2 relativa al quadro Q,, ¢ il bumeratore del sim-

7 ,

Ll [532332}

121106 U quale si ottiene dal simbolo

[112233344455’,

11285558465

riducendolo a forma canonica primaria,
La conelusione alla quale arriviamo & adunque la segnente: o-
lendo gindicare ge
, Pi & & .p[ lr._:.. :
s
Ve S

st tente tli costiurre lu st orimata dellii successeone p, . .. i mecinnte il
ststenret i sumeri

) ) I
Lo12.2. ).
I G il

s¢ ¢ dermini non eveedenti i essct 3000 tatte zevo, si conclude:

Se cib non aceade, il calore del swuddetto simboly & sere.
Esenpro, — Si vuol gindicare se

f[42110002Y)
| 11105 }Eiu
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Facendo la trasformata della snccessione 42110002 mediante

1l sislema i numeri 12355555, st la: i
4 2 1 1 0 0 0 2

4 2 1 1 {) () 1 1

4 9 1 1 (I 1 1 ()

! 4 . y ) 1 1 { (I

i i {) 1 1 () {) {)

N () 1 1 () D0 )

315 1 | |} () {) (1 {h

Hh |3 1 § ) § () () ()

1[8|1 0O () 1) 0 () ()

Tra 1 termini non eccedenti di tal trasformata, che ¢ la
L[ T0o0oD000DD
ve ne € uno diverso da zero: pertanto

(42 11 Gpo2y
| 11105 J_“U'

Osserviamo ancora che praticamente nel formare la trasformata
di una successione mediante un sistema di numeri, gli zeri fingli delle
successioni che via via si ottengono si possono omettere. B cost ad es.
volendo fare la trasformata della successione 2,2, 3,3, 2, mediante il
sisterna deil numeri 1128555555, scriveremo:

2 2 3 3 2 suceessione dato
2 2 3 4 1 trasformata della precedente mediante 1
2 L R 5 i
2 92 5 8 .
2 2 N .
2.4 i A .
4 3
{) 9

2 10

1 5 . : : .

121 U () i (] ()

L'ordine dei numeri (1,1, 2,5, 5,3.5,5, 5, 5) che determinano le sin-
gole trasforwazioni, # poi indifferente,

Notiamo infine che nel formare la trasformata di una successione
wediante un gistoma di numeri, si osserveri che siano verificate per
le varie successioni oftenute le seguenti condizioni:
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1. La somma dei numeri dj clascuna successione (compresa la data)
& costante,

2. La somma dej prodofti ottenyti moltiplicando il 1° numere di
nua delle successioni formate per 1, (si SEppongono qua i numer;
di una suceessione contati da sinistra 2 destra), i| 20 per 2, j] o
per d ecc. aumentata della somma dei numeri ¢lje determinano le
singple trastormuzioni. ()i abbiamo indicati nella teoria con D IRTREVIN |
¢ ugnale a tante volte la somma de; termini della soccessione ipi-
ziale data. quanti sono termini eccedenti dellg snecessione che gj
considera, piu Ia somma dei prodotti ottenuti moltiplicando il 10 3y-
mero della successione iniziale data per 1, il 2 per 2, 1l 3° pey 3 ecc, .
Ul come consegnenza delle proprieta, testé enuncigte. relativamente
alla trasformaty di una successione mediante up dato sistema di nu-
meri. ‘ '

Determinazione del valore del simbolo { $ s ‘: : } . Vediamo da nl-

timo in qual medo dati i valori di p. ... p, Ziveeaq S possa caleo-

» . - -o- J i w " ® »
lave il valore del simbolg {‘: ' ; | } - Consideriamo dapprima il egso
Lo - g5
nel guale / <2 o due al piu delle ¢ siano diverse da zero e non mag-

ziori di 2. Le formole possibili sono:

i P 1_( rﬂ.)_ f » i'__(lﬂ)
L0, U.,...(E)j; Nl ,}.‘—"U" ' I[}'ﬂi___fﬂhj o J

nelle quali s suppone che 1'elemento 2 del denominatore, oecupi il
posto /", (si & percip indicato con (2)))

/ 1] a (pl)__[}.u J M P ) ﬁ_( » )1( Ps )
I- a1 % Dl )\ L) WSl U,...{1},. Dol 1)y J — A —ps) k— py

nelle quali si suppone che gli elementi uguali ad 1 del denominatore
occapmo i posti A" e jm B da notare che il denominatore dej sim.

N I P11 ¥ e o o
}mhl[‘,ﬂ.---f‘:’hf g ”J;...(I}n.{l...(lJH deve contenere almeno

de— 1 zeri iziali. maccho se eiv pnon fosse, tali simboli non avrehb-

o o : : P () ‘
bero significato, Si pav anche considerare il simbolo {U 0 ’FE(EJ } :

ST . s

Affinché esso abbig significato dev'essere py — i; moltre il denoming-
tore deve contenerc n elementi, Infatti se 1l numero degli elementi
del denominatore & Jy 8t hin 0,19, p2==3j (si vicordi la condizione
b Zip, = Zja); pereid J=p:=un. Si ha poi:

s

{ (), 2 1
V0, ... (B)e ) =™
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f 0, pe v e R
1l simbolo 10,....(1h. 0.... (1}  2oD ha senso; percio:
f 0, pa Vo
L0, ... (1,0, ... (1) ="
Le formole precedenti si dimostrano riducendo i simboli { } 0

forma canonica secondaria; si traducono allora in formele gin di-
mostrate, trattando del nnmero delle combinazioni relative ad una

matrice di dimensionl =— n ei 2,

Similmente riferendoci ad una matrice di dimensioni »— 2 e I .

#

¢ supponendo relativamente al simbolo | ¥ * 0 } che sia j <2 e che

\ 7.

due al pia delle p siano diverse da zero e non maggiori di 2, avremo

la formole;
(0,0, ... 2K .
( ) U g ‘Jz(izﬂfﬂ)

IU 0, . (BJJ}
ru (1), 0. (1}k} (;) () f 0..(1, 0,.. (lh} (} 0 )Z(I % )
h t— 2 v {]a

|

0 G o
JO,0,...(2)u ' [{l...(])u..“...(l)k]_'__‘_]
3| U 07 f— '. b, g o
. ) SO 1 ) ) I : :
11 simbolo { ll]hr (Uk[ non ha senso:; nei simboli
Ocee (s 0y (D} e {J' h, 0, (])L} il numeratore deve
th J /1o
conlenere almeno g — 1 zeri miziali.
I cosi possiamo dire di saper calcolare il valore di { ‘:: ' ;’}
L s
quando la somma degli elementi del numeratore o del dennmumture
¢ e, ’
fPro i)

Vediamo ora in qual modo si possa esprimere il simbolo

e )

mediante altri tali che la somma degli elementi o termini del nume-
ratore (denominatore) sia inferiore di un'unita a quella dei termini
el numeratore (denominatore) del simbolo stesso, Riducendo a forma

canonica secondaria i simboli che compaiono nella (22), possiamo seri-
verla;

._pL i 3] " Ph i
1.--].;.&...1’!...3:'...1.‘ZL 1....1...)’?...!1...l‘:..-f-] (E‘iJ
I -1 ............ J i .‘} .. L e e e el N e R s W T

— — — _—

h i
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mtendendo i) segno I esteso a tufte le SICCESSION] @y %e. .. %, di m
numeri (si noti ehe g, -, 4 2;=m) dedotta dalla

I....l_‘-_?....}

U i

diminuendo di un'unita 7 numer: di essa comunque scelti (A==0 o
quindi g, == 0). Di tali numeri VE Ne saranno =, scelti tra quelli uguali
nd 1, =3 seelti tra quelli nepali a 2 = scelti tra quell] uguali ad |

€ SarM W ama ...+ =M Org & chiaro che nella successione of-
tenuta diminnendo 4 U unitd gli 4 numeri scell, ve ne saranno
¢ — T+ % uzuali a [ =1 — & -+ % ugnali ad J—1, infine
7% —m uguali ad j. Consideriamo uno speciale sistema di valori del]e

1y ...7 tali che - sia r;'Eq,:...*r._;?gum—f—...f-{-m:-ﬁ. Nel 20

membro della (24) compariranno (?1 )( q’)... (E*) termimi nguali 4

!-1 e ¥e)

i=10

M iy —1 oy
Vowonans, R T TR
1........ 1 J=L:eif—1,4..... 7
(S T b ~1 Ej—-l_f—i:l i — %
gracehé si possono scegliere = numeri delle sneecessioni ——in
/¥
(E‘J modi. Si ha pertanto, essenda + 0 e quindi p, L 0
IH_';F
P 2 P
Lolovdhoihe. T4
L__l ........... VAR,
T 7
1 P —1 P
= 3 (ﬁ’l)(?!] {r},) Lcnasion.. | ok .. b
Neparsb, A =) \To1/ \Toe (i L |1 (R oo, J—1c...8—1 VARRY)

L
ovvero, riducendo i simbolj [ J a forma canonica primarig

| 7P qa)
_ ) ’fh)[’ ﬂ) ('?.I) Ipips........... (—1hyeeenrnennn. " : ,[f;;,J
*T1+:T:+..-|~.'rj h{r_l v S i ”i:h_ﬁl_}'r.qu...-[q_;—l_ﬁj—-1+1:jl_l—1-({zl-_E.]J.Ij -
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mtendendo il segno X esteso ai sistemi di valors positivi interi anche
nulli delle .z, , 7. , . w tali che my .. T =N "1 = ¢; + Scrivendo
nel 2° membro (g, —1),, abbiamo voluto indicare che I'élemen-
1o Am® del numeratore ha il valore p, — 1, ¢ parimenti serivendo
(7, — =, + Tpis A=1,2,..) si & voluto indicare cle | gle-

mento 2" del denominatore La il valore g, — m, - =, 1y - Siogop-

-

viene poi che sin (ﬂ )=l. Per gqualungue intero positivo = anche

nitllo,

Uome vedesi abbiamo raggimuto lo scopo prefissoci, giacehi: nej
simboli che compaionp ne] 20 membro della (253) Ja somma de ter-
mini del numeratore & uguale & p,+... 4 p—1.

Similmente si ha:

= ( 1)(}3’-: (Pi)f[_p{—:l TR (Pimy—5i T Ri)i-1,(p— i}'[:f[:']

:’_1__}*:'3 =h\7T%) ﬂﬂrh- l!.?l iy - -lrQIl—'l}h-r --------- 7

oy
cssendo g, =0, =1,2... ().

Ed ora volendo calcolare il valore del simbolo {fj‘ ' "}; }’ tlopo
te i

aver constatato che esso non & zero, s comincierd ad esprimerlo me-
diante stmboli nej quali la somma dei termini ad es. del numeratore
€ it...4+p—1 Ciascuno dj questl potra a sna volla escere
espresso mediante altri nei qoali la somma dei termini del numera-
tore & p,+ ...+ p—2, -+ € 2081 via sino ad avere I'espressione di

r

IP;.”?[]

| oot l
meratore & due. Ji valore di ciascuno di tali simboli si caleolera 1a-

cilmente per mezzo delle formolc note.
Se i=m od j= . prima di applicare il processo suddetfo si tra-

i 11 simbala S P o)
stormera il simbolo Lgi...qf°

(3u); (Bu)y (Bus), € si operera sul muovo simbolo ottenuto anziehd sul
dato. Neli'applicare la (25) o la (25) & indifferente | valore da at-
bribuirsi ad b, purehe I7pme termine del numeratore, se s applica la (25),
0 del numeratore, se s applica la (25), sia diverso da zero.
fProc.pi)

.. )
ma det termini ad es. del numeratore & py+ ... 4 — 1, non & e
cessario esprimere cinscuno di essi mediante altri -nei quali la somma
del termini del numeratore sia p; ...+ p, — 2; 81 pud ad es. espri-
merli medianie alfri pei quali la somma dei termini el denomina-
tore & i1 . -+ 7,— 1; ¢1b che & essenziale si & i ottenero un' espres-

mediante simboli nej quali la somma dei termini del nu-

mediante nna delle trasformazioni,

Dﬂpn aver espressp mediante simboli nei quali In som-
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e }'

contenente
) s ... q ) o

“ncora vellapplicazione delle (25) o (25") le segnentj
considerazion; d"indole pratica.

I° In corvispondenzs i un dat

dato sir.sfﬂmﬂ di valori di e S
ha un prodotio (g: J(?ﬂ) — [_m‘j ) [E}J

. A tal sistema i valopi
o =1 ]
corvisponde pupe el 2° membro delln (25)

zli elementi d el numerator

r

un simholg ll }, nel quale

CAODY G~ Sy g e Re—+11,

----- Ui — =,
Orbene seritto | prodottn (El) e s [f) 81 serivono facilmente
L% | ' 'lrJ

(uesti elementi sott

aendo dal numeratore ¢r di ciascun fattore (f:)
il corrispoudente denominatore = e igginngendo gl resto il deng-
minatore del fattore ( i::lt J SNCtessi v

Fa eccezione I'elem ento g —

=i che 51 oftiene facendo
. . {
denominatore i ( fi J
Ief
=20

=% Supponiamo che debbansi sy

che la Somumn de

la differenza
tra il numeratore ed i

: i : 0.0 Y
tluppare | simhol; G- )

dennminatnre, mediante altyi tal;
1 termini de) nuimeratore si

Ore sia nguale a p, -L i —1.
Supponiame mneora che sviluppando sig | o sia 1'altro simbolg sl
dia ad 4 1o stesso valore, Trq i sistemi di valops delle = tali che
., ni=he x = @¢., V& ne saranno forse alenni per 1 quali
SArn pure w; < 4, . N G&...5 & uno di siffatti sistemi, nellp avi-
luppo di [ 2 -21) gli corvisponier  termine
L Q... q
(m) '&'a) (‘.'!J)}Pl*---------.fph—-]]h: ...... . |
&/ \& /- 57 g, ~—$1+§a_h,[§*s-§z+:

Sab oo A — &)

e nelle sviluppo di :L:: o ::' } 1l termine

2

i ; Y A S mw B -( :“11 ............ | 3
{EJ:) (é:)"' (él) {(i::;“fl“!“‘-fﬂ}h{f‘:l‘“ﬁgif—f il e !

Seritto i1 1e di tali termini. sj
osservando che I'elementa v,
81 ottiene da T2 =8 Sy

2 = ¢ e togliendosi [a diffe

potra scrivere it rapidamente i] 20
—% 1 &1y del d&unmiuﬁ,tm'ﬂ, (A=1,. . )
aggiangendoy; |n (Lifferenza , P, Se

renza =1k y 85€ s S b . QII-E‘BfrI} modo
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di caleolare gli elementi del denominatore o —& —+ &sy...1, —& &
utile, ma non necessario, quando i sistemi §,...% validi per lo svi-
... from )’
V... L or...¢ )
caso che tutti i sistemi w,...m relativi allo sviluppo di

‘nl...m]'

siano validi anche per lo sviluppo di o il °
1 an

sono molti: né & escluso 1l

JPL---PI}'
Vg .. q

luppo sia di } sia di

_ i 0 &
Eseypr. — 1% 81 debba dapprima caleolare i1 valorve di { 021 }L*)
nel gnale il numeratore e il denominatore, come il lettore pub age-
volmente constatare, soddisfano alle condizioni velute affinche sia

5 \* :
{ {}32“1 } =), Si ba: E=2;j=?3;jh=3:}h=ﬂ;g,=ﬂ; ge=2;qs=1.
Si vede subito che diminuendo di un'unita la somma degli elementi
del denominatore, essa si riduce a dwe.

Applicheremo adnngue la (25). Possinmo fare A =2, giacché l'ele-
mento del denominatore che occupa il posto A™° (il 2°) & diverso da
zero. 1 sistemi di valori delle w4, me, (le = sono duoe, giacché due sono
gh elementi del numeratore, ciodé i =2), sono:

m <3 <2
T - o =h=2
() 2
1 1
3 0
Adungue
[ 32 Vayqey(o11y , (3y/2yfo1n), /3y (2yf011Y
lnzlj(ﬂ)(EJlanl_]_(])(lJlEl.I+(2)(ﬂ)1121'
Ma
O3y fo11)  _ fO11Y o (011)_
Vro f =\ 5 j=Wiyg1 =3 12=1 )

=1.10-1L6.3+3.1=trentuno.

‘11122 » di
¢ Riloeendo tal mmbolo s forma ennomica primara esso divents I 234 ] I walere di

‘.
osse o trantunu, ¢ wi & exleclato Liattande dsl meiodo per delgrminnre || numero delle conibina-

zlomd rolative nd nup malrice 4 dimensioni w—= o @ I 3

(**: Veggnnni lo Tormole elis insegnane a eaicolurs il valors di un simo’o { } quando |a soniina
degli slamenli el numeratore o del denominatore & due.
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2%. Debbasi ancora calcolare il valore del simbolo {114‘;;.}0 1} il
qoale & maggiore di zero, come il lettore pub facilmente verificare
costruendo la trasformata della successione 1 1201 mediante il si-
stema di numeri 1,1,1,1,2,2.2 2 9. S ha i tal easo; i=4; j=2.
h=,Lp=1p=2 p=0,pp=1; g,—4; g2=0. Applichiamo la (25)
supponendo =1, il che ¢ lecito essendop [7me (il 1% elemento del
nunmeratore diverso da zero. I sistemi di valori delle =, , = tali che

=0 e <= 4
LY + v =h=1 SO0
() 1
1 ()
pertanto;
[11:‘5(!1]’_(4)(5){“121111'_’_ 4)’5)[(112“1]'
L 45 J=Lo/l1/1 54 | (1 (nl a5 |

: s 3 . 201Y 2 :

In ciascuno dei simboli { ‘ 1'.5 ,IJ 1} , {ﬂt 5{}1 } la somma degli ele-

menti del numeratore & quattro: giova adunque esprimerli mediante

altri nei quali la somma degli elementi del numeratore sia tre. Ap-
plicando la (23) si ha, supponendo 4 —=2:

=

H))CS Y+ Gy

Come il lettore pud agevolmente verificare, i sistemi di valori

. ’ JO01201Y
delle =, =, relativi allo sviluppo di { 0 1,5 4[ 1} sono: 0, 2:1, 1;2 0.

11201
Volendo ora procedere allo sviluppo dal simbolo A 13 :.F 1 {+ SUppo-

nendo ancora h =2, possiamo valerci dell’osservazione 2¢: osserviann
anzi tutto che i sistemi di valori della 1, 72 relativi a fal sviluppo
sono ancora 0,2:1,1;2, 0, cioé coincidono con quelli relativi allo gvi-

[01201)°

»
lappo di | 54 |- Gili elementi de]l denominatore 4, 5, 81 ottengono

da quelli del denominatore 5, 4, diminnendo il 1° di due unita ed au-
- . : , : 1120 ’
mentando il 2° di un’unita, Percih se nello sviluppo di { ﬂ 524 : }

: 15 i
sostitolamo 4 e 5 rispetiivamente a o e 4 nel prodotti [U ) (2 ),
fOND26G] i

('i-l ) (‘; J. (g ) (é ) . € mel denominatori dei simbolj | 72 |
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D0201)" (00201Y . . . . . _
{ 530 jl ’ {U %.1“} diminmiamo il 1° elemento di due unita ed ao-
. jo1201y

mentiamo il 2° di una, otieniamo lo sviluppo di | 35 | Chi ha

appena un po” di pratica fa queste operaziomi immediatamente con

JJIEtLt'ﬂ, faeiliti.
Si ha adungue:

H]Iﬂ['.ll['__ ﬂ) Ay ronz2oly’
. 33 J'—(n (2)! s 4T
G (BY ey 0201y | (0201
() (N s J+(2)(n)l TG
Occorre ancora sviluppare 1 simboli;

(00201 (00201 400201, j00201,

L 72 J* U 58 s+ v 34 J L 15 1

. e . s 01201y
che somo 1 soli simboli differenti trovati sviluppando :{ ]52;1} e

(AN ’D]}
v 35
{qedmme aﬂtli nel guali la somma dei termini del numeratore sia due.
Si ha dalla (25), supponendo ad es. I =3:

{ni);ol}'z(1)(g){nuﬁlnuh+

+(1)(1){|11111111+( )( J{”“,lls,:]l}

e neil guall la somma dei lermini del numeratore & tre,

A tal sviluppo eorrvispondono i sistemi seguenti di valori delle =1, =
. ; . 00201y
1,2:2,1;:8,0. Yolendo serivore lo sviluppo di {L [- .1.[ ] } , per h=3,
e <)

osserviamo che 1 sistenm di valori delle 7=, =< ad esso relativi sonp 1, 2:

o 10201,
2 1:3,050,3, tre dei quali sono validi per lo svilnppo dl' 70 gjl }

Applicando Posserv. 2' limitatamente ai termini dello sviluppo di

fooz2o1y . oL o S *
| 53 | corrispondenti a1 sisfemi di valori 1,2; 2, 1;3, 0; abbiamo:

{t}f!ijﬂl}': (1}) (:3:) {””[:11”1} i (:) (1) {n u_ll;rll L

) O Y+ B0
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Similmente si ha per h=3:

JOO201Y (‘%) (l) 00107}y (3) (—JJ (o101’

U 34 1= W/ V2i\ 32 JTie)l; 23
3) (4) 100101, (3\/4\f001D1)
+[7—})(|I)l 1) 4 J—’_u{))(ﬂ){ lI"i.jl I

Per tale sviluppo i sistemi di valori delle 71, 7 enineidono con
quelli relativi adlo sviluppo precedente percio l'oss. 2" & applicabile
ittt 1 termind dello sviluppo precedente.

lufine &, per I =:;

00201 1y /dyfuolnly 1y (5yjpo0101Y
\ 15 lzljﬂﬂ)l 23 ]—[_(H)(E_i)l dg -

Mediante le formole che permettono di calcolare il valore di un

simboio : : nel ¢uale Ta somma degli elementi del numeratore o del

denomimatore ¢ due. possinmo determinare il valore dei simboli dil-
(06201
{ 7= ]

ferenti ehe abbinmo incontrato sviluppando i simbeli

(0201, NO201,4" _
{ 5 3L }- { 3 4 }-;\bhmmn:

1““101]‘_ (} __wen j‘““l”l"l'-_ ,i __ -3 ‘”n-{“]._ti_'_,_
V6 1“(3)_1""l 42 J_(l)_"l' \ 23 j__(fl']_']

fOD101y

fui'llﬁl]’_ _ R -
—( J_”b= L. 04 ="

\ SO | 3

_ JOo0101Y T . :
(1l valore di { C:.}l | : } non & > U; s1 pud constatare che la trasfor-

mata di 00101 mediante il sistema 2,2, 2,2, ha un elemento non
eccedende diverso da zero). Adungue:

U201y
{ }” J} =156.15 430 . 44+10.1-L1._56 =411

002014
{ J:“ ]} iR L0 VL 00, 18 =T
DO2014y :
f ) 1} — 10,1410 . 4=30
|

\ 7o ) =71.9844215 485, 4 = 1162

{ JIH; 3 I} == 10411+ 15. L -8 . 50 = 420
Y 1- r L
{”1{4”} = 0. 1162 420 411 410 144 = 16632
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Ed infine:
jrizo1y =
| 4: =9- 165‘312~I— 20, 6420 = 211560 (duecentoundicimila cin-
7 quecento sessanta).
(11201Y

Il simbolo | 45 | rappresenta il numero delle combinazioni

et

relative ad es. alla matriece:

[0 b= s bk ot

b

U BN

~
=
£
i
S
r':‘

Se fosse necessario formarle, per poterle enumerare, nell’ ipotesi
che se ne potesse formare una per ogni cmgie minuli secondi di
ter_npo (5') occorrerebbero duecentonovantatre ore e mnquanta minuti
primi; invece chi ba anche poca pratica nel maneggio dei suddetti

5
simboli, pub comodamente calcolare il valore di “14 ..Ul} in vent

minuil primi!

§ 6. Nozioni sugli iperdeterminanti; metodi per svilupparli
¢ per determinare il nuwmero dei loro termini. (*)

Consideriamo la malrice di mn numeri gualungue ay ... 0,0

—
Il

gl c v evwmwwrvrwws Wynn |} P

6 sceghiamone o, ays,,. . . ty,0, . tali che ¢, di essi appartengano alla ver-
tieale /™ ed » all'orizzontale /™ (supponiamo verificate per le r, . .. ¥
... e osolite condizioni = Sr: v < ;i < n). Consideriamo

“*1 I'er lo ].lruru:nlu di znli enti, npunmhrml to per quelle velativa allo sviluppo i un ipecideier-
minante s puo conmgylare il lavers cif eitate * 8u una generilizeazione dells (eeria dei determi-
okl o, froornade i Baltagiing, vel, XXXIX ; fase. Luglio-Agoslo 1901,
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il prodotio aype. .. aye,, ed attribuiamo ad esso il segno che compe-~
terebbe alla sneeessione a,.,,. ., @y0 considerata come nna combina-
zione relativa alla matrice suddetta, ciod il segno di (—1)*4, dove
¢ il numero delle inversioni formate da due elementi della succes-
slone,

L/ L I /T

non corrispordenti ad elementi ngnali della

¢ 5 ¢ il numero delle inversioni formate da due ¢ non corrvispondenti
a due y ugnali: [si suppongono corrispondenti 7260 (A=1,2,...9]l
La somma di tutti i prodotti del tipo ¢yé... a0, presi ciaseuno col
proprio segno si chiameri iperdeterminante rettangolare o semplicemente
eperdeterminante delle s, . . tu, ed il suo valore A si indicheri col
simbolo:

”1 ----------------- / 1
Q=1 eieninioeninnnns iy | 1y
il ve s eiara " A e Tinu | Py

II numéro ¢ dicesi grado della verticale i, il numero ri grado
delle orizzontale j™*. Risulta pertanto facilmente che: i determinanti
sono iperdelerminanti di grade 1 in tutte le verticali ed orizzontali.

Essendo =+ @y ...a,,9, un termine delliperdeterminante, sarh
Ti...%s UNA& successione contenente », volte l'indice 1,...», volte
I"indice i, e By .. 0. unn snceessione contenente v, volte I'indice ; (T
volte I'indice n. 11 segno di . .. ty v, considerata come una com-
binazione relativa alla matrice T, non cambia, come uii SAPpIAIMO,
camblando comungue I'ordine delle v ad essa appartenenti, pertanto:
il segno di un termine di wn iperdelerminante non cambia, perinutando
comungue i suoi fattori. I chiaro che il numero dei termini di un
iperdeterminante & uguule al numero delle combinazioni relative alla
matrice T; pereio indicandolo ¢on N si ha:

NSV
e .. g5 )

dove al solito p: & il numero delle » ugunali a ), o gn il numero delle »
ugualt a p. Il ealcolo di N, noti i valori delle » e delle #, non offre
ilenna difficolti, dopo quanto abbiamo detto a propesite del numero
delle combinazioni relative alla matrice T.

Relativamente allo sviluppo di un iperdeterminante, consideriamo
dapprima il caso nel quale gli elementi di esso sono numeri rappre-
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sentati per mezzo dei segiti ... ¢hn. Formate Je combinazioni re-
lative alla matrice T, {v. art. 5%, e determinato il segno di ciascuna.
basterd considerare tali combinazioni come prodotti e sommarli al-
gebricamente; si avra cosi lo svilappe dell'iperdeterminante in que-
sbione.

Ma pud darsi che gli elementi dell” iperdeterminante siane numeri
non rappresentatl coi segnt (.. tha. Debbasi ad es. procedere allo
sviluppo dell’iperdeterniinante

2 ] 2 1 |
A= 1 0 —8 4 1 '

5 —2 8§ 1 —1,8

2 0 —=1 L =342

51 consideri la matrice
2 1 2 1 ]
:1 — 11 Eu —Bu '_'-L; 1:,
ﬂl —Eg Js 14 o 15
Ei []5 _]ﬂ _14, __3;.

W = Ie

la guale contiene gli elementi (numeri) appartenenti alle linee di A.
ciascuno munito di un indice che & il numero d ordine della verti-
cale alla quale esso apparticne. Dimodoché il valore ad es. di 2 & 2,
di —2 & —2, di —3; @ —3 ece.. .. Sappiamo (§ 5) che per formare
le combinazioni relative alla matrice p. si comincia a formare la se-
conda permutazione di una gqualunque di esse. {Abbiamo visto in qual
modo 1 noti valori delle v ed », possa sempre scriversi, se esisbe, la
2" permuiazione i una combinazione relativa ad una matrice di di-

Mensionl »— n e 1 3). Sia essa ad es.

118|124

a] =
) ) |.

Seeglieudo nella matrice p gli elementi 1° e 4° della 1* orizzon-
tale, 1% 2% @ 4% della 2, 3° e 5° della 3", abbino una delle combing-
ziomi relative a tal matrice, Wssa e la | 1o — 3 | 6:— 2 L | —1s— 3 |.
Come veiesi, abbiamo distinto i suoi elementi in tre groppi: il 1° com-
prende quelly apparfenenti alla 1" orizzontale, 1l 2° quelll apparte-
nenti atla 2, il 3° quelli appartenenti alla 3*. E notiamo pure che
gh indici di tali elementi sono appunto gli elementi della permuta-
zione:

113|124 35|

Il seguo delln saddetta combinazione & quello di (—1)#, ﬁ_EﬂﬂEﬂﬂ?
il pumero delle inversioni che gli elementi di cinscuno dei grupp
|13 1124, |35 fanno con quelli det gvappi posti alla loro destra.
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St ha nel nostroe easo 5=14, e pertanto il segno della combinazione
suddeita o 11 —. Consideriamo ora la combinazione

— | 11—8 | 6;—2, L. [__]#__3;..'

quale simbolo atto a rappresentare il prodotto dei numer; 1. — 3,

bi~—=2 1.<1.—8. da prendersi eol sesng —, Avremo cosi il valore
di an primo termine dell'; perdeterminante in questione
'1! ..... — [ 11__'3‘3I “1'_—:_’.15]4 !I e 1;'__‘;1'. || 1_—'_—{‘4—111?;']:—'- “E.

Divemo  permuntazione annessa o tal  prodotto 1a permuofazione
IR0 324 1845 degli indiei e fattori.

P'er avere il valore deeli altn termini dell’ iperdeterminante.
considertamo le seconde permotazioni delle rimanenti combinazioni
relative alla matrice [ Sappiano gia con (uale processo esse gi possono
dedurre (alla | 131124 i85, & come g possa pure delerminare ]
segno i cinscuna (v. § 5°, tormazione (ello combinazioni relative ad
i matrice di dimengioni w— 5 o T 4). Per eseguire l'operazione o
salla (13124 °835° cion sulla permutazione annessa al prodotto (1),
s1 pno dapprima scambiape elemento 2 de] 2° sruppo con I'elemento 3
del 1°% Si passa cost alla 1218485 , alla quale corvisponde il
tormine dell’iperdeterminante

Tl 6L —1a—3 | — (4 36)==30, . . .. = 4

da prendersi ol Segno -+, giacche: il segno (i (—1)¥ &, velativament e
alla 112|184 | 32/, 1l segno —+.

Ora il termine (2) sj Puo dedurre dal termine (1) nel seguente
modo. Data una coppia di due elementi iy (ry appartenenti ad
orizzontali e verticali diverse della matiice.

?] ----- EI ----- '?'J ----- E”
il '
Il‘ll & & ¥ & I'Tll . & & B I‘fll d a 5 9 fr]” ! ;‘1
r L]
L TR Uk, —-—____”h_l « s w0 Uy || I,

T=

I

rftl # = & a r‘hl . r#k.'l B 5 o8 w rfhh | ‘.k

|

|

f

l I'l’"l i W ['EII!I i 8§ a t'_|||_l L fflll!:l ".III

siodiva eoppia coningata, 1a coppia degli elementi g,y € si dird
che sono coningati ay, od iy ¢ ed . Pertanto gh elementi di dye
coppie coniugate sono collocate a1 vertiei di uno stesso rettangolo,
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quelli di una stessa coppia stanno ai due vertici opposti, e due coniu-
cati stanno ai due vertici di uno stesso lato orizzontale.

Si consideri ora nella mairice p la coppia di elementi —3;,— 2 cl08
quella di quelli tra i fattori del prodotto (1) 1 ewl indici sono gli ele-
menti scambiati per passare dalla |13 |124 35| alla|12 13135
Si consideri la coppia coningata della — 3;.— 2, eioé la 2., 14, € nel
prodotto (1) si sostituisca a ciascuno dei fattori —3,, — 2, 1l suo co-
ningato, e cioé 2. & — 3s ed 1; a — 2. Si avra allora il prodettoe (2),
che ha quale permutazione annessa la | 12] 134 [ 35 . Prendendo
questo prodotto col segno eorrispondente a tal permmutazione (& 1l
segno di (—1)¢, dove B & il numero delle inversioni che gii elementi
di ognuno de’ gruppi (12, (134, {35 fanno con guelli dei groppl
che gli stanno a destra) si avra un altro termine dell’iperdetermi-
nante mm questione.

In generale se h e k sono elementi della permutazione annzssu ad un
termine dell iperdeterminante A e se scambiondo in guesta b con k si
ottiene la 2* permutazions di una combinazione relutiva alle matrice T,
sostitieendo in tal termine al fatiori aventi gli indicy h 2 k ¢ lorve conin-
gati, si ottiene un nuwovo termine di A, Quanlo «lla delerminuzione del
segno di esso, suppiamo gic con quali norme, (v. § 5°), conoseinto o segno
del termine dato di A, cioé quello della sun permutazione cnnessa, si
possa determinare il segno del termine di & du esso derivato, cioé quello
della sua permnutazione annessa.

Supponiamo ora seritto un termine di A; sappinmo gia con quali
operazioni dalla permutazione ad esso amnessa si possono dedurre le
permulazioni annesse ai termini rimanenti, giacche sappiamo dedurre
dalla 2* permutazione di una combinazione relativa ad una matrice,
quelle relative alle combinazioni rimanenti.

Quindi se in corrispondenza di ciascun scambio che ci permetia di
pussre dalla permutazione annessa ad un termme di A « quella annesse
ad un altro termine, eseguiamo Uoperazione che consiste nel sostitnire ai
due fattori di esso termine (quelli aventi per indici gie elementi scambials
della permmtazione annessa) i lore voniugati, wvremo tunti termini di A
quante sono le seconde permutazioni delle combinazioni velative alla ma-
irice T, e sommando & valori di guesti fermini, ciasewno preso col BEGNR0
el rispettiva permutazione annessa, arremo il valore di A,

1 si noti ancora che nol passare da nn termine all'altro di A, non
& aflatlo necessario di scrivere a parte la permutazione aunessa al 17
e dedurre poi da esse quelle annesse al 2° al 3° ece... ., aiaeche la
permutazione annessa ad un dato termine risulta gia dalla seniplice
seritburazione di esso, grazie alla convenzione di munire ogni elemenio
lell' iperdeterminante di un indice rappresentante il numero dordine
della verticale alla quale esso appartiene.

Arka, luzlio 1002, Dorr. Nicond TRAVERSO,
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NUOVE PROPRIETA DEI PUNTI NOTEVOLI DEI TRIANGOLO

(Snggio d&i Geometrin yeconte)

untiniazione € fine, eedi fancivada fietveiente

PARTE SECONDA.

In qnesta seconda parte ¢i proponiamo di risolvers la questions se-
guente :

« Trovara e coordinate angolani (e, 3,7), le coordinate coviane aL,é, ¢
« ed il valore dei parametri lineari (¢, 2, A) per i punti posti spi lati
« del triangolo o sui Joro prolungamenti n,

Per la convenzions da noi stabilita sulle misure angolari, le coordi-
nate angolari di un punto posto supra uno dei lati del triangolo spno
sempre positiva e tali che per es. pel puuto D posto sal lato a saranmno

[ b ]a+‘ =i (1)

quelle del punto E od F sul prolangamento dello stesso lato sono

h—— ' B 'IT___..'—” (2.)

Inolire due delle coordinate ceviane sono allinente nella direzions del
lato & per i tre punii D, E (dalla parte del vertice C) F (dalla parte
del vertice B) soddisfano la eondizions

Vilbd=a , EPpe=—gy (3)

6 la terza coordinata vevirna o, & la congiungents col vertice opposto:
essa 81 determina, o applicando il teorema d; Stewart, o ooll'uso dells
nostre formule di cui quello & nn easo particolare. (*) Di consegnenza
SRIRNN0 sempre positivi i parametri ligeasri pel punto D & negativi per
1 pouti K, P,
Ricordirmo qui le note formale generali
br

@ =-——sen (x— A)
!

b'z?ﬂﬂn ('B—BJ

b
= f:;ﬂau (y —©)

7= sen® v - % gen? o1 2be sen i sen v cos (g — A)

(4)

(*) G, Detarava, * Un eonelntivo del teorema i Slewart .. Periodico di Mntematica,




186 PERIODICO DI MATEMATICA.

o le analoghe R ___¢ ___¢ —q—ER‘
sen A sen BT sen () A (5)
2Q ]
h——
G
Poninmo 'angolo CAD= Ay; DAB=A,, sarda A = A, - A..
Le coordinate angeolari del pante D sono
L= Il valoras del segmento fisse q &
B —=w—[(CI4A)) G = (1?1 ¢* —2hecos A) :iEnEii (5)
=043, =" sen® (0 - A,) I
N=1x ousin g =a sen §=a sen (C L A))
L'altessa equivalente h sarh
20 20
h= @ e (3  tsen (U Ay
Il valore della costaiete angolare A, &
A =sen A sen§ —=usen A sen (0 - 4,).
Le eoordinate ceviane sono
,  lhesenA 20 p
“=% senfy  asen (U4 A,)" ‘
,  eseu(3—B) sen (A — Ay)
b= sen f3 = ©sen (C -+ Ay) (7)
,_bEEn lT—-CJ b SEN -i’&]:
g -8en 3 T men (24 Ay)

essendo cosi &' ¢' =g,
Eliminande dalls tre nltime eqnnzioni seritte 4 e ¢ 8i otiieno 1'es-
pressions dell’aneole 4,
aeosC-eons A — 10 N
cxen A —axenC 0

(%)

ot A; =

la qunle, com’era da prevedersi, si presentn solto forma indeterminats,
essendo ln posizions del punto D determinata mediante uno dei due
angali A,, Ay, oppure da B o day, o dalla distanza o dal rapporto delle
distanze dai vertici B e C o dalla distanza dal vertice A.

S possono quindi enunciare le segnenti proprieté :

1°. Pei punti posti sopra un lato del triangolo di riferimento o sul
profungamento, il valore del segmento fisso ¢ mon & altro che la proie-
stone del lato sul guale trovasi i punto sulla perpendicolare alla cor-
rispondente ceviana del vertice opposto.

2°. I valore della costante angolave A @ dato sempre deel prodotio del
seno dell'angolo opposto pel seno dell’ angolo d inclinazione della ceviana
corrispondente sul lalo wmedesimo

9% I valore del’altezza equivalente h, non & altro che la coordinala
ceviana del vertice opposto. -

i oy
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Nel easo particolars del
rer ea. dal punto G dalln parte del vertige U, o di
vertive B, si avrebhero 3 seguenti vajp)yj -

187

distavze infinfia
H dalla parte gej

l =0 [q':D ’a:'::nu [ — )
G Y -— T A== 10 —=m I o=[F= -~ {9)

[ J=—2g N —=co lt‘.'"_——_.a:- ' E——
Esaminiamo ora che coga diventanp le formule ultjme trovate nel cuso

ati del trangolo, eipé daj
punti woteveli (Jel trinngolo,
punto D & sull*ipotenusa o
‘pendicolaye

particolare di puti notevoli suj |
tersezione (elle veiig passanti pe;
) Ftangolo rellangolo, 1)
I%. Saranno pel piede della pe

be
= =_-£.ﬂ_,}_{:'-’ [ﬂ :fl:—{;— A._—_]
§ Te a ’
:":_2‘ = n* U0 =—p o8 B
Tz—:;-— ﬂz-"___flﬁ—:—-rf.'g I!‘:‘.:l‘luﬂﬁc
E:'_:;  —=an

b‘xc'zbcunsﬂuoaﬂzbsau CX esen B=— 4

i b :::H C (%senB _

2% Baranno pel piede della 3

l
I

et

wettrice dell'angolo yetio

P =64 E’)HE}IE(—:‘;——!—G):——-HEHEHE

E=T
5 I B———:a- () [r——'e (E E)
H-—_L_,'_‘.;t'_‘ ]fhﬂﬂﬁ_F
T='§+U:£—E—'B _.ﬁ:aun(—?}—f—ﬂ)
M= i
i) b
Jﬂ r:ﬂ—_-j
«  ¥B4
,f;::z d
Y o .
i ﬂﬁ :’J.E‘——C.I‘Sf

propristd della hisettrige.
piede della mediang dell’angolo retto

9" == (&' - ¢% sey® O — a*sen® 2B = 4% gop®
¢=a5N2B=4q 108’ B gon B — 20008 B
20 cos B
.
a

81 dediee 1a nota
3. Saranno pal

|
|

X —
B =2z
Y=="20
o

) -
d-——.

punti o’ iy-

(10)

del triangoio retta ngolo

(11)
{
(x40

(12)

(13)

2G
(14)
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, e a
ﬂﬁ-h_2uuBB_ 2_R

ea san I3 a
f = — 15
0 20 ¢oy B 2 (15)
~ aasen = i
C=TJeessB 2

Si ritrova cosi la nota proprietd del triangolo rettangolo.
II. — Iriangolo obliqguangolo. 1°. Piede della perpendicolare abbas-
sata dal vertice A.

a=T [ q* ="~} ¢*— 2bc o8 A
]ﬁ:ij g =a
: (16)
T=:[:? a* = 0% - ¢ —2%c cos A (il poto teorema)
D— 2 ==, A— =T sen A
be

"=+ h=——gan A—¢caan B

b=coos B (17)

¢ =becos C

ciod si ritrova il nofo teorema di trigonometria sui triangoli reltangoli.
2°. Pieda dalln bisettrice dell’angole A,

e "= (6% 4 % — 2be 008 A) gen® (B + “‘_?—}
F;=E__(G_;_—fr) :;‘:n“aan’(B } ;)_._n"iﬂll”(c —l—%)

A A A (18)

Tzﬂ_(ﬂ_]_?) g=n5ﬂn(B E)—aﬂﬂﬂ(ﬁ + .:.)

=]

2= 2r A==sen A sen :B | J:)—Eenﬁann((}—}—-‘:)
i ¢ aan BA
3en (B+E)
| sen % A S1 doduoce 6'; ¢'=v¢: & che
b —¢ A ¢ la nota proprietd delle bi- 19)
8281 (B +E) settrici d’un triangolo qua-
3 lungue.
l s6a1l E A
0 =0

-

I
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3°. Pieds dslla bisettrice estrema col vertice in A,

&= —r1 q-'r_ (EJE IJ e* 2be {!‘rﬂ'ﬂﬁ.) cos? (‘U +_:';)
B=— (C ~|—) ¢°*=a"gos® (G—}—-;i)

: A A
f=="55 { (0+_§J g:—-nuna(ﬂ—]—E)

o= — 21 ﬁ=-—-EBHﬁ.EI}H(G—,——gL—)

(20)

1/ Sén G

- (c 4! i;‘-)

A

C. OB —
2

= uus((}—!—%_) (1)
A

b . vos —

‘a .
cos (G L —';i)

n = ft —

0 =

4%, Piede della mediana pel vertice A,

= 7= (8"} o* — 2 cos A) sen® (C — A,)
(C+A)) ¢*=a"sen* (C 4 A,)

C+ A)) g =asen (0 - A,)

T 4 ==sen A son (C4-A))

d A

(22)

M= g
I ||
0 B

(23)

Ed essendo per ipotesi ¥'=c, dalle ultime due relazioni identifieando
81 pud ricavare ['angolo Incognito A,

b e.cos A
= . ‘i‘
Rok-8, b sen A (24)
Analogamente si pno serivers
¢+ becos A ‘
- 9

Si ha ln riprova nella éguaglianza A= A, L A,
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L] - L)
L = T i & | B
.::-T-‘r-"+.:l1.

5", Piede della simediana pel vertice A.

%= T lq“z(&ﬂ—]—c”—ﬂbc} son” (B - A,)
g=(B-1+A) ¢ — asen (B A (26)
1“{—1: (B+4A) | =s8nAsen (B4 Ay
2=2x
) 7 ¢csen B 5
Iﬂ_‘_"senlﬁ—kalj _‘
b e (27)
| seh {B—I—':il]
Ib* gen (A — A,)

% Gou (B 1-4,)

Si vedo che gli angoli componsnti A,, A; sono identici a gquslli della
madiana ma seambiati di posizions.
6°. Piede delle mediatrici dei due lati 4 e ¢ del triangolo.

=T +os—T fg —=sen20 [gs=tasen”B
Th=r—20)25=2B |\ =—=FsenAsen®20|A;==senAsen*2C 28)
:IL_']"1=EG iTg_TE—EB : l:
SN=T2% N9
b ¢
= 1 o —=
1 _hlﬂunEU @a ih’i’.unﬂﬁ
gen (A —0) C
A g — 2%
h=¢ gan® O d 2cos B =9
; b san (A — B)
2 Sy Ca=0 sen” B

2 vos C

Riﬂultﬂ.ﬂﬂ: ﬂ.*l:'flil ﬂpﬂ :6.g-
7" Piede delle ceviane dei punti di Broeard pel vertice A del triangelo

o= =" fni=asen(B}w) [ge==asen)C-}-i)
=B+ Pe=n—~(C+20)| dy=senAsen(B-+u) | A;—=senAsen(C410)

. S0
Yr=r—(B-w) | Ya={C-}0) (30}
E‘J:-ETE Eg:ﬁm
. a sen (B -}- 1) : be
ld]_ﬂl_ bﬂ Iﬂg hg ﬂEﬂﬂ{Uv—i—-?r]
. ¢ 50N w0 _ san (A — w0)
= sen (B —19) bﬂ_csuﬂ (0 — 1) (31)
. __bsen (A — w) . __p. SN
P sen (B - ) 2 gen (O -} 10)
Si deduce Ia propriela
;
J1: qe=2Ay : Ag=Flig: hysen (B 4 ) : sen (C - 10) (32)

8". Piede dolle ceviane rdei punti di Gergonne e di Nagsl pel ver-
tics A del Iriangolo.
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Si possonn ottensre le due esordinate ceviane allineate snl lato a,
dalle definizione stessa doi punti reeciproei:

D;B = D.0 = 0y =o'y — (p —a) |

D\C= D:B=¢, = Vo= 2a —p)| (33)

le quali sono eguali due a dus fra di lore.

Per trovave i tre parametri lineari g guimli I ferza coordinata ce-
vinna per ciascuno el dus punti o piedi D,, D, bastera enleolare prima
I doe augoli DiAB—4,, DsAC = A..

S1 ottengono rispettivamesute dalle dne relnzioni

san (A; + B) & sen (Ag -1 O) b

sen A, p—a BRN Ay Pp—a
dalle quali si ricavano

—(p — B
untﬂlﬂﬂ (p —a) cos

b—(p—a)eos (.

seu B Ry A= gen O
sSaranno quindi (34)
fr=asen (A, -+ B) fa= n sen (Ay - C)
d; =sen A sen (4, -+ B) . di==sen A sen (4, -1 o)
be be

ﬂll = }l] ﬂ’g = i‘l‘g —

a sen (A, - B)
Anche qui si deduce la proprista

&1:!'{!:&1:‘3*::;}9:}’1:55” (AI—!—B}:SEH(AE“’_ E)I
—¢.8en A, : b, sen A, J

@ gen (Ag - C)

(35)

che si pud enuncinre cosi: 7 rapporto diretlo dei due parametri lineari qQ
o dei due N e I inverso dei due paramelri h dei due punt reciproei D,
e D ¢ uguale al rapporio delle rispettive distanse dalle cevane passanii
ner questi punti,

Uno stadio analogo s potrebbe fare per altri punti gpeciali sui lati
el triangolo, ed esaminare i casi particolari che si possono presentare
nelle varie spacie di triangoli & che noi tralasciamo, sambrando pit che
sufficienti 1 casi sopra esaminati.

Prof. G. Drrirara.

PICCOLE NOTE

Dimostrazione di wn teoremm di enleolo combinatorio, — I noto che il -
mero welle combinazions con ripetizione i n elementi, della classe k, ugnate «
guelle delle combinazioni senmplici di n4+k—1 elementi, della clusse k; brevemente

U= Chtn= 14,
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La semplice dimostrazione che segue bn il vantaggio di siabilire i'ozusglianza
dei due nomeri indipendentemente dalls conoscenza di essi.

Disostiraziose. — In una combinazione con ripetizione di classe & degli =
elementi a1 ¢ty ... @, Sia @ contennto &, volie. Sara:

(1) ay b te +...F+ 2=k : a; = 0 ed inlero,

Ad ognuna di tali eombinazioni corrisponde wna seluziene della 1. e reci-
procamente, Quindi: La (1) ammette U, solusiont.

Dati ors n + & — L elementi &y bu .. buse—1, 080l lore combinaziene semplice
della classe % si potrh ottenere sopprimendo n —1 elementi br 2r, ... bry_y.
Dei k rimanenti %, preceduno by , «e siane fra by e by, vcc. =, segnano br,_,.
Sara ancora:

oy +=Za ., o=~k : zi == ) ed intero.

Ad ogni eamhinazione semplice dalle J; della classe k corrisponde quind ana
soluzione delln (1), e reciprecamente. Segue: La (1) ammetle Cyey—y sofuzioni.
Confrontande | due enuncinti si deduce:

Clax = Cuzre—1.x c. d. a

Pavia. ; ‘ Lriet BrrsorrL

RISOLGZIONI DELLE QUISTIONE 615, 615, b6, 6 & GIS

A3, (708) (*) Sin MN wna corda normale in M ad una parabola p. inclinato
di 43° sndlasse di questu, e sio ¢ il circolo tagente esternamente a p in M di
B U e .
raggio ——. Si dimestri:
1%, (he una delle tangenti conuni a p ¢ © & parallela ad MN;
20 Che Tn distanza della tangente in M dal punte d’incontyo delle altre due
: A , SMN
tangenii comiuni a p & C ¢ 7
39 Che §l segmento staceato sulla langente in M dalle due tangenti suddette #

wguale a MN.

BARISIES,
Risoluzione del sig. Niccolal
Essendo
y= 2z
Paqumzione della parabolap, si-brova immediatnmente—che :
3
1) z+y+=0 2 r—y—-L=0

(* Lo quistion; nomerate dal 610 ol 815 sorrispandonn n quells, dal fase. I (Anno X VI dal
TOD ml 705, eoxi numerate io causa di un errors ligografico.
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sono le equazioni della tangenie e dalla normale in M (%,-—p) ¢ che inoltre

MN=4p |z
L'equazione del circolo tangente estermamente in M alla parabola p di raggio
»Y 2 in coordinate plikerigne &:

(3) (_f;‘ u + 2pr — 1). =2p* (™ 13

per eml le fangenti comuni a p e n ¢ si determinanoe, cercando lo solaziom comuni
alla (3) e alla equazione dells parabola in coordinnte plitkerinna

(4) 2= pr®.
51 conclude che le tangenti comuni allp parabola & al cireolo distinte dalla (1)
30n0 le:
1
(9) x— y 12}:0. :+Ty+§9p=0,

@ la prima pavie del teorema si fa manifesta.

-
i

2% 11 punto eomune alle (3) ha par coordinate: [—— —= P — Ep), per eni, ¢hin-

[

mando dy la sun distanza dalla (1), si ha:
d = 3p ‘T_’
3% La (1) incontrn 1s (5) rispettivamente nei punti:

(—?, D), (;p. -—d_p) In distanza dei quali & eguale a 4p e

GA5. (705) Due parabolt hanno lo stesso vertice O ed | loro assi sono orto-
gonali, Trovare le coordinate del secondo punto dincontre O, Pangolo delle para-
bole in O e l'area defla porzione di piano limitata fra gli archi OO delle dye
parabole,

Facendo variare @1 porametro di wna delie due parabole, si trovi per gual va-
lore di esso l'amgolo delle parabole in Q' sin massimo.

Da sy,

Risoluzione del sig. Occhipinti e del prol. Nannei.

Siano I' e Q le dua parabole ed 4® — Wpx =10, z* — gy =10 Is rispeilive
oguaziont; le coordinate del punte O si ottengono risolvendo il sistema precedente
rispetto ad x ed y ed escludendo i valori 2 =0, # = 0 che danno le coordinate

di O, Allora si oltiene: .

3 i
“=21pg. y=2\p'q.
Ora le equazioni delle tangenti a P e Q in 0 sono rispethivamente
S k| JI,-—-— ' 3
EIP:? .'J=P+"F+2VP"§'E v qyzﬁ’}pq’ I—E“Plg‘l
® 3

. L 4/p ol —
— et 1 loro coeflivienii angolnti sono A V%TZV% o @ quindi In tangente deil’an

gelog di queste relte, cioé dell'sngolo deile parabele in O, &
3

3 94
tgap=?,___vj yﬁ__
YR+ ¥ ¢
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Facendo variare, per es., p, l'espressione precedenie @& massims (0 minima)
quando
? 2 2
1 ( = *.-‘] = 2
==\n3 3 8 —
cioé quando p = ¢. Queslo velore di p rende negativa la seconda derivata di kgg
rispetto a p, come si verificn con un calcolo facile, dunque corrisponde ad un
MASSIMo,
Siz infine, A l'avea della porzione di piano limitata fra gli archi 0D delle )
doe parabole; ed R il reliangolo ¢he ha per vertici O, O e le proiezieni di O sngli
1

assi. B facile vedera che \ = 3 R, & siecome R & eguale al prodormo deile coor-

"t

dinate di O si ricava
A= E PI?-

OAOG. G1i archi maussini condoits da nn pitnto P ad un circolv winore, della
superficie sferica verificano In relazione

1 1
tang — PM . tang - PM; = costante,

(CassaNi

Risoluzione del prol. Padoa.

Sa O & il centro della superficio sfeviea, () il punto opposto a P, R | inter-
seziong di PQ col piano della circonferenza minore, & se MM, & la corda comune
a quésta circonferenza e ad una circonferenza massima avhilraria passanie per P,
dimostrard che

tﬂug% PM . tang %- PM,
& egnnla a
OF —OR N OF 4+ 0R
apr 4+ OR OF — OR

secondoché R & un punte di OP o di O1).

1) R sia un punto d4i OP. Qualora P non dimezzi 'arco MM, sia M |'esiremo
della corda che & pill prossimo a P; quindi, rappresentati con 2% e 22 gli angoli
FOM; e POM, sari « > B, La proiezione di O su MM, sig 8; 'angols SOM & In
semisomma degll angoli 2z e 27, cioéd « -+ 3. L'inlersezione di OF con MM; & K;
I'angolo SOR & la differenza fra gli angoii SOM e POM, cioé fra a3 e 23, quindi
8 x— B. Dopo cid, si ha

S 08
cos(z — ) = % cosla |- E) = i

da cul, rammentando che
coslz — I — eoslae + )

cos(z — B) + cos{z 4+ ()
semplificando o sostituendo OF ad OM, risulta

OP — OR e @ d
0P +-0R

2) R sia un punto di OQ. In tal case, quanto precede sussisle sol che si ¢ambi P
m Y Quindi, rappreseniati con 22" & 2§ zli angoli POM, & POM, poiché

0 =90"—@a pf=100"—§8

tangz . tang3 =

tange , tang i =
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da cui
. . I
g Sy tange . bungp’
risulla
tang= | tangf’ = gﬁi gII: e. u, d,

G175, s descrivano lre semiperbole ciasewna delle gnali ubbia ¥ assintofi
iz 7 o
due lati @i un {riangolo viuelniero, e sia tangenie al lerzo.
La minima ilistanze fra due di esse 2 (V2 — 1)1, essendo 1 la tnnghesza del

lato del triangolo,
(i REENSTREET,

Risoluzione del sig. Occhipinti.

Sik & 1'iperbole cho hn per assintoti AB, AC & ¥ quella c¢he ha per assintoti
AB, BC. e indicando com O il piede (della perpendivolare condobta da C nid AR, si
prenda OB per asse positivo delle 2z & OC per asse posifivo della y.

Essendo OB = é , DA = -—-é DU == n_; , 'equazioni delle velte AC, BC sono
rispebti vamente
(1) 2,013 =254+ N13=0, 2213+ 29— N3 =0,

L'aquazione di un'ipeybole che ha per nssintoti Ab, AC &

yi22V8— 2 X W3 ) =1,
& quindi quella dell'iperbole % si trova determinands - per mezzo della condizione
che essa deve passare per il punto medio di AE che ha per soordinale

o1 trova eos) k= — —iif“, ¢ quindi ["equaziona di & &

(2) Ry? — &V 3 2y — 41 Yiy 4+ 8 =0:
e similmente queila di &' &

(3) Sy*+2V3 2y — 41 V3y + 81 = 0.

Per la sinunstria della figuen appavisce etidente che la minima distanza fra i
punti delle dve iperboli #, 4" & egnale alla distanza delle due retie Ad esse tan-
genti ¢ pavallale all'asse 4,

La tangents &d % o & parallela alla » =i trova imponendo Ja condizione che Ia (2)
o la (3) visolute rispetto alln y abbiane una radice doppin. Tali eqnaziom seno dungne

(i . Y2 —1)

x 0 = )

— -y

6 la distavza dolle due rette & 1012 —1),

OAS. cCaleotare i1 raggio del circelo tangente ad wne data iperbole ¢ ad nno
der suoi assintoli nel contro dell’ ipgrbole.
Caso del”ipevbole equilatera.

Risoluzione del sig. Occhipinti, R. U. di Palermo.

Prendiamo come asse delle y "nssintoto dell’ iperbole, cui deve esser tangente
il vircolo ds costraire, v Is perpendicolars a quesia veita dal centro O dell”iper-
bole come nsse delle x; |' equaziona dell"iperbole data & allorn della forma

(1} wx* 4 2hay -+ e =0,
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dove si deblwno supporre noti almeno | rapporti di due coeflicient al terzo; p. es.
ad b che non pud mai mancare. 1'equazione di un cerchio tangents in O all'asse
delle y &

(2) 2t Ayt — 2rx =0

dove » dinota il raggio. Se questo circolo deve toceare la iperbole, bisogna che

I'equazione
(4N 2 — SK% vz 4 2acr® =1

che si ottiene eliminando y fra 1a (1) e (2) abbia una radice doppia, cioé che si abbin

allres
(a* 4+ 4h5) x* — 61 rxe 4= ae = 0.

Eliminande » fra queste due, si ricayn

__ V‘nc -t 2¢ Ya® + 3%
i a? + 4ht '

consezuenlemente

¢(a =+ Ya® -+ 3h7) Va® 4 4)°
3ht Y ae = 2 V& F 3h°

Supponiamo nella (1) a = 0; allora se gli assintoti delia iperbole dala formano
un angelo aento, deve essers necessariamente ¢ >> 0, quindi per z deve prendersi
il solo valore corrispondente al segno - ; se 'angolo degli assinioti & retto, allora
dev'essere naturalmente ¢ < 0, quindi per = & da preandersi il sole valore corri-
spondente al segno —; infine, s¢ 'angolo degli assintoli & ottuso, sussiste il ri-
sultato precedente. Corrispondentemente si hia il valore di » in ogni caso, supposio
sempre a =0 (al qual caso possiam sewpre ridurci). SBe 'iperbola & equilatera,

N . .
allora a=0 epperd, posio ; — —k* si ha: H_gz:rﬁ_-% Kﬁe:ﬂﬂa' Si ha
dungoe Ia seguente costruzione per trovare il raggio »: Si cuslruisca il triangolo

"=

T si riporli

su AB, a pariire da A il terzo di & fino in C: da C la perpendicolare ad AB fino
ud incontrare il carchio circoscritto in D: AD & il raggio cercaio

equilatero di lato &: il dinmetro AB del ¢erchio circoscritto sark

QUISTIONI PROPOSTE

621. Per un punto P del piano di una conica data si 5:{:13_[1Uﬂ_ﬂ una
retla varinbile che incontri la coniea in A e B. Si trovi 1'inviloppo
del ¢ireolo di diametro AB.

822. Sinno MN,, MN,. MN,;. MN, le normali condoite da un
punto M cllisse di eentro O. Il luogo dei punti M tali che

- (MN} -+ MN3 - MN; 4 MN;) +# (ON{+ ON2 4+ ON3+ONa) =7
€ mna conica. che diventa un eircolo, guando F=/", ¢ una coppi

di rette gnando F=—4#" | ' _
Quistione analoga per la parabola, essendo O il vertice.

_‘;ﬂ‘ﬁ-‘h'i .
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623. Un punto M si sposta sopra una semictreanferenza di dia-
metro AB. Siano P, P'i vertici dei due triangoli equilateri che hanno
per base AM, e Q, ) 1 vertici dei due triangoli equilateri che hanno
SET base BM. Si trovino i lnoghi di P,P",Q,Q" & de puniti medi

1 PQ, PQ, PQ e P'Q.

624. Essendo 6 le coordinate polari dun punto M d'una curva
d’aren 5, e V I'angolo della tangentz col raggio Vettore, dimostrare
che il raggio di curvatura » in M ¢

il
P — 3
v { H"T'rf”i

625. Dimostrare che

(@ ]T[("r 1) arc te r — L;
lim < _ —— ==
(3=1} Ir—1
626. Trovave I'area compresa fra la curva
y=uasen"r 4+ bsen.r+ ¢

e l'asse delle +. quando + varia da 0 a 2-.

627. Dimostrare che [ area della curva
(1) 2+ a®y) = (a0 (2* — o)

2(0 4 b pa*+ 12 _ t T
U= t— b [ ah N {BI—_ :{];
e che, quando « =5, quest'area diventa
U'=16a"

E. N. Banrisien.

BIBLIOGRAFTA

CApeLLl. — Istituzioni di analisi algebrica. Terza edizione con aggiunte
delle Lezioni di algebra complementare ad nso degli aspiranti alla
licenza universitaria in scienze fisiche ¢ matematiche. — Napoli,
Pellerano, 1902, 1. 11.

Quest'opera del valenie professore dell’Universita di Napoli & troppo univer-
salmente nota agli sludiosi, & se ne @ oecopato ailre volle anche il Periodigo,
perché oceorra parlare lungamentes éi essn. (i limiteremo quindi sd acceunare in
che cosa essa differisce dnlle precedenti odizioni.

Mentre nella prima e seconda edizione si supponeva gii noto tntie oid che
formn argomento dei corsi ordinari di aritmetica razionale ed slgebra elemen-
tare nel licei, in questa terzn edizione lo studio dei numeri 2 preso ab ozo, e quindi
gli ordinari elementi di aribmetica ed algebra ed i complementi di questa sono
fusi in un {utto armonico od omogenes. Per questa ragione |'egregio Autore ha
molto epportunamente cambinto il primitive titolo in quello di Jstifuzioni di ang-
{isi algebrica, che meglio si addiea all'opera nolla sun nuova forma. L'esposizione
det primi fondamenti delln teorin dei numeri & falia con I'indirizzo combinatorio,
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seguento i concelli ampiamenle svolli dali'Antore in tre memaorie pubblicate 1'nuno
seorse nel Givennle di Battogling, ehe esli dirige.

Le altre pin notevoli modificazioni el ageinne consistone nel masgiore svi-
luppo duto agli elementi di avalisi combinatoria & alla moderna teovin dei gruppi;
in un nnoeve eapitolo (VI in eni sono esposte le generalita sulla continuiti e
devinabilitd delle funzioni di rariobili venli; nella esposizionc degli elemenhi delln
teoria delle funzioni ellittivhe. K.

Carvara. — I fre problemi alassict degli untichi in rvelizione i vecenti
risulteti della seienza. Stadio storico-critieo. Problema 1° La qua-
cdratvra del circolo. (Estratto dalla Kiersta di fisica, matemetica e
seienze notural,)

LI Prof. Bellwo Carvara lin inizisto con questo primo volame di eiren 170 pagg.
la stovin dei tre celebri problemi, qundrntura del cirvolo, duplicnzione del cubo o
trisezione <lall'angelo, che hanno inutilmente affslicatn 3 Matemalici dolln piil ve-
mota antichita fino ni giorni nostrl, & e quall syltanio in epoea recente & stala
dimostrata I"impossihilita per mezzo della vign e compasso. benche fosse gia da
lungo intrayveduts, come rvisulta dal fatto che nel 1775 1" Ace. di Parigi deliberd di
non prendere pifl in esmne le pretese risoluzioni dei detti problemi e dell'aliro dal
mofo perpetiio.

La storia del problemn dellp quadvatura del cireolo & tralieggiala in quesio
volume con la diligenza, ¢ abilita, che distinguone I'egresio anlore, i forma [a-
cile e dilettevols, Dopo avers accennalo alle vavie ragivni che resevo celehre questo
problemn, anche presso 1 nen matemalici, quanto il Tupis phitosophorum e 1'elisi

]ﬂh) " dulo dn Ahnes eirca 2000 anni prima di

Crislo, si gionge attraverso all'opera der (iveei, dei Romani, degli Arahi nell'Anti-
chith, dei pepoli latini nel Medio Evo e nel Rinascimento. fino nlle dimostrazioni
dell'itrnzionalith di = e =* di Lambert e dal Legendre, alle dimostrazioni recenti
della frascendenza di e e di m date do Hermite e Lindemiann, al contributo dato
da 1Weierstrass alla quistione, all'intezratore i Abdonds-Abakanorics.

Sarebbe bene che 1 molti illusi 1 quali si affannswo ancera in nne ricerea inu-
tile, leggessero guesio libro per mon perdere il tempo e riaparmiarsi di dire o
serivere degll spropositi. k.

di rita dal primo valore di H_—_(

Brxesto Pasoarn. — 1 gruppi continwi di trasformazioni. (Parte gene-
rale della teoria)., Milano, Hoepli, 1903. Lire 3.

Fra le pin importanti opere dovute rd nno dei geandi ingegni matematici del
secolo seorso, n Suents Lg, vi & la “ Leoria dei gruppd continns di trasformazions ..
opera nofevole e per se stessn @ per le splendide applicaziom clie 51 son fatte a
diversi rami dell'Analisi e delln Geometrin. 11 Lig, jusieme ni snoi yniorosi disce-
poli Kxnal o Sciwerens, molto sevisse sulla Teuria dej gruppi. & cevlnmente & gran
disagio si trovevebbe chi, ancor novello negli studi delle parti pin elevate dalle
Matematiche, volesse sulle opere stesse di Lig cominciare Io studio di cosi dif-
ficili teorie. Ben a proposite pensd quindi il Chia™ Prof Pascan di faeilitare lo
studio della Teovia dei gruppi, offrendo ni giovani studicsi. cui dedied il suo leyoro,
un libre che conliene guanin forma le parti piic noteveli di dobin Teoria.

Il lavoro del Prof. Pascaz si divide in § Capiloli. Per dare un'idea degli argo-
menti in esso fratlati. accenniamo sommariamente al contennto di cisscun Capitolo.

Nel Unp. I, (Teoria generale dei gruppi di trusformazioni), stabilitoe il coneelio di
trasformazione, e data Ia definizione di gruppi continni (i trasformazioni, 1"Autore,
dopo aver [atto un cenno di alenni gruppi pit comuni (gruppi lineari, projettivi, Cre-
moman), passe alla ricerca delle Bquazioni differenzicli caratteristiche di wn mruppo,
vicerca che condove al teorema detto da Liw, 7 prime leovenia fondmmentale della
teorin dei gruppi. Costrnite sotte ona formn aapernle le trasformnzioni ralutive ad
wn gruppoe «d nun paroametro, trovate le formile esplicite canomiche per la trastor-
wazioni & un gruppo ad un parametro, vien daty lie definizione di frasformazions
infinitesimale del groppo, mostrando come ogni simbolo di trasformazione infinitesk-

Pl ™=

|I'H_--—F' -
.

b
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male si possa vidurre ad una formn speciale, deita canenico. Dimostrate varie pro-
prieta der simboli delle frasformazioni infinitesimali, 1I' Autore dimostva unn formola
che div il prodoteo di due trasformazion finite date sotto forma canonica, 11 problema
della delerminazione elle trasformazioni infinitesime, prodotio di due altre, ern gin
stato {raltalo dall'antore jn nna sua Nota: Sulln formula del prodotin di rdne traafor-
mazioni finite, eve, (Rend, Ist. Lomb, (2), v, 34, 1901 ), servendosi aleune identita fra
i simboli &i trasformazioni inbinitesime. identiti contennie in ana Note prec.: Sopra
aleyne identitd fra i simboli, voe. L' Antore studin pol 1 sisiemi completi di Equa-

N . i _ ——— : - il 13 :
zioni: X E.;.TL =0, (i=1...¥); casia sistemi compleli di Equazioni a derivate
h—1 'y

parziali. lineari, di primo ordine, nei cui coefficienti non entra In funzione incognita f
Hisolto il problema della costrnzions, medinnte » frasformazioni infinivesime ndipen
deuli, di 2* prasformazion all » paramelri essenzinli, e dimostrati aleani renremi
relativi ui gruppi ad » paramety;, contenenti In traslormazions identien e aleune pro-
prieta di un nssiemo di o trasfovmazioni, vengono trovate delle relazioni coratte-
sistiche fea le o Irasformazioni qunilosime di on gruppo pii » parametri, contenente
Ia trasformazione wentica, & date duye dimostrazioni del cosidetto seeondn leoremn
[ondwmentale dellu teorin dei gruppi; di tali dimostrazioni una & del Lie, Valtva & do-
vinta all"Autore stesso, che glunge al medesimi risnltati, in modo molto semplice,
servendosi delin formola del prodotio di due trasformazioni fimite. Il Capitole si
chiude con Ja dimostrazione de] terzo eervema fondamentate delin teorin tder gruppi,

Nel Cap. 11, data la definizione di invarianlivitn di upa (inzione rispetto ad
N grappo, viene studiata I'invariantivita, nspetio ad nn gruppo, dapprima di un
sistema di eqnazioni finite, di poi di un sistemn completo di equazinni a derivate
parzinli, dells forma sopra indicatn, e quindi &7 un sistema di trasformazioni infi-
nitesime ; il Cnp. si chinde con ny cemmo sulln permutabilith di dae trasformazioni, o
di due gruppi, & sulle trasform. infhit, e sofbograppi mvarionii di un gruppo dato,

I Cap, 111 tratta delle proprieth relative alla costitnzione i gruppi; "Antore
espone notevoli proprieta sulia transitivita, ed imprimilivith dei sruppl, snlla so-
stantivita i un grappo, sull isomorfismo & similitudine (i dae gruppi. Alle studio
delle proprieta principeli di ceuti Zrappl, che restano determinati in vario modbp,
dato un gruppo fondementale, ¢ dedicato Lap. IV, ove partendo (n risuliati
stobiliti nel Cap, 1 e 111 vengono deiotte delle proprieta velative al gruppeo
trggnitnto, al ETURPO &¢ strulturn, o) STUPPO parametrico. al gruppo isentorfo ad mun
pNppe ingaintitivo; venzono poi studinti i gruppi wnplineti e i gouppi veciproci dei
gruppt semplicemente transitivi ad » parametri essenziali. L' ultimo Cap. infine
traita della teoria invariantiva dei gruppl ampliati,

In alvune note messe in fine Al festo o el testo stesso. sonn brevemente ri-
prodotie aleune yvicerche specinly dell’Aatore stesso, Oltre g quelle pin soprm eitate,
nobiamn alenne ricerclie sui nnmeri Bernowilhan (efr. Sopra 1 memeri Bernouilliang,
RHend. lst, T,ombh. 2. t. 49, 1802), 1a dimostrazione del ferzo teorema i Lig {efy,
Hend. Ist. Lenh. 2, t. 35, 19p@ paz. 418) o la costyuzione delle trasformazion)
infinlesime del grippo parsinetrico i yn gruppo date. del quaie sieng assegnale
le traslormazioni infinitesime, L'opera del me. Paseal rinseirh certamente (j grande
aluto n guenti desiderano studjare poi 1 lavori del Lie; un desiderio mi permetio
di eslernare, e credo sarii dj ot quelli che prenderanno conoscenza del lavoro del
prof. Pascal: che ben presio esed nuove voliime rigunrdante la Teorin delle

trasformnszioni di cottatro, nltra delle ecrepzioni del genin di Lae Acl.
Erxesro Pascan, — Caleolo infinitesimale. Y. 2, Ed. TI. Milano.

Loepli, 1902,

Tule opera del prof. Pascnl. win notg ai calfori delle matematiche, contiens g
matevin che si sucle svolgere in yn corso ordinario di ealeolo infinttesimale.

La nunva edizione contione fmerose modificaziom el aggiunte e migliora-
menti, sebbene sig stafn laseinto imniterate 'ovdinamento & lo schema fondamen-
tale del lavoro, giscehée I'Antore, a proposito delle novitd introdottn in nleuni
recenti trattaii della promiscon esposizione dei dua enicoli, differenzinle o integrale
dice: “ Nou I'he fatte. non essendomi convinlo (ej vaninggi scientifiel e didrbtici
che presenta questa fusione, In gquale, d'wlten parie, anzicheé ung vern e propria
fnsione, sembrami che, salvo lieyi eUrezioni, venga muttosto a vidursi ad unn spuo-
stamento di Captoli, gineelié | coticett, le definizioni, le dimostrazioni, | [roce-
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dimenti in gevwre, salvoch® in qualche punto di secondaria impertanza, rastano
in sostanza gl stessi di prima ,.

Nel Vol, 1, Caleolo differenziale, notinme fra le altre, le modificrzieni intro-
dotte in alenni teoremi sul limiti, nel Teorema di Canter. 6 in alenni teoremi
rignardanti le serie convergenti in egual grado o le serie di poienze.

Nel Vol I1, Calcoloe integrale, oltra a numernse modificazioni ad nggiunte =i
trova nn § dedicalo alla descrizions dell'integrafo inventato dall Tng. russo Abdank-
Abacanowitz e modificate dal Coradi di Zurigo: sono pei rapidamente accennati i
principali usi eni 1'istrumento pnd servire. L'opera del prof. Paseal # certamente
pregevole per la chisrezza e il rigora scientifico. aor.

(. FARISANO. — Geometrin descritlion,

Vi somo molti libvi di Geometria deserittiva tutti eccellenti; peri essi o acce-
dono dij trup]?n i limiti nssegnati al relativi programmi degli 1shilati tecnici, o sono
monehi. Il libro di Geometria deserittiva dell'ing. e prof. G, Farisauo ni pregi di
an’ esposizione chiara, ordinata rigovosa e logies, unisee guello di svolgere con
critexi pratici, completamente od esclusivaments | snddetti programmi, per cui lo
ritango il pin adatio e il pin ntile per gli Istitnti tecnici, sezione ngrimensara.

V. Axmmrosiyo.

Sronz uvNp GueiserR. — Theoretische Aritinetil:,

I Abtheilung. — Allgemeines. Die Lehre von den rationalen Zahlen.
11 \ Die Lehren von der reellen und von den com-
plexen Zahlen. Leipzig, Teubner, 1902.

Qnesti due volumi coslituiscono una seconds edizione interamente vilatta ad
acerescinta di una parte del ben noto s classico libro deilo stesso Stolz Vorlesungen
ither algemeine Avitmetik. Lin parte di quasia opera non considerata nella presents
pubblicazione costibnira nn allro volume, ora n preparazione, ehe sard intilolalo
LEinleitung in die Functiontherie nach TWeierstrass. Beeo 'ordine dei capitoli:

Parte Prima: I. — Infroduzione — Concetto di grandezza e numero.

IL. — I numeri natwroli,

IlI. — Teoria analitica dei numeri razionali — Generazione anelitice dei nu-
mer: razionali.

IV. — Teoria sintetica dei muwmert razionali — Le frazioni sistemaliche.

Parle Seconda: V. — Sistemi contimui ad wuna dimensione di grandezze nzsoiute
relative.

VL — Teoria dei vapporti seconde Euclide — Dedvzione da questa dei numeri reali,

V1L — Teoria aritmetica dei nuwmeari irrazionali gecondo G. Cantor » C. Meray.

VIII. — Patenze veali, radici, logrritmi.

IX. — Le seria infinite a tevanini reali — Serie @ termini positivi — Serie che
contengome lernini positivi & negativi in mumero illimitatoe.

X. — Teoria analilica dei numeri conplessi.

XL — Teoria geomeiriva dei numeri complessi conruni.

Xll. — Polenze complesse, radici ¢ logaritmi

XIU. — Serie énfinite a (ermini complessi. K.

EREEATA-COREIGE.
Carrezioni alla Nota: *Un probloma sulla pariizione dei numeri,. Anno XVIII, fase. 11

: —N 1 r=N r—N | L F=N
p. 18, lin 20 dovgee di X rAr=—F Ay N Jegeasi ¥ raAr - N T A
—0 2 r=>0 =0 2 =0
p- 120, lin. & < —_ (4 = 8] = — (A —1T),
. O, lin & 2 — {4 == ) = — 4 =— 1.
p. 120 lin. 24 : | =11 (n < 2) im— 1) (e <=2
i = 4 :

Givnio Lazzer: — Direitore-responsabile
Finito i +tampare il ¥ dicembre 1002,

e

-




SUI NUMERI PERFETTI B SUI NUMERI Of MERSENNE

l. Si chiama numero perfetto un numero egnale alla somma dai
sunl divisori, eseluso s stesso. Eunelide aveva osservato che ogni nu-
mero della forma 20— (2* — 1), nel caso in ecui i secondo fattore &
un numero primo, & perfetto: Eulero ha dimostrato dj pill che ogni
numero perlfetio pari & di questn forma: molti poi, fra i quali Boezio,
Fermal, Eulero, Legendre hanuo cercato numer perfebt; dispari, ma
tutli senza aleun risnitato.

Nella presente monografia mi propongo, anzi tutto, di dimostrare
che m numero impari non pub esser perfelto: quindi dj studiare le
principali proprieta di detii numeri, e finalmente vicereare g condi-
Zlone necessaria e stifficiente perehd 'espressione 2 1 rappresenti
M numero primo, vale a dire perchd P sia un numero di Mersenme.

La dimostrazione del teorema tondamentale: Ogni numero perfetio
¢ pari, richiede la dimostrazione di aleuni teoremi ausiliari, che org
esporro.

2. Lewna. — Sea e b sono due nwmers primi, maggiori di 2, Uespres-
sione

dlo+b—1)—ab (1)
& sempre negaliva.
Intanto, se a=2, si ha

2{e+-b—1)—ap =2,

Supponinmo ora tanto a che b maggiori di 2, e sia per 1potesi
0> a: avremo b=a--n, e, sostituendo nella (1),

{4642 (m — 1) § — («* 4 an).

E facile verificare che, colle ipotesi futte, il lermine w --an &
magegiore dell’altro da+2(n—1), e quindi I'intera espressione (1)
8 negnbiva, e d. d.

3. Teorexa. — Ogni numero verfelto, eguale ol prodotto di poienze di
due soli fattori primi, 3 pari.

Sia il numero n=a“b#: io dico clie, se n & perfetto, uno dei due
fatkori a, b egunle a 2. Infalli# perché n sia perfetto, deve essere

a*+l —1 b —
u—1 ' p—]

= Z2a“ H7 ,
Di qui abbiamo

(@t —1) (bt — 1) = 2gn h {a —1) (b—1),
0ssia

AL Gl — qutl R L ] — 9qa4 b - 2 (a= bF — getl 3R — pa biHt1)
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donde actl L Bt — 1= {2 (a+ b—1) —adj . (2)

Ora il primo membro di quesia eguaglianza, per a & posilivi, B
sempre positive, mentre il secondo, per il lemma precedente, & posi-
tivo soltanto quando uno dei fattori a, b, sia eguale a 2. Ne viene
che, perehé la (2) possa sussistere, deve essere a 0 b eguale a 2, e
quindi a=na"“b" & pari, c. d. d.

4. (omrorramio. — B inleressanle vedere come dal teoremmn dimn-:
strato si pubd rieavare la nota formula d'Euclide che e da numers
perfetii.

Abbiamo nfatl

= 2 jfF,
quindi, per la (1), essendo nel caso di @ =2

2(a+b—1)—ab=2,
Dol L Jf+l — 1 =20+ b (3)

Affinche guesta eguaglianzn possn essere verificala da un numero
primo 4 deve essere 5= 1.
Inlatti, supponendo § > 1, avremo

b1 — o i L (et — 1) =),

b [2{:4—[ — 1)
Zoti — |

0314l

— I

il eche facilmente si dimostra non poter essere per alfro numero
primo e positivo che per b= 1. L' ammetlere dunque =1 ci poria
di necessilh a concludere & =1, eontrariamente all'ipotesi fatta. Sia
quindi 5= 1: avremo allora per la (3)

B Qe | (2 — 1) =0,

che, visolta rispetlo a 2, ei da i dune valori
h=2+1—1 . lh=1
Escludendo, per le ragioni defte sopra, il caso 4=1, ¢1 rimane
per 4 il valore 2+ —1; quindi
3 = Eu {Eu-l-l __]]'
nel caso in cui il secondo fattore & numero primo, espressione che
non & altro che In nota formnla di Euclide.
Osservaziong. — FEssendo condizione necessaria perche lespres-
sione 2041 — 1 pappresenti un vumere primo, che ¢ —+1 sin numero

primo, possinmo dire che
Ogni memero contenulo nell espressione

Ep =2 [Elh}_l — ]],
guandp 2+t —1 & primo, & perfelto.

g 4—-.-13- - : ;.'.:

= Al

5 — e - & E
O — e — "'"Hi_'_-"-

N

i
!
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8. LEmMA. — Per n e b primi e mayggiovt di 2, si ha sempre

] o et — | ﬁﬁ—f—l_].
a—]1 ° b—1 < Za" bl

Nel § 3, relazione (2), ho dimostrato che I"espressione ;

a1 o it — ]

(quando a e b sinno ambedue primi 6 > 2) & sempre posiliva, mentre
Ialira

a" b {2 (0 456 — 1)— u&_}

¢ sempre negativa. Si ha quindi in ogni caso, nell'ipolesi fatia di a
e b primi, |
ot b —1 > av 30 {2 (a+ b— 1) — ab).

Cambiando di seguo 1 due membri della diseguaglianza, le rela-
zioni di grandezza vengono invertite, quindt

— @ L1 < —an b {2 (a - b—1)— ab).

Aggiungendo ai due membri della diseguaglianza la stessa quan-
tith, le relnziom di grandezza non cambiano, quindi

ati P — et — B 1 < a3 — e b8 2 (0| b— 1) — ab)
GEEIE
a H B — ol — B 1 < 200t B - @ (gu b — et LA — g [AY),
(at—1) (FH — 1) << 2a“ bF (q — 1)(h—1),

donde Aunlmente
getl — 1 bl — ]
a—1  L—1

< a4 bo,
g dydl

b, Teorenas. — Un numero eguale al prodotlo di potenze di pin d;
dieg fattori primi, non pud essere perfeilo.

Principinmo dal considerare il caso di un numero formato da tre
falbor: prou
n=a"bf ¢r,

Se n e perfetbo, deve essere pvertficata I'eguaglianzn

gl —1 B —1 prs—1
D e id .
=1 ° p=1 * e—1 <& bler .

che possiamo melbiere sotfo la forma

(n""“ —1 U+ — IJ erHl — |

a—1 ° 01 = (2a%bF ) er,

¢— 1
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Ed ambedue i membri di questa eguaglianza dovrebberp essere
: . . . aetl—1 PP — ]
eguali al minimo comune multiplo M di——=—.—5—7— e Za" b, o

ad un suo multiplo M, e per conseguenza dovrebbe essere

ey —1 M
e—1 — avtl—1 b —1 (1)
a—1 ~ b—1
e
-
T el
Se « & [ sono ambedue pari,
a-fl
ﬂﬂ_ll—nf'+n"—1+.--.+a+1
o

i —
dasiet B TR N S IR T

sono ambedune dispari; quindi
aetl —1 WA — 1
a—1 ~ b—1
b dispari: di pii guesto prodolto non & divisibile n& per @° ne
per b#, (*) guindi il minimo comun multiplo sara della forma

2acbP mrn® ...
si dovrebbe allora avere

’ 2a*bF m ...
e 2av b

== 0" v g

il che, essendo ¢, per ipotesi, primo, & assurdo. (**)

attt _ ) g
%y Tnfatll, non easendo = divisibile per @  —— divizibile per &, l'0nico casv
a7 — ] % s G o
possibile sarsbbs ehe fosse o =— =¥ o = ; ma allorn il minimo eomune
minltiple verreble dells forma
ﬂ'j o b"' SRR
o quindi ¢, avendosi
od l.-ﬂ o
o= g off

non earebbs pibh primo, contrarinmsnte all'rpotes.
'#%) 1| enso ohy sin M—2e" 50 vimane immediatnmonts esaurito, osservando ehe, In tale

nf1_ 8+1 _
~ I . b _ non hanno fatiorl
n—1 b—1

\patesi, dovrabbe essors (dal momenilo che 9y Y L

primi gomuni)
art— 1 bﬂ_l'l — 1

jl
g = &
-1 -1

S
e=1

donde por Ia (1) ! —1 da eui e =1 ovvaro ¢ =2, y =0, contrarinmente ali'ipotesi

3
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Se « e fi sono ambedue dispari,
et — ] i |
¢ =1

sono ambedu=e pari: in tal ceso M contiene 2 per lo meno alla se-
cond potenza, e dovrebbe essere

a— i

_ o =28t >,
4assnrdo,
nn—f—i — 1

a— 1

Se finalmente fosse « pari e B dispari, sarebbe
b+l — O
€ ———7— pari, quindi:
e+l — 1 G — ]
a—1 = b—1
parl; in gquanto ad M, se
s+t — 1 b —1
a—1 ~ bh—1

& semplicemenle pari, sark della forma

M=2u=bFmn.,.,
altrimenti, dell’altra
M=2%qepf gt uv ...+

?
in ogni caso, si avrebbe

assurdo,
L'ammettere

a*tl —1 A —1 pertl — |
a—1  b—1 ~ e—1
¢l porta diumque all'assurdo

— 2 LiF er

or =28 g L

Con analogo procedimento si dimostra ehe, se il numero
By=a*bferqdi....
fosse perfetto, si arriverebbe all’assurdo

t:}. [iﬂ C :'E'E nl"' ’I‘I & W e

dove c.d. ... sono numeri primp diversi da 2, m, n....
Kimane dunque, in ogni caso, dimostrato che non pud mai essere

Bh=a=a"bfe....
numero perfetto. e. d. d.
UoroLLarro. — Riassumendo, abbiamo dimostrato che ogni no-
mero egunle al prodobio delle potenze di pit1 di due fattori primi non
puo essere perfello, e che ogni numero perfetto di due soli fatiori
primi & pari e conlenuto nella formula d'Euclide, quindi:

dispari

il
= =
- e e - "—"—
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Ogni numero perfetto 2 dellu formia
- (21'+1 e ]‘jl
quanda 271 —1 3 primo.
7. Teorema. — Sp K, é numero perfetio

E.h == e l'ﬂft--l*l = -U!

Ep=0%{ 2%-10  1ou

Infatti dal secondo membro di questn espressione, mettendo in
evidenza 2« si ha

By =2¢ (20 J-20—1 | - 1) =2 (2«H —1), e, (L d.

8. TeoreMa. — La somma dei receproci dei divisori (eselusa Punita)
di un numero perfetio & equale ad I, & reciprocaments:

Se la somma dej reciproei dei divisori (eselusa Vunita) di un numero
¢ equale ad 1, il numero 2 perfello.

Sieno

dico che

Labd,.... y &yom, B
I differenti divisori di E, disposti in ordine creseente: jo dico che

1 1 1 1 I

| f | |
i I b+""l [ | ne [ Eh__l.

Intanto, pel noto teorema:

Se si dispongono in ordine di grandezza {utti i divisori di un nu-
mero, meominciando da 1 ¢ terninando al numero, il prodotto i due

divisori equidistanti dagli estremi cosiante, ed equals al prodoito deygli
estremi, ossia al numero dato, abbiamo:

uru——zr';!-':ck:-....:Em (2)

donde

Ora, per definizione, abbinmo

By=1+a-+F+b-t CT eees AL o1+ i

dividendo i due membri per E,, sari

1 7] ni

| b A [
1 1 1 1, 11
TETut Tt 4
' ¢. d. d.

Rﬂuiprncnmsnte, dato un nomero Lra i eni divisori sussisla la re-
lazione
1 1 1 I 1 1
ol ¥ Z 4 |
ﬂ+b+ - +----+£ | m I N—'-ll (ﬁ)

dico ehe N & numero perfetto.
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Moltiplicando infatti i due membri delly (3) per N, abbiamo
N N N N |
==k F B o v i < m T1=N\,

0ssia, per Je (2),

mt kL ..+6+H+I=N,

gquindi

del Leorema org dimostrat

L numero perfetts
Si dice numerg perfetto 11 numero tale phe 1 sommn dei »

reelproci
det suoi divisori, eselusa unita, » eqicale ad 1.

. Teorema, — Ogni numero perfeito termina
Consideriamo infatt; le successi

0 pos-

ver 6 o pep 8

ve potenze di 2 vediamo che, prin-

eipiando dalla prima, le ultime cifre a destra s segnonp sempre nel-
Vediamo dung

Fordine 2, 4, 8 ¢. e che quelle ag €sponente payj
terminano per 4 o per b, e qoelle dispari

Per Z o per B i €, precisa-
mente, le potenze con eSponente dispar; terminanti per 2 seguong
immediﬂtﬂmente quelle part ferminnnti per 6, e (di-

i % 8i hanno Ja pari terminanti per 4,

Bp=2n (2041 _ 7y,

% -1, essendo Primo, & dispari, o quindi 24+ tepminn per 2 o per 8.
il numero primo
2:1—"-1.___1

deve dungne terminare pep

I o per 7. Ora, se
2% termina Per 6: quindi

2« Lerming per 2

termina per ] X6==6; sa i

Intveee 2 '8, 2¢ terming per 4
e guindi

termina per 4 71=28,
Rimane cos) dimostrato | teorema che 08Nl nmaero perfetto
mina per 6 o per 8,

10. Teorena. — Py v numbyi
minano pey 28,

Infatts, considerando jj
potenze dispari del 2 term
polenze parj immediatame
sentare questi goli cingue

ter-
prerfetti non Eerminanti peyr 6 toy-

nmero formato dalle wltime due eifre delle

manti per 3, ed il sppo analogo pey Ja
nfe Precedenti, vedo che 8I possong pre-
casi disting -

64, 28 24, 48 81, fiR

14, 88 04 08
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o quindi il numero perfetto pud terminare soltanto col gruppo for-
matbo dalle due ultime cifre dei prodotti

64, 27 24,47 84,67 44 BT 04, 07,

08sia, in ogni caso, per 28, ¢. d. d.

Il. Teoresa. — Se si indica col simbolo ¢ (N) il numere dei numeri
primi eon N e inferiori ad N y ed Bp=24 (2 — 1) & un numero Der-
feito, s5i ha

$ {Ep —_ EI. S E_ﬂ-
Si ha inlanlo

@ (B) = {2 (2H —1) | =22 (20 — 1),

Ora &
By = 2%t — 90 = 2% | 5 (E,)
- (En:l — Ep — e. d. d.

CoroLrario. — 11 numero dei nwneri non primi con B, ed infe-
‘l'iﬂl'i ad Ep é EEH-

12. Trorema. — Il numero dei divisori di un numero perfetto

B, =2« (2+H —1)

donde

é dato da 2 (2 1).
Infatti, se un numero N, scomposto ner suoi fattori primi, e

N=anpo,
il numero dei suoi divisori &
(m+1)(n41)....
Ora, nel nosiro caso, si ha
E,=2+p,

quindi il numero dei suoi divisori & dato da

2 (2 1). c. d. d.

13. TeorEna. — Ui numero perfetio B, =24 (24 — 1) si pud scom-

porve wella differenza dei quadrati di due numeri interi sempre e sol
tanto in c— 1 modi diversi. (%)

Dato un numero perfetto Ky, scomponiamolo nei suoi fattori primi,
ed avremo

By =2"p,

™) Per la teoria generale delln secmposizions di un wumero in differenze d1 due quadrati,
elr. 'ried. A, Mawroxg: In Al ¢ guali modi we mumers intere sis differeasn el grnadragi i due
tmfers, = H Pllagors ., auno VilL n 1, &

l.# e -

!
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Scriviamo ora di seguito in ordine crescente 1 suoi 2 (x--1) di-
visori

1, 'EI Eir'---lgnip: zplﬂi- LR 2"15'-
Possiamo allora serivere le eguaglianze

1.2p=—R1,
2.2¢-1p=F,
: =p =K,
OSSIR
a'p--1 . 2upg—_1 p—+1 2up 1
( g T B )'( > 5 )—EP
2{1 I FF o —
(2 +23%) . (4R 252y,
donde
20 4 I\® Zep—1)\¢
( 2 ) ( 2 )“E"’
Di—1 _i_E.__?‘: u—1] ___22
S =

Avremmo cosi trovato = -+1 seomposizioni diverse; osserviamo
pero che, volendo noi i quadrati di dpe interi, bisognerd, tra le (1),
tralasciare tutte quelle corvispondenti a divisori dispari,

Ora, dato E, = 2=y, & evidente che di divisori dispari ce ne sono
sempre ¢ soltanto due, (1 ¢ p); quindi, eliminando le dye Scompoesizion|
relalive a questi divisori, rimangono ¢ — 1 8COmMpPosizioni, c. d. d.

OssSERVAZIONE, — Dalla (1), osservando che la prima e ['nllima
si devono trascurare come quelle che corrispondono a divisori dispari
di £y, si ha, semplificando

(Eu-.ﬂp__!__ I)H — r?‘a—g P — 1]2 l

“dig—3 N (Dn<3 .
(2 P 2) (29=3 p 2)° l' =1,

14, TEOREMA. — Ogni numero perfello ¢ congruo ad i rispetio al
modulo 3,

Ep —1 [mnﬂ. 3).

Infatti, essendo
By =2 (2T — 1)
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dove o & pari, si ha
22=1 (mod. 3)

\ 2¢+1 =2 (mod. 3)
20t —1 =1 (mod. 3)
L, = 2« (21— 1) = 1 (moad, 3), e. d. d,

156. DeFmwizioNE, — Col nome di Numeri di Mersenne si intendono
1 valori che bisogna dare a p perchd 1'espressione

2r— |

sis un numero primo. I numeri di Mersenne finora conosciuli sono i

nove seguenti
—2,8,9, 7, 18, 17,19, 31. 61:

10 ho preso a sindiare la condizione necessaria e sufficiente perché
un numero p sia numero di Mersenne, ed ecco i risnliati otlenuti:
Trorumas., — La condizione necessaria e sufficiente perché un nu-

nigro delle forma
20 — 1

s2@ primo, & che esso divida i2 numero

FTL

Sappiamo che condizione necessaria perche 2« —1 sia primo @
¢he « sin primo: possinmo dungue ssmpre supporre z dispari (il enso
di «a=2 ¢i da 2« —1=3). In tal caso, si ha

2¢ = 2 (mod. 3)

e guindi
2¢—1=1 (mod. 3),
Abbiamo dunque che ogni numero primo della forma
2t — 1
¢ pure della forma
3h-+1.
Ora, della teorin delle forme quadratiche, sappiamo clie un numero
dispari m i cui divisori primi sono della forma 3k -1, si puo rappre-
sentare medianfe una forma di determinante

D=—-—3,
o precisamente mediante una formu della classe rappresentabile colla
rndotia
(1, 0, 3) =a* - 3"

Sappiamo di pili che, quando tulti i p divisori primi del numero m
sono della forma 84} 1, la congruenza

3" = (—3) (mod. m) (1)
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ha sempre 2 radiei incongrue. Bssendo, nel nostro caso, m— 2« — 1.
?umeru primo, sara p =1, quindi Ja nostra congruenza deve ammel-
ere dua radici incongrne. Ora sappiamo clie, affincha Ia CONgruenza

' =D (mod, p)
per p primo, sin possibile, & necessario o sufficiente che sin
E
D* 21 (mod. p), 3]

ed in (uesto caso essa ha due radiei incongrue,
Ne viene che, quando questa condizions sia sotdisfatba, il numero

p=2¢ — 1

E“ﬂr essere Femprr: é in un sol modo spartito nelln somma di nn qun-
ralo semplice e di un triplo quadrato, e ;
: 1 EI' ﬂﬂﬂﬂﬂ 1&“3 iy
S p guenza 8 nn nn
Nel caso nostro, la congruenza (1) &

z® Z — 3 (mod. (20 — 1)),

e quindi la (2) diventa

rE

—3 % =1 (mod. (2« —1))

50—1

3

)
g

0SS14

—1 S
indi =—1 (med. (2% — 1))

Lo condizione nec 7] ' T ; .
o naiZi0 ecessaria e sufficiente perché 2v —1 sin primo, ¢ che
20 — 1 divida il mumero

58—l

oa®=t_;
3 -+ 1. ¢, d. .

IB._ Tf:_:ﬂnmu.a.: — In conclusione, da quanto abbiams dimostralo
fin qui, visnlta il teorema :

Perche un numevo By sia perfotto & necessario o sifficiente che sia
El' T "JH (2“""'? = IJ!

mel caso in eui 26+ — 1 divide il numero

Sl

Mario Lizzamivr,

NOTE.

| (A). Non ritengo dal tutts fuor di luoge i1 riportare un branp (ol Liber Abbci
di -Lﬂnnarﬂn Pisanoe, che, dopo la formula di Eﬂi;ﬁllﬂ. sl & peeupaio per il rimlﬁ
dei nimeri porfaiti, brano che non ho visto eilate da nessan antore : F

De inventione perfectorwmn numerorum: * Perfoetus nnmerus esk, ex (no, ac-

: 1

—_— —_—
i

ceplis suis partibus, quas ipse in tegium habet, ut f, enins partes sunt 2
WL

i3
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1 593
¢ alias partes preter has non habet in integrum. Bt accepto 5 de 6, scilicet 3,

nt;—, geilicet 2, at%. scilicet 1, nimirum eadem faciont 6; que 6 inveniuntur

sic: duplica 1, erant 2: quee dupliea 2, eront 4: de guibns tolle 1, remanent 3:
qui mumeras enm sit primus, hoe esf, quod non habegt regulam, multiplica ipsom
per dimidium de supraseriptis 4; el sic habebis 6. Unde si alignem nlium per-
fectum numernm iuvenire volueris, duplicabis iternm &, erunt 5: de quibus tolle 1,
remansbunt 7; qui nmmerns, cum non habeat, regulam, multiplicabis eum per di-
midiom de 8, videlicet per 4, erunt 28: qui iternm perfectus est, goin snis rcol-

- \ . - 1 1 111
leetis partibus equiparatur. .Pnrtes enim ipsius sunf WIii7T & 8- Rursum do-

plicabis 8, facinnt 16; de quibus, enm extrahitar 1, remanent 15; qni eom habeat
regulam, daplieabis iterum 18, erunt 52: de quibns tolle 1, remanent 81; qui no-
merns, eum sit sine regula, multiplicabis eum per 16, et habebis alium perfectum
numernm, seilicet 496; ot sic semper faciendo, poieris in infinitnm perfactos po-
meros reperire .

Il Liber Abbaci di Leonurdo Pisano pubblicate da B. Boncompagni. Roma, 1857,
pag. 288,

(B). Nella prefazione dell’opera Cogitaza Fhysico-mathematica di Mersenns, pub-
blicata nel 1644, si legge clie il numero 20 —1 & prime per i soli valori segnenti
di p non superiori a 257:

1, 2, 8, 5 7, 18, 17, 19, 31, 67, 127, 237,

Ii unmero 67 & stato probabilmente seritto per errore immvece di 61, Con questa
correzione, la proposizione sembra essers esatta ed & stala verificala per futfi i
valori di p ad eccezione dei seguenti: 71, 101, 103, 107, 109, 127, 137, 130, 149,
157, 163, 167, 178, 181, 103, 199, 227, 220, 241, 257

Oxa, come pud essers arrivato Mersenne a questo risultalo® £ inammissibiie
clie exli abbia stodirto cisscun easo in parbicolaye; quindi rimangono doe soli easi
possibili: o Mersenne conosceva dei teoremi che poi sono andati perdati, od ha
trovato guei numeri ewpiricamente. 11 chiarissimo prol. W, W. Kouse-Ball, nella
sia pregevole opern: Hécrdations st problémes mathématigues des temps anciens
ef moderaes, oselode guest'allimyu c¢aso, dicendolo assolutamente imposgibile. Io
invece lo rifengo non solo possibile, ma anzi probeabile; potendosi, ad esempio,
avare duthi 1 onmeri lasciati dn Moersenne, ed aliri avcora, colla seguenle regola
pratica da me trovaia, ma la eni dimostrazione mi sfngse:

* Perché il nmumers 2F — 1 sia primo & sufficionte che » sin primo di ana
delle forme:

» =1 —j—{; quando & ¢ potenza i 2,

P = 2 — 1 quando = & primo;
b= 2" 3 quando @ & pari, senza essere potenza di 2 ..

SI lrovano cosi | nomeri 1, 2 3, 5, v, 18, 17, 19, 31, 01, 127, 257, 1021,
4093, .. .., di eui i primi dodici sono i numeri laseinti da Mersenne. 1 nnmeri
perfetti fiuora corosciuti sona quelli che corrispondono ai valori di p;

p=2.3, 65 7. 13, 17, 19, 81, 61
¢ precisamenle: i, 28, 486, 8128, 835.503186,
BaS8UB.60056, 13.74386.915828,

2005.84300.813H9,521 28,
26,58455.09156,98317.44654.60261.59588.421 76,

g

ot S

—



PERIODICO DI MATEMATICA. 213

SUPRA L' EQUAZIONE CARATTERISTICA DEI @AQ

-

I. Si definisce generalmente una cosa affermando che essi soddisfa
ad una sun proprieta speciale; e di preferenza s seeglie quella pro-
pricta pii facile a comprenders:, o dalla quale piit facilmente o nel
modo pilt generale possono dedursi le altre proprieti della cosa stu-
diata.

Fino ad ora, che almeno 10 sappia, sono stati definiti ; cosy detti
gas perfetfi mediante le ben note leggi di Boyle e qi (Gay Lussac;
e soltanto il Meslin, osservando che nella equazione caratteristica che
ne deriva figura una grandezza ¢, Ia quuale viene pot definita me-
diante l'equazione stessa, propose di definirli come quei corpi pei
quall sono verificate le due relazioni

‘o 0¢
po=p'v, 55 —0s

essendo ¢ il ealorico specifico a volume costante. (*)

Scopo di questa breve nota & di dimostrare, che s PHo eon van-
taggio puriire da una definizione diversa

Ammesso che lo stato di un corpo sia definifto in ogni istante daj
valori dei parametri p, », # (misurato quest’ultimo mediante un ter-
mometro ed una secala convenzionale qualsiasi), affermato che la no-
zione di quantitd di calore & quella di una grandezza suscettibile d;
misura, la definizione dei due ealories specifici € ¢ ¢ (a pressione
ed & volume costante) corrisponde a fatli sperimentali i dj cm ele-
menti sono egualmente e rigorosamente misurabili.

Poiehé I'esperienza indica, che nei eorpl gassosi, entro certi limiti
almeno, la differenza (' —¢ & sensibilmente indipendente da P, 2, fclod
¢ una cestante, e che tal fatto & eosi caratteristico per gli aeriformi,
che vediamo il vapor di pirenc (CYHY) dare per C—¢ 1o stesso
valore dell'ossigeno e dell'azoto, (**) ¢i sembra, che potremmo definire
1,288 come quei corpi pei quali ¢ costante la differenza dei due cirlorics
spegifici, oltre una ipotesi di cni diremo in sezuito,

In guanto ai calorici specifici stessi 'esperienze (su composti esplo-
sivi) di Berthelot per temperfiure molio alte, e quelle di Witkoski
per temperature molto basse, hanno provate che, in un largo inter-
vallo di temperatura, U, almeno, & funzione della temperatura stessa,
Il nostro Lussana (***) ha inoltre dimostrato che € & funzione anche

(*) Journnl de Fhysigus, 185, ng. 133,
(*%) Vax't Horr, Lecons de Chimie Fhysiqus, irad. Corvisy. Paris, Hermann, 1900, p. 4 pAg. 48,
1 *¥%] Lrssana, Nuoen Ctinento, 1802-'98.
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della pressione; quindi a voler trattare il problema in modo wenerale,
bisognerebbe considerare C e ¢ come funzioni di dye qualungue fra le
tre varialili p, », 7.
2. Senza introdurre per ora aleuna limitazione. abbizmo dal primo
principio della termodinamiea clie la quantith di calore
dQ = dU - Apdr
1 .
ton A= 5= od anche, per wna trasformazione olenentave tlp. dr,
ed a menn d infinitesimmi d ordine supertore, essendo T la temporatora,
Al 2T
dQ=0C—4d — .
' Q=C O ot ) v
Avremo guindi

dl] = (C'—a——?—.&p) de—+¢ ":Il?' tlp:

D

e poiche nell'ipotesi ehe le forze della natura siano cenirali ln va-
riazione dU dell'energia interna del corpo ¢ un differenziale esatto.

dovrh essere: -
d (. D » [ DT

5; aptt
da cui: - . .
ol d o D D~
(Dp D ov f}};) +(C—e) opdr A. (1)

Per il secondo principio della lermodinamica & un differenziale
esatio 1'espressione

d() I oT , ¢ T

T =T ar T T 3 W
e quindi

i(L f*T) 2 “*_T)

op\T de) — ar\T ap/’

sviluppando qnesta egnaglianza, si ha

| 1 T {{ — HT FJT
T — ¢ — 2
Jp ar Ny ﬂp)T(L ‘) op ot T ap v U. (2)

[i)l.f T e _ﬂrT

Ad ma qualungue delle (1) e (2) &i pud sostituive I'equazione che
s vieava sotfraendo la seconda dalla prma; si ha cos

C—e 0T oT
T ap o

= A, (3)

In quale, sotto forma un po’ diversa ed a parte la dimostrazione, & la
ben nofa equazione dovuta al Clausius (%) vera qualungue sieno le fun-
zionr U e c. Se fosse conoscinta la natura della funzione C — ¢, Iin-
tograzione della (3) ¢i guiderebbe a determinare 'eqnazione earatte-
ristiea del corpo.

(%) Thevrie mée, ite le Chilenr, lrad. Folie, Edin, 1385 pag. 800 odiz 18NN pag, 24,
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)
3. Poniame ora la condizione :
o' T e AT 0
Do on dp (4)

e scriviamo l'alira che

— ¢ @ una costante sotto la forma data dal-
l'equazione di Mayer

C—e=AR; (3)
allora le (1), (). divengona
ol S )
ﬁ_‘”—f}f_ — ]{_ . (h)
0T »T - _
].i ﬂp oy = .F- (;J

mentre la (2) evidentemente si 1iduecs anch’essa al]

dovra dungue soddisfare alla (6) ed alla (7).
Possiamo allora dimostrare il seguente
Teonena. — Se in un corpo la differenza dei caloyiei

C—it=AHR,

¢ & calorici specifici stessi sono funzioni deflg
carattevistica del corpo ¢

a (7). La funzione T

Specifici & eostante :

femperatura, la equazione

. BT=(+a) v+
cont a ¢ h rostenti,

Infatti, la (4) diviene, essendo ( ¢ o funzioni della temperatura,

00 DT oT  a¢ »T AT T 0T 2

= —

Ol ap  or o f}; ET_'E; dr ﬂT (D——{:)——:D.

si potranne dungue applicare le (6) e (7).
Integrando la (6) si avra subito

RT=po + F(p) + fir) - 1. (8)

con I e f funzioni soltanto P e dir, econ H costante. Derivando
quest equazione rispetto a p o »

>T _  aF

% P ¢ T
AT . of

ol Tian iy

sostituendo questi valori nella (7). =i vede che dovra essere

by

("+§§) & a}:)_p”_i_FfP)'T"ﬁ‘FJ‘i—ﬂf

— T e
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e poiche | e f sono indipendenti I'una dall'altra, si avranno le tre
equazion]

ap dp

la terza dovendo necessariamente esser soddisfatta dalle altre due.

Infafti se ne ricava _
F=bp, [=a:,
H=unb:

qumii I'equazione cereata results essere
RT =pv -} ar 4+ bp -+ ub.

BT =(p—+a) (v -1 (9)

Mentre T nells (6) & la temperatura misnrata in un modo qua-
lvague, nella (7) & invece la temperatura assoluta. Per non fare circoli
viziosi la definiremo con W. Thomson mediante la funzione di Carnot:
chiameremo percid zero assoluto la temperatura alla quale il calore
sl frasforma integralmente in lavoro. Nella (9) la T indica dungue la
temperatura assoluta. Reciprocamente dimostreremo che:

Se lequazione caratteristica di wn corpo &

RT = (p+4-1) (¢ + B (10)

con 8 ¢ b costanti, & pur costante lu differenzu dei suoi calorici spacifiei,
e questy sono funzioni della temperatura.

oppure

- e - . " : 2 e D O : .y -
oe g1 ricavano mfatti dalla (9) 1 valori di ' e 8 sostituiscono

nell’'equazione generale (3) se ne ottiene
C—e=AR.

E dugue costante 1a differenza dei due calorici apecifici; possiamo
2" T

dp e

allora porre nella (1) questo valore. insieme al valore di che

per la (8) & nguale a %, e ne risulta allorn la (4).

(nesta formola ci serviri o dimestrare che O e ¢ sono funziom
della temperatura. Infatti, dalla (5) abbiamo subito

¢! )

Dy o’

e percid la (1) diviene

ol AT o AT 0
0p op Y po
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0S8IA .
n( ol
fi!‘f-ﬁ}gg;— (0 5}—3';
Ponendo

P+ a=yz, 0t-b=y
l'equazione precedente si trasforma nell'nlira

of! !

.Ii—\_-——! —

N __-J i']p?' y
I di eni integrazione darn

C=rlpn=7D:.
cosi anche si aven

e=f(T).

L'esperienza dimostra che soltanto i gas soddisfano alla (5); e
quindi soltante per 1 gas valzono le tonsegnenze che precedone.

4. Notiamo ora, che volendo. considerare (' o , come due funzioni
qualsivoglia, purché capacl di soddisfare ally sola (4), si rieavers
dalla (2) qualungue sia la differenza U—r, I'equazione

I AT T

=)
T Op o op :
: AT . 0logz  p IngT ‘
questa, ponendo dapprima P dara e 3, ¢ integrando

dungue una prima volta e pot una seconda, s trova T =11 F(p),
Wuindi, anclie nella ipotesi di (7 o o qualungue, purchi g (4) sia sod-
disfatta resulta per T la forma caratteristica del prodotia di due
fanzioni, una dal volume Paltra della pressione.

Se ne conclude, che PIr assoggettando le tre funzion; o g
soddisfare solamento alla (4) senza porre altry condizione intornoe alla
loro natura, siame pur sempre lontani dalla forma

{Pw‘- 2(a, r, TJ}(ﬂ )= RT.

la quale, secondo gli stadi sperimentali de] prof. Battelli, dovrebhe.

fovse, essere quella delln eqnazione caratteristiog do; Zas. (%)
5. Se

n:f;:{],

P
'espressione (9) precedente da Fegnazione doi gas detli perfetti. Quest]
sono dunque definiti dalle tre condizioni: C— = cost: (@ p tunzioni
soltanto di T, e dalla legze di Boyle che riduee appunto a8 zero Je
costanti v e 4. La lecgn dj (xay Lussac segne dalia (9),

I*) V. Batveiry, Suita ‘egpe i Boyle ote. * Ruove Vimento . 1001; (v, v 1 FRE. 111,
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E poichd 1a (1) nella ipotesi che C e ¢ siano funzioni di T puod
SEriVers

W

T dT 2 (C—w) | .y & 27
p D T - (L ')ﬂpﬂir"ﬁf‘

ai vede che per essere € — o= cost, e pr = RT, per ricavare I'equa-
zione (i Mayer, non ¢'& bisogno i supporre C e ¢ costanti come si
fa di solito nei trattati. (%)

Se a=0 si ha, a parte il segno di &, la formola di Budde (%)

RT =p(r—+ h).

Finalmente. con « e & gnalsiasi, la forma della (9) ricorda la ce-
lebre formola di Van der Waals, ln quale & del tipo della (9) perché

Pud Serivers

RT = pw —-ph—}—f—_zfr—b),

ossin soddigta alla (6) senza pero soddisfare alla (7).
6. Caleoliamo ora il valore dell'energia interna U quale risulterebbe

dalla (9). La U pno mebtersi sotto la forma:

0T pT oT
J[I:(C—ﬂ)(ﬁ—~ﬁp)dﬂ ~ e o e e o dp =
= AR (g—f——ﬂp)dv +-edT':

ma dalla (9)

T p+ua

or - R
sostifuendo e integrando

U=Aar+ [ edT, (11)

Quindi: se a=0 (gas perfetti & formola di Budde), anche quando ¢
¢ funzione di T, Uenervgia interna ¢ funzione della temperatura. (%)

7. Se T rimane costante, per ¢ip che rignarda le funzioni C e ¢
s1 ha, in un punto della superficie [ (p. v, T)=0, secondo Clausius:

0 D7t e 0" p
w —ATym. =213
¢ gquindi per le (9) e (5) sara:
P e B
) np
de oG |
I T T =0

%} Vadi nd os, Pormoars, Thermodgnamigue, Paxis, Carrd 1802, § 65,
(**] Gitato dat Van't Hoff, loe. ril.. pag. 8.
%) Ofr, Toscane, Zoe, cit. § 180,
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Questo resultato pon dimostra gia. come Per 1 gas perfetti hanne
supposto aleuni, (%) che O ¢ ¢ siano indipendent; dapedays e quindi
costanfi assolutamente: ma soltanto che in questo caso € e ¢ yop
dipendono dai valori che P e prendono lungo wna isoterme della supey-
ficie (9). Percid (lausius. dopo avere stabilito Je formole precedenti per
i gas perfetti avverte, che con questo i due ealoric specifici possono
essere funzioni della temperatura. 11 resultate ora ottenuto & del resto
mplicito nell’ipotesi da eui sjgmo partiti; e dovevamo naturalmente
ritrovarlo.

8. Cerchiamo ora un significato razionale per le costanti ¢ e p.

Allo zero assoluto doven esser nulle 'omo o I'altre dej due fattori

P+, b

Osserviamo dapprima che I'omogeneita del seécondo membro dells
formaola (9), esige ehe « sia ung pressione e b un volume; o in altrn pa-
rola 1 suoi termini, come quelli di funzioni analoghe clie contengano i
termine pr, devono ridursi g prodotti di ung pressione PET un volume:
éssere cloé di dimensioni ML*T-*, che sono quelle di un lavore od
energin,

Senza insistere di pii, per il momento almeno, su questo punto, &
facile vedere, rignardo ai due fattori precedenti come supporre nullp
Ll primo, e quindi negativo, equivale a dire che ;1 gas offre ad ognj
pressione mma repulsione costante ¢ eosy da non subirpe che Ja parfe
pP—d: e questo parra assai strano. Rimane da fare b negutivo, eg
ammettere che allo zero assolufo ¢ =b: che ciot il volome del gas g
riduca allora ad una qurantita costante 4. Ia quale pud dirsi il residno
materiale (covolume) quando I'energia @ cessila; ossin lp spazio effet-
tivamente oceupato dalla materia.

Allo zero assoluto g (11) ¢i da allora:

Dungue il eorpo non possiede, come wsieme, piu aleuna énergia ep =),
rimane solamente una quantita costante dovota g Suo covolume, ed
alla quantita « che & una pressione. Infatti poiche

kU,
t e
questa grandezza avra per dimensioni, essendo BTl misurato in chj.
logrammeti;
EYPr—y
= My,

Questa pressione a, che tumenta costantemente 1a pressione eser-

%) Ter ea.: il prol. Donnind in aleuns dalio Sue miemozie, & moltl traitall
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citata dall’esterno sulla massa gassosa, non pud attribuirsi se non alle
forze agenfi fra le parti del corpo. ossia alle sue forze interne.
Dalla definizione, fondata sull'esperienza, ¢he noi abbiamo data dei
gas, segne dungue chiaramente che; ® nell’ equazione caratteristica
* ordinaria ¢ lecito aumentare la pressione esterna di una quantita, che
* dobbiamo attribuire alle forze interne del gas, e si deve diminuire il
* volume di un’altra quantita, che snpponiamo rappresentare lo spazio
“ oceupalo dal gas gquando ogni sna manifestazione esterna ¢ cessata ..
L introduzione di dne grandezze, che ¢ 1'importante modilicazione
poriata da Van der Waals nell'equazione carntteristicn dei gas per-
fetti, ci appare dungue come necessaria conseguenza dei principii della
termodinarmiow, poiché: la (9) & I'espressione pin generale di una fun-
zione che soddisfa in pard tempo alla (6) ¢ alla (7); rimane soltanto
ipotetico 1l significato di « e di b cercato naturalmente in aceordo
alle teorie generali sulla materin. Perd il dover supporre che la somma
delle Torze interne « rimane la stessa comumque varii il volume del
gas, c1 avverte della insufficienza dell'ipotest da eni siamo parfiti.
Tale & il resultato, a cui giunginmo partendo dalla nostra defi-
nizione. Non presenterebbe poi aleuna difficolta il dedurre dalla (9
una serie i conseguenze parallele a gnelle che si traggono dalla

pe=RT: le quali non avrebbero perd altro vantaggio ehe d'intro- -

(urre dei termini di correzione alle formole gia note.

Ma queste correzioni non avrebbero grande importanza: la (9) seh-
bene dedotta senza I'aiufo d'ipotesi particolari, e pin prossima ai gas
reali di quella solita dei gas perfetti. & ancora assai lontana dal rap-
proesentarli.

Intanto, bisognerebbe determinare i valori di « & di b per ogni
gas, deducendoli dall'esperienze sulla legge di Boyle. Detti (p, ¢), ('),
(p” 2") 1 valori della pressione e del volume in questo caso, il secondo
membro della (9) dava:

po—pi =l —r)+=b(p—p)
pr—pr=alt"—e)+b(p'—p")

dw eni @ e b, quali medie dei valori dati da ogni gruppo i tre espe-
vienze. Avnto n e b, si trovera R, e quindi E, e cosi via potremmo
andare svolgendo considerazioni su :—, sulla legeo di Dulong e Petit,
(la guale & pur conservata colla nuova definizione, com’& facile ve-
dere) sulla differenza fra il eoefficiente di dilatazione e quello di pres-
sione, sulla perdita di calore « (¢ — #) guande il gas si dilata dal
velume » al volume v, senza fare lavoro esterno, ete. ma di lheve
momento e non conformi all'indole del giornale.

Esamineremo invece. in una prossima nota, I'nrgomento da un
punto di vista alquanto diverso da quelio da eni siamo partib.

lasaLpo Piroxt
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LQUAZIONT A RADICI IN PHOGRESSIONE  ARITMETICA

Le considerazion; seguenti rignardano e equazioni di grado p s
ung incognita, ed a radiet in progressiona aritmeticn,

m! propongo di stabilire una espressione generale che din | eoeffi-
cienti A, A, ... Ay quando detfa equazione ahbia per radiei 1 valori

a, a-f-, r:—{-Ed,...nP;—(ﬂ-—E)rF, a+m—1)d

Si consideri g ta| tine il coefficiente Ax; esso & egnale alla somma
delle combinazioni prodotti & a % degli elemaonti

” @~0d) , (a-t-q) |, ("’_I‘EEH---(H"{—(H—-U:‘!’J.
e
(@ 4-81d) , (a4 sd) . . . (a < si.d)

e di tali eombinazioni prodotti nelle qualj g, S2... 8 rappresentano
evidentemente & numeri della serie 0,L,23...(n—1). Per sviluppare
questo prodotlo possiamg eseguire i prodotti dj 4 fattori, che s otlen-
g0no prendendo un fattore jn clascun binomio, in tutt; ; modi possj-
bilt e somumando falj prodotiti parziali, Prendinmeo dapprimn I'elemento 4
1N ¢laseun binomio, otterremo allora il prodotto pParziale
Pan*

ove Py=1,

In segnito si prenda il termine a in Lutti i binomi eccetto uno,
eld 1l termine in ¢ pel binomio in eni nun 81 8 presa In a, € ¢ib in

L

P]; fih_l i
vel quale P, — (s + 85 +... -+ 8,
Operando in modo analogo, si ayvra sticcessivamente:

]Jg ”h_! ﬂw
| S T Y L

llllll
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Ll == .l-"‘-i.‘n.'t;"l'-qnt.q_

ove Pg, Py ... Pi rappresentano rispettivamente la somma dei prodotti
combinazioni 2 n 2, 3 a 3,...k a k dei k elementi s so. .. 8.
Indicando con il simbolo

£
=P l[ffﬂ:e.”u,u_ }

la somma delle combinazioni prodotti % a 2 dei numeti s, s, 55. .. 8
avremo.

!
i

Po tth =5 P 1, s, g3} ¥ = at®

R TN Py
J"i 2 ._'F=—— b [} {Cf"i 5:...&':} Pl I

[=]

""""

Pkfih _ E P'{Uﬁt ’._11__«‘“1_} dﬁ
Ma la eombinnzions prodotto

(0 +siel)  a+sed). ., (a -+ sgdd)

e uguale alla somma delle 2] onde potremo porve:

k

[n. + S;fﬂ - [ﬁ ~[— h‘-_:_tf] o2 s {ﬂ—]—skrﬂ == Eﬂﬂ I? {Glm,,___ﬂi,i}ﬂk—&d}.
e
B se poi nelle formule ora stabiiite peniamo al Inogo degli elementi
1 u... 8 successivamente gli elementi ehe formano ciascuna delle iy
combinazioni che si ottengono con i numeri 0,1,2.. .2 —1 & som-
miamo i risullali, otterremo evidentemente un polinomio com plefo
in @ ed in d il quale sard l'espressione cercatn del coelficiente A,
appartenente nd wna equazione a radiei in progressione aritmeticn,
a essendo 11 primo fermine di questa progressione aritmetica, o d
ln ragione,

E possibile, per altro, ottenere ina espressione pitt completn delln
precedente, per mezzo del teorema che segue:

Teorema. — La somma delle combinazioni prodotti . a . eseguite
sopra 1 & elementi di ciascuna delle combinazioni k a k i # elementi
dati, & oguale alla sommn delle combinazioni prodobts L 1 7 esegnite
sopra gli » elementi dali, moltiplicata per il numero ®—2,_g,

Si abbiano » elementi e se ne faceiano le ecombinnzioni F a ke,
indi su ciascuna di queste combinazioni k a / si eseguiscono le com-
binazioni 4 a 2, avremo in Lal modo un numero di combinnzioni X & A
dato da

nin—1Mn-—2)n—3)...n—k~+ 1), kihk—1)1k—2)...(k—2 1)
i A Al o
_nn—1)n—2)...(n —k~1). k. (k—1)h—2)...(k— 31}
1.2.3. .. (h—241)...(k—3)0—2)k— k. %! o
nfn—1)(n—2)...(n—k-+1)
— (h—2)! !

per essere f = A,
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Moltiplicando ambo i termin; per
(H-—k)f(H-—}._][H——l—-lj...“{-—-:‘.—f—lj ’ {n——lj(n—ﬂ)...[ﬂ——l—i—l)
sl oftiene facilmente

n{u——-I){u—E)...{n-—l—f—lj =2 (n—;—13. .. ((n—1)) (n—#)-1)
B 2] A (i —k)! o
— Nz :’\: {H —— :‘-}m—h}-

Notando che le combinazioni & a % sono simmetriche rispetto g
claseun elemento, potremo usserire che sg una delle eombinazioni 3
& A eseguiln sopra di esse combinazioni £ a k viene ripetuta un certo
numero di volte, lo stesso numero di volte doyra essere ripeluln eia-
scuun delle alfye combinazioni ), a 2y pertanto nel ecaso Presente sary
ciasennn combinazione ripetuta (72— 2) s volte, onde la somms di
qQueste combinazioni prodotli sari (7 — ))uess volle la somma delle
combinazioni prodofli 2 4 2 degii # element;. prendendo ciascuna
combinazione una sol volts Come avviene quando s combinano ). g 3
gli » elementi dati.

Ripresa fa formula

E P {CH:,F.._I!‘ Ii} ﬂh—;' (of* [3]

In essn il coefficiente

EP ;i:-*lhl.s-'_h..if.l;} {;:U,I.L}..ﬂ)

sostitnendo alla combinazions “18. .08 e rimanent; combinazioni J
a & degli elementi LLS... (n —1) diviene -

NP ip \ VP 1 Y pogg
=10, Yoo Sagiy T Py, 5, i e e SE G, “Surig
(=0 L2, .8
8 per il teorema ora dimoslraty
H=4) I’n——k_lE I’ { :{{I.I.E.-.[n— ”‘i}

(*=0,1,2. .k

ovvero, poiche I'elemento « annulla le combingzion I cni entrn e
Puo ometlersi, si gvra pitt semplicemente:

(h=2) [II—EJEE’{GH.H...H —1],-_}
(v=0,12._ _})
Sostiluendo questo risultato nelly [B] otteninmo:

da eui dando a 2 suceessivamente i vylop 0y 3,2, . . F e sviluppa un
polinomio che sari Iegpressione eerentq,
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Abbiamo dunque:

k
Ap=Z2 0Dy 5 IP{Cy,e.. -1y ) a4

£=])

E per consegnenza l'equazione di grado =, la quale ammetle »
radiei in progressione arilmeticn, rappresentata da

Apr" - A=+ A2 |+ Ay 1z Au=0

avra nel suol coefficient: 1 valori

(L

0 : 34“—*1:‘” E_P {0,1.2 ___{",_1.:&} ﬂﬂ—*i {fl
i)

_1 =
A= Z0=4 peyy TP {Cro.. n-1iy) 61—

L=()
H ] -
A_ﬂ' — E.ﬂ-—-l. i.u _.E; EP {[‘;I.E .,.'!n_":_..jl_-‘ HE—!I- dl'-
L=}
e .
Ayaa=Z+—1 JP '{GLI.E...LJI—ITH} a'—1—2 gt
=0

|
Ay=2Xr-&ZP {G'n, 2 *..;n—-m,;.} at—* gt
4=

ricordando che m, =1 ed m. =0 per s > m.(¥)

* Poswono avecsi eoy apsdilczza | valori di

<P { Gt.v... tnitry )
..;. =3 {},1.'—_’.. ' k.l

von unn regola dedolta dnlls vsservazious seguenle:
" Le cembinnsoni di m eloment] & a & possono ottaness facendo dapprimn s eombinsgioni di

#—1 eloment & o & pm le combinazionl degli steasd s — 1 slepienti a k—1 a £ —1 ed unendo a
CIIBLHLE () fuesle nlbime cowbinasion: 'ame slemsnle considerato .

Hafttl eperunde i ol mode 8) ottengono combinszion tutte diverse: giacels 8 priwe som-
binazioni degli » — 1 eiementi & a & sous cortamente diverss Jr loro, & @ivearss fra loro & dalla
procodani] subo quelle ¢he si oltengono dugll w— | elementi o &— 1 a & — L

e a claseuna Jl queate uliime cumbinazion wninme elsmsnto neoe non eonsideralo, alie diremo a,
olterranio nitrottante combiunzioni k u & tutte poriieent] diverse fra loro, & dalle pracedentl, le

quuil nen eontengvino Ielbmento .
Diee fnelire ohe uved In tal waniern totts lo combimazoni degli » slamenti & a & Infalti le

eambinazioni degli » — | wlementi & a L sono in numere di

=3 om—2 L= A

L

¢ guelle degii w— ! elsmentl a 4 — | a £—1 ;cho divengono eombinazioni & n & quande vi si
uhisen l'elemento «) sonu:
im =1 (99— 8. .I'n-!-'-f-]]
k=1,

sommanio sy oktions:
an—1 a—2. _ _ w— =+ 1)
Ay

= M.

Duld dungque gl slemant

i 3 .. . N T

—l

i .
e,

ik
—

b e

e

F A ",—-ll-- Folml g b g
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o
o
an

11.

Formule risolutive. — 1| coefficiente

1

Al: Enh_';'l.n——l EP {‘_.‘ [..E--.':ﬂ—l
"

) a'=i g
i

i

e un polinomio completo dj Primo grado in a ed in d.
Per il valore 0 di ). se ne otbiene il lermine ny. Pey A=1 s ha:

ZP{e12... o1 1 d= ﬂ{ﬂ; ”ﬂ’
onde avremo B
e H(H;_I)n’—-—m. I1]
Il coelticiente B
u=i 8=~ F -2 2P {C 0. s ) a4 g
L= re

sara un polinomio di secondo grado rispetto alle stesse lettere, di
cui il primo termine sari, per 3 =1{),

nn—1

g
g < S

T =208 ==

volendoue In somwma delle ecombinnzioni prodotii k& u &, we indichianio con #y WAl sunmumns, oo Sy
ln somunna dalle combinazion prodott) df & —1 4l qUegll elemant) 2 ¥ — | §A—1] & eon B la
i delle vombinazioni prodotti degli stosal nm— | elementi ¥ a I' avremao;

- e E'k__l . te =0y

asskldo a- I'vlemento non considerato helle somime 3. Pertante ap comineiame eol prendere uno
qualuniue dogli elsmenti dutj, ¢ poi L'eleniento gifi eonsiderato ad un altro. o cost wucosssivaments

Huo ad esaurive Lugtt gli slamenti Jati, o faeeinme Buccessivamente k=), | 7. 4 Avremo il qundro
SeEnenie

-1 'l.ﬁhll
R 641 1] a,.08,)

1 .ﬂ.lﬂ—l— ) | :—1— ﬂ-|J [lll'.:—f-l.h]i "'".+“".I : ﬂ_'=J

-I .Iu,“~|—-1 sy + s ) [Imh_z-!—mh_&-f....nll t [ n_!-}-...ﬂl!mh__l...-{-{m_l -l—rl-‘ln L

ove nollu susvessive linee orizzontal st Jn 1a somma delle combinazion! & a ¥ dell'slemento a- .
el duo element, e, s, A8l bre slement; Wy @y oy, e Goalmente nell'ultima i basso degll

dlome ki ey e @ kn &, essgnie =0 ). 2..:% palla slictesaive dluve veriiead da Bindstry a
Gestim. Ahbiimeo elo: | tchingolo mrZuentey

|

1 u

| w ny

l w3 ez wa

N oul cingennn delle 5 @ igtnle wl prodotio 4i uno degli elomenti dut] oy chis non %1 sia nneorn

eolmiderato, per Ll primo unwers eho gli & a4 sinistra superiormente, aumentalo def mmuors chie &
immwndiatnmoento al dj sopra. Ad eseniplo;

fli = 408 o (g =t oy,
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Per x=1
=l
n—1 EP{#FI,E__ m-,u-,,} it tf—-ﬂ(nﬂ ) 0l

Per i nnmerl 1.2.3. .. n— 1, nvremo pertuitio,

Elomeanti L= k-] k32 A T T S
[ |

1 ] I

1, 4 I 4 "

(T | o ‘o h

1.3 8,4 ! I 3% o m

Lol Ba s o Ia 85 145 274 101

- - - -

Lo stassa yegola pnd coms & evidenls fornire i acefMaients di nua eqoazioue di en sinno dyle
le radici, L per ¢ld che precede si potel contlnders ancorn che:
“Data una equazions i grade n. ron il primo eoeffisients sguals alla nuith

ZH — A A2 A=

is qunle ammetta ls radiei py fa. .. Fo, 1a eguazions di grado m—+ 1 o quule apuuerta lo slosss
eadiei fy fle. ., da pin analbon railive P4y sara deiin formn

okt = Ay fapr Jot - (At Aup g Jen =t T Adgputi )b

m eal cimsouno dei eoeffieiantl & Tato Mulla snmnin el enefficients delio stsaso panto uells sgnacions
di graille », aumenlato de! prodetto dal coofficients precedente In quests slessy sgliazions pel la
wiova sxdice gy,

Quasta varllh 51 @imosiea, per altro, idipendentemento dille eonsiderazioni precsdentl, asnai
setuplicoienie come sezne:

S abbin una equazions dl grada o cle ammetta lo mdini PU s ... pw, SArA:

= — AR Asad ., FAn=(z—di) ln— 2 . (r— P
Moltiplicatids 'uno o I'alirs mombrs por [z — Fudr) 8l obierr:

T — (A g 2t - (A A Paga V"N ool + 1AF Ay iy ) 3 A i =
THE =l =gt = ) e — )

il apparises dal seconds wismino clis Miuazlune

Pt —T—I';.r"—[- Pae ™=, . .+ Py

vy

Po=1:Pi=M1 Pkt s P2 At M flngg,ee Pyssy - An ity

amable Te mulivi dell'equazions di erado s ehe hin per coeflliclonti A1 As...An o di pin ammetta
I endien my .

Ad easmple, volandoe In equozione cho timmells le radlci

I 9
A1 oblione faoilmente
1
|
‘ T
TR | SR
i 7
U |41 e
| = — — T
1 i i
| 25 244 HS 4l
21 a1 20 4

2 M oynnzions rigliisstn sarj
Qhaed - 2t f- B - G440,

T e ——— e

R =
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finalmente il ferzo termine & dato, per ) =2, (a

"m—1)*  w(n—1)(2Zn—1
EP'{ 1,2, n—l"-r}d’—l” fnl ) t{n L s ]} ==
nin—1)(n—2)(3n—1)
24

.

Siha qoindi I"eguagzlianza

n{n;l] rﬁ-}—"{“; 1) i u[n—l]fuﬂ—;—BH.!n—l]
la quale insieme alla (1] fornisee nn sistema di due equazioni a cni
si pud dednrre il valore di 2 o di 4 in funzione dei colficienti A
ed A; e del grado » di una qualsiasi equazione le cui radiei siano in
progressione arvitmetien. Avuto un termine estremo o o In regione
st pud eostruive ln progressione di cui i termini gono le radiei della
equazione proposia,
Risolvenda il sistema

i Ag

wln—n —2)H3n —1)

l S = - - ad -4 ,

4 4 =4

e :.1.3

g1 ottiene:

)— + = 1/3(n =DA% —fnA,
NS J. ] 1 —1
nin—1)d— 24,
f — 5 :
=N

E indifferente prendere per d 1l segno superiore o I"inferiore, in
ogui enso s1 ottiene per @ il valore di nn termine catremo della pro-
gressione aribmetica. Considerando soltanto il primo segno, potremo
siabilive le spgnentt formule visolntive per nna equazione di grado »
che ammettn radici in progressione aritmetica : (%)

I3 (n— 1A, — Giid,

- — |

9
d=4-=

Ay ff:-: ln— 11 A% — B (n— 1) A
1 wiin—1) .

ﬂ‘-_-
L

%1 Poichi dus nuwess PRasane sempre cignandyrsi some eoatibnont] Hna progeessions aritwi.-
tien, se pelln Tormuls
¥ i —nadaa,

i
pad 1

2 =

nostituinme {1 valore i o von 1 due segiy o ponlamo w=2 rilreveremo Ia noin formuia riselntiva
delle egnuzionm di 2 grale.

(continua) Uaminno CorTest,
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SULLA RISOLUZIONE SIMMETRICA DEL SISTEMA

Ern rjrr'-ﬂilmh e D * EI’ f’l"ml.' - [}
1 1

Per risolvers simmetricamente il sistema delle due equazioni

a _ L .
E_ﬂ. I'fn;'i'."r;l“-, —_— [} {ﬂru —_ -ﬁ",r} (l) e EI‘ bt'-"r — 1I}'I :.3)
' 1

omogenee nelle tre incoenite Ty, X2, 29 81 ricorre i solito a due solu-
zioni generiche Srel2yYs € 21, 29, 25 della (2) e si esprime poi sim-
metricamente la soluzione generale del sistema proposto per mezzo
delle ¢, delle b, delle y e delle .

In questa hreve nots mi propongo di esprimere simmetricamente
la soluzione del sistema proposto per mezzo soltanto dei coeffi-
cienti ¢ e & (%)

Moltiplicando la (1) per &%, e tenendo conto della (2), si ha:

£ (0" 1lae — 251115{?;9 -+ Efﬂuﬂu) ~— 2027 (Orbatty I
bydyinye — b ig — lgbyetyy) + 2% (0% 05 — 2ndsttyy -I- basﬂu) =),

D1 qui segue che, suppostl identici due indiei congrui secondo il ny-
MEro 3, se si pone:

P _V }}'rﬁ (ﬂr+t ot t e ope — legy o1 013, 000) O by (3)

due soluzioui del sistema proposto ¢1 sono date dai valori:
(2) [3’,: —_—Ehb&ﬂm—I— fh!’nl'ﬁn — hﬂl”ﬁ T bﬂbzﬂ'u b P
l H',! — bﬂl (lgg — 2&1 bﬂﬂ'ﬂ *‘|— bggﬂn
e, per la (2):
(=) { 'y = bydutia = bubattse — Uty — bybistre, FhlP:

el ogni altra soluzione deve essore proporzionale ad una di gueste.

Analogamente, se si avesse Invece moltiplicata la (1) per &% o &%,
sl nvrebbero avate le dpe coppie di soluzioni

'J‘"u = Dubiytryy - tnbattyy — sty — Inbaftzg b P
(1-'5) 3-'“1 — J"u!!mt = gb:h:”ﬂ! + b“arf::
[ 2" == byligttzs - Bibyrigy — Vlsttye — bibatizy = UyP

l .i'm; = !‘;i’!ﬂﬂ'm "’— bgbaﬂu — bugﬂlg ~m b]bﬂf’fﬂﬂ: & E’:]P
(T) J'”.J! — bazﬁ'u — Ebni'affm + E'zzﬂ-'m s
l .Tma — zhhnﬁ"m ‘—I— b;bgﬂm — bﬂﬂm o bgl’gffu lI [l?;P

() & goemio visullnts 1o 81 pno gmngers dalle formola susceennate ponendo ad es.;

fis — g Ie, — b by — b

fﬂ, = f.a = by

M= lg—toy. yp— Wy — LI T - r o=

Perehi® Vorrelils escluso 1] cuso 4y b - L,

Ly, >
" "} I::\n

i
'
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e facilmente si vede che Ia i it ' -

su 8i prendono Sempre 1 segni superiori o sempre gli inferiori
Sommando le {re solnziom che si hanno prendendo i Segn superiori

€ quelle ehe si hanno prendendo glj mferiori, si vede dongque che j

sistema proposto ammette le due soluzioni -

E |
..r]_:;#,l—-rl——j"l +.'nr h!Erbt(
1

o
Met1—ars g)——fﬂaﬂrﬁr(f’rgﬁ_ st g ) TF (ba—fi5)
1

-
4

(A)

& }
J'g:f'rg“!‘.l'”s—,*.i‘ Hu:—_Ei:gﬂrn; {et, N e (I IT:)—-LIEr!ﬂ'{ P __'”.lr—'_'J-r-_;-{h:i'_ E‘l &
| i

~ -
'.,'ﬂ___' I-".-]“’—:ﬁ' ‘".'J _'J_ I 'm"u‘: E"l, E I'JY"'I r( (et y— (s :—!—&J

- "a’:‘! E': "Fr[ i
i

et e ) 5 (1 “3*‘3_‘” y
i

e che ogni altra soluzione & proporzion

ale ad una di queste,
0SSIAMO INSomima conclndere che,

Posto

[A=1,2.3) (4)
¢ indicando con ? ina costante arbitrarip,

Ia solazione generale del
sistema proposto & data del valori:

Ty == p {B2 DM __ pite i = (0™ — p—2)p) [h=1,2,3) (3

Paoro Carraxeo.
Padorva, ottodre 7909
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UNA' SUCCESSIONE DI NUMER] INTERI

l. Consideriamo la successipne 4l numeri interi

Vl, ‘V.'h--- Vu—l: Vllr
OVE B
VH:HH"~f— Br+C

essendo A, B, C tre nnmer; dali, ehe
ln seconda, ln terza carutteristion del|

(1)

diremo rispetiivamente |
4 successione (1);
"—dJAC
B *i.&
ia diremo i diseriminants del]

Volendo considerare solo successioni di numert interi, la terza pa.
ratteristica deve esserc Un numero interp

» mentre A & B sona 0 am-
bedue interi, o della forma

ad prima,
I'espressione

£ suceessione,

2h -1 -
A= 1:— . B= U,_], (4 ed ! infer;)
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Diveme che 2K+ 1 termini della sneeessione (1)

% g
Vs, Viay.cos vuk-;-u--- ‘"suﬂ

[ 2 L ]

formuno wu gruppo simmetrico dell'ordine 2k -1, se i
Gt — & = Ay da—i — L (.!'21,2,. R
Due gruppi simmetrici dell’orline 21
T . i
-‘ "l = = » YH]:_;_’ L] ‘?flﬂ_l_._}_i ; Vfrl 5 = \ f;'.'.-'—l. @ oA a 1 "II:L 1

st dianno gruppi eguisimmetrici, se é

" ;
7 AP :’El_tj'ﬂ'i"l_[,:l [IZL. II;:,...!lll'.

2. Abbiame in generale
Vi—V.=A(*— "+ Blr —s).

Teorema I. — 11 quoziente

Vrr-!-mﬂ — Vl'— m

‘TP—F- ne — -V p—taf*

¢ indipendente da p, da p e dalle curatteristiche della successione V ;ed €
un monero intero se m ¢ multiplo di n.

Abbiamo infatli

Votmo — Vipoma=2mg(2Ap 4+ B)

Voo — Vo = 2an(2
e ¢uindi e e = np2Ap+-B)

YP—FME S vp—-my ™
FIJ—-!—-“E' —- vp.—-ni.r 71 .

Il primo membro & quindi un numero mtero, se & m divisibile

per #; gode poi delle proprietit contenute nell'enunciato del teorema.
Teorema 1L — 71 guozients

Vn—H + 'Kr"_r — ETI]
vﬂl—|—l+ 1ill'm-u'_E'fm |

& indipendente da n, da m, ¢ dalls caratieristichie della successione V:

' : ' !
ed & il ?Hﬂfh‘ﬂfﬂ ai un aumero intero, se v & mnltiplo di s.
Abbiamo infatti 'l

Verr=A(n~+r* 4 Bln 4 ) + C= An®+ Bn + C—+-Ar* 4 Br 240
e guindi

Voge= Vau -+ V.4 2Anr — .
Similmente si ottiene:

-

Vn—r:- Vn = vr ‘—EA(H — I‘)l' + D,
Vn—|—r —l_ Vil—f_ EVM — Eﬁ-lj (2]

& qnindi




