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© innanzi le idee generali, ma cerchers di farle risaltare so gsempi particolari,
* sviluppali col dettaglio e la lentezza che gindichera necessari per essere hen
© seguiti ,. Ed a questi conoebti s inapira tutto il Jibro del sig. QGiulio Tannery.

Cires nn terzo del volume & occupaty da una introduziene, nelis quale sono
richiamate le nozioni di aritmetiea, algebrn e geomelria necessarie per intendere
il seguito.

Il primo capitolo Su aleune identila si rviferisce agii sviluppi di (g 4 B)n
ﬂﬂ_aﬂ .

G — b

geometrica contiene 1 teoremi sull'equivalenza delle ngure geometriche piane che
soito un certo aspetio possun considerarsi come l'algebra degli auntichi greci; il
terzo tralta delle equaziomi di 2° grado.

1 capitoli 1V, V, V| contengono il eoneeito genevale di coordinate & le nozioni
fondameniali di geometria analitiea

11 VII partendo dal coneetlu di langente e velocita coutieno la nozione di de-
rivata.

L'VIII partendo dalia vicerca di aree & volumi da Ia nozivne 4'integrale e le
sue prineipali proprietd; ed il IX tratta rapidamente dei limiti, infinitesimi, inte-
grali, definiti, serie.

11 hibro si chinde con una interessantissima appendice Nozionf storiche, vedatia
dall’illustre Paolo Tannery, fratello dell’A. della prima parte deil’opera, nella quale
© esposita con molta chiavezza e brevita Ja storia delle origini dei vari rami delle
matematiche, del segni pii comunemente nsati. ece.

e sunili, e alle conseguenze che se ne possouo trarre. 1) secondo Algebra

F.-S. HovLzineer. — Aritmetica politiea per le scuole superiori di com-
mercio. (Accademia di commercio). — Prima versione italiana.
Vienna, Hoelder, 1902.

Col nome di aritmetica politica I'A. ha designato quell'insieme di problemi che

81 riferiscono alle diverse operazioni bancarie e di assicurazions, come risnlta dal- 5 a.=
V'indice che riporliamo sommariamente. | 1:;4
InTRODUZIONE. — Progressioni arilmetiche o geometriche. Calcolo dell’ interasse
semplice, i
Parrz 1. — Caleoli d'interesse composto o rendita, g
» 1. -— Corso dei prestiti e costruzioni & piani d’ ammortizzazione.

s+ A, — Piani d'ammortamento par prastiti con lotterig. LA

. IV, — Calenlo dolle probahilita e delle rendite vitalizis, o |

» V. — Assicurazione di un capitale in case di morte.

» VL. — Assicurazione fra congiunti, A
AYPENDIOE, -'__',«_'”
. A 2 : P R |

Tavora 1. — Valore di ] (1 ——) 8 dil (1 — ———) variabile di — da 2 a §). b
4 &V 100 &1 1np) 4 ]

» 1. — Valori di on = (1—]—1—515); (p variabile di Ti_ da 2 a 6 ed n variabile
da 1 a 100).

» UL — Valori di #" = (l lg{})ﬂ {# ed n variabili c. 8.)

s IV. — Valori di 1-}——;;— -I—% + ... ~I—-:T (n variabile da 1 a 200).

» - V. — Tabelle di mortalita.
» VI — Tabella fondamentale deile rendite personali ed assicurazioni di

capitali, basata sulla tav. di mortalita di Florencourt o sul 4 "/, d'inte-
resse composto.

. E T iy . ' i
¥ i N ' el B
: [ Fat . g = o R Ry e 1) P I--:l LA
i Johe TR ok wiicn " e, 5 1af—
e b o s '.' - "{1 -} rt e =
Ths  Triail [l E apin ., L Ty Y T e L i
N =k I Twed L, e R RO R LR P e




102 PERIODICO DI MATEMATICA.

Tavora VIL — Tabella fondamentals ¢. 8 hasata snlla tavola di mortalita di
Brune-Fischer per uomini o sull’ interesse composto del 4 “fs.
s VI — Tabella fondamentale ¢, s, basata sulla tavola di mortalith di
Brune.Fischer per donne e sall’interesse composto del 4 °/,,
» 1X. — Valori attusli delle rendite 4 1K per coningt caleolali a caso dalla
tavola di mortalita di Brune-Fischer per uomini e donne e dol 4 of,,

Come si vede dall'indice riportato 'opera contiene in piceolo volume (118 page.)
tutto gquanto pud ceeorrere agli womini di affari, ed & seritta con lodevole brevita
e chiarezza.

Un appunto bisogna fare all'anonimo tradutfore. In gqmesto libro si trovano
barbarismi abbondanti come Valers. esborsarve, Va da sé. percento resto sostantivo
e simili. Inoltre gli esempi che nell’origingle i trovano giustamente ssmpre in
Maréhi © corone avrehbero opportnnamente potuto esser trasformati in Zire nella
traduzione italiana

-» Y

[T CONGRESSO

fra i professori di matematica delle senole medie d'Italia

promosso dall’Associazione ** Mathesis '

Napoli - Settembre 1903
Sala Prineipe di Napoli eencessa dal Municipio

L 3

Seduta inangurale.

Lonedy 14 setlembre, ore 11

Intervengono alla sednia inaugurale 'assessora AgRrESTI, rappresentantie il
sindaco ed il provy, Dr Luca APrILE, rappresentante il Ministro dell’istruzione
pubblica. Dei professori d" Universiia sono presenti il Dew Przzo ed il MowTrssxo.,

Assume la presidenza il prof. Berrazz, presidente dell’associazione * Mathess
per iniziativa della quale & stato indetto il congresso,

Parlano, vivamente applauditi: I1 prof, Brrrazzr, il quale ringrazia a nome
dell’associazione 1'on. sindaco di Napoli ed i) suo rappresentants, per Ip cortesa
ospitalith, e salota con bells parole gl'infervenufi: 'assessore AcresTi, che saluia
i congressisti a nome dal sindaco e del consiglhio comunals ed aungurandosi che i
lavori del congrasso siano d immediata efficacia per il miglioramento della scuola
ed il prof. Axopgo il quale a nome del comitato locale, porge il salatn ai pro-
fessori qui arvivati da ognl parte d'Italia.

Ll prof. De Luea ArriLy legge quindi wn telegramma gentile d’angurio del
winiskro Nasi, a In Presidenza si incatiea rispondere seduta stanie.

Il presidente indice la prima sedata, per i lavori del congresso alla ore 15,

In fine, il Municipio ba offerto dej rinfresehi ai congressisti.

Disensgione sal prime tema.
Laned: 14 settembre ore 15, marted) 15 settembre ore 8 1

Al principio dells seduta pomeridiana del 14 si procede all'slezione doll'ufficio
di presidenza che risnlta cosi coséitnito: Berrazzi, presidente: Axopnro, Fazzary,
vit:e-presidanti; Garrvoc:r, Mags, segretari.

o1 ‘inizia poi la discussione sul tema primo riguardante le cause del poco pro-
fitto che gli allievi delle nostre senole medie fanno nella matematica; & relatore il
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prof. Nawwer del R. Istituto Teenico di Bari. Anche nel eongresso si mono mani-
festate le due correnti per cui gia sorsero vive discussioni nelle adunanze parziali
di Bologna, Roma e Milano. Alcupi, come il Frarrm e il De Awmres, negano il
fatio del poco profitto, specialmente nel secondo biennio d’istituto tacnico, nel
guale & avvenuta una certa selezione degli allievi, per cui restano nelle uliime
classi 1 migliori ed i pia adatti: 1a maggioranza perd ¢ d'accordo coj proff. Ber-
14z21 e Fazzary, i quali dichiarano che la quistione & stata posta specialmentes
per quelle scuole nelle guali la matematics non & materia professionale.

Respinta la pregiudiziale sull'opportunita del tema, si discute la relazione
Nawsst ¢ se ne approvano tulte le conelusioni con modificazioni di forma in
qualche parte e con le seguenti aggiunte:

1*. 1l prof. Cerro rivonosce, come causa principale del poco prefitto, il troppo
afivllarsi degli allievi nelle scuole classiche a scapito dells scuole professional,
¢ propone quindi listituzione di senole commerecial; industriali ed agrarie secondo
i bisogni delle varie regioni. 11 CONEresso approva a maggioranza.

2* 11 prof. RozzoLixo, preside dei Liceo di Uampobasso, ritiene che |l poco
profitto che gh allievi delle scuole elassiche fanne nella matematica & dovulo in
gran parts al preconcetto che, approvati nelle materie letterarie, anche se meritanno
zero in matematica sono promossi 1o stesso; propons percid un ordine del £10rno
vol quale si fa voto che la matematica venga considerata come materia principale
anche nelle sconle classiche. 1l CONETESSO APProva a magpioranza.

3% 11 prof. GarLucer, in aggiunta alla relazione Nannei, fa notare che le canse
del poco profitto e le proposte per ovviarvi si possono ordinare secondo dus prin-
¢1p) pedagogici, il principio di continnita ed il principio dell'interesse. In base a
tali prineipii si possono fare aleuns Proposte, specialmente rignardanti 1inizio
dell’ insegnamento della matematica razionals.

Il congresso delibera che queste considerazioni e le relative proposte vengano
inserite negli atti in seguito alla relazione Nannei.

Discossione sol secondo tema.
Martedi 15 settembre ore 15, mercoled) 15 settembre ore B,

1l prof. Parariny, relatore del secondo tema, rignardaute Mestensione e i limiti
dell’snsegnamento della matemciticn nelle scuole medie, & aussente; perd il presidente
apre la discussione sulla relazione gis stampata e nota a totti j congressisti.

adunanze del congresso di Livorne e nelle adunanze di Bologna riguardo ai pro-
grammi di matematica, pongono due pregindiziali entrambs respinte dal congresso,
31 passa quindi a discutere sui programmi delle senole secondaria inferiori e s
approva guello proposto dal relatore, con lievi modificazioni di forma. Per le senole
secondlarie superiori, i professori Coxrr, Perwa, Dg Amcis, sono d'avviso che non
51 possa prescindere dallo scopo che ciascmma scnola si propone, e presentanc un
ordine del giorno in questo senso. 1] Congress0 approva a debole maggioranza
guest'ordine del giorno ed il presidente dichiara chiusa la discussione snl secondo
tema. I professori RozzoLimo ¢ BrrNARDI presentanc un ordine del giorno ol quale
si raccomanda al comitato della Mathesis di proporre all'associazione 1o studio dei
programmi dei licei e degli istitut tecnici, per le relative riforme,

Disenssione sul terzo tema,
Martedy 15 settembre ore 8, mereoledi 10 settembre ore 8 ed ore 15,

Frima di iniziare la discussione, il prof. CosTaxzr relatore del terzo tema,
Sulla convenienza di renders non obbligatoria la laurea in matematice per quelli
che si dedicano all’ingegnamento, di schiarimenti sn varii punti della sua relazione.

i approvano quindi due ordini del giorno, con i quali si domanda che non
solo la laurea resti obbligatoria, ma che sia reso obbligatorio anche il diploma
della scaola di magistero,
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Portata la discnssione sul miglioramento della scuola di magistero si fanno
varie proposte, le quali vengono riunite in un solo ordine del giorno preseniato
dai professori Frazriwi, Persa. Certo o Conrr, @ col quale si fannoe voti perche
si migliorino ulteriormentes le scuole di magistero secondo le proposte gia fatle
dalln Mathesis in altri congressi, e perché sia affidata una parte degl'insegna-
menti relalivi 8 valorosi n provetti msegnanti delle senole medie.

In ultimo il prof. Cgsamrmizz presenia alcune proposte per ]‘istituz'u)nr: di una
scuola di magistero anche per il primo biennio dell' Universita, 11 congresso prende
atto e propone I'importante guestione per il Prossimo tongresso.

Seduota di ehinsara.

Gioved: 17 setfembre ore 8 4,

Quesia sedufa & dedicata alla lettura delle comuvicazioni, terminale le gquali.
il presidente prof. Beirazzr dichiara chinso i1 111 congresso del professori di ma-
temativa delle scuole medis.

Nem 8i decide nulla cires il congresso fufuro,

Il Presidente aceeita, coms racecomandazione, la proposta del De Awois, di

tenere il IV congresso a Milano, proposta che verra messa in votazione per re-
ferendum.

Eleneo delle eomunicazioni fatie al CONEZTesS0,

Caxpivo. Sal giornalismo matematico elementare in Jtalia.

Frarrvi. Sul movimento con o senza deformazione.

BusTrrrr. Sul concetto di massa nella meccunica ruzionale,

biast. Sulle coordinate triangolari di ordime 2n.

De Awners. Sullequivalenza dei paralielogrammi equiangoli od equilateri.

Averrurr, Sulla fusione della geomeiria piana con la solida (letta dal presi-
demie prof. Brrrazzr),

Gazrvoer. Sull'indirizzo formale e sull’ indirizzo intaitivo nel fondamenti della
matematica.

Gartvect. Sulla costruzione dei coneetti dell'eguaglianza e dell’equivalenza
geometrica.

——
—

CORRISPONDENZA

Lil.mo Slg. Diretiore.

La prego d'inserire nal suo pregiato Periodico le seguenti brevi osservazioni
sulle Nuove considerazioni sulle permuiazioni del Dott, L. Carlini,

Le comsiderazioni che il Dotk Carlini fa intorno alle permutazioni di un dato
numero di elementi, comparse nell'ultimo fascieolo (luglio-agosto 1903) ebbi gia
I'occasione di farle anch’io risolvende Un problema sulla partizione dei numeri.
(V. fasc, settembre-otiobre 1802): Ivi & ancora completata la determinazione del

numero delle permutazioni che presentano un dafo mumero di inversioni, che
il Dott. Carlini dichiara difficoltosa,

Ring.raziandola della ospitalita accordatami mi creds
Falermo, 22 settemhre 1902,

Dorr. Gasrare Migrosr
(5. Apostine, 33).

Growio Lazzerr — Dirvettore-responsabile

Finito di stampare il 14 novembre 1904,

----
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INTORNO ALLE SINBOLARITA DI UNA FUNZIONE
DIPENDENTI DA QUELLE DI PIU FUNZIONI DATE

Un notevele contributo allo studio delle singolariti delle fimzioni ana-
litiche ha recentemente portato il sig. HADAMARD con un importante teo-
rema, (*) per mezzo del quale, data una fonzione mediante il gno aviluppo
in serie di pofenze intere e positive della variabile, si pud, seomponeacdo
opportunamente 1 coefficientl, conoscere in molti casi le singolarita della
fumzione data, per mezzo delle singolaritd di note funzioni.

Il teorema di HADAMARD s1 pud enunciare:

Siane dute due serie di potlenze

(1) (g =+ @yl 1 (e -+ .. . @™ 4. ..
(2) b.r_. == blﬂf - bEaTs e O — | L,

convergenii in cerchi aventi per centro Porigine e yer ragqi vispetiiva-
mente B ed R' e rappresentanti ivi due funszioni o (x) e ) (z). La serie

by - @by -} agbge® . .. T Qb 4-. . .,

ar cut ciascun coefficiente € eguale al prodotio dei coefficienti corrispon-
dentt delle serie (1) e (2), ha il suo cerchio di comvergenza di raggio al-
meno equale ad RR', e rappresenta i una funzione f(x), la quale ha
(¢ cio dn tulto il piano) per soli punti singolari possibili (*¥) quelli che
st ottengono moltiplicando le affisse dei divers? punti singolari di w(x)
per quelle det diverst punty singoleri di W) (x),

La dimostrazione del teorema di HapaMARD, fondata sulla considera-
zione di integrali curvilinei, venne in segnito semplificata di molte dal
sig. BOREL (***) con la considerazione dell’espressione analitica

oz

L q;*(:rzj FJJ. (%—) —

ane Z

della funzione 7 (x) sotto forma d’integrale curvilineo (esteso ad un con-
torno C che separa i punti singolari di o (#2) da quelli di b (=)

(") J. HADAMARD, Thdorema awr ies series enfieres. * Comptas rendus, , t. 124, pr. fem. 1897; e
* Acta math,, , . 22

(**) Perehe qualeuno di queski punbi pob essers snche punto ordinario della fanzions flz), e
cio quando dipenda da pib eoppie a, g: o', §: ... di punti singolari rispetlivamenta di o (=) & w (),
tall che sa aff=a'f' —, ...

(**") . Borey, Swr les singulaviles des series de Taylor, “ Bull, de la Soc, math. de Fr,, , 1. XXV,
1897, pp. 288-248,
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1! teorema di HaDAMARD ha dato origine ad un importante teorema del
sig. HurwiTz, (¥) mediante il quale da due funzioni, regolari nell’ intorno
del punto ail’infinito, se ne ricava una terza che ha per punti singolari
quelli che si ottengono sommando le affisse dei diversi punti singolari
dell'una funzione con le affisse dei diversi punti singolari dell’altra. Il
sig. HorwiTz dimostra il suwo teorema considerando un certo integrale
curvilineo doppio, e gi limita semplicemente al caso in ¢nil le due fanzion
date abbiano soltanto singolarits polari di prim’ordine.

In questo studio ¢i proponiamo: 1° Dimostrare il teorema di HURWITZ
in easi affatte generali, con lo stesso metodo segmito dal sig. BoreL nella
dimostrazione del teorema di Hapamarp; 2° Studiare le singolaritd di-
pendeunti da singoelarith polari od essenziali isolate, calcolandone la carat-
terigtica; 3° Dedurre con una semplice generalizzazione del teorema di
HADAMARD un feorema pilt generale di guello acceunato dal sig. BorEL
nella sua memoria; 4° Mostrare come una opportuna legge di combinazione
dei coefficienti di nna serie di potenze conduca al metodo di HapAMARD (#¥)
per calcolare i modoli dei poli successivi di nna funzione meromorfa, A
questa quesiione accenna fugacemente I’ HurwiTz mnella sua citata me-
moria.

1. — Teorema di Hurwitz.

|. Siano due serie di potenze

f _ L1y Ly
] 2 !
( ) P m‘i RIS :L.n-{-l
(E) b‘ﬂ bl I bﬂ
7 m! ya s ot

nulle per X =, convergent? all'esterno di cerchi avenii per centro Uori-
gine e per raggi rispettivamente R ed R’ e rappresentanti ivi due fun-
ziont p(x) e ) (x). La seric

: - ' it 1
@ 3 [abat nabe + (  Jbes o aata)

n—g0

e convergente allesterno di un cerchio di centro Uorigine e raggio al mas
semo equale ad B R’ e rappresenta ivi una funzione f(x) la quale ha
(€ cid in tutto il piano) per soli punti singolari possibili quelli che si ot-
tengono sommando le affisse dei diversi punti singolari di o (x) con quelle
dei diversi punti singolari di D (x).

Se R ed R’ sono i raggi dei cerchi di centro l'origine, all’esterno dei
quali convergono rispettivamente le serie (1) e (2), si ha

n

Vau |<B,  |Vb, |<R  (n=1,2,...)

I) A. Hurwirz, Swr un théordme de M. Hadamurd. * Comptes rendus, , t. 128, pr. sem. 1899,

(") J. Havauawrp, Essai aur Péude des fonctions donndes poy leur de
= . pay vé ement de Taylor.
Journal de Math., , Série 4=, {, VI, 8%, < - d
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guindi abbiamo per n=1,2,....

1

-

‘ f/‘”’“ e B0 ( ) agba-z + - - - + by

¥

= Vl by |1 | @b, (

ro

)agb.,_ng. - agby

e |

by + Nyl + ( .

2

J |, a| - o]

o 2

< VR’“ 1 uRR% ( ’;) R*R“2- ...+ R —R } R’

se ne conclude che la serie (3) converge all'esterno di un cerchic di centro
Porigine e raggio al massimo eguale ad B+ R/
Congideriamo ora le due serie réspetto alla variabile z

g m

';.[il'."——-ﬂ}—— )

by
‘IJ(E)_E | A EEI

convergenti rispettivamente per |x—z | >R e |z| > R, Essendo
je—z|> || —|z]
& a fortiori la serie ¢ (@ — z) convergente per
lz]| < | 2| — R,

cioé dentro il cerehio di centro Porigine e raggio |2 | — R. Qnuindi i
punti singolari di ¢ (# —z) cadranno all’esterno del cerchio di centro
Porigine e raggio | @ | — R, e i punti singolari di { () all’interno e
sulla circonferenza del cerchic di centre 'origine e raggio R

Supposto |« | — R >R/, ossia | 2 | > R 4 R, dimostreremo che la
somma della serie (3) si pnd mettere sotto forma d'integrale.

Ordinando o (@ — 2 seeondo le petenze di 2z, si ha, all’interno del
cerchio di centro Jorigine e raggio | x| — R,

) i 11;_] r :. 7 ) ‘ (1) I‘)
vt =g @ — L T B 4Ty

Avendo supposto | @ | —E}R’, & determinata dai due cerchi di
raggli | | — B edt B’ una corona nell’ interno della guale non cade
nessun punto singolare della funzione i 2

o 9 ty—bigy -
tP(:c—z}rp[zJ_—( b7 -+ Dy q!_.__) | : }

: ¢
I).]. i === bﬂﬂ _{_" ‘ fpu tP.m
| pc . ...—|—(bn2! By 37 )z
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Lungo la eirconferenza C d’un cerchio di centro Porigine e raggio com-
preso tra | @ | — R ed R/, queste funzione & determinata e finita. La
serie a secondo membro ¢ uniformemente convergente rispetto a z e si
pud integrare termine a termine lungo €. Si ottiene

_— , M 1
butp-—b,f! | bgzl—-.._ﬂ___,f:p(:c—z)dl){z)ﬂz.
L

A

Ora ¢ noto che se il cerchio di centro x e raggio r appartiene al
campo di| regolarita della funzione @ (2), ed M & il massimo modulo di o (@)
gulla cir¢onferenza, si ha

: n!
5 () | <5 M
supposio 7 = R’ sarda |2 | =R -+ R’ e avremo per tali valar: di a

| 5. | [ @™ ()| M| b,|
nl < pn

N : D 4 ; .
ma 72 R, quindi la serie ¥ — & uniformemente convergente per tali

1]
o

valori di|wx, quindi sard anche uniformemente convergente la serie

! "

bu:P'_blT! Jr bi;' ' ey

e potremp ad essa applicare il teorema di Weierstrass sulle serie doppie;
AVIemo

N

botp— by 7 + o gy — <. =

T

U ) PRR SR, [ S

[ 4}
=3
n=10

guindi

fx)= g; j .q:r (@ — 2) 1 (2) dz.

Quests espressione anslitica di f(a) permette i farne il prolunga-
mento anglitico e di determinarne 3 punti singolari possibili,

Uancelliamo 1 cerchi di raggi |2 | — R ed R/, e per ogni valore di x
fisgiamo syl piano z i due insiemi di punti singolar: di g (@ —2) e 1 (2).
Deformiame allora il eerchioc € in wna maniera continua, ed in modo che
durante qpesta deformazione la sua circonferenza non traversi nessuno dei
punti singolari dei due insiemi. Sia €' una forma di ¢ durante gquesta
deformazigne. All'interno dell'area determinata da C e (U la funzione
9 (r—2z)(z) di z & regolare, e guindi

fﬂF(ﬁ?——z)'lJ (Ef)dﬂ=fcp(g:-——z)¢(e:)dz.




Pogsiame donque deformare, nell’accennato modo, il eontorne dinte-
orazione senza che il valore dell’integrale si alterl,

Fissata allora in tal modo la forma di C, facciamo muovere @ nel suo
piano, in un modo gualungue. Si muoveranno con esso 1 punti singolan
di @ e potrebbero {raversare il contorno C, nel gual caso nulla puo dirsi
del senso dell’integrale. Se perd si fa muovere & in modo che 1 punt
gingolari di  non traversino il conforno O figsato, I"integrale non cessa
d’avere senso mella nnova regione o, e si avra i prolungamento analifico
di f {;1‘).

B evidente che si pud contemporaneamente deformare in modo con-
tinuo C con la condizione che esso non traversi mai aleun punto singolare
dei dne insiemi. e far muovere x con la condizione che i punti singolari
di @ non traversino le varie forme di €, purché si escludano le posizioni
di @ per Je quali an punto singolare dell’un insieme coincida con nn punto
singolare dell’altro. |

Sia ora z=—z un punto singolare di p(xr)e #=pf un punto singoiare
di { (&), saranmno

z=—gq@ — e g

punti singolari rigpettivamente delle funzioni di z @ (v —2) e ¢ (z); ®

i 19—B

¢ la condizione necessaria perché un punto dell’insieme dei punti singo-
lari di ¢ (2 —2) coincida con mno di guelli dell’insieme dei punti singo-
lari di 1) (2).

Pertanto si potrd sempre realizzare Ja doppia condizione di deformare
il contorno d’ integrazione senza traversare punti singolari dei dne Insiem
e spostare z in modo che i punti del primo Insieme non traversino 1l
contorno, purché si evitino 1 punti

r—=a B

Dunque i punti g —§ sono i soli punti singolari possibili della fun-
zione f{») in tutto 1l piano.

Abbiamo detto che i punti z -3 sono punti simgolurl possivifz della
funzione 7 (x) perchée gualche punto » - pnd essere anche punfo ordi-
nario della 7 (i) e c¢id gquande dipenda da pit copple % g ph ses £l
punti singolari rispettivamente di ¢ (%) e (). tali che ma

u—I;B:m'+B'=...

Notiamo ancora che lorigine si comporta come qualungue altro punto,
e quindi si pud concludere che se esso & punto singolare di una delle
fanzioni ¢ (2) e § (x) o di tutte e due, la funzione f () avrd rispettiva-
mente per punti singolari anche guelli della fnnzione regolare nell’origine,
o gquelli di ambedue le funzioni ¢ (z) e P (=)

o o
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2

Singolurith polari ed essemziali isolate.
Determinazione delle caratteristiche.

2. La funzione del teorema di HADAMARD =i pud oftenere dalle due
funzieni date mediante un’operazione funzionale distributiva tanto rspetio
a ¢ (@) quanfo rispetio a W (@).

Consideriamo infatti nna delle due fonzicni date, per esempio la g (%),
come fissa, e l'altra, cioé la & (¥), come variabile; la funzione f(z) del
teorema di HADAMARD si pud oftenere dalle due funzioni date mediante
un’operazione funzionale A definita mediante la funzione fissa g () ed
applicata alla fonzione variabile  (z). Quest’operazione & distributiva ri-
spetto alla funzione variabile { (z), ciog, se s1 pone

L]J—_—' 1—|‘!l-|ﬂ—|‘---_[“'¢k-

e se ¢ denotsa una costante, &

fle)=A)=A )+ A (bs) | ...+ A (by)
A (ep) =-cA (b);

pid 81 vede immediatamente considerando la funzione f(wx), per esempio,
botto forma d’integrale eurvilineo, Tnoltre Poperazione funzionale A &
Histributiva anche rigpetto alla funzione fissa o (x), cioe, se si pone

P=¢1 T QaT -1 P,

s g1 chiamano A,, As,...A; le operazioni funzionali analoghe alla A e
fefinite rispettivamente mediante e, 4g, ..., %1, possiamo otienere la
pperazione A come somma delle operaziomi A,, A, ... A;. 108

A=A ({{)+As () + -+ 22(d);

¢in rliseende ancora dalla forma sottn cul possiamo consicderare la {un-
zone [ ().

Quento abhinmo detto per ln funzione del teorema di HaDamarD i
potrabbe ripetere per la funzione del teorema ci HURWITZ,

J. Cid posto, chiamiamo geunericamente con *

i (e, )

tna delle due operazioni funzionali mediante le quali si ottiene rispetti-
ramente la funzione del teorema di HADAMARD o di HURWITZ: e con Y
Ia singolarita della fonzione H (g, 1) dipendente da una singolarita o di ¢
¢ da mna singolarita § di . Suppenmiamo che si abbia

i

il

$=P - Ps
¢=' -"-pﬂ:




A falbibe u =

dove g abbia in o la stessa singolarita di @ e ; in § la siessa singolarita
di O, ¢ gy & s s18N0 regolari rispettivamente in a & §. Per essere

H (e, ) = H (g1, $1) + H (93 $2) + B (0, b1) + H (a5 Pa),

e le fanzioni H (g, bs)y B (ge, $r)» H (s, 1) regolari in ¥, avra la fon-
zione H (¢, ) nel puntoy la stessa singolarita della funzione H (eps, th)-

&£ — : ¥

1 1 g ;
(Cosicche, se gl( ) @ gg( — ) gono le caratteristiche delle s1n-
solarita polari od essenziall isolate ¢ e 3 rispettivamente di o (x) e § (@),

avra la funzione H (p,4) in y la sbessa singolarita di

H (g1, gs)-

Ne concludiamo che la natura della singolarita y della funzione H{q,L),
dipende essenziaimente dalla natura delle singolarita o ¢ § rispettivamente
delle funzioni « () € 1 (a7).

Fondandoei sn guesto principio. potremo determinare la natura di
ogni singelarita delle funzioni dei teoremi di HaDAMARD e di HORWITZ,
dipendenti da singolarita polari od essenziali isolate delle funzioni % ()
e & (x), e caleclarne le caratteristiche.

Esaminiame separatamente le due dette funzioni.

4 PFUNZIONE DEL TEOREMA DI TADAMARD, — Premettiamo un breve
calcolo: Sa

T{T)_{m_m)fp?

dove A & una costante, p un numero intero. Nel cerchio di centro 1'ori-
gine o raggio |e|, 5 ha

w(m)—(mim)p—( 1)":_?.1%, (P | : ]) (E)n;

ok

o sp mel cerchio di centro Vorigine e raggio R’ si ha
0
L!J [;ﬂ.:] = 2 bnﬂ’mr
a3 b
BV I8no IlE!] I.’:E]'[':h;rﬂ ﬂl E‘-EUh‘D 1’:}1‘]'_'13;}_]15 a rﬂﬁgim ﬁ,lmeng E‘-;—'}'HFL]E i | o ] R'

fr_:r)z(_m‘ii (}J —|—:—1) b (ﬂ")ﬂ;

ﬂl' n=n >,

&
(—1)pPA dr [ % @ ]
f(ﬂ)__(p—].)!ml’dm?“ <l (‘;) -
(i posto, supponendo che s ablia |

B
'-I’ ['1") — (ﬂ-‘ — ﬁ}fi J
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dove B é una costante, g un nuwmero intero; avremo
(—1)PAB v [ v ]

)= 1) T dor bz — ap)n)’
Suppomiamo ora che sia p << ¢; avremo
an= b 1ﬁ11 -1 I })_1) pl =32 Ejl-'*‘ = P2 Bp—ﬁ I
(:1,—.:15)" Jf—xiﬂ ) ( 1——-11:1)'1 -1 +( ) i:ﬂ?——aﬁ]q_’ SRR +
p—1 1
) b

sostituendo e sviluppando 1 calcoli si ha

’frﬂﬂ——ﬁ) (Pgl)z"—iﬁp*l | (Q+P—5) [P—l) 2 fr—?

_— t p—] p—1
f[.:"}—A.B{ (m_z[j:,qq—p—] i (CI’——EIFJJH""E I }
—1 g—1 —1
s ()
] I';I‘—-mﬁ'lﬁ_l ' (:;‘I.‘———if.’; I ] .

Se fosse p = ¢, si avrebbe
() () ) (7 e

g—1

7 (:r:}=—fLBl oz | (@)t =t
Ao aere (o))
T maym T @—ar )

Le due formole coincidono gnando p =g.
b. Sia ora @ — 2 un punio singolare essenziale isolato della funzione

p (z), &
1 A
& (;:c—u.)_ = (o —a)

serie 1ntera convergente in totto il pilano eceetto che in 2. la sna carat-
teristica; sin @ = [ un punio singolare essenziale isclato di b (), e

1 3 B,
e (:1:— [j) ~ 5= (®@—BY
la sna earatteristica.
La funzione
fla) = A (. ),

definita mediante Poperazione funzionale A (n. 2), avrd in «ff la stessa
singolarita di

A (g4, ga),

r.) , in serie di potenze in

d: A (g4, g) ne

: 1
& lo sviluppo, G (-T:—r.:z

— 28

sara la caralteristica.
Pogsiamo dimostrare che 'operazione A, definita mediante g, ed ap-
plicata a g, € distributiva tanto rispetto alla serie gy, quanto alla serie g,.
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Poniamo, infatti, VYoperazione A sotio la forma di integrale curvilineo;
g1 ha

, 1 1 2 dz
Ao 9) =g | & (mz—m) “ (1'—153) 2’

C

: ; 1
i1 contorno O dovendo comprendere 'origine e il punto singolare fisso —

B

di gg ed escludere 11 punto singolare mobile % di gy, e Vinfegrale rappre-

senta una funzione regolare in tutio i} piano &, tranme che mel punto
®— aﬁ. Lia serie

( 2 Bz Baz® |
G\T—gz) _ 1—pz ' (1—p2" "

1 . :
per tutti i valori di 2 Jiversi da — e uniformemente convergente rispetto

a 2 sul contorno C, che nor contiene ?’ ed i suol termini sono integra-

bili Jungo il medesimo contorno: la fonzione % poi & finita lungo fubil i

punti z di C, che non contiene 1—:_— . né Yorigine. Si pud pertanto integrare

termine a termine lungo C ed ottenere

oo

A (g go)= Z A (ﬂh (e % B)J')’

la quale dimostra appunto la distributivita dell’operazione A rispebto alla

serie §g.
In maodo del tatto analogo si vede che l'operazione A. e anche distri-
butiva rispetto alla serie gy; si avra quindi

- o o A-l B]
A (gl:- gﬂ) T JEIEI A ((“‘[}' o Dt:}l ) (:11" L B}j) ’

ed & indifferente estendere la sommatorin prima rispetto ad 7 e pol Ti-

gpetto ad j, o viceversa.
6. Applicando le due formole del n. 4, 81 ha

m I i (‘1‘%"?-—-9) (jf—— 1) ot -
A(_g“yg)_—:-——}jﬁl EJBJ §—1 {) 't

=1 L [:I‘ - Eﬂﬁ:}1+j__i
-i—}—j-——?:)(j-——l {6 g (z'—l (j——]' s
I(j-—-i 1)“ # 1 | j._.l) '_1)“ l

I '+-i_{.ﬂ;__:ﬂ_w:d I +;- 3 Ezi:_l il
+33 o ) )“j_jbi_lJr(J i )03 ) -

(7 — By @— oy

j—1 ('i—-l i
g 1 =1}" L &

. 1
(2 — 28} = S x— af)’

I
S

1 B =g T e - : :
o et S Fige 1 i el T g | ' T | b b Thmwinl NN
L= 2l - o r - r R . i3 -
W hﬂ':"""'""n o L i ey e T By g = S _-‘!' W
e R Pt ) TR A R 1 . e ] ’

A A

g o . - .
.'L‘ .r 50 j .ll'"hl-l-I LT I . "'l'_ K -'":‘_ L} . L
s W e A | i —1 1 - ey o
-:ﬂ.!-t b W - rk- A [ : = ...'." N ey e - .-.-.'1- e ": -y
F' . -t b ] LB L 1= T Cla s, | e e e R 2y ERa

...
", e -
.*:'.';"1:.'_'.“" e

A
2

=
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dewe, se ! & pari, si ha

1
EX =N L (=B .
fl) U]:__;:E;Ai (i——-].){B];] (‘H——‘l) ﬁ]_H_,. o' IEIJ -
] i—1 [ g o i1 Bfﬂ—l-i-‘# i t—1 B]"iﬁ"l |—3 £1=1 -
—2 Al Uo) R v (D)) s
1_—_?+1 ! H

© 8¢ | & dispari
I+

4 A | J Vo Bl—i+:-]
2 = (Rt . =i -1-1
l =1\ P i—1 Bi—iys . 1—1 Bl—i-[—"} ;G —
¥ )i . | i
:EEAJ (3‘ - I)l& r=1 (‘-"‘—1) gt T _I_";,_El_l(y — 1)@+ '8
E £

.
v

In tal mode veniamo a ocsleplare la caratteristica di una singolarita
dipendente da due singolarita essenziali isolate. Per mezzo dj queste stesse
formole 8i pud inoltre caleolare la caratteristica di una singolarith dipen-
dente da una singolarita polare e da wuna singolaritda essenziale isolata, o
da due singolaritd polari. Bastera porre O al posto di guelle A ¢ B d’in-
diei superiori all’ordine del polo ¢ e B rigpettivamente. Per es., nel primo
C480 accenuato, se # é mn polo d’ordine P di p(2), con la caratteristica

»
= [_rii @) € § una singolaritd essenziale isolata di $ (), con la carat-

=]
T - v i SRS
teristica ) = jB)j » per la caratteristica della singolarita w8 della fun-
J=1 \E—
zisne f(x), si ha Vespressione
i P C“l Ap —1] §. o (! f
G( ) 2 3 > = ; i
—#B T ae—@ P e—ar T
dove O ha una espressione analoga alle (1) e (2); lo stesso dicasi per ), *
*slv che la seconde sommatoria & estess sino ad i= p: Iimalmente
2 a (=N fad (F—1\Basp)
—— . " O i n—i [Fe—1 o
-7l
Non entrando in pift minuti particolari, deduciamo solo dalle formole ,;
(1) e (2) guanto segue: S
1°. Se u e § sono singolarita essenziali isolate rispellivamente delle fun-
cumi @ (x) e b (x), sard in generale al singolaritc essenziale isolata della ’
funzione f (x). i

2. 8¢ a & un polo della funzione p(x) e B una singolarita essenziale
sioluta della funzione b (%), sarad in generale 23 singolarita essenziale iso- i
lnda della funzione f (x), '

3% 8e % & un polo d'ordine p della funzione @ (x) € § un polo dor-
dine g della funzione (x), sara in generale o un polo d'ordine p+q—1
della funzione f(x). Basta osservare che dalle formole (1) e (2) & ricava
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C,=0 per I>p-+g—1, e il coefficiente C,.,., della potenza

: .1 . —2
(_p I {q l}ﬁa‘ima d1 ﬂf—ﬁlﬁ, che & Eguale & '_APBII (P;—i] )g;l‘*—'1 ﬁq—ll_

' 2
oa —AB, (P }" il )a.“*“ Ge—1, secondoche p=¢ o0 p<q, ¢ certa-
menie diverso da zero.
4°. In ogni cago il residuo &
— A B,

ossia: Il residuo di 1({x) nel punto singolare =p € eguale al prodotio cam-
biato di segno det vesidu nelle sengolarita o e § delle funziond @ (x) e & (x).

1 da notare inoltre che nella espressione del coefficienti della caratteri-
stica (G entrano un numero finito di coetficienti delle caratteristiche ¢, e gu.

7. Abblamo implicitamente ammesso che la singolaritd »3 della fun-
zione f(x) dipenda da una sola singolarita o di @ () e da nna sola sin-
golaritd § di ¢ (x); se perd la singolarith ¢ 8 dipende da pil singolarita
sovrapposte, dipendenti da punti singolanm &, 2, 2", ... d1 ¢ (x) e da punti
singolari §, B, 0%, ... di ¢ (@), tali che sia

AL P"Li,} = 2}, (i=1, 4,...)

pud il punto «8 essere per la funzione f(2) un polo o financo nn punto
ordinario.

A proposito di una singolarita af dipendente da singolantd polari, no-
tiamo:

Se ¢ (x} ha nei punti o, o, ..., o™ dei poli rispettivamente d’ordine
BPy- PP e d(x) ha ned punti §, 5, ...,p% dei poli rispellivamente
d’ordine o, q'y...,q"%; se inoltre

(1) W B0 =B, (i=1,2...,k)

e se ancora ¢ p® 4-qV @ massimo untco della successione pV 4 q¥ per
le varie coppie di puntt (1); & af wn polo d'ordine p + ¢V — 1 per la
funzione 1 (x).

Se poi pY + g mon fosse un massimo umico, allora 1(x) potrebbe
agvere in «f un polo d'ordine minore di p¥ - ¢ — 1, ¢ in particolare
essere anche regolare in af.

8. FunzioN® pEL TEOREMA DI HURWITZ, — 51 supponga dapprima

che s1 abbia P "
; »
PO=—p YO =@—p

dove A e B sono eostanti, p e ¢ numeri interi. Fron dei cerchi di centro

Vorigine e raggi |~ | e |§| s1 ba mspettivamente
— — A X )
Y (33) (:E . E)p ey (.P —1) g1
E o n \ Bn—ﬂ—l'l
a) = =D ( -
lb{'j) (m_BJq n:‘::':*—l q_l.r' m:n—l—-i
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81 ha quindi fuori del cerchio di centro Vorigine e raggio la4B|:

romin § (1)) e

D et ) et

2t 2, )

= n\ [n—g-+1\ (a—f-B)n—r—ats
—AD n:p—zl—q—-? (ﬁ'——l) ( P—-] ) g
— P‘l‘!?‘—'g 2 n (o—-f)—r—a2 -
._-A_B( p—1 )E:IEq—-! (P‘,‘Q'_‘i') xtl :
g1 ha grindi .
_[(PHg— 9) _
7 )= ( p—1 |2 — (z -+ ﬁ)JP‘Hl—l

9. Sia ora » — 4 1un punto singolare essenziale isolato della funzione
¢ (z), con la caratteristics

gl( 1 )—-E A,

L-—q 3=t (ﬂ?_'ﬂl)i ?

¢ T=f un pmito singolare essenziale isolato di  (2), con la caratteri-
stica

fa (m,l_ﬁ) _E:: (mﬁﬁy ’

Lia funzione del teorema di Hurwrirz

F{@) =18 (g, ),

ottenuta dalle dne fanzioni date, mediante nn’operazione funzionale di-
stribuliva B, ayra in 2~ la stessa singolarith di

B wl 3 ﬂi)

1 ) in serie di potenze in = i
©—{a—F B/ S P
B (g1, ¢s) ne sara 1a caratteristica.

Potremnmg dimostrare, analogamente a quanto abbiamo fatto per I'ope-
razione A al n. 5, che l'operazione B, definita mediante g, ed applicata

& fa, € distributiva tapto rispetto alla serie gy, gquanto alla serie Gy, 088ia
che si ha

e lo sviluppo, G’(

W o A B,
Blgy, gy =23 EB( :

Z\i?
=1 i=1 Eﬂf —ar ) (5"3

)

10. Applicando la formola del n. 8 si ha

Bgr,g)=3 3 (172 A;B, 5 G
(9" :9) ( $—1 )(Z._(E_i_ﬁ}]i—f-j-‘l El[ﬂ:*——-(i—}—mjn

=1 j=1
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dove 81 ricava
g
(1) =2 (; 1) &iB

=]

Veniamo in tal modo a calcolare, anche per la funzione di HurwiTz,
la caratteristica di nna singolarita dipendente da dume singolariti essen-
zial 1solate,

Per mezzo dy guesta stessa formola si pud incltre calcolare la carat-
teristica di una singolaritd dipendente da una singolaritda polare e da
una singolaritd essenziale isolata, o da due singolaritd polari.

Dalla formola (1), deduciamo delle conseguenze perfettamente analoghe
a gquelle dedotte al n. 6:

1%, 5S¢ o e § sono singolarita essenziali isolate rispettivamente delle
funzioni @ (x) e ¢ (x), sard in generale « + [ singolarita essenziale iso-
lata della funzione f (x).

2°, Se a ¢ un polo delle funzione ¢ (x) e B una singolaria essenziale
isolate della funzione 1) (x), sara in generale o -+ B singolarita essenziale
isolata della funzione { (x).

3. Se a & un polo d’ordine p della funzione o (x) ¢ 8 un polo dor-
dine ( della funzione (x), sara in generale g § un polo dordine
p +a—1 defla funzione f(x).

1

I1 coefficiente della potenza (p - ¢ — 1)esia i = Ta Eh) nello svi-
luppo della caratteristica della singolarith o8 di /(x) ¢

P g—2
Cp+q-1=( p—1 )APB"]?

certamente diverso da zero, e per | >p—+q—1 si ha C,=0.
4%, In ogmi caso il residuo &

A B,

ossla: Il residuo di f(x) nel punto singolare w B & eguale al prodotto
dei residud nelle singolaritd o ¢ § delle funzion? +(x) e =(x).

Il. Vale anche per la funzione di Hurwrrz Vosservazione che abbiamo
fatta al n. 7 e il teorema che ne abbiamo dedotto.

3. — Generalizzazione del teorema di Hadamard,
»

12, Oltre alla accennata espressione analitica sotto forma di integrale

curvilineo, della funzione del teorema di Hapamarp, ne possiamo dare .

ancorg un’altra sotto forma di integrale curvilineo doppio.
Siano g(z) e Qft) le due funzioni regolari rispettivamente nei cerchi
di centro l'origine e raggi R ed R’ (inciuse lo circonferenze), rappresen-

tate quivi dagh sviluppi
W@ =Zaz |,  gt)=Fbm;
0 o

i pia = 21 A
.-I-._.ﬁl=.. - i 3o o

; =
Pty =
o Jd

e

C |
#r
AiE
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per | | <RR' |'integrale

1 9(2) (t) dz dt |
(1) (27;2’)“”[ f : zt — x

preso Inngo le circonferenze |z2|=Re|t|=R,¢é svilappabile in serie

di potenze intere e positive di = ¢ rappresenta per consegnenza una fun-
zione olomorfa di 2.

Infatti, per | 2 | <RR'. & ha

w(z) b(t) dz dt o mtegrando {

ermine a termine lungo i contorni |z[=Re
It | =R, dove le funzioni

%(2) e ¢(t) sono finite, si ha

1 f/‘fp(zﬁ b(E) dz af 1 = | /.:p[g) 100) da
(EEE_,J; A 20 — a T (Qﬁﬂﬂ - ) '

=3 Zr Tl fu-tl
Il prodotto ¢(2) b(¢) si mette sotto forma di ung gerie di polinomi omo-
genel P,

EP(,E’} (I_I(t) —'—'_kEG Pk —— Eﬂ (ff,ﬂ bk ﬁl —I'— 15 bk_lz A + e + LE5n bﬂ zk},

dei gradi 0,1,2,.... inze ¢, ed essendo

ffgzca: [Cmi® per p—=1ey—=1

In ogni altro easo,

.pel caleolo dell integrale

f P2) 4(t) dz at

o+l frtl

basta ritenere solfants dei polinomi Py guello

P

di grado Zn. cioé
== fly by, i by, zt30—1 n by 2™ ;

moltiplicando per dz dt, dividendo per ze+1 gt
couferenze | z | =R e|t| =R, si ba

" [ol2) b(t) dz at P,, dz di i
_/ 201 fn-f - zot) a1l (2“3-} n by ;

qundi per | g | <RR' Vintegrale (1} i sviluppa

e mtegrando lungo le ¢ir-

nella serie
L )
2 a,b, ot
n=1rmn

13. Notiamo ancora

che se una delle funzioni date ¢ regolare nell’ in-
torno (dell'origine e rappresentata 1vi, in un cerchio di raggio R, dalla
serie

'Jp(ﬂ?):ﬂu_"ﬂlm‘,‘ﬂﬂiﬂ‘]‘”'ﬂ
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e ’altra funzione data & regolare nell’interno del punto all’infinito e rap-
presentata ivi, all’esterno di an cerchio di centro l'origine e raggiwo R/,
dalla serie

: bj bﬂ
K, TP t | |
la smerie
tobrg 4+ aylnr - aghax® 4. ..

R
ha il sno cerchio di convergenza ci raggio almeno eguale ad T 0 © Tap-

presenta ivi una funzione f(x), la guale ha (e ¢id in tutto il piano) per
goli punti singolari possibili quelli che s1 ottengono dividendo le affisse
dei diversi punti singolari di g(a) per guelle dei diversi punti singolari
di ().

Cié si dednce immediatamente dal tecrema di HADAMARD con urn sem-

T ; o i
plice cambiamanto della variabile > della seconda funzione, 1n Pt Inoltre

siccome questa trasformazione, come facilmente gi pud mostrare, non altera
la natnra dei punti singolari, si possono dednrre anche per la funzione f{x)
le consegnenze che abbiamo tratie al n. 6.

14, Cid poste, slano

91 (21); @a(22),. .., 0 (2)

p funzioni delle variabili 2, z;,..., 2, regolari nell’interno dellorigine,
e rappresentate ivi, nei cerchi di raggi rispettivamente Ry, Ry, ..., By,
dalle serie

] L £ = ]
a2 Damz®, ..., N Gt
1] i 1

slano poi

Dy (Ba)y e (fe) 5. . o 5 g ()
g funzioni delle vaviabili ¢, 4;,...,¢,, regolari all’ infinito, e rappresentate
fuori dex cerchi di centro 'origine e raggi rispettivamente Ry, Ry, .. R,
dalle serie

:1 “111 -':1 hﬂh = E‘:'q'n
el W . i .
i F‘ g0 3 IT' tqu ?
posto
L ! 4 ! 3 !
t— =) X i
‘Il ﬂ'g 1.{-'1

la funzione rappresentata dall’integrale

1 1 I
1 /';Pl [E|]!Fg[i'3]...ipi,[£p]q-‘1 (?D '432 (E) '-|-|q (‘T ]dﬂ'l iz ...IiEFEi.I-'l dﬂ?‘;lu.l!fﬂ:'q
o lrli

(2na)p+o e T PR o Lo o TR o et 2
(p4 @ 1
esteso lungo le circonferenze |z =Ry, |23 =Ry, .. ., || =R, |®&|= R’
1
1 1 : :
2N =R [ = R © che & rappresentata dalla serie
I N

o
E ﬂlnﬂﬁl‘ A & oA 'ftpnblnbﬂn FoE o bqnmn
0

g e el Ty ot

i

e | e | i
=

e

e s
et

i g
i

LY R Wi Ty B e Fatt . L] =L
w g ¥ i L] b i - | 1 W L] ™ e,
:n;"; ':I" ] :.‘..[:.L[ o Pt 1 1 gl B e o =
o Fl i
- 'r - E
e o & 1=
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nel cerchio di centro I'origine e raggio almeno eguale a

R,Ry ... R,
.I'IRfH . R,q ?

ha per soli punti singolari possibili, in tutto il piano, i punti della forma

e e
Burpae - « - ot
dove #,; rappresenta genericamente un punto singolare di %, (%), ed ana-
logo sigmificato hanno ay,. .., firs ..., € siamo al grado di potere deter-
minare la matura di ogni punto singolare w, dipendente da singolarita g
e @ isolate.
I5. Pili generalmente, se

P (ﬂin:r ﬂﬂn g =4 s 9 a'pu.' b‘un bﬂu B brm)

¢ UN polmOMIO N Bap, Ag, , ..., @ coefficienti costanti, la funzione rappre-
sentata in wn certo intorno dell’'origine dalla serie

F(:‘-'P):%P[ﬂim r’!‘ﬂnr"':apnr blm bﬂu:---:bqn)mn

ha punti singolari che possiamo caleolare facilmente, conoscendo quelli
delle funzioni @ e ), e ne possiamo determinare la natura nel caso che
la singolarita considerata dipenda da singolarita isolate.

In particolare F () sara meromorfa, qualora lo siano le funzioni ¢
€ le funzioni |,

4. — Sul metodo di Hadamard per ealcolare i modauli
dei poli smeeessivi di una funzione meromorfa.

6. Nal teorema di HADAMARD abbandonismo wne delle doc fanzioni
date e adoperiamo invece piti variabili indipendenti; una pilt generale ed
opportuna legge di combinnzione dei coeffcienti dell’unica serie

¢ (@) =ap+ ax —+ agr® ...+ aue . ..

nizm_dnue al metodo di Hapamagp per calcolare 1 moduli dei poli succes-
81vi d1 una funzione meromorfa.

Supp{::njamn, dl_mque. che la funzione precedente sia rappresentata dallo
stesso sviluppo nei p piani delle variabili complesse

31? EE.T""EP'
e che sia olomorfa in cisscun piano nei cerchi di raggio comune

3 . |"?'J — 7,
e centro le origini.

L i 1 & i - b= i -
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Poniamo
ﬂ“ ﬂ.ﬂ"l‘ 1 . - . fﬁn...i_pl_]_
g1 fpjpe - - S { P
DH!F —— '
Qygp—1 Ontp - - - (otop—2 |

Lia geric di pofenze

ftli.) == DD:I‘ + D]"FP m+DE|P;1:E_'JI._ = _I_DII-]J . = _1]_ ¥ ..
definisce una fmnzione olemorfa rispetto alla variabile . nel cerchio di

centro Porigine ¢ raggio
| & | = 77.

Consideriamo lintegrale multiplo

. i fl“w (2,) 9 (22) - .. @ (&)
n....f')p ; 21230+ - zp —

dz, tlza . . « (€245,

=i
(p)

esteso lungo le circonferenze dei cerchi ci raggio 7 nei piani g, Ze .+ v .3 pe
In esso, A denota il determinante di Cauchy formato colle inverse delle
E‘I, Eﬂ yo o= ry zl-,’. HSH:IB é

1 1 1 1
' 1 1 1
N = go 2o ' Zar—}
1 1 1
1 a " ! - =
S 2y

La funzione di x, definita dall’integrale I, all’interno del cerchio ¢
raggio 7P, coincide, a parte un fattore costante, precisamente con la fun-
zione [(x).

Infat#i, all'interno di detto cerchio, g1 ha

1 1 | QP i i |
— | 3. 3 o B 3., B Ll
Eg - = ..:!il 31 zl'_! T -:-P

3'1;:2--'211__:-{1 EJEE"'ET“

o] secondo membro uniformemente convergente, sempre che sia

| A | =
Segue pertanto
1 2 ‘A% (2)) op (2a) - - - P (2)
= @iy Eﬂ o SR g, g dz; dzg . . . A8y
(p)

Al caleolo delVintegrale a seconde membro si pud procedere nel se-
guente modo:
Tl prodotto delle serie (con |z | < r)

@ () = ot a1 -z . |
P (EE} == -1 < 32352 ~— -y

¥ - - " - ® - [ -

3 (2) = G Mzp + Qazg® - -
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si mette sotto la forma di una serie di polinomi omogenei Py,

¢{21) ¢(za) - - glgy) = -E-': Py,

dei gradi O, 1, 2,.... in 2, 2,...,2,, & 5i osservi che, essendo

dzl Efzg S dz-p ’ {Zmﬁﬂ] Per kl = .Iﬂﬂ —_— e — itl:p —
iz, .zk | 0 in ogni altro caso,
(pJ

e A?un polinomio omogeneo del grado p(p—1) nelle variabili

1 1 1

O L ’
1 *g z‘]l
dei polinomi Py, pel caleolo dell’integrale, basta ritenere soltanto quello

di grado

L

| wp+ p(p —1)
Intanto 81 ha

—_— €] 13
Pm_n—l-pf.rr—l'} = X Xy Qag - -« CQap Z5) Big v = Efi:. )
2

dove 2, 7g...%, & una permutazione qualungne degli elementi 12:..p e
lo, sommatoria va. estesa a tutte le soluzioni infere e posifive dell’equazione

a1+t ...+ mp=np+pp—1);
ed inoltre

‘&H b ] T 1
n41 3211-}—1 ~ Tl — L (_ ) ~n _rgtn4-l rp+n-+p—1 ‘
& B - L¥ “i Eji "'Eip
dove % @...%, % Va...v, S0no permutazioni degli elementi 12...p e
la sommatoria va estesa & tubtte queste permutazioni, # poir & il numero
delle inversioni della permutazione vy vg...y,.
Quindi i

; ip L
fﬁ 0(2) o) - 92) 5 g ge . [BA Tmben g g g
(p)

z]n-f-i 33n+1 o Epn—l—l . El.n-l-l 32n+1 . E-pn—l—l

[

(Lo

—— E [ E ”"3'-1 H‘tl.".: P ffrﬂl, E;;]_r_l_n E;Lﬁ—’fﬂ—ﬂ—l L E?PD*TP-II"P"I_I EI:?“ f?'?_'[i . {?31!.;
i J ey )

Lp;

i termini non mulli dell’integrale sono quelli corrispondenti ai valori

Va1 Mygeeey Gp=VYp— -1 P —8;

a=wnTn—1, aa=

quindi s1 ha

A o(z) 9(2) - .- ¥(2) g g, @z, —

Eln_+1 Egn__l . n—-1
{p) “

= Z (2n0)* 2 (— 1) Bnfn—1 Boxtn - - - Gypdmip—2 =
=P ' (21‘1:’!:}!1 DII,p =

Per conseguenza la serie f(a’) definisce nel cerchio di centro l'origine
e raggio v upa funzione olomorfa delle variabile .

- Pl = £
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|7. Cio posto, chiamiamo in generale con /p il limite superiore di

l fDII. P‘ y
PET N =00,
Se r & il raggio di convergenza della serie ¢(x), meromorfa 1 tubto

il piano, Pintero P=7p per cul il rapporto

!

g r—1

Iy

&

div il mmero dei poli di gfw) situati sulla circonferenza (), e, tranne che
in questi punti, la o & regolare dentro (7). (%)
E cosi, se per P =g, &l ha

i Z!t_l

= 3 ~ 7,

la funzione e(x) ha p poli su (r), g —p su () e, tranne che in gueshi
punti, & regolare dentro (»”). B cosi di seguito. h modo che 1 rapporti

Ip—"l ?u—l

A ‘ s yio ve

dénno i moduli =, 7, ... dei peli snceessivi della funzione gx) meromorfa
in tatto il piano. Di qui P importanza della considerazione della serie flx).

E. LUuGAROD,

SULLE EVOLVENTI SUCCESSIVE DI UN CERCHIO

|. Tn due lavori pubblieati anni gono in gueste oiornale (¥%) si & fatio
vedere come, in qualche easo, sia possibile con metodo elementare, e tutto
al pin applicando qualouno dei principali teoremi sm limiti. studiare gual-
che linea piama 6 a doppia curvatura anche da ¢hi non abbia ancora fa-
miliare il metodo infinitesimale.

Una nuova conferma si avra colla presente nota, dove vengono stu-
diate le evolventi successive di Jin cerchio che hanne origine da uno stesso
punto di guesto (evolventi principali). ‘

Se, dopo di avere avvolto a una curva piana qualungue / Un filo fles-
sibile ed inestendibile, lo si svolge gradatamente in medo che la parie
che via via abbandona la curva =i tenda in linea refta e la parte re-

(*y Cfr. Hapamasn, Esaai sur P dde des fonction, 8CC,
(*4) Alcsne proprieta della sviluppante di cerchio, 1887 — Projexione stereografica & ene applicasions
aite studio delie linee sferiche, 1800,

'
- e
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stante s1 conservi aderente alla curva, ogni punto del filo descrive una
curve. /, che s1 chiama evolvente di . La linea 7, si dice eveluia di I, e
pud riguardarsi come linvileppo delle normali di Z.

Ne segue che una curva pians ha infinite evolventi ed una sola evo-
Inta. EHl punto comune alla curva 7, e alla sua evolvente 7 ¢ I'origine del-
Yevolvente.

Indicando eon A, A, dne puhti corrispondenti di 7,7, il punto A, e il
segmento A, A si dicono rispettivamente centro di curvatura e raggio di
curvatura di .

L’evoluta dell’eveluta di uma linea si dice evolufa seconda; 1'svolnuta
dell'evoluta geconda ewvolufa terza ece.

Analogamente da una linea si possono ricavare le suceessive evolventi.

(Queste, nel caso in cni abbiano origine de uno stﬁsau punto della curva
data, si dicono epolventi principali,

Indicando con g ed s il raggio di curvatura e Parco di 7, con p, s
U raggio di curvatura e I'arco di 7, e supponendo di contare questi ar-
ahi s, §, dall’'origine dellevolvente, il modo stesso con cui da 1, si ge-
nera I, suggerisce immediatamente la formola :

(1) 5 = p.

Siano (A, B) due punti vieinissimi di 7 e (A;, By), (As, By) 1 punti
corrispondenti sulle evolute prima e seconda 1, e Z,. L'areo AB di 7 si
pud allora considerare come um arco circolare di centro A, e di raggio g,
e Parco 4,B, di 7, come un arco circolare di centro A, e di Tageio oy

Indicando con g Paumento piccolissimo che subisce 1’arco s nel par-,-
sagzio dal punto A al punto B, con t Paumento corrispondente del raggi
di curvatura p e con ¢ ]’auguln infinitamente piccolo delle rette AA,, BE
(0 delle altre AyA,, ByB; perpendicolari alle prime), =i ha :

g=—arco AB=gp.¢g, T=arco A;B; =g, , g,

dea cmd rmsulta la formola:
(2) oy =1 . (%) :

nells guale (giova ripeterlo esplicitamente) gli anmenti s, T dell’arco 5 @
del raggio di curvatura o si debbono intendere infinitamente piccoli.

Si consideri ora una lines piana I in cm il raggio di curvatura & le-
gato all’arco dalla relazione:
3) o= hs™,
dove & ed m sono costanti.

S1 dia all’'argo 5 nn aumento qualunque s, e sia p, il corrispondente
anmento di p, Applicando allora lo sviluppo del binomio di Newton (va-
lido, come & moto, per qualsiast valore dell’espenente), si ottiene:

0 po=h (8 4 8)" = -

—1 —1)(m—2
{Sm—[—msm—1 Sy — (]m 5 ) o2, 85— m(_ml _ 2) (w; )3“—3 L8

o ——
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Ricavandogi da guesta:

E:mhsm—‘ | = []ﬂ?;;l) g™t 5y m(ml—;)('rrg—.d he™ .8 4-...,
s6 s1 fa tendere s, & zero e si nota che, al limite, il r&pportné—?: s1 riduce
aﬂ’altm% , 81 ottiene:
(2) % =="th .85

Tenendo cornto delle relaziomi (3), (4), le (1), (2) divengono:
B= hs™, gy =mh* , §o1

¢ da gueste, eliminando s, s1 deduce 1l teorema:
Se fra il raggio di curvatura e Uarco di una linea piana ! ha luogo
la relazione (3), fra il raggio di curvaiura e l'arco della sua evoluta 1, ha

lwogo Caltra relazione:
1 am—1

(5) gr=mh" .8 = .

Ora Yequazione (D) & della stessa forma della (3); applicando guindi
il teorema ora dimostrato, si deduce che fra il raggio di earvatura g; e
I'arco 8. della seconda evoluta 7, ha lnogo la relazione:

I—m 1 dm—1
py=I(0m —1) . m™ " ET gy
Analogamente si trova:
: . I—m 1—m 1 4dmr—a3
pg - (3?” . 2-) (EHI _ ]Jﬁ:nl—ﬂ . mﬂm—i : }lﬁm—-i : Saﬂm—z
R - T S eoe.

Procedendo in modo simile, ai ginnge al teorema :
Se per una linea piana | ha luogo la relazione (3), per lu sua evo-
litg ™ 1, hea Tuogo o relazione:

m-= {m=—1%u

% _ 1-b(m—1)u
() pn="Aq. &

?

dove A, ¢ la costante definita dall’equazione : (¥)

1

i=—n-—-1

1—m
(1) A,={1-4 (m—1n}. { 0 B - On— 1):']}‘““‘“"“ S M

—1

La condizione necessaria e sufficiente perché la linea (6) sia un cer-
chio di raggio » & che risulti ¢, = r, il che ayviene per

T
m_-n+ [

i=k
*) 1l simbolo II Ai). applicato a tma Tunzione f{i) di i, equivale al prodotio dei & fattori che
i=1

sl deducono dalla funzione f(i) atiribuende ad 7 i valori suceessivi 1,2, 3, ,,.k—1, k.

¥ m
B LR a
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i L b 1 1'-". oy
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La (7) si riduce allora all’altra:

n ! AP
TRt
dalla gnale si dedunce: .
[(ﬂ+1)“ ]—nL
— h: ' - -
n!

Questo cerchio 7, assumiamolo come Jinea primitiva L ; allora la curva 7

e ‘evidentemente la svilnppante n™ di tale cerchio, e percip la indiche-
remo con L.

Si ha dunque il teorems:

Se si costruisee la serie infinita delle evolventi di wn cerchio (di rag-

gio 1) avenii Uorigine nello stesso punto, la n™ epolventie Ly, & definitn
per mezzo dellequazione : |

1 n
(n 1) ] F1 atl .
(:8) Pl.l —— ﬂ I T w SE ]
2. L'eguazione (8), cambiando n in n— 1, da:
Ll O -
Pﬂ—-l_[ (n — R 'r] « 8p 1

e siccome §,_, —p,, si dednce:

I raggi di curvalura corrispondenti Pn s Pa—: Q0 due evolventi princi-
pali consecutive 1i, , 1.- . di un cerchio, somo legati dalia relazione:

: e (m—11! 1
("q) n — - .nn—lJ ' 7 :
Pa—s

Se si considerano le evolventi principali consecutive

G
LI:LE:LH:"'Ln—-I:Ln ' r;;
d’un cerchio, si ha in consegnenza dell’equazione (9): i
. (n—1)! O (n—2)! -
n - e—1 7 a—1 - N —fp@—21"*" '
(10) Poey TT fae Te(n—1) §
2 ; J i
. pa 2 H \ pﬁ 1 'rl
T pe® T o, B ot 7.9
. .l e T . s
Se¢ fra queste ultime e(quazionl eliminiamo O2s Pas + =+ Pn-2y Pa-j» SI a

trova che: Il raggio di curvatura p, della 0™ evolvente e il raggio di
curvatura py detla prima evolvente d’un cerchio, sono legati dalla relazione:

1 p"
0 Pn =51 o

Llequazione (11) da:

prt=(nl gt )m om — () g P
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Conseguentemente: I ragyi di curvatura corrispondenti py , pDm @t due
evolventi principali arbitrarie Liy L. i un cerchio, verificano la rela-
zione !

m &Y 3
(12) el
o (1)

,r'l:l:l.'—‘l'l._

Siecome pp = Sy-1; Pm = Sm—1> I'equazione (12) da:

§ot (e 1)"

110
Si—l I:’ﬂ ._]

P’:’ﬂ —

Se quindi si cambia m ed n rispettivamente in m-1 ed n41, sl
ottiene :

Gli archi corrispondenti s, , 8, di due evolvent: principali arbitrare
L,, Ly di un cerchio, verificano lae relazione:

AN (G Y ) i
5 o = [ 1)

La linea L, (8), la sua evoluta, L, _, e il raggio di curvaiura p, in
nn punto gualsiasi, formano nna figura chiusa, della guale ¢i propomamo
di valatare Varea S,.

Considerando per maggior generalitd la curva (3), Varea S preceden-
temente definita & una certa funzione dell'arco s della curva.

Fissato per s un valore gnalunque, se all’arco si da un aumento pic-
colissimo ¢, Varea S subisce pure un aunmento piceolissimo X, che st puo |
considerare rappresentato da wn settore appartenente a un cerchio di

raggio o @ avente il centro nel centro di curvatura. Avremo enindi ;

1 1
E=_2_Pﬂrﬂzﬁhﬂsam-uj

d’onde:
o 1

(14) — =" nE ., 8™,

Ora si & dimostrato precedentemente che, avendo la funzione p = hAs™

di s, il rapportc -;— dell’aumento di p all’anmento ci 8 al Iimite & Propor-

zionale alla potenza (m — 1)™ dell’arcoe. Tale osservazionme, applicata

alla (14), dimestra che deve essere:
(15) ¥ S=k.gmh,

essendo % una costante conveniente.

Applicando alla (15) la relazione (4), si deduce che il rapporto degl
aumenti infinitamente piccoli X, 5 dell’area S e dell'arco s € espresso dal-
Pequazions :

a|t4

= k(2m 1) . 8",
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la guale, confrontata colla (14), da:

1
k (2???-—‘— 1) =§ h® s
d'onde:
1 . 1
)E:_L’_h "2m-1
Oon tal valore di %, la (15) diviene :1
1 oim-]1
16 y — — Ji®
(16) S Eh'ﬁm—[—l’

la quale esprime Parea precedentemente definita, relativa alla curva (3).
supposto che essa si conti partendo dalla stessz origine da cni s'inco-
mineia a contare Parco s.

Adattando la formola (16) al easo particolare della eurva (8), si ha
i1l teorema:

L’area S, compresa fra Pevolvente n™® 1., del cerchio, Uevolvente

(n — 1)ma T,

u—i
(evoluta di L,) e 4l raggio di curvatura Or 0 un punto quaisiasi, é data
dalla formola ;

n—+1

17 1 (12 4 1)kt ]: =
(17) S“_E(E%n—f-l)'[ =3 N . Bip o

Da quest’equazione, ricorrendo alla Telazione (13), 81 deduee :
Se L, L, sono due evolventi arbitrarie di wun cerchio, comincianti
dalla stessa origine, le aree S, , S, sono legate fra lore dalla relazione:

SIRUE [2(2m - 1)]o+t (g | oiento) o
St T [2(2n 1 1)[rert (o Hemtn - r ;

(18)

3. Se si moltiplicane membro a membro le equazioni (10}, si ho il
tenrama
I raggi di curvatura corrispondenti

(11> Oo: fas e =- Pa—is Pu

delle evolventi conseculive Ly, Ly, Lg,...5L,, L, di un cerchio, comin-
czanti dalla stessa origine, sono legati fra lore dalla relazione:

prrestes e 0l g, 2LBR AR (n )t paet

==

n—-1 __ .
O — L1218, . 2l m—ly T eoswuie

15

(19)

Ne 81 nota che
(20) ?k —_— Ek-—l

Yequazione (19), colla sostituzione di n-+1 ad n, da:

2, SIES::E-.- f—.ﬂz 3:—1 2l 3%, 43“”1111_1.(“_’__1]11 = J— tant
. = 112131...m=D)ia! T — destanie.
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Questa & una notevole relazione fra l'arco s del cerchio dato Li e gh
archi 8,, 8, 85, ...8._;, 8; delle sue successive evolvent: principall

L'IILEI:-LE,! . 'Ln—l:"L:l'.'l"

Nell'equazione (18) facciamo m =—mn— 1; poscie, nell’equazione otte-
nuta, cambiamo successivementie ninn— 1, n—2,... 4, 3, 2; finalmente
meltiplichiamo fra loro totie le eguazioni oifenute.

51 ottiene cosi la relazione notevole:

S* 8 8. .. 8 Siy
Sn"n—-l Bl'_"
9% .8 M En—=1 )P4 (211 [2° 354N .. (n—1 """ n"“—l]“?_“_l o
— LT 2n—3)= 1 (2n—1)=H " [11313]... (n—2) ! (n—1)!]f
— costante.
Nella (19, si cambi successivamente 7 in n—1, a—2,.... 3,2 e sl

moltiplichino poil fra loro l'equazione (19) e le equazioni ottenute.

Si giunge cosi al teorema:

I raggi di curvatura corrispondenti pi, po, Pas «++ Pu-1 Pn elle evol-
venti successive Ly, Ly, Ly, ... L,_,, L, di wn cerchio, comincianti dalla
stessa origine, verificano la sequente relazione:

=n—1 _ =n

I [pre—9] I [@96-HD] e

e = T .r ° = costaunte.
IT [0 0 [(E ]
= =1

Considerando la relazione (20), I'ultimo teorema si trasforma nell’altro:

Gl archi corrispondenti 8, Sy, Boy o+ « 8y, 8y el cerchio Li e delle sue
evolventi conseculive liy, 1iy, Lig, . .. L,,_1 , L, che comineiano dalla stessa
origine, sono legatt fra loro dalla relazione:

I—1

1i=n—1|
e I G
i= . © = costante.

CUNBN oy

Introduciamo la condizione (20) nell’equazione (11) € applichiamo posecia
Pequazione (17). Si ottiene Eﬂb] il teorema:

Se L, ¢ la n™ evolvente pﬁﬂczpnle di un cerchio L, le quantita p,, 85,5,
sono legate all’arco s del cerchio L mediante le relazioni seguenti:

1. & 1 gl
._ Ih‘_‘ﬂ!'?-ﬂ—l’ 3“_(ﬂ—}—1}3'?'“ "
(21) l S ) Sﬂu+1
" e f I8 *  ealempn-—l *
2(n--1)(n!) foicms

Se quindi §, 8" sono due speciali valor1 dell’arco s del cerchio L, e
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(Bns0n)y (80,82"), (84, 8,7) 1 valori corrispondenti delle altre grandezze

Poy oy Sp, 81 ha:
’ r ' 1 /
()~ () (e
On 5y Sy 5

Consegnentemente :

Se gli archi &, ¢, 8", ... del cerchio Li sono in pmqreqsiﬂne geome-
trica, avviene il medesimo per le guantita corrispondenti (oy', ¢y 2n"s - -+ 1)
(8., 837y 85 .. 0), (B, 8y, 8,7, .. .) relative a un’evolvente principale ar-
bitraria 1i,.

Dalle equazioni (21) si ricava la notevole conseguenza:

Le quantita Sy, pn, 8. verificano la relazione:

So Pn. 8y
SIIH PII.H i S-n" n
4. 11 centro O del cerchio L, un punto gqualungne A del medesimo e
il pnnto corrispondente A, dells sna prima evolvente sono manifestamente
1 vertici di un triangolo rettangolo.
Indicande quindi con R, il raggio vettore OA;, s1 ha la relazone:

(22) R,*= %+ 7%

Si vedra ora che una relazione analoga sussiste per la seconda svi-
luppante di cerchio.

Infatti se A, Ay, Ay sono tre punti corrispondenti Eha] cerchio Li e delle
due evolventi successive 1, L, indicando con B il punto dove A A,
¢ segata dalla retta condotta da O parallelamente ad AA; e con Ry 1l
ragrio vettore OA,, si ha:

Ry =04 =0B"+A;B°=AA" + (A4, — 0AP = o' + (ps — 7)" =
=pe 72 o (o1 — 27ps)-
Ia dalla (11} si deduge:
3

b =5 (23)

2y

e guindi:
0.

912 — 2‘-"93_
Avremo dunque la formola:
Ry*= P:E T, (24)

perfettamente analoga alla (22).

L, Nella dimostrazione fatta vi € impli-
citamente l'ipotesi che A;Aq sla maggio-
re di 7, e che guindi B cada fra A;e As.

Quando AjA,< 7, il punto B cade fuori del segmento A;A, e allora
s1 ha:
Ry*= 04, =0B* A,B*=2AA,° (A, B— A, A,)* = .7+ (1 — py)",

relazione che conduce evidentemente alla (24).

T T
E 4 e vl g A
e " St e el el ol
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Qualora poi sia A;Ay =7, la figura OAA,A4 ¢ U0 rettangolo & gnindi
rignlta :
Rﬂ’ - DAE p— A"&l — a:}lﬂ — ET‘PE —— 2'?" —— Pﬂi + -rﬂ.

Si pud quindi dire:

Nella seconda sviluppante principale del cerchio fra il raggio vettore Re
e ¢l raggio di curvatura g sussiste la relazinne (24).

Dal fatto che nella prima e nella seconda sviluppante del cerchio il
raggio vettore & legato al raggio di curvatara rispettivamente dalla Te-
fazione (22) e (24) di forma identica, si potrebhe essere indotti a credere
che una tale proprietd si verificasse per gualsingl sviluppante principale
del cerchio.

Ma, col snssidio de! erlcolo infinitesimale. 51 dimostra che:

Nella famiglia di tinee piane definita clod e uaztone (8), le due prime
sviluppanti principali del cerchio sono le uniche che godano della pro-
prieta dimostrata,

Non potendo noi entrare in tale dimostrazione senza varcare 1 limita
che ¢i siamo impost, considereremo direttznente la terza sviluppante
principale di cerchio.

Essendo A, A,, A, A; (figura precedente) punti corrispondenti del
cerchio L. & delle sue ire prime sviluppant) principali Ly , Lig, Ly, si
congiunga A col centro O del cerchio, e si prolunghi il raggo OA fino
che tagh il raggio di curvatura Azd;=—2¢;-

Detto O guesto punto d’incontro e R; 1 raggio vettore OA,, si ha:

Rﬂ3={j_'&ﬂﬂ=mﬂ+m2=(ic—o.&:}ﬂ'— 'A&A-E_Ag':nﬂ: |
= (pe— 1) (—p)f=p 7+ = — Orps) —+ ¢ (ga® — 2@10a):

Ma, come s1L & visio,

PIE B 2’??2 = )
e d’asltronde, essenclo per la {(11):

0 -
__ ™ B
Pﬂ A 2.}. r PE = kG -;-E :

risulta :
.

P’ — 2ppg =— 752

Si trova quindi che fra Ry e py susmste la relazione:
4

r
Fi

Tl
1

Ry® = ¢+ 1% — 1%
che & di forma diversa dalle (22), (24).
Le equazioni (22), (24) dimuostrano che
Se si segano ta prima e la seconda g uppante Ly , Lg di cerchio, con
wn cerchio arbitrario concentrico al cerchic L, i raggi di curvalura g, ge
nei due punté dintersezione sono fra lorn »gudlt
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Se fra le equaziomi (22), (28) e (24) si eliminano le guantifé gy, pe,
s1 ha:
I ragqgi vettori corrispondenti R, , R. relativi alla prima e alla se-
conda swiluppante di cerchio sono legali fra doro dalla relazione:

VR — 2R I- o7

O

Ry =

IParma, ottobre 1903.
GEMINTIANG PIRONDINL

ALCUNE APPLICAZIONI DI CALCOLO DELLE DIFFERENZE

|l. Sia data una serie di pofenze

Eﬂ“:ﬂn=av—f—ﬂlm—]—a5m5—]—.... (1)

n—1f

Pongndo, come si usa mel Caleolo delle differenze

APay = ayqq — ({)%h—l‘f— (c?_;) (yjq—u— v+ L Oy

é facile |veders come possa seriversi identicamente

“ s x A, 7 Afa, gh—1 -
- l i —
H tIl' ;E-n —— % i [ ] I T ;I"n X _IL ﬂ L
—AaL 11— ' (1—aep T (1—xP | Ul — a)e—t o, 4™
Se awyviene che mia
Afa, =0

tranne ¢he per valori di » di una suceessione di numeri v, soddisfacenti j
alla condizione 4
Hm (€4 — ) =
== '.
un teorgma di Fabry ci fa conoscere che la serie ¥ g,2® non & prolunga-
bile al di fuori di un determinato cerchio. (¥)
Se ayviene invece che sia

i, Ih" _:1. #
e R e 1
ey -

=)

Afa, =0 : (2)

.
oy

- - "
_-a-.':'i--Ij' LB = e

per gualungame valore di n, sard

* 1
E ;_.'3-11._‘151{—1 (y — jk—l ﬂ'ﬂ e
n+==0 1 -—

.\‘
Py

L

P S SR T

Sy R A

_,_
< o
-

= I_'j_iq.’-'-.. s

Vimpossibilitd de prolongement anelytigue dene dee eas trés géndrauzr. Annales sclentifigue de I'Eeole
normale superieure 1886, Vedi anche: F. Smiraml, Un feorema defla tzoria delle serip di potenze.
Jornal des Seiencias mntemnficos e astroncmicas (Coimbra) 1903,

("} E. E:BRT. Swur les points singuliers d'une fonction domnge par son developpement en série &f

...
e
o

s, e et e 1
Ay
s d

.
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e quind
® o xAa, z*Na, e, A2 a;
? lﬂ._ | I | . l : 3
u;]"aua, l—z V (1—=zP ! 1—a)° | T (1 —@)* (3)

cioe la serie rappresenta una funziome razionale,

La relazione (2) & la scala dZ ricorrenza della serie.

1 coefficientl @, si possono esprimere in funzione razionale intera del
proprio indice. Infatti riguardando la (2) come un'equazione lineare alle

differenze di ordine &, il soo integrale &

tn =€ 1 exm et .. W

dove le costanti ¢g, €,,...¢._; sono determinate dal sistema di k eqnazioni

Ap=Co+ )i +Cst" .. Op (F=0,1,2, ..., 8—1j.

2. Se i & simbolo di fanzione razionale intera di grado & — 1, poiche
vale la relazicne |
At (n) =20 (r = A)
la serie

=
X d(n)x"

n—>_
¢ lo sviluppo della funzione razionale

J . 8 Je—1

})
l—x ¢ (1—2) l U.-——;L'f ==l e — o) ()

dove &
A= j.i-'lj (0,

Viceversa sia data la funzione (4): essa sard sviluppabile in una serie
di potenze i cui coefficienti sono esprimibili in funzione, razicnale intera

ffi prado & — 1, cel proprio indice,
Posto infatri
b --f.‘ ¥ . —_1 -
= (1) == o~ e e . - cyqm? )

bastera poter determinare c,, ¢, . .. Cx.; 1 modo che sia
Al (0) = A, . (F=04,2...:k—1) (6)

Ora, avendo posto

AN = pt — (i}) (p—1)" 4—(?) (Pp—2))— a2 (pil)

ﬂi-_!‘; {_{]} — ﬂiﬂici _I_ A+ Oy _[_ L _l_ Ao ¢,

SATH

e quindi le (6) diverranno

A, - AIGF ey, . - ARt = A, (i=0,1,2,...k—1) (6)
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Si osservi ora che le (6') formano un sistema di & equazioni fra le %
incogmite ¢y, Gy, .., Ex_y, Sistema che & normale, poiché il determinante der
coetficienti, come facilmente si verifica, & diverso da zero e precisamente
ugnale a 1!2!8!...k—1!: si possono percid determinare 1 coeflicienti ¢;
e quindi Ia § (n).

3. La formnla

a, = ap -+ (T)ﬁan+ (;)A“ﬂu+.,. -+ Ata,

fornitaci dal Caleolo delle differenze, e1 da

}
] R R o = T
i - ¥ a. - r I.r
:.-\.;."___. T "‘w.-_" '.:_'.-l_ .'.'_ - W : ke
P et T e o Al G n et =
_.l":f"_' i E s T ﬂ = FRELET :I'--
et - - H i =" iy o S ¥ e
et # s T Y fia :
L= C1} e
e e A B R R
- . 1 Ay

Pl i LI iy T i
=l ML e oy P L e 2

T
_;_-t‘
e

T P

ﬂn:ﬁﬂ+(?f).&1—]—(.;)ﬂg—i—...+ﬁn perun<s k—1

a, =A,-} (zz)ﬁl+ (g)ﬁgﬂ—..,—l—(kil)én per n > Ak — 1

R L

ity
ek

(7)

' o —a
il

L
=
Ly
i
Ayl ‘E-l I o
- ?!“'@;I.;; o I‘-.r:l-_-:-_:: "_'!'.. E'T"'-‘;':l'.:-'.'l-' L

formule che servono a calcolare rapidamente 1 coeflicienti @, dello svi-
Inppo in serie dells tunzions (4).
Ma delle (7) ce ne serviamo anche ad altro scopo.

Sviloppiame il scconde membro della seconda formula per le potenze

. . (n—1
erescenti di n. Se denotiamo con S, (2 <<=) la somma del ( 7 ) pro-

dotti dei numeri 1,2,8,...n—1 combinati ad & ad 2 in tutti 1 meodi
possibil, delio sviluppo sara

- o | =
T o . ' B
g, s T ebiy _"-‘-_F"--II '
e ST L
e LF A e T.&%;_ s
e W e

_h—l . Al‘sn,r ﬂﬁ-l Sl.r—}-l | -é'-r-!-E Slﬁ_-g ﬁk—l Sk—-r—l.l:—1
“n“ff( ] r 11 T pJel U ET 1 )(BJ

Confrontando la () con la (8) si ottiene

A8, A Si | ASn CALB e o
T e = S AL T2 7 L kF—1! ’%
fT:U.l_.'E,...k——]:] 'i

che ci di le soluzioni del sistema (6). Ora tenendo conto che ;
| {

Ai=l&lﬂ'.ﬂ.:ﬂi_"(;)ﬂi_]—‘_(;)ﬂi_g—.-; = ﬂ-q

81 ottiene ancora

|

Ce =@ Bor + 0By, @By ... oy, By, () [|

ove &
5 g 1 E—g—1 S = m I

(_1JQ+IE_I. 3 1 ‘;"*‘_' per g=7r, r—+1,... k—1 }

B * =D - r

q,r ]~q+r 1 k—{‘—l St,r—l-—t _ . ,
g B SRng PRl i
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I/eapresuione del coetlicienti ¢, in funzione di a,, a;,...e_; pud aversi
ancors riselvendo 1l sistema

0y =€, + CsT — CsT" —+ .+ . Cp_ 25! 1=0,1,2,...k —1)

ottennto dalla (5) ponendo n=20,1.2,.,. & —1.
Tale risolozione da

Dy iy @gDay ... = O e 10)
11891 8l... k=1l {(4Y

(p=0,1,...£=1) (A

dove D, & il reciproco dell’elemento n' nella linea m® del determinante

| 0 0.....0

I 1 | I R |

1 o Y e DR (11)
I R—1 (R—1p (k— 1y

Si trae dunque confroniando (9) con (10)
Doy =112181, .. b—118,,.

Si sono espressi cosi 1 reciproci del determinanie (11) mediante 1 nu-
meri 5, che s calcolano con molta rapidita: (*) cidb c1 permetie di risol-
vere immediatamente il sistema di & equazioni lineari non omogenee ira k
mcognite @, &, - . - To_q

(t=0,1,...k—1) w, - oi -t g .. 0 T =y

senza aver bisogno di eseguire il caleolo laboriosissimo dei determinanti
di &" ordine cuni darebbe lnogo la miselnzione diretta.
Le formule gia trovate ¢ danno

E—1
i 1
T — 'Gfl.'lB

:j:“

T *

BFid & facile vedere come si risolva immediatamente anche 1! sistema
che, come il primo, interviene spesso in problemi di interpolazione.

Cente, Sseitembre 1903. P
Finirpo SIBIRANI.

(*y Ofr. Siortaws, T n nolevola apeechio di suwmeri, ® Perlodieo di Matemaliea, , tommo XVI,

- .|,' -
#

U
R
S
:-"'hl
o

i
I

-
=1
s 2o L]

S .
fon's g:-l.l..l:.. :.1:- '__I_.. i
.- 1.-"."."-

Er i

L

s
)

.IIIF. -
25 g

3 =l
1

.
-
ey

= -
sl J T -

Ly !
b g et e r
T e B AR L S e

P
;- Lo

ot TRl
i - -
o e N

g - e
=il

g g i - Fy ix
B - & - i
. " i Ll 1 s o] g s 1
Nk D e A s b

n
"

Ll
o
= g

Bia o gl e

o

'
ia ] X o

e

"'T"lu'l-::l'_":' Ty | 3

Lgae |
R
—

-

o ] W
r .':"_-‘:' LSty
e S
il "

& -1-"-\.
' T
E e B O L]

i B L
% R

¢

(] 1 i
[ g 5
T e
. LT |

e

'
- - L T



136 PERIODICO DI MATEMATICA.

IL “LATINO SINE FLEXIONE » DEL PROF. PEANO

[. Da diversi anni, daj dotti dei vari paesi si vanno facendo tentativi
incessanti per la formazione di una lingna internazionale, tentativi che,
sebbene coronati alouni di qualche suecesso, pure per diverse ragioni, che
qui sarebbe lungn enumerare, Non Sono Inal entratl, per gonanti sforz si
giano fatti, nel dominio della pratica.

Dalla Lingua blew del Bolak, dallo Spokil del De Nieolas, dalla Blaia
Zimondal de]l Meriggi, al Volapik dello Sehleyer, allEsperanto dello
Zamenof, alla Lingua di Henderson, al Le nov-ladin di Rosa, si son tati
indubbiamente dei passi notevoli, e pare che sempre pill c1 sl 4vVVICIIL!
all'ideale di nma lingua razionale, che & quello della massira semplicita
del vocabolario e dell’abolizione completa della grammatica, Sembrerebbe
a prima vista che questa meta, per guanto lnminosa, fosse irragginngibile
o che tale semplificazione dovesse nuocere all’intelligenza e alla chiarezza
delle comunicazioni: eppure non & cosi, ed il chiarissimo prof. Peano del-
I’ Universith di Torino, in una sua nota inserta nel tome VIII, auno 1903
della Revue de Mathématiques, ce ne di un esempio luminoso. Di guesto
saggio appunto dell’illustre creatore dell’ideografia intendo parlare nella
presente nota, sicuro i far cosa grata a guanti sta a cuore U interesgante
questione, di cui gid, in uno degl ultim fascicoli, ebhba ad oceuparsi 1l
nostro Periodico. (¥) '

Partendo dai seguenti concetti di Leibmitz: (*¥)

« Nominum casus semper eliminari possunt substitutis in eorum jocum
particulis gnibusdam »;

. Diserimen generis nihil pertinet ad grammaticam rationalem s

. Personae verbormm possunt esse invariabiles, sufficit varmari ego,
tiwe, tlle, cte. »;

il prof. Peano costrmisce la sna lingna ausiliarie, che chiama Latino sine
flexione, ed immediatamente la applica ad una nota sul « Principio de
permanentia ».

Principiando dai casi, egli indica il genitivo con de, il dativo con ad,
I'ablativo con ab, ex, etc.: suppone il nome inflessibile, prendendolo o
identico al nominativo, cambiate le desinenze -us, -um, -u in o, -65 i -¢,
o identico al genitivo mutato -7 in -0 ed 48 in -e: invece di ego, fu, prende
por me, te.

Toglie guindi la distinzione di genere e numero, econvenendo che,
quando sia mecessario distinguerli, si pud far precedere il sostantivo, per

") Cfr, 7. CERETT, Mutematica ei Esperanto, nel Tnsc, VI, aumo X VI del * Periodico &i Ma-
Lemsatien ..
(**; Lzmsxrrz, ed. Counturat, 1001, pag. 07.
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il primo, da mas, femina, per il secondo da uno, plure. Venendo finalmente
ai verbi, comincia col sopprimere i suffissi personali, osservando che, per
questo, basta far precedere il verbo inflessibile da me, fe, dlle etc., e sop-
prime poi completamente la coningazione, prendendo per ogni verbo una
forma unica, che si ottiene togliendo dall’infinito presente la termina-
zione ~re o -ri (se pel verbo esse). (%) |

Con queste convenzioni, & evidente che nn semplice vocabolario latino,
contenente il nominativo € il genitivo di ogni nome e Pinfinito dei verhi,
¢ sufficiente per scrivere e tradurre nella nuova lingua anche a chi nom
abbia aleuna cognizione di latino: per i vocaboli perd bisogna scegliere,
oltre che mel latino classico, anche nel latino popolare, introducendo pure
quei voeaboli che ora somo divenuil internazionah, come metro, dyne eic.

Questi, in breve, i concetti del} illustre autore, concetti che, dalla larga
approvazione gié avuta dai dotti, sembrano davvero destinati a triontare,

Per terminare, porterd, come esempio, la breve nota seguente, scritta
nella muova lingua:

Mensura de circulo iuxta Leonardo Pisano.

Leonardo Fibonacel 1o « Practica Geometriae » dice:

« 8i seenndum pisanum modum (eirculum) mensurare desideras, dya-
metrum in se multiplica; et guod provenerit divide per 7, et habebie pa-

L L . o 22

nora embadj ipsius circanlj ». Hic regula significa gquod w=—=, ul me
nune demonstra. Si enim mensura de diametro de cireulo in pertica, es 2r,
quadrato de diametro es r?, qui, diviso per 7, me dice es mensura de
superficie de circulo, expresso per pancro. Oporte enim nos sci panoro

contine pertica b ¥fy: si igitur 2r es mensura de diametro In pertica, inxta

. y . . 47
regnla de Leonardo, nos habe superficie de circulo aquale ad panoro ——:

. . - . : oz
si nune hi¢ meunsura nes vole rednce in pertica. oporte muitiphca ——

per o'y, 1d es

A 49* 11 11
' _ AN e, S AL )
Sup. de cirenlo = =—XB o= -3 — 4r =V
_ 11 22 ™ i g ks
Sed 17 wquale TidmE g igitur S = x7?, ubi » es mensura de

medietate de diametro, expresso in pertica, id es in ipse mensura, in gm

nos menanra diametros.
MARIO [iAZZARINT.

(*) Acconmo qui semplicomente le convenzion dell'nutore. Timandando, per maggiori schiari-
menti, alln sun maogistrale memoria
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ESPRESSIONI SIMBOLICHE

dei coefficienti che eompaiono nello sviluppo delle forme ternarie
di ordine qualungue eon potenze di forme ternarie lineari

Nel volume 76° del Giprnale di Crelle il Rosanes in nna nota « Sopra
un principio di associazione per le forme algebriche » dimostra con sem-
plici considerazioni geometriche il leorema:

Data una curva di equazione f =a"=0 ed un suo (1 1)gono co-
niugato completo, © eui lati siano fra Toro distinti, si ha che la { st pud
esprimere linearmente colle ennesime potenze delle forme lineari corri-
spondenti ai lati dell (n < 1)-gono, cioé ¢ lati di esso costibuiscono un

n(n—+1)
2

-latero polare della cwrva.

Noi ci proponiamo ora di cercare le espressioni simboliche dei coeffi-
clenti che enfrano in tale sviluppo.

Tl metodo che adoperiamo ei venne suggerito da un esempio che si
trova nella memoria citata. Esso presenta il ventaggio di dare nello stesso
tempo uma verifica del teorema enunciato.

Sia data la curva di equazione:

f: ﬂnI — D’
ed un suo (n-} 1)-agono couningato completo

(yljr {E{aj. “ o (yn.H)-
Dovrad essere:

(v Q¥s « « - Ay —10 ,
tyy Qys « + - Oyq =10
(1) I % o i i e\ s T e
I ty, Cyy . . . €y, =0.

I primi membri delle (1) sono gli armonizzanti delle:

tPl:H.]rg Uys - « » Uyp4q
?ﬂ —_— t"?l z‘?ﬂ O T P!‘J_I:I.-]' 1

" - Y L] " W L] ® L] L] L] L L] # [l

e della forma /.

1) . .. ‘
Supponiamo che gli - (ﬂj - lati dell’(n + 1)-gono sieno tra loro di-

il

stinti; le loro equazioni saranne racchiuse nella

(Eysy) =1,
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dove s, ¢ indica una combinazione delln seconda eclasse degh indicl
1,2,...n-+ 1.
Tudichiamo con #,7g. ...y, una permutazione qualungue degli indici
1.2 ...n--1, e per brevita un determinante (3 Ym ¥n) Con ({m n).
Consideriamo ora le espressioni:

ﬂﬂ}‘r, Oye, » oo OFrg 04 )
0] 7 / (.")
(rirats)” (PaTaTs) - - (P17 aqs)

Arll'i —

Osegerviame anzitutto che:

A:rl 'y — (— 1)1: ELI'-;T; .

Di pitt il valore di una gualungne delle A non si altera scambiando
Y indice 7, con nno qualungue di guelli ehe lo seguono. Infatti, indicando
con A'r;r, Pespressione ottenuta da Anr gscambiande 73 con 7, 81 ha:

mrlﬂfr‘ W .-ﬂ]"n_lll

Arlrg_qﬁirlrﬂ_— {ﬂ.‘}'r (ﬁ'f'g‘i"s)—ﬂ}' {:‘1‘11'9?3)}=
[_'Pl'?'ﬂ"ra.)ﬂ( rlTETﬁ]ﬂ{rlrﬂTi)“*{Tlrﬂ?[r-I-L) b Fa
ﬂTl‘J ﬂ:'-l'; i u}'rn.l,.] {
— _ , (y,, (P3PaTs) — Ay, (P77 )}
'-.'i"l'-"'i!*"'ﬂ)E |:T'1T1|'TE)E oo (YT -H) fa \ 8 re ( 8

per la nota identita:
ty,, (ryrary) — @y |, (Tarers) == @y, (Pavary) — A3, (FoT3T),

e ricordando le (1),
Arn — AFTIT-?. =0.

Possiamo quindi dire che in generale le egpressioni (2) distinfe in va-

n(n -+ 1)
5 :

lore si ridncono ad n(a--1) e quelle distinte in valore assoluto ad

Ora dalla 1dentatéa:
€ ('rg*rﬂn) = (¥, (ﬂ&‘raf‘ij —[— ya (3—31‘“1‘?‘2) ‘I— @y, (m"'ﬂ'-"a}:

ﬂ:lﬂ'-]tilﬂi[‘%’:]’lr]{i 1T
fy,, UFe, (OFe, o0« OFrpiy
si ha, per le (1),

R, 8
Qg U5, A5, Ayy, « oo Q7 (PaPaP8) == Az, €92, AFry » o+ UFrypy (erary),
¢ per le (2):

A0y (U5 gy o0 OF 1 = Ay, (rgryry) (rgrara) (Torsrs) . (PaPans) (@TeTs) (3)

w (n -} 1)
5 ;

Evidentemente di tali eguaglianze se ne possono trovare

Supponiamo ora che per un certo valore k di % (k <n) sussista la
geguente formola (qualungue sia la permutazione 773... P &

ﬂhx ﬂfthr agis o HFFI‘_J_:[ E Arlrl (TH'T'tT .!.I-I-‘.H) LA {Turtfn+1) (wﬂ?l)hj (4)
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dove nel sommatorio devono comparire tutte le A corrispondenti alle com-
binazioni della seconda classe degli indici 7, 7,... 7., vogliamo dimo-
strare che essa sussiste per h=rk-}-1. Infatti dalla identita:

i, (Tﬂf‘g‘?’;) — Ay, {ﬂ?rg'r;} —‘_" ay,, c:ﬂ'f';rg) —I— ﬂ-]f,' (E‘TETEI}.

moltiplicando per

k
| @x Oy gy s
a1 ha:
1

k
ﬂfl'k..'_g . ﬂjﬂ'n_}.j T (Tg‘rgr,;) a4 s HF": ﬂFl’h_Lg LEL I ET’I’H—I (ﬂir‘l) _]_

1
oL L
(7 7eTy)
I §
k & -
'::Tg‘?'a‘l';) G 5 Oy, ﬂjr:t L3** ﬂffﬂ-{-l (E‘T‘E‘T‘!) . ( D)

i

E H'Fr! ﬂjrrk—l—ﬂ = & » ﬂFr‘n-—[-—l {WI.I l"g} _[—

ed avendo snpposto che la formola (4) sassista per A =4, si avri:

%x Oy, Qyp o - - Oy iy = Ann (M7aly) (NPT a) - o o (TiPgTey) (@1 * -

- - L ] L] L] - - - L] ]

(
A%y Oy, Byry g+ = Ayr = Anry (11787%) (PP9Peia) - o o (TiTal) (2

L] L] L " L] L] L] - - - E

ﬂkz— ﬂ?h ﬂ'}rr_t Fq o ﬂ?r a1 =.E.I1Ig (’Pl'.‘l‘gﬁ] (Tlf'grk_l_a;] — i (1'1TETH+L) (:I?rlfﬂ}k —

- - - L L] L] - L L3 L - - L] L]

Ty o

Sostituendo nel secondo membro della (5), avremo intanto che in esso
verranno a comparire totte e saole le A, che compaiono nella (4}, guando
g1 facelta h =1k -} 1. Cerchiamo ora i coefficienti che moltiplicano le A,
Possono presentarsi tre casi, o la A, entra nel secondo membro solo in
una delle tre parti in cui & scomposto, od entra solo in due, od in tnite
tre. Analizziamo 1 tre casi.

Nel primo caso se Ay,y, entrs ad esempio solo nella prima parte dovra
essere necessariamente ro— 71, =7y, ma il coefficiente di Aryry &

(757 Ts)
(77T

[Tﬂ‘ﬂ}rt‘i‘ﬁ} i ailg (Ta‘?'_ff‘n_'l_l:] {ﬂ:"}"gr‘)i‘;+] —_—

== (77 .’nf'h-t-aj o oo (PaTroy) {mra?'i)k-:-li

e queste & appunto il coefficiente di Arn nella (4), guando si faccia
h=Fk- 1. Lo stesso dicasi pei coefficienti di Anr e di Avrgr, .

Veniamo al secondo caso, Consideriamo una Ay, che entra solo in due
parti per esempio nella prima e nella secondr. Allora dovrd essere od i
od 7, eguale ad r,. Poniamo r,=—r,; il coefficiente di A &

' — G (raryre) (rorry +8) » « = (Parrn ) (@emyr)F (@erary) -
r i
| (TTaTy)

1 |
- (7e7a7y) (T4 gs) - oo (T4 T o) (ryr )X {(nrt-rg) (2rgry) o (ryryrs) (315--4-@:1}

(‘J‘,!.'F;'?'E) {r4r1r1+ 3:] . (‘J" 4 I'.Tn-i-1J (EU’T,J,TL)II (TI-'T;'TE) p—
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e per 1'identita:

" (rarers) (rgrs) - (®rers) ('?'J.T't'rs) = (ryry) (raTsls);

g1 ha:

I'=(rgyreta) o (2rgry)t,

che & appunto il coefficiente di Arr, nella (4), quando s faccia h =k -+ 1. Wy
Se r, fosse eguale ad ry, allora », sarebbe necessariamente eguale ad 7y, &
non si farebbe che ripetere il ragionamento fatto. Dimostrazione analoga
si farebbe se Ar,y, entrasse solamente mella prima e terza parte o sola-

mente nella seconda e terza. |
Veniamo infine al terzo caso. Il coefficiente di Ayyx, &

1

= - Me
" o ) ey

4) {(?‘ iTa) (TsTiPeis) « o o (FaTtapa) (erery)™ (2rsT) -

(Tﬂiﬂ— (reri7e) (TP ) - - - (TaTeTasq) (@rery)* (@77) . i
A () (TaliTegs ) « o« (PaTeTaga ) (@7a74)" (®rars) f — 4
— f_T'n'Tl'a'ﬁ) (PariPuis) - - (TePiTags ) (m"ﬁ’t)i {(ruﬂrﬂ) (2rars) +
-+ (7aryms) (ryrg) = (Tamy7a) (mrgra')} : 3
e per 1'identith __ i
(v 47) (27ary) - (Fri7s) (wrr) —+ (rarwa) (Brers) = (X767 (7areTs); ' h—‘r{ﬁ

esso diventa: S
(’ra?tr.t-[-:i) LR (TE‘?‘;‘FH+,) (mrs'rt:]k_[—l:

vediamo quindi che anche in questo caso il coefficiente di Ary € eguale

a quello che da la (4) per A=k -} 1.

Possiamo percid concludere che la (4) snssiste pure per A=Fk - 1;
ma noi 'abbiamo verificata per A =1, quindi essa & sempre vera.

In particolare per A=mn 51 ha:

f=oa"=Z A, (2 )",
Hit

dove nel sommatorio devono comparire tutte le A corrispondenti alle com-
binazioni della seconda classe del numen 1,2,...%n -1,
Osservando che:

|
a L Sl ﬂ'.‘r'u—i u':l'n-ll Sal 'aZ'F"L—l a'.ﬁ+1 e a‘}"n—!-‘l

B (sE1)F. .. (sts —1) (sts 1)...(set —1) (stt 1) ... (stn—+1)
&

possiamo enunciare il seguente teorema:

Nello sviluppo di wna forma ternaria di erdine N mediante e enne-
stme potenze delle forme lineari corrispondenti ai lat? di un (n -{-1)-gono
coniugato completo, il coefficiente di (Xy,y)* mon é altro che il rapporio
fra Uarmonizzante della forma data e di quella e che 2 olliene come pro-
dotto delle forme lineari corrispondenti ai wvertic per cuz non passa
(xy.v.) =0 prendendone una, due volle ¢ Uarmonizzante della stessa Bt
| e della forma ennmesimea polenza esatia di (Xya¥).




La differenza ira due elementi di una stessa riga, moli
differenzu dei »ispetiivi complementi algebrici presa eol SEgN0 weno,

moltiplicando tutte le linee per a si ha:

EE.M"_*—‘
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'-:'."}_'.-H

I

B o H
'-.. -
b

-_.rllﬂf SR -'-I-'u_-r.-—'
T
‘ﬂ’.‘[.'l'"":’..#"-:

Si noti che nello sviluppo & indifferents in ogni termine Pordine degli
indici 8, { purché costante in tutto il termine, perché se n & pari cia-
scuno dei due fattori di un termine mon si alters scambiando § con I, {
se & dispari entrambi cambiano segno, e quindi il valore del termineg |
non cambia, |

Ll I' I__... ||I
+4

L, TexcA.

PICCOLE NOTE

I, — Su alouni determinanti.

I determinanti che qui considereremo brevements godone di alcune proprieta,
che skanno quasi & contraste con quelle corrispondenti nei determinanti di sosti-
tuzioni orbogonali, derivanti appunto dalla definizione di siffatti determinanti.

Supponiame che fra gli elementi di wn determinante

= | a; | (1}
di ordine n sussistano le relazioni:
a4 a4+ ., 4 aty =0, ana -+ @aidaj + . .o+ G = 1 (2]
i,7=1,2...n);
in virta di esse si ha:
0 ...
=1 0y e,
I 1...0

eppero :

Un determinante (1) ron puo avere che uno dei due valori + Yin—1) (—1)n-1;

consegquentemente: se n € pari, a & puramente inunaginario; se n & dizpari, a & reale.
- Dalle stesse relazioni (2) segne:

.6 =Aax Ao+ A+ Ay 4. Ay,
dove Ay, indica I'aggiunto di @, in «a Dangue:

Ogni elemento ax; del determinanie (1) mottiplicato per a & uguale alla sommin
(7 Lutli i minori delle k™ yiga, sseluso gitetlo appartenente alln i™* colonna. Inolire:

ipticata per a & uguale alla

Consideriamo ora un minore di ordine m" qualongue; sia

ﬂnﬂ] i @ ﬂ'n!!m
Mfﬁ = s ¥ ¥ &= & = = @ L] - ;
Armsy - - . Urabm

Anset Angy+...+ Argg.. A rsiAns...FAnsn—1 + Arsmtito - Arnss

L] E - - #@ ] " - L] L L] L L]

A.rml::;—l—-'ir,ua;;"l‘---_i_iirmﬂn----&ImEﬁl‘l“ﬂImE_'_l_l'n-"I_Al'mﬂm—l.+ﬁrm5m+1+'"+ﬁrmﬂn
-arli‘il " . I—Ar]Bjm

=3

-fih;]a;; " -:gll':l.LSim
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7

n
1,2, ...n ad m.ad m, alle quali si estends il sommatorio.

Si osservi ora che nel determinante delle somme gli ultimi » — m termini. di
ogni somma sono comuni 8 tutte le colonne; par conseguenza nel sommatorio dei
determinanti sono nulli tutti guelli formati prendendo in ogni colonna un termine
di questi n—m, oppure due, tre... fino ad n —m se n—m <"m, oppare fino
ad m se n— m > di m,

Nel primo ¢aso i doterminanti nulli sonoe dunque:

(T (T

n—am

dove #1d2 ... im & una qualungue dealle ( ) gombinazioni semplici degli’ indiei

nel secondo caso 80D0:

P35 02

Cid posto, applicando un nofo teovema si ha:
[ LU Mrl e ﬂm_1 . EM:;—I_.JJ—:

dove M,_, . . indica il minore di ordine n —m oitenuio tragenrando 1n a Ja ¢com-
binazione 77 ... di righe & la combinazione si8is. ., Swm di colonne ed il som-
matorio va esteso a tutte’ la combinazioni 43z . .. fn. Dunque:

Un minore qualungue M,, otlenuto considerando in & ia combinuzione rif2...Tm
di righe e-la 180 ...5m dé colonme molliplivato per a & uguale alla somma dey Mi-
nori di ordine n — m ottenwti trasenrando in a lo combinagione Yats .. .Ta di righe
¢d escludendo mella somma 12 combinazioni uno ad uno, due o due... fino ad
n—m se n<2m oppure fino-ad M se n > 2m delle colonne complementari delle
5192, ..85m.

Consideriamo ora, per terminare il reciproco 4 di #; abbiamo:

A ﬂ”-—'ﬂu....ﬁ.:u...ﬂ“—ﬂm *h

oot O ARSI B = Ay;. Su+ AsSsi + ...+ AaiSi

Gpi — flpt - - - Agi... Opi — Unn

dove S.: indica la somma di tutti i minori di ordine n — 1 di @ otienuti trasen- U

rendo in @ Ja o pies e la i golonua e sostituendo velta per voita ad ogni co- 2
lonng le i®® colonos di @; infine:

Aqy .Sy -+ Aaidwm + e F A= 5 i

R. OgeHIPINTL

|

1I. — Osservazioni sopra nn problema di geemetria descrittiva, . ﬁﬂ;

In tutti i trattaii di geometria descrittiva si trova riseluto il problema se- | H:E

guente: - #“}1

Date le due proiezioni ortogonali @i una retta v sopra due piani fra loro per 3| WA

pendicolari, determinare le tracre Ty ¢ I's della vetta sopra i due piani di riferi- ;
mento, nonché quelle, T e U, sopra i due piani bisetlori, e finalmente l¢ due piroie- |
zioni di un punio gualungue P di T.

Le consuste soluzioni allora presuppongone necessariamente che la retta s* non
gi trovi in un piano perpendicolare alla linen di terra #i, perché in tale ipotesi
cessano di essere applicabili; & dunque necessario allora riprendere la guestione
ex move. alla qual cosa sopo appunto dedicate le linee seguenti: 3
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Osserviamo che se un punte T descrive Ia vetta #, la sue proiezioni P o P
descrivono sopra #g 3" due punteggiate prospettive a quelle di sede #, e quindi
fra loro proiettive; anzi, siccomae il punko all’infinite di »' corrisponde al punto al-
I'infinito » e qguindi a quello di »", cosl guelle due punteggiante sonv fra lore simili.
[Nel caso in cui + non si trovi in nu piano perpendicolare slle linee di teirra, tale
relazione risulta notoriaments anche dall'essere le due punteggiate » e +” pro-
spetiive ad un fascio improprio]. :

Quando 1a retta » sta in un piano perpendicolare slla linea di Lerra, @ costume
individuarla col mezzo di dus suol punti A = (A', A") ¢ B= (B, B (sappozto
che A", A", B, B” appartengono alla stessz ordinata hj; allora la similitodine {ra
le punteggiate -di sedi ' o 4 ¢ individuata dalle coppie A', B' e A”, B": due punti
corrispondenti qualunque P, P* dj »,#" sono immagini di un punto P di »; in
particolare nel punto unito (al finitu) di tale corrispondenza coincidono T' U,
mentre Ty e T: sono i punti che corrispondono al punto %ty considerate in 5 o
in 7 finalmente la coppia di punti corrispondenti in #, +” & simmetrici rigpetto
% 42 rappresenta la iraccia T della velta r sul primo piano bisettore.

Per effettuare comodamente queste costruzioni ‘prendiamo ad avbitrio due
punti O, 0" apparienenti alla stessa ordinata, e proiettiamo da essi le dye punieg-
giate di sedi o+ r"; olterremo cosi due fage; prolettivi, i quali, avendo evidente-
mente la retta 0’0" come raggio unito, song prospetfivi. L'asse di prospettiva w
¢ individuato da’ punti

Al = O°'A’ . Q"A", B = O'B'. O"B".

Preso un punto qualungue PO di y, le rette QP o O"P2 taglieranno % in
due punti P P’ i quali sono le dus proiezioni di un punto della retta ». In pAar-
ticolare, se come punto P} sj prende il punto uh, P' & P” coingideranno in un
panto U'= 1", nel quale combaciane Ie dae preiezioni del punto U in eui r ta-
glia il secondo piano biseftore. — Si consideri invece il puanto Atye, ® lo si echiami

"t o T, secondo che lo s rignardi come appartenents alla »* od alla . La
reita O"T"; tagli o in T, proiettando questo punto O sopra k si oiterra T'; = Ty.
similments 1o rette O'T, taghi w in TG ; proiettando questo punto di O” sopra &
sl otferra Ty =T, — Per trovare finalmente le projezioni del panio T, im cui In
retta r taglia il primo piano bisetfore, ricordiamn cha T”. T" sono puntl cotrispen-
denti nella similitudine esistente fra »' e " e di pit simmetrici rispeliv alla linea
di terra. Ora, se noi costruiamo i punti A:, By simmetrici di A", B rispetto alla
limea di terra, otterremo un altra similitadine fea i punt: della retta +/, simililedine
che & determinata dalle coppie di punti A’, A, e B, By: se ne cerchi il panto anito
(al finito) T'; esso col suo simmetrico T" rappresenterh T, Per trovare 1" si pren-
dane due punti O, O SOPIA una siessa ordinate si trovino i punti

A = 0'A". 0,4, : AN = O'B’. OiBl ;

la reits AWBW tagliera % in T,

Cosa i1 problema che ¢i eravamo proposto € rigeluto in tutte le sue parti,
Senza ricorrere a piani ansiliari per la refla data, cosa che, dal panto di vista
didattico, va rilevata, essendp desidernbile di avere il mezzo di tratiare tubti ;
problemi concernenti la rettn prima di avere apprese le solngioni di quelll riguar-
danti i piani.

ixe Loria,
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RISOLUZEONI DELLE QUISTION 641 & 623

OGR4, Dinostrare che le aree delle linee descritte da un fuoco e dal centro
d’un'ellisge che sdrucciola sopra una retta fissa, che cioé si muove nel proprio piano %
toccando une retia fissa in un punlo fisso, sono espresse da: 2an (a —b); 4n(a — b)?* i

essendn a il semsasse e b Ualiro. U
G. LoNaoRAEBDI, *
Risoluzione del sig. Gandini, B. U. di Pavia. .\

Chizmiamo: XY Ia retia fissa, P un suo punte fisso; ¥, I, C i fuochi e 1l i
centro deil'ellisse.
I. Assumiamo PX per asse polare e P per polo, e determiniamo |'equazione &
della curva descritta da F. Posto PI'= g, XFP — w, avremo:

® + 3 FPF — 90°, (1)
Dal triangolo PFF’ per note formule di trigonometria s1 ha: %
o~ (PF + PF")? — FF" % o
4 — = : 2 *“-;'}
s
quindi per le {1}, (2) l'equazione della enrva descritta da F sarh:
o ' .:-j':.
sen’ 0 =—— e . (3) e
plia —p) *;}
Il. Troviamo 1'equazione della eurva descriita da C. Sia PC =p, CP2 = m; E
tenendv conto che FPX = F'PY = 90° & 3 FPI avremo: “
25 sen 0 — PF sen FPX 4+ PIV sen I"PY = 2a cos + VP, {4) ' =,I
inoltre - - 3

PF: 4+ P =2(p®+ FC°) = 2{p* + ¢*— BY)
ciod

PY.PF = I (PT + PT")? — 3 (PF" 4 PF*") — Qa? — (a2 4+ «?— 8% = ¥+ — ¢ (D)

guindi per le (4}, (2), (5) I'equazione della curva descritta da C e:
ah" ‘

a® -+ b — p*

IT1. Dalle (3), (6) si ha rispettivamente:

(6)

p* sen*m =

202 |/ sen® v — L
.' z,'& ﬂﬂ

F21,=.-= 2a’

-

sen’w SEN

SR fﬂ“+b*]]/39n’m

P = 2 2 sen w

4 qht
(%4 b%)*

le {8), {6) sono simmetriche rispetio alla perpendicolare in P alla XY ed ammet-
tono nel primo guadrante punti reali rispettivamente per © = g¢; w=> ¢’ dove

b 2
sem = —— {7) AR == RN

(8)
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7}:‘: ) | Siano A o B rispettivamente lo arse delle {3), (6). Si avra:
gqr ’,'“V b*
b gen’w — —
A= P:dm—fp:dm-—in"f iti‘m'
. S8n w ’
| analogamente si ha-
iﬂ]/ dnph*
sen® : "
= (a* + b*]f "+ 6% g,
Ben
Per compiere qneste integrazinni ealeoliamo 1" integrale indefinito
y P’seuﬂm—— {1 —an¥)
_ i sen w o
=1 ha:
i Vnt— cos? w
“== — —ca's d cos w;
e facendo
’ COBW —=n E;_—__;;.I s
donda e
1: _1/n -+ cos ©
:.-,IJ' === mn — ¢os o ’ [9}
PR d Co8 v = "d;ﬂ'rdr -1
aVremo : B
j Snlztdz _ ZU—n®) 2" 41 dx 2dx
{t+1)p—nt 1)V y) ) B —we—1p | mris
_ 2(1 —n?)(z* 4 1) dx
!1+ﬂ+[1 2 arctag z =

—?t}m}-ll—ﬂ+[l+ﬂ}:‘}

_f (1 —n?) dx r (I — n?) dz
1wt 0—mn) 2 1—nF(1F g cavclagz=

T = tag o ¢ tag —
= {1 — n? (Hr{- tag 2z - are tag _u:_) — 2 ave tag = 4 cost (10

_ /1
tove &7 - = —=
28 posto a y e . L (10) vale per o reals ejoi per | nj<1.

Calnﬂ]}ﬂmu A. Abbiamo 1 — nt ————J—}: giod

ok

ﬂu-

__1,’;__3,-?
"= . (11)

1.2

g + W=19, per le (7), (11} risulla ri-
spetiivamente 7 = 1, 4 — o dunque per la (10):

Facendo nella (9) suecessivamente o —

‘. 1
A =4q? {? (a.r{: tag ax -|- arc tag —::T) — 2 (are {ag 3'"]1:} —

b 1
=i 2!_( b s b = b
a T aretga -+ arcig u) = rt—}-E}:‘ia’(ﬂ a “1:+—:-) 2aw (a—b).
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Caleoliamo B. 8i ha:

T da*b*
o (ﬂu_l_bﬂ:ll'
cioé
n!_ b'.l
n a? -k i
Facendo nella (9) successivamente © = -, 0 = 2’ per le (8), (12) risulba ri-
spettivamente z =1, # = . Dunque per la (10):
I 8 EIE"E’(. x=\ - [
B={(a* 4 o) B are tg ax -+ arc tg EL 2[arntng;ﬂ=] —
(2 o [ 2ab ( — ]) 2ab N
(a® 4B T are tag @ + aveing — STt t =
Zab s n 1t
c— B i . -— - ‘E_ d. d.
[n+a)( e 2+2] > a—0)% o d.d

_ O=2D. §i consideri un cireolo ¢ ¢ una sua corda F¥'. Una conica wvariabile,
ma avente per fuochi ¥, ¥ inconira il circole ¢ in quattro punti A, DB, A',B'. Di-
mostrare che ciascumo dei gnadriloteri FAT'A’, FAF'B, FAF'B', TBFB, FA'FE,
FA'T'B ha § suoi lati tungenti ad un circolo. 11 luogo dei centri di questi circoli

& en circolo.
T.-N. Barismew.

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia.

Premeito e dimostro il segnente teorema: Le congiungentii i fuochi F, ¥ econ
.._ due punti A ¢ B d'una conica sono tangenli ad un cerchio che ha per ceniro il
& polo P della AB.

Siano w, B, rispettivamente i punti d'incontro di FA & F'B con le perpendicolari
condotte da ¥ a PA, PB. Avremo:

v g

- g
{
e H

A s e

Fz = Fp; (1)

lo rette PA, PB sono le mediatrici dei lati Iz, "3 del triangolo o3, quindi la
mediatrice di a3 passa per P, e per la (1) passa anche per I cioe P & equidi-
stante dalle rette FA, I'B; inoltve esso eguidista dalle reite FA, I"A o anche dalle
PB, ™R percio il punto P & equidistante dai lati del guadrilatere FAT'B, ¢. d. d.

Cib posto, sia DE il diametro perpendicolare ad 'l e supponiamo che A sin
sn TD, B sa TE, B su i e A' su I'D. Considerinmo un’iperbole di fuochi F, .

I. Lo retie AE, BD, AT, B'D sono rispetlivamente le tangenti nei punh
A, B, A, B all'iperbola. Per il teorema precedente i punti E, R = |AE, BD),
S = (AE,BD), D,R = (A'E,BD), §= (A'E, BD), sono rispettivamente 1 cenfri di

—
-

i e W g

cerchi tangenti ai lati dei quadrilateri FAF'A’, FAT'B, FAF'B, ¥FBI'B/, TA'V'B, __-"_;jp
FA'F'B. ’ ks
11, Sia O il punto d"incontro delle parallele condotte ad AB, AB' rispettiva- 53
mente per R ed §; P = (AB, FR). 5i ha: BAE = ORS = B'AE = OSSR cios _
0S — OR; (2) s

ORD = ABD = RED, 08D — ABD = SED dunque OR, OS sono tangenti ai cer
¢lii DER, DES, e per la (1) il punto O s troveria sul loro asse radicsla DE. Sia O
il punte d'incontro della tangeute in IF n ¢ con OR. Siccome R & i1 ceniro del

cerchio inscritto nel guadrilatero FAF'B, sarh RFA =E?B, ¢ guindi _.I':'
O'FR — O'FA -+ AFR — FBA + BFR = FPA = FRO'; :
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quindi coincide con 0, Si conclude che Il luoge dei punti R, 8, R, 8§ & il eircolo

Queato cerchio tagha ortogonalmente in F ed P il eircolo ¢. Nel easo che la
conlca considerata fosse nn'ellisse le dimostrazioni sarebbero sosianzialmente
eguali alle I, IL

QUISTIONI PROPOSTE

652. Dimostrare che

fl/ﬂ" cotgﬂ-g-—l / 7 2a°— tgﬂg—]—EaVﬂ*-—tg“%
l—I—EDBrx tfsz———}ﬂ—-tgi—-ilﬂg .

663. Dimostrare che

Vﬂ‘—l—l—t (a@* +1—jdt_

SV e

1—t @, 0,20 —1+41(14 2%+ 2{!1’{1“—'1-{—“&“_——1)_
-t 4 e ) L (1 207 — 2 e Wy g
654. Dimostrare che

xrdx ot ar — piff : ,
(@b — i)t I8 ~l48.r: + S6atad - T0axt - 10505 +

. (aF — it
- 105a#2! arctg = .

F, Sieirant

_— ﬂﬂ

655. Se ABC. AB'(Y sono due triangoli omologiel 'imo inseritio
nell’altro, e P & un punto qualungue del loro piano, le coniche ABCA'P,
ABCB'P, ABC('P incontrano i lati B'(Y, C'A’, A’B'in tre punti d'una
retta », e le laro tangenti in A, B, ( concorreno in un punto Q.

Se P & nella coniea circoseritta ad ABC e inseritta i A'B'C, la
retta » tocea questa conica mel punto P, e Q & nell’asse d’omologia
dex due triangoli.

656. Ogni conica circoseritta a un triangolo ha doppio contatto
colla conica concentrica che tocca le parallele ai lati eondotte per
i vertici opposti: 0gni conica inscritta al triangolo ha doppio con-
tatto colla conica concentrica che passa per 1 punti medii dei lati.
Nell'un caso e nell’altro il diametro che congiunge i punti di con-
tatto passa per il baricentro e le due coniche ceincidono se il ceniro
e lo stesso baricentro.
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657. Le tre iporbole circoscritte a un triangolo e tangenti nei
vertiei di guesto alle semidiane corrispondenti hanno per centri i
punti medii dei lati opposti e per asintoti le rette di Wallace rela-
tive ai punti medii delle coppie di archi che gli stessi lafi determi-
nano nel cireole circoseritto.

I piedi delle ceviane dei punti appartenenti a ciasenna delle tre
iperbole sono in circoli che passano per il centro della curva.

(3. Biasr,

6568. Lnogo dei punti di contatto delle tangenti condotti da un
punto fisso a tutti i circoli bitangenti a una conica.

659. Da un punto M del piano di un’ ellisse di centro O si con-
ducano le tangenti MP, MQ nei punti P, Q. Il luogo dei punti M
tali che il quadrilatero MPOQ sia inscrittibile in un circolo & for-
mato dalle diagonali del rettangolo che ha per mediane gli assi. Si
trovi anche il centro del cireolo gircoscritto a MPOQ.

660. Una parabola di grandezza invariabile rota atforno al fuoco;
si trovi: 1° il luogo dei punti di contatto delle tangenti condotie da
un punto fisso; 2° il Inogo dei piedi delle normali condoite dallo
stesso punto.

661. L'ortocentro di un triangolo inscritto in una iperbole equi-
latera & simmetrico rispetto al centro della iperbole del quario punto y S
d’incontro dell’iperbole stesza eol cireolo eircoseritto al triangolo. e

E.-N., BARIsiEN.
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Buclide emendato dal P. Gerolumo Saccheri, Traduzione o note del

prof. G. Boceardini. Mannali Hoepli, 1904.

L' Buclideg ab omni naevp vindicatus sive conaiug guo stabilymiur prima ipsa
wniversae Geometriae Principia, auctore Hieronymo Saccherio Societatis Jesu, pub-
blicato nel 1783 a Milano, poco prima della morte dell'nntore, non & da confon-
dersi con i tanti infelici tentativi faiti per dimostrare il postulato delle parallele;
I'illustre Beltrami esumd e coppunicd alla K. Acc. dei Lincei nel 1899 quest’'opera
del Saecheri, che qualifico. come un precursore di Legendre e Lobatschewsky.

{1 procedimenio del Saecheri consisie nel supporre che il postulaio V d' Enclide
non Bl Vero; part&ndnr da guesta ipofesi, egli ricava una serie di proposizioni che
asvrebbero dovalo portarle alla scoperta faita un centinaio d'anni dopo da Lobal-
chewsky e Bolyai, se il suo ragionamento non fosse stato traviato dalla convin-
zione che l'unica geometria possibile fosse quella d” Euclide.

Questo libro fua tradotto in inglese nel 1894 e in tedesco mel 1895, & se ne
sono occupati distinti matematici come il Mansion, il Veronese, il Segre, ecc.
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Crediameo percid che abbiano fatte molte bene il prol. Boccardini e I'editore
Hoepli a pubblicarne gnesia traduzione italians, affinchia sia maggiormente cono-
sciuta 1'interessanie operetia,

CasreLnvovo. — Lezioni di geomeiria analitica ¢ proiettira. Vol. L
(Forme di prima specie - Geometria_ amalitica del piano, - Curve
di secondo ordine). Roma, Societd edifrice Dante Alighieri, 1894,

E noto che, mentre nelle nostre Universith esistono in generale due corsi di-
stinti di geometrin analitica e di geometria proiettiva, nella Universita di Koma
questi sono stati da vari anni viuniéi in nn solo ivsegnamento * allo scopo, dice
“*1I'A. mnella prefaziene, di associare in armonica unione, i (one metodi ¢l la Geo-
“ melria deve le sue viltorie, e rivolgerli insieme ad ncerescers la cultura scien-
“ fifica dei giovani ,. |

L'ilinstre prof. Castelnuovo chiamate ad attuare guesta innovazione didattica,
ha compilato un corso di lezieni, e da guello ha tratto 'opera di cui ora & stalo
pubblicato il 1 volume relativo alla forme di 1* & 2* specie.

“ In essa, dice I'A., il leifore non deve adungue cercare quella unitih di mezzi,
= qu&lia purezza di linee, che attribuiscono ad un trattato di geometria proietliva
* i caratteri di un'opera d'arte., Ma non troverh nemmenec iraccia dello sforzo, a
“ cui deve adattarsi chi vnole da non unico punto di vista osservare un orizzonte
“ troppo vasto. Ogni questione vien qui discnssa ¢ol metodo che pitt si presta ad
“ approfondirla, & van argomenti, esaminali soiio molieplici aspetls, acquistano
“ un singolare rilievo ,. |

Queste parole sintefizzano a wmeraviglia il caratiere dell’opera, che & vera-
mente pregevole e degna del nome dell’autore, ben noio ai cultori delie mateman-
tiche discipline per le sue importanti e geniali ricerche nel campo della geome-
tria. T'rattandosi di an wonovo indirizzo didatiico si pud affermare che non poteva
esser fatta la prova con maggiore acume, compefenza e coscienza,

L’opera & divisa nel modo segnenta: .

Ixrropozions, nella quale sono stabilite le nozioni di forme geometriche fon-
damentali, elementi impropri, doalita, proietlivith e gli aliri fondamentali della
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geomeltria prolettiva.

Parre 1. — Forme di prrima specie. Questa & divisa in tre eapiloll, ¢ clod:
1. — Sistemi di coordinaie delle forme di prima specie.
1. — Preleftiviid fra due forme di prima specie.
L. — Involuzione sopra una forma di prima specie.

In tutti guesti capitoli dopo avere stabiliti i vari sistemi conoscinti di coor-
dinate per le forme di prima specie, & fallo wone siudio profondo e accurato in
tuttl 1 minimi particolari, della proiediivita a dell” involuzione nelle forma mede-
sima, allernando opportunamente le considerazioni puramente geometriche ecolle
analitiche.

Parrr 1. — Geometria analitica del piano. Questa si compone di una breve
introduzione, nella quale si atabilisce 18 nozione di coordinale tariesiane, e di sol
capitoli, e cioe: '

1. — Relazioni di posizione fra punti e relle.

1. — Distanze, angoli, aree.

III. — Trasformazione delle coordinate - Coordinate omogenee di punie £ relle- Coore
dinate proiefiive.

1V. — Rappresentazione analitica defle curve piane - Inviluppi di relte,
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V. — Il cerchio ed altre cwrpe purticolari.
V1. — Proiettivitd tra forme di seconda specie.

Pawrs 111. — Curve di second’ordine. — Questa & pure divisa nei sei capitoli
seguenti :
1. — Polaritd definita dalla curea.
1. — Costyazioni di coniche - Teoremi di FPaseal, Brianchon e Desargues.
111, — Proprietd diameirals.
1V. — Forme ridoite delle equazioni delle coniche.
V. — Proprieid focali delle coniche.

VI. — Trasfermazione @i uno conice mediante una collineazione.
AppExpice. — 1. Suf problemi geometyici, — (Quesia parie & una seconda edi-

zione dell'articolo Swulia risolubilita dei prodiemy geomelrict coglistrumenti  ele-
mentari, che fa parie della raccolia di Owestioni viguardanti la geometria elemen-
tare, pubblicati da F. Eoriqgues nel 1900,

1L Raccella di aleune formule di geomelyia unalitica piana. — E questo una
specie di formulario contensnte i risultati piii necessari per la pratica otienuil
nella 11 e 111 parte.

Abbiamo rviprodoite questo breve sommario per dare nna pallida idea ielle
materie contenute nel volume (che sono in sestauza quelle che si svolgono negli
ordinari corsi di gsomeiria analitien e proiettiva) e dell’ordine nel quale esse sl
Seguono,

E superflno accenuare chie sempre le considerazioni algebriche e geometriche
4i succedono e ¢ intreceiano, sviscerando per cosl dire, i vari argomenti. Ad ogm
capitolo segue una copivsa raceolta di esereizi gradoalmenie e razionalmente di-
sposti, alcuni eon ecenni di risolnzioni, nella quale somo svolie importauti teorie
accessorie, che sono easi speciali e imporiani complementi della parte generale,
in gnisa che il volume diviene per essi nna specie di enciclopedia contenente
tuiti i concetti fondamentali relativi alla parte elemeninre della geometria anali-
ticr o proiettiva, |

Con guesti brevi canni non abbiamo per nulla preteso di far conoscere il libro,
ma pinttosto d'invogliare i lettor) a leggerlo e meditarlo.

WesER. — Eneyklopidie der elementaren Algebra und Analysis. Leipaig,
Teubner, 1903.

Questo bel volume di circa 450 pagine & il primo dei fre che costituiscono
la Encyklopidie der Elementar-Mathemutilc dei professori Wapes e W ELiaTAIN.

Come dichiara I'antore, un tale libro non & né vuole essers un libro scolastico,
ma & per cosi dire ung ricca miniera, dove gl’iusegnanii possone sceglicre la
maleria del loro insegnamento, e gli studenti che s dedicamp alla matemabica
possono trovare qUANLO 0CCOITR Per ordinare e arricchire le loro cognizioni. E ve-
ramente 1a guantith di materia raccolta con rigore e chiprezza in un volume re-
lativamente piccolo & considergvelissima, come si pud gindicare dall’indice che
riporfiamo sommariamenie.

Ligro 1. — Fondamenti dell’ dritmetica.

8ezione 1. — Numeri naturali.
. 11. — Operazioni di calcelo,
., III. — Divisione ed introdazione delle [razioni.
= V. — Numeri irrazionall

. V. — Rapporti.
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Sezione V1. — Potonze o logaritmi,
V1I. — Egunazioni di 1° grado.
Vill. — Eguazieni quadratiche e numeri imaginari.
1X, — Permutazioni e combinazioni.
., X, — Applicazioni diverse.
Lagro [I. — Algedra,
Seziome X1. — Equazioni algebriche, v 3
XII. — Teorema fondamentale deli’algebra.
XI[Il. — Equazioni indeterminate di 1° grado.
X([V. — Equazioni indeterminale di 2° grade.
XV. — Frazioni continue
XVI. — Risolnzione algebrica delle equazioni cubiche e biguadratiche.
. XVII. — Qalcole delle radici dell’equazioni numeriche.
= XV1il. — Divisione del cerchio.
. . X1X. — Esempi &' impossibiliti.
Lisro 11I. — Analisi.
Sezione XX. — Serie’
XXI[. — Serie a termini positivi e negativi.
XXIl. — Serie illimitatamente convergenti per la funzione esponenziale
g le funzioni trigonometriche.
= XX1il. — Searie binomiale.
., XXIV. — Berie logaritmica.
s XXV. — Prodotti infinili
., XXVI — Trascendenza di e e di =.
ArpeNpice. — Congrnenze di grado superiore - Esistenza di radici primitive
dei numeri primi - Determinazione algabrica delle radicl dell'unita.

n

=

=

CORRISPONDENZA

L™ Sig. Direttore,

La prego d'accogliers la seguente mia dichiavazione, in risposta alla lettera
del dott. (. Mignosi inserita nell’ultimo fascicelo del Perindico.

Ella sa che il manoscritio delle mie Nuove considerazioni sulle permuiazioni
Le pervenne nel giugno 1902, cioé tra mesi prima ¢che comparisse il lavoro del
dott. Mignosi; e ricordera pure che, appena fu pubblicato quest'ultimo seritto, 1o
Le feci rvilevare la gaasi idontita dei due lavori, ed Ella ebbe a rispondermi che,
ponendo 1a data del gingno 1302 al mio, tutto si sarebbe rimediato. Sfortunala-
mente correggendo le bozze, un anno dopo, dimentical (vontro il mio interesse)
di apporre questa*‘ﬁata. Agginngerd infine non aver io mai dichiarata difficoltosa
1a ricerca del numero delle permutazieni che presentano wn date numero d'inver-
gioni; soltanto osservai giustamente che coi metodi da me segniti tale ricerca
va rapidamenie complicandosi.

Salutandola distintamente La ringrazio.
Dep.nio

Dotf. Luter CARLINI.
Coneo, 21 novembre 1903.

Grovio Lazzert — Dirveltore-responsubile

Finito di stampare 1] 14 decembre 190G,
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INTORNO AD ALCUNT SPECIALI POLIEDRI AUTOCORRELATIVI

. In una mia pubblicazione, fatta pocli mesi or sono, mi sono occupato
di alcune Ricerche intorno ai poliedri ed alle refi mtocorrelalive. (¥)

Nella prima parte di quel lavoro, Poliedri e reti nutocorrelative in ge.
nerale, dopo avere esteso il sigmificato di poliedro coll’ introdunrvi il con-
cetto di facce monolatere e bilatere e quello di angoloidi monospigolt e
bispigoli, e dopo avere ben precisato il concetto di ordine, di correlativiia
e autocorrelativifa nei poliedri. {(**) bo stabilito le formmnle generali che
servono di base alla determinazione di tutta 1 poliedri e delle reti richie-
ste. In questa ricerca sono state distinte le fre seguenti class: di poliedr:
1. Awutocorrelativi con elementi del 3° ordine; IL. id. con elementi del 2
ma senza elementi del 3°; Iil. id. con elemenii del 1° ma senza elementa
del 2". Per ognuna di gneste classi ho dimostrato Vesistenza di inhinite
gerie di poliedri, ho accennato al modo per poterli effettivamente costruire
ed ho dimostrato che le relazioni fondamentali oltre esprimere la condi-
zione necessaria, esprimono anche la condizione sufficiente per 'esistenza
dei poliedri e delle reti autocorrelative. Nella IT parte del lavoro Poliedri
e reti autocorrelative uniformi, mi occupo della ricerca di quegh speciali
autacorrelativi nei guali 1 vari elementi dei differenti ordini prendono
parte in sgnal numere alla costitmzione del corpo. Per questa ricerca,
partendo sempre dalle stesse formule fondamentali, opportunamente ri-
dotte pel caso speciale da studiarsi, determino 1 44 poliedri e le 31 rete
che sole esistono sotto le condizioni poste. Tanto 1 pohedm che le refa

(*) Atti del Reale Istihelo Vensto di Scienze Leltere ed Arti, Aupo Accad. 1902-003 Tome LXIL
Parts I, pagg. 147-173 o T20-T64

(**) Per eoloro che non conoscessero g mio citato lovoro, eredo utile di riportare alcane defi-
niziomd, limitandomi perd a guelle sclamente. che possono fncilitare la lettura deila presenbe nota.

XNon avendo occasione in guesto seritto di dover considerare refi e poliedri conienenti focee
monolatere e bilalere & angoloidi monospigoli & Bispigoli si pud per questi elementi, premdere Ia
parola ordina mal suo signifieatoe ordinario, eiok di numero dei Jati o dalle facce che formano rispet-
tivamente un poligone (pianc o aferico) ¢ nn angolo solido.

Drue poliedri vengono detti correfatiri quando ad un engoleide m-apigols dell'uno, eorrisponde
una foccis m-laters nell'altra, ed inversamente a classoua faccin n-foteva del prime cormisponde
T angoleids n-spigala del seecondo. Segue da quests deflnizione che dune poliedri eorrelakivi hanno
uno stesso pumero i costole.

Un poliedro lo diremo sulocorrelotivo quando ad ogmuma delle sme facce corrisponds an Ango-
loide dello stesso ordine, ¢ guando ad una costola -che separa dne facca rispettivamente m- od
n-lnfere e rionisce i vertici di due angoloids rispettivamenie ¢- ed r-spigeli, corrisponde una cost ol
che rinmigce i1 verdici 61 dne angoloidi m- ed n-spigold e separa due faces g- ed r-laters
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trovate sono distinte nelle tre seguenti specie: 13, ordinari (cioé senza
elementi di 1° e 2° ordine); 29, con elementi del 2°; 3%, con elementi del 1°.
Dope aver dato le figure corrispondenti ai corpi e alle reti della 1° specie
e alle corrispondenti varietd, accenno al modo di dedurre da esse, mediante
semplicissime operazioni, le figure corrispondenti ai corpi delle ultime due
specie. Chiamati coniugeti due poliedri correlativi quando hanno forma e
posizicne tali che, essendo iscritti in una medesima sfera, i vertici dell'nno’
sieno nei centri sferici delle facce dell’altro e consegnentemente le costole
corrispondenti vengano ad avere direzione ortogonale fra di loro, descrivo
le dne sole coppie esistenti di poliedri ordimari autocorrelativi coniugati,
e cioé la coppia di due fetraedri regolari e quello di due ottaedri-ottan-
goloidy,

Per quest'ultima coppis, della quale ognuno dei poliedri componenti
ha la forma del solido rappresentante duve mucchi di ghiaia riunite per
le basi, stabiliseo le formule esprimenti le relazioni analitiche di posizione
fra gli elementi dei due sgplidi eomugati.

2. Richiamate queste poche nozioni e accennato a1 risulfati otienut,
verrd allo scopo della presente nota che & quello di ritrovare per lo eoppia
coniugata predetta, le corrispondenti formule con ur procedimento alguanto
pitt gemplice di guello allora nsato, e di dednrre da esse lo sviluppo delle
varie parti dell’aggruppamento, dando cosi il mezze di poter costruire con
facilitd una coppia di due ollaedri-ottangeloidi 1 posizione contugala.
Inoltre, siccome nella I Parte del mio lavoro citate accennai solamente
di passaggio alla classe generale dei poliedri autocorrelativi rappresentati
dalla serie indefinita di piramidi di cni il numero dei lati della base varia
da tre all’infinito (cono), cosl frove ora opportunc di ritornare su gquesto
argomento per ocenparmi: 1%, della ricerca della forma generale delle coppie
di piramidi che possono mettersi in posizione conivgata; 2', della deter-
minazione dello sviluppe necessario alla effettiva costruzione di una gua-
lungque di queste coppie; 3", dei modi per poter dedurre da ogni piramide
altri solidi autocurrelativi mediante la opportuna aggiunazione di element:
del 4" ordine.

I. — Ottaedri-ottangoloidi autocerrelativi in posizione coniugata.

3. L’ottaedro-ottangoloide autocorrelativo é costitnito da 4 {friangeli
isosceli e da 4 trapezi pure isosceli; conbiene 4 angoloidi triedri con
due diedri eguali, ¢ 4 angoloidi tetraedri con due coppie di diedri eguali.
Ha due costole che sono comuni-a coppie di angoloidi trispigoli e che
separano facce quadrilatere; ad esse corrispondono due costole che sepa-
vano due facee trilatere e che risultano comnni a due angoleidi gquadm-
spigoli, Infine vi mono otto costole che sono lati comuni ad ona faceia
triangolare e ad una quadrangolare, e sono spigoli comuni ad un angoeloide
trispigole e ad uno qﬁadﬁsp.igﬂlﬂ.
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Per mettere due di tali antocorrelativi nniformi in posizione coningata
immaginiamo uno di essi inseritto in una sfera di raggio uno, e proiettato
su d1 esea.

Se GEFK ¢ KCF (fig. 1) zono due fae-
ce sferiche adiacenti, rispettivamente di 3
e 4 lati, di tale poliedro, I'altro corpo dovra
avere 1l vertice N di nn angeloide gunadri-
spigolo, nel centro sferico della faccia gua-
drangolare GEFK, e il vertice Q, di un an- &
goloide trispigolo, mel centro sferico della
faceia triangolare KCF e per conseguenza
i due arehi di eircolo massimo ﬁl e FK si
tagliano scambievolmente per meta e ad
angolo retto in 8. I1 guadrate sferico FNEKQ risulta percid inscritto nel

triangolo trirettangolo MPR, ed & facile riconoscere che deve essere
PN = PK — SF—=SK —=8(Q = SN.
Ghia.manji_? 2 la Junghezza comune di questi archi e ponendo inoltre
y— MF = QR, sara ancora
MN = KR = 90°— ; ﬁ:@:fﬂ:ﬁzﬂﬂ“—ﬂy.

Ora si ricavano facilmente, per mezzo delle note formule di trigono-
metria sferica applicate ai triangoh sferici rettangoli MNF, MNQ e PNK,
rispettivamente le formule seguent:

235ny=senw

gen 2y == sen & cos y SPD,:B 1_ B4 9%
cos 22 = sen & sen y cos 2=
. 11 eos 2z
sen 2y = cos*ax = 5 V 1+{:ns. 1’1})
k4 cos 2y =
1 1— ros '3’1* F]D
cog D = l se l/ I 5
(3) = y » da cu (4}]
"o P Kl—i— cO5 r_ujy' 3 I]D
EDHEH—E' uwy—} 5 =5

La (fig. 1) & la prima delle (8) mostrano che pel trapezio GKFE, che &
una delle facce quadrangolari dell’ottaedro-ottangoloide antocorrelativo,si ha

GE =KP —GE-22snz— 2 sen 4 (are cos §).
Parimenti dalla 1* delle (2) si ha, sempre pel solito frapezio,
} GK.

Il trapezio predetto & guindi facilmente costruibile guando i essa si
conosca un lato, per esempio la base waggiore GEK

Determiniamo ora la faccia trnangelare FKU (fig, 1); di essa 81 cono-
seono intanto 1 due lati FK = FC = GK; ora io dico che ia bhase KC e
eguale alla diagonale GF del trapezio. Infatti, supponendo tracciata questa

EF — 2 28en y—gen & =

i
i

o o Sl T
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diagonale, il triangolo sferico isoscele GFK & egunale allaltro triangolo
sferico isoscele FEC perché hanno eguali le coppie di lati egnali ed mnoltre
langolo in K del primo & egumele all'angolo in F del secondo essendo
questi due angoli egnali all’angolo del gquadrato sferico FNKQ; segue di
qui che la corda GF & eguale alla corda KC. Si puo anche osservare che
I'angolo al vertice del triangolo isoscele che rappresenta la faccia trian-

Flg. 2..

golare del corpo, ¢ il supplemento dell'angolo ottuso della faccia rappre-
sentata dal trapezio. Da guanto precede si ricava immediatamente il modo
di costruire nna delle facee guadrangolari (trapezio), dopo di che & poi
facile dedurre tutto lo sviluppo dell’ottaedro-ottangoloide. Tale sviluppo
disegnato su cartoncino come apparisce nella fig. 2 (della quale devesi
considerare solamente la parfe disegnata in linea pit marcata) oi dard
il megzzo, dopo aver tagliate, intaccate e ripiegate le varie parti di esso
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in modo conveniente, (¥) di poter ottenere, nella sua vera forma, Dot
taedro-ottangoloide autocorrelative in modo che due di tali solidi possono
mettersi in perfefta posizione coningata.
4. Vediamo ora come possa essere costruito aggruppamento di questa
‘Goppla coniugata. A tale scopo cominciamo a determinare aleune proprieta
del trapezio isoscele che rappresenta la {aceia quadrangolare dell’ottaedro
ottangoloide autocorrelativo. Sapendo, come abbiamo gia mostrato, che i
lati non paralleli sono egnali alla base inferiore e che guesta & doppia
delia supericre, si deduce sabito (fg. 2) che:

1", Lie diagonali si taghano in due parti che stanno come 1: 2.

2° L’angolo acnto o si ricavae dal triangolo EGT per mezzo della re-
lazione, cos o= 0,25, da cui g ="T5"31'20", 957 e conseguentemente gli
angoeli ottusi hanmoe il valore di 104° 28’ 39", 043,

3". Le diagonali sono bisettrici degli angzoli ottusi.

4% Hgsendo I, I, H 1 punti di mezzo rispettivamente dei lati GE, GE,
Fh. ed O il punto d'incontro delle diagonali, dico che il guadrilatero
LIOH & guello secondo il qual&% trapezio appartenente ad nno deghi of-

teedri-ottangoloidi, tagha l'angoloide gnadriapigolo corrispondente del suo
conmiugato. Riferendoci alla fig, 3 s1 vede subito che i punti L, I, H di essa
corrispondono effettivamente, nella fig, 2, ai punti cmonimi, Rimane da di-
mostrare che il punto O della fg. 3 & quello stesso punto O determinato,
nel modo gia detio, sulla fig. 2. Basta per guesto far vedere (fig. 3) che
NL=49, essendo o la distanza dello spigolo EF dal piano dei punti G, K, C.
Infatti (Gz. 1 e 3), NL =sen NP = sen x, & ) ==co8 y, ora le relazioni (4)
provano appunto che NL = £ .

0%, La faccia triangolare FKO (fig. 3) é eguale al triangolo GKT (fig. 2
e 3), ed & facile riconoscere che la linea OHLZ (fig. 2) corvigponde alla

(*; Veggasi, n quesic proposito, quanto ehhi oceasione @i serivere in pna mis nots. Ssilo svi-
inppo dei Foliedh+i ¢ su aloune norme pratiche per lo costruzione dei Jors modelli in curtone. ® Perio-
dieg di Malemsiivn, Temo XV, maggio-giugne 14500,
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Tinea bTHe della fig. 8, la guale linea rappresenta P intersezione della
faccia triangolare KFI coll’altro sohdo ottaedro-ottangoloide.

Dopo cib & facile costruive lo sviluppo richiesto come mostra la fig. 2
nella quale Ie linee piene rappresentano, come abbiamo gib detto, I’intero
svilappo di un otteedro-ottangoloide; le punteggiate sono linee di costru-
sione; le linee pin sottili circoscrivono, per ogmi faccia, la parte secondo
la quale succede 1'intersezione dei due solidi coniugati. La parte trai-
teggiata con linee parallele ad FY rappresenta lo svilappe del solido
WQTHVUeH (fig. 3); di questi piceoli solidi se ne costrniscono due che
vengono posti a cavaleione dell’intero ottaedro-ottangoloide lnngo 1 due
spigoli ehe separano le dme facce triangolarl. Infine l'zltra parte trat-
tegginta rappresenta lo sviloppo della piramide quadrangolare TLHON
(fig. 3); di esse se ne formano 4 e debbono essere posie sopra clascun
trapezip dello' stesso ottaedro-ottangoloide completo.

La (fig. 4) rappresenta 1'immagine fotografica di nn modello i cartone
di due ottaedri-ottengoloidi in posizione coniugata, costruiti coghi svilupp
precedentemente deseritii.

I1. — Coppie di piramidi coniugate.

5. 19 — Determinazione delle coppie. — Una piramide, gqualunque sio 1l
pumero dells sue facce laterali, & un poliedro autocorrelativo. V oglhamo ora
determinare la forma speciale di tali corpi in modo che i due che costi- 4
tuiscono una stessa coppia, possano mettersi in posizione coniugata. B g% |
facile persnadersi che le due piramidi eguali che formano una delle coppie o
predette, debbono essere egnali, regolari e inseritte 1n una meclesima sfera
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di cui il Taggio potrd sempre prendersi egnale alPunitd. Sia allora (fig. )

PAB una delle facce laterali di una delle piramidi della coppa, avente

per base un poligono di = lati, e indichiamo con PAB il triangolo sferice
corrispondente. Siano per la seconda piramide della coppia, P’AB’ e PAR
rigpettivamente la faccia laterale e il triangolo sferico corrispondente. Per
la condizione di antocorrelativiti, di posizione coningata e di egnaglianza
delle due piramidi, dovrd essere: PP’ un diametro della sfera; B’ il centro
sferico di PAB e B guello di P'A'B; PA — PB—=P'A'=PB il valore

L .

comune dei quali sard indicato con 2I; AB = A'B. Avremo inolire egna-
glianza degli angeli sfemci APB e
AP'B il cui valore comune é dato
360"
n
20 di AP, dal triangolo sferico PMB',
rettangolo in M, si ricava

da . Detto ora Mil punto di mez-

180° ] —cot®
0
cos e tg l cot 21 = 5 oot? ]
da cul
/ 180"
tgz:‘/l—[—ﬂms 2
e quindi
cos : ,
}’1 _l_ tg*l ? cos H—Uf
e infine T
cos 21 = 1.,
gﬂﬂ
2 zos? =

Chiamendo ora H 1'altezza della
piramide avremo:
1
000

2 pps’—
M

H=1—¢cog 2l =3 (D)

2y p

Lia conoscenza di H & sufficiente per la deierminazione della piramide
che si cerca, ed ¢ facile dedurre graficamente da guesta tutil gli elementi
della piramide stessa. v

Esaminiamo alenuni casi particolari. Per m =2, che corrisponde alla
piramide di cwi la base & un segmento retilineo (che puod riguardarsi
come un hilatero regolare) si ha H—1. (uesta coppia ceningata puo oi-
tenersi tagliando un quadrato secondo una diagonale e facendo pol ructare
di 90° mebta di esso intorno all’altra disgonale,

Per n =23 si trova H=24%, che corrisponde al caso di nna coppia di
tetraedri regolari.

Per n == (caso in cui la piramide diventa un como) si ha H=3%

a.‘.'i. L
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H:‘ mé ‘Eﬁrﬁ!ﬂvérq&éﬂfw ﬁnm, rignardati come piramidi di un numero in- ’sz, i i

Wbl o fiilito di facce; jpossono’ mettersi in posizione coniugata, & necessario che

W sitmo eguali)ed eqiilateri.

l'? Bk 1 B. 2"._. ﬂvﬂ-f;m e costruzione di una piranide e di una coppia di pi- 4_1'::'5"

e rnme‘dz_ e posizione coniugata. _ | | | fi
e aﬁ_ﬂi 31::11;5:'51 p{:‘efr-edent.l dﬂﬂ]:lﬂ il modo fh detgrrmnare lo svilappo di una

S ¢ piramidi costituenti nna coppia coniugata. Ura proveremo che

el questo sviluppo si pud ottenere immediatamente per mezzo del confronto

i Bﬁﬂﬁ

55‘ o= dﬂﬂ'&ngulu al centro della base, coll’'angolo 2w al vertice della pira-

Fh

}  mide.. Chiamando r il raggio CA del circolo minore della sfera circoscritta

"5 ‘alla base, s lo spigolo laterale della piramide, avremo ‘
LN . sen @ r  VH (2 - H) :‘_1 H_ 1

2 o ; nm . — e — D

" o . ' gen liﬂ ’ ¥2H ® 900 Eg

SEo 0 quindi

AP 0 _180°

rrfﬂ':’j,f ' | sen  — . = sen il

L. 2 g 2 "

3%{*:(*%*,. RAEA 2608 — :
RSN o, . 2 ¢

13}:}&” - da cui = - & 7(2w)=180" 5i pué dunque concludere che la somma .
di tutti gli angoli al vertice della piramide ¢ sempre eguale a due retti.
A Questo risultato suggerisce la seguente semplicissima regola:

Lo sviluppo della swperficie laterale di una delle piramidi di una
coppia coniugata, qualunque sia @ numero delle sue faccie lateralt, é dato
dagli n triangoli che si ottengono riunende col centro i verdici di un se-
mipoligono regolare di n lati imscritto in una semicireonferenza di raggro
eguale allo spigolo laterale. T1 poligono regolare di n lati cosirwito sul lato "4
@z questo semi-poligono ¢i deva la base della piramide slessa.

7. Per costruire ona coppia di piramid: In pesizione coniugata, se ne
costruisce intanto una intera per mezzo dello syiluppe precedentemente
determinato; a questa i agginngono poi delle convenienti appendici per
Tappresentare le parti della seconda piramide che emergono dalla compe-
netrazione della prima. Per la costruzione di queste parti psserveremo
che le superfici laterali delle due piramidi 81 taghano secondo una linea
gobba, chiusa, regolare a zig-zag, rappresentata da QO0'Q’ (fig. b).
~ 31 possono facilmente determinare i vertici di guesta linea e guindi
disegnare la linea stessa sullo sviluppo della prima piramide, ogservando
che O & il punto d’incontro dell’'apectema PN della prima piramide, eon
uno spigolo laterale P'B' della seconda,

Ora dal primo sviluppo si deducono con facilita, graficamente i seg-
menti PC, CP’=CP, CN e OB, e quindl 81 deducono in grandezza e
posizione le due linee P'B’ ¢ PN che stanne in un piano colla PP’

Determinato NO= N0, B0 — AQ =A'()’, restano determinati tutti

=5, [
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i vertici della linea poligonale, e dopo cio & facile determinare sullo svi-
Tuppo gia disegnato della superficie laterale della prima piramide, gunello
della zona piramidale terminata dalla linea a zig-zag sopra accennata, Lun-
go questa linea deve venire a combaciare la parte superiore di umo speciale
troneo di piramide che fa parte della seconda piramide della coppia. La
base di guesto tronco speciale: di piramide, aperto superiormente, deve po
contenere un’apertura centrale lLimitata da un poligono di n lat, concen-

trico a quello che rappresenta 11 perimetro della base, e rnotato rispetto a
1800

n
la parte superiore della piramide intfera.

I facile vedere che il raggio del circolo circoscritio a guesto peligono
concentrico & rappresentato da K'C'—= KC. Questo stesso poligono dovra
essere disegnato anche sulla base della prima piramide, percheé su di essa
deve attaccarsi, per la base, la piceola piramide simile alla grande aveute
per base il poligono predetto e per spigolo laterale la lunghezza del seg-
mento B'P— KP. _

8. Come applicazione di guanto precede, consideriamo il caso partico-
lare di una coppia coniugata di piramidi pentagonali; dico che i 12 vertie
dei due solidi sono quelli di un Zcosaedro regolare. Infatti il valore 2)
del Iato della hase pentagonale della piramide & dato, per la proprieta

enuneiata al n. 6, da
b — 1
g}._gﬂﬂﬂﬂ lBU:FQH‘Y_E y
ma per n—>5, la () da

. Per guesta apertura deve passare

questa, di un angolo eguale 2

5+ Vb
b

H=—

quindi

2). =110 (5 — V5)

che & appunto il valore del lato dell'icosaedro regolare inscritto nella siera
di raggio uno. Segue di gui che Pangoloide al vertice della piramide &
guello stesso di mno dei dodecaedri stellati di Keplero (*) detto anche
dal Poinsot (¥%¥) dodecaedro stellato di 2* specie. Dopo c¢ido & facile ven-
ficare che lo sviluppo delle diverse parti della coppia coniugata di pira-
midi pentagonall si pud ottenere facilmente nel seguente modo: Costruifo
il pentagono p base della piramide, si disegni in esso il pentagono stel-
lato p' determinato dalle sue dMgonali; il piceolo pentagono p” centrale e
quello che deve essere disegnato sulla base della piramide intera, e ta-
gliato su quello della seconda piramide. I triangoli isescel ¢ che rappre-
sentano le punte del pentagono p' sono le facce laterali della piccola
piramide da incollarsi sulla parte centrale dells base p della prima pi-
ramide: infine, ¢id che rimane del triangolo isoscele formato da un lato
di p e da due delle sue diagonali, dopo avervi telte p" e il triangolo ¢

(") Harmonices Munii, proposizione 26 del 20 libro,
(**Y Jowraal de "de, polytec, Unh, 10, p. 39,
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posto al vertice, rappresenta una delle faceie della zona piramidale ter-
minate dalla linea a zig-zag di emi abbiamo parlato al n, 7. La fig, 6
rappresenta la coppin coningata ora
descritta.

9. 3% — Autocorrelativi dedotti da
altri mediante ['aggiunzione di ele-
ment? del 4 ordine.

Nel mio lavoro citato al prineipio
di questo seritto, ho dimostrato che
dato un poliedro autocorrelativo qna-
lanque se ne possono sempre ottenere
quanti altri si vogliano aggiungendo
convenigntemente un numero gualun-
que di elementi del 4° ordine (ango-
, loidi gnadrispigoli e faceie guadcila-
tere). Per le piramidi si vede subito che s3 pPossono agginngere facilimente
quante serie si vogliano di tali elementi del 49 ordine, gquando ogni serie
abbia wn numero n di elementi del 4° ordins egnale al nomero dei lati della
base. Basta per far cid considerare quanie sezioni s vogliano della pira-
mide, con piani paralleli alla base, perché ognuno di tali sezioni aggiunge
al solido n quadrilateri ed » angoloidi guadrispigoli. T solidi cosi ottenuti,
pur restando sempre autocorrelativi, perdono pero la proprieta di far parte
d1 una, coppiz coningata; é quindi NECessario, per ogni sezione, di modifi-

-----
......

----------
T o M B

Fig, 8,

Servendoci della terminologia geograiica & evidente che la rete for-
mata dal paralleli e dai meridiani quando quest’'ultimi siano traceiati in
un emstero, per esempio in quello settentrionale, fino al polo, e per 1’an-
strale sino allultimo parallelo, costituiscono nn reticolato auntocorrelativo.
Un secondo reticolato di meridiani e dj paralleli, i cui punti di incontro
lossero mei centri dei guadrilateri o daj tnangoli sferici della prima rete,
cor meridiani che si estendessera per lemisfero aunstrale fino al polo e
pel settentrionale fimo all'nltimo parallele, costitnirebbe una rete in pOsI-
zione coningata alla precedente. Per queste retl la semplice conoscenza
del numero dei meridiani basis, per determinare facilmente la loro posi-
zione; invece dalle comoscenza del numero deéi paralleli non si pud econ
eguale facilita stabilire la posizione di essl, © conseguentemente neppure
la. Innghezza dei meridiani in quelli emisferi in cni non 81 estendono fine
al polo corrisponden te.

Un altro modo per aggiungere elementi del 4° ordine e quello di tron-
care ccn altrettanti piani, gli » angoloidi alla base della prramide in modo
che la base stessa venga a trasformarsi in uwn poligono avente i suoi ver-
ticl nei punti di wezzo dei lati d; quello che forma la base della piramide,

Firenze, seltembre 1903. ANGELO 1., ANDREINL
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BARICENTRO DI UN SISTEMA PIANO DI PUNTI
CON MASSE IMMAGINARIE

In guesto lavore, seguendo nna notazione gid molito diffusa, pongo:
P = punito; v—=— vetiore —= p — p; ¢ = numero reale;

¢ =Tnumero compiesso del tipo pelv=¢-|-¢i; .D.=sl deduce; =2 un;

czq.=>. imm ¢— coefficiente di 7 nella parte immagmaria di c;

realc — parte reale di ¢; mode = modulo di ¢ =& elevato real e log ¢):

arg ¢ = argomento di ¢=imm (log ¢};

cong ¢ = coniugato cdi ¢=real ¢ — famm e.

Se P, Q somo due proposizioni, la scritinra P.=—.() significa che
P.o.Q} e che Q.. P, cioé le due proposizioni P e Q sono equivalenti.

[. Siano A,, Ay, ... A, dei p ed my, 1y, ...m, dei g e sia

M= M.
1

Se m =0, s1 chiama baricentro dei punti A, colle masse m, e con
r=1,2,,..n, un punto ( tale che, essendo O un punto gualungue, sempre
81 abbia:

m (G —0)= f'.r?‘ur (A, — 0)
\

& 81 Sscrive:

i |
my = X mA..
]
1

Se m =0, V'espressione Ym. A, rappresenta un » definiio dalla egna-
1

glianza:

Y n—1
Xom A, =3m (A, — A,
1 [

2. Questa definizione, che & fondata sulla noziome di prodotic di ue »
per un ¢, e di somma di pit v, si pud estendere ad un sistema di punti
le mnsse dei quali siano endi anaglitici tali che il prodotto di eiascuno di
essi per un vebtore sia un vettore unicamente determinato.

(Godeno di queste proprietad i quaternioni di Hamilton per alcune clagsi
di vettori dello spazio, ed i ¢' per i vettori di un piano.

Oggetto di questa nota e di definire il baricentro di un sistema di
punti tutfl contenuti in un piano, ed aventi per masse del numeri complessi
del tipo pei? cioé dei ¢.

d
-
i
. - . 5 -
i o o -, J s a
R L b e e A 3 AT Py -
L SRl b e e ey e T e = 1 -
Lol 5 s | o . '
-;%w 3, R e e R et R - L gt s
= et Mot s g E R = B e T e L Ty B
C L L ST . 2T e gy ] . i
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3. Al prodotto dei vettori di un piano per 1 ¢' & stata data questa
interpretazione:

se U énn v, Uz rappresenta il vettore U rotato di un angolo retto nel
verso positive delle rotazioni:

58 &, Y e g, sard;

U (4 dy) = (& +1y) U = au 4 yUs;

ne consegue che se ¢ & un ¢, ¢U rappresenta il vettore U moltiplicato
per mod ¢ e rotato di un angolo nguale ellargomento di e.

In guanto segue intendo che i puntl ed 1 vettori che avrd occasione
di considerare appartengano tutti ad uno stesso piano g in cui & definita
Poperazione acceunata, _

4. Siano U,V dei.», U/V sard un complesso avente per modulo il Tap-
porto del mod U al mod V ed avente per argomento Fangolo di V con U;
ossia:

U/V = (mod U/mod V) ¢iane (v,

Se U, ¥V, W sono # del piano 5, sussistono le relazioni:

; A U A T ¢ G
UMV=U; . .g=w 7 W=u.U.

9. Nella proporziene fra vettori espressa dalla relazione:
UL; -‘;- 1 — UE.W a

S1 pud permutare, alternare, comporre e scomporre come nella proporzione
tra numeri.

1l vettore X guarto proporzionale dopo tre vettori dati U, V, W si
costruisce conducendo i vettori dati da un punto O, cioé ponendo:

A—0=TU, B—0=1, C—0=W.
Costrutt sn OC i) triangolo OCD direttamente simile ad OAB, sard
D—-—0=X,

I vettori che soddisfane alla condizione di esserc ciascuro medio pro-
porzionale tra due vettori U, ¥ sono due, ugnali ed oppostl. Sia b la biset-
trice interna dell’angolo AOB, e ¥’ 1a bisettrice esterna dello stesso angolo.
La circonferenza che passa per A e B ed ha il centro sulla » incontra
la b in doe punti ¢ e D. Ciascunc dei vettori C— 0 e D — 0 & medio
proporzionale tra U e V. (*

Le dimostrazioni sono ovvie,

6. Siano A,, A;,... A dei punt1 del piano &, siano ¢, e, ..., dei g
e sig ﬂ‘__ Cr==1=C.

1

("} 11 lettore & pregato di fare la figura in gquesio e negli altri puntl in eul & accenna a caatru-
Zioni geometriche,
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Se ¢ ==0, chiamo baricenfro del sistema

C1Ag F CAq . . . ChAy
il punto G tale che essendo U un punto gualungue del plano, sempre 8i
abbia:
e (G —0)=23. ¢ (A, —0)

|
e SCrivo:

n
ely = 2L ¢ A .
I

Se r=10, I'espressione i, c,A. rappresenta un vettore definito dalla
1

relazione

n—lI

Zr ey = 3 & {Ar"‘ Au) ‘
1 1

7. Siano a,, b, de1 g, posto

¢G=ua,-}ib, oon r=12,...9

Sara
i (.ﬂ‘r '—E_' E?}r) JéL:r — Er ﬂ1"&1' + s br..d.tr .
1 1 1
Se
Za,—azE0; 2b,=b=0
posto:
gA=3.aA,, bB=3bA,
1 1
B (@ -+ ) Ay = (a—b3) G
L
gara

(a4 bi) G=0A -+ biB
a(G—A)=b(B—G)7
: L

(G—A) B—&) = E’f
i vattori G — A ¢ B— G sono perpendicolari ed il rapporto delle loro
grandezze & bja. 1l punto G & sulla circonferenza di diametro AB e la bi-
settrice interna dell’angclo BGA incontra AB nel punto (aA+-0B)/(a--b)
che divide AB nel rapporto bja. Se ne deduce una facile costruzione di &,

8. 51 ha:

G eA --biB  a*A+-Bab(B—A)i
T Tafbi ® a* b |
Posto
@A —WB oA+ PB—abB_—A)i
2 a— a® - b*
= | ‘%A -+ B
Gl G =2 S
ah

6 — 6 =25 (B—A)
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ogsia 1 punti (+ e (' sono simmetriei rispetto ad AB; essi sono i punti
d’incontro della circonferenza di diametro AB colla circonferenza d’Apol-
lonio relativa ai punti A e B col rapporto ba.

I punti (A --%B)/ (14 4) ed (A—iB) (1—4) sono vertici opposti
nel guadrato di diagonale AB.

i
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Coordinate baricentriehe complesse.

J. Fissati nel piano « due punti distinti A, ed A,, ogni punto P del
piano si pud considerare come baricentro dei punti A, A, a cni siano appli-

cate masse convenientl. Siano ¢, ¢ ¢ due g" tali che

(61 + ¢) P = ¢;A, + e
Sara

] CP—alj:ﬂE ("é"ﬂ'_—P) . — . {P_q.il:l_; (.&E—P)_"—'CLIﬂE .

I due numeri e, e ¢; si possono assumere come coordinate del panto P
rispetto ad A;, Ay, e sono coordinate cmogenee, ingquantoche P dipende
umeamente dal loro rapporto.

I complessi conje; eonje; sono le coordinate di un punto P’ simme-
trico di P rispetto ad A,A,.

0. Posto cyje, = — ¢, sard

‘ 1 —e)P=A, —cA,
(A3 — P}/ (A; — P) =c = (A, P/A,P) edsPhai

Ne consegue che

ang (PA;, PA,) = A,PA, —arge.

11 complesso ¢ & la coordinata del punto P rispetto ad A;, A; e =i
puo chiamare covordinata rapporto.

La coordinata rapporto esprime col sno modulo i) rapporto delle di-
stanze del punto variabile dai dne punti iondamentali, e col sno argo-
mento I'angolo sotto el dal punto stesso sono veduti i punti fondamentals,

[l. Specializzando la naturs di ¢, 81 hanno punti e linee particolari.

: . A A _
Se ¢ = —1, sarda P= _lt = punto medio di A, A,

Se imm c=10 il punto P deserive 1a retta AA; - In guesto easo la e
€ un g, e coineide colla coordinata rapporto dei punti della retta A A,.

Arge=0 rappresenta i punti dells retta A, A, esterui al segmento A, A..

Argc—=mx rappresenta i punti interni al segmento A A, .

Real ¢ =0 rappresenta la circonlerenza di diametro AjAg.

Se arg ¢ = costante, il punto P deserive un arco di circonferenza che

ha per estremi A, ed A..
Se mod ¢ = costante, il punto P descrive una delle circonferenze di g
Apullonio relativa alla coppia A,A,. i
i:
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Mod e =1 & Peqnazione dell'asse della coppia .&,AE cioé della perpen-
dicolare ad A;A; nel punto (A + Ag) /2.

12. La coordinata rapporto definisce nel piano nn sistema di ceordinate
reali finora poco msato, in cui ciascnn punto & determinato del rapporto
delle sue distanze da due punti fissi, e dall’angolo sotto cui i1 punti fissi
sono vedunti dal punto mobile. Perd dalla coordinata rapporto si dedneono
facilmente le coordinate cartesiane e polari. Mi limito al caso pit semplice.
Se si assume A, con origine o polo e la retta A A, come asse delle & o

asse polare, posto
(Ay—P) (Ag —P)=c¢

08814
. \ C
P—(A,—eAy) (1 —e)= A+ — (A, — &),
SATR
N E C
raggio vettore di P=mod — (A;— Ay)= Ay mod ——
c
ascissa angolare =arg —

ascissa di P=real[¢ (Ag— A;)/ (¢ —1)|=AAgreal ¢/ (c—1)
ordinata di P=1imm [e (Ag— A}/ (c—1)| =AAgimmec/ (¢ — 1)

Rapporti e birapporti.

(3. Siano A, B, C, D punti del piano, pongo:

(ABC)= (A — )/ (B — C) = rapporto semplice dei punt1 A, B, C,
(ABCD) = (ABC) ' (ABD) = hirapporto dei punti A, B,C, D

Il rapporto semplice ed il birapporto sono ¢, € si ba:

rA_BEJ - — _AE fiBU.EL

BC
('&G : aD) i (BCA—BDA)
(ABCD) = B¢ BD) _
14. Dalla identiti: ;

(A—B)+ (B—C)+(C—A)=0
dividendo per C — B, .2.
acB) L (aBo)=1.

S1 ha pure identicaments:

(ABC).(BAC)=1
gquindi posto:
(ABUY=¢, O
(BAC)=1/¢, (ACB)=1—¢, (BCA)=1—1!¢=(e—1)/¢c
(GBE} — 38 (r: —1), {[.15_]3) =1f({1—¢)
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ed anche:
A —(ABC)B | (ACB)C
B—=(BCA)C4-(BAC) A
C = (CAB)A + (CBA)B.

|5. Dalla relazione:
(ABC) - (ACB)=1 ..
AC ~  AB .~
= ABG | CBA —
BC T B ¢ :

bri le parti reali e le parti immaginarie,

Ugnaghando nei due mem

aVTremo:

AC cos BCA - AB cos CBA = BC
AC sen BOA - ABgen CBA =0

che sono le formule fondamentali della trigomometna.
16. Dalla identita:
(A—B) 4 (B—C)+(C—4)=0

dividendo per un vettore I. .>.
(A—B)/ I+ B—-C)/I4+(C—A)/1=0
ed apnnliando il reale e I'immaginario, avremo:

AB cos (AB, I) |- BC cos (BC, I)-}- CA cos (CA,I) =0
ABsen (AB, T) + BCsen (BC, I) - CAsen (CA,I)=0

che sono note formule fondamentali nella trigonometria.
I'7. Se A, B sono punti distinti, ’equazione:

(ABP) =1

non rappresenta, rispetto a P, punti a distanza finita. 51 pud ritenere
come 'equazione della retta all’infinito del piano. Indicheremo che P é
allinfinito serivendo P_ . ed sllora qualungue sia P_, sempre sara:

(ABP_)=1.
(PAB)®=

18. L’ equasione

dove n & un numero intero; ed A, B sono punti fissi distinti, rappresenta
rispetto a P, » punti, che somo i vertici del poligono regolare di n ladi

inseritto nel circolo di centro B e raggio BA.

19, Posto
i
(ABC) = ed
SATH :
(ABC) — (BCA) = (CAB) = ¢®

(&CB} = (CBA)= (BE_G) —e 3

e e

i ",r,']_n -;.-_-':3..*_{.:_—-_'— :
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ed i punti A, B,C sono i.vertici-di nn tr.iﬂ.ngnlﬁ equilatero. -
Se |
i punti A, B, C sono allineati.
Se
reale (ABC) =0
il triangolo ACB & rettangolo in C.
(ABO)=—1.=. C=(A -} B) /2= punto medio di AB.

"Se (ABC) = (A'B'C), 1 due triangoli ABC, A'B'C'sono direttamente
simali, '
90. Tra quattro punti ed un vettore I del piano sussiste la relazione
B B—-C

C—D D—
(A—B). —— + (A—C). 17—+ (A=D). ——=0. - (1)

| Fssa si dednee dalle identita

10— DY Tas{A —D){T— (& — @) 1T
(D— B)/I1=(A —B)/I— (A—D)/I
(B— C)/I=(A—C)/1—(A—B)/I

moltiplicando la prima per A — B, la seconda per- A — C, la terza per

A — 1, sommando e riducendo.

l— B _
Dividendo nella (1) per (B— D). EI——, §i Ticava:

(ABCD) - (ACBD) =1 . (2)

La (1) e la (2) sono relazioni fra quatiro punti di un piano analoghe
a quelle che sussistono fra quattro punti allineati. Hsse confengono note-
voli relazioni relative al quadrangolo. Se nella (1) si divide per un vettore J
e quindi si nguagliano a zero la parte reale e la parte immaginaria del
due membri, =1 ottiene:

FAB.(ODcos (AB,J+CD, 1) =0
FAB.CDsen(AB,J+CD,I)=0.

Dalla (2) st deduce:
AB. 0D cos (CBA — CDA) 4 AC. DB cos (BCA -— BDA) =AD . BC
AB . 0D sen ((BA — CDA) 4+ AC. DB sen (BCA — BDA)==0.

Da queste formule e dalle altge che s1 deducono permutando le letters,
si pud ricavare tutta la quadrangolometria.
Se ABCD & un guadrangolo inscrittibile, ed A, D e B, C sono verticl
oppostl, sara:
CBA=0CDA ; BCA—=BDA,
gquindi
AB.CD - AC, DB=AD. BC

che & la relazione di Tolomeo.
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21. La condizicne affinché 1 quattro punti A, B, C, D siano nnnqiﬂiici

€ espressa da: |
. imm (ABCD)=0.

Posto (ABUD) =¢ =)
cA —(ABC)B

A= e — (ABC)

Se ¢ & un numero reale, D deserive la circonferenza circoseritta ad

ABC. Se segune che ‘
| ¢A — (ABC) B

' g — (ABC)

rappresenta la classe dei punti della circonferenza ABC,
Se A, B, C sono allineati, sara

imm (ABC) =0, imm (ABCD)=0  quindi  imm (BCD)=0,

ed 1l punto D & sulla retta ABC.
22. Posto (ABCD)=c¢ ..

(ACBD)=1—¢; (ABDC)=1lje; (ACDB)=1/(f—¢);
(ADBC)=(¢c—1)/c; (ADCB)=¢/(e—1)

come nel cago di punti allineati.
23. Posto

(ABP,))=c¢.=.P,=(A—¢DB)/(1—¢) mmr=1, 12854,

SaTa
(ﬂa - Cﬂ (P:A—B) Cg— €1
— = P.P.B
‘ (P]PEPE) (EB _ Gﬂ-) (Pg.&B) Cs— Cy { 1+ 3 :}
ci— C
(P, P,P,) = ; 1 (P,P;B)
el
qaindi
| (1 — 05 Cy— €
(P,P.P,P,) — C;_ ﬂ: : L_;__ e (C1€aCaty) .
Se
(ABP,) = (ABP,} con r=1,28 4,
sSara

(PJI PE PJEP")=(P1 PgPl P,.,:]- »

24. 11 complesso (ABOD) si pué assumere come coordinata del punto P
ne! piano ABC rispetto alla terns ABC. Posto

(ABCP) = ¢
9arh
AP AC
Bp — B0/ mod e

ang fBPA)— ang BCA — arg c.

29. Siano A A A, i vertici di un triangolo, @ . ¢a, @g 1 suoi lati,
o) Ofg, @3 1 suol angoli contati nel verso positivo delle rotazioni; ogni
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altro punto P del piano é determinato dalla conoscenza di uno der sei
birapporti (A A,AP) dove r, 5, ¢ ¢ una delle permutazioni degli indici 1,
2, 3. Posto:

(81838, P)=c=1/06

SATA : (A A, P) =1 % =1/¢ (1)
(A A A P)— e |
guindi:
(AgAgP)=1¢; (A4;A,)
(Az, P) =g, (AEAIAH} (1')
(AsAsP) =1¢3 (A, 4:4,) J

26. La coordinata béirapporto complesso permette di dedurre molto
semplicemente tnttl gli altri sistem di coordinate nel piano, ed in par-
ticolare guei sistemi di speciale importanza nella geometria del triangolo.
Posto:

C; — D81 9T con r=1,24;9
SATA :
CyColiy — — 1
quindi:
pprpa=1; Gt @t p=mr

Siano Ai)als le coordinate angolari di P rispetto al triangolo A;A A,

(coordinate di Poulain) sara:

M=o+ ¢ con r=1,2,3.. ;

Siano d; , y, ds le distanze di P dai vertici, Dalla (1) .D.

dy g dg @1 dy  a
- & d = at™? de @ P
da cm:
Ef_ g 4
aytly - talls @ s = |/ b2. 1/ Ps, |.’ﬂ
. : ok P1 Oz
e gumndi:

o a i)
i da 1VP!.1|JF'“.1|,JDI
] - B 3_.-{.[.1 P;lﬂ.g Fl-ﬂﬂ Pg*

Blano o 23 @3 le coordinate b#ricentriche reali di P, sard:

@y Ly g = area A AP : area A A, P : area AALP
— dgdﬂ HEN ll " dldﬂ gen lg > dldﬂ sen 13
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Siano v, s ys le coordinate trilineari di P rispetto-ad A AA, sard:

T

| g

A g PR S

ALy

el
S EPUE
i S

[l
L o
e

e L e,

T]_ :BE - mﬂ

Yy Ha: .Er‘:—'&_l-?i- O

=l/i% sen (o | 1) :V;Ea sen(z; —+ a) Vg__: sen(za -1~ §a) -

i
il
|.l- -
i

27. Ad ogni punto P, di coordinata (A A;AP;) = ¢ 81 possono &sgc-
ciare due altri punti P; e P, definiti dalle relazion

(Agng.gAlP:J — C ; . (&EEIAEPE‘] =
ed altri tre punti @, Qp Qs definiti dalle relazioni:

(AgAsA, Q) = (ApA1A4Qu) = (A1 4,4,Q,) =

Lo stndio delle relative posizioni della terna P, Py P§ e Q, Qg Qs ira
di loro e rispetto al trisngolo A; Ay Ag pud essere di qualche interesse
alla geometria del triangolo, e formera oggetto di un altro lavoro.

Gruppi armonici - Quadrangolo armonico.

28. Se
(ABCD)=—
dird' che 1 punta A, B, C,D formano un gruppo armonico e che ABCD &

un quadrangolo armonico.
Essendo

il quadrangolo armonice & inscrittibile, ed in esso sono vertici opposti A.B
e C, D.
29, Dalla definizione 81 dedunce:

(ABC) = — (ABD) .=
A—0 D—A
B—0 B—D

gundi:
AC  AD
BC ~ BD
BCA —BDA =g .=. BCA4 ADB=mn.

I punti D, C sono da bande opposte rispetio alla retta AB, quindi
le coppie AB e CD g'intrecciano o gi separano sulla circonferenza ABCD.
Le bisettrici interne ed esterne degli angoli ACB, BDCU s incontrano
rispettivamente sulla retta AB, e lo stesso avviene per le bisettrica degli
angoli CAD, DBC.

—. AC.BD=AD.BC
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" Dungue: « Il guadrangolo armonico & inscrittibile e convesso; 1l pro-

dotto di due lati opposti & uguale al prodotto degli altri due; le bisettriei

di dae angoli opposti st incontrano sulla diagonale che unisee 1 verticl
degli altti due angoli opposti=.

Per cogtruire il coniugato armonico di C rispetto alla coppia A, B, s
descrive la circonferenza ABC; siano M, N gli estremi del diametro nor-
male ad AB; si unisce M (od N) con C, e & unisce con N (o con M) il
punto in cui questa retta incontra AB. Il punto D in cui questa seconda
retta incontra la circonferenze € il cercafo.

30. Dalla relazione (ABCD) = —1 si deduce ancora:

. (BAC) 4- (BAD) =0 . =.
. 1—(BCA)+1— (BDA)=0
. (BCA)+ (BDA) =2

(ABC)+ (ABD) =0 .

(A |

dp cui
cos CAB , Cos (DEB‘.I 2
AC i AD — AB
sen CAB  senBAD
AC —  AD

ossia: ¢« In un guadrangolo armonico il reciproco di mna diagonale ¢ la
semisomma dei reciproci dei dune Jati che partono da un estremo di essa,
moltiplicati questi reciproci rispettivamenfe per i cosen:i degh angoh che
i lati stessi fanno colla diagonale compresa; due lati adiacentl sono pro-
porzionali ai seni degli angoli che essi fanno colla diagonale compresa».

La seconda proprietd si pud enunciare dicendo che: « due lati adia-
centi gono proporzionali alle loro distanze da mm punto qualungue della
diagonale compresa ».

Ne consegue che =i lati di un quadrangole armonico sono proporzio-
mali alle loro distanze dal punto d’incontro delle diagonsh ». (*)

3|. Sia O il punto medio di AB, per cui A— 0 =0 — B, componendo
e dividendo nella: (A—C)/(B—-0C)=(D—A)/(B—D) .o.

C—0 A-—-0O

(CAO)—(ADO) .=. - —=77—5 -

Il vettore A — O & medio proporzionale tra i vettori C—0 ¢ D— 0.
Ne consegne che OA & media proporzionale tra OC ed OD e che AB
biseca internamente I'angolo COD#

Dati €, D, ed il punto O medio di AB, si possono costrnire A e B

cercando i vettori A — O, O — B medi proporzionali tra 1 vettor1 0 —0O

e D — 0O, colla costruzione gia indicata.

("} La denominaziene dl armoenico a quasto quadrangolo fu proposte da Neuberg “ Sur le quadri-
latére armoniqnue ,, Mathesis, 1585, 11 punto d'incontre delle diagonali si chinma ® pwnie di Lemoine
del quadrilatero , perché analogo nl punio di Lemoine del triangolo, Sullo stesso argomento vedi
L. Tery, * Noie sur le quadrilatére armonique ,, Journol de Math. elem,, 1887. Guneste notizie sono
raceolta dalin Kecente Geom. del triang. Gi C. ALnagia, 1960, pag. 177. 6l autori vilall ginnsero alln
considerazione di goeste quadrilatero seguendo consideraziom diverse dalle mie,

et e
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32. Se 1 punti ABCD si proiettano da an punto S della circonferenza
circoseritta, il fascio 8 (A, B, C, D) & armonico. Infatti ch_mmandn a, b,
¢, d 1 guattro raggl, sara:

gen ac sen ad AC AD — AC.BD g
(abed) = cer Be senbd— BO'BD — AD.BC —

Involuzione armonica nel piane.

33. Siano A, B due punti fissi del piano; la relazione fra due punti
qualungue P, () dehnite dalla condizione

(ABPQ) — — 1

¢ una corrispondenza univoca e reciproea involutoria tra i punti del
piano; la ehiamerd una nwvoluzione armonica.

Sara:
_ (ABP) + (ABQ)=10
OSHia
g A+@BP)B . A} (ABQ)B
| - 1+ (ABP) ° ~ 14-(ABQ)
S1a O il punto corrispondente a P, per cui (ABP ) =1, sar:
A-I-B
==

-

Chiamerd O il punio centrale o centro della involuzione. Esso corri-
sponde ai punti della retta all’infinito. In guesta corrispondenza ad ogni
punto a distanza finita diverso da O corrisponde un punto urico a distanza
finita; al punto O corrispondono i punti dells retta all’infinito, ed ai di-
versi punti della retta all’infinito corrisponde il punto O.

d4. Ai punti P,P,P,P, corrispondonc i punti Q,Q.Q,0, tali che:

(R QeQuQu) = (P1PsLsF).

Ad A corrisponde A; a B corrisponde B; i punti A e B sono nniti,

e Non ve ne gono saltri.
Esasendo:

(AQD) = (PAO)
OP . 0Q — OA® — costante

|ard;

e le rette OP, OQ sono simmetriche rispetto ad AB.

Ne consegue che 1'involuzione armonica & il prodotto di una inversione
rispetto ad O come centro, con costante uguale ad OA? per una simme-
tria ortogonale rispetto ad AB.

3b. In questa involuzione ad ogni retta nscente da O corrisponde la
sua simmetrica rispetto ad AB. Sono rette unite la retta AB che chia
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meremo asse principale, e la sua normale per O che chiameremo asse se-
condario.

Sull’asse principale i punti corrispondenti costituiscono una involuo-
zione quadratica iperbolica, e sull’asse secondario una inveluzione guadréa-
tica elittica. In quest’nltima sono equi-coniugati i punti (A — Bd)/(1 +-1)
ed (A — Bi)/(1—¢) vertici opposti nel guadrato di diagonale AB,

36. Ponendo nella relazione

(Pz PaP BPI.) m——— (QIQiQﬁQ4)

Pe==0_.
§1 ha:
- (PyP3Ps) = (Qﬂ Q2Qs0)
& ponendo in gnesta
Q=0

g1 deduce:
(P, P30) = (Q:Q0).

Se i punti P,, Py, P; sono allineati, e la retta P,P;P; non passa per O,

BATH *

imm (P,P,Pg) =0, imm (P,P,0)==0

imm (QaJads0) =0, imm (Q;Q,0)==0

ed i ponti .Q,, Qu, Qs, O somo concicliei.

- Dunque: « Ad ogni retta non passante per O corrisponde una ¢irconde-
renza passante per O>, e viceversa: <« Ad ogni circonferenza passanie
per O corrisponde una retta non passante per O s.

37. «Ad ogni circonferenza non passante per O corrisponde una cir-
conferenza non passante per U ». Infatt:

imm (P,P,P,P,) = imm (Q,Q:Q:Q,)

quindi se P,, Py, Py, P, sono coneciclici, sara
mm (P PP, Py) =0, 1mm (Q-lQ-EQuEQé) =0

ed anche Q,, Qs, Qa, Qy saranno conciclici,

L circonferenze passanti per A A, sono circonferenze unite, cloé cor-
rispondenti a se stesse. Non ce ne sono altre.

(Queste proprietd confermano mote proposzioni della teoria della inver-
sione combinata colla simmeiria,

38. Dalla relazione »

(PIP ‘JPEQI) — (QIQHQBP 1)

. PP P—Q, Q—P, Py—P —P, ;
QU= P P QP =P, PP, (PO (W)

guindi:

v

Scambiando ; con P,, UJ; con P, s1 ha ancora:

(Plana) = (PaPaQy) ":PlPEQi)'
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Ne consegue che 56 P, & il punto & incontro di P,Q, con P,Q,il suo

corrispondente (; & allineato con Q,Qs ed anche .con B,P;; quindi, «al
punto d’ incontro di P.Q. con P,Q, cumspunda il punto q’ mcuntrn dx
P,P; con QuQq-.

Alla circonferernza PIP;,P corrigpondera la retta QJQEQ,, ed alla ecir-
conferenza Q,QsPy corrisponderad la retta P,P,Qy; ne consegne che le due
circonferenze PyP.Py Q,0,Q; corrispondenti a due retie, 8'incontrano ‘oltre
che in P, anche in O,

39, Le proprieta enunciate nel n. 38, si possono rimnire nell’enunciato:
«In un quadrilatero piano, le tre coppie di vertici opposti si corrispondono
in una involuzione armonica; ad ogni lato del guadrilatero corrisponde la
circonferenza circoscritta al triangolo determinato dagli altri tre lati; il
punto comumne a gueste quattro circonferenze (che & il fuoeo della para-
bola inscritta nel gunadrilatero) & il centro della involuziones.

Od anche: «Ogni trasversale non angolare incontra i lati di un trian-
golo in tre punti che sono coningati dei vertici opposti In una involuzione
armonica. Il luogo dei centri delle involuzioni corrispondenti a tutte le
trasversali del piano & la circonferenza circoseritta al triangolo ».

40. L’'involuzione armonica é determinata da due coppie di punti cor-
rispondenti, Siano P,, Q,: Py, Qu; sia P, il punto d’incontro di P,Q,
con PyQ,. Le circonferenze per P,P,P; e per Q,Q.P; si incontrano in O
che sard il punto centrale. La bisettrice interna comune agli angoli P,00Q;,
Po0Q, saréd 'asse principale e la bisettrice esterna sara Pagse secondario.
Sullasse principale stanno i ponti uniti eguidistanti da O della media
proporzionale tra 0P, ed 0Q,.

Se 1 punti P;Q,P, sono allineati, e Q; non & sulla retta PyP,, il pamto O
¢ sulla circonferenza PJQIQi. Sia M il punto medio dell’arce P,Q,, che
non contiene Q; posto MN — QM , conduce PgN che incontrera la cir-
conferenza in O. Infatti gli-angoli P,0Q,, P,0Q, hanno per biseftrice
interna comune la retta OM. i triangoli OP,Q,, OP,Q, sono simili,
OP, . 0Q; = OP;. 0Q,. quindi: (Py:0) = (0.P,0) come deve sssere.

41. Se i punti P,P:Q,Q; sono allineati, la retta » che L contiene &
tn asse, ogsie una refia unita sulla quele i punti corrispondenti costitui-
scono una mvolnzione rettilinea ordinaria. Si determini con uno dei noti
- metodi il panto O della » per cut OP,. 0Q, =0P,.0Q,. Se O & esterno
al segmento P,Q, e quindi anche al segmento Pyl)s, la bisettrice interna
dell’ﬂmgﬁln P,0Q, coinecide colla stessa » che sarid percid asse prineipale:
1 punti uniti saranno i due punti di questa retta equidistantl da O della
media proporzionale tra OP, ed OA,. La bisettrice esterna coineide colla
normale per O alia 7, ed & I'asse secondario su cui stanno i punti equi-
comugati che sono eguidistanti da O come i punti unifa.

Se O risulta interno a P,Q, ¢ quindi anche a P,Q,, I involuzione sulla »
¢ elittica, e In » sard lusse secondario, mentre I'asge principale & la nor-
male per O alln 7. Le circonferenze di diametro P,Q, , PyQ; si tagliano

R
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nei punti uniti A e B, e la circonferenza di diametro AB taglia In 7
nelle coppie di punti eguicommgati.

42. Da quanto precede risulia che « I'involuziome ordinaria su di nna
retts & contenuta nella involuzione armonics nel piano, ed ogni involu-
zione ordinaria su di uns retts definisece ¢ determina uwna involuzione
armonica in ogni piano passante per la retta -. |

Seguendo Pordine di idee da me indicate s pm:: affermare che: « Nella
corrispondenza involutiva guadratica tra 1 puntl di una rebta esisiono
sempre due elementi uniti, che o sono sulla retta stessa (involuzione iper-
holica), oppure sono fuori della retta (involuzione elittica)». Od anche « Ad
ogni involuzione quadratica definita su di una retta in un pilanc & asso-
ciata una involuzione su di un’altra reita del piano normale alla prima;
una delle due é sempre eliftica e 'altra sempre iperbeliea .

43, La condizione affinché tre coppie di punti P,Q,, PaQy, Pyl ap-
partengano ad nna involuzione armonica & espressa dalla relazione del
N. (34):

(PJP‘JPSQJI} — (QlQﬂQzPﬂ

che si pub mettere sotto la forma:
(P1P5Qa} (P EPEQI) (PaP:th) =1
(Q-IQEPE) (QHQ.&PI) (QHQIPE:] =,

44. Abbiamo ogservato che ad ogni retts r unscente da O corrisponde
una retta 7 uscente da O e che 7, ' sono simmetriche mspetto agh assi.
I punti comingati sulle due rette si corrispondono in nna omografia, per-
chée OP . 0Q —costante. Ne segue che le rette PQQ mmwviluppano una iper-
bole che ha per assintoti le due rette v’ ed ha per fuochi 1 punti unifi.
Variando le coppie o' 81 ha un fascio di iperboli confocali:

45, Se il punto nnito B & all’infinito, anche O & all’infmto. Sia A

I'onico punbe unito a distanza finita, sard:

oppure

P Q= 2A.

I punti corrispondenti P, Q sono simmetrict nspetio ad A, L' mvolu-
zione armonica =1 riduce ad nna simmetria centrale.

gminels:

&

Gruppi e quadrangoli eqnianarmonici.

46. Se

il

(ABCD)=¢3

dird che 1 punti A. B, C, D formano un gruppe eguiararmonico e che il
quadrangole ABUD & equianarmonico.
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L
Lo, S e

3

Ne ponsegue:
“_:‘

(ABC’D) — (BCAD)—_ (Gﬁ_'BD} — el
s
*—B—.

o s M [T e
g T e T
S e

.
; ——

[

Far

ossia: «Il guarto eqnianarmonico dopo tre punti dati non cambia per-
mutando circolarmente i punti stessi; dipende quindi dalla terna dei
punti ABC presa in uno dei suoi dne ordini cielicis.

Invertendo P'ordine ciclico della terna ABC si ottiene un altro punto D’
definito da:

w S

(ABCDY) =& 3.

Ad ogni triangolo ABC corrispondono due punti che con esso formano
un guadrangolo equianarmonico. Qnesti punti sono stati chiamati centr?
wsodinamiei, (*)

47. Il guadrangolo eguianarmonico non & mmserittibile, ed 1 vertic
non possono essere allineati. Hssendo:

mod (ABCD) = 1 — mod (ACBD)

AC AD  AB AD
BC  BD' CB ™ CD
AC.BD=BC.AD=AB.CD
quindi: « Nel quadrangolo equianarmonico il prodotto dei lati oppostl €
costante » od anche « le distanze di un vertice dagli altri tve sono inver-
samente proporzionali ai lati opposti a questi tre vertici nel triangole da
essl determinato » .

Ne consegue che le bisettrici di due angoli opposti si incontrano snl
lato opposto a questi angoli. Per esempio le bisettrici di BAC, BDC si
incontrano sulla BC.

48. Dalla relazione fondamentnle tra i punti A, B, C, D =i deduce:

(ABD) — (ABC) ¢ 3

-1

(BOD) = (BCA) e 2

sara

o8sia

-
bk

C e =

(CAD)=(CAB) e_?

da cui: 3
-
iy - U rf.." B
BDA = BCA — —+ <
3 Rt
CDA=CAB — ol
3 B
~F ™ T |'r‘.1;
ADB = AB(C — — . _a
3 .
_ I"T_l H. Kk, Zur Theoris der Praneverealen, Progr. di Bromberg, (1881). Azzaxepne, Atti & Aee, 'I-:_.'*:E-‘i
dei Lincei, (1880), Bourrs, S feg rentresisodinamigues el sur le cenires igogones, * Journal de Math, =

El\.?-m_ » de De-Lonegncnanes, Paris, 101-102 (1880]. Ho estratio queste notizie dal Sagyic Terininoleyico-
Bibliografieo sulla Raecente Gaomi. del triangelo di U, AuvLasia, 2902, png. 22,
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Se chiamiamo z, R,y gli angoli di ABC, le coordinate angolari di D
rispetto ad ABC saranno

T T
e—3> P—g» Y—7F

e le coordinate angolari di I’ per cui (ABCD)==¢ 3, saranno

. T 'n'. w
& o H B + 8 1 ) f - -
Ne segue che le eoordinate baricentriche (reali) di D e di D rispetto
ad ABC saranno

"

= W -
SeIl g Sen (p; :--g), SEHBEEH (B?F _3_), EB]]TSEII. (T+ B)

dove il segno — corrisponde a D, il segno + a D
Le coordinate trilineari di D e di D rispetto ad A, B, U saranno

™ T -
sen (ﬂ'. -+ 3). sen (B -+ ﬁ)’ sen (-f + ?)

49. Accennerd ad alcune alire proprieta dei punti I) e D’ ampiamente
gvolte nei lavori citatd, ma che d’altra parte conseguono immediztamente
dalle formule premesse.

« I punti D, D’ stanno sulla retta che unisce il cirenmeentro di coordi-
nate trilineari (cosa, cosB, cosy) col punto di Lemoine di coordinate tril.
(sen @, sen §, seny) e dividono armonicamente guesta coppia di punti=.

: Lie rette AD, BD, CD incontrano il circumcentro nex tre vertici di
an triangolo equilatero, e lo stesso avviene per le retie AT, ece. »

« Se A’ & il coniugato armonico di A rispetto a BC, B' 1l coningato di B
rispetto a CA, C' il coniugeto di U rispetto ad AB, le circonferenze che
passano per A, A’ col centro su BC, per B, B’ col centro su CA per C, C
col centro su AB, sono le tre circonferenze di Apellonio relative al trian-
golo ABC; essi & incontrano mei due punti D e D's,

=

50. Se A. B, C sono allineati, il punto D per cui (ABUD)=¢? ¢ 1]

. : : 7
punto da cni i segmenti AB, BU sono vedutl sotto T'angolo 3

Pt
Se (ABC)=¢3, i punti ABC sono vertici di un triangolo equilatero.

In questo easo (ABD)=1, il punto D ¢ all”infinito.
#

Corrispondenza pseudo-omografiea tra i punti di un piano.

5l. Se tra due punti P, P’ variabili di un piano e due punil figsl:
A A, del piano stesso stabilisco la relazione:

(A,A,PP)=c (1)
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dove ¢ ¢ un complesso diverso da 1 e da 0, sard

(A14,P) = (AAP) (1)
- CA, — (A,IAEP) A i
P :-,-_(alg,Pj : (1%)

P A, —e(AAP)A,

Ad ognl punto P corrisponde un punto P, ad ogni P’ corrisponde

m P; a guesta corrispondenza db il nome di pseudo-omografia.
52. Posto

P=A_‘l ) s (AIA-HP):'U*:' P=Al
P:‘.&E.z.]})lzﬁg

1 punti A, ed A; sono punti unitl e non ce ne sono altri, come facilmente
g1 dimostra.

03. Posto
A — A
P:JE . (AIAEJT =1,r£: 1 J;_ C El_lﬂ (2)
' A, — ¢cA -
Pe=Ty 2. (A8l )=c¢ 2. I=—7F—7—: - (2)

I punti I ed J’ sarammne i punti limiti o punti di foga. Sono legati ai
punti AyA, dalle relazioni

(‘é‘lAHI) (Aiﬁef) = 1. '(3)

Sommando le espressioni di I ed J' si trova:
I+ =4} A;.=.T—A =A,—J

quindi « Nella psendo-omografia i punti limiti sono vertici opposti di un
parallelogrammo di cni i punti uniti sono gli altri due verticis.
b4. Se
mod e =1, mod (A;A.I) = mod (A AT

L punti I, J' sono egmidistanti da A,A, ed il paralielogranmmo A;TA.J" & nn
rombe. Se

1mm ¢ == (), mm (A A =0, imm { Ay Aet") =0

i punti I, J° sono allineati con AA,.

Se mod ¢ == 1; imm c==0 le rette IJ” ed A;A; non sono ortogo-
nali e non sono coincidenti,

99. Nella seconda ipotesi, imme=—0, ¢ & un numero veale: e se P &
sulla retta AyAg, anche P’ appartiene ad essa: la retta ALA; & unita ed
i punti PP’ gi corrispondono su @i essa in una omografie ordinaria in cui
AyA, sono i punti nnidd, 1J7 i punti Limitl, ¢ la caratferistica (reale)..Non
el sono altre rette uwmite.

Nella prima ipotesi, mod ¢ — 1, & unita la retta 1J’; ]’nmﬂgraﬁa gu di

essa ¢ elittica, e non ¢i sono altre rette mmite.

1—¢(AAP)B - ol
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Nella terza ipotesi nos ci sono rette unite. Queste proprietd risulte-
ranno in seguito.
.~ BB. Siano P, con r=1,2 3,4 guattro punti corrispondenti a P,
ceon r—1,2 3, 4 dalle (1) .D.

(P N N N 4) S (PIP'.EPBPI.) - (4}

ossia «il birapporto di guattro punti di un piano & uguale al birapporto
del guattro corrigspondent: nell’altro ». (¥)
57. Applicando la (4) a due coppie Py, Py: P, Py ed at punti hmity,

aviemo:
_ (PP Jy=1/(P, P, I)=(P; P, I) (5)
OSH1A ! '
P._F P,—1
Pe—ad  PBi=1

guindi: « Due segmenti corrispondenti determinano col punti hmiti trian-
goli inversamente simili ». In altre parole: «1I1 prodotto delle distanze
di due punti corrispondenti dai rispettivi pnnti limitl & costante, e gl
angoli sotto cui dai punti limiti sono veduti due segmenti corrispondenti
sono ngunali ed opposti ».

In particelare:

()

(P’ A, J) = (A, PT) (6)

IP . JP =IA,.JJ A, =JA,; . JA,
AlfT’ == P'-]::A.I y HEJ,PI — Pﬂg .

ogsia

58. Ne consegne che «ad ogni retta uscente da I corrisponde una
retta uscente da J', e la punteggiata deseritta da P sulla IP é omogra-
fica a quella descritta da P sulla JI ». -

Alla retta IA, corrisponde la retta J'A; ed alla retta TA, corrisponde
la retta J'A, Le due coppie di punteggiate sono prospettive perche nella
prima coppia & unito il punto A, e mnella seconda & unito il punto As.
Le due punteggiate IA, ed J'A; sono prospettive rispetto ad A, e le
dne punteggiate TA,, J'A, sono prospeftive rispebto ad A,.

Infatti dalla (6) con semplici trasformazioni si deduce:

(PPA)=(AsPL) ;  (PP'Ay)= (A,PT)
g8 P & sulla A1, P’ & sulla PA,, quindi PP’ passa per A,
se P & saulla A,I, P' & sulla PA,, quindi PP’ passa per A,.

59. I fasci di centro I ed J’ costituiti dalle rette. corrispondenti seno
inversamente uguall, Infatt ATP .—_—P’TAI, cioé 1 angolo che il raggio
mobile TP fa col raggio fisso IA; & ugunale ed opposto all’angole che il
raggio corrispondente J'P' fa con J’A,. Sono raggi peralleli le bisettrici

(*) Questa propriets potrabbe servive di deflnizions della pseudo-omograia tra due piani BOVIap-
posti, od anche fra dne piapi distinti pui quall einno deflniti i prodoeiti dei ¢' per 1 v Bi poirebbo
anche applicare la definizions di Btaudt per le punteggiate omografiche a deflnir la peendo-omo-
grafla, ciob far eorrispondenze punto a punto dos piami per modo che ai vertidd di nn guadrilatero
armozico dl un pianp ecorrisponiano i vertial di un quadrilatere armonico dell'mltro.

A il i e A s W P T e B T S, W — el =
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| g R
L =T TR
L=

degli angoli interni ed esterni del parallelogramma in 1 ed J. Ne segue
cie Ip conies determinata dall’incontro dei raggi corrispondenti & una
iperboly equilatera che passa per i vertici del parallelogramma fondamen-
tale A;A.1J'; ha per centre il centro del paralielogrammo, ed ha per
assintoti le parallele alle bisettrici degli angoli opposti.

Se mod ¢ <=1, imm ¢ == 0 le bisettrici degli angoli interni in I, J' non
coincidono, e la retta 1J’ non & unita, Non vi sono rette unite (vedi n. 55).

Se mod ¢=1, le bisettrici degli sngoli nterni in I, J’ coincidono e
la retta 1J’ & unita. In questo caso i fasci di centro I, J' sono prospet-
tivi e 8i incontrano sulla retta A A,.

Se imme¢ =20, i punti IJ’ A, A, sono allineati. I fasci I, J’ sono ancora
prospettivi perché il raggio TA, coincidente con J'A, € unito; P'asse di
prospettivita é la normale ad A;A,; ¢ ad 1J' ne! loro punto medio comune.

Se imme=0, mod e==1, sard ¢ = — 1: la psendo-omografia si ridnce
ad una inyoluzione armonica.

60. Siax C il centro del parallelogramma, C' il suo corrispondente.
Sard !

3
3
{1
L
N ;
i

| S ]
BE N =

ras b ma s T

-l e ..-ll:_.F_.

(AiA,0) = (Aihs0) o= — — = — (AALT)

quindi;
(&1.&50'!]', =—-—1
cioé: «I] punto O corrispondente al punto medio di A;A, & coniugato
armonico di J' rispetto ai punti umiti».
61. Dalle relazioni:
fP1 PnPaP;)z*(Pl P’EFHPJJ-)
(PP, = (B, Py P, J) ; (PP PaT) = (P, P4 P

s1 deduep che:

imm (P, Py P,) =0 .

i]Il]Il (Prl Fg Pa) —_— D .
imm (P, P, P, P,) =0 .

. imm (P, Py P J) =0
. imm (P, Py PgI) =0
. imm (P, P, P, P,) =0

qmndi: . Aj punti di una retta del primo piano non passante per 1 cor-
TfHPUﬂl]E el secondo una circonferenza passante per J'; al punti di una
lercnnierum:a del primo piane passanie per I cﬂrrispﬂnd{mﬂ nel secondo
1 puntl (§ una retta non passante per J’' e viceversa ».
62, Sinno ¢, g5 gli angoli che la diagonale 1J° fa coi lati adiacenti
nel parallelogramma fondamentale, cioé
ot =A1J; = JTA,
e 81ano [ e P, gli angoli che TP ed JP’ fanno con 1J', ossia:
B]_:J"fE’. p‘3=1J:i”.
Dalla relazione (6) e dalle osservazioni del numero (58} .D.

o+ =0 |~ e quindi Be =Py} (ot — za). 1
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Sia ¢ la simmetrica di IP rispetto all'asse del segmento 1J7 la retta
JP si ottiene rotando la ¢ intorno ad J' dell’angolo oy — a5, Se QQ & 1l
punte della IP per em IP.IQ—=1A,, TA;, e Q & il simmetrico di Q
rispetto all'asse del segmento I1J', il punto P’ si oitiene rotande Q' di
oy — oty Intorno ad J'.

Ne consegne che: «La corrispondenza psendo-omografica tra 1 punti
di un piano & il prodotto di una invérsione, (con centro 1 e costante
nguale ad IA,TA,) per uns simmetria ortogonale rispetio all’asse LT,
per una rotazione intorno ad J' di un angolo ugnale alla differenza del
due angoli che la congiungente i punti limiti fa coi lati adiacenti nel pa-
rallelosrammna fondamentale ».

63. Se mod ¢ =1, oppure imm¢ =0, ¢ = «y, © la corrispondenza si
riduce al prodotto di una inversione per una simmetria. La costante di
inversione & JA,XJ'A,; asse di simmetria é Passe del segmento 1J"

In questi casi esistono infinite circonferenze unite e sono quelle che
hanno rigpetto ai punti I ed J' potenza ugnale ad 1A, J'A,. Esse banno
il centro sull’asse del segmento IJ' quindi corrispondono a se stesse, sia
nella inversione rispetto ad I, sia mella simmetria. I punti corrispondent
costitniscono per ciascuna circonferenza due serie proiettive, e l'asse di
prolettivitd & la stesse retta LJ"

B4. Se imm e =20, il fascio delle circonferenze unite & costitmito da
tutte le circonferenze che passano per i due punti nniti A;A,.

Se mod ¢=1, le circonferenze unite hanmo il centro sulle retta A;A,
e geparano armonicamente guesti punti.

Se mod ¢ == 1, imm ¢==0 non vi sono circonferenze unite, ma 81 possono
costruire infinite gquaterne di punti concicliel costitmiti da due coppie cor-
rispondenti. Bastera condurre per esempio da A, due trasversali isogonali
rispetto ad TA,, J'A,; esse incontrano le rette stesse nei punti corrispon-
denti P, P Q. Q' che sono coneiclici. Ad an quinto punto R della cir-
conferenza PP'QQ’ corrisponde un punto R’ che non & pia sulla circon-
ferenze. Se cié avvenisse le rette PQ', P'Q: QR RQ; RP’, PR’ &' incon-
trerebbero in nna retta unita. e¢id che & contro I'ipotesi che eselude 'esi-
stenza di rette unite.

65. Costruzione della pseudo-omografia,

z) Dati A, A, T e quindi J', I, frovare P'. Il problema e g stato
risolto precedentemente. Si pud ancora.osservare che dalla relazione:

(A AgPPY=c=(4;4A:1) .D.

(PA A, P)=(TAq4;,) .D.
PP (1P -

ed anche;
(J' P A)=(A; P' ). (7)
Si costruisea sn AP un triangolo direttamente simile ad ITPA,; 1l
terzo vertice omologo ad A, & il pnnto P
8) Dati A, Ay, P, P’ trovare 1 ed J'. 51 costruisca su PA, un triangolo

simile ad A.PP" con P ed A, omologhi a P e P’; il vertice omologo ad A4
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il punto I e qniud_i si dednce J'; oppure sn P'A, s costruisea il trian-

blo, simile a.d AEP‘P e si_ha J.

Osﬁﬂﬂvﬂmﬁﬂ — 1 punin I,J ]]EI.IIJID nna posizione relativamente note-
le rispetto al quadrangoln PP Al A, Se il guadrangolo é inserittibile
cadono sulla retta A,A. che sard unita. .

y) Dati cinque dei sei punti A;, A, P, P, L J' si trova il sesto dedu-

cdndolo dafla (7) come nei casi precedenti.

3) Dati cingue dei sei.punti P, P, Q,Q,I.J si trova il sesto dedo-

cendolo dalla relazione

(PQI) = (QPT),

I punti uniti si ottengono cercando prima il corrispendente C del

pinto C medio di TJ', poi con una costruzione gid indicata si determinano

punti AA; soddisfacenti alle condiziom:
(A A TC)=—1 A+A=
z) Data P, P, Q, Q', R, R trovare I, e quindi J
Saré
(PQI)= (PQR) | (P'Q'R).
Determine H per modo che |

(PQH) QR ¢ -

o indi - "

(PQF) = (PQRH) .5. (vedi a)

(IRP) = (QRH) : .
e [s1 costruises’ I; e gqmindi J', C, C', A,, A,.

en
le

il
o

1]

e

7]) Dati P, P, Q Q_,R R, M, trovare M'.

S1 ha: _
(PQRI) = (PQRM).

Trovo H e E per modo che

| (PQE)— (PQRM) (vedi o) ; (PQK)=(PQH),
quindi M’ per ‘made che
(PQM" = (PIQRK) .

BB. Se i punti P Q, R, P, Q, R sono coneciclici, la circonferenza su
i stanno sard. unita; la serie P, Q, R gard proiettiva alla serie P’Q'R’;
rette PQ’, P'Q, ecc., 81 incontrano su di una resta r. Sulla r stanno 1

punti himiti. Per ddtorminarhi segno 31 diemetre d normale ad r; sia P,

simmetrico di P rispetto a d, 1a PP, incontra » in 1. la refta cha
isce I cel simmetrico di P rispetto a o ioconira 7 in J.

Se la » incontra la cireonferenza in due punti A; A, questl saranno
junti uniti. Se la retta non incontra la circonferenza, i punti uniti sone

sulla d ed hanno per punfo medio il punto in cni la d incontra la r,

Bono coningatl armonicamente rispetto alla circonferenza.
Sp
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67. Se 1 ponti PQR sono allineati in r, PQR’ allineati in ¢, le due
punteggiate PQR, P'Q'R’ sono omografiche; ne determine 1 punti limiti 1.J,
il loro punto medio C, ed il corrispondente C'. Se la vetta LJ' non fa
angoli inversamente nguali colle rette r, ' la pseundo-omografia non e
speciale ; 1 punti nniti 81 ottengono col metodo gid indicato. Se le rette r7’
sono simmetriche rispeifo alla normale in C alla IJ', la psendo-omografia
& speeiale ; saremo nel eago del rombo se 10 > yIP .J'P ed 1 punti uniti
stanno salla normale alla IJ’ nel punto C ad wuna distanza da I nguale
alla YIP .JP. Se IC < yIP . J'P’ i punti uniti stanno sulla stessa 1J' e
gono eguidistanti da C di yCC'. CL.

68. Se i punii P, Q, B, I, ', R’ sono allineati in , si corrispondono
in nna omografia ordinaria tra 1 punti di una rebta. Se 1 punti uniti sono
reali siamo nel caso di imm C =0. Se l'omografin 2 elittica 1 punti nniti
gtanno sulla wormale alla # per il punto C medio del puoti limitl, ad uma
distanza da 1 uguale a yIP.JP.

Ne consegue che la corrispondenza omografica tra due punteggiate com-
planari sovrapposte o no, definisce in ogni caso nna psende-omografia che
ha sempre 1 punfi oniti reals.

Torino, dicembre 1503.
F. OAsSTELLAXNO.

SU ALGUNE NOTEVOLI SUCGESSIONI DI NUMERI

cinsenno dei gqunali @ fanzione lineare dei due precedenti

(lonsideriamo la sucecessione di numeri S, Sz, S, ... determinata
dai valori iniziali «, b, e dalla relazione ricorrente:
Sy = Su— —|— kS—a ’ [1)
k essendo un intero diverso da zero. (F) Si ha:
D=1t
Ba=0
Ss=ka-+b

Sy=rka-+(k-+1)b
Sz,———}f{.f:‘—l—l] a2k 1)b
S, = A2k 1) a -+ (A -8k 1) b

w £l - W - - - L] L] L] - i - L ]

(*) Uno studic su &ali sneeessioni ricorrent] si trova in Lucas, Théorie des nombres, nel enpi-
talo ehs ai riferisce nlle fanzioni numeriche di 29 ordine. Un secondo sbadio frovasi nells nota “ Swe-
cegviomi (i spuwmeri interi e positivi ciygsuno dei quuli ¥ funzione lineare dei due precedenti | del
aig, A. Taarvm “ Periodico di Matematica , Fasc. novembre-dicembre 1000 e nell'altra “ Di aloune
aucceseioni ricorrenti a termini fnteri @ popitivi , dello stesso autore, Fase ]ugﬂﬂ—-n%si;n 1904,
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Variande % si hanno o' successioni di numeri, ed in ciascuna di
esse ogml termine & funzione lineare dei due precedenti. Indieando
con Sy, 83, S3... ¢id che diventano le 8,, S;, S;,.., supponendo
a=(, b=1, 81 ha:

f . & by )
R e o
N T B e s

o
Fali i)
=8 ]
-
k|
-
- i

8y =

& =

By =

8, =k 1

S =2k 1
=R 4=3k=-1

Sy =38+ 4k 1
Sy = A"+ 6k® -} 5k - 1

8y — 41+ 10A2 64+ 1

She = &* - 1043 - 1582 + 7k 41

ed 1n generale, come si potrebbe dimostrare senza difficolta:

=5(5) s
S 3 (” 7 2) i )
=0 J
n—2) . . : . ., n— 2
dove E( ) ¢ 11 massimo intero contenuto in 5

Osservando I'espressione di Ss, Si,..., si vede che le S si possono
esprimere mediante le 8, e precisamente si ha:

Sa = kS, a -+ S5b. - (3)

Se «=10, b=k=1, la successione delle 8 & la notissima serie di
Fibonacei

0, 1, 1, 2, 3 5, 8 18, 21, 34, 55....

- Indicando 1 termini di essa con wy, ws, ws,... si ha pertanto
dalla (1):
Up = Ug—; — Up-s

a partire da n=3, ed inolire dalla (2):

j=nf = .

= o} (“_:’_2).
— 3 :
§=0 J

_Si ha cosi una dimostrazione molto semplice, di una nota pro-
prieta della serie di Fibonacci.
Se k= —1, la (1) diventa

E31]1 = Sn—l_ Sn—‘i:
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alla quale devono pure soddisfare le S, ealcolate per a =0, b=1.
La serie delle 8, per k= —1, & notevole, ed & la seguente:

0, § 1, 0, =1, =1, 6 1 1 0, =4, —1,...

In essa il gruppo di nomeri 0, 1, 1, 0, —1, —1, si ripete perio-
dicamente, ed ognuno dei suoi termini, a partire dal terzo, si ottiene
togliendo l'antiprecedente dal precedente.

Si ha pertanto, se k= —1

a1 =103 S-En+9 — Stm-{-a =1; S‘En—|—5 = Ngars —— 1 (4)

qualunque sia #. B giovera pure notare che ogni numero aventfe una
delle forme 3n 1, 6+ 2, ba+ 3, 6n+5, 6n+ 6 non pud essere
contemporaneamente di un'altra delle stesse. [n seguito indicheremo
1 valori delle §', per k=—1, con ¢y, ca, 6z.... Osserviamo ora ¢he
3n-—1 é dispari, o pari, secondoché 2 & pari o dispari; sono poi pari
per qualungne valore di » 1 nomeri 6n 42, 6n - 6, e dispari 1 nu-
mery 6n + 3, 6+ 5; percio, supponendo nella (2) A= — L, e sosti-
tuendo ad » rispettivamente 3n+ 1, 6n -2, 6143, 6a 4 5, 6u -6,

g1 hanno le i1dentita:

. an—1

j

s ("0 sen e dispari;

=

._dn—12 )

,EH (= 1)1(3” _;_ l): 0 se n & pari;
§=3n e A j=3n+4+2 L
p {Flji(h", 3):1; b (_113(5" _-_”'JFL*‘):_
i=0 J == 3,
j=8n B — 111 j=8a+41 1B —5-1-8
EETT )= TR (P =

gualungue sia .
K sono queste rimarchevoli proprieta del noto simbolo combi-
natorio.
o

* ¥
F

Dalla (1), alla quale soddisfano le 8;, S,, S;,... se ne deducono
alire importanti, le quali esprimono notfevoli proprieta delle S, e
guando «, b, k, abbiano particolari valori, delle & e delle 1.

Cambiando in essa nin n—1, poi n in 2 — 2, si hanno due espres-
sioni U'una di 8,,, I'altra di S,_.; sostituendole ad 8., ed S,_. nella

(1), essa diventa:
Sa = Sae + 2aS. s+ £'S._y;
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o sostituendo in questa ad S, ., Si-s, 8., le espressioni che s1 ot~
tengono dalla (1), cambiando # in n —2, n—3, n—4, st ha:

Sn =, Sn——:ll 'l_ 3»&8::—1 + Bkﬂsn—ﬁ_}— knsn— B -

Si vede subito che in questa i coefficienti di 8,_s, Su—i, Ba—s, Su—6,
sono i termini dello sviluppo di {1+ %) ordinato rapporto alle
potenze crescenti di % S1 ha per induzione :

g, — j’;’; ( ﬁ S as. (5)

la quale serve ad esprimere S, mediante le So-s, Sty - - - S.—e quA-

lungue sia I'intero &, tale che » > 2h,
Consideriamo ancora la (1). Sostituendo in! essa ad S._ I'espres-

gsione che si ha della stessa cambiando n in #—1, risulta:
S = (k+1) 8o+ ASu—s}

e ge in gueste si sostituisce ad S5,— I'espressione che risulia dalla (1),
cambiando n in #— 2, si ha:

8, = (2% + 1) 8os+ (k+ 1) By
Similmente si trova essere:
S, = (- 8k -+ 1) Suy+ E (2% + 1) Ss,
ed in generale, a posteriori
Sp = S Sacn + ES%hps Snam ; (6)

la guale serve ad esprimere 5, mediante S._.. S..,1 (m>Ah), che
sono due conzecutive delle 3.

Consideriamo ora g delle S e siano le Spi, Spe,...5 , € SUPPO-
niamo P, < Py-1<< - .. < P2 < p1. Dalla (B), cambiando » in p ed A

in 7n— p=, abbiamo:
SPi — SFPI—PE +3 E'I'Fi + kSrPI—P?+1 S]]E-—] . (T)

Cambiando in questa py in pp—1 & pe 10 Ps, gi ha I'espressione
di Sps_s. Sostituendo nella (7) ad Swp—1 Pespressione trovata, g1 ha:

Spy = S'p1—pate Spa + kS pr—ps+1 Spe—ps Sos + ESm—pat1 Spe—ps Spa—1.
Si sostituisca in questa ad Sp;— 1'espressione ottenuta dalla (7)
cambiando p in pa—1 € pe in py, € cOS via; risulterd infine:
Sy = S'py—prt-2 Spa - 2851 —pata B pa—pat1 S -
- S pr—pe 41 Spa—vs Spu—pact1 Spa - - . -
oo S et Spe—ps Sos—3i .- Spy o —py-; S’y =yt Opy, T -

1 — F r |
o B S et Spe—s Sre—pi - Sy -, Sp,—1 3
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ossia;
SP: == S.PI——P'E—I—E SPE + kSIPI—PI-}-l SFIIE—PEI—I-I +

i=n—2

- B (E'S'pi—ret1 Spa—pa Sra—ps ... Sip.—ﬁﬂ S Py —Dypat] SDH-g} 53

=2

+ k1S pr—pe-t1 S p:—pa SP3—Ps . .. Slp“_l—pq Spﬂ—l ) (B]

la quale serve ad esprimere Sy, mediante Spz, Sps,...Sp  Sp—1, qua-
lunque siano pi, Pa, ... Py, pUrché po<<pa2<<... < pe<ps-

La (8) rappresenta la proprieta caratteristica delle S; essa e1 dice
che: una qualungue delle S & esprimibile linearmente mediante altre gua-
lungue ad essa precedenti (di indiee sminore), le due pitt lontane essendo
consecutive.

Supponendo @« =0, b=1,1e 8 si cambiano nelle S} & poiche le (6),
{7), (R) non dipendono dai valori di « e b, s conclude che:

Le proprietd rappresentate dulle identita (6), (7), (B) sussistono anche
cambiando le 8 nelle S ¢ lasciundo inalteratr gh mdici,

Se nelle (6), (7), (8) si sa a=0, b=1, k=1, le S e le 5 diven-
tano le u, e pertanio:

Le proprieta rappresentate dalle (6), (7), (8) sussistono pure se m
luogo delle S e delle S si mettono le u e si lasciano inalterat gl indice.

Si hanno cost tre proprieta della serie di Fibonacei (soltanto la 2
di esse &, per quanto so, gia nota),

Se infine si suppone a=0, b=1, k=—1, le 8 0 le § si cam-
biano nelle o, e si hanno tre relazioni, delle quali & notevole la 1*

=k h
Oy = _E.n (—1p (J ) Ca—1t=jy

che esprime una proprietd del simbolo combinatorio (?)

iy | Ly

Vogliamo ora stabilire aleune relazioni importanti tra le S5 ed 1
termini di altre serie notevoli. Per k=1 la serie delle S & una serie
di Fibonacei incominciante con @ e b. Indicando 1 termini di essa

con Q;, Qz, Qs... avremo:

Q= Qs -+ Qs

e sara:

h=a: Q=0; s=a-+b, Q=0a-+2b Q:=2a-+3b;....

ed 1n generale:

Q)= t,— & + UyD (9)
la guale pud anche dedursi dalla (3), ponendo A==1.
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Consideriamo ora la suecessione di numeri P, , Po, Ps, ... deter-
minata dai valori iniziali Pi;=—=gq, P,=»5 e dalla relazione ricorrente

kPD___Pn—-l_E_ P:I_.g. [.I.D]

Ciascun termine di essa si ottiene adunque dividendo per Lk la
somma dei due precedenti. Evidentemente

[Pn]k=1= Qu
cioé per k=1 le P si cambiano nelle Q.
Si ha|
Py=¢
Pg —_— b

Pa_—_%— [ﬂ+b]
1
Pi=-5 {o+ (k+1)b}
1
Ps= 25 {(k+1) a + (2k41)2)
ed 1n generale, a posteriori:

2= o3 (s 2+ 8. b), 1)

la quale lega le P ¢ le 8 ¢ serve ad esprimere le P mediante a e 5.
Ma assai pit notevoli sono le relazioni che legano le P e le Q. Si ha:

Ql =P1

QE — Pa

_Q3=Q1 Qz———Pl —I—Pn =kPa

Qi =Qu+Qe=Ps+ kPy=Po 4Pyt (k— 1) Py= £ P, - (k 1} P,

Qs =Qs+Qu=kPs+ k Py (k — 1) Py = &*P; - (k — 1) P,

Qo == Qu -+ Qs =APiA-4*Pi-2(k—1)Pi=k* P h(—1) P 2(R—1)Ps | (12)

1 =Pk (k—1)Ps+3 (k—1) P,

Qe=F"Pe/+ 2 (k— 1) Py + 2k (k— 1) Ps -5k — 1) P,
Q=~DPyrt- " (k — 1) P, 4+ 8k (k— 1) P, -+ 8 (% — 1) P,

Qo= &' Pyt £° (—1) Po4- 242 (b—1) P, =+ 5 (k—1) Py -+ 18(7— 1) P,

ed 1n gencrale, a posterior:

=4

Pn + UG — .].) b ke * Uy—5+1 P.i : (13]

j-__al 51 T| - |I.I.':.'I'.L_:I

Q=5 1)

JRETY n—1y ., .. .. ; ; .
qualunque|sia I'intero #. Con E ( 5 ) s1 ¢ indicato 1l massimo intero
. n—1 : _ _ _ _
contenufo fin 5 € con /(n) il massimo numero dispari non infe-
riore ad n. *

ATy g,

= AE e M s
i futiy
b el

T —
e e L R R
L R el W
e e .

a i - W

L T
= i
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La (13) serve ad esprimere le Q mediante le P; viceversa sl possono
esprimere le P mediante le Q. Si ha dalle (12):

Po=7 Q .

Po= L —DPI=F A @

Py= L1Q— (b — D Pil = Q— " T @

Py = Qe b{h—1IPs— 2Pl Qu— 5 (5 e+ 5 Q)

e similmente: (14)

"'-lq.rH

p—Lg—E=1(] - 2:E1q)
P—La—t=5t Gor it ot B )
ot (g e B g L

Pu= L Bl (F ot B 0 R 0 R

ed in geperale, a posteriori:
e 21y Bemd (15)
; n("':l) E "—T—1Jj=3,a.=,....a{u} E(\H_JHJ
koM A b\ ¢

la gquale serve ad egprimere, qualunque sia 2, pari o dispari, le P

mediante le Q.
Sostitnendo mella (13) & Qu Tespressione data dalla (9) ed alle P

le espressioni date dalle (11), si ha:

1 iy -
W _}_‘ e ,r'n—l) [b w1 (¢ _l_ b“ b) +

p =B S

i

+k—1) 3 .lf‘—z;i}ﬂ(sa_mrsjm},

F=B, & Tiauay Bln) l ——
k::

che & valida qualungue siano ¢ e b; epperd ugunagliando 1 coefficienta
di b nei due membri, si avrd I'importante relazione tra le u e le ¥

&
N 1
TR — } (k == 1} e by W = it St, , (16]
kn_H-T-"—i J=8y T, e s hiing k-ﬂ—

In essa il 1 membro non contiene k; quindi il 2° membro & una
espressione il cui valore e indipendente da #.
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Supponiamo in particolare £ = —1. 8i ha allora:

n—1 -!_:! -4 LI“
Lt =(__ 1F_E(T)En —~2 2 (_ 1) * Gilhn—j+1 , (]-?) .

J=8, 5 7,..., hin)

essendo, come & noto, o; =10, 1, — 1, secondoche j & della forma 3p--1;

bp—+2, 6p+3; 6pf-5, 6p—6.
La (17) rappresentia wna notevole e riposta proprieia dei termini della

serie di Fibonace:,

Successioni S il cui discriminante & guadrato perfetto.

M chiama diseriminante di una successione R;, Ra, Rs, ... deter-
minata dai valori iniziali R, =0, R.=1 e dalla relazione ricorrente

En — ir-]E{n—l _l_ '{.Rn*-‘i 1

il binomio *+ 4k Se I=1 il discriminante della successione & il
binomio 1+ 4k e se & & il prodotto di dune interi consecutivi gualun-
que g, ¢ —1, s1 ha:

14+ 4hk=1-F4g(¢g—1)=(2¢ —1)%,

ciog il discriminante & guadrato perfetto. Dimodoché la successione
1, He, Hs,.,. determinata dai valori iniziali H; =0, H: =1 e dalla
relazione ricorrente

Ho=H, ,+q(g—1) Hi—s, (18)

g essendo un intero posilivo > 1, & una di quelle il ¢ni diseriminante
e quadrato perfetto. Una tale successione gode di tutte le proprieta
delle successioni S in genere e di proprieta particolari notevoli che

esamineremo a parte,
=1 ha dalla (18):

]:3 :-1
_ ¢"— (1 —qgf

. gﬂ_(l = Q]E gi (1 g]d-

-

¥ - — - ¥ ¥ - = '] @ ] . - # ] - " [}

ed in generale, a posteriori

ua-1__ o n—1

20—1 )

la quale mostra che Ha st pud esprimere in funzione di g ed n. .
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Sommando membro & membro la (19) e quelle che =1 otiengono
da essa cambiando # in n—+1, n-+2,...n-4r—1, si ha:

1+ Hapo oo By =
P L _I_gn+r—2_{{1_§|)n—-1 L (1 —gqpP+...- (1 ?)u+r-2}

- 5y —1 \
od anche, dopo opportune trasformazioni
: B n+r q _;_ (1 =~ q}n_ (1 — }.11-?:
HE L=} - r—l — ’ 2
+ Hogat. o= Has glg—1) (29— 1) (20)

la quale permette di ealcolare la somma di » termini conseculivi
1., Howsy. oo Hopyos , della successione.

11 %

Le H,, He, Hs, ... soddisfano, oltreche alla (18), anche alle se-
guenti notevoli relazioni ricorrenti:

Hy=gH..+(1—g)* (21)
H:+H,s(g— 1) =¢, (22)

che si dimostrano sostituendo ad H, ed H,—, i valori dati dalla (19).
Spstituendo nella (22) ad H,_. il valore dato dalla (18), si ha facil-

mentie:
Hy=(g— 1 Hio+¢*'. (23)

Molte altre relazioni 1icorrventi si possono poi oitenere combinundo
opportunamente le precedenti che sonv le fondamentall.

Servendoci delle (21) e {22), possiamo rinvenire due modi diversi
di esprimere H, mediante H,—,, essendo / un intero qualunque, infe-
riore ad n. Infatti sostituendo nella (21) ad H,_, I'espressione che si
oftiene cambiando in essa # in # — 1, s1 ha:

Hll . QEHJL-? + q [1 - 9)“':' + (1 = g]uﬁg ;

e sostituendo in guesta ad H,_. I'espressione che si ha dalla (21) cam-
hiando » in » — 2, e ¢osi contimuando, s1 ha:

H,= qll - Q‘Hlfl - g)n-h—l L gh—:{ [1 B q}u—u_}_ o
vofeg @ =g+ —aq),

od anche, dopo qualche trasformazione

1 1_ n—h-1_ {1 — gle—1
Hn — qh .. : g' f '_rt'] zg — 1( q] . ‘24]

Una seconda espressione di H, mediante H, . si pud avere ricor-
rendo alla (22). 51 ha da questa:

H,=¢*—(g— 1) Hi-a, (25)
g cambiando n In n —1

Hn..-] — gt~ — (g — 1] Hn_a .
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Sostituendo tale espressione di H,_, nella (25), si ha:
Hi=¢=—(g—1)g**+(qg— 1) Hys;

e sostituendo in questa ad H,_, I'espressione che si ha dalla (25),
cambiando n in »—2, e cosl continuando, sl avra:

Ho=¢=—Gg—0 ¢+ g1+ ...
o == e F (D g — U e,

od anche, dopo qualche frasformazione:

n—3% __ 1 W qu—h—1 .
g (2 g _911 " (26)

Hy=(—1)"(¢g—1) H, »

Le (24) e (26) affermano in sostanza che, date due qualunque delle H,
si pud esprimere una di esse linearmente mediante 1'altra, ed & que-
sta appunto une notevole proprieta delle suecessioni B il eui diserimi-
nanie & quadrato perfetio.

Fra tali successioni & notevole la seguente

0, 1, 1, 3, 5 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683, 1363, 273L..

1 cui termini indicheremo eon L;, Lg, Ls.... Essa ¢ individuata dai
valor: intziali I, =0, L,=1 e dalla relazione ricorrente:

Ln — Ln-l ‘—l_ ELH—:-I
la quale si ottiene dalla (18) supponendo ¢= 2.
Le (19), (21), (22), (23), relativamente a tal successione; diventano:
1
Ly =5 @+ (—1))

Ly =2Lsy 4+ (= 1) =20 + (— 1)
Ln + Ln-—1= 2"—%
L;E e I.ln_.g — ‘Zn__l ’

i seconda di questo afferma che le L sono tutti numeri dispari.
Seno pure notevoli aleune successioni nelle guali le L. ecompaiono

come coefficienti o come esponenti dei valori iniziali « e 0. Per es. = A
mndieando con My, M,, M;... la successione determinata dai valori 5
oo W —— - ¥ . - ErAT
mizialt My =@, My==> e dalla condizione che ciascun termine sia la P
media aritmetica dei due precedenti, si ha 4
b r"- Ihf‘r ;Il.l

o a--b i 3b Su—+-5b B
-Ml_‘”: Mﬂ:b; B’-[E:—'— > : M;— zu M MEI 211 v oewe
:'

od 1n generale: i
M L a-Lyb T

i | En - . .::

e

. . " - = 'I'I.'EI
Indieando con N;, Ni, Nj..., la successione determinata dai va- E
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lori iniziali @ e b e dalla eondizione che ciascun termine sia il medio
armonico dei due precedenti, 81 ha:

3ab 2%*ab 2%ab _
Ni=a; Ns=b; Nn-—-—-ﬂ_}_ﬁ; N‘_Su—t-b; Nﬁ—&:!_]_gb,...

ed in generale
222 ab

R P et

Infine indicando com O;, Os, Os,... la successione determinata
dai valori iniziali «, b e dalla condizione che clascun termine sia
medio proporzionale tra 1 due precedenti, s1 ha

B

Ulzﬂ-; 03_—_—b; Oazfﬂ_b; l:iﬁff; 05=$‘ﬂsf]5;.

ed In generale 1

0“ = (”Ln—l bLuJ gni—2 ‘

Se nelle (2) facciamo k=2, le S diventano le H e si ha:

T

[m_1+[ . Etu )(ﬂ_;-&)@’

che e¢i rivela una notevole proprietd del simbolo combinatorio

n—g— 2 : ; e ,
(ﬂ j ), o se¢ vuolsi, delle potenze intere e posifive di 2.

Notevol sono pure le relazioni tra le H ed i fermini di aleune
successioni note. Ad es, 'n™® termine ¥, della successione di Fermat

& dato dalla formola

F,=—2"—1,
eppero _
PO SH, 1= se 21 € pari;
SHepi=Fh —|— 2 se n e dispar),

Meno semplici sono le relazioni tra le H e le w (lermini della
serie di Fibonaeci). Per averle occorre supporre =2 nelle (16), e

sostituire le H alle . ‘
Dr. Nicorvd TRAVERSO.

RISOLUZIONI DELLE QUISTIONI 638, 620, 651, 622 & 609

638, pinostrave che in un triangole sferico si ho

vﬂenBcull’a——b'}-—ﬁeu-rrna[s—d ’
1 —cos 2+ cos 8 4 cosy '

(z. Prscr,
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Risoluzione del sig. Gandini R. U. di Pavia.

Si ha

1—cose cosB -+ cosy
4 gen + o cosd Peos v ’

cos (8 — a) =

guindi risulta
(14 cose)(l—cosa 4+ cosf + cosy)
4ecuosimcos} feoryy '

Sen @ cos (8 — ) =

e allera il primo membro della (1) divenis

v (14-cos B) (14 core—coz B 4 cos v) — {I—I-nna'r} f1+ cosa+ cos f— cosy)

4 08 L

_ 2 (cosy—cosB) (1— cosz}-cosB+-cosy) . E cosy — coa f

——

deosdx cosif cospy(l—oosateosftcosy) il d co84% co54f coshy
c. d. d,
650, caicotare 7 integrrale indefinito
- (x
x sen log at
F. SimirawL

Risoluzione della sig."® Beloch, R. U. di Roma, e dei sigg. Ascoli, R. U. di Pisa,
Gandini R. U. di Pavia.

Sia V il suo valore; poniame y = log ¥, donde

. kde = zdy.
Avremo quingi:

T"—l ay I dcosy 1 drosy
sen y sen*y kJ 1—cos*y
1 @ cosy d’cnsu 1 1 ;
= —¢o8y) — — log (14 cosy) + C,
1

¢ ponenio la cosiante C sotto la forma oL log n, aviemeo

I—EDBF

1 1 1
1 — E ! — I 1 i'l- -
=z Iuﬁ_,ﬂl ooy Ok log (n tan «}y}l—ﬂ: log (n tan® } log z*)

651, Liinviluppo delle mediatrici delle vorde foeali di unn confea & una quar-

tica enapidate, se le conive he Ceniro, ed e invece una paraboln semi-eubica, se la
coniea & uno parabola.
(, Carposo-Layxnss.
Risoluzione dal sig. Gandini, R. U. di Pavia,
Sia '
(1 —e) a4y — 2 petr — pet = (1)

l'equazione di una conica di eccentricita ¢ e paramelro p, avenite un fuoeo nel-
l'origine degli asei; allora la retia
y — TN {2)
passera per un fuoco della (1).
Sieno: A = (z/, '), B= (2", 4"') i punti d'incontro ﬂellnffll con la (2). Le
coordinate del punfo medio M di AB saranno: = _Em . = _gy ; infine 'equazione
dalla retin perpendicolare in M alla (2) & data da

. l yi' + yu | 1 I‘ + ;Th
14 m I+ 2 i ;}; 2 " e

()

-

;1.!-."-_". 1 RS e

E: W
-':'. 1

1

!
[}
o
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Si bha dalle (1), (2):

¥tz pe? y + v pme®
2 1 —e*4+m*’ 21—t m?’
percid la (8) diventa: 54: il
oz, yp,m)=ym® )z —pemt (1 —e)ym+ (1 —eY)x—pe=0. (4) N |
} W=y Iy . " . - : : : I "
Eliminando ln m tran la (4) e 1a ey [;‘ M) _ 0, si ottiene 1l discrinmnante e
I R 7.
della (4), 11 quale & anche l'equpzione dell’inviluppo richiesto. In generale il diseri-
minante dell’equazione enhica g |
wz® + mat + ase + a3 =0, |
¢ dato dn ; '. il
4 (3 woa® — 1™ (3 mas — a2®) — {9 aoas — ayie)® = 1} i 4
gquindi, per la (4), I"inviluppo richiesto sara la quartica :
4{3[1—#“]3;5—[:: peg) jS{l—e Nz —pet)z — Spe? {xr— pe*) — (1 — %)%, _; |
— {90 -z — (1 — ) x—pe) — Dpe?|P=0.  (5)
Tale curva & enspidata nel puoto (pe®, 0), dove ammette per tangente cuspidale _:.5:5'.;{ |
I'asse delle . Quando ¢ =1 la conica diventa una paraboels, e la () si trasforma 2 |
nella parabola semi-cubica |
4(z— p)' =27 py°. i
OO = Dimosirare che _.:
E—— . i e
Ya® cotg® $ o ldfﬂ'—'Vﬂ! T tng? -}:‘r.-i——- lﬂg tag? 32-4-2a ¥ u—tag® 3z |
l 4= cosa 4 2a—tag?iz—2a Y a'— tag® o B ;1
F. Simrrani. A &
Risoluzione dei sigg. Gandini R. U. di Pavia e Barisien. 5' _
Anzitutto si ha:
2% — tag? 4a + 2aVa®—tag® ta (u —VYas— tdﬁ‘%n:)_"'_
20t —tag? 32 — 2aYa*— tag® Ju o -+ }/n — tag® 4o il 1
. (a6 — Ya®— tax® ga)” 1) P 1
Ora si ha:
Z . 2 gy e — tap? £
V’u cotg® iz —1 T — }Iu tu o _j Va?— tag? ﬁmdtng 2 =s i |
1 4 cos « ‘?cuazq}mtagﬁ-: fag Lo gl | g
B tag 1z d tag da 4 gt d iRg 30 _ Fad ' i
j Ya*— tag® iz tag 3aVa®— tag® 42 B |
— Vo —=aagl a —Va'— tag? 1« , 1 .
=16 tag? 32 - a log g ¥z ; -
e per In (1) 'egnaglianza proposta resta dimostrata. : "' '
Y 1
i
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O3 Dimosirare che

Ja*—1+¢t(a*+ 1) __V , 1—t
=f] (1 — 2% (141 ind Lad o~
2u* —1+2(1+ 2a2) + 2a¥i1 + 1) |0*—1 + ¢ nﬁ+1]}

Za* — 1 + 1 (1 + 28%) — 2aY(1 + 1) [0* — 1+t (n® -|—]‘,I]
F. Sisiraxi.

—? ln_g

Risoluzione dei sigg. Gandini R. U, di Pavia e Barisien,

Si ha
20 — 1 +t(1+ 2a”) 4+ 2a¥11 + 1) |a* —1 1 (a* - 11]
2a* — 14 t{l + 2a%) —2aV(1 +1)ja*— 14110 +1)]
/ 1_ \ — 1'—‘L i
ﬂ— at a — Vol
1+ 1 !
= l/—-_ = : (1)
1 —¢
n+1/ 1+1 ]/1+r
inolire
——u:1+ﬂ11-:nﬂ”_t 2)

13 ¢
Cio posto abbiamo

1 — ¢
f]/u-—1+un +1) V T+
o 1 — 97 (] 1 —¢#* -
V 1— ¢
1+.~: _
z‘_ s —
d 1 [ l.] 4 1 {
- 1414 l—l—f:
1—¢ VE 1 —¢ l—¢
(EE L gy 1+ ¢

per la (2)

l/ ” 1—.!'
i —ll" 1 J,—l—.‘.' . _I__l‘
= alog T 4V u W
1=t

e per la (1) I'eguaglianza proposta resta dimostrata.

=-—--.-—-'

QUISTIONI PROPOSTE

662. Sopra una retta » sono dati due punti fissi A, A; ed un punto
mobile M. Costruiti 1 circoli ¢, ¢; di diametri A,M, MA; avenii per
centri 1 punti Gy, Cs, si domanda:

1* 11 luogo dei punti d'incontro delle tangenti condotti da A; a ey
con le tangenti condotte da A: a ¢
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2° il Juogo dei punti d'incontro -delle tangenti condotie da Gy a e
colle tangenti condoife da Cs a e;

3 il Inogo dei punti d’incontro delle tangenti condotle da A, al
cireolo di centro A, e raggio A:M colle tangenti condotfe da A, al
circolo di centro A, e raggio A,M.

Sj faccia uno studio di queste curve.

FUMAGALLL

663. Trovare l'arvea della curva luogoe della proiezione del punto
d’incontro delle tanzenti nelle estremita di due diametri coniugati
di nna ellisse, sulla retta polare di quel punto rispetto all'ellisse.

B64. Essendo dati due circoli ¢, ¢ ed un punto A in un piano,
i trovi il luogo dei centri dei cireoli ¢” tangenti a ¢ e tali che l'asse
radicale di ¢ e " pass1 per A.

665. 11 luogo del punto di mezzo delle corde di una carvdioide che
sono viste sotto un angolo costauie dal punto di regresso € una quar-
tica, della quale si domanda l'equazione e P'area. Nel caso in cut
Fangolo costante e retto, la quartica suddetta diviene un eircolo.

666. Essendo dati due cireoli ¢, ¢’ si consideri Ja parabola p di gran-
dezza costante il eni vertice & situato su ¢ e I'asse @ tangente a ¢, e Ia
parabola p' di grandezza costante il cui vertice & situato su ¢ e Y'asse
é tangente a ¢.

1. Dimostrare che, se gli assi di p e p' sono perpendicolari, 1l Iuogo
del centro del eircolo che passa per i:quattro punti comuni alle due
parabole p, 7’ st compone Ei due conchiglie di Pascal.

2. Se gli assi di p e p'sono paralleli si trovi Iequazione del luogo
del punto di mezzo dell'nnica corda comune alle due parabole e si
determini I'area limitata da fale curva.

E.-N. BArisiex.

-
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Prineipii i Steveodinamica. — Corso sulla Formazione, I'Interpreta-

zione e 1'Integrazione delle equazioni del movimento del solidi
di G. A. Magei, p. XI-262. Milano, editore Hoepli, 1903.

[ principii di Stereodinamica trattano, da an punto di vista assai generale, e
questioni pin importanti della Dinamica dei sislemi solidi o corpi vigidi comungue
vincolatl,

Tali questioni, ® nel loro ordigg e svilappo siorico, e nel lero ordine logico,
riguardano anzitutto la formazione delle eqnazioni del moio; la guale simpernia
nel teorema o principio di d'Alembert e nelle consegnenti equazioni di Lagrange.
A questa @ dedieata la prima parte del libro.

La trasformazione, le diverse interpretazioni della equazione fondamentale, i
teoremi sulla minima azione e sull’azione stazionaria di Hamilton, guello sulla
minima costiizione (sforzo) di Gauss, il prineipio di Mauperbuie, in una parola
tutto ¢io che pin specialmenie rignarda la interpretazione delle sfiunzioni dina-
miche costituisce una seconda parte; Is quale, perché connessa e quasi aggiran;
tesi intorno al principio di Hamilton, da guesto prende nome.
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La terza parte finalmente, d’indole pia strettamenie analitica, relativa a quanto
&i pit generale ad importante gi & fatto per Ja miegrazione delle equazioni delln
Dinamics, &' inlitola dal nome di Javobi; perch2 appuunto il famoso teorema del
sommo georetra ne & il punto di partenza non solo, mu anche il risuliate pin
notevole. )

1indole di gquesto Periodico non consente una minuta anahsi della noova opera
del chiaro professore: tanto pin che, specie nella seconda parte, anchie un sulo
cenno del modo con cni vengomo presentati ed illnskrati i varii primcipni, non
sempre esposti in mede chiaro e rigoroso dai lraitatisti, vichiederebbe spiegazioni
alquanto estese. L'A. pur restando uella massima generalita, von opportune defi-
nizioni, con upa felice nomenclatura, riesce a perre in Juce ogni argomento, di
cai delinea ancora con pochi tratti la storia, congservande a tubla la tratiaziome
nn rigore che non nuoce alla chiarezza.

Questi principii di Stercodinamica sono anche una illustrazione ed una ap-
plieazione di altxi principii svilappati dall’ A. nelin soa Teowia wmatematica del
movimenio dei corpi; totiavin egli ha cura di richinmare sin da principio le
espressioni fondamentali sella Dicamica dei sistemi rigidi, nonché i concetii sni
vincoli traducenti Ia rigidita, Ma volendo poscia considerare, nel case pin gene-
rale, an sistema di corpi rigidi comunque vincolati, si presenta subito In distin-
zione, nettamente e generalmente precisatn, tra sistemi olonomi ad analepomi.
Somo olonomi ad esempio i sistemi costiluiti da an corpo rigide, un punic o una
ratba determinata del quale possisde un moto prestabilito; mentre un corpo rigido
vincolato a rotolare senza strisciave (moto di rotolamente pnro) su di una super-
ficie il cul moto @ prestabilito, & un sistema analonomo. 1 moti di rotelamento,
oggebto di studi recentissimi dell' Appel, Hadamard, ecc, somo particolarmente
consideraii, perchd ad essi, ¢com’& noto, non somo applicabili le equazioni dina-
miche di Lagrange. L'A. partendo dalla formmmla di Hamilton, pone le equazioni
dinamiche sotto nna forma valida in ogni caso e dalla quale poi assai spedita-
menle si trae quella dell’ Appel velativa ai sistemi anolenomi.

11 libro abbonda di osservazioni ingegnose: di note storiche o critiche; perche,
¢ noto, I'A. si ocenpa con acume e profondithd di dottrina, di gquante ha relazione
col principii fondamentali della Meccanien. Cosi egli ha mezzo di dare nn cenno
dei principii ¢he informano la meceanica @i Hertz: e critiea 11 modo con cni, ad
imitazione di d'Alembert, viene dai pift dimostrate il fameso principio: che, al pari
di molli altri della Meccanica classies, illustri scienziati, vilengono doverst addi-
rikinra assomere come postulate, ritenendo insufficienti e dimoestrazioni con cui
st & sin gui tenlato di provarlo. 11 Maggi nen & invero cosi radipale, quantungune
in fonde giri la difficolia collo stabilive doe postalati, di cui uno, quello delle
pressioni vincolavi, ¢ sostanzialmente incluse nella dimostrazione classica. Né sl
deve credeve, dai pochi cenni fatti, che il libro aliro non sia che un'srida e ste-
rile esposizione di tecrie; c¢hé anzi le applicazioni importanti, svolte elegante-
mente, non mancano; esse tratiano del mote di un corpo rigido intorne ad un
punto fisso (moto polars); del givoscopio di Foueault; delln bicicletla, ece.

In sostanza adunque un libro bello, concettoso, ulile specialmente presso di
ol ove non certo abbondano libri buoni & moderni di Meccanica; e che, non ne

dubitiamo, sarh accolto con vivo pincere da quanti si interessano di studii e di
HiIenza. Roeerre MARCOLOXGO,
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