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o1 nomeri A1y 9y ¢4 oy Oy
numero complesso a. |
Dermizione IL. — Il numero complesso colle coordinate tutte nulle

sl chiamera il eomplesso zero, o semplicemente zero. Esso in tutta la

teoria rappresenta quella parte che ha lo zero ner numeri reali, si
rappresentera quindi col solito simbolo 0:

0=1(0,0,...,0).

2. Eguaglianza e sue leggi.

Derivizione 111, — Due numeri complessi si dicono eguali, quando

le coordinate dell’uno sono rispettivamente eguali alle coordinate del-
Paltro, ciod si porra

(9‘.1, &'n,....ﬂnlz(s:l: [39:--- :Bn)

quando sussistono le »n eguaglianze

81 diranno le coordinate o Ie components del

A [1'=1,2,...ﬂ]

Come conseguenza di questa definiziong risultano subito i seguenti
Leoremi:

L'eguaglianza dei numeri complessi &

1. Riflessiva: a= q.

2°. Simmetrica: e d a— b, sard b=—aq.

. Transitiva: da a=»5, o b=—e¢ segue a=—e¢.

4. Un numero complesso 2 uguale a zero solianto guando son nulle
tutle le sue ecoordinate.

3. Addizione e sue proprieta.

Derivizionz 1V. — L’addizione
dail’eguaglianza

(‘5'-'1: aﬂ!'*'iaﬂ]+{51! Eﬂr"':ﬁﬂ)z(ﬂl_,‘ﬁll ﬁﬂ+ﬁﬂ~*'-:mh+ﬁﬁ]*

Hssa risulta evidentemente

I". Uniforme: ciod a risultato unico.

2. Commutativa: ciod a--p=0pb-1-g,

3% Associativa: (a+ ) c=g (b~ e).

4°. Lo zero 2 il wmodulo (o il numero wmdifferente) dell’ addizione -
a+0=0-}-a=n. #

&% Se ¢ a=0, sara anche n ~e=Db-e¢, ¢ inversamente.
4. Sottrazione.

Risulta subito dalla definiz. TV il segnente teorema:
Dati due numeri complessi a — (215 @8y 000y 2n), D= (B1y Bay ...y Bu),
esiste ed ¢ individuato wn numero complesso ¢ tale che siq

b+e=aq.

Esso & il numero complesso

(22— F1, s —Pay ..., 0 —8By).

nei numeri complessi resta definita
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Derivizions V. — Questo numero complesso si chiama la. dnﬂ'erenzw
dei due numeri a e b, e si serive ¢ =a— b,

5. Attribuzione di un coefficiente (reale) ad un numero complesso.

DerFimnziose VI — Col simbelo ge o ap, ove p & un numero reale
e a un numero complesso si intende rappresentare il numero complesso
le emi eoordinate sono uguali alle eoordinate di @ moltiplicate per p:.

pa = ap=(pay, ¢as, ..., pax).

Si dice che al numero a si & allribuito il coefficiente (reale) ¢.
Denotande, come facciamo d'ora innanzi, con lettere greche numert
reall, seguono da questa definizione le segueutl proprieta

1° la=—a,
2 0 (ca)=(go)a,
3° (cr-+pat ...+ ouw) 6= ;& A B S e

4 P{t’h F@ ..o tn) =pa -+ pazs+ ... F ottn
a" Da=0.

}_. I-_:'- fy
~ Quest’ultima proprieta si enuncia: Attribuendo ad un numero com=>=j

,.,--.: o L e s B

plesso il coefficiente zero si oitiene il complesso zero. Ed & chiaro che ' 1 R
sl ha viceversa: Se aftribuendo un coefficienie ad nn numero unmp!esm AR
diverso da zero si oltiene per risulialo zero, questo coefficiente deve essere. oo
esso stesso uguale a zero. -:*? ¥

6. Definizioni delle unita. Ulteriore rappresentazione di un numero com- . ;. iGEet )
plesso. ks

Derixizione VII. — I pumeri complessi di cui una coordinata & -S3ble
ugnale a 1 e le albtre sono tutte nulle diconsi unitd.

Le unitd sono in numero di n:

ee=(1,0,0,...0,0), e=(0,1,0,...0,0),...,ea=10(0,0,0,...0,1).
Dalla definiz. V risulta

[EIL, E', U, ad s D) — 184
({]1 Uz, 01 .- ﬁ) — gfy
(0,0,0,...2,)=0uen, e

@ pero, addizionando, si ha 3

(=1, R &‘n]zﬂ!ﬂl —I_Rifﬂ_]_ P —I—aneu v

€108 un numero complesso si pud rappresentare come la somma dei ny-
meri complessi che si ottengono ailribuendo come coefficienti alle unitd
€1, €y, ..., €, l2 sHe coordinate.

Questa & la forma definitiva sotto Ia quale si rappresentera d ors
innanzi un numero complesso d’ordine n.

Le definizioni o le proprieta precedenli posseno in conseguenza
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presentars) sotto altra forma, per es., la proposizione 4¢ del n. 3 pud
anche enunciarsi cosi:

Fra le unita non pud intercedere alcuna relazione lineare omogenea
(@ coefficienti reali).

Il sistemna degli oo™ numeri complessi eon le unita ey, e, ... e, in
virti delle precedenti definizioni, si riproduce mediante addizione e
sottrazione. Esso costituisce dungue un modulo di nwmeri complessi
(DeEpEEIND), ¢ le unita e, e, ...,e, ne costituiscono uns dase.

Questo modulo non ¢ambia, quando si prendano come base n altyi
numeri di esso ay, te, ..., a,, defimli dalle » ugnaglianze

Gr = &r1€) T %rgfa - . . .~ Zmen , (r=1,2,...7)

purche il determinante |x.| sia diverso da zero, perchd allora ogni
unité e, e quindi ogui nomero complesso, si pud esprimere come un
numero eomplesso con le uniia ay, aq, . o , an.

7. Moltiplicazione.

Perch® un modulo di numeri complessi colle uniti e, ey, ..., e, si
riproduca anche per moltiplicazione e divisione, ¢iod costitnisea (se-
condo DEpeginD) un corpo di numeri, devono le alire due operazioni
razionah, la moltiplicazione e la divisione, essere definite in modo che
i risultati di queste operazioni siano numeri complessi appartenenti
al dato sistema. Cid sara falto colle seguenti deiinizioni.

Derivizione VIH. — a) Gli »® prodotti e, . e, (r,8=1,2,..., n) siano
definiti dalle ugoaglianze

e - ts =20 1% ... 2,
b) (Erﬂr) . (Bﬂ"eﬂi) — [Er?:}[f?r . EB} -

¢) 11 prodotto a.b risulti definito (in base alla legge distributiva)
dalla nguaghanza

n n l..m
r=1: C —)y ¥, u

& percid, in virlu delle definiz. &) ed «):

ll-lll

a. =N

[I‘rj:'lﬂ 1“}
T, 8,1
b

“Eti

-

Per distinguere un coefficiente da nn fatiore noi adoperiamo il
punto come segno della moltiplicazione.

La moltiplicazione cosi definita gode evidentemente delle seguenfi
proprieti:

1% (pa) . (ab) = (po)(a. &).
2. Be & a=b, 8 anche a.e=b.c, e c.a=c.b.
3. Digd=a.0=49,

Quest’ ultima proprietd deve considernrsi come distinta dalla 58
del n. 5, perché qui Io zero & considerato non come coefficiente ma,

2 " v
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come fattore, ciod-il prodotio di due numeri complessi, di cui uno almena- gae
¢ uguale a zero, ¢ esso siesso uguale a zero. La proposizione 1eciproca,.
come vedremeo in seguito, in generale non snssiste.

4. Sussiste la legge distributiva:

(6+b).c=ea.c}+b.c, c.{zat+dé)=c.a+c.b.
Infatii dalla definiz. VIII segue

(a+D). r:E (a:1B.)e:. E Vo= ;?‘. [(art-Be)yal(e. - en) = E (Y t-Boya)(e: . 2.).
D'alira parte
@etb.e=Z(atle. e) + 3 (Beva)(er . ) = 2 (arys - Bera)es.e),

dunque

(@--8).e=a.ctb.c.

Nella stessa maniera si dimostra la seconda uguaglianza,
Non sussiste in generale la legge commutativa e associativa,
Infatii perche la moltiplicazione riuscisse commutative occorre- /-

- .-!r'-'

rebbe (e sarebbe ancle sufficiente) che fossero commutativi i prodotti’. i

350N ey W

delle unitid. Ma da Jfﬁ e

Cr o By =0y . P O

segue (definiz. VIII @) Wi &

relazione che in generale non & verificata, .; ¢

Cosl, perche la moltiplicazione riuscisse associativa bisognerebbe 'l
che fossze Ll

(e-.6).e6=e..(es.e)

c1d che conduce alla relazione in generale non soddisfa

T aiulydv) v yiuds ()
et l:ru }'-'.:". T ui i"-l'u .
v TR

8. Divisione.

La moltiplicazione non essendo in generale commutativa da Inogo
a due operazioni inverse

Dermizione IX, — Ia operazione che ha per oggetto di trovare
(quando esiste) un numero complesso = tale che sia

r.b=a (1.7 A

dieesi divisione anteriore di a per b, ed x il quoziente anteriore.

La operazione che ha per oggello di irovare (quando esiste) un
numero complesso y tale che sia

b.y=ua (2)

dicesi divisione posteriore @i a per &, ed y il quozienle posteriore.
Perché esista un numero

-’E=——-E1EJ+EHEE—,—...+E_HEH
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che sia quoziente anteriors di g per b occorre e basta che le £, veri-
fichino le » eguazioni lineari

£ 2 AR+ 6 2 BI04 . 4k, 2l =a. (t=1,2,...,m) (9
Consideriamo i determinante di quesfo sistema:
AB)=|Z 622,  (r,t=1,2,...,n) (4)

Due casi possono darsi:

1" 0 1l determinante A(3) & identicamente nuilo, e allora il sistema (3)
€ 0 indeterminato o impossibile: diremo in ogni caso che il dato si-

stema di numeri complessi non ammette Ia divisione anteriore;

2" ovvero il determinante A(b) non & identicamente nullo, e allora
per ogni b, per il quale & A(b)==90, la divisione & possibile ed uni-
forme. In questo caso diremo che il sistema ammetie la divisione
anteriore.

Analoghe considerazioni possono ripetersi per la divisione poste-
riore. Si dice ehe un sistema di numeri complessi ammette o no una
divisione posteriore secondo che il determinante

N =] (s t=1,2,...,n) (5)

non & ovvero & identicamente nullo.
I sistemi di numeri complessi, cosi come sono stati definiti, pos-

sono dunque dividersi in 3 categorie:

1% Sistemi che ammettono una divisione bilaterale (eiod che am-
meftono tanto una divisione anteriors che una divisione posteriore).

2°, Sistemi con divisione unilaterale (cioé sistemi che ammettono
soltanto una divisione anteriore ovvero soltanto une divisione po-
steriore).

3", Sistemi senza divisione.

J. Moduli della moltiplicazione.
Dermizione X. — Un numero ¢ sj chiamerd un modulo anteriore

delta molliplicazione, se qualunqgue sia il numero = del sistema sj ha
" €. =1.
i

E nn numero £ si divk un modulo poslerrore della moltiplicazione
quando, essendo z un numero qualunque del sistema si ha

L. =5

Intorno ai moduli della moltiplicazione & assai utile la conoscenza
del seguenti Leoremi,

Teorema 1. — Un sistema di numenri complessi che possiede un mo-
dulo anteriore (posteriore) della molliplicazione, ammette la divisione

posteriore (anteriore).
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Se 1l sistema ammette un modulo anteriore della moltiplicazione -

£ —E16; + Eﬂfg —l" Enfn

devono essere verificate identicamente le n equazioni

ﬁi E Erlﬂ"—}— Eg = E-‘.rlm ot E E,-lm =&, (@#=12...,9%),

e per questo oceorre che sia

E Erlm }‘; eh =0  (s==8) (r,t=12...,n0).
Ma allora s1 ha [8, (5)]
M) =| B ¥, =1,

cioé il determinante della divisione posteriore non & identicamerte
nullo, e pero 1l sistema ammetie la divisione posteriore.
Ne risnlfano 1 seguenti corollari.

CoroLramrio I. — Un sistema, che ammette una divisione unilater q‘?zﬂ*":"‘_'; ,'

anteriore (posteriore), non pud possedere un modulo anteriore (posierior f:)
delle molliplicazione.

Uorornario 1I. — Un sislemna, che possiede un modulo anteriore e un

modulo posteriove della moltiplicazione, ammeite una divisione Mutemim

Teorema II. — Se un sistema ammeite un modulo anleriore e ¢ un <= ‘-J

modulo posteriore f della maltlphcazmng questi saranno equali. Ollre o
non esiste alcun aliro modulo anteriors, e oltre f alcun altro mﬂdﬂlﬂ
posteriore.

Infattl, essendo ¢ un modulo anteriore, 81 ha

e.f =1,

ed essendo f un moduio posteriore, si ha
e.f=e

& perd
e=—T.

'Ogni altro modulo anteriore ¢, dovendo essere eguale a ?, sarebbe
eguale a ¢, e ogni altro modulo posteriore [, dovendo essere eguale

a e, sarebbe eguale a 7. M a
CHELR I POLI:A.,

(Continua)
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| DETERMINANTI DI ORDINE INFINITO E DI SPECEE SUPERIORE

.

B noto che da quaiche tempo sono stati presi in considerazione
1 cosidebti determinanti di specie smperiore ed i determinanti di
ordine 1nfinito.

La teoria dei primi fu faite intravvedere dal Vandermonde a
proposito di un problema sul ginoco degli scacchi, e quella del se-
condl dall'astronomo Hill per un problema di astronomia rignar-
dante il perigeo lunare.

La parbicolareggiata bibliografia su tali ricerche si pud leggere
nel pregevole trattato « T Determinanti » del prof. Pascal.

Aggiungerd solo che mel 1897 il Cazzaniga, negli Annali di
Matematica, trattd 1 determinanti d’ordine infinito e ne egpose con
chiarezza 1 principali fondamenti.

Ora 1o ho appunto per iscopo lo studio di quei determinanti
che, essendo di specie superiore sono arche di ordine infinito.

1. — Deflnizioni.

1% Consideriamo un gruppo infinito secondo ¢ di guantita
ﬂijii...ir[ (il ?.5. "?:q= -— m...—l—fﬂ).

Se nell'iperspazio corrispondente al numero ¢ formiamo la ma-
trice colla regola ordinaria essa Ja chiameremo la rappresentazione
di un determinante di ordine infinito e di specie q.

29 Sia la matrice »

[ﬂilig.ﬂiq] (il‘iﬂ.--irI:_n.-.0;.-"}“‘”#]-

Essa definisce ¢ determinanti di specie ¢ 1 quali, come & noto,
sono differenti fra di loro se ¢ & dispari, ed uwguali fra di loro se ¢
é pari,

Designeremo questi determinanti mediante il simbolo

D (r=12...q) :

ove 7 rappresenta il gronppo fisso.
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Ora se il valore del determinante D, per valori infinitamente
crescentl di m ed n tende ad un limite determinato questo Iimite
lo indicheremo con D® ovvero eon

[ﬂilij...:l.]]fr} (51 ig .- i':q = — 00 ... -i— m).

/

Se il limite non esiste il determinante si dird divergente; se in-
vece cambia con la legge colla qunale m ed n tendono all’ infinito,
il determinante si dira zndeterminato.

3% Applicando il noto eriterio per la ricerca del limite di una
funzione, risulta:

Il determinante D & convergente guando per ogni o piceolo
ad arbitrio sl pud determinare un numero posifivo N tale che la
disngnaglianza

JD';;E]—F npg :D[n::nl <o

resti verificata per tutii 1 valori di m ed n maggiorl di N e per
qualonque valore positivo di p e g-

H dovendo essere indifferente la legge con la quale m ed =»
tendono all’ infinito, supporremo sempre m —n o

DO =DP;  D¥—lim DO,

In un determinante infinito di specie ¢ l'elemento ayy. o sard
detto origine.
Gl elementi

i, 324 eady ('51 3.2 ) TR === "iq)
s1 diranno principali e la diagonale che 1i contiene diagonale prin-
cipale.

Un determinante resta definito quando si fissa 1'origine ¢ la
diagonale prineipale,

1. — Proprieta fondamentali.

1% 1% walore di un determinante convergente non cambia quando
st prenda per orvigine un elemento diagonale arbitrario.

Ed infatti cio non & che una conseguenza di quanto abblamo
detto precedentemente poiché tutto si ridnce a far crescere con
nn’altra legee I numeri m ed 7.

2% S dimostrano poi analogamente a quanto concerne i deter-
minantl quadratici di ordine infinito ; seguentl teoremi:

I. — In un determinante enfinito convergente, di specie dispari
ﬂ?;? S POSSONG cambiare gle strati di wun grappo con gli strati di un
altro. -
H. — 8e si scumbiano fra loro due strati paralleli di un determi-
nante convergente di ordine infinito, esso cambia di segno a meno ehe
¢ determinante non sia di specie dispari ed i due stati paralleli non
siano del gruppo fisso.
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nante non sia di specie dispari e gli strati uguali non appartengano
al gruppo fisso.
ITL. — Se in un determinante convergente s: moltiplicano gli strati

del primo gruppo rispettivamente per delle quaniita
@ (t=12..,00);
gle strati del secondo gruppo per delle quantita
ot =19 ... %) ;" ece
tali che i prodoiti enfiniti
P =ma; P = g™ . .. obc.
stano assolutamente convergent: e diversi da zero, otterremo
D" — pp’.. D®

essendo D Uantico determinante ¢ 1) i nUovo.

3% Ogni determinante convergenie di cui gli indici degli strati de;
vari gruppi si estendono da — o g4 + 0 pud essere trasformato in
uR allro dello stesso valore nel quale i detti indici si estendono da 1
ad .

Fd infatti trasportando tutti gli strati di ogni gruppo aventi
indice negativo in modo che pel nuovo determinante D' la spe-
cessione

l,ﬁ,...,?ﬂ,2n+l,...

degli strati di ogni gruppo sia data dalla successions
U, —1, 1, —2, 2y veey —m MW

e
degli strati di D™, risulters un determinante
‘ - D.I'{I.:'-_—-_ lbjj iﬂ'---iq]'
In cul sara:
hthe . i?=19... .
E siccome, qualunque sia g Sl avra sempre:

) = THO)
DR =D&,

(poiché anche nel caso in oui ¢ © dispari il numero dej gruppi in
cul uno scambio di due strati, cambia segno al determinante &
sémpre pari) resterd ora facile vedere I'nguaglianza

e = D
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4 In seguito potremo quindi supporre di trattare determinanti -..

D9 = [ai,4y..i,] (iydy. . iy=12...0x)

g vy S

e d1 piu considereremo il primo gruppoe, il gruppe fisso. In tal
modo 11 determinante lo indicheremo addivittnra colla lettera D.

O e A B

III. — Criterio di convergenza - Determinanti normali.

1°. Chiameremo normale ogni determinante infinito tale che il
prodotto degli elementi diagonali sia assolutamente convergente e
cosi pure la serie ¢"** degli elementi non-diagonal,

2%, Ogni normale é convergente. Infatil se il prodotto infinito

ﬁ(ﬂi]iﬂ---iq] (fi=th=...=13

& assolutamente convergente, ponendo

¢ & *
ﬂilh—-iqzl _I_ﬁllii-iq (7 ty "':Tq)
Ririy ..ig= @iyiy i, (ove Don & § =1, = ... =1

sl ricava che la serie semplice

AP =i =:..=1)

@ convergente, e cosi pure la serie "

ZZ...2|dhi. (senza pin nessuna restrizione per le )
ed 1l prodotto infinito
P=m(Q+323.., 3 a1

il_ i" 1rl

——

Ora se in D, e in P_._, rispettivamente, pomamo certl ele-

mentl unguali a zero otteniamo rispettivamente D, e P, . I termini
che si annullano rappresentano quindi le differenze

Dm—[—p = Dm e ?m+p — ?m ;

E
.t
1P
hES
L}
Iz
T

- e D
L T x ,
H "
. -

1 .__..__E.d' ;!-,:.;:' n

€ siccome 1 termini che si annullano in P, sono tutti positivi e .
solamente alcuni fra essi rappresentano, in valore assoluto, quelli
che si annullano in D, +py POssiamo coneludere essere

‘DEH‘]}-_Dm | <—:ETm-4—p _?m

e, éssendo P convergente, lo sard pure D ¢. d. d.
_Come si vede la condizione di essere normale & solamente suf-
ficiente per stabilire la convergenza del determinante.

Pl e e T -"".-.._‘ =g

B :_ ;._._.-e_":.'
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Analoga dimostrazione a quella fatta per 1 determinanti qua-
dratiel richiede il segmente teorema:

Se in un normale di specie qualungue al posto degli elementi di
un numero qualsivoglia, ma finito, di strati si pongeno altri elementi
ad arbitrio, ma inferiori in valove assoluto ad un certo numero finito
2 nuoro determinante é ancora conveyrgente.

I1V. — Minuori di an normale,

1% In un determinante D = |@iyic...5,] scegliamo ad arbitvie un
certo numero » di strati del primo gruppo e pure ad arbitrio al-
trettanti strati di ogni altro Zruppo

S1ano
- I -3 gl strati del primo gruppo
ﬁ'z EE . b n Br :':- 3 7 secondo  »
YiYaeisYs » > »  fLerzo 3 ece.

e al posto degli element;
ﬂ"Iﬁ Bperpy -

degli strati indicati poniamo V'nnith se &

.pl:pi_"'=.pq

e pomiamo lo zero se tali uguaglianze non hanno lnogo.
Il determinante che eosi risulta lo chiameremo un sottodetermi-
nanie o minore infinito di ordine » e sard indicato colla notazione:

o Oy s IR,

_ | Pl B
]:}r - ﬂgg ﬂ'.g..] I,!S'l Tyees ﬂnzﬂﬂ R .”u]_ﬂr}'r... ——— T o .y
1 iElll il‘.

L L ik i

in cui il posto della diagonale principale & guello stesso che essa
oceupa nel determinante D).

Gli strati considerati si incrociano in ¢ elementi cle non ap-
partengono al minore considerato e che formano un mingye finito
di ordine r detto aggiunto delligltro, e reciprocamente.

Quel minori sulla cui diagonale principale non eompare alemn
elemento non diagonale del determinante dato si chiamano minori
diagonali. T evidente che :

Ogni minore infinito di un normale & normale.

2°. 11 minore

Oy Goo .ot
Pl — ﬁlﬁ?B:
Vi oo,

ji i
w
]

.- ¥
o
3 -
ey o Y ™

v
A

T St 20
O ity

1 ]
-

i1

gl
. :"..l'r'r'r.|r|
= ! P =
B "‘I:F |"E'-.L\-.|'
o
'
Ly e
T Ly
e T L
. ]
=

P
2 e
"

) el
o, Py i .i'l
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(in eni sussistono le relazioni: a, <o <... <o B, <P <. ..<p,;
11 <Y< oo s < Yy} o) del normale D & nguale al determinante D

che si ottiene sopprimendo in D gli strati @, «,...2, del primo
gruppo; ghi strati §, ... .0, del secondo gruppo, ece., ... ed abtri-
buendo poscia al nuovo determinante il segno (— 1), essendo s la
somma delle inversioni che formano gli indici variabili nei termini
principali dei due minori, uno infinito D™ e altro finito d’ordine #,
guando essi termini si scrivano uno dopo I'altro e s1 dispongano

gli indici fissi nell' ordine naturale.
Infatti osservando dapprima che D™ & pure convergente, perche

la diagonale principale del determinante D', a meno di un nuamero
finito di elementi resta sempre guello di D, poniamo

o, < m, B, < m, Y <2 ...

e indichiamo con D@ il determinante che si ottiene da 1), ponendo
I'nnitd in lnogo degli element

Bap, Bp, 1p,--+ (8= 1, NS )

‘il 3

o zero per i Testanti elementi degli strati considerati; indichiamo
poi con IV® il minore di D™ ottenuto sopprimendo in esso gli stessi.

strati. Allora, dalla ngnaghanza
D-i:3= D"L:} (_ 1)!

(vedi la mia memoria « I determinanti di specie superiore» nel
periodico: Le matematiche pure ed applicate, tomo 1l, num. 8-9)
per un m finito e dalle disngunaglianze

g

D — D < TZ,; D — D& < ;

per & piceolo a piacere ed = sufficientemente grande, 1l teorema
& dimostrato.
3", Se da nn minora

m: dﬂ LI ':t-r

[ﬂlﬁﬂ...ﬁr
It RN

di un normale si deduce un altro minore

Oty Olis « - O,

Bvs Bva - -« PBve

T"F'Iifl Y‘Wn_-- ‘. - TW,.

con p, scambi di indicl @, p, scambi di indici B, p, scambi di 1n-
dici v, ece. il nuovo minore & uguale al primo moltiplicato per
(—1)ptreteipy gvvero per (—1)PetPatety secondo che q & parl ©
dispari. (Si noti bene che temiamo fisso il primo gruppo.)

l_: sudiy b e Lty
s . " - A
_‘_-l...-r e e "

L _ _
b T e - U R P T i
r-',l_-:t'r'- e e 4 . .

e Lk ek gy o b iy e p ==

-
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. Questo teorerna & evidente guando si ponga mente che dal primo
minore s1 puo passare al secondo cogli stessi p, scambi degli strati

& O ..o, fra di loro; oli stessi p. b : :
fra di lovo, ece. g L p. scambl degh strati §, §,... B,

4° Il minore
12...7m
1%, . .
o | s
i AT

gl crescere di m» tende all’uniti. La dimostrazi
| nita. one & affatto analoca
a quella fatta per i determinanti quadratici, :

9%. Un determinante qualunque finito ' I
_ _ _ : potra sempre porsi sotto
forma di un determinante infinito normale continuando lraj. sua dia-
gonale princi pale con elementi uguali all’unitd positiva e ponendo
zero per gl altri elementi.
Cosl pure i determinanti infiniti

' D=[&..1,] (Gi%...8,=12...m0)

S1 possono ritenere come minori diagonali di quelli i eni strati vanno
tuttt da —w a oo

V. — Svilappo di determinanti normali.

1% Sia dato il determinanie normale
D= [&,4..5,] (& s fo=12 .. 06)

2 formiamo 1"identity

d:u — ﬂ'i (ﬂ:! === ilj —I_ [:‘i"l - ‘112} _‘— 2R + (ﬁ'n === 5l.r.u—l)

aove
A =[aigii,])  (f6...i—=18...9),

Poniamo come prima

_ ' 5 :
alllﬂ u-lt] — { Jj I-_.: -"1'] (ﬂ?g non e 21 2'.1 -
ﬂi;ig...iq — ] -t= {Iji] fg_"jq (ii —— ‘i'..'.3 — i e e == 'ﬂfq)

e ﬂr_ﬁr——l-:vr'

Allora se si riflette che il eomplemento algebrico di un elemento
della diagonale principale & precisamente il complemento dell’ele-
mento stesso preso col segno -, essendo in questo ecaso V=V
ur numero sempre parl (vedi la mia memoria sopracitata) si vede
ch1e 8L ottiene per y, un determinante che diversifiea dall’altro A
soitanto per l'elemento «__  sostituito in v. collelemento o' _,
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Ora dico che nella egpressione
D=%i+ GatoeeF VT r-0

la. serie del secondo membro converge assolutamente.
Infatta & facile vedere che la serie dei modnl & convergente,

perché paragonandola con la serie convergente a terminl posibiv]

P+ (— m) -+ Fe— T+ oo F (Bp—Toa) -+ -
e

ove
LN i‘.:"]_lrl JI" 2 i g in[]
Iy 13 . iq
si ha
! e -
Iﬁm — flm_“ —_— ‘vm‘ E .IHI_" — J'l-m_l C- d- dq

Ogni espressione =, — 7=,; pud essere seritto come una somimna
di termini positivi; ogni termine di y,, & pure nell’espressione stessa
contenuto sempre in valore assoluto, qnindi se si esprime 1l deter-
minante y, come la somma algebrica di

M—=(m!ly?

termini tutti presi col loro valore assoluto, la serie D resta ancora
convergente, Posto quindi

Ve = & Ve

Hl:de:

la serie doppia

gt |

m k

converge assolutamente.

2°. Estendiamo ora al caso nostro gli sviluppi che si possono
fare per 1 deferminant1 finiti.

Raccogliame nella serie (1) gli elementi degli strati o, o ...,
che possiamo snpporre appartenenti al primo gruppo fisso.

Allora avremo

—_ ¥ .

D=3Fauppn...0% 1900 - 06,8, tpeee By s,
By - B,
Py oos ¥y

In cul come 81 vede

J&ﬂ] N “F
Py -eaa B,
Ypoeee ly
6 1l coefficiente del prodotto
ﬂ“l By vy-n. Qg B vgeen o ﬂﬂr L

I1 sommatorio & esteso a tutti 1 sistemi (B) di » strati del secondo
gruppo presi fra gl infinita strati del gruppo stesso nel determi-
nante D; a tuthl 1-sistem1 (v) di » straty clel terzo gruppo, ecc.
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Ma se nells presente identita poniamo @, z , .. —1 e poniamo
1 Py ¥pees '

I e i e . .

;;Et::n elcﬂfs%geif tut.bll gh ;LEIDEIIH degli strati individuanti I ele
0, € la stessa operazione faccia ! _
. _ ‘ mo sull

Qay fiy v5... © Straty corrispondenti, ece., otterremo wlemento

s oo )
D — ﬂ""ﬁf = A
. —" H'-I. .!'-Ir'
{l.-iTl" .Iﬁl""ier
. 5k ry - Ve

Unde potremo scrivere

. Elillmr
.
D_ _rﬂﬂlﬁrrl"'ﬂ!!fﬁﬂ TE"".. ® ﬂﬂ ﬂ Bl e ﬁr L]
Wy

L R

o
-
-

-2

s |

|'-1-'|'.'I

Derivando avremo B 5
arD 'ﬂl ¥ ® I:Ir EE

. ¥

a —— FSI. £ [a:r %

ﬂﬂ] ﬂl ?1 anaﬂ' ﬁ_‘ﬂ }.IE ’ # I}ﬂn: .31- }.r . Yl = J‘r 'n

= ¥ .H#

1l che mostra come si possa otten
brico del prodotio di pra elementi
CUome casi particolari avremo

ere Uaggiunto o eomplemento alge-
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VI. — Moltiplicazione.

1°. 17 prodotio di due normali di specie p e q vispeltivamente st
pud metiere softo forma di un normale di specie p +q—1.
Siano infattl

A — ‘ﬂil :ig...ip] & B= H&h---i.[

due normali, e seriviamo i1l determinante di specie p +gq—1

U= |exike.. kil -
ponendo

ﬂrii...i;_lji...j;_I = ﬂri;'...i;_l b;j;...jr .

Allora C & nn determinante mormale. (Ci0 dimostrato resfera
poi facile vedere che esso converge al valore A..B; vedi la mia - %
Nota sopra citata.) el
id Invero supponendo sempre ' o S

| H—

@y ds ., == Qiyia i
(ove non & conftemporaneamente 2, —=1,...=1%,)

Ay iy =1 4 @3 1p..1,
(ove € contemporaneamente ¢, —=¢ =...%)

ed altrettanto per gli elementl b e ¢, avremo

i i’ !
P Bas 3 -t =Eﬂ:rii...if EJ'1::;;..-.11’ +

i ...1;_1j]’ "'Jq—l =3 . e
(pove non @ r—=ff—...—1" .. =1 - ===t
' . =11 Ja 1) ove non Ekl 1 EI'_
=] i===] g1

+ 81+ G VB e +

p—1 p—i
(ove g r=1i=..=1_, enone r=j=..=Ji)
- ' ’ _ i
2 (1 _I_ b”;"'j;—-l) ﬂn;'"ig',—l
2 . o Y . il
(ove & p=3i=..—J°., emnoner=t=..=%,)

cloe
¥ (," R a —
i r T 3T
i 1;" T ...]q 1

fove nom & p=fl=... =8 ;=Ji =i ., =Jt)

= X ﬂ‘rji it Z’Jrjr wjt +

p—1 1 “g—1

(ove mon & r=t=...=& _;=Ji = .. =]J1~1)

! 4
+ Sy + B s (1) _
1 p—1i 1 “gq—I LR
(ove non é r=t¢=...=1¥_) (ove mon & r=ji=—...=Ji_1)» Ry |
B
"',‘;’!“E;?;
Fagoa
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D'altra parte sari

B g e ) =2 (g )18 )=

1 r—1"1
—5) i -0 .. . Tz o 2
= (1 —!_ g ”T"";—; i EJI:'T"J;—-J _]_ aﬁ{"'l;;—-i brjlr"':'a—l)
(qui & sempre »=—¢* e SRR =g — =gt )

i .
N e Remws -
i 5 - ] - #—.—Ir_ 2 . e - "
1 = T = = g
" - i = L =
i 7 s n "q."l.up B S o 4 =
- iof = i L v ao
T F=aprry | T e e el e
- L oy e L R oy
':-Et' ot 25 S L = ey T e i -
- T, s 'y o s rt - I &
o f r i AT g P ey Al =
7 B = ey e = T =
| - -'| -I - I_' .

i
I

- i S Y
i St Sl T

C106

Y - St q'
2 Copr ir §7 ot - e +
17" =11 "= 1" =i

+ X3 F;-j:__j;_l 5+ X ﬂ!rli'--i" t.‘!1’l11'.i1,'—--;i" (2)

=1 u—1
(In cm1 & p=7¢' o A | ceo=Jr_).

Ma tanto in (1) che in (2) le serie del secondo membro con-
vergono assolutamente, dunque convergono pure le serie che si
trovano al primo membro ed il determinante di specie p -+ g — 1
formato colle ¢ & normale ¢. d. d.

20, IT prodotto di due determinanti

A = ]ﬂi;ir...' ' e M iz lbizju---jul

p

di specie p e q rispettivamenie si puo indicare mediante un normale C
dé specie p+q — 2 7 cui elementi ¢ sono dati dalla relazione

it__{r = 3 it r i 0 i r ’
cnl'"Ip-I-n—E A,Elﬂnl"]p—ﬂ { lrlpﬂl"'ixﬂ-q‘ﬂ
Anche qui c¢i basters dimostrare che O & normale, per potere
pol stabilire la formuia A . B = .
Infatti applicando gli indici alle lettere a, b, ¢, ¢ facendo le
solite posizioni si avra

- ! B ! r .
Tl L —Eﬂ LA - A b}. 13 v
rjl"'lp—l—q—ﬂ ﬂl'"lp—I P ,JP_] "'jp—l—u—3+
(G‘;E HGH é T:i;. ||l=i‘;_|_[|__3)

- ?':frz,__:'r_ ——
(DT.TE non g jﬁ ! e :)

l .,A_T_.—_'Z,; Ly - ﬂ;+[1_
f] £
+ 3 (1 + 0w f) Ohr

p—1 r-g—5

(ove @ r=14i=,..=4# , =2 @ non & l,:i;_l-:...zi:,;h_a)

_I_ b (1 + E"J},TJ; i ]ﬂ.ﬁf.nir A,

—1  p+n—3 i p-=2
(ove & }urz-:';_}:..._i;ﬁ_ﬂ' € ION & r=1f{==...=4#  =—))

cloe .

BB o — 29 i § ; . B .

- C n;-hll'l;'i'u—ﬁ ﬂﬁ{--:l;_z‘ﬁr b ""r ';—1 -“i;‘f'[l—'a +
(ove non € r—i=, .. £ o) (ove non & r—fi=..=i,  _=2)

E ﬂ' 13 : E b". ip

_I_ ri: - II—'—'z £ + -",i;_l i IP"‘Q—E

1 ‘e r- I, a ¥ i pr w
0ve non e r=ij=..=i_,=) ) (ove non & A =@ _ —.,. R oo

a3 essendo convergenti assolutamente le tre serie del secondo
membro, lo sara pure quella del primo membro.
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Inoltre s1 ha

pJ (1 -+ f’ri[...i;ﬂ_a) =2 Gri;‘,..i;_nlr bi,j:__l = i
{D"FE I — f;': PR "irp—l-q—a:' (D"FE F l, —i—?‘ f{ e — i;-‘-q—ﬁ)
b3 ]_ _I_ ﬂ’ - ) (1 b, - :
T & ( e & T g 1" Yoty —2
o fove 6 Ao =r=i=... =17, )
eloe
r ! )
C —= 4d : b
L & T H0u e 0000 e, T
(ove e r=df=... =i, _,) (ove e r=¢=... =3, )
E ﬂj r 4 Py b:,l ir
_l_ :.-il...i;':._h2 " _I_ et .i;_l...l et
(ove 8 r=g{=—=...=3 , =) . (A=t =...==,_ )

ed essendo le tre serie del secondo membro convergenti, lo sard
pure la serie del primo membro, dunque il determinante & normale
e. d. d,

Genova. CALEGART A DRASTO.

FER IL QUARANTESINO D'INSEGNAMERTO DI “ GIOVANNI GARBIERI ,

Iibbi la fortuna di aver a maestro Giovanni Garbieri nel 1880,
Io frequentavo allora il terzo anno della sezione fisico-matematics
nel B, Istituto Teenico di Roma, che era diretto con enersia e rara
competenza dal Rodricuss e noverava msegnantl valorosi come il
Besso, 1o Gnoli, il Morandi, i1 Torraca, il Porens, ece., che io ricordo
e ricorderd sempre con grande e riconoscente affetto.

II Garbieri insegnava matematica nel primo biennio e Geometria
proietiiva e descrittiva nel quarto anno e s1 era cattivata la stima
dei colleghi e I'affetto degli allievi, di quella non meno necessario
all'insegnante: affetto verace, sincero e disinteressato; che il Garbieri,
dai modi francli e un po’ risoluti, giusto ma rigoroso, era inesorabile
col negligenti ¢ buono, come un padre, cogh studiosi. E i nostri pro-
fessori lo additavano come esempio mirabile di ¢id che possa il felice
connnbio del forte ingegno, colla tenacia dei propositi e la ferrea
saldezza dell’animo. Si sapeva che il giovane professore “ romagnolo ,,
gia maestro nelle scuole comunali di Bologna, in mezzo alle difficolt :
e alla lotta per vivere, pagato il tributo alla patria, aveva conse-
gutta la laurea all Universita di Bologna; aveva lavorato, lottato solo,
con tenacia, con energia indomabile, guadagnandosi la fiducia del - F
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Beltrami (maestro venerato a Bologna) del Cremona, del Battaglini,
1 cui momi gloriosi non erano sconoscinti aj giovani dell” Istituto di
Roma; si sapeva della vita semplice ¢h'egli conduceva in una mo-
desta stanzetta, lontano dai suoi carl, dedito interamente a quegli
studi, che presto gli avrebbero fruttato il premio maggiore che si
aspetta da uno studioso: una eattedra all’Universita; premio ambito,
desiderato e che, forse in Italia, non & adeguato compenso alle fatiche
al disagi, allo sciupio degli anni pi belli della giovinezza.

E'antunno di quello stesso anno, offertom per disegnare le fignre
degli elementi di Geometria intuitiva che il Garbieri compilava in-
sieme con un altro valoroso msegnante, il Verger, io ebbi oceasione
di avvicinar meglio il maestro; appunto da allora maestro affettuoso
e venerate. Quel compito, molto modesto, ehe 1o disimpegnava con
amore, € tra 1 pit lieti ricordi della mia gitoventi, ben lontana ora-
mal! Quanto non debbo a quel maestri, col quali guasi ogni 4 10) w i{1
10 mi trovave; guanta e quale influenza sui miei studi, sul mio av-
venire! quanti insegnamenti. continuati poi nei primi mesi dell’anno
scolastico 80-81, nel guarto anno, allorehé il Garbieri, da Pari suo,
c1 faceva gustare le prime bellezze degli aurei elementi di Geometria
protettiva del Cremona! Insesnamenti troppo presto cessati; perche
il Garbieri ai primi dell’81, lasciava 1'Istituto di Roma per quello
di Savona. Da allora in poi le vicende della vita m: hanno allonta-
nato dal maestro, che volle tuttavia sempre amorevolmente seguire
! miei passi. A me dungue, se non altro pel triste privilegio dell’eta,
& me sia concesso di parlare del maestro, dell'nomo dj scienza, del-
I'educatore. Ed ogei, nel giorne lieto in em Egli pud, con sereno o
legittimo orgoglio, rievocure la sua lunga, laboriosa carriera; in eui
lomaggio affettuoso dell’allievo & espressione calda di ammirazione,
non Interessato e convenzionale ossequio, per un forie intelletto, per
un graunde carattere: in gquesto giorno giungano alla modesta casetia
di Nervi le felicitazioni sincere dei suo; scolarl, di quanti ammirano
I'ingegno e la indomabile volonta dei propositi.

Nominato maestro nelle scuole elementari di Bologna quaranta
anm fa, ai primi di dicembre del 1564 ; otfenuta Ia laurea in mate-
matica, passava il Garbieri ag insegnare Meccanica e Geometria de-
serittiva nell'Istituto Industriale di Reggio Emilia. Dal 1879 sino ai
primi dell’ 81 insegnd in quello di Roma, che abbandond poi per re-
carsi & Savona a dirigere 1 Istituto Teenico e Nautico. In Savona
restava appena un anuo, poicheé ai primi dell” 82 occupava, in seguito
& concorso, la cattedra di Algebra nella Universithy di Padova.

Questo periodo della attivita scientifiea e didattica, trascorso nel-
I'insegnamento primario e secondario e nella milizia, & forse il piu
laborioso, il pin vario e quello che piu rivela la forte fibra del Gar-
bieri. In mezzo a vari e molteplici ingegnamenti; tra i doveri, scru-
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polosamente adempiuti, della scuola, egli colfivava (e con quanti
sacrifizi!) quegli studi- che dovevano rivelare il smo ingegno e che
risentono la potente e benefica influenza del Beltrami; studi che, spe-
cialmente, si riferiscono a due degli argomenti che il Garbieri ha
poi sempre coltivati con amore; la teoria dei determinanti e guella
delle forme.

B del 74 1 suo primo lavoro, un libro bello ed utile: 7 determi-
nanti con numerose applicazions, seritto con tanta chiarezza, con tanta
dovizia di buons e soda dottrina e destinato ad agevolare a1 giovani
la lettura dei libri classici del Brioschi e del Baltzer. Nel breve pe-
riodo di quattro anni pubblicava nel Giornale di Napoli, diretto dal
Battaglini, che con rara abunegazicne ers, pin che ainto, provvidenza
al giovani matematici italiani, aleune eleganti e notevoli memorie
sullo studio delle eurve razionali: sulla trisezione dell'angolo e sm
determinanti cubici e a pih indici; e nel “ Bullettino del Bomcom-
pagnl , alcune traduzioni dal tedeseo sulle origini ¢ 1 gradi di svi-
luppo del principio delle coordinate ¢ uno stndio storico critico sui
determinanti.

Lia memoria sui determinanti cubici era stata riassunta e com-
mentata innanzi all Istituto Venefo dal Bellavitis, che del Garbieri
aveva altissima stima; e il Bellavitis, grande, modesto e buono non
disdegnava visifure il giovane matematice nella sua povera came-
retta in Roma; poiche, come quel grande dichiarava, le occupazioni
del Garbieri non avrebbero permesso di andare a trovar lui al Senato.

I soggiorno in Roma fruttd 1o studio sulle forme invariantive
delle eoniche, pubblicato nell’Annuario dell’ Istituto Tecnico dell’ 80;
e quello eomplementare sulle forme invariantive delle superficie di
2° grado vide la luce nell’Annuario dell Istituto Tecnico e Nautico
di Savona, el’eeli ha {fondato.

T Gutti questi Javori i1 Garbieri mostra rara perizia, uno studio
Incessante (e sempre coronato da successo) di esporre risultati nuovi,
o anche noti, in modo semplice elegante e naturale.

Dell’'opera sua, breve ma efficace, come preside dell Istituto di
Savonsa, per Ini risorto a nuova vita, fa fede la dotia relazione del-
" Anruurio,

Una mal celata opposizione ai suoi metodi e alla sua energia e
pin ancora il vivo desiderio dell’ insegnamento universitario, lo in-
dussero a prender parte al Concorso banditosi per la cattedra rimasta
vacante a Padova per la morte dell’illustre Bellavitis. Vinto il con-
corso, st brasferiva ai primi dell’82 a Padova e inaugurava il suo
Insegnamento con una breve e succosa prolusione: “ Come 1’Algebra
s 1ntrodusse e s svolse in Buropa per opera degli Ttaliani ,. Nel
nuovo e pin elevato ambiente, olfre a numerose memorie inserite
negh Atti dell'Tstituto Veneto sopra: alcume eclassi di funzioni sim-
metriche: le equazioni alle derivate parziali: 1'eliminazione delle fan-
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ztoni arbitrarie; i fasci e le schiere di superficie polari covarianti
e 1 loro invarianti simultanei: le superficie mviluppi: dava principio,
insieme coll'illustre prof. Capelli, a quel Corso di Analisi algebrica
che sarebbe stato certamente il trattato classico dj Algebra degli ita-
Liani, se, purtroppo, non si fosse arrestato al primo volume.

Non passd tranquillo il soggiorno del Garbieri o Padova; molti an-
cora rammenteranno aleuni incidenti, finiti in modo ben singolare,
purtroppo non unieci e nemmeno rari, e che anzi oecorrono Spesso a
chi, confrariamente agli interessi dei negligenti, compie scrupolosa-
mente 1l proprio dovere e, in mezzo alla indifferenza de; molti, cerea
di opporsi alla brutta piaga delle vacanze abusive. B se il Garbieri
usciva illeso ed illibato da una piceola tempesta: se poteva consolarsi
dell’approvazione dei buoni, e di quella preziosa di Aristide Gabelli
che applandiva “ econ impeto il giorno, purtroppo raro, che nn forte
caraltere si leva a dimostrare che vi & ancora chi sente 1a religione
del dovere ,; 'animo suo bhuono non poi& non essere profondamente
addolorato.

B forse non le sole esigenze del miglioramento economico e Je
mutate condizioni di famiglia indassero il Garbieri ad accettare nel
1889 I'invito della Facolta di Scienze di Genova, che lo chiamava
ad oceupare la cattedra di Algebra e Geometria analifica lasciata
dal Marsano,

A Genova, in cui ebbe suceessivamente I'incarico delle Appliea-
zioni di Geometria descrittiva e di Statica grafica nella Scuola di
Applicazione, se non ha lasciato i Propri studi prediletti, @ ne fanno
fede, fra Valtro, I'Introduzione ad una Teorica dell’eliminazione, in-
serita nel Giornale di Napoli, e la nota sulla teoria della eliminazione
tra due equazioni, negli Atti dell’Accademia (zioenia, il Garbieri-volse
pii specialmente ln sua attivith ad vn alire campo, In cui, se v'& in
Italia chi lo eguaglia, nessuno certo lo supera. Il lungo, proficuo tiro-
cinio nelle seuole elementari e secondarie, unito ai forti studi e g
guei corredo svariato ed indispensabile di profonde cognizioni della
scienza di cui s1 vogliono esporre i rudimenti. dovevano porgere al
Garbierl, che tutte le forze del suo ingegno, dalla giovinezza alla
forte maturita, aveva dedicate alla educazione dei giovani, occasione
di raccogliere nnovi e forse g preziosi allori.

Quanto lavoro costi scrivere unm libro elementare per i giovanetti,
solo sa ehi, eon coscienza, o tal cimento si sia provato. “ Bisogna,
diceva il venerando e compianto Cremona. lasciare da canto 1 pii
carl studi; mettersi a litizare coll'asbbicei della scienza; scinpare il
meglio delle forze ,. Quanto sia rimunerato in Italia, in generale,
un tal Javero & anche ben noto. Non pare tuttavia che tali difficolta
siano per disanimare giovani e veechi autori ; né 81 pud certo dire
che la produzione, almeno per la quantita, non sia rigogliosa. Quella
del Garbieri merita, senza contrasto, tno de postl pii onorevoli.
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Dal 1884 sino ad oggi, per cirea un ventennio i libri del Garbjer;
successtvamente riveduti, migliorati, ampliati con amore, hanno subito
la prova del fuoeo nelle nostre scuole,

Nelle anree norme ai maestri per insegnare I"Aritmetica e la Geo-
metria nelle scuole elementari: nella appendici ai vari swoi testi di
aritmetica, rivive il vecchio e glorioso maesiro d scuola. Tl alla
scuola elementare, nella forte maturitd pare che il Garbieri abbia
voluto dedicare tanta e cosi gran parte di s& stesso. B dovuta al
Garbieri I'idea originale (e ¢i basti questo solo pallido e fugace ac-
cenmo) della fusione nel ealecolo det numeri razionali; idea sviluppata
magistralmente nei recenti Elementi di Aritmetica Pratica che, nel
loro genere, sono un vero eapolavoro.

Alla scuola non ha mai cessato di prodigare pensieri, eure ¢ studi.
Soldato (era zappatore nel Genio) nel 1872, mentre faceva 1 suoi corsi
all’Universita, da opera per 'istruzione dei condannati nelle carceri,
e 1a votl perché Y istruzione dell’esercito fosse oggetto di studio da
parte degl educatori: legato da fraterna amicizia col Bartoli (la cui
perdita Immatura addolora ancora gh studiosi) si fa divulgatore degli
studi di quell’illustre fisico sulla misura del calore solare e st schiera
con vigere e con arguzia tra i sostenitori di un nuovo indirizzo nello
studio della Mineralogia a proposito di una nota questione per la

Cattedra di Mineralogia nella Universita di Pavia; un bel lbro di-

un valoroso allievo, il prof. Vireilii, che a sussidio di studi soerah
porta il contributo di una seria educazione matematica, gli porge

occasione di parlare con cuore ¥con senno del problema agricolo; e

finalmente nel Pensiero Italigno del gennaio 95 si leva con sante e
vibrate parole (ma guanto intese?) contro il sovracearico intellettuale
delle nostre scuole; e in questo articolo il Garbier; esprimeva € sin-
tetizzava tutto il nobile scopo e I'ardente desiderio di tutta la sun
carriera: “ Vedere, ciod 1 nostri fighnoli ecrescere laboriosi, onesti,

istruiti e anche un lantino educati nel cuors e nel carattere .

LI Garbieri, nei suni eccellenti libri di testo, s1 firma professore
ordinario nella Universita di Genova, gia maestro nelle scuole ele-
mentari di Bologna. Egli ricorda con giusto orgoglio le sue modeste
origini; ed il suo nome & invero degno di figurare nel libro dello
Smiles: esempio ai forti, incitamento a coloro che si Jasciano abbat-
tere dalle prime difficolta.

La sua forte intelligenza sia ancora per lungo tempo onore, lustro
e decoro della Seienza: la sua virth maschia, 1l forte earatiere siano

Semipre presentl agli insegnanti ed agli allievi di tutte le nostre

Scuole.

Piedimonte Etneo, ottobre 1004
RoserTo MARCOLONGO.
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DISTANZE DI ALCUNI PUNTI NOTEVOLI NEL TETRAEDRO

In guesta breve mnota ci proponiamo di trovare una formula
generale la quale permeita di esprimere la distanza di un punto P
dello spazio dal punto K, (*) in fanzione delle lunghezze degli spigoli,
delle aree delle facce e delle distanze del punto P stessc dai vertic
del tetraedro. Da questa formula, che & una estensione di quella
trovata dal sig. THirY, (%) trarremo nuna serie di relazioni impor-
tantl per la geometria del tetraedro. A questo scopo premettiamo
11 seguente

l. LeMMA. — Se denotiamo in generale con KV quel punto della
faccia opposta al vertice A; nel quale essa viene ineonirata dalla con-
qiungente A, con K_, si ha:

AK KKY=al+q+a:ap  (i=1,234), (1)
essende h, k, 1 la terna che rimane dopo scelto i fra 1, 2, 3, 4.

Congiunto il punto P ed i sei punti P, con i vertici, Vappli-
cazione del teorema di Menelao al triangolo AP K® fornisce subito
la relazione:

AKY . PLA KPK, =KPP, AKP. KA,,

dalla guale segue immediatamente:

AK,:KEX®— (AK®:K®P,): (AK®: AP,). (2)
Ora dal triangolo A A A, si ricava, per noti teoremi,
AJCT KPR, = a} + at: 4], (3)

e 1l triangolo A A, A, d&, per ragione analoga,
PEP :KPAy—al: a4

da cw, componendo e invertendo,

»
A KW : AP, = a2} a: a* + o 4 . (4)
La (2), tenuto conto delle (3), (4) diviene ailora
ALK K KY—=alt gt a: a7, (5)

che ¢ la formula (1) fattovi ¢ ugunale a quattro. Analogamente per
gli altri casi.

(Y V. Prectors, Contributo nlia “Geometrio recente del tetrasdre,. * Pariodico » amno XTX, pag. 201,
(%, TaIRY, Distances des points remarquabies de triangfe, Bruxelles, 1891
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Scorro 1. — Ponendo nella formula (1) n uguale a zero, troviamo
che ogni mediana del tetraedro rimane divisa dal bariceniro in due
parti delle quali quella che va al vertice & tripla di quella che va
alla base : resultato gia noto sotto il nome di teorema di Commandino.

Scorio IT. — Se poniamo uguele a due, & supponiamo che il
triedro avente per vertice A, sia trirettangolo, essendo:

HE:HE—’—H?—,—H%,

dalla (5) segue che il segmento A, K% & diviso per meta dal punto
di Lemome.

2. Cio posta, troviamo la relazione generale a eui abbiamo SOpra
accennato. N osserviamo snbito che il triangolo A,PP,, da, appli-
candovi il teorema di Stewagm,

@G PA - (a4 a3) PP, —
g:al ) ———s

= (a P+ a3) PR AP,
(1+ﬂ_+ 3) a 1 uf+ng+af__; 21::.5:

essendo 1l segmento A,P,, diviso da K nel rapporto al -+ a3: az.
Ma il triangolo PA,A,, essendo il lato ALA; diviso da P,, nel

rapporto ag:a, da:

i azy r;:
v

ai+ay

Sommando queste due relazioni membro a membro, otteniamo:

a;PA - a3 PA = (a2 4 a») PP 21

@} PA+aiPA+ PR =(a) +@ +a3) PR} % T A2

| ﬂ:; (HT —I_ ﬂ:tl) A.P E-
a4 ay "

Ora, il punte P, dividendo il lato A4, del triangolo A AA,
nel rapporto aj:a?, segue

) = 1 = ST “n .'n af
Q@AM+ A AA = (ap+an) AP % A
ai+ a;
Da quest’ultima sottraendo la precedente copo averla moltipli-
£ : : -
cata per — : e ridneendo, si trae
e tata '

— (@t L @) PR TEAA M atarA A aiaA A
1 - a8 I | ﬂil_i_ ﬂg _’_ ﬂ;;

, (6)

formula che vale qualunque sia Ia posizione del punto P.
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Kssendo 1l lato AKY del triangolo PAK® diviso da K, nel
rapporto at + a3 - at: a3}, troviamo
(@} + a3 4- a}) PKS 4 aj PA *—

’ M . o T n‘]
=__rn n_| o0 L P 2| Hi(aj+aﬂ+a3. AEPI}:'

e sommando gquesta con la precedente:

a;PA;+asPA a3 PA + a; PA'=PK (a> + a2 4 a® 4-a>) -
GG AA +a A A+ AAT o+ ezt o)
| a; - a; + a; &} +@+a;+al

“a worrane
A K,

La formula (6) sussistendo qualunque sia la posizione del punto P,
varra anche quando P coinecide com A,. Avremo allora

atAA,;H a3 A4A-EE+ ﬂ?‘&#&ag:

@ @A A alaj AL A7+ arar ALA
@+ a;+ a; |

Sommando infine la relazione ultima moltiplicata per la fra-

. (@,
zlone - , con quella precedentemente ottennuta,
@+ @y a; +- ay

)
— A K (a4 a +a3) -

perveniamo dopo brevi calcoli zlla formula domandata, la guale
puo seriversi in modo abbreviato:

PKDE_ Eatu E."P. Eﬂfﬂﬂ Ah‘&k 7
Sa; Eary v
0 anche, ponendo
| : _ Sapa AAC
* (Zarp !
sotto l'altra ancor pitt semplice
— Eﬂ" P'_A:ﬂ e
PK “— i:ﬂa;* B, .

3. Posizioni speciali di P. — Se facciamo coincidere il punto P
col centro O della sfera circoscritta e indichiamo con R il rageio di

questa sfera, troviamo:
W= R* — E,,

dalla quale segue che I, rappresenta la potenza dei punti della

sfera circoscritta rispetto a quella di raggio OK.. Risultano inoltre
le formule:

i N A AT
O0G’= R? L
: 16 ?
OF— R faa, Ah,&kﬂ < __ P Zaial ALA,

(Ba) ' (Zaf)t -
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Facendo invece coincidere P con K, troviamo, se » & diverso

da n,
Zar K A°
= 1= 2 i r
Kr‘K:n o T‘nn Eu 4 (1)
. % = i
da cul segue
- Eﬂ' (}_IE - ¢ Eﬂﬂ {-13-2
G — ;,” ~-—E, GK==% ; E
— Sa*IA°
1K - — ;,ﬂ? : I, ,

mentre, se » & nguale ad », risulta

=

&

N AT 4n
~a K A — :

a3
dalla quale
s 2 > Ah.&kﬂ v T AP Eﬂhﬂk AhAkﬂ
P GA; — 4 y {1, I.&i == \‘..ﬂ. )
~ 4 2
St KA = =0 Al .

'\'l F.
R h

Voghamo far notare da ultimo che la formnla generale (7) s _- :
puo facilmente trasformare nell’ altra - iy

o I - n
PR 2 24" PAL Taia; PA,PA, cosw,,
: - Cap ’

colla quale si pud calcolare la distanzs PK, conoscendo quells di P
dal vertici, gli angoli che esse

formano due a due, e I"area delle
facce del tetraedro.

LNRICo Picciornl.
Avpinoe, aprile 1904.

- LI

SUI NUMERTI PRIMTIT

I. Come consegnenza di una importanie formula di
SUI numeri primi ho potuto siabilire una proposizion
degna di nota, e che nop 80 s€ sia convsecinha.

Si ba ciod: Esistono infinite
la cui differenza supera un nuoine

Tenesrscuerr ()
¢ che mi sembra

coppie di numeri primi consecutivi
r0 A dato, arbitrariamente grande.

(') Da guesta formula cambiando » con u, si dednee;

l-ﬂi ulrilﬂ :ﬂlr Hnﬂi_
— :Enz v - = Er.
.-..ﬂl

AR
--.-ﬂl

(2) Aceademin di Fistroburgo, 1850 ; Journal Qe Ldoneiille, vol, XVII.
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Si ricordi percid la suacecennatn formula di TcHEBISCHEFF :

; T
lim loga:——1
== 9 ()
dove z(z) indica il membro dei numeri primi ehe non superano 2.
Da essa evidentemente si rieava:

Jim = (1)
A 4 (IJ

da eul, facendo scorrers o per i successivl nuner primi py, 81 ricava:
lim I:r =) (2)
T— &

Cio posto si supponga che per due numeri primi consecutivi Prs
Pri1, consecnlivy, di eui 1l secondo almeno maggiore di un determi-
NALO MIMEro prine pr, Si nvesse selIpre:

Dia — P S A
allorn facendo in questa disuguaglinnza prendere ad v i valori 70,
*o1 1,...r1, € sommuando, si avrebbe:
Pr— Pry << (1 — 1) A
da enl per un numero primo generico p. si avrebbe pura;

fin 2 fip BT —nI R, {A | p’"j‘&’”}

i ’ & — ’ T—m

ed infhie:

limn £

p=wm 1

= A

¢id che & in contraddizione eolla (2), essendo A finito e costante.

Siccome noi possiamo prendere per py, un numero primo arbitra-
riaments grande Vassurdo a cui siamo condotti dimosira il leorema
enunciato.”

2. Del resio allo stesso risultato si pud giungere forse pin facil-
mente servendosi del prineipii della teoria delle congruenze. Infalti
volendo oftenere due numeri primi consecutivi che differiscano di
un numero maggiore di A, basbera ricercare A numeri interi conse-
cutivi (A pud supporsi sempre numero intero} non primi: allora il
namero primo antecedenie ‘al primo ) essi e il successivo differiranno
di pr di A. Si pongano percid le eongruenze lineari-

=0 (mod. pn)
2+ 1=0(mod. p:.)

A —1I=0(mod. p.)
essendo pr, Pra...pr,, A numeri primi arbitrari. (*)

('} Bene spesso in] nunere di eongrnenze sari evidentemonte sovrabbondante,
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Tzle sistema A congruenze
minima positiva To:

I‘ -I.
i

_
2 F

ha come s an sempre una soluzione
la soluzione genevien p:

|1'.'
e

E
I

e
ME -

Eom
|
=

T=1y (mod py pr pry . . Dr.}.

Pud darsi cle xy risultl primo, e ciod uguale n pr; in ogni modo
possiamo prendere per z ogur altro valore:

;1:=Iu+epn,f:‘rg...‘pr4 con b=1.
Siccome POSSIIMO sempre seegliendo convenientemente f ty

un valore di =z arbitrarviamente
mer1 primi soddisfucenti al nost
3. Dalla formula (2} si
di DiricaLETY, () i1 risulta
Se 8i consideru la ser

5

_l
- i‘_l.n.h

Taae

W L.

ovare
grande, esistono infinite coppie di nu-
'0 enuncialo,

pud dedurre, eoll’applicazione di un
te seguente:

ie convergente per

teorema

tulli ¢ valori positivi di o,
divergente pey o=,
3= 1
=y
allora al deerescere d; o, il prodotto S tende a .
SI pud porre a riscontro questo risnltato eol seguenie:
Se si considera la Serie convergente per tulli i valor: positivi di 0
(dizergente per p=1()
, 1
iSl -____-E] rlihi_;l-

il prodotto 8,

al decrescere di o lende u 1
mente dedypy

»3 risultato che si pub facil-
e dallo stesso tesrema di D

IRICHLET.

Goipo Asconr.
‘Liverno, 17 gennaio 1904.

RICERCHE SOPRA 154 SUOVA TSPRESSIONR 7 1N TUNZIONE DI SO1 NTMR PRIN,

e sulla fattoriale 4j ON nunero

I. In una mia nota precedente, (*) trovata per ! I'espressione
p=n

n = I
E'_'+E'—' aw E__
ﬂ-!=ﬂp i Pﬂ+ T Pp ¥ {1_}
p—=2

giungevo alla rappresentazione di © sotto la forma

T == Jitn Stu+ l s = ' (2)
n=rw P op=e PP

(4) Dinromrps, “ Teoria (el vomer nr Stspplenienio IT, §e ad, Cr
(%)

ehe’s Journal, vao), L1II.
V. la mig Mmemoria di ugnal titolo della bresente, Perivdico di Matematics, Tomo XVI, 1000,
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nelle quali » rappresenta j Massimo numero

P, la massima potenza di p< 5. p 1l massimo numero primo <2n:

p esiste soltanto quando 2n--1 & numero primo ed in tal caso & ad
esso ugnale, e finalmente -

primo contenuto in n;

2n n\ ‘_2_11}
-+( ‘P:-—BE Pp)] b + @

dove Q, ¢ I'esponente di p nella decomposizione di Z2n--1 in fattori
primi,

In una mia nota posteriore, () dimostravo po1 1l teorema :

Se

" e p sonc dwue numeri interi

¢ positivi qualunque, tali pero che
st abbia 1>, si ha

T 7] n 7n— 3,
E;——!—E'Ej_l“.--';EPP'—p__] (3}

Come corollario dj questo, oltenevo per 5! I'espressione

ﬂ!=lﬁppp‘]. (4)

p=2

Nella presente nota mi proponge di ricercare come si modifica
la (2), sostituendo nej ¢

aleoli fatti nella mia prima memoria, alla (1)
la (4).

2. Credo intanto non inu
non abbiano attinenza dir

tare, che si dedueono 1

Teonzma 1. — 74 differenza tra un numero seritio

M un sistema
@ buse p, e la somma delle erfre del numero stesso seritio i un sistema
==

a base q, per q=

= Py € divisibile per la base del secondo sistema dimsi-
nuita di 1, ossig per q—1. (%)

Infatti, essendo 1:?” uguale alla somma di partj intere, & sempre

un numero iptero. #
TEorEMa II, — J; resto delln
somma delle cifve del dividendo seys

tile premettere aleyuni teoremi, per quanto
ella con la quistione che mi propongo trat-

divisione di due numeri d ugquale olla
to nel sistema avente a base 1l divisore.

() V. 1a mia note
tica, vol. XVIM, 1003,

(%] 8i rieava @ qui ¢ome corpllari
! Un numero 2 divisibila Der

" Un nuove teorems snlla fanzione E di Legendre » Periodico di Matemp-

¢ 11 noto teorems-
9 quando 2 fale i@ somma delle sue cifre,

| Basta infatti DOrTe p= g =10 ed avremo =S =K
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CororLrLAmio. — La condizions necessaria e sufficiente perché wun
numero N sia primo 2 che, scritto il numero in qualunque gistema
base p, per p variabile da 2 al massimo numero primo =VN, la somma

el
delle sue cifre non sia mai divisibile per p — 1. t
3. Premesso questo, principiamo a trattare la questione che forma g
I'oggetto della presente nota. 'j
Nella prima delle due memorie eitate, modificando opportunamente ¢
I'espressione di Wallis, ottengo )
()]
T a1 (2n !) ‘ ©) {
Dalla (3) abbiamo poi
=1 5 n—B8p Zn—28g En—EE.P .. : -_.:
mf=0p " '=02m-2m g 2 501 (6)
p=2
Sostituendo, sempre nella (3), 22 in luogo di #, si ha
n— §'s on—§'; y
2n!—2882 3 * __ o P-] T (7) it
Yo
, dove 3, rappresenta la somma delle cifre del numero 2n scritto nel - . 11[41\‘3
sistema & base p, p' & il numero primo suceessivo a p, e pil pin- T
grande nomero primo = 2n. (Che gli esponenti dei numeri primi suc- e
cessivi & p, quando sussistono, ieno sempre eguali all'unita, lo di- "1;
mostro nella citata memoria, § 9). i
Per le (6) e (7) abbiamo allora =i
on—283 2n—28p ; l;
(n))? -8 3 ¥ p Pl B
Ot — Bn—F's 208, = i
28283 ¢ .p? ' .p...m Yy
: FH
—— 285 — 8’3 EE"LP-H’P - (8]
24-8:.8 % __ p?! g .
4. Mi propongo ora di cercare guale relazione esiste fra 2, e S,
vale a dire fra il doppio della somma delle cifre di nn numero
seriffo jn un sistema a base p ¢ la somma delle cifre del doppio del i
numero scritto nello stesso sistema. Ay A
Sia dungue il pumero # scritto nel sistema a base p S
Ny == ﬂlﬂn—'—ﬂﬂpn_l‘l'---“l“ﬂnr :
dove ay, @s,..., @, sono le rispettive cifre: sari
Snpy—=—a,+a:+...-} ag @ 251y = 2a; + 2wy ...+ 2a,.
Avremo poi
2ny = 2mp" -+ 2ap* 1+ ... 2a,.




i
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Supponiamo prima che tutte ls cifre siano < 4p, vale a dire, rap-

presentando con e una cifra qualunque, a << i p: sard allora 24 < p,

e quindi, essendo anche 2a rappresentato con una sola cifra, sara

2570, = 52n,.

Possiamo dnnque intanto dire che, quando tutte le cifre sono << 1 p,
il doppio della somma delle cifre del numero ® egnale alla somma
del doppio delle singole cifre,

Sia invece qualche a = 4 p, ad es,

G — 'ﬁ ‘P + bi
dove b pud variare da 0 & 4 p escluso. Sara allora
2!]’1 = p —]— gb

il doppio del valore assoluto della cifra a.. Ma, essendo p la base
del sistema e quindi sempre rappresentato con 10, la somma dei va-
lori assoluti delle cifre di » & eguale ad 1: avremo dunque che la
somma det valor assolufi delle cifre del doppio di ax & data da

1 2b.

In conclusione, 1a differenza fira il doppio del valore assoluto della
cifra oy e la somma de1r valori assoluti delle cifre di o & data da

(p+28)—(1+20)=p—1.

Potendosi ripetere lo stesso per ogni cifra @ =19, potremo enun-
ciarve il seguente

TroreEMa. — La somma delie cifre del doppio di un numero seritto
in un gistema a base qualungue, & uguale al doppio della somma delle
eifre del numero siesso, meno il prodotio della base del sistema dimi-
niita di un'unila, per il numero delle cifre del nwnerc stesso uguali o
magqiori della meia della base.

Con le nostre notazioni, indicando eon m il numero delle cifre di n
che sono = }p, avremo

S2n,=28n,—m((p—1). (9)

5. Sostituiamo *ora nella (8) alle espressiomi 2S; — 85 efc., 1 loro
valori espressi per la (9) ed avremo

(nl)? ,
S =2 §-ms—D)__ pemle~1), p=1,, -1,

dove, come abbiamo detto, my, ms, ..., m, rappresentano il numero
delle cifre di m scritto nei sistemi a base 2,8, ..., p rispettivamente

nguali o maggiori di %, %,... in
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Posto questo, 'espressione (5)- diventa
4n-+-1

r — |3 , 2—%ma 3—2ma3—1)  p—2mplp-1) x'-2  —2—
T E:IE 2n-+11 2 3 p ?
C 9%(in—ma1_ Q—2mai8—1)  p—2mplp—1) 5'—2  —2
= [1im P P a :
e 2n -1

da eul, scomponendo 2 n-1 in fattor: primi

2p—1=2% 8o, pov.plar. .. pou. plow (1)

f

ed osservando che, per essere 22 -1 dispari, & sempre o =10, e j
poi esiste soltanto quando 2.2+ 1 & primo, ed in tal easo si ha appunto

2n-1=p,

avremo finalmente

. 2oEn—meitl  B—dms  p—2mup—1) -2 - =2
7w =lim — — =
A= 3"‘-5*’5...3}“?.;}“9...p.“.u.p.“ﬂ
=Iim2?{2]1—]]1:}-'—1‘3—{4_mﬂ.—lr—qa]_-.p—[ﬂ'ﬂlp{]]—]}—l-ﬂpj.p'_{ﬂ'i—np'}'"I_l—l:g']"ﬂru:l'il’_ﬂ.ﬂr, (10)

n=w

dove, se esiste 1'nltimo fattore p'—9', si ha

O3=0s=...=@x=0;

in generale poi, gli esponenti «w,...aw non possono assumere altrl

valori ehe 0 ed 1.
Mario LazzaRriNI

SU ALCUNI DETERMINANTI DI FUNZIONI CGMPOSTE

l. E noto che il Wronskiano W (fi...f,) delle funzioni f;...7%
dell'nnica variabile » soddisfa alla relazione identica:

Witfy .. . tf) = W(fi ... ) (1)

che tanta analogia di forma ha colla proprieth caratteristica delle
fanzioni omogenee. In questa formola ¢ indica una funzione gualunque
di x; se si considerano invece n funzioni #;...{, della stessa varia-
bile 2, e conseguentemente il wronskiano delle funzioni #f:... &fa,
allora si- ha, per la formola di Leibniz:

Bk ssaie « pea 5 nYere Bl

W ( ; 1f1 . fm f]l) - t-[f]_’—l— tl'f‘l ..... tnf‘ui_|_ tn’fn ' (2)

(1) Nella memoria gis piu volle cilata, dimostro ehe gli esponent! del numeri primi successivi
4 3, quando esisfono, sono tutti nguali ad 1; per omogeneith perd, seguito s porre gl esponenti
@p’ san e "'H : .

pr— - -.--F.-PHH'F-lI‘.I-'I —m———

s Fama




Z& e quindi dj
Tunzioni composte.
Via sviluppgare ] imboliche ¢ POl espri-

Semplici &
13...[’?1-——1)1?2 = 5!
Qui sj Présenta opportype considerare § Wronskiani delle derivate
Prime de]]e funzioni 2 e G questi determip '
con V(7 .. Jw) non ' 1)

81 considerang la y

to
i
® Gt - ofn = 257
que: Llannullars; Wentico gy V(flﬁ,) e
¢ condizione Mecessarig e Sufficiente rerch trg 1, Funzions Fieofo Sussistey
bne relazions lineare non OMogenien
2 |

Jacobiang 2/1:.1n)

Ot Gy
0% day “** §g o g o L -
......... =0 ogsig: K, 7 vt K —— (3)
O o g

| 0y dp, ** 0T,
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dove K, indica il ddderminante K (V) delle fi...fiws fita ... [o rispetio L '
alle variabili & ...2%— Ti41.- - Tn s o _ LR
Per integrare la (3) basta integrare il sistema di # —1 equazion

ordinarie
dﬂ:; dﬂ}g dmn.
K, K, "~ K.’

se m; (2 ... %) = costante (i=1, 2...n—1) ne & il sistema integrale
allora 1'integrale generale della (1) & =1 (p1...pa-1) essendo w

simbolo di funzione arbitraria. |
Tutte queste funzioni ¢ verificano dunque la relazione

d (#f. .. tfa) _ 2(fi...Jn)
D (®1...%2) | O(®a...2Zn)

In particolare, per n—=3, integrare la (8) equivale, come si sa, &
cercare tufte le superficie che sono in ciascun punto (2, as 2a) toC-
cate da una retta eondotta per questo punto nella direzione (K; Ko Is).
Dunque: Se t=0 ¢ uwna qualunque delle superficie che sono in ciascun
punto (x; Xg Xs) toccate de une retta condotia per guesto punio nella
direzione (K; Ka K3g), allora si ha identicamente

D (tf1 tfa tfs) 3 0 (fifafs)

%, (.’.1?1 La .'3‘.73) o 0 (-'1:1 £Loa mﬂ) -
R. OccmipinTi.
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RISOLUZIONI DELLE QUISTION
034, G47-G48-678, 660, 669, 672, b74, 679, 680 & bl

634. Fu punte comune a due rette, le guali s incontrano fuori del foglio
s eut & disegnu, condurye la paraliela ad wna retie dala. G. Logr1a.

Risoluzione del sig. G. Loria.

Siano a, b, p le tre rette date. Si conduca una retta arbitraria perpendicolare
alla retta p a vui quella cercata deve riuscire parallela, e se ne determinino le in-
tersezioni A, B con le altre due rette date. Le perpendicolar: calate da A su b ©
da B su @ si tagline in O: la perpendicolare calata da O su AB & (in forza della
nota proprieth delle altezze di un trismgolo) la reita cercata. (?) B

Osservazione. — Un concetto analogo serve a congiungere un punto dato 'O -3¢
al punto inaccessibile comune a due date vette a, b. Si conducano infatti da O lo. -
perpendicolari alle rette @, b & se ne detexminino le intersezioni B e A rispetti-
vamente con b, «; la perpendicolare calata dal punto O alla AB & svidentemente
la retta richiesta.

(M V. E. Pascar, 1 detarminantl, pag. 203, o
(%) Per altra soluzione meno slementare dello stesso problema, v. BerLaviris, Lesioni di géo-
melyia desevittiva (Padova, 1851), p. 34




=

Quando questo fasecicolo stava per vedere la luce, alle ore 5 del
3 febbraio 1903,

RAFFAELLO GIUSTI

U nostro hen noto e stimato editore. s spengeva all’eld di 62 anpi
in seguito a breve, fierissima polmonite,

Coll'animo profondamente commosso per I'improvvisa seciagura,
invio dalle pagine di questo giornale I'estremo affetbuoso saiuto alla
salma ancor calda del vecchio idimentieabile amico, all’onesto ed
mmtegro cittadino, che da niftilissime origini, col lavoro indefesso, colla
tenacith e la costanza dei propositi, coi sagaci ardimenti, non mai
disgiunti dalla prudenza, seppe assurgere ad una posizione elevata
come industriale e guadagnarsi nello stesso tempo non solo 1'adora-
zione della sua numerosa famiglia, ma anche la stima e I'amicizia di
quant? ebbero coy lui rapporti di affari e d’interessi, ¢ I'affetto dei



molti operai che delle sue fortunate imprese ritraggono lavoro con-

5

tinuo e ben rimunerato.

Nella sua giovinezza egli non fu che un povero diseredato della
fortuna. Augusto Alfani nel suo aureo libro Battaglie e Tittorie pub-
blieato nel 1890, tratteggiava brevemente la sua brografia, ad esempio
€ Incoraggiamento dei giovani, nei seguenti termini: ... Raffacllo
* Grusti povero ragazzo del contado lucchese, privo della mano de-
" stra, senza istruzions e senza un mestiere, ma riceo di volonti,
“ pertinace nell'idea di farsi uno stato, ando a Livorno e si mise a
“ fare il venditore ambulante di storie @ libercoli, per la citta e la
“ campagna, Avanzatosi, a forza di risparmi e privazioni d’ogni ge-
" nere, un pecnlietto, penso di cessare da quella vita girovaga: prese
" in affitto m Livornmo un bugigattolo e gl parve di esser diventato
* un signore, tanto pin perchd eid eragli riuseito fare da se, colla forza

“ del suo volere-e serbandosi sempre galantuomo. Perseverando e cer-

“ cando di acquistare via via nuove cognizioni utili per 1'incremento

“ dell’arte sua, si accaparrd fama di bravo e onesto libraio: gli crebbe
" la clientela, gli crebbe il guadagno, non gli scemd, sibbene ando in
“ esso moltiplicandosi la voglia di lavorare. Oggl, infatti, egli possiede
“ 1l piir riceo negozio librario di quella cittd non solo, ma Ia sua li-
“ breria & una delle pilt riputate della Toscana e d'Ttalia.

* Olire la libreria, possiede una tipografia dove egh ha abbondante
* lavoro per conto altrui ed anche per conto proprio; essendo giunto
a possedere tante cognizioni e tanta esperienza da mettersi con
fortuna a fare Teditore.

“ 11 Ginsti, riceo ogei di eredito e di sostanze, & sempre buono.
sempre alla mano, eome quando faceva il venditore ambulante di
storie, ma con un fare riservato e signorile che non ha wnulla di
affettato; trova sempre nel lavoro consolazione e riposo, ¢ nella

presente agiatezza riconosce con soddisfazione un compenso alla sua
costante ed onesta operosita ,.
Le parole dell’Alfani dipingono al vero 1'uomo nella bonaria sem-
phicita, nella immutabile rettitudine dell’indole sua.
Aggiungerd che in questi ultimi anni il buon successo dovoto alla
sua prudenza ed alla sua fermezza & andato gempre aumentando.




La sua Collezione seolastica & una delle pin accreditate d’' [talia,
ed in essa sono pubblicati libri largamente diffusi in tutte le nostre
scuole.

La sua Biblioteca degli Studenti & giunta, in breve periodo dj tempo,
a ben 121 volumetti, che contengono esposizioni brevi e compendiose
der pill svariati rami del Sapere, e pud cominciare a gareggiare con
la notissima e splendida collezione dei Manuali Hoepli.

La sua Collezione letteraria e la Collezione scientifica vantano opere

poderose di scrittori illustri.
La sua tipografia, corredata di macchine perfette e recenti, o

di ma quantita grandissima di caratter; di ogni specie, ed in parti-
colare di segni matematici, & una delle migliori d'Italia.

Ma ¢id che torna a suo massimo elogio, si @ che della prosperita
della sua vasta azienda non godeva lui solo, ma ne godevano anche
tuttl 1 suoi collaboratord, specialmente 1 piit umili. Infatfa, se i lavo-
ratorl del libro godone a Livorno una posizione assai decoross e
soddisfacente, debbono esserne riconoscenti a Raffaello Giusti, poiché
egli, primo fra gli stampatori livornesi, accetto nel 1895 la tariffa
proposta dagli operai, e eol suo esempio indusse anche gli altri a fare

lo stesso.

Di lui, come padre e capo di famiglia, & somma gloria Favere
adorato ugualmente i numerosi fighastri e figli, che lo ricambiavano
di venerazione e di affeito; Io averli allevati e avviati a boone pro-
fessioni, in mezzo alle ristrettezze de primi anni, in mezzo a disgrazie
di ogni genere, che hanno costantemente amuregpiati e res; piit drf-
fielli 1 suoi trionfi mdustriali; I'averli educati, insieme alla sna fedele
compagna nelle battaglie e nei trionfi, Ia buona signora Massima,
alla religione del dovere e del lavoro ; I'averne fatto dei forti e
modesti lavoratori, che sapranno certo imitare le sune virkn

Decorato degli ordini defla Corona d'Ttalia o dei Santi Maurizio
€ Lazzaro, i suoi numerosi amicj deploravano che non fosse stato
fatto Cavaliere del Lavoro, ritenendo che ben pochi al pari di Jui
fossero degni dell’alta onorificenza.

Do pochi anni egli si ern costruito un grazioso nido, ove contava
vivere sereni gli ultimi ann della vita, che nessuno avrebbe pre-



vedutl s brevi; e come un patriarca dei templi biblici si compia-
ceva nel giorni festivi di riunire attorno a st suoi numerosi discen-
denti, lieto di potersi godere un relativo riposo, ben meritato dopo
tanto lavore, avendo ormai potuto cedere ai figli giovani e forti la
parte pii gravosa degli affari, riservandone a s¢ solamente 1 alts
direzione,

La sorte crudele ha troneato i snoi sogni, lo ha rapito all’affetto
della famiglia e degli ami c1, ed ormai di lui non resta che nn dolee
e lacrimato riecordo. La buona e care imagine paterna di lui non si
aggirera pil fra le scansie della sua rices biblioteca, ma sara lun-

gamente ricordata da tutti come un esemplo di costanza, di modestia
e di virti.

Livorno, 4 febbraio 1905.

(. LAzzERL




SULL'VIILTA D OPIRTANEA DELLA STORDA DEVLE mampyymio

T ——

PROLUSIONE

al Corso libero di < Steria della Geometria ,,
leito nella R, Universiti di Plag ) 4 genmaio 1905

I. In ogni tempo & stata riconoseiuta la necessity o I"importanza
dello studio della storig generale, che Cicerone chigms glustamen te
magestra vitae, Fd infatti, poiché Je leggi della natura sone eterne
ed 1mmutabili, poiché cause egnali debbono produrre sguali effetti,
e chiaro che Pesempio di cip che avvenne nelle eta passate puo es-
Sere di ammaestramento per il presente, pud aiutgre; ad imitare i
nostrl padri in cid che dj bello e di buono esg; fecero e a schivare
gl errori in cui caddero,

Ben a ragione dunqgue in tutti i paest civili si vuols che ogni

pit salienti, quali le lotte pin importanti in eni s SONO cimen bato
le varie stirpi e dalle qeall sono sorti via yig nuovi assetti politiei
dal nostro planets, con prevalenza delle stirpl pin forti e ineivilite;
quall I nomi degli womini che, elevandosi sully folla de1 mediocri,
hanno compiunto opere degme di esser ricordslie CON riconoscenza,

vivere civile; degli artisti e dei poeti sommi che hapng addolciti 1
costumi, che hanno eternato nej marmi, nei bronzi, nelle tele, nei
carmi la bellezza che & i) fulgore del vero,

Ben a ragione dunque, dico, I'insegnamento della storia gene-
rale fa parte integrante della istruzione secondaria presso tutti j
popoll civili.

Per gli stessi motivi a chj g dedica ad una particolare disciplina
& necessario lo studio della storia della disciplina stessa ; vediamo

infatti questa verita dg tompo immemorabils Iiconoscinta per alenn;

Ti'g'fr;[
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cattedre banne o pia o meno Vindole storica. Nella facolty di legge,
la storia del diritto romano, la storia del diritto italinno, Pesegesi
dei testi ginridici romani, ed altre sono cattedre storiche.

A Roma & stata fondata da nonm molti anni una catfedra di
storia dell'arte, destinata a far conoscere o far rifulgere in tuntto
il Ioro splendore i tesori artistici di cui ben a ragione va superbo 1l
nostro paese.

Persino nelle seuole militari si fa una parte alla storia, sebbene
81 cerchi di condensare in poco tempo una grande quantitd d’inse-
gnamentl tecniei. Infatti per es. nell’Accademia Navale di Livorno
fu istitnita nuns cattedra di storia navale.

Solo nelle seienze fisiche, naturali e matematiche, la storiag &
tenuta meno in onore, quantunque da gualche tempo si noti un
salutare risveglio anche in questo ramo dellattivita umana.

I ricercatori della storia della medicina, della fisica, della ma-
tematica sono ben pochi e isolati nel mondo, 1 libri che tratéanc
queste materie sono poco mumerosi. Qual & la causa di questa dif-
ferenza di tendenze fra i enltori delle diseipline letterarie e giuri-
diche e quelli delle discipline scientifiche ?

B assai difficile rispondere in modo esanriente.

2, Forse tals differenza dipende dai diversi temperamenti degli
uomini che &i dedicano a dette diseipline- e che corrispondono alla
diversa natura ed indole di queste.

Lo scienziato ricerca la verita agsoluta, non si contenta del re-
lativo, del presso a poco; vede la vetta luminosa del sapere che
Irraggia luce e calore benefici sull'umanita, e vuole raggiungere
quella vetta, poco curandosi del cammino che gia ¢ stato fatto per
accostarsi ad essa,

Ora nelle ricerche storiche I'assoluto non o'é.

N1 narra che Walter Raleigh, I'ardito viaggiatore che scontd
gli onori e la fortuna goduta largamente sotto il regno di Elisa-
betta colla persecuzione e la prigione sotto il regno di Giacomo I,
durante il suo soggiorno forzato mella torre di Londra, si accinse
a serivere la sua celebre Storia del mondo. Un giorno interrotto dal
rnmore di un alterco, egli cerco di saperne la causa; interrogo,
indagd, fece le pil aceurate ricerche; ma non rinsci dalle deposizioni
varie o contraddittorie a fare scafnrire la verita. Ed allora sCoTag-
grato gittd via lg penna, e rinunzi® momentaneamente al suo pro-
posito, pensando che, se non era riuscito a scoprire la verith sopra
un avvemimento del quale era stato quasi testimonio, era temerario
pretenders di scoprire il vero su avvemimenti prodottisi in localité
e templ remoti.

£d egli aveva ragione, se intendeva fare non I’ 1storia, ma la
cronaca ; se intendeva di narrare i fatti accadutl in tutti i loro piu
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minuti particolari, di cercare la cause determinanti i vari avveni.
menti. Ma non & questo compito della storia. Tuttj i grandi

lombra, sono dall’altro in plena luce; mentre s'ignorano per lo
piti le cause Immediate, si conosce perfettamente come essi si syol.
sero, quali farono gli effetti, quali i legami fra j fatti successivi,

Una storia generale deve saper cogliere la parte luminosa degh
avvenimenti, trascurando i particolari, deve dare il quadro compiuto,
senza entrare nelle minpuzje.

Il oronista narrera che 1 guerra Rnsso-Giapponese SCOPPIO
perche 1a Russia octcupava la Manciuria oltrs i termini pattuiti,
narrera le Iunghe trattative fra j governi dello Czar e de] Mzkado,
narrera I'assalto improvviso d; Porto Arthur e simili coge. Per la
storia futura questi particolari sarap tutto pii delle canse ocea-
sionali, ma la vera causa sara 1l conflitto inevitabile fig due civilta,
che hanno egualmente bisogno di espandersl, il cozzo di due popol:
che tendono a dominare Jo stesso tervitorio, :

K quando Vonda dei secol sara frascorsa, quando saranno per-
sino dimenticati i nomij de; principali attori dell’ immane tragedia,
quando gli episodi tragicl della titanica lotta che fanno fremere
0l contemporanei, a volts a volta, di orrore, di ammirazione, di
entusiasmo saranno dimenticati, o tutto al pit ricercati negli ar-
chivi dagli studiosi, resters il fatto grande che g prinecipio del
secolo XX la razza gialla, scosso il wrpore mel quale viveva da
lunghi secoli in wno stato d; civilta relativa, in tutto stazionaria,
assumilati in poehi anni i progressi della civilts propria della razza
bianca, inizi6 il conflitto contro il popolo slavo, che aveva ocoupato
le terre di cui essa aveva bisogno per dare sfogo alla popolazione
oguora erescente di numero,

Distinto cosi ¢id che & dimostrato dai fatti, da documenti irpe.
fragabili, cido che & assolutamente corto e indubitabile, da guell
che & ipotetico o dubbio, fratto di argomentazioni piti 0 meng
Ingegnose e soggettive, Walter Raleigh avrebhe potuto continunare,
come difatti continud, a serivere la sua istoria. Anche Io spirito
scettico dello scienziato puo dongue darsi eon piacere a ricerche di
questo genere, <

« I grandi geometrl, serive i D’Alembert, conoscono questa specie
« di pigrizia, che preferisce ia pena dj Scoprire una veritd allg fa-
« tiea poco gradevole di seguirla nell'opera di un altro. In generals
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In questo pensiero dal D’Alembert vi & un poco di vero unito
ad alcunché di paradossale, ma non credo si possa attribuire ad esso
maggiore importanza di quella che merita.

4. Un’altra causa del poco amore degli scienziati alle vicerchs
storiche & forse il danno grandissimo recato in uns certa epoca
allo sviluppo delle medesime dalla tendenza degli scolastici a giu-
rare sempre in verba magisiri, a cercars ogni lume di sapere & di
verita soltanto nel passato.

Dopo la splendida civilta greca, che nelle varie manifestazion;
dell’arte raggiunse le piu eccelse vette dall’ideale, che melle varie
sclenze fece conquiste mirabili, portandole rapidamente ad un’altezza
straordinaria per quei tempi, che pud vantare nomi come quelli di
Euclide, di Apolionio, di Archimede, del quale 11 Leibniz disse che
chi pud apprezzarne le opere, ammirers meno le opere del moderni:
dopo la civiltd greea, dieo, ’umanits ha una lnnga sosta e poi un
regresso.

L’impero romano crolla, roso dalla tabe dei suoi vizi, minato
dalle nuove veritéy proclamate dal Golgota. Seguono le tenebre del
Medio Evo, ed il grande patrimonio di sapere, raccolto dai Greei,
0 si disperse o rimase nell’oblio.

I dominatori del mondo, che avevano un culto soltanto per le
armi, 81 curarono ben poco della scienza del popolo che avevano
sogglogato ; la civiltyh cristiana era troppo occupata nei smoi pri-
mordi nelle cose del cielo, perché potesse occuparsi anche delle cose
della terra. B fuo grande ventura che tntto il prezioso fardello della
sclenza greca non fosse disperso, e, dopo aver migrato per molti
secoll attraverso gli archivi dei conventi e le scuole arabe, potesse
essere parzialmente ricostruito.

I XTI secolo prepard gli elementi necessari alla rinascenza delle
lettere e delle arti; la filosofia d’Aristotile si diffuse rapidaments
in Europa per opera specialmente di 8. Tommaso d’Aguino, mentre
prima la Chiesa colpiva d’anatema i peripatetici e brociava vivi i
discepoli del grande scienziato, forse per mantenere gli nomini sotto
11 giogo dei precetti della Seolastica.

Questa fu una felice rivoluzione dells scuola, poiche sostitni al-
Panarchia filosofica e scientifica un gran dittatore.

Ma 1 filosofi si dettero al enlto di Aristotile con soverchia fede,
con illimitato feticismo, e disdegnando l'osservazions della natura,
credettero che megli seritti di lui dovesse esser racchinso tutto lo
seibile nmano passato, presente e futuro.

Quindi cercarono le spiegazioni di tutti i fenomeni, leggendo
nelle opere di lui invece di leggere mnell'unico libro che sa 6 puo
rispondere a tutte le domande, che & sempre aperto a chi sa leg-
gere in esso, il libro della natura.
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Mi Limitero a citare un solo esempio. (!) Aristotile aveva voluto
dimostrare che I'aria & pesante fondandosi sopra un’esperienza falsa,
affermando ciod che nna vesciea pesa pia gonfiata d'aria che vuota.
Tolomeo sostenava - il contrario; Temistio e Semplicio finalmente
asserirono che il peso era eguale nei due casi.

I peripatetici discussero sottilmente quale fra gli antori avesse per
1 suoi meriti diritto a maggior fede; ma a nessuno venne in mente di
prendere una bilancia ed nna vescica e di verificare coi propri ocehi.,

Eppure Leonardo da Vinei (°) aveva avvertito: « Sicche voi specu-
lator1 non vi fidate delli autori che anno solo col Immaginatione
voluto farsi interpreti tra la matura e I’omo, ma sol quelli che non
col cienni della natura ma cogli effetti delle sne esperienze hanno
esercitato 1 loro ingegni.»

Cosi il predominio dell’opera di nn momo, per quanto grandis-
8imo, circoserisse per lungo tempo l'orizzonte del sapere, tarpo le ali
al genio, oppose ostacoli grandissimi al progresso sclentifico, ed
occorse I'opera di molti alti jntelletti per scuotere 1l giogo che
sopra 1 pin soggetti & pin feroce, per sostituire alla rivelazione
I'osservazione, alla logica scritta la logica dei fatii.

Prima di Tolomso, Pitagora e i Pj tagorici ritenevano che Ila
terra girasse attorno al Sole: Copernico perfeziono guesto eon-
cetto ; ma sebbene I'osservaziono ed i fatti parlassero assai chiara-
mente, 1l sistema di Copernico sembrod per molto tempo un’utopia
ed occorse la costanza, la tenacia e ;l genio di Galileo per farlo
rifulgere come veritd indiscutibile.

Dato lo stato dello spirito scientifico moderno, sembra inverosi-
mile che si possa discutere sopra un fatto scientifico, prendendo per
fondamento della discussione argomenti in tutto estranei alla que-
stione medesima, come qualche versetto della Bibbia o le opintoni
di filosofi vissuti parecchi secoli prima. Eppure, leggendo le opere
di Gtalileo, non si sa se si debba pit ammirarne I'ingegno e la
saplenza, o compiangere 1o stato di cose in oui s1 trovava, vedendo
lo siorzo continuo che deve fare per meitere d'accordo le sue illa-
zioni logiche e scientifiche colla verith rivelata.

Certo al tempo di Gtalileo sarebbe staio piu facile il far progre-
dire la scienza, se tali preoccupazioni non fossero esistite, come &
piu facile costruire un edifi#io ex-novo, che non sulle rovine di un
altro vecchio e rovinato.

In un certo periodo dunque si puo ritenere che la conoscenza
del passato sia stata d’ inclampo al progresso della scienza, e forse,
per reazione naturale, cio ¢ stata una delle cagse della poca simpatia
degli scienzinti e specialmente dei matematic per le ricerche storiche.

(') PaprLrurTy, Le opere scientifiche di Leonardo da Fincl, * Annuario dalla R, Doiversith di Ns-
yoli ., 1884-1885.
") Mo, v. 1, p, 4. — Lisni, v, I, p. 2385,
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. Ma se questo & accaduto quando una folla di pregiudizi, di
preconcetti era d’inciampo alla ricerce del vero, quando verita pura-
mwente convenzionali si elevavano alla dignita di assioma, non puod
piu accaders ora che lo spirito postiivo e liberamente eritico, uscendo
dal dominio ristretto delle veritd matematiche, si & diffuso in tutti
1 rami delle conoseenze nmane.

B gid da gualche tempo si nota un potente risveglio nello studio
della storia delle seienze.

Alle vecchie storie parziali del Bossut, del Montucla, del Libri,
dello Chasles, si sono aggiunti la grande opera di Moritz Can tor, che
raccoglie quanto si conosce sulla storia della matematica dalla pin
remota antichita fino ai tempi di Lagrange, e vari manuali prege-
vol, quali sone quelli di Zeuthen, Rouse Ball, Cajori, Hoefer e Boyer,

Qualche giornale storico di piccole e modeste proporzioni, come
la Biblioteca matematica di Knestrém, ha preso le proporzioni di
grande giornale, ed anche altri sono sorti.

Dovangue, e pure da noi jn Ttalia si fanno nuove compiute
edizionl delle opere dei prandi maestri; ne sono esempi notevoli
edizions delle opere di (ralileo, quella del codice atlantico di Leo-
nardo da Vinei, e per fermarci ai pii recenti, le collezioni delle
opere di Beltrami, di Brioschi, di Betti, di Galileo Ferraris, che
costibuiscono monumenti pit durevoli dj quelli di bronzo e di marmo.
¥d ovanque si estendono i corsi di storia dells matematica.

In Germania i primi corsi del genere furono cominciati circa
trent’anni or sono; importantissimo fra tutii quello del Cantor, che
dette origine alla grande opera, di cul sopra ho fatto cenno: ma in
questi ultimi anni & straordinariamente aumentato 1l numero delle
scuole superiori nelle quali tali corsi si syolgono regolarmente, Me-
ritano speciale menzione i corsi tenuti da varl anni nell’Universita
di Breslavia da R. Sturm e nel Politecnico di Monaco (Baviera)
da A. von Braunmiihl, il quale ha anche istituito un Seminario
storico-matematico.

In Belgio il governo cred sino dal 1884 un corso di storia delle
scienze fisiche o matematiche alla Senola normale annessa all’ Univer-
sith di Giand, della quale fu affidato | incarico al Mansion. Nel 1890-91
una nuova legge soppresse Ia Scucla normale o trasportd i corsi
di storia alla facolts di scienze; rendendoli obbligatorii per gli
aspiranti al grado di dottore in scienze fisiche e matematiche delle
Universita belghe, Da allors 1a storia delle scienze s'insegna anche
a Liegi dal Le Paige, a Louvain dal La Vallée Poussin ed &
Bruxelles,

Nella Russia il Bobynin, fino dal 1882, fa un corso regolare di
storia delle matematiche all'Universita di Mosca, ed in Inghilierra
il Rouse Ball fa Cambridge un corso dello stesso genere, che ha
dato origine al noto manuale del quale recentemente & stata pubbli-
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cata una ftraduziome italiana dej proff. Gambioli e Puliti. Al Col-
legio di Francia venne fondata nna cattedra di storia generale delle
scienze che fu affidata a P. Lafitte, fido discepolo di Augusto Comte.

Nelle Universith americane I’ Insegnamento in parola & larga-
mente diffuso. Infatti nel decorso anno somo stati tenuti corsi di
conferenze dul prof. Smith nell Universita di Colombia (New-York),
dal Moritz nell'University di Nebraska, dall’ Epsteen nell'Tniversjii
di Standford; e il prof Macfarlane tenne sel conferenze sni mate-
matict inglesi del seeolo XIX.

Nello stesso anno furon pure fatte lezioni di storia dal Forster a
Berlino, dal Wislicenins a Strasburgo, dall’Obenbrauch a Brunn, dal-
I" Isely a Neucliatel, dal Nesselman a Kénisberg, dal Tannery a Parigi.

Infine negli nltimi congressl internazionali & stata solennemente
riconosciuta 'importanza ed utilita deglt studi storico-scientifiei.

Il primo congresso internazionale per la storia delle seienze
& Parigi, nel 1900, espresse 1l desiderio che nells maggiori scuole
superiori francesi ci fossero insegnanti di storia delle matematiche ;
nel secondo congresso internazionale per la storia delle scienze di
Roma (1908), udita 1a relazions de; proff. Barduzzi, GHacosa o Lona,
fu espresso il desiderio che nelle Universith potessero farsi gquatt®h
corsi di storia delle scienze e ciod - 1" matematica e astronomis ;
2" figica e chimica: 8" scienze naturali; 4° medicina.

Nel 2° congresso internazionale de; matematici ad Heidelberg
(agosto 1904) furono fatti voti per Uinsegnamento della storia,
delle matematiche,

K finalmente nel 2° Congresso internazionale di filosofia tenuto
a (inevra dal 4 all’'8 settembre 1904 la sezione di filosofia e storia
delle scienze confermé i voti dei congresst di Roma e eicdelberg.

b. Tale risveglio & bello ed ntile, « Niente, scrisse Guglielmo Li-
« bri, () & pin ingiusto del disprezzo che si ostents per la seienza im-
« perfetta dei nostri avi. Senza i loro sfors NOl SRTEMING Ancora
« nell’ 1gnoranza, e forse questo sapere di cni siamo s) superbi, & de-
« stinato a eccitare ben presto un sorriso di compassione presso una
« posterita, ingiusta a sua volta. Né gl nomini, né le nazioni do-
« vrebbero disprezzare la loro mfanzia, e bisogna che i Pl pos-
« sentl e i pift gloriosi noy dimentichino che avranmo pure la loro
« vecchiezza. Tutti i secoli, come tutt j popol, contribuiscono ai
« destini dell'nmanita: ve ne sono de piu oscari, dei pin disgraziati ;
¢ Ima & questo un motivo per compiangerli, non per disprezzarli ».

Dar fatti che ho sopra espostl apparisce che ingiusto disprezzc
per la scienza degli avi, deplorato dal Libri, comincia a dileguarsi,

od & da sperare che il movimento in questo senso iniziato, lungi

' LI‘EET.l.Hﬁi‘ﬂﬂ'm des sciences mdathédinnlignes, Tav, 1, pag. xix,
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dallarrestarsi, si faccia di-giorno in giorno pily rapido; & da
rargl che diventi universals nei cuitori delle matematiche il desi-
derio di conoscers nen solo i presente ma, almeno nelle sne grandi
linee, anche il passato, poiché un tale desiderio sarebbe perfettamente
corrispondente alla natura nmana.

Dinnanzi ad an’opera artigtica, dinnanzi ad un grandioso e
splendido edificio ogni uomo sente anzitutto il bisogne di ammirarli
prima nel complesso, Pol mei particolari; soddisfatto quel bisogno,
ne sorge istintivamente un altro; quello di sapere con quah mezzi
con I'aluto di quali artifici, Vartista ha, superato tutte le difficolts,
ed ha soggiogato la materia bruta a piegarsi alla sua volonta, e
adattarsi a trasformare in atto il SU0 pensiero.

Lia scienza matematica odierng & indubbiamente uno degli edi-
fier pit splendidi prodotti dal genio dell’nomo, & una delle creazioni
pri salde e incrollabili che onorino I'intelletto umane. Ii giovane
che si dedica a questi studi viepe sapientemente guidato nei corsi
universitari sulle eccelse veite per abbraceiare con uno sguardo
sintetico le eonquiste fatte attraverso ai secoli,

Ma & ben naturals che egll, ana volta acquistata la conoscenza
awmplessiva delle parti fondamentali della sua scienza, si dimandi
come esse si son formate, quali legami esistono fra di esse ; che egli
desideri di conoséere qualche cosa sulla vits, e sulle opere di coloro,
che, pili cooperarono alla costruzione del superbo edificio. e che come

pietre miliari snl cammino del progresso, segnano le diverse grandi
tappe percorse dal pensiero umano nellardno cammine del sapere.

Se & bello conoscers la storia degli assedi e delle battaglie che
han contristato j popoli, gli ordinamenti politici dei vari paesi, 1
nomi dei grandi capitani e dei grandi principi, non & forse pin
bello conoscere la storia de pensierc umano, la storia dei grandi
solitari che con slancio nobile e generoso s1 sono dedicati a com-
battere un solo orande nemieo comnne, |’ ignoranza: che, attraverso
a difficolta d’ogni genere, 81 son dati con ogni lor possa & squar-
ciare 11 velo che nasconde Ja verita; che mai hanno fatto spargere

lacrime & sangue attorno a loro, ma solo Lunno procurato del bene
al genere nmano colla conquista di qualehe nuova verita ?

7. La storia della scienza, sotto 'aspetto pratico e positivo avrebbe
una utilitd assal relativa se gervisse soltanto ad appagare I’ innato
desiderio di conoscere e dj sapere,

Ma essa ha anche una utility pratica di prim’ordine. Ogni con-
quista della scienza ha Sempre servito per preparare il terreno ad una
conquista maggiore: ha servito a sollevare il genio umano sempre
di pit, in guisa da potere spiceare il volo verso altezze maggiori,

Cosi la conoscenza delle dj ficolté superate per le successive con-
quiste puo essere un utile ammaestramento per ftentare con mag-
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giore probabilitd di vittoria Ia risoluzione del problemi sempre nnovi
che affaticano 'umanita,

8. Le considerazioni svolte fin qui possono adoperarsi per dimo-
strare I'utilita della storia dells seienza in generale per qualsiasi
disciplina. Esistono poi altri argoment: per dimostrare che tale uti.
Iith & pitt particolarmente sensibile e manifesta per la matematica.

Anzitutto la matematica & sotto un certo aspetto la pit conser-
vatrice fra tutte le sclenze; mentre & sotto un aitro la piu ribelle,

la pit conservatrice. Se infatti Euclide o Archirede potessero
sorgere dalla tomba, troverebbero che |a geometria elementare che
costitisce I’ insegnamento delle scuole medie in tutto il mondo, &
sostanzialmente la geometria che essi in parte crearono, in parte
raccolsero dai loro predecessori; troverebbero che cid che era la
verita 2000 anni or sono, & vero 0ggl, sarh verg sempre.

In nessun’aitra disciplina umana avviene lo stesso. Prima dells
chimica in forma scientifica o positiva, abbiamo avuio le aberra.
zioni e le utopie degli alchimisti, prima della fisica la metafisica,
prima della medicing moderna, che negli esseri viventi, infinitamente
piccoli, ha rintraceiato le eanso de; mali, abbiamo avuto i rimedi
empiricl, le stregonerie degli astrologhi; na patlo del vivers civile
e politico in oui I’idea del gtusto, del vero e dell’onesto ha subito
radicali modificazioni; basta, per persuadersene, confrontar gh usi
delle tribli selvaggie con quelli dell'nomo civile,

In tutte le scienze sapere del passato si é perduto in un grande,
Immenso naufragio, e 80no rimasti s galla soltanto pochi e miser;
avanzi. Nella matematica invecs o singolarmente mells geometria,
nulla si & perduto, nulla si perdera, perché cio che & acqmsito nelle
scienze di dimostrazione & assolutamente perfetto; ¢id che & acqui-
sito nelle scienze di osservazione & indefinitamente perfettibile e
PEl consegmenza variabile. Gli antichd popoli hanno cominciato g
costriire le basi incroliabili del grandioso edificio; { successivi po-
peli lo hanno innalzato a poco & poco; costruendo con piens sicn-
rezza sull'opera dei predecessori: vi sono stat; pericdi in cui Pedi-
fizio ha progredito rapidissimamente, e vi sono stati periodi, talvolts,
anche lunghissimi, di sosia, ma non maj di Tegresso; ne mal una
pietra collocate stabilmentd al posto e stata gettata via: ed ora I'edi-
ficlo & giunto ad una altezza sublipe, la sua cima superba st perde
nelle nubi, ma non & stato posto e non si porrh mai il coronamento.
Exeelsior, in alto sempre pit in &lto, sempre sicuri che la lima della
critica non potré mai intaccare il pure granito dell’edificio logieo,
con la piena certezza che nessuna nugve conquista sard perduta.

9. Questo privilegio di indistruttibilith assoluta che spebta alle

verita matematiche & conseguenza della loro stessa natura astratta
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e ideale. Tutte | selenze, le matematiche incluse, si fondano spj
fenomeni naturali; ma i sengi Spesso sono fallac, le apparenze tal-
volta INgannano: un perfezionamento negli strumenti d’osssrva.
zione, che equivale g rendere piti squisito ed scuto jl potere dei
sensl, basta talvolts a fur trovare errate le osservazioni preceden-
temente fatte, ¢ quindi a fur crollave le consognenze che da quelie
81 erano logicamen te ricavate.

Ma nel campo della geometria i concett] che 8 ammetiono
come primitivi, le cose di cnj g amimette nota Vesistenza senzg po-
terle definire, le verity che 5i ammettono come indimostrabili sono
le pin semplici, sulle guali nen puo cadere dubbio dj sorta. Le de-
fmizioni e gli assiomi d; Euclide costituiscono per cost dire Ia parte
sperimentale della geometria; ma, si notj bene, gli enti che fanno
oggetto delle ricerche geometriche, non gong gl oggetti reali; 1o
8pazio, 1 corpi geometriei, la superficle, le linee, i punti geometrici
BONO pure astrazioni Immaginate dalla mente dell’'nomo, foggiate
sugh oggetti che e circondano tenendo conto soltanto di aleune
delle loro proprieta,

Lledificio geometrieo non € che la conseguenzs d; quelle pochis-
slme veritd stabilite come primitive, e sussiste fincha sussistono
quelle.

Ora dal punto di vista, Puramente speculativo & indifferente sta.
bilire wn certo numere di postulati, purché non slano contradditorii
e gh uni non signg conseguenza degli altri, |

Dal punto di vista pratico, se le nozioni ammesse come primi-

fare trovars differenze apprezzabili, fra lo spazio qual’e ammesso dai
geometri, e lo spazig qual’e; almeno nei limiti del nostri sensl,
quindi le verit} dimostrate dallg matematica hanno SBmMpre una cor-
rispondenza nej fatli, assoluta o quasi.

« Le verita geom sbriche, dice j] d’Alembert, sono in certa Zuisy
« gl mssintoti delle verity fisiche, ciod il termine &i quale gueste
 possono indefinitamenta APPIOsSImarsi, senza mai arrivarvi esatta-

Per cio poco importa clie non ci sia gy piano perfetto o una so-
perficie sferica perfetta, ma basta che Jo sue proprieta si accostino
tanto pi a quelle dimostrate dalla geometris, quanto meno la super-
fiele considerats differisce da un Plano o da una sfors geometrica.

La matematica ¢ Insomma ad nn tempo la piu ideale fra le
scienze, percha opera su pure astrazioni, e la pig positiva, perchéi
risultati che ottiene hanno piena e perfetts applicazione nellg pratica.

Percio pig che Per ogni altra scienza & utile per essa lo studio
della storia, in quanto che niente di eid che da essa & stato provato
® da rigettarsi, tranne glt spropositi degli individg isolagi,
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10. La matematica, ho detto, & la piL conservatrice di tutte lo
scienze perché non abbandong maj aleuna delle conquiste fatte, per-
ché procede sicura sul sno cammino senza fare passi indietro, perché
Puo avere su questo delle soste ma non delle deviazioni,

Ma e anche la pig ribelle, I'unica che non esita g metiers in
dubbio anche le cose che sem brano pin evidenti ed indiscutibili. Per
quanto la cosa possa sembrare strana e contraddiforia con la ten-
denza conservatrice SOpra accennata, non é per questo meno Vera,
e basterd che io rammenti un fattq per dimostrarlo.

Sebbene le verith ammesse come primitive da Kuclide siano in
numero abbastanza limitato, non era da escluders la. possibilita di
ridurre ancora tale numero. Era quindi naturale che si cercasse di

«i38 due rette in un plano tagliate da una terza formano due angoli
interni conlugati la cui somma non & due angoli retti, esse s'in-.
contrano da quella parte ove la somma suddetta € minore di dye
vetta ». Postulato che s puo trasformare nell'altro: « Dg un punto
di nn piano non si puo condurre pit di una rettq che non incontri
una retta data ».

GT' innumerevoli tentativi di dimostrazione, fatti in venti secoli,
eran tuttl errati o fondat; sull’ammetiere tacitamente qualehe altra
verita a quella equivalente. Ebbene, nella prima meta dello 8COTS0
secolo, vista I'inubilita di tutii ; tentativi, sorse in qualcuno il dab-
bio che quell’agsioma fosse Indimostrabile, e si cercd di fare una
geometriz indipendente da quell’assioma, formulando tutte le 1po-
test logicamente ammissibili, senza teners alenn conte del risultati
dell’esperienza e della Osservazione,

Il Lobatchewsky, il Boliay, il Gauss, mettendosi sg questa via,
provocarono una rivelnzione nel campo tranquillo dei matematic]
ben pitt ardita e profonda d; quella provocata dagli encieiopedigt]
nel 1789,

Parve che si volesse negare l'evidenza, la lnce al sole, che si
stesse per demolire un edificio rimasto incrollabile e intatto all'urto
dei secoli; che si volesse negare la verith di quelle nozioni matema.
tiche che, riunite in un corpo di scienza, avevano quotidianamenta
la conferma della esperienza; ohe avevano non molto prima ricevuto
la pit luminosa, la pru alta conferma della loro eccellenza colla sco-
perta di an astro, Nettuno, fatty g tavolino col ealeolo dal T.e Ver-
rier (1846), e confermats, po1 colla piti grande esattezza dal telescopio.

S1 grido, e parve giustamente, alla profanazione, al sacrilegio:
Ebbene il resultato della grande rivoluzione fu che le tpe 1 potest
che si potevano fare gul)’ argomento portavano a tre diverse geo-
metrie, che furono dette ellittica, iperbolica e parabolica, I'nltima

delle quali era quella di Euclide; che queste tre geometrie erano
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egualments giuste o rigorose dal punto di vists astratio e specn-
lativo; che anche dall’aspetto pratico niente puo antorizzarei g
dire che il nostro SPRzZIo sia costruito secondo le leggi dell’'una o

! ire spazi Euclideo & non Euclidei, s tomportano nello stessp modo,
precisamente come Sopra una sferg dj raggio grandissimo Je pro-
prietid delle fignre appartenent; ad un elemento d; superficie gj
POSSOno considerare come Identiche alle proprieta del piano. Infine

ragione che era indimostrabils,

Cosi T ardita mnovazione, 1’idea rjvnluzinnaria, lungi dal di-

gplorate, nelle quali gli ardit ricercatori si slanciarono animosi, e
Yaccolsero messe abbondante dj scoperte e di gloria,

Prova di una aepts e sapiente critica, e ordinando con cura cjg
che Fuclide o ; geomelr: enelide; ammettono esplicitamentes come
NOZIone primitiva e c10 che tacitamente alnmettono, eercarono dj
stabilire sistemi g; postulati da sostitnire 5 quello di Enclide.

Comungne sia, sba in fatto che la temuta rivoluzione ha cop-
solidato Je fondaments de] grande edificip geomsetrico, ed hg per-
Messo di perfezionarlo ip qualche, parte : sta in fatto che mentra
la matematics 2 la scienza per eccellenza ohe non kg bisogno del-
Faiuto delle alipe. che me bisogni pitt modest; © nel pin elevat
della vitq serve g risolvere la Pt sempliei e e plti elevate Que-
sbioni, che & dj ausilio prezioso alla altre seienze, tanto che gueste
(secondo Leonardo da Vinei) non diventano scienza se non in quanto
diventan matematica, hg portato anche la mente dell'nomo & spa-
zlare nel campo del Soprasensibile, g indagare e investigare spazi
che 8fuggonc ai nostr sefisl, appagandp quella sete innata d’ideale
che ha Sempre affaticato j] genere umano,

12. Senza “ecorgermene ho an poco deviato dall’argomento che
mi ero Proposto dj dimostrare, che ¢jon Matilitd dello studio della
storia per Ia geometria @ ancora Plu grande che per e altre sclenze,
perché tutto quellq che ¢ stato conquistato &, e restersy sexpre vero,
mentre le altre seienze gon soggette per la loro natura & modifica-
zloni a trasformazioni radicali, e talvolia anche g distruggere inte-
famente in un’ety tnttg Popera di un’ety precedente.
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13. N& & da credersi che lo studio della storia dells matematica
Serva unicamente a conoscers il passato, sia una escursione in ung
regions morta, ove non germoglia un fiore, ove non g puo raceo-
gliere un seme vitale per Pavyenire, Talvolta, fra le ingiallite pa-

silio dei moderni mezz; g Iicerca, ben piti potenti d quelll di
qualche secolo fa, puo dare ingperati fratti, e forse schinder nuove
vie agli arditi ricercatori del vero,

Le ricostruzioni fatie da Vieta, F ermat, Simson, Chusles... di
antiche opere classiche perdate, come i famos; Porigmi d FEuclide,
dei quali soltanto Pappo da notizie concise e Incompiute, 8s non
corrispondono alla realts storiea, sono opere originali di valore,

Ma Pesempio pit notevole & dato dalla costruzione dei fonda-
ment1 della moderna geometria proietbiva, raccogliendo, ordinando
€ complendo delle Proposizioni sparse in un’opera di uno serit-
tore del 1V secolo, le collezioni matematiche dj Pappo. T1 teorema
del birapporio costante delle sezioni prodotte da una refta gua-
lunque in quattro rette g; nn faseio fu scoperto nells collezioni sud-
dette da Chasles, il quale chiama tals funzione rapporio o funzione
anarmonica.

« La nozione di fanzione anarmoniea (cosi egli dice) (*) ei sembra
« di natura tale da apportare una grande semplificazione in molte
« teorie geometricha » Egli non si era mgannato, anzi i rismitati
superarono le sue Previsioni, poiché Ia geometria, che dopo la sco-
perta della geometria analitica fatta da Cartesio nel 1635, pareva
diventata schiaya dell’analisi, che sembrava incapace di muovere
Un passo Innanzi senza Vausilio di questa, acquistd nuovo vigore
per 1 concetti gia vecchi di quindiei secoli almeno, rimessi all’onore
del giorno per opera di Chasles ed altri sommi, e mostrd come le
pure considerazioni geometriche Possano competere in semplicita,
rapidity ed eleganza, colle concezioni dell’analisi & in qualche easo
superarle,

Da questo eSemp1o, sebbene notevolissimo, non bisogna saltare
alle esagerazioni dj aleuni, i quali vogliono trovare nell’antichity i
germi di tutte Je scoperte. Non si pub dire che Archimede sia 1'in-
ventore del caleolo integrale, perchs fecs 1a quadratura del sepmento
parabolico, e risolvette alty; pfoblemi che, dati i mezzi di ouj egli
disponeva, presentavano difficolta straordinarie, né che Erone inven-
tasse la macchina a vapore, ecc.

14. Ed ora, dopo aver parlato della utilits dellg storia delle mate-
matiche in generale, consentite che dicg, ancora qualohe parola sulla
importanzsa di tale studic per 1 giovani che, uscendo dall’ Universita,

(V) CrAsLEs, Aperen hisiorigue gy Vovdgring ef 22 deveionpeniants dea Mm&thodes en Gé’mzfrrie,p- 35,
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dovranno dedicare la loro attivita, il loro ingegno, all'insegnamento
della matematica nelle senole secondarie, insegnamento cosi importante
per la gran moltitudine dei cittadini colti e quindi per la nazione.

Lillustre Poincard, in una conferenza tenuta nella scorsa prima-
vera al Museo pedagogico di Parigi, (*) ha messo il dito sopra una
plaga dall’insegnamen to.

« Uome va, egli disse, che tanti spiriti si rifintano a compren-
dere le matematiche ? Non vi & in eid qualche cosa di paradossale ?
Uome, ecco una scienza che non fa appello altro che ai prineipii
fondamentali della logica, al principio di contradizione, per esempio,
a c10 che fa per cosi dire lo scheletro del mostro intendimento, =
¢i0.di oui non ei potremmo spogliare senza eessare di pensare, e vi
sono delle persone che la trovano oscura! ed anche sono in magelo-
ranza ! Che essi sieno ineapaci di inventare, passi; ma che essi
non comprendaune le dimostrazioni che vengono loro esposte, che
ess1 vestino ciechi quando noi presentlamo loro una luce, che ¢i
sembra brillare d'un puro splendore, & una cosa che ha assoluta-
ments del prodigioso.

« I tuttavia non occorre avere una grande esperienza di esami
per sapere che questi ciechi non sono esseri straordinari? In eid sta
un problema che non & agevole risolvere ma che deve Impensierire
tutti coloro che si votano all’ insepnamento. »

E sn questo problema I'illustre professore francese econ mirabile
acnme, originalita e profondita di vedute e, soprattutio con molto
senso pratico, discute nella sna bella conferenza, che dovrebbe esser
letta e meditata da quanti insegnano o si accingono a diventare
1ngegnanti.

E alla discussione sulle linee generali del problema egli fa ge-
guire delle proposte concrete sul modo d’insegnare le varie parti
delle matematiche a seconda dei diversi gradl d’ istruzione.

Non & qui il tempo e il lnogo per riferire queste proposte con-
crets, & nemmeno per riassumerc le considerazioni d'indole generale,
ma ml sembra che si possa premere il sugo di tali concetti in que-
gta, formnla,

La pretesa eccessiva difficolti degh studi matematici, e il con-
seguente orrore che i pitt banno per essi derivano de una sola causa;
la difficolta che trovano la maggior parte degli insegnanti a porsi
al livello dei loro scolari, in modo da sviloppare le facolts intellet-
tuali del giovani, varie secondo le ety e Ie circostanze ; nel mon
sapere approfittare opportunamente nei diversi gradi d’ istruzione
o delle facolth d'intuizione o delle facoltd logiche che predominano
a volta a volta.

(1) Poiwvaws, Les définitions géndrales en muthématigues, * L'Enseignement matbématique ,.
V1 Annge, p. 257.
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Nelle prima eta il fanciullo possiede principalmente la facoltd
d’intuizione. La sua mente acquista idee e cognizioni per mezzo del-
'osservazione, per mezzo delle sensazioni che producon gli oggetti
esterni,

Procedendo negli anni, cominciano a svilupparsi anche le facolts
logiche, per mezzo delle quali il glovane, fatto pitt maturo, desidera
conoscere 1 legami e la dipendenza fra i vari fatti.

B similmente nella formazione o nello sviluppo di una scienza
vi sono due stadi, nel primo dei quali prevale I’intuizione, nel
secondo la logica. Nel primo si forma, per cosi dive, lo scheletro
dell’edificio e si procede arditamente senza guardare a troppe sot-
tigliezze; nel secondo si riprende in esame il gia fatto, si consoli-
dano si rafforzano i fondamenti e le varie parti; nel primo si lavora
coll’ascia, nel secondo col cesello.

L’ insegnamento matematico nelle scuole secondarie, oltre che
preparazione per i pochi che seguiranno gl studi della facolta ma-
tematica, dovrebbe avers per tutti I'ufficio altamente pedagogico
ed educativo di coltivare e sviluppare quelle facolta logriche e d'in-
tnizione, cni ho accennato sopra, e che sono egualmente importanti;
le prime servono in certa guisa a rendere atti a conoscere e le varie
maglie di una catena sono egualmente solide e ben saldate; le se-
conde servono a fare scorgere da lungi la méta e & scoprire la via
piu adatta per raggiungerla,

Mi piace riportare un paragone dello stesso Poincaré nella citata
conferenza.

La nozione intnitiva & 'armatura, la centina su cui poggia un
arco, la nozione logica, & I'arco stesso. Una volta costraito o con-
solidato Varco, si pud togliere 1a centina, e quello rimane saldo e
inerollabile. Cosi costruito Pedifizio logico si puo non tener pin
conto di quello che & frutto della intuizione. Ma come non si Tieses
a costrmire 'arco senza appoggio della centina, non si riesce a fare
entrare nelle menti dei giovanetti una scienza puramente logica
senza 1l substrato della nozione intnitiva.

Ora avviene fatalmente che il giovane che dagl alti fastigi dei
corsi universitarl viene precipitato al modesto ufficio g’ Insegnare
le matematiche ai giovanetti dei licei ed istituti teenici, o peggio
ancora del ginnasio o deila scuola tecnica, malamente s piega a
rimunziare a guelle tendenZ® che somo state il sno pane quotidiano,
& rinunziare ad un poco di quell’esattezza che si richiede nes cOTs]
superiori, a nascondere insomma un poco di quello che sa, e che
per la sua mente evoluta ed affinata dal lungo studio, sembra cosl
semplice e chiaro, e che per i ragazzi & inveee oseuro e difficile,
precisamente come una luce troppo viva abbarbaglia gli oechi di
chi esce improvvisamente dalla oscariti,.
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L'adattare la propria energis, il proprio sapere, all’ ngegnamento
secondario ¢ insomma un’arte assai difficile, che ordinariamente non
s acquista che con lunga pratics.

fibbene lo studio della storia deila matematica contribuisce senza,
dubbio ad acqnistare tale arte.

Il Leibnitz paragono 'umanita ad un individao che impara sem-
pre, ogni generazione assimilando rapidamente le eognizioni delle
generazioni che la precedettero; la conoscenza delle varie metamor-
fosi della scienza matematica lungo il suo bimillenare svilnppo, della
dipendenza fra le successive scoperte; il conoscers con quanta len-
tezza queste in generale si svolsero, quali furono i passi pin diffi-
cili a superare, costituiscono senza dubbio una preziosa seuola di
pedagogia matematica.

5. E tempo di raccoghere le vele e concluders,

Da quanto ho detto eredo risulti suilicientemente dimostrato che,
8@ € necessario per tutti avere delle nozioni di storia generale, se
per 1 cultori di una data scienza & necessario conoscere la storia di
questa, tale necessitd ¢ maggiore pel matematici ; che le ricerche
storiche non solo servono ad appagare l'innato desiderio di sapere,
™ma possono anche servire a rintracciare e mettere in lIuce, come
giolelli preziosi, veritd dimenticate o capacl di schindere nuovi
orizzonti ai ricercatori; che la conoscenza della storia delle matema-
tiche put giovare ai giovani per diventare buoni msegnanti di scuole
secondarie,

Le dotta Germania ed il Belgio hanno prime dato al mondo
l'esempio del rinnovato enlto per gli studi storici scientifici; la gio-
vane America con quell’ardimento e slancio che mette m tuite le
cose le ha seguite nell’arringo; in tutti i paest civili 8i & cominciato
& seguirne 'esempio. Anche in Italia abbiamo valorosi cultori delle
diseipline storiche, come il Loria, il Favaro, il Vailati che fece a
Torino un corso di storia dells meccanica, I"Amodeo ed altri. Bd &
gusto, & bello che cio sia, poiche gli Italiani possono con legittimo
orgogho volger Pocchio al passato scientifico del nostro paese non
neno che al passato artistico e letterario.

Sembra quasi che a compenso delle sventnre e dei dolori che
hanno afflitto il hel paese nelle sne varie vicende politiche e sociali
attraverso i secoli, il genio italico dovesse brillare al disopra di tutti
gl oppressori che hanno snccessivamente dilaniate le sue terre; che
mentre gh altri popoli hanno avuto varie vicende di grandezza e di
decadenza, il nostro paese avesse la sorte d; occupare sempre nel campo
1ntellettuale uno dei posti pin belli fino dalla pitt remota antichita.

Non stard qui ad ennmerars le antiche glorie scientifiche del-
I'Italia, ma permetietemi di accennare fuggevolmente ad alcuni
fatti pit salienti.
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La scnola pitagorica, che nel TV secolo a. C. tenne il primato nel
mondo, svolse la sua azione specialmente a Crotone ed a Taranto.

Il III secoio a. C., che fa ginstamente detto il secolo d’ oro
della seienza, rifulse di wno splendore che non fo mai superato nei
secoll suceessivi, specialmente per merito della gloriosa triade: En-
chde, Archimede, Apollonio, ed il pin geniale di quei tre grandi,
Archimede, fu italiano.

E guando in mezzo alla prosperita dei liberi comuni I’ Italis fu

tutto un Maggio, quando Ie repubbliche marittime si proposero di
costruire ronumenti che potessero emulare gli antichi: e sorsero
dovunque quei poemi di marmo che sono le vecchie cattedrali:
all’'alba del secolo in cui Arnolfo di Lapo dotava Firenze dei plil
splendidi edifizi di cni va ginstamente altera ; in cui Cimabue e
Glotto facevano risorgere la pittura e Nicola Pisano la sculturs ;
all'alba del secole in eni il Notaio e fra Guittone d’Arezzo o
fra Jacopone da Todi e il Ginicelli e I Cavaleanti serigsero i primi
vers: Ibaliani; all’alba del secolo che dette la luce al padre Dante,
al fondatore del dolce stil noro; nel 1202 un modesto mercante pi-
sano Leonardo Fibonacei pubblicava il suo leber abaei, col quule
s mtrodussero in Europa la serittura dei numeri in cifre arabe, o
le cognizioni di aritmetica o algebra che si erano svolte nelle seuole
arabe e indiane nei secoli in euj I’ Kuropa era avvolta nelle piu
folte tenebre dell’ ignoranza. L'opere di Fibonacei schiusero alla
scienza la via maestra dell'algebra alla quale nei secoli successivi
altrl ifaltani, come il Pacioli, il Maurolico, il Ferrari, il Cardani,
il Tartaglia, il Ferro, il Benedetti ed altri fecero fare notevoli pro-
gressi,
Eppure in ricompensa dei segnalati servigi resi da Leonardo
alla scienza, i contemporanei di luj gh applicarono il nomignolo
di bighellone, forse perché. assorhito dagli stndi, egli non aveva
tempo, ne vogha, né attitudine per dedicarsi al commercio !

i nel secol d’oro dell’arte, detto anche secolo dj Lieone X, in
mezzo ad nna plsiade di artisti somrl, quali il Buonarroti ed il
Sanzio, di poeti come I'Ariosto, di pensatori come Nicold Machia-
velll, rifulse di straordinaric splendore la gloria di Leonardo da
Vinei, il quale non solo emuld i snof grandi contemporaneai nells
pittura, nella scultura, nell’architettura, ma fu anche Tusico, geo-
metra, filosofo insigne, restagratore della scienza e dellg filosofia.
Narra il Vasari che egh fu il pin forte e il pii bello dei suoi
contemporanei; e sebbene le sae opere siano disordinate e in gran
parte perdute, si sa che applich la sna vastissima mente a tatts le
piu svariate guestioni scientifiche eolla massima originalita, e pro-
fonditd di vedute,

Ed il giorno in euj Michelangiolo morive nasceva Galileo, che
sgombrd primo le vie del firmamento a Newton, ed il cui spirito
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veglia ancora come genio tutelare su questo tempio della scienza ;
sulla nostra gloriosa Universita.

Ed anche quando Descartes colla scoperta della geometria anali-
tica e Newton e Leibnitz colla scoperta del caleolo assicurarono ad
altri paesi 1l primato della sclenza matematica, 1' Italia pure ebbe
una pleiade di precursori e di continuatori e perfezionatorl che non

glova qul nominare,
Il secolo testé chiuso e che ha fatlo tanto progredire la teorie

matematiche, pur tacendo di tanti llustri viventi, pud vantare nomi
come quelli di Brioschi, Beltrami, Betti, Cremona, che lasciarono
tracele luminose del lorp ingegno e della loro dottrina.

16. Incoraggiato dal comsiglio di autorevoli membri deile facolts,
inizio questo corso nel quale mi propongo di esporre una specie
di sommario della storia della geometria in relazione con gli altri
raml delle matematiche. Lo scopo principale che procurerd di rag-
giungere & quello di far conoscere lo stato delle cognizioni geome-
triche nelle varie eta, 1l snccessivo sviluppo delle medesime, di fare
mmsomma la storia delle idee pintiosto che delle persoue.

Non mi dissimulo la gravita del compito che ho liberamente
assunto, ed ignoro se le mie forze saranno sufficienti a sostenerlo;
ma confido che il desiderio, in me vivissimo, di far cosa untile a voi,
o giovani, che siete 'avvenire e la speranza, vi renda benevoli verso
chi si propone di evoecars dinanzi alla vostra mente le glorie del
passato.

In questa fiducia invio il mio saluto augurale a voi, o giovani,
ed a1 vostri illustri maestri, alecuni der quali, e ne sono superbo,
farono pure i miei. '

(+. LiAzzERI.

TEORIA DEI NUMERI COMPLESSI AD N UNITA

(Continuaz. € fine, v. fase. pree.)

§ 2. — SisTEMI CON UNA MOLTIPLICAZIONE ASSOCIATIVA.

10. Proprieta generali di questi sistemi.
La moltiplicazione nel modo generale col quale & stata definifa

(n. 7) non & n& associativa, nd commutativa. Una moltiplicazione la 8
quale gode della proprieta ecommutativa & anche associativa, ma una ant
moltiplicazione asgociativa pud non essere commutativa. Volendo
dunque conservare un po’ di generalita bisognerk cominciare lo studio -,;,;
di quei sistemi che ammettono una moltiplicazione associativa. PG
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Irorest I — I sistema amimelle una moltiplicazione associativa.

Per questo oecorre & basta cle siano associativi prodotti delle
nnita, e percid, come & skato detto al 'n. 7, il processo della moltipli-
cazione deve essere definito in maniera che sussistano le relaziont

= s O
5PAR =R )@@ (8,8=1,2 .. 1)
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o, v

Quando si tratii di un sistema di numeri complessi, che ammette
una molbiplieazione associativa, i teoremi sopra 1 moduli della moltipli-
cnzione, dati al n, %, possono invertirsi. Si ha ¢osl il seguente teo-
remi. :

TeorEMA. — Ogni sisterna di numeri complessi, che ammelte una
molliplicazione associativg e una diwvisione posteriore (anteriore), possiede
atmeno un modulo anteriore (posteriore) della moltiplicazione.

Infatti, se il sistema ammetle la divisione posferiore, esiste un
numero b del sistema tale che sjn A(6)==0. Allora esiste ano e un
sol numero ¢ tale che sia

b.e=5.
Se @ & un numero arbitrario del sistema, si ponga
y=ce.a.
Per la sopposta legge associativa si ha
b.y=5.[e.n}={b.e}.u=b.u.

Ma, essendo A'(B) == 0, 'equazione

by=b.a
ammette una sola radice, che 3
y=-ﬂ [

Si ha dangne, qualungue sia ¢,

R—=¢e.q

@ pero il nnmero ¢ & nn modulg anteriore della moltiplicazione.

- CoroLLario, — Un sistema che ammette una moltiplicazione associa-
tiva ¢ non possiede un mouulo anteriore (posteriore) della moltiplicazione,
non puo ammeltere una divisione posteriore (anteriore).

Il. Elevazione a potenza.

Derisiziove XI. — Se w1 & un numero intero positivo, maggiore
dell’unith, ed ¢ un numerc complesso qualunque, si dirg potenza e
di @, e si indichera con @™, 1l predotto di m numeri uguali ad a.

Per convenzione - '
a=g.

Se a appartiene ad un sistema con moltiplicazione associativa,
sussisteranno le dpe proprieti

ﬂm_ﬂ]:':ﬂm'{"“’ (1)
(@) = amu (2)

dove tanto m che n sono numeri interi positivi diversi da Zero.
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H importantissimo il seguente teoremas:
TeoreMa — Ogni nuwmero x di un sistema con n unité con molti-

plicazione associatica soddisfa ad una equazione algebrice a coefficienti
reali di grado non superiore ad n--1.

Sia
_ &= Elel Eﬂfﬂ _I_ . + Engn .
€ poniamo :

rz'—gnﬁ_l—&refgﬂl' ---+En1£:u (?'zl,g....ﬂ]; (3]
saranno le £, funzioui intere di E, | B, . « ey By, 1 eu coefficienti sono
funzioni intere dei numeri 1, che compaiono nella definizione della
moltiplicazione (n. 7, def. VIII «)).

Consideriamo il determinante del sistema (3)

o= l &n | '
il gquale & una funzione intera delle coordinate di % EraEe = o5 Bar
Se & mnon é identicamenie nullo, esisterk un numero g del sistema per
11 guale E non & nullo, e allora per mezzo del sistema (3) le unita e
poi con esse tubtl i numeri del sistema si esprimono per le potenze

gy O™

In particolare

. g =g 1 asg®+ . .. | ang®.
Se invece E & identicamente nnllo, la coesistenza dell’equazioni (3)
porta con sé una relazione lineare omogenea ira le polenze z, 2%, 2"

della forma
Buz® - B . ..~ Bar =0,

nella quale non tutte le B possono essere identicamente nulle, tranne
che z non s1a eguale a zero, cid che escludiamo.

In generale ogni numere z del sistema soddisfa ad una equazione
della forma.

Fox™ L ™ - | |, + Gm-12* + Pz =0 (1<m=<mn), (4)
dove ©o, @i,..., 2, sono funzioni intere di iy 82400 Em € o NON &
identicainente nollg,

Derintzione X1I. — L'equazione di grado minimo cui seddisfa un
numere x sceilo arbitrariamente nel sistema si eliama Vequazione
caratieristica del sisteina (ScHEFFERS) € 1] suo grado il grads (ScHEFFERS)
0 1l rango (Movien) del sistema,

§ 3. — Corpr AssoOIATIVI.

12. Proprieta generali.

1l procedimento della moltiplicazione pud essere definito in maniera
che nessuno dei determinanti della divisione A(2), A'(h) (n. 8) sia iden-
ficamente nullo. In ta) Cas0, come sappiamo, si dira che il sistema
ammette la divisione bilaterale. Noi d’ora innanzi supporremo che il
sistema goda anche dj quesia proprieta:

5
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Un tal sistema lo diremo un corpo di numeri complessi (DepERIND),
e diremo per breviti ¢orpo associativo un corpo di numeri complessi
con moltiplicazione nssociativa.

Teorema I. — In un corpo associativo di numers complessi esiste
sempre un modulo wunico delin moltiplicazione, ciod uno ed un solo ny-
mero ¢, che & nel tempo stesso modalo anteriore e modalo posteriore
della moltiplicazione. Cio segue senz’altro dal teor. del n. 10 e dal
teor. IT del 1, 9.

Wuesto modulo pud assumersi come unjty del sistema. Infatt; posto

3251£1+E;&;+...—!—Enﬂn,

¢ Ion pud avere le coordinate tutte nmlle, tranne ehe il eorpo non
sia formato dal solo Humero zero, eiv che escludiamo per semplicita;
€ pero una coordinnta almeno, per es, €n, 821a diversa da zero. Potremo
allorg prendere come nuove nmta | numeri €, €2 €3...6,;, perche il
determinante della trasformazione risulta evidentemente diversg da
zero. Fra i nomeri dej COTPL Vi 8010 i nnmer ae, dove o & un numero
reale qualunque. Qnesti nomer: formano di per sé& un corpo, il quale
non differisee dal eorpo dei nomeri reali, tranne che in esso I" unita,
anziché essere rappresentata con 1, 3 rappresentata con . Noj pos-
SIAMO percid, senza ledere la generalits del ecampo, rappresentare
con 1 il module € € potremo, in base gz questa convenzione, con-

cludere:

TroreMa 111, — Iy Corpo associativo del primp ordine coincide col
corpo 1reale.

Un nomero complesso @ di up corpo associative sard d’orn innanzi
indicato sotto Ja forma

U=y}~ atyey - 2ge, = INEERS S T

B rhiare pei che i HUMEro 24 pud anche considerarsi come 1l
prodotio del numero reale ¢ per il numero a@, quindi, rendendosi ormaj
mutile la distinzione tra coetficiente ¢ fattore, pud soppriunersi il punto
come segno dellg moltiplicazione o scrivere ab in logo di «. 2.

TeoreMa IV, — puss un numero complesso a, per il quale tanto
A(a) quanto A'(n) sono diversi da 2ero, esiste uno-ed un solo numero che
moltiplicato tanto a destra che @ sinistra di a dy wn prodotio uguale
alli'uniia reale.

Infatti, essendo tanto Afa) che A'fa) divers da zero, esistono due
numeri ¢’ e a, tali che sja

ae =] ama=];

moltiplicando ambo i membri della seconda a destra per a’, si ha, per

Ia prima uguaghanza,
th =—=q |,

-
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Deriviziong XIII. — Il numero complesso, ¢che moltiplicato sia
a destra che a simistra di ¢ da un prodotio ngnale all'unitia reale,
dicesi l'inverso o il reciproco di a.

Esso s1 denota eon o~

Convenendo di porre

=i, o >=(a"?)", (n intero) (3)
Ie proprieta (1), (2) dell’elevazione & potenza (n. 11) facilmente si esten-

dono al caso di esponeuti interi, nulli o negativi.
Facilmente si dimostra la proprieta
(abe)y = c¢6a™,
cioe che Uinzerso di un prodotio @i numeri, ciascuno dei gunali ammette
il proprio inverso, & uguale al prodotio degli inversi dei singoli fattori
Scrafii in senso inrerso.

§ 4. — CORPI HANKELIANI.

13. Divisori dello zero.

In un eorpo assoeciativo, i determinanti della divisione A(b), A'(b),
pur nen essendo identicamente nulli, possono annullarsi per speciali
numeri del sistema, e certamente si annullano per $=0. B imporiante
notare che un numero b, che annulla uno dei determinanti, annalla
anclie I'altro. Se & =10, il teorema & evidente, sia dunque & un nu-
mero diverso da zero e sia A(d)=0.

Tisisteranno infiniti numeri z diversi da zero tali che sia

zb=1, {1)
giacehe 11 sistema (3) nelle coordinate di z & un sistema lineare omo-
geneo col delerminante uwgnale a zero.

Se fosse A'(d)==0, si potrebbe trovare un numero y che soddisfi
I'equazione

yh=1.

Moltipheando a sinistra per x si avrebbe in virti di (1),

==
che & assurdo. Dunque & anche A’(d)=0.

Derivizione XIV. — Un numero appartenente ad un corpo asso-
ciativo che rende nullo uno, e guindi I'altro, dei determinanti della
divisione si chiama un divisore dello zero (WEIERSTRASS).

Un eorpo associativo ammette per lo meno un divisore dello zero,
ciod lo stesso zero. |

14. Corpi hankeliani.

Derivizione XV. — Un corpo associativo che non ammette divi-
sorl dello zero, oltre lo zere, lo diremo un corpo hankeliano,

I corpo dei numeri reali e il corpo dei numeri complessi ordinari
sono corpi hankeliani.
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Pei corpi hankeliani vale il seguente teorema generale, assai im-
peoriante.

TrorREMA. — I/ rango di un. corpo hankeliano d'ordine n & al mas.
simo uguale @ 2; in altri termini, un numero X, che non sia reale, appar-
ienente ad un corpo hankeliano & ordine n, verifica una eguazione di
2" grado a coefficienti reals.

St ha che ogni numero z diverso da zero é radice di una cerla
equazione di grado m, a coefficienti real; (n. 11, teor.):

Por™ " = @™ -, - g =0,

E poiche z & diverso da zero e appartiene ad un corpo hankeliano,
s&ra anche

Gox™ 4 @™ - ., g =) (1)
Si consideri il polinomio di variabile reale ¢
F(8) = @o§™ 4 @, 5mt |- | + P - (2)

Si sa dal teorema fondamentale dell’algebra, che esso uguale a
un prodotto di fattori reali del primo o del secondo grado:

—k | k i
F(E} =:-r=]]1 (E = !'Ir)'ur -.I_Il [(E i ﬁﬂ]ﬂ + Tuz]h, £§1PT +l'§1 Ve =— ﬂl} (3)
dove le v sono numeri reali diversi da zero.
Possiamo sostituire, tanto nel primo che nel secondo membro, z

a £, perchd infatti il primo membro divenita il polinomio

PoT™ = rz™ " - L L - oo,
e il secondo membro, quando si pensi che le potenze di 2 si molti-
plicane con la medesima regola che le potenze del numero reale E
[n. 11, (1)], e 1a moltiplicazione di un numero complesso per numeri

reall 8 commutativa e associativa, risultera identico al detto polino-
mio. Ma d’altra parte esso & mullo per la (1), quindi si avra anche

ﬁk(I — ot Jr E][[ﬂ! —8)* 1" 1= 0.

r—1

Ma in un corpo hankeliano un prodotto non pud esser niullo, se
non & nullo uno dei fattori, dungue 22, se non ® reale, deve anunullare

uno dei fattori del secondo grado:
E—8)'+1'=0, (y==0) (4)

Cosi il teorema resta dimostrato. '

Se ne deduce il ’

CoroLnLario. — In un corpo hankeliano le units (diverse dallunits
reale) possono essere scelle in mantera che 1 lovo quadrati siano uwguali
e —1.

Si ponga

_]__'EI y ¥
Y '

la (4) diviene
(ox +1f=—1, (o==0) (5)
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e e
Pon Tk L

Dovendo ogni numero x non reale del sistema verificare una equa-

- e e b
e ot el - g i In
5 L

zione di questa forma, per ogni unila e si avra una equazione della / H 1
forma e
(Ortr +1f'=—1, ("=0) (r=1,...,n—1) (6) Gas

Ponendo dungue fd

Wy = G:6r -+ Tr, r=12,...,n—1) (7) 1

e notando che, essendo le o, diverse da zero, il delerminante della
trasformazione & diverso da zero, potremo prendere come nuove uniti
le ur, che per Ja (6) godono della proprieta

n'=—1, (r=1,2,....,.n—1) (8)

15. Caso n=2. Per =2, posto u, —1i, si ha i*—1, e si ottiene
1l corpo dei numeri complessi ordinari. Esso, com’d nofo, possiede una
moltiplicazione, oltre che associativa, anche commutativa, ¢ tranne

lo zero non possiede altvi divisori dello zero.
Dunque:

TeoreMa. — Olire il corpo dei numeri complessi ordinari non v @
altro corpe hankeliano a due unita.

16. Caso n > 2.

Posto

A !
LY
= :"_"'_...'u

r=a:~+u,, (r==s)

non pud la semma w. -+, essere reale, altrimenti le unita sarehbero e
dipendenti linearmente. Epperd we — u, soddisferi nna equezione del i

7] 4);
W (te =+ 01" — 23 (0 4 1) -+ p* - y2 =0, (9)

e analogamente

(r —2e)® — 25" (e — 1) - B* 4+ y*=0. {10)
Ora si ha per (8):

(1t - u)* =— 2 4+ (u.n, Waldy)
(1, — ) = — 2 — (w215 uqtey) .
Addizionando e tenendo presente (9) e (10), si ha
2B +R) 2B — ) ue =By -y =4,
Ora questa relazione non puo sussistere, per 'indipendenza lineare
delle unita, se non guando sin

B+E=0, B—F=0, 51ty —d=0
p=F=0, 1" 4yr—14.
Non potendo né v, nd v’ essere nulli, sari
0<y?*<4, 0<vyv*<4. (12)
Intanto Ia (9) diventa
(v + wa)® - 12 =0
e quindi la 1* delle (11) fornisce

Uelhs = Uslly = & — ¥

(11)

Cl08
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Per la 14 delle (12),

2—Y* & in valore assoluto minoye di 2, guindi
81 pud porre:

Uelly ~- Uty = v, (r=s, r,s=1, 2y00eyn—1) (13}
con
Yos < 4, (14)
Ed ora poniamo
D=y ¥e= gy 4+ B, (r=2,3,...,n—1)

dove i 2n—4 coefficient ry Br restano

Per assumere Je » COmMe nuove unitd oceorre eseguire questa deter-

minazione in modo che le £ risultino diverse da zZero.
Intanto si ha per Ia (8):

ﬂrE -~ (ITHI + Br "r)i ——— (ﬂr! ‘I‘ Brﬂj + &r
e per la (13)

ancora a determinarsi.

g (e~ wny),
'I'rz _—— (EI:“ “,_ BIE) + ﬁrﬁr‘ﬁr .
Poi in virtu della stessa (18)

R [
LS " + Uyty = E‘11' '_I_ Frar s

E possibile determinare ¢r @ B In

modo che sia
rr=—1 )
e - ey — 0§ (1)

Infatti, se vy, = 0, s soddisfa 2 queste condizioni prendendo

IL'-5'-7'1'__—07 }er=_'—"_]-:

col che risulterd ¢, — =+ U-; 88 Invece & Yy == 0, si obtengono per la
delerminazione di «, e f- le dae equazioni

=== (Hr= + ﬁrH) + ﬂrﬁr-fl_r !

=== BTT re
La seconda di 1
24,
| y =
per 1l che la 14 diviene
. 4
f{«r_ (1 o E) — — ]
i11r

Ora essendo y,.*<< 4, quest’ultima fornisce due valori readl diversi
da zero per z,. ai quali corrisponderanno valor; realt diversi da zero
peér Br. Possono dunque scegliersi nel supposto corpo hankeliano come
unitd 1 numeri Py ¥ . ¥y, colle propriefa (15)

Intanto essendo »

Ol = — Uyl

8l giunge alla conclusione notevolissima, segnalata dg HaNgEL;

TEorEMA. — Ty corpo hankeliano a pitc di due unita non PUO Pos-
dere una moltiplicazione commutativa.
In altri termini:

Se un corpe associative a pite di due un

#a ammetlte una mollivlica-
zione comnutativa possiede divisori dellp »

ero (oltre lo zero),

|
.
{1
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I17. Caso » — 3.
Sia m=3, e si ponga

Uil = Eu I Elﬂl ‘!‘ E:E'.ﬂr

con le definizioni

'!?1E=—1, 1?35:—"'1, U1t = — Toly .

S1 ha

(7172) 23 = (B - Evvs + Ea) 0 = Eovs + &1 (o + Eutn - Eut) — B =
= (E:&o — o) 4+ &% - (B0 Eifo) v .

Ma per la legge associativa
(2109) 12 = 01 (051) = — 0

€ perd le £ devono verificare le seguenti condizioni
Elgﬂ Eﬂ_or 515-___"-_1: ‘EU_I_'EJ-EE:G'

Ma la seconda & inammissibile perché £; dev'essere reale, dunque:
TeorEMA. — Non esistono corpi hankeliani con 3 unita.

18. Caso n > 3.

Sia > 3. Fra le unita ¢y, ra,... y ¥a_y iniereedono le relazioni

rf=—1 (r=1,2,....0—1) (1)
Wor=—0uty (r=2,3,...,0—1) (2)
VW - s == Y (r==8; r,s=23,...,n—1) (3)
dove &
St Yrs < 4. (4)
Pomamo
‘-3'121‘1, 'fg=ﬁg, i"r=£1rﬂg+ﬁrt‘r (r=3,...,ﬂ—~l).

Restano ancora a determinarsi le “r e e, € poiche le 14,,4s,...%._,
devono prendersi come nuove unita, questa determinazione deve farsi
1 guisa che le Br risultino diverse da zero.

St noti dapprima che accanto alla relazione

) 411 “f" gty = Uit —[—‘ oty = () [:.3
sl ha per # = 2,
by + $:31 =" (Erﬂg _]_ Br!fr) _I_ (ﬂr'ﬂﬁ + lH:rFr} 1 —
e = &y (#12s | vaty) -+ Br (Ba2y - vl ),
e quindi per le (2)

iy~ Gty = () (r=38,4,...,n— 1). (6)
Ora intanto si ba, per »> 2,
£ == (*‘-‘-‘-r'l*'s + Br"-*"r]E —— (ﬁrn iera] i 5-'1'[3"“ ar
talr _I— trdg = o (Elﬂ?g + ﬁrﬂi) + (!Irl?a + ﬁrFE) tr— — 2otr + BrTE,r y

e ragionando in modo analogo che al n. 14, possono determinarsi va-
lori reali di o, o valori reali diversi da zero di B, in maniera che
siano soddisfatte le relazioni

=1, igiy - i3 = 0,
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|

1
: Rt |
Intanto per » > 2 si ha |
}_'.]1;:-1{- |
(flfil‘r)n = ﬁlfﬂ '.r) ﬁliﬂfr} = ﬁi fil) ﬁril} [iﬂfr] — [fliﬂ) (EI "’-r) ﬁﬂ.ﬂ) = ' :;w c
= (dyisia) (iris) dg = — {irigh) ts = — (i\ds) (iyiy) = (iaty) (#d) = et
= g [1111) g =— — ﬁﬂfﬂ) = 1. _«'.':‘:':!
B |
Ne segue | R
: (']iﬂi_r —= 1] (l-_‘[ !H-I-_r —I_ 1) — [}} ‘-Ir'l- i
e quindi, in virth dell’ipotesi che i corpo 6 hankeliano, |
T IIll.
ili.ﬂfr — i 1- . !r-
|
Moltiplicando ambo i membri per i, si ha e
hia= =+ i, . (7) o
Di qui segue, per n> 4 - B
¥, L ';f :
=t yu=dh=...=+1i_4, i |
e quesio risnltato & assurdo perche le®unita non possono essere li- g
nearmente dipendenti, dungue Y
TeorEMA. — Non esistono corpi hankeliani con pin di guattre unita. .
Resta ora a studiare il caso n=—4, e
19. Caso » =4, | Quaternioni di Hamirrox, o
Per n =4, la formola (7) da R |
lilg — ETg (E- =i_1)- i

Da questa si ricava facilmente
?-gl'n — E'Ij]_ y iaf;[ —_ E‘is .

Si pud supporre e =1, perche se b 2= —1, bastera prendere come
nuove unika

jl—_——"’i.]' ;}.ﬂ=_‘l‘a, jﬂz"-fa,
e 81 otterra

ij'9=j5-
Dungue nn eorpo hankeliano con quakiro unilh nen pud essere
altro che il sisiema con Je unitd, 1, 1, 7, 4 sottoposte alle condizioni

i =g =yl —=—1 ' hig == — g, = 1g tgly = —— gl = t, L 3

'1-3'1-_1 — s i]‘ 'E.: —=1g. ; r 'I

Se questo sistema sia effettivamente un corpo hankeliano resta N
ancora a dimostrarsi, » il
1'. La wmoltiplicazione ¢ associatiza. Bastera dimostrare che & asso- o
ciafivo il prodotto delle unita. ]T}t
S1 ha infatti dapprima A

{frir] i-1' e ir . e 'ir [11-’31-) e l’rr
poi osservando che, se », s, # sono diversi tra di loro:

irf:, —_— E'it 3 i‘gft — Efr " Ji'[._ir —_ Eiﬁ 1 {E —_— i 1)
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si ha
{‘r’ia) 1s — Eiﬂn — £ [_' e 'af-t == =‘ir y ed 1 ﬁsia} —_— lir 3
(f;ir} Iiﬂ S A— Eitig —— ‘ir 4 Ed ig (l-l' I-H} —_— E'iﬂi; — 'il" ;
ﬁuiu) fhp=—=— Ir , ad is (Enir} — i Eisfi =1 ;
('ir'i_g.) "-L — Eitft —_— R, 'ir (igiL] — Ei_rir — —£E.

L]

Dunque il sistema ammelte una moltiplicazione.
2% Il sistema mon possiede divisori dello zero, oltre zero, cioé un
prodotio & nullo allora solo che lo sia almeno uno dei faitor.

Sia mfatl
4 — op —+ %y —+ otalg — o/l

un numero del sistema diverso da zero.
Si indiehi con Ka il coniugato di a, eiod il numero che si otfiene
da a cambiando il segno ai coefficienti delle unita %1, 3, 12, CIOE
I{ﬂ — gy — Cﬂ]_'il — ﬂgiﬂ‘— ﬂia'i-s .

b o = - - n
Il prodotto di un numero @ per il suo comugato Ke & un numero
reale positivo, che si chiama la norma di a:

Nﬂ :E‘Iuﬂ + ﬂig_l_ﬂﬂg_]' EfﬂE ‘

.'l.". |

Sia ora i

ab =), 2 .

mollipheando per Kb si ha F A
ab Kb=1), i Eh

donde A
aNb=0, o

Ma poiche N& & reale, 0 & a=0, ovvero Nb=0, eioe 6= 1.

1l sistema non ammette dunque divisori dello zero oltre lo zero,
e pero ammefie anche ]a divisione bilaterale.

Se ¢ & un numero diverso da zero, I'inverso di a, ¢, & il no-

] i et =

awl, X
|—|l'..._,_._.-,._‘1 5:-_,_._,.\.--;_
-3

Ly

Ka :
. = # oo ik r ":,.
ImMero Na ' infatii b W
Ke Nao
{4 — X7 —
Ne  Nao
Cib posto, il quoziente della divisione anteriore di a per b, cios il
numoro x che verifica I'equazione

1.

~ _ b —=a, R
& evidentemente R
¢ . Kh SRR
b == v D =TS
e 1l quoziente della divisione posteriore di @ per &, cioe il numero ¥ R
che soddisfa all'equazione
.. by = a,
6 evidentemente
Kb.n

7= "Np -
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Il sistema cosi ottennto & il sistema dej Quaternioni di Hamivron,
che costituisce il piti importunte sistema di numeri complessi dopo Y
il sistema dei numeri complessi ordinari. Esso e nn corpo hankeliano. v

Tenendo presente i risultati al nom. 15, 17, 18 possiamo conclu- S
dere eol Lol

TrorEMA D1 FroBENIUS, — Il corpo dei numeri reali, il corpo dei
numer: complessi ordinari, e quello dei quaternioni di Haminron sono
gle uniei ecorpi hankeliani.

MicgaerLe CiporrA.

EQUAZIONT A RADICT IN PROGRESSIONE EROMETRICA

|. Consideriamo P'equazione generale di grado = L '
@)=a*+az" ...+ graw+a,=0, xe

¢ supponiamo che abbia per radici
Ti=rp  (i=1,2,...n) (2) l é

allora si ha subito per il coefficiente @ della (1) T?F
(— DX ax =19* 3 pirbetetin ;’%

dove #7:...% & uns qualunque delle (:) combinazioni semplici degli "‘E

e

esponenti 0,1,2,...%n—1, alle guali si estende il sommatorio; posto
€ =1t - —...}i, possiamo scrivere I'espressione del coefficiente
generale della (1)

- "
" g e et
R T
= - -

(— I gy =9 N G™. ()

2. Consideriamo aleune di queste espressioni tra le piu semplici,
onde elimmare la » e proecurarei una equazione in p da cui poter e
dedurre la ragione della progressione e conseguentemente la e |
Anzitutto |

1—gn Rt

—dmrg=oi @ f a=13Zp=,  (5) ‘}H
Inoltre LOR "|
n{n—1) ] cR ij !
At S s 25 (1 »

Ora si ha identicamente
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dunque
11\ 1_ 1
QE(L)H_. 1 ¢ 1 F'E“_ 21— (1—:“__1—|—p")1—-p“_
P ;1____1 1 1 v l—o 142/ 1—0p
1 p/ 1 ¢

]—gd ] —gu? 1l —2v /] _p®
— 9 - __P ~ R W MO - : : n—l)
2 I+pl—p 1—p 2p 1+¢ l—p(l—-;::, g

sostituendo in ay,_s, si ha
(n—11{n—4d] o 1__:51: (1 o F‘u 11-—1)

n—= — =2 5 . .
AT R l+p I—pll—p 7 ,
¢, tenendo conto della (4)
fa—1% {n—a4) 5 ity
infine |
e . in—1} (n—4) . 0 | L fr=1® Tyt 0
FU T e=r = el A T ap . (6)

Consideriamo ancora altre espressioni fra le (3)

: L S R I
(=1 tpy =723 ps-1=9" o 2 E(E) =g B 1—_F-pl"ﬂ,.
e, tenendo confo della (4)
(— I apyg=—01"" p&r—%q - @ . (7)
Fimalmente 'espressione di a, & data da
(— 1P ap—pg T ®)

Troviamo ora una relazione fra @, ., ¢, ed @y, che ei sara utile
per qualche semplificazione che faremo in seguito. Quadrando la (4)

serifta cos:
— o =r{l4+p+p’+ ...+ ™), (8

a=1"(14p'Fg*+.. .+ V42T gw),
quindi, per la (5)

s1 ha

] —p™ . 1—:% g2 _ 94
m'=r"7—=+2a, epperd F=

ora. abbiam trovato
2 ( ! )E_ pf1=n) {(1 = F’“)E 1— PE:} :

dunque
ex(1)'m e {fiz] - w520

e

\ P
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sostituendo in a,_, o tenendo conto della (8), risulta la relazione
cercata

n—4

—

oo —=a,* ..

Iid ora eliminiamo la » frq le (4) e (5) col
come in (8); allora si ottiene

(12 pll & (”IE _ ﬂ'g) pn _F_ (HIE‘— ﬁ'_-;)

(9)

quadrare lg (4) seritta

P—— =1, (10)
Per mezzo di questa noj POSSIAMO procurarci "M equazione dj
3" grado in ¢ da cui faremo dipendere la risoluzione della (1)
La (6), tenuto conto dells (8) si pud serivere
i 22 4 -
(ly—g —- (ﬂu_g—— (y* @t," )p—f— M " 6! =)

oppure, per la (9)

i n-+1

e (g — @,%) Pt ma®p? =(.

Elevando a quadrato risulia I'equazione in o

alar 0%l — (4,2 — tts)* p® 4 2, (0,° —

Eliminando fra questa e Ia (10) p®+! e indi ¢™"" fra T equazione
risultante e la (11) si ottiene I'equazione de] 3° grado in D
ﬂli”u_:‘_‘_ b ”EE“— (”13 = Uﬂ]ﬂ °

g P +

ﬂ'ﬂi — ﬂlg ﬂ“?",‘ 2(”12 — ﬂg)!

ﬂxi—'ﬂs P-—IZO (12)

della (1) perche, trovata fy 7 81 deduce
%) € quindi si deducono tutte le

2)p — =, (11)

P

I
}

da cui dipende la risoluzione
immediatamente dalla (

_ radici della (1),
Poniamo
a '
I 2 —2a,°— (q,2 ﬂ"ﬂ]'ﬂ:__A ‘ fls” — ﬁ"rﬂ"’!’nsz fea® r?ﬂjﬂ__'B
(la ofy” — iy
allora risolvendo Ia (12) si oftiene
A  11/27+9AB-2A° PN
Pr—F+%3 ]/ 2 "3V 12CB-ANPATA BTG gy,
]
2 ~2A% ] =
+ é ?+9AéB o 5 VIE(E—AQJ (9A+A_EBJ-B}-}-D{9.,-_AB)E . (18)
Noi

intanto abbiam dimostrato che:
La risoluzione di un equazione di

_ dle le radiei on
progressione geometvica, si riduce allg risoluzione un' equazione di
3" grade. (Y

(1) Per » pari ed 0, viod = 6, invaes che In
reciproes, si ridnes appunto a

d un'equazione di grado L
tonvien pure risolvere Ia (10

(I2) eonvien TisGlyers |5 10y che, assendp
niper n dispari e ta-— 1S3, eiod nX T
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1

La (13), umita alla -:-—_:E_"in costituisce il sisbema risolutivo

o @
della (1).
3. E ora indispensabile procurarci un criterio mediante il quale

s1 possa, data un’equazione, decidere se abbia, o pur no, le radici in

progressione geometries.
A tal wopo cominciamo ad esaminare alecune proprieta della tra-
sformata della (1) colla sostituizione

= ?(“_ 1 a, - (14)

Questa trasformata &
n—1 1

P =1ty + {1 @ y" ... — a4+ @ =0,

e le sue radici sono nient’ altro che le radici della (1) divise per

) f(_' l}u tn ,
Cloe =0no

s —2 s 11—1

r 9 N "D )
V(—1)"a, :I}L'“ 1) e, HY(—- 1Y a, V{—1)Pa,

nin—19

(—1)aa=r"p 2
dunque due radiei qualsiasi equidistanti dalle estreme sono

ma

7 pn—k—l _ Sk—a-1 ]
=i 7 BIUé P s L) 2Kk—n+1 ;

' P 2 3 ? 2 P -
sono dunque reciproche; per n dispari si ha poila radice media che
€, In conseguenza, vguale ad wno. Possiamo concludere da cib che:
Se I'equazione (1) he le radiei in progressione geometrica di ragione p,
ba sua trasformata colle sostituzione (14) ¢ equazione a radiel reciproche
e queste raict sonc le potenze

1=—n d—n n—3 n—1

7o

n—I1 * n—i

—_—

FL- A P'.’ 1_'_9.—: y F'-'-
della ragione della progressione, le qual: formanc pure una progressione
geomelrica di ragione p.
Reciprocamente;
Se la trasformuia o(y) =0 della (1) colle sostituzione (14) ha per
radici le potenze

1—n J=—n n—Aa n—1

FT’ P 2 yei b pﬂ_, PH?
Vequazione promitive ha le radici in progressione geometrica di ragione p.
Perche infatti le radici della (1) sono
—3

n 1—n B—n

=D tp? , V(—TPanp?,... V—TFao

-1

* ?{[_IJEHHP ! .
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4. Da questi dne teoremi segue che hasta cercare le condizioni
necessarie e sufficienti cui devone soddisfare i coefficienti a de]la (1) C IR
perché la sua trasformata eolla sostituzione (14) ammetta le radiei R o

della forma ' 3

I.T::n_-.l! ITI_E, F & = .I:ﬂ:_n, 3:1__]] - (15)

Auzitutto la o(y) =0 deve essere equazione a radici reciproche,
quindi i coefficienti equidistanti dagli estremi devono es
m valore assoluto: ma questa condizione che & necessaria, non & snffi-
ciente per coneludere che equazione primitiva f(2) =0 ha le radiei
in progressione geometrien,

Qui conviene Osservare che la equazione ¢(y)=0 ha le radici

della forma (15) se, e soltanto, se sono soddisfatte per uno steaso
valore di z le 4 equazionj

#PN=0, 5T =0,... ¢(a*") =0, garm— g
che seriveremo cos
*'-Fl:[], T{-'HZO,.” . :Fi]n-—:]:{}, !Psn—izﬂ-

Supponiamo # pari =2p; allora queste equazioni sj ripartiseono | E
® & - L - - s .:.-_J]-- '_-,:'._'.'
in due gruppi di p equazioni ciascuno - RS

(3

"-'rf-l_'__Dr Pepia=10,.. ':F-_Je]}—!—l:‘j‘l
% == [}, EP=:0:---‘P1+EIP—1}=UJ.

Soddisfatte le prime P equazioni, le altre lo saranne se, e soltanto
se 1 coefficienti dellg @(y) =0 equidistanti dagli estremi sono uguali
m valore assoluto: éspresse dunque gueste condizioni, non resta che
a soddisfare alle prime p equazioni le guali, considerate due a due,
richiedono come condizione necessaria e sufficiente per la loro com-
patibilita annullarsi dej risultanti Ry dei sistemi dj equazioni otte- i
nutl considerando due a due 1e equazioni del primo gruppo. Per
semplificare i ﬂﬂ]ﬂlﬂli sl potrd fener conto della equazione (12) che

e di 6" grado in p=, e che potrd servire o a4 abbassare di grado le
equazioni x; = () oppure a semplificare le eliminazioni accoppiandola
ad ogni equazione ¢ =10 del primo Sruppo e quindi costruendo le
risultanti Ry =0 di ogni coppia. Sen 2 dispari =2p -1, allora 2p
delle equazioni ¢, — si ripartiscono come nel caso d n pari e l'altra
che & la ¢(1)=1 esprime gia da per sd stessa una condizione espli-
cifa cui devono soddisfare j cne?%ﬂienﬁ e della f{x)=0.

5. In conelusione, avuta un’ equazione f(#) =10, per vedere se ha
le radici in progressione geometrica si costruiges dapprima la {ra-
sformata colla sostituzione (14): sg questa trasformata non ha i coefs
ficienti equidistant dagli estremi nguali in valore assoluto, si con- “haRl
cluderd che la equazione pProposta non ha le radici in progressione i
geometrica; se invece lg trasformata ha i coefficient; equidistanti
dagli’estremi ugunali in valore assoluto, si concluderi che I'equazione

-

Sl S e

| - L S -
g ™ . i
- F-.
& i .

II-‘L, -
s

‘- o
s b s AT s T ol e St :
S R L A s A L T el S At
e et A - T o
e A Y ; o . i <5 L T =
il dec -
- _1- F - A - = --_r - - -

4"' it
Priy
a

i
T
n

e . i

-
™
=

J

.l'r-

S PP

] I-._é,_'

-
]
et
]

- e
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data pud avere le radiel in progressione geometrica; per accertarsene
ai vedra se 1 cofficienti @ della f{z}=0 soddisfano le condizioni Ry,=0.

Je la prova riesce favorevolé,si applicheranno all’'eguazione data,
le esposte formole risolntive.

Applicazione alle equazioni del 3° e 4 grado.

6. Cominciamo col cercare le condizioni perché l'equazione gene-
rale del 3° grado fiz)=2* L tx®* - aez 4 @ =0 abbia le radici In
progressione geometrica.

8
La sua trasformata colla sostituzione z=—yVa, &
x 3
0(X) = — a32° | utte® y* — tglis® Yy - ag =0,
che deve ammetlere anzitutto la radice ¥y =1, dunque
2 A : ~ (e 3
(Tl ® = dgliz? , cloe g =\—"]3
1

se 81 considerano pol le altre equaziem

o) =0, oly)=0

e fra esse si elimina la 9 « ritrova, come & naturale, la condizione i

(I"Eg)g
e — |— | .
ty
Duongue:

Perche U equazione generale del 3° grado abbia le radici in progres-
sione geomeirica occorre ¢ basta che il termine noto sia uguale al cubo
del rapporto tra il coefficiente dell incognita al I° grado e quello del-
Pincognita al 2° grado,

Hsempi, — L'equazione le cm radici sono 1, 2, 4, &

2’ —Tx*+ 140— 8 =0;

21 ha dungue
:—=—7, ta=—=14 , (lg — — 8

e la, condizione cui nel teorema precedente & verificata.
L'equazione o®+ 22° -+ 62} 27 =10 ha coefficienti e¢he verificano
la condizione cni nel teorema precedente, dunque deve avere le radici
In progressione geometrica. |
Per trovare la ragione p basta risolvere I’equazione (10) [che in ~ s
questo caso & preferibile alla (12)], la quale &, nel nostro caso s

Op*+ 20"+ 2p — 6 =0;
liberandola dalle radici p= + 1, diventa 3¢®*+ o4 3=0, da cui

— 1+ 2y35
= 6 '
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la » si determina dalla relazione 8=-— 5, che da

-r—l - -1]/3{1_

i }
2

le tre radiei dell'equazione in disecorso son dunque

1+ iy35 e« 1F17Y35
= 5 . "0 =—3 0" =— 5 .

|J,___

7. Passiamo ora all'equazione generale del 4° orado

(@) ="+ ma® + g,a° + a2+ a, =0

4
la sua trasformaty colla sostituzione =y V(—1)*a, &

L] 1

PY) = tay* — ma,v Y 1 ats® Yy — Wate* Y+ ay =0
€ quesia deve ammettere le radiei della forma
. 2, o g,

Trovata la condizione afinché ammetta le radici della forma 77 «,
le altre due le ammetters e, ¢ solamente, se

.3 X . £ s\ 2
Ay % — (fally? | Cl10¢e g = (111, * . My — (“‘) . (15)

Per trovare I'altra condizione bisogna dunque eliminare la z fra
le due equazioni

1 1 3
I e — fiq ﬂ',;_ ?.'Ir'g ‘,— ﬂ'iﬂ;-? 2% — ﬂaﬂ';_ “'_313 ,! 1 = 0 . (1?_)
T Tz f1=0. (8)

Dividiamo 1a (17) per z° e la (18) per 2® e ponigmo

l gt — 4 ﬂ'.;_ x° “}— ﬂgﬂ'g_ 3 - ﬂnﬂ;_

p 4
£ = — Z
@
¢con che i
x| 12——22—‘ ; a® - 13%33——32:
M - 4
T -] Ti‘ ' — 4L 2, x° _ig—z"-—-ﬁz"-{—ﬂaﬂ—-—Z;
allora sostituendo col tenep cuntﬂ'natura]mente della (16), risulta
: . -2
3“—-—634—'(!'1”; ?E‘B—,— ﬂzﬂ—]—gﬂlm x 3‘“(6!’1!?; “—-—2)=0 (19)
= —
33—-!5'](1.; . f:-'—"j" da Ty 2——2):{]. (20)

Prima di formare la risultante fra queste dye €quazioni, possiamo
abbassare di grado 1a (19) per mezzo dell’ equazione (10) che, come
abbiam detto in nota, & preferibile, nel caso che ei occupa alla (12);
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I'equazione (10) si serive colle atfuali posiziom (liberandola dapprima 3
| o e .

della radice p=1, e ind1 ponendo < = 2 = b):

At (b—4) 2+ (@ —b)=0;

sottraendo da questa, moltiplicata per 2% la (19) risulia

oy,
.

.1: ?‘I'u"',':“_.'“f"__-

L i

TR T]
=
_

1

|
(b1-Dztmay “F—O-+TN—8may * 2+ (.‘3 — @afly
sottraendo ora da questa la (20) molliplicata per 2”(&-F 2) risulla

= * )
am * (B4 + {b[.l —(plly ° ) — 3 —2000y *f2'—
: 1
— 3”1“:?3"‘ (.2—'35‘-’14_?): 0.

Finalmente sottragghiamo da questa la (20) molfiplicata per

A

ﬂlﬂd- (3 —|— b)2;
risulta
1 | ]

f L 1 1 ﬂ
15(1_%”4 :) 3—2mas *rata * (B4Db)f 24

#

I:'|-I-r

)=U;

1

1

— a4 _ 2 : 1) ayioh
~+ ey {3(l~ 2l y "’)—Fb(B— (sl y *,’jz—|—(ﬂ — (lafly 5,]——-0.
Ed ora otterremo la condizione cercata formando la risultante
fra questa e la (20). Questa risultante &

1 1
1 ;P Qsfly ®— 2 0 _
=L P =X
0 1 — dsfly * =.
_1 =0 (21)
A B A — (foils = 0
j |
0 A B 2— dotty, ¢
dove si & posto per brevita,
— _ 1 1
A B agtty ¥ — to— @ —4as’as ?— thay ;

(fa
_ DS

L Tog— bty 2 — 20y - @y agry ¢
B=ayry + = :
Fs |

i

=

La (21) insieme alla (16) costifuiscono le condizioni necessarie e
sufficienti affinché | equazione generale del 4° grado abbia le radici

in progressione geometrica.

rale si pnd dedurre, come la (9), dalle relazioni (3). Se infatti, s

{fn=—1; in—=2) -

sosbituisce nella (7) ad » 2% = il valore (—1)**a = rieavato
dalla (8) s1 ottiene

b ]

(ﬂ'ﬂ_1) -
't P — .
» (1

RoserTo OcoHIPINTI.
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CONTRIBUTO AfjA © GEOMETRIA RECENTE DEL TRIANGOL( SFERICO.,

Nella presente notn mi propengo di far vedere come anche per

1] triangolo - sferico esistano dei puni aventt proprieti analoghe ai
panti notevoli dells geometria del triangolo reltfilineo, e come ad esso
s1 possa estendere I"importante teorems di Stewart, nonehé Ja for-
mula che permette di caleolare la distanza sferiea di un punto note-
vole da un altro della medesima superficie, note che siano Je distanze
steriche di questo gaj tre verlici de| triangolo. Per cip ritengo op-
portune prender le mosse invecs che dal triangolo sferieo dato, dal
triedro che lo proietia dal centro della sfera.

I. Proponiamoci Ia questione segnente:

Condurre pel veriipe Vdi un triedro V. A AL A
sent dei tre triedsi risultanti siano ordinat
tenze N-esime dei seni delle facee,

Supposto il problema risoluto, e detio VP j raggio in questi one,
s indicli in generale con w, 1l piano di VP e delio spigolo VA, de]
triedro. Se eon Z1a, ®ay INdichiamo glt angoli che raggl VA, e VA,

formano con ¢, dovremo avere, fenuta presente ia definizione dj
seno di un triedro:

raggio tale che §
@nenie proporzionali alle 20~

SEH 003 €N agy = sen® A, VA, : gey® Auffbﬂa : (1)

Se i punti A,, As, A, 1i supponiamo alla medesima distanga dal
vertice del triedro. oip che nullg toghe allg generalitd, e se eon S

indichiamo ] punto ove ws & incontrato da A Aq, conducendo AR
¢ AT rispettivamente dg As e Ay perpendicolari ad w,,

potremo
serivere la (1) sotto Ia forma:

AT: AsR = gepn A;ﬁ}Ag: sen™ Aﬁﬁa ,
da cui si passa tacilmente all’altys -

o .
Alpjg . P]EA*B — Hent ﬂlvﬁa s Sen® AEVAE . (2)

Il piano w; uscente dy VA; & cos) individuato dallg condizione di
dover passare per il punto Py, la determinazione del quale & ricon-
dobta al noto problema elementare di dividere n segmento in dye
parti che stiano fin loro in un rapporto dato. B se costrainmo tre
prani w;, w, e ws, basandoei sulla proporzione (2), questl, & subito
visto, passeranio per la medesima retts,

g = .
J ]
=&
2 ;
[
"

" -
----
.._il :';-

L
i |
r 5
o =ty
T
= gl

'l'_.l%rl l|. _. 3 = .|I. e
1 gt _ : k -_"-: -

Iﬁ‘,\_-'v-

nﬁ T

-
. ."H':.
l:lq,*!:. e

a H = o ey &
I - - - 'J'.-I-I -.. |
3 '-:-!"'fl T F _'.__.“

-hl"'"-,,.__

.‘&".- :

e
s

s "._I
fjs, :

a LLry W
e &P T4,
i

‘wa';*"-
'1 = i‘?ﬁ =

i oy
." 'l,'..I. .
"_ . -

,
) PR S P Ll i - o
;- - 4 W, g " s

i = g = - s

" L . -,

i -E.‘r ok ¥
g,
g R
= "
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Rimane cosi provata lesistenza e insieme con essa l'unicitk d’un
raggio soddisfacente alla condizione proposta: questo raggio & tale
che 1 seni degli angoli clie esso fa con 1 piani delle facce sono pro-
porzionali alle, potenze (n — 1)-esime dei seni delle facce stesse.

Dermvizione. — Al raggio che decompone il friedro in tre altri

1 cui seni stiano fra loro come Je potenze n-esime dei seni delle facee,
daremo il nome di raggio di ordine n o lo indicheremo con %, .

S1 noti inoltre che ] triangoli A, VP e AJVP,, che costituiscono
1l triangolo isoscele A;VAg danno la proporziones

A]Plﬂ : Plgﬂg = qéen ﬂ]?}?m': sen Aﬂi?]jm (3]
e che da questa e dalla (2) si ricava .
sen A;VPia:sen AoVPy, — sen® A;VA,: sen® ALV A, (4)

Ne segue che ciaseun piane che da wno spigolo proietta il raggio

d'ordine n divide la faceia opposta in due angolt i cmi seni stanno
fra loro come le potenze ennesime dei seni delle fuceie adiacents.

Trasportando quesli resnltati al triangolo sferico potremo enun-
eiare il seguente

TeoreMa. — Gli archi di cireolo massimo che uscendo dai vertici - »
di un triengolo sferico dividono i lati opposti in parti iali che i loro sent -~
Sono proporzionali alle polenze n-esime dei seni dei lati adiacenti, pas- 5
sano per due punti K, e K'. di cus uno 2 sempre interno al daio H‘iuﬂ-f'___'{-‘;;

golo, Ualtro interno al suo opposto. (*)

1 seni delle distanze sferiche di ciascuno di essi dai lati sono pm--_z;f'_' '

pmm’maﬁaﬂe potenze (v—1)-esime dei seni dei lali medesimi.

Poiché vale per il triangolo sferico il teoremsa di Ceva col swo ¥
reciproco, {*) potremo ehiamare questi archi di circolo massimo ceviane =%

sfeviche di ordine n. In particolare per n eguale a zero avremo le
mediane sferiche il eui punto @incontro © il bariceniro K,; per n

eguale ad uno, le bisettrici sferiche il cui punfo d’incontro & il eenire

del circolo inseritto K, : per n egurle a due, le simediane sferiche il oui
punto d'incontro e il punto K. di Lemoine. |
2. Vogliamo in guesto paragralo caleolave il coseno dell’arco d1

circolo massimo AD eche congrunge A col punfo D del lato BC sa- i

pendo che:

plicando il teorema & Eulero:

(cose = c0s AD . cos BD +sen AD . sen BD . cos ADB
| cos b = cos AD €08 CD - sen AD . sen CD . cos ADC.

{1) Di gnesti punti che sono diameiralmenie opposti noi non considersremo che {1 punto Kn o
meno ehe non si ayverta esplicitamante il contrario,

(2} Ne econsegue I"esistenza tanto dei punti di Gergomme (une interno e l'altro vsterno al trian-
golo sferivo dato) n enj corrispondes un unieo raggio di Gergonne nel triedro, come guella dei puni
a1 Nagel eui corrisponde i raggio di Nagel, -

sen BD : sen DC =m : n. (5)
A questo scope osserviamo che i trangoli ABD, ACD danno, ap-
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Da queste formule si ottiene facilmente, avota presente la (5):

cosc—cos AD . cos BD m

e

c0sb—cos AD .cosC) — — 1

OVVEro
cos AD . {m eos DC - 5 cos BD)=mcosd L n cos ¢. (6)

Posto ora -

sen BD 4 sen DO — S,
dalla (5) si ottengono Je:

SEDBD:S:HH?H*J—H, S:BEHDU=:Ji+ﬂ:?a
e indi |
| m-—-m_’,—ﬂ.sen BD, Tk m—l—n_ sen DC.,
e S
Mettendo questi valori di ed n nella (6) troviamo la formula :
(m—+n)sena.cos AD =3.(mcos b+ ncose), (7)

Rimangono ora a calcolarsi sen BD e sen DC. A questo SCOpO 0s-
serviamo che sussistendo fra BD o DC la relazione

BD D0 =4
e la (5), avremo in virtn di note formule:

1 861N ¢

[sen D =

Vou® Fu - 2mn cos g

Nt Sen g
l sen BD = - = )
Yok - 0" - 2 cos a

dove al radieale va altribuito il segno positivo. Sostituendo questi
valori nella (7) si ricava subito :

m cos b+ n cos ¢
cos AD= T (8)
Vo2 4+ 58 -+ 2mn cos a

che & la formuly domandata, () Tsen corrisponde al teorema di Ste
wark, eome del resto & facile bersuidersi facendo nso del procedimento

Indicato nel § 186 della Trigonometria del CJy me Prof. Pesei.
Se vi poniamo |

_ m=sgen" ¢, n=gen" /
oftemamo
seu” b, cos ¢ - genP e . cog b
cos ADD— : = (9)
Vsen™ - sﬁ“"u T 2sen"b_sente. COS

formula che serve al caleolo delle coviane steriche dei diversi ordini,
3. Andiamo ora a trovare la formula cne da la distanza di un
punto del triangolo sferico da i albro punto della siperficie mede-

(") A questa formula aj poteva pervenire anelie in
pel tetrasdre, Vednsi f miv * Contribule zla reometri
fematica, Livorno, Vol, XIX, Fase, V.

altro modo nsulruendo dej reanltnti ottennti
a recente del tetrnedro n- Periodico di Mo
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sima quando sian note le distanze di esso dai tre vertiei. Comineiamo
dal cercare mmnanzi tutto in qual rapporte ciascuna delle tre ceviane
viene divisa dal punio che esse hanno in comune. Indichiamo percio
con A, B, C"1 punti ove i lati ¢, a, b vengono incontrati da tre
ceviane che escono dai vertiei opposti A, B, C rispettivamente ed

aventi a comune il punto O.
1l teorema di Menelao (*) applicato al triangelo BAR’ taghato dalla

trasversale COC/, da
sen BO', sen AC . sen OB'=sen A sen B0 . sen OB’

da cui sl rieava

sen BO  =en BC' sen AC 10
sen OB" ~ sen AU “sen UB'° (10)
Ma se poniamo:
I sen ABsen BC=g¢g:p
sen BU":sen C'A = s:» (11)

l sen UA:sen AB=mn:m,
poichi &:
sen AU=sen (AB4- B'C) = sen AR’ cos B'C + cos AR’ sen B'C
sara :

ren AC ¢ , ,
son CB’ p.eusBC—l—unsAB‘

Per ricavare ora cos B'( e cos AR ussm-vi_amn che essendo insieme
alla prima delle (11) verificata la:
AB-BC =1,

segue facilmente :

cos B/C — g+ pecosh _ eos AR p-gecosh ’
: Vp“—f—q*—}—f&pqt:uﬁb 'r/pg—l—gﬂ—I—quunsb
e quindi per ln (10):
sen BO s ‘ Vy“___qﬂ—'r-‘dpq cos b (12)
sen OH P

cne & la formula cercala.
Supposto che O sia i punito nolevole K, si trova, ponendo
nella (12)

»=sen" p, s = gen” ¢, p=sen" a, 7 =sen" ¢,

sen BK,, ¥sen® ¢ senc1 Zsen®a.sente, cosd . (13)
gen H,B' — son™ b
Cid premesso, prendiamo nel triangolo sferico ABC un punto H
€ congiungiamolo con i tre vertici. Tiriamo pol per A la AK,A' e
unjamo infine K, eon H e H con A"

(1} Anehe il teorema i Menelno sussiste eol gno reciproco. Queste, e 11 teorema di Ceva di
eui abbism fablo cenny soupra erano gii notd e quindi non ne abbiamo data ia dbmoestrazicne la guale

del vesto risultn dalla proporzione {{),
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Dal triangolo BHC osservando che il lato BC & diviso da A’ n

modo che:
sen BA" sen A'(l = gen® ¢ gen™ @,

si ricava pel teorema di Stewart;:
sen” ¢. cos CH - sen® b . cos BH

Vsen™ ¢ - sen™ 5 + Z2sen’ b .sen"¢. cos g |
Ora dal triangolo AHA', 1] punto X, dividendo AA’ in modo che

cos A'H = (14)

la Ty e A g b -
¥ - - § o g N A - B
L -
Pl B 3 " A ol = — ; X =
- - & -
wI{'F_ e i Iy ey b ] ~ -, _.-._ e » o o
b = L — 1 = vl Te
- l_ " - — - e L L)
!:‘I;. - 3 = = e =N s -
=, = 3 v S -

sen AK, : sen K, A'=1sen®}, Tsen™ e 2sen™ 4. sen® ¢ cos g - sen” ¢

=
Al
.. T e T
= T

-
-
e

(] ;i &

oy
7L
s :tff':

segue pel medesimo teorema :

cos HE,, —
c0s A'H Ve £ senon o= 23801 )b 3end ¢ £os g -+ senn o cos AT

e

/ 3
¥ senz “#—4-8en*Nbi-sents |- 2gennphgent ceosBo--2aent g | gepin b+senct-2senn hsenvcoosa cos. A A’

In questa sostitnendo per cos A'H il valore dato dalla (14) e per
cos AA” quello chie pel teorema di Stewart si ottiene dal triangolo ABC

e che & _
Ssen®e¢.cosh—-sen® . cos e

COS A.A.,: ) _ ’
Fsen™ b -} sen®™ ¢ + 2sen® b, sen¢. cosa
ne visulta Ia formula vichiesta: ’
cosHK s sentia cos AH-}-sentd coa BH + senn r pgs OH

{15)
} 26020 ¢ 4 sapznp +5enMWe - 2 [8enN a senn b oo ol sen" baenP ¢ eSS a—saNlic gand o s
che sotto forma pii semplice pud seriversi

Isen" ¢.cos AH
VI sen®™ 4 —2Zsen"b.sen"¢. cos

cos HK, —

(16)

Da questa formula si traggono diverse relazioni notevol; dando
ad H varie posizioni sulla sfera.

Intanto se seriviamo Jn formula stessa per wn altro punto I, di-
videndo poi la {16) per quella seritta, membro a membro si trova:

cos HK, T sen"n.cos AH
cos LK, — X sen"y.cos AL"

Ora, se HK, & minore di LK, sard cos HK, > cos LK, e quindi
la sommna che figura al numeratore sard maggiore dj quella che fignra
al denominatore. (') La somma -

2Zsen™ ®cos AH

sara dunque massima, quando H coincide con K, . E il valore che
essa prende tn tale caso sarg, per la (16):

i
YZsen™a -2 B sen' ). sen' ¢ . oos d.

) Per la eoncinsions a eul tendiamo & evidentemente locito s0pporra che gli arehi HKy e LK,
siano inferiori a mn gundrante,
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In particolare, per n =0, 1, 2 si hanno le relazioni:
cos AK, -+ MQBK:. —+ co0s 0K, =V3 - 2[cos a—+cos &+ cos ¢]

Zgenacos AK, —=VIsen®a -2 Zsen b.senc. cos o
Zsen"ecos AKg=1Zsen*'a-2Zsen*b.sen’ ¢.cosa.

Si noti ancors la relazione generale:
Ysen"acos AH=1(, (17)

che ha luogo quando H & un punto del circolo massimo che ha per
polo K., la quale consegue dalla formula (16). In purticolare e:

cos AH + cos BH -} cos OH = 0,

se la distanza di H da K, & di un guadrante. I puni1 po1 tali che la
somma medesima sia costante sono situsti sopra un circolo il cui centro
o K,. La (16) ¢i fornisce allora il coseno del raggio di detto cireolo.

Della lunga serie di formule che si possono dednrre della (16) e1
limitiame a cifare le seguenti:

3cos R
Y8+ 23 cos @
cos R.Xsena
VZser’ a2 Sseng.senb. cos ¢

cos R. X sena
cos OK; ' s

VEsen*a--2 Ysen’a. sen’ b . cosc

GCOS OEn

[18_} COS OKI

che s1 oifengono facendo coincidere H co) centro O del cireolo cir- 07!

coscritto. |
Tatte queste formule ¢ quelle che potrebbero aversi con procedi-
mento analogo hanno le loro corrispondenti in geometrin del triangolo

retiilineo, Cosi per es, alle tre relazioni (18) corrispondono rispetti- ? "

vaments le:

062 =T " E: - ¢
] /72 e (be
Ol"=Kk ¢~ b ¢

ATl v ﬂb-ﬂ )ﬂ
lOE —-—R B(ug 1| b’d i, GE

alle quali si perviene col procedimento di cui si & fatto cenno pre-
cedentemente,

Notiamo finalmente che poichd in virth di un Leorema aenerale, (')
da una formula di trigonometria sferica si ottiene la corrispondente in
trigonometrin pseudosfericn cambiando R in R.. Y—1, restan dimostrati
oltre che Uesistenza dei punti notevoli nel triangolo pseudosferico

) Vedasl p. es, In Geometria tifferanziale del Ch.mo prof, Bianchi. Pisa, 1884, Cap. XVI, pag, 408
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anche il teorema di Stewart o la formula che da il coseno iperbolieo
della distanza di un puanto notevole da un altro puntoe qualsivoglia in
funzione dei coseni iperbolici delle distanze di quest’ultimo da; ver-
tici (1),
Engrico PiocroLr
Cortona, cltobre 1904

RISOLCZIONT DELLE QUISTIONT 658, bia. 670 & 677

655, Luogo dei punti d; contatto delle tangenti condotte de un punlo fisso
@ it & chreoli bitangenti « una eonicn,

E.-N. Barisius.
Risoluzione del sig. Gandini, B. U. di Payia.

Bia O I'origine degli assi chio supporremo paralleli a guelli della conica dnta c.
‘Allora I'equazione di ¢ sari delia forma:

l!-‘u‘-—ﬂu:r’-l-ﬂ:zy“-}-ﬂmsr—I—Eag;y—Faﬁ:U. (1)

L. — 17 punto dats P sia un punto proprie.
Senza togliers generalita al problema supporremo che P toincida con O, Ingi-
caudo con w, B, v tre variabili,

Yo —(az + By + v)2 = (2)

rappresentera una conica bitangente alla (1).
Affinché I1a (2) rappresenti ua cerchio & necessario e sufficiente chie sia

@11 — 0% — gy — BT, (3) el =1). (4)
La polare di P rispetto aila (2) & data da

by — v (22 L By + v) =0, (3}
esgendo

Y1 = a1z z + {fez o -~ (1gy

una funzione indipendente dalle variabili «, B, v. Rliminando queste variabili tra
le. equazioni (2), (3), (4), (5) si ottengony | luoghi

(o — d1)* = (o111 — awa) 2° @y | (b0 — D1)* = (ae — 013) 42 @, .
H. — 1 punto dats P sia il plnlfl}'l'mpl'ﬂprfﬂ della yetia
Y= mzx, (6)

Il diamelro della (2) coningato alla direzione della (6) ha per equazione
be — (& + mB) (ax + 2y + v) =0, (7)
t!-'a- = (an x + ﬂ15] —I— 2 [ﬂsz i —I— ﬂz.s_'.l

¢85endo

(1) Non aarebbe, a min parere, malfatlo riunire per tarne Je farmule di geometria pmana, sferien
& peendosferien torrispondent! a tn medesimoe toorema. A questo Etoverebbe wmollissimo ereallente
trattote di Trigonometria piana ¢ sferica del Ch. =« rrof. Peses,
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una funzione indipendente dalle vaviabili «, B, y. Eliminands queste vaziabili tra . - ,,
le equazioni (2), (3}, (4), (7) si oltengone i luoghi e

41’2 = n? (ﬂgg ——— ﬂu} '-["l:l : {B} . e

ba® = (a1 — Gaz) §o . (2) s

La (B), (B rapprecentano ovidentemente due coniche bilangenti alla (1).

675. Fsigle wn circole ed uno solo vispetto al quale un iriamgolo dato 2
anloconiugalo; guesio circolo ha per centro lortocentro del triangolo. §i determins : ‘Y
¥ raggio del cireolo in funzione delle misuve dei lati del iriomgolo, ¢ &i rerehino -

altre proprietd del cireolo stesso.
G. Carposo-Lavses.

r iy g, B
m e I -
F ¥ >
- = )

S

Risoluzione del sig. Gandini, R. U. di Pavia. .

In un eerchio la perpendicolave alla polare condotia per il polo passa per lllr#
ceniro; quindi i cerchi vy ai quali sia antocomiugate un triangolo ABC devono'  *
avere per ceniro l'ortocentro H. Sia AX un'allezza di ABC, p il raggio di upo dei -
cerchi y. Avremo ovidentemente:

p= VHA_ HX, (1)

81 deduce che esiste un solo cerchio Y autoconingato ad ABC. 11 ragezio 5 & reale,
jmmaginario o nullo, secondo che H & esterno o interne ml AX, oppure coincide i
con A, ciod seconde che AB( & ottusangolo, acuiangolo o rettangolo. Inoltre, ;,;;EH';;!ji.
essendo H il centro radicale dei verchi o3 Yu, Te avenli per diameiri 1 lati del‘:
triangolo ABC, par la (1), p* sark la potenza di H rispetto a gnesti eerchi. ‘fr
 Caleolo @i p. — Siano a, b, ¢ i Jati di ABC; R il ragaio ed O il cenbro deT)) i

.I L _-J.-"‘ &
==t
=k

I » F,

Ry
i

-

5 'I;,:. 'H_;b..l_;_.- -
T e

cireumeerchio T, A’ il punto medio di BC. Abhiamo iﬁf ;
HB® + HC®= 2 (HA 4+ 44), cioé HA®— }a*=1(HB® + HC —4Y). [g'f;i gl
5 |"‘~" ’ Fab il

1l primo membro della (2) & I potenza di H rispetlo a 7, quind S
HE® 2 O =9 | e S
p*=4 (HE® 4+ HC"— 0% = 3 (HC® + HA®— »?) =
=*1lr {H.ﬂﬂ -[— _H_BE—-— f.'z) P %L _HEE __}1'“1‘

mA
Eﬂﬂ——; 12R® — ~a? (1)
dungne
p* =4R*— § Eq2

Altre proprieta di +:

I I cerehin tagline ortogonalimente ¥ carchi v, , v, v..

dnfatti, 31 quadrato del raggio di y & la potenza del suo centro H rispetto a-
19 Thy Y- .

25 8i ke le formuls OH — p* = R® + o2 cioé la polenza di O wispetto a v &
uguale alla somma dei guadrati dei raggi di T e v, !

3% L’asse redicale s diT ¢ v & la poiare del baricentro di ABC yispetio GT-_:H%_{'

|

dicale s, di Y+ Tai ma, per Ia proprieth 1° g & la polare di A’ rispetio a 7,
quindi (s, BC) sark il polo di AA. Siccome pol Ia s contiene i poli delle mediane-.::
di ABC rispetio a 1, essa sara In polare del baricentro di ABC rispetto a 1 stesso.

11 punto {s, BC) & il centro radicale di I, % Ya; quindi giovera sull’asse ra.l:_-'__:._"' |

(1) 8i in: HA = 204", gquindi
SHA" =408 = 42 (Re — ja2) = 19R2 — Xy8.

Sia D In proiezione @i O sn AX- dal Iriangolo OAH si ha
ON” = Ref AH" — 24H . AD = Re}-2AH{} AH — AD) — Re+9AH . XH — Re--2p2.
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676, Dimostrare la formula

BranBizLa,
Risoluzione del sig. Barisien di Costantinopoli,

Per semplicits pouninmo —',:- = 2. Si ba

Sen ox = 16 sen’» — 920 sen T -F b seny
' sen 3x = 3 seng — 4 senly

La relazione propoaste diviense dungue

16 sen®zs — 24 geniy -+ T seng B (1)
L'altra parte &
sen Tzr — 7 8enz — 58 sap's + 112 sen®ys — 64 Ben'x .

Poiché & 77 =, questa relazione diviene, favendo spavire il fatlore senz, che

non & nualle,
64 sen®x — 112 sapds T obseny —7—¢_ (2)

S8 ork poniameo senx =y, la guistione sj riduca a dimostrare che [g due
equazioni

: V7
16y — 2448 4 Ty= 7 2 (3)
64y — 11244 + 5647 —7— (4)
gomo equivalenti.
Elevando 1a (3) a quadrato essa diventa
1024 yto — 3072 y8 3200 y& = 1344 g4 196 92 — 7 —q .
ovvero
(642" — 112 4 1 553_{2-—7](163;‘—-201;3—]- 1)=0.
Il primo failors & il primo membro dell’'equazione (4), che da sen -; . 1l secondp
I

fattore da valori immaginari Per y, considerati come sen .

La relazione proposia & dunque vera.

Osservazione. — Beeo alire relazioni inkeressanti che 3i dedueano - dalla (ni-
stione proposta

i i 2 ab
64 unsﬁ;—l—ﬂ‘icnsi—-_:— Ilﬁnnaé—,;-:——ﬂﬁ noa?—l—ﬁ-ﬂnus—;—{—32cus - =i

T T T
'd:EEﬂ -7— (I -+ Co08 '?) (2 cos 7 1) = l’ i
- 8 ) T 3
i —— — ‘:'. e I — ———
Iﬁ(uns,?—ki) (¢057 1) (..r.nsu? 1)—}-7 0.

Alira risoluzione del sig. Gandini, R. U. dj Pavia.
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677, Sic M un punto variabits sopra un’ellisse che ha per fuochi F, T,
1l Inuogo dei centri di similitudine del civeolo inseritio nel triangoio MI'F' ¢ di un
circolo fisso si conrpene di due coniche.

E -N. Baristes,
Risoluzione del sig. @andini, R. V. di Pavia.

Sieno 1 ed R il centro o il raggio del cerchio inseritto in MF¥'; e poniameo:

L

FM = o, FM =24 —m, FF = 2¢;
avlemo:

R — ]"'{HE — %] [t:’ — [ - ﬂ]"J
a -+ ¢ '

Le coordinate di I rispetto agli assi dell’ellisse sono:

fl'n" — ¢} [e* — (i — a)?) .

@+ c :
eiiminando m tra quesie due efqnazioni s1 ottiene evidanlemente il luogo di 1 il Vo2
quale & I'ellisse: ;

#=§(ﬁi—-m,}=m+—ﬂ; y=2~R

e €)' y® = (n* — ) (¢*— 2. (1)

Bis ora C={z, £) il centro el » il raggio del cireolo fisso dato: P = (z, y)
sin un punte della (1). Facendo assumers ad r il doppiv seguo, le coordinate dei
centr? di similifudine del cerchio fisso di centro C o raggio » con guello di centro P
e raggio ognale all’ordinata y di P sono dale da:

E__i'.r-l—ﬂy‘ Y__!‘—Iﬂﬂy
* 4y e
Da gueste eqoazioni si ricava:
p P+ B X—a¥ . _ Y R
r+p—Y * YT P Xp—¥° T

Sostitnendo con questi valori nella (1) si trova I'eguazione del luogo

e+ Y= (et — et B — Y —[(r+ B X — aY ]}, (2) -

Siccome » pud assumere il doppio segno il lnogo (2) si comporrh di due coniche. 3y A

QUISTIONI PROPOSTE

691. L’area limitata dalla eurva RN
@+ y + ) — b4 (24 0) (y+a) =0 e
¢ eguale a 4na® R ) v

T E
692. Essendo M un punto variabile sopra una ellisse o una iper-: i

- | L

bole, P, Q le proiezioni di M sugli assi, S 1a prolezione di M su PQ "'é'i_ﬂ;;? :
) '.'_E:.
.

81 trovino le aree delle tre curve : _
1* luogo dei punti S;
2% inviluppo della retta MS; i
3* inviluppo della retta PQ.



Foidoubliuy 1] MATEMATICA, 19]
693. Siano F. i fuochs di una ellisse ed M an punto variabile
sulla medesima. Sj considerine il eircolo inseritto al triangolo MFF".
e quello exinseritto contenuto nell’angolp FMT", :
. L’inviluppo di eiascuno di questi circoli & una quariica podaria
dal centro dell’ellisse.

2. I luogo dei punt; d’incontro di ciascuno dei cireoli suddett;
colla retta che congiunge il eentro dell’ellisse a] punto M & una se-
stica, della quale s domanda P'area.

694. Essendo date le due curve

p= A cos w (1) e=1a"cos’w - &' sen (2)

81 costruisca la curva che s1 ottiene aumentando (0 diminuendo) ognj
raggio vettore della curva (1) di una hmghezza eguale al ragoio vei-
tore corrispondente della curva (2), e quella che s ottiene aumen-
tando (o diminuendo) ogni raggio vettore della curvy (2) di una lun-
ghezza egnale gl raggio vettore della curvg (1). Dimostrare che Je
aree delle due curve eos ottenute sono egnali.

E.-N. Barisrex

BIBLIOGRAFIA

Rion1 G. — Elementi i aritmetica per le seuole secondarie.

E un trattato dj Aritmetica che gl pregio della chiarezza, ¢ome Poteva aspet-
tarsi da clii lin pratica dell’insegnamenio secondario, unisce quello, pta dificile a
eonseguire in un libro elementare, del rigore scientifico.

LA, consizliato dall"esperienza, fa preceders | numeri deeinrali e 1l sistema
metrice decimale aila trattazione delle frazipni ordinarie; per tal modo pui finy
dal principio addesirare 1 giovani eon gli esercizmi eni decimali e sulje mistre,

Notevole & paoi I'aver espressamente collegato il concetto g frazione e guellg
di divisione, facendo 0Sservare come l'aver definito e messo in ecalcolo Je parii
aliquote deli’uniiy permeite di esegnire con esatiezza ogni divisione. Cost i gio-
vani lettori possono rendersi conto del trattaio sulle frazioni, poichd intendono
facilmente come sig necessario saper fard anche sn quesii pumeri le ordinaris
operazioni di caleolo,

Nel eapitolo V1, sulle grandezze preporzionali I'A dopo aver dato chiaramenta
il concetto d proporzionalita, insiste, per 1a soluzione dei vari problemi, ape-
clalmente sul matodo g riduzione all'unith, come | pia facile o i pil persuasivo,
Senza pero fralaseinre dj esporre anche quello dells proporzioni.

E mentre tutto & scritio in guella forma semplice ¢ piana che invita grade-
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volmente alla lettura, mon & mai perdnka d’vechio, neppure per un istante, la
precisione scientificn che vende pregevole questo volomelto.

Che se poi, come 1'A, mostra di pensare, egli smR viuscilo troppo suzionale,
sara il caso di dive ehe in queila sna esposizione cosi chiara questo & un bel difetto.

E. Maror:i. e

Toromer Giunio. — Prodlemi di fisica. Seeondn edizione con un’ap-
pendice contenente i problemi dati all’esame 4 ammissione alla
R. Accademia Navale. Firenze, Success. Le Monnier, 1902,

1 problemi di fisica costitaiscono senza dubbio una ginnastica intellettnale di
prim'ordine, Essi infatti sono ln Prima e piii naturale applicazione delle matema-
tiche per i giovani delle scuvie secomlarie, & servono a mostrare a guesti come
le teorie matematiche servano a risolvers 1mportanti quesiti della vita pratica
Sarchbe quindi naturale che da noz, come 1n altrl paesi, fossero nddestral; 1 2ipvanl
alla risoluzione di tali problemi; ma, come osserva siustamente ' auiore, nella
prefazione, civ non si fa in aleuna seuola.

1 giovani volenlerosi polranno dungue rvitrarre grande profitte dalla Jettura
di guesto libro che, pubblicato per la prima volis nel 1891 ha meritamente avuta
la fortuna di ginngere orn alla seconda ediziona

I problemi dispesti ordinatamente si rifeviseonp alle materie svolle nei pro-
grammi dei Licei ed Istituti Leenici: e servono a complietare le velolive teovie, ove
sono di solito svolte in modo manchevole ed imperfetto. A

Una maggiore estensione & data alle applicazioni di eletivicila, e sono svult&
sotto forma di problemi molte (quistivni della elettrotecnica, che ha ormai tanta B
importanza nella vila pratica. S

L'INCHIESTA SUL METODO DI LAVORO DEI MATEMATICT

L'ottima rivisin I"Enseignement muatheimutigne ha iniziata an'inchiesta sul me-
tods di lavoro dei matematici, e si vivolge agli sladiosi di tutto il mondo, pre-
gandoli di rispondere alle 29 domande che e580 indlivizza lorn per mezzo d8i un
apposito quistionario, nella fifneia ele dall’ insieme delle visposte possane seat- i
rive degli insegnamenti e consigli utili ai giovani matematici ed all’ ingegnamento.. “E'L?
It Periodico di matemntica & ben lieto di associarsi a quest'opera, ed invia ai snoi /=4
lettori il quistionario in parola con preghiera di prenderne cognizions, ed inviarle % UGN
colle relative risposte, a uno dei redatiori:

Prof. C.-A. Larsawt, 182, Avenne Victor Huago, Paris.

Proi. H. Frur, 19, rue Gevray, Genéave.

|

GIULi0 Lazzonr — Lrrettore-responisabile

Finito di stamipare I} & felibralo 1905
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maliche; ecosi almeno dice Programma, ma neoy yy; Sara possibile

di azione: non Potro tratiarlo senzga parlare un pogo sy altre question;
vicine, e se sarp quindi costretto & camminare di tante In tanto soi
sentierl di destrg e di sinistra, vi prego di volermi accordare la vogtra
indulgenza.

Che cos’® una byona definizione? Pe] filosofo, o per 1o scienziato,

compresa dagli seolayi.

Perchd avviene che tante intelligenze vicusino dj comprendere [e
matematiche? Non vi a In cid alennchy di paradossale? Ecco ung
scienza che fa appello aj ggl; prineipi fondamental; della logiea,
al principio di contraddizione, PEr' esempio, a cip che forma per cog)
dire lo scheletro del nostro inteurﬁmentn, a cio di eui pon potremmo
spogharei senza cessare (i pensare, e si trovano Persone che la dicono
oscura! e sono anche in magaoioranza, ! (‘he €8sl sieno meapaci d inven-
tare, passi; ma che “$81 non comprendano Je dimostrazioni che vengono
loro ©SposLe, che essi resting ciechi, gnando o Presenfiamo loro una
luce che ¢i sembrg brillare q’un puro splendore, & una pogs che ha
assolutamente de] prodigioso.
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JR1E: PERIODICO DI MATEMATICA.

Che significa capire? Questa parola ha lo stesso sigmficalo per
iulbi? Comprendere la dimostrazione di un teorema, vuol forse dire
eanminare successivamente tukli i sillogismi di cui si compone e consfa-
tnre che & corretto, conforme alle regole del ginoco? Ed anche capire
una definizione, significa semplicemente riconoscere di sapere gia 1l
senso di tutti i termini adoperati e constatare ch’esso mon imphica
contraddizione di soria?

Si, per alcani i quaii, dopo faita fale constatazione, diranno: ho
eapito. Ne, per la massima parte. Quasi tutti sone molto piii esigentl,
vogliono sapere, non solo se tutli i sillogismi di una dimostrazione
sono corretti, ma perch® si incatenano in un certo ordine, piuttosto
che in un altro. Finehd sembrano loro generati dal capricelo, e non
da un'intelligenza costantemente consein dello scopo da raggiungere
non credono aver compreso.

Certo non si rendono bene conto essi stessi di ¢io che voghono,
e non saprebbero formulare il loro desiderio, ma se non restano sod-
disfatti, sentono che qualche cosa manca Joro. Allora che avviene? Sul Gt
principio seorgono ancora le evidenze che si metiono loro sott'occhio; 1‘? %
ma poichd queste non si eollegano che per un filo troppo sotlile alle L

]
L]

=
i
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precedenti ed alle segnenti, passano dal loro cervello senza laseianrvi i
traccia, vengono tosto dimenticate, e dopo aver brillato un istante,_;j;ijf--' o
ricadono subito in una nobie eterna. Quando saranno piii innanzi, non 1
scorgeranno pin neppure quella effimera Ince, poiché 1 teoremi si ap-
poggiano gli uni sugli aliri e quelll che occorrerebbero sono gia di- i
menticati; ® cosi che divengono incapaci a comprendere le matematiche. ’?
Non & sempre colpa del loro professore: spesso la lovo infelligenza, - ;
cui occorre scorgere i) filo conduttore, d troppo pigra per cercarloe =i}
per trovarlo. Ma per venir loro in aiuto, occorre prima comprender 3
bene che cosa i Lrattiene, :
Albri si domanderanno sempre: a che cosa civ & utile; non inten- -
deranno se non s troveranno interno, in pratica od in natura, la ra- 4% '
cione d'essere di tale o tal'altra nozione matematica. Sotto ogni pa-
rola, vogliono mettere un’imagine sensibile; vecorre che la defimzione .
evochi tale imagine, che ad ogni stadio della dimostrazione la ve-.
dano trasformarsi ed evolversi. A questa sola condizioue, eomprep-
deranno e ricorderanno. Costoro si illadono spesso da loro siessi; non

aseoltano 1 ragionamenti, guardano le figure; credono aver compreso
ed hanno solo veduto.

2. Quante tendenze diverse! Occorre combatterle? Occorre ufiliz- * 7
zarle? B volendo combatterle, quale bisognercbbe favorire? A coloro
che si contentano della pura logica si deve dimostrare che hanno visto
le cose sotto un unico aspetto? Oppure a coloro che non restano tanto

facilmente soddisfatii si deve dire che cid che chiedono non & mne-
Ccessario?

LAY
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In allre parole, dobbiamo obbligare i giovani a mutare I'indole Rl
dell’intelligenza loro? Un simile tentativo sarebbe inutile; non posse- I i
diamo la pietra filosofale che ¢ permetterebbe di eambiare gli uni 1 il ;
negli altri 1 metalli preziosi confidalici; la sola cosa che possiamo fare RERGL | |
e di lavorarli adattandoci alle loro proprieta, AT |

Molti fanciulli, ai quali pure bisogna insegnare le matematiche, '
Sono incapaci di divenir matematici: ed i matematic; stessi non sono
tutti plasmati nello stampo medesimo. Basta leggerne le opere per
tistinguerli in due diverse qualita d'intelligenze, quelle dei logici come
per esempio Weierstrass, e degli intuitivi come Riemann, La diffe- i
renza e nguale tra i nostri allievi. Gli uni preferiscono risolvere i loro
problemi analiticamente, come essi dicono, gli altri geometricamente.

E perfettamente inutile cercar di cambiarvi qualche cosa, e del resto
sarebbe cid desiderabile? B bene vi siano logicl ed intuitivi; chi ose-
rebbe decidere se preferirebbe che Weierstrass non avesse mai scritto,
oppure che Riemann non fosse esistito? Bisogna quindi rassegnarci
alla diversita deile intelligenze, meglio ancora, bisogna rallegrarcene.
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3. Poiché la parola comprendere ha diffeventi significati, le defi-
mzioni meglio comprese dagli uni non converranno agli altyi. Abbiamo
quelle che cercano di far nascere un imagine, e quelle in cui ¢i si e
limita a combinare forme vuote, perfetlamente intelligibili, ma pura- e
mente intelligibili, eui I'astrazione ha tolto ogni materia. N

Non so se sia proprio necessario citar degli esempi. Citiamone
perd, e prima di ogni altro la definizione delle frazioni ei fornira .
in esempio estremo. Nelle scuole primarie, per definire una frazione - j
viene tagliata nna mela o una torta; viene faglinta mentalmente, s'in-
tende, o non in realth, perchd non eredo che 1l bilancio dell'istruzione
elementare permeita simili prodigalita. Alla seuola normale superiore,
mvece, o nelle Facolta, verra detto: una frazione, & |'insieme di due et
numert interi separati da una linea orizzontale: verranno definite con- : .'355':' .'
venzionalmente le operazioni che possono subire bali simboli; verra *~
dimostrato che le regols di quaste operazioni sono le stesse che nel il
aleolo dei nmumeri interi, e s constatera finalmente che, facendo se-
condo tali regole la moltiplicazione della frazione pel denominaiore,
s1 ritrova il nomeratore. Cip va benissimo, perché ci si rivolge a
glovani, da lungo tempo famighiarizzati colla cognizione delle frazioni
a furia di aver diviso mele ed altri oggettl, e la eui intelligenza raf-
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finata da una forte educazione maggematica, 8 & poco a poco giunta a :*;f.
desiderare una definizione puramente logica. Ma quale sarebbe lo sha- e
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lordimento di un principiante cui si volesse servirla?

- D1 guesta specie sono auche le definizioni che trovansi in un libro b
giustamente ammirato e molte volte premiato, i Grundlagen der Geo- e
metrie di Hilbert. Vediamo infatti come principia: Pensiamo tre sistems
di cose che chiameremo punti, rette ¢ piani. Che sono queste “cose,? non
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lo sappiamo, e non dobbiamo saperlo; sarebbe anzi dannoso che eer-
cassimo di saperlo; quel che abbiamo diritto di sapere, & quanto ce ne
dicono gli assiomi, questo per esempio: Due punti differenti determinano
sempre una retia, seguito dal commento: nvece di delerminano, possiamo
dire che la retta passa per questi due punti, o che congiunge questi due
puni, o che 1 due punti sono collocati sulla retta. Sicche, * essere collocato
sopra una retia , ¢ semplicemente definito come sinonimo di “deter-
MINAre 1na latta »- B questo un libro di cui ho buonissima opinione,
ma che non raccomanderei ad uno stodente di liceo. Potrei del resto,
farlo senza timore, poiclh’egli non andrebbe troppo oltre ecolla sua
lethura.

Ho preso esempi estremi, ¢ nessun maestro potrebbe pensare di
andare cosi lontano. Ma pur rimanendo beme al di qua di simili mo-
delli, non si espone egli forse allo stesso rischio?

Siamo 1n una guarla classe; il professore delta: il cireolo & il luoge
dei punti del piano che si trovano ad ugual distanza da un punto
interne chiamato centro. 11 buon sindente serive questa frase sul sno
quinterno; il eattivo vi disegna delle figurine; ma nd "uno nd l'altro
ha compreso; il professore prende allora il gesso e traceia un cerchio
sulla lavagna. * Ah! pensano gli scolar), perch® non lo diceva subito: un

circolo & un tondo, avremmo capito ,. Certo, ha ragione il professore. RS
La definizions degli allievi non avrebbe avunto valore, poichd non i 4 o
.l_': : A4 |

avrebbe potufo servire a dimostrazione alcuna, e specialmente perchs

non avrebbe potuto dar loro la salutare abitudine di analizzare 2
propri concetti. Ma bisognerebbe dimostrar loro che non eapiscono -+
cid ehe credono capire, condurli a rendersi conto della gmssﬂ]ﬂnit‘g"-_';.I_-_-j:-h_f'_._
del loro concetto primitivo, a desiderare essi stessi che venga epu- ' il

rato e dirozzato.

4. Tornerd su tatti questi esempi: ho solo voluto dimostrarvi i due’

concetll oppesti: esiste fra loro un contrasto violento. Questo con- |

trasto, ¢i viene spiegato dalla storia della scienza. Se legginmo un
libre seritto cinquant’anni or sono, la massima parte dei ragionamenti
che contiene, i sembrerd sprovvista di rigore.

Si ammetteva a quell’epoes che una funzione continua non potesse
cambiar di segno senza annnllarsi; attualmente c¢id viene dimostrato.
S ammetteva che le regole ordinarie del ealeolo fossero applicabili ai

numer1 incommensurabili; attuslmente cid vien dimostrato, Si ammet- 7

tevano tanbte altre cose, che a volte erano false.

Ci si fidava dell’ intuizione; ma ormai si & capito ogni giorno meglio. .. o

del precedenie che I'intuizione non pud darei il rigore, e neppure la .
certezza. Hssa ci insegna per esempio che ogni curva ha una tangente,
ciod che ogni funzione continua ba una derivata, e cid & falso, B poiché
8l teneva alla certezza, & bisognato rendere sempre pii piccola Ja parie

della intuizione,
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Come & avvenuta quesia necessaria evoluzione? Non 81 & tardato
ad accorgersi che il rigore non avrebbe potuto stabilirsi nei ragio-
namentl, se non fosse stato prima introdotto nelle definizioni.

Per molto tempo gh argomenti di cni si occupano 1 matematici
sone stati mal definiti; s credeva conoscerl:, perché venivano rappre-
senfati coi sensi o I"imaginazione; ma non se ne aveva che un’ima-
gine grossolana e non un’ iden precisa. sulla quale il ragionamento
potesse aver presa.

Su cid i Jogici hanno dovnto portare i loro sforzi. Lo stesso pel
numero incommensurabile.

La vaga idea dj conbinuith, che dobbiame all'intuizione, si & riso-
luta in un complieato sistema di inegnaglianze tra numeri interi. Cosi
sono definitivamente svanite tutte quelle difficolty che spaventavano
1 padri nostri, allorehé riflettevano aj fondamenti del calcolo infinite-
simille,

Ora mnon rimangono in analisi che numeri interi, o sistemi finiti
od infiniti di nmomeri interi, legati tra loro da un sistema di ngua-
ghanze ed meguaglianze, Le matematiche, come & stato detto, si sono
aribmetizzate.

5. Ma si crede forse che Io matematiche abbiano raggiunto il ri-
gore assolulo senza far sacrifici? N 1ente affatto; ¢iv che hanno Acq ui-
stato 1 rigore, I'hanno perdato in obiettivita. Hanno dovaie scostars:
dalla realta per acquistare questa perfetia purezza. S1 pud percorrere
libernmente tutto il loro dominio, altra volta pieno di ostacoli, ma
tali ostacoli von sono scomparsi, Sono stati solo trasportati alla fron-
tiern, e bisognery Lornare a vinecerli, se si vuol superare tale frontiera
per penebrare nel vegno della pratica.

Si possedeva una nozione vaga, tatta di elementi disparati, gli uni
@ priori, gli altri fruiti di esperienze piii o meno digerite; si credeva
conoscerne, mediante [“intuizione, le propriela principali. Oggi gl
elemenk; empiriei vengono seartati per nen conservare che quelli «
priori; unn delle proprietd serve alia defimzione, e futte Faltre ne
vengono dedotte con un ragionamento rigoroso. Va benissimo: ma
resta a provarsi che tale proprieta, divenuta definizione, appartiene
proprio agli oggetti reali fattic; conoscere dall’esperienza, e da’ goali
avevamo atiinta In nostrs vaga cognizione intuitiva, Per dimostrario,
bisognerd ben ricorrers all'esperienza, o fare uno sforzo d'intuizione,
€ 8¢ non si potesse dimostrare, i #10stri teoremi sarebbero perfetba-
mente vigorosi, mn perfettamente inutil].

La logica partorisce a volie dei mostri. Da un mezzo secolo si a
visto sorgere nuna folla di funzioni bizzurre, che sembrano tare ogni
sforzo per somigliare i meno possibile alle oneste fanzioni, buone a
quaicosa. Non piiy continuitd, oppure conftinmta, ma non derivate, ece.
Non basta; solto Faspetto logico, (queste funzioni strane sono le piia
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generali; quelle che si incontrano senza averle cercaie non appari-
scono pin che come un caso particolave. Non rimane loro che un pic-
colissimo eantuceino.

Altravolta quando inventavasi una nuova fanzion g, era per qualehe
scopo pratico; oggi si inventaro espressamente per rendere difettose
le dimostrazioni dei padri nostri, e non se ne cavera mai altro.

Se Ja logica fosse I'unica guida del pedagogo, bisognerebbe co-
minciare dalle funzioni piit generali, ciod dalle pin bizzarre. Oceorre-
rebbe mettere il principiante alle prese con quel museo teratologico.
Se non lo fate, potrebbero dire i logici, non raggiungerete il rigove
che a tappe.

6. Si, forse, ma non si pud trattare eos alla leggiera colla realti;
€ non parlo solo della realth del mondo sensibile, ¢he pure ha il suo
valore, poiché i nove decimi de’ vostri seolari vi domandano le armi,
unicamente per combattere coutro di lei. Vi & una realti piit sottile,
che forma la vita degii esseri matematici, ed & tutt’altra cosa che la
logica.

Ll nostro corpo & formato di cellule e le eellule di atome; tahi cel- .yl
lule ed atomi sono dunque tutia la realth de corpo umano? 1l modo | . jidsa
nel quale queste cellule sono disposte, e dal quale risnlta | uniti del- s
Findividuo non & esso pure ama realtd molio pil interessante ? i

Un naturalista che non avesse mai studiato I'elefunte altro che al. [Luee
microseopio conoscerebbe abbasfanza quest’animale? R

Lo stesso & in matematica, Allorehe il logico avra scomposto ogni
dimostrazione in una folla di operazioni elementari, tutte corrette, - o ia
non possiedera ancora la completa realta: quel non so che il guale
forma I'onita nella dimostrazione gh sfuggira completamente.

Negli edifici innalzati dai nostri maestrl, a che serve ammirare - b
l'opera del muratore se non possiamo comprendere il piano dell’ar-
chitetto? Ora questa veduta d"insieme, non pud venirci data dalia
pura logica, e bisogna chiederla all’ intuizione.

Prendiamo per esempio I'idea di funzione conbinua. Non & i
prineipio che una imagine sensibile, un rigo tracciato eol gesso sulla
lavagna. Poco a poco si epura; si adopera per costruire un sistema
completo d’ineguaglianze, che riproduce tutte le linee dell’immagine
primitiva; allorebé totto & terminato, si & tolta Varmatura come dopo .
la costruzione di una volta: quesia rappresentazione grossolana, ap-
poggio ormai inutile, & scomparsa e non & rimasto che 'edificio stosso,
rriprovevole all’occhio del logico. Eppure se il professore non richia-
masse I'imagine primitiva, se non ristabilisse momentaneamente }a
centina, come farebbe I'allievo ad indovinare per goal capriceio totbe
quelle ineguaglianze si sono sovrapposte in tal modo le une sulle alire?
La definizione sarebbe logicamente corretta, ma non gli dimostrerebbe
la vera realli.
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7. Eecoei dunque costretti s tornare indietro: & certo pencso per
un maestro dovere insegnare ¢id che non lo soddisfa pienamente; ma
la soddisfazione de] maestro non & lo scopo wnieo dell'insegnamento;
0CcOrre prima pensare a ciy che ¢ Fintelligenza dellallieve ed a cid
che si vuole ch’egli divenga.

Gli zoologi pretendonn che lo svilnppo embrionale di un animale
r1assuma in un tempo brevissimo tutta la storia de’ snoi antenati de;
tempi geologici, Sembra avvenga lo stesso delle mtelligenze. 1L'edu-
catore deve far ripassare il tancinllo di dove i snoi padri sono pas-
satl; pin raprdamente, ma senza omettere tappa aleuna. Sy questo
argomento, Ia storia della scienza dev’essere la nosira prima gaida.

I nostri padri credevano sapere ehe cosa fosse una frazione, o la
continuita, o 'area d’una superticie enrva; ma noi ei sjamo accorti che
non lo sapevano, Cos ; nostrt allievi e¢redono saperlo guando comin-
c1ano a stndiare seriamente le matematiche. Se, senza altra prepara-
zione io dico lorop: “No, non lo sapete: eip che eredete eapire, non lo
capite; bisogna ch’io vi dimostri ¢ip che vi sembra evidente _: o se
nella dimostrazione mi APpoggio su premesse che sembrano loro meno
evidenti della conclusione, cha penseranmo questi infeliei? Penseranno
che la seienza matematicy non sia che un ammasso arbitrario di sot-
tigliezze mutili; oppure se ne disgusteranno, o ¢ si divertiranne ecome
ad un gmoco, ed arriveranno ad una condizione di spirito simile a
quello dei sofisti greci,

Pit1 tardi, invece, quando I'intelligonza dell'zllievo, familiarizzata
col ragionamento matematico, sard maturata da guesta lunga fre-
quenza, 1 dubbi naseceranno sponianeamente e Ia vostrg dimostrazione
sara allora Ja benvenuta. Susecitera ancora dubbi nuovi, & le gquestioni
1 presenteranno successivamente al giovanetto, come si presentavane
Successivamente ai nosti padri, fino a quandp j] rigore perfetto potra
solo soddisfarlo. Non basta dubitare di tubto, bisogna sapere perchd
si dobita.

8. Scopo prineipale dell’ ingegnamento mabtematico & lo sviluppo
di certe facolty de]]'intel]‘igen?_ﬂ, fra Je quali, I'intuizione non e la
menv preziosa. Per mezzo d; guest’ nlkima i1 mondo matematico
rimane a contatio eon quello reale, e quand’anche le matemaltiche
pure potessero farne g meno, bisognerebhe pur sempre ricorrervi
per colmare I'abisso che separa 1l simbolo dalla realty, Al pratico
occorrera sempre, e per ogni gedmetra puro vi devono essere cento
pratici.

Liingegnere deve ricevere una compieta eduecazione matematica,
ma 4 che ecosa deve servirgli? a vedere i vari aspett: delle cose ed g
vederli presto; egli non La tempo di cercare il pel nell’uove. Bisogna
che negli sspotti fisie; complessi che gli s presentano, riconosca si-
bito 1 punti ne’ quali potra servirsi deglt istrumenti matematic che gli
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abbiamo dato. Come potra farlo, se lasceremo tra gh uni e gli altri
quel profonde abisso scavato dai logiei ?

9. Accanto ai futori ingegneri, altri allievi, meno numerosi, deb-
bono alla lore volta divenire maestri; debbono guindi andare fino al
fondo; una cognizione profonda e rigorosa dei principi fondamentali
¢ per loro indispensabile prima di ogni altra. Questa non & perd una
ragione per non collivare in essi I"intmizione; poichs si formerebbero
una falsa idea della scienza, se non l'osservassero maj che da un lato,
6 non potrebbero d’altronde sviluppare nei loro scolari una qualita
che non possiedono essi stessi.

Anche al geomelra puro, questa facolta & necessaria, poiche colla
logiea si d imosira, e coll’ intuizione si inventa. I bene saper crificare,
ma e meglio saper creare. Voi sapete disfinguere se una combina-
zione & corretta; ma cid non glova a nulla se non possedete 'arte
di seeglieve fra tutte Je combinazioni possibili. La logica ¢l insegoa
che sn tale o tal altra strada siamoe sicuri di non trovare ostacol ;
non pero quale & quella che ¢i conduce allo scopo. Bisogna per cid
vedere Jo scopo da lontano, e la facolth ehe oj insegna a vedere 8

I"infuizione. Senza qresta il geometra sarebbe simile ad uno serittore e

forte 1n grammafica, ma senza idee. Ora, come si svilupperebbe questa

qualiia, se appena 81 mostra si seaceia o proscrive, se si impara a. o -

non fidarsene prima di sapere ci0 che ha di buono?
E qui, permettetemi di aprive una parentesi per insistere sull’ im-

portanza dei eompiti seritti. I componimenti seritti non hanmo forse - .. ii%
assal Importanza in certi esami, alla Scuola Politecniea, per eSeMmIPI0s, - Wi

Mi si dice che vieterebhero I'ingresso & buonissimi scolari che sannd

benissimo il loro corso, 1o eapiscono perfetlamente, ma sono inca-

pact di farne la minima applicazione. Ho detto or ora cle la parola
comprendere ha vari sensi: guesti non capiscono che nella prima
maniera, ed abbiamo veduto come queste non basti a formare nd un
ingegnere, né un geometrs, Iibbene, poiché bisogna fare una scelta,
preferisco scegliere eoloro che capiscono tutio.

10. Ma I'arvte di ragionar giusto non & 0SSR pure una gqualibh pre-
ziosa, che il professore dj matematiche deve coltivare prima di tutto?
Mi guardo bene dal dimenticario; bisogna prevccuparsene € fino dal
prineipio. Sarei desolato vedendo degenerare la geometria in non so
quale tachimetria di bassa lega, & non sottoserivo affatto le duttri:ﬂﬂ.
estreme di certi Oberlehrer tedeschi. Ma si hanno abbastanza occasioni
di esercitare gli allievi al ragionamento corretto nelle parti delle mate-
matiche, in cui gl'inconvenienti che heo segnalati non si presentano. Si
hanno lunghe concatenazioni di teorems In cui la logica assoluta ha
regunato fino dal principio e, dird cosl, naturalmente; in cuoi i primi geo-
metri c¢i hanno dato modellj che bisognera sempre imitare ed ammirare.
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Nell'esposizione dej Primi prineipi bisogna evitare troppa sotti-
gliezza, che ivi sarebbe pii scoraggiante e del resto inutile, B 1M possj-
bile dimostrar tutto e delinir tutto: aveyxn cfifivas ha detto Aristotile,
¢ bisognera sempre prendere in prestito dall’iutuiziﬂne; non imports
farlo un po’ prima od un po’ dopo, o magari chiedexle an po’ pin o
un po’ meno, purché adoperando correttamente le premesse che ej

. B possibile soddisfare tante opposte condizioni? [ particolar-
menie possihije Quando bisogna dare npg definizione # Come trovare
un enunciato coneciso che soddisfaccia cop temporaneamente Je regole
Intransigenti della logiea, il nostro desiderio di includere 1l posto della
Huova cognizione nell'isieme dellg screnza, ed il nostro bisogno di
pensare mediante Imuging? Generalmente non lo troveremo, ed &
pereid che non basta enuneciare una definizione: bisogna prepararia
e giustificaria.

Che voglio dire €On questo? Sapete quel che & stato detio spesso:
ogm definizione implica assioma, poiché alferma 'esistenza di a0y
che si definjsce. La definizione noy sara quindi giustificata, da] punto
di vista puramente logico, che quando sara stato dimostrato che non
e consegue contradizione, no ne;j termini, nd colle verita preceden-
temente ammesse.

Ma nonp basta; la definizione viene enunciata come yna Conver-
zione; ma la Imassima parte degl’intelleiti s vibellera se vorrete jm-
porgiliela come convenzione arbitraria. Non avra pace finchd nop avrete
risposto o varie domande,

Le definizioni matematiclie song i pilz spesso, come ha dimostrato
1] sig, Liard, vere costruzioni edificate in ot loro parte con nozioni
Pl semplici. Ma Perche avere cps riunito questi elementi mentre
tante altre combinazioni erang pPossibili? Pey capriccio forse? Altpi-
menti, perche gquests combinazione avyelle pin divigti all'esistenza
di futte le gitres A qual bisngng rispondeva? Come & o Previsto che
ivrebbe parte importante nello sviluppo deils scienza, ed abbrevie-
rebbe 1 nostri ragionamenti ed j nostri calcoli? Esiste in nalura qual-
che oggetto familiare, ehe ye sia, direj quasi, I'imagine ineerta e 2ros-

Neé basta; se vispenderete in modo soddisfacente « tuttr quest;
quesiti, vedremo bene chie il neonsto &veva diritto a} battesimo: ma
neanche la seeltn del nome & arbitraria- bisogna splegare da quali
analogie si & stati guidall, e che se nomi analoghi sono stat; dati a
cose differenti, falj cose, almeno, non diffeviseono ehe nella materig
e sl avvicinano nells forma; finalmente chie Je proprieta loro somo
analoghe e per cos dire paraliele.

A tal prezzo tutie le tendenze poLranno essere soddisfatte. Se
Penunciato & gesa corretio da poter pracere g logico, la ginstifies-




202 PERIODICO DI MATEMATIOA.

zione ¢ententerd I'intuitivo. Ma ¢’s da fare ancor meglio: ogmi volta
che ¢ib sia possibile, la giustificazione precedera 1'enunciato e lo pre-
parera; si verra condotii all’enunciato generale dallo studio di aleuni
eésempi particolari,

Inoltre, ogni parte dell'enunciato di una definizione ha per iseopo
di distingnere loggetto da definirsi da una classe di aliri oggetti
vieini. La definizione non SAra compresa, se non quando ayrete mo-
strato, non solo I'eggetto definito, ma quelli vicini da’ quali con-
viene distinguerlo, avrete fatiq intendere la differenza ed aggiunio
esplicitamente: ecco perche enunciando la definizione ho detto qnesto
0 quest’altro.

Ma & tempo di nscire dalle generalita e di esaminare come ; prin-
eipi un po’ astratt tests esposti possano venire applieati in aritmetica,
geomeiria, analisi e meccaniea.

Porxcars.
(Continua)

SUL LUOGO DI UN PUNTO UNIVOCAMENTE COORDINATO &
ad una eoppia di punti mobili ;e

. Siano Py (2 ), Py (s ys) due punti appartenenti alle due eurve. '
 (2,9) = 0 s
Py (@, y) =0 () A

rispettivamente, fra i quali interceda una relazione espressa mediante
un'equazione fra le Joro coordinate

AR -.\:ul: 'r.;"-"' i i
ey
= 4 2
y 16 i W
i I‘d -t e 53 L
e |1 a0 e ey R

U (@1, g1, @2, ya) =0, (2) i
Suppeniamo clie alla coppia di punti Py, P, sin nnivocamente coor- L E
dinato un punto Py, con che intendiamo che le coordinate x,, ¢ di P, ki g
siano in un modo univoco legate alle coordinate di P, e P: da due il T
eqUazIoLi ; H}}{{*r
h (1, 3, 2, Y, s, Ya) =0 (3) LT A
Ua (21, 21, e, W, s, ys) = 0. ‘:?tf,i%fr

.]I-I
l"‘ ¥ 4

Per trovare il lnogo del punto Ps quando P, e P, si muovono "’f?“

i)

sulle curve (1) sodiisfacendo alla relazione (2), basta eliminarve @y, U1, LA Resl
Ty, ¥z, fra le cinque equazioni

e R

Pul@s, 1) =0 ®e (22, 7,) — 0
b=0 6=0 f.=—0. (4)
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B a notarsi che ge P1 @, U, By, B,
luogo de] Punto P, & algebriea e di
dotfo dei gradi delle funzion; stesse,

Volendosi ¢he entrambi i puntj
curvg

203

SON0 razionali intere, Ia corva
un ordine non maggiore al pro-

P, e P, gj muovano sulla stessa
% (4, y) =0

& 0Vvio che basta sostitnire nel sistemp (4)

alle prime due equazioni
le altre due

f?fi?nyl)ZD ¢ (s, Ya) =0,

Nej paragrafi successiv; troveremao il Inogo di P, prendendo deter-
minate eurve Per le (1) e speciali relazioni per Je (2) e le (3).

2, Supponiamo che P, formi con Py e P, '
un triangolo dato - ;

si vede. Si ossery; inf
tengono P, o Pe fa colla
colla stessa direzione fa
ingolo B, perfettamente noto, noti essendo

Indicando cop 7 ]y langhezza g segmern
del segmento P;P, a P, Pe, 81 ba allopa

appar-
angolo che
€ Pydifferiva da 4 g; un
gli angoli di T,

to PyPs, con ¢ j] rapporto

direzione positiva dell’ asge L g
Ia retta per Py

Zs =& ol cos (2 4 B) =,

e (v —2,) cos 3 — o (¥
ed in modo analogo si trova

— i) sen 5

" ya=h+p(rs~—w:.iﬂenB+p{ys—~yalﬂ05{3

cio

V== MI - + pra -+ gy, (5)
Y2 = m'zy - n'y, + 2"z - Q4

Con m, ', p, p', n, »', 9.4 coefficienti not;.

Se poi P, Appartiene alla yetta per P; P,

ed 1 segmenti PiP; e PP
hanno il rapporto 3, lo

d
relazioni (5) divengono
_ 1 A \
LR T == 'y " ol
: l — S )
1 5 ()

AET AT

3. Supponiame che P, si myovy sopra la parabola

Y =2px
e Py snlla tangente gnJ vertice, cfoi sull'asse y: sia po1 P; il punto
della retta P,p

e tale clie sia PP, = . PsP2, e di pint i) segmenfo PP,
abbia ig linghezza cosfante %, ciod sig

(%1 — @) - (g — )2 2 (6)
Allora, essendo P: legate a Py, Py dalle dye relazioni (5, il [wogo
di Py stesso & ) quarties

[ — 29 22 - (1 — AV Y2 (250

1) — AR = Bt
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Se Pi, Py si muovono sopra le due rette

S e bly = 6 — 0
o —+ Doty + 02 =10

(7)

e Py & legato a P,, P, dalle relazioni (5), il lnogo di P; & la curva,
la cni equazione

b [Llffﬂ —+ M:ya + N, L -+ ngu ~+ Ng, Lure— Maya -+ Ns,

L{Ta "]— M;y; + Ni} == DI (8)

s1 ottiene pounendo nella (2) i valori che per @y, ¥, Is, ¥: S1 ricavano
dal far sistema delle (5) e delle

(11T bﬂ_}l + =0
Ua2l'y —— 52?!2 + ey ==1()

Giova osservare che se il primo membro della (2) & razionale intero
di grado r, la curva (8) & algebrica di ordine r,
Cosi la (8) rappresenta una retta se per la {2) si prende

-‘I'E‘—'IJ‘}—E)‘E‘“Eh:k (9]

cioé se si vuole ehe la somma delle compenenli lango gli assi z, y
del segmento P; P, sia costante.
Se per la (2) si prende
1 1

| = 10
Ty—as | Y1i— s =il { J

ossia se st vuole che la somma delle inverse delle component, lungo -

gli stessi assi, del segmento P,P; sia costante, la (8) rappresenta una
conica e pit precisamente una iperbole (') perche, posto

o L[[d',:Li—-LJ, eCce.
essa diviene

k LI'].E'}LI_EA\:FEE —[“ ,2;]_‘;] H.ﬂ‘lMEE,a}yﬂE ‘i‘ k [ Lfl-ﬁ]Ml‘ﬂ.l} + IJ(E,#JMH.S.‘-') Xalfs +

++ [ENes — 1) Linoy - (kN — 1) L] 220 -
+ [N — 1) Mo + (BNuw — 1) Mo 75 - kN Ngy=0. (1)

ne per la (2) si prende la (6), la (8) diviene

(L3 + L¥a0) 05”1 (M - M%) 9% 223Ys (LoaMu g + LieoyMey +
T2 (Nawlao1-Nig o Lis.o) 2 + 2 (Muo Ny Moy Nie ) yo—k* =0 (12)

equazione di un’ellisse.

Una quartica rappresenta la (8) se la relta per Py e P; deve essere
tangente ad una data conica

il-'?]L‘III-'E “"' Eﬂleiﬂy —I‘ t?ggyﬂ —i— 2”13&? “" E{i"gny ‘—[— (fggs — ﬂ' (13)

(Y In questi dne allimi risultati sin Ia dimostrazione delln ynistione A8Y% proposia in guesto
Giornale dal sig. Barisien. F ovvie ohe Bl puv sostibuire, nella (mistione citata. nl paligunirEEﬂlﬂﬂ
dei polizoni simili nd ane dato, .

e L
—

— ;-I-.,._. ";--—L'I'..:

- - i il
= o L g TN
g g T T |
L - -
i

..-
oy e, [
-

F i
o
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perché, in tal easo, la (12) diviene
Am[:ﬂl yg-—:frsyﬂ“—l—ﬁ ao{ T —-ma}“-l—An{yJ —"?fi)g+25ﬂ{3h Ya—22a¥s) (mﬂ*rl)_i"
-2A4, (mz.?fﬂ—'-?l‘rﬂyﬂ (1—ys) + 2A (re—a) (Y1—ya} =0, (14)
dove A,, indica il complemento algebrico di tr. nel determinante

1y (12 (3
@z Qe (g | -
Qo1 13z Qpg

E poicha la (14) diviene del 3° grado in 2y, y,, 2, Yo S& Ay—=10, ne
discende che Ig (8) rappresenta una cubica se la conica (13) & una

S1 suppongs, in parficolare, che la conjea (13) sia I'elisse col centro
nell’origine e gli assi comcidenti eoi coordinati
m,ﬂ ] Tfﬂ

?;_2 | é)z =] (]-SJ]

e le rette (7) stano gli assi 2 e »; allora la (14) si riduce a
T Yy — b, — a'yy” =
e la (8) mediante le (5) diviene
(230'— Ysq)® (mys — m'zs)?
— (mg'— m'q)® [ (%20 —ysg) + a* (my; — ME)’l=0 (15)
equazione che si riduce a quella di una krenzeurva
(1 —2)" 2a%ys® — %%, a'ys® = () (15')

80 P; appartiene alla retta per PiP; & valgono le (5).
Se la conica & I’ iperbole

z* "
=1 (13")

-

la (R) divieﬁﬂ

(239"~ Ysg)® (miygs — m'ze)? -
~+ (mg'— m'q) [5* (%sg'—2a0)* — a® (7 Ye—mag) | =10 (16)
la quale si ridoce all'equazione di una kohlenspitzencurvsa
(1 — ]Jﬂ ‘Iaﬂyaﬁ + E)E)-.E’Iag — ﬂgyal‘:: ()

se Py appartiene alla retta per P,P,.
Se la conica & | 1perbole eq‘ﬁﬂﬂterﬂ

—k (13")
Ia (8) diviene B

(wsg'—y/e9) (mys — m'ay) (59— 1aq} (mys— ') — 4 (mg'—m'g)f]= 0
che ei rappresenta la coppia di rette

T — ysqg =0 MYy — m'a, =
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e I’ iperbole _ ‘ '
(g — yaq) (mys — m'zy) — 4k (mg— n'g)* =0
che ha guelle vette per assintoli e che si riduce ad equilatera se la

vefta per PiPs contiens Py,
Infine se la conica (13) & Ia parabola

9 =20z (13*)
la (8) ¢i rappresenta insieme alla rella
Taq — s =0

la parabola

(s — m'Es) = 3§ a (mg'— nd'q) (xay'— Q3fs)
la quale ha lo stesso verlice e Jo stesso asse della (13*) se P, giace
sulla retla per Py, Ps.()

4. 11 punto Py sia il punto d’incontro della retta per P, di coel-
ficiente angolare m, e della retta per P di coefficienie angolare mng;
in questo caso le coordinate di P; sono legaie a quelle di Py e Py
dalle relazioni.

g (Mg — 1) — ya -+ o — wmay + mgre =10 17)
Wy (my — mg) — mrymg (B — xe) = iy — maye = (),

Se, in partieolare, si suppone che Ia retta per P, sia parallela al-

'asse » e quella per D’; parallela all’asse x, si ha allora

Y o _

-.n:_'_
5

-
L] 5
S
3
s -
SR
. ¥
"
L

% g0 =
b T g
r -

§
At =

s = 21 oo

Ya = Y.
Se poi Py e Py s1 muovono nel cerchio
2yt =19* (18)

mantenendo fra loro un'eguale distanza &, 1l luogo di Ps e la quartica
bicircolare.

['l'H [.I-lﬂg + ygg) n— (Efg- A}E]ﬂ_]n '—I— 4 {2!'3‘—" a“EEJE Iagyan == D-
Se Py, e P; apparlengono al cerchio (18) e sono allineati con un
punto di coordinate «, §, 11 luogo di P, & la quartica
(1 — o — P (% — 2 — g =

=4 (x5 + @) (a1 ) [* (2 1+ ows - Bys) + xsya («* + pH1=10

la quale si riduce manifestamente al cerchio stesso se il punto («, )
goincide coll’origine.
Se poi P, P: appartengono alla parabola
Y =2px
e sono allineafi col fuoco, Py si muove sulla curva del 5% ordine.

pYs (2a5 — p)* = 2, (2ua" + p* 4 2p%5).

(1) Questi rianliaki 21 possono rignerdare in certo modo come wna goenernlizzazione dei risnlfadl
sonfenuti velin noia del sig, Cardoso-Laynes: * Sopra una brasformazione dells curve pinne ,, Fe
riodico di Motemaiicn, 1908,
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