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Essendo infine m.m. e (3% 23 11+ 2)=2 X 3" X 11*, possiamo
coneludere (§ 8) che la radice minima della

SN
S —1 = mod, :

e quindi (§ 4) la vadice minima della
N.~N,=0 (movd. p)
b 2% 8% ) 11* = 263538.

|5. TrorEMA DI PLATEAU GENERALIZZATO. — Dato un gruppo quul-
siasi di cifre C e dato un gualsiast nuero p primo con g, base dél
sistema di nuneerazione usato, es18iono infiniti numeri della forma CC...C
multipli di p.

Se il numero rappresentato dal gruppoe ( & multiplo di p, tutt’
nameri C, CC, CCC, ... sono multipli d1 p.

Per tanto in eid che segne supporremo ( rappresentante nu nu-
mero non multiplo dr p.

Posto nelli teoria genernle No =0, N, = C, la condizione No=N,
(mod. p) non essendo soddisfatta perche supponiamo diversa da 0 al-
meno qualenna delle cifre del gruppo C, esiste (§ 3) un numero L>1
per eul

N.=N, (mod. p)

sempre e solo guando 2 » multiplo di A, Trasportando questi risultat
della teorin generale al caso nosiro, abbiamo appunto No=10 ed
Ni=0;, rappresentando G 11 numero formate da 7 gruppl identicl
o1 dato (. Dunque abbiamo

GEEU [ﬂ]ﬂd. p]

ossia qualsias) numero della forma CC...C sara multiplo di p pur-
che il numero dei gruppi C che lo ebetituiscono sia multiplo did. 1l
numero 2 dice quanfi sono gli elementi della (6) tutti disiinti fra
loro; o, che & lo stesso, gual'® il minimo numero di volte che biso-
gna serivere di segmlo 1l gruppo C per avere un pumero multiplo
di .

Pel caleolo di A rimandiamo il lettore a quanic abbiamo esposto
nei 88 15 e 14.

16. In un sistema di numerazione & base g:

se un numero U si spezza graficamente i h parti delle quali la prima
abbia un numero qualsiasy di cifre e tulte le rimanenti ne abbiano ¢ per
una, la somma di tutte queste parti & congrua ad U secondo il modulo g'—1.

Difatti, detta % la parto seguita in U da altve ¢ parti, si ha

i=h-1
U= 'EG ﬂig“'

e quindi anche
i—h—1 i=h—1

U= = wlg"—1)+ 2 .

E=u
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Ma 11 2 dei tre termini di quest’eguaglinnza & multiplo di ¢* — 1+

dunqne
i=h—1

U= 32 u (mod ¢ — 1) (25)

Cid posto, pel § 15 Ia congruenza
F—1=0 (mod. p)

con p primo con g, ammette infinite soluzioni: ciop esistono infinih
numert multipli di p seritti con sole cifre cgunli alla masstiin del
sistema. Se qui sopra prendiamo e egnale ad una i quesle soluzioni
(nella pratica sara preferita In minimna) possiamo per Iy (23) serivere

=h—]

U= 2w  (mol p).

=4

Dunque: In gualsiasi sistema di munerazione, wn quilsiosi nimero U
e vongruo (secondo un qualsiasi numero p primo con It base del sisfentir)
alla somma dei numeri ottennti dal separare, a partive da destra, finché
sie possibile, le cifre di T in gruppt di ¢ eifve Uwno. essendo ¢ il au-
mero delle cifre di un qualsiasi multiplo di p, seritio con sole cifre eguali
@ & — 1. (Confr. Loria: * Carattere di visibilila ece. , Boll. di Mat.,
4. 1902, u, 1).

G. CaLvirrr,

QUISTIONI PROPOSTE

708. Data la definizione di eguaglianza posta dal Veronese nella
seconda edizione del suo testo di geometria e nella terza edizipne
della secondn parte, si domanda se sia possibile dimostrare che in

due figure eguali a tre punti allineati dell'ina corrispondano tre punti
allineati dell’altra,
CATANTA.

709. Costroire i punti di una ellisse per i quali il rageio di cur-
vatura ¢ eguale al semidiametro coningato a guello che passa per
il punto.

710. Sia M un punto d'un ellisse, P un fuogo, P, @ i punti d'in-
contro della tangente in M col circolo di raggio MF. L'area della
curva luogo di P, Q & doppia di quella del ecrchio che ha per dia-
meiro Yasse maggiore dell’ellisse,

711, Siano M un punto qualunque prese sulla sviluppata di un
ellisse, A il plede della normale doppia e B, € i piedi delle normali
semplici condotte da M allellisse, A’ il simmetrico di A rispetfo al
centro dell’ellisse.

—a-




PERIODICO DI MATEMATICA. 143

1. La retta che passa per il bariceniro del iriangolo ABU e pev
il centro dell'ellisse & parallela a BC.

2. La parallela per A a BC & normale ad un'ellisse fissa.

3. 11 liogo del cirenmeentro, del baricentro e dell’ortocentro del
triangolo ABC sone curve che hanne per aree rigpettivamente

D I K
2w TP

B e D essendo le avee dell’ellisse e della sna sviluppata.

1. 11 Juozo del centro dell’iperbole equilatera circoscritta nl qua-
4! 3
drilatero ABCA" & una curva la cui area b j-f:L; -- % :
5. 11 luozo de)l punto d'incontro degli assi delle due pﬂl‘ﬂhDEE cir-

" i P~ ' . ]:J
coscritte al guadrilatero ABCA’ & una curva la cui area e 3, -

fi. 11 Tnogo del centro dell iperbole d'ApnlluniE refativa al pl:ﬂt[} M
3k

¢ una sviluppata d’ellisse: I'area di quesio € — .

E.-N. Baniziex.
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WV IELEITRER. — Theorie der ebenen algelnraischen Kurven hillerer ovdnung.
(Sammlung Schubert XLIIIL) Leipzig, G. J. (toschen’sche \erlags-
bandlung, 1900,

Questo libvo fa parte dell’ottima raccolta ‘di manuali Schubert, che confa g
49 volumi pnbblicati ed altri 25 in preparazione; esso e destinato, come afferman
I'Autore nella prefazione, ai principianti, in guauto che si richiede solo la eono-
scenza dei fondamenti del caleolo differenziale, dell'algebra e della teorin delle
coniche.

I Autore non si & propesio di arriechire la scienza di nuove congquiste, ma d
fornire ni gievani una introdazione allo sbudio della geomefnia siperiore gecondo
i conpekit i Schubert.

£ad ha avuio il merito di raceogliere in un velume di circa 300 pagine le
parti fondamentali degli argomenti trattafi nal classico libro di Salmen-Fiedler,
in forma compendiosa ma chiarp, tenendo conbo anche dei progress sompiati negli

nltimi 20 anonl.
11 volume & precedato da un indice analitico molto dettrglinto, e da noa no-

tizia bibliografica delle opere consaltaie per compierlo e si chinde von un indice

alfabetico.

Feco i bitoli delle 14 sezioui im eni si suddivide ['opern: L Coneetti generali.
— 11 Teoria delle polari - Le singolarita semplici- Helazione fra ordine e classe
di una enrya. — 111, La corva Hessiana e curve associate (Steineriana, Cayleyana).
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— IV. Le formuls di Plicker — V. Genere - Carve razionali. — Vi. Il trinngulo
analitico - Assinfoti - Discussione di eurve. — VII. singolariia pit elevaie. —
VIII. Trasformazione delle eurve. — 1X, ]I principio di corvispondenza generaliz-
zalo. — X, Bistemi di punti sulle curve, — XI, Applicazione del teorema sopra
1 sistemi di punti. — XIL Corve del 3° wdine. — XilL Corve del 4* ordine. —
ALV, Sistemt di curve

AMODEO. — Fita matematica napoletana. Studio storico. brografico, hi-
bliografico. — Parte prima (con una tavola i ritratti faori testo
e o nel testo). Napoli, Gianni e figli, 1905,

In gnasto bellissimo volume di 216 pragine il chiare aulore, libero docente i
storin delle matematiche a Napoli. ha raccolti i frutti delle sue diligenti ed ntili
ricerche sulle matematiche & 1 matematiei napeletani, gia pubblicate in varie 1i-
viste, @ pin specialmente usile * Menorie dell’Accademia Pontanisna .. e erediamo
coe abbin fafto otiima cosa perché & hene che a guesto genere di ricerche sin data
pubblicita pin larga di quella che pod dare il citato periodicn.

Questa prima parte si comporve di quatiro capifoli, 11 1% dal titulo * Statn
delle matematiche a Napoli dal 1650 al 1730 , fu letto all’Aceademia pentaniana
i1 17 novembre 1901 e 12 gennaio 1902, ed ebbe il premio Tenore del 1297, In
esso si parla della fondaziene della Reale Accademin dells scienze di Napoli
(20 marzo 1698), di Giovanni Aifonsy Borelli (1608-1679). amico di Galileo e con-
tinuatore della sua scusla, di Antenio de Monforte (1646-1717), di Giacinto de Cyi-
stofare (n. nel 1650) ed altri matematici minvr.

Il Capitolo 2° “ Dai fratelli De Martino a Vito Caravelli . leito all'Accademia
Pontaniana nelle tornate del 2 novembre o 7 dicembre 1902, contiene il periodo
dal 1732 ol 1778, epoca in cui 1a scoperta dell'antien Ereolano richiamo 1'atten-
zlone di molti illustri su Napoli e i Napoletani, e ¢he segno un principio di ri-
sveglio negli studi; jufatti fu numentato il pumero delle cailedre di maiematicn
che fino all'ora era stata unica, nel 1735 fu rviocdinata la Reale Acondemia delle
scienze, ne] 1744 la Reale Aceademia di Avtigliaria, nel 1754 In Renle Acendemin
del corpo degl’ Ingegneri, le nltime due delle gualt fureno fuse nel 1769 nalla Reale
Accademia militare, convertita poi nell'attnale Collemio militare.

11 3° capitelo * Niceolt Fergola . fu letta all’A veademin Pontoninna nella ior-
nata del 5 Inglio 1900, Questo capitelo & una interessnnle e dilizenie ricostrnzione
della storia della vita e delle opere di Niccoli Fergola, che ocenpi il primo posto
fra 1 matematici napolstani del secolo decimottaveo, rienvata con sazace eritica
storica daglt seritth scientific: dello stesso Fergola, dngli antori del tempo, & dal
verbali dell’Aceademin delle Svienze,

Il Capitolo 4° * GI'Istitett d'istrozione e seientifici in Napoli intorno ol 1800,
presenta al lettore un guadro dettagliate e molto interessante delle condizioni delle
scnele e dells scieuza in Nepoli nella prima parie del passaio secolo, ed in par-
ticolare sogli studi privat, istituzione specialissima di origine prettamente napo-
lotana; e fa sfilore una larga schiera @i matematici. aleuni dei qualt di discreto
valore

Aaguriamo che sia presto compinta quest’opera, che ha jodiseutibilimente una
notevolissima imporbanza storics. K.

(F16L10 LAZZERI — Direttore-responsalide

Finito di stempure il 31 dicembre 1905
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STCZIONI CONICH k.

La teoria delle sezioni coniche, trattata indipendentemente
dalla geometria analirica e dalla geometria proiettiva, presenta in
nitd 1 trattati che sono a mia conoscenza delle lacune di una
certa 1mportanzi.

La pin importante & quella relativa allo studio el diametri.
studio che in aleuni trattati viene omesso del tutto, mn altm viene
fatto soltanto per lellisse. considerata come proiezione del cerchio.
Eppnre tale studio puo tarsi elementarmente con una semplicita
el mna elegunza, che non hanno nulle da invidiare ai metod dells,
eeometria analitica e della ceomietria  projettiva. purehe si facela
opportunamente uso delle considerazioni planimeiriche e stereo-
metriche alternativamente.

Credo dunque fare cosa non del tntto inutile pubbhicando (uesto
articolo. nel quale & esposta tna trattazione dlelle coniche, quale
a mio parere dovrebbe essere svelta nel 2° biennio degl’ Istitutl
teenicl, Per la natura stessa dell’ argomentao, questo artienlo non
pid contenere proprieta nrove: anche varie dimostrazion sono
vecchie e note: ma nell’ insieme spero che il lettore trovera qualche
cosa 1 nwovo,

Proprietd generali.

. DirivizioNE. —- S¢ chiama sezione conica o pii brevemenie conica
ogni linea ottenufa cothe intersezione di un piano con una superficie
conica rotondd.

Fsaminiamo tutti i casi che =i possono presentare, ed a tale
seopo cominciamo col ricordare che s chiama angole di una super-
ficie conica rotonda 'angolo acuto formato dall'asse con una delle
generatriei; indiecheremo (questo angolo colla lettera 6. Inoltre per le
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sezionl prodotte in una superficie conica da un prano che passa
per l'asse & noto il segmente

Teorema. — Un piano passante pel vertice di una superficie conica
rotonda, i cui angolo é ;

1% ha tutdi gli altri suoi punti esterni alla superficte se forma col-
Vasse un angolo maggiove di b (fig. 1);

Fig. 1. Fig. 2 Fig,

2% ha in comune con essa tutti e soli i puntr di una generatrice,
s¢ forma eoll'asse un angolo eguale o 6 (g, 2);

3% ha in comune eon essa tuiti e soli i punti di due generatrici,
se forma collasse un angolo minore di 9 (fig. 8).

Nel 29 caso il piano si chiama tangente.

2. Cio premesso consideriamo un plano « che non passi per il
vertice V del cono, ed insieme con esso il
piano z, parallelo ad o condotto per V.
1°. Se « e quindi anche =z, forma col-
I"asse un angolo 9 maggiore di 6, le due
talde della superficie si trovano da parti
opposte di «, , e per conseguenza 2 incontys,
tutte le generatrici di una falda, ossia la
conica che essa determina é tutta sopra una
falda della superficie ed i snoi punti sono
tntil a distanza finita dal vertice (fig. 4).
2%, 8¢ o, e quindi anche «, forma con
'asse nn angolo nguale a 9, 2, ha in comnne colla superficie conica

— e it oy

Sias

A
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ona ed una sola generatrice, e le due falde di tale superhcie si
trovano da parti opposte di = . Per conseguenza 2 dovra incontrare
tutte le generatrici di una falda eccetto quella che e contenuta
in =, e quindi & parallela ad « (fig. 9).

In altre parcle la conica determinata da z e tntta situata sopra
ana falda della superticie conica. ed isnoi punti Lhanno dal vertice
distanze che possono essere maggiori di qualunque segmento.

30, Se x & quindi anche 2, forma coll'asse un angolo minore
di #, il piano «, ha in comune colla superficie comica due rette
e divide in rdue parti ciascnna delle sne falde. Per consepunenza «

Fig. B,

incontra tutie quelle generatrici delle due falde che si trovano da
una parte di e , escluse le due contennte in o e parallele ad 2
(fig. 6). In altre parole la conica determinata da z s1 compone
due rami distint1 situati rispettivamente sulle due falde della super-
ficie: e le distanze dei punti di ciascun ramo dal verkice possono
diventare maggior: di gualsiasi segmento.

Da guesto esame sommario apparisce che le seaoni prodotts
in una superficie conica da un piano che non passa pel vertice
si possono distinguere in tre classi, che clesigneremo nel modo
seguente

Derraiziosy. — 18 Uag, sezione conica prodotia da un piano
che non passa pel vertice st chiame ellisse, parabola o iperbole, secondo
che « fa coll'asse un angolo maggiore, eguale o minore di ),

20, Un punto del piano = st dice interno o esterno ad una conien,
secomdo che ¢ interno ad una delle falde della superficie o esterno «
tutte e due.

CoroLramio. — JI circolo ¢ un caso particolare dell’ellisse,
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Infatti si ottiene un circolo tagliando una superficie conica con
un piano perpendicolare all’asse, ossia con tn prano che fa coll’asse
un angolo ¢ = 90° (> §),

3. Da quanto & stato detto fin qui risulta che tuttle le sezioni
coniche possibili possono raggrupparsi nel seguente quadro, segni-
tando a chiamare ¢ I'angolo del cono e # 'angolo dell’asse col piano

secante.
l ¢ >0 un punto

op==H0 una retta
2 <_b due rette

] [ ellisse

prano «
passante per il vertice

e .
. ; o 1l
pPlano [ lﬂ']. I'ED]{}_, Ne o — a0

non passante per il vertice | 2 =29 parabola
l @ < B 1iperbole

Dermizione. — Si chiamano assintoli di un' iperbole Ze due refie
imtersezioni del piano o della medesima coi piant tangenti alla super-
ficie coniea lungo le gemeratrici comuni alla supeyrficie medesima ed
al piano w,, condotto pel vertice della superficie, parallelo ad .

4. Teorema. — Ogni sezione conica ha per asse di simmetria, lo
proiczione dell’asse della superficie conica sul piano della sezione,

Condotto per il vertice V il piano { perpendicolare al piano z
della conica, tanto la superficie conica quanto il piano « risultano
simmetrici rispetto a §, e percio anche la loro intersezione & sim-
metrica rispetto al plano B ovvero alla retta comune i plani a, §.

B facile vedere che questa retta mcontra in due punti la super-
ficie conica, oppure in uno solo, se & parallela ad una generatrice,
tl che avviene soltanto se & ¢ = fi.

DerFiNtzion:. — 10, [a proiezione dell’asse di una swperficie conica
sul piano di una sezione si chiamu asse principale della sezione conica.

2% 1 punti d incontro di una conica col suo asse principale si
chiamano vertici principali.

Coroznawr. — 1° Un’ellisse o un’ iperbole ha due vertici principali,
una parabole ne ha un solp.

2°. 1 due assintoti di un’ tperbole 8 incontrano in un punio dellasse
principale della medesima.

Infatti le due generairici comuni alla superficie conica e al
plano 2, sono simmetriche rspetto al piano B, percid i piani tan-
genti alla superficie conica luogo di esse sono pure simmetriei Ti-

[y i [ E i
- w—“*"&r_ﬂw—"u,:- = Tl L
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spetto a 3 e s1 taghano secondo una retta situata 1 J, percio gh
assintotl, intersezioni di questi piani con a« st tagliano 1n un punto
della. retta Bz cioé dell’asse principale.

Dermvrztone. — 3%, S chiamea lunghezza dell’ asse principale di
un'ellisse o di un’iperbole, i distanza dei due vertici principali.

5. Derimviziont, — 18, Una retia si dice tangenie ad una econica se
¢ situaia mel suo piano ed in un piano tangente alla superficie conica.
Il punto commune ad una conica e ad una tangente si chiama punto
di confatte 4 questa.

20, La retta situata nel piano di una coniea e perpendicolare ad
una sua tangente nel punto di contatto st chiama normale alla conica.

ConorLrLario.— Date un punto A di una conica, sé puo condurve
in esso una ed una sola tangenie.

Questa e la retta d’ intersezione del pianoc della conica col piano
tangente in A alla superficie conica.

E opportuno osservare che, se si considera la refta che passa
per due punt1 A, B di una conica, e si suppone che il punto B si
muova sulla corva 1n moco che la distanza AB decresea indefim-
tamente, la posizione limite cella retta AB & la tangente m A
alla conica.

6. TeorEna. — Una retta situata nel piano di une cowica ha al
i due punti comuni con essa.

Sia p una retta situata nel piano = di una conica y. E evidente
che, se P @ un punto comune a p e a v, la retta che congiunge P
col vertice della superficie conica appartiene a questa superficie e
#] plano Vp. Inversamente se r & una generatrice della superficie
conica sitnata nel piano Vp essa mcontrera p (purche p non sia
parallela ad ») 1 un punto P comune a p e alla conica v.

Siccome un piano condotto pel vertice V della superficie conica
non pul avere piit i dne gemeratrici comuni con essa (§ 1, teor.),
ne risulta che wna retta p non pud avere pin di due punti comuni
con la eonica.

7. Prendendo pii mMutamente in esame le varie posizioni i
una retta mspetto ad una conica, al teorema precedente possiamo
agginngere le considerazioni seguenti:

1% Se la conica v ¢ nna ellisse, la retta p non é parallela ad
alcuna generatrice della superficie conica, ed allora essa ha due,
unoe o nessun punto comune con la conliea v, secondo che 11 prano Vp
ha due. nna o nessuna generatrice comune con la superficie.

L Y e e B '1_=|-I—.-.-.r i ——
i x a
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2%, Se la conica ¢ & una parabola od una iperbole, ma p non &
parallela ad alcuna generatrice della superficie comica, si possono
ripetere le stesse considerazioni del caso precedemte.

3%, Se la conica ¥ & una parabola, e p & parallela all’asse, e
anche parallela alla generatrice » parallela al piano della parabola;
allora & chiaro che il piano Vp tagha la superficie secondo la »r ¢
secondo un'altra gemeratrice » che 1mcontra p. ossia la p ha nuno
edd un solo punto ¢comune colla parabola.

40, Se la conica ¥ & una iperbole, e p € parallela ad uno del
due assintoti della medesima, e quindi anche ad una delle due ge-
neratrict della superficie conica situate nel prano per V parallelo
al piano = della sezione conica, il piano Vp, o taglia la superficie
conica secondo la generatrice » e secondo un’altra generatrice s.
la guale mcontrera s in un punto, oppure coincide col piano tan-
gente lnupgo la 9. Nel primo caso le p ha un sol punto comnune
con la conica, nel secondo caso p comncide con l'assintoto e non ha
nessun punto comune a distanza finita colla conica.

Da queste considerazioni discendono 1 seguenti

Coronrarit, — 1° Ogni retta pavallela allasse di una parabola
imcontra la parabola in uno ed in un solo punto.

2% Ogmi relta pavallela ad un assintoto di un’iperbole, incontra
I iperbole in uno ed in un sol punio.

3°. Ogni vetla che ha wun sol punto comune con un ellisse ed é
sttuala nel swo piano é tangente ad essa.

4% Ogni retta che ¢ situata nel piano di una parabola, ed ha un
sol punto comune con essa e non ¢ parallela ali’asse, é tangente alla
parabola.

0% Ogni rette che ¢ situate nel piano di una iperbole e che non
é parallela ad un assiniolo ed ha wun sol punto comine con essa, ¢

tangente all’ iperbole.

Fuochi - Eceentriciti.

8. Teonema. — FEsistono due superficie sferviche inscritte in una
superficie conica e tangenti ad um piano o« che non passa per il ver-
lice, se ¢ non é uguale a 0; ne esiste una, se é ¢ — b,

Si conduca per I'asse il piano § perpendicolare ad « e sieno », 2
le generatrici in esso contenute, ed a la retta x8 (fig. 7).

Se ¢ non & parallelo ad + né ad »' forma con esse un triangolo,
ed esistono quattro circoli tangenti ad », 7, a. Di questi due sono
injter.ni all'nuno o all’altro degh angoli delle », ¥ che contengono

i R N ]
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Fasse del cono. Pill particolarmente, se la sezione conica & una
ellisse, i due circoli suddetti sono quello inscritto e uno degli exin-
«eritti e somo interni allo stesso angolo; se la sezione & un’ 1per-
bole -i due cireoli sono due degli exinscrittl e sono internt rispet-
tivamente ai due angoli delle #», 7, che contengono l'asse.

v

Fig. 1.

Tu ambedue i casi le sfere, che hanno per sezioni diametrali que:
dne cireoli, sono inseritte alla superficie conica e tangenti al plano .

Se la sezione @ una parabola, la retta ¢ risulta parallela ad
ma delle rette r, ¥, per esempio alla ¢, ed allora esistono dune
<oli circoli tangenti alle rette »,9’, a, dei qual uno solo & interno
a nmo degli angoli delle », 2" che comprendono l'asse.

La sfera, che ha per sezione diametrale gquesto cireolo, & mseritto
nella superficie conica e tangente al piano della sezione conica.

Dermiziont. — 18, Cheamasi fuoeo di una conica il punto di
contatio del suwo piano 2 con una superficie sferica tangente ad esso
e inscritta nella superficie conica.

M. La retta comune al piano o della sezione e al piano che passd
per il ecireolo comune alla superficie conica e alla superficie sferica
inseritia e tangente ad x in un fuoco, sé chiama diretirice corrispon-
dente a quel fuoco.
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CoroLramt, — 1°% T fuoché di una conmica somo situati sull’ asse
principale, le divettriei sono perpendicolari alPasse stesso.

2°. Un'ellisse he due fuochi interni al segmento che ha per estremi
¢ vertici ; wn'iperbole ne ha pure due esterni ul segmento stesso; una
parabola ha un solo fuoco. Nel civeolo i due fuochi vengomo a coin-
cidere nel centro, poiché le due sfere che U determinano toccano il
prano del circolo nello stesso punto,

9. TeoreMa 1°% — Per i punti di un’ ellisse é costante la sommil
delle distanze dai fuochi; per i punti di un’iperbole é costante Ilu
differenza delle distanze dai fuochi.

Sia P un punto di un’ellisse (o di un’iperbole), Q, Q' i punti
d’incontro della generatrice VP coi cireoli €, ¢ di contatto dells
superficie conica colle superficie sferiche che determinanoe i fuocli
F, T,

Poiche 1 segmenti tangenti concdotti da un ponto ad mma sfers
sono eguali, si ha

PF =PQ. PF = PQ’,

Se la sezione & un'ellisse (P essendo interno al segmento QA

si ha PQ 4 PQ'=QQ’, e quindi anche
PF 4- PF' = QQ".

Se la sezione ¢ un’iperbole (P essendo esterno al segmento QQ),
QR & uvguale alla cifferenza di PQ e PQ percio 81 ha anclie

PF — PF' — QQ,
oppure
PF' — PF = QQ.
secondo che 11 punto P & sull'uno o sull’altro ramo della cvrya,
Mz 1l segmento QQ' di generatrice, compreso fra due sezioni
normali della superficie conica & costante, e 1’indicheremo sempre
con Za, percid avremd

per 1 punfi dell’ellisse PEF + PF —= 24«

» » 1 un ramo d’iperbole PF — PR’ — 2¢

> »  dell’altro ramo PF'— PF = 2q.
Corornart. — 1°% T due fuochi di wun'ellisse o di wn’ ‘tperbole sono

sttuati a distanze eguali dai due vertici rispettivamente.
Infatti se A, A’ sono i vertici di un’ellisse si deve avere

AF 4 AF'=ATF 4+ A'F,

ma 81 anche
AT — AF - FF: AF —= A'F” ._f_. | Dl D
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percid si dovra avere
2AF 4+ F'F = 2A'F + FY",

e qmndi
AF = AR,
2° Lu costante 2a del teorema precedente ¢é la lunghezza dell’ asse
principale.

Infatti st deve avere nell'ellizse
AF + AF' =2a.
OVVEro
AF 4 FA' =24,
OVVEro
A = 2a.
Una dimostrazione simile puo farsy per I'iperbole
Derisizione. — 5S¢ chiama distanza focale i wn’ellisse o di une
iperbole 1l seqmento che ha per estremi @ due fuochi. Indicheremo la
suat lunghezza con 2¢.

ID0. TeorEMA 1°. — La somma delle distunze di un punto sitwato
nel piano di un’ellisse dai due fuochi di questa é minore o maggiore
di 2a secondo che essop e interno o esterno allellisse.

Se I & un punto interno ad un’ellisse (fig. 8), la semiretta F'1
meontra Pellisse m un punto M estermo g
al =egmento F'l. ¢ st ha

IF < IM - MF
e quinc! (esgendo F'T -+ IM = F'M) A
I 4-1F < F'M - MF.

OV VETrD

F1 1 IF < 9a.

Fig. 5.

Se mvece K & un punto esterno
all'ellisse. il seormento FE incontra 'ellisse in un punto M. ¢ s1 ha
FFE + EM> F'M.

¢ gundi (essendo FAM'4 MF = KEF)
FE -+ EF >FM - MF,
OVYero
F'E + EF > 2.
Tromema 2° — La differenza delle distanze i un punio, situato
nel piano di wn’ iperbole, dai fuochi di questa ¢ minove o maggiore
di 2u, secondo che esso ¢ esierno o mlerno all’ iperbole.
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Se I & un punto interno ad uno dei rami di un’iperbole ed F*

1] fooco interno all’altro ramo, & facile vedere che il segmento F'T
meontra 1 due rami d’iperbole cia-
secuno m un punto; essendo M il
punte d’ meontro col ramo rispet-
to al quale I & interno, si ha

IF'—= IM +MF'— IM--MF4-24.

exsendo

ME'=MF 4 2a:
£ SICCDIME

. IM +MF =TF,
' risulta
Fig. 9. IF'—1F > 2.
Se nvece K & esterno all'iperbole, il segmento BF” taglia 11 rfamo

rispetto al quale I & interno, in un punto M. e =i ha

EF <<EM'+ MF = EM4+ MF + MF — MTF
ossaa, essendo M'F — M'F'—= 24,

EF < EF'4- 2a,

e quindi Za & maggiore della differenza fra EF ed EF.

Corotiart. — 1° L'ellisse ¢ il luogo geometrico dei punti di un
plaro per i guali é costante la somma delle distanze dai due punti
fisst (fuochi).

2% L iperbole ¢ il Iuogo geometrico dei punti di un piano per i
quali é costante Iy differenza delle distanze da due punti fissi (fuochi).

Il. TeorEMa. — Per tutti i punti di una coniea ¢ eostante il »ep-
porto delle distanze da wn fuoeo e dalla direttvice corrispondente.

Preso un punto qualunque I di una sezione conica (fig. ), =i
conduea per esso nn piano y” perpendicolare all'asse, che tagliera
la superficie conica secondo nn circolo ¢': e s1a H la proiezione di P
sull'asse della conica. 11 piano i condotto per 'asse della superficie
conica, perpendicolare al piano della sezione conica data, tagha 1l
piano " e i piani v, v (che passano per i circoli di contatto delle
sfere che determinano i tnochi) secondo tre rette parallele, che
sono taghiate dall’asse della sezione nei punti H, D, D' dalla
generatrice VA nei punti K, K,, K, dalla generatrice VA' nei
pmti K, K, K.

Pur il teorema di Talete si ha dungue

KK, KK, AK, AK,
HD HIY AT AT
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Ma =1 ha pure :ndjeando con N, N’ le proiezioni di P sulle
direttricl d, o)
R, = PQ=FK
KK, — PQ — PF,
11 = PX . HD' = PN’
AR ;== AT, AK,— Al

Percio =1 ha it

PP PR AF _ AF
PN T PN ADT ADY

In simil gusa wi fpey

PF PF AF AT
I'N " PN~ A'D ADC

Da queste proporsingi discende 1a verita dell’enunciato teorema.
e yisnlta anche che i mpporto costante delle distanze dr un punto
della ecomica da un fymo e dalla corrispondente direttrice, & il
medesimo per ambilin | fuochi.

Se la curva data & 1 parabola, esiste uno solo de1 prani . ¥
per es. v, ma nel resly ragionamento non VAaria.

Kssendo pert nwse (Jo]la parabola parallelo alla generatrice ™.
il trmangolo ADK, | visulin jsoscele e si ha

I I¥
"N

s

1. 08S18. PR — PN,

DerFixizioNe. — Jf rapporto costante delle distanze di un punio
di una conica da un fuoen ¢ dalla corrvispondente diretirice, st claama
eccentrieita e s"indica ubitnalmente colle lettera e.

COROLLARL. — 1" I pepentricita di wn’ellisse o di un’ iperbole ¢
equale al rapporte vu In distanza focale e la lunghezza dell’asse.

Si ha illf&.ﬂi, st o *‘\: A’ pﬂ]]ti della conica

\ I AT A'F AR
AT ADT A'D A'DS
»

essendo AF = A", \ p — AT, risulta mmtanto
\D VD, ADY=AD,
percin si lia anelw

R s AP PE° 2e ¢

¢, LR

V¥ - A'DT AR 24
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o0 I pecentricite dell ellisse ¢ < 1, quellu dell’ iperbole ¢ > 1,
quelia della pavabola é 1, quella del cireolo & U,

Infatti nell’ellisse & 2e<2a, nell’ iperbole 2¢=>a, nel cireolo 2e=0.

3% Se per uno dei vertici A' di wnw'ellisse o di un'iperbole (fig. )
si conduce nel piano che passa per-esso e per Lasse della superficie
conica una perpendicolare all'asse, e si chiama L i punto d’ inconiro di
questa perpendicolare cofla superficie comica, il segmento AL ¢ ugnale
alia distanza focale.

Infatti s1 ha

AL AK, AT

AN AD AD
Ma =1 ha anche
FE . -
AA T
dumgue
AL=FF.
19 Se A ¢ il vertice di una pavabola, AD la perpendicolare da I

esso condotte allasse del cono, OL la perpendicolave condotta da U
alla generairice VA, il punto O é d ceniro della sfera inseriita alla
superficie comica e tangente al piano della parabola, Als ¢ equale alla
distanza del vertice della parabola dal fuoco.

12. TrormMA. — U7 punto del piano di wne parabola ha dal fuoco
una distanza minore o maggiore di quella che ha dalla dirvettrice,
secondo che esso é interno o esterno alla parabola.

Se I (fig. 10) & un punto interno ad una parabola, e IT & In
perpendicolare da esso condotta alla diretirice.,

EI ﬂE " L] - &
essa incontrers ln parabola in un pnnto M in-

N’ X torno al segmento IT'., e =1 avra

N VAN IF < IM | MF

/\/ ovvero, essendo MI" = MID '
22 — |t 0

Similmente, essendo I un punto esterno
alla parabola EE la perpendicolare da T alla f
direttrice N il punto d’incontro del segmento ;
EF colla parabola, NN’ la perpendicolare coul-
dotta da N alla direttrice, s ha

EE'< EN‘< EN | NN

e, siccome NN'= NI
EE'< EN -+ NF pssia EE'< EF,
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(COROLLARIO. — La parabola ¢ il luogo dei punti di wn piano
equidistantt dal suo punto fisso (fuoco) ¢ da una retta fissa (direttrice).

13. T corolladi 19 e 2° del § 10 e il corollario del § 11 enuneiano
proprieta delle coniche che sono sufficienti a definive Pellisse, I'iper-
bole e la parabola nel piano indipendentemente dalla superficie
conica dalla quale sonu state rcavate come sezioni. Per potere
prendere gueste proprieta come definizioni delle coniche & necessario
perd dimostrave il teorema IMVeIso, che & il seguente.

TroreMa. — Ogné cwrva definita eome luogo dei punti di un prano
per i quali ¢ costante la SOMME 0 la differenza delle disianze da dué
punti fissi, oppure come lwogo dei punti di un pino equidistanti da
un punto e da uwna rvelia € una sezione
conicd,

10, Sja data uwna curva definita come
fnogo dei punti di un piano. tah che lu
somma delle Toro distanze da due punt)
Assi I, B sia egnale a Za.

Prendiamo una superficie conica ro-
tondsa arbitraria e siano r, ¢ {fig. 11)
dne geueratriel situate in On plano
che passa per l'asse s della superficie.
Preso sn ¥ un segmento VE=2c=F1T", 1. 11,

e condotta per E nna perpendicolare

wl s, si descriva col vertice n ¥, con raggio 2a un circolo. Yuesto,
sesendo B interno ad esso. perché 2e < 2a, taglierd la perpendi-
colare suddetta in due punti, uno del quali, E', & sulla semiretta
seente da B che incontra s. Si condnea da E' la E'A’ parallela
ad », quindi per A’ [invoniro con ) si conducano A’A parallela
a VE e A'L parallela al FE. Avremo

AT, = 9¢ AA'=2a.

Se per la retta AA’ s conduce un piano perpendicolare a =,
esso tagliera la superficie comica secondo un’ellisse che ha A, A
per vertici e AL per distanza focale, ossia ¢ eguale alla curva
data (v. § 11, cor. 3%), perches assendo VE>VE, la VE fa coll’asse
della. superficie perpendicolare ad EE un angolo maggiore di quello
che fa VL.

90 Sis (lata una curva definita come luogo dei punti di un
piano, tali che sia costante la differenza delle distanze da due

punti
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Si ripeta la stessa costruzione precedente e gli stessl raglons-
menti. $i osservi perd che affinché la retta EE (bg. 12) Imcontri
il circolo di centro V e raggio 2a¢ (che in guesto caso & minore
di 2¢) & necessario che 2¢ non sia mmore della
distanza di V da EE'

3¢ Sin data mma cwrva definita come luogo
dei punti eqmidistanti da un punto F e da una
retta d.

Presa una superficie conica arbitraria, siano
.+ le due generatrici contenute In un piano
che passa per lasse s. Si costruisea un trian-
golo EGE' che abbia un lato EG eguale a meta
della distanza di F da &, ed 1 lati E'G, E'E 11-
_spetiivamente perpendicolari ad » ed s Gnndmtta
per & la parallela ad » che incontri in O la s,
e poi per O le OL, OA, perpendicolari ad », s
rigpettivamente, si ottiene un triangolo OLA che verifica le stesse
condizioni ed ha nn vertice O sulla ¢. Se da A si condnce una retia p
parallels ad # e per p un piano perpendicolare a quello della figura,
questo taglia la superficie conica secondo nua parabola che bha la
retta p per asse e tale che la distanza dal vertice A al fuoco sia
eguale ad AL (§ 11, cor. 4°). Percid questa parabola & identica alla
cnrva data.

|4. Teorena. — I Tuogo dei wvertici dei coni rotondi che prowet-
tano una data contca x & ww'alira conica \5' situata nel piano per-
pendicolare a quello della G condotte per Passe della medesima. K
piie particolarmente :

19 se G ¢ un'ellisse (o un iperbole) G’ ¢ Uiperbole (o Uellisse) che
hee per fuochi i vertici di G e per vertici ¢ fuochi di (3

20 s O ¢ unee pavabola, G’ é la parabola che ha per fuoco il
rertice di G e per vertice il [uoeco di G.

1°. Dalle costrnzioni fatte viel § precedente apparisce che af-
finche V sia vertice di mm cono rotondo che proietta nn’ellisse
(0 un’iperbole) G avente A, A’ per vertici (figg. 11 e 12),
necessario ¢ sufficiente che sia situato uel piano perpendicolarc
a (uello della G condotto per AA’, ¢ che si abbia [VA'—VA| =
— AL:— % (oppure VA -+ VA" = AL — 2¢). Dunque il luogo del
vertici V ¢ un'iperbole (o un’ellisse} che ha A, A’ per fuochi ed
ha 1'asse principale eguale a 2¢, cioé passa per 1 fuochi della
cmrva data.

- i
i el Ly
yrm - o O A a2 T .-t!‘_-ﬁL“M . E?—
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2% Affinché V sia vertice di un eono rotondo clie prowetta nna
data parabola G di fuoco F e vertice A, & necessario e sufficiente
che sia situato nel piano perpendicolare a quello di ¢+ condotto
per la AF e che si abbia VA =VB [essende B i simmetrico di A
rispetto all’asse del cono), cioé che V sia equidistante da A e dalla
retta ¢ perpendicolare a p condotta per il punto simmetrico di A
rispetto ad F. Dunque il luogo der vertici ¥V & una parabola che
ha A per fuceo ¢ F per vertice.

Devixizione. — La conica, luogo dei vertici dei coni votondi clhie
proéettano una date comica, 3i chiuma la conica focale di questa.
Cororrar:t, — 1% La comica focale di unw'ellisse & un’ tperbole, di

un’ iperbole ¢ uw'ellisse, di una parabola ¢ una parabola eguale.

29 La coniea focale della conica focale di una dnta conica, ¢ lu
coniea stessd.

3%, Uw'ellisse si puo viguardare come sezione i dite elindri c¢ir-
colari che hanno le generatricl parvallele ad wno degle assintote dell’tper-
bale focale.

Assi, centro.

15. TreoreMa. — Un'ellisse o un’iperbole ha un secondo asse di
simmetria perpendicolare al suo asse principale, e che divide per ineld
la sua lunghezza,

Iufatti per il punto di mezzo O del segmento AA" o FTF i
an’ellisse 1 conduca Ia perpendicolave all’asse principale, e sin P
an punto qualungue dellellisse. B1 avea

PF 4 PF = %4.

Se P’ & il stmmetrico di P rispetto alla perpendicolare suddetta,
s1 ha, essendo anche F, I’ simmetrici rispetto alla stessa retta,
PF = PF, PF'=PF, e percio

PF 4 PF —=2a,

ciod anche P apparfiene EI.H.E‘IEEL-EE‘.
Dimeostrazione simile pud ripetersi per 1 iperbole.

DerinizioNE. — 1% L'asse di simmetria perpendicolare all asse
principale di un’ellisse o di un'iperbole si chiama asse secondario.
Cororrario., — 1° Un'ellisse o wa' iperbole ¢ simmetrica respetlo

al punto d’ incontro dei due suoi assi, ossin questo punto ¢ il cenfro
della curea.

s T SR T T e i ™ T

- - i - -
st s gty | T gou
1
e - =
St e e — e e
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DEFINIZIONE. — 2%, Le ellissi ¢ liperboli si chiamano anche coniche

centrali (cio¢ dotate di centro) e le parabole coniche non centrali.

Corovrrario. — 2° L’gsse secondavrio di un'ellisse incontra la curva
in due punti B, B', che hanno dal eentro O una distanza b = }a*— =
Infatti, afinché un punto sia contemporaneammente sull'elhzse

¢ snll'asse secondario, & necessario ¢ sufficiente che sia
PE - PF' = 2a
PF = PF ossin. ~ PF =—a,

St verificano dungne queste condizioni costruendo un triangolo

vettangolo, che ha @ per ipotenusa e ¢ per uno dei catett.
3%, Un’iperbole non ha alcun punto comune col suo asse secondario.

Dinmetri delle eoniche.
Piani diametrali e diametri delle superficie coniche.

16. TrorrMA. — 1l luogo dei punti di mezzo delle corde puavallele
di una superficie cowica ¢ un piano che passa pel vertice.

Essendo dute quantesivogliano corde parallele fra loro (e per
consegnenza non parallele ad alcuna generatrice) sia AA’ (fig. 1)
una di queste corde che incontri Iasse, e per essa si conduea il
piang a perpendicolare al piano AA'V. Questo tagliera la superfiele
conica secondo una counlca centrale, la qunale ha un’asse di stmme-
tria. secondario p. Tutte le corde della superficie parallele ad AA" e
sitnate nel piano z sono dunque tagliate per meta clalla retta p,
ovvero dal piano Yp.

Presa allora un’altra corda gqualongne CC™ parallela ad AAS 1
piano VOU' determina su o« un‘altra corda CC) divisn per meta
dalle retta p, dungque anche CC' & divisa per meta el piano Vp.

CoroLLarI0., — 11 lungo dei punti di mezzo delle corde di¢ und
conica parallele ad wne date direziome ¢ una retla.

Questo luogo & infatti la retta comune al piano della conica e
al piano che divide per metd tutte le corde della superficie comea
parallele a quella direzione.

Dermnzioxy. — 1% (Chiamasi piano diamelrale di una superficie
conice rofonda, comugata ad wna data direzione, il piano che dwvide
per meta tutle le corde parallele a quella darezione.

28, Chiamasi diametro di una conica coniugato ad una data dire-
zione la retta luogo dei punti di mezzo delle corde parallele a quesin
direzione.
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(7. TroREMA. — OS¢ un diametro di una comica inconira la conica
cless in uno o due punti, le parallele alle corde coniugate a questo
diametro per quel punto, 0 per quei punti, sono tangenti alla conica.

Qia M uno di tali punti; la parallela p alle corde comugate a
quel diametro dovrebbe imcontrare la conica in due punti H, K,
equidistanti da M, e siccome una curva 10N puo avere pin di due
punti comum con una conica, 1 tre punti H, K, M devono coln-
cidere, ciod la p deve essere tangente alla conica.

COROLLARIO. — Se un piano diametrale di una superficie conica
ha in comune con essa una o due gemerairici, 1 piani che passano per
una di queste e sono paralleli alla divezione a cui quel piano diame-

trale ¢ contugato, sono tangenti alla superficie.

18. TroreMa. — Tuiti i piani diametrali di una superficie conica
coniugali alle rette di un piano passano per ung rewa.

1°, Se un pianc = tagha una superficie conica secondo una ellisse
od una iperbole, questa ha un centro C, che divide per meta tutte
le corde della conica che passano per essoO; percio tutti i piani dia-
metrali della superficie, coningati alle rette di w, passano per la
retta VC.

99 Se un piano = tagha una superficie conica secondo una pa-
rabola, esso & parallelo ad una direttrice ». Allora il piano diame-
trale coniugato ad una retta di = deve passare per 7 (§ 17, Cor.).

ClogoLLARL — 1% Tutti i diametri di una comica eentrale passano
per il centro.

N Tuifi i diametri @i una parabole sono paralleli al suo asse.

19. Troreata. — Tutle le sezioni prodotte in una superficie conica
de piani paralleli sono curee simili. Il luogo dei lovo ceniri (se le
sezioni somo comiche cemtrali) é una vetta che passa pel vertece.

Questo teorema apparisce evidente se si pensa che dne sezionl
parallelle di nna superficie conica sono linee omotetiche rispetto al
vertice preso come ceniro.

DeFmizioNs. — 16 luogo dei centri delle seziont coniche ottenute
tagliando la superficie conica rglonda con piani paralleli fra loro (e
non pavalleli ad alcuna generatrice) si chiama diametro della superficie
coniugato a quei piani.

COROLLARFO. — Se un piano diametrale = di una superficie co-
nica taglic questa secondo due generatrici, ¢ piani tangenti alla su-

e medesima si tagliano secondo il diametro d econiugato a w; e
iceverse se da una retta d condotta pel vertice della superficie co-

8 o ——— -
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nica st possono condurre a questa due piani tangenti, il piano che
passa per le due generatrici di contatto é il piano diametrale coniu-
gato afla direzione d.

Questa proprieta é consegnenza immediata del coroll. del § 17.

20. TeorEvs. — Se % & il pilano diametrale coniugato ad una
retta d, i diametro coniugato al piano = ¢ parallelo a d : e vicerersa.

Sia = il piano diamefrale coningato ad una data direzione, e
%; un plano parallelo a %. Per nn punto M della sezicne eonieca
prodotta da =, si tracei la corda M'M parallela a d, il piano = la
taghera nel punto di mezzo L del segmento MM', Allora se si con-
duce per V la d, parallela a d, questa incontrera la cords M'M” situata
nel prani w; e MM'V nel suo punte di mezzo N, perché essendo MM’
divisa per meta in L, anche V sard il punto di mezzo di MM” ed
N il punto di mezzo i MAL

C16 prova che tutte le corde della seziome prodotta da =, sono
divise per meta dal punto N, incontro del piano =, colla retta
per V parallela alla clirezione d. Ne segme che N & il centro della
comica, ossia d, ¢ il diametro coningato a .

Nello stesso modo si dimostra il teorema inverso. |

CoroLrarr, — 1% Se = ¢ il piano diametrale coniugato ad una f
retta d, e d’ ¢ una retta di =, il piano diamelrale = congugato a d' é [
parallelo a d.

Fra le corde parallele alla retta d consideriamo quelle che iu-
contrano la ¢, che passa per V ed & parallela a d. Esse sono di-
vise per metd da d, dungue il piano diametrale x’ comugato a d'
passa per 4.

4" Esistono infinite terne di piani, pussanti pel vertice di una Su-
perficie conica, tali che ciascuno di essi sia il piano diametrale coniugaio
alla retta comune agli altri due, e che ciascuna retta comune a due
di questi piami sia il diametro coniugato al terzo.

Condotto per il vertice V un piano =,, sia d, il sno diametro
comiugato; per d, si conduca un plano arbitrario w, e sia d; il suo
diametro coningato che, per il eorollario precedente, deve giacere
in 7. Infine il piano 7, determinato dalle Tette d,, dy deve avere
per diametro coniugato una retta dg glacenbe in m e 1y, ossia dy
e la retta mw,m..

3% Se dy ¢ @ diumetyo contugato ad una direzione d rispetto ad

un@ comea centrale, il diametro comugato alla direzione d, deve essere
parallelo a .

Infatti we d & nuy petta che passa per il centro della conica e
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d, & il suo diameiro coningato, 1 piani Vd, Vd, somo coningatl
rispetto alla superficie CONICH,

DeriNiZIONE, — Due rette passanti pel eentro di una comica cen-
wale si ehiamano diametri coniugati, se ciascuna di esse divide per
meta le corde parallele allaltra.

9| DerixizionE. — Due corde di una conica che congiungono Uun
punto di essa cot punti dmcontro della medesima ton un diamelro si
chiamano corde supplementari.

TgosEMA. — Due corde supplementari di una
conica centrale somo parallele a due diametri
contugat.

Infatti, se P & un punto di una conica
centrale, AB nn suo diametro, O il centro,
le due rette OH. OK che conginngono 1l cen- Fla. 12
tro O coi punti di mezzo H, K delle corde, AP,

BP sono i diametri coningati a queste corde e sono parallele alle
BP, AP rispetiivamente.

Assintoti dell’ iperbole.

99 TgoremA.— I diametro che divide per meta le corde d un’ iper-
bole parallele ad una data direzione, divide anche per meta i segmenti
paralleli o guesta stessa direzione che hanno gli estremi sugli assintoti.

Se o & il pano dell'iperbole, «, il piano ad esso parallelo con-
dotto per il vertice V delle superficie conica, », ' le generatricl
contenute mel piano . = % 1 piani tangenti alla superficie lango
» v, le refte 7y, 7 s tersezioni di e eon =, 7 sono per la defini-
zione stabilita nel § 8 gli assintotl del)’ iperbole. Per il corollario
del § 19 la refta d= _—* 3 il diametro coniugato al piano a, 0 2.

Qe ora consideriamo una direzione qualungue ¢ contenuto in
questo piano, il piano diametrale o', coningato ad essa, passé per d
e divide per meta tntte le corde della superficie conica parallele
o d ed anche quelle limitgte fra i piani ©, ='. Ne viene per con-
segnenza che la retta 23 divide per metd tanto le corde della data
iperbole quanto (uelle della coppia di rette 71, 7'y parallele a d.

Apparisce quind: manifestamente che il punto d’ incontro del
due assintoti 7, r, deve glacere sul diametro oo’

CoROLLARL. — 1° Ogni segmento tangente ad un’ iperbole, avente

i suoi estremi sugli assintoti, & diviso per metd dal punfo di contatio.
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2° 11 punto d'inconiro degli assintoii dell’ iperbole ¢ il centro della
meesima. .

Tnfatts il punte d’incontro degli assintoti dovende frovarsi su
tutti 1 diametri dell’ iperbole deve eoincidere col punto comune a
questi, cioé col centro dell’ iperbole.

23. TroreMa. — Un’iperbole non ha nessun punto comune coi suoi
assintolr, ma la distanza di un punto di esso dagli assintoti decresce
indefinitamente quando evesce indefinitamente la distanza del punto
stesso dal centro,

)

.{ f

i

Fig. 14.

Se OH, OK sono gli assintoti di un’iperbole ed A un punto
della medesima (fig. 15), & chiaro che si pud facilmente ottenere
quantl punti si vogliono della curva conducendo per A una se-
cante gualsiasi che tagli le OH, OK i A'. B' & prendendo sn essa,
BB=AA’(§ 22, Teor.). La distanza di B dall’assintoto OK & eguale
alla proiezione di AA' sopra una perpendicolare ad OK, e percid
tende & zero quando la retta A'B tende ad essere parallela ad OK.,

24. Trorema. — E’angolo che ciascuno degli assintoti fa col suo
asse principale é Uangolo acuto di un iriangofo vettangolo che ha per
ipotenusa la distanza focale 2c e per cateto la distanza dei vertici 2a,
compreso fra questi lafi,

Ricordando la costruzione fatta per tagliare un dato cono con
un piano in modo che la sezione prodotta sia eguale ad una data
iperbole (§ 13, fig. 12) si vede che, se si conduce per EE' il piano
perpendicolare all’asse della superficie e in esso per B la corda KK’
perpendicolare ad T, le rette VK, VK sono parallele agli assintoti
e VI’ & parallela all’asse dell’iperbole, dunque Pangolo di un assin-
toto con l'asse & eguale all’angolo E'VK del triangolo rettangolo
E'VK che ha per ipotenusa VK =VE =2¢ e per cateto VE'=2a.

e P s, SAR L
s T

R
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Cororrario. — La distanza di un punto P di un’iperbole da un
fuoco é eguale al segmento parallelo ad uno gqualungue degli assintot
compreso fra il punto P e la diretirice corrispondente a quel fuoco.

N
/

e
Qe PH & la cdistanza di P dalla diretimce corrispondente al
fooco F, PM il segmento parallelo ad un assmiolo condotto da P

olla direttrice stessa, si ha che HPM e eguale all’angolo dell'asse
con un assintoto, e percio st ha
PM %2

Fic. 1&

PO 2a

ma si ha anche (§ 11, Teor. e Cor. 1)

PF

= @ ;

PH
percio

PF — PM.

G. Lazzeni.
(Continua)
> —+

L\ RECENTE RIFORMY DEGLI STCDI SECONDARI IN FRANGIA

del 30 maggio 1902

‘Deereti del 27. 28 inglie ed 8 settembre 1905)

&

Poich da molto tempo si parvla in Itaba di una riforma della
scuola secondaria, crediamo che rinseira grato ai nostri lettorl cono-
scere Ja riforma di recente effettivamente compiuta in Francia, per
la parte che si riferisce alla matematica; e percid abbiamo voluto
pubblicare i nuovi programmi delle scuole francesi; nel numero suc-
cessivo pubblicheremo le istruzioni che vanno unite ai medesim.
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Per la perfetta intelligenza dei medesimi premetiiamo poche no-
tizie sommarie sull’ordinamento generale delle scuole secondarie in
Franeia,

L'insegnamento secondario fa seguiio a un covso di Studi primari
d'una durata normale di guattro anni, ed & costituito d on corso di
studi della durata di setie anni diviso in due eicli.

Prmo cicLo. — Durata: quabtro anni; elassi VI, V, IV, III (dette
de sizitme, de cinquitme, de quatriéme e de {roisidme),

In questo primo eielo gli allievi hanno la scelta fra due divisioni.
Nella divisione A sono obbligatori il latino e il greco; nella divi-
sione B manca I insegnamento del lakino e greco e s1 dh maggiore
sviluppo all'insegnamento del Francese, delle scienze, del disegno, ece.
Questo primo ciclo conduce ad un certificato di siudi secondari di
primo grado.

SECONDO crcLo. — Durata: tre anni; elassi Il e I (dette de seconde
e de premiére) e classe di filosofia o classe di mafematiche.

In questo secondo ciclo gli studenti possonn scegliere fra guatiro
sezioni

Sezione A. — Latino e greco.
»  B. — Latino con uno studio piii sviluppato delle lingue

vive,
4 C. — Latino eon uno stodio maggiore delle scienze.
» . — Lingne vive e scienze senza lakino.

Programmi,

[ programmi del 30 maggio 1902 per |'insegnamento delle mate-
matiche nelle classi secondarie dei licei e collegi maschili sono mo-

dificati come segne. (Decreti del 27, 28 luglio ed 8 settembre 1905.)

) Quinta B (ore 4).

ARITMETICA. — Numerazione decimale. Addizione e sottrazione
dei numeri interi. Moltiplicazione dei numer1 interi, Prodotto di uns
somma o di una differenza per un numero. Prodotto dei fattori. Po-
tenze. Divisione dei numeri interi. Hegola pratica. Caratieri di divi-
sibilith per 2, 5, 9, 3. Numeri primi. Regole pratiche per la scompo-
sizione di un numero in prodotto di fattori primi, per la ricerca del
massimo comun divisore e del minimo multiplo ecomune. Revisione
del sistema metrico.

GrRoMETRIA (vedi Istruzioni). — Uso della riga, della squadra, del
compasso e del rapportatore. Linea refta e piano. Angoli. Simmetria
rispeito ad una retia. Triangoli. Triangolo isoscele. (asi d’ egna-
ghauza dei triangoli. Perpendicolare ed obligue. Casi d'eguaglianza
der friangoli rettangoli. Rette parallele. Somme d’angoli di un trian-

I‘Il
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golo, di un poligono convesso. Parallelogramma. Rettangolo. Losanga.
Quadrato. Circolo. Diametro. Corde ed archi. Tangente. Posizioni reci-
proche di due cireoli. Misura degli angoli. Costruzioni d’angol e
triangoli. Tracciamento delle perpendicolari e delle parallele. Costru-
zioni di cirecli, di tangeni.

DiSEGNO GEOMETRICO. — Hsecuzione cogli istrumenti delle costru-
zioni spiegate durante il corso di geometria. Problemi ed esercizi
semplici cencernentl ugualmente il corso di geometria; esecuzione
grafica della soluzione trovata. Disegni geometrici in cul euwtrano
linee rette e cireoli, tolti da motivi di decorazione e di superficie
plane: pavimentature 1n legno, In mMarmo, mosnici, vetri; acquarelly
all’inchiostro della Cina ed in colore di aleunt di questi disegni.

Quarta B (5 ore).

ARITMETICA, — Frazioni ordinarie. Operazioni. Frazioni decimali.
Grandezze proporzionali direttamenie e inversamente. Qperazioni sni
sumeri decimali. Regola pratica per 'estrazione della radice guadrata
da un numero interc o decimale a meno di una unitd decimale diun
ordine dato. Progressioni aritmetiche e geometriche. Somma dei ter-
mini delle progressiont limitate. Metodi commerciali del calcole del-
'interesse e sconto. Polizza di sconio, Conti corventi. Nozionl som-
marie sui valorl.

GroMETRIA. — Punti che dividono una relia in un rapporte dato.
Linee proporzionali. Proprieta delle bisettriei di un triangolo. Trian-
goli simili. Definizione del seno, del coseno e della tangente di un
angolo. Definizione delle figure omotetiche. Poligoni simili. Pan-
tografo. Relazion metriche in un triangolo rettangolo. Costruzioni
della quarta proporzionale e della media geometrica. Poligoni rego-
lari: quadrato, esagono e triangolo equilatero. Misura della circonfe-
venza (enuneiato). Misura delle aree del rettangolo, del parallelogram-
ma, del triangolo, dei poligoni. Rapporto delle aree di due poligoni
oimili. Area del cerchio. Costruzione di aleune curve semplici, come
la cissoide, le coneoidi, ece.

Diseano GEOMETRICO. — Programma eguale a quello della classe
precedente. Agginngere la costruzione grafica di Tnoghi geometricy,
ed il tracciamento delle curve a penni.

r
Terza B (4 ore).

ALGEBRA. — Numexi posifivi o negativi. Operazioni. Applicazioni
concrete. Monomi, polinomi. Addizione, sottrazione, moltiplicazione
dei monomi e polinomi. Identila:

™ — o =z —a) [z Fax™ " .. 6™},

s
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Divisione dei monomi. Equazioni numeriche di primo grado ad una
o due incognite. Variazione e segno dell’espressione ax - 4; rappre-
sentazione grafica. Equazioni di secondo grado. Helazioni tra i eoef-
ficienti e le radici.

i 5 = ; . - azx -+ b
Variazioni del trinomio di secondo grado, della funzione g T

rappresentazione grafica.

Uso delle tavole di logaritmi e di antilogaritmi a guattro deci-
mali. Interessi composti. :

GeoMETRIA. — Del piano e della rotta nello spazio. Angolo diedro.
Rette e piani paralleli. Retta o piano perpendicolari. — Proiezione
di un poligono, di un cireolo; ombre di una figura piana sopra un pia-
no in geometria quotata. Definizione degli angoli poliedri, del prisma,
della piramide. Proiezioni, ombre proprie e portate sopra un piano.
Superficie e volumi del prisma e della piramide. Cono, cilindro, piano
tangente. Sfera, cono e cilindro circoseritii. Superficie di rivoluzione.
Sezioni piane delln sfera. Poli. Ombre proprie e portate sopra un
piano. Superficie © volumi del cono e del cilindro di rivoluzione. Su-
perficie e volume della sfera (enunciato). Indicazion: alte a facilitare
I'esecuzione dell’acquarello. Rilevamento de; piani, agrimensura, livel-
lamento,

Seconda C, D (ore 5).

AraEBRA. — Operazioni sui numeri positivi o negativi. Monomj;
polinomi; termini simili.

Orerazioni. — Addizione, sobtrazione, moltiplicazione dei monomi
e polinomi. Identiti:

" — g™ = (r — a) (™ - azmt a™1),

Divisione dei monomi. Risoluzione delle equazioni d primo grado
ad un’incognita. Inegnaglianza di primo grado. Risoluzivne e discygs-
sione di dne equazioni di primo grado a due incognite,

Problemi; messa in equazione. Discussione dei resulfati.

Variazione dell’espressione ax ~+b; rappresentazione grafien,

Equazione di secondo grado ad una mcognita (non verra fatta la
teoria degli imaginari). Relazioni tra i coefficienti e le radiej.

Esistenza e segno delle radici. Studio del trinomio di secondo grado.

Variazione del trinomio di secondo grado; rappresentazione grafica.
. i axr b
Variazione dell’espressione ax— i ¢ 'aPpresentazione grafica,
Nozione della derivata; significalo geometrico della derivata. T
segno della derivata indica il senso della variazione; applicazioni ad
esempl numerici semplicissimi e pariicolarmente ajle funzioni prece-

dentemente stndiate.
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Progressioni aritmetiche e progressioni geometriche. Logaritmi.

TUso delle tavole di logaritmi a quatiro o cinque decimali. Infe-
ressi composii.

GromeTria (figure piane) - Linea velia € piano. — Angoli, sens1 di
an angelo. Rette perpendicolar. Trisngoli. Triangolo isoscels. Uaso
d’egnaglianza dei triangoli. Perpendicolare ed obligue. Triangolo ret-
tangolo. Cast d’egnaghanza. Definizione di un lnogo geomefrico, Luogo
‘geometrico dei punti equidistant da due puntio da due rette. Relte
parllele. Somma degli angoli di un triangolo, di nn poligono con-
vesso. Parallelogrammi. Figure simmetriche rispetto ad un punto ©
ad una retta. Due figure piane simmetriche sono eguall Traslazmone
di una figura piana di forma invariabile,

(moory. — Intersezione di una ratta & di un eireolo, Tangente al
circolo: le due definizioni della tangente, Archi e corde. Posizioni
relative di due circoli. Misura degh angoli. Movimento di rotazione
intorno ad un punto. Ogni spostamento di una fizura piana di forma
snvariabile nel proprio piano si riduce ad una rotazione o ad una
traslazione.

LUNGHEZZE PROPORZIONALI. — Punti che dividono un segmento in
un vapporto dato. Definizione della divisione' armonica, Triangoll si1-
mili. Ogni parallela ad uno dei lati di un triangolo divide glhi altri
due lati in parti proporzionali. Reciproco. Definizione di un fascio
armonico,

Proprieta delle bisettrici di un triangolo. Luogo geometrico dei
punti per i quali 1 rapporto delle distanze da due punti fissi e co-
stante.

Nozioni sempliei sull’omofetia. Poligoni simili. Seno, coseno, {an-
genle e cotangente degh angoli compresi tra 0 e 2 retii, Relazioni
metriche in un triangolo rettangolo ed in un triangolo gqualunque.
Linee proporzionali nel ei reolo. Quarta proporzionale; media propor-
zionale.

Poligoni regolari. Inscrizione sel cireolo del quadrato, dell’esagono,
del triangolo equilatere, del decagono, del pentadecagono. Due po-
ligoni regolari di un egual numero di lati sono simili. Rapporto dei
loro perimetri. Lunghezza di un arco di circolo. Rapporto tra la cir-
conferenza ed il diametro. Caleole di = (Limitarsi al metodo del pe-
rimetrl.)

AREA DE POLIGONI; AREA DEL CIROOLO. = Misura dell’area del ret-
tangolo, del parallelngrﬂmﬂ‘m, del triangolo, del trapezio, di un poli-
gono qualunque. Rapporto delle aree di dne poligoni simili. Area d
an cireolo, di un settore e di un segmento del eireolo. Rapporto delle
aree di due circoll,

Nozioni di agrimensura. Uso delle catene e della squadra agri-
mMensoria.
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Prima C e D (ore 5).

GreoMETRIA. — Piano e linea retta. Determinazione di nn plano.
Paralellismo delle reite e dej piani. Retta e piano perpendicolare.
Proprieta della perpendicolare o della oblique condotte dalio stesso
punto ad un piano. Angolo diedro. Senso. Angolo piane corrispondente
ad wn angolo diedro.

Piani perpendicolari tra lovo. Proiezione di un’area piana. Trasla-
zione. Rotazione intorno ad un asse. Simmetria rispetto ad una retta.
Simmetria rispetto ad un punto. Simmetria rispetto ad un piano.
Questo secondo modo di simmetria s riduce al primo.

ANGOLI TRIEDEL — Disposizione degli elementi. Triedyi simmetrici,
Ogni faeccia di un triedro & minore della somma delle altre due, Limite
della somma delle facee di un angolo poliedro convesso. Triedri sup-
plementari. Applieazioni. Casi d'uguaglianza dei triedri.

OmozETIA. — Sezioni piane parallele d'angoli poliedri, Aree.

Poniepr:. — Poliedri omotetici, poliedri simili. Prismi. Piramide.

Nozioni sommarie sulle simmetrie del eubo e dell’ottaedro regolare.,

Volumi dei parallelopipedi e dei prismi. Volume della piramide.

Volume del tronco dj piramide & basi parallele. Volume del troneo
di prisma triangolare.

Rapporto dei volumi di due poliedri simili.

Due poliedri simmetriei sono equivaienti,

Cilindro & base cireolare. Piano tangente,

Cono a base cireolare. Piano tangente. Sezioni parallele alla base.

Superficie di vivoluzione semplici : cilindvo, cono.

Sfera. Sezioni piane. Poli. Piano tangente, Cono e cilindro circo-
scrithi,

Superficie laterale del cilindro e del cono di riveluzione.

Volume del cilindio e del cono a base eircolare.

Area della zona. Area della superficie sferica. Volame della sfora.

GEOMETRIA DEsCRITTIVAE. — Proiezione e guota di un punto. Rap-
preésentazione della retta. Pendenza. Distanza tra due punti. Retfe
concorrenti. Rette parallele. Rappresentazione del piano. Seale di
pendenza. Piani paralleli. Ribaltamento su di un plano orizzontale.
Angole di due rette. Distanza tra un punto ed una retta, Interse-

zioni di rebte o piani. Applieazione ai problemi d’ombre e di sezioni
plane di prismi e dj piramidi. Rette e piani perpendicolari. Distanza
bra un punto ed un piano. Angolo di una retta e di un piano. Angolo
di due piani. Applicazione alla costruzione di poliedri semplici. Rap-
presentazione del punto, dalla retta e del piano mediante due piani
di proiezione. Intersezioni dj velie e di piani. Rette e piani paralleli,
Rette e piani perpendicolari. Ribaltamento d; urn piano sopra un pianoe
orizzontale. Cambiamento del piano vertieale
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Riprendere i problemi gia enunciati relativamente alle distanze,
angoli, ombre e sezioni piane.

TRIGONOMETRIA. — Funzioni circolari (seno, coseno, tangenie e co-
tangente). Relazioni tra le funzioni eireolari di un medesimo arco.
Calecolo delle funziomi eircolari di aleuni archi: ! &, 1= ece. Teora
delle proiezioni. Formule d'addizione pel seno, il coseno e la tangente.
Hspressione di sen 2a, cos 2g, ig2a. Tutte le funzioni eircolar del-
I'arco a si esprimono razienalmente come fuuzione di tgia. Cono-
scendo cos @ =25, trovare i valori del sen e del cos degh archi }a;
scelta dei valori corrispondenti ad un arco a dato.

(onoscendo tg a, trovare i valori delle tg degli areht % a; acelta
del valore corrispondenie ad un avco a dabe.

Trasformare in prodotto la somma e la diffevenzi di dve funziom
circolari, seno, coseno o tangente. Problema inverso. Espressione della
forma

a cos (wt 4 a) -+ eos (wi + )

ove ¢ designa la sola variabile.

Uso delle tavole di logaritmi & guaiiro o eingue decimali.

Risoluzione dei triangoli rettangoli, Risoluzione e discnssione di
alcune eguazioni trigamometriche semphcl. Relazioni tra 1 lati e gh
angoli di un triangolo. Risoluzione dei triangoll.

ALceBrAa. — Equazione e trinomio di secondo grado. Caso in cul
la variabile & una linea trigonometrica. Caleolo delle derivate di
funzioni semplici. Studio delle variaziont e della rappresentazione
orafica.

Studio di nn movimento rettilineo mediante la teoria delle derl-
vate. Velocith ed accelerazione. Moto uniformemente vario.

(I professori dovranno applicare le teorie d’ ulgebra a numerosi esempl
iratti sie dall algebra, sia dalla trigonoutetria, sic dalle geometria).

Classe di Matematiche (ore 8.

ARITMETICA. — Numerazione decimale, Addizione, sottrazione, mol-
tiplicazione e divisione dei numeri interi. Teoremi fondamentiall ri-
ouardanti quelle operazioni. Spiegazione delle regole praliche per
esegunire le operazion.

Non si cambia il resto di una somma, di una differenza, di un
prodotto, aumentando o diminuendo un termine od un fattore di un
multiplo del divisore. Refi della divisione di un numero infero
per 2, 5, 4, 25, 8, 125, 9, 3, 11. Caratteri di divisibilita per eiascheduno
di questi numeri.

Massimo comun divisore di due o pii numeri. Numenr primi fra
di lovo.

Ogni numero che divide un prodokto di due fatiori ed & primo con
uno di guesti fattori, divide l'altro.
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Minimo comune multiplo di due o pil numeri,

Definizione e proprieta elementari de’ numer primi. Scomposizione
di un numero intero in un prodotto di fatior; primi. Tale scomposi-
zione non pud farsi che in un sol modo. Composizione del massimo
comun divisore e del minimo comune muitiplo di due o pit numeri
scomposti in fattori primi.

Frazioni ovdinarie. Riduzione di una frazione alla sua pina sempliee
espressione. Riduzione di pini frazioni al medesimo denominatore. Mi-
mimo comnun denominatore. Operazioni sulle frazioni ordinarie.

Numeri deeimali. Operazioni (considerando le frazioni decimali
come caso particolare delle frazioni ordmarie). Caleolo d'un guoziente
COn una approssimazione decimale data.

Riduzione di una frazione ordinaria in frazione decimale: condi-
zione di possibilitia, Quando la ridnzione & impossibile, la frazione
ordinaria pud rignardarsi come limite di una frazione decimale pe-
riodica illimitata.

Quatrato di un nuamero mtero o frazionario ; composizione del
quadrato della somma di due numeri. 1I quadrato di una frazione
non & mai uguale ad un numero intero. Defimzione ed estrazione
della radice guadrata di un numero intero o frazionario con una -
prossimazione decimale daia.

Sistema metrico. Esereizi.

Rapporto di due numeri. Rapporti eguali. Divisione i parti pro-
porzionali.

Misura delle grandezze. Definizione del rapporto di due grandezze
della stessu specie.

Teorema: 11 rapporto di due grandezze della stessa specie & ngnale
al quoziente dei numeri che e misurano,

Grandezze direttamente e inversamente proporzionali. Problemi.

Definizione dell’errore nssoluto o dell’errore relativo. Determina-
zione del limite superiore dell’'srrore commesso sopra unm sSomma,
una differenza, un prodotto, un guoziente, conoscendo i limiti stipe-
riovi degli errori i cui dati sono errati.

AvLceBra. — Numeri positivi e negafivi. Operazioni su detti nu-
meri,

Monomi, polinomi: addizione, sottrazione, molliplicazione e divi-
sione de’ monomi e de’ polinomi.

Principi relativi alla risoluzione delle equazioni. Equazioni di
primo grado.

Equazione di secondo grado ad una incognita. (Non si sviluppera
la Leoria degli imaginari.) Equazioni sem pliei che si riducono ad esse.

Inequazioni di primo e secondo grado. Problemi di primo e se-
condo grado.

Progressioni aritmetiche e progressioni geometriche. Somma dei
qoadrati e cubi degli » primi nomer interi.
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Logaritmi volgari. Uso delle tavole a cingue decimali. Iutevessi

composti ed annualita.
Coordinate di un punto. Rappresentazione di una retta medianie

un’equaziona di primo orado. Coefficiente angolare di una retia. Co-
struzione di una retta mediante la soa equazione.
Varinzioni e rappresentazioni grafiche delle funzion.

g=at-+bi Y=g p§° y=ax*+bx+¢;
y = ax*—+ bx” -+ ¢

Derivata di una somma di un prodotio, di un quozienie, della ra-

dice guadrata di ung funzione. di sen z, cosx, tgz, colgx.
Applicazione allo studio delle varviazioni, alla rvicerca de’ massimi
o minimi di aleune funzioni semplicy, specialmente delle funzion: della i.'

forma

S - e _—

ax® —+br+c¢ _
e Ny TP &+ P2 g

ove 1 coefficienti hanno valori numeriel.
Derivate dell’area di una curva considerate come funzione delle

ascisse. (Si ammettera la nozione d'area.)
(1l professove lascera da parte tutte le questiont sottili sollevate da

un’esposizione rigorosae detle teovie delle derivate; avra specialmente in ‘

mira le applicazioni e non esiterG @ rivolgersi all’ intuizione).
TrIGONOMETRIA. — Funzioni circolari. Addizione e sottrazione deglh

archi, Moltiplicazione e divisione per 9. Risoluzione de’ triangoli.
Applicazioni della trigonometria alle varie quistioni relative al ?;J-:

{L
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rilevamento dei piani.
(Non si parlera della costruzione delle tavole trigonomeiriche).

(tromETRIA, — Rette. Angoli, Paralelhsmo. Poligoni. Circolo, Piano;

rette e piani. Angoli diedri; angoli poliedri. |
Traslazione. Rotazione. Simmetrie. f'
Omotetia e similitudine. Relazioni metriche. Poligoni regolari.
Prisma, piramide, eilindro, cono, sfera.

Aree e volumi.
Potenza di nn punto rispetto ad un circolo e rispetto ad una sfera.

Assi radicali. Piani radieal.
Polare di un punto rispetto ad un circolo; piano polare di un

punto rispetto ad una slerg,
Inversione. Applicaziom. Apparecchi di Peaucellier. Proieziona

stereogratica.
Verrort. — Proiezione di un veltore sopra un asse; momento

lineare rispetto ad un punio; momento rispetto ad un asse.
Somma geometrica di un sistema di vettori; momento risuliante

rispetto ad un punio; somma dei momenti rispetto ad un asse.
Applicazione ad una coppia di vettor.

| =
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ProiezioNt cenrrani. — Piano del guadro. Prospettiva di un punto
di una reita, di una linea. Punto di fuga di una retta, Prospettiva
di due rette parallele, Retta di fuga di un piano. Concetto di retta
all'infinito di un piano.

Conicee - BiLLissg. — Tracciamento; tangente; problemi sempliei
sulle tangenti. Equazione dell’ellisse riferita s propri assi. HEllisse
consideraia come proiezione del circolo: problemi semplici sulle tan-
gentl; intersezions dell’ellisse e di una retia.

lrERBOLE. — Traeciamento, tangente, assintoti; preblemi semplici
sulle tangenti. Equazione dell’iperbole riferita a’ suoi assi.

Paravora. — Traceiamento, tangente; problemi semplici sulle
tangenti. Eqnazione della parabola riferita al proprio asse ed alla
tangente nel vertice.

Definizione comune di quesie curve mediante un funoco ed una di-
reitrice.

Sezioni piane di un cono e di un eilindro di rivoluzione.

GEOMETRIA DESCRITTIVA. — Ribaltamenti. Cambiamento di un piano
di proiezione; rotazione intorno ad un asse perpendicolare ad un
piano di proiezione,

Applicazione alle distanze ed agli angoli: distanza di due panti,
di un punto da una retfa, di nn punto da un plano; minima distanza
di due rette, una delle quall sia verticale o di due retie parallele ad
uno siesse piano di proiezione ; perpendicolare comune a queste due
rette. Angolo di due rette; angolo di una retta e di un piano; angolo
di due piauni.

Proiezione del eireolo. Sfera ; sezione piana, infersezione con nng
reita. Cono e cilindro a divettrice cireolare ; piano tangente passante
PEr 1n punto o parallelo ad una retta ombre ; contorni apparenti:
sezionl piane, Coni e cilindri circoscritti alla sfera. Ombre.

Rappresentazione di uua superfice per mezzo di curve di livello.
Quota di un punto della superficie la cui proiezione orizzontale & data,
Pendenza d’una linea tracciata Sopra una superficie. Linee di eguale
pendenza. Linee di massima pendenza,

Applicazione delle precedenti considerazioni alle earte topogra-
fiche.

Planimetria e livellamenlo, Linee e colori convenzionali. Lettura
di una carta e specialmente di quella dello Stato Maggiore. Uso della
carta sul terreno.

Crvemarica. — Uaita di lunghezza e tempo. Del moto. Sna rela-
tivita. Traiettoria di un punto. HEsempi di moto.

Moto rettilineo: Moto uniforme ; velocita, sua rappréaentaziunﬂ
mediante un velilore. Moto vario; velociti media ; veloeity ad un mo-
mento dato ; sna rappresentazione mediante un vettore: accelerazione
II}E(EE; accelerazione ad un dato momento, sua rappresentazione me-
diante un vettore. Moto uniformemente vario.

e
o
._'I:E
9
o ey
3
: |
4
- 4

[ S T



PERIODICO DI MATEMATICA. 179

Moto curvilineo. Velocith media, velocith ad un momento dato
definite come vettori. Valore algebrico della velocita. Odografo. Ac-
celerazione.

Moto cireolare uniforme, veloeith angolare; prolezione sopra un
diametro, mofo oscillatorio semplice sopra una retia.

(Cambiamento di sistema di comparazione. Composizione delle ve-
locita.

Esempi ed applicazioni (non si insista sulle applicaziom: pura-
mente geometriche),

Moto di traslazione di un corpo solide. Scorrimento rettilineo.

Moto rotatorio di un corpo solido intorno ad un asse. Alber: e
enscinetti. Perni e cuseinetti. Arpioni e cernlere.

Studio geometrico dell’elice. Movimento ellissoidale d'un corpo.
Vite e madrevite.

Trasformazioni semplici di movimenti studiati dal punto di vista
pratico : correggie di trasmissione, ruote dentate, bielle e manovelle.
(Non si stndiano dettagliatamente 1 meccanismi.)

Divamica E Starica. — Punto materiale. Inerzia, Forza: sua
rappresentazione mediante un vettore. Massa. Indipendenza degli ef-
fetti delle forze. Composizione delle forze.

Equilibrio di un punto materiale libero. Equilibrio di un punio
materiale sopra una curva od una superficie. Equilibrio di un punto
materiale sopra un piano, quando si tiene conto dell’attrito. Moto di
un punto pesante libero secondo una verticale.

Movimento parabolico di un punto pesante.

Attrito di scorrimento. Moto d'un punto pesante snlla linea di mas-
sima pendenza d'un piano, con o senza abtrito,

Lavoro di una forza applicata ad un punto materiale. Umta dilavoro,

Lavoro d'una forza costante, di una forza variabile. Lavero ele-
menfare,

Lavoro totale. Valutazione grafiea. Lavoro della risultante di pa-
reechie forze. Teorema delle forze vive per un punto materiale. Esempi
semplici.

FoRZE APPLICATE AD UN CORPO SoLipo. — Forze parallele. Centro
delle forze parallele. Centro di gravita. Sua ricerca in alcuni casi
semplici: triangolo, trapezio, quadrilatero, prisma, piramide.

Coppie, composiziona di coppie. Riduzione delle forze appheate ad
an solido a due forze o ad una forza e ad una coppia.

Condizioni d’equilibrio di un Zorpo solido. Caso di tre forze, di forze
parallele, di forze situate in un medesimo plano.

Equilibrio di un corpo mobile intorno ad un asse fisso, ad un
punto fisso oppure sottoposto a riposare sopra un piano fisso.

MAOCHINE SEMPLICI IN ISTATO DI RIPOSO ED IN ISTATO DI MOVI-
wENTo. — Leva. Carico del punto d’appoggio. Verricello. Puleggia
fissa e puleggzia mobile.
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Polispasto, martinetto, pilano inclinato.

St verificherd ehe se una maecchina semplice & in moto, avendo
continuamente adempiuto alle condizioni d'equilibrio, il lavoro ele-
mentare della potenza & uguale e di segno conbrario a goello della
resisienza,

Enunciato del teorema generale delle forze vive. Applicazione
alle macchine.

Lavoro motore e lavoro resistente.

Resistenze passive. Attrito.

Lavoro delle resisienze passive. Rendimento di una macchina.

Indieazioni sull’'uso de’ volani e de’ freni.

UosmoeRaFIA - SrERA cELESTE. — Distanza angolare. Altezza e
distanza zenitale. Teodoljie. Leggi del moto dinrno, Meridiano. Polo.
Giorne siderale. Ascensione retta e declinaziene. Canocchinle meri-
diano.

Terra. — Coordinate geografiche. Dimensioni e rilievo della Terra.
Mappamondo. Carte,

SoLE. — Movimento proprio apparente sulla sfera celeste. Belif-
tica, Ineguagiianza dei giorni e delle nottr alle differenti latitudini.
Stagioni. Anno tropico ed apno sidereo.

Ora siderea: ora media; ora legale. Calendari giuliano e gre-
goriano,

Lioxa. — Movimenfo proprio apparente snlla sfera celeste,

Fast. — Rotazione. Variazione del diametro apparvente. Eclissi di
Luna e di Sole.

Pianerr. — Sistema di Copernico. Leggi di Keplero.

Legge di Newton e sue conseguenze. Nozioni sommarie sulle di-
stanze, le dimensioni, la costituzione fisica del sole, dei pianeti e dej
loro satelliti. Comete, stelle cadenti; bolidi. Stelle: costellazioni. Ne-
bulose. Via latten.

Quarta A (ore 2 normali),

ARITMETICA. — Prodotto di una somma e di una differenza per
un nomero. Prodotto di fattori. Potenza.

Caratberi di divisibilita per 2, 5, 9 3.

Numeri primi. Regole pratiche per la scomposizione di un numero
in prodotto di fattori primi, per la rieerca de] massimo comun di-
visore e del minimo mulfiplo comune,

Proporzioni. Eserecizi sul sistema metrico, le frazioni e le gran-
dezze direffamente e inversamenie Proporzionali. Regola pratica per
Pestrazione della radice quadrata di un numero intero 0 decimale a
meno di una unithd decimale di yn ordine dato.

GeoMETRIA (vodi Istruzioni). — Uso della riza, della squadra, del
compasso e del rapportatore.

oy
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Linea retta e piano. Angoli. Triangoeli, Triangolo isoscele, Casi
d'eguaglianza dei triangoli.

Perpendicolare ed oblique. Casi d’ egunaglianza de’ triangoli ret-
tangoli.

Rette parallele. Somma degli angoli d'un {riangolo, d'un poligono
convesso. Parallelogramma. Rettangolo. Losanga. Quadrato.

Cireolo, Corde ed archi. Tangente. Posiziomr relative der due
cireoll.

Misnra degli angolt.

Costraziom elementari sulla retta ed 1l civeolo.

Terza A (oie 3 normali).

AritaeTica, — Esercizi sul sistema metrico & le grandezze di-
rettamente e inversamente proporzionali.
ALGEBRA. — Numeri positivi e negativi. Operazioni. Appheazioni

concrete. Monomi; polinomi. Addizione, soitrazione, moltiplicazione
de’ monomi e de polinomi. Identitii:

' — o' = (T — ) (z° + v L &)

Divisione dei monomi. Equazioni numeriche di primo grado ad
una o due incognite: disuguaghanza di primo grado ad un’incognita.

Geomerria. — Problemi ed interrogazioni sul programma della
classe precedente.

Punfi che dividono nna retfa in un rapporto dabo. Linee propor-

zionall.
Triangoli simili. Definizioni del sene, del coseno, della fangente e

della eotancente di un angolo.

Definizione delle figure omotetiche. Poligoni simili, Pantografo.

Relazioni metriche in nn Eviangolo vettangolo.

Proprieta delle secanti nel cireolo. Costruzioni della guarta pro-
porzionale e della media proporzionale,

Poligoni regolari: quadrato, esagono e triangolo equilatero.

Misura delln eiveonferenza (enuneciato).

Misura delle aree del retiangolo, del parallelogramma, del {rian-
zolo, del trapezio, de1 poligoni, del cerchio.

Rapporti delle aree di due poligom similr.

P .
Seconda A, B (ore 2 pel primo semestre).

Areeera. — Esercizi sulle equaziont di primo grado e la rappre-
sentazione delle varinzioni della funzione (ax - b).

GroMeTRIA. — Del piano e delle refte nello spazio.

Angolo diedro. Rette e piani paralleli. Retta e piano perpendi-

colari.
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Definizioni degli angoli poliedri, della piramide. del prisma,
Fnunciato delle regole relative alle smperficie ed aj volumi dei
prismi, piramidi, clindri, coni e sfere.

Prime A, B (ore 2 pel secondo semesize),

ALGEBRA. — Esercizi sylle equazioni numeriche di primo grado,

ad una o pii incognite, e di secondo grade ad una meognita; rap-
: Eeaio ]

presentazione delle variazioni di z° e =

(FEOMETRIA. — Misuras degli angoll. Figure piane simili. Defini-
zione del seno, del cosenp e della tavgente di wn angolo compreso
tra 0 e 2 rett.

Relazioni metriche nel triangolo e nel circolo. Misura delle aree
piane,

Enunciato delle regole relative alle superficie ed ai volumi dej
prismi, piramidi, cilindri, coni e sfore,

Classe di Filosofia
(ore 2 per I matematiche; 1 mezz'ora per la cosmografia),

Marewamicre, — Richiamo delle regole principali relative al eal-
cole dei numeri positivi e negativi; sviluppi di (a - by, (a - b)*:
identith got— 0" = (a — 1) (q" + a4 ),

Nozioni sull’algebra geometrica dei Greei, rappresentazione di un
nimero mediante una linea, di un prodotto mediante Ia superficie dj
un reitangolo; figure equivalenti alle identita

) 2

ol o

(a =+ bY' = a* %= 2ap |- 1°, (ﬂh,l_ &)E (H_—b) = qb,

Quadrato costruito sull'ipotenusa di un triangolo rettangolo,

Costruzione di ap rettangolo, avente un Jato dato, equivalente ad
un rettangolo dato.

Costruzione di up rettangolo equivalente ad un quadrato dato,
conoscendo ln sommay e 1a differenza de’ suei lati; espressioni di questi
lati resultanti dalla costruzione.

Risoluzione nlgebrica dell'equazione dj secondo grado,

Applicazione g problema precedente; confronto de; risultati,

Vantaggi dellg noiazione moderna e specialmente dell’ intrody-
zione dei numeri Posifivi ¢ negativi.

Detarmjnaz:inne, mediante due numeri positivi o negativi, d'un punto
di on piano: rappresentazione inversa di un sistema di due numeri
Per mezzo di un punto dj yp piano,

KEstensiona dellg nozione delle coordinate; longitudine e latitudine
di un punto di upa sfera,

—
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Rappresentazione grafica della variazione di un fenomeno dipen-
dente da una sola variabile; carve delle temperature, delle pressioni;
applicazione alla statica. Nozione di funzioni; rappresentazione gra-

fien di funziom semplicissime:
1

y=ar, y=ut+by=x, y=ao", y= 5

Costruzione di una retta definita da una equazione numerica di
primmo grado ftra x, y; coefficiente angolare, {*) ordinata allorigine.
Coefficiente angolare della rettn che congiunge due punti.

Uso della earta a gnadretti. Hisoluzione di due eqnazioni nume-
riche di primo grado & due mcognile mediante I'mmtersezione di due
rette, delle equazioni nuomeviche delia forma:

2+ pr+g="012"+pr+q="0
mediante I'inlersezione delle curve (una volta tracciate), aventi per
equazioni:
y=r,y==x
colln retin la eul equazions & J+;}.r+q=0

Grafico delle ferrovie.

Cuarve fornite dagl appm*Et:chi registratory,

Costruzione di alecune curve semplici definite geometricamente;
equazioni di tali curve.

Nozione della tangente e della derivata. Esempi di tangenti oi-
tenute geometricamentie come limitl di una secante (circolo, parabola),
Coefficiente angolare della tangente: applicazioni ad alcuni casi sem-
plici:

#® 3 l
Y=&,U=a& Y= T+

wls

Nozioni sull'uso della derivata per riconoscere il senso della va-
riazione 1 una funzione.

Valutazione approssimata dell’ area di una emrva tracciata su
carta a quadrett:, contando 1 quadretti contenuti nell'interno della
curva: limite dell'errore fornito dal nomero der quadretin traversati
dalla eurva: quest'errore pud venir reso lievissimo sdoperando qua-
drigliatura fimssima,

Area el triangolo oltenuta come limite comune di due somme di
rettangoll una deile guali inferiore, 'altra superiore all’area cercata.
Area della parabola. Problega inverso della ricerea di una derivata,
Arvea di un friangolo, o di una parabola, ottenuia ecolla ricerea i

S

ana funzione la c¢ul dermivata rispetto ad » & azx o az®
A pplicazione del metodo infinilesimale alla valulazione dei volumi

e delle superficie dei corpi considerati 1 geometria elementare.

13 1l ecoeflicients apgolore sari definito comae il ecoefficients i @ nell'equazione riseluta rispetto
nd v, o come Jordisala dzl punte, di ascissa egusle afl'unité, poste sulln parallela condotta per
Loerigine.
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ConsiGrr 6ENERALL — 1l professore non dimenticherd che gle scolari
ai qualt si rivolge, non sono abituati olle matematiche; eviterd quindi
ognt teovin astratia, non metterd innanzi le idee generali, wma cerchera
di farle risaltare da esempi particolary, sriluppati colla lentezza ed il
deftaglio che stimerd necessari perche siz ben sequito, 11 programma pre-
cedente & deslinato a guidarlo, ma non & uno streto progranma,

Il maestro sera libero di svtiupparne pit 0 meno certe parti, secondo
le attitudini dei propri allievi, secondo I interesse che avra sapulo susci-
tare i loro. Queste osservazioni riguardano specitlmente le applicazioni
di cui ¢ fatta menzione sulla fine del programma e che, in ogni Cas;,
dovranno venir trallate ampiamente, senza star troppo attaccatr al rigore,

St raccomanda al maestro d'introdurre nel proprio insequnamento al-
cune mozioni storiche; polré quindi parlare del mefodo desausiione
presso géi antichi (Euclide, Archimede) e dare aloeuni dettagli sull in-
venzione del calcolo differenziale ed integrale. Il suo scopo ¢ di contri-
buire allo sviluppo filosofico de’ propri scolary, favendo loro acquistare
idee important,

CosmoeraFia. — Sistema di Copernico. Il Sole. Sue dimensioni,
sua distanza daila Terra. Costituzione fisica, rotazione, macchie.

Notizie sommarie sui pianeti. La Terra. Forma e dimensioni. Ro-
tazione, poli, equatore, meridiani, paralleli. Longitudine. Latitudine.

La Luna. Moto. Costituzione fisica,

Comete. Stelle cadenti. Bolidi. Stelle. Nebulose, Via Intten.

I suddetti programmi saranno obbligatori:

Principiande dall’anno scolastico 1905-1906, per le classi Quinia B
e Quarta A (1° ciclo), come per la classe Seconde A, B, U, D (2° ciclo).

Cominciando dail’anno scolastico 1306-1907, per la classi Quaria B
e Terza A (1° ciclo), come per 1a elasse Prima A, B, C, D (2° ciclo),

Principiando dall’anno seolastico 1507-1908, per la classe Terza
(1° ciclo), come per le elassi di Filosofia e di Matematiche {2° eiclo).

e e  —

PICCOLE NOTE

Sulle coppie di numeri interi che hanne wn dale massimo comnn divisere
¢ mn dato minimo commne multiplo.

Come utile esercizio, proponiamoeci di risolverse — mel modo plit generale —
la segunente questione:

Delerminare tutle Iz possibili coppie di nimeri interi che abbiano come MAZSHING
comun divisore un dato nwnero m, 2 come minime comine multiplo un altro wu-
mero m'.

i

T S g e i (il e S

T Lt = —
e e -'."-;"‘.E:f.-.""" =Ny
i ')a




PERIODICO DI MATEMATICA. 181

Comingeremo coll'oaservars che, per I'esizstenza di una almeno di siffatte coppie,
& necessario che m’ sia multiplo di m. Supposto dunque che cid si verifichi, indi-
chiamo conz ¢ y dus numeri qualunque, aventi m come massimo comun divisore
ed m' come minimo comnne multiplo. (!} Ne seguira
2y = mni’,
E quindi

n=1g;
avendo posto

E==xum, N =9 m, =M :m.
Dunqne, ad ogni coppiz di numeri x o y, che soddisfino alle condizioni richieste,
corrispondera un'sitrg coppia di numeri § e ¥, che risultano primi tra lore, ed il
cut prodotto nguagha il guoziente tra m' ed m.

Reeciprocamente, se £ e % sono doe numeri primi tra loro che abbiano come
prodofto il quoziente g, gli altri dne pumeri

r=HE . Y= mn

AVIanno appunto per massimo comun divisore s, e per minimo comune multiple m',

Si eonelode periantor La ricerea di tutte le possibili coppie i numer: inlers,
che soddisfino alle condizioni richieste, equirale alla riceren di tutte le poseibili
coppre i numeri primi ira love, il ewi prodotto sie wguale al quoziente tya 4l
meEnimo sonrune multiplo ed it massivio cosnun divisore assegnati; purchié poi si
moltiplichi ognunn @i gueste ultime coppie di numeri per il massimo comun divi-
sore prestabililp.

Ora, se 1l quoziente ¢ & un numero primo, 'uniea coppia &i numeri interi,
primi tra loro, capaci di dare come prodotto il numero ¢, & evidentemente

(1, gl
Corrispondentemente, I'onica coppia di numeri richiesti 2, y sara
(ma, wi').

Lo stesso dicasi nel easo in cui g sia potenza #* di un numero prime p: giacche
allora gli unici divisori di p®, olire & 1 ¢ »", sono

PP pth
e due gqualungue di questi non sono mai primi tra loro.

Dungue: Se il grozientera 41 minimo comune multiplo ed il maszimo romun
divigore asszgnati & un numero primo, ovvero & polenza di un mumero primo, esiste
una sola coppin di numert che soddisfine alls condizions richieste: ed & quella costi-
tuite dal detto massimo comun divisore e dal detto sminimo comune multiplo.

Quando invece il guozienle ¢ non sia né un numero primo, né potenza di un
numere primo, ecco come procederamo per ottenerne tutte le possibili decomposi-
zioni in coppie di fattori cbe risultine primi tra loro.

Osserviamo che, in tal casoe, decomposto g in fattori primi, avremo
»

g=p,%,pSe. ,., p. o, (1)

gssendo i, po, ..., iy 1 differenti fattori primi di g. Ora, gli uniei divisori di q,
diversi dall’unith, sono quolli che si otksogono o conaiderande nna potenza qualsi-
voglia di p; (con =1, 2,,..,n) la quale abbia esponents non maggiore " di o
oppure formando il prodotio tra le analoghe potenze di due o pin dei fattori primi

(1) Sempra ne esistono; giacehe, per esempio, i doe numeri stessi m ed w' soddisfano eviden-
tomente sile condizloni richisnte,

T
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PiyPas. .., Po, combinati arbitrariamente 2 a 2, 3 2 5,..., # 8 n. Ma se ndope-
riamo una potenza di p; con esponente minore di «;, otterreme un divisove di g,
il quale nen & certamente primo col quozienle tra g e quel divisore medesimo;
ciod tale divisore mon poira dar luogo ad moa decomposizione di g mel prodotto
di due numeri che siano primni tra loro: perche in entrambi figuverehbe il iattore
primo p;. Ne segue che tutte le richieste decomposizioni di g si otlerranno sce-
gliendo come loro primo numero o 'unita, o una qualunque deile poienze

Pa D™y e o0y PR,

ovvero il prodotto di due o pia di esse, combinate arbitrariamente: e come secondo
namero, il prodotio delle potenze ehe rimangeno (avvertende che nel caso Ip enl
ai adoperasse, come primo numero, il prodotto . p.te. .. p % = g, I'silro numero
asrebbe evidentemente 1'unith; e viceversa). Ma per ogni decomposizione che, in
tal modo, mano mano si otiiene, bisognera poi escludere guella che viene in seguito
e che differisce dalla precedenis solo per 'ordine dei due numeri che la compon-
gono. Cosi, se abbiamo
g = P pt. Pt P,

scriveremo dapprima la decomposizions avidente

1, p,%. p2, P&, p),
FPoi le altre ' ’

(2,91, P.22. pgs. p,ot), (Pe2, ;4. D=, PO,
(D5%, ™. Py p), (By™, 0t Py P5)-

Verranno in segnilo le 6 decomposizioni

(D;9. pei, P, p,08),  [py™. pe™, P72, p ), FOL U TRl e b
(De=. py=, Py*t. Py, (Pa%. pyoty P py=), (D5 2y, Py™ - Pe™):

Ma di queste, le ultime 3 non differiscono sostanzialmente dalle prime 3. Lo
stesso dicasi delle decomposizioni dove il primo numero & il prodotto di tre potenze:
giacché esse coincidono con quelle, gik scriite, dove il primo numero & invece
rappresentato da una sola potenza. Finalmente, la decomposizione che contiense
come primo numero il prodotte di tufte e 4 le potenze che fignrano in g, e come
secondo mumero l'unita, non differira da quella evidente, gia scritia ol principio.

In base a qneste osservazioni, concludiamo: Se i quoziente q & della forma (1),
ed il numero @ai suol Tatteri primi @iferenti 2 pari (ciod se n = 2h), per ollencre
tutle le possibili decomposizions di q in coppie di fattori che siano due nymeri primi
ira lore, basterd scegliere per uno di questi numeri o Uunitd, ovcero una gualungue
delle polenze

»RL. 2, ..., 0,9,
oveers i prodotii di quesle n poltenze combinate, in fudti 1 modi poseibili, due a duz,
tre a tre, ..., h ad h. Aveertendo perd che delle sombinazioni h ad h, solianto una

melie dovrd essere conservalg,

Quando invece i numero dei differenti fattori primi di q sia dispari (ciod
n==2h + 1), i procederd ancora nel solito modo, arvestandoci sempre alle combi-
nazioni h ad h; le guali perd dovranno, in questo seconde caso, essere tuile con-
seruvaie.

Ne segue che il nomero totale di quelle differenti decomposizioni di g sara

1+(E‘.lh)+(ﬂﬂh)+"'+(hﬂ—hl) H(T)'
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OVYETO
1+[2h:—1)+(Eh;_l)-l‘---*l'(g;jll)-i'(211:—1):

gacondo che n & pari o dispari.
Ma evidentemente si1 ha

o P AT
2 (2 ' 2
{4 ()4 G+ # )+ )

1+(2h1-}-l)+(2h;1)+.'-+(2;z;;1-11:+:‘311:—1):

S G T e P e e

1

Per conseguenza, il numero fotale delle vichieste decomposgizioni di g sara,
in ogni caso, espresso da

§{1+(?)+(2)++(:)}

E poiché & noto che si ha
n T 1
— U
1+(1)+(2)+...+[“) om,

conclnderemo che tali decomposizioni sone in numero di 2™

Dsservisi poi che il caso in cui g sia un numero primo, o Potenza di un numero
primo, pud includersi nel precedente, quando si faccia n=1. Glaccht rllora il
numero delle decomposizioni trovato innanzi sl riduce ad 1; o difatéi una sola
decomposizione si ha in tal caso.

Ricordando infine che, se moltiplichizmo quelle coppie di numeri, precedenie-
menta determinate, per il massimo comun divisore u, si vilengono tutie le pos-
sibili coppie di numeri che hanno come massimo comun divisors 6 come minimo
comune multiplo i dne numeyri asseguati m ed m', concludoremo:

71 nawmere lotule delle coppie di mumeri the abbiane per massimo comun divi-
sore i, ¢ per minimo comune multiplo m', & 2"1; eassndo n il numero dei diffe-

penti divigori primi del guoziente fra m ed m.
M. Cmse

Una dimostrazione delln formola di Meissel. (%)

Indicheremo con 4 (n) il numero dei nomeri primi inforiori ad =, con {(n, )
il numero dei numeri minori di » (incluse n) & non divisibili per nessuno del primi

! numeri primi py, Pas.os Py dove py =2, e finalmente con E(%) il massimo
numero intero minors di lr;—
Cib posto dimostriamo la seguente formola
. ot (g |
pom=fln D+ +a—1—2 B[] 14r—1 A

dove ©

d=g(yn)—1L

(1) Vedi *“Math. Avn,, Bd I1 e TIT. oppmre G, WeERTuETn, Elens. der Zalenth,, 1887 od anclis Gaz-
gawiaA, Taorig def nigneri, Padove, Drocker, 1003
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: h!:nfatti, parlutlenm:a da f(n, I) il oumero di tutti i numeri primi infariori ad n
ogliamo da fin,; !} 'unita, ed aggiungismovi i primi 7 numeri primi: abbiamo cosi

fin, ) +1—1 (2)

hf flt?alan formola darebhe il numere © (1), ove tutti i numeri minoti di n @ noo
divisibili per alcuno dei primi ! numeéri primi fossero essi pure primi: cid com-
porterebbe una restrizione, cioé I = d (Yn) secondo il teorema di Erntostene: in-
vaee, nel caso pin generale, converra togliere dalla (2) il numerc di quei numeri
t:h_e son divisibili per pis pye... o sard sufficiente arrestarsi a quel numero
Primo p:s ehe & immediatamente minore Vau: tale cioé che

I4d =4 ({n) =4 (1n)—1

‘ [n tale modo troviamo la condizione imposta alla formola (1), Supponiamo ora
di aver levato dalla (2) il oumern di tatti i numeri divisibili per pru ... ;s
vogliamo ora togliere il namero di quelii che son divisibili per Ptr - Per fare cio
basterd togliere il numeroe de prodotti di gz per tutti i nomeri che non sono
7

): ciod
Pl

divisibili né per py, né Pet p2, ..., B8 per mi,y e tutti minori di E(

giusto le notazioni adotiate il N HIETD

A2 e

dove abbiamo sﬂttrat-.to 1, per essere I'mnita compresz mella f. mentre non fa al
]c,niau .nusiru e&a&pdn il prodeito di p1.. per 'wnita un pumero primo. Kseguendo
indicata opernzione da =1 ad » — g otteniamo che dalla (2) si devono togliere

in tutto
T.?:’..ﬂf{E(l) Py —10 —a
r=] VLB T .

numeri, € ne consegunira la formola (1).
Pur. umvnr_a ﬁa questz alla formola di Meissel osserviamo che la espressione

f{E(n)*I+r—1} (3)

M4r

di tntti nomeri prim; quando pi. ;o sia immedintamento minore oppurs mag-

giore di . per il che & necessario e basta che sin
Pler > "
Plir
a f .5:: i
Ponendo ora S @
2% >0 (9}

la (4] & verificata qualunque sia essendo piir 2= piyy . Ora Ja 5 sussiste gquando
3

1= w(y).

Cid posto per ottenere dalla (3) il numero dei nwmeri primi minori di E( £ )
;PI-I—:-

cioe B (|— J]. ' i
:p{ (PH—:' f ricordando una osservazione falta alla formola (2), bastera to-

oy .
= :
R Wt )5 1T e
R e
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mente alle motate condizioni dell’ insegnamenio, ed appuntoe an ial libro presentano
a1 docentl ed ai discenti 1 professori Appell, membro delb’ Istitute, e Chappuis della
Senola Centrale. 1.'nmione di un matematico eon un fisico, nolla compilazione di
queste lezioni di Meceantea elamentare, & stats utilissima; giacché in questio modo
il lavoro risponde piit completamente allo scopo pel quale & stato seritto. In tutta
I'opera si viscontra una gran chiarezza di espesizione unita nl necessario rigore,
e tib la rende doppiamente pregevole: ogni capitolo termina poi con degli eser-
cizii bene scelti, d modo che anche per quesia parte l'opera & commendevole,

Cours de Mécanique a Unsage des éléves de la classe de mathématiques
speciales, parr P Apeery, Membre de I Institut, Professewr ¢ ' Eeole
Centrale, deuxieme é¢dition. entidrement rvefondue. - Paris. Gan-
thier-Villars, 1805. Un vol. in-8 de 495 pages, avec 186 figures.

E un corso di Meccanica per nso degli allisvi della ¢lrase di malomatishe
specinli, pubblicato dal medestmo prof. Appell. In esso, dopo aleune nozioni pre-
liminavi sulle grandezze seomeiriche, "Appell tratta della cinematica del pinto,
per per passare a1 movimentl elementari del sistemi invariabili, corredande 0Zni
teorin con svariati esercizii che servoun & megzlio chiarirla.

Nelln seconda pavte del corso I'Appell si occupa del punto materiale Lanto
libero che vincolato, #d espone finalmente nella terza ed ultima parte la teoria dei
momenti, le gondizioni di equilibrip éi un punto e di un sistema. ponenide poi
tevmine all'opera con la siatiea dei vorpi solidi ¢ con un breve capitolo sulle
macchine, nal quale applics le nozioni del lavoro alle condizioni del loro equi=
librio guando si ia astrazione dall'attrite. Anche i diversi capitoli delly seconds
¢ terzn parte del corso sono illustrali con vpportani esercizii, e toita I'opera si
raccomanda, coms la precedente, per I'esatlezza del linguaggio e per la chiarezza
dell’espesizione. A. B.

Asopro., — Leziont di geomeiria proicitiva dettate nelle B. Universiti
di Napoli. 3* edizione (1% ed. tipografica), migliorata e anmentata
con 420 fig. intercalate nel testo e molti esere. Napoli, Pierro, 1905.

Da olire venli anni il prof. Amodeo fa all’ Universith di Napoli un corse di
Geometria proietiiva che, due volte litografate nel 1896 & nel 1902, viane ora pre-
senlato nella sua forma definitiva in bellissima veste tipografiea dall'editore Pierro.

Livpera &1 compone d: una intreduzione nella quale sono stabiliti i postuiati
fondnmentndi per la generazione degli spazi e la altre nozioni fondamentuli, e di
due patihi, nella Tr‘imn delle qnali sono studiate le forme lineavi di 1%, 2= e 3% specie,
e nella seconda le forme di secondo ordive al uns dimensicne.

I} sistemn di postulati scelto dall’autore e sostanzizlmente guello stesso ¢he
egli propose nel 1R81 perun S, negli Atti dell’Aceademia delle Scienze di Torino;
lnsciando perfettminente indeterminato il concetto di punto, esso permetfe di costi-
tuire immediataments una geomefria astratta npplicabile a qualsiasi ente, o quindi
il principio 4i dualita apparisce perfettamente chiaro ed evidente fin dal principio.

Gli altri eoncetti direttivi dell'opera sono espressi dall’sutere nella prefazione
colle pavole seguenti:

“ Sulla proposizione fondamentale di Desargues si discute se ¢ quando si debba
“ considerare come posltulato.

"Il gruppe armonico e le ploieltivitd sono definite secondo lo Standt

* Le ineoluzioni sono considerate come casi particolari delle profetiivitd eieliche.

“Gli elementi 4maginari sono considernti come elementi mniti pozitivi i una
* omografia binaria e specialmente di un’omografia ciclica di terzo ordine; e per
“ avere adottata la separazione dogli imaginari si pud dire che un'involuzione &
* trasformala in s& stessa da ogni inveluzione armonica ad essa, ma deve dirsi che
* & trasformala nella sna inversa,

* Ls coniche sono generate medinate forme proietlive di I# specie, ma con-
“ temporaneamente ne somo mostrate tutle le alire genesi, sezioni del cono qua-
“ drico, enrve fondamentali di una proiettivith, proiezione di wna circonferenza eco.
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* Le propriefa delle coniche e dei coni dipendentl dal leorema di Steiner sulla
“ generazione per forme proietfive sono pero frattafe separatamente da quelle
* dipendenii dalia polavith, prima per slementi veal), poi per elementi maginari.

“In un wliimo capitolo si tratta delle profetivita di secondo ordine e delle
* loro applicaziom alia risolnziove dei problemi di secondo e terzo grado, e si fa
* on cenno degli elemenii vomnni & due cowiche e dei fasci e delle schiere di
¢ coniche e dei lore centri.

“ Tutta la trattazione del corso di Geometria pura é indipendente dalle cogni-
“ ziom geomefriche elementari, menire di quesle cogniziom si [ largo vso, (uando
* coneelil e toovie sono applicate alla geomeivia proieiiiva Buclidea,

“ Lo studio partieolare che in ogni capitolo si & fakio sezuire pex le proprieta
“ particolari mel eampo Euclideo, ha assunto proporzioni an¢he pi vasle quando
“si & fatta la tratiazione delle coviche, in mode da dare un discreio sviluppo ai
* metodi di Poncelat e di Chasles. Cosl si & dalo al § “ Centro ¢ dimmetri ,,, vd
® all’altro Fuochi e direttrici uno sviluppo maggiove di guelio ora usato nelle pub.

“ blicazioni italiane ,
K.

Il 23 novembre 1905 & morfo a Vienna I'illustre professore

OO SO

membro dell’Accademia, 1mpen.ﬂle dt Vienna.

Poco piu di un mese prima, 1’11 ottobre, egli mi annunziava per
mezzo di una ecartolina, seritta tutia di suo pugno, che per malattia
si ritirava dall’ insegnamento e dall’attivita scientifica: ma non avrei
ereduto che la sna fine dovesse essere cosi prossima.

Naeque io Stolz ad Hall (Tirolo) nel 1842; studid a Vienna Ma-
tematica e Astronomia e nel 1867 divenne assistente all’osservatorio
e hibero docente; nel 1871 fu chiamato all’ wniversith d’ Innsbruck.
dove s1 & svolla tntfa la sua earriera didattica e scientifiea.

Laseta importanti lavor: sull’aritmetica teorieca, I'anahisi e I'algebra
superiore, tra 1 quali ricordiamo 1 seguenti trattati: Vorlesungen iiber
Algemeine Arithmetik (2 volumi 1885-86). Grundziige der Differentialen
Integrabreenung (2 volumi 1893-96). Theoretische Arvitmetil: (in eolla-
borazione con GyEmvEr) 2° edizione 1902. Einleitung in die Funktionen
Theorie (2 volumi 1904-03).

Alla memoria dell’illustre matematico, che ha onorato il “ Perio-
dico di matematica , ed il * Supplemento , della sua collaborazione,

invio un caldo e reverente saluto.
. LAZZERIL.

Gronao Bazzert — Devetforeresponsabile

Finife di stampare Ii 9 febhraio 1006




SEZIONTI CONICHE

(Continuazione v. fasc. precedente)

Assintoti dell’iperbole

{Conlisnarione ),

2b. Prosuema.— Dati § fuocki e Vasse principale di un’iperbole tro-
varne gl assintoli e le diretirici.
Siano F, I (fig. 16) i fuochi
delliperbole, e siano M,, M, e
My, Mg 1 punti d’incontro del
circolo di diametro FF colle per-

pendicolart ad AA'in A ed A"
I triangoli OAM,, OA'M,, OAM,,
OAM,; sono rettangoli ed hanno
I' ipotenusa egnale a ¢ ed un
cateto egunale ad a. Essi sono ' . 2.

dunque egmnali, e quindi OM, e OM, sono 1 prolungamenti di OMj,
OM,, e per il teorema del § precedente M,M,, M,M, sono gli assin-
toti dell’iperbole.

Deseritto poi 1l circolo di diametro AA’, & facile vedere che
esso lncontra gh assintoti trovati in quattro punti, che conginnti
convenientemente due a due danno due rette d, d perpendicolari
ad AA"; esse sono le direttrici.

Infatii, chiamando X il punto d'incontro di AA’ con la diret-
trice corrispondente al fuodh F e x la sua distanza da O si deve
avere

AF OF — OA

Xa— 1 0 pp_oxT%

0ssia
c—a ¢

. C a
— dﬂ. CTil e — e
i — & a (44 £

= e T r— S - s
e
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Dunque @« & la terza proporzionale dopo ¢ ed a; e siccomse si
ha appunto per la costruzione indicata
¢ a
a OD’

risulta che X coincide con D, ossia d & la direttrice.

Chiamando H, il punto d’incontro della semiretta OM, con d
ossia col circolo di diametro A A, & evidente che 1 triangoli DAM, ,
OH, I sono egnali; percio Pangolo Dﬁ;F & retto, e qminc1 la AH,
¢ tangente al circolo suddetto in H,.

26. Trorema., — L’area del triangolo che ha per lati i due as-
sintolt ¢d una tangente variabile di una iperbole é costante.

Siano A, B dne punti di una iperbole, A', B' i punti d’in-
contro con gli assintoti dells retta A, B. E noto (§ 23, Teor.) che
deve essere A'A — BB, e percid & facile vedere che i parallelo-
grammi, che hanno per lati gli assintoti ¢ per un vertice A o B
rispettivamente, sono equivalenti.

Le tangenti in A, B si trovano costruendo i segmenti che,
terminando agli assintoti, sono divisi per meta da A o da B, ed
& manifesto che i triangeli formati da questi segmenti con gli as-
sintoti sono rispettivamente doppi dei due parallelogrammi snd-
detti, e percid sono equivalenti.

Proprieta delle tangenti ¢ delle normali delle eoniche.
Podarie dei fooehi.

27. TrowEMA. — Le biseftrici degli angoli formati daile rette che
conguungono un punto P di unpa conica ecentrale coi due fuochi sono
Vuna tangente e Ualtra normale in P alla
conica. B precisamente la bisettrice che taglia
¢l segmento avente per estremi i fuochi, nel
caso dell'elisse ¢ normale, nel caso delliper-
bole é tangente.

Stano F, F' i fuochi, AA’ I'asse focale,
P nn punto gualungue i una conica cen-
trale (fig. 17).

Sulla rette PF'si prenda il segmento
PH = PF, dalla parte opposta di ' o dalla
stessa parte, secondo che la conica & ellisse
od iperbole. Otteniamo un triangolo PHF isoscele, mel quale la

Tig. 17.

|'
i LI R S

L
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bisettrice PM dell’angolo in P & anche mediana ad altezza ; e per
conseguenza la retta PM, perpendicolare ad FH nel suo punto di
mezzo, & il lnogo del punti equidistanti da F e da H. Da cid si
ricava facilmente che nn altro punto P’ della retta PM non pud

appaertenere alla curva,
Intatti, essendo P'F — P’H, nel caso dell’ellisse si ha

PT 4+ PF=PF + PH > FFH

e gutndl, essendo
FH=FP+4 PH=FP 4 PF =2q,

s1 trage
PF 4+ PF > 2a;

e nel caso dell'iperbele si ha (smupposto P'F' > P'F)

PF — PF = PF — PH < FH
ossia, essendo
F'H=FP —PH = FP — PF = 24,
PEF — PF < 2.

Se ne conclude che la retta PM ha il solo punto P in comune
colla conica, e quindi (§ 7, Cor. 3% ¢ 5% si pud affermare che &
tangente alla curva, considerando anche che essa, snpposto che Ia
curva sia un’iperbole, non puo essere parallela agli assintoti.

Intatti, se PM fosse parallela ad un assintoto, FM sarebbe ad
esso perpendicolare, e qundi (§ 25) P sarebbe sull’assintoto mede-
sImo; e ci0 & assurdo.

L’altra bisettrice essendo perpendigolare alla PM risulta normale
alla curva.

Cororrart. — 1% II luogo dei punti simmetrici di un fuoco di
una comca centrale rispello alle tangenti della medesima é il circolp
che ha per centro Ualtro fuoco e per raggio Uasse foeale della conica.

Infatts H (fig. 17) simmetrico di F rispetto alla tangente PM
ha da ¥ una distanza F'H = 2a.

Derisezione. ~—~ I due circoli aventi per centri i fuochi F, F' ed
¢ raggi eguali a Za si chinmano cireoli direttori della conica.

@

28. Derivizions. — i chiama podaria o pedale di un punio ri-

speito ad una curva il luogo dei punti d'incontro delle tangenti alla

curva colle perpendicolari ad esse rispettivamente condotte dal punto
3tesso.

TEOREMA. — La podaria di ciascuno dei fuochi di una conica
centrale ¢ il circolo che ha per diameiro Vasse focale.
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Nella fignra 17 il punto M, incontro della tangente PM colla
perpendicolare ad essa condotta da F, & un punto della podaria
considerata. Ma essendo O, M i punti di mezzo dei lati FF’, FH
del triangolo FF'H, risulta OM parallela ad OH ed eguale alla
meta di essa, cio8 OM = 4. Dunque M appartiene al circolo avente
per diametro AA’,

Inversamente, se M & un punto di questo circolo, H il simme-
trico di F' rispetto ad M, P il punto d’incontro di F'H colla per-
pendicolare in M ad FH, si vede facilmente che MP & tangente
in P alla curva, dungque la podaria di F & il circolo di diametro AA'.

2° I prodotto delle distanze dei fuochi di una conica centrale da
une iangenie variabile é costante.

Siano M, M’ le proiezioni dei fuochi F, F' snlla tangente
i P (fig. 17); essi devono trovarsi sul ecircolo di diametro AA’.

Sia M, Taltro punto d’incontro di questo eircolo colla F'M’, E
facile vedere per la simmetria della figura rispetto ad O che MF
6 eguale & F'M,, dungue

FM.FM'=—FM, . FM=—FA.FA'——_(a—¢)(a | c)=—a’— -

E siccome ¢® = @* - B*, secondo che Ia curva & nn’ellisse od una
iperbole, risulta rispettivamente

FM.FM = £ B*

29. TroreMa. — Le bisetlrici degli angoli jormati dalle rette con-
dotte per un punto P di una parabola, Puna parallela all’ asse, U'alira
~ NP _ | ly DPassanie per il fuoco sono una tangente e Ualira
\;_x, normale in P alla parabola.
"\f‘{;ﬁﬂ Lia parallela all'asse condotte dal punto P

ol della parabola (fig. 18) incontra la direttrice d
PR un punto H, tale che ¢ PF = PH. 11 trian-
¢ golo FPH & dunque isoscele, e la bisettrice del-

Pangolo FPH del triangolo FPH & anche me-

Fie. 16, diana ed altezza, percio & il luogo dei punti
cquidistanti da F e da H. 5

Sia P'un altro punto della bisettrice suddetta, H' la suna proie-

zione su d; si ha

PH < PH, PH=PT

dungue
PH < PF

il che prova che P’ non appartiene alla conica.
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La retta PH dunque incontra la parabola soltanto in P, e sic-
come non puo essere parallela all’asse msunlta (§ 7, Cor. 4) che &
tangente alla parabola.

Cororrario. — Il Iuogo dei punti simmetrici del fuoco della pa-
rabola rispetto alle tangenti ad essa e la direilrice della medesima.

30. Trorema. — La podaria del fuoco di una parabola vispetto
alla parabola stessa é la tangenie nel vertice.

Se M (fig. 18) & il punto d’incontro della tangente PP’ colla FE
ad essa perpendicolare, abbiamo gih visto che divide per meta FH
(§ 29). Essendo A, vertice della parabola, punto di mezzo di FD, ri-
aulta che AM deve essere paralleln a DH, ossia perpendicolare a
¥FD, ossia tangente 1n A alla parabola,

Inversamente, se M & un punto della tangente nel vertice, H il
punto d’incontro di FM colla direttrice ¢, P il punto d’incoutro
della perpendicolare in M alla FH colla perpendicolare in H alla
direttrice, si dimostra facilmente che MP & tangents in P alla curva,

3l. I teoremi precedenti permettono di costruire le tangenti di
una conica, definita per mezzo dei suoi fuochi e dell’asse maggiore,
senza bisogno di costruire la conica,

Puosrema 1. — Condurre la tangente in un punto P dato di una
conied.

Se la coniea é centrale, bastera conginngere P co1 fuoehi F, F".
La bisetirice dell’angolo FPF' se la conica & iperbole, o guella

dell’angolo conseguente a FﬁF', se la conica & ellisse, & la tangente
richiesta, (§ 27, Teor.) _

Se la comica & una parabola si conduca da P la perpendico-
lare PH alla direttrice e il segmento PF, essendo I 1l fuoco. La
bisettrice dell’angolo HPF & la tangente richiesta (§ 29, Teor.).

Propuems 2°, — Condurre per un punfo le tangenti ad una conica.

1°, Siano F, F' i foochi, AA’ Tasse di nn’ellisse o di un’iper-
bole, P un punto gualunque del piano (fig. 19 e 20).

Se PH & una delle tangenti richieste, M 1l prede della perpen-
dicolare ad essa condotta dal fuoeo F, il punto M deve trovarsi sul
circolo di diametro AA' (§ g8, Teor.) e su quello di diametro FP,
essendo PMF retto.

Cid premesso, apparisce chiaro che le tangenti richieste si pos-
sono trovare colle costrnzioni segnenta.

Si costruisce il eircolo di diametro AA’ e quello di diametro F'P,
1 quali potranno incontrarsi al pii in due punti M, M"; le rette
PM, PM' sono le rette nchieste.




198 PERIODICO DI MATEMATICA. ,
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Per avere anche i punti di contatto st pmcede_ cosi. Sia H il
simmetrico di F vispetto ad M, ed H Pintersezione dl PM con F'N;
& il punto di contatto di PM.

y = ) i ]
Sl R L T
i k L B B il 1._1-

Fig. 10. Fig. 20.
Tofatti essendo O, M i punti medii di F'F e NF, risulta OM
eguale alla meta di NF', e quindi essendo OM = a, risulta
F'N = 2a;
si ha pol HN = HF, e quindi
FH 4+ HF = Zg,

oppure

F'H—'*:gﬂ,

secondo che la ecurva & ellisse o iperbole, e HM & bisettrice del-
Pangolo FI , ciod H & nun punto dell’ellisse ¢ HM la tangente
In esso.

Lo stesso dicasi della PM..

20 Siano F,V, d il fnoeo, il vertice e I
la direttrice di una parabola, P un punto
qualunque del piano (fig. 21)

Se PH & una tangente condotta da P
alla curva, M il piede della perpendicolare ;
condotta ad essa dal fuoco F'; il punto M
deve trovarsi sulla fangente in V, che

la podaria del fuoco (§ 30, Teor.), e sul
circolo di diametro PF.

Fig. 2. : : :
% Cié posto, apparisce manifesto che le

tangenti richieste 1 possono ottenere descrivendo il eircolo di dia-
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metro PF e cercando i punti d’incontro M, M, 8o esistono, colla pa-
rallela alla direttrice d condotta per V. Le rebie PM, PM’ sono le tan-
genti richieste. Se N, N’ sono i punti d’incontro di ¢ colle FM, FM,
e H, H' i punti d'incontro delle rette PM, PM colle parallele per N, N'
all'asse, H, H' sono 1 punti di contatto delle tangenti suddette.
Infatti, essendo M il punto medio di FN e PM perpendicolare
ad TN in M, si ha HF = HN; ciod H appartiene alla parabola ;
e HM & bisettrice dell’angolo FﬁH, ciod (§ 29) & tangente alla

parabola.

Lo stesso dicasi della PM.

Propiems 3. — Tracciare le tangenti parallele ad una data
direzione.

1°. Se la conica & centrale (fig. 22 e 23), per un fuoco ¥

Ny’

Ty

i
|
|
|
1

Fig, &, Fig. 25

si conduea la perpendicolare alla data rotta »: se M, M sono 1
punti d’incontro di quella retta col eircolo di
diametro AA’ le rette condotte per M, M NL |
parallele ad r sono le tangenti richieste. Se
N, N'sono i simmetrict di I’ rispetto & quelle
rette, I BN, F'N' tagliano le medesime nei A

.
w
v

rispettivi punti di contatto.

99, Qe la curva & una parabola (fig. 24),
si conduca per il fuoco # la perpendicolare
alla data retta r, e siuno M, N punti d’incon-
tro di essa con la tangente mel vertice V. '
con la direttrice. La parallela ad r condotia
per M & la tangente richiesta, ed il suo punto di contatto & I'in-
contro della medesima colla parallela all’asse per N.

Fig. 24
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Tuatto cio si dimostra come nel problema precedente.
R opportuno osservare che da queste costruzioni apparisce che:

1% nel caso dell’ellisse si hanno sempre due tangenti paral-
lele alla

2° nel caso dell’iperbole si hanno due soluzioni purche Pangolo
acuto formato dalla » coll’asse sia maggiore del complemento di
quello formato dalle tangenti condotte
da F'al circolo di diametro AA’ con 1'asse;
st ha una soluzione se gli angoli sud
defti sono eguali;

3" se la curva & una parabola si ha
selmpre un’unica soluzione, eccettuato il
casp in eut la » sia parallela all’asse.

32. ProsrEnA. — Data una conica per
mezzo ded suoi fuochi e dei vertici sull’asse
principale, determinare i punti nei quali
e weontrata da una retia data.

1°. Sieno F, ¥ i fuochi, AA’ Passe
principale di una conica centrale (figu-
re 25, 26), ¢ il circolo direttore che ha
per ceniro uno dei fuochi, per es. F', e per ragglo 2a — AA’

Il circolo che ha per centro un punto P della curva e che
passa per laltro fuoco & tangente al cireolo ¢, internamente o

Fig. 25,

Fig, 28,

esternamente, secondo che la curva & ellisse o iperbole. Infatti
essendo la somma (0 la differenza) di PF ¢ PF eguale a 24, la
distanza PF” dei centri di questi due ecireoli & eguale alla differenza
o alla somma dei raggi Tispettivamente.
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Ci0 premesso, & chiaro che per trovare i punti d’incontro di
una retta data r con la conica avente F, I per fuochi e AA’
per asse, bastera cercare i punti di questa refta, che sono centri
di eircoli passanti per F e tangenti a c.

Per risolvere questo problema si1 descriva un circolo ¢ che
abbla il suo centro in un pumto scelto arbitrariamente snlla r e
che tagh ¢ 1mm due punty L. I,/ La reitta LIJ & Passe radicale dei
cireoll ¢, ¢, la perpendicolare ad » condotta per I, ossia la retia
che congiunge F col suo stmmetrico H rmspetto ad », & I'asse radi-
cale di ¢’ e del circolo che cerchiamo. 1l punto d’incontro di questi
assi radicali e il centro radicale di e, ¢ e del circole incognito,
percio I'asse radicale di qnesto circolo & la tangente condotta dal
punto suddetto al circolo c.

Se 1l centro radicale & esterno a ¢ potremo condurre due tan-
gentl ad esso, e le rette che uniscono 1 punti di contatto con I
taghiano » mel soli punti P, P’ che soddisfano le condizioni del
problema.

Se il centro radicale & su ¢ si ha uns sola soluzione, ossia » &
tangente alla curva; se & esterno a ¢ non s1 hanno soluzioni, cicé »
& esterna alla coniea.

2° Sia F il fuoco (fig. 27), MM’ la di-
rettrice di una parabola, P un punto della
curva; essendo P equidistante dal fuoco e
dalla direttrice, il circolo che ha per centro
P e passa per il fuoco & tangente alls
direttrice.

Cid premesso, & chiaro che la ricerca
det punti d'incontro di una retta » con
la parabola definita dal smo fuoco e dalla
sug direttrice equivale all’altro di trovare
1 punti della » che sono centra di ecircoli
passanti per ¥ e tangenti alla diretirice. Fig. 7.

Per risolvere questo problema si de-
seriva un cireolo arbitrario ¢, che abbia il centro sulia », e passi
per F (e quindi anche per 1l simmetrico H di F rispetto ad 7).

Per il punto d’incontro D della retta T'H colla direttrice, si
condunca una tangente DK a ¢ e sulla direttrice si prenda, dalle
due parti di D, DM e DM’ eguali &« DK ; le perpendicolari alla
direttrice in M ed M’ incontrano la » nei punti cercati. Infatti,
essendo DM®*= DM'® = DF . DH, i circoli che passano per F, H, M
oppure per F, H, M’ sono tangenti in M, M’ alla direttrice. Se-
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condo che D é esterno o interno al eircolo ¢, si hanno duoe solu-
ZIoN1 0 nessuna.

33. Trorema. — Le due tangenti condotte da un punto ad un'ellisse
o ad una iperbole, fanno angoli rispettivamente eguali colle rette che
- congiungono quel punio ai fuochi.

Sano PH, PH' (fig. 19, 20) le due tangenti condotte da P alla
ellsse, ed N, N, 1 simmetrici di F' e F’ rispetto a queste tangenti
rispettivamente. Le rette F'N, F'N, passano per H, H' rispettiva-
mente, ed essendo :

FN=FN,=2, PF=PN, PN,—PF
1 due triangoli PFN, e PNI" sono eguali; ne segue

NPF' = FPN,,
o quindi anche
NPF = FPN,,
ed infine
HPF = HPF,
essendo questi angoli la meth dei dus precedenti.
Cororvamt, — 1° La retta che congiunge il fuoco F con un

punto P divide per mela uro degli angoli formati dalle reite che con-
giungono ¥ coi punti di contaito H, H' delle tangenti condotte da P.

Dall’egnaglianza dei triangoli PFN,, PNF’, sopra considerati,
resulta anche

PNF' = PFN,, PNH — PFH

nel caso dell’ellisse e

PﬁF' — Pﬁ“

?

e gquindi
PFH = PFH’

ciot FP & la bisettrice del’angolo HFH'; mel caso dell’ iperbole
PNF' & egnale o supplementare di PNH; nel primo caso si ripete
il ragionamento precedente; nel secondo Pﬁ‘H, PFH’ somo supple-
mentari, daLche risulta che PF & la bisettrice dell’angolo conse-
guente & HFH',

2% 1T luogo dei vertici degli angoli reity, ¢ eur lati somo tangenti
ad una ellisse o ad un’iperbole & un circolo eoncentrico alla curva di
raggio r =Va® * b2,

Se 'angolo HPH & retto, deve esser retto anche 1'angolo F'ﬁﬁ',
per il teorems precedente, ed essendo VN — 2a, s1 ha

PF” 4 PN* = PF? 4- PF® — 4a".
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Ma d’altra parte essendo PO la mediana del triangolo PFF,
g1 ha pure e -
PF® + PF° = 2P0° 4 20F".
Confrontando gueste egnaglianze st dedunce
PO” = 24* — ¢,
ossia mel caso dell’ellisse
ﬁﬂzgﬂg——(ﬂﬂ—-bl):ﬂu—i— 2
e nel ecaso dell'iperbole
PO* = 2a° — (a® & b*) = a® — b°.

3. Il seymento di tangente mobile ad una ellisse o ad una iper-
bole compresa fra due tangenti fisse & visto sotto angolo costante da
eiascuno dei fuoch:.

Siano 4, ¢, due tangenti fisse nei punti H,, H; e 7 la tangente
in un punto variabile H e siano P,;, P; i punti d'incontro di ¢
con #,, fy rispettivamente, ¢ P il punte tia.

Nel caso dell'ellisse l'angolo P,FP; & la somma o differenza
degli angoli P, FH, HFP, che sono le meta degli angoli

JFH, H 2}

percio I'angolo P;F“‘PE é la meta dell’'angolo costante H,FH, , cilod
¢ eguale agli angoli H,FP o PFH,.

Un ragionamento simile pud ripetersi per ['iperbole.

49, 11 segmento di una tangente variabile ad una ellisse o ad una
iperbole compreso fra le iangenti mei due estremi di unra corda pas-
sante per un fuoco (in particolare fra le tangenti dei vertici principali)
& visto sotte angolo retto da quel fuoco.

34. TroreMa. — Le due tangenti comdotte da un punteo P ad una
parabola fanno angoli vispetiivamente equali colla retta che congiunge P
col fuoco e colla parallela per P all’asse (fig. 21),

Kssendo PH, PH' le tangenti condotte da P alla parabola, H, H' 1
rigspettivi punti di contatto, N, N' i piedi delle perpendicolari con-
dotte da H, H' alla direttrice, M, M'i punti d’incontro delle FN, FN'
colla tangente nel vertice, si sa che 1 punti P, M, F, M’ stanmo su di
un circolo e si ha MPF — MMF, inoltre ghi angoli M'MF, MAN,
avendo 1 lati rispettivamente perpandmulan sono eguali, percid
H'PF & eguale all'angolo NHM ed anche & quello che PH fa con
la parallela per P all'asse.

Cororrart, — 1°. La refta che congiwunge il fuoco ¥ di una pa-
rabola con un punto P divide per meta Uangolo formato dalle relle

_.

L e T L e T T — e e e ST ]

S i - * o e
- = 5. : - — 1

B 1 - — s = T Iy T —

i 5
= T i
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el congiungono B o puatt di contatio delle tangenti condoite da P
alia parabola,

L'angolo HFM complementare di Fﬁ]ﬂ[, o di MIN & nguale
a PFM' che & complementare di FPM, e similmente I'FM’
uguale a MﬁP; percit essentdo

PP — HFM |+ MFP, HFP — MFP + HFM,

rizulta
IFP — PFH.

2°. 11 luogo dei vertici degii angoli retti i cui lati sono fangenti
ad una parabola ¢ la direitrice.

Se l'angolo HPH & retto, essendo pure refti gli angoli T EP,
FifP, il quadrangolo FMPF' deve essere wn rettangolo ; il suo
centro deve essere sulla MM ed il vertice P deve essere dalla
parte opposta di F ed avere da MM nna distanza eguale a quella
di F, cioé deve trovarsi sulla direttrice.

3% Il segmento di ung tangente mobile ad una parabola COMPTeso
fra due tangenti fisse ¢ visto dal fuoco sotte un angolo costante equale
all’angolo delle tangenii fisse.

4°. 11 segmento di una iangente variabile ad una parabola com-
preso fra due tangenti fisse negli estremi di une corda passanie per
il fuoco, é vista softo yn angolo vetio dal fuoco.

Alcune proprieti particolari dellellisse.

35. Nel § 14 abbiamo visto che 0gni conica &i pud in infiniti
mod? rigunardare coms sezione plana di an cono rotondo ; il lnogo
dei vertici di questi coni & la conjica focale di quella data.

In particolare, essendo data una ellisse, la sua comica focale &
una 1perbole, e immaginando che un punto vada a distanza infi-
nita su questa, il cono proiettante ha per himite il cilindro proiet-
tante la date ellisse, & che ha le generatrici parallele all’uno o
all’altro degli assintoti della 1perbole,

Se dunque per il eentro O dell’ellisse si conduce un piano per-
pendicolare ad un assintoto delliperbole focale, esso pano taglia
il eilindro colle generatric parallele all’assintoto stesso secondo un
circolo che pud considerarsi come prolezione ortogonale della data
ellisse.

Siccome segmenti eguali e paralleli hanno sopra un piano qua-
lunque proiezioni egnali e parallele, segue che due diametri co-
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ningati dell’ellisse hanno per proiezioni due diametri coningati dal
circolo ci0é due diametri perpendicolari di guesto.

Ne segue che il diametro comune all'ellisse e al circolo & 1’asse
minore dell’ellisse perche divide per metd tutte le corde ad esso
perpendicolari.

Sz AA’ (fig. 28) quest’asse minore, B,B;' Passe maggiore, PM,

Fig. 28.

una semiretta parallela ad OB, e OB, PM le proiezioni di OB, e PM,.
Dai tnangoli simili PMM,, OBB, si deduce

Be immaginiamo ribaltato il piano della ellisse su quello del
circolo, questa proporzione rimane conservata, e si deduce la se-

Fig. 29,

guente costruzione per punti della ellisse, dati gli assi della me-
desima (fig. 29).
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Descritti dne circoli aventi per diametri gli assi AA', BB
dell’ellisse, si conduca per O una semiretta che incontri i due cir-
coli in Py ¢ P,. Le parallele per P; ad AA’ e per P, a BB’ s'in-
contrano in un punto P dellVellisse, perché, detto N il punto d'in-
contro di PP; con BB’ si ha

NP, OP,
NP~ OP,

Ripetendo questa costruzione si possono ottenere con gran ra-
pidita quanti punti st voglia dalla ellisse.

b
a

36. TrorExa. — Llellisse si pud rigquardare come proiezione or- 3
logonale di un eircolo. 8
Dalla costruzione precedente si ricava ;

MP b

MP, a

ed egnal proporzione si ottiene per la curva prolezione di un eir-
¢olo di diametro AA’' — 24 sn di un plano che faceia con esso un i,
angolo egnale a quello del triangolo rettangolo che ha @ per ipo- n}
tenusa e & per cateto. -

Cororrami, — 1° g perpendicolare condotfa da un punto P
delPellisse sull' asse maggiore lo divide in due parti AM, MA’ per le
quali 81 ha

P2 5
AM . MA' ™ & :
Infatti si ha
MP i
MP, a’

MP," = AM . MA’,

e da queste si deduce lg proporzione suddetta.
2% La perpendicolare condotta da un punto P di wn'ellisse sul-
Vasse minore la divide in due partz BN, NB' per le quali si ha

NP° =a3
BN.NB ¢

37. I1 Corollario 1° del § precedente si pud anche dimostrare
Per sltra via, e puod essere esteso anche all’iperbole, e con gualche
modilicazione anche ally parabola, facendo nso del cono, di cui la
Curvi e sezione, nel modo segnente,
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TeoreMA 1° — Se P é un punto di wn’ellisse o di un’iperbole,
della quale A, A" somo i vertici, H la proiezione di P sull’'asse prin-
cipale, si ha

PH* a® — ¢

AH.HA'~ 4
Per i punti P, A, A’ s1 conducano tre piani perpendicolar
all'asse della superficie conica, 1 quali taglino le generatrici », »
contenute nel piano VAA' nei punti K, K'; A, M: 1L, A
v

-
'—\-'--q_--

Figz, 0.

S1 ha

HP' = KH . HK'
KH: AH=LA": AA HEK :HA'— AM: AA".

Percio
= AH.HA' . LA'. AM
B AA® ’
HP** LA AM
AH.HA AA" (1)

Nel trianpgolo AA'L ¢ AA'—9a, AL —2¢. Da esso, ponendo
AL =28, AM = 28’ ed osservando che la proiezione di AL su AL
& (8 —73'), si ricava

I':

AA"= AL’ AT *—2A'L(E—7),

. .'__._..__-_._._.1.._.. o

-
'-""I'I_.'-_-
-

T

-ﬁﬁ_-g-_ — —

B e e ——
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OV vero
da" —4c® - 45* — 48 (3 —70), a*=c2J-8%, BF=(a®*— ).
Percio dalla (1) si deduce

AP o

e

AH., HA’ a*
TeorEma 2°. — Se p & la misura della distanza dal fuoco di una

parabola della divettrice, P un punto qualungue della curva, H la
protezione di P sull’asse della medesima, A il vertice, si ha

PH"
— 4
A ] —I_P-

Essendo » la generatrice del cono che passa per A ed »' la sua
simmetrica rispetto all’asse, siano K, K'i punti d’incontro di 7, »
col piano condotto per P perpendicolare all’asse del cono, e B il
simmetrico del vertice A rispetto all’asse. Si ha

3

PH =KH .HK'
HK'=AB, HK:AH=2AF:+AB

08814,
HK:AH—=p:- AB,
2p ) i
HK =L AH, HEK . HK' —2p. AH
e quindi
P .-!
AT =2p.

3B. La considerazione del circolo proiezione ortogonale dell’al-
lisse permeite di risolvere con molta facilith vari problemi, come
costruzioni di tangenti, ricerca dei punti d’incontro con mna retia
ece. relativamente ad un’ellisse individuats dai suoi assi @ mon
disegnata.

Per esempio, volendo tracciare le tangenti che passano da un
punto @, bastera cercare la proiezione Q di Q,, condurre da Q le tan-
genti al cireolo e poi cercare le rette di cui queste sono proiezioni;
tuitto c1o puob farsi con costruzioni piane per mezzo del ribaltamento.

Agli stessi risultati si pud giungere considerando il cireolo di
cui 'ellisse data & proiezione.

39. Trorema 3°. — Se una retia v si muove in modo che due
fuoi punti M, N seorrano su due reite ortogonali %, y, ogni punioc P
delle T percorre un'ellisse.
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Condotta per O, punto d’incontro delle x, y, la parallela ad r
e per P la parallela ad y, essendo P il punto d’incontro di queste
rette, si ha OP'— NP, ossia il Inogo di P' & un cireolo. Inoltre,
essendo H il punto d'incontro di PP’ con @, s1 ha

HP : HP —b: 4@,

quindi il Inogo di P & lellisse di semiassi @, b sulle , y.

CoroLLArL. — 1°. Se OCM ¢é un triangole isoscele, di cui il punto O
¢ fisso ed ¢ costante la lunghezza dei lati egualt, mentre il punto M st
muove sulla retta x, il Tuwogo di un punto P del lato PM é un'ellisse, i
cui x ¢ Uasse principale, essendo = 0C 4-CP ¢ b=0C—CP = PM:
le lunghezze dei due semiassi.

Infatti se N & il punto d'incontro della retta CM colla y per-
pendicolare in O alla @, & facile vedere che, essendo CM = CO,
3 pure 00 =CN, e guindi MN é un segmento di lunghezza co-
stante i coni estremi scorrono sulle rette ortogonali @, y; percio il
Inoge di P & Vellisse del corollario precedente.

2 Se un triangolo ABC di forma invariabile si sposta in modo
che due vertici A, B percorrano due retle x, y, o terzo vertice per-
corre un'elligse,

Infatti il eircolo circoscritto ad OAB, essendo AB e AOB costanti
4 di diametro costante. Se tale circolo s'imagina collegato con 1l
triangolo e mobile con esso, il diametro MN che passa per U ha
{ suoi estremi su due rette fisse Oz, , Oy, perché gli archi AM, BN
e quindi gli angoli AOx,, BOy, sono costanti, Dungue C descrive
la linea che si ottiene facendo scorvere M, N sulle @, ».

40. E manifesto che il teorema precedente ed il corollario primo
dinno le tre costruzioni seguenti di un’ellisse della quale sono noti
gli assi in grandezza e posizione.

1°. Si prenda tn segmento MN =g + b diviso da un punto P
in due parti MP =5, PN =a.

Tacendo scorrere questo segmento in modo che M, N percor-
rono due rette ortogonali @, y, il punto P descrive l'ellisse richiesta.

20, 8i prenda un segmento M,N, —a—¥b e sul sno prolunga-
mento (dalla parte di M;)®nn punto P tale che sia M\P=20 e
qﬂilldi N IP = Q.

Facendo scorrere il segmento in modo che M,, N; percorrano
le rette ortogomali @, y, il punto P descrive l'ellisse cercata.

3, § imaginino due aste OC, CM egnali articolate atlorno ad O
e 0. Se M percorre una retta @ per O, un punto P di CM descrive

e

pe — S o

ok i il
=1 — -

L
ol
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un’ellisse. Bastera prendere OC —(CM — <+ (a+38), PM= + (@ — B)
per avere l'ellisse cercata.

41, ProBLEMA. — Dati due diametri comiugati di wn’ellisse tro-
varne gl assi.

Siano MM, NN’ due diametri, comugati dell’ellisse, dati in gran-
dezza e posizione; da un estremo M di uno di essi si conduca mn
segrnento ME perpendicolare ad NN ed eguale alla meth di esso ON':
mdi si costroisca il eireolo di diametre OP e si congiunga M col
centro C di guesfo circalo. Se H, K sono i punti d’incontro di tale
circolo con la MC', le vette OH, OK sono le rette degh assi, e
MK, MH sono rispettivamente lo langhezze a=—0A, b= 0B delle

- B, meta del medesimi,

Infatti, condotte per M le pa-
rallele ad OH e OK e per O 1a
parallela ad MHK, si ha OM,=MH,
OM, = MK, come lati opposti di
parallelogrammi, quindi M,, M,

4 appartengono ai due circoli di
centro O e di raggi b= MH,
a = MK,

Similmente, condotte per N le
perpendicolari ad OK ed OH e
per O la perpendicolare ad MK, le
coppie di triangoli ONN,, MPH
e ONN,, MPK hanno gli angoli

rispsttivamente eguali, perché hanno i lati perpendicolari, e percid
sono egmali, essendo anche per ipotesi ON — MP, Dunque N, N,
sono sul cireoli di raggi b=MH e q—MEK rispettivamente, Inoltre
le due rette OM,, ON, sono perpendicolari, essendo la prima paral-
lela e la seconda perpendicolare ad MK,

Ure se costrniamo Dellisse che ha per ass1 AA’, BB' per mezzo
della costruzione indicata nel § 30 coll'ainto dei due ecircoli di
diametri AA’' e BB, apparisce manifesto che M, N sono ponti
di tale ellisse, ed inoltre OM, ON essendo ottenuti da due raggi
ortogonali del circolo di diametro AA’ sono due semidiametri conin-

Fig. 3L

semidiamelri coniugati é costante ed equale alla somma dei semiassi.
Dal triangolo OMP i ricava, essendo MC una mediana,

OM*+ ON’= OM°--- NPP— 2 MC*+ 2 OC*

L
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D'altra parte, essendo KC = CH, si ha
0A®+ OB’=MK"-+ MH’ = (MC - CK)® +
+ (MC —CEKf=2MC*+2CK"
e siccome 00— CK’, risulta
OM° L ON°= DA* L DR~
2V, L’area del triangolo che ha per lati due semidiametri coniugeati

é costante ed eguale all’area del lriangolo vretiangolo che ha per lali
! dite semiassi.

Considerando le due secanti MK, MP del circolo di diametro OP,
g1 ha

.MQ = MK . M#,

OVvero

ON". MQ = 0OA - OB.

Dungue {essendo MQ I'altezza del triangolo OMN") i triangoli
OMN’, OAB sono equivalenti.

3% L’area del parallelogrammo che ha per diagonali due diameiri
coniugaty di un'ellisse € costante ed equale a quella della losanga che
ha per diagonuli gli assi.

Infatti il parallelogrammo MNM'N' ¢ la losanga ABAB’ sono
rispettivamente quadrupli dei triangoli OMN’, OAB, equivalenti.

4%, L’area del parallelogrammo che ha per mediane due diametri
coniugate di un’'ellisse ¢ costante ed eguale a quella del reitangolo che
ha per mediane gli assi.

Infatti, il parallelogrammo che ha per mediane MM’ NN’ ed il
rettangolo che ba per mediane AA’, BB/, essende rispettivamente
dopp1 del parallelogrammi equivalenti MNM'N'e ABA'B’, sono pure
equivalenti.

42. Le proprieta dimosirate nel § precedente possono essere
estese con opportune modificazion anche all’iperbole, purche si sta-
bilisca per mezzo di una definizione il concetto di Zunghezza di
un diametro, anche se guesto non incontra la curva.

C10 puo farsi per mezzo delle segnenti considerazioni. Se un
diametro @, di un'iperbole taglia la curva in due punti A, A’ le
tangent: in A, A’ sono parallele al diametro dy, coningato a d,, ed
1 segmenti di esse limitati fra gli assintoti somo ugnali e divisi per
metad da A, A’ respettivamente; percid i segmenti congiungenti gli
estremi di questi segmenti sono paralieli ed eguali ad AA'. Se B, B
sono i punti di mezzo di questi lati, si dira che BB & la lun-
ghezza del diametro coniungato ad AA’. In altre parole si stabilisca
la seguente

P A —
S e—
T T
-

- > 1 |:i L;lﬂ-.l‘:&f'- —— I'
Ot e o L =R S = B e
. Shlbl L s i -
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Derrvizione. — Se un diametro di un'iperbole taglia la curva
m due punti A, A, ¢ si costruisce il parallelogrammo che ha gli
assintoti per diagomali e A A’ per mediana, Ualtra mediana BB s
dice lunghezza del diametro contugaio ad AA’

Indicheremo le lunghezze AA', BB con 2a, 2b. Se AA’ & asse
principale si ha @® + p9 — (2,

E facile vedere che, se facciamo percorrere ad A, A" F'iperhole
data, i punti B, B’ percorrono una seconda iperbole che ha gl
stess1 assintoti di quella data, e che si chiama conzugate ad esss,.

I iati del dstto parallelogrammo passanti per B o B’ sono tan-
gentl a guesta iperbole, e Ia lunghezza del diametro coniugato a
BB & AA’,

Cié premesso & chiaro che dal teorema del § 26 si ricavano
inmediatamente le segunenti proposizioni corrispondenti ai corol-
lari 3% e 4° del § precedente,

1° L'area del parallelogrammo che ha per mediane due dicmetri
convugati dell iperbole é costante.

2°. L'area del parallelogrammo che ha per diagonali due diametri
coniugati dell’iperbole ¢ costante.

Infine il corollario 1° si modifics el modo seguenfe :

3. La differenza dei quadrati di due semidigmetri di ww’ tperbole
e costante,

Siano A, B due punti arbitrari dell’iperbole di centro 0, A, B'i
punti di incontro della AB con gh assintoti, A\, B;, i punti din-
contro di un assintoto con le parallele eondotte per A B allaltro
assintoto, Ay, B, le proiezioni di A, B sul primo assintoto, Ay, B,
1 punti d'incontro di questo con le tangenti in A, B, di guisa che
slavrd che AA, & la mediana, AA, Valtezza del triangolo OAA,
¢ BB, la mediana, BB, altezza del triangolo OBB,, ¢ per conse-
gitnza, per un noto teorema

_G_A.E '——A.AEE = -+ 462‘:’ 'A'IAE
OB° - BB — + 40B, . BB,.

Si ha poi
AA; AA, AB A'B 0B,
B,B, B B, BB  A'A OA,°

Ne segue
DAI . Alﬁ.ﬂ —_ OB] . BJ_BE y

e quindi le differenze O A% __ AAS OB — BB,* sono eguali, 1l che
prova la proposizione enuncigta, |

(. Lazzrgi,
(Continua)
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SUIL'TS0 £ SULLE TAVOLE DE[ VALORI NATCRALL DELLE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

Introduzione.

1. Fino a pochi anni fa, per i calecoli trigonomeirici, ers esclusivaments
indicato 1'uso dei logaritmi: veggansi, per es., 1 tratiati del L Cointe ('), del
SERRET (%), de]l BorrDON (%),...; vegeasi pure la classica raccelta del Ruror (¥),
dove, fra tanti esempi numerici, non se ne trova neppure uno (neanche ira
i pin sempiici) nel guale si aceenni alla possibilita di procedere senza loga-
ritmi; e vegzasi anche il trattato del Goobwin (%), dove si ricorre ai logaritmi
anche per risolvere un triangolo rettangolo avente per eateti 5=0,02 e ¢=0,10.

E non era. generalmente, possibile fare diversamente, perche le ordinarie
raccolte di tavole logaritmo-trigonometriche non contenevano nessuna tavols
di valori naturali (®); per cui, se in qualche caso (come, per es., nella riso-
luzione di qualche equazione trigonometrica) si presentavano guesti valori,
bisognava fare il passaggio ai corrispondenti logaritmi; veggasi, per es., il
tratiato del Kinver (%),

2. Nel trattati pia recenti perd l'esclusione det valeri naturali non & piu
assoluta, giacche, invece di dire che i caleoli trigonometrici st fanno col lo-
garitmi sempre, si dice generalmente: veggansi, per es., 1 trattati del Vac
QUASNT (%), del Brocryax (%), dell’ Hayumr (), dello CHAUVERET ('), ...; veg-

i Le Comsre. fecons sur la Théorie des fonctions civenlmives. (Ed. Mallat-Bachaliar, Paris 1858,
pag. 857,

(2) Sgruer. Traité de Trigonométrie. (Ed. Ganthier-Willars, Parie 1888, pag. 66,)

(3} Boumpow. Trigonomdirie rechiligne ¢t spherigus, (Ed. Gauthier-Willnrs, Paria 1877, peg. 47.)

(1) Bripr. Samvmiung von Aufgoben und Beispiclen ous der Trigonometrie wnd Steveometrie (Ed
Tenhner, Leiprig 1877.)

(8 Bonpwis. Plane and spherieal trigonomeiry. (Ed, Longmans, London 1881, pag. 188): trattato
autorevolissimp, che da molll anm & libro di testo nel Roynl Naval College di Grsempich,

{¥) Le prime tavole logarilmo-irigonometriche eompleie furono gnelle del Viiog (Arithmetica
logovithmies, Bonda 1678, & P'rigonometria artificialis, Gonda 1R32); in emse =i trovano i valori na-
turali di sewo, seconte e vangente, o i logaritmi del semno e delln tangente, con disci cifre decimali
e dl 107 in 107, Di quesle tavele il Viacg slesso pubblied pol un esiraito con setis eifre o di 17
in 1 (Tabies de sinus, tangentes, secanies: ¢t de loparithmes des dnus, tangentes, Lo Haye 1651}, del
guale forono fatte moite edizioni. Ne sbbinmo sotto gli oecehi unn, la quale & ideniiea alln prees-
dente, anehe in tufts In introduozivne; ma, inveee del mome di Viacg, poria queilo di Ozassaw
(I'antere delle Béerdations mathdmaiigues st phisigue), & non vi & defto nd dove ne quando sia slata
pubblicata {credlamo n Parigi nel 1885).

Dalle grandi tavele del Viacg ricavarono $oi i) GasnnNer le sue tavole a sette cifre o di 107
in 10 (Tebley of logarithms, London 1842, o Tables de Iogarithmes, Avignon 17i0) a 1] Veaa lo soe
grandi tavole a dieel eifre & di 0¥ in 10 [ Theranrus logarithuorem completus, Leipzig 17i4); ms
nessuna di gueste nnove tavole contenne pilt i valori naturali. come non Ii contenns pits nessuna
dalle numerosinsime che vennero depo (Carrxr, Laraxne, Brewmmres, Kik1ew, Brunrs, Scueis....)

(T) Kveven, Lelirbuch der Goniometrie. (Ed. Mater, Stuttgart 1886, pagg. 232, 2438, 255, 248....)

(%) Vaoquast. Cours de Trigonomerie. {Ed. Magson. Paris 1884, Vol. I, pag. b6}

(") BrookmasN, Lekrbuch der ebenen und sphirischen Trigonomeirie, (Ed, Teubner, Leipzig 1880,
peg. J0.)

(") HaxMes., Lehrbuch der ebenen und spaarischen Trigonomeirie. (Ed, Mslzler., Stuiigart E585,

ng, J.)
’ (11} DHAUVENET. A !roetise on plane and spherical Trigonomelry, (Ed, Lippincott, Filadelfia 1891,
pog. 44.)
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Bas1 pure il Pregievolissimo trattato dell’ Hais (1), nel quale anzi si trova
una piccola tavols di valor naturali {con quattro cifre o di 20/ in 20) per
que: casi in cui Iuso d; tali valori fosse erednto Opporituno; e vegeasi anche
il trattato del Bmsso (") nel quale, & nostro parere, si esagera nel senso
Opposto, escludendo addirittura i logaritmi trigonometrici e usando sempra
1 valori Daturali, con minuziose ricerehe sul mode di caleolare questi yalori
€ sull'approssimazione che ton essi si pnd raggiungere.

E, corrispondentements, anche nelle pit recenti raccolte d; tavole si ag-
glunse una tavola di valori naturali, pilt o meno estesa (3),

S 1 easi in cui Puso ds; valori naturali & Spesso preferibile & quello dei
logaritmi, sone quelli in cni non si richiede una grande approssimazione: in
Cul, per es., le misure delle lunghezze non sono espresse con pit di due o
di tre cifre, & le misure degli angoli non coniengono frazioni di primo: casi
a, frequentissimi nells Navigazione.

Ei vantagg) che cos) si oitengone sono due: quello di diminuire le i
cerche da farsi jelle tavole, e quello di evitare I'uso di elementi avsiliari (1.

Cosl, per es., avendos; da calcolare una formula del tipo

b= asen g, {1}

ricerca inversa (°)- Altrettanto aceade per tutte le altre formuie che risolvono
un triangolo rettangolo piano, e per quelle che risolvono un triangolo obli-
quangolo in due dej quatiro casi fondamentali, e che s ricuvano dal teorema

Nelia risoluzione di wun triangolo sferigo rettangolo I'uso dei valori na-
turali mon o, geleralmente, preferibile all’use de1 logaritmi, perche, eviden.

(*} Voggansi, per 5., Umammers, Mathenatical Corbley | Ed, Chambers, Edinburgh 1853), fra e
quali et una tavols che A3 valer naturale di sopo solinnto, con setle sifrs a di Vin V: Hopps,
Resweil de formnles ef (e tables sumeériguss, (Ed. GauthiEhWillnra, Paris 1868), doveo si lia iina ba-
Vola di valori naturals &f tuti'e sei ls fanxioni trigonometriche, eon quattro cifre e di 13 in 155
ALVBECHT, Luynr:'mmimﬁ-u‘iguunm:h*r'arhe Fafein. (Bd. Stankiewics, Bexlin 1884), frale qoali & data
anche uns tavels per inft'e sei |n fanziom, con qualiro cifrs o df 10/ jy 10; CLAUDEL, Tables des
carrés ate. (Ed. Dumend, Farig 1605), in quesio volume trovasi yma lavola ehe da le guatiro fun-
2ioni seno, eogsng, fangente o totangente di 1’ in 1’ & gop tingue cifre decimali (ercezion faita
PEr i primi quatiro gradi, ¢hid per i primi dne 8l baune setta oifre o per gli alir! dve se ne banng
sei). Quest'nitima tovola ¥ statn pubblicain da molti altri, e 81 {rova anche annesea al tratisto
del Dg CoMBERGYSLE (Cours de Mathdmatignes ; tomo L. Trigonomersyie vettiligne et sphdrigue, Bi.
Enuthie:r-?ﬂ]ﬂrn. Haris 1893), mentre, stranp g diomi, in tutto il §ibro all"uso dei valori natorals non
Bl aveenna neppure.

E una favola ai Valori maturali, piti 0 mane estesn, si trova in tutte le recenti raccolle di fa-
vole mantishe,

(f1 E un alfre vantnggio, d'indola didatticn, & deve, seeondo nol, aggiungers n questi: nej
Lorst in eni delln Triganometria si maegnano solp il elementi [Per far veders come 8i possa T1i-
Bnlvere un trilpgnlu], Parche rieorra o laboriogi e ingombirant] ealeoli lognritmici, mentre dei brevi
© semplici calesli coi valors naturali sarebbero pify ele sufficienti?

(®) Risolvers up trinngolo retfangolo piano, daty Iipotenusn 5 —= 140 [colla approssimazione di
mna o di doe unith) & I'angolo £= 17105 (eolla Approsaimazions di un grado, ¢ di un decimo di
Erado al piip, ervendesi di logarilmi a singus cifre decimseli (V. CATLLET, Traded de Natigation,
Ed. Robiquet, Poris 1888, pag. Zod), equivale, per noi, & servirsi (i una ETN per alzare ung valigia|
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temente, non si risparmis nessuna ricerca (né diretis, nd inversa). Perd nella

risoluzione di un triangolo sferico obliquangolo, quell’nso pud essere oppor- 1
tuno per evitare, come si & accennato, P'uso di elementi ausihiari (). E questo, L
in pratica, aceade principalmente nel caso in cui son dafi due lati (b, ¢) e :
I'angolo compreso (z); ehé, velendoai solo I'angelo 8, o splo il lato a, I'uso di ]
una delle duoe formule ;

etn § = c¢tn b sen ¢ esc & — coscelm a, (2)
cos @ = cos hcos ¢ + sen b sen ccos &, (3) I
pud essere molto opportuno, anche se si richiede I'approssimazione di 1. Come, i

per es., aceade, per la prims, quando si vnol ealcolare la rotta iniziale di
una navigazione per circolo massimo (nel gual caso anzi, invece della appros- G ;
simazione di 1, & pin che sufficiente 'approssimazione di un decimo di grado); i !
e per la seconda in un problema di Navigazione (*), alla ew rigoluzione, da
gualche tempo, si ricorre frequentissimamente, trasformando la (3) stessa, ' -
mediante prostaferisi (3) nellaltra, pit facile al caleolo, ‘¥

cos @ = } ||cos (b — ¢) -+ cos (b + €}] 4 {cow (b —e) —cos (b 4 e)} cos z]. (BY

4, Dietro guesie considerazioni ci ¢ parso utile estendere ai valori natu-

rali delle funzioni trigonometriche lo studio che gid facemmo pei logaritmi p
dei numeri e pei logaritmi trigonometriai (*); & cosi avremo oceasione di i

modificare opportunamente e di completare alcuni risultati gid altra volta il
da noi ottenoti (%) 1§ 0 (18
Considerersmo le tre funzioni seno, tangente, secante (¥) e non le prime 1
dne soltanto (7, perché una tavola, che non contenga la secante, non permetie E
la notevole semplificazione, che spesso si puod ottenere mnei caleoli ordinari, ] ‘
sostituendo ad ogni divisione la corrispondente moltiplicazione. £ ,ir
Cosi, per es., se dalie (1) si viole ricavare a, sard certo pit opportuna iy | i'

al caleolo la formuln -4 I
¢ = b osc B, fii ||

che la formula . .?i
— b sen s ; i | i

dr ﬂ‘

{ 3

' |

1 [t

(1) “ Malgré leur apparendns simplicité, les formules gne on obtlent en recourgnt amx angles

“ auiilisiros, =t méme In plupart de celles gui résulient de ln trazformetion des eXpressions, Do
“ gont pas souvent le plus aisemant caleulables par logarithmes, Sans parler dn travail gue de-
e mands 1s trosformation. ie nombre des lectures i fnire dans la table rend ordinsirement les
* racherchos assez laboriensea. Ces trasformationu aent, 3 la verite. d'ntiles exarcices, sonvant
¢ imposds dans les examens; mais. an poink de voe pratique, elles prézentent souvent plus " in-
“ ponvinientes que d'avantages (Horer. Juwrnal de Matémuatiques Eldmentaires st epéeiales, tomo I,
“ pag. 418} ,. |
(2} Chi nai enleoli nanllei propose Uuso dai valen natorali fu UAmmiraglio MaosaaaE: (Tarale i

¢ Formule nautiche, £d, Hoepli, Milano 1883 ; ¢l sia perd permesao il dire tlia nella ssclasione de: :
logaritmi egli ha ¢naleke velta esngarate (eoma git dirammo del Besso), perché non erediamo, )
per ¢8,, ehe la sua tavola di yvalori nator i a vingpe eifre & di 107 in 10 posan servire anche nel :
enicalo delle distanze Junari. dove. in certloasi, possono octorrere tavols logaritmiche di 107 in 107 l
L]

-
- - G RN G S
-

o ecom sptto eifre [Favym., Conre d'deivononiie manfigus, £l Gamthier-Villars, Parigi 1880, pag. 20},
{# V. il nostro studio: Sul suleole velatipp alle retie d'altezsa gacondo il metodo Wi Mareg Sainl-
Hilgire (“Rivista Marittima ., Genuaio 1908 e Aprile 1904
1*] Swulle sperazioni fro wumers deciwmati approssimoll.. (* Periodieo di Malsmalien ., 1404, fnac. VI
o 1005 fuse, T o I1): Cap, TII e IV. 1 §§ di guesta nota, the dovremo citare in segnilo, saranno,

sempiicomante. presedenti da unn XN,
(4} Erroas prodoiti datl* vaterpolnzions semplice, .. 1 © Rivisla Mnarittima ., 1895 Luglio); §§ 6o T. 1k

1 Come nalle tavelo dell” Horcer = deli'ALesEcnT. Bin citate. b |
(") Coms nelia tavola {pure gik citala) pubblicats da) Cravoer, che, fra le modarne, ¢ la piu -

nota e la pila eatesn. |FE |;J
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cosi, la (2) sark certamente preferibile all'altra

etnh gsene — sene cos a
sen &

cin g =

E, in generals, mediante l'uso della secante si pofranno sempre ovitare
tutte le divisionl in una espressione che sia il quoziente di due monomi, e
In una espressions che siz il quoziente di un polinomio per un monamio o
vieeverss. I anzi in quest'ultimo caso che 1'mso della secante pud essere
opportuno anche per la ricerca inversa, perché, dovendo, per es., calcolare
delle espressioni del tipo

sen a sen b sen p
. SeIl {d — 1
l—cosacosh SEN P - sen g

cos (A — B)

sara cerfo pit comodo calenlare invece le altre

sec (A — B)=cseacsch—cinactnp, esca = 1 -} sen g cse p.

Considerazioni generali.

3« S0 y=F () & una funziene avente la derivata seconda finita e con-
tinua in futfi gli intervalli in cui occorrerds di consideraria, se s e @y sono
due valori qualongue della variabile e z ¢ un valore fra guesti compreso, e

ge sl pone
L — 0y o = X — iy = AT,

vedemmo gil () che si ha

: ; 7 o
f ) = () + o 1f (o o+ 82) — () — o (12 ) 3L -0, (4
dove 0 rappresenia wn numero compreso fra 0 e 1.

Cié posto, se con y si indica, in generale, I'errore dovuto alla applicazione
del principio delle parti proporzionali nell'intervalle A, e con v e 1: 8l in-
dica, piit particolarmente, l'errore stesso. secondoché esso si riferisce alla
ricerca direttz o alla ricerca inversa, & chiaro che si ha

Z e .
F(&)y=7F (aw) + Ti @ + A} — f(@o)} + Ta
. 7ixo 4+ o) _ftul'?u}

I = o : ; 3 =8
* T f\Es + B} — f (o) T
onde, dalle (4} si ha subito
e gx\ Ax 37
== g (L 5g) T 17 (408, 5)

&, siceome, evidentemente,

- =— dm e
i Flace 4+ Ax) — f ) L (6)

81 he anche

2 B. 3 & re i
— i [1 T) Ax 77 (me + 040 (7)

Ap Ax) 2 flwes + d&) — fiao)

(1} Sulla ricerco del logariimoe seno ¢ de! lagaritms tangenis degli archi plecoli (* La Qorrispon-
(lenza,, 1901, fase. V & VI, & “ Perindico di Matemntion , 1001, fage. T & 1), § 2.
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In seguito indicheremo com gq € g 1 valori assoluti di ya ® di vi, e con
G, e con € i limiti superiori che per questl valori al ricaveranno dalls (5)
e dalla (T). E, almeno nei cast che considereremo, questi limiti saranno molto
mineri di guelli che si otterrebbero, ricorrendo (come, per ¢id, si fa ordina-
rinmente) alla serie di TAYLOR.

8. Se i valori di f(x) e di fixs + Ax), che supponiamo dati da nna ta-
vola, fossero esatti, il valore di j'(x), nella. ricerca diretta, e il valore di @,
nella ricerca inversa, risulterebbero affetti solo dagli errori ya e vi rispeiti-
vamente.

Ma i valori tavelari di f(ag) e di f{axy 4 Ax) hanno sempre un limitafo
aumero 72 di cifre decimali, e quindi sono geveralmente affetti da un errore
d’arrotondamento, che, in valore assoluto, ha per massimo tna mezza unita
dellultimo ordine:; e altrettanto i deve dire di f (&), perche questo valore

& generalmente limitato allo stesso numero di cifre dei due valori precedenti. -

Quindi, oltre l'errore Y, nei valor ricavati dalla tavola colla interpolazione
semplice, si avra un altro errore, che indicheremo con A.

Attribvendo & Aa, Ay lo, By, La, Ly siguificati analoghi a quelli atiribuiti
nel § prec.,, a simboli analoghi, sappiamo gia (%) che si ha

Aagr

Ly=1 (8) Li= ﬁ; (9)
dove Ay indica, in valore assoluto, la differenza tavolare, ossia la differenza
che =i deduee dai valori arrotondati che si trovamo mneila tavola, e non la
differenza esatta fra i valori esatti di f (@ + d2) e di 7 {@o); dove per cifra
delle units di Ly e di Ay si prende Pultima cifrs decimale che si considera;
dove L; risulta espresso nelle stesse unith in cul & espresso Ax.

F & rammenti bene che La & il massime di [z, mentre che I & di %; un
limite superiove inabbassabile.

OssEryAzIonE 1. — Il valore (assoluto) di Ay differisce dalla differenza
esatta fiaxy + Ax)—f (x,) meno di una unita, perché 'errore di ogni valore
arrotondato ha per massimo nna mezza unith se & per eccesso, ed ba mvece
per Limite superiore una mezza uniti se & per difetto {N. & 14, Oss.); =i ha

dungue certamenie
Ay —1< | i+ A2)— f(ame) | << by +1 (10)

e guesti liriti sono inabbassabil:.

OssErvaziose I1. — Ricordiamo che 'errore A4 consta di due parti, ognuna
delle quali ha per massimo una Tmezze unita: unw © postituita dall’erroxe di
arrotondamento di f(x) e Valtra da guello che deriva dagli error di arro-
tondamento di f'(ap -+ ) ¢ di fx).

OsseRvAZIONE T11. — Ricord#mo pure che, nella ricerce inversa, essendo
i1 valore di f(a) il risultato di un calcolo, non sara, generalmente, afetto
solo dall’errore di arrotondamento, ma ancbe da un aliro errore dovuio agli
errori dei numeri sui quali 8i & operato (N. § b5); e che, indicando con a

(1) V, 31 & 2 della nota gih aitatn: Sulla wiom-ca def Ingaxitmo seno. .. e il 8 6 dell'altra nostra
nota: Sepra unc degli errori prodofti dulla interpulazione semplice [ “ Periodito di Malemalicn ,, 1902
fngo. 1), Avvertiamo che aleuni simboli sone siali epportunamente modificati, od opporfunamants
introdotii,
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un limite superiore del valore assoluto di guesio errore (escinso 'accennato
errore di arrotondamento) si ha cerbamente
A
L<(1+a) iy (11)
UssERVAZIONE IV. — Ricordiamo finalmente 'apparente paradosso (*) che,
se, invece della differenza tavelare Ay, per la differenza fun + o) — fla)
51 piglia un valore pin appprossimato, I'errore 2,4, invece di diminuire, pud
crescere.
E un altro apparente paradosso voglinmo far rilevare ora relativo all'er-
rore i;; ed & che, diminuendo Az, 1l limite superiore inabbassabile L di questo
errore pué erescere anziché diminnire. Cpsi, per es., easendo

Lsen 39° 25 00" = 1,80274 Lsen 89° 26’ 40” = 1,80285
Lsen 89 26 00 = 180290 Lsen 389 25 50 = 1,80287,

dato Lsen z =1,80286, secondo ehe nella ricerea di 2 si piglia Ax = 60" o
Ax=10" L:; ha per valore
ED}J" m”’ .

g =5, o =50,

rispettivamente.

¢. Affinché dungque neli'nso di una determinata tavola numerica si possa
ammettere il prineipio delle parti proporzionali bizogna che si possa ritenere
trascurabili la somma dei due errori T 8 A

Nella ricerca diretta l'errore A4 nmon dipende né dalla forma della fun-
ziope f(x), né dalla grandezza del passo A, ma solo dal numero n delie cifre
decimali date dalla tavola; l'errore 15 invece dipende dalla forma di I (x),
del passo dx e non dipende affatio da n. Nella costruzione e nell'uso delle
ordinarie tavole logaritmo-trigonometriche si ammette generalmente clie yg
sia trascurabile, quando 1] minimo limite superiore che 8¢ ne conosce non su-
pera i valore assoluto una mezza unitd dellltimo ordine, ossia quando é
minore della metd del massimo @i Ay.

Nella ricerca inversa I'srrore 2; dipende sia dalla forma di f(x), sia da Az,
sia da 7} e yi, come mella diretta dipende dalla forma i fix) e da Ax, ma
non da % Si ammette ordinariamente che, in questa viceren inversa, 1'inter-
polazione si possa fare quando si pud fare nella ricerca diretta, ossia quando,
come s'¢ detto orora, il minimo limite superiere che s; COnOSce per vy e mi-
nore di una mezza mnita dell'nitimo ordine. Per giustificare questa conven-
zione possiamo ntante dimostrare che, se G; & minore di 05, G; € minors

dr Is. Infatti dalla (6) si ha
Ao

BT @+ =) — 7y
quind:, per la (9), basta che sig
Ag Ax
. G —
|y + aw)— f (@) | 1< Ay '
la quale, per la (10), si verifica a jfortiorz, se
Ax Ax
ﬁ_!j = | 4 < EI_I ’

() V.1l § 3 della nota gid citaia: Sopro uno degli er1ori. ..
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08318, se
Ga < iy =1 .
ay

E guesta & certamente verificata per Ga<C0,5, perché il seconde membro
cresce al erescere di Ay e il suo minimo valore si ha per 4y =2 (chée per
Ay < 2 1'interpolazione non oecorre). Ma giustificazione molto maggiore, sl
troverd nei casi che dovremo considerare in seguito, perchs in essi, 0 G, sara
molto minore di 0.5, 0, se Gy sard prossime a 05, Ay sard moelto maggiore
di 2 e gquindi I; molto pit piceolo.

OsSERVAZIOXE, — Quando 8y € molto grande, 1; ¢ molto piccolo, sempre
per la (D), e gquindi pud presentarsi il caso che nella meerca inversa si possa,
colla interpolazione, ottenere una approssimazione sufficiente senza che G,
gin, minore di L;, Questo caso si presentera in aleuni dei casi che dovremo

considerare in seguito, e sarh allora particolarmente esaminato.

8. Per esegnire le operazioni aritmetiche richieste dalla interpolazione
semplice & bene stabilive delle regole fisse, colle guali si eviti un lavoro inu-
tile nella ricerea diretta, e una approssimazione insufficiente, o illusoria, nella
ricerca inversa (. § 1.

E queste regole, indicando con p T'errore da essa prodotio e attribuendo
a ma, m;, Mg, M; i soliti corrispondenti significati, devono essere scelte n
modo ehe My sia minore del pin grande deil due valori Gy ed L; (perche I'ap-
prossimazione sia sufficiente), senza perod essere minore di un decimo del va-
lore stesso (perché T'approssimazione nom sia illusoria); e che altrettanto
accada di M; rispetto al pin grande dei due valori Gy ed L; {N. § 11).

A proposito poi delle regole stesse, ricorderemo che (N. § 50), se quelle
relative alla ricerca diretta sono solo opportume & non necessarie, fgueile re-
lative alla ricerca inversa sono invece indispensabili, sia perché danno un
criterio logico e fisso per arrestare la divisione (che in questa ricerca occorre
¢ che, generalmente, mon mesce esatta) sia perche danno un’idea, genersl-
mente esatta, della approssimazione del risultato & cui sl arriva,

(RsERVAZIOSE. — Stabilimmo gia le regole accennate per 1 logaritmi der
numeri (N. &8 19 e 20). e per i logaritmi trigonometrici (N. §§ 26 e 27), e
facemmo rilevare le lmcune e le contraddizioni che, in proposito, si trovano
anche nei trattati di Tiigonomelrza pin antorevell (N, § b),

Applicazione a nna tavola di valori naturali.

9. Comineiamo col dedarre dallg .5) e dalla (T) i valori di G, e &i G, per
le tre funzioni senmo, tnngenie e secante.

Se
f () = sen iz,
dalla (3) si ha -
] -
Ji) ﬁ': sen (i - 042); (12)

L=

o
va= 4 — [1
b A (
ed, osservando che

sen (ap 4+ Ay — sen xp = Az cos (1 + 8;4x), (13)
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dove 6 ha il significato di B, dalle (7) si ha anche

dr (1 - am)EE”sen (20 -+ 01A2) 14)
Ax dx) 2 cos (x4 04z’

dungue ya & y; sono sempre per difetto e per eccesso, rispettivamente.
Dalla (12), e dalla (14), se si osserva che il massimo valore del prodotto

yi—

> (1_ o
Axr d:c)
gt ha per :.—2 =—é » © 82 si vuole che g risulti espresso in secondi, si ha
__E i
' Amr (4
Fa < %— sen (o - Aar) , (15 7 << = {8 ) tan (a0 + Ax). (16)

dove, ’intende, Awx & la misura cireolare dell’arco L1 — o & (Ar)” & 1n misura
dello stesso arco in segondi.

Uonsiderando i limiti superiori trovati per g e pear gy, che abbiamo detto
di indicare con G4 e con G:, si vede che G4 cresce al erescere di 2o da 0 a
37m — A%, ed bu per massimo 3 Ax®; e che G pure cresce al crescere di m,
€ tende all’ o per a, tendente a 3w — Ax: & pero evidente che g mon pud
superare Ax.

OsSERVAZIONE. — Dalla (12) e dalla (14), per tx — 3 Az, si ha anche

"
AL _ Az ( A: ,
ga > —g—sena:u, (15) g > a:fi?mj tan as , (16)

le quali daano dei limiti inferior per gae g;. B la conoscenza di guesti limiti
puo, come vedremo, in seguito essere utilissima, perché si possono cosi avere
delle limitazioni per gh erreri y; e v;, che certaments si commettono guando,
come §'¢ detto, sia Er = 1 Az,

10. Se
f(ﬂ‘:] — tan 2z,
dalla (5) 81 ha
_ E::r.( _E)Egtan (o - 8Ax) 17
SES A Axr Cos® (p - i)’ (17)
ed, osservando che
: Sen Agp
Tan (:Eu -l— ﬂ:ﬂ} — fan Ly =— 005 2 COB ('EI.'[I T L'I;Iﬂ} ’ (18)
dalla (7) si ha anche
o 2 e\ —gtan (2, + Bz} cos xg cos (i -+ AT)
= Ax (1_ ﬁ:r) : cos® (a1 -+ Yam) sen Ay ’ (19)

dunque v4 & v; sono sempre per eccesso e per difetio, rispettivaments.
Dalla (17) e dalls (19, colle consideraziomi e coi simboli del § pree., si ha

ga < 4 cos¥(y -+ sx)
Ae” (Ax)"  tan (@ 4 Ax) cos
4 "sen Az cos (@ - Ar)

(20)

g < (21)

E evidente che Ctq cresce al crescere di xy e tende all’e quando i, tende
4 34— 4dx; e altrattanto accade di G;, perche il rapporto

CO8 Iy
cos (2 -+ Ar)

i
1
0
i

_f-
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eresce al crescere di @y, essendo

3 sen Ay
cos I £ x [22}

- cos (& 4+ Ax) ~ cos®(x + AT}

Ogservazioxe 1. — Dalla (17) e dalla (19), per Zx = 4 Ax, 81 ha anche

At {Az)" tan xp cos (@ + @)
ad BRIl AL GCOs o :

e A tanm 2%,
g 1 “cos%ay

(20y g > (21Y
dalle quali si pud dire quel che §'¢ detto per In (15 e per la (16) nella Oss,
al § precedente,

Osservaziose 1I. — Quando si vuol caleolare una espressione trigono-
metrica ecoi valori maturali, & evidentemente, opportuno, se & possibile, sosti-
tnive delle addizioni a delle moltiplicazioni {veggasi per es., la (3) e la (3)],
contrariamente a quanto si cerca di fare gnando si vogliono usare i logaritmi.

Cosi per il caleolo della (20), (20, (21), (21) sard opporiuno 0sservare che

1 tan (we+Ax) 1 tan (@ + AZ) (23
4 costlan -+ Ax) 2 14 ecos2(io - Ax)’ )

1 tan (zo + Ax) cos xp  ese dx sen (2 4 dar) 4 sen Ax
4 “sen A cos |y + Ax) 4 1 4 cos 2 iy + Ax) 24)
1 tan @, cos (e -+ Ax)  cse Ax sen (2o -+ Ax) —sen Ax
4 SET AT COS X 4 1 + cos 22X
11, Se
' flx)=secw
dalla (5) st ha
. 2 (1 &:I:)F_l 4 sen®(m; + 84x) (25
=T A Ax/ 2 cos® (@ -+ bdx) )
ed osservando che
o . ¢O8 o c0s (rp 4 AX) :
se0 (I -+ AT} — 88C Ty = Ao 800 oo - BrA) 7 (26)
dove 8, ba il solito significato, dalla {V) si ba anche
A dx (1‘ B\ Axc 1+ sen? (e + 9AT) eosr cos (T 4 Ax), o7
N=T )y ﬂ'aI.') 2 cos®(ap 4+ Hx) sen (e -+ 01 Ax) P (et

dunque q € ¥y: sono per eccesso o per difetto rispettivamente.
Dalla (25) e dalla (27), colle solite considerazioni e coi soliti simboli, si ha

Az’ 1+ sen®(2 4 Ax)
J0< g " oos® (o -+ Az) &)
Az (AzY' 1 4 sen?(xp + Ax) o
gi <. B " coss (o + Ax) tan ap (-15:]

B evidente anche qui, che (y cresce al crescere di @z & tende all’ze quando
xs tende & 3 ®— Ax. In gquanto a G; si vede subito che esso tende all’ oo,
tanto per xp tendente a zero, quanto per o tendente & § % — 4x; A nON ©
cosl facile vedere che si ha un minimo solo e trovare il valore di &, corri-
spondente. Infatti, volendo applicare il solito metodo indicatio dal Calcolo
Infinitesimale, siccome, dopo facili trasformazioni, si ha

14-sen® (x + Ax) 4dsenZrsenxr4-Aw)— (34+2co82(x+Ax)—cos® 2(x4-Ai)}
* cos¥{zxe-f-Aw) tane 4 cost (x + Ax)sen*x
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oceorrerebbe studiare la variazione della funzioue
@ (&) =‘§:EE112IEIEIHE[:3:—|-JL‘E)-—-{3+23952L$+ﬂﬂﬂ—EBEEEfI-i-ﬁI]] (30)
al variare di @ da zero a {7 — Az, gll estremi eseclusi; ma I'equazione che
s1 ottiens eguagliando ¢ () a zero non & risolubile rispeito ad x. -guindi bi-
sogna ricorrere a gualehe artifizio.
81 cominei dall’osservare che si ha

1 + sen® (x4 Ax) - . Cos & 1 ]
cos® (v -+ dx) tanxy 1+ sen®(--d1]. L‘.{]ﬁ 1.3:—|—L".;r_1] ) [5911 xeos o - dx) |7

ora, & chiaro che i primi due fattori del secondo membro erescono ambedue

|per il secondo si vicordi Ia {_EE}] al crescere di  da zerv an dm—A4Ax; in
quanto al terzo, essendo
Dy sen  cos (& 4 Ax) = cos (20 + Az, (81)

si vede che il suo denominatore cala certamente per 2x -+ Me>= 17w, ossia
per =t n—4 Ax; dungque G; cresce sempre & tende all's al erescere di Ty
da 3(3=—A4x) 2 3 n — Ax. Per vedere pol come vari gix) al variare di r
da zero a } w— % Aw, si noti che (fra guesti valori] il primo termine eresce
sempre e il secondo eala sempre, perché

Dy sen 2z sen 2 (z 4 Ax) = 2 sen (4z 4 247, (52)
che & maggiore di zero per dir 1 A4 =< T, 0SSl per T<-1® — 4 Ax; e inoltre
Dy {2 cos 2 (a0} Axd—cos? 2 (x+-Ax)) = sen 2 (o+Ax) {cos 2 (w4 Aar)—2), (83)

il eui primo fattore, fra i limiti, indicati & certamente positive, mentre il se.
condo & sempre negative. Dunque w () da zero & :n— 2 A% cambin segno
una volia sola e, se 2’ & il valore corrispondente di &, sl pud asserire che (3
cala sempre al crescere di & da zero fino a o’ (I'estremo inferiore eseluso) &
cresce sempre da r'a 37w — Ax (l'estremo superiore eselnso): ma, per lg ra-
gione indieata, non & possibile trovare questo valore &' & quindi neppure il
corrispondente minimo. '
Si puir perd osservare che la disegmaglianza

dsen Zrsen 2 (w4 dw) << 8 4 20089 & + Az} —cos* 2 4+ Ar)
e « fortior: verifi cata, se & verificata 1'altra
2sen?2 (x4 A2) <8 + 2¢c08 2(2 + Ax) — cos? 2(x + Ax).

€ quesia 81 vede fucilmente essere verificata per Z{xr + Az) non minore del-
arco ehe ha per coseno ¥ qundi, indicando con « 'arco posifivo minimo
che ha questo coseno, é certo che al variare di o da zeroa ya— A\p. (3, cala
sempre, 11 valore o' & dunque compreso fra iz — Az e L ®— 1 Ax, e, siccome
per la matura della guestione che stiamo trattando, si deve Supporre che @,
cresca non con contmuita ma di successivi intervalli eguali a Ax, sard facile,
dopo pochi tentativi, trovare, fra § @ — Ax & T — § Ar, questo valore # e i]
minimo corrispondente.

OsSERVAZIONE T. — K utile osservare, anche gui, che dalla (28) e dalla (29),
per 8xr =1 A, 81 ha anche

Axe(die)” 1 4 sen® s, 20y
g8 cos* o tun oy 4= Aig)

Az 1 + sen®z,

ga > K cosdan, (28Y $hi>

el §
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delle guali si pud ripetere quello che §'¢ detto per la (15) e per ia (16)" nella
Oss. al § U

OsseErvazione [1. — Analogamente a guanto si & fatio nella Oss. 11 al

§ pree. sard ora opportuno osservare che

20 - :

14 55:1 ‘Te + af.'h.}:“a 3 EUS?{Eu -+ Ax) 860 (e = 4221 (341
cos” oy + Ax) 1 4 cos 2 (xy + AX)
1 sen®(z + Az} 33— co8 2 (@ -+ Ax)
cos® ey + Az) tan xp 1 4+ cos 2 (xp + Aw)

etn @y - {\35 L

Osservazioxs 111, — E anche nella ricerca del minimo di ¢ (&) sard op-
portuno, per il caleolo numerice, osservare che In (30) si pud trastormare
nell’altra equivalente

¢ (o) = 4 vos 20zt eosd (b Ax)] — 541 cos 2 (2} A)+4 cos (dx4-21u0) . (36

G. Pescl
(Continua),

Sulla divisione all’infinito d’una gualsiasi Suecessione perio-
dica per an qualsiasi numero P, primo con la base g del
sistema di nomerazione adoperato.

. Dati tre gruppi di eifre A', A", C costitniti ordinatamente da 2,
a", v cifre del sistema di numerazione a base g, col simbolo

A, A" (C)

che si ottiene, com’® chiaro, serivendo successivamente 1 tre gruppi,
ponendo la virgola tra 1l primo ed il secondo, e chindendo tra pa-
rentesi il terzo, rappresenteremo la successione infimfa (che per con-
venzione diremo numero decimale periodico)

A’ A"CCC. ..

dove la scrittura del gruppo C dev'essere immaginata protratta al-
I'infinito.

Al numero A’, A” (C) daremo il nome di periodico semplice se A" € C
son gruppi identici, nel caso ciod in ewi a cominciare dalla virgoela
¢i son cifre che nello sltesso ordine si ripetono all’mfinito; daremo
invece il nome di periodico#nisto se A”e C son gruppi differenti, nel
caso ciod in cui dopo la virgola sono alquante c¢ifre che piu non si
ripetono, e vengono poi quelle che nello stesso ordine ripetonsi all -
finito. Ai grappi A” e C daremo ordinatamente il nome di anfiperiodo
e periodo, e diremo rispetiivamente antiperiodiche e periodichs le
cifre di eul rimangono costitniti 'nno e 'altro.

Dividere all'infinito A', A" (C) per un numero p vale effettnare sue-
cesslve divisiomi, senza mai arrestarsi, tali che tutte abbian p per

M e - o
-

e

i T et R | gy e ) gty -

- ———
-
-
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divisore, che nella prima faccia da dividendo la prima eifra a sini-
stra di A', A"(C) ed in ciaseana delle alire facein da dividendo il nu-
mero nsultante dallo serivere a destra del resto della divisione pre-
cedente Ia cifra di A’ A" (C) che vien dopo quella gih impiegata in
detta divisione precedente.

Risullato di siffatia operazione diremo il nnmero che si ottiene seri-
vendo I'uno di seguito all’altvo gl'infiniti quozienti delle snccessive
divisioni, e ponendo una virgola dopo la cifra per trovare ln quale
6 stata adoperata I'ultima cifra a destra di A’

A cagion d'esempio, si divide all’ infinito il numero 184, (0) per 7
quando sl converte la frazione =11 decimale con la noin regola
(sistema decimale). E risultato dell’operazione & il numero decimale

; 134
che si pome equale a 7
E chiaro ehe il guozienie della prima divisione pud essere, come
quelli delle altre, anche nullo. Tutti poi i quozienti sono numeri di
una sola cifra.

Segue da cid e da quanto ho dimostrato in prineipio dell’altra
mis nota *sull'indice minimo di N relativo a p .(') ehe dividendo al-
I"infinito il periodico A’, A”(C) per p, primo eon la base g del sistema
d numerazione, si ha un aliro periodico, avente come il primo «” cifre
antiperiodiche, e poi y) cifre periodiche, A essendo un intero pel cui
significato e caleolo rimandiamo il cortese lettore alla stessa nota sue-
citata.

Aftnale nostro scopo & di presentare bellissime ed importanti pro-
prieia, note solo in parte e sotto forma meno generale (%), della succes-
sione dei resti che si otiengono dividendo all’ infinito A’, A" (C) per p,
nonche del nuovo periodo che, come qui sopra abbiamo notate, vien
generato dalla citata operazione.

Conserveremo le notazioni della nota surricovdatn, citandone gli
opportuni paragrali con parentesi rettangolari. Unica osservazione o
questa, che bisogna ritenere il numero A del § |1] costitnito dai due
gruppi A’ ed A" scritti, senza virgola, I'uno appresso dell'altro.

2. Proprieta della serie 4) del § [3].
Abbiamo visto [4] che, qualungue sia %, 8 bha

Xy
N =0T 2 Noghr
e guindi

Ne— Nogtr =2 — L. (1)

Hid abbiamo assodato che la minima radice della COTIZrUenza

gv—1=0  (mod p)

(H * Pertodieo di Matemntica a Yomo XX, famc. I1I, novembre-dicembre, 1903,

(%) Berrma, * 8ol numero dalle cifre del periodo e, , (Periodico i Mat,, tomo X7I, 188T) —
Muger, " Bulle frazioni periodiehs , (idem., idem) — Taarom, * Generalizzazjoni ecc. » [(idem,
tomo XVIIL, 1802).
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& ) guando & gr —1 primo ¢on p. Snpposto anche U primo con p
la (1) dice che 11 minimo valore di & per cuol

Ny — Nog™r

dive:nt.'ﬂ. multiplo di p & X Per cio, se # & un divisore di 2, diverso
da 2, il quoziente

{jgly_-l Eont g
Q N: —Nng']'? g’ . ﬂl? —1 _'?‘l fn
_Nn__ Nnﬁ“*' — 1, 1 o gn}- —1 - jlz-ll] g

S g =0  (mod p)

Moltiplicando pexr (N; — Ny) g%, con & Intero qualsiasi, abblamo
fom
Y (N;—Ng)grin+B=0 {mod p). (2)

1=

Ma & evidente l'eguaglianza
(Ny —No) o7 = Nija — Ny,

e sappiamo che Ny=»; (mod p), qualunque sia £; dunque la (2) pud
anch’essere scritta cosi
2
ji=——1

§ (Fintxtr1 — rintrx) =10 (mod p)

1==
08514

= ] fim i ]
n

n Ll
Zrint+k+1 Srin+x  {mod p).
[=0 1i=10

I

Le forme che quest’nliima congruenza assume ordinatamente per
k=0,1,2,3,..., ne fanno convinti che dei sommatiori seguenii, an-

ch'essi estesi da i=10 ad i—: 1,

b TR 21} E?'mH; .o
il primo & congruo al secondo, questo al terzo, questo al quarlo, e
cosi via, sernpre secondo il modunlo p. KEd allora secondo lo stesso
modulo il primo saré congruo a quello che gli viene, p. es., m posti
dopo, m essendo nn qualsiasi intero; si ha cioe
A "

j=——1 i=—e1
n n

Iry = Zrpse (mod p). (3)
=10 i=0

Conorupiano: Se nella serie Yo, Ti, Te, ... Sopprimiamo tutti gli
elementi aventi indict non multipli dv n, 3t ha la serie

'?.ﬁ, "‘51 Tﬂn, rﬂnr = = = (d"}

R T

= mot e ] == ‘I --'l 1- - - = o = — -
B S e v e e ) T Y R e T, T LT s e T e T T s Al

=
- | S i, T
T e T

o ST
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M cui le infinite somme i 7 lermini consecutivi sono tutte equali fra
loro, @ meno di multipli di p.

Osservazioe. — Supposto »n’ divisore dl;, nn'sard divisore di A,
e quindi per la (38) :
1 fyd
i.=‘—'_r—1 i: == l
nn Tt
Zriny = Zrintm (mod p).
i=0 i=2uo

B cos1 resta dimostrato che se

nella (4) si sopprimono tutti gli
elementi aventi indici non multipli di %’ si ha la serie

o, T'no’y 200/, 7300’y . . .

aT |—1"I- & L
s ey e ]
B Tl pan ¥

nella quale lo infinite somme dlﬁ termini consecutivi

I
el o A B
I,

sono fotte e- L
- : i ; . ;N o
guali, a meno di multipli di p. E cosi via per n’ divisore di o PET

divisore di

L ry

i "'". s LN
IR
L : H ar

nnn” ¢

Proprieta del periodo. 4 ik
3. Posto

: _ ¢ =quoz (N;; p)
Biccome abbiam posto

Hipe }‘
_ _ ry=rest {N;; ) {(v. [3]) : }4,
possiamo scrivera
Nitx = porir + 221
Hl;:}'?gk—f—ﬂ;. g,

Sostituendo nella prima di

810 eguale riyy, moltiplicando

queste dne ultime eg. 7 al posto del
fine membro a m

la seconda per — ¢* e sommando in-
embro abbiamo

Nitx — Negh = p (g2+x — qug™) — 1y (g7 — 1). (5)
Poniamo ancora

HHk—Nky’h':ﬂl; ; 1 .
Ptk — qugr =Q; g —1=@G. LT

11'Ga & dunque i1 nomero costituito dalle Ay eifre che bisogna scri-
vere a destra della ridotta Ny per ave

\ re la ridoftta Niitx; ossia da )
grupp: totil identici a C: esso & ind

pendente da % ed eguale a O,
11 Qc & il numero costituito dalls e

_ fre che bisogna serivere a destra
del quoziente gy per avere il quoziente Q+E .
Sostitnendo, 1a (5) prende la forma

(2 =ka — 'J"kG.

de cni ricaveremg conseguenze importanti per ulteriori dimostrazioni.

Ir_mnnzi_ tutto si noti che p & divisore di G; ed allora, essendo
multiplo di p il secondo membro della (6), abbiamo

Ci=0  (mod p)

(6)

(7)
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Pomamo adesso C2 = pC1; la (6) diventa
pCh = pQy — »G

donde scende immediatamente la congruenza

pCi=p0Q:  (mod G)

PLUL=pQx (mod &).
Nel enso por di p primo col modulo possiamo scrivere
pC% = Qs (mod (). (8)

(Il segno G sta per “ sottomultiplo di G ,).
Si noti infine che, essendo multipli di G’ evsi il primo come il terzo
termine della (6), possiamo serivere

pQi=0 (mod )

pQr=0  (mod &).
Nel easo di p primo col modulo sara anche
Q=0 (mod &'). (9)

(Il segno G sta per “sottomultiplo di G',).

4. Richiamando quanto & stato dimostrato al § [16], possiam dire
che, spezzato graficamente Qx, da destra verso sinistra, in parti dic
cifre 'una (I'ultima & sinisira potra averne aneche meno), se =i fa la

somma di queste parti, ¢ poi si opera analogamente sn questa per
avere un'altra somma, e cosi via, sino ad ottenere una somma (la

indicheremo con Six.) avente non pint di ¢ cifre, avremo
Bre=Wx (mod g — 1). (10)

Ma il modulo g°—1 & il massimo numero di ¢ cifre; dungue Sk,
non potra superarlo. i

Se s1 sceglie ¢ divisore di y2, g°— 1 sarik divisore di &, e quindi,
nel easo di g°— 1 primo con p, la (10) pud seriversi, per via della (8),

Si.=(0 (mod g* — 1)
Per k=i e k= si hanno le congruenze
S.=01 (modg*—1); 8§.=C: (modg®—1)

e quindi

e quindi V'alira

e quindi anche

B = Sj,e {mod g° — 1).

Ma abbiamo osservato sopra che i membri di qnesta congruenza
non possono superare il modylo; dev'essere dunque

Sj,c: i Bj,u .

S1 noti ancora che 2 non dipende da N,.
CoNcLupeNpe: Se ¢ divide Ay ed & g°—1 primo con p, il numero Sy,

si mantiene costanie al variare di k ¢ di N, .
: i . ik Wl L .
9. Fer ogni coppia di numeri ¢ e ¢’ lali che yu,_l risulti diverso

da 1, primo con p e divisore di G, il numero S, 3¢ ha wits di YA cifre,
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¢ graficamente scomponibile in gruppi identici fra lovo, di ¢ cifre, ha
cioé forma periodica semplice.
Difatti per la (10) si ha -
B =Qx (modg—1), e quindi Si..=0Q: ('[nmf f;r, :1)

Ma per la fatta ipotesi ha luogo la (9); dunque

- g — 1)
Sl:,cm':'- { (mﬂ'd gL,.- —11"

e 1

Possiamo per tanto porre ket = D 'i_u,__ T

Siccome I'intero D non ha piu di
¢ — (e —¢' +1)+1=¢
cifre, se rappresentiamo eon D’ il groppo che si ottiene scrivendogli
a sinistra gli zeri necessarii (se n'é il caso) perchd esso risulti pro-
prio di ¢ cifre, e rappresentiamo cou V il numere che si ottiene
scrivendo ¢ volte di seguito questo gruppe D, abbiamo

ﬂ-:-e-' p— ]

V=D g™ty < .. ¢ + =D =] =S

OsservazioNe. — Be n & divisore di A diverso da 1 e ), Ia cop-
pia 2, ¥ soddisfa alle condizioni volute purché sia p primo in S8 ®
primo con g7 — 1. Difatti p, essendo primo con ¢* — 1, non dividera
(per via di m<<1) il numero gw—1 (v. [3]) e quindi nemmeno il

oy —1 . :
quntn!q — 7 + ¢ol quale sarh dunque primo. E poi, per la fatta ipot.,

i 1
ELHF__ 1 - e . _- .0'1?__1
7 —1 =1 e divisore di g —1°

6. Dalle cose deite ai § 2, 3, 4, 5 risulta gquanto segue, nell’ipo-
tes1 di p primo in s, con g* —1 € con C, e di » divisore di A di-
verso da 1 e da A,

Divisa una circonferenza in ) parti eguali; numerati i punti di
divisione, a partire da nmno qualunque, in un senso o nell'alivo; seritti
sul raggi cho vanno ai punti di divisione i successivi resti o, Piy T8y »oey 72
in modo che sul raggio i-esimo cada il resto »;3 € seritto sulla eir-
conferenza, nel senso del movimento delle sfere dun orologio, il nu-
mero Qx di Ay cifre in modo che su ciascuna delle ) parti cadano
Y ciire;

se nel piano della circonferenza ed intorno al suo centro gira ri-

Cy : i . A :
gido, in un senso o nell’altro, un fascio regolare di —, raggi,

o .
o) la somma der o, Tests che vengono a irovarsi contemporaneamente

sut lati di questo poliraggio equiangolo si maniiene costante a meno d’un
mauliiplo di p.

B) la somma ded ™y numert di ny cifre che vengono a trovarsi con-
temporaneamente neghr angoli del detio poliraggio si mantiene costante
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a meno di multipli di g*v —1; come costante e di forma periodica sem-
plice si mantiene, al variare di k, il numero S..,, resto di detia somma
gr—1
per 3}'7' | g
7. Per fare che siffatii risullati s’imprimano meglio nella mente,
si compiaceia il lettore di ricorrere ad un esempio che li chiariseca.
Consigliamo, per es., la divisione all'infinito di 3, 1(41) per 97
sceghiendo g =10, ossia facendo uso del sistema decimale. B facile
verificare che 1l risultalo dell’operazione & il seguente:

0,0(52285T12TOR0R30121 (4550861251 692170 S272510788226202001457877174 653756005197 334 1 88406831354 T84 HE20)

Qui 81 ha v=2; 5. =48 e quindi sono 248=06 la cifre perio-
diche; & p=97; la successione dei resti ry,7y,7e,... & la seguente:
81, 37, 55, 12, 77, 78, 81, 90, 20, 4, 58, 6, 59, 24, 16, 89, 17, 92, 26,
22, 10, 71, 60, 27, 25, 19, 1, 44, 76, 75, 72, 63, 86, 52, B, 50, 94, 32,
40, 64, 39, 61, 30, 34, 46, 82, 93, 29, ece...

St pud scegliere, p. es, n =4, nsl guale caso si trova
Sk,ny = S == TDT1DTOIDTDIDIDTID
qualungue sia .
Cosl =i brova ece.

Ancora dell’indice minimo A.

8. Dimostreremo qui altre importanti proprieta di A, riferentisi ai
risultati segnalati in questa nota. E quasi inutile avvertire che dalle
proprieta di 7. scendono immedintamente proprieta corrispondenti del
prodoito YA, che, come in principio abbiame avvertito, & il numero
delle cifre periodiche ehe si ottengono dividendo all'infinito A', A" (C)
per p.

9. Condizione necessarvia e sufficiente perch® nel caso di P primo,
tiverse da 2 ¢ primo eon g, si abbia A= 2n 2 che i prims 0 elementi
Py, Yo, Xa,euuy Pooy, Iy Sieno diversi da v, e si abbia

rat fo=ram-+n  (modp)

La condizione & necessaria. Se & ), = 2n, gli elementi 7y P2peene Pots Pn
son tuttl diversi da r,, perche & rs, il primo elemento della (6) (v. [3])
eguale ad r, Inoltre In (3) per m=1 diventa

TD _I_ ?.11 = 1'.1_ ! r[I-i_j (mﬂd p)-
La condizione & sufficiente. Difatti dalla congruenza

Yot Ta =11+ o {mod p)
scende ia congruenza »
No¢+ Ny =N, -+ Npis (mod p)
e da questa I'altra
Nupr —Nu=—(N1—No) (mod p).
Nnt1 — Ny = (N: — No) g7,

(N1 —No} g =—(Ni—Ny)  (mod p). (11)

Ma e

dunque
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Ma non @
Ni=N, (modp)

perche & per ipotesi # ==4; dunque non &
N] — HGE 4 (Iﬂﬂ'd p]

11 che porta, p essendo primo, che Ny — Ny e p seno primi fra loro,
per coi la congruenza (11) pud aunche seriversi

gv=—1  (mod p). (12)

Quadrando, abbiamo
gy =1 (mod p)

gt —1=0  (mod p). (13)

51 noti intanfo che non pud aversi gr —1=0{mod p) perehe si
avrebbero (secondo lo siesso modulo) suecessivamente 1a congruenze
9" =1; g"=1 delle qnuali la seconda combinata con la (12) darebbe
1=—1 (mod p), ossia 2=10 (mod ») e noi abbiamo escluso per p 1l
valore 2.

C1d posto, ricordando che le radici della

g —1=0 (mod p)

sono muliiple di 1, 1a (13) ne avverte che 2n & maultiplo di A. Ci ri-
mane da mostrare che si ha proprio 2a =).

Non pubd essere 2n=10. X, percht sarebbe n=0 e quindi 7, =17,.
Non pud nemmeno essere 22 —2, ), perché sarebbe n =2 e quindi
#y=7i =17s, 11 che contraddice alla ipotesi. No infine pud essere
Zn=1A con {> 2, perche sarebbe .

N

Tg_n = 7¥i=17 cOon T ‘c:: n
1

OSEla

il che pure & confrario all’ipotesi, Dov'essere donque 2n=1.1A=2.
10. Corornario 1°. — Nel caso di #,—=0 ed r:=1, pel teorema
teste dimostrato, se i primi n elementi della successions

¥es ¥8aiee oy Mng Faeayaos

sono diversi da zero, la congruenza

Tn =Tn1 41 (mod p)

esprime la condizione necessaria e sufficiente perchsd sia A = 2.

o1 noti ehe 1 numeri non naolli ry ed #»:3— 1 non superano p e
quindi non posseno essere congirul secondo p se non sono egunali; ed
allora si capira come la congruenza nltima si converta nell’'egua-
glianza

1= T4+ + 1.

Dungne: Dato un numerc N,, anche nullo, multiplo di p, ¢ dato un
gruppo di cifre C rappresentanti un numero congruo ad 1 secondo il
numero p, promo in 82, diverso da 2 e primo con g, la condizione ne-
cessaria e sufficiente perché sia pari (= 2n) il minimo numero di volle
che bisogna serivere C a destra i No per avere um multiplo di p é che

¢ i
--.-r-—..F
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i resti Ty, Ya, ..., n siano diversi da zero, ed ry superi di 1 il resto
SUCCes3I0.

|1. CoroiLARIO 2°. — Quando Ny=0,C=1 e ). = 2n, I divisions
parziale, che porge #u.1, ha per dividendo 7.9 <1, per divisore p e
per quoziente un numero di una sola cifra, poniamo &. Si ha per tanto

ruf + = ED + "niq
LT | _I_ 1 — 3.

'ng+1__‘5p+"u‘“1

ep=rulg—1) 2.

Dungue nelle fatte ipotesi ¢ per g=> 3 i resto v € il guoziente di
quello tra i primi g—1 multipli di p che divise per g—1 da per resio 2.

ma (C1° e
Sostituendo viena

o38s1a

F. CaLviTTI
Avcoli Ficemo.

LA RECENTE RIFORMA DEGLI STUDI SECONDARI IN' FRANCIA

del 30 maggio 1902

Drevreti del 27, 28 Iuglio ed 8 settembre 18(5)

Istruzioni relative all’insegnamento delle matematiche.

[ programmi di matematiche debbono yenir considerati come indici
delle materie da insegnarsi nelle varie classi; ogni liberty & lasciaia
al professore di adottare I'ordine che gli convenga, di servirsi dei
metodi ehe gli sembreranno pin utili agl scolarl che dirige.

Nel seconde ciclo, gh studi dovendo venir sanziomali dall’esame
di baccalaureato, il profsssore deve naturalmente esporre tutto quanto
figara nel programma; nel primo ciclo, egli & libevo di ogm preoccupa-
zione di esame e non ha altra guida ehe lo sviluppo dei propri scolari;
pud quindi, se lo evede utile, frascurarve alcuui punti ed insistere
maggiorments sulle parti pitn accessibili o piit necessarie agh scolar
speciali che gli vengono affelati; il programma verrd considerato
come un massimo: meglio ® per 1 ragazzl acqmstare cognizionl pre-
cise poco estese, anzichd avere idee vaghe su argomenti molto sva-
viatl,

Se & indispensabile lasciare al maestro gran liberth nella scelta
dei metodi, affinché il sno insegnamento abbia una certa eflicacia,
occorre perd ben precisare lo spirito secondo 1l guale tale insegna-
mento deve venire impavtito, onde conservargli, nel suo nsieme, nna
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direzione unica ed evitare che il passaggio da uns classe all’altra
riesca pel ragazzo cansa di confusione nei snoi stndi. Si chiede dunque
- al professor: di inspirarsi alle seguenti indicazioni cirea I programmi
deil vari cicli.

1* Cielo B.

Bisognerda non dimenticare che gli seolar sono giovani ragazzi,
aleuni dei quall lasceranno il liceo dopo la Terza; quindi, ghi esercizi
pratici dovranno essere moltiphcati ed estendersi su dati reali e
non fithizi; la teorla verra ridotta a spiegazioni fatie sopra esempi
conereti, almeno dapprincipio; sollanto poco & poco sard possibile,
con grandi precauzioni, abituave gh allievi alle piii semplici nozioni
astratte, mostrando con esempi numerosi la necessita di nna defini-
zione precisa, di un ragionamento puramente logico, insistendo, ove
oceorra, sugh errori che si possono commettere, se si ragioni su
argomenti mal defimii, sn figure i eui elementi e posizione non siano
stall esattamente determinati. Le raccolte di problemi divertenti for-
miranno numerosi esempi che colpiranne I'intelligenza degli scolari;
citiamo, & caso, la dimostrazione dell’nguaglianza di 64 e 65, di un
angolo retto e di un angolo ottnso, ece.

AriTuETIcA. — (Gl studenti debbono venire esercitati al calecolo
numerico ed alla risolnzione dei problemi la cui soluzione non esige
ariificio alcuno; non vi & scopo, particolarmente, nel domandare ai
ragazzi di limitarsi ad impiegare soltanto mezzl puramente aritme-
ticl, se I'algebra offte una soluzione semplice ed immediata di una
quistione. Si insistera sull’ordine di grandezza dei risultati, richia-
mando "attenzione sopra gli errori che il buon senso permette d'evi-
tare ; facendo variarve i dati di un problema, sostitnendo, per esempio,
centimeiri a metri, si echiedera di prevedere quale sard l'ordine di
grandezza del nuovo rvisuliaio, in confronto all’antico: sopratutio bi-
sogna evitare che l'allisvo eseguisea macchinalmente dei ealeoli, senza
rendersi eonto, coniinnamente, della corrispondenza loro colla realia.

Il programma di contabilith & stato scorcialo o sostituito dal-.

Findicazione di nozioni sui ealcoli pratici adoperati nella banea e nel
commercio, vi si eserciteranno gli sindenti, avendo cura di non operare
che su dati preeisi tolti alle operazioni reali.

Il professore & invitato a trattare questa parte del programma
con tanga piu cura, inquantoche & staia considerevolmente semplifi-
cata, e guesfe nozioni possono essere imdispensabili agli scolari che
Iaseiano il liceo od il collegio dopo il primo eielo.

La parte teorica & ridotia allo studio dell’'addizione, della sottra-
zione, della moltiplicazione dei numeri interi, della ricerca dei carat-
teri di divisibilita, delle frazioni, tale studio compiendosi sopra
esempi concrefl. Tatlavia, non vi ha in eid niente d'assoluto: se

uno studente ba la curiositd di rendersi conto del meceanismo di

o
'
iy ey e
.
' -
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un’operazione, della ragion d'esistere di upa regola data, sara ufile
soddisfare tale curlosita e sarebbe dannoso vispondervi com um fin
de non recevo’.

AraeBra. — I fatti piu importanti dell’algebra essendo stati -
contrati negli esercizi delle classi di Quinta e di Quarta, si potra,
in Terza, precisarli e darne una ieoria elementare. Gli ennnciati del
teoremi debbono essere precis, mn 5 inntile ingister troppo sulle
eccezioni che possono presentarsi: sappia I'allievo che la proposizions
che applica & vera solo sotto cerie condizioni: tanto basta; se, mun
caso particolare, a iali condizioni non viene adempiuto, egli sapra che
deve tratgare il problema in sé sbesso, @ sari esercizio wmigliore di
quello che consisterebbe nel ricercare, con uno sforzo di memoria,
a quali modilieazionl del teorema corrisponde guesio caso particolare.

Lo studio delle variazioni di una funzione sara accompagnato da
una rappresentazione arpfica pin esatia, che sia possibile. La curva
traccinta serviri a delerminare wna coordinata in fnunziene dell’altra;
1 econfronto dei rvisultati graficl dai nameri caleolati direttamente
permeltera di fare apprezzare I” importanza della precisione nel di-
segno, e si abilnera cosi lo seolaro a rendersi conto della grandezza
dell’approssimazione che pud dare il procedimente grafico.

GroMETRIA. — L insegnamento della geomelbria dev’essere essen-
sinlmente concreto: ha per iscopo di classificare ¢ precisure le nozion:
acquisiate coll’esperienza quolidiang, di dedurne alire pia nascoste
e di mostrare le loro applicaziom Al problemi che si pongono nella
pratica,

Tselusa ogni definizione puramente verbale, non si dovra parlare
di un nnovo elemento che dondone la rappresentazione conereia ed
- dieandone Ia costruzione; cid esige che I'ordine genernlms nte adot-
tato venga modificato; in particolare che la definizione del circolo
venga introdotta fino da principio e ehe I uso deg)’ istrumenti da
disegno venga indicato seconda del bisogno. Se 1l programmi 2
vedntto nellordine consuete, & allo scopo di non imporre aleun ordine
speeinle; & intende che quello indicato non o quello che s1 seguira
nell’ ingegnamento.

a) punio di visin delln spiegazione dei fubil, il prolessore dovra
Fare appello all esperienza, ed ammetlere risolutamente come verith
sperimentale buito €id che sembri evidente ai ragazzi; non vi ha
utititi wleunn nel dimostiare Peguaglianza degh angoli retti, degl
angcli corrispondenti, esistezi dellintersezione di un circolo s di
ana retta di eni un puuto sia interno al ecireolo, ece. L alhievo mon
capisce che vi sia ragione di dimostrazione e rvitiene solo parole
prive di senso; si puo, ed & dao desiderarsi, far sentire in certi casl
la necessiti (i nna dimostrazione: ma nou bisogna dare guest ultima
altro che quando l'allievo e convinto che sia indispensabile.

a.

b e W e il o W W

-
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81 avrad cosi occasione di dimostrare che vi sono due certezze
d"ordini differenti: una, sperimentale, appartenente alle seienze fisiche;
I'altra, logica, appartenente alle veriti matematiche: ma, vi sarebbe
un grave inconveniente nel dare a quest'nltima una importanza che in
realta non ha e nel gettare il discredito sulla prima, che, bisogna ben
riconoscerlo, & la sola che possedinmo, poichd i principi matematici
non hanno aleun altro fondamento, almeno per gli studenti. Cid che
importera far risaltare, & l'importanza del ragionamento logico per
ridurre al minimum i fatti sperimentali; sarebbe facile moltiplicare
gll esempi; se si costruisee un decagonn regolave inscritto, si con-
stata sperimenialmente che & quast impossibile chiuderlo; al con-
trario, prendendo per late di un poligono regolare la meta del lato
del triangolo equilatero, si oitiene sensibilmente un eptagono rego-
lare; se s misura la somma degli angoli di wn trinngolo, si trovano
nomeri vieini a 180°, ece. Questi esempi dimostrano che I'esperienza
fa preseniire una verita, ma non basta a farla conoscere in modo
preciso; se & dungne possibile, coll’aiuto di un ragionamento logico,
melter questa verita in evidenza o d’infirmare ¢id che sembrava dare
Fesperienza, vi & molto vantaggio nel farlo; & ngualmente opportuno
far risaltare Iinteresse pratico presentato dal metodo puramente lo-
gico, insistendo snll'avere esso fatto scomparire ogni incertezza nei
vesultutl. Si sarh cosi preparato lo studio della geometrin, che verra
fatto nel secondo ciclo, in cui gli allievi avvertiti non si stupiranno
della minuta cura colla quale vengono dimostrati i minimi teoremi.

Un costante richiamo alla nozione del moto sembra debba facili-
bare l'insegnamento della geometria ; cosi il parailelismo verra legato
alla wozivne sperimentale di traslazione, e lo studio delle rette e piani
perpendicolari risultera dalla votazione; I'ides duguaglianza sarh le-
gata & quella del trasporto delle figure, che verri precisata introdu-
cendo la nozione tanto semplice d’orientamento.

k disegno & chiamato a rappresentare una parte importante nel-
Finsegnamento della gometria cost concepito; si dovranno fare ese-
guire bene esattamente le costruzioni indicate nel corso e mescolare
intimamente il calcolo alle misure direttamenie effettuate. E special-
mente 10 Terza che si potranno interessare zli allievi, facendo loro
eseguire disegni sewplicissimi relativi alle ombre e sezioni piane;
non sarehbe il caso di indicare i metodi generali delln geometria de-
scrittiva o della geometria quotata: ogni quistione dovra venire stu-
diata in s stessa, e 'ingegnosita dell’allievo potra venire esercitata
colla ricerea dei modi pin atti a dare la soluzione del problema ;
dovrd servirsi dei pit importanti teoremi del eorso e gindichera-cosi
delln loro wutilith. Nulla impediva di far costruirve il COrpo rappre-
senteto dal disegno, di ealeolurne gli elementi, poi di misararli me-
diante il diseguo o sul corpo stesso: il confronto dei vari risultati
permeltera di apprezzare il valore d’ogni procedimento.

e —— l-h'-h.'.',,j- —y T
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11 disegno non & d’altronde il selo ansiliario di qnest insegnamento;
ve ne sono altri che hanno anche maggiora imporfanza, poiché fanno
meglio risaltave il legame della teoria e delle applicazioni. Partieo-
larmente, sarebbe interessante metiere un oggetto di forma semplice
in mano allallievo, domandargli di eseguire su iale oggetto tutle le
misure che stimasse necessarie per poter poi riprodurie mediante un
disegno, valutarne la superficie, 1l volume, ece., i risnltali ottenuli
permettendo verifieazion gperimentali,

Nello stess‘ordine di idee, si raceomanda di esercitare gli allievi
allesecuzione del rilevamento di piani, cosa che potra farsi senza
uscire dell’ istitnto. B facile tracciare una retta conginngendo due
punti situati in sale differenti, misurare la distanza di quesii punti,
ecc.: si insisterd del vesto sullintervento in quesie applicazioni, del
teoremi che possono esser sembrati d'ordine puramente speculativo,

Accanto a questi esereizi pratici, che verrebbero molto facilitat:
da una collezione di modelli ed apparecchi semplici, si avra luogo
d'abituarve gli allievi alla risoluzione di problemi semplicissimi, cer-
cando & far loro indovinare la soluzione e sviluppando cosi a foro
intuizione, esigendo poi una dimostrazione rigorosa, isistendo sul-
Vimportanza d'ogm frase, mostrando al bisogno come una parola male
scelta o mal definita possa, secondo l'interpetrazione che le vien data,
condurre n conclusioni ben differenti.

1° Ciclo A e 2° Ciclo A ¢ B,

L’ iusegnamento delle matematiche in questi cieli dovria essere
impartito dallo stesso ponto di vista del 1° Ciclo B. 11 poco di cul
dispone 1l professore non permettendogli di svolgere ampiamente 1l
sno corso, dovra sopratntio applicarsi a dare In geometria wn’ idea
della forma dei corpi e polrad lasciar da parte, se lo eredn utile, ogni
teorin un po’ astratta. Gli esereizi doveanno specialmente consistere
in problemi sunlle aree ed 1 volumi, insisjendo sulla scelta dello unmba,
e facendo rivedere continuamente il sistema metrico; costruzioni sem-
plicissime, ma eseguiie con cura, potranno coslituire eccelienti com-
piti; solo nelle classi contenents allievi desiderosi di dedicarsi in
seguito alle scienze polranno darsi a risolvere veri problemi di geo-
metria, teoremi da dimostrave, luoghi geometrici.

Le dimostrazioni si daganno solo quando un sufficiente numero di
allievi sard in grado di comprenderle; pei volumi ¢i 1 imitera, ove
occorra, agli enunciati delle regole pratiche, o, in cusl semplici, si
giustificheranno tsli regole impiegando il metodo infinitesimale, senza,
beninteso, sollevare a questo rigunrdo difficolta aleuna.

ConFERENZE FacoLTATIVE. — Nelle conferenze destinate agli sco-
lavi desiderosi di fare studi scientifici dopo avere seguito 1 ecorsi del
secondi eicli 4 e B, viene lascinta al professore la massima liberta;
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avendo dinanzi & sb scolari intelligenti e lavoratori, sark solo giudiece
dello svilnppo che pud dare al proprio corse; I'imporlante & che formi
allievi che poessano capive le matematiche; non occorre che ne sap-
piano molto; cid che & indispensabile, & che abbiano eompreso 1 prin-
gipi, e siano abituati al ragionamento logico.

20 Cielo C e D,

I programmi del secondo ciclo seientifico sono stati concepiti 1n
modo da permettere agli scolari che entrano a Matematiche 4 & B
di possedere a fondv gli elementi di geometria, d'algebra e di fai-
gonometria.

La forma da darsi all'ingsegnamento & quella adottatn attualments,
gli studi fatti uel primo ciclo avendo preparato gli scolari a ricevere
nu insegnamento logico; non si dimentichera che solo facsudo nume-
rosi esercizi si abituano gli allievi a servirsi con sicurezza degh ele-
menti di cni dispongono.,

Sarh bene far visaltare i legami intimi tra le varie parti del corso,
tenendo di pari passo la parte algebrien e quella geometrica; non vi
ba inconveniente aleuno nell'introdurre le relazioni trigonometriche
nelle dimostrazioni geometriche, nell'utilizzare per la delerminazione
dei volumi il metodo infinitesimale, che si pud presentare com ogni
rigore nel casl sempliel.

Matematiche 4 e B,

in Matematiche 4 e B, il professore non dovra far corsi sulle
miterie gia scorse nelle classi di Seconda e Prima, in algebra, trigo-
nometria, geometria e geometrin descrittiva; ma dovra accertarsi,
con intervogazioni metodiche ed esereizy, ehe Luiti gli allievi le studino
e le posseggano.

Specinlmente, sarebbe interessante riunire in geomelria tubto
gquanto & descrittivo, poi tutto quanto & metrieo, avvieinando lo
studio dello spazio & queilo del piano: cid non presenterebbe diffi-
colth nlenne a studenti che hanno gia fautio un primo studio della
geometrin ed avrebbe il vantaggio di aggruppare 1 faiti simili, pre-
sentando cosi una veduta d’insieme, senza ln quale resta ben difficile
coordinare le idee,

(Jecorre nppena insistere sull’ importanza da darsi agli esercizi
pratici, quali rilevamento di piani, esecuzione di disegni; solo facen-
done una gran quantith, lo studente riterra la geomelna descritliva e
vl prendera interesse.

In meccanien, non verra sollevata difficolthd nlcuna sul principi:
il principio dell’ indipendenza degli effetti delle forze potra venir
ridotto a gquesto che, se parecchie forze agiscono in un momento ?

Sar
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gopra un punto materiale, 'accelerazione che possiede 1n quel momento
5 la somma geometrica delle accelerazioni che possederehbu, s¢ pgni
forza agisse da sola. 1l professore dovra evitare tutti gh sviluppl e
gli esercizi che presentano solo un interesse geometrico: allo HEOPO ap-
punto di sopprimere ogni occasione di sviluppi di tal genert i teoreml
aventi rapporti coi vettor sono stati ridotti al minimo ilispensabile
e trasportati nel programma di geometria, ove 31 presenhinio sotto 1l
Joro vero aspetio. Il professore dovia scegliere esercizi (i M InIcH
3 earattere pratico, collegali a meceanisini, o movimenti, nd equi-
libri familiari agh studenti; dovra porre problem: prpuiﬂi, con datl
auweriel, in modo dn abituare 1 priuf:.ipianti ai varl aintomi d unita
od all’ uso del sistema metrico: evitera le generalitiv © I nbusv del
calcolo, esereitandd gli allievl a ragionire direttameniy KOpPTH cla-
scuna quistione. Nella spiegazione delln renlizzazione pratici de’ mo-
vimenti di traslazione, di rotazione, del movimento elicoidnle © delle
trasformazioni di movinenti gsate nelle macchine, il professore non
i contentera delle figure, & nepput dei modulli; doved [y vedere
agli alliev macchine usuall, analizzarle eon Joro, mostriy loro i matn
legami del pezzi e le trasformazioni di ruote che ne rinn i no. (Cosi
in statica e dinamica, sarh utile scegliere ggerclzi prnuentnnti un
carattere pratico, ed gseguirne le realizzazioni sparimantnli. (lorreg-
gendo i lavor scritti che comportano calcol) numerici, il professore
dovra cogliere ogni secasione per Spiegare agll seolati ) metodi di
approssimazione.

In cosmografia, converra nomn svilappare i metodi di misura od
osservazioni interessanti per Yastronomo di professione, Ma dare spe-
cialmente nozioni d'astronomia fisica.

Almeno un’ora per setfimana deve venir dedicals sgclugivamente
ai problemi, alle prove pratiche di caleolo, di geometrin descrittiva,
di mececanica ed agli eserciz cui corsi. Tutti gli esercizl dovranno
riferirsi rigorosamente al programua; jessun nuovo sviluppo feorico
dpvra esser dato a proposito di un ga8Breizlo.
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Théorie ¢ pratigue des approximalions numériques, par Cil. I’ ASSBINDER.
Paris, Gauthier-Villars, W06 (in-8, de VI-80 pages, fr. 3).

1l classico lavoro, che il GUYOU pubblied sotto il madesto titolo: Note sur ieg
approzimations numérigues (1), ba fatio senola; dopo il fascicoly de) GRBISS (),
ne & usecito an altro del FAssBINDER, O yuesto, coma quello, ha per BCOpo prim-
cipale di volgarizzars ls ides dell’innovatora maesiro. Fccone nn rapido ©enno,

(1) Faris, Ganthiar-Villars, 1881,
(¥} Approximations aumérigues. Ed. Nony, Parin, 1BUE,
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¢he vorreiwmo facesse nascere in qualche lettore il desiderio di occuparsi un po’
di guesti studi, fra nei, purtroppe, trascuratissimi ().

L'opera & divisa in cingue capitoli, seguiti da un svariala e abbondante rac-
colta di utili esexcizi.

Il primo capitolo contiene le definizioni fondsmentali; oppurtnni esempi nanme-
rici ¢ opportunissime rappresentazioni grafichs chisriscono gneste definizioni e le
fissano nalla mente del lettora. [1 capitole finisce coi due noti teoremi(?), che
stabiliscono le relazioni fra 'errore relativo e il nomero delle cifre esatie. A pro-
posito di queste definizioni, ci sia permesso insislere sopra i vanlaggi ¢che deri-
verabbero dalla definizione di erdine di una cifra decinale, altra velta da noi
gtessi raccomandata [*); "esposizione delln teoria delle npprossimazioni sarebbe
sensibilmenta semplificata e facilitala, poiché, p. es,, sarvebbe molte pit semplice
g pin chiarv il dive che due cifre sono legli ovdii + 3 o — 4, anziche il dire
che soun rispettivamente del terzo ordine, e del secondo ordine decimale (§ 3),
Aggiungiamo anche che sarebbe bene, qui 8 in seguito, considerare fra z=li esempi
il cuso in ecni Uexrore derivi dall’arrotondamento dell’uliima eifra, perche questo
casp, in prabica, si presenta frequembtissimamente.

Nel secendo capilolo si vizolve il primo dei dne problemi che si considerane
nalla tenria in discorso, e ciod: conoscendo i linviti superiori degli errori assvluti
di aleuni numeri, trocvare un Lonite superiove dell’errorve nssoluto del risulialo di
un ealeoln da eseguivsi sui mwonert stessi. Si cominela coi teorami che danno gli
prrori nusolnti dei risultati delle operazioni fondamentali, fino alla estraziene di
radice eubica: il teorema relativo al prodotto & estesv a un numero gualungue di
fattori, o le dimostrazioni sono molto detiaglinte (Torse troppo, e cid per una ra-
gione che vedvemo poi). Segnono aleuni esempi nunerici; e a quelll che non sono
semplici (che richiedono cioé pia di una operazions) I'A., molto giustamente e molto
opportunamente, cerea di dare wna disposizione analoga & quells che il Guyom
dk solo per la risoluzione del secondo problema. Bi rvipetono poscia tutie le stesse
considerazioni per 1 due casi in cui, invece dell’sirore assoluto, si voglia couo-
scere |'arrora relative, oppure il numero delle cifre esatte.

Nal terzo capitolo si risolve il secondo dei problemi acrennali, e ciog: calcolare
eor un arrore assoluto mferiore a un numero dato wna espressione numericn dolo
(nella ipotesi, ben s'intende, che i nmumeri sui quali @i deve operars si abbiano o

(1 E cib perehié melis nostre scoole mon si parla affatio di quasie imporiante argemento;
mentre, pvidentpmante, 1a sua eonoscenza & indispensabila per coloro, 8 sono 1 pin, i qoall sindiano
Ia matomatica solo per applicarla poi alla Ingegneria, alln Navigarione, alla Balistiea, ulla Astra-
nomia,,.. I per questo c¢he, amche guando si tralia & applicazioni numeciche semplicissime, i
giovani sludjosi proeedonoe senza eriteri flsei o rezionali. e spingono falvolia 3 risuitatl a unn

approssimazione, non sole illnsoria, ma addirittura puerile.
In Frunecia In teerin delle approssimazioni nmumeriche & richissfa per 'ammiasions a tulle le

sonole praliche, come Ia Feuola d'Arti e Mestieri, 16 Seucia Navale,... (8 § candidat) devono anpar
risolvere del problemi di guesto tipo: * Indicande con a e b I"ipotennsa & wn enieto i un Irian-
“ zolo rottangulo, si ha @ = 75= e p — 32= colla approssimazions di 0@ 2 # di ] rispeltivamentes
* pon gunie npprossimazione si pnd otteners 'angelo opposte & &7 , (8. K, 1841), * Le dimensioni
“ 4f un lropeo di cono, approssimats por accesso, BOMO: TRZK:! delle ham bB™.3 & 3™l nltezza o™ b3
“ gt domnndn con quale approssimazions comune bisogna misurars queste dimensioni, par poterne
“ dedurre il volume del Lroneu atesso eolls ppproasimazione di 1=" 1. Ed ora ® ginstamente richiests
anehe dn coloro che, nellultimo anno delln seuola eecondarin, banno preferita le clnsse di Mafe-
matica a quelle di Filesofia.

Pereho won si pud fore altrettanto in Itelin, specialmente dopo le modiflenzioni portate nei
programmi del licei colla legge del Novembre 19047 A npi pars che ai giovani eng s preparano allo
studio delte matematiohe applicate, surebbe molto pia wiile inseguare come si debbanv eseguire o
ordinarie operazioni sui numeri che si presentane in pratics, anzichi insegnar loro (in Lerza clusse)
I complententi della beoria dei numeri primi.

(8) Veggasi Vizntz, Thdorie génbrale dex approximations numérigues. (Ed. Nallet - Brehalier,
Parig, 1854): & l'opera pih estesa sull"argomento. o da essa hanno poi atlinto tuabii i compilntori.
Sole guarant'anni dopo la sua pubblicazione la teorin delle approssimazioni h& subito una Impor-

in modifleazione, e sio nel lavoro, gik accennato, del Com.t Guyou,

® Yeggaal Sulluvrdine dells cifre di un numero decimals, * Periodice di Malematica ,, Anno X,
fase, 1. Fra le semplificazioni derivanii dn questa definiziene abbiamo ripetntaments esperimentalo
pasere ntilissima quella che rignarda la divisione fra due numeri decimali. Cosi, p. es., dovendo
dividers 0.00626378 per 1627,3, oppura 5858.8 per 0,027, si vede subito, senz’aliro, che la prima cifra
del guoziento mel primo ¢ase (J3) & deil'ordine — 6, @ nel aecondo cnso (2) & dell'ordine + 5. Dalia
Aritmetiva 81 henno invece diverse ragola, non ssmpre semplici nd sempre chinre, tnnto che In
loro applicazione & sempre pencsa ed A spesso causa di incerlesze e di errori
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si possano calcolare colla Approssimazione ¢che ai trova essers necessaria). Lo
gvolgimento di guesto capitolo & identico a quello del precedente ed @ MUNIZIOSA-
mente acenrato, Una prove di guesta minuzioss curs si he neli"ultimo §. dove si
considern Voperazione, che rende razionale il denominatore di una frazioue, dal
punto di vista dei caleoli Approssinali; @ si pSserva, per es, che sarebbe dannoso,
anziche vantaggioso, sostituire Ia seconda alla prima delle dne espressioni

142 (14+7y2)¥=

— ¥
Y= ™

Il quarto capitelo contiene le note vegole per le operazioni abbreviaie (mol-
tiplicnzione, divisione, pstrazione di radive guadrata e anche estrazione @i radice
cubica): vi notinmo solo che il ragionamento che segue gli esempi della muolii-
plicazione e della divigione, & pinttesto won giuslifienzione delln regola, anziché
(come dice I'A) unn dimostrazione i*).

Lultime capitolo & forse gquello che & meno pregievele. L'A. comincia coll 'ac-
copnare alln semplicith. che s1 potrebbe introdurre in molte dimestraziom colla
considerazione dei numeri negativi; e ¢id perché egli ha voluto serbare al qustiro
capiteli precedenti un carallere strettamenta aritmetico. Ma a noi pare che guesto
procedimento sia inutile e dannoso: inutile perehé I teorin delle approssimazion
non si insegna certn a chi non conosce gli elementi dell” Algebra (%), daunoso,
perché in gualche punto richiede dells prolissith, Je quali (come gid accennammo
patlando del secondo capitolo) nubeciono alla chiavezza. Segune l'esposizione, 1n
forma zenerale, del metodo del Gryou: e gui crediamo che sarebbe opportuno un
maggiore aviluppo, specialmenie per ¢io che riguarda In soluzione de secondo
problema.

Concludendo perd, diremo che il lavoro del sig, FasssinDEe & semplice, chiaro
ed elementare. o che, se vi fossero introdotte le poche e leggiers modificrzioni
apcennute, non lascierebbe & desiderare di meglio. (3. Pesor.

Summiung Goschen, — Leipzig. - N. 41. MAHLER. Ebene Geomeirie. —
N. 72. DoeHLEMANN. Projektive Geomeirie.

I,a eollezione Goschen ha molta analogia con Uotlima raceolts dei manuali
Hoepli e con la biblioteca degli student del Ginsti, 8i compone di volumetti
di 160 a 200 pagine, alegantemente legaii in lela al prezzo di 80 pfennig (L. 1);
in cinscomo dei guali si trova una rapida, chiara e facilmente intelligibile esposi-
zione dells parti fondamentali di una data scienza o di una parte di essa, in gOisA
da servire come otlimoe avviamento sllo stwdio di opere piit voluminose e perietie.

La collezione & prossima ad avere 300 volumi, dei quali una quaraofing si
tiferiscono alle matematiche.

Abbiamo sott'occhio la 4% edizione dells geomelria piana e s 3* edizione della
geomelrin proiettiva, recentemente pubblicate.

() A proposito della teoria dells approsgimazioni numeriche 8 delle sperazioni abbreviate. a
noi pars che. per la profica. serebbe mello nesesaprio considerare anche quest'altra guesiione;
eonoscentdo Pupprossimazions dei dati, in che modo & devono eseguire le ordingrie operoziomi per non
arrivare, nei viswltati, o un'approssimazione illwsorio? Questo problema, &l pub ossarvare. @ impli-
pitamenis comprezo nel primo dei die problemi fonudamentali; ma n noi pare lanto imporkante,
che fovrebbe essars studiato a 52, e che le asmplisi regele, che, nei cas ordinari, ! possono bro-
vare per ta spa soluzions, dovrsbbero costiluire wn capitelo dell” Aritmetica pratica. Nel easo in oui
gli errori che affeitano 1 dati siano guelll soltanto ehe derivane dall' arrotondaments dell’ nltima
cifra (cbe B il easo pil fregquente e al goals & possono ricondurre tmtti gii altel) demmeo gik. noi
stoszi, delle regole per lo quatiTo operaziomi fondamentali @ Je applicnmmo nlle operazioni 0€COr-
ranti per 'ordinaria inlerpolazione (Sulis operasioni fra numeri desimale approgsimati, .. " Periodico
di matemaiica . Vol. XIX, fase V1 @ Vol. XX, fasc. 1 e 1), Facciamo notare che per 'applicazione
di qneste nostre regole men occorTe affio aseguire le operazioni in modo diverso dal solito (meno,
nella molbiplieazione, 1'inversione dell'ordine dei prodotfl purziali; invaraione che i pod seguirs
anehe nell Aritsmetica Elemantare (v. BALTZER) ¢ che, del resto, tutti fanno quando eseguisveno la
interpolazions diretta in uma tavols logaritmo-trigonometricn, avente le solite tavoletie ansilinrie);
e gnesto ef pare un vantaggio wotevole, cho le regole per l¢ operazioni abbrevialke sone poto ssm-
plici, o (se now si ha l'oecasione di applicarle spasdo) g1 dimentigano Tacllmante,

2} 8o eoel fosse, non sl pofrebbe neppure adotiare 'acconnata definizions generala di ordine

di una eifra decimale; ma cosl non o, & 'esame del programmi dells scuole francesi e lo ha di-
mopatrato,

ey o S cmp
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Nelln prima notiame anzitutio una poviia tipogeafics. Lie figare sono stampata
& dae colori: in mero la linee fondamentali, in rosso le secondnrie. Questa dispo-
gizione rende le figure molto chiare e nitide; ma non e senza inconvenienti.

ofatér talvolia la sovrapposizione non @ perfelta ed allora la clharezzp spa-
risua ; questo inconveniente sembra si sia mavifesialo maggiormeute nelle fignre
pii complesse della geometria proiettiva, poiché nella 3° adizione di questo trat-
tatello si @ stimato conveniente ritornare al vecchio sislema e stampare le figure

soltauto in nero.
Per dare un' idea del vontenuto, riportinmo sommariamente Viodice delle due

operette.

Mifarer - Ebene Geonelrie.

1. Sezione: Simmetria e congrinenza. — Cap. L. 11 circolo - Luogh geometricl. —
II. L 'angolo. — 11L Delle figure in generule. — IV, Siminetvin venirale — Y. Sim-
metrin assiale. — V1. Congruenza, — VI1I. 1l parallelogrammo ed il frapezio. —
VIilL 1l cirecolo. — IN. Poligoni regolari. — X. Equivaleuza.

11. Sezione: Similitudice — Cap. X1. Segmenti proporzionsli determinati da
parallele, — X1i. Segwenti proporzionali determinsti da trasversali — XI1L Simili-

tudine dei poligoni. — X1V. Misuva delle figure rettilinee, — XV. Misura del circolo.

111, Sezione: Problemi geometrici. — Cap. XVI Natura dei problemi e modo
di trattarh.

DorBRLEMANY - Projektire Geometrie

I. 3czione: Relagioni prospettive delle forme fondamenifali. — 1I: Forme ar-
moniche. — 1il: Le relazioni proiettive delle forme di prima specie. — IV : Re-
lazieni proiettive sullo stesso sostegno. — V: La conica generata da forms proiei-
tive fondamentali di prima specie. — VI: La levria delle pelari vispetfo ad una
coniea. — VIi: Le superficie coniche e rigate di second'ordine determinate da

forme proisttive.

LAISANT. — Indtiation mathématique. Ouvrage étranger a toui pro-
eramme dédié aws amis de l'enfance. Gendve, Georg — Paris,
Hachette — 1906.

¢ Coloro per i quali la parola * istrnire , @ sinonime d' ® somolwre , © talvoltn
* di torturare , sono veri malfattori pubblici. E tempo che il loro dominio ne-
* fasto prenda fine .. Con queste parole l'illustre antore esprime il concetto che
I'he guidaio nsl comporre quest'aureo libretio, mel quale egli ha raccollo una
grande quantith di cognizioni matematiche, apparentementes disparaie, ma in realta
collezate da un filo logico, seelto con molin avume, alle guaii gl adneatori del-
T'infanzia poiranno attingers iargaments per istruirve i bambini, divertendoli, e per
fare germogliare nei loro giovani vervelli, senza alcuno sforze, i germu di noziom
matematiche assai slevate,

Soprattutto, dice I'A. ai mnestri, procurate di divertire il fanciullo, non git fate
imparar nulle ¢ memaria, e 8 11 annt, se & d'intelligenza media, comprenderi 1o
matematiche meglio che i nove decimi dei mostri baccellieri. Quel che piu inte-
ressa si & che egli ci nvrh preso gnsto e avria pincere a intraprenderne lo studio.

Non si creda con questo ¢he il nnove libro del Laisnnt sia ds confondersi
con uno dei molti libri, alecuni anche otbimi, di ricreazioni matematiche che gia
esistono. Questi richiedono di solito una disereta cullura matemalica precedente, o
applicano $ali nozioni alla risolnzione di quistioni divertenti. Invece in guello sono
raceolte con molia diligenza delle guistioni diletteveli, che vengono adoperste come
mezzo pedagogica per destare la curiosita dei bambini e fare entrare nelle loro
menti i germi di molte cognizioni matematiche, alcuna delle quali assai elevate.

Con quali mezzi il Taisant nbbia raggiunio lo scopo sarebbe troppo lungo dire
qui; ci limiteremo a dire che butti i rami delln matematics sono gtati messr a
contribnzione, che il libro & seritto con molia semplicita e spigliatezza, ¢he invo-
gliano a leggere; ® ad esprimere il voto che tuthi coloro che si sono dedicati
all’'educazione e all'istrnzione dell'infanzia, lo meditine per il bene dei bambini
affidati alle loro cure. K.

Gronio LaAzzmrl — Diretlore-responsabile

Finito di siampare 1l 24 aprile 1008
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SEZIONI CONICH-K

(Continuazione ¢ fine v. fase. precedente)

L’ iperboloide di rotazione ad una falda.

43. Sieno d, « due refte sghembe invariabilmente collegate fra
loro, ed imaginiamo che la w rnot compiendo un intero giro at-
torno n @. Essa genera una superfice che si chiama iperboloide di
rotazione ad una falda.

Sig DU il segmento perpendicolare m D a d ed in U ad #,
o » la retta simmetrica di u rispetto al piano dU. Ogni plane T,
perpendicolare a d taglia d, u, v in tre punti D;, U, V,; e per la
simmetria delle rette u, » si ha DU, =D)V;, e quindi U;, V; ap-
partengono ad uno Stesso sircolo di centro D,. Cid prova che le
due rette . v rotando sttorno a d generano la medesima superficie.
B poi manifesto che le due retie %, v hanno per proiezione sul
pianc = perpendicolare iu D alla d la stessa tangente al ecircolo
che ha per raggio DU.

-. N .'llll'
In segnito @& queste considerazioni ;f"/ﬁ’" v/
. , e ¥l TN ;
si pud stabilire la segnente S Y Y
DerrNizioNe, — Chiamaosi iperboloide ™\ - -

di rotazione ad una falda @ Juogo delle rette
n, v che hanno per prolezione Sopra un
piano « le tangenti di un circolo o, fanno
con tale proiezione un amgolo costante e ;
smeontrane il suddetto circolo. I circolo ¢ 7l
i chiama circolo di gola dell’ iperbolode;
le retten, v si dicono generatrig e la vetta d
perpendicolare a T nel centro di ¢ si dice
asse dell’iperboloide. Fig, 52.

Da questa definizione discendono i segnenti

Teorem: — 10 Ognmi piano . perpendicolare all’ asse d taghao
Uiperboloide secondo un circolo, il ewi raggio cresce col crescere della
distanza di =, dal piano del circolo di gola.

e il e
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29, Per aogni punto del circolo di gola passano due generatrict del-
Iiperboloide.

3%, Le generatrici dell iperboloide si possomo aggruppare in due
sistemi u,, v;. Due generatrici dello stesso sistema non 8 incontrano, due
generalrict dé diverso sistema 8 tnconirano.

Sieno A,, A,, due punti del circolo di gola, a;, a3 le tangenti
ad esso in due punti: p la perpendicolare a8 = nel punto ayay, ¥,
le generatrici che passano per A; e ug, ¥, le generatrici che pas-
sano A,. Essendo gueste quattro generatrici egnalmente inchnate
su 7, i quattro trilateri wymp, v, usagp, veasp sono eguali; ed
essendo dne di questi trilateri da una parte e due dall’altra del
piano 7, una generatrice %, dovra ineontrare una generatrice ¥,
ma non la #, ¢ ¥, dovra incontrare la u, ma non la v,

40, Due genmeratrici di diverso sisiema giacciono in un pano.

50, Per ogni punio P di una gemerafrice u di un sistema passo
una generatrice v dell’altro sistema.

Infatti la retta simmetrica di « rispetto al piano dP é eviden-
temente una generatrice 2.

6° In ogni piano che contiense una generatrice 1 di um ststema
giace una reita v dell’aliro sistema.

Infatti un piano o contenente uns generatrice u deve taglare
il piano « secondo una retta che passs per il punto A d’incontro
di # col cireolo di gola ¢, e quindi deve tagliare ¢ in un altro
punto A’ o essere tangente a e. Nel primo caso per A’ deve pas-
sare una generafrice ' che incontrando u deve giacers in ; nel
secondo caso ¢ & il piwmo proiettante di  su w, e deve contenere

anche la » che passa per A.

44, Trorema. — Ogmi retta che mon sia una generatrice ha in
comune coll’iperboloide due, uno o nessun punio.

Sia » nna retta che non sia una generatrice dell’iperboloide.
Se essa incontra in P una generatrice w, 11 piano ru deve conte-
nere una generatrice » dell’altro sistema, la quale percio inecontra
in un punto P’, che pud essere coincidente con P o distinto da P,
Se guesto punto coincide con P, la v non pud avere altri punft
comnuni con la superficie, perché se ne avesse un altro P dovrebbero
per P’ passare una retta u' ed una v, che incontrando v ed % ri-
spettivaments giacerebbero nel piano »u, il che & assurdo. Se P’ &
distinto da P, la » incontra 1’iperboloide in questi due punti, € non
pud incontrarlo in altri, perché se esistesse un terzo punto d’in-
contro P”, la generatrice v” condotta per P” incontrando la % gia-
cerebbe in ru, e quindi incontrerebbe anche la »; e ¢ib & assurdo.

| S e T _l_n_l__|_q,_



PERIODICO DI MATEMATICA. 9243

Si possono poi avere rette che non incontrano la superficie. Ne
3 un esempio ogni retta di m esterns al circolo di gola.

Depnstzions, — Ogni retta che incontra [ iperboloide in un ol
punto &i dice iangenie ad esso. |

CoroLLARL — 19 Il lweogo delle tangenti in um punio ad un iper-
boloide é il pinno delle due generairici che passano per guel punio, e
si dice piano tangente in quel punio.

20. Ogni piano che contiene und generatrice & tangente all 2per-
boloide.

45. TrorEMaA. — Un iperboloide si pud imaginare come luogo dalle
rette che si appoggiano G ire 8ueé generatrici di un sstema.

Siano ©g, %, Wy tre generatricl di un sistema dell’ iperboloids.
Ogni generatrice dell’sltro sistema deve INCONLIAre g, ¥g, ;-
Viceversa per ogui punto P; di #; passa una sola retta (interse-
zione dei piani Pug, Pug) che incontra le ug, #g ed & la generatrice v
che passa per F.

46. TrorEma. — Jsistono due sfere inscritle nell iperboloide (cioé
tangenti a tuite le sue generatrici) e ad un piano dato = non paral-
lele all’asse.

Sia d@ la proiezione dell’asse d dell’ iperboloide sul piano dato T,
A uno dei punti d’'incontro di & coll’ iperboloide, » una delle
generatrici passantl per A. 1 piani perpendicolari al piano d'u
condotti per le bisettrici degh angoli delle rette &', u costitmscono
il luogo dei punti equidistanti da queste relte e tagliano d 1in
due punti C;, C; rispettivamente, pure equidistanti da d', u; percio
lo sfere di centro G, o Cy e di raggio eguale alla distanza di guesto
punto da ¢ e da u SOUO tangenti a &' (e quindi al piano «) e alla
generatrice w. Ne risulta che esse sono tangenti anche a tutie le
generatrici del sistema di # e per ragioni di simmetria anche &
quelle dell’altro sistema.

47 Tronems. — La sezione prodotia in un iperboloide da un
piano © mon parallelo qiPasse & una ellisse od uma iperbole, che ha
per fuochi i punti di contatto di w colle sfere inscritte nell iperboloide
e tangenti a =, ed ha per divetivici le rette d’intersezione di w oot
piani dei circoli di coniatio delle sfere suddetie coll’iperboloide.

1°. Siano F,, Fy i punti di contatto delle sfere snddette S, S;
con 7, P un punto qualungue della sezione prodotta da 7 nell’iper-
boloide, Q,, Q; i punti d’incontro della generatrice u dell’iperbo-
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loide, condotta per P, coi due circoli di contatto delle stere 8;, S,
coll’ iperboloide.

Poiche i1 segmenti tangenti condotti da un punto ad una sfera
sono eguall, si ha

PF, = PQ,, PFy= PQ,
e quindi
PF; + PF, = PQ, + P = Q,Qs,
dove ¢ intende preso 1l segno -} 0 — secondo che P & interno o
esterno al segmento Q,Q..

Dungue la sezione & un ellisse o un iperbole poiche il seg-
mento Q,Q,; & costante al variare ci P sulla curva.

2% Siano 7;, ye 1 plani paralleli condotta per 1 circol di con-
tatto di S, S coll’ iperboloide, « il piano condotto per l'asse per-
pendicolare a w e poniamo v, = d,;, Yo©n = dy, xd, = D;, ads = D;.
Tracciamo anche per il punto P il piano vy ]_:}a.ra]le]n B Yy, Yz €
sia, H = yam,

Chiamando 8,, 8, le distanze di P dal fuoco Fl e dalla retta d,,
st ha, 5, =PF,=PQ,, ¢; =HD,.

Si ha dunque (per il teor, di Talete)

By _ PQ, Q,
¥ — HD, D,D,’

e siccome Q,Q; & costante al variare di P sulla curva, s1 ha che ¢,
¢ la direttrice corrispondente al fuoce F|.

I’esagono gohbo
ed i teoremi di Paseal ¢ di Brinnchon.

48. DerFmNizioNe. — Siano oy, Ug, g tre retle sghembe fra love due
a due, e vy, vg, vy lre rette che st appoggiano ad esse, e percid sono
pure sghembe due a due. Quesie sei relie prese in un ordine determi-
nato, in modo che le n 8i alternino colle v, formano una figura che
si dice esagono gobbo. 7 6 punii d’incontro di due rette consecutive si
dicono verlici e ¢ 6 piant di due refle consecutive =i dicono facoce del-
l'esagono gobbo.

Scelto per es. Fordine o, »,usv.ugv,, 16 tre coppie di vertici e facce

UV, Valg, Vylp , Uglg UgVg, Vgl

sono opposte.
TroREMA, — Le fre retie con- TeorEMA, — Le fre retle d'in-
gqiunrgenti 1 vertici opposii di un | tersezione dei piamz opposii dz un

llll
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esagono gobbo somo le interseziont
dei piani determinati dalle coppie
di yrette dell’esagomo che non 80m0
facce del medesimo, e quindi pas-
sano per un punto.

La congiungente i punt

Usby, Vgltg DALY NG PIAND w,%g, Uiy
Py, Uty = » Uty Ugly
Uglay Vgl 7 »  Ug¥y, Ugth

percid queste tre conginngenti
passano per il punto d’incontro

del tre plani w,vg, P,U, Ugls

49, TeorexMA D1 BRIANCHON. —
Le tre rvelte congiungenti i vertici
opposti di un esalatero circoscritto
ad wun circolo, passano per un
punto (detio PUNTO DI BrraxcHON).

esagono gobbo, sono le congiungenti
dei tre punti comuni alle rette del-
I’esagono che non Sono vertici del
medesimo, e percid giacciono in un
pIano.

La retta comume al plani

WDy, Vglty DISSA DEL 1 JOIU 22920g, Py¥g
vy, Ugiiy » L Tillg, Untig
Uglig, Vglhy " ¥  UWglag, Tolly

percid queste tre retie d' mmterse-
zione stanno nel piano che passa
per 1 tre puntl s, Vits, Usls:

TgorEMA D1 PASCAL. — [ #re
punti d'inconiro dei latli opposti
di un esagono inscritto in un cir
colo somo Situati sopra una relid
(detta RETTA DI PASCAL).

Sia U,V,U;V,UgVy un esagono inseritto m un circolo e
2w v g0 ol gt g 1 esalatero circoscritto formato dalle rispettive tan-
genti in quel punti Voglio dimostrare che le coppie di rette U, Vs,
V. Ug; V,Us, UaVs; UpVe, VeU, 8 inconirano in tre punti situati

in linea retta e le congiungent

i1 vertici u'\t'y, vt Uille, U SOPE

W'y, Vgtty PASSANO PEr un punto. Essendo d la perpendicolare al
piano o del circolo ¢ condotto per il sno centro O, u una retia
perpendicolare in U ad un suo raggio OT non sitnata nel piano del
circolo ¢ né parallela a d, si consideri I iperboloide che ha & per
asse e u per generatrice, iperboloide che tagha o nel circolo ¢; e
siano i, s, #; le generatrici di um sisterna di gquesto iperboloide
che passano per Uy, U, Uz © vy, %y Vs le generatrici dell’aliro
sistema che passanp per Vq, Vg, Va rispettivamente.

Se proiettiamo questo esagono gobbo sul plano ¢ ortogonal-

mente (cioé dal punto all'w di d)

otteniamo come proiezioni delle

sei generatricl wy, ¥y, ¥z, Vg, Yg, ¥ le sei tangenti del circolo ¢
¥ . N r # # r ] A

nei punti Uy, Vi, Us, Vo ?Uy, Vg, cloe %y, vy, Ug, Vg %3y Vs,

come proiezioni dei punti (#w;) ecc. otteniamo i punti (z,v) ecc.

B siccome le rette conginngent

le coppie di punti (), (va¥s);

(0ytg), (tg); (2s¥s), (Vgthy) PASSENO Per Un punto, passeranno P
per un punto le rette che aniscono i verdici opposti dell’esalatero

circoscritto u e Wt sglg.
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Se tagliamo 'esagono gobbo con &, ottemiamo come sezione
del piano %, la retta UV,

PERIODICO DI MATEMATICA.

tls £ vIUg ) ;!_
» Uglg » U;V, 3
» Volig = v .'iUB
» gty » UglUg
= Vgt = VU,

Dongue le coppie di latt opposti U,V,, VaUs; V,U;, UaVs;
U;Vs, V,U; ¢'incontrano nei fre punti ove le rette comuni alle
facce opposte dell’esagono gobbo considerato incontrano o, e siccome
queste tre rette giacciono in un piano, i punti suddetti sono sulla
retta comune a quel piano e al piano o.

50. I ragionamenti precedenti sussistono anche nel caso in cui
un vertice dell’esagono inscritto coincide col smceessivo. Se per
esempio [J;, V; eoincidono, le due generatriet u,, », dell’ iperboloide
che passanc per essi individuano il piano che le proietta sulla
tangente al circolo di gola in qumel punto, cosicchs il lato T,V di-
venta la tangente al detto circolo nel punte U,, e similmente i due
lati w'y, »; dell’esalatero circoscritto vengono & coincidere ed il
punto {«';v’)) viene a coincidere col punto (u,v,) cioé col punto di
contatto della retta » (o 2') col eircolo di gola,

Tenendo conto di gueste considerazioni possiamo enunciare i
seguenfi teoremu, che ;1 dimostrano in modo perfettamente iden-
tico a1 due precedenti.

1%, Se un penialatero é circo-
scritio ad un circolo, la congiun-
gente un verlice col punto di con-
tatto del lato opposic e le congiun-
gentt ¢ due verfict appartenents a
questo lato con gli altri due vertic:
ad essi rispettivamente non conse
cubivi, concorromo in un punto.

1%, Se un pentagono é inscriito
in un ctreolo, il punto dinconiro
di un lato colla tangente nel wver-
tiee opposto e i due punti d'incontro
dei lati comcorrentt in questo ver-
ttce cot rimanenit lati ad essi ri-
spettivamente non consecutici 50no
in lLinea retia.

Lo dimostrazione si ricavae da quella del teorema precedente
supponendo che U, coincida con V,, ma gli altri vertici siano tutti

distinti.

20 Se un quadrilatero é circo-
seritto ad un circolo, le due retie
congiungentt i vertici opposti e le
due reite congiungenti 2 punti di
contatto dei lati epposti passano
per un punio.

20, Se un quadrangolo ¢ in-
scritto i un circolo, i due puntt
d'incontro dei lati opposti, e i due
punti d’incontro delle tangenti ne:
vertici opposti stanmo in linea
retia.
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Se ABCD & il quadrangolo inscritto, s1 snpponga dapprima che
U, e V, coincidano con A, T, con B, Vg e U, con C, e Vg con 1, ed
avremo che il punto d’ incontro delle tangenti in A, C giace sulla

retta determinata dai punti d’incontro del lah opposti del qua-
drangolo ABCD. Supponendo poi che U, e V, coincidono con B, U

con O, Vze Uy con De Vg con A,

si dimostra che su questa retta

giace anche il punto 4’ incontro delle tangenti in B, D. Eee.

30, Se un quadrilatero é circo-
seritto ad un circolo, la congiun-
gente due vertici opposti e Le date
yette congiungenti i punii di con-
tatio de due lati concorrenti in
uno di questi vertici, coi due ver-
lici rimanenti, passano per un

_puﬂtn.

30, Se un quadrangolo é in-
scritto in un circolo, il punto d’in-
contro di due lati opposti e i due
punti d incontro delle tangenti ned
vertici situati sopra uno di questi
lati con i due lati rimanenti che
non passano per esst, slanno n
linea retia.

Se ABCD ¢ nn quadrangelo insoritto, supponendo che U,, V,
coincidano con A, Ug, V; con B, Us con C, V, con D, dal ragiona-
mento del §49 si deduce che 1 tre punti d’ incontro della tangents
in A con BC, della tangente in B con AD e dei lati AB, CD,

stanno in linea retta. Hee.

40, Se un trilalero é circoseriitio
ad un cirecolo, le tre retie con-
giumgenti © vertice coi punti di
contatto dei lati opposii passano
per un punio.

Essendo A, B, C i vertici del

49 Se un triangolo é inscritio in
un circolo, i tre pundi d’ inconiro
dei lati colle tangenti mei vertici

rispetiivamente opposti stanmno n

linea retia.
triangolo inscritto si snpponga

che U, e V, coincidano con A, Uje V., con B, Uz e Vg con C e
si ripeta la dimostrazione del § 49.

51. 1 teoremi dei §§ 49, BO, possono essere estesi ad una sezione
conica qualungue. Infatti sia ¢ una sezione conica, situata 1n un
piano T, ¢ il cireolo sezione del cono a cui appartiens ¢ fatta con
un piano % perpendicolare all'asse. La curva ¢ & la proiezione
del cireolo ¢ sn = fatta dal vertice V del como, e ogni poligono
nscritto © circoseritto a ¢ & evidentemente proiezione di un altro
noligono inscritto o circoséritto a c.

Se per esempio consideriamo un esagono inscritto a ¢ e l'esagono
corrispondente inscritto a ¢ 1 punti d’incontro dei lati opposti

L

del primo sono le proiezioni dei punti @’ incontro dei lati opposti
del secondo, e percid sono come quest in linea retta.
Possiamo dunque enmnciare i segnenti teorsmi :
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1. Le #re rette congiungenti i
vertici opposti di un esalatero cir-
coseritlo ad una conica passano

per un punto.

20. Se un pentalaiero ¢ cireco-
seritio ad una conica, la econgiun-
gente un verdice col punio di con
tatto del lato opposto, e le congiun-
genti i due vertici appartenenti a
questo lato con gli aliri due vertici
ad esst rispettivamente non conse-
cutivi comeorrono in un punio.

3% Se un quadrilatero é circo-
serttto ad una comica, le due rette
congéungenti i vertici opposti e le
due refte congiungendi i punti di
contatto dei lati opposti passano
per un punito.

4%, Se un quadrilatero é circo-
scritio ad una conica, la congiun-
gente due vertici opposti e le due
retle congiungenti i punti di con-
tatto dei due lati concorrenti in
uno di questi vertici, coi due ver-
leci rimanenti, passano per um
punto.

20 Se un trilatero ¢ circo-
seritto ad unma comica, le tre rette
congrungenti i vertici coi punti di
coniatto dei lati rispettivamente
oppost passano per wun punto,

PERIODICO DI MATEMATICA,

19, 1 ire puntz d’ incontro dei
latr opposti di un esagono inseritto
in una conica 80RO Situati sopra
una reia.

D" |

Fig., 3.

20, Se un pentagono é inscritio
in una conica, il punfo d’incontro
di un laio colla tangente nel vertice
opposto, e ¢ due punti d incontro
det lati comcorrenti in questo ver-
tice cot rimanenti lati ad essi ri-
speittvamente non consecufivi sono
in linea reita.

3% Se un quadrangolo é in-
seratio in una conica, i due punti
d’'inconiro delle coppie di lati op-
posti, e ¢ due punti d’incontro delle
coppre di tangenti mei vertici op-
posty stanno in linea retiq.

40, Se un quadrangolo ¢ in-
scritto in una conica, il punto d’in-
contro di due lati opposti e i due
punt d'incontro delle tangenti nei
verlice siluati sopra uno di questi
lati con i due lati rimanenti che
non passano per essi stanno in
linea retta.

8% Se un triangolo é inscriifo
i una conica, i bre punti d’'incontro
dei lati colle tangenti nei vertici
mspetiivamente opposti stanno in
linea vetia.

-

(. Lazzgri.
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SCLL'TSO B SCLLE TAVOLE DEL VALORE NATURALL DELLE UNZION! TRIGONOMETRICHE

(Continuazione ¢ fine v. fasc. precedente)

12. Applichiamo ora tutti 1 risnitati precedenti a una tavola di seni, tan-
genti e secanti, di 1" in I’ e con cinque oifre decimall
Sia
[(x)=senzx.

Per quanto si disse nel § 9, i1 massimo di G4 si ha per x + Axr = 90°, ma

A = are 1" = 0,00029 08852 ...,
da cui

o
%:D,WI}{I}ID&?...;

guindi, presa per cifra delle nnita I'nitima cifra decimale della tavola, dal
dal secondo membro della (15) si deduce che sara cerfamente sempre

Gq < 0,0011. (87)

Dungue nella ricerca diretta di seno Pinterpolazione & permessa sempre,
perché, non solo Gy & sempre minore di una mezze unita, ma & addirittura
trascurabile rispetto ad Ly «§ 7).

Per la ricercs inversa si cominei eol ricordare (§9) che G, cresce al cre-
soere di oy e tende all'oc al tendere di axp a 90° — ] poscia si osservi che,
siccome la differemza sen (i + A®) — Sen Xo, PET la (18), diminuisce Sempre,
anche Ay generalmente diminuisce, e guindi Ly, per la {9), generalmente cresce.
Ma, scorrendo la tavola, si vede che Ay & cerfaments minors di 2 per « mag-
giore di BT, quindi (non sceorrendo I interpolazions per Ay minore di 2)
hasta studiare come variano G; ed I fino a questo valore di 2. Per cio, con-
siderando separatamente Vintervallo im cul Ay (che al pili & eguale & 30) ha
sempre due cifre, e I'intervallo in cui Ay ha uns sola cifra o @ al pil eguale
a 10, si vede prima di tutto (scorrendo nuovamente la tavola) che e

30= Ay =10 , per &< 1008 |

10= Ay > 7008 < & << 875 § ; (55}
& che, corrispondentemente, dal secondo membro della (16) e dalla {19}, 81 ha

G[ e 0061 & B = Li = i ]

. o o
00060 < Gy < 070577 » B << L<<807° (35)

Dunque anche nella rieeyea imversa Gy @ trasenrabile rispetto ad L; (§7).
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Sard utile, per il seguito, ricordare che le due limitazioni or ora indicate
per L; corrispondono rispettivamente ai casi in cui Ay abbia sempre due cifre,
o generalmente wna cifra.

Osservaziox® 1. — Quando V'interpolazione non oceorre, e questo accade
sempra per o maggiore di 8750 o puo aceaders fra 86718 ¢ 8750 (perché Ay
e egnale & 1, per la prima volta, per i, = 86°18), il solo arrotondamento

d: (@) pnd evidentemente portare un errore maggiore di 80"
Osservazioxe Il. — Dalla (16) e dalla (156)' si ha che per x = 89%59'80”

& certamente
0,0010 << ga < 0,0011 4

e dalla (16) e dalle (16) 8i ha che per a = 87°49'80” & certamente
0,057 < gy << 0058 ;

quindi i limiti superiori G4 e G; da noi trovati per ga e ¢, non potranno mai
pit subire un abbassamento sensibile, qualungue altra vie si segua per la
loro ricerca.

OssErvazioxe III. — A proposito delle limitazioni (38), veggnsi N, § 42,
Oss, IIL
13. Sia
{ () = tan 2.

Come si osservd mel § 10, G4 cresce sempre al crescere di a, e tende all’ o
al tendere di @, o H0° — Az ; l'interpolazione non é dungue sempre permessa.
Cercando fino a che valore sia permessa e osservando che, per essere Ax =1,
basta far erescere @ di 1" per volta, dopo pochi tentativi dal secondo membro
della (20) si deduce che, se
® < B0, siha  Gy<<0,500) 39)
e > 80%4d’ | > @ Ga> 0602 ("

Dungne mnella ricerca diretta di tangente l'interpolazione & permessa solo se @
non supera H°%4d, perché seclo allora (G4 ¢ minore di nna mezza unita del-
I'ultimo ordine 1§ 7).

Per la ricerca inversa si cominci col ricordare (§ 10) che G; cresce al
erescere di o e fende all’co al tendere di x, a 90° — Ax; poscin si osservi
che, siccome la differenza tan (@, 4+ Ax) — tanz,, per la (18), eresce BEIMTE,
Ay generalmente cresce, e quindi I, per la (9), generalmente cala e tende
a zero. Cid posto, supponiaino, per ore, che I'interpolazione si faceia solo per =
minore di B0%4', come nella ricerca diretta (§ 7), e studiamo come CoOrrispon-
dentemente variano G; ed L;. Per cid si osservi iscorrendo la tavela) che,
al variare (i & da 0" & 80°%J4, Ay varia da 29 & 1190 (gli eatremi inclusd), e
consiterando separatamente !’ mtervallo in eui Ay ha due cifre sole o & al
pit eguali a 100, Iintervallo in cui Ay ha sempre tre cifre, e 1’ intervallo in
cul 4y ha sempre guultro cifre, 8l vede prima di tutto che é

20 <Ay=<T 100 per << b2l
100 < Ay < 1000 » o{2l' < @ < BO"11' (40)
1000 < Ay << 1120 » 80‘*11‘{:::-::80‘*44“

e che, corrispondentemente, dal secondo membro della (21), e della {(9) si ha
G, << 07,0069 w 200 >1L,= 060
00088 << Gy <<D",0258 » 060 L;i>0"06 ! (40)
0258 << Gy < 0",0268 > 006 > Ly = 0",05 J
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Esaminando questi risuliati si vede che, per & minore di 57°21", G; si puo
considerar trascurabile rispetto ad Ls; da 57°21” a 80°44' non e pilt cosl, ma
Gy & sempre minore di I e, generalmente anche della meth di L (§ 7).

Anche qui sard ntile ricordare, per il segaito, che le tre limitazioni or
ora indieate per L, corrispondono rispetfivamente ai casi in cui Ay abbia
generalmente due ¢ifre, 0 sempre tre, o sempre guattro.

OssErRVAZIONE. — Dalla, (20) ¢ dalla (20}, dalla (21) e dalla (21}, s5i ha che
per @ = B0'330" ¢ certamente

0,49 < gq < 0,50, 0”028 < g5 <= 0,027
quindi anche gui si pud concludere come nella Oss. IT al § precedente,

14, In questo § ci proponiamo di stondiare & quali coniizioni sarebbe
possibile 1'interpolazione nella ricerca diretta di tangemie per x maggiore
di 80°44'.

Prima di tutto si pud osservare che, se si ammette che lerrore ya sia [
trascurabile anche quando, in valore assolufo, & solo minore di una wnita,
I’ interpolazione pud essere spinto fino a B2, perché se

<5238 ai ha  Ga<T0.396 )
2> 8278 » o Ga>1,002 |

Si pud poscia osservare che, se si suppone I'arco dato affetto da un errore
avente per massimo, in valore assoluto, &", I'interpolazione puo essere spinta
anche oltre i limiti indicati: fino a che, per es., G resta minore dell'errore
prodotto nella tangente cercata dall’errore =" deil'arco (V). Per cib deve essere

ATl L

ke 4 - tall” L~ a L = a1 " -
s r ! ] - L
i - Pl " S T e [ R e — e - o e il
= —— - i = AT
e e = - . i —a
= =
=

e e —— T T T

o o e Tt it it —ian o e
ey’ BT
i

Fari s

(41)

S

—_— e e T I

b A

Y P
ol e, "W

s

LT Sy
T e— e
———
T =

= -
e gy

o e

e ———— e N R e R A

- ™
-
P = =

Nel nostro caso, se si suppone che l'errore accennato sia solo guello che de-
riva dall’arrotondamento dell’arco ai decimi di secondo, si ba
g 0,05
1 die)” 60 1200

Go<< — [ £ (s + Aaw) — 7 an)}; (42) el

oas8ia ﬂ |
5 a0 it
Ta < {dm]“f (o 4+ BAT). "_ [I
li

e T S T, SN
'l - 4 l-"'-r o

inoltre si sa che

Y -
Ax® tam (0 4 AZ) ; 1
—— . : BAr) =
4 cos®les + A) ' f (o T~ AE) cos! (o -+ Bdx) ’

(ra

quindi, perché sia verificata la (42), basta che si abhia

Az tan oyt Ax)  Ax 1 i
4 eos®ixe 4+ Axy 1200 cos*x ' {13

ossia

, 1 1 4+ cos2(x, + Ax) .
tan. (& 7 OK) <‘-¥Dﬂ Aw 1 -+ cos 22, ' )

ed  fanile vedere che guesta & verificata fino ad x,=84°5T. Nelle ipotesi
fatte, ai potrebbe dungue mella ricerca diretta di fangente, spingere I'in-
terpolazione fino 54%50.

(1) Credinmo che questo eriterio potrebhe essere utile in prativa, onde stabilire convaniente-
mente, par determinats specie di applivazioni e per deferminate tavols, & che punto #ia opportono
limitare Vinterpolazicnsa,
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Bi osservi finalmente che per Pintervallo neil quale (sempre nella ricerea
diretta di tangente) non si puo axmmettere il principio delle parti proporzio-
nali, sorge naturalmente 1'ides di caleolare prima la tangente del complemento
(ché allora 1'interpolazione ¢, evidentemente, permessa) e poscia 'inversa del
valore cosi oftenuto. Volendo perd tenere conto esatto dellerrore che cosi
risulterebbe in tanw, in causa degli ervori vy e g che affettanc la tangente
del complemento, si irova facilmente che, se si tiene conto solo di ta, Hno
a 89°45" quell'errore & certamenie minore dj 0,52, ma che, se si tiene conto
anche di 4 (%), il limite snperiore inabbassabile di quellerrore fino da BOY,
0 da Y3% & gik maggiore di 32, o di 130, nnitd. Questo artifizio dunque po-
trebbe produrre un errore molto maggiore i guello che s vuole evitare,

Si potrebbero allora eercare aliri artifizi, come si fa pei Jogaritmi trigo-
nometricl degli archi piccoli, ma a noi pare che mei easi in cui 'interpolazione
nella ricerca del valor naturale di tangente non possa condurre alla appros-
simazione che si vuol ragglungere, convenga meglio ricorrere all’uso dei
logaritmi,

15. In questo § ¢i proponiamo di vedere se M"nterpolazione, nella ricerca
imversa di tangente, & possibije per > maggiore di B0%4’ (§ T, Oss..
Dalla (21) si ricaya, senz’altro, che per

80°44 < o < 8930, 07,0268 << G; << 0", b169, (44)
mentre che, corrispondentemente,
1124 < Ay <U869660, 00584 > 1; > 0”,0001 ; (44)

per euni, se si ammette che sis trascurabile un errore di mezzo secondo cirea,
I'interpolazione & lecita fino » 89°3(Y. S noti che, al crescere di x, G, cresce,
mentre I; cala fino a diventar trascurabile Tispetio a Gry; contraripmente a
quello che aceade al decrescere di (§ 13).

Per & maggiore di 89°30', «i pud ricorrere & un artifizio analogo a quello
accennato alla fine del § precedente; caleolare ciod Vinversa del valore dato,
la guale evidentemente & Ia cotangente dell’arco inmcognito. cercare posein
’arco corrispondente e prenderne il complemento. Bisogna pero assicursi che
non si presenti 'inconveniente che si & presenfato nella ricerca divetta. Sia
U valore assoluto dell'errore da cui & affetta la tangente data: se con e si
mdiea il valore assoluto dell'errore che, conseguentemente, atdetta il valore
inverso di tan, ossia tan (90° —x), 8i ba evidentemente

d
o= {tan @ —d)*’

PET cui, se con f si indica il valore assoluto, espresso in secondi, dall’errore
che si commette nella ricerca di 90° — o o quindi di @, sari certamente

GEETR)

o . 0
f<(tﬂum—d}2.ﬂy' _ (45)

(" E per non aver fattn una psaervazione come goesta ehe 1" Horew, nella ricerea dei logaritmi
dagli archi piceoll, [ Tables de lognrifimes a cing dévimales. Ed, Ganthier-Villors, Paris, 1877, Introd.
pagina XI) ha eradute di proporre une metedo che renda trascurshile l'errore di inlerpolazione.
mentre invere 'ertore prodotto da quel metode pud superare ancho 3§ unith IN.il § 38 della nota
citaia Swlla ricerpa de dogaritmo aenv... dove demmo anche, & maggior conferma, un esempio
numeries),
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Di gui risulta che, essendo = maggiore di 89°30° e supponendo che d denivi
solo dall’arrotondamento dell'ultima eifra di tan , si ha certamente

[ <07 000078 (46)

e che quindi I'inconveniente accennato mon si presenta affatto.

Concludendo: nella ricerca inversa di tangente U'interpolazione e permessa
sempre, purché alle considerazioni fatte alla fine del § 18 = agginnga ora
che da 80"l a 3980 I, é generalmente minore di G; e finisce col diventar
traseurabile rispetto allo stesso Gi; e che per & maggiore di 8950 conviene
ricorrere all’artificio or ora acecennato.

OSSERVAZIONE 1. — Supposto che 'errore che affetta tan & non sia dovuto
solo all'arrotondamento e che quindi ¢ possa essere maggiore di una mezzn
unith dell’ultimo ordine, la validith dell’artifizic accennato non cessa, perehe,
anche supponendo d eguale a dieci unith deli’ultimo ordine, sarebbe sempre

f<<0"0016. (47)

OSSERVAZIONE II. — La ricerca dell’arco 90° — x d& Inogo ai due errori
v; & A3 ma l'errore in questione & sempre, come y;, tascurabile rispetto a A
(§ 13}, anche nell’ ipotesi della Oss. prec.

16. Sia
f(x)=secx.

Come gid si disse nel § 14, G4 eresce al crescere di @, e tende all' x al ten-
dere di @, a 90° — Ax; procedendo quindi coma nel § 13, dal secondo membro
deila (28), dopo pochi tentativi, si deduce che, ss

P 80743 . si ha  Ga < D498 } A8)
s sl B.'[}DELB’ y : B [-'}ﬂ - U,EUD ’

Dungue nella ricerca diretta di secante 'interpelazione & permessa solo se &
non supera B0%8 (§ 7).

Per la rieerca inversa 8i cominci ¢ol ricordare (§ 11) che G; tende all® oo
al tendere di @&, a zero, cala al erescers di 2,, raggiunga il suo mimmo fra
3m— A 8 45" — 1 Ax (essendo « il minimo arce positivo che ha per cosenc %),
poi cresce e per x, tendente a 90" — Ax tende nuovamente all'w; poscia si
osservi che, siccome la differenza sec (@, — Ax) — sec @, per la (26), diventa
piceolissima, per x, tendente a zero e poi cresce sempre al crescere di 2,
altrettanto generalmente accade di Ay, e gnindi Iy & grandissimo per @, ten-
dente a zero, e poi generalmente cala al crescere di &, fino & 80 — A, Ma,
scorrendo la tavola, si vede che Ay ¢ certamente minore di 2 per & minore
di 2°09’, per x minore di questo vflore non oceorre quindi la interpolazione ;
giccome inoltre anche qui supponiamo, per ora, che 'interpolazione si faccia
solo quando & permessa nella ricerea diretta, bastera studiare eome varino G
ed L; nl variare di o, da 2°09 a 80°43".

(iid preposto. cominciamo dal cercare per quale valore di @, G; sia minimo;
dopo pochi tentativi si trova che il secondo membro delln (86) cambia segno
fra. 85%15" e 85°16; il minimo di G; 8i ha dunque, nelle nostre 1pobesi, per &,
eguaio a 35°15, e dal secondo membro della (20) si ha subiio che guesio
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minimo & 0",0061744 ... (?) Poscia, scorrendo la tavola, osserviamo che al cre-
scere di @ da 2°09 a 8043, Ay varia da 2 a 1101 {gli estremi inclusi): e,
considerando separatamente 1’ intervallo in ¢ui Ay ha una cifra sola o & al
pit eguale a 10 Vintervallo in cui Ay ha sempre dne cifre o ¢ al pill eguale
& 100, I'intervallo in cui Ay ha sempre tre cifre e l'intervallo in cui Ay ha
sempre guattro cifve, si vede prima di tutio che @
dy=< 10 per 200 < << 17%7
10 <Ay << 100 > 17T < & < 59°50 (49)
100 <Ay << 1000 - H9%50 < @ < 8015’
000 <Ay <1101 » 805" < & << 8043’
e che corrispondentemente, dal secondo membro della (29) e dalls (9), si ha
00583 > G; >0"0081 ¢ ' = Ls = 8"
07,0061 << G; <<0”.0088  » ' O0=1L;,=0"6 _ 49y
07,0087 << G; < 07,0259 > 0",60 =1, > 0"06
0",0268 < Gy < 07,0271 > 07,060 > L; > 0",055

Esaminando questo risultato, si vede che per & minore ci 59%0, Gy =i pud
considerare trascurabile rispetto ad L;; da B9%0 a 80°45° non & pit cosi,
ma (; & sempre minore della metd di L; (§ 7).

Anche gui sard utile ricordare che le gquattro limitazioni ora indicate
per L corrispondono rispettivamente ai casi in cai Ay abbia generalmente
una cifrd, o generalmente due cifre, o sempre tre, o sempre quattro,

OssERVAZIONE I. — Per o minore di 209 si faccia wun'osservazions ana-
loga alla Oss. I del § 12

UssERvAZIONE II. — Dalla (28) e dalla (28), daila (29 e (29)’

per o= 2°0930" st ha 07,067 <<g, <0059,
per = 80°42'30"” s 3 0,49 < ga << 0,50,
e 026 << g:<<0”,028,
per @ = 3591580 si ha 07,0061 < g; < 0",0062;
quindi anche qui si pud concludere come nella Oss. IT al § 12

17. In questo § e mel seguente ¢i proponiziuo di fare uno studio analogo
8 quello fatto nei §8 14 e 15.

Prima di tutto, nella stessa ipotesi fatte in principio del § 14, linterpo-
lazione nella ricerca diretta di secante pud anche qui essere spinta fino a
82%8', perché, se

x < B2938" gl ha Grq << 0,892
x > 12v38" > » Ga > 1,002 }

Supponendo poscia che I'arco dato sia affetto da un errore avente per
massimo &, si pud anche gui (§ 14) osservare che Vinterpolazione potrebbe
essere spinta fin dove & verificata la (42). La quale, essendo ora

Gy — Az 1 -+ sen? (o, -} Am) sen (w, -+ 6 AxT)
8 cos*ix, + Az) co8 (i, 0 dx)’

(50)

I'{@®, + 0 Ax) =

('} I caleoli pumerici necesanri par guesta rieerca cl riuseirono alguanto penosi per un deplo-
revole errore di sienipa, che si trova nella tavols del Viacg & chie & fedelmente viprodotto in
quells dell'Ozawnax: nalla paging ehe va da 19080 200004, il seno @i 19930V & 0 2998009, invece di
vesere 03038068, e gnasto errpre o condusse, ripetuiamenie (finchd, per caso. non co ne aecor-
gemmo| a risolisti nomeriel che contraddicevano al risultati teoriei pracodenlemenie otteputi, E
un altro errore, pure fedelments riprodotto dall'OzansaM, avemmo oceasione @i rilovare pella DA~-
glna che va da 70900 a T0030: in essa il semo di 709307 ¥ 99495015, invece di 26415,
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nelle stesse ipotesi diventa

Az 1 + 8en’® (o, + Ax) dx send,:
8  cos?lx, ¥ Aw) 1900 " eos®x,

pssia
1 14cos2(z, 4 Ar)
8—coa(r, +ax) < 180 Ax 1 + cﬂsnﬂmn

ed & facile vedere che questa & verificata fino ad o, =— 84°06'. Nelle ipotesi
fatte, si potrebba dongne, nella ricerca diretta di secante, spingere la inter-
polazione fino a 84957,

E, finalmente, esaminando se per la ricerca diretta di secante sarabbe
possibile seguire un artifizio analogo a quello indicato nel § 14 (calcolando
¢iod prima il coseno dell’arce dato e poscia linversa del valore cosi ottenuto)
si vede che, se dei due errori 14 & Aa, da cui risulta affetto il coseno, si tenesse
conte solo del primo, Verrore risultante nella secante cost calcolate sarebbe
minore di 0,26 fino a 89"45, ma che, se si tien conte anche del secondo, il
limite superiore inabbassabile di gquell'errore fino da 800 da 85° & gih mag-
giore di 33, o di 131, unita.

Anche per la ricerca diretta della secante quindi, si deve concludere come
si & concluso nel § 14.

fsen(2mx, +4x)—sendx|; (51)

1B. Passiamo ora alla ricerca inversa di secante.
Dalla (29) si ricava, senz'altro, che per

803" < x < BO%0 0".08T1 << G; < 0,516, (62)
mentre che, corrispondentemente,
1106 = Ay =~ 369645, 0", 0048 = 145 = 0",0001 ; {52}

per cui, anche gui, 8i pud ritenere lecita Pinterpolazione fino a 89730

Per o maggiore di 89°30° si pud ricorrere a un artifizio identico a quello
del § 15 caleolare ciod l'inversa del valore daio, la quale evidentemente &
il coseno dell’arco incognito e cercare larco corrispondente, K, volendo assi-
curarsi che errore prodobto da questo artificio & traseurabile, basia ripetere
il ragionamento del § 16; si arriva cosi a una formula che si pnd senz'altro
ricavare dalla (45) sostituendo secx a ftanc, e da essa, nelle stesse ipotess,
g1 deduce una limitazione idenfica alla (46).

Concludendo: anche nella ricerca inversa di secante I'interpolazione e
gempre possibile, purché alle considerazioni fatte alia fine del § 16, se ne
aggiungano altre, analoghe a quelle fatte alla fine del § 15.

OSSERVAZIONB. — 81 ripetano qui osservazioni analoghe & guelle del § 19,
percheé, nelle stesse ipotesi, si arriva a una limitazione identica alla (47).

19. Per completare il nostro stndio, non ¢i resta pilt che da irovare le
regole di eui parlammo al § B, i.h]:na:{- eseguire i piceoli caleoli di interpolazione.
Prima di tutio, affinchd il caleolatore sappia se pud, o no, nella ricerca
diretta, fare 'interpolazione, supporremo che la tavola dia le differenze tave
lari solo fin dove l'interpolazione stessa & lecita (!). Per cui nel caso che qui

(1) Generalmente, nalle tavole logaritmo-trigonometriche, ai mettono le differemze lavolari,
spesso colle relative tavoletie, anche dove 1'interpolazione, nelln ricerra diretia, non e lecila. Cosl
per e5.: il BRunss nolia sua lavols di 17 in 17, da le tavolstle accennate, mevno che dn 10" a 1020/
per mancanza di spazio (Frel psg. VIl): ebbene, usando, nells ricerca direits, quesis tavolette
(eome egli stesso fa in alenni esempi proposti nella prefazione), si poo. per a minore 4l 1%, com-
meltere on errore maggiors di 150.




250 PERIODICO DI MATEMATICA.

stiamo considerando, per il seno la tavola dard le differenze sempre § 12),
mentre che per la tangente e per la secante le dard solo fino a BPM e a
80°43', rispettivamente (8§ 13 & 16).

Cio posto, per la ricerca diretta si ha la stessa regola che abbiamo dato
(N.§ 26) per Ia tavola dei logaritmi trigonometriei dello stesso passo (un primo)
e dello siesso numero di cifre decimali {cinque), e che crediamo inutile ripe-
tere qui. Infatti per questa regola si ha (N. § 85)

M;=0,1:3, (53]
ed & sempre Ly =1, mentre G, per il seno & addirittura trascurabile rispetto
ad Ly (§ 12, (87)), e per la tangente e per la secante (dove I’ interpolazione
e lecita) & minore di 0,5 (8 13, (39): 816, {48)). Anzi, essendo Ms anche minore
i Ly: 10 (non perd di L,:100), si ottiene nel prodoito una cifra illusoria.
ma (N. § 35) il vantaggio, che si avrebbe cercando di risparmiare questa
cifra inutile, sparirebbe davanti al danno di una regola molto meno semplice.

USSERVAZIONE. — Sa per la tangente e per la secante si spinge l'interpo-
lazione fino a 82°B8 (8§ 14 e 17), lIa regola resta ancora la stessa, perche
neppnre allora G4 supera L.

20. Anche per la ricerca inversa si potrebbe seguire la regola che abbiamo
data (N. §27) per la tavola or ora ricordata, e che stabilisce di arrestare la
divisione di 2y X Az per Ay alla eifra delle decime 41 secondi, delle unita di
secondo. dei decimi, dei centesimi..., seconde che Ay ho una, due, tre, quat-
tro,... cifre; ii che, in sostanza, equivale a prendere per la parte proporzio-
nale taute cifre quanfe ne ha Ay: come precisamente si & stabilite per tutte
le altre tavole (N. §§ 20, 22, 23). E infatti per guesta ragola si ha (N. § 35)

Ma=5%, AMy=0"5, My=0"06, Ms= 0"005... (54)

¢, ricordando futte le limitazioni (38), (40, (49Y, si vede che G; & sempre
munore di Ly, anzi generalmente trascurabile cispetio allo stesso L;, e che M,
¢ generalmente minore di L;, senza essere minore di L:: 10 (§ 8). Perd ora
crediamo opportuno modificare alquanto la regola accennata, per le seguenti
due ragioni,

Nella tavola che stinmo esaminando la differenza tavolare dy cominein a
poter essere di nna cifra sola per il seno di un areo maggiore di 7008, e
- per la secante di un arco minore di 17%7': e quindi & solo in questi easi che
la ricerca dell’arco incognito sarebbe arrestata alle decine di secondo. Siccome
pero, per serivere solo la cifra delle decine di secondo senza serivere gquella
delle unitk, bisognerebbe ricorrere a insolite & imbarazzanti convenzioni (1),
crediamo preferibile serivere nnche la cifra illusoria delle unith.

Inoltre, volendo estendere 1'interpolazione oltre 80°14” per ia tangente
e oltre BO3' per la secante (§§ 156 e 18), si & osservato che & & che & minore
di L, e chie finisce col diventare addirittura trascurabile rispetto allo siesso 1,
bisogna quindi (§ 8) che M; sia generalmente minore di G; e non di I;. Ma G
¢ al piz ugnale a 0,516, .., quindi converrd arrestarsi ai decirni di secondo,
perche cosi M, sard generalmente minore di G5, senza essere minore di G, :10,

Coneludendo : invees di arrcstare la divisione di ey KX Ax per Ay come si
¢ detto, converra meglic arrestarla alle unitd di secondo, se Ay he due o una
eifra, e ai decimi di secondo se Ay ha tre o pit cifre.

(1) V. p.es, Bavzzer, Die Eiemente der Mutemolik, (Ed, Hirze}, Lipaia, 1875, Vol. 1, pagg. 53 n 54.)
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Os3ERVAZIONE. — Nel caso in cui per la ricerca inversa di tangenbe e

di secante oltre 89°30" si ricorre all’artifizio indicato nei §§ 15 e 18, 1la regola
ora accennata resta la etessa, perché la ricerca si viene a fare sopra la tan-

gente o sopra il seno di un arco minore di 30'; essendo allora Ay di due cifre
sempre, si arriva alle unitd di seconde, e 11 dubbio che guesta approssima-
zione possa essere illunsoria per effstio deli’srrore f non sussisie, perché il
hmite di questo errore, dafo dalla (46) e anche daila (47), € certamente tra-
scurabile rispetto a L; (compreso ora fra 2" e €”, gli estrem! inclusi),

. PescL

Livorno, gennaio-marzo 1906, (7)

LA COSTRUZIONE DELL'ASSE CENTRALE D1 U SSTEML DI PORZE®

Se un sistema di forze qualunque agisce sopra un corpo, si puo
in generale ridurre ad una forza unica e ad nna coppia. Se l'asse
della coppia ha la stessa direzione della retta d'azione della forza,
questa retta s1 dice asse cenfrale. Noi supponiamo moto a1 nostri
lettori che in questo caso il momento della coppia & minimo.

(1) Corraggendo le Bozzz, — 11 Ch.=e Prof. Fosroura A Cosra delia Escola Naval di Lisbona.
al quale avevamo eormunisata la prima parte di queste lavoro, ¢i ba, molto gentilments, mandato
un pregievelissimo e rare libriccino, che ¢i ¢hbliga & modiflcare un po” quanto abbizmo swserito
nella nota () ol § 3.

Eeso si intitola; * Methodo de Redueciio das distancioy obsercadas ne calenlo das Iengitudes, por
FRAXCIS00 DE PATLA TRAVASS0S .. Coimbra, mn Benl Impremsa ds Universidade, Anno de MDCCOY |
e6d ha tutte le dimension eguali & quelle dal notisaimo volrmetto di tavole logaritmiche pabbliceto,
nello stesso anoe, da LALANDE

Contlens, principalmenie, una tavols di coseni natniali con sei cifre e di 107 in 107 (com le
tavoleite deile perti properzieonali); & guosts va aggisnts a goelle che abbiamo cituts neila
nota () al § 2,

Inoltre, nella lntroduzione (0f 44 pagine), V'A. insegoa il modo di caleolare, eoi valori pafuzali,
I'nngole orario e ite disianze lapan, ¢ accenna (a pog. 41) ad altei ecaleoli nneéora (come per es.,
guelle dell'aliexzia) ehe si pulyebbers eseguirs in medo analogo. Egli quindi proposs i'nso di quesn
valorl nel principali caleoli naukici cirea obttont’ anni prima del Masyaoar, ¢ la ana favoln di on'sp-
prossimazione sufficiente nnehe nel ealeclo dalle distanze Junar, perchd® sssa & a sel eifre, anzichd
A eingus, & il soo passo v di 107, anziche di 107

Nobismo flualmenle che, per ambadoe i enlesli accsunati, A, molbe opyporfunamente, trasforma

ia formula
COR @ —— AR S P08 ¢

L —
asn b aen ¢

coll’albra
tns o — h8 (b -+ e)

ficos(p—c] —cos(d+a))

o8 & —

{8 Appena pubblieato il n. I11 del eorrents anno di quesio periodico, comtenents il mio articolo
* Sulla compoaizione delle forze nello spazio | {l ehiare prof, F. J, Vaes (¢he in nnione sl Dr, N. Quint
dirige il pregievole giornale olandese Wiskwndiy Tifdschrift) ebbe 1a cortesia d'inviarmi | & bozze di
stampn dsl presente articoio. che stavs per useire nel sue giomale, & che tratta lo slesso argo-
mento con metodo intarnmente diverso, ITo porcit eradato niile pubblicare in questo glornals ia
Lradozione dell’ articolo del prof Krediet, mentre [0 mio ¥ gik stato riprodefto in Olandess nel
Wiskundig Tijdsehrift,

(Nota di G, Lazzerl)
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Generalmente si cerca qnesta risnltante e questa coppia risul-
tante, scomponendo le forze date in tre parallele ai tre assi di coordi-
nate ortogonali, trasportando le componenti nell’origine coll’aggriunta
di coppie, e per conseguenza il sistema si riduce a forze conecorrenti
nell’origine e a coppie nei piani delle coordinate,

Se P & la grandezza di una forza, @, B, y sono i suoi coseni di
direzione, a, b, ¢ le coordinate del suo punto d’applicazione, ed R &
la grandezza della risnltante e Ay 1y, ¥ 1 8001 coseni di direzione,
e finalmente I, M, N sono i momenti delle coppie risultanti nei
tre plani, si hanno le relazioni

RA = IPa L =ZP (by — ¢3)
Rp = IP§ M=2ZP (ex—ay) |- (1)
Ry = EPT N=2ZIP (ﬂﬁ— bx)

E superfluo dimostrare queste relazioni, che si trovano in tntti
1 libri di meccanica. Noi le abbiamo menzionate per servircene,

Prolettiamo le forze P sui tre piani coordinati, che consideriamo
come 1 tre piani di proiezione della geometria desecrittiva.

Consideriamo per fissare le ides il piano XOY, Le proiezioni
delle forze P formano su questo piano, un sistema piano di forze.
I punfi d’applicazione di queste sono dati dalle coordinate g, b, le
componenti parallele agli assi «, y da Pe, Pp. Questo sistema si puo
ridurre coi mezzi ordinari della meccanica o della statica grafica.
La risuitante, per rimanere nel easo piu generale, avri per retta
d'azione quella rappresentata dall’equazione

y=Pa — aZPB = 3 (ha — ap),

Cosi, tenendo conto delle (1), st ha

N
B =P = (2)
Analogamente negli altri due piani troviamo le rette
Yv—ap = L
- TT R
ZA — v = —
R

Supponiamo di aver costrnito con un disegno di geometria de-
serittiva queste tre rette, Si possono considerare le rette (3) come
prolezioni di una retta nello Spazlo, e 81 puo costruire la proiezione

w e B .
. i, "
E -
_.,-r_.-_L_]r'_'-_.l- £ ek -
i bi. e

ik
15k
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di questa sul ferzo piano di proiezione. Analiticamente ¢io equivale
ad eliminare z fra le due equazioni (3). Questa eliminazione d&

. Li4+ M
ap— yh=— = F, (4

Questa retta & parallela'a quella data dall’equazions (2). La
distanza fra di esse &

N Lk + Mp
R\¥T® Ryirp

LA+ Mp 4+ Ny 5)
Ry 22 4 2
Se trasportiamo l'origine in un punto &, y, z, le equazioni (1)
non cambiano, eccettuate le tre ultims. Esse diventano
Li=3P{b—mn)t—(c—2)5)
M,=3IPl{c—z)a—(a—=z) 1)
Ny=ZP{la—a)B — (b —p)2),

Ly =L—R (v — zu)
Ml =M-—RK (211 --—-i[‘q‘ﬂ)
N, =N—R (gn—yA).

Se ¥4, Y1, 24 € un punto dell’asse centrale, i valori di L,, M,, N,
sono proporzionahh a RA, Rp, Rv; e quindl V'equazioni dell’asse
centrale sono

L —R (yyv—2zp) _M—RB{A—zyv) N_R (2t —hA)
A v '
Ciascuna di queste frazioni ép eguale’ a
Lx + Mp -+ Ny
Ko< it e
- Cosi la proiezione dell’asse centrale sul piano XOY ha per equa-
zione

F

05318

p

DYs1a

ossla a LA 4 Mp + Nv.

N — R (&p — g4 2)

v

=Ll —l— M'..l + E??

OvVyero

N v(LA-+ Mp -+ Nv)

Kissa & pure parallela alla retta (2); e la distanza fra le rette (2)
e (6) & data da
v (L) 4+ Mp -} Nv) .
g== : 3 ( f)
R Y224 pt

q =P"‘;£., (8:}
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E chiaro che la risultante delle forze nel piano XOY ha la
grandezza
VEPz)f - (2PB  ossia  RYA 4+ o
- X
| Al
H

e
=

|, TN
|

i i, ¥, J:'i*l
: L]

"l

Facciamo rotare la risultante R, attorno alla sua prolezione sul
piano X0V, per ribaltarla su questo ptano; allora avremo cosiruito
Uangolo che ha v per coseno. Allora la costruzione di g, p, che &
nota, & facile & non richiede spiegazioni.

Pertanto la proiezione dell’asse centrale sul pimno XOY & tro-
vata. Analogamente si trovano le altre proiezioni. Uome riprova

81 costruiranno tutte e tre le prolezioni.
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Come abbiamo dimostrato il momento della coppia nel piano

X0Y s
N, =N — R (@p — 4:14);

danque, tenendo conto della (5), avremo
N, = v (LA -+ Mp - Nv),

Nl —_—— QR V}uﬂ—t_ IJ-E-
Oosi N, & il momento della forza Ya*+ p* agente secondo la

yotta () rispetto ad un punto dell’asse centrale, La mostra costrn-
zione da dunque l'asse cenirale, le risnltant:

RYEF+4, RY#+32, RYF+
e la grandezza delle coppie L, M, N, cioé le proiezioni della risul-

tante e della coppia nsultante.
Nella figura abbiamo eseguito la costruzione per tre forze date.

oppure (¥)

KREDIET
Botierdamh.

ALCUNE PROPRIETA METRICHE DELLA CUBICA DEL WALLIS

I. Se l'equazione
AP +Br'+Cr D=0

ha tre radici reali distinte «, 8, y legate fra loro dalla relazione

Eﬁ — + Ty
deve essere -
ﬁ=—E e B* > 3AC.

Discende da civ che, data una parabola cubica del Wallis

y=az’+ b+ ez +d, (1)

le rette, e queste solamente, passanti per il punte di essa di ascissa

b : . ; .
— 5 ciod pel punto d inflessione della parabola, incontrano la

parabola stessa in due ulterior: punti reali equidistanti dal punto
di flesso, se il loro coefficiente angolare p soddisfa alla relazione

b* + Bap > Bae.




262 PERIODICO DI MATEMATICA,

Se N & il punto di flesso ed M, M’ sono i puntl d'intersezione di una
retta per N colla cubica, le corde MN , NM" e gli archi che hanno
gl estremi negli stessi punti, limitano porzioni di piano di area
uguale,

Reciprocamente, se la corda MM’ interseca la parabole cubica in
un punto N, compreso fra M ed M, in modo che e aree racchiuse
dagh archi MN, NM' e dalle corde MN, NM' siano uguali, devono
essere M e M’ equidistanti da N e quindi N essere il flesso.

Si osservi, infatti, che, in questo caso, I'area A della porzione di
piano limitata dall'arco MM, daile ordinate in M ed M' e dall’asse o
deve coineidere con I'area A’ del trapezio limitato dalla corda MM’
dalle ordinate ai punti M, M’ e dall’asse =

S1ano (z:, 1) (2, 1)} le coordinate dei punti M, M’; si ponga

x
mn_-fl—'g‘ 1 yﬂ_y:—l:;y:,
e con y si indichi I'ordinata in z, alla parabola cubica. Per la nota
formula di Simpson, (*) I'ares A & data da

A== (447 +9)
e quella del trapezio da
fl’—h;xi (e + ys) == E'Tl (s + dyo +41)
da cul si trae, per 'eguaglianza A — A",

Y=1%.
Deve dunque N avere le coordinate Zo , Yo, c10 che dimostra 1'as-
serto.

2. Tre punti della cubica M, N, M’ fra le cui ascisse «, B, Y passa
la relazione
B=a+t7, (2)

non sono allineati se N non & il punto d’inflessione. In questa ipo-
tesi pei tre punti passa sempre una parabola comica, ed in generale

nna sola
Yy =wmx" -+ nzx -+ p. (3)
) Bard bene ricordare che se f(x) & una funzions razionale intera di grado pon superiore al P,

81 ha identicamente
b —
S e ae =232 ey + 47 (25) + 1]

O secondo membro si assums come valors approssimato por 1'intagrals

jhﬁ:] dr

38 f(z) non sodiisfa alle dstte condizioni. Cir. Peaso, Applicasioni geometriche @i Caleoio infiniis-
simale, Torino, 1887, Oap. V. § 6, n. 32
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La porzione di piagro limitata dai due archi MN delle due para-
bole ha area nguale a quella limitata dai dne archi NM': e cid @
una conseguenza immediata della gid ricordata formula di Simpson.
L quale e1 antorizza ad enunciare la proprieth reeciproea, e cioé:
se una parabola cubica (1) ed una parabola coniea (3) si intersecano
in fre punti M, N, M’ in modo che siano uguali le aree delle por-
zioni di piano limitate dagli archi MN delle due curve e dagli
archi NM’, fra le ascisse z, §, v dei tre punti passa la relazione (2).

Infatti, essendo (my, w1} (¢s, %/1) le eoordinate di M, M', se si pone

21’{. —-— :I.], —i_ i:.ﬂfl

e s1 indieano con y,, ¥, le ordinate in x, alla parabola cubica e co-
nica rispettivamente, dev'essere

f.t — I

(A4 ¥ =" (g + 4y 90,
¢id che porta

!

Yo=Y -

E dunque z, I'ascissa di N, come si voleva provare.

Una parabola cobica (1) ed una parabola conica (8) hanno le pro-
prietd accennate se fra i coefficienti delle loro equazioni passano le
relazioni

27a*(d—p)—8alb—m) (e —a}+2(b—m)°’=0
(b —m)* > 3a (¢ — n).

Data una parabola cubioa (1), gualunque parabela conien (3) ehe
incontri la precedente in tre punti M, N, M' di aseisse =, 8, ¥ per le
quali sia

p—a=y—f=h (4)
limita con essa, medianie 1 due archi c¢he hanno gli estremi comuoni
in M, N (od in N, M), una porzione di piano di area costante

9

Fissata una parabola cubica (1), Vinviluppo di tutte le parabole
coniche (3) soddisfacenti alle predetie condiziomi & costifuibo dalle

. . : 2ah® ;
due cubiche parallele alla fissa alla distanza + 3ﬂé secondo la di-
: @
2 ah®

rezione dell’'nsse della parabola comica. E =+ 313 sono le lunghezze

dei due segmenti massimi che le due parabele intercettano sulle rette

parallele all’asse ¥, fra 1 punti M, M'; essi tagliano le corde MN, NM'

: o o : R CR : :
in due punti distanti da N di Vgs 1/5 se [, I’ sono le lunghezze di

quelle duo corde,
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3. Per tre punti qualunque del piano M, V- M’ passano infinite
cubiche del Wallis; se fra le ascisse dei tre punti intercede la rela-
zione (2), le cubiche limitano a due a due, mediante gli archi MN,
e mediante gh archi NM', porzioni di piano di area ungnale. Reeipro-
camente, se due cubiche del Wallis s1 tagliano in tre punti M, N, M
im modo da limitare aree uguali mediante 1 due archi MN e i dse NM’,
1 tre punti M, N, M hanno ascisse «, 8, y legate dalia relazione (2). (%)

Due cubiche del Wallis |

y=axr*+bx'+cx+d
y=az |4’ cu+d

godono delle dette proprieth, se sono verifieate le velazioni

27 (a—a)P(d—d)—9(a—a)(b—¥) (c—c) - 2(b— P =0
(b —Bb)>8(a— a') (c—¢).

Tenuta fissa una parabola conica (3), una parabola del Wallis che
passando per l'origine l'incontra in tre punti M, N, M' fra le cui
ascisse 1ntercede Ia relazione (4) limita eolla conica stessa, mediante
1 due archi MN (od i due NM'), una porzione di piano di area

4

ph

" 5

£ — o) ®)

Fra tuite quelle delle parabole del Wallis ora considerate per cni

) tre punti d'intersezione non sono da una stessa banda dell'asse Y,
le due che incontrano la conien nei punti di asecisse

— 1 I o -
: ,_.""j h, é, ‘33“_ lh.
V3 V3 ya (6)
1+¥8, _ b -1,
E ye E
sono quelle che rendono minima 'area (5).
Le cubiche del Wallis che, passando per I'origine, incontrano una

parabola conica fissa (3) in punti le eni ascisse sono legate dalla re-
lazione (1), inviluppano la curva del 10° ordine

27 p‘mg —p) — 4 1* [R'Z* — O WhPpx® + 9 ¥ Z%p%x® - 27 p*2'd® —
— 36 p°2*Z - 27 p*z*]

dove 7 sta in luogo del trinomio
Y — ML — nI.

Se inveee della relazione (4) si pone I'altra

n — —= | =
T ) P—u P (7)
|
(4} Dne enrve y:E iz, ¥ = fb:.-r:i (i == n) che 8l incontrane in = punth. le eui ascisse sono

=0 1=}
in progressions aritmetica limitano, colls ordinnte ai punti comuni estremi e |'ssss x, porzioni di
pmnis ugnali; 1a proposizione reciproca non vale s= non per m<x 3, ehe 4 J] ongo da nof considemto.
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essendo p un numero reale qualsiveglia, I'inviluppo delle cubiche &
costituito dalle due parabole comiche

3—¢°

4y =mx"+nx-p g
e (8)
3 — 5p°

y=mx'+ 12+ Pp 5 57

parallele alla fissa, secondo la divezione del lore asse.
Le parabole del Wallis che, passando per 'origine, incontrano la
conica (3) in tre punti le cui ascisse siano legate dalla relazione

{—i=p-—a=130

son gnelle che limitano colla (3) stessa mediante gli archi MN (o NIM)
Pares minima fra tutte quelle ehe incontrano la (3) in tre punti non
situati tntti dalla stessa banda dell'asse y e fra le cui ascisse passi
la relazione (2). '

Queste cubiche inviluppano le due parabole coniche ottenute dalla
fissa per traslazione parallela all'asse y di ampiezza + p; come tosto
si vede ponendo nelle (8) p=183.

4. Tenuta fissa una parabela cubica (1), un'altra parabola del
Wallis ehe, passando per l'origine, incontra la prima in tre punti
M, N, M’ Je cui ascisse siano legate dalla relazione (4), hmita con essa,
mediante i due archi MN (o i due NM'), una porzione di piano di area

dh?
4 (p*— BA%)
Quest’area diventa minima per quelle cubiebe che incontrano la
fissp nei punti di ascisse (6). Queste cubiche, al variare di % invi-
luppano due cubiche ottenute dalla fissa (1) per traslaziome paval-

lela all’nsse di ampiezza =+ 4,
Tutte e parabole del Wallis che, passando per 'origine, incontrano

la fissa (1) in tre punti fra le cui ascisse intercede la relazione {4),
inviluppane la curva del 12° ordine
a7d%° (7 — d)* — 44° [R'Z: — W LPdx” + OWZida® + 2Th°a —

— 36d°c*Z -+ 27d"2"]

dove 7 sia in luogo del guadrinomio
y —Wz® — b’ — cx.

Se in Juogo della relazione (4) si pone Ia (7), I'inviluppo & costi-
tuito dalle due parabols del Wallis

g 3—¢p
y=ax -+ bx —[—m:—l—dg__3:‘_}E
3 — bg*

?f=”ma+bmg+w+d3 32‘
— up

A |
pls
i
'i. _
i
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)

=
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- =T il
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E facile vedere come si debbano modificare i risultati di questo
paragrafo e del precedente, nel caso che la cubiea variabile debba
passare per un punto fisso diverso dall'origine.

Notiamo, per ultimo, che I'area compresa fra un arco di parabola T
del Wallis e Ia corda relativa, o fra un arco di parabola del Wallis
ed uno di parabola conica (3) cogli stessi estrem, od infine fra due
archi di due parabole del Wallis cogli stessi estrem:, supposto che
I'alteriore punto d’intersezione delle due curve non appartenga agli
archi considerati,  equivalente ad un parallelogrammo costruito sulla
corda che passa per gli estremi degli archi e =u un segmento paral-
lelo ali’asse y che sia i 2 del segmento che le due curve intergettano
sulla retta parallela all'asse y pel punte di mezzo della corda. (¥

Firrero SiBIRANI el
Bologra,

SUL SSTEMI MISTI DI JACOBIANI E DI DETERMINANTI K

In una Memoria pubblicata in Crelle, (%) Jacobi, considerando i
determinanti d'ordine # che si possono dedurre da una matrice jaco- B
brana di n funzioni ad -1 variabili;, ha dimostrato una relazione
sernplicissima che intercede fra le derivate parziali prime di quei 1
determinanti, ¢ Clebsch d'altro canio, considerando gli jacobiani che
si possono costruire con 41 funzioni ad n vaviabili, stabiliva un teo-
rema assal notevole partendo da eonsiderazioni d’indole geometrica. (%)

Considerando sistemi di jacobiani costruiti coi determinanti K (*)
di n funzioni scelte frta n+1 ad n—1 vartabili, oppure sistemi di
determinanti K costruiti con gli jacobiani di # <1 funzioni ad » -1 ]
varmbili scelte fra n+ 2 e, daltra parte, 1 determinanti K dedotti FE:
da una certa matrice costrnita con n funzioni ad n variabil; e le foro
derivate parziali prime, si obttengono risnltati analoghi che eredo non
noti e che percid espongo qui brevemente. Comincic coll’osservare che:

I determinanii K di n+4-1 funzioni £ omogenee ad v variabili e degli
Jacobiani I di queste funzioni prese n ad n sono, @ meno di un fattore,
sdentici, Questo fattore & lo stesso di quello per cui fe f differiscono
(Clebsch) dalle o, jacobiani delle 1.

('t 31 noti ehe In stessa proprield vale per I'ares zacchimsn da un areo di parabola conies (9)
¢ la coridn relativa,

(%) Jacomr C. G, J, Theorio novi muitiplicaloris systemati aequationum differeniiolinn ewigarium
applicendi. Cretle, vol. XXVIL

1% Cressci, Usber eine Ligenschafi von Functionaldeterminanten. Crells, vol. LXIX, pag. 355.
V. anclis Pascar, I determinanti, pag. 309,

(4 V. Pascar, op, cit. pag. 293



PERIODICO DI MATEMATICA. 207

Infatil, posto

O (free.fealrire..fua) DTy o Inalii cis's Ant)
o D{xy ... Zs) AR < O (%1 ++.%n)

(r=1,2,...5+1) si ha
K(fi...fea)=fL+.. .7 fuplos

ma pel teorema di Clebsch (*) fi= Mq, essendo M un fatiore costante
dunque

E. [f] - fu+1) = M [.[ﬂp; —’— PP 11;_!_1':{}114__1] _ ME (Il e 111_1_1]. c.V. d.

Noto ora, di passaggio, un teoremsa anch’ssso immediata conse-
guenza del teorema di Clebsch:
Il determinante di funzions

fi Is Foua
E}I‘[ I']I! a..[n.!.]_
D — O 0T toe 0Ty

I

OZu O0Xn = O

equivale, @ meno di un fattore, alle somma dei quadrais degh jacobiant ¥.
Questo fattore & lo stesso di quello per cui le f differiscono dalle 9.
Inatti, sviluppando per la prima lines, si1 ha
— 3 f]qh — .M'_E':Pi!. c.V. d.
a) Consideriamo % -+ 1 funzioni fi ... foqr delle variabill & ... %n,
e, trascurando volta per volta una funzione f, costruiamo gli n—+1
determinanti K che indicheremo rispeftivamente con ki ... kup; bra-
scurando poi volia per volta due determinanti &, costruiamo delle
n—1 fanzioni rimanenti gh ";[_1) jacobiani Iy; & facile trovare,
seguendo la dimostrazione di Clebsch, delle semplici rvelanziom fra 1

determinanti Iy e le funziom f.
Essendo a1, b, ¢ delle arbitrarie, consideriamo il determinante

i":‘_}ﬁ &Al

IIIIIIIIIIIIIIIIII

NP a b Cpt1

1 [ ..0 Bﬂifi Er!hfi Eﬂ{fi

Se si sviluppa per i minori compresi fra le ultime tre colenne &
destra, =1 trova

nt+i n+1 n--1

w1 L st DR B it o
R=2 ﬂ,fi X b]ﬂjIjlj —3 l!i‘iﬁ b H|t"—'jT;|J =; 5% h.a! ’ﬂlfl he E‘lﬂ_jlij ==,
=1 ij j ij =i i

i=1 i 1
=X ﬂpf-‘jli‘] [ijJ] = i]IH —]_ fl.[i;'l]-

ijl

(1) V. los. eif.

e N N i R
c— - T - T T

Lo P = T P =T X = -'_ - — = : —-- -: "-_ o - - L 3 - - g i ! - E
-.-l-_:ll: Pl o Ml et | e R L k A - ey el - i, L e <] T e = - e
- e m - n - - A ™ - = =

T

—

S Aoy
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Daltra parte, sottraendo dall'ultima linea di R Je precedenti mol-
tiplicate per fi...fu., gli ultimi tre elementi dell’ultima lines di-
ventano zero e gli altri sono della forma

ok
L

PERIODICO DI MATEMATICA.

d yer 1 wg O
0T Eﬁl]_i_z, L 0.x '

Ora la prima parte & nulla, perche £k & lo sviluppo di un deter-
mmante con due colonne eguali di elementi 7: la seconda parte &
pure nulla perche lo sviluppo di un determinante con due colonne
eguali di elementi gi. Dunque R=0 qualunque siano le arbitrarie

4

@i,y b, ¢,. Ne segue, per qualungne combinazione i j ¢ degli indici

1, 2,...,n+1 -
filp— filn+ fily =0. (*)
Questa & una delle relazioni cui alludevamo e clie pud seriversi

fi o, 6Ty
i ln ' i L
Si noti che qui non & necessaria I'ipotesi della omogeneita delle
fonzioni f; ipotesi indispensabile per I'annullamento di R nei sistemi
d1 soli jacobiani,
Dalla (*) segue che: Seijl2 una combinazione semplice degli indiei
1,2,...n~1 tale che due qnalsiasi degli indici siano pari (o dispari),
¢ nullo ogni delerminante

= L.

O i 5 san fi esw O .. 0
0 v W o F owas B omea B
E)ﬁ:! Elﬁl ﬂ;ll'_] Eﬂﬁ 0 kn*l
Dy=1! da¢ """ dm """ dxy """ om " D
{)i‘ 1 ﬂki Eﬂ"j r)}ﬁ 0 ﬂ.’ =1
DXz ' DIna da o OFu
basta moltiplicare per - © sviluppare per i minori compresi fra

&
le prime due righe tenendo conto della (*).

b) Siano ora fi,...fu 11 funzioni delle » —+ 2 variabili &, ... 2.3
€, trascurando volta per volta una variabile, si costruiscano gli n+4-2
jacobiani Iy; trascorando di nuovo una varisbile alla volta, si costrui-
seano gli »n - 2 determinanti K delle I e si consideri il determinante

Il & b s 111+i U U
a_]'l "}]-n—l—fl E’
5-’;1 . 0Ty % '
» all aIr|+i 4&‘
0®nig  Onia Y, Gazy
0 () E!’ﬁ.ﬂ Ef}i.ri
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in emi ay, & indicano delle arbitrarie. Se si sviluppa per i minori
eompresi fra le due ultilme colonne a destra, si trova

n= b 51;1'1 Y ﬂik[ — 3 iz X bgki
deve k dinotano gli n -2 determinati K; di seguile
R =3 ab, (ke — kar:) .

Faceiamo lipotesi ehe le fi siano tutte omogenee dello stesso
grado m; allora, sottraendo dall'nltima linea di R le precedenti mol-
tiplicate rispettivamente per — m, £u,... Toaz, 8l elementi dell' ultima
linea diventano zero; dunque R=0 gnalunque siano le arbitrarie a, b;.

Ne segue, per qualunque combinazione »s degli indiel

: . k T
ko, — k=0 Cl10e kr —_ 3
[ 1

a meno di un fattore comune le % coincidono dungue con le z. La
ricerea di questo fattore la di cui rappresentazione effetfiva nel caso
contemplato dal Clebseh sembra legate a rilevanis difficolia (') qui si
pud fare con tutta facilith addirittura pel caso generale, perché da

o1, ol ok ol
(m—1)(n—1)} L dxy © T Dy Oxy T DTgam

(m—1) (1) k=

-H. ‘n '-[:_L I;-I_.
[m—l)[ﬂ—%—l}]’ﬂ_‘_g I:JI <+ 9 EJ] +-2 HI 4 ﬂ |

dxy | D~y DX T DiPpe

Segue
(... | Y )

0 {_-'1-'1 - = *‘Fﬂ—f'!) !

(m—1)(n+ 1D k=(—1""

a meno di un fattore numerico il fattore di proporzionalita richiesto
& danque, in valore assoluto, il jncobiano delle 1 rispetio alle x.

Dal teorema dimostrato segue immediatamente ehe: I determni-
nante formate orlando il jacoinane

a (.I‘l - In—_’—E)
E}[-E':L . Tﬁn,i.g)

con una linea di variabili ed una colonna d&i funzioni in modo che sia
zero Uelemento d'inerociamento’eguivale, @ meno di un fattore numerico,
al prodotio del jacobiano stesso per la somma dei guadrati delle variabili.

{1y ... Aber seine wirkliche Trarstellnng scheint mit erhsblichen Schwierigkeiten verbunden,
die ieh nur fir drei Funetionen mil zwel Variabeln snd fiir vier Funetionsn mit drei Variabeln
durch besonderse Batractungen habe Oberwinden kfnnen. .. Cuxsach, Joc. cik

Vogeasi anche: Rosanwes, Usher Functionen welehe sin den Functionaldeterminanten unaloges
Verhalien seigen, Uralle, Vol, LXXV, pug. 106,
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Infatti
0 H 1y In+g | = :171-‘2'1 o ‘f— Iﬂ—|—i;l"n+! —
I ﬂ El Il L 1 a(«II - In-—i] % ﬂ"!
’ ax, {.}Iu—_r-ﬂ (?" = l)(ﬂ _," ].J' b(fﬂl. o .T-n_gJ e
I f}In..’_g I'.") I]]_..l
T dxy, T 0T, 2

¢) Consideriamo ora n funzioni fro..f% ad n variabili ..o %5 €

Ia matrice
of; of1
ﬁ _E}_"_ L N
J.‘l ﬂ Iu_

. of of
n E?.'I.'j e w E}In

Sopprimendo da essa le colonme 2% 3% ... (n1)m g oltengono
n determinanti K che chiameremo rispettivamente &, ks, ... k.. Cid
posto s1 La

Diey =I14-K, 21)+ K, [31)—]—. .o 1+ K [ﬂ]]

0x

ol

—D—I‘;=(~—1)1+Kﬂ (12) -+ K; (32) ... . - K, (22)

Diey

ELT-_: (—IJE_II_!_ K, (lﬂ.] + K, (gﬂ) ; S -+ K, [”_1! n),
dove 1 indiea il Jacobiano delle £ rispetto alle » e K, (A7) & 1] deber-
minante dedotto dalla matries sopprimendo 1a (- 1)" colonna e

sostitnendo perd alla (4 -+ 1)™ alle derivate E‘%‘— le derivate seconde

i

f}ﬂ - L . .
Dmhg;r:;' Pereid K, (21)= K, (12), K: (31)=—K, (13)... e quindi
[}E E{“ n—1 Dy L
ﬂI]_a$g+"'+{—1J o, = nl.
Dunque:

La somma, coi segni alternati, delle derivate dei determinanti k 74-
spetto alle variabili x & identicamente uguale ol prodotto di n pel jaco-
biane delle funzioni £ rispetto alle variabili x.

COROLLARIO. — E nullo i determinante formato orlando il circolante
di elementi 0% v m Ok, con una linea ed wna colonna di elementi 1,

EJEI ﬂxu

— Lo (— 1)1 in modo che s2a 1 Uelemento & incrociamento.
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Invero basta sotirarre dalla primas linea moltiplicata per n del
determinante

| I —I...(—1D1
I Doy Dy Ok
DTy 0Ly N o
e Dks DAY
—1 dre dxs” " Dxe
TN EJL,, ﬂk] Elkn_l
(=11 0xy 08~ DTn—

la 2% 3%..., (n—+ 1) rigpettivamente moltiplicate per (—1)% (—1)},
.- .(—1)>" perche tutti gli elementi della prima linea si annullino.

RoBErTO OCcHIPINTI.

RAPPRESENTAZIONE DELLE OMOGRAFIE NELLO SPAZID A TRE DIMENSIONI

Il sig. Aseoli nel fase. V, anno 1905 di questo Periodico si & oc-
cupato della rappresentazione mediante i punti dello spazio delle cc?
omografie binarie che si possono segnare sopra ung formn di prima
specie. Ora io mi propongo di ritornare su questo argomento per mo-
strare una costruzione geometrica del punto immagine dell'omografia
considerata, e ancora per studiare I'omografia dello spazio che si pud
dedmrre dalla corrispondenza posta fra le omografie binarie e le loro
trasformate, e farne poi un’applicazione alla rappresentazione delle
Jrotazioni sferiche, e in particolare di quelle che trosformano un do-
decaedro regolare in se stesso. Tale applicazione venne gia fatta dallo
Stefanos il quale studid le rotazioni che sovrapongono un cubo & se
stesso.

l. Consideriamo Je omografie segnate su di una comica (. Esse
formano un sistema X, lineare c;:-*‘ come 1 punfi e i piani dello spazio
ordinario S;. Sia:

g (.’Ic'.'.'ﬂ,] = {in ﬁliﬂr; "‘l— ﬂlg.'lfl.fﬂ —I— ﬂnﬂ?ul:‘j_ + ﬂﬂgﬂ-’ﬁ.’fg e= )

I'equazione dell'omografia; i suoi coefficienti saranno le coordinate
omogenee dell’omografia, essendo

02, =0 229 =10 Xax s = () ToX o = ()
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le equazioni delle omografie fondamentali di coordinate
(1, 0,0,0); (0,1,0,0); (0,0, 1, 0); (0,0, 0, 1)
;171-1"1—]-31-’17’11—]"1‘32‘-'1—f-EnJsz*—_(ﬁl—l—-Tr) (', —]‘ﬂfln}:U

quella di coordinate (1, 1, 1, 1) ossia I'omografia unita.

Immaginiame di condurre per la coniea C? situata nel plano w una
quadries 5* che supponiamo a rette reali; le generatrici () di essa
saranno poste mn corrispondenza proiettiva colle divettrici () gualora
le due punteggiate A, B, C...; A", B, C,... proiettive su C* siano
rispettivamente prospettive ai sistemi (g) e (d).

Tre coppie di generatrici e direttriei corrispondenti si incontrano
in tre punti che individuvano un piano =« segante 5" lungo una co-
nica C%, sulla quale i due sistemi di rette della (quadrica determine-
ranno due punteggiate proiettive di coi i tre punti considerati sono
uniti; ne segue che tutti i punti sono uniti, cice per ogui punto di
C% passa una generatrvice g e una direttrice o proleitanti da quel
punto una coppia di punti corrispondenti in Q (zz’) =0.

Si ha quindi che ad ogni omografia data su ¢ corrisponde um
piano dello spazio, e viceversa dato un piano dello spazio esso sega
5% lungo una conien dai cui punti partono una generafrice e una di-
rettrice proiettanti su C* due punteggiate proiettive in una determi-
nata omografia. Se ora noi a questo piano = faceiamo corrispondere
il suo polo P nella polarita definita dalla gquadrica S* rvesta stahilita
una corrispondenza binnivoca e senza eceezione fira i punti dello spa-
zio e le omografie poste su C° Il punto P sara detto Fimmagine del-
l'omografia considerata. La conica C% taglierd la C° secondo due punti
che saranno i punti uniti dell'omografia e quindi Ja retta comune ai
piani delle due coniche sard 'asse dell’'omografia.

2. Da quanto si & detto segue questa costruzione per 1l punto im-
magine di un’omografia:

L'immagine di un’omografia di C° 2 il vertice di un cono eircoscrilio”
a 5°, del quale ciascun piane tangente taglia 8" secondo due refte g, d,
appogyiate @ due punti X, X" corrispondenti nell’ omografia.

Se I'omografia date & involatoria si vede subito che la sua imma-
gine & il centro dell'involuzione. Dunque:

Le involuzioni hanno per immagini i punti del prano w i G

Se I'omografia & degenere, ad essa corrispondera un punto della
quadrica S* e precisamente il punto ove si tagliano la generatrice g,
e In direttrice ds passanti pei due punti singolari (gudy), {gads) del-
I'omografia degenere. Le involuzioni paraboliche hanno per immagini
1 punti di C% I'identita ha per immagine il polo O di w.

Data un’omografia rappresentata da un punto qualunque A dello
spazio 1 snoi punti uniti sono i due punti di w in eni il piano « po-
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lare di A sega C*; ne segne che il luogo dei punti immegini di omo-
grafie aventl @ medesimi punti uniti & la polare QA della retta con-
giungente i punti stessi. Il eono quadrico O® di vertice 0 e eirco-
seritto ella quadrica §' lungo C? sara il Inogo delle immagini delle
omografie paraboliche che saranno definite dalla relazione
P—4A =1
dove s1 & posto
= Mg — ey A= anamp— (19l .

Dati salla conica C* due punti x =(gd), 2’ = (4'd'), essi saranno gli
elementi singolari di una cerla omografia degenere rappresentata dal
punto P in cul il piano (gd) tocea S*; tutti i punti di questo piano
rappresentano omogralie in ¢ui sono corrispondenti i punti z, 2’ e
soalogamente tutti i punti del piano (¢'d) tangente alla quadrica S*
nel punlo P’ rappresenieranno omografie in cui sono eorrispondenti
1 punél &, x; avremo dunque cha:

1l lnogo dei punti che rappresentano omografie in cui sono corri-
spondenti due punti dati x, X' 2 il piano tangente alla quadrica S° nel
punto che rappresenta lU'omografia degenere avenfe x, X' per elementi
singolari,

I due piani (gd), {¢'d) si tagliano nella retta zz’ che rappresenta
omografie involutorie in eui i punti @, 2’ si corrispondono in doppio
modo.

Come ecasi particolari dei precedeuti possiamo dire che:

1l luogo dei punti rappresentanti omografie aventi un dato punto
unito X 2 i piano iangente alla quadrica S* nel punto x; e il luogo
delle involuzioni che hanno un dato punio doppio x & la tangente a (°
in X.

3. Consideriamo due omografie A, A’ I'una inversa dell'alfra, tali
che nella prima ad un punto @= (gd) corrisponda un punto 2’ = (¢'d)
e neliz seconda 2 z’ cornvisponda z.

Siccome 1 due piani (¢d') e (¢'d) sono separati armonicamente dal
punto O e dal piano w, anche i punti A e A’ saranno separati armo-
nicamente da O e w, quindi:

Due omografie Uuna inversa dell'altra sono rappresentate da due
punti corrispondenti nell’omologia armonica che ha per centro O e per
ptano w, ¢ reciprocamente.

4. Vediamo ora di stabilire 111 condizione perchd due punti dello
spazio rappresenfino omografie armoniche. Sappiamo che condizione
necessaria e sufficiente affinché due omografie siano armoniche & che
ad una coppia di elementi corrispondano nelle due omografie gli stessi
elementi, ma permntati. Ora prendiamo a considerare le omografie
rappresentate da due punti A e B che siano poli armonici rispetto
alla quadrica 8’ Il pigno « polare di A passa per B che sara centro

Te & - -
P T — —E
- - 3 e Tt
b P o e e

— iy

S = LS
R R T
- " - - -
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di una determinata involuzione I. sulla eoniea C?, secondo eui « ta-
glia S° Similmente il piano polare § di B passa per A e resta de-
terminata su C%z secondo cui f§ faglia 5% un’involuzione Is di centro A.

Ad una retta r passante per B in « e che sega (%: in due punti
g, ¢ coniugati in l. & polare reciproca una retta » condotta per A
e che sega (% in due punii b, " coniugati in Is. Le retie g, d di S?
passanti per 2 passano per i punti b, &' rispettivamente, e le rette g, &'
passantl per ¢’ conterrauno i puntl &, b rispettivamente. Ne segue
che sulla conica C* a due punti #, y corrispondono nelle due omo-
grafie A e B gli stessi elementi, ma permutati; quindi le due omo-
grafie sono armoniche, Reciprocamente se due omografie sono armo-
niche le loro immagini sono poli armoniei rispetto alla gouadrica S*
Questa condizione venne stabilita considerando omografie non dege-
neri, ora nol diremo in ogni caso che:

Condizione necessaria e sufficiente perché due omografie siano armo-
niche ¢ che le loro immagini siano poli armonici rispetio alla qua-
drica S

E si avrd anche che:

It luogo dei punti che rappresentano omografie armoniche ad una data
e il piano polare del punio immagine dell'omografia data.

Un'omografia degenere e una non degenere saranno armoniche
guando gli elementi singolari dell'omografis degeners sono corrispon-
denti nell'altra. Due omografie degeneri sono armoniche quando hanno
un elemento singolare in comune. Due involuzioni armoniche zono tali
che 1l centro dell'una sta sull’asse dell’altra.

b. 81 sa che due omografie si dicono antisrmoniche quando 1'upa
e armonica all'inversa dell’alfra. In tal easo il prodotto delle due
emografie & un'involuzione. Il lnogo delle immagini delle omografie
antiarmoniche ad una data sarh dunque il piano polare al punto rap-
presentante 'omografia data nella polavita II;, prodotto dell’omologia
armoniea che ha per centro O e per piano w e della polarita II de-
finita dalla quadriea $* Nello stesso modo che la guadrica 8° & il
Juogoe dei punti immagini di omografie armoniche a se stesse, sussi-
sterd un’altra quadrica S,°, passante pur essa per C? che sara il lnogo
delle omografie antiarmoniche a se stesse e quindi tali che il loro
quadrato & un'involuzione; ossia sark il luogo delle omografie cicli-
che di 4° ordine definite dall’equazione

ﬂ],H: —]— ﬂn’ — 2'5[11“9: = 0
Due poli armonici rispetto a 8;® saranno immagini di omografie
antiarmoniche.

b. La corrispondenza fra lo spazio S e il sistema 3, delle omo-
grafie dj‘ U* pud essere stabilita in modo tale che ai punti di riferi-
mento di 3; corrispondano le omografie di riferimento di s e che
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siano fra lore corrispondenti un piano e un'omografia che abbiano Je
stesse coordinate. In tal caso indicando con a., le coordinate di un
omografia e del punto eorrispondente, con r la caratteristica dell’omo-
erafia: il luogo dei punti che rappresentanc omografie aventi una
data caratteristica & una superficie di 2’ ordine di equazione

P — (1 +r)PA=0.
Ponendo r=-—1 e r=0 s1 ha
I=8 A=10

che sono le equazioni del piano w luogo delle omografie involotorie

o della quadrica S* Juogo delle omografie degeneri.
Ponendo r=—1 e =1t s1 ha

I*—4A =0 F—2A=0

che rappresentano rispettivamente il cono O° luogo delle omografie
paraboliche e la quadriea S,® luogo delle omografie cicliche di

4° ordine.

7. Consideriamo ors un omografia generale rappresentaia dal
punto P dello spazio, essa & trasformata da un’omografia A in un’al-
tra P’ e le coordinate della nuzova omografia sono forme lineari
delle coordinate di P, Quindi un’omografia A delermina un’omogra-
fia O, dello spazio S, in cui sono corrispendenti un punte P imma-
gine di un’omografia P di C* e il punto P’ immagine della sun tra-
sformata. Un’omografia degenere & trasformata da @, in un’omografia
pure degenere, quindi in @, ad un punto P di 5° corrisponde un
punto P’ della quadrica stessa in modo che alla generatrice g e alla
direttrice d passanti per P corrispondono rispettivamente la genera-
trice ¢’ e la direttrice d' passanti per P, cios:

I omografic Q, trasforma in se stessa la gquadrica B° e ciascun si-
stema di rette della quadrica medesima.

Due omografie fra loro armoniche di C sono trasformate da £,
in due omografie armoniche, quindi a due poli P e Q coningafi ri-
spetto a S° corrispondono in , pure due poli comugati. Un'mvolu-
zione ¢ pure trasformata da &, in un'involuzione, dunque ad un punto
P del piano w di C* corrisponde un punto P’ del piano stesso, ciob w
3 un piano unito di Q.. Pure capgiati in s& stessi saranno i punti
0, A, A~ immagini dell'identitay dell'omografia A e della sua inversa;
sarh quindi AQO una vetta di punfi uniti in &, KEssa sara pol una
retta unita per tutte le omografie dello spazio che si ottengono tra-
sformando il sistema ¥, dells omografie binarie con quelle del fascio
rappresentato dalla retta OA. E poiché ad un punto P e al suo piano
polave rispetto a S* corrisponde in Q, un punto P’ e il suo piano po-
lare 7, ne segue che i piani polari dei punti di s=0A sono piani
uniti di Q, passanti per una retta ¢ di w polare reciproca di s. Que-
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sta retta ¢ & una retta unita solla quale si trovano due punti nmii
di @, che sono i punti nniti dell'omegrafia A ciod 1 punti dove &
sega C°. Dunque:

L’omografia Q. dello spazio possiede nna relta s di tuihi punti unik:
e una retta 8 di tuiti piani unite.

Dato I'asse & di A e una coppia a, a’ di punti eorrispondents, re-
sta determinata U'omografia A, e quindi anche @, che cangia adunque
in s& stessa la quadrica S% la conica C” e tutte le coniche di S* se-
zioni con piani passanbi per 8.

Se ¢, f sono i punti uniti di A ciod 1 punti ove s sega C?; a,a’;
a', @' due coppie di punti corrispondenti in A, e r la sua caratteri-
stica, 5l avri

v — (efaa’) (efa’a”) = lefaa") = d'(¢faa”) = (efpp)

dove p, p’ sono due punti corrispondenti in Q. sulla retia s, eloe:

La caratteristica delle punieggiate proiettive corrispondenti sulle
vetta &', o quella dei fasci di piani passanti per OA, ¢l quadrato della
caratteristica dell’omografia A.

1] sistema o* delle omografie di C* dia adunque luogo ad un si-
stema o® di omografie dello spazio, le quali hanno tutte in comune
il punto unito O immagine dell’idenfita, e il piano unito © immagine
delle involuzioni.

8. Consideriamo leé omografie di un fascio I e del sno armonico F';
ease saranno rappresentate da due rette f, f' polari reciproche ri-
spetto a2 S° L'omografie del fascio F' come quelle del fascio F' da-
ranno luogo a due serie »' di omografie dello spazio le cui rette di
punti uniti saranno le refte che proiettanc da O 1 punti di fef.
Se sono P, P’ e Q, Q' i punti ove f, " segeno rispettivamenie 5, ©8s]
sono i vertiei di un tetraedro PP'QQ’ di emn due spigoli opposti sono
f e f, e gli altri spigoli sono le coppie di generatrici e direttrici di S°
uscenti dai vertiei del tetraedro stesso. Siano g, d la generatrice e
la direttrice uscenti da P, e ¢, &', quelle uscenti da ¥, sarnnno ¢, '
d, d' le altre due coppie di spigoli opposli del tetraedro e quindi g, d'
e ¢ d le rette uscenti rispettivamente da Q e Q. Allora le coppie di
rette g, d e ¢, d tagliano C°® in coppie A, A'; B, B" di punti Corri-
spondenti in tutte le omografie del fascio F e le coppie g, d; ¢, &
tagliano C® in coppie A, B'; B, A’ di punti corrispondenti in tutte le
omografie di F, gquindi:

I piani QAB, OA'B’ sono corrispondenti in tutte le omografie dello
spazio le cui corrispondenti omografie binavic hanmo per immagini
punti della retia § e quelli della sua polare reciproca f.

Reciprocamente, prese su O® dne coppie di punti A, A'; B, B
ed A, B'; B, A', esse determinano due fasci F, ' di omografie a cul
appartengono come coppie comuni di punti corrispondent:; i due
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fasci F, F' sono armonici e le loro immagini sono due rette £, f/ po-
lari reciproche rspetto ad 5% e danno luogo a due serie o' di omo-
grafie dello spazio che hanno una coppia di piani corrispondepti in
comune, Per O passa una retta » coniugata in II al piano OAB e
una retta ' comugata al piano QA'B’; le due rette r, +' sono corri-

spondenti in futte le omografie dello spazio che corrispondono si
fasci F, ' di omografie di C°.

9. Rappreseniazione coi punti dello spazio ordinario delle rotazioni
sferiche. — La rappresentazione col puntl dello spazio delle omografie
binarie di C® pud essere applicata alla rappresentazione delle rota-
zioni Rttorno ad un punto fisso. Osserviamo infatli che, se assumiamo
come quadrica 5° una sfera avente per centro I'immagine O dell'omo-
grafia identica, e come piano delle omografie involutorie 1l piano al-
I'infinito, allora l'omografia dello spazio che ora abbiamo studiato
diventa una rotazione attorno al punto 0. Ne segue che ad ogm ro-
tazione attorno al punto () corrigponde un’omografia segnata sul
cerchio all'infinito della sfera, e reciprocamente ad ogm omografia
su questo cerehio corrispende una rotazione atforno al punto O, Si
vede quindi che la rappresentazione ecoi punti dello spazio delle omo-
grafie segnate sul cerchio all' infinifo della sfera pud servirei alla
rappresentazione delle rotazioni sferiche.

10. Essendo 1 il raggio delle sfera di centro O la sostituzione 1i-
neave che lega in questo caso parficolare le coordinate a., dell'omo-
grafie con guelle del punto 1mmagine sara:

fn=—if— 2z OGu=— a1 %
g = — 105 — T3 Aay ==. 12 — Ty
da cul s1 ha:
A =$12+:F=E+ﬂ?=n+ T
= Ay

Ugnagliate a zero, queste due espressioni ci rappresentano preci-
samente Ia sfera di centro O (di coordinate 0, 0, 0, 1) e ragglo ¢ e
il piano all'infinito.

Vediamo ora come si possa individuare i1l punfo immagine di una
cerfa rotazione. Questo punto sarid posto sull’asse di rotazione; per
stabilire la sua distanza dal centro O osserviamo che se 6 & 'argo-
mento dell’ angolo di rotazione,®sso sara legato alla earatteristica del-
Vomografia eorrispondente sul cerchio all'infinito dalla relazione

f=1ilogr (1)

che sussistera a meno di un multiplo di =n. Ora detta B questa di-
stanza avremo:

B Nupes =7 VF—14,
Ty

=i e

P e e e B LA T | i T Tw == iia
= . . =g —— —1m
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ed essendo 1
) T4 YPP—4A
I —yIP—4A’
st ha:
a—1
k=1 r+1
e ricordando la (1), si oitiene
o 1/ $th
e " —eg 0
R = R L tiﬂn‘tgf'
Dunque: Il punio immagine di una rotazione 8 aitorno ad un asge

f
passante per O si trova sull'asse stesso ad una distanza uguale a tg -

Una relazione prestabilita leghera le due direzioni secondo cui
possiamo misurare questo segmento coi due sensi secondo cui pos-
sono avvenire le rotazioni. Se considerassimo la rotazione inversa di

argomento — 0, ad essa corrisponderebbe 'omografia di caratteri-

stica ’l e a1 avrebbs

0
R=—tg§

ciob: due rotazioni inverse sono rappresentate da due punii simmetrici
rispetto ad 0. Da quanto si & stabilito si pud dedurre che O & il
punto immagine della rofazione nulla, i1 piano all'infinito & il luogo
dei puntli immagini delle rofazioni di argomento uguale a w.

Il. Per quanfo si & visto &l n. 7 il lnogo dei punti che rappre-
sentano rotaziomi che sovrapongono ad una rekta » uscente da O
un’altra + pure nscente da O ® dafto da duve rebte f, [ polari reci-
proche rispetto alla sfera di centro O. Indichiamo con v, —# 1 due
ragei della retta »; e #4, — 1 quelli di #. Una rotaziene la guale
sovraponga r; & r sara quella che si ottiene facendo rotare r, diun
angolo 8=y, senza che esca dal suo piano, quindi la sua imma-

gine sark sulla normale a detto piano alla distanza di tg 5 misuraia

nella direzione volufa dal senso della rotaziome. Siccome poi », pud
sovraporsi & v con upa rotazione di argomenio = attorno alla bi-
setirice del loro angolo, la retia f, lnogo delle rotazioni che sovra-

pongono ry & ry, sarh parallela a quesfa bisettrice, ¢ per quanto si &

detto prima alla distanza uguale a ig -g

La sua veciproca f rappresenterd le rotazioni che sovrapongono
m & — ), e sard parallela alla bigettrice dell’angele formato da r e

— 3 & una distanza da questa uguale a — cot ?—, . Le rette simme-

triche di £, f rispetto al punfe O rappresenferanno rotazioni che so-
vrapongono rispettivamente +'; & 7, —r: 2 7. Dunque:
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Il luogo dei punti che rappresentano rotaziont che sovrapongono due
raggi uscenti da O ¢ una retia.

2. Rotazioni che sovrapongone un poliedro vegolare a se stesso, —
Quanto & stato detto nei capitoli precedenti ei pud servire allo studio
delle rotazioni che sovrapongono un poliedro regolare a se siesso.
Noteremo prima di tutto che le rotaziom che trasformano in se stesso
un poliedro regolare trasformano pure in se stesso la figura che si
ottiene condncendo pei vertici i piani tangent alla sfera circoscritia,
figura che & un poliedro regolare che si dice polare del primo. Le
rotazioni adunque che trasformano in se stesso il cobo e 1l dodecre-
dro regolare saranno le stesse di quelle delle loro figure polari, l'ot-
taedro e l'icosaedro regolare, Lo studio della configurazione dei punti
immagini delle rotazioni che fanno rientrare in se sfessi il enbo e 1l
tetraedro regolare venne gia fatto dallo Stefanos, noi verremo esa-
minando invece la configurazione formata dai punti corrispondenti
alle rotaziom frasformanti il dodecaedro in se stesso.

13. Calcoliamo il numero N di queste rotazioni. Se suppomamo di
considerare uno qualungue dei cingque poliedri regolari il quale abbia
S spigoli, P faccie m-latere, V vertici con angoli solidi n-lateri, il
poliedro riforneri in sé stesso ogni volta che porteremo uno spigolo
tfisso a coincidere eon un altro arbitrario, e guesto pud farsi in due
modi diversi; oppure una faccia fissa con una arbitraria il che si pubd
4are in m modi diversi, od un vertice fisso in un vertice arbitrario
il che pud avvenire in 1 modi differenti. 5i ha quindi :

N =28 = mF =nV.

Applicando gnesta formola al dodecaedro si ba N = 60. Queste
60 rotazioni vanno ripartite rispetto agli assi nel modo seguente :

a) venti rotazioni intorno alle congiungenti i vertici opposti ;

b) ventiquattro rotazioni intorno alle congiungenti i centri delle
faccie opposie;

¢) guindici rotazioni intorno alle eongiungenti i punti medi degli
spigoli opposti;

d) 1'1dentita.

Riguardo all’angeolo di rotaziene dobbiamo notare che le a) sono

2
rotazionl di argomento nguale a =+ _di le ¢) sono rotazioni di argo-
mento ugtmle a m In quantn poi alle §) avremo che 12 di esse sono

4
, @ lo altre 12 di argomento _?ﬂ Ri-

cordando poi il modo di eostruire il punto immagine di una rotazione
potremo affermare che le a) saranno rappresentate dai vertiei di un
dodecredro a faccie parvallele al dato e inseritto nelle sfera di rag-

gio ngnale n tg "'::, le b) saramno rappresentafe dai verbict di due
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icosaedri inseritti rispettivamente nelle sfere di raggio nguale a tg —5'-"
4
e tg ;E , C
snedro polare del dodecacdro dato. Le ¢) poi saranno sul piano al-

I"infinito.

he saranno a faccie parallele fra loro e alle faceie dell 1co-

14. Vediamo ora se esistono rotazioni coniugate ad una data ro-
tazione. Indichiamo eon a;, ag, as, @, Gs, s 1 sei raggi condotti dal
centro O perpendicelarmente a sei faccie non opposte del dodecue-
dro dato, e eon le medesime lettere precedute dal segno — 1 raggi
opposti a questi. Allora noi sappiamo che, date due rotazioni conin-
gate, ad un raggio condotto da O corrispondono nelle doe rotazioni dne
raggi fra loro opposti, e reciprocamente; se quindi noi consideriamo
ad esempio la rotazione che possiamo indicare colla sostituzione

(5'1 fla (g (13 Qs ﬂ&)
1y g dy 0O 1y (e

per trovare le rotazioni coniugate cominciamo a cereare guelle in em
ad a, corvisponde — a;. Queste saranno evidentemente 5; pure o sa-
ranno quelle in cni a4y 81 sovrapone 4 — @3, ma un2 di esse sard com-
presa nelle precedenti; quindi avremo altre 4 rotazioni coningate alla
data; se ne avranno poi altre 8 distinte dalle precedenti fra quelle
in eni ad a@; corrisponde —ay, & cosi via; in modo che il numero
delle rotazioni coniugate alla fissata sara

54448421 1=15

Avremo quindi che ad ogni rotazione sono coniugate quindici ro-
tazioni, i eni punti rappresentativi saranno pertanto situati sul piano
polare del punto che rappresenta la rotazione data nella polarita de-
finika dalla sfera S*

In particolare poi avremo che i venti punti della nostra confi-
gurazione che sono i vertici del dodecaedro corrisponderanno in deita
polarith i piani passanti per le venti faccie dell'icosaedro minore; al
vertici di questo icosaedro corrispenderanno i piani delle faccie del
dodecaedro; ai vertici dell’icosaedro maggiore corrisponderanno i
piani passanti per cingue vertici dell'icosuedro minore. I punti al-
Vinfinito avranno per piani polari i piani diagonali e al ceniro O
corrispondera il piano all’infinito. Avremo dunque:

I punti della nostra figura giacciono per gruppi di 15 su 60 piani,
e lo medesima ¢ trasformata in 3¢ stessa dalla polaritd definiia dalla

sfera 3.

15. Possiamo ora dimostrare che: i sessanta punti della figura che
stiamo esaminando sono distribuiti per gruppi di cingue su 72 rette.

Infatti, preso un raggio qualunque @ perpendicolare ad una faceia
del dodecaedro dato, si ha che il lnogoe dei punti cui corrispondono

BT
.

&
3

k
..-.--F--I
=y
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rotazioni che sovrapongono a; ad un aliro raggio & una retta, quindi
sovraponendo a; suecessivamente ai dodici ragg perpendicolari alle
dodici faccie avremo dodici rette, e sostituendo ad m successiva~
mente as. @z, G:, @5, @, avremo in tntio 72 rette. Siccome pol una
faccia pud sovraporsi ad un'alira in 5 modi differenti, su ciascuna di
esse si troveranno 5 punti della nostra figura. Queste 72 rette sa-
ranno evidentemente a 2 a 2 polari reeiproche rispetto a 8%

Tase saranno le 6 normali condotte per O alle sei coppie di faceie
opposte del dedecaedro, i 30 spigoli del dodecaedro che forma parte
della mostra figura, le 6 intersezioni delle coppie di faceie opposte
di questo dodeecaedro col piane all'infinito, 1 30 spigoh dell icosaedro
minore. Riguardo alla posizione nello spazio dei 60 punti considerati
si pud notare che gli spigoli dell'icosaedro minore passano. per due
vertici del dodecaedro, e che i vertici dell’icosaedro maggiore sono
i punti comuni ai einque spigoli che mcontrano una stessa faccia del
dodecaedro.

In eausa delln polarita che trasforma la nosira configurazione in
st stessa, insieme alle due proprieta che abbiamo gia dimostrato si
verificheranno anche le due proprieta correlative, cioe:

Per ciascuno dei 60 punit che rappresentano le vetazioni che sorra-
pongono a sé siesso il dodecaedro passano 15 dei 60 piani considerati.

Per ciaseuna delle 72 rette su cui sono disposti 5 dei medesimi punti
passano 5 dei 60 piani considerati.

16. Altre proprieta di questa figura saranno le seguentl a4 2 a 2
correlative:

Per ciascuno dei 60 punti passono 6 delle 72 retie.

In ciascuno dei 60 piani sono situate 6 delle 72 retle.

Tisistono 200 rette su ciaseunc delle guali sono situati tre dei 60 punti
considerati.

Per ciascuna oi queste 200 rette pussano tre dei 60 piani consi-
derati.

La prima proprietds & subito provata osservando che, se nol con-
siderinmo una qualunque delle nostre rotazioni, per essa 1 raggi a,
(tz, (g, ds, @5, g VEngono portatl su alfri 6 raggl, e o8l 1 loro op-
posti, quindi per il punto che rappresenia la rotazione devono pas-

sare 6 delle 72 relte.

Per la terza proprieta si poti che I'immagine delle rotazioni che
sovrappongono un angoloide del dodecaedro dato ad un altro & una
retta (quella stessa che rappresenta le rotazioni che sovrapongono le
faccie corrispondenti nell icosaedro polare). Queste rette saranno 200
e siccome un angoloide pud sovraporsi ad un altro in tre modi dif-
ferenti. su ciascuna retta vi saranno tre punti della nostra configu-

razione,
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Queste 200 rette sono le 80 diagonali delle faccie del dodecaedro,
e le loro 60 rette polari congiungenti upo dei vertici del dodecaedro
con uno dell’icosaedro maggiore ¢ uno dell’icosaedro minore. Le 30
rette congiungenti due vertiei dell’icosaedro minore nen consecutivi
ne opposti, e le loro polari che sono gl spigoli dell'icosaedro mag-
giore. Le 10 rette congiungenti due vertici oppostl del dodecaedro o
le 10 intersezioni del piano all’infinito eol piano passante pel centro
@ perpendicolare ad esse.

Hissendo la nostra configurazione simmetrica rispetto al punto O,
essa sard trasformata in s stessa dall'omologia armonica determi-
nata dal punto O e dal piano all'infinito, cosa che si deduce anche
dal fatto che tutte le rotazioni considerate sono & due a due inverse

fra loro.
AxprEA MrioTrr.

SULLA TRASFORMAZIONE DEL RADICALE Va+vo

1. E noto che il radicale Va + ¥o si pud trasformare nells somma di
due radicali semplici se la differenza a*—b ¢ un quadrato perfetto A*: altra
trasformazione, se non m’inganno non & stata sin oggi eseguita. Di modo
che, se non rsulta soddisfatta la relazione a* — b — h?, riesee disagevole cal-

colare numericamente il valore del radieale Vﬂ.’ + V5.
To mi propongo ora di mostrare che taie radicale si pud, in certi casi,
decomporre anche nella somms di due radiei gquarte di gnantith razional.

2. Poniamo le equazioni
1 i

Yo+ V5 =vz +\y
4 ‘ (1)

V—a+75 =z -y,

i eni supporremo le quantitd @ e b razionali, e proponiamoei di risolverle,
8¢ sard possibile, con dei valori razionali delle moognite @ ed y,

Considerando di ogni radicale il solo Segno positivo, quadrando le (1) si
hanno le equazioni equivalenti

—— A 4—,
a+ Vb =V& + Yy +2yzy ()
4
—a+ Vb =V + Yy —2yzy
dalle quali sommando e sotiraendo membro a membro si ottiene

<
a=2Yxy Vb =vVx +Vy. (3)

La prima delle equazioni (3) pud essere soddisfatta nel solo caso 1n cwi

il predotto xy sia la quarta potenza di wna guantita razionale .
Porto allora

i

ry = g (4}
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le (3) diventano

a=2z b=x +y-+ 2z (5)
Dalle (4) e (b) risulta molto facilmente
a? at

quindi i valori delle guantitd x ed y sono dati dalle radici della seguente
e uaz one .
2 __ b — E)- u =
ot —(o—F)o+15
Rasulta ciob
2 — a*+2Ybh b — a¥) _ 2— a*—2VDb (b — a?)

4 4

Le guantity @ ed y risulteranno razionali nel caso in eui il prodotto
b(b—a®) & un quadrato perfetto.

Posto sllora
hib—a*)=h*, (6)
e (1) diventano
— s 2 L
"ﬂ+]‘b—V‘1b a* 4 2h | V.J.‘J a .:‘Jz.. )
% . — —
V_at+1b _Vzb .:;4- 2h V_.b a 2}:.’ | 8)

risulta cioé che: i radicali Ya +15, Y—a 4+Vb, in cui a ¢ b sono guantita
raztonali, st possono decomporre rispethwamente nella somma e nella differenza
di due radici quarte @i quantita razionali, se il prodotfo b (b — a®) é un qua-

drato perfetto.

8. Allo stesso risultato si pud giungere, facendo uso della nota trasfor-

MAZI0NEe
}!m"l'Vﬂ_'.—-V:%-VE‘dﬂ ]/“—‘V“r—t"

nel seguente modo:

VH+V_—1’_V1+V—=H V1+|f1_.i‘f Vl—V1_“ )

ab 4h
03318
] 1
]{JII-I—VET _ ]/‘Eb — 1 4 i'l/b (B — %) I Vi’b— (¥ — '.iy'b (b — a¥) ()
&

e guindi per la (b) . )
S ! T 37 = g h
}(ﬂ V5 = ]’f 2b e_j + Zh + VEF; :;1 h

Lo (9), gualunque sia il prodotto b (b — a®), & sempre vera, come 81 pud
fanctlmente verificare, ma essa evidentemente non oflfre aloun vantaggio guan-
do b(b—a? non & un quadrato perfetto.

Analogamente si dimostrerebbe la (3)
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4. Osserviamo che se al poste delle quantitah @ si sostituisce Ya, la (6)

diventa :
bb—a)=ht, (10)
e la (7) 8i pud serivere

4 é
- = . B
1"?’5—1—1/?:]/22’ A:-I-Z?l_l_]/ﬂb i _}:;

risulta cioé che @ radicale ]riy’ia._ + Vb, in cui a e b om0 quantita razionali,
8t pud decomporre nella somma di due radici quarte d: quantila razionali nel
Caso in cud risulti verificata la relazione (10),

Evidentemente, nel caso in cni sia a > b, la trasformazione & anche J0s-
sibile, purché perd a(a—b) risulti un quadrato perfetto.

3. Consideriamo ora i radicali Ya— Vb e V= a— Vb . Essi si possono
porre mspettdvamente sobto la forma
Va—vV8 =V=TV—a+15 V—a—Vo =Y—1Ya+ V2

quindi, se risulta verificata la relazione (6), dalle (7) ¢ (8) si ha
L 4 4

V-ﬂ_},b—:],_—][]/ﬁb—r:+ﬂh V*zb—a;—-zhj 1)

V—n—r‘?s'=1‘_—_1[i/%“i‘+2h+i/%“‘:*%J- (12)

Eisempio numerico. — Supposto g =06, b= 48 e quindi h= 24, risulta
verificata la relazione (6), quindi dalle (7), (8), (11) e (12) si ottiene

4 4 | 4
V6+4V8 =V +V8  V—6+4y3 =157 —y3
) 4 4
VE—M‘ET=F—~1[;’27—1’§] V—6—4y3 =y=1 [y&7 +¥3].

6. Vediamo ora se i risnltati oftenuti si posseno applicars alle radici
delle squazioni bignadratiche.
I noto che le radiei dell’eguazione

ot —2pxr —g¢=0, (13)

1D oul supporremo p e ¢ razionali, sono date dalla

I=iV}-‘i Vp* +g¢. (14)

Acciocche al radicale (14) si possano applicare le trasformazione (7) e (11)
¢ necessario che risulti soddisfatis nna relazione ansloga alla (6), che cioé
il prodotto

P+ a) (PP a—p)=qlg +pY
risulti un quadrato perfetto. Posto allora

- i (g +p) =% (15)
dalle (7) e (11) si ha
1 4
o4Vt g= 12T +2% VP’+L"I—-EJ:
Yo+ +5{—V 3 1 :
4 4

p—7 =YY= P+ 2q + 2k /3‘»’*-1-2«?-—2::]
Ve—1r+a= 1[]/ 4 } :
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e quindi le radici dell'squazione (13), nel caso in oul risulti soddisfatta la

relazione (6), sono
. 4 1
e 7 l D —
- V}? +20+2% | q/pP+20— 2%
4 4
4 1

_[4/PF 2k q/p T2 — 2%
im[]/?+f+ VP+E ]

Analoghe considerazioni si possomo fare per le eijuaziont

(16)

e* 4+ 2pxt—qg =0, xt + 2prd + g = 0.

Esempio numerico. — Supposto p=3 ¢=3 risulta gsoddisfatta, per k=1,
la relazione (18), quindi le radici dell'egnazione

ot —6r'—8=0

50110
4 4
+ 1 [y108 4+ y13]

4 4
+ - 7—1 (Y108 — Vi2].
SALVATORE {OMPOSTO.

PICCOILE NOTHE

Sulle formule fondamentali della teoria delle funzioni cireolari,
Quando s'rbbia 1'intenzione d’intredorre la funzioni circolari sulla base delle
coordinate cartesiane ortogonali, si dimostri subiio che 4l quadrato della misnrae

d’un gegmento & ugucle alla somma dei guadrati delle differenze fra le coordinate
dei auoi esirems, perché s’ avra un mezzo semplicissimo per impiantare nna for-
mola madre, diciam cosi, di tutke quelle che stanno a fondamento della teoria

dells funzioni circelari

1. Dato un areo qoalsiasi @ e detto P il punio del cerchio trigonometrico
avenie per ascissa COS< e PEr ordinats sen«, siccome le coordinale del centro

gono mulle, il teorema su citato porta all'eguaglinnza

cos®n + sen*a—=1. (1)
2. Ponendo

M = (cosm; sen), » N {eos 1, senmn),

M; = [cos {(m - 3); Ben (m + 8)]; Ni = [cos (n -+ 8); sen(n - 8)];

Il

con m. m s sgelti comunque nel campo dei mumeri reali, le corde MN e MiN,
sono eguali, giacch® la seconda non & che la prima cambiata di posto. Da siffatta
aguaglianza e dal teorema sul guadrato della misnra d'on segmento, sopra richis-

mato, scends che

(cosm — cos n)? - (sen m — sen n}* = [cos (m + 8) — cos {n -+ 8]]*

-+ [sen (m + §) —sen (1 + )%

— 'q_—-".-f'_. - Hq Fp_r_m:":_:Em"'-_F':—:'mm
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Svilappando, ¢ ridacendo come suggerisce la (1), otteniamo
€oSm cosn - senm senn = cos(m -+ 3) cos(n + 8) +sen(m + a)sen(n 4 3), (2)
che & la formola della quale abbiamo fatto cenno in principio.

3. Per quanto sogue occorre tener presente non aliro che i valori di sena
€ €S per archi o aventi 'estremo nell’estramo del 1°, 2° 3¢ ¢ 49 guadrante,
Se nella (2) facciamo m —«, n=10, s = — =, abbiamo la relazions

cos & = ¢pe (— a),

donde il teorema:

&) I coseni di due archi contyrarii sono tguali.

Se vi facciamo, come 80pra, mi=a, n=0, ma 3=} = — x, otteniamo la
relazione

cos @ —= gen (y n — z2),

la quale porge il teorems :

b) Se due archi sono complemenitari, il seno dell"aino 2 uguale al coseno dell’allro,

che, permettondo di scrivere

1 e 1 cos a4 sen (§ 70 — )
sem 2 cos(}im — o)’ sem o cos(jm — =)
03514
CBC 0. —=see {jn — «), cot @ = tan (4t — 2),

offre 1 dus corollari:
t) Se due archi somo complementari, la gecante (tangente) dell'uno é wguale

alla cosecanie (cotangente) dell’altro,
Ponendo ancora nella (2} m =a, n= —17, g = —2 + i n essn diventa

‘ — 8ena—sgen (—a) -
e dia cosl il teorema:
d) T seni di due archi contrarii sono conilrarii.
Perm=e, n=§ s=—8 Ia (2) divenia

cos z cus P - sen a sen fi = cos {@ — f). (3)
Per m=}n—a, ¢ poi, come sopra, n =g, 3= — f la (2) divents
cos (¥ — &) cos B+ sen (3w — @) sen B = cos (37T —a— §),
cha, pel toorema b), pud essere scritia come segue
sen « cos f 4- cos « sen B = sen (& 4 F). (4)

Cambiando B in — B nells (3) e (4) e tenendo conto dei teoremi a) e d) abbiamoe
Is alire due relazioni
cos o cuaE—aannsﬂnB=cus[u—|— 1),
Sen« co8 1 — cos @ sen B —= sen (a — B).

Le ullime quattro formole traducono il teorema d'addizione e soitrazione.
Laseiamo al lettore di obtensre com allre semplici opportone sostituzioni altre
formole fondamentali.

G. Cavvirr,
Ascoli, 6 aprile 1908.
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INTORNO ALLA QUISTIONE 708.

La questione 708, proposta dal prof. Caiania, & la seguente:

Data la definizions di eguaglianza posta dal Veronese wnella seconda ediziond
del suo testo di geomelyia g nella terza edizione della geconda parle, 8i domanda
e sie possibile dimostrare che in due figure eguali a tre punti allineati delFuna
corrispondans tre punti allineati dell’alira.

L'agregio proponente esclude che si faccia uso della definiziene, contenuta
nella prima parie della terza edizione del ftesto suddetto, Osservo perd che tale
definizions pon diversifica dalle alire, anche se in essa & aggiunto che i segmenti
delle dus fignre, i quali hanno estremi corrispondenti, sieno corrispondenti. E gquesto
an di pil,, posio evidentemente dall'illustre autore per maggior chiarezza (si tratia
d'un iibro scolastico); perchd la corrispondenza dei segmenti snddetfi & nacessaria
conseguenza dells corrispondenza univoca che ha luogo fra i punti delle doe figure
rettilinee. Fra i punti di queste, infatti, non puo aver lnogo una corrispondenza
diversa da quella che pnd considorarsi in esse fra i punti di tniti i segmenti
eguali, che hanno gli estremi corrispondenty,

Rizuardo poi alla gnestione preposta, 0sservo ch'essa & trattata nel tesio del
Veronese alle pagg. 23 s 24 della prima parte della ferza edizione. La dimostra-
zione ch'ivi ne & data non &, parmi, molio chiara, a cagione di qualche omissione ;
ma pud chiarivsi, & rendersi forse migliore, mudificandola, nella sua primn parte,
cosl :
Sieno A, B, C tre punti inm linea reiia di Dna delle dne fignre eguali, ed
A’ B, ¢ i loro corrispondenti dell’altra. Se le dne figure sono rvettiiinee o se O
& compreso fra A 8 B, al segmonio AD gorrispondendo il segmento ugusle A'B),
a ¢ corrisponders, per il postulaio del segmento retbilineo, dato 8 pag. 11, un
pupto ¢, interno al segmento A’B, per modo da avere A'C'=A0, OB =0UB. —
Poiche la eorrispondenza fra le due figute eguali & univoea, il punie C" non potra
che coincidere con C".

Adungue i punti A', B, (" sono in linea vetta, e si seguono nello stesso ordine

dei loro corrispondenti A, B, C.

Pror. R. GrizrL
Treviso, & marzo 1906.

QUISTIONI PROPOSTE

717. Trovare I'eguazione in coordinate cariesiane deila curva 1
punti della guale hanno per coordinate

S ~S— - - — e - S
—a :
e o - 3 -
- i [ e T Ty T
= : :-HWI - g T L e e e R —mgn — LT P P
L] o " .. 1 L} 1

B_b!.
p=" — (fcos ¢ — cos’ )
s 78 !
y—ﬂ ; 2 (% sen ¢ — sen® ). f

Studiare questa curva mostrando in pariicolare che la sua area e
equivalente a quella della sviluppata dell’ellisse i cul semiassl $ono

a e b




