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la (10) & soddisfatta e le (11) diventano

fysen (1 +cos?y)i= cos* @ {a cos® g -+ x) 12)
lyuustp{I -+ Hanﬂq:r]%:san‘qa(ﬂ SEHET@—-—I]. (

* Dalla divisione della seconda per la prima si ricava

sen® @ (1 - cos®e) i __acos®y 4+
cos’@ (! +semn®* )i MEEN* Y —

da cui

cos®g (1 4 gen?9)4 — sen® ¢ (1 -+ cos® 0 )4 .
cos® ¢ (1 + sen®g)d + sen®p (1 + cog=e)!

o = 1

Sommando 'equazioni (12) molti

plicate per sen®y cos®gp rispettivamente, sj
trova |

y {8en® ¢ (1 4 cos? @) 4 + vos® o (1 L sen? ?)1] = a sen? p cos® o,

Dungue la rappresentezione parametrica &

cos’ @ (1 + sen? @) — mend g (1 <4 cos®e)l
cos® 3 (1 } sen? 9)3 4 sen? gl 4 cos®p)3

gen® ¢ cos®gp (13)
cos? @ (1 + sen®@) 3 + sen? % (1 4 coafey)d

I=n

y=a

3. Conservande ancora le notazioni dej casi precedenti, indichiamo con B”,, B",
i punti di contatio delle tangenti at cireoli di contri Aj ,
dotte da Ay, A, rispettivamente; con P”
con H" la proiezione di P” sull'asse a.

Dalla similitudine dei triangoli A P'H”, AsA By @ A, PYH”, A A

Ay passanti per M gon-
il punto d'incontro di quests tangenti,

+B"s 81 ricava

PH  AB, PH  AB'%
AP A1As J AP o Ay As

da cui (indicando con z, y le coordinate di P”)

! = / = (14)
Vie +2)" +4* Z2a Vie—zF+4* 2a

Eliminando 4 . ye fra queste equazioni e la

"1+ = 2n
8l trova per equazione del luvgo di P”, ciog
f : ] |
¥ +
\Via +2+ o*  Vie—ap + ¥

che liberala dai radicali diventa

=]

>
3y* + By% (a* 4 2% + Oy (0® — 2% & (a2 — 224 = ¢,

Si pud anche trovare Ia rappreseniazione paramelbrica, coma nej
cedenti.

Fonendo

due casi pre-

1y = 2a cos? g, v = 2a 3en?g,
dalle quali risnlta

rn + 12 = 2q,
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ls (14) diventano :
{y‘ cos® @ (1 4 sen®9) = (a + z)7 sen' @

y sen'e (1 4 cos?¢) = (a — )% cos' 5,
da cai

{yunsl:p- (1-+3en*9li= (a4 x)sen®o
yseng (1 4 cos®*p)i = (6 — ) vos? 5.

Da eui, dividendo la prima per la seconda

o+ ax cos' g (] - sen?op)l
u—-.u:_senazp[l + cos?e)l

e quindi
cos® 9 {1 +sen?*@ld — sen g (1 + os® p) !
cos® 2 (1 -+ sen®* )i+ seudyg (]l + Ellti:_if-]i.

S —

Sommande la (15) dopo averie moltiplicats per cos®e, sen’o rispettivamente
si ha
y(cos* g (1 -+ sen®@)! 4-senw (1 + cos® )] = 2a sen® ¢ cos' @.

Per conseguenza la rappresentazione parnmebrica della enrva & data dalle
formule

o= & cos®* ¢ (1 + sen®u) b —sen® o (1 + cns® )i
J - cos* ¢ (1 +sen® @) 4 sen* @ (1 -4 cos® )l
2sent peost g
cos® @ (1 -+ sen’ @)+ sen® ¢ (1 4+ cos?g)l

(16)

ly =

4. Finalmente s'indichino con M;, Ma i punti opposti di M sai eircoli ¢, s
che passano per M ed bhanno per eentrl Ay, A; con B™;, B"; i punti di contatio
delle tangenii condotte da M. a ¢4 o da M, & e3, con P il punto d'incontro
di quesie tangenti, con H'' la proiezione di P” sull'assa =, & carchiamo I"equazione
del Iuogo di P,

Per la similitudine dei triangoli P"H"M,, AB":M, e PP"H"Ms, A:B"\ Mo si ha

P.rn'.r Hr” ﬁ ! Hrrl P.urHH.! .%1 Bmi
| P'My A M: '’ F"Ms  AlM,
da eunl
I 2" 1y "

Vi Fatafryf 20 +n Vim+ao—aptg 204w
€on

- 1re=2a;
L - " " 1 =
Pequazioni precedenti 1 possono scrivere

{ ¥* 20 + ) — % =1 (1 + a + )"

¥ 2 + ) — ) =t (2 + a— 2
od anche

f Baryy® =12 (1 + a - 2)® (17)
\ Barsy® = *® (e + a — 2)%.
Per avere l'equazione del luogo busta eliminare ¢, »» fra le (17) e la
12 = 2a,

11 caleolo riesce anche in questo caso assai Izborioso, pereid ei limitiamo 8
cercare la rappresentazione parametrica. Ponendo nelle (17)

ra = 2n coa® g, 1 = Za sen® g,

]
i oy
& pg g
B T gt
1 o, L .
A _._:r -‘l.h- :
== )
e e kil

* ::'l |
e

TR
e N e e T
y* 1‘*'.:*‘&:‘1:-"' “-:.‘“,:ﬁ"
L T et g
- - I-|_ r

(15)

L
ALy
22
v2sd

i e T S

o hp



PERIODICO DI MATEMATICA. 143

sl trova ‘

J 2y sem @ =cos® 9 (a + 2asen’y + x) 18
[Eycn.ﬁcpr_—sanﬂcp[n-l—ﬂucnsfq:—:.:r]. 48]

Dividendo la prima di queste per la seconda si trova

a+ 2asan’qg + a2  send o
¢+ Zaoos®y — =z cost oo

da cui

r (sen® p <+ cos® @) = a Isen® ¢ — cos? P -+ 2 sen® g cos® ¢ (sen ¢ — cos p))
= a(seng — cos @) {1 4 sen @ cos @ -+ 2 san® 5 ¢os® @,

Sommando le stesse equazioni (18) dope averle moltiplicale per sont o, COs @
rispeftivamente si ba

2y (sen® o 4 cos? ¢) = 4a sen* g cos? P.
Dongue
(g — o 15209 — €08 9} (1 4 sen ¢ cos ¢ -} 2 sen® @ ens? w)
J son® @ -+ ¢pg? @

san® ¢ cos? @
sen’¢ -+ cos¥y

c05® ¢ — send g ‘
l:.:: = g (2 ok aents cus?rp)

] —_ sen’ 2o
0= cos’ @ - sen’

|y =2a

od anche

_+'."'h'_

QUISTIONI PROPOSTE

725. Se Py, Ps sono dne punti quaiungue di una cnbiea dj Agnesi ()
allineati col vertice O, dimostrare che:
1° 1l lnogo del punto medio del segmento PyP; & una retta

2° 1] luogo del punto P coningato srmonico di O rispetio a PP
¢ una parabola;

4’ le tangenti alla cobica nei punti Py, Py e la tangente alla pa-
rabola in P, concorrono in un medesimo punto M; e il segmento PM
¢ bisecato dalla retta m:

4° le tangenti alla cubica nei punti P, P, tagliano I'assintoto in due
punti equidistanti dalla intersezione di quest’ultimo con la retia P,Ps.

Y. Reran

(*} La equazione della cubiea d'Agnasi fversiera) riferita al suo asse dl simmetsis o alla tan-
gonte nel verkive & zy? = 459 (9p — a9,

"™ g - -
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Una vila preziosa si & spenta anzi tempo, e nn uomo d’intelletto
gagliardo tragicamente & stato strappato a quel nucleo di poechi
volenterosi che, nell’arduo, diutnrno e mal ricompensato studio delle
seienze pure, ritraggono I'uniea loro intellettuale soddisfazione. Tl

Prof. Dott. GIOVANNI CRESC]

menire conduceva a passeggio 1 guattro figholettl, nel traversare
un ponfe sul Tanaro, in Alessandria, ebbe 1'atroce dolore di vedere
un figho, pieno di vita e di robustezza, cadere nelle acque infide del
fiume in piena. Il povero padre si slanecidp. nelle acque per salvare
il figlio adorato, ma fu soprafatto dai vortici e inconfrd morte laeri-
mata e immatura. '

Not, che fammo amici sinceri e affezionati dello scenziato modesto
¢ studioso, il quale, alla scuola secondaria, dette non pochi lavori, tutti
indiscutibilmente pregevolissimi, poiché hanno avuto I'omore di mol-
teplici edizioni, noi che conoscemmo le alte sue virti di citfadino, di
padre e di educatore, versiamo lacrime sulla sna tomba troppo presto
digchiusg, e inviamo un mesto affettuoso saluto alla vedova derelitta;
al poveri orfani.

La REDAZIONE.

La Ditta Raffaello Giusti, editrice di molte opere scolastiche del
compianto Professore, si unisce a noi nell'inviare sentite condoglianze

alla sventurata famiglia.

Errara-Uommise. — Nal fase. 1. Luglio-Agoato 1908, a pag. 29, linea 7, In d@i: *sone irriduoci-
bili ,. &i ponga: *seno irriducibili ed hanno i ywumernteri primi fra loro, ..

GIvLio Lazzerl — Direttore-responsabile

Finito di stampnre U1 20 decembre 1006




ONORANZE AL PROF. ULISSE DINI

La facolta di seienze dell’ Universita di Pisa ha deliberato di por-
gere degno tributo di omore e Waffetio al suo decano, I'illustre
prof. Urisse Dixi. senatore del Regno, nel quarantesimo anniversario

Pisa, gennaio 1907,

Chiarissimo Nignore,

I1 16 ottobre 1907 il prof. Uwissy Dix1, senatore del Regmo, compira
1] 40° anno dalla sua noming a professore nell’ Universith di Pisn,

A tabti 1 cultori della scienza Sono notl i grandi meriti di Ini ¢come ma-
tematico e come inscgnante, :

Questa Facolta di Secienze Fisiche, Matematiche o Natnrali, che si onora
di averlo nel sue seno, Lz pensato in tale occasione i rivelgersi g qnanti
furono o sono del Dini o colleghi o discepoli o ammiratori della sua opara,
perche vogliano associarsi a lei nel fay degnamente onore a) grande maestro.

Le invia pertanto una nots di sottoscrizione pregandola di voler aderive
e raccogliers delle adesioni e deile offerte,

Con ossequio

Per In Pacolld di Seienze Psiche, Matemaliche » Nufurali

La Commissivne
# 4
Prof. Mario CARAVARY, Preside della Facolla
Prof. Evaryio Berrrni
Prof. OxoraTo NicorLeTTI, Segretario Cassiere.

N.B. — 8i prega di rimandare le note di sottoscrizione colle relative of-
ferte mon olfre il 30 aprile prossimo venturo ai indirizzo del prof. Onorato
Nicoletti, Via 8. Martino n. 3, p. 20 Piga,
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11 * Periodico di Matematica , 81 associz eon entusiasmo alla bella
iniziativa, e fa caldo appello a tutti i cultori della matematica, perché
vogliano concorrere a rendere la manifestazione degna del grande
scienziato che si vuole onorare.

Specialmente si rivolge agli innumerevoli professori ed inzegneri ehe
in questi quarant’anni sono usciti dalla B. Universita o dalla R. Senola
normale superiore di Pisa. Essi sono legione; e tutti, evocando le
memorie vicine o lontane della vita di studenti, ricordano che il Dini
non 6 soltanto un grande scienziato, ma anche un maestro incompa-
rabile, di una atiivita a tutia prova, sempre animato dal fuoco sacro
dell'entusiasmo per la sua scienza, entusiasmo che sa eomunicare gi
suoi allievi.

lo sono certo che da tutte le parti d Italia e dell’'estero, ove sono
stati dispersi dalle vicende della vita e della carriera, gli scolari del
Dini vorranno inviare il loro contributo, affinch® nel nome grande del
maestro s1 possa iskifuire (come so essere nelle intenzioni dei promotori)
qualehe fondazione benefica a favore di studenti della facolta che

ghi & sempre stata e gli & cosi éara, alla quale ha consacrato le-

forti energie del suo alto intelletto e del suo nobile cuore.

¥d egli, il buon maestro, sara felice di vedére che in wun giorno
solenne, il plebiscito di affetio viconoscente e di venerazione, che a
lo1 tribntano i suoi seolari del passato e del presente si converte
in un’opera che renderi caro ed amato il suo nome anche agli sco-
lari dell'avvenire.

Coloro che desiderano maggiori informazioni e sehiarimenti, pos-
sono chiederli ad uno qualunque dei componenti la commissione.

Le offerte che saranno inviate alla direzione del Periodico di mate-
maiice saranno trasmesse al Segretario-cassiere della commissione, e
di esse verra reso conto nel giornale,

3, ILAZZERI.
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DAVIDE BESSO

H professor Davide Besso si spegneva serenamente, in Frascati,
ove era stalo trasportato per alieviare le sofferenze di mal di cuore,
'otto agosto dell'anno ora scorso.

Da cirea dieci anni non apparteneva pin all'insegnamento univer-
sitario, che aveva chiuso e coronato la sua lunga ecarriera d'inse-
gnante dellIstituto Tecnico di Roma, e che aveya abbandonato agli
ultimi del 1896, nel pieno vigore delle forze, nella maturita del forte
ingegno. Aveva pure, quasi al tempo stesso, abbandonato gli studi
scientifiei prediletti; ma alla seuola ed alla scienza egli aveva 18
dedicato tutio s& stesso: nella scuola aveva passata la parte migliore
della sna vita.

Fondava in Roma, nel 1886, il * Periodico di Matematica ,; (%) ed
2l suo sviluppo, nei primi anni, aveva efficacemente contribuito.

K ben giusto quindi ehe il Periodico onorl, né lasei cadere in un
ingrato oblio, la memoria del sup fondatore: e che un allievo, affet-
tnosamente memore, diea in breve dell’'opera proficua e feconda dello
studioso e dell'insegnante, quasi a sclogliere un debito di gratitudine,
€ & recare un tribulo di affetto al maestro indimenticabile,

#*#

Davide Besso, nato i] 28 Inglio 1845 in Trieste, da agiata famiglia,
compt in patria i primi studi; segu poseia i primi tre corsi nniver-
sttart & Pavia e I'ultimo a Pisa, ove si laured in matematiche nel
giugne 1866. Insegnb subito e per quattro anni nella scuola tecnica
comonale di Viadana: nel 1870 passo 1 quella vegin di Perugia e
finalmente, un anno dope, otteneva per concorso la cattedra di ma-
tematiea nell'Istituto Tecnico d Roma, rvisorto allora a nowova e 1ri-
gogliosa vita sotto Ia direzione sapiente ed tluminats del Rodriguez.
A BRoma, dal 1874 al febbraio 1888, insegnd nel secondo biennio con
amore senza parl, eom uno scrupolo sconfinabo, con energia e con
originalith. B furon questi gli anni pi operosi della sua vita seien-
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tifica; gli anni, forse, pinn belli, passati fra I'affetto della mamma
adorata o della famiglia, stabilitasi in Roma; fra gli studi indefessi
e I'insegnamento clie pur tanta parte assorbiva della sua nbtivita,

Nel 1887, dopo essersi 'anno innanzi cimentato con onore al con-
corso per ordinario di Algebra a Napoli (e tra i concorrenti erano il
Capelly, 1l compianio e sventurato Cesiro e il Frattini), prese parte
al concorso di Calcolo infinitesimale a Modena.

Rinscl secondo ed ebbe Ia cattedra nel febbraio dell'anno dopo.
Laseid, dopo civea diciotto anni, la modesta catfedra dell Istituto 6
fu professore a Modena, ov'ebbe anche, per qualche anno, |'incarico
dell’insegnamento dell’Algebra,

Eppure, strano a dirsi, il cambiamento pur tanto ambito, ebbe
quasi ad addolorarlo. Fu colpite profondamente, e certo esagerata-
mente, del gindizio che la commissione did del suo modesto ma co-
scienziosissimo lavoro; al punto di dire ai suoi amici, che se guel
gindizio avesse in precedenza conoscinto, non avrebbe abbandonato
I'Istituto !

La perdita della madre dilettissima portd un colpo gravissimo
alla sua salute, alla sua operosita. Da allora si manifestd in lai una
specie di faedium vitae; il desiderio di ritirarsi, di farsi quasi dimen-
ficare. A soli cinquant’anni si sentiva vecchio, sfidueigto, senza la
NecessAria energia per restare nell'insegnamento superiore; bisognava,
cosi ripeteva, lasciar il posto a ehi avrebbe fatto meglio, ad uno pin
giovane, piu valoroso.

Le preghiere dei parenti, degli amiei, non fecero che differire di
poco la irrevoeabile determinazione. Appena ottenata la promozione
ad ordinario (dicembre 1895), chiedeva ed ottenova il collocamento
8 riposo (novembre 1R96). :

St ritird a vita private, passando parte dell'anno a Trieste, parte
8 Roma; oceupato & completare la sua biblioteca matematica, rie-
chissima di opere preziose, di opuscoli rari, di cni era ricercatore
infaticabile e per Ja quale spendeva buona parte del suo, dedicando
1l resto ai poveri, La biblioteca aveva donato e trasporfato a pro-
prie spese alla pafiia.

Queste le poche vicende della vita dello studioso.

*
sl e

La produzione seientifica di D. Besso puo neftamente dividersi in
due parti. Una parte riguarda questioni elementari o storiche e com-
prende, oltre le sue poche opere didattiche, i numerosi articoli pub-
blicati nell’Annunario dell'Istituto Tecnico di Roma, e nei primi volami
del Periodico di Matematica.

Alcune di queste pubblicazioni, veri gicielli di eleganza matema-
tica, sono anche molto importanti; e pure, si noti bene, non furono
mai presentate nei concorsi unjversitari.
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Un’altra parte riguarda gli studi sul ealeolo mtegrale, sulla teoria
delle equazioni differenziali linear; e sulle equazioni del quinto e del
sesto grado. Queste ultime ricerche, continuate con amore per quasi
un decennio, rappresentano la parke pilt cospicua e pii impertante
dell’opera scientifica del Besso.

L lavori giovanili, dal 1868 al 1874, eontengono eleganti risultati
sul caleolo di ulcani mtegralt definiti; una estensione di un noto teo-
rema sull'integrale di Dirichlet, e I'espressione in termini finiti 4di
alecune notevoli serie,

Il primo lavore sulle equaziomi differenziali lineavi, frutto di lenga
Preparazione e di matura riflessione, & del 1881; ed a questo, senza
interruzione, seguirono tutij ghi altri numerosi, pubblieati nelle Me-
morie e nei Rendiconti dell’Accademia dei Lincei. Tali lavori, in mas-
sima parte, trattano di aleune propriety delle equazioni differenziali
lineari omogenee che presentano una certa analogia con alire delle
equazioni algebriche e che, eome disse il Beltrami, sebbene siano state
fino ad ora poco considerate dai matematici $i possono con buon fonda-
mento vepuilare feconde di utils Conseguenze per la teoria delle dette equa-
zioni differenzigli. ()

Il Besso infatti con mezzi aseai sempliei dimostra numerose pro-
prieta sul prodotto di m integrali particolari di quelle equazionj ;
sulla somma di due potenze, ad sguale esponente, di due integrali
particolari; mette in bella relazions i teoremi trovati colla teoria
delle equazioni algebriche; estende al caso di ana squazione di ordine n
due teoremi danti da Brioschi ed Hermite per I'equazione differenziale
del second’ordine. Due dj questi teoremi sono notevolissimi ed espri-
mone che 1l prodotto di m soluzioni particolari guali sj vogliano di
un'equazione differenzialo lineare omogenea di ordine n soddisfa ad
un‘equazione differenziale Jineare omogenea d ordine eguale al numero
delle eombinazioni con ripelizione di n cose ad m ad m; € pol che le
derivate logaritmiche di m soluzioni particolari d'un’equazione diffe-
renziale lineare eec., sono le radici d'un’equazione algebries di grado m,
1 coefficienti della quale si possono esprimere razi onalmente per mezzn
de] prodotto di quelle m soluzioni, d'alenne sue derivate, dei coeffi-
cienti della data equazione differenziale e d'aleans loro derivate.

Questi teoremi provocarono importanti osservazioni del Casorati; (%)
@ pud ben dirsi eostitnizcano il punto di partenza di tutte le altre Du-
merose memorie del Besso, Be quali, a lore volta, mostrano la im-
portanza dei due teoremi e tutto il partito che il Besso, con rara
perizia, con caleoli a volte lunghi e laboriosi, ma sempre eleganti,
ha saputo ricavarne, relativamente alle equazionj differenziali del 2°
e 3° ordine. Cosi, ad esempio, nella memoria: * Di aleune propriety

('} Transmnti R, Age, d, Lineei, vol. V1I, aeris T, seduia 17 dicembre 1882,
(*) Transunti R, Ace 4 LInuai,, vol. ¥1, serie 1T, pag. 121 {1881}
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dell’'equazione differenziale lineare omogenea del second’ordine e di
alcune equazioni algebriche ,, in cui egli s imbatte in un bellissimo
teorema relativo ad uno speciale determinante, potenza di quello fa-
moso di Vandermonde, considerando il caso che il prodotto di m so-
Iuzioni particolari della data equazicne sia costante, 11 Besso riesce
a risolvere, per radicali, una estesissima classe di equazioni alge-
briche, La formazione dell'equazione algebrica che ha per radici la
derivaie logaritmiche di m soluzioni particolari di una equazione dif-
ferenziale eec. di ordine n non & agevole, come gia osservava il
Casorali. 11 Besso fa il ealeolo per un'equazione di second’ordine e
per sei soluzioni particolari; deduee agevolmente la condizione perchd
un’equazione di second’ordine, mancante del termine colla derivata
prima ammetta sei soluzioni particolari il cui prodotto & costante;
poscia, dalla relazione tra l'equazione algebrica ottenutz e la equa-
ztone originavia differenziale, & condotte alla visoluzione, per serie
iperggometriche, di una particolare classe di equazioni del 6° grado,
portando cosi un pregevole complemento ai risultati gia noti di questa
teoria. (%)

[ Javori di Halphen e di Goursat sull’equazione differenziale del
quart’ordine soddisfatta dal prodotte delle coppie di soluzioni di due
equazioni differenziali del secondo, conducono il Besso u nuove ge-
neralizzazioni e ad un teorema notevole su quattro integrali fonda-
mentall dell'equazione del quario ordine sopradetta, dei quali & nulla
una forma quadratiea. .

Pregevolissima & la memoria sull’equazione del guinto grado, in-
spivata dalle classiche ricerche di Brioschi. Il Besso prende le mosse
dal teorema che le radiei di un’equazione algebrica di grado a2, priva
del secondo termine, soddisfano ad un’equazione differenziale lineare
omogenes di ordine # — I ; valendos) poi di un bel teoremsa di Brio-
schi forma I'equazione di quarto ordine soddisfatta dalle radici di
un equazione algebrica di quinfo grado ridoita dalla forma di Jerrard.
L'equazione cosi formata rientra in una classe assai generale, stu-
diata dal Goursai, integrabile per serie ipergeometriche di ordine
superiove; dalla integrazione cosi otltenuta & facile aliora esprimere,
colle siesse serie, le radici dell’equazione di Jerrard.

Né basta; che 1 resultati conseguiti in precedenti lavori, permef-
tono di dare alla ricerca una forma assai semplice ottenendo la detta
risoluzione mediante serie ipergeometriche di terz'ordine: e il Besso
riesce pure ad esprimere, con serie ipergeometriche di second’ordine
le radici quadrate delle radici della risolvente di Briosehi dell’equa-
zione di quinto grado.

La estensione dei risultati precedenti conduce alla ricerca delle
equazion: differenziali di 3° e 4° ordine integrabili per serie ipergeo-

(1) Casorarr, Trasunti R, Ace. d. Lincei, vol. VIII, serie III, pag. 854 (1884),
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metriche; alla risoluzione dell’equazione trinomia ¥ +y—z=0, me-
diante serie ipergeometriche di ordine n — 2; e di aleune piu com-
plicate ancora. .

Le prime cinque memorie sulle equaziom differenziali e poi tutto
1l complesso dei suoi laveri sallo sktesso argomento, valsero al Besso
per ben due volie uno dei premi offerti dal Ministro della P. I, per
relazione del Beltrami; il quale, a nome della Commissione dej Lincei,
formulava il voto che i non pochi matematici, italiani e stranieri, 1
qualt si oecupane degli stess argoments, prendano nella debita conside-
razione le belle proposizioni ed i risultali semplici ed importanti che il
signor Besso & riuseilo « conseguire, col lavoro persererante di piu di
cingue anm. (')

Ma bisognava per cid non aver la modestia del Besso, la sua ri-
trosia a parlar delle sne cose, de’ suol lavori!

-
&

L' Annuario dell'Istitutoe Tecnico di Roma, dal 1877 al 1884, con-
tiene aleuni pregevolissimi arttcoli, parte e frulto dell'elevato inse-
gnamento che il Besso impartiva nel 2° biennio dell'Istituto.

Nei teoremi elementari sni massimi o mimmi, da una serie inge-
gnosissima di disngnaglianze stabilite in modo elementare, egli trae
ung serie di teoremi, nuovi in gran parle, sul massimi e minimi di
certe funzioni a pih variabili e che sfuggono al metodo classico ele-
mentare fondato sulla discussione delle radici di un'equazione di se-
condo grado, Questa nota succosa, elegantissima, contiene, se non oi
inganniamo, una tra le pia belle, semplici o generali dimostrazioni
dei teorema che Ia media arvifmetica di qoanti si vogliane numeri
posilivi & sempre maggiore della loro media geometriea, quando al-
meno due di essi sono diseguali; teorema che il Besso esfende in un
cerio senso, considerando la media delle potenze 1™ ¢ la media dei
prodottr » ad »,

¥ lo stesso Annuario contiene un’altra nota di una 1mpareggiabile
eleganza. Con mezzi semplici, elementarissimi e rigorost, dopo aver
rilevato che una dimostrazione contenuta nel noto trattato di Trigo-
nometria del Serret, non & rigorosa, il Besso riesce a stabilire le li-
mitazioni pel seno e coseno di un arco, limitazioni che si estendono
ad una potenza intera o pogiliva qualsiasi dellarco. B in fondo una
bella, elementare dimostrazione dello sviluppo del seno e del coseno
di un areco in serie ordinata per le potenze dell'arco stesso.

Agli stessi intenti sono dedicate altre due note; una sul ealcolo
dell’errore per la ricorea del logaritmo di un numero non COMPreso
nelle tavole e per il problema inverso; laltra relativa alla celebre

(Y) Rend. Ace, d. Linesi, vol, II, saria IV, png. 383, Adungnza solénne del @ maggin 1385,

— - o L =T
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formula del pendolo semplice. La dimostrazione del Besso polrabbe
prender onorevolmente posto nei trattati elementari di meccanica e
¢i sembra, oltre che rigorosa, assai pii semplice delle noltissime
altre proposte. E notiamo infine un'altra nota contenente una hella
osservazione che non credo fatta da alti: ciod che 'eguaglianza delle
mediane in un triangolo sferico non trae di conseguenza I'egnaglianza
dei corrispondenti lati. 11 Besso da anche, oltre un esempio, la con-
dizione necessarin e sufficiente perche questo avvenga.

Gli articoli pubblicati nel Periodico di Matematica, dal primo al-
Fottavo anno, sono numerosissimi: esercizi per la scuola, oggetto
costanfe delle sue core e dei suoi pensierl, vere miniere di acute
osservazioni e risulali consegniti nel Inngo insegnamento; articoli
didattici ; vicorche originali e fira gueste, per non dilungarci troppo,
citiamo solamente quelle sul tetraedro a facce eguali; su aleune pro-
prieth & sn una serie di punli notevoli del Lrinngolo ; sal tronco di
prisma,, ece.; e linalmente anche tre articoli (i stora della mate-
matica, Di questa era studiosissimo e coltissimo; e nella et matura
si era financo dato allo situdio del latino per poter fare ricerche di-
rette sulle fonti.

Nel breve articolo sulla ricerca del volume della piramide trian-
golare quando svuo date le lnughezze de” suoi spigoll, egli ha riven-
dicato n Tartaglia la formula attribuita ad Eulero, Lagrange, Ma-
scheroni; e la nota su di un epuseolo di Michelangelo Ricel & une
llustrazione dotta ed erndita degli eleganti e notevoli teoremi sni
massimi e sui minimi geometrici scoperti dal eelebre porporato ro-
mano e dr altri geometri italiani, continuatori della gloriosa tradi-
zione di Galileo, Torricelli e Viviani.

##:l'

Una breve, ma speciale menzione meritano i pochi libri di testo
del Besso. Nei primi anni nel suo insegnamento aveva tradotto dal
tedesco, pei suoi wllievi, la Geometria popolare del Littrow e l'avea
corredata di note piane e chiare. Egli era un caldo fautore dellides
d1 dar presto ui giovani il concetto di funzione, e in un articolo del
Giornale di Matematiche, in cui aveva riassunte le note del Littrow,
con una serie bene appropriata di esempi facili, intunitivi, mostrava
la neecessita di introdurre e svolgere tale concetto, dominante nella
matematica e che serve di base a tutte le sue applicazioni, sin dai
 primissimi elementi.

Gli elementi di Trigonometria piana, con un’appendice di tavole
di seni e coseni, editi nel 1880, soro un piceolo, modestissimo librie-
cino di appena cento pagine; fedele riassunto delle fezioni che, da
anni, seguiva nel 3 corso dell'Istituto. Ed &, pud sembrare fino im-
possibile, un libro originalissimo e che complelamente e profonda-
mente si scosta dalle solite vifritture e raffazzonatuve.
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Il Besso destinava al quarto anmno la teoria delle funzioni eirco-
lari, e molto ragionevolmente; i suoi elementi quindi non eonsiderano
che la risoluzione dei triangoli retilinei e trattano con diffusione
dei mefodi elementari pel ealcolo, con una data approssimazione, del
seno e del coseno di un angolo e del problema inverso, Il ealeolo
e la risoluzione degli svariati problemi smi triangoli rettilinei sono
sempre fatti e condotti in modo da poter, premessa una teoria ele-
menture delle approssimazioni numeriche, assegnare 1l grado di ap-
prossimazione del risnitato. Igli stesso, valentissimo e celerissimo
celcolatore, aveva calcolato con una determinata approssimazions e
coi metodi esposti megli elementi, le tavole di seni e cosent naturali
di dieci in dieei primi, ece. Questa a ppendice di poehe pugine rac-
chtude un lavoro lungo, fafrcoso, ma esattissimo. Né va tacinta
un'altra dofe di questi elementi; la racecolta ciod numerosa, notevo-
lissimu e in gran parte pure originale, degli esercizi proposti.

=
¥

11 Besso era un lavoratore infaticabile, coscienziosissimo. Non di-
Ceva cosa, ne scriveva o pubblicava lavoro che non fosse Iungamente
meditato e ponderato. L'insegnante pol era perfatto. Ricordo cop un
senso di profonds, riverente ammirazione, la cura, lo serupole con cui
faceva le sue lezioni, rivedeva i nostri compiti, eontrollando minu-
ziosamente 1 calcoli, non lasciando inosservata ln piu lieve menda:
rammento ancora il salutare rigore che egli ¢i usava. Entrando in
quella piccola stanzetfa in cni soleva far lezione, ¢i sembrava di en-
trire in un tempio!

Era apparentemente di modi burberi, di poche e misnrate pPa-
role; bastava conoseerlo un po’ da vicino per conoscere il suo ottimo
cuore, In vettitndine del suo animo, per ammirarlo ed amarlo. Cari-
tatevolissimo agli era, si & detto ;. 1 pochi gioielli che possedeve aveva
anche dato in opere di beneficenza. La sua cultura matematica, non
éra vasta; ma cid che sapeva, sapeva profondamente. Aveva la pas-
sione pei libri rari e n’ern conoseitore provetto. Era modesto, inere-
dibilmente modesto, e forse Vesageralo concetio dei suei doveri dj
studioso, di insegnante lo indussero a ritirarsi doll’ insegnamento.
Quanti saprebbero o potrebbero fare altrettanto 2

#

Se @ un sacro dovere pei giovaui onorare la memoria di coloro
che dedicarono i1 loro ingegno, la vita alla senola e CONBEgNIrONo
ancora iin posto onorevole, per quanto modesto, nella scienza. nessuno
piu del Besso, erediamo, sir di ¢id degno. Possano Je poche e sin-
cere parole dell’allievo contribuire in minima parie ad onorare la
memoria del maestro!
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SIS
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ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI SCIENTIFICHE

DI

DAYIDE BESSO

1. Giornale di matematiche.
Sull'integral seno o Vintegral coseno [v. VI, pp. 813-323 (1868)].

F sen’ .r
Sull'integvale f da [v. VII, pp. 210-212 (1R69)].
0

Del concetto di funzione nell'insegpamento dells geometria elemeniave [v, VII,
pp. 181-136 (1889)].

Sopra aleuni integrali doppi [v. X, pp. 79-92 (1872)],

Sopra alcuni integrali defiuiti [v. X, pp. 118-127 (1872)).

o0 — 1}‘
Sull e Y . X, pp. 160-1 18721].
ulla serie 3 Bt 1 [v PP 64 (1872]

Sull'integrale [ F (2) log = dz esteso fra limiti raali € positivi guando la F (z)

sig una funzione razionale [v. XII, pp. 1-14 (1874}].
Sull'integrale del prodotte di una funzione razionale pel logaritmo di upa fan-

zione razionsle [v. XXV, pp. 356-362 (1887)].

II. Reale Accademia dei Lincei: Memarie della classe di scienze fisicke, matematiche
e naturali (Seris 1),

sleune proposizioni sulle eguazieni differenziali lineari [v. X, pp. 252-258

(1880-81)].

10. Bul predolfo di piit soluzioni particolari d'un’equazione differenziale linears

1.
12.

13.

19.
20.

21,

omogenea e specialmente sal prodoito di due soluzioni particolari dzll’equa-
zione differenziale lineare omogenea del terz'ordins [v. X1V, pp.3-13 (1882-33)].
Di alcune proprieta dell'squazione differenziale Hinenre omogener del second’or-
dine o di alcune eguazioni algebriche [v. X1V, pp. 14-29 (18R2-83)].

Sopra una classe d'equazioni del sesto grado msolubili per serie ipergeome-
triche [v. X1V, pp. 30.39 (1882-83)].
Di alouns proprieta dell'squazions |
v. X1V, pp. 40-45 (1882-83)].

Sui prodotio di due seoluzioni di dne equazioni differenzizli lineari omogenes

del second'ordine [v. XIX, pp. 219-231 (1383.84,].

tneare, non omogenea del second'ordine

+ Sull'equazione del quinte grado [v. XIX, pp. %32-244 (1BB3-84)].
- Di unn classe d'equazioni differenziali lineari de gquart'ordine, integrabile per

serie ipergeometriche [v. XIX, pp, 245-250 (1883-84)].

- Di ana classe d'equazioni differensinli lineari del terz'ordine, integrabile per

serie ipergeometricha [v. XI1X, Pp. 251-252 (1883-84)].

Sopra una elasse d'equazioni trinomie (v- X1X, pp. 631-642 (1883-84)].

INI. Rendicanti delta R. Acoademia dei Lincei: Classe di scienze fisiche, malematichs
e nakurall.

Intorno ad un'equazione differenziale ipergeometrica [Berie 111, v, V11, p. 230

(1882-83)].

Sopra una ¢lpsse d'equazioni differsnziali lineari dsl quart’ordine, e sull'equa-

zions del guinto grado. Nota 1n [Serie 1V, v, 1, pp. 183-186 (1BB4-85)].

Sopra una classe d'equazioni differenziali lineari del quart’ordine, e sull'equa-

zione del quinto grado. Nota 2* [Sevie 1V, v. 1, pp. 283.237 (1884-85]].

. Sulle equazioni trinomie e, in particolare, su gnella del setlimo grado [Ser. IV,

v. 1, pp. 237-243 (1884-85)].




29,
24,

26.

27.

23,

29.

30,

3.
32,

49,

54,
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Di aleane proprieth delle equazioni lineari omogenee alle differemze finite del
second'ordine [Ser, 1V, v. I, pp, 381-388 (1884-85)].

Bopra una elasse d'equazioni differenziali lineari del second'ovdine, e sull’e-
quaziene del quinto grado [Serie IV, v. II, 1¢ sem., pp. 593-587 (1885-86)].

. Dt aleune equazioni alle derivate parziali del prim’ordine [Ser. IV, v, 111,

2Y gem., pp. 158-180 (1587)]. .

Sopra sleune squazioni differenziali ipergeometriche [Ser. V, v. 111, 2° sem,,
pp. 293-400 (1894)),

Di una formela relativa all'integrale ellittico completo di prima specie, con-
tenuta in una precedente Natn, e di altre & quella affini [Ser, V, v, 1V, 1° sem.,

Dpp. 220232 (1%95)),

IV. Memorie della R. Accademia di Scienze, Letlere ed Arti di Modena.

Sull'integrazione dall'squazione differenziale linears omogenea del second'or-
dine quando sia comoscinin unn funzione intera del secondo grado a coeff-
cienti costanti di due suci iutegrali fondamentali [Ser. 11, v. VI, pp. 239-244

(1888]].
Soll'integrazione dell’equazione differenzinle linears omogenea dal terz'ordine

quando sip conosciuta une funzione intern del secondo grado a coefficienti co-
stanti di tre suoi integrali fondamentali [Ser, L, v. VII, pp. 245-252 (1888)].

V. Jornal de Sciencias mathematicas e astlronomicas.
Di alcune formole relative alla funzione sferica P, {z) [v.XIl, pp.65-80 (1895)].

VL Periadico di Matematica per I'insegnamento secondario.

Sul tetrredro a facce eguali [v. I, pp. 1-12 (1B86)].
Corollari e generalizzazione di un teorema di Eulero syl quadrilatero [Ibid.

Pp. 58-36].

. Bull’errove nel calcolu del seno di uu angolo colle tavole e sopra un noto

teorema di goniometria [Ibid. pp. 122-126},
Esercizi per 1a scuola [lbid. pp. 149-151].

- Di aleune proprieta del triangolo [v. i1, pp. 1-6 (1887)].

Dimostrazione elementare di un teorema sul centro di gravita di un arven di
circolo [Ibid. pp. 26-27].

. Soll'insegnamento della trigonometrin nelle senole secondarie [Ibid. pp, 41-49].

Di uea sevie di penti noftevoli nel trigngolo [lbid. pp. 53-54).
Teoremi sul tronco di prisma [v. 11, pp. 175-179 (1888;).
Sul concetto di limite. 100 esercizi proposti [1bid. pp. 41-55].

. Sulla medis aritmetica [1bid. pp. 11 3-121].

Proposizioni riferentisi a trasformazioni di aleuni polinomi [lbid, pp. 145-147].

. Sui triangeli simili [Ibid. pp. 180-183].

Sopra una ricerca goniometrica di Aristarco @i Samo [v. 1V, pp. 14-17 (1889)].
Snlln vieorea del volume dells piramide trieugolara quando sono date le lun-

ghezze dei suoi spigoli {Ibid. pp. 144-145].

. Sulla misara del quadrato a sul teorema dj Pi tagora. Bsercizi [Ibid. pp. 24-26].
- Bulla potenza di un binomio e di un polinomio [lbid. pp. 115-121].
. Sull’eguaglianza ¢" = 3* con 4 & b interi e positivi [v. V, pp. 12-15 (1800)].

Sopra un opuscolo dl Michelangelp Ricui [v. YIli, pp. 1-3 (1893)).

VII. Annuario del R. Istituto Tecnico di Roma,
Sopra un teorema di Dirvichlet [pp. 18-40 (1877}].

. Teoremi elementari sui massimi e minimi [pp. 7-24 (1879)].
. Dimosirazione elementnre di aleans formols per il ealcolo dei seni e coseni

[pp. 25-85 (1879)].

. Sull'approssimazione dell’ ordinaria interpolazione nells tavole di logaritmi

[pp. 3846 (1883)].
Sopra on notissimo fenomeno di rifrazione [pp- 47-54 (18837],
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59, Sulla durata deli'escillazione del pendolo semplice circolare [pp. 55-80 (18833].
56. D ung propriata del trirngolo sferiec [pp. 81-66 (1883)).
7. Di aleune regole per la trisezione approssimata dell'angolo (1384),

VIIL. Opere pubbiieats separatamente.

28. Geometria pepolare di C. L. Liktrow, tradnzione dal tedesco con note, Milano,
1869. E. Treves. '

99, Elementi di trigonometria piana. Roma, 1880. E. Loescher.

60. Tavole di senj & coseni. Appendice agli Elementi dj rigonometria piana,
Romn, 1880. E. Lipescher,

01. Nozioni sui logaritmi & sugli interessi composli espeste secondo i nuovi pro-

grammi per le senois toeniche. Uon unn tavoletta di logaritmi. Roma, 1831,
Libr. A, Manzoni.

R. Marcororco,
Messing, gennaio 1007,

SOLUZIONI INTERE IN PROGRESSIONE ARITMETICA

appartenenti & equazioni indeterminate del tipo X To =2

¥=1

Oggetto della presente Notg ¢ lo studio di alenne particolari so-
lnzioni intere dj equazioni indeterminate del tipo segnente -

3:1”—[—.9:53—[—...+m,ﬂ=:z:+1. (1)

Peril caso di » =2 sj ha Ja nota equazione di Feruar, alla quale

corrisponde il teorema (non ancora completamente dimostrato) cono-
scauto sotto il nome di wltimo teorema di FErMAT o cosi enunciato

non esistono tre mumeri interi X1, Xu, Xay dali da soddisfure Fequazione

Ty + To" = xg" [2)
quandeo sicc n (infero ¢) maggiore o 2.

Tutte le possibili soluzioni Intere della (2) per g =2 sone date
dalle formole

31‘—“‘"‘?"% .rg=-ﬁ+}/m. :rgr-u—]—ﬂh{—f':’;:_a:
dove # e » sono degli interi positivi tali el 2uv sia un quadrato
perfelto. (*) In particolure PeI' n=a e » =2a si hanno le soluzioni
&= 3a, xs=4a, 2,= 5z che SOnO in progressione aritmetica.

Per il caso poi di =238 « ottiene Pequazione u gquattro indeter-
minute, studiata dall’ Buoego e pit tardi dal Bingr: e precisamente
questt due matematie dimostravono che una tale equazione per il
caso dell'esponente 5 — 3 ammette infinite soluzioni intere dipen-
denti dai valori di dye parametri. Il sig. Hermire dimostrd lo stesso

(1y o, GdlEEIGLL Hemarin bibflografiza sull'nidimo feorema dj FErMat, ® Periodico di Matem.,,
Amne XV, Fase, 1V,
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fatto per via geometrica. (*) Per valori convenienti di guesfti para-
metri, le formole dell’ Eunlero ¢i danno le soluzioni x1=3a, xs=4a,
Ts=0@, 2y =0a: & infatii

3°+ 42 -5 =§6*:
talr soluzioni costituiscono pure una progressione aritmetica.

Cid premesso sorgono queste questioni :
1° le dne equazioni indeterminate

0" - =t Y e et e =

ammettono altri sistemi di soluzioni intere in progressione aritme-
tica oltre quelle ora nominate ?
- 2" l'equazione indeterminata (1) per 1l caso di » >3 ammette so-
luzioni (intere) in progressione aritmetica ?
Ci occuperemo in gquesta Nota della prima gquestione dimostrando
1 doe teoremi seguenti.
L. D’equazione indeterminata

2" 2" = "

ammelle un sistema di soluzioni intere in progressione aritmetics solo
per n=2 e in lal caso depe essere

Trid=mx:4=1y: 5.

II. L'equazione indeterminata

o _|_ .xgn + e g0
ammelie un sistema di soluzioni intere in progressione aritmetica solo
per n=323 ¢ in fal caso deve essere

Tid=mid=x5:5=—a5:6. (3)

E manifasto che se 1'ultimo teovema di Fermar fosse complota-
mente dimostrato, sarebbe pure facilmente dimostrato il prime feo-

remt ennncigato.

¥
w ok

1. Dimostriamo dunque il teoremal; 08si®, posto 1y =, e = - a
@ #3=& -}-Za vediamo di cercare le soluzioni intere della equazione
indeterminata
2"+ (x + a)" = (v + 2a)". (4)
Premeltiamo che z e a si possono supporre primi fra lero, (*) al-
trimenti se avessero un divisore 3 comune, in ambo i membri della (4)
vi sarebbe un fattore 3" da soppfimere. Inoltre per essere

z* = (% + 20 — (2 + a)*

si vede che z" deve essere multiplo di ¢ e guindi a=1.

\!) Nouv. Awnales da Math., 1872. CItr. anche una nota sullo stesss argomento pubblicata dal
slg. MruiMaxory, nel Nowv, Annolea dz Math,, 1003,

(1) Devs avidenlomeute escludersiil easo di o — x: infatti na voerrshbe 1 - 28 = §v relazions
soddisfatta soltanto per »n = 1,




158 PERIODICO DI MATEMATICA.

Siamo con cid eondotti a studiare I'equazione

4 (z 1) =(z - 2)0,

essa ammelle una soluzione 11 ere

(4y

Dimostrevemo che a0lo per n=2

e in tal case 2 X =3

Intanto & facile cosa il provare che Ia (4) per » dispari non am-
mette soluzioni intere. Invero Per la (4) 2 deve essere certo dispari,
€ quind) z deve soddisfare una delle due congruenze seguent]

r=1 oppure =3 (mod. 4),

Ora per 2=1 (mod. 4) e quindi

@ssendo 2"=0 (mod. 4) e 3+ =

dalo 4, il numero 8 appartiene all’
ci d& (per » =2m+1)

T+1=2e x4 2=3 (mod, 4)
3 (mod. 4) perché rispefito al mo-
esponente 2, il primo membro della (4)

g L (- 1)pm = (mod. 4)
mentre il secondo membro

(z+2='=3 (mod. 4).

Dunque Ia (4) non & certo verificata in questo caso.
Parimente Ja (4)' non & verificata per » =38 (mod. 4): poicha 3
allora

t+1=0e z12=1 (mod. 4)
e 1l primo membro della (4) diventa (n =2 m 1)

L (- 1) — g (mod. 4)
mentre 11 secondo membro &

(z -+ 2)fm+1 = (mod. 4)

da nessun valore intero dj 2,
2. Discutiamo

allora il easo di » pari.
biamo

Ammessa vera Ja (4)" ab-
= (z+2)F — (z-+1)

donde si vede che per » pari il seecondn membro, epperd anche a®,
deve essere divisibjle Per *+4-2 4+ r4-1=-—-94 +3.

Dungue z o 2% 3 non possono esser
massime comun divisore 3. P

soddisfatia soltanto se a8 p =9 Infatti

e primi {ra loro, anzi devono
ér il caso di 2 =3 Ja (4) &
abbiamo

F+4'=5 o Per m >3  3v.l jn ~=Ea
Noi dimostreremo che 1a (4) pern=>2 non ammelte alecuna so-
luzione intera e che per # =2 ammetie Fanica soluzione intera r =3,

~ Pongasi allorg =3y, e quindi 2$+3=3(2y—|—]): per guanto
81 @ sopra detto deve essere 9o y' divisibile per 3 2y -+ 1), os-

avere per
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sia 3", ¢ divisibile par 2y+1; ma y e 2y 4 | sono primi fra loro,
quindi ?.y—]—l dividera 3*, cioe sari

o 2y +-1= 81 con = n.
St rieava

g

e quindi

3 — - 3"+ 1
r= ,d. 1—_ lex12—+-

: Y =
me o P

La (4) assume allora la forma seguente

Br__ S)n [ 31‘_1 I Sr_l'_l u
=)+ () = (3

o

08s1i
{Sr __3)1] o [31'_,_ lJu {.81- + 1]11 [5]
Daltra parte dalla (1) si deduee

et = (42— (x4-1)°

e quindi svilnppando

#=(1)e+tr=+(F)e+v=+...+(," ) @+ 1+

la parte indipendente da 2 nel secondo membro & Ia seguenie somma

(1) +(2)+ S e Ry e e !

Onde la (4) non potia sussistere se non & 2" — 1 divisibile per 2
cioé

Fr—1=K 5:2—3- (dove K & un numero intero)
ossia
2:+4 — 2 =K (8 —3). (6)
Incominciamo a supporre K =1 vediamo ciod se pud essere
29— gr__3 (B)
In tal caso Ia (5) diviene
(@41 — 2 - (4= (2o -2 )

¢ dividendo ambo i membri per 2

(211 —1)® + ond __ (d“ 4 1)v

e sviluppando

2y~ 1y et (0 eyt
Horg) 2 ()22

€ ancora dividendo ambo i membri per 2+

(3 e ()t () (1)

n—1
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Ora osserviamo che per n > 2 il primo membro (*) e tutti i ter-

n

An—1
vigibill per 2™; dunque dovrebbe essere n divisibile per 2%, ¢id che
& assurdo.

E chiaro poi che per #=2 Ia (5) ossia, in virtu della (6}, la {5)
& soddisfatta per n=r=2: si ricade ciod nslla soluzione z =23 per
la (4), soinzione gia avvertita.

Supponiamo allora nella (6) K > 1: in tale ipotesi deve essere

g+l 9> 8r— 3

mini del secondo membro eceetto I'ultimo, 108 ( )=u, sono di-

da cui
gul~, 3r__ 1
ed ancora, poiche 3° & dispari,
2o =3

Da questa diseguaglianza si deduce intanio
(n+1)log2 >»log3

e nL1) 08

log 3

ma e cerfamente

log 2 & B
. logd — 3
quindi “ a fortiori ,

ri-_g—{ﬂ—l—lj.
Ne segue
ﬂ--i'bﬂ-—-%(u—l—]]
e clod
n—r> (7)
Cid premesso dalln (3) si ottiene
(& —8) = (341 — (F — 1)
@ quindi sviluppando

er=(1) ere+9—(5)Ere+ (§er e+ —...

(g Ere e — (1) mrs ) e etse s

Netiamo che per la (7) deve essere sempre r << n; cid posto, di-
videndo ambo 1 membri dell’nliima eguaghanza per 3%, otteniamo

[

gro—r — (1) gur—tr (0 | 3) —

) B ) —

n

:‘*"2") gur—sr g3 | (3) = 24-3) —. ..
ta)a s () ete—a @

\i—2

() Infatti & #? — »n — 1> 2n ossia n€ — dn — 1 >0 per n > 5.

e i
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Ora si vede che tanto il primo membro di questo sviluppe che
tutti 1 termini del secondo membro, escluso il penultimo, certamente
sono divisibili o per 3* o per 3" a seconda che & risp. n—1 > 2r
oppure n—r < 2r. Intanto 7 —2 < 2r non pud essere, poiché altri-

menti il termine (?:;1) (2 -+ 3%") ossia dovrebbe essere divisibile

per 37, ¢id che per n» = 8 mon pud avvenire. Infaiti per » >8#8

g"n—-l :} “ﬂ
onds
n—2
3% >n
ma per la (7) sara
-t
_ _ gnr>8 °
onde a pii forte ragiome |
gr=t->>9

dunque per # = 8 non pud essern divisibile per 3",

Rimaugono & esaminarsi 1 cagi n=2 n=4 od n=~=. Ma
per n=2 si ricade wella soluzione intera gia considerata. Per n=—49
in virty della (7) viene r=2 ed & facile vedere che la (5) non puo
essere verificata, Per n==~6 in virlu sempre della (7) r < 6 e quindi
poich®, come si pud provare facilmente, » deve essere pan, (7)1 va-
lori possibili per r saranmno 4 e 2: ma dovendo essere

outt__9—=F (3r —8) (K intero)

«i vede clhe n=6 e r=4 non & possibile. Cosi pure si vede che
per n=—>0 e r=2 benche quest'nltima condizione sia soddisfatia non
o certamente soddisfaiia la (5): e invero il prime membro della (9)
da 6°-- 8 e il secondo membro 10° ed & munifestamente

6® -} 8% < 10°
come si verifiea, senza farve ealcoli, in conseguenza della relazione
9L 43— &°,

Resta ancora a vedersi se lo sviluppo (8) ossia la eguazione (5)
possono essere verificabl guando & n— > 2r. In tale ipotesi il primo
membro della (8) e tutti i termini del secondo, esecluso 1l penultimo,
avrebbero in evidenza 2r fatiori 3: quindi anche questo penuliimo
termine ossia n dovrebbe essere divisibile per 8%: ora se fosse

— 3% _ g =i vede subito che tanto il primo membro che tutti 1 fer-
mini del secondo, esclusgil pennltimo, avrebbero in evidenza 2r 43
(s un numero intero conveniente) fattori 3 e quindi il penultimo ter-

(V) Tnfatil se fosse » Gispari si svrebbe g1 — 1=0 (med, ) §r —1=2 (mod. 4] e gr4 1=0
{mod. 4), qunii poiohid 1a {5) sb pubd ssrivero nol modo sagusnte
L {Hr—l M ].Jn + [31' = -nrl — {31'* _.l_ -1}11.

ai vede che il primo termine del primo membro e il sreondo membro sarehbaro divisipili per 2®=
mentrs non lo sarebbe il secondo termine del primo mem bro.
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mine cioe n dovrebbe essere divisibile o per 3% (ze fosse n—r=<2r-|-s,
ma cid si & or ora visto che non pud sunccedere); oppure per F*r+®
cice n=23"*_g, e cosi via di seguito, ripetendo lo stesso ragiona-
mento, si concluderebbe poi che # deve contenere pin di 2r s fai-
tori 3. Dunque lo sviluppo (8) per n =2m > 2 mnon pud mai essere

verificato.
Rinssumendo cos1 ¥ risultati otlenuli in guesio numero per n pari
e nel numero precedente per n dispari possiamo e¢oncludere che l'equa-

zione
x*+ (x+ 8)° = (x + 2a)°

dove X, 8 ed n sono degli inleri & soddisfatia solo per n=2 ¢ in tal

caso deve essere X — 3a.
3. Passiamo & considerare I'equazione

7" +{z - a)* 1 (z - 2a)° = (z —+ 3a)® ()

e vediamo se esistono valori interi per z, a ed n tali che questa venga
soddisfatta. Come nel caso precedente possiamo supporre z e a primi
fra loro; concluderemo anche gui che deve essere a=1. Invero svi-
luppando la (9) ottenmiamo

T

2

21"‘=( )mn—g.aﬂ(aﬂ—zﬂ 1) ("):c"".u'[a'——ﬂ' 1)+.

3
.-|-(ﬂjl)z.aﬂ—l;3n~l—2n—l 1)< g® (35 — 27 —1)-

Donde risulta che 1] primo membro ecioé 2z & divisibile per o,
ma essendo 2 primo con a dovrebbe essere 2 multiplo di &* guindi
& necessariamenie a=1. ()

Siamo con cidp condotti a cercare le soluzioni intere della equa-
zione

2"+ (1) + (@ 2P =(z 4 3)" 9y

Dimostreremo che questa equazione anmette solo la soluzione intera
z=3 per n=23.

Intanto proveremo subito che per n pari la (89) non ammetle so-
Inzioni intere. Infatti per x dovra certamente essere soddisfalta una

delle tre congruenze seguenti
x =1, r=1, r=2 (meod, 3).
Ora se 6 =0 (mod. 3) e guindi
r-t+1=1 =z+2=2 z+4+3=0 (mod. 3)
essendo 2™ =1 (mod. 3) per il primo membro della (9)' abbiamo
ot @t 1) (3 9m=2  (mod. 8)

mentre per il secondo membro (x - 3)"™ =0 (mod. 3).

(1) E chiaro cha non pub essere ¢ = .

P ——



PERIODICO DI MATEMATICA, 163

Per z=1 e =2 (mod. 3) si verifica pure facilmente che i1 due
membri della (9) non sono congrul fra loro rispetto al mod. 3 per n
Parl.

Dungne la (9) per » pari non ammette soluzioni intere.

4. Occupiamoci pertanto di cercare se la (9Y ammette soluzioni
intere per n dispari: avvertiamo subito che z dovrebbe essere di-
spari ; infatti dalla (9) sl deduce

ot 2 =n o+ D24 (o) @22

Ora si vede che se x fosse pari il primo membro sarebbe divisi-
bile per 2* e dunque dovrebbe essere tale anche il secondo membro
e in particolare 1l primo termine n (z-4-1)>*.2 dovrebbe essers di-
visibile per 2%; cio che non pud essere, essendo tanto n ehe z 1 di-
spari. Dungue non pobra essere la (9Y soddisfatta altro che per  di-
gpari: ciod per x dovra verificarsi certamente una delle seguenta

congruenze.
r=1, r=8,2=5 =T o z=9 (mod. 10).
Laseciamo per ultimi i casi di =239 e z=>5 {mod. 10} ed esami-

miniamo 1 casi rimanenti,
Incominciamo dal easo z=1 (mod. 10); avremo 1n tale ipotesi

gl 1=2 21+2=8 & z--8=4  (mod. 10).

I'esponente dispari n sara della Torma 4h-+1 oppure 4k + 3; es-
sendo

g1 =9 {hi1=3 4=/ (mod. 10)
per n=—4h—+1 81 ha
g L (p - 1) o (2 )T =0 mentre (z -+ 3)***=4 (mod. 10).
Invece essendo |
g-3—g  gus=7 4= (mod. 10)
per n=4h-}-3 si ottiene
PR Y R s o o oY+t —=§ e (x4 3)*TP=4 (mod. 10).
Dungue la (9) non e soddisfakia.
Supponiamo =17 € quindl
r1=8 2+2=9, z+3=0 (mod. 10).
fissendo

w1 —7  ge=8g  gBH=b (mod. 10)
»

per n=4h—+-1 viene
g+l (- 1) - (2 9)u+ =4 mentre (x+ 3" =0 {mod. 10).
Invece per m=4h- 3 risulia, essendo
M3 =38  guti=32 o GI=I {mod. 10),
g8 | (g 134 (- 2T =4 mentre (z 4+ 3)2* =0 (mod. 10).
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Quindi neppare in questo ciso la (9] pud essere soddisfatia.
Supponiamo

r=8eciobr+41=0, 242=1, 2-+-3=2 (mod.10).
Si oftiense in questo casv, per n=—=4h -+ 1
g+ (o 1) - (2 4 2)"+ = 0 mentre (z +3)*+* =2 (mod. 10] |
invece per n—4h 3 '
2**% - (@ 4 1)+ - (2 4 2)*+* = 0 mentre (z4-3)4+* = 8 (mod. 10).

ot conclude che Ia (9) non & soddisfatta per =9 (med. 10).
Passiamo infine a discutere i due casi =3 e 2=5 (mod. 10) &

vediamo se possono ambo i membri della (9) essere fra loro ﬂungrm. -

rispetto al mod. 10,
Se @ x=3 e quindi

vt+1=4, =z4+2=5  2-+3=6 (mod. 10)

per I'esponente n=4k -1 1 due membri della (9)' non sono congrui

fra loro nel modulo 10, mentre che lo sono se & I'esponente n=4z-+3;

¢10 facilmente si verifica.
Cost pure facilmente si verifica che per x =5 (mod. 10) ambo i

membri della {(9) sono congrui fra loro nel modulo 10 se & n—4h 11

mentre non lo sono per n =4/ -4 3,
D1 guisa che, riassumendo, si pnd dire che, se la (9) ammette so-
luzioni intere, cid pud accadere solo nei due casi seguenti

a) z=3 (mod. 10) ed n=4h4-3 v
b) =05 (mod. 10} ed n=—4hs-11.

9. Oceupilamoci prima del caso 4): in altre parole essendo d un
- numero intero, vediamo se pud essere mai verificata l'equazione se-

guente
(10d +- 5)1+1 4 (104 + 6)+! - {(10d - T)0+ = (10d - g+t (10)

dalla quale si deduce
(10d + 5)"+ 4 (10d - 7)*"#* = (10d |- 8)**+* — (10d 4 6)+,
Ora si osservi che il primo membro & divisibile per
10d + 5 +10d 47 =20d -}- 12 =2 {10d 4 6) ;

dungue sari tale anche il secondo membro e quindi in particolare
(102 - 8)*"+* divisibile per 2(10d 4-6) ciod potremo porre

(10d -+ 8y =2m (10d + 6) (m un num. intero)

24— (5d 4 4) 1 = m (5d - 3).

Ma 5d-+-3 e 5d+4 sono primi fra loro, quindi 2 deve essere
divisibile per 5d -}-3 ossia sara
bd-+3=2"" con <4},

0891A
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Pertanto avremo 10d -6 —<=27; di gunisa che la (10) si potri scri-
vere nel modo seguente

(2" — 1y - ()0 - (2F - 1)2H = (25 - 2)0H,

Sviluppando si ottiene

e R o T grl.h_:(m_gH(%H) ..

4h-+1
bl :}; )2r(2'h._:z)+24h+1

e dividendo ambo i membri per 2

; [21-)411+1__(4"h+ l) (2r)*L (4']’*'{' 1) (Qr)-ih Y2—1)+ ('MH_ 1) (2r)i-228 -, ..

S [ Uy e

Intanto s1 vede subito che non pubd essere v <44 poichd dividendo
ambo 1 membri di quest'ultima eguaglianza per 27 il quoziente del
primo membro sarebbe pari, menive quello del secondo sarebbe di-
gpari: dunque se la (10) & vera dovra essere intanto # =45, In tale
ipotesi I'nltima eguaglianza diventa

ere=(T) e+ (3 e (Y eyt
. +(:jﬂ(zrjﬂ.2r—=+ ("J:I} T —1)L2 (1)

Al secondo membro di guesta eguaglianza sostituiamo l'espres-
sione segnente di valore certamente maggiore

(T er+ (75 eyt (T e e
A (e e e )

Notiamo che
r—}—lf-’:‘_ﬂ_!p&rr}-l
e che
(:--+1) (rDr(r—1)...r—v2) _ 2° S
7 1.2.:2...*.; {2"‘“1_
cnde

('*"'I'l) (2r)r-v+1, 2—»—1{:23 1_2r"—rr+r_2v—1=2:ri—%+r
@ poicht & per lo meno v=1, segue a maggior ragione

(f_]_l) (2"]1""""'1 -1 < 21"54*%
v
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quindi sari lo sviluppo (12) ossia

3 ("‘L‘l) (Z)—+2 21 < (p 4 1) 275

ma per r=>4 & r-}-1 <727, percio avremo infine

:El (]-——i—l) (21‘)1-—-—-#—}-1 ] 21'—1 { 2I'+T

r=1

ma 277 & il primo membro dells (11): pertanto si conclude che sary
8 maggior ragione per r >4 i primo membro della (11) maggiors
del secondo membro. 8i verificheri poi subito ehe la (11) non puo
essere soddisfafta neppure per r=4:(") r<<4 evidentemente non
puo essere poiche r— 44,

Rimane infine a considernre il easo dj T=3 (mod, 10) per
n=4h--3. Vediamo cioé se si puo mair soddisfare alla equazione
seguente

(10d + 3+ 4 (104 ~+ )48 L (10d -- )+ — (104 4 6)*+2, (18)
Da questa si ricava
(104 - 3)78 4 (104 + 5)t8 — (104 - )n+8 (10d |- 4)*0-+8,

donde si vede che essendo il primo membro divisibile per 102 -3 -
+10d 4 5=20d 1 8=2 (104 -+4) lo dovra essere anche il secondo
membro: quindi in particolare dovia essere (104 - 6)+3 divisibile
per 2 (10d 4-4). Poniamo dangue (10d 4~ 6)'%7" =2m (10d 4~ 4) dove m
e intero, quindi

' 2490+ (5d |- 3)+8 — o (5d + 2);
ma.5d +3 e 5d +2 sono fra loro primi, pertanto dovri essere
o - 8 = 2 con r—1<4h -1,
Avremo cost 10d -4 =2, eppero la (13) diventa
=ML @) i g (1)

Sviluppando e dividendo per 2 si ottiens
+48 4713 dh+2 h1-3 ridh41 4h+3 g
(2r)en+e — ( ]Ti— )(EIJ h+ _,_(4 ;‘ )(2 s (g__l}_l_( ;‘ )(zr)ih.z e

. (i;::g)zr(z*w — 1) g2,

Analogamente a quanto 81 & fatto pel caso precedente si conelu-
dera che deve essere r — 4h < 2. Fatto dunque r=4h -2 si tratta

_ ) Tale verifica si Db fare esegnendo pochi & brovi esleoli vamerici; Iafalli per » =4 1l
primeo m&mbru. delln (11) dd 16% e 11 secondo membro o1 di

Ora ]a somma d; guesti c!unttru termini non pnd certo emzere oguale a 10+, pninhh-l priml
ire termini o 165 sono divisibili per 24, mentrs che il quarto termine olod 6. 16 contiene solo 6
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di vedere se & possibile soddisfare alla equazione seguente, per qual-
che valore d1 7,

ere={"T") er+ (T ere-n+ (1) eret...

o (e et (T e

Ma questa e l'equazione (11) gia considerata pia sopra e si & visto
che per » =4 non & certo soddisfatia. Resia a vedersi se lo pud es-
sere per r=2; 1 tale ipofesi la (13)" diventa

@' — 1P+ @ + @+ 1) = (22
33 { 42 I 5==63
relazione certamente wvera.
Riassumendo cosi 1 risultati otfenuti in questo numero e nei due

numeri precedenti possiamo eoncludere col segnente teorema:
Lequazione

x"+(x+a)f -+ (x4 28 =(x + 3a)°

ammette soluzioni inlere sollanto per n=23 e in tal caso Uunica solu-
Zione ¢ X ==3a.

0ssia

Abbiamo eosi risolto compleinmente Ia prima delle due guestioni
proposteci nel prineipio di questa Nota. La seconda questionse era di
vedera se 'equazions

T =B e BE =20y (1)
per » >3 ammelle soluziont intere in progressione aritmetica.

Una risposta esauriente a tale questione per ora non la possiamo
dare: essa potra, se mai, formar I argomento di un’altva Noia. Ac-
cenneremo svltanto che l'equazione

2’ (@) +H{z+ 2" +...+ [z 4 (r — 1) a]" = (v +7a)°

per aleuni valori di » e di a non ammette soluzioni intere.

Cosl ad es. per a=2p 31 ¢ r=4h -+ 1 quest’ultima equazione
non puo essere verificata per nessun valore ng pari na dispari di =
qualanque sia 11 valore di n; ¢ib che si pud agevolmente verificare.
Anzi questo easo partieolare e altri easi particolari da noi esaminati
el fanno sorgere il dubbio che l'equazione ora scritia non ammetta
mai soluzioni intere per » > 3.

Molto piun interessante ancora sarebbe di esaminare la questione
pi generale seguente: per guali valori cioé di v e di n Veguazione (1)
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ammeiie soluzioni intere. Ma la risoluzione dj questo problema pre-
sentera certo delle difficolta gravissime; basti pensare che non fu
ancora irovata una dimostrazione completa ed esaurients pel celebre
teorema di Ferwmar, teorema che riguarda appunto I'esistenza delle

soluzieni intere dell’equazione (1) per il caso di »=2. jh‘n -71
AMERIGO BOTTARL ST |
Fano, 2 gennaio 1907. e
S
A
- e
rs
A
SUBLI AUTCMORFISMI DI CERTI GRUPPI DI OPERAZIONI b
gLrhyf
St
RO
i
l. Fra gli elementi @, b del due gruppi G ed F d’ordini rispettivi g, /, R

- . ) ' ) ey

81 stabilisca la corrispondenza (:1) per efietto della quale ad ogni opera- AR
i R,

» = v, 1y r . b AR
Zione a; od al prodotio a;a; di due operazioni del primo corrisponds nel Lol
secondo operazione b, od il prodotto bb;, se & g—=/, 0 ad ogni ope- :
razione del primo ne corrisponds uno stesso numero nel secondo, se & i
g<f. I due gruppi G ed T, astrattamente identiei, sono allora in 7so-
morfisnio semplice, o dun grado, od oloedrico, nel primo caso, ed in el
wsomorfismo multiplo, (") o di pia gradi, (%) o meredrico, (%) nel secondo.

In quest’ultima ipotesi & evidentemente, f—=~fg se & g<7J, ed & g=10f

8 € g> /£, indicando ¢on § un nmmero intero e positivo qualungue. _
La corrispondenza puo anche stabilirsi fra gli elementi di uno stesso s .
gruppo (¢ seritti in due ordini differenti: 51 ha allora un automorji- ER
a . o, . | S |
smo, (*) (ﬂi) che & Zdentico nel easo particolare in cuni ogni operazione d
i EPUR.
corvisponde a st stessp, Se pol & & un gruppo absliano (*) e ad ogni sua EOATI |
i 1
(1) Simple e mullizle isamerphism & in Bunwsior, Theovy of Groups of a finite crder, 1847, p. 22, i’ E

ed in generale in tutt| gli serittori ingleai ed amerieani
(*) Di un grado o di pii graii & in Nerro-RaTractasy, Teoria delle Sostitusivni, 1883, pag. 93,
(¥} FroBENTUS, WEaARR, sce. Haoloddrscher o eindufige dsomorphismus ; Mevitdsischer o mehrasiufiger
Isomorphizsmus. Le denominazioni folvédrigue o meriddrigue Turono introdotie da C. JoapA®w, Traité
dex Substiludions, 1548, pag. 3. 1l eonceito d'jgomorfiamo fra dus gruppi ds lul per primo esplici-
taments introdotio fu subilo dopo gemeralizzato dal Prof A, CarrLLl, (Sepra Visomorflamo dei
gruppi di sostituzions, ¥ Giornale dj Matematiche di Baitaglini ,, vol, XV1) che continud ad usars 'y
gli stessi termini ormai quasi da Eutti adettaii. : [
(*) FEoBENITS, Herliner Sitzungsberichie, 1001, pag. 1324. Il concetto d'aotomorfismoe d'an gruppo
B Zit in Giegsres, Die Untegrippen der Galois’chen Gruppe dev Modulargleichungen fir den Fall _ :
eines primzahligen Tronaformutionagrades, * Mathem. Annalen = vak 17, 1881, pagg. 810-265, Ofr,
inclére, Kigax F, Vorlasungen Aber das fkogoeder wnd die Awfilwung der Gleichung comfinften Grade, e 0
1884, pagz. 252 }
") Ln denominazione qui usatn nop corrisponde esaitaments r guelln di C. Jompawn, op. wit.
pag. 171, giacolid per noi b abeliano sole quel gruppo nel quale tulte le operazioni sono fra loro :
permuatabili, mantys par Jordan, che fa colul ¢le introdnsss quesia denominazione in omosggio al oy
matematico AnEL, song abeliant anche vari gruppi | di cni elemanti pon sono tubti parmntabili. :
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operazione si fa corrispondere la potenza ¢ di sb medesima, (") si ha un

automorfismo (:;,) che diremo d7 potenza .
I

Siano I, — (::) ed I,=(::r) due automorfismi di G; & IlIg-:(a“) -

W (yy
ma @altra parte I, fa corrispondere (a.q;) ad (a.q) ed I, fa COrrigpon-
dere (a.a,) ad (a.q;) per cui LI, fa corrispondere (aea,) ad (a.q). 11
prodotto dei due auntomorfismi I,, I, di & ancora un automorfismo dello
stesso (+, Tutti gli automortismi d'un gruppo possono quindi venir con-
siderati guali pperazioni d'nn nuove gruppo I ehe diremo grippo deqgli
automorfismi del gruppo datoe.

In ciascun sutomorfismo d’nn gruppo loperazione identica corrisponde
a 8¢ stessa, e le rlire operazioni che si corrispondono hanno naturalmente
ordini ugnali,

1l prof. Frohenins ha mostrato come I'automorfismo di G pud essere
ottenuto operando su questo mediante elementi che lo trasformanp in sé
stesso; ma quando il gruppoe é abeliano e contiene operazioni d'ordini (?)
maggiorl del due, se ne pud otienere 'antomorfismo dando guale molti-
phicatore di destra ad ogni sua operazione la potenza di gquests che ha
per espouente un numero che & primo rispetto allordine di G, quale ad
esempio sarebbe lo stesso ordine di G diminuito di un’unita:, Un simile
automorfismo corrisponde necessariamente ad un’operazione invariante del
gruppo L. L’automorfismo ottenuto col trasformare tutte le operazioni di
un gruppo per mezzo di upa di esse & detto congrediente; ogni altro
autororfismo & contragrediente. (*) La totalita degli automorfismi congre-
dient: d’ua gruppe date forma un gruppo H che & invariante () nel
gruppo degli automorfismi.

n

Quando 'ordine g di G & un prodotto di numeri primi, g— (™),
1

il 2 eccettuato, (°) e se ne forma il gruppe H degli automorfismi conge-
dienfi, e successivamente il gruppo H, degli automorfismi di H, quello Hg
di Hy, quello Hy di Hy, e cosi di seguito, se la serie &, H, H,, Hy, Hy,...
ba I'identita per ultimo termine, allora G & prodotto diretio dei gruppi
cielici 1 di ¢ui vrdini sono p,™1, p,™, pMs, ., . rispettivamente. In modo
reciproco 81 ottiene Guale ultimo termine !'identitd nel formare la serie

(1) Yorwo, “ Transne. Amor. Math, Soe, ,, 111, 1002, pag. 180,

(" Ogni avtomorfiame d'un gruppe abelinno A pud) vttenersi in due modi: 19 eol renderio 180-
morfo ad one dei suci sottogruppi in Imiu che nessunn operazione eorrisponda alln propria in-
varer; 2° eol fare corrispondere ogni sua opernzione sl prodotie di sk medesima per leperazione
ehs o corvisponde mel doto avtomorfismo, Ofr. G, A. MiLLer, * Bull. Amer. Math, Joc. , Vol. YI,
19200, pag. 387,

(#) Kiein, op. cit, pag. 282, Hovpzr, * Math. Annalen o ALIT, pag 914, Congredienle o contra-
grediente corrinpondono ai due formini iwner &8d outer 4§ Probenfuer,

1Y) Hovper, Bildung zuscmmengessiztar Gruppen, * Math. Annnlen »+ ALY, pag. 836,

(*} Indichiarae sempre con » un pomero primo diverso da due; sone py, pz,... numeri primi

differenti @ come p diversi dol 2. La notazions m (p"™) sta bel prodoito py™1 p,™2. .. 95, ™0, Ana-
n 1

logamente, ® (%771) st pel prodotto p,*1—71 po¥e—Ya PoinTo.
1

—
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di gruppi G, H, H,, H, » Hy,. .. ciascuno dei quali & gruppo d’antomor-
fismi congredienti del precedente, se G & prodoito diretto dj gruppi ci-
clici i di eul ordini sono P2y pe™s, pe™, ... rispettivamente, I gruppi
che godono di questo earattere speciale costitwiscono una classe (") moltg
rimarchevole che eome caso particolare abbraccia quei gruppi che hanng
per gruppo d'asutomorfismi congredienti un gruppo abeliano e che, a ca.
gione delle numerose proprietd che haono comuni coj gruppi abeliand,
81 dicono metabeliani, 1 sobtogruppi det gruppi di quest’ultima categoria
O 80m0 essi stessi metabeliani, oppure sono abehani. Quando H & abe-
liano, i commutatori di G sono Invarianti, (") e reciprocamente, se i com.
mutatort d’'nn gruppo G sono invarianti, il suo gruppo H degli auntomor-
fismi congredienti & abeliano,

2, Sia p un numero primo gualangee ed ammettiamo che ] gruppo
d’ordine g=—p sia generato da wn’operazione «: ognl suo automorfigmo
deve permutare fra loro le P— 1 operazioni q, a? a%...,a" @ ge uno
di essi sostituisce gz ad @, deve pure sostituire a?*ad a®, a®' ad a® ecec.

in
Il simHolo ( ? ) rappresenta dunque un automorfismo dj (r per ognmumo

ﬂluﬂ
dei valori di 4 che siano compresi fra 1 e p— 1, ma non per g =p. Lo
rappresenta perd ancora per g-— P2, e quest’ultimo automerfismo coin-

cide con quello rappresentato dal simbolo (;:m.) y (m=1,2,, .. p__ 1).

Dungue, se G & d’ordine », Yordine di 14 p—1, La potenza n-esima
Im m
delautomorfismo @ e “ nf|; PET €01 Se 4 é& una radice primitiva
(e b b

della congruenza
0?2 —1=50, (mod p),

m
il gruppo I ¢ up grappo ciclico (%) generato dall’automortismo ( : )

I,-'1]]]|‘J

Allora, se @ & un’operazions che soddisfa alle relazioni
=1, &y = a-

1 gruppo {6y, ) =K & Pofomorfa | ) di G, ed ogni antomorfismo di
quesb'ultimo pud essere ottenuto o) trasformarlo mediante una delle ope-
raziori del suo olomorfo.

Il sottogruppo che corrisponde a sé stesso in 0gnl possibile automor-
hsmo di G & sottogruppo caratteristico ed & 1nvariante in K. Un sotto-
gruppo caratteristico di un gruppe dato & necessariamente un suo sohto-
gruppo invariante, ma un sobtogruppo invariante, non & necessarianente
caratteristico, ed é ben noto che se ug grIppo non possiede sottograppo

1) Qoesta elnsae dgi ETUppi & slata ampiamants studints nleani moni addietro da prof. Anrexs,
[Leipziger Beriehts, XLIX, 1397, pag. 618 o 88%.) 1 gruppi che qui son dobti metabstiani, sono eaan
patticolnre d} gpef Sruppi. ed ammettons a lory volta tome caeo Bpevinle i gruppi nmiltoniani se
Barmo per eruppo H i Bruppo del gnarto ordins,

(Y Denzxixp, * Mot Annalen ., XLYIII, pag. 558,

(% Se i'ordine dun LImppo possisde radici primitive, | Ernppo & cieiico, resiprocnmente.

(Y Frosenius, Endliche Eruppen, Berliner Sitzongsberichte, 1893, pag. 185, Bumwsme, op. cil,
PRB. 2¥8; Burkuanvr H. Endlichy discrete Gruppen, pog, 291,
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caratberistico & semplice od & il risultato di un prodotto di gruppi sem-
pliei in isomorfismo oloedrico.

Imaginiamo G generato da due sottogruppi caratteristici aventi la
sola operazione identica in comumne: i] loro automorfismo & sufficiente a
determinare 'automorfismo di (&, quest’nltimo auntomorfismo essendo com-
pletamente determinato da una serie qualongue di sue operazioni, Ma &
e il prodotto dirvetio di quei due sottogruppi caratterstici, e dnngue il
gruppo I di G & por esso il prodotto diretto dei gruppi d’automorfismi
dei due sottogruppi caratterisici,

3. Sia p" Pordine di G che supponiamo ciclico e generato da un’ope-
razione a;: esso contiene p* (p— 1) operazioni @ordins P e se q; ¢ una
ay
%
e U PR, 0, (mod p)

di esss, la corrispondenza ( ) definisce un antomorfismo. I CONgrnenza

posstede radici primitive, per cui il gruppo 1 di G & pur esso eiclico, Se
¢ p=2 il gruppo I & abeliano e d’ordige 2", ma mnon & eiclico giacché
la congruenza

o™ —1=0,  (mod 2n), (1= 2)

non possiede radici primitive, Ne possiede invece la congruenza
g —1=0 (mod 2v),
ed & sempre possibile sceglierne fra dj esse una g che soddisfi alla cop-

gruenza
2T =1--90-1  pod 9n

Le potenze dell’auntomorfismo (;'L

)fﬂrman{: cogl un gruppo ciclico d’or-
J

v ' a S ‘ .
dine 202 od & (ﬁ g +;n_;) il solo automorfismo del secondo ordine In esso

J g

f; a .
contenngo, Cosi (ﬂi ) ed (.—; L), Unitimo non essendo contenuto nel sotto-
J j

gruppo generato dal primo, sono due sontomerfsmi permutabili ed indi-
pendenti d'ordint 2m—* ¢ 2, Fagj SSNErano un gruppo abeliano dordine 9ov-1
che é il gruppo degli antomorfismi di G.

Supponiamo & metabeliano ed ancora d’ordine g——r—t (p™); siano kg, ly,...
4

le operazioni invarianti di H Qordin; rispettivi g, &,... o ohe crdina.
tamente corrispondono ajle OPBYRZIONI a4y , ay, ... di (3. Se Uy, Uy, ... =000
le operazioni invarianti di G, tormgnti il groppo U, &
g ﬂi_‘lﬂ‘]ﬂ'{:— Hp‘Tl [l {i — ].:|. 2’- - 1:'
per cui
ﬂi—‘ﬂfi @ =usai=an,

Se fosse g=p" ed g, >, , > En—g => «as > 89 > &1, Poperazione {ty*n
sarebbe permutabile eon eciascuna delle operazieni di G, e sarebbe guindi
contenuta in U: ma ¢id non potendo essere, a meno che mon sia En = &
dobbiamo dedvrne che se il gruppo H di G & abeliano ed é g=p» 1
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gruppo I deve possedere almeno due operazioni indipendenti che hanno
ordine pit elevato di tutte lo operaziomi rimanenti. Ora, poiché abbiamo
supposto G metabeliano, cioé prodotio diretto dej sottogruppl d'ordini

271, o, ..
di G & prodotto diretto dei gruppi H’ d’aétomnrﬁsmj congredienti di tali
sottogruppl fattori, ne conelndiamo che in questi gruppi d'aniomorfismi H’
Vi sono operazioni invarianti 4, d’ordini rigpettivi p;=1, che sono indi-
pendenti dalle operazioni . . Dungue (Mhg...5%,) ed (hsh'g ... B',) sono
due generatori indipendenti di H e sono dell’ordine il pia elevato, ciod

rispettivamente, se & g= 1 (p™), e poiché il groppe H

d'ordine ;E(pi*l}, multiplo dell'ordine di ogni altro generatore indipendente
1

di H. Tutio 0id pud riassumersi nel dire che il gruppo H d'un gruppo G
non puo essere prodotto diretio di gruppi ciclici se Vordine di ciascuno
d1 guesti non & sottomultiplo di voo almeno de rimanenti ordini. (1)

Se gii ordini delle operazioni u, hanno g per m. ¢. m,, i commutatori
formati da a; colle rimanenti operaziont di G formano un gruppo abe-
liano; e siccome quando un gruppe ¢ abeliano il m. e. m. degli ordini
di nn certo numero di operazioni & esso stesso ordine di qualcuna delle
operazioni del gruppo, cosi ¢ deve essere ordine di uno dej commutatori
di @, cioé, in altre parole, (%) Vordine di ogni operazione di H, se questo
e abeliano, é ordine di un commutatore di Q.

4. Be ¢ g—2"% (p/™), e G & ancora cicheo, possiamo costruirne il

gruppo I notando che G & prodotto diretto dei gruppi che hanno 2r,
Fa™ty pg™, ... per rispettivi ordini. Ogni antomorfismo di G trasformera
in se stesso ognuno di questi gruppl. Costruiamone i gruppi d’antomorfismi
e facciamone il prodotto diretto: ogni operazione del gruppo risultante
corrisponderd ad un automorfismo di G. L'ordine g ;

=21 "'"::-* (™ (p; — 1)),
di un tale gruppo corrisponders al numero di operaziomi di G, cioé al
numero di automorfismi di cui G & capace.

Quando H sia abeliano e sia g=n ;{pl“'1)=pm, 11 pumero p non
essendo multiplo di nessuno dei numer pll. ed in G é contennto un sot-
togruppo abeliano massimo A d’ordine g: r (Pi) =g p, Vordine di H sara
rappresentato da :}(_p,'l}. essendo 1 << g, :fi" 3 (my-+1). Sia H, il sotto-

gruoppe di H che corrisponde ad A ed il cui ordine & un multiplo di g, e
che, all’ infuori dei fattori Pi, non couliene altri fattori primi. I1 gruppo H
contiene uw’operazione d’ordine ¢ che non appartiene ad H,, ma che con
questo sobtogruppe genera H. Sia ay l'operazione di G che corrisponds &
quest'operazione di H: la @, non é permutabile con nessupa delle opere-

(3 F11e, * Traps. Amer. Math. Soc. , JII 1902, pag. 985,
(%) Frre, Lo, cit., pag. 542,
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zioni di A se quneste non appartegono pure ad U, ed il nomero di com-

mutatorl di G corrisponde all’ordine di H,, cioé a m(p5i ). Ma I'ordine
U 6 3 (o), dung, ‘
my—g = g — 1, e = 3 (mi+ 1).

I cosi stabilito che Fordine di egni operazione di H, gruppe degli
automorfismi congredient: di G, & divisore di 1 se H & abeliano e G con-
tiene un gottogruppo abeliano A del quale g:w ¢ Vordine. Se ¢, & una
operazione di A che non appartiens ad U, essa dovrad essere permutabile
con almeno g:w operazionl di G, per cul il numero di operazioni di G
che in esso sono coningate & sottomultiplo di w. Quindi anche il numero
di commutatori di G risultanti dalla molliplicazivne di a, per le rima-
nenti operazionl di ¢ & softomultiplo di w, e tali eommutatori formano,
com’é noto, un gruppo. Ne concludiamo che Tordine di quell'operazione
di H, che corrisponde ad a,, cioé Yordine di una gualungue delle opera-
zioni di Hy & sottomultipio di w. Se ora a_ & un'operazione di G non
appartenenti ad A, ed @, con A genera un sottogruppo di G, dovra esi-

stere una gualche potenza :: (21%1) dl @y, (&1 Z My, £a = Na.eo .8y = Miy),
che sard contennta in A, e IEB tale potenza coincidera coll'operazione a,,
questa dovra esseros permutabile con almeno g: = (@™ #) operazioni di (.
per cui il numero di operazioni di G ad esse coningate sard un sotto-
multiplo del numerp rappresentato dal prodotto - (™~ 4). L’ordine del-

I'operazione corrispondente ad H & cosi divisore del numero espresso da
gnest’ultimo prodotto, ed il numero che rappresenta Pordine di ciascuna
operazione di I é divisore del numero . Quando poi G & gruppo abeliano
d’ordine p* @ lo intendiamo generato da m operazioni indipendenti e per-
mutabili a4, , a,,...,a, d'ordine p, dall’essere ciascuna di esse invariante,
nel mentre (¢ possiede sottogruppe caratteristico, dovranno esistere anto-
morfistnl capaci di frasiormare qualcuna delle operazioni del gruppo in
altre. T1 simbolo ( %

a;™
(a1 ag®2 ... a,%) all’operazione (o™ ay™ ... a,"), essendo,

), G, 7 =1, 2,...,n), sostituisce I'operazione

Z=Xomy¥y, Z3=XMyTi,...,% =2 mw;, (mod »)

e 88 le p" operazioni cosi formate non sono totte distinie, il precedents
simbolo non pud rappresentare un aubomortismo quande cgnnna delle
p* operazioni del gruppe si soffituisce successivamente all’operazione
(ai"1ag™ ... a,"). Se tale condizione & soddisfatta il simbolo predetto rap-
presenta una permutazione delle operazioni fra loro, permutazione che
lascia invariata la tavola di moltiplicazione del gruppo: guel simbolo
rappresenta dunque un automorhsmo e gli elementi », , 2,...., v, devono
essere numerl definitl rispetto al modulo p, se 2z,, 2z,...,2, sono dat.
Il precedenie sistema di n congruenze simultanee deve dungue ammettere
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soluzioni definite rispetto alle v, il che avviene guando sin soddisfatta Ia

condizione, necessaria e sufficiente, che il valore del determinante | m,, |
dei coefficenti non sia nn multiplo di p, Avremo cosi definito un distinto
automorfismo del gruppo per ogni distinta serie di congruenze (') della
forma precedente, e che soddisfano alla condizione enunciata.

5. Se p € il m. ¢. m. degli ordini m delle operazioni del grappo abe-
liano 3, questo ammette un automorfismo di potenza ¢ qnando & g—I1=sp
OVe § & un numero intero qualungue, cssia quando, a; ed «; essendo due
operazioni guzlungue di G, ¢ { essendo primo rispetto ai loro ordini, é

possibile la relazione
_ o apr— (ag@), (a)
che diventa.

v a a; = (u o)V =aq (q ;)% oy = av av @
se sl moltiplicano i due membri per @a; . Ne deduciamo I'altra relazione,
a¥~'ay=qawav -,
che possiamo pure serivere,
a¥—ay = a; a3, (=)
e che deve essere soddisfatte da ogni coppia @ di operazioni di .
Uolla (z) possiamo pure scrivere,
ay ey = (g, )

€ questa relazione insieme alla (») ci mostra che G ammette un automor-
fismo di potenza ) guando olire ad essere invariante la (b — 1)-esima
potenza di ogni sua operazione, esso ammette ancora nn antomorfismo di
potenza (Y —1). Che queste condizioni siano sufficienti & deduce dal

fatto che il prodotto di (B) per a;a; riproduce (z).
Ponendo ) —1—1 le (') e (B) diventano rispettivamente,
Hitﬂj zﬂjﬂlr, ﬂiTﬂjl — [ﬂ] ﬂJJr "

€ 5S¢ (ueste sono soddistatte, lo sono pure le due altre

7 ol = @ a7, a7 ar = (o), ()
nelle quali v & wn numero intero qualungne. Siccome as* & invariants,
moltiplicando 1'ultima relazione per ey abbiamo,

ﬂrl‘l"'l"l‘ 1 ﬂjﬂ -+ 1 — (ﬂl .Hj)'.l'? oy I’

che iudica che G ammette un sutomorfismo di potenza (vt —4-1), se questo
€ un nnmero primo rispetto agli ordini di ognina delle operazione di @,
Se dunque esiste un numero qualungue t pel quale le due relazioni (y)
sono verificate da ogni coppie di operazioni a;, aydi G.ese (1) é
un nmmero primo rispetto agli ordini di tutte le operazioni di G, allora
questo gruppo ammette un automorfismo () di potenza §, essendo f un

) Due 4 tali gerie si consideranc distinto Be In congruenza mips = 'y (med p) non susaiste
per evissenna delle coppie di coefficonti eorrispondenti. 1l gruppo deflnito dn questi sutomerfismi
& il ben moto gruppo linsare omopenss.

1" Cir. Youxa J, 0n (ke MNomorphism of o Group. * Trans. Amer. Math. Soe, w 111, 1902, p. 188,

-
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numero che pud assumere gualungue valore della forma vi41. Per g=—p»
possiamo suppmTe t della forma p™ , e 1'ipotesi 1 = yp™ rende possibile
Faltra = +'yp™ , (v primo con p), e potremo scegliere »' in modo che
la differenza (v'v — 1) sia divisibile per I'ordine p* dell’operazione d'ordine
pin elevato. Cosi, un gruppe G d'ordine p® ammette antomorfismi di po-
tenza 1 solo gquando ammette antomorfismi di potenza p™, ed a ¢ pud
veuir assegnato un qualungue valore della forma (yp™:— 1), Le opera
z0nd di G 1 di cul ordini non superano in valore il nuinero phita
(2=0,1,2,...), formano un sottogruppo invariante L, ed il gruppo quo-
zients (3: L & abeliano.

Se G non & abeliano, ¢ deve esclusivamente aver la forma (tp™--1),
e se p™ e il pia piceolo valore pel guale il gruppe G d'ordine p» am-
mette un antomorlismo di potenza 1, se ne ottengono tutti gli automor-
fismi di tale potenza coll’assegnare a 1 tutti 1 possibili valori della forma
(vp™r 1), (v=1, 2,...,p"™), essendo p* il pit elevato degli ordini
delle operazioni di G che sono d’ordine pin elevato. I1 gruppo non abe-
liano G d'ordine p" ammette dungue p*™i, automorfismi di potenze <,
Pautomorfismo indentico compreso, e questi automorfismi, considerati quali
operazioni, costituiscono un sottogruppe I, d'ordine p*~™: del gruppo (%)
d'autemorfismi I di G, e che & ciclico, a meno che non sia p=2 ed
my =1, In questo cago, se € £ >3 il gruppo I, & abelianc.

E facile vedere che ghi automorfismi di potenza t d'un gruppo &
sono invarianti nel gruppo I di G, giacché, se essendo @; un’operazions
gualungue di (x ¢ T un antomerfismo di questo, &, T'aT—=a',: e g T,
e un automorfismo di potenza 1, cioé se & Ty 'aT=a, allora tanto T, T
cne T, trasformane a, in a' 7.

6. E ncto che guando nn gruppo abeliane G & cielico ii suo grappo 1
e oloedricainente isomorifo alle operazioni ehe frasformano an generatore
di (+ in potenze i di cni esponenti sono numeri primi rispetto al suo
ordine, per eni solo guando G ¢ eielico anche il gruppo 1 & abeliano, Se G
non & clelico ma contiene un gottogrupyo ciclico L il di cui ordine &
potenza d’'nun numero primo p, il sue gruppo I ¢ oloedricamente isomorio
al grappo transitivo di sostituzioni il cui grade & uguale al nnmero di
operazioni di (5 che hanno genernto L, e che sono quelle di grado pit
elevato. Ora, poiché in un tale gruppo iransitive Pordine supera il grado,
dobbiamo escludere che possa trattarsi di gruppo abeliauso, e dunque non
sard neppure abeliano il gruppo I di G, Cosi, se ¢+ non & cielico, il suo
gruppo 1 non pud essere abeliano. Inoltre, se l'ordine del gruppo abe-
liano (G & multiplo di p, il suo gluppo I contiene necessariamente una
operazions d'ordine (p—1), giacché, se p™ & Ja pin alta potenza di p
contenuta nell’ordine di &, il gruppo L d’ordine ™ {(m primo con p),
contenuto in  é¢ pur esso abellano, e pud ottenersene 1'automortismo
dando guale moltiplicatore di destra ad ognuna delle sue operazioni (n.° 1)

(') Le operasioni di hh sono invarianti in L
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la propria potenza m-esima, Se pol é p™: U'ordine dell’operazione di L che
¢ dell'ordine il pih elevato, e scegliamo m per modo che appartenga al-
Pesponente p — 1 rispeito (*) al modulo p™, Pantomorfismo di L dovra
evidentemente corrispondere ad wun'operazione d'ordime P —1 del suo
gruppo 1.

Quando nel moltiplicare fra loro le operazioni corrispondenti rendiamo

il gruppo ciclieo generale G. d’ordine g =2"xw (p™), isomorfo al suo
n 1
sottogruppo d’ordine g = 20 = (p®), (1, < —1, 8; << my;), otteniamo un

automorfismo di G che n::nrrispulnda ad un'operazions d'ordine ¢, di I. Ma
questo & prodotto diretto dei gruppi dantomorfismi dei gruppi d’ordini
25 P™, P, ..., p.™ Tispettivamente (n." 4), e siccome ognuno di
questl gruppi d’antomorfismi possiede operazioni del secondo ordine se
Yordine del gruppo corrispondente & maggiore di 2, cosi il gruppo Idi G
e ciclico solo quando & » =0, oppure r — 1, ed wno degli esponent: dei
fattori rimanenti non é nullo, ed anche quando & r=1, oppure = 2,
e sono nulli gli esponenti di tutti i rimanenti fatiori.

7. Nel gruppo H degli antomorfismi congredienti di G sia una gua-
lungue operazione che trasforma un elemento By dlordine p™ nella-sua po-
tenza gresima, e sia J il gruppo di G che in tale isomorfismo di G ad H
cornisponde all'operazione identica: sia p¢ una potenza di p» che divide
Pordine di J. I prof. Fite ha dimostrato (*) che allora, al modo stesso
che %, viene trasformato in A4 . cosl un‘opernzione d'ordine p™ corri-
sponderd ad #; nell’isomorfismo di & ad H, se & &,=1, (mod p). Se il
gruppe H di G & abeliano ed a,, @; sono due operazioni di G i di cui
ordini g, ¢ hanno ¢ per m. c. m., poiché &,

0oy = uay , ()
8¢ con § indichismo un numers intero gualungue, & (n.* 5),
o soaki a—afa =ulaP,  (ma))) = wb@—Ngpgl
(@ 1)) = wbolo—Nqm ;> = ylole—1,
Ma se u' ¢ I'ordine di w, &
s =0, 8 =10, (mod u),

per cul tanto se s, ;d §; sono numeri digpari, che se sono numeri conte-
nent1 il fattore 2 & differenti potenze, & ()¢ =1; e se contengono il
fattore 2 ad una stessa potenza, é (a05)%7 =1.

Quando a;q; = a, sia d'ordine sy e chiamiamo p% la pia alta potenza
di p contenuta in 83 P* la pin alta potenza di p contenuta in §;; p5r la
pia alta potenza di p emntenuta in ., per guanto precede e pel fatto
che ¢ aya, ' =g ed ay ay=a;~", dei fre numeri z,, @; , ¥y due sono

(1) La proposizicne: " il namero appartiene all'esponente » — 1 rispetto al modulo p™1,, .
sgnifiea: p—1 & il minore esponente, diverso da zero, pel guale sussiste la congruenza: mP—!=1
(mod o™i}, Ofr. P, GAZZANIGA. Gii clemmenti deila Teorie dei wumari, 1003, pog. 69,

(8; Lve. cit., pag, 346,
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uguali ed il terzo pud esser minore degli altri due od uguale ad essi.
Ma se & p=2, qguel terzo numero pud esser maggiore dei due altri. Cosi
&g =W, {mod s;) se gli ordini delle dve operazioni a;, @; non contengono
una stessa potenza del fattore 2, ed € 25 =0, (mod s,) nel caso contrario.
Inoltre, se con P indichiame il prodotto delle potenze di nuei fattor
primi che in g; ed 8; entrano ad uno stesso esponente, e facciamo s,:P=¢/
8;: F=1¢}, lordine s; di a, sara un maultiple del m. ¢, m. di &) ed 5,
salvo il caso nel guale i numeri s;, & contengono il fattore 2 a potenze
cifferenti, giacche allora s, deve essere nn multiplo di fale . c. m.

Se pol 8 ed & sono numeri primi fra di loro, & evidentemente s
Vordine di @y, peiché 1n questo caso le due operazioni & ed a; sono
permutabili,

Facendo g=p" ed s;=p"i, 8 =p". (n; > n;), Vordine del prodotto
a@a; saré p™, e sard quindi 2% se e p=2. Ma quando & n;= w1,
allore T'ordine di ayy; € 2% . Dunque, quando le due operazioni a;, ; di G
corrispondono a due operazioni di H diordinit differenti, 'ordine del loro
prodotto @ nguale o maggiore dell'ordine dell’'operazione che fra le due
ha grado pit elevato.

Indicando con v, € 7y le potenze p™-esime delle due operazioni a;, g
rispettivamente, per la relazione (3) abbiamo,

T : M m_ Y % ] m

e ne deduciamo che se p&i &1l pin elevato fra gli ordini det commutatori
di G, ed & g=p", le potenze p™esime delle sue operazioni formano um
STUPPO.

8. Non potendo esser ciclico il gruppo I di G se tale non & H, un
gruppo ciclico d’ordine ¢' € gruppo dastomorfismi d’un groppe G d’or-
dine p* solo quando é g'= p" (p — 1). Inoltre, essendo abeliano il gruppe I
del gruppo ciclico G, e potendo esso venir rappresentato quale grappo
regolare di sostituzioni 1 cul elementi corrispondono aile operazioni d’ordine
piti elevato nel grnppo ciclico, ne segue c¢he il gruppo 1 di un tale
gruppo (G d'ordine p* & d'ordine p*=' (p — 1), (Cir. n.° 3). In particolare
per p=2¢ p*' (p—1) =22 {2— 13 =2 11 gruppo I di G é cosi
il prodotto direttc di due sottogruppi ciclici aventi p*— e (@ — 1) per
rispettivi ordini: il primo di questi sottogruppi € formate da tutte quelle
operazioni d1 1 che trasformano le operazioni di (3 in potenze i cui espo-
nentl sono numeri y che verificanc la congruenza ¥ = 1, (mod p). Quandp
pol ad esempio I sard uwn gruppo namerico, mod p®, i numeri 7 oorri-
spondenti agli elemenfi di queP sottogruppo d'ordine p™' saranno costi-
tumiti di fattori minom di p", e che, diminniti di un’unita, saranno mul-
tipli di p. Sara inoltre,

=1, {mod pw*1)
ed 7™ dovri essers costitnito di numeri congrni coll'unitd rispetto al
module p*. Dungue, ogni numere 7 che soddisli alla relazione

T]_lr":ﬂ‘}]m—lj

— e ———— e g g |

i

L S — LK
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eggendo f un nomero intero qualungne, & potenza p™-esima di un aliro
numero ¥, che soddisfa alla relazione

h—1=0.p",

essendo 6 ed » nomeri arbitrari. Inoltre, pel fatto stesso che, in generale,
la potenza 2"-esima, (n > 0), di ciascuna dells operazionl di I & potenza
2%-esima di un’operazione del sottogruppo ciclico @’ordine 25— o poiché
tall potenze somo le operazioni di 1 permutabili colle operazioni d’ordine
2m2 di G, ne segue che ogni nomero v, che soddisfs alla relazione

s — & =, 2078

¢ potenza 2™-esima di un numero, mod 2°, essendo Pesponente n ancora
arbitrario, Reciprocamente, se ¥, € un numero dispari qualunque, la sma
potenza 2™-esima, diminuite di un’unitd & divisibile per 2=+ Siccome
infine I & prodotto diretto di un grnppo eciclico il di cni ordine & un
numero parl, per un'operazione del secondo ordine, ne segne che se um
numero y possiede una radice 2%.esima, mod p®, possedera 2m+! di tali
radict, (m -1 <<n). In particolare, se il gruppo ciclico G & d'ordine 2,
il suo gruppoe I & prodotic diretto d'unm gruppe eiehico d'ordine 272 for-
mato dalle operazioni di T che sono permutabili colle operazioni del quarto
ordine di G, pel gruppo del secondo ordine generato da quell’operazione
di T che trasforme nell’inversa ogni operazione di G. Tl quadrato di ogni
operazione di I & dungue quadrato di un’operazione del sottogruppo ciclico
d'ordine 2°—*; ma siccome tutte le operazioni di guesto sottogruppo sono
permutabiii colle operazioni di quarto ordine di G se quesio & d’ordine 2=,
¢osi 1 loro quadrati sono permutahili colle operazioni di ottavo ordine di G
e tali quadrati trasformano ogni operazione in una sua potenza il di cul
esponente i, soddisfa alla congruensza

my=1, (mod 2%). (g)

Tutte le operazioni di I essendo permutabili colle operazioni d’ordine
2" di G che siano quadrati delle operazioni del sottogruppo ciclico d'or-
dine 2"* eosi correlativamsente ogni numero dispari m, che soddisfa alla
relazione (¢) é quadrato d’un numero dispari, cioé & regiduo gunadratico
rispetto al modulo 2% In T il quadrato dell’operazione identica & la stessa
operazione identica, e ecorrelativamente, ognl numero digpari & residuo
quadratico di 2, ed ogni numere dispari my che soddisfa alla relazione

ey = 1. {mod 2%),

¢ residuo quadratico di 22

Quando ¢ 7 = fr, ed i numeri 0 e © zono primi fra loro, gli 7 (6)
numeri interi e positivi minori di # e che hanno in comune con esso un
fattore massimo 1, costituisecono un gruppe abeliano se vengono combinati
per moltiplicazione rispetto al modulo n. Tale gruppo é allora egruppo L
del gruppo ciclico G d'ordine f, Ma & noto come affinehé G sia ciclico (*)

() Ufr. & A, MiLues, “Amer. Journ, of Math, « AXVII, pag, 818,
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¢ condizions necessaria che f§ possegga radici primitive, (') per cui solo
quando § avra una delle forme 2% pU ™ il gruppo abelisno G sara ei-
clico (¥) e conterra una sola operazione del secondo ordine: ¢id é guante
dire che una metd appunto delle sue operazioni avranno nel gruppo radici
guadratiche, in virti del principio pel gnale le potenze (n — 1)-esims
delle operazioni di uwn gualunque groppo abeliano costituiscono wn gruppo
quozienie che colneide col gruppo stesso se n & primo col suo ordine. Se

in G sono m operazioni indipendenti. quelle del secondo ordine ecostituni-

. 1 ; al. gl 0
scono un gruppo d'ordine 2%, ed allora = degli elementi di G avranno

=T
radiel quadratiche, ed ogni numero che possesga nna di tali radici. ne
possederd 2™ rigpetfo al modulo n, o rispetto al modulo . Cid evidente-
mente eqnivale al dire che la congroenza o*=m, (mod §), oppure mod =2,
essende m e O nuomeri primi fra loro, o non ammette soluzioni o ne am-
mebte 3™, essendo m il numero, accresrinto di B, (B=2, | 0 0 a seconda
che f ¢ dells forma 8a, 8n -4, od & incongruo collo zero rispetto al mo-
dulo 2°), dei fattori primi dispari che somo contenauti nel numero intero f.

Poco innanzi abbiamo detto (efr. n.” 6) che se 1. & sottogruppo di G
generato da un'operaziome a; d'ordine p®. il suo gruppo d’automorfismi T
possiede un sottogruppe ciclico d'ordine p=' se p & un numero primo

dispari, & ne contieng uno d'ording 2% ge & p—2; che se 1; & una .

operazione del secondo ordine di I che trasforma ogni elemento di Li nel-
I"inverso e che tale operazione non appartiene al sotiogruppo eciclico
d’ordine 2°* formato da tutte le operazioni di I che trasiormano una
operazione del guarto ordine di L in sé stessa. Tale sotfogruppo insieme
ad I, deve dungue generare 1, ¢ se poniamp in relazione tutto cio colla
condizione necessaria perché un dato numero appartenga ad un esponente
dafo rispetto ad nn certo modale, non é difficile determinare l'esponente
al guale un numero deve appartenere rispetto al modulo 2¢, giacché tale
esponente coincide appunto coll’'ordine della corrispondente operazione di 1.
Siccome 1nfatti nel sotiogruppo cielico d'ordine 24 no'operazione d’ordi-
ne 2 & permutabile con ognuna delle nperazioni d’ordine 20— di 1., ma
non con quelle d’ordine 24"~V ¢ siccome q; trastorma ogni operazions

(4} L.a proposjzione: * il numero u o radice primitiva rispetto al module m, o radice primitiva
di m ., msignifica:; o appirtiene all’egponente ¢ (m). Cfr, P, Gazzasioa, Op, ¢it. pag. 65 Colla oofa-
rione @ {m) indiehipmo come G solite, U ndicolore di Gauss, numersy ded numeri non superior ad m

o primi eotim, FPer m=p & @p(pl=p —1, & per m = g", & « (p") :pn_l'{p — 1!, numery ¢he core
1

rigspende all'ordine del gruppo [ del gruppo ciclico G d'ordine pr. Pear mi = ® (™) ¢ evidente-

1
mente @im) = o (™). ¢ (ps'a).., Tu*ta le radiel primitive d'un pomero dellp forma pn sonp

evidentemente date dal prodeite dei momeri appartenenti nll'esponente p"“’. per le flo— 1) pe-
tenre d'nn nuwpers ¢ke por non essende redice primiliva dl pn, appartiene perd all’esponente p—1,
mod p, oWl ad esempio, 8 banno le radici primitive di 3° col moitiplicara 3% — 1 per § numer
della forma 30 -+ 1, essendo ¢ uno dei @ (3" — 1) numeri Interi ¢ pesilivi priml con 3% —1 a mi-
nori di guesto,

3} 31 puo notere la corrispondenzn fra goestn proprieth od il reorema <he mnella Teoria dej
nomeri ports il nome di Wilson, il guale stabilisce elie I prodotio dei @ (@) nomeri primi eon 0
e minori di A, & rispetto gl metulo ¥, rongruo ron =& 1 me che & congrnoe econ — 1 sa 7 & dells
forma 24, po, pin, ggaendo sempre p ub pumare primoe diverso dal 2, ed » un owmero intero e positivo,

Al

e
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21 L nell’inversa, ne segue che chiamando § uno qualungune dei ¢ (2m)
numeri primi con 2™ e minori di questo, i numeri che appartengono al-
Pesponente 2™, (m > 1), devono essere della forma -+ (6.28-m L 1), La
proposizione reciproca & vera. Per m —1, ai numeri della forma predetta
dobbiamo aggiungere il numero 25—, Clasi appartengono all’esponente 27
tutti i numeri v tali che le congruenze

=38 ed y=5 (mod ),

siano soddisfatte.
(. ALASIA.

SOPRA ALCUNE CONGRUENZE

siano dati tre numeri qualungue @, ¥, 2; essi possono rigunardarsi come
radici dell’'equazione cubica
Q% a0t 132 — ¢ —0, 1)
pereio si avra
r4+y+z=a awy+yzrtze=>b ayz=rc. (2)
Moltiplicando i dne membri della (1) per 2% dove n & intero e =3, si ha
Q.l:l s aBm_l _I__ bgn_i I U!‘E_u_! — ﬂ_
Il facendo successivamente in questa, 2 eguale x, ¥, z e sommando, ot-
terremo la notu formola di ricorrenza

Sn S l‘-'IS]]—! + bs:l—-ﬂ‘ = ﬂsn—-ﬂ — D‘ rB}

] :Ell + y[l. _I__ E‘II-_
Dalla (3), dando ad 7 i valori m,  — 1, n— %2, .. , & dalle equazioni (2) si
ricava il sistema

Avendo posto

Sn —ﬂsn—l +bsu—i_csn—ﬂ- =0
S-i m— ﬂSﬂ + bSE — ES; =)
Sy — aSe + S, = 8¢

S: — asS; = — 2b
Sl = A,
Dal quale si trae

0 —a b —e O 0 0 0

0 1 —a b —e 0 0 0

0 0 1 —a b o 0 0

. 0O 0 0 1 —ag. O 0 ©
’ O 0 0 0 t .o.—a b —e
3¢ O 0 0O 0 1 —a b
—2 0 D 0 D 0 1 —a

a 0 0 0 0 0 0 1

L

¥ ' -
S e T W R T TR I, i
e FLEE RS e S rr-;_u-l—-lq' e

)

3
'*";
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Se indichiamo con A, il complemento algebrico di @, sviluppando S,
secondo gli elementi della 1* ecolonna si ha

(— 118, = adp—y -} 204, 4 Bedp—g . (4)
Sviluppande poi il determinante A,_, secondo gli elementi della 1* linea
— Apy =alos + bdss +chny. (9)

Sia @ = 0: allora le (1) (5) ei danno
(— 1798, — 2bA,. 4 + BeA. s 1 (8)

— Ay =bA s 4cA,; f

essendo A, , cid che diventa A, 4 dopo le sostituzione a=0 & le evidenii
riduzioni. Dico che per m >0
Saﬂm+1 =0 {Iﬂﬂﬂ. E)-.

S;Emrﬂ Atm—a Aﬂm—‘&

In virtu delle (6), saria intero quando lo & 0 0 suc-
cesslvamente
: Asy 7 Aoy s & Ay
c g e

& poiehé %:- bs tutti + termini -deils serie precedente somo imberl e tile
Sj!m—]-]:
€
Se x, y, z sono tre numeri qualungue legali dalla relazione x + ¥y+z=0

U'espressione

anche . Potremo dungue asserire

..I.hq..l._l_ yhn-;.,t ‘I"‘ s m4-1

XYz
con m positive e diverso da zero, é sempre un numere intero ( 31

Osserviamo che per n dispari, se @, ¥ sono numeri qualungne ponendo

g=—(+yy=—pe xy=g¢g s ha
a =0, b:!l—.‘!?t; C = — ]
e la 1* delle (6) el da |

Y= +2(¢—pNAns —BpgAag (%)

intendendo che nei determinanti A, si faceiano le sostituzion precedenti.
La (7) esprime o* -y in funzione di 2 43 e Ty.
Sia p=0. In tale ipotesi le (4) (5) ¢i danno
(—1)+8", = 4B, + 8cB,, }

— B .= HB:.—E + eB, (B}

Se >0 dico che .
5"z =0  (mod a)

SJ.I" - ] i ;
Ora, affinchy — 222 sia interogper le (B), debbono essere interi successi-

a
vamente i termini della serie

Bang - Bany By By

5 i ol g —
@ a a ' '@

e poiche % = @ ¢o8]1 resta aaa;::datn che

(1) Vedera le guestioni 3078-8077 Tomo AllL, N. 7} proposte nell'* Intermédiaire des Mathé-
matliciens, & non ancora risolie.

. b S
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Sex, y, z sono tre numeri qualungue legaii dalla relazione %+%+%_—=D

Vespressione
o + ynh+: _]_ in.-1
49 fe
con h>0 ¢ sempre un nuemero intero.
Sia infine ¢=0. Potremo allora supporre P 8. 2—=0 e sara:

Xrry=a xry = bh.

Dalle (4) (5) si ha
(—1)*1 (2® + y™) = aChy + 2bC,—s } _ (9)
— Cn—l = ﬂgn—i + 25C, s

Con procedimento analogo ai precedenti si ritrova la nota proprietad che
@74 y* ¢ divisibile per « -+ y allorché n & dispari: cid poteva anche otte-
nersi dalla (7).

Anche la 1# delle (9) di lo sviluppo di o™ 4 3* in funzione & = +y.e ay
poiché i determinanti G, non sono altro che i A, in oni sia stato fatto ¢= 0.

Poniamo nelle (4) (5) al posto di z, y, z rispettivamente yz, ze, ay: allora
al posio di @, b, ¢ dovremo porre rispettivamente b, ac, ¢* ed avremo

(—-ljn—tl {yﬂzﬂ + P + mnyﬂ] — !ﬁﬂ'q__l T mffu_a -+ 30_:1’3-.-1 ,}._ (IU:)
. — Apy =bAL s 4 acd’o s+ ).y
56 b=10 segue subito dalla 1* delle (10) che
Yy 4z =0 (mod r)
per 7 > 0; ma é facile dimmostrare che per m =5 € altresi
Ye'+ 2t -ty =0  (mod ¥,

Invero se =0, A..s e A, ; hanno 1a forma oM per n > b6; e per n=b
hanno rispettivamente la forma ¢*N, ¢N; . Dunqgue

Se x, y, z sono fre numeri qualungue legati dalla relazione % ]

11,
: ¥y oz
FCespressione
TY" - Yyt - et

& divisibile per (xyz)® per n =5 ed ¢ divivibile per xyz per n >0,

Se a=0 dalle (10) si ha

(=1t (e o+ 2t + 27y") = BA'ay + By | a1
B *E-’n—l. — bﬁ--u—i -+ ﬂ‘-ﬂ-’uul
Avremo
YR+t =0 (mod b)

dove n ba una delle forme Sk + 1,8+ 2 con 2>0.

Infatti, nelle dne ipotesi di n egmale a 8k +1 o 3k + 2 consideriamo le

due serie

A Al s Al s A’

o b’ g reeer=e==1
"e—g Ay g A'ra "
B b ' 5 T T

Poiché I'ultimo termine di cinscuna di esse & infero, in forza dells (11) lo
saranno wuttl gli aitri e quindi anche

Yy z" -+ g"am |- ﬂ“‘y‘_‘ 8 dd

b
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Berry. — Compendio di storia dellastronomia, tradotto dall'inglese
dal D. Dionigsio Gambioli con due appendici sulle specole e sugli
astronemi italiani del tempi recenti, riveduto e corretto dall'astro
nomo H. Millosevich, Dirvettore dell'Osservatorio del Collegio Ro-
mano. — Societa editrice Dante Ahghieri. Roma, 1907.

La storia dell'astronomis dal Berry, tradottn dal prof. D. Gambioli, riveduta
dal prof. Millosevich & un libre seritto da personn compelentissima in tutte |
parti dell’astromomia e specialmente dell'astrouomia teoretica.

Liantore, libero da pregindizi di cattedra givdica nettamente, o asssong qi
fatti astronomici e speciaslmenis ai pra recentl fatti acquisiti di astro-fisica la
giusta lore portata.

It libro evita in generale |’algoritmo, ma non lo tace nella sun essenza, e
rende conto, come pubd, dei fenomeni anche i pin inaceessibili alla comune enl-
tura, mentre dell’ncquisto di essi narra )'istoria, Fsso contiens due importanti
appenldicl del traduttore sugli asironomi s sulle specole staliane,

Il Tibre & profittevole specialmente ai giovani che gia posseggono, nng colturs
genevale scientifica, o meriterebbe diffusione,

g

Parole dette dal Prof. Giovanni Frattini il 20 dicembre 1906 agli

alunni dell'Istitufo Tecnico di Roma, presso la bara del Profes-
sore Ugo Dainell.

* Diletti giovani,

" Ogmi famiglia, o cosl pure vgni societa di persone aflratellate per comunanza
d’iniento o di ufficio, ha un piceolo samposanto, che essa perlustra con memore
pensiero. ngni volia che un compagne si diparte dal mondo. Visitinmo il piecolo
camposanto di voloro che insegnarono nell istituto tecnico di Roma, darante i setie
lustri passati deila sua foundazione, soffermandoci al riginty dei professori di ma-
tematica, oggi ¢he un altro di essi fn rapito da morte. — Quants gloria in Aangusko
spazin! It prime fra futti Giuseppe Baitnglini. Questi, che insieme col Betti, eol
Brivschi, vol Cremonn e allyi sommi, fu l'anima dj quel rinmovamento degli studj
matematicl che accompagnava il rinnovamenio politice della nostra ltalia, non fu
schivo di dividere l'opera sua tra I' Universita e |' Istitnto teenico di Roma, nel
quale tenne eattedra di geometrin proistiiva. All' Istituto tecuico di Roma spetia
pertanto il merito di essere statv tra i primi e pit efficact promotori dei metodi
delia proiettivita, per I'addietro in ltalin ignorati o quasi. — In meno eccelso, ma pur
semipie: allissimo loco del piccolo campesanto, troveremo snima buonz di Davide
Bessv. Il Besso mor) in Frascati Vestate passata, reduce dall’ Istria irredenta, ove
peregrind lunzamente per farvi, a sue spese, nubile propaganda d'italianith, me-
diante la diffusione di bneni e sani libri italigni, che largamente donava ai con-
tadini e ni poveri. Fu matematfeo msigne, ricercatore di metodi e seritbors di
opera didascaliche o scolastiche, non so g& pi sinmirabili ed ammirste per fe-
licita d’invenzivne o per sapienza di metodo. — TUn gradino piit sotts troveremo
infine Oreste Verger o Aurelio Lugli, il gnale ultimo, swecedoto al Besso nall'[sti-
tuto tecnivo di Romn e nella diveztone del bensmerito perivdico di mutemaiiea pes
Uimsegnamento secondnrio, dopoché il Besso sali alln cattedyn di enlcolo sublime
nell'Universitn i Medena, non fu indegno del suo anfecessore. 11 povero Lungli
fu con nol poehi anni, essendo morto in eta giovane,

* Salla zolla che ricopre questi genj tutelan deli’insegnamento matematico
del nosire istituto, io viinvike, o giovani, a deperre oggi il feretro d) Ugo Dainell),
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affinché il vostro maestro aliili cterno con loro, come ne & degno. Dei lavori
scientilici del Dainelli non & qui luogo di discorrere: ché, ad una parte la mia
impreparazione mi vieta di darvene degno conto; né voi, dail’alira, siete in eta
ds apprezzarne 1'alto merito e I'imporianza. Elevate questioni di meccanica, ele-
gantl applicazioni del valeolo infinitesimale alla geometria, interroiti tratienimenti
von la fata delle matematiche, e voglio dire con la teorin dei nnmeri, dalla quale
il Gauss, d'immortale memoria, non seppe mai far divorzio, e per cni scrisse.
illecebris harumn quaestionnm itn fui iplicadus ut eas deserere non putmerim.

‘ Questi fugaci cenni bastano a dimostrare come 'opera scieotifica del Dainelli
non fosse meno geniale del sno magistero, di quel magistero che voi, o govaunli,
vonosceste per prova, e della cui eceellenza mi siete qui testimonj. — Dite: Traeste
profitie dalla parolx del maestro vostro, oppure I'sscoliaste col vunoto nell'anima
6 lo sbadiglio sulle labbra®? Usciste dall’auia scolastica col cervello annebbiato e
goufio di asfrnserie, o non pinttosto, uscendone, senfiste di saper fara alecon che
di utile e bello che prima ignoravate? — La vostra risposta non & dubbia, e non
giz perche il maestro sia morto, ma perché egunle la deste mentrs era vive., —
Ah! Non appartenne il Dainelli alla rea scuola di que’ pedagogisii, che col gelo
del dubbio e dell'ipercrilica uccidono nelle anime giovinette ia gemma ibernante
della originaliia; ma tal gemma promosse & fecondd col caldo dell'amors o la
domestichesza della pavola. Quegli errori, che nella comune dei discepeli somoe
un abite e quasi una seconda mnaturs, egli non corresse con l'aride precetto, ma
¢con lo sprone a fare, a teniare, ad osare, e perfino ad errave. Evvando discitir,
per quella legge dei contrarj onde il veleno genera Pantidoto e dalle cose morte
s1 trae la vita: che anzi ben sapeva, il provetto maestro, essers vieppin ferma
e durevole quella scienza & eni s giunge, non per vis retla, ma come a rifagio
dai traviamenti dell'errore.

* I le passeggers collers del buon Daimelli, le ricordate? Per quelle collere, per
1 suoi scalli coudili di toseana arguzia, voi imparaste ad amarlo; né solo come
dal pubblico dei teatri si ama la goldoniana figura del burbero benefico, ma per
una ragione ben pia profonda. Ché, quanto buono indnlgente con gli altri, nltvet-
ianto fu il Dainelli severo censore di sé medesimo: talche con fine intuito £i0-
vanile vor arrivasie a comprendeve che non co’ discepoli si rammaricava il maestro,
ma con s@ stesso, ognl volia che lo nssalisse un ingiustificato malcontento del-
Yopera propria, o il disgusto di non poter travasare nal minor vaso delle vostre
menti tuito I'ideale secientifico, onde era pieno il suoe intelletio. Questa sfidncia
di s&, che aveva raldice in un alto sentimento del dovere, fu la maggiore tortura
inflitta al buon Dainelli dalls longas malattia che lo trasse sl sepolero. Tortura
e torto insieme: ché, se infermo delle membria, egli ebbe alacre e saldo lo spirite
Ono all'ora estrema. Voi lo vedests, o giovani. Malalo venne alla scuola; converso,
lavord eon woi, né dn voi 3i ritrasse ehe per coriearsi sal letto di morte. Secessit
thagister. 1l maeslro era stanco, e ai trasse in disparie!

* Yol, » giovani, dipartiti che sarete dn questn |noge per tornnre alls vostra
famiglie @ per continnare gli stadj sotto altra guida. vastodite fortemente nei
cuori le buona e vsra immagine d]i ful. Soprattutio vi sin impresso nell’animo
il ricordo delle sue virti. Da buon matematico, egli non servi che alla verita
(® qui ripete le parole vhe vi dissi ieri al ferale annunzio della sun Bne. & che
mi vicorsero al labbro quando il benemerito vostre praside mi conlerl 'onorifico,
per guanto doloroso incarico, di aggiuugere al comune dolore queste disadorne
parola). Egli amo s ginstizia, che & verith e armonia di propovzioni nell'ordme
morale; onord la pabria, che & verita di paipiti e di affetli; estimatore nl vero
della manchevolezza wmans, pralich infing, la tolleranza e ln pieta. Talche io
cxedo che queste parole, scevre d'esagerazioue e mspirate a verild, siano il mi-

glior omaggio, che per me rendere si possa rlla memorin del diletio mio collega

B maesiro vosiro.

Grenao Lazzerl — Driretioreresponsabile

Finito di stamipare ' 11 febbrato 1007
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LE GEODETICHE DEL TORO"

Liovvisre, sindiando le geodetiche sn di un elissoide qualunque,
prende per punto di partenza la definizione seguente: * La geodetica
¢ quella linea che sarebbe descriliu, in sequito ad un impulso qualungue,
da un punio mobile soggetio n restare sulls superficie ed il cui novi-
mento non vemisse ad essere alterato da alcuna forza acceleratrice ..

Partendo da questo concetto meceanico, pinttosto che dalla pro-
prieta geometrica delle geodetiche, di aver esse, in ogni loro punto,
— come & ben noto — 4l lore viano osculatore normale alla superficie,
nel punto di osculazione, abbiamo potuto verificare Pandamento di un
punte, non soggetto a forze, sulla superficie del toro, e discuters
I'equazione che si ricava dui due integrali delle aree e delle forze
vive.

La presente memoria si speeializza in due parti.

Nella prima parte abbiamo cercato di esprimere I'equazione inte-
grale della superficie sotto forma finita, introducendo le funzioni i di
Jacobi e valendoci delle celebri trasformazioni degli integrali ellit-
ticr. (%)

Nella seconda parte abbiamo considerato due casi ltmity, an cui le
equazioni delle traiettorie si semplificano notevolinente: il primo caso
si ha quando la velocita iniziale fa un angzolo piecolissimo con un
parallelo (nd es, con Iequatore); il secondo caso si ha guando la ve-
locith 1niziale fa un angolo piccolissimo econ nn meridiano. Nel 1° Caso,

la curva serpeggia fra due paralleli; nel 2° essa invade tutia la su-
e

(Y) Ho 1] dovera di far notare clhe il presente Invoro & in granm parts uns revisione, eorrezions
& variazione di un'nlira pubblicazions da me faitn par mio conto, nel 1897. Faecio pure riievars
¢he anlio stesso argomanto hanno serilte anche, per guanto & 4 mia conoscenza. posteriorments
al 1897, i distintissimi professori dott, M. Puglisi {* Rendiconti dsl Cire. Mat, , di Palermp, £, X1V)
e doti. B, Carboni (Frosinoms, 19041

(%) Ui siam valsi in modo speciale del Trattate delle funsioni ellittiche del Caviey, tradoito
dal Brroscur, del Trattato delie yunzioni ellittiche dell' Havymzs: & delia Teoria delle frunzioni gl-
Titticke (lel Pascar.
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perficie in infinite spive, che si vannoe addossandn al meridiano. Quest
sono perd due easi limiti, ai quali tendono queste trajettorie, senza
perd mai identificarvisi; e servono a distinguere le trajettorie in due
grandi categorie, a seconda che si avvicinano ai caratteri dell’'una o
dell’altra specie di curve: Ze prime rimangono nella reqions in cui la
curvatura totale delle superficie & positiva ; le seconde entrano anche nella
regione in cui la curvatura totale 2 negativa.

Tale & il concetto generale della presente Nota, in cul | concetii
mececaniel entrano — dird cosi — come mezzo e non come fine.

PARTE PRIMA.

5 1. — L’equazione del toro espressa mediante
le Tunzioni ellittiche.

L. Consideriame la superficie di un toro cireolire, ¢ sin R i1 raggio
del cerchio generntore e p la distanza del eentro dell’asse, conside-
riamo inoltre una superficie parallela e vicinissima alla prima. Hs-
sendo le geodetiche di una superficie generate da un punio che si
muove per 1l solo impulse inizinle, senza essere sollecilaio da al-
cuna forza, tale punto, nell’intercapedine delle due snperficie, sard
libere di mmoversi in modo che i suoi spostament] sieno mvertihili.
Il punto esereita sulla superficie nna pressione diretta nel senso della
normale alla superficie, ngnale e contraria alla reazione della super-
ficie ; quindi essa & parallela all'asse di rotazione 2 quando si trova
sul parulleli genevati dai punti parabolici M, N,

2. Caleoliamo I'intensita della reazione.

Se X, Y, Z sono i coseni di direzions della normale in an punto
della superficie, e ). & la reazione della superficie, s1 ha:

P e s
ar — A&
a%y
e Y
(1?2
r;#- : ;LZI-

Quindi

o= (G + (@) + (@)

€ pero se ds & l'arco di gendetica,

AR O T
1(d3)—l/ (,,f.;) | (ds’) i (d.:ﬂ)'
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Posto

L~ G
0 Lds®) ' \ds?) T | ds?
(essendo p il raggio di prima enrvatura della trajetforia nel punto), si ha

=2,
P

Poiche la irajettorin & geodetica, o comeide con il raggio » di cup-
vatura della sezione normale, che ha nel punto la medesima tangente
della trajettoria; per cui si la:

‘p'
-

[
J.n.=

Dunque: Se una trajettoria passa dalla vegione del toro a curvatura
totale K positiva a quella negativa toccando uno dei paralleli {dei punti
paraboliel} deserilti dai nunti M, N, la »eazione della superficre sard
positiva (ciog diretia nel senso dellinvoluero esterno) nefln regione
delle K => 0 (esterna) ; sara negativa (ciod diretén nel senso dell’invo-
lucro interno) nella regione delle K < () (mterna); sard nulla sui pa-
ralieli dei punti parabolici. Se la tragettoria nom tocca i paralleli dei
punii parabolici ¢ passa da una regione al¥altro, la veazione sard sem-
e > 1

Se quindi si considera la proiezione ortogonale su un piano nor-
male all'asse di rotazione della trajetboria generata dal movimento
del punto materiale P, nel primo caso, nel punto dove essa attra-
versa la proiezione del parallelo di unv deij pnntl parabolici (M od N)
presenta un flesso, perché il piano oseulatore della ecurva & piano
proiettante, contenendo esso ln normale alia superficie.

3. Le equazioni del moto del punte generatore sulla superficie
amnietiono 1 due integrali delle aree e delle torze vive.

Hiss1 sono:
(s dr

Tdt — Y@ ="

ar\* dy \* dz \*
[ et 8 I
(n"t) J [dr)' (a'r.)*w‘

1 quali, se si pone z=1rcos 9,y = r sen ®. prendono la forma

(g
i'g‘E:E (1] g
dryt,  (dv)\? dz\* ,
(ﬁ)"" () (@) =2 (2) ¥ |

Se d@o & l'areo del meridiano che passa pel punto della trajettoria, i[:

sl ha |
do” = d1® 4~ d2*; (8
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per cmi, dalla- (2),

2 - -
() +7 (5) == )

ed inoltre, dalla (1),

kA

(dt) I
da cul

9t
dn‘!i= _Ci dtpﬂ

La (3) 81 pud anche serivere

‘ do® -} v dyp® = 2hd?l®
quingi

07,8
du'—l—r‘"’d:p"'-:-t: dp*
ossia
ri'r::)“_ Dhr? 2hr* e®
(@) =r(F—1)="% - %)
8
Punﬂnd-n;;—h:]f, si ha:
do \® 7\?
(22) = (&) "= m
donde
i Kds
A== ryrf — K2
Integrando, si ha
Kds
§=gh=r r{r®—K*" )

4. L'integrale (4) vale per qualunque superficie di rotazione. Data
la curva meridiana, si ha:
z=1q(r)
dz =o' (r) dr;

do*=dr* - dz’ = {1 + 2% (r)} dr*;

per cui la [4) diviene

e quindi

V:Fm 1'?'] =1 /

. dr. 1
Y r*—K° ’ ol
L'equazione delle geodetiche si pud donque esprimere mediante

una quadratora.
Nel nostro easo, essendo p la distanza del centro del cerchio go-

neratore dall'asse delle z ed R il raggio del cerchio, si ha:
(r—p)+2* =R
' =R'— (r — p)*;

p=rg + K

da coi
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e differenziando ;

donde

22dz=—2(r—p) dr

(r—p)dr
B'—(r—n)°
La (4) prende allora la forma

dz = v

e i Rer N
— o = P]J‘:RE (?’ p]’} {»% — _E.ﬂ} ) (4 )

5. Se ds & I'elemento lineare si ha (per le superficie di rofazione):

ds® = ’do® + dg*
— P L 2

ds" = {1+ 27 (r)} dr® 4 r"do®

Nel caso del toro, &

ovvero

Rﬂ
1+ ()=p— (r—p)*

per cui 'equazione delle forze vive prende la forma

s’ R* e o (do )’ %
¢t R'—(r—pF (d:) o (n’:) =20 (5)
o quella delle aree:
d
A (6)

Consideriamo la proiezione L', sul piano 2y, di un punto L del

toro.
Mentre L deserive sul tore una geodstica, L' si muove sul piano xy,

ed » & o varieranno in modo che sieno soddisfatte le (5) e (6). Ora

R2 e (2 — p)?
, R (o ' T B—(r—pF
quindi la (5) diviere
dr\* . fdo\: 1 . 2
(£)+" (df) - g lr—o) (3’1 :f:)aﬂh, (7)

la quale, mettendo ¢* in evidenza nell'ultimo termine, si pud seri-

vere COSl: R
(dr)+’ (d?)? 24 Rﬂ(f pf (‘}h fl-')

= 2h = R (r — p}’(ﬂi ! )

ra

Fissiamo ora un valore di ¢ ed uno di A, e consideriamo la geo-
detica che corrisponde a questi valori, Siano ¢’ ed #' questi due va-
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lori, diciamo K’ il corrispondente valore di K, costruiamo I'espressione

30 = — s br — ) g — ) (=)

e consideriamo il moto di un punto del piano attratto dal centro
delle coordinate con una forza la eui funzione potenziale & data
dalla («); per cul si avranno i due integrali delle aree e delle forze

vive, che saranno

= = — — ’ P
= L T ! i CH AT Az i | HL

._‘gf_ 4 ;
dt " _;
Consideriamo il mote di un punto del piano corrispondente ai va-

loy1 iniziali ' =h, ¢ = ¢; gli infegrali corrispondenti saranno

3
i oo !
| 7=
dr\* , (d?\* [ |
(m:) 1y ([ﬁ)_ﬁh—,—BU.

La trajettoria del mote di questo punto sara allora Ia proiszione
della frajettoria del moto di L sul toro, corrispondente ai valori di ¢
ed k. Si ha, dalla (7):

dr\® ¢  (r—p) e
(u‘t) =2h 7 R* (2;& ik r”)

— (24 —<) 1 {’E;”J'B]

¥R =t L -

(23— ) Bt
— g};_-—).
e R?
od anche
dr\* 2h*—¢* R*— (r —p)"
(a’t _ e ' 15 '
da cul
25 rIRdr
e 3
- sz. (ﬁ —g7) [R* —(r—p)"
0ss14
— »Rdyr

V2h V" —K) IR — 0 —p)]
Ed infegrando si ha:

R rdr
e Ver ) Vi — K9 [R*— {r — p)°] o
Notiamo sin d'ora che gli integrali (4”) e (8) si possono esprimere
mediante le funzioni ellittiche.
6. Determiniamo perd prima i valori che pud assumere la co- i
stante K. Consideriamo a tal uopo la eirconferenza equatoriale esterna
del ioro, e supponiamo che il mobile sia situato inizialmente in un I
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punto M di essa; si ha allora r=R+p. Se la veloeifa & divetta tan-
genzialmente alla civconferenza equatoriale che passa per M, esso la
descrive con moto uniforme, poich® la circonferenza equatoriale e una
geodetica. La velocith u del punto & espressa daila formula

dep |
w=(Rp)—
I'integrale delle aree diviene

u(p+R)=e¢e

e quello delle forze vive
u*==2h.

Ne consegue allorn che &
AL B

v ~
[p+BY==g= e

Variande la velocita tniziale del punto, e indieando con z l'an-

golo la nnova direzione fa con la tangenie in M al cireolo equato-
viale, il punto M descrive di nuovo una geodefica. La componente
della velocita Jungo il cireolo equatoriale & allorn u cosa; €, consi-
derando il mofo della projeziciie del punto sul cireolo equatoriale,
g1 hu:

K%® = (p | R)? cos’e.

Se si fosse considerato un punto del cireolo equatoriale interno,
nel 1* caso si sarebbe avuto

K' = (p— R)?
e nel 2" caso .

e

K*—(p—R)" cos®.

Se il punto & situato inizialmente su un pavallelo di raggio r, con-
sideriamo il meridiano che passa per M, e sia 6 I'angolo che il raggio
del meridiano passante per M fa col raggio del parallelo passanie
per il medesimo panto. S1 ha:

r=—p-+ Rcosb,.

Se la veloeitd iniziale u del punto materinle M & tangente al pa-
rallelo, nel primo islante il punbto restera intorno all'asse del toro
sul parallelo. Quindi, nel primo istante, si ha:

dy o
y=r— — (p -+ R cos i) ?;P :

Ora per I'integrale dellé aree si ha

(p1 Reosde)u=c

o per quello delle forze vive

quindi

K* = (p 4 R cos )’
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Se finalmente la velocity iniziale del punto materiale M fa un
angolo « con la tangente in M al parallelo, si ha:

K*=(p —]— R cos 9y)? cos® o,

Il massimo valore di K2 & quindi (p -+ R)*; il minimo & zero, e si
ha quando il punto si muove mizinlmenie (e quindi sempre) sur un
meridiano (il meridiano & una geudetiea), per cui e allora

PERIODICO DI MATEMATICA.

'3

cos z=cos -, — ()

e quindi
K?=0,

7. Determiniamo ora quali valori pnb assumere la veazione,

La reazione, che prova il punto muovendosi sulla geodetica, &
data da

2
v
l=?;
e poiclie »*=2h b
2h
A=—;
?
quindi, sul cercliio equatoriale esterno, si ha:
Sh S
l_'lﬂ-i-p R
e per conseguenza -' |
l_‘:} ﬂ. ) i 1
Sul cerchio equatoriale interno si ha inveecea E
2; k|
JL — ! 3 |
p— Ik i
e quindi -
A <0, L |

tenendo presente, in tuiti e due | cnsi, che 8

K>0 8 »>R.
Su un meridiano si ha-:

2h
| = R

e quindi
2> 0,

Duanque lungo i meridiani e i oireols equatoriali
punto sulla superficie é costante.

Se supponiamo che il mobile parta da un punto M del ecircolo
equatoriale esterno, allora si ha:

la pressione del

=2,

?
© s » & raggio di una sezione normale

R<r<p41R;
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quindi nel punto di partenza il minimo valore della pressione si ha |
quando la veloeitd iniziale & divetta secondo la tangente al eircolo 'I
e uatoriale, il massimo si ha quando & diretta secondo il meridiano-
cioe lequatore e il meridiano sono rispeftivaniente per M linee di mi:
nima e di massima pressione.

§ IL

. I due integrali da calecolare sono

dr
[ ryir*— K [R*— (r —p)

e
rdr
f Vi — K R — (- —pff)
Ponendo
B dr
V=R (-
e
r—K .
r K ¥
sostituendo s1 ha:
= 4 Kydy
VIES U P—K(1—F IR (I F— K {155 —pll—) ]
Ora '
VE* (I + 9 F— KF (1 — )" = 2Ky,
@
Rl =y —[K(1+p)—p(l —)f=
=[B-+-K—p—(R—K—p)¢'I[R—K+p—(R+K+p)y
guindi
p 2y

VB FK—p—R—K—pyI[B—ET+p— (BT K T 2177
0ssia »

" 2d y
VRE—(K—pP V1 — ) (1 — )
avendo posto:
R+pt+K
i
R—p—K

Rt K
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2. Si b visto (§ I, 6) che per K=p - R il mobile deserive con
moto umiorme il cireolo equatoriale eslerno; e che per K=p—R
il mobile descrive il circolo equatoriale interno.

Consideriemo ora i due casi

i e Ve o e L Gl .
M RRRE ST e | S

3
L
¥
h
1
[
b
+
W
-
ol
[
i
b
'
L]
"
]
']
--
AN
|
i
B
| |
.
ot
)
%
’
o
-
4
A
1
¥

K<p—R .
K>p—R (K <p-+ Rl "
Intanto, se il punto descrive il _circolo equatoriale esterno com ;i;
moto uniforme, con veloeita u=Y2i, l'espressione della trajetto- !
ria
ed il tempo & dato da ’E
R+ 3
=" — ) 0

o

. e

; (7 — 50). -,
Nel circolo eguatoriale interno si ha: ? ]
p—R 75
t= Prp— — o). -_@.-
Per =0, 9o=10 allora le due precedenti formule diventano corri-
spondentemente
,__ P+ R e
Vah - €
»— R ¥
f — — =8
]./211 v

s

le guali formule viprovano che il moto ¢ uniforme.
d. Uonsideriamo ora distintamente cinscuno dei due casi genernli

ittt

indicali nel precedente numero, e vediamo di determinare l'equazione ﬂ
della proiezione ed il tempo. ¢
x i

%

Caso 1" K<p—R (K<p-+R). Allora

(K—p)—R*>0 a5
e quindi Li
2y Ay
.!? K —pf —R* y— (1 —mz®) (1 — ny) g;
Ed essendo 5

R4+pt+K=>0 .
R+p—K=>0
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ne segue che e
m > 0;
ed inoltre, essendo
R—p<<0
R—p—K<0
e}
m (R+K -+ p)(R +K-— p)
n (R—K+ p)(R—K —p)
(R4 K)! —»p°
C(R—Kp—p*
E poichs & _
K+R<p equindi (K-1-R)F<p®
K—R<p equmdi (K—RF<p
ne segue
j<2 £,
ri
Pomamo
h’—%, ove 4l it )
3" ; dz
y’=;, da coi dy=ﬁ,
rr
— &
Y= ——pr
, dr g
1 =3 —g 3 : 3 B
r Y —K¥) [RP— (r—p)*) ¢
81 hit:
_ﬁ 2K | 17— 2" iz
TVr—(®—Rp 7 =1 A1 —2)
, 2 n—z dz
Y =

K@ —(K—R) #+2 | —(1—ra)(1—2)

Faceiamo la posizione

in (u, k')
o —
h
ove
S h 1 >0 e 0% =1.
1 118
dz i snw . enudn -
Y - G — }R o - —
Y—Q—#)1—H#2), V% en'u  hBanue
quindi
" 218 _ n—- dn® (u, ) 7
i 7 — (K — RE I°n—dn® (u, &)
TP —K—Rp Fn—di &)
; 2 o —dn® (u, i)

.

T=—x Vo8 — (K —R) K+ dn’(u, k)

|
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Ora
Wn—dn*(u, ') m - dn® (u, 1)

Wrn—dn®(u, ) m— dn® (u, )
2m

T om—dn®(u, /) 1
2m
o — (1 — A"sn'u) 1
2m
(m—1) { 1 m}i—- I 511’“}
2m 1
o —1 1— hsnPu
d to A .
avendo posto A=

Ed 1noltre, ponendo

2K
‘ T\ P—K—Rp

81 ha
f 2 du |

T=9'l 1—m 1 — Jsnu dHJ'

Analogamente per calecolare Y si osservi che

m— dn® (u, I') 2m
m - dn” (u, i) m—+ dn?(u, ') :
2m 1
T om1 11— VshPu 1

. R
0P8 47 14+m-

Ed allora se poniamo

2
g = ——— = =
KVp— (K— B
risulta
.| 2m du 1
T_ﬂlm—i—-l'l——l'snau m"]'
Ora si ha identicamente
1 . sntu
1—2sn*n = " 1 — hsn'u
quindi
_J 2m | snudu ) )
1=21 1— du _I_ll—lsnﬂu _dﬂj
0Ss1a
L J1-+m . 2m sniudun |
T__Pl] —md" "1—m 1—)sn®u)’
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8 poiché & anche
i
}'- =
_ 1—m
s1 ha
1
1 —p—n'a
e quindi
encn
"= - :
=Tt

ed allora avremo
1 2mbhPsn®a sn uiu
pmp{— 1t \

M

1 —m l—m 11— hsn'asn®n )
1+ m snndu |
o )1 7 T SR .
P{ 1 —wm 4 i 2W%n"acn'a . 1— " & asgn®y )
_ I 14 m e 2snaecna W snacnadnasn®udy |
¢ (e 7y " dna 1 — h%nlasniy  J

28nnena i snacnadnasn®udy )
dna F —%%asiuy )

=p { (en*a — sn’a) du 4

Analogamente per v’ si ha:

; 4
T'=r:{ Bmﬁ (du Fy—F )-—du}

1 — Xan®u

{ 1l —m 26 Zm). sniudu }
— G 14 n ’ ) 5
1 "14+m 1—4 “snbsntu

2enbend  h"snbenbdnbsn®udu )
dnd 1— h%nbsn'n )

=3 { (en®b — sn®b) du -

avendo posto
A=k (b, i)

@ poichs
X n*
_ o 14-m
81 & avuto
1
o 1~~m sn’h
e guindi
. enth
/ s
b7
1+m innb
1 m sn=b — endh
o sn¥b '
Ora
: h 2snbenbdnbsn®udu
L—A%n%bsnZy — T (, &)
5'(b) L BH{u—b)

=6 ¥ T oz,
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quindi, per la (47), § 1, 4, si ha

[ =T b
c—wr—=+ KR s {[mtﬂb — an'b) ut q:f:? 7 (u, b) }
ed essendo
2R
KRo=— —
1" — (B—KJ
s1 ha

(% — o) VIPH — (LK) 4T . 2y 2Subenb [5}]
EH —-l[l’fﬂ E’J_"‘S?lf) ] HF‘HI!) H“)] H—l
. Stihend o Bl — b))
T dnb "% h(u +-8))

Analogamente, per la (8), §$ 1, 5, si ha:

-

(t+ t) V2h {[m 2y o2, o SSRACHG ﬁ't'{.'}] ) Snacaa, B(u—ﬂ]}
Ro L St L R = U(a)

OsseErvazioNe. — Vediamo quali relazioni intercedano fra K e 3
e tra KU ed a.

Abblamo posto

R+p+h
. = R+p—K
€ siceome
'
. T
cos1
R+:-ptK en%
R — K sn¥
d'onde TP
R+p en®%+4 sn%
K  en®h— sn¥
e guindi

K= (R4 p) (en®s — sn’l).
Analogamente, essendo

emu R-4+pdK

sn'a R4-p—K'

K — R—Fpg
cr'a — sna

Il parametro b riceve valori reali; il parametro a riceve valori
immaginari puri (vedi Aota & pag. 31).

mn =

st ha

'-t*#
Caso 2°
o K>p—~R {(K<p+R) (1)
€ quindi ‘
R—p4+K=0 (2)

B —(K—p)* >0

tna H[H—I— a)l
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per cui, ponendo

m—Btp+K
T R4b-p—K
_K+p—R
PEK —p+ R
81 hn
1 2uly
g 1R — R e “p}ﬂ V(1 7y ) (1 — 1y

Ora, per la (1) si ha
P N R
P+—H—K
p+K—R
R—p+ K =4,
essendo p+ K —R >,

>0
e per In (2)

o s : 7 woliE . { onves
Consideriamo i rapporto o, @ distinguiamo i fre seguenti casi:

==
7).

7

m
2

— e ]

St ha
—PTK—R K+R4y
ﬂ-—m—*]i-i—}{__p p—R R
P —(K—R)— (K4 Rjt4p°
- EHR=pJp—K+x)
— =2 —2{K*- 1"
K+R—p)p —KFR)

¢, siccome il denvminatore e positivo, si diskin

2uono 1 tre easi-
p* > K4 Re. pf"t’.’:EE—J—HE; p'=K"4 R*,
Sorrocaso 1%

PE :-;)_ EE + RE’
allora
H— >
0831 »
= 150
0
e quindi
1 g5
m =
per cui
1 2dy
g —

VRE— (& —2F YT Fug9 (2 — )




208 PERIOCDICO DI MATEMATICA.

z

per y=v—_ prende la forma
{7
y 2 . dz
‘/ﬂ V‘H‘E_' (K _P.IE ]/r(l—t— zn) (1__E z‘.l)
n
in cul R*— (K —p)* > 0 perchs

K>p—R e quindi R4+-K—p>0
K<R-+p e quindi R—K-+4p>0;

ed inoltre, essendo

p+K—R p*—(K—Rp
"“R+K—p R —(K—pf

m :
e ;=h“, si ha

9 . adz
T E—RF VI +2) 1 — W2

in cm il coefficiente & reale poiché &

m
ﬂ*:i:;’l"f:l.

Ora . .

e S M2

f"—'fﬁr F i y ’_ﬂ_zﬂ-K
per cni 81 ha

2K o —+ 2" dz
T —E—RF "2 Y0t 0—h2)
” 2 n-—2' iz ‘
KVp*—(K—RP n+2z Y1429 (1— %)
Pomamo
a ] -
| A ey
e facciamo la trasformazione
_ 1 ).
g= en (u, 1)

allora

a2 = — %s:n (u, A)dn (u, 1) du,

ay - of — Vh“—;—cﬂﬂ{u. )

dn (1, A} = Y1 — A%n"(u, L) = Ty
1 h? “(w, A
14-22=14 hﬁcnﬂ(u, A) = : +ﬂ:,{' )
1 — 1Pz =1—cn® (n, A)=sn’(u, 1)
dz dut

Y1+ 2°) (1L — i%2%) Y1 A
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e quindi
. 2K 1 Fa+en®(u,d) P
v VP —(K —R) 1’; 42 hn—en? (u, A) "
o 2 _ 1 ‘ h'n — en®(u, 1) I
! KV — (K—R)* Y1+ Ha—en®(u,))"
E posto
_ 2K . 1
T YP—(K—BF itk
o 2 1
T K —K—R) 1Lk
s1 ha
m—— en® (u, 1)
=P n— ent (u, A) G
i m—en"{u, A) p
=09 = en® (n, 2) *%
Ora
n —+ eni 2m _ 2m 1
m—cen"n  m— en'u T m— 1 s
_ 2m ‘ 1 1
m—1 1 .
1—. sn*u
l—m
quindi
2
T=?'fmf1' Ci" _d"]:
l 1 [ g S0 J
¢ per Nidentita
1 . ksnu
1 — ksn®n Y1 — ken®u
s1 ha
—+1 2m ’ snu
n - ;
T=p [m—l i (m—1)* 1 ks d"] :
l E— j
Poniamo
p——— 2%n* (a, A)

209
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gl ha
 dn'(a, })
= 72n® (a, ))
1 22sn® (i, ) —dn® {a, X) 2D%sn?(n, )) —1
ol =Tt e, ) A (a, )
Y11 fiﬂﬁ fﬂ’ l] "
moiF— Tat(e, 1) &M
= —2%m" (a, 1) dn” (o, ))
quindi
: _ o dn? (o, ) sn® (a, X} 2%sn (u, A) ,
Y =p {[1 — 20507 (o, )] du+ 2 f T— 3sn* (@, %) o [, \) duj
N | . 2sn(a,r)dnla,l) ']LEHH{H.?L}{!Hfﬂ.l]ﬂﬂ(ﬂ.l]ﬂﬂa[H'.}.) }
=p\U1—2V s (@l )ldu+—" 0 5 I mta ey
Analogamente, per v, s La:
m— en” (u, 1) 2m 1
m—ten®(u, )  m+1—sn*(u,ld)
2m * 1 1.
Wy 1 1 ‘fl‘ o sn” (1, 2.)
e poich® & idenlicamente .
1 1.1 ksn® (u, 1)
t— ksn®(u, 1) ' 1—ken®(u, 2)
s1 ha
o m—1 2m sn® (n, 2)
T_ﬂ'lm—!—lnEu | (m—]—l}rl 1 . _.]dul-.
l —idm sn” (u, A ]
Posto
L = Msn” (b, )
1 -+t : A

ove 0 & reale, si ha

202 an® (b, X) dn® (b, 1) sn® (u, .l.) u}

. | e
Y =0 l[] — 2)%sn (b!l }‘-)] dn ] 1 — A%#? [b 1) sn® ("1- A)

28n(b, ) )dn(b.)) 1Wisn(b. 2 )en(b A )dn(b.))sn®(u, ?1 l
en (B,%) 1 —X%sn®(b, A) sn” (u, 1) J '

:G{[l—ﬂl"$n"{b,l)}{fu+

i, L



PERIODICO DI MATEMATICA. 211
Ed allora
: | 2an (b, 1) dn (b, A
=g+ KRo {‘1— 22780 (b, A)] u - ik {m ()b,';.ij[ ) 7 (u, E:]}
. J[1  ove.n, | 2snbdnb 13'[!1]] snhdnd ﬂr[-}l'u—-.b)}
= + ERGLI 22.7an’b - ond " 0(5) - ey m“’ﬂ[ﬂ—[—b}
2
R - 2snadna B (a) snadna . § (u — a)
& t_y"ﬂp{[l_m S 'H[fjj]u F —ena lﬂgﬂ[u-{—ﬂ)}
nelle quali b & reale ed a prende valori immaginari puri.
Usservazione. — Dalla relazione
1 o dn® (a, )
[ = A%sn* (a, }) st ha = Vs (a, ;)“,
e dalla
1 . __dn? (b))
s Asn® (B,A) st ha m= ot (b, )
e poiche
R4+»+ K
m —R N E— K
ne segue che fra K ed a, K e b esistono le relazioni
Rt-p+K =~ dn®la )
R4+2—XK " AX%sn®(a, )
R4+p-FK  dn?(b, L)
Bap—K X%n(b,2)°
Ora
lﬂ_l_;ﬁﬂ_'l_lilﬂ
| n
n Rrpt+K 3 dest FoE
"~ R4p—K' "TKFR—p

per cul si hanno Te equazioni di relazione :

K*— (R + p) K*+4- (1 — 2sn%a) K—(R 4 p) — 0

K'— (R - p)K* —(1 2snh) K - (B —p) (1 — 2sn%)=0.
SoTTocaso 2°
p® < K* L R®
allora '
9 3 b |
?a—m=2.ﬂ — (K +Rj

R*—(p —K)*’
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e poiché il denominatore & =0, si ha n—m < 0 e quindi 0 < % < 1 f;%j
cio® t%
Sl I
KFRF—p~ m = 1'
Poniamo y:%; si ha B
Yin Y
1 . 2ddy
T=VR—(K_pF VL Fny) (1—myp) o
2 1 _ dz _ a2
- RF— (K —pff '
ﬁ V ( P} V(l 4 FJ (1 — 2% ? 3
Ponigmo )\*= T © facciamo la trasformazione z=c¢n (u, A); RS |
4l
sl ha: S
__ 2, 1 . du 500
I =" Vm VB—(K—pF {/I+K s
2dn La :
]frﬂ +n VJE' — (K —p)* Y
— _YRF —(K—p)’ i ;
VRE
e facendo )
o—— VRVR —(p— K
VK
5 = —- ‘VIH.E e (‘_’.‘J: E}E
KR VK
81 ha
m —+ en® (u, A)
V=0 o on® (4, ) g

, m — en® (4, A)

T -} en® (u, A) ax.

Si hanno cosi forme identiche alle precedenti; guindi

B . o o . 2anbdnb ¥ (b) snbdnb . 6 (u—b)|
“P—'”F“ihﬂﬂ{[l_ﬂ“*”“ b OB T b OBo (w0

2snadna O (a]] . snadna Io B(:i—ﬂ]}
ena  O{a) T Tena B0 (u-0)

TR

| T'_VEl

[l — 2\ sn’a -
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OSSERVAZIONE.
dn® (a, ?) ) e
n=—35.73 (@, 2) (¢ 1maginario)
dn® (b, 2)

M= 333 b.7) (b reale)

e perd le relazioni tra K ed a, K e b sono analoghe a quelle deter-

minate nel 1° Sottocaso.
SoTrocaso 3°. — p* =K*+ R? allora n—m=0 ossia n—=m e

z .
Per yy=— =1 ha
n
2 dz

TR P F A=

Allora
. o BR+p-+K |
iR — (K — ol =5 " Rk B—p+E)(R+p—K)
= {0 K)t—p"
—2KR
guindi

2 dz ]f 2 dz
"TYERR Vit a0—2 VKR fiLAa —2)
e percid .

2K m4 22 dz
"=VR ‘?H'—-EE.V{I—ZEJ(J“—E"“)

| B L e ‘ dz
= K VI_{R m +2° V(1 — 2 {(142%
1
Posto 2= ¢n (u, ﬁ) si ha

— -} en? (u,
K 2
Tzh—l/ . Vl‘) el

=gy s T du
m—cn” |u, —_-_)
V2
m — on® (u, %)
d } du
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K 141
PmTYR T TKVER

le quali formule si deducono da guelle dei precedenti sotiocasi quando

81 faccia A= 3

5

Allora

_ 2 e[ . 2snbdnb ¢ (B) snbdnb  B(uw—b)
& Po KV‘JKR‘ ll:ﬂ'ﬂ b I GHEJ B lbl] L I ﬂ?‘lb IDgH(H + b]}

L 2K i 2snadna § (a) snadna . (u— a)
Lt r=—2 l h {[m - NG H[ﬂ}]“ } Iﬂgﬂ(u— }

cnha

Osservazione. — Le relazioni fra K ed a, K e b sono:

1
adn* (r:, ——)
m—= v2

| G. RepeTTO.
(Continua).

LE TRASFORMAZION! PEDALI ED ANTIPEDALL NEL PIANO B NELLO SPAZIO

I.

Dati un piano = un punto fisso P ed una curva I', proiettando
ortogonalmente O sulle tapgenti di T si ottengono infiniti punti, 1
q_qui cosittuiscono una curva II che chiamasi pedale (0 podaria) di O
rispetto a T' e che, a partire dal Maclaurin, fu oggetto di svariate
ndagini. (*) Tenendo fisso O e variando I' nasce cosi un procedimento

() Ofr. I'opera dell’A, Spesisite nlgedr. send transseendents ebams Kurven (Luipzig, 1002), p, 672-885.

i
ey

&

AR £ e B e e -

o -
e i L
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per mutare ogni curva del piano considerato in altra, il quale, come
osgervo . Lie, (*) rientra nella grande categoria delle trasformazioni
di contatto.

Inversamente, se, i dati essendo gli stessi, si unisce O ad un punto
gualungue P dellz curva T' e 5i conduce da P la perpendicolare alla
retta OP, si ottengono infinite retle, il cni inviluppo & una eurva II,
che, evidentemente, ha per pedale la eurva proposta e che, per tal
ragione, porta il nome di antipedale (o antipodaria) di T rispetto O,
Tale costruzione dell'antipedale & cos; semplice che I"Ameseder potd
¢l suo mezzo stabilire un buon mumero di proprieta eleganti delle
antipedali delle curve algebriche. () |

Non ostante tali ripetute investigazioni, se non ¢ Inganniamo,
I'intima natura delle due trasformazioni pedale ed antipedale venne
trascurata da eoloro che sino ad ora le studiarono e cid perché tutti
le considerarono soltante come agenty sopra gli elementi di una deter-
nanata curva e non su tutle le rette e tulfi punty del piano in cui si
opera, Ora, guando si considerano da questo secondo punto di vista,
sl giunge con Ja massima facilita a provare che esse appartengono
ad un tipo di corrispondenze che 1. Cremona vese famigliari a tubti.

Per giungere a tale risuliato nel modo pi1 semplice, prendiamo i
punto fisso O per origine di un sistema di coordinafe cartesiane
ortogonali e indichiamo con z, ¥ le coordinate del piede della perpen-
dicolare calata da O sulla retta dj coordinate plickeriane E, y, In
grazia di notissime formole, si trova subito la seguente coppia di
relazioni :

3

& == EE_I_T;ii Y = :r:ﬂ_ETJH (1]

le quali danno evidentemente la l'appreser}tazinna analitica della
trasformazione pedale; risolvendole rispetto a £, » si ottengono queste
ultre formole

’ x 7

b e il yﬂ y 7= e :I!_ yﬂ ' (2')
che costituiscono la rappresentazione analitica della trasformazione
antipedale. Le (1), (2) mostrans che fra le rette ed i punti del plano
passa una corrispondenza cremoniann guadratica, Per meglio determi-
narla supponiamo che il punto P (zg/) deseviva la retia =zr-+-Hy-+1=0;
m forza delle (1) si deduce ehe 1a corrvispondente retta » inviluppera
la coniea

2+ Hy— (4 ) =0 (3)

(W Vadl 8. Lie o 6. Scuerress, Gaometrie der Herithrungstranaformationen, T. 1 (Leipalg, 1888), p. 17,
1*) Yougasi I'articoly Theprie de iwegatiosn Fusspunktkurven [Archiv Mathem stik, T, LXIV, 1879,
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ossia (in eoordinate cartesiane)

So+Hy+2_ "
VEE—}‘Hﬂ V.’.‘t} _‘_?ﬁ' : [J

invece, se la retta » ruota attorno al punte Q di coordinate =, ¥, 1
corrispondente punto P deserivera la conica

Xz -+ Xy — (@ + 1) = 0. (4

Ora I'equazione (3') rappresentn la conica luogo de' punti equidi-
stanti dal punto O e dalla retta Exz -+ Hy--2==0, ciod Ja parabola
che ha O per fuoeo e per direttrice Ia retta =z -+ Hy + 1 =0, donde
81 e partiti; dunque nel piano rigato il sistema omaloidico & costitnito
da tutte le parabole eol fuoeo in O. Invece la (4), seritta sotto la forma

o S -

2 4

rappresenta il ewrcolo avente per diametro il segmento OQ; ¢id prova
che nel piano punteggiato il sistema emaloidico consta dei eireoli
passanti pel panto O.

La Jacobiana del primo sistema & una emrva di terza elasse, de-
generata vel punto O ¢ nei punti ciclici del piane I, J; inveee la
Jacobiana del secondo sistema & una enrva di terz ordine formata
dalla rvetta alVinfinito del piano e dai raggi cieliei OI, OJ.

Ricordando le note relazioni che intercedono fra due curve che
si corrispondono in una trasformazione quadratica tra due piani, sl
oftengono senza stento i rvisuliati seguenti:

|. L'antipedale di nna curva algebrica d’ordine 2 non passante per
il polo né pei punti ciclici & in generale una curva di classe on, avente
per tangenti n-ple la retta all’infinito ed i raggi ciclici useenti dal-
Forigine; se la curva primiiiva ha d punti doppl e ¢ cospidi, 'anfi-
pedale avik d tangenti doppie e e flessi; le alire caratteristiche
dell'antipedale si otlengono applicando le formole di Plitcker. Infatti
dalla formola che da I'ordine in funzione della elasse e dei numeri
delle tangenti doppie e dei flessi si deduce per I"ordine »’ dell’an tipedale:

n =2n(2n—1) E(Bﬂ(”;n—{—d)—ﬁn

e106
n'=un'+n—(2d + 3¢) ;

ma la classe v della eurva T & data da

v==n(n—1)— (2d -} 3¢)
dunqune

B =2n-Lv
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c108 “ 'ordine dell'antipedale di una curva algebriea & eguale alla
classe aumentata del doppio dell’ordine di questa ,. Per trovare i
numeri d', ¢ dei punti doppi e delle cuspidi dell’ antipedale, appli-
chiamo la formola che da Ia classe in funzione dell’ ordine, ecc., e
seriviamo ehe 'antipedale & dello stesso genere della curva di par-
tenza; otterremo

2 3¢ = (2n-+v) (2n v — 1) — 24,
20 +2¢'=2n+v—1) n4+v—2)—yv+2%—¢—2

da cui anzitutto segue, sottraendo,
¢ =2yt

e poi

d= s y]{E; Tv—1) n—3 (3v 3+ ¢).

Supponiamo ad esempio che si tratti di una curva razionale esente

e —9 o
da punti di regresso: sara allora d—'—"[” 1{!” } e ¢c=0; guindi

v=2(n—1) epperd ¢ =6 (n— 1} e d'=4 (n—1) (2n— 9), risultati
ottennti gia dall’ Ameseder, il quale perd li credette sussistere per una
carva rozionale gualungue, mentre per la lore validita si esige che
la curva di partenza sia esente da cuspidi (ad es. se !a curva T' avesse ¢
cuspidi, il numero delle euspidi dell’antipedale scendereble 6 (1n—1)-2¢).
Allorquande, contrariamente alle ipolesi sin gui fatte, la curva T passn
h volte per il polo e % volte per ciascun punto ciclico, I antipedale
¢ della classe 2n — (24 -+ k), ba la retta all’ infinito per tangente mul-
tipla secondo n — 2k e ciascuno dei raggi ciclici OI, OJ per tangente
multipla secondo n— (/i < k), O ne ¢ guindi un fuoco dj molteplicita
(7 — (A £)P.

Esempro. — Se T' & un’ellisse di centro O, I'antipedale & la curea
di Talbot, curva (vazionale) di sest’ordine e guarta classe, fornita dj
set cuspidi e quattro punti doppi, bitangente tanto alla retéa all'in-
finito del piano, quanto ai raggl ciclici nscenti dal punto O. Delle
stesse proprietd gode I'an tipedale di una conica vispetto ad un punto
qualunque del suo piano: ma se jl polo sta snlla curva I'aniipedale
6 soltanto di terza classe, meftre se la conica & un cerchio 'anti-
pedale & una conica e riducesi ad un punto se () vi appartiene (cosa
geometbricamente evidente),

2. La pedale rispetto al polo O di ung curva I' di classe v, avente
la retin all'infinito per tangente t-pla ¢ O per fuoeo x*plo, & una
cavrva dell'ordine 2v— (. -+ 2x) avente O per punto multiplo secondo
v—I[t %) volte per eciasenn punto ciclico. Nell’ ipotesi clie sia
t=%=0 e chie I" sia generale come inviluppo, la pedale & del ge-
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(v—1)(v—2) . . e
nere 5 ed ha O, I, J per punti v-pli; essa guindi & della
classe v(v—-1) e possiede 3v(v —1I) flessi e v(v —1I) (v* -} 3v — 6) bi-
tangenti. (")

Notiamo da ultimo che l'ordine dell’antipedale e la classe della
pedale si potrebbe anche ottenere come corollari dell’'equazione tan-
genzinle della prima e locale della seconda, da stabilivsi con proce-
dimenti del tutto analoghi a quelli che nel segnente § verranno usati
per risolvere le questioni corrispondenti nello spazio,

I1.

Le considerazioni ed i calcoli precedenti si possono generalizzare
allo spazio ordinario (anzi si potrebbero estendere ad une spazio
euclideo ad un numero qualunque di dimensioni). Dato, infatti, an
punto fisso O, s1 pubd stabilire fra 1 punti ed i piani dello spazio una
corrispondenza univoca associando ad ogni piano = il pieds P della
perpendieolars calata su di essa da O e ad ogni punto P il piano =
condotio da P perpendicolarmente alla retta OP. In conseguenza se
il piano w invilnppa una snperficie 3, il punto corrispondente descri-
verd una superficie II, che dicesi pedule (0 podaria) di O, mentre se P
descrive una soperficie il piano corrispondente = invilupperia una
superticie II di cui la data & la pedale e che percid chiamasi anti-
pedale (o antipodaria) della data rispetto al polo O.

Le formole che legano le coordinate cartesiane ortogonah z, y, z
del punto P alle coordinate pliickeriane &, 5, £ del piano che gli cor-
risponde sono, quando si assuma O per origiue,

. g _ y o C (
Eﬂ+n!+cﬂay &2 j| .‘]'.-l ]| Cﬂr En_l_ﬂu"}‘t.:ﬂ

da cui 8i fraggono queste altre:

L

2)

— - — Y . z .
: =yt 'ty 4 2 < kb ake o Sk (6)

quelle definiscono analiticamente 1a trasformazione pedale nello spazio,
gueste la trasformazione antipedale. () Da le une o lo altre emerge

(1) Cir. Em. Wewe, Costruction das Krilmmungskreises fitr Fusspunktcurean. {Wiener Ber. T, LIX,
1868), p. 169-177.
_ 13 71 iettore noterh cortamente la somiglianza di gueste formule con guselle dalla traslorma-
21009 per ragzi veltor reciproci di cenbro O & potenza 1

i &« r F P o &

Tty T A era T T Erara
i2 sieasn uss:en:tziunn vale naturalmente anche pel piano.
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che si & in presenza di una trasformazione quadratica univoea fira
1 punti ed i piani dello spazio. Per determinarla con maggior pre-
cisione supponiamo che il punto (x, y, z) descriva il piano di equa-
zione B+ Hy 4 Za--1=0; il punto corrispondente invilupperi
allora la superficie di efjuazione

25+ Hy+25 — @+ 70+ 1) =0, (7)

mentre se 1l piano (Z, 1, ©) ruota atiorno al punto Q(X, Y, Z) il punto
che gli corrisponde deserivera 1a superfiete di equazione

Xo+ Yy + Zz — (2*+ 3" + 20 —0.

Sono queste le equazioni dei due sistem; omaloidici visp. dello
spazio di piani e dello spazio di punti.
Ora la guadrica (7) ha la segnente equazione locale

=r-+Hy-+Z:+2 = -
V:3+113 . ;  Cote ol 7 (7)
- T

mentre la (8) si pub serivere

(=3 b B g R pen

Percid nello spazio di piani le superficte del relativo sistema
omaloidico sono quadriche di rivoluzione (precisamente la quadrica
relativa al piano 2z ++Hy+Zz4-1=0 3 il luogo de’ punti equidi-
stanti da O e dal piano Tp L Hy +Zz+ 2=0), mentre nello BPAZIO
di punti il sistema omaloidico consta delle sfere passant per O (in
particolare al punto Q@ corrisponde la sfera -dj dirmetro 0Q). La
Jacobiana de] primo sistema & uua superficie di quarty classe dege-
nerata nel cerehio immaginario all' infinito e el punto O contano
due volte; invece la Jacobina dell'altro & una superficie di guart or-
dine costituita dal piano all’infinito contato due volte e dalla sfera
dr eentro O e raggio zero. Con cip la. strutfura di quei due sistemi
pud dirsi pienamente conoseiuta. '

Le formole (4) e (6) permettono di trovare subito I'equazione locale
della pedale di una superficie d; nota equazione tangenziale e I'equa-
sione tangenziale della antipedale di una soperficie di nota equazione
ocale; se ne deduce chie I'ordine d?II & in generale eguale al doppio
lella classe di 3, montre 1a classe di II & in generale al doppio del
o ordine; inoltre il cerchio immaginario all’ infinito & per II multiplo
h nn grado eguale alla classe di Z, ece. Cosl, se & dato I'elissoide rap-
resentato in coordinate cartesiane o pliickeriane risp. dalle equazioni

(&)

I_I!l yﬂ 4’?-2
@t EtE=1=0 (9 P4irer_1—0 o
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g1 vede subito che, rispetto al suo centro (origine) come polo, esso
ha per pedale e antipedale la superficie rappresentata dalla prima e
dalla seconda delle equazioni seguenti:

QTP (g 0, (1) S (R0, (12)

La ricerca dell’'equazione locale dell'antipedale evidentemente non
differisce da quella dell’inviluppo del piano

tx+ny+Llz+1=0 (13)

i parametri g, v, £ essendo leguti dalla relazione (12); potremo guindi
applicare il noto mefodo der moltiplicatori di Lagrange e riduire la
questione all'elimipazione di £, v, {, fra le equazioni (12), (13) e le tre
seguenti:

m—l—“)r"{ —Q(FE—I—TIE—I—{,’]}—[}? 211',-{

D)L 2 o ) =o.

5 — 287+ =0,

Ora, moltiplicando queste equazioni risp. per &, v, { e sommando,
tenendo poi confo delle (12), (13) s1 deduce essere

E}-.:— y ]E-l %2 9
€ +% + ¢
eppero le tre equazioni precedenti divengono
E 1 . 1 e n 1
T 26O v g 2T

C I]‘ JfCe 2 rﬂ]
lgﬂ+ﬂﬂ+¥2}i lcﬂ_‘g[g _I_Tl +': )I

(14)

¢ 81 6 ridotti ad eliminare &, n, £ fra le equazioni (12), (14). A tale
8COPO poniamo
]

B9 1T
ad avremo invece delle (14) le relazioni seguenti

=6 (5—2), _HT( ), =0 (%—2). (16

s

(1)

Soslitniamo nella (13) i valori di £, v, { che ne risnltano ed
otterremo:

-i=0; (17)

R _..';-, L= T
5 R .”‘_# i i I| Pl - i
I'ﬂlll'l:'lll""".-.-l' " e i TN
B iy e .-}.-_.-.-I i i o :
v e T e S - W s
-:":w-l""\"pr-'-ll-_'_ Fa, | i g -
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se invece teniamo conto della (12) avremo quest’altra relazione :

) i o 2"
H d { Hy AR + H 9 -I-"_'ﬂ;
o? (ﬁ, _ 2) fﬂ(— —-EJ o (—'ﬂ - E)

(18)

a / &

tutto & ridotto ad eliminare 6 fra le due ultime equaziont scrite e
fra i due ad esse equivalenti.

Ora la {18) non & che la derivaia rispetto a 8 della (17); quindi
I'equazione cercata altro non & che quella che nasce eguagliando a
zero 1l discriminante della (17). Pongasi perianio:

g — 6
ﬂ'1=-——'3(ﬂ’i { /s I {.'EJ
aa = a'2" - %" - ¢*3" -1 4 (b%° + ¢*a® + g (19)

de=—3[a" (0" ) 2+ 1 (c"+ a®)y* + o (a® - B9 2* 4 a%ht
ay =24 ab'e" (2" o' - 2%)

e 81 vedra che Ir detta equazione si scrive comae segue:

do (13 (g |*

[ﬂgﬂi — 4,0, —,— 3&;)3—- a7 | ay as @z | = (). (20)

(Tg Iy Ty

Questa & apparentemente di 12° grado nelle coordinate 2, Y 2
ma si abbassa al 10° per la mutua elisione dei due termini + 27 a’s;
e degno di nota che A. Cayley, (*) partendo da altri principi, ha pure
ridotta la ricerca dell’equazione locale dellantipedale alla determi-
nazione del disciiminante di una forma binaria bigqnadratiea.

Ma possiamo aggiungere un’osservazions non priva d’ interesse.
Dette €, 7, T le coordinate pliickeriane del piano tangente nel punto
(z, y, #) della pedale (11) si trova subito essere

- i @ g Y 5__Of2 12,2 1 8
E—*‘xﬂ_i_yz_l_zﬂjﬂ \a _2(1:2_'_?}5"'3 ), ﬁ—[zz_l_ys_j_zfjﬂ (b 2z TY T2 ), (21)

E =
=y T 2y + ),

Ora queste differiscono dalle (14) per lo scambio di g, r, L risp.
n z, % z edi &, b*, ¢* nei loro inwersi; ne viene che 'equazione tan-
genzigle della pedale — che & il risnltato dell’eliminazione di Ty Yy &
fra le equazioni (11) e (21) — nasce dalia equazione (20) locale del-
I'antipedale eseguendo in questa i detti scambi. Quell’equazione @

{1} CIr. 15 non Sur Ta surface qisi est Penveloppe des plans condwits par lae points un ellipsoide
perpendicuialrement aux royons ménds par le centrs (Annali di Matem,, T, 2, 1859, p. 8-14, oppure
Mathematical Papers, T, IV, p. 123-135.
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dongue ancora Ja (20), purche alle quantita ae. 0, s, s, a, 8% attri- Tl
buiseano 1 valori seguenti: e

a, =6 a“b'¢"
a, = — 3 (c® + "a® -} a*H?)
l ag = %" - e’y 4 a"B'L 4 {a® +1* + &F)

ag=— 3 [(H" ") &} (¢* J- o) * + (u® + %) T* - 4]
ro=24 (B 7 ).

Emerge da cid che le proprieth projetlive dellu pedale considerata
come lnogo non differiscono da quelle dell’'antipedale considerata come
mviloppo e viceverss. Ora non & questa una prerogativa dell’eliis-
soide, ¢ delle quadriche in genere, ma & un falto che =i riscontra |
sulle pedali ed antipedali delle superficie algebriche qualunque, come ;itgﬁ,% |
passiamo a dimosfrare, gLy

f(z,y,21)=0 . - A !
'equazione di yna superficie di ordine », ove z, ¥, z sono coordinate ’
enriesiane ortogonali e ¢ s1 & introdottn per l'omogeneita; sia si-
milmente:

¢ (5 M t)=0

I'equazione tangenziale di una superficie di classe v, ove £, 7. £ sono ;s !
coordinate plickeriane di un piano e t serve per consegnire I'omoge-
neita delle formole. L'equazione tangenziale dell’antipedale della

prima sara, in virtn delle (b). ' f
f—& —n —G E+5+{)=0 (22) '#
mehtre | equazione locale della pedale della seconda sard, grazie i

alle (6), |
pl—=2 —y —z a+y' 42 =0 (23) B

! R e | g N S
»

b 4

bm) Dep (Dtp) (M’) i Eeon . . .
58 — |, | = — - a
Ora se con (E'E , (a_ﬁ), e) el 81 Idicano 1 valorli assunt J

dalle guattro derivate parziali della funzione =, quando a E, Be B T :- ,
si sostituiscano risp. i valori —x, —y, — 2z, 2® 4 y* 127 si trova 1
subito che lo le coordinate pliickeriane Z, H, Z del piano che locea Ia - ;
pedale considerata nel punto (z, ¥, 2) sono date dalle formole seguenti:

(%)—2’*’@—3 (E_T;)—Ey (g_i) (27')_2‘3(2)

@t (32) T erre() T

& . — e

E= , H : (24) =

Tt

= i W 5

fInerge da cid che |'equazione tangenziale della pedale si ottiene
eliminando =z, 4, z fra le equazioni (23), {24).
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Daltronde I'equazione locale dell’antipedale si ottiene cercando
Finviluppo del piano

ety + 20+ 1=0

quando £, %, T variano soddisfacendo sempre all'equazione (22). 11
metodo dei wmolliplicatori di Lagrange nel caso attuale di le seguenti
eqnAzZIon:

o (=G i) —o. vl

logament to si praticd pri G). (), (1
OvVe, ana ogamente a quanto s pratuc prima, con IR ay 1 3]

(;—D s! designarono i valori assunti dalle quattro derivate prime

della funzione I quando a z, Y, 2, £ s1 sostituiscono 1sp. — E, —y, — G
&+ 7 +E. Ora moltiplicando quelle equazioni risp. per £, L e
sommando si trova, tenendo conto delle equazioni (25), (22)

1
&+t (2]

A=

Tale valore sostituito nelle equazioni precedenti fa assnmere ad
esse P'aspetto segnente

D) pee)  paepn
EHHOGE G (2

- 1

FHr+0y (5)

L'equazione locale dell’antipedale & i1 risultato dell'eliminazione
dt &, 9, £ fra le equaziom (22), (26): ora quando le funzioni 7, v non
differiseono che per i valori dei relativi eoefficient; numerici, questa
operazione & identica a quella che vedemmo necessarin per giungere
rlf'equazione tangenziale della superficie pedale: gli & ¢id ehe riscon-
irammo nellelissoide e che restn esteso (assieme alle consegnenze
the ne derivano) a tutte le superfieie algebriche.

(26)

—_—

»
IT1.

E stata anche considerata nel piano (*) la trasformazione in virti
I cui ad ogni tengente di una curva associato il simmetrico ri-

—

1} V. In snecitata opera dell’ A, p, 685,

—— - -
e — - ——— e = T
e ) — 1y e — — =] = = = " = el ]
= . L s A T T e = s T - LR = —mi T n -
o i s e e e e = - n P — L]
— o —m - - = - - - - | 5 -
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spetto alls stessa di un punto fisso del piano della curva, Similmente
nello spazio si pud associare al piano tangente in punto di una daia

superficie 1l simmefrico rispetto a tale giano di un punto fisso dello
spazio. Ora & chiaro ehe tale nunova trasformazione, al pari delln

trasformazione pedale, non & connessa alla considerazione di una curra
0 superficie speciale, ma esercila la propria azione su tulti gli elementi

del piano o dello spazio. Le coordinate (2, ¥, 2) (&, v, T) di due elementi
corrispondenti sono legati dalle relazioni seguenti

28 21 27
ffi == 7= = z = —
EE+7}2+ g‘ii 4 Eg+'ﬁﬂ+ L:” Eﬂ_ll_Tj-‘T:i

oppure da queste altre che ne derivano

Ox 2y Dz

P s

E=_Il+yﬂ__l_zﬂ! "}=‘_33_!_ya_1_3-h 5 iI?EI_T_{EJ zi'

Questa nuova trasformazione pud evidentemente ottenersi combi-
nando una trasformazione pedale con un’omofetia di centro O e rap-
porto Z. Le sue proprieta sono dunque analoghe a quelle della
trasformazione pedale e la generalita dei ealcoli precedenti possono
adatiarsi a questa nuova trasformazione, come il lettore riconoscerd
senza fatica.

(Gino Lognia.

DI UNA GENERAZIONE DEL COMPLESSO TETRAEDRALE

L'oggetto di eni mi oceuperd in queste brevi ricercle, @ un noto
sistema di rette detto complesso tetraedrale; esso fu studiate per primo
dal Reye, ed in seguito da molti albri geometri, i quali ne enunciarono
1 vari metodi di generazione e ne ritrovarono le interessanti proprieta

Tra le principali generazioni, di ecui fard breve cenno, a titolo di
prefazione, si pud considerare come fondamentale e piit elemenlare,
guelia che si ha congiungendo i punti corrispondenti di due sistemi
collineari di uno stesso spazio a tre dimensioni; essa fu data dal Reye
assieme alla sua duale. Un’altra costrnzione, suscettibile di esser tra-
sformata mediante la legge di dualith fu ritrovain dal Miiller e si
otfiene dal sistema di tutte le rette che segano una qnaterna di piani
(facce d'un tetraedro) secondo nn datas birapporto. E ancorn un com-
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plesso tetraedrale quello che si pnd oftenere de dne fasei di ragei
projettivi non concentrici na complanari, come insieme di tutte le con-
grirenze deberminate da ciaseunsa coppia di raggi corris pondenti. Infine,
€ questo interessa maggiormente il mio lavoro, il complesso accennato
81 pud ottenere nel seguente modo: si considerino due cubiche sghembe
passanli per quattro punti {vertici d’un tetraedro) ed aventi in comune
una rigata (od nn cono del secondo ordine) e si flssi una secante ad
esse comune: 1l sistema di tutte le cubiche, che passano per 1 quatire
punti dati, ed hanno per secante Ia reita data, determina una tripla
infinita di corde, la quale costituisce complesso tetraedrale.

I quatfro punti ora trovati sono i punti uniti di ognt omografis
mediante la quale si pud costroire il complesso: il quale & determinato
cosi dalle due cubiche di cui si b detto, eome dal tetraedro (fondamen-
tale) e da un suo ragglo, non passante per aleun vertics, né situato
sn aleuna faceia del tetraedro stesso: anzi Ia denominazione data al
complesso deriva da questa proprieta.

Cid posto fardp vedere, come alla generazione mediante enbiche
sghembe, si possa ridurre il seguente metodo costruttivo che forms
oggeito del miei ragionament;:

Si considerino due stelle rec; proche di centri 8, ed S, - ogni punto P
dello spazio 3, in cui si suppongono colloecate le due stelle, determing
due raggi 8;P, S,P, aj quali corrvisponde una coppia di piani interge-
cantist in una certa retta a. In tale modo ad ogni punto P di X &
associat: una retta ag: il sistema di queste rette un ¢complesso
tetraedrale,

Difatti mentre i punio P descrive un piano generieo m, le coppie
di piani che determinano la retia @ associnta a P, si corrispondono
in una omografia tra le due stelle (S) ed (S,): in modo ehe tutte le
rette a associate ai punti di = sono corde di una cubiea (® passante
per 5 e per S, Tale cubica In dire asgociata al pigno .

Ora & facile vedere che la (W passa per altri due punti fissi
oltre &, ed S,.. Infatti un punto di C*® & tale che i piani corrispon-
denti alle doe rette che 1o proieitano da 8, ¢ da S, sj taghano su =
e reciprocamente ogni retta di - determina con S, ed Ss due piani le
cui rette corrispondenti, ove s'ineontrine, determinano un punto di
0%, Ora detta s la retta Si8:, ogni piano de fascio (S) proietta tanto
da 8, che da S, una retta dj - I due raggi corrispondenti & questo
piano, che in generale non sono ineidents, ginceiono rispellivamente
nel plani o; e o corrispondenti ad #. Facendo descrivere ad un piano,
tutto il fascio (s) e coppie di raggi corrispondenti formano due fasci
proietiivi: se la reciprocita non o degenere vi sono due sole coppie
i Mz, ;% che sono tra lore incidenti: ; puntt d'incontro M, N stanno
sulla retta r=(s, ¢y): per essi passa la cubica O

Il ragionamento tatto, indipendente dalla posizione parficolare dj 1,
mostra che un’altra cubica (4® associate ad un piano =, generico,

|
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distinto da = passa ancora peri quatiro punti 5% MN: e ci si per-
suade facilmente che le dune eubiche hanno in comune una rigata,
(od un cono del secondo ordine), associata ai punti della retta d'in-
tersezione di = con m;.

Fissiamo ora un punto generico di guesta interseziome: resteri
tissata una secante comune a (® ed a (,®: facciamo variare un
piano intorno a questo punto in modo da esaurire tutt i punti di 2
allora le cubiche associate, passeranno sempre per i punfi fissi ed
avranno per secante la rettn che abbiamo determinata: in fale modo
la generazione del sistema delle vette a si ® ricondotta ad una delle
note generazioni del complesso tetraedrale.

Quello che ci resta ancora da vedere, si & come per ogni complesso
determinato da un tetraedro reale & da un suo raggio sia possibile
la costruzione mediante stelle reciproche: esso costituisce la parte
principale delle mie ricerche, ed ora la esporrd sistematicamente in
quello che segne.

l. Sja dato un complesso ¥ mediante un tetraedro reale ed una
delle sne rette; vogliamo determinare una reciprocita la quale generi
nel modo indieato, il complesso stesso. A tenore delle considerazioni
precedents, sappiamo che i centri delle due stelle devono essere due
vertiel del tetraedro: abbiamo percid sei coppie tra cui scegliere i
punti 3,,3,; presane una ad arbitrio, siano M, N, gli altri doe ver-
ticl, o4, 0a 1 piani S;MN, S:MN, ed s, my, mg, ny, ne, ¥, rispettivamente
gli spigoli 5,8., S, M, S:M, S,N, 3N, MN, come fu fatto nelle notazioni
precedent). Come appare dai ragionamenti gid seguifl, i plani oy g,
devono nella cercata veeiprocity corrispondere alla retta 5, e le
coppie mymg, mng, sono quelie coppie corrispondentli a piani del
faseio (s}, che sono tra loro incidenti. Ora non & difficile rilevare, che
detli p e v questi due piani, deve essere L= (mmg), v=(ngmg). Infatti
se sl considera la proietiivita nella quale ad una retta di g, corri-
sponde I"intersezione del piano corrispondente con gs, € 81 Indicano
con 7y, 88, le coppie incidenti, & facile persuaders che, come ad ry
corrisponde il piano 148, €osl ad 7. =[rs, o0 corrisponde il piano s
clod ryrg stesso. Si conelnde dunque che e, 88, devono rispetfiva-
menie comecidere colle coppie mume, nans.

2. Riassumendo i risultati precedenti, possiamo asserive che ira
la stella (S)) e 1a stella (Sg) devono risnliare le seguenti corrispondenze:

PERIODIOCO DI MATEMATICA,

3 Gy My |4 m v (1]
Cg S I.l. Ma Y Ng.

Ora & facile vedere che affinche esse resultino soddisfatte & suof-
ficiente porre:

S My M
Ga 1 v (2)
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e siceome 1 tre elementi g m, ny ed 1 corrispondenti non sono situati
In unn stessa forma dij prima specie, per stabilire una reciproeits tra
le due stelle, rimane aneora Parbitrarieta di far corrisponders ad un
elemento, retia o p1ano di (S,) 'elemento reciproeo di (S;): dobbiamo
ora usare di questa arbitrarietsa in mode che la reciprocith risultante
generi il complesso K, determinato dal tetraedro SiS:MN, e da una
sua rettn, ehs dirp a.

3. Proiettiamo percid la veita a da 8, e da S; e siano p e g le
rette d'intersezione dej piani proiettanti, rispettivamente eon o, e
Con og. Consideriamo una reciproeita in eui verificandosi le corrispon-
denze (2} a p corrisponda un generico piano 7 del faseio (S) che tagli c,
m una retta p’. (%) Tra le retie di c1 e le inlersezioni dei piani cor-
rispondenti con a9, risultano allora poste le seguenti corrispondenze:

moom P
r

Mg N P,

Indichiamo con ¢ la retta di o cui corrisponde ¢ e sin ciob g
corrisponclente nella reciproeita al piano 8¢ e qumndi ¢ corrispondente
ad sg. B facile vedere che seo ¢ @ p' non sono incidenti la reciprocita
non pud generare il complesso K: difatti i piani proietianti a PASSAno
PEr p € per g: le rette corrispondenti devono giacere in sp’ ed s¢' e
quindi non possono Incontrarsi; il che deve avvenire.

Bisognera quindi disporre dell’arbitrarieta di = in modo che ri-
sulti p" ineidente g q.

4. Faceiamo percid varviare w tenendo fisso p, & denominiamo
P'p'p~... lo altre sne intersezioni con ge, g' g ¢"... le rette a eni
risulta allora corrispondente g. 31 avra allora:

Mmomp g Nmgng p g
My ne p Q" A ms omgy p' g

2d indieando colle maiuscole corrispondenti, le intersezioni di queste

‘elle con #;
MNP OAMN P Q
MNPQ"?{MNP”Q

Ma per una notsm legge si ha:
MNP’QENMQP’,
MNPQANMQP,
MNPQ"ENMQP"

quindi :

1 analogamenie

i} Che #i siane della reciproaiti In eul verilleandos) le corriapondenze (2) a p corrisponde -,
Reaml semplire rilevare: anzi ve he gone infinite, hastando, POr averns una, aggiungere alle (2)
cerrispondenza di una retka aualingne 4 = Passante per dy, eveeliuate 5 8 In retta qo,, al
me 3, p; come si vedis anehe in degnilo [v. numere §),
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Risulta allora che se noi stabiliamo una proiettivita facendo cor-
rispondere ai bre elementi N M Q i tre elementi M N P, 1n essa si
corrispondono le coppie P'Q), P"Q", P"Q",... Questa proietivita &
una 1nvoluzione, perché M ed N si corrispondono in doppio modo:
se indichiamo con R, S, i suoi elementi doppi s1 avrd:

MNPRANMQR;

8 slocome o
NMQEAMNR Q,
1rsultera :

MNPREAMNRAQ
ed indicando con 7, 7, le rette S,R, S,R.:

My My Pry N s ng 73 q.

Cioe se a p si fa corvispondere il piano s, risultern a g corri-
spondente il piano sr, ciod lo stesso s73=1ws=sR. Diciamo peos
1 due plam sR ed sS, '

8. Stabiliamo ova definitivamente la nostra reciproeitd agginngendo
alle corrispondenze (2), quella del piano S>3 =8;p, ad una retta 2
qualunque di p passante per S: fatta eceezione per 3 e per ».: che
la reeiprocity sia determinata, Jo prova 1l fatto che i guattro eie-
mentl s my #, (Sia) e 1 loro corrispondenti, sono indipendenti tra lovo,
se sl suppone, come ® necessario, che la retta non passi per alenn
vertice, né sia sitoata su aleons facecia del tetraedro: ed molire mai
tre di essi appartengono ad una stessa forma di prima specie. Ora
questa reeciprocith genera il complesso dato. Infatti le corrispon-
denze (2) ne dicono che il complesso ha per tetraedro 8; S; M N: e
inoltre, come risulta immediatamente dal considerare la 4 coppia, &
P corrisponde il piano p e quindi (4) esso corrispende anche a g.
Allora il piano 8,4 proiettante @, ha per corrispondente una retfa
di p che & quindi incidente ad L

Il complesso, generato dalla data reciprocitd possiede anche la
reita a e quindi non pud essere distinto da quello assegnato.

6. Riassumendo possiamo enunciare:

L Vi sono sei coppie di stelle reciproche, generanti un complesso de-
terminato da un tetraedro reale ¢ da un euo 109410,

L. Vi sono infinite reciprocita generanti lo stesso complesso, ed t cut
centri sono due assegnati vertici del letraedro Sy ed S.: in queste reci-
Procitd, un piano di S, proiettante una retta del complesso, ha per-cor-
rispondenti due fasci di ragg: situaly in due piani p e o passanti per S; Sa:
esciuso lo spigolo stesso e le rette dintersezione dei piani colla faccia del
tetraedro passante per S5 e che non contiene quesio spigolo.

A quesfi enunciati possiamo aggirungere la seguente :

Osservazione. — I piani p e o possono non esser reali

[ TR

roali.

spond
ranli,

Caziol
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7. Proponiamoci ora dj togliere qguesta restrizione, la quale com-
promette in parte i risnltat; ottenuti; pereiv ricordiamo che 1 piani
P € o saranno o no reali assieme (4) ai punti doppi della involuzione:

MNPQQ...ANM D Sl o

eloe quindi secondo che Ja coppia PQ, non separa o separa la eoppia MN.

Ora sia dato il tetraedro ABCD ed un raggio a del complesso:
potranno verificarsi due casi: o il raggio @, non abtraversa il te-
traedro finito, o 1o atbraversa: nel primo Caso, esso taglierd tutte
le facce in punti esterni ai triangoli sn egse segnati: nel 2° esgo ne
tagliera due in punti intern; e due in punti esterni. In OgnI ¢as0 vi
saranno due facce, ad esempio ACD, BCD che song incontrate da g,
In punti esterni ai triangoli su esse determinati. Si rileva allors, che
3¢ s1 scelgono come centri delle dye stelle, i vertici non comun; alle

lne facce, cios A e B; le coppie CD ed HK che sostitmiscono MN

y PQ non si separano; allora esistono e somo reali i piani p e g,
08 si coneclude : '

1. Vi sono sempre due vertici del tetraedro che 5 pOSsOno assumere
ome cenlri di infinite reciproeity reali (*) generanti lo stesso complesso.

A. CoMgssaryy,

SUPRA UN NOTO' INVARIANTE DELLE FoRaz BINARIE DI GRADO AR

L' espressione

Y = Y& 1 81 %)

) Por @ reciprocitd reali , intendo gquelle nalla quali ad elementi reali corrispondono slamenti

'oTA. — L'ipotesi della tandica def verticl daj tetraedro si & fatto PeT non introdurre eorri-

lense tra alells di esntri MMaginari: il engo m ool due vertiej giano imaginarg coningati & dng

guando si sceigano questi oltimi come centri delle stella gi puo, eon poche od ovvie modifi-
u, far rientrars in quelly studiato,
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dove «,8,Y,5 sono numer] assunti ad arbitrio (col vineolo che sia
a8 —fy 4= 0), e cosi oiteniamo una neova forma in z, %, la combi-
nazione ansloga a (1), eseguita col eoefficienti della nmova forma,
vale quanto il prodotto di I per una potenza determinata di ad —fy.
Questa proprieta & nofa, e noi voghamo soltanto darne una di-
mostrazions molto elementare.
Osserviamo che la soskiinzione arbitrana (2), che possiamo anche

- 8y . . y &
indicare eon A = (: B), 81 puo esprnimere come prodoito di cinmque

r .
sostituzioni dei tre tipi speciali R = {? _:)) L §= (g ?), T=(ID il]
Questo & un caso parlicolare d'un teorema molto pii generale sulle
soslifuzioni, ma qui possiamo evitare di richiamarlo, dimostrande
direttamente la veriia di questa propesizione particolare. Chiamiamo
generalmente S,, T. le sostituzioni 8 e T dove si leggn kv e h» al

posto di £k e A.
Supponiamo, in principio, che 7 gia diversa da zero, e poniamo

74 -
ﬂ:ﬁ — ﬁ"’f y h!'—_ 61 kj = "‘" ﬁT y L'g..—-: T,

po1 eseguiamo, con una regola nota, il prodotto 8, Ty R T: S.. A seanso

h =

di equivoci, avverkiamo che qui si indiea con PQ cid che si ottiene

operando prima Q, e poi operando P sl risultato: se per la P si passa
da 2,y & 21,9, e per la Q da u,, 9 a x4, 9, si passerd per la PQ,
come qui la infendiamo, da z, ¥ 8 24, 5.. Esegnito dunque il prodotio
o1 Ty R T3 Sy, nol vediamo che questo coincide con A.

Supponiamo ora che y sia nullo, e poniamao

p

hy = 5 b =—ag, ka=—208.

Eseguendo i] prodotto S; T; R 8: R, noi otteniamo A. E dunque vero
che A si esprime sempre con cinque sostituzioni dei tre tipi 8, R,T.

E facile vedere che R muta il segno di tubiii coefficienti d'indice
impari della forma F (2,%), dunque non muta 1. La S wmoltiplica per
k* ogni termine di I, ed anche questo & chiaro.

Vediamo che effetto fa la T sulla forma F (z, ). Chiamando £ il

T . ; .
rapporto ?, nol possiamo scrivere

F (2, y)=1y" {au 6 (%) g1 £ ...} ﬂu] . (3)

. La T muta y in %, e € in & -+ % Ora noi ehiamiamo f (E) 1a fun-
zione che nella (3) figura in parentesi, cioe poniamo F(E,1)=f (&
per comoditd; e pol richiamiamo la formula di Taylor nel easo di un
polinomio di grado n, eiod

fE+ R =10+ &l W) +...4 2 fo (), @

- : =
A
i o A S
'-.l'l
” x

AT, M ..l.-l-..
o 1 A .
R hpfs.'-;ﬂ' faa® Myl W,
rl .1-‘"“1‘:;.1;". E'f}l-r.;"q'.'. s
, --r i I.'-',":':l ni E

= R e T i g g W
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dove ™ denota generalmente la derivata yms gj [ rispetto a . Questa
derivata si pud definire o la formula (4) si Puo serivere indipenden-
temente da ogni considerazione infinitesimale. () Dalla relazioni (3), (4)
risulta che la sostituziopne T muta F(z, ») nelln forma

E‘a'n " ""‘ (_;i) E'n—l T el /44 + ({;) E’n—ﬂ o= i —]" " . TI" E"u, (5)

dove si ponga generalmente

Ora noi comporremo coi cofficienti dj (5) I'espressione annloga a T,
e otterremo

T=ai PO 0 —F B oD )+ . 4 po gy £, (6

Questa forma J & un poiinomio in k. Se, facendone la derivala
rispetto ad A, noi troviamo un polmomio di grado », eip dimostra
che J(A) & un polinomio dj grade  4-1; se troviamo una costante
diversa da zero, cid dimostra che J (A) & di primo grado; se troviameo
invece zero, dovremo abbandonare I'ipotesi che il polimomio J (k) con-
tenga effettivamente k, e asserire chie ne & indipendente.

Derivando, dunque, rispetto ad 4 il secondo membro di {6), otte-

. . 1
niamo, preseindendo do —

=3 Fespressione

f@+) £t ) —fof —fu-npy -+ £ fu,

I termini intermedi si distruggono a copple; sopravanzano i due
estremi, i quali sono nulli perché la derivata (n -+ 1)"* di una funzione
di grado n rappresenta zero. Dungue noi possiamo proprio dire che
soltante in apparenza P'espressione (6) contiene h, ma in fatto ne &
indipendente, Per =0 le espression (1) e (6) non possono differire,
dunque risultano uguali anche per ogm altro valove di A

Ora la sostituzione A vale S Ty R Ty S; oppure S, T: B S; R, secondo
che sia y diverso da zero o nullo, Nell'uno e nell'altro easo il modulo
di A vale % /3. Ponendo fa =m, noi vediamo che, se la forma I'{z, y)
¢ sottoposta alla sostibuzions A, l'espressione (1), costruita coi coef-
icienti della trasformata, risulta uguale al prodotto dell’antica I per il
abtore m®. Rimane dunque dimostrata invariantivite de) Fespressione I.

L. OrrLanpo.
Messina, 15 febbraio 1907.

() V.11 trattato d'Algebrn di B, Weber, Vol 1. Cap. I

= e B Treec = e 5= F= =
]
T
v IS
" b

- g —

= e e TR T

e

a1 | :,-,l.u.."'_,' e seias -l—|.-'.----|.'|-|.|---"l-'al-'l-"'i"'--"-""''Fm--'l-h:q
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-
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIONT 725 ® 728

45 Se Py, Py somo due punfi gualungue i yma enbiea di Agnesi allineati
cor vertice O, dimosirmre che:

1° 41 Inogo del punto medio del segments PiPa 2 una retta m:

2 4 uogo del punto P coningato armonico @i O vispetto a P\Ps & una parabola,

3" le tangenti alla cubien nei punti Py, Py e la tangente alla parabola in P,
concorrons in un aedesimo punio N; e il segmento PM 2 bisecaio dalla retla m:

4% le tangenti aila cubico wei punti P1, Py tagliano Vassintoto in duwe punti
egusdistanti dalla intersezione di quest'ultimo eon la vetta PPs.

Y. ReraLr,

Risoluzione del sig. E.-N. Barisien di Parigi.

L'eqnazions della cubiva d’Agnesi riferita al suo aase di simmetria e alla tan-

gente nel vertice &
(2 —2p) y? -+ 4p%2x = 0,

£
-=ﬂ‘ L
J Vﬂ-—:l:

ovvero, ponendo 2p = a,

Ponendo = g == t*, si ha che le coordinate d'un punto in funzione di £ sono
at® — at
, R i L
Sia y = nx, la retts OP;Ps; si ha allora
pas at®
' 1 T
OVVErD
et 4+ 1= 0.

Se t,{s sono i parametri di Py e Py, e (xy, ) (e, ) le coordinate di questi
punti, si ha

i1 +f3=ﬂ, l'lfi=1. fl}

ity =a(ls + k)= an, Yiys = atyty — u?. (2)
N+ ye Y

£ +ﬂ'ﬂ=‘T=ﬂ, I'xs = 0t —Hz' {3]

1% L'ascissn del punto medie di P, Ps &

W -+ oo
5 ’

evverce per la prima delle (3)
- i
& ==
Questa equazione rappresenta una refts parallela alP’assintoto, equidistante

da quello e dal vertice. Il punto medio di P,P, descrive dungue questa retta m
dell'enunciato,

e .

L [ gl e TS Sl D
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2% Indicando con X, Y le coordinate del coniugato armonico P di
a P, eP, s ha

1 1

2 ; x; -+ za & n* : n
— = , =—=—, ossia X=—,
X T Xy Xy e cr 14 {1
;I_n
2a
Y —aX — .,
"

233
O rispetto

Eliminando » fra queste equazioni, si trova che il lnogo di P & la parabola

Y& = 9aX,

3% La tangente alla parabala in P ha per oqeazione
2
Y ’ __ﬂ L 2'—:) v
n 0
ZanY = a (n*X + 2a).
L'equazione generale d'una tangento alla cubiea d'Agnesi
metro ¢, &

(E;+

0s3ia

X—x Y—y
dz ﬂ'y ?
_ dt it
08814 ]
X nt® Y —at
1 4 ¢ a
2
(1 =3=4%%
085ia

X417 — Y = g (£ — 1),
Le tangenti in Py ¢ P» hanmno dunque per equazioni

X [f:’ + 1]2—- 2£1Y = ﬂ'f;s{hi — 1},
X (la® -+ .UI— 265 = nty? (2% - ].J.

(4)

(2)

nal punio di para-

(6)

(7)
(8)

Risolviamo il sistema delle {7}, (8) per avere le coordinate del punto M d'incontro

delle tangenti in Py, P.,
Eliminando Y si ha

I[IE [f1!+ I]E— f[ {f:;ﬂ + 1}9] = ﬂhf': l_t], “12 == 11' e rﬂ {fﬂi_ ll]r

X [hute (% — 12%) + sty by — ) — [ty — la] = atity [ty ® — 23 — (t; — 8],

e dividendo per & — ¢,
X [tata (2% 4 2%+ t4t2) & 21yt — 1] = atsto [1:2 + 0o o 138, — 1).

Ora, per le {1), si ha
b+t = n, flyg =1,

6 la (9) diviene allora ’

x_0 (n* — 2)

'K = g (0t — 2), -

"

Sottraendo la (8) dalla (7), si ha

X[t —tat -2 (47— )] — 20 —2)Y = q [0 — to e (1,2 — t2%],

0, dividendo per £ — ¢,

I 4 Uy = ta 4+ 62)° — 201ty = 0 — 2;

()

(10)

L2 6%t + )+ 2 (6 + 2e}] — 2Y = a [(#,2 -+ %) (1 + f2) — (& -+ ta)],
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0VVero
X[nn*=2}+ 2] —2Y=a[n(n*—2)— n),
OV Vero
19K — 2Y = an (n® — 3).
Da ¢ni, tenendo conto della (10)
Y =n"N—an(n®*—3)=an (n?— 2) — an (n* — 3) = an,

an

p = 5" (11)

Le (10) (11) danno dunque le coordinate del punto M @' incontro delle tan-

genti alla cobica in P; e Py. Queste coordinate soddisfano lequnzione (5) della
tangente in P alla parnbola (4).

Sa 81 osserva ehe

2 -2
KP+I}I=£+"(ng ] i,

]

8i vede che il lnogo del punto medio di PM & Ia vetta s,
Osservaziose. — Eliminando »n fra la (10) o (11}, 8i veds che il lnogo del
punte M & la eunbica
2Y* (@ — X) = a?,
4", Facendo X = g nelle (7) o {8), si hn per le ordinate dei punti in eni le
tangenti in Py e P> incontrano 1'assintoto
20Y1 =a (842 -+ 1),
209 g = a (3% 4 1).

Da eni
9 s 2
Y, + Y. = g [31‘1 L +3 t + 1] = - o [Ehfﬂ (fy < ta) 4 ;- + 1'2].
- 3] {a 2t ks
Y1 -} Ya = 2an, X 'g!- LE == an.

Siccome la retta PiP: ovvero y = nz incontra 1'assintoto nel punto d'ordi-
nata na, restn dimoestrata la proposizione enunciata.

Altre risoluzioni dei sigg. proff. E. Nannei; ). Rose, Nivelles (Belgio) e ing. Fer-
rari, 1. T. di Varese,

WS, Integrare il sistema

d!}, d® = d.’: d*z dd 2 d2vy
d=® 7 dx® dx® d:."_l__— m+d +
%z  d%y d®z d?
dE+d1ﬁ+d1=+“_+df+— o Tr=

F. SiprrarL

Risoluzione del sig. prof. J. Rose, Nivelles (Belgio).

Da queste due equazioni si deduce per addizione e sotirazione, ponendo
¥ rT=u y—z=2p

n'”u @ d?®n fa . d*w
i e . 1
i 2® T ol 2® +2 ”*-I-gud':azr*‘'#.1‘-:’l #=0, (]
= p a® d‘
— 2)
dx® daf +d.u‘ v=0. (

e

[E=—
-

Cl

I
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le equazioni caratterisiiche di quesle sono
3° -} 5% - Q4% 4 25+ 8+ 1=,
' — 0] =0,
La prima si scrive anche

3“[3‘4—1]-1—23’{334—1]+a=+1=0.
OVYEro .
f*¢5+1]EfE=—|—I]'—=U,
8+ 1P 8"+ 1) s°* — s 4 1)2 =,
ed ha per radici, — 1, — 1, +¥—1, —¥—1, ] +£ﬁ, 1+.ﬁ1 1__” : ’

2 2
1—iy3
-

avvero

La seconda si pud anche serjvers

[I*—]}{t’—i—]}:l} OVVero H——ljl_'t—i-l}{tf-l—lj{:‘-—f"-[-1j=0,

. 3 ]g’l
e le sne radici sono =1 ¥=1, <=1 i']/E =+ =

L'equazione (1) ha dunque per solnzione
Y+z=({A-+ Bax)s—= 1 (U cos z + D sen z)

-+ E%I[{E 4+ ¥x) sen 'T.I + (G+ Ha) ﬁuazﬁ .
o la (2) ha per soluzione

H—E=A]H+Blg-1+(ﬂl cosx ++ Dy senx) 4+

X E _l_ I
T e 1’2 {E:+Fxrlsmrx]/g—l-{GI+H1m}cns:.: 2 |

Da queste due squazioni si deducono subito i valori di y ez,

&)

Ne By — Dopo 1a pubblicazione del Fase, TV ¢ ginnse wn'alira risoluziona della quistione 698 dal

prof. F, Sigmast i Bolognn, d altra dells guist. 721 dal sl Trorine Buzrrl, studente dells
I U. di Bologna.

QUISTIONI PROPOSTE

729, La tangente in un punto M d'ana cnrva piana (C) incontra
‘asse Oy in T e la normale meontra 1'asse Or in N, Determinare la
urva (C), sapendo che il baricentro b del triangolo MNT descrive
ma retta Oh,

730. Siano (C) una curva piana, Pla proiezione del punto M della
urva sull'asse delle = T i] punto d’incontro della tangente in M col-
asse Oy, TQ la perpendicolare ad OM. Determinare la curva (C) tale
he TQ passi per P, |

731. Sia (C) una enrva 1ana; la normale in un punto M di questa
arva incontri Oy in N, F& parallele a Oz e MN’ tracciate per i

unit M e O rispettivamente s'incontrino in K. Determinare (C) con
L condizione che sia RN’ = OM.

J. RosE.
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A. Basst, Risoluzione dei triangoli piani. Norme ed esempi. Volume di 0
360 pagine, G, B. Paravia.
Con vivo compiacimento cerco di dare qualche notizia di questa importantis-
sima pubblicazione dell'egregio collega prof. Alfredo Bassi, che nella sua modesta
residenza di Mondovi, mentre da un lato attende con coscienza al suo uflicio, &
dall’'nltro pensa al miglioramento della Scuola, rivolgendo a profitic di essa il S
ricco patrimonio delle sus conostvenze. _ 20
CUome dice I'A., queste & il prime d'una serie di volumi che egll si propone o

di pubblicare & beneficio dell’insegnamento secondario.
I titolo dell'opera, tennto conto delle pubblicazioni copgeneri, sembra assai

modesio, ed il lettore polra eredere che si tralti d’una delle solite collezioni di
esercizi, in generale malamente scelti, peggio ordinati, spesso poco soddisfacenti
nella risolnzione e nella discassione, o quasi sempre senza nn'ides direttrice, che,
come figccola, dovrebbe illuminare il cammino ai giovani che vegliono inkrapren- _ |
dere Ia via della risoluzione dei problemi, i quali, come si sa, presentano, per EE
dir cosi, una infinita varieta. ]

L'A. felivemente classifica i diversi casi che si possono presentare nella riso- I

Inzione dei triangoli, e per ogni classe da le norme che devono guidare pella ri- R !
solazione e npella discussione, recando in questa, con criterii proprii, un notevels e i
progresso di fronte agli nsuali metodi di discussione. E il progresso eonsiste prin- S
cipalmente nells determinazione, guando & possibile, delle condizioni necessarie A .;

e suficienti afinchd gli elementi calcolati, se reali e positivi, rappresentino, sen-
z altro, una soluzione del problema: o nella sostituzione di condizioni equivalenti
alle usuali, le quali condizioni equivalenti sono notevelmenie pia semplici. In cid

I'A. ha superato felicements delle difficolta pon comuni.
L'opera comprende due pavéi, un'appendice ed una ricus serie di esercizii proposti.

Pawrg 1. Risoluzione algebrica dei triangoli piani. Norme ed esempi.
Cap. I. L’A. richiama le relazioni metrishe fondamentali, mettendo sudbilo in

vilisvo il fatte, che se una relazione metrica traduce nna proprieta geemsetrica
caratleristica per In fignra, ogni solnzione, se renle e positiva, & senz'sliro accet-
tabile. Lsamiva quindi ciaseunn delle yelazioni metriche allo seopo (i dedurre se
rappresentn, o meno, la condizione necessaria e sufficients nll'esistenza, degli eie-

menti ehe in essa compriono, in un medesimo triangolo.
Se &, i, z sono le misure dei lati d'un triangolo, & necessario e sufficiente che

per la sor esistenza sin verificata la limitaziene
ly—zl<z<y + = (1)

Se occorre applicare il teorema di Stewart (o quelli ehe di esso sono conse-
guenzg, come 1l feorema della mediana, della bisettrice. ece.), che non esprime
una propriela caratteristice per il triangolo, e se AD — ¢ & una Erasversale con-
dotta per A, m, n i segmenti CD, DB, I'A. dimostra che alla precedente condi-
zione si possono sostituire le altre :

ly —t|<m<y-+t
]y-—-t|{ﬂ‘f:z+l', |

qualelie volta con notevole vantaggio. Cosl, risolvende il triangole, dati 7. ed i ‘
segmentl #, v che essa delermina su a, trova: '

a=u-+ v, Eazl/nﬂ-i— ;—‘F.’. ::==Va’-|—-—::~i’.‘. 1
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Hasendo o, b, ¢ positivi, par Ia loro acesttazione si deve verificare la (1), ma
riesce pi semplice di constatare che ,

b—u <<} 4+

Ulrea 1a relazions e* = a® 4 p2 4+ Zap, dove p & il valore nssoluto della prois-
zione di b su a4, e che non rappresenta nn vincolo analitico ecaratierisbico per il
triangolo, I'A. alla (1) trova di sostiboire la condizione squivaleate o < p <7 b (2)
con notevole samplificazions in molti cgsi. Uosi, risolvendo il trinngolo, dati

ﬂp hb; ﬁc ['F'lh {ht}l

trova :
B 4 Eﬁ': e iF Ehh

heVe® — Byt + hyVat — Bt he¥a? — P+ M} a® — Myt

1 segni corcispondendosi. Invece dj verificare |g (1) riesce assai piat semplice ve-
vificare In (2) <chs in quaesto caso si riduce a

Fug—ﬁﬁﬁu,

che & soddisfatia.

K notevole pure 'osservazions ehe 58 b nota I'aren S dal triangolo, dovendosi
fare wso della formola di Erone, o di qualcuna di quelle che da essa si deducono,
! valori trovati per i lati, o in parte dati, ia parte trovati, se reali o positivi,
corrispondono effettivamente a un triangolo, senza che verifica alcana sia neces.
saria, Considerazioni analoghe vengouo sviluppate per i dati:

R-, s Ta:s Tny 9.

Cosl I'A. risolvendo il triangolo, dati wi,, k., R, trova per determinare i lali
delle formole molto lunghe, che qui non riporto. Solo noto che senza questa os-
servazions, se si volesse verificare |a (1), 18 cesa riuscirebbe assai disargevole.

Cap. 1. Triangoli retiungoli. Stabilife le relazioni matriche fondamentali, I'A.
da le norme per Ia discussione. Rileva il fatto importantissimo ¢he pella risoluzions
d'un triangolo rettangolo i valori dei lati verificando necessarinments ia relazions
di Pitagora (relazione caratieristion per il #riangolo), saraanv, senz'altro ascetin-
bili, se reali ¢ positivi. £ non occorrers, come fanno certi autori, di verificare che
il lato che si & assunto come ipotedusa & maggiore di ciascuno dej rimanentt.

Cosi, risolvendo il lriangolo rettangolv, conoscendo la somma ¢ dell’ipote-
nusa x o del cateto v, o la somma b dei cateti y e 2, si trova, per avers y, I's-
quazions;

Poi ¢

y"'—}—E[u—-b}y—[nE—-b’]:_D.

zzﬁ—y, .'I!='fl'—y.

I valori di ¥ sono reali se @b (il caso a=1» & considerato a parte), In
tale ipofesi un valore di ¥ risulta negativo, & si rifinta, Valtro positive & daio da

¥=— (@ —b)+ Y2 (a — p).

In corrispondenza :

3=ﬂ—-—l‘fgﬂ{ﬂ—b}, E"-:-ﬁn—]/}:’.ﬂ[u——ﬁ}.

Ferchd sia pesitivo 2 si vichiede che ¢ <_2b. Kssendo posilive z, con pii ra-
glone lo sars z. Siccome, intanto, nalla risoluzions i fa use del teorama i Pi-
tagora, ogni altra discussione » superfiea, e ia condizione di possihilita &

b*::ﬂ%ﬂﬁ.

Uap. IIL. Trisngolo isoycele. Triangolo eguilaters. Sono riportate le relazioni
metriche prineipali. Por le norme relakive alla discussione, se z & la Lirse, y uno
degli altri dus lati, & = 6 i sono incogniti, & necvessaric » bnsta che sia 2 < 2y.
5¢ & data la base a, si deve avers a<_2y. Se & dato b, si dave avers b =%z
Ma se la risoluzione si fa dipendere da quella del triangolo vettangolo di lati

b, Y@, ha,
siccome 81 uss il teorema di Pitngorn, ogni verifiea ries¢e superflua,




293 PERIODICO DI MATEMATICA.

Cap. IV. Esempi. Gli esempi sono opportunamente sceiti, esaurientemente ed
plegnntemente risoluti o discussi, applicando mnella discussione tutie lo risorse

che nei capiioli precedenti somo siate rilevate.

Pante 11. Risoluzione trigonomelrica dei triangoli piain.
Cap. 1V. Osservalo che se fra i dati si trovanv elementi angolari la risolu-
zione mon si pud. in gensrnle, compiera nal eampo algebricy, e cosi se sl vogliono

determinare angoli, I'A. distingue 1 cas): ,':-;:.
1. Fra 1 dati non vi sia aleun into; =
1. Vi sin un labo; o

11I. Vi siano due lali.

Sp si tratte der casi fondamentali considerati nella T'rigonomefria, I'A. vimanda
ai buoni libri di testo. ln ozni caso Ja risoluzione complela 81 fonda su Zredied
velazioni, che si ridneono ad otéo se il triangolo & rettsugoelo. Delle tredici rela-

zion solo tra sono distinte, & 81 possono prendere:
a b r

o+ f+y=180° ——=——"=—_.

sen & senn B osen v

B B

o i -
- ]
= o
-
S
=,
|

3 n:r.- i‘-"l
o

A queste si possono sestituire:

@ h e I ! IT__ b
aauuﬁsenﬂ' =0T e e e, HEIIE‘._FHHI]{E—]‘—Tj

Qui 1'A. dimostra che guesti vincoli awmalitici frn Inti ed angoli {se resli e
positivi, e per gli angoli ¢he siano minori di 180°) esprimunv, ciuscnno, la con-
dizione necessaria e sulficiente per la coesistenza 1 uno stesso triangolo deghl
elomenti contenuti in essa, tennto conte di alenne econdizioni che P'A. determina.
Dopo di ayere sviluppaio opporbune eonsiderazioni sulla risoluzione trigonometrica
dei triangoli, giunge & dimosirare che per Ja discossione basta determiusre le
condizioni che fra i dati debbono sussistere affinché essi possano ricevers valori
reali e positivi per i lati, reali positivi @ minori di 180° per gli angoli incogniti.

Al n. 71 I'A. in pariicolare ferma la sua attenzione sal caso in cni siano dati
due angoli =z @ 9, e sia:

« - §<T180°,

e viena alla conelusione notevola che quando i1l problema & determinato, ammette
sempre npa solozione e una sola, e nessuna discussione & necessaria.

Al n. 72 osserva che me inveece di conozcere due anpoli del triangolo fossero
noti un angolo e un slemento angolars, oppure due elementi angolari, la figura
richiesia sarebbe, astrazion fatta dal terzo date, peta in forma. Quindi con con-
siderazioni geometriche viene a concludere che le condizioni di possibilils riguar-
daranno golo i dati angolari, e le soluzieni saranno tante quante terne di angoli
%, §, v s1 potranno ricavare,

Cap. VII. Sulle risoluzione geometriea. Nolevoli e lucide norme sono indi-
cate per Ja risoluzione e Is discussione. »

Capp. V111, 1X, X, XI. Esempi. Gli esempi, che sono quelli trattati alge-
bricaments, sono, come quelli ampiaments, esaurientemente ed elegantemente ri-
soluti e discussi, sin dal late analitico, come ds quello grulico. Sono rilevate,
opportunramente, le soluzioni limiti, e le quistioni di wmassimo ¢ di minimo che
eventualmeule si presentano. £ da richiamare, in particolar modo, |'attenzione
del letiore sugli esereizi del eap, X1, dove, gli esempi trattati hanno, per la loro
forma, una vera impronia d'originalita.

ApPPENDICE. — Sulla risoluzione prafica e sullo studio analilico dei triangols
piani, quando gli elementi deleyminalivi sianeo, tuth o in purie, dali di posizIone.
§ 1. Norme relative alla riscluzione ¢ aille discussione. Spiegato il soggetto
da trattave, 1'A. divide in due calegorie le guistioni dr siudinre. secondo che gli
element! noti siano tutti dati di posizione, o sole in parte. In ogni caso, mediantf_t
i dati in grandezza e quelli che dalla posizione si possono dedmrre (e per questl
ultimi si avrh una cerfa arbiltariela), si potranno esprimere anche analiticamente
le ineognite. .
Servira a fale scopo una conveniente scelta di coordinate cartesiane e polari.
I problami somno divisi in gruppi, secondoché si conoscouno tre pouti motevoli,
due, uno o nessumno. Per il primo gruppo & notalo che i tre punti non somo 85
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solutamente arbitrarii. 11 Joro triangolo pud, in eerti oasi, essers costruito a parte,
€ pol siluato, in altri easi ¢id nou & poasibile. Per gli altri gruppi I'A. fa Impor-
tauti vonsideraziouni, e mostra come si possano spesso utilizzare i metodi dei luoghi
geometricl e della similitudine.

§ 2. Esempi. Come per la 1* o 2* parte gli esampl sono falicemente scelti,
esaurientemente ed elegantemente risolnti e diseussi, sia dal lato geometrico, sia
dal lato zualitico. :

Lisercizi. — Si chiude 1'opera con una ricchissima collezione di esercizi pro-
posti, v numero di 1106, Notevolissimi quelli relativi al cap. X1. Poar melti di
essi, in opporvtune note, sono indicat; degli avviamenti.

Ed ora termino questn rapida receusjone ringraziando 1'A. per il piacere che
mi ha procurato nella lettura d'un libro cos ben pensato e cosi ben condotto,

Tale libro dovrebbe figurare nella biblintecn d'ogni ordine di seuole, e per
quelle sinperiori essere additate aj govani pit volenterosi come modello perfsito
di rigore e di eleganza nella risoluzions o discnssione dei problemi grafici e ana-
fitici. Cio facendo gl’ Insegnanti non selo incoraggerebbero un collega che con
vero inlelietlo d'amore, con coscienza e scienza ha seritto un ottimeo Libre, ma
renderebbero nn grande servigio all'insegnamento secondario.

N, Catania.

SOCIETA ITALIANA PER I PROGRESSO DELLE SCIENZE

Con vivo piacere pubblichiamo la seguente circolare, augurando
che la nobile iniziativa sia feconda di bene per I'avvenire scientifico
del nostro paese.

Lllustrissimo Signore,

Nel Congresse dei Naturaiist] Halian), (enutosi & Milano nel seftembre 1908, fu
faito solenne voto per la ecostitnzione di nna Societa Italiana per 1l progresso delle
sclenze. La proposia, chie trovo unanime consenso nell’Assembles, & 1a manifesta-
zione di un desiderio e di un wsogno sentili ¢ soddisfatti da molto lempo presso
tuite le mazioni, che prendono parte al grande movimento scientificn moderno.

Vigorosi frutti hanno porlato assonciazioni consimili, come & ben noto, in Inghil.
terra dal 1831, in Germania dal 1522, wmi Svizzera dal 1815, in Francia dal 1864,
negli Stabi Uniti d'America dal 1853 o4 in tempi recenti nell' Australia e nell’Africa
ﬁllai Sud; fra queste, I'Associnzivone Brilannica vanta risultati, che possona dirsi
gloriosi,

In Italia un prime Congresse di seienziat: fy tenuto nel 1839 & Pisa; & ad esso
seguirone undici Congressi tennti a Tovine {1840), Firenze (1841), Padova (1842),
Lucea (1843), Milano (1844), Napoli (1845), Genova (1846), Venezia (1847),
Siena (1862), Roma (1873), Palermo (1875).

Se perd i risultati scientifici di Gueste viunioni nostre meritano larga menzione,
bigogna riconoscere che 1'intento principale seguite in esse ebbe carattere politico;
e tali convegni giovarono mirabilmente all'affratellamento delle forze intelletluali
delle varie Provineie, in un passe che voleva o consegul il proprie visorgimento a
nazione unioca.

v oggi perd il movimento i favors della ricostituzione di talj congressi si
ispira moicamente ad un jdeale sclentificy,

Non & chi non senta [a necessith di temperare fra i cultori della scienza la
iendenza all'eccessivg specializzazione: un congresso a larga rappresentanza di
8clenze, che banno punti di contatlo e campi comuni, viene a meglio disciplinare
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le riunijoni di speeialisti dando lero necessariamente una benefice armenia di inlenti.
E gli studiosi di una discipling, raceolti a tianco di stndiosi di una disciplina affine,
comprendono meglio gli aiuti reciproei, che possone prestarsi, e dnll’analisi fatta
da un punto di vista speciale possono salire a vedute e comprensioni fiiosoficamente

pin larghe.

In molti, ancora, & il desiderio di una solenne manifestazions nazionale delle
scienze di fronte al press, il quale forse non apprezza ancora al suo ginsto valora
I"imporbanza della riceren scientifics, né quale forza vappresemti, per la prosperith
civile ed sconomica di una nazione, 1" insieme di nomini che del ¢culto dells scienze
haune [atto lo scopn delia loro vita.

In altvi, infine, & il proposito di ereare in ltalia una vita scientifica, propris-
mente detta, che estenda ls sue radicl e tragga 1 suol soechi dalle forze vive del
piese sfesso, ¢id che non pud non riescire di straordinario incremento della cultnra
nazionale. I tale scopo verrd raggiunte ¢ol riunirs le energie volenterose di tutti
coloro che amano le scienze; cio& non solo dai loro enltori, per cost dire, di pro-
fessione, ma anche di coloro che ne seguono con vigile simpatin il progresso con-
tinuo e glorioso. Si verria cosi a ricostituire con nuove vedute |'sntich associazione
italiana, riprendendo 1a interrolin tradizione dei Congressi informati ai nuovi bisogni
dei tempi.

La nonova Socieia, alln guale chiediamoe 'adesione delln 8. V., risponde quindi
& necessith complesse e sentite per diverse ragioni. Lin concordia e lo slanciv, con
¢cul namerogse sovieta ad enli sciengifici banno accordalo il loro appoggio alla gran-
diosa iniziativa, dimosirano ampiamente In nostra affermnzione. ¥ tnli svcieta tro-
veranno nella nuova, a cul avranno dato vita, modo di esplicare anche pitu inten-
samente la propria attivita ed insieme di contribuire al Jarge intente, comune a
yuanti bgove s cuore il progresso dells scienze.

Lu sottoscritta Commissione nominala drlla presidenza del Congresso di Milano,
a fradurre ju atto il voto del Congresso stesso ed a costitmirsi in Comitato Ordi-
nateore della futura Associazione, ha scelto Parma a sede del primo congresse di
(questa, da tenersi nel settembre del 1907; ivi si procedera a formare la nuova
Soeieth formulandone il relative Statuto ed il Regolamento.

La 3. V. & goindi pregata di inviare la propria adesione a questo Congresso.
La guota di iserizione & siata fissaia sin d’ova in lire 5, per fare fronte alle spese
di organizzazione o per costifuire un prime fonde alla nuvva Societh. Lo seienve,
che si propone sieno rappresentate, sono: Matematica, Astronomia, Geodesia-Fisies,
Fisica terrestre, Meoteorologin- Meccanica ed Ingegnerin, Eletirotecnica-Chimica
ed applicazioni, Agronomia- Geografia - Mineralogia, Geologia e FPaleontologia -
Botaniesa - Zoologin ed Anuatomia comparata - Antropelogin, Etnografia, Faletno-
grafiz - Anatomia, Istologia, Fisiologia, Patologia, Igiene, Batteriologia - Statistiea
e scienze economiche,

Ci affrettiamo ad sggiungere che Padesione, oggi chiesiz, non implica sleon
vincele rigpetto alln Societh dn fondarsi, spettando alla prima rinnione di Purma il
compite di regolare 1a coslituzione e le norme per 1'esistenza della Soeieti Ialinnn

per il Progresso delle Seienze,
Roma, 25 Gennaio 1907,

IL COMITATO ORDINATORE

Evrrore Arrint - Deputato Pierro Carpaxt - Grovawni UELORIA
- Arroro Isset - Fr. Sav. MoxTiceLLl - Senatore EMANUELE
Pareand - RoMmanpo PiroTTa - Goetaerryo RoMrTi - AL¥ONS0

SELLA - Senatore ViTo VOLTERRA.

_ FPer informazionl o eomunicazioni serivers nll'indirizzo; Comitato ordinaiore dells Societa par
il progresso delie Seienze, (Romn, Via del Collegioc Romane, 2B

Givnio Lazzerl — Direltore-responsabile

Finite dl stampare 11 22 marzo 1007
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R e —

Note dF Ernesto Pasecal

‘Nei Rendiconti del R, Istituto Lombarde ho pubblicato recente-

mente alecane Note sy pert; determinanti, d; speciale costruzione, che
ho chiamati ricorrent;.

speciale di essi, proprieta che dovea servire g
limestrazione del doit. Burearrr sulle

In guesta breve Nota elementare, che mi sembra adatta all'indole
It questo Periodico, io tratto principalmente di una semplice formola
ul coeflicienti polinomiali, formola donde, fra altro, pud immediata-

nenfe trarsi la dimostrazione dell’annullarsi di quel tal determinante
ui ho aceennato piii sn.

completare nna certa
equazioni differenziali lineari.

*
®
Indichiamo con
( " )
- _ . 9.9 ... '
coefficiente polinomiale
m

‘?'1! ?":r! IO 4 R l"i.'
sendo

i—=1
Yi=m—Xr,
k=1

di esso chiamiamo 5, . -+ gl ndici,

Indichiamo con A% la somma d gatti i possibili coefficienti po-
omiali del numere 2n, ad 1 indie pare (diversi da zero}; pomiamo
e

Ai;in] == E ( 2‘“ )
b Ehl 1 2&! R 2}1[._1

Eﬂdﬁndﬂ ﬂhﬂ 2?3-1, 2&2, . v 2}.!1'._1 e

(i=1,2...) (1)

i—|
2}11 = 2?3 —_— E 9}11

—d

k=i (2,'
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rapprosentino una partizione del numero 2» in ¢ numeri pari diversi
da zero, e che il sommatorio debba estendersi a futte le possibili sif-
fatte parbizioni, con ripetizioni, eon questa ultima frase volendo po
significare che debbono ineludersi tutti quel numer: polinomiali (eguall
fra loro) nei quali la totalita degli & sia la medesima, ma l'ordine di
disposizione, di quei fra loro diversi, sia diverso.

Indichiamo poi similmente con B/* una somma analoga, ma colla
differenza che in ogni termine i due ultimi indici sieno sempre di-
spars e tubtti gh altri pari; cioé sia

In :
By }=E(2h1,2h=,...‘-3k,_5,2}“_1——1) (i=238,...) (3}

I'nltimo indice essendo naturalmente anche dispari e dato da L*

.......

S —1 =8~ 5 % —1. (4)

=1
I evidente che’la (3) ha significato per
=0 R sl
liwm“===1.

K facile prima di tufto trovare una formola di ricorrenza fra le
somme A,

per + =1 porremo poi

St ha:

Ay 1 , 1 | | 1

2n)!  2!(@2n—2)! ' 41 8n—4)! " """ T (2n—2)! 21
AL 1 1 , 1 , . 1 ] |
(Z2n)! 2! 1218 —4)! ' 41 (Zn—6)! " " (2n—4)! 21]

1[ 1 | 1 | . 1 }
41 121Cn—6 T 4T @n—8! T T @r—0s)121] T

@ 57
C(2n —4)! |21 21 T

1 ﬁgfﬂn—'ﬂj 1 Aﬂlﬂn—lh 1 1 AE{M
21 (Bn—2)! T4l (Gn—4)1 " ' (Cn—4)! 4!

Cosi confinuando & evidente che pud scriversi in generale:

A F) 1 Al * 1 Aled 1 (23-3) (}

]

@) 2@ — )1 T e —4)1 T T B e g1 G o)

che pud anche seriversi:

Ap=() A (2”)3_&’1‘1‘“ s (q i L

4 ~n—33i--2
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Possiamo ora scrivere identicamente:

Ty 2” .- 2}' 'l
A haam =3y "o ) 5 (5). (9

—
4 h=1
in eui I deve, al solite, coms nella (1), estendersi a tutti i valori

h
delle h, e h; & quello dato dalla (2).

Ed infatii le due serie di termini che si ottengono dal secondo
membro per A=0 e k=15 danno esattaments, come & evidente, il
doppio di A®, perche, per la (1), ciascuna di esse & A,

Osservando poi che

[ 2n )(2}15)_( on )
Wy yerens 2k \2h) = \Ohy, ... 2%, 2k)

& che, per k diverso da zero e da & ., il secondo membro & un coef-
ficiente polinomiale a i+ 1 indici, si vede che il sommatorio di tutti

1 termini, meno quelli per A=10 e k= h,. forma esattamente AN
Intanto per una formola elementare sui coefficienti binomiali 2:

i} (31n)= % ( 2h; )
T 7 wot V2N =1 )2

onde, sostituendo al secondo membro della (7) e osservando che al-
lora questo pud seriversi:

=

S0 Er}?i 2n
: ea—1) =2 )
b 2?!1,....,2&[_]_ 2;1—1 1 Eh[,....,ghj_.j_,gh‘—l '

che per la formola (3), con un opportuno mutamento di indici &8 B,

abbiamo la formola :
AR +2A=3T;: (8)

la guale stabilisce un legame fra le somme di coefficienti polinomiali
di 2n, a tutti indiei pari, e quelle di coefficienti polinomiali a due
indiei dispart e gli altri pari.

Dalla (8) possono dedursi le somme A espresse per le B colla
formola nolkevole:

Al = B —2B™ 123B™ — | ... - (— 2)f Bam, (9)

#*
ﬂ:#'

Dalla (9) possiamo dedurve una consegunenza importante,

Per i = 2 evidentemente il primo membro & zere, perchd non
possono cosbruirsi coefficienti polinomiali di 22 con n +1 indiei pari
diverst da zero. Onde possiamo dedurre:

B — 2B - 2°BY — ... 4 (— 2 B* —). (10)
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Ora per quanto abbiamo dimostrato nel § 1 della prima delle Sy
Note ricordate in principio sui determinanti ricorrenti, (*) il primo L
membro di (10) non & altro che lo sviluppo del determinante ricor- “ih

rente:

i
ay
a

M e

-_

1

T 2 0 0

1 1

31 31 : 0

1 1 1

(2n)! 51 4! 21 - 0 (11)
1 1 1 5 .
(Zn—1)! 2n—2)] (2r—49)!

1 1 1 i
(2n)! (2r—1)! @a—3)1" """ 11

onde possiamo affermare che il deferminante (11) é identicamente zero, e
guesto determinante poi, col facile cangiamento che abbiamo gia fatto
notare nel § 8 della sucoitata Nota, diventa precisamente quel de-
terminante nulle, cui abbiamo accennato nell'introduzione.

+
* *

Possiamo trovare una formela di ricorrenza analoga alla (6), ma
per le somme B anzichs per le A.

Cid =i oftiene combinando in modo opportuno la (6) e la (8).

S1 ha:

B = () [Am- 4 2apc

4

+ (%) [Ap0 4 2ag-07 +
- -1,
._]_

lllllllllllllll

(g o) [A® -+ 28+

2 —

| ( ol )zmﬂ—ﬂ-
" \2r —2i -8 =

onde infine, osservando che I'ultimo termine 3 eguale a

[ P [ (2m)!
2n—2i}-2 2= T (2nd-2i 1 2)1 2

N

il

(1) Fasvayn, T defarminawti ricorrent; ¢ le lorv proprieid. Rend. Ist. Lomb. (2), t. XL, 1807,
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sl ha:

| | - 2n)!
B () Br Pob et g g B 4 P T S

*
e

Termineremo dando i valori delle prime somme B, valori che si
ricavano facilmente sviluppando le potenze (2n)™ dei binomi, tri-
nomi, quadrinomi, dei quali i termini abbiano i valori + 1, e eom-
binando fra lore in modo opportuno 1 risultati ottennti, si trova:

B.E!-:n} = tn—1 I

; 1
($n) ___ I Y 5 - T |
BJ i 4 {3 ].J - (18)
Baﬂn]__. 241:—2 I 22::—1 I 1 (321: 1]‘

Milano, marze dal 1907.

LE GEODETICHE DEL TORO

(Continuazione ¢ fine — v, fase. precedente)

PART

% SECONDA.

Andamento delle geodetiche sul toro.

e

§ 1. — Curve che rimangono nella regione in cwui la curvatura totale ¢ > 0.

[. Per vedere I'andamento délle enrve sulla superficie, trasfor-
miamo I'integrale che di ¢, introducendo un angelo ausiliario.
Sia M poste sulla circonferenza equatoriale esterna, e sia x I'an-

golo che la velocitd imziale de] punto fa con il circolo equatoriale.
Posgiamo supporre:

0-5:::{-3;.
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Se M & la posizione attnale del mobile, e # & I'angolo ehe il ragp-
gio OM della circonferenza meridiana per M fa con il diametro di
essa, normale all'asse di rotazione, si ha:

r=p--R cos#.
do = Rdf,

- do
— + h '
P o fr Vz*— K?

notando che K =(p-- R) cos e, diventa

el
= g + R .
¥ ‘F“+R{p_+ ) cos (2+-Reos0)V(p + Reos b — (p-- R)* cos'

Allora, poiehé

Ia formula

Osserviamo ora che

{2+ R cos 6)°— (p-- R)® cos® oz —
={p1 Reosb—(p-}- R)cosa} {p =+ R cosh —{p-R) cos «;

e, poichd cosp =1 — sen?

Ly |-8

, 81 ha

REDS{']:R—ERHEHE%,

o %

[p—I—R)cuam———p—[—R—-Z[p—f—R]sau“—z—,

e quindi

p-+Reosb--(p+ R)cosa=

=p-+R 2Rsenﬂg - p - R—-2[p—]—RJaen’%

=2{p+R)(1_san=-,';—J_2Rsen*%
=2[p—|—ﬁ,)cns’-;-—2Raan“£—:

per cul

P4+ R
P =t _i,_-uuamx

=

P4 ’ (6
‘[(p+REnB o) V(pERWHH_g — son’ g) (p_llgﬂsau"‘;‘—%n%)

Ora, per ipotesi, & g *’\_’-;1;—. quindi -;T e E, per cul
g & g &
COS 5 > 8en 3
Perché il radicale sip > (, basterd che sia
PR 2 f

| Y Pl g -
R 3en 2:>sen 5



| g
Vol
- ]
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qumdi 8 oscilla fra 4~ 6, e — th, OvVe

sen%ﬁ=|2pgﬁ.sen—.§—- (1)

Per la trajettoria, per cui « soddisfa alla

VP+ H.sen —:— =1,

R

vi & un valore reale di §, che soddisfa alla (1).

Sieno M,, M, i punti della trajettoria corrispondenti a b & — fg;
@ siano s e ¢' i paralleli passanfl per quei punti, ai quali essa risul-
terd tangente. La trajettoria sega gia In M il cerchio equatoriale
(nel punto di partenza); essa lo segherd in un altro punto B.

Chiamiamoe con % Pangolo compreso fra i piani meridiant passanti
per 1 punti M e B. Sia =10 per 8= 0. Il mobile toccs in M’ il pa-
rallelo inferiore; e sia Pa, I'angolo compreso fra i piani meridiani
passanti per i punti M, M';: si ha:

-LR
Qaxt'y — ' |2 EDB-EEX

-

X d |
0 [p+R cos b) (]3' RR gng’_;___sﬂuig_J (p—EREEHE%f—EHHITE‘)

Chiamando £(8) il denominatore dell'integrando, si ha
" df
Py = p_-’g— ﬁﬂsuf?,-[ﬂj
—
ed analogamente

pAR oS (120 [tady
i ey T'{BJ+J o)

=
—

p+R f T dy
— 5 COS o ik f[_HJ ’

2. Bia o abbastanza piceolo da poter cousiderare sen z=un, cosa=1,

allora s = R & Ppoiché & B<CH, a maggior ragione sarh B
4 »
molte piceolo e dell’ordine di «; quindi

p_Echs’%h—sunz . _p-ER
PR @ p+Rf, R
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Ed sllora

L'arco di equalore compreso tra i due punii successivi d'incontro
con la trajettoria &

arc MB== YR (p-} R).

R - . . fow & . = * - -
Se p R © Wrrazionale, sono infiniti i punti in cui la trajettoria

compresa 1ra 1 due paralleli incontra la circonferenza equatoriale.
Se il numero snddetio & invece razionale, allora il numero dei

punti in cui la trajetforia incontra Ia ecirconferenza & limitato, e la

trajettoria & una eurva chiusa. Cid avverra qualunque sia R, purchép

. 1 . :

sia della forma R (—g—- ), dove ¢ & un numero razionale.

q
3. Al risultato precedente si pud dare un’interpretazione geome-

trica.
I due raggi di curvatura della superficie del toro nells striscia

infinitamente sottile compresa {ra ¢ e o' sono & meno di infinitesimi
1

VRpLR)

di ordine superiore, R e p+ K. La curvatura totale &

Gq/ \
() = nrsen (—H—FPI’H’] E una enrvo che st discoste tanio meno dalls trajettoria quante

pill @ © piccolo,
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e la striscia infinitamente sottile compresa fra i due paralleli, i pud
flettere e, senza lacerature ne ripiegature, adattarla su di una super-
ficie sferica di raggio VR (p - R).

La trajettoria, che SAPPIAMoO essere una geodetica, si adattera sn
di un cerchio mMAssimo, e cosi pure il cerchio equatoriale; e cip av-
viene pel fatio che la distanza fra due punti successivi d’incontro
della trajettoria con lequatore & = VR (2 + R).

Nel easo in enj

; R
seny =/ Lo

sl ha che Ia trajetioria serpeggia attorno alla trajettoria primitiva
(2=0), ed & compresa ira due paralleli (bo, — 6). In questo caso il
moto & stabile,

Il tempo ¢ & dato dall’espressione

Pi——— 1 rdc
VAT
(p- R cos 6) db

1 o
= =351 T
ﬂf]/ (‘u ﬁﬂcusi -E—-— senﬂg-) (p*!-ﬁ Rsen"-;— — 5&11“—2—)
0 - ' -

8, come prima, si deduce

quindi il tempo che il punto impiega per passare da M, ad M, &
ugnzle a quello che impiega per passare da M, a B. Lintervallo di
tempo che il punto impiega per passare da M a B €, 8¢ « & infini-

tesimo, o ’
| 2 R e
V 5 2% i

Ny
T e

,. 2%
3 }i—]f[p-—]—RJH‘f“fwP_]"RJR'

© # & la velocita del mobile,
Nel caso che la direzione del motg si discosti molto poco dal eir-
olo equatoriale, I'equazione della trajettoria

_ R df)
%°—¢°*l/mf]/p+umﬂ_&2

R

o A By B )

P PR Y

- —
—
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Se per p=1, 6=0, sara y =0, & si ha

ﬂ]f R .
BE"(':P_':[?D}:E p_l_R‘

per cul, dalla r=p -+ K cost, si ha

= R
’__T{_..E' = 08 {:: Vp —E sen (o — fpn}}

segna i parallell equidistanti dal cerchio equaloriale esterno, 1 quali
non possono essere oltrepassaii dal punto e saranno reali; ciod il
mofo del punto & compreso in una zona limitata da due paralleli se 8

sen—f;- E%l_{——ﬂ%l.

wad

Questa zona & contenuta nella regione a curvatura positiva, se

H 1
sEn; p—]l; )

y2
1 o 1 T . e o 19
perche allora, essendo sen - < 75 ° 6 bh= 4, elh=x=5 alequa-

= —

zione dei due paralleli dei punt:i parabolici.

se quindi
x ‘Vp—]—ﬂ 1

Heil ) R VE y

allora la trajetforia serpeggiando occupa tutta la regione dei punti
ellitbici e tocen 1 paralleli dei punti paraboliei.

Do 8
m]@+ﬂ 1

la trajettoria entra nella regione dei punti iperbolici, giaccheé 1 pa-
ralleli limili sono in questa regione.
% Vm

11 massimo valore che pud assnmere sen 5 R

stenza dei paralleli limiti & lunitd. In questo caso, essendo ciod
sen 3 VP_E -=1, & ==, cioe i paralleli limiti coineidono col cir-
colo egquatoriale interno; ma la trajetboria non pud tocearlo, perche
il circolo equatoriale interno ® anche una geodetica, quindi lo taglia.
In questo caso la trajettoria descrive serpeggiando tutio il toro.

Si ha allora

per I'esi-

R :

PR’ COS P

&
2 p+R’

3en

o
2
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per cui
R r—R
— - .
s cuindi cos =1 Y TE pER
P =10 + p_F_chsm}(

< i
f(p+RLnsEi}V +Ruusﬂ-% sen” j)(p_iﬁ—ﬂsenz—;?—san g)

—R afi
=%ipﬂ X » A h
(2 + R cos ) V(}I—t — sen” _f) cos” 5

Ora se p=R, allora

Y =%, o = ;:
e108 si hanno i meridiani.
Ma in generale & -g{l, ¢ quindi
O =tpy + p+R cos & X
8
f{?"J‘R 2 cos® ———1)} cos -%-V%—Een“%
Poniamo
B ( ]HH) *
SEII_Z_= cn\u, 3 ,
€ quindi
Cos o =sn\u, Y — |
- L
allora
| B
g cos 3 8 = — snudnudu
@t = — 2dnudu
»-+R (2 COS % J=p:|—R (280" — 1)
=p— R - 2Runi’n

=(p— R) (1 I pi{t}; snﬂﬂ)

—_——

i "—EEHBQ = E, —en'u;
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- E;m'ndj

4 (p -+ R) dnudu %
® = o = COS & SR
f (» —EK) (1 | R’ Si'lg‘-u) snu V% — cn’u |

]JR du

=90+ ¥ 5 .

pf(l : L ).mu
D

sn’i
R

§ 2. — Le curve invadono tulia la superficie.

. Consideriamo in ultimo il caso i1n cul

a {/p+ R
sen 5 R >1

per cui la condizione

b 2 1/p+ R
Eenzfisengl/ R

& sempre soddisfatta; ed il moto del punto non & pin limitafo ad una

sola regione, ciod non & stabile,
In tal caso consideriamo Vangolo £ della veloeitia iniziale col me-

ridiano. Si hat = -:-;——m; e quindi

1
E[]E%:EDE (71:-— g) y_ﬁ{cns%—kaan%}‘
s (F = §) =t o0 )
per cui
1
cos’ j == é (1 +senk}, gen” ; =5 {1 —sen Eh
e quindi
p+—R =z i p+R B
B 08 5 sen’ 5 = —5— {1 sen £l —ﬂen"?
.k
—-p;ﬁR—Een“g | p21RH sen L,
L
£ i{'REBHE%—-EEHE 3 _p;ﬁR {1 — sen &) _EEnnﬁﬂ

R
__p% — sen® g p;ﬁREBDE.
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Quindi I'equazione della trajettoria diviens

B
sen ¢ X

‘P=<Pui'p+

5 db
f(P+RcusH‘,/{p+R senﬂ—mg- (23 B)*

oR 5f —  iRrT sen'd.
Perché il valore di questo integrale sia reale, essendo
IR

sempre positiva, dev'essere

0SSR

Ora, perch® questa condizione sia soddisfatia, qualunque sia 0, &
necessario che sig

P‘I_R . - P'_R_
OR {1—sen&) =1, ossia Sen & --‘Em,

condizione che 8 verificata se &

]/P_J_r_ﬁ

R sen-g:;l;

@ quindi, se I'angolo £ & abbastanza piccolo, il moto del
stabile. In tal caso si pud porre

— E—_[—_Ij, k- ef)
. (p—+R cos §) (p s sen’® —H—)

punto non é

2R 2

T S
e poichd I —cosf=2 Een’—z—, viene

=gy B R i
2 f[p+RuosE}J (p~[—R .IG{IEIB)

2R 2
dt
=@u:tR(p+R)f(p+Rmmﬂ
=%ip_r—|—TR db

(*I;‘;:::-—I—m:ral?.'l)Er
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Pnniamﬂ—g— =g 51 ha:

a0 2+ db
f(r::-l—cﬂs 6)* BI]E-FBQEB,

quindi
f dh dfl
%= Cond f{z -+ 1) cus’-g-—Hz—llsen’:—.E
0s81A :
dy
g o
f d % )
cosfl™ a1 a—1_ .6

p —R

z— 1 | N N & ea
= 03 quind1l s1 pnd pmlep_i_ﬂ—m,emha.

p—
Omm—l—l_p—}—h‘.
b 2 (1=K 53
fm—l—cuﬂﬂ_m[m—l-l]ﬂrt” (Vp+ﬁtg2 '

Ed essendo uﬂ%, s1 ha

e guindi

Poniamo

p— R, 6
?f: ﬂltg( p_'—*—RtBE)‘
d onde
p—R. U __ .
VRt =tev
ed inoltre, posto 27— = — p, viene
: »-+ R
B
n b8 9 = {g .

Ora, per § =0, cio& nel punto di partenza, si ha;

tgy =0, e quindi y=0;
per 6 =fo poniamo P = o}



FERIODICO DI MATEMATICA. 200

si ha tgy=n {1,y=g

0o | )

per f =

perl==n , ,t

g
I
8

rgS

|
0|

perﬂ=§, » WY=—n>—1, =
peri=2z , , tgy=0, Y=

per l =kz , =k —-

2. Consideriamo due punti @ incontro della trajettoria eol circolo
equatoriale esterno

h=2um, Be=2p-1)x;

ed in conseguenza
h=px, p=Qk+1)x

e corrispondentemente

1= g0 F (D R)E = (—ER uﬁ)

0P \Yp* — R
2R
= F ORI k1) 5
quindi :
o=+ RIE. 2R e

L'itervallo fra due punti consecntivi di incontro della trajettoria
col circolo equatoriale esterno & guindi costante, ed & eguale a

2 o+ R) (R 5, =),

donde si vede che gli intervaili sono tanto pili piccoli quanto piu
piccolo & £, e guindi i puntt d’incontro con la circonferenza 50710
)] 1

P \'p* —RE

altrettanto numerosi; e se ER e una frazione, la trajet-

toria rientra in se stessa.
3. Se consideriamo i due punti del cerchio equatoriale interno

@
h=112p+1)n e guindi y:=(;1-—f—§1)ﬁ,

=@ +3% = (p i )s,
81 ha

T [ 0
Yo — oy = (p - R)E'zﬂRi}PV;‘rﬁ—-Rg-
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Qnindi gli intervalli dei puntt in cui la trajettoria sega il eevchio 5
equatoriale interno sono egusli & quelli in cul sega l'esternc; al li- )2
mite, per E=0, si ha il meridiano. i

4. Se la posizione iniziale del mobile 8 in nn punto del circolo
equatoriale interno, e se la velocitd iniziale & diretta tangenzial-
mente al cerchio, esso deserive il circolo equatoriale interno con
moto umforme; e s1 ha -

u{p—R)=¢ (¢ = cost.)
Ora u*=2h, quindi

.I.'ll

5. Se la velocita iniziale fa un angolo « con la tangente al cir-
colo egquatoriale, s1 ha A
ulp—R)ecosa=rc¢, ]

cﬂ
— E a e
(p— R) cos®x o

d’onde

In fal caso, se M ® un punto della trajettoria, si ha

.,._|_E=z[(p—m cna“%—}—ﬂsen”’% ’
r— K =2 [[p—R) sen"‘%—+ﬁsen3% ;
gquindi -
P = Co ip;REDSRX

-

¢ i _
f]/(p E, L cos® —;* -+ sen” g )('p _R L sen” % -+ gen* —g)

Poiche p > R, la quantita sotto radicale & sempre positiva;
gquindi § pod assumere tutti 1 valori tra 0 e 2x. Il mofo non & sta-
bile, e la trajettoria incontrerd la primitiva dopo che § avrd com-
piuta la intern circonferenza.

6. Se il punto M & situato inizialmente su un parallelo qualsiasi,
e la sua velocita iniziale fa un angolo o con la tangente al paral-
lelo, s1 ha

K= {(p+ R cosly) cos =
K—r={(p-+ Recost)cosa—(p- R cos h)

= (p+ R cosby) (1 — 251311’%) —p—LR (1-— 2 Elan"-g—)

=R EHBBU(I — 25511“5) — 2p sen” ,ij —R (1 — Sﬂan*,—g)
1

2 I
=—BHEHH%.{p—f—RBDEBo}+R[EHEHD 1) 4~ 2R sen _27’




PERIODICO DI MATEMATICA. 257

E+r=(p—f—Runsﬁ.;]-—-ﬂsen’%(p-{—ﬂﬂusﬂ.,] p-+R ERBEHH'Q--

2

Agginngendo e sotfraendo R cosf, e semplificando, si ha

K+ r=2c0s* 3 (p+ R cos b) 4 R (1 — o5 ) — 2 R sen®

10| o

St ha nlteriormente -

r—K=—2Rsen' - —R (cos fy— 1)+ 2sen" 5 (p+ R cos 6.

——_2sen“%—{p-}—ﬁcnsﬂo)—l—Ru—-EDH H&]—ERSEHE'E

2
=—2R ( sen’—£~ — sen*—g‘f) -2 sen’ ; (v - R cos B).

e

Ora
LB . B : b [ B By
Sen —H——-HEH —2-= EED'§—|—EEHE' EEHE—'SEHEJ
H = e
= 2 sen _:BBEDEQ—I%.QCDHH_!;BDEEHB‘ieD
=Eeuﬂ_{2—e°sen9:9a;
quindi

ry— K —=—9R sen B_gﬂnsenﬂzﬁu ,' EEEHE‘;—.[P—]—REDE&J].

sl

Ed osservando che 1'espressioni che danno r~K e r—~K nen
differiscono tra loro che per lo scambio del sene col coseno dell’an-
golo «, st ha

" K—hﬁﬂsengi—ﬁnseuﬂ;ﬂ" |' 21:05‘-%—@—!—}{&3569},
L'equazione
D=y =+ Ef]frsfﬂﬂ,
posto
A=2sen’—g—[p—l—ﬂ cosfly) -:ER gern E_i,_ﬁu . sen H_;ﬁn,
B=2nnu’—§(p—[—ﬂcnsﬂn]—-ﬂﬂ sen B_é_%.aanﬂ_z_ﬁn,

assume in tal caso la formsa

_ j:pr—]—RBDEBo]EﬂEﬂ: df} )
A 2 f(P-}-chaﬂ]]/ﬁ'

ral S - — " = -
- =
i
e o L S i
g
-
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ovvero, posto

H — b,
A’—zi.—EEDE(R%?*+EEEHu)—EB]IB+HU.EE!]1 Eﬁ.
B’_;}{._Uﬂﬁﬂ(—pﬁ—l-ﬂus H.,)—-senatﬁu.sena_:Eh.

81 ha
p+Reoshy df

e % - Reos)) 1A . B

7. Se o =0, einob se il mobile esce tangenzialmente al parallelo,
81 ha:

K cosh
fﬂ—q?u_P-r _1_ ux

74y

X [ _ _
f [p—FRm}EH)Vsen 01t enh_,i; HD{(E L-gos ﬁu)—- Eenﬂ_gﬂu— Ean[—L—z—ﬁo)

-

Distingueremo due casi:
T T
Hn < E g Hu > ‘2_ :

S0 b << g— , cipd 1l parallele appartiene alla regione dei punti el-

littici, allora cos 6,=>0; e quindi, perche 1l radicale sia reale, es-

sendo:

ﬂ+ﬂ° senﬁ EH}U.

R—[— cos b, — sen

dev’essere

ALt — o
sen _L_ iﬂeenﬁ 5 g < ),

el

ossig, per 0= 0, si deve avere
ﬁ E HD ’

ed il parallelo passa al disopra del cireolo equatoriale; e per B <0,
cioe quando il parallelo passa al disotto del circolo equatoriale, pe-
sto B=— B;, dove 6, > 0, la precedente condizione si riduce &
-— b
senﬂn = 2 sen n:,l_ ) >0,

e )

che & verificala per
0 < B

Il mobile oscilla quindi fra i due paralleli |- 6, e — 0,, e descrive
per ci0 una delle traiettorie innanzi stodiate.

Se poi & 0, > % , allora il parallelo & nella regione dei punta 1per-

boli¢i; & ponendo
6 — = 1n luogo di §

b — = " di 6,

pé

°q
o
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81 ha
1)
EEHH—HI_HH-—‘—EEH _EJ"HH
e
6 — fiy 0 — 6 6 — b,
56n 5 = 8an ) = — S5E&0 B .

6 la quantita sotbo il radicale diviene

— b6 ' —
.=.=.t~!nEi 5 is.rzm —f_’; 1‘{%—-0{15914—5311 B:i,_ jlsenﬁ 5 Hl} ,

e poiché
—% —e08 b >0,

perche il radicale sia veale si deve avere

sen D —}; th senﬂ : b > ()

e quindi
IBI}]HI '1

ciod le traiettorie non penetrano nella regione dei punti iperholici
compresi fra i due paralleli 40, & —@g,.

NOTA,
Consideriamo 1'equazione
b= h%n?(a, k), (1)
» vodiamo quali valori sassumera « per 1 vari valori di p.
1. Sia
<0,
‘oninmo
'/'w dt
L4 — ; - .
V1 —h%gen?;
0
Allora

3n (a, h) = sen 4
la (1) diviene

== h*sen® Y, (2)
Essendo p <0, peniamo p— — £% ove E & reale. Dalla (2) 81 ha
Ei == h sen s (8)

gen ¢ = sen b = ixhb,
i cnd la (3) i da

S=h.sh,

uazione possibile, qualungue sia £ perché sk vara trR 4+ 8 — @, lo zero
mpreso.




260 PERIODICO DI MATEMATICA.

Con questa sostifnzione 'integrale diventa, qnande si ponga f= st [essendo
per t =i, T=18):
fi dt

fl—-h""aan T

f}"l + hishic
[}"1 3 hishiz

¢nindi il valore di @ & imaginario puro.
2. Sia

=

|1

n >

Distinguneremo: 0 <Zp<T1, p=> 1.

z) Qe 0< <1, l'equazions (1) & possibile per nn valore reale di g, poicha
anchs il secondo membro & <1.

8) Se poi @ >>1 sallora & non pud essere pin reale. Allora, posto

W dt
b = ) (4)
f‘b’l — h'sen®t
0

an (a, h) =sen ¢.

si ha

Poniamo $ = 3 & — 4&, allora sen § = chi ="an (a, #) o la (4) diviene

./—‘:r—if di

g — -

¥1— h*sen?t?
0

E posto ¢ = 3= — {7 si ba:

5 — fE —tdt
Vl—-h’chi:'
0

Ora nel limite inferiore (x = D) & cht=—1; o siccome & A2<<1 cosi 1 — A*>0.
Invece nel limite superiore (v=2§) & A%*hE> 1, poiché ch*s =1, o quind}
1 — h*ch << 0.

Per cnl 28 Ty @ una radiee dell'equazione

1
h_. T
acindendo 1'integrale precedente in due parti, ei ha:

r::=—-i;/-“J = —ifi at
V1 — hPch’t V1 —h%h%
Th
S dt 1 s @t

fﬁ—h’cm i f}’h‘ch‘t—-l

TD Th
4 e I,fﬂ! dt ff dz

; V1 — A%ch’c J VhZchit — 1

donde si vede che, in ial caso, ¢ & complessa.

cht =

gnindi

G. REPETTO.
Sassari, aprile 1306.
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PROIETTIVITA NELLO SPAZIO DI PUNTI
GENERATE DA PROIETTIVITA NELLO SPAZIO DI RETTE

Assumendo come coordinate di una retta p, considerata comse
unente due punti ¥, 4" ¢ come intersezione di due piani £, £, 1
sel note quantita

Py=Pua=0 (Y 1y s — J'i 3}"1) =0 (535 (—ELE")
Po=pPou=pYsY s — Yay o) =9 (£, & —E 1)
Py =g =—1¢ {;’f‘a ¥ — ¥ ?1'"3} = o (£ Eiua —Ea% )
Pi=Pgs —p (y'a’y'}. _,'9’:1 Ya) =75 (£, & — C28 1)
Ps—Pu——¢ {3‘1 ¥ Yoy )=a (58— Cas o)
o= Puy=29p f.‘*}"a ;5’”4 — 9’4 ;'?”5) =g (E38" — 61 5"331

dove ¢ e 7 sono due fattori di proporzionalita, si ha identicamente
ﬂ

Z pipiss=— 0. Le trasformazioni proiettive dello Spazio rigato 51

=1

nttangunn da trasformazioni proiettive dello spazio di punti o di

piani, e precisamente la collineazione

4
—

Y= ap ¥, (1)

!

da luogo alla proiettivita nello spazio di rette:

“u
“11

Fha = A:ﬁﬁm + A, Pa+ A Pa+ A; Paut AL P+ A P o
Pn = AE; Pt Ai Pog -+ A: Dar + ﬁi Pas+ ;i Pu+ A jid
FPa = f}._i‘i Pigt 2; Pt ﬂ:: Pat Agl P"E:l A:u Pu+t -&24 P
Pos = ﬂ-n Pas -+ Aﬁ Pos+ Ai Do+ ﬁ::Pt:u i flf: Put A—ﬁ Do
Pu— AH 2+ Al P+ Ay Pa+ Aj Pas+ A Pu+t A P2
12 Pm B i A—i: Pos+ 3::13'131 = = ﬁ: Pas+ ﬁ:: P+t 5—:4 P o

dove & indica con Al il subdeterminante di 2° ordine formato
colla 2=* e colla % orizzontale e colle verticali P 8 g‘“' del de-
terminante A modnlo della (1 ;,,slcc,he Ap=—Al=—AT=A"

Analogamente la collineazione £, == X, bﬂ £, da luogo ne]Iu Spazio
1

di rette alla proieftivita

P = By’ P+ By pa+ B, pa + BY Pa—+ By o'y + By Pu,
dove %%, mn sono tra le coppie 12, 23, 81, 84, 14, 24 due che non
hanno nessun indice comune. Se la . =S a, Yy e la E.=2b, F,
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coinaidono, cioé se le b, sono proporziomali ai subdeterminanti A,
complementar: della @, 1n A, coincidono pure le due proiettivita
originate nello spazio di rette per la nota proprietd:
AﬂAEj_ﬁ'ﬂLl_tA(ﬂhnm'h—ﬂhamJ: A-A-:::
se A A. —A_ A, 6 1l complemento algebrico del determinante
omologo di A nel reciproco di A.
4
Cosi la correlazione y. = Z, &, §', genera nello spazio di rette
1
la. prolsttivita
pu-—Dan“']‘Du?m‘i‘ Dqu =} Dqu +D Pu"}-D“ [

¢ la correlazions & = ...k ., Y, genera lo proiettivité

Pu= 04 prs+ Oy '+ Co P + C' plu + Co pu+Cu P
per le quali due nltime vale la stessa osservazione che per le precedantl.

Tra 1 coefficient1 delle trasformazioni proiettive nello spazio di

rette cosl generate, per es. tra le A ., poiché sono i subdeterminanti
di 2° ordine di un determinante del 4', passano 15 relazioni, dells
guali tre del tipo:
A=Ap AL+ A AL+ A AL+ AUAT + A AT ASAY
e dodici del tipo:

0= AZAZ £ AZAZ 4 AVAZ 4+ AT AZ + ADAT 4 ADAT
dove ab, ¢d sono due tra 1 gruppi 12,5 23, 31, 34, 14, 24 che hanno
un indice comune. Viceversa: data una proiettivita nello spazio di
rebte, tTa 1 coefficienti della sua espressione analitica debbono passare
le 10 relazioni soprascritte. Infafti i coeffictenti della p’; non sono
che le coordinate della retta corrispondente allo spigolo del tetraedro
fondamentale che unisce 1 due vertici P; e P, (cioé i due vertici che

hanno rispettivamente non nulla la # e la j™ eoordinata): ora le
coordinate della rette su cui stanno gl ﬂpiguli del tetraedro fonda-

mentale debbomo soddisfare a 12 relazioni E (@i Piys + 2P =0

che dicono che esse si tagliano a 2 a 2, 8 meno di tre coppie
sghembe che danno le altre tre relazioni. Ciod Vespressione anali-
tica di una prolettivita mello spazio di rette ha per coefficienti
delle quantita, che possono considerarsi come snbdeterminanti di
2% ordine di un determinante del 4, i cui elementi sono appunto i
coefficientl della proiettivith che trasforma I'uno nell’altro i due
spazi di punti che danno Iuogo ai due spazi proiettivi di rette.
Data una proiettivita nello spazio di punti & facile trovare 2
quale prolettivith nello spazio di rette dia luogo; per passare da una
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prolettivita nello spazio di rette a guello che Ia geners nello Fpazio
di punti, si possono usare le seguentl relazioni. (%)

S1 he identicamente :

Ora il primo fattore vale

quindi s1 ha:

2
a, . A

A:“
1d

n
A‘li

gy gy g
G Ogy dyy 0 O
(g @a @y 0 O
—a, U 0 ayag
—a 0 0 a,a,

A,
Aj
AL AL
il 2° fattore vale A, AlL, il determinante
Ay

A_lﬂl
4
Al

0

14
A,
1
AIE
12
A“I

14

A
31
AEI
)
A‘.‘ll

0

203

prodotto vale a,, . A . A. AL

H
An
3l
A‘Ii
13
"5'12

analogamente per gli altri elementi di A.
Quindi data la profettivita di modulo M

Pie==my P+ Mg Pog + Mgz P + My Poy + My Py + Mg P ag

" [ - }

se nello spazio di punti le corrisponde una collineazione . — 3 a,; o,
s ha & meno del fattore M — A

Fayy Triqg Fidyg Meyy TM1a TR, My g Mgy Mg
| ] o = A
€)= |Tigy Mgy Mgsl Oi—— |z Mag Mgy Ay =—|Mgq Mgz Mgyl O —— Mgy Mgy Maa
Wegy Mgy Mgy gy Mza Misg Mg My Mg, Myy Wy Mg
Mgy Wigg Mgy ey Mg Mg Mg Ny My Mgy Mgz Ty
i, i B = -
oy ={Migy oy Tlgy| ye= Mgy Mgy Mag| Ao=|Mgg Mog Mgy| €3, =|my, Migg Mg
Mgy Mgy Megg Mgy Mgy Moy Migo Moy Moy Mgy Mgz Mg
! . - y o i j
U5 = |1gy WMhyg Magg| GAy—|Mgy Tgg ﬂ‘sﬂ Qzr—{Migp Migq Mgyl Q3 =|Migy My Wigg
fhyy Mys Ry, Mgy Myo Myy Wiyg Tiyn My, My My Mye
gy Mhyg Mgy Mgy My 1y, Tyo My Tty TRy My Ty
T _
Qyy—=—| Mgy Meg M5z 07|53 Mixa Mgy Q3 =My Ty Thig, ‘33,_4= M5y Mgy Migg| -
Mgy Meg Mgy, Wtgy Mlya Mg, Mg Migs Mgy M2y Mgs Mgg

Moy Wy T4

() Cfr. Compound determinants by W. H. Merpres in American Journal, 1894,
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Se invece nello spazio di punti corrisponde una correlazione
e, =2 b, £, 1 suol coefficienti a meno dell'analogo fattore sono:

Mhqp 114 Ty g Mg Mg Ty My My Myl iy 7ityg Mg
;= Mgp Mgy Mgg| O, —=—|Mgs Mgy Mag| Qy=—| Mgy Mgy Mgy| E7,=— Mgy Mgg Higy
Miga Mz Mgg Migg Mpy Mg Mgy Mg M Mgy Mge Mgy
i
Mg Mg Mg Mg My Mgy My My 5 Myl UDTR L TROT
5 a n_ a
== |Migg Mos Mgg| Oag=|Mog Mgy Moy Oloy=|May Mo Migg| dia=|Myy Mgy Mgy
?Hﬂ_ﬂ 'H!m THEB 'H!Ea 'mm ??155 mﬁl mﬁﬁ ?Hﬁﬂi mm ?n.ﬂg 9‘3?53
Mg Moy Mg Mgy Mgy Mgy Mgy Mgs Mgy Mgy Mg Mg
3 __ n __| a__ > __
(5 =—| Mgy Mgy Mgg| Aig={Mgg Mgy Migs| Ua—| Mgy Mgz Mgy 0= | Mgy Myg Mg
Mygg Migq My Ty Mgy My Tilgy Ty Ty Mgy Tyg Tty
Mg Mgy Tye Tigg Mgy THyg gy T gs Wiyl Mg Tye miﬂl
— 7 - N ; T . r
g = (Mo Mgy Mgg (G—=|Tsg Mgy Mys| dis=|25, Tigs mﬁﬁ! o = Mz Mg mﬁﬁl’ '
?‘HEE ’Hfﬂ ﬂ]ﬁﬁ ???53 ﬂ'ﬁ,ﬁd ‘H’?ﬁ mal ?HE,::, mﬁﬁ| mﬂl 'mﬁg 'H?EHJ
i

Aosta, aprile 1906.
Dott. Acostixo Borio.

SOPRA UN' EQUAZIONE FUNZIONALE

da cui discendono due noteveli formole di Matematica atiuariale

Nella Teoria delle assicurazioni sulla vita (detta altrimenti Male-
matica wiinariale, o pin semplicemente dituaria), si presentano spesso
delle questioni che sono di grande interesse anche per 1 matematici
puri; ed in prova di cido, mostreremo come due importanti formule di
tale Teoria siano conseguenza della risoluzione di una certa eguazione
funzionale, quando ad un fattore costanie arbilrarvio che in guesta
figura =1 attribuiscano rispettivamente 1 particolari valori 1 e 2.

o
* *

l. Percid proponiamoci dapprima di determinare tutte le possi-
bili funzioni ¢ (x), continue e derivabili, tali che se y e 2 sono due

e T L =T T R e

=
3 VR L -
e i e B i e WO
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altre variabili indipendenti qualsivogliano, si abbia, per ogni terna
di valori di z, v, 2:

yE+y)to@t2z)=c.0(z+ ), (1)

essendo « funzions continna e derivabile delle sole ¥y e 2, mentre r
indica una costante diversa da zero, prestabilita arbitrariamente.

Dalla (1), devivando parzialmente rispetto ad ¥ e rispetto a 2, ri-
caviamo le altre

o et =cglatn). 5, Fetd=cgiatu.l (@

K derivando queste rispetto ad z, otteniamo

Dl

-t@ ’

o’ (@4 Y =-co" (x4 u)

HEpperod
24y ¢'(x+e2)
Pty ofe+t2)

P (x)

? ()
non mnta dunque di valore col mutare avbitraviamente quello della
variabile x: cioe deve risultare

ol ,
21087 () =ua,

Il rapporto

con a quantitya costante; ed il logaritmo essendo neperiano.
Mediante due suecessive integrazioni, si conelude pertanto cle le
richieste funzioni ¢ (r) dovranno essere della forma

¢ (@) =ke™ - b, (3)

con k& a b nuove costanti,

S1 osservi snbito che nell’ipotesi che fosse k=0, In costante b,
a cul si ridarrebbe ailora la funzione v (), dovrebbe — per Ja pos-
sibilita della (1) — essere necessariamente uguale a zero, quando il
valore di ¢ che figura nella (1) fosse differente da 23; 8 1sulterebbe
Invece una costante arbitraria, quando fosse ¢ — 2.

Ma ora proveremo che, anuche pell’ipotesi ehe la funzione = (x) non
sig costante — e quindi £ differente da zero —, dovra essere h=10,
se ¢ ¢4 2; mentre per e=2 il valore di b restera del tutto arbi-
tramo.

Infatti, sommando membro a membro Je (2), otteniamo

U, arr)
Dy YT

¥ i@ty ¢ (2+2)=cy (r4u). (
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Ma derivando ambo i membri della (1) rispetto ad =, abbiamo
9 [+ y)+ 9 (z-2) =o' (z 1 u).

La funzione u deve percio soddisfare all'equazione a derivate par-
ziali
ou , U
oy | vz

1, (%)

cloe ha necessariamente la forma
W=y -7,

con v funzione della sola differenza 2z — y.
Di pii, facendo =10 nella (1), dobbiamo avere 1'identiia

? (y) -+ ¢ (2) =¥ (u). (5)
Ma dalla (5) st ricava
Py) + @ () =k (e¥ + &)+ 2b
cy (1) = cke™ |- be.

ble — 2
e -1 g = ¢e®" [ck ].

Eppero

Da quest’nguaglianza, con derivazioni parziali rispetto ad y e a 2,
8l deduce
o O

-E:“Fr—ﬂ'e““%, 6”=££‘“E.
I£ quindi, a causa della (4):
e | gt — g,

Dungue, perché abbiano luogo simultaneamente le (3), {4) e (5),

deve essers
ble —2)=0.

Ne segue che se & ¢+ 2, dovremo prendere b — 0; mentre per ¢= 2,
il valore di 4 restera del tutto arbitrario.

Si conclude perianto : Twutle le possibili funzioni o (X) che soddisfano
la (1) sono quelle delly forma

¢ (z) = ke, (6)
o (z) = Fe™ - b, (7)

secondo che il fattore ¢ della (1) & diverso da 2, ovvero & uguale a 2; ed
essendo a, b, k delle costanti completamente arbitrarie. (')

ovvero dell’ altra

{*} Appare danque che ls funzioni piit genernli possibili ehio soddisfano la (1) sone gueile cha
risnlbane supponende ¢ =2, perchi allora nella Jors espreasions comune figuranc tre costanti ar-
Litraris, » non due sole, come avviene per tulti gli alte: valori di e,
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La funzione # delle due wvariabili ¥ e z dovrd poi, in ogni caso,
avere l'espressione

1. 1 eate—)
~ .

log ,

¥

Se quindi supponiamo ¢=1, abbiamo:
Tutte le possibsly funzioni @ (z) che soddisfano alla condizione

pla+y)+p2+2)=9@@+u) (8)

sono quelle date dalla (6).
E sari allora

1
w=y-+— log { 14~ *—9}. (9)
Mentre: Tutte le possibili funzioni o (x) che soddisfano alla condi-

2ione
plz+y)lTolz+2)=27 (z+u) (10)

somo quelle date della (7).
Ed allora sara

1 149
W=y . log +2 . (11)
2. Yoghansi ora determinare futte le possibili funzioni f(z), tali
che per esse abbiasi

flz+y).fle+2)=p.f(z+u), (12)
con u, al aclito, funzione d1 ¥ e 2, ed anche p indipendente da z; quindi
f{y).1(2)
T )

Posto

d |
7 log (@) =1 (=),

rileviamo ¢he le nuove funzioni si deducono, mediante questultima
eguaglianza, da tutte quelle per cui ha luogo la (8); cioe sono fuife
¢ sole quelle la cui derivata logaritmiea ¢ () ha l'espressione (6). Ne
segue che esse sono date dalla formula

f{x)= Ae™*", (13)

con A, a, m costanti arbitravie. 2

La corrispondente funzione u avra ancora |'espressione (9); ep-
perd si deduce facilmente che 11 fattore p della (12) coincide colla
costante A che figura nella (13).

Vogliansi inveee tutte le possiili funzioni f(z) per le quali si

abbia
[le+y).fle+2)=p[flzF w)]’ (14)
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con p sempre indipendente da =, e quindi
_Tw).1(2)
P
Posto anche in questo caso
d

= log f (2) = (z),

riconosciamo subito che tali funzioni si deducono, mediante questa
uguaglianza, da tutte queile per coi ha luogo la {10); eioé coincidono
colle funzioni la cui derivata logaritmica ¢ (x) V'espressione (7). Ep-
pero esse vengono date dalla formula

[ (x)=Aegme"+ (15)
dove A, a, m, b, indicano guattro costanti del tutto arbitrarie.
La corrispondenie funzione w avri poi Vespressions (11); e gquindi
per 1] fattore p della (14) s1 trova, dopo faecili caleoli, il valore

0ty 140 -F)
p = l:-{z—;r]-—'u_hlf 2

3. Supponiamo ora che la variabile = rappresenti un numero qua-
lunque di anni, e si indichi con f(z) quella funzione che da, per ogni
valore di z, il numero delle persone di un certo gruppo che sono an-
cora 1n vita all'eta =z Vogliamo veders 2 quale speciale tipo di fun-
zionl dovrebbe apparteneve f(z) affinch, per ogni coppia di persone
scelte arbifraviamente, esista una sola persona che presenti in qua-
lunque istante la stessa probabilita di vita di quella coppia : cioé che,
rispetto alla mortalith, essa sia sostitnibile alla coppia medesima,

Pereid si osservi che le probabilith che hanno dne persone, I'una
d’anmi y e I'altra d’anni 2, di essere ancora in vita dopo un numero
qualunque x di anni, sono rispettivamente

flx—+y) o 721 2)
f(y) flz) -

Per il principio della probabilith composta, la probabilita che
dopo x anni quelle due teste siano entrambe in vita, sara

fle+y) Fle—rz)
fly) ° fle)

So dundque esiste unn testa sostituibile a quelle due, nel senso gii
detto, vuol dire che esiste una funzione u delle variabili y e z, che
mppr_&seutﬂ Pela di quella persona ideale, e che per ogni coppia di
valor di y e z soddisfa alla condizione

flry) flz+2) fla+u)
fly)  ° flg) — Ffwp

qualungne sia poi il valore di z.

et
ol

o

Al

e " ol
AT dr

i "'_.-i._.-

¥
i
L =
]
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Per la funzione f(z), e la consegnente funzione u delle variabili Y
e z, deve dunqne aver luogo la (12); epperd f{z) ha necessariamente
la forma (13).

St giunge cosi alla formola di Gomperiz, tanto notevole in At-
tuaria; la quale adattata ad una tavole di movtalité (col particolariz-
zare, mediante tre valorvi formiti dalla tavola, le tre costanti avrbitrarie
che in detta formolu figurano), permette appunto — come & noto agh
altuars — la sostituzione di una sola testa a due qualunque altre.

Possiamo inoltre agginngerve che I'etia n di quell'unica testa si
otterra — a causa della (9) — coll’'aggiungere alla minore delle due
etd che s1 considerano la quantita

—~ log (1 +#9),

oppurs alla maggiore di esse, la quantifa

%lng (1 +4-e—%),

essendo 3 la differenza delle due etd medesime. E se poi queste
fossero nguali, la quantitd da aggiungersi all’'etd comune, per otte-
nere quella dell’unica tesia, sarebbe

%]ugz.

4. Proponiamoci invece di vedere a quale speciale tipo di fun-
zioni deve appartenere f(z) affinchd, per ogni coppia di persone che
abbiano differenti etd, esista un’altra coppia, lormata da teste della
medesima e, & che abbia la stessa probabilita di vita della prece-
dente.

In questo caso, qualungue siano i valori di y e 2, e per qualsivoglia
valore di @, dovremo invece avere

flz+ty) f(m—FE)H[f(x-f—u)]-“
fly) = fe) flu) |°

dove % rappresenta l'eta comune delle due miove teste.

Appare quindi che una tale funzione [ (z) dovri soddisfare nlla
sondizione (14); epperd f(x) avra ndeessariamente la forma (15).

Si giunge cosi alla importante formula di Makeham, (*) 1a qnale
wdattate ad una tavola di mortalith (col particolarizzare le quattro

(1) Invece il LAURENT, nel suo ben noto manualo: Thdorie ef protigue des assurances sur la vis,
gionge (pag. 22) a ¢quella formuis col propors: il problema dslla sostitnzions dl una sola testa a
due gualunque alére; perche non si aceorgs che, in tal caso, il valore dells eostants b che flgura
nalls (15} deve essere ngnale & zerc.

. .
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costantl arbitravie che in essa figurano, mediante quattro valori for-
niti dalla tavola), permette appunto — come & noto in Attuaria —
la sostituzione di una coppia di teste delln medesima eth ad un’altra

coppia formata da teste di ela differenti.
Di pin, a causa della (11), I'ei& « comune alie due nuove teste

81 otferrd aggiungendo alla minore delle due etk differenti la quan-
tita

essendo ancora © la differenza tra fe due ela che si considerano; ed
intendendo — come abbiamo sempre sapposto fin qui — che i loga-

ritmi stano neperiani.
Mineo CHixe.

NUMERI INTERI, CHE SI POSSOND DECOMPORRE

nelin somma o nella differenza dei guadrati di due nonmeri interi

Oggetto del presente lavoro &. in sostanza, di risolvere per nu-
merl interi le equazioni indeterminate di secondo grado z* + y* = A,
ove A s’intende un numero intero.

A talono potra sembrare per lo meno strano, elie ¢i possa essere
ancora ehbt, occupandost di guestioni viguardanti la teovin dei numenri,
ritorni su argomenti gia da Jungo tempo studiati e approfonditi anche
da punti di vista pii elevati. Ma, se si pensa che talvelta molti si
disinteressano di problemi elemeniari importanti, solo per il fatto
che le vie, che conducono alla loro risoluzione, souo o lunghe, o dif-
ficilt, o richiedono la conoscenza di mozioni non sempre elementari;
si comprenderd come possa essere atile, che venguno indicali anche
del metodi semplici per la risoluzione di quelle questioni.

Se mnell'equazione generale di Pell: z* — Dy*= A supponiamo
D=1, ritroviamo le equazioni z* + »*=A da nui prese a stu-
diave. Dai vari autori queste equazioni sono percio considerate come
casi particolari dell’equazione di Pell, e, come tuli, per risolverle,

b i

=" 1 ) o |
i s PP o PRSI

ol ....
F'."l.-.' s VLT E =gy

i skt
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vengono applicati ad esse i metodi usati per 'equazione generale,
fondati sanlla teoria dei residui guadratici. Solo nel trattato di Bach-
mann (') a pag. 222 e segg. ho wnotato, per risolvere l'equazione
z'+- 9= A, un procedimento, che, nelle linee generali & nguale al
nostro, sebbene la trattazione che noi daremo sia pin sistematica, e
non richieda, per il suo sviluppo, che la conoscenza di poehi teoremi
di dominio comune. Per l'equazione o® — "= A, un semplice proce-
dimento per risolverla, quando A & un quadrato perieito, e mdieato
nel trattato elementare di G. Wertheim: “ Anfangsgrimde der Zahlen-
lebre ,, Brannschweig, 1902; pag. 189. Noi lo riprodurremo, suppo-
nendo A generico.

Notiamo ancora come i vari autori, che si occuparono della que-
stione, (*) 81 sieno sempre limitati, allo scopo di fare un’applicazione
diretia della teoria generale dell'equazione di Pell, alla risolnzione
dell'equazione 2*-- 4% = A nel solo caso, in cui A & un numero dispayi,
i cul fattori primi sono del tipo 4p-I-1. In tali trattaii, & quanto mi
consta, Ia condizione necessarin e sufficiente psr Ja vizsolubilita in
numeri interi della equazione soprascritta, sebbene sia nota, non si
trova enunciata in forma esplicita.

Ner primi einque capitoli di questo seritto studieremo la prima
delle due equazioni considerate, nel sesto l'ultima. Per entrambe in-
dicheremo la condizione necessavia e sufficiente per la loro risolu-
bilita in nomeri interi, il numerv delle soluzioni che ammettono, e
daremo un metodo per determinarle tutte.

I} presente lavoro, sebbene contenga anche risultati, che non cre-
diamo noti, non ha quindi la pretesa di voler essere originale nel
concetto, ma solo nel metodo. Se poi il lettore, giunto alla fine, senza
incontrave difficolth, avra acquistato una nozione esatha dei risultati
ottenuli, il nostro intento sara ragginnto.

CAPITOLO I

Condlizione neeessaria e sufficiente affinehd in numero intero sia deeomponibile

nella somma del quadrati d1 due numeri interi.

3 |. Premettiamo aleune definigioni allo scopo di semplificare, nel
seguito, la dicitara.
Colla notazione: B
= a, a

(1) L. Dimrcaver, Lesioni sulla {eoria dei numeri, Traduz. @i A, Faifofer, Venezia. 1881, § 68, —
6. Wearnmiy, Elomente der Zahlentheoris, Lalpzig, 1987, 3 112, — P, BAcHNARE, Dig Elemonute (ler
Zahlentheorie, Leipiig, 1892, Vierter Abschnitt, n, 10, 20, 21, — P, Gazzawioa, GIi eiementi defls
teoric dei nuwmeri, Padova, 1003, § b,




272 PERIODICO DI MATEMATICA.

intenderemo dj esprimere che il numero A & decomponibile nella
somma di due quadrati di basi @, 6, ossia che fra a, a ¢ A passa Ia

relazione: _ _.
A =45t + a’, [1}

Intenderemo in seguito che A, a, ¢ sieno numeri interi.

Diremo poi semplicemente che fa, a} & una decomposizione di A,
I numeri o, ¢ saranno chinmati 1 termini della decomposizions,

La decomposizione {4, a) del numero A, che differisce dalla pre-
cedente solo per l'ordine dej termini, sard consideratn identica alla
decomposizione {g, al. B

_ Posto che valga Ia (1), il numero A, olire alle decomposizioni {a, a)
la,a}, ammette quelle che s obtengone cambiando segno all'uno, o
all'altro, o ad entrambi i termin; delle decomposizioni precedenti. In
tokto avremo, in generale, pel numero A otto decomposizioni (che si
riducono a quattro, se uno de; termini 8 uguale a zero, o ze i due
termini sono uguali); ma noi converremo sempre di considerare de-
composiziont distinte, i cnj termini sono positivi, perche, note queste,
so0no note anche le altre.

Una decomposizione sarh chiamata eccezionale, se nno dei termini &
zero; nel caso opposte si dira regolare. B ovvio che i solj guadrat
perfotti ammettono decomposizioni eceezionali.

Una decomposizione si dira Poi propria, se i termini sono numers
primi fra loro; wmpropria nel easo opposto.

S 2. Teorema, — Se A, B, C,... sono numeri decomponibili nella
somma di due quadrati, anche il prodotio ABC. .. 2 decomponibile nella
sommea di due quadrati.

Supponiamo, eonforme all'ipotesi fatta, che sia:

A={a, g}, =1{bb), C=1{e z},....

S1 noti che vale I"identits -

(" +9) (5" 4 %) = (mp — ng)? - (mg + npy”.

Applicandola alle decomposizioni di A e B, risultera:
AB = {ab— ab, ab + ab)

ossia il numero AB & decomponibile nella somma di due quadrati.
Applicando Ia stessa identita alle decomposizioni dei numeri AB
e C, si dimostra il teorema anche pel prodoito ABC, e cosi si pro-
cederebbe per un prodotto di quanti si vogliano fattori.
Coronrario. — L potenze di un numero decomponibile nella somma
@ due guadrati sono esse pure decomponibili nella somma di due gua-
adrafi.
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Aveertenza. — Si noti che il teoremu jnverso non & vero, Ad es.
il numero 3*, 7° =441 ammette la decomposizione eccezionale 121, 0},
ma 1 fattori 8 e 7 di 441 non ammettono uessuna decomposizione, (%)

8 3. A base del teorenma fondamentale, che segue, sono le dus
proposizioni segucnti:

@) Se un numero divide la somma di due guadrals primi fra loro,
830 pure & decomponibile nella somma di due quadirats.

b) Un numero primo della forma 4p + 1 ammette una ed una sola
decomposizions, mentre un numero privio della forma 4p—1 non am-
niette nessuna decomposizione. (Fermat-Euler.)

Questi teoremi sarauno in seguibo indicati rispettivamente colle
designazioni: a) e b).

Una dimostrazione del primo teorema pud essere data a mezzo
della teoria delle frazioni continge e la dimostrazione del secondo
si pud far dipendere dal primo e dal teorema di Wilson: “ Il nu-
mero 1-+'p—1 & divisibile per p solo se p & un numare primo as )
Dimostraziont piii elementari non ne conoselamo, e percio rimandiamo
1l lettore ai traltati citati.

Passiamo ora a dimostrare il

Teoresa. — Condizione necessaria ¢ sufficiente affinch? un numero
mtera si possa decomporre nella somma di due quadratt ¢ ch’esso non
contenga potenze dispari di fattogi primi di tipo dp— 1.

Scomposto un numero A in fattori primi, rvisulti;

A=2PPPE .. POl .. ¢F
ove con P, Ps,..., P, si sono indicati numeri primi di tipo dp 1,
8 con (), Qs, ..., Q, numeri primi di tipo 4p — 1. ()

Il fattore 2* ammette sempre una decomposizione: regolare, se A
o dispari, eccezionale se ). & pari.

Intatti, nel primo ecaso si pud serivere:

e nel secondo:

In virtih del teorema 5) e del corollario del 8 2, le potenzs
P P%,...,P." ammetteranno andh’esse ciascuna una decomposi-

.
2 7

zione.

(1) Bava oggetio di wn'altra Kotd lo studio dells dacomposizioni razionali di numeri razional.,
(2) Cfr, G, Warraem: dafangsgriinds ¢ » Zuhtentheorie, Brannachweipg, 1002, & 61: ovvero P. Gaz-

ZANIGA, loe, it
(*i £ ovvio ehe un numere dispari, prime o no, si puo eempre mettere sotto Vuns o I'altys

delle due forme.
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Infine ogni faktore Q, se 5 € un numero pari, ammette la de-
composizione eccezionale:

In eonclusione, quando gl esponenti B, fs,...,% sono tutti nu-
mer1 pari, i fattori di A sono decomponibili nella somma di due gua-
drati, e quindi A stesso, 1n virti del teorema del § 2, ammettera una
decomposizione,

Con ¢id In condizione ennunciata nel teorema appare sufficiente.

Per dimestrare ch'essa & anche necessaria, bastera provare che.
se qualcuno degli esponenti %,8.,....5, & dispari, A non ammette
aleuna decomposizione.

Intanto, se A ammettesse una decomposizione, questa non po-
trebbe essere che impropria. Infaiti supposto che a, a sieno due ni-

meri primi fra loro, tali che risniti:
A=a*{a (1}

ogm numero ., dividendo A, e guindi Ia somma a° + a*, sarebbe,
i virth del teorema a), decomponibile nella somma di due quadrati,
il che invece & negato dal teorema b).

Se vale la (1), avremo dunque necessariamente:

a=pa, a=g¢d.

Sn]l:).pnniamu che g sia il m. e. d. dei numeri ¢, ¢ e scriviamo la (1}
softo la forma:

A=¢"(a"1 a9,

Siccome @' & 4’ sono numeri primi fra loro, Ia somma a®--4"® non
puo essere divisibile per nessuno dei nomeri Q- € percid questi do-
vranno trovarsi tutti in ¢®. Ma i fattori primi di questo numero banno
tuttl I'esponente pari, mentre invece c¢io non aceade per tutfi i fat-
tori Q. che entrano in A, dunque nemmeno la decomposizione im-
propria {pa’,pa’} & possibile.

CoroLLARIO. — I numeri dispari della forma 4p — 1 non sono de-
compomibile nelia somma di due quadrati,

E chiaro infatti che tali numeri devono contenere un numero di-
spari di fattori primi (distinti, 0 no) di tipo 4p—1, e che percidv non
tutti gli esponenti dei diversi fattor di questo tipo potranno es-
sere pari.

Osservazione. — Si badi perd di non concludere che i numeri di-
spari della forma 4p 41 sono decomponibili nella somma di due qua-=
drati. Infatti tali numeri contengono bensi un numero pari di fattori
d1 tipo 4p—1, ma non & perd detto, che ciascuno dei differenti fat-
torl di questo tipo sia eontenuto in quel numeri un numero pari di
volte, cioé comparisea con esponente pari.
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CAPITOLO II

Decomposizione dei prodotti di doe numeri interi.

§ 4. Teorena, — Se due nunteri A, B sono decomponibili ciascuno
neila somma di due quadrati, il prodotio AR ¢, in generale, decomponi-
bile nella somma di due quadrati in almeno due modi dstinta,

Sia, secondo I"ipotesi:

Poiché si ha identicamente:
(0°+ &%) (B* -89 = (ab— ab)* -+ (ab - 2b)®
= (ab -~ ab)* + (ab — ab)?,

il prodotto AB ammettera le due decomposizioni:

AB = (ab— 'EE; EE—I—EE"}: m
AB ={ab+ab, al—ab). c.d.d. (II)
Osservazione I. — Poichd noi ¢i occuplamo, com's gia stato ay-

vertito, delle sole decomposizioni a termini posifivi, 1 numeri a, a, b, b
sono positivi, e le differenze ab — ab, ab — ab s'intenderanno prese
in valore assoluto,

Osservazione 1I. — Potri darsi che, in qualche ecaso particolare,
le due decomposizioni (I), (11} del prodoito AB eoinecidano, Vediamo
quando eid acecada.

Pud darsi che =ia:

| @b — ab| = ab -} ab.
Allora, se ab— ab & positivo, rdE?jHEHEI'H:

t?b-ﬁﬂ.

In tal caso dev'essere zero uno almeno dei numeri a, b.
Se wub— ab & negativo, dev'essere:

ab =1),

¢ quindl dev’essere zero uno almeno dei numeri a, b.
L'uguaglianza dei secondi termini delle decomposizioni (I), (II) 3
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una conseguenza necessaria dell'nguaglicnza dei primi. Le (I), (II)

comncidono anche se:
ab-t ab=ab -+ ab,
08sia, se:

(a—a)(b—b)=0.

Percid dev'essere, 0 a=a, 0 b=2» (0, 1n particolare, contempo-

raneamente ¢ =uqu, b=25).
Anche in guesto secondo casc la condizione di coincidenza:

lab—ab|=|ab—ab|

e una conseguenza necessaria della precedente.

Concludiamo dunqne che le due decomposizioni (I), (11) del prodotto
AB cotncidono, se Uuna o Uallra delle decomposizioni |a,a), 'b, b) dei
fatlori ¢ eccezionnle, ovvero se U'una o Ualtra di gueste decomposizioni
ha @ iermini uguali,

Allo seopo di semplificare la dicitura, diremo in seguilo, che le de-
composizioni {ab -—-'1_13, ab—+ ab) e {ab —+ab, ab — ab) del prodotto AB
s1 ottengono operando mediante le formole (I), (I1) sulle decomposi-
zioni {a, a}, {5, b} dei fattori A, B.

§ B. TeorEMA — Se A ¢ B sono due nuwmeri interi decomponibili
reila somme di due quadrati, ¢ A & un numero primo, ogni decomposi-
zione del prodotio AB puo sempre ottenersi operando su due opporfune
decomposiziont dei fattori mediante U'una o Ualtra delle formole (1), (II).

Sia {a, a) una decomposizione di A, e (X, Y) una generiea decom-
posizione di AB. (%)

Determiniamo ora due numeri z', % soddisfacenti alle equazioni :

| X = az — ay, (1)
lY=E-.z:—}— ay;

e due numeri z", y" soddisfacenti alle equazioni:

| X =aa 4 ay, ©)
| X = — a2+ ay:

e consideriamo por di tall numeri il solo valore assoluto.

La risoluzione dei dne sistemi (1) e (2) & sempre possibile, perche
il delerminante dei coefficienti delle incognite & ugopale ad A, e
quindi & diverso da zero.

1 faeile poi verificare che entrambe le soluzioni delle (1) e delle {2)
sono termini di una decompesizione del numero B. Infatti quadrando

() Rivordinmo cho si tratia sempre di decomposizioni, i eul terminl sono interi e positivi.
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¢ sommando membro a membro le (1), o le (2), i ha X®* Y=
= (¢* 4~ a% (2" -1 %), ciod AB=A (2497, e quindi B= 3" -af.

I termini di queste decomposizioni potranno non essere entrambi
positivi, ma poichd abbiamo gia avvertito che deile soluzion del dne
sistemi consideriame 1l solo valore assolufo, cosi tali soluzioni costitni-
ranno doe decomposizioni di B a termini positivi. Se riuseiremo a
provare che & possibile soddisfare all'une o all'altro dei due sistemi
(1), (2) mediante valori interi di » o Y, 1l teorema sard dimostrato.

Dalle (1) si ricava:

J.’I": : 1 = ({IE +EY]
a® - a® )
| Sl (1)
y =i (—aX +aY):
e dalle (2);
I:L'”-— . 1__,, (aX — aY),
) a -+ @ (2)
1 . ol
G~ —[{gX Y).
V' == X +aY)

Moltiplicando fra loro il numeratore di ' pel nomeratore di y”
abbiamo :

(aX+aY)(aX+aY)=qa (X>-L Y?) 4-(a®+ a*) XY,

ossia, ricordando che X® - Y?>—AB e g* L a2 — A :

(aX +a¥) (eX - aY)=(aaB - XY) (a* 4 a®).

Il prodotto dei due numeratori & dunque divisibile per o®-- af,
che &, per ipotesi, un numero primo, quindi 'uno o I'alire dei nume-
ratorl considerati-sava divisibile per «®-1-a% Cid prova che o ', o 4"
& un numere inbero.

Poiche, come s’e visto piit sopra, entrambe le coppie di numeri z', 3/
e &', y soddisfano all'equazione »* - 9*=B, in cui B & intero, se &’
8 intero dovra pure essere intero Y, & se, invece, & intero y”, lo stesso
avverra di a”, >

UsservazioNe. — Il teorema dimostrato £a dipendere ogni decom-
posizione intera di un numero non primo dalle decomposizioni inters
dei suoi fatbori primi. A priovi non & escluso che decomposizioni
fratte dei fattori di un prodotto possano dar luogo a decomposizioni
ntere del prodotto, ma il teorema ci assienrs che gueste decompo-
sizioni si possono sempre ottenere partendo da decomposizioni intere
dei fattori.
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CAPITOLO III.

Decomposizioni delle potenze dl un numero primo.

§ 6. TEorREMA, — Se il numero A ammetie la decomposizione a, 8},
il aumero A" ammelte la decomposizione {a,, a.}, ove i due numeri 8., 8;
sono dati dalle formole ricorrenti:

I Ay — 3183 — &-la_l'—l L] {m]
l ey = (hdr 1 “I" (I de—1.

1l teorema & vero per »=2, perchs, posto:

Me==@ — @Q,, as = 2a; 0,
81 ha:

as*+ a, = (4" — a))* + (2may) = (a4 6} = A"
supposto ora che sia:

. t:l"ﬂr—-:l _I_ ﬂf—T — Ar_l '
S1 rova:

":I'rE + EE — (ﬂrl r—3 "‘*El Er—l_]e + (Eil_f;r—l +El.'ﬂr-1 )E

=(m*+a) (@ ta_)=A.A" = A",

Il teorema & dungue vero qualungue sia 7.

In seguito, per decomposizione {a., a.) della potenza AF, la cui
base ammette la decomposizione {m, @), intenderemo sempre quella
decomposizione, che & fornita dalle formole (III),

§ 7. TeEorEMA, — Se un numero A ammelte le decomposizione (a;, 1),

e si conviene di porre so=1, 8, =0, la potenza 1™ di A ammetie le
tlecomposizion: :

‘: A.mﬂr—-—ﬂm ' Amﬂr—im} 1

ove M puo assumnere i valovi:

i .
D,l,ﬂ,...,i, se r & pari,

ed i valori;
1_1 . .
0,1,2,...,1 — se r e dispari.

-

81 ha infatti, in virth del teorema precedente:

(A% 50 (A0, g} = A (0% gy = 0% ap) == A® | A0 = 47,
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OsservazioNe 1. — Si noti che, se » & pari, le decomposizioni
di A’, indicate nel teorems, sono in numero di - -+ 1, e precisa-
i

mente sono:

{H’r, l_l']'} » {A.{Ir_.g, Aar_ﬂ}, ‘o nq {Ar:;_ -ﬂg, ;!'}L-:_- Hg} y {.d!.‘-.%, U} .
r—+1

se 9 & dispari, sono 1n numero di 51 @ precisamente sono:

r—3 r—3 ) j z=1 - 2s) SN

Sy, At agy, \ATE a, AT .

Non possiamo perd concladere che il numere AT ammette nel

3 r—+1

primo easo, in tutto, 5 -1 decomposizioni, e nel secondo 5 2 per-

{n_., E,} 5 {Au,_g, HET_; e Eie {EL

ch® bisognerebbe dimostrare che le decomposizioni indicate sono tutte
Je possibili decomposizioni di A", e che sono tutte distinte; e questo
non avra luogo, in generale, se A & generico. Vedremo invece in se-
guito che questo sucecede, se A & un numero primo di tipo 4p— 1.

Osservazione 1. — Noi siame partiti dalla deeomposizione |, as)
di A e abbiamo indicate certe decomposizioni di A*. Vediamo ora comse
queste decompozioni possann olfenersi operando mediante le formole
(I) e (II).

Partendo da B

A={m,m},

¢ applicando la (I) si ha:
AE

o — ==
= @, 4 S0 | = | s, y|.

|

g2

Apphieando invece Ja (I1) s1 oitiene:
At 11']112—[—5-; f}i = [A. l‘l'.

Pel numero A s1 hanno cosl le due decownposiziom |as, wsl, 1A, 0,

di eni & parola nel bteorema precedente.
Operando sulle decomposizioni luy, @), laa, 0] d1 A e A" mediante
la (1), 81 ha:

A= {@ls — @y tlg, Qige 7 (1)Qg) = :HE,EE} ;
operando invece colla (I1):
TR T S r R . =
= a0y + @1 @3, Q02— Wyte)= (@~ ~[-a,), az (0" ;)] = {Aay, Aasl,

Operando sulle decomposiziom {u, ust, (A0 di A e A® mediante
la (I), s1 ha: -
A= 1{Aay, Aty],
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Operando colla (TI) si otterrebbe lo stesso risultato, il che & con-
seguenza del fatto che {A,0) & una decomposizione eccezionale di A®
(v. § 4, oss. T0).

Possiamo ora osservare che, operando medjante Ia (1) sulle de-
composizioni {ay, a;} e {ae, @), si ottiene la stessa decomposizione
di A% che si ha operande colla (I) sulle decomposizioni la,, @] e [ A, 0),

Questo fatto si pud nceertare in generale.

Si considerino due decomposizioni di A™ consecutive nella sue-
cossione: {a, ,, dr_s), (A, Rapy).... @ sieno, ad es,:

= —

{Amﬂf:—muulg ngl-mﬂ'rﬁ:!m-—]j " {Am_'lﬁ"r—:.'m- 8, Am;l”:—-mu—a}-

Operando colla (II) sulle decomposizioni

_ {Hn H’n' e {ﬁmﬂr—-nm—h Am”r—im—!}
81 ha:

AT= [Am (Y P ‘f‘ th ﬂhﬂm—l]s AM (10t —gp 3 — A1 —om—})
Ora dalle forinole ricorrenti (HI) si ha-

Al = aytt, 4y,

Aa,., = att, — ay a1,

quindi la precedente decomposizione di AT si pud scrivere:

e fﬁmHﬂ:—E{mHJ y Jlm+1ffr—i[m;11]-

Operaudo colla (I) suile decomposizioni

Wy, ay e (ARl oo o A™ T
81 ha: '

AT = [J&m;'l (ﬂ.'l.ﬂr—lm-—ﬂ — a_lar—-ﬂm—ﬂl AmTe [HIE:—Em—E _J_ f;lﬂr—im—i)] "

B questa decomposizione di A coineide, in virtu delle (I11), colla
decomposizione otienuta precedentemente.

Possiamo dunque concludere che, operando sulle decomposizioni
di A™"' indicate nel teorems e su quella di A mediante le (I) e (II), si
ottengono le stesse decomposizioni di AT, come operando solo colla (I)
sulla decomposizione di A e su tutie quelle di A™*, Soltanto quando
7 —1 ¢ dispari entrambe le (1) e (H) dovranno essere applicate alla

= r—3 g
{ay, &y} e alla decomposizione \A ¥ @y, A El} di A= ghe & ultima
nella successione dala,

§ 8. Teonema, — Se P 2 un awmero primo di tipo 4p+1 ¢ {py, )
¢ la sua decomposizione, il numero Pt ammelte le sole decomposizioni:

[ A | = = o :
\Pres D) 5 \Pora, Ppr—a} yoeny {P‘*. ﬂjl X se I' & pari,

J =\ ¥ — f r-a r=1_)
Py P:rj y ler—ﬂr Ppr—sj, . sy lP S P pl_f, Se I ¢ diﬁpﬂﬁ.
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In virta del teorema ?) di Fermat-Euler, il nostro teorema & ve-
rificato per r =1, bastera gquindi dimostrare che, se & vero per la
potenza (r—1)=* di P, & vero anche per la potenza »™.

Ammettiamo dungue che le sole decomposizieni di Pt sieno:

. ¥ I =
{pr---n Fr—!‘,l y ]P]Pr—a, le'r—a} yourey {P 2 1 {.}’: ser—1 ¢ pﬂfi—,

i@~ 1 = M
\Pr—1, Pr—1f y \Pprs, Ppey

=1

r—3 =

yae F,'{P = P1, PTJ._};.} ge r— 1 & dispari.

Operando su esse e sull'unica decomposizione |p, ) Ui P me-
dignte le (I) e (1) si passa alle decomposizioni di P indicate nel teo-
rema, In virtu di quanto € stato visto nell'osservazione II del § prece-
dente. Siccome poi il teorema del § 5 ci assicura che cosi si ottengono
tutte le decomposizioni di ", cosi i1l nostro teorema rimane provato.

OsservazioNe [. — Se si considera il numero primo 2. anziché un
numero primo della forma 4p— 1, applicando successivamente il teo-
rema del § 5, s1 verifien immediatamente che, siccome il numero 2

ammelte la sola decomposizione {1, 11,
la potenza r™ ammetle la sola decomposizione eccezionale

— N .
{2 $ ] 0_‘ . s I é’ pfﬂ'l,

¢ la sola.decomposizione impropria a termini wguali

r—i r—]-.

f = o
2,24y se T & dispari,

Osservazione II. — La potenza v* di un numero Q di tipo 4p—1
. = . . i I i
non ammette aleuna decomposizione, se v & dispari (v. teor. 8 3). Sein-
vece v e pari, ammelte la sola decomposizione eccezionale:

7.0}

Infatii una decomposizione |X, Y} di Q" (nel easo che » sia pari)
nonm put esseve propria, perche, essendo X*- Y* divisibile per Q,
questo numero ammeiterebbe (v. teor. a)) una decomposizione, il che
¢ negato dal teorema di Permat-Euler. Se dungue la decomposi-
zione 1 X, Y} & improprin, siccome X e Y, com’e ovvio, non POSSONO
avere come fattore comune chy una potenza di Q, posto: X = Q"X
6 ¥ =0"Y', in modo che risultino X’ e Y’ primi fra loro, si avrebbe
Q™= (X', Y'|, ii che, come s'& visto piu sopra, & assurdo. _

8 9. Teorema. — Se i numere A ammetie la decomposizione 1a,,a,],
le decomposizione |a,, n,) di A, data dalle formole ricorrenti (I11), pud
anche otlenersi prendendo a, uguale alla parte reale, e n, nguale al eoef-
ficiente dell'unitc immaginaria i(= VY —1) nello seiluppo @i (8, ia)~

Il teovema, com’s ovvio, & verifieato per =1,
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S 08servi ora che:

(ﬂl -l— l;;]ﬂ — ﬂlg “—'E + 1.21'115;,

€ che 1 doe numeri

— _
& — a , 2oy,

80no precisamente i termini dalla decomposizione las, as) di A% Cib
prova 1l teorema per il caso, in cui =29
Dimostriamo ora che, s¢ il teorema & vero per
pure vero per il valore suceessivo,
Supponiamolo verificato
rebbe, se r fosse pari.
Ricordando che, posto i=1"—1, si ha:

un valore di r, &

=S SRR e Ll

per un valore dispari di ». Lo stesso sa-

yim—1
i

- =i, =] el am g
1 Avra:
O e I (77w —
N (2;:;— ]) At (EHQ— 1) IR 4 (2:1;{— 1) a3 4
i P [ P R P
T T

ova 1 simbolj (‘;)

Pomiamo ora:

2 2 _ . _
(au-—g == ( u{_]i_ 1) (4=t — ( ”j 1) a a4 (2" i l) [

hanno il noto significato dj coefficienti binomiali.

4 fll‘_t--

D3 — &y ™,

2 1 — 4 2 —
o __r__ [__ lJu—-J (‘}” .’_‘j) ﬂlﬂul-n—ﬂ + (___ lju ( HE:]; 1) 2n

. Fay - < — - _
oy = (-” + 1) I‘.'hsn ) e ( 5 .+ 1) ﬂlﬂnhgala + & + : ﬂlﬂ“‘_*ﬁlﬁ e
1 3 5
oot (2001 = 2 1\ =
R et VP P S (5 1 ) @
Siceome 1 second] membr

| | i sono rispettivamente ln parte reale e
Il coefliciente di i nello

sviluppo di {a Za)ott g avra, per ipotesi:
AEII—' 1 =

k=T 1
— ey r1, Agyiqi,
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Applicando le formole:

Oy = @y fgn_y — @pfgn=:1,

ﬂi"nTE _— ﬂl rtETl—]. + iy ﬂu_n_] F

st otterra la decomposizione |dou-o, dgs o) di A%7Y,
Sostituendo ad ae, ;e ad ag,.: 1 loro valori si trova:

2 - W - _
oy s — n.“, 1) g H ﬂ;— 1) 4 (EJLI—FI)] @t ..

po Iy ( =R l)_]_ ;H‘l)] ﬂlggisn+(_])]lTl(2-:¢—— 1) et

2n t—1 2n—+1 ?
2n4-1\ | 2a-+1 s 4 — 2n11 ..H-—I—I 3
gy 9 = ( )Tl : )] a," gy — [( ) + [ ) y e -I—
1 0 3 2 /.
2n+1 Zn—+ 1\ .
o =1 [(Eu i ]) - (7‘11, i ) e P

e (B + P

Ricordando ora che (;}) — 1 e che, per convenzione, ('E ) =1, ove

si tenga pure presenie la nota formola

2)=C7 1+G=1):

g1 ha:
2n —+ 2 n 25 -2 -
Moy g =— ( U. ) ;"7 — ( > ﬂ-’lﬂnﬂll = L
Zn + 2 Dy - 2
e _'E_' [_ L]ﬂ ( F g ) d; ﬂ'jm_ “l— {*"’ ].JI' ' (:)” + ) :':'111-9

9y L 9 - 0 3
S il | = g | _t'” + e Up—1 . B
agn._.;,.:( 1 )m"‘-’sn— ( 3 )ﬂh eyt

Aggiungendo ora membro a membro qneste due ngnaglianze, dopo
aver moltiplicato per i la seconda si ha, com’s ovvio:

(Tan—3 ﬁ-;in-;—ﬂ = (at; | iE)E“_H.

Il teorema rimane dungue dimostirato.
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Avvertenza. — Ove qualcuno dei termini della decomposizione
tar, a;) di AT risuliasse negativo, s’ intendera, come al solito, di pren-

derlo col segno eambiato. B
Lsempio. — Trovare la decomposizione la,, a,) del numero 134

Poiche 13=1(3, 2}, e:
(3420 =3'+4.8°.2.i 6.3 .9 _4. 8. 95 ;L
=3 —6.3°.2° -2 1i(4.8°.2-—4.3.%
= —119--1203,

sara B
(ly — 1]9, 0y — 120.

§ 10. Teorema I. — Se P ¢ un numero primo della forma 4p -1, la
decomposizione {pr, p:) di P* ¢ propria.

Supponiamo invece che p, e p, ammettano come m. c. d. 1n no-
mero m diverso da 1, cosicche risulti:

Pr ==mp',, Pr=="mp.

Pr= (mp'e)* -+ (mp')* = m* (p, +p%),

e P & numero primo, m sara certamente una potenza di P. Se dungne
ammeotiiamo che p. e p, non sieno primi fra loro, risulta ch’essi non
' possono essere divisibili enframbi che per una potenza di P.

Ora nel feorema precedente abbiamo visto che P € ;E, s1 espri-
mono 1n funzione di p, e py, termini della decomposizione di P, me-
diante polinomi, che sono omogenei di grado r rispetto a queste quan-
tita, e 1 cui termini si possono ordinare in modo che visultine di segni
alternati e che procedano per potenze di p; decrescenti di due in due
unita. Perché questi polinomi sieno divisibili per P, eio6 per p® -+ pt,
6 necessario che sieno divisibili per p, —ip, @ percid occorre che,
postoe py=ip, essi si aunulline, Questo invece non accade, perchea,
data la loro struttura, tutti i lore termini assnmono lo stesso segno.

Se dungue p; e p. non sono divibili per P, essi, per quanto '8
visto pii sopra, devone essere primi fra lovo,

Teorema Il. — Se P & un numero primo della forma 4p =+ 1. le de-
COMPOSIZIONT ;!

Peiche:

f'pr*r;ri V {Ppr—!-P'_Pr—E;a---

che sono le sole ammesse da P, sono tutte distinte.
Non pubd infatti essere, ad es.:

{ PHL T—3 1 P“I;I—m ;I = IPD!}{'—E]] ' :[:'”_l'—EI:I.:-|I »

perche si dovrebbe avere:

Pm. — P"pr—ﬂn ‘ PmEr—Em — Pﬂ-j_:ir—in v
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OV VvVeEro: B B
Pmpf—'ﬂ“ = Pnpr—-ﬂu 7 Pml’:-—ﬂm = P"Pr—sn y

e, suppposto m < n, si avrebbe:

Peen = P* " Prau, Dr s = P ®p. 5,
ovvero, rispettiveunente:

Pr—am — Pu_mﬁr—!n ‘ EJ_r-—ﬂm == Pu_mpr-i':‘n ‘

Nellun easo, o nell’altro, risulterebbe allora, contraviamentie al
teorema precedente, che la decomposizione {P:—su, Pe—ay| di PT™ nom

sarebbe propria.
Teorema LII. — Se P 2 un nwmero primo delle forma 4p -1, 4
r i ; . 31 .
numero P ammette o+ 1 decomposizions, s¢ U € pPary _]‘; &8 T e

dispaii. _
Abbiamo visto infuiti (§ 8) che se ip, ;) € la decomposizione
di P, il numero Pr ammette le sole decomposizioni:

{pr,ar}, '{Ppr_:., P_ﬁrﬂg}, ey {P%, {}} . se r & par,

{Pr,ﬁr} » APpr_a, PE;_Q.} sl ..{F'r%1 P1s Pr?;_:,} . se ¢ dispan.

(ol teorema precedente abbiamo provato che queste decomposi-
zioni, qualunque sia » sono tutte distinte, quindi non resta che fare
il computo di esse e il teorsma resterd dimosirato.

OssErvazions. — Notiamo che PT ammetie sempre una sola de-
composizione propria, e, se » & pari, una decomposizione eccezionale.

_ G. Bsconersy,
(Continwa).

PICGCOLE NOITE

» :
Sui residni guadratici di un numero primo della forma 4n 4+ 3.

Vogliamo fare qui gualche osservazione a proposito di un'elegante guesbione
sollevata la prima volla dal Lagrange e posia poi formalmente dal Dirichlet. (%)

Dalla formula di Wilson
(p —1I4-1=0 (mod p)

(1) * Journal fOr die Mathemalik ,, % 1828, p. 407,

— —
L]
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gl tras facilmente 'allra- ()

}:EIIEE{—I;PT (mod p);
per p = 4n 43 si ha
7 ;ll-‘sl (mod p),
e gnindi
P=T1 291 finod p). (1)

Il Dirichiet (loc. ¢i2) chiede una regola che Faceia conoscere in qual easo si

deve prendere il segno - o segno —. 81 &ratta dungue di deciders quand’ &
_1 - L " L] E L v L L [ ]

che £ 5—! & residoo o non residuo dj ». Se p indica il numere dei residui
i

quadratici f » che sono < zp poiche per p=4g+ 8, 1 & residuo, e — 1 non
residuo, la guestions & evidentemente videita n decidere della parith di g,

Le regole date a questo fine dal Jacobi (*) sono utili soltanto per p non molto
grande. La formula offerta allo stesso fine dzl Cauchy (3) contiene i nameri 4
Bernouilli, e non & pratica. Le rvegole esibite da Livuville e da Kronecker (%) sono
pure empiriche e lnboriose. Ly quistione restn dingue tuttavia insoluta; pereio
non credinmo inutili le osservazioni seguenil.

Si ha
p—]' p—B'g:—l 1;:——3' 1?"—31.
2 * 2 g "% g gL

onde per p=4n + 3

p—2 1’ — 1
g =
1 p—3 \2 I
- 5 ‘ =1
2 2 ) (mod )
(3 p—5 \2
\4* 2 ,J =1
ed in generale
. 2y — 1 :
1.3.5. 7., (-2 " 9y (o p).
In queste formule, valide per ogni v intero e ::':%}, si faceia y=" g— : : viene

11.3.5...(p — 2))? = 21 (mod 2,
8 pel teoremn di Fermat

d1.3.5...(p—2)2=1 (mod p),

(1) Per quosta formmla analoghe Cfr. VEcoBL Indorno ol leorena it Wiison, " Feriodico di Ma-
tematiea ., 1900,

18 i}{ﬂl Cir. il Canon arithmetions dell'antore ¢ la sus memorin nvel “ Jourpnal fiir die Maghematik | 9,
1832, p. 180,

{") Théorie des nombyes,
) * Jowrna! de Mathematique , (2) 5, 1800, P 127 e 267.

=
2l
"
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D88In I

1.3.8...[p—2)=+1 (mod p). |

E evidente che si dovia prendere il segno positive o il segno negativo, se-
condoché sarh pari o dispari il numero dei non residui che figurane nel prodetto
2,80, ..[p=D,

Dungue: Sev 2 il nuniero dei non residui dispari di un numere primo p della b4
forma 4n <+ 3, i hn '.

1.8.5...(p—28)=(— 1)r (nod p). (Z) |

Ora la (1) st pud serivers

p —1 ) = (— 1) (mod p).

I
|
Collo stesso procedimento testé nsato otteniameo: ; l !

&y
|
|
.1_1""3|E{.__1}_u+l |
A & r
5 p—a
— |=(_]Ju
2 N (mod p)
S e
ed in generale
S P
[1.3.5*..?::;—1}‘1, -Ey 1!5(—1].“4—? 2 (mod p),
Posto y=P;1, viene
+E= B
1.3.5...(5‘!—2]5{—-]]'" i (mod pj);
e quindi
-
1.8.5...p—2=(—13"""g (mod »).
Ussia:

Fer ogni numero primo p della forma 4n + 3 si ha

1.8.5...(p—9=(—1)"2 2 (mod p) (3)

@ove p & il numero dei suoi von vesidui <~ %

Ora dalle (2), (3) si oftiene

»
p;_!
[ -~ 1,]? = (— 1];'.[2 . (mod p); :
per p =8k 3 & |
9
3
»
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ond e ,
(—1) = (— 1)« (mod p)
Desln
V= L (mod Z).
Per p=8:—1 &

(2) :

Lol -

p
onde : " .

—1) = (=1 {mod p)

03S]a
v=1p 41 (mod 2).

Conclndiamo che

I mpmero dei non residus <5 p ed il numero der non resudud digpari i un
mwonrere prime della fermo 4n -4 3 hanne fo sivssa paritd o pavitd dirersa seconde
che 4t somero & della forma 8k + 3 o deli'altra Bk — 1.

Dn quanie precede risulta pure che &:

per »= 843
1.3.5...{;J—2]EP:1!—-_—[—1]'"5{—-1]? (mod p)
e per p—==5k—1
1.3.5...(p—2)= a :lfff—ul]'"'HE (— 1) [mod p)

Magio V recHr.

Sa certi riferimenti prospettivi delle smperficie.

19, I1 Dottor Grassi pubblied negli Atii dell'Aceademia dei Lincei (1001, 2° se-
mestra) una dimostrazione di duwe tecremi, comunicatigli dal prol. Bianehi, su certe
corrispondenze d=lla saperficie per proiezione, mella gquale si vicorre sl principil
e al metodi della Geomstriz differenziale. Credo ntile mostrare ai lettori di questo
periodico come ai medesimi teoremi possa arrivarsi per via geometrica pii semplice.

20 B noto. o si dimostra subito del resto, che:

“ S si prodette stereograficamente wna gquadrica ¥¥ da an sue ombelico U
gopra un pianoe w parallelo al piano w ad essa tangenrte in 0. i sistemi (di linge)
contitgati della quadrica, 8 mutano in sistemi ((F linee) ortogonali del piano ,.

Infatti se si considera |'inveoluzione formata dalle coppie di divezipni coniu-
gate mscenti da nn punto qunlunque P di E* i cui elementi doppi son forniti
dalle dua generatrici della quedrics usgenti da P, e si proiefia dal punto O, si
ottiene un Ffascio involutorio di piani, i cui elementi doppi sono i piani proisttanti
le dette generntrici, o, anche (per le nule proprielad delle vette di una quadrica
appartenenti a sistemi diversi), i due piani congiungenti In reita OF con lo due ge-
peratrici g e b di T'* situale nel piane w. Ora le retis a e b, poiché per ipotesi O
& un ombelico di ¥*, passaoo per i punti eicliei di w, o, cid che fa lo siesse, di =,
quindi, se P’ & I"'immagine di P su =, il faseio involuloris OF, vien lagliato da =
in un fascio involatorio di raggi avenie per waggi doppi le rette che da P’ vanno
ai punti cicliet di =, ossia in un fascio orlogonale, D'allen parte guesto fascio di
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raggi € quello eni danno luogo le immagini in = delle direzioni coningale di F*
nscenti da P, quindi per 1 proiezione di F'* da O su =, i sistemi coniugnti di F?
51 mutano w sistemi ortogonali di 1.

3% La proprietk espressa da questo teorems & esvatteristion per la quadriche
e t loro ombelichi: vale ciok (a in questo consiste il primo teorema del prof, Bianchi)
V'osservnzione imporiante:

Se¢ la proiezione di wna superficie F da un punto U sopra un piano © mula
v gisteoni coningati di ¥ in sistem: ortogonali di m, la superficie ¥ & une guadrica
eon un ombelico in O e 3l piane @ ad essa tangenta in () ¢ parallelo a T

Infatii se da O si conduce il piano w parallelo a =, sega 1o un faseio di
raggl involutorie ortogonsale tutti i fasei imvolutori di plani proiettanti da O i
fasci di raggi costituiti dalle coppie di direzioni coningate uscenti dai vari punti di F.
Ne sezue che delle due direztoni asintotiche useenti da un punto gualsiasi di F,
ognuna s Appoggia a uua delle due veite «, b che eongiungono O ai punti ciclic
di ®, e quindi In sezione di T con un piano qualunque passante, ad es., per ¢ &
una linea che ha von ogni sus tangente an confatto tripunto, ciot ana linea
retta. Lo stesso valo per Ia retta b; per conseguenza F. contenendo un doppio
sistema di rette & una quadrica, che passs per a o b o quindt anche per (0, Tanto
basta per ginstificars il teorsmna enunciato,

4". Un altro teorema notevole che si riconnetie con quesi'ordine di idee & il
seguente (pure del prof, Bianehi):

“ Se ln proiezione di una superficie veale ¥ da un punio Q sopre wn’allre su-
perficie reale F' da lnogo a unn corrispondenza conforme tra F ed T, questa coy-
rispondenza & contenuta in una omotetia o0 in wna trasformazione per raggi veltors
reciproei dello spazie col centro in O .

Si csservi innanzi tutto che, dato nn faseio invelutorio ellittico reala di
pirnl, esistono duoe sole giaciture reali tali che i piani ad esse paralleli taglino
il fascio involatorio di pisni in un fascio di ragel ortogonali.

Infatti se AA’, BB’ sono i quattro punti, distinti in due coppie di punti imma-
ginari conjugali, in eni i due piani doppi (immaginari) del fascie di piani tagliano
il cireolo immazinario all'infinite o assoluto, le due sole gziaciture deferminate
dalle rette reali AA" ¢ BB' drono luogo a piani secanti 11 fascio dato in fasel di
ragegt ortogonalt,

Cid posto, notisi che se P & P’ sono due punti corrispondenti qualungue di ¥
ed I, il piano tengenie ad ' in P’ sega il fascio involutorio di pinani proiettanti
da © il fascio invaluforio delle coppie di direzioni ortogonall di F uscepnti da P
in un fascio involutorio di raggi che, per I'ipotesi, & del pavi ortogonale: gnindi
se ¥ ed ¥ sono le trasformate di F per una omotelia o per una trasformazione
per raggl vetbori reeiproci c¢ol centro in O, 1a corrispondenza fra B ed F”, oppure
quella ira I ed F'', determinata dalla prospettivita rispetfo al centro O & anche
una corrispondenza per parallelismo di piani tangenti. Segue, com’s noto, che essa
e una omotetia, e per conseguenza, resta stabilito il teorema ennneiato,

>
(. Scowrza.

Bar, 7 aprile 1007,
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RISOLUZIONI DELLE QUISTIUNI 6XS £ I3

OGRS, Fovendo data wn'ellisse 2i consideri uana corda AB lale ehe i prodaotti
delle distanze delle sue estremitia do cinseunn degli assi ginne wanuli. Dimostyere
che a1 lwoyo delie profezione del cenlro deil’elftsse sulia corda AB { una frmniscontia

di Bernoilii,
E-N. Bamsizx.

Risoluzione del sig. Vacchi, R. U. di Bologna.

sia 1'ellisse
a®

It

(1)

e
|

Biano Py (wn) e P {reye) gli estremi della corda: la sua equAzZione sarh

= ra — o7y

Pa——

y—m  H:r—

e quella della perpendicolare ad essa condoiia dal cenfro

£ — I

yo — 1

L
¥
L

da queste riecavo
i L — 0

z y—um’
che per la (1) diventa

- o DE 3
= : L Op (2t yhan+ @ 4+ — =0, (2)

Iy

oppura
s Mz 4 byt
X

5 2 (2 ®) 1+ (2 + yf) —atat =0 (3)

Analogamente si ha per a2 & per ys; quindi xy, 2 sono le radici della (2)
ed analogamente y, , 4 della (3).
Caso L. — 8Sia xyre = yuys; la relazione evidentemente per la (2) e la (3)
diventa
T/

':1

2 9% ==t =Y,

chie & appunto l'equazione d'una lemniscata del Bernonilli.
Caso 11, — Sin invece la refazione Ty = Feyras (qnesta per Ia (1) divenia

: = o V’ﬂ"‘" ——M*= 7% ]:u""* Xo o,
da cui
a® (@ — ) = 4% — et
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ed essendn z:* — 7440
6 = 2 + 2o® = (o) + 23)" — 2212,
che per la {2) divenla

n': . -4-!'1"':1.‘1 I-Iz _|_ y:l}: EHE “IE + HE)E_:HEI'!]
o I.":'J-"'i' b!‘HEJE "zmz_l_bry:

che 81 pubd scrivere

[ﬂtrt _ fJayE} IHEIE + b'.!y:! i O I:.‘.'l:ﬂ + HE}’.-:I pv— ﬂ‘

e(unzivne complessiva d'ung iperbole degenevata in due rette e d'uns lemniscata
iperbolica di Both.

AP Lyovare eguazione in coordinale cartesiane della curva i punti della
guale hanno per coordinate

as-— 82/ 8 i
l.r: ( COS P — 05 q:-)
( e
li‘ —-ﬂz_&g[a gen @ sm”m]
.f_ b 2 -'__ -;'

Studivere guesta curro, mostrando in particolare che la suc area # eguivalente
« quella delln svilfippala dell’ellisse § cui semiassi sono a 2 h,

E.-N. Banrisisx,

Risoluzione del prof. Borio, R. L. di Aosia.
Sceriviamo le equazioni dale cosi :

j 2ex = {a® — b7) (3 cos p — B cos® @) .
| 2by = (a®* — b%) (3 zen ¢ — 2 sen®e)

sommaunde membro a membro, & poi guadrando; e cosi pure sottraendo 8 poi gua-
dravdo, si ha
(Zox 4 2by)* = (a® — N[0 (cos® 3 4+ sen® g¢) 4 4 (cos® v + zen® )
l — 12 (cos* 3 + seu’g) + 18 cos @ seng
I — 12 cos v sen @ (sen® ¢ - cos® 3} -+ B cos® ¢ sen” ]
(2a2 — 2by)? = (n® — BpI)*° |9 (cos® 3 + sen®<¢) + 4 (cos® ¢ | aenfe)
— 12 {cos’p | sen'¢) — 15 cospeeng
4+ 12 cosq sen p (sen® @ 4+ cos® o) — 8 cos® p sen? @]

e fatte alcnne riduzioni

{ (2az + 2by)* = (a® — B%)" (1 + 2 cos 5 sen g)®
\ (2az — 2by)* = (a* — b*)* (1 — 2 cos p sen ©)7,

 (2az + 26y)> =Ra*—B4* (1 + 2 vos ¢ sen g)
| (2ax — 26)F = (a® — b9T (1 — 2 cos @ sen ),

somm ande
(2az + 26y) + (262 — 2by)® = 2 (0 — 5%}

od anche
o

§ y \& .
oy +o75) + oy ) =t ‘”
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Ricordiamo l'equazione dell’astervide x3 - vi— m'i_: facendo rotare zli msa
di 45° attoruo all’origine, questa divieue

se m=a¥— b? la (1) & la trasformata i questa mediante affinith X = g2, ¥ — by,
date la semplicita della costruziome dell'astercide, si ha cosi modo won complicato
di vedere I'andamento della carva propestn e di costruiria. La sua sren & data da

T i
¢ _ ye [0 g
4./:2 yd:rz*i[n ubb!-/_;_ (——iﬂﬂn’:p—i—%ﬂen':; -|—'§un5‘q-5m|‘-:p -
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che & pure il valore dell'aresn dell’evolutas dell’sllisse i cni semiassi sono a & b

QUISTIONI PROPOSTE

732, Essendo date due parabole aventi lo stesso asse e lo stesso
vertice trovare il lnogo del punte d'incontro di una tangente delFuna
con una tangenfe ad essa perpendicolare dell'altra,

733. Dimostrare che
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734. Tssendo M,, Mg, Ms i piedi delle normali condotte da nn
punto P ad una parabola, trovare:

1% i1 lnogo dei punti P pei quali I'area del triangolo M; Mg M, &
egnale ad una costante data K* _

2% 1l Jwogo dei punti P pei qguali i tre pnnti M,, My, M; sono in
linea retta,

735. Se 1 vertici A, B, C, D di un quadrangolo corrispondono ai
vertici A, B', C', D’ di un altro quadrangolo in mado che delle sei
coppre di lati

IAB  [AC [AD yCD (DB [BC

1CTDY DB LB YAB AT | AD
cingue abbiano i punti dintersezione sopra nna retta », anche il
punto d'incontiro della sesta coppia di rette & sopra la stessa retta r.

K.
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TArRRY Gasron, — Tablettes des coles relatives G la base 20580 des fae-
tewrs premiers d'un nombre inférienr & N ot non divisible par 2, 3,
2 ou 7. 1906, In-8 ar.

L'Autore si propone di cosiruire nuove Tavole per la scompusizione dei nnmeri
nei foro fattori primi, pei primi dodiel milioni, riducendole al minimo volume.

A tal'nopo, egli ha imaginato un nmove procedimenio, che ba il vantaggio di
sostitnire alle suceessive divisioni del numere considerato, coi differenti numeri
primi p, addizien) mentels di pumeri inferiori alla meta di p. Cosi, la semplifica-
ziope introdottn cquivale s quella portata dai logaritmi pel crlcolo delle divisioni,

Coms esempio d'applicazione del nuove metode, egli pabblica eol nome di Ta-
blettes des cotes... una Tavoln de’ fattori primi del nomeri da 1 a 100489,

I'accoglienza che verra fatin a guestas pubblicazione gli dira se debba seguire
o abbandonare il suo progetto,

Pror. V. CaLparera. — C8rso di Meccunica rugionale (in-8° grande).
Yol. I, (1900) Cinematica. Studio delle forze. — Vol. II, (1901)
Statica-Dimamica. — Vol. 111, (1906) Egquilibrio e moto dei sistemi
continui - Ifrostatica - Idvodinamica. — Palermo, Tip. matematica.

Queslo Lratiato rispecelia, nelle linee gonerali, le lezioni, che il Caldarera tiene
da pin lustri nell’Atepeo Palermitano. Ma 1'opera von & circoscritta entro 1 limiti
angusti delle esigenze scolastiche: vi si trovano acconciaments inserite tearie e
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applicaziont complementari, ed & pur tenuto conto dei pin recenti indivizzi di ri-
cerch, il che attesta nel venerando autore una invidiabile e ancor giovanile agilita

di comprensione.
I due primi volumi, uscifi gih da qualche anno, sono cérto ben noti ai letiori

del Periodico. Non & dunque H caso di discorrerne ora. Heeo pinllosto una rapida

rassegun del terzo volume, testé pubblicato,

Anzituite un capitolo introduttive sulle trasforinazioni degli integrali semplici
e multipli. ¢ pus I8 cinematica dei sistemi continui, in cui le nozioni fondamen-
tali suno egregiamente coordinale cos: ai complementi differenziali di Bellrami
some nlla discussione geomelrica delle delormazioni loeali e der caralleri salienti
delf moto,

Neguwno la statica ¢ la dinamice dei sistemn) confinni secondo Canchy, cui I'A,
riatlnecn per via energelica, mediants il principio dey lavori virbaal, i) enso pR¥-
ticolarmente importanie dei corpi elastici: in poche pagine & tatto posto al Leo-
rema d1 Bebli @ & goalche sun semplice applieazione; e si arriva alla definizione
delle due forme tipiche di vibrazioni elastiche {onde piane longitudinali e tra-
sversali).

Nu! capitolo dedicato all'idrostaticn somo sviluppate applicazioni importanti:
la formula bLarometrica, fino ai dettagli del calcole numerico; le condiziem di
astabiiita del gaileggzianii; @ ln teoria daelle forme sllissoidiche di equilibrio di masae
fluide robantl.

Per bene apprezzare lo svolgimenfo dalo all'idrodinnmica giova aver presente
lo state altuale di questa doltrina.

Essa poggia, tome ogni altro ramo della meccanica, sepra basi selide, ormai
fuori di discussinne: e quesite conseniono applicazioni brillanki a tulli i fenomeni,
in ¢ni non & sensihile, o almeno in prima approssimazione pnd essere irascurals,
" influenza delle condizioni ai limiti, :

Ma, dove tale influenza diviene essenziale, come in molti problemi della idran-
lica pratiea, ia idrodinamica razionale non ha aucora sapute rispondere alle esi-
goenze dei tecnicl, pur esperendo |le pii afinate risorse dellanalisi.

Cost mentre per le quistioni soucernenti corpi solidi, sia rigidi che elastici,
i preveltti della jugegueria sone figlinzione naturals dello teorvie moccaniche, 17 idrau-
lich & per ora, in gran parie costretla s desumere 1 propri eritert direttivi da un
empiristno pll 0 meuo sageve, senza aver mude di lumeggiarly, vagliaudoli e colle-
gandoli con metodo matematico.

Tutin c¢iv netinmente npparisve dal traltate del Caldarérn.

Vi si fanno apprezzare le cose semplici e belle, mettende tra altro in rilievo
i risulteti modermissimi di Hugoniot e di Hadamard sulla propagazione delle onde;
ma non si dizssimulane le gravi difficolth, che vimangono da superare, nd si lascia,
per dir ¢osl, illangnidire von Jusinghe malematiche il senso della rvealta. LA, lo
tiene al contrario ben desio; e 1a dove, come ad es. nella foronemin, le ricerchs
levriche hauno finora fallito, egli si prende cura di far intante conoscere al lettore
i fenomeni e i risultall sperimentali.

Imiinbile esempio, cvhe si jspirs & sani erilesi i filosolia valurale!

T. Levi-CiviTa,

E. Bermint, — Introduzione alla geomelria proietitva degli iperspazi con
appendice sulle curre algebriche e loro singolaritd. Pisa, Spoerri, 1907,

Lr collezivne di opere scientifiche, ¢he lo Speerri di Pisa va pubblicando, si é
arricchita col volume del prof. Bertini, qui sopra citato, d'un libro che duvvero riempie,
come armai spol dirsi con frase un po’ vieta, una lacana dolorosamente sentita.

Lia Geometria degli iperspazi nou solo offre ¥l mezzo u facili generalizzazion
di proprieia gia note del piano e dello spazio orvdinario e interpretn in maniera,
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in cerie senso, intuitliva importanti lecremi algebrici, come con intendimenti poco
benevoli fu osservato a sazieta dai molti detrattori che essn, come ogni scienza
nova, incoufrd; ma si & vivelais e si rivela, con chiarezzr pgnl giorno naggiors,
come uno dei pit potendi strumenti di ricerca posti a disposizione di chi voglin,
con sani studi originali, aumentare il numero delle verith zeometriche conoscinte.
Oltre di che In luce portaiz dalla noziene di iperspazio (resasi ben nalurale dopo
che clussici lavori del Pliicker ebbero dimestrato il earnttere astratio della geo-
metria proietiiva ordivaria) su guestioni di ordine logico ¢ filosofico in generale,
non poteva non farle assumers un’importanza sempre pili erande in tuthi i cRInpi
delln matematien

Consci di latto queslo, i proff. Segve e Bertini si eran fatli da un pezzo, nei
lovo corsi nniversitari, volgarizzatori ardenti e sistematicl di teovie g en) Avavano
dato anche validissimi contributi personali e che, per la loro data lult’sfatto re-
cenle, si trovavano sparvse in lavori staceati comparsi st per le riviste scientifiche
e gli nlli deile Aecademie, Cosi essi rendevano possibile ai giovani studenti di im-
padronirsi presto di proposizieni che possegzone, non ostante Papparente astrat-
tezza, chismrn evidenza intuitiva, e lo syiluppo assunto dagli studi geomebrici in
Italia, che vostituisce senza alcun dubbio, una delle migliori glorie nostie nella
rinascitn intellettuale seguita al risvrgiments politico attesta, con |'efficavin di
una prova di fatto, come essi non si ingannassero nell’anunetters tania imporianza
alle teorie iperspaziali.

Ora, neeanle & tanlo fervore di indagini nove, per opera specialmeute di gio-
van) geometri ilaliani. ern strano dover notare I'assenza, o quasi, nella letteraturs
sclentifiva mostra e straniera di nn teattato che raccoglissse ed GSponesse In ma-
niera sistematica guanto nella geometria proiettiva degli ipevspazi si era venuto
ricereando e costruendo.

I nostre Autore, dunque, pubblicandoe per le stampe, secondo l'espresso desi-
derio di tutti gli studiosi di geometria, con aggiunie ¢ modificazioni notavelissime
il corse di lezioni, che, qualche aone fa, fa redallo in poche copia litografate per
uso dei suei sludenti, ¢i ha dalo nop solo un bel libvo di matematiea, fornito di
tutte gnelie doti di ordine acrupoloso e chiarezza eristallina che i susi scolap
hanno avate occasione di apprezzare e ammirare nells sue lezioni, ma anche un’vpera
assolatamente indispensabile, per ¢hi voglia orientarsi vapidamente nellp senmetria
moderna e arrivare, ¢on la minima spesa di tempo e di falica, a conoscere quali
siano i problem la cui soluzione sia oggl pii wmrgente e quali i mezzi pia adatti
per affrontarli con probabilith di succeaso.

L'indice particolavegginto, che si trova slla fine del volume in diseorso, di una
chiarn idea del suo contennto: ma non sark male se per ¢omodo dei lettori ne di-
cintmo qualelie parsln anche gui.

Postn la nozione di spnzio & » dimensioni (8 in modo puramente nmmerico
(im questo, forse, non sapremine undar del tutte d'accordo col vhiarissiomo Antore,
poieli altro ¢ on pure insieme i numer, altro & il grappo delle conrdinate di
un ente in ona varietn, anche nel enso in cui a lale enie, per la rinnnziz ad ogpi
rapproseniazione concreta, si arrivi con an semplice processo di definizione per
astrazione), si estendono agli &, le proposizioni fondamentali che si raceolgona
mtorno ai concetti di appartenenza & di intersezione e si esaminn con cura par-
ticolare, in vista dolle bello consegnenze dedotiene dal Severi nell'szame di una
classica fuestione wzeometrico-algebrien sulla rappresentabilith di una forma me-
diante altre, il easo in cni gli spnzi di cui si cervs lo spazio d'appartenenza sono
situgkl, in vavio modo, in posizione regolare.
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Dopo cib, lo stadio degli spazi snbordinati di un 8,, <onsiderati come luoghi
di ponti o come inviluppi d'iperpiani, conduce a un’opportnnn scelin delle loro
coordinate che, mettendo in luce le proprieta cavatteristiche delle varieth da essi
costitnite, offre mna belln genernlizzazione del {eoremn (gia vivelatosi tante fecondo

nelle mani del Klein e del Segre, per nen cilare che i maggioi): Ie geowelria .

delln retin dello spazio erdinario & ln geomelria di nna gquadrica dello spazio a
Cingue dimensions.

Segne lo studio approfondito delle omografie e delle corvelazioni fra due 3; di-
stinti o coincidenti. determinandosi sulle orme del Segre o del Predells, ma pin
specinlmente di quest'ultimo, le corrispondenze proietiive invelutoaie, b piy note-
voli tipi di omografie v correlnzioni degeneri, 1 tipi di omogratie o correlazion fra
apazi soveapposti proiettivamente distinti e deducendosene nna semplice dimostra-
ziome del celsbre teorema di Weierstrass aulla condizions necessaria e suflicients
perché una forma bilineare possa trasformarsi in un'altra per mezzo di sostitu-
zionl linear.

| teoremi sai sistemi polari rendono spontanse e immeadizto il passaggio alle
studio delle quadriche di un S, (generabili anche mediante stelie reciproche), fe
eni proprieta pit notevoli si raggruppano tutte imtorno nila nozione di elemanti
coniugati ¢ le questioni relative alle quadriche pinl volte specializzate, agli spazi
lineari coniennti in unn gundrica genernls, ai sistemi formati da questi, alla di-
stinzione eui aleunn di essi danno luogo fra le quadriche a 24 dimensioni 2 seconda
della parita del numero g, ni fasei di quadriche nen tntte o intle specializzale e
alln loro quartica base, danno occasione non sole di richiamare i teoremi sui si-
stemi polari e sulle omografie, ma anche di esporre la genevalizzazione dell’ordi-
naria proiezione stereogrifica e di porre nella loro vern luce teoremi noti della
goometria rignia.

Ai due capitoli dedicafi alle quadriche ne segnono quatbiro in cnj si esaminano
questioni relslive a ipersnperficie o varieia qualunque: nofevole fra tutéi guello
rivolto allo studio dei sistemi lineari di ipersuperficie dove si espongono teoremi
importantissimi del Castelnudvo, che ers tempo cemincinssers & comparire nei trat-
tati sistematici, e cercando di genevalizzarli si arriva o dedurre mediante un pro-
cedimento devuto al Severi un imporiante teorema sulla rappresentabilita di una
forma mediante uwna combinazione lineara di pin alirve.

Negli altimi capiteli si tornano a considerare vavieth parlicolan (earve razio-
nali, superficie rigate razionali e superficie di Veronese, cui 51 riferisce un rmpor-
tante leorema del Del Pezzo) considerandele sempre da vari punti di vista e mostrando
tutte le fecondita delle teorie cni danno luwge, con belle applicazioni allo studio
di questioni di geomstria piana (quortiche) o di geometrin detlo spazio ordinario
(superficie romana di Steiner).

Chindo il volume on'appendice (che ne aceresce il valore in maniera notevole
per chi voglin dedicarsi allo studio delln cosi detta geoinetria sn un ente algebrico),
dove si espongono in ire capitoli le proprieta fondamentnli dei rami di ana corva
aleebrica, della scomposizione delle singolarita delle curve piane mediante suc-
cessive trvasformazioni gquadratiche, e, infine, le formule &i Chasles, Zeuthen e

Yeronese.

G. Scorza.
Bnrxi, 4 aprile 1807.
EREATA-COREIGE.
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