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risulli "
¥ ) . S . S
5'-:!—1 v PP T4+ Te— 1 ° (2)
— =5, —— 1 ..
", 1  n
Da queste s ricava agevolmente
h ?l Jl"r-
A = ] : 1 « Yp= - 1 ¢ <p = 1 (3)
— Yy 1 — — 1—B
"B, "% "
Inversamente s1 ha
_ %, amy by
X byp 't ez, ; (n ax, . (4)

Notiamo aucora che, sommando fra loro membro & membro le (2), si

ha la relazione

1

W ST — (5)
1, _,_1 - !
o SR ¥ In

L—tp—

la quale, evidentemente, non & indipendenie dalla (1); essa c¢i sarh
utile in seguilo.

3. Nel piano del triangolo ABC consideriamo ora tre punti L, M, N,
Vugliumn determinare I'arca del triangolo LMN, che denoteremo
con A, in funzione di oy, .., %my ..., 0.

Hssendo T I'intersezione delle rette BN CM, si he:

area BMNC  area BMNC area BTC 2.2, = XmlTa

S — area BTC ° S —oad T hh ey
abbiamo pot [(3)]
| 1 1
By = T3 Ta= T3 T= {3
= P —Ym— o
I' ﬁ]].l 1 I " ﬁﬂ 1 T“* ﬁﬂ
sicch®, sostituendo,
area BMN(C 1 —%tw — Ba
E — &
(1 St (T i:_llu) (1 = T“ i %)
Analogamente
1
area UNLA L —an— "
S — :
(l_ﬂn—i) (I—Et'.;—'l)
Tn T
area ALMB I —p e

=]

Avendosi poi evidenlemente

A =8 —(BMNC-}- CNLA <+ ALMB)

_ i -
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sl IicAVE " l e e ;_n .
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5 (11 Yﬂ.——blm)(l—(u E) |
I_ﬂn___ l—*ﬁl—u—
- ; o (6)
(e (s .Y

Questa formola & suscetiibile di m@p'liﬁcnziﬂna. _PET' v?u ﬂil'ettﬂ:
la semplificazione riuscirebbe nssal diﬂ“}mlimante; per isfuggire cnleoli
laboriosi, ricorreremo al seguente arfilizio: Summmn:m la (6) con le
sue analoghe, le quali s'ottengono da essa tenendﬂ' fisse I? iL,mn e
fucendo circolare a, B, ¥, il ¢he, evidentemente, & lecito; cosl fancendo,

ginsta la rvelazione (5), s oftiene

A 1 ! _ |
3 o 1 | 1 I 1 \
b 1 I-'l It'"jl 1‘_51—?] 1 L« B Tr—t
1 1 | |
| | | |
I1 l Il—ﬁn—— ],-—a,n.—-i
{“11 B { T q Tm
I
_’f— 1 I] Eﬂ _'!‘_—l_i__ﬁ:__
b=tn Fﬂ- n ! {n
1
1__Tm_f5n
= 1 | 1
(1 —Ym E;) (l | o Fln) 1
1 I
| —a, - 1 —E& ol
'_' I iy 1\, _])
(l —n n) (1 — & _F) (1 e LR} 1)(1 ﬁm o
l—n:n:mm-_rjl
" 1 |
(lﬁﬂm__:)(l‘_ﬂn__:r:')
I ] .
]. Bu E _I._ri Ijnll
‘ 1 ( 1 ( ey i
1= o) (—a—5) (- ) (1—vo—2)
1 9
-l_ﬁ:n ;
R 1 : 1
(‘—?m—a:)(l—“n—an) ]
1
1‘_Tn El_ 1 o) -
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inccoghiendo opporlunamente, questa diviene

_4
£ _\ '-'rm_“fn | Em_;:jn | :5.%
o8 1 ) . A : A% P
e e M s e
r e 11‘
| 4 Ik 8
(1——231"—-%) (1—— Hu_ﬂ.
I'u“ ¢ 4 En_— i |
T 1 1 '[ ] T\ 3
1—t—g)(t—n—1) (1—z o) (t=5—1) |
i Gy — oy |

| ] 1 |

(1——!;:—-(“) (I—El— 1) .;

Tl_ i"m I Eil SEH | 4

+ 1 1 ' - 1 B 1 I J

(1“ =3 (1 o= g = 2 (1—““’"?.,, )

| 7 — ZEp ‘

| 1 1 )

— o ——| (1— 2 — |

(1 ) Tl) (l Xy - _

Sommando per colonng, osservando che le somme delle varie co-

lonne sono fra loro egnali, perché s'ottengono le une dalle altre fa-

cendo circolare opporfunamente le lettere, avremo finalmente -
1 ) 1 T

ﬁl [-n‘I’m)‘Fﬁm (|1_ (n] | ﬁn {I’m'_n!}

e = f'
1

—x am1+Imtza—m..hu_‘,iﬂ(xm—;:; $
_(1——&]-—%)(1 z,.j———-l;)(l oy ,:")_ |
o B — B) 5 (3 — B+ - (3 —3) ; |
e |2

A questa formola si pud anche dar la forma segnente:

= (= ) — (2 — L) |
11 il_'fnl.l (Bi __'E:) __(:-:H‘I—__E (TI“I"!:]

T = = v (7')
O e e

Tl 2 1 1m 'pm (i ]511 I
Mediante queste formole semplicissime possinmo facilmenie deter-
minare I'area d'un triangolo LMN, percorrendo 1 lati d'un altro trian-

golo ABU, preso ad arbifrio nel piano del primo; piu in generale,

T N P < T2
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potremo enleolare 'area racchiusn da uns spezzata gualungue, ope-
rando sul triangolo aunsiliare ABC.

4. Quando uno o piu fra 1 rapporl ay,...,Bs, Ys sono nulli, il che
ha lnogo quando qualcuno der vertier del triangolo LMN appartiene
al perimelro del triangolo fondamentale, le (7) assumono una forma
indeterminata. Per isfuggire a tale inconveniente si pubd ricorrere
alle formala (3) e (4), ed esprimere o, f,...,%. n funzione di
Ty Yy 215 .-y 2u. Cos) facendo, si trova agevolmenle

A T2+ TaYn2 T+ TulfiZn — ol — TilYnZm — Tul/idh

Q

S liaTinhe (5)
Questa formula pud seriversi

S =3 B ) S

= | Ym Fm | (%)
Iy UYn <€n

A

Lasciamo nl letlore la considerazione dei vari easi particolari.
assai inleressanii, i quali st hanne dando ai vertiei del triangolo LMN
particolari posizioni rispeito a gquelli di ABC; da essi si possono de-
durre molli teoremi. alcuni de’ quali abbastanza noti.

5. Se 1 punt: LMN sone alllineati & nulla 'espressione che da A;
viceversn, s¢ A =0 1 punti L, M, N sono allineati. Potremo dunque
affermare:

“ Condizione necessaria e sufficiente affinché tre punti L, M, N, presi
nel piano del triengole ABC siano allineati, & che sia verificata la re-
lazione . ; :

?” [.m i Yn)+ i'-‘m (Tn Tl) + P“ [Tl lm) =0, [9)
o wna analoga .

La condizione affinche i punti L, M, N siano allineatt, pud eziandio
dedmsi dalla (8); si ha allora:

“ Essendo 3, ¥'y,. .., 2y guantita proporzionali alle distanze dei punti
L. M, N da lati BC, CA, AB, del iriangolo ABC, condizione necessaria
e sufficiente affinché essi punti siano alfineati é il vevificars: della rela-
zione

| 'y y'a z)
| gy y'm zu =00 (Iﬂ)

| I};] ?,I"]J zlu

6. Nel piano del triangplo ABC consideriamo ora due punti P, Q.
Per ozni punto X appartenente alla retta PQ sara soddisfatta la re-

lazione
!

x

T W £ 1), By By
["l!- Ll[]_l_;ji(au — u].!) i & %, = {), (11]

Vogliamo determinave il rapporio di partizione del lato BC, me-
diante Ia retta PQ. Supponiamo, a tale vopo, che X, percorrendo la
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rette PQ, st porti sull'intersezione di tale retta col lato BC; allora
g B, =0, e quindi la (11) da

a—’(ﬁp—ﬂnﬂ'r;;'—' %, =0,
da ¢l
1 | 1
Bo ' A
= Ty — Tn

Dungue: I rapporti di partizione determinali dalla vetla PQ sui lati
BC, CA, AB del triangole ABC, hanno per espressione

11 1, 1 1,1
Bp I B{;; 'I’p l Tll ; &y I <y -
T Ya Ep — Qg ﬁn—f-"n

Un altro punte R appariiene alla retta PQ se
1 1 ] 1

B h B (12)
Te— T e r
che, sobt'altra forma, esprime la condizione necessaria e sufficiente
affinche tre punti siano allineati.
7. Nel piano del triangolo ABC consideriamo poi una relta p, e
denotiamo con P, Py, Pc 1 punti in cui essa inconira i lati BC, CA, AB,

a . . . . .. » BP;‘, CP’II .&Pp
con Py, oy, pe 1 valori dei rapporli semplici GP. ' AP, ' BP." Pel

nobissimo teoremi di MeEsELao abbiamo

Do — 1. (13)

Per le concluosioni a cui siam venuti al n. (6), osservando la (11),
e faeile conchindere che
Il verificarsi d'una delle tre relazioni equivalenti

oh I TI' —T & EF__ — Pa | ET e
e ' B 2 Tp P L ty, L, (14)

& condizione necessaria e sufficiente affinché il punto P e la retta p §ap-
partengaio. ')

Da qneste relazion: & facile dedurre ehe

“ Detto R il punto d'incontro delle rette p, q, si ha

1 1 ] 1 1 1
. Po Qe . »n __ s In __ Py i
o= pr po—ge ? = p g ™ (15)

(i) La yuestione B18 del * Supplements , & un ense pariieolare di quesla propoesizions,

W m—

";J‘-L' L

A |
==f‘.::-..5'

=
ql."H-'

1\-‘". i—l f

L]
™
1y
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I quindi & ovvio che u 1 perificarsi delle reluzione
1 1 1 1

Pe Qe P M (16)

_—
1

™ — Py — T
5 pondizione necessaria e sufficiente affinche ¢ relie P,

uno slesso punto ..
In pariicolare

{, I prssino per

“ JI verificarsi delln relazione
A
Pe g (17)

1 — pu L —
3 condizione necessarin e sufficiente affinché le refte p, q stano parailele .
8. Le considerazioni svolte precedentemente s'applicanoc molto
atilmente nella investigazione delle proprietid di figure aeometrichs,
dipendenti lall’allineamento di punti e dalla concorvenza di rette.
Daremo aleuni esempi dimostrando una sgrie di proprieta notevolis-

sime sui triangoli.
Premettinmo la dimostrazione d'un cl
applicare nelle considernzioni che stiamo per isvolgere.
(ousideriamo ancora nel piano del triangolo ABC il triangolo LMN;

denotiamo rispettivamenle con .. Py, Pe i punti in cui le refte MN.,
NL. LM incontvano i lati BC, CA, AB del triangolo ABC. Si ha: ()

1

assico teorama che dovremo

1 1 1 1 1 |
— == e — s I

. ’.in.+§?m_ ‘;'u_t_‘ﬁ. 2 | O
o T — (= ' dn — 4 ' pp == i :

gueste velazioni fra loro membro a membro, tenendo

molfiplicando
ben presente che &
1]51T'I —_— '1n|;jme — ﬂng‘u‘i'n — T 11
si trova ngzevolmenle
1 ( 1 3".1 - & HI T]u
S~ l _— S . + ! :m"'l. . L
p p p ml%lTn i o T1 )+ “m B“ Tl AP Enﬁﬂ-
Whife — . - ’
X ljlﬂ i X +/1 Tm b
— ey i - | 1 ' | niod |
1 Zm Iﬁ'n 11 l Em I l]jn | ¥ L Blr*

Da questa relazione visulta che se & 23.7.=— L, pssia se le relte
AL, BM, CN concorrono in un punto, & pure Puphpe = {, ossia i punki
P.PuPs sOND allineati; viceversa se papvpPe = 1, si dednee @bt =—— i i

Diremo dungue eol DesardUEs: .
TrorEMA. — e (8 comgiunyenfi & vertici omologhi i due triangoli

concorrond in un puwitto, i punk: A incontro de’ lovo lati omologhi somo

allineati; e viceversa.

(4} Per le nolazioni si vicordi eiv che s'% detlo precedentement e

el

o —
e




152

PERTODICO DI MATEMATICA.

Quando dee briangoli sono in fali condizioni essi =1 chiamano omo-
logici; si chiamano rispetiivamente centro e asse d’omologia, 1 punti
di concorrenza delle congiongenti i verkici omologhi e la retta ehe
contiene 1 punti d'incontro de’ lati omologhi.

8. Preso un punte P nel piano
del triangolo ABC, elamiamo al-

gebricamente associati al punio P |
1 punti Pa, Py, P., definifi rispet-

fivamente dail rapporb oy, — i,
—Tps — @ps ﬁll! — Yps —&p, _5}?1
Yp. V'& dongue un punto alge-
bricamente associato al punto P,
relativamente a cinscon lato. B
evidente che P, pud otleners
da P nel seguente modo: Siano
rispettivamente B,, (' 1 punti
m cul le rebte AU, A B, in-
contrano 1 lati AC, AB; le reite
BB, CC, AA, concorrono nel
punto P.. Analogamente si pos-
sono ottenere i punki Py, Pe. Il
triengolo P,P,P, & circoscritto ad
ABC ed & omologico con esso, es-
sendo P il centro d’omologia. 11
triangolo ABC, & anche il trian-
zolo pedale di P vispetio a P,P,P..

I facile vedere che le rebte
PQ., QP,, essendo P, ) due punti
qualungue del piano del triangolo.

passano per nno stesso punto A,
del lato BC, e s1 ha (o, 6)

2 L
B TR
T Yo T Yu

A nalogamente le coppie di reile
PQ,, QP; PQ., QP., si tagliano
nei punti B, G, dei lati AC, AB,
e sl ha,

1 1 L__ |
n T i | &y
Pl . H;_ -
2 U 1= %y v ip T fin
Si deduce

’?rE"r'fr i 1:

Presa una retta p nel piano del
triangolo ABC, chiamiamo alge-
bricamente associate allu retta p le
rette a,, &y, ¢, definite rispetliva-
mente dai rapporki gy, — Poy —Pos
—Pa; Pv, — Pey — Puy — Pvy Do
V’e dunque una reita algebrica-
mente associata alla retta p, rela-
bivamente wn ciuscun vertice. B
evidente che a, pud ottenersi da p
nel seguente modo: Siano rispel-
livamente P%, P 1 punii m el
le retle che uniscono B, C coi
punti d"inconfro delle retle AP,
CPq; AP,, By mcontrano 1 Jat
opposti; 1 punti P, Py, P, appar-
tengono & una medesima retla ay.
Analogamente si possono ottenere
by, en. U triangoio di lati ay, by, o
& inscritto tn ABC ed & omologico
con esso, essendo p I'asse d omo-
logia.

I facile vedere che, essendo
p, q due rebte gualungue del piano
del Eriangolo, 1 punti pa,, gu, sono
allineall con A e che la trasversale
angolave che i conginmge taglia
il Jato BU in un punto R., e si
ha (n. 7)

i ;1
— o i Je
ot

Annlogamente i punti pb,, gb,; pe,.
gen sono allineati con B, C e si ha

1 1 1 1
—_—
= Pau /% R Py 71 )
Petqe ' " s
Si deduce
?';.Th'l‘g —— 1.,
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o si conclinde che le relte AA,,
BB,, C(; concorrono in am punio
R. Diremo dungue:

TroreMA, — L congiungenti
siascuno di die punti dati con U'al-
gebricamente associate all'aliro ri-
spetto a un medesino luto si tngliaio
si questo lalo;

— i e —

153

e i eonchinde che 1 punti Rs, R,
R. stanno su unf stessi robin 7.
Diremo dunque:
Trorena, — 1 punii d'incontro
di ciaseuna di due velte date con
Falgebricamente associata all'altra
rigpelto a uno $lesso vertice, 80110

~allineat: con GUESLO ;

le congiungenti i punti cost ot=

tenuti coi vertici opposti al trian=-
golo concorrono in punto.

j0. Giusta cid che s® delLlo nel
denti, deduciamo, come covollary, le segnentbi:

« Qp un trinngolo dato € Di-
seritio in un triangolo e cireoscritlo
a un aliro, e se il triangolo eireo-
seritto al dato & omologico con €sS0
e con quello inseritto, il dato e que-
s’ ultiio sono froloro omologict .

(Copsideriamo ora un
inseritto 1n esso, ©

-

- epritio a un I

poseia un {riangolo

i pumti o mcontro delle rette cosi
oftenute co' lati oppesti del tritil-
golo sone allineati.

5. 8 e 9. dalle proposizioni prece-

“ S un dato triangolo € circo-
jungolo e inserifto

in un altro, e s& il triangolo an-
seritto mel dato & omologico con €350
e con quello civeoseritto, il dato ¢
qu#ﬂ!'miimusmm omolngiel fratoro,.

triangolo ABC, guindi un trinngolo A, BU,

A',B,C, inscrilto nel pre-

cedente. Per le proprieia or ora enunciate se ABU e omologico con

ABC, e A" R.Cu quasL'ulLimi sonu fra loro omologiei;

f (I & 1)
se A'\BWCy

5 omologico con ABU e con A B,Cp, quest altimi trinngeh sone omu-

logici fra lovo. I facile ora dimostrare che

se A,B,C, & omologico

con ABC & A BC', questi due triangoli sono fra loro omologiel.

Infalti, sin P

il punto d’incontro delle rette AuA'y, BBy,
sono omologici. Sin B 1 punto
1a relta AR taghi ByGy
e XB,C, tra love omologiei, le retfe A X, BB,
pessa per Q e X concide con A'y. Uio wuol
(', concorrono in un punto R, ed in

aoli ABC. A'BLCY
rette BB, CCy, &

un punto; dungue AX
dive che le retle AA', BBy
tal modo & provato )asserto.

il punto di concorso delle rette AAy, BBy, CGyi e

sin U
(,0q: dico che i braan-
d"incontro delle
in un pumto X ; essendo ADBCU
¢, coneorrono M

Siamo dungue in grado Fenunciare In seguente importante pro-

prieta:

TEOREMA. — Se s {re trirmgai’i

omologici col lerso, £s8i

gli i inseritti negli altri, due sono
sono omologiei {ra lore.

Da questo teoremu s possone dedurre. come casi paricolari, molie

notevoli proprieti del Lriangoio.

Ne ennuneiamo uni abbastanza nota.

(*)

« L vetle che uniseono i punti medi de’ lati d'un (riangolo ai punfi

medi delle altezze corrispondenti concorrono in

LEMOINE) ..

(1) Senrdmien, Esencia Panaliziz 1, § 53,

un punto (Punfo di
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H. Consideriamo RIICOLA, come
al n. 9, due punti P, Q eo’ loro
ulgebricamnente associnti. 1| rap-
porto di purtizione del lato BC,
determinato dalla refta PQ &

1 1
, b "By
1_1,__ i '
7

che non muta eambiando Bey Pas
T Yo iSpetiivamente iy —Bps —Hp
~ Yo —Ya- Cid vaool dire che la
retbn P,Q., che conglunge gli al-
gebricamente nssocinti g P, Q.
taglia 1l lato BC nel sno punto
d'incontro con la PQ.

Inoltre le retfe PpQy, P.Q.,
concorrono 1n do punto del lato
BC, attesochs il rapporto di par-
tizione del late RO, determinato
tanto dall'uno quanto dall'aliry
lia per espressione

1
&5
Yot

In conciusione avremo:
TeorREMA. — Lo #ye COMGNTT =
genti i punti algebricamente assp-
cinbi a due punti dati rispelto n
ceasenn lato dun triangolo, incon-
trano ¥ laki vispetlivi in punti che
stanno sulla congiungente punt;
dati, e §'incontrano due o due sui

bati del triangolo dato.

|:=~'|""l

—

Consideriamo ancora, coms il
n. 9, due retta p, ¢ eolle lore al-
gebricamente associate. Detto R
tl punto d'iocontro delle vebie oy,
81 hn

a1 1
Py He .
ﬂr e ¥
P — g\

questo rapporto non mnta cian-
bisndo py,, g, Pey qo rispetiiva-
mente in — gy, — iy — Py, — g,
Cid vuol dive che j punte a,a,
d"ineontro delle algebricamente
Resociale a p, g, e il punto d’in-
contro delle rette p, g stesse, sono
allineati con A,

Inoltre i punti by , Cpfy SOND
allineati con A, atfesochs il rap-
porto tanto dell'uno quanto del-
Paltro di questi punti sul lato BC
ba per espressione

L1
pr: EE .
Py — v

In conciusione uvremo:

TeoreMa. — 7 tre punti d'in-
contro delle seile algebricamente as-
sociate @ due retle dale rispetto a
clascun vertice d'un triangolo stan-
no sulle relte che congiungono i per-
tics del triangolo col punto @'in-
contro delle velte dute, ¢ sono due
a due allineali eoi vertici del trian-
golo dato.

12. Tenuto conto del teorema enunciato al n. 10, e delle osserva-
zioni fatte al n. 9, daj teoremi precedenti e da quelli del w, 9, si de-
ieouo le seguenti proprieti generali:

Teorema. — Se due triangoli
cirecoserilti a un levzo sono COn 2350
omologici -

1% Le congiungenti i vertici
omologhi d'essi sone lati i trign-
gote inseritéo al dato ed omologico
con esso e con gli altvi due; I'gsse

Trorema. — Sp due triangoli
mseritli in un terzo somo con 2850
omelogici.

1. 1 punti d'incontro dei lati
omologhi d’essi sono vertici d'un
triangolo circoseritio al dato ed omo-
logico con esso e con gli aliri dye,

ﬁ*t‘hwml
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dell’vinologia di questo triangolo col
(ato contiene i centri delle omologie
el dato cogli altri due,

2° 1 punti d incontre delle con-
giungenti i vertici omologht di cia-
seuno ' essi con 4l ventro dell’ omo-
logia dell'allyo col duto, sone vertici
'un triangolo inseritto nel dato ed
owologico con esso.

il centro dell'omologiu di questo
triangolo col dato & il punto & in-
contro degli assi delle omologie del
dato cogli altvi due.

2°, Le congiungenti i punti ' in-
contro dei lati omologhi di ciuseuno
d'essi con Uasse dell’ oinologio, del-
Valtro col dato, sone lati d'un trien-
gola circoseritte al date e oinologico

GOt €850,

(Continue).
H. VeropLLiy,

UN PROBLEMA DI ANALISI COMBINATORIA

(posto dan LORD KELVIN)

“I. 1l problema, che voglinmo considerare, & il seguente:

“ Quanti sono i casi che si possono presentare nella risoluzione
“ numeriea di un triangole sferico, quando si suppongano dati i tre
“ labi, eiascuno colln approssimazione di un primo?

Questo problema & stato considerato da Loep Kewviw (Y), il quale,
a proposito della risoluzione del triangolo di posizione (che ha per
vertici lo zenil dell'osservatore, J'astro osservato, ¢ quello dei due
poli che & posto dulla medesima parie dell'squatore celeste dalla
quale si trova lo zenit) dali i tre lati (e cioé 1 complementi della de-
clinazione e dell'ultezza dell’astro e il complemento della latitudine
assolala dell’osservatore), fa Il seguente considernzione.

Quando pensiamo alle wiglinin di triangoli caleolati giornalmente da
tutti @ bastimenti in navigazione, possiamo per un Mmomento essere con-
dotti @ pensure che ognune di essi sia git stafo visollo, e che ogni nuovo
calcolo sia semplicemente la vepetizione di un caleolo gid faito. Ma questo
sarebbe un grande ervore, anche supponendo ehe per gii usi pratici non
oceorra spingere ln approssimazione oltre wn primo. Infuatii, vi sono 5400
primi i 90 gradi, e quindi vi seno

5400° — 157464000000

) Proceedings of the Royal Secisty (of London), vol. X1X, 1870-71. piag. 260, La stessa con-
wideraziono @ ripetota. con altre parvole, nelln prefasions alle Publes fur faatditlag Swmner's metfrord
mt s2a. Londra, Tnylor, 1874,

(Curraggenido Ze bozze). L'ilInntve professore, il pil grande seienziatp, teorico protico, maoilarno,
@ morto in guesti giermi: Iz sun tomba & sbnts posta aceatito a guelle di Newzon; nessuno pH dl
Lni meritovn guesto sommo anore,
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triangoli da risoleere ; e cio, pur supponendo di ealeolarne 1000 al giorno,
richiederebbe civea 400000 anni (quattromila secoli!). dnche servendosi
solo delle soluzioni di tréangoli, i cui laii siono un wwnero intera di
gradi, 1 triongol: da visolversi sarebbero

907 = 720000,

e queslto nwmero & ancora troppo grande, ¢ la corrispondente disposizione
inowna tavola ¢ troppo complicata.

2. A noi pare che alla precedente conclusione si possano fare tre
obbiezioni.

La prima & quesia, che von basta supporre bull’e tre i Jabi aculi,
perché nel (riangole di posizione due lati (il complemento dell’allezza
e il complemento della Iatitndine assoluta) sono bens) aeuti sempre, ma
il terzo lato (il complemento della declinszione) pub essere olbusoe
(quando la latitudine vera e Ia declinazione sono di segno centrario).
Per il triungolo di posizione bisognersbbe dunque supporrve due lati
variabill da 0" a 90% e 1] terzo vamabile da 0" a 180°. Notiamo su-
bito ehe questa supposizione si puo sempre fare anche nella risolu-
zione di un iriangelo sfevico qualungue (dati i tre lati), perche la
risoluzione di un triangolo avente due o tre lali obtusi si viduce im-
mediatamente alla risoluzione di un triangelo avente un sol Into
oftuso (').

La secondn obbiezione & che per risolvere tutki 1 triangoli pessi-
bili non & necessario considerare le disposizioni con ripetizione (come
evidentemente si e fallo per giungere al risultato accennato), ma
basta considerare le combinazioni con ripetizione; perché, variando
I'ordine del dati, non occorre nn nuovo calcolo e basla variare cor-
rigspondentemente ['ordine degli angoli,

La terza olbiezione, finulmenle sta in eid, ehe, per evitar di ini-
ziare moltissimi ealeoli anntili, si deve naturalmente supporre che si
verifichi a priove se le condizioni necessarie e sufficienti per 'esi-
stenzi del friangalo son soddisfulle. Si noti perd che della prima non
occorre Lener conto, perche, bastande supporre un sol lato, al pii,
oliuso, essp & sempre verificata,

Coneludendo: il numero cerealo & il numero delie combinazioni con
ripetiziona che st possono formare con tre numert interl, due dei qunh
vartano da 1 a 5400 e i terzo varia da 1 a 108000, escludendo tutte
quelle combinnzioni nelle guali ciascuno dei tre numeri in esse com-
prest non sia minore della somma degli altri due,

OsservAZIONE. — Be a, b, # sono 1 lati di un triangolo sferico e due
o tre di essi sono obbusi, e se a, 4, ¢' sono i lali del colunarve (avente

(" Due Lrinngell sferici si dicono eeluanrs quando a1 possono disporre in modo che nbbinuo
mn late comunsa, & che gh altm doe Int dell’'one siane | proluugsmenti degli nltri dos Infl del-
Valere, quanto piod 8 pud con esal forinnre un fuso (V. Casey, 4 Trpatise on Spherieal Trigono-
aelry, Dubline, Hodges, 1888),

-

& o ————
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con esso in ecomune il lato @), & facile verificare che le guattro con-
dizioni

albte<860° a<hte b<c+a c<a-+b,
necessarie & sufficienti per I'esistenza del friangolo primitivo, equival-
gono alle tre condizioni

a—b+e, V<i+a ¢<a-b,

necessarie e sufficienti per V'esistenza del trinngolo colunare accennato.

3. Si ricordi, prima di tutto, che, dnti # elementi in un dato or-
dine, per formare tutte le loro combinazioni con ripefizione e di
classe k., basta far segnire ogni combinazione con vipetiziono di
olusse & —1 da einseun degli elementi che seguone l'uvitimo, comin-
cinndo dall'nltimo stesso; e si immagini d'avere cosi formale tubte

C e SO ; . o s 1 :
le eombinazioni con ripetizione e di classe 3 der primi - numery,

presi nell’'ordine naturale e supponendo » pari.

Tulte queste combinazioni poiranno essere divise in n gruppi, in
modo che quelle del primo gruppo abbiano tutte per primo elemento 1,
" che quelle del seecondo gruppo abbimo kulle per primo elemento 2, ...
che guelle del p° gruppo abbiano tutte per primo elemento p. Ognuno
di guesti gruppi polra a sua voltn esser diviso in tante linee, in modo
che le combinazioni appartenenii a una stessa linea abbiano, succes-
sivamente. tutte lo stesso secondo elemento: cosi il primo gruppo
verrh diviso in n linee, tali ehe le combinazioni contenute nella prima,
nella seconda,... nella g* linea comincieranno con

| - 1.8y .:c L5 aas

il secondo gruppo verrd diviso in z— 1 linee, tali clie le combina-
sioni contennte nella prima, nella seconda, ... nella g* linea comin-
eleranno con ‘

2,2; R I 2. (g-+1);...;
il p* gruppo verrh diviso in n—(p —1) linee, tali che le combina-
sioni contenute nella prima, nella seconds, ... nella ¢* linea comin-
gieranno con

pp; p+1)i.. plgrp—1i....

Cib posto, per Ia risoluzione del nostro problema, basta cercare
i1 numero delle combinazioni che, in ciaseun gruppo, soddisfano alle
due seguenti condizioniz primn che cinscuno dei due primi elementi
sin al pil vgoale a —;—u (pevehé basla supporre che uno solo dei lati

=

possa esseve obbuso); scconda, che il terzo elemento sia minore della
somma degli altri due (perchd, per il modo col quale le combinaziom
sono formale, tanto il primo che il sacondo elemento sono certamente
minori delln somma degli altrivdue).

[l e o B

|
|

B et e L
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Si eominei dall’'esclndere gli % gruppi nei quali il primo elemento

: . . . o : :
e maggiove di—5 . Considerando posein il secondo elemento, si osservi

che dal primo gruppo devono essere escluse tutte guelle linee nelle
. L . T ~ B .
quali il secondo elemento & mageiore di - resteranno cosi - linee

=l

soltanto; che per la slessa ragione nel secondo gruppe resteranno

solo 1} linee, ..; nel ° gruppo (pg%) resteranno solo ; (p—1)
linee, . .; nel (%) gruppo resterh nma linen sola.

51 escludano ora da eiaseuna linea rimasta (ntte quelle combina-
zioni nelle quali il terzo elemento non & minore delle somme deglhi
altri dne. Nel primo grappo resta una sola combinazione per agni
linea; infatli la prima e Ja seconda combinazione della ¢ linea sono

1:5’:?: e ]!‘?l (q_{_l]n

¢ quindi ta seconda (e, a fortiori, ognina di quelle che Seguono) va
esclusa. Nel secondo gruppo restano due sole combinazioni per ogm
linea ; infatti la prima, la seconda e la terza combinazione della g*

linea sono
20-+De+1;  Z(g-+1,(4+2); 2(g-L-1),(q+3),

e quindi Ia terza (e, a fortiori, ognuna di quelle che segnono) va
esclusa. Nel p" gruppo restano solo p combinazioni per ogni linea ;
infatli la prima, la seconda,...la »* combinazione della * linea sono

pilg-tp-—-1lgt+p—1); plgt+p—1).(g-+p)...
calgp—1)(g-+p+r—2)

qnindi I'nltima combinazione che resta & guella in cui

q_I_P+1-__2=p+[q+p~1)—l , ULSSIA =P,
Del primo, del secondo, .. del p° gruppo restano dunqgue

%. 2 (%—1),... v (%—[P—”)=

combinazioni soltanto.
Indicando con N il numero cercato, sard quindi

F 3 n n_I_EP‘:_;_ F:?
N=Xp[3—6—1)| =232 ) <'p
=] - p=I rp—1

da cui, eon facili trasformazioni,

n (n-2) (2 4 4)
N= 18 '

|

- .
i N B L 3
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Questo & dungue il numero delle combinazioni eon ripetizione che

si possono formare con fre dei primi n numeri inberi essendo n pari;
s » . . . . it

colle condizioni che due di essi varino da 1 ad -5 sollanto; e che
sinscnno dei tre numeri che formano una stessa combinazione sif mi-
nore della somma degli altri due.

OSSERVAZIONE. — I8 molto notevole che il numero precedente I'i=
eulti precisamente nguale al numero delle combinazioni con ripeti-

: . : n N :
zione o di classe k che si possono formave con - elementi differenti,

=

senza nessuna delle condizioni ora wecennale.
4, Applicando la formula precedente al caso considerato da Lorp

Kervin, si ha
N =26 258 581 800,

che & minore di un sesto di quello indicato dal TromsoN siesso. Nel
cnso poi che i lati =i snppongano vaviabili di 1° in 1°, (anziché di 1’
in 1') s ha

N =125 580.

BEvidentemente il primo di questi visultali non ha nessuna impor-
tanza praliea e solo soddisfa a una purn curiosiliv scientifica, ma
altrettanto non si pub dive del secondo. Infatii, da esso facilmente
visnlta che una tavola, ln quale desse i tre angoli (p. es. colla ap-
prossimazione di 1) variando 1 tre lati di 1° in 1°, pofrebbe benis-
simo essere caleolaba e racelimsa in un solo veolume (contrariamente
a quanto si & concluso nella consideraziona riportala in prineiplo);
e questa tavola generale renderebbe inutili molle tavole speciali, che
si usano nei ealeoli nantier.

Prof. Givseprr PEsor
della B Aceademba Naviale,

SUPEREICTE CHE PASSANO INFINITE VOLTE PER (URVE

o punti arbitrarinmente scelti
»

I. In un fuscio di piani di sostegno I siano scelli ad arbitrio »
piani; in ciascuno pisno z sia dato nna curva 4 di equazione

H=1,E.---ﬂ} 2= (o) T - Wy Tm_l—i‘-n—l—ﬂm—:.i'l'“l—ﬂm.l (1)

e e
T e — = —_ﬁ_-F_-_ ——
= omm - IR iF & - S T
— ) - r FHES ok — 2 P — e i =

—r
- == = - - T .

o ———
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quando Ia si viferisea ad un sistema di assi cartesianiy, di cul 'asse z
coincidente con ! e I'asse x colla sezione dj 25 Com un piano § nor-
male ad 7 in on punto 0.

Vogliamo costruire nna superficie che passa infinite volte per le n
eurve ¢ arbitrariamente fissate sugli # piani datbi.

Come coordinate di un punto M prenderemo la distanza z di M
dal piane 3 ¢ le coordinale polari delly proiezione di M sul piano B,
issala che sin in guesto una retta ) come asse polare. Di pili, se-
guendo unn convenzione introdotta dal Loria () sulle coordinate po-
lari, In coppin di numeri r, w rappresenti un panio del piane anche
¢ 1 e negativo e pil precisamente il punto ehe dista di — # da 0

sul raggio che forma coll’asse polare I'angolo w4 =%, f;';;;
Se wy, wa,...wy sono gli angoli che i piani, scelti nel fascio, fanno o€

col piano per ), le equazioni delle n enrve o sono

| 0=,

(i=12...n) | z=ap, " d-ay 2" |-, .. T ey Ty

Si costrniscano le m -1 funzioni razionali intere di grade non
maggiore di n—1 in ¢, dy () (k=0,1,2,. ..Mm) che per

f1)y (Dg [ﬂ'ﬂ
t—sen—i—, tzsan—ﬂ—,.*.ﬁ=53ﬂ-—3

assumono 1 valori
ﬂ'k,l y Oga g v=- ﬂ'k,u .

: ()
Allora In funzione Wy (EEII 3) assume per

W == o), (mod 2x)
il valore ae.. Indichiamo infine con 7 (w) la funzione

B — (0, () — )y (M —

5 . Sen 3 - » - 38N B .

51

che si annnlla per tutti e soli § vajori Ul w elie siano congrui ad
1, ta, . ..wy, rispetto al modylp 2-.
Cio posto, I'equazions

=i -

) W
==y (HEH T p Ly (Een T}-) == s

0

cr o T Uy (E"Eﬂ 3) Py, (53" %) Twp(w)  (2)

rappresenta una superficie clie soddisfa alle volute condizioni: infatti

ogui volta che sin
w=w, (mod 2x)

(1) G, Lorta. Osservaszioni sulie cooridinals 2elari, ® Perlodiro di Mlutematien < 1000,
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I'equazione (2) =i riduce a

z=aoy 7"+ s ™™ . A P O

Ogni piano del fascio non coineidente cogli n piam contenenti le ¢
baglia la superficie secondo infinite curve del tipo (1): ogni piano nor-
male ad / taglia ln superficie secondo una curva che passa infinite
volte per i punti che desso piano ha in comune colle ¢.

2, In un piano v siano dati » punti A, A,,...A,: prendiamo su v
stesso un punito O, per modo che i raggi OA,, OA., ... OA, siano di-
stinti, e per O una retia A

Siano 1y, ve, ... le lunghezze dei ragoi OA;, OA,, ... 0A, e siano
Wy, g, ... o, g angoll che questi raggi formano con una determinaia
direzione i 2,

Denotiamo con ¢ (f) voa funzione di f razionale intera che per

s ﬂ . g | ]
= Sin 3 —san—:{ 5% m s t—san?

assume vispeltivamente | valori
Y1, 72,.--7.
Se O sl assume 1n 7y come polo e L come asse polare, 'equazione

tw
=1 (EEII —_,—)

=

& I'equazione, in coordinate polari, di una curva L che passa per gl 2
punti Ag, Ag,... A,

Sara definito un sistema di coordinate eilindriche se per O man-
diamo un usse normale a ¥ e lo prendinmo per asse 2, Su ciascon piano
useente da 2 e con centro nel punto in cut queslo incontra la linea L
si immagini traccinto un civeolo il eui raggio sin wp (w), essendo ©
'angolo che il plano considerato forma con il piano contenente z 6 )
e w(w) la funzione definita nel paragrafo precedente.

Il Inogo di questi eireoli & la superficie

[

2t [r— d (EEI] 5 )] w'yp (w)' =0,
che soddisfa alle volute condizioni. Ogni volta, infatti, che sia
=12 ../%)

I'equazione precedente definisgg 'umico punto

0= w; (mod 2x)

i}y
EZU, TZLP(HEH_TJ)" m:mg_
i

La superficie considerata & il lopgo di un cirecolo mobile il cui
centro percorre infinile volte la linea

=13 sen m)
J il
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ed il cui raggio, variabile eon w, si annulla par
W= w, (mod 25 [=1.2...9)%
La sezione di questa superficie con v & una linea

=1 (BBH —}) + ayp{w)

che passa infinile volle per ghi o punti Ay, Ay, .., A,.
I ovvio osservare che in luogo di circoli si possono prendere
albre eurve,

Firuirro SiBigans.
Bologna, maggio 1907

I SISTEMI LINEARI DI CERCHI
sulla sfera e sulle superfici a curvaiura costanie positiva

l. Sono nole le proprieta semplici ed eleganti dei sistemi lineari
di cerchi sul piano; ed & pure noio come tali proprietia offrano molle
analogie con quelle dj somiglanti sistemi di cerchi sopra una sfera.
Le propriety di questl ulfimi si dedocomo nel modo piii semplice, se-
gando la sfera coi piani di un fascio o di unn stella; ed & gquesta la
via che ordinariamente si segie nella esposiziona di dette propriefa,

Tuttavia un tale metodo di esposizione, se da una parte presenta
il vantaggio di una maggiore semplicith o speditezza (lalehie sard
sempre didatticamente preferibile), dail'alira ha lo svantaggio di non
porre nel debito rilievo tutta In portain delle proprieta in questione,
facendone esso dipendere Ja dimostrazione da considerazioni skereo-
mebriche, e subordinandole quindi alle forma effettiva che la sfern ha
nello spazio. Invece e proprietd dei sistemi lineari di cerchi tracciati
sopra una sfera sono inerenti alla superficie di questa considerata in
se stessa, indipendentemente dalla sua formu effettiva: appartengono
ciod a quella catezoria dj proprieta che coslituiscono la cosiddekta
geometria della superficie, e che, conservandosi inalterale comunque gi
fletta (senza rotture nd stiramenti) la superficie stessa, appariengono
non ad essa sollanto, ma aliresi a tutte le sue deformate, ciod, nel
caso della sfera, a tubte le superficie a curvatura costante posifiva, ()

Da questo punto di vista puo quindi sembrare preferibile una
esposizions delle proprieia in questione, in cui esse vengano dedotte

(}) Veggasi & qnesto proposito: L Beanenz, Lesioni di Geom, diffevenzinle, vo), 1, 88 98, 100, 154
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senza uscire dalla superficie, facendone seaturirve la dimostrazione da
sole considerazioni di geometria sferica; e che resii gquindi valevole
per una gualunque superficie a curvatura coslante positiva,

Il quanto s'@ cercato di fare nelle pagine che seguono, e pin spe-
cinlmeute nei 8§ 2-7, essendo 1 due ultimi §§ destinali in ispecial
modo a collegare il metodo di trattazione 1vi adottato, coll'altro che
gl segue ordinarinmente.

Le cose svolle nei §§ 2-7 sono, come s e dichiarato or ora, appli-
cibili senz'altro ad una qualsiasi superiicie a curvaturn costanie po-
sitiva: bastera percid sostitnire la parola geodetica all’altra cerehio
massimo. B noto inoltre come la geometria sulln superficie a cnrva-
tura cosiante positiva coincida in sosianza colla cosiddebla geometria
non-euclidea sul viano elliitico: la teoria che segue pud quindi anche,
se ai vuole, essere riguardats come quella dei sistemi lineari di cerchi
sul piano in geometbria ellillica, bastando percid sostituire la parola
retla all'altra cerchio massimo: sotio un lale punto di visfa essa si
presenta come la naturale estensione dell’'ordiparia teoria omonima
sul piano enclideo.

Si notera infine che la stessa teoria & pure immediatamente esten-
gibile ai sistemi lineari di coni vrotondi in una stella, bastando percid
sostituive le parole, raggio, piano, angolo, diedro, cono vispellivamente
alle allre punto, cerchio massimo, arco, angolo, cerchio minore.

Con eid mi sembra sufficientemente spiegato il modesto scopo di
gquesto avficolo.

2. Abbinsi nna sfera 3, di cui assumeremo il raggio egunle al-
I'unitéa: su ogni suo eerchio massimn mtenderemo sempre lissalo a
piacere un senso che diremo positivo, Se A e B sono due punti di I,
indicheremo con AB la misura del minore dei due archi di eercehio
magstmo aventl gli estremi in A e B (distanza sferica di A e B),
positiva o negativa secondoché, percorrendo 1l detlo arco da A in B,
si procede nel senso positivo fissato sul cerchio massimo AB, o nel
senso opposto,

Con tnle convenzione & chiara ehe AB4-BA=0, e AB=AC--UB
(mod. 2x), U essendo un terzo punto qualsiasi del cerchio massimo AB.

3. Cib premesso, dati su X due punti qualunque A e B, determi-
ninmo il luogoe geomelrico dei puntd P di I, per cu & cosfanle ed
= * nio:

h il rapporto oaPA

%o0s PB -

Anzitotto, se da un tale punte P si conduee il cerchio massimo
normale al eerchio massimo AB, ed & O 'uno o I'altro de1l panti in
cul lo Incontra, per la nota relazione che passa fra 1 Jata di un trian-
golo sferico retttangolo, s1 avra:

cos PA = cos PO cos OA
cos PB = cos PO cos OB

—

— S —e i e
T =g rr—— . 5
= - m -

= i —_ =

= T o — = —

R ] e e, = -_.-_;h‘r-l- n -‘-I_F'-:__,.n.- _— P
5 g & m———— T T e
= = -~ . - - . o - = L L
e - - ¥ - = "
" r - = L — e -
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e quindi;
_cos PA  cos OA
—cos PB T cos OB

D1 qui, dividendo & componendo, & oltiene:

h—1 eos DA —cos OB  cos(0C 4+ CA)—cos (00 - OB)
12 cos OA+ cos OB cos(0OC 4 CA) =+ cos (OU + CB)

h

avendo con C indicato il punto medio dell'arco AB. e quindi, per una
nota formule di trigonometria;
O0C+4-0B—0C —CA

h—1 0C <+ CB -4 0C - CA
P e = 5] ig 3

onde, riflettendo che

CB=—CA=i—B
sl AVIA: m R
— 1
hry— 80Cte—5—
ciog:
h—=1
I
g5

Perlanto, se Q) & un secondo punto per eni si abhia

cos QA "
~eos QB

ed 0 & I'uno o I'altro dei punti in cui il cerchio massimo AB & in-
confrato dell'aliro ad esso normale eondotto da Q, avendosi ngual-

menle:
h=—1
h-+1
lg O'C=
tu@
S 2
risultera:
tg OC=tg O'C

e perd O coineidera con O o col suo opposto: ad ogni modo i due
punti P e Q verranno a trovarsi sul medesimo cerchio mussimo nor-
male al cerchio massimo AB. Inversamente, se R & un punte qua-
Inngue di questo eerchio masaimo normale, si avri sempre:

cos RA = cos RO cos QA
cos RB =eco0s RO cos OB

cos RA  cos OA 7
cos RB ~— cos OB~ *

@ pero:
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Ne concludinmo:

“ 71 luogo geometrico dei punti di 2 per cui & costante ed =4
il vapporto dei coseni delle distanze sferiche dai due punti fissi A
e B. & il cerchio massimo normale al cerchio massimo AB, che lo
incontra nei due punti opposti O delerminati dalla relazione:

1—k
) (1)
g5

o

essendo (il punto medio dell'sreo AB .
4. Si abbin ora un cerchio minere qualunque y di X, di cenlro

Te

sferico M e raggio sferico » ({ ﬁ) Se P e un punto gualunque di Z

e conduciamo per P un cerchio massimo qualunque ad incontrare y
in A e B, il prodotio:
PA, PB

e g 1873
& costante nl vuriare del cerchio massimo segante attorno a P,
Infatti, indicando con d la distanza sferiea PM, e con C il punio
medio dell'arco AB (<< m), si hu in ogni caso:

cos d ~cos PM cos PO

.

cosr cos MCcosCB  rcosUCB

cl1o8:
cos PO
cos UB

avendo indicato con k il valore costante del rapporto:

=k

cosrl
cos

Ora
dividendo e componendo, si ha:

cos P —cos CB k—1
cos PO +-e0s CB k-1

ovvero .
 PC—CB, PC+CB  k—1
—— B3 i1
ossia, poiche: CB=—CA:
PO--CA PC4CB  1—k
— 5 =11%

ciok nppunlo:

ove p & una costante
La diremo poienza sferica del punto P rispetto al cerchio y: essa
ha in ogni caso l'espressione:

1—& cosr — cosd @)
=15k eosr—cosd’ =
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Se si mubano gli archi PA ¢ PB nei loro supplementari, si ha:

=—PA,£ = — PR PA PB 1

ciod le potenze di due punti opposti di T rispetto allo stesso cerchio Y
(ovvero di uno skesso punto rispetto a due cevchi opposti) sono in-
verse l'una dall’altra.

Se P & esterno a v e al sno opposto, i due archi PA e PB sono
dello stesso senso, & perd (bvattandosi di archi < = in valore asso-

Iuto) 1 valori di g % e tbg E},B_ Lhanno lo stesso segno, onde il loro
prodotto, eiob la potenza di P rispetto a v, & positivo: il eontrario
avviene se P & inferno & ¥ o al suo opposto.

Cid s deduce anche dalla (2): da essa infatti risulla o=>0 se &:

—ecos r < cosd < cosr
cioe (trattandosi di archi < m), se:
"—r>d>r

il che avviene appunto gquando P & esterno a v ed al suo opposto.
Si ba poi p =0 per d =1, ciod per i punti di Y.ep=u0 perd=n—r,
c1oé per 1 punbi del eerchio opposto di v. Per d= ; , €i0d per 1 punkl
del ocrchio polare di M, si ha p=1. In tutti gli altri casl, ciog
quando P & inferno a v o al sue opposto, si ha o << 0.
y s . : { . . -

Nei casi in cui p=>0, & p— tg"g ove ¢ & la misura dell’areo (< x)
di cerchio massimo tangente condotto da P al cerchio y: mfagh in
tal caso si ha:

cos d
. T
b= cos - — 0081 (3)
o perd:
1—Ik : 3 &
P=1Fr="% g
Nei casi in eui o <0, & invece p=—tg* % ove s & la misnra

dell'arco di cerchio massimo condotto per P normalmente PM, com-
preso fra I' e il cerchiv v: infatti si ha in tal easo:

&k~ cosd CUBS (4)
¢ perd:
1
! .8
P—1 — — {8 9
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5. Siano ora y e ¥’ due cerchi minori di I, di raggi sferici » ed »/

Se P & un punto di egual polenza rispelio ad gagl, @ se ne indicano
con d & @ le distanze sferiche dai due centvi M ed M, poichs é:

1 =12
10
da p=—¢ si deduce k=1F, cioe:

Je

cosd cosd
cosr  cosy

OVVEero:
cos d cns

cosd — cosy

Per cidb che s'& visto al n. 2, abbiamo dunque che:

“ 11 lnogo geometrico dei punti I di I di eguale potenza sferica
rispetto ai doe cerchi y e 7, & il cerchio massimo normale & quello
passanfe per i centri M ed M, e chs lo incontra nei due puntl op-

. I ; g cos ¥

posti O, determinaf (aecnnﬂﬂ la (1) in cur si pongn h—ms r‘), da:
cosy — CO8 7
gos 1 1+ ces

MM’
8Ty

iglCO =

OVVvero;

r-» . r—r
tg__z_ t'g 2

M—M; ne [5]
ig 5

tg CO =

Tale cerchio lo diremo il cerchio radicale dei dve cerchi dati.
Qe snl eerchio massimo MM’ si sceglie il senso posilivo in guisa

: iz MM’ ;
che In distanza sferica MM’ sia posifiva, essendo allora 7,7, —— tntii

compresi fra (} e ,—T: . il minore dei due archi CO che soddisfano alla (5)

~ A T . -
sarad — 0 secondochd + — '; cioé dei due punti O che soddisfano

i

alla (5) il pilr vicino a C & sempre dalla parte del eenfro del cerchio
piu piccolo, ® se r=r" esso coincide col punto medio dell’arco MM
. MM o -

Se MM' =0, si hatg —5—= 0, quindi ig 00 =0, C{):—;— (salvo
il caso r=+", in cui si ha indelerminazione, come & hen naturale
MM’

2

& tgCO=0, CO=0. Pertanto se due cerchi di S sono paralleli, il loro
cerchio radieale & il corrispondente equatore.

avendosi allora un sol cerchio); se MM'=—w=, si ha ig =0,
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Evidentemente, essendo o ed é— le potenze di un punto rispefio

a due cerchi oppostl, tali potenze sono costanti insieme, cioe due corchi
hanuo lo stesso carelio radiesle che i lToro opposti.

On punto comune u due cerchi di I ha potenza nulla vispetto ad
entrambi; quindi se i due cerchi si segano, 1l loro cerchio radicale
passa per i due punti d'incontro; se s toeeano, 1l cerchio radicale &
la tangente sfericy comune; se non hanno punti comuni, non ne hanno
ueppure col loro cerchio radiecale.

b. Se tre o pint cerchi dj ® ammetlono due punti (non opposti) P
e Q di eguale poienza, ammetlono pure come taly tutfi e soli i punfi
del cerchio massimo PQ, ed hanno i centii sn uno stesso eerchio mas-
simo perpendicolare al precedente. Infatti il cerchio massimo PQ &
cerchio radieale di essi, comungue presi a doe a duoe, onde i loro
cenlri determinano a due a dne up cerelno massimo normale a gnello,
& perd sono su uno stesso cerchio NMASsm o,

Viceversa se tre o piit cerchi di 3 hanno i centri su uno stesso
cerchio massimo o, ed ammettono un pupko P di egual potenzs, am-
mettono pure come tali tutii e soli j punti del eerchio massimo B
condotto da P normalinente ad q- infatli oltre P essi Lhanno come
punty di egual potenza j poli di o, onde si ricade pel Leorema pre-
cedente.

Un cosiffatto sistema di cerchi sy di una sfern si dice un Faseio
@i cerehi, ed il eerchio massimo f il eerchio radicale dei faseio. che si
considera come facente parte del fascio stesso. Per cid che s'p visto
alla fine del n. 4, se dye cerchi d'no fascio si segano, per 1 due punti
comuni (punti base del [ascio) passano tufti i cerchi del fascio; se si
toceano, nel punto @i contatts (unieo punio base) si toocano tulti i
cerchi del fascio; se non hanno punti comuni, nltrettanto avviene per
due earchi gualunque del fascio.

I cevehi opposti ai cerchi di un fascio formano pure un fascio, *

avenle il medesimo ceorchio radicale, & per punti base Zlt opposti dei
punti base del primo.
Si 8 visto alla fine del 3. 3 clie a:

; 8
p—=—tg’ 9 ovverp: — — t.gz'g

secondoehe P & esterno o itberno a v o al sno opposto. Ne segue im-
medintamente

Ogni punto del cerchio radicale di un faseio, esterno a tutti i
cerchi del fascio od ai loro opposhi, & centro di un cerchio ortogo-
nale a tubti i cerchi del fascio. Viceversa: se tre o piz cerchi sono
Segati orfogonnlmente da due corchi fissi, essi formano un fascio il cui
cerchio radicals & i) cerchio massimo delerminato dai centri dei due
cerchi fissi: infatti tali due centri sono punti di egual potenza vispetio
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a toiti i eerchi considerati, Ne segue in particolare che tulii i cercli
ortogonali ai cerchi di un fascio costituiscono un secondo fascio, avente
come lnogo dei eentyi il cerchio radicale del primo, & come cerchio
radicale il lnogo dei centri del primo fascio.

Ogni punio del eerchio radicale di un fasecio, interno a tuthi 1
serchi del faseio o a qunelli del faseio opposto, & centro di un cer-
chio sezato da tutti i cerchi del faseio in punti diametraimente op-
posti di essa cerchio. Viceversa: se tre o pi cerchi ne segano dne
altri fissi in coppie di punti diametralmente opposti, essi formano un
faseio, di cui & cerchio radienle il cerchio massimo determinato dai
centri dei due cerchi fissi: infatti questi due eenfri bhanno egual
potenza vispetto a tutfi i cerchi considerati.

7. Consideriamo un fascio di cerchi: sia O 'uno o 1'altro dei duoe
punti opposti in cui il cerchio dei centri & inconfrato dal cerchio ra-
dicale (punti che per brevila divemo 1 punti cenfral del fasecio), e
giano d la distanza di O dal centro del eerchio generico del faseio,
» il raggio sferico di guesto, p In potenza di O vispetto & futll 1 cerchi
del fascio: esamininmo se e quando possano esistere nel tascio verchi
di raggio nullo, cioé ridotti & semplici punti, i quali, quando esislano.
31 diranmo 1 pundi Limiti del faseio.

Avendosi i generale:

Cos 1 — cos iof
P~ cosr +cosd

e, per r=0:
1—cosd 2 4

p_1+ﬂﬂ5d_lg 2

- = d @ . L L]
dn eni si haimo per tg 5 due valori rveall egunli e di seguo op-

posto, nno ezuale m zero, 0 nessuno, secondoche p %’—D Pertanto in
an faseio di cerehi ¥ esistono due punti timiti, situafi ad egual di-
stanze dalle dne parti di O sul cerchioc massimo Inogo dei centri, se
il fascio non he punti buse. e le distanze dei punti limiti da O sono
determinale dall'equazione;

gy =+ 17 (0

Qo il fascio consta di cerchi tangenli, 'enice punio base O & anche
unico punto limite. Se il fasclp ha due punti base, wllorn non esistono

pundi Lisnit,
Nel primo caso O & centvo di un cerchio ortogonale a tutti i cerchi

del fasecio, 3! cui raggio t & determinato da:

onde dalla (6) si ha:
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ciné tale cerchio passa per i due punti limiti, i quali pertanto sono
punti base del fascio ortogonale. Nel secondo caso, essendo il cer-
chio radicale tengente a tutii i cerchi del fascio, i cerchi del fascio
ortogonale passano tontti per O ivi toceandosi, onde O & unico punto
base e quindi anche unico punto limile del fascio ortogonale. Nel
terzo caso, se 3 & la semicorda (sferica) comune & tntli i cevchi del
fascio, quello fra essi che hu il centro in O La & per raggio sferico,
onde (essendo i suoi raggi le tangenti condoile dn O ai cercli del
fascio ortogonale), la potenza di O rispetto al fascio ortogonale sari:

Uztg“,%:}[];

esisfono pertanto nel fascio ortogonale due punti limili, situsti, se-
condo la (6) a distanze nguali ad opposte da 0, determinate dall’equa-
ZIone :

I

g5 ==%15
di qui e dalia precedente si deduce d=4a, onde i punti limiti del
fascio ortogonale coincidono coi punii base del fascio primitivo.

In particolare se il fascio ¥ costituito da una serie di paralleli, i
due pmmii limiti sono i eorrispondenti poli, ed il faseio ortogonale si
riduce al corrispondente sistema di meridiani.

8. Tre cerchi di X, non appartenenti ad wno stesso fasein, ammel-
tono sempre dne punti di egual potenza fra lovo opposti, punto di
concorso dei cerchi radieali di essi cerchi presi a due a due, i quali
diconsi i lovo centri radivali: infatti i puntl comuni a due di tali
cerchi radieali sono punti di egual potenza rigpetio ai tre carchi, e
appartengono quindi anche al terzo cerchio radicale.

Se quattro o pii eerchi di = hanno lo stesso eentro radicale I
comunque presi a fre a tre, si dicono formare unn refe di corchi. e
P dicesi un centro radicale della rete: vsso o esterno a futh i cerchi
della rete, e centro di un cerchio normale u tutlhi i cerchi della rete,
se in sun polenza vispetlo a questi & positiva. Il sitnato su bubli i
cercli della rete, se la sua potenza & zero. T interno a tutli i cerchi
della refe, & eentro di un cerchio segato 1 punti diametralmente
opposti da tutli i eevehi della rete, se ia sua potenzia e negaliva.

Viceversa si vede enbito che tutli i cerchi di 2 wormaili ad uno
stesso cerchio, o tutti i cerchi per un punto, o tukli i cerchi se-
ganbi un eerchio fisso in punti diametralmen te opposti, costitmiseono
una vete, di cui & centro radicale i punto fisso o il centro del
carchio fisso.

. Sie un cerchio y ed un punte P dj Z, e p la potenza di P ri-
spetbo a v. Indichiamo con S il centro di X o con Q il puntio in cui
la retls SP incontra il piano di y. Assunto sulla retta SP come po-
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sitivo il senso da 5 verso P, indichiamo eon & il valore algebrico della

distanza SQ: dico che si hn in ogni caso:

L »

— )
" Infatii sin in primo luogo P eslterno a ¥ e al sup opposto: con-

dotta da P la tanzenie sferica a y, e nel punto di contatio T la relta

§ =

| —

tangente a v stesso, questa passera per Q: allora se 1 < ? =1 ha dal

triangolo THQ:
ST — 8( cos TSQ =35Q cos TSP

ciod, essendo ora SQ =2
1=7%cost;

aﬂt}% si ha dal trinngolo TSQ:
ST = S0 cos TSQ = SQ cos (= — TSP)
ovvero, essendo ora SQ=—25
]=—>5cos|rs—Ef)=5cCos!
e pexd in ambedue i casi per Ia (3) si ha:

< 1 1
= cost &k

Qin invece P interno ay o al suo opposto; condotio 1] cerclilo mas-
simo normale al raggio sferico di y passanfe pev P, esso seghera 7 in

due punti A e B, e 1l segmento di rettn AB passerd per e ne sara

s : = : .
bisecato: allora se P & interno a ¥, B 8 < e 1l triangolo QSB di:

=

SQ = SB cos Q3B = 5B cos 'S

ovvero, essendo SQ =25, SB=1:

6= (08 8;
ss P & interno all'opposto di v, e s> —Z— e il trinngolo QSB da:
SQ = SB cos QSB = 8B cos (= — PSB)

cioé, essendo ora SQ—=—3, SB=1:

— =08 (m —3)
D=—008 8

. , . .
in ambedue 1 casi per In (4) si ha:

—
Bl

il =
i

= = - —
v e T i T
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Se pertanto P ha eguale potenza sferica vispetlo a due eerehi vy
e Y, da o =g si deduce 0=70, €108 1 due punti Q e Q' coincidono.
Viceversa ogui punto P di X ha egual potenza vispetto a tubti i cerchi
I cul piani passano per uy medesimo punto deila retla PS.

Ne segue in particolare che il piano del carchio radicale di dye
cerchi y v y' passa per la retta dintersezione dei loro piini: @ an-
cora che 1 piani dei cerehi di un faseio passano tully per la stessa
rellu, e viceversa: questa retta + Ia diremo per brevitis 'asse del
fascio di cerchi.

Possiamo dunque asserire che: * ] cerchi di un fascio sulla sfera,
non sono che le sezioni fatte su di essa coj plani di un faseio .

Jd0. Per brevita diremo diametro centrale di un fascio di ecerehi
su I, ii diametro di ¥ che ha per estremi i due punti cenipali del
fascio: & facile vedere allora ehe il diametvo centrale di un fascio &
verpendicolare al suo asse »: infatki il piano del cerchio dei centri
e normale ai piani dei cerchi del fascio, e quindi anche ally retiq o
che & loro comune; pertanto il diametro centrale, come intersez one
dei piani del cerchio dei cenfii e del cerchio radicale, ende perpen-
dicolarmente sullasse s, i giuale giace in gquest’nltimo piano.

Pertanto, se r ed » sono gli assi di due fasci di cerchi di 2 mu-
tuamente ortogonali, essi meontrano ad angolo veflo, in doe punti
che chiameremo R ed R, 1] comune diametro centrale, e sono inoltre
ortogonali fra di loro. Inoltre, poicho defta ¢ ln potenza di uno dej
centri del fascio rispetto pi ceveli del fascio stesso, Ja sua potenza
rispetto ai cerchi del fascio ortogonale & o' =—— ¢, dalla (7) segue

L]

che le distanze SR —3 ed SR’ =7 soddisfano alla relazione:

¢10€ i punti B ed R’ sono Inversi rispetto alla sfern 2. Le due retie »
ed » sono quindi rispetto a X, ¢ ambedne tangent: nello stesso punto O
(e cid avviene quando sia G=0'=1], ciod p=19p'=0, ciod I'uno e
I'aitro faseio sono costituiti da cerchi toceantisi in 0): ovvero una
eslerna e T'aitra segante (se P 8.1 & esterny, & |3]> 1, quindi p >0,
ed il primo fascio non lLa punfi base, mentre il secondo ne ha due),

I punti base di un fascio dj cerchi di I sono evidentemente j punti
In eni il suo asse inconlry Z, e 1 punti limii ; punti di contatto dei
piani tangenti condotti dal suo asse & X. Delle due rette » od per-
tanto, T"ona & la congiungente i punti di contntto dei piant tangenti
condotii dall'altrn alla sferg 3,

Insomma le due reite » ed ' sono sempre due relie coningate
rispetlo a 3, e possiamo concludere che:

“ Due fasci di cerchj mutuamente ortogonali Sepre una sfera X,
non sono che le intersezioni di ¥ coy doe fasei di piani aventi per
ass! due refle coniugate rispetto a 3 .
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It facile pure riconoscere che, dnto su T un fascio di cerebi di
asse #, i eerchi del fascio ortogonale non sono che i cevehi di con-
tatto dei eoni rotondi eireoseritti a X dai punti di »: ovvero anche
le inkersezioni di = colle sfere del fascio costitnito dalle sfere che
hanno i centri su » e segano X ortogonalmente.

Analoghe considerazioni possono farsi per una vele di eerchi su =;
i snoi cerchi non sono ehe le intersezioni di X coi piani di una
stella.

Dalle considerazioni di questi due nftimi §§ risnlta pertanto come
la teoria dei sistemi lineari dei cerchi quale & slata espostn nei §§
precedenti, eoincida in sostanza con quella che ordinarvinmente snol
farsi con sole considerazioni di stereometria. Ma menfre quest nltima
& valevole solo sulla sfera, I'altra qui espostn b suscellibile invece
di una pin larga interpretazione, come gia si & dichiarato al prin-
cipio di questo articolo, ed apparisce quindi di ana portata maggiore,

Dolt. Prerro MEeRCATANTL
Oneglia, Aprile 13907,

Pt

SULLA RQUAZIONE LINEARE TNDETERMINATA

Seguendo un metodo da me impiegato nel risolvere unho speciale
“ Problema suila pariizione dei numeri , (Vedi quesio * Periodico
di Matematica . Vol. XVIII, Settembre-Ottobre 1902) determino 1n
guesta nota il numero delle solnzioni in numeri inleri positivi, o null,
della equazione lineare indeterminalba

ATy —+ 0aTe 4 . . . Gl = N, (1)

in em le m, @, ...0, sono nomeri interi positivi assegnuli, come n.
La deduozione della formula n cm pervengo, infredolia una cervia
funzione numerica, non vichiede, come avverrebbe secondo Le Besgue,
alenna rvisoluzione di egunzioni binomie.
l. Il numero delle soluzionigella specie indicata della equazione (1),
5 il coefliciente di u" nello sviluppo del prodotto

(14 umfa™. ) e ut )., (1w ™, L)
Indieato con
.-

—
Setl=c-teomtea* ... Fean® ...
0

=




174 PERIODICO DI MATEMATICA.

tl detto sviluppo, e supposte | w| <1, polremo serivere
—=
I=(1—u").(1—u"),.. (1 —uu) ._Enr:iu‘_

Derivando logaritmieamente i due membri rispetto ad u si ottiene

S
2 LI
ISP mut =
=1 I—at == .
N
=1

==

_ i i
ossia, ponendo di nuove {1 — yh)j =3 pud

i=0
i::ﬂ
) p> I'E']I'II_I
j=m r—an )
Say 5 pfrict=— :
=1 —
. =4 p E‘il’il
1=10
& sviluppando il sommalorio esterno: |
1=roe
3 deu-
I‘;:m _ L . 4 I'm=—XxX 1 % i=1
e R T e I T .
ry=0 rp=0 L=\ » r |
- rili
i=0

Prima di eliminare il denominatore, ordiniamo il primo membro
{costiluito di serte assolutamentie convergenti per | u | << 1) secondo
le potenze ascendenti di u: i coefficienti a. dei termini simili ad 1w,
soddisfanno alla condizione a. (re+1)—1=35—1, cssia

e (e + U=J'.
e sono, pereio, divisori di j seelli tra oy, ae,. .. g,

Reciproecamente: se ay o divisore di J» clok se si ha ayg=7, con
¢ intero, quando l'indice varinbile + assome il valore re=g—1, si
avrh g=ry—-1, ossin ex(r 1) —1=j—1, epperd sarh @ coeffi-
ciente di un termine simile ad ..

Dungue, a viduzion fatta, il coefficienle di 1w pel primo membro
€ la somma o (j) di tulti i divisori di Jo seelli bra ay, toy ..., Gy,

Onde potra scriversi

==
. S i
D A gl o =1
2 o (j)ul—'= —
" E ﬁ'&llj
=0

1 ora, ad eliminare il denominatore, formiamo Ia serie-prodotho
delle due serie

s()+e@)ud-oB)u*+...4c(j)uitd....
Co—1 Calé - cats® -1, .. gt -, L

Il termine generale di essa &

Ol egato@)eat...doli—1)a+t o) e,
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o sicecome le serie-fattori sono assolutamente convergenli, sl avia:

==

Sto (1) o2+ 6 @ gt ool — Vet o (el =Z o™

9 Da questa identitd, eguagliando ! coefficienti dei Lermini di
egnali gradi in u, si lrae la formola di ricorrenza:

5“]-’-‘:—1+E{2]fi-—=+~-+ﬂﬁ'—'1}¢1 +ul£)cn=im. [i]

J

la gquale, notato che co=1, per i=1n, n—1,n—2 ..., da loogo al
sislemn
—weet+oM)ey-r+a@B)enet...T0C (n— 1) ey =—a [nh
r— (H — 1_) tn—1 T O ll] Ci—B T T 9 ('H- —-2] = 0o N 1),
—{n—2) tas 1o .. +6 (N —8)pa=—o0(n—2),

—1,U1="—ﬂ[1}|
di n equazioni livenri vispeilo alle incoguite e, ra, - - . fu, col deter-
minante (— 1) 40, che fornisce (')

s (1) s (2) s(3) ...o(n—1) sl
—(n—1) (1) 0(2) ...o(n—2)o (n—1)
I 0 —(mn—2) all) ...o(n—3) g(n—=2)
ey =1 " 0 0 —(n—38)...s(n—4) o(n—3) (3)
0 0 0 ...ofl) ol
0 () 0 ...—1 a(1)

3. Nel easo particolare in cui sia
Ay = (g — 1l — . . ._-:ﬂm:],

evidentemenlte s1 ha
g(t)=m

per ogni valore dell’intero i, e la formola precedente di:

in n " caa N "

—(n—1) m " R m

1 0 —n—3) m s I m

en =Ty () 0 —(n—3) ... m "
0 0 0 . B 7

0 () 0 .. —1  m

D'allra parte, nel caso ﬂttl].[hlﬁ la (2) diviene

ey =m e, e+ et ... +ea )i
elimidando ¢, ¢, fa...Cng Lra questn © quella che da essa s1 dedoce
mutando n in n—1, sl ricava

ey =(m -+ n — 1) eaa,

(1) Ufr. B. FEraona, Glovn, di Mal, (Anno 1, 1860, Febbraio), dove improprignante £ parly di
aoluzion! positive, angichy non negntive.
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da eni si brae facilmente

-m—l—:—l)_

ﬂ'n:(

("psl risulta confermato che 'equazioue
2y B, Ty =00,

l | - & & s = L] - ¥
ammelie [“l ! :’ l) soluzioni 1 numer: 1nler: non negitivi,
Nello stesso tempo, confrontando le ultime due forme di g4, si

viene a stabilire lo sviluppo dei determinanie precedente, mediante
I"idenliti

M m 1 vae M0 e
—{n—1) Hi cew MW i |
0 —(n—2 m ce. M m |
0 0 —[w—3) ... m 1 i=Hiflﬂ—|—]){?H—I—E)...(Hi—i—ﬂ—-1),
U 0 0 .. m .
0 () 0 aras S50 W

che, d'allronde, non & diflicile dedorre direttamente.
4. Un albro easo particolare & degno di nota, ed & guello 1n ew

sl supponga
=1, ag=2, ag=3,...tty=m
ed
M = 1.

Allora, Ta stessa formola (3), in emi perd o (¢) indichi 1a somma
di tutts 1 divisori di ¢, fornisee il numero delle soluzionm non negative
della equazione:
1.oy 4 2re 1 B82a 4. . . — ikl =10

Gaspare Mianosi.
Palermo, Mageio 1907,

DIMOSTRAZIONE PLANMETRICA DEL TEOREMA DEL TRINNGOLI OMOLOGIC]

Il prof. Faifofer a pag. 123 dei snoi Element: di Geometria ad uso
dei live: (13* ed., 1902) dimostra il segnaenie feorema, caso particolare
del teorema dei Lriangoli omologici: (7)

(1) ¥ zostanzinlmente In steasa dimostrazione qnelie data dul prof. Pararrst slla One dal-
I'attivelo * Tioa conversozione cof fusionisti , (Quesio Pevindico, vol. XIV, pag, 200).

—
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Se i vertici di due triangoli sono, a due a due, allineati con unv
sleszo punlo, e due luti di un triangolo 5010 rispettivamente paralleli us
corrispondenti lati dellaltro, anche ¢ rimanenti lati sono paratleli.

Da questo teorema fraggo, medianie le considerazioni segunenb),
ln dimostrazivne del caso generale. Si ha dapprima:

Se due triangoli, non aventi aleun elemento in comune, hanno i ver-
tiel, o tiwe a due, allineati con uno stesso punlo, e due lati corrispon-
denti pralleli, le rimanenti coppie di lati corrispondenti s'inlersecany
in puili i una rella pavalleln a quei due lati.

Sinno ABC. AB'( i due trirngoli soddisfacenti alle condizioni del-
Fennnecinto e nei quali AB e A'B' siano 1 doe Juti paralleli. Siano X

X
~—\4
: A
i
i ~ e
| 0
. {: t __r"'-f-.
| I /
: B
—~ /8

e Y i punti d"incontro delle coppie di lati rimanenti. Dico che XY
e paraliela ad AB (e ad AB).

Conduciamo da A’ la A'C” parallela ad AC; per il teorema pro-
cedente, B'C” rvisultera parallela a BC. Consideriamo allora 1 due
triangoli XCY e A'C'B': essi hanno 1 vortici X ¢ A, Ce €, Yell
situnti rispettivamente sopra tre raggi nscenll da C ed hanmo ancho
le due coppie di lati AC, A'C”" e CB, "B’ formate da rette parallele,
percib i terzi lati XY ed AB sono paralleli. e. d. d.

Reciprocamente: Se due friangoli hanno i vertici o dne a dug al-
lineati con uno slesso punto ¢ due coppie i lati corvigspondenti §ineon=
trano in due punti di una retiow pavallela ad uno dei rimanenti lati dei
due triangoli, essa & parallela wiche al rémanente lato dell' altra trian-
golo & pereid gquesli sono parallel.

Sjano ABC. A'BCY due triangoli i cui vertici AA', BB, CC'- siano
allineati con un punto O e le due coppie di laki AC, A’C" e BC,BC sin-
sontrino in dne punti X e Y di una retta parallela ad AB. Dico che A DB
e AR’ sono snch'essi paralleli. Se, infatti, non fossero fali, potremmio
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gondurre da B'la parallels ud AB fino ad incontrare OA in un punto A",
Unito €' con A" e detto X' il punto d'inconiro con CA, per il Leorema
precedente, X'Y rvisulterebbe parallela ad AB, il che & assurdo.
Siamo ora in grado di dimosirare 1l teorema generale:
Se due triangoli non aventi aleun elemento i comune, hunno i ver-

tici, @ due a due, allineaii con wno stesso punlo, le coppie di laty cor-
vispondenle s'tntersecano i purinti

di una stessa refta. (B sottinteso
che nessuun di quesbe coppie siu
formata da lala paralleh, che al-
trimenti ricadremmno in uno dei
casi precedent). )

Siuno ABC, A'B'C due trian-
ooli i cui vertici AA', BB, CU
siano allineati con O e siano X,
Y, Z vispetbivamente 1 punli d’ in-

contro delle coppie di latl corri-
spondenti AC, A'C’; BC, BC': AB,
A'B. S1 vool dimostrare che X,
Y, 7 sono allineati.

Conduciamo da B la parallela
# XY & siano H e L. rispetfiva-
menie 1 punti ove essa inconlra 1l
rageio DA el lato AC; uniamo C
con H e sia X' il punto d'incontro
econ la XY; nmiamo infine X" con (7
e sia H 1l punto d’inecontro con
lo stesso raggio OA.

1 due triangohh HCB, H'C'B
hanno 1 verticit HH', CC', BB’ si-
tuata sopra tre raggl concorrenti in wn punto O e due coppie di
lati CH, C'H" e CB, C'B’ g'intersceane in due punti X', Y di nun vetta
parallela ul terzo lato HB di uno dei due trinngoli, percio BH ¢ B'H’
sono pavalleli, Conducinmo ova il raggio OL e sin L' il punto ove esso
interseca U'A Poiché 1 due trinngoli LOB ¢ L'C"B' hunno 1 vertivi LL,
CC, BB situati sopra tre raggi concorventi in O & due coppie di
lati LO, L'C' ¢ CB, OB’ si intersecano in due punti X, Y di una rvetia
parallele al terzo late LB di unov dei due Lrinngoli, aneche L'B' & pu-
rallela ad LB, eioé 1' & sul prolungamento di B'H'. Infine conside-
riamo 1 due triangoli LAB, I'A'B': essi hanno i vertici LL', AA", BB
situats sopra tre raggi concorrenti i O ¢ inoltre un luto LB dell'uno
& parallelo ul late L'B" dell’ullro, percit le altre coppie di luti cor-
rispondenti s’'inconlrane in due punti X e Z di uua retta parallela i
lati stessi, cioo XZ & parallela a LB. Poiche le due rette XY e NZ sono
entrambe parallele a LB, esse coincidono e il teorema & cosi dimostrato.

-I.‘ [ "'"'l!. 3 - i A . e ' - :' " g -
1) -'.‘=.l-.--.'-' . - ! A b Pt = -'r_ A | Il i
it s SN Rl ERC ] :
P 5 - &, ® Hor - i 4] — = ™
- ] =

G A

M

=
k

}!' e
I

B
al -

g

_‘;.
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Reciproeamente: Se due triangoli, non aventi alcun elemento 1 o=

mune, sono tali che le coppie di lati corvispondenti s'intersecanc in punts

di una medesima reita, le coppie (i vertici corrispondenti sono allineats
con wno stesso punio.

Siano ABC, AB'CY due triangoli fah che, le coppie di lati AC,
A'C’: BC,BC'; AB,AD s intersechino in tre punti By, A, , d1 una

stessa retta. Sia O il punto d’incontro di AA'e CU'; dico che anche BB
passa per 0. Infatti si indicli con B” il punio in cui OB incontra AB;
allors, essendo ACB”, A'C'B" nelle condizioni della proposizione dirvelba,
devono OB’ e CB" incontrarsi sopra By, il che porta evidentemente
a concludere ehe B" coincide con B.

It assai facile vedera che tuttl i teoremi enunciati sussistono anche
quando le vette AA’, BR, O in ess considerate, invece di concor-

vere in un punto O, sinno parallele.

ARCHIMEDE BELLATALLA.
Piga, 3 Dicembre 1907.

INTORNO AD UN RADICALE COXTINUO

Nota di Michele Cipolla

B nola la relazione

(1) Vot Vo4 Vat...+V2=2cos 5,

=

e P T
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se # & il numero dei radieali quadratici del primo membro e i radi-
eall s1 snppongono totii positivi, ma non & nota una formola che
valga qualungue sia la scelta dei segni pei radicali medesimi. ()
Crediamo quoindi di fare cosa utile segnalando il seguente teorema
che risolve la questione in modo assai elegante.
I. Se con i, 3i indica Uwnil& positiva o negativa, posto

]'_"i_ll:_ﬂ.-.in,_l l_iﬂiﬂ.lllfﬂ—-l
(2) EIIII-_"I = 2 l‘ El“.—-l_ 2 g0y
1 —ipq
En—1,. n—1— 2 1

s ha
® VetV tiaV2 ] LafE—-
= 2 cos {1 + 281, n1 _[‘“ 2%, 1 e .+ En_lﬁn_lfn_.ﬂ Ezi""i .

La proposizione & vera manifestamente per =1, poiché sl riduce
alla relazione notissima

ol
I

V2 =2cos —;

b

per n—2 si ha

]"2 +4Y2=2cos (1} 2z.,) % :
da cui

per u—1, V.‘fl-{— ¥2 =2 cos %:-, e per h=—1I, VE——V?J_:E cos
che sono formole anch’esse notissime,
Ammettiamo allors che la (1) sia vera per », e dimostriamo che

sossiste per n - 1, ciog che si ha pure la relazione

3%
B ?

@ +VetiVetin V2t taye=
=2 008 (1 422, o+ 2% ...+ 2%u0) 2::1*““

-

dove &

L — ik J
+1+ s bn
& p = 5 (1<r=<n)

Sia in primo Iuogo 4, =- 1. Aggiungando 2 ad ambo i membri
di (4) ed estraendo la radice guadrata, per la nota relazione

7 A
. — . @
1 4-cuosz—=—2cos 5

{1) SBone anolie note alenme altrs formuls corrispondenti ad una partieslare seolta dai sepni,
Recentomentoe il prof O, Alasis segnala nel Supplemento (anno IV, fase, I, novembre 1807, png- 16,
quest, 878) Ia Tormola

2 aoa (ﬁun+{—1]ng) = ];.ﬂ.— [ ——

1 & sen
2

& propous oho »i dimostrl deduceniola dalla relasions son (4350 4+ =) =]/




PERIODICO DI MATEMATICA. 181

sl TICAVA:

VotinVotini¥ot.. FiV2=
— 3 cos (1 4+ 281,04 - Peanat e 2= gy t,m1) Q}H :

E poichg, in viri dell'ipotesi in=-}1, si ha per lS7<n

Er.mu— Er,n—1 En,n— 0,

ja relazione precedenie pud mettersi sotto la formsa

‘/2+fnvﬂ+iu—1\f’2+ --"'}-ilﬁ:
— 2 co8 {1—]— 251,n+2iﬁtn+-- . +2n5n.n) E:H"

11 segno che eompete al primo radicale & il segno -+, poiche l'ar-
comento sotbo 1l coseno & minore di —E— Infatti si osservi che le e

hanno o il valore 0 o il valore 1 e che percid

™ ™ T
{] —|-' E-E-LI] —]— 2’511:. _i' -y _II‘ EnEul. 11) 2n+l = (Eu—,—l - 1) 2::-1-! < _‘]_ -

Per i,= - 1 la formola (1) & dungue dimostrata.
Supponiamo ora che sia i — —1. Moltiplicando ambo 1 membri
della (3) per —1 e pei aggiungendo 2 ed estraendo la radice qua=-

. e 3 v 4 -
drata, in virtu della relazione 1—cosa=2sen® 4 , si ha

=]

(5) + ﬁ‘i‘ in Vz_i“in—lv:a—l". - .—1— £1 ﬁ —
T
— 2 sen (1 - 2&1,0 + 2% 400 - - - +2n__l Eu—1, 2-1) Jnis =

. T
— 2 cos [27F" — (1 -+ 2&1,0 +2%3,n o LT =t 2% gy 1,u-1)] -2 =

-——-Eﬂnsll—i-?(l—"E;,u_1)+2‘(1—5=_n_:]+----l-

-1~ e (1 —&n—1, ::—1) + 2" ] ﬂf.m .
Intanto si ha, per i, =—1,
1—ET,P1=1—] — l'rir.,.zl T = 1 +irir+21 cosBut
’ ——1#1-'1"; oisile —gy (Sr<n)
ed inplire _
€nu = 1 = 1

|

¢ perd la (5) assume la forma (4). La relazione (2) sussiste dunque
in generale:
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9 @Giova mettere la (2) solbo un’allra forma. Si muti in essa i

in 7, € s1 ponga

1— 2 i — Byl L —uists T—dia...tu
11—-— ;"l_' D :}\l_ 2 e == 8 }\n—-l— 2

-—l i

gl obtiene

©  VediV2tiVat.. . 4 V2=
—2¢c08 (2" 3y + 22 de 4. . .+ Bhys - 1) Ei' .

3. Facciamo aleune applicazioni.
Per i,=1 si ottiens la formola (1).

Per ty——1 86 tg—ty=...—-1 81 ha A, =1 e perd

; 2r —1)=
) Ya—Vat+V2+...+ yE=2cos T i),

Per i,=—1 si ha lr—l_(_j_l)r e perd se n © pari,

(7) VZ—VZ—...—VE-zE cos (24— 2%+, | 4-2"4-2 {1]2:,—

(n} (n—1) . pin (1)
' (22 1) =
— 4 COB 3 - Eu_l_l ]

e se » & dispari

(8:' Vz__vz_“'---—vr—z:z COS [EE—J_]_aﬁ—I ‘*-IEL I ﬂ"'l' Il] :El
(a) (n=1) = (0 2 s
[}u-j—l 1]“

— -I-lnuB 3 E“"‘l“l -

Supponiamo ancora che sia i, =(—1) e perd:

rirl)
—| = a3
4 o) ;(} VIR

il

g1 oftiene per n pari:

(22 4-1) =

Qn+a__
W) =) ) v ".’.cus(ds ﬂnﬂn, se b n=2 (mod.4),
e per n disparvi:
_ n+i
Jzuns[z Enﬂn, se 8 n=1 (mod. 4),
[ID:'. !/E E.IE_I_ V:‘ o = (27 3)
=) . m lgwg "‘5 2“;1 , e 8 n=3 (mod. 4).

Supponiamo infine che gin i, =(—1)"" @ perd

rir—1)

:'“r—l_:{rsﬁn -

{ﬂﬂus ST se 8 n=0 (mod. 4),

=
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si ottiene, per m pRIi:
r_;.m-t-'l 3 < .
2cns{ 5_$+3—~, s0 B n=0 (mod. 4),

(11) Vﬂ—l—\”l—*fﬂ—lﬁ..ﬁ\:‘i:‘ (2n+'—3) =
{ T 1-. = - EE".B‘IL'——_:E(T“D‘]‘-‘HI

in) in—1) (—2)

e per n digpari :
(2n+1+1].':

20085 puit ! se b =1 (mod. 4),

I e e s e

Lnl ]

ol __!}ﬂ. se & n=2 (mod. 4).

—! —1
5y En

in-—=2)

Jpo=

mala (6) ¢i dice ehe 1 radieale continno del primo membro

4. La for
si esprime mediante il doppin del coseno di un angolo Minore di &
il
secondo un numero dispari. ViCeversd b facile os-

e nmlkiple di =
seryare che il doppio del coseno di un arco minore di -E- & multiplo

. - : : e 8
di —— secondo UN NUMELD dispari qualungue & sempre esprimibile

econ un radicale continno del tipo (6). Infatii |'espressiong

o1, 1023, 4 ..+ Zhna 1

o nel sistema binarno ui nUMero dispari qualuogque infe-

rappresent
viore a 2"
- " . To v . db
Premesso cid, date un arce Minore di - e multiplo di 2{; o~

spuri m, & facile rappresentare 1l doppio del suo

ale del tipo (6).
dapprima m nel sistemi hinario, ©

condo on numero di
coseno con un radic

Si rappresentera
«i ha evidentemente

ssarvando che

m=1

E (’T;;_) = }-n—-—l
)0 (L" ) = hn—s (mod. 2).

lllllllll

]
Quindi s8I determineranno le { con le formole
A% 1— 2% , _1——2)m_1
ver, ATl

1 — o :J 1 -—— ] —
11 ]. ._.11 . la -1 = E}-I . ;ﬂ ] = Eli! .

o busteri osservare che 1, a il valore +1 0 __1 secondo che Ar

e ), Sono ugual o disugunli.
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Per es. si voglin esprimere con un radiecale conlinuo del Lipo (8)

2 cos 29 Eii-' Qui 6 n=>5, e 81 ha
20=1"
AMA=14=0
= 7=1 ; (mod. 2).
= 3=1
M= 1=1

Quindi si ricava

i|='_11 ig=+1, 'IT-3=—’—1., i,g:—l
e perd

2 cos 29 %zl/a—Vz-;-Va-Hfz—ﬁ.

w
1238
592_11 }-@ET |
W=29=1, Xh=38=1 ; (mod. 2),
}..‘EILIED: 11_:'_.1514

Per l'espressione di 2 cos b9 si ha n =6,

e quindi
flz_lu iE:—!—l- 'l"a=‘|‘11 ‘fi=—1, s =— 1.

Dunque
'

5. Le formole (2) e (6) ei forniscono due modi diversi di consi-
derare i1l radicale continuo con un numero intinito di radicali.
Pomamo depprima

Ri=12, Re=V2+i}2, .... Re=V24i 12F.. .+ V2.....
L serie
1‘- }-2 l:‘.—
R B

e sempre convergenle e la sna somma ¢ & sempre minore di 1.
Allora per la formola (6) si ha

lim B, =2 cos EBE-

n=a0

_Quea_t.u limite si elnama 1] valore del radicale continuo a destra
e 8] scrive

O

Vet itz +iaV2t ... —2es 2%

Per es. s1 ha, in vivth delle formole (1) e (6,

Vetvatyzt...=2, Vz—Ve+y2+....=0,

#
off

. 8 -r-i"
§ .- ]
1 ik ¥
! "";."':.,..g-:

iy 7
-

-
e
— E i
] "
e ——— T -
s —
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per le (7), (8)

Vo—12—V2—....=1,

V5 —1
==

per le (9) e (10)

(13) \/5#1’24-?2—....
e per le (11) e (12)

- VorvVe—verle—..=1g—

Poppimmo oria invece
R,=V2, Ra=Y2+iV2, Ra=V2+is Y2+ 0 ¥2, .00
R'n=‘}2+inHlv2+---+';lﬁt----

1l limite di Ry per n==, gnando esisie, si chiama il valore del
radicale continuo a sinisira. In quesko caso perd In formola (2) non
¢i dii una serie come In formola {6), poiché nella (2) tulkr 1 termind
della somma soifo il coseno variano in generale con 7. 11 radicale
continno o sisisbea o converge o ® indeterminato, poichaé Je R hanno
valori compresi tra 0 & 2.

Un esempio di radicale continuo a sinistra convergentie si ofitiene
quando le & sono o {ntte nguali a1 o tatte nguali 2 — L. 1 chiaro
allora che s1 ha

.+VYoLVa V=20 o —Ya—ya—_Vi=1
Invece per ir=(—1)"" si obtiene un radicale contivuo a sinistra
indeterminato. Infatti in tal caso gi ha

Re—T12+Y2—V2+... +12,

[o%) (2k—1) (2k—2)

Rorin= Vﬂ — v’g —’.—VB — ﬁ—{— ot ‘VE

(gk) (ok—1) (x=2) (D) (1]

o & ottiene {v. formola (14))

: 5+1
hm Rrjk = VD;_
k==
g (v. formola (13)) —
1?“ Hf:ﬂwr—w a: : Y

Mionere CipoLLA.
Oorleone, 28 novembre 1907,
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I’ ASSOCIAZIONE ~ MATHESIS ,,

Bologna, 7 gannaio 1908,
Chiariesimo Caolleyn

Ed orn veniame alla povera “ Mathesis , 7

Urede Lei proprio possibile che in una forma legale lan * Mnthesis , sin ormai
risorgibile, o trasformabile? lo ne dubile assai, s credo che meglio sarebbe mat-
terci d'accordo in cingue o sei, soci od ex soci della * Mathesis , & fare senz'altro
un appello ai Colleghi Lutti del)'insegnnmento medio o dell’inseguamento superiove
per coslitnire una Societa nuova sul ganers di quells progettata gia nelln Circo-
lare nltima, ormai di vecchia data, relativa alla trasformazione che avrebbe do-
vato subire In * Mathesis ,. Mi pare che ormai Ja pazienza abbia superato ogni
limite e che sin tempo d'ngire specialmente di fronte alle proposte del Vailali
nssia della Commissione Reale, sulle quali & necessario che una larga ma diseci-
plinkin discussione si apra.

Iilla decidn! io sono m suoa disposizione !

Cordiali suguri & aalub,
Arsrrro Cowmmi

Torino, 14 gennaio 1908,
Caro Lazzeri

La lettura della lettera del prof. Riboni, segretnrio dells * Mathesis ., inserits
nell'nltimo numero dal Periodico, dimostra la necessita di venire ad una wmisura
estrema per salvare "Associazione, lo non dovrei interloquive, perché non sono
piit socio ; ma data la min specisle condizione, credo savis benignamente tollerata
snche Ian mia parola.

Credo dunque sia dovere dei membri del Comitato pon ancora dimizsionari
(quanti, e chi sono?) di sostitnirsi al Presidente, ormai morslmente decadulo, e
di bandire unove elezioni fra 1 Soci, afinché finntlmente 1'Associazione torni ad
aveve chi 'amministyi ¢ siprenda la sun vita normale. Se gneato non si facesso
enkro un certo periodo (un mese, ad esempio) doviebbe wn gruppo qualungue di
gocl invitnre 1 colleghi ad oleggetrs una commissione provvisoria che avesse Vin-
earico di esporre in un Bollettine le condizioni attunli della Soeistn, di pubblicare
I'elenco dai Snei, e di fare regolarmente le alezioni, consegnando al unove Comi-
tnto la direzione della Societa.

Se non ai riuseisse s fave neppnr questo, converrsbbe allora riteners sciolla
I'nttnale Societs, e mettersi d’sccorde fra alcuni professori, ancora seei o no, per
rivolgersi a tutli gli insegonanti di malemafica invitandell n unirsi in upa vnova
n8socinzione simile in massima all'aktuale, 12 quale si nominasse an Comitale prov-
visorio incaricato della revisiono dello Statulo e della coslilnzione definitiva delln
Societh, 1 fondi giacenti presso il Segretirio prof. Riboni passerebbero alla nnova
Socisbi.

e R
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Se quesie idee i1 sembrano ragioneveli, pubblicale, falle pervemire all'attuale
Comitato (se c'@ BncOTA) ed ni Soei, o adoperati, tn che sei socip dei pin stimati,
ad attuarle. Vedo da me che ¢id che io propongoe non & legale; mn chi parla pit
ormani di legalita nella povera moribondn ¢ Mathesis ,, dopo che lo Siatuto suo
4 stato cosi dimenticato in questi die ultimi anni? Cosl non si deve andare avanti:
a bisogna bene che gqualeune esca dall’atiuale indecoroso stalo d' incertezza, non
foss'altro per dire afficinlmente la solenni parole: * Mnthesis , & morta! Almeno
s§ potranno deatinare ad un'opera huona gue po' di soldi che sono ANGOTA in cases,
¢ qualcuno henedira In memoria della defunta associnzione!

Ma io troversi meglio fatte 41 rinascere -8 di Ltornare A Invorare come si fn-
ceva diect nnni fa.. te ne rigordi?.. lo si; & ci ripenso con TURA specie di ma-
linconia....

Qensmmi tn 8 fammi scusars 3ai Soci se ho scritte questa letlera. Che vnoi?
non posso scordare la vecchia * Mathesis , che ho lennta & batlesimo & presie

dnta per sei auni ..

i saluto coll'antico affstto, e mi dico tuo aff.™
Prof. RopoLro DETTAZZI.

In segnile n gquesta ol altre lettere, & slafa compminta una civeolave, che sara
inviata & totii i professori interessati, allo scopo di eostituire nna nuova Societd

Ttaliona dé Maotentatici.

—_"‘.I-—

RISOLUZION! DELLE QUISTIONI 736, %7 » T8

3. Sc K, Ez,... K sono futli numeri tnteri positivi non meagygiors del-
Pintero n che non hanno per dirisori delle potenze h™* si ha:

h
i n
i e St IR

— | Ei
(dove il simbalo Y~ indica la radice W™ a meno @ n’unitiv).
(3. B. Zmcca.
Risoluzione del proponente.

La totalith dei primi = nnmerl intexi pud essere aerilts in ¢ linee, ponendo
in cinscuna lines il prodotto di una delle K per le polenze A™ dei successivi
interi fino al massimo (prodotto) che non supera M.

Sjccome la decomposizions di an numern intero in un faltore Ro (¢he eioé 8ia

la potenza A=" di un intero) & in un altro non divisibile pex alenna potenza B™*
i

di intero 2 wnica (se il punfro dato decomposio in fattovi primi & 1 @, | dne
1

i i
fattori sono rispetiivamente (1l g%} o 1 m® pssendo ¢, o #¢ il quoziente jntexyo
! 3

od il vesto @i z: per h), €081 AVIEMO nel quadro numeri tuili diverai ed eviden-
temente fufti i numer interi mon maggiori di .
Consideviame ad esempio la linea:
11‘.H1, Eh.EI, Bh.Ei,...,iHin.Hi-
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Dovra essere
m® Ki<sn<(m+ 1)K,
Sara dunque
L
— VT
i Hi a
Dunque

i
i

I L4

' .—
Vi=ltimi=n. ¢. d. d.
' K; )

Allra risoluziene del sig. Vacohi, R. U. di Bologna.

T3 Sia N il punto @incontro della normate ad un ellisse in un punto M

collasse maggiore di questa, V il piede della perpendicolare condotta dal centre alla
parallela alla tangente in M, condotta per N. Si trovi Varea della curea luage di P,

che ¢ una curos unicursaie del &° ordine. Ii.-N. Banisiex.

Risoluzione del sig. prof. ). Rose di Nivelles (Belgio).
l'eqnazioni della tangente e dellan normale all'sllissc nel punto di coordinate

acos g, bhsenyp essendo
xheosp 4y . asenqg= b

zageno — iy, beos @ = (a*— ") senp cos g

B
le coordinate del punte N annn% sen @, U, e percib, essendo E=-T;—, le equa-

zioni delle retfe NP e OP sono
aysen @ | bz cos ¢ — abe® cos®e =0
i SRk
y=. b g P
Il Inogo del punio P & dungue
(z* + p*)? (a%* + by?) = a'elz?,
08si& in coordinate polari

. [a®*— b*)? cos*d
"~ a*ena®D | b¥sen®l

L'area délla eurva @

' 3 % cos* @ b
. g0 — 1__ 02 —
A 0 pd 2(n b%) j; = cos* U 4+ B sen®
iT T 11
=2(ﬂ=_a*}jiunalﬂdﬂ—ﬁb’fidﬂ+zb' * e =
1 0 o |a*—b% cos?l 4 37
c A8
in®*—bY . Pmpt " f 2 enst f
2 2 e 0 f[a'—B" & 1
( b* ) cog*
P2
- S % | W
_ =a b At L 8 ‘ T dftgh)
2 0 I"-I"
el
w (@t — 2% «  0'n wla—b®(a + 2b)
2 W a 2a .

ol
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YW, 10, 50 i raggi dei cireoli exinsceritti di un triangolo sono in progres-
sione aritmetica, la rette che congiunge il punto di Gergonne al baricentro & pa-
rallslo al laio medio.

20 Se i vuggi dei eiveoli exinseritti sono in progressione geomelrica, a refta
che conginnge il centro del civeolo inscritto al punto di Lemoine & parailels al
lato medio. La vetta che congiunge il punte di Nogel al punto di Gergonne & pure
parollels al medesimo lato.

3%, Se i raggi dei cireoli exingeritti somo in proporzione armonica, i lati sono
in progressione aritmetica, i baricentro, it centro del civcolo inseritto ed il punto

di Nagel sono sopra una vetta parallela al lato medio.
EI-Hi Bﬁ“lﬂlwu

Risoluzione del sig. R. Vercellin, R. U. di Torino.

Preso un punto P nel piane d'un krinngolo ABC, denoliamo ordinatamente
con Ay, By, Gy i panti in cuni le rette Alr, BP, CP imeontrano i laii BC, CA, AD
e con @, 3y, vy 1 valori dei rapporti semplici (BUA,), (CAC;), (ABC;).

La convenzione fattn pel punto P valgn anche per un punio qualunque del
piano del trisngolo. i noto che il rapporto di partiziene determinsto dalla retia T'Q
gul late BO, ha per valore (')

i .1
B
Ye— Yy '

quindi : condizione vecessaria e sufliciente afinché 1a rvoita PQ sin paralleia al
lato BC, & il verificarsi della relnzione

1 1
ﬂp+ﬂl|,_.r

In particolare: la reita che congiunge il punto di Gergonne al baricentro &
parallela al lato BC, se si verifiea la relnzions

—
i

i+

Y .
—1= -+ 1, 08818  Ih o Te== Fa;

'n a

la retta che congiunge il centro del circolo inscriilo al punto di LLemoine & pa-
rallela al lalo BU se @ verificata la relaziona

o ot h 0®

= - + —, oasin a[u—=]=b{b—rl],
i i ¢ 4 [+
che oquivale alln
Pple = rl-= ' !l]

la retta che congiunge il punto di Nagsl al punto di Gergonne @ parallela s BC
se si verifica la velazione: ’

rﬂ' ﬂ".. rh l'.

?;l e n i b J

ossin 1a (1). La rolla che coutiene il baricentro, 'ingentro e il punto di Nagal &
parallela a BC se si verifica Ia relazione:

"a s . 1 1 1
1 § —2 — T
¥e ] "y + ossIn n T ¥Ye '3!'..

(1) V, 1a min nota; Sul triangelo, 1n questo stegso [asnicolo.
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I-.I!]P'I.II'E:
i_1:_£+1_ USEIR b4 ¢ = Zu.
L (L)

Resbane pertante pienamenbe dimodlvale Jo verila dell’'vanneiato,

Alira risoluzione del sig. prol 1. Rese di Nivelles (Balgzin).

1% Sinne & e K il bavicentro ed il punto di Gargonne, A" il ponto d'incontro
di AN e BU.
I teoremin di Menelue da nel trignsele BAA'
AK o i oy — g1l
A'K l_l.‘l'!—bjul—l-'jl
a | 1

- Zita= ru 4 Ve, 08514 —= — .
!.i = ¥ t.! I* ‘H = |

Ia frazione precedente & eguale a 2, e BK & parallela a BC.

2. Siano I, L, N il cenbro del circolo inseritto, i1 puvic di Lemoine ed il
punte di Nagel; A;, Az, Az | punb d meovtro di Al, AL, AN con BC.

81 trova facihmente pel teorema di Menelao

JA  bHe LA 40
14° ft LA "=
NA it
NA  p—a '

IL & parallela a BC nel vaso in ew

A _ 1A
1a° La"'

e KN & parallelo nl medesimo lato se

KA NA
KA NA™

OVVero 4 e =ulb ) (1)

OV VEro (p — a¥ = (p— b (p —c). (2)

Le velazioni (1) e 12) si deduvono dalln relnziene

e =10 Feo
3% 11 baricentrs, il centro del eireolo inscritto ed il punla di Nagel sono sopra

nna parallela a BC, ae
1A  NA

= 2
14’ NA'

ovvero .
b+ ¢c=2a, 2p = 3o

cosa che visulta dell'ipoiesi

2 1 1 :
= +— N83IR EI;J-—:I,}:;J—?J + p— e,

Yy u e

* 8 vede anche che i lali sono in progressione nritinelica.

----
lll

."I"l- iil.‘aﬁ-fl':-:j:f.,'_:‘:E;‘_lf_:-_r-; ? : "".l .- :-. :- '_ :- o r 1.1 L 5

FI.
¥ -
P}

R

s e
-

-3

r I' i S h ]
L R .‘.r:"_ﬂ""“"
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QUISTIONI PROPOSTE

742. Trovave I'equazione dell inviluppo della retta che congiange
i punti (xy. %) (L, Yo) gssendo
r=Gcos"g, T3 i Cost P
n=Dbsen 9, W= I sen® g
dove = & nn angolo cariabile e trovare lordine della ecurva stessa.
743. 1°. Si considerino due iperboli equilatere coningate. Tutte
le ellissi concentriche ad esse, aventi per assi gli asintoti e tangenii

alle iperboli. hanno egnale area.
o0 Si consideri un ipocicloide @ <4 yesressi. Tnfte le elligsl con-

centriche all'ipoeiclorde aventi per ass le tangenti di regresso di
gnesta, e tancenti alla curva hanno costante la somma delle lun-

ohezze degli assi. i
B.-N. BARISIEN,

BIBLIOGRAFIA

Awxtony Maria BUsTELLL — Flementi di filosofic delia matematica nel
riguardt didusealici, cou prefuzinu&' di V. CERRUTL Roma-Milano,
Socieln editrice © Dante Alighievi 4, 1905-1307.

(hi sorth da natura carattere tupsamente laboriose & mente appnasionnta-
mente dedita alle speculazion seientifiche, difficilmente si adattn all'assoluta ina-
ziong, anelie se quesia non & in fondn che il giusto ripose cho tien dielro & ang
vita attiva tulta spesa nel ragginngimento del pu nohile deghi idenli, {'pdncazione

scientifien delln giovenbis
Tal si puo dire el venerando Prufessore ARTON Mawa Bustantt che, nebila
esempio nlia gievenkii non ratamente bisognosa di Jtimeli. 51 & weeinto con Animo
gerenu ed indomita volonln 2 studinre 1'intima npiura delle unostra LONDS CENZe
malematiche mostrandone, sondvara perizin fil nsofica, il nesso v l'onigine.
L'opera compita sari diviga in okto fascicoll, col seguents coutennlo :

l. frolegomeni, — E. Appunti i logéeu della matematice. — 111, La singoli-
vile e la pheraliti. — 1V. La yrandezza ¢ lo grantita. — V. Lo spaziv e Peslen-
sione. - 1L tempo ¢ la devata. — Vi. 1l moto ¢ le gelocild. — VIl. La maleria e

taforza, - Lu muleria e la masse. — VILL, GLi elementi della mutemuotica € In lore

propedoniicn.
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Di guesti fascicoli i primi due fovono pubblieati nel 1905 & i due SN CCessi v
soltanto nel 1907, v cansa di una prelungata indisposizione del chiaro Maeslro.
Ora Ezli attende alla vedaziowe dei fascienli V & V1: & poichée tufle fa sperare
che continui uello stato ottimo di sua salnte, s) rtiene che i un ayvenire pros-
simo si avri tottn 'opara completi.

Le ilee sonc espressa in tntte il lavoro con encomiabile chinrezzn ed & lode-
vole Ia diligenza che manilesta |'Auntore nallo stabilive | concelll vernmente pri-
mordiali, il giusto nfficio dei postulati @ le vanie spece di definizionk.

Snrebbe stato forse bene evitare I'use della irase finzione ingica (§ 19) che
non sembra troppo adatta. Cosi pure il Capo 1V del I] faseicolo: 1 mreose progrmnmna
di matemalien per i gimiasi ¢ licei non sembra proprinmente al sue posiv, custiluendo
esso un fatto specinle troppo diverso dalle trattnzione teorica precedente. Tulto
al piir si sarebbe poluto riunive in uns Appendice & parle, e non nel corpo dal lavoro.

Spno assai gindizioze le osservazioni profbwde che nel Fascicolo 111 si fanno
dull’Autors sull’infinito, sul numere e il tempo, snlle opernzioni accrescitive ©
diminutive. Forse sarebbe stalo meglio lasciare da parte i grammatici eal loro
gingolare e plurale. 14 in quanto alla potenza riflessa, quantungue sia Lutto ginsto
¢in che dice 1"Autove, uon si comprends In ragione perché & introduca quesia nuova
operazione dal moemerto che non si lis nessunn regoir speciale per efettuaxln, ma
ai deve vicorrore alla regola generale, ¢id che uon sncecede ad esempio per la
moltiplicaziona considerata come ¢aso speciale dell'addizione.

Il Fascicolo 1V & particolarments denso di concetti utili che veugono egposki
con molta perizin e commendevole ordine.

B un'iden felice quella dell’ introduzione del modulo (3 23), col quale 1"Autere
tratta con molta semplicith e rigore dei numert negativi, degli irrazionali radicali
e degli irrazionali logaritmiei.

In gueslultima parte del lavoro pubbiicato sono sludiate in modo originale
o completo le operazioni dei tipi

g=—a +a, p=1f, v = b5, te = 4",

vicavandone visultati ed osservazioni degni di nota, e il lavore si chiude com un
capitolo assai ben falto sull’algorikmo.

Un indice bibliografico azcompagna ecinscuno dai quatiro fasvivoli, il che faci-
lita la vicerea delle fonti per coloro chie intendono approfondivsi nel difficile o
complicako argomento che I'Auntore con mano maeskra, ha sapnfo ellipacemente
sviluppare in tubti i suor particolar,

La parte pubblicata ¢i da afidamento che la parlte ancora in formazione com-
pleterh degnamente ln prima. Auguriamoci che venga presto il giorno in cui gli
altri insvieoll venznoo alla Inee; in tal modo si avei il piacere di legeere tutio
di seguilo un'opera che ha il pregio incontestabils di spingere lan nostra mente
alla meditazione, il che costiluisce il distintive precipuo di un'opsra veraments
filosofica.

3. PiroNpINL

Roma, gennaio 1908.

GiuLio LAzzewt — Divettore-responsabile

Finito di stampare 1l 81 Gennnle 1008




SUL TRIANGOLO

(Continuag, ¢ fine — & faecicolo precedente)

13. CUonsideriamo Ancorn il
Lriangolo ABC e, nel sno pano,
due punil P, Q; giusla le nota-
Lioni sin gui adoperate, indichia-
mo vispettivamente con Ay, Biy Gy
i punti d’inconivo delle coppie di
I'Etlpe Epcp-. chﬂ; Cpﬁpt Cq-&q;
A.B,, AqBy, ¢ oo A B C i punti
i'incontro delle coppie di rette
BoCa, BoUp: ColaCaly AyBy, A.B..
Sappiamo che le retie BiCy, Cidq,
A,B, conlengono rispettivamente
i punti A, B, C. Cid premesso; il
yapporte di purtizione determi-
nato dalla trasversale angolare
AB,C,, sul lnto BC, ha per espres

sione (u. 7)s

Poiche, inoltre, per il punto A,
si ha (n. 7)
1

e - e —

T Tn

o Bp — ila '
«i conchinde che i punti A, B, Gy,
A’ sono allineati.
&1 ha inolire:

p o= BFT'I o B“’ITP . .
: — Yp T Tu ‘
1_ 1
v = Bp Pa L Tola (Bn_Bn] .
sk 1 Fota—fule

BiYa  fulo

(lonsideriamo ancora 1 frian-
golo ABU e, nel suo piano, due
rette p, g; giusta le potazioni sin
qui adoperate, indichiamo rispet-
tivamente con t, b, & le retie

che uniscono le coppie di punii
(BPy, CPd), (BQu, CQe); (CF e, AP),
(CQe, AQn); (AL, BPy), (AQs, BQu),
e con a, b, ¢ le retie determinnte
dalle coppie di punti (BFy, CQ.),
(BQy, CP); (CPe, AQu), (CQ., APs);
(AP., BQu), (AQ., BPu) Sappiamo.
ﬂhB 1 'p“ﬂtui ”1!‘}1' 5'11’31, yly wppar=
tengono &1 latd AB, BC, CA. Cib
premesso, chiaro che il rapporko
determinato dal punto by sul la-
to BC ha per gspressione (n. 6)

.
G
—pe 1 e

Poiche, inoltre, per 1a retta a, sl
ha (n. 6)

B ) 1
o == I ' 1
; Pt Ge

si conchinde che le retie BC, by,e1, 0
CONCOTYOND ¢ un punto.

Si hia poi:

1.1
o= pe ' Qe __ Puy (Pe —c) :
1 1 — ot Pedv
Pofe  Pelv
o e =D +-peln.,
gy — Dv




194 PERIODICO DI MATEMATICA.

percid & facile verificare che hia
luogo la rvelazione

111
BII B'I = :]:i By ,
T — Yy i Ya

talché si pud dire (o, 6) che i
punti P, Q, A’ sono allineati. In
conelusione;

“I punti A"\ B, C, P, Q appar-
tengone ad una retiu -

14. Le conelusioni a cui ora sia

percido & facile verificare che ha
lnogo la relazione

1 1 1 1

| —
B

Pe g _ p._a.

Dy — Gu Dv—dp

talche si pud dire (n. 7), che le
refte p, g, @' sono coneorrenti.
Dunque:

“ Le vette &', W, ¢, p, q formano
[aseio
mo giunti ei metlono senz'altro in

grado d’enunciare le seguentl proprieth;

TeorEMA. — T vertici di due
treangoli inscritti in up lerzo, ed
omologici con esso, uppartengono
¢ une medesima conica.

Fd infatti, i punti A,, By, Gy,
Aq, By, Cy, sono vertici d'nn esa.
gono nel quale le coppie di lat;
opposti s'incontrano in tre punti
allineati (n. 12 e 13), dunque, per
I'inverso del notio teorema di Pa-
S0AL, quell’esame & inserittibile in
una coniea.

Cororramio. — S yna conica
e circoseritta ad wn triangolo in-
seritio in un dato e con £550 0MO-
logico, le congiungenti i vertici del
dato coi punii in cui g conica in-
conira ulieriormentie i lati opposti,
CORCOTYONo in un punio.

TeonEma; — 7 lati di due trian~
goli circoseritti ad un terzo ed omo-
ligici con esso, sono tangenti a una
stessa eoniva.

Ed infatli, le rette AP, BP,,
CPy, AQ,, BQy, CQ. sono lati d'un
esagono nel quale le congiungenti
i vertici opposti coneorrono in un
punbfo (n. 12 e 13), dunque, per
I"inverso del noto teorema di
Briancuow, I'esagono & cireoserit-
tibile ad una conies,

CoroLrarin, — Se una conmica
& inseritta an triangolo vircoseritto
ad un triengolo daio e con esso omo-
logico, le ulteviori tangenti elle co-
nica, condotte pei vertici del trian-
golo duto, incontranc i lati opposti
m {re punti allineati.

I5. Consideriamo in un piano due trinngoli ABC, LMN, fra loro
cos) riferifi, e una reita P, tale che le conginngenti i punty L, M, N
rispettivamente oo’ punti in eui la retta p incontra i lati BC,CA, AB
¢oneorrano in un punto P, Dimostreremo che Je congiungenli i ver-

tieir A B, C del trangolo ABC

retta p taglia i lati MN, NL, LM concorrono pure in un punto,

Siano ordinatamente Ay, B, C

giungono i vertici A, B, C risput

o 1 punti in cui le rette che con-
tivamente eo’ punti pMN, pNL, pLM

tagliano i lati BC, CA, AB. Siccome (n. 6)

1 1 1 1 1 I
A S W “mta
=5 Gp—a, P Pr — Pn




PERIODICO DT MATEMATICA., 195

es=endo
Papbpe =1,

(ﬂp — Qn) (Bp — By) (Yp — Y ]
tnit Y (2p — 2m) (Bp — Po) (tp— 1) '

Cid posto, abbiamo:

8l ricava

.4 e .
Z e T;u ! T'n . J . Zin Ly "
o Em — Un ; ° ﬁm_ﬁu
& quindi
1 1 Be—ba Bo—FBu
o 20 1 , 1 r 1
|

ﬂm 1 ﬂ-n ap t:l.'n

: Zn [Em (ﬂm S Bﬂ] (9'-].1 = ‘IHJ — Rp lﬂim = En] {ﬂ'ﬂ' _ED}J =
o {I:m_ﬂultﬂp __l:n}

1 1 1
_ o Y_m (ﬂn"" ﬂp} + Yn (f‘p —— f‘m) + Yo (ﬂm . uIIJ

Ap — Un & — &n

o analogamente,

1, 1 v .
e Tu T " Ym
Eh_jh‘_ &in — &p "J'p_"ﬁm o

Yo (Yo — Yau) (2o — &) — Ya (0 — &) (Yo — Yu)
o TmYoYs (% — @n) (2, — )
1 1 i
1 E[ﬁu_mﬁ]_i_.r—n(ar_um)‘l‘ s [5"m'—"f31:u).r
Ry — e

Per consegnenza si ha

B
I: i Pe Xy (’:p St ﬂm]
N e —th | @ —
In modo analogo, s1 trova
B oy, E“ (E'Tl - 5!1] ] Y _Tm (TP ) Yl] .
! [3:- == ﬁ! " k Te — Ym
Da queste, in virtu della {z), si ricava
al‘lﬁ‘ﬂTl’i P lr

e si eonchinde che la vefte AA,, BB,, CU, concorrono in un punfo Q.
Dunque potremo enunciare il seguente

Trorema, — Se le congiungenti i vertici d’un triangolo co’ punti in
eni una ceria retla incontra t lati d'un alivo iriangolo, concorvono in
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un punto, anche le congiungenti ¢ vertici di quest'ultimo respettivamente
0o’ punti in cui la stessa vetta incontra i lati del primo, concorrono m
wn punto.

I nolevele il caso in cni i due triangoli dati siano tali che, scelia,
invece della refta p, precedentemente considerata, la retia all'infi-
nito del piano, sussistano le proprieta confemplate dal tearema pre-
cedente, gincche esso allora prende la forma seguente:

TrorEMA., — Se le parallele, condotte pei vertici d'un triangolo, ai
lati d'un altro, concorrono in un punto, anche le parallele vondotte per
i vertici del secondo, rispettivamente ai lati del primo, concorrono n
wn punio.

16. Invoenndo il principio della doaliia nel pano, dal teorema
generale precedentemente dimosbrato, si deduce il seguente:

TEOREMA, — S¢ le congiungenti i vertict d'un triangalo, con un punto
del suo piano, incontrano vispettivamente ¢ lati d’un altro in tre punti
allineati, anche le congiungenti i vertiei del secondo, collo stesso punto,
incontrano vispeilivamente i lati de primo in tre punti allineati. (')

Questo teorema pubd, del resbo, facilmente dimostrarsi con metodo
analogo & quello seguito nella dimostrazione procedente.

I7. Ora faremo seguire alcune proprieli le quali hanno molta ana-
logia con quelle stabilite nei n. 15 e 16. Seguiremo perd un proce-
dimento alquanto diverso da quello che abbiamo precedentemente
adottato, anche per mosirare come, le mozioni che qui s'invocano
possano venire variamente applicate.

(onsideriamo un triangolo ABC e, nel suo piano, un punto gene-
rico P, & una reita generica p. Dimostreremo che, detii Q., v, Qe
rispeltivamente, i punti in cui le rette che uniscomo A, B, C nspet-
tivamente co” pauti pB,C,, pCoA,, pA:B;, 1 punti Qs @y, Q. appar-
tengono & nna medesima reila g.

Abbinmo infatii ;

i 1 11 1 1
Pe Tr _ P o P o
== ' T pa—1p ' T pa—an
e gnindi
. Taqnge =1,
poiché e

PatPe = — ZydyTp = 1.

Viceversa, & facile riconoscere che, essendo Qu, Qu, Qo, rigpatti-
vamente, i punti in eni mua cerla retla g taglia i lati BC, CA, AB
del triangole AB(, le rethe AQ,, BQy, CQ, incontrano rispeliva-
mente le rette B,0,, CpA;, AyB, in tre punti allineati.

(1} Nel teadurre per dunlitd parecchi teoremi. erediamo bene dare agli exvmnciaki ehe g'otben-
gono una forma slquanty diverss da qualla che wotterrebbe direiiaments, mored i eolits nanmbi.
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Intanto potremo dire:

TroremA. — L congiungenit 1 vertici dun dato triangolo, rigpetti=
pamente con itre punli allineati prest ordinatamente sui tre lati ' un
triangolo i €880 inseritto e con €880 omologico, ncontrano i lati opposti
in tre punti allineatl.

In particolare, abbiamo:

« Le parallele condotte pei verticl d'un triangolo yispettivamente i
1ati d'un iriangolo inscritto nel dato, e con €sso ontologico, incontrano i
[ati opposti wn tre punti allineati ..

18. Si abbiano due tviangel ABC. A'B( complanari. Suppouiamo
che le parallele condotte per A. B, rispettivamente alle rette BC,
A, AR’ inconinno i Jati BC, CA, AB del triangolo ABC in tre punti
‘allineati. Voglinmo far vedere che anche le parallele condotte per A,
B, (' rispettivamente alle rette BC, CA, AB incontrano 1 lati B'C,
A, AB del triangolo ABC in tre punti allineati. Siano vispetli-
vamente Az, By, Ci vertici del triangolo che ha per Jati le parallele
condotle per A, B, C alle rette BC, CA’, A'B. T triangoli ABCy,
AB'C sono evidentemente simili ed hanno le rette omologhe fra loro
parallele, sicche basteri provare che le parallele condoile per A,
B,, G, rispettivamente ai lati BC, CA, AB meontrano ordinatamente
le relte BiCy, CiAa, AB; in e punti allineati. Ora, 1 due triangoli
ABC, A,B,C, sono omologici per la fatla ipotesi; 1mollre, il triangolo
ABC & inseritto nel triangolo A;B,Ci; dunque, per il corollario del
q. 17, visulta subito che le parallele condotte per A, B, C; rispet-
tivamente alle rette BU, (A, AB tagliano BiCs, (A, AyB: In e puntl
allineali, Dunqgne:

Tromesma. — OS¢ ¢ parallele condotic pei vertiei d Iriamgoio vi-
speltivamente 0 lati dhin altro, incontrane i lati del primo in fre punti
allineati, anche l¢ parallele condotie pei vertici del secondo, rispeltinamente
ai lati del primo, MeONEANo i lati del secondo m 76 punti allineati.

19. Si abbiano oya, in un plano w, due triangoli ABC, LMN, fra
Joro cosi riferiti. Supponiamo che s sin trovata, in =, una eerta
yetla p, tale che le congiungenti i vertici A, B, C del triangolo ABC,
rispettivamente con i punk pMN, pﬁr. pm incontrino i lati BG,
CA, AR in tre punh allineati, Faremo vedere che anche le congiun-
genti 1 punti L, M, N rispetlivamente col puntl pBC, pCA, pAB ta-
glinno MN, NL, LM in gre puntd allineab,

Presv pertanto, faori di g, un punto S, si proieftino da S i punti
del piano w® Su un pilano # parallelo al piuo pS. In seguito 8 tale
operazione la figura ABCLAMNp viene trasformata in una nuova fi-
oura ABCLMNY .. essendo p', 18 relia all'infinito del punto =
Poiche, com’™® ben noto, lallineamento dei punli e la cONCOrrenzZa
delle rebte si mantengono per proiezione e sezione, le conglungenti
i punti A,B,C rispettivamente ai puntl p  MN, ' NTL, P LM,
ossia le parallele condotte per A, B, C ordinatamente a MN, N'L,
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L'M, tagliano le rette B'C/, CA’, A'B’ in tre punti allineati. Talché
(n. 18) le parallele condotte per L', M, N ordinatamente &8 B'C, C'A’,
A'B), ossia le congiungenti i punki L, M', N' rispettivamente ai punti
pBC, pCA, pA'B tagliano le rette M'N’, NL', L'N' in tre punti al-
lineati. Quindi, trabtandosi sempre di proprieta proietiive, nel pianu ™
si ha che le congiangenti i punti L, M, N rispeltivamente ai punti
pBC, pCA, pAB, lagliano le rette MN, NL, LM in tre punti allineati.
Dunque diremo:

Teorema. — Dati due triangoli complanari, fra loro riferiti, se le
congiungenti i veriici dell'uno, eoi punti in cui una certa vetta taglia @
lati dell’aliro, tncontrano i lati opposti del primo in tre punii allineat,
anche le congiungenti ¥ vertici del secondo yispettivamente co’ puni: n
cui la stessa retla taglia @ lati del primo, tnconlrano i lali opposti del
secondo in tre punii allineati.

Il duale del teorema precedenie pud enunciarsi come segue:

Trorema. — Dati due triangoli complanari, fra loro riferiti, se le
congiungenti i vertici d'uno d’essi, colle proiezioni sui lati opposti dél
medesimo dei vertici dell’altro, da un certo punto, sono concorrenti, anche
le congiungenti i vertici del secondo colle proiezioni sui lati opposti di
esso dei vertici del primo, dallo siesso punto, sono concorrenti.

20. Sulle mediane AG, BG, CG, d'un dato friangolo ABC, pren-
diamo rispettivamente tre punfi L, M, N. Ci propomiamo di far ve-
dere che le parallele condotte per A, B, C, rispetfivamente alle
mediane del triangolo LMN, concorrono in un punto.

(sserviamo anzitutto che, per le fatie ipolesi, si hanno le relazioni:

61— Bm TB =— 11
ﬁﬂ'l == Qg Ym == Znon = l.

Cid posto, detto B il punto medio del segmento MN, s’indichi eon p
Ia rette LIX e con P_ il punto in cui la medesima incontra la retta
all'infinito del piano. Siane infine A, B,, C,, rispettivamente, i punti
in cui le parallele alle mediane del triangolo LMN, condotte per A,
B, C tagliano i laki BC, CA, AB. Manifestamente la retta p & la me-
diana uscenie da L. Cio posto, si ha (n. 2)

1 1
Te=3 (mm+mn)——h,.( = 4 ! 1)“
1 —Yu—a 1 —g——
Ym— g 1—Y 2
1 1 1
=_2_-?'!(' — Ym : 2—1::.1)'
1 1
o= (= o) = hh( I )—
2 2 1 i
1'_"::!:1"____ l—ay,——
- [ m {n
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1 1
Er:%(zm_i'zn):% -llc( 1' I l)
i=fa—re I=0"g

Per conseguenza, risulia

— G.Z‘T L gl:n — Hh.l,UI = i 2
EI_—_byr——HTm_ﬁnTm__E, (ﬂ)
(1.lr 4d—on—Tm
- i (?)
_ E&E‘ E’Tm_" Znfm 2
T ﬂ':l'r-_ 4 —op—Tm . [ﬂ)
Si ha inolbre
1
— —1
o __.'PL-
¥ Ph ___1 '
e guindi, siccome &
1 i 1 = 11_‘_ _'1_
P = i ! Ye -,
&gy — tr —— 1 — Oy .
1 1 1
P ____— _;I_ + ;r_ 1 + L 83
¢ ﬁl = B! ﬁl _Fr '
si deduce , ;
]
1 —I_ Br Br Tl‘

1 —[; fr —+ Yr
Questa, & cagione delle (a), (#) e (c), diviene:

o = — i Bdﬂrtjl + E‘JIBiTm + 24, + g;j] — ‘i-']'m + 4
= = ﬁ?ﬂ"m + Pafm7au T 2t + 2 — o, 4

e poichd si ha analogamenle
— SEITIU. + El‘rmmﬁ -I_ :?‘31 _l— ET"“ e 4'111 pp— 4;

o=—2 B mrn 1t YmZed 4 2 m = 2un— 48,4 4°
. _'3']'1:1111 i Tm'InB!. -+~ I;'hl'm I~ &S&n— 43 + 4
(v — Sotath B Zahn m + 2oy + 23— w1 4’

al 11CAVA
Gp pfp — — 1,
o si conchiude che le retle AA,, BB,, CC; concorrono in un punto P.
Ed orn facilmente possiamo venire ad una importanfissima con=
alusione. Consideriamo dne triangoli complanari ABC. A'BC'; siano
rispettivamente @, @' i loro baricentri. Supponiamo che le parallele

—— T &
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condotfe per A’ B, ' rispeitivamente alle mediane AG. BG, CG con-
corrano in un punto P. Allorn, rvifevendoei alla conclusione precedente,
é facile vedere che ancle lo parallele condolte per A, B, C alle me-
diane A'G', BG, C'G', del triangolo A'B'C’, concorrone in un punto P.
Trasportiamo infatti, nel piano che si considera, la fignra A'B'C'P
parallelamente a se stessa, e facciamo cost eoincidere P’ con G; e
evidente che i punti A’ B, C' si troveranno, dopo lo spostamento,
gulle mediane AG, B, OF, e ricadiama cosi nel easo dianzi contem-
plato. In conclusione, potremo dire:

.~ Teorema. — Se le parallele condotts per vertice d'un triangolo alle
mediane d’'un altro concorrono in un ptinto, anche Te parailele condotte
per vertici del secondo vispeltivamente alle mediane del Primo, concorrony
i un punto.

Uome si vede, questo teorema & analogo al noto teorema dei trian-
goli ortologiei, dovuto a Sieiner ; invero, se nell’enunciato del teorema
precedente, alla parola * mediane , sostituiamo la parola © aliezze ,
abbtamo il teorema di Steiner. Percib, per semplice analogia, noi pro-
poniamo di chiamare bariologici, due firiangoli, quando si trovano nel
easo conlemplubo dal teorema precedentemenle enunciato.

21. Questo teorema pud facilmente generalizzarsi come segue:

Teorema. — Dati due triangoli complanari ABC, A'B'C' e una vetla p
nel loro piano, essendo rispettivamente P. P i poli di essa rispelto ai
triangoli medesimi, se le congiungenii i vertic A, B, C dell'uno rispetti-
vamente cot punti in cui lo retta p incontra le rette AP, BY, C'P con-
COrrone in un punto, anche le congiungenti i vertici A', B'. O del secondo
coi punti in cui la stessa vefla p incontia le retie AP, BP, CP, concor-
roNne i un punto. _

Siceome le proprieta di eni & parola in questo teorema dipendono
da concorrenza di rette ed allineamento di punii, esse sl conservano
per proiezione e sezione; pereid, per dimoshrarlo, bastera far vedere
la sna validith iu un easo particclare, che si deduce da quello ge-
nerale, mediante un'operazione (i projezione e sezione, opportuna-
menfe scelta. |

Essendo = il piano che si considers, si scelga, fuori di esso, un
punto S; preso quindi un piano ., paratlelo gl piano pSs, si proielii,
da S, i punti del piano x,. La Ligura ABCAB'C'pPP, dopo tale proie-
zione, si brasformera in una nuova figura A,B,C,A\B,C,p_P,P,, es-
sendo p_ evidentemenis la retla wll"infinilo del piano 5. Percio 'y, Py
non sono altro che i baricentri de’ triangoli A,B,C,, A,B,C,. Se, dun-
que, le relle congiungenti rispeftivamente i verlici del (riungolo ABC,
¢o’ punti in cui Ia retta p taglia rispetiivamente le rette A'P", BP, O'P,
concorrono in un punto, si avrd, come conseguenzi, che, nel piano 1,
le parallele condolte per i vertici di Ay B(Cy, rispettivamente alle me-
diane del triangolo A’, B (7, » Concorrono in un punto; i triangoli A,B,C,
A'\B,C, eosi riferiti, sono dunque bariologici, quindi (n. 20), le paral-




PERIODICO DI MATEMATICA, 201

lele condotte pei vertici di AL B,C, alle mediane del triangolo A, B (4,
ossia_le ﬂﬁﬂﬂﬂgﬂﬂ i punti A4, B4, G rispettivamente co’ punta
p. AP, 2. Bily, P (, P,, concorrono in un punto. Tratiandosi di pro-
prieth proiettive, si nvri, corrispondentemente, che nel piana =, le
congiungenti 1 vertici di A'B'C, vispettivamante al punti in cui la p
taglia le vetle AP, BP, CP, coneorrono in un punto,

Rimane in tal modo pienamente dimostrato i1 teorema generale
enunciato.

99 Tyadncendo per dunlita il teorema ora dimostralto, si ha:

TroreMa. — Dati dite trilateri complanuri abe, a'b'e, cosi riferidi, €
un punto P nel loro piano, essendo rigpettivamente p, p le polari di esso
punto, rispetio ai ivilateri medesimi, se i punti d'incontro d¢ Tati a, b, ¢ del-
Puno, rispettivamente con le conginngenti il punto P cot mnti ap’, bp, €'p,
sono allineali, anche i punii d'ineontro d¢ lati & b, ¢ dellallro con le
congiungenti Lo slesso punto P co’ punti ap, bp, ep, sono allimeati.

Suppongnsi ora, i particolare, d'aver dua triangoli complanari
ABRC, ABC, aventi m comuné i1 bariceniro; le polari d'esso rispetto
ai due triangoli, coincidono con In retta all’infinite del pinno che s
considern. Applichiamo il teoremsa precedenle al caso in cul essp sia
valido, qualora il punio P dell’entmeinto coineida con guesto comune
baricentro. Esso prende, allora, la forma che segne:

« Tn due triengoli aventi lo stesso haricentro: se le parallele condotte
pel comune baricentro ii lati delluno incontrano i lubi dell'altro m tre
punti allineati, anche le parallele condotte per lo stesso baricentro, ai lati del
sesondo, incontrano i lati del primo rispettivamente in tre punt i allineuti ..

23. (Gonsiderinmo, in ut piano =, dne griangoli ABC, A'BC'; s1ano
G, & vispebtivamente i loro baricentri. Supponiamo che le parallele
condotte per G n B'C. C'A, A'B, sneontrino rigpettivamente ) lati BO,
CA, AB del Eriangolo ABC m tre puuni allineati: furemn vedere che,
in gnelle ipotesi, anche le parallele condoite per @' ai lati BC, CA, AB
del triangolo ABC, inconfrano i lati B'O, VA", A'B’ del triangolo A'RU,
in tre pwmiti puie allinenfi. Osserviamo, all'uopo, che se si muovesse
i1 triangolo A'B'C' parallelamente a se stesso, fino a far coincidere il
punte G con G, il triangolo medesimo assumerebbe una nueya ben
determinata posiziona A'B2Uy, che orn & oppurtuno considerare.
Siceome le parallele condobie per a ai lati BiCh, ChA', A B, non
sono altro che le parallele condolie per lo stesso prmto & B'C, UA, A'B
rispeltivamente, per lu fatta ipotesi, le parallele condottn per G (ba-
ricentro comine ai trinngoli ABC, A B UL) & BC, CA, AB, mcontrano
5 lati By, ChA'y, A4B, rispettivamenie in tre punti allineati (m. 22).
Per conseguenzn, anche le parallele condotte per (" rispeltivamente
a BC,CA, AB, incontrano 1 lati B'CY, CA’, A'B, del triangolo ABC,
in tre punti allineati. Dunque potremo dire:

Teonema. — Se le parallele condotie pel baricentro d'un iriangolo ai

lati d'un aliro incomtrano i lati del primo rispellicwmente in tre punti
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allineati, anche le parallele condotie pel baricentro del secondo ordinaig-
mente ai Lati del primo, incontrano i lati del secondo rispettivaments in
ire punti allineati.

24. Da questo teorema, mediante il metodo di proiezione, prece-
dentemente usato, deducesi 1a proprisia genernle seguente:

TroreMa. — Dati due trmangoli complanari, fra loyo riferiti, se le
conginngenti i punti &'incontro dei lati d'uno o essi con una cerin vetta,
con il polo d'essa rispetto all'allro, incontrano i lati di quest ultimo in
ire punti allineati, anche le eongeungents i punti @inconiro di quella
stessa retéia vispettivamente coi lati del seconde, col polo di essa rispetto
al primo, incontranc i labi di questo i tre punti nllineatli.

Infaiti, le proprieta contemplate da queslo teoremsn si conservano
per proiezione e sezione; risulla percid che esso snssiste nella gene-
ralith dei casi, poiche & facile scegliere nn'opportuna operazione di
proiezione e seziome, in seguito alln quale In figura che si considera
in questo teorema, viene trasformala in guisa da ricadere nel teo-
rema del numero precedente. Bast, all'nopo, proiettare i punti del
piauo =, che si eonsidern, da un centro S, preso fuori di esso, an di
un piano wm, parnllelo al piane individuoato dal pinto § e da quella
certa retta che si eonsidera nel precedenfe keorema,

Trudncendo per dualilia il feoremnn precedente, si ricave la segnente
propriefd:

Teonema. — Dati due triangoli complanari, fra loro riferiti, se le
congiungenti i vertiei d'uno d'essi rispettivamente coi punti in cui le con-
giungenti un certo punto coi vertici dell’altyo. icontrano la polare di
e350 punto rispelto al primo, sono concorrenti, unche le congiungenti i
vertics del secondo coi punti in cui le congiungents lo siesso punto coi
vertici del primo, incontrano la polare di ess0 punto rispetio al secondo,
CONCOrrono 1 un punto.

E qui opportuno notare che, seguendo il procedimento adottato
nei parageafi 22 e 23, dal teoremn mrecedentemente enuncinto 1ica-
viamo nuovamente il teorema dei triangoli bariologici, da noi dimo-
strafo ad enunciato al n. 20.

26. Applicaudo opportanamenie 1'ultimo teorema enuncialo ul
n. 15, possiamo agevolmente dimostrare altve notevoli proprietia, Se-
gnaliamo anzitutto il segnente :

Trorema. — Se [e congiungenis i punti d'incontro dei laki d'un irean-
golo con une certa refta, coi punts in cui le congiungenti rispettivamente
¢ vertici d'un alivo col polo di essa retta rispetto al medesimo, incon-
trano ¥ lndi opposti, concorrone in un punto, anche le congiungenti i
punti & incontro dei lati del secondo triangolo con quella stessa retta, coi
punti in cui le congiungenti i vertici del prima col polo di quella retta
rispetteo ad esso, incontrano i lati opposti, concorronn in wn punfo.

Si abbiauo, infatti, in un pisuo =, dne frinngoli ABC, A,B,(,. Siap
una rebla del loro piano, tale che, essendo rispettivamente P, P, i
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poli di essa rispebto ai_triangoli suddetti, le rette che uniscono ordi-
natamente i punti pBC, pCA, pAB coi punti a APy, BB P, aGiPy
soncorrono in un punto Q. Vogliamo mostrare che in tale ipotesi, le
reite che uniscono srdinntamente i punti pBi.Ci, pCiAz, pAiB col
punti aA P, bBP, «0P. eoncorrono in un punto Q,. Scelto all'nopo un
punto 5, non appartenente al piano T, proiettiamo da S 1 punti di =
sn un pisno =, parnilelo al piano pS. In seguite a tale operazione,
Ia figura ABCA,B,C,pPP;Q viene trasformata in una nuovs figura
ABCABC YL PP, essendo, evidentemente, P o I relia all infi-
nito del piano ='e P'e P, i baricentri dei triangolit A'BC, A'B, 0.
Trablandosi di proprieta proietlive, doll ipotesi fatta si deduce che,
nel piano ', le parallele condotte pei punti medi dei lata del trman=-
golo A B1U rispettivamente ai laki del triangolo A'B'C’ concorrono
nel punto Q'; pereid, tsnendo ben presente lultimo teorems entm-
cwato al n. 15, si deduce che anche le parallele condotle pei punki
medi dei laii di A'B'C rispettivamente i lati del triangolo AB30s
concorrono in punlo Q. (Jorrispondentemente, _n_a_l plano =, si_lu_i che
le rette che uniscono. ordinatamente 1 punki pBils, pUiAs, pALH col
punti aAl, bBP, eCP concorrono in on punlo Q. 11 teorems & di-
mosirato,

Dualmente si ha:

TEOREMA. — OS¢ I8 congiungenti @ varlici d'un triangolo, cOR Un punto
del suo pianoe, tagliano in ire punti ullineats la vette che uniscono i vér-
430 d'un altro coi punti in ewi i lati opposti del medesim  iRCOWEYENO
la polare di quel punto yispetio ad esso, anche le congiungenti pertici
dal secondo, con lo stesso punio, tagliano in tre punti allineati la relte
che uniscono i vertici del pruno coi punli in cui @ latt opposté del me=
desimo incontrano la polare di quel punto pispetto ad esso.

96. Suppongasi vra, in particolare, Favere due briangoli aventl
in comune il barcenlro; SuPpuNZus, inoltre. che essi s1anoe tali che
sia nd essi applicabile il teorema precedente, qnalora, anziche un
punto generico del pinno, si scelga il eomune baricentro. 1 facile
vedere che, in tal caso, si hu la seguenie proprieid:

s In due triangoli avenii lo stesso bariceniro: se le mediane dell’'uno
incontrano rispeltivainente lati dell’altro in tre punti ailineati, anche
le mediane del secondo incontrano rispetlivamente & lati del primo in (¥é
punti allineatz ,.

Da cui si deduce facilmente Ia segnenle importante proprieta:

Tgorena. — Se le parallele condolte pel barieentro d'wn triangalo
rispetlivamente nlle mediane dun altro, incontrano i lati del prino in
ire punti allineali, aneche lz parallele condotte pel baricentro del secondo,
yispettivamente alle mediane del primo, imcontrano i iali del secondo n
tre punti allineati.

Mediante il metodo delle proiezioni, precedenlemente usato, da

quesio teorema si deduce il seguente generale:

#__'-
a 'H'_

| S WA O
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Trorexa. — Dati tre triangoli ABC, AB'C’ ¢ una ratta p nel loro
piano comune, essendp P, ¥ rispetiivamente i poli di essa rispetto ai me-
desimi, se le congingenti il punio P coi punti pA'P’, pB'P, pC'P’ in-
contrano rispetlivamente 3 lati BC, CA, AB in tre punti allineats, anche
le congiungenti 4l punto V' coi punti pAP, pBP, pCP incontrano rispet-
Avamente i lati BC, C'A’, A'B' in tre punti allineat.

Dualmente, s ha:

TeOREMA, —= Dati due (riangoli ABC, A'B'(" ¢ un punto P nel loro
pianc comuns, essendo P e P rispettivamente le polari di esso rispetio
at medesimi, se lg congiungenti i vertivi A, B, C vispettivamente con le
prozezioni dei punt; p'B'C, p'UA” PA'B dal punio P sulla retia p, 8ono
Cokcorrenti, anche le congiungendi 1 vertici A', B', ( vispettivamente con
le proiezioni dei punti pBC, pCA, pAD dul punto P sulla rette p' sono
concorrenti.

Questo teorema Puo eziandio dedursi dal teorema. der triangoli
bariclogici.

27. Con metodo analogo a quello seguito al n. 20, si pud facil-
mente dimostrare ]a stguenie ymportante proprieta:

TEoREMA. — S» le parallels condotte per i vertici d'un triangolo 7i-
Spetiavamente alle mediane & yn altro, incontrano i lati del prime in tre
punte allineati, anche | parallele condotte pei vertioi del secondo, rispet-
tivamente alle mediane del prano, incontrane 1 lati del secondo rispetii-
vainenie in tre punti allineat;.
~ Non riportiamo 1a dimostrazione, che lascinmo al lettore.

Laseiamo parimenti al lettore Ig generalizzazione (i questo teo-
réma, nonché le considerazion; analoghe a quelle da noi svolte nei
88 21,22 23 ¢ 24 Seguendo questa via s'incontrera la seguenfe no-
tevole proprieta:

TeoreMa. — S Ip congiungenti i vertier un triangolo, coi punti in
owt i lati oppost; weontrano e parallele condotte pel bavicentro rispet-
twamente ai lati d’un allro, sonp concorrenti, anche le congiungenti i
veriici del secondo voi Punti in vui i laii opposte d'esso incontrang le
parallele condotte pel bavicentro dj quesi'ullimo triangolo rispettivamente
ai lati del primo sono eoncorrents.

- B evidente che e Proprieta gni segnnlate, applicate variamente
a casl particolari, ei danno modo di dimostrare molti teorem, di no-
levole importanza nella recente geometria del triangolo.

R. VerceLLIN.
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SULLA TRASFORMAZIONE DEI RADICALI SOVRAPPOSTI

In un altro mio lavore (Y) feei notare che 1l problema della tra-
sformazione dei radicali sovrapposti non & slate oggetto di studio
continuato, e che esso fu solamente risolfo in aleoni ensi pariico-
lari () per 1 radicall della forma

VatvE  Vyatye!
Dissi, moltre, che nessun tentativo eva stato fatto, per lo addietro,
per trasformare 1 radieali

WatVast...+Vam,  Viat Voot ...+ Y

l/u, 1 ]/a,-;-..--;-fi 8ce.,
ma che solo il prof. D Lovacmames, nel Supplemento al Periodico di

Matematica, (°) trasformo Vﬂ + Vb + VE—I— Vd nella somma di quatiro
radicali semplici ; dimostrai, infine, aleuni feoremi 1 quali risolvono,
in molti casl, la questione elementare, ma interessante, della trasfor-
mazione del radicali sovrapposti.

Qui mi propongo ora di pubblicare quello stesso mio lavoro, con
diverse aggiunte e modifiche, generalizzando alcuni fteoremi in esso
confennfi. .

Il bene notare che i teoremi che seguono trattano di casi del tutho
differenti da quelli da me pubblicafi precedenlemente in questo Pe-
riodico, nei volumi XXI (fase. VI) e XXII (fase. I ¢ II).

§ 1. — Sulla trastormazione dei radicali

Wa = Vart ...+ Vtwas £ Yam, Vot Yot + Yo * Voa.

0

|. Teorema L. — Il radicale Vﬁ:t b, in cui le quantita a ¢ b sono
razionali, si pud trasformare nelle somma di due radici quarte di quan-
tite razionali, se il prodotio & (a —b) & un guadrato perfetio.

i) Sulla trssformazione dei radicadi sorrappoiti, Bologna, P. Coppini, editore, 1904,

M Vedi Lactoix, Complément des dlémenin d'algdbre, Pams, 1801 — 6. Caxpipo, La formola
@i Waring & sue notevoli applleazioni — F, Casrauiano, Elementi d'algebra.

(¥) Anne ¥, fasc. V.

T
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Poniamo infatli

VWa+ Yo=Yz -+ 1755 Va— 1*?:{@.- —Vy (1)

e proponiamoci, se sard possibile, di risolvere le equazioni (1) eon
valori razionali delle incognite z ed y.

Considerando di ogni radicale il solo segne pusitive, quadrando
le (1) si oblengono le equazioni equivalenti:

Vat Vo =VotVy+21zy  Va—15=1a+Vy—2yay

dille gunali risultn

Vo=Vz+1y. (2)
Moltiplieando membro a membro le (1) si ha inoltre
u—bzv’E—]{:} (3)
e qumndi, dalle (2) e (3) 31 otfiene
2 —
‘Ifa{f:—&)=:r—_1; _'ﬂz %—.r+y. (4)

Se le quantita z ed % sono razionali, la prima delle (4) pud sns-
sistere solo nel easo in eni il prodotio a (@ —b) sia il quadrato di nna
quantita razionale ¢, Ponendo allora

ala—b)=¢* (5)

2a—b
c=x—Yy _.u2 =z |y

Ie (4) diventano

dalle quali si ricava
1
r=-T (20 — b - 2¢) y=_—1L- (2a — b—2¢).

Segne quindi dalle (1) che, nel caso in eui risnlti verificata la re-

lazione (5), si ha
]

VVEi ffﬁ: Vﬂﬂ——i—]— EEIVEH__‘:_HE (6)

come valevasi dimostrare,
OssErvazione, — Tenuto conto della (5), risultano vere le segnenti
ngnaghanze

1
2% —b+2c=—(a+ e Za—b—2c=%[ﬂ—")'

quindi Ja (6) si pud scrivere

V-].‘E:t ﬁ=-51——[}"u—}—ﬂifﬂ-—-ﬂ]_ - (0
Yia

L |
¥l
AL

e, S
)

ol b

]
".'-F‘
-
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9 Allo slesso risultato si pub giungere facendo uvso della nota
trasformazione

v;iﬁ-=Vﬂ+ ‘;Jr-—ﬂj: E—V; = (8)

nel seguente modo: (')

= 5

L. ——

Warvi-ia) 1) 5= e I_Vj#%

4

e B

|

i

4
:;‘_[“En—b—}-ﬂ}’u[u——b}_*_ ’[ﬂu——h——‘.ﬂ}"f:[n—fﬂ\
f], =1 o —

des da

~1/2a—b+2Vala—1) 90 —b—2Ya la— b)
“V 1 | i ()

e guindi tenuto conto della (5), si otliene immediatamente la (6).
Hsenp1o xUMERICO. — Supposto a=38, b=10, ¢=14 risnlba verifi-
cata la (B); si ha quindi

4 ¥
~ R Y
Vﬁifﬁ=V§iV%

V8«16 = (52 1)
Ve

oppuve dalla (7)

3. Consideriamo ora l'equazione biguadratica
—Ypa' +q=0 (10)

in eni p e g sono quantita razionali. Le sue radiei, com’s noio, sono

date dalla
o=z VE = V2. (11

Acciocehe al vadicale che comparisce nel secondo membro della (11)
si possa applicare la trasformazione (6) @ necessario che il prodotio

Hh- ()
i "1 § —9)[T 4

sia un quadrato perfelio, o, cid che & lo stesso, ® necessario che il
prodotto pg sin un quadrato perfetto. Ponendo allora

pg=1" (12)

(1 Cir. F. CasveLvaso, Elementi dolgebro, png. 21T,
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dalla (6) =1 ha

VV_ V4 VP+4Q+4:+ Vp+4q—4f]

e quidi

r=+ 3|\ pFhaFar + VoF g =0, (13)

Risulta ciod che le radici dell’equazione biguadratica (10) si possono
esprimere wmedianle sonme e differenze i ue racivi guarte di quantila
razionali, se & verificata la relazione (12).

OssErvazioNE. — Tenuto conto della (12) risulin

1 1
V- ir=uip-pii)’ Poedj—dr=cp(p—=2r]

quindi la (13) s pud serivere

r— +

— [Vp+2r £Vp—21]. (14)
2Vp
Esempio nuneRIico, — Applicando la (13), le radici deli’equazions

J:‘—y'l_B:n”—I—z’.:ﬁ

= 4 l llﬂ: 12]
S 2 }110 + P
oppure, per la (14), dalla

PP 11, SN |
8

4. Considerando sempre di ogni radicale il solo segno positivo, si ha

sono date dalla

Va+Vo=Vyb+ Vo (15)

Ma al radica]e}‘r}@—k Va* si puo applicare la trasformazione (6) se
il prodotto b (b-—a) & un guadrato perfetto. Posto infatli

. b(b— a®) = k® (16)
si lin
. 2h — - 2 2 — a® — 2k
T TR R N T B
e quindi ‘
. f: . : ’ ;
= 2h — u* -2k 2h — a* — 2k
Vot v =) — —|—]/ . (17)

risulla civd che i radicale Vﬂr—]—‘FE an cui le quantitc a e b sono ra-
zionalt, si pud decomporre nella somma di due radici quarte di gquan-

e
o FILE- |'I
Lo ST
i3]
L1 i
ig
¥
ll_H
|I'. 1
Wy
HE
o 45
4 3
.-",
I.I.
;
i
z L]
i
I;."I';‘
R
ol
tr__l?r'L
i)

b
AT
§

¥
1 ¥ ]
o I

o -

o
' -

- o |
T




PRRIODICO D1 MATEMATICA. 209

titd razionali, se il prodotto b (b— a¥) ¢ un gquadrato perfetto, come ho

dimostrato direliamente allrove. (%)
Possinmo anche gni 0sservare che, tenuto conto della (16), risul-

tano vere le saguentl nguaglinnze

Eb——n‘—{—ﬂk——;—:’—lb-{-kig 2#—“’—‘3*—-},”’ kY

e quindi la (17) ¢i pub seriveve

Vo+VE :}‘_&% (Vo &+ Vo —h)- (18)

6. Per semplificare gh enuncinti e le dimostvazioni del teorem
¢he seguono OSSErvIRmo che, se le 2¢ guantita

(51 Iy iy s s+« Ma"—1 Ta® {ﬂ intero e > 1.)

sono legate daile seguenti n —1 relaziont

(1) ffa iy g Oz 1" —3 A"

i, fy s (t ' gt  Wara
(2 o @ (Ig”
) (F IR | [ S

@) s fln Mg" -3 (19]
i, ftg R /7
) f doP_ (a"==—1)
fly [fln""l,g_l

la eni legge di formazions non ha bisogno di sehiarvimento aleuno,

ponendo .
S*-—=m:t-ﬂg—l-naiﬂ¢+...—]-ﬂgn_1:|: (yn

risulia

5= 1—1 (@ = ag) (ay + as) (M +ag) .- - + age—2-1) (o + ag—1.1). (20)

{5

Negli n fattori della (20) avent la forma (a, + &) ) valori dell’in-
dice ¢ soNO:

g gl L e BHL TS (21)

come i pub facilmente vewificare.
I bene avvertire, inoltre, che dei due fattori (@ + o) ed (& — Gg),
che ecompaviscono nella (20), hisogna scegliers il primo, per

5=ﬂ1+ﬂl+ﬂ=+ ay - - Gats |- ag=

(1) Periodico @i Mugematica, mazgio-gingno 1004
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ed 1l secondo, per

S‘—ﬂj ﬂg—[—ﬂa 7 i ...‘["ﬂgﬂ_]—'ﬂuﬂ.

In cid che segue supporremo sempre n intero e maggiore di 1.
6. Teorena Il. — JI radicale

=1k == Ve ... - Vours & Yap: (22)

in cui le quantitd & sono razionali, si pud trasformare nel prodotio di
una rvadice quarta i quantite razionale per la somma di 2" radicali
semplici, se visultano vervificale le seguenti condizions:

18, Le guaniila a siano legaie dalle relazioni (19).

2%, 1 prodolti a, (a. — &), in cut Uindice | assume ¢ 2alori (21), siano
dei quadrati perfettsy h®, siano ciod:

(@ —as)=h* a(on—a)=ns...0 (0 — e=-14) =h,". (23)

Osserviamo infatli che, per la’ prima condizione imposta alle quan-

tita « e tenuto conto di quanto & stafo esposto al Numero precedente,
il radicale (22) si pud scrivere

A= : V ay = }EV}‘I;—FT; . V]'rﬂ—:_F Yaes—,,. (24)
}fﬂ;Tl

A ciascuno deil radicali della furmaV}’E:t Va;, che compariseono
nel secondo membro della (24), tennto conto delle relazioni (23), si
put applicare la trasformazione (7); s1 ha quindi

fﬁi Va—— i1 (‘ﬂ:l—l—fh:tVﬂi—hl]

Via,

".rf:l‘ 3 }J'; = 1 (} tty - Jig -+ ‘Vm —h) 0%

\‘IE (25)

Vit + Vawtn =o— 0@ F o+ Yo —T)
Dalle (24) e (25) risulta allora
a=—1 [ Th * VR Va Tt Va=Ta) ..
}fﬁin ﬂlifu-»l
R o N S e | (26)

che dimoshira il teorema, giacche, come si pud facilmente osservare,
il secondo membro della (26) non @ altro se non il prodoito di una
radice guarta di guantifa razionale per la somma di 2° radicall sem-
plici.
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7. (‘os1, per esempio, nel caso pariicolare din —2, le relazioni (19)
e (23) diveniano rigpetfivamente

(fa _”_4',_ o=
iy T (T [21)
try (a1 — () = Iy fa L — ng) = hy® (28)

e dnlla (26) si ricava

'\ﬁfﬁ: =it ";; + «‘I__ 41 [H lrl1—l-'ht)(ﬂt+l’m}i \Th —;*1)["1+h“}+

e

3 0
_.1 'y
+ }T”I‘th”lh—‘ha] e ‘ (t‘h——?ﬂ] {ﬂl—_hg)l . (29)
FsEmMPio NUMERICO. — Supposto
ﬂ1=32 ﬂu-——‘ﬂﬂ ﬂ:=24 ﬁ..f;?;'llﬁ ;!1=B hg'_—_lﬁ

risnltano verificale le velazioni (27) e (28): dalla (20) si ha quindi

"f‘@@ i fﬁﬁ-[—}"f + V2D = l [\fﬁ + 3415 * 1"3]

4....—
212

8. Teoreua 1L — 1 radicnle
p= V“l + Vet .. Va2a T \ aee (B0)

in cui le quantia a sono vazionali, si pud decomporye nella sonma di 2°
radicali semplict, se vigultano verificnia le sequenti condizioni:
18, Le quantitec & sittno legnte dalle sequentt n— 1 relazioni:

—
L]

1 G 0® o aps __ 0"
a’, T W3 a o agn-s 08"
2 3 iy _: e
a a2 (31) (')

(1) Ogp=tzy Q"™
l - -

(1 dgh—1sy

o0, Le diffevenze a" —a, in cui PVindice i qssume i valors (21), siano
dei quadrati perfelti I®, siano cioe:

M — =h" M —0= Bt . . o)t — tga—t = Dy, (32)
(Osserviamo, infatis, clmllﬂ celazioni (32) si possono SCriVere:
ﬂii(ﬂtg—-'ﬂn}:[ﬂl]l:)ﬂ ITF(H].E——{I:]-_—-(HJEE)!- .t l!i'll'ﬂ[1']'31"—'{]':“_1 H)::ﬂlhn)ﬂ- (33)

Inoltre, se al posto della quankita a, sostitninmo a,?, il radieale (22)
si frasforma nel radicale (30). Quindi n guest’ nlfimo radicale polremo

() E faeilo oaservire che le relazioni (31} Bono anuloghe alle (19), & &i ottangono s guests
sostisusndo a2 al posta di @y,
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applicare la trasformazione (26) solo gnundo risultino soddisfalie le
relazioni (19) e (23) in e, perd, alla guantita @, venga sostitnita ;%
Con tale sostituzione le (19) e (23) diventano analoghe nile (31) e (33);
gquindi dalln (26) risoltn ; |

=73 1 [[Vﬂ,ﬂ—ku;hl + Vﬂ';ﬂ— rufn}(]"ru“—l— ityllg V’mg—- ata). . .

‘ 2::1 ulﬂiﬁh-—lj

N e e e Tﬂl“——ﬂlh“ﬂ
0Ssia

1 2 : [(]’n; by = Vay— h)Yoy + ha1m — he) . ..

1 i a,"

...(1r11—|—hu+1ﬂ1—hu)‘. (34)
che dimosira il teorema.
9. Cosi, per esempio, nel caso particolure(’) di #=2, le rela-
zioni (31) e (32) diventano vispeltivamente

T -
= (35) -
4 —ag=nh o,°— as=h" (36)

e dalla (34) =i ricava quindi

Vas + Yot Y+ Yo = ;? [ Vi hal(ar ha)=t Vi — )i o) +-

L V[ﬂl Iy )ty — hg) = V(s — As)lcty— h!]]- (37)

Esempio NusMerico, — Supposto
=12 =80 a=108 a=60 h=8 lh=0>6

risultano verificate le relazioni (35) e (36); dalla (37) si ha allora

Vi2= 054 65+ 2115 =4 (Y30 V6-+1T0:+ 2] .

§ 2. — Sulla trusformazione dei radieali continmi.

10. Chiameremo radical: continui 1 radicali della forma

Vﬂl -+ V- Vﬂ';-]— . Vﬁn_l - Vﬁ: (1}

In gquesto paragrafo ei propouniamo di trasformare il radicale con-
tinmo (1), in eni le quantita @ sono totte razionali, nella somma di
doe radici (2n)™ di quantita razionali.

(1) La trasformazione di qnesto easo particolars fu espostn, eon proeadimento differente, dal
prof. Dy Loyvcuaues nel Supplavienio ol Peviodics di Matematicn, aunn V, fase VI
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i bene ricordnre che di ogni vadicale che abbia doppio segno, noi
considereremo semjre solamente quello positivo.

11. Dimostrizuno prima il seguente

Lemma, — J1 vadicale

i [ ] 2]

. s = 2
J.=V}ﬂi]b+f:? (2)
in cui le quantda a, b, & sono ruzionali, si pud lrasformare iella somma
di due radici (2n)" di quantila razionali, s rvisulla soddisfatia la se-
guenie relazione:

g
(—%) — (iC. [3)
Dalla (3) si ha infat)

) = 2% g
da cul

_ Vi=2)uac.
Risnlta allora

) =ﬂ’5 + 3 ac 410 = ﬂﬁ + 13-.?]

ossia |
B (T n n_ Eﬂ__
V}ui]h—l—'\c———\ﬂifr: (4)
come volevasi dimostrare.
12. Tegorema 1. — 1 vadicale continuo
: - : =
F:V"l —1—%:;—%1/”.—'.—...—]—] sy -+ } tn (5)

in cui le quandita n sono sasionali e positive, si pud Frasformare nella
somma di due radici (20)™ di guantita razionali, se sono soddisfatte le
seguenti condiziont:

19, Le quantild fy, 9g...8%n siano legate dalle seguenii relaziont :

- - o
My~ (fa” { o
”Iﬂ —_— "j ﬂa - -.-.- & p = [J ﬁ-ﬂr—l z . (G)
- —

28, ]l prodotlo ay [0y — 8%—1) St 1 quadrato perfetto h®, ma ciog:

tty (la— (a—1) = b (7)
Per n =2 il radicale 5) diventa
I~ :“'ﬂ: + \ﬂ!—:
e le relazioni (6) e (7) si mwducono illa sola
iy (s — ar°) = h&. (8)

In guesto easo il teoremn & stato dimostrato al N. 4, e siamo giunti

al seguente risultabo:
q 1
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Osserviamo intanto che dalla (8) risulta

. ﬂsn — h®
g

@,
quindi si ha
2ag — "+ 32k (hL q,)° Dty — o1y — 2k (/i — a,)®

L dery 4 deta

e percid In (9) si pud anehe serivers

= _ 1/hF+ @wP | V[ftﬁﬁ::l"_
Voo =y w7 Ia, (10)

Per n =3, il 1adicale (5) e le reluzioni (6) @ (7) diventano rispet-
tivamente

n="Va +Vaut Vs (11)
gy =" (12)
ag (a3 — as"} = K. (13)

Al radicale Vﬂg—l— Vas, tenuto conto della (13), si pud applicare Ia
lrasformazione (10), si La quindi

4 4
= (A + ag)? (h — as)®
Vﬂ: T Vo = V day | V dats

& pereid il radieale (11), ricordando 'avverfenza precedentemente falla,
81 pub scrivere:

o e+ ug)® ' (h — a3)
B ]/V ‘1[{3 + V"Il I V ‘J:!fa ' {IEU

Aceclocehd al radicale (14) si possa applicare la trasformazione (4),

& necessario che si verifichi ln relnzione analogn alla (3), & necessario,
cioé, che risnlti .

W
(Tﬁ ﬂ‘*) = 16a% [Vh =+ @) (h— o)

dalla gnale, tenuto conto della (13), si ha

che & identica alla (12). Applicando allora la trasformazione (4) si
olbiene
I -

Vs 1 Vaut Vic— V{n + ag)° I V(h — m) (15)

4 (Ma 4“:‘!
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Analogamente, per n—=4 i1 radicale (5) e le relazioni (6) e (7) di-
ventano rispettivamente

I’-_—"V;I*}*‘J"!‘Fvﬂa‘l“z (16)
s = % na=—f;i (17)
ay (as — a5') = 1" (18)

Osserviamo iotanlo che al radieale

w=Yas+ 7} ts Y

si pud applicare la trasformazione (15), poiché la seconda delle (17)
e la (18) somo vispaliivamenie analoghe alle (12) e (13): si ha allora

=2 V (h + @) | (h — ay)’

4{'; J ’il‘.’f;
e quindi il vadicale (16) si pud serivere
Va 5
- (h+a® | s (h — ws)®,
= day | ﬁ i dty [19)

Acciocché al radieale (19) si possa applicare la trasformazione (4),
5 necessario che sia verificata la relazione analoga alla (3), che ri-
sulla ei1o8

(&Y = (e [0+ @) (b — )T

‘.
la quale, tenuto conto della (18), diventa

ﬂl’ .
ﬂgz?
rolnzione identica alln prima delle (17). Si ha aliora

1E

i
S ; 4 ’ " - &4y "
Vor o Voot Voo b Vo= i h—al 20

Ammetiiamo ora come dimesirato 1l teorema per un valove in-
tero di n>4, e proponinmoci di dimostrare che esso @ anche Vero
se ad n si sostituisee il valore n - 1.

Supponiamo adunque che, se le quantilis o ¢ ... @, sono legate
dalle relazioni (6) e (7), il radicale (5) possa trosformarsi nella somma
di due radicali analoghi a quelli che compariscono nei secondi membri
delle (10), (15) e (20); supponiamo, ¢ioe, che s1 abbia:

Vout-Vout oot Vos + 100 = W‘ﬂ"’_ﬂ Y=t @

4iry day,
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Consideriamo ora il radiecale continue

| al_f-Vﬂl_i_"'—l_‘!ﬂﬂ",—]E—_L (22)

in cui le quantita razionali e posilive a siano legate dalle relazioni
a® (i 5 a’,_ -

HE=_.3L HHZT_;_ T gy — 5 - P— z : [%]

Uyiy (@uss — a'y) = h (24)

E evidente che al radicale

1= V“E+ V“-‘I‘i‘ cow “I‘-p/”n "I_"?‘n_-l

si pud applicare Ja trasformazione (21), poiche dalle (23) e (24) ri-
sulta che le quantith as a;. .. 6,.. soddisfano alle relaziom analoghe
alle (6) e (7): si ha quindi

9 B

it | 1/l ayP

4nﬂ+1 : 411]]-1-1

| f

ed il radicale (22) si pud serivere allora

T o
L U e — V(;. — g ) "
' —V ]/ s T Vim)™ S 4ty (25)
Accioeehd al radicale (25) si possa apphieare Ja trasformazione (4),
& necessario che sia verilicata la relazione analoga alla (3), che sia
Clo6
ay \**]° 1
[(Hl_) ] — 15"‘n+l [“‘ + "'IH-I] (h =] 'EI:I'E-,HI)]Hr

-

dalla quale, tenuto conto della (24). risulta

' i

2

che & identicn alla prima delle (23). Applieando quindi al radicale (25)
la trasformazione (4) si lia:

(e —

L
ane«l ala-

2 ¥

Vﬂl “f_ ]j"E "I_ o _!‘ Vﬂ'n + V”H—b—l — LE Soit) |I v!“i I —

iy
come volevasi dimostrare,

1l teorema resta cos) completamente dimostrato,

13. Se nell’'enunciato det teorems precedente, al posto della quan-
tita a: poniamo — . le velazioni (6) & (7) restano inzlierate, ma il
radiealo (5) prende la forma

(26)

15 _}/ ty = ];ﬂ! T fﬂn—: - m (27)
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Ricordiamo intanlo che, se risulta verificata la relazione (8),
s ha: (V)
a4

4
— . — u D7, ?—I — .
V—ay+ Yo = Vﬂﬂi r: - i V” f: .. (28)

quindi, con un procedimento analogo a quello falto precedentemente

gi pud dimostrare il segnente
Tgorema 11 — Il vadicale continuo

V~ = fﬂa-k o4 Vowas + Vo (29)

in eni le gquantita o sono razionali e positive, si pud trasformare nella
differenza di due vadici (2n}™ di quantita razionali, se risultano sodeli-

sfatle le relazioni (0) e (7).
11 risultato al quale si giunge & il segnenie:

I
-

‘V_ - +]’Jﬂa+---+vﬂu—1+\E——“fm -1;':]:1.]* V{h —4;;:;,]'1_ (301

Lascio al lettore In cura di fare la dimostrazione.
Wsenp: NUMERICI. — Per n=3, supposto

== 4 =14 (eg= 72 h=—25

risulta

Per n= 4, supposto
G=x4 (g =9 (s = 32 e = 2092 h= 2016

s1 lia

+4 + V84 ) 52+12392 = Y2088 = Y52

e cosl vin di seguilo.
SALvVATORE CoMPUsTO.
(Continnal,

»
(1) Cfs. 1a min Nela pubblienta nel Perviodico di Mftematica, maggio-givgno 1906,
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USSERVAZIONT SOPRA DUE ARTICOLI DEL SIGNOR AMTRIGD BOTTARI

l. Nell'articolo “ Soluzioni intere deilequazione pilagorien ece.
pubblicato nel fuscicolo Novembre-Dicembre 1907 (] questo slesso
Feriodico, il sig. A. Bottari di Fano dimestra, per mezzo i eon-
siderazioni assaj Iaboriose, il teoremn seguente: Le soluzion: intere
(positive) dell equazione

=2 (1)

ci sono date dalle formole:

T=u-bw, y=v-+w, e=u-to-t (2)

nelle quali si -
B=pK, y=2%PK 4 — 2'pPK, (3)

8 ¢ K essendo due numeri interi qualsiasi, p e P essendo due numeri
dispari qualsiansi, purch mrani fra lore,

Tale risnltato potevasi oftenere con tutta facilita nel modo se-
guelfe,

2. Dalla (1) si vede tosto che deve essere r < 2,y <z, z<<x-|9;
sicche potvemo porve p—z ¥ Y=z—u, z=gx--y— w. Risol-
vendo tale sisiema rispetto ad 2, ¥, z si hanno le (2). Sostitnendo
nella (1) 1 valori dati dulle (2), si ba la relnzione

w* = 2y, (4)

che manifestamente & In condizivne necessaria e sufficiente perché
le (2) siano seluzioui della (1).

Dalla {4) visulta ehe i numeri u o » non possono ammettere lo
stesso numero di fattori 2; scambiandosi, nl piy, uno coll’altro i due
numeri z, y e corvispondentemente dine numeri % o », potremo sup-
porre che w nmmetta meno fattori 2 dj vy mdicando con K il m. e d.
di w e », possiamo Unugue porre:

t=aK e »=p)[, (5)
dove @ & un numero dispari primo con b, Ricordando la (4), si ha
di gui

w* = 2ab[(*®, (6)

daila gual relazione si vede “ppunio che a deve essere il quadrato
di un numero dispari p e che b deve avere la forma 2%—'P? dove s
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5 un intero qualsiasi, mentre P & un numero dispari primo con p.
Sostituendo nelle (5) e nella (6) tali valori di a e di b, si hanno foslo
le (3).

3. Lo stesso sig. Boltari, nell'nrticolo * Soluzioni intere im pro-
gressione aritmetica ece. , pubblieato dal Periodico mel faseicolo
Geunaio-Febbraio 1907, ginnge ai risultati seguenti: 1% Se x, y, z sono
tre mumeri inleri (positivi) in progressione aritmelice tali che sia

z" +yt=2" (1)

st ha necessarinmente n=1 ed

T i} z
¥ 9 3
oppure n =32 ad
T ¥ z
8 4 &

2°, Se x, v, z, b sono quatiro numeri interi (positivi) in progressione aril-

metica tali che sta
e _l_ yn + R ‘n' (2)

si ha nesessariomente n=1 ed

x ¥ Z I

1 2 8 ¥
oppure n =23 ed

T iy 2 t

8- 4 b5 6
Anche a quesio risulinto I'A. giunge con lunghe e faticose con-
siderazioni: menlre si pud ottenere brevemente e semplicemente,
come ora vedremo.
4. Consideriamo anzitutto 'equazione {1},
Si pongn z=y —u, =yt L (1) assume allora la forma

"+ aP = al. (3)

Trascurando, al piti, un divisore comune ad x, ¥, 2, $1 puo supporre ¥
ed @ primi fra lovo. Dalla (3) abbiamo allora:

a=1 z=y—1, z=y+1L (4)
Se n & dispari, dalln (1) 8 dalle (4} si ha:

i "
H‘:ﬂ(?;)y"'q-}* 2 (;)y"_3+2 [E) y"‘b—l—...-{—rﬂ(u__g) !fﬂ—l—z

Si vede di gui che non pub essere n = 3, gincehd nltvimenti si avrebbe
y > 1 ed »* divisore di 2, il che b assurdo. In Lal caso si deve dunque
avere n=1: e couseghenfemente y=2, x=1, 2 =23,
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Se n & pari, dalla (1) e dalle (4) si ha

n n

S1 vede di qui che non pud essere 7 = 4, gineché albrimenti si avrebbe
2n multiplo di % e minore di esso, il che & assurdo. In tal easo si
deve dungue avere n=2: ¢ conseguentementie y—=I1, z=3, : =215,
9. Counsiderinmo invece I'equazione (2).
Sl ponga ¥ =y — a, d=y—+a, t=y |- 2a. La (2) assume allora
la forma

2y" —+ 2aP = 2aQ. (3)

Trascurando, al piii, un divispre comune ad x, y, 2, ¢, si pudo supporre Y
ed « primi fra loro. Dalla (5) abbiamo allora:

n=1 w=g9—1, g=y-1, t=y-2. (6)

Facilmente si vede che » non pud esser pari. Si ricordi a tal nopo
che le potenze dei multipli di 3 sono esse pure mullipli di 3 e che
le potenze pari dei numeri non divisibili per 3 sono mulkiphi di 3 an-
mentatl di 1. Siccome uno ed uno solo dei numer consecutivi z, ¥, 2
& multiplo di 3, cosi I somma '~y "~ 2" & in ogni enso un mul-
tiplo di 3 pin 2; mentre & non pud mei essere lale.

Se n=1. dalla (2) e dalla (6) si deduee ovviamente z— 1, y=28,
23=3 =4,

Supponendo » dispayi e =3, dalla (Z) e dalle (6) si ha una rela-
zione della forma

2y° P+ 2ny = 29°Q, + ny2e— 427, (7)

dalln quale si vede intanto che deve essere =25 con h<sn—1.
Sostituendo nella (7) e dividendo per 27 abbinmo allora

2'Py 4 =24Q, 4 n2r-* L gr1-, (8)

donde si deduce che, essenda dispari, si Lha necessariamente h—n—1.
Con tale sostituzione ln (8) diventa

2V A (n— 1) = 201Q, |- pon-t

e ci dice che n— 1 deve essere divisibile per 2% Siccome cib puo
avvenire solo per n=32, cosi vedinmo che th lul easo si deve avere

h=n—1=2, y=2=4, z=y4-1=5, t—=y -1 2=06.

Carraneo Paoro.
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SULLE SOLUZIONI DELL’ EQUAZIONI®

(1) r=1 +{1+(1+73}E‘|2’
ay  e=1+[+1+U-+25
(111) z=y+ v+ W+ 7P

da W. H. Young. Se. D., F. R. S.

L.

Hvidentemente le radici dell’equazione
z =1+ (14 1+ (1)
hanno guesta propreta, che se @ e una radice, un’allra radice &
1 -+ a®
Del resto le radici dell’equazione
z=1-+2z' (2)

soddisfano 'equazione (1).
Restano da considerare le vadiei di (1) che non siano radici di (2).

Qia 2, uns tal radice. Allora ce n'e un'altra

g — 1 + 3:11,
eppure un'alira

xe =1 - zs". (3)
Si nota che ‘

=1 .

i vede subito che @y, 2s, Xa SODO tutte diverse fia loro e dalle
radiei d1 (2).

Finora abbiamo parlato di einque delle endici, restano altre tre.

Sia 2, una di gqnesle tre, verri eselusa la possibilita che x sldt
uguale ad nng delle precedenti; se non & evidente, lo vedremo nel

segullo.
Trovinmo nello stesso modo dall’z, due ulire vadici x5 € s, COME

sopra, dall’a:, le ze © .

Dalle (3) abbiamo

Il—“mg__ml_l_mﬂ’
donda

7y — Ty

Il__zu—ll"}‘-ri“}‘lr

(1) V. Periodico di Matematiza, Anno XXI11, fuse. IV, pag. 190, gulstioni proposta 726, T47.

S e

———e T T A

il
| g i o
-

—— e ey s N B
T e B e = W
rﬂ' M_ -"-'_-'h

Py T g ST
- [ 2 | =y
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donde
?— T .
:Fg;—— m:n—mi‘f‘-":n—]- 1,
0SBiR
(xy = 5) (i N=—1.
Mettendo 1 (o +2+1)

Pr=— (2} ra - ay),
Pe = JXgXy + R I I
Pa = — Ty Tely

segne dall'equazione precedenle

o' tmtatrm—m— =2,

03310

Essendo e 2

-—1=$12+113+Tz+l‘a=$n,+Pe—|—T=+i"l_—_5?-'-! : P2 f T3 i Ly
abbiamo

—3=22"13p 1+ 282 = p" — 2pe - 3p. — 2p, = p* + pe
donde

24 )

e —p - 3=0, (B)
Dalle (3) abbiamo ancors

Qg —Pa=10, — 22" — (224 + o) — ) = (-Tl —I— z:) (1 — ;) =

=(:1'1 —l— 5_=-"H) (231 1) (1'5 —) = [-Ti —f— ii':) (s 1) (Is'"' — Iaz)-
Segue, 22 e x; essendo diverse,
1 = (2 -|-2) (g - 2) (g | my). (4)

=—(pr2.) (m—+xs) (Brt-22) =— pa"—py* (r--et-a5) PiPa—T) X254
(donde

=1l4ppy=1+4p=—24p,. (C)
Dalle (A), (B), (C) segue che x,, Ty, Xz sono radiei dell’equazione
2® + psa® + puz + pr — 2= 0,
dove py & una radice dell’equazione qnadration
P —p+3=0.

Evidentemente avremo g, T3, zy prendendo una di queste radiei,
e Zi, Ty, &%, prendendo Ualtra.

Si vede snbito che
a) tubte le radier di

e=1-(1-+az""

gsono radici della (ID);
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b) nessunn radice di
=14 (14142
soddisfa 1a (I1), fuori guelle che soddisfano pure
r=—1-4 2%;

¢) se z & una radice, 144" @ un'altra radice.
Fuori delle radiei date dalla (a), abbiamo 12 rvadiei che =1 aggrup-

pano in tre grupp di gualtro, legate fra loro dalla (&)
Oonsiderando s — z2 abbiumo 'analogn della (4), ossia

1 = (2 -+ o) (s =+ aa) (25 20) (4 + ).

Consideranido 7 — @y troviamo

— 1= (&1 + a5) (@ 22), (2]
oppure
_gmy=a(n )t xl=(r—1+ 1T3) (@4 =+ 7a)
— ® — g - s — &y Xada (T3 T L)
=1y — L —m - gy — Ty — a0 T 3‘:);
donde
(Eﬂ‘*‘ :ﬂ*)"“—{_‘rl —i—:r;)'— 1 : 1'11':'][:!‘!! +mi)+:rﬂr‘i
Analognmente
[3*'1 + -TE] = (Iﬂ + J'J) =—1 '. Ta.ly (1'1 —|‘3.‘B‘J —I— I3z,
Sommando, e metiendo
i 1 4
= ff-Tl ) == .?:J';J‘_, y Ps=— :?‘WFEJIE y = D1 2alals,
abbiamo
0=—2 PE"IL_J"@T!'I‘TIJ'::
oppure, usando in (3),
pa=pn— . (D)

Abbiamo ancle:
Ys = Ly1 (24 —If‘ ) s 7 (s ~+ @),

O

— M= (,'11 1| s ll Ty l :.l-'.;) L’Ilﬂ'a + E'ET,;) — &y (ﬂ:1+ Tﬂ) — Tall'y [I5+Ii)l

donde
:!?==-|—1h(1+pe)-1—ra(re—1)—1—m(ra-—1H-;n (5 — 1)+ 72 (s — 1)
=p(1+p)—1-+p

dan (5). Segue

p2=2py— 1 5+ pipe (E)

o adoperando (D) x
(E)

. I"ﬂ. — 2311 —I- plpﬁ-

Mg evidentemente

p e Ef —i— Epg
—— 4+ (2 - 2 2s -+ 21) T 2P
=—4—p 1 2p
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donde
. 2n=p"+m+1 (F)
Finalmente
2ps = (0@ 1 2924)" — Z4"7" — 2",
=(pa+1P —(2e— 1) (2 — 1) — (25— 1) (2s — 1)
=P+ 1V —(pe+ 1) —2+ &1+ @+ 20+ 74
=P +Ps—2— pr. (G)

Le eguazioni (D), (E) o (E), (F) e (G) detevminano pi, ps, ps, Ps
e allora x,, 2, Ts, o, sono date come vadic: di

O* + 2 B® - 06 - 0B+ pu= 0.

Possiamo esprimere g, pa, Ps, ps come funzion di ps.
Abbiamo

Lﬂl o

_ P — _ ( : o P )
Ly 2+Pi‘ Ps = Ps 11 g ‘PE —l_PH - 2""}711

e p: soddisfa lequazione
pe' + py' — Spa— 8=0.
Possiamo anche esprimere p:, po, p2, pr come funzioni di p; ciod

1
Pl=§(P12"—PI—:—‘1)

1
p=p—l=5(ptpn+2
1 1. I
P-I:ﬁ(PIH“l_pt_%_I)!_I—I[‘PIE_FPI_}_"I) I EPI'

In ogni modo aveemo evidentemenle tre quaderne di radici del
tipo

.T] . 'I:ﬂ!. i]..!' IJ--
Le radiei si aggruppano allora cos) in cinque gruppi

(1) o ta  dove  gp=1-4%5F ¢ =11

(II) 2z, z dove z=11z* & z=l-+2" sono radici di z*}2}-2=0,
(IID)  x 2 22 00 dove ap=1-12% =112, z.=14x", a=112
(IY) 2’ 2a 25 2, ece

(V) 2"y a's 25 2 ece.

e queste (III), (IV), (V) sono le radiei di
1
O+ 2O + 5 (5 4 py 0B+ (' 2O+
|
—|—§(P:H py - 6) =10,

dove p, & una radice di
—Ap=(p— 1) (pi" + o+ 4),

P‘a _l_ ?Pl —4 =0,
di cul una radice sola @ reale.

cloe di

[T - —
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111.
z=y+y-+ -+ "

Si ha come nel § 1
1 =1(x + aa) (g -+ 2a) (&5 + @)
Quesio ci di facilmen Le .

14+ y=aT (pe — o) (e — 75} |- LT3 l
14 y=uaz + (pe—y) @a+2) T Tal1 | . (L)
1 +y=Il'_i.Pi"‘!f) (g 4 X)) I1.Tal

Dalle dne prime sokiraendo

(0= x5 — 23 + (pe— ¥) (T — 2,) -+ @3 (a2 — @),

08sia
m—ytm= g,
pssin
g — T2 .Tﬁ—-J'g’____
lbpe—y+B="7 0 = r—mn — (124 :)
donde
P1=P1+f}—1- (A")

Anche sommando le (L) si ho

33y =—m —%—E(pg—yif—*"ﬁ)—“ﬂa
— b -r'-',lhpn*i— Epj'er Pey

donde
EP1=+EPIy—EP1*|‘3?+3——2PI;’.‘ Lopy — pr— Y 1=0

OvVYEelro

op,3+ Sy —2p+H4="0

p'—m+y+2=0 (B)

(jome prima aviremo
p—=14pm=1+p'F+nly—D=py—1—V

Finalmente V'equazione delle xy, e, &

CLp X+ (m+y— DX +py—1 —y="9

dove p, & unn rodlice dallﬂ'(ﬂ*}. L'altrn radice et da xy, X5, o
Le altre due radiei delin (111) souo le radiei dell’'equuzione

=yt .

avvero

— —
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SULLA TEORIA DEI LIMITI

Nota di S. Pincherie

L

E una osservazione ovvia quella che le proposizioni sui limili si
dimostrano con maggiore faeilith e con mezzi pii potenti quando si
abbia ad operare su varviabili eontinue, che non quando si trath di
succession diserele, L introdnzione, nelle dimostrazioni di simili teo-
remi, di una variabile continna, piit che nn arvtificio di opportunila,
si presenta molée volte come naturale eonseguenza del fatto che il
limite da determinarsi o di cul si vuole provare 'esisienza sara de-
finito come una determinaita sezione del conbinno.

Nella presente nota mi propongo di dare, in base a questo con-
cetto, una nuova dimostrazione di un teorema fondamentale della
teoria dei limiti, dimostrazione che mi sembrn, in confronto delle
alire, presentare nn maggiore grado di chiurezza e gellare maggiore
luce sull’intima ragione dell’identita che si tratta di stabilirve.

l. Si suppone che il lettore conosca ln definizione di l#mite di una
successione: diremo regolare una successione avente limite. Ricorde-
remo pol la definizione di massime e minimo Limite. (') Data una sue-
cessione di numeri reali

oy Taaeee (ugoeey - (1]

massimo Limite di essa & un numero A tale che, & essendo posilivo e
piceolo a piacere, per tulty | valori di » soperiori ad nn indice nsse-
gnabile n sia

My < A —!“ £,
mentre per infimti valor

1‘1' 11“';.-’11'1- ¥ a
dell’indice, sin
a,. > A — E.

Analogumente, minimo limite della (1) & un numero p tale che
per ¢ positive preso a piacere, sia
Ay => A — &
per tutti gli indici » superiori ad un indice nssegnabile », mentre
per intiniti valeri n, dell'indice &
Iy, << |2 = E.

{lj I-I'-'I_'PJII-I avawile o ia plus mll'ﬂ‘f.l'fl‘l fimates HEI‘II:I'I'il'In il Caveny. V. Prrsusmwm, Encykl. der
Marh, Wissenschaften, 1. A. 3, p. 70. In Praso (Formuladre, 1901, p, 181) vi & In citnziono del pasao

di Canony.
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. QOgni snecessione ammelte un massimo limite, che pud anche es-
sere oo, ed nm minimo limite che pub essere —oc. SeAep coin-

cidono, la successione (1) @ regolnve.
9 Ricordalo cib, si abbia In successione di nameri positivi

o yyoon Quy-=ey (1]

o ln snceessione di numeri positivi, crescenti e tendenti all'infinito

Pos Breee - Pngees (2]
Si supponga che Ia successione
1
(ﬂ :H-I) Pnr1—Eu [3)
(I

sin regolare, e si indichi con % il suo limite, Essendo dnnque & po-
silivo e piceolo n pinceve, Si AVI2 I NUMETD 7 tale che per n > n sia
P —Fn M1 Cy-1—"jn

;:f:[l—i-ﬁl , o> (h—e) :

n

onde. essendo my un inlero fissp e magegiore di n, ed n un intero ar-
bitrario maggiore di #y, SArIL:

i 1 4 |
i< . 6 [l‘lr'_ E]F
(A 4™
e
" .
1 > 1y [l . E):"I‘I -
L — =)o
Se dungue si formu My z, dove = & nna variabile positiva, questo
i ' : . o1
prodotto tendera, per 1=, & zero per ogni & minore di T

all infinito per ogm x maggiore di — F poichd ¢ & piccolo a

. - 1 - - . w4 . -
piacere, ne viene che — coslituisce wnn sezione nell insieme dei

pumeri positivi, tale che ay P tende a zevo per tutti i valori di z
minori, e all’infinito per tubh i valori maggiori; e cid gualungue

sin 1n snccessione

1’]1- glﬂg :!l'- nw
»

di valori inten indefinitamente crescenti che sl attribuisce ad n.
Cid posto, si-considerl ln successione

(4)

Qe gssn non & regolare, avrd un massimo limite che indicheremo

a,"""
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con p ed un minimo limite che indicheremo con p,. Si avra dungne
per ogui % da un indice in poi Jook.
S

ﬂn{:l‘ll_l_ﬁ)h v, ¢

e per una successione di indiel 2, e, ... By .. Lt S
a, > (jt — )% T,

- 1 . e

Da cid msulla che per :::-CF o Ia a, x* lende a zervo, e %r

1 . .

per > a¢ la ay. 2P tende all infinifo; p dungque non pud diffe- ¥
rire da 2., i

Ma si ha pure per ogni # da un indice in poi
0y > (1 — )™

e per una successione di diel my, My, ooy Myy ...
Ty, < [I—ll -+ E)pm'

1 :
n—e e o successione @, o
=

onile a, = " tende all’infinite per x>

tende n zero per mc‘:P _1|_E; dungue anche p; mon pno differire da ).
1

Pertanto it e p; coineidono fra di loro e con X; cioe:
“ Se In snccessione (3) & regolare, 8 regolare anche In (4) e Lende

“allo stesso limite .. (")
3. Se orn mntiamo a, in e®, discende subito dalla proposizione
precedente il noto teoremn dello Stonz (%)
" se la successione

Ay — 5:11 . lln-.L

fner — Ba %.

- - : . y e . vl
& regolare, e |a successione delle ¢, & crescente e tende all'infinibo, ;

“la successione

-

[ 1S 1.‘-- i, Ep

I R

Pn E*.,

“ & pare regolare & bonde nllo stesso limile; , proposizione, come &
noto, ricea di conseguenze.

4. Nel caso delle g,=n, il numere A che si & considerato al § 2 -t

8 I'inverso del raggio di convergenza delln serie

Y A Jf

ed & facile vedere che Ia stessa proprieth ha lnogo per ogni succes-
sione di p, positive, crescenti e tendenti all’infinito, nel caso in cui
il minimo limite delle differenze p,., - p, non sin zero.

() Cfr. Canes, dnn. de PEe. Normaie, 8. 111, T. X1, 1801, p. B8, dove perdo mi trovn noll'onun-
einto del teorsma nna inesubterzn, forae per ervore di stampo.
(%) Math, Aan., V. XIV, p. 202 (1879, Ofr. Cisino, dualisi algebrica, p. 88 (1804).



PERIODICO DI MATEMATICA. 299

5. Con considerazioni mom dissimili, si possono dimostrare 1 se-
guenti teoremi, di cui lasciamo la dimostrazione al leltore:

I
¢ §p esistono i limiti posilivi @ El-lugﬂm e di %—lug @, questi
n | [+
« gono unguali se il minimo limite di pnas— gn NOD b Zero.

« Qo asistono 1 snddeli limiti, & pa.1 — fu tende a zero come -, il

“ limite delln prima espressione Snpers di% quello della seconda. (')

PICCOLE NOTE

Un problems di analisi combinnioria.

Nel numero di Geungio-Febbraio 1008 del Pariadico d@i Matematica, il pro-
Fessore Pesci risolva il problema seguente di anniisi combinatoria:

« Trovare il numere N, eh'a il nnmero dalle combinazioni con ripetizione che
si possono formare con bre cumeri intieri, due dei quali vavinno da 1 a m @ il
terzo varie dn 1 & 2m, escludendo tutie quelle combinazioni nelle quali eisscnmao
dei tre numeri in esse eompresi mon Sia minore della somma degli altri due ,,

Mi pare che In soluzione seguente sin la pitt semplice

Il numero cercato &, in alire parole, il namero dei diversi sistemi dei valor
cha poasono avere @, b, ¢ rispondanti alle sondiziont

l=s=a=m (1) e an-+b (4)
I<b=m (2) . a<_b-4¢ 6)
1= ec= 21 (3) b<a-—c¢. (1)

Per non contare due volle dae sistem she si dislinguono soltanto per I'ordine
lei dali basia agginngere la condizione

n==b=r. [7)

(1} Ty une nots pubblicata Aal compiante Ousino nel Bulleitin des scismees maothémaligues per
il 1800 (pag. 114, lesimio analista mostrave di vitensers artificiogo 1'uso delle serie di poftenze per
1a dimostrazione 4 tepraml sul Kmiti, per opempio per qnello aul produtio 41 due seme pempii-
comente convergenti. Nom mi sambra perh chie quesbo T, sebbenn indivetto, posui rignardnres
gome poto tonforme alla natura della questione. Una serie di potenze Zanr® b cofl intlmamente
legnata nlln BUCEOYSIONE Og, My, .- B« -2 Aol mmoi eoaffisienti, da poterla ropprosentare guasi come
an pante di une apasio di sul la silvessione reppresenta il sistema dells eoordinate; inoitre
i1 vantaggio 41 poteysi giovare di na varinbile eontinua. nella seris o nel sU0 fermine gens-
rale asz®. fornises, cume 3i & ik svvertito, mezzi pin effieaci di dimostraxions & vi rconferisce
simmitria e ehiarezza, E poiche ho rieordite yuella nota del Osgire, mi par oppariano di aggiun-
gere roma precisamenta in cesa 81 contengono @ue risnllobi susal degmi di attenzione: vl s trova
indicato infattl, per la prima volta, guel mode di intendsre la sommn di uns serie indaterminata
cha, ganeralizzato » perfezionate poi dal Bongw, ha neqmstalo diritto @t cittadinapzs nells BCIOTRAS
{noltre, vi & dako un geninle coneettn di grade d'interminazions delte serie, eui venunero riatbac-
enta notavoll rowpslderaziond dal Kmorr (Maltiplikation divergenlen Freihen s Bitz, bericht dev Berl
Math, Ceselsehafi, dicnmbre 1907, p. 11 & di eon nnA intaressanke applicaciane, pin receniements
ancors, B staln deta dal Feagn (Gomples vendus, 2 Telibraio 10081
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Le condizioni (5) & (6) possono dedursi ds 17); (3) da (1), (1) & (2), Riman-
gono
Isaxl: l=<b=m © b<<e<_a--b

quest'nltima pud scriversi hb<e<<a4+ b —1.

Supponiamo o o b costanli. I! nomero dei ¢ compatibili con la condizioni
sara
2= a+b—1
= lI=la4+b—b—-1)=a.

c=h

Variando a, avremo il numero delle combivazioni di o e ¢ poasibili

s I=%a=| 2

lEh e=pih-] a=h b+ 1)
a=| p=b a=] )

In fine, se variamo b. otterremo

N=h=zm IEE!I nznéb—ll =h':Eu:| (b;- 1) _ (m ;. 2)

el a=] gmd b=14
0Ssin
N (m 4= 1) lm = 2)
ﬁ

EEEHI'_H
" e
EI

__n(m -+ 2)(n 4 4)
N 15 -

che & precisamente il numero ottenulo dal prof. Pesei.

:. Rasirovios
gtudents dall'Univermia di Odessa

QUISTIONI PROPOSTE

744, Se in un tetraedro due spigoli opposti hanno eguale lun-
ghezza a, e altri due spigoli opposti eguali lunghezza b:
1° la congiungente i punti medt degli altri due spigoli @ la loro
normale comune;
2" gh angoli diedri agli spigoli egpali sono eguali;
3" dette a, § le misure di questi diedri, =i ha

& sen o 1
b  sen §'

4% mel quadrilatero sghembo formato dalle coppie di spigoli op-
posti eguali, le normali nei quattro vertici ai piani dei due lati che

Vvl concorrono giacciono sopra un iperboloide e il birapporto di queste

ﬂﬂ'

generatrici & (m, m', u, #') = — .
N o* L. Biancnr.
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745. La cissoide di Diocle z (z* + y*) =2ay® & polare reciproca
di st stessa rispetto al cerchio

2 4y 2a (z — a) =1,
rispelto alla iperbole eq milatera
2 — 3+ 20 (z—a) =0

e alle dne parabole 4* =+ 6u ¥3 .(x —a)=0.

Ognuna di gueste guatiro coniche ha doppio contstto con la ¢ls-
aoide.

Yo denotiamo con Z la cuspide, con Y il punto (2e, 0) e con C
o T le intersezioni respettive della tangente cuspidale con una corda
di contatto e colla corrispondente corda comune (che unisce 1 due
punti di semplice intersezione della conica con la cissoide) si ha

VA NVAY 1

Twxe g

746. La parabola semicubica y'=a" & polare reciproca di sé stessa
rispetto ad ognuna delle o' coniche concentriche

) + ' =407,

dove A & un parameiro variabile. Ognuna di tali coniche ha doppio”

contatto colla cnbica sopra usa retin variabile ¢ e la taglia ulterior-
mente sopra un’altra v, parallela a ¢. 1l rapporto delle distanze dic ey
dalla cuspide & — 2.

747. La cubica iperbolica xy*=1 & polare reciproca di sé stessa
rigpetto a ognuna delle iperbole

43:: = ],iyﬂ e 3}‘5!

dove ) & parametro varinbile. Queste ii:erbnle banno ognuna doppio
contatto colla cubica, e il rapporbo delle distanze dall’asintoto d’in-

flessione, della corda di contatto e dell’allra corda comune & eguale
a —4.

748. La parabola cubica y=2" & polare reciproca di sé medesima
rispetto alle iperbole

— 4yt =2

% essendo un parametro variabile. Ognnna dir queste iperhole ha
doppio contatto con la ::u'rgua sopra una retbn ¢ passanie per I'ori-
gine, e la interseca sopra an'altra retta ¢ pure passanbe pel flesso.
Se denotiamo con y la reita che unisce l'origine con la euspide e
con la z la tangente stazionavia {nsse delle z) il rapporto anarmo-
nico (yzey) & eguale a8 — &, V. Rerar

—h -
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M. p'Ocasre. — Caleul Giaphigue el Nomographie. Paris, Doin. — (L. 5).

{1 noto edilors Dorx ha inlvapresa, sotfo la divezione del Doif ¢ Touvovsy (della
Feole dew Hawtes Etudes), In pubblieazione di unn grande euciclopedia scienkifica,
che sarn divisa in quaranta sezion| e clie comprenders, civen, mille volomi, Quesli
volumi. sella maggior parte WHusteati, avvauno 1 formato in 18-3ésus, sarannp
rilegati e consteranno di quatirocento pagine ciren: e il prezzo stabilile (di cinqus
lire al volume) & davvero molto modesto, tanko pin clie, come risnlts dal saggio
che abliamo sott'occhio, rilegatura, earta, curatieri e ligure nolle lnsciano & desi
derare dnl punto di vista della solidita, della chiarezzs « dell*eleganza,

I carnttere scientifico dell’opera & vosi esposto dall'editore, Actuellement, les
livies de science se divisent en denz classes bien distinotes: les licves destinés nyx
savanls spicialisés, le ylus soncent in comipréhengibles porwr tous les andres, funie
de rappeler au début des chapitres les conncissances nécessaires, et surlond funle
de definir les nombrewx termes technigues incessamment foryés, ces dernierz ven-
dant un wmémoire d'une science particuliére inintelligible & un sarant qui en a
abandmné 'dtude durant queiques anndes: ef ensuite les liores deritz pour le grand
public, qui wont sans profit ponr des savanls et miéme pons des personnes dune
ceriaene eulliure sutellectuelle. L'Enn}'ulnpéﬂia sclan ilique o lambition de g'ad resgey
at public le plvs large. Le suvant specialisé est answurd de rvencontrer lans les
volumes de sa partic une wise aun point trés exacte de 'Yiat actuel des guestions;
oar chague Bibliothique, por ges lechnigues ef ses monographies, est d’ubord fait
avee ¢ plus grand soin pour seirvir i instrument d'étndes gt de recherches & venx
qui cultivent ln science particulidre qucelle veprésente, et sn devise pourrail élye:
Par les savanis, pour les snvaote. Quelgues-uns de ces lipre seront midwie, par
lewr caraetiys didactique, destinés & devenir des ourrages classiqgue et a serwir gnz
ttndes de Uimseignement sepondaiss o superieur, Mais, d’autre part, le lecteny won
spécialisé 2at certain e !J';uul:-er, tonus feg fuig e vela sera neceggaire, wu senil de
la nmection — dans un on plusieurs rolumes de goneralités, — et an sewil dn
volume, — dans un chapitre particulisr, — des données qui formeront e edry-
brble introduction le weltant @ méme de poursuivre areo profit sa lecture. Un vOCi-
bidmive technigue, placs, quand il y aura lien, ¢ la fin dw volume, lii permetira
de connaitye towjours les sens des g specinyz, Un indice, ehe nscich dopo la
pubblicazione di un certo numero di volumi o che sara periodicamente ristampato,
rinviera il lettore ai different; volumi ed alle pagine dove si trovano Lrakiati i
easi particolari in guestione,

Delle quaranta sezioni, quelle ¢hg possono direttamente interessnre nostri
lettori, sono guattroe:

1* Matematien, 2° Meccnnicn (direite dgl Prof. Deacu, della University di
Poitiers);

3 Matematica applieatn, 4° Mecennicn applicaia e Genlo (diretta dnl Pro-
fessore »'Ocaexe, dell'Eeole des Ponts et Chanywées, e dell’ Froie polytechnigue).
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Il volume che ¢i proponiamo di esamuLare, rapidamente, & uno dei diciotlo
volumi clhe devovo formave la terza delle guatiro sezioni ora cilate; di quesi
diciotto volumi

tre eosiitniscons la Scienza del Calcolo, = sono: Caleolo numerico, Caleslo yra-
fieo ¢ Nomografia, Culcolo meccanico;

quattro costiluisconn 1'Analisi applicala, = sono: Teorin e pratica delle opera-
gioni finanziavie, Teorin watemntioa delle avcicurazioni, Economia razionale, Sto-
tisiice mgiemaiien;

andici eoslituiscono ln Geomelria applicsia. e Sone: Metrologin, Asztronomia
geadeticn, Nuvigazione, Geade<ia tlementare, 7x rodesio sferoidiva, Geodesin superiore,
Topografia, Metrofotografia, Corlografia, (s« mmeirio deserittioa, Frospetiivis.

La nuova opera del n' Ovacw®: constn. ~ovme idica il sno titolo, di due partr,
Ia cui sinnione in nn selo velume ci pare molto logica, perché gli abbachi delln
Nomografis non sono, in suvslanza, ¢he sn uzioni grafiche fatle wna vollz per
gempre e per tutti i casi ulili.

T noto che il Coleolo grafico, il quale ver il cvealove della Statica Grafien
non ern che upa premessa alla Stoticn stessa, ha poi preso uno sviluppo fanio
considerevole da richiedere, per il suo sv¥r. Zimento, un grosso volume da sit; (%)
ma lo syelgimente dnto dall’antore alla pricma parle e molte pin generale e molto
piit sintetico di quelli comunemente noli.

Nella inlrodnzione si richinmano aleun= nozioni fondwmentals di Geonielrin
analiticn (coordipnte cartesiane e tangenzia. |, plineipio di dualith, coordinaie pa-
rallels, trasformazione omografiea), che somo poi di gvande utilith, specialmente
pella esposizione dei principi fondamentali dalla Nomografia moderna,

Nel primo capitolo (Aritmetica ¢ Algebres grafiche), dopo un wlilissimo e op-
portuno paragrafo snile scale metriche, Lraiia rapidamente delle operazioni fonda-
mentali dell' Aritmetica (Fovse un po' troppe rapidamente, perché vi mancm, p. es.,
'slevazione a polenzn e Vesirnzione di ramicel. Poi passa alli risoluzione del s)-
stemi lineari; o qui iroviamo di natevole un procedimento sistematico per "applica-
zione del metado ideato dal Massav. Indi rratia della risolozione di une equazione
di gradn qualunqne coi woti metodi di Lrec e di Berravims; cui agginnge 1'in-
terpolnzione parabolicn graficn (che applica alla rnppresentazione dei risuliati di
psservazioni fisiche) 8 un interessante cennn sulle imagini logaritmicho del Mrunxe.

Il secondo capitolo ¢{lmegrazione grafica) & ancork pit moderno e pi interes
sante del primo: esso poliebbe, privcipnimente, considerarsi come una esposizione.
sapientemente o didntticamente ordinata, aeuli importanti risnitati ragginnki dal
Massau e da Iui pubblicali in una serie di memorie, che comincinronn nel 1873 (%I
Vi trovinmo di nolevole:

nella primn parte del capilolo ( Proprietda fondameniaii delle eurve indeqrali).
il pavagrale suiln ordimata medin di wn arce parabolice (sul gunle argomento
I"'autore pnbblicd gih una notevels memoria originale);

nelln seeonda parle (Tracciclo grafics degli integrali}), unn elagantissima eo-
atrnzione per rettificare approssimativamestie un areo di circonferenza (nnclie su
gueslo mrgomento 'nuors pubblico veceniemenle una breve nota originnle);

i) Un esompio motevolissime & dnto dal aerendo volume delln traduzione fronrese delle
ZLeslon di Staticn Grafien dol Favano: questo volame, yperinlmenta per le impottanti aggiumie
del trnduttore, veeups ori pilt 41 quultroeanto pagine.

(%) In Italin. In prima pubblieatione s guesta srgomento erediamo sin quells dal SavioT™
Nota ani meiodi grafici di iategragiond. — Glornnle de] Genjo eivile. Murzo 1885,

I emee— P

— "
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nalla tarza parte (Integrali parabolici), 1a generazione d'un integrale parabo-
lioo per dilntazione del suo poligono integrante (concetto nuovissimo dovnio al-
I'autore);

nella quarla parte finalmente (Egwazioni differenziali del prime virdine), il
traccinto approssimntive degli intograli (che pure erediamo dovnto. almeno in
massima parte, all'sutore steaso),

Passinmae ora alla secondn parte del volume, cioz alla Nemografia, Ja eni ele-
vazione nl grado di seienza & dovula all'antore siesso. Egli, da quando (nel 1884)
ebbe ln geninle e feconda iden degli abbachi o punti allineat), vontinud indefes-
samente (e cosi continun tuftora) a vaccogliere, a sviluppare, a generalizzare tutto
qnanto si riferisce ad ogni gesnere di tavole grafiche; e cosi dalle sue maui, in
quindict anui nppena ('), poté uscire questa nnova scienza, che stn prendendo uno
sviluppo sempre maggiove (3).

L'asposizione & un po’ pin semplive o un po’ pi didattica che nel precedeonte
auo Thraité; inolive opern & arricchita di tutti i piin noteveli risultati, ragzionti
nelle applicazioni e nella teovia, nei nove anni ormai trascorsi, dacchd il 7raizé
shesso vide la luce.

Nel primo eapitolo (terzo di tulto il volnme), dopo aver purlato delle scale
meiriche, cartesiane, trasformate, proiettive, passa & parlare degli abbachi car-
tesiani & fre variabili e del lore Irazionamento, dell'anamorfosi generale & del-
l'anamorfosi per sistemi di cerchi, degli abbachi prit generali a linee concorrenti,
¢, finnlmente, dell'uso dei trasparenti & due e & tre indici, mostrando come quesii
ultimi si applichino agli abbachi esagonali del Lamiemawps.

Nel secondo capitolo, dope le generalita relative al metodo dei punti allineati
Ibasati sul principio di dunlita), parla dei nomogrammi di genere 0 (aventi ciod
tntte le scale reltilines) o di genere 1 (avenli una sola sesla curvilinea): tale ar-
gomento, a ragione, & ampiamente svolto, perché & indubbiamento questo il tipo
di abbachi che i dato lnogo al maggior numere di applicazioni, Aggiunge poscin ung
nnova teovia (*): quelln dei valori critici, la quale rende inutili molte lahoriose tya-
sformazioni algebriche, cui prima si dovevs nacessariamante ricorrere. Viene quind:
a1 nomogrammi di genere 2 o 3; & qui parla degli abbachi conici del Soweau, i
quali 8i possono renders civeolnri con una trasformazions omografica. [A questo pro-
posito perd i permettiamo di dive, clie questa trasformaozions nou el pare deidem-
ment lrés favorable en pratigue, perché, per molte ragioni, Pud lnyace pssers spasss
opportuno passare invece dalla forma circolars alla forma conica). Come appli-
cazione notevolissima del metodo dei punti allineati. riferisce qui un elegante
procedimento (i inlerpolazione empirica, dovata al capitano Baraniee: questa
apphieazions e lo altre gik fatte del Lagay o dal Sonreau, alla ricerea delle fun-
zival empiviche, mettono in luee vivissima 1’ rmportanza pratica della Nomografie.
Il enpitelo finisce enlla teoria dei nomogramm ad allinesmenti mnltipli & scale

(1) Il grande Pvaitd de Nomogrophis & de] 1599,

*} A Utolo d'onors. voglinmo gnl eitare, come uno flei pin efficaei o innovatori eollaboratork
del d'Ocanne, I"lng. Someav: egli, nelle sne dos memaris

Contribution a ln thiorvig et auc applications de le Nomographis (Memoirea de la Sociékd des
Ingéniours Civile, Agoesto 18U1),

La copaciid ot la valayes au Nowmegraphis {16 Maggio 1006),
In prima dslle guill eceops pit dl trecento pogine, hn proposti nuoyl procedimantl, nuove gene=
ralizzazionl, vérnmente Importanti e originoll

) Questn coorin M primitivamenia esposta dail'nutors nelln notn * Susr ley dguations @ ordrs
nomogrophique 3 et 4 ,, pubblieata ne! Bulleitin de 1o Soeidté e Mathtmaotigue del 1007,

L]
‘..I —-'.“'1""
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retiilinee parallels, a aeale circoluri concentriche (del Soreau), 8 seale coniche:
questi ultimi anche per equazionl & quattro variabili di ordine mnomograficq
guperiore A 4.

Nel terzo capitolo parla dei nomogrammi & indice qualanque, il prime tipo dei
quali si ha negli abbachi # squadyn dol GoEpSEELS; 8 cui seguono i nomogrammi
p puuti equilistanti. Vengono poi i nomogrammi & quoke mobili; & in qnesio Lipo
rientrapo Vordinario regolo logaritmo, gli abbachi polari, gli abbachi s immagini
loguritmiche.

E il volume finisce con GHA magistrale lassifieazione, che abbraccin non golo
tutti eli abbachi fin qui conoscinii & utilizzati, mn anche tutli quelli chs polrauno
essers costrniti e ntilizzati in geguito.

Una soln osservazione, di segppdarin importanza, ¢l pare di poter fare nl
mode ¢ol qasle tutta l'opern & svolte: 1"autore si & forse un po' kroppo atlenuto
a quel che (al dive dell'sllitors) potrebbe essore la divisa della Encyclopédie soien-
tifigue (Par le suvanis pons le snpants): noi credinmo che, sa alcuni argomenti
(integrazione grafics, abbachi & seale parallale..) fossero atati tratiati anche in
modo elementare, i sarebbero forse aiutnii e incoragginli quei lattori, che della
matematiche non si osenpnuo apecinlmantse,

Possa questa nnovi 0pers pregevolissima (1) far accrescers il pumero dei cul-
tori dalla Nomografin: texminiamo ripetendo quesio nug urio, perché aumenta sempre
piit in noi la convinzione che la Nonografin, oltre essere utile ni prabici, pussa

anche fornire ai teorici nuovi e fecondi argomenti di studio.
(3. Pusol

SOCIETA 1TALIANA Dl MATEMATICA

11 1" Febbraio fu inviata a {utti i professori di matematica delle
scuole medie e superiori d'Iltalia Ja circolare c¢he qui riproduciamo:

s 1 associazione Mathesis non solo vive da lungo tempo nella piu
assolnta inerzia, ma nemmeno ha fatto alcun atto positivo Verso I"effet-
tuazione dell’ idea di trasformarla, annunziato fino dall’ottobre del
1906, Abbimmo percio perdulo ogni fede nella possibilita di vederla
risorla e trasformata in maniera conforme alle vedute nostre e di
molti nostri Colleghi. » _

s Non abbiamo perd perduta 1a fade nello spirito d'associazione del
cultori della nostra diseipling né nell'efficacia di una forle Associa-
zione, che, con un'opers assidua e tenace, di stimolo ai piu lenti e
d'incoraggiamento al pii solertl, usufruendo di tuble le pi preziose

{1y B frm i auol pregl @ notovola amche guelle delle numercsa citaziont hibliografdebe. porehi
gueste pothe volte si trovane nel tratiasi franeesd,
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energie ora latenti, studi e risolva le questioni, a cm pin stretiamente
si connette il progresse dell’insegnamento della matematica nelle
scuole italiane.

* Noi non dimentichiamo che in un tempo, gid velativamente re-
moto, quando le condiziont morali ed economiche degli insegnanti erano
molto piit trisii d’adesso, i professori di matematica delle scuole medie
furono fra 1 prlml f Tiamrsi in Associaziong con EED]JI puramente
pedagogici, scopi pei quali si adunarono in numerosi convegni regio-
nali e anche in congressi nazionali, a Forino, & Livorno, a Napoli,
agitandovi problemi, tulti viflettenti la Seuoln e I insegnamento.

“ Un preconcetto, ancora rimasto in taluno, 8 andato scompurendo
nel piii, e si ¢ fatia strada I'idea dell'opportuniti che non una bar-
riera separi gli insegnanti delle scuole medie da quelli delle scuole
superiort, ma gl uni e gh altri si trovino unifi nello studio delle
guestioni infteressauti il progresso della matematica e dell’insegna-
mento di essa.

* K noto ormai (') uno schema, di carattere presso che definifivo,
delle proposke della Commissione Reale riguardanti l'assetto dello
studio della matematica nelle Nuove scuole meelie;  gid un primo esame
di tale schema hLa dimostrato clie non si tratta di sempliei trasposi-
zioni di materia, bensi sopratutto di novita di metedi e d"indivizzo.
Su queste proposte & necessario che si raceolga la massima attenzione
dei competenti ¢ che si apra un large dibattito d'idee, diseiplinato
perd da una forte Associazione che, autorevole pel numero e per la
qualita dei propri soei, sappia ben coordinare e validamente propu-
anare il resunltato delle discussioni.

* Percio nol rivolgiamo un appello a tutti 1 cultori della matema-
tica, tanlo a coloro che insegnano nelle scuole medie o superiori di
gualsiasi grado, quantoe a coloro che non appartengono all’insegna-
mento, affincha vogliano stringersi in una nuova Associazione che pro-
poniamo chimmare Societa Italiana di Matematica, salvo ad aggiungervi
il sottotitolo di Mathesis, quando siasi sciolta quella ancora esistente,
d1l nome se non di falto.

“H fin d'orn indiciame un Congresso da tenersi, secondo gquanto
visultera dal Referendum degli adErentl o in Roma, dm ante le vacanze
pasquali del prossimo aprile, in giorni da fissarsi, immediafamente
susseguenti & guelli; 5-11 aprile, in eui, pure in Roma, sard tenuto
il 1V Congresso internazionale matematico, oppure a Firenze, nel
settembre di quest’anno, in giorni sugseguenti o precedenti a quell
ne1 quall, pure a Firenze, sari tenufo il II Congresso della Societa
Italiana per il Progresso delle Scienze.

“ Per tale Congresso proponiamo, per ora, duoe soli temi:

* 19 Costituzione della ¥ Societq Italiana di Matematica ,, — Discus-
gione ¢ approvazione dello Statuto.

* 20 Discussione delle proposte della Commissione Reale per la ri-
forma delia Sevola wmedia, riguardanti U insegnamento della matematica
nelle unove Scuole medie.

() Cir. Bolleltine di Matematices di Bolugna, Awno VI, n, 10-11-12,
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¢« §i vedrd in seguito, dipendentemente dalle ndesioni raccolte
anche fra i professori universitari, se non convenga agginngere un
terzo tema: Sulla prepurazione degli insegnanti di matemutica delle Scnole
medie, che ¢i sembra avere acquistato un vero earattere di attnaliti
a di urgenza, adesso specialmente, dopo |'instituzione degli esami nel
concorsi alle cattedre delle Scuole medie.

« Gli aderenti sono pregati di inviare enfro il 29 febbraio 'nnita
schedn d'adesione firmala e accompagnata da L. 5 all’ indirizzo del
prof. (3runio Liazzeri - Livorne, Via dell’ Indipendenza, N.7; e di can-
cellare in essa le parole Fivenze (settembre), se preferiscono che 1l
Congresso si faceia o Roma in aprile, o le parole Lome (aprile) se
preferiscono che 1l Congresso abbia invece luogo a Firenze in sel-
tembre. In tal modo sara rimessa la scelta dell’'epoca e gede del Con-
gresso al voto della maggioranza degl aderenti. Senza altra tassa,
gli aderenti potranno partecipare al Congresso e riceverne gli ab.

« Nello stesso tempo, ei fa preghiera acli aderenti di far conoscere
le loro proposte relative allo Statoto della nuova Societh ed al secondo
argomento posto all'erdine del giorno del Congresso. Tutte le pro-
poste che perverranno entro il 29 febbraio saranno trasmesse ai rela-
tori che ei riserbinmo di nominare coll’incarico di preparare, in tempo
utile, una breve relazione su ciascnno dei temi del Congresso.

* id abbiamo terminato, colla lusinga che questo nostro appello
aon cadra nel vooto, e col proposito di fare quanto ci sara possibile
per la fondazione e 1 buon andamento della nuova Societd, fino &
che non sia state provveduto alla direzione di essa, secondo le norme
dello Statuto, che sari per approvare il prossimo Congresso.

Amopeo FeoErieo (R. L T. Napoli). - Brrrazzi RopoLFo
(R. L. Cavour, Torine). — BoxavenTora Paoro (B, L. N,
Livorno). — Caxpipo Giacosmn (R. L.. Galatina). — Ca-
srevsaso I'maperto (R A. M., Torino). — Cerern Ux-
pexro (. B. T., Pistoia). — CHELOTT! Amjoartie (R. 8. N,
Livorno), — CoxTl ALBERTO (R. 8. N. Morandi-Manzolini,
Dologne). — Fazzart FAETAND (R. L. Umberto 1, Po-
lermo). — aryoocr Gexexroso (K. L, Genovesi, Napoli). —
Lazzrrs Gronio (R, A. N., Livorno). — Lucaris1 CaMiiLe
(R. G., Linorne). — Nawxser Exmeo [B. L T., Bari). —
Pavarint Fravoesco (R. 1. ., Torino). — PERNA ALFREDO
(R, 1. T\, Napoli). — Pisc: Groseeee (K. A, N., Livornv).

A questo appello banno rigposto fino ad ora 85 professori, i nomi
dei guali somo riportati mell'slenco che segue & pag, 239.

Molli di essi insieme alla loro gcheda d'adesione hanno inviato
Jettere esprimenii la piit viva simpatia per |'iniziativa della costitu-
giono dellz nuova societd, e 1 pin fervidi vot, perchd questa sorga
forte e vilale, perchg, rinnendo le molie energie disseminate in ogni
parte d’'Italia, le facein convergere ad un solo mohilissimo Scopo,
quello del miglioramento delle nostre scuole.

— —
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Molti altri hanno promesso la loro adesione non appena la societa
gin definilivamente costituita .ed abhia assorbito gli avanzi della vec-
chia e agonizzante Marres:s.

Degli 85 aderenti 62 banno indicato Fivenze come sede del pro-
posto congresso, 16 hanno prescelto Roma, 7 non hanno dato aleuna
indicazione, Pel voto della grande maggioranza adungue vesta sta-
bilito che il congresso per la cosiifuzione della nuova socleld sara
tenuto a Firenze nel settembre prossimo contemporaneamente a quello
della SOUTETA ITALIANA PER IL PROGRESSO DELLE SC)ENZE.

Percib resta prorogato a {uito il 15 agoslo prossimo 1l lempo
utile per I'invio della quota d’iscrizione al Congresso; ma g fa viva
preghiera a fotti coloro che aceettano in massima le idee esposte
nella snrriferita circolare d’inviave al piu presto un cenno d’ade-
gione.

Confidiamo che I'intervallo di cirea sei mesi che ci separa dal-
I'epoca del congresso verra speso da tutti gli aderenti ad assicurarne
la riuseita, sin procurando nnove adesioni dei loro amici e conoscent,
sia inviando proposte concrefe da disculere nel congresso stesso.

Intanto pero, siccome & da ritenersi che molti di essi 81 trove-
ranno a Roma dal 5 all'11 aprile in occasione del Congresso interna-
zionale di malematica, verrd organizzata in quei giorni una riunione
preliminare allo scopo di iniziare uno scambio d'idee che, insieme
con le proposte mandate da foiti gli altri aderenti. serva di guida
ai promotori della costituenda societh per stabilire i1 programmsa
definitivo del congresso e proeedere alla nomina di coloro che do-
vranno riferire sui tre temi posti all’ordine del giorne, ciog:

1°, Costituzione della Socield italiona di matematica. Discussione ¢
appravazione dello Statulo.

2°, Discussione delle proposte della commissione veale per la viforma
della seuola wmedia, riguardante Uinsegnamento della satemuatice nella
nuove scuola medic.

8°, Preparazions degli insegnanti di matemotic dells scuole medie.

Tutti gli aderenti saranno tenuli informati di quanto verra sue-
cessivamente stabilito per mezzo del Periodico di maizmatica, o del
Bollettino di mutematica o per mezzo di appositi avvisi

Noi confidiamo che attorno al primo importante nucleo di nde-
renti alla nuova Societa vorranmo, guanto prima, stringersi tutfi i
cultori della matematica, I quuli sentende allamente 1" imporianza
civile e morale del loro ufficio nella moderna societa, consapevol
dei grandissimi risnltati che si possono conseguire con le forli ed
estese organizzazioni, vorranno cooperare attivamenfe al progresso

della scienza e della scoola,
I. CoMITATD PROMOTORE.
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PRIMA NOTA

DI ADERENTI ALLA SOCIETA TTALIANA DI MATEMATICA.

1. Amaldi prof. Halo, E. Istitnto Teenico — Torine.

5 Amanzio prof. Domenico, K. lstituto Tecnico — Napoii.
4 Amodeo prof. Federico, R. lstitule Tacnico — Nupolt
4. Apreda prof. pomenico, B. Istitulo Nautico — Pinun di Serranto, 1

5 Arzelh prof. Cesave, It T niversith — Bolagna.

6. Aseoli prof, Lelio, B. Istitulo Tecnico — Liverno. 1
7. Anssani-Uavi prol. Paolo. R. Istitnto Tacnico — Livorue.

§, Balestrn prol. Gnlileo, R. istitmlo Tecnico — Peraro. i
9. Randini prof. Siivie. K. Scuola Normale femm. — Padora. , ;,
10. Barbare prof. Luigi. R. Scuola Teemicn * Aloysio-Juvara , — Messina. [
11. Berzelari prof, Luigi, R. Universita — Pavia. ’

12. Bettarini prof. Ginseppe, . Istitnto Tecnico — Fenezit.
13. Beftazzl prof. Rodolfo, K. Liceo * Cavour , — Torinv. ]
14. Bettini prof. Bottino, Liceo Pareggiato — Osima. f |

:

15. Bisson-Minie prof. Prsilia, R. Scuola Normale femm. — Belluno. o
16. Donadonna prof. Pasqgnale, R Seuoln Teenica — Piazza Armerina. i
17. Bonaventura prof. Paole, R. lstituto Nantico — Livorno. |
18. Bongini prof. Ugo, K. Senola Teenica — Siena.

19. Borio prof. Agostine, i. Liceo — Aosia. 1
20. Rottart prof. Amerigo, R. Liceo — Spoleto. 1

91. Bnstelli prof. A. M. — Roma.

99, (nlo prof. Benedetto, R. Istitute 'ecnico — Napoli.

93 (andide prof. Gincomo, K. Licen — G alatine.

94 (Cardose Laynes prof. Ginlio, R. Scuola Tecnica — Sarona.

o5 (arrone prof. Clandio, B. Liceo — Siyaenan.

95. (astellano prof. Filiberto, R. Accademia Militare — Tovrino.

o7 Castelli prof. Pletrov, E. Istitwto Teoenico — Ancona.

98, (atanin prof. Sebastiano, R. Jstitute Tecnico — Catanie.

99. Cattaneo prof. Faolo, K. Scnoln Tecnicn — Lendinara.

o0, (ecenroni Gnido, K. Ginnasio © Galilei » — Firenze.

81. Ceretti prof, Tmberto, Diveitors della B. Scuola Teenicn — Pistoia.
89 Chelotti prof. Abiguille, R. Seuola Noymale femm. — Livorno.

a5, (laho prof. Glorgio, Preside del B. Isfiluto Teenico — Parin,

24 Conti pyof. Alberto, K. Seftoln Normnle © Morandi-Manzolini , — Bolegna.
a5, Cnbaju prof. Antonio, R. Lieeo-Cinnasio * Capece , — Maglie.

a6, D*Amice ing Gaetuno, R. Istitnto Teenico — Cagliari.

27. Da Porto prof. Aleide, K. Licen — Forl.

9g. Del Prete prof. Oreste, K. Scuoln Tecpien — Buri,

a9, Porin prof. Gioy. Andrea — Rocca Maggiore.

40, Euriynez prof. Federige, R. Universith — Dologna.
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41,

42.

43,

14,
45.
46,
47,
43,
49,
al,
ol.
52.
a3,
o4,
.
o6,
HT.
a4,
a9,

G0,

G1.
62,
63.
4,
65,
f6.
B7.
68.
(9.
T0.
71,
2.
18.
4.
T5.
16,
ii.
8,
79,
30.
81.
29,
53.

84
5.

Fantl ing. Arnaldo, R. Universila — Pisa.

Fazzari prof. Gaetano, R. Liceo * Umberto 1, — Falermo.

Florio prof. Salvatore, R. Scuola Normale femm * . Fonseca , — Napoli.
Galiane prol. Gennare, R. Liceo * Gemovesi , — Nepoli.

Gnllneoi prof. Genereso, R, Liceo * Genovesi , — Nupol/.

Ghoezzi ing. Teodosio, R, Scuola Teenicn — Locere.

Gigli prof. Dailio, R. Liceo — Sussari.

Guerra prof. Michelo, Divettore K. Scuola Teenien — (7 aeln,

Lariee prof. Ines, R. Seooln Norniale femm. — Pudorn,

Lazzeri profl. Ginlle, R. Accademia Navale — Lirerno.

Lo Vetere Gallo ing. prof. Yineenzo, R. istituto Tecnice — Teramo.
Leearvini prof Camille, B. Gionasio — Lirorne.

Logaro prof. Envieo, R. Ginnasio — Custellamare del Golfo.
Marasco prof. @, B., R. Scuola Tecnics — Pesare

Mareialis prof. Eflsie, K. Scaola Normale mnsch. Cr!l& S. Angelo,
Marcolongo prof. Roberto, R. Universita — Napoli.

Marseglin prof. Natale, R, Liceo — Aecireale.

Martini Zueeagni prof. Arolde — Livorno

Misani prof. Massime, Preside R. Istituto Tecnico — Udine,

Moglin prof. Giovanni, R. Scnola Noymale — Lesce.

Mola prof. Giacome, R. Liceo - Campobasso.

Mossini prof. Diree, insegoante nelle RR. Scuole Normali — Guastalla,
Nannei prof. Enrieo, Preside R. lslitule Teaenico — Bari.

Natneei prof. Alpinole, Scuola Tecnica Parezginta — Awmelia,
Nieolettl prol. Omorato, R. Universith — Fisa.

Palatini prof. Fromcesco, R, Istituto Tecnico — Torino.

Pasval llrnf. Ernesto, R. Universils — N puli,

Pesel prof. Ginseppe, R. Acceademia Nuvale — Livorno,

Pineherle prof Salvatore, R. Universita — Bolagna.

Pizzarello prof. Domenico, R. Liceo — Reggio Ewmilia.

Repetto prof. ﬂlllﬂﬂ]ll.’lﬂ'. R. Scuala Normale femm. — Sussari.
Retall prof. Virginio, R. Liceo * Beccnvin , — Miloan,

Rocea prof. L. — Beiogna,

Rossi prof. Camille, R. Iskiluto Teenico — Nupnli

Searpis prof. Umberto, B. Liceo * Minghetti , — Bologna.

Severi prof. Franceseo, B. Universila — Pudore.

Sforza prof. Ginseppe, R. lstiluto Teenieo — Reggio Ewilia.

Sienro prof. Adolfo, R. Scoola Tecnica * Aloysio-luvnra ;, — Megsina.
Sosehing prol. Carlo, R. Liceo — Prsmro,

Spinelli ing. Michele, R. Scuoln Teenica — Ruvo i Puglin,
Tavami prof. Modestine, Ins. nelle BRI, Scuole Normali — Fara S. Martino.
Tonelli prof. Andrea — Pontremols.

Vailatl prof. Giovanul, Ius. vei RR. lstiluti Teenici — Roma.
Yeneroni prof. Emilie, R. Istitnte Tecnico — Paria.

Voronese senatore prof. Ginseppe, R. Universila — Pudora.

Givnio Lazzema — Divettore-responsabile

Finito di stnmpare 11 81 Mareo 1008




[V CONGRESSO INTERNAZIONALE DEI MATEMATICI

SOTTO L'ALTO PATRONATO DI 8. M. IL RE

Dal 5 al 12 aprile ba avuto luogo in Rome l'nnnunziato congresso
internazionale dei matematici. Sia per il numere e la gualite degl
intervenuti, sia per la quantita ed il valore delle comunieazioni, esso
& stato di un’importanzn veramente eccezionale.

Presero parte ai lavori del Congresso eiren 550 seienziafl, accom-
pagnati da circa 180 signore. Tutti i paesi piu doiti come la Ger-
mania, |'Inghilterra, la Francm, gh gtuti IFniti eranu largamente
rappresentati dai pin insigui cultori della scienza, ed anche gli altri
paesi come la Russia, la Grecia, la Svizzern, il Belgio, 1l Giappone
erano degnamente rappresentati.

Il Comilato organizzatore, camposto del senalore BraserNa, pre-
sidente, del prof. CasrELNuovo, segreiario generale, del prof. Heiwa,
tesoriere, e dei proff. CErroTr, DISEEEEE. Prrrarenty, ToxeLLr, Voi-
TeRRA. aveva con una abttivith e diligenza mirabili, cuvando 1 pin
minuti particolari, tutto predisposto affinché le accoglienze agh 1l-
Justri ospiti stranieri fossero degne del medesimi e della ecitth caput
mundi. Ed i Joro sforzi furono coronati dal piit Jusinghiero successo,
perchd tutti gli scienzinli esterl espressero ripetulamente al colleghi
italinni ln Joro soddisfazione per le accoglienze ricevute, ed infine
I'illustre prof. Darbonx nell'ultima seduta si fece interprete dei senti-
menti di tubti, vivolgendo un caldo ringraziamento a coloro che
avevano cooperato alla riuseila del Congresso, comineiando da S. M. il
Re e terminando ai giovani stndenti che avevano condiuvato il Co-
mitato organizzatore in lnoge di impiegaty.

Sede del econgresso fu il palazzo della R. Accademin dei Lincei,
gin Corsini: certamente mon si poteva trovare in Roma un locale
pinn adatto sia per la bellezza e comodith degli ambienti, sia per le
tradizioni di quella illustre §ceademia. Unico inconveniente era 1'uibi-
eazione un po eccentrica e lontana dalle linee tramviarie. Ma anche
& bogliere questo inconveniente il Comitaio aveva provvedato, met-
tendo a disposizione dei congressisti nelle ore delle sedute un oLtimo
servizio di omnibus e vettnre aotomaobili.

Crediamo far cosa grata ai nostri lettori, pubblicando la cronaca
dei lavori compiuti dalle 4 sezioni del congresso, e piit particolar-
mente e con maggiore ampiezza di guelli compinti dalla quarta
sezione, destinata alle questioni filosofiche, storiche e didattiche,
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Seduta inaugurale.

Lunedi 6 aprile alle 10 nella Sala decli Orazi e Corviazi del Cam-
pidoglio e ull’Augnsta presenza di 8. AL il Re fu solennemente inan-
gurato 1l quarto Congresso inlernazionale dei Malematiel.

S, M.l Ke fa vicevato al sno arrivo da S, E. 11 nonistro della P. L,
dal Sindaco i Roma, Sig. Exxesre Naraan; dal Senatore Profes-
sore V', Brasurwa, Presidente, e dagli altei Membri del Comitato or=
ganmzzutors del Uonpresso.

Dopo che 8. M. e i presenti si fuorono seduti, il Sindaco cosi sa-
Jutd 1 numerosi intervenuti;

Per chi minntamente indaga, come per chi cerca a grandi fratli
ed in sintesi la storia della eivilta, 1 recenti seavi del Foro Romano
dovail alle geninli intuizioni del Comm. Boni, offrono un singzolare
interesse. I ricordi della gente italica preromans, popolante 1 selie
colli, costituiscono nei sepolereti, nelle nrme cinerarie una prima stra-
tificazione della geologia civile; a Joro vicino si sovrappongono le
evidenze di Romolo, che Lraccia 'Urbe; pitt in la sono sparse le ve-
stigie della repubblica, sino a gnando Lroneggin, tutio dominando, la
colossale stalua equestre di Domiziano. Cavallo, cavaliere, erolliano
e rovinano in mazzo al rovinio di un Impero mondiale sorretto dalla
forza delle armi: dalls forza delle armi, spezzato il faseio, distrutto.
E allaquila dalle ali potenti, dagli arligli aguzzi, dal beceo aduneo,
simbolo di guella forza, 81 sostiluisce la croece, simbolo ddella fede.
Allora @ la copola di S. Pietro che domina la citia ed il mondo. e
la nuova éra di eiviltia, accentrando in Roma una seconda volta il
verbo della umanila, di la I"irvadia, 'espande e lo svolge fra le genti.
K la feds s afferma, conquide. impera. sino o quando veechie pes-
sioni la sofisticano, nuovi intuili ne spezzano 'unila, e la colossale
copola di Micheiangelo, come il colossale piedistallo del monumento
equesire, vimane ad akbestare di un grande potere che fu.

Perchis nell'ansiose affunnnrsi alla riceren del vero un nnovo fat-
tore si avanzo, s1 sovruppose; 1 bagliori della fede illinguiliveno, gli
occhi degli nomini si vivolsero nd mun nuova stella clie < mnalzava
nel firmamento, In eni lnee serena mmdicava nuove vie, che le lumi-
nosila intermitienli delle fedi dominanti avevano sobiratto allo
sguardo; e In coscienza di nn popolo, dalla scienza illominnia attra-
verso la breccia di Porta Pin e sulle rovine di due civilta tramon-
tale, additava all'eterna cifli uoa terza wissione tra le genti. In
nome (1 guelln serenza, di quelln nuove, intensa, costante luce, o Si-
gnorl, vol siele qui raccolit dalle varie purti del mondo; vai fra i
pit degni cullori dell'umano sapere, inguantoché voi rappresentate
ner voskr siudi, nelle vostre ricerche, nelle vostre inconfutabili illa-
zioni, la base granilica su cuni si erge quel maesioso edificio di sa-
pienza moderna che ha trasformato uomini e cose, nssogseltundo la
natura al bisogni sociall e creando nuovi vincoli ¢ rapporii nella
UMANA EHNNVIVeNZa.

E pero a me, nmile cultore di diseipline economiche (e quanto era
pia adatbto il mio illustre collega Prof. Tonelli!) & grato dare & voi,
maestri di scienze esatbe, il benvenulo: con riverenza in nome mio,
con plauso in nome della citta che ho I'onore di rappresentare.

-—.'h._
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Non solo per la eccelsa somma di eognizioni da vol complessiva-
mente rappreseniate, nella quale mi & grato constatare che ln terza
[talia non sia quantith trascurabile, ma altresi per la pili vasta idea
dalla vostra riunione adombrala.

Nei tempi passati, quando uncora le sparse membra della patria
erano & ricomporsi ad nnita, avvenivano convegnl (i scienziati m
questa o in quella ciftd, e gl elelti eold rinuili, nel mentre prende-
vano sl argomento visibile quel ramo dello seibile che piu propria-
mente @ loro compeleva, cogiievano occasione del felice incontro fra
nomini di varie regioni, per cementare, affermare, erdive gquella unifa
che al disopra delle varie evocazionl era in cima ai loro pensieri,

Partivano col cuore rinfrancato da quella fraterna comunione, col
pensiero pia nitido intorno all’'opera comune o lure incombente; le
maltiformi diseipline seientifiche eosi coucorrevano a predisporre,
costituire, rafforzarve il patrio organismo: era una grande, una bella,
una nobile idea che sovrastava ai vari ram della scienza per unirh
tubti nella formazione di oo coscienza nnzionnle, Oggi, qui in Koma,
Capitale o' ltalin, pin alti fini aspettano dua voi opera e sunzione. Non
sono pin gli seienzintl di un Paese, radnunts in g comunita di aspi-
razionl cireoseritte do frontiere; sono gh seienzindl del Mondo inlero
che, velln rappresentanza dei vari popoli, del vari intellelii, delle
varie eognizioni, 8 ineontrano, 8i nniscono in nome dellh scienza per
la formnzione non piit di una coscienza nuzionsle, ma di unn coscienza
internuzionale, I vostrn lavori st rivolgono alla riceres di un solo
voro, sebbene si possa esprimere in molite lingue; e gnesta mirabile
camera (i compensazione per scambiare 1 valori selentifict & una delle
armi pin polenli per abbattere le firontiave, distroggers le antinomie,
ealmare gli odi, rinfocolare gli affetli fra le gzenti, E prelodiare a
guella fralellanza universale, che la scienza conosce ed intuisce, la
polilica vggl 1gnora e sospetla.

In nome di quella idea di pace e i civilth, 1 quesba storica sala,
in presenzi ﬂﬁ‘?ln pitt Alta Rappresentanza della Nuzionve, qui tra voi,
gomini insigni, esempio singolare di scienza e coscienza, Roma a voi
tntti delle regioni Italicke, delle regioni Listere, da eol cuere 'avgn-
rale salulo. '

Dopa il SBindaco, premie lu Fm*u]n il Presidente del Comitato or-

anizzinbore del Congresso, Prof. Braserna:
£

SIRE !

A nome del Comitato Ordinntore di questo Congresso, n nome della
R. Aceademin dei Lincei, che ne assunse la Direzione, ringrazio V. M.
di avere acceltalo VAlto Patronato e di avere voluto onorare col-
'Aungnsta Sui presenza quesia nostra priomg rnnione.

V. M. ha voluto eosi provave, noa volla di pin, quante Le stiano
i cuore le scienze e le art JJE[ noskro paese, ¢ come il Suo cuore
batte all'umisono con queile della nazione in tutte le piu nobili e pii
elevate sue manifestazioni.

Signore e Signori!

Chinngoe coltivi una scienza, s'uceorge facilmente che due eultori
della stessn materin, anche se lontuni e appartenenii a nazioni di-
verse, sono piit vicini fra di loro, che aliri due coaltori di scienze di-
verse anche se vivono nelln slessa cilli.
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Questo concetto ha creato nei secoli scorsi quelle ammivabili cor-
rispondenze fra scienziati skranieri, in eni si comunicavano a vicenda
1 risullati delle loro indagini, Le comunicazioni erano rave, giornali
scientifici internazionali non esistevano, ed erano le corrvispondenze
private che servivano a eolmare la grave lacuna.

Oggidi lo stesso concetio ha creato i Congressi Internazionali di
nna soln seienza, Congressi che ebbero e hanno un benefico influsso.
Id anche la Matematica ha sentito tale influenza. 11 primo Congresso
Internazionale di matematica ebbe luogo a Zorigo, poi eon periodo
regoiare di quattro in guattro anni, a Parigi, ed a Heidelberg. A
: 3nestn nitimo, nel 1904, la R. Aceademia de) Lincei, ¢che ho onore

1 presiedere, fece col mezzo del sno distintissimo Socio prof. Volterra,
la proposta che il prossimo Congresso di matematica si riunisse u
Roma, e tale propoesta fu accolta con molto favore.

L' Accademia si ecostibmd in Comitato ordinatore, eol mezzo delle
sno seziom di matematica e di meceanica, alle quali aggiunse 'egregio
Rettore dell’Universita e aleuni distinti professori, nonché la Presi-
denza del Circolo matematico di Palermo, che sotto la potente ini-
ziafiva del prof, marchese Gtuccia ha acguistato valorve nazionale ed
anche internazionale,

L'idea ebbe subito molti fautori: 'onor. Ministro della Pubblies
Istrozione volle mettersi alla testa del movimento, ed i suoi colleghi
dr Agr. Ind. e Comm. e dsl Tesoro proposero, alla loro volta, che il
Congresso fosse non solo di matematica pura, ma anche di matema-
tica_applicata. Eceo come nacque gnesto Congresso. _

Oger stesso ci ritireremo sl palazzo dell’Accademia per lavori
trangnilli e sereni; ma io devo nn ealdo ringraziamento all’egregio
Sindaco di guesta citta per la nobile iniziativa da loi presa col voler
salutare la grande riunione da questo classico eolle, che rispecchia
tanta grandezza e tanfe speranze della nostra patria.

S. K, il Ministro della P. 1. pronuncia un discorso che qui ripro-
ducinmo in sunto:

Nel nome del Governo porgo & quanti sono qui cenvenuli, illnstri
cultori delle scienze matematiche in ogni Nazione civile, il salato
beneangurante dell’Ttalia,

Un senfimenfo di alia idealitdh scientifica e civile vi ha fatto so-
spendere le assidue ricerche individuali, per recare il contribnto della
vostra sapienza ad un compito ecollettivo, chie mira all'assunto gene-
rale e al progresso speciale delle vostre discipline. Il convegno vostro
otterra nella bella armonia dei risultati, che con energie concordi
saprete conseguire, il sno premio adegunto. _

Queste rassegne lemporanee di comnne lavoro rispondono alle pin
profonde esigenze del aapere moderno. Quanto piun apparisece urgente
e 1mpellente la necessiti della divisione del lavoro scientifico, per
cnl pare sia sempre inadeguata ogni piil fervida atlivith intellettuale,
rivolta a conseguire anche solo nna parle e, quasi =i direbbe, un fram-
mento di venta; d'altre lato il wostro spirito anela alla conguista
unitaria del sapere, e solo uella unita della verita viconosce e sente
lo sforzo snpremo dell’intelletfo umano.

Tale esigenza — prima che da ogni altro gruppo di seienze — 8
stata avvertita dalle matematiche, cosi nel conseguire ¢ nel mante-
nere 1l proprio ordine rispetio alle altre discipline, come nall'animarle
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e orientars — eon lnee perenne di infaticate ricevelle — il loro in-
ierno progresso.

La matematien & tale seienza che il solo viconoscere il posto che
le spelia si accompagna ad un ampio allargarsi dell’orizzonle men-
tale. Platone, che coslrnisce Ja pin seducente armonia di idealita che
sin mai fiorita nella mente e nel cuore dell'nomo, glorifica la mate-
matiea eome una divina musica di proporzioni; 1 Romani, che cemen-
Lano la pin granitica strubtura giuridica dell’'ordinamento civile, con-
sacrano nelle loro leggi essere I'npprendimento e P'esercizin dell’arte
matemalica di pubblico inreresse e decoro; Dante, che & matematico
nella concezione del poema immoriale, si pnragonn nelln ricerca di
sublimi verila al geometra

......... che lnito s'afiiggs
per misnrar lo cerchio, e non rilrova
pensando, quel prinvipio ond'egii indige;

Leonardo, che nel cuore del rinascimento scruta con occhio acuto e
con sagaein, che tuttora pave miracolo, le incognite della natora e
della vita, dichiara * essere le seienze tanto piu veve, quanto pm
s'informano ai metodi matematici ,; Galileo, che

... all'Anglo che tanta ala vi slese
sgombrd primo le vie del firmamentlo,

considera tutta la natura come un libro 1 eui caratferlt sono seriifi
con segni zeometrici, e la geometria * maesira dell’onesio acquistare
I'utile, 1l dilettevole, 1l bello, 11 buono ,; Newton, Cartesio_che creano
la geometria analitien, il ealeolo infinitesimale; Emanuele Kant — dalla
cul eritiean demolitrice di fantasmi dogmatici riforisce tubte la filo-
sofia moderna — tntti affermano il principio che * una scienza della
natora ® scienza solo in goanto & matematicn .

Ma in quoesti nomi — che segnano punli signifieativi della fraief-
torin del pensiero nmano — non & che un riflesso e una prolezione
di cib che & stato lo sviloppo interno delle seienze malematiche per
opera di chi vi dedico di propesilo tubla Ia vita. Poiche le scienze
mntematiche preseniuno di secolo in secolo tale un acerescimento
ininterrotto e disciplinalo, che nessun altvo grappo di scienze potrebbe
vincerle nel paragone. Persino le pause appaventi non sono che un
concentramento dinamico delle conquisle 1Eutura.

Leonardo aveva scritto: dove si grida non e vera seienza, perché
la verita ha un solo termine, il quale essendo pubblicato, il litigio
resta in elerno distrutlo, e se esso libigio risurge, & bugiarda e con-
fusa scienza e non certezza rinnfa.

Giova ricordare, per compreudore l'svoluzione delln scienza, il
pronto fecondarsi del primi gevinogli delle matematiclie, quali scienze
astratie. nella zolla storica delln intellettualita greca, Non & senza
un profondo significato che wn popolo, il guale diede al mondo nu'arie
¢he parve il tipo ideale della perfezione, ebbe anche — e pur nella
decadenza — un fiorente periodo di ricerche malematiche.

Giova vicordave 'Ikalin dei Comuni e del riniscimento, eoi nom
del T'ibonacel, del Tartaglia, del Fervo, del Fervari e di tanti e tanti
altri, che prepurd di conserva eol matnrarsi storico di nuove esigenze
spiritnali e sociali il rifiorire delln seienza. Dopo Fibouncel, gih da
uoi due covrenfi si manifestano, I'una che si afferma con gh studi di
dottrina pura, e I'altra con quelli di studl applicati ai commerel, nei
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quali I'ltalia_traeva ragione delle sue rinnovate fortune. E eosi sor-
geva la partita doppia con Luca Paciolo e la sna senola fiorente di
aritmetica commerciale, -

Signort,

Facendo I'angurio che il fervore dei vostri lavori doni ad ognuno
di voi, a congresso compiuto, 1l conforto di moltiplieate energie — e
sen gia tanto grandi — da spendere in servigio della missione seien-
tificn che cos) altamente vi onora, lasciate che io vi esprima il volo,
come Ministro degli Studi, che dalle vostre discussioni maturing anche

ermi preziost di opportuui suggerimenti a quanti hanno a enore
incremento della senvla moderna quale abbinmo debito di offrire,
come frubto dei noskri propositi pin lenaci e alli, alle giovani gene-
razioni.

L' 1talia per tradizione mai interrotta onora 1 vostri studi. Ormai
non v'é persona eolta la quale non sappia — lo dird con nobili pa-
role di Luigi Cremona — che * yuand'anche un’esperienza secolare
non ci ammonisse che le pin astratie teorie matematiche sortono in
un fempo piu 0 meno vicino applicazioni prima neppur sospefiate;
quand’anche non ci sfesse inmanzi al pensiero la storin di tanti il-
lustii chie senza mai desistere dal coltivare la scienza pura furono i
pii1 efficaci promotori della presente civilla; questa scienza & degna
cha voi 'amiate; tante sono e cosi sublimi le sue bellezze, ch’essa
non pud non esercitare su le generose e intatte anime un'alta influenza
educaliva alla serenu e inimitabile poesia della verita ..

Queste belle parole che Luigi Cremona pronunziava nell’Ateneo
di Bologna dieci anni prima che Roma fosse nella storin — come gii
era nel cuore di ogni italiano — Capitale d'Ttalin, ancora aggi espri-
mono una cosi nobile voce di fede, che ben saonano in Romn italiana
al cospetto del Re asserfore e enltore nobilissimo degli studi e degli
ideali moderni, e al cospetflo degli scienziati del mondo civile, qui
convenull per il progresso delle loro alle dottrine.

1l Prof. Vorrerra legge poi il sno discorso: Le matematiche in
Italia nella seconda meta del secolo X IX.

E%li meomincia dal vievocare il periodo del risorgimenlo italiano
e quello che immediatamente lo segu), nel quale tutti gli studi ita~
lianm s1 rinnovarono. Parla principalmente di Cremona, Belti, Brioschi,
Fergola, Batinglini, & fu un confronto fra lo stato delle matematiche
nella prima e uella seconda meti del secolo XIX. Esamina poi le
diverse senole matematiche che fiorivono in Italia, incominciando dal
parlare del Betti e del Belirami ¢ degli studi di fisiea matemation o
meccantea. Passa pol alla teoria delle funzioni, e ricordn 1 rvapporti
fra 1 matemalici ilaliani e stranieri, tra cni Weierstrass, Riemann,
Mittag-Leffler, Klein, Poincare, Pieard, Noother e molti altvi. Con-
sidera poi lopera del Dini come inizintore in Italia degli studi sui
fondnmenii del calcolo; & per ullimo paria delle ricerche geometriche
di varia natura di eni s'oecuparono i matematici itnliani, Pinisce ri-
cordando gl stndil di Storia delle Matemutiche e la grande pubbli-
cazione delle opere di Galileo fabta sotto gli auspici di 8. M. il Re,
¢ si augura che gli sbudi matematici in Italin seguitino nel loro ar-
monigo sviluppo.

4
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SEDUTE PLENARIE.
Prima sedntn plenaria - Lynedl ¢ aprile 1908 (ore 15 - 16,45).

Il Presidente del Comilato organizzatore, nperta la sednta, invita
I'Assemblea a nominure il Presidente del Congresso, Per acclama-
zione viene eletto lo stesso Presidente del Comitato organizzaiore,
’rof. BLASERNA.

Questi, ringrazia I’Assemblea, propone cbe la Presidenzn venga,
insieme a lul, cosi costitoita:

Vice-Presidenti: Cernvori, D'Ovipio, Fonevra, Gornaw, JoRDAN,
LorexTz, MerTENS, Mitrac-LEFPLER, NEWoonB, VASSILIEF, ZEUTHEN.

Segretario Genernle: CasteLNTOVO.

Vice-Segretari: Favo, ReiNa.

Segretari aggiunti: Borer, Barnes, Hapasagp, HongaTe, KrRAZER,
PHRAGMEN, SCHLESINGER.

Queste proposte sono tutie accettate dall’Assemblea.

1l Segretario Generale camnnica che 1"Accademia Reale di Seienze,
Lettere & Belle Arti del Belgio invia al Congresso i suol miglior
anguri e voli.

Comuniea altresi che 11 Comitato delle Onoranze a TorricEnLl nel
snlutare i congressisti si angura di averli Ospiti a Faenzn, all’'epoca
della Commemorazione del grande Scienzinto.

Presenta infine 1 libri inviati al Congresso dagli ediiori Loug-
mans e 0o e Teubner.

Il Prof. Szare, anche a nome dei Colleghi NoETHER @ POINCARE,
legee la Helazione sul cuncorso alla Medaglia Goeein. A questo con-
corso furono presentnte tre Memorie; mn la Commissione, par fribu-
tando loro elogi, ritiene che a unessunn di esse possa venir conferito
il premio; e, esaminatl invece 1 Invori che, senzi essere stati pre-
sentali al concorso, furono tuttavia pubblieati sull’argomento che era
ogeetto del concorso medesimo @ nell’'epoea durante la guale fule
concorso rimuse aperbo, viene inanime alla conclusione di assegnare
il premio al Prof. Francesco Severr per 1 suol lavori sulla Geomelria
soprit le superficie wlgebriche. ,

Il Prof. Seere consegnu quindi la Medaghin Gueeta al Prof. SEves.

Il Prot. Mirrac-LerrLer Lene pot la sna conferenza: Swr (o re-
présentation arvithmétigue des fonctions analytiques genérules dune va-
réable complexe.

Segus lo conferenza del Prof. Forsyru: On the present condition
of partial differential equations of the second ordey as regords formul
tntegralion.

%’augunu oletti Presidenti per la seduta successiva Nrmwcous e

JORDAN,
?

Seconida seduta plenaria - Martedd 7 aprile [ore 15,30 - 17),

Tl Presidente Prof. Newcons apre lu seduta e dia la paroln al
Prof. Darsoux per la lethorn delln sun conferenza: Les méthodes ef
les problémes de lu géomélrie 1nfiniléstmale.

oo ?ll&Etﬂ. brillante letlura, il Prof. Neweons cede la presidenza
al Prof. Jorpan: e il Prof. von Dicx legge la sua conferenza: Ueler
die mathematische Eneyklopddie.

e — . —————
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Per la sedntn plenaria successiva viene designalv come Presidente
il Prof. Gorpan.

Terza sednta plenoria - Mercoledl S aprile (ore 16 - 17455

Presidente: . (lorpan,
Hanne looge le segoenti interessanlissime leliore:

1. Newcouns, La théorie du mourcement de la lune; zon hisloire e son
Elat actuel,
2. Lorentz, Le partage de Uénergie enlve la wmatiere pondérable et U'éther,

St proposta del PPresidente & designato come Presidente della
prossima Seduta plenaria il Prol. Mirrac-LErFFLER.

Quartn sednin plemaria - Venerdl 10 aprile fore 15,50 - 15,50),

Presidente: Mirrac-LurrLer. Sono presenti S. E. Rava, Ministro
della P, 1. & 8. E. LuzzaTrL

Il Prof. Poincanri essendo .indigposto, la sna conferenza sul lema:
L’avenir des mathématiques & letta da Dagsorx. Poi Froarp fa In sna
letbara: L'analyse duns ses rapports avec la Fhysique mathématigue.

(uintn sedntn plenaria - Sabate 11 aprile (ore 1545 - 17).

Presidente: BrasgrNa.

Comunica che il Senatore Prof. Verovese per unn lieve indispo-
sizione sopraggiuntagli non pud tenere l'innunciaia Conferenza snlla
Geometria non-Archimedea, ln quale sard inserila negli A#i del Con-
gresso.

Da poi lettura di nna lettera del Prof. Geore Cantor, diretta al
Prof. Gueota, e contenente saloh & voti pel Congresso. L'Assemblen,
dolente che il Prof. CaxTor non abbia poluto venire a Roma, ricambia
1l cordiale suluto.

L'Assemblen, con vivi applaust, fu proprio 'Ordine del giorno vo-
talo questa mathiua dalla Sezione 1V del Congresso:

“ 11 Congresso, avendo riconosciuto la mmportanza di un esame
“ aceurato dei programmi e dei metodi d'insegnnmento delle mate-
“ matiche nelle seuole secondarie delle varie nazioni, conlida a pro-
“ fessori Kooy, GreeNmiLL e Frug Uinearico di costituire nn Comi-
£ tnto interunzionule che studii ln questione e ne riferisea al prossimo
“ Congresso .

[l Prof. Hapawmamp presentn, brevemaonte illustrandola, ln seguenle
proposiu;

“ La section IIT (Mécanigue), aprés un échange de vnes dans le-
“ quel a élde reconnne 'importance d'une wwification des wuolitions
“ rectorvielles, propose an Cougras la nominntion dune Connmnission ini-
“ ternationale pour 'étude de ceite gnestion.

* Le président de cette section ponr ln séance du 11 avril propose
“ an Congres de priev son Comité ("organisation de vouluir hien con-
“ stitner cette Commission ef lui soumet la liste des noms nns en
* avanl, & cet €gurd, dane ln séunee du 11 avel .

[
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Anche gqueska proposta & approvala con vivi applausi.
Il Prof. Conts presenta la seguente proposia:

“ 11 Congresso fu voti che all’Ordine del giorno del prossimo Con-
“ gresso sia posta la costituzione di un Assoclazione internazionule
* del Matemalier ..

La propesta & npprovala.
11 Prof. D'Ocaene fu la seguente proposta:

¢ 11 résulte de I'dechange de vues, qui s en lieu dans la Section I1I-B,
“ gu'il seruib hautement disirable de provoguer une entenis de plus
» e plus ebroite entre cenx qui §'ocelpent de perfectionmer les me-
¢ thodes muthémaliques el eenx gui onb bespin de les appliquer a
“un objet pratigue.

« A ‘cet effet la Section émet le voen qne les mathémaiiques ap-
“ pliquées & Ja Science de P Ingémeny fassent, au prochain Congres,
¢ I'obiet <'une Section spécinle.

= T outre. In Section 11I-g propose la constitution d'une Com-
s mission internationale churgee de prépaver les bravaux de cetie

¢ wonvelle Section. La composition de cetle Commission internatio-
¢ nale sern fixee par le buresu da IVO®e Congres ..

Anche gnesta proposta & accolta a vofii pnanimi.

Viene presentato il seguenle ordine del giorno approvate dalla
Jazione IV nella sua seduta del 9 corrente:

11 1V Congresso inL_arlmziﬂnalE_dei matematici in Romn consi-
¢ Jern come guestione Jdi missima lnportanza per le scienze male-
“ matiche pure ed applicate la pubblicazione 1 tutte le opere di

Eulern.

* 1| Congresso saluta con riconoscenza I'iniziativa presa in pro-
“ posito dulla Sucieta dei Naturalisti Svizzeri, e fa voli che la grinde
% ppern sin eseguita dalla Societa stessa eolla collnborazione del mi-
“ temutici delle altre Nazioul.

¢ 11 Congresso prega I"Associnzione internazionale delle Aceademie,

“ @ specialmenle le Lceademie di Berlhino e di Pietrobugo, delle qualt

:EIHHII‘LJ s etaly celeberrimo membro, di alutare I"impresa di cul @
paroln ..

1l Presidente dichinra che, uve quell’'ordine del gioruo sia appro-
vato, egli portera ln questione alla panione dell’ Associazione inler-
nazionale delle Aceademie, che si_terrd Panno veninro in Koma,

DirBoCs usserva che la questione fu gia discnssa i alkri Con-
gressi, ed unche nella recente viunione di Vienna del)Associnzione
lelle Acendenic. 1l voto troverd percio probahilmente un erreno Zih
pwrizin_ - _ L _ '

Yopo i ¢ib Vardine del giorno e approvato & voli ymanimi.

Riguardo ulla pubbligazione depli Atti del Congresso, il Presilante
ricordn ch'essn doveva farsi per curs del Cireolo matematico di Fa-
lermno ¢ sotto la direzione del Divettore dei Rendiconli Prof. (Guccta.
Disgrazintnmentbe in seguito ad uno seiopero degli operm tipogradi di
’alevmo, che ha portalo per un tempo indeterminato In disorguniz-
sazione ilelln Lipografia adibita alle pubblieaziont del Circolo slesso,
il Prof. Gucera, quale Delegato del Cireolo 4l Congresso, gh hu gerillo
ehe gquesin Sociela {povast nell’ impossibilita i provvedere allu pub-
blicazione degli Atti. 11 Presidente nggiunge che ln debin pubblica-
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zione avra lnogo In ogni modo per cura del Comitato organizzakore
del Congresso. Il pertanto, dopo ia chiusura del Congresso, tutti i
manosoritti da inserivsi negli Atti dovranno essere inviati ai Segre-
tario Generale dei Congresso.

Dovendos ora designare la Sede ed epoca del V Congresso in-
ternazionale deir Matematiei, il Prof. A. R. Forsyra, ricordando il
desiderio gih espresso a Heidelberg dal Prof. GresnsinL, e favore-
volmenle uccolto dull’ Assemblen, che tale Congresso avesse a tenersi
in Inghiltevra, fa formale proposia ch'esso si tenga a Cambridge nel
19123 e cid n nome delln Cambridge Philosophival Society, che si in-
carvicherd della preparnzione del Congresso. Cio & pure desidernto
dalla London Mathematical Society e da molti matemabici Inglest,
seozzes), lrlandesi.

Quesia proposta & ecaldamente appoggiata dal Presidente ed & ap-
provata dnﬁ’ﬁssambleu o voli unauimi ¢ con vivi applausi, Dopo di
¢10 H Prol. Forsyra soggiunge:

* Ringrazio questo Congresso per l'onore faifo a Cambrilge, nceat-
* tando Uinvito i guella Sveieti filosofica. La rinnione avverri nel-
“Tagosto 1012: vorrete permettere al Comitato eseculive, che si
“ formera, di stabilive la lFaLn esaila enlro detio mese. Consentilemi
*ntanto, di assienrarvi che faremo tutto quanto stard in noi per
° promnovere zl'interessi scientifiei del Congresso ..

Il Prof. Mirrae-Lerries promincin le seguenti purole:

" Daus ma qualité de mathématicien Suédois et de rédacteur en
" chef des dela mathematica, s I'insigne honneur d inviter le Con-
“ gres International des Mathématiciens & se réanir & Stoekholm
Yan 1916 .
“ Mon angust Souverain, le Roi Gustave, m’a gracieusement confié
" la churge d'exprimer au Congres qu'll serait prét & le prendre sons
" Son hant patronnge dans le cus que [e Congres se décide i se réunir
° i Stockholm, et qu'll le saluerait avee plaisir le bienvenu dans sa
“ belle enpitule ,.
. * Nous autres mathémaliciens Snéidois nous nous estimerions hen-
renx aulant gu honords, s1 Je Congres vounlait wcecepler nobre invi-
“ tulion, el nous ferons toub ce nni est en notre ponvoir pour rendre

“ le séjonr des membires dous notre pays aussi agréable el aussi in-
slroctif que possible ..

[1 Presidente dichiava ehe una deliberazione su di eib non potra
prenderla che il prossimo (V) Congresso; ma che questa proposta
verra lestnalmente inserila negli Atti del Congresso attuale, & viva-
menle raccomandata al Congresso futuro.

Hapanarp sotfopone al Congresso un suo volo personile :

. Convinto dell'ntilita del viavvicinamento tra la Matematicn e la
] Fisien; convinlo altresi che questo riavvicinumento non sit ancori

cosl minmo come sarebbe desiderabile; emeite il volo che in avve-
" nire si convochino possibilmente insieme i Congressi internazionali
*di Matemntica e di Fisiea .

_ Con ¢ non vuole tuttavin influire sulle deliberazioni gia prese.
L'Assemblea si associa a questo vobo. Forsyrs avverte che a Cam-
bridge 1l volo sarli, per quanto possibile, attuato.
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Il Presidente, dichiarando chiuso il Congresso, porge a tntb 1
Freaﬂnti un caldo saluto. Ringrazia gl intervenuli che col loro va-
ore e col loro numero hanno conferita tanta imporianza al Congresso,
ed & sienro che questa rinnione scientiic lnsciera nna profondsa traceia
nella seienza, e contribnird a rafforzare la solidarieta e la feconda
armonia fra i collort Ji essa.

1l Prof. DarBoux & sicuro di interprefare 1l gentimento di tutil 1
Congressisti, rivolgendo 1 piv caldi l-ingrazinmenti a lutte le Aunto-
rita e ulle persone che hanno_contribuito & venlere ensl importanle
il Congresso che oggi si chiude. Egli prega il Presidente di nngra-
Znre anzibutto S. M. il Re per In nobile prova di interesse alln Scienzn
che S. M. ha volulo dare intervenendo illa Sednta Inaugnrale, Ln
sun gratitudine si vivolge poia S . il Ministro della Pubblien Istru-
zione, al Sindaco e al Rettore dell Universith per le festose acco-
glienze che hanno voluto fare ai Congressisti. Ringrazia anticipats-
Slente il Sindaco di Tivoli per la cortese ospitalita che si propone di
esercitare domani. Ringrazia infine 1'Tlustre Presidente, il Segrelario
Generale, e gli altri componenti ' Ufficio di Presidenza che seppero
cosi bene organizzarve il Congressos nonche tntti gli impiegnti e ﬂEdeti
all'nfficio di Segrefervia per la lovo costante corfesia e sollecitudine.

L'oratore b calorosamente applandito.

Srziose 1. — Aritmetica, Algebra, Analisi.

Introdutiori: Arzetd, Carrenz, Pascar, PINOHERLE.
Segretariv: AMaLDI.
Segretario agginnio: GALVANL

Prima sedutn - Mortedi 7 aprile 1908 (ore 015 - 11,15).

11 Prof. ARZELA, 1 Nome degli intradnttori della Sezione, rivolge
ngli inlervenuti il saluto angurale. Indi, su proposta di Jui, In Sczione
noming Segreturi Anarpl e Gauvaxi e Presidente della seduta odiernn

I]'IJRDA_HI-
Vengono quinti presentnle e avolte le seguenii Comumnicazioni:

1. Gorpan, Die Auflisung der aligemeinen Gleichung 6.7 (7rades.
9 ZgrmeLo, Leber die Grundlagen der Arithmetil: wnd Analysis.
3 Bonrew, Sur les principes de la théorie dles ensenmbles,

4 Rigsz. Sletighkeitsbegriff und abstralle Mengenlelre.

s FrizeLy, Die Miehtigkeit des Kontinumnms.

»
Second sednia - Mereoledi S aprile {ore 9,15 - 11,15).

Presideule: JorDAN. * o
Vengono fatte le seguenti Comunicazioni:

1. Korse, Ueber ein allgemeines [“niformisierungsprinzip.
2. Bovrroux, Sur U inversion des fonetions entieres.
8 Prrrovicn, Lue clusse remarguable de séiies enliéies.
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4, PiwcaERLE, Aleune spigolatures nel eampo delle funzioni f‘fﬂ!ﬂl'millﬂﬂﬁ.
a. Youna, On some applications of semi-continuons Functions.

Il Presidente da quindi la parela al Prof. Marcovroneo, il quale
commemora con affettuose parole Ia signorina Dott. Lavra Prsam,
morta nel fiore degl anni il 30 marzo u. s, mentre si preparava s
recare a questo Congresso 1] sup eontribulo con la Comumicazione
iseritbh oggi nell'ordine del giorno: * Saggio di una leoria sinletiea
delle funzivni di variubile complessa ,. _

Infive, su proposta del Prof. Jorpaw, viene acclamato a Presi-
dente per la sedutn seguents A. R. Forsyrn.

Terzn seduln - Gioveds 9 aprile (ore 8,15 - 12).

Presidente: A. B, Forsyrm.
Vengono svolte le seguenti comunicazion :

1. Hapamarp, Sur Uapplication d'une méthode de Caleul des Variations.
2. SOHLESINGER, Sur gquelques probidmes purcométrigues de la théorie des
eguetions differentielles linéaires.

Su questa Comunieazione prende la parela Hapamarp.

SonLesiyoEr fa omaggio al Congresso delle sue Porlesingen vider
tineare Diffeventialgleichungen (Leipzig, 1908); del che il Presidente
lo ringrazia.

3. REnocsnos, Sur les zéros des intégrales @une olasse d'dgquations dif-
ferentielles.

Hapaamaro agginnge su cinp qualche osservazione.

4. I'voeg, Udber die Differentialgleichung der hypergeometrischen Funktion.

o. SALTYKOW, Swr Uexistence dez intégrales complétes de S. 1ax et le
perfectionmement e la méthods de Jacosr dans la théorie des fqrects
liong mrtielles.

_ _ ST -
b. LaLesco, Sur les solutions analytigues de Iéquation oy

7. Vourenra, Sopra il metodo delle immagini nelle equitzioni del Lipo
iperbolico,

Sull’argomento ha luogo nna disenssione fra HapaMarDp e VOLTERRA.

8. Zervos, Sur la_corvespondence enive les théovies d intégration des
{quuﬂhmw aux déricées partietles du premier ordve et d intégration
{es systémes de Mongg,

S proposta del Presidente, 1'Assemblen aeclama come Presidente
per Ja seduta successiva il Prof. Mirrac-LerrLek.

Quarta seduta - Yenerdd 10 aprile (ore 9,15 - 12,85).

Presidenle: Pascar, essendo assente Mirrag-LEFFLER.
Vengono svolte le segnenti comunicazioni:

1. Moore, Or a form of general ancelysis, acith application to differen-
ticel and inteqrral equations,

2. Preepsois, Les intégrales de Fourier et lu théorie des tquations in-
tegrales linéaires.
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8 D'Apmmwaw, Sur les épuations intéyrales de M. M. FrepHOLM @
VOLTERRA,

4. OrLanno, Sull integrazione delle equazioni integrali.

5. Pascar, Sulla nuove teoria delle forme differenziali da ordine e grado

ualunque.

6. 5 NoS, Sur une extension de la théorie des covrianis & invi-
viants des formes binaires.

= Monressus, Swr fes relations de recurrence @ trois ternes.

8. Puceiavo, Contributo alla critiew di alcune questiond che si riatlac-
eaito all' equazione differenziale i LLAPLAGE.

Per la seduta successiva & acelamalo Presidente il Prof. Moore
di Chieago.

Quinta seduta - Sabato 11 aprile {ore 9,15 - 12).

Presidente: Moone. _ o
Vengono svolie le seguenti comunicazioni:

1. CareLiy, Sopra @ coefficienti degli sriluppl delle funzioni algebriche.
Sull’argomento prende la parola il Prof. PmoHERLE,

9. NicoLErTi, Riduzione a forma canonica di un fascio di forme bilinaari

o quadratiche.
9. Formyt, Sulla teoria dei gruppi discentiniti.
4. Diexsow, On the last theorem of FurmarT.

Questa comunicazione viene letta dal Presidente.
5. Levi, Sopra la equazione indeterminata del 3 gradoe.

Il Moorr affida la ?rasidenzu al Prof. CAPELLI, che invita gl altri
Congressisti inscritti all'Ordine del gtorno & leggere le loro comuni-

cazionl.

6. Fratmn1, La nozione dindice ¢ Vanalisi indelerminata dei polinomi

intert,

7. Sgverm, Sulle successions infinite di funzions analitiche.

8 Zarewso, Swr le principe de DimiCHLET,

0 Boaaio, Sulla risoluzione di una classe di ¢ wazioni alyebriche che
si presentano nella watemutica finanziari attueriale.

Il Presidente comunica ¢ presenta 1l seguente lavoro :
10. Auronse, Sur les fonctions homogdnes & une nariable hypercompleze.

Rsawvito cosi 1'Ordine del giorno, il Presidente nel dichiarare

chiusi i lavori di questa Sezione, rileva eon vive compiacimento la
copis, I'elevatezza, e 1 imporkanza dells comunicazioni gui svolle.

»

Sgzioxe 1. — Geometria.

Introduttori: Biancal, SEGRE,
Segrelario: De TRANCHIS.
Segretario aggiunio: AMOROSO.
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Prima sednis - Marted) 7 aprile 1908 (ore & - 11),

Il Prel. Srane, anche a nome del Prof. Brancnr rivolge un saluto
a1 Uongressishy straniery, ¢ propone ) invio i un telezonmma di angurd
al Prol. Reve, eid che € approvato per neelnnmzione. La Sezione no-
s o segretario 1l Prof. De Frasenis e o segietatio agginnto il
Dutt. Amoroso. Su proposta del Prof. SE6rE viene nominato presi-
dente delly sedota odierna, per acclamazione, il 11ol. ZeuTHEN,

Hanno lnogo le comunicazion seguents :

1. AxpraDE, Le theoréme & Ampére-Staeles et le poztulatun o Enclide.
2. VaRiGAR, Beitvag 2ur nichi-enkhidischen analyiiscben Geometrie,

3. Leutnes, Ua eremple d'une corvespondance suns = Wepthigheit .
4. Monvusano, Sui complessi bilinenri di coniche nello spiziv,

Quesl ultima comunmcazione viene letin dal Prof. MarcoLoNeo.
Su proposta (el Presidente &1 elegge Mvesilente jer la seduta
suceessiva il prof, Dagrsorx.

Seeondn seduin - Mereoledi 8 aprile (ove & -11).

Presidente: Darsers. |
Hauno Juogo 1= seguenti comunieazion :

1. Severt, Di dalewni pecenti visnltali nella geomelyin algebrica e di
}grmiaﬂe preblema ad essa collegato,

2. Baexera, Sopra le equazioni algebriche f(x, z, v)=10 che si possono
risolvere con X. v, z, funzioni meromor|e gruuwiirnplamente periodiche
di due pramefri.

A proposito di guesia comnnienzione. prende la parola il Prof. Ex-
riQUES, rallegrandosi dei risuliati ivi aceennati.

3. De Fraweurs, Tntorno alle superfivie vegoluri i genere uno che wum-
weltoio win rvappresenticzione paramelviea wedinnte [funzioni iperel-
littiche di (lue aracmeinti.

1. Biaxeny, Sulle trusformazioni di Davbowr delle superficie darea
Mmidiima,

Sopra questa eomnunieazione prende lu parola il Prof. Darpoux,
esponendo nleune sne considernzioni ed aleum spoi visultuli.

a. Ravos, Ueber Wendetangentenebenen der Fawmlrven.

Vengono eletti, per acelamazione, Mresidenli per la seduta snc-
cessiva 1 Professort Norraer ¢ 1D'Ovinto.

Terza sednla - Giovedl 9 aprile (orve 9 - 11,15,

Presidente: Prof. 1" Ovinro,
Si leggono le segientl comunicazioni;

1. Paswenin, Sopra un carattere delle varieta alygebriche o Lre dimensiond.
2. DiverLpuy, Zur Drzewguny der Kegelsehnilte nuch BRAIKENRIDGE
unid MacLAURIN,
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Assame poi Ja presidenza il Prof. NoerHer, e si leggono le co-
munienzion ;

3. Fixstersuscn, Ueber Erweiterung eines Schliessungsproblems von

1. Steiner und ihre Beziehung zur Gauss schen Theorie zentrierter

Liusensysteme.
4. Garwuce:, Su la configurazione rrmonied.
5. Bruckser. Bemerkungen zur Morphologie der a ussergewohnglichen
.Pnfyrde}' prliautert durel die Fi'ﬁ*fh:#ﬁffﬂhf.
 Brouwen. [ne thiovie des groupes finis ef continus indépendante des
arsomes e Lie,

cs

Per neclimazione viene eletto Presidente per la sedutn suceessiva
il prof. SCHUR.

Quorin sedutu - Venerdd 10 aprile lore 10 - 11}

Presidente; Scuur. o |
1l Prof. Sreur legge un Lelegramma (i ringrazinmento del Pro-

fessor Reve per gli nnguri rivoltigli nella prima seduta. Dopu di ehe
hanuo lnogo le seguenti cotmunieazion) :

1. Tzirzrika. Sur une nonvelle classe de surfaces.
o Pesirren. i développement des fonctions algébrignes e denx va-
ricehles indépendantes en siries entieres des variables rvéales.

Seziose 111 — 4) Meccanica, Fisica-matematica, Geodesia.

Intioduitori- Levi-Civira, PizzerTr
Seqretariv: GIASFRANCESCHI,
Segretario aggiunle: Levy.

Prima sedunta - Marted 7 aprile 1908 (ore 9,30 - 11).

Lintrodottore Prof. Paoto Pmzzerri apre la sednta, snlnia gh
intervenuti, s invitn il Prof. Senatore ViTo Yourerra ad assummere

~y

la presidenzn, Sono nominali segrekar t Dott. G. GIANPRANUESCII @
B, kv, . o
Venzono svolte le seguenti comunieazion :

1. G. H. Darvwin, The rigidily of the Farth.
2. Lang, The flexrure of narrvow Deams.

3. G. LauricrnLa, bnrff’rgunzimﬁ A YV = ¢ s alewne estensioni delle
equazion: dell elusticita.

A proposito di questullima comunicazione agegiunge guaiche con-
sidernzione 1l Prof. Boaeio.

Prendono ancorn la pavola per esporre all'assemblen nlenne osser-
vazioni su nltro argomento il Prof. Lavricenna e il Prot, Casazza.

Si stnhbilisee che lu sedula siccessiva saria presioduta dal Profes-

spre (1, H. Darwin.
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Seconds sednta - Mercoledl 8 nprile (ora 9,40 - 11,45).

Presidenfe: Quiquer. _
Viene nominato Segretario aggiunto il Doil. INsorLERA.
Vengeno por lette le segueutl comunicazioni :

|. Bonimany, Ueber die Grundlagen dev TWahrscheinlinehh eitsrechnung
m shrer dnwcendung awf die Lebensversicherung.

2. Borer, Sur les apptications du Caleul des Probabilités aux sciences
hiologiques.

8. March, Une nourvelle statistigue internationale de la population. Obser-
vation sur lo comparaison et sur la terminclogie des statistigues.

4. D Hevourro, Sulle rappresentazione analiticn di aleune statistiche,

5. LenBoure, L'actuaire, ga fonction ei les deuz aspects de celle-ei,

6. Gint, La regolaritd dei fenomeni ravi.

7. Dawsown, Necessary cautions in dealing with Actunrial Problems,

8. CaAsTELLI, Sull’ insegnumento della matematica attuariale e finanziaria
nelle scuole professionali infeviori, medie, ¢ superiori.
Il Presidente ringrazia i convennti ed esprime l'angurio che nai

prossimi Congressi la Sezione attunriale sia conservata, determinando
crescenle successo.

Terza sedunta - Giovedl 9 aprile (ore 10-11,45).

Il Prof. Luisar, introdnttore, rivolge un saluto ai Congressisti
itahiani e skranieri; e la sezione nomina quindi, su di lui proposts a
Presidente il Prof. D’Oosaxe, Delegato del Ministero dei Lavori Pub-
blici di Francia, e a Segretario ' Ing. Parvorassy,

Sa invite del Presidente vengono snccessivamente svelie le se-
guenfi comunicazioni:

L. Luoiaar L., Considérations swur les vappoits entre les sciences mathe-
matiques et Uart de batir.

4. Uanevazz S., La matematica ¢ Uarle del costrutiore in Italia.

3. Ocaaxz (D), La technique du ecalewl dans la science de I ingénieur,

4, Id. Sur la rectification approchée des aves de cerele.

5. Craxron-Frorer, On the Applications of Mathematics to the Theory
of Construction.

6. Swarn, The teaciing and use of Mathematics in the civil Engineering
profession.

. Prendono parte alla diseussione inkorno alle dette comunicazioni

i Proff. M. R, Meanke, Pirrarewss, O, Ruvee, Caxevazz, Luieer
Il Presidente ringrazia i convenuli ed esprime I'augurio che nei

Congressi venturi la Sezione Ingegneria i affermi con ognor cre-

scenle sviluppo.

SEzionE LV, — Quistioni filosofiche, storiche, didattiche.
Introduttori: Enriques, Loria, VainaT.

Segretario: LLAZZERI.
Segretario aggiunto: ContL

-
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Prima seduia - Martedd 7 aprile 1908 (ore 8 - 12).

I lavori della Sezione sono inanguraki con un discorso del profes-
sore Enmiques, sul tema: Matenatice e Filosofia.

Per acelamazione sono nominati Segretario il prof. Lazzeri Giulio,
Vice-Segretario il prof. Centi Alberto, Presidente della seduta Iix-
RIQUES.

Vengono svolie le segnent comunicazionl.

1. . Hessessere, Zihlen und Anschaung. (Nwweri ed itiizione.)

Le teorie fondamentali dei numeri inleri sono essenzinlmente teorie
del tipo w. Questo & oggelio delln logica, ma In costruzione del suol
elementi risnlta dalla intuizione, poiché guesti elemeni sono logica-
mente irridneibiii. 11 caso & perfettamente analogo n quello della
geomebrin, nella quale & oggetio defla logica il sistema delle rela-
zioni, ma non gli elementi stesst.

9. Bourrous, Swr la relation de I Algébre a ' Analyse mathématique.

Stovicamente 1'analisi matemulica & unn prolungamento dell’algebra,
Analisi e algebra sono per Newion, per Kulero, per Lagrange termini
sinonimi, ln prima distingnendosi dalla seconde in gnanto essa 1m-
plica delle eperazioni infinife. Ed & cosi che una lungn tradizione ci
fnduce a considerare I'analisi come lo stadio dell’espressiont alge-
briche convergenti.

Questa opinione non sembra piu sostenibile oggi. L'analisi non @
ana costruzione; & lo sforzo che noi faceinmo per analizzare & per
tradurre nelln lingna dell’algebra le legegi matematiche, L'algebra non
& pii che I'istrumento dell’analisi.

3. Irerson, Logik und Mathemalik.

Le relazione fra logica e matemalica si pud solo deferminare
quando si & data una definizione delluna e dell’alira. La logica non
5, come ordinariamente si definisce, la seienza del pensiero; essa B,
guaudo la si considen affentamenle, le seienza degli oggetir in gene-
vale: o malematica @ la scienza degli oggetti ordinati.

[ oratove prosegue parlanila del caleolo logico, del dnalismo delle

operazioni, dell'invariator o dell'absorptor.

4. Trersos, Deduction, Induction und Perduction. (Deduzione, iduzione
e perduzione.)

L oratore parla dell'ufficio della deduzione e dell’indnzione In ma-
tematicn. La dimostvazione dama n--1 viene mollo impropriamente
chismata indnzione completa; essa consisle in due ragionamentl, una
induzione complela e una deduzione; essu merita percid un nome
speciale. L'oralore propone il termine perductio (da perducere, conti-
nuare). -

Terminata guesta comunicazione il signor Dickstein interpella
I'oratore, domandando dove Ia logica prende i suol postulati, dato
chie ogni scienza ne deve avere. 1l sig. Itelson risponde che quest'ul-
tima quistione appartiene alla teorin della conoscenza.

5 Max Simox, D continu, point et ligne droite, remargues historigues.

L'oratore storicamente accenna a Galileo e Leonardo, come & coloro
che primi huuno riconoseiuto esa Ltamente il problems della continuila;
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si volge poi a combutlere ln aribmetizzazione del continue fattn da
Cantor, necennando che la sarie fondamentale di Cantor definizee on
segmento aribmelico. L'oratove fn osservare anche nello stesso tempo
il suo accordo col sig. VERONESE.
~ Hghi si applica poi ai due assiomi di confinnita del Hiuserr e fa
risallare che essi per la geomeiria, non dieono proprio nulla.
L'orafore passa quindi a parlave dei punti e delle rvelte, e con-
chide dichiniundo che non crede possilnle furmulare con delerminate
proposizioni il lavore mentule che abbraceia molti secoll.

(. Bernstein, Nacliceis dass unier allen Beweisen des Pytagordischen
Lehrsaizes der Buweis des dAn-Nnaivizi (900 . Chr) der driometisch
emfachste 13l. (L dimosivazione del teoremn di Pilagura data i
An-Nairisi ¢ quella assiomalicronents pite semplice.)

Se si conta eome criterio di sempliciifi il nnmervo delle applicazioni
dell'assioma di congronenza nel piano, si ha il risoltato preciso che
non esiste unan dimostrazione, per sddizione, che faceia vso di meno
di sei applicazioni. Ne segne, clie uel senso fissato. la dimostrazione
di An-Naivisi & la piit semplice. E questo nn esempio del metodo col
quitle si pno fissare il conceilo di semplicita di una dimostbrazione,
esempio che del resto non &8 l'unico.

7. Pasrore, Lo natura extralogica delle leggi di taulogia e di assorbi-
melo nella logiea matematica.

Le cose principali esposte in questa comunieazione si riducono in
sostanza alla dimestrazione delia natora extralogica eiod pnramenie
deserittiva delle laggi indicate. Da tale fatto risnita possibile I intro-
duziona nelln logica matematica di un groppe di nunove mozion e
operazioni, fra eni & pit notevole la introduzione dei mulfipli e della
polenze, nniversalmente respinte da Leibnitz fino ai giorni nosbrl.

Dopo iala comunicazione il prof. Itgrson fa alenne obiezioni sui
fondamenti delle lee esposte dal prol. Pastore e avviene una discus-
stone fra 1| due professori suddeth.

Il Presidenle Exriques propone poi ehe per In sedota di doman,
eonsacrala principalmente alla storia delle matewatiche, sia elebio
Presidente il prof. Loria, e l'assemblea approva per accliimazione
tale propoesfa.

Secondn sedutn - Mercoledl = aprile loye 9 - 11.20).

Presidente: Lowia.

I1 Presidente, apertn la sedula, legge un discorso sopra: Le tradi-
ziond matematiche dell Iulia.

Loratore Jdopo aver date un saluto a1 convennll ed nvere ricor-
dati M. Cantor e P. Tannery, i propone dare alla seziene un prime
saggio degli studi da lni intrapresi per conbinnare | Histoire deg scienses
mathématigues en Ialie del Lisgi, Esecluso che la slorvin della mafe-
matiea itnliana debba [arsi visalire a Pitagora, Aveliite e Archimede,
I'orafore ne pone le ovigimi uel 1200, gquando apparve il Liber abaci
di Leowarpo Pisaxo, di eui fa visaltare in grande importanza. Spiega
pol perche il Fibonacel non nbbin nvati discepoli immediati eol fakio
che l'mrfe nel tre secoli seguenl] assorbi le menti miglori, e fa cenno
del perviodo ® umanistico , e del sorgere v fiovire delle universila
medioevali. Passa poi a dir qualche cosa del periodo aureo dell'al-
gebra italiana, cominecinto con Luca Pacinolo e ¢hinso con Bombelh




PERIODICO DI MATEMATICA. 261

o Cntaldi, notando come la scoperia del ® punto di concorso , fabin
dn Gnidobuldo del Monte inizi un’éra nuova nella prospetfiva, 1
secolo suceessivo e il secolo di Gahleo Galilei, alla scuola del quale
appariengono Cavalie, Torricelli, Borrelli e Viviani, a ecul tunto
deve ln geomelria, L'oratore passa poi a deserivere le opeve annlitiche
dei Munfredi, dei Fognano e dei Rieceati e ricorda ancora G. Sunecher
e & Malfatti. Nel secolo in eui quesli fiorirono nacgque anche G. L. La-
grange, che ['oralove dimosiri doversi aserivere fra i matematici ila-
liuni, aggiungendo unn paroln intorno ad altri di guesti, quali il Mozzi,
i1 Mascheroni, il Huffini, il Fergola. i Lorgna, nou senzn fur nolare
1n sehiera di storiel aventi per capo il Cossali. Passando al secolo X1X,
Poratore deserive uccoglienzi che ebbe in Italia la Geomefrin de-
serittive, enumerendo eoloro che la fecero progredive in Italia, ed o
cos) indolto a parlure della seuola geomelrica italiana Tonduta da
Luigi Cremona, Ghe pol I Ttalia non sia stntn snettatrice passiva allo
sviloppursi dell'unalisi nel secolo precedente il nostro & dimosbrato
daile seuole che tioriyono a Torino, a Pavin, a Pisa. Volgendosi a
concindere, 'oratore fa cenno di nltri matematiei insigni che ehbero
palvin |'Italia, ¥a nolare che in nessun’epoea i geometri italiani vis-
aero amolati, e ehe la storia delln matematics italiana si svolge senza
interruziom o lacune; onie vi & fondala speranza che conbtinui in
avvenire altreltanto fiorente, dal momento che * ¢ib che fu torna e
tornerh nae 1 secoll .

Terminati gli applausi che hanno splufato la fine del diseorso, il
prof, Lokia annunzia che ln Rédaction de I Enseignament mathematigue
ha messo a disposizions dei congressisli degli esemplari dei nnmeri
della vivista (Annata corrente) contenenti un documento imporiante,
la Lraduzione del rapporfo KLEIN-GUTZMER: Sur e préparation des
professenrs @ U'enseignement seientifique. Facendosi interpreie dei senli-
menii nnanimi dei convenubi, il Presidente ringrazia la Redazione
dell’ inferessante e corlese sup omageio, & augurn alla Rivista di
proseguire vella sun prospera @ fecondn vita.

Vengono poi svolte le seguenti comunicaziont :

| ZeurnEx, Sur les rapporls entre les anciens el les inodernes principes
de la Géomélrie. '

L'oratore fn osservare clie viaseuno dei due grappi di grandi prin-
¢ipi & un sistemn logico inseparabile. Per comprendere 1 principl
antiehi oceorre dungue considerare il luro proprio puntoe i partenza.
Da guesto punto di vista Toratore hav cercato di fare apparire il loro
valore logico.

Dopo di eib il Presidente da ln parola al prof. Krazer per svol-
gere la seguente mozione:

¢ 1. I IV Congresso internazionale dei matematici in Roma consi-
¢ dera come questione di massima importanza per le scienze mntema-
“ tiche puve ed npplicate la pubblicazione di futhe le opere di Tinlero.

“ 11 11 Congresso saluta ¢on vicouoscenza I'inizintiva presa in pro-
“ posito dalla Bocieth (el paturalisti Svizzeri o fa voli che la grande
“ ppera sin esegnita dalla sociela stessa con la collaborazione dei
¢« matematici delle altre nazioni.

“ T1. 1| Congresso prega 1" Associazione internazionale delle Avea-
¢ demie e specinlmente le Accademie di Berlino @ di Pietroburgo, delle
“ quali Enlero @ stato celeberrimo membro, di winlare I'impresa di col
“e paroln .
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Su proposta Pittarelli la mozione Krazer e approvata per acela-
mazione. 1l Presidente dice che questo voto sarh puﬂhliuatu m quatiro
lingue e softoposto pol all’approvazione del Congresso a sezioni
riunite.

Il prof. Amobeo prende oceasione del voto fatto per proporre che
1l Congresso faccia anche voto che |'Italia sciolga un pegno di onore,
verso uno dei suoi figli ehe pit grandemente l'onora, pubblicando
in un avvenire pilt 0 meno prossimo le opere di Bonavenlura Cava-
lieri, L'nssemblea approva la proposta.

2. D. E. Swrre, The Ganita-Sare Sangraha of Mahiviricarya.

Il prof. Smith ha visitato recentemente il Giappone, Ja China e
I'India alio scopo di procurarsi dei materiali illustranti la storia della
matematica. In questa comunicazione, egli ha riferito snl trattato
indiano, del nono seeolo, di cui il prof, Kangacharya di Madras sta
ﬁ*ﬁparnndu nna traduzione, che potra esser pronkta fra due anni cirea.

ahaviriacirya visse a Mysore verso 1I'S850 dell’E. V. 1l suo lavoro &
principalmente algebrico, ma eomprende pure nozioni d'aritmelica e
sulla misurn. 1 pia interessanti caratteri di guesto tratiato si riferi-
scono alla sommu di cerle packi di una seme, a forme specinli di
equazionl non razionali, & a equazioni indeterminate.

La pubblieazione di quest’opera sari intevessante per la storia
della matematica per la luce che ne verri sulle fonti dell'opera di
Bhaskara, sulla relazione tra le scuole di Patalipntra e Ujjain e le
altre dell India, e soll'imfluenza della matematica dei Greci su quella
degli Indiani e di questa su quella degli Arabi.

d. Duzem, Sur la découverte de e loi de la chute des greeves.

Il prof. Dunexs, non avendo potuto intervenire all’adunanza, il
prof. Peano legge in sua vece questa comunicazione.

Il Duhem richiama I'attenzione sull'opera di Aimgrro D Saxe:
De Caelo et Mundo come quella in coi per la prima volta sono enun-
ciate ipotesi definitive sul modo di variare della velocita di caduta
dei gravi, e accennn alla possibilita ehe 'opera suddetta abbia 1n-
fluito sulle idee di Leonarde da Vinei.

4. Eé?mﬂmmnm. I visnltati di alcune ricerche sull'opera meceanica di
atuteo,

Mostrato lo stato delle questioni stoviche sulle prime due leggi
newloniane del movimento, clie, com'e nolo, debhonsi a Galileo, il
conferenziere dimostra quale =in state il procedimento mentale e
sperimentele tenuto da Galileo nell’acquisto delle medesime.

Dulla dimostrazione risultevebbe dapprima che Galileo giunse alla
proposizione della persistenza del movimento valendosi d'una idea
da lml gid ammessa a priori, in socondo lnogo che quelle esperienze
sul plani inclinati, dalle quali si crede esser stato guidato alla sco-
perle della legge di inerzia, furono invece quelle che lo condussero
alle scoperte della tndipendenza dei movimenti; in terzo ed ultimo
Inogo che le relazioni fra 1 due procedimenti furono d'indole pura-
mente esterna, senza che fra 1 doe vi fosse nessun legame intimo ed
essenziale,

o. Prrraresr, Luca Pacwoli usurpd per 3¢ stesso qualche libvo di Piero
De Fyranceschi?
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Fatto uno studiv minuto e comparativo tra il Libellus Petri pictoris
Purgentis de quinque corporibus regolaribus (cotlice esistente alla Vati-
cana, fondo urbinate) coi Tractatus wimus secundus, tertins, che pre-
codono la Divina proportione di Lucs PACIOLI, il conferenziere dimostva

che veramente quesii fo plagirrio.

Da poi una brevissima nolizia del Libellus, dalla quale apparisce
che Piero de’ Franceschi, pittore, conosceva henissimo la geometria
di Boclide, e sapeva servirsi dell'algebra del suo tempo per risolvere
problemi di geomatria. |

Dopo brevi osservazioni del prof. Toi sulla comunicazione prece-
dente, il presidente propone che ls seduia di domani, destinata a
questioni didntliche, sia presieduta dal prof. VaAILATL I’ assemblea
approva per acelamnzions.

II prof. G. pE GALDEANO fa omnggio di varie sue pubblicazioni e

il presidente a nome dell’assemblen ringrazia.

Terza seldnta - Gioved 9 uprile (ove Y- 12),

Presidente: VAILATI _ _
Il presidente Vailatl prega il prof. Feur di condinvarlo nella
presidenza. Si svolgono le seguenti LOMUNICAZIONI 2

1. Gorzmsr, Usber die veformbesirebungen aus dein gebiet des mathe-
matischen wnterrichl tn Deutschlond. .

L'autore da relazione sui laver della Dnterrichts Kommission der
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und derate indicando, le lnee
eenerali del progefto 4i viforma (i guestn commuissione, che © siaia
stabilita dopo il congresso di Heidelberg, e che La ultimamente finitu
i snoi lavor,

Alla comunicazione del prof. Gurzmek il prof. Simon (Stras'burgl
osserva che per guanto riguarda le proposte della cumIIssione per
le senole di secondo grado si pud applicare ad esse il defto di Les-
Eiu§ “ Das Neue nieht gut, nnd das Gote nicht Nen .

| prof. SUPPANTSCHITSCH OSSEIVL al prof. Grrzmer che ezl Leme
che |'insegnamento delle tematiche non sia reso troppo frammen-
tario dalle applicazioni; eglh & del pavere clie si debba sempre insi-
stere sui conceti), € non passare nll’applicazione se non dopn essers
assicnrati che gli alunni abbiano ben compresi quei concebll.

9 BoreL, Les mathéinatiqies dans Venseignement secondaire e France.

Comincin coll’accennare come " nsegnamento secondaurio in Franvia
gin diviso in varie sezionl come visnlta dal seguente gnadro:

»
Prmo Cicro Sgeonpo Ciono

11-14 anmi 15-17 annl

latino = graco
latino - lingua vive
latino - scienze
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Nelle sezioni A, B del secondo ciclo I'insegnamento delle mate-
maliche e estremamente ridoblo, e pereio 'oratore si ferma solo sulle
seziom C, D del secondo ecicle.

Fisponie come in gueste sezioni siano stati infrodetti alenni concetti
che primu erano risevvali all inseguamento superiore, cioe il concelto
della devivata, come coefficiente angolare del tangente. e In nozione
di movimento, concetti che egli riticne non siano pin difficili ad esser
comprest del tevrema di Piiagora. Aceenne auche alla definizione
di ¢oseno per mezzo del triangolo rettangolo.

Il prof. Niewenarowsgr dice che il coneetbo di derivata & facile
uanto 1l teorema di Pitngora per il prof, Borvel, ma non per gli scolari,
@ nozioni di enleolo infinitesimale sono diffieili, e devono esser date

a dosi infinitesimali. Fu constature ehe in Francia la scelta di una
gezione piuttosto che di un'altra b fatta degli studenti prendendo per
criterio la maggior fueilith degli esami, Avviene nnua snimata discus-

sione alla quale prendono parte Praso, MaroTtE, Prerarency, ZeuTHes,
Exriques.

3. Goperroy, Theteaching of mathematics in Inglish public Sthools for hoys.

Questa commuicazione sull’ Insegnamento delle mutematiiche nelle
seuote maschili inglesi viene largamente riassunta dal Presidente Vai-
lati in assenzu dell'nuvtore.

A questa comunicazione il prof. Giesoxy fi seguive ulecune osser-
vaziout riferantisi allo stato dell” insegnamento della matematica nelle
scuole secondarie seozzesi in gonfronto o guello delle seuole dell’ 1n-
ghilterra esclusivamente considerate dnl prof. Godefroy.

4. oatrn, The tewching of secondury Mathematics in the United States.

Egh diclnarn di avers in vista nella sun Comunieazione i segnenti
untel scopi: 19 mettere brevemente in rilievo le inflnenze storiche che
hanno contribuito nl presenle sluto degli studi matematic: in Amervien;
2% render note le eondizioni atbuali dell’ insegnunento matematico
negll Staby Tnilt: 30 aceennare ulle inflnenze ehe ora AgIBCONO per
dar mmova forma allo insegnumento secondario: 4° considerare alenni
del nuovi indivizzi; 5° suggerive alenne questioni vhe unn sezione come
Ia presente potrebbe con vantaggio prendere in considerazione in nn
Congresso Internazionale medinnle ln Tormazione di un Comitulio che
appreseniasse le principali Nazion inlseressule.

Quest'ultimo punko dovreble esser preso in considerazione da eo-
loro clie saranno imearieati di preparare il prossimo Uongresso, poiche
la. probubile influenza stimolatrice i un Comitato internuzionale sul
migliornmento dell’iusegnamento matematico sara tole da giustificare
il tentativo,

9. SUPPANTSCHITSUH, L'application des idées modernes & Uenseignement
secondaye des malhématiques en Antviche.

¥ necessario, a suo avviso, introdurme nell’ insegnamento secondario
la nozione i fimzione e di derivata, stabilando questa dapprima senza
la unzione del limite. Se ne stanuo lwcendo atinalmente in Austria
delle wesperienze che condurtauno, senza dubbio ad un riordinamento
definitivo.

6. Buxe, ['sber die matematischen untervicht in Ungeorn,

_Lie riforme ungheresi sono connesse con quelle proposte dalla Com-
missione tedesea rvicordatn dal Gulzmer: e slata nominala anche in

j -p-l'“f
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Ungherin una Commissioue che si ocenpa delle queskioni rignardanti in
genere i iNseguamento, che mira & trasformare 1" insegnamento della
matematica mediante semplificazioni nel programmi, introdnzione
Yesercizi gralici; mediante I introduzione del conceblbo funzione e
con pit intimo contukto colle applicazioni pratiche; mediante la fu-
sione delln stereomeirin colin geometria deserittiva; e finalmente
mediante lo sviloppo del senso economico e coll'introduzione dei

concelbi fondamentali del caleolo differenzinle e infegrale.

F.

T Y atLatl, Su aleuni caralieri deali attucli programi per I inseqna-
mento delle maiematiea nelle seuole seconilurie,

Secondo gli atluali programmi, nell’insegnamento dell’algebra som
troppo vitardati gl csercizi sulla visoluzione delle equazioni; neil in-
segnumento della gevmetrin s frascnra nel primo sladio di porlo in
intima relazione eoll’ insegnamento del disegno.

Accenua wilnlilith di introdurre il concello di derivata nell in-
segmumento secondario syperiore.

Prendono parte alli disenssione 1l prof. Asopeo per dichiarare che
sin molti professor mispivano il lora 1nsegunimento vedute aniloghea
@ quelle espresse dal prol. Vailati, il quale replica subito che cid e
din atbribnirsi nen gia al programmi, ma ala liberti che Fortunaga-
mente in 1talin @ concessa agli inseapanti ciren Jo ayvolgimento del
programma nfficiale,

[l prof. Vailall propone & I' Assemblen approva per acclamazione
che la seduta di domaui sin presiedula dal prof. ZEUTHEN.

(nartn seduia - Veneril 10 aprile (ore 9.15 - 12,13).

Presidente: ZEUTHEN. o
Si svolgony le seguenli comunicazionts

1. Magrcovosge, Un traftulo inedito i meccanica di Viscenzo pE Fi-
Lipp1s, anleriore alla “ Mecanuque analytigue , di LAGRANGE.

Il couf. parla di un matemarieo calubrese, ministro (elln Bepub-
blica Partenopea del 1799, e morto vittima della renzione borboniea
alli fine del 1799, 11 de Filipps aveva preparatu un_ bratkato di mec-
canien che e stnto certamente seritbo prima dells Mécanigne i Li-
grange @ che il cond. ha potuto espminarve Lra i munoseribti che an-
corn s conservano dagli eredi. Rilevi aleune eose nofevoli di fnle
trablato © segnala sopratintio il fabto che il de Filippis abbin tentato
ana dimostrazione genervale — per | sistemi mgili — del prineipio
dei iavori virtuali

1! prof. Loma presenta nug copis del 40 volume delle Vorlesungen
diber (reschichie der Mutematik di Cantor, inviala dall’editore come
gmngeio nl Uongresso. Aggiunge che il piano di questo volnme fn sia-
bilito nel Congresso di Heidelberg, e Ueditore ha voloto ¢on delicato
pensiero  che i prime copin di quesio volume sin presentata ul
0 ponglesso.,

Propone Vinvio di wu lelegramma li rallegramento all’illusbre
storieo coll’ augurio che possa Ggginnzere nnoy volumi alla sun operi
wrandiosa. 11 Presidente si nssocia. e Ja proposta viene approvala per

acclnmuzioue,

L
N Ty it f
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Immediatamente il presidente formula il seguente telegramma:

* Prol. Caxzor — Heidelberg. — La Section hisiorique du Congras
des mathématiciens en recevant avec joie la IV volume de vos Vog-
LESUGEN vous adresse ses plos cordiales felicitations el ses voeux les
plus sinceres. — Président H. G. ZeUTHEN ..

2. Yenwr, Les Mathématiques dans Usnseiynement secondaive en Suisse.

Dopo aver esposto sommariamente 1'ovganizzazione in genernle
dell'insegnamento secondario superiore in Svizzera, il sig. Welir mosira
il posts che occupano le matematiche, principnlmente nelle _sezioni
classiche o tecniche. E da osservare che unei ginnnsi classicl si as-
Seguano quattro ore setlimanali alle matematiche, e ch_a in esse da
lungo Lempo si fa posto alla trigonomelria piaua e sferica, alla geo-
metria analitica e per conseguenza unche alle nozioni sulle funzioni
sempliei.

3. Sgﬁrﬂmns, Les Mathématigues dans Uenseiqnement secondaive en
rece,

Dopo aver tracciato in poele parole lo stato dell"1struzione in
Grecia dalla presa di Costanlinopoli fino al 1827, epoca dellu libera-
zioue della Grecia, il sig. SrepHas0s espone cid che si riferisce ai
programmi dell’insegnamento matematico in Grecia. e alla riforma
itrodotia nel 1907 in cceasione della votazione di una nnova logge
sul librr didattier.

4. ArcaeNnown, Usber die Bedeutung des mathematischen Unlerriehis

i Freien in Verbindung mit Beformvoschldgen fitr den Lehrgany.

I eoncelbi matematici devono esseve dedotli dall’osservazione della
realti; & questo appunto il prineipio dell'insegnamento, Le differeni
specie di angoli devono essere presentate indicando gli alberi, con-
sidevando ease, erocicchi di strade, ece. Nessun problema deve esser
visoluto senza che ue siano date prove rigorose, mu i concetti che
vengono applicati nelle dimostrazioni devono in principio venire acqui-
sitl col ricowoscimento di oggetti reali, non modelli. 1 pi semplici
apparall di misurn devono trovare subito applicazione per rellificare
1 gmdizi degli oeehi.

Ritiene che con tal metodo si possa farve in dieei ore quello ele
altrimenli richiederebhe degli anni.

Il sig. GuBLer di Zorige osserva in proposilo che si deve dislin-
giere 1n quali stndi gl seolnr vengono niziak al concebll geome-
triei. Per fanciulli dai 9 ai 10 an si pno operare solamenle con
oggetll veali; pia tardi nelle scuple medie necorre approfondire 1 con-
cettr; allora entra in ginoco 'astrazione, Non crede clie in dieci ore
s1 possa, seconlo le idee di Archenhold, esaurive un programma che
con albrl merodi esigerebbe molti auni.

5. ANDRADE, Que?q_ues pbservations psychologigues vecueillies dans les
enseignements scientifigues o initicdion.

Prendendo come esempio quattro fatti particolarissimi osservati,
I'anfore invoea il piano della riformn pin urgente dell insegnamento
delin geometria, e l4 riduce & due libri: nel prinio 1 trigngoli, 1l diedro,
il friedro; nel secondo la similitudine e Ia misura dell estensione.

Egli limita a guesto punto ln riforma s eausa del enwmpo stret-
tissimo dell’ insegnamento secondario, che la enltnra generale non per-
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mette di subordinare alla preparazione alle matematiche special e
ricorda & qnesto proposito le profonde verita seritte in proposilo dal
sig. Marcello Prevost nelle * Lettere a Francesca ,, dicni si & poluko
dire con ragione che esse dovrebbero esser lette e meditate dagli allievi

della senola normale.

6. Conti Sulln iniziazione ulle matematiche e sulla preparazione mie-
matica dei maesivi in ltalia.

Le riforme tendenii a introdurre 11ell'in5e§nnmentu secondario
alouni concelti matematiei linora vitardati, stando ai programmi, fino
all’ Universita, devono essore necompaghate da altre per gh istituti
infantili e per le senole elementari, di guisa che ['insieme delle cogni-
zioni imparbite 1n guesto primissimo stadie sin di razionale avvia-
mento allo stwdio snceessivo.

Urge dungue rivolgere I'attenzione nella seuoln primaria, verso
Viniziazione. segnendo i principi 1n base a1 quali il E.&IEAHT recen-
temente redigeva lit sua tured Initiation mathémotique.

Coll’ attuale ordinamento delln Scuoln Normule, la preparazione
matematien dei muesiri elementari non o adeguita alln delicalezza
ed importanza della missione che B loro affidate, onde & da angurarsi
che non si ritardi di piit 1l riovdinamento delle scuole Normall im-
posto dalla Legge S loghio 1904, _

Il prof. FrarTint vorrebbe che le proposte del Conta fossero con-
eretate in un ordine del giorno. Il Conti risponde che eld_non zli

are negli ust di questi Cougressi, ma se 'assembles lo desidera,
‘ordine del ziorno potra esser presentalo domani.

Il prof. Fraftini aggiunge che non pud asseciarsi agli elogi che il
(onti fa dei programmi ministerinli e delle annesse istvuziom, perché
negli uni e nelle altre si trovano molti grossi strafaleioni, da Jui gia
denunziali e diseussi nel giornale L seuola educutrice,

Il prof. Piazza eliede che nellordine del giorno promesso per
domani sia incluso il voto che nelle senole pedagogiche annesse al-
J Universitd per i maestri elemeniari sia compresa una cottedra per
J' insegnamenio delle matematiche. _ |

1l prof. Coxtr replica che nell’elogio ehe ha tatto ba inteso di rife-
Firsi alle 1strnzioni & nun i programmi, e senza enbrire nei parbicolur
pei guali conviene col Fraltini che sono dn lamentarsi fanto pel
programmi guanto per le istruzioni dei grossi evrorl.

7 Gancia pe Ganpeaso Zoe, Alcune qotizie sull' insegnamento ricate-
nekico th Spagnd,

Weli diee che In Spagna le qnestioni politiche hunno ritardato il
progresso dellu scienzu per nn viano completo d'istiuzione pubblice.
Pertanto I'nttoale creazione della societa seientifien spngnu‘u. i} em
primo_atto sard il Congresso matematico di Saragozza, permeliera che
sneominei un'epoen di rinascimento seientifico.

[, amenta che I ingeznumente elementare nelle Universiti spagnole
torni n danno dell’ insegnamento superiore. Terminn accennando al
mezzi pedagogici clre, secondo il sno parvere, sono 1 Piil atby & stabilive
un equilibrio fra il progresso della scienza e la polenzialita intellei-
fnnle per npprendimenio della seienzn slbessn,

Il Presidente propone che lu sednta di domani sin presieduta dai
signori Picany e Soiox; Uassemblen anprovi per neclamazione.
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Quinta feduta - Sabato 11 aprile (orve 9 - 12,30).

Presidenti: Picarp e Smiox,
1l prof. Picard apre In seduta dando anzitutbo comunicazione del
seguenle telegramma:

" Congres malhématiciens, Seclion Listorigue — Rome. — Remer-
chments sinceres a vous, cheris collegues; en pensée je suis avee
vous., — Mavrnicr CANTOR .

Avverte che per esaurire 1l Junghissimo ordine del giorno ogni
oratore non potru parlare oggi per pine di dieei minuli,
Hamno luoge le seguenti comunicazioni:

L. Gavrvvoct, La quistione logica e gnoseologica ner fondamenti della
mdatematbica.

La eritica dei prineipi della matematicn appartiene alla mate-
malica el alla filosoling donde un doppio punto di vista nella loro
trattazione: il punto di vista logico e quello gnoseologico. L'autore
esposte sommariamenie le conseguenze di tale duplicita di vedute,
accenna ad uni possibile conclusione che potrebbe condurre ad una
nelaborazione della teorsea della conoscenza, in eni si tenga conto
degli ulbimi sviloppi del prineipii della scienzu.

2. Brogai, Sui [ondainenti del caleolo delle provabilila.

Dail'oratore ¢ proposta una definizione deserittiva (di terza specie)
del coneetto i probabilita, ed & dimostrata la computibilita del sistema
¢ la Jrvedubtibilita del sistema di proposizioni assunte a definive la
praobabilitn.

3. Emcu, Der Llvchenkiinstler TWinkler unde seine miethoden.

Una delle personalita priz inleressanii nel campo dellarte di eal-
eolare e 1l grawde caleolatore a memoria Giovanni Gincobbe Winkler.,
Mentre 1 varie memorie 51 & molto parlute di simili enlecolutori non
si trova unlla sn Winkler, ed & seopo di quesla comunienzivne, dare
alenne notizie su goestuomu meraviglioso,

Egli wacque 11 23 febbraio 1831 in Wermntswill & mor, povero
ed ubbaudomlo, 11 25 ngosto 1893 all’'Ospedale euntonale Ji Stanz.
Winkler visolvevn facilmente & memoria ogni problema clie richie-
desse enleoll nmmeriel unche complicati.

Egli ntilizzava anche tnire le regole (i calevlo rapido clie si pos-
s0110 dedurve dnlle formwle algebrichie. Per es.:

604 3 H01= (600 -+ 1) (600 — 1) = 860000 — 16 — 330984,

4. Loria, Sur lez moyens pour facililer et diviger les dudes sur U listoirs
des mathemaliques,

L'oratore, prendendo oecusione da un seticolo reconte del signor
Enestrém, fa notare eome vi sinne delle persone che surebbero disposte
a coltivare ln storia delle matematiche, ove brovassero chi li enidasse
nel non fueile cammine; e fn notare, come, essendo difficile | istibuzione
di corsi ® il hoe ,, 3l miglior sistema elie si presenti sin la compi-
Inzione di nn ® :"v.ln]nmh; par le vicerche sulla storia delle nuntematiche .,
opern eollettiva 1l em pluno snrebbe assai opportunamente determi-
nitto de un congresso imlernazionale, Per preparare la relativa discus-
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sione Voratore indiea i varii argomenti che, secondo lui, dovrebbern
trovar postu nell‘ﬂpern progetinta e termina presentando alla Sezione
un suo progetto di Dudice delle materie che essn dovrebbe coniensre.

1l prof. GeusLer sulla comunicazione del sig. Loria Ia le seguenls
pSSEIVHZIONI:

Si pudb eduncare lo spirilo delln giovenlit nlla sterin della matena-
tien nei modi seguenti: 1° per mezzo di notizie sforieche date nell’ in-
segunmento; 2° per mezzo d ribentti di grandi matematicn nelle nule
scolusliche: 8° per mezzo di un piccolo manuale delln storia della
matematics con ribmtil e notizie biogrmfiche interessanti. seritio in
modo speciale per In giovento.

5. Amonzo, Appunti su Biagio Pelicani du Parmo.

L autore riporta wn brano di M. Cantor sal) imporbanza di cono-
scere 1l contennbo dell"anico beatiako sbampato, fine sl ora noto, di
Bingio dn Parma, contennio in nna ravissimi collezione 1 bratiat
matematici pubblicatn n Venezia nel 1005, e dice ehe, aveiio avata
questa collezione nelle mani, vi ha trovato non un soio, mn dne trai-
tabd (i Biagio da Purma, ed un ajbro brattato tgnoko nnch’esso finorn
di Giovannt de Cuosuli

Dalla letbira dei dne trattati di Biagio da Paymn, ha rilevaio
ehe il cognome di lai si deve scrivere PELICANT 1nvece di Pelueanit,
e che in Bologu questi sostenne nua disputa sull Urto der corpi dur,
che forma 'nrzomento del tratialo ora trovato.

Riassume il contennto del tratbnbo intitolato: Travlatus de latilu-
dinihus formarum Blusii de Farma, e conchinde che in esso la con-
cazione di Oresme sulla latitudine delle forme geometriche piane fn
allargata, ingigantita e compheata dn Biasio Pentean:, deviandola
dalla dritia via, cle uvrebbe dovuto percorrere per arvivare pil presto
alla concezione della Geometria anslitica di DEscanTes, € che in cio
fi subito segnito dui suvi contemporuuvel, contribnendo a far meltere
da bandas la semplicith delln queslione, come era sialn concepibtn di

{RESME.

6. 11 prof. Prrragents presenta poi doe letlere inedite di Lagrange
al'abate di Caluso esistenti well’avchivio stoviea del Manicipio di
Asli.

1l prof. Pitlarelli trovo le leblvre nellielivio di Asli, e orn le
presenta (fotografuie por I'vecnsione e donate al Congresse dal M-
cipio di Asti). E lieto d consegnarle nelle mani del dne nresidenti
odierni, profl. Pieard e Simon, 'mo della Francin 'altro delln Ger-
mania, nazion che Lugrange, mto e divennbo celebre i Toring, illustro
poi ¢ol sno nome per 'ospitalith che n'ebbe.

Ohiede ehe delle due eapie una resti alln B. Acendemin dei Lincel
o I'altra alla facolta di seienze (i IRoma,

Termina eolla proposta di inviare al Sindaeo d’'Astit un telegramma
di ringraziamento, che vienescos] formulato:

“ Sindaco — Ast

£ Questa sezioné cungresso matemaulico, utiila npmnniuﬂziuna Pii-
tavelli, ringrazia vossignoria bellissimo e gradiiizssimo dono,

Presidenti: Pioarp-SInoN ,.

7. Anopeo, Sulle necessiti di formare un drchivio delle scienze male-
maticlie.



270 FERIODICO DI MATEMATICA.

Accenna alla difficolla ¢he si trova nelle vicerche sboviche di
conoscere chi sia il primo autore di nun teoria o di una proposizione,
¢ come nel dubbio la storia viene falsata dando ullo sviluppo delle
idee un andamento diverso da quello che effettivamente ha avuto. B
rileva la necessiti di sopprimere questa difficolta. Acceuna alla for-
mazione delln storia delle malematiche du MosTocrLa, a CHasLes al
Lisrr. al Canronr; ol importanza ¢le upera el Libri ha avula per
le nole, il importanza delle Collezioni matemntiche i Pappo per le
netizie ehe it dato sull'opere perdule, e conchinde che occorre ordi-
nare il maleriale storico; e cip si oltiene ereando I Arehirio delle mate-
onatiche.

Spiega il coneelto di questo Archivio e (ice clie esso dovrebbe
asseve costituite con lu formazione di u cotnifalo ventrale e di comi-
tali regivuali nelle singole Nazioui, e di un comilato centralissimo
di tutte le Nazioni: e ehe alla spesa sopperivebbero gli acquisti olie
le biblioteche dovrebbero fare iy triplice copia Ji ogui faseicolo del-
Farchivio.

Termina el proporre il seguente voto:

Il Congresso internnzionale de; malemalicl udila la proposta del
prof. Awopeo sulla formazione di un Arehivio delle matematiche fa voto -

1°. Che in ogni cantro seientifico =i costifniscnno 1 malematici della
regiong in comitato per lo spoglio e vinssunto di tulte le opere dei
mutemniiel & preferenza di qnﬂﬁu regione, ¢ tule Comitato s'inearichi
della pubblicazione di ciascan riassunto In opusenlo separato in for-
mato identico a quello adottato dalla Enciclopedia matematiea, che
ora i1 sta pubblicando, in una delle quatiro lingne ammesse nei Oon-
gressi, ed in nawero di esemplari sufficienti per provvederns fre a
ciascuna delle biblioteche dei centri scientifier del mondo.

2% Che iu ogni Nazione si formi un Comitato cenlrale che raccolga
le notizie degli opuscoli stampali e in corso di studio per informarne
chinnque aspiri a collaborare, onde non avvenga spreco di euergia.

3. Ohe un Comitato centrale si assnma 1l eompite di Comifato
cenbralissimo di toite le Nazioni.

4%, Ohe la biblioteehe di tuti; i cenbri sciectifici del mondo assu-
mano impegno di acqnistare a prezzo determinato i rinssunti pub-
blicati per costituire cinscuna Il proprio Arehivio delle matemntiche.

LI prof. Coxnti dice che glt seibru pin opportuno ehe il Congresso
aff ermi semplicemente la conventenza, in massima, di creare wn arohivio
elle scienze matematiche, senza entrave s ffatto nei particolari, Il pro-
fessore Amodeo necelta la modificazione & il Congresso approva la
proposta del prof. Amodeo emendula nel senso proposto dal prof. Conti,
Alle 1045 il Presidente sospende la seduty,
Alle ore 11 & riaperta lg sedata dal Presidente Simon,
I prof. Conrr domandn la parcla per dichiarare che non ha pre-
arato I'ordine del giorno nel auale, secondo le proposte Frattini e
Piazza, avrebbero dovufo esser sintetizzate In particolari voti le idee
che egli ha sostenuto nella sun comumenzione; non I'lin preparato
erchd, come nveva accenuato anche lerl, non gli pare che sia questa
a sede per emettere un tal vobo, e ove I'Assemblea non insista, egh
eér suo confo ritiene che sia snfficiente che s venula al Congresso
E! questione che fu oggetko delln sui comnnicazione e che gnesta
passi agli atti del Congresso slessn,
L'Assemblea consente nel purere espresso dal prol. Conti e passa
all'ardine del giorno.,

g W
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8. De Amicis, L'equivalenza i planimetria indipendentemente dalle pro-
porzioni e dal eircolo.

Basundosi sostanzialmenle sollanto sull'equivalenza dei parallello-
grammi, equibasi e¢d equialti, anlore stabilisce il teoremit * se nn
* tewangolo ha gl angoli uguall a quelli di an secondo triangzolo
“ il rettangolo contennto da un lato dell’vpo e un lato dellaliro &
“ equivalente al retiangolo dei lali corvispondenti , indipendente-
mente ¢dulle proporziom e dalle proprieta del eiveolo, con (dimostra-
zione planimetrien e senza servirsl del teorema sni teinngoli omotetiet.

Sn guesta comunieazione 1l prof, Gremigni fn alenne osservazioni.,

0. Prouwer, Le pofenze possibili.

Riecerenndo come prineipalmente sin possibile ¢ostruive nn sistema
mittemuntico apparisce come non possano esistere pin di tre polenze
ifinile, civé ln nuwmerabile, ln numerabils incompletn, 1a continua,

10, Derirarna, La felraedrometria piana nelle seunole secondarie.

Eisaurite eost ordine del ziorno, e nessun’altro chiedendo la parola,
il Presidenle Sior alle 11*, con un salulo ed un ringraziamento,
ricambiate duol pref. Pittarelll, ehinde Ia seduin, e diclnara fimt 1
lavori della 1V Sezione,

Il prof. Exrigues, introdutbore, riapre ln sedube per domandave
all’Assemblen se, pure essendo stati dichinvats chinst 1 lavori della
Sezione, non creda opportnno ocenpars: dell'nbbuazione deila proposta.
giz in massima approvabta dalla Sezione, salla costituzione di nn Co-
mitato internazionnle per lo studio delle gquestioni riguardanti le
riforme dell insegnamento dells muolematica nelle scuole secondarie
delle differenti Nazioni.

L’'Assemblea consentendolo, & aperta la discussione la quale =i fa
animabissima.

Si finisce con 'approvazione dell’ordine del giorno seguente pro-
posto dal prof. Castelnuovo:

* La Sezione TV, avendn riconnseinlo I importanza di un esame
acenviabo del programmi e del melodi d insegnamento delle malema-
tiche nelle senole secondarie delle varie nazioni, affida ai professori
Klein, Greenhill e Fehr, ["mearico (b costiluire un Comitato interna-
zionale ehie studi li quistione e ne rviferisca al prossimo Congresso ..

La Sezione su fale proposia domanda [appoggio dell'Assemblea

generale, _ _ _
Alie ore 12.30 | lavori della Sezione 1V sono definitivamente chius:

con un saluto del Presidentie ricambiato dai proff. ArcnENHOLD € I'EHR.

Djvertimenti.

Non possiamo chindere questa breve istoria del Congresso =enza
accennare rapidamente anche ai trattenmimenti che il Comituto aveva
orgnnizzato per rendere pin gradevole ai congressisti e specialmente
ulle loro signove, 1l sogziorno in Roma,

Tutti 1 congressisti ebbero libero ingresso in tuftl i monumenti
e musel governativi e municipali dal 1° al 12 aprile.
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Vari arlisti e professori competenti accompngnnrono le signors
nelle visite ai delti mnsei e fornironn opportume tllustrazioni in di-
verse lingne, secondo il progimmma sewpenle :

Mavtedd 7 dulle 10 alle 12 — Foro Romuno (Ingresso Via delle

IFrazie).
Mereoledi 8§ . »  — ballerin Borghese,
Glovedt 4 5 n — Museo delle Terme.
Venerdl [0 i . — Vaveuno (Convesno alle ore 10
Al Portu degli Svizzeri).
subate 11 2 » — bDallerin Corsind,

Domenica sern 5, por gentile invite del Kelboru dell” Universita
di Romay, Prel. Comm. ToNELLT quast (bl 1 congeassisti gin mrrivati
u Romn e HIerosiSsime Hiﬁllur!:: $1orsiniono ad amichevole cunVegno
nell’ Aule Magna dell Tniversitia

I prof. Torelli con brevi pavole porse agli intervenuli nn ealdo
e cordinle anlnto, *

Mereoled sera 8. alle are 22 ehbe Inogo un ricevimento nel Museo
Capitohine, offerlo ai congressisti aal Municipio delln eitti di Roma.

Fucevano gli onori i easi. con signorile cortesin, 11 Sindaco
sig. Navmax, il prof. ToSELLI & gli wirn Assessorit munieipall.

Le stupende sule v musei capitoling, che rucehindono tnnli tesori
d"arte, splendidamente illuminate a gramdi Inmpnde ad wreo, facevanp
un effeito meravighoso e destavona L It sineera ammirazione nella
folla_cosmopolita cho le animo gaiamente per alemne ore.

Nel pomeriggio del siovedi 9. furono sospesi 1 lavor dei Congresso
affinche Inbhi i congressisii e loro signore potessero presler parte alla
visita af Palatino orznnizzata dq S. E. 11 Minisiro Rava in lore onore.
Ii prof. Vaarier ed altri Husivarono in varie lingne lo storico eolle
e le seculari rovine, commentands, in particolare le scoperte areheolo-
giche rvisullate dai plu racenti scavi. Alla fine della visita in pros-
simitih dell’ uscita dalla parte delia Via Sacrn, 1 congressisti trovu-
rone un soutnoso rinfrasen,

Le sera di venerdi 10, ehbe Inogn, in onore dei erngressisti, m)
coneerte divebto dall"illostro mnestro Maneinelli nell” Anfiteatro (or e,
di vesente inaungniufo.

Fimalmente tlowenica 12, terminnii i livart del Congresso, ebbe
luogo nop gita a Tivali, Uominciundeo duile 855 vard breni speciali el
tram Roma-Tivali trasportaronn i congressisti v le loro signure agli
avanz della villa di Adviano, ove trovicrone un lanto rinfreseo offerfio
dal Municipio di Tivel. Prosegnirong per Tivali, deve era preparata
m'obiima colazione all‘apin nperta pee albpe GO0 persone presso lo
(Clclet des Caseuarles. Visitarono pui la bellissime eoseaie v In splendida
villa A" Esfe, & tornavono Iy sery g Rama, dolenii chie per In simpaticn
rinmone fosse ginnin Lropnn presto o prroin fine, v che dovessero
ormal bornare a disperdersi nei v niest del momdo,

L
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INTORNO AD ALCUNI PROBLEMI METRICI

che s'ineontrano in Geometria deseritiiva

Nota di Gixo Loria

[n altra non lontana occasione (') 10 ebbi & notare come i ribal-
tamenti costituiscano un artifieio certamente prezioso per risolvere
i problemi melrici di Geomelrin descrittiva, ma al quale & consiglia-
bile non fare appello che nei casi in cul non s scorga altra via che
conduea allo scopo; e cio perché le costruzioni & em cosi si giunge
non toccano che raramente il grado di loro massima semplicita, Siami
lecito confermare oggi siffatta opinione, svolgendo alcune considera-
ziont chie guidano a costruzioni, che credo noove e che sono di esecno-
zione estremamente agevole, per aleuni fondamentali problemi metriei,
considerazioni dalle quali sembra emergere essere di regola piu conve-
niente il ridorre la ricerea di una distanza alla deferminazione della
distanza di doe piani fra lore parallell piuttostoche farla dipendere
(come di regola si pratica) dalla misurazione della distanza di due punti.

I. Il punio di partenza di tatte le consideranzioni seguenti sta
nella semplice osservazione seguente: * Se = e w sone due piani fra
lora paralleli e si chiama & lo loro digtanza, A la distanza delle lore
traceie su wn piano qualunque = (guadro) e 3 la comune inclinazione

7

di quel piami sopra [ale piano, sussistera la reluzione A = ——— La
verith di tale proposizione risulta palese notande che, ge s t‘ﬂglia il
sistema der tre piant =, v, 7 con un piano perpendicolare alle due
rette mt, =te, 51 olfengono due reite fra loro parallele alla distanza 3
ed una trasversale facente con esse 'angole 3 e su cui quelle paral-
lele staccano un segmento = A.

2, Segue dalla proposizione precedente un metodo per * detersii-
nare la distanza fra due piani paralleli i cwi sig notn la voppresen-
tuzione (per esempio) (%) nel metodo della projezione centrale | ; se infatti (%)
(fig. 1) 14, "] e [#&, 7] sono 1 due piani dati, ¢, 4, ¥’ saranno tre rette
fra loro parallele, e mediante un notissinio procedimento (basato sulla
congiderazione del triangolo rettangolo CHK) si determinera 1'incli-

(h V. In min nots Rafte bisettsici ¢ piani bigsttori nel Vel XX (1004) di questo Periadicoe,

(1) Nal presemp seritto nso eseiusivaments 1 metodo delin projezione canlinle: ma al leiture
spra agevole rieonoscere eome {1 eampo i applieakilith della proposizlone esposta nal n 1 abe-
bracei nnehe il metode d Monge ed albid aneorn.

() Mi sin permesso di rimandare il lettore al 1 Vol. dalle mie Vorlesipggenu idhey durstellenden
Gepinelrie |Leipeiy, 1007) pel signilleato delle lovuzioni e delle notnzioni da me adoparate.
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nazione § sul quadro dei due piani dati; portando allora sulla refta HK
il segmento HL egnale alla distanza A fra le rette #,, & e projet-
tando ortogonalmente L in M su CoH, la distanza richiesta saria data
dal segmento LM = A sen §.

Du questa costruzione si trae un meiodo nniforme per risolvere
alcune altre questioni metriche, gquali le secuenti:

a) Determinere la minime distanza fra due
vette sghembe vy =(Ty, I')) e ry={Ts, 1:). La
distanza cerveata x non & ehe lo spessore deilo
sirato lunitato dal due plami condottl da
ciaseuna delle retie date parallelamente al-
I'altra; tali piani banno per comune retia
di fuga la relta i =T1,1; e per traccie le

2 parallele &, #; condotte ad essa risp. da T,

28 € T'e; onde per ottenere r non si ha che da
T applicare la costruzione precedente.

b) Determinare la distanza fra due reile

parallefe vy =(T,, I') e ye=(Ty, I'). La di-

a stanza cercata non differisce dallo spessore

Fi 1. dello strato limitato dai due piani condotti

per le rette date perpendicolarmente al
piano t che esse determinano, Ora tali piani bhanno per comune retta
di fuga la congiungente di I' con I'antipolo della retta di fuoga del
piano T e per fraccic le parallele
condotte ad essa dai punii T, e
T,, onde ece.

¢) Determinare la distanza di
un prano [t 1] da una rellu ad
esso puraliele (T, T') (si suppone
quindy che il punlo I' cada sulla
retta ). Se pel punto T si con-
duce la parallela i, alla retta ¢
¢i & ridotti a trovare la distaoza
dei due piuni [¢, i'7 e (4, ().

3. Applicando ancora la co- -
struzione esposta in principio del —
numero prec. si ginnge ad un pro-
cedimento convenienbissimo per
* determinare ta disianza tra un punto P=(T1', P") ed un piano t=[1, 1] ,:
81 conduca infatft (fig. 2) per P il piano © =[t, 1] parallelo a 1; la
distanza fra tale piano ed il dato & la cercata. La semplice ispezione
della fig, 2 fa vedere che questo procedimento & assai piit semplice
di quello che ordinariamente si suggerisce, e che consiste nel con-
durre da P la normale al dato piano, determinarne il piede Q e fro-
vare la distanza tra i doe punti P, Q.

Fig 2
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4. L.a costruzione eseguita nella fig. 1, opportunamente invertita,
conduce subito a * costruire i (due) piani paralleli ad un dato ¢ distant
dallo stesso di una data {unghezza ,. Da cid s1 pud desumere una nOOVA
procedura per * determinare i piuni bisellori dei diedri formati da due
piani [ty, 1], [ta, V'el, nessuno
dei quali sice parallelo al qui-
dro ,. Sia infatt1 (figura 3)
s=(1.1T) la retta in cni si
tagliano i due dali pianmi: con-
ducinmeo dne piani @, ce 1l
primo parallelo a =, alla di-
stanza arbitraria 3, 1 secondo
parallelo a 1. e distante da
esso ancora di o: sia » I'in-
tersezione dei piani o1, ce; le
rette », 5 sono evidentemente
fra loro parallele e determi-
nano uno del piani richiestl
Per effettuare tale costrnzione
cominciamo dal determinare
le inclinazioui $, 3, sul gnadro
dei due dati piani (eoll’ajnto dei triangoli C.H K, e ColaKy); co-
struiamo poi i1 triangoli rettangoli H LM, e HalsMa aventi i catefn

IuM: e LHM‘H fra IUTD E:guﬂ.li
s (=0); pongasi HyLy =4, e

Hely = A; e si conducano le
»* retie w; ev; parallelent, alla

distanza A, e we parallela a
"ty alla distanza A;. Restano
» posi determinati 1 piani [u,,

iy] e [w, ] paralleli al

primo dei dati piani ed 1l
p* piano [ug, i¢] parallelo al

secondo. Chiaminsi U, V 1

punti wug & vouy; le due ret-
Lip te (U, I) e (V, I) determi-
\  nano con la retha (T, I') due
¢ piani [£x, %] e [ty, Ty] che

gono evidentemente 1 due
Fig, 4 Plﬂ.ﬂl richiesti, (7)

B, Per esaurire la que-

stione trattata nel num. prec. dobbiamo esaminare il caso, finora

escluso, che uno dei piani dati sia parallelo al quadro. Per frattarlo

Fig. 3

il

[1) 8i notd elie nella fig, & non furouo sagunte ls rotte U1, VI* parchi in roalta non servono.

T -
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immaginiamo 1a fignra costitnita dal quadro x, dal piano parallelo

anieriore =*, dai piani dati <

=4, ] e s=|[TI, P'], nonché dai piant

T =(t, 1'y] € 1. =[1,, i’;] che bisecano i diedri formali dai dati piaoi.
Siecome 1 plani 1, 7., 1. passano per una retta © parallela al quadro
cosi le sei rette f, i, t., i's, &, i’y sono tutte fra loro parallele, Se-
ghiamo ora tofta questa figura con un piano passanie pel cenfro
di projezione e perpendicolare a »; nasce cos: la fig. 4 o la fig. 45
secondoché il puntn P’ sta o no rispetto al guadro dalla stessa parte

da cm trovasit C (cioé a secouda
che Ja guota di P & positiva o
negativa); in tali figure s1 1ndi-
earono con le lettere B, T,I,T. ...
., I'y le tracce sul piano segante
delle rette », ¢, ', t;, ..., 1y & con p,
p*, 5 quelle dei piani x, %% a, I se-
gmenti TT,, TT., 1T, I'; misurano
allora le larghezze delle omonime
sirisecie di plano. St chiami poil al
solito B 1'inelinazione del plano
[, i'] sul quadro ed ipoltre p la
quota del punto P. Allora la sem-
plice ispezione delle figure 4 mo-
stra che:
1“ 1T, — 1T, = CT = larghez-
! del dato piano [4 1];

2 TT=TI=TR= -

9* T senst TT.. IT. (oppurs
TT,, I'T,) cioe 1 sensl it 71y (op-
pura tt,, ii’,) sono concordanit o
discordanti secondeche la gnota
del punto P & positiva o negativa.

Con questi dati uulla di piu
agevole del detcrminare gli ele-

menti deseriitivi dei cercati piani bisettori. Infatfi (fig. 5) si trovi, me-
diante 1l triangolo :uhllungnln CoHE Iinclinnzione ;= CoHIN e la lar-

ghezza 1 =F

C del piano [¢, i']: il cerchio di centro H e raggio HK

taglia Ia C,H in duoe punti; le parallele condotte da esse a ' sarunno
i@y, Si determini ora la projezione ortogonale P, di P sul quadro
e la quota p =(P) P, dello stesso punto, facendo atienzione al segno

di p (nel caso della fig. 5 p & positivo). Si disponga entro I'angolo C.HK

e normalmente alla retta C,H il segmento LM = p. Allora, essendo
HM= | p| :sen§, le due rette parallele a ¢ alla distanza HM saranno
fx, {x3 e 81 badi che la denominazione di tali rette non & arbitrama
ma dev'esser fatta in modo che 1 sensi ffx e 7¢. siano concordanti.
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Nel caso particolare in eni il piano o coincida col quadro questa
costruzione si semplifica di molto, perché la retia ¢ & traccia anche
dei dne piam cercati; & quindi estremamente facile * costruire i centri
delle sfere che toccano gqualtro piani dabi, uno dei guali coincida col
guadro ..

6. Prima di finire vogliamo agginngere che 'osservazione esposta
nel n. 1 pud ntilmente invocarsi per risolyere altre quesiion: pin com-
plicate, quale sarebbe ln * rappresentazione in projezione centrale di un
poliedro regolave di eni st conosee il piano de wna [aceia e due rvertics con-
secutivi delle stessa ,. Per fissare le idee, si trabti di rappresentare in
projezione centrale un dodecaedro regolare e si supponga gia nota la
rappresentazione dello stesso col metodo di Monge oftenuta suppo-
nendo una faceia del polisdro posta sul piano orizzonfale. Indicluamo
con ABCDE e FGHKL due facece opposte del dodecaedro e con
Al,...,LL 1 terza spigoli dello stesso nscenti risp. da A, ..., L; &
noto che i vertici ABCI2E apparlerranno ad un piano I parallelo a
quello o della faccia ABUDE e distante da guesto di una lunghezza
eouale al ragegio ¢ del cerchio circoseritto al pentugono ABCDE; si-
milmente #6G HAL staranno su un plane T distante dal piano < della
faccia PGHKL della lunghezza »; finalmente i piaui =, T avraono
fra loro una distanza eguale al luto del decagono regolare inscritto
nel cerchio di raggio ». Ricordato tutto eid indichiamo con [¢, i] il
piano s e supponiamo dati A’ e B'; ribaltando quel piano sul quadro
otterremo subito (A) e (B) e quindi pofremo completare il pentagono
regolare (A) (B) (C) (D) (E); se di piu in genere designamo con I'in-
dice 0 le projezioni ortogonali sul piano [¢, '] potremo trovare i punts
(To), ..., (L), (uly), ..., (Ls). Riponendo il plane dato dove trovavasi
in origine ottervemo i punti O, D', B, F%, ..., L, As,..., L.

Applicando poi l'vsservazione fafia nel n. 1 e servendos: delle
proprieti del dodeesedro dianzi ricovdate, potremo otfenere le tracce
dei piam I, T, =

Seanamo orva V'antipolo [' della i, retta di fuga comune ai quattro
pinni considerati. Allora per trovare, ad es., il veriice F, nol non
dobbiamo che determinare I'infersezione del piano = (di enl gia ab-
biamo la rappresentazione) con la retla passante pel punto Iy, (de-
terminafo col mezzo della sza projezione e di nn piano che lo con-
tiene) od avente T per punio di fuga. Similmente si oftengono futti
zli altri vertiei del dodecaedro: ma I'accorto disegnatore non tardera
a riconoscere la possibilit® di semplificare le relafive costrnziont te-
nendo conto delle relaziom di parallelismo che intercedono fra pa-
recchie rebte conmesse al dato poliedro.
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RICERCHE STI SISTEMI LINEARI DI OMOGRAFTE NELLO SPAZID

(Fasel di omografle gencrall)

Nola del Datt. Rommrro BoNOLA

In quanto segue, restringendomi allo spazio ordinario, mi pro-
pongo di ridimostrare alenne proprieta dei fusei @ omografie, conte-
nuteé i nna nota del prof. Exriques, (') mettendoa in rilievo | lecami
che intercedono fra i fasci d’omografie e i complessi di rette che ad
essl si connetfono.

l. Siano 2, Q' due spazi punteggiati a tre dimensioni. distinti o
coineidenti; m,, wy due omografie non degeneri fra © ed Q e |7, m)
il faseio ch'esse definiscono. L'omografia che si ottiene in Q' fa-
cendo corrispondere fra loro i punti che corrispondono ad uno stesso
punto di & verrd designata con . I punti uniti di n,, costituigconn
in Q il 2° gruppo di punti base del fascio (cfr, ExriquEs, 1. ¢.), i punti
di © che corrispondono ad essi in ma (ovvero in =) costitniscono
il 1° gruppo di. punti base del fascio. I due gruppi di punti base sono
della stessa natura e possono essere formati:

1° da quattro punti (isolati), se w. & Zenerica:

2" da duoe punti (isolati) e dai punti d’nna retta, se m. & assiale:

3" dai punti di due rette, se my & biassinle;

4" da un punto (isolato) e dai punti d'un plann, se 7. 2 omolomicn

Poiché un’omografia con punti mniti multipli pud sempre conside-
rarsi come limite d'nn’omografia con punti uniti semplici, potremo
supporre che gh elementi di eui si parla nei quattro casi citati siano
disfinta,

Ugni retta che congiunge due punti base d’nno stesso spazio &
una. retia base del faseio; ogni piano che passa per tro punti base
non collineari & un piano base. Allora, ad una retta base di @ tuite
le omografie di [w., m] fanno corrispondere una stessa retta (base)
di &, subordinaudo fra le due rette un fascio di proiettivita Binaries
ad mn piano base di Q tutte lo omografie di [=,, =) fanno corni-
spondere uno stesso piano di Q, subordinando fra i due plani un
fr:.'{-'#j:ﬂ i proiettivitad ternarie.

E chiaro che i punli di Q eccezionali per qualche omografia de-
genere del fasecio [y, m,] =one punti base del 1° gruppo. Sieché, ove

) " Aleuns proprietd del fasel a4 omoerafio neelt apazi linear]l ad » dimensiond ,, Rend, A=
cadenin dei Linew, vol. VI 29 semestrs, ppg. B3-70, R0,
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al fascio appartenga un’omografia degenere di 22 specie o di 3* specie,
il 1° gruppo di punfi base conterra tutfi 1 pnnli d'una retia o totti
1 puntl d'un piano.

Viceversa: ogni punto base zsolalo & punto eccezionale per una
determinata omoerafia degenere di prima specie del fascio. Infatti,
se O (o, 0y, 0z, 0y) & un punto base isolato di &, le dne omografie:

Ty =Siagx), mlp=3Ib) (i=12354)

faranno ad esso cormspondere lo stesso punfo 07 di . Sicché, potremo
determinare ¢ in modo che le relazion:

p 2y =3 by (1=1,2,3,4)

o eid che fa lo stesso le alirve:

3_1 G-ﬂi;j —}‘ l.lbu:l r= D, (i = ], E, 3. 4)
ottennte ponendo p=—x:p, ammetiano la soluzione 6, 0s, 04, 04.
Di qui s trae che il valore di A:p dev'essere radice dell'equa-
zione di 4° grado
| Ry + pby | =0

che caratterizza le omografie degeneri del faseio. Il punte O & adungue
eccezionale per nn'omografia degenere del fascio; la gquale & poi de-
genere di 1% specie altrimenti per O passerebbe almeno una retta di
punfi base, contro I 1potesi,

In modo analogo si prova che per ogni retta iselata di punti base
del 1" gruppo esiste nel fascio una omografia degenere di 2* specie
per emi quella retta & eccezionale, ece.

Segue da cio che la classificazione dei fasci, basata sulla specie
delle omografie degeneri ch’essi contengono, coineide con quella fon-
data sulla natura dell'omografin m,, .

2. Ad up ponte O non base in 2 le omografie di [=., =] fanno
corrispondere i1 punii d'una retta di Q°; questa refta si dira asso-
ciala ad O,

Le o' rette associate ai punti d'una retia o di 2 formano in ge-
nerale un I1° sistema di generviviei d'ung guadrien Qo di 2, che si
diriv associaie ad o. Le zeneratricl del 2° sistema (i Qo sono le rette
corrispondenti di o nelle varie omografie di [5,, =.]. Poiche ai punti
in cul o interseca i1 piani base del 1" gruppo sono associate retbe
che ginceiono sui piani hase del 2" groppo. eosi la quadriea in di-
scorso e tangente ai pMni base del 2' grupyo.

Le oo? rotte di ©° associate ai punti d'un piano generico w di ©
formano una congruenza d1 3° ordine e 1* classe, che si dird asso-
ciate ad w. 1 prani singolari della congroenza, che sono 1 piam cor-
rispondenti ad w nelle varte omografie di [w.. mJ, formano una
sviluppabile di 3 classe, alla quale appartengono i 4 piani base del

2° gruppo.
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Le «® refie di £ associnte a1 punti di € formano un complesso I
di 2° ordine, che ha per punti prineipali 1 punti base del 2° gruppo
e di cui le precedenti sviluppabili costituiscono le sriluppabili dvppie. (%)

Se 1 punti base del 2" gruppo sono in numero di 4 il complesso T
e tetraedrale.

Assumendo allora 1 quattro punti base del 1° gruppe come ver-
tici del tetraedro di riferimento in O ad 14 punti base del 2° weappo
come verticl del tetraedro di riferimento in Q, le equazivni dell'omo-
grafia generica di [m,, m]. sono

ylzf}hf’fl—[— ptl.u._} & . (I-_—‘I,E,E i)
Le 4 omografie degeneri del fascio corrispondono ai parametri

p=—Aip
%0~ uh =0, (i=1,28,4)

51 verifica facilmente che:

Al birapporto (py pepzps) dei pavametri o delle quatiro omografie de-
genert del fascio & uguale oll invaricnte del couiplesso tetraedrale TV

3. Per alecume rette o di © la guadrica associata si ridoce ad una
comea: cid aceade quando le corrispondenti di o in doe omografie
del fascio sono coplanari, ed in parficolare quando la retta o sta su
nno dei piani base del 1" gruppo. Allora diremo che ad ¢ & associala
une contea, evenlbualmente degenere 1n una coppia di punii

Passiamo ora a ricercare come siano disposte in Q le rette cuni
sono associate coniche di . Percio osservinmo che tutte le vette
passantl per un punto O di Q e giacenti in un piano © hanno per
associate o' quadriche passanti per la retta associata ad O e tan-
genti ai piani della sviluppebile cubica associata ad w; in altre parole
che: tuile le quadriche ussociate alle rette di un fascio formano wna
schiera. Siccome poi 'inviluppo comune a tutte le guadriche della
schiera & degenere in un fascio ad una sviluppata cubica, cosi alla
schiern appartengonn dne guadriche degeneri in coniche, e conse-
guentemente nel fascio di retle passanti per o @ giacenti su w si
trovano due rette cul sono associate coniche di €. Da e¢ib si de-
duce che:

Le reite di Q, eni sono ussociate coniche di O, formano un com-
plesso I di 2" grado.

A questo complesen appartengono, evidentemente, le refle che
passano pel punti base del 1° gruppo. Sicché, ove questi punti siano
in numero i 4 il complesso I & telrnedrale.

4. Sia o una retta di I': poiché le corrispondenti di ¢ stanno sul
piano w' della coniea associata, cosi totti i corrvispondenti di w' nelle
inverse delle omografie di [%,, =] passano per o.

dati dalle 4 equazioni;

AY Cfr. Rere Gromstrie der Lays.
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E poichd w & un piano arbitrario di @ potremo affermare che:
se si considera il piano come elemento gemeratore dello spazio, le
inverse delle omografie di [%., =) definiscono fra 1 due spazi di
piani 2 ed 2 un faseio di omografie. Tale fascio verra costante-
mente indicato con [ma, =l "

Al fascio [m, mu)"* potremo applicare senz'altro i risultati gia
ottennti velativamente al fascio [we . =n). Siccheé: mediante |m, mu]™
ad ogni piano di 2 & associata una retta di 0, per cui passano tutt
i corrispondenti di w': ad ogni retta di &' (asse d'nn faseio di pian)
5 associatn una quadrica passante per i punti base del 1" gruppo;
ad ogni punto O (centro d'una stella) di @ & associata una con-
groenza rigata di 1" ordine e 3° classe, che ha per linea singolare
una cubica zobba passante per i punti base del 2° groppo. Questa
cubica & poi il Inogo dei punti corrispondenti ad 0" nelle inverse
delle omografie di [7=.. =], ed & una curea doppin del eomplesso P

Alle vette del complesso I" sono associate quadriche di Q specia-
lizzate in coni, e se O & il vertice del cono associato alln retta o
di T' mediante il fascio [m, =»]~, viceversa ad O & associata, me-
diante il fascio [®s, =) la retfa o', Dualmente, se alln rettn o da T
& nssociala una conica giacente sopra il piano w' di 2 al plano o
le omografie di [w,, =] ' associano la retta v.

Infine, nell’ipotesi che al fascio [%a. =] appartengano 4 omografie
degeneri di 1° specie, 1 due complessi I, T" sono te lraedrali ed Lhanno
lo stesso invarinnte.

5. Se al fascio [m., =) appartiene un'omografia degenere di 2* specie
& due degeneri di 1* specie, il 1" gruppo di puuls base & costituito da
due punti isolati A, B e dai punti d'una retia r, cui corrvispondono
in Q" due punii base isolati A, B' e 1 punti base d'una rebla ¥ Al-
lorn ad un punto generico di 2 & nssociata nna retta di & incidente
alla retta & che conginmge A con B': ad una vetta di £ & associata
ina quadrica di @ passante per s e fangente al prani A%, B
finalmente la sviluppabile cunbica che contiene tulti 1 plam corri-
gpondenti d'nn piano di & s1 spezza nel fascip di piani di asse s ed
in un eonn guadrico tangente ad un piano per s & al dne pilant A"
e B Dunlmente, le inverse delle omografie di [=,, m] ad i pinno
di @ fanno corrvispondeve piani di & pussanti per una reila Inet-
dente ad »: ad vna rettn di 2 le generatrici di una guadrica per »;
ad un punto di Qi punti d'ina cubica degenere nella vettn » ed in
una conica incidente ad ¥ e passante per i punti A & B.

Prescindendo adungue dalle parti fisse potremo dive che: Se ad
wn fuseio [=, , =) appartiene un'omografin degenere di 2" specie al
piani di @ corrispondono in Q' piani tangenti ad un cono del 2° or-
dine: ai punti di £ corrispondono in Q punti di una coniea,

e ul Mascio [ma. o] appartengono dne omourafie degeneri di
2% gpecie il 1° gruppo di punii base e costituito dai punti di doe



OR9 PERIODICO DI MATEMATICA.

rette », 8, cur corrispondono due rette », ¢ di punti base in Q'. Allora
ad un punlo generico di @ & associata wna retta di Q' incidente
ad , §'; ad ogni retfa di Q & associata una quadrica di Q' passante
per r’ ed &'; finalmente la sviluppabile dei piani corrispondenti ad un
piano di @ & degenere nei due fasei di piani + ed & ed in un fascio
(variabile), con l'asse incidente ad » ed 5. Dualmente, le inverse delle
omografie di [x,, m] fanno corrispondere ad un piano di Q' i piani
di un fascio con l'asse incidente ad » ed s; ad nna retta di Q' le
genorafrici di una guadrica passante per ».s: finalmente ad un punto
di Qi punti d'una cubica spezzata nelle due rette fisse », & ed in
upa refta (variabile) incidente ad » ed s Prescindendo dalle parti
fisse potremo dire che:

Se al fascio [=,, =] appartengono dne omografie degeneri di
2" specie ad un piano di Q corrispondono in Q' i piani d'un fascio:
ad wn pnnto di Q° corvispondono in € i punii di una retia.

In fine, se al fascio [, ®,] appartiene un'omografin degenere di
3" speeie 1l 1" gruppo di punti base & formato da un punto fisso O
e dai punti di un piano w, cui corrispondono in @ un punto base
isolato O ed i punti base di un piano w. Allora ai punti di  sono
associate rette passanti per O'; alle rette di Q sono associate (qua-
driche ridotte a coniche degeneri in due punti, dei quali ono & O e
I'altro gince su w'; finalmente 1 piani associati ad un piano di Q sono
tutti 1 piani per 0’ ed i plani d'un fascio contenente w’, duzlmente, ece.
Prescindendo adingue dalle parfi fisse, avremo che:

Se al fascio [, =] appartiens un’omografia decenere di 39 specle
M piani di @ corrispondono in Q piani d'un fascio: ai punti di &’
corrigpondono in 2 i punti di una retia.

I fasci di omografie cui appartengono due omografje degeneri di
4* specie, ovvero un‘omografia degenere di 3» specie godono di questa
notevole proprieti: le inverse delle loro omografie applicate allo
spazio puntegzialo Q formano esse pure un fascio. Un fasecio che anda
di siffatta proprieta verra detto invertibile. Sono dungue invertibili i
lascl di omografie che non contengono pin d'un’omografia degenere
di 1# specie.

I fagci d'omografie che contengono un’omografia degenere di 3* spe-
cle trasformando i punti d'una retta nelle tangenti ad una conica
sono fasei omologici. (')

6. Delle proprieta stabilite nel numero precedents valzono le re-
ciproche, sicché potremo senz'altvo concludere guanto segue:

a) La condizione necessaria e sufficiente affinchd le inverse delle omo-
grafre d un faseio [wa. ) trasforinine © punti di Q' in punti duna co-
nica & che al fascio appartengn wn’omografia degenere di 20 gpecie,

b) La vondizione necessarvia e sufficiente affenché il fascio [wi, ™ Sia

1 Gfr. Exmiqrss, L e

i '-—ﬁ'-_..
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invertibile & che ad esso non appartenga pin d'una omografic degenere
di 1% specie.

¢) La condizione necessaria e sufficiente affinché un fascio sia omo-
logico e che ad esso appartenga un’omografic degenere di 3* specie.

7. Nel caso di due spazi © ed Q" sovrapposti 1" Evriques deter-
mind le condizioni necessarie e sufficient: affinché le omografie d'un
fageio formino un gruppo. A1 msultati ch'egli ottenne possiamo per-
venire nel modo seguente. Se le omografie di [w.. m,] formano un
griuppo nel senso di Lig, al faseio appartiene I'identita: se adunque =,
& un'omografia genericn di esso potremo porre [, =] soffo la forma:
[1, m.]. Inoltre dovendo =.* appartenere al faseio sara:

Ry == A 1T .

Supponendo che =, abbia 4 punti uniti distinti, per una conve-
nicnte scelta del sistema di coordinate, avremo la segoents rappre-
sentazione analitica di 5,:

Y= (1, (1=1,23,4)

Allora la (1) si traduee nelle seguenti nguaglianze:
= ) — |t (1=1,2,3,4)

le quali, per essere soddisfatte, richiedono che la carabteristica delln

matrice:
1 ¥ 3 1

ay Uy g Oy

sia ugnale a 2. Civ accade in due casi distinti:

1) quando tre dei coefficienti #; sono uguali, cioé guando m, 2 ono-
logice _

2" quando due sono ugnali e gli altri due pure uguali fra loro,
ciod guando w=, & biagsiale,

Allp stesso risultato si perviene anche nell’ipolesi che m, abbia
punti uniti multipli. Ad es, se =, ha la forma [(see)o] (*) polremo
assnmere la seguente rappresentazione analitica:

Yy == 01X 1 M

| ye= [Tz — Ny
T = arg
:2'. — bIh.

La (1) si traduce allora nelle seguenti ngunglianze

=k + ud; W=7 4 pb;
2o == pni ; 2 — A7

(1) Cfr. Puzozina, Le owiografie dn que spesio il we muniers quoliongee di doneesiond : * Annali
di Matenu .. Sspe 11, 1. X¥VIIL pog. 155

Ao

TR

—_—
-, di ¥

YT T oY

e e k. e |
T - -
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dalle quali st trae: m=n=10, oyvero a=25. La =, ¢ adungue omo-

logica, ovvero biassiule.

Concludendo: I soli fasci le eui omografie formino un gruppo sono
t fasci d'omologie conceniriche e coplanari ed i fasct d'omografie biassiali

con gli assi in comnune,

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 742

CRZ I'rovare Uequazione dell inviduppo delln relln che conginmge @ punti
(%1, Y1) (X2, ¥o) eszendo
| #y = a cos™ %, f 22 = u cos" 3,
| ;o = b sen® 3, \y: = b sen” 3,

dowe ¢ & wi angoelo variabile, ¢ trovave Uordine dalla eurra,
F. N. Bamsies.

[Rispluzione di V. Retali (Milano).
L'equazicne delln retta

1 x i
] acus"s bsen"g | =1,
1 a'cos®3z U sen'o |
penendo per brevili
h— b a —n

_EE — i —— —
ab"— u'd - ab’— u'b

puh seriversi
(Ax) cos™ ¢ + (By) sen—"9p = 1:
il sue inviluppo & dungno (V. Savyos -Fieprer, H. Flearn Kurren, paz. 58),

B 2
(Ae)*1? & ”}:”24_'—:. =

che vappresentn ung enrva frinngolare simmetriea learva @i Tami, spivale sion-
soille, ortogenide) trascendente o wlzebrica secondochi n & o no irenzinnale. Se s
e razionale se ne pud trovare 'ordine o ln vlasse valewilos) di un teorema skabi-

”T.ﬂ dn H.!.LI_"]]EJI [.-"b-fmh" sy les ‘Hl'HH.f.i .'-.'f.u_qﬁf.irr.l; e, 1. Tﬁ,‘ per IE CUurye .l"l"‘ = 208 I.Ej.
i

2 paservando che nel caso albuale b= — ;—;_——. Il terrema di Halpben pud enun-
5 ll ~
cinrsi nel modo seguente: se & & positive ed exnale alla Trazione ivvidncibile %

Povdine della enrva & 2gs o In sua classe g lg 4+ #l; se & & negativo ed eguale

alla Trazione hvidoeibile — i, 'ordine delln curva & ga; In sua clnsse & g (g — 8)
. |

oppure 2y (s — g}, sscondocha & g =a. Cii premesso delibone dislinguersi sei vasi:

23 :
L —_— r 1 - = p—— — . .
1.:.1!‘:!”-—--|——ﬁ E-LI.El’ilﬂymhq__dlrlg_g_l.gﬁ'

I'ordine & 23 {« 4+ 23),
In elnsze & daj,
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2 == —F— e ® puri: posto a =22, g=§, §=f 4 %,

'ordine o ;i lB —|- u'lﬂ % EI + 2&)-
la ¢lasse, 232" = =§.

80, 99 = ; , & & dispari e < 23: g=28, s =523 — %:
"ordine & 27 (2F — =z),
la classe, 2x].

4, n-———-;—, a disparn & >23; g =2§, s=a— 2%,
I'ordine & 43 (= — 2§),
In closse, 2z23.

5°. =_-:_- e=2x <<M: g=F s=f~ a;
I'ordine & %[Eﬁ—ﬂ].
la classe, § 28B.

B, u=-—%. a=22">20: g=35, p=oa —;

I'ordine & 23 (2" — ) =5 (= — 28),
la clagse, &'f =1 =f.

Dalln guistiona 788 oltre le dus pubblicats. pervenne, quindo il fascicolo IV era gih nllastito,
anehe una risolszione annlitien del prof. 8, Mula del K. Liceo di Campobazso

QUISTIONI PROPOSTE

749. Dimostrare ¢che le uniche fanzioni continue di una variabile
indipendente z, tali che operando in esse la sostituzione

x = au -+ bo,
con & e b costanti assegnate, ed » e v nuove variabili, risulfi iden-

ticamente
f (o ~-be) = af (w) 4 0f (@),

sono quelle della forma .
s [lz)=ma,
so la somma dei coefficienti @ e b & differente dall'onita. E sono
invece quelle della forma
f(x)= mz +n,
gquando la defta somma sia nguale all’'uniléd (intendendo che m e #
rappresentino, in ogm caso, delle costanti arbitrarie).
M. Carxa.
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750, Supposto = < g—, trovare il valore massimo della funzione:

¥ = senZx — }' sen® 2r — 4k cos’r. . Prscr

751. Considerinmo due parabole A® ¢ B* nd assi orlogomali ed
aventi lo stesso fuoco, e sieno A & B i loro punti di contatto colla
tangente comune w ; dimostrare che -

1. Le due tangenti che possono eondursi alle due parabele da
un punto arbitrario di m sono perpendicolari fra loro.

2% 1 diametri di A* e B? passanti respettivamente per A e B
sono le direttrici di B o A%

3% Le fangenti condotte alle due parabole da un punfo qualunque
delle loro direttrici formane nn faseio armonico.

4°. Ognuna delle due parabole & ii luoze dei Fuochi delle para-
bole clie hanno m per tangente al vertice e loceano 'altra.

5'. Le parabole A® ¢ B® sono ognuna inviluppo delle parabole che
hanno m per tangente al vertice e i loro fuochi sull'altra,

V. RETALL

- —
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Q. Frarring, Elementi di caleolp tetterale (edit. G, B. Paravia e C., 1908.
L. 1.25),

Ottimi sobio tuili gli aspetli sono questi Elementi, recentemente pubblicati
dall'esimio prof. Fyattini. Vi si Scorge ovviamente | ipsegupn te proveito e geniale.
Non piit i rancidi ed arid) svelgimenti ai qnali eravamo troppo spesso ubitunti... o
she lroppo Farnmente, o broppo a slento, ¥ nostri wlungi i abitvavany & com-
prendeve ! Qui non si considers pru il caleolo letterale come ny suove campo di
stodl, Fantastico, puramente formale; esso invece viene iu verto (ual modo fnso
coll'aritmelica ovilnaria, delln qunle & effeltivamente non vatnrile generalizzazione
(vosi che, s non vi fossero zli serupoli elimologiel, 'unn polrebbe elilamarsi aritie-
ticer tamerien, 'albva aeitmetion letterale),

Di ealcolo lelterale s scecupano pexd i osoli tre primi Capituli, nei quali sono
asposte I forma aﬂmplif_fﬂ 8 l:]_li,nrn_ con applicazioni ed l‘EEII'I}'Ii ndnbbisgimi, Is vavie
regole numerico-letternli. Bl altri due Capitoli sone dedicati ad argoments di wl-
gebra vera e propria; I'A. tratta in #88l, Lon pari perspicuith, In visoluzione dei
tipi piiz sempliei di equazioni singole & di sistemi di equazioni. Alla fine dal yo-
lumetto sono raveolld 64 interessanti esercizi; in gima ai quali, sintesi felica del
sano indirizzo pedagogico a cui o'% ispivato I'A., ¢'¥ la seguante citazione che glova
gui riprodurre ;

Gine mio, "ingegno amano

pariorl cose stupende,

quaudo 'womo ebbe tra mano

meno libri e piin faceende. — ( Finsti),

Paovp Carraseoe,

e
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1l giorno 8 aprile in nna sala della R. Aceademia dei Lince,
entilmente concessa, solto la presidenza del prof. Lazzeri, ebbe
vogo I'minunzisla adunanza degl aderenti alla nuvova societa, che
st trovavano presenti al IV congresso interuazionale di matematica.
Intervennero 1 professort dmodeo, Arzela, Buaroni, Berzoluri, Biusi,
Donolu, Borio, Burtolotii, Brusotti, Bustelli, Conti, Crepas, De Amivia,
Frattini, Gellueet, Gigli, Gremigni, Lazzeri, Magnuni Teresa, Mairco-
longo. Michel, Pascal, Perno. Pittavelli, Rubiu Luisa, Vivanti ed altri;
i professovi Enrviques, Fazzari, Severi e V'ailali avevano aderito, non
polendo assistere all’adunanza perché impegnati altrove.

In una prossima circolare sard reso dettaglintamente conto dello
geambip d'idee avvenuto in detta adunanza, per predisporre il Con-
gresso di Firenze. Per oggi ei limitiamo ad accennare le cose pii
notevoli di detta adunanza.

I proff, Lazzeri e Conti espresserp la loro compiacenza nel ve-
dere presente all'adunauza il prof. De Amicis, ex Presidente della
Societa Mathesis, fraendone motivo per sperare che di fronle al
fatto compiuto della formazione della nuova Societd e dell’ inscri-
zione ad essa di un numero gia considerevole di euliori della mate-
matica, appartenenti a tutti i gradi dell’insegnamento, i pochissimi
rimasti fedeli alla vecelhia Mathesis e non ancora aderenti alla nuova
Societh, non tarderanno a mandare essi pure la loro adesione e a
deliberare, senz'altro, lo scioglimento delln Mathesig; cosi la nuova
Societh polrd assumere come proprio sottotitolo i1l nome di Ma-
thesis, che lanto bene riassume gli scopi scientifici-didattici, coi
quali la nnova Societa sorge e per 1 'quali questa nuova Societd

ub considerarsi eome una vera e propria continnazione della Ma-
hesis clie, vinvigorita da nuove forze, e allargato 1l proprio campo
d'azione. polra riuscire ancor piu efficace che nel passato,

Il prof. De Amicis, dopo aver ricambiato con cordiall parole il
saluto rivoltogli, dichiaro che, se ne fosse staio informato in tempo,
avrebbe egli pure sotloscritto la nota Circolare inviata da Livorno il
1° febbraio 1908, pertanto egli per suo conto aderi senz'albro alla
nuova Societa angnrando che. ove 1'Associazione Mathesis rissca a
ricomporsi un Comitato Direttive, questo precipuamente studi il modo
migliore per accordarsi col Comitate promotore della nnova Societa,

[nfine, sn proposita del pypof. Lazzeri, si convenne, salvo, per la
decisioni definitive, il pareré di tutti gli altri membri del Comitato
promotfore non presentl a tale riunione, di dar mandato:

al profl. Exriques, Anopgo e Contr per lo stodio dello Statuto
della costifuenda Socioth;

al proff. BerzorLari, Bonoia e Veneront per lo studio delle pro-
poste della Commissions Reale per I'insegnamento della matematica
nelle scoole medie riformate

ai proff. Pirraronir e Cerro per lo studio del Tema: sulla pre-
parazione degli insegnanti di mngﬁmﬂtiua delle Scnole Medie.

L e T

_— e mm m——
- v

h




