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(la quale in z=—::— assume uno qualunque degh infiniti wvalori 0,
+ %, + 2w,...) prendendo precisamente

"~ log 2sen— =0

2_.5-_ 08 & 5en B ="

e si indica con K la corvatura costante dello spazio, (') st ba [(R)]

sk

1 5
2K

PI

log 2 sen zdz. (1)

Se il piano complesso [z] viene tagliato lungo V'asse reale eccet-
tuando 1l tratto finito fra 2—=0 e z—=, la funzione zl—ilngﬂsenz
diviene monodroma, ed io ho dimostraio {(E)] che in tale 1potesi, se
con ¢ si indica + 1 seconduché z cade nel semipiano complesso posi-

tive o nel negalivo, sussiste il seguente sviluppo in serie:

- j - g .;.:f-" o £Hn:l':n "
Pg = mg l(z — E) 12 JEJI Hﬂ } . ( .) (2)

(£) Tn eonestto elementare dellzs eurvatursn risnlka dalls Aspunenki sonviderazioui s Tna linea
piang L tuiia s distanza finita, sciolls, chinsa ¢ bilaiera divide il piano in due regiom, una ed una
acla delle quali (I'internn) ha Ju propriets che ozni retta ehe passa per uno dsl suei puntl atbra-
verss L doe o pini volte. Ad una retta mobile che inviluppi L ai dia per direzione positive gualla
del verso in eui esan deserive L e si chiami ampiszza asagolors di L la somma algehriea delle am-
piezze degli angoli deseritti suesessivamente dalja direzione positiva dell’ inviloppanie prenden-
dole positive n negative sscondoche gli angoli stessi sono descritéi precedende varso |'interno o

T lo pintto
veran l'esierno i L e inlendendo che I'unitd di misura dells ampiezze angolari sia = angole piatio

s 3

3 |
Allora si dimostra [(R)] ehe I'nmpicsa angolare 4§ L & ssmpre pudilivae & che ioolire, detia o tale 5

.

ampiezza, 51 b o = 27 sseondochie vale la geowettia eiliktien, Ia parabalica o I'iparbolica. Di pit

2 prova oho 'aren A racchiusa da L nell'lpobesi nion enclidea & proporzionale a & — g sicchy j
se K O un numero fisso reale positive, nulle o negativo secondoehd vals ln geometria elliftiea,
2r — a

parnbeliea o iperiolics & del resto arbifrario, si potrh prenders A — . Tala K dicaqi la

K
eareatura delle spazio; se poi la guantith 2% — o s echiama Pampiezon estensiva di A, 87 polra dire
vhe: la curparura d Pampivezy extanvion Aellaren piana che §i 2 preva per unitd di misuwra. Nell'ipo-
toal ollibtion sia g = quot (K, 2.4), r=resl (K. 25 - allors sarh- Umita di arem — g volie 1"infero
pinno 4 parte propris ¢ nulla dell' intero pinto di nmplezzs estensiva »; infalt [(R)] : 20 = ampiezza
estensiva dell'intere piano. gunande il pixne &, come davs supporst (vedl G. Faxo, Lesiond di geo-
miefria non suclidea. pag. 203, Roma, 1898, Lilvzraiia of L. Uippitetll, Vi Croce Hianes, n, 14), una
sopariicie mmilatara.

Fisaata a piacere l'onith di nren (ciod K) restano detarminate pui Yunithk di lunghezza e & volome
dalln eondizione che nn quadrate e un coube inlinitesimo siano misurati dalla seronda e dalla terza
potonza del Into rispeitivamente. Se L, A, V sono le misure di uns junghezza, di un'area ¢ di un

volume [rispettivamenie) e si pone ‘1, = LI{*. ‘A =AK, "T= VE! » 18 'L, "A, "V (ehe bho ehiamate |

in (R) ampiezza sstensiva 4l L, A, ¥) sono quantita immaginarie o reali di segno dsterminato eoms

Ei, K., Eli rispattivamente, Indipendenti da X, note le gnali ¢ datn K, i ha L=--—[;-, A =%r
K

. F——

v : 1 .
V=——no. La quaniitd mod, —— gi dice i raggio di ewrvalura dello spagio.
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Per distinguere in (2) la parte reale dall’immaginaria si ponga
z=w-}eiy essendo 2 ed y reali ed inoltre ¥ = 0; allora facendo:

Rq,y 1 {(:E—- E)E — - - En . ad ﬂt:i 2ny } '

- 2 2 n .
1 = ¢ sen 2nx (3)
Iz.:.-=1‘{?{(93’_“)“‘*;'n o }:
dalla {2) risulta:
1 ;
P,= E% leRey 1+ 11 5). (4)
SBTE:=m—Ei'y, si avra da (4):
2z

PE_PT-_" E:% Ri.rr (5)

e quindi nel easo ellittico (K > ) sara
P; — P7 = quantita reale. ~ (6)

Inoltre io ho dimostrato in (E) che, se

i<z,

s1 ha identicamente

¢ allora la (4) prende la forma data da Lobatschewski (per K =— 1)

1 £
P, 3 UG e ) (7)

= ... 4 =
41 K% ? B

Infine sone da registrare le seguenti proprieta della funzione P,:

Pz+mrr=P= ;l : {f{;ﬁ (3 :) I miﬁ } {m‘ il]t.EI'ﬂ) [(E)]J (8)

K3l 2
® 1 1 A .
(1) E note ehe = 1 +E +E -+ - “+ «ve (UBBARO, dnglisd algebrica, pae. 481); da quesla
=+ | 1 1
— —_— .—l—- — — "
gl olkiene T E[E‘ i ¥ & + ...J Ia ganle sotiratta dalla precedents di .
B 1 1 n 1 1
1B ;T @ g e

In (E) ho seritia In (2) laseinndo al posto di % quest'ullima serie che prima #i presenta us)
caleolo,
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N __ ENZ ' ' '
:P 3 + P—l EE _g_ {m: {EJ]I [QJ
Po=—Pr. [(V))] (10)
Pﬂi_f: = Pi'. 3z [{FJ]r {11}
Pu2(P.=Px_} [(V), (R) (12)
Po= 1), Pe=0 P.=0 [(V), (R)], (13)

sulle quali & da notare che quando z & reale il segio ¢ che COmpare
m (8) e (9) rimane arbitrario.

Osservazione. — Le formule (3) ... (18) permettono non salo di
effelbuare il ealcolo numerico di una favola dei valori reali & com-
plessi di P, ma di restringerne I'estensione alla semistriscia del piano

complesso [z] compresa fra le rette 2—0 od == '—; per la quale g =0,

Clausen nel @&, di Crelle del 18382 diede una favola (da me ripredotta
in (R) a pag, 44) dei valori di P: (per K=—1) con tre decimalj peil
valori reali di z fia 0° e 90° di cinque in cinque gradi. [o spero di esten-
dere presto questa tavola anche valori complessi di z a mezzo delle |
formule precedenti, che ho preparate appunto con guesto intento. ()
Volume del tetraedro asintolico in funzione dei diedri. — SIano «,
By 7 t diedri del triedro asintotico nel teiraedro asintotico di volume T
e siano &, f, v i diedri ad essi rispettivamente opposti, Avremo
intanto &4~y =m; posto pol '

ey =a+f v —x, 2as=o'~ B4y —m, des=of+7—=n (14)

L=Pa+Ps+ Py, In=—Py—Pu, +PpoiP. . (15)
Ll____-_P'-’:_{—P“’—En '_Pﬁ—'::_I_P?"—‘i ’ L-'ﬂ‘:_Pf-s +Pﬁ'—i: +Pﬂ"—': _P‘."—-l"!

risulta [(V) ed (R)]:

T= Lo+ Ly~ Lo L. (16)

. Ponende a zero una, due o tute tre-le ¢ Ia (16) da corrsponden-
temente il volume del tetraedro due, tre, quattro volte asintotico.
Se il tefraedro asintolice & anche normale di diedri laterali o, o, o

medio ;‘ — la (16) & mezzo della (12) prende la forma
T=—,}_{P,-+¢—.Pn:_a+ P ), (17)
— =
che rappresenta (come ho mostrito in (V)) I'integrale:
Pt [®pg (o +a) dep (18)
4 K'a'. sen [:p —— D:J

w'

{*) In questi ealeoli mi sarshbe uiilissimp un ecompagno eol quale aeeordarm] per hen pre-
parvarli, eseguirli e riscontrarli Quzl volenteross ¢he fosse a aid disposto mi scriva al seguents
indirizzo: Prof Gruserps Syorza — R Istituto Teenico — Reggic Emilia,
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dato da Lobatschewski (per K =—1). Quando = il tetraedro dis
venta l'elementare di diedro luterale o : ed effettivamente Ja (17) per
t12) si converte nella T—P, 1 da notare infine che le (16) e (17)
sono valide anche se tutti o parte dei vertici del tetraedro corri-
spondente sono immaginari, (% ' |
Osservazione. — Siccome qualunque poliedro & up ageregato di
tetraedri positivi o negativi avent; un vertice in vn medesimo polo
arbitrario (reale o complesso), cosi o |
la (I6) in particolare permette senza
nuove integrazioni di caleolave il vo-
lume di qualunque poliedro in fun-
zione dei diedri collocando il polo
predetto sull’assoluto, Ma anche nel
caso semplicissimo del tetraedro {]
caleolo formale cosi condotto da in
generale risultati complicati o dissim- Y
metrici; tuttavia nel caso che il te-
traedro sia normale, deviando al-
quanto dalle indicazioni lasciate in
proposito da Lobatschewski, si pud
trovare un risultato pienamente sod-
distacente per semplicita e simmetria.
Oggetio appunio di gquesta Nota 2 di
dare la formula pel volume del telraedro
normale in funzione dei diedsyi {(§ 29;
tale formula & poi fondamentale nel
ealcolo dei volumi poliedrici non en-
clidei quando si voglia applicare il ¢
metodo di Lobatseliewski, che consiste nel comsiderare ogni piramide
n-latera come un aggregato dei 2p tetraedri normali positivi, nulli
0 negativi determinati dalla perpendicolare calata dal vertice sulla
bass e dalle perpendicolari calate dal piede di quella sni lati della base,
Qualehe formule tetraedromeirica. — Se i vertiei del tetraedro ge-
nerale sono nomerati 0, 1, 2, d, 8i indichi con s (= $in) lo spigolo
che unisce i vertici A, J 8 eon oy (=g il diedro Opposto ad s,
pongasi poi -

1 (se hA=17) ,
e L L P

e Inoltre si faceiy

_ i v
Vv ...?.., Vhj Iy

(") Sebbens Lobatachewski tonozcesss 1] tetrasdro slementare e ls formule (1) & (2) eho ne
dinno il volume, fgh non eonomceva ni Ia (16} nd& 1a (17), che erado non siano state date da
albri prima di me.
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allora sard [(V) ed (R)]

Vhy
COS "Sp; = 19)

ove sia sy ==, YK e dove il radicale (che & sempre reale) sia preso
positivo. Inoltre si La:

[ iperbolico,
v% (0 rispettivamente nel caso parabolico, (20)
l ellitbico.

Formula di Kichinond-Dannmayer. — Se K =0, il volume V di un
tetraedro non asintotico variabile pub essere considerato come fun-
zione dei diedii; allora poi il differenziale totale dV & dako da:

adY= élﬁ {Eﬂdom +313rfﬂm+ S10lGos +3mdﬁﬂ+3oadﬂu+3uadﬂu} 1 [(v]! (R]]-[l) {21]

II. — Tetraedro normale.

Passo ora a dimostrare Ja formula fondamentale finora inedita che
esprime (certamente nel modo pint semplice) il volume del tetraedro
normale in fanzione dei diedri (v. piu avanii formula (29)).

Numerando 0, 1, 2, 3 i vertici (ved1 figura a pag. 149) A, B, C, D del
nosiro tetraedro normale, coi diedri laterali @, b in AD, BC rispet-
tivamente e il diedro medio ¢'in AB sary:

T
u'ﬁ]: =ﬂ'ﬂ:|=U13.=_2_1 ﬂu:ﬂ’ Gﬂﬂ=b; Uﬂ=ﬂr [ﬂ]

Lexma 1. — 8i ha nell’ ipotesi (22):

sen® g sen®* b < - S
cose =1  secondoche K = 0. (23)
Infabii risnlta
1 ( 0 —co8 b
1 0 1 —ecosa 0O . . , ]
V= 0° —sosa 1 —cose|— —C0s°c+ sen®a sen’d, (24) |
— 08 5 0 — o8¢ 1

la quale per la (20) di la (23).

(') Lr (21) fu pubblicats come mia in (V) perchd nllora non wsepevo che ara stala trovats nn
gnatbro aunl prima dal HEishmond pel easo sllittico o aduttatn pece apprasso dal Dannmayer anche
al oaso iperbolieo, La {21) si pab eon oppertani artifizi otilizzare anche pol telrmedro asintotico
(pel qnale eade in difetts) ; anzl da essn ho rieavato in IR} por integrazione la {18). Perd iv co-
noasevo la (18) da ban cingoe anni avendols dnpprima ricavaka per via gromeiries ; non ho mal
‘pubblienta 1a dimostrazione geomsetrien di (15) perohd troppo lungn. Una formula simile alia (21)
sussiite pai poliedri, come ho enuneiato in (V) ¢ dimostrate in (R).
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LEnmma 2° — Se K=< 0 s hsa r:f:,';.

Si projetti dal punto A il triangolo BCD supra nng sfera di centro A
(vedi figura a pag. 149); il triangolo sferico risullante LMN sara ref-
tangolo in M e inoltre avra LN < quadrante, perché, essendo BAD
un angolo obliquo del friangolo rettilineo rettangolo BAD, nell'ipotesi

non ellittica deve essere BAD < ;L— Ne segue che gli angoli L, N,

cioé ¢ ed a, sono della stessa specie; ora nel trinngolo rettilineo ret-

tangolo BDC Pangolo BDC, ciob @, & acuto, dungue ¢ & acato.
Liemaa 3% — Si pud determinare I'argomento p reale o complesso

in modo che sia:

861 (Z Senh
SEN [.I. == COB O ' (25)

ed 1nolbre

quando K<Z0. . . . . . =sia Dﬁipfig,

quando K=0. . , . . . | =g

c{g ¢+« « 5 p=g—ctv (con v>0ed e==+1),((26)

gquando K>0 c—v—-;—:{iah. buworm.) | p=ao,

[
oA

2

123

v g R=

ziv(conv>0ede==1).

DimosrrazioNe. — Per K =0 Iz cosa risulia subito dai due primi

lemmi. Sia poi K> 0: allora se ¢ {; il secondo membro di (25) &

L] L] - L] L i - ﬂ M i
posifivo @ maggiore di 1 (lemma 1%, sicehé ponendo p=—-5 — eiv si

ha senp=cos8civ=>1, onde si pud prendere y>0 ed z==+1 & piacere; se

* T . - § s . .
invece ¢= 5 il secondo membro di (25) diviene infinito, onde =c0;

- ‘E - w - - -
se miine ¢ > < il secondo membro di (25) & negativo e in valore
i

assoluto maggiore di 1 (lemma 1°), onde si pud prendere = ; gty

eon v>0 ed e=+ 1 a piacere.

Lemma 4°. — Nell'ipotesi K<<0 p & I'angolo di parallelismo rela-
tivo alla distanza g3 = CD,

Infalts se p & un tale angolo deve aversi come si sa (e come del
resto si ricava subito colla regola di Napier dal triangolo rettangolo
asintotico FCD della figara a pag. 149 ove T si suppone all'infinito)

sen | — :
iy COS "Sgs
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Ora da (24) risulta

1 0 —gos b

Va=—1|0 1 0 = C08 ¢,
0 —eosa — cosec

1 0 —cosd
Ve = 0 1 0 =sen'd,  Vu=senq:
—ecosdh 0 1
mentre per le (21) si ha
: Vs eos ¢

COS "8z5

V‘Fﬂ Vas SEeNn @ sen o ;

la quale cnmhmﬂta colla (27) da appunto la (25); e siccome da (26)

risulta p.-c: 3 » cosi 1l & dato da (25) e (26) & lo stesso di quello gni

considerato.
T

OssErRvazione. — Se il tetrredro normale & asintolico si ha p— 5 —a

'™ < 5 ’
OvVvero 0= o b; epperd per la (23) p coineide com'd ovvero con a.

Noi divemo p Zangolo di asintoticits del tetyaedro normale, anche
nel easo K = 0.

A

Forworna FONDAMENTALE. — Se con V (ﬂfj s1 indiea 1l volume del

tetraedro normele di diedri lateralj a, b e medio ¢ e con p I'angolo di
asintoticitda, ponendo: '

# ]. T # it ’ 1" i 1 P f
=g (F—r) o=F - r=5b y=Litrta o
per K—=0¢ ﬂ—-=—1£ 81 AVId:

a b 1 1
v(ﬂ') _E_{PP“F_“ P+#"}—"_‘{Pp—n—p’—*P ! | —

— ? (Pt — Py ) ‘2— (Py—c—pw—Pp_ciw}, {(29)
ove nel caso K > 0 s pud sempre scegliere il segno ¢ della parte
Immaginaria di p in modo che v (ﬂf}] riesca positivo; invece per
c-——-—g— (e quindi K > 0), ciod nel caso del tetrasdro binormale, si avra:

v (”;Eb) = “E’E . (30)
5/ oK?

Naturalmente per K =10 la funzione V (a;b) ¢ indeterminata.
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DmosTrRazZIONE. - 1° Caso (K <U). — Biano E e F i punti all'in-
finito di DA, AD nel tetraedro normale ABCD (vedi figura a pag. 149)
di cui sopra. Allora risulta manifesto che

DABC= EDBC — BARC, (31)
DABC=FABC — FDR(. (32)
Ma si ba pure chiaramente
EDBC = FDRC,

onde da (31) ¢ (32) per semisomma otteniamo
DABC = 3 (FABC— EABC). (1) (33)

Dalla figura risulta poi
DCF = DCE = (34)

Per procedere al caleolo dei volumi FABC, EABC in base alla (16)
riteniamo la stessa notazione usata in {16) e soltanto distingniamo

con un fraifino sovrapposte alle lettere gh elementi di EABC.
Porremo dunque per FABC:

« in AF, 8 in BF, v in CF, ¢ in BC, g in AC, ¥ in AB:
e per EABC:
o in AE, B in BE, ¥ in CE, & in BC, B in AC, ¥ in AB,

Allora avremo chiaramente per le (22) e (84):

" (] p . T "
o=, BH—Z &, '(=§,m=p—{—6.-ﬁ=—2—, T ==k _
£ A = 6 =5 7__T = (95)
m:ﬂ’ B 2 ﬂ’ T:_—.Z—’ﬂ'_:p—&’ﬁ=§-1 T'—"T'I: .

Da quesie abbiamo intanto:

a=a B=B, 7
onde per la (15) Ly=T,, ciod:
Ln_i.u.:{}. (36]

I
=

() Lobatschowski ha consideratn DAB® come dato dalla (31} nelln quale BDBC & come ai
veds asiniotieo normale, mantre EABC & asintotics non normaule. Egll poi eonsidarava EABC come
o aggregetc di tre letrzedri nsintotiei mormali ldne posikivi e nio negative) ottenuii ealands
da. ¥ la perpandicolare sl pirno ABC (la quale cade syl prolungamento di CA) e dal piede di
guesta In parpendiesiare sul prolungamenta di RA: & in tal modo riduceva DABC & un aggregsto
di qustiro felraedri asintotici normali, dos positivi e due negalivi, caleolabili & merzo di integrali
della forma (18) (efr. Laesmann, Nichtenlidische Geometrie, 1905, pag, 158), 8i potrabbe rendere pratijes-
menie attuabile il metodo di Lobatechewaki sostituendo Fintegrale (18) eol suo s¥ilappo (17) o
megho caleoiando dirsitamente EABC a méezzo della (18); ma in opnl cass s giongerebbe ad
un'eapressione maneante della debita simmeiria in a & b, Parlende invece dulla (38) 8i gionga a
mezzo della (18) alla (29) che & simmettieca in s & b,
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Di pit da (35) abbiamo per Je (14):

1 7
E;.:E(!!—l—ﬂ) 4 % 2(5__‘:]"'_4
1 3 1 o

f—e=—glat+ad+7, ¥ —a=—z0—a+],

= 1 T — T

a=g5{e—c) ;c—t- % El_" [fH-ﬂ) 1
_— 1 T - - I 3
B — & 0 (ﬂ'_ﬂj _I_I: T &= 2 c) - 41.:

e queste e1 danno

Q=a—&, e—a=a, p—a=y—a, Y —e=—08

dalle quali si trae:
L1= s le i Pu—-;l + Pﬁ"a—al "I_ P y'—, —

=P PP o+ P =0,

cios

Da (35) si ha ancora:

En“——%[p-FbJ, o En——%(}f-—F-E').

, x 1 T 1
p—es 5 E(P'i-b): T—Es=§‘—§m+£’}r

- -
E:=“2_{[J.—b], :‘Ir—‘Ea:E{P'—E}),

_ = (1" 1 = == 1
F—e gl —8) Y—a=5—5(@p—i),

2
E3— & — Eg, 5y Eg—7 €a,
i E'='n‘r_53l ﬁ’ EE_'T‘__E_E:-
percio
L5=—_Pf= T_Pﬂ—Ea'_._Pﬂ"‘—fn_P}'—"a'_ﬂl
—_— [___Pﬂ_"—:__P;&T E_:_ ?—?= ;
e quindi anche
LH_]JB=U

Daltronde la (33) per la (16) si serive:

(37)

(38)

y b
V(u ) 5 o — La}'_[‘g _"LI]_]_D fLE_L’1+2{Lﬂ LE}’

C

dungue per le (36), (37), (38) rimarra

V(%) =gt

(39)
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Ora da (35), tenendo conto delle posizioni (28), si ottiena:

ga=p — b i, X —er=—Tm (p' + w),
f—ea=p —e¢ ! L4 Y —ga=17p ﬂ'—[—p',
B=p—0—p, d—a=p—a—p

P—ea=p—0+p, {—a=n—(p—yp);

le quali ¢i danno
Liy=—Py_y_pw1|P. ~tp"+uy— Pp ot o - Powrp e,
I_aa =P P~t—p - Pp’*-ﬂ"hu' a— P 1~ Pﬂ—i}p’—-.u’] .
E poiché da (10) risulta
P a—(p4a) = — Ppyw, P (p'—p) =~ P P y
cosi resteria

Lﬂ — Pp—"—]—— A P‘p"—ﬂ."+ e Pp"—'h’—g.t’ i P]J"—-E—Fﬂ" ’

IEI _— — Pp’—-_u' e Pp.r,_ﬂr_iur — Pp'—-‘h"—[—-_ﬂ" = PI‘""“"P’ .

colle quali 1a (89) assume appunto la forma (29).

2’ Caso (E}O,c?:%). Comincerd dal dimostrare che per una

. . - T : :
convenienie scelta del segno ¢ in p (——- + 5 — Ew) nell” ipotesi (29)

A} (ﬂ; )riesua posilive, quando si esclnda che V (ﬂf) sia nullo,

Sia ﬂ‘:g‘; allora p E iy © quinﬁi‘p’-—*i——-} - gi ; == Ei—;—;
pereid, detlo z uno qualungue degli argomenti :
p.' T p';: pr ur EJ.J.. p.‘ o ﬁr — I.lr, p" Ly - P‘r’ (‘40)

e z 1l sno complesso coniugato, sara poi 2 rispettivamente il 1% 28
3, 4" degli argomenti

p -+ I-"Jr p—a + Iy 2 b II B, ' —¢ ' 1. ["-jfl)

2
ftt, b
o)

A : C
Allora YV (ﬂﬂ ) 6 un aggregato di espressioni della forma —_!:i
r ]
B P;}, ciod di espressioni che per In (6) sono reali, dungue V

e reale. Cangiando poi & in —e le 2 si seambiano colle z, epperd V

\ € -
r’w,b)
\ €

2 . ; . a,b
cangla segno ; dunque si pud sempre scegliere & 1 modo eha?( x

riesca positivo.
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(11 ™

d A ,
2—-Ewequmd1p=ji—.

E——
—

ro| <

g1

Sia poi ¢> - allora p —

A

—z, - gt ; ; sicchd la differenza fra la parte reale di uno qualungque

degli argomenti (41) e quella del corrispondente in (40) & =, vale a

dire V (a; e un aggregato di termini della forma =+ %{PI— P +n}

Ora il segno della parte immaginaria di z @ s, dungue da (B) facen-
dovi m=1 e eangiandovi z in z si ha

e
. Ty Iz:ﬁ'
da cul
Iop _p 3.1 P —P _ ez
2\ 2 1+n_2{z E} ﬁ%r

sicehé da (29) risulta per la (5)
b :
Y (ﬂ; ) = quantita reale —

ET 1T ] , 1 1
4o e S e fpoaged)-

en(a'—--b'—e)
4KE

W

—I-(P' e E -z 5 )} = quanfita reale

— quant. reale.

= ® - - E b - -
e s1 cangia £ in —e¢ anche qui V ( ; )ﬂangla segno, dungue si
5 . i a,0) . i
puo sempre scegliere & in modo che V . | riesea positivo,

Ritenuto ora che V ﬂ:_b) abbia il significato di volume del tetraedro

normale di diedri laterali a,b e di diedro medio ¢, possiamo dimostrare

che avrd luogo l'uguaglianza (29) anche nel caso (E >0,c= %)Ed

invero i due membri della (29) seno funzioni analitiche dellaa, b, e
definite nell’ipotesi (22) dalla equazione differenziale (21) di Richmond-
Dannmayer ; dunque, poichd la loro ugnaglianza sussiste per K < 0,
questa dovra sussistere anche per quei valori di K e a, b, ¢ che sono
compatibili coll'analiticita dei due membri stessi, epperd in particolare

anche nel easo (E}O, e= %)

— ki mE

3" Caso (K}U, o= ;) , ciog tetraadro binormale. — In tal caso

Fer

131(29) cade in difetto perchs p diviene o (lemma 8. Intanto se
noi fa?niamﬂ variare soltanto i due diedri laterali (ciod se durante
la variazione il tetraedro si mantiene binormale), la (21) ¢i dara:

i
dV =ﬁ [ Suafzﬂ—l—ﬂudb}.
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Ma poiche in nn tetraedro binormale gli spigoli laterali sono re-
ciproci-assoluti (§ 1°) si conclude che le ampiezze degli spigoli late-
rall sono uguali a quelle dei diedri opposti, ciod

‘Sos — b " ‘Big— 01 3
dunque:
1 1
dV = {bda - adb } = @ (ab) ;
vk 2K 2

e integrando, coll'osservare che V deve annullarsi insieme ad a e b,
si olfiene conformemente a (30) (efr. (R));

a, b ab
()

T ) .
OsservazIiONE. — Quando e= 5 — @ 1l tetraedro normale diventa

asintotico; e difatti si ha allora p=1"% e la (29) (come si verifica fa-

cilmente) assume la forma (17) in cui si faccia a=a, o = b.
Cororrario. — 1l volume U di una piramide regolare n-latera
nella quale il diedro laferale sia 2¢ e il diedro adiacente alla base

aia._ b & della forma
U= E‘ﬂv(i, -‘5).
7
¢

avendo V (a;b) 1l significato {29).

(G. SFORZA.

ALCUNE OSSERVAZIONI SOPRA UN PROBLEMA
' di LEONARDO PISANO (Fibonacei)

Prendendo le mosse dal segnente problema: * Determinare un
" numero razionale z, talé e¢he 2°—5 e o*-}- 5 visultino due quadrati
“ perfetii ,, il Fibonacei si propone e risolve in generale la questione
di “ determinare tre numeri razfonali z,, @, 2., tali che i loro qua-
“ drati risnlfino in progressione aritmetica .. (?)

Noi qui daremo, con un metodo un po’ piu rapido, la soluzione di
questo problema e stabiliremo alcune nolevoli proprietd dei numeri
Ty, T2, x3 @ della differenza A della progressione suddetta.

(Y) Vedi p. as. Hawksr, Zur Gerchichte der Hathemalik eve., Loipzig, Teubnor, 1874, pag. D46,

- - =
G e ) —— by i LB -
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I

I. La risoluzione del problema proposto equivale alla determina-
zione delle soluzioni razional; della equazione

2

Ty — X" = 23" — 1.3,

B o o= o e

Indicando con A il valore comune dei due membri, alla precedente
equazions si pub sostituire i sistema:

.Tgs - il'-'lz—"': A'
x = _Elﬂzg.&.

(1)

Supponiamo dapprima cle A sia intero e che le soluzioni del si-
slema debbano esse pure essere intere,
La piii generale soluzione razionale della seconda equazione si

ottiene ponendo:
2A — )2 2A 4-7°
Iy == E;l 1 g — 21

dove X & un parametro razionale. (*)

Se si vuole che 2 o 7y risultino inter, siccome A &, per ipotesi,
intero, dovia essere . un namero pari, ed A un pumero divisibile
per A.

Posto A =2a,, sards A = Zehe, € quindi:

Iy = — dq T =— ) I a,. (2.]
Sostituendo nella prima delle (1), si ha:
Ty = Vﬂm — ]/EH:HE -+ ['.'h — @) = VTTI.E I @ (SJ

Perché 23 risulti un numero intero, ¢y ® a; dovranno essere fah
che Ia somma dei lorg quadrati risulti un quadrato perfetlo.
La forma pin generale di talj numeri &, com’s ben noto,

iy = .112 — 132 y Ay == 91115.

ove s Infenda di designare con %; e Xy numer mteri arbitrari.
In virtu delle (2) ¢ (3) abbiamo allora:

Ty — l]ﬂ S— 21] lg — ;l-gﬂ, Ly = hj_E + lﬂ'ﬂj g — lls-i- 21115 B lﬂﬁl (4]
ed essendo A = 2,4, , SAra
A =d2s (la+ 28) (g ~ s, (5)

Queste formole costituiscono Ja soluzione del sistema (1) quale &
data da Leonardo Pisano.

{*) Cfr. mis Nota. ® Boluzioni razionaii dslis equazioni 22 + 2 = A s § 2.~ Periodico di Ma-
Cemaiica, Tasce, 11, 1507,
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2. Rignardo al caleolo dei numeri X1y I3, @z mediante i parame-
Eri Ay, A: importa fare aleune 0SSErvazioni.

Cambinndo Segno A A e Ag conbtemporaneamente 1 numeri Ty, Xy,
Zs, A rimangono inalterati, mentre invece, se si eambin segno sol-
tanto & uno des parametri, 1| numero 2; 8 cambia con ¥z, Tz IIMANE
invariato ed A muta di segno.

Potremo quindi supporre A; @ Je enframbi positivi, e convenendo
che A sia pure positivo, dovremo prendere

A== Xas [6)

Ora si osservi che 2, & per suna matura sempre positive, mentre zy
& positivo m virth dell'ipotesi (6),

Il aumero z, pub essere invece negativo 8 cio aceade, come si ve-
rifica subite, quando by < (I—I—}’E) M. Siccome a noi interessa il valore
assolulo di @y, cosi come valori di 2y, X2, T3 corrvispondenti al numero

A— 411}-.3 (ll —]— ls) h’j e ln]
prenderemo
Ly = ] Ay — JLHE "—'211)‘-2 | J

Tyg== 2;* A2 ; : (7)
Iy = llﬂ—— :'l.gs —[— B}nllﬂ "

& con cid si avrd, in.virth della (6),
|2y | << s < .

Per una determinazione sislematica di terne di numeri Ty, g, X3
soddisfacent] all'equazione 2,7 — 2,2 — 2y — m® potremo usufruive
delle (7) ponendo per A; successivamente i valori 2,8,4,... ed asso-
ciando ad ognuno di essj i valori di ), rispettivamente minori.

Giova perd tener presente, che per non_ ritrovare terne di numeri
equivalenti ad altre gia trovate (nel senso che i nuovi numeri risul-
tino proporzionali ad alte; ottenufl precedentemente) basta atiribuire

~ a1 parametri &, A coppie di valori primi fra lovo non entrambi di-
spari.

Che A;, As debbano essere primi fra loro risulta ovviamente dalle (7),

poichs, se A, A2 hanno come massimo divisore comune it, 1 numeri a,

%g, 23 visultano tutti tre divisibilj per p* e quindi sono proporzionali
. e wy Tq Ly = . . : .
al numeri Wi i e ! che sono interi essi pure e corrispondono ai
oo R e ok
parametri mberi primi fra loro b i
Se A; e X sono primi fra loro e dispari entrambi, z,, 24, 2, ri-
. . . i/ . Xy La Ty
snltano numerit pari, € 1 numeri interi 3 —2— 81 nttengunn, co-

. : : : : A Ay — 2
m'& facile verificare, coi parameti 11?2_ e 2 5 A che sono pure

primi fra loro e di parita diversa.

JIM: :

e
—
B =
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Per seguive e verificare con esempi le successive considerazioni
che andremo facendo, non erediamo inutile ealcolare una serie di so-
luzionmi dell'equazione %" — z," = 2,* — 2! dando per ciascuna il valore
del nnmero A. '

ls Iy Tg g .ﬁ.

1 5 7 24

7 13 17 120=24.5

7 17 29 240 =24 .2.5
17 | 25 5] | 336 =24 2.7

1 29 41 840 =24 5.7
31 4] 49 20=24 2.3.5
23 or | 47 840 =24 .5.7
49 61 1) 1320=24_.5.11
17 03 3 2520=24.8.5.7
28 65 89 I 3696—=24.2.7.11
71 85 97 | 2184 =24.7,13

471 65| 79| 2016=21.2° 3.7
71 T3 ) 103 2580=21.2°.5.11
41 | 89 | 119 6240 =24.2* 5.13
97 | 113 | 127 | 8360 =24.2*.5.7
41| B5 | 113 || 5544 —=24.3.7.11
7 97 | 137) 9360=24.2.8.5.13
127 | 145 | 161 || 4806 =24.2%.3.17
73| 101 | 119 || 8960 =24.83.5.11
81 | 109 [ 151 || 9920 =24.5.7.13
89 | 149 | 191 (| 14280 =24 .5.7.17
| 161 | 181 | 199 || 6840 =24 .3.5.19

ek ot ok
COCOOLOORWWO~ITITIDNC T U o b | 2
S0 =1 00~ 0O DO = TGO b Y e DO U e 1D 80 e DO

3. Chinmeremo numero di Fibonacci ogni nmmero che possa met-
tersi sotto la forma

4212 01 —|“ la] (:’-1 — 1:)

Ove 2; e A sono numeri interi arbitrari distinti, non necessariamente,
come 8'e ammesso finora, di parith diversa o primi fra loro.

Riservandoei di esporre in seguito (Cap. III) uno stndio pilt ae-
curato di tali numeri ci sembra perd epportuno enunciare fin d'ora
una proprieta, che & stata di proposito messa in evidenza nella ta-
bella precedente,

Vogliamo alludere al

TEOREMA. — Ogni numero di Fibonaccei @ multiplo di 24.

Sia A =42 (M + 23) (A — 22). 11 numero % & divibile per 2 per-

ché uno almeno dei tre numeri 4, g, A -1, & pari, quindi A & mul-
tiplo di 8. Se ora diciamo m il M. C.D. di A1, Az & poniamo X, =mhy,
Aa =m)s, possiamo scrivere |

A= 4m*A' W s (11“]“ lii} {1*1 — lﬂl]-
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1 numeri 13, X5 sono primi fra lovo o quindi, o enbrambi dispari o
i parita diversa., Se uno di essi risnlia multiplo di tre, il feorema &
senz altro veriticato: nel caso opposto essi hanno una delle forme
bn—-1, 6n+-2, 6n-1-4, 6n--5, ¢ percid la lore somms oppure la
loro differenza & necessariamente un multiplo di 3.

11 teorema & dunque provato.

4. Togliamo ora la restrizione, finora imposta, che Xy, ¥z, T3, A
debbano essere numeri interi.

Fonderemo le nostre osservazioni sul fatto ovvio che, quando 2,
Z3, Za risultano moltiplicati per uno stesso fattore, 1l numero A ri-
sulta moltiplicato per il quadrato di quel fatbore.

Supponiamo dapprima A intero. .

Se esso d della forma (5), esiste almeno una soluzione intera del
sistema (1), ma possono ancle esistere soluzioni fratte. Precisamente,
se o & un thle numero intero, per cul p"A risulti ancora un numero
della forma (5), da ogni soluzione intera del sistema

B — . e p“A

formata di numeri primi fia loro, si avra una soluzione fratta divi-
dendo i tre numeri trovati per o

St noti che con eid le tre frazioni risultanti ammetteranno eome
minimo comune denominatore il numero 0.

Iis. A=:84ﬂ=2’.3.5.T=4.5.2(5—|—2](5——2).

Questo numero & della forma (9) e preecisamente corrisponde a
=2, 2s=2. Percid dalle (7) si ha

ﬂ?]':l, :1:'5:29, Tg=—=4],

Prendendo p—=2, risulta 4.840—4 8.7T(B+7)(8—17) quindi ap-
plicando le (7) per 3, =8, Ja=1, si ha

=97 ﬂl'g:].]S, X3 — 127,
Dividendo questi numeri per 2, i tre numeri

o7 113 127
2° 2 3

sono tali che 1 lore quadrati risultano in progressione aritmetien con
differenza 840,

Pud accadere che il numem dato A non sia della forma (5), ma
che risulti tale il prodotto p*A, ove o & un numero intero scelto op-
portunemente.

In tal caso, come prima, si determinano tre numer 21, @,y Ly, tali
che o' — 2 =" — 2:° =% o si dividono per p. I numeri che s
obtengono eovrisponderanno al numero dato.

Es, A =35,

-
L
—

= i |
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Questo numero non & della forma richiests, ma moltiplicandolo
per il guadrato di 12, si ha

198, 5—=2¢.3* . 5—4.5.4(5-4)(5—4).

I numeri @, xy, 23 corrispondenti si ottengono dalle (7) ponendo
}51:5, Aa=4 e sono
ﬂ:;=31 " i'ﬂ;=‘j:1. mﬂ.=4g’
e percio 1 fre numen
B4 4
12° 12° 12

sono tallt che 1 lore quadrati risultano in progressione aritmetica con
differenza: 5.

Suppnmamu org A= —- (cun b>1).

Per ogn1 numero p, ta.]a che abp® risulti un numero dﬁllﬂ. forma (B),
si ha nna ferna di numeri @, 2., 2 soddisfacenti alle condiziomi
' — 2 =u" — 2= A. Essi si determinano nel solito modo, ciod
trovando tre numeri interi corrispondentemente al numero abp® e
dividendoli per bp.

Es, I — A—%

Poichd 15.8=4.3.2(8 -} 2} (3 —2), cosi per Ay =3, 2s=2 le (7)
forniscono

.T1=7' ﬂ:g=13, ﬂ."ﬂilT,

e percid 1 tre numeri che soddisfane sono
7 13 17

. g' 8' ® |
II. — .A.——_—-,—?—'

Il numero 3.7 noun & della forma (5), ma il prodotto 2*.3.7 3ud-
disfa invece a questa condizione perchd si ha

2°.3.7=4.4.3(4--3)(4—3).
Quindi, siccome dalle (7), per =4, )e=23, si ha
o=—=17, =25, =31,
¢osl i fre numeri che rigpondono al problema saranno

2 |
28 28' 28
Osservazione. — Dalo un numero razigpale A, ad ogni soluzione {
razionals del sistema

Ao — Xy =Ty — L = A

BT
I
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corrisponde una soluzione razionale del sistema

1
y‘a _ yls — y:’ . yf — E

legata alla precedente dalle formole

Ly Iq I3
W=7ps W=y, W=4-

In altre parole: A due numeri razionali inversi corrisponde lo
stesso numero di terne di numeri z,, =y, xz tall che i loro guadrati
risulkano in progressione aritmetica con differenza uguale a1 due nu-

meri inversi dafi.
_H-l

5. Pub essere interessante saper riconosecere a priori, almeno nei
casl piit semplici, se un dato numero sia o no un numere di TFibo-
naccl corrispondente a una coppia di parametil X5, Xz primi fra loro
non entrambi dispari.

Noi cercheremo di fars queste riconoscimento dalla decomposi-
zione del numerv in fatborr primi.

Poiché il numero deve contenere i fattori primi 2 e 3, cominciamo
¢ol domandarei di trovare tutti 1 numeri di Fibonaecei formati coi soli
fattort primi 2, 3. Dimostreremo che

Il solo numero di Fibonacci che sia formato soltanio coi fattori
primi 2, 3 & 24.

Sia A=2mt23" e propeniamoci di determinare m ed » in modo
che l'equazione

42122 (As —+ Aa) (Ay — Rg) =202 37,

o I'equivalente
MAg (A Ag) (A — Ag) =27 30, (8)

sia soddisfatta per valori interi di A;, Ay primi fra loro non entrambi
dispari.

Poiche il primo membro della (3) dev'essere divisibile solo per i
fattori primi 2 e 3, si vede che 1 soli modi con cui si pud tentare di
soddisfare alla (8) corrspondono alle posizioni:

'm] JL], — 2: }L’ — 81]!
b) 11=2P 34 }-g—_—l .
F') }1.1 =31 lg —

Intanto, essendo Ay - %e @ Ay — As entrambi dispari, il prodotto A;)s
deve eontenere la poftenza 2@, e quindi si ha intanto

n=1m.
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»  Sicecome poi, per la (8), il prodotto (2a - ha) (2 — 29) dev'essere nguale

a 3°7% uno almeno dei.due fattori )y =4 g, A1 — ke dev'essere divisi-
bile per 3, e ¢id non pud aceadere, eom’'® ovvio, se ¢ non & zero,

Ora siccome & p=m >0, la posizione ¢) darebbe A; << % e quindi

risulterebbe A <0, contro 1'ipotesi.
Non restano dungue che le posizioni «) e 4) le quilt formscono

entrambe ; L
}q — 3 lg': 1.

Dalla (8) allora si deduce
(2% 1) (2™ —1)=3",

e guindi

L

m ]___3:.1"
[ﬂ_1=3n"‘

: n—+n"="n, (0’ > n").

Lo

Dalle dne ptrime si ricava
937 8 — g (3~ 1),

e quindi
_ #'=0 n=L1l

Si ha danque
m=1, n=1,

A=2%3,

Il nostro asserto & com cid dimostrato. -
- b. Supponiamo ova che, tenendo fisse le altre condizioni, il nu-
mero A debba risultare dal prodotto di tre potenze di tre fattori
primi distinti, di cui due sono necessariamente il 2 o il 3.

Le discussione di questo caso si polris fave con notevole sempli-
citd quando avremo dimostrato il seguente

0SS

Lemma. — Fra le infinite soluzioni dell’equazione 2 — 3 — 1 sono.

intere e positive sollanto le x=1, y=0 ed x =2, y=1; ¢ delle so-
luzioni dell’eqguazione 3= — 25 =1 sono intere e positive soltanto le x =1,
y=1ed =2, y=3. (")

Supponiame dapprima 2 un numero intero dispari.

La prima delle nostre equazioni si pud scrivere:

| (3—1pF—3=1.
B per valori interi positivi di ¥ si ha quindi
mult. di 3—1=1, "
il ehe & manifestamente assurdo.
~ Ln seconda equazione si pud scrivere:

(A—1F—2=1.

(*) La dimostrazione qoi riportata m'y stata gentilmente suggeriia dal eprissimo amico Pro-
fessore Paolo Caktanso, : -

et e R
[

—

__ugy

o it o TSN R N A



PERIODICO DI MATEMATICA. 165

Per valori interi positivi di y (che si possono supporre senz’altro
maggiorl di 3), si avrebbe
mult. di 4 —1=1,
che é assurda,
Supponmiamo ora x un numero intero positivo parl, che indiche-
remo con 2E. '
L'eguazions 2* —3* =1 si pobra scrivere:

4F — 3 —1,
0 anche
(4—1)(1+44 ... F 4521 45-1)—23v
L4444 ., 452451 =3

Poicha 4® &, qualungue sia m, nguale ad un multiplo di 3 aumen-
tato di 1, il primo membro della precedente uguaglianza sara nzuale
ad un mul[.xplﬂ di1 3 aumenfato di . Perché essa possa sussistere,
£ dovra essere un multiplo di 3. Indicandelo con 3k, alla precedente
ugnaghanza possiamo dare la forma

(1+44- )1+ 4244 o) =3

Ma il fatlore 144 +4° & divisibile per 7, quindi I'uguaglianza &
assurda, :
Considerando ora la seconda equazione, seriviamola sotto la forma:

95 —2r =1
B—=1 17940 .. 0] 95-2) =37,

e, dato che » si pud suppnrre maggiore di 3,
1 f g _i_g,-—ﬂ_{_gg-—l_ s=4

Perché il primo membro sia nn numero pari come il secondo, dev’es-
sere pari il numero degli addendi, ciod £ =2A
Allora si pud scrivere:

(149 (1 + 9+ F .. | 95 =g

e c1d & assurdo, perche il primo membro, contenendo il fattore 1 -4-9
e divisthile per 5, 1] che non accade del secondo.

Le sole soluzioni intere positive delle nostre equazioni sono dun-
que quelle numerabe nel leoremua enunciato,

7. Tornando ora all'ipotesi relaliva alla forma del numero A,
enunciata in principio del p:fneﬂanta paragrafo, porremo

A — 2m+i [)npq {p ::, 3}

e si trabtera di determinare gli esponenti m, n, ¢; e il numero primo p
in modo che Pequazione

Mha (a1 Ag) (A — Ag) = 273"p" (9)

sia soddisfabta da due numeri fnteri A, e g (s > )9) primi fra loro
non enframbi dispari.

od anche
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Dimostreremo che:
I numeri di Fibonacei formati dal prodotio di potenze di tre soli fat-
tori primi distinti sono set, ¢ precisamente

120=2% 3,5, 240=2* 3.5,  836—24.3.7.
720=2.3°.5, 2016=2°.3%.7, 4806—20°5 3% 17.

Tenendo presente che 1 numeri A1, Az, In virtu della (9), devono
contenere 1 soli fattori primi 2, 3, p, che 23~y )y — Xz sono na-
mer1 dispari {perché 2; & e sono di parita diversa) divisibili an-
ch'essi solo per 3 e per p, ¢ che il prodotto (2; - 23) (s — Ag) &
necessariamente maggiore di 1. si viepe alla couclusione che le sole
ipotesi possibili, relative ai valori da darsi a Ar € Ja, per soddisfare
alla (9), sono contenute nelle posizioni seguenti:

a) A= 21“, lﬂ =1];
b) ll — m’ Ae == 3" '
e) Jp=2m A = Py
) =231 ,—1;
e) Ay = 2mpa, Aa=1;
f} l.I. — 3!1, lﬂ — Em'
5’] A == pY, - A= 2™

@) Sostitnendo nelle (9) 2, =2" Xe==1, si ha:
27 -1) (@™ —1) =87,
& quindi dev’essere manifestamente -

2™ -1 = 3vp7,
g% —1 = 3"py”

n—+n =a, (10)
g9 =4q.

Dalle prime dne si obtiene:
3¥pt — Ferpt’ —2, (11)

Se W =a" e ¢ =¢q" (i segni di uguaglianza non possono perd
coesisfere) si pud serivere

En"p'l"' [gn*—ﬂ"pu'—q“ — 1) — E,

ed essendo » un numero dispari, quesia uguaglianza si seindera nelle

dne:
VP =1, Mgt ] — 2,

che equivalgono in virtir delle ultime due delle (10) alle:
n'=g"=0, 3pr=3

Deve dunque essers o ¢=0, ovvero p=1, il che & contrario al-
I'1potesi fatta relativamente alla forma del numero A.

;:J_;ﬁ'_ﬁﬁ:‘

"\"—".'-'IEE';:"J-

¥
—

R ——— ]
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Se n'>n" e ¢'<<q", 1a (11) pud scriversi:
En"p'l' (gn"—nﬂ I p{l”—‘l’) — 52

Come prima si vicava n'==¢p'=20, o quindi dalla prima delle (10),
poiche #' =mn, si ha:

g —gm—1,

Per il lemma del paragrafo precedente, 1 soli valori interi di m
ed n, che seddisfano a questa equazione, sonop:

n=1, m=1;

1=—2 m=3.

La seeonda delle (10) e¢i mostra che la Prima coppia non b accet-
tabile, perchd dovrebbe essere o g=10 0 p=1.
La stessa equazione, per n=23, ma—3, fornisce invece
p=T, qg=—1.
Abbiamo dunque il numero
A=2" 3* 7.
che corrisponde ai parametri
}.] —_— 8, lg — 1.

Se n'<<n" e ¢ > ¢, si conelude, con un ragionamento perfetta-
mente analogo, che

=2, n—=1, p=2), g=1,
e che percid

A=2.8.5

corrispondentemente a

}-I o 4:._. }.g ='1.

Non potendo essere contemporaneamente w<n, ¢g<g la di-
scussione dell'ipotesi a) & esaurita.
b) Se nella (9) si pone )y = 2= s =23 si1 ricava

2 e IV ",
o G (12)
¢ +¢ =p, (f >q)

Dalle due prime si ha
2t o = o (0 1),
g'=4{.
Allora la seconda delle (12) diventa

am—ga—],

@ quindi

e questa fornisce (olire alla soluzione m =1, n=10 inaccettabile):

m—=2, n=1]1,

- - i e T s 1

L B = e .
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e qumdi per la prima delle (12)
| p=T, g=1,
“Abbiamo dunque il namero
A=9%.8.7T

dato da
l] — "'1, :’.g — 3-

¢) Posto nella (9) 3 =2", Ja=2p", si la:

9111 i Pq _" 311‘! l
Em ﬂq = 3]:I"r {13)
n-t+n"=n (n'>n"). I

Come mel caso precedente, si conclude che dev’essere n" —0 &

qumdi n'=n e che percid, come risulta sommando le due prime
equazioni
2ot gn—1,

L'unica soluzione intera m—1, n=1, non escludibile a prioxi,
sostituita in una delle due prime equazioni (13) da p"=1 il che &
conbro ipotesi fatta sul numero A. :

d), ¢) Queske ipotesi, come si vede in modo analogo al precedents, - :
non condueone a un numero A della forma richiesta.

T - L
o |

) Sia
2 =3, a==2", | ?
Dalla (9) si ricava che dev’essere
" - 8™ = p¥|
3n — 2m — pa, } (14)
¢+ =gq (@>q)

Come al solito
g =0 e quindi g =gq.
Ma allora dalla seconda equazione, che diventa:

o St — 20 =1
sl ricava
m= |, n=1,
m=3, 7 =2,
Alla prima coppia di valori per m ed n corrisponde

P = .5' g = 1
¢ alla seconda

p=1i, g=L
Abbiamo dungue in tal caso due numeri:
A=2*. 8.2

A=2".3°.17

per ;=3 e iy=2,
per =9 8 };=38.
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g) Sia )y =p" X;=2" Sostituendo nella (9) si conclude col solito
ragionamento che
m=43, n—2, p=9s g=1,

e quindi

A=2*.8*b
corrispondentemente @

b= 5, li==4,

111.

8. In queste paragrafo ci limiteremo ad enunciare aleune pro-
priefd del numeri 1y, 2o, @3 poiché viserveremo ad unt nota succes-
siva, che speriamo pubblicave fra breve, lo studio cempleto.

Notiamo intanto che tufti tre guesti numeri (quando A; e )q sono
di paritd diversa) sone dispaii.

Del namero zs si sono studiate le proprietd in altra nota. (*) Ri-
corderemo solitanto, che essendo esso uguale alla somma del guadrati
di dne numert nferi J;, 2s primi fra loro non entrambi dispari, sard
ugoale al prodotio di potenze di fattori primi della forma 4p 1.
In quella nota & pure indicato come si determininoe %y, A noto xs.

Per quanio riguarda I numeri o;, 75, Slccome essi $0u0 rappre-
sentabill mediante forme quadratiche, il cui determinante & uguale
a 2, saranno prodotti di potenze di tatbori primi della forma

8p + 1.(%)

Anche gui bisogna perd mantenere le econdizioni relative a A, ¢ Aq.
Dato che ms sin della forma voluta, se esso & primo, si pud de-
termmare una sola coppia di numeri A;, 2g tali ehe visulti

}-12— lns _I‘ 2;.1}-.5 =gy (15]‘

nel caso opposto se v & il numere di fattori primi distinti che com-
pongone s, esistono 271 ¢oppie di numeri )y, 2 (al selito essendo
A = k) soddigfacenti alla equazione soprascrilia.

Quando z; e un numero della forma voluta, esistono infinite coppie
di numeri Ay, 2g tali che risulgi

| A" — 2e® — Bhike | = . (16) ,
Infalii si osservi che la forma | 1* — ) — 20,2 | si trasforma in :
50 sfessn mediante la trasformazione
hy = 21—'-,1, -t g , ls = It

e che percid alle due coppie (w1, jpa), (224 pa, ) corrisponde lo
stesso valore di 2,. Questa trasformazione di parametsi si pud ripe-
tere indefinitamente e pereid il nosiro asserto & provato.

() Numeri interi ehe B pessono decomporre ace. Periodico di Matamatica, fasg, 1, 1907, :
(*) WenrarN, Elements der Zuahlentheorie, 1887, pagg. 271, 272; 151; 189, "
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Poich® ogni numero x3 & anche numero «; e viceversa, guando si
sappia determinare una coppia di numeri Xy, J; soddisfacenti all’e-
quazione (15) e si comosca il modo di passare dalla forma

M — Aa' - B
l 113 e lns _'_21112 ] ¥

sara risoluto anche il problema di determinare una coppia 2y, Az
soddisfacente all’equaziona (16).

B facile verificare che il numero z, corrispondente alle due coppie
di parametri (24 — X, &) (P2 4 2%, 25) & lo stesso numero z cor-
rispondente alla eoppia (X, he).

Abbiamo poi visto pii sopra come si ottengano altre coppie di
parametrl per lo stesso numero =,

Quanto al modo di determinare tutte le coppie (A, hs) COrrispon-
denti & un numero @; ci riserviamo di esporlo nella nota che seguira
a questo lavoro.

Sara facile verificare tutto quanto & asserito in questo paragrafo
nella tebella data al paragrafo 2.

9. Una proprietd dei numeri di Fibonacci & ennuciata nel se-
guente:

TEOREMA. — Se A & un numero di Fibonacei ? pure dello stesso tipo
ogne altro numero che si ottenga da A moltiplicandolo per un fatiore
qualsiast p* o per wne potenza pari di 2.

Infatii, se
.5 -— 41115 UL:[ "“ ;LE] (l] "'"lﬂ)!

0*A =4.,0); . pAs (021 phe) (pAs — pla),

da cui risulta che il numero g*A @ il numero di Fibonace COLTISPOT-
dente ail parametri pl,, pls.

Per dimostrare la seconda parte del teorema, si osservi che il
numero 2°A si pud oftenere dal numero A sostitumendo a A € Ag T1-
spettivamente A; -2 e A, — Jo. Infatti

4 (A2 (s — Ra) . Dy . 2he =1 . 43,0 (1= %) G — D).

Ripetendo m volte una trasformazione analoga si conelude che &
pure di Fibonacei il numero 2°™A. c. d. d.

La proposizione reciproca non & vera. Si possono ciod trovare dei
numeri di Fibonacci tali che conservando in essi il fattore 24 e
astraendo poi da tubti o parte dei fattori del tipe citato nel teorema
I numeri che si ottengono non sono pii del Fibonacei.

La verificazione si pud fare sopra un esempio.

G. BiscoNoIvi.

alla forma

g1 ha pme
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OSSERVAZIONE SOPRA UNA “NOTA ., DI G. BATTAGLINI

relativa alla eomposizione di forze eoncorrenti

Fra le tante dimostrazioni della legee di eomposizione di due forze
concorrenti ve n'e una mollo elegante di Barragrint {*), nella quale
& obtennto lo seopo stabilendo cllg la componente di vna forza ¥, in
una direzione », & data da F,cos(Fr). Ii ragionamento di BarragLing,
oltve che sn ipotesi meceaniche, & fondato sul teorema relative alla
somma degli angoli di un triangolo dell'ordinaria geometria. ¥ poicha
il risultato F. una[ﬂ} ¢ notoriamente indipendenie dull’ipotesi enclides,
fui indotto ad esaminare se quest’ipotesi fosse indispensabile per il
procedimento di BaTraermwi. Avendo constatato noun solo che & su-

perflua ma che la via pii semplice per. ottenere la relazione funzio-

nale, da cul I"'Autore fa dipendere Ia soluzione del problema & stret-
tamente aritmetica, mi permetto di nccennare la modificazione da
mtroduire nel procedimento di Barragring, per renderlo indipendente
dal V postulato evclideo.

Tre forze z, ¥,z in equilibrio intorno ad un punto O giacciono in
un piano, sicchd ghi angoli 2= yz, 3=;§, ==y sono legati dalla
relazione a8 4y —=—2x. Se » 8 una reita arbitraria per O, le com-~
ponenti di x, y, z nella direzione » sono date da:

. (), Y- (yr), 2.9 (2r),

ove con o (w) s'indica una conveniente funzione dell’angolo w. Allora
la condizione d'equilibrio delle tre forze si esprime con la relazione:

2.9 @)+ y.o )+ z. () =0. (1)
Facendo coincidere » sugeessivamente con z, y, # ed osservando
che g (0)=1 e v {— w)=9(w), dalla (1) si ricavano le tre equazion|

seguenti:
1+y.20)+2.9(8)=0
. oY)+ 2.9(x)=0;. (2)
z.9(8) Ty.9(2)42 =
Fin qui Barracuini. Risolwendo le (2) rispetto a o (z), 3 (3), v (y),

a1 ottiene:

20 — S 2y — 8 322 — S
':P(-'I)_' Oyz ’ tp(ﬁ]— Dop 'F(T)—"' 2y

m coi 8: S=a"-9* + 2%

(*) Note sl pavalldogramnio defle forze, per (. BATTAGLINL * Glornale di Matem, ., vol. I,
p. 885-8 [1863].

R e
. - e
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Introducendo con I'Autore la funzione Y (w), legata alla o (w) dalla
relazione:

9 ()~ (w) =1,
& ponendo:
164° =4 (2% + y'* | 2% — 8¢ (3)
o 4A 4A 4A
4’(1]:2—5‘;: 4}{51:-55. tlJ[T}———E—I'?;-

Se poi & indica econ O(w) la funzione ¢ (w) + 14 (w), il prodotio
O(x).0(8).0(y) si esprime con la frazione:

(22° —S4i11) . (2 — S+ HA4). (22* — 8 4 i4A)
B‘EEyIIEE

]

il numeratore della quale ha la forma A ~+iB, in eni:
A =82 +8.[S* |- 16A" — 4 (=" - 2% -} 2%%)]
B=4A[4 (&% y°2" + %) — 82 — 1647,

Ma in forza della (3) I'espressione 4 (2% 4+ 2527 - 2% — 8 16A% &
nulla, sicehd:

A— S.T.ﬂyﬂgn, B = “' : ;
6(2).0(3).0() =1 \

Questa & l'equazione fanzionale n eui ginge BaTrAeLin, giovandosi
di un friangolo ausiliario, coi lati uguali ad =z, v, 2, ed in cui la somma
degli angoli & supposta ugnale a due retti. |
La forma della funzione (w) si ottiene eon procedimenti analitici
molto semplici, quali, ad esempio, gli stessi usati dal nostro Auiore.

e quindi:

-3

R. BoxowLa.

LE EQUAZIONI BIRECIPROCHE

Dermizione. — Diremo equazione birveciproca gquella equazione reci-

‘ 1 :
proca la cui trasformata, ponendot—x —+ ot ¢ anche reciproca; suppo-

nendo che la squazions primitiva non amnetia le radici +1 ¢ — 1.
Lo studio di queste equazioni fu gia proposta dal signor Pruhet
fin dal 1866 (Nowz. Ann. de Math., vol. XX1V, pag. 385) ed una ri-
sposta fu data dal signor Giard (loc. ecik., vol. XXV, pag. 126) come
vien riportata wel mio lavoro * La formola di Waring e sue notevoli
applicazioni ,. Ma il metodo che si segue 1vi, mentre & molto labo-
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rioso, non lascin seorgere per nulla Ia forma che le equazioni in gue-
sktione hannd; non solo, ma poria a risultati ehe vorrebbero essere
distinti, mentre sono sostanzialmente gli stessl, Il sig. prof. Pellet
(Nouv. Ann. de Math., 1881, pag. 380) per il prime ha dato un feo-
vema sulla forma di queste equazioui, e per quel che io mi sappia
8 rimasto senza dimostrazione. Detto Leorema a me pare debba es-
sere modificato, se pure errori tipografici non ne hanuo alterata Ia
dizione nolevolmente. Pertanto in questa vota & stodiata la forma
che deve avere una equazions bireciproca; ed il metodo tenuto per
tale ricerea, olire che semplicissimo, mi pare il pii naiurale, e pud
senza aleuna difficolia applicarsi per stabilire la forma deile equa-
zioml pluri-reciproche.

Una equazione bireciproca & di grado 4k oppure 4k - 2.

Infaiti dalla definizione resultn che la equazione birveciproca deve

essere di grado 2n; ora se n=2%, la equazione & di grado 4k, se

n=2+1 la equazione & di grado 44 -+ 2,
l. Supponiamo che I'equazione

f(@)=0 m

gin bireciproca di grado 4k: allora potra seriversi

ossi, colla posizione ¢ = z - !

>0 (1) =0, (II)

Ora la 2 (£} =0 & reciproca del 1° o del 2° fipo. Supponiamo che
sia reciproca del 1° tipo, ed allora la (II) potra seriversi

f
x*t5 | — 1)—— 0,
K
Iﬂ(:r—k-i—)m(fci i, | 11)—1'3,

4__3$3h§__1
e+ 1) ° )=,
: .

08314

od anche

e possiamo concludere: Se lg w{t) =10 ¢ reciproca del 1° tipo e di grado
pare, la birveciproca f{x) =0 ha la formna ;

(2 480+ 1 | Ay (0 - 80 1) 2 (27 -2, .
coo A (@' 825 1) (2 2) - Ay (8 - a)F — 0,

Eseupio. — E bireciproea la eqnazione

(#* 482"+ 1P + Aufa* 4 33°+ 1) (2 +- &) + Aula® - ) = 0,
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Svolgendo ed ordinando, questa si riduce all’altra

2+ Asa® - (Ag+ 6) 2 - 4A,a5 - (11 -1 24,) 2 -
4.A.1ml -'I— fﬂa + 6] 2 “l— .A.;.T + 1=,

Osservaziove. — Ponendo in questa equazione una volla Ayj—6
m Inogo di A; ed un'altra volta — 2 pure 1n Inogo di A; s hanno le
due equazioni bireciproche.

& == A yr' - Ae® - 4A 2% - (2A, — 1)a* -4 A2+ As* Az 1 =0,
&+ Az 42" -4 A, 5"+ Tot L4 A2 +—4dx*+ A+ 1=0,

¢ queste due equazioni vengono riporlate nel citato lavoro del si-
gnor Giard come tipi distinti di equazioni bireciproche dell'8® grado,
menire evidentemente provengono dall'nnico secritto sopra.

Ripigliamo ora la (II), e szpponiamo che la ¢ ({)=10 sia reciproca
del 2° tipo, ed allora quella potra scriversi

% (¢ 1) (£ — 1) = (t | i) =0,

0851A
[ [ =

e riducendo possiamo conelndere: Sela 3 (t) =0 & reciproca del 2 tipo
e di grado pari, la bireciproca £(x)=0 ha la forma :

("2 4-1) (2 — &+ 1) [(2*+ 3e®+ 1)<
o+ Ag (@t - 32" - 1F 2 (2t @) . . - Ay (2° 4 )1 =0,

Fsempro. — La equazione bireciproca di 8 grado, se la p(/)=10
e reciproea del 2° tipo, &

2" Az - da® 4 2A,2° - Bt - 2A00f L 4t Ayp 1 = 0,

ed ammette le radici = lzi ﬂf.?T

2, Supponiamo ora che la equazione (I) sia bireciproca di grado
4k + 2, allora potrd seriversi

:t:ﬂk“q:(m{ ;)ﬁu,

0Ss1a
2" g ) =0. (IL1)

Ora la o(t)=0 & reciproca di grado dispari e del 1° o del 2° tipo.
Supponiamo che sia reciproca del 1° tipo, allora si avra

(144 b () =0,

ed anche

= (1 -¢) ik y (t-}—%) ;




PERIODICO DI MATEMATICA, 175

:c’-"+1(1 2 i_) (::: - i)tx(:r } i o )—U,

- 1
.'I,'—l—;'

e riducendo possiamo concludere: Se la 9 (t)= 0 & reciproca del 1° tipo
e di grado dispari, la biveciproca {(x) =0 ha la forma:

(2" + o+ 1) [(a* + 32 4 1)F 4 Ayt - B2* -+ 1) (&® + ) - ...
ve o Ay (B +2)¢] = 0.

Hsemrio. — Lia bireciproca di 6° grado del tipo ora studiato &

35‘]“(311+1}$E+(A1+4]ﬂ?*+(231‘}‘3]3”4‘
+ (A4 2+ (A1) z+1=0.

Se in questa st scambia A; in A; — 1 &1 ha 1'altra
&+ A" + (A +8) 2* + (2A: +1) 2 4 (Ay +3) 2°+ Az -1 =0,

che & stata pure trovata dal sig. Giard.
Ripighamo ora Ia (III) e supponiamo che 1a ¢ (£)=0 sia reciproca
e del 2° tipo, allora si avra

2%+ (¢ — 1) () =0,

08s1a

ed anche

:::””‘(t—l]th(t,' 1}_0,
08sia
1 : I1\* 1 1
~oler b e P afer b )
:1:-1——::—

e riducendo possiamo concludere: Sela g {t) =0 ¢ reciproca del 2° Lipo
¢ di grado dispari, le bireciproca f(s)=0 ha la forma:

(& — x4 1) [(#*+ 32"+ 1) + Aq (=* 4+ 82 + 1) (2* +a) +-...
o Ax (2 2)] =0,

Da tufto quello che precede risulta senz’altro dimostrato il seguente
teorema generale:
Tutte le equaziont bireciproche sono comprese nella equazione

(2 + a4+ 1) (2* — g 1P F (@ 4 3e° 41, 2* 4 2) = 0

in cuwi o F({x-3x5"41, x*4x) & una funzione intera ed OIROGenen
di x*+3x"-+1,x°+x ed i e j sono o zero od 1 separatamente o con-
temporaneaments,

G. Caxpipo.
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ESTENSIONE DI UN TEOREMA DEL PROF. CESARD

intorno alle proprieta fondamentali dei multipli e divisori

TroreMA. — Se indichiamo con x tutti i numer mteri e positivi per
i quali il quoziente di m per x & wn numero dispari ciod !

mn ._

X g X

.'r:{.,

- B @ v bll_:'"

essendo m intero e positive, si ha : R
3 my: s

2olr)= 5 | per m pari()

2 gpfz) = (??I j_ ]) per m dispari.

DiyostrAZioONE. — Indichiamo con ¥ 1 nmumeri inferi positivi per it
. - m-—2 , : _ ) 5,
1 quali B ( = )—Ek -~ 1, e eerechiamo la relazione che passa fra i %

nomeri ¥ € 1 numeri ¥, Se dividiamo m— 2 per quel divisori di m e
m —1 che danno un quoziente pari, quando dividinmo per essi m ed
i — 1, otlerremo nn quoziente dispari: quindi le 2 comprendono tutte
le ¥ meno i divisori che danno quoziente pari di m e m — 1. Inoltre
le  contengono i divisori che danno quoziente dispari dimem—1
per 1 guali dividendo m —2 abbiamo quoziente pari. I divisor: di m
¢ 7r— 1 che dauno quoziente dispari noi li potremo ottenere togliendo
da butti { divisori di m e m —1 quelli che danno guoziente pari,

Dungue Je z contengono tutte le y piu tobti 1 divisori di m e m—1
meno due volle i divisovi di m e m—1 elie danno an quoziente pari.

Indichiamo con « e B i divisoridim e m—1 e con Y @ 8 1 divi-
sorl di m e m—1, che danno guoziente pari. Osserviamo che, se m &
pavi,m —1 & dispari e viceversa, e poiché un numero dispari non ha
divisori che dinno quoziente pari, nel primo easo in cui m—1 & di-
spari le 3 saranno nulle, nel secondo ‘easo saranno nulie le e

Ma i divisori di un numero pari =, che ci dinno quoziente pari,
sono bubkil 1 divisor: di E, quind: 1 numeri v & 5 sono i divisori di

2
m  m—1 :
5 € — 5 — rispettivamente.
P

(! Tn gquesto primo erso il teoremn & stato dimostrato dal Ceshro. Vedi Teoria dei numeri, di
U. Bearess, eap. |, § 8. Manuaii Hoapli.
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Per un teorema noto nella teoria dei numeri sappiamo, che se in-
dichiamo con ¢ i divisori di =,

Segle)=n
gquindi
LZolz)=m, Zo)=m—1,
fit m—1
e quindi

Soz)=Z9y)+m+m—1 —2 1; per m pari

n—1
Lo =Z¢ly)+m-t+m—1 9! 5 perm dispari.

Semplificando:

Z ylx) =2 ¢ly)+m—1 per m pan
Y g(z) = 2 oly) + m per m dispari.

Se cambiamo m in m— 2, abbiamo rispettivamente le egnaglianze:

2 plz) =Zop(y) +m—1
So(y)=2Z¢(z) +m—38
Sof)—Sgw)+3
2 olw)=

per s pari;

2 ofx) =2 o(y) + m
Z9(y) =2 glz) +m —2

> a;(ﬂl'*—*' z ;p(-t;?l —'H’;
Zo(w)=1

per m dispari,

poich® lo w in ambo i casi sono interi positivi che soddisfano alle:

B (%) =32k 11 primo caso

|

i U (E) — 2k |1 secondo caso

e w ha nel primo easo il solp valore 2 e nel secondo il solo valore 1
percid Z¢9(w)=1 sempre.
Sommando membro a membro le serie e riducendo, si ha

2

S =14345+.. +(m_.1)-——( %) ver m pari

m—1

So@)=1-3-15 ...—|—m=( ) per i dispari c. v. d.

-+
1]
E |

—Eau

- - =
T T e TR
-

T
N T
g i

e —
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Esemrro. — Per m pari =10
x=23,67,8,9, 10

2(2) + ¢(8) + ¢(6) + 9(7) -+ (8) + p(8) + $(10) = :_
=] -8 2}6:4;6:4_252(1,—;)".

Per m dispari =11
£=12,38,6,7,8,9, 10,11
1) -+ 0(2) + 9(8) +- ¢(6) + 2(7) 4 #(8) -+ 9(9) + ¢(10) - (11)=
SN RS K E 13:35_(11;L]]E.

i

Hi

Cesira ORLANDI.

s JLEL |

GENERALIZZAZIONE DI UNA FORMULA DI ANALISI COMBINATORIA

La nofa formala ' | - _
u\ (v U Y u v u\ [\ _ [u-tv 1
(ﬂ) (ﬂ:) + (1) (Fs—l)-+"'+ (I;—-l) (l) T (:’.) (u) - ( fe )' |
di anabsi ecombinatoria, (*) da eui come ecaso particolare si pud de-
durre quella, che fa conoscere la somma dei quadrati dei coefficienti
binomiali, pud essere generalizzata nelln segnente altra, che non trovo
notata in aleuno degli autori che si occupano di tale argomento.
I. Si considerino w, g —.. .- u, elementi, e le lore combina-

ziont semplict della classe k, e sia 1, is,...7, una soluzione in nu-
merl terl, positivi o nulli della equazione ' |

$1+Ig+...+$n=k. (1)

Aggregando una delle (Tfl

z) combinaziomi della classe 4, di %4
1

degli elementi comsiderati, con una delle (?
g

) di quelle della classe

‘n

di altri we degli elementi dati, ece. e finalmente con una delle (lfn) *

combinazioni della classe #, dei rimanenti %, elementi, si costituisce
una combinazione della classe

ittt Lia=k

(1) Cir. Bavrzen-OUnmmowa, dribnélios generals, p. i24,
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deghi 1+ s+ ... tn clementi dati, ossin una delle combinazion
considerate. Ora nella maniera indicaia sono possibili

(‘"1) -(ug) (’“n)
i) "\l """ e
aggrappamenti delle dette combinazioni di classi 71, %,... %, € CID

corrispondentemente ad una soluzione iy, 7a,.-.in della equazione (1);
per tutte Ie soluzioni s1 avranno quindi

o ‘ul) (‘H’;) (un)
aggruppamenti possibib, essendo i) sommatorio esteso a tutte le so-

luzioni s, is, - - - 3a della {1). Inoltre due aggruppamenti diversi danno
luogo & due diverse combinazioni della classe k.

Tnversamenté: una gqualunque delle CH_‘—“E—E' - ““) combina-
zioni della classe k degh 1y 4 s+ . .. -y elements consideratl puo

- s A Uy . ..
sempre ritenersi composia associando una delle (i) combingaziom
1

. U Ce .
della classe iy, con una delle (1:) combinazionl della classe iz ece.;

ed o combinazioni differenti della classe k corrispondono aggruppa-
menti differenti. Dunque s avra

I I e e B

il sommatorio essendo esteso a tutte le soluzioni 4, fa,...t Infere
positive, o nulle della equazione (1).

Questa & la formula che «i trattava di stabilire.

2. Tssa, anziche col ragionamenio precedente di nalura combi-
natoria, pud essere ottenuta aliresi mediante nna dimostrazione del
tutto formale.

Basta prender le mosse dalla eguaglianza:

(1 + .T}“l (1 ._I_ e []_ ,_1_ _T:}“n: (1 _l_ ;E]“l+"ﬂ+'"+uu’

ovvero, secondo la formula del binomio:

- r";") ) (*‘f*) e, 5 (':) = (”" T ““) z¥,

\ "1 ig n L

r
ed applicare il prineipio d'identita delle funzioni intere.
Infatti. eguagliando nei due membri i coefficienti di 2% si olliene

di nuovo la (2). 4 %
1. Miewosi,

|
|
_cr

T e ——
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A PROPOSITO DELLA QUISTIONE 796

Aggiungo duae osservazioni alla soluziome che io ho dato della quistione 726

proposta nel fasc. 1V, anno XXII, prg. 190 e pubblicata nel fase. V, anno XXIIT, 1908
di questo Periodico.

1°. 8i trova facilmente nello stesso modo 1s soluzione elementare dell’equazione
e=y+ly + {y+ (y + 247 (2)

Infatti le 12 radiei speciali sono le radiei dell'squazione

1 1
8%+ 2 8%+ = (p* + pr + 4y) Tyt Cy—-1m +1)6 +

1
+?yp1!—yp:+2+ﬂy+23’1=“' (2)

dove

Mt (3 4+ 4y) —4 =0, (3)

Metiendo allora y = —2, si hanno evidentemente i due casi della divisione
del cerchio in diciassette e in quindici parti ngoall, L'ullima equaziones (3) diviene

(o1 +1) (p* — pr — 4) =10,

© p1 =1 ci di la divisions in 15 parii, e le altre radiei in 17 parti,
2° L'eguazione (2) si spezza in due equazioni quadratiche, ciod

B!_B(_%PI +V1+

1 1 1 1 i
3!*‘19'1' 2 § EPH"]"VTH )t —pe= 0,

1 1 1 1 1 _
b*—a (-—--izﬂ = ]/1+§p:’)+§ g o= A+ pH —p=0,
dove
1 i
p=oEtpntdy), e pi=— 'y + 2+ 2 + 2.

Quando "equazione (3) si spezza, si puo eempre risolvere l'squazione (1) collz
riga o col compasso,

W. H. Youma.

RRULUZIONI DELLE QUISTIONI 760, 764 » 765

Y60, Uy citindro rivoluzione C 2 tagliato da un plano w, secondo una
conica I', ed A & un vertice di quasta conica, situato sull’usse focale.

Lrovare il luogo dei fuochi di tulte le coniche T determinate sul cilindro do

tutle le posizioni del piane =, guando questo yote attorno alla tangente nel punto A.

I, 8. Teoporgacy.

o P
L SN Y
L T O 2 =

h—q——"'
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Risoluzione del prof. Alvarez Ude dell' Universila di Saragozza.

Indicando con O il centro delln sezione reita del cilindro tracciala per A e
con O quello della sezione T, i semiassi di questa sono O;A e il raggio del ci-
lindro; i snoi fuochi si troveranno portando sopra 0;A dalle due parh di O; 1
segmenti OF, OF; egunali ad WO, perché

0:0 — Y0, A° — OA®

& la semidistanza focale.
11 lnego dei fuochi F, Fy & dunque la strofoide retta che ha per asse OA,

per punto doppic O, che pessa per A ed ha per asintoto in geperalrice simme-
trica a quelia che passa per A rispeilo all'asse del cilindro.

CU2. La bisettrice dell’angolo degli assi Oz, Oy fncontra in R la tangente

nel punto M di una ouwrea (C).
Determinare guesta curva con la condizions che RM sia eguale alle Iunghesza

delle normale in M.
y J. Ross.
Risoluzione del prof. Alvarez Ude dell’ Universita di Saragozza.

Fzuagliando le espression:

FVI o (Si)g!

(y — =) VI 4 (:i—:)ﬂ

_ %y
dx

dalla normale e del segmento MR, si oftiens con alcnpne semplificazioni

ydy = xdz,
equazione che integrala da
y? — = = cost,

la guale rappresenta un'iperbele equilatera.
& facile verificare ¢id anche geometricamente,

YOO Dimostrare © geomeivicamente ,,:

19 Che la tangents all’ellisse, o quaie forma cogli assi angoli di 45", ha per
punto @i contaito sl veriice del rettangolo inseritio di masgime peritnelio. ‘

V. Che In distanza del punto @ incontro di guestw tangente con uno degiv asss
dal centro della enroa & uguale all’ ipoienusa del triangole vetiangolo che ha per
gateli i @due semiassl,

Dedwerre un metode per costruire geomstricomente qualungie vettangolo inseritto
di pavimetro 4p ed esaminare i diversi cost corrispondenti ai varii valori di p.

. L. Maueers.
Risoluzione del proi. Alvarez Ude dell’ Universita di Saragozza,

Se N & an puﬁtu della ellisse, P & Q le sue proiezioni sugli assi, il retian-
golo inseritto ehe ha mn vertice in M ha per perimefiro

4p — 4 (MP 4 4MQ).

Le circonferenze o; e ¢: avenii per dinmetri gli assi AA" ¢ BB dell'ellisse
sono tagliati dalle rette MP, MQ rigpeilivamente nei punii My, Ma, che per una
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propristh motissima sono allineati co] centro O, & Ie tanzenti ad esse in questi
punti M,, My ineontrane gli assi &, y rispettivamente negli stessi pnnti T, T' nei
quali sono inconfrati dalla tangente aFl'ellisse in M.

Org, se si conginngono con nna vetta gli estremi A, B' degli assi (scelti di modo
che AB' non incontri OM, dentro il circolv ¢;) ¢ i proiettano i punti A, B’ in R, §

sulle OM;, si ha
OR = 0P = MQ, 03 = 0Q = MP,

» = 0R 4+ 08 = HS.

Da quesia euriosa proprieta si deduce la costruzions del reltangolo inseritto
di perimetro dato 4p ; basta costruirs un triangolo rettangoio ehe abbia AB' per
ipotenusa e un catefo eguale a p; il dinmstro parallelo a quesio taglia ey e ry
in due punti My, Ms che determinano M vertice del rettangolo,

Se si In girare OM, da OA fino ad OB il segmento RS, pariendo dal valore a,
cresce finché OM, & parallelo ad AR, nel gual caso RS = AB = AB; poi dimi-
nuisee sine al valore b, il guale indica che, se @ = p» >> b esiste una soluzions, se

W"'}p}u ne esisiono due, se p:-]"niﬂ- b* wva, e se p<b oppure
p }fuﬁ -+ &% nessuana,

Quando p =, si ha 1'asse BB’ come ¢aso limite o quando p = a esista una
soluziono limite AA’

Nel caso del massimo la eguaglianza dai triangoli OA'B, M,0T e OT'M, di-
moetra che OT' = OT = AB, come si doveva dimostrars.

& quindi

QUISTIONI PROPOSTE

766. La tangente in un punteo M variabile d’una cissoide retta in-
contra di nuovo la curva in un punto T. Il luogo del punto di mezzo I
del segmento MT & una curva di 5° ordine, che divide I'area compresa
fra la cissoide e il suo asintoto in due parti equivalenti,

767, Trovare I'equazione e I'area dells curva luogo della proie-
zione del centro del circolo osculatore di una ellisse sulla retia che
congiunge il piano di oseculazione con uno dei fuochi,

768. Sopra due rette x, y sono dati rispettivamente due punti A
e B. Qual'd T'inviluppo delle rette congiungenti i cenfri di due cir-
coli fangenti I'uno ad z in A, l'altro in ¥ a B e tangenti fra lovo?

Casi particolar: in cui:

1° le #, ¥ sono perpendicolari:
2" 1 punti A, B sono equidistanti dal punto zy.

769. Sia AB una corda di una parabola passanfe per un punto
fisso P, e sia ( il punto d’incontro delle normali alla parabela nei
punfi A e B, e S la proiezione di Q su AB. Trovare i luoghi di Q
e di 5. Ii.~-N. BARISIEN.
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 JATHESIS , SOCTEPA [TALIANA D MATEMATICA

11 20 Decembre 1908 nel Gabinetio di Geometria descrittiva della
R. Universita di Padova fu fatto lo spoglio delle schede per le ele-
zioni del eonsiglio direttive pel biennio 1909-10.

Dei soci della categoria A (prof. universitarl) votarono 21 su 24;
dei soci della categoria B (prof. di senele secondarie) 126 su 182;
della categoria C (prof. di aceademie navali, militari eec.) 5 su b: e
infine della categoria D (aiuti, assistenti, eultori) 8 su 12. In totale
158 su 224, ed il visultaio della votazione fu il seguente:

Lazzerr Grurio  (eategorie C,D) . . 143

Conti ALBErRTO ( B) . . 130
Gazzawica Paoro ( B) . . 129
Sever: Frawncesco (. A) o = 12D
DL Aesora CLA. (1 , B « 417

Suceessivamente fu proceduto alla clezione delle cariche sociall,
od il risultato fu comunicato ai soeci colla seguente circolare:

Panova, 15 Gennaio 19039.

[l Consiglio Divettivo, appens cosbituitusi a vorma dell’art. 6 dello Stntule
Sociale, fece pratiche presso il prof. G. Lazzeri affinché volesse acceitare la carica
di Presidente;: ma egli, & cansa delle sue oceupazioni, declind l'onorifiea offerka.
In seguito a eib il Consiglio nomind Presidente il prof. F. Seve=si, e incaried il
prof. P. Gazzawiga delle funzioni di Sesvetario-cassiers, nominando ineltre (art. 6
dello Statuto) il prof. A. Maroxt a Segretario agginnto.

Avendo tutti e tre diehiarato di accettave, il Consiglio Direliivo restd cos
eostituiio; '

Presidente : prof. Francesco Sevem della B, U. di Padova.

Segretario-cassiers: prof. Paono Gazzawica del R. L. di Padova.

prof. Arpunre Cowm della R. 8. N. * Margherita di Savoia ,
di Roma,

prof. Canvo Arzgmro Deri’Aesora del R. 1 T, di Venezia.

prof. Grovro Lazzew: della R. A, N. di Liverno.

Segretario aggiunto: prof. AxTuro Maren1 del R. G. di Padova.

Membri:

»
n

* ¥

In questo memento, in eni sta matnrando la tanto attesa Riforma della Scnola
modin, il Consiglio & pienamente consapsvole della serieih e della difficoltad del
compito che gli & stato affidato, e si propone di laverars colla massima lena e
ponderazione per I'avvenire degli studi e della senola.

Come primo atto la Presidenza si fari un dovers di rvecare ed illastrare per-
sonnlmente al Ministro della Pubblica lstruzione gli ordini del giormo del Con-
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gresso di Kirenze (16-23 Ottobre 1908), nella fiducia che il Governo vorrh prendere
in seria considerazione i votl di una Societh, cho ha come solo programma il
miglioramento degli studi, a che puo essers percis di prezioso ansilio ai pubblici
poteri nelle questioni tecniche,

La Presidenza avrebbe giz adempiuto a questo dovers, se I’immane seingura
che ha colpite il nostro Paese, non avesse richiesto imperiosamente che futti gli
sforzt della nostra viia oazionale si dirigessero a fronteggiare tanto disastro.

ik
L =

E noto ai Soci come durante il Cougresse internazionals di Matematica ta-
naiosi & Homa nall'Aprile 1008 venisse nominata una Commissione mnternazionale
per studiare 'ordinamento degli studi di Matematica nei diversi paesl, e per yi-
feritne al prossimo Congresso internazionale di Cembridge 1912, Al lavoro cle
la Commissione italiana dovra all'nopo compiere, la nostra Societa porteri senza

dubbio large confribute. 11 Consizlio indira prossimamante Convegni regionali per’

discubers in proposito.
**‘i'

Un'aliva questione assai importante & quella di un Bulletiino periodico, Al
Uongresso di Firenze fu avvertito dalla Commissions che presento lo Statuto che
il Balletfino non poteva essere garantito gratuitamente ai Soci, stante 1'esiguila
dulla quota annua (L. 4).

Orbene, il Consiglio, i linea di esperimento, ha deliberato di pubblicare un
Balleitino bimestrale, che sarh inviato ai Soci senza aleana sopratassa. Cio perchd
si confida che il numero degli associati andra rapidamente crescendo. All'mopo
raccomandiamo a ciascun socio un'attivissima propaganda tra i Colieghi cono-
scentl, che gia non fanno parte della nostra Societi. Un numero notevoele di Soci ¢i
assicurers non soltanto nna pin solida condizione fisanziaria, ma durh alla nostra
Associnzions molto maggior forza ed aulorita nello svolgimento del suo programma.

Con cordiale ecolleganza
I Coxsierio Dmerrivo.

CONMISSIONE INTERNAZIONALE DELLINSEGNANENTO MATEMATICO

I 4" Congresso internazionale dei matematici accogliendo una pro-
posia della 4° sezione (quistioni filosofiche, storiche, didaftiche) nella
sua quinta ed ullima seduta plenavia (11 Aprile 1908) voto il seguente
ordine del giorno:

® 11 Congresso, avendo rviconosciuto la mporfanza di un esame
" accurato dei programmi e dei motodi d imsegnamento delle mate-
“ maliche nelle scuole secondarie delle varie nazioni, confida ai pro-
“ fessori Klein Greenhill @ Fehr I'incarico di eostituire un Comitato
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¢ internazionale che studii la quistione e ne riferisea al prossimo
* congresso ,. ()

1 tre professori si sono adunati nel Settembre 1908 a Colonia e
si sono distribuitl le eariche nel seguenite modo:

Presidenie, F. Krnain & Goltinga
Vicepresidente, G. Greenpinr a Londra
Segretario generale, H. Fear a Ginevra.

Tasi hanno concretato un rapporto preliminare, pubblicato nell'nl-
timo numero dell’ Enseignement Mathématique, del qualr; riassumiamo le
- prineipali notizie,

La commissione sari composta di delegaii del segneniy pres: par-
tecipanii :

Austria (2 o J) Olanda (1)

Belgio (1) Portozalle (1)

Danimarea (1) Romania (1)

Francia (2 o 3) Russia (2 o 3)

Glermania (2 o 3) Spagna (1)

Grecia (1) Sitntl Unitt d'America (2 o 3)
Inghilterra {2 o 3) Svezia (1)

I[talia (2 o 3) Svizzera (2 o 3)

Norvegia (1)

softo la direzione dei tre professori suunominati, che costitniscano 1l
Comitato Centrale. Gli altri paesi potranno farsi rappresenlare da un
delegato senza diritto di voto.

Le corrispondenze e i rapporti dovravno essere scribli in una
delle guattro lingue: francese, inglese, ifaliana, tedesca.

I delegati dei differenti paesi partecipanli saranno invitaii a co-
stituire delle sottocommmissioni nazionali, ehe comprendane rappresen-
tanti di tobti i gradi dell’ insegnamento.

Lo scopo generale della commissione & cosi definito dalla com-
missione: Fare un’inchiesta e pubblicare un rapporto generaie sulle
tendenze dell insegnamento matematico nei diversi paesi. Per raggiun-
sere lo scopo essa ha cosi organizzato i lavorl

I delegati dei paesi partecipanti, eoll’aiuto delle rispettive sotho-
commissioni, formuleranno g¢ei rapporti, secondo le norme che pii
avanti viproduciamo integralmente, avendo cura di farle discutere
in riunioni di professori, di societa scientifiche, ece. Tali rapporti
stampati dovramno essere rimessi al segrefarto generale al prin-
cipio del 1911. Nelle vacanze di Pasqua del 1911 la commis-

() V. Periodtico, Anno XXI11, fasc, VI, pag. 245

i
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sione si riunira per nno studio d'insieme e per preparare la rela-
zione finale che dovrd esser presentata al Congresso di Cambrdge
del 1912,

Ecco ora gli argomenti clie la commissione centrale propone allo
studio dei delegati e delle sottocommissioni, testualmente riprodotti.

PROSPETTO GENERALE DEI LAVORI

—

PARTE PRIMA.

Stato atinnle dell’organizznzione e del metodi dell’ istruzione mntematien.

Capirono I, - | varii tipi di scuole. In questo primo eapitolo
verra data una succinta esposizione dei vari istituti d’istrozione pub-
bliea, ove trovasi I'insegnamento matematico, e sard spiegato lo scopo
di ogni scuola. Si terrd conto anche delle seuole fernminili,

Gli istituti verranno ripartiti eolla seenente classifica:

a) Scuole elementari, inferiori e superiori:

b) Scuole medie & sacondarie super. (licei, ginnasi, seuole reali, ecc.)

¢) Scuole professionali medie (istituti tecniel, ece.)

d) Scuole normali pei varii insegnamenti (seminnrii dei maestri,
* teachers colleges , ece.)

/) Senole superiori: Universith e seuole politecniche.

Sara bene unire a quest’esposizione un quadro schematico che dia
un’idea dell’insieme e faceia risaltare Ja successione e la COrTispon-
denza esistenti tra i vari stabilimenti, si indichera pure l'etd media
degli scolari,

Capitoro II. - Scopo delPinsegnamento matematico e rami d’ insegna-
mento. — Questa quistione vervi esamipata pel vari tipi di istibuti
summenzionati, tenendo conto, se &1l caso, delle matematiche appli-
cate, specialmente della meccanica.

Lo scopo dell’ insegnamento matematico non solo varia necessaria-
mente da an istituto all'altro, ma ha subito aleune trasformazioni
durante il secolo scorso. Pud essere puramente formale, o formale
tenendo conto dell’ intuizione; pub anche contemporaneamente fendere
allo sviluppo logico e contemplare il lato utile, oppure contemplare
unicamente la pratica. Si puo daltronde avere principalmente in
mira la coltura della memoria o cercare invece di sviluppare le fa-
colth matematiche. .

Quali sono i rami matematici insegnati nei vari tipi di scuola? Si
indichera il tempo che viene loro dedicato e Vestensione del pro-
gramma, In quale misura si tiene conto dei fegami tra gquesti rami,
€, se ne e il enso, dei legumi colle mutematiche napplicate {eompresa
Ja meccaniea) e la fisica?

]
'

J—p ]




PERIODICO DI MATEMATICA. 157

Capiroro IT1. - Gli esami. — B incontestabile che il sistema degh
esami influisce grandemente sul metodo d’ insegnamento. Si indichera
quindi sommanamente cin che caratterizza gh esami in ogmi cate-
gorin di seuole, e specialissimamenie quelll che portano al “ certificat
di maturiti , ai * baccalaureati , ecc., & ali esami dei candidab al-
I’ insegnamentlo.

Capitoro 1V. - | metodi o’ insegnamento. — Quali sono 1 metndi se-
guiti nei vavi istatuil, dall’ insegnamento d’ iniziazione fino agl studi
superiori? Mateviale d'insegnamento; modell matematiei. Uso del
manuali, libri di testo, raccolte d’esercizi. — Tsereizi teoricl, pro-
blemi presi dalle scienze applicate. — Lavori pralici. |

(apitoro V.- Preparazione dei candidati all’insegnamento, — Qui
pure si esqmineranno 1 vari tipi d'istituti e si indicheranno le ga-
ranzie che esige "autorith scolastica: @) quanto alla preparazione Leo-
rica; b) quanto,alla preparazione professionaie.

PARTE SECONDA.

Le iendenze moderne dell’ insegnamento matematico.

Carrroro 1.- Le idee moderne concernenti 'organizzazione scolastica. —
Riforme allo studio — Nuovi tipi di scuole — La guistione di coedu-
cazione dei due sessl.

OapitoLo II. - Le tendenze moderne concernenti lo scopo dell’insegna-
mento e i varf rami degli studi, — Scopo dell’ insegnamento — Nuovi
rami o capitoli nuovi da sostifuire a oggethi di studi innfili nel se-
anito 0 d'interesse secondarissimo, ma conservati per pura tradizione
o per abitudine, |

Dati i progressi delle mstematiche e delle loro applicazioni, il comitato pro-
pone di esaminnre di nuove con cura quali svmo i rami di guesia scianza che
gono piil in prade di contribuire alla eultura generale, Fra i soggetti che attual-
menia richiamano un posto nei programmi elementari si pud menzionare, da nna
parte, il ealeolo differenziale o integrale, la geomstria analifica, certe nozioni di

geometria descritéiva e proiektiva e uno studio dalla fisica dal punto di visia
matematico,

D'alira parte si propove d'introdurre nnovi soggetti, d’'un genere pilt speciale,
o naove nozioni fondamentalia{come le nozioni di funzioni, di gruppi, d’ 1siems).
Sarebbe utile ehs 1'inchiesta esamipasse in guale misura si pud tener conto di
queste domande, e che stabilisse qual’d il minimo necessario di elementi di geo-
metria enclidea, di geometria descrittiva e proiettiva, d'algebra, di caleolo diffe-
renziale e integrale, di triconometria o di peometria aopalitica, formanti Ia hase
dezli studi nltevior,

La stessa quistione si pone per el ist.tuti profe-sionali. Quali souo i rami
utili alle diverse carrieve?
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Capiroro IIT. - Bl esamj. — Progetti allo studio concernent; la
trasformazione del sistema ésame 0 la loro soppressione completa.
Caerroro IV. - | metodi o' insegnamento. — Le idee moderne rela-
tive ai metodi nei diversi gradi dell”insegnamento e nei vari tipi di
scuole — I legami fra Je varie parii delle inatematiche — I rappori
fra le matematiche ¢ lo altre seienze — Fsercizi o appliteazioni pra-

tiche: modall; e strumenti — L'uso dei manuali.

1% Aleune osservazioni SuU fuesin capliole, — Dallepoca di Pestalozzi, le consi-
derazioni psicologiche hannn avuto ana parte importante nella aducazions primaria,
6, din una generazione, esse si vendona esalmente ntili, in una eceria misurn, nella
elaborazione dej programm: degli istiluti secondari, (i savebbe da esaminare quali
sono 1 risultati deliy psieologia =1’ insegnamento dells matematiche, a fino a gual
punto sono wtili nella riform. di qresio insegnamento. Converrebbe esamingra in
paviicolare ghi effetti di un insegnamento d'iniziazione e la necessita di far pre-
coders lo studio teorico dalle matematiche da un insegnamentq intuitivo,

In qual momento invers le considerazioni puramente logiche devono prendare
hn posto prepondernuls per esemplo nello studio della geomeiria elementare o del
caleolo differenziale o integrale ?

2% Le applicazioni pratiche, — Molte scuols hauns consacrate lunghe diseys-
sioni alla parte che si deve aittipuire alle considerazion; d'erdine pratico e spa-
rimentale,

¢) Nell'inssenamento elementare, si pup, par esempio, menzionare i piega-
menio della earta, il lavoro all'aria aperta, 'usp di semplici istrumenti di misura,
Ia geomstria d'osservazione, ece.: il ealeolo pratico e approssimalivo (grado d'ap-
prossimazione, logaritmi a nn ntmero variato di doecimali, uso dal regolo calco-
latore, ace.); la quistinne generale dei grafici in algebra, il maggior uso della
quaria n gquadretf;:

B} In gueski ultimi ronj si & trattato dei laboratori matematici. Che ocosa &
stato fatio in questo Senso, e quali sono stati i risulfati?

Modelli matematici faiti dagli allievi, L'ufficio delle collezioni dei modslli.

WQuali sono i mezzi che permetterebbero di accordars un poste maggiore alle
matematiche nell’insegnamento popolare {estensions universitaria)? Posto dells
maiemaliche applicate nei muse] — Ricreazionl matematiche.

Vi sarebbe 1n tullo ¢id un insieme di mezzi natural per reagirs conkbro i
pregiudizi che esistono contre le matematiche,

3% Legami fra 1o diverse parii delle matematiche, — Sarebbe utile esaminare in
qual misara si possono far sparire i limiti convenzionali che esislono fra certi
soggelii delle matematiche pure, vome 1'alzebra & la gevmeairia; 'algebra e il eal-
colo differenziale o integrale, 1a geometria di Euclide e la gaomatria annlitics, e
Iz geometria e la trigonoruetria. Non solo sesorre esamivare la possibilila di questa
ttforma, ma si dovik anche tener conto degli inconvenientj che ne potrabbero ri-
siltare, il che & pure importantissimo.

Sarebbe utile d'alirg parte conoscere 1 risultati dslle trasformazioni seguenti
che somo state proposte o esaminate di nuove in questi nltimi anni,

@} 1l posto della geometria dimostrativa vispetto all’algebra,

b) Lau fasione della zeometria piana e della goometria solida.

¢) L'unione pin intima del valcolo differenziale & del e¢aleolo integrale o 1'in-
troiluzione di guesio prima dell'altro,

-"".-

-
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4" | rapporti fra le malematiche e le allre seienze. — Nello stesso ordine d'idee
sarebbe egualmente utile di esaminare i punti di contalto che esistono fra ls ma-
temaiiche e lp altre scienze: cosi i rapporfi:

1) col disegno (geometrico, teenico, artistico):

2) colle scienze applicats;

3) colle alire scienze (Fisica, Chimica, Biologia, Geografia, eee.):
4) eolla Filomofia,

5) coi problemi della vita giornaliera,

Questi punti di eontaito sono imporianti per cio che rigusrda 'sdncszione
pralica.

Non basterebbe studiare semplicemente le possibilith e i desiderata generali,
oscorre ascora tener conto di ¢id che s fn attualmente con saccesso e dei peri-
coli possibili. Per ssempio, colore che vreclamano una stvetta relazione fra la mate-
mntica e In fisica dovranno stahilire esattamente quali sono le nozioni di geometria,
che sono d'una applicazione diretta slla fisica, e citare i problemi i fisica ele-
menlare che esigono le equazioni lineavi simultanes, le equazioni di secondo zrado
A una e pin incoguite, ls equazioni irrazienali, e le progressioni.

8° Le considerazioni storiche. — 1 stato domandato che sia aceordato un pii
large posto alle svilpppo storico delle matematiche. In qual misora & cib possi-
bile e desiderabile?

Carrroro V. - La preparazione degl’insegnanti. — Quali sono le con-
dizioni & eui deve soddisfarve una preparazione razionale dei candidati
all’insegnamento? Come organizzare i corsi teoriei e la preparazione
pratica?

I progressi dell'insegnamento dipendono direttamente dalla pre-
parazione degl'insegnanti. B questa una quistione di fondamentale
importanza, Gli studi e le esigenze variuno necessariamente da un
paese all'altro, dipendono molto dal nnmero dei candidati e dalle fa-
cilitaziont di cui si dispone in fatto d’istruzione. Il Comitato crede
quindi ubile informarsi delle riforme e dei progetti di riforma, che
81 compiono attualmente allo scopo di oftenere una preparazione di
insegnanti conforme alie condizioni moderne, & eid non solo pel per-
sonale delle scuole elementari e seecondarie, ma anche per 'nniversiti.

Tale inchiesta potra specialmente farst sopra:

@) 1l compito matematico richiesto ai candidati; ’

b) la loro iniziazione alle ricerche seientifiche;

¢) 1l mighor metodo avente lo scopo di presentar loro la peda-
gogia teorvica e pratica (considerata come seienza d’edueazione):

d) la questione del sessg dell’insegnante nei vari anui scolastici;

e) quesfioni concernenti per esempio il tempo da dedicare alle
sboria delle matematiche, la storia dell’insegnamento matematico, il
lato riereativo delle matematiche, e la letteratura generale relativa
all’istruzione matematica.

OSSERVAZIONE GENERALE. — In tutti questi eapitoli si farh risul-
tare in modo conciso, da un lato, ¢id che caratterizza le riforme pro-
poste, dall’altro, quali sono 1 pericoli da evilarsi e quali le obiezioni
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¢ gli argomenti fatti valere da colore che si oppongono alle proget-
tate trasformazioni. Kcee aleune questioni fondamentali che dovranmno
venir discusse:

1°, 11 desiderio di rendere attraente I'istruzione pud diminuirne il ea-
rattere serio, risultato che sarebbe disastroso tanto dal punto di vista
della scienza quanto da quello del valore pratico delle matematiche.

2°. Una malintesa psicologia potrebbe condurre ad utilizzarne in
modo esagerato le basi logiche delle matematiche, e ne risnlterebbe
per |'allievo una continua incertezza.

3% Il fatto di trascurare il lato astratte, che sembra necessario
per imprimere indelebilmente nella mente le verita matematiche.

4°, 11 fatto di nou rendersi conto che un ramo come la geomeiria,
quale viens attnalmente concepita, condnce a visnltati di un genere
differente da quelli forniti dall’algebra, e che una fusione dei due po-
trebbe avere come conseguenza la perdita di qualehe principale van-
taggio di ognuno di questi rami. Lo stesso per aliri argomenti.

Altri pericoli si preseniano puve, ed il Comitato crede necessario
esaminarll tuili aceuratamente, onde non siano intraprese riforme
tranne che atte a condurre a veri progressi.

It Comitato cenirale: :

F. Ki1emy - Presidente - 3 Wilhelm-Weberstr.
Gotkingen (Germania). -*
Sir Groree GrEENHILL - Vicepresidente - 1
Staple Inn. Londra, W. C. (Inghilterra).
H. Feak - Segretario generale - 72, Tlorissant
Geneve (Svizzera).

Ottobra 1808.
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SVANTE ArRHENIUS, I divenirve dei mondi, traduzione del dott. A. Levi;
un vol. -8 d1 pag. 208 con 60 figure. — L. 5.

Benche tratti argomenti e metodi di ricerca del tutto diversi da quelli che
sono abituali ai letiori del Periodico, eredo tuttavia opportuno segnalare alla loroe
atténzione una recentissima pubblicazione che deve certamente riuscire assai inte-
ressante ad ogni persona colta. Alludo all'opera 1 divenire dei mondi dell'illustre
scienziato svedese Arrhenius, pubblicata ora in lingua italinna, con ogni cura
tipografica, dalla Societi Editrice Libraria di Milane, che la fece espressamente
fradorre da un giovane valente, il dott. Augusto Lavi dell'Universita di Padova.

Per far comprendere I'importanza di tale lavoro hasti dive che esso fu pub-
blicato per la prima volta in lingua svedese I'anno scorso e che ora, oltre alls
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presente traduziona italiana, me ha una in tedesco ed una in ingless; della tra-
duzione tedesesr venue anzi gia fatla la 2° ediziove,

La lettura del nostro libro & altamente suggestiva, e, guand'anche 'arditez2a
delle ipotesi in esso formulate non ci consenta talvolia di condividere le opinioni
dell'Autore, s'impone pur sempre allz mosira ammirazione la sua fantasia crea-
{rice, nulrila di solido ¢ varie alimento seientifico (1.

Nel eap. 1 1'A, parla del jerremoti 8 dei femomeni vuleanici. Nel eap, 11 eghi
considera i1 corpi celesti, in particolare la Terra. come residenza di esseri vivenhi.
Nel eap. V si occopa della polvere solare pell’atmosfera terrestre, delle lnci po-
lari, delle variazioni de! magunetismo terresire,

1 eapitels piu intersssanti ed originali sono perd gli aliri 3, 1 cui titell sono:
111. vadiazions e costituzione del Sole: 1V. la pressione di radinziene; V1. fine del
Sole, origine delle nebule; V1l. stadio di nebula & di Sele; VIII, la PrOpAgAZIONs
della vita nell'universe. Per far meglio conoscere il contenuio di tali Capiteli,
ereds opportunc cedere senz'nltro la parola all’A., trascrivendo alenni frammenti
della bella prefaziome da lui posta al suo lavero.

“ 11 problema dell'evoluzione dell’universo ha sempre destato un parkicolare
¢ interessamento nell'nmanitih pensaute, ed esso &vyra sempre, senza duhbin, il
¢ primo posle fra tntte le questioni che non banno un'otilita pratica diretta. Le
% wario soluzioni date & questo problema forniscono un’ immagine fedele del pen-
« sioro scientifico delle varie epoche; ed io spero vhe e considerazioni da me
¢ gyolte corrispondana al grandiese sviluppo della fisica e della chimica, che ea-
¢ yntterizza la fine dol secolo XIX e I'inizio del XX.

“ Avanii la scoperia dell® indistrnliibilith dell’energia le ricerche cosmogoniche
“ si occupavano unicamente del modo con cui in materia poté disporsi per origi-
* pare i corpi celesti attnali; notevoll fra tntte, in questo campo, le concezioni
¢ di Herschel. di Laplace e di Kant. In tutti i tentativi rivelti & spiegare la forma-
¢ sione dal mondo nella sua toialith v'e pero una contraddizione. Per cii 1o cercal
¢ i mostrare sollanto come possano formarsi delle nebulo da dei soli e viceversa
¢ dei soli da delle mebule; e supposi cha gueslv gambiamento reciproco si sia
« gyolto sempre da s, proprio come Ora.

“ La scopertn doll’indistruttibilita Jdell’enargia ammenta la difficolta dei pro-
¢ plomi cosmogonici. Le ipotesi di Majer e di Helmoltz, sul mode con cni il Sole
v yipara alle sue perdite di calore, doveiiero essere abbandonaie come insufficienti
% o fureno sestituile da nn'altra che si fonda sopra le condizioni echimiche dell”in-
¢ terno del Sole, in accordo colla seconda legee della termodinamica,

s Tna difficoltd ancora MAgEIOTe parve provenisse dn questo, che la teoria
¢ della continug degradazione dell’energia conduce alla conclusione che i mondo
si avvicinn sempre pin alla condizione destgnata da Clausing come morie del
¢ calore, in cui ogni energia st trovera distribuita uniformemente in tuito 1'uni.
¢ yerao soito forma di movimenko delle minime particelle materiali. Da tale dif-
& ficolta trovai une via d'usvila in guesto mode: 'spergia viene degradata nel
soli sd elereia nelle nebuls.

“ Infine un'alira questione cosmogonica divenne in guesti ultimi tempi di
grande attoaliti. Finora si credeva comunemenis che In vita potesse aver ori-
gine dalla materia inorganica mediante un processo detto di penéraziomé Spon-
tomea. Ma, come gia avvengys per la gemerazions sponianea dell'energia, cosl &
& verosimile che 1'esperienza c¢i conduca all’ ipotesi che anche la generazione
“ gpontanea della vita & assolutamente impossibile. Per comprendere In possibilifia
¢« della presenzn di vita sopra i pianeti, bisogna allora ricorrere alle teoria della

(1) In tali bermini ei @sprime TN nostrn eminente scianziate, il prof. De Marehl deil' Univer-
gita di Padova, in an suo nobevele arkicole, pubblicalo recentemenie nella Fivigte di Scienza (Bo-
logna, Zanichalli),
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" panspermia(?), a cni diedi una forma corrispondents allo sviluppo atiuale delis
® scienza, combinandola colla teoria wella pressions di radiezione (%),

* Nella trattazione dei problemi eesmogoniei fu mio principio diretfivo 1'idea
* che l'universo, pella sua 8Ssenza, sif sempre siato com’s ora. Materia, energia

* & vita hanno cambisto sollanto di forma e di posto nello spazio. | £

A, Basst. — Esercizi ¢ problemi di algebra complemeniare ad uso del
2" biennio degl'Istituti tecnici. Vol. I, per la 32 classe. Presso I'au-
tore a Mondovi, — 1., 1.20.

Al notevole lavere © Risoluzione dei triangoli piani . un alivro ne aggiunge
I'atiivith intelligente del prof. Aliredo Bassi, non meno utile del primo, ed & una
raccolta di esereizii e problemi, in parte risoluti, in parte proposti, destinata
principalmente ai giovani del sacondo biennio d'lstituto teenico, I pubblicata 1a
prims parie * Inidentily, inequazioni e forme indeterminate »» 8 Ira breve sari
pubblicata ia seconda, Questa prima parle & divisa in due Iibri, une relativo alle
inidentii2 e ineqnazioni, Valire alle forme indelerminate. Ogni libro & diviso in
capitoli, & ogni erpitolo comineig con opportuni richiami delle proprieta che alla
maieria del capitolo si riferiscone. Cost sono richiamate le proprieta velative alle
inidentith, alle ineqoazioni o ai limiti. Seguono per ogni capitolo vari esercizi
risoluti, da prima sernplici, poi sempre piit. difficili, e il empitolo si chinde eon an
grandissimo namero di questioni a risolvers, tutte con leo risposte, melte con
avviamento,

Gh esercizi risoluti sono sempre elegantemente risoluti, i propositi sempre
bene scelti & ordinali, & molti di essi Sono vers e proprie quistioni di studio, e
il giovane & sicure di trovare nel libro qualche Inme por qualungue quistione che
sngli argomenti lrattati gli Potra venire propesta s risolvere. Taleche il libro pofra
€0n piena coscienza essere additato nj giovani come modello di precisions ¢ come
fonte di ricchezza nei suoi sindi.

Qualche osservazione di poco conio pnd essere fatta.

Forse sarvebbe sfato opportuno insieme con gli altri richiami fare quelli d'ini-
dentitd, d'ivequazione o di limits, 1 due capitoli * Semplificazione @ inidontita .
e " Verifiea d’inidentita , forse sarebbe stato piiz opporiune riwnitli in wno solo,
¢on il secondo titolo, Negli esercizi proposti sulls inidentita qualche volta sono
poste delle condizioni coma 6 >b>e>0, 8 si vuole solo dire che i, b, ¢ 80DO

vumer] reali positivi a due a dno non eguali, Nell'ssercizio - _EH':::- Yeb le con-

dizioni ¢ 20, 6 =0 possono lascjare qualche dubbio, A proposito delle forme
inﬂatarminntﬂ g-nun sarebbe siato faori di laogo dare il eoncetfo formales di de-

rivata d'un polinomio intero in x, { (x). Risulta in modo asaai semplice che se f(z)
¢ divisibile per z— 2, e s nel quoto della divisione si pons > — %, si La (k).

S, CaTania.

(1) Bocondo tale Lecria, dai germi vitali vagano negli spazi dell'nniverso e, incontrande unp
planeta, spargenc la vita solla sua superflcie, fostoehd sinno realizzate Je condizioni necesaarie al-
Tesistenza degli orzanismi (cfy, pag. 1815

(4) Tale tooria, ideata da Eulero nel 1748, affarma chbe le onds Inminess eserextano noa pres-
sione sopra i corpi su om cadono, La sua esatterza fu provatn: teoricamente dal Marwell nel 1873+
sperimentalmente dal russo Lobadefl agli americani Nichols ed Hull el 190 e nel 190f {cir.
pag. 82).

Grorio Lazzerr — Lrirettore-responsabile
Finito di stampare 12 12 Febbraio 1900
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LA TRIGONOMETRIA DALLA TEORIA DEI NUMERI COMPLESSI

In questo lavoro, che sotfo I'aspetlo scientifico non coniiene no-
vith, si intende fare vedere come eerta concettl annliticl, stabiliti in
modo preeiso, relativamente ai numeri complessi, possano apphearsi
con specesso &d una trattazione analitica delin teoria delle funzioni
gircolart,

- Non voglio concludere che mnelle seuole secondarie dove Ja Tri-
gonomet)ia si insegna, possauo essere necolle le idee contenute in
quesbo articolo, perché l'ordinamento atiuale delle dette scuole, ad
gccezione forse della Sezione Fisico-matematicn degh Istituti teeniei,
non lo consente; ma certe feorie, da prineiplo troppo astratie e dif-
fieili, ecol tempo si son venute semplificando, e di esse si 8 avvan-
tagegiata la senola. '

Nel § 1, date aleune definizioni, ho accennato ad alcune proprieta
della parte reale di un nnmero complesso. Nel § 2 & introdotto il
prodotio scalare di due eomplessi,

Nei §3 3, 4 sono introdotte le funzionmi coseno e seno di due nn-
meri complessi: per la definizione del seno sono stati divisi i numeri
complessi in due class) rispetio ad nn complesso dato.

In segnifo sono introdotli, ancora analiticamente, 1 concetti di
angolo e di triangolo e dedotte le principali proprietd inerenti a
gqueshi enti.

In fine & aceennato come, fatta In rappresentnzione geometriea
dei numeri complessy, 1 conecetbi di angolo & triangolo introdotti ana-
liticamenie coincidono con quelli introdotti geometricamente.

§ I. — Proprieta dei numeri complessi.

Supporremo c¢he g1 conoseano il significato di numero complesso
introdotio analiticamentie e le proprieta nerenti a questo ente, {*)
Se n=a--ib & un complggso, porremo:

real u=—u.

E facile vedere che se w=1 sara real u=real .

(*} Per nna teorizs analitisa dei nomeri somplessi afr. il Formwlario o 1o nota del prof. Cazawia
pubblicata nel Periodico di Matemiztica, 190(-1007, Savondo i1 Formdario, numers comiplesap non ha
il signifieato ehe qui si attzibuisee a queste parvle. 1 Peano ua [ denominazione di humere fmn-
ginario. Qui =i ¥ preferito seguire la demominnzione pih comune.
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In tutto quanto diremo in segnito SUpporremo che 1 numeri com-
plessi che eonsideriamo non sieno nutll, quando anche questa ipotesi
non sia necessaria in molte proposizioni come nella 1, 2, 3 del pre-

sente §.
E facile vedere che se u, v, w. .. sono complesst, 1, g, ... reali
ed ', ¢, w'... complessi conjugati di =, v, ..., 81 ha:

real (u X v') = real (¢’ X »). (1)

real (ni) = veal u, (2)
veal (# v+ w-...) =real u - real» L real ¢ = aai g (3)
sempre che gl addendi sieno in numero finito,

— 1 <<real u /modu << 1. (4)
real (pu < »v) = or real (v X ). (5)

§ 1. — Prodotio sealare di numeri complessi.

I. Se u e v sono complessi chinmeremo loro prodotio scalare, e lo
indicheremo con |u X 9|, la parte reale del prodotto u X #'; cioé por-
I'emo:

1 3¢ v| ==veal (u X v), Def.
2. Dalla P. 1, §1 e dalla Def. precedente rvisulta:
e X w| = v X ul. Comm. X

3. Dalla Def. discendo che il prodotto sealare & nna quantita reale
determinata ed uniea.

4. Se u, v, 1 sono complessi, e con |(2 =) X 20| Indichinmo il pro-
dotto sealave del complesso u-v per il complesso w si ha:
26 - 2) 5w = |u X |+ v ) wl. Distrib. (3¢, )
Infatti, se u = a—+1b, py=rc-+id, w=¢e-}-if 81 hLa:
(1 < v) X 2| =real [(u+ 8) X '] = (a+ c) e+ (3 dif (1)
[ X | = real (u > w) = qe - bf (2)
(2 X | =real (» X w') =ce L df (3)

da (1), (2) & (3) si deduce la P,
B. Posto [u¥=[u X u| sara:

%% = numero reale positivo = (mod #)* = mod® .

6. |iu X u|=0.
Infatti per Def.
it )X u| = real (in X )
= real (ia — b} {@ — ib)
=gb —ab=100,

i e
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7. Se r & numero reale si ha:

(%) X »| =1 |u X =
Invero,
|(ru) X vl =real [{ru) X v'] Def. X
= veal [» (v X 7)]
=y real (u X v) 2.2 81
= [ X 9. Def, X
In particolare per »=-—1 si ha:
[— 1 X ol =—|u X vl.

8. Se u, », w sono complessi diversi da zero si ha:

_ (2 + o) = [u% 5~ o7 - 2 |u X 2.

Infathi: _

(1 + »)°| = real {(u - v) X (1 |- v)'] Def. X

real (X o +—2 X v+ uX v -+-u X2

real (u)w')-Hreal(v) v )+real(n)X¥)-Freal{n’Xv) P.3,81
= |u? -} |27 -+ 2 Ju X ol Pat ., P.2 81

9. Iu modo analogo si dimostra la seguente P.

(e + v+ w)'l = |u°| 4 |7°] + |17 + 2 |u 3 w) -+ 2 v X 20| -+ 2 |10 - ul.

(.

§ ITI. — Coseno.

Chiameremo coseno di due complessi u e 2, e lo indicheremo con
cos {u, ) i1 prodotto scalare dei quozienti di essi per i rispebtivi mo-
dult; ciod porremo:

l. cos (1, ) = |u fmod u 3 » jmod v,
Dalle PP. 2,7 del § precedente sl trae:

2. cos (%, v) = cos (v, u).

3. cos (u, — v) = — cos (u, »).

4. ' cos (— u, — v) = cos (u, ).

b, Dalla P. 4, § 1, tenendo conto che il prodotio di due frazion:
proprie & una frazione propria e dalla Def. cos. s1 deduce:

— 1 =<z cos(u,v)1.

b. &os (i, v) = 1.
Iniabti:
¢os (%, w) = |u /mod u X w [mod ] Def. cos.
= |1 X | /mod® u
= |u*| jmod* u=1. P.5 §2
6 L. cos (¥, —u)=—1.

Questa P. si deduce osservando che cos (#, — u) = — oos (u, u).
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7. Se p ed » sono nuwmeri reali e dello stesso Segno sara:

cos (pn, pv) = cos (u, v).

Invero:
cos (ru, gr) = |ru fmod ru X ov /mod ol

= |ru X ou| /mod ». mod ¢. mod #. mod ¢

=rp |u X 2| /mod ». mod 5. mod . mod ¢ P, 2 &1

= | X »| /mod u, mod » Tes.
= (08 '('”. i:'}. i:
7" 1. In particolare, se o ed + sono reali positivi: f
cos (pu, ¥) = cos (u, v). ‘5
cos (u, 7) = cos (u, v). ;
cos (pu, u) = 1.
Se o & reale negalivo sara: A
cos (pu, ») =— 1. ,,- ‘E
- ; : .
7° 2. La condizione necessaria perehd sin cos (¥, 2}=—1 & r=0u ) i
essendo p reale positivo. o

Infatti posto u=a-+2b, v =c+ id deve essere per 1potesi:
(e bad) | (@ -+ B2 (- dP)t =1

dalla quale si deduce che ac-I-bd deve essere > ().
Quadrando la precedente e semplificando si ha:

arl — be=1,
la quale, insieme alla ac+2d > 0, ci da:
c=opn, d=7pb

essendo p un numers reale positivo: ciod v= plt.
8. Dalla Def. cos, si deduce:

l# X »| =mod u . mod . cos (v, v).

9. Be con # + » indichiamo la somma de; complessi u e » si ha,
supposto #-v» diverso dn zero e da 2u:

mod (7 -+ v) = mod u . cos (u, u - 2)+ meod v . cos (# -} v, v).

Infatti:

mod # . cos (1, ¥~ v) = |u X {1 »)| Imod (u -} v), p
mod . cos (29, 2) = |(u - 2) X »} /mod (u --2), s
dalle quali sommando:

-_'_f."".—|_';“ jy

mod # . eos (%, u - 2) -+ mod v . cos (1t », v) =

= {ju X (u~ 9)| + |v {u-}- 2)) /mod (u +v)

=4+ -1 2u0| jmod (u ) P.4 §2; P.8, §1
= |(1 4 2)"| fmod (u -} v)
=mod®(u -- ») mod (u -}- ») P.5 §2

— mod (u - 7).
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[0. Se mod % = mod v sarh; sempre nella ipotesi del numero pre-

cedente: |
cos (u, # + v) = cos {rx —- v, v).
Invero
cos (#, u -+ v) = |u XX (1 - )| /mod % . mod (u 4 v)
= {|u® - |u X 2|) jmod u . med (u—+ )
— (mod® 12+ |~ o|) /mod u . mod (n+2) P.5 §2. (1)
cos (u -+ v, v) =Ymaod?» -+ |1 X v|} /mod » . mod {x -+ v). (2)
Dalle (1), (2) e dall’ipotesi si deduce la tesi.
1. Viceversa, supposto sempre u v diverso da 2pu e diverso da
zero, se cos (v, # - v)=cos (u -+ », v) sarh mod v =mod ».
Invero dall’ipotesi o dalle relazioni (1) (2) della P. 10 si deduce:

Imod?® # - |u X #|) /mod % . mod (n—+2»)=
= {mod®» -} |u X ¢|) /mod % . mod {u )

od anche:
{1t 3 2} Jmod v mod v — 1} {mod u — mod v} = 0;

ovvero:
feos (u, v} — 1} {mod # — mod »} =1).

Per Ia P.7°2 e per I'ipotesi ammessa cos(u,#)F1 e quindi:
mod © = mod ».
12. Se mod u=mod », dalla P. 9 si deduce:

mod (& + v) = 2 mod . cos (u, u 1+ v).
13. Dalla P. 8, §2 e dalla P. 8 si deduce:
mod® (1 -- #) = mod* ¥ -~ mod® v + 2 mod % . mod » . cos ( u, 2).

4. Dati i complessi u, », w0 conv ¥ pu con p reale negative e sempre
possibile determinare due numeri p ed » tali che:

W0 = gt — 'L, (1)

Posto come al solito u=a - ib, v =c¢ -+ id, w=¢ — if, perche sia
verificata la (1) deve aversi:

e -+ tf =p (a + ib) + 7 (¢ 1+ id),

ap+er=e
bo +dr =7
e quindi basta sceglieve:
o =(ed —¢f) | (ad —¢b), r=l(af —eb) | (ad — eb). (2)

L’ ipotesi »+pu & necessaria per evitare che o ed » sieno infiniti,

|5. Dati tre complessi qualunque, purché due di essi non sieno
opposti, & sempre possibile trovare due numeri reall positivi p ed r
tali che un complesso od il suo contrario sia uguale alla somma degli
altri due moltiplicati vispettivamente per p ed r.

Clne:
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Questa P, 3 Is precedente

$6 1 numeri p ed r ricavati dalle (2)
8010 positivi. Se nelle (2) & e

<0 e » >0 poniamo P==—p con ¢’ po-
sitivo, siccha aVremo:
tr=ff—m+;_--u
Se finalmente p<0,r <0 posto P=—¢ od r=— gvremo
W=gu-}»p

16. OssErvazions, — Da : 1 1 complessi » P0S-
sono dividersi in dye classi ri

remo classe o rispetlo qd 4

" ed i complessi v
per 1 quali & possibile trovare due numerj P ed » positivi reali &
tali che:

b=pu—trlix) o 4 = gttt - r(—u),
Nell'altrg elasse, classe B Tispetio ad u porremo 1l complesso — iy od
* complessi ! ' '

le determinare p ed r reali positivi
€ tali che per essi &-

—v=pu-r(i), TU=pitu—y (—u).

I complessi 4 ¢ — % li considereremo tome comuni alle due clggsj.

161, Un complesso qualunque appartiene alla classe o ogd alla
classe B rispetto agd un complesso dato g

Infaiti fra % % ed iu dovrh verificarsi (P. 15)

una delle seguenti
relazioni:

V= pu—+ r(in)
U=—pu -1 (iu)
T =p%t— 5 (in)
V=— ol — p3u

iy }
(oppure ﬁ]' rispettn ad u; u ap- b5
5 (oppure o) rispetto a .

P=p%u--r(in) oppure
teall positivi. ,

Nel primo ¢aso, moltiplicando primo ¢ secondo membro per
sl ha:

V= — Q1 + P
con p ed »

% E"
i (o —78) = (o*+ ) u: L J

u

0 ” -
_‘Pi_‘_ra 4 pn_’__ yE (iv).

La quale ¢i djce che # & un g rispetto a ¢,
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Nel secondo caso, moltiplicando per — p—#i si ha:

= Pﬁ__}p_ S Puj]li.: (i),

e quindl u appartiene alla elasse B rispetio a .

17 1. Possiamo osservare ancora che se » appartiene ad « (op-
pure a §) rispetto ad u, —v apparterrd a B (od «), rvispetto ad w.
Se » appavtiene ad o (od a B) rispetto ad w, —v apparterra ad «
(od a B) rispetto a — .

Per la dimostrazione basta riferirsi alla definizione delle ¢lassi < & 8.

18. Dato un complesso » ed un numero reale n, compreso fra 1
e — 1, esistono due complessi tali che, detfo » uno di essi &:

cos (u, ) =n.

Poniamo per brevith u=1 e v=2z -+ iy (cid che nulla toglie alla
generahid della questione). Perchs v soddisfi 'egnaglianza precedente
dovra aversi:

& V2 - =n.

Questa relazione ¢i dice che il segmo di x deve essere lo stesso
di guello di n.
L’equazione precedente da:

(/] n
- =9
i V1 —w

e poiché 1 —#*>> 0, vi sono due complessi z,, #: che risolvono la que-
stiome, |

L' 1potesi n =1 gi tratta a parte e si ha y=0 ed z= 1.

Nel caso generale se & 2>>0 si pud scrivere, n meno di un fat-
tore positivo:

) i i »
vy=Y1l —a’=ni, v=V1—u®— ni;

Se & <70 si ha inveece

0= — V1 — ny 91, pg=—=— V1 — 5z — ni.

OsservazIioNE. — Questo risultato ci mostra (vedasi osservazione
precedente) che se #, appartiene alla classe «, appartiens alla
classe B, 0 viceversa.

Possiamo osservare che essendo R o e ],f 1 — n* si pud seri-
vere :

™ —{— Vs — DU,

essendo ¢ un numero reale.
[9. Se » appartiene alla classe « rispetto al complesso iu sard

cos (u, ) < 0.
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Suppeniamo per brevita u=1¢ v —g — 1y sara:

cos (u, v) =2 /Yz* + o~
Poichd » apparliene alla classe « vispeito a v deve aversi:
v=p (iu) 4-r (— ) oppure  v=p(—u)-4r(—iun)
ed essendo # =1

Try=¢i—r  oppure  x-iy p— i

e quindi in ogni caso <0 cigi:
cos (u, o) = [\ 2° F 4* < 0.

Analogamente si dimostrera che se » appartiene alla classe B ri-
spetto ad iu sara

cos (u, ¢) > 0.

20. Dato il complesso u diciamo che » appartiene al primo gqua-
drante se essendo o ed » reali positivi, &

v=gu 1 r (iu).

Se v=p (iu) -} » (— ), diremo che » appartiene al secondo qu -
drante:

8¢ v=0(—u)+r(—in), divemo che v appartiene al ferzo gua-
drante, e finalmente se » =" (— )+ p(#) diremo che » appartiene
al quarto guadrante.

2l La P. 19 puo, dopo gnanto si & detto, enunciarsi:

cos (u, v) = ()

secondo che » appartiene a primo e al quarto gquadrante od al se-
condo e terzo.

§ IV. — Seno.

I. e u e # sono complessi non nulli porremo: .
sen (u, r)= + mod cos (i, »),

prendendo il segno - od segno — secondo che » appartiene alla
classe o od alla classe B rispetto ad .

1"1. Dalla Def. risulia: sen (1, ) = 0 secondo che » appartiens al
1" e 2° quadrante o al 3° ¢ 4°

2. sen (u, u) =10,
Infatfi: cos (fu, u) =0 e quindi la P.

3. sen (w, v) =—sen (2, u).

;'
4

P S
- \F

.
.
51 .'.lll_l__n.-:l_h.-.. 1
..‘-u.'i...'-.w R )
T Sl e T
LI iy, i o

.':.'r#r

TR e

= "
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Osserviamo anzitutto che mod eos {in, ») = mod cos (iz, u) e che per
la P.11, §3 se » appaitiene ad o« rispetto ad u; appartiene a
rispetto a » e quindi Ja tesi.

4. sen (u,in) =1.

Infatti:
sen (u, in) = mod cos (fu, in) =+ L.

Si & preso il segno - perche iu & un « rispetio ad .
5. Se ¢ ed # =ono reali st ha:

mod cos (zéu, r#) = mod cos (i, )
@ per conseguenza:

sen {u, v) = sen {cu, rr) se 6 >0, r>0 F. 17,8 8

sen (i, v) = — sen (zu,22) se p<<0, r<T 0 "
sen (u, ) =sen (cu, 17) se p<Z0, #r>0 ”
sen (u, v) = — sen (s, rr) se ¢ >0 r< U .

In particolare:
sen (u,7) = — sen (—u, — v},
son (u, v) =sen (—u,v).
sen (u, r)=sen (—u,1].

6. sen (i, — u) = 1.
Infatti:
sen (iu, — u) = —sen (i, u) P.5
— —[—sen (u, 1u)] P.o
— gen (u, i) =1 P, 4

7. Analogamente si possuno dimoslrare le relazioni:
sen (— w, —in)=—1, sen(—iu, )==1.

Tnvero:

|

—sen (u, in)
—1

sen {iu, 1)
— sen (u, in)
—1

sen (— u, — )

|

|

sen (— i, )

o o t0 o o
o o B ST T

(P. 5, § 3) sara
—1=<sen(u, )1l
9. Se ponlamo:
sen? (i, v)=sen (u, v) X sen (u,7) -
cos® (u, ©) = eos (u, z) X cos (¥, v)

avremo:
sen’ (u, ) + cos® (u,2) = 1.

8. Ussendo il cos dh due {:upplessi gualungue compreso fra 1 e —1.
E
. &7
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Invero-

sen” (u, ») 4+ cos®(u, ¥) = eos® (iu, #) - cos® (i, v)

= [{real (iu, v*))*-}- (real (u + #'))*] /mod® . mqd®v
= (a* -}~ ") (¢* - &°) Imod® « . mod® »
—=1,

10. Dato un numero reale # compreso fra 1 e —1 ed un com-
plesso u esistono (P. 18, § 3) due complessi #,, . tali che

cos (u, »,)= cos (u, »5) = n.

Per l'osservazione che si trova nella stessa P.18, », e v appar- o
tengono a classi diverse rispetto ad % e quindi:

sen (u, v;1) = — sen (u, o).

[l. Da quante si & detto possiamo conecludere che dati due numert

cealr m, , 7y logati dalla relazione n;," - ns® = 1 esiste un solo complessb v
tale che

cos (1, v} =—m
sen (u, v) = ny.

12. Se con u—+» indichiamo la somma dei complessi « e » e se
supponiamo %+ v diverso da zere e 2u.

mod « . sen (1, u 4 )= mod v .sen (1 47, v). (1)

Osserviamo anzituito che se u -~ 2 & della classe o (3) rispetto ad u

anche » & della classe z(8) rispetto ad % v, quindi i segni del due
membri della (1) sono uguali.

In guanto ai valori assoluti osserviamo che:

mod . sen (¥, #-}-v)=mod u . mod cos (iu, %+ )

=mod [b (e +¢) —alad)] /mod (u+2»). (2)

mod » . sen (u-F v, ») =mod e (@4 ¢) — d (6 4 d)]/mod (- 2). (3)
Dalle (2) e (3) si deduce 1a P.

I3. In particolare, sempre nelle stesse ipofesi, se mod ¥ =mod », %
s1 ha: . Y
sen (n, w + »)=sen (u-+ 2, v).

5;' :;
=4
|
7
¢
!

Viceversa che sen (u, u - v) = sen (i - 2, v) sara
mod ¥ = mod 2,
14. Se 4 4-v si trova nelle condizioni della P. 12 si ha:

cos (, v) = cos (v, # +-v). cos (¥ -+ v, ¥) — sen (u, u --v) . sen (v, v).
Invero dalle P. 9, §3 e P.12 si deduce:

mod® (4 2) = [mod = . cos (u, % -+ #) - mod 2. eos (2o, )
<+ [mod w. sen (4, ¥ +2) + mod v . sen (- », v)]°
=mod" - mod® v+ 2 mod u. mod » X
< [cos (1, u - v) cos (4 v, v) — sen (u, u -+ ») sen (v-+w)] P.9
= u’] + 2|+ 2mod n.mod »[ . . . . . IF P.5 §2

I-L"h"-l =y

"———'-u:l::ﬂ:—

b _"'—lll-—ﬂ:u ‘
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d'altra parte:

mod? (1 4 v) = |(#—+-2)| = ud + w4-2|uXe PP.5,8,§2
e guindi:
| e X »] =mod . mod v [cos {¥, © 4-2). cos (u v, t) —
— sen {u, # 4 ») sen (v, v)].
Operando in quesi'nltima con 'mod 1. mod » si ha la relazione da

dimostrare.
I5. Sempre che u sia diverso da pv (» veale) st bha:

sen (u, ¥) = sen (u, # 1) . cOS (1 -+ », ¥) -+ cos (u, u— #) sen (1 -1~ V, ?).

Infatti, posto
= -+ b, v= ¢ id
Sara:

ecos (i, u4-v)=lale—+c) b (b )} modu. mod (1 v),
cos (1 3-v) ={c(atc) T &b +d)} ‘mod z . mod (u -+ ),
sen (u, ¥+ v)= =% mod b {« +¢)— (b + d)} ‘mod u . mod (1 ),
sen (1 -- v, )= & mod |d (a+ ¢)—e(b—+d)) imod 2. mod (u - 2).

I valori di sen (u, ¥+ r) e sen (¢ +r, ) devono prenderst col me-
desimo segno (vedi osservazione falia nella P. 12) che & poi quello
di sen (u, 7).

Inoltre osserviamo eche

(b (@ +¢) c:[b-{—r?}}—[—[d[ﬂ—}—c]—ﬂ(b—%—ri')]-———ﬂ;

¢ quindi

blad-¢c)—a-+d) e d(g4+¢)—e (b4 d)

sono di segno contrario, ciob se blaLte)—a(—d)=0 sard In
corrispondenza e(b+d)—de+e=0 (i segni di diseguaglianza
corrispondandosi).

Premesse guesle considerazioni s1 ha:

sen (1, u 4 v) . cos (u v, ¥) - cOS (u, -+ 1) . sen (u 42, 8)=
— + {be(a-tcf —ad (b @) +{a +¢) (b + 4) (bd — az) — ail (a -+ e}’
Lbe(dd)f —(a+e) (bt d) {bd — ae)} ‘mod u . mod v. mod® (1t - )

— + mod (be — ad) /mod u . mod ».

D'altra parfe:
son (1, v) = + mod (be — ad) fmod «. mod
e per l'osservazione fatta in principio, rignardante I seonl :

sen (4, v) == sen (u, -+ ¥) . cos (124 &, v) -+ cos (u, u—-v) sen (i 42, v).
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16. Se nelle formule 15 e 16 poniamo — u al posto di ¥, u--» al

posto di p, essendo » — j— #) 4 (¥4 %) la somma dei complessi — 1,
-9, 81 avra:

oS (— v, u-l-») = cos (— u, v} . cos (g, u- 7)—sen(—w, z). sen (2, u—v),
sen (—u, u-l-v) = gen (— u, ¥) . c0s (1, u-+-r) - cos (— u, v). sen (», u-tn).

Od anche, essendo -

COS (—u, u - 9) = pos (1, -} z),

608 (— u, ) = cos (u, v).

eos (¥, ¥ 4 ) = eos (1 =, 2).

sen (— u, v) = sen (u, v), ecc.

cos (u, u -4- ) = ros (4, %) . cos (v, v)+sen (u, v). sen (u-- r, v).
sel (#, u -} v) = sen (%, v) . cos (u - t, ¥) —cos (u. v) . sen (u - 7, 7).

[7. Dalo il complesso e la coppia di complessi £, g & sempre
possibile trovare up complesso p tale che:.

cos (u, p) = cos (, g).
sen (v, p)=sen (¢, q).

Infatti, su Pposto eos (¢, g) = uy, sen (Z, ) = n; esiste, P. 18, § 4, P. 10,
in complesso p tale che

e0s (u, p) = n, = cos {¢, q).
e08 (1, p) = 125 — sen (¢, q).

§ V. — Angoelo.

Da gnanio si & detto yei §§ precedenti risulta clLe dati due com-
Plessi u e v esistono e sono unici il loro cos ed il loro sen, i quali
sono due numeri reali iy, 2e logatl dalla reluzione n° + 5.0 = 1. Vi-
Céversa dato il complesso u e due imert reali | %, legati dalla
relazione a,° 49,0 =1 esiste un soly complesso 2 tale che

cos (4, v) =mn, sen (u, v)=1n,.

Inoltre &i & visto che le funzioni sen e cos nop dipendono dai mo-
duli dei numeri complessi. Possiamo pertanto dire che dati due com-
plessi #, v & inerente ad €ssl U nuovo ente da cui dipendono il cos
ed il sen, cle chiameremo angolo dei due complesst it e v, che indi-
cheremo con ang (u, ») e che definiremo per ustrazione,

Porremo ciok -

I ang (u, u) = ¢

ang (u, v) =ang (u, ; 1) . =. cos (¥, v) = cos (1, »), sen (1, 2) =
=sean (1, ). Def. ang.
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Si possonuv verificare le leggi formali dell’egunghianza e quindi
per gli angoli vale il principio della sostituzione.

2. ang (n, tu) = ang (in, — u).

Infatfi:
cos (u, iu)=cos (su, — u). (1)
sen (1, in) = sen (in, — u). (2)

Da (1), (2) e dalla Def. ang. si dednce In fest.
3. Dalla Def. aug, e dalle P.P. 7, § 3, 5, § 4 risulta:

ang (u, ») = ang (su, )

essendo p ed » due numeri reali del medesimo segno.
4. Dato un complessv n e la coppia di complessi (¢, g) & sempre
possibile trovare un complesso p tale che

ang (¢, g)= ang (u, p).
Infatii per la P.17, § 4 & possibile determinare p in modo che:
eos (f, g} =cos (u, p},  sen ({, g) = sen (1, p).

Da quesia e dalla Def ang. risulta la tesi.
5. OssErvazione. — Dalla proposizione precedente risulla che
dati due angoli si pub ad uno di essi sostituirne un altro che abbia

un complesso in comune col primo.
Quindi parlando di angoli II sopporremo dati in modo che ab-

biano un complesso in comune.
6. Somma degli angoli. — Dati gli angoli:

ang (u, ») ed ang (2, w)

chiameremo loro somma e la indicheremo con ang (u, v) -} ang (v, w},
I'ang (u#, w). Cioé porremo:

ang (u, v} + ang (», w) = ang (i, w).

7. Differenza degli angoli. — La sotirazione si definira come ope-
razione inversa dell'addizione, ciod dati: ang (v, w) ed ang(u, ») 8
chiamera loro differenza e ii indichera eon ang (u, w)— ang (u, ),
I'ang (p, ) che agginnto al secondo da il primo, e si scrivera:
ang (1, w) — ang (u, v) = ang (p, 9).

8. La differenza di due angoli esiste ed & unica.
Infatti, Yang (v, w)} per la Def. & tale che

ang (x, v) -+ ang (v, w) = ang (v, »).
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Che la differenza sia uniea Io dimostra il fatto che potendosi
serivere ang (p, g) = ang (4, 2) e risullando anyg (n, y=nang (u, w), ne

4
viene che ¢ coincidera con ., eiok-
ang (p, ¢l = ang (u, ).
9. Dalla P. 6 si ha:
ang (w, ¥) 1 ang (r. ) = ang (1, u)
:i_‘_ P- 1.
[0. Due angoli come i precedenti i direnio 1 verso opposto. > 5
Se v appartiene allu classe g rispetto ad u, il verso di ang (u, 2) Sk
N § g - & & _'Ji'.__'.'
lo divemo positive, e negativo quelio di anyg (r, u). g
1. Conveninmo di serivere —ang (r, u) ul posto i ang (i, ). Clog :ﬁ
poniamo | ﬁ
ang (u, v)=—ang (r. u). il

12. A questo punto si puo verificare che la sonuna degh angoli
gode della proprieth commutativa o che se u, v, w sono tre com-
plesst qualunque &

ang (u, v)~- ang (v, w) 4 ang (w, u)= (.

13. Maggiore e minore. — Dati gli angoli: ang (un, v) ed ang (u, w)
si dirk ang (1, ) maggiore di ang (u, w) e si scrivera

ang (i, v) > aug (u, )

se esiste un angolo positivo non nullo ang(p, q) tale che

ang (u, ) — ang (u, w) — ang (p, q).

Invece di dire che ang (u, ») & maggiore di ang (u, w) si diee anche
che ang (i, w) & minore dj ang (u, ) e si serive

ang (u, w) < ang (u, r).

Da questa Defl. risulta che tutti gl angoli negativi sono minovi
deghi angoli positivi,

14. Chiameremo coseno e seno di un angolo rispetiivamente il cos
ed il sen dei complessi che determinano 'anuolo : porremo ciod:

cos ang (u, v) = cos (u, ).
sen ang {u, v} = sen (u, ).

Mediante questa definizione le proposizioni enunciake per i coseni
ed 1 seni delle coppie dj complessi, valgono per i coseni ed » seni
degli angoli determinati da queste coppie di cominlessi

15. Poiche per gli angoli sono stati definili i concetti di egun-
ghanza, di somma, di maggiore e minore, cosl ne viene ehe gli an-
goli sono delle grandezze e come tali possono misurarsi.
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Assumeremo come angole unith di misura Fang (1, tu) che indi-
Te

cheremo con - @ che chiameremo retlo.
6. ang (u, — u) =m,
Tnfuthi:
ang (1, — u)=ang (n,1u) - ang (i, — u)
B E k z = % ...

Due angoli la cui somma & due angoli retfi si diranno supplemen-

tari; complementari due angoli la cui somma € un angolo retio.
I7. Se » appartiene alla classe = rispetto ad u sard:

ang (u, v) 4+ ang (2, — u) =m.
Infaiti: |
ang (1, v) -} ang (v, —u)=ang (16, — 2¢)
= T,

17 - 1. Poiche
ang (u, ie) = ang (iu, — u) = ang (~— u, — iu) = ang f— in, )
si pud concludere che:
ang (u, in) + ang (i, — %) - ang (— u, iu) + ang (—iu, u) = 21,
Ma d'altra parte:
ang (u,in) + ang (iv, — u) -+ avg (— u, iu) -+ ang (— 2u, ) = ang (1, 14).

Quindi I'ang (z,u) si pub considerare anche come la somma del

quatiro angoli retii.
17+ 2. B facile a questo punto dimostrare, servendosi delle PP. 16,

17, 18, § 4, che
cos [n2r + ang (u, v)]= cos (u, v)
sen [n2x% - ang (u, v)]=sen (u, ).

Quindi possiamo dedurre che le funzioni seno e coseno S0N0 perio-
diche ed hanno per periodo Zm.

17 3. Un angolo minore di un angolo retio ai dird acufo; un an-
golo maggiore di un angolo retto si dira oftuso.

18. T seno di un angolo & uguale al coseno dell'angolo comple-
mentare.

Osserviamo anzitutto che A’angolo complementare di ang (w,2) ©
ang (v, in), perche la loro somma b ang (u, iu); premesso cid dimo-
striamo che

cos (1, ) = sen (v, 1u).
Supponiamo che v appartenga alla classe B rispetto ad du, sara:

cos (u,v) > 0. P.19, §3

e e
T
- i
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Ma se » appartiene alla elnsse P rispetto ad iu. iv apparterra alla CES
classe z rispetto a » (vedi osservazione nella P. 17, § 3) & quindi A
per Ia Deaf sen: .

sen (v, iu) > (.

In questo caso, essendo mod sen (v, 24} = mod cos (u, £). sard
sen (o, in) = cos (u, v),

Alla stessa eguaglianzn si arriva supponendv ehe r appartenga
alla classe 2 rispetto ad du.

19. Due angoli supplementari hanno o stesso seno mentre i coseni
sono uguuli in valore assoluto ma di segnl contrari,

Infatti osserviamo che ;
Bp”g (“l‘ E} ‘—,—‘ ﬂﬂg (L‘l" "‘j —= X2 :_r'ﬁ;..-
e che

sen (u, v)=sen (v, — u) %
cos (u, ) = — cos (, — u) :
e quindi la P, & dimostrata.

20. Seno e coseno delle sommu e differenza di due angoli in fun-
zione dei seni e coseni degli angolt,

Se # e » sono complessi non nulli ed e u—+7 Ia loro somma di-
versa da zero e da 2px risulta:

aug (u, v)==ang (n, u + 2) - ang (u -z, r)

a le formule trovate nelle PP. 16 e 17 del § 4 si possono scrivere;
ponendo per brevita ang (s, u - v) = g, ang (1 -}z, v) = b:

cos (& }-b)=rcosa. cos b — sen a sen b. o
sen (¢ b)=sena.cosd I coswsen b "

Mentre le formule della P. 18, § 4 si possono serivere:

T

r.._d-'.l
o gt

o8 (@ —b)==cos @ . cos b+ sen a sen b, h: ]
sen (¢t —=&) =sena.cosb — cos a sen b. a%
2l. Da queste formole se ne possono dedurre alire relative alla ;-:_' i
moltiplicazione e divisione degli angoli nonche quelle relative alla .
trasformazione della somma e della differenza di due delle funzioni
sén e cos in prodolbo.
3 VI. — Triangolo. |
|
Sieno #, » due complessi tali che » sia diverso da pr essendo p un
nomero reale gualungnre. Porremo: -
ang (u, u4-2)=17 i

ang (v+v¢,2)=V
ang (v, —u) =W.
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trinngolo (#, v, w)= triangole (U, V, W)=terna dei tre complessi
u, v, w che soddisfino la relazione w=1wu -+ v

lati del triangolo (i, v, 20)=mod %, mod v, mod .
angoli del triangolo (u, 2, ) ==TI, ¥, ¥V,
mod #, U elementi opposti, ecc....

|. Possiamo anzilutte dimostrare che (Y):

T4+ V+EW==

Infatii:

U -V W —=ang (1, +v)+ ang (u+r,v) -+ ang (s, —u)

— ang (1, v) + ang (2, — u)
— ang (u, — #) = .

-1 Se in un triangolo un angolo & retto gli altr1 due sono com-

plementari.
{ -2, Un triangolo non pud avere piil di un angolo otbuse né pin

di un angelo retfo,
5 Qo in un triangolo dne lati sono ugoali sono uguali gl angol

opposti e viceversa. Ciod se:

mod t=mod ».=.U=V.
Tnfalti dalle P, 10, 11, § 8 e P. 13, § 4 =1 ha che se

mod 1 = mod » D) cos U= ¢os V,sen U =sen V.

e quindi P. 2, § 5 U=V,
Viceversa per U=V per le stesse proposizioni risulta mod =
mod ».
3. Se un triangolo ha i tre lati ugnali ha gh angoli uguali ¢ vi-
eevers:d, cioe
mod u=modr=modw.—= . U=V=W,

Questa proposizione e una conseguenza immediata della pre-

cedente. .

4. Un triangolo che ba 1 lai pguali si dice equilatero; equian-
golo se ha i tre angoli eguall.

La P. precedente ei dice che un triangolo equilatero & equiangolo
e viceversa.

5. In-un triangolo i laii gono proporzionali ai seni degli angoli
opposti; cioe:

mod « /sen T = mod 2 isen V = mod w [sen W.

() Parrd sirano che senza far uso del postulate di Tuclide si possa dimostrara goesta P.; ma
pensando alin definizions sha per I'ente triangolo si & data non vi b da meravigliarai, Facendn in
soguito Ia rappresentazions. geometriea perchi J'ente briangolo da noi defimto coipneidn com quello
geometrico bisogna ammetiers il postulato d' Euclide.
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Infatti dalla P. 12, § 4 si deduce:

mod # /sen U = mod » /sen V. (1)

Dalla stessa proposizione, ponendo — 1 al posto dr u, #--vp al
posto di » e (u+v)— u al posto di 4 --v otteniamo:

mod (— u) . sen (v, — %) = mod (% + %) . sen (v, u — 1)

e quindi
sen W /mod w —=sen ¥ /mod 1. (2)

La (1) e la (2) dimostrano Ja tesi.
6. Dalla P. 9, § 8 si deduce:

mod w=mod u. cos V 4 mod # . cos |

Relazione che lega i tre lati di un triangolo con i coseni di due angoll,

Nella precedente ponendo -— u a posto di w, u-F#» al posto di »
e (1 +v)—u al posto di u-+ v si ha-
mod v =mod # . cos W ~- mod 0 . cos U.
Fd analogamente con sestituzioni convenienti:
mod ¥ =mod w . cos V.
7. Dalla P. 13, § 3 si deduce:
mod” w = mod® u -} mod"»+-2mod % . modp, cos W. (1)

Relazione che lega i tre lati di un iriangolo con un angolo.
In particolare se il triangolo & rettangolo, ¢iod se cos W — 0 si ha:

mod” w=mod*u -+ mod® »

con procedimento analoge a guello seguito nella P. precedente si pos~
sono rieavare altre due formule analoghe alla (1),

8. Le relazioni trovate relative al triangolo sono sufficienti & far-
cene dedmrre molte altre ancora che per brevitd omettiamo.

§ VIL — Interpetrazione geometriea.

I. Supponiamo a questo punto nota Ja rappresentazione geome-
trica dei numeri complessi, assumendo come asse principale il ¢om-
Plesso u, che percid sara uguale ad 1. E chiaro che j complessi 1 eul
atfini cadono nella porzione di piano limitata daj raggl ¥ ed fu ap-
partengono (P. 20, § 3) al primo quadrante, e quelli i eui affini cadono

nella porzione di piano limitata dai raggi iu, —u appartengono al
2" quadrante e cost via.

JI‘
i |
i
A
{

il W0 S -H:H*-Wm' T
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Se v=ua | v, sarh, essende =1
cos (u,2)=2x/mod v  sen (u,v)=1y /mod ».

Cioé il cvs di due complessi & uguale alla misura della proiezione
del secondo complesso sul primo, divisa per il modulo del secondo.

2. Chiamando ang raggi (u, v), I'angolo definito geometricamente
e determinato dai lati u, » & possibile porre

ang (u, v) == ang raggi (v, v),

essendo u e » due complessi i eui affini cadono sui raggi » e v uscent

dall’origine 0.
Invero:
ang raggi(u,v)=0;
inoltre se
ang raggi (v, v)= ang raggi (u, ') (1)
BAIA
ang (u, v) =ang (u, 7). | (2)
Infatii dall’'essere vera la (1) risulta che prest su u e v due punli
AeB tali che OA ed OB sieno i moduli dei complessi # e » risulfa
ln proiezione di QA su ¢ divisa per Ja misura del segmento OA uvguale

alla proiezione di OB su » divisa per la misura di OB e quindi:
eos (u, v) = cos (i, v'). (3)
Analogamenie si deduce che
sen (u, ») =sen (¥, v'), (4)

Dalla (3) e dalla (4) si deduce Ia Eesi.

Se & vera la (2) si dimostrera facilmente che ¢ vera la (1).

2-1. A questo punto possiamo concludere che tutte le formule re-
lative agli angoli di coppie di complessi valgono per gh angoli definiti
geomelricamente, '

3. Se A, B, U sono gli affini dei complessi «, », w 1 tre complessi OA,
OB, OC insieme agli angoli AOC, COB, BOz|, (') determnano il trian-
golo analitico w, », w. Se ammeitiamo il postulato di Buclide e con-
sideviamo il triangolo geometrico OCB esso avrd i lati e gh angoll
eguali a quelli del triangolo analitico ABC.

Quindi, per il triangolo cosi definifo valgono tutte guante le pro-
prieth enunciate nel § 6 e quelle altre che da esse potrebbero sea-
turire. :

»

{1} ' & la direzione negakiva dell'asse prineipale mella rappreseutasiops geomsirich dei com-
plessl,

C. Bianca.
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SULLE SUPERFICIE MODANATRE

Si snole spesso affermare che Ia traiettoria di una goceia d'acqua
(o diun punto malerinle) che scorra senza attrito sopra una superficie
topografica, &8 una linea di massima pendeuza della superficie.

¥ facile convincersi che quest'affermazione non & esalbta. Sopra
una superficie topografica S la lnee idrodinamiche — traiettorie di
punti materviali soggetti alla sola gravith — sono generalmente di-
stinie dalle linee di massima pendenza.

Dicasi infakii A un punto di S, a partire da) quale si abbandoni
sulla superficie, senz’' impulso, un granello materiale M. Togliendo dal
peso di M In componente normale, la quale & equilibrata dalla vea-
zione della superficie, resta sola attiva la componente tangenziale,
che risulia normale alla linea di livello I, per A. Onde nel primo
istante, M si muove descrivendo nn elemento della livea di massima
pendenza uscenfe da A.

Ma quando M aitraversa in B )a Jinea di livello Z, infinitamente
prossima ad /i, la velocith acquistata da M — che ha Ia direzione
della refta AB, tangente in A ad 8 — si compone colla velocith im-
pressa ad M dall'azione della gravita in quell istante. Questultima
velocita @ divetta secondo I'elemento BC della linen di massima pen-
denza ABC... uscente da B; sicche il granello M, a partire da B,
generalmente deve deviare dalla linea di massima pendenza,

Perch® questa deviazione non si verifichi, occorre e basta che gli ele-
menti AB, BC appartengano ad un medesimo prano verficale. Dunque:

Sopra. una superficie topografica le linee idrodinamiche coincidono
colle linee di massima pendenza, soltunto quando guesie ultime sianno
i piant verficali.

In pratica le lnee d" impluvieo del terreno sono perd meno differenti
dalle linee di massima pendenza, di quanto teoricamente non si pre-
veda. (Intendo parlarve, beninteso, dell'andamento generale di tali
linee, prescindendo dalle deformazioni locali, inerenti alle diverse
resisfenze dei terreni.)

Liattrito, i fenomeni di adesione e di pressione, tendono infatti
a diminuire in ogni istante la veloeits ehe I'acqua conserva per iner-
zia. Viene cosi a ridursi notevolmente V'entita della cansa da cui pro=-
viene la deviazione dalla linea di massima pendenza. S1 aggiungn che
a ricondurre il fenomeno verso le condizioni statiche, contribuisece
forse anche il fatto che in un corso d'acqua perenne il moto & pres-
soch® stazionario.
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M8 capitaio di riflettere su tale guestioncella (*) preparando le mie
lezioni di Geomefria Deserittiva.(*) Ne ho fratto occasione per cer-
care un'esposizione semplice ed elementare delle proprieta delle su-
perficie topografiche modanate, nelle quali appunto si cade gquando
linee idrodinamiche e di massima pendenza coincidono.

d ho eredute opportuno d’esporre al giovani aleune di queste
proprietd, perehe, se stimo utile ehe nel corso di Deserittiva s1 lenga
d’occhio la pratiea, (°) cereando ehe gl scolari apprezzino i mutul Je-
gami tra teoria e applicazione, cvedo anche utilissimo @ intercalare
qua e li, quando se ne presenti il desbro, nozioni intuitive di geome-
tria infinitesimale. Mi par giovevole che questo genere d intuizione sl
sviloppi nel futuro ingegnere.

Ho detto che le superficie topografiche per cui le linee idrodinamiche
e di massima pendenza coincitdono, Sono modanature.

Com’s noto con tale denominazione (in francese moulures) MoNGE
indienva le superficie che hanno le linee di curvaiirae dfi un sistema N
piani paralleli tra loro.

Nel caso che poc’anzi consideravo, di una auperficie topograiica S
avente ogni linea [ di massima pendenza SOpra un piano verticale A,
Ia orizzontale tangente alle linea di livello, che passr per un punto P
di 1, & perpendicolare & A, e quindi la normale ad S in P, giace
in A Questo piano & percio normale ad S in tutti i punti di . Donde
segue che la ! & una linea di eurvatura (le normali ad S ne’ suo punfi
formando un inviluppo piane) e che le linee di Jivellp, traiettorie or-
fogonali delle diverse /, son esse pure linee di curvatura della sn-
perficie, la qnale duuque, secondo la definizione di MoneE, viene ad
gsser modanata.

Ma proviamo, viceversa, che se sopra unda superficie le linee di
curpatura di un sistema slanno in un fdscio di piani paralleli, anche
e Linee di ecurvatura dell’allro sisteme 0RO piane (e situate i piane
dovungue normali alle superficie).

Consideriamo infatii una superficie S soddisfacente all ipotesi. Per
brevita quei piani paralleli li chiameremo ovizzontali, sicché le linee
di eurvatura date si potranno chiamare linee di livello della &.

Le traiettorie ortogonali della data famiglia, eioe le linee di mas-
sima pendenza di S, costifuiranno I'altro sistema -di linee dy curva-
tura. Indichiamo con ! una di queste linee e con A, B due suol punfl
suceessivi. I1 piano verticalg 2, normale alla superficie in A, passa

(") Del resto I'oageryazione won deve essere nuova: lio in monte d'averle gih visia in gqualehe
luege! -

@ A FPadova gll studi per gli alllevi ingegneri seno stati da poco viformati in wvirto delln
loggze sul Magistrato alle acque. 11 eorse di Proisttiva rimane soltanto per gli sindent di mate-
mabicke pure » mal corso di Daserittiva s interealano colla massimn sconomia guelie nozioni di
Proiettiva chie occorrono per lo svilnppo dalla Desoritbiva.

(% B non sarebbe male che ] noskri corsi di Dascrittiva fosserv desisamente riformati in gueato
senso, G wnol pero molta eura ¢ diserezivne, parehe non &' ha da eccedere nel verso opposto.
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per B. Invero, cid equivale ad affermare che )a retta AR é una retia
di massima pendenza del piano tangente alla 8§ in A, D'altra parte
le due normali alla S in A e B 8'incontrano in un punto P, da che
A e B son punti snccessivi d'una linen di eurvaturs. Ne deriva che
il suddetto piano verticale ), contiene la retta BP, cicé che & mor-
male ad S ancle in B.

Similmente dal fatto che L & normale ad 8 in B, si deduce che &
normale alla superficie nel punto C successivo a B sulla l; ece. Si
conclnde pertanto che la I & situala tutta quanta sul piano verti-
ticale A.

Dico di pin che ogni modanatura si genera ediante una curva
piana (indeformabile) il cui piano rotoli, senza strisciare, atiorno ad un
cilindro verticale. (V)

Poiehs i piani delle linee di massima pendenza d'una superficie
topografica modanata, mviluppano un cilindro verticale, bastera evi-
dentemente dimostrare che queste linee sono tra di Joro congruenti.

Inagino il piano orizzontale su cui si rappresenta la superficie S.
Le linee di massima pendenza vengon rappresentate da rette dovun-
que normali alle proiezioni delle linee di hivello, in tal gnisa che
queste linee risultano evolventi di una medesima curva 7 (invilup-
pata da quelle rette), Ne deriva che due linee di livello sucuessive,

staccano sopra due tangenti ay, 3, di 1. segmenti (infinitesimi) ugupali,
cui corrispendono quindi sopra le curve @, b di massima pendenzs,
yappresentate da 1y b1, elementi eguali e di egual pendenzs.

Mediante le coppie di linee di livello successive, le curve a, § ri-
sultano cosi riferite di tal guisa che gl elementi corrispondenti sono
eguali ed equinclinati sul quadro: onde le curve stesse rsultano con-
gruenti.

OssErvazione. — Dal fatto ora stabilito che glt elementi staceati
sopra due linee di massima pendenza da due linee di livello suceessive,
sono equinclinati sul quadro, tenendo presente che lo inclinazioni di
deili elementi non sono altro che le inclinazioni dei piani tangenti
ad S, cul essi appartengono, segue che 1 piani tangenti nd una su-
perficie topografica modonate lungo une linea di iivello, formano un
angolo costante col quadro. (%)

Com’d ben noto la definizione mongiana delle modanature & stata
estesn, chiamando superficie modanate tutte quelle che hamno le linee

@i curvaiura d'un sistema situate in pieni dovunque normali alla su-
perficie.

('} Teorema dato analiticmments dz Monez nalle ealohre dpplication de I'dnalyse 3 le Glomé-
trie 11V éd,, Prrls, 1809, p. 159 & pin particolarmente p. 1511 Cir. pure per o8, Braxcyr, Leeioni di
geomeiria differenziales (2% ed., Pisn. 1002, & I, p. 178),

{*} Caso particolare di un poto teorema di JOACHINSTHAL. B0 guesto tsoromn J. BERTBARD
(Journal de Lionville, (1), t. 13, 1848, p. 76) poggis una fdumostrazione geometrica delln genesi di

nnn superficie fopografles, che ha qualehie analogia con queila esposta mel testo, pur essendona
meno semplies,

A

j
S
%)

- e

e e T
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T facile arrivare sinteticamente alla genesi cinematiea di una tal
superficie S. (%)

Indieo eon I' lo spigelo di regresso della sviluppabile formnia dai
piani delle linee di curvatura considerate, e ehiamo I, I due di que-
ste curve successive. 1l piano di Iy conterra le fangenti successive,
@, b di T' e il piano di L le tangentl successive b, ¢

Considero la superficie di rotazione R, che ha per asse b e per
linea meridiana . Nei punti di I le normali a R comncidono colle
pormali ad 4, e guindi eolle normali ad 3, Onde in ogni punto di L
le 5, R lianno lo stesso piano tangente; clod le due superficie st toc-
cano lungo tutie la linea ly.

(ib significa che la hnea (meridiana) secondo cui R & segala dal
piano be, eoincide colla sezione s di S collo stesso piano. Ne segue
che la rotazione infinitesima che porta il piane ab in be, porta la
curva I, in 4y, sl pud quindi enuneiare che:

Ogni superficie modunale (generale) si pud concepir generata die ana
eurva piana (indeformabile) il cus piano rotoli, senza strisciare, soprd
una data sviluppabilz.

Qi noti ehe le linee di curvatura considerate sono anche geodetiche

sulla 8.
F. SevenL.

UN TEOREMA
QgL ARGOLL ONE SI PROJETTASO ORTOGOSALMESTE 1N VERA GRANDEZLA

ED ALCUNE SUE CONSEGUENZE

Abbenehid non sembri a prima vista, pud un angolo refiilineo
eguagliare la sua projezione ortogonale sn d'un piano obliguo al
suo; giaceh® mentr’® ovvio che, se o angolo gira attorno ad una
retta de! sno piano perpendicolare o parallela alla sua hisettrice,
sarh ln sua projezione sul piano iniziale rispettivamente massima o
minima, & pero, come or si moskrera, non infrequente il caso, indi-
eato dal Teorema che seguef ove sono uguali invece quella projezione
¢ Vangzolo obbiettivo dato.

TrorEMA. — Se 1un angolo acuto qualsivoglia (fig. 1) CAB gira al-
formo ad una rvette OB del sup piano, obligua allee bisettrice ed ai latd
o tale che la projezione ortogonale del vertice cada sl prolungwinenio

() Per la dimosirazione analilien ved. per es. BraNcn, loe, citi, & 11, p. 264

e o W —




216 PERIODICO DI MATEMATICA.,

di CB, mentre addipitc la projettante As, tagha la circonferenza ABC (')
. un secondo punto A’ distinto da A: saranno allora eguali gli an-
goli CAB ¢ quello CA'B, che pud considerarsi come projezione ortogo-
nale del primo sul suo piano inizinle in seguito ad una conremiente
rotazione (°) attorno alle suddetta CB.

Basta, infatti, osservare come quegli angoli sieno entrambi in-
seribii nello stesso segmento eircolare CinB.

Ma quell’egnaglianza avverandosi, com’'s chiaro, anche pei anp-
plementi di quegli angoli, le conclusioni del Teorema si estendono del
pari al caso di un angolo ottuso: qualora, beninteso, il suo eonse-
guenie (necessariamente acuto) si trovi nelle gia indicate condizioni.

Or se dal eentro O di quel eerchio ABC, si guida Ia parallela T,0T
alla CB, e da B Ia perpendicolare Bb, sussistera, com’& ovvio, per tuth
gli angoli inseritti in quello stesso segmento CmB, I'egnaglianza con
le loro projezioni, fino a che perd il vertice A, mobile sull'arco AT,
non ne atlinga o ne olfrepassi gli estremi & e T; essendo evidente
come debba, per quelle due posizioni limiti ed oltre di esse, risul-
tarne la corrispondente projezione i ampiezza differente di quella
dell'angolo dato: ¢io che non si verifien per tutte le posizioni inter-
medie, ove le projettanti del vertiee taghano invece gli archi AT
e TA'B in punti, due a doe, simmetrici rispetto alla OT. Lo stesso
avviene per quegli angoli, i eui lati, seguitando a passare per gli
anzidetti puuti B e ©, hamno perd 1 veriiei contenuti nell'arco ¢T,C
simmetrico di /TR (rispetto alle mn), senza pero atlingerne od oltre-
passarne gli estrem;j.

Ma qualova Fangolo A resti fisso nel suo piano, & ben facile de-
terminare, affinché si avveri 'eguaglianza con fa sua projezione, quali
debbano essere le posizioni liriti dell'asse di rotazione, rispetto ai
stol lati: pesizioni che evidentemente si oftengono conducendo per B
a2 perpendicolare BA'l al lito AB di quell’angolo, e da B la perpei-
dicolare alla tangente in A del considerato cerchio, Mentre & poi
ovvio che considerando la bisetfrice As dell'angolo A, la B.(,; sim-
metrica di BC rispetto ad eéssa, sara un altro asse di rotazione, che
riferito alla circonferenza AB,C, (egnale com’s chiaro all’altra circon-
ferenza ABC) consentira di oftenere altre posizioni di quell’angolo,
per le quali sussiste 'egnaglianza con le rispettive projezioni. Lo
stesso avviene per la posizione che covvisponde al vertice A*, preso
salla parallela a B,(; da A, e dj quelle altre che sul cerchio suddetto
analogamente se ne deducono.

Un importaute ed immediato corollario consegne da quel Teorema
sull’esistenza, cloé, in un diedro acuto qualsivoglia di determinate

(Y} Iotendo pay queila dicibora, pinn laeonien ed egualments thiars, In eirconferenza eirececritio
a gmne] tn’augu]n.
* (*) Rotazione misnrata, com's ehiaro, dall'angolo aeuto in a del triangolo rettangolo che hs
Vipolennsa ed up patato rispettivamente sguall ai segment! An ad ad’,
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sezioni piane obligue al suo spigole che risultano eguali alla sua
sezione retta. Infatti, considerando (fig. 2} 1l tetraedro AA'BC, ove
lo spigolo AA' & perpendicolare alla faccia A'BU, e questa o tale
inoltre che I'altezza pel vertice A’ cada sul prolungamento del lato
opposto BC in @ per es.: se la distanza tra il punio A ed il piano CA'B
& quanto (V. fig. 1) il cateto (A)A’ del triangolo rettangolo (A)A'q,
nel quale gli altri due lati sono rispetiivamente quanto le altezze Aa
ed A'a dei triangoli ABC e A'BC, ne viene, pel Teorema gia eitato,
I'eguaglianza degli angoli CAB e CA'B; epperd la sezione obligna CAB
de] diedro AA’ ne da parimenti la vera grandezza, giacché nguale
alla sua sezione retta CA'B. Un'altra sezione eguale ad essa si ha,
com’é chiaro, considerando il piano per BC e pel punio di quello
spigolo simmetricd di A vispefto ad A’

Si noti, infine, che Je considerazioni precedenti sul caso dell’an-
golo ottuso, vanno similmente ripetute per ¢ib che riguarda le sezionl
oblique di un diedro oftuso.

Riferendosi infatti al suo supplemento, necessariamente acuto, &
sempre possibile, com’d chinro, in segmbo ad una conveniente scelta
della trasversale ai lati della sua sezione retta, di fissare due punti
sullo spigolo, in modo che i piani che essi rispettivamente determi-
nano con quella trasversale, diano due sezioui obligue eguall alla
gsezione reltu.

Ne viene quindi che un diedro qualsivoglia, ottuso od acufo che
sia, ammette sempre due, e due soltanio, seziom obligune per ceria
punti dello spigolo (come avanti determinati) simmetriche rispetto
alla sun sezione retta e nd essa egusali.

Ma ecco infine 'applicazione di quel Teorema ad un notevole
caso particolare, che consente di semplificare la proiezione ortogo-
sale del Jdodecaedro regolare convesso, sil piane di una sua facea,
e ne giustifica addipin on'assai semplice eostrozione dell angolo
diedro.

Basta eonsiderare all’uope (fig. 8) il pentagono regolare OABCD,
le sne diagonali, il suo centro ed il cerchio ad esso circoscritto, non
che i dne assi di simmetria 00%, DR di quella figura, la trasversale
(0))" parallela a CB, le inlersezioni R, R, di coppie di lati nen con-
secutivi e le congiungenti infine con essi dell’anzidefto cenbro O';
gincchd sarh ovvio allova che altro pentageno, non regolare, O'"A'BCD’
possa inlendersi come la pr?'&zimm ortogonale del primo sulla po-
sizione iniziale del suo piano dopo che ha girato dell'angolo 2 aitorno
al lato OB. Ed & ben facile inoltre assicnrarsi che degli angoli COB
ed OAC, aventi il primo la bisettrice perpendicolare e il secondo pa-
rallela alla OB, ne saranno e proiezioni COB ed O'A'C ordinatamente
il doppio e la meta; mentre sarh eguale ad esso la proiezione CA'B
dell'altro angolo CAB, il quale trovasi nelle gia indicate condizioni
rispetto all’asse di rotazione.
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Completando, infine, com’® indicato nella tavola, quella figura,
facendo cioé sul prolungamento di Q0% ;l segmento no=nB, ov-
vero 0 =i(), v determinando altvimenti quel punto o come interse-
zione dei lati AB e D'C del deeagono regolare convesso AA'Bn, ..
e descrivendo poscia la circonferenza Q0 concentriea alln prima, le
sue intersezioni b e d, per es., rispettivamente coi raggi OB ed O0cC,
ovvero col Iati opposti AA" e DD’ di quel decagono, saranno i ver-
tiet di un aliro decagono regolare concentrico al primo, e sari per-
tanto evidente:

a) L'egnaglianza e la simmetria, rvispetto a BC, delle due fizure
O'A'BCD" e CBbod.

b) La regolarita del pentagono convesso O’A’DoC, 1 eui lati e le
eul diagonali, quella esclusa che & parallels ad ob, tagliano la cir-
conferenza O'e nei vertici dal decagono pin innanzi menlovato: (})
mentre dul rombo inoltre O'ABn contenuto in quel pentagono, si ha

1

A‘ﬂ=§ O'n; la proiezione ciod di un laio qualsivoglhia del decagono
regolare convesso sul consecutivo, & quanto la metd del raggio. (*)

¢c) Consegue inolire da quelle costruzioni che il punto n divide
In sezione anrea il raggio (o, e che quindi i lati del decagono e del
pentagono regolare convessi inscritti nel cerchio maggiore sono ri-
spettivamente quanto il raceio e la dzagonale del pentagono inscritte
nel cerchio minore, (%)

d) D'onde, com’® facile accorgersl, un metodo semplice e diretto
per deberminare la proiezioue ortogonale del dodecaedro sal piano
di nna sua faceia, preferibile al risaputo che si fonda sul preventivo
sviluppo del solido: sviluppo che ¢ del tutto superfluo per raggiunger
quello scopo, essendn sufficiente il disegno di una solu faceia,

2) BEd & infige, agevole assicurarsi che l'angolo di rvotazione
(0) i)' =, di cui avanti, oltenuto come indiea il disegno, misura il
supplements del diedro di quel solido. La sua determinazione & pe-
raltro assai incile, se si osserva che nel triangolo rettangolo (0)0%
un cateto & doppio dell’altro, e che quindi il suo vertice (Q) cade sulla
cireonferenza (Vo (essendo, infutti nel pentagono regolare eonvesso
Papotema

Oi=2(14V5) od 0i={0)i= - (545,

(*} Proprieth gia nltrove enunciala (v. Fa'altro costituzione per fa divisione aures i un Segirenlo
pubblicata wel fase. TIT del = Periodien di Matematien . Livorno, 1008),
1%} Lo stesso visuliata (indicando con » i} ragsio Ul guel cecchio) si ba dalla A% — A'R cos BA'a,

. - — 1 3
ponandovi AR :-:— (—1-413) & cos BA%a = —_t—;l'r—;-; =8sende quell’angolo, com'h ovvia, di 3ie,

_ ®) Ed anesra: gp i rgzi Wa ed O'e di due ecorelii eencontriel stanuo nel rapporio eee. i lati dol
tf'mngtflc- equilabero 123 ¢ det decngono regolare stellato insevitti nel cerchio magiiore tagliano
_I'JEPEHZI:FEH'IEH'EE il minore seeondo 1 |ati del pentagone o del decngone regolays semplici in 2g%0
inseritti (b Tnfatti 1o 32 perpendivolare sl punto di mezzo del ragzio 0o epe.).

|
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sard, pel Teorema pitagorico, [0]{)':—;— (1 + V) ossia il doppio c.d. d.

di 0%). Lo stesso risultato, com’e ovvio, si oitiene considerande in-

vece l'altro triangolo rettangolo (A)A'q, simile al precedente; giacche
essendo, come gia si vide, A'la = ; ed 2(A)=aA = -}]’IET, ne viene

-

parimenti (A)A'=r» ece.
F. P. PATERND.

il i

UNA OSSERVAZIONE SUL PRINCIPIO DI GAUSS

Il professore ScuiaPARELLY, in unn Memoria pubblicata ne1 Ken-
diconti del Reale Istituto Lombardo (vol. XL, pag. 752), tornando sopra
un argomenfo @ma tratiato neg!i stessi Kendiconti nell'unno 1868, pro=-
pone una giustificazione del * principio della medin aritmefiea ,, dl
cui si fa wso nel ealeolo dei risultati di osservazioue, giustificuzione,
la quale & dedotta da aleuni posiulati applicabili nel loro complesso
ai dati acquisiti mediante esperienze.

In questa mia breve Nota mi propongo di dare una aiustifica-
zione intuitiva del prineipio di Gauss, ponendo a base del mio ra-
cionamentie un solo poesinlato, che, in veste simile compare anche
nella citaia memoria dello Schiaparelli, e sfratiando quindi, per
mezzo di semplici considerazioni geometriche. il coneetto d1 spazio
euclideo. :

l. Se una grandezza viene ripefutamente misurata, in mode che
le varie misure oftenute abbiano lo stesso grado d1 esattezza, o,
come si suol dire, abbiano lo stesso peso, sl presenba sempre, a espe-
rienze eseguite, il problema di costruire con quelle misure nn numero,
che rappresenti il valore vero della grandezza,

Noi supporremo nel seguito che le misure ottennte direttamente
dall’'esperienza non sieno affelte da errom sistemaliet di osservazione,
0, pitl in geuerale, che quelle misure sieno stoate liberate da tali er-
rori prima di farle servire per il ealeolo del valore vero che st cerea.

2. Supponiamo che, allo se®po di misurare una erandezza, si fnceia
on certo numero di wmisure di essa, cercando di ragginngere per
ciascuna il massimo grado di esaftezza conseniito dagl” isbrumenti
che si adoperano. (')

(1) Per es,, se per misurare um certo sngolo disponiame di nno strumenie che possa dara il
valore dell'angele a meno 4i un minnte primo, cercheremo 4i lezgere ron la massinia accuratezza
i gradi ed i primi dell’angolo & non ¢} limiteremio n lenar eonto dei soli gradi

oo e § i g P BT
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Se aceade di ottenere sempre lo stesso valore per la misura che
sl cereq, noi siamo indotti a conclndere, che ogni misurazione ha
fornito il valore vero della grandezza,

Naturalmente, con tanta maggior sieurezza potremo asserire eid,
quanto maggiore sard stato il numero delle misure fatte e gquanfo
Piu accurata la loro determinazione.

Possiamo guindi ammettere, ecome un postulato, che:

Se @ risultati di un numero Sufficientemente grande di miswre di una
grandezza si accordano in un unico valore, questo valore ¢ le vera mi-
sura delle grandezza.

3. Consideriamo ora uno spazio euclideo S, & # dimensioni, rife-
viamone i punti a una ennupla di assi mutuamente perpendicolari
con l'origine in un punto O (per fissare le idee, si consideri lo spazid
ordinario a fre dinensioni), e indichiamo genericamente eon

[-'131, 1?2,---13’11]

un punto di questo spazio.

Fakte ora » misvrazioni di ugual pese =, #e,..., Z, di una gran-
dezza E, consideriamo tutti i punti Py dello spazio S,, 1 quali hanno
per coordinate glhi u numeri Ty Eyy...,ay pensati ordinati in tutki
1 modi possibili.

Questi punii saranno tanti quanie le permutazioni che si possono
fare eon gli # nummeri Tiy Tgyiooy¥n, © CI0B [N, S8 Ty, Ta,..., Xy

]

| 72

sono tubbl distinti, P Hj— , 8¢ z di essi sono uguali fra lore e

distinti dai vimanenti, altri B somo pure nguali fra loro e distinti
dagh =liri, e cosi via. In parbicolare se ;mi—=as=...=2,, e indi-
chiamo con z il valore comune di queste misure, i punti Pr coinci-
deranno in uno solo X di coordinate

Ey =T, Xa=F,..., Tn=—2,
sitnato sulla retla » dj equazioni
EI'_'E-_"-Zgﬂt (?')

(51, Ga, ..., & essendo coordinate corventi di S.),

Poich® in tal caso il comune valore delle coordinate del punto X
e, per il postulato immesso, 1l verc valore delln grandezza misn-
rati £, cosi diremo che il punto X & Vindice dells grandezza in
questione.

Possiamo dunque dire ehe:

Ln vetta 5, =FE, oo =8y di 8y & 2l luogo degl indici delle infenite
grandezze che si misuruno, convenendo, ben inteso, che per ciascuna di
esse vengano fatie n isurazioni, e che, ripetiamolo, le misure che % con=
siderano sieno prive di errori sistematios.

. . A
gl e T e e S 1L 1

e
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A, Nell’ ipotesi, invece, ¢he 2, 2e,..., ZTn NOD sieno tutfl ngual
fra loro, i punti P,, di cui '8 pin sopra parlabo, si dispongono nello
spazio Sy, in una notevole configurazione, di eni & facile scoprire le
proprieta.

1°. Tali punti si trovano tutii sopra il piano & di equazione

Elfgﬂi .o v =1 (ﬂfiiiﬂ}---*{‘-"’n):'}: (m)

il quale piano, com’® noto, & normale alla rvetta ».

Infatti, sia P. {24, Zrey -00y Txy) N0 generico deil punti cosbruiti
(ri, ¥aq-«., 'n €5sendo unn permntazione qualsiasi degl’ indici 1, Z,

.., n). Poichd o+ 2at... 2= %y + Tea T - .~} 2., quando nel-

I'equazione di = si sostitniscano Ey, Eay ..., En rispettivamente eon
e,y @rayer oy Fryy | €QuUazione rimane soddisfatta.

2* 1 punti P, sono ugualmente distanti dalla retfa 7.

Tutaiti la distanza di un punto Pe(2e, Ty .-y Fr) dalla retfa »
5 data dalla distanza fra P. ed il punio P d’infersezione del piano =

comn 7.
Ora guesto punto ha le sue % coordinate uguali a

Ty Lo+ ... T Zn

[

quindi avremo, frattandosi di uno spazio euclideo:

PPI=V%1($1+ES+"'+:E" mri)g- {1)

n

Poiche il radicando & una funzione simmetrica delle vaviabill i,
Ty ..sy Lo, COmMNGue esse si permutino fra loro (eloe qualunque
punto si scelga fra i P,), il valore del secondo membro non vara.

3¢ La distanza dei punti P: da » decresce al crescere del grado

di approssimazione delle misure fatte.
Infatti Ia (1) si pud scrivere:

o LS {%i[(m,ﬂmqwr(ws—-mra+.-.+(aaxrl-—:cql+

Tk
+ {mr1+1 _' 'Tﬁ) + vo® _|_ (mn pe— ’Jw'ri]]i } »

e quindi, sostituendo alle differenze i loro valori assolufi:

PP,{;}- V{i,l[|H"‘_I“|+1mﬂ—mﬂl+'--‘l‘lif-'n—i—mﬂ—l-
#+|$ri+1—mril’[“--.+1:rn—-$n |:|“}.

9o indichiamo con ¢ il valore assolute della massima differenza
fra dne delle misure fatte, possiamo, a pin forbe ragione, dedurre,
dalla precedente disngunaglianza, la seguente

PP, < % ‘Vﬂ ((n— 1) ef*, ossia: PP, < nvgl E.

e e ——
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E poiche 1l grado di approssimazione delle misure &, im conse-
guenza del postulato ammesso, tanlo pin gramde guanto pia pieeolo
¢ g, 1l mostro asserto risulta provato.

B. Poich® dungne dalla discussione precedente risulta che i punii P,
gl addensano all'intorno della retia », e poiche sappiamo che I'indice
della grandezza misurata si deve Ltrovare su » I nostra infuiziene
qeomnelriea ¢1 suggerisce che 1l punto rchiesto sariy quelio della retta »
che & piu prossimo ai pantl P, e cioé 1l punto P d intersezione di »
col piano =, punto che, abblamo gia visbo, ha tutte le coordinate
eguali &l numero

53.‘.1:1—,—3-,1—*"..."'_.7?71'

1

Possiamo quindi ritenere che:

Il vero valore di wna grandezza misurala & la medin oritmetica eal-
colata su miswve di ugual peso, prive di errvori sisiematiei,

B quasi superfluo avvertire che, se tuli errori esistessero nelle
quaniila » , @e, ..., Ty, Siccome ess] agiscono Lottt I uno stesso

senso sopra queste misure, si ritroverebbero anche nel numero Z.
Da civ l'eselusione fatfa a prior: di errornt di questa specie.

G. BiscoxcINL

ALCUNE CONSIDERAZIONI DI GALCGOLO

utili per le applicazioni alle Scienze sperimeniali

[. Sia data Ia funzione di due variabili

2=z (2y), (1)
alla guale corrisponde in generale una superficie S,

Se insieme con la (1) noi consideriamo la
)

= 4, [")

alla quale corrisponde il piano parallelo al piano 2z, condotio per 1l
punto dell'asse y sitnato alla distanza « dall’origine, il sistema delle (1)
e (2) rappresenta una eurva C giacenfe sulla superficie (1). Questa
curva nel plano y==a ha l'equazione

2—z{z, a) (3)

Se allora consideriamo 'equazione

02 . |
=Ml n

i iilw==ll -l_-._*-\_"..l_-:"'_i_,.q‘rl—.n'. i B
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questa servirh ad individuarei sopra la corva (3) g eventunh punti
di massimo e di minimo.

Ma se noi faceinmo variare il parametro ¢ 2vremo una serie di
curve situate in piani paralleli, sopra cinscuna delle quali la corvi-
spondente equazione (4) determinerd i punti d massimo ¢ di mmimo,
ge esistono.

Cinscuno di questi punti eol muoverst eon eontinuith della curva U
descrivera nello spazio una curva, € di gueste curve ne avremo tante
quanti suranno 1 punti di massimo e di minimo. Potremo indicare
con L. Ls... Ly le prime, conly, ly...l, le seconde e ¢h cometrle vispet-
sipamente curve dei massini e des minimi relativi alla variabile .

Ora evidentemente il complesso di queste curve L ed ! corrisponde
a) sistema di eguazion

I E—,-; 2z (zy) &
| %=

nel quale la seconda, quando si lasel y libera di varare, rappresenta
una superficie cilindrien con le generatrici paraliele all’asse z. Le
curve snddatte sono pereid determinate dall intersezione delle due
superficie di equazioni:

z=z(@y) e ==
Per trovare poi il eriterio atto a distingnere le enrve dei mas-
simi da guelle dei minimi bastera ricordare che sopra ogni curva
=2 (x, a)

i pnnti di massimo e di minimo, se esistono, eorrispondono rispetti-
vamente ai valori di = che soddisfano alle diseguaglianze

0z 02
E".' y Iif = 0 tid’ Y=z

e percid lungo ognl curva L dovid essere soddisfatta la prima dise-
guaglianza e lungo ogni curva I 1a seconda, qualungue sia 2.
Combinando pertanto le due relaziom

02 a2 <
st avra il criterio cercafo.
In modo analogo a quellp che si tiene per lo stndio dei massimi
e dei minimi delle funzioni di una variabile si potra sostituire alla
diseguaglanza
p*nz

a .'E!n

ai
X

se appunto la derivata di ordine 2n sara la prima che non si annulla
in quei punti nei quali si annulla la derivata prima.

&

|

S0 altra =0

L=

i
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2. L'argomento svalto precedentemente presenta un particolare
interesse fra gli altvi nel easo delle superficie rigate che hanno le
generatriel parallele ad un medesimo piano.

Supponiame infatti che una superficie rigata, riferita ad un sistema
di assi ay2, abbia per direttrice nna curva € sul piano xzz, Ia quale
sia rappresentata dall’equazione

2=1 () (6)

ed abbia le generatriei parailele al pianc yz. Tale superficie sari
rappreseniata manifestamente da una equazione della forma

z=f(z)y+ ¢ (), (7)

dove f(z) indica on'altra funzione delerminata di x. La equazione (7)
combinata con I'altra @ =2z, determinera unn delle generatriel ed al
variare di z con continuitk si aveanno tobte le successive generatriei
della superficie rigata gobba in studio.

Se ora, oltre ad wna generatrice cortispondente al valore z, con-
sideriamo la infinitamente vicina corrispondente ad z - dz potremo
rappresentarla con la equazione

z=Ff(r dz) y -} 9 (¢ + dz).

Ma se noi ricordiamo che tutte lo generatrici sono parallele al
piano ¥z e immaginiamo di eondurre per le due rette considerate i
piani perpendicolari al piano coordinato ¥2, questl sl incontreranno
mauifestamente seconde la perpendicolare comune aile due rette, Ia
gquale sara perpendicolare anche sl piano yz Allora 1 piedi della
mmima distanza delle due rette sulle rette medesime avranno ngual
le coordinate Y, 2; e queste coordinate saranno anche quella del punto
d"incontro della intersezione dei due piani suddetti eol piano ye.

o particolare la coordinata y sara percid espressa da

L ¢la)
_ 1 oplxdz) ¢ (2 -+ dz) — o (2)
’ 1 f(x) fle+dz) —f(a)
1 flx - edx)

Al limite quindi, quando la seconda generatrice si avvicing inde-
fimtamente alla prima, sara
. P (2]
I (z)
Lasciando variare la coordinata z, la equazione

[ =)yt (x) =0,
z:f(m)y+c? (m‘]i

servira ad individuare le coordinate (z, i, 2) del piedi delle minime
distanze di ogni generatrice dalla infinikamente vicina.

combinata con altra

Larpmch b L ' s - h o e - e b
o b e D T T - 2.

Mﬂ:f-::':" e ,'_..,-.'
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Ma d'allra parte

f @yt o) =5,

dunque 31 lnogo dei piedi di dette perpendicolari & rappresentato dal
sistema di equazion
[ z=z(ry)
) 0¢
=
che ¢ 1l sistema (5) del § 1.

Ora mnella teovia delle superficie rigate gobbe il luogo suddetto
dei piedi delle perpendicolari comuni a due generabriei contigue & la
linea di siringimento (Vedil Brascul, Lezioni di Geometria differenziale,
Sporrl, Pisa, 1894, cap. VIII, §§ 114 e 115); dunque nel caso di tali
superficie, 1] sistema di equazioni (5) rappresente la linea di stringimento
ed anche: la linea di stringimento delle superficie rigaie del tipo (T) ¢
la curva dei massime o del minuni relativi alla variabile .

Per distinguere poi caso per caso se essa & la curva dei massimi
o quella der minimi servira 1l criterio stabilito nel § 1.

e dunque sara
'@y -+ ¢ (x)=0

e contemporaneamente -
7 (@) y + " (2) <0,

s1 fratterd della curva del massimi; mentre invece, se sara

' (@)y+9(x)=0
e contemporaneanente
i@yt (x>0,

s1 trattera della curva dei minimi.
~ Alla dervivata secondn si dovrh sostituire guella di ordine 2n, se
guesta sara la prima che non si annullera.

Sostitnendo in ciascheduna delle due diseguagiianze scritte sopra
alla 9 1l valore che se ne rieava dalla equazione

')y +e¢(2)=0
st ha rispetiivamente
f'(z) 9 (z) — f"(x) ¢ (x) < O

per il massimno, © »
' {x) o (@) —F" (%) ¢ () >0
per 1l minimo.

3. La teoria delle curve inviluppo permette di considerare anche
sotto un altro punte di vista il sistema di equazioni:

2=z (xy)
{E=& )

ox

-
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Se Infatti interpretiamo la prima delle due equazioni nel pianc Yz,
e consideriamo quindi le ¥ e 2 come le coordinate correnti e la z
come un paramebro, essn rappresenta una famiglia di curve.

Ora & noto che I'equazione della loro curva inviluppo, se questa
esiste, sl otliene eliminando la » fra le equazioni suddette.

Geowmetricamenle la corrispondenza fra le figure nello spazio e
quelle nel piano & manifesto essere la seguente.

Ognuna delle curve (7 del piano yz. corrispondente ad un valore
particolare %, di », & la proiezione ortogonale sul piano stesso della
corrispondente curva C dello spuzio, otlenuta intersecando la super-
ficie di equazione

z=z(ry)
col plano z=uax,. Se ora

z =12y

e l'equazione clhe si otfiene dal sislema (5) per mezzo della elimina-
zione di x, ad essa covvisponderi sul piano yz una curva I' che sark
lo proiezione ortogonale sul detto piano della eurva T dello spazio
rappresentata dal sistemu di equazioni (3).

Quando pertanto le curve ¢ hamno un jnviluppo, questo ha per
equazione appunto

z2="1 (y);

dungue la eurva T, proiezione sul piano yz della carva I, & 1" invi-
luppo delle curve (', proieziomi sul piano yz delle earve C.

Nel caso delle saperficie rigate gobbe, quale guello considerato
nel precedente § 2, le proiezioni delle generalrici sul piano yz am-
metlono un inviluppo, eccetto quando una dells funzioni £ {z) o w ()
sia eguale ad una costante ; in tal caso dungue la curva tnviluppo di
tals proiezioni & la proiezione sul piano yz della linew di siringimento
delle superficie gobba consideralu.

Sul piano zy invece la proiezione della curva I dello spazo, in-
dividuata dal sistema (5), & evideniemente rappresentata dalla equa-

Z10N6e :
02

r — O

interpretata sul piano stesso (ciod combinata con I'altra z2=—=0); &,
nel caso delle suindicate superficie rigale gobbe iIn particolare, o
rappresentata dall'equazione

[ x)y =+ ¢' () =0, (8)

0, in altre parole, la (8) 2 Pequazione dellu proiezione sul piano xy
della linea di stringimento.

4. 51 pud mettere in relazione quanto precede anche con un pro-
blema di Caleolo delle variazioni.

RN S B T 2=
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Si abbia infaiti una funzione z= z (zy) della variabile indipen-
dente z e della funzione incognita y=1y(z), e st vogla determinare
tale funzione in modo da rendere minimo o massimo l'integrale de-

fAnito:
[ = f o (zy) da. (9)

In Lal easo. come & noto, la funzione y deve essere determinata
m modo dn soddisfure alla equazione

0z .
dy
E I'integrule sara rispettivamente massimo o minimo secondo che
sara soddisfaita una delle due disegnaghanze

i oz
< () DVVEIro

> 0.

oy’ Dy

Orx eid che & stato esposto neil pnragrafi precedentl e1 permette
di dare una interprelazione geometrica della questione, facile ad in-
tendersi. Infalti la equazione

2=z (zy)

individua nello spazio una superficie riferita ax tre ass1 zyz; quando
ad essa si accoppi una delerminata equazions

y=ylx) (10)

la quale nello spazio corrisponde ad un cilindro, con la direilrice sul
piano xy rappresentata dalla stessa equazione (10), e con le gene-
ratrici parallele all’asse 2z, si verra a fissare sopra la detla super-
ficie una curva (), Velere che la equazione y = y(a) =1a tale che
diventi un massimo o un minimo I integrale (9) corrisponde manife-
stamente a volere che la curva C sia tale da averve sopra 1l piano xz
una proiezione U la guale racchinda, con le ordinate corrispondenti
ad z=mx;, & ad 2 =ux; e con l'asse delle ascisse on area massima o

minima. [altra parte la condizione

necessarin perche questo avvenfa, ci da la cercata equazione
y =1y ().

Possiamo dire dunque che cereare la forma delln funzione y ne-
cessaria perch® un integrale detfinito

I =f z (xy) do

e, T e T

R
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sia massimo o minimo corvisponde a cercare solla so perficie di equa-

Zione
z=z (zy)

le eurve dei magsimi e dei minimi relativi alla coordinata Y.

Ed anche che:

Le curve dei massimi e dei minimi relaiivi alla variabile Y gla-
centi sopra una superficie hanno tali projezioni sopra 1l piano zz
da racchiudere fra due ordinate determinate I'area massima o minima
rispetto & quelle che sarebbero racchiuse dalle proiezioni di tutte
le albtre possibili corve giacenti sulla superficie.

Quanto qui s1 @ detto per la variabile y vale naturalmente anche
per la variabile z, nel senso ehe allora y dovrebbe considerarsi come
variabile indipendente, x come funzione incognita, e la proiezione do-
vrebbe farsi sopra il piano ya.

B, sempre nel caso delle superficie rigate prese in esame prece-
dentemente, potra dirsi anche che: la proiezione della linea di strine
gimento di una superficie rigata gobba sul plano ¥z € una curva
tale da racchindere fra le ordinate corrispondenti a due dati valori
di y 'area massima o minima in confronto di tutte quelle che sa-
rebbero racchiuse dalle proiezioni delle altre possibili curve giacenti

sulla superficie.
A. BARTORELLL

SULL’OMOGENEITA DELLE FORMOLE DELLA FISICA

Nello studio elementare della fisica si aecenna appena ai sistemi
di misura ed alle dimensioni delle grandezze, che via via s'introdu-
cono, e Je nozioni relative, la cui importanza appare tosto che si
approfondisca lo studio della materia, riescono sterili ai discenti.

E noto ancora che, fra le formole che traducono le leggi princi-
pali della fisica elementare, poche si prestano, con 1 consueli mezzi
didattici, ad una verificazione sperimentale sufficientemente appros-
simata, e che s'insegnano molte formole riassument; leggi che non
vengono in aleun modo dimosirate. Ag esempio: la dimosfrazione
della formola riguardante la forza centrifuga non sempre si fa dipen-
dere dalle nozioni sul moto oscillatorio semplice, e invece si ricon-
duce spesso a verifiche sperimentali ben grossolaue; la nota formela
di Newton per la velocita di propagazione del suono negli aeriformi
viene insegnata senza neppure il conforto d'un qualunque esperi-
menfo.
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Ora a me sembra che, con matodo uniforme, 1a dove non sia pos-
sibile didattieamente dimostrare con rigore sperimentale o teorico
la formola che compendia la legge da msegnare e rignarda la dipen-
denza di una grandezza da allre, sia conveniante stabilive, ricorrendo
all’intnizione o ad una esperienza soltanto gualitativa, quali siano le
grandezze da cui la prima dipende, e poi detiare la formola, facen-
done constatare I'omogeneite, La condizione di omogeneita assicurs 1n-
fatti I'nnicita della formola che pud esprimere 1l legame incognito delle
grandezze cousiderate, prescindendo da un coefficiente numerico di-
pendente dal sistema di misura che si sceglie.

Siano Xy, Xa, .. . Xn variabili in un certo eampo C,  wy, e, . . . g pare-
metri tali che i prodofti Xip, Xata, ... , Xty appartengano ancora a (.

Se st he

ﬂ-’l'iilhﬂf-ﬂ}iﬂ; e o Tghtn) = [ (24, T yonsBn). EPth: Hayoo. P-n);

ove @ & unct funzione nota dei parametri i (che non si annulla mai, ne
diventa infinita), la funzione 1 (X4 Xpy. .. Xp) ¢ sndividuata, a meno di
un fatiore costante.

Infatti, se insieme all'uguaglianza precedente si ha la seguente:

F (lrl}l],:u"!{.lﬂl "o mn[-ln)_—_F (xlg Tay -, -mn_] . EP‘(]-II: ha,.. -I—lﬂ]u

si trae
F(egu, aspte. ... otn) T (2, 29, ... 2,)

f(mllllliritlﬂ; . -:rnpn.} o f{:ﬂl, By o “3]1) 1

e, potendosi riguardure m,, Tolte, - . . Tolly COmMe una ennupla quna-

lungue di valori di %1, Xy, ... Ty, risulta la proporzionalita fra P e i

cioe si ha *
Floy,ae,...o0) =Ef (2. 2y, . o B,

ove & & una cosfante.

51 ricordi ora ehe nel sistema di misore assolute le unita fonda-
mentali sono quelle di lunghezza, di massa e di tempo. Se L, M, T
sono rispettivamente la lunghezza, la massa e il tempo che si pren-
dono come unitd di misura, una grandezza fisica qualunque si pud
porre sotto la forma G=LM#T?, o, B, v s dicono le dimensioni di G.

Se poi si passa dalle unita L, M, T, a delle nnove uniia, rispetto
alle quali Te unita precedenti abbiano rispettivamente i rapporti A, p, T,
ia stessa grandezza & misurata dal numero @', legato a G della re-

lazione
' = GAopfrr, () (1)

() Par gli esempi che wmostrerd, basterh ricordare ehe per In velocitd, 'accelerazione, In forzs,
1l lavore (e quindi anclie In guautith di ealore) si ha riepetlivamente: ¢ = viz™ L o' = aiz"%
=¥ ", ¢/ = 2%z, Per la densitd » 4 — 2l e por I'elasiicita d'vm gas (rapporic fra
una pressione ed mma soperficie) ¥ ¢ = epi™ v, Finalmente (nel sistema assoloio 41 Sawsy per
la resistenza dl un sonduttore o per 'intenaita d'uoe sorrente si ha rispeifivamente r':r}__I:_

i = H.';u'}'l:'_ 2.

~aF
LB

- = =
- ' 1
--

= e

A T




b
LT R et
.'.i'.l":-"""'.'

230 PERIODICO DI MATEMATICA.

Una formola di fisica, esprimendo una legge indipendenie, come
¢ ovvio, dalle unith scelte per misurare le grandezze a cui si1 rife-
11sce, deve essere invariante rispeito ad un goalunque cambiamento
di unitd, cioé non deve mutare di forma quando per ciascuna delle
grandezze che essa contiene si faceia la sostituzione indieata dalla (1),
ove %, 3,y sono le dimensioni della grandezza stessa.

Nella scuola si riseontrera eiv immediatamente sulla nota formola
che di la durata di oscillazione d'un pendolo semplice:

A T R e e e A e e

La formola rimane inalterata se, passando da una ad alira terna
di unita di longhezza, massa e tempo, si sostituiseono rispeltivamente

al,get

e . i -
e ey g

o i ol
e

F'=10l, ¢=oz=2 t=i()

In etd cousisie appunto I'omogeneita delle formole da cui pren-
demmo le mosse.

Reciprocamente, supponiamo invece di sapere soltanto che la du-
rata d’oscillazione d'un pendolo semplice dipende dalla lunghezza del
pendolo e dall’accelerazione della graviia (e eid viene suggerito dal-
I'intuizione ¢ da facili esperienze qualitative) senza conoscere perd
la legge che lega la darata alle grandezze dipendenti.

Potremo porre

t=7(%g).

Per la eondizione d’omogeneita dovri essere

flla, 7)) =F,9).r.

- _ _ , ]
31 riconosce subito che a questa relazione soddisfa la funzione V E -

guindi, per la proposizione esposta in prineipic, la funzione pin gene-
rale sari
i
=5 V ==e
g

Risulterd cos) dimostrata in eerto modo, a posieriori, la formola
del pendolo.

Uosl, se si ammetto (e pub bastare per cid la verifica piiz grosso-
lana con le solite esperienze) che la forza centrifuga I' dipenda sclo
dalla massa m del corpo ruotante, dalla sun veloecith » e dal raggio »
della sua traiettoria, si potrk porre

F={f{m,u»7r),

e, dovendo essere ()

Flmp, 2A<~% 92) =1 (m, v, v} . It

'} Per la sastituzioni che si applicans ijul & negli altri enempi si veda 1a nota a pag 229
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mae®

si riconoscera che la funzione soddisfa a questa relazione, per

modo che si poirii porre

v’
F = k L]

4

Nello stesso modo. se si ammelie (ed anche gm soccorre sempli-
cemente 1'intuizione) che la velocitdk » di propagaziome del snomno
dipenda solo dalla elasticith ¢ del mezzo e dalla sua densita d. posto

r=1 (e 1),

dovendo poi essere, (%)

f{ep? <%, dp) =) =1 (e, d) kv

™ - L] E L] -
e soddisfacendosi & questa con la espressione VF' 81 RSSUMETra sen-

zaltro la formola di Newion _
&

Per la velocita d’efflusso d'un lignido da un vaso st pofra dettare
la formola di Torricell:

e — !‘. T.:':'::!.?_h':

con l'osservazione assai sempliee che la veloerta d'efflusso dipende
golo dall'altezza % della superficie libera del liguido sul foro d uscita
e dalla accelerazione ¢ della gravith, e notando che per la funzione
incognita la condizione d’omogeneiti & espressa dall’'uguaglianza

f ., gix)={ g, It) i, ()

alla guale soddisfa la funzione rappresentata daila formola vicordata.

E finalmente, per non continuar molto in serie degli esempi, allon-
tanandoct della meceanica, potremo giustificare la formola notevole
che esprime la legge di Jonle, viguardante gli effetti termici della
corrente elettrica, mostrando con espevienze sempliel ¢he In quantifa
di calore g prodotta In un condotiore attraversato dulla corrente
dipende dall’intensita i di guesta, dalla vesistenza del condunttore »
e dalla duvata ¢ del fenomceno.

La funzione incuguita ¢ =/ (i, ¢) deve soddislare alla

FlH e 97, ) =7 (i, v 1) . K"y,

. » . - . :
per modo che si constata che’g non pud avere forma diversa daila
seguente g = A#rt; in che si legge appunte ln formola di Joule,

(1) Per le sostituzioni ehe si applicano qui e negll altri esempi si veda la notn a png. 210,

A Fixz

L -|T L]
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RISOLUZIONE IN NUMERI INTERI E POSITIVI
delle equazioni x°® - =22 o’ —9y°®=2z2"

I. Nel precedente fascicolo di questo Periodico, sotto il titolo
Osservazioni su di un probiemea di Leonardo Pisano, il dottor G. Bi-
scoNciNT ha dato una sua risolnzione in numeri interi e positivi, della
equazione z° - y* =22 che egli serive nella forma o° — 2,°= r5* — 25%
Ma la sna risoluzione & un po’ lunga, anche perché si basa sopra un
suo lavoro precedente, e non & rigorosa, nel senso di poter concludere
che le formole trovate rappresentino futte le solnzioni dell’equazione
proposta, pel modo con cui s1 & servito delle note formole risoln-
tive dell’equazione pitagorica 2° - y* =2 Percid credo opportuno di
esporre una mia risoluzione, molto pit semplice e piti completa.

2. La risoluzione in numeri interi & positivi (o anche, razionali),
dell'equazione omogenea

2* | 3t = 22° (1)

s1 riconduce facilmente, mediante un conveniente fattore di proporzio-
nalita, alla ricerea delle soluzioni formate da tre numeri inferi, positivi,
primi fra di loro. Si pud, anzi, dive primi fra di loro a due e due perche
ognl fattore comune a due dei lre numeri x, ¢, 2, divide anche 1l ferzo in
virta della (1). Non considerando distinte due terne risolventi. che diffe-
riseano solo per lo scambio dei primi dne elementi, e lasciando a parte
la soluzione particolare (1,1,1), si pud ancora sapporre in ogol ferna
x> y. Siaora (x,y, z) una gualungue di gueste soluzioni: poiche & verifi-
cata la (1), ed =, y son primi fra di loro, essi seno entrambi dispari. Allora

I numeri p, ¢, definiti dalle relazioni p= ad _; y’ g—m : y,snnu in-

teri positivi ed @ p > ¢; e poiche si ricava dalle precedenti: v =p-+g,
Yy==p —q, 81 deduce per assirdo che p e g sono inoltre primi fra dr
lore come lo sono w,%. Sostituendo nella (1) si ha:

v+ 9"+ — g =22*

ps 1 g-: S— (g)

05814

A questo punto, per quanto ci & noto dalla risoluzione dell’'equa-
zione Pitagorica, (') possiamo affermare, che, poichd p e g son primi
fra di loro, e soddisfane alla (2), esiste wna ed una sola coppia di nu-

(") Vedasi a0 sg. 11 Supplemento ai Periodico @i Matemuatica, Anna XII, fase. IV-V,

b
3
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meri u, v interi positivl, primi fra loro, non entrambi dispari, con u >,
o tali ehe si verifichi Puna o Ualtra fra le due seguenti terne di nguoa-
glianze:

p=u —1" p == 2uy
L { g=2uw L. { g=w—»"
2 ="+ z=u -7

Anzi, sapendosi ¢he & p > g, possiamo precisare che si avra il caso
del sistema 1, ovvero guello del sistema I1, secondoche sia #*—r" >>2uw,
ovvero 2up > a*—¢h. Bl avranno quindi, i ogni easo, per &, 1,2 le
seguenti espressionl In w,;

o=t — 2 2ur, y=w—2’ Qup|, z=u’-4" (3)

Viceversa, scelta comungue una coppia (v, r) di numerl wier: po-
sitivi, primi fra lore, di parita diverse, con w>>v, le formole prece-
denti danno una terna (z, y, 2) risolvente la. (1), di numeri inéery,
positiri ¢ primi fra loro, come o facile verificare. Si ha, infatti, 1den-
ticamente:

(1 — v* - 2ue)* 4 (° — o Qup)® =2 (v* 4 2°)°

e basta poi dimostrare che son primi fra loro ¥ & il che risulta
aal falto che ogni fatfore comune ad x, y. necessariamenie dispari

e o ; T +Yy T—1 ;
perche tali risultano I, ¥, dividerebbe 1 numen j ’r, 5 "’, 08S1A,

in ogni easo, 1 numeri (u*—7v7), (2uv), che invece per le ipotesi re-
lative alla coppia (n, v), sono primi fra loro.

Osserviamo inolire che a due tali coppie (u, ?) distinte, non pud
corvispondere una medesima terna (2.9, 2), poiche si rsalirebbe, in
ogni caso, all'assurdo di due coppie (#,2), corrispondenti ai numeri

!

p=""0 o —=T=Y mediante I'uno o l'ultro dej sistemi I e II.

*)
-

Conelndendo: le formele (3), variando i parametys u, v nel caompo
fissato, rappresentano tutie ¢ sole, senza ripetizione, le soluzioni wniere
¢ positive della (1) forniate di numer: primi freloro, prescindeido dallo
scambio dei prim due elementi ed eccettuando la soluzione particolare
(12,7}

()sSERVAZIONE. — Per avere intfe le soluzioni intere positive (0 ra-
zionali) basta moltiplicave le espressioni 1 x,¥,2 date dalle (3) per
un parametro intero positivé qualungne (o yazionale qualunque), man-
tenendo ad u, z il significato di prima. (") Ma non & da crederst clie
possa invece bastare di togliere ai numeri u, v le restriziom di parifa,

; s g - xe s rr—3
o i’esser primi fra loro. Mediante la sosiltuzione #= "5, ¥="79
| —t

con » s dispari primi fra lovo, il letfore pud dimostrare facilmente

('} Per eompreniere e soluziend formate & tvo nmmeri egoali, basterebbe fare v =1, v = 0.
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che s1 avrebbero a questo modo futle le soluzioni in eni i numeri 2,4, 2
hanno in eomune un fattore della forma %* ovvero 22

3. Con considerazioni del tutto analoghe, o piu sempliei, di quells
svolte nel numero precedente, il lettore che se ne interessi potra
stabilive risultati perfettamenie simili per 'equazione analoga:

2 — " = 22°, (4)

Accenno sollanto clie, purtendo da =, y primi fra loro e digpari, |

¢ posio: \
| » z+ Y .-

2 , =" f

| e, ussia {;zgjg ;

0= 2 ‘ i

si deduce che p e ¢ son primi fra loro e di parita diversn. %

Risulta dall’equazione (4):

Z2pg =2 -

da eni J'une o V'alive dei easi seguenti: :{‘
' ?):HE I}}——-Qbﬂ ﬁ

L q=26 II. yg=a ﬁ

l = 2ub 'z:fdﬂb 4
e 1 ogni easo, le formole risolutive: E*

Z=0"+2b° y=|a®*—20%, z= b

le quall, per a, b interi, positivi, prim fra lorve, a dispari, b pari o di-
spari, danno tulte e sole, senze ripelizione, le terne (x, Y, Z) di pumeri
interi positivi, primi fra lore, risolventi lequazione X*— y*=22"

(. Borro.

DUE NUOYVE SOLUZIONI GENERALI
soddisfacenti al problema geometrico

delle equazieni di condizione delle trasformazioni Cremoniane

Cremona lia per primo stabilito le condizioni alle quali devono
soddistare le curve di ordine n, nelle trasformazioni geometriche tali,
che alle rette di nnn figura corvispondono nell'altra delle eurve ra-
zionnh i ordine n formanti una rete omaloidica, e clie & un punto

di une fignra corrisponda nell’altra un punfto unico ben determinato
I genevale.
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Ricorde clie, se indichiamo con 1, Za,,..2s 1, 1] numero dei punti
che sono punti sempliel, doppi,... e di multiphieita d'ordine (n— 1),
che Je curve appartenenti ad uno stesso sistema omaloidico possono
avere in comune, questi numeri debbono soddisfare alle due equaziom

T4zt ...+ m—1F o, =n"—1
B Bt 0 n (n;— 1) o (13— 1}2(*.:1 -+ 4);

]

s appunfo la risoluzione in numeri inter: di queste equazioni, limi-
tandosi a certl valori posifivi delle indeterminate, condnce a trovarve
i diversi sistermmi omnloidiel formati da curve di noo sfesso ordine.

Dopo aver considerabo diversi casi particolavi, Cremona () da le
due soluzioni general

m=20m—1), Tma=1 =3, Twy=n—2 =1,

fa poi inoltre comoseere due altre soluzioni generalr, una relativa al
caso di n qualninque pari (zy=3 xg=n—2 2p.a=1 con la sna co-
nlugata ;y=n—2 tn =1 zn= 3), I'ultra nel easo di n guadunque

dispari (z; =3 2a=u—2 2,o=1 con la sua coningata &y =n—2
Zo— =3 met1 = 1); infine da due altre seoluziom per einsenuno dei se-

o -

cuentl valort di n:

(mod. 3),

e quatiro soluzioni per ciascuno dei seguentl valor: di n:
lﬂ]
1

N= Yo ( (mod.d).
5

I} de-Jonguniéres per il esso di un numero gnalungue n, seritbo
solbo la forma w= /N4, dove % e & sono numeri positivi qualnoque, da
la seguente nuova solnzione generale

o=2(h—1) =1 @y=2{E—1) Twr—_n=—1

con In sun coniugatn

|

2 Uﬂ = l) Lhih—1) — i 8

To, studiando 1 vari sistemi omaloidiei piani che possono presen-
tarsi. ho trovate due nnovi casi che si lasciano generalizzare, uno
per nn dispari, l'altro per » pari. Per n dispari & espresso dalla solu-
zione seguenie

ri=2(k—1) apa=1 mxu

9w — 1
:E".'I_“ B :IT]L‘—].:‘:I-'

&

(1) “ Bulle trasformuzioni geomelriche delle figare plane .. Memorie Aee. i Bolognas, 1563-1884
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soluzione comiugata n se stessa; per n pari & espresso dalla soluzione

oy =1 -‘1T3=%—'1 {I?n_lzz 55_1:2:
9 2
solnzione pure coniugain a se stessa. Queste soluzioni infatti soddi-
sfano alle equazioni stabilite da Cremona, come & facile verifieare,
Ciascuna di esse soddisfa al problema geometrico, gineché se pren-
diamo per ciascunai cinque punti di multiplicitd pia elevata essi
definiscono una conica che ha con la C® un pomero di punti di in-
tersezione nom superiore a 22; e eiascuna soluzione definisee nna C*
che non si decompone in curve di ordine minore. Quesie =oluzioni
soddisfano al teovema di Nother, E infine queste soluzioni soddisfano
alle condizioni geometrichie che si traggono dalla considerazione della

lacobiana; difatti per esempio per n dispari, se le curve C* di una

rete hanno in comune “: 2 puntt doppi, dy, ds,... d,s , e quatiro
. [n—1\pt _ 5 .n—1
punti ( 5 ) s D1y Do, P3, pu, la lacobiana della rete avra 5

o 2 . (8n— 5\
punti quintuphi in d,, d,, ... tda—i, e quattre punti ( 5 ) m p,

2 -
Pry Ps, piyi di essa funno parte le linee seguenti:

1" le “_2: d

coniche

P PaaPs (l'il, d-;,-..., if:nl),

a

perche un punto qualungne m della conica Pipspaps oy & doppio per
la eurva della conica medesimu e della corva

n—3 n—da n—3z n—3

Pr® Pt ps® g omdy dd dy... dh

di ordine n — 2:
2" le quattro curve

d:l B‘.'E. o ffu.—l (pln—ﬂl ﬁn—ﬂl Pan—!! p.‘n -E)

3
; . n—1 :
di ordine ——, perch® un punte gualungue 7 della curva
il

l'lrj ﬂrg . vy ffﬂi p]n_i
2

& doppio per la curva della refe composta dell’anzidelta curva di

n— 1
5 — & della eurva
e

ordine

n—3 n+1 a1 n+4-1
[f[ lfg... f?n—l pl s P22 Pa Po a2 T.

-

Inrs LARICE.
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Bourroux. — Lecons sur les fonctions définies par les équations diffé-
rentielles du premier ordre, professées an College de France, avec

une Note de M, Paunl Painlevé. — Paris, Gauthier Villars, 1908.

Questo nuovo velume fa parte della collezione di monogratis sulla teoria delle
funzioni pubblicate sotto la direzione di E. Bovel. In essa l'sutore tratta sollanto
alcuni punti particolari del vaste seggetto, considerando parficolarmente equazioni

della forma
dy Pz, u)

dz ~ Qzr, y)’

dova P, Q sono polinomi in x, y, e pii specialments I'equazione
a1 2
d—i-l-ﬂ-n-f' Ay 1+ Asy® + Asy* =0,

dove la A sono dei polinomi in .

L'A. osserva come la teoria delle equazioni differenziali e quella delle fun-
zioni sono sirettamente connpesse, e che ad ognmi evoluzione dell'una deve corri-
spondere nng evoluzione dell’altra. La feeria delle fungzioni nell’nltimo ventennio
ha subito un sssolule rinnovamento, e la teoria delle equaziom differenziali, mal-
grado i progressi compiuti, dovuti in gran parte all'opera e all'insegnamento di
Painlevé che aprono um vasio campo di ricerche & forse in ritarde in confronto
di quella, Cominciare ad esplorare questo campo particolarizzando il problema &
1o scopo del Iibro.

Segue una nota di Painlevé * Sulle equazioni differenziali del 1° ordine di
¢ni 1' integrale generale non ha che un nuomero finito di branchs ,.

Annuaire pour Uan 1909. Publié par le burean des Longitudes, avec
des notices scientifiques, Paris, Gauthier-Villars. — L. 1,50 (fr. 1,38).

10 stako pubblicato questo interessantissimo anouario, che @ il 1E3" della col-
lezione, e si ecompone di 950 pagine. Secondo Ie nuove disposiziom adotinte dal
Burean allo scopo di dare maggiore sviluppo alle nofizie, questo annuario rife-
rendosi ad un anno di numero dispari, oltre i dati astronoemici, couliene 1 guadri
relativi alla Metrologia, alla Nautica, alla Geografia, alla Statistica e alla Meteoro-
logia, mentre i volumi riferentisi ad un'anne di millesimo pari contengono i quadri
relativi alla Fisica e alla Chimica o non guelli relativi alla Geografin e alia
Stalistica.

Interessantissime sono le notizie di Bieourvaw, Le stelle voriabili e di Laz-
LeMAND, Movimenti e deformazioni delln erosta fervestre, cho chiudono il volums,

La prima confiene Ja storia degli studi faiti sulle stells con splendorl varia-
bili, sulla folometria stellare, e tratta della classificazione delle stelle variabili,




238 PERIODICO DI MATEMATICA.

delle eanse di tala variabilika, dell’osservazione delle stells variabili e del ealeolo
dei loro elementi. La seconda da ampie notizie sugli studi falti fino ad 0ggi re-
lativi alle mares della scorza terrestre, dei sollevamenti o abbassamenti secolari

del suole, delle alterazioni lente dal geoide terresire,
E

Wenrzenston, — Komplex-Symboalil,. (Collez. Sehubert, LVIIL.) Lelpzig,
Goschen, 1908.

Quesio volnme si oceupn dello studio analitico de; complessi. linear: negli
iperspazi, valendosi della tappresentazione simboliea introdotta da A rouliold-Clebsch.,
Pia ampiamente sono trattabi i complessi lineari negl] $pazi a4 3, 4 e 5 dimen-
HTIR

Esso si compone 1 oto capitoli dei guali ecco i titoli:

l. — T complessi nello spazio a 3 dimsusion.

H. — Sistemi di vomplessi lineari.

HI. — I vomplessi quadratici.

IV. — T voinplessi nello sprzio & guattro dimensioni.

V. — I complessi lineari in Rs.

VI. — I complessi di relte in R,.

VII. — L'R; come spazio di complessi,

VILI, — La geometria analitica. ).

WieLErINSR, — Speziclle Ebene Kurven. (Collezione Schubert, LXVI.)
Leipzig, Goschen, 1908.

-—;:'C:ﬂu'ir}:ﬂ_:fa?“h‘i:'ff';m S o P e L e e T s

(uesto periodico si & occupato dei due otbimi libzi de]l Loxra & del Terzeira,
sulle carve pirne speciali, che ebbare origine dal concorso bandito nel 1892 dal-
F'Accademia delle seienze di Madrid.

* Le due opere del Loria e del Teixeira, dice |'autors nelia prefazione, sono
- nel loro piano affatto diverse. Per il Loria Uimportanza slorien & la base della
* rappresentazione; Teizeirn s1 attiens alla rieerca di un eatalogo di curye. 1 pre-
sente libretto potrebbe nbtenersi ad nn terzo punte i visia. Esso sipropone di
¢ elassificare le curve, senza preoccuparsi dell’ordine e dell’eyventuale trasvendenza,
* secondo il loro modo di generazione o definizions ,,

Nella trattazione ha sviluppato i melodi della geometrin cinematica e delle
coovdinale naturali,

L'indice vhe riprodneizmo dara un'ides dalla disposizivue della materia,

L

-

I. Cissorpr,

¥ 1. Concetii o proprieta fondamentali, — § 2. Le podavie deils coniche centrali
In generale, — § 3. Le lemniseate di Booth e Bernouilli. — § 3. Quartiche com
tre nodi J’inflessione. — > 9. Le spiriche di Perseo. — § 6. Le podacie della
parabola. — § 7. Le cubiche razionali non circolari coms cissoidi. Quadratura delle
curve simmetriche, — § 8. Aliyi due tipi di conbiche razionall.

II. Coxcorpr.

S 9. Concoidi ordinarie e gobbe, Concatto fondamentale delin geometria cine-
matica. — § 10. Concoidi della retta, — § 11. 1l moto della biella (Scheipschiebers)

b
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ed i suoi sottocnsi. — § 12. Una famiglia di quaxtiche razionali con punti doppi
all’infinito. — § 15, Concoidi del gevchio, — § 14. Gli ovali di Cartesio. — § 15. Con-

coidi delle coniche. Curve di primn cabtegoria,

111, Ayrue cUMYE CON SEMPLICE GENERAZIONE CINEMATECA,

8 16. Astroidi regelari e gobbi. — § 17. Astroidi proeiettivi. — § 15. La ear-
divide ¢ curve noaloghe, — €19, La curva di Steiger. (Ipocicloide con fre vuspidi.)
— § 20, Le vurve a laccio della manevella,

IV, RuLeere, 18 PARTICOLARE LE CURVE CICLICHE.

§ 21. Congettn fondamentale delin geometria naiwrale. — § 22, Traftuzione
generile delle rulelte in coordinats unalurali., — § 23, 11 cevchiv di ofe Lu Hire. —
§ 24, Le curve eicloidali. — § 25, Le curve trocoidali. — § 26. Kulefte (i varie
specie,

V. 1] METoDI DELLA TRASFORMAZIONE DI COOKRDINATE.

27, Dassaggio dalla coordinate orlogonali alie mnaturali e polari. —

. Curve W. — § 29. Curve lriaugolarmente simmetricke. — § 30. Le radiali.
31, Aremide. — § 32. Distribuzione delle curve trascenidenti.

§ 2

wm o

—_

K.

Fruippo SiBirani. — FElementi di Algebra per le Scuole Tecniche e
Normali riveduti dal prof. Cesare Amzeni. Firenze, Sufccessori
Le Moomer. — L. 1,50.

Nulla pletora invadents dei libri di guesto genere, & queste forse uno dei pochi
veramente buoui ¢ che si possa cogeienziosamente covsiglinre, tanto a chi insegna,
quanio a chi sbadia,

Il disegno e lo svelzsimento di gueste libro, & tale da non rendere necessario,
e do dimosirnre auozi inutile, quell’insegnamento sstruse e snerificnio, che passa
sotfo il nome di Avitmetica razionale.

I corsi elementari nei quali si introducono 3 numeri negalivi ed i caleolo
latterale, o si iusegnano le operazioni su gquesbi nuovi enfi, passano sotto il nome
pomposo di Alzebra: non & inveee che Arikmetica e come tals andrebbe insegnata;
ad & svolgendo magistralmenie iale coucetto, che il prof. Sibirani, nei primi duoe
Capitoli del sno libro fa una introduzione afnila,

Nel prime capitole, introduca i numeri relativi e riesce facilmente, con belli
ssempi, a dare chiari i convetli di nnmeri positivi e negativi; indi svolge le quaitro
pperazioni su di essi.

Aneora von assennati esempi, fr sentire la necessita di introderre in luogo
dei numerj, dei simboli nei caleoli, e cosi, nel sue sscondo capitolo introduce e
svolge molte logicamenta il calcolo lelierale: ed n esso, breve e chiaro & anche
an cenno sul calcolo del radicali.

B utile far notare i pregi defli ssercizi che sono svolti e proposti nel libro
o cvondoltl di pari passo colla materia.

Dopo simili precedenti il terzo capitolo nel guale sono tratiale le equazioni
ed i problemi di primo grade ad nna incognits, non poteva imconirare nel sno
svolgimento difficolia aleuna,

Innanzi taiko il coneatto di equazione e di radice sorge chiaroe dalle delini-
zioni di identiti e di ugnaglianza e dagli esempi. Le trasformazioni delle equa-
zioni, che conducono alla risoluzione e l'applicazione delle equazioni, alla risolu-

e —
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zione dei problemi, sono introdotle e svolte chinramente coll'ainlo di molti esempi:
gli esempi ancora danno chisro il concetto ed il significato delle solazioni nega-
tive & dei casi in coi o non si hanno soluzioni poesibili, o, se ne hanno infinite,

Qualora il prof. Sibirani, dovesse fare del suo libro una rislampa, io, mi per-
metterar di dargli un consielio, di semplive origine didattica e dovuto ai nostri
vigenti programmi: in gualche punto infatti, il sue libro, & un po’ troppo riceo di
materia data Vindole del libro stesse,

Cost ad esempio, io, togherel la parte riguardante la madificazione e la divi-
sione i doe polinomi erdinati rispetto ad nne leltera ed elimiverei inoltre il breve
eenno sul radicali; mentre si poirebbz in un quoarle eapitole, fave una breve trat-
tazione dei sistemi equazioni di primo grado.

Sono certo pero, che guanti per i lore studi o per I'inseznamento. avranno
oceasione (i consaltara questo libro, plandiranvo all’opera dell’esimio prof. Filippo
Sibirani.

ApoLFo VACCHL

Dott. Virronio Murer, — Introduzione alla Teovia dei Numeri. Livorno,
Giosti, 1909. Un vol, in-32 di page. 132, — L. 1.

Wuesto manualetto dell'ottima collezione Giusti * Biblioleca degli Sindenti
contiens Je teorie fondamentali clie servono di base alla Teoria dei Numeri.
Nei primi eapitoli I'Autore svolge con grande lucidila e chiarezza la teoria della
divisibilith, del m. . d., del m. ¢. m. e dei numeri primi, stadiandosi in ogni teo-
rema di essar somplice e sopratatto brevissimo. Per esemplo la dimostrazione del
teorema “il m. ¢. m. di dae nomeri & nguale al lore predotto, divise per il loro
m.c.d. , & ringcita chiarissima nella sna estrema conecisione.

Parlando dei numenri primi I'Autore, pur mantenendosi breve e praciso, trova
modo di amplinre la teoria pia di quello che si fa negli ordinari tratiagi di
arttmelica razionale o da importanti noiizie storiche, che certamente hanno il
pregio d'invogliars j giovami a stndiare con amore questa parte eosi importante
e Tfondamentale dell’analisi matematica.

Dopo queste toorie l'egregio aulore introduce il coneetto di congruenza, dimo-
skrandono lo proprieth fondamentali eon la precisione & la brevita che si riscon-
trano in tuthi i cupitoli, e deduce poi da questa teorin i due classici teoremi di
Fermat o di Wilsan.

Flegante s oviginale & il capitolo dedicato alle proprietid det mumeri dipen-
denti dal sistemna di numerazione.

Infine I"Autors applica le teorie svolte all'Analisi indeterminata di 19 grado
che tratta con i motodi di Lagrange e di Bulero,

Ugni capitolo & seguito da una vaccolta di esercizi scelti con cura e benis-
Simo graduati. _

1 nuove manuals dungue ben riuscilo, sia per la parte pratica come per
quella teoricn, ed indubbiaments gara di velido ainto agli studenti in generale ed
an'ottima guids per coloro che si dedicano allo studio delle matematiche pure
od applicato,

Arorpo MartiNi Zuccaent.

Gruvio Lazzurt — Direttore-responsabile
Finito a1 stampnre i1 24 Aprile 1908
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LA REGOLA DI FERMAT-MONFORTE PER LA RIGERCA DEI MASSIMI E MINIMI

|. La vicerea dei valori massimi ¢ minimi che pud assumere una
fnnzione, ed in generale una grandezza vaviabile, i eni valori dipen-
dono du’ valori arbitrarii assegnati ad una o a piit variabili indipen-
denti & stato uno dei problemi che hanno pin interessato i matematici;
e tanio per risolvere guesti problemi, quanto per trovare I'area delle
curve piaue, e delle superficie, o i volumi dei solidi si pervenne alla
invenzione del Caleolo infinitesimale, nella guale branca delle Mate-
matiche quesii problemi di massimo e di minimo trovano la loro
completa risolnzione esente da ogni critica e da ogni eccezione. Nei
limiti delle Matematiche elementari invece per risolvere questa ca-
tegoria di problemi si sono proposti, e sono in uso nei principali
testl che vanno per la maggiore, nn certo numero di artifizii e di
regole e di ripieghi, ognuno dei quali risolve una speciale serie di
problemi, e tutti concorrono a rendere difficile la teoria e compli-
cate le applieazioni, ed alcuni obbligano a fare dimostrazioni deli-
cate quando si ricercano 1 massimi e minimi di funzioni a pit variabili
(come per esempio, il massimo del prodotio (i pilt aumeri la eui somma
¢ costante) se non si vuole cadere in difetio di rigore. (7)

Tatfo cidb invece non & necessario, se si ritorna ad uno dei primi
metodi che furono inveniati, che pel passato & stato dimenticato,
mentre non lo meritava affatto, e che & quello che da parecchio
tempo 10 adotto nell’insegnamento che fo nell’ Istituto teenico di
Napoli.

Senza risalire ai matematiei che hanne risoluto speciali pro-
blemi di massimn o di minimo con procedimenti geometrici o con
vedute particolari non manifestate, il primo che sbbia data una
regola generale per la risoluzione di questi problemi & stato Pierre
Fermar, un matematico dilettante.(*) Eghi perd dette due regole
per risolvere i1 detti preblemi, e di una di esse disse che mon gli

»

(*) Pel problema citato & noto che n renders rigorosa la rieorea del massimo fonidata sulls
ipotesi che fuili i momeri meno due sianp sznali oecorss una dimostrazione, fatta da Dazmor:,
che non wi ensls inssrire nei libd elemenlad foir. “ Bulletin des Sclances mathem. o % I £ XT
1831, p. 349-51, Swr le wmazimum du produit de Plugieurs factsurs positifs dont la somme est constanie
el anche Craveny, Qouvres Compidfes, s, 11 ¢, T1I. p- 315-T1, L moyenne géomlrigue sntre pinaieurs
nombres A, B, O, D... est towfours inférisar a leyr muyenne airithmeligue),

{*) Przarz FERsaT nacque a Beaumont de Lomagne 11 1601 e mon & Oasires ) 1665. Egll ha
trattato quesiv metodo in un‘opera pubblienta dopo la swa morte inkltolata Meéthode poxr (o re
cherehe du Maximinn of du Miniown (clrv. Oenvres de Framay, 1691-M, vol. £, p. 138 e vol, Ii, p. 121).

e I Sy
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pareva la migliore (*) e si attenne all'altra, () che includeva la con-
siderazione degli infinitesimi. Quella regola che egli scartava ve-
niva presa in considerazione da ANroNlo DE MONFORTE, () matema-
tico napoletano anch’egli dilettante, ma presto cadde nuovamente in
oblio. Eppure guesto metodo & Eale che, senza conoscere il CUalcolo
infinitesimale, esso permette di visolvere tutti i problemi di massimo
e di minimo che possono cadere nell’ambito dell'insegnamento ele-
mentare delle Matematiche, vogliamo intendere quelli che danno luogo
ad eguazioni riducibili al 2° grado.

In onore dei due matematici eitati noi lo chiamiamo metodo di
Feruar-Moxrorrs; osservando perd che il suddetto metodo fu appli-
cato a funzioni di pin varinbili da FermaT in modo astruso e con
ripieghi difficili a segnirsi in generale, il MoxroORTE non considerd il
problema pel easo di piis variabili,

Qui invece mostreremo che la regola di F'Eryar-MoNFORTE sI pud
estendere anche a problemi di pit variabili senza introdurre alcun
artifizio o vaviazione, e sopratuito senza aver bisogno di teoremi
complicati, e 11 tutto seguendo eriterii chie non debbono essere ripu-
diati quando si passa allo studio de] Calcolo infinitesimale.

Crediamo percid che la giovenin stndiosa el poira essere grata di
questa esposizione che qualora fosse adottata da tutti nell'insegna-
mento apporterebbe ad essa una grande facilitazione, diminuzione
di fatica, e la possibilita di risolvere 1 problemi piv difficili, che altri-
menti resterebbero insoluiti da parte sua. (%)

2. £ da premettere che si suppone noto che cosa sia una funzione
centinue in un punto a della variabile, o solianio a aestra o solfanto
a sinistra del punto a; che cosa s'intende per funzione continua n
un intervallo (a, ¥); che cosa s intende per funzione continua di pii
variabili per un sistema di valori a, 4, ¢ delle sue variabili indipendenti.

Che siaz nota la definizione di funzione crescente, o decrescente, 0
costante a destra di @, o & sinistra di @¢; e che cosa s'intende per
funzione crescente, decrescente o costante in un intervallo (w, b).

3. Cid posto ricordando che la differenza f{x % &) —f(x) si suole
indicare con 3y e si chiama incremento delle funzione; e che la dif-
ferenza (x + #) — 2 (che & nguale a + %) si indica con &z e sl chiama

)

(1) Ofr. om. eit, § 4. Egli ne fa applicazions alln qnesfions del massimp prodotio di dune fatiori
di somma eostante, all'altya di trovare il massimo di 22 @ — =), e ad altre quesfioni, e propona il
risolvere con essa il problems del friangolo che qui riselviamo al n, 16,

=) Cfr. op. cit. §1 a 4

(3) Antorto pe Mowrowre dei signori di Laurito {prov. di Salerno) nacque, dicesi. in Basilicata
il 1844, mori il 1717 in Napoli (an mio alunuo del corse di Storia di Matematiea ritiene che potra
dimoglrara che il Mosronzz naegque a Lanrito); - egli pubblich {1 metodo da jut usate in un'opern
molto rara intitolnta de Problemoism determinatione. Egli Vapplica oltre che ai primi due ssempi
trattali da Pesmaranche al probleme di Lrovare [l massimo di z3 (@ — =7 ed il minime di 2%+ (a — =%
Per aliri pit minuts dettagli sn quest'opera si cfr. Avoneo, Vita Matematica nsapoletang, parte I,
Napoli, 1805, p. 2¢ a 20,

() Fra non melto saranno pobblieati i noskri Complementi di Analisi Aigebrica eiemeniave

(F1ierro, Napoli) nei quali questa teoria avrd il sno complefo sviluppo.

=t
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incremento delle variabile, osserviamo che il rapporto -Ei:; dell'incre-
mento della funzione all’incremento della variabile ha un particolare

interesse per decidere dell’andamento della funzione nell’intorne di z:
L)

poiché se la funzione & erescente il rapporto -ET‘:: 6 positivo tanfo a de-
stra che & sinistra di x; ed egualmente se la funzione & decrescente

. oy . _ N ;
il rapporto ﬁ e negativo tanto a destra che a simistra di x, e se la

funzione e costante il rapporto & zero tanto a destra che a sini-
stra di z.

Allorquando questo rapperto ;—i tende & limita determinat per &
tendente a zero, e precisamente tanto per h—=-} 0, che per h=—0,
questi Jimibi si dicono rispettivamente prima derivata destra e prima
derizata sinistra della funzione pel punto @ Le due derivate pos-
sone colncidere, e in tal caso si dice che la funzione ha una derivaia
unica per quel valore di z, e questa si rappresenta con ' (z) o con Y.

Viceversa: Una funzione & crescenie o decrescente alls destra (o alla
aimstra di a) secondo che la sue derivata destra (o sinistra) & positiva
o negativa. B cid si pud dimosirare in poche parcle che crediamo
mufbile riportare qui per amor di brevita.

4. 8i sa inoltre che la definizione di massimo e di minimo di una
funzione & la seguente:

Si dice che la funzione f(z) per x=u0 passa per un minimo, op-
pure che [ (a) & un minimo della funzione f (x), quando i valori che f ()
assume nell’intorne di « sono tutii maggiori di . Ne deriva quindi
che la funzione f(z) deve essere decrescente a sinistra e crescente a
destra di «. ‘

St dice che la funzione f(2) per 2 =a passa per un massimo,
pppuve che f(a) ¢ un massimo della funzione f(z), quando i valori
che [lz) assume nell’ intorno di ¢ sono tutti minori di f(a). Ne de-
riva quindi che la funzione deve essere crescente a sinistra & decre-
scente a desfra di .

B siccome la funzione f(x) cresce o decresce secondo che la de-
rivata f(z) & positiva o negativa, ne risulta che la funzione non pud
cessave di decrescere per crescere, o di crescere per decrescere senza
che f(z} cambi segno, e cid avviene quando la derivats si anmulla o
guando essa & discontinua. Cosicché 1 valori di z che fanno divenire
massima o minima la funzione sono compresi fua quelli che annullano
la prima derivata o la rendono discontinua. Se quindi lz funsione 2
a devivata unica e passa per un Massimo o per un minimo, la sua deri-
vata deve essere nulla.

Di questa proposizione non & vera la reciproca, perche la derivata
pud annullarsi per un valore di # che non renda minima o massims
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la funzione, come si vedva piu innanzi (v. n. 8) per la funzione
y=az" - bz* + cx +d.

3. A questo punto si potrebbe eredere che futta questa prepara-
zione non fauccia che aprire le porte a due battenti alla teoriz del
Caleolo infinitesimale, ma basta espoire la regola per disingannare
ognuno.

lntorno ad un minimo assoluto y, della fanzione f(z) per z=a
ad ogni valore ¥ > y, della funzione eorrispondona due valori z,, @,
che fanno assumere il valore y, e guesti tendono a diventare eguali
ad & quando % tende a diventare eguale ad y,.

Intorno ad un massimo assoluio y, della funzione f(z) ad ogni
valore y <Zyo, corrispondono due valori x,, z, della variabile z, che
fanno prendere alla funzione il valore ¥, e questi pure tendono a
diventare eguali ad & quando % tende ad v,.

Se dunque la funzione & massima o minima per #=a, dovra ne-
cessariamente assumere valori egnali per due valori x, ed z. della
variabile nell'intorno di @, e quindi la differenza 1 (z,) — 7 (z.) deve
essere divisibile per z; — xs; soppresso questo fatiore quante volte b
possibile, il quoziente dovra -essere nullo, per I'ipotesi fatta. Se ora
si pone in questo quoziente ;= za= x, risulterd un'equazione in 2,
le coi radici in generale rappresenteranno i valori della variabile
per 1 quali la funzione risnlta massing o minima, e percio sosti-
tuendo eiascuno di gquesti valori nella data funzione si avra il mas-
simo o il minimo valore per esso assunto dalla funzione. La regola
& dungue la seguente: |

Si ponge £(x) — () =0, e raccolti i termini che hanno fattori co-
muni si cerchi di sopprimere quante volte & possibile il fattore x; — x,
che per solito si presenta. Si ponga dopo X, = x;=x e si visolva Vequa-
2ione risultante in x. Le radici saranno in generale i valori della varia-
bile per 1 quali la funzione divenin massima o minima.

II primo membro dell’equazione che risulta non & altro che il
Inmite del rapporto

f(-Tl]—f(ﬂ?s]

£L1 — Tg

per &y =®:—=a ¢ quindi la regola suddetta conduce a trovare ed
eguaghare a zero precisamente la prima derivata della funzione data.

Anzi si pud aggiungere di pii, ed osservare che se si applica la
regola suddetta alle funzioni semplici

LI:’.', Xy, ? o i
81 ritrovano tale quali le regole di derivazione, e farle addirittura
ritrovare, ma non val la pena di fare apprendere tante regole spe-
ciali, guando una sola regola basta per tutte.

) ke : . -,
3 e e e A T | ]
3 o

i - <
L]




PERIODICO DI MATEMATICA. : 245

Si pud anche decidere dall'esame della derivata qual’® I'anda-
mento della funzione, e quindi se quel valore trovato & massimo o
minimo per la funzione o non lo sia affatto, osservando il segno che
la derivata assume a sinistra e a destra del punto in eni la funzione
diventa massima o minima. Se p. es. la prima derivata & positiva a
destra, negativa a sinistra di a, In funzione & crescente a sinistra
decresconte a destra, e passa percid per un massimo. Resta sempre
I possibilita che il valore trovato possa non corrispondere ad un
valore massimo o minimo della funzione.

6. Quando una funzione f & dipendente da piu variabili 28 B s e
s1 dice che un fatto qualsiasi avviene intorno al gruppo a,b,¢,... di
valori di questa variabile {(oppure come si suol dire intorno al punfo
@be...) quando si vueole affermare che esiste un numero % piccolig-
simo tale che per tutti i valori

a—h<e<at+h
b—h<<y<<b-+h
c—h<sz<s<z-+h

ovVVero per
|z —a|<<h, ly —b| s h, lz—ciSA,...

1l fatto si verifica sempre, eccetiuato soltanto (al pii) per il gruppo
@b, ¢,..., ciod per x=gq, y=b, z=1c¢,....

Si dice che una funzione f(z,y,2) diventa massima per il gruppo
a,b,¢,... delle variabili, se iniorno a questo gruppo nessun valore
della funzione & maggiore di f(a,?,¢), ciod se si abbia sempre

f(a,b,c) = f|z, s z}.

Si dice che una funzione f'(,y,2) diventa minima per il gruppo -

@, b, ¢ delle variabili, se intorno a questo gruppo nessun valore della
funzione & minore di f(a, b,¢), ciod se si ha SEMpPre

fla, b e)<<flz,y,2)

7. Alle funzioni a pii variabili si pud estendere la regola di
¥ermar-Monrorre per la ricerca dei valori abe. .. per i quali esse
divengono massime o minime,

se nella funzione f(x, y, zl diamo a tubtte le variabili, eccetto che
ad una sola di esse, il valore che esse hanno nel gruppo abe, la fan-

Zione |
[ (z,b,c)

8i potrd considerare come funzione di una sola variabile x, che per
=« diventa massima o minima, e quindi dovrd essere, nell’ intorno

di abe,
f(mlj b: G} "_f[-‘Fi, b, ﬂ] =1)

R e e P by — o =

—a - L ~

= 'mm-
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od anche nullo il quoziente che si ottione da guesta equazione con
Ja soppressione del fattore @ — z4: ed in questo quoziente posto
%1 = Fa=12, 81 AVIA un'equazione che avrd per radici i valori a che
con b e ¢ rappresentano in generale i gruppl per 1 quali la funzione
diviene massima o minima. Analoghe considerazioni s possono fare
per la variabile y e per la variabile 2, o dalle equazioni

f[ﬂ-ynﬂ]—f(ﬂsﬂhﬂ)=ﬂ: f(ﬂ! ﬁ: glj_'f(ﬂ:bazi]=0.

81 olterranno, con la soppressione dei fattori Yo — Yo, 73— 23 & col
porre rispettivamente y = y,=y, 2y =2 =2, delle equazioni a cui
debbono soddisfare i valori a, b, ¢ che rendono massima o minima la

—_—

funzione data. =
Quindi risulta Ia seguente regola: i
Nella equazione date si suppongae variabile una per volia una sola A3

delle variabili e si applichi ogni volta la regola di Fermar-MoNFORTE;
st avranno tanie eguazioni guante sono le variabili, che formano un
sistema le cui soluzioni rappresentano in generale « gruppi di valori che
fanno divenire massima o minima la funzione. _

8. Nel dare degli esempi al fine di mostrare il vantaggio di questa
regols, sopra tutte le altre che sono in uso nei libri di testo delle scuole
secondarie, tralasceremo quelli che somo troppo facili e troppo noti.

Esexpro 1°. — 1 polinomio di 3° grado y = ax®+bx*-}-ex +d ha
in generale un walove massimo ed uno minimo se b* — 3ac >0, ¢ non
ha né massimo né minimo se b® — Sap < 0.

Infatti, applicando la regola data deve essere

(02:° + 62" 1 e2, + d) — (@2 + ba® + ome - d) = ),

!
e A i

1 e s .
&

i

LT

OVVero
ﬂ(ﬂrx“—:ra“)+5(:r:’—mu’]+n(m1——:ra)=0 !

e sopprimendo il fattore x — 2.,

ﬂ{-rlg —I_'.Elmi_i_ Izgj—l—b[ml-}_maj_l_'_.::{}

e posto @ = z,=2x ']
Betx” - 2bx + ¢ = 0,

T : L

da cui st ha

—b F Vb — 3ae
;’E_ .
217

Supponiamo per fissare le idee che « sia positivo; nel qual caso,
sa le radici sono reali e disiinte, cioé se b*— 3qe > 0, la prima de-
rivata 3ax® - 2ba ¢ & positiva esternamente all’intervallo (2, B) delle
radici e negaliva internamente; quindi la fonzione data & erescente
& simstra di «, decresce nell intervallo («,B) e cresce nnovamente a
desfra di B, percid la funzione data ¥ assume per o un valore mas-
simo e per § un valore minimo.




PERIODICO. DT MATEMATICA. 247

Se invece le radiei sono complesse (5°— 3ae << 0) il trinomio della
prima derivata & sempre positivo per qualunque valore della varia-
bile, quindi la funzione & sempre crescente per qualungue valore della
variabile e pereiv non presenta né massimo né minimo.

Se le radici del trinomio divengono eguali (6° — 3ac =10) il trinomio
della prima derivata & positivo per qualungue valore della variabile,

eceelbo clie per — B*b—ﬂ, pel quale s1 annulla, quindi la funzionse & crescente

& simstra di — 5, crescente a dritta di esso, quindi nemmeno in

B
questo caso la curva presenta valori massimi o minimi. In questo

. . b :
caso sl dice che la curva s'infletie nel punto —g= 0 che quel punto

"

e un suo flesso.

9. Esempio 2°. — Con un cartone rettangolare di lati a eb formare
la seatola di mussimo volume.

Se x & I'nltezza della scatola, i lati della base saranno a— 2z,
b—2x, & quindi 1! volume di essa a

Y=ua(a—2z)(b —2z) = abx — 2 (a + ) &® -} 42>
Applicando 1a regola data deve aversi
ab (xy — xa) — 2 (2 b) (2° — 2,7) + 4 (5, — ") = 0,
e sopprimendo 1] fattore z, — z; ed eguagliando x; ed z, ad =z, si ha
I'equazione

195 —dfa+ 3) 2L ab—0,

da eni

a -+ b) 1%—}’uﬁ—|—bi—ab.

B o . . : . B i
Delle due radici, I'ona & minore 'altra & maggiore di -, quindi

resta come unica soluzione

m=%(q—]—b]—}- tl) Va® -+ 5 — b

a b
valore compreso fra B%E"
Entrambi questi esemp? si dovrebbero trattare con un metodo
particolare delto dei coefficienti indelerminati, che qni come vedesi si
rende inutile.
10, Esemr1o 8° — Seomporre un numero positive a in due parti x, y
tale che il prodotto xUy" ove p e q sono inleri positivi, sic massimo.
Per la regola data deve essere

:I'ﬁ' (ﬂ' — .'.'.E';]q = fu“gp [ﬂ- -— .Tg}“ — D;
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- ed aggiungendo e sotbraendo il prodotte ze® (@ —a4)%, la stessa equa-
zione si muta nell'alira equivalento

(2 — 23?) (6 — 1) — 2P [(3 — 23t — (@ — )] =0,

& sopprimendo il fatfore & — 2y = (@ — 23) — (0 — 2,), essa si riduce a

(22> S S - 2" ) (6 — Ty)1 —

— a2t {a — )~ + (e — 25)"*(a —2) +.. .+ {a — z;) ] = 0,

e posto oy = zy =g diviene

pat— (a — )t — gaf (@ — z) 1=,

che si pub serivere

> Ha— 2) [p (e — x) — gz] = 0.

. . x a—x a

Questa derivata si annulla per ? = g OVVEero per ..*-:—P’il_q &

- - ﬂ - L i L 3 (]
guindi 1 _P?I—fj' . passando dal valore positivo al negativo. e quindi

1l prodoito diviene massimo per questo valore di z. Perd la derivata
st annulla pure per x==0, 6 — g — 0, ma per questi valori passa dal
valore negativo al positivo, quindi il prodotto & minime per =10
Se p € parl, e per x=a se ¢ © pari.

Questo esempio non si potrebbe trattare cosi completamente o
senza ausilio di alire teorie con i metodi in vigore nelle scuole.

Il Circoscrivere ad wna sfera il cono di minime volume.

Je = b il raggio della sfera ed = I'altezza dal cono, il volume del

cono & dato da

mr 44
V: .
2 x— 2’

quindi si & ridotti a trovare il minimo dell’espressione o
Applicando la regela di FermaT-MonrorTE, deve essere
.T[! ﬂ'ﬂi
Ly — 2'." 4 - 2r

=0,

e liberando da fratti e ponendo o, — @, in vista
e (1131, — -T:ﬂ} — r {Ilu —— 1353] =)
& sopprimendo il fattore o — zs ed Eguagliﬁndﬂ 2y, 29 &d 2 si ha

drz=0.

mﬂ

La derivata si annnlla o per x=10, e questo & assurdo, oppure
Per &= 4r passaudo dal valore negativo al positive e cid dice appunto
che 1l eono & minimo quando_laltezza & eguale al doppio del dia-
mefro della sfera.
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12, Per mostrare come sia agevole lapplicazione della regola,
anche quando la funzione presenta dei radicalj daremo i1 seguenti
esempl, uno tratto da quelli di aree minime che per la teoria di
Prareav si hanno colle lamine liguide pellicolari, Valtro dall’opera
stessa del F'ermaT, ed un altre dalla rifrazione della luece.

Esempro 5°. — Duato un prisme retto triengolare regolare ABCDEF
di aitezza b e di lato di buse a, trovare sulla congiungente ¢ ceniri di
gravita delle basi due punti M, M, equidistanti dalle basi, che congiunti
con t vertici delln base piki vicina, facciano risullare mbnma la somma
dei friangoli MAB,...,M'DE,... ¢ dei trapezii che hanno MM’ per
base comune ¢ Ualtra base nelle cosiole laterali del prisma.

Posto la distanza dei punti M, M’ dalle basi egnali ad z, facilmente
s1 trova.che la funzione di eni si cerca il minimo &

¢ RN 3
8a |2+ {5+ (b — 2) a
e quindi bastera eercare il minimo di

V125 F ¢ — 2.

Applicando Ia solita regola deve essere

(]fli‘.r,“ - ]-'IIE:I-‘EE—]— a“) — 2 (2 — 2a) = 0.

Per fare apparire il fatiore 2z, — 7 nella prima parenfesi, consi-
deriamola come espressione frazionavia e rendiamone razionale il nuy-
meratore, cosi l'equazione precedente si muta in

| 12 {2 — %) 5
e e g —_ 0
V12274 a® - V122 1- o (@1 —zs)

& quindi soppresso il fatfore 2 (1 — x¢) © posto z = a3 ==, risulta

ba
_ —1=10,
V122" + o*
da eui si otliene
£ 1
R —
276
-
e siccome AM = |/ »*-|- g— -—!;;;%, risulta che M, M’ distano dalla
base del terzo di guanto distany dai vertici della base.
13, Esemero 6°. — Sul diametro AB di un semicerchio di raggio v

st prende un punto C e si eleva da esso la corda CD perpendicolare
ad AB. Si cerca i massimo della funzione y = AC—+ CD. (%)

(!) Problema trattato dn Ferxar (efr, op, &id),
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Se si assume AC =2z risulta y=z+Vz(@r—az), e quindi per a; :-
avere il massimo bisogna porre }f
(".l.-"]_ —:ﬂi) _!‘ (V.l'] (2?" —— :171) — Vfﬂg (27"—— .’l'a'g)_) = D f:f
::.*.-_ e col medesimo artifizio usato precedentemente questa equazione si =
muta successivamente in
L 2r (2 — 3s) — (1,° — 23°)
Iy 4 " e i ; 0.
Ya Br — 1) + Vs (20 — 2g)
| i / tr
1 = (), T(2r—z)=2—1r (1) v
! Va (2r — x) T ) R
20 —drp + #7=0, ,_
r=7r 4 ;F ’ ;1:
D1 queste rvadici soltanto la maggiore soddisfa la equazione deri-

vata perche la minore radice rende il 2° membro della (1) negativo,
ed & facile vedere che ad essa coriasponde un massimo della funzione.
14. Hsemero. — Supposto che un raggio di luce debba passare da A
¢ B aitraverso due mezzi omogenei di diversa densid separats dalla
retta A'B’ trovare in gual punto C esso deve atbraversare la linea AR’
affinché il tempo impiegato sia minimo, |
_ Poste le distanze AA’, BB di A e B da A'R' eguall rvispettiva-
mente ad ae bed AB —¢, si ha AQ— 1,-‘F:::E'—|—n’, CB={{e— z)P - ¥,
guindi se % e v sono le velocita della luce nei due mezzi, il tempo
mmpiegato da A a B &

Va'-ta* _ Vie—a2F+5

14 v

Applicando 1a regola suesposta a questa funzione deve essere

_.-' | Vﬂ?lﬂ - a® ]'F:I‘-'gﬂ—}—ﬂ’ﬂ r .ﬂﬂ—-ﬁ}n  b* V("_'I‘}E_i_bg—‘ﬂ
1 " o

OVVEaro
5’315 — .Ta_rn [ﬂ — .K) }E — {{f T 3:2}“
o Yo' +a + 10" @) T o Wle—z) + 6+ Vie— 2 15

e sopprimendo il fattore ¥ —ay=(c—a3) —(c—um) o posto zy=xy—1
rsultn

0

o | =0 .
uy a3 a v V(e —z)F - p*’

¢ 8¢ con ¢ ed » indichiamo gli angoli d'incidensy o di rifrazione 81 ha
che deve essere

sen i ger p
_ | ]

I v
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e sticcome questa legge si avvera in fatto, ne risulta che la loce im-
piega il minimo lempo per passare da A a B.

15. Passiamo ora a vedere come la regola si applica a funzioni di
pii variabili. Basteranno pochi esempii per mostrare tutto il van-
taggio che si otliene dall'uso di questa regola.

Ksempio 1°. — T'rovare ¢l massimo prodotto di pid variabili che hanno
la somma costante.

Supponiamo per brevita che le variabili siano tre, =, 7, z e che
siz @ la loro somma, sark z=a-—2—y e quindi occorre trovare il
massimo_del prodotio

zy (6 —z —y).

Supposto variabile la o soltanto deve essere

oy (@ —zy—y)—ay (0 — a3 — ) =0

e sotiraendo ed aggiungendo il prodotto =y (e — 2. — ¥) si ha

oy (o—x —y)—ay (e —xe—y)+ay (e — a3 Y)—asiy (a—ze—1) =0

ovvero

2y (22— ) + (11 — @) g (@8 — 25 ?J’]’—")

e sopprimendo 11 fattore y(z;—xs) e posto i =xs==2 si ha z2—u—=z Y.
Supposto variabile la sola # si ha analogamente y=a—zx—y,
quindi: 11 prodotto & massimo quando le variabili sono eguali fra loro.
6. Esemrio 2. — Trovare la minima somma i pie variabili che
hanno i prodotio costante.

Siaﬂ:m analogamente z,y,z le variabili, e p?il loro prodotto, sary’

§= %e quindi occorre trovare il minimo della somma

P
I;E:y-

Supposto variabile 12 sola 2 deve essere

g
Ty Islp(l 1)—0

i
=T

¥y \ia JLa/
FH ;DH
da cui si deduce con la solita regola 2t Ovvero oy 2 %
Analogamente supposta variabile soltante la y si avrebbe 2—— Y,

ZY
e quindi 1sulta che la ®omma & minima gquando le variabili sono

egnali ira loro,

16. Termineremo guesta breve esposizione con lo stesso problema
che FErmaT propose ai matematici, () e che fu risoluto da Boxaves-
TURA UAVALIERT per via sintefica. (%)

(2} Cir. op. cii,
{2) Cfr. Erercitationss geomelricaes sex, P, 504, Buuoniae, 1947,
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Esexpro 3°. — Trovare nel piano di un triangolo il punto le eui
distanze dai vertici del triangolo hanno una somma minima,

Del triangolo ABC sia ¢ il lato AB, oy, le coordinate di ¢ rispetto
ad AB ed alla perpendicolare elevata in A ad AB, ed zy le coordi-
nate del punto cercato M. La funzione di cni si richiede il minimo &

Vo' + "+ Yo — P+ P+ Vie— 2P+ — 7

Consideriamo variabile la sola z e troviamo chie una delle condi-
zioni di massimo &

Ve’ + 9y — 12"+ Vo — o T — Vi — o+ 7=
+ Ve — Zo) + ( — Yo)* — Vs — ) -y — o) = 0

ovvero, per l'applicazione della regola data,

VB I —2c X — Ty

]
Va9 " Vo= + 3 ' Yie—ad'+ v —gof

Analogamente, considerando come variabile la sola %, 8i trova che
un'alira condizione di massimo &

0.

/i ]; o + ¥ — %Yo 0‘
Vot Ve —cF 4o " VYio—ar - (Y — yo)*

Ora indicando con ¢, d, o gli angoli che le direzioni AM, BM, CM
formano con la direzione positiva dell’asse AX, si ha

T Y
COsSp — = - sen p— :
5 V2t 9 RS
x—¢ _Ylz—cP L4
cos = - = 4 sen i =
Vie—cfF + o y
COS () = == =

Sen w =

Ve—ao)* + (g — go)* Vie— a0 - (g —uo)f
e quindi le condizioni precedenti si mutano jn

CO8  —cos Y+ cos =0
sen @ + sen  —-sen w==>0

ed eliminando w

(cos @+ cos )* 4 (sen ¢ sen 1)* =1
ovvero successivamente
i--2(cos p cos ) + sen o sen ) =0
1-+2cos (p— ) =0

cos (p— ) =—1}
o — ey = 120°

e quindi occorre che I'angolo AMB sia di 120 gradi.

L 'lrl"

o AV S e T e L e e e s e

.'\."_.-_'H.r.. e L o W

S = — |

- e,
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Analoga condizione si ritroverebbe per gli angoli BMC, CMA se
si eliminasse p o 1, dunque perchd il punto M soddisfi alla condi.
zione voluta occorre che gli angoli AMB, BMC, CMA siano fra loro
eguall e percid il punto M & intersezione degli archi descritti sulle
corde AB,BC, CA capnei di contenere un angolo inseritto di 120°

Se uno degli angoli del triangolo ABC fosse di 120° o INAZE101e
di tanto, il suo vertice & il punto che soddisfa al problema,

F. Amopro.

SULLA CARATTERISTICA DEL PRODOTTO DI DUE MATRICI

|. Siano A e B due mairici, che possiamo supporre quadrate e
dello stesso ordine », aggiungendo, ove oceorrs, delle linee di ele-
mentl nulli; sia con cib:

lﬁllpﬂlﬂr---[lln bllgblﬂj---blnl
A=l pe e B
lﬂ'ﬂlg ﬂ'nﬂ:-n-ann bnl,bnﬁg---hm_l

Si sa che si pud comporre la matrice A con la matrice B in guatiroe
modi diversi, secondo che si moltiplicano (come suol dirsi) le righe o
le eolonne di A per le righe o le colonne di B; noi chiameremo io-
dotto di A per B (senz'altra agginnta), e indieheremo col simbolo AB,
la. matrice ottenuta moltiplicando le righe di A per le colonne di B,

cioé la matrice :
C=(cwn) (rns=1,2,...a),
dove @

m

Crg — El‘.l"rhbha 1
1

chiameremo poi prodotic per righe di A per B la matrice ottenuta
moltiplicando le righe di A per le righe di B; analogamente negli
altri casi. Si noli che, indicando costantemenie con M’ la matrice
conptugala o trasposta di una matrice M (ciod quella che si ottiene
da M scambiando le righe jcon le colonne), i quattro modi di com-
posizione di A con B sono, con la definizione adottata, indicati dai
simboli AB, AB, A'B, A'B’.

Per il prodotto cosi definifo vale, come si verifica immediatamente,
la proprieta associativa, ma non, in generale, la proprieti commutativa.

Sorge ora la questione di determinare, mediante aleani elementi
relativi alle matrici A e B, la caratteristica del prodotto AB, la quale
& sompre minere o uguale a quella di A ed a quella di B. Nel caso
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che sia A =B, ciod che si tratti del quadrato A% la caratteristica
di esso (e pill generalmente di unn qualungue potenza A*) si esprime
molto semplicemente ricorvendo ai divisori elementari (') della ma-

trice A — Bu, relativi al divisore o del determivante
@i — W, Oha, oo (Ml ‘ (¥)
|A — Feo|— (o , (og — W, . i, Qg IJ
Bays Gy e O =)

€ clo puo vedersi mediante le considerazioni segnenti.

Ricordiamo anzitutto che due matriei quadrate A, B si dicono si-
mili (*) quando esiste una matrice T, econ | T|£0, tale che si abbia
B=T"AT. (*) Si dimostra che ]a condizione necessaria e sufficiente
perche due matriei A e B siano simili & che le dne matriei A — B,
B — Ew abbiano i medesimi divisori elementari; (*) inolire la deter-
minazione della pin generale matrice T per la quale si ha B=T-AT
pud farsi operando in wn determinato campo R di razionalita, che
contenga gli elementi di A e quelli di B. (%)

(') Riportiamo qui la definizione di divisori elamentari di nna matrics. Sia in ganerale F— (finles))
(h&=1,2....n) unz matrice goadrata i ordine n. i eal elementi siano Tunzioni razionali intero
@1 una variabile w. Indichiamio con Dy (w) 11 m, ¢. 4. degii elenient di questa matrice, oon D, {w)
i m.e.d. dei minori di 2 ordine della matriee medasima, eon D; () il . e. A, Sei minori di 99 or.
dine, sre.; 52 o & 1o earatteristica della matries ¥, sa eioi somo identicamente nulli rvispgito o w
tatti 1 minori d ordine o4 1 di F, giungeremo cosi fino ai poiinomi D (w): se il determinants
dolla F non & identienmmenis nullp, I'nliimo polinomio Dy (w) & questo determinante medesimo, E
manifesto ora che ognuno del polinomi Dy, Dy, Dy, ... divide 1l snecessivo, e potremo quindi con-
D, D, I}E'
e B S i ey =
Dy Dy - UE"_'l
mano appruanko 1 digizsers slementart (compisti) deilz matriss F; sl dimoestra ineltre che oEni divi-
gore elamentare E, fivide i} snoeessive E; ... Supponiamo eche il determinante D (w) della F non
sia identiexments nnllo: si ha allora evifientemente D (w) = B, .E;...En. 8 consideri inoltre un
determinato eampo di razionalith B eha contenga butti 1 ecoeficienti dei polinomi fix, 8 siuno, in
queste campo, P,. P,,. -F, 1 divisori primi distingi del determinnute D {w); ogni E; sarhk allora

siderare 1'altra snceessions di polinomi B, =1, E,= : qoasti ai chia-

decomponilile, nial campo K, nel mado seguents E, = Plﬂﬂ.P;LIE. ‘ iPT“l". dove aleunl depli T

: — “ i i
“32:--- POSSEN0 anche essers nulll; i polinems Xy lo, Pt,ﬂ?“.. - Py % 51 dicone 7 diviseri elemens

tayy, nel conipo R, delle matrice T, relativi al diviwore P del determinante D{w) di F. Per tutto

<ib si veda, ad 23, McTE, Thesrie und Anwendung der Elsmentitheilar, | Leipzig, Tembner, 1869),
(] Ricordiamo ohe eon e notazione E si suale indicare In malrive unitk dl un eerto ordine »:

1,0,...0
2, T ,2::0

Sl ehlama inoltre somma @ dne matrici A = (air), B= (#i1) aventi tispeitivamente tm ngual no-
mere 41 righe ed nn ugnal pumero di colonue, |3 matrics della quale ogni elemento sik & uguale
& alk - bik. S A B una matries gqoadralna, con la notazions | & ] mi suele intendere jl delerminante
deila matries medssimy, -

(% Vedl Murg, Op. cit., p. 2f.

(¥) Data una qualongue matrice T = (ti1), con |B1£0, I T~ ¥ 15 matrias reciproca 4 T, rice
quells matrice eha risnlta piennmente definita dalla relagione TT—! = TP =% Siha T = (Th)

iy
(B, +=1,2,...n), essendo Tei U'aggiunto di v in 7. Vedi Mura. op. ¢it., p. 2B, .
(%1 Vadi ad es, Mo, op. eit, p. 132,
i) Vedi 0. NicoLerTs, Suiin rmidurione a forura canonivs i sne soxliluzione linggre oraogenes & di
un fascio di forme bilineqys (Annali di matematica purs ad applieaia. T. XEV (1008); pp. 265-225), Cap. L




PERIODICO DI MATEMATICA. | 209

Essendo ora A una gualunque matrice quadrata, si considerino ;
divisori elementarli di A—TEw in un campo di razionalith B, cui
apparienga A; siano o%, w%,...w" quelli relativi al divisore w, P4,
Pofa, .. Pyt (essendo i Py, Py,... Px uguali o distinti) gli altri. La
matrice di ordine ¢

010...0 '
00 1.:..0

A.},:z ........
LK | S
000...0

e tale evidentemente che la Ay;— Ew ha 1'unico divisore elemen-
tare w=; analogamente se & E1=mﬁu—[—n1m¥j—1—f—,___f_ﬂﬂj_lm_{_ﬂgﬁ
per la matrice di ordine By,

0 1 0 0 0 ) 1 |

0 0 1 0 0 0 U ..
00 o 1 o o ... 0 0.
—ﬂgj—-ﬂ'gj_l—-ﬂgj_g...—ﬂ'l 1 0 ) I |

Bu,jz

0 0 0 T (O 1 cair AV hBave

0 0 D G D 0 0 i NP ¢ I i

. R .0._. .

Ug: — Qg a...— @ 1.,.
si ha pure cle la By;— Ew ha 'nnico divisore elementare Pyfi

Consideriamo allora quella matiice A, di ordine 5 — o1 - eg ...
Fon T Jif . . - gxfx che si ottiene disponendo suceessivamente le
matrict Aoy, Age,...Aon, Bos, Bos, ... Boyx lungo la diagonale pringci-
palo e riempiendo con zert tutti i posti che rimangono. La A, & ma-
nifestamente, per il teorema poeo fa ricordato, simile ad A, e sard
chiamata la formae normale di A nel campo R. (Y

Sla T una matrice (razionalmente determinabile) per la quale sia
Ao =TAT, ciod, come si dice, che riduca A alla sua forma normale;
sl avia Ao=TAT.TAT.. T *AT = TAYT; ne segue in parti-
colare che ]a caratteristica di A} & ugnale a quella di A* , onde ba-
sfera determinare la caratteristica di A%

S1 osservi percid che la matrice A% & formata con le AL, BY come
Ia Ao & formata con le Ay, Byy; si vede allora che la earatterictica
di AY (p=1,2,3...) & uguale alla somma delle caratteristiche di tukte
lo Afy, Bl (§=1,2...h;j="1,2...%), e poichd ogni BX ha evidente. -
mente la caratteristica gy, poiehe & | Bf; |=| B:i| #$+0, bastera ecal-
colare la cavatieristica »\@ di ogni matrice A%,; ealeolate queste la
caratieristica r di Ay sard data evidentemente da

e =P T oo T B 10 L 0,

1) Vedi 0. NicorzTrl, Men. it p- 287.
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Si ha intante mﬂ.uifestameutﬂ-1'1"-'-::.-:1-— 1=y —1.. A=y —1,
e quindi ry=n—j_ Sia ora n geuerale A, i| numero dei divisori elemen-
tari di A — Ew, relativi a divisore @, eon esponente maggiore dj t; (Y
g8 noi sy PPouiamo, per fissare le idee, o, = @g 2 ...2 gy, AVIEMO oVi-
dentemente,

r

Alar==g L 70 - v | (1.21'2“_&1) 2u.h:+1=--*=ﬂﬂﬂ-'=:0?

€ ¢osl analogamente

00010...0
ﬂﬂﬂﬂl...ﬂ 3

{'l' == L 2... hi‘L Aaﬂ'_hg_j_l =.,.. Z.AEE_], — 0,

écc. .. intendendo dj indicare col simbolo 0 anche una matrice nully
(ciod composta tutta di elementi aulii), Confrontando allora la carat-
teristica di A,® con quella di A, vadiamo chiaramente ehe Ia prims
si oftiene dalla seconda sottraendo fy: cosi quelln di A si hn da
quella di A2 sottraendo Ay, e cosi via: si ha dangue ry=n—} s,
B=0—h—Ty—k, ecec. o possiamo enunciare il risnltato:

Se A ¢ une matyic, quadrate di ordine n, e con h indickiamo il nu-
mero dei divispr; ebementari dellg matrice A — Bw »elativi al divisore w,
e con h; il BUMEro di quest; divisori il cui esponente ¢ maggiore di f, le
carattevistica di A* 2 dutg da n — h—bhy—...—h,_,, dove miendiamo
¢he sia hy—p, (%)

Le caratieristiche delle varie potenze di una matyice 81 esprimono
dunque per mezzo di elementi invarianti per gualsiasi trasformazione
TAT

Si osservi in particolare che Iy caraiteristica del guadrato di una
maitrice A, di c:ii'ar'-tarisfz'ﬂa re < e = 2r —n; questa caratteristiea
e infatti *—Mh; ma si ha h <h ed h—y r; & dungue appunto
» =0 —p, Fr—h=r—(n 7)=2r —q,

2. Venendo org a considerare il prodotto di due malbrici A, B, si
capisce che sostituendo ad A, B dge matriel rispettivamente simili

(*) Sono questi tos1 dethi mwmeri i PREDELLA ; ¢ff, BERTINIL, Introdusions alla geormeirio
proiettiva degli iperspazi [Tiaa, Bpoerti, 1907), p. 5.

(*} Cfr. anche Soutesinugg, Handbuch der Thaoris der Linsgran Differentialgleichungen, Bd 1
(Leipzig, Toubger, 1893), pp. 124-7.
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Ay =T—AT, B, — SBS, il prodetto A;B; non AVIa pin la stessq ga.
ratteristica di AB; se infatfi 3 e T sono dne matrici diverse non s;
pud, in generale almeno, affermare cle AB ed A4, B, = T-2APg-1p5
siano simili. Pep toghiere ogui dubbio, tanio pia che Ia similitudine
non & affatto condizione necessaria pep "ugnaglinnza della carattepi-
stica, si consideri il easo particolure del quadrato per 7ighe di una ma-
trice A, ciod il casp del prodotto AA’

Sin Ay 1a forma normale di A; se in tale matrics Sopprimiamo le
righe e le colonne nulle, si ottiene yna matrice quadrata dj ordine
#—h il eni determinante @ diverso da 0: d’altra parte con tali sop-
pressioni non si altera evidentemante n caranfierislica del quadrato
per vighe; essa & dunque ancora "n—h. Se quindi ] caratteristica
del quadrato per righe fosse invariante vispetio alle trasformazioni
suddetie, sarebbe, Per ogni malrice, eguale a quella dojla matrice
stessi; esistono invece, ed & facile costrirne degli esempi, delle ma-
trier (ad elementi complessi) il apj qnadrato per righe ha caratteri-
stise minore della malbrice; questo avyiene ad es, per lg (11’ :)

La caratteristion del quadrato per righe di una matrice, e quindi anche
quella del prodotio di dye meatrict, non pup dungue esprimersi con ele-
Ments tnvavianti rispetto alle dette trasformazions.

3. Sia A = (ay) (F=1,2...m: f;=1,2...n} una matrice di a5
righe e di » colonne ¢ B — (bs) una di y righe ed m ¢olonne, e ¢p-
minciamo col determinare una relazione fia |p cavalbteristica di AR
¢ quella di BA. S consideri la matrice d1 ordine n - 9

U ﬂ 2 U ﬂ']]._,. ﬂ_u_!,...ﬂl“
D 0 ey D H’f_:-;, ﬂﬂ.--.ﬁﬂﬂ

IIIIIIIIIIIIIIIIII

D' 0 . ” it m1 “I[L.!] rny,
M o 1‘3’]_1 ] b]ﬂj * . I*F";ll'll U U U '
beyy bagy . bey O 0 0
E’m, E?nj-, ®a @ bnm 0 D [J

e se ne faceia i quadrato ; ponendo

AB = G—‘_—-(ﬂjjj, B.ﬂ-—'D:(fghkL (s',j*—-],i’...m; ﬁ,k=]_,2ﬂ]

81 ottiene

.............

= T B = 7 i
e, S S -




L} 1 -l

-
5 r: .F'..i lFII.I.'
' i’ L

-
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Se ora con e¢,¢ indichiamo le caratieristiche d; AB, BA rispetti-
vamente, e manifesto che c-f- ¢’ & 1u caraiteristion di M#; d'altra parte,
per eib che sopra & stato detto, la caratieristica di M* & wguale a
n-m—h—h,, avendo X, by 1 suddetti significati per la matrice M.
Si ha ora evidentemenle Hw-m—h=yr—3 essendo » ln caratteri-
stiea di A ed s quella i B; ne segue h— +mi— r — g, Se poi con H
indichiamo il numero dei divisori elementar wguali ad w della ma-
trice M — Ew, & 2 —H=»,, ossia h — ru—ir—s—H; & quindi

?1+m—i’¢—?r1:i'+s——!r-—1H+r-—-s—l—Hz‘Er —2s+—H—n—m.

Si he dungue
e+ =2r2 <~ H—a—m.

4. Sia ora A una malrice, come precedentemente, di m righe ed n
colonne, e B una di » righe ma di un numero u qualungue di eo-
lonne, e dimostriamo che:

La caratteristica del prodotto AB non rambin se ad A, B sostituiamo
due mairici A,, B, che abbiuno espellivamende la stessa caratteristioe di
A, B, e tali che le righe di A, ¢ le colonne di By siano combinazioni li-
neari omogenee vispettivamente delle righe di A e delle colonne di B.

Abbiasi mfatti |

Im

i

;]kjf”_—_;?t bkryrlI (j::l,,g...q; -{.'211,2...'"],
e le due matrici (ax™), (5) abbiano rispettivamente la stessn carat-
teristica di A (ehe indieheremo con r) e di B (che indicheremo con 5);
chiamando X Ja matrice () di p righe ed n colonne, ed Y la (223 )

di p righe e ¢ colonne, le precedenti uguaghanze si serivono
Ai=XA, B;=BY. (1)

Consideriamo ora gli m sistemi di equazionl lineari nelle incognite
rispettivamente £, &, . .. Eidls

b
= ﬁu g = fir: [f-’ = 1- - O ’ﬂ}:
1

(per .‘i'———l,ﬂ...ﬂij;

poiche Ja matrice formata con tatte Jo vighe di A e futte quelle di A,
ha ancora la caratteristica r, @ tale & la cavatteristica di Ay, la ma-
trice completa

ﬂu“", ﬂmm, SE ﬂ.m“", iy

ﬂmﬂj, ﬂm"lj, — ﬂ"pﬂﬁlj o

1 1
ffln' :lj Hinf :'s LR ﬂpn[l]; tin

e A A M A S i i mm e
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di ciascuno di questi sistemi ha Ia caratteristica », come la matrice
tder coefficienti dells tncognite (la quale non & che Ia trasposta di Aj).
Ciasenno di quei sistemi ammette dunque soluzioni, e sia & =(Ex) una
matrice di m vighe e p colonne, la eui riga '™ gias una soluzione
gualunque del #'™° dej sistemi lineari sopra scritfi; si ha allora ma-
nifestamente:

In modo del tutto analego, considerando i 1 sistemi

?j é],—_i{” iy = ﬁ'];;r (k:— .l, 2... ﬂ},
(per t=1,2...p),

troviamo una matrice = () di g righe e i colonne, tale che si
abbia

Ora dalle (1) si deduce
A;B1 =E [AB)' Y._,

la matrice A\B, ha quindi una caralberistica che non pud essere mag-
giore né minove di quella di AB, ed & percid ad essa nguale.

Il numero delie righe di A, e quello delle colonne di B, sono affatto
arbitvari, purché non minori vispettivamente di » e (i 8; prendendoli
uguali il primo ad o, il secondo a i, le due matrici A;, B, hanno lo
sbesso numero di righe e colonne delle primitive; prendendoli invecs
uguall ad r ed 5 rispettivamente, abbiamo in particolare che: la ro-
ratteristica del prodotto di due mairici, A, B (d: caratiesistiche r ed s)
non cambic se ad A (B) sostituicmo wna matrice di v righe (s colonne),
combinazioni lineari omogenes delle yighe (colonne) di A (B), ed avente
la caratleristica v (s).

Pitt in pavticolare ancora si possono brascurare di A m — righe, e di
Bp—s ecolonne che siano combinazion: lineqsi omogence delle vimanent;.

Notiamo esplicitamente che con 1a frase: ridurre una matrice A
alle sue righe indipendenti, intenderemo, 1ei numer: che seguono, di
comprendere non solo il easo che lo righe che st consideranoc appar-
tengano effebtivamente alla makrice A, ma anche il caso pill gene-
rale che si voglia considerare una matrice formata come la Az, ma
di » righe; analogamente si dies per le ecolonne,

5. Il teovema ora dimostrate permetie di fare le seguenti imme-
diate osservazioni; esse sono conseguenza, del resto, anche delle note
proprieti relative alle matrici associate ad una matrice data (abgeleitete,
seeondo Kroneckzr). (V)

B= Byy. (2)

e dalle (2), (2)

(") Risordiamy ehe 87 chinma fosims malrice associaia ad unn mntriee dala, la mntries formata
eoi minori di ordise & della data, ordinata secondo Fording natorale daille combinazion] keize degli
indici delle righa ¢ delle colonne. Par le propristh sopra sccsunate Vedi O, Nivonerr1, Sila ma-
brici axgociate ad una data (A4l della R, Accadamia dsllg Seienza dj Torino, 1909),
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Premettiamo che dalla definizione stessa di caratteristica di una .
matrice segne che la condizione necessaria e sofficiente perche la
caratteristica del prodotto di due matrici A, B, di ugnal caratteri-
stica », sia ancora nguale ad » & che riduecendo A alle sne righe
indipendenti, B alle sue colonne indipendenti, la somma di tutti i
prodotti di dne minori corrispondenti di ordine massimo delle due
matviet ridotte, sia diversa da 0. Questa somma & infatti nguale al
determinante della matrice prodotto delle due matrici ridotte, 1a quala
matrice ha, per il numero precedente, ln stessa caratteristica di AB,

@) Sia A upa matrice quadrata, e facciamo, mn quel che precede .
B=A; di pru, essendo n I'ordine, sia # — 1 la caratteristica di A: i b
indicando con Ay I'aggivnto dell’elemento au la eondizione ora detta . §

viene espressa da Xy Ap A% 0, onde, supponendo A; +0 e tenendo B
1

conto dell"identita ApAy; = AAs, si otliene: | )

Condizione necessaria e stfficiente perché la secondn potenza di wna R
matyice guadrata, di erdine v e caratieristica n — 1, sie di caraiterisiicn . o
n—1, ¢ che sia diversa da 0 la somma degli aggiunti prineipali della
matrice,

b) Per il caso B— A’ si ottiene invece che la condizione neces-
saria e sufficiente perche il guadrato per righe di una matrice A di
carabterstica » abbia ancora la cavatteristica », & che riducendo lu :
mairice alle sue righe indipendenti, la somma dei quadrati dei mi- g
nori di ordine 7 di questa matrice ridotta, sia diversa da 0,

¢} Civ aceade in particolare se i rapporti dei detti minori sono
reali, e quindi @ forfiori per una matrice ad element reali; dunqgue:
Il quadrato per righe di una matrice ad elementi reali ha la stessa ca-
ratteristica della matrice primitiva.

6. Osserviamo ancora il seguente caso particolare del teorema del
n. 4 perehé ci servira nel segnito. Siano C ¢ D due matrici, la prima
di m righe ed n colonne, la seconda di n righe e i colonne, ed una
di esse sia di caratteristica n. Applicando la proprieta sopra osservata,
sl potra sostibuire a C una matrice quadrata C; di ordine n, ed a D
una mafrice Dy, pure quadrata e di ordine n; dei due determinanti
| Cily | Dy uno savh diverso da 0, quello corrispondente alla matrice )
di caratteristica #; se quindi poniamo C,D, = P, questa relazione si
potra risolvere rispetto a quella delle C;, Dy su eni non abbiamo fatto !
aleuna ipotesi, (') onde segue che essa e P hanno la stessa caratte-
ristica. Dunque il prodotio CD ha in tal caso per caratteristica la minore -
delle caratteristiche di C ¢ di D. -

7. Siano, come prima, A, B due matrici qualungue, Ia prima di m
righe ed n coloune, la seconda di # righe e p eolonne, e siano r, 8 -J_
le loro caralteristiche. Essendo £ il pil grande dei due numeri » ed s, N

. . ) -
e Sl = i - S i s =

Pt WL ol i

oy

(") Be &, ad es. |0y | 40 si ricava D, = C,~'P,
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sia « una makrice avente per righe ¢ combinazioni lineari omogenee
delle righe di A, e di carattevistica r, e 8 analogamente 1ma matrice
di caratferistica s, le cui colonne siano # combinazioni lineari omo-
genee delle colonne di B; il prodotto o8 ha la stessa caraiteristica
di AB. Osservando allora che, per il numero precedente, 8z ha per
caratteristica il pit piccolo dei dne nameri » ed s, ed applicando le
considerazioni del n. 3, possiamo dive che la caratieristica del mo-
tdotto AB & uguale a quella del gquadrate della matrice awsiliaria,

ﬂ -;-D H-U|. ﬁm,---alu

=%, Be 0 0 ... 0

™
&
=
e
o=

ﬁnl:-

diminuita del pite piccolo dei numeri v, s. Gl oy, Pen banno la defini-
zione suddebia; in particolare si pud supporre che le due magrici

" " Eu....ﬁzt
{ Hy ““} B, ... Bay

siano due matriei formate vispettivamente con righe di A e con co-
lonne di B, in modo da lasciare inalterata la carvatteristica.

Per la relazione stabilita al n. 8 possiamo anche enuneiare la cosa
cosi: Se H & il numero de: divisori elementari uguali ad » delle ma-
trice P — Buw, la caratteristica di AB 2 data da v - s +H —n.

Ne viene ehe questo nnmero H dei divisori elementari uguali
ad w di P—Ew &8 <n—14, ossia 8 <n—vr, 6 <n—s,

Segue inoltre di qui che la caratteristica del prodeito AB & mag-
giore od uguale ad r+-s—n; quando sin » s —n << () questa pro-
prieta diviene illusovia, perché da per limite inferiore lo 0. B evi-
dente che il limite inferiore »+s—an (0 () pud essere raggiunto, e
cio allora e solo allora c¢he sia H=0 (0 H=n—»—3). Per t—=pn
gquesta osservazione s1 riduce a quella del n. 6.

8. In cib che precede o mplicitamente incluso che intte le infinite
matricl P, che si possonro formare nel modo indicato, sono tali che
1 Joro quadrati hanno la stessa caratteristica: e ciod: sianc %, B due
matriel qualunque di ¢ righe ed » eoloune la prima, di » righe e ¢
colonne la seconda, di caratteristiche rispettivamente r, 8 ed uno
almeno di qoesti numeri sia uguale & #; siano poi «, § due matric
deilo stesso tipo e caratteristica rispettivamente di «, B, ¢ le eni ri ghe
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(risp. colonne) siano combinazioni lineari d; quelle di z (risp, 5): se
Poniamo, con notazioni di evidente signifieato,

_ J0,a) ___'JU,E
P"lﬁ,ﬂf’ =1 0}'

le due matrici P2, P* hanno Ia stessa carattevistica. La dimostrazione
risulta dalle cose suddette, e pud riassamersi semplicemente osser-

vando che & L
- 5:{3' Ul D2 {‘Iﬁ’ U]
P'—{t}, Be l’ = 0, up J’

mentre, per osservazioni fatte sopra, fz e B« hanno ambedue g ca-
ratteristioa 7, ed af & %f hanno pure una medesima earabteristica.
Pit intima relazione fra le due matrici P ¢ P non Ia luogo in ge-
nerale,

9. Supponiamo che la matrice

Zt1y Oltg, .. - B

di cui al n. 7 abbia 1a caratteristica ¢, e sia ad es.

T: ...... :#0;

ciaseuno dei ¢ sistemi dj equazioni lineari

n T1 oy I‘s+...+-‘1u &y == l

lllllllllllllll

5:1,:: a:.‘l_l_'ﬂﬂ_ﬂ I'E_Ir—...‘“'ﬂty .'Z]"[:].J (P=1,E,...fj,

g -’I?:l‘;l‘ﬂfﬂ -Ts“i—---“‘ﬁtt =

neile ineognite €1y T3y. .. 2, ha allora una ed una sola solnzione
200, 2,00, | . Formiamo ora le seguenti ¢ combinazioni lineari
omogenee delle righe della matrice -

L 1 L

i
EP m‘!ﬂ'{'ﬁ'} R"I, - ioa E'}' :I:I'LHJ I:ﬂi.',t * ET I'I:'.I-"l:'ﬁ"I m’-’,t—’—l R E‘l' m‘.'l:'”j Elﬂ":ﬂ,
1 1 1 1

k=12....9;
s1 ha eviden temente

1?7'37?{'“] Fpg = E,unr ([J-, 0= 1: 2: ‘. t}r (5.1“3 =0 per H :;: I, aﬁ‘.“ == l)l

: T
2 *“*“"ar.m——-‘f k=12...4 p=1,3,...n—y),
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avendo posto:

C11 ov o By vy Wayt—ny B, jizg o - - Lyt

Yo = o SUROIR ~ C PRCEENY, £ AP SPONE - £ S0y T (U, T
L =

Bt o« o o Uy i—1y Ry 110, T v M4 e o o Tty

Se Ia matrice o ha invece per caratteristica il minore dei numer; 2,8
numero che indicheremo con <, si possono fure ¢ combinazioni lineari
omogenee delle sue righe, £ — ¢ delle quali siano composie di ele-
menti nulli, le altre + siano formate analogamente a quelle conside-
rate nell'ipotesi precedente. Se poi non fosse, come abbiamo supposto,
1l primo minore diverso da 0,1 determinanti Tno sarahbero sostituniti

da altri determinanti formati nel medesimo mode eon guel minore

che sarid diverso da 0. Vediamo duongne che alla matrice 2z, € 0osi
alla B, pud sostituirsi, in P, una matrice puramente dipendente dai
rapporfi det minori di « (risp. di %) di ordine uguale alla relativa
caratteristica.

Ricordiamo ora ehe I'vesima mabiice assoecintn di una matrice di
caratteristica » ha la caratieristica 1. (') Ne segue che se Iin una
matrice qualunqua di caratkeristica » prendiamo wna matrice di »
righe (colonne) nure di earatleristica ¥, 0 pill generalmente formiamo
una nnova matrice di earatteristica » ed avente per righe (colonne) »

combinazioni lineari omogenee delle righe (colonne) delia matrice .

primitiva, i rapporti dei minori di ordine s di quesia seconda ma-
trice sone invarianti rispetto agli infiniti modi in cai tale matrice si
pud formave; gli chiameremo, per Lrevita, i rapporti del minori di
ordine v relativi alle righe (colonne) della matrice primitiva,

Possiamo dunque dire clhe s caratieristica del prodotio di due mu-
iriet A, B, di caratteristiche rispetlivamente red s, dipende solo dai rap-
porti dei minosi di ovdine v velativi alle vighe di A, e dai rapporii deq
minort di ovdine s velativi alle colonne di B.

10. BEswminiamo infine i segnenti casi pariicolari.

51 ha intanto che: Se in wpa matrice quadrata gli elementi simme-
trici rispetto alln diagonale principale sono numeri complessi coniugati,
e quells della diagonale principale sono veali, intte le siue potenze hanno
la medesima caratieristica della matrice stessa. — Sin infatti A una lale
matrice ed » la sua caratfevisticn, e si consideri uns matrice A, for-
mata da » rvighe di A, avente la earatteristies 1y B8 %1, %8, ...9 SONO
1 numeri d'ordine di queste righ® si consideri inoltre quella matrice A,

(Y} Cid sl pud dimestrare nal mods seguenie. Sla A — (o) nna matries guadrata di earstiar-
stica », & slano A,, A, fue makriei, eissrana delis quali sia formata econ + righe di A, ¢ la prima
gia inolire di emratieristics r- ognl riga di A, sark allora una combinazione 1inenre omezenea dells

righe Al &,, ¢ potreme guindi serivere, con ana certa matrice X, A, = XAy, Se M,' >, M, L.
sone I vari minori di ordine » iratti dalla A, B Mﬂm* M,*’",... vispetlivamente I corrispondenti

tratfi dalla A,, avremo evidentemants le"].:: | 1§|M1f”1 e =1,2,3....0 e efd dimostra appunto
che la roi=: matnce associala della A ha earalberistics 1.

——

i
- P
e ]

"l -
= e ey, 0 NP
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di 7 colonne, formata con le colonne 4 t=wa gt s geoA )
determinante de] prodotto A;As & uguale alla somma del prodotii dej
minori corrispondenti di ordine s di A; e di Ae, e poichd due talj mi.
nori sono eomplessi coniugati, perché fosse |A; . As) =10 dovrebbero
essere nulli futti questi minori, il che & contro I'ipotesi. D’altya
parie [A;, Ayl non & che il minore prineipale di ordine 5 di A® avente
per righe e coloune e 1y S grsime | gesime, pap o dungue la carat-
teristica r. — Per completare In dimostrazione si osservi che anche
mm A® gli elementi simmetriei rispetfo alla diagonale principale sono
complessi coningati: A*={£ﬁj_’ ha dunque ancora Ia caratteristica o,
€ Questa earatteristica ha percio anche A? in quanto che la earat-
teristica di A® deve essere minore od ugunale a quella di A%, maggiore
od uguale a quella dj A* (')

1l teorema ora dimostrato vale in particolare per le matriei reali
e simmeh-iche.

La proprieta ora osservata permette di determinare nn'altra con-
dizione, perd solo sufficiente, perche date due matirici A, B della stessa
carvabberistica », il prodotto AR abbia ancora caratteristica s

Supponiamo percio che s possanc formare » combinazioni linear
bmogenee delie righe di A, la eni matrice abbia la carattewmstiea »,
ed alfrettante delle colonne di B, la eni matrice abbia pure la ea-
ratteristica », e tali inoltre che vgni elemento delle prime combina-
zioni sia il numero complesso coningato de corrispondente elemento
delle seconde; Jg mafrice P di eui al n. 6, formata con queste eom-
binazioni, soddisfa allora alla condizione i sopra, onde segue appunto
che il prodotio AB ha lr carattervistica i

St indichi d'algra parte con B, la malrice complessa comiugata
di B (ciod quella matrice i cul elementi sono ; nameri complessi eo-
niugati di guelli d; ugual posto in B): se I'ipolesi detta & verifieata,
esistono alloya combinazioni lineari omogenee Indipendenti delle
colonne di B,, la quali sono anche combinazioni lineari omogenee
delle righe dj A, e vedinmo quindi che Je colonne di B, sono com-
binazioni lineari (omogenee) delle vighe di A, come anche inversa-
mente. Indicliamo allora con A’ la matvice trasposta di A, e con
(A, Bo) lu matrice avente per colonne le ecolonme di A’ seguite da
quelle di By: Ig (A, By) avea anch’essa, per quel che ora abbiamo
detto, la caratterisiien s Sapponiamo viceversa che la (A, B,) abbia
la caratteristieg 7: le colonne di B, sono allora combinazioni lineari
delle vighe di A, ed esistono quindi effettivamente » colonne dj B, co-
stituenti una matrice di caratteristica *, che sono le complesse conin-
gate di certe » combinazioni lineuri umogenes indi pendenti dalle righe

(") Questo teoremp Pub dimostrarsi anelie valendogi dai risnltato del n, 1, ¢ el fally che se 4
& ina matrica ¢he zoda della proprieta delia nel testo, i divisori elementari di A — Fw sono tntti
Uneari (Murs, op, oip. p. 18). Begne infatii di qui 5, = T

. ! \
= k Pl R, e = n o, gl ] - - i
sy L P R R R AR '!-I.H-I _-H_m:i.ruu-h:‘;{_‘_"" e
——

'
el f g ) e

g, P

=B L i
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di A. Il poi manifesto che invece della matrice (A', By) pud adope-
rarst la (A, B). Possiamo dungue dire:

Se due matrici A, B di ugual caratieristica sono tali che lu mao-
trice (A", By) [0 ln (A, B)] abbia pure lu medesima eceratieristica, tale
caratieristica ha anche il prodotio AB,

Per il caso del quadraio per vighe (B=A') ln matrice da consi-

o [ 2 N A - W s - ®
derarsi & (A’, A%)) ossia (A ) cioé la malrice avente per righe le ri-
i

ghe di A e quelle di Ay e se PONIAMO i = o4 - f2'1x eon Ok, & hk
reali, vediamo immediatamente che I'nltima matrvice ha la stessa ca-

" - ':"{hk 'y L
ratteristica dellg (E, ); dunque: Se una matrice ha I stessa caratte-
lik

ristica delle matrice che si ottiene da essa sostituendo ad ogni viga le
due righe costituite Vuna dalle parte reali, Valtra dai coeffecienti dell’ ima-
ginario della riga primitiva, il quadrato per righe della prima matrice
ku carattevistica ugnale guelln della matrice stessa.

Questo eriterio & applicabile alle matrici normaii considerate

al n. 2.
F. Crcion:.

Forma canonica del postulato di pontinuity

l. Quando Depexisp ricostrul eon eleganza e rigore la teoria dei
numeri wwrazionali pose anzitutio in ribeva che quando tutti i numeri
reali sian ripartiti in due classi in modo ehe 1 numeri d'una sian bubti
minovi di quelli dell'altra, sempre od ha massimo la prima clnsse, ed
allora mon ha minimo la seconda, oppure ha minimo Ia seconda ed
allora non ha massimo Ia prima. (*) Tuttavia il sno celebre postu-
lato (%) viusci vagzo dove afferma esisténza del numerv di sezione,
cosicchi esso postulato non fa pensar subito ad un numero non meno
preciso d'un qualsiasi numero razionale dafo direttamenie; ma ziida
ad assicurarne un’esistenza quasi ideale (*) mediante 1a possibilita di
segnire una successione infiuita numevica, che fa tendere la mente
Verso un numero, che non raggiunge ma intuisce con sufficiente chia-
rezza e precisione per poterlo accebtars senza incertezza. In prova
di questa min affermazions bastery far rilevare che "espressione

("} RicBArn Desrgia, Sletigleit und irrationels sahlen, Broungchwaig, 1872, ™I — V.an.
c¢he Satvatorz Pincueprp, Lezioni dalgebra compiemeniara; dnoalisi lgelirica, EBologna, 1605, | LG

{*) DeopmaND, | e., p. 18 & IV & p- 2

[ P, Mans1oN, Résums danalyse, Paris, 1887, p. 2534 — V. amelie &, Pivonsgue, Temiont @l
gedia compiementara; Tearin delle cwaicnd, Bologna, 1900, p. H3 1n nota,
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passaggio al limite & ancora usata dail matematici con un certo gual
senso di mistero.

Io ho eercato di ridurre alla NAZgIor precisione possibile i po-
stulato fondamentale della teoria dei numeri reali, e de] continno.,

In questa Nota dp appunto un postulato dj continuita, che ritengo
preferibile a quellj dj DepErinD, di Caxror e d1 WWEIERSTRASS (') per
la sua forma preciss, semplice o intuitiva: sono anzi convinto che
10N s1 possa pervenire ad altra forma P1i conveniente: o qui irova
la sua yagione il titolo, che bo dato alls Nota. Dal mio postulato si
rileva immediatamente l';'mpassibiﬁm, mai vilevata prima in modo espli-
cito, di dividere una retli an due parti identiche. T se ne dedoce ta-
cilmente I'inesistenza o transfinili welln geometric ordinaria, ciod il
principio detfo * postulato di Aremimmpe » da Storz, che fn primo
a vedere g possibilita di dimostrar]o ed effettivamente lo dimao-
stro. (%)

Faecio seguive aleune dimostrazioni di note proposizioni d’analisi
affine di porre ip rilievo praticamente 1a convenienza della forma da
me adolbiata per j| postulate di conbtinuitia; e spero si riconoses che
esse dimostrazioni hanno un' importanza propria per Ia loro grande
semplicita. B non credo fyor dt lnogo fermare I'atlenzione su quella
deile fimzioni derivafe, che & certamente delln massima importanza
& non si trova negli uyspalj trattati d’analisi.

Questa mia Noia non tende a bandire I'espressione di passaggio
al limite, tende solp a boglierle il caratiere doperazione mistica per
darle quello determinate & preciso delle operazion elementari, eu-
sicche dugli elementi d'un processo convergente si passi al limite con
quella spontaneity o sleurezza con cui daj termini d'un’addizions in-
dicata si passa al totale,

2. SEMIRETTA, — Diremo semiretta I"insieme di tatti punki d'una
reita posti da un lato di un punto delia medesima. Una semiretta non
ha né primo ne ultime punto. Direme che an punto di rettn Ia di-
vide nelle due semirette da esso separate, le quali con esso forman
la retta. Diremo che uy punto di retta & confine o colimite delle due
setiretfe in cui essg divide la retta: diremo prre che & estremo 1s-
mife di ciascunn delle dne semirette.

Pet dare una semirefta basta darne un punto qualnnque e I'estremo
Limite.

Baceio. — Diremo raggio I"insieme d'una semiretin eol 1o estremo
limite, che diremo estremo del raggio. Sj puo considerare 1’estremo
Coma primo punto ed alipra diremo eh’esso & a sinjstra di tulti gli

(1 F. Exriques, Prinsiplen der Geomeryje, Encyitopiidiz der Matk Wiss., 11Ty, 1897, p. 1-128
particolarments n, 7,

(*) 0. Sroz, z. CFeonietrie Qe diten, inbesonderse Per ein aEiom dee ARemiNEDss; Math, dnn.,
AXTI, 1887, p. 8fli-19 o partivvlarmente p. 510. — V¥V, anche 8. PiaonerLe, Analiyi algebrica, Bo-
lognn, 1908, P B2 in npty,

ot ]
e
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albri punli del raggio o che I precede, per cui diremo ele questi sono
a destra dell'estremo o che si trovan dopo di esso o che Jo segnono,
St pud pure considerare Festremo ultimo punto, & allora diremo che
‘€8s0 @ a destra di tutki eli alir punti del raggio o che si trova dopo
di essi, per cui diremo che questi sono a sipistrs dell'estreme o che
lo precedono. Un mgglo, adunque, od hLa i primo ed allora non ha
ultimo punto; oppure ha "ultimo ed allora non ha primo punto. Un
raggio s'estende indefinitaments da un sel Jato d'un suo punto gua-
fangue; dall’alive luto del punto, se questo non sia lestremo, non
seshende indefinitamente e da yuesto lato il raggio & chiuse dal-
I'estremo.

Per dure un raggio basta dave Iestremio ad un alire sup punio.

SEGMENTO, — Dicesi segmento, rettilineo, I'insieme di dpe punti
d'nna retta, che si dicono estrent, e di futti 1 pumnti delja medesima
compresi tra questi due. S possono considerare gli estremi come
primo ed ultino, ed nllora ogm aliro punto del segmento @ a desira
del primo punto, detto primo estremo of origine, ed & a sinistra del-
I'nltimo, detio secondo estremo o termine.

Per-dare un segmento bisogna darne gli estremi.

TraTro. — Diremo tratio cip chie si ottiene da un zeemento le-
vando ad esso un estremo, che diremo estrenp tnmite del tratto. TUn
tratto ha cosl nn estremo ed un estremo linite; non sj esteude inde-
finitamente da nessuno dei dye lati d'un sno prnto qualungue; da un
luto & ehiuso dall'estremo e dall’altro lato & aperto. Tn tratio od ha
il primo, ed allora won ha ultimo punto, nd ha Fultime ed allora non
ha primo punte,: s pobrebbe dir tratto progressivo nel primo caso e
regressivo nel seconde.

Per dare un tratlo bisogna darne Pesiremo e Uestremo limita,

INTERVALLO. — Diremo intervallo di dpe puutl, che si diranno
estrems Limiti, I insieme di tutti i pintl compresi frn quesii due della
revla da essi determinata. Ty mtervallo non ha ni primo ne ultimo
punio; & aperte du entrambi ; latt di ogni suo ptinto gualunque,
che dus punti son separats dal loro intervallo.

Per dare un intervailo bisogna darne gli estremi lmiti,

Le proposizioni precedent; vanno cousiderate come definizioni in-
tuitive: le abbiamo poste solo per esspre intesi, essendo unico SCOPO
di questa nota 1a forma Plu conveniente del postulato di eontinuita,
Per esse proposizioni, la rettasdei due puntl1 A, B consta di questi
due punti, del loro intervallo, della semiretta A B formata de punti,
che B separa da A, ¢ della semivetta AB' formata de; puntl che A
separa da B. (Y

3. ReTra seziomara, — Se si dividono tuttj i punit d'unn refta
in due classi ponendo in una un punto con tutti quelli posti da un

(') Giosepes Feame, I Prinespii di Geouicliriz legicamente zeposti, Taring, Boeea, 1880, P 1,82
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particolar lato, a destra od g sinistra, del medesimo e ponendo nel- ?::t;‘ﬁ,
lalbra classe tntti gl altri punti della retta, questa risulta divisa in :f
un raggio, che contiene tutt e soltanto 1 punti della prima classe, 54

ed una semiretta, che contiene tulii 6 soltanto i punti della seconda:
¢, praticamente, qualsiasi segmento si pud portare sul raggio in modo
che un suo prefissato estremo si sovrapponga all'estremo del raggio.

Uniformandoei a questo risnltato: d'osservazione ammetteremo il
seguente postulato:

PosTunATO DI conTEyTITA, — Se tutti i punti d’una retta sono di-
vist in due classi in modo che quelli d'una siano tutti a sinistra d;
quelly dell’alira, e quindi quelli della seconda sian tutti a destra di
quelli della prima, le due classi cosfituiscono un raggio ed una se«
miretta: e sul rageio vi & un punto, che & separato dall’estremo da
intervallo ugnale a quello di due puntl prefissati arbitrariamente.

Segue immediatamente, da quesio posiulato, che non si pud dipi-
dere nna retta in due paris identiche, dal momento che Je due parti
formanli una retta son necessariamente un raggio ed una semiretia,

4. TeoREMA DEY GUNFINT, — Se sopra wna retta ed a destra ' un
punto ¢ dato un aggregaio di punti, o Uaggregato ha primo punto o vi
& ultimo punio tru quelli della retia posti a sinisiva d’ogni punto del-
' aggregato,

Pouiamo infutti in una prima classe tutii j punti della retta che
sono a sinistra d’ogni punto dell’aggregato e poniamo in nna seconda
classe tutti gli altri punti della retia, ciod quelli tell'aggregato e quelli
a destra di qualche punto dell'ageregato. Per i postulato di eonti-
nuita le due elassi costituiseono un raggio ed una semiretta, I’estremo
def raggio & primo punte dell’aggregato, se i raggio e costituito det
punii della seconda classe ed & ultimo dei punti deila vetta posti a
sinistra d’ogni punto del laggregato se i raggio & eostituito dei punti
della prima classe.

L'esterno del raggio si dice confine sinistio dell'aggregato.

Si dimostra in modo analogo che: se sopra una retia ed a sinistra
d'un punto ¢ dato un aggreqato di punti, o Uagyregato ha ultimo pirito
0 V¢ prime punto fra quelli posti a destra d’ogni punto deil’ aggregato.
Tal punto, od ultimo dell’aggregato o primo dei punli & destra del
medesimo, si dice confine destro dell'aggreguto,

S. TEorEMA DI Sto1Z 0 D INESISTENZA DI TRANSFINITL. — Sp $010
dati due segimenti disuguali, tra ¢ multipli del ininove ve ne sono di pate
grandi cel maggiore. (') '

Siano AB il segmento maggiore e CD il minore. Tanto per inten-
“derei supponiamo B destra di A. Sul rnggio AB d’origine A, pro-
cedendo sempre nel verso del raggio cioe da sinistra a destra, si

(1} Questa proposizione vien deltn postulato 4l ArcBimz=ns: ma lo Atesso ArcHivene, nel suo
#eritto sulla guadratura deiln parzhola. fa sipere ch'ern comoseinta dai suoi predecasgori. — V. an-
che I, Uaxron, Geschichie der Mathemetik, 1, p. 200
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portino gli infiniti segment; ACy, C; Ce, C; Cy,... tutti uguali a CD.
Per la seconda parte del postulato di continnita wessun punto pnd
essere nltimo punto dell’aggregato dei punti G,.Cq, Cg, ... & neppure
Puo essere primo punto a desira d'ogni punto di quest’aggregato: pel
teorema del numero precedents on- possono quindi questi punti esser
tutti & sinistra né di B ng d'un gualsiasi punto posto a destra di B,
eppero ve ne debbono essare anche a desfra di B. Se & Cy uno dei
punti a destra dr B, si ha che AC, > AB ossia che

nUD > AB.

CoroLLARIO. — Se sono dati due seqmenti diswguali, tra i sottomul-
tipli del maggiore ve ne sono di pite piceoli del minore.

6. RAPPRESENTAZIONE DiI NUMERI REAL] SULLA RETTA. — Sopra una
rebta, asse reale, fissinmo un punto O, che divemo origirne, ed un punto [J,
che diremo punto wnitd, a destra d; O: a quesii punti facejamo cor-
rispondere () ed 1, che direm loro affissi o coordinate od ascizse, Ad
ogni altro punto P a destra d; 0, ossia del semigsse positivo, facciamo
corrispondere nn numero, che diremo affisso 0 coordinaga od ascissu
d’esso punto, attenendoci a questo principio: 'wseissa del pusito P ¢
maggiore delle ascisse di tutti punty posti fra O ¢ P ed 2 il numero

A . m
positivo razionale Pl

m —

OP =—0T.
n

Per questo prineipio, conformemente aj canoni aritmetici n4- 1>

ed
m p

) ST
n g~ s
se
mg=mnp, ms> nr

Hanno cost ascisse razionali i punti separati dall'origine da in-
tervalli commensurabil coll'intorvallo unitd, ciod eon guello Sepd-
rante il punto uniti dall’origine. Gli alte punti, quelli separati dal-
Yorigine da intervalli incommensurabili con I'intervallo untta, hanno
ascisse irrazionali. Per il precedente corollarie del teorema di Stolz
due punti qualungue del semiasse pogitivo son separati da infiniti
punfi d’ascisse razionali, per cui ®zni punto Q & perfetiamente de-
terminato dal modo in eni esso separa 1 punti d’ascisse razipnalj o
la sua ascissa ritiensi quindi determinata rigorosamente dalla pro-
prietd, prestabilita, d’esser maggiore d'ogni ascissa razionale di punto
posto fra 'origine ed eszo punto Q e di esser minore d'ogni aseissa
razionale di punte posto a destra di Q.

Faceiamo ora corrispondere ad ogni punto a sinistra di (), ossia
del semiasse negativo, un numero negativo, che pur diremo affisso o
coordinata od ascissa del punto, attenendoci a questo prineipio: due
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punty simmetrici rispelto all’origine hanno aseisge contrarie, cioe dello
stesso valore assoluto e dj segno diverso.

Resta cost stabilita una corrispondenza biunivoea continua tra 1
punti di vetin, ossia del eontinyo geometbrico, ed I numeri veali: a
sinislra e destra per punti della rettn corvispoudono minore e mag-
giore per le respeltive assisse 0 corrispondenti numeri reali. Nelle
proposizioni, che duremo in segnito, ei riferiremo indifferentemente
apunti di retta od & wmmneri reali perche ognuno potra sempre, eon
sicurezzn e facilita, sostibuire coneetto arttmetico w coneetio geone-
brico, o viceversu.

Fissiamo intanto I'attenzione su queste due proposizieni equiva=-
lenti, che immediatamente ricavansi da guanto fu gia delto:

L Ogni namero veale 2 minimo dei numeri reali maggiori d’ogni
numero razeonale minore d'esso numero ed é massimo dei numeri reali
minori dogni nwmero razionale maggiore d'esso numero.

11. Se son dati due segmenti, uno qualungue d'essi & minimo dei seq-
menti maggiori dei minor d'esso commensurabili con Valtro ed ¢ Mas-
suno dei segmenti minori dei megyiori d'esso commensurabili con Ualtro.

RapPpresENTAZIONE DEI NUMER] BEEALI SUL CIRCoLo. — Si consideri
un eircolo tangente all’assa reale nellorigine O; al punto T diame-
tralmente opposto ad O si dia co per affisso; e ad ogni altro punto M
del eireclo st dig per aflisso I'ascissa del punto d’inlersezione dell’asse
reale con la relta IM; savk quindi o I’affsso di 0. Resterd cosi sia-
bilita una corrispondenza biunivoen confinua anche tra i numeri regli
ed 1 punti del circolo: su questo & accessibile anche il punto [ d’af-
11880 o menfre non & acecessibile ;| corrispondente punto dell asse reale.
Per questa FAppresentazione, in quanto vignarda i numer reali, si
potrebbe ammettera convenzionalmente che i punii del circolo sian
separail da intervaili proporzionati a quelli separanti i punti eorri-
spondenti dell’asse renle: syl cir¢olo vi sarebbe guindi un punto di
discontinnita, il punto I, non potendosi prendere un punto separato
da I di dato wmfervallo, essendo tutti infiniti gli intervalli separanti
il punto I dagli altr punti del cireolo sul cirenlo.

Crediamo eonvenients ricordare che s'usa considerare o soltanto
come limite, cosicche dicendo che una funzione sia data in un aggre-
gato di punti deves intendere ch'essa abbin valore unico e finito in
elascun punto dell'aggregato.

/. CoNFINI INFERIORE ® SUPERIORE Abbiamo detto che, per la
corrispondenza biunivoca tra t punti di retta ed i pnmeri reali, ogni
proposizione relativa g numeri reali pubd enunciarsi in forma geome-
trrca pei ponti di refta, e viceversa. Enuneciando p- es. in forma
aritmefica Je Proposizioni del numero 4, tenendo presente anche
quanto fa defto nel pum. 6, si ha che:

Je & dato un aggregato di numeri reali tnti; maggiovi d'un nu-
mero dato, esiste un numero detfo confine inferiore dell’ aggregato, il
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quale od & minimo numero dell'aggregats od 3 massimo dei nomerj
reali minori dogni numero dell’aggregntn, ¢ios un numero che o 1l
massino dei numeri real; manori d'coni numero razionale ¢he super
quaiche numero dell’ aggregato.

Se e dato un aggregato di numeri veali tuti minori d’un nnmero
dato, esiste un numero detlo confine SUpEriore dell’ aggregato, il quale
od & massimo nuniero dell’aggresato od & minimo dej numert real;
magaior d'ogni numero dell'nggregatn, Cl108 Un numers che e il wii-
mmo dei numeri reals maggiori d ogni aumero razionale, che sia minore
de gualehe numers dell’ aggreqaio,

Divemo passaggro al eonfine inforiore o superezore d'un agegregato
di numeri veali ['operazione avente per risultato il confine inferiore

di classi hmifrofe, ¢ contigue, di numeri peal; Yoperazione avente
per risultato il eolimite delle due classi, ossia confine superiore delln
classe inferiore e confine nferiore della elasse superiore,

8. Tenpevze o Ligrre Si riconosce subito che, se tende g Iimite
Ia successione infinita di numeri realj

ﬂll {Eﬂ, ﬂ.g, L

ossia se tende a limite la variabile reale g, coll'aumentare indefini-
tamente dell’ intaro positive u, allora per ogni numero positive ¢ pre-
fissato arbitrariamente s put dare un inters Positivo m in modo che
sian tutti minori dj e i valori assoluti delle differenze tiq i termine q,,
ed 1 termini seguenti O SN

Soltanto 1a dimostrazione della proposizione inversa pud rinseire
di qualche interesse ®PPere ce ne oceupiamo.,

Supponiamo atdungue che pey 0gni numero positivo prefissato arbi-
trariamente si possa dare un intero positive m in modo che sian tutt
minori di quel numero Positivo prefissato valori assoluti delle dif-

ferenze
(f — My, iy — intgy....

Dico che a,, col erescere indefinitamente dj n, tende a limite.
Poniamo in un aggregato tutti i nomeri pegli minori di tuiti j

Llermini dellgs suceessione "
a]’ ﬂﬂ' HE*-.-,

quelli, se ve ne sono, che slano maggiori di @y € minor di tutti 3

termini della SNCCessione
ﬂﬂ’ ﬂﬂg {'E-l.’ ey

quelli, se ve ne sono, c¢he sieno maggiori di @, e minori di tottii ter-

mini della suceessione
1\ i ﬂﬂ"’ {T‘,.’ aﬁjill
€ Cosi via.

Bl o, e B . TR
e —— e

e .
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Se 1 valori assoluti delle differenze
HIIII —— ﬂm+] . {I]Il _— {EIII:—E-E i ﬂm _ ﬂ_]]]-_l_ By = a

son tuiil minori di », un numere, che supert di @ i valori assoluti
di a, day. .., 0y, B mageiore di tuttt i termini della sucecessione

1, Ao, g, ...

eppero anche di futfi i termini dell’aggregato formato come fu detio:

per eid questo ageregato ha confine superiore; indicliamolo con =
Per ipotesi, per quanto sia prefissato piecolo un numero positivo e

si pud fissare un intero positivo m in modo che sian tutt minori

- E . b -
di 5~ 1 valori assoluti delle differenze

e

ﬂm = ﬂm_:.; 1 Hm — flm+g, ﬁ'm D HJJ.H-E y - ’

Abbiamo cosi che il nnmero th — 5° & minore di tuthi 1 termini della

encecessione

ﬂf”_l . ﬂm_g 5 {‘m-—-ﬂ jo= oo

L

per cul esso appartiene all'aggregato di cui o & confine superiore
‘oA . : e . .
eosicchd non pud superare x: ed il numero tn 5 © Invece mag-
giore di tobii i fermini della successione
Hm'-i—l ' ﬂm+9 y Pnuigy...

per eui esso supera bubli i nomeri dell'aggregato di eul % & confine
superiore cosicche non pud esser minore di o Ne segue che son tuth
minori di ¢ i valori assoluti delle differenze

Resta cosi dimosirato che, per guanto sia prefissato piceolo un nu-
mero positivo e, si pub fissare un intero m abbastanza grande perché
sian tubti minori di = i valori assoluti delle differenze

I'I_ﬂm.fi, g_{lm_kﬂ, m_ﬂm+3'---
ossia resta dimostrato che a, tende a limite e precisamente che

Itm 0y = e

B [

Per occuparei della tendenza a limite in mods ganerale, diremo
che un numero P © assintoticamente minore di ¢, se & minore di qualche
numero i cui a, divenga stabilmente maggiore, cioé se si pud dare
un numero inbero positivo m abbastanza grande perche i termini della
stceessione

l'-Tm-i—:l ’ frm—f:ﬂs ﬂm-{-ﬂp = ..
sinn Subti maggiori di quilche numero maggiore di p; e diremo che ¢
e assintoticamente maggiore di a, se ® maggiore di gqualche numero di
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el a, divenga stabilmente minore, ciod se si puo dare un nmumero
intero positivo m abbastanza grande perchd i termini della successione

Qmi1y Omiay Gmya,...

sian tubti wminori di qualche numero minore di 7. Quande la classe
del numeri assintoticamente minori o quella dei numeri assintotica-
mente maggiori di a, sian limitrofe, allora diremo che il colimite dells
due classi & assintoticaments uguale ad @y, che & il numero assintofico
di a,.

Per considerazioni fatte g1a, possiamo dirve che: Quando esiste il
numera assintotico di a., esso & il minimo dei nomern reali maggiori
d’ogni numeros razionale minore dj qualche numero di cui g, divenga
stabilmente maggiore: ed b il massimo dei numeri reali minori d’ognj
numero razionale maggiore di qualehe numero di eui ay divenga sta-
bilmente minore.

Diremo passaggio al linite di @, 0 della successione

M, Qa, s, .. .

I'operazione avente per risultato il numero assintotico di ay, supposto
beninteso eh'esso esista. :

9. TeoreMA DEL PUNTO LIMITE, — Se in un S, 2i 2 un () aggregato
di infiniti punti reali e si Possono fissare i numeri real; Ay, A, ...y
¢ byybe, ..., b, in modo che, per ogni punto (x,, X2y« .y Xa) dell'aggregato

a]{:ﬂ‘l{ﬁ_[, ﬂi{ﬁﬂ{bs,.--,ﬂnﬁ:mn{bn,

allora Uaggregato ha almeno uwn punto limite in esso Sh.

DrvosTraziONE, — Poniamo in una prima classe tutii ; numeri
reali chie son minori della prima coordinata 2 di infiniti punti del-
I'aggregato e poniamo gh altri in wna seeonda classe; indichiamo
con G 1l eolimite delle due clagsi: comunque sia fissato un numero
Positivo e, vi sarenno cosi sempre infiniti punti dell'ageregato di
prima coordinata tra Gi—e o6 E e

Dividiamo aneora in due classi i numeri veali: qualsiasi numero
reale prefissato poniamolo nella prima o nella seconda classe secondo
che sia impossibile oppure si possa fiseare un pnumero positivo £ in
modo che non vi siano infiniti punti dellaggregato di seconds coordi-
nata maggiore di quel numero prefissato e di prima coordinata tra
E1— € 8 E Jg; indichiamo cgn Es 1l eolimite delle due classi: co-
munque si fissi un numero positivo e, vi saranno cos) infiniti punti
dell'aggregato di prima e seconda coordinata comprese vispettiva-
mente fra 5, —e 8 £, 12 & fia S:—z2 8 F -k,

Dividiamo ancora in due classi tutti 1 numeri reali; gualsiasi ng-
mero reale prefissato poniamolo nella prima o nella seconds clagse

() E. Pascar. Repertorio @ Matematiche superiord; 11 Geometiin, Milano, 1800, p. 814,

L
= gy r =y e =

i

i .
B R e he—— L
3 - -
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seeondo che sia impossibile oppure si possa fissare un nomero posi-
tivo & in modo che non vi siano infiniti pungi dell’'aggregato di terza
coordinata maggiors d'esso nnmero prefissaio e di prima e seconda
coordinate comprese rispettivamente fra §,—e e 5if-¢c e fra & —e
8 Ea - g; indichiamo con &; il eolimite delle due classi: comunque 8l
fissi un numero positive g, vi sarapno cosi infiniti punti deli'aggre-
gato di prima, secondn e terza coordinate comprese rispeitivamente
fin B, —cee bt flrabi—eeliteefrabs—ee & T

Prosegnendo il ragionamento incomineiato, si riconosee 'esistenza
d'un punto (E:,Es,..., Ex), che & punto limite dell'aggregato ossia tale che,
comungue si fissi un numero positivo g, vi son sempre punts dell’ag-
oregato, ed anzi ve ne sono infiniti, di coordinate rispetiivamente
comprese bra &, —e e & te tvafs—e e Gavg..., bra En—e & Ente

10. TeoremMA D1 WEIERSTRASS, — [ walori d'una funzione confinua
in una porzione chiusa {*} d'un 8, formmano un aggregato chiuso,

Sia ¢ un limite dell'aggregato del valori della funzione g (21, &, ..., #1);
per considerar questa come funzione di punto, indichiamo con f(P) il
valore che essa ha nel punto P, cosicche se sono #,us,..., % lo

coordinate del punto I,
FP)=q (i, te,...,u)

Nella porzione di spazio che consideriamo e che indicheremo con T,
prendiamo un punte Py; e snpponiamo che f(P,) sia diverso da @
perchd, se f(P;) fosse uguale ad «, allora @ sarebbe uno dei valor
della funzione come & da provare. Siccome a & limite dei valori della
funzione e la funzione & continua, & possibile fissare una successione
d’infiniti punti Py, Pg, Pa, ... in modo che f(Pmy) sia diverso da @
ed il modulo di f(Pmsi)—e sia minore della metd di quello &
f(Py) —a. St avra cosi che

lim £ (P,) = a.

Essendo tutti diversi £ (Py), f(Ps), f(Ps),.. ., sono tutki diversi gli in-
finiti punti Py, Py, Py, ..., per cui l'sggregate di questi punti, con-
tenuti tutti in T., ha almeno un punto limite; e tale sia Q: guesio
punto limite Q apparterrh alla porzione considerata T, di spazio,
perche la medesima & chinsa per ipotesi. Se a fosse diverso da f(Q)
ed il modulo di ¢ —f(Q) fosse a, si potrebbe fissare un intorno sfe-

rico o del punto Q in modo che per ogni punto M di fale intorno
2

appartenente a T, fosse minore di 5 il modulo di f(M)—7(Q) e

conseguenfemente fosse maggiore di % quello di a — £ (M). Ora sic-
comeé [ (P,) tende ad @, si pud fissare un intero positivo » in modo

(") V. p. & G, Vivaxm, Teoric dells funsivni analiticke; Manuali Enal.;nli, 812-318, Milano, 1501,
pag. 4. -
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che sia minore di % i} modulo di a—f(P;) e sono allora con piiz

. . v o HR. ’ :
ragione minori di 5 | moduli delle differenze

@ —F(Pens), & —F(Pess), @—F(Prug),...

costeche eadrebbero fuori dell'intorno ¢ tutti i punti P,.,, | PPN 2 S
la gual cosa & contraria alla supposizione che Q sia puntto limite del-
Vagegregato dei punti P, P, Ps,.... Non & dunque possibile che 7(Q)
sia diverso da @, per cui

FlQ)=a

e cosl ¢ provato che il limite a dell’'aggregato dei valori della fun-
zione & pure un valore della funzione,

CoroLLarIo, — Il confine superiore dei valori di uns funzione
¢ontinua 1n un segmento & massimo dei valori della medesima; ed
1] confine inferiore & minimo dei valori della funzione sl segmento,

Il. Teorema p1 Canror. — Se una funzione reale & continua in una
porzione ehiusa To di un 8, comunque sia dato un numero positivo E, 8
puo dividere Ty in numero finilo di parti in modo ehe in ciascuna parte
Poscillazione della funzione sia minore di e.

Supponiamo infatti che si possa dare nn numero positivo & in
modo che riesea impossibile dividere T, in un numero finito di parti
m modo che in eiaseuna sia minore di 2e oscillazione della funzione,

Possiamo fissare nn numero positive d in modo che T, sia tutto
racchiudibile in sfera di diametro. d, in modo cioe che la relazione

(o —3)* -+ (s — ) - L - (2 —g0)* < @
sia soddisfatta da ogni coppia di punti (2, s, .. Zn) ed (1, Ya,...9,)
di T,. Fissiamo un punto P, di T,. Dividiamo T, in parti abbastanza

piceole perche ciascuna sia racchiudibile in sfera di diametro %; in

qualcona sarva maggiore di & 'oscillazione della funzione: in una i
quesie prendiamo un punte P, diverso da P,. Dividiamo T, in parti

abbastanza piccole perché ciascuna parte sia racchindibile in sfera di

i

eiametro 73 in qualcuna sara maggiore di & Foscillazione della fun-

zions: in nna di queste prendiamo wn punto P, diverso da P; e da P..
Continuando cosi verremo ad avere un aggregafo di infiniti punti

"
PIIPH'iPEiqu-..

3l quale ha almeno un punto limite P in Ty ; e I'oscillazione della fun-
zione & maggiore di e nella sfera di centro P, e diamotro 4:—, essendo

maggiore di ¢ nella parte corrispondente a Pu, in quella parte ciod
in cui & stato preso Py, la qual parte & appunto contenuta in sfera

= i
E - e — T L S S

-
pie g i
'
1
=
_-r-nll-* - mEr - - m
- 5 =

V.Y T

Sl By
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d

di diametro 5 Prendiamo un qualsiasi intorno o di P: internamente

ad esso prendiamo un inforne sferico di P e prendiamone poi 1'in-
torno sferico di meta raggio; indichiamo con ¢ e 7 le parti di guesti
due intorni sfeviei di P formati di punti di T,, se non apparténgano
a Ty Interamente. In t eadono infiniti punti dell’aggregato

P:”Pg, Pﬁ, Pl,.‘---

per cul in o ne cade certamente qualeuno con tutia la corrispondente
parte di Ty; I'oscillazione della funzione & quindi maggiore die in o
e nel qualsiasi inforno © del punto P, pur considerando di w seltanto
1 punti appartenenti a T, se non v'appartengan tutti, La funzione
sarebbe dungque disconfinua nel punio P, contrariamente all'ipotesi
ch'essa sia continua in T,.

12. TEoREMA SULLE FUNZIONI DERIVATE. — Una funzione che sia
derivata di funzione renle di variabile reale, non pud passare da uno ad
alire valore senza prendeve tutti i valori iniermedii. (%)

Sia f(z) una funzione reale derivabile ed f(z) sia la sua derivata.
Consideriamo doe valori reali della variabile: siano « il minore e b
il maggtore. Sian diffeventi f(«) ed f°(5) e esia compreso tra (a) ed £(b):
dico che f(2) prende 1l valore ¢ mentre = cresce da a a b,

Indichiamo infatti con o(z)cz— f(z) oppure flz)— cx secondo
che f(e@) @ minore oppure & maggiore di £(b); avremo cosi che

o{a) >0 e #B)<0,

per cui & maggiore di o{s) e di o(b) il massimo dei valori, che
prende @{x) menire x cresce da @ a b, il gqual massimo esiste per
quanto fu detto al numero 10. Supponiamo che tal massimo valore,
che poirebbe anche esser preso piu volte, I'abbia 9(z) pel valore k,
compreso tra a e 4, della variabile z. 11 rapporto di w(z) — k)
ad r— % non & mai negativo quande z<Tk e non & mai positivo
quando x> &; tendendo per ipofesi ad umico limite esso rapporto
quando z tende a & comunque, crescendo o decrescendo, si ha gquindi

necessariamente che

lim X9 _
- 3= 3 R
ossia che (
%) =0
per cui J
f(k)=c¢.

('} Lo Tonzioni derivata soddisfan ceosi una dofinizione di continuitd, che aleani adottarono;
ma che fa abbandonata completaments, essendoni aceettats defimitivamsnts npa definizione pid
restrittiva. — V. p. . M. Doorangl, Elémeniv do calewl inflnitésimal, tome premier, Paris, 1884, p. 8.

F. Grupice,

™ T |
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UNA NOTEVOLE PROPRIETA DELLA MEDIA ARITMETICA

Dati n numeri qualsiansi, chiameremo primo gruppo derivato quello
formako dalle n medie aritmeliche deglh n numeri presi ad n —1 ad
n— 1. Chiameremo secondo gruppo derivato quello ottenuto eseguendo
tale procedimento sul primo gruppo derivato, Derivando nell’identico
modo 1l secondo gruppo derivato, si oftiene un altro gruppo di »
numert ehe chiameremo terzo gruppo derivato; e cosi via.

Nella presente nota mi propongo di dimostrare che, continnando
mdefinitamente con tali derivazioni, i numeri che formano i VALl
grappi derivati hanno per limite la media aritmetica deghi # numeri
da1 quali si & partiti.

SIANO: G, thy, Gg, ...ty gli # nomeri dati y O 0l al® L g
numeri dell'>?° gruppo derivato,

Posto s=ay+ te -t ta ...+ au, gli »n numeri del 1° gruppo de-
rivato sono manifestamente:

S— M S — (g

e
(M

g =~
n—1" a—1"'

"n— 1

S_EH'
n—1"

ﬂlill = ﬂ'a[l'l - goeny ﬂ'n“} —

08818, come si pud indicare piu brevemente, sono:

§—a :
ﬂi{l}-_-ﬂ-—l! [II:I,‘E,S,...,'?I].

Di qui intanto si vede che

. ne—(ay-tagt-az. . g 78 — 8
WOttt fopp =ttt et ) _m—s

che cioe, derivando un gruppo di nameri nel modo indjes to, la somma
del numeri del gruppe derivato eoincide con guella dei numeri del
gruppo primitivo. Si deduce da cid che qualsiasi gruppo derivato da
quello che not consideriamo ha per somma del suoi numeri il ni-

mero s. »
Gli 3 numeri del II gruppo derivato sono dunque:

afh = — 1 f ™+ @ . a®) — a®) =

1 [ a——u,] [n—ﬂ]s—{—ul*
=1 1T e=1= (n—1)* °
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quelli del III groppo derivato sono:

— 2
ai'll} = l T [[aﬂ’f’-{—ug"}—h..—l-ﬂu":']——ﬂﬁ“’] == _1- - [3 (H(ﬂ _]-'i‘)t‘ ﬂi] -

[(n—1f—(n—2)]s—a; (n*—3n F3)s—a:
= (n—1)° = e —1)

Si vede di qui che per r=2 ed »=23 vale la formola:

(— 1) 4 (— 1) oo
a = w.(n—1) -S54 (=1) (n— 1)

| r—1 3 | r ”
P~ n.(n—1]F " (—1) (n——-il_‘l"

s
n

Ma tale formola, ammessa vera per 17 gruppo derivato, & vera
anche per I'(» 4 1)m°. Infatti abbiamo: -

1
T = 8 3 [['-r":llrr'.I “l‘ lo'™ + - + ﬂum] — a] =

n—1"
1 s — 8 " 8 | 21 i
_-ﬂ-—l'l 7 F=1) n.(n—1)F ' (—1) {ﬂ—]]"’]*—

—a tEr R+ =)

1 3 i 5 . fl; -
o [3-_;__{—1}[_ ﬂ.(n—-—ljf_('_]] [ﬂ—l}‘J_'"

i+t

i

T
(1)t

Possiamo dunque concludere che la formola

D=t | r—1 ¢ W
aj % ! (—1) n.{n—1F - (1) {n — 1)

vale qualanque sia r.
Facendo crescere » indefinitamente, il IT e il termine del
Il membro di tale formola convergono manifestamente a zevo. Il I mem-

S ;
bro converge dunque ad 4, ) come volevamo dimostrare.

In tale risultato il noto principio di Gauss sulla media aritmetiea
trova una giustificazione che mi sembra interessante o che non credo
sia stata ancora avvertita,

Si ammetta, com’e ben ovvio, che, falte con eguale accnratezza
due misurazioni di una stessa grandezzs, il suo valore piu plausibile
sia la media aritmetica dei due valori ottenuti.

Fatte di una stessa grandezza tre misurazioni egunalmente accu-
rate, & naturale di considerare come valore pii: plausibile uno & cui
¢i si avvicini quando si sostituiscano ai tre valori ottenuti le medie
aribmetiche di essi presi a due a due (che, per quanto abbiamo am-
messo, sono valori piia plausibili), si faccia un’analoga sostituzione
sulla terna di numeri eosi ottennta e si continui indefinitamente con
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tali sostitnzioni. Si vengono cosi a considerare 1 vari gruppi derivati
da quello formato coi tre valori considerati inizialmente; e per guanto
abbiamo dimostrato possiamo eoncludere che Ja loro media aritmetica
e il valore pin plausibile della grandezza considerata. Il principio
di Ganss risulta cosi giustificato quando le misurazioni fatte sono tre.

In modo del tutto analogo si vede che in generale, se si ammette
1l prineipio di Gauss quando sono state fatie (n—1) misurazioni egual-
mente aceurate di una grandezza, & logico ammetierlo anche guando
ne sono state fatte n.

Risulta di qui che il principio di Ganss & successivamente ginsti-
ficato quando le misurazioni fatie sono 4.5, 6....: cio® che esso & da
ammetiers: sempre quante s1 siano le misurazioni fatie, purché ese-

cuite tutie con egnale acenratezza.
P. Catraxzo.

INTORNO AD UN PRINCIPIO
RELATIVO ALLA PROBABILITA COMPOSTA

E noto come anche le questioni in apparenza piit semplici con-
cernenfi 1l calcolo delle probahilitia, si presentino spesso circonfuse
di una luce cosi incerta e dubbiosa, da frarre in inganne, circa la
lovo giusta valntazione, anche ingegni di primn ordine; fanto che il
Bevtrand (*) ebbe a dire ¢i uno di questi elie * L'esprit de d"Alembert,
habituellement juste ef fin, deraisonnait compltement sur le Caleul
des probabilités ,.

Questo fatio si risconira con una certa frequenza gnande il nu-
mero dei casi possibili & infinito, ed a questo rignardo si pub ricordare
la questione dibatiutasi tra il Bertrand ed il Cesaro, a cui presero
parte pii o meno direftamente Frattini, Gindice, Murer, Rindi e
Yivanti. (%)

Perd, anche quande il numero dei casi possibili non pubd essere
che finito, put accadere di trovarsi di fronte a certi problemi ne
quah I'enumerazione dei easi possibili si presenta cosi incerta che,
ove si vogliano risolvere sseguendo la consueta delinizione del con-
cetto di probabilita, si & costratii a modificarne l'enunciato sosti-
tuendolo con un altro ehe si ritiene eguivalente.

‘M) J. Benrraso, Caleul dea probabilitds, Prefave, page x.

(¥} CesARe, Periodico di Motematica, anno VI, faseicoli 19, 28 40, 50 — Myren, ldem. anne IV,
fase, 60, — Hinoi, Idem, anno V, fase. 2% — Frarrm, [dem. anno V, fase, 30, — Giopiee, Idem,
anno V, fage. 3% — Vivawri, Rivisia di snatzmatica diretta da G, Ppaxo, anne 1, fase, 4050, °
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Faremo vedere anzi, in primo lnogo, come la difficolti citata ven ga
ad infirmare la dimostrazione del secondo dei teoremi intorno alla
probabilita composta, che nleuni autori danno come un * pPring¢ipio ,,
¢ ° postulato , che dir si voglia. ()

In due ben note opere di matematica attuariale, (*) trovasi enun-
ciato e dimostrato il seguente

- TeoreEma, — * Se un avvenimento A si put attribuire a piu eause
tra Joro escludentesi Ci, Cy,...Ci...; ep & la probabilita che si av-
vert A quando si presenti la causa € mentre gi € la probabilita che
questa entri in azione, la probabilith di A vien daia da:

ﬂz:pl.QJ—I"PII{?B_]_-“PI-QI_I_--- (1)

Ecco la dimostrazione riportata dal Gardenghi che nella sostanza
6 la medesima di guella che si legze nel Poterin du Motel.

* Di tulti i easi in cuoi la cansa C, puo agire, m; sieno favorevoli
all'avvenimento A, e m sieno i contrari.

Stececome le cause si escludono a vicenda, ossia 'avvenimento A
non pud presentarsi sotto I'influenzn simultanea di piit cause, il nu-
mero botale dei casi favorevoeli ad A &

My Mg = ...

Quindi detto N il numero dei casi, egualmente possibili, che possono
presentarsi quando si attende I'avvenimento A, la probabilita P di
questo sark:

Wy =My -
P N

od anche

P iy Ty —i—' ¥4 | 1Ha Ma “l—' Na
m -~ N Catgme N1 't
| m; oy Ay |

"2, N LT

1 i i s - .
Ma o la probabilita, la quale indicheremo con p;, che,
i i -

qualora C; agisea, I'avvenimento A abbia luogo; giacche & il rap-
porte del numero dei casi favarevoli ad A, al numaro totale dei easi
m eni C; & in azione.

TH; ;. s . -
e __I“IL— ¢ la probabilita, Ia quale chiameremo g, che agi-

Invee
sca la causa (. Si ha dunque la formula:

P=pg+pga-...4pg ...

(| B veds in proposito: Berrrany, Coleul des probabilités, chap.e II. § 25-86, — Pircaernz,
Lezioni odi Analizt algebries, Parte 11, aap. 1.

(*) 6. GAWDENGHI, Teoria miatematica della previdensn. Parms, 1880, Introduzions, pag. x. —
H. Foremin by Muorew, Théorie des gsturances swr {a wie. Poris, 1860, ehap» L

T B

'l

ard & 3 -
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nella guale il prodotio pig: rappresenta la probabilita che A sl pre-
senti per fatto della eausa C; ,.

Tale dimosirazione, la cni artificiosita contrasta con I'estrema ge-
neralita dell'enonciato, a primo aspetto pud anche persuadere, ma
non & diffieile il trovare una serie di casl nel guali il predetto ra-
gionamento va ad urtare confro la difficolta della determinazione di N,
numero der casi egualmente possibill,

Per provare cid con semplicita e cliarezza, giova ricorrere ad un
esempio, ad un caso parficolare tra 1 meno complicat,

“ Sieno dne urne C;, Co confenenti la prima p. es. 8 palle bianche
e 12 nere, e la seconda 6 bianche e 11 nere: si domanda la proba-
bilita che, mettendo una mano a caso in una delle due urne ed estraen-
done una palla, questa sia bianca ,.

Ripetiamo in quesi’oceasione 1] ragionamento teste segnito nella
dimostrazione del Teorema.

Sia N il numero dei easi possibili: se mterviene Ia causa (;, cioe
se sl mette la mano nella prima urna, 1 easi favorevoelt sono m =8,
e se interviene la O msulta ma=— 6 per cui:

my—+me 846 14
- N @ N N

P

Ma le probabilita ., » che agiscano rispettivamente le cause Cy, Cs

s e siceome, dalfra parfe, & manifesta-

sono enframbe eguali ad 5 i

mente :
1y R & M 6 6
p"_m;-|—-n;_8—|—12_2ﬂ pﬂ_?”’g—l—'ﬂg_ﬁ'—[-llml?-

risulta secondo la (1)
R 1 6 1 g, 5

| 1

z 1
a0 9 T 17 9 5 | 17 85

|

Dovrebbe quindi aversi:
14 32
N 8

: oo gl B0 AR KRR . 33

eguaglianza mamfestamente asswrda data ['nrriducibilita di 5
L'errore, a mio modo di vedere, sembra risiedere nel computo del
casi favorevoli; poiché, se si amnmette che complessivamente essi sieno

my - mg=8 4 6 =14, i confrari sono allora da rvitenersi n—+n:=23

i 14 :
¢ ne risulta quindi N =37 e P= T precisamente come se le due

urne si fondessero in un unico vaso conienente le palle delluna e

dell’altra.
Per convincersi rapidamente come sia assurdo confondere tra loro

i due casi, basta considerare un caso eccezionale, limite; cios, sup-

!

R Em— T

i

—_
T e m———
F e e S - i g e,
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porre che, delle due urne, I'una contenga ununica palla bianca, e
Ialtra un numero qualsiasi di sole palle nere.

In tali ipofesi & palese che la probabilita di estrarre Ja bianca
prendendone una a caso da una delle due urne & espressa dalla fra-

zione 5+ mentre invece, riunendo le due wmrne in una sola, essa di-

venta = + I piccola a piacere col erescere di n.

Se perd seguendo in un caso particolare il ragionamento adottato

nella dimosirazione del teorema, siamo stati condotti ad una conse-

: iys o 52
guenza 1nsostenibile, anche il risultato 35 che & conseguenza del

prineipio espresso dalla (1) di eui niuno dubifa, non s'accorda affatta
con Ia consneta definizione di probabilita guale rapporto dei casi fa-
vorevoli al possibili, poichd dovrebbero essere dati da numeri rispet-
tivamente equimultipli di 32 ed 85, e fino a tanto che si insiste nel
considerare il problemsa come b enuneciato, non si riesee ad ennome-
rarli in modo che sieno soddisfatte tali condizioni,

La difficolti perd sparisce, quando, al dato enuncinto, se ne so-
stifuisca un aliro ebe si presenta in tutto eqmivalente al primo.

* Date due urne (%, Cy come natl’esempio precedentemente trattato,
81 domanda la probabilita che, estraendo una palla da ciascun’urna
e pol scegliendo & caso una delle due estratte, risulti una palla
hianea .

Le diverse coppie che 1ndifferentemente possono veunir esiratte
SONO In numero di:

(1~ 1) (g -+ 1) = (8 - 12) (6 4 11) =340,

e siccome ciascuna coppia da luogo & due eventi, cosi il numero dei
cast egnalmente possibili diventa:

N =2.340 = 680.

Pomamo ora che agisce la eansa (. ciod che si scelga 1a palla
uscita daila prima urna: il numero dei casi favorevoli diventa allora
My (1ite 4~ ns) = 8 (64 11) = 136, mentre invece se Favvenimento si pre-
sénta come conseguenza di Oy, it numero dei easi favorevoll p

- s () = 6 (8 - 12) = 120;
quindil

p — M mat ng) L iy (iny ;) m 1 we 1
2 (my -} my) (122 +-10) -+ 18y 2 m —ng 2

136 4+ 120 256 35
i = R
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(Giova osservare che essendo 2y (s —+ 12) 1 easi contrari nella prima
ipotesi, ed ng (my, - ny) nella seconda risunlta:

oy (g ng) -+ (g +28)  mg [y —-914) = s (g +-04) 1
h=1 (= m) (s n5)  — 2(myF o) (met-na) — 2

B bastata quindi una semplice trasformazione dell’enunciato del
problema per far si che ad esso si potesse applicare il ragionamenfo
seguito nella dimostrazione de! teorema, e che il numero ottenuto
come misura della richiesta probabilita si potesse ancora considerare
come rapporto tra il nommero del casi favorevoli e degli egualmente
possibili. ()

1. Scarpris,

MODANATCRE, LIXEE DI LIVELLO, POLIGRIFE,
D MASSIMA PENBENZY, DI DECLIVITY MASSIMA § MINDWS, E [DRODISAMICHE

Egregio prof. Giulio Lazzeri

A p. 212 & seg. del fascicolo V del volume sesto, anno 1909 del
Periodico da Lei meritamente direkto, ho letto un articolo del pro-
fessore ¥. Severi intitolato “ Sulle superficie modanate ,.

L’ egregio Professore, dopo aver detto che P'acqua non segue nei
monti le linee di massima pendenza, salvo che sulle superfici moda-
nate, serive, in nota, a p. 213: “ Del resio la osservazione non deve
esser nuova: ho In mente di averla vista in gualche luogo ..

Questo luogo & indubbinmente il Bolletiino delle Societa Geografiva
Ttaliana ove, nel- numero dell’agosto-settembre 1889, vi & un mio arti-
colo intitolato “ Studi di Geelogia Fopografica e Idraunlica ,.

Ivi prendo in esame 1 lavori del Poisson, del Puissant, del Jordan,
del Bussinesq ¢ di altri sopra le linee topegrafiche e su quelle idro-
dinamiche, cioé quelle che dipendono dalla conformazione del suolo
e quelle che segnano la linea che segue l'acqua nello scorrere su di
esso. Prima di intraprendere guesto studio, avevo chiesto al profes-
sare Ulisse Dini di velermi indieare quali sono le superficie che go-
dono della proprieta di afere le linee di massima pendenza giacenti
in un piano vertieale, cioé di avere linee reftfe per proiezioni sopra
un piano orizzontale.

(1) Par guanto concerna la nozione di ¥ ensi sgualmente posaibili | & intereasante la nofa a
paging 3 dell’ * Encyclopedia des seienees mathémoiignes pures et appliguées .. Tomo 1, volume 40,
faseicolo 10. (Edition frangaise, Ganthier-Villars, Pans),




2684 PERIODICO DI MATEMATICA.

Egli mi rispose ehe gneste superfiel sono le modanature, le quali
sono definite dalle equazioni:

r=Jmsenpdu-Zcos¢
(X) ly=frn ¢os @ du—}- Z sen o

=z,

ove m e ¢ son funzioni arbitrarie di u, e Z & funzione della solg z.
Fra 1o varie specie di modanature, giova far particolare menzione
di quelle che si ottengono quando nelle (X) si pone m = 0,
Allora, quadrando e sommando le due prime delle (X), esse si
ridueono facilmente alis

(XI) 2=F («*+ z’),

equaziove che comprende tutte le superfici di riveluzione intorne a
un asse,

In detta memoria studio quindi le varie eurve che conviene con-
siderare sopra una superficie del suolo, rappresentata dall’equazione

2=f (xy)

e do I'equazioni di queste varie linee, cioe:

I°. L'equazione delle proiezioni sul plano ovizzontale delle linee
di livello, |

2°. L'equazione della prolezione orizzontale del luogo geometrico
dei punti di flesso.

3", L'equazione delle linee poligrife, che cosi chiamo i lnoghi geo-
metrict dei punti di corvatura massima e minima (escluso il easo det
fessi) delle linee di livello snccessive infinitamente vicine.

4. La nota equazione delle linee dj massima pendenza,

9. La equazione delle linee di declivity MAsSsima € minima cioé
1 Tuoghi geometriei dei punti delle linee di livello ove Ia pendenza &
massima o minima.

Do guindi le velazioni varie di ortogonaliti che esistono fra aleune
d1 queste curve. Ricordando pol i lavori del Poisson e del Puissant,
do l'equazione della curva 1drodinamiea, ciod della curva che segue
'acqua cadendo Sopra una data superficie; e quindi do 'eqnazione
della proiezione di guesta enrva sul plano orizzontale.

Nel paragrafo successivo del mio lavoro conmsidero gueste curve
in relazione a quelle che si manifestano realmente npel terremo, e
dimostro, fra altre cose, che, in generale, si confondono linee di valle,
linee d’ impluvio e tnee 1drodinamiche, commetiendo errori che hanno
gravi consegnenze nelle applicazioni. Ma, per queste e per altre con-
siderazioni pratiche, vimando alla mia memoria pubblicata nel Bol-
lettino della Societ Geografica Italiana.

Credo che essa costifuisca un contribufo assai utile nello studio
pratico del terreno e nei lavori da farsi; ma purtroppo credo che sia
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Casr ramrricorarr. — Se APB & retto, anche 2 & retto; percid
3 _ b Ve
sen o == €08 5 5

ed i eevehi. oltre ad essere, come sempre, tangenti ad OB e ad OA, hanno i centri
nei punti medi di (X, 2), (X, y) & di (Y, =), (Y, g).

88 PA = I'B il secondo cerchio si riduce al punto O. 11 primo cerchio avri
il centyo in P ed il raggio PA, essia & il circolo di centro (zy) che passa pel
punti dati A e B.

i b=

QUISTIONI PROPOSTE

770. Dato logtanz, se logtanz, & il valore prossimo in nna fa-
vola di passo Az, dimestrare che assnmendo

log sen e=logsen x, - (logtan z— logtana,) per logtana<C0
e

logsenaz = logsenx, per logtanax>0,
g1 commette un errore certammente minore di Az X 0,21715, dove Ax
«' intende espresso in misura circolare. (V) (. Pxesocr.

771. Indicando con Bs, &, € 5. le distanze di un punto P del piano «
di un tiriangolo ABC (abc) rispettivamente dai lati @, 6 e ¢, 1l luogo
dei punti di « per 1 guah si ha
) Eti —=; Bnﬂ + Ehg
& una conica Ys.

Se éﬁ{%, Ia conieca ys & una iperbole.

Se & ﬁ——-%, la ys & una parabola. (11 fnoco & in C e la diref-
trice & la refta a cul appariiene il lato ¢; la parabola tagla i lati a |

e b nei piedi delle biseiiricl interne /, ed k). (%)
Se & ﬁ}% , 1a v, & una ellisse (che si riduce ad un cerchio se
il triangolo dato & isoscele ed & T=2mn)

Il iriangolo ABC & autoconiugaio rispetto alla 7e.
G. CArpoSO-LAYNES.

@

(Y) gQuesta assarvacione, in molli casi pratic, in eni x indies un angolo susilingo date par loy lam
e s¢ na voole il fog sen, permette di avere quesio logsen SouUZd PAISArS per = & Senia hisogno di
interpolasioni.

() Bi deduce che “Le distanze &, &; © d; di un punto di pno parabole rispetiivamente dalle
direttrice » da dne rette ortogonali meeonti dal fuoco eono legate dalin relazione =d;*+dg.
Cib, del resto, al dimostra direttaments con considerazioni elementari, (6. C.-L.).

— -
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cipes fondamentaux. Variables reales » 19075 Tome II, ¢ Va-
riables complexes, Applications geometrigues »s 1908. Paris Gau-
thier-Villars.

Quest'opera ha origine dal corse dj Analisi svolto dal chiar. prof, Bairg nella
Universith gi Digione & raccolto da un sua uditore, il sig. Covsson. Considerando
1o atraordinario sviluppo dell'analisi naj tempi moderni, per i] guale essk tende
A seindersi in branche disfinfe, I'A. ha avoto iy mira di raccogliers in un libro di
dimensioni relativamente ristrette, e teorig che ecostituiscono il fondo comune g
tutte questo branche speciali, e che sonc sufficienti per porre 1l lettors in eondi.
zione d'intraprendere poi senza difficolta lo stadio particolareggiato di una teopis
speciale qnalsiaaj,

Egli ha procurato di conciliare rigore o semp licifi, introducendo francamante
nell’ insegnaments corte idee che somo staie acquisite alla scienza nello studio dj
questiom d’ordine piii elevate, come Per esempio fa nozione di limite superiore ed
Inferiore di un nsieme. '

Il primo volame Ccomprende fre capitoli.

1. Numer irrazionali, Fmiti, continnizs, — I.a teoria dei numeni irrazionali &
svolta mediante il concetto di sezione o taglio nel campo dei numeri reali: i sop-
cetti di limiti, continuith, ecc. sono svolti noaliticaments, ma somo pol mosirati j
rapporti intimi frg algebra o goomstria, aflinchs aj possano aiotare a vicenda,

I. Derivate ¢ integrali delle funzioni di variabili veai, — La vecchia SBpArA-
zione del caleolo differenziale ﬂn]l'intagralﬁ é abbandonata @) Baive, come prima
hanno fatie I"Arzela, il Vivanti e moli gliri, ed in questo capitolo somo svolti i
motod) slementari dj derivazione ed integrazions,

1. dpplicazions ¢d eslonsioni delly nozione d'integrale. — | destinato allg
studio della langhezza delis carve, aree, volumi, mtegralj multipli, integrali, cur-
vilinei e integrali g superficie.

Il secondo volume s compuue di quattro capitol;.

IV. Funzioni anatitiche. — Introdoito ii concetlo di numeyi complessi e quello
di funzione di variabile complossa, I'A. cerca dj ntilizzare tanto il goneetto di
integrale dj variabile complessa, gunanto quello di serie inters,

V. Eguazioni Aefferenziali. — In questo capitolo sono sypli gli elementi de]la
teoria delle 6quazioni differenziali e & derivati parziali, espouende aleani ¢asi nej
Quali 1'integrazione si puo fare,

Prieth essenzial; in modo assaj conciso. L8

GIurio Lazzegy Lhrettore-responsabile
Finlto di stampare 11 80 Glogne 1908 '




GIOVANNI VAILATI

Il 14 maggio nella casa di salute delle Suore di & Carlo 2 Roma
s1 spengeva Giovanni Vailati in segnito ad una terribile malattia che
gz da aleuni mesi minava la sua nobile esistenza.

Questa scomparsa violenta e erudele ha susciiato il rimpianfo pii
schietto, il lutfo pin profondo nel mondo intellettuale italiano, poichd
egl matematico e filosofo, storico e critico, aveva esplicato la sua
abtivita straordinaria, 1a forza del suo igegno versatile e geniale nei
piu disparati campi del sapere.

Egli non mancava mai ai congressi o matematict, o storici, o filo-
soficl, e conoseendo perfettamente parecchie lingue, dovunque faceva
innumerevoli conoscenze d'ilaliani e stranieri, Con la semplicita e
giovialita del suo carattere, con la squisita bonth e gentilezza del-
I'antma, che si leggeva sulfa sua faccia onests e leale, egli sl gua-
dagnava dovunque l'amicizia sineera di tutfi quanti lo CONOSCEeVANo;
ed & guindi naturale che vissnto modesto e forse 1ignorato dalla folla,
tutli 1 pit importanti giornali politici di tutii i partifi abbiano pagafo
an concorde ed affettuoso tributo di rimpianto e di ammirazione alla
gua memoria,

Noi erediamo di non potere meglio onoravle che riproducendo il
discorso pronunziato sulla su bara dall’illustre Senatore Vito Voi-
TERRA, in nome della Societd italiane per il progresso delle Scienze.

Quanti oggi ¢i troviamo qui, piangendo attorno = quesia cara
salma, mai pofremo scordare lo strazio degh ultimi eingue mesi.
Afflitti e trepidanti noi vedemmo Giovanni Vailati di giorno in giorno
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indebolirsi, spegnersi & poco & poco. In questi doloros: mesi solo
qualche raro raggio di speranza brillo. Sperammo che la malatfia,
per quanto crudele ed implacabile, pure avrebbe concesso al povero
amico d'esser trasportato in un tranquillo seggiorno estivo. Mai
avremmo ecreduto. nemmeno negli nltimi giorni, che la catastrofe do-
vesse precipitare in modo cosl tragico e repentino.

Giovanni Vailati aveva appena 46 anni; egli era nel fiore della vita,
ma ancora pii giovane lo facevano apparive In ingenua vivacita dello
spirito e la semplicith, dird eosi studentesea della vita. Lia sua mente
peraltro era matura ed era pronta a dare, per il bene della culiura
aniversale e della patria, i frotti di tanii anm di studi indefessi e
profondi & di tante vaste e diffeventi cognizioni meravigliosamente
unite nel sue spirite in un solo ed organico insieme.

Lo sparire di quest’'nomo, cosi grande nella sua semplicita, centro
di tante correnti di pensiero che animano Ia vita italiana & un lutto
crudele per la Patria. Ne & dolorosamente colpita tutta la parte
intelléttuale del nostro paese, che, per sbretti vincoli, o per lontane
affinita di pensiero, a Il s1 collegava.

Tigli era nn fenomeno singolare, forse unico, nel mondo in cul
oggi viviamo. Desiderava nascondersi in una posizione modesta, te-
meva quanto potesse metierlo in vista, fuggiva con ingenuo spavento
qualsiasi occasione potesse spingerle in alfo; e tubto c1d mentre le
sue idee si spargevano e divenivano sempre piut feconde, mentre J'in-
fluenza che andava esercitando intorno a s& colle parole e con gh
geritti si allargava in una cerchia sempre pin vasta, mentre si faceva
sempre piu grande I'ammirazione verso di Loi e la sua figura ingi-
gantiva, .

In mezzo a tanto agitarsi di misere vanith e a tante sterili loite,
tenaci ed accanite, per la soddisfazione di grandi e piccoli desideri,
in mezzo allo seatenarsi di tanle passioni, triste spettacolo che ogni
giorno ci apparisce innanzi agli occhi, era un dolce sollievo acco-
starsi & Lui, il subire il fascino dei suoi nobili pensieri puri e disin-
teressati, alti e sinceri, ed il mirare il suo modesto e sorridente &nimo
sempre aperto, con giovanile entusiasmo, con sereno spirito di folle-
ranze ad ogni idea moderna e sempre pronto ad accoglere, senza
invidia e senza rancore, ogni novita ed ogni crifica.

Tale conforto ¢i @ ora tolto per sempre; la fresea e pura fonte di
tanti spiritnali godimenti & disseceata per sempre.

Conobbi il Vailali cirea 20 anni fa a Torino. Egli era allora un
logico puro. Sebbene abituato da lungo tempo al ragionare serrafo
dei matematiei fui sorpreso dalla finezza meravigliosa ed originale
del pensiero de! Vailati. Ed a Lui io (e tanti altri con me) dobbiamo

IEf rivelnzione di tutto un mondo di idee e di forme nuove di pen-
siero,

Ce L i

—
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Ma la pura logica non rappresenta che il primo periodo della vita
seientifica del Vailati. 11 secondo periedo & quello degli studi di storia
delle scienze, quando, chiamate ad impartire un insegnamento storico
& eritico di meceanica, serisse le tre mirabili prolusioni ai corsl e pre-
senid ail'Aceademia di Torino le memorie divenute oggi classiche su
Archimede, BErone, Benedetti, che richiamarono sopra di Lui 'atien-
zione degli seienzinti italiani e stranieri.

Entrato poi nelle scuole secondarie, veniva, dopo qualche anno,
designato a coprire la cattedra di matematiche dell lstituto feenico
di TFirenze. Cola una viva corrente di pensieri traseind il Vailali
un nuovo campo, egli ci apparisce in mezzo alla schiera dei giovani
filosofi del pragmatismo. Ma, chiamato a Roma nella Commissione di
viforma della scuola, un quarto periodo si 1mzia m eni la didattiea
diviene il fine supremo a cui si consacra il Vailati. Il matematico, lo
storico. il filosofo allora si fondono ed ogni sforzo di Lu converge
al nobile fine di dotare 1"Italia di ordinamenti scolastici ehe rispon-
dano ai nuovi bigogni della vifa e della cnliara,

Oircostanze diverse cambiarono il campo di attivita scientifica del
Vailati, ma il sno pensiero, nei vari tempi e net vari luoghi, s1 man-
tenne sempre originale e rifulse sempre di luce propna. Se 1l pen-
siero del Vailati si orientd variamente sotto 'azione di influenze este-
viori, se esso si adattd ai diversi ambienti in cui ebbe ad esplicarsi,
fuo per imporre con maggiore efiicacia e con maggior suceesso, nel
mondo, I'impronta sna propria e earattensiiea.

Giovanni Vailati, povero e earo amico, io ti porgo Vestremo saluto
a2 nome della Societe Italiana per il progresso delle Scienze, a nome di
quella Societd di cui tu foski 1l rappresentante pill schietto e pib
genuino, giacche in te s1 impersonava, moglio ehe in ogni alkro, la
sintesi delle conoscenze scientifiche e tu mostravi qual forza diano
all'intelleito la visione simultanea delle diverse dottrine e I'armonica
fusione delle varie scienze.

V. VOoLTERRA.

»

Per la pubblicazione delle opere complete del Vailati (1891-809).

Vari smici ed ammiratori del compianto Giovanni Vailati si sono persuasi
che 1a pubblicazione infegrale degli scrilii di Lui, sia il miglior omaggio che si
possa rendere alla sua memoria e cosiitmisca insieme upa opera di comune
utiliti.
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Molti infatli dei snoi stessi amici e corrispondenti non conoscono che ung
piceola parte di tali scritti, sparsi come ora sono in riviste e periodici rari la pin
parte ed esauriti, ® non possono quindi rendersi conto della unith fondamentale
d’indirizzo o di pensiero cha nei campi piu disparati informava l'attivita scienti-
fica del Vailaii. |

A tal fine si & compilata, eoll'rinto del prol. senafore Vito Volterra dell’ Uni-

vorsita di Koma, del prof. Giuseppe Peano dell’ Universita di Torin 0, del prof. Gino-

Loria dell’Universita di Genova, del . Orazio Premoli e di aliri egregi collabo-
ratori, una bibliografia, che crediamo pressoche completia, di oltre centosessanta
pubblicazioni del Vailsti, le quali trattano di

Filogofia generale (teorin delin CONOICENZA; PIGgmatismo ecc.) — Logica (logice
matemalica; storic delln logica, ecc.) — Storia delle scienze (storia della mecen-

mica; storia della matematica, scc,) — Storia della jfilosofic — Egconomin politica:

€ sociologin — Filologic — Didattica — Scienze psichiche.

Ira questi seritii somo numerose lo vecensioni; ma esse non costiluiscono 1a.

parté meno importante né mene originale della Raccolts, poichd offrirono al Vai-

Iati I'oceasione di esporre idee nnove o personali.
Tatti gli scritti potranno formare un velume in ottavo di oltre 800 pagine.

Esso sari corredato da una bibliografia seritéa dal P. Orazio Premoli, ¢he eol

Vailati ebbe lunga e intima domestichezza, da una biblingrafis ragionata e da un.

copiose indice analitico. _
Ma perche la pubblicazions abbia luogo, & pecessario che le spese di slampa,

prevedute dnll’Editors in cirea L. 3000, sizno coperte dalle sottoscrizioni di quelli-

che desiderano il volume,.

Ci rivolgiamo quindi a tulii coloro i quali compiangendo ]a scomparsa del-
I'womo, desidernno conservato durabilmente alla seienza guanto rimane del smo
pensiero, perché aiutino I'opera nostra col lore concorse pecuniario. (%)

Yaceca,

(*) Lettere, notizie & comunicazioni debbono essers indirizzate al prof, Marie Calderoni, Via.
Svlferino 3, Firenze.

Il yolume a chi oi prenoti An @ora, sard eednto al prezzo di L. 12 da pagara] slls consegna..
Tosto che la pubbHeazione sia avvennts, la vanditz aven loogo sd un prezzo superiore,

L'edizions sard carata da: Magio CaLpsroni — Unserro Riccir — Grovanns
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