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La Geometria moderna, & quesio un Litolo ohe dubbinmo rivendi-
carle, ha portato, dalla fine del XVIII secolo, lurgo contribute al
rinovarsi dell'intera Scienza malematica, offrendo nnova e fecondy
vi alle ricerche, e dimosirandoei sopratlutio, con snecessi elamorosi,
che 1 metodi generali non sono tulto nella Seienza. e che, anche nel-
Iargomento piix semplice, una mente ngegnosa ed inventiva pud tro-
vare mollo da fure. Le dimostrazioni geomefriche di Huygleus, di
Newlon e di Clairant eravo dimenticale ¢ neglette. Lo ides geninli
introdofie da Desurgues e Paseal erpuo rimaste senzn sviluppo e sem-
bravano cadute Sopra un terreno sterile, Carnof, col suo Fssui gy
tes lrasversales o eolla Géométrie de position, Monge specinlmente, collp

“erenzione della Geomebrig deserilliva e colle sue belle teoria sulla ge-

nerazivne delle superficie sono venuti a rinsaldare una eatenn che
sembrava spezzata. Grazie a loro, le concezioni degli inventori della
Geometria analifien, Desearles e Fermat, hanno viconquistato presso il
Caleolo infinitesimale d; Leibniz & di Newton i posto che era stato
loro lasciato perdere e che non avrebbero mai dovato cessar d'oc-
cupure. Colla spa Geometria, diceya Lagrange, parlando- dj Monge,
quel diavolo d'nomo si renderd immoriale. E, infatti, non solo In
Geometria deserittiva ha permesso di coordinare e perfezionare j
procadimenti impiegati in tutte le arti, “in eui In precisione della
forma sia condizione di Suceesso ed eccellenza pel lavoro ed I suoj
prodolti ,; ma & sembrata come la traduzione grafien di una Geometria
generale e purnmente vazionale, di eui numerose ad fmportanti ricerche
hanuo dimostrata ln fulice feconditi. Aceanto ally Geomelrin deserilliva
non dobbiamo d'alironde dimenticare di purre quellaliro capolavorp cle
si chiama Applicazione dell’ Analisi allg Geometria; ne dobbiamo obliare
cle sinmo debitori a Monge della nozione deile linee di curvatura e
dell'elegante Integrazione del’equazione differenziale di quelle linee
pel caso dell’ellissoide, che Lagrange, dicesi, gl invidiava, Bisogna
insistere su questo carattere dell’insieme dell'opera di Monge. Tl rin-
novalore della Geometria moderna ¢ ha dimostrato, sino dul prin-
cipio (i suoj succossort "hanno forse dimenticato) che 'unione della
Geomelrig coll’"Analisi & utile e fecondn, che tale unione & forse una
condizione di speeesse per "una e per I'altra.

I1.

Alla senola di Monge, si formarono numevosi geomelsd Hachelte,
Briﬂur:lmn, Chappuis, Binetf, Laneret, Dupin, Malns, Gaultier de Tours,
Poncelet, Chusles ece. I'ra essi Poncelet oceupd 1l primo posto. Tra-
scarando tulto cid che pei lavori di Monge a1 riferisce all'analisi
di Deseaiies o rigunarda ln Geometria infinitesimale, si dedicy esclu-
sivamente sviluppare i germi contenuli nelle rieorche puramente
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geometriche del suo illustre precursore. Falto prigioniero dai Russi
nel 1813 al passaggio del Dnieper ed internato a Saratoff, Pon-
celet impiegd gli ozi concessigli dalla sna prigionia nclla dimostra-
zione dei principi che ha sviloppati nel Tyaité des propriétés projec-
tives des figures, pubblicato nel 1822, e unelle grandi Mewmorie sulle
polari reciproche e snlle medinne armoniche, che visalgono circa al-
I'epoca stessa. E quindi nata n suraloff, possiamo dirle, la Geometria
moderna. Riannodando la catenn interrotta dopo Paseal e Desargues,
Poncelet introdusse contemporaneamente I'omologia e le polari reci-
proche, ponendo cos) in evidenza, fino dal principio, le idse feconde
su eui la Scienza si & evoluta per 50 anni.

Presentati in opposizione alla Geometria apalitica, 1 metodi di
Poncelet non vennero accetiati favorevolmente dagh analisti Iraneesi.
Ma la loro importanza e novith eran tali ol'essi non tardarono a
suscitnre, du pilt parli, le pin profonde vicerchie. Poncelet ern stato
il solo che avesse scoperto ¥ prineipi; molti geomatl, invece, compar-
vero guasi contemporaneamente per studiarli su tutti i lati e dedurne
1 resullati essenziali che vi erano contenuti.

A quell’'epoen, Gergoune dirigeva con gran successo una Raceolla
periodiea che & oggi di un valore inestimabile per la storia della
Ueometria. 11 giornale Annales de Maihématiques, pubblicato a Nimes
dal 1810 al 1831, & stato per oltre quindiei anni il solo del mondo

intero destinato esclusivamente alle ricerche matematiche. Giergonne, -

il quale ¢i ha laseiato in molte cose un modello eccellente del diraL
tore di giornali scientifici, aveva 1 difetti delle sue qualita; collabo-
rava; spesso loro malgrado, cogli autori delle Memorie che gli venivano
inviate, rimaneggiava le parti da essi redatte e faceva a volte dir
loro piit 0 meno di quello che avrebhero voluto. Comunque fos=e, fu
colpile profondamente dall'originalita e dall’importanza delle scoperte
di Poncelet. Si conoscevano gia in Geometria aleuni semplici metodi
di trasformazione delle figure; I'omologia era anche stata adoperata
nel piano, ma senza estenderla allo spazio come fece Poncelel, nd
sopratutto senza conoscerne la potenza & la fecondith. Tutte queste
trasformazioni erano d'altronde puntuali, facevano ciod corrispondere
un punto ad un punto. Introducendo le polari reeiproclie, Poncelet
fneeva opern d@’inventore al massimo grudo; poiché dava il primo
esempio di wna trasformazione in eni ad un punto corrispondeva
altra cosa che un punto. Ogni metodo di trasformazione permette di
moltiplicare il numero dei teoremi, ma quello delle polari reciproche
offriva il vantaggio di far corrispondere una proposizione sd un'albra
di aspetto affatio differente. Era questo un futto essenzinlmente nuovo,
Per meilerlo in evidenza, Gergonne inventd il sistemn, che ha avuto
in seguito tanto suceesso, delle Memorie scritte in doppia colonnu,
con in vista le proposiziom correlative: ed ebbe I'iden di sostitnire
la dimostrazioni di Poncelet, che esigevane I'ainto di una curva e di
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mna superficie del second’ordine, col famoso principio di dualitd, il
cui sigaificato, un po’ vago dapprima, venne sufficienfemente chin-
rifo dalle discussioni stabilitesi in proposito su Gergonne, Poncelel,
e Pliicker,

Bobilier, Chasles, Steiner, Lamé, Sturm e molfti altri che non ri-

cordo, erano contemporaneamente a Plicker e Poncelet, assidui col-
Inboratori del periodico Annales de Maihémaliques. Gergonne, divennto
rettore dell’Accademia di Montpellier, dovette nel 1831 interrompere
la pubblicazioni del suo giornale. Ma il suceesso che aveya otlenuto,
la passione per le ricerche che aveva coniribuito a sviluppare ave-
vino eomincinlo a dare il loro frotio. Quételet aveva allora fondata
in Belgio la Correspondence mathématique et physique. Crelle, sino
dul 1826, pubblicava a Berline le prime pugine del sno celebre gior-
nale, su cui comparivano Memorie di Abel, Jacobi, Steiner. Numerose
Opere separate stavano pure per uscire, nelle guali dovevano ve-
nire magistralmente esposti e sviluppaii 1 principi della Geometria
moderna.

Neol 1827 comparve primo 11 Calenl barycentrigue di Mihins, opera
veramenle originale, notevole per la profondita dei coucetti, la lim-
pidezza ed il rigove delle dimostrazioni; poi nel 1828 le Analyiisch-
geomeiyische Emtwickelungen di Pliicker, la cui seconda parie fn pub-
blicata nel 1831 e cui fece presto seguito il System der analylischen
(Feometrie dello stesso anfore, stampata a Berlino nel 1835. Nel 1832,
Steiner pubblicava a Berlino la sna grandiosn opera: Systematische
Entwickelung der Abhdangigheit der geometrischen Gestalten von einander,
¢, 'nnno dopo, le Geometrische Constructionen ausgefithvt miitelst der
geraden Linie und eines festen Kireises, in cul Lrovavasi confermata
¢oi pili eleganti esempi nna proposizione di Poncelel cirea 1'uso di
nn solo circolo per le costrnzioni geomekriche. Finalmente, nel 1830,
(hasles mandava all’Aceademia di Bruxelles, che aveva, con felice
inspirazione, aperbo on concorso per ono studio dei principi dells
Geometria moderna, il suo celebre Apercu historique sur Uorigine el
le développement des méthodes en Géométrie, seguito dall’opera M¢-
moire sur denx principes générauz de la Science: la dualité et Uhomo-
graphie, che fu pubblicala solo nel 1837.

(i mancherebbe il tempo per apprezzare degnamente guesfi be
lavori ed ocenparei qm di ciaseuno di essi. A che del resto potrebbe
condurel tale studio, tranne ad una nuova verifica delle Jezgi gene-
rali dello sviluppo della Secienza. Allorehs i tempi sono makari, al-
lorquando i principi fondamentali sono stati riconoseinti ed enuneiati
niente arresta il cammino delle idee; le stesse scoperte, o scoperte
quasi eguivelenti, si produecono quasi confemporansamente, e nei
Inoghi i pin diversi. Senza entrare in una discussione di tal genere
che potrebbe d’alironde sembrave inutile o divenire irritnnte, importa
peraltro che si faccin risaltare una differenza fondamentale tra le
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tendanze dei grandi geomelri che, verso il 1830, sorsero a dave alla
geometria nn impulso ignorato fino allora.

117,

Quelli che, come Chasles e Steiner, consacrarono |'intera lor vita
alle ricerche di Geometria pura, apposero cio che chiamavano sinfes:
all'analisi e, adottando nell’ insieme, se non nel dettaglio, le tendenze
di Poncelet, si proposero di fondare una dottrina indipendente, rivale
dell'analisi di Descarkes.

Poncelet non aveva potuto contentarsi delle insufficienti risorse
fornite dal metodo delle proiezioni; per raggiungere ght imaginarl,
aveva dovuto inventave quel famoso principio di continuiic che hn
dato origine a si lunghe discussioni tra Ini e Cauchy. Enunciato con-
venientemente, tale prineipio @ eccellente e pud rendeve grandi ser-
vigi. Poncelet gli faceva ftorto vicusando di presentarlo quale sem-
plice conseguenza dell’Analisi; e Cauchy, d'allra parie, non voleva
riconoscere che le sue proprie obiezieni, applicabili eerto ad aleune
fisure trascendenti, restavano senza forzan nelle applicazioni inite
dall'antore del Traitd des propriélés projectives. Qualungue opinione
ei &1 formi sa tale discussione, essa dimostro almeno nel modo pib
avidente che il sistema geometrieco di Poncelet riposava sn base
analitica, e sappiamo del resto, dalla pubbhicazaone mnppuﬂur_m del
quaderni di Savatoff, che coll’ainto dell'analisi di Descarfes SOn0
stati stabiliti 1 principi ehe formano la base del Traité des propriétés
projectives.

Meno antico di Poncelet, che abbandond d'altronde la Geometria
per la Meceaniea, in cui i suoi lavori hanne anvula un'influenza pre-
ponderante, Chasles, pel quale venne nel 1847 creata una cabiedia
di Geometria superiore alla Facolth di Scienze di Parigi, si sforzd di
costituire nne dotlrina geometriea complelamente indipendente ed
antonoma. Bgli 1"ha esposta in due opere di grande imporienza, 1l
Traité de Géométrie, che datn dal 1882, ed il Traité des sections coniques,
purtroppo ineompinto, e di eui nséi solo Ja prima parte nel 1865,

Nella prefazione al primo di questi Invori vengone indicafi hen
nettamente i tre punti fondamentali ehe permettono alla nuova doi-
frinn di partecipave ai vantaggi dell’analisi e sembrano segnarle
un progresso nells culturse della scienza. Hssi sono:

1° I/introduzione del principio dei segui, che semplifica al tempo
stesso gli enanciati e le dimostrazioni, e da all'annlisi delle frasver-
sali di Carnot tutta V'estensione di cmi & suseeblibile.

2 [introdnzione degli imaginari, che supplisce al principio di
continuita e fornisce dimoestrazioni generali quanto gquelle della geo-
metria analitica.

5
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3°. La dimostrazione contemporanea delle proposizioni correlative,
eiod corrispondentisi in virtin del principio di dualita.

Chasles stndia bens) nella sua Opera 'omografin e la correlazione:
ma searta sistematicamente nella propria esposizione l'uso delle tra-
sformaziom delle figure, che, pensa, non possono rimpiazzare delle
dimosztrazioni divette poiche mascherano l'origine e la vera untura
delle proprietyi atlenubte per loro mezzo. C'e del vero in gueslo gin-
dizio, ma il progresso stesso delia scienza ¢ permeite di trovarlo
troppo severo. Se avviene spesso che adoperate senza accortezza, le
Leasformazioni moltiplichine mufilmente il namero de’ Leoremi, bi-
sogna uon disconoscere che ¢l aiutuno spesso unche.a meglio cono-
scere In natura delle proposizioni stesse eui sono state applicate. Non
& l'uso della proiezione di Poncelel chie ha condolio alla distinzione
s1 feconda tra le proprieta proiethive e quelle metriche, che ¢i ha
[atlo pure conoscere la grande importanza di quel rapporfo anarmo-
nico, |a ewi propriela essenziale trovasi gia in Pappo e ln cul parie
fondamentale non ha comincinto & comparire dopo quindici secoli che
nelle ricerche della geometria moderna?

L'intvoduzione del principio dei segni non era nuova quanto Ia
credeva Chasles allorehe seriveva il sno Traité de Géoméirie supé-
rieure. ma Mobius, nel suo Calenl barycentrigue, aveva esaudito um
desideratwm di Carnot, ed adoperato 1 segni nel modo pin ampio e
piii preciso, definendo per la prima volla 1l seguo di un segmenlo ed
anche quello di un’area, E in seguito riuscito ed estendere I'uso dei
segni a lunghezze che non sono portate sulla stessa retta e ad an-
goli non formati intorno allo stesso punto. Grassmann d’altx nde, la
cni mente ha tanta analogin con quella di Mobius, aveva ecessa-
rinmente dovato impiegare il principio dei segni nelle definizioni che
servono di base al sno metodo tanto oviginale di studio delle pro-
prieta dell’estensione.

Il secontdo earabtere asseguato da Chasles sl suo sistema di geo-
metria, é I'uso degl'imaginari. Qui il sno metodo era veramente nuovo
ed hn saputo illustrarlo con esempi di nn grande inferesse. Si ammi-
reranno sempre le belle teorie che ei ha laseiate sulle superficie omo-
foeali di secondo grado, in cui tutte le proprieta note ed altre nnove,
lanle wariate quanto eleganti, derivano dul principio genernle di
essere inscritte nella stessa sviluppabile circoseritta al cireolo all’in-
finito. Ma Chasles hn infradotto gl’imaginaii solo per le loro funzioni
simmetbriche € non aveebbe potuto, per conseguenza, defimre il rap-
porto anarmonico di quattro elementi allovehe guest) cessano di ossere
Teali in fuklo od in parte. Se Chasles avesse potuto stabilire la no-
zione del rapporfo anarmonico d'elementi imaginari, una formula che
div nella Gdométrie supériewre (p. 118 della nuova edizione) ghi aviebhe
immedialamente fornita quella bella definizioue dell'angole come lo-
garitmo di un rapporto anarmonico che ha permesso a Laguerre,
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nostro emnpianto eollega, di risvlvere compintamente il problema, per
tanto tempo studinto, della trasformnzione delle relazioni eonkenenti
contemporaneamente angoli & segment nell’omografin e nella cor-
relnzione,

Al pari di Chasles, Steiner, il grande e profondo geometra, ha
seguitn la strada della geomeiria pura; ma ha brasenrale di darel
un'esposizione completa de’ metodi s guali i basa. Si pnd inktnvia
enrulterizzarli, dicendo che si fondano snil’introduzione di guelle forme
wenmetriche elementari, ehe Desargues aveva gia cansiderale, sullo
sviluppo cl'egli ha sapnto dare alla teoria delle polari di Baobillier, e
finalmente sulln costruzione delle curve e superficie di gradi snperior.
mediante fasci o reli di ewrve o di soperficie d'ordini infeviori. In
mancanza di vicerche recenli, 1"Analisi bastercbbe n dimostrave che
il campo cosi abbraceiato ha la medesima estensione di quello in ew
ei introduce senza sforzo "analisi di Descartes.

IV.

Mentre Chasles. Steiner, @ dopo, come vedremo, von Standl, st at-
taccavano a costituire una dottrina rivaie dell’ Analisi, ad elevavano
in corto modo altare coniro altare, Gergonne, Babillier, Sturm, Pli-
cker specinlmente, perfezionavano la geometria di Descartes e costi-
tnivano un sistemn analilico in cerfo gual modo adeguato alle sco-
perte dei geomelri. Dobbiamo a Bobillier ed n Pliicker il metodo detto
delle w tazioni abbreviate. Bobillier gli ha consacraie aleune pagine
assolut! nante noove negli ultimi volumi di Annales Gergonne.
Pliicker ha comineiato a svolgerlo nella snn prima Opera, presto se-
guita da nmn serie di lavori ove sone stabilite in modo perfetlamente
cosciente le basi della geometria analitica moderna. Dobbiamo a [ui
le coordinate tangenziali, le coordinate Lrilineari, adopeinte con equa-
zioni omogenee, & finalmente 'uso delle forme canoniche, ln eul va-
idita si riconosee eol metodo, st ingannatore a volte ma si fecondo,
detto dell'enumerazions delle costanti. Tutti questi felici neqmst) do-
vevano infondere nuovo sangue all’annlisi di Descaries, & metierla
in condizioni di dare tubto il loro signifieato ai concetbi di eni Ia
geometria detia sintetica non aveva poluto rendersi padvonu del tulto.
Plitcker, al quale & certo sgquo nggiungere Bobillier, rapito da morte
prematura, deve essere consideraio come il vero iniziatove di guel
metodi della moderna Analisi in eui l'uso delle coordinate omogenee
permette di frattare contemporanenments, e senzi per cosi dire che
il letlore .se ne accorga, al tempo stesso che una figurn, tutte quelle
c¢he se ne dedocono eon l'omografia e ln corvelazione.
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V.

Da questo momento si inizia un periodo brillante per le vicerche
geometriche d'ogni genere. Gli analisti interpetrano tutti i lovo ri-
sullati e si preoccupano di btradurli con eostruzioni. 1 geometri si
attaceano a scoprire in ogni quistione qualche prineipio generale, per
lo piz non dimostrabile senza V'atuto dell'wmalisi, per farne uscire
senza slorzo una quantiti di consegonenze particolari, fortemente eol-
legnte le une nlle allre ed al principio da cui derivano. Oblo Hesse,
brillante discepolo di .Tacobi, sviluppa in modo ammirevole quel metodo
delle coordinate omogenee, cui Pliicker non aveva forse saputo dare
tutto il suo valore. Boole scopre nelle polari di Bobillier la prima
nozione del covarinnte; In teorin delle forme viene ereata dai lavori
i Cayley, Sylvester, Hermite, Briosehi. Pint tardi, Aronhold, Clebsel
e Gordan ed nltri geometri ancor viventi gii forniscono le sue noln-
zioni delinitive, stabiliseono il teorema fondamentale relativo alla li-
mitazione del numero delie forme covarianti e terminano cosl di
dargli futta la sua nmpiezza.

La teoria delle superficie del second ordine, edificata specialmente
dalla séuola di Monge, si neriechi di tante proprieta eleganti, stabi-
lite specialmente da O. Hesse, che deve in seguito trovare in Paolo
Servet un degno emulo e continuatore.

Le proprieli delle polari delle eorve algebriche sono sviluppate
da Plicker e specialmente da Steiner. Lo studio gin antico delle curve
del lerz'ordine viene ringiovanito ed arrviechito da nna quantiia di
movi elemenii. Steiner, studia pel primo, le tangenti doppie delle
cirve del quarl’ordine medianle la Geometria, e Hesse, dopo di hi,
applica i melodi dell’'nlgebra n guesta bella guistione, come a guelln
dei punti d'inflessione delle curve del terzordine.

Lu nozione di classe introdolia da Gergonne, lo studio di un pa-
radosso in parte delucidalo da Poucelet e relutivo ai gradi rrespetlivi
delle due curve polari reciproche 'uma all'altra, danno origine alle
ricerche di Pliicker relative alle singolarita delte prdinarie delle cumrve
piane algsbriche. Le celebri formule cui Pliicker & cos) condotto sono
in seguito estese da Cayley ed altii geometri alle curve gobbe alge-
briche. Le singolarith d'ordine superiore somo alla loro volla abbor-
date dai geometri; contraviamente ad una opinione allora molfo
estesa, Halphen dimostra che cinscuna di queste singolaritd non pud
venir eonsiderata come equivalente ad un certo gruppo di singolarita
ordinarvie e le sue ricerche chiudono per qualche tempo questa diffi-
cile ed importante guestione.

L’Analisi e la Geometrin, Steiner, Unyley, Salmon, Cremona si
ineontrano nello studio delle superficie del terz'ordine; e in confor-
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miti alle previsioni di Steiner, questa teoria diviene semplice e facile
quanto quella delle superficie del second’vrdine.

Le superficia rigate algebriche, tanto importanti per le appliea-
sioni. sono studiate da Chasles, da Cayley la eni traceia ed influenza
o yitrovano in tutte le ricerche matemaliche, da Cremona, Salmon, La
Gournerie: lo saranno in seguito da Pliicker mm un lavoro sul anale
dovremo bornnrve.

Lo studio della superficie generale del quart’ordine sambra ancorn
troppo difficile; ma quelle delle superficie specialt di quest’ordine con
punti moltipli o linee multiple & comineiato, con Pliicker per la su-
perficie delle onde, con Sleiner, Kummer, Cayley, Montard, Lagunerre,
Oremona e molti aliri ricercatori. Quanto alla teoria delle curve
gobbe nlgebriche, arricchita nelle sne parti elementar:, essa riceve
fnalmente, dai lavori d'Halphen e di Nither che & qui impossibile
di separare, 1 piu nobevoli aumenli. Una nuova teovia di grande av-
venire nnsce dai lavori di Chasles, di Clebsch e di Cremona; essa
vignarda lo studio di tutke le enrve algebriche che possono venire
traccinte sopra nna superficie determinata.

L'omografia e la correlazione, questi due melodi di Lrasformazione
che sono stati la lontana origine di tuiie le precedenti ricerche, ne
ricevono alla lor volta un aumento natteso: esse mon sono le sole
che facciano corrispondere nn solo elemento ad un solo elemento,
come avrebbe potuto dimostrarlo nna trasformazione particolare bre-
vemente segnalata da Poncelet nel Traité des propriftés projectives.
Pliicker definisce la trasformazione per vaggs rellori reciproct o mver-
sione di cui Siv W. Thomson e Liouville non tardano a dimostrare butia
I’ importanza, tanto per Ja Fisica matematica qnanto per In Geometria.
Un contemporaneo di Mbbius e di Plicker, Magnus, erede aver lro-
vata Ja trasformazione piit generale che facein corvispondere nn punto
ad un punto, ma le ricerche di Cremona ci insegnanc che la trasfor-
mazione di Magnus non & che il primo fermine di una serie di fra-
sformazioni birazionali che il grande geometra italiano el insegna &
determinare metodicamente, nimeno quanto alle fignre della Geometrin
pinna. Le trasformazioni di Cremona serberanno lungamente un grande
interesse, sebbene ulteriori ricerche ci abbiano appreso che si vipor-
tano sempre ad unn serie di applicazioni snceessive delln trasforma-
zione di Magous.

»

V1

Totti i lavori che nbbiamo enumerati, altri su cui tormeremo in
geguito, hanno la loro origine €, in certo modo, il loro primo mo-
tore nella concezione della Geometria moderna ; ma & giunlo 1l mo-
mento di indicare rapidamente un'allra fonte di grandi progressi per
gli studi di Geomebria, Lu teovia delle funzioni ellittiche di Legendre,
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lroppo negletta dai geometri francesi, & sviluppata ed aecresciuta da
Abel ed Jacobi. Con questi grandi geometri, presto seguiti da Rie-
mann e Weierstrass, In Leovia delle fumzioni abeliane che, in seguito,
FAlgebra cercherit di seguire colle sne sole risorse, reea alla Geo-
mebria delle eurve e delle superficie un contributo la cai importanzn
non cesserd di anmentare.

Jacobr aveva gia adoperata 'analisi delle funzioui ellittiche nella
dimostrazione dei celebri teoremi di Poncelet sui poligoni inseritti ¢
cirveoseribfi, innugurando cosl un capitolo che si & guindi arriechito
di molti eleganti visullalbi; aveva altresi oftennto, con metodi rife-
rentisi alln Geometria, I'integrazione delle equazioni absliane.

- Ma Clebsch, fu il primo, a dimostrare in nna lunga sevie di lavori
tnktta I'importanza delle nozionmi di genere di una curva, dovatn ad
Abel e Riemann, sviloppando una guantita di risultati e di soluzioni
eleganf che 1'uso degh integrali abeliani sembrava, tanto era sem-
plice, .collegare al loro vero punio di partenza. Lo studio dei punti
d"nflessione delle enrve di ferz'ordine, quello delle tangenti doppie
delle curve del quart’'ordine e, generalmente, la teoria dell’osculnzione
sulla quale antichi @ modern si erano tanlto spesso esereitati, farono
collegati al bel problema della divisione delle funzioni ellittiche e
delle funziom abeliane.

In una delle sue Memorie, Clebseh aveva studiate le curve ru-
zionali o di genere zero; questo lo eondusse, snl finire della troppo
breve sua vita, a considerare c¢ib che pud anche chiamarsi le su-
perficie razionali, quelle che possono venire semplicemente rappre-
serilale sopra un piano. Era quello un vasto campo di ricerche, gia
aperto da Chasles pei ensi elementari, ed in cui Clebseh venne segnito
da Cremona ed altvi seienziati. Fu in quell’oceasione che Cramonn,
generlizzando le proprie ricerche di Geometria piana, fece conoseere
non pia la totalita delle trasformnzioni birazionali dello spazio, ma
alcune (lelle piu inleressanti tra queste irasformnzioni. L'estensione
delln nozione di genere alle superficie algebriche & gig principiata:
gia lavori di gran valore hanno dimostrato che la teorin degl in-
tegrali semplici o multipli di differenziali algebrici lroverd, nello
studio delle superficie come in quello delle eurve, un esleso ecampo
dr importanti applicazioni; ma non & al velatore delln Geometrin
che conviens insistere su questo argomento.

VIL

Mentre si costitnivano cosi 1 metodi misti di eni abbiamo indi-
cate le applicazioni principali, i geometri puri non restavano ino-
perosi. Poinsot, il creatore della teoria delle coppie, sviluppava, con
mefodo puramente geometrico, * quello diceva, in eni non si perde
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di vista, mai, 1o seopo della ricerca , la teorvia della rotazione di vin
corpo solide che le ricerche di d’Alembert, di Eulevo e di Lagrange
sembravano avere esanvita; Chasles recava un preziose conbribufo
alla Cinemalbica coi snoi bei teoremi sillo spostamento di un covpe
solido, che sono poi stuli estesi eon altrli metodi eleguntl al enso in
eni i1 woto abbia differenti gradi di liberta. Faceva conoscere le sue
helle proposizioni sull'atlrazione in generale, che non sfigurano ac-
canto a quelle di Green e di Gauss. Chasles e Steiner si inconbra-
vano nello studio degli ellissoidi e dimoglravano cosl ancora una volli
che la Geometria ha il suo posto assegnato tra le pin alte guistioni
di ealeolo mtegrale,

Steiner non sdegnava di ocenparsi conlemporaneamente delle parii
elementari della Geometria, Le sue rvicevchu sui contatti dei cireoli o
delle coniche, sni problemi isoperimetrici, snlle superficie parallele,
sul centro di gravitd di curvatura destavano ammirnzione genarale
eolla loro semplicita e profondita.

Chusles introduceva il suo privcipio di corrispondenza tya due og-
aetti vaviabili, che @ stato sorgente di tante applicazioni; ma l'analisi
riprendeva qui il suo posto per siudiare il principio nella sun stessa
assenzii, precisarlo e generalizzarlo. Lo stesso accadde per cid che
riguardava la famosa teoria delle carafteristiche ¢ Ju tante ricerche
di De Jonguieres, di Chasles, di Cremona e d'altri, che dovevano
fornir le basi di un nuovo ramo di Scienza, la Geometria enumerativa.
Per molti anni, il celebre postulato di Chasles fu ammesso senza fl-
cung obiezione; unn quantitd di geometri credé averlo ammesso in
modo irrefulabile. Ma, come disse a guell’epoca Zeulben, ¢ mollo
difficile riconoscere se, in tal genere di dimostrazioni, non sussista
sempre gqualche punto debole ehe il loro antore mon ha scorto; e
infatti, Halphen, dopo infruituosi tentativi, aveva covonato definiti-
vamente tutte le sue ricerclie indicando nettamente in quali casi il
postulato di Chasles possa venire ammesso ed in guali debba venir
reapinto.

VIIL

Sono questi i lavori principali che hanno vimessa in onore ln sinfesi
geometrica & le hanno assicurnto, vel secolo scorso, il posto che le
spettn nella ricoroa matemgatien. Numeros: ed illnstri lavoralor: hanno
contribuito u guesto grande movimento geometrico, ma bisogna rico-
noscere che ne furono capi e condutiori Chasles e Steiner. F'u fale lo
splendove irradiato dalle loro mernvigliose scoperte eh’esse ricaccia-
rono nell'ombra, momentaneamente almene, le pubblieazioni di altni
modesti geometri, forse meno preoccupati di trovare applicazion
brillanti, alte u far amare la Geometrvia, che di costifuire quesin
stessa scienza sopra una base assolubwmente solida. 1 lore lavon
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hanno forse ricevuta una pin tarda ricompensa, ma Iinfluenza loro
aumenta ogui giorno; seguiterd certo ad anmeniare. Passarli sotio
silenzio sarebbe indubbiamente trascurare uno dei principali fatbor]
¢he avranno ln loro parte nelle ricerche future. Alludiamo qui spe-
cinlmente a v. Staudi. I snoi lavori geometrici sono stati esposti in
due interessantissime Opore: la Geomelrie der Lage, comparsa nel 1844
o le Beitriige zur Geomelrie der Lage, pubblicate nel 1856, cioé quatiro
anni dopo la Geometria superiore.

(‘hasles, 'abbiamo veduto, erasi preoccupito di costitnire nn eorpo
di doltrina indipendente dall’analisi di Descartes e non vl era com-
pletamente viuscito. Abbiamo gia indicalo una delle ecritiche che
possono venir mosse a questo sistema: gli elementi imaginari non vi
sono definiti che colle loro funzioni simmelriche, cosa che li eselude
naturnlmente da innumerevoli ricerche. D'altronde, 'uso costanie de!
rapporbo anarmonico, delle {rasversali e della involuzione, che esige
frequenti trasformazioni analitiche, di alla Geometric superiore un
carattere quasi esclusivamente metrico che la scosta notevolmente
dai metodi di Poncelet. Tornando a questi metodi, v. Standl si
dedich a costitmive unn zeometria libera di ogni relazione metrica
e basala esclusivamente sui rapporii di situazione. Con quest’ in-
tendimento fu concepito il sno primo lavoro, la Geomelrie der Lage
del 1847. L'antore vi prende per punto di parienza le proprieia
armoniche del guadrilatero completo e quelle de {rinngoli omolo-
giei, dimostrate solo per mezzo di consideraziom di geomekria o tre
dimensioni, analoghe a quelle di cui la Scuola di Monge si e tanlo
8pesso servifa.

In questa prima parte dell’'opera sua, v. Staudl ha completamenie
negletti gl elementi imaginari. Solo nelle Beifrige, il suo secondo
Lavoro, egli @ riuscito, con una originalissima estensione del metodo
di Chosles, a definire geomefricamenie un elemento imaginario iso-
lato ed a distinguerlo dal suo coniugato. Quest'estensione, benchi
rigorosa, @ penosa ed astraltissima. St pud in sestanza definirla cosi:
dne punti imaginari coniugafi possone venir sempre consideratl come
i punti doppi di un’involuzione sopra una reiia veale, e come 81 passi
dn un’imaginario al suno coningato col cambiamento di 4 In—1,
cosi si distingueranno i due puuti imaginari facendo corvispondere &
sinscheduno uno dei dne sensi che possono venire abtribuiti alla retis.
Vi & in cid qualcosa di un po’ ariificiale,

Lo sviluppo della teoria inalzata su tali basi & necessamamente
complicato. Con metodi assolutamenle proiettivi, v. Staudt stabifi
tutto un metodo di calcolo dei rapporti anarmonici degli elementi
imaginari i pii generali. Come qualanque geomefria, In geometrin
proiekiiva adopera la nozione dell'ordine e I'ordine genera il numero:
non sarebbe quindi da stupirei che v. Staudt abbia potuto costifuire
i1 suo metodo di ealeolo; ma bisogna ammirare 1'ingagnosith che ha
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dovuto spiegare per riuscirvi. Malgrado gli sforzi dei distinti pgeo-
metri che hanno cervcato di semplificarne 'esposizione, teminmo che
quesia parvte della geometria di v. Staudi, ne pin né meno della geo-
metria d'altronde s interessante del profondo pensafore Grassmann,
non possu prevalere contro i metodi nunlitie che hanno oggl con-
quistato il favore quasi universale. La vila e corte, 1 geometrl cono-
scono ed anche praticano il principio delln minima ozione. Malgrado
questi timori che nom debbono scoraggire alcuno, el sembra che, sotto
la primn forma datale da v. Staudt, Ja geometria proiettiva debba
divenire la compagna necessavia della geometrin deseritiiva, che sia
chiamata a rinnovare tale geomeiria nella sua essenza, i suol anda-
menti e le sne applicazioni. Questo & gia stato compreso 1in molki
paesi, e specialmente in Ifalin ove il grande geometra Cremona
non avevn sdegnato serivere, per le scuole, un trattato elementare
di geomelria prolelbiva.

IX.

Nei precedenti articoli, abbiamo tentato seguive e fare apparire
nettamente le pin Jontane conseguenze dei metodi di Monge e di Pon-
colot, Creando le coordinate tangenziali e le coordinate omogenee,
ora sembrato clie Plicker avesse esaurito tuite cid che il metodo
delle proiezioni @ quello delle polari reciproche potevano fornive al-
I'analisi. Gli rimaneva, sul finive della sua vita, da tornare sulle sue
prime ricerche per dar loro nn'estensione che doveva allargare n
proporzioni inattese il dominio della geometria.

Preceduta da innnmerevoli vicerche sui sistemi di rette, dovute a
Poinsot, Mébius, Chasles, Dupin, Malus, Hamilton, Kummer, Transon
e soprattubto a Cayley, che & stato il primo ad introdurre ln nozione
delle coordinate delln retta, vicerche di cui si irova V'ovigine, sia nella
statica @ nella cinemalica, sia nell'ottica geomstrica, ln geomefrin
delln linea relta di Pliicker verra sempre considernia come parte del-
Vopera sua in cui si frovano le idee piu nuove ed intevessauti. Che
Pliicker sia stato il primo a costitvire uno studio metodico della retia,
& gia cosa importante, ma questo & mniente in confronlo di cid che
ha scoperto. Si dice a volte che il prineipio di dualita metie in evi-
denza il fatto che il piano, Bme il punto pud venir considerato come
un elemento delle spazio.

Cid & vero; ma, aggiungendo al piano ed al punto, la retta come
olementa possibile dello spazio Pliicker & stato porfato o riconoscere
che qualsiasi curva, qualsingi superficie pud pure venir considerata
come elemento dello spazio, ed & nafa cost una nuova geomelrin che
ha gik inspirato gran numero di Iavori che ne susciterh pin ancora In
avvenire. Una bella scoperta, di cui parieremo pii2 oltre, ha gia col-
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legnta la geometria delle sfere a quella delle rette e permesso i'in-
trodnrre la nozione delle coordinate di nna sfera, La teorin dei sistemi
di eireoli & gid cominciata, si svilupperd indubitatamentie quando si
vorra sbudinre In rappresentozione, che dobbiamo a Laguerre, di un
punko imaginario nello spazio wmediante un eircolo orientato.

Ma prima d'esporre lo sviluppe di queste nuove idee che hanno
vivificato 1 metodi infinitesimali di Monge, dobbinmeo tornare indietro
per riprendere la storia dei rami della geometria che abbiamo neglabli
fino ad orn.

b 4

Tra 1 lavor: dells scuola di Monge, vi siwmo finora limitati a con-
siderare quelli ehe si collegano alla geometria finita, ma alenni di-
scapuli di Monge si dedicarono specialmente o svilnppare le nuove
noztonl di geometria infinitesimale recate dal loro muestro sulle enrve
i doppin curvatora, sulle linee di curvatura, sulla generazione delle
superficie, nozioni esposte almeno in parte, nell’ Application de I’ Ana-
lyse @ la Géométrie. Tra guesti dobbiamo eitare Lancret, autore di
bei lavori salle curve gobbe e specialmente Carlo Dapin, il solo
forse che ablna seguite tutfe le vie aperte da Monge.

Tra gli altri lavori, dobbiame a Dupin due opere che Monge
avrebbe firmate senza esitare; i\ Développements de Géomélrie pure
comparsi nel 1813, e le Applications de Géométrie et de Mécanique
dalate dal 1822, E la che trovasi quella nozione dell’indicatrice che
doveva rinnovare dopo Kulero e Meunier, tutfa Ia teoria della curva-
turn, quella delle tangenti coningate, delle linee asintotiche che hanno
preso ui posto sl importanlte nelle vecenbi vicerche. Non potremmo
dimenlicare la determinazione della soperficie di ¢ni tutte le linee
di enrvabora sono circoli, nd specialmente la Memoria sui sistemi
beipli di superficie orfogonali in eui si trova, contemporaneamente
nlla scoperta del sistema triplo formato di snperficie di sacondo grado,
Il eelebre leorema cui rimarrd nnito il wome di Dupin.

Sobkto Iinfluenza di questi lavori e del rinascimento dei metodi
sintetiei, ln geometbrin degl'infinitamente piceoli riprendeva in tutle
le vicerehe il posto che Lagrange aveva voluto togliergli per sempre.
Cosa singolare, i metodi geometriei cos) restanrati, dovevano ricevere
il maggiore impnlso in seguito alla pubblicazione di wna Memoria
che, dapprincipio almeno, sembra collegarsi alla pitt pura analisi;
voghamo parlare dol cclebre seritto di Gauss: Disquisitiones generales
cirea superficies vwrvas, presentalo nel 1827 alla Soeiela di Gottinga,
o ln cui comparsa segna, si pud dire, una dala decisiva nella storin
della Geometria infinitesimale.

Da qgueslo punto, il melodo infinilesimale prese in Francia uno
slwncio fino allora ignorato. Frenet, Bertrand, Molins, J. A. Serret,
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Bouguet, Puiseux, Ossian Bonunet, Paul Servret svilupparono la teovia
delle curve gobbe, Liouville, Chasles, Minding si nnirono ad essi per
seguitare lo studio metodico della Memorin di Gauss. L' inlegrazione
fatta da Jacobi dell’'equazione differenziale delle linee geodetiche del-
I"ellissoide suscitd gran numere di ricurche, Contemporanenmente, i
problemi stadiati uell’ Application de Uanalyse di Monge, [urono am-
pinmente svolte. La determinnzione di tulle le superficie con linee
curve, pinne o sferiche compleld, nel miglior modo, aleunt dei risul-
babi parziali gia otlenubi da Monge.

A questo punto, uno dei pin penetranti geometri, secondo Jneobi,
Gabriele Lamé, il quale, come Carlo Storm aveva comineiaio dolla
Geometbria pura ed aveva gia recato a lale seienza i pit inferessanti
contributi con una piceoln vpern pubblicnta nel 18517 e con aleune
Memorie inserite negli dnnales di Gergonne, utilizzava 1 resullati
obttenuli da Duopin e Binet sul sistema di superficie omofoeali del
secondo grado e, elevandosi alla nozione di coordinate curvilinee dello
gpazio, diventava il erealore di tolba nvun nuova feorin desfinala a
ricevere in I'isica Matematica le applicaziom pin vane,

Al

Qui pure, in questo ramo infinitesimale delln Gevmetbria, si ritro-
vanu le due tendenze che abbinmo indicute & proposito della Geomelrin
delle quaniita finite. Aleuni, bra 1 quah bisogna porre J. Bertrand ad
O. Bonnet, vogliono costibuire un metodo auntonomo che riposi direfta-
menle sull'uso degl infinibumente piceoli. I1 grande Thraité de Caleul
différentiel, di Bertrand, conbiene vari capitoli salla teoria delle curve
e delle superficie che sono, in certo modo, I'illuogtrazione di tale con-
cello. Alfri seguono le solile vie unalitiche, attaceandosi solo a ben
viconoseere e mettere in evidenza gli elemenli che debbono figurare
in prima linea. Cosi fa Lamé, introducendo la sun beovin sul para-
melri differenziali. Cos) fa Belbrami estendendo molio ingegnosamente
"'uso di questi invarianti differenzinli al caso di due varmabili indi-
pendenti, ciob allo studio delle suporficie.

Sembra che adesso si vikorni ad un metodo misto di cui si lrova
"origine nei lavori di Ribaucour, sofito il nome di perimorfia, Si con-
servano gli assi rellangolari della geoinetria analitica, sia rendendoll
mobili e ricollegandoli nel nMdo che sembra pii comodo al sistema
che vuolsi sfudiare. Scompare cogi In maggior parte delle obiezioni in-
divizzate al metode delle coordinale. Si riuniscono i vantagei di ¢io
che dicesi a volte geomelria inirinsece a quelli risultanti dell'nso del-
I'analisi regolare. Tale analisi del resto non viene affatto abbandonata;
le coniplicazioni di ealeolo ehe produce quasi sempre nelle sue appli-
caziom allo studio delle superficie e delle coordinate rvettilinee, spa-
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riscono generalmente se si adoperano le noziomi sugl invarianti ed
1 covarianti delle forme quadratiche di differenziali, che dobbiamo
alle ricerche di Lipschitz e di Christoffel, inspiralte dagli studi d:
Riemann sulla geometria non euclidea.

XIT.

| vesullali di Lanti lavori non si sono fabli aspebtare. La nozione
delln covvatara geodetica, che Gnuss possedeva gii, ma senza averla
pubblicatn, &8 stata data da Bonnet e Liouville; In teona delle super-
ficie 1 cwl raggi di curvatura sono funziom 'uno dell’altro, insugurata
in Germania con due proposizioni che non sfigorerebbero nelln me-

moria -di Gauss, 8 stala arricehita da Ribauvconr, Halphen, S. Lie ed

albri, di meltiszime propesizioni,

Di qneste proposizioni, aleune rignardano le superficie consi-
dernte in modo geunerale, altve si applicanc a1 cast parbicolari in
col la relazione bra 1 raggi di curvatura prende una forma special-
mente semplice: alle superficie minime, per esempio, ed anche alle
superficie a curvatura costante, positiva o negativa.

Le superficie minime sono staie srgomento di lavori che ne ren-
dono lo studio 1l piu atbraente capitole della geomefria infinitesi-
male. L'integrazione della loro equnzione alle derivate parziali co-
stitnisce una delle piit belle scoperie di Monge; ma, a cansa dell’ im-
perfezione della teoria degl imaginari, il grande geometra non aveva
potuto ricavare dalle sue formule aleun modo di generaziome di
gueste superfieie, ne alcuna superficie particolare. Non lorneremo qgui
sulla storia dettagliata che abbiamo presentato nelle nostre Lepons
sierr Lo théorie des surfaces, ma conviene ricovdare le ricerche fonda-
mentali di Bonneb che ¢t hanno dabo, in particolare, la nozione delle
superficie associale ad una superfivie data, le formole di Weijerstrass
che stabiliscono nno skretlo legame tra le superficie minime e le fun-
zioni di una variabile complessa, Je ricerche di Lie dalle guali & stato
stabilito che le formule stesse di Monge possono oggi servir di base
ad uno studio fruttifero delle superficie minime. Cercando di detler-
minarve le snuperficie minime di elassi o di gradi pin piceoli, siamo stnti
condoiti alla nozione delle superficie minime doppie, la quale derivn
dall’ Analysis situs.

Tre problemi di diversa importanza sono stati stndiati in questa
Leona.

Il primo, relativo alla determinazione delle superficie minime in-
seritle secondo un contorno dato ad una sviluppabile ugualmente
data, & stalo visolto eon formule celebri che hanno condofio ad un
grann numero di proposizioni. Per esempio, ogni vettn traoceinta sopra
una tale superficie & un'asse di simmetria.
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11 secondo, posto da S. Lie, riguarda la determinazione di totte
le superficie minime slgebriche inseritie in una svilnppabile alge-
brica, senza che la curva di contatto sia dula. Questo pure & stato
inleramente spiegato,

Il tevzo ed il piu difficile & queéllo elie i fisiel risolvono sperimen-
talmente, immergendo un contorno chiuso m una soluzione di glice-
rina. Easo rignarda la determinazione della snperficie minima passante
per un contorne dato,

La visolnzione di ial problema supera evidentemente le risorse
della Geometria. Grazie alle visorse della pin alta Analisi, & stato
risoluto per aleuni eonforni particolari nella Memoria celebre di
Riemann e nelle profende ricerche che hanno seguila ed accompa-
gnate quelln Memoria. Quanto al contorno piit generale, ne & stato
brillantemente cominciato lo studio; i nostri successori lo continue-
ranio.

Dopo le superficie minime, le snperficie a curvatura costante do-
vevano ablirare l'attenzione dei geomebri. Un'osservizions ingegnosa,
di Bonnei collega una coll’altra le superficie di eni una curvatura o
Falbra, curvatura medisn o eurvabiya totale, & costante. Bour aveva
annunciato che l'equazione a derivale parziali delle superficie a cur-
vatura costante potevano essere completamente integrate. Questo ri-
sultato non ha potulo essere ritrovalo; sembra anche piit c¢he dubbio,
se cl riporfiame ad una ricerca in eui 8. Lie ha inutilmente cereato
d’applicare un metodo generale d"integrazione delle equazioni a de-
rivate parziall all’'equazione particolare delle superficie a curvatura
costante., Mn, se 8 impossibile determinave in termini finiti tuite
quesie superficie, se ne sono almeno potute ottenere aleune, carat-
terizzate da proprieta speciali, come quella di avere le linee di curva-
tura piane e sferiche; ed & stato dimostrato, adoperando un metodo
riuscito in molti altyi problemi, che si pud far derivave da qualungue
superficie a curvatura costante un’infinita di altre superficie della
stessa natura, mediante operazioni netlamente definite che esigono
solo gquadrature. :

La teoria delle deformazioni delle superficie nel senso di Gauss &
pure stata molto arviechita. Dobbiamo a Minding ed a Bour lo studio
particolareggiato di quella speciale deformazione delle superficie ri-
gale che lasein rettilinee le generatrici, Se non &i @ potuto, come si
e detto, determinare le Superficie applicabili sulla sfera, 1 s1 & de-
dicati con maggior successo ad altre superficie di secondo grado e,
particolarmente, al paraboloide di rivoluzione. Lo studio sistematico
della deformazione delle superficie generali di secondo grado & gia
principinto: & tale da dar presto i pii importanti visnltati,

Lia teoria della deformazione infinitamente piccola forma oggi uno
dei eapitoli pii completi delln Geometria. E ln prima applicazione un
po’ estesa di un metodo generale che sembra abbia grande avvenire.
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Dato un sistema d'equazioni differenziali o alle devivate parziali
sufficiente a determinare un certo numero d’ineognite, conviene as-
sociargli un sislema di equazioni che abbiamo cliamato sistemae ausi-
liare e che determina i sistemi di soluzioni infinitamente vieim ad un
sistema dato qualungue di soluzioni. Il sistema ausiliare essendo ne-
cessarinmente lineare, il suo uso in tutte le riecerche fornisce lumi
preziosi sulla proprietd del sistema proposto e sulla possibilita di
ottenerne | integrazione.

La teoria delle linee di emrvalura e della linee asintofiche & stala
notevolmente estesa. Non solo sl sono potute determinare gueste due
serie di linee per snperficie particolari come le superficie tetraedrali
di Lamé; ma anche, sviluppando i rvisultati di Moutard cirea una elasse
particolare di equazioni lineari alle darivate parziali del second’or-
dine, si & potuto generalizzare tutio quanto era slato ottenuto per
le superficie & linee di eurvabure pinne o sferiche, delerminando com-
pletamente tutte le classi di superficie per le quali pud risolversi il
problema della rappresentazione sferica. Si & altresi risoluto il pro-
blema correlntivo per le linee asintotiche, facendo conoscere tubte
le superficie di cui pud determingrsi in Gtermini finild la deformazione
infinitamente piccola. B questo un vasto campo di ricerche appena
comincialo ud esplorare.

Lo studio infinifesimale delle congrnenze rettilines, gia da lungo
tempo comineciato da Dupin, Bertrand, Hamilton, Kummer, & venuto
a mescolarsi a tulle queste ricerche. Ribaucour. che vi ha preso parte
preponderante, ha studiato classi particolari di congruenze rettilinee
e, specialmente, le congruenze detle isofrope, che entrano nel miglior
modo nello studio delle superficie minime,

I sistemi tripli ortogonali, di eni Lamé erasi servito in Fisica ma-
lematica, sono divenuli oggetlo di ricerche sistematiche. Cayley ha
formato per primo l'equazione alle derivale parziali del terz'ordine
da cui erasi fatta dipendere la soluzione generale di guel problema.
Tl sistema delle superficie omofocali del secondo grado @ stalo gene-
ralizzato e ha dato origine a quella teoria delle cielidi generali nella
quale si possono adoperare confemporaneamente le risorse della Geo-
metria metriea, della Geomelria proiettiva e della Geometria infini-
tesimale. Sono stati fatti conoscere molti altri sistemi ortogonali, E
bene segnalare tra questi 1 sistemi cicliei di Ribauconr, pei quali una
delle tre famiglie ammette dei eircoli per traiettorie ortogonali, ed i
sisbemi pin generali pei quali queste traiettorie orfogonali sono sem-
plicemente curve piane. L'uso sistematico degli imaginari, che bi-
sogna guardar bene di esclndere dalla Geometrin, ha permesso di
collegare tutte gueste determinazioni allo studio dells deformazione
finita d'una superficie specinle.

Tra i metodi che hanno permesso di stabilire tutti questi risul-
tati, conviene notare 1'uso sistematico delle equazioni lineari alle de-

—".F-
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rivate parziali di second’'ordine e dei sistemi formati da tali equa-
zioni. Le pih recenti ricerche dimostranoe che tale uso & destinalo a
rinnovare la mazzior parle delle teorie.

La Geometria infinitesimale non poteva trascurave lo studio dei
due problemi fondamentali che la venivano proposhi dal caleolo delle
variazioni,

I! problema del eammino pin breve sopra una superficie & staio
nrgomento degli studi magistrali di Jacobl e di Ossian Bonnel. Si
o confinnute lo studio delle linee geodefiche, sj e imparato a deter-
minarle per nuove snperficie. La teoria degli insiemi & sorta a per-
meltere di segnire queste linee nel lore corso sopra una superficie
data. La visolnzione di un problema relative alla rappresentazione
di dne superficie una sopra Uallra ba molto acerescinto |'inleresse
delle scoperte di Jacobi e di Lionville cirea una classe particolare
di superficie di cni si sanno delerminare le linee geodeliche. I resul-
tati riguardanti questo caso particolare hanmo condotto all'esame di
una nnova quistione: ricercare tubli i problemi di caleolo delle va-
riazioni la eni soluzione & fornita dalle curve soddisfacenti una equa-
zione diffevenziale data.

Finnlmente, i metodi di Jacobi sono stati estesi allo spazio a ire
dimensioni ed applicati alla soluzione di una questione che presen-
tava le pin grandi difficoita: lo studio delle proprieta di minimo
appartenenti alla superficie minima che passa per un contorno dato.

(. DARBOTZX.
(Continua,

SUL NUMERO DELLE RETTE DI UN 5,

soddisfacenti ad un prodotte di condizioni caratteristiche indipendenti
tali da formare una condizione di multiplicita 2(z— 1)

l. Del problema indicato nel titolo di questa Nota o stata gia data
una risoluzione dal sig. H.®cuuserr. (') Qui troveremo una formola
alquanto pin semplice di quella dello Schubert, e tale da permettere
di rilevare certe particolarita che sfuggono a quella.

Indicando con (s, &) nna eondizione carabieristica relativa alle
robte di un S, ciod la condizione di stare in uno spazio [z] di di-

() Mitteillungen dor Hamb. Gesellschaft dar 'Wisssuschaften, 3, 1802
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mensione &' & di essere incidente ad uno spazio [«] contenuto in [«],

si ha (%)

k=0
(@1, a1} (os, )= Z (0 +oatl—n+thk; aitaa—n—k)()

assendo

oo=min (27— oy —1, s —ax—1).

Applicando quoesta formola, e facendo la posizione

i=a xi==i =% Iy—€s Ia=¢;
M 2 =2 3J... 3 (1)
=l 3= x%=0, x:=9;, x=ds
che abbiamo seello in forma alquanto pih generale di quello che sia
necessario al momento, perché cosi ¢i occorvera in seguito, otteniamo

i=r ) i—r—1 Ei=¢i
I (z,a)= M X [g-...~4} e —(r—1)n—1)+k...
=1 i=1l k=0

il @y F e — = Da—k—...— k] (2)

essendo

ty— n'li_'ﬂ [EILH, 1y +1_.11 H-Jl_ﬂj_"l_m‘“}—ﬂ*l 4] 2 2.&'1-—. —2k |_.1) (3)

dove & da porre k,=10.
Supponiamo di avere »—+ 1 condizioni indipendenti

(o3, mrl]' t=1, 2,,..,r+1

formanti una condizione possibile di multiplicita 2(n — 1), per eui
dovrix essere (°)

ﬁﬂl—}'ﬂf;—l—---+ﬂr+1+1'r+1="[2“ —1)+1- (‘1)
Allora posto

=\ —a, e=3Zd+il+1)—2 |

5= [E_l;-_l, 8§ =— [E — di]r—l y I = [ﬂ dl dh]f_i §irSv {*)

V'aspressione del numero cerealo data dallo Sehubert a (%)

8— (S8~ Bpaa) 1~ (812 84 1. -,
isa ‘I“h':, r+l] = (-El'lﬂ:! _I_ - ] +[ﬁ I)r-r*l Big - (2410 (S)

2. Sviluppato il prodottc delle prime » condizioni (sempre nell’ipo-
tesi che le condizioni date siano » -1 ¢ ne formino una di maltipli-
citdh 2n—32) mediante la (2), dimoslreremo che delle condizioni con-

(") Bomrnany, Matk, dan, vol. BB, — Cfr. anche Pavarmn-Gramzeisy, Prodotie di dus condi-
zipmi eee. * ALH Ace, Torino ., 1801,

") 11 simboio (e, a'y) (2,, o's) osprime ia eondizions eni deve soddisfare uns rettn che debba
contomporansamente soddlefare alls (a,, o), (a4, a'),

(® Una condizione (ay, ay) in 3n ¥ di mulkiplicild 2n —1 — gy, — .

(0 Qui | simbali della forma []e stanno per (;J.
(% L'espressione alls guale 51 giungerd in questo serilte brovasi alla fine del 0 6 ed & indl-
eata con (8%,
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tenute nella somma che forma il secondo membra une sola (che in
generale compariri pitt volte nella somma) ve n'é di compatibile con
la (mri1, &'rs1) € precisamente quella per la quale &

ﬂ;+ﬂa+- “a =ity [ O p1 (?' 1] (ﬂ— 1)’|‘£‘1+k=+-- ke =0 ()
dalla quale si ha
kl + l‘fﬂ + . “i_ kr_—l — (ﬂl o 1] 1 1 Ol Ag . e Ly Efr,t.1. {5)

Per intender questo, si pensi che, affinche due condizioni (a,, @),
(b, , by) giano compatibili, (') & necessario e sufficiente che sia a+-by=>n;
b, - by = n; che se poi le due condizioni insieme ne formano una di
multiplicita 2 (n — 1), savd per la (4), a, -+ @ + &+ by = 2n, per cui
non pud essere che a, + b =n, by a,=n, delle quali, riferendoci
al nostro caso [in eui & ay=m+...+a,—(r—1n—=1)+ k...
..."}—Fﬁr_h ﬂlzﬂr] +...+ﬂ.'_r—(i'—'1]ﬂ kl ....‘-"'.fl';-_]q. bn=ﬂr+1,
b =2'r:1), 12 prima & la (x), mentre la seconda & conseguenza di questa
e della (4). 8i vede ancora che nelle ipotesi ora fatte una sola refta
soddisfa alla condizione (x,, ai)(b,, by), ciod quelln determinata dal
punto & incontro di [a.], [5] con quello comune & [b], [@:]. Dungue il
prodotto della (2,41, &ys1) con quella tal condizione anzidetta ch’® con
essa compatibile b uguale ad 1, e pevcid il cereato numero di retie
s nzuele al numero di volte che quella tal condizione comparisce nel
secondo membro della (2), cioé al numere delle soluzioni intere del
seguenbe sistoma:

et ket ..ot bea=rn—1)+1—oa —a—... n:——-ﬁr.'r.-r;}(ﬁ}

b=s=hi=sq i=1, 2,...,r—1

avendo ¢, 1l significato espresso dalla (3).
In paricolare quando Je condizioni Sono 3, quindi r=2, si ha il

sisbema :
Iﬁ — 2n 1 oLy Uy r A
0= Il.'] '--":-.-_-[I'liﬂ(ﬂl".'l oty ‘1, ﬂ’n‘—ﬂg-"—" 1)

il quale ha una ed una sola soluzione se & s+o:t-as<2n—1 e inoltre
wi—a— 1=z —1—uy—ae—oy, a—te—1=22n—1—a—
— s, Ci00 oyt e’y = 20, &+ &'a+ @3> 2n, @ nessuna in caso
contrario, Dungue rette che soddisfano in [n] a tre delle nosire con-
dizioni formanti una condizione di multiplieitd 2(n — 1) ve n'ha una
sola 0 nessnna. In tutlo cideche segue si ammettera che 1o condizioni
date siano pite di tre.
3. Incominciamo ad occupareil del sistema
by + ks =m

l=hs=m
0 << ky < min (as, a's — 2k)

'y Cir. PataTisi-GramMnerLr, L &

-
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dove m, ay, ag, @'y sizno numeri interi positivi dati ad arbitrio. Intanto
dovra essere U<X 4, << min (m, a,); di piu la terza delle relazioni date
- (kg
esige b < B}
Mm—Fk < 0's—2ky, donde k=m —as (ponendo m—nas=0 quando sia
m—as<<U) e by <a's—m, la quale dimostra, dovendo essera by = 0,
che condizione necessaria per 1'esistenza di soluzioni & a5 = m. Dunque

il minimo valore di k tale da fornire soluzioni del sistema & m — Ly

ed il massimo & il piit piccolo dei numeri m, a,, a'«—m, T;. 1l gnale ul-

. Dopo ¢id avendosi k= m — k;, dovra essere m—kr<as,

timo perd va tralasciato perehd esso non pubd essere contemporanea-
mente minore di ciascuno dei numeri m, a'3—m. Concludendo il nn-
mero delle soluzioni intere del sistema preso in esame @ dato da

to—+ 1 — (1 — ay)

by = min (m, ay, a’y — m)

easendo

ed m —ae=0, quando risulti m — a4 <0, Condizione necessaria e
sufficiente per l'esistenza di soluzioni & oltre alla gik trovata m < w's,
che sia {, = m — ae (che resta certo soddisfatta per m << a5) l1a quale
81 scinde nella m= m—as, che rimane soddisfatta da sb e nelle
Ay — 0

e

i

0 ZM—0y, Gg—M=M—0dg, 0SSIA M=ty -y, m<
Passiamo al sistemsn
by +ke+ ks = m
0= JG-'1 =
(0 = ."’fg = (ﬂu . I‘.'I’i —_ 2151]
U= hy S (tn, o'z — 2k — 2ks)

Per ottenere una soluzione bisogna anzitutio prenders

ki =+ ke =< min [m, M — dg, tlg)

Dopo cid bisogna porre hy—m—ky 7y, il che esige —hy—ke<as,
hi— iy —Lia S 52k —2k,, clod kv t-tee=m—a, (ponendo m—ag=() quando
¢ Mm—2,<<0), & k--kea's—m, dilla quale risulta che condizione 1eees-
saria per 'esistenza di soluzioni & m <a’.. Dungue per ora il minimo
valore di eni & suscattibile &y 4 ky affine di foruire solozioni & m —a,
ad 1) massimo & il pia piceolo dei numers m, ay ~; g, a’s — m, %’, 1l
quale ultimo & da tralasciare non potendo essere conbemporansamente
minore di m e a's— m.

Fissato un valore my fra gnesti due limiti, occorvera fissave k., ks
in modo da essere

}ti '—I— Ili'! = 0

0 “'Eg -‘:1 ".'-:-‘?: ﬂj
U< les(ag, a's—24))
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Per Iesistenza di soluzioni di questo sistema, che & della forma
del primo di eni ei siamo occupafi, & necessario e sufficiente che sia
my < @, }- 63, ¢id che avviens se si tiene conto del limiti fra 1 quali
va. seelto ny, ed moltre

flg —I— fl‘i
2 '

M=y, M=

al che si provvederk assumendo come limite superiore di & -+ & il
~ minere del cinque pumeri

My -Gy
&l

-

m, i+ as, as—m, ab,

anzichd solo dei tve fissati prima. Dopo ¢id abbiamo che I'nltimo
sistema scritto ammette soluzioni per qualsiasi valove di my scelto fua
i limiti entro iguali pud variave k- k: ed il numero di quesie &
dato, per uno determinato di tali valori, da

fo 1+ 1 — (1, — @13)

fmn =min [HI;. g (1, @g— 'lﬂ'l)

essendo

od iy — ttg =0 quando risulli my — a2 << 0; pereid le soluzioni del si-
stema proposto sono in numero di

mt_;—,l*‘”:
P [t, 1 — (my — t1g))
ﬁlﬂmnla
essondo
: . , ag-Ha'
t = min (m. M -+ ag, ag—m, o'y, ’_}j ’)
by = min ('l'”;, y ,. ﬂlg o HH]
ponendo

My — tte=0, my —ety=0 qnando sia  m—as<<0, m—ay<0.

Le condizioni necessarie e sufficienti per 'esistenza di soluzioni, sono,
oltre alla gia trovata m << o'y, guelle date da m— o S b, quindi in
tutto esse sono

. , az-+ay (ta—+ s
m ﬁﬂ:{‘i‘ﬂﬂ"l‘ﬂ;, msag,, T}?'-"""_-..-.-ﬂu—l‘ﬂ gy M= . —.1;_; |

, MSSda 7

Dopo cid & ovvio il pibcedimento per trovare il nmmero delle so-
luzioni intere dei sistemi analoghi ai due fin qui considerati e confe-
nenti 4,5... variabili, e si giunge facilmente a conclndere che il
nomero delle soluzioni infere del sistema

ki kit ...+ hea=m

. ﬂﬁk;":ﬁ:‘ﬂl II?)
ﬂﬁhﬁmm [ﬂ;, .ﬂ‘j—ﬂkl——'ﬂku—...'—- Ek{.—-ﬂ 1=2, 5,...!'—1
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¢ dato da [tenendo econto della posizione (1))

h=r—5 Myt =he 4. p
M i (7, -+ 1 —(m — as)]

b=1 W2 =Tp_| HL— 8-}

essendo

tr—e—y = min (ﬂ?:—n_h. Ayt . o ey hy O gy — Mp_11

» ¢
(b r—1<3iy dr—1—n~ HrF:—u‘I“- . —|— { PO --u—i- 0 rp——L:

Bpv- 1 ﬂir—-‘l—-‘h
5 Byl

2
| '”1'-—!—] —l + ﬂlf—*ﬂ-—.lv—h
e vt et §—h 5)

j=0,1,2,...,r—4—h

dove dovra porsi m,s=—m € Mry v — Ar =20, 1t — etz =0 allorchd

queste due differenze risultino negative. Per h=»r—2 si ofterra

'espressione di ¢,. Condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza
P p

di soluzioni & che m non superi alcuno dei numeri

.. —‘— Ur 33 @1y Ura=t veet (lr—1—| + Gr g : ]
i
Ay 1 (0 r—y o + @rot ¢ I=0,1,...,7—4,
2 § Op=y == LF o I By o 5 J
sl

4. Riferendoci al sistema (6) supponiamo che le eondizioni siano

disposfe in modo da essere
Ty — Uy = &Le — Uy g — g el

cosicchg, siceome confrontando col sistema (7) si ha

# i i

! r i ¥
ﬂg-—_'—ﬂl]—""ﬂl ‘T—E]—ﬂ!!——-ﬂ,

ﬂ't_-—-ﬂ'_l'—ﬂl_—l_ #'2__:‘3_‘_1‘5_5{1]_3'-:1
osto
P ’ ,

st avra in questo caso

(8)

=0y =(lg... 2 ﬂr;}_ﬂl I‘ ﬂ';, 'ﬂjg-——ﬂg I a'ﬂ‘:ﬂ']_l_ﬂl"‘l_ﬂir

Gr=tt+as=ay+m+agt+us,...
Da queste relazioni si rieava allora facilmente che &

At 1= 089 000 = Opeg s

il pitt picealo dei numeri

Bt oo Tty Ortdy Orgeno, e s 0si

e che &
e gy _I_ r"‘.T—-—I—II
2

Sy F

3 0 T " I-'==' =
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il minore dei nmumseri

ﬂ#lﬁh_l‘-ﬂi —1—h L .—_h—}-‘ﬂ' — 2 -j—h
e MRS e e e B

& siccome @
r F
thy—1—n ‘J[‘ i p—1—h (-1

2 27

che certo non & contemporaneamente inferiore a ciasenno del nu-
MATE Mt te ety — Mis—11, 8 poiChiD sl ba i+ o o T Ge= a._y,—ay,
eosl potremo dire che il numero delle soluzioni del sisiema (6) & dato
dalla (8). essendo

Fooan = MiN (Mgt Brp— 01y Qe — Met—t)
ponendo

e g=m=r(n—1) - 1 = gyt y »— O By

Le stesse considevazioni fatte ora per determinare |'egpressione
di f._ss nel nostro easo servono a provare che in questo le condizioni
necessarie e sufficienti per l'esistenza di soluzioni i viducono alle

Or—1 "I" I"1’1'—-1 “rr
) i

m=mtagt ... ey, M

La secondn di queste, sostituendo ad m e ad a% la loro espres-
gioni, e tenendo conto della (4) si viduce alle 155 a'seq— tie—y ‘che ®
certo soddisfatta, per eui rimane soltanto la prima, In quale, sosti-
tuendo alla 1 ed alle a le lovo espressioni, si riduce alla

23 —l— &' —l— a3 —}- e Grga 2 TR (9)
Vi sarebbe da agginngere la coundizione m = 0, civs
¥y —i—ﬂ'.-;—l—...—l* ﬂr"]‘ﬂir;ri%"'[“—”“!_li

ma questa & conmseguenza di precedenti relazioni. Difatti sottraendo
la (9) dalla (4) si ha

m'1+u;+...+mrr1£—r(ﬂ—-1)—!—1

e sommendo con gquesta la (@i — o) — (21—a) <, che ha luogo
per aver posto &y — oy = & rp3 — r1, S1 Obtiene appunto la relazione
anzidetla.

B. Poniamo ora a'y=—==&'s=...=0u's =mn; allora gonservando le
ipotesi precedenti, swrd o S o S a.. . ¢ 12 (4) diviene
a—oe +.. ot e =r—1) (2—1) (8)

e In (9) rimane senzaltro soddisfatta. Siceome poi ciascuna delle z
non pui» supernre 2 — 1, cosi la somma di r-+=1—h di esse & mi-
nore o eguale a (r+1—h)(n—1) e percid confrontando con la ()
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risnlta che la somma di 4 delle = & maggiore o eguale ad (h—2)(n—1).
Abbiamo poi |
M g=M—llr 4y
brea=min[ & ia, o228t —(n—1), 2,] .
bes=min[m, _p, oty F-tte st o, s 2n—1), oy da 2, —(n—1)—m, 2]
beg=min|m, g, &, +2r st drr—a(n—1), 2egtotttp—2(0—1)—m, )

a L] L] - L] & L] L4

Nell'espressione di 1. non & mai a,., <a, gquindi il minore del
tre numeri sard sempre uno degli ultimi due.
L. Pomiamo ey e+ o,y —(n —1) < «,, cioé

III‘ ‘i" &H—l =n ‘—*1 (3‘1]

Allora 8 1, g== 42, | 2.,y — (n— 1), e poreid [si tengn presente
la (8)) quesio & il massimp valore di My—g, 1l cul minimo & M-_e —
— iy = 2y — (n—1). [Si noti che questa differenza & posi-
tiva, perche dalla (3) si ha o t-ar—{n—1)=(r—3) (n—1)—zs—axs—...
ey (—l—ar—2 (1 A (12, o) (1—1—2—2, ),
1 termini della qual somma sono tuiti positivi; ultime in virti della (B.)
odella . ; < 2..,). Dei (re numeri allore che compariscono nell’espres-
sione di by no & mai il primo il minore, perche la differenza del
minimo valove di m,_, sul secondo di detti numeri 92— 1 — gy — Gy,
che non & negutiva per la (B e la ary < ,-y: il minimo valore pol
. del terzo di quei numeri & ¢,y —ay, la cui differenza sul secondo &
- -2 —1)— (2 4 2:) — (22 + @rs1) che non & negative in virtn della (3)
e della o, < o4y ; dungue il minore di quei tre numeri & sempre il
secondo, per el & f—y= oty oy -y = ap g —2(n—1), e cosi con-
tinuaudo si trova che per ciascuna ¢ & sempre il secondo il minore
dei tre numeri che compariscono nella sua espressione. In questo case
In (8) diviene

b=r—3 M, e =2 +Br ) pitZppy=hin-1)

M Z [ﬂl_}"ﬂi‘{"ﬂ'ﬁ_’_--;

h=1 Mgk =MWr_3 (ML —1)

cor o — P =—3)(—1)4+1—my). (10)

liseguendo i ealcoli quivi espressi si ofifiene per risultato [z-tr—2],_s.
Abbiamo dunque: Se le relte di uno spazio [u] soggetle ad essere inei-
dewti @ r—1 dati spazi indipendenti sono in numero finito, e se la somma
delle dimensioni minime e massima di iali spazi non supere n— 1, il
numero di codeste veite dipende soltanto dal numero degli spuzi dati e
dalla minima delle loro dimensioni. In particolnre per xn=0Ia (3) 8
sempre soddisfabéa ed il nostro numero si viduce ad 1, quindi: Se le
rette di nna stella che sono soggette ad essere incidenti a dati 8pRwi
sono in numero finito, tale rumero & sempre egnale ad 1.
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In particolare se & gz=—ta=... =&t =N —F la (3,) diviene
o< s—1, ciod, per la (4), re—n—r41ss—1, ossia

(r—1)(s—1)<n—1

In tal easo deve anche essere oy << m—s$, €i0d oy & la minima
delle dimensioni oy, o, ..., 2gy. Difatti se fosse n—3 <<, da
guesta e dalla o <s—1 si avrebbe n <2:—1 e da questa con la
(r—1)(s—1)<n—1 verrebbe (r—1) (s—1) <25 —2Ze infine r<<2,
perciv nelle ipotesi fatte pud essere n —s<a solo nel caso che le
r~-1 condizioni date siano =l pin 3, cid che abbiamo escluso. Si ha
dunque che se le condizioni date sono tali da formarne una di
multiplicith 2 (n —1), ¢ se & &y S8 — 1, zari

(s, n) (0—s5, nf = (& + 1+ — 2],

il secondo membro della quale, posto o, =s—1—Fk ssh=ss—1,
pud seriversi [s—+r —k—8)a. Ora osservando che in tal caso

dalla (4) si deduce n=(—1)(s—1)+14k e che la (S) diviene

[8(r —1) + kg — {[*"I‘ § — k— Bl ‘I‘ ris(r—2)+ Akl
Al lslr—3)+ Kkl — [Pl s (r —4) + Kles - - s

a confroniando guesto risultato col precedente, si pubd stabilire la
segunente eguaglianza

e (r—1)+ Eha—2 [ (r—2) - a4~ |
+klslr—8)+ ki —...=[s+r—Ek—2]—

per 0 << k< s—1; ossia, posio 3 (r — 1)+ &k =m,
[mlya — 7 [ — 8le—a+ [r)e [ —28) s —...=[r (s 1)—m — 2]

per s{r—1)< m < —1, badando perd che la condizione espressa
dalla seconda parte di questa limitnzione non & necessaria, giacche
se & m=> s— 1 'egunglianza posta vale egualmente dovendosi in tal
caso i due membri annullave; cost per m=rs si otiiene

[r8)ey — r [(r—1) 8l +-[r)e [(r — 2) slpa— ... =0,

cosicchd rimane come sola condizione per Ju validita dell'anzidefta
eguaglianza la s(»r — 1) < m.
I1. Tolta ora la condizione (3,) e posto invece

o =n—1 (1)
»

sarih t.s=ua, che & il massimo valore di 7i,a, il eni minimo & an-
coTd ar - oy — (- —1), ¢he & positivo per la (i) con In oy <S ..

Allora per m_s=a,—+ ar; g —(n—1) 1 valon dei tre termini del-
V'espressions di fr—y suno

ﬂ:r_f_'-'-'r-i ('ﬂ 1]. 5’*1+ ar—l_l_ﬂr—]—ﬂbial_ 2[“‘_ l]! Er—t
valore minimo dal 12 termine valore massimp del 2° terming
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per my_s=u, 1 valori di detti termini sono
Zr ﬂ;“}_ ﬂ'r_f“}— L'Ir_}_ ﬂr+1_2{fl'_-1 )!l - + ﬂr_}._l—{'ﬂ — 1].
valors massimo del 19 Lermins valore minime del W termine

Allora 1° se @
-t es<n—1 (ra)

ragionando come in [ si trova che anche in gquesto caso per cinscnna ¢
¢ sempre il secondo il minore dei tre numeri che compariscono nella
sua espressione, e allora la (8) si trasforma nella (10) con la sela dif-
ferenza che il limifte superviore della prima X a sinistia & 2. anzicha
o4 1 % |- trsa — (R —1), e allorasi trova in questo caso il nostro nu-
mero espresso sotto la forma

o +r—2ke2—[m+r—2—(n—a4)] (i1)
espressione valida sobto le condizioni (y3), (ys). Ma siccome per
o =n—1 la (11) diviene la espressione [% -+ — 2], Zia
trovata sotto questa Tpotesi, cosi si conelnde che la (11) esprime il

nostro numero sotto la sola condizione ().
2°, Tenendo sempre ferma la (y), si tolga ora la (ys), cosicehe sava

2. = n—1. 5

Allora posto “mE o
24 ‘l—'ﬂr_j,%ﬂ—l {El)
E1+ﬂr+ﬂr+1ﬁ2[ﬂ—1] lﬁl]

8l ha che per mra=tr + %esa —(n—1) 1l secontdo dei tre termini
che entrano nell’espressione di ¢, & il minimo, ed esso si conserva
sempre minore del primo col erescere di m,_y; inoltre codesto secondo
termine si conserva minore del lerzo soltauto finche &

G teg G G — 2 (1) < oy + % 2ra — (0—1) — Mie_g,

OSSI8 Mg S n— 1 —u.
Dungue finché m, 3 varia da e, 4+, y—(m—1) ad n—1—gm, &

ba=aytrag+or+o,_3—2(n— 1),
e finche m-—y varia da n —a; ad a- &

bemg = pq 1 O ttpp1— (M — 1) — Wi;_y.

Dopo cid si trova che in ogni easo per ciascuna delle snccessive £ &
il secondo dei tre termini che entrano nella sua espressione sempre
il minimo. Allors la (8) si seinde nella somma di due termini, dei
guali il primo differisce dalla (10) soltanto per avere per limile su-

perlore della prima = a sinistra # —1 — o, invece di

L1 + Oy + Lpsy — ('ll — 1],

ed il secondo differisee dalla (10) soltanto per avere per limiti della
prima X a simstra » — 2y, 2, invece di

Et_l_ﬂr-}-],__['ﬂ-_-lL 4 &) [ Or i Er41 {ﬂ 1],-
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e per avere per limite superiore della seconda Z a sinistra

ey~ @ T+ Fpor — (B — 1) — Mrs

Xy _}’—“r—‘l + ey +ar+i_2 (" — 1].

Dopo cid esegnendo i caleoli, si trova facilmente che soito le con-
dizioni (3), (%s), (3s) il nostro numero & espresso da

[y —f-7— 2 lr-3—

—(Jagr—2—(n tey))p—a T[22 1 —2 (n— )]s}, (12)

Siccome perd per

invece di

ﬂl"l_ﬂr:s“':.’l_'l

Jn (12) si trasforma nelfla (11) gik frovata sotto questa ipotesi, cosi si
conclude che sole condizioni per la validith delln medesima sono

IE [E'EJ& [EE]-
3¢ Tenendo ferma la (%) poniamo invece della (35) In

o+ e Z2 (0 —1), (<)

Allora ei trova che il minimo dei tre termini che entrano nel-
I'espressione di {.— & sempre il terzo, per cui

rr—L;_ e 1 ""1_ Zr + L1 — (”’ o 1] — Myr—2,

mentre per ciascuna delle successive ¢ & ancora sempre il secondo il
minimo dei tre termini che entrano nella sua espressione, cosicchd
in questo easo la (8) si trasforma nella (10) con Ia sola differenza che
i limiti superiori della prima e della seconda Z a simistra sono

ar el @yt o+ — (n—1)— mes

anziche
ar o, 4 2 —Mm—1), 2 F@rator -+ wryr— 2 (8 —1),

ed eseguendo i ealeoli, st trova cosi che softo le condizioni (Bs), (g)
il nostro numero & espresso da

[y 1" — 2oz —
— ([ —2— (— i) —s+ Lo+ —2— (1 —a) ]l
ey - —2— (n— oria) — (m —ar)lee.  (13)

Perd siccoma per
o+ o e <2 (n—1)
Ia (18) si trasforma nelli (12), cl's stata trovata appunto softo questa

ipotesi, cosi concluderemo che sola condizione affinche il nostro nu-
mero sin espresso dalla (13) & 1a (3.).
Dalle (11) e (18) visulta che per o 4« <n-—1 il numere cercato

dipeele solo da o, txa1 € PEF % La s <n—1 esso dipende solo da
Wiy Gry “rets
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6. Cost continnando st arviva alla espressione validna in ogni caso
(r > 2)
[1;—1‘?*—2];_:——”_-21 H—2 (n Tr+l]1r—-ﬂ+---_l_r 1'1+" Z—(1—ag)]-—a +
+ {[':l 1| [ P ['-"‘ - ﬂr+1l ('”‘ ﬂr”r—ﬂ . s

)
et — 2 — (n—ag) — (n—sa) ]} —
e (=) r—2 —(—a) — (n—a)—... —(# —2s]a T
—'—'[:I; { 7 —2 [H -!l.'.’,._-l)—— IR {'ﬂ :x...,}—EH = ﬂ:ﬂ}]r—:—|— St —f—
+H(=1y [ +r—2—(h—ar) —(n—2) — ... — (0 — 2a)).—s

dove gli ullimi due termini, guelli preceduli da (— 1)~ e (— 1)", sono
sempre nulll in virta delln (3).

Volendo poi considerare il caso in eni 5, 2%9,..., @'vy slano qua-
lunque anziché tnbte egnali ad #, bastera porre nell’espressione pre-
cedente o'y +2s—+... 42 —rn al posto di # e &'y as—-...
e @iatmtai gt e —mal postodiz (i =1, 2. ... 0+1)
giacehe il prodotto (w1, a') (e, @'s)... (721, @'ruy) esprime che la retta
devesi trovare nello spazio di dimensione o +... - a'eps— 32 co-
mune agh spazi [»4],..., [#w] e tagliarvi gli spazi di dimensione
&1t R a7t aia - @' s —rn in cui esso incontra i dati [2].
Fatta questa sostituzione, e messa in luogo di rn la sua espressione
ricavata dalla (4) risulla facilmente gnanto segue. 8i ponga

G=ap—a1(i=12...,r), e=¢— (24 —au),

avendo e I'tdentico significato che nella (8),

= [ehay, oi=[2—8lr9, ar=[e— B — Brlrs...
Allora il numerc cercato & dato dalla

o — (o1t O 1o Gr) (6 Glﬂ+*-++ﬁr—l,r) v (— 1) our ()

Ll numero dei termini di guesia espressione ¢ la metd di quello dei
termini della (S), ciod 2° anzich? 2%, Uindice comune a tulli i faltore
bimomialy e di un'unia inferiore a quello della (S), ¢ infine nella (3) si
parte con una base che & di oy — ay wnitd minore di quella con la quale

5t parte nella (S).
Per es. volendo calcolare (9, 20) (11,20)* (18.20) (17, 20)* si lia con
la (S) e con la (§) rispetfivamente

(5)=1(5)+2(5)+(5) +3(5))+
[ 2(5)+3(5)+2 (516 (5) +3(5) +3(3)] -
— (5o (e)+6 )+ (5)+(5)]+

_I_Tg(ﬁ‘_ﬂ(g:]:dzsm—-ﬂsﬂs 37342— 5314 + 68 —=172.

(143) — [3 :lfH :E) i (i)] T 3(3) —(fi) =715 — 647 4-105— 1—172.
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Applicando (8), (8) a casi particolari possono ollenersi egnaglianze
relative all’'analisi combinatorin ecome "8 visto al 1." 5, Cosi, per es,
applicandole al ealeolo di {(#n—8,n)*" & ponendo n=~k—+2 s1 ha
per k> 1 | |

(2h)es — [+ 11[28 —3)ea+ [+ 1] 2k — Ok — ...

=2k — Bl —h 2 — 6] [A e |28 — O] —. ..

dallan quale con qualche riduzione si ricava

1) B =B —oft) B ) 3 B )

— k—)(3) (5 Z5") +-.=o

#

F. Papamis:.

PICCOLE NOTE

Sul coneetto di probabilith, — Due recenti pubblicazioni (1) sulla probubilita
composia mi hanno mosso a dire poche parole sul caleolo delle probabilita in
generale, non per dir cose nuove, ma per ripetere la comuns affermazione del pin
compelenti di quesio speviale caleolo; e precisamente per dive anch'io che gual-
sinsi questione di probabilith si riduce & sapar valnfare ginstamente i casi favo-
reyoli ed i1 possibili. Quando i casi sono equipossibili, la cosa & generalmente molto
facile viducendosi ad nna semplice enumerazions des casii gquando invece 1 casi
non sinno equipossibili comvien stabilive con crilerio logico 1a probabilitia di ciascnno,

Diremo peso d'un caso o sua probabilitd il limite, secondo eriterio logico pre-
suntive, del rapporte del numero delle volte che si verifion esso case al numero
delle prove vol crescere di queste munero indefinifamente, supposto che guesto
limite esista, porchi, se non evislesse, von si pubrelbe neppur parlace di probabiliti.

(fiovn osservare che il numero delle prove si puo supporre multiplo d'an qual-
siasi numers k. Indichiamo infotti con » il numers dolle prove, artificiali o spon-
tanoe, con g ed r il quozienie ed il resto della divisivne di » per k per cui

n=ghk+r < K

Bupponiamo che, secondo il eriterio logico presuntive, il caso considerato si
vorifichi m volte nelle gk prove ed s nelle »; m ed # potranno anche essers asse-

gnabili, & meno di differenze avenli rapporti infinilesimi, ad n, 81 La che
B

8

m-+8 m—+z m ™
" gk +r gk r
1»1—']!‘

(") T0. Spapmy, * intorno ad un prinoipie rolative alln probabilith compesta . Peviedieo i
Muatemuiiva, Livorne, 1908, pag, 270, — 00, Broesz, * 11 teorema della probability composts & Ia
defmizions deserittiva di probabllili . Eend, del Civeole Motematico di Palermo, 1909, pag. 245,



176 PERIODICO DI MATEMATICA.

Pacendo crescers indefinitamente n, quindi anche g ed s, st riconosce cosi
che la probebilitis del caso cunsiderato

o lim = .
n g
8o per crilerio logico presuntive il caso considerato dove avvenire precisa-
mente m volte in un numero finito p di prove, la probabilita ('esso cnso

lim

. mk m
Iim—=- -
k== ﬂk p
Se i pesi dei crei possibili, ridotli a comun denominatore, siano
My tiig Ll
— [ 7 ¥ ‘ L H L

vuol dire che, per criterio logico presuntivo, in n prove avverrebba sy volle il
primo casp, niz volbe il secondo, oce., my volte il enao +™° od ultimo. Necessne
rinmente quindi

) m‘. + m: + pEw + 1"1’ —_ ﬂ]
per coi
"y e ", 1

% T st

n

adunque: fa somma dei pesi di tutii i casi possibili 2 1.

Se un evento aspettato in una prova consiste nell’essare fra preflssati cusi
quello, che ha luoge, 'a probabilité dellevento 2 wguale alla somma delle proba-
bilita dei casi favorevoli. Supponinmo infatii che s’sspeili uno dei casi designabi
gome 19, 29 . _ k™. Per criterio logivco presuntivo 'atteso evento avviene m; +
iy + oo . mi volte in n prove, verificandosi quande o sole quande avviene
uno dei primi % casi: per cio la sua probabiliti

my s 4L w6y win ke
”" n n 0m

Cosl nell'asemypio del sig. U, Scareis, avendosi doe urne contenenti una 8 palle
bianche con 12 nere e I'altra & bisnche con 11 nere, si domaunda Ja probabilita
d'pstrarre una paila binnea guando popendo & cuso uns mane iu non delle due
arne se ne eskragga una palla.

Convien supporre @i fare 680, wiot 237 30 < 17, prove, perché sonc due le
urne & ¢ontangono 20 palle I'noa e 17 U'sliva. Pex criterio logico presuntivo por-
remo In mano 240, eiod 20 5¢ 17, volte in cinsoun'urna ed estrarramo 17 volie
pgnuna delle 20 palle della prims urna, 20 volte ognuna delle 17 dells seconids,

17 . | .
per cui cinseana dells 20 palle della prima wrna ha il peso g8q’ %W 15 ¢ Cin
acuna delle 17 della secondn ha il peso ;ﬂ—l;i, ossin Eii La probabilita ehe la palla

sstralta sia bianca & somma dei pesi deile 8 pails bianche della prima urna o
delle 6 palle bianche della seconda urna; fal probabilita adungne

1 1 . o2
X TuXt=g
Conseguentemente la probabilith d'estrarre palla nera

81 Do
85 85 F. Giupice.

1

= a

L

. ot i '-pll:?"._— ":'
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Determinnzione del centro di un areo i cerchio di eni i ¢onesee la lun.
ghezzn ¢ la freccin, — Nelt' Intermédinire des Mathématicions dell'vttobre decorso
si legge a risposta dell'Escorr alla gquistione promossa dal prol. AnAsia sulla
leterminazione del centro di un arco di cerchio, o quindi del raggio, quande & data
la corda e la longhezza, 11 problema & I'inverse di quello delln rettificazione che
trattaTono vard aulori: Lscorr, Tawweny, Brovanp, LAMATRE, Prrier, DELABAYE,
S, pe 1a Campa, Horrsaver sull’indicato periofdico negli anni 1800-000-01-08, Ors
parmi che possa tornareé non disutile render nota la segnente costruzione grafica
con la quale si determina Ul raggio in [unzione dells freeein o dalla longhezza, co-
struzione che pud rinseirs vaniaggioss in aleune pratiche applicazioni @ officina,
come ad esempio quendo trattasi di piegara una data lemiera secondo una freceia
prestabiliia,

Indicando con 2s la lunghezza dell’arco, con » il vageto, o con [ la freccia,

si ha lo sviluppo:

52 st

j"=2_1_ 24-:‘”4_“';

arrestandosi al 12 termine molriplicato per un fattore corvettive minore del-
| 'nmith '

g _ 3
si ha ancora: »

a
V&P g Ve
valors approssimaty sul guale si basa lm costrazions
Sin HM la frecein ed MA (perpendicolare ad HM) il semi-arco rettificato. Con
cevtro in H e razgio HA deserivasi Faveo AT sino all’ incontro delln HT paral-
loin alla MA, Da A conducasi la AD faeanta con la MT un angolo ugnale ad OMT.
Il punte d'intersezione () SRIR il centro riclnesto.

Trwon VERDE.

——t

TEOREMI DIRETTI, CONTRARI, RECIPROCI

I. Si enuncia un teorema guando si afferma che un enfe matematico
S (soggelio), se gode della proprietd 1 (ipofesi), gode pure della propiieli
non primitiva T (lesy).

Le tre parti dell’enunciato di un teorema devono soddisfare alle
condizioni seguenti:

a) 1l soggetto, Uipotes: € la tesi. a due & due considerate, non devono
avere wleun elemento comune.

b) La tesi, ferma 1‘E§fﬁﬂf‘fn ogni propriete del soggetto, deve essere
consequenza di tutte e sola U'ipotesi.

La condizions @ mira ad evitare rpetizioni inutili ed ingombranti;
I'essere o meno soddisfatta In condizione a risulta dall’ ispezione del-
Tenunciato. Cosi, ad esempio, in Inogo di dirve:

Tre segmenti, se sono tali che ciascuno sia minove della somma degli
aliri due, ciascuno @ maggiore della diffarenze fra gli altri due.




Osservando che di tre segmenti due (i minori) godono sempre della
proprieti enunciata nell'ipotesi, ed uno (il maggiore) gode sempre
della proprieta enuneiaty nella tesi, mentre i due minowi s trovanoe
necessariamente rispetto alla tesi in condizioni identiche, si dir-

Tre seqmenti, se sone tali che il maggiore sin minore della sommay
degli altyi due, sono pur tali che uno dei minori (e quindi anche Valtio)
¢ magqiore della differenza fra gli altri due.

La condizione & costityispe Il Tondamento del teorema: Vessere 0
meno soddisfatta la condizione 4 pisulia dalla dimostrazione,

La forma schematicg d1 ogni fteorema -

Hispetto ad 8 se & 1 allove ¢ T

pure indicata la forma seguente:

Se & 1 alloya ¢ T
la quale ha il pregio della semplicita; ma, per eid che segue, Ziova
far capo alla precedente.

Si enuncia un covollario d; un ieorema (ed in generale di sna pro-
posizione), quando si considera un case particolure del teoreme (o delin
p#'apﬂsiéimls). '

Si suole anche dive che i corollavio & facile ed immediata conse-
guenza di proposizioni preeedent- &, poiché il facile ed il difficile
sono relativi, & forse preferibile il concetto siesposto.

Si enuncia unp acolio quando si riggsume ¢ g collega cid che ¢ detto
m dus o pin teoremi (0 proposizioni),

Il corollario e le seolio derivano quindi rispetiivamente per ana-
lisi e per séntesi da proposizioni precedenti.

Del teorema diretto-

Rispetto ad S ge 2 1 alloyg 2 T
i dicono rispetfivamente CONLFario, reciproco, contrario del reciproco
0 reciproco del contrarie i teoremi seguenti: |

Rispetto ad 8 se non ¢ 1 allore non & T;

Rispetto ad S se & T wllora e l;

Rispetto ad S se non ¢ T alloya non ¢ 1.

2. Di ogui teorema esiste il teoremn contravie.
Infatii, se del teorema: '
Lispetto ad S ge 2 1 allorg 2 T
non esistesse il teorema conlrario:
Leispetto ad S se nom ¢ 1 allora non & T
s1 avrebbe dj questo il teorema contradditiorio-
Eispetto ad S se non & 1 allora ¢ T
8 fuindi:
Rispetto ad 8 se ¢ 1 o o non & 1 allprg ¢ T
0, €10 che & lo stesso: |
Kispetio ad R N
Ma talo Proposizione, che non & un toorems, & in opposizione gl

L]
L
bt
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teorema diretto, poiche Ia tesi ron sarebbe ung conseguenza dell’jpo-
tesl, bensi una proprieth del soggelto, e cid contro i supposto,
Di oyni teorema esiste i £0rema reciproco.

Infatti, poiche di ogni teorema diyef

o esiste il teorema confrario,

s1 deve ritenere che, fatte rispetio ad | tutte le ipofesi possibil; (esi-

slenza o meno dj ]), quesle conducono a conel
& vicenda (esistenza o meno d; T}, ed allora

1sioni che sj esclndono
» Per il teorema di Havpgr

(seconda legge delle mverse) esista il Leorama reciproco,

1: ogni teorema esigte

Infaliti, seambiando fra Joro i teorema

I teorema contrario del reciproco.

diretto ed il teorema reci-

proco, 1l contrario del teor. di retto diviene il contrario del reciproeo,

Posti qualtro teoremi tali che di une considerato eome
@liri sinno vigpettivamente il contrario, il reciproco ed il o

diretlo gli
rario del

reciproco, Uesistenza di wuno qualunque porta seco Cosistenza di tutti,
E immediata conseguenza delle precedenti proposizioni,

3. Comnnemente si djce che, di
non o sempre vers, e cip perché la tesi

mostrato un teorema, il reciproco

conviene talvolta ad un mag-

gior numero di casi di quelli contemplati nell"ipotesi. Possono infatti
sussislere insieme due (0 piti) teoremi come j segnenti:

Rispetio ad S se 2 1, allora él;
Rispetto ad S se ¢ 1g allora T

purché le ipotesi I, ed I, non siane eontraddittorie; eid perd mnon
loglie che possang esistere dell'vno e dell’aliro ; teoremi reciproci,

A confermare che di un teorema non

sempré esisfe il reciproco,

per solito si portano degli esempi (ed uno solp basterehbe); ma tal;

esempi, quando si ponga mento

a fenere distinte le tre parii del-

Penuneiato, perdono ogni loro efficacial Come qui softo rilevasj, i e

tati esempi non hanno ovvero hanno il
che si da ai medesimi la dizione

formata (d; destra).

Se un nunero dipide i due ad-
dendi i unae somma divide anche
le somma,

Due angoli aventi 7 laii rigpet-
tizamente paralleli « nella *stessa
direzione song uguali,

Due rette perpendicolars ad unm
terza sono parallels.

beorema reciproeo secondo

consueta (di sinistra) o quella 1i-

Una somma di due addendi, dei
quali uno @ divisibile per wn ny-
mero, se anche Valtro 2 divisibile
per lo siesso numero, ¢ divigibile
Der quel numero.

Due angoli che hanne due lati
paralleli ¢ nella stegsn direzione,
se hanno anche gli altri dye lati
paralleli e nella stessy direzione,
sone uguall,

Dz rette delle Quali una & pesr-
pendicolare aud una lerza, se anche
Valtra & perpendicolare lla terza,
sono parallele.
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Due angoli vetti sono eguali. |

Due angolé dei quali uno & relio,
se puve Ualivo 2 retlo, sono uguall,

E non & a dire che nei teoremi a destra sia affermato aleunche di
diverso da guanio & affermato nei teoremi a sinistra.

Pud avvenire che una proposizione non ammetta la reciproca per
il futto che tale proposizione non sia un feorema; cosl, ad esempio,

la proposizione:

Due numeri primi sono primi fra loro
non minmeite la proposizione reciproca; ma essa non & clie un co-
rollario di una definizione, e precisamente della definizione di nwmeri

mrram fra loro,

Put avvenire che due teoremi reciproel non apparviscano tali perche
non enuucinti opporfunamente; si confrontine, ad esempio, fre loro
i segnenti due teoremi @ sinistra, e fra loro i corrispondenti rifor-

mali a destra:
Due angoli opposti al vertice
sono wguali,

Se due rvaggi wuscenti da uno
stesso punto dé wna retia, cadmio
da bande opposte dr quesia, e fanno
con essa due angoli nguali ehe non
siano consecutivi, 1 due angoli sono
oppostt al wvertice,

Due angoli che hanno il vertice
comung, e sono situati da bande
opposte di una retla, e hanno un
lato sulla retta, ma non sono con-
seentivi, se hannio pure gli allri due
lati per rhrvitto, sone uguali,

Due angoli che hanno il vertice
comune, € sono sifuati da bande

~opposte di una relle, e hanno un

laio sulla vefta, ma non sono ¢on-

secutivi, se sono uguali, hanno pure
gli altri due lati per diritto,

4, Non tenendo conto dei teoremi contrari da ritenersi sempre
dimostrati, due teoremi reciproci potranno essere riuniti in uno =olo,

che aved la forma seguente:

Rispetio ad S ge ¢ C, ullora é Cy ¢ reciprocamente.
I questa forma non & che un caso parbicolure della forma piti ge-

nerale:

Rispetto ad S se ¢ C, allora & Co 2 Cy... 2 Oy e veciprocamente.

Un simila teorema pobri essere chiamato multiplo e si diva deppio
il precedente, il quale risulta da doe teoremi semplici reciproci.

I da nolare perd che dalla dimostrazione divetta o reciproeca di
un teorema multiplo risulta I'equivalenza delle » condizioni o pro-
prieta che vi figurano, o per fare di ¢id opportuno cenno nell’'enun-

cinto, s1 potra dire:

Hispetto ad 8 gs ¢ C; allora & C, 2 C;... & C, ¢ reciprocamente; ¢

guindi se & Cy allora & Cy.

Si ha, ad escempio, il teorema:

Un quadrilatero, se gode dellu prime delle seguenti proprieta, gode di

B SR gy &
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cigseuna delle altre, e reciprocamenie ; e quindi da una gqualunque di esse
un'altra gualungue deriva:

1. Avere i Lati opposti parallels.

2. Avere due lati opposti paralleli ed ugunali.

3. Avere due lati opposti paralleli e due angolr opposti uguali.

4, Fssere divizo da une diagonale in due trisngoli divetlamente uguali.

5. Areve © Lati opposti wguall.

6. Avere gli angoli opposti ugual:,

T. Avere le diagonali che si dimezzanao,

N. Avere per vertict @ punte di mezzo dei lati di un guadrilatero.

0. Avere le bisettrici degli angoli interni disposte in modo da ovigi-
nare un vettangolo.

In un teorema multiplo con # condizioni sono centenuti [E) teo-
remi sempliei diretti, albvettanti veciproei, altretianti contrari dei di-
retti, allrettanti uanti-ﬂri dei reciproci. Cosi nell’'esempio precedente
81 hanmo in tutto 4 (ﬁ) ossia 144 teoremi semplici, mentre sono 8 i

teoremi dirvetti che esigono dimostrazione, ed altrettanfi i reciproci
di guesti.

5. Abhiamo dimostrato che di ogni leorema esiste il reciproco,
purché I'ipotesi non sia nd esuberanie ne insyfficiente rispetto alla tesi; o
quando si consideri che fra problema e feorema esiste tale relazione
da potersi comsiderare un teorema null’altro che un problema risolio,
risulta logico che al problema determinato (con dati eiob né esuberanii
né insufficienti) corrisponda nel teorema l'ipofesi sufficiente.

D'altra parte la tesi non & una semplice emanazione dell’ipotesi,
ma & 1'ipotesi stessa postu solio alira forma; non & quindi fuon di
lnogo che anche in lale trasformazione, come in tuiie le altre tra-
sformazioni dell'analisi algebrica e della geomelrin sussista recipro-
cith ed equivelenza.

K pure da tener presente che se per la reciprocith fra ipotesi e
tesi non s richiede che I'ipotesi sia oltreche sufficiente anche neces-
saria, con cid non s intende che necessaria nom sia; ed anzl neces-
saria lo ¢ come risulta dalla prima proposizione dimostrata, ma perd
da fale necessarieti si pud fare astrazione.

6. Abbiamo dimostralo che di ogni teorema esiste 1l reciproco, e
riteniamo chie ¢id debba costituire un canone di metodo rezionale; ma
ei siamo pure affrettati & porre in evidenza la necessitia che nell’enun-
cinto di un teorema sinno ben distinte le tre parti che lo costitui-

scono, e che spamalmaute esista una netta demarcazione fra il sog-
gettu e I'ipotesi. B solo in tale ordine di idee che fra ipotesi e tesi
si verifica la legge riflessiva. Ne consegue che per alfermare relativa-
mente nd un determinato teorema l'esistenza del teorema reciproco,
bisogna anzitutto dimostrare esetin la locnzione del teorema divetio.
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Si elimina perd ogni dubbio in proposito e si raggiunge ngualmente
lo secopo prefisso, dimostrando oltre il teorema diretto anche il teo-
rema reciproco. B nella seconda dimostrazione sara di gnida la prima,
in modo da rifare in senso mverso 1l cammino percorso; ¢ido anzi polra
costituire un eriterio per giudicare dell’esattezza dell’enuneinto.
Concludendo divemo che, pur trattandosi soltanto di nna guestione
di metodo, sard logico bandive il teorema semplice per far luogo uni-
camente e sempre alla forma veramente tassativa del doppio teorema.
Saria logieo infine, sapendo che di ogni teorema semplice enunciato
bene sussiste il reciproco, darve l'ostracismo all’inginstificaba, indeter-
minata ed incerta limitazione che vien posta al principio di ogui ramo
della matematica razionale sull’esistenza del teorema reciproco, limi-

tazione che sa di pregindizio.
- Dizgo FerniNi.

ONA PROPRIETA DELLE RIDOTTE DELLE FRAZIONI CONTINUE LIMITATE

¢ sna applicazione alle equazioni indeferminate

Data la ﬁ-azinna-g% , 81 divida @ per b e siano g, ed r, il quoziente

ed il resto; =1 divida pol b per +;, e coslvia, e siano in generale gy
ed 1 1] A-esimo quozienie ed il k-esimo resto otfenuti colle divisioni
BUCCESRIVSe.

E noto allora che si ha:

1 | 1
?=Q1 !

5 )
LR

dove ¢, poirebbe essere anche zero.
Per 1 resli sussistono evidentemonte lo relazioni:

rj_']-&q;:ﬂ; ?'g—}—r]gg: b; i';+‘?*g§‘;¢=1'1; 5 (EJ

ed in generale;
Pt regsl — 7Tk 1.

Indicando con P, e Q, il numeratore ed il denominatore della i-asima
ridotta della (1), =i puod dimosirare che:
a@Q — P, = (—1)""" 1.
Infatti, essendo

Ez_l]_l Pﬂ_?i?ﬂ_’—l
Ql 14 Qs S '

H—F-.,l'-".. L= ]
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si ha, fenendo presenti le (2):

ry=a—bgy=aQy —bP,,
re=b—rige=b—(a—Dbgi) ga="b (g} 1) — agy=0P3— als,

(&) pﬂrﬂib — T = ﬂai —— EP;.
Suppongasi ora che sin:
(=1 y=aQ,—bPi,). - (3)
(— 1) "re=aQ:—bP:; J’
siccome si ha dalle (2)

ki — V-1 — Pkgk-,-l v
sara per le (3):

(_' 1]1[ R (_ llt_l k1 "lL (— 1)1_! Tklle+1 = (ﬂQt-—:[ —— EP];_-J +
Qe +— Py ) g1y =a(Qugpr+ Q1) —b(Prgr . s+ Prs)=aQr .- —b Py 11

Ma le (3) sono vere per k=2, dunque si ha in generale:

(— 1) ry = aQ, — bP;. e. d. d. (4)
Si consideri ora l'equazione indeterminata
ax + by =-. (5)

Sopponendo ad es. ¢ > b, si sviluppi in frazione continua la fra-
zione —E—-[’] | |

3e nel fare le divisioni successive ci accorgiamo che un resto
¢ divisore del termine noto ¢, (*) si pud trovare subito una soluzione
intera della (5).

Infatil, indicando con Py e Qy i termini della k-esims ridotta, si

ha per la (4):
o ( aQy — Py =+ »;,

dove il segno di 7 & quello di (— 1),
Moltiplicando ambo 1 membri di questa pe :i = ¢ (numero in-

tero), si ha;
aQue — P’ = + ¢,

a{+ Q')+ b(F Pue’)=¢
e quindi si ha la soluzione:

OVVeIno,

r=% Qe , y=F Pu'. ()

I termini Px. e Q. della k-esima ridotta, i quali moltiplicati per ¢
danno in valore la suddetta soluzione, si possono facilmente frovare
nel modo seguente: Si scrivano in linea orizzontale i & quozienti in-

(1) B¢ fouse § —>a »i svilopporebbe ia frazions %

™) Nal pegglors del easi mi otlerry sempra un rasto uguale ad 1, che pereld 2 divisors di o
() Come =i vede, {1 moteds il Lasnaxse now & ¢he un cmwo partieplore di qussio.
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ecompleti g, Gay Gasee s Qs Gx © di seguito a ¢. si seriva I'unita. Indi
SOPFA & g= 81 scriva la quantitdh Ne s—qe 2.0+ 1, poi sopra & gx—
la quantitsh Ny 3= gx_s. Nix—s+gs, sopra o gz s la quanfité

N 88— {x-a ﬂh—-l + Hk—l 3

e cosi si continui serivendo sopra ad ogni quoziente incompleto g la :
[[[lﬂ.lltlt-ﬁ. N}, —IILN{_I '—I—I'h_g

Dico allora-che: le gquantite N, e Ng sono il numeratore Py ed il
denominatore Qy delle k-esima ridolla.

Infatti se invece di prendere i primi k gquozienti incompleti si
prendono i primi 4--1, allora le quantita N si modifieano in modo
che i fermini contenenti il fattore @ prendono, invece di questo, il
fattore gy -+ 1, e 1 termini non contenenti il fatlore g vengono
moltiplicatl per gy...

Ma se snpponiamo che N; ed Ny rappresentavano prima i termini
della k-esima ridotta, ora, cosi modifieali, & noto che rappresentano
guelli della ridotta (k- 1}-esima. Intanto si pub subito vedere che il
teorema & vero per k=2, dunque & vero in genarale.

— gy et m

——

i, — | P P — ey W =

M. MoraLE.

RISOLUZIONT DELLR QUSTION 772, 703 ¢ 774

@ ESe Dimostrars Pidentilar
r-:;f—l BEI (;-_ g) ( — p) k. —I &
=1 s=0 P ] ' »

r=mn—1 ﬂ;—__f( 7 )(n-—) r—s 4
1 el W8 8 ¥

essendo p,  due fnderi e positivi gqualsinsi ¢d 1= p + . T. Svarrs,
Risoluzione del prof. A. L. Csada di Maramarosszigel (Ungheria),
Moltiplicando 1" identiia
'P“ -+ :rzp W (f) Y1,

|

che 3i ottiene per derivazions dall’equazions

1rap=1 (Ve
v=0 ‘"

por 'altra

n.——n-—p —
Qaror= 2 ("

n=>u

)

otteniamo la seguente formola:

p=n—p r=p _
flz) =p(l+z'= 5, Iy (P) (" P) L avtpn—1

u=0 —1 Y P
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ﬁ-f!‘ P n_P )
. (r_’)( . ).{:-—ﬂ']

Sl

Lia somma:

& aguale nl coefficiente di #—! nel polinomio precadente.
Ma nell'alira espressione del polinomio procedente p (1 -+ a2)** il coefficientas

del 2 @
'H——l)
MK

mquindi

AR [ Rt

3;}1"_3 8 ¢ B 5‘—-],1I
e dungue

'l':::_! 5;_.7"- 21 ) (-H_jl' -;.'_'R_ r::?_l_.l_(ﬂ __1)
r;r'[ ;{] (-,,‘l" — L ) N =P - I';r]'. S e ) - [1]

Analogumente Bl pud otienere che
r=i—1 3= q w—q\ *¥— 8 t=n—1 1 n—1
. " — = == i
gt A (I'—E)( § ) g ol B T et (2)

r=1

Sa dividiamp ia (1) per la (2), il guoziente sari ?; , poiche la sommi comune

p=p=1 § (n —1
s FNE= l)

e, d. d.

. Altra risoluzione del sig. A. Andri, R. 8. Navale Superiore di Genove.

& diversa da zero.

V7B Risolvere equazione:

T ] | [ |
1 T | FE— |
1 1 2wt | =

iiiiiiiiii

E.-N. Bagisier,
Hisoluzione del prof. U. Fornari, . T. di Varese

Risolviamo Veyuazione piil generale

x i [ P
(1 - of ) Y |

= | a M a2 . i | ==,
ik i1 o ETIPRPRE.

Yottraendn 'nlbima ve;tiunla a desirn da cisscuna delle rimauenti il determi-
nante si trasforma cosi:

i — () {0 o

)] r—a ( it

= 0 D y— 1 a
G—2 @—xr n—= T
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e raccogliendo a fattor comune (x — a*, ai ha:

1 0 Vs (1
| 0 1 0... I
D=|" 0 0 g e u | [z — a)*L
—1 = | = | x
In questultimo determinaute aggiungiame all'ultima orizzontale s precedenti,
aed nvremn
1 0 o, . o
1 1 Uu... I
D=0 0 1... a (x — a)*=,
0 0 O...24+(n—=1)a
OVVern

D—{zr—a)*'[z + (n—1)a],

e l'squazione proposia si scinde pelle due

(2 — a)*=1=0, x+(n—1)a=10.

Si avrammo percid # — 1 soluzioni z =a e la soluzione = — a (E — n).
Per a =1 si ¢ade nell’equazions proposta.

Alire risoluzioni dei signori: prof. A. L Csada di Mdramarossziget (Unghevia):
prof. D. Gambioli, B. 8, T, * Aldo Msnuzio , di Roma; 6. Danieli, R. 8. M. di
Commercio di Milano e A. Andri, R. 8. Navale Superiore di Genova,

CEA. Sia M un punte qualungue @i un'dllisse di cemtro 0. 1l circolo che
ho per diametro la eorda OM, incontra Pellisse in aliri (re prnti P, Q R, De M
&a poresonn condnrye tre normali all’allisse in altsi tse punti My, Ma, M3, Essendo

P, QR M, Ma, My I proiezioni di P, Q, B, My, My, My sull’asse m aggiore,

dimosérvare che
MMy X MM’y X Ma My epslan e
PPFXQQXER o

e che i triangoli PQR ed M;MoMa hanno do stesso baricentro.

[.-N., Hagisiex,
Risoluzione del prnf. A. L. Csada di Mramarosszigel (Ungheria).

Sieno u, v le coordinate carlesiane del punto M dell'ellisse dafa:

- 2
S+%—1=0. (1)

L'aquaziona del circolo che ha per diameiro la cordn OM &

=y —ux— oy =0. (2)

Eliminando y oppurs = dall'equazioni (1) e (2), si oitiene rispeltivamente
Apat 4 Aa® 4 Agx® + Mgz + Ay =) (3)
Boy* + Biy® + Bey® + Baw + By =0 (4)

}
.F
|

- ‘__,,_5_1&!.____ . . M
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dove
.&u = [ﬂ‘ — b‘}’, BLI = {ﬂ'i = bt}i
A, = —2a%(a®— b?) u; By = 2b* (a® — %) v,

_EL — gt I:!'l-“— ll‘!'}.= a‘bipl,
La # o la v sono rispetitvamente radici dell’equazione (3) e delle (4), quindi,
indicando le altra vadici con x, z, z , 8l ha

’ A 2n®
o M A: i

da cni si ricava che, la =z, coordinata del baricentro del trianzolo PQR, e

r A4+ u oAl 4~ b*
™= 3 3 "a®— bt

Analogamente si puo ottenere dall’equazione (4) la y, coordinata del baricentro
del triangolo PQR; si ha

e A
= 8 8 at —b%
Dalla (4) s1 ha
LT a*dh®

neR I=IZE__IIIF-—.':&’}W
dongne s
Sy = PP X QQ' X RR = [gﬂ"_ i (a)

I squazione
g’y (it — 2) — bz (v —y) =0 (D)

esprime che la normale nel punto z, y deli’allisse passa per il punto M.
Elimninando y, o x, dall’equazioni (5) & (1) s otiengono due equazionl bigua-
dratiche con questi coefficienti:

Ao = (a® — b%), By = (a? — b%)°
Ay = — 2a® (a® —B%) . 905 By =2 (a* — b%) 0%,
}i; = — b%?,

Bssenilo @ = u, y = v rizpottivamenta radici di queste syunzioni, 81 pud di-
mostrare in modo simile al precedento che la coordinate dal baricentro del trian

gﬂ']ﬂ M; M-;M.ﬂ s0N0

c w a4+ B
n — 3 H.': — b'! Ly
. WY
‘]h — EII HE — bE — yhl
ed
— ; h*
vy = M|M; % MM’y 3 MMz = [“g_bg]g'u' (0)
» /
Dividendo 1'equazione (b) per la {e), si hao
MMy 5 MMy XK Ma My b
PP ¢ QU < BR' —— costants. (q. e d.)

—— - —
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QUISTIONI PROPOSTE

776. Il Inogo dei punti tali che la somma delle sesie potenze delle
distanze dai quattro vertici di un quadrato sia costante, si eompone
di fre circoli, due dei quali sono sempre imaginari. Trovare la con-
dizione perche il terzo circolo sia reale. E. N. Barisign.

771. Sopra una gualsiasi retta passante pel centro O di un eerchio
dato, si prendano due punti C ed F equidistanti da O; per uno di
essi passa nna corda varinbile AB, Determinare la posizione di AB
alloreh® la somma dei lati del triangolo ABC & massima.

A. ANDRL

BIBLIOGRATFIA

AxvRE. — Des notations mathématiques. Enumeration, choix et usage.
Paris, Gautier-Villars, 1909.

“In ogni seritto moderno salle matemaliche, ogni pagina, per cosi dire,
aslrazion faita dalle figure e altre illustvazioni necesaarie, ci presenta seribbure
di due specie: da una parte un lesto del fulto nnalogo s un Llesto letterario: dal-
I'altra, un insieme di lettere, di ecifre, di segut, di simboli, cioé un insieme di
carableri idrografici speciali, Lr prima di queste parli potrebbe chiamarsi il di-
scorso, in seconda si chiama nwfinm-iumante Valgoritme dells guistions, | vari
elementi costituenti questo algoritmo nei distinguiamo colla loenzions generale
di nefazioni matematiche .

* Come Vindicn il suo titolo, quest'opera & consacrata allo stadio di quests
notazienl. Questo studio, in cid simils all'algebra, & ad un tempo una scienza ed
un arte: una scienza, poiché essa ci fa conoseere le nolazioni usate, I lore forma,
il loro significato, ln loro origine, la loro storia; un’arte, poichd essa ¢i da delle
rogole sicure per bauw scegliere e hene impiegarle ,.

Con queste parole I'A. imizia il sno libro o we delinea gl'intenti e lo SCOPO,
A prima vista si vastn meravigliati che un trle argomento possa dare origine ad
un volume di 500 pagine diviso in 1166 paragrafi; ma scorrendo il libro o vedendo
come nel libro in parola sinn minutamente esposti e distinti tutti i varl segni mate-
malici, cominciando dalle cifre per serivere | numeri, dai segni di vperszioni fno
al segni particolari alls geometria pians, alls geometrin analitica, glle matema-
tiche applicate ecc., la meraviglin sfnrisun.

L'epers, vum'® detto nel titolo, si divide in tre pAril: la prima & per cosi dive
I"inventario dettagliato di quasi tutti i segui in wso: nella seconds sono stabilite
delle norma per riconoscere se verti segui sono o no bepe scalli. & discuesi mi-
untamente guel casi nel quali uno stesso ente pud essere vappresentato con segni;
la terza stabilisce le worma per fare buon ugo dei sezni nns volia scelti

Troviamn strano che in un'opera di questo genors non siane stali allallo cousi-
derati i segni nuovi adoitati per la logica matematica dal Praxo e dai suoi diseepoli.

K.
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Boixo. — Neue Tafel der Viertelquadrate aller natiirlichen Zalhlen von
1 bis 20000 zur Bildung aller michlichen Produkte in Bereiche
1 X 1 bis 10000 X 10000. Speidel, Ziirich, 1910.

Esistono gii molle tavoele (eominciando dalla Tabula tetragonica dell’astro-
nomo Magini pnbblicala nel 1592) che danno | quadrati dei pumeri natorall o
moglio la quarts parti dei medesimi. Per mozzo delln identiia

eb= % {la + ) — [a — b7
si pnd trovave il prodotto di dne numeri fscendo dells sempliei somme e soilve-
zioni con unn rapidith gquasi uguale a quella che s1 puo oltenere facendo uso delle
tavole logaribmiche.

Le tavols dell'ing. Beaso si distingnono dalle allre per una mgegnosn dispo-
siziona specinle che gli ba permesse di condsnspre o 20 pagine, stampale con
carabteri nitidissimi e abbnstanza grossi i quarti dei quadrali dey numeri da 1 w
90000. Esso sono precedute da una intreduzione nella guale son date aleune no-
tizie storiche sull'argomento, ad esposte le regole par I'uso delle tavole slesse.

K.

Fapry. — Problémes et exercices des mathématiques géndrales. Pans,
Hermaun, 1910. — L. 10.

il prof. Fasry dell’ Cniversita di Montpelliar ha raecolto in wn bel volume di
oltre 40D pagine 730 problemi di matemaliche generali, e piit precisaments 236 di
algebra, 241 di geometria analitics, 173 di caleole, 90 di mecenniea,

(t1; enanciati sono raceolli nelln prima parte del volome, @ sono futli sceltl
s ordinatt razionalmente, in modo che il lettore vi trovi applicazioni per tutte lo
varie parti della matematics. Le riscluzioni, raccolts pella secondn pavte del vo-
lnme sono chiare e semplicl,

1] libro riaseirs indubbinmente prazioso per Lutti guel giovaul studsnt) che
desiderano mequistare 1'abitudine a riselvere problemi, sbitudine indispensabile
per penetrar bene nello spirito delle teoris matemntiche e vendere simpatico ad
atirnente lo studio delle medesinie. E.

GamsioLr. — Aritmetica elementare per le senole medie inferiori con
DUMErosi esercizl di calcolo orale e seritio. 2° edizione. Roma, So-
cieth editrice * Dante Alighieri ..

L'insegnamente dell'aritmetiea secondo il lesto e le istruzioni degli atbunli
programmi delle mostre scuole deve gradatamenie passare, dalln scuols elemen-
tare alla media superiore, da una esposizione prefitamoute empirica @ aperimaon-
tale ad una esposizione pnramenle razionale,

{(Juesto passaggio. d'altvonde, dovrebbe esser fatto di soccessive gradazionl,
mentre nella seuoln elementars |'insegnamenty von pud in altun modo, senza
tradire il sno fine, emanciparsi anche in minima parte da un contannto sensihile,

E dungune la scuola media inferiors che deve praparars o renders possibile il gran
salto. 1l compilo dell'insegnante di matemabica di questa seuols @ percid estremn-
mente delicato e difficile: la sua opera esige da lnl pazienzs, sapienza @ prudenzi.

Bgli deve, senza mai sbbandonare In sicora guida d4i an coulenuio obbietiivo,
fissare, vibndire ed estendere lo cognizioni dell’sluano e per via di confronti e di
gvarinte ssemplificazioni condurlo prima a concepire | visulinti indipendenlements
dai fatti da cui sono stati dedetti e poi finalments intravedera la possibihia
ad n sentire il bisogno di procedimenti gemorali di dimostrazione e guasi a €o-
gtruire queste da s¢ siesse gei cusl pin semplicl,

Un primo passo decisive vella difficile vis & Ia scelta del libro di testo.

L'aritmetica elementare per le scuole medie inferiori del chiarissimo collega
prof. Gambioli & informata al criferi precsdentemants asposti, ed & vpera di lunga
meditazione, di lunga eod oculata esperienza,

La forma ssmplica & chiava della esposizione in un lingnaggio teenicsmenke
rigoroso, i moltissimi esercizi supientemente disposti in ordine di dificolta, ren-
dono queste libro perfettamente adegunio al suo fine.

M. Deyn Grumce.
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Marrimi-Zucoaant. — Avitmetica pratice e wozioni di Geometria,
Ginnasio inferiore, vol. I, per la 1* classe. Livorno, Giusti, 1910.

Come per lé Scunole Complemenlari e Tecniche, cost pei Ginnasi, da qualche
tempo & invalso I'uso di dividers il tesco di Matemalics in tanti volumi quanti
sono gli anni di corso, comprendendo in oguuno di essi totto il programma della

classe cul sono deslinati. . .
L’A., note per molte nltre pubblieazioni scolastiche, ha pur voluio seguire

questa wia nei due volumi testd useili: 'nne ad uso della 1™ classe del Gine
nasio Infaviore; V'albve, delia 1* classe del Ginnasio anpeviove, Mi ocoupo in-
tanto del primo, premetiendo che otfimo mi appare il eriterio genernle seguito in
questn forma a1 tralinzione: dare, ciok, unith di eviloppo & di metodo alle varie
part) della disciplius affidals ad uno stesso insegnonte.

Le norme gemerali che soun stale di guida all'A. nel compilare il volametto
sono queste: ridnere il futto alla massima semplicith, evitanido ozni disquisizione
teorica o 1 btroppo lunghi ragionamenti;: dave definizioni tali che corrispondano
perfetiuments a quelle che si danne poi nella trallazione razionale che si fa nel
{Ginnasio saperiore. K senzn dubbio sono enlvambi lodavoli.

Ma veniamo a considerare brevemenie il contenuto del libro, cominciando dal-
Iaritmetice. Lz parte piia difficila nelle aribmetiche pratiche é sempre, secondo me,
I"inizio , ciod I'itraduzione del conestto di numero in forma iutnitiva, perche si
deve nel tempo stesso evilare ogni ervere di esposizione, e non & Ieeile. 1A, so
Ia cava brevemente e mbbastanzs bene; passa quindi alla numerazione, alle ope-
vazioni sui numeri interi, alla divisibilith, ai numeri primi, allg ricerca del m. e. d
e del m.oe,m. di doe o piit numeri,

L'espnsizione & chiara e samplice a I'A., senza farve riferimente nlle nozioni
che gli alunni devono gia avere acquistate nelle Senole Elementari, cioé senza
Insciar lacune pella trattazione come [anno alcuni autori, di esse nozioni si serve
per dare alls tralfazione wua forma spiglista ed armonica.

Qua a I ho pero vofate aleune forme non chiare o leggermente errate e qnalehe
liave Iacuna che non folgono peraltro pregio al libro e che forse pud sembrar
pedanteria rilevare, Por, per dirne alouna, osservo che, ad es, il primo capitolo
@ intitolpto nuwmerd natnrali e poi uel capitolo stesso non @ detto che questa de-
nominazions ﬂqnivnlﬂ a qnella di aumeri anteri.

A pag. 21 trove: La semma di pik nwmeri now enmbia, se i permula in un
modo quolungue Usrdine dei termini. Ova pare a me che 'ordine non si rermubi,
ma si permutino gli addendi. Osservazione rnalogn ai potrabbe fare n pag. 43 per
Ia proprietia eommutativa del prodotto di pia fallori.

Anche la pacte geomelrica & coudotta con sobrieta o precizione. 1 concetii fon-
damentali di spazio, superficie, linez, punto sono introdetti in forma intaitiva, con
chiarezza e brevita, evitando le grossolaniti in eui cadonn molli autori. L'angolo
& bena inlrodotto come parte di un fascio di ragel, definendo il faseio come "in-
sieme di tulti i raggi di un piano che hanno per estremo comune un punto del
piano stesso. Trovoe perd salle linee curve (pag. 1:0) una proposizione che andrebbe
proprio corvelbia : Une linen si dice curva 36 tre guadwngus dei suoi puatl non s6no
in linea retla.... Queste imperfezioni, ed allve che s polrebbero notare, non tolgono
del resto valore alenno al libro nel quale si trova inoltre an'eccellente racecolia
d1 eserecizi proposti.

Uol desiderio di veders presto compinta I'opera coi volumeili per 1z 2% e per
la §* classe, non posse che -angirarls largs diffasions, L. Tenca.

Mawrinr-Zuooaent. — Aritmetica razionale ed elementi di geometria
¢uclidea, pel Ginnasio superiore, vol. I, per la 4® classe. Livorno,

Giusti, 1910,

. La norma generale seguita dall'A. nelln compilazione di questo likro 2 quella
di ridurre tanto Varitmetica quante la geomolria razionale gl Pure pecessario, con-
- servando le siesse definizioni drte nel corse di aritmetion e di geometria iea
per il Uinnasio infeviors, in modo che 1'insegnamento yazionale si trovi in per-
fetto accordo con quello pratico e l'uno serva di compimento all’altro.

Premesse alouno brevi nozioni di logien, I'A. passa alla considerazione dei

gruppi di oggetii ed al confronto della lore pluralith; quindi all’ introduzione dei
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pumeri naturali e alla teovia delle varie operazioni avitmetiche ; da nltimo tratta
dalla divisibilits, del m, c. di; del m, c. m. & dei mumeri primi. A me non & sem-
brato di trovare forme nuove di esposizione e di trattnzions: ma ad ogui modo
I'A. rivela grande abilita didattica, e, se non si attiene sempre ad una forma rigoro-
samenie scientifica, riesce pero sempys ad essere facilmente compreso dagly alnuni,
| Per la parte geometrica I'A, dice di avere preferito il metodo di Hilbert a qnelli
di Paseh e di Veyonese perchd erede sz presti meglio nella scwola, soddisfacendo per-
fetteonante al vigore seientifico, poiche con exso, riella trallozione dei fordomenti delln
geomelria @ egcluso nel modo piv assoluts pgni concetto di morvimento el e toito di
wezsn § sistemn non scientifico e non didattico della suevapposizione delle figure.
Nella sua sceitn & conforfate dall’spinione di molla eolleghi, come, ad essmpio, da
Alfredo Guardueei di Prato che ne tvatth nel sup articolo “ Della conseguenza o
dal movimento , nei Collecfanea dell' Bnriques. Aveebbe ad ogni modo fatto bene
a specificare meglio le ragioni delle sua preferenza perche quells win Iui addotie
valgono egnalments per ) tre metodi, Al metodo scello I'A. i & mantennto fedele
nella ben eondotte teattazione. Bi notano perd alouns feggiere mende [a guall ben
si comprende vome sieno potnts sfuggive 1o ona prima edizione. Piattosto mi &
gembrato che qualche parte di postalate sin eccessiva.

1] sovrubbondare dei postulali non toglie cortamente rigore alla trattazione ed
& ansi buona morma il farlo slcune velte per evitare lunghs & pesanti dimostra-
zioni 61 propristh che gih per se sfesse si appalesano evidenti sll'intulzione ma-
gamatica degli alumni; ma mi & sembrato che qualclie postulate abbia gni proprio
parti delle gquali si poteva fare a meno.

Ad ogni mada il libro & buono e'non possiamo che augurarci di vederlo presto

compinto,
L. Trxca.

- .4
SULLA BARA DEL PROF. ALFREDO CAPELLI®

A voi giovani, che qui circondate eommossi con le lagrme negli
occhi In spoglia esanime o disfatta dell'vomo, che avele ascoltato
riverenti fino a poche ore prima dells sua fine immatura, io che fino
a 5 anni fa sono stato, per 13 anni, suo aifezionato condiutore, vicor-
derd fugacemente la brillante carviers di Jui, e del suo ingegno la
messe degli allori mietufa nella cosi breve son vita.

Egli & nato nel 1855 a Milano il 5 agosto, onde non aveva com-
pinto il sno 55° anno. Lauwreatosi pel 1877 a Roma, poi nominato as-
sistente a Pavia, poi inviato per perfezionamento all’estero, & nomi-
nato per concorso professore straordinario di Algebra Complemenlars
a Palermo nel 1881, egli aveva 28 anni appena di carriera profes-
sionale: dei quali 23 aoni Li ha esercitati & Napoli, ove egli venne
nel 1886 per concorso nominato ordinario di quella eattedra che ha
fino all’altro ievi coperta con tanto lustro, insegnando inoltre dal 1894
Analisi superiore, @ negli ultimi tre anni Matematiche superiori.

B tutti questi ammi egli li ha spesi passundo dal tavolo del suo
studio alla cattedra, e dalluscattedra n casa, per la linea pili breve,
camminando sempre assorto nei suoi pensieri, non guardando la gente

(1} Stava ik per pubblicarst [1 prosanta fascieoln, quando col pii vive dispiacera abbinmo apprasa
In notizia che I'Hlinstre prof. Alfredo Capelll deila B. Universitd di Napoll & morto il 28 Gemaio alls
ore 2 ant. per un attneco 41 angina pectorie. Volondo pubblicars lu frella un sonne necrologice Aia
pur breve dell’llustre wstinto, ne abbiamo progato Il prof. ¥, Axonzo-di Stona delle Matomatiohe
di quella Tniversitd, ed egll cortsspmenta ¢l ha inviats Je sugoenti parols leite da lui sulln bara
doli‘nomo i ent & rimpiange dx tuitd s pesdila imumabara, (N, o IL)
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che gli pussava d'aceanto, quasi non volesse dure oceasione ai S0g-
gettl delle sue ricerche di sfuggire alla tanaglia del suo forte pensiero.

E di guesto pensiero egli ha incise orme incancellabili nella Scienza
e nell’ Insegnamento. o

Lin sun opeva magistrale Tstituzioni di analisi algebrica, di eui aveva
appena Llerminato di correggere lu 4% edizione, mostea, & chi eonosce il
piccolo volume di lezioni litegrafate che nsava nel 1887, quali cure egli
aveva pel suo corso di lezioul, e come egli lo abbia condutlo allu sua
albuale grandiosita attraverso a progressivi ampliamenti e perfezioni.

lia memorie sne scienfifiche su soggetdi svarinii: Infegrazione
delle equazioni alle derivate parziali oi Laplace, Potenze fuattoviali,
Operazioni polari, Operazioni invariantive fra due o pite serie i ve-
viabila, Funzioni abeliane, Risolubilitd e riduttibilita delle eQUaZIONI
algebriche, (Fenest combinatoria dell’ writmetion, Determinanti, Gruppi di
sostiluziond, Irrazionali algebrici, ece.. inseriti per In maggior parge
negit Atti e rendiconti dell’ Aee. delle Scienze di Napoli, nei Rendiconti
dell’ dee. dei Lincei e nel Giornale di matematiche o negli Atti de1 Con-
gressi matemalicl a cui assiduamente parlecipava, mostrano quanto
egli abbin contribuito al progresso daﬁ’lu bruncn della Scienzn che
aveve prescello per oggetto dei suoi studi.

Due volte, nel 1882 ¢ nel 1897, la Societd italiona delle seienze, dell
dei 40, decvebava a lui ln medaglia d'oro per la imporianza dells su
produzione scientifiea.

Iiglh ha rivolte le sue cuve affettuose a due altre istitnzioni: al
Giornale di Matematiche, che si pubblica a Napoli, di cui ezll assunse
la direzione nel 189, intestandolo Giornale di Baltaglini 1n onore del
siuo fondatore e riconducendolo nunovamente a vita vigoghosa e pro-
ficna ai giovanm seienziaii: ed il Seminario Matematico, che pub ben
divsi la pint prediletta delle sne opeve, e pel quale ha da parecchi
anni spese cure paterne per erearlo, farlo approvare dalla Facolti
e dal Consiglio superiore, ¢ per dargli pratica esecuzione e quella
degna sede che tuthi vor polete constatare.

Ghoved] ultimo, nella sedula di Facolta, egli tenne un lungo af-
fottuose discorso sul suo Seminario malematico, riepilogando tutte
le difficolta abtraverso eui era passalo, gli ostacoli che si evan dovuli
superare per atitvarlo, e raccomandava, quasi fucesss la sna dichia-
razivne testamentaria, di non allentare alla costitnzione datagli,
perché: vedeva i guello il mezzo pin adalbo pev spronnve i giovam
allo_studio ed alle ricerche e renderli degni della lauren eni aspirino,

E da otfo anni che egli & stato marito e padre affetbooso e lascia
un amore di bambina ed una donna adorata.

K noi, cari giovani, partecipinmo al pianto di quest: doe esseri incon-
solabili, che vedono d'nn tratto disteutio il lore dolee nido, & onoviamo
Il grande nomo col prosegnive le sue orme seientifiche e far fruttifi-
cave le robuste piante da Tni fatte crescere nel giardino della Scienza.

Addio, Alfredo Capelli, te fortunato che non muori nella Scienza,
la tua spoglia si scompone e ritorna nella vita sotto altva forma, ma
il fuo pensiero matematico & con noi o vivra in elerno; e ad esso 1o
riverente m’inchino.

GITLIo Lazzerl — Diveltore-responsabile
Finito i stasupare U 11 Febbralo 1910




STUDIO SULLO SYILUPPO DEI METODI GEOMETRICI

{Cantivennebeine ¢ fine, v. Fascizele precedesiel

Xl

Fra gli inventori che hanno contribuito alle svilnppo della Geo-
metria mfinitesimaole, Sophns Lie si distingue per molte enpitnli seo-
perte chie lo pongono in prima linea. Egh nen ern di coloro che
lasciano scorgere fino dall'infanzia le atfitudini piia ecaratierstiche e,
al momento di lasciare " Umversith d1 Cristiania nel 1865, esitava
ancors bra la Filologia e le Matematiche. Furono 1 lavoeri di Pliicker
che gli deltero per la prima volta piena coscienza della sna vera vo-
eazione. Pubblicd nel 1869 un primo lavoro sull’ interpretuzione degli
tmaginari in Geomelria e, dal 1870, fn in possesso delle idee diret-
triei di futba la sua carrieva,

Ebbi & quell’epoea il piacere di vederlo spesso, d'intratlenermi con
lui a Parigi, ove era venuto eol sno amico F, Klein, Un corso del signor
Sylow seguito dn Lie gli aveva rivelata tutta 1" importanza della teorin
delle sostituzioni; 1 due amici studiavano quella teoria nel grande Trat-
tato di C, Jordan; avevano piena coscienza della parte importante che
era chiamala a rappresentare in tanti rami delle Scienze matematiche,
eui mon era ancora stata applicata. Hanno avuto enirambi la for-
tuna di contribuive coi lore lavori ad imprimerve agli shbudi matemm-
tier 1'indirizzo che era loro sembrato migliore.

Nel 1870 Sophus Lie presentava all'Accndemia delle Scienze di
Parigi nna scoperta junferessantissima, Non vi & nienfe che somigli
meno ad una sfera che una linea retla, eppure Lie aveva imaginato
una singolare h-usfnrmnm;nna che faceva corrispondere nna sfera ad
upa relia e permetteva, quindi, di collegarve ogm proposizione rela-
tiva a rette ad una proposizione relativa a sfere e viceversa. In guesto
metodo di trasformazione éosi curioso, ogni proprieli relutiva alle
linee di eurvatura d'una superficie fornisee una proposizione relaliva
alle linee asintotiche della superficie fwrasformata, Il nome di Lie re-
sterii unilo a queste relazioni si nascosle che collegano una all’altra
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la linea retia e la sfera, questi due elementi essenziali e fondamen-
tali della ricerea geometrica. Le ha sviluppate in una Memoria piene
d'idee nuove, che compurve nel 1872

I lavori che fecero seguito a questo brillante esordive di Lie coun-
fermarono pienamente le speranze ch’egli aveva suscilate. Il concetto
di Pliicker relativo nlla gemerazione dello spazio con linee rette, con
curve e superficie arbilrarinmente scelte, apre alla teoria delle forme
algebriche un cumpo che non & ancora stato esplorato, che Clebsch
ha appena cominciato a riconoscere e delimitare. Ma, dal lato della
Geometria infinitesimale, questo concetio & stato messo pienamente in
valore da Sophus Lie. 1] grande geometra norvegiano ha saputo prima
trovarvi la nozione delle congrnenze e dei complessi delle curve, eppol
quella delle trasformazioni di contatto di enl aveva Lrovato, pel caso
del piano, il primo gerwe in Placker. Lo studio di queste trasforma-
zioni I'ha condotto a perfezionare, contemporaneamente al sig. Mayer,
i matodi d’integrazione che Jacobl aveva istitnili per le equazioni alle
derivate parziali de] prim’ordine; ma getta specialmente fulgida luce
sulle parti pin difficill e piu oscuve delle feorie velative alle equa-
zioni alle derivate parziali d ordine superiore. Hissa ha permesso,
specialmente a Lie, d"indicare tubli i easi ne’ quali il metodo delle
carvaiteristiche di Monge & pienamente applicabile alle eguazioni del
second’ordine e due variabili indipendenti.

(fontinuando lo studio di queste trasformazioni speciali, Lie fu por-
tato & cosbruire progressivamente la sua magistrale feoria del gruppl
continui di trasformazioni ed a mefblere in evidenza la parie si 1n-
portante che la nozione di gruppo ha in Geometria. Tra gli elementi
essenziali delle sue ricerche, conviene segnalare le trasformazioni in-
finitesimali la eni ides spefta esclusivamente a lul.

Tre grandi Opere pubblicate sotfo la sua direzione da valenhi e
devoti eollnboratori contengono la purle essenziale de’ suoi lavori e
le loro applicazioni «lla teoria dell integrazione, a quella delle uniia
complesse ed alla Geomeiria non euclidea.

XIV.

Hecomi giunto per vin indiretta a quella Geometria non encliden,
lo studio della quale occupa nelle ricerche dei geometri un posto che
acmenta ogni giorno. Se fossi il solo ad intrattenervi di Geomebria,
proverei piacere nel ricordarvi tutlo guanto & slato falto su questo
urgomenlo da Euclide, od almeno da Legendre in poi, sino ai giorni
nostri. Considerata successivamente dai maggiori geomeltri del secolo
gcorso, 1a quistione si & progressivamente estesa. 1 stata aperta col
celebre postulatum velativo alle parallele; viene chiusa eoll’ insieme
degli assiomi geometrici.
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Gli “ Elemenf1 , d’ Euclide, che hanno resistito all'opera di tanti
secoli, avranno almeno I'onore di provocare, prima di finire, una longa
sequela di lavori mirabilmente eollegati 1 quali contribuiranno, nel
modo piu efficace, al progresso delle Matematiche, mentre forniranno
ai filosofi 1 punti di partenza 1 pih esatli ed i pif solidi per lo studio
dell’origine e delia formazione delle nostre cognizioni. Sono anticipa-
tamente sicuro che il mio distinto collaboratore non dimentichera,
tra 1 problemi deli'epoca attuale, questo, che & forse il piu impor-
tante, e di cul s1 & oceupato con tanto snecesso, ¢ lascio a lui la cura
di svolgerlo con tubta 'amprezza ehe eerto merita.

Ho parlato degli elementi della Geometria. Essi hanno ricevuto
i questi ultimi cent'anni accrescimenti che non bisogna dimenticare.
La teoria dei poliedri si & anmentala delle belle seoperte di Poinsot
sni poliedri stellati e di quelle di Mébins sopra i poliedri ad una sola
facein. [ metodi di trasformazione hanno estesa I'esposizione. Si pub
oggi dive che il primo Libro coniiene la teoria della traslazione e
della simmetria, ¢he 1l secondo equivale alla teoria della rotazione
e dello spostamento, che il terzo & fondato sull’'omotetia o 1'inver-
sione,

Ma bisogna pur riconoscere che & per merita dell’Analisi che gli
“ Ilementi . si seno arricehitl delle piti belle proposizioni. Dobbiamo
wlle pii alta Analisi I'iserizione de’ poligoni regolari di 17 lati e dei
poligoni analoghi. A lei dobbiamo le disenssioni tante lungamente
cercate dell’impossibilita della quadratura del eireolo, dell’impossi-
bilita di certe costrnzioni geometriche, mediante la riga sd il com-
passo. A lel dobbiamo finalmente le prime dimostrazioni rigorose
delle proprieta di massimo e minimo della sfera. Spetterd alla Geo-
metria d'intervenire su questo terreno ove 'Analisi I'ha preceduta.

Quali saranno gli elementi della Geometria durante il secolo testd
principiato? Vi saré un solo libro elemeniare di Geometria? Sark forse
FAmerien, colle sue scuole sciolfe da ogni programma e da ogni
tradizione, che e¢i dara le migliori soluziom di questa importante e
difficile gquistione. V. Staudt & slalo qualche volia detto I Buelide
del XIX secolo; preferirei dirlo I'Euclide della Geomelria proietiica:
mu queska Geomelria, per interessante che possa essere, & chiamata
a fornire 'mnica base dei fuburi elementi?

iy XV

 giunto il momento di terminare guesta troppe lunga esposizione
e vi sono peraltro innumerevoli ricerche interessanti che sono stato
per cos1 dire costretto a brascurare, Avrei voluto inbrattenervi su
quelle Geometrie ad un numere gualungue di dimensioni la cui no-
zione risale ai primi tempi dell’Algebra, ma il cui studio sistematico
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non e stafo principiato che 60 anni or sono da Cayley e da Cauvchy.
Tale genere di vicerche ha trovato favore nel vosiro prese, & non ho
bisogno di ricordare che il nostro illustre presidenle, dopo essersi mo-
strato degne continuatore di Laplace e di Le. Verrier, in uno spazio
ch’egli con noi considera come dotato di 3 dimensioni, non ha sde-
gnato pubblicave nell’ American Jowrnal, considerazioni di vivo inte-
resse sulle geometrie ad n dimension. Una sola obiezione poteva esser
fatta agli studi di fal genere ed era gia stata formulata da Poisson:
I'assenza di ogni base reale, di vgni substratum che permeita di pre-
sentave, solto aspelli visibili ed in cerfo wodo palpabili, i resultati
ottenuti. L'estensione dei metodi della Geomeiria deserittiva, e spe-
cialmente I'nso dei concelti di Pliicher sopra la generazione dello
- spazio, confribuiranno a togliere molto del suo valore a tale obie-
Z1018, |

Avrei volufo parvlarvi anche del metodo delle equipollenze, di cuni
troviamo il germe nelle opere postume di Gauss, dei quaternioni di
Hamilton, de” metodi di Grassmann ¢ in genernle dei sistemi d'nniti
complesse, dell’ Analysis situs, cost intimamente collegata alla teorin
delle funzioni, della Geometria, detta cinematica, della feoria degli
abbachi, della Geometrografia, delle applicazioni della Geometria alla
Filosofin natorale od alle Arti. Ma temerei, estendendomi oltre mi-
sura, che gqualche analista, come ce pe souo un tempo stati, non ac-
cusasse la Geometria di voler tutfo accaparrare.

‘La mia ammirazione per I'Analisi, divenuta ai nostri tempi si fe-
conda e si polente, non mi permeiterebbe di concepire tal pensiero.
Ma, se qualche rimprovero di tal genere potesse venire oggi formu-
lato, non alln Geometria, ma all’Analisi converrebbe, eredo, rivol-
gevlo, Il cerchio in emi gli studi matematici sembravano stretii sul
principio del XIX secolo & stafo spezzato da ogni lato. Gli antichi
problemi ci si presentano sotto nuova forma, dei nuovi se ne pen-
gono, il cai studio occupa legioni di lavoratori. Il numero di coloro che
coltivano la Geomelria pura & divenuto straordinariamente ristretto.
Bsiste in @0 un pericolo contro eni & necessario premunirsi. Non
dimentichiamo che, se 1"Analisi ha acquisiate mezzi d'investigazione
EhE le mancavanro pl‘im.ﬂ., essa 1 deve principﬂlmﬂutﬁ a1 concetli
infrodotli dai Geometri. Non bisognn che la Geometria resbi in certo
qual modo sepolta softfn il proprio trionfo. B alla sua scuola che
abbiamo appreso, & che i nostri posteri impareranno, o non fidarsi
mai ciecamente dei metodi troppo gonernli, a considerare Je que-
stioni in loro stesse ed a trovare, nelle condizioni speciali ad ogni
problema sia una via diretta verso una soluzione lucile, sia il mezzo
d'applicare in modo appropriato i procediment genevali che ogni
selenza deve riunive. Come dies Chasles in prineipio dell’ Apergn hi-
storigue: " Le dotbrine della Geomefria pura offrono spesso, ed in
molte guestioni, quella via semplice e naturale che, penetrando sino
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all'ovigine delle verifa, mette a nudo la misteriosa catena ehe 1e unisce
tra di loro e le fa conoscere individualmente nel modo piit ehiaro e
ptt completo .. '
Coltivianmo quindi lan Geometria, che ba i snoi propri vantaggi,
senzf volere, su tutti 1 punti, nguagharla alla sua rivale. Del resto,
se fossimo tentati di trascorarla, essa non tarderebbe a trovare nelle
applicazioni delle Maiemntiche, come ha gia faito una prima volta,
i modi per rinascere e svilnpparsi di nuoveo. E simile al gigante Anteo

che racquistava le forze toceando terra. .
G. Darsovux.

QUOZIENTI E RADICI DI POLINOMI

(Contribnto nl caleolo letierale)

l. Le regole comunemenie usate per caleolare il quoziente di due
polinomi e la radice »* di un polinomio, possono recare imbarazzo,
specialmente ai novizi, quando la lettera ordinalrice ha per coeffi-
cienti delle espressioni letterali polinomie. Ci proponiamo di trovare
Altre regole che non presentine gquesto inconveniente,

2. Dermxizione. — Consideriemo due monomi interi ridotti e dis-
simili, Se in uno dei monomi, o in eiascuno di essi, non si trovano tutts
le lettere contenute nell’altro, introdociamovi le lettere mancanti eol-
I"'esponente zero, per modo che i dre monomi vengano a contenere le
medesime lettere; o, fissato a pincimento per le lettere un ordine di
suceassione, per os. l'ordine alfabetico, disponiamole nei monomi =e-
condo l'ordine stabilito. Tatte gueste operazioni i monomi siano

M=Kau:b¢r.,., o M=Ka"p¥e, ..

Confrontiamo ora gh esponenti 2z e &, poi § e [, poi y e v/, o
cosl via fino a incontrare due esponenti corrispondenti X e A’ che
siano diversi tra loro; cid che dovrd necessariamente nceadere per
la supposta dissimiglianza dei monomi dati. Allora se X > )’ diremo
che M € superiore & M' e che M' & inferiore o M; o, viceversa, se
A< diremo M inferiore a W e superiore a M. |

(Cosl, dati 1 monomi

M=5a%%"* e M =d"a'l’,
se I'ordine di successione che si fissa per la lettere & quello alfabe-
lico, scrivendo

M=>5a'b""d"®, M = a*b*’d'ef",
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s1 riconosce che Ia prima letiera che ha esponente diverso nei dne
monomi & ¢, e che questa leftera ha in M’ un esponente maggiore,
Diremo pertanto che M’ & Baperiore a M, oppure che M & inferiore
B M. Se invece si consideranc le lottere nell’ordine adf..., sl trova M
superiore a M'; dunque la relazione di superiorith tra due monomi
& dipendente dall'ordine d; successione fissato per le lebtere che essi
contengono,

In cid che segue, quando dovremo considerare pit di due monomi,
supporremo sempre che la superiorith si rifariscs & uno stesso ordipe
di successione delle letlore dei medesimi,

3. Trorewa. — Dati tre monomi M, M, M”, se &

M Sup. a M £ M’ Sup. a MH!

3ara pure !
M sup. a M,

DinostRazioNE, — Siano

RS T G esponenti di M

A S G . M

SO (o TE - M";
esia l, X, 1" Ia prima terna di esponenti corrispondenti non tutti egnali
tra loro.

Avremo
A=) o A=A,

con almeno una disuguaglianza: e percid in ogni easo X > )", D’altra
parte tugti gli esponenti di M che precedono A sono ugnali ai copri-
spondenti di M” che precedono 1”; dunque M 3 superiore a M".
4. TroreMA. — Dati i monomi M, M", M”, se 2
M sup. a M,
MM"” sup. a M'M".
Dixosrrazione. — Se

3ara pure

2,B,.:.2 ... sono gli esponenti di M
mrj BJ' LI }-.F L n. Mr
m,' J‘, & & ® lr,- LI | ] MJ"

A 0 B LA e I gli esponenti di MM”
@ +a, BB N - M'M”,

Poniamo ora che A 8 )’ Siano 1 primi eésponenti diversi in M e M’;
saranno allora 241" e X'+ 2" i primi esponenti diversi in MM"” &
in M'M"; ma per ipotesi & A > Ay dungue sary L R T
pereido MM” superiore a M'M”.
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9. TeoreMA. — Dati ¢ monomi M, M. M’ ¢ ¢
M sup, a M/,
. . ..M MW e
e 1 quozienti M° € Q7 Sone monomi inleri, sard pure

M M
1 ik e &

DimosTrAZIONE, — Infalfi, se fosse

M simile o inferiore n LY
amir i ar T
M M”'

sarebbe anche (n. 4)

M ' . . . s : Mt "
W M” simile o inferiore & & M”;

cloB
M simile o inferiore a M,
contvariamente all'ipotosi,

6. TeoreMa, — Dati i monomi M, M e N, N, 3¢ 2

M sup, ¢ M' ¢ N sup, a N',

sard purs
MN sup. a« M'N".

Divosteazions. — Infatti per il n. 4 si ha
MN sup. a MN e  M'N sup. a M'N';

quindi, per il n. 8,
MN sup. a M'N".

Generalizzando, si trova con facilith che

Quarnilo 2
M sup. a M'

N sup. a N’
P sup. « P’
ece.,

MNP... sup. a M'N'I"...

e anche

F in particolare
Se n & un intero positivo, ylu

Msup. a M segue  M» sup. @ M,

7. Derintzione. — Per significare che in una suecessione di mo-
nomi ciascuno dei termini & superiore (inferiove) a quello che lo pre-
cede, diremo brevemente che i monomi sono in ordine ascendente
(discendente) di superiorita,
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B. Teorkma. — Una suceessione di monowi in ordine discendente di
superiorita, e nella quale compavisée un nuwmero limitaio di lettere, non
pnb continuaie senzu fine.

‘DimosTRAZIONE. — Per le sueccessioni che contengono una lettera
sola il teorema sussiste, perché se 1l primo fermine, prescindendo
dal coefiiciente, & a”,1 soli termini che possono segnirlo sono

a1 a2 ... &} o

D'alira parte, nmmesso che il teorema valga per le suceessiom
che non contengono piit di n letlere, & facile provare ch'esso deve
valere anche per quelle che ne eontengono n 4 1. Consideriamo n-
fabhi una snecessione S con n—-1 letlere a,b,e...; e sia a I'esponente
di 4 nel primo termine, vale a dirve il massimo esponente di a in
tutta la successione, Al primo fermine di quesia polrauno seguirne
altri contenenli anch’essi la @ coll’esponente z; ma il numero dei
termini con a* non potri mai essere illimitato, perché, se cid fosse,
sopprimendo in essi il fatlore a® risulierebbe una snceessione illimi-
tata di monemi in ordine discendente di snperioviki (n. 5) e con sole n
leblere bc. . .; il ¢hie per ipofesi noun pud avvenire. Al lermini con @®
pobramo succederne altri contenenti @ con uno stesso esponente 2 << «,
poi aitri contenenti ¢ con ono stesso espounente «” <" a', & cosl via;
ma ciaseuna di quesle successiomi parziali, per la ragione anzidelta,
comprendera un numere finito di termini; e il numero dells succes-
soni stesse sarh limitato, perchd & limitata la snccessione decre-
scente % « «'.... Per conseguenza anche la S nen.potrd conlinuare
senza fine, -

9. Una suecessione di monomi in ordine ascendenkbe di superiorita
pud essere illimitata, Tale & nd es, la successione

BBty @ vy BT e sy B s garass

TeorEMA. — In una successione illimitata di monomi in ordine ascen-
dente di superiorila, ¢ che comprende wn numero linitato di lettere, pud
sempre trovarsi un fermine nel quale uno degli esponenti supera ogni
itero positive dato, arbitrariamente grande,

InyvosTRAZIONE. — Sia w | intero dato grande a piacere.

Se nella successione comparisce una sola lettera a, il teorema sus-
siste, perchd gli esponenti di questa lelltera devono formare una
successions di interi sempre crescente.

Supponiamo che il teorema abbin luogo per le suceessioni che non
comprendono pit di # lettere, e consideriamo una successione S con
#n -1 lettere ¢, 4,¢... Se in nessuno dei termini di 8 1'esponente di ¢
supera w, quesko esponente avria in S un valore massimo p < w, e
buiti 1 monomi di S da un certo punto in pei conterranno @ coll’espo-
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nente p. Soppresso il fattore ¢ in butti questi Lermini, risulfera nna
sneeessione i monomi in ordine ascendente di snpevioritd (n. 5) e
con sole n letleve be...; nella guale per ipotesi deve frovarsi un
esponente maggiore di w. Dunque questo faito si venfica pure nella
snccessione S che abbiamo considerato.

10. Trorena. — In ogni polinomio ridotio vi & un terming superiore
(inferiore) o ciascuno dei rimanenti.

DimosTrAZIONE. — Supporremo che 1l pn]mnmm dato P conlenga
solbanto quablro lettere a, b, ¢, d. Cio rendera pi semplice il ﬂ]ﬂEDIED
zsenza togliere nulla alln sun geweralifa.

Fra i termini di P troviamo quelli che contengono @ col massimo
esponente. Se un solo termine hin questa prnprmtn esso sard supe-
riove a ogni altro, termine di P; se vi sono pilt termini contenenli a
coll’esponenle massimo, raccaglmmnh in una clpsse che divemo Ia
¢lasse [1) |

Fra i termini di (1) broviamo quelli che contengono b col massimo
espunente. Se un solo termine ha questa proprieta, esso sard supe-
viore n ogni altro termine di (1), e per conseguenza a ogni altro fer-
mine di P (n. 3); se invece vi sono piu termini in (1) contenenti b
coll’'esponente massimo, raccoglinmoli in nna clugse che diremo la
elasse (2).

Pra i termini di (2) troviamo quelli ¢he contengono ¢ col massimo
esponente, Se un solo termine ha questa proprieta, esso sark snperiore
a ogni altro termine di (2), e per conseguenza & ogni altro termine
di (1) e « ogui allro termine di P (n.3). Se al conbrario vi sono pii
termini in {2) contenenti ¢ coll’esponente massimo, raccogliamoell in
uni classe che diremo la classe (3).

I termini di (3), contenendo a, b e ¢ col medesimo esponenie ed
essendo dissimili, dovranno eontenere d con esponente diverso. Vi
sara dungue in (3) un solo termine che contiene d coll'esponente
massimo; & questo termine sari soperiore a ogni &ltro termine di (3)
di (2) di (1) e di P [n. 3).

In modo anrlogoe, considerando successivamente i termini che con-
tengono «, b, ¢... coll’esponente minimo, si pud dimoslrare che vi &
in P oo termine inferiore a tutti gl altn.

|l. DeFinizioNE. — Diwemo termine superiorve (inferiore) di un po-
linomio ridofto quel termine di esso che & superiore (inferiore) a
ognuno del rimanentl.

La ricerea del termine snperiore e inferiore di nn pnllmmuu puo
farsi col processo medesimo che ¢i ha servito a dimostrarne l'esi-
stenza. Questo processo & praficamente mollo piii agevole e rapido
di quanto a primo aspelto possa pavere.
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Esexp1. — 1° Trovare il termine superiore del polinomio
ba® -+ d* — a'b’ed — 2a"cd® - 3a*b7cd” - Ta*h*d®

— %" — 4a*be® + Sa'e" — &FdN.

I termini della classe (1) sono quelli sottosegnati almeno una volia,
4 (2) . dne volte,

» (3) ’ tre volte,
il termine superiore & quello sobtosegnato quattro volte.

2%, Trovare il termine inferiore del polinomio
3a’bd — baed” +- dac® - ac* — ac’d* - 2a"hed — T,

I fermini sottosegnati almeno nna volta formano la classe (1), eioe
contengono a coll’esponente minimo; i termini sotfosegnati almenc
doe wolte formano la classe (2), ciod sono guelli di (1) che conten-
gono b coll'ssponenle minimo; il lermine sottosegnato tre volle & il
solo in (2) che contenga ¢ coll’'esponente minimo, ed & pereid 1l ter-
mine inferiore del polinomio,

12. Trorema, — La moltiplicazione di un monomio per un polinomio
di un polinomio il eui termine superiore (inferiore) & il prodotio del mo-
nomio per il termine superiore (inferiore) del polinonno dato.

La moltiplicazione di due polinomi da un polinomio il cui lerming
superiore (inferiore) & il prodotio dei loro lermini superiori (inferiort).

DimosrrazioNe, — La prima parte del teorema & una conseguenza
immediata del n. 4.

Per dimostrare la seconda parte sia

g il term. sup. e x un altro term. gualsiasi del polin. P
3' n - "'I:r - n » P‘:

allora per il n. 4 il monomio s¢’' & superiore & sz’ e n sz, e poriln. 6
lo stesso monomio & superiore a xx’; ciod s8' & snperiore a ogni albro
termine dello sviluppo di PP’ prima della riduzione dei fermini simili,
Annlogamente, se ¢ e ¢ sono i Lermini inferiori di P & P, il monomio i#
& inferiore a tutti gli altri termini dello sviluppo di PP’ prima della
riduzione dei termini simill. Bseguendo questa riduzione, 1 monomi s§
¢ £ non polranno dunque associursi con nessun nllro; e percid lo
sviluppo ridolto comprendera almeno questi dne monomi, che saranno
rispettivamente il termine superviora e I'inferiore di esso.

Questo teorema si eslende facilmente al prodotlo di nn numero
qualungue di polinomi; e come caso speciale del teorema cosi esteso
si hn che

L'n®* potenza di un polinomio (n inf. e pos.) é un polinomio che ha

.'.-',l;-l-
-
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per termine superiove (inferiore} Un® poienza del termine superiore (in-
feriove) del polinomio dato,

I8. Le cose precedenti portano a stabilire delle regole per la di-
visione dei polinomi e per estrarne la radice n* che non richiedono
I'ordinamento seenndo le potenze di una leitera. Tali regole sono ana-
loghe alle consuete, anzi coincidono con gueste quando nei polinomi
comparisce una Jettera sola: ma se i polinomi contengono pii lettere,
Je nnove regole sono da preferive, perché con esse si evitano i coeffi-
cienli letterali polinomi che possono presentarsi nell'applicazione delle
regole comuni.

(ome ora vedremo, per avere le nuove regole basta seguire la via
che conduce nlle anticlie, sostituendo al concetio di termine di pin
alto ¢ di pia basso grado quello di termine snperiore & inferiore.

4. Siano A ¢ B due polinomi ridotli, e il quoziente di A per B
sin un'espressione intera che supporremo ridofta e diremo Q.

Se Q & un monomio, segue dal n. 12 ch'esso dovra risultare tanto
dalla divisione del termine superviore di A per il superiore di B,
quanto dalla divisione dei due fermini inferiori.

Se Q & un polinomio, segue dallo stesso n. 12 che dividendo il
termine superiore (inferiore) di A per il superiore (inferiore) di B,
visnlla il termine supeviore (inferiore) di Q. Si ha modo cosi di de-
torminare intanto due termini di Q. D'altra parte, conoscendo un
termine o aleuni termini di Q, @ facile determinarne uno o due dei
nuovi. B infatti se C rappresenta 1 insieme dei termini noti e X I'in-
siema dei termini che restane a trovare, si ha

A —RC
=

1 espressione A — BC non puo essere monomia (0. 12), ed ha pereid
un teymine superiore e uno inferiore: dividendo vispettivamente questi
due termini per il termine superivre @ inferiore di B, o si otlengono
due risnltati eguali, e in tal caso eciascuno d'essi rappresenta da solo
tutta la parie incoguita X del quoziente Q: 0 si hanno due risultati
diversi, & questi souo allora dve termini di X, vale a dire due nuovi
termint del quoziente stesso.

Cosi i termini di @ possono essere successivamente determinati a
mno o anche a due par yplia, secondo che in cimscuna determinazione
si fa uso dei soli termini superiori o inferiori, o degli uni e degli
altri & un tempo.

 Diamo un esempio di divisione eseguita determinando wun solo
termine per volta mediante i fermin su periorl. Abbiamo sottosegnato
quesli termini nel dividendo, nel divisore e nei resti, perchd eid age-
vola 'operazions.

A=B(C+X), X=
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a* -+ B + ¢* — 3abe la+b+e
= — b —a'c a*—ab —ac+ F—be+¢*
b° - ¢® — Babe — n*h — a’e
+abe+a%  f-ab®
b* -+ ¢ — 2abo — a'e +ab®
~- abe - a'c —+ @e®
V¢ — abe -+ ab? -+ ac®
i —=gb” — e
¢* — abe -+ ae* — b
+ abe L et be®
o L ae —+ bet
— " — a¢’ — be®
U

I5. I da notare che quando si trova un termine di Q per mezzo
dei Lermini superiori (inferiori), vignlta sempre il termine superiors
(Inferiore) tra quelli che prime erano sconoseinti. Pereid, in qualunqoe
modo s1 facecia il caleolo di Q, o usando i soli termini superiori o i
soll mferiort, o talvolta gli um e talvolla gli altri, o contemporanea-
mente gl uni e glt altri, ece., & chiaro che i lermint di Q ottenuti
mediante 1 termini superiori sono in ordine discendente di superio-
rita; e quelli ottenuti mediante i fermini inferiori sono in ordine di
superiorita ascendente,

I6. 1 Jda osservare inoltre che il massimo (minimo) esponente che
una gunalungue delle lettere ha mel quoziente di due polinomi, & la
differenza tra i massimi (minimi) esponenli che quesla letiern ha nel
dividendo e nel divisore.

B infutti, se s1 cousidera ad &s, Ia lettern ¢, e s1 fissa 'ordine
delle lettere in modo che la ¢ preceda tutte le allre, i termini superiori
di A, B, Q conterranno ¢ coll’esponente massimo che questa lettera
ha 1 ognuna della tre espressioni; e, d'altra parte, 'esponente di e
nel termine superiore di Q sara la differenza tra gii esponenti di ¢ nei
termini svperiori di A e B (n. 12),

Dimostrazione analoga per gh esponenti minimi.

[7. Supponiamo ora che il polinomio A nwon sia divisibile per il
polinomic B, ma che il termine supericre (inferiore) di A sia divi-
sthbile per quello di B: allora il su esposto processo di divisione potri
essere iniziato e indi proseguito finch® si presentino dei resti il cuoi
termine superiore (inferiore) sia divisibile per il termine superiore
(inferiore) di B. Ma in nessun caso polrk presentarvsi un resto nullo;
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perché allora i termini soccessivamente deferminali formerebbero un
polinomio che moltiplicato per B darehbe A, contro I'ipotesi.

18. Anche’ quando il dividendo non & divisibile per il divisore,
se tl processo di divisione viene applicato usando i soli termini su-
periori, i quozienti monomi che ne visnltano sono in ordine discen-
dente di superioriti.

Per dimostrarlo basta provare che si sucecedono in tal modo 1
termini superiori del dividendo e dei resti snceessivi (n. 5). Ora,
se A rappresenta il dividendo o uno qualunque dei resti, e x @ il
quoziente del termine superiore di A pev quello del divisore B, 1
resto sucecessivoe ad A sarh A — Bz. Ma il lermnine superiove di A
coincide con quello di Bz (n. 12); quindi in A — Bxr questi dne ter-
mini si elidono, il termine superiore fra i vimasti dopo la riduzione
& necessariamenfe inferiore a quello di A.

Segue da cid che guande =1 appliea 1] processe di divisione me-
diante i soli termini superiori, & il dividendo non & divisibile per il
divisore, a un certn punto dell’'operazione deve presentarsi un reslo
il cni termine superiore non & divisibile per quello del divisore.
Perche se cib non avvenisse, l'operazione potrebbe essere continnaia
senza fine: e allora ne risulterebbe una successione illimitata di mo-
nomi in ordine discendente di superioriliy, che nel n. 8 fu dimostrata
impossibile.

Questa impossibilita di continoare il ealeolo vale a ricouoscere che
il quoziente cercato non & un’espressione intera.

19. Restando sempre in questa ipotesi, supponiamo che il processo
di divisione venga applicato per mezzo dei 2oli termim inferiori. Al-
lore, ragionando come nel numero precedente, & facile provare che
i quozieuti monomi suceessivamente delerminati sono in ordine ascen-
donte di superiorita; ma non si pnd analogamenie concluderne che
l'operazione debba a nn cerfo punto essere inferrotta dal presentarsi
di un resto il coi termine inferiore non sia divisibile per il termine
inferiore del divisore, perche una successione di monomi in ordine
ascendente di superiorith pud essere illimitata (n. 9). Ne a tale con-
clusione si pud giungere per aleun’altra via, perché in realta il pro-
cesso puo arrestarsi o non arrestarsi mai, & seconda dei casi. Cosi,
ad es., la divisione

fa® — Ba*®— bbe* — aby ‘ 3a° — be
+ 15a% — 5be? —dc—+a
6a® 4 Ta'e — abe
— Ja’ - ahe
3a® -~ Tae
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hon pud essere confinuata olire il puuto ove noi I'abbiamo condotta:
menbtre la divisione

2a°0° - 2a—4h | 66" — 26 — Bab - a
— 2a-1-4b — 128* + Gab 24604186+ . .,
da'l® — 1286* - Bab
- 125° — Gab — 365 | 180D°
H5a°h — 36b° -+ 18ab®
-+ 36b° — 18ad® — 108h* -+ Bdal®
Sa'h" — 1084* 4+ 54ab®
2o,

pio essere continuata indefinitamente. com'® manifesto.

Quando dunque Ia divisione si {a per mezzo deir seh termini in-
feviori, I inesislonza del guoziente intero mon viene sempre annun-
zigba dall"impossibiliti di continnare 'operazione. Perd, in maneanza
di questo o di altro sicuro indizio, polra sempre valere il falto che,
proseguendo abbastanza nel ealeolo, si deve pervenire a un termine
in eni I'esponente di unw lottera supera I'éesponente massimo che essa
avrebbe potuto avere nel quoziente intero dei due polinomi (n. 9);
il quale esponente massimo puo essere prevenlivamente determioato
per mezzo del n, 16,

20. Da ultimo considereremo brevemente il caso della divisione
eseguits mediante 1 termini supeviori e inferiori & un tempo. Allors,
quando I'inesistenza del quoziente intero non sj manifesti prima colla
necessita di arrestarsi nel ealeolo, o in qualche alirn gnisa, essa potra
Sempre essere rconoseinta da cid che a un certo punto dell’opera-
zione i quozienti monomi ricavati coi lermini superiori cesseranno
di succedersi in ordine discendente di seperiorita (n. B e 15),

2. Passeremo ora ail’estrazione di radice, limitando perd le no-
glre ricerche ai soli polinomi con coeflicienti reali.

Sia A nn polinomio ridotto avente per radice un albro polinomio
che supporremo pure ridotto e indicheremo con R.

Se 3 & il termine superiore di A e ¢ il suo ternine inferiore, segue
dal n. 12 ¢he il termine superiore e I'inferiore di R devono essere
radici 0™ di s e di ¢ vispettivamente. Ora, quando n & dispari, il

ealcolo di Vs conduce a un solo monomio, e eosi pure il caleolo
]
di ¥¢; per modo che si possomo deferminare subito il termine supe-

riore e l'inferiore di R. Ma quando n & pari, caleolando ]@, si hanno
dne monomi contrari, mno dei quali sard termine superiore di R, o
allro del polinomio contrario — R, che & pure radice nm di A. E

J .I ‘l:__:.‘fl:i-'l""'-—- :
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n
similmente, caleolando V2, si ottengono due monomi conkrari, uno dei
quuii sard termine inferiore di R e I'nltro di — R. Siccome perd,

7]

considerata nna delle ¥s, non ci & noto guale delle due Vt si trovi
insieme & essa in R o in — R, questi caleoli non valgono a deter-
minare compiutamente il termine superiore e |'inferiore in 0gNUNR
di tali radici, ma solbanto o I'uno o Valtro di essi.

D'altra parte, conoscendo un fermine o pii bermini di R, tra 1
quali perd si trovi il termine superiore o 1'inferiore di questa, & facile
ottenere un allro termine dells medesima. Supponinmo infalli che
sin € "insieme dei termini noti @ X quello dei termini che restano
# lrovare, sicche R =C - X; e supponiamo inoltre che C comprenda
il teymine supeviore ¢ di K, e che sia z il lermine superiore di X,
Avremo

A=(C+XP =04 nC X+ (7) X X0

a quindi

A — Cn = n(1X (E)C“—“K“—j—...—}—rh

E facile riconoscere (n. 12) che i teymini superiori delle parti del
secondo membro sono rvispetlivamente

n

= ) 1

[ ol (g)ﬂ“_.r",...m“,
Sl

e che, essendo ¢ superiore a 2, il primo di questi monomi & superiore
a ciascuno dei rimaneuli, ed & pereid il termine superiore di tutto 1l
gsecondo membro (n. 4 e 3), Se pertanto si trova il termine snperiore »
di A —(C® s avra

r=nc* 'z,
e quindi

}-

net—3 "

r =

Si pub otfenere cost un altro termine della radice che & il supe-
riore fra quelh non conoseiuti.

Nello stesso modo si trova che =e # e ¢ sono i termini inferiori
di A—C% e di R, la formola precedente di un noovo termine di i,
che & 'inferiore tra quelli ngn ancora determinati.

Per tutto cid, quando n & dispari, si possono determinare sueces-
sivamente tulti i termini di R 2 uno o anche a due per voltn, se-
condo che in ciascuna determinazione si fa uso dei soli termini su-
periori o inferiori, o degli uni e degli altyi a un tempo. B quando n
6 pavi, si possono calcolare successivamente tutti i termini di R o
di— R: ma uno solo per volta, o mediante i soli termini superiori,
0 medianle i soli inferion.
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Diamo qui un esempio di esbtrazione di radice qundrata ese-
guita per mezzo dei termini superiori. 1l lermine superiorve del
radicando & sottosegnato due volle, e i fermini superior1 dei resti
e della radice sono sottosegnati una volta sola. B pure sottosegnato

4a'c— L2al® — 2ac+ da*e* - a’c* - 1 - 44 -+ 3a°6° "+ 4a'h®+ a*b* + 2ape — 4o’ 'l —

— 4a°* - -
40'c—2a0’ — 2a6° + @*¢* 4 1+ 4a - 30" + a*4* - 2abs — o Pobe’ —
— ﬂ'l.l_".I* '
da“e — 2ub®— 2ac® + &%t 1 4 4a®h + b + 2abc — 4aPE 20" —
— a¥b*c . -
da*c— 2ab* — 2ac* 4 it 4 1+ dah + 207t + Zabe — 4a° Pl
— L — Dahe e 1 Lt Poche
da*e — 2ab® — 2ac® + 1+ 4a% -+ 2abe
— da®c -+ 2ad" -+ 2ac® — 1 — 4% — 2ube

0

22, Qui, analogamente a guanto fo detto nei n. 15 ¢ 16, & da os-
servare che

1°. In qualungue modo si applichi il su esposto procedimento, 1 ter-
mini di R obtenuli per mezzo dei termini superiori sono in ordine
discendente di superiovita; e quelli obtenuli per mezzo dei fermini
inferiori sono in ordine di snperiorith ascendente.

2. L'esponente massimo (minimo) che una qualungue delle leltere

ha nella radice #* di un polinomio & — dell'esponente masgimo (mi-
n

nimo) che qunesta lettera ha nel radicando.
Questultima proprieti si dimostra imitando il ragionamento del
n, 16,

23. Passiamo ora a studiare il easo di un polinomio che non abbia
radice n* intera. Tale studio ei condurra a delle conelusioni del tubto
analoghe a quelle che furono esposte nei n. 17, 18, 19 e 20 relativa-
mente alla divisione.

Se 1l polinomio A non & potenza #* di un altro polinomio, ma il
termine superiore (inferiore) di A & potenza »* di un monomio s, il
processo d'esirazione di radice potra essere iniziato e indi proseguito
finche s1 presenline dei resti il eui termine superiore (inferiore) sia
divisibile per us*, Ma e evidenie che a un resto nullo non si potra
mal pervenire,

24. 1l presentarsi di una divisione impossibile, che arrestn il cal-
colo e annunzia l'inesistenza di una radice intera, & un faito che

—E N e =
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il doppio del termine snperiore delln radice, che serve du divisore
fisso nella determinazione di tothd 1 termini di guesfa dal secondo
in poi. Il caleplo detl resti sueccessivi vi € abbreviato nella muniera
ordinorisn. |

- 20°5% - Batbe — 4a®H? | 2a%b - 2a'e — ab® - abe — ne* + 1
— Sethe | 4a% —+ 2ate
- 2achte — 1l i - 2n%
- L 4 LaPhic 4%b < date — ab®
- 1+ 4a%h%e — (1"
- 2ae — 4a"be —da®be® | 4a®b - 4a’ec — 2ab® - abe
— 4a’be l - nbe
L 4a*het | 40%0 + da’c — 2ab® + 2abe — acf
— (1"
da*b - 4ai*e — 2ab* 1 2abs — 2a¢® 4 |
+1

aceade sempre guando si fa use dei soli termini superiori; percheé allora
i monvmi ¢he visullano sono in ordine discendenbe di superioriid, es-
sendo tali i fermini superior: del radicando e dei resti successivi.

Il evilente iufatti ¢he il termine superiove del primo resto A — g
o inferiore n quello di A, Inoltre se, giunti a un resto qualungue
A — (", si ealcola un nuovo termine 2 dividendo il termine superiore
di A—C" per ns®* 7, il resto successivo verrda dato da

A—(C+ o],

civd da

(A — () — Fﬂﬂ—lz i (:‘) Co—tzf | .. & :t:"] .

Ma il termine superiore di A — C" coiueide con guello dell’espres-
sione entro grandi parentesi, che e ns" ‘z; quindi nella riduzione di
A —(C 4 2)* guesti due termini si distrnggono, e 1l termine superiore
fra 1 rimanentt & inferiore a quello di A — (7,

25. Se {'esbrazione di radice viene eseguita col soli fermini infe-
viord, si prova similmente che 1 monomi risaltanti sono in ordine
ascendente di superiorita. M pud avvenire che a un certo punto sia
impossibile prosegaire nel ealeolo, come ha luogo per

i
Vb — 12ab° — a® - B6°;
oppure che l'operazione continni senza fine, come accade pex

V1465 — La'be.

- T -
e e

.o —EE . g W

-
—— —————————apg—— T P AT
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Nel secondo caso | inesisbenza di una radice iniera, se non s1 ma-
nifesta prima in gualehe altro modo, verra sempre anmunziala dal
presentarsi di un termine in cui l'esponente di una letlera supera il
vitlor massimo che questo esponente potrebbe avere nella radice (u. 9);
il quale valor massimo puo essere preventivamenle calcolato per mezzo
el w, 22, 2,

26. Supponiamo finalmente che 'eslrazione di radice venga ese-
guita mediunte i termini superiori e inferiori a un lempo. In tal easo
sulla inesislenza di una radice intera possouo identicamente ripeters
le cose dette nel n, 20 sulla inesistenza del guoziente intero.

GG. NonnL

SUI NUMERI COMPLESSI AD 5 UNITA

Nella presente nota si svolge sommariamente la teoria dei numeri
complessi ad n uniba, definiti in modo perfetiamente analitien, & pre-
cigamente come determinati operatori su sistemi ordinati di 21 nameri
reall. Detinito il prodotto di piu numeri complessi, e dedottene alcune
conseguenze, come p. es. Ja possibile esistenza del divisori di zero
(di WerersTrAss), non si procede ollre, perche nulla vi sarebbe da
mutare a quanto s1 puo dire sul numer? compless: definifi come di
solito. ()

|. Cluameremo sigfema (senz'altro) una snceessione ordinala i »
numert rveall cy,oe,..,,%s, @ scriveremo: (o, o, ..., %) Alle volte
¢i serviremn della posgizione (z)=(m.7a..... 7,). Due sisfem (o, 2a,..., o)
e (B, Bey ..., Ba) 81 divanno eguali, quando & a, =g, perr=12,...,n.
Se sono nnlli tutti gli #» valori di un sistema, quesio si ehiameri si-
stema nulio, e 8'indichera eon (0), Inoltre, chiameremo somma dei
sisbemi (z) e (3), 1l sistema (e —B)=(x,} Biyza—+Bays o = Pu).
La somme di k> 2 sislemi, si definisce come per i numeri reali.

2. IMissiamo un sistoma ad arbitrio e non nullo, p. es. (=1, 28,...,%0);
lo echiameremo fondamentale. Conveniamo, inoltre, di nen indicare
alcun numero reale, con le leltere 1,,4,..., 6. Il simbolo i, che
dunque fin ora non ha aleun significato, ¢i rappresenterd 'operatore
definito dalla seguente eguaglianza, ove (B) & un sislema qualunque:

iy (B, Bey oo oy Bn) = (1Ber, mPaa, . .., NP,

(') Per un'espoaizions della leoria del nomeri complessi, vadl p. es, M. Crrouta, Troria el
mumerd comples=i ad N wnita. * Periodieo di Matemalica ,, a. XX,
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indicando con Bn, Py ..o o Beo nna determinata permutazione dei numeri
reali By, fay ..., Bu, aleuni dei quali motati di segno. Sia lu permuta-
zione che 1 numeri di (2) da mularve di seguo, sono assegnati soltanto
e in modo preciso dall'indice » della letiera #; In modo, inoltre, che
per (f) =(a), sia il delerminants

Bt Bi.u S,
N Ell i iﬂh'ﬂ' d' I .
Als)= werse do zero.
ﬁin E:‘li: - Ml
Per brevila porremo li =i, ¢ — i =—1,.

Gli operatori mi: si chinmeranno nwmeri ad une (sola) unild; in
particolare l'operatore i, sari chiamato wunitd d'indice ». Abbiamo
cost n uniti. (%)

3. Posto

(ml‘;l + mﬂii + -0 _f" ’”:11.11] [B‘l : ﬁ: IR | Em] e
= ik [ﬂlu Ei.- vy Bu] - Mgty (ﬁh ﬁih TR ﬁn] 1 e ST Malis (ﬁl! Payees \ fjuJ- (1]

AvIemo:

(1 ty = mate = . o ngtn) (Byy Bey < ooy Be) = lngdu  iiBia, .« L. wnBy)

4 (2g3ay , iglea, o o oy Ma3an) +

FES £

nnnnnnnnnnnnn

“+ (12585, ”"uﬁniv "lm“ﬁ"“) T

= (B3, 285, .« - o 2MeBeai)s

L'operatore myi, + maia . . .~ Moty 81 chiamerd numero complesso
alle # unita 4,1, ..., 5, & sard indiento brevemente con Zmyi, . La (1)
dungue 81 pud scrivers:

S, ) [[3] 3 [anyiy (5)). ()

Per my=mg=...=m,=\U, st ba 1l numero complesso Xi,, che
sara chinmato zere e indicato con 0; esso soddisfa all’'eguaglianza:

20i,) (B)=(0), ove (0) & il sistema nullo, ¢ (5) un sistema quale si
voglia.
E chiaro clie si pud serivere:

Sund) (B) + Emad (¥) + .. .= (o) B+ 7+ ...

Tnoltre & facilissimo dimostrare che se aleumi der numeri

s, .. ..My, sono nulli, all®ra sara ( Ziitgie) (B) = S [yt (3)], indicando
con X[mgi, (3)] 11 secondo membro della (1) dopo aver soppressi i sim-

() Pil in generale, polrebbere foy | fes, .., Prg indicars determinale funzioni reall & monn-

drome doi nument fy, fa,. ... fy. En tlale ipotesi sl poirehbe segmire nmuna via analoga a goalls
ehe Tarsmo,

() Se & (Sm.l) (A = (), diremo, alle volte, che 1 sistama [y} & & oilenuto applicande Al
pistemn (1) il pumers eomplenso Zmgi,.

._
T

x & g # 5 g = 1 e
5 |-_.._... :.h-r-..m- - 'ml 1-__-——-...-'!—-—-.-. e o 8 s i |.-l|-l|.-. I-l_—q“- i
= I ————

- T

g
-
-

T e i

= — ———
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boli wgic By, Ray ... Ba) con m,=0. L'operatore Jm,i., definito in modo
ana]?gu all’'altro Zmyi., ove 'indice r si estende soltanto ad n'<<#u
der simboli myiy , mgls, . .. , tituts, si chinma numero complesso ad n' nnith,
Esso dunque @ definito dall’eguaglianza:(?)

(Smaio) (3) == [ (3)].

4. Indicando, come si disse (n. 2), con (z) il sistemn fondamentale,
suppeniamo che sia

[Efﬂrl.;] [1] — (Bl ' ﬂ'll pooe oy ﬁn]-
Allora avremo le seguenti # relazioni:

Nyityy + HeXay == .o |- Myllyy = En
Mizye 1 MaXaa T+ « o = MnAne = [y

& & @8 ® ® @® #® W W W & ® & ® @ @ B & =

1St AT —]— MaZey —||— s 0o + MuZyn = ﬁu

le gqnali possono essere considerate come n equazioni lineari alle =
imncognite my, ms, ..., my . Bsse formano un sistema di equazioni 1l cui
determinante & A («), che (n. 2) & diverso da zero.

Ne segue che I muneri my, mg....,n,, sono perfettamente indivi-
doati daghi altvi 3, Bs, ..., Ba. Aflinche, dunque, sia nullo il sistema (5),
& necessario e sufiiciente che sig my=me=...=m, =10.

Se, in parbicolare, @ A (y) diverso da zevo, non soltanto per (v)=(),
ma anche per (y) sistema gualsiusi, (*) purche diverso dal sislema
nullo, allora applicando ad un sistema non nullo & ai sistemi che si
ottengono, snccessivamente numeri complessi diversi da zero, si olter-
ranno sempre sislemi non nullL

5. Indicando con Za . e Zhi, due mumeri complessi rispetliva-
mente ad h=<<n e k=n unila, si abbia

(Sa.i) (&) = {Bhyiy) (),

ezsendo («) i sistema fondamentale.
Per quanto =i osservd alla fine del n. 2, avremo

3 (1) (&) = (Sbei,) (), (2)

indicando con i e Xhi. i numeri complessi ad »n unita ofttennti
sostituendo in a4 e Sheir con 0i, ogni i, che manehi.

I numeri a,,m,,...,a, sono (n. 4) perfettamente individuati in
virtia della (2), una volta dati i numeri by, by, ..., b,; ed &, eviden-
temente, @y =48, as=—14y,..., @4y =1"b,. Viceversa & chiaro che da queste
egunglianze si deduce la (2).

{*) I numeri complessi che yui sl tonsidarano, hanno solo la prime proprieth comuni con guelll
econpiderati nal Formulawvio (. WV, pas 142); ls oporarioenl ir sunos puove,

(%} In tals ipotesi dangue o & esrtaments o oumers pard,
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Se, in parlicolare, & A (y) diverso da zero gualungue sia il sistema (y),
puorche non nullo, allora dall’eguaglianza

(Soei) (B) = (Zbei) (5)

si deduce: (e i) (v)=(2b,3;) (v); e viceversa. In guesta medesima
ipolesi, & chiaro che il simils s1 pud dire per i numeri complessi i,
e Zb.i..

Due nmmeri complessi Savic 0 Sbi, si diranno egitali, & si seri-
vera Su,i, = Sbei., guando sia {Sa.i.) (z) = (2b:4) (2), essendo, al so-
lito, () il sistema fondamentale. -

Osserviamo che evidenlemente € Za.i,— Xa.i,, indicando eol se-
conde membro 11 nnmero complesso ad n uniid, otienuto sostitoentilo
in Sa. con 0i, ogni i, che manchi. Dunque d’ora in poi considere-
remo soltanto numeri complessi ad # unita.

St noti che se & a3, = Zbi;, sarh «.=b,, per r=13,,..,n.

Evidentemente ['eguaglianza del numeri complessi, gode delle note
tre leggi: riflessiva, simmetrica e transibiva.

Sicecome & (204) (x) =0, segne che condizione necessaria e suffi-
ciente affinché sia Sa.i, =0, & che sia & =t=...= tty=0. Osser-
viamo infine che le n unita iy, t, . . ., iy, sono linearmeante indipendenti.

6. Esempi nei quali & A (y) diverso da zero qualungne siano i va-
tovi di va,¥sy--. Yo, purché non toutti nulli, sono i due seguenti. In
ciascuno di guesti, doe nomeri saranno eguah, dungue (n. 5), quando
applicati ad uno stesso sistema non nulle arbitrario, lo brasformano
in uno stesso sistema,

a) Pongasi

1'1 (11 . Eﬂ] =(|I1 ' ﬂj] e fg {11 2 Ei) e {— 5 3 G‘.'L).

Si ha:

== ’I;E—}"ﬂgﬂ.

A(x)=

oy — s
“ - &

Facendo 4, =1, e t3=/1, si oltengono, come vedremo, gli ordinari
numeri complessi. (V)
b) Pongasi:
0o o as a)=| o Uz Y3 ﬂi)
'i'g {’Il Za T8 '!14‘ — [— r ¥ @1 Ly _E!.'IJ
talon e g X)=(—a— @& &)
1‘4 [11 dp a3 *I-t) — [— oy Qg — Oz a:;).

Si ha: ”
R — @y —03 —&
&a %1 — K3 [ 40 g a g 240
) = — & 7 | o *
A@)=|y o T o= et )
Xy — a3 Ay 7 5]

i U rigorosa Teoria elamantarg analifica des svomeri Imnginari serisse & CaTavia, nel vo-
lmmne IV, seyie 111 di guesto * Poriodieo .
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Ponendo 4 =1, iy=4, izy—=1 e is=—13, s1 ottengono, coms ve-
dremo, i quaternioni di Hamrirox,

7. Se 2
(Bari) (2) -+ (Bdeiy) (2) = (De.dy) (), (3)

sara ¢:=#a,-b,, con r= 1,2,...,n; e viceversa.
Infatti si ha (n. 3 e 1):

[Eﬂf"irl (g) _’_ {Ebrir) [ﬂ-) T
= [Eur:"-rl + Ebrﬂrl ' Eﬂﬂﬂ + Ebyi",g, se by Eﬂrﬂm + Eﬁrﬂm] —
= (Zfar + b aer, Sfa: + be)zm,..., S, + b))

ne segue per la (3):

(S a8 o, D+ b)) ans,y..., S{a; +by) 2eg) =

. —_— (Ecr:r]_ i Egriﬂ ==y Eﬂrxr") ;
e di conseguenza (n. 5):

(ﬂ1+ﬁ;) Tl + (ﬂ'g 5 bﬂ) I + e + (ﬂ-n'—}— bn)‘zm — 02T Ca¥qy a5 l CuZn
(0 8) atia (00 - Do) s + .. - (1= b) e = 1732+ €t +- ...

[ﬂl i = E’I):“:'m_l_ (ﬂ!'__ bﬁj'xﬂn + vou + (Hn"+_ hu) 1uu=‘91'11n+ Puday —|“ . _I" En%sin
ciod abbiamo un sistema di 2 equazioni lineari alle n incognite
C130,-..,0n. Il deberminante di gnesto sistema & A (z), che @ (n. 2]
diverso da zero, onde avremo ¢, =a, + .. con r— L,2...,n. K poi
evidenfe che da queste n egnaglianze segue la (3).

Il numero complesso Zei: che soddisfa alla (3), si chiama sommea
dei due numeri complessi Sad, e 3b.i,, & s1 serivers:

Eﬂ-ri-;- _'|‘ Ebr!'r —— Ecrir -

E chiaro che dalla (3) segue, in virtii di quanto ora si 8 dimo-
stralo, quest’altra eguaglianza:

(Sarie) (B) + (Bbeie) (3) = (Bevie) (3). (3)

Dalla (') s1 dednee la (3), se & A (3) diverso da zero. In partico-
lare, dungue, se & A(z) diverso da zero qualunque siano i valori
di o,es,...2 , purch® non tutli nulli, si pud dire che sara Sed, —
= Zttyi, + Zbyi., quando &

(Zeei,) (8) = (Za.i) (B) + (2b.4,) (3),

indieando con (2) un sistema completamenie arbitrari o, ma non nullo,

Definendo come per i numeri reali, Ia somma di A >2 nnmer
complessi, & chiaro che in ogni easo la somma & uniforme, commuta-
tive v associativa. Inoltre evidentemente dalla Sy =—Zbsi,, 8l de-
duce (Zai) + (Zmyiy) = (Theiy) - (Sniy).

8. Da quanto si disse nel numero precedente, risnlta che dati dne
numer: complessi Zad; e Ibi., esiste uno ed un sol numero com-
Plesso Xd.i,, tale ehe si abbia Ja.i, — Db, -+ 2d 4, . Questo numero
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Zdii; 81 chiama differenza dei due numeri complessi Sa,i. 8 34,i; (nel-
"ordine seritto), e si scrive:
3 r?r‘—'—ir"ﬂr__ ?br'.n

Evidentemente si ha: d, =a,— b, con r=1,2,....n.

J. Sia _ ‘
bk [ﬂ) — {-ﬁh‘*}- gl 1~ o oo == Biin) (2), (4)
Ove 51 & posto
iﬂir {1]= Eﬂ [ir [.I}] — E;. "’Iﬂ y XeBy o o 09 'IEHJ B— (Iltl 1‘5. Fonet ‘I;—,).
Avremo dunqgue, in virta della (4):

l L1 +:ﬂﬂrIﬂ T s s EpT — % i
2
Ly Ly + Ledeg T ov+ T En¥ng — & g

-------------------

ciod un sistemn di » equazioui lineari alle n ineognite 2y, 23,...,2,.
Ma il delerminante di questo & A (2) che & (n. 2) diverso da zero,
donyue per le oy, %, ..., 2, esistera uno ed nn sol sistema di valori,
tall i soddisfare la (4). II numero complesso che soddisfa alla (4),
sara chiamato pr‘adnitﬂ delle unita i, e i; (nell'ordine serifto), e si in-
dicherd con iy seriveremo i, = id,.

In generale il numevo complesso iy, non & egunle, a prescindere
dal segno, ad alcuna delle n nnitd i, ie, ..., i,. Cid perd avviene in
parlicolare, p. es. per i ]JIIITIEIi complessi del n. 6: e precisamente
per 1 numeri di a) 8 (') =1, L' = —ii, fig=1lu=1ls, & quindi
questi numeri, eome si disse (n. 6), coincidono con gli ordinari no-
meri complessi,

Per 1 numen di b) si ha:

-E & -l - tE - - - q @ ] | | ®
i W="hy, W= lhle=— 1§, Bh— —tla—— .

Pale == — Jglg == — |3*

questi numeri dunque eoineidono (n. 6) coi ynaternioni di Hamirrox.

Un aliro sistema di numeri complessi, tali che il prodotto di due
unita, & eguale, a prescindere da! segno, ad un'altra unitda, & quello
definilo come segne:

O (moazsakemenzzs) = @ s =3 % s  Gn  tx  da)
2 ( ) J=(—t @ & —2—ay 25 5 —a)
fa | . )=(— m—m oy Yy — 23 —ag o5 )
'El[ = )=[ Az — 43 =5 Bt 271 @y — Zs s)
&, - )= ::,. A &7 8 21 %2 Xz o)
':n( - lzf Za e & iy Oy =iy 2y Zy _ﬂﬁﬂ)
*!1( - }:—{ Ly — O Y5 *6 — Ta — & el ﬂ'!)
-’n( » )':[ Ly gt — %y O — A4 g — g ﬂ:ﬂ_

A3 B pona: if = 04, i =i, ece,
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Si ha:
h=1i =1 =t == ===

Inolire:
— lgla =— gl =— I

f:gh — I.;fj: — f: — fgly — lig — U

tols = isls = g lgly = lsig =— iy n.-;. = lsly— T

tgty = lgfs=—— 15 Lalg = — lgly == 1§ — dylg =y =15
— lgl‘r"—hn‘ — i‘g lgl1 = ytz=——I hh: — sy =1,

lgh. _— — Fgl‘.u — 11 — 'lﬂg— lgi’; = Tu. it — lglya— — s

tals = lola = I

lﬁ.h‘ == "Tl'u — 1'; — Ml — Irlg=— U

islsg = lgls — s tgls— — tals — la — lfla=— st — N,
10, Pongasi

- : : 5 Sl IVE w W
Sei) (o) (2) = (S ie) | B(bei) ()= (Daris) (Zbertar, Sbezray .oy Sbyzey)-

Abbiamo: -

(Zhir) () ="byiy (2) Fbaiz (2) . - .- buin {2),
& per nn'osservazione fatta wnel u, 3,' s1 ha:

ﬂr r) {Ef’ﬂr] [1}'—— [-'Hrlr][bi L (2” '|_{—'ur11=] [bl']ﬁ DL]J+ + (_.;l!'f,»l,)[b 'n(ﬂ)]_
= thyly |ty () ’i‘ tabe [byy [2)] 4 . o o Ul [y ()] —+
(s [bate (2)] -+ aata [Rata (2)] .0 . 1 Huin | etz {a]] o

+ ety [dyin (%) | iy “}u‘:ﬂ{:".]] eve o lndy [ nlﬂ L“'] R

—— ﬂiblil “l [1)! = ugfh l'u [h (1” AL ﬂnbilu [11 (EJJ '"I_‘

“— thOsty | i3 {ﬂ,” -+ trabala [*.'J {-“-” _!‘ v o T Gubyiy [il [‘5‘}] iy
D e N T M. @ M R T g s B3 PP a3 i
= @byt [én (2)] -+ asbuialin ()] 4. . . - aubaty [ ().
Dunque:
[Elfl'rfr] [th;f'r] [Eﬁ] == ﬂ].h‘l‘l'n IJ} 1 ﬂﬂbl l'-llll [‘-‘I) TR e ""&]_'l._ﬁ_[ l".’.'-l'.] T

yia ﬂ:ﬁgim (ﬂ-J T ﬂ=b:!'u= l:‘ﬁ) il s ﬂ“h’" '."“ [?J iR

T ;H&;ﬂ-h; {mj _F H‘.‘E’hiﬂ-u {Eﬂ] _-_ - '- ’ :"_ ';nb::l II11r|r {1]-

Ed ora, dicendo prodotlo i due nnmeri complessi Sa-i, ¢ Shyi,
[n&li'm&ilnp seribbo), un berzo unmero complesso Zp.d. tale che sin

Sagi) (2hei) (2) = (Ep, i) [z). possiamo concludere e¢he il prodoito di
due numeri compless: esisie sempre, & unico, e s1 othiene applicando (')
il noto algoritne dei numeri reali, coll’'avvertenzn di sostituire nel
risultalo, in tal modo ottennto, 1l numero complesso i, al simbolo ;.

1. Il prodotto di A > 2 numeri complessi, si definisce, come pei
numeri reali.

i1 Tonende conto dell’erdine del fattori,
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Si noti che se & A(3) diverso da zero gualungie stano 1 valow
(nou utéi nulli) di B, By oo, B,, nllora (n. 4) condizione necessaria e
sufficiente per Uanpullamento di un prodotto & che sin nullo uno
(almeno) dei fattori. Cosi dangue avviene, p. es., per | numeri com-
plessi ordinari, e pel quaternioni. Ma se |"ipotesi ora detta mon &
verificata, se cilob pud essere A (3)=0, per valori particolar: (non
botti nulli) di 5,8z, ..., 8a, allora un prodotto pud essere nullo senza
che tale sin aleuno dei fatbori.

(onsideriamo, p. es., i numeri complessi le unita dei gquali siano
definits come segue:

iy (3, 22, 08) = [—a1, s, aa)
19[5’-1+ g ﬂaJ:( gy, — Ua, ﬁﬂ
iy (e, gy 2a)=( @, o, —)

Si ha:
et N tly Gy |
A lﬂ-): s — Qs gy | _—‘_'113"}‘ df-+—uf—'1—a,1,;,n
Oy oy — Ug,

Facendo, p. es., si=2, ze=1, =1, cioe prendendo (2,1, 1) come
sistema fondamentale, ubbiamo:

(— iy f—4) (2 1, 1)=(6, —6,0),

@ [ioi:
(i'l + il!l o fﬂ] (6: B 61 n) - (01 Ut []].
Ne segue:
(i: + tﬂ_' f#] ("_ ::HI + i."’-"_— iﬂ) {E._, 11 1]:: [Ut U. []]l
cio8 _ _ )
) (is - te lz] [— Bl +da— ) = 0. (o)
51 hac:
i;‘fi — 1'1 Y= 1.! 'l'zri‘l— v].i la il'lla — % '3:! ‘f“‘ 3! ?-2 m— -ir 1'5 Eﬂfa — ‘-'rn
feh=—h—Fe—% _fn _fuin = i:_—- A _it—% I fgig =—1

=it =ily = la—1 ta:

Ne segue clie la (5) €1 puo (n. 10) anche dimostrarve, applicandio
il solite algevitmo dei numen reali (tenendo perd conto dellordine
dei faltovi), e posecin soshiluendo ai prodoiti iw, i loro valorl dai
dalle reluzioni ora scritte,

12. 11 prodotto dei numeri complessi mentre non gode, ganerale,
delle proprieti commulation @ associatipa, gude della proprieta disrri-
hutiva. Infalti si has

»
[ Bte + Shedr] (Seshs) =[S (e be) iz] (Zeia) =
== [ﬂ'; _I_ &r] Colrs = L) ["fi‘nﬂ + brﬁ) ,.“ == Eﬂrl':ul-rn ‘l" Ebrﬂn;rr =
T 8 =

e
== [Eﬂrirj [Et--hih} —l_' [Ebr!-r) (EI-'H]*J.
similmente =i dimoslin essere:

Seata) [ S04ty) -+ (Shete)] = (Eeuis) {Eu,l}] - (Efﬁiu] (Zdy)-




215 PERIODICO DI MATEMATICA.

13. Ed ora ci sembra superfluo parlars del guoziente (anieriore o
posteriore), della radice hosma gee., di numeri complessi, perche nulla
si dovrebbe mufare alle golite frattazioni. Ci limitiamo di concludere -
osservando, soltanto, che se & A (B) diverso da zero gqualungue siano
| valori B, Bs,...,B., volendo che il prodotto di due numeri com-
plessi, sia indipendente dal particolare sistema fondamentale che si
considers, & necessario (e sufficiente) che i sin czoale n = i, per
qualsivoglia sistema fondamentale. Cosi &, per i nomeri eomplessi
ordinart e pei quaternioni.

G, MARLETTA.

SULLA DIVISIONE DI ON ANGOLO IN UN NUMERO QUALUNQUE DI PARTI EGUALI

In questa nota io mi propongo di far conoscere nleuni strnmenti
mediante i quali si pud dividere un angolo in un numero arbitrario
di parti eguoali.

Descrivo anche uno strumento, che ho chiamata ipociclografo, me-
linnte 1l quale si possono costroive le ipocicloidi e le ipocicloidi al-

i : -.":Il:.'.

Fig. 1.

lungute od nceoreinte: queste enrve, quando sono algebriche, possono
SEIVIre uiilmente per la suddetta divisiona; Percido me ne sono qui
occupifo, mdicando nna manjera di servivsene per la djvisiono degl
angoli; anzi ho, per quesia ragione, chiamate queste curve curve
settrici,

I. Se OAH & un angolo qualunqgue (fig. 1) e eol cenivo A sin de-
seribia una eireonferenza a tagliave i suoi lati in OeK ese MON
e un friangolo isoseele col vertice in 0. con un vertice sull’arco OK,
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con la base passante per A e econ il lato ON perpendicolare ad AK,
sard I'angolo MAK eguale alla ferza parte dell’angolo dato.

Infatti dalla fignra risulta che sono equiangoli 1 triangoli AOM
ed OMN, da emi segue, che angolo MON = OAM.

Ma se G & il punto medio di MN, MAK = GON, consegne perecid,
MAK =3 OAK.

Sa ara eol sentro i O si deserivono deglt archi ab compresi fra
I'arco OK e la perpendicolare OH, il luogo dei punti medi delle corde ab
snris unn enrva Y, che pobrin essere costruibe

Tale enrva contiene il punto G il guale deve pure stare sulla ecir-
gonferenza di dinmetro AQ.

2. La earva luogo der punki G la possiamo chinmarve trisettrice.

Una costruzione per punti di quesba enrva, deriva subito dalla sua
definizione, ed & la segnenie (fig. 1).

Col eentro nell’estremo O di ona corda OHA' del cireolo OMK,
si deserivono le eireonferenze =, §,v... e si dividono i sistemi di corde
ab, be, ed, day o't e, o'd' d'a’;. ..; per meta. I pontl di divisione risul-
fanli deferminano la enrva in discussione OGrA M'POQL.

3. 11 Bellavilis, eni io comunicai nel 1877 questi mei risultati, de-
dusse una costrnzione delln curva pin sempliee (fig. 2).

Parallelamente al diametro OH di un circolo OILH, si tin la
retta M'LM, e su di essa si prenda LM = LO ed anche dall'alira
purte LM = LO; ln curva sarh AMBODC..., che ha un punto triple
in O e tre tangenti doppie IB, ece.

81 chinmi 26 'ampiezza dell’arco circolare OIL e si supponga il
raggio del eireolo consideraio eguale ad . Sard

0Q =] (1 — cos2n)
OL=LM=}senn

sen S
QIJ= PM — 4 '
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Quindi I'ascissa

r=0P=4{sen*u | isenn

e lordinnta ‘
Y= PM:-\_‘TEEI[ W ., COB N,

Dalle guali eliminando u si trova

(2 + yf =2 (a* —1).

Di qui si vede, che ln curva del 4° ordine. & inoltve bilangente alla
vebta all’infinito nei done punti (immaginuri) cicliei,

D
c
H
’\
~_
/ - E
A G LI

Flg 3.

4. Cosbruita la suddeita corva, la trisezivne grafica dell'nangolo &
immediata.

Un'altra maniera di eostrnive la torza parte di un angolo consiste -
nell’adoperare una riga nel seguenie niodo:

Sia dato V'angolo AGH (fig. 3).

Si prolunghi ii lato AG verso B ¢ da G si alzi la perpendico-
lare GD.

Sulla riga BC si prenda EI =2GH.

St ponga la viga col suo punto 1 sopra lu GB e ¢ol suo punto [
sulla GL e si muova tenendu costantemente il punto K sulla GB ad
il punto I sulla perpendicolare GD finehs la riga Venga a passare .
per 1} punto H; si tiri 1o rettn BIH.

Dico che I'angelo GEH =t AGH.

Infalti unendo F, punto medio di BI, con G, &1 formano due
teinngeli isosceli GFE ed FGH e dalla figura visully:

AGH=GHE -+ GIH, ma GHE =2GEH,

dunghe
AGH =3GEH.

5. 51 pud allo stesso seopo, ed in base alle medesime eonsiderazioni,
coslrmire uno strnmento, che possiamo ehinmare compasso trigettore,

Sieno AE, MU due semirette. uscenli dal punto E (fig. 3).

Du B prendusi ad arbilvio il segmento I sulla rotta RC.
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Da T come centro e con rvaggio = ET s intersecht la retba BA
im G e fatto eentro in guest’'nltimo punto, con la medesima aperbnra
di compasse, & infersechi nnovamente Ia EC nel punto H.

Si uniseano FG& ad Ha.

Come si & dimostrato al n. 4, qualonque sia l'angolo AGH, &1 avra
sempre:

AEH =1 AGH.

(id posto si pud costrnire i1l ecompasso trisettore nel modo se-
guente :

Si prendano due asticelle AL, CE e s1 umpernino a cerniera nel
punto E.

A queste si conginngano altre due aslicelle GF & GH fra loro
eguali ed egunli alla arbitraria EF.

L'estremo I dell'asticelln FG & fermo sull’asia CE in modo, che
la FG pud rotare intorno al punto F, mentre gh estremi G delle due
asticelle GF & GH uniti, possono scorrere longo ln AT e 'estremo H
della GH pub scorrere invece lungo la CE; per cui 1 triangoll BI'G, FGH
possono assnumere qualungue forma, restando costante In lunghezza
dei lati EF, FG nel primo ed F(3 ¢ GH nel secondo, mentre varia
continuamente il terzo lato EG ed FH.

Ponendo FEG =5 ed AGH =«, dalla fignra msolta =35 .e
quindi ehindendo lo strumento, ossin soveapponendo le dune asie

AR, CE =1 ha:
IH=EF 4+ FG + GH =3EF.

Da questa posizione in cui 'angolo z =10, si pud far variare quanto
g1 voole 'angolo «, 1l en1 massimo valore, per alfro non pud sorpas-
sare i 135% onde non alterare ln semplicita dell’ ingegno.

Dato dunque un angolo aualunque « si ha direltamente in FEG
la sua terza parte ciog: g -

Si pud cosfruive un altro modello dello stesso ecompasso facendo
gli estremi G delle asticelle GI' e GH fissi al punto G delln AE ed
il punto B di EC pud seorrere sulla AR.

Affinche gli angoli FEG ed AGH risaltinoe visibili, occorre che le
rispettive cerniere siano imperniate fuori centro.

Come si pud avere il compasso trisellore, collo slesso prineipio si
possono costruire compassi per la divisione dell’angolo in 2,4, 5, 6. 7...,
parti vguali, limitatamente perd ad ampiezze decrescenti dell’angolo
dato AGH eppure CHG in ragione del creseente valore del divisore,
come risnlta dalla figura 4 in cui si ha

I=Fl=IK=...=TH=H=6&

H
L'angolo AGH' per 1 divisori n =3, 5, 7,
e . CHG " n=24 6,

[

I.il:’.-

. digpari
. park

=
| —
L |
i &
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Dumg pel divisore # =38, il massimo valore dell’angelo dato puo i
essere di 135, cos) per n =2 si ha 180°; per n =4 si giunge a 120° ece.
cid che si pud dedwrre da @=9(° ujl essendo « 1l massimo an-
golo che si pud dividere per ogni singolo divisore .
c
" H s 2 0 ‘
5
J
A G T R P L
Fig. 4
Per ognit divisord n lo strumento & formuto da tanti segmenli
EF...=r guanie unild sono contenute in u; dn eib segue che la "
lunghezza del compasso & eguale ad .
.I.-‘r
:
55
D ﬁ
.
/ .
| A 1.1' . 4 \I" '5

4
‘a\\
\_\ "'i.,_
-
/
o
u f
/
o
Ly
I O

&3 ,.:,l 4 T a » "'."'--. J
o e T Chelh et !

Fig. B,

6. Le curve, che ehinmerd seitric, si descrivono per punti nel modo
che segne:

' Dall'estremo A del diametro AB i un circolo di eentro C (fig. 5),
sl prendano successivamenie gli archi AD, DE XL...=a, e dal-
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, , : : : , ff
I'estremo B si prendano, in senso inverso, gli avehi Bd, de, 6l, .. . — —

essendo » il numero in cuoi si vuol dividere un angolo dato
a=ACD=DCE=ECL=..., acc.

i lirino le retie Dd, Be, Ll .., e dui punii B, d,e,1..., si pren-
dano su di esse le linghezze BF, dG, ¢H,IN... =y,

Al decrescere indefinifo di o si ottiene una curva eliusa passanle
per i punti FGHN.... Quesls curva, se »=yp, passa piu volie pel
centro G, se invece g =, a tale singolurita vengono a soskituirsi un
certo numero, varinbile con u, @i panti doppi, diversi da ¢,

7. Sia In curva I'GHC otlennta come abbiamo detto al n. prece-
denle (lig. ). )

Si unisen Ce, si abbassi eQM perpendicolare ad ABF; da H si ab-
bassi la normule HP e si conduca la HM parallela ad AF,

il

TFatto AE=«, Ble= o 81 avrh:

il
u . ——
n n—1
angolo MHs = —_ —
& 2 2n

MH=QP; PH=QM=¢M —eQ: Ce=1» eH=p
z2=0Q+4+QP ed y—PH;

pereid le equazioni pavametriche della nostra enrva sono:

7 n— 1
Tr==\1r. 008 — CO8 1
ﬂ_l_P ° “n

n =l
= —rs8en — sen d
w1 2n

-

Le nostre curve seftrici sono quindi ipoeicloidi eventualmente al-
lungale od accorciate.

Si badi ehe, n preseindere dall'uso eni noi voglinmo fare servire
queste curve, 1l numero n pud esseve un nwmero reale arbilrario. So
esso & razionale, Ia relaliva curva risolte algebrica (e chiusa), altri-
meubi s1 ha una enrva trascendente (ed aperlu).

8. Futto n=1, 2, 3, 4,..., 00 si ha;

per n=1 il circolo di centro B,

per n=2 la curva avendo origine in F, si sviluppa al disopia
di AF; ba un punto triple in C quando p=n1. Se p > r sl avranno
tre punti doppi attorno al centro C: con p<<r si hanno pure tre
punti doppi, finchd si ridocono a tre cuspidi; quindi si ottiene una
curva convessa e finalmenle, quando p assume il valore 0, la curva
si contonde colla circonferenza primiliva,

per n=3: se p=r la curva si cambia nell'asse delle z (Irise-
zione dell’angolp),

gt !
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Con =7 si hanno delle ellissi.

Per =4, la enrva avendo origine in F, si sviluppa al Jisvtto
di AF, come avviene per totte le curve 1n eui n > 3; ha un punto
guintuplo in C sempre quando p=1. Costruita 1a curva con g=_—',',
la figura prende la forma di una stella di mare (pentogono intree-
elinto).

Per =23 la curva si ¢omporta come per n =2 formando puntu
wiplo al centro o tre punti doppi attorno a C seeondo il valore di g.

Per 2= 6, panto multiplo =7 quando =1, Se p = r si formuno
selte: punli doppl principali ed allri sette puuti doppi. L' insiems ha
I'nspetto di un poligono intreeciato.

Per n =7, p=1r il punto C ha la moltiplicita 4

L 8 L. | - - g
| - g a e N 5
« 10, » ; 11
- 11 " L - - ﬁ, aCcC.
In generale, poiché le due equazioni
¥ n—1
cos — - -}~ cos ¢t B 0
a nw—1

ammettono eselusivamente le solazioni comuni :

2n iy 2kn
T on+1" Va1l

con & intero arbifrario, si deduce Ia segnente legge (sempre nella
lpotes) r.=p):
Per » ugnale ad un numero intero dispari, il punte € & maltiplo
n-1
o

2T,

{4

gecondo il nnmero

Per » uguale ad un numero intero pati, il punto C & multiplo se-
condo il numero n—4-1. |

9. Ln prima applicazione delle eurve settriei, ln cui iden a me
nacque da goella dello strumento per In divisione di un avgolo in
un vumero qualungue di parli egnali, & naturnlmente per la costru-
zione dello stesso, che chiameremo gonisetiare (fig. 6). Quesio appa-
receltio pud essere costruite nel modo zeguente :
- Un’asticella AC porta di sopra un semicerchio ADB o di softo
un‘appendice, che diremo piastra, snlla (quale vanno disegnale le enrve
settrici, che serviranno alln divisione di un angolo dato in n part
eguali, in eoi n=>5, 7,11, 13, 17... numeri primi, quanki la pratica
richiede, come si & defto al b, 6,
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Lo pinstra pub anche contenere lutte quelle altre curve volute £ !

: ; - T 9 _
dalln pratica appleazione dell ingegno, come per es. #= 5,5 veC. I ,.
nnmeri frazionari ed altri che fossero reputali ubili, it

Per rendere evidenti le diverse carve, le loro origini sono dishinte 1 [ |
ann dall’aliva, assumendo nel deseriverle un raggio p particolare per
CLULSCU NI ] ; |

. G L
Sicche se per bracciare la curva in cui n= 7 sl prende ¢ =100 mm., 19
=4 .

g9 . : . : :
per # =g sl assumera g =102 mm,, per n=35 sarq p=104 mm.

11 "
per # = = avremo p=106mm.,...perun =7 dovrh farsi g= 110 mm.
e cosi di seguito, come & accennato nella fignra.

D

Fig, B.

Nella piastra del goniseitore e nell’'nlidadn della fig. 5 s sono se-
gnuate soltanto le seguenh eurve:

n=—3.5 p== 90 mm.
, 45 . 91

» 0 " £
R A
11, 100
.13, 108

. 17, 108
, 19 , 111
. 23 , 11

Attorno al centro O pud rotare un’asticella OD in modo che il
punto D pud percorrere la semicirconferenza ADD.
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Finulmente 'alidada DE & cos) disposta, c¢he 1l suo punio B pnd
scorrere lungo 1l semicerchio BDA, conservando costante la di-
stanzn BE e nel punto D pud scorrere in so od in giu secondo 1i
movimento del raggio UD.

Nella figura sono segnate due posizioni di questa alideda, civé
la primitiva DBE, collu quale resta fissaio 'angolo AOD, che si
Lratierd poi di dividere in quel dato numero di parki, che si vorra;
e poil la posizione DB'E’ la gquale & determinata dalle seguenti con-
dizioni:

1°, Deve passare per D; 2° il punto B deve sempre trovarsi sul
sernicerchio in By 3% la lunghezza B'E’ dev’essere eguale a p ossia
a B35, B45, B5, B7, Bil... ecec.

Pertanto la BE & graduula conformemente alla BO da eui hanno
origineg le curve.

Per fissare pol la posizione del punto B, bisogna conoscere il nu-
mero delle parti 1 cui s1 vuol dividere l'angolo AOD.

Sia per esempio n=7; allora facendo scorrere I'ulidada lungo 1l
punto D, faremo 0 modo che il punto E7 della alidade cada sulla
curva segnata 7, e resterd in tal modo delerminata la posizione dei
punli E' e B, unica posizione possibile di questo angolo.

Lo stesso dieasi per altri angoli ed altr1 divisori,

Per quanto si e delto, dungue, I'arco BB’ & la settima parle del-
'arco AD, cice: |

AOD

7

BOB =

Per far uso dello strumento suppongasi questo disposto colla sua
alidada a 0°; allora anche il raggio OD si confondera col raggio OA,
Sia dato sulla carta un angolo AOD da dividere in n parti egnali.

51 mette 'ingegno in medo, che il centro O coincida col vertice O
dell'angolo dato, ed il diametro AB, colla saa parte OA coincida col
lato OA dell’angolo dato.

S1 apre quindi 1l raggio 0D fino a farle coincidere con 'altro lato
dell'angolo date, che si vuol dividere e si fermi coll’apposita vite il
punio D sul semicerchio ADB.

a

Si muova 'alidada DB finche 1l suo punto T :_; cada sulla curv'a:

segnata sulle piasira.

(]

Supponiamo che questa curva sia—.?- # percio segnata solla piastra

col numero 7 at suol estremi, onde il punto E7 rappresenta la posi-
zione della estremita I dell’alidada ecolla enrva 777 e l'alidada ha
preso quindi la posizione di E'B'D, determinando I'arco BB e per Ia
proprieta della curva si ha;

arco BB' =

arco AD
— 1
{

-_'-]:Eﬁ hj—'h:.-#:':-l_
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oppure
angolo AOD ;

7

angolo BOB =

che si pno ottenere agginngendo all'appavecchio un’appendice B'O=0D"
ed il punto O deve costantemente trovarsi sul prolungamento di AB,
mentre il punto B si frova nel punto B’ dell'arco BDA e nel punto B’

. AOD
dell'alidada; dalla figura risulta BO'B' = ? .

Se si volesse la divisione di AOD per 2, allora dalla posizione DB
: AOD
dell'alidada si avrebbe ABD = ?} -

Per avere la divisione dell'angolo AOD per 3, basta far coinci-
dere 'alidada con B0,
10. La precisione del gonisettore dipende principalmente dalla esat-

B N

Fig. 1.

Lezzn delle enrve settrici deseritte sulla piastra. Ma ecolla deserizione
per punti delle stesse sulla piastra medesima, che naturalmente deve
gssere melallica, & difficile otteners una esattezza sufficiente.

Si possono descrivera le enrve setirici sulla piastra con moto con-
tinno servendosi d'unv skrumento fondato sul seguente pvineipio:

Siano dme cireoli AR, OG col raggio comune CE (fig. 7) e sia
arco AB=a ed arco ED—: .

Sul prolungamento di BI» si prenda DF =p.

I & un punto della curva, che ha origine in G; GF & il primo
tratio della curva (n. 6).

Supponiamo che il eireolo AE girando attorno al smo centro C

descriva V'arco E]E[———-% e percid la retta dei centri prende la posi-

zione di KL; e, che il circolo OG girando atlorno al suo centro E,

e g

- & —

e AR e s A 3

= —

L ]
= T -_-_d'_:l_.-..'-—
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g : l . .
descrivi I'arco GM——H"; + allora la linea AG prende Ia posi-

zione di NM, ed LM sara il primo tratlo di eurva = GF.
Infatti angolo A'DB=ATEN e raggio DF = EM.
. D@ dunque 1 centri U ed E restano fissi ed i rispeltivi eireoli gi-
vano nello stesso senso con moto wniforme, percorrendo in tempi eguali,

; . . 1] i N R
il primo arehi BH == ed il secondo archi GM =24, e si mmaginig,

che il punto G lasci la traccin del suo eammino sul pisino, che passi
pel eircolo AE, si avid in quella traccia un tratto continuo LM . ..
della curva settrice.

Quando n & razionale, i cireoli ¢ ed E percorrendo nello stesso

IR ed il secondo un nreo = 360K, Ia

tempo: il primo un areo=

B s K ., . .
curva si chiudé appena, ulm; diviene un numero intero.

Se per esempio vogliamo descrivere la eurva in eni n =7, bisogna
che mentre nel cireolo 1 il puntoe G dovra percorrere 2520° nello
stesso tempo il cireolo C dovra girare 860° (fig. 5).

Il. Con guesto principio ho inventato wn ingegno per la de-
serizione cinemafica delle curve in goestione sulla piastra del goni-
settore, nella quale vecorre soltanto deserivere una lunghezza limi-
tata, mentre la descrizione intera delle curve potrd avere eventuali
applieazioni, fra coi la divisione della circonferenza in un numero
qoalsivoglia di parti eguali, ecc.

Ho costroito in legno T'ora citato ingegue (ipaciclografo).

I risulfati ottenuti sono tali da potere a priori stabilire, che questa
macehing, se costruita in metallo con ruote dentate di precisione. dara
visultali esatfi.

L'ipociclografo & principalmente formato di due rnote situnbe in
mani paralleli, a distanza sofficiente per poter stave il congegno della
punta incidente o lapis o tiralines all’esivemo variabile del raggio
vettors (p), portato dalla ruota superiore B, mentre la ruota infe-
riore U conduce nel suo moto Ia piastra del gomisettore oppure una
tavoletta da disegno.

Il movimento & trasmesso da due ruote mobriei (che stanno nel

rapporlo voluto dal valors di a) per mezzo di fili.
Le ruote B e € possono girare singolarmente in senso conbrario.

Catanin, febbraio 1910.
Emirio TeEpaLm

porile aatastale,
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| NUMERI RAZIONALI SECONDO BERTRAND RUSSELL

La bella lezione sui vazionali, detta dal sig. Papoa al Il congresso
della * Mathesis ., e poi dullo stesso autore rvicostruiia per iseritto, (1)
si pub dire informata, 1n qualche punte essenzinle, o idee clhiaramente
sspresse da Berreasp Russewn nell'opera magistrale The principles
of Mathematics [Cambridge, University Press, 1903). ()

Data ln definizione di proporzionalild per le coppie di numerl (in-
teri), di cui il secondo non & mai nullo, {] Papoa in fondo viene a
definire — nominabnente — la frazione %, vome la classe di tulte le
coppie (classi ordinate) proporzionali alia coppia * @ b 4. Lente % e
dungue concepito come una classe di classi, secondo \'espressione del
RussgLr.

B appunto questa la via segmiia dall'anlore inglese per defimre
formalmente il nmmero cardinale (fivito o transtinito); il qual numero
— secondo una concezione che appavtiens pure al Freee, me alla
guale il RusseLn arrivato indipendentemente, ispirandosi 81 lavori
‘del Peano — sarebbe appunto le classe di tuile le classi equivalenti a
una classe data. In zenerale, @ questo il procedimento per trasfor-
mare in definizioni formali o nominali, che dir =i vogliano, le cosid-
dette definizioni per astrazione; le qunli, come osservi il RussgLL,
hanno il grave difetto di pretenderla a definiziomi ereafrici, non as-
sicurando ng dell’esistenza ne dell’unieitn dell'oggetto definito. Uodesla
Lrasformazione, d'altea parte, ® resn pussibile, nel campo malematico
puro, per mezzo del culeolo delle relazioni, che costituisce 1l capitolo
pitt oviginale o pi importante della logica arusselliana. (7)

Non intendiamo esporne qui i prineipiiz ei basti aecennare & uno
dei teoremi pin importanti (priveipio dastraziong), che si enuncia cosi:
ogni relazione [ransitiva e simmerica (quindi riflessiva) si puo sempre
considernre come il prodotio velative duna relaztone biwnicoca é della
cua mwersa. Per es., la relazione” ~ (equivalenzn) tra insiemi o classi
(Canvor) & una relazione transifiva e simmetrica (egualiforme, sacondo

(hy Papoa. Introduzione alla lmrirhrhm feagioni [Botletting delln “ Mathesis 4, dicembre 1908,
pp. WBF1L

[t} Quesl’epera, poco nota e punto disrnasa i 1talin, & stala eommentata e illnstrata in Feancia
dal Coctrrar eon maltrn opern: Tes principes ded smunthemotigues iTaris, Algan. 1900], Le jdee,
apssso nrdite, del Hossgi, hunne poi suseitalo nns vivaeissima polemien tra il Loyroiar & il
Poigears Tvadi Remue e Methaphysigque of os Moy, 1905-08L 11 Torseane ha di recsste nomito
i sunl aitieoli polamiel in Seiance of Méthode [Paris, Flrmmmion), pp, 152-214

Alenme vedute ganernll del Kosszwy, he exposto in uno seritio: dxl titolo Logice ¢ Matewalica,
ehe apparith nelln Kemsta dy Frioswflo,

‘5) Veli, ollre Vopera clbaka, 15 Hussernn, Swure la dogigue des relalions owee des appdicofions a ia
thiorie dew sdries [Kovue (e mathdmatignes, Turin, &, Vi1, 100001
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si esprime il PApoa): or se consideriamo la relazione R che una classe
qualungue ¢ del campo della ~ ha con la totalite T delle classi equi-
valenti & ¢, la R & una relazione (many-one), 11 eni prodoito relativo
con la propria inversa R & appunto la ~. [Cid vuol dire, come si sa,
che il prodoito loglco delle due proposizioni *  ba la relazione R
con I' ,, “T ha la relazione R con y , equivale all’'affermazione *  ha
la relazione ~ con y ,]. Ora il termine unico classe di tutte le classi
equivalenti ¢ ¢ — cui hanno la stessa relazione R tutte le classi equi-
valenti & ¢ — pud dar luogo precisamenie alla definizione formale del
numero cardinale della classe ¢, ()

Similmente la relazione * & proporzionale , tra coppie di numeri,
pud essere ricondotta a una relazione univoea (ma non reciproca) che
ciascuna di queste coppie ha con il loro insieme: e guindi il rap-
porto % si pud definire formalmente come I'insieme di tutte le coppie
proporzionali ad “ @, b ,. Né &i capisce perchd il Paboa voglia poi.
quusi tormando indietro, interpretare codesta definizione come unn
definizione per astrazione, in cui, ciod, 'ente #/, si presenti quale
astrazione della coppia ® a, b, rispetto alla velazione egualiforme * &
proporzionale a . ()

Altro punto notevole della lezione del sig. Panoa & quello in cui
egh avverie come non siano punto da confondere i numeri naturali
0, 1, 2... con le fraziomi %, %/, % ... Egli osserva: * la teoria dei
" numeri naturali viene a trovarsi formalmente inclusa in quella delle
" frazioni, pur rimanendone concetiualmente disgiunta ,. Or questa ve-
duta si deve anzitutto al Russers, che in parecehi passi dell’opera
citata ha chiavamente rvilevato 'errore cousistente nel confondere le
varie e¢lassi di grandezze numeriche,

A p. 270, per es., egli dice: * When mathematicians have effected
" a generalization of number they are apt to be anduly modesl wbout
“ it — they think that the difference between the generalized and
“ the original notions is less Lhal il really is, We have already seen
" that the finite cardinals are noi to be identified with the positive
* integers, nor yet with Lhe ratios of the natural numbers to 1, both
of wich express relations, wich the natural numbers do not, (*) In
* like muanner there is a8 renl number assvciated with every rational
* number, but distinet from it. A real number, so T shall contend, 1s
* nothing but & eertain class of rational numbers. Thus the class of
rationals less than % is & real number, associated with, but ob-
viously not identical with, the rational number V5. This iheory is

1Y) Oaserva il Bussurr. she not &i & Jontani dal senso eomune guando a'idextifios 1) nnmero 2
con [ides di coppia, 1l vnmere 8 con I'idea di erip, ooe,

() Cfr. p. 74 mota 2. del luvero cilato,

17) E ovvip, par es,, o perfoliaments conforme n! senso comune, ene I'espreaasione /re welri ha
due sigrificati distinti, secondoehi o' intenda 1 e oppettlt chinmati metri (pumere cardinale 3) uv-
VOXo: lunghesza che min ol meiro nel rapporio 3y (numero razionale *,),

-
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¢ not, so far as | know, explicitly advocated by any auther, though Peano
“ suggesis it, and Canior comes very near to it ,.

11 Creonua, di recente, ha rigorosamente precisato il senso da atiri-
buire alla frase “ estendarg un campo nnmerieo ,:(') dire, per es, che ln
classe R dei rapporti & un’estensione della classe N degl'interi non si-
apifica gia che R contenga N, ma che R contiens nna classe isomorfa,
non identica a N, ossia che R & una classe di grandezze numeriche
superiore a N. Cosl la classe R’ dei numeri razionuli relafivi @ supe-
riove alla classe R, in quanto conkiene und sottoclasse isomorfa & K.
Cosi ancora i numeri reali assolufi (relativi) costituiscono una classe
di grandezze numeriche superiore a R (R). E movendo appunto da
questo concetto del RusseLL, i1 Orpora ha fondato la teorvia der nu-
meri reali, con un rigore logico non raggiunto dagli aliri metodi.

Il RusseLL, anziché stabilire la teorin dei rapporli in modo ana-

®

logo a guello tenuto per i numerl eardinali e in particolare per gli
inkeri finiti, preferisce considerare i rapporti come relazion: tra gllin-
tori stessi. Quest’ultima feoria & accennata in poche righe [pp. 149-50]
dell'opera citatn, e qui intendiamo darne qualche sviluppo, piit che

altro per contribuire a diffondeve le idee dell'autore. (%)

T,

l. Por trattare dei rapporti secondo RussenL, & indispensabile un
cenno sul ealeolo delle relazioni. Bastano, perallro, poche nozioni lo-
giche abbastanza semplici, che possono essere introdothe senza diffi-
coltd in un insegnamento di 2° grado. (%)

Qui ¢i limitiamo, g'intende, &l puro necessario. Con i simbeli Df
e Pp si rappresentano i termini definizione, proposizione primitiva.

l. (Pp.) La relazione & un’idea primitiva.

2. (Df.) Bssendo = e y due enti (individui) qualunque, “ zRy , ai
legge: * x ha con y la relazione R ,. Si sual dire che 2 & un ance-
cedente & y un conseguente di R I'insieme di tutti gli antecedenti &
conseguenti della B si chiama il campo di R.

3. (Pp.) Ogni relazione R ammette un'unica relazione inversa, che in-
dicheremo con R. Cid vuol dire che gualunque sieno & € y, dalla propo-
sizione * 2Ry , si deduce I'altra yRa , (e viceversa). Per es, Ia rela-
sione tra numeri espressa dal segno > ha per inyorsa la relnzione <<;

la relazione “ & padre, ha per inversa la rolazione “ & figho ,, ecc.
»

{4 MicasLs DroLua, I mumers veali [ Paviodize di Matenutica, annp XXV, fase. 111, 19001,

(*) Notimmo che I'A, distihgue Lra vappordi (mumers razionali) & fra=ion. Quaste ulkime sl Ti-
{oristono ullo grandecze eafenxive, por le quali Iin [nego Inesioma della dicisibilith indefinila: TAD-
presenbang eassncinlmonte ralazionl tra twilo @& paide 0 Ern dne fwitl, @ BOD guindi snsceltive aneco
di valorl srrazionali,

() Kozioni simili sowo introdoiis nalln pragevolissima Geometiria slementare de] ve FraxcH=
(Sandraon, 1000), pp. T-1L 15 ai poavla di operaziane tra eluesi di elemonti geometriel, clod In fondo
dl una parliealars rolazione, cai gueil'operazione {traaforansioge, movingnte) i Inego.

-
- T . ]
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4. (Pp.) Dati due individui = e Y, tra essi esiste una relazione che
non esiste per nessun’altrn coppia d'individui. [Cib signifiecn — dal
punto di vista dells comprensione dal quale s pone il Russpnn — che
Finsieme di futte le velnzioni esistenli ira = e y non esiste Lia qua-
hingue alira coppia d'individui, B, come lo chiama il Coururan, il
principio degl indiscernibili applicato alle relazioni,]

b. (Df.) Due relazioni Ry, Re sono eguali quando, qualunque sieno
z ey dalla “ xR,y . si dediice * zHsy ,, e reciprocamente: ossia quando
“aly ,=* 2Ry ..

6. (Df.) Daie due relazioni R, e R,, eliameremo prodotio relativo
di esse, ¢ lo indicheremo con R\"R,, ln rvelnzione elie esiste tra 2 Bz
quando s abbia conlemporaneamenie * 2Ry o, “ yRez .

Uosi la relazione “ zio . & i prodotio relativo delle due relazioni
padre © fratello. 8i noti ghe tale prodotto non & in generale commu-
taivo: per es. la relaziono padre del fratello non coincide con la
velazione fratello del padye.

7. (Pp) 1l prodollo relative di due relazioni & una relazione.

8. (DI) Una relazione & Siumelrica quando & uguale alla sua ju-
versa, Tuli sono le relazioni eguale, é fratello, ece. In caso contrario,
la relazione si dice asimmetriea : esempi: >, & padre, ecc.

9. (DE) Unn relazione R & iransitiva quando il sue prodotto reln-
ilvD con se stessa (quadralo relutive) & uguale alla stessa R. Sono
transitive le relazioni > v <<, & multiplo, ece.

10. (D£) Diremo che una relazione R & univoca (many-one), quando
dul contemporanes avverarsi delle propusizioni 2Ry, 2Rz segue neces-
Bariameq_t_a y=z. La chiameremo reCiproca [mw-mmry], quando la sua
inversa K & univoea: biuntvoca (one-one). quando & univoea e reciproou,

11.

I. Se a, b, ¢ sono numer; tql; che
ab=—=g¢g, (1)

tra i nmmeri a e ¢ esiste ung relazione hen determinata, che si suole
anche esprimere dicendo: a 2 sunonultiplo secondo b di ¢; e tra ¢ e q
esiste la relazione (Inversa), espressa auche dalia frase: ¢ 2 inultiplo
secondo b (i a,

Poiché queste dne relazioni sono perfeliamente determinate guando
& date il numero 4, noi Jo indicheremo per ora con i simboli B e B.

Talchs porremo:

aBe.— , gb=—¢, Df, (2)
E consegneniemente (1, 3):
cBa. =, gb—. (3)

Le preposizioni (1), (2), (3) esprimone in fondo lg glesso fallo.
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Notiamo che gli antecedenti della relazione B sono lutth 1 no-
meri 0,1,2...: i conseguenti sono tutti i multipli di &, eioad U, b, 2b...;
e reciprocamente per la reluzione inversa B,

Poiehe la moltiplicazione & un’operazione nniforme, ¢ facile ve-
dere che la relnzione B & biunivoca. Bisogna, perd, eccettuare il easo
in cui & b=0, giacehe allora ln B fa corrispondere a ognl numero
lo 0 (relazione veciproca). Questo caso sard, perd, escluso per altre
considerazioni (n. 9).

Notiamo ancora che in relazione B & asimmelrica, eccetto il casn
in cui & b=1, vel quule B si confonde con B.

2. Sinno ancora o e b due numeri lali che

b =e, (4)

Polremo scrivere, per la (3): _
eB'a. (=)
Da (2) e (2) segue chie tra i numeri a e ' passa una relazione, che & il
prodotto relativo [1; B, 7] delle due reluzioni B ¢ B, Da (2) e (z) segue
dungue lu proposizione: -
aB*B'a’, (5)
Reciproeamente, & facile vedere che dalla (3) segue:

wh=a' =e.

Infatti, se la (3) lia lnogo, eio vuol dire, per la DI. B, che esiste un nuo-
mero 2 tule ehe eontemporaneamente si avverino le due proposizioni

aBzx, By,
E per le (2), (3), dovra essere a un tempo:

ab=1m, a'bh'=zmx;

ciod ub=n't'. c.d. d.
Pussinmo dingoe scrivere la proposizione:

aB*B'a’. = .ab=a't’. (5)

3. Ln relazione B*B’ & perfettamente delerminata dai numert 4
g . Tnolbre, & ovvio che se & =1, le dve relazioni B*B &« B sono
egunli (DFf. 5); se invece & 6= 1, la relazione B*B’ coincide con la B
Al simbolo B*B’ sostituiremn quello pii espressivo "), che leg-
geremo b su b; e chiamerengo rapporia la particolare relazione tra
numeri (swaomultiplo secondo b di nultiplo secondo b'), che esso ruppre-
gsenta. 11 nomero b si ehisma primo lermine, antecedente (o numeralore)
del rapporle; 1l numero b, secondo termine, conseguente (0 denominatore).
Porremo dtiuque:

vI,—=B*B" DL (6)
lhl = 1,-!1 =B, {7]

H per consegnenza:

.JI-*

- -
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E Ia (5) si potra serivere: :
a(YA)d.=.ab=a'b’ (8) £ L

4. Qualunque sieno i numeri z e 2, dalla proposizione

z (M)’ ()
segne 'altra .
2 (") w; (7)
& reciprocamente.
Infafti dalla (z), per la (8), segue: wbh=a'l’, ovvero xb'=ub: e
dn quest’ultima, sempre per la (8), segne (B). Similmente, si vede che
dalla (3) segue la (z). Abbiamo quinds:

z (V) e=2a (") & (9]

Cioe: { due rapporti /[y e Yy rappresentano relazioni inrerse.

5. Dimostriamo il seguente leorema:

Se m & un nnmero non nullo, %, e M rappresentino rapporii
eguali, cioé

nrh — ﬂ.tl.l.ljhm_ {lﬂ}
Infatti, gualunque sieno i numeri 2 e ¥, dalla proposizione
z (*s) y (=)
segie, i virth della (8): )
Ib—_—yt'l. (gﬂ

E dalla (5), per m=0, segue:
% (bn) =y (am), (7)
Ma la (y) da luogo appunto alla proposizieno s
Z (*™fimy) Y.

Dungue dalla (=) segne 1a (Y); reciprocamente, si vede subito che
dalla (y) segue la (); eppero:

2 (*h) y = 2 ("4,.) .

E per ln DL 5 [1), 1 & “hm 8on0 relazioni eguali. o d. d.

6. In virti della (10), potremo sempre Lrasformare un rapporio "/,
1u altro eguale avente i termini primi tra lovo (rapporto irredutiibile).
I potremo anco ridurre due rapporfi ad avere egnal consegnente.
Si dimostra ancora, immedintamente, il teorema:

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche sussista la pProposizione

g [nfh] i s

dove *)y & un rapporto irveduttibile, & che x o y steno equinultipli Jdi a
e b. I da esso il corvollario:
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Se *)y & irveduttibile, dalla

(v y
seque
l.l'h — ‘.'ET.F}_ g
7. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche @ rapporti ™[y € “lu sieno
equali, & che si abbia ad = he.
Infabti, se *4 =", gnalonque siewo z e y, abbiamo:

r("u)y==x (“la) o
e quindi, per 1a (8) del n. 3, hanno Inogo a un tempo le eguaghanze

th=ya, xd=ye;

dalle quali subito
ad = be .

Dunque la condizione & necessaria.
Dalla ad = be, segue poi la proposizione

[ (nfh] d . [?‘.)

Ora se " & irreduttibile, dalla (x) segue senz'altro 3% ="/ [n. 6]
Se no, sin ¥y il rapportu ivreduttibile eguale ad °,. Dalla («) segue

c("iv) d; (3)

g quindi *fy ="/s; ma & 'y ="/; dungue *h="ls. ¢ d. d.

8. Seguono ancora facilmente, dalle proposizioni precedenti, queste
alfre:

1°. Condizione necessarin e sufficiente affinché tra due numeri possi la
relaszione %y & che essi siano risp. equimultipli o equistanmtilt Epli ol o ¢ b.

2*  La relnzione ®, & bivnivoca. Fanno eccezione la relazione o, cha
ha luogo tra qualungue numero e lo zero, e lu reluzione °/s che pub aver
luogo tra due smoner: gualangue.

2 La reazione "y & asimnetrica, salvo il caso i cui a=1D,

4°. La relazione *s ="*1 ha luogo tra numeri eguali. Ece. ()

9. A questo panto si pud osservare che il rapporto ™, rappre-
senta la relazione che passa tra due numeri @ e b il cui guoto & .

Tra i rapporti

PP U A ()

e 1 numerl
0, »l, L — (£)

¢'d dunque questa notevole analogia: gli elementi delln classe (o)
reppresentano i rupporti tra numeri i eni quoti sono i corrigspondent
olementi della elasse {3). In allri termini, alla proposizione:

(1 [mh}b:

{(*) Sarebbe pure Immedisto i dimosteara ehe: 20/ = L * ¢,
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che impliea I'egunglianza

Ifhz mh N (Y]
potremo sostituire ['egnaglianza
a:b=m, (3)

€ reciprocamente.

Affinche sia piu stretta U'nnalogia tra i rapportl e 1 quoti polremo:

1" convenire che nel rapporto " il secondo termine b sin sempre
diverso da 0, dimodochd (y) e (5) snranne sempre sostituibili 1'nna
all'altra; |

2" definire, tra i rapporti, le operazioni fondamentali -, X, ecc.
v modo che un’operazione eseguita su elementi della classe () e
Foperazione omonima su gli element corrispondenti della classe (3)
abbiano risultali corrispondenti.

In tanl modo la classe dei rvapporti viene a tontenere una sotbo- -

classe («) isomorfa alla classe (f) degl intesi.

Non intendiamo qui esporre il modo col quale questo calcolo dei
rapporli pud esseve stabilito: cosa clie il Paboa fa magistralmeute
ed eleganlemenle. Notiamo, ¢col Russers, che la teoria qi accennata

dex rapporti 81 ricollega facilmente alla teorin operatoria [MERAY,

Praxo].

Senonche la teoria — diciamo cosi — relafivisia & suscetliva del
massimo rigore logico (come lo proverebbe un uso pilt largo, che qui
non si sia falbo, del caleolo delle relazioni e del simbolismo logico);
ne ha Inogo, per essa teoria, I'obbiezione che il Papoa muove al cri-
terio d'eguaglianza adottato nella feoria operatoria. Nella teoria del
Russent, Ueguaglianza iea rapporti non & che 'eguaglianza logica
ira relazioni: %)y e 4 sono eguali solo in quanfo rappresentano la
sfesse relazione bra numeri,

Le feoria relatizisia & inoltre pib vicing alle applicazioni, € eom-
porla — ei sembra — una trattazione didulticn semplicissimn,

1l tusseLs, insomma, definisce formalmente il rapporto per mezzo

dell'iden primibiva relazione (costante logica), mentre il Papoa lo de-

finisce per mezzo dell’idea primitiva classe.(') Lu definizione del Panoa,
per albro, si pud dire pit conforme al modo eon eui il Husseun de-
finisce 1l numero intero (classe (i classi) e i numero reale (classe di
razionali o segymento). B svientificamente preferibile dal punto di vista
dell uniformila. '

(1) Notismo perd che per {1 Russzgy 1a elagse & wna nozions derivata dalle die costanti Jo-

+ giclie rale ehe & funzione projusizionnts,

CorrapiNo Mingo.

=
l"l._.‘
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PICCOLE NOIK

Alenni teoremi snlle coniche dimostrati mediante In considerazione (e
pinti eielici. — Tronmia 1°. — Ne [in le diverse coppie (s sne involuzione in
twn fascio vi sono le wette isotrope, I'inroluziome ¢ 'egnaglinnea inrersa.

8f considerine i raggl doppi i quesin nveluzione. Essi sono reali mqouanioche
questa involnzione ha wells reile isotrope una coppia di elementi immaginnri ed
& noto che & sempre iperbolica quellinvoluzione che contiena i coppin i ele-
menti immaginavi, Org & manifesio che dne raggzi reali coningati Armonivamente
alle rette isotrope sono fra lovo perpendicolari. Dallra parte I'involuzions che ha
eomo ragui doppi dune raggi fra lovn perpendicolari & Vegunglinnza INVEarsi.

Tronema 2% — Duta wna vonico ed un guoto esterno ol ensn, gli angoli eom-
presi fin § vetlori foenli del puito ¢ le tangenti alla eonica passanli per qiel punto
hanno 1z medesinne bisellrici.

[ fuochi reali ed immaginari di nana conien a cenlro e i punti grelivi del piano
soslituiscono 1o tre coppie di vertici oppesti di nu guadrilatero civcoscritto alln
" comica.

Projettands da un punto P esterno alle conica:

1" 1a coppia di fuochi reali; 2° la coppia dei punti eicliel e tracciando da esso
lo tangenti alla conica si otiengonn vopple di uoa medesima inveluzione, Questa
involuzione & I'ngunglianze inversa poichd fra le diverse coppie di razgi vi fign-
rano le reife 1sotrope,

Nel caso che la conica sia una parabola si ginnge ad una analogs conclusiona
facendo nso di uu casv pacticolare del teovemsn di Desargues-Storm.

Troreua 3°. — Proiettamio dal centro di wnn iperbole eqnilatern le coppie di
punti che una secante la eonica dolerming si di assa ¢ sndle @iveltries, sk ottengono
due angoli aventi le medesime bisellriei.

8i ponga macte alla figurs polave di quella considernta nel precedente teorema.

Le diretiriei reali od immagiparie e la polari dei punti ciclio! costibniscono le
eoppie di Jati apposti di un quadrangolo iseritto nalla conies. .

Seghinmo questo quadrangolo con una vetin che incontri la conica (che sup-
poniamo sia 1'iperbole eguilatera) in due punti reali (anche goincidenti).

Pel teorema Desargnes-Sturm saranno ecoppie di nus medesima involuzioné :

1. La coppin di punti reali determinata sn guesta retia dull" iperbole.

2" Ta coppia di punti reali appartenenti a quesin retis e alle direttrici reall.

89 La coppia di punti immaginari che guesta retia lia in comune con le pelari
dei punti cielici. .

Si proietti questa involuzione dal centro della comea e si osservi che i raggi
proiettanti In terza coppia di punti sono le polari dei punti eiclici. Queste polari,
coincidendo nell'iperbole equilatera con la retie isolrope, |"involuzions proieitata
dnl centro & l'mguaglinnza inversa,

Teonmma 4°. — Profettando da wa fuoco reale di una conica le tre coppie dr
vertici oppoati di un guadriniero civeoseritto ad esra, Uinvolusione che ne visulia

d Veguaglinnza inversa,
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Le tyve coppie di raggi che dal fuoco profettanc i vertici opposti del quadrila-
tero e le tangenli immaginarie ¢ondotte dal fuoco nlla vonica (eoincidenti ¢olle rette
isobrope) appartengono ad noa medesima involnzione la quale & 1'ugunglianza inversn.

Trouzma 5°. — L'involuzione ottennta segande con wnn diretlyice i lati opposti
i vn quadrangolo inscritio in wna coppia 2 proiettutn dal fuoco corvispondente o
quetln diretlrice secondo un'eguaglimnza incersa wel fospo,

Invero por il teoremn di Desargues-Sturm sarannn in Involuzione le.coppie dr
punti reali che i Tati opposti del quadrangolo delerminano sulln dirstirice e i punti
immagiuar in cui guesta @ secalan dalla conica, Si proetti dal fooco corrispon-
dents questa invnluzione, e s1 osservi che, essando fusco o divetirice rispebtiva-
ments poln & poiare | raggi proiettanti quei due punti immaginari rigulteranno
tangenti alla conica e ciod eoincidenti con le rette isotrope. L'involuzione & dungue
IMiguaglianza Inversa,

Teoruma 6% — Le tangenti condotte da una poralole ad wn punto delle suo
diretirice sono fra lovo perpendicolari,

In nna parabola il fuoco al finito e i punti ciclici sono i tre vertici 4 un
triangole immaginario cirenserifto alla conica.

-Un punto qualungne dejla divetirice & coningato al fuveo: se da esso (toorsma
di Staudt) si proieftano i punti ciclici ne risaltano dne reite isotrope coniugate
armonicamente alle langenti condotte alla conica da quel punto. Queste tangenti

sarannu dungue perpendicolari tra loro,
M. Barszars,

UNA DOMANDA.

A pag. 15 dell'opera Sur le Magndtisme tervestre et ln Géodesie expéditive di
Axromie v'Arsamie (Le Caire, Tmpr. Barbier, 1887) si legge:

‘... une expérience mémorable, faile par de savanis italiens, et v l'on a
“ echangé les nstruments anssi bien qne les observateurs, a montré que 1'usage
“ de la division dacimale du corcle économise & pen prés le tiers dn temps con-
‘ sacré, soit aux observations soit anx calouly

Hsgendoci sorta In euviositic di avers in proposito muggiori particolari, né
potendoci rivolgere all'autore (morto da vari anni), ei siamo rivolti a vari enl
turi di Geodesia e di Topografin, ma nessuno sapeva di quell'esperimento.

Ripeliamo quindi qui la nostra domanda, nellp speranza che qualche letfore

possa essere pin fortunato di noi.
G. I.

RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 775.

TED. Si considerine due cireoli ¢, ¢ variabili aventi i lovo cenivi sull’asse
maggiore di un'eilisse, ¢ bitangenti alla medesimn, tali che ln distanza delle lovo
corde di eontabto sia costanée, Dimostrure che le tangenti condotte da wun punto di
contatto di ¢ con Pellisse, al cireolo ¢ sono equali a quelle condotte a ¢ dai punti
&i contatto di ¢ eoll'ellisse, & che questa lunpglhezza eoimanie & costante.

[E-N. Banmisms,
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Risoluzione del prol. A. L. Csada di Miramarpssziget (Ungheria).
Sia Ala, y) un punto di contatto del circolo ¢ con l'ellisse datn:

o .
S -—1=0, )
ed A'(e, ¢) uno dal circolo ol Indichiamo eon R ed 2 la lnughezzs della normale
o delln sunnormale nel punto A, R ed &' guella nel punto A,

L'equazioni dei eircoll ¢ e ¢ sono:

HEn=[E-(z+9+7—R=0 (¢)
HE N=[E—a+sP+n—R'=10 1¢)
Il quadeato della tangenls gondotta dal punto A al circolo ¢ &
Fr=H|z, y)

ovvaro, osservando che

Ri=y* - &% F?= (2 —a)t —28(c —x) +y*—0"

Sostituendo i1 valore y, y ed s =1y :i::: all'equazions (1) dall’sllisse, abbiamo

B =

(a? — D%
a’ L.

— )% (2)

Similmenle si pud otteners dall'eguazione (¢ che il quadrato della tangente
condotta dal punto A al cireolo ¢ @
¥ 38
o=t (3)

Dalla (2) ¢ (8) segue che la lunghezzn della ¥ e della ' sono egnali & nel
cnso di & — r— costunte hanno la stesss lunghezza comune cosiante.

Altrs risoluzione del prof. V. Formari, L T. di Tarese.

BIBLIOGRATIA

Grovasnt D Mavro. — Tratlate di Algebra ad nso dei Licei e degh
Telituti tecnici, compilato secondo i vigenti programmi, ¢oD prefa-
zione del prof. F. KarisarpL Catania, C. Battiato, 1609, — L. 3,50.

So di guesto libro s1 volesse Iare an'analisi minula, molto ¢i sarebbe da dir
e, pur troppo, paco di bene. La tratiazions, ¢he pur vorrebhe essere rigorosa, ln-
scia iuvace molto a desiderars;sbusla osservare che di parecchi teoremi non & dein
la dimostrazions; di algnni altri sono date dimoslrazioni che von hanno nessun
valore logico. Tuvltre molti conceifi non sono introdotti nd eon precisione, né con
chiarezza; slcune parti dsl libro sono confuse e gli errori di dettaglio sono fre-
quenti e apesso assolubamente grossolnni. Evitando pereid di venire & speciall
considerazioni, me ne permeblo une soltanto di caratiere ganerale,

I’A. nella prefazione dei suoi HissEym DI ARITMETIOA dige incidentalmentes
che il suo TratTato D1 Asexsra ha avuto bemevoln accoglionza pel metodo semplice,
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M Sigoragin enle scientifico von eyni fu geritte. Lascirndo slare quel rigoresnmeante
scientifico cha swona guasi jrouis, senza porve in dabbiu Ia simcerith delle parole
8U rifevite, nmo eredere contengano qualche esagerazions, perchi Ia benevola ae
voglienza ricevata dal libro del doth, De Mauso stavebhe a signilicave yn fallo ben
grave: e ciod che l'epern mssidna i cosvienziosi insegnanti ¢ fin de' pin illnstr
nostul matematic per migliorare o rinnovare I"insegnamento delin nostva seienza
nelle scuele secondarie non ha sortite nessun efieito Lenefieo, anzi, guasi avesse
Promosae unn veazione, ci ho fatti regredive invece di prozredive !

Perché indubbiamente questo muovo tratlato d"nigehra segnn un rvegresso sngli
Albri piil comunemente usati nei nostrl Licei.

To non eredo che tutti i metodi moderni si posseno introdurre con efficacin
nelle senole secondarie, speciaimente nella loro integriti: ma d'allra parte penso
che essi, pel loro alto valore scientifico, non possano a meno di esercitare nna
benefica azione sui metodi tvadizionali, nel senso che se fuesti vogliano conti-
naare a vivere debbone miglivrarsi o tray profitte della critica che vien mossa
alle loro parti pin deboli. E cio non mi pare davvero che abbin fatto I'A.!

Di piia, nei Licei I'insegnnmento della milematica deve avers cavatters pifa
specinlments formutivo e questo envnliere manca i1 modo assoluto al libvo di ecai
ci ogeupiamo,

L'A, non acestterh certamente per buoni guesti miei apprezzamenti, ma ad
ogni modo, se spera che il auo libve i diffondn, sava bono che lo riveds von at-
tenzione per liberarlo dagli evrovi di espressions, di convetfo, di ragionamento che
vi sono troppo frequenti. _ L. Texca.

Giovansy De Mavro. — Elementi di Avritmelica pratica ad vso delle
Scuole tecniche, Ginnasio infericre e corsi complementari. G. B,
Paravia e (. (Catania, lip. A. Morosoli), 1910, — 1. 2.

La letturs di questo libro ha lasciate in me un'impressione sfaveravole, non
perché sia privo di pregi, ma percha ffuesti somn menomnti dall'ssposizions spesse
volts poco precisa, alenne volts del tullo erraga.

Per citars aleuns inesattezze di vorin natara, dird, ad es., che vi si trovane
scritfure come le segnenti, ormei da tult; binsimate :

Eitol. 148 + 845 4 265 = 758 (pag. 47).
84,00 X a = granmnf 422,50 (pag. 173).
L. 68,45 = Ky. 6,495 (png. 173).
w90 XK, 2,75 = m *? 16250 (pag. 176).
MG m 3 X m, 9= m? 133 (pag. 176).
‘ll-l.:. Y.0260 : m. 3,50 — ., 2,70 (pag. 176).
Di pin sone frequenti 1o efuivalenze fra parole elio non si equivalgono; ad s, ;
grandezzn o quaniita | pag. 1),
peso specifico o densitgd [pag. 168).
taglio o piede (pag. 172).
Incltre aleune definizioni non hanue né¢ valore logico, nd valore psieologico,

Per queste ed altre imperfosioni didattiche che si trovane nel libro, crederei
opportuno che I'A. lo rivedesse Atlentamente; cosi com’® non mi sembra consi-
glinbila. L. Texoa.
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UNA PICCOLA TAVOLA DI VALORI NATURALI

§ I. — Avendo aggiunta la piceoln tavola, qui annessa, alla terza
edizione del vostgo Traftale elementare di Tréigonometria (in corso di
stampa), erediamo opportuno esporre qui aleune considerazioni sul
sio uso, che nun pubrebbero esser posts nel trattato stesso.

Talt considerazioni si riferiscono alla interpolazione semplice e ci
sembrano importanti, perchié mostrano come potrebbe, a paver nostro,
esser traltata questa deheata questiome anche per ogni altra tavola
logaritmo-trigonometrica (¥).

§ 2. — Rammentiamo, prima di tuifo, che la interpolazione sem-
plice dit luogo & due ervori ben distinti: une & dovute all’'aummettere
il prineipio delle parfi proporzionali; I'altvo & dovato all’applicare il
prineipio stesso servendosi di valori, necessariamente arrotondati, dati
dalla tavola che si considera. |

Indicando con ¢ il primo di questi errori e, piu parvticolarmenie,
con Yq e con 7; I'errore stesso secondoche esso si riferisce alla ricerea
diretta e alla ricerca inversa, si ha (§ 5, V. N, (*%))

S

5 sx\ Az . - -

ta=—10° 32 (1 — 32} 1" (an+ 03a), )
_ (Az) ,

= T (@0 + ) — [ ()] 1 (2)

idove, infendo che n sia 11 numero delle cifre decimali date dalla ta-
volx che si considera, si & moltiplicalo il secondo membro della (1)
per 10" affinche Ia cifra dellp unita di y, sia Voltima delle cifre de-
cimali accennate, e dove si & indieato con (Ax) il passo della varia-

(*) B una vicerea ehe, in grin parte, nbbigmo gih fatia @ pubblieals in varie riprese. Abbiamo
pei applieati i risalball ragginnli a ww stinils sompsrative fra le tavols logacitme-trigonometriaho
pilt mote, 6 questo atudio ska per essore pnliblicato, assieme n un corrispondents progetto di nuova
voio,

"7} Inilichiame In guesto woedic | §§ dells nosira soks : SHPus0 ¢ sulle tovole del valord matn-
rudi, * Parioilico di Matematien ,, 106, Avvariiame perd dlie ahbinmo trovate opportuno esmbiare
1l signifiento di nleuni dei simboll usnil in quells vota & nelle sltve, she avremo vecasione i citare,
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bile espresso in ampiezza (anziché in misura circolare, come Az)
afinehd y; risulbi pure egspresso in ampiezza. In seguito si indiche-
YANNO ¢on gy ¢ con g 1 massimi valori assoluti di y; e di v, con G,
e con G; 1 limiti superiori ehe, caso per caso, si froveranno per cia-
scano di goesti massimi.

Indicando eon i il secondo degli errori accennati e attribuendo
& Aty iy bay &y L, Ly significati analoghi & quelli atéribuiti a +,, -,
Gay, g1y Ga, Gy,..., 81 ha

(Az)
I_ﬁTy'

Lil =1 (3) k L HJ
dove Je unith sono le stesse di quelle dei corrispondenti simboli ora
accemnati, e dove Ay y indiea la differenza tavolave (espressa in va-
lore assoluto e considerando in essa, come cifra delle unita, ["uliima
delle cifre decimali date dalla tavola), che si ricava dai doe valori
arrotondati di f(x,+— Axz) e di f(x,), @ non dai valori esatti. Si noti
che il valore indicato per L, & un limite superiore inabbassabile (%)
e che quello indicato per Ly & un massimo per .y e non un limite
superiore (**) (per eni Ly non differisce da 1))

OssunvazioNne. — Se, invece della differenza tuvolare arroton-
data Ary, si usa una differenza meno errata, I'errore %, pud aumen-
tare anziche diminuire (**¥); altrettanlo pud sceadere per I'errove 7.
se 81 impiccolisce il passe tavolare (Az) (§ 6, Oss. I1, V. N.). Di guesti
due apparenti paradossi & facile trovare la ragione,

§ 3. — Quando f(z) sia una deile tre funzioni trizonometriche
seno, fangenke e secante, si & visto (§§ 9, 10, 11, V. N.) che:

per 1l seno si ha

PR i

: ] 2
100 ﬂ; gen 3y < gy << 100 '1,; sen (x0 + Ax). (5)
1 (A
e tan o< gy <~ tan (2, 4+ Aa); (6

per la tangente si ha

Az tan z Az tan (z, 4 Az)
LO® 4 cos*x, <g <1 4 oos'(x, + Az)’ (7)

1"} Sopra uno degli errori prodoteti Galla intsr polazione semplice. * Poriodico di Matemntion e 1000,

(*) Sulln iicavea del loguritmo genv ¢ del loguritme inngenfe degli archi piceoli, * La CQorri-
spondenza ., 10601,

(**) V. I'ves. al 3 3 della notn ora eitata: Sopra wno degli eirvori,...
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Ar (dr) tan @, cos (x, - Ar) s Ax (.J:tﬂ tan (2, + Aw) cos =, -
1 san Az cos i< 4 sen A cos (o, + Ax) ! ()
per la secanfe 81 ha
1 3_"-; 1 —+ sen” L) = .1.'1': 1 -+ sen® (eo -+ Ax)
10 o cos® x, << 10 N cos’ [z, | Ax) (2)

e !_\:r] | + sen? gz, i Ar (A7) 1 +sen® (2,4 Ax)

3 cos’r, tan (2,4 Az] 7 S  eos’(x,~+ Az) tanm, (10)

Dall'esame dei limiti G, e G, cosi trovati, si & poi dedotlo guanto
segue,

Per il seno, G, cresce sempre al crescere di zy da (F 8 90" — (Ax)
ed ha per massimo 10 '181' ; G, pure eresce sempre al crescere di x,
e tende all'infiniio per x, tendenie a 90° — (A=),

Per la tangenie, (&, cresce sempre al crescere di 3, @ tende al-
Minfinito per xw tendente o 90° — (Ax) ; altrettanto aceade per ;.

Per In secante, G, cresce sempre al ecrescere di xy e fende al-
I"infinito per =, tendente a 80" — (Az); € iuvece tende all’ infi-
mto tanto per x tendente a 0° quanto per z, tendente a 90° — (Az),
ed ha il sino minimo per un valore di x che b sompreso fra

darcos }—(Az) e 45° — 1 {Az). @ che si trova facilmente per ten-
tativi (§ 11, V. N.).

OssurvazioNe. — 11 caleolo numerico dei ikl indieati delle (7),
(8), (9) e (10) pubd essere molto semplificato trasformando opportuna-

mente i limiti stessi eolle formule di bisezione e colle formule di
prostaferesi.

8 4. — Si ammette ehe si possa applicare i1l principio delle parti
proporzionali nelln ricerea diretta quando il valore assoluto di v,
HOlL supera una mezza unitd; il limite dell’errore complessivo che si
commette vella ricerca diretta sard quindi dato da

th + G < 10.
>
In quanto alla ricerca inversa, siccome @, e L variano ambedue
al variare di z,, occorre esaminare accwralamente come varl la
somma ;- L;, e vedere iu quali intervalli questa somma si possa
ritenere trascurabile, Si noti che questa riceres deve essere limitata
agli intervalli nei quali Ary & almeno uguale a 2, perchid fuori di
questi I"interpolazione non ceccorre, e I'errore Y1, solo per effetto del-
Farrotondamento del valore dato, pud allora essere eguale a 4 (Az),

T -l T 'b.l-"_—l.-l-.h-—-.-l-'i—l--l-llh'—-p'r-r—
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quando A,y @ ugurle all’nnith, e pud ossere nuguale a (4z) e anche
maggiore di (Az), quando Ay & uguale a zero.

§ 5. — Applichiamo ora quanto precede alla piceola tavola in
discorso, nella quala
(Az)=60" ed =a=3.
Nella ricerea direfia di seno, essendo

Az =0,0174532925 ...,
dalla (5), per 2, =89, s1 ha G; < 0,039; se ne deduce che

nella ricerca dirette di seno U wnterpolazione é leciia sempre.

Nella viceroa inversn di seno, scorrendo ln tavola, si vede che
I'interpolazione oecorre solo per & minore di 86° & che per

< B7" siha 10s<A;y<18, daconi 3328<sLi=< 6,000,

MM <a<Tl" . b<Ay<10 b 67,000 < L; < 12,000,

N"<z<<79 , B<Ays?H o 12,000 =< L;<< 20,000,

79° < @ << 86° g Avy=< 8 . 200,000 < L,= 30,000 ;

me dalla (6) s1 ha corvispondentemente
07002 < G; << 0202,  onde 333 <L+ G: << 6,202,

0,208 < G; < 0,381 . 6,209 < L, Gy < 12,881,
0,402 < Gy < 0,674 . 12402 < 1y + Gy << 20,674,
0,741 < G, << 1,873 " 20,741 < L; 4 G, < 31'873.

Confrontando perd i limili successivamente trovati per G, con i cor-

' vispondenti Limiti di L;, si vede che G; si pud ritenere trascurabile
rispetio a Ly, onde si conclode che

nelle ricerca inversa di seno Uerrove prodotto dalla interpolazione
st puo riteners dato da L, soltanto, e quindi per x minore di 57°, per x
. compreso fra 57° ¢ T1°, per x maggiore di 71° questo errore si pui ri-
tenore vispettivamente minore di 6, di 12" e di 30 (ossia di 1,2, b decimi
de grado).

Ossmrvazione 1. — Par 2 minore di 6 la somma L,—+ G; & mi-
nore di 3,554, risultato che ei sari utile in segnito.

‘UBEEH‘FAEIDH'EI Il. — Affinche non sorga il dubbio che i limiti da
noi indicati siano troppo elevati e che guindi, tentando altre vie, le
precedentl conclusioni possano essere cambinte, si osservi, per es.,
che, dato sen2=1{,9944914, da una tavola in cui n =7 o (Az) =1
visnltn 2 > 83%9, mentre che dallu nostra tavoletta risulta z—83"30';
Ierrove effeltivo & dunque maggiore di 29,
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E anche per le limitazioni (5) e (9) si possono trovare esempi che
dimostrino essere anch’esse molto ristrette. Cosi, per le due seguenti
ricerche (una diretta e l'altra inversa)

y = sen 89°30° & sen 2 =0,3838858 ,
da una tavoln in eni n=7 e (Ax)=1 =i ha

y=09999619, e x = 5630/,

mentre che da una tavola in cui, pure essendo n=7, sia invece
(Az) =1°, colla interpolazione si ha

y=—00999239 e  @=>56"30,197....

Sapposto n=23, gli errori corrispondenti vy e v (anche tenendo conto
degli errvori .y e A) sono dunque (in valore assoluto)

0,03:... e 0107 iz

& le limitazioni accennate danno apponto in questi due casi

003<ga<<00f e 0,194<Tg <<0,20

 § 6. — Nella ricerca diretta di tangente, per i7—= 58" e per zy=>59,

dalla (7), si ha rvispettivamente Gi<C0,478 e Ga > 0,527 se ne de-
duce che

nella ricerca dirette di tangente Vinterpolazione & lecita solo per X
minore de 59°.

Nella ricerca inversa di tangente, seguendo il procedimento se-
gulto nelle ricerea inversa di seno, si vede che per

2990 g ha 17 <Ay 20, da cui 3,000 <L, <3530,
Wor<d® , 21 Shys 22 . 2T <Li< 2808,
28 < << 40P . 22 <Ay 29 = 2 068 < Is < 2,728 ,
Wz <B® . 80 <dcys< 9%, 0,681 <L <2000,
o' <z <82° , 101 s Ay 801 " 0,074 << L, < 0,595 ,
B0 < p<B® . 1029 Ary<1870 , 0,043 <Ly <0',058;

ma dalla {‘B) i ha corrispondentemente
>

0004 <Gy <0112, onde 3004 <Li-+Gi< 3.642 ,
0117 < G < 0,141 . 28 <L+ G << 2,999,
0%, 146 < 6 << 0,223 ” 3 214 < Ly -+ G < 2,951,
K231 <@ <0p83 , 0,862 Ly Gy << 2,583,
0,613 < G; << 2,084 Z 0,687 < L, -+ G, << 2,689,
2 435 < B; << 2/ 805 . 2 478 << Ly + Gy < 2,9064.
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Di qui risulta che per z minore di 84° la somma L+ G (pure re-
stando certamente maggiore di 0.687) & generalmente minove di 2,
onde si pud eoncludere che

netla ricerea inversa di tangente, quando x non rigulli maggiore di 4,
Verrove prodotio dalle interpolazione si puo ritenere minore di 3' (ossia
di 5 eentesimi di grado).

Usservazione 1. — Per x minore di 6°. Ia somma L+ G; & minore
di 3,557 e (; & frasenvabile vispetto ad Ly; risultato ehe ci sarh ntile
in seguito.

Osservazione II. — Por x compreso fra 84° o 85% G; & mag-
giore di 3,590, gnindi per = maggiore di 84° la somma Li+ G,
6 cerlamente maggiore di 3'; altro visultato che e¢i sard utile In
segiuifo.

Usservazione I11. — Da una tavola in cnin=7 o (Az)=1"si ha

tan 5830 = 1.6318517 @ tan 59°30" = 1,6676631 .

mentre da una tavola, in cui, pure esseiido n=rjy, sin mveee (Az)=1°"
sI ricava colla ioterpolazione

tan 58°30° = 1,6323070 ¢ fan 509°%50' = 2 6981652 -

il valore assoluto dell’errorve v, & dunque, rispetiivamente

0,455, . . - 0502....

Analogamente a gnanto si & detto nella Oss. T al § precedente,
81 pnd dunque dir qui che qualungue altva via si possa segnire nella
vicerca di nn limite per v, la conclusione a cui siamo giunti non
potrd essere cambinta mni. Osservazioni come queste si potrebbero
fare auche in segnilo.

§ 7. — Nella ricerca direlta di secante, per z, = 58" e per 2, — H9°
dalla {9) st ha rispettivamenfe Gy < 0484 e 3, > 0,5632: se ne deduce
¢he (come per la fangente)

nelle viceren divetia di secante [ mterpolazione & lecita solo per x
minore di 59°.

Per la ricerca inversa i secanle si eomincia dall’osservare che
I"interpolazione oceorre solo per z maggiore di 4°, poscia dope pochi
tentativi (§ 11, V. N.) si trova che il minimo di G, &1 ha per a,=—35°
e che questo minimo & uguale a /385 . .. Dopo di eib, seguendo il
solito procedimentio si vede che per
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< IU“ Ei hﬂ 2 = :’lT y = 3 , dﬂ. ﬂui Zﬂ',ﬂﬁﬂ = L[ = SDE,UUO :

10° <C 2 << 16° 3 sArys 5 12,000 =< Ly < 200,000,
168" < & < 27° 5 K<Arys 10 6,000 < L, < 12,000,
27 < ¢ < 40 100 <Ay 18 FaB <L 6,000,
40° < z < 45" 20 <Ay 24 2500 <Ly 3,000,
45° << @ < 66" 26 <Arys 93 0,645 << Iy << 2,308,
66' < x < B2° 100 < \py S 798 1,075 < Ly << 00,600,
W <r<dd 1021 < A, y =< 1361 0.4 < L < 0,089;

ma dalla (10) si ha eorrispondentements

U877 < @< 1901, onde 20877<Ly 4+ &; < 31’901,

0,542 < Gy < 0,700 12542 < L, + Gy < 20,799 ,
0 407 << Gy << 0,642 6407 << L; 4 G, << 127542,
() 383 << G < (0,380 716 <L+ Gy < 6,390,
0,301 << Gy << 07,407 O ROl < L+ Gy << 37407,
0411 < @ < 0,677 1,056 < L+ G < 2,085,
{0,736 < &; < 2,121 810< L+ 6 < 2,721,
9457 < Gy < 2,926 2601 <L+ G < 2,985.

Di qui risulta che per @ compreso fra 40° & 84" la somma L;—+ G:
(pure restando maggiove di 0,810) e seneralmente minore di 3'; con-
fyontando puscia i limiti successivamente trovali pex G; quando z 6
minore di 40° eon i corrispondenti limiti di Ly, si vede che fin a 4Q°
(ossin fin dove la Ay & al pit egnale & 18, come per il seno) G, s1
pub ritenere trascurabile vispetto ad L,; onde si conclude che

el vicerea inversa di secante Uervore prodotio dalle inferpolazione
si pud ritenere wunove di 3 (ossia di 5 eentesimi di grado) per X
canapreso fra 40° e 84°; per x minore di 40" Verrore stesso si pud vile-
nere dato da L sollante, & quindi per x minore (! 16", per X compreso
fra 16° e 27°, per x compreso fra 27° e 40°, questo ervore si pud rilenere
rispellivamente Mminore At 3 di 19 e di 6 (ossin di 5, 2, 1 decimi 1
grado).

Osservazione 1. — Analogamente & quanko si & osservato nel pre=-
codente §, si osservi ora che per & compreso fra 84° e 85" s1 ha
Gi==9,609... quindi se x % maggiore di 84° anche per la secante
In sommsa L¢-@ risnlta maggiore di g.

Osspryvaziose 1L — I valore di G, per la secante & maggiore del
valore di G, per tangente, perche la disegnaglianza

Az tan (24 Az) Az 1+ tan® (w + Ax)
1 cost(mtAx) " 8  cos' (a1 Az)

BT T Ty T i g— —# ——
- = = a

— e T e -

- g — s

g —
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equivale all’altra
[1—sen (z~FAx))F> 0

ne viene che, quando, nela ricerca diretta, I"interpolazione & lecita
rer la secante, a fortiori & lecita per la tangente.

§ 8. — Si b visto che nella ricereca diretta di tangento e di secante
I"interpolazivne non & lecita se 7 & maggiore di 59°,

S1 supponga ora che I'areo dato noun sta esatlo, ma che sin affetto
da un errore «, del quale, al solito, si indichera con a un limite su-
periore inabbassabile, o il massimo: questo errove produrra nella car-
rispondente tangente e nalla corrispondente secante nn errore g, del
quale un limite superiore inabbassabile, o i massimo, e (riferito alla
solita unita) sard dato da

g= 10m E“Ejrﬂmﬁra:ﬂ—f{n}], (11)

dove @ s'intende espresso in ampiezza e riferito alla stessa unita cui
& riferito (Ax).

Cio posto, se si conviene che Yi possa vitenersi trascurabile gnando,
in valore assoluto, risulta minore dj e, Ia condizione necessaria e snf-
Mficiente affinch® cib avvenga, dalla (2) e dalla (11) risnlta immedia-

tamente essere _
Ti <.

Venendo al nostro caso particolave e ricordando i limiti trovati
per G: nel § 6 e nella rispettiva oss, LI, nel § 7 e nella rispettiva
0ss. I, sl pud quindi concludere che,

se st stuppone ehe larco dato sia approssimato a 3 (che, ciod, sia

Wrotondato al decimo di grado) U mlerpolazione nella ricerea divella
di tangente ¢ di secante si puc ammettere fino a 84°

Osservazione 1. — La precedente convenzione pud portare nella
tangente e nella secante un errore, che, essendo 1370 la massima
differenza tavolare per I'intervallo considerato, ha per limite supe-

riore E0 1371=68,56..., Ma, per giudicar dell’effetto clie gquesio errore

Pub portare in un semplice ealeolo trigonometrico, & molto utile os-
servare in proposito che il corrispondente errore relative & 85841 mi-

nore di questo limite. Infatii per la tangente questo error relativo
certo minore di

l_ll_’xtnn (20 -+ Az) — tan x, IUa(tan (2o 4+ Ax) ]] )
20 Lan Ly T 20 tﬂ]‘] T o L
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ma nell’intervallo che si considera, il rapporto che compavisee al se-
condo membro cresce al crescere di z, quindi basta porre 2= 83°
per concludere che I'error relativo in discorso & sempre minore di 8,5.
Alla stessa conelusione si giunge considerando la secante.

D1 quesia osservazione devono, cerfo, aver tenuto eonto quelli che,
staumpando delle tavole di valori naturali, nei valori di tangente e
di secante di archi vicini a 90° diminuirono il numero delle eifre
decimali (il che, & dir il vero, porta anche una notevole facilita-
zione fipografica).

OsservazioNe 1. — Nell'intervallo nel quale, per la ricerea di-
retba di tanx o di see », non si ammette che si possa fave | interpo-
lazione, potrabbe credersi opportuno ecaleolare invece tan (90°— ),
e see (90" —g), che I'interpolazione allara & lecitn, ¢ poi fare le inverse
dei valori cos) rieavati, che sarebbero precisamente ctn(90°—z)=tanz
e cse(90° —z)=secz. Questo arvtifizio perd non & lecito, perche pud
portare ad errori asssl sensibili.

Infatti, supposto che 1l valore di tan (90 — ), cosi calcolato, -
snlti affetto da un errove &, che (in valore assoluto) abbia per limite
superiove inabbassabile d, il valore ottenuto per tan o risulia corri-
spondentemente affetfo da un errore che ha per limile superiore

inabbassabile )

[tan (90" —zg) — AT

(12)

6 basta supporre z—=283° e d=00005 (che, per n=23, & il limite
inabbassabile dell’errore di arrotondamento), perché il valore della (12)
gupert 83 unild dell'ultimo ordipe.

Cosi, volendosi tan 87°3(0', si avrebbe prima (dalla tavoletta in
eswme, applicando I'interpoluzione)

tan (00° — B7° 80') = tan 2° 30’ = 0,044,

da cui
fan B7°30'=1:0,044 — 22,727 ;

mentre che da una tavola in cui =7 & (Az)=1 si ha
tan 87° 30° = 22,903 . .,

l'errore & dungue certamente maggiore di 176,

Osservazione 11, — Per glintervalli nei guali I"interpolazione
(nella ricerea diretta) non 6 lecita (da 59" in poi, =& si vuole che ri-
sulli Gy << 0,5, da B4 in poi, se si ammetle la convenzione falia in
questo §) oceorre dungue una tavela in evi (Ax) sia minora di 17 S
noti pero che G al tendere di a, & 90" — (Ax), tanto per ln tangente
quanto per la sacante, tende sempre all'infinito, qualunque =ia (Ax),
e che quindi per (Ax) minore di 1° I'interpolazione potri essere spinta

]
!
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oltre i limiti indicafi, ma che sempre s1 arrivera a un aliro limite
oltre il quale I'interpolazione stessa non sard piit permessa. Per gli
intervalli indicati, se 'uso della tangente o della secante & inevita-
bile, & se nel ealecolo che si sta facendo qnesto inconveniente si pre-
senla ecceztonalmente, anziché ricorrere a speciali artifizi (come nei
logaritmi-trigonometrici) sara quindi meglio dedurre guesta tangente
e quesia secanfe dal rispetiive logaritmo.

OsservazioNE IV. — Per avere Ia fangente di un arco prossimo
a 90°, il Caenowri (*) propone la formula

sen ox 1
sen [ 90" — x| sen [(90° — ) —Zx]

tan (2s -} B2) = tan z, -

colla quale si evita "errore dovuto alla applicazione del prin-
cipio delle parti proporzionali {perché tale errove, tanto nel ecaleolo
di sendz quanto in quello di sen [(90°— z,) —52) & certamente tra-
seurabile).

Ma I'illustre autore non ha pensato che il denominatore della fra-
zione, che comparisce nel secondo membro, & molto piccolo e che
quindi anche il solo errore 2y di sen Bz pud portare in tan (ze-}- %)
un errore sensibilissimo (*¥).

Cosl, volendosi tan 86°57", col procedimento proposto si trova 18,662,
mentre invece da una tavela eon n=06 e Az=1' si ha 18,767754:
I'ervore & dungoe maggiore di 105.

3 9. — L’artifizio indicato nella oss. 11 al § pree., confraviamente a
quanto avviene per la ricerca diretta, pud invece essere applicato
alla ricerca inversa,

Infatti, supposto che il valore dalo di tanz sia affetto da un er-
rore @, il quale, in valore assoluto abbin per limite snperiore inab-
bassabile &, il valove di 1:tan 2= tan (90°—z) risuliera affetto da
un errore avenle per limite superiore inabbassabile

d '
[Lﬂll Ly — d’}!
per cui, facendo la ricerca inversa sn tan (00°— z), "errore da e

risulters affetto 90°—z, e quindi (in valore assoluto) x, avra per li-
mite snperiore inabbassabile

d % (Az) _
[ban 2o — d'T° 7 ctn 2 — etn (2, -+ Ax)

[*} Trigonomeirie pinng ¢ sfarica. Dologns, 1804, pug. 67.

(*) Un errore dello siesso genars 2 quello in eni & caduto I'Hover gnando, per avers Lisonx
e Ltanz di un arco piecolo x, he proposfo di caleolare prima sen= » tan = (éon una tavola di velori
naturali) & poi di vienvaras | logaribmi di questi walor] da una bavols 01 logaritmd del nameri (v. 8 81
della nostra noks, gil cituts, Sullie ricerca del loguriinie seno, ...}
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Ora, attribuendo a o' il valore 0,0005 (eche per n=23 & il limife inab-
bassabile dell’errore di arrotondamenfo) e supponendo che a questo
artifizio si ricorra solo per  maggiore di &1 il limile precedente &
certamente minore di 0',02; e alla stessa conclosione si arriva pel
eqso della seeante (quando z si ricavi da sen (90" —z) =1:sec x);
dungoe:

nella ricerca inverse di tangente ¢ di secante, se Uarco riswlla wmag-
gioye di 84° sl possono caleolare prima le inverse dei valory dati e por
eseguive le corvispondenti ricerche su queste muerse.

OsservazioNe I. — L'errore introdolto nell'arco dall’artifiziv pre-
cedente & trascurabile rispetto all'ervore dovuio zlla interpolazione
g cui 51 ricorre, giacchd il primo ha per limite 0,02, mentre il se-
condo ha per limite 3,557 se si tratti di ona tangente (§ 6, oss. 1),
ha per limile 3,554 se si tratta di una secante (§ 5, oss. I).

Osservaziose [I. — Esaminando le limitazioni deil §§ 5, 6e 7, si
vede che G verrebbe assai diminnito applicando Narlifizio precedente
anche fra 40° e 34° ma che cosi facendo non s raggiungerebbe wna
maggior approssimazione, perche il vantaggio che si otterrebbe pellu
diminnzione di & si perderebbe nell'acerescimenro di Ly.

Osservazione 111, — Essendo, generalmente, il valore di tanz, o
di seea, sul guaie si fa la ricercs inversa, il risulfato di un ealeolo,
il limite d" si dovrebbe rifenere maggiore di quello dovuto al solo
arrotondamento; ma anche supponendolo di 2 o 3 onita del terzo
ording, le conclusioni preeedenii non sarebbero affaito allerate.

§ 10, — Da tutte le considerazioni fatte sin qui, per l'uso della
tavoleita annesss, risullano le seguenti norme.

Nella ricerea diretta, 1'interpolazione & sempre lecita per il seno,
mentre ¢ lagita solo fino & 59" (ossia fino al segno *) per la tangente
¢ per la secante; se perd si ammette trascurabile 'errore prodotio
nelln tangente e nella secante de nn errore di 3" nell'arco {che &
l'errore duvuto all’arrotondamento al decimo di grado dell’arco stesso),
I'interpelazione & lecita fino a 84° (ossia fin dove son segnate le diffe-
renze tavolon (%)),

Nella rvicevea inversa I'interpolazione & lecita fin dove son segnate
le differenze tavolari, avvertendo perd che il corrispondente ervore
complessivo »

per Ia tangente si puo ritenere sempre minore di 3’ (ossia di 5 cen-
tesimi di zvado);

[} Nalle tuyole logaritmo-trigonometriche si danno, genernimente, le difforenze tavolari anehe
dove luterpolazione puo portare arrori sensibilissimi Cosi, applicando Iinterpolazione ulls tn-
volz di 1" in 17 del Bropss (u Usniore atesan ne db degli esempi nella inbrodozions) & ha
Lwen 507 5 eopl 212 unitk di errore

N
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per la secante si pud rvitenere minore di 3, se x risulta maggiors
di 40" {ossin se la differenza tavolave » maggiore di 18), mentre che
per @ minore di 40" si pubd rilenere solo minore del quoziente di (Aw)
per Ay y; .

per il seno (per il quale la differenza tavolare pon & mai mag-
giore di 18) si pud sempre ritencre solo minore del guoziente ora
accennalo. '

Per ["intervallo in eni le differenze tavolari non sono segnate,
s1 passi da tanx e da seca alle rispettive inverse tan (90" —2) e
sen (80" —x) e si eseguisca la ricerca sn quesii valovi: ghi errori
corvispondenti si potranno ritenere uguali a quelli eni da Inogo I'in-
terpolazione a cui si ricorre (§ 9, oss. 1),

§ 1. — Resta a stabilire una norma per arrestare opportunamente
il caleolo delln parte proporzionale nella ricerca inversa, affincheé
I'approssimazione raggiunta non sia illusoria (%),
- Per cib, dal riassunto fatto nel § pree. e dalle limitazioni trovate
per Li—+ G, net §§ 5, 6 e 7 risnlta subito che

se Carco ¢ espresso in gradi e parti decimali di grado, esso rdece essere
linitato i decimi di grado nel easo in cui la differenza tavolare a eui
St ricorve ¢ di una vifra sola, ai centesimi di grado in ogni altro caso.

Quando invece I'arco sia espresso in gradi e parti sessagesimali
di grado (ed & questo il caso pin comune), esso dovrebbe, corrispon-
denfemente ai casi vra considerali, essere limitato alla cifra delie
decine e alla cifra delle unita del numero dei primi, ma, per evitare
insolife e imbarazzanti notazioni (**), & preferibile serivere sempre il
uamero dei primi completo; dunque

se l'aveo & espresso in gradi e parti sessagesimali @i grado, esso deve
essere Limitato ai primi, sempre.

(") La mnanenien Ai quests norme produce nel ealenli mameanza 4l nmiformith o quel el &
pegsio, hieertezza di erileri, L quali, anclie per nno stesse autore. senn spasse contradittori, —
V. In proposito il 5 o alelin noskrn nota: Suelle operaziond fro nunerd desismnll approssimnts,
* Pariodiro di Matematien ., 1904,

™1V, p oes, Bavrzen, Die Elemienie e Uatematik, pagz. 58 ¢ & della ¥V Edizious,

G. Pescr.
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Fﬁlﬂﬂ naturali delle funzioni trigonometriche.

] | sen |d| cos |d]| tan |d| etn d d| csc | d
[ 00,0007 ]1.000| 10,000 | e w il 90",
10,017 [ | 1,000 | ;0,017 |,5]57,200 , |57,209 89
210,035 | 10,999 ;]0.085 | . 128636 o |28.854 88
310,052 | °[0.699 | 10,052 | 110,081 L |19,107| (187
4 [0,070 | [0,998 | 5] 0,070|;;[14,501 5 |14,8586 86
50,087 [, |0.906} ~ 0,087 | (11,480 2 [11,474 85
60,105 | -]0,995 | 10,105 |C] 0.514] N L
7( 0,122 (,;] 0993 | g |0.128 | ;o] R144] 0 o| B,2061, |83
g| 0,139 |- 10,900| 510141 || 7115 of 7183, |82
80,156 | 0,988} 58 [ o] 6,814) L | 8302 (81
10([0.174 |1, [0,985 | , [0,176 |y | 5,671 oo s| 3.7397 5y, || 80
1 ({0101 |,-| 0,082 04 |1, 5,145 2 g| 5,241 .| 70
120,208 | "] 0.978 : 18 | o] 4705) - L] 4810 |78
180,225 |- 10,074 |, [0.231 |y5| 4.331] yu | 2445 4, |77
140,242 | 10,870 | F10,249 | | 4,011 o 41384 1176
150,259 | *| 0,966 | © | 0.268 | | 8.782| "© .| 8864 ° |76
180,276 |, | 0.961 | 210,257 19| 3487 g o] 8625 0|78
17 (0,292 | 710,956 | 710,808 |, 3,271 3,420, 173
180,309 | *] 0,951 | % 0.325 1, | 3,078 >| 8.236 |72
190,826 (,, 10,946 [ . ' ] 8,072 71
: ! i ' 148
200,342 | 710,940 2,924 0
21 || 0,358 "] 0,934 | ® | | 2,790 2|69
1% (] R 141
22 n,s:r? ks u.agflr ! an| 2475] 0| 1079 .| 2,669 o
23 | 0,59 0.921 1 ° .| 2.858| " |1,086 2,659 8
24 [ 0,407 *"1 0,914 | * =1 2,246 “"'1.095 "} 2,459 g8
25 (0,423 | | 0,908 | > [0,466 | 2.145| > f1,108|, [ 2,366 . |@5
i - 3 L = [ 29 T _"'U b =y = A5
260,438 | 10,899 | “|0.488 | 7| 2,050 ¥ f1113 || 2,281| > 6a
27)10,434 | "1 0,891 | 710,510 1) 1,968 *}1,122| 7| 2,203 ") 63
28| 0,469 | o883 | 10,632, 1,88T| - |1,188 || 2,180| . |62
29 || 0,485 || 0,875 0,554 | | 1,804 11,148 | | 2,068 " 61
130 10,500 | *[0,866 | ®) 0,577 |71} 1,782| B)1,155 |7 2,000| €0
i 1 s ¥ Tk | Wil
31((0,515 || 0,857 |  [0,60F [, 1 1,664]«  |1,187) | 1.942}+ __| 59
320,530 | |0.B48 | 10,625 [, | 1600 1,179 .| 1.887( .. || &8
83)|0,545 | 1) 0,888 | ®) 0,649 (1] 1,540 211,182 || 1836 | 57
3 67 =
34| 0,559 |, | 0.829 |, [0.875 |, | 1,483 |1,206 .| 1,788( ,. | 66
360,674 |, 10810 | 10,7001 1,428 ' 11,221 | 1,743] |55
360,588 | 10,809 °10,727 1] 1,876 = |1236] 7| 1,701| | 54
97/10,602 ||, [0,709 | ' 0,754 [, [ 1,827| 11252, ] 1,662] 4|63
38 (10,616 | 10,738 0,781 .| 1,2801 ° 11,260 1:; 1.6241 . | 52
39 0.624 1; 0777 :: i],gll’)-:ﬂ 1.885 13 1287 . 1.589 H:; 51
400,648 10,766 | {0,839 I [ 1192 1 1,305 |o | 1536 4| 60
41 110,656 | 10,755 10,869 |0 | 1,150 ") 1,825 | | L3524 . |49/
4210669 | 10,748 | {0,600 1 1111| “11346 |7 | 1,494 ™| 48
: 2 : 3 W 2
430,682 | 210,781 |0 {0,033 || 1,072| /[ 1.867 9| L466] o [47
44 | 0,695 | 10,726 [ 10,066 | | 1,086 =f 1,800 | 0| 1,440| 1l 46
45| 0.707 [ ] 0,707 [* | 1,000 L000| ®[1.414 %" 1,414 *°[ 45
cos (] sen | d | el tll tan :'II ese || sec d

Sl ommetia ehe ' inlavpolazione sin lseitn #olo i deove son segnate Je differenze tnvelar:
nella ricoren invoerea pord, gupado lo differenge livolayl von none scgnate, ai pud caleslure prima
Irtane =t — 1 e 1:sper=seniil’— 1 o pol fare 1o vicerea di 00— sui yoorient] cosh otienutl

Se I'nreo & espresso in gradi e partl centealmali di grado, si aerest] 1] ealeolo dells parte pro-
porzionnle inella ricerea jpversn) ai declmi i grade nel eago in eni ln differenza bvolpre risultl ai
nug cifre wels, n centesimi di grado in ogmi altro epso; se [nvees I'urco b espressp In gradi @ parti
sesshgosimali 41 gredo, si mresti || caleolo stesso nl oumers del primi, sempre.

e
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SULLE FUNZIONTI SFERICHE

CUom'e noto, Legendre chinmd funzione steriea il corfiicienie dells
potenza di x nello svilappo della funzione:

(1—Zap+of =

dove «, @ sono reali minor di 1.
Indicando con X il coefficiente dj 2", €380 sard, per definizione,
la fumzione sferica n-esima o la sua espressione sara:

X — 1.3.5...[2-11——1)[35 n{n—1) .

- ﬂfH—IJfH*—-EHH—B] - }
125.n 20— T 2 @—T)za_g) T -

quindi:
(1 — 202 1 %)% :ﬂi‘rx_n Py (1)

Essendo le funzioni sferiche molto interessanti in parecchie qui-
stioni di Analisi e dj Fisica matematiea ed avendo, specialmente,
gumerose applicazioni nellg feoria dell’Attrazione ed in quella delle
perturbazioni dei pisneti, potrebbe riuscive atile far vedere come tali
importanti funzioni s pOSSono ottenere con procedimenti assai piu
semplici di quelli sinorn usati.

Derivando I'espressione (1) rispetto ad = ed z, ed indieando eon X',
la derivata di X, vispetto ad 2, si ha

ﬂ[l—*ESLJ: +ﬂﬂji_§ == ;‘ﬁx.uﬂ“ [Ej

n=3;

(-'F"‘ﬂ”l‘-gﬂlﬂ‘i— ‘-‘-’j‘%—‘—-iﬂxu 3. (3)

=1

Moltiplicando la (2) por 2 — 4 o la (3) per « e sottraendo In 56~
conda dalla prima, si ha:

=
E:[(m —a) X'y —n X, ot —)
==

ovverop:

3 [I xtu —EX‘I;[_"’;E-Il]Hn:n
n=1

0881A;

E [.1-" Eru — K,n_.] -— T Xﬂ] ﬂ" —]

-3
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Siceome «®, per ipotesi, non pud essere nnllo, debbono essere nulli
1 coefficienti e 81 nvra:
2Xy— Xpa—nX,.=0 (1)
Derivando quesla rispetto ad x, si ha:
PP g U, N o SRR, . | (1)

Ora sappiamo che le funzioni sferiche soddisfane all'equazione diffe-
renziale:
el

dx

[(1—a2) X'\ )+n{nt+1)X,=0

e da qui si ha:

(1—zx% d{i" 2r X y+aln+1)X,)=0

ovvVero:
1—2) X —2: X 4+ nn+1)15,=0 (2)

o, cambiando » in a1 — 1:
(1 — I-H] X — 22 X?II—] 1 (ﬂ =~ 1] Ku—l =0, [H)
Dalle (5) (6), s1 ha:

., e Xy—nin4+1)X,
b, e — I -
—
25!? Krn_1 — [‘?I— 1] Xn.—.l
1 —a* '

X'a=

Sostituendo queste derivate seconde nella {4) abbiamo:

20° X'y —n—+1) 2 X, | 22 X'ng—n(n—1)X,._?
1 — & | 1—2*

OVVETD S

X, [0 e e (1 o= )] =
2 Xy —nn+ )z X,+aurn—1)X, ,=0

Xn

— E’u:-;u

ossia:

Xo22 —(1 —2%) (n— 1)] -
2eXna—nm-t+1)aeX,+an—) X, =0,

Sostituendo in questa equazione per n X, il valore dato dalla {«),
abbiamo:

X' [By—(L—2") (2 —1)]—
X, ag—xzr+1DzXy—Xul+nn—1) Xa=10

fl

— — —— =
- - _

¥

s, =1 . ‘,.*__ i e - W
e e

e

- B =

- —_—

| o | ;
- (]

= e L —_

SR e e T s

-



206 PERIODICO D) MATEMATIOA.
¢i ni%- | |

X'y 225 — (1— '}(u—l)—x’{ﬂ—l-l}]+ .
E:n.[.l (E‘ [ﬂ Jr 1) gI]+?l (ﬂ—l)xn—.:=ﬂ

semplificando :
Xofl—n)+X'yafn—1)zLtne—1) X, =0
OVVero:

Xin—1)=X' yn—1ad+anr—1)X, =0

08sia ¢

Xa=n In—] “!‘ r X n—1. (b)

Moltiplico, ova, questa per 2 & metto al posto di z X' I'espres-
sione: X'y 4 n Xy data dalla (a) e si obliene:

Ern._:! —I— ] Kn — hx En—l —I— z° K‘u_;

da cul, ottengo, finalmente:
nXy—nzXo -+ (1—a" X, =0, (c)

Relazione molto utile per otlenere suceessivamente tutte le fun-
zioni sferiche X,. Di pin questa relazione e la (§) offrono una certa
semplicila per dedurre tutie le proprieta delle funzioni sferiche.

Vediamo come si possa ricavare la nola relazione:

(ﬂ‘l_])x_u+1 — (2“"}"1]1‘13—"‘*1 Kﬂ-—l‘___n

mediante la quale la X si esprime in funzione di due X adiacenti.
Cambiando nella (¢) # in n- 1;

)Xy —(n+ 12X+ (1 —2%) X'\ —0
mettiamo al posto di X'y la (J):
(1) Xpnn— 1) eXy 21 —2*) Xy -+ 2 (1—a*) X'oy =0. ()
Ora la (¢) da:

(1 —a) X'yu=nX,—nnX,,
e, moltiplicando per x:

; _([—_:g"}xxrn_lr-ﬂ-:ﬂ Kn-—ﬂﬂ.‘uin—n

OVVero: |
l—a)rXoafneXy—a2' X, ,—0

¢, summando questa colla precedsute (), si oltiene:

[ﬂ‘_l_l)ﬁn—ri—‘* (1 _quji'xfn,l —['ﬂ ‘I"l] :BEH—}— n [1 — ;1:‘) Kn_l-f—
“'I-I "'1—— T“J.Klu_i ——!HIIH_I_ H:L” Iu-.'[ =0

(m+1)Xs—2rn4+1) 2+ nX, ., —0.

oss1a:
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Vediamo come si possa ricavare anche la relazione nota:
Xopi—Xou—@n+1) X, =0.
Cambiando nella (B) 2 1n u--1:
X'na={n+1)Xs-+aX;
metlendo in quest'ullima relazione al posto di X'y la (), otteniamo:
| X =m+1) X. 42 mXes+2 X
Xpsi=nX,+ Xy +nrXis+2* X'y
softraendo da questa relazione la (¢) e riducendo, abbiamo:
Xy —Xpa—(2n+ 1) Xy=0.
ErnesTo 1zz0.

ovvero:

FRAZIONI, RELAZIONI ED ASTRAZIONI

Sono lieto che 1a mia Iniroduzione alla teoria delle frazioni (') abbia
offerto occasione al prof. Corradino Mineo (%) di richiamare latien-
zione degli studiosi italiani su The principles of Matematics del Hus-
sell () e gli son grato dell'esatto raffronto tra le due definizioni, del
Russell e mia, di nnmero razionale, perehe chiungue del Russell co-
nosceva soltanto quella pili notn di numero cardinale poteva esser
tratto a ritenere che analoghe definizioni egli nvesse dato per le altre
specie di numeri, cosicchi& io non avessi fatto altro che adoitare una
definizione del Russell; mentre invece — interrompendo non felicemente
)V uniformits di metodo — i1 Russell ha bratto i concetti di numero ra-
zionale ¢ di numero relativo dalla sua teoria delle relazioni. (%)

Ova, a proposito di questa teoria, mi si concedn di ricordare che
sin drl 1906, per confatare un’asserzione del Poincaré, (°) ho definito
il coneetto di relazione(®) assunto quale primitivo dal Russell ed ho
dimostrato tubte le proposizioni date da Ini quali primilive, fra cul
quelle trascritte con tale indicazione dal prof. Mineo; il che anzi
agevola Vadozione della teoria relativista dei numerl razionali, accen-
nata dal Russell e pit ampiafente svolta dal prof. Mineo, a chi In
ritenesse didatticamente preferibile alla mia.

[y = Bollattine della Mitheris _, n. 7-9, Pundpen, 1000,

i8] 1 wnmeri rasionali secondd Bertvand Kussell, * Pariodico di Malom. ,, fase. V, Livorno, 1010.
") Uninbradga. T8E3.

(1) Sup fu thivrie dey reiotions, * Navus s Mathématiques | . & VII, o 2, Torin, 190L

(5) In Lex mathématiques ot In logigus, * Revae de Métaph. ed ds Morale , . o 6, Paris, 1803,
i) The voa't wno relamions £ Ape venle delle sciemze di Torinp, 1905-808,

& -
l_.,._.—q.'r w1

- -
e T
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Mi si consenta anche di chiarire che 'apparents derivazione ge-
nerica delle mie 1dee da quelle del Russell @ conseguenza necessaria
della conformita sua e mia nel modo di considerare talune questioni
logiche, perché il volontario abbandono delle consuete definizion: per
asirazione (mai usate da me in aleuno dei numerosi seritti anterior
a quelli ricordati del Russell), per cui solianto la teoria dei numeri
cardinali del Russell si differenzia da quella di G. Cantor, derviva dalla
persunsione che awendo definito Veguaglianza in genevale, non sia pin
lecito stabilire per definizione il significato di alcuna eguaglianza pavti-
colere; persuasione espressa precisamenie con gqueste parole nel
cap. 1V delle mie Note di Logica matematica, (") anteriori al primo
lavoro citato del Russell (nel quale dichiara di averle letie e di adof-
tare anzi un simbolo da me ivi proposto).

Infine, per chiarire il dubbio espresso dal prof. Mineo a propo-
sito di mna noticina alla mia Introduzione ecc., che pub esser riosciia
oscura anche ad altri, ecco la min definizione esplicita cui alludevo (%)
e che & indipendenia dal principio di astrazione del Russell:

Se K & una classe in eni B & una relezione egualiforme e se a 6
un individuo arbitrario di K, allora

* agbrazione di @ rispetto ad K ,

gignifica * 1"insieme di tutti e soli quei K che stanno nella relazione R

con @ . -
Queste chiose non mirano a togliere pregio allo seritfo del pro-

fassore Mineo, eni sonn grato dei gindizi benavoli & mio rignardo.

ALrssanDpro PADOA.

SULLA SOMMA DELLE POTENZE SIMILI

dei primi » numeri natnrali

. Data la somma
10480t 0 o P8,

& noto che S, & funzione di grado -} 1 di # e priva del termine
indipendente da .

Posto allora:

P2 = A A+ Agan (1)

() * Rivista di Matematica ., L V1, Torino, 1889,
¥} Deillostraziene motemalica in Qusstioni filosofiche, Bologna-Modona, 1815 ; ivi agranno appunto
agll sorifti del Towsell o del Coutural.
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dove le Ay sono coefficienti indeterminati, passiamo alla debermina-
zione «ei coefficienti stessi.
Agginngendo la quantita (n-+ 1)" al due membyri della (1) @1 otferva:

2, A 1) =
Asa 4 AP -ii Apan—+ (a1 (3)

e eambiando, sempre nella (1), # n a1, sl avra ancora:

2 (1) =
— A, (- 1= Ag (L 1)L A 1). (3)

Le (2) e (3) danuo guindi "ngnaghanza:
Aart At ... Apan+ ()=
A e 1 Ag (e P Apea (1)

la quale, sviluppati ed ordinati i due membri secondo le potenze
decrescenti di », prenderd In forma:

;13-%—(:;)* - [Ag-Jr (f)] .
i

"'”HA**“‘ +(p il)i " (;)z"& (p—g 1) Ll i

Y N Y N Iy I

”LA (pjl)JrA” (pf-l)+"'+ﬂT'*‘ (m‘"'T =)

e eafs) sl

Dovendo la (1) sussistere identicamente, per qualsiasi valore di n,
bisogners uguagliave, nei due memburi di essa, i coefficient: delle stesse
potenze di n,

Si aveanno guindi, previo secambio di membii e sollrazione del
termini comnuni nei membri di ciascuna di esse, le seguenti relazioni
in forma ricorrente:

o 1) =(3)

+a(])=(1)

ﬁ:L nt' . "1‘

-
—

: g~
Y -

. oy
o T SSE
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?. _La (9) permettono di ealeolare le Ay mediante successive sosti-
tuzioni; ma poichs conosciamo la forma generale dells (5), data da

Aj(pjl)'!*ﬁ’(kfﬂ s o il (P_f_‘_g):(kil)

sl ha pure direttamente-

e e g
) 00 0 e
TR e
R e e o (]
= 2 i k—
62) (2e) () (5 1) 2,
1 p—1) —_ pm
CONII G- 5 ()
Eppers:
(p+1 0 0 r'p)
1
P B
| ‘ ; .
1p+2F+m+ﬂp:§:fﬂ+l}p...tp-—i’:+21 r:;:—lll .(k-P ) -(r;-—i-—f-'a) . .i;" ) e
— —3) " \e—
r:nl-; L *p—i-ﬁ rkpz
L & J(ﬁ:—JJ'”( 2 JJ:—-]J

che & appunto la relazione che volevamo stabilive.

Dalla (6), facendo Successivamente k=1,2.3 g rieava:
1 p) 1
A=y (o '__p—%-]

37 (2)
] | 0 1
T p1)p rp+1) (P 2
> 8

-

A

(:P
A'“{p+n;1p~u ("
(‘P

iiiiiiiiiiiiii
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La (7) offre il vanta
dentemente dai valowi inferior: di p,
Cosl, ad es,, per p=17 si ha sabito:

gglo di far conoscere diretta

261

mente 3, indipen-

0 (o)
N
(7 (2
e ) bl

_ 1 n 4 1)2(3nd + 6n® — n® — 4, + 2)

8
(1) ¢
X T
(2) (i
17 27 4 | -|.ﬂ=+_,—v s 2 RN
- 3.7 |9 — &) 5 2\
k=1
(ﬁ:—])(f;-——ﬂj
HEAH
kI \k—1)"
1 ) 7 T 1
=—‘-§HH+'EH'+*1TAHE—E—£1I'+I—EH=

3. Al determinante (6) & applicabile una n
Sviluppandone infatti la
orizzontale si hg-

1

_ p -+ 1
. e+Dp...(p—kF2)

A 1

dove con A; e Ay si sono ind
primo e 'ultimo elemento de

Ma Ay=0, avendo eguali
e dell’ultima verticale,

vispettivamente
quindi:

(p+ (2’)
Jh 2 1/ °°
(P11 P
'y 8 (.a ;

(— 1o

A]‘h(ﬁ%—l}p---(p—?ﬁ-ﬂl

)--

e—2/ "

(;H—l

k—1

(p—!—l
k

?
I

) (2

l

e LELE Tt

24

otevole semplificazione.

matrice secondo gli elementi

) 31 (e

|

»

a quale uguaglianza, evidentemen te, ha perd signifieato solo per k= 3.

U
0

k- 4)‘
>

P
3

|
X

p
0

o—E-1-3)

)a]

ieabi rispettivamente i complementi del
lla stessa orizzontale.
gli elementi della prima

0

[

: (R
p—k—1-3)
‘)

/

-

Faeto Ferranr
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UN BREVE CENNO SUGLI INSIEMI

Col nome di insieme infenderemo mn gruppo di un numero finito
od infinito di elementi qualsiansi.

Le teoria degli insiemi e della loro cosideita pofenza & di data
relativamente recenle ed & uno degli argomenti piu attraenti, anche
dal lato filosofico, ehe possa presentare ia matematica pura. (*)

Si dice che due insiemi hanno la stessa petenze guando fra i loro
elementl si possa stabilive una corrispondenza univoca e reciproca.

Per esemipio I'insieme infinilo di numeri interi ha la stessa po-
fenza di quello costituito dai numeri pari, poichd & evidente che ad
ogm intero K si puo far corrispondere il mumero pari 2K e vice-
versi.. Uosl pure |'insieme dei numeri interi ha la stessa potenza del-
'insieme der segnenli numeri

Gy e g M . o - . .

Mgy (leg Myg Mgy .. . . . .« .
figy (Mop (lgg Mye . , .. . . .
Mgy s @iz Oga « + « &« & 4

- LY L] - - - E - - - - -

disposli in uin quadrato di dimensioni infinite; cib si comprende sn-
bito disponendo gli elementi del quadro nell’ordine seguente:

My1: On ey gy (g flags (g Tga (lag Qg d « - - - .

i ewm s1 vede come ad ogni elemento ci si possa far corrispondere
un numero ntero,

Ora siccome nimi frnmnnﬂ? g1 pud indiecare col simbolo oy ne de-

durremo che I'insieme di fulti » nomeri razionali ha la slessa po-
tenza dell insieme di tntll 1 vumeri interi. Totti gli insiemi di infiniti

elementi aventi questa polenza diconsi numerabili, poiché 1 loro ele-

menti, potendoli far corrispondere alla serie dei numeri interi si
possono minmerave. Questi insiemi godono qnindi della proprieta di
avere per ognt loro elemento, nino che lo precede ed un altro che lo
segue. Da quonto precede si scorge anche che un insieme numerabile
resta tale ancle se in esso si sopprime un insieme infinito numera-

(') Par non cliaze aliro, 11 lebtore che voglla fare une studic sn guesto argoemento, legea |l
volinue Legone pur la theorie des fonctions di Enine Boeen, Prmis, GauliersVillars.
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bile di elementi; basterebbe infatti dai numeri razionali sopprimere
1 numenr frazionari per avere I'insieme numerabile degli interi.

Vi sono perd degli insiemi che evidentemente non possono essere
numerabili: tale & infatfi I'insieme di tobti i punti situati ad esempio
sopra nn segmento di linea rvefta.

Ci basfi far vedere che I"ingsieme dei numeri reali compresi ad es,
fra 0 ed 1 non pud essere numerabile @ quindi poslo in corrispondenza
nnivoea con gh elementi della successione;

Uy Uy Hgaeatly.c. (1)

in eni gl % sono tutti compresi fra 0 ed 1.
Td invero dato il segmento 0 —1

&£ L [ & # & * @
1y thay L o ey, Ua, ey, iy

m cui, supposto wy << wp, ed wus, il primo w di (1) compreso fra w,
ed ug, ., il primo % di {1) eompreso fra ., ed w (si noti che sara
s > ag) ed in generale ., , il primo u di (1) compreso fra w., ed u., ,,
& cliaro che gh indici a debbono andar crescendo olfre ogni limite e
che i numeri delle due successioni

debbono, gli uni, andar sempre crescendo, ¢ gli aliri, sempre dimi-
nuendo, tendendo a due limiti v e w (v < w).

Dico che » non appartiene all’insieme numerabile.

Se infaffi fosse

V=1

noi potremmo sempre prendere nu tale che sia an >k e dovrebbe
gssere 1w, compreso fra ., ed w. .,, cosa impossibile.

L’ insieme dei punfi di un segmenio non & dungue numerabile.

Potremo ora dimostrare che I'insieme infinito €' che si oftiene
da C sopprimendo da esso un insieme numerabile N di elementi, ha
la stessa potenza di C.

Awvremo infatti

C=N-+({
e potremo analogamente Scrivere:

C=N-+C0C" (1)
essendo N’ un insieme numerabile contenuto in C'.

I'acendo
N+ N=N"

LIl — -
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avramo:

C=N"4(" 2)

ed essendo N” un insieme numerabile &i deduce dalla (1} e dalla (2)
che C e O’ hanno la stessa potenza,

Si vede guindi che dato un insieme infinito qualungue, si pud in
esso trascurare un’infinith numerabile di elementi senza che I'in-
sieme perda la sna pofenza. Gli insiemi numerabili stanno quindi
agh altri insiemi ecome un infinito di 1° ordine sta a quelli di ordine
superiore.

Un insieme come quello gia citato, formato da tatti i punti di un
segmento, dicesi avere la potenza del continue e si pud con tubia fa-
cilita vedere che i punti di qualsiasi altro segmento formano un in-
sieme avente la stéssa potenza. Basta infathi, per accerlarsi, unire
an’estremita di un segmento con un’estremith dell’altro e fave altref-
tanto colle altre dne estremitd, conducendo poi dal panto d'incontro
delle due congiungenti delle trasversali che seghino 1 due segmenti
dati, e verificare che realmente si put stabilire nna corrispondenza
univoea fra i loro punti. Altrettanto pud farsi fia i punti di un
segmento e quelli di una retta e questa, essendo evidentemente com-
posta di una infinita numerabile di segmenti, si pud dire che un'in-
finita numerabile di iusiemi aventi la potenza del continuo cosfafuisce
un insieme che ha pure la potenza del continuo.

Ne deriva subifo che I'insieme dei numeri veali compresi fra due
limiti dati, od anche I'insieme di totti i numeri realt, ha la potenza
del continuo e per guanto si & precedentemente notato tale polenza
non resterebbe allerata anche se da quell’insieme si S0 pprimesse
I'insieme numerabile dei numeri razionali. 1| che & quanto dire che
1 numeri razionali pure essendo infiniti rappresentano cid nondimeno
una parte infinikamente piceola dei numeri reali.

Dato dunque, a caso, un punto sopra una puntegeziata, & infinita-
mente probabile che esso corrisponda ad un nnmero irrazionale, o,
cid che & lo stesso, date a caso due grandezze omogenee qnalunque,
o infinitamente probabile che esse siano incommensurabili

Teoricamente si potrebbe qnindi asserive, con una infinita proba-
bilith. di non sbagliare, che, ad es., non vi & un nomo, in tutto il
mondo, che sia alto meiri 1,70,

Vi sono degli insiemi che bauno una potenza maggiore ancora di
quella del continwo. Tralasciando ora di parlere di essi, voglinmo solo
far osservare che parrebbero tali quegli insiemi che sono costituiti
da una infinita, avente la potenza del eonkinuo, di ingiemi, ciascuno
dei quali ha pure la potenza del continuo. (. Cantor ha pord dimo-
sbrato che cid non &, ma che tali insiemi hanno anch’essi la polenza
del continuo.
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Ed infatti on insieme di quelli cilati & evideniemente dato dni
puntit mternm1 ad un quadrato, che, per fissare lo idee, supporremo
quello i cui lati, riferiti ai due assi earfesiani # ed y, hanno rispet-

tivamente per equazioni:

e=0; w=l]l: y=0; yg=L

E facile constatare che V'insieme dei punti di questo quadrato ha
la stessi potenza dell’insieme formato dai punti del segmento che
va da zero ad uno. Il ehe per quanto si & gia detto, equivale a far
vedere chie |"insieme dei punti del quadrato aventi le loro coovdinate
irrazionall ha Ja stessu potenza dell’ insieme degli irrazionali compresi
fra O ed 1.

Infatti essendo z un numero comprese fra 0 ed 1, riducendolo in
frazione continna avremo:

essendo le « degli interi diversi da zero.
Se ora pomamo ad es,

6 chiire che determinato 2 sono pure determinati z ed y e viceversa.
E evidente che se in luogo di due sole variabili # ed y ne avessimo
un numero finito qualunque il teorema sussisterebbe sempre e si po-
trebbe anche dimostrare che sarebbe pure vero per un insieme infinito
numerabile di variabil.

Potremmo gquindi, in particolare, asserire, che 1’ insieme dei punti
compresi 1 un cubo, od in uno spaziv qualongue, od in qualungue
iperspazio, ba la potenza del continuo, e che quindi si pobrebbe sta-
bilive una corrispondenza® univoea fra i suoi punti e quelli di un
segmento comunque picoolo.
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e sul loro uso, nell'analisi indeterminata di secondo grado

. Una successione 7Z di numer: interi, illimitata nel due sensi

opposhi,
rer BBy Sy 2y S1y 22,40 -

ove risulbi costantemente
Zu41— Ty "I" =1y

gode di svariatissime proprietia, fra le quali, per lo scopo che si vuol
riggiungere in guesta Nofa, giova ricordare solo le seguenti:

Se si molbiplicano tubti 1 termini di una sucecessione Z per un
nnmero intern gualungue, e in particolare se si cambiano di segno
tubti 1 termini, st otbiene ancora una successiong 7,

Se due termini consecnfivi di una successione Z hanno un divisor
comune d, tutti 1 termini hanno lo stesso divisore; e dividendo ftuthi
1 termini per d &1 ha una successione Z.

Una swoccessione Z nella quale 1 valori assoluti di due termim
eonsecubivi sono numeri primi tra loro si dirk drriducibile; e s dira
riducibile nel caso conlbrarvio.

Se doe snecessioni Z si addizionano o si sottraggono termine a
termine, si obliene ancorsn una sucecessione Z. In particolare se 2z, e
il termine generico di una successione Z, e p, g, » sono numeri interi,
I'espressione

Py + QZnr+

descrive, al variare di #, una successione Z.

2, 5 pud rilevare facilmente che in ogni successione Z (escludendo
dalle noskre consideraziom 1l caso in em tubkt | termini stano nully)
si distingue un'ale deslra formata di tuifi termini aventi lo stesso
segno, e di un'ala sinisira formafa di termini con segno alternato. Si
dira fermine centrale di una saccessione Z il primo termine che abbia
lo stesso segno del fermine successivo; e nd esso si fard sempre cor-
rispondere l'indice zero, indicandolo cio2 con 2. Ksso rappresenta
nello- stesso tempo l'ullimo elemento dell’ala sinistra e il primo ele-
mento dell’ala destra,

L'ala destra di una suceessione Z & pertanto formata di termini
aventi tutti lo stesso segno, che si supporri sempre positivo, cam-
biando di segno, se ocecorre, tutti 1 Lermimi della successione: per-
tanto mon st riterranno diztinte due sueeessioni Z, quando 'oua si
ottiene dall'alfra col solo cambiamento di segno.
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Ne segue che tutli i termivi d'indice pari di ogni suceessione Z
saranno positivi; invece i termini d'indice dispari avranno lo stesso
segno dell'indice, potendosi, tutt’al pil, presentave annnici eccezione
per il termine d'imdice — 1, che pud essere nullo, .

8 Tus snccessions Z & individuata da due suol termini consecu-
tivi qualunque; per esempio dal termine centrale 2 dal suceessivo 2,
e scegliendo sempre questi due termini, la successione g' indichera
brevemente col simbolo [z, 2:].

Se si inverte completamente l'ordine dei termini di una succes-
sione Z = [z, z], camhiando 1l segno a tutti i teymini d' indice dispnri,
si olLiene una nuova successione Z=[2,, — 21}, che st dirh associale
alla precedente.

Le uniche sucecessioni irriducibili che coincidono colle loro asso-
cinte sono le due successioni [1,13 e [2,1], per le guali il termine
generale, quando occorreri ricordarlo in questa Nota, verra indicato
rigpettivamente con u, € con .. L'ala destra della prima successione

& la Den noba snceessione di Fibonucei, il eul fermine genernle ©

ﬂ‘ ﬂ __...-i'
Uy = E ( )
=0 ¥

e : . s, B
ave n & il maggior mumerp intero coulenulo 1n

5 -

4. Hanno speciale importanza, nella teoria delle suceessioni Z, 1 due
termini z_, @ z che comprendono il termine centrale, ¢ che s1 po-
tranmo ehiamare i termini pericentriei della snccessione: 1l valore asso-
luto di cinscuno di essi & minove del valore assoloto di ciasenno del
die termini che lo comprendono, o tutt’al pin & ugnale ad uno di
egsi: @ nessun altro termine della successione gode di tnle proprieta.

Indicando com 2 il valore assoluto di 2y, che pud anche essere
nullo, sara |

_ =2+ 2. (1)
Ponendo pol
20+ 2z, =1Fk, (2)
si dimostra facilmente la formula
:'3’11!I — fn—1 a1 =— (‘"‘ 1}:: k (3)

par quujunqua valore di 7. Al numero Ek, EBBEllziulmElutﬂ pnail.i\*ﬂ,'

daremo il nome di smoduio della successione.

Da tale formula si deduce che un termine d'indice dispari di una
suecessione Z di modnlo#® non pubd essere nello stesso tempo Lernine
d'indice dispari di un’nlfra successione di modulo /: e difatta se b e
un termine @ indice dispari di una successione Z di modulo & il ter-
mine u che lo precede e il termine ¢ che lo segue saranno d"indice
pavi, epperd positivi; e risulterauno perfettamente determinnti dalle

veluziom
W—ac=—k at+b=c

el —

_— e —
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Risnlte poi dalle precedenti formule (1) e (2) che i valori asso-
luti & e 2 dei due termini pericenirici sono legati dalla relazione

Ed, inversamente, ogni volla che due numeri interi non negativi sono
soluzioni della equazione

z* - Bay ~ =k, (4)

Ove € k¥ un numero intero positivo. esistono le due successioni, fra
loro associate, di modulo %, [z-Fw, yl e x4+ » z]; e queste due snc-
cessioni saranno distinte se i due valori di » e g saranno disuguali
e maggior! entrambi di zero.

5. B facile costruive tutte le successioni Z distinte (qualora esi-
stano) le quali abbiano per modulo un dato numero % A tal fine
osserviamo che dalle relazioni (1) e (2) si dadnce per il termine cen-
trale 2, la limitazione

| ——

ﬁgzugl'u‘

3

Se quindi A & il maggior numero intiero contenuto in Vk e A—p b

-

. : : ; . 44k I
il minor nnmero intero non inferiore a T basterid atbtribuire a 2

successivamente 1 valori A, L —1,. ceZ—u; @ per eiascuno di tali
valorl vedere se & possibile seomporre 2, nella somma di due numeri
Interi non negativi, 2’ e 2z, tali ehe risulti Za=k— 2" (questa ri-
cerca, seguendo opportune novme. si comple con molla speditezza):
ed ogni volta ehe tale scomposizions & possibile, se 2" & 2 visullano
disuguali & positivi, &i hanno le due successioni Z di modulo £, fra loro
associle, [2,, 1] e (=0, 2']; mentre se uno dei dus numeri, per es, 2
6 nullo, oppnre se risnlta 2'=2,, si ha 'uniea siiccessione [z, 2.

Ne segue in parlicolare che esisle una soln successione Z di mo-
dnlo 1, ed & la successione [1, 1] gia ricordata: ed esiste nna sola
successione di modulo 5, ciod la [2, 1),

6. Si vogliono ora stabilire le condizioni affinchd un dato numoro &,
che non sia ng unitia nad il 5, possa essere il modulo di (qualche
snceessione Z, e nello stesso tempo si vuol determinare il numero
delle successioni Z che abbiane appunto il modulo k- e tale ricerca
si pud limilare, come facilmente si scorge, alle sole successioni
rrridueihili.

E intanto evidente che il numero delle successiom Z irriducibili
di module £ eoineide eol numero delle coppie di numeri inleri (z, y)
positivi e primi tra loro, =oluzioni della equazione {4); ossin coincide
col numero delle rappresentazioni proprie positive del numero 25 me-
diante In forma guadratica 2z bzy 421", che si suole indicare col
simbolo (2, 3, 2).
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Mz affinchd il numero 2k sia rappresentabile propriamente me-
diante la forma (2.3.2) di determinante 5, & necessario anzitutto che
sia risolubile la congruenza

=5  (mod. 2k), (5)

e che quindi k sia un numero dispari i coi falbors primi siano tuthi
della forma 10a + 1, eccetiuato, tutt’al pi, uno solo uguale a 5:
oppure sia il doppio di siffatio mumero dispari. Perd guestultima
ipotesi va esclusa senz'altro, pevché risulta evidenle che l'equa-
zione (4) non ha soluzioni intere quando & @ il doppio di un numero
dispari.

7. Inversamente, se & & un numero dispari della forma suaccen-
nata, esistono sempre rappresentazioni proprie positive del numero 2k
mediante la forma (2, 3, 2), e quindi esistono suceessioni Z irriduci-
bili di modulo k.

Ed infatfi la congruenza (3), per un tal valore di k & risolubile;
& s& wy & nna sua radice, ponendo

Wy =9 + 2)’:!,
la forma quadratica (2k, wo, 1), di determinante 5, & equivalente (') alla

forma (2, 3, 2); epperd esistono infinite sostituzioni (:g) che trasfor-

mano Ia (2, 8,2) nelln (2%, we,?): e si sa che il 1” e il 3° elemento di
ciascuna di queste soskituzioni danno una rappresenfazione propria
del numero 2k mediante la forma (2, 3, 2), esseudo appunlo

9, | By | 2y = 2k, (6)

Risulta poi da questa relazione chie, dovendo essere 25— fy=1, non
pub essere o= 0 n& y =0, avendo escluso dalle nostre considerazioni
Il caso A= 1.

Resta orn a dimostrare che fra le snddette sostituzivnl ne esiste
una ed una sola nella quale @ e vy sono positivi.

Se (f: :) b una sostituzione qualunque che trasforma Iln (2, 3, 2)
X f'ﬂ

nella (24, ms, [), ogni altra sostitnzione ( 3) che compia la tra-
1 1

#

d . : h 0 A
sformazione medesima, st otterra eomponendo nua sostituzione ('.r I; :

»

(") @i Jipends de un Eaprems che faeflments si potrabba dimostrare: * S& wnn forme gos-
Aratien 1 determinamie 4k + 1, ove & & dispaci, be 1) 12 coefleionte dopple di un vumors diapars,
qualunyne sltra forma ad essa equivaiente ha pare il 19 cveffisionte doppio di wn numere dispari ..
I, sicecng tuits le forme 4l deierminanta 5 s distribpineono in dns sole class), ad nua delle guali
appascbetgony e fonee sidoble (2,1, —2) v (—2, 1,2), ¢ all'aliwsJoridoblo 11, 2. — D o (— L 7 1),
ne segne che dune forme qualunque di doterminente 5 sarinuo equivalenil =& in ginseunn il asun
oppure in nessuna di esse i1 10 ¢opificiente sin il doppie di un numero disparis & pon saranne
wijuivalentd guande soltaole per una delle due forme syviene che il ¥ ecoflimaonta min 11 doppio
un nomero dispan.

= perTERE - ?
e —TO=— 1

__'l_'l_-___ e

- i
EE
a
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che trasformi la (2,3.2) in sa stessa, colla (? g) i @ ne risulla in par-

ticolare
e ("

L=y + 10,

I ecoefficienti As by ¥y & SORD definiti, come risnlta dalla leorin generale
delle forme quadratiche, dalie relazioni

r=4% [t — Bu), L=—n
y= : p =4 (t 4+ 3u).

ove ¢ ed ¥ sono due soluzioni qualungue, posilive o negative, della
equazione di Pell velativa alla forma (2,3,2):

F—but=4.

Tali valori di £ ¢ u si trovano quindi vispettivamente, a meno del
segno, fra i lermini delle due serie %o, 1] e [its, 23], menzionate al
§ 3; e precisamente &

t"'_—:tt'in! H'-__h_'iiﬂll‘—“ll

mentre n varin da —oo a --%. Quindi se nelle formule che defini-
Sono 2, u, v, p, si pons f—u ed U=MHguy, OppUre #t=——p. ed
%=1z, & 81 fien conto delle identity

£ (Bany - Ugn) == Uy 4
‘} [3“1;,_1 T 'an-) — Uan_a,

e poi si sostitniscono i risulfati nelle precedenti espressioni di o1 8 7,
si ha

%1 = 0MUg;,._q — Tan—y

N= &gy 4 + FLLITES -
oppure (7)

&y = — Uy — Y ey

1= abigey | Yigy s

Ora se nella sostituzione considerata (: g) %z e ¥ hanno lo stesso

8egmo, si scorge che per n=0 le formule (7) dinno una coppin di
valori positivi, ciod

"11 — X g8 .f_l =Y1'
oppure
h=-—a @ ==Y

menfre, per qualunque altro valore dj ", uno almeno dei due valari o
e Y: @ negativo,
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Se pot @ e ¥ hamnno Seguo coulrario, supponiamo che sja 2> 0

e v <T0, il che non altern Ia generalith della nostre considerazioni.
Essendo k>0, dalle (6) si dedace

e’ =+ Say ++ v¥ > 0,
donde

appure
s % ZHB—173).
Supponiamo che s verifichi la 1+ di queste 2 disuguaglianze {se in-

vece si verificasse la 2* si procederebbe nallo stesso moio), Siceome
nella successione di Fibonacei il valore del rapporio

Uan—1? My y

eresce contmuamente mentre » varia da 0 ad 0, 8 per =10 esso
e 0, mentre il suo limite per » =oo & 4(3—13), ne seane che esi-
stera an valore unieo e determinato di n, per il quale risuiti

Wan.g 0 i Nen—y

ST <, 3

Wey 3 A Wopey

—

nen potendo ——E— essere ngnale a nessyn PAPPOrEO Hop gy D ugy_y, porche

s& ne dedorrebbe o — Yot Y=—tn4, donde k=g*}-gy | yi=],
contrariamente all’ipotesi falia sul numero L. Per questo valore dal-
I'indice », o per questo soltanto, le formnle (7), e precisamente il
1” gruppo di esse, danno Per a, e vy due valori positivi,

8. Da quanto precede risulta che ad ognuna delle radiei incongroe
della congruenza (5) corrisponde una ed una sola ‘appresentazione
propria positiva del numers 2k mediante la forma (2,8,2), e eorri-
spondentemente una ed una sola suecessione Z irriducibile di mo-
dulo %; o facilments si potrebbe dimostrare che a due radiei opposte,
Wy & —wy, della stessa tongruenza corrispondono due successiont Z
associate, I siccome lp radiei incongrue della (3) somo 2, essondo It
il numero dei differenti fattori primi di k della forma 10n + 1, si
conelude che esistonp 2« sueeessioni Z irriducibili di modulo k.

Riassumendo: »

* Condizione necessaria e sufficiente affinchie un numero dato
sia modulo di qualche suecessione 7 uriducibile & che tutti i fattori
primi di % siano della forma 10n -+ 1, tranne, al pit, uno solo nguale
al 5; e se i fattor primi differenti della forma 10n + 1 S0No in ni-
mero di p, le suceessioni 7 irridueibili di modulo % sono 2w G

Un siffatto numero £ lo chiameremo, per brevita, modulo in genso
siretfo.

- [
i s
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9. Be poi, avendo un numero qualungue %, si volesse ricercare la
condizione di esistenza di qualche suceessione Z, anche ridocibile, di
cul & sia il modulo, si troverebba che per tale esistenza & necessario
e sufficiente che le potenze massime del 2 e dei fattors prami della
forma 10n = 3, eventualmente countenuti In &, siano tukte di grado
part. Kd in tal caso il numero complessivo delle suceessioni Z, rida-
cibill e irvidueibili, di modulo k, sard duto da

(2 D (mws =+ 1) (ma+1)... (w4 1).

avendo indicato con m, w.,. .. ., gl esponenti dei differenti fattori
primi di k& della forma 10n + 1.

Un numero & eost fatto si potra chiamare, per brevita. modnlo
In senso lato.

10. Osservando ora le formule (7), nelle guali potremo supporre =
e v posilivi, vediamo facilmenie che i valori di —»; e di v, dati
dal 1° grappo di esse, rappresentano rispettivamente il termine d'in-
dice 2n— 1 e il termine &' indice 2n--1 della successione [z v, ]:
e quelli dati dal 2° gruppo di detie formule rappresentano rispehti-
vimente 1 termini d'indice 20 -1 e d'indice 22 —1 della sncces-
sione [z-v,2]; e scambiando nelle stesse formule (7) z con v, si
vedrebbe similmente che i valori di — g, e di f+ rappresentano
nspettivamente il termine d'indice 2n —1 o il termine d'indice
2n 1 della suceessione [z - Y. &), oppure i termini d'indici 2n -1
e Zn — 1 della snecessione 2 —+v, Y1, le quali successioni sono di
modulo %,

E se per comoditd eambirmo di segno 1l coefficiente medio della
forma (2, 3, 2), allo scopo di poter considerare i valori di « aun-
ziche quelli di —«,, potremo dire che ad ogni coppin di radiei wo
6 —uwy della congruenza (5) corrispondono due diverse succossioni Z
dt modulo &, fra loro associale, e tali che due loro termin! consgecu-
tivi qualungne d'indice dispari, considerati nel loro ordine naturale
e in ordine contrario, formano sempre una rappreseniazione propria
del numero 2k mediante la forma (2, — 38, 2), cioé una soluzione in-
tern e propria della equuzione

T — 3oy =k (8)

Dunque totte le solozioni proprie di questa equazione sono fornite
nel modo festd indicato dalle 2¢ suceessioni Z irridueibili di modulo Ie;
@ se s1 volessero poi ricercare le soluzioni miproprie della stessa
equazione, cioé quelle soluzioni intere in cui i valri assoluti di 2 ey
non siano primi ftra lovo. 8 troverebbe ch’esse sono fornite nello
slesso modo dalle successioni Z vidueibili di module k.

[n tal guisa & completamente risoluia lequazione (8) e conseguen-
temente la (4).

)
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Se poi si considerasse I'equazione
— 3:‘3[ iy yﬂ = kr

tutte le sue soluzioni intere posilive sarebbero date dalle coppie di
termini consecutivi d'indice pari delle stesse snccessioni Z di mo-
dulo Z.

E considerando infine I'equazione
x Epy—y ==+

si vede facilmente che tutte le soluzioni di questa sono le coppie di
termini consecutivi di fulte le sneecessioni Z di modulo %, conside-
rando i due termini di ogni coppia nel loro ordine naturale o in or-
dine contrario a seconda che il termine medio del 1° membro della
equazione ha il segno + o il segno —.

Il. Possiamo ova risolvere senza difficolti. e completamente I'equa-

zione
af* —bEn+ e’ =k (9)
ove a, b, ¢ siano numeri interi qualunque, legati dalla relazione
b* — dane=>, (10)

dalla goale si deduce che @ e ¢, dovendo ammettere il residuo gua-
dratico 5, sono moduli in senso stretto (§ 8), ed in particolare sono
dispari; inoltre uno almeno di essi, per esempio @, potra supporsi in
valore assoluto maggiore dell'unita, altrimenti la (9) sarebbe una delle
equazioni gia visolute nel § precedente. B quindi risulta dalla (10)
stesse che @ o ¢ avranno lo stesso segno, che potremo supporre po-
sibivo; come pure supporremo posilivi, per ora, i numeri b e k.

La risoluzione completa della (9) coineide eolla vieerca di tubte
le rappresentazioni del numero 2& mediaunte la forma quadratica
(2a,— b, 2¢), Ia quale, per essere a e ¢ numeri dispari, & equivalente
(§ 7, nota) alla forma (2, —3,2). Affinchd pertanto la (9) ammetta
soluziomi & necessario e sufficiente che / sia modulo in senso lato;
se pol s1 vuole che quelle soluzioni siano proprie. dovra & essere
modulo in senso stretto.

Ora, analogamenle a quanto =i feee al § 7, si pud affermare che
fra le infinite sostiluzioni clhie trasformano le (2,3, 2) nella (24, b, 2¢),

ne esisfe ung ed una sola, (“ﬂ) , in cui 1l 1" e 3° elemento siano posi-

Y5
tivl; e conzeguentemenfe, dovendo risultare
a3 — By =1

2B 13 (25 4 By) + 218 =8> 0,

anche il 2° e il 4° elemento saranno positivi, potendo tutt’al pin es-
sere =0 so sia e=1. Ne segno che fra le infinite sostituzioni che
trasformano la (2a¢, —b,2¢) nella (2, — 3,2}, ne esiste una ed una
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s0la, (?E), nella quale tutti o quattro gli elementi siano positivi,

tranne, tutt’al pin, il 2° elemento, ciod P che sard mullo quando
sig 0 =1,

Quindi fra le soluzioni (5,71) della. (9) e 1o soluzioni (x,7) della (8)
sussisteranno le relazioni

§= bz By
N="Yr+ay.

Ma vicordando (§ 10) che i valori dj % Y, oppure di y, 2, sono die
termint conseeutivi qualungue d'indice dispari di una gualsivoglia
suecessione Z di modalo f, potremo porre '

L= Zn—1, Y= 23,1,

oppure
£ = 3911-;-! ¥ I’ — zﬂl:l—'l:

¢ corrispondentemente le precedenti formule si seriveranno

€= Bz + B2gp,

N1=YZa—3 &2yt

E' = 53::.4-1 B flztu—-.l
'ﬂ' = (1= 02an1.
Ora si sa (§ 1) che I'espressione

621 ~ ﬁzl-ﬂ

descrive, al variare dell’ indice i, una nuova suceessione Z; e, corri-
spondentemente al valore i — U, si ha il termine

Ez—-l + ﬁ'z-'l ¥

che & cortamente un termine pericentrico della nuova successione (§ 4),
giacehs, come facilmente si verifiea, il suo valore assoluto 3 minore
del valore assoluto d; cinsenno dei dne termini che lo comprendono,
@ tutt’al pit nguale ad uno di essi: e questa nnova successione ha
Per modulo ek, come si puod subito constatare considerando tre ter-
minl consecutivi qualunque ed applicando 1g formula (8).

Ne segne che i valori dj S rappresentano i termini d'indice di-
spart di una suecessione 7 di modulo ek; e analogamente i valori
di 9 rappresentano j termini d'indice dispari di nn’alira snuccessione 7
di modulo ak: tali due soecessioni si ecorrispondono termine a fer-
mine, in guisa che ad un termine pericentrico dell’una corrisponda
mn iermine pericentrieo dell'altra; il che perd non porta di conse-
guenza che anche gli altri g te lermini pericentrici si corrispondano
€ quindi si corrispondane j termini centrali delle due suecessioni ;
anzi si potrebbe dimostrave che i due termini centrali non si corri-

oppure
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spondono o s1 corrispondono o seconda che si verifichi o no la rve-

lazione
e

@ B
T}_’E]ga

In queste due successioni ogui coppia di termini corrispondenti d’in-
dice dispari rappresenta una soluzione delln (9).

Le medesime considerazioni valgono anche per i valori di £ e n.

12, Da quanto precede possinmo ricavare facilmente la seguente re-
gola semplicissima per la risoluzione completa della equazione (9), nella
quale i numeri a, b, ¢, & sono positivi e il determinante & uguale a 5.

* 8i costruiscono (§ 5) tutte le sneeessioni Z, di modulo ak e tntte
le successioni Z, di modulo ¢k. Poi si considera un Lermine pericen-
trico qualingue di una successione Z,, e lo si sostituisce ad v nella
equazione (%), la quale poi, visolula rispetto n £, avea due radici & e Es.
e nessuna di queste due radiei risulta intera. la snecessione Z, con-
siderata non & atile per la vicerca delle soluzioni inteve della (9). Se
uno solo dei due valori & e £, & intero, esso sarh uguale ad nn ter-
mine d'indice dispari(*) di una successioue Z. e di nna sola (§ 4):
e facendo allora covrispondere le due successioni termine a termine
in guisa appunto che i due termini suddetti si corrispondano, tufte
le coppie di termini corrispondenti d'indice dispari rappresentano al-
treitante soluzioni della equazione (9); e precisamente i valori di &
saranno fornifi dalla successione Z. e i valori di ¥ dalla Z,. Se in-
fine tulli e due 1 valori & e & sono interi (necessariamente distinti,
per essere 5y - 4ke > 0), essi savanno termini d'indice dispari in due
diverse successionl Z., o magari in una stessa successione Z., Ia
quale in tal caso dovrh essere considerata doe volte: e cosi facendo
corrispondere termine & termine ciascund di queste due suceessioni Z,
alla stessa successione Z,, in guisa che si corrispondano i due ter-
mini considerati che rappresentano gih una soluzione intera della (9),
avremo due coppie di suceessioni i cui termini corrispondenti d’ indice
dispari sono sempre soluzioni della equazione medesima. Ripetendo
quesbo procedimento per clascuna delle snccessioni Z,. si otterranno
tutte gnante le soluzioni intere della equazione (9), anche avendo ri-
guardo al segni: ed ognuna di esse si olterrd una volta sola ..

81 pub osservare che una regola analoga si sarebbe potuta stabi-
ltve partendo dalle suuu&sainyi Z. anzichd dalle Z,, e seguendo un
procedimento simmetrico al precedente: anzi, per ragginngere in
pralica la massima sollecitndine, & bene partive dalle snccessioni %,
oppuve dalle suceessioni Z, a seconda che l¢ prime siano in numero
minore o maggiore delle seconde.

() Anzi risulls dal § 11 ehe questo termine o sarh 1uno dei doe termini pericentriai della Ze,
oppure sark il termine d'indien & .
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13, Note in tal gmsa tuite lo soluzioni intere della equazione (9),
sol che si cambi il segno, per es., di 7 1n ciascuna di esse, si deduy-
ranno tulte le soluzioni inters (che saranno esse pute ugunali a due
& due e di segno contrario) della E(JUAZIONS

@ b+ e =1k, (11)

ove a, b, e, k sono gli stessi numari che fignravano nella equazione (9).
Nello stesso tempo resta anche visoluto il problemn di * trovare fubkte
le soluzioni positive (e quindi anche tutte le =olnzioni negafive) della
equazione (11) ,. Bd infatii tali soluzioni della (11) derivano cams-
biando il segno di 4 in quelle soluzioni della (8) nelle gquali i valori
di € e 7 hanno segno contravio: e d'altra parte guesia circostanza
st presenta per la equazione (9) ogni volia e soltanto allora che, ap-
plicando la regola esposta al § 12 alla risoluzione dells equazione
medesima, si trova una coppia di succession Z; e Z. nelle quali i
termini centrali non si corrispondano, e quindir ad un solo termine
pericentrico dell'una corvisponda un termine pericentrico dell’altra:
tali due termini avranno segno comfrario, & meno che uno di essi non
sin nulle, e sodisferanno alla equazione (9).
Volendo infine risolvere I"'equazione

a5 — ¥t o = — K,

troveremmo che tutte le sne soluzioni intere sono date dai termini
corrispondenti d’indice pari delle diverse coppie di sucecessioni olie-
nute applieando la regola del § 12 alla rvisoluzione dells aquazione (9).
Perd, essendo i termini d’indjce pari di ogni successione Z, quale noi
la consideriamo (§ 2), sempre posifivi, si ollengono cosi tutte le sp-
luzioni positive, e ciascuna di esse si otiiene due volle.

14. Coll'avere cosi risoluto elementarmente e nel modo pii com-
pleto ogni equazione az* - by - ey =4k di diseriminante 5, indipen-
dentemente da caleoli di sviluppi di irvazienali quadratici in frazioni
continue periodiche, & apparso |'nso elegante che si pnd fare delle
suecessioni Z nell’analis Indelerminata di 2° erado.

Ma Ia teoria di tali sueeession s presia mirabilmente allresi per
la visolnzione di una piit vasta categoria di equazioni di secondo grado,
aventi il diseriminante della forma 5m® tale questione piu generale
81 viconnette ad altre notevol; propriela delle suceessioni Z, delle
qualt m questa Nota non ho futto parola.

UArLo Ruadagr:
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TRASFORMAZIONE SINMETRIOCA

delle coordinate curvilinee sulla sfera unitaria

Studiereme fn pily generale (rasformoazione shmnelrica delle coordi-
nate cwrvilineg in virtie delle quale la sfera unitarin avrg per corrispon-

dente elemento lineure
i L il dy

s = O-FsF

A tel nopo, chiamando (1, ©) un sistema (i coordinate curvilinee
Lali che la « sin la longitudine e la » la colatitndine sferiea, si ha
che l'elemento lineare sferico verra espresso, in questo sistema, da:

ds* = du® -+ sen® v

In questo caso particolare ¢i ha BE=1, F =0 e G = sen®*u. Do-
vendo 1] frasformato di ds®, per una sostituzione

r=x{u, »
y==y(u, v,
— i}Fl e tfy [.U
bisogna clie le funzieni = ed y siano integrali delVequazioni

.{11.'5=ﬂ}"
ﬂlyZU '

ridarel alla forma

essendo Ao Asyy — % (zy) F 0.
I1 sistema (2) da luogo all'altro eguivalente:

_— 'ﬂ:zrﬁil (51.1:"’ 0
BN =
(r}m Y
oy\* F}f;)
sen® u ( L ( —
ou) ' \pw 0,

dn eni si deduce ehe e fullzioni x, v, i virtie delle quali {"elemento
lingare della sfora unitaiia & esprimibile gotio forma (1), sono duo inte-
grali dell’eqreazione differenziale alle derivate parziali

sen” u (an Jz | (M})E— 0, (3)

D O

nella quale sono eomprese le equazioni precedenti.
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Osserviamo che Ia (8) si seinde nells efuazioni
ol t ol '
o senu vy .
%, i w_ )
au - senw P !

ogm soluzione di una di esse sari ana soluzione della eqnazione (3).

Passiamo quindi allg infiegrazione delle equazioni (3). Dalla Leoria
generale dell'squazioni alle derivate parziali del fipo delle (3') si sa
che il loro integrale generale sari noto wlorqnando si conoscono due
integrali di ciascano dei sislemi uusiliari, che nel nostro caso 50N0:

du  senuwdy p
L —i — 0 (3:)

d senuey b
=g =T ()

Dal sistema (8,) si cavano le due equazioni differenzialt
a0 =10
fdu =i sen u dv,

di=10 }

du
] —— dt:
I BBl 1

ovvero:

(4)

Similmente dalla (3.) si ha il sistoma ;
df) =) ]
2 du _ I

SEll N

Integrando le (4) e le (5) si hanuo rispettivamente i due sistemi
d’integrali;

ﬂ":'ﬂ Jl., i'lngtaig%:-v—]—r:]

Iﬂgtug—g———w-{—b e I'

al quali si pud dare la forma-

=i ] =d |

(6) (7)

Iugtng—g—-—_ip=bj Ingtug-%+1ﬂ=c.[

dove a, b, ¢. d sono delle costanti d'in tegrazione.
Dagli integrali frovat (6) e (7) si passa agli integrali generali
delle squazioni (') ponendo rispeftivamenje:

log tag —;;— — =10 (0), (c)
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per la prima egnazione delle (), e per la seconda ponendo

u

log tag -+ iv = W (6); ()

dove @ e W spno due funzioni arbitrarie della variabile 8. Di qui
risulla che, avendo chinmato 0 la variabile x ed y, che le antiche
coordinate curvilinee (u, 2) sono legate alle nuove (z, y) dalla sosti-
tuzione ;

log tan —:,i — i = (ir)

| ' ()
tog tan ~—:.:— +ir=U (y)

la quale & ln pite generale sostitusione delle coordinate curvilinee seelte
U una sfera wuniturie che da al velativo elemento linears lu forma (1),

¢ che rende
9

T et

Se nelle (z) poniamo @ e W egunle alla funzione log, avremo
una parficolare sostituzione, la quale gode delle proprieti enun-
ciate per le () ed & di uso frequentissimo in varie quistioni di geo-
mekria differenziali. Per tale posizione si ha:

T .
fog z— log tag - = — i
e

logy —log tag Tz—‘ = i»,

da ecui si rieava:

¥ = lag :3—‘ R (8)
y = fig {}.#“. (9)

Agevolmente si scorge che per una tale sostituzione il guadrato
dell’elemento lineare delln sfera unitaria piglia la forma earatte-

ristica: " ;
ddxdy
8 -
=TTz
Infatti, Calcoliamoei sen®u, du, dp in funzione delle nove varia-

bili %, y, e dei nuovi differenziali dw, dy, e sostituinmo | valeri che
si oltengono nella

ds* = du®* - sen® u da".

e —
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Per procedere alla sopradetta determinazione, osserviamo che qui-
drando Ia (9) e dividendo la {9) per la (8) si ottiene

UJ

sl P (10)
y= Lo
cOS8™ )
U 8
=} (11)
dalle quali s1 ha, dividendo la prima per la seconda,
san- L_:
= u
T = yx = lag® 5 (12)
(R 3> E
Facilmente da quest’ullimu si ha che
(] .I'-'Tf
sen” 5= :
= Iz .
cos® A 1 | (13)
% l--ay .
dalle quali, tenendo presente cle
sén”u =4 cos® -% sen® % '
risulta
4y
sen = .
T+ aa o9

Per determinare du, do non bisognn che differenziare le (8), (9), ol-
tenendosi :

" . T
= 7 du— g g - .y
2 ﬂﬂt‘fi‘:—] =
—
gy 1
dy = % (1" tag ¥ - dv,
2 Hilsn 53

-l

da cui, risolvendo rispetto a du, d» il sistemn, si ricava:

du = cos® —1::- (6" du e ™ dy)

(fy _ lf;f! -— d&: .

; I
Zitag a8

—
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Tenendo presenii le relazioni {11), (12) e (13), le precedenti si
possono serivere sobbo lu forma

om kol o
du=sr Yz i+ dy) -

1 .
{hl p— *.].J—'!’J ("’fy _— _'i_{ fn".ﬂ)

Cio trovato, sostituendo nel quadrato dell’slemento lineare sferico:

ofs® = dfw® -+ sen it odi®,

i luogo dei valovi senw, iu, do, quelli dati dalle (14) e (13), avremo
che nelle nuove coordinate », 3, il quadrato del nostro elemento verri
espresso dalla forma cavatberistiea

P Lol wely
I
come si voleva dimostrare. D. Rossgrrr

CNAPPLICAZIONE DELLA FORMULA DI STEWART
all’ y-edro dell’ S, , lineare

In gquesto articolo espongn 1'estensione allo spazio lineare con
#— 1 dimensioni della risoluzione di nn problema che — pel caso
del triangolo — fu proposto uel 1871 al Concorse aceademico i Ceen.
La risoluzione di tale problema pud leggersi nel bellissimo lavoro del
sig. prof. Cugnunte Trimy infitolato dpplicetions remarquubles du
théoréme de Stewwrt sec., alla pagina 47,

Il problema si pub enunciare cosi:

Duto in wno spuzio lineare con 1 — 1 dimensiont un n-edro A, As... A,
Eroveere sopra Ayds un puilo Py tale che i@ dite me-edri AyPAsAy... A,
AsPisAsAy. .. Ay abbiano uguale le ipersfeve wiseritie.

Si ponga

Adp=e¢ e MPu=—y conche Pyli=c—y

e 81 ¢hiami 2 la misura dell'n-edro PygAsA,. .. A..
La formula:

(r 1 8) . pha=1". i* + 8. 0’ 1 2rsaany cos (@),

— la quale costituisce il teorema di Stewanr esteso all’z-edro
AAg. .. A, di 5,4 e dove a indica, in generale, la misura del-
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I'(n — 1)-edro Arlg.ooAs Ay .. A, Pis la misura di PualAsAy. . Ay,
(mas) la misura del diedro formato dagli iperpinni che contengono
le facce ay, @ & Py il punto che divide A,A. nel rapporto r; 5y —
applicata al easo nostro da:

¢ 2’ =a", y* | as. (e —y)l~+2y. (e —y). ayae cos (a7 q),
relazione clie si pud anche porre sotto la forma:

c. (2 — te’) = [a,® + a1s®* — 20,100 cOS (hyaia)] . 3 -
+ 2ey | [arug cos (ayts) — ay" ),

(1)

Daltra parte, se ricordiamo che la misura di un n-edro & dala, a
meno di un coefliciente numerico, dalla somma delle misure delle facce
moltiplicata per queila del raggio della ipersfora inscrilta, per sod-
disfare alla condizione richjesta nell’enunciato de!l problema dovremo
scrivere che le misure dei due n-edri AiPigAg. . A, PpAgA,... A,
stamio fra loro come le somme delle misure delle loro facce. Ora
questi due n-edri possono considerarsi come avenhi la medesima al-
tezza e per basi rispeftivamente AP, e AsPis; Inoltre due facce del
primo hanno per misura as e 2 6 due del secondo @y e z. Per le altre si
osservi che le misure di due di esse come A, PAy, . A,_,, A.PA,... As s
— ¢ quel che si dice per queste due si intenda ripetuto per le ri-
manenti coppie — vengono determinate dalle due condizioni:

I* di avere per somma a,,

2% di essere nel rapporto y:le—y);

. : - : .y
cosicche si avra per la misura della prima faccia - -¥ e per guella

della seconda = (o — )
Posto ¢ib, la somma delle facce del primo n-edro sari espressa da:

| i ﬂﬂ_’_ﬂl_l-_--*ﬂ'll

(s 1 » Y

e quella delle facce del secondo da

ﬂl—'_ﬂl -"'f_----ll_l"

HJ]I:E; p

e — ),

e la velazions che esprimera che i suddetti n-edvi hauno uguali le
ipersfere inscritte sari la seguente ;

as -+ - |- Eﬂ+m—t'”+"h.y

y [ —

£—1 a o as+ru—lﬂ—,..+ﬂm(5__m

14 gui si vieavas

ﬂ il ‘.
fa—t- 2t a1~ -l.“t ‘f‘ﬂn‘y

1y Il ilg ]r E.'B‘—I“ﬂa |I- iy : ..-“j"ﬁn'

e

Y
¢

T e ——— e ——
i - F [
- e
. - -

-

T_ . "
.-th .'- :;'-' Sy
-—;—
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togliendo al numeratore ¢ al denominatore del secondo membro ri-
spettivamente le espressioni;

%(ﬂﬂ { , } ---_I_ﬂu}l ﬂ3+ﬂ1+--*+"ﬂl

81 trova:

Y & - dg
2z’

J= 3:(_':'1_;? s (1)

Ponendo questo valore di y nella (1) e levando il fattore comune
¢a {@a ), si trovera:

da eni

t1:® = @a® — Piy0n Cos {ayas) (g COB (mag) — rty®

(2% 1+~ 1 1~ ag)* (2 -+~ 2 -+ ay -} ag

da eni facendo sparire i denominatori ¢ ponendo in evidenza il fat-
tore 2o 4+ a3 4+ as:

(22 -+ + ) (22 1 a3 + dta) (& — ta) — 2 [aytte 008 (@300) — 057} =
= (ag—+ 2). (. 1 wg" — 2a,02 coO8 (aycrs))

E_‘—”i_ﬂ.

e con sinecessive trasformazioni:
(22 + i + @) |22 — &y —ae) (2 + a)) + @ -} a® — 2o COS y8)) =
= (te 1+ &) . l* - s — 2y cos (ayap)) ;
Ca-tr1-th) . (2e—a—dta) (24-a))-Ha*+ 0" 200 cos(ayay)]. (x+4-a5) =0,
(22 + ay -+ ay) (82— ay — ag) + a,® + a.* — 2u,02 cos (mes) =0
dr' — (4 + as)* + a® -+ @g* — 2ayery 08 (actg) =0

e infine, dopo quaiche semplificnzione ;

(e rr) pra—a

z=s8en —5— . | mas. (LIT)

Allora la (I1) da:

(ﬂl ﬂ!] {I.'1£-I‘|_J

clag —+ sen

N =
Y (f: n a)
2. 8eh =5~

1@ -+ &y ~+ sy

e In legge di divisione dillﬂ spiguvlo AyAy viene espressn da

AiPig: MieAe = (0 - sen tﬂi;'] . Vayae) : (ay - sen ‘ﬂ:;ﬂ} Naas)

Osservazions L — Prendiamo la formula che div ln misura della
sezione biseltrice uscente dal diedro {a,ue). Avremo

2. il ) [ty 1ts) (1V)
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Dividendo membro a membrg questa e la (III) troveremo, indi-
cando eon zy In misura della sezivme Ui cui sopra, viferila al die.
dro {may):

ty - (e
ik LT (V)
fe — 5 2 Y ey

Questa formula, nel easo che il diedvo (a,a.) sin refto, ci dice che
il rapporfo delle due sezioni & uguile al rapporto fra la media arit-
metica e la media zeometrioa dells faceo adiacenti.

Osservazione I — Ly (V) e la:

J1g 2”1 {1
= 3 -
My iy T flg

(VI)

dove s, rappresenta la misara della simediana uscente da (aya5) ci
forniscono una velazione fra my, T2, 5o @ @y, Dalla (VI) segue:

13 - Mz |ay - ay)?
8[: Eﬂ'l (fa

La (V) quadrandola, di:

T (@) 12} (o - (ta)"
Bi}m '8 3 " t‘.ﬂ;ﬁ'n

Dividendo quest’ultime membro & membro si trova -

! "
%" o L ita) My
2 5 br':r:lg E— tg 2 - (I __')

che & appunto quelln cercata,
OUsservazions [11, — Se nella formula :

12

—1  cos(mas) ...... o8 (@)
€08 (dtzn:) =5 | cos (g,
. R Iy
" A -
cos (a,a;) cos (Cutts) . . . . . . —1

che lega i coseni dei diedr di an n-edvo, esprimiamo i cosenl stessi
mediante le ¢ per mezzo delly relazione (I1I), otteniamo nna relnzione
fra le sezion: 2 relative g tutts i diedei dell'n-edro e le fucee del-
I'n~edro stesso: questa relazione e razionale nelle uns ¢ nelle clire. (')

(1) Vodasi in Proposile Ja mia note Fondamieuti pev da geommetvin dell'n-edro in uno apasrio lineara
con 0 — 1 dimensioni, * Periodico i Matomatica _. vol X\1 . fage. IL 1005,

Tinrico Picecion.

"
1 L | - N
- e b o -
% "l'!-ly:-.;

-
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QUISTIONI PROPOSTE

778. Si considerino tuite le coniche concentriche che passano per
un punto dato e delle quali I'asse ha nna lunghezza data.

Frovarve: 1° 'invileppo di queste coniche; 2* il Juogo dei loro
vertiel; 3° il luogo dei lovo fuopchi.

779. Un segmento costante AB scorre sulla direttrice di una pa-
rabola. Se A, B’ sono i punti d'ineontro di gnesta con le paraliele
all'usse condotte per i punti A, B, dimostrare ehe |’area dal segmento
parabolico avente per corda A'B’ & costante.

780. Risolvere 'equazione

@ t b () 0

() T a b 0

0 0 €T a b |==={)

o a 0 0 0

0 22 a 0 O E. N. Barisiey.

78). Trovare il luogo dei vertici degli angoli retti i cui lati sono
rispettivamente tangenti a due curve, rappresentate in coordinate
plickeriane dalle equazioni

Flu,ry=0  flu,r)=0.

Caso In eui una curva o ambedue le curve suddetie sono cireoll.

K.

Delln quistions 778 gluese in riterde unaltva visoluzione del slg. Andri @i Genoen
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L' indirizzo sperimentale per 1'insegnamento della Matematica nella seuola
media inferiore, che in questi ultimi auni ebbe fra i pin fervidi sostenitori il
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compianto amico Vamarr, ha guadagnatn nn larglissimo tovreno, & cosi, dove
in fempi non molto lontani anche nelia Scuoia Tecnica si cercava di esporre |o
nozieni geometriche in mna forme rasentante la logico-deduttiva, oggi invece, e
principalmente per opera dei nuoyi doeenti, si tende a presentars al giovinetio
uno schema delle proprieta elementari datlo spaziv atfraverso una sarie di oppor-
tune e preordinate esperienze. Inguantucht si pensa, e corto con ragione, che
nelin mente dell'adolescante rimangs piti facilmente impressa una verila control-
leta o facilmente controliabile con semplici esperiwmenti, di una veritz Rppresn
mediants "uso dal splo ragionamanto.

A favore del nnove indirizzo potrebbe anche addursi il vive interesse che prova
il fancinllo ne! ripetere Iesperienza descritta dal sno inssgnante, ed i pari tempo
la minor fatica con cni egli apprende le cognizioni pin amove e difficili, Ne s
voglin dar troppa impovkanza sl salere Jormative che pub avere nel ciclo infe-
riora dall'insegnaments medio 1'uso del ragionamento deduttive: Fordinamento
logico dells cognizioni matematichs dard frntéi pin copioss e maturi nel vorso medio
superiors, ove sarh Recompagnalo e sortretto da un analoge prucesso nelle altrs
discipline !

Allo svolgersi dell'nccennaia tendenza versn il metodo sperimentale hauno
cooporato da un late le esigenze didatiiche, che si manifestano giornalments nella
staola, dall’altro le idee propugnate da aleuni dej nostri pin autoravoli geometri,
fra i qual si presenta in primissima linea i prof. G, Venoxese., Questi, infatti,
tin nel 1891, nella prefazione ai suoi Fondamenti di Geometria e pite dimensioni ace.,
aostensva lorigine sperimeniale della geometrin s nel 1901 seriveve 1o Nozions
elesmentari @i Geometria ad uso dei Ginnasi inferiori, informando totalmente a
eriteri aperimentali 1'usposizione dalle prime proprietia delle figure goomelrichs,
Successivamente (1907), e sempre nello stesso indirizzo, pubblics le Noszioni di
G'eometria ininitiva ora largameunte diffise nelle Sexole Complemenlari, e di re-
cente (1909) sli Flementi i Geompiria idweitiva. In quest'ultima pubblicazions,
dedicata come le due pracedenti alla acuola secondurin mfariore, € un po’ allargato
U campo delle fignre o proprieta prese a stndiare, o insieme ad un largoe uso di
melodi sperimentali, sngoeriti per la costruziono dells figure o per la verificazione
delle loro propriets, si incontrn qualche breve e facile ragionnmentoe, atto ad ini-
ziare "alunno nell'uso sistematico di quel procedimonio deduttive che duvra poi
utilizzare largamente nel cjels successivo dei suoi studi.

Per chi conosce le [des dal VERoNEsE intorno alla (Geametria elomenlare, esposte
néi citnbi Fondamenti, ¢ portate nell'insegnaments secondario superiore dagli Ele-
menti di Geometria ad yso dei Ginnasi, Licei ed Istiluti teonici (1% hisnnio), riesce
superfluo gqualsiasi eonno sulla divetliva scientificn del wnove libretto, menktre per
gli altri non basterebbero certo la pocis parole consentile ad unn semplice recen-
siono. Mi restringerd pertauto a rilsyars il caratiere fondamentale del libro. Pro-
penendosi I'illustre A. dj manienersi strettamente nel dominio dell'esperienza
doveva, come bn frtlo, fissare 1a sun attenzione sulle figare e proprieta goome-
triche corrispondenli ad oggetti diretlaments osservabili, e guindi esecluders siste-
maticamente 1'nso di ratie, piani o spazie illimitati, eni non corrispondono imrgini
fisiche concrete. Nel libyo si parla adungue di segmenti, porzioni di piane, di regioni
di spazio & s dianno per essi le proprieta pii elementari, par ammettendo, con-
formemente all'esperienza, di poter prolungare i segmenti, estenders le porzioni
di piano, ece. Ai concetti psbratti di retta, piane, epazio illimitati I'A. dedica una
breve appendice, ove rileva che ln loro natura non & tobal mente empirica, come
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non lo & quella delln proposiziene affermante 'esistenza, in ogni segmento, di un
punto interno disiinto dagli estremi. Alla loro formazione sark principale ineentivo
'ossevvnzione direttn, ma iusieme ad essa interviene un processo, Jeznio alla
postrs strutfurs mentale, il quale & appnunto cib che ci spinge ad allribuire a
regioni ¢he von possiamo ragginngere né direttamente. nd eoi nostri strnmanti,
le proprieti conbrollate nel eampo ristretto delle nostre esperienze, Ed & percid
che I'A. vitiene giustamente, * cho non sia permesso, senza alenna ginsiificazione,
di estendere le nozioni tutie da oggetli cha si possono divettamente osservare alla
retta, al piano, e allo -spazio illimitati che nessunv hn mai osservati ni potra
mal DYSsServare ..

Rilevers, in fina, che tanio ovdinamento delle propriela delle fignre, gnanfo
Fintrodnzione dei concetti geometrici fondamentali (ad es. guelli di parallels,
d'nguaglinnza) meltono in evidenza che I'A,, von guesti Flementi di Geometria
intuitiva, ha avuto anche lo scopo di serivere nn librstto che serva di prepara-
zione allo studio razionals della geometria secondo la divettiva scientifica dei
ol Elementi ad nso degli Istituli tecnici. Infatti, le proposizioni fondamentali
di questi ultimi non sono che la formulazione logica di quelle che, gradatamante
e con metodo sperimentale, vengone svolle negll Mlementi @i Geometrin intuiliv.

R. BoxoLa.

S, Caranis, — dvitmietica razionale pei Ginnasi superiori. Terza edi-
zione completamente rifatta, corredata di molti esercizi con av-
viamento. Catania, N, Giannotta, 1910,

fu guesta terza ediziona I'A,, pur seguendo, come nelle precedenti, le clas-
siche opera del Prawo, ba portate al suo libro notevoli migliornmenti,

Sl ammettone due ides primilive, ciod numere e 4 suceessive di un numero,
e le quattro proposizioni primitive del Pieri;

10, Fsiste almeno nn numers. .

%, 1P successivo di wen numero 2 un auviero.

3*. Due numeri, nessun dei guali sia successivo d'un n M2’ 0, 8DNO Sempre eguali
fra love.

4%, In gualsivoglin elasse existente di numeri esiste almeno un numero che non
£ il sueeessive di aleun wnumervo della classe.

Dopo aleune proposizieni vien dimostrato il prinsipio d"ieduzione, del quale
i fa uso costante nelin tsorin delle eperazioni diretts. Si ottiens in tal modo an
complesso di dimostrazieni tutte analoghe e quindi lacili ad essere rammentats,
¢ qualehe volta improvvisale, dagli studenti.

Il m e il D son trattats in modo originale e semplice; notevele & la dimo-

atraziona del teorsma: 5

i, b,m,mz2 Ny.D (a, =1.0.D(a™ =1,

imporlante per i Ginnasi, essendo riserbata alla 8* classe liveals buone parte delln
teorin dei numerd primi. Questa & svolla, complessivamente, come di solito; & a
proposito noto, come dissi altra volta, che uno dei pregi dell'opera in esame, &
di non mutare cio clie, essendo rigoroso e semplice, da fompo si trova consacrato

in tutli i libri del genere.



