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Ora consideriamo un punto M di G:; poiché esso trovas: nel primo
dei dne easi gia distinii, tracciando la % (0, OM) deve esistere un
punto del tratto MB non inferno ad essa. Se tutti i punti del
tratio MB non interni alla debta circonferenza, fossero sulla circon-
ferenza, nessun punto del fratto. AM potrebbe essere esterno alla
circonferenza medesima, perche M & di (3,: quindi M sarebbe un punto
di distanza massima. Supponiamo dungue che esista nn pinto Y del
tratto MB esterno alla « (O, OM).

Descriviamo una civeonferenza di centro O e tale che rispetto ad
essa M sia inferno e Y esterno, e sia M, il primo punto d incontro
del tratto MB con essa. B evidente che M, & come M, nel primo
dei due cast defti, e quindi & ancora di G,. Poiche M, segune M, =i
ha che nel grappo Gi non esisfe un ultimo punto.

Ne viene [5] che esisie 1l primo punto del grmppo Gs. Se esso & H,
dimostreremo che H & un punto dr distanza massima.

Intanto, tutti 1 punti che segnono H sono internt alla « (0, OH);
infatti, poiche H & di G, esisie unn circonferenza di centro O e pus-
sante per un punto P del tratto AH vispetto alla gnale tutti 1 punii
che seguono H sono interni; e questa non pud essere di raggio
OP > OH, perché prendendo l'ultimo punio d’incontro H' del traito
AH di ¢ con la % (0, OP) anche H' apparterrebbe a G:, mentre H &
il primo dei puntl di G..

Cosi, ogni punto del bratbo AH o & sulla % (0, OH) o & I'interno
ad essa; infatti abbiamo visto or ora che non pud esistere un punto P
di AH per 1l guale sin OF > OH.

Dungne nessun punto della linea ! & esterno aila circonferenza
% (0, H); percido H & un punto di distanza massima.

Analogamente si dimostra l'esistenza di un punfo di distanza
minima; basta ripetere 1l ragionamento precedente seambiando n-
terno e esterno, Maggiore e MIRore.

18. Sostituendo la considerazione delle circonferenze di centro O
con qnella di striseie avenli per bisettries una data rvella, o di so-
perfici sferiche aventi per ceniro un dato punto, o di strati aventi
per piano bisettore un determinato piano, o di snperfici eilindviehe
di rotazione aventi per.asse una determinata retta, si dimostra che:

IV. Le distanza dei punti di una linea pinna limitala o ehinsa da
‘wna date retta del pinno, e la distanze dei punte di wna linea gobba
limitata o chiuse da ww dalo punte, piano, reltn dello spazio, ha un
massiino e un mizimo ('),

(Y} Abblame gili osservato al n, 3 vho ogak punle di ans Hoer & on ponte limite dell' Insieme
dei ponti della linea stessa. ossin & mm punto dell insieme derivato. Se poi Ia Jinen & limitatn o
ehiuga, segue dal teor. ITl & TV chie un pante nen apparienente alla linta non @& mai om panto k-
mite dell'insieme, € qoinli che I"insiene, evnkenende in st Lokl § snol pantdl limibe. & cdivap, Com-
hinando ie dne proprict: ai ha che I'insteme dei pnnti di una lines limitata o chinsa coineida eol-
Vinsieme derivato, e guindl & perfeito nel senso di Cawror (V, nota al n. 12).
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La minima distanza dj uny punio O dai punti di una linea 7 sari
indicatn con (0, ().
19. Conseguenze dei teoremi dimostrati:

1) 8¢ la distanza di un punto O dai punti di una linea | lhnitaia

0 chinsa zud essere minore dE un segmento dato ad arbitvio, il punto ()
appertiene ulla Lneq |

2) Se econsiderando un punto O i una linea L lLimitata o chiusa,
e prescindendo dai punti di un tratio SOT di 1 comprendente 0, s
trova che la distanza O da uno dei purty vimanente della linea P
essere minore di un segmento dato ud arbitrio, il punto O ¢ un nodo
della linea.

3) Data una linea | limitata o chiusa e una relia qutlunque del
piano, si possono considerare due retie parallele alla data e tali che la
linea sia tolalmente contenut nella striscia di piono da esse determinata,
avendo pero punti comuni coll'una e Ualtree veltq.

Ulascuna delle due rette si dira una reila sforante della linea I,
e 1 punti che hanno comuni con Ja hnea punti di sfioramento.

20. Passiamo a considerare il caso di due linee limitate o chinse.

V. La distanza fra due punti appartenenti rispellivamente a due linee
limitate o chiuse | ed 1" ha un MASSINO ¢ un minimo.

Consideriamo un punto O dello spazio, non appartenente ad /, e
ad ogni punto M di Z faceiamo corrispondere un punto M” del raggio
(sempre deferminato) OM prendendo OM” uguale alla massima di-
stanza fra il punto M e j punti dellu linea I'. L’insieme I de; punti
M"” & in corrispondenza umivoca eoll’insieme dei punti della linen /;
ora mosireremo che lg corrispondenza & conbinua, ossia che, eonsi-
derando un punto M e j] suo corrispondente M”, si pud prendere un
tratto PQ di comprendente M in modo che ; punt: di I eorvispon-
denfi & quelli di PQ siano contenuti in un intorno sferico di M” dato
ad arbitrio,

Descriviamn una sfera dij centro M e di raggio arbitrario g, €
siano P, Q i primi puntj d incontro di I con In superficie sferica, a
partire da M in un senso o nell’altro. T punli ¢i corrispondenti a
guelli del tratto PQ di ! si troveranno dentro il eono cireoseritto
da O alli: sfora. Inoltre, sia N un punto del bratto PQ di 1 e sinno M’
ed N' due punti di 7' daj quali M ed N rispettivamente abbiano la
distanza massima. Fssendo MN < e, si ha anche:

NN << MN’' L ¢
< MM’ - ¢.
Cosi pure:
MM < NN'4-¢,
e qundi:
MM'—~E{:NN'{MM’+E.
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Questo dimostra che, deserivendo due snperfici sferiche di centro O
e di raggio OM”—e e OM" }¢, il punto N” corrispondente ad N &
compreso fra esse.

Dungue i punti di 2”7 corrispondenti ai punti del lratto PQ di |
appartengono al solido compreso fra la superficie conica e le due su-
perfici sferiche gia dette; solido che, purché e sia suflicientemente
piceolo, pubd entrare in qualungue sfera di centro M', daia a pilacere.
Questo prova che la covrispondenza fra I” e [ & continua.

Per il teorems I [12] si pud concludere che I” & una linea.

La massima distanza di O dai punti di I” & anche il mnassimo della
distanza fra i punti di 7 e quelli di 7.

Aualogamente si dimostra la esistenza del mmimo.

La minima distanza fra 1 panti di due linee [ ed ! sara indicata
con 3 (1, 1).

21. In particolare si ha: La distanza fra due punti di une Lned
limitata o chiusa ha un ainimo; e da questo segue che una linea li-
mitata o chiuse won & mai wna figure indefinita (°).

Sia ! ana linea indefinite, ¢ quindi non limitate ne chiusa; sl fissi

-~ -

un senso su essa, e si considerino 1 due tratti A e A nel quali & di-
visa da un suo punto A. Pud darsi che uno solo di questi tratt sia
indefinito 0 che lo siano ambedue; se uno di guesti casi si verifica
rispetto al punto A lo stesso caso si verifica rispetto ad ogm altro
punto B d1 L.

— —
Se tanto A che A sono indefinity, st dice che ! & indefiniiia in am-
e
bedue 7 sensi; ee solo A & indefinito si dice che ! & mdefinita nel

-
senso A,

E manifasto che 1 concetti di linea himitata e illimitata, e linea
indefinita e non indefintfa, sono del tutto distintl.

Gruppo dei punii comuni a due linee lmitate.

22.1 punti d’inlersezione di una linea { con uu'alfra linea !’ (ammesso
che ce ne siano) costituiscono su ! un insieme di1 puntl, che & ordinato
per l'ordinamento stesso di 7. B facile cosbruire esempi di linee per
te quali 1'insieme suddetto & costituito d'intinith punti ed & illimitato
in un senso o in ambedus (°); nel caso pero che tanto [ che I’ siano
limitate o chinse, ) insieme, come ora dimostreremo, & sempre limitato
in ambedue 1 sensi, ossia gsiste in esso un primo e un ultimo punto.

Se ! & chinsa si considerera come limitata con gli estremi coin-
cidenti in un suo punto.

(') Upa Ogura & indefinita quandy esistono in essa dus punti la distanes dei quali sin magzore
di nm segmento fissato ad arhitriv,

?: 8y un arco di circonfersmzh eonsiderinme una suecessione 4 punti, ros) ordinatl, A, B,
A, By ....An, Br,...che abbia per limite un ponto 3 1 spezzale di infiniti lath AAA,. .. As...
e BB, By...Bu... presoninno un groppo infimito e illimitate di pusli eomuni,
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VL L’insieme dei punti @ intersezione di due linee limitate | ed I,
considerato su une qualunque delle dye linee, ¢ un insieme ordinato li-
matato in ambedue i sensi.

Fissiamo un senso s {, e indichiamo conJ I'insieme dei punti
d intersezione di I con I, ammesso che ce ne stano. considerati sulla
linea 1.

Poiehé I & limitata, J & compreso in un tratto minimo MN di 7 {11),
el punti M ed N appartengono ad J. Se, infatti. M non appartenesse
ad J, ossia non fosse, oltre che sy l, anche su 7', s1 potrebbe consi-
derare un intorno sferico di M dj ragglo minore di 3 (M, I'); e in
quel tratto MM’ di MN che apparterrebhe a questo intorno sferico
non sarebbevo contenuti punti i J. L'insieme J si troverebbe dunque
tutto nel tratto M'N, contro ipotesi che MN sia il tratto minimo
~che lo contiene. Annloga consideraziones per N,

Veduto che M ed N appartengono all’insieme J si ha che essi
sono il primo e I'nlkimo punto dell’insieme.

23. L' insteme dei punti dintersezione di una retta. v con una linea |
lemitata o chiuse ¢ un insieme ordinato Limifato in ambedue i sensi,

- Infath, si consideri un punto O dj 7, @ due punti A, B di » che
abblano da O distanza maggiore della massima distanza di O da;
punit di L. T punti d’intersezione di + con 7 sono tntii nel segmento AB,
che & una linea limitata, e quindi st pud applieare il teorema VI.

Linee formate con punti di un'alira linea.

24. Una linea & un insieme ordinato di punfi che soddisfa a cerfe
condizioni; si pno domandare se esisbono allri ordinamenti dei me-
desimi punti coi quali I'insieme soddisfi ancora a guelle condizioni,
@ conservi quindi il caratiere di linea. Per il easo di linee limitate
o chiuse e prive di nodi si risponde alla domanda con Je proposizioni
che segzuono,

VII. Una lines " priva di nworlt, formate di punti di una linea | li-
mitala o chiusa e priva di node, coineide con 1 o con wn tratto di |,

La coincidenza non s'intende vistrettn ai ponti, ma si estende
anche agli ordinamenti.

Un pnato di 7' & anche un pinto di /; indicheremo due punti coin-
eidents di 7 e 7 con ln stessa lettera, segnandola con un apice guando
indiea un punto di /.

Supponiamo per primo easo che [a linea I sia limitata (non chiusa).
Prendiamo due panti A’ e B’ d; Iy e consideriamo su 7' il senso A'B'(")
e sii [ il senso AB; ci proponiamo intanto d; dimosfrare che il tratto
A'B" di ' coineide col tratto AR d A

() Non_si pnp eselndare priori ehe 7' sin ehiosa; in tal easo si congidereth ¥ eorne limitata
con estrerni coinsidenti i nn piinto diversp da A’ ¢ B,
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Sm C’ un puntu di A'B’; se 6850 non appartiene ad AB, appar-

terra o al tralfo .EL o al tratto ]3 di 7; supponiamo per esempio che -
si verifichi 1l primo ciaso, e ﬂunsldarmmu I"insieme J di quel punti K |

del tratto (VB' tali ehe il tratto C'X' sia tntto di punti del tratto A
di I: il punto O’ appartiene ad J, e B' non gli appartiene. Sia T'H
il tratto minimo di ("B’ nel quale & contenuto I"insieme J [11].

Se X' & un punto di J, 1 puuti del tratto C'B’ compres) fra X' e
il primo punto nel quale il tratto X'B’ iucontra la superficie sferiea (')

s (X, 2) con e < o\, A)

sono manifestamente tutti di J: quindi in J non esiste un ulbimo punte.
e H non appartiene percid ad J. Si hanno perd punti di J viemi
ad H' quanto si voole; guesto @ assurdo percheé i punti diJ sono nel

tratto A, che & limitato, & H non appartiene ad esso [19].

B dungue inammissibile ehe un punto € del tratio A'B di I’ non
appartenga al tratio AB di /. '

Se D' & un altro punto di A'B’, secondo che esso apparfiene al
tratto A’'C' o a OB, anche D appartiene ad AC o a CB; onde s1 vede
che non solo 1 punti di A'B” appartengono ad AB, ma anche sono
ordinati ugnalmente tanto considerati in A'B’ che in AB.

Ora vediamo se il tratto A'B’ esanrisee il tratto AB. Prendiamo M
di AB; se esso non appartenesse ad A'B| si potrebbero conside-
rare i primi punti nei quali i tratti MA ed MB incontrano 1l tratto
A'B' [22]: quel dué punti sarebbero suceessivi su I, mentre in una
linea non esistono punti suecessivi [4]. Eeco dingue dimostrato che
i tratti AB di I e A'B" di ' eoineidono.

Il tratto A’ di ¥ pud essere limitato o illimitato; nel primo caso

esso coincide, come si @ visto, con un tratio RA di /. Nel secondo
- +- “—

easo, i punti di A’ costituiscono su A un insieme, ed essendo A li-
mitato eslste un tratto minimo RA che lo contiene; evidentemente,

il tratlo 1—1 di " coimncide t:m_l tratto RA di L

Analogamente, il tratbo B’ di !’ coincide o con un tratbo BS di ¢
o con un tratto BS. B cost & dimostrato che I'infera linea I coin-
cide col tratto RS o RS 0o RS o RS di L

25. (‘ome secondo cafo consideriamo quello di ona linea Z chiusa.
Presi A" e B’ di I, si consideri 1l tratio A'B’ che essi determmnano
in ' {o uno dei tratti A'B" se anche ' & chiusa) e supponendo, come
si pubd, che il tratto A'B’ non esaurisca /, s1 prenda un punio K' di [
che non appartenga al fratto A'B" consuierato.

(1) Per bravity, imlicheremo con = (A, ¢) la snperlicie sferica di cenbro A & roggio e
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Riguardando ! come limitata con gli estremi coineidenti nel punto 4
K=K"si dimosirera come nel caso precedente che il tratfo A'B’ =
di ¥ coincide col tratto AB di L. - 5

A questo punto, se anche ' & chinsa si ha che J'altro tratto A'B’
di ' eoincide con I'altro tratto AB di l, ¢ quindi che ! e I' coinei-

- - :
dono; se poi I’ & aperta, si consideri divisa in due tratli, M’ e M, )
che non avranno altri punti comuni che M, e si riguardi I come lj-

- 1
mifata con gli estremi coincidenti nel punto M= M" Il tratto M"

a - - - x :
sarg contenulo in un tratto minimo MR di £ e 1l tratto M’ in un 9‘3
.= RO
tratto minimo MS, ed & evidenle che il iratto M’ coincide con MR s !
L B k 2 |
o con MR, e 1l tratte M’ cﬂiuﬂidg con MS 0 con M3; di modo che I 8
cotncide con un tratto EMS o RMS o RMS o BMS d; [ ;::

26. Dal teorema VI segue che- 1) Una linea 1’ priva di nodi, for- T
mata i tutti i pundi di una linea | limitata 0 chiusa e priva di nodi,
coincide necessariamente con 1. Cid sienifica che 1 o 7' non coincidono
soltanto per i punti che le formano, ma anche per gli ordinamenti, &

2) Questo risultato si pud porre sotto la forma seguente: A

o ¥ |
A . i : . i ) 2 I

VL. Coi punti di una linea linitata o chivsa e priva di nodi non < A2
St puo formare uw'altra linea priva di nodi in modo che Fordinamentao 2o
proprio di questa differisca dall’ordinamento proprio di queila.

3) Poiche un tratto di una linea priva di nodi, aperta o chinsa, '
non puo essere una linea chiusa, si ha: Se una linea |’ chiusa e priva |
di nodi & formata di punti di wna linea | timitata o chiuga e vriva di - ‘
nodi, ' coincide con . _. |

Anche | & percid necessariamente chiysa. ‘. \

27. Si possono costruire esempi di insiems d punti in corrispon-
denza univoca e conbinua coll’ingieme dei punti di nn segmento, e
percio linee [12), ai quali appartengono tutti i punti di un quadrato,
" 0 di un cubo, ece. (*)

31 hanno cogl delle linee singolari, tali che in ogn punto di esse
si puo considerare un intorno circolare o sferico, i punti del quale
appartengono tutti alle linee medesime. Noi possiamo mosirare che
tali linee non possono essere limitate o chtuse e prive di nodi.

IX. Entro qualungue intorno circolare di wn punto di una linea 1,
lamitata o chiusa ¢ priva di now:, si trovano punti non apparienenti :
atia linea 1.

Supponiamo infatti che tntti i punti di un intorno eircolare ¢ di
un punio d1 ! appartengano ad Z, Descrivinmo una circonferenza ¢

(Y) Taii suno gli insieme eostroiti da Peawo e da Hiingwr, dei guali si tratta anpiamente in
SOHOENFLIES, opera cil,, 1 (Leipzig, 1900} p, 115 o 8agg., I1 p. 210 ¢ sage.
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interna & ¢; essa & una linea priva di wodi costituita di punti di £,
e chiusa; dovrebbe quindi, essendo / limifata o chiusa e priva di nodi,
coineidere eon I [26, 3)], mentre guesto non avviene.

Spezzale inseritle in una linea.

28. Su una linea ! fissiamo un senso, e consideriamo poi, nel senso
fissato, unn soceessione qualungue di punti della linea. I segmenti
che hanno per esbremn dne punti suceessivi formano nna linea spez-
zaba T10] che si dee nserilta nelln linea I

Una spezzata inscritta pud avere cosl un numero finito come un
numero infinibo di lati.

X. In ogni linea Limilata 1 si pud inserivere wna spezzata di un nu-
mero finite di lati che abbiu per estremi gli estremi di 1 e i tali minors
di un seqmento ¢ fissalo ad arbifrio.

Siano A ¢ B gh esbremi di /, che possono anche comcidere; pren-
dendo &< g, descriviamo le supertfici steriche

G{Aﬂ,ﬁr}ip {J{Ais E'}I"‘IG[AiTE“)l"'l

intendendo che A, coincida con A e A, sia il primo punio d'inter-
sezione del tratto A, 4B di [ con la

o (A, 5']'

Congideriamo un numero finito 2 di queste superfici sferiche; ogni
punto del tratto A A, & interno a upa di esse. Diremo di aver rag-
giunto, con n superfici sfeviche, tntti i punti del tratto A A,. Ora vo-
gliamo dimostrare che B si pnd raggiungere con un numero finito
di superfici sferiche.

Suppomamo che ¢id non sia, e poniamo in un gruppe G, 1 punki
di ! raggiungibili con un numero finito di superfiei eferiche, ¢ 1n un
gruppo G gli albri.

L'esbtremo A & in G; e B in G:; ogni punte di G; preccde ogni
punto d1 {x..

A ogni punto di Gy ne seguono altri di Gy; infaili, ze nn punto X
si raggiunge con 2 superfici sferiche, con n -1 snperfici sferiche si
ragginngono altvi punti che seguono X. Cosi, vgui punto di Gs & pre-
ceduto da altri punti di Gg; infatli, se Y & un punto di G, s1 de-

serivit 1a »
E
o |YX,=x]

e sin Y il primo punto nel quale essa & incontrata dal tratio YA ;
Y’ precede Y, e non pud essere di G perché se con un numero fimto n
di superfici sferiche si pofesse raggiungere Y', con la (n--1)*% che
avrebbe il centro in un punto del tratto Y'Y, si raggiungerebbe Y.
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Dunque in G; non esiste un ultimo punto e in G, non esiste un
primo punto; peiche @, o Ge esnuriseono , I'assurdo & manifesto [5].

Dimostrato clie Pestremo B sl raggiunge con un numero finito m
di superfici sferiche, si ha la lines spezzata inscritta

AAIAE . Am—dE

che ha m lati, tntli minori od uguali a £, e quindi minori di g ().
23. Dalla dimostrazione fatta risnlta, piu particolarmente, che-
Una linen limitata (0 chiusa) si pud dividere in un » wmero finito di
brath ciaseuno dei quali sia contenibile ERLre una superficie sferica di
raggie nguale a un segmento dato qualunegue.

Corrispondenza biunivoea fra i punti di una linea e quelli di un fratto
rettilineo. |

30. Scopo del presente paragrafo & mostrare come si possa sla-

bilire una corrispondenza biunivoca fra i punli di una limea e quelli
di un tratto retiilineo s, in modo che a up senso di s corrisponda
1 senso di I,

Usserveremo poi che wua tale corrispondenza & continua [53];
percid ln proprieta che stiamo per dimostrare & 'inversa di quella
enunciata. nel teorema I [12].

~ Se un punto della linea ¢ un nodo, ad esso corrisponderanno

tanti punti distinti del tratto rettilineo s quanti sono i modi nei quali’

In linea [ o divisa da quel panto in due tyratti [9].

Considerando da prima una lines limitata, che pud essere anche
chiusa, dimostriamo che:

XL Si pud stabilive una corrispondenza biunivoca fra i punti di una
tinea | limitate (0 chivsa) e quelli di un segmento s, in modo che @ un
senso fissato di | corrisponde un senso fissato di s.

Consideriamo una snecassjone i segmenti
My e [ [ B, | | e

indefinitamentas decrescente: mili, essendo A e B ali estremi di /. de-
serivianmo le superfici sferielia

a(A,,m),.... 0 (Ag, my) ..., G (A, iny)

(1 5e 1 & un sepmento rettilines, 11 teorema dimostrato si riduee in Wllims anglisi alla pro-
prisfi espresss nel postulnte TAdreiimede; © noto del resto che essa & nun fonsegnenzy del po-

stalafo della continuils di Dapexinp (V. p. o8 Brows, Zur Geomerric der Aiten, inbssoisder [ber

in Axiom des Archiinedes, Muth, Ann, AXII, 1883). . ,

B0 wua linea limitata si pub cunsiderare. per quanto abbiame vedeto, una snecessione di un
- nomers finifo di panti ehe Lia por ostremi due punti gaalungus delln iaea o tnlo elhe |n distanza
Irn (ne punti syecsssivi 3ia minove di g segmentn ¢ dalo a pineere. T quastn appanbe la pro-
brieia che earntlorizzn un Jusieme connesro nel sensn di UAsrTon, E poich® wun linen limitots &
anche un insicme perfetto (V. noba ol n. 18), queste insieme vsyendo perfelto @ connesso & un cone
thwtio mel senso di Usaxpoy,

L4
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intendendo che A, coincida con A, che A; sia 1l primo punio d'in-
tersezione del tratto A;,B con la c(A;s, m), e che tutto il tratfo
A..B appartenga alla sfera o(A,,, »,). Sappiamo [28] che guesto ul-
timo Fatto s1 presenta necessariamente.

La linea ! viene divisa nei p; 1 trath

An‘r'll ' Alﬁ-i BRALE . A.":—IA.“H A."'lB‘

Dividiamo il segmento s in p; -} 1 tratti nguali fra loro, e siano
EEE_i Fl . f ¥ # i s
ABA 14 A].ﬂ. Byessy A ;:l_.l.éL_ul, A luj_B .
e faeciamo corrispondere al punii

Ay, Ay, Agyoo A, B
di /, 1 punti
di s,
Ora consideriame uno dei tratti AA;,, di , ¢ procediamo per esso
come abbiamo proceduto per I'intera = AB, prendendo, invece di m,,

il termine m. della successione, Descriviamo dunque le superfici sfe-
riche

.ﬂ.l'u’. AII! 'HEIIIIAI"II' B!

U(A-!.na fﬂﬂ}: - G(Aft.i‘:: i”“]i R ,G{A[”u,, ’Hﬂ)l
e consideriamo 1 punti
A‘LDE Ail Al,ll Ai,'.'l: ‘v ,ALHEI -Ei—l—l .

i gnali dividono il tratto A;A;, in pe-+ 1 tratii. Dividiamo il tratto
ASAY L, di s in pe1 tratti ngnali fra loro medianie 1 punti

i o i » ¥
ﬁ-l.n: A,h *‘k,hl: -Aifﬂ jrivsly Ah.ﬂr'l AI+1!

che faremo corrispondere ai punti A; . del tratbo AjA;q,.

Questo faremo per tutii 1 tratti del tipo Aj;A;.;, nonehd per il
tratto A,B. Se quest’'nltimo tratto appartenesse tutio alla sfera
o (A, ms), si scarti il termine my della successione, e si consideri
inveee ms. B certo che esiste un termine . della successione, per
il gnale il fratto A.,B non appartiene tutto alla siera c(A,,, m,).

Con questa infesa, ciascuno deil py -1 tratfi nei quah gia era di-
viso s rimane diviso in almeno due parti uguali.

Procediamo coi nuovi tratti di / e di s ancora nello stesso modo,
considerando il termine #m della suceessione; e cosi via. Oltteniamo
i punti del tipo As g r ¢ ... di £, a1 quall facelamo corrispondere 1 punii
del tipo A'j x.r1,... di 5. Considerando 1 punti A, g ., ... ordinati secondo
il senso AB di Z, 1 punti corrispondent: A’ . sono ordinali secondo
il senso A'B" di s.

In ogni tratto HK di ! a1 hanno puonti del fipo A, ¢ . ...; @ infatti,
ge cid non fosse, qualunque sia il termine . della successione esi-

!H rl - '_' -

Ty e

- -
ik et i
L L, Y Py e
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sterebbe una superficie sferica di raggio m, alla quale il tratto HE
sarebbe tutio interno; questo & assurdo, potendosi supporre

my < —;~ ¢ (H, K).

In ogni tratto HK' di s si hanno punti del ipo A’y ... Infatti,

due punti suceessivi dol tipo A’; hanno fra loro una distanza < L

doe del tipo A,y hanno una distanza < % 8; & cosl di seguito, Ia

distanza fra due punti successivi diventa via via minore di

1 1 1

—gﬁS, ‘24—5,..., -2—“5,....

Questa distanza diventa percid minore anche di H'K’.

Sia ora X un punto di I, che non sia del tipo Aj s »..; esso de-
termina una divisione dei punti di quests tipo in due gruppi separati,
al quali corrispondono due gruppi separati di punti del tipo A\ x .
su $; esisie un elemento di separazione X’ di questi due gruppi, che
6 unico per le osservazioni fatte. Al punto X di / faremo COTTISPOTI-
dere 1l punto X’ di s

In questo modo, a ogni punto X di / corrisponde un unico punto X’
di s, e ad ogni punto Y’ di ¢ eorrispondo un unico punto Y di 1. Al
senso AB di ! corrisponde il senso A'B’ di s.

31. Passiamo a considevare il easo di una linea illiitata (anehe
indefinita) in un sol senso o in ambedue i sensi.

XII. Si pué stabilive una corrispomdenza biunivoca fra i punti di
une linea 1 illimitata in un sol senso o in wnbedue ¢ i punti di un
segmento s nel quale si sopprima un estremo o ambedue, tale che ad un
senso fissato di 1 corrisponda un senso di s.

Je la linea [ & illimitata in ambedue i sensi, la possiamo dividere,
mediante un punto, in due tratti illimitati in un sol senso; limitia-
moci dunque a considerave il caso di una linea 1 limitata in un senso
e illimitata nell’altro.

Sia A l'estremo esistente della linea [; consideriamo una sueces-

sione indefinitamente decrescente di seomenti
Ny, May, Mayueu. M, .. - 3

e descriviamo le superfici sferiche

o (Ay, ), oAy, mi),..., o(A:, mi),... [UI

infendendo che A, sia lo stesso A, e A sia il primo punto d'inter-

sezione del tratto EI_I di ! con la g(Ais, my).

.‘,_,.l
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Possono darsi due casi: che la successione (1) sin indefinita, o che
non lo sia. In guesto secondo caso, sia g (A, ) la superficie sferica

—r
tale che tutto il tratto A, di I appartenga al solido da essa limitato.
Partendo da A, e prendendo il termine ms della successione, 11-

-
petiamo la stessa considerazione col ftratto A, di ¢ descrivendo le
supertiel sferiche.

K (A.ﬂn IH-;) y O (a.ﬂr:'-l ' "‘"ﬂ} gesey I (Aﬁhi-l ? .'i‘Hg) gora {2)

-
ove Ay 8 il primo punto d'iniersezione del tratto A, s con la

al Ay i, mo). Se tatto il tratto Ay, appartenesse alla sfera o (A, , ma),
si searterebbe il termine e della successione e si considererebbe
subito .

Ammesso che la suceessione (2) non sia indefinita, sia o{Ag,, )

-
la superficie sferica tale che tutto if tratto A, di [ appartenga al
solido da essa limitato. Cosi seguitiamo; ginnti al termine my, e con-

siderata la sfera o (A, , #:) alla quale appartiene tutto il tratbo A,
pubd darsi che Ju snccessione che poi si deve considerare

o (Any, Mri1) s+ -y O (Aupi, Mir) g - o (3)

sia indefinita. Tn tal caso la nostra costruzione finisce col ternnne my.;.
Procedendo come si & detto, otteniamo su [ 1 punti ordinati:

Ao, Auy ApyyenosBpyye i (4)

se per nessun punto A., avviene che la successione (3) sia indefinita,
la successione (4) & indefinita; altrimenti termina con un punto Ay,
al quale perd noi faremo seguire 1 punti

A.ﬂk-l—l ’ A—.ﬂk-l--'! Y. 1AJ11+‘I pooee

definiti dalla successione (3); di modo che avremo in ogm caso una
successiona indefinita di punti; o

R V) S e R (5)

oppure
Aﬂl A.‘hq -A-.F-‘g‘l""l-A‘.F"E! —E-,Hk-f—']'l' --1E-,!I*,_—I-i1|--- (6)

In ciascuno di questi due easi, ogni aliro punto X di [ & com-
preso fra due termini dellg successione. Infatti, nel primo dei due
casi, se X seguisse tutti 1 punti della successione (5), lo siesso av-
verrebbe di un altro punto X; che segua X su /, onde X e X, appar-
terrebbero a tutte le sfere (A.,, m;); questo mon pud davsi perche
da un certo valore di i in poi si ha

my < —i— (X, X,).
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Nel secondo dei due casi pol, se X segnisse tutii i punfr della
successione {6) avremmo che non tutt ; punta del tratto limitato Au X
di ! si potrebbero raggiungere con la successione (3), e questo & as-
surdo come vedemmo al 1. 28, . | |

Indichiamo 'una o Jaltra indifferentemente delle due successtioni

(5) e (6) con
A!M.Ilmﬂg*l-'MI‘---;

ogni punto di / o eocincide con uno dei termini di questa suceessions
0 & compreso fra due termini SlCeessivi,

Ora sul dafo segmento s= A'B’ prendiamo una suecessione dj
punti, ordinati nel senso A'B’-

AJ!M:! FEI-----rMJi!"'-r

la guale abbia per limite 'estreme B'. Indi stabiliamo unga corrispon-
denza biupivoca, a norma del teorema XI, fra i punti dei tratti

.A.EIl, M[ME, ey MIMi—'—h .
di I, e quelli dei tratti
A!MH Y M";H’g, . ey M;Mrl-:dg e

di 5. Aviemo una corrispondenza biuniveea fra i punti di ! e quelli

&
di 8, escluso V'estremo B, per la gquale al senso A di 7 corrisponde -
il senso A'RB’ di s,

32. La corvispondenza che abbiamo ottenuto fra i punfi di una
iinea e quelli di un tratto rettilineo pud ottenersi anche fra punti
di due linee, purché siano ambedue limitate 0 ambedue ltmitate, in
un sol senso o nei due sensi. Bastq infatti riferirle ambedue 2 uno
stesso tratlo reftilineo.

In particolare, ¢ sempre possibile siabilire unn corrispondenza bin-
mvoca fra i punti di una lineg chiusa e quelli i upa circonferenza,
per la quale ad un senso fissato sulla linea corrisponda un senso fissato
sulla ecirconferenza.

33. Una corvispondenza biunivoca fra i punti di due linee | ed 17,
per la quale un senso di | eorrisponde « un senso di ¥, & una corri-
spondenza continua. -

Infatti, siano X o X’ due punti corrispondenti di [ e l'; dato wn
intorno sferico ad arbitrie di X', si consideri quel tratto M'N’ di 7,
Ccomprendente X', che & contenuto nell'intorno sferico dato. Ad esso
corrisponde un tratto MN d; {, comprendente X; ai punti di Z
contenett nel tratfo MN corrispondono punti di 7' contenuti nel-
-~ Uintorno fissato, e questo prove appunto che la corrispondenza &
continna. '
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- Rappresentazione analitica di una linea.
34. Data una linea [, si stabilisca una corrispondenza . hiunivoeca

e continua [33] fra i punti dil e guelli di un segmento s = AR/, .

nel quale si astragga da un estremo o da ambedue se I & illimi-
tata: indi si facciano corrispondere i punti di ¢ ai valori di una
variabile /, che assuma negli estremi A’e B’ i valori a e 5. Avremo
ung covrispondenza biunivoea fra i punti della linea I e i valori
della variabile ¢ nell’intervallo «...b, oppure a... b, oppure a...b,

oppure a...b.
Se ai punti di ! faceiamo corrispondere la loro distanza @ da un

piano fissato, per ogni valore di ¢ si ha un valore di d, ma non sempre

inversamente; la corrispondenza fra i valori di £ e quelli.di d non &
sempre biunivoea, ma & ancorn continua: si ha ciob

d=/ (),

dove f & il simbolo di una funzione linita e continna nell inter-
vallo «...b (estremi compresi o 10).

Indicando in particolare con z, Y, z le coordinate di un punto di/
rispalto a tre assi cartesiani orfogonali, 81 ha

s=fH), y=f{), z=fl8,

eon fi, fa, fi simboli di funzioni finite e eontinue nell'intervallo a,..b
(estremi compresi o no).
Questa & la rappresentazione analitica possibile per ogni linea.
Inversamente, I'insieme dei punti le coordinate dei quali sono
funzioni finite e continue di una variabile in un intervallo limitato
¢ illimitato & nna linea [13,3)]. Si ha dumgue:

XIII. Ogni linea si puo rappresentare in wmfiniti modi come I in-
sieme dei punti le coordinate dei quals sone funziond finite e continue
di une varigbile in un wntervallo, limitato o illimitato in un senso o
in ambedue secondo che le linea & limitata o limitata in un senso o in
ambedue,

Inversamente, ogni insieme di punt: cosi rappiesentaio & una linea.

| P. BENEDETTI.
(Continua) $
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DUE METODI GENERAL! PER LA SOMMA DELLE POTENZE SIMILI =,
dei termini d'una qualsivoglia progressiene aritmetica. |

(Continuaziens — Fedi fuseicols T e IT)

IV, — Combinazioni e numeri figurati. (%)

I5. 11 numero delle combinazioni semplici di z elementi ad i ad i si
rappresenta col simbaole C. ; e, per il loro stesso significato, z ed 4
sono necessariamente numeri inter: e non possono intendersi ehe
con un segno solo, 1l segno .

Non & possibile formare una combinazione semplice che contenga
un numero d’elementi che siza maggiore di z, ed & chiaro che il nu-
mero delle combinazionl sempliei che contengono un solo elemento
e 2 ed il numero di quelle che contengono tutti gli elementi & 1:
pereio:

Ue,i=0, per 1>z,
U‘I11=z1
Gz.:azl '

& Sl pud convenirve _
Ga_zzﬂ, per i >0,

Cu_uzl .

Considerande uno qualunque degli elementi, le combinazioni che ]
non lo contengono si distinguono da quelle che lo contengono: il
numero delle prime & C._;; ed il numero delle seconde & nzusale a
quello di C,, ; ,; pereio si ha gempre la relazione ricorrenie

Cayy = Cm—l, 1 Ueq, 9. l

Da questa, per i=1, si vicava

G:i.. ] = Cz—l, 1 + G:—-—I. 0s

() Ls materia di gquest'arbicolo & raccolta da aleuni siudi e ricerche sulle classi aritmetiche,
Il problema principnle dell'espressione del termine genernia della pobenza d'una progressions arit-
melica ed I problemn sacondario della somma delle potenze simili dei téermini, non sons in so-
Bianza e¢he problemi di combinazions. Per rendere oib ehiare guante pia sia possibile, par gli
svoigimenti ulteriori & per le applieazioni dei due metodi geuerall al bumen figoratl ed in par-
ticolar modo ai numerd naturali, 81 repota wtile ad opportuno (pur tralasciande definizieni o con-
siderazioni generali sulla classificozione aritmeliva) di stabilire le Jeggi di quelle classi che oe-
corromo o dimostrare, nl loro poste, aleune delle formule che saranno Tichiamate. Nello stesso
tempo &' inkrodwrrk: yualche simbolo neeessario ¢ verra dimostrnta o remplicemento accennata, |
per logici connessione, qualche proposizions che potrd interessare 11 letbore ed essers argomento
o punto di parienza per altro arliegle,
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e108
z2=z—1-+0C4.,
e quindi
Uz—]. D— 1 -
Cosicehe

[:D,D=Gl.u=---=03|n=]. '

Cﬂ)l]:cl_:[:.--: 113=1'

Lasciando sotfinteso (come sempre per le classi aritmetiche)
che z ed ¢ sono numeri interl, si puo stabilire Ia limilgzione, la de-
terminazione e la definizione della legge dei numeri delle combinazioni
semplicl, che e legge d'una Z-classe arifmetica, clo®:

z2=20; 1=20; im.,
Cg_j=ﬂ., per i:}ﬂ;
Ceos==13 } dt., (27)

Cz, = E‘zﬁl i + Gz—l, f—1 ) df.

I termini Co; e C, o, per tutt’s valori di 7 & di 2z, sono diretta-
mente assegnafi con la determinazione e formano il sistema degli
asst; per determinarli non si appliea la definizione, sia essa compa-
tibile o no; totti gli altri termini si costroiscono suceessivamente
con la defimizione, e quindi, per questa legge, eon la somma di due
termini assegnati o gia cosbrmti.

St deduce faeilmente che per un valore fissato di 2 > 0, solamente
t termim Coi,...,Ciy i hanno 1l valore zero, o tutti gli altri termini

.
Optaarzan O pyues

che formano Ia successione dei numeri figurati d'ordine 4, in senso
stretto, sono numeri 1inter: e positivi; € per un valore fissato di z,

solamente 1 termini
Gl.ﬂ"ln LA LI | U.‘E.E

che formano la successione dei coefficients binomiali relativi alla
potenza d'esponente 2, sono numeri interi e positivi, e tutti gh altn
termim C. .4, Cizee.... hanno il valore zero. La successione dei

termini dell'asse C. =1, ciod
Cloyee-esCroyenn,

forma 1 numern figurati d'ordine zero.
6. La legge (27), per i >0, comporta un’espressione diretta del
termine generale della 2-classe, data dalla formula

S 1 R 2
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Infatti, essa & vera per :=1, perchg
&
Cz,l—— 1 — % 1

ed & vera per 2 — 0,...,4—1, perchs le espressioni

Q) — (0) (— 11].- (—!‘f- 1]__

2...14

0

o

o '(;:—31)'[s'—'2)'..,'(0i
Cori="—g =0

si aunullano tutte, perche hanno
© vera per g=14, perché

ii—1)...1
Cri= 1.2...3 —1»

1l fattore zsro nel numeratore, ed

© queski risnltati sono ugnali a quelli

e che sono stali ottenuti direttament
812 vera per z—1, si ha

che possono dedursi dalla legge
e; consentendo quindi che essa

= 1...4 | 1...(:—1)
2—1)...(z —i4-1 =1
{ 1...6—1) )'( ; '1)
_[3—-]}...[3——i+1) z
1...6—1) 5
_2z—1).. (z—iJ1)
o 1.2...32 :

che & precisamente Ia formnla (28).
17. Per 2>, &j ha la formula

G:.I — ULz, 21+ (29}
Iniatti, essa & vera per 1 =10, perché
Gaqﬂ — G-z_, z = 1 1
@ per z=1, perché
CJ. j= Cj, s=1 y

® per 2> i, perche

Zoolz—i+1)
Cot = Veeowd
_ 2. {z—i4-1) (z—i)...(i41)
o 1...8 G+1)...2—9)
(i 1)
oz —13)

B =

<.
._1'
= (g,
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E da essa s1 ottiena

Z...01+1)
C‘-"‘l...(a_i)
oz D 8T
T — (30)
z!

T {z—i)! 4
e siceome 1l numero delle disposizioni semplici di z elementi adiad ¢ &

Dyi=z(z—1)...(2—i+1)

ed il numero delle permutazioni semplici di i elementi b
Pl = 1 L 2 i = ". = !‘ ! ‘

cosi
Dz { PI

Gz.l — Pi. = PE-—[ . Pi iy (31)

Consentendo che questultima fermula valga anche per i =10, ed
essendo C; =1, sl pud convenire
Pn = D ' = 1 y
D;_lﬂ= 1 ]

8. Dalle formule (30) e (31) si ha
+ z! Do

R0z Dt
3! D:,,E

R =1 T

{

Ce,i

e ¢osl pure

G O — z! z2—1! z! Dz itk
B EERE T e — )V R e —i— k) Dk e— — k)1 k]

E chiaro che questi risultati si possono stabilive in generale e
verificare in modo del tntto analogo; ponendo quindi

1l k1,...._.k1‘-"-"?:3

e
k1"i_".. —,L-J%:z

81 avra, per y =z,

1 y! 1)
Cr*kl-cr—klbkﬁl.-['F—ki_dii_ki-J*ki—!]-II___ﬂ:i':{y-—g-}!-__kl' L kll; (82,

e siccome il primo membro & un prodotto di numeri interi. cosi si
conchinde che Dy . & sempre divisibile pel prodotto dei fattoriali
d1 ¢ numeri, interi e positivi, tali ehe la loro somma sia z.

rm— -
1= - s e = .
:.-qp,-i-.-—--rf e il e e s L L i Tl e it o e o Bkt T e Bttt . 5 =t
oy et -i-llgﬂl-_-—_-i-ﬂ--._ b "y T - T N ey - e L o S bt Tl s ; e e i i £ T T e T =
= " + L = o R R - i - = mk 17 e = ey T =
- 3 b e = L el L T —— [ L L == ot . e T e e
- = A = -1 -, Ly Al s mb L o T R - - o Ts
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.
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e il
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19. I espressione 2" (13 _h: W st rappresenta col simbolo (f) ;

© 8¢ essa comperta il valore zero di 2z e non di i, per cui non pud
riferivsi ai termini dell’asse Cs0, 81 pud perd consentire al simbolo
il valore zero di i e porre

=

Ga,n=(0) =1;

con cid, per 2=0, 1, 2,... ed i=0,1,2,.... il simbolo (%) rap-

presenta tutt’'i termini della 2-classe aribmetica dei numeri dalle
combinazioni semplici, e quindi, implicitamente, i coeflicienti bino-
miali per z costante ed ; =0,...,2, ed | numeyri figurati, in senso
stretbo, per ¢ costante ¢ z— 1 r+1,1+2 ...

20. Dalla definizione della legge (27) si pud iniziare un duplice
procedimento per differenze, ciod

Cr., e C:—-1,1= ﬁca—l,i = Ga——l,l—l '

da cuil, continuando, si otliene

AEG:.-_LI_—_- Uﬂ—i,ﬂ____ 1 L] [38.)
&
GE,I__ =1, f—1 ‘;'&03_1'5._1‘_—- Jg—1, 1 4

da cui, continnando, si oftiene
Lo GLEE_:-:CLj: L. [3‘1-]

Volendo conservare i significato combinatorio della 2-elasse, la
formola (33) vale per 2= e Ia farmnla (34) per 2i= 2> i; siccome
pero, per le stesse formule, si otfengono progressioni aritmetiche,
sia- considerando le linee (4 costante), sia considerando le diagonali
ascendenti (z— ¢ costante), cosi. se si tralaseia il signifieato combi-
natorio ed anche il simbolo, si pud estendere la limitazione della
legge (27), o per nna sola variabile o per tutt's dne.

2l. La formula (28) si pud serivere

Crr=; 2 (2 —1).. . (2— i 1],

e sviluppando

Czﬁ,-z-}i[z'-—...—i—[— 1= (i —1) 2],

e quindi, per la (1),
A’Gm=i!%;=1:

e da questo risultato che coincide con la. (33) e che & indipendente
non selo da 2z ma anche da 5. si ricava, per i==10, confermando la
determinazione dalla (27),

O (‘;) =i,

T\
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¥ se si pone

(:E)_'{_z”_z_l'_]]g':_‘_[i z—t 1]’

s1 ha pure, sviluppando,

(:z) :El':[(—z')'—----I—(—“U'_l("_””_gl]’

&
A' (:z)=ﬂ —3—, 1
Uosicche, per n= + 2, si ha
(ﬂ) _ﬂ...(ﬂ—:’—l—l)
i | -
= [ — ... (=D i—1) ], (35)
€

a(7)=1.

. . !
Applicando al simbolo (1 lo stesso procedimento per differenze

con cul sl oftenne la (33) e potendo cousiderare le differenze 4’ or-
dine >z e quindi tutte nulle, si ha in generale, per m=0,1, 2. ..,

Ia formula
At (T) — (-Ejm) ' (36)

. n : : g o o
I1 simbolo ( :. ) rappresenta 1 numeri figurati d’ordine i come pro-
gressiom aritmetiche ed ha la segnente legge:

n=0; i=20; Im.,,

=0, per +>0;
((H; } dt., (37)

() =0+ (G20

la quale diffevisce da quella delle combinazioni semplici, solamente
nella limitazione.
22. Dalle espressioni

(ﬂ)_ﬂ...[?!——-’i—f—l) . (ﬂ-*—])_(?l—]]...(;‘!—f}

b ) SR 2 ES5 ’

-

———

nl"||'J---p-|I—.-.-:'

e

—
= = dekdi il N
I P 2 e

farc )

-
e e N ————

L ls s S B R ——

e T =t ]

AR e

e _".:"—'_'m'_.'-.:."'
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sl vieava I'identity

(n—3) (?)2:?1 (ﬁ;l) 4

che vale, naturalmente, per tutt’i valori stabiliti di 7 e dii, ed in
Particolave per %n==1; s1 pud quindi serivers

(?)_ﬂii(?i?l)i per n+1i, (38)

avvertendo che per n=1, occorre risalire all’identita,

Dalle espressioni di (?) e (i—ﬂ-l)‘ 8l ricava

(;I)“"*:-+l~(if1)' per =05 (89)

.. 3 ‘s | 01 n—1 o
e dalle espressioni di (i) 0 (a’—*l) , Sl ricava

7 n fm—1% :
(i)-—_—T(i_I), per i>0. (40)

Le tre relazioni (88),

(39) e (40) vineolano due -termiui eonfigui
della 2-classe aritmetica

dei numeri figurati.

23, Come partendo da C, ,=1, si pud estendere il simbolo (;)

a1 valori negativi di 2z, cosi partendo da €, ;=1, si pud estendere
11 simbolo ( :) al valori negativi di <.

In tal modo i tre terming

—1] 0 — 1)

(U 10/ \—1
hanno il valore 1 ¢ possono considerars: come termini iniziali pel
completo sviluppo della 2-classe dai numeri figurati.

Scegliendo come variabili x ey la legge di questa 2-clnsse pud

stabilirsi sotto dge forme diverse e caratteristiche, e 'una dedu~
cibile dall'altra,

24. Si ha la prima forma -

x=0; y=0; Im.,
Y
(‘y-f- w)=w+y (y +:ﬂ—1), ir
Y T Y ’
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La 2-classe viene considerata come la suecessione delle 1-classi
individuate dai singoli valeri di y; la determinazione assegna tutti
1 primi Lermini delle 1-classi & che corrispondomno al valore zero di x;

il sistema degli assi & formato dalla sola 1-classe (f g) =1; Ia va-

riabile principale della 2-classe & v, e per y=20 dalla definizione si

ricava.
(I‘)_i 1:—1)*(::—1
0 —:zr( 0 / V0 )’

qualungque sin z, e quindi anche per =0, e si deduce, per la de-
terminazione, -
:1:) . D-)
(6)=(o)=1.

IDa questa legega 1l Eermine genem]e s1 olfiene softo forma ricor-
vente, perche, ad es., per +z e |y si ha

F*y)_l
\y/
() ="43)

(y—l—:r-) m+y(y+:¢—1)
y | a Y ’
e moltiplicando e riducendo,

(17 =it

cioe, il prodotio del primo termine per tutl’i rapporti precedenti
fra un termine e Il'altro. :

Non & inulile osservare che Ia definizione di gunesta legge coin--

¢ide con la relazione (38).
25. S1 ha la seconda forma:

x=0; y=0; Im.,
[5)=1;

e e s B g TR

==

> o3

Per #=0 ¢ =0, i tre termini che sarebbero vineolati dalla de-
finizione, sono gia assegnati; essn sarebbe in difelfo, se la si volesse

) =1 } , — 2

e AR %"m'ﬁﬁmwmﬁl' TR P e e s &

a
—

s

s

=
oo e,

-
i o B - =

i T .'“‘ﬁh-rﬁ.'_'
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applicare; il sistema degli assi & formato dalle due 1-classi (;)

e (g) , di nome diverso, che rappresentano le due suecessioni delle

differenze costanti delle progressioni aritmetiche, secondo z e se-
condo ¥; escluso il termine (E) . tutti gl alfri sono vincolaii dalla

defimizione e si deduce che sono nullj guelli per cui &, contempora-
neamenie, t <0 e y <0,

26. 11 simbolo [:f—f—
Y
termini, e I'intera 2-classe pod fizurarsi con lo schema:

(y;ﬂPHJ;}qujm)

(3 (S (59

(o Y Y
—y )=y L —y
27. Le estensioni precedenti, ai valori negativi di z e di %, oS-

sono glustificarsi, separatamente, anche con la duplice espressione di

(m Y )= (m j; y); perche si ha

£ . y o
] puo rappreseniare e rappresenta tobt'i

ol
e-+y\_ (d49)...(z+2) 1
(m)_ 1 ... 5 —gi¥ 7~
&
y+m_(1—i—.r]...(y—f—:z] 1
( Y )‘ 1 ... ¥ _yII'—l—" ’
& percio
z )= TrpiT
e
Sty _ 1
&( Y )—"’!?J!ﬁl

Risultano, di conseguenza, pienamente determinati i valori zero

della 2-classe, sin per — 2 che per —y; perché (m—l‘—y) si annulla

solamente per y=—1,... — 2, e (y-;— n,) si annulla solamente per

z=—1,...,—w.
La 2-classe & simmetrica nelle due variabili, e se gh assi si di-
spongono diagonalmente, si ottiene uno specchio di numeri che. pud
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considerarsi come la estensione completa, in tutt'i sensi, del trian-
golo di Tartaglia, cios:

, % 4 0 0 1 o 0 0 0 ... (4)
.« —1 i —1 1 1 —1 P —1
— 2 1 0 1 —2 3 —A4
.. 6 —3 1 0 0 1 —3 Bl i
10 —4 1 0 0 0 1 —4 10 ..,
S Tma W W SEN A B e ARG GRS 6T AY AR ae rEy ko an ol
28. Siccome da questa 2-classe si ottengono progressioni aritme-
tiche, sia per -+ x che per -}y, cosl occorre considevare due trian-
zoli delle diagonali.
Questi due triangoli, riferiti per —+ z al primo termine y=—z,
e per + ¥ al primo ftermine r= —y, sono uguali ed banno la forma
pin semplice che sia possibile, cioe:

|
.
oo

1
0 1

0 0 1 (45)
0 0 0 1

Issi, come tutte le differenze delle progressioni aritmetiche di
questa 2-classe, fanno parbte di essa (menire cio generalmenfe non
succede) ; per conseguenza coincidono, rovesciando, col triangoelo delle
differenze del primo termine:

0 0...1
; (46)
0 1

1,

29. B chiaro che questi numeri figurati sono 8 due indici & che
gi possono rappresentare col simbolo Ny 5.

La proprietd che 1l prodoto di z numeri consecubivi 8 divisibile
per z! (e che pudb anche dimostrarsi con considerazioni puramente
aritmeliche) pud esprimersi dicendo che 1l prodotto di 2z consecutivi
numeri figurati d'ordine 1 & divisibile pel prodotto dei prim 2 numert

{1) Cfr. Lucas, Thdoris dez nomdres, p. 20, Ex. 111§ dovo quastn estensione (dw irigngle d
Pascal) sembra vansmonte carcata.

fE
)
s
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figurati dello siesso ordine, ed i gnoti formano i numeri figurati d’or-
dine z Questa proprietd & geverale; assumendo come primo fer-

miue'(g), si ha: il predotlo di = consecutivi numeri figurati d'or-

dine y & divisibile pel prodotto dei primi z numeri figurati dello
stesso ovdine, ed i quoti formano i numeri figurali a tre indici d’or-
dine zy e che si-possono rappresentare col simbolo N, ,.

St oftiene in tal modo una o-clusse aritmetica, estendibile aj
valori negativi di =z, dj y e di 2, e simmetrica nelle bre variabili: e
come Ny, & di 2! maniere diverse un quoziente intero, cosi Niys
6 un quoziente intero dj 8! maniere diverse,

Se si considera la 3-classe come la successione delle 2-¢)assi
individuate dai singoli valori di 2, si ha la legge:

r=0; y=0; 2=0; " Im,,
Nﬂ.jr,z:l;
Nr.ﬂ-r-zli} dt'r [47)
(:=+y+3~—1)
&
NI' L (.‘13 + Z — 1) Na ('y—|—- - 1) (NI‘L Y.z + NL :r—-'l,:); df.,
Z S 2

la goale pud considerarsi tome una generalizzazione delle legpi
(41) e (42).

[l sistema degli assi & formato da tutt'i termini delle due 2-classi
Norz e Nogo, i cni valori, per tutt'i valori dj x, ez sono diret-
tamente assegnali con Ia determinazione: tutti gli altri termini si
cosiraiscono successivamente con la definizione.

Per x=0 e y=10, coefficiente &

()
2‘(2;—1: P

ed 1 tre termini ehe sarebbero vincolati dalla definizione, sono gid
assegnaty; futtavia, si potrebbe dire che la definizione puo applicarsi
& tubt'i termini della S-classe. Per #=10,1,..., In prima 2-classe &

NI.I-D'__'}-

Nona=("T7).

e ia seconda

-~ Per -2z, si ottengono progressioni aritmetiche d’ordine 2y per
variabile & 4 4 costante, e d’ordine zz per y¥ variabile e -{- z costante,
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La differenza costante, d’ordine 2y, ha T'espressione

( f-?--t';[y—-i] )

2 g\ —=1—i)(y—1—i)

° Nl'm_]}i((ﬂ 1—i)+(y ]—JJ)
z—1—1

(zy)!(z—1)!!

A VR VO (T sy y I

(48)
essendo
fz——l)!!=0!]!...fz—1)!;

infatii,

=1 r. , 3

o (y+-r+i)

Ny yo=-22_"

B H(y-H) ’
1
Y

¢ sviluppando e semplificando, il numeratore SAra

(yl!)ﬁ.[:c”?—i—. )

ed 1]l denominatore

TR S R

30. 11 numero delle combinazioni con ripetizione di z elementi ad ;
ad 7 si rappresenta col simbolo C'si. e 2 ed i sono necessariamente
numeri interi e positivi.

Per 4> 0, non & possibile formare wna combinazione con ripeti-
zione che contengsa zero elementi, ed & c¢hiaro che per i=1, il nu-
mero delle combinazioni con rvipetizione di » clementi & z, perche la
ripetizione non pud aver loogo; percid

Cor=0, per i>0,

-J?__.I_'E-

Considerando uno qualungne degli elementi, le combinazioni con
ripetizione che non lo contengono, si distinguono da quelle che lo
contengono: il numero delle prime & Ui, ed il numero delle seconde
& uguale & quello di ¢, ; ,: pereid si ha sempre la relazione ricor-

rente
GJz.i — GFE—-I.E + UJL,I—I .

Da questa, per i=1, si ricava
C,'r..l — GJ:.—-]:,] + C,:.ﬂg-

C108
z=z—1-4+0,,
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e quind:
. . C"-ED: y
e 81 pud convenmire
Uii=Lk.
Percid Ia legge delle combinazioni con ripetizione & la seguente:
2= 0; 1= 0; Im.,
o1 =0 v 31 >0:
Elu,l — , petr 2 > U } at.. (49)
CUri= C’ﬁ—l, : _l‘ Cuiag df.,
e differisce da quella delle eombinazioni semplici, solamente nella

definizione. -
31. Fra i termini generali delle due 2-classi delle combinazioni,

semplici ® con ripefizione, esiste la relazione
Grstl — C:_H—I,i ' (50)

Infatii, essa & vera per ¢=10, perchd

C'E.,-EI: GI—-I.G — -I '
e per z=>_0, perche

Can="03.10=—=0, per 1 >0,
ed & anche vera per i=1, perché |
Ci=0,1=2,
e per 2 =1, perche, essendo per la definizione della legge
Gpl.lz Ca.i ‘f“ U,
e per la determinazione
Co =0, per i>0,

e

- o - E 1- 0 — 1 ?
s1 ha, indutiivamante,

) G’l. =1 .
e poi
G‘l‘izel'rl: ]_ ;
consentendo quindi che essa sia vera per ¢—1, si ha
Gru,i — D

0'1,1' — “-::.i '{— Brl. 1—1
Chi=C%4i+05 11,
e sommando e riducendo

G'E,l — UII, i—1 + R _]_ sz., i—1
— 01—1.1—1 = = —|— C:—i—i'—ﬂ, i—1

— G'E-J—i—l. i

che & precisamente la formula (50).

'.;‘j .1!




PERIODICO. DI MATEMATICA, 147

Per mezzo di essa si pud verificare Ia formula
E'ﬂi. = GPH-].,_ z—1 3 [51]

che vale per z2=10,1,2, ... ed i=0,1,2,...; e da questa, ponendoc

z==1=10, sl ricava
CH-U:C-F!_:I-:]"

108

C-LD s C—1.~—1=1 ,

(5 =11t

eosieche 'estensione del simbolo (:) ai valori necativi di 2z e da ¢, =

cipd

pud considerare come una conseguenza delle due leggt (27) e (43).

32. Le disposizioni semplici di y elementi ad xz ad = s1 possono
ottenere formundo le combinazioui semplici di v elemenii ad x ad
e permubando, in tutt’i modi possibili, gli elementi d'ogui combina-
zione; cosicch®d si esprimono come somme di permnfazioni:

"D x=2 Pk.

Aunalogamente, le disposizioni con ripetizione di y elementi ad
ad x, il cul numero & y%, s! possono oftenere formando le combina-
zioni con ripatizione di y elementi ad x ad z e permutando, in futt )
modi possibili, gli elementi d’ogni combinazione; cosicchd = espri-
mono come somme di permutazioni:

D' w—I1A=EPL . (52)

Ma P. ha sempre lo stesso valore, w!, perché gli elementi d'una
qualungue combinazione semplice sono sempre fra loro divers:, e
quindi si pud moltiplicare il valove costante Ps pel numero delle
combinazioni semplici ed ottenere ln formula (31):

DI.I:ULI-PI;

invece, P~ non ha sempre lo stesso valore, perche gli elementi d'nna
combinazione c¢on ripetizione non sono sempre, ne tubtl, fra loro
diversi; occorre guindi aggruppare le permutazioni con ripetizione
secondo i vari valori, molliglicare vgni gruppo pel numero delle com-
binazioni con ripetizione ad esso relativo e sommare i prodobti; con

cit, la (53) a1 scrive
x— N (V¥

=3 Chn Py (5
33. Se si hanno y elementi e si formano ordinalamente tutbe le
permutazioni semplici di essi e si dispongono per linea e per colonna,

in modo che, se
1‘=1,...,y,
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tutti gli elementi di posto »-esimo di clascuna delle y! permutazioni
st trovino nella »-esima colonng, si vede bene che ognl elemento &
contenuto una volte in ogni linea ed un numero uguale di velte nella
r-esima colonna, eiod 11(y — 1)! volte, ed in generale ogni complesso
di » elementi & contenuio una volta in ogni linea ed un numero
ugnale di volte in un complesso qualsivoglia di » colonne, ciog
*y —7)! volte; dappoiché ogni permutazione semphies degli » ele-
menti sard ripetuta in tante linee quanie sono le permutazioni sem-
plici degli y —# elementi che rnangono.

E siccome » degli ¥ elementi si possone scegliere in C., modi
diversi, cosi questo namero @ nguale al quoto del numero delle per-
mutazioni semplici di y elementi pel numero uguale di volte che il
complesso di » colonne contiene il complesso di » elementi; quindi

. y!
C:'_‘F_?'I{y—r]."

B siccome per le disposizioni semplici oecorre tener conto delle
permutazioni semplici degli ¥ —» elomenti che rimangono e non di
quelle degli » elementi. cosi '

y!
D]’-r_'(y__ ‘I"J! -

Or le considerazioni su] complesso di » elementi e di » eolonne @
Ia conseguente espressione 1) (7 — )1, valgono qualunque siano gl »
elementi, anche uguali fra loro, e qualunque siano gli y —» elementi
che rimangono, anche uguali fra loro purche diversi daj primi; eo-
sicche I'espressione di Dy » eoincide con quella delle permutazioni con
ripetizione di ¥ elementi di cui solamente y —» sono uguali fra loro,
e Fespressione di O, , coincide con quella delle permutazioni con ripe-
tizione di y elementi, di cui + sono ugnali fra loro ed y —» sono pure
uguali fra loro, ma diversi daj primi.

Si vede quindi che le disposizioni e Je combinazioni semplici s
possono ricavare dalle permutazioni semplici.

34. Due combinazioni con ri petizione di y elementi ad x ad =z pos-
8ON0 essere sanili o dissimili: sone simili e hanno lo stesso nnimero di
elementi diversi e se non variano ; singoli numeri delle ripetizioni,
sono dissimili se gueste condizioni non s1 verificano tutt’e duse.

Cosl, ad esempio, sono simili

aaace , aaddd |

perehe hanno lo stesso numero, 2, di elementi diversi ¢ perchd non
variano i singoli numerl, 2 e 3, delle ripetizioni; e sono dissimili

acace daaae ,

perché, pure avendo Io sbesso numero, 2, di elementi diversi, variano i
singoli numeri delle ripe bizioni, 3 e 2 nella prima e 4 o 1 nella seconda,
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St vede subito che, se si fissa un valore di =, il pia piecolo pos-
sibile valore di ¥ & uguale al numero degli elementi diversi, e la
somma del singoli numeri delle vipetizioni & sempre vguale ad z.

Il numero delle permutazioni degli elementi di ciascuna delle com-
binazioni eon ripetizione simili, non varic ed & indipendente du 7,
perché ha sempre la stessa espressione, I se

ey hs

sono 1 singoli numeri delle ripetizioni, e si fissano le limitazioni

==,
1“5}31,....}31"~€I,
mh-t+...+h=z,
essendo
r=123,...,
la forma pill generale della detta espressione &
, z!
Fe=FT,, (54)
Con ¢id, la (33) si scrive
'
=30 = (55)

F'I‘;!lllnilifz! .

35. Le ecombinazioni con ripetizione si possono aggrappare ip modo
da comprendere in un solo gruppo tutte quelle che sono simili fra
loro, e si pud sempre stabilive il numevo di quelle che sono comprese
in un gruppo gualsiveglia.

Siano, ad esempio, 8 gli elementi diversi e si seelgano dagli 91

3 elementi
t, 6, &a

Se 1 singoli numeri delle ripetizioni sono fra loro disuguali, &
chiavo che si otfengono tnite le combinazioni con ripetizione simili,
¢ ciascunn una volta soln, formando le disposizioni semplici di y ele-
menti & 3 a3, e poi considerando, in ogni disposizione, il primo ele-
mento come se fosse ripetuto @ volte, il secondo § volle e il terzoy

volie, se
e FBF Y

sono 1 singoli numeri delle ripetizioni.
Cosl, pel piut piccolo posdibile valore di y, cioé per y =3, dalle 8!

digposizioni semplici
the

aeh
bae
bea
cab
ehea
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se sl conviene che gl'indici servano per contare le ripetizioni e non
per. distinguere gli elementi, si ricavano le 3! combinazioni eon ripe-
tizione simili |
' Gye'o@aby,..D20;...0
M ...0C...030 ... b,
by...batty...qz2e...0
by...baey .i.0am...a;
1. Cally...tizhy... L
Cr...00 0y .--i:,grn..-ﬂ,_,

e cid si verifichera, separatamente, per ogni 3 degli ¥ elementi, e
quindi C; 5 volte; per consegnenza, il numero delle combinazioni con
ripefizione simili, comprese in tal gruppo, sari

Dy .
poqied

Povché poi possa esistere un tul gruppo, & necessario che il piil -

piceolo possibile valore di x sia 6, percha
%y ﬁ, -ir = 1!
edBty,

| u
HTB-I[{'_'-T:

8 quindi

e=14 2 3—(§)=6.

Ma se 2 de1 8 elementi sono ripetuti un ngual numero di volie,

come ad esempio se @ =p, allora la prima combinazione sari uguale,

non simile, alla terza, la seconda alla gquinta e la quaria alla sesta;
cosicche ogni combinazione sarh ripetuta 2! volte, eioé fante volte
quante sono le permubazioni del numero degli elementi diversi ehe
sono ripetuti nn ugnal numero di volte; per conseguenza, il numero
delle combinazioni con ripetizione simili, comprese in tal gruppo, sara

I] x. 8

1 ar

I se 1 3 elementi sono ripetuti un ugual numero di volte, come
ad esempio se a =B=vy, allora le 3! combinazioni sono fra loro
uguali, non simili, e formano pereib una sola combinazione ripetuta
3! volte, cio¢ tante volte quante sono le permmbazioni del numero
degli elementi diversi che sono ripetuti un ugual numero di volie;
per conseguenza, il numero delle combinazioni con ripetizione simili,
comprese in tal gruppo, sara

D_r.ﬂ
3!

13
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Come si vede, questo numero & indipendente da x; cos), ad esempio,
sin z2=4 e ¢ scelgano dagli y 1 ¢ element:

@ b; e d,

1

e se ne abbiano le 3 combinazioni con ripetizione

abbeddd ,
abbbedddd |

aabbbeedddd ;

sebbene nella prima z abbia i1 valore 7, nella seconda 10 e nella
terza 11, purtutfavia il numero delle combinazioni eon ripetizione
simili, comprese in quel gruppo che coniiene una di esse, & semprs

|

111121

perchd vi sono sempre soltanto 2 elementi diversi che sono ripetuti
un vgual nemero di volte.

Dopo tali esempi, riesce piu facile vedere che per potere stabilire
I'espressione generale del numero delle combinazioni con ripetizione
simili di y elementi ad x ad », comprese in un gruppo qualsivogha,
occorre solamente conoscerae:

1° il numero degli elemenfi divers,

2" i numen degl elementi diversi che sono ripetufi na ungual nun-
mero di volte.

Perecio, se gli elementi diversi sono z e se

gy lly
sono 1 singoli numeri delle ripetizioni, sia
M

hk'ﬁ-l

.-.=kh’1. =

[

.y — }lk1+kz — Eﬂ

Pyt 4k 041 B = hh-i---- _m =1,

sia

N SRR =
3'1:1.51——...—-1:].51-——:3'
iy =+ ... +l=2
e sia

1‘-‘5:...?1 ,...,31-“51:
lmf:i_‘(f;,...,h%z,

allora, I'espressione generale del numero delle combinazioni eon ripe-
tizione simili di y elementi ad z ad =, comprese 1n tal gruppe, sara
D.'qu
kyd... k!’

e coinciderds con la formula (32).

T N e T TS T

AR T e e
|

=
=l

o]

T
=

— - =
- =

1

Fr—
=
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Infatii, si otterranno tutte le combinazioni gon ripetizione simili,
e ciascuna una volta sola, formando le disposizioni semplici di ¥ ele-
mentt & z & z, & pol considerando, in ogni disposizione,

1 primi  /y elementi come se fossero ripetuti /; volie ciascuno,
1 secondi &y elementi come se fossero ripetuti ls volte ciascuno,

gli ¢-esimi #; elementi come se fossero rj petut} [, volte ciascuno.

Con cid, Ia (55) si scrive

i, j 3 15 ] ;
DF’I=yI=Ek11...k1!.I11!...;fg!, (dﬁJ
che fa riscontro alla (31); ed & chiavo, per la (50}, che
i D y &
G?'I___Ekll-f.}ﬂ'i!h-cs?:_lixi {57]

36. Dalla (56) si 1icava

; x! :
3’3*3hlz...f;z!k,:...m'Dw (58)

¢ s1 pud facilmente vedere che

LIRS TS D - S

& sempre un numero infero.
Infatti

x! Lo by (A1) . (By—Fha). .. (B Ahya1) .. (-, -R)
haleih!™ 1.0 1 ... B 1 h,

.1') (};1 ] }ag). - '(?:: -+ + ﬁa)

1 ha k.
B (i:,q)h_l_ (?zl—i—hr—l)hrl—hg (h; R S 1) byt - b,
T WUk k1 )R ol 3

per la formula (40), & guindi

2! b bdh Bb...4h
Bl .. ha] o mtero X . = —=.., I :

€ siccome Bi pud oftenere una simile espressione, qualungue sia 1’or-
dine con cui si considerano le k, cos1 si hanno 2! espressioni distinte,
essendo sempre il prime membro un numero intero; da eid, si deduce

che per una k qualsivoglia, vi & in

!
;11!....]111’
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considerata come espressione frazionaria o prodotto di fatbora fra-
zionari, un fattore frazionario che ha per demominatore la h pre-
scelta e per numeratore la sommaodil,0di2,...,0 di 2 h distinte,
di cui una sola & la h proscelta, e pereid se & delle k2 sono ugnali
fra loro, il primo membro sara divisibile per

h 2h  kh |

e e clod per 1.3...8=hk!

b kTR P - wly
e cio succederd per qualunque k.

37. Per la limitazione del numero i, occorre eonsiderare che essendo

g e T s¢ SI pone m=2,84. .55,

()< ssmF)—1.

SAra Sempre

Il pin piceolo valore di ¢ & certamente 1, e si avVra gquando
tutti gli element: divers: saranno ripetuti un ugual numero di volie;
fissato, percid, un valore di x, 1l valore 1 di ¢ si avra tante volte
quanti sono i divisori di z, e ciascuna volia con riferimento a quel
valori di z che dividono z.

Il pii grande valore di i & m — 1; invero, esso si avra certamenie
quando tutti gli elementi saranno ripetufi nn numero disugnale di
volie e siccome la somma dei singoli numeri delle ripetiziom & sempre
uguale ad z, questo pitt graude valore di ¢z non pud essere = »w — 1:
perchg, per la limitazione di w, i singoli numeri delle ripetizioni, se
disnguali, possono essere

1+2+u”+ﬁm—n={g)
24+3+...-m =( N )—1.

e per conseguenza
I<s<sssm—1.

I da osservare che Laffermazione che il pin grande valore di ¢
si avra certamente gnando tutti gli elementi saranno ripetuti un nu-
mero disnguale di volte, non deve intendersi in senso esclusivo;
dappoich® lo stesso pitt grande valore di i s1 pud avere anche se La-
luni elementi sono vipetuti un numero uguale di volte; cosi, ad
esempio, se 2= 209, sarh m — 1 =23, e questo valore & dato certamente
dai singoli numeri delle ripe@gzioni

2131 4=—=09,
ma pud anche essere dato da
14+14+24+24+3=9;

si vede perd che in questo caso cresce il valore di 2.

o e L =

e e _
i . | o e = 5
i T e -

ST

-
-
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38. Se dopo di avere aggrappato le combinazioni con ripetizione
m modo da com prendere in un solo gruppo tutte quelle simili fra loro,
s sceglie da eiaseun sTUPPO A qualsivoglia combinazione, si ottiene
Sempre una suceessione di combinazioni dissimili, le quali alla lore
volta s1 possono aggruppare secondo 1l numero degli elementi diversi:
ed & chiaro che qualunque sia la combinazione scelta, non varia nd
il numero dei termini della successione, 116 numero del termini dei
singoli gruppi formati secondo il numero degli elementi diversi.

Fra qnesti agsruppamenti delle combinazioni con vipetizione dis-
smili e le partizioni del numero z, esiske una corrispondenza assoluta,
in modo che ad ogni combinazione corrisponde una partizione e vi-
ceversa: cid si spiega col fatto che jl problema & sostanzialmente Jo
stesso, perehe il numero degli elementi in ogn: combinazione & sem pre z,
siano essi uguali o disngnali, ed & pereid sempre x la somma dej SII)=
goli numeri delle ri petizioni; e quindi, scegliendo quest smgoli numeri
come elementi (addendi), ogni snccessione di essi & una partizione
di =, ed il numerp degli elementi in una partizione & lo stesso numero
degli elementi diversi in una combinazione, cion z: percid all'agerup-
pamento delle combinazioni con ripetizione dissimili secondo 3] nu-
mero degli elementi diversi, corrisponde Faggruppamento delle par-
tizioni di 2 secondo il numero degli elementi (addendi).

Cosl, ad esempio, per =235 e =5, nel qual caso si ha la suye-
cessione completa delle partizioni, se gli elementi sono

a, b, e, d, o...,

s1 otliene la seguente corrispondenza :

Combinazioni dissimili Partizioni di 3
z=1 aaana 5
_of tuctab 14
°= = aaubl 23 (29)
_3'[ aaabe 1183
= | auble 12 2
g=—1 aabed 1112
2=—=235 abede 11111

Il mumero dej gruppt delle combinazioni con ripetizioni simili,
cio8 il numero dej termini della successione delle eombinazioni dis-
simili, il numero de; gruppi di queste secondo il numero degli ele-
menti diversi ed il numere dei termini di ciaseano dj guest! gruppi,
81 oftengono per mezzo delln teoria delln partizione dei numeri. (')

1 La partizione dei numer con applicnzioni alla melliplieazgione dei poiinomi, alle serie ricor-
venli ed alle funzioni simmetriche, sac Fargoments d'nn alten nrtizolo. L importanza di essa nal-
Faritmatien tatern si vende Intnitiva, vsservando clie pgni nnmero jntere ¢ positivo & sommma o
prodotic df altri numeri interi e posilivi, ctok; [N|=I o |N|=r11.

-
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Rappresentando, in generale, col simbolo P« ; 1] numero delle pni'-
tizioni di # in z elementi (addendi}, i numeri richiesti sono dati dalla

formula
PI,1+---+Px,m=P:.+:.:- (E[}}

11]:!:13=01 pEI‘ .E.'_-‘.:?E,',

K siccome

ed il piit piceolo possibile valore di y & nguale al numero degli elementi
diversi, clogé = 2z, cosl per
. y<z
SAra
=1 .0csls

ed il sommatorio della (58) avra p. ; valori per ogni valore di 2 e
‘Ds-y. + In tullo; e per

sara

e lo stesso sommatorio avra p., valori pev ogni valore di 2 e P< 1n

tutto, perche
p_-n..‘l—}‘ . -"[_p.xm:PI:

rappresentando con P. il numero delle partizioni di .
39. Formando la somma dei valori del sommatorio per ogni va-
lore d1 z s1 ha ]la formuia
T ! A« 0=

¥ - .
;I1!+--}J:;!A'I!---k':i! z |

Infatti, dalla formula (9) che si deduce dalla (5), si ricava

=) a0+ (Y) a0,

e per x >0
y*=(g1’) a0+ .4 (1) a0
=J_ﬁi?1 | ....—|—y{y—l)...{y z-11) ﬂ;ﬂx
_.3]1{!}1.1)_‘-,:—]—--- | A;?I Dy
g quind

a Az ﬂI
/] 2%3 > -Da‘.za

ed ®» chiaro che la (58) si pud scrivere

2 !

1_.‘:." b l |
¥ _TI(H hl!...h;!fhl...kl!) .Dn'E,

e, confrontando, s1 ha la (61).

(61)

-7 e =5
CE g e ey
T * m—

* El

=1 .-1-:.'
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40. Se si pone |
S_'E= IWL‘---‘]‘SII

e s1 rappresenta con B. il corrispondente numero di Bernoni i, si pos-
8ono, percid, fissare le tre espressioni dirette

x 2!
yI____.?EDL;'E}11!...]3;.1571!.-.A'i!‘ (BE}
w1 DH—:F.I—E o z! = g

LI o w T Y % (63)

la (63) s1 ottiene dalla (15) e dalla (61), e Ia (64) dalla (61) e dalla nota
espressione dei numeri di Bernouilli in funzione delle differenze dj 0%
4]. Dalla nota relazione

AN0F = (AT 0" L A1 ey

che sl pud dedurre sia dalla (23) che dalla (24) per r=1, sl ricava,
sostituendo # a z e 2 ad 1,

A* 05 =2z, A% 0 |- 2, A1 (2
da cui
ﬁz Ba: dﬁ 01——1 1 &5—1 01—1

2! ozl T =11

(65)

Per conseguenza, i numeri che si ottengono dall’espressione

x!

R ATET E

al variare di 2 e di 2, sl possono calcolare per via ricorrente con
la (65) e si ottiene lo specchio

z—1 1

=2 T 1

T = 1 8 1 (66)
== 1 7 6 1

T = 1 15 25 10 1

Ma su questi numeri che fanno parte d'una notevole 2-classe
aritmetica, necessaria a conoscersit per gli svolgimenti dei due me-
todi, occorrera ritornare dj proposito.

(Continua) Viro MeLr: MoLi.

(64)

S -;1‘.
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RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 777

i Sopra wuna qualsiasi retla passanie pel centro O di un eerchio dato,
si prendang due punti C ed V' equidistanti da O; per uno di essi passa una coria
variabile AB. Determinare la posizione di AB allorché lo somma dei lafi del trian-

gt‘.}fﬂ ABC & masgsina.
A. AnprL

Risnluzione del prof. U. Skanghellini.

Paniamo :

AC=z, BC=y, OCO=0F=a, OA=0B=r+,

Per un noto teorema sulla mediana di nn triangolo abhiamo:

AF =178 (af + %) — 2°, BF = 'VIE (6 4 27) — y*,

guindi per la risoluzions dovra essers massima l'espressione:

z+y+ V3@ -2+ V2@ + ) —- (1)

Applicando la regola Fermat-Monforie abbiamo che i valori della x e della y
¢he rendono massima la (1) soneo le radici delle equazioni:

¥ —2e+ V2P + 5 — = V2 (0 Y — 2 =0,

i — iz + ‘Y’E (2® + 7} — .'.*'JE = 'p.’g {”2 R 73) — y:’ —

quando si sir eliminate rispettivamente il fattor comune o — 2 &8 y3—pn @
quando si sia posto z; = 2 = x, 1 = y2 = y. Risulta chiaro che le due equa-
zioni hannoo le stesss radicl, onde basta riselvere la prima.

Eliminiamo i radicali, poi il fattor comunse vy — x2 e infine poniamo

T ===/,

s1 ottengono cosi le soluzioni:

x = iVﬂ.’—i—rE.

E medesimamente:

=+ Va2 + k.

11 segno meno Bl puo tralasciare, perché prive di significato per il problema.
11 lato AD = AT ++ FB sard quindi agnale a:
ee Ya®+ r*,

vale a dire non esiste nessun trisngolo avenie perimeiro wmassimo perché guesto
& ugnale al lato AB conialo due volie, ossia la corda AB é un diametro e il
segmenlo a & zevo.
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BIBLTOGRATFIA

B. Berrazzr, — problemi d Aritmetica pratica. Libvetlo per gl'in-
segnanit delle Scuole elementar & per gli allievi delle Seuole
normali. 2 edizione cop aggiunte e modificazioni. Bologna, Paole
Cuppini, 1910, ()

* Gli allievi delle scuple elemeantari e delle seuole secondurie sogliono Lrovarve
* dificelts nel risolvere j problemi d’arvitimetiea pratica; e guesta difficolta con.
" siste nom gia nel non sapere escpuiye Ia'nperﬂzinni, ma nel now saper girticure
" quali operazioni siane nlecessarie, ¢ con quali numsri, o nel non sapey tiferpre-
" tar: giuskamente j risultati. Ora, sebbene non 8i possa negare che "ingegno
* sveglio, la speciaje aititudine e la lunga pratica siano i pin sieupi coeffivienti
® Per saper risolvere | problemi, tuttavia una dalle cause i questa dificulth deve
" Ticercarsi nel fatio che iy generals non si suol dare g giovanetti una suida
©eon enmi regolarsi in questa nisoluzione. Non i pretonde gia di dire con Muesto
“ che si dovrebbero insegnar loro effsttivamente delio vers regols sistemmatiche dn
" segnire per poter arrivare a risolvers qualanque questione Waritmetica: ma che
" neil’esercitarli, wel dar lors consigli, nell'insegnay Joro quali erori devong
" scansare & necessario che il Maestro Segua un procedimento razionale o dra
* Dorme suficienti, procurande che nulla sia trascurato di sig the possa aintars
* nella risoluzions doj problemi, — 7] presente scritto si propone di indicare quali
" considerazioni devono AVEY presenti gl' insegnanti per comunicarle nei debiti mo-
" menti ai lore giovani alunni. Bsso corca di rispandere alla seguante domanda
“In qual page necessaria la tale o la talaliva operazione?

Cosl st esprime il op,me A. per indicare o scope che si prefigge, L'operetia &
rivolta agli insegnanti dalle stuole elementari o agli allievi dealle seucle normali,
ma dei preziosi congigli di cui & riges Puo far tesoro anclie chi deve insegnar
Paritmeticy nelle scuole medie inferioyi. — Keeone brevements i conteniio,

FPremesse aleane considerazioni d'indols generale sullo scopo che sj propon-
gono le operazioni dell'aritmetica, P'A., con ordine ¢ con chiarezza, fa nnr minunta
analisi dallo papis forme di problemi pratici che richiedenp soléanto una dells
operazioni Enﬂauumpnnihili in altre pitt semplici (addizione e sottrazione con nn-
merl quali si voglions, molliplicazione e divigions di namer qualungue per numeri
teri); poi considera I casi pin notevolj dj combinazioni di dyue 0 pin operazioni
semplici (moltiplicazione o divisione per un numero Irazionario) fermandosi spe-
cialmente gyuj problemi di riduszione @wl’unita, sui vari modi per risolverli, e sulle
cautele che si dovonp dvera per giudicare se due grandezze varighili sono pro-
porzionali. — T’A passa poi alla riscluzione dei provlemi in generale. Dopo aver
detlo cle regole sicura possono esser date solbtanto per speciali categoria di pro-
blemi, guali Ig Tegola del tre, In regoia d'inleresse, di sconto, di misenglio, di

('} Di questo volumatts Ssampate per Ia prima volta pe 1900 dalln diita di 6. B, Paravia fo
porlai fi‘FﬂrEFﬂImBﬂtu nel Bollattino di Matematiche o di seionss fisiche e maturali ia, I, o, 9;
bag. 130 5 mem,), Reevutanente esso 5 stabo ristampato, con modifieazion e aggiunie, nel Bollsi-
Hno S. C, e ne mtta in seguito upa os edizione,
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ripariizione, ecc., Bgli si ocenpa di fuelli per i quali non possono esser date regols
generali, e per questi indica le norme che. secondo I casi, vauno seguile per pro-
cedere von sicurezza nelle risoluzioni, accompagnandole con pratiche osservazioni
di melodo, & con avvertenze uiilissime nell'inlento di premunire contro gli ervori
& la inesattezze che spesso si commettono.

Il libretto termina con aleani esempr di rigoluzione di problemi che, per i
:‘uﬂim‘mmanﬁ completi posti dall' A, vostitniscono ottimi modelti per gli alanni
delle nostre scnole,

L'operetta, scritta in forma piana, accessibile a tntti, dovrebbe cssere studiata
abientaments da quanti hanno azione direttn nell'insegnamento elemantare, o spe-

cielmente da tutti gl allievi della senole normali. )
C. CraxmBERLINI.

SEBASTIANO CaTanNia, — Trattate di Aribmetice ed Algebra ad uzo
degl' Istituti tecnici, conforme ai vigenti programmi ¢on nume-
rosi esercizi con le risposte. Terza edizione migliorata e corretta.
Catania, Niccolo Giannotta. — T.. 4,50,

Questo libro conlizne naturalmente il programma d'Arvitmetica vazionale ad
use del Ginnasio Superiore, e per queslo mi rifsrisco a quanto dissi in upposita
racensione. ('} Mi oceuperd soltanto dell’Algebra.

I momeri razionali relativi sono introdotli, segmendo il Peano, come opera-
zioni che stanno per agginngere e sottrarrs da un numero assoluto- convenients,
un oumero assoluto. Due numeri relativi z e y son detti eguali quando sia
%--xr=—u-y, essendo ¥ nn numero assoloto conveniente, e dopo di aver di-
mostrato che se questa egnaglianza & vera perw, lo & eziandio per qualsivoglia
aliro numero assoluto conveniente, Ne seguono le solite leggl,

In modo simile son definiti Ia sorama e il prodotlo; [a differenza e il quo-
ziente son definiti col coneetto di Operazione inversa, La potenza (con esponenia
infero e posifivo) & definita come pei numeri assolati, ¢iog per induzione. L'ana-
logia esistents nslle definizioni ora detie, rende la teoria piuttosto sem plice, olire
che rigorosa, L

La divisiona dei polinomi & preceduta da un paragralo suila identita di essi,
in modo che essa & esente dalle solite obbiezioni. Ben fatta In regola di Ruffini
con 1 soliti casi particolari.

Nel capitolo sulla decomposizione in fattori sono enunciate e dimostrrie le
condizioni necessarie o sufficienti affinchs an polinomio intero in = sia divisibile
per x — &, di cui pii fardi 'A. si serve per la ricerca delle radici d'un'equa-
zione generale & coefficienti interi.

Il capitolo sulle frazioni algebriche & quasi scomparso, perchié esso non ha
ragione di essers dopo la dimostrazione del tesrema: i::- =T—i.

Il concetto di equazione & introddtto come una uunfifiziun{e cai deve soddistare
Iineognita, della gnale si conoses il campo di variabilita, Tusomma si distinguono
in modo preciso le eguaglianze in identita ed equazioni. Questo capitolo & vera-
mente importante, sebbene (secondo me) ’'A. eccada un po’; psr es, dice che
@ X =54 @ non & un’identita se non si agginuge che « e & somo dae numeri
relativi. Cii & veru, ma certe cose sono evidenleinante sottintesa! [ noti teoremi

(1) Periodioo di Matemmiica. Anno XXV, faso. V1, pag, 287.
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¢irea 1n equivalenza dellp equazioni, sowo ginstamente soppress], perché ad una
Bquazione si possono applicare tutte Je proposizioni relative alle eguaglinnze, Se-
ghono ottime osservazioni cires all'equivalenza o neno delle due equazioni

-%—z: U e A=RC.

Premesse dafinizioni 8 operazioni sulle classi, si definisce (seguendp Peano)
il yumere irrazionale come 1l limite superiore di una classe di razionali effottiva.
menie esistente s non avente limite superiors razionale. supposio s’ intends che
la data eclasse sia tale che esistano razional; maggiori di tuiti gli elsmenti di
©3sA. La somma e il prodotto di numeri reali son definiti mediante clasai, la dif-
ferenzu mercé il concetio di operazione Inversa, e il quoziente come prodoito di
uh noamare raale per I'inverso di up altre, mentre sgrebbe siarn preferibile darne
Jina dafinizione angioga n guella della differemnza, e quindi al''alira data pei ou-
meri razionali. La potenza ad éSponente Inlero e positivo & definita al solito per
induzione, L'equazione esponenziale & trattaty bene, solianto ayeei dezsiderato la
costruzione dei numeri m od n nel n. 14 di pag. 380, perché nop mi sembra a
proposito I'applicazione della P 27 npella riga 2 dj pag. 331, essondo m ed n
variabili. Ad ogni modo Ja leoria dei nnmeri real complessivamente & svolia
bene, ma sarebbe stato preferibile che I'A. avesse indicate gaali sono la propo-
sizioni necessarie safficienti, percha, x dire i vero, mi sembra didatticamente
un poeo lunga,

Premessa I"esposizione snlle nozion; piu indispensabilj delja teoria dei vettori,
1 mumeri immaginari sono introdoiti come operatori per la elasse dei vetlori me-
desimi, rispondendo cosi, I'A., a an vote a suo tempo emesso oall’Associazione
Mathesis, L'argomento, dal punto di vista dal rigore e della semplicita non lascin
nulla a desiderare. Perd, secondo me, I'A_ avrebbe fatto meglio a sostituire questa
teorin dei vettori gon quella perfettamente analitica e veramente ottima, che
bone come Appendice in fine gl libro, s’intende pert miquanto semplificata.

La formula risolutiva dell'equazione quadratica, vien data dopo di aver ecal-
colato, in modo agsai semplice, Ia somma e Ia differenza (oltre del prodotto) delle
radici dell’squazione. Seguono le equazioni biquadratiche e 1o irrazienali. Relati-
vamente & queste osserviamo che J'A volta per volta esprime qunal'a la elasse

nalla quais sj cerca, se esiste, 1’ ineognita, Notevole & Jg discussione dell'aqua-
a 3

3 2

Zione VE-I— Y-E-|— V{T: 0. e quella dell'equazione VA + Vﬁ-{— 1 C=0. Segua un
complemento piuttosto esteso della teoria delle equazioni guadratiche, di quelle
la yisoluzions dalle quali pud farsi dipenders da queste, e di sistemi di equazioni
di grade superiore af primo. Ben fatta a Ja teoria dei logaritmi. e quella delle
progresaioni con le yelptive applicazioni all’interesse o gll. anoualiia, 11 libre &
dotato inoltre J; BuUmeros) esercizi c¢on ie risposte, e alenni con avviamento,

Coneludendp, j| libro in esame mij sembra cha eceslla fra la maggior parte
del genevs, nop soltanto per la quantita assai grande di materis svolta, ma spe-
cialmente per rigors di ragionamento ¢ modernita di vedute, T merita ampia
lode il Caranya per aver diffuso, superando difficolta non lievi, i metodi vera-
menie classici del FPeawo, dandoei un libro dotato di tanta seriela d'indirizzo.

e —
——

Giurio Lazzery — Daretiore-responsabile

Finito dj§ sbamrpare i 5 Uennnio 0k




SUL MOVIMENTO DI UNA PARTICELLA PIANA

non soggetta a variazioni di eurvatura’

I. La signora Cornelia Fabri in una sua memoria * Sui moti vorti-
cosi nel flnidi perfeiti , (Annali dells Scuole Normale i Fisa, 1895)
studia le deformazioni subite da un mezzo continuo a tre di mensioni,
quando ai suoi punii si albribuiscano spostamenti dati da funzion
omogenee. d1 qualunque grado »n delle coordinate estendendo e com-
pletando cosi le ricerche di Helmhbotz, Rowland e Boggio-Lera. In
quella memoria la Fabri procede a due diverse decomposizioni delle
formule che danno gli spostamenti, secondo che n & dispari oppure
part e trova che lo spostamento totale consta di tre parti, di cui
la prima ammette un potenziale, la seconda per il caso di dispari
puo considernrsi come nns rotazione e per » pari una flessione, spo-
stamenti che gvvengono rispettivamente in piani perpendicolari e
passanti per una retta detta asse di rotazione o di Hessione, secondo
- che si fratta del primo o del rimaneunte movimento. Per cid ehe si

riferisce alla 3* parte, determina on mevimento assai complicato non

rappresentabile con vettori. _

Uno studio analogo iniendo fare in gquesta breve nota per una
parficella piana soggetia a spostamenti che non la incurvine. sj pre-
senta notevole qui il fatto che con un’unieca decomposizione si per-
~ viene all'analisi dei movimenti sia per il caso di dispari come per
quello di » pari e di piu gli spostamenti che si riscontrano sono
tuttl rappresentabili con vettori.

2. Preso un punto O per origine di due assi ¢ o ¥ 1n una super-
ficie piana e non incurvabile ehiamo particella attigua ad O (centro
della pariicella) 1'insieme di btutti i punti pel quali le componenti di
spostamento 8z, 8y siano espresse mediante le funzioni continue:

0z = As + (3107 + Bay) 4 (Be2” 4 Foi® + 23uay) . . .

n=—1

e (oo™ fra® - S 18,2 y)
8y = As+ (Cio2 -+ Congy) -+ (Cond® - Cosz® + 2Cuzy) - .. (1)

o=—1

e oo+ (Crez® -} G;my“ 20— e TY")

=1
arrestate sino ai gruppi omogenei di un grado qualun gque 7%:in quanto

alla quantita A, B, C indipendenti dalle coordinate, saranno da rite-
nersi costanti per tutti i punti della particella che si considera.

"
.
i
£

o

-
it
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Volendo il significato meccanico delle (1) osservo prima di tatto | éir
che le A,, A; danno gli spostamenti del centro O sicche le

S
P
[ B = A, b
l f':y —_— Ai I

determirano’ una traslazione cowmune a tntti 1 punti.

In quanto ai movimenti determinati dai termini rimanenti delle (1)
bastera considerare evidentemenie quello pi generale

-1
58 = floox" 4~ Bouly* + Z nByr, 2Ty
» — |

: (2) |
B—1 6
5y = Cuoz® + Cop® - X oL N T
Per analizzare queste ultime decompongo le § e le € mediante lo - *,; |
posizioni: "w
.Bﬂ'ﬂ — "fn —I— E]l Gﬂﬂ — Yl EI . :;j:'
ﬂﬁn—-r.: = (ﬂ —y ‘f_ 1] Ir Er ﬂﬂn—r,r — (‘J" } 1} Vet = Erig ’ '
r=1.2...n—1
allora si pud considerare il movimento (2) come risultante dei due -5
seguent;; | ;}*}f
" -t . A,
1t = Brox® - Yut® - 2 (2 — 9+ 1) Y2 Y 7
r=1| 5%
(3) 2
m—1
ooy = Yyt - Congy - S (r -+ 1) Yraa®—f '
r=1
n—1
Oty = gpy® -}- X g™y
- . )
E‘Eg = — 5" — X Er_!_jmu—:ryr
r—1

Le (3) definiscono nuno spostamento a potenziale rappresentato
dalla funzione |

Q

o—J]
1 P2 D ey + (n 4 1) B vy o Gy
giacche

EQ a-=1

5o = Bt +1a3? 43 (1 — - 1) gy
582 =1
By — MTaryn

2@ty Gy
le quali, come si vede facilmente coincidono colle (3).

Le curve potenziali sono curve

piane di ordine n-}-1: per ogni
punto in particella ne passa una e

precisamente quella determinata
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dal valore ¢ della equazione @=rc quando in & s sostituiscono le
coordinate del punto: in particolare la curva passanie per I'origine
si vidnce ad n -1 rette. Indicande con N la normale st ha

0 5 51-71

N , :
Gurt Goyr 0 YEmr T B

Quindi se si considera come direzione posl tiva della normala quella
diretta verso la curva successiva (corrispondente all’incremento po-
sitivo 3¢ dato alla costante ¢) si ha che lo spostamento coincide in
direzione e verso con questa normale: in quanto alla grandezza pol
& inversamente proporziomale alla distanza dN di due curve pros-
sime al ponto. Infatti per una formula sulle derivate di direzione:

cos Nz

¢ 218, .. 30
B ﬂaﬂ: eos (Na) -+ Eﬁ-‘t_’, cos (Ny) - EEE cos (N2) =
(3w)* + (Bn)* — —
o V(3u)* 4 Goy }(Bwa)” - (B0n)

3 Tratto ora il movimento definito dalle (4) e lo considero come
rignltante dei seguenti n# movimenti parziali.

L Bits™ = Eny" } (5)

Ei'l?g[n} ——Enpd yPl

in cui (per » = 1) resbano fissi i punti coincidentl con I'asse =, menire
gli altri punti si spostano normalmente al raggio vetfore. Infatti si
ha: Zu® -+ 5o y = 0. Questo movimento avviene nel piano del
raggio veitore e dell'asse z, cioe nel piano della particella come era
da prevedersi e con intensita e.y™ ' Ya* +.4%: 1o denomineremo fles-
sione di grado » — 1 per analogia alle flessiom considerate dal
Boggio-Lera (') e dalla Fabri: esso & rappresentabile con un vettore
normale al raggio e proporziongle in grandezza alla distanza del-
'origine ed alla potenza (n— 1)* della distanza dall’asse x: 1l para-
metro &, eiod lo spostamento del punto che dista di un’unita dal-
Porigine e dall'asse = (di flessione) dara I'unita di misura.

)0 Bt — gy ey } o)

Eﬂg[” = — g x"

»
spostamento della stessa natura del precedente, guando si consider
I'asse ¢ in luogo della z. Lo spostamento ha per intensita

e Y&t 4 y°

(!} Cinemaiica del mezzi eontmul (Annali dells Scuola Normaie di Pisa, 18386),
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elaz; dard lo spostamento unitario. Questi due ora considerati (5} e (6)
essendo entrambi normali al raggio vettore danno per risultante un
movimento che ha la stessa linea d’azione e un’intensita uguale alla
somma algebrica dells intensita dei componenti.

Di pih si pud osservare che per »==1 essl coincidono in un wnico
movimento proporzionale alla sola distanza dell’origine, con alire
parole le flessioni di grado zero non sono altro ehe rotazioni inforno

al cenfro.
III. Rimangono altvi n— 2 spostamenti di questo tipo:

O™} = g_gB—ryF
' J 11-Ij’r—l } [7]

Egﬂfrl —_— E:mn—r+l

r==2.8...1—1.

In tutti guesti restano fissi i punti di entrambi gli assi, lo spo-
- stamento & normale al vaggio e la sua grandezza & e Y Va2t - o
cioé proporzionale alla distanza dall’origine, alls potenza (7 —rF
della distanza dall’asse y ed alla potenza (1 — 1)* della distanza dal-
'asse 2.

Questi spostamenti sono pit generali dei precedenti : basta infatti
considerare nelle (7) i easi esclusi dj » — I, »=mn per trovare rispet-~
tivamente le (6) e le (5) e questa generalitd la si riscontra anéhe
nella interpretazione cinematica, S puo pereid dare a tali sposta-
menti il nome di flessioni miste rispetio agli assi 2 e 4 in quanto
ché essi godono rispetto a tali assi di proprieta amaloghe a gquelle
degli spostamenti precedenti per 1l solo asse 2 o per il solo asse y:
geometricamente poi somo rappresentabili con vetforl normali =l
raggio e gli # — 2 paramebri e, (r==2.8...;n—1) danno gli 8pon-
stamenti del punto distante di uno da entrambi gli assi e dal-
Iorigine.

4. Come caso particolare per n=1 si ha il movimento di una
particella quando le sue componenti sono funzieni lineari delle coor-
dinate.

Allora si ha prima di tutto uno spostamento potenziale in eui la
curva € la coniea:

1
= 5 (Bro2® + Cun® + 2y,92)

e a questo movimento si possono attribuire tutte le proprieta gia
“viste per il caso generale. Perd si puo dare con la considerazione
degh assi di questa conica, un'albra interpretazione di gquesfo movi-
‘menio e precisamente concepirlo come eomposto di due dilatazioni
(0 conbrazioni) perpendicolari fra loro.

Le direzioni di queste dilatazioni sono quelle degli assi della

conica
Bioz® - 2*r1y$ + Gmy”——- £
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(dove e indica una costante infinitesima) poichd scegliendo come linee
coordinate gli assi della coniea, I'equazione precedente assume la

forma:

Bier” + Crm?hﬂ —¢ - (8).

ove i nuovi coefficienti sono legati ai primi mediante le relazioni
(invarianti sulie coniche) '

[315- +Con = ?*1!] + Clor ?’mcm e Tlg o BJNU,{II E(ﬁm{:m — T1Z) == ErBfmC"m .

Le due ultime ei danno subito e=¢" ¢ le prime due risolte ri-
spetto alle 85U’ danno

93 0=F1o--Cor+V(Bro—Cor)+47:*  2C0=P1o+Cor—V(Bro—Cur)-412" . (9)

Mediante la (8) la (xy) si trasforma m una nuoova funzione

 Hpos _
2, [5‘313;"1] =V (5 1oy 1 C myr}

e le nuove componenti dello spostamento sono daie da:

591 EQI

[31’ —r 5 2 == B 1004 B:-" B ayl

= G‘myl

ove le B, C'n legate alle By, Y1, Ca dalle relazioni (9) rappresen-
teranno 'allungamento (o accorciamento) unitario nelle divezioni 24 .

Oltre a questo si ha nun movimento di rotazione (o flessione di
~grado zero) intorno all’origine delle coordinate dato dalle

!
Bl — — E1l

come era da prevedersi per l'osservazione precedente relativamente
ai movimenti I e II. In quanto agli alivi ‘'movimenti dati dalle 1H,
qui essendo #=1 non possono comparire. Questi risultatl cosi otte-
nuti i aeeordano con quelli del Daniele (*) quando le parficelle su-
perficiali da lui studiate si suppongano piane & non incurvabil.

Per il caso di n =2 si frovano dei risultati accordantisi con quell
della mia Nota * Sulle deformazioni di 2° ordine di una superficie
flessibile ed estendibile , Rendiconti Istituto Lombardo, 1908,

Si ha infatti una deformazione potenziale data dalla

1
= 3 (Bao2® + G¥s2y” + 37a2y 1 Cosl)) -
Due movimenfl dati dalle
{ v =nY { As=re2y

By=— EgTY e = — 2"

() = Sulle deformazioni inflnitesimo delle superficie Bessibili ed estendibili , Accadewno delle
Scignae @ Terino, 1800, |
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rappresentanti due flessioni di primo grado aventi per ass1 rispetti-
vamente l'asse z e I'asse y. Nel caso di una superficie generale poi
vl & uno spostamento dei punti in particella parallelo all'asse del
briedro ortogonale costitnito dalle due tangenti alle linee curvilinee
© v e dalla normale w in ogni punto della superficic e inoltre vi &
uno spostamenfo dei punti in direzione normale alla superficie, movi-
mentl che certamente vengono a sparire nel caso presente in cui la
particella & soggetta a spostamenti che non ne alterano la corvatura,
9. Dopo di ¢id volendo procedere all’Analisi Cinematica della
nosira particella, quando nelle espressioni delle componentl di spo-
stamento si considerine i termini sino a quelli di un certo grado n
81 pud osservare gunanto segue: il punto O centro di essa non subigee
che un unico movimento cioz la traslazione di componenti A; e As,
I punti sugli assi 2 e y olire a quesia subiseono una rotazione in-
torno al centro ed » spostamenti potenziali rappresentatli da curve
piane di 2°, 3°,.., (n +1)° ordine dei quali il primo s1 riduce a due
dilatazioni parallelamente agli assi di una conica. Tutti gli albri
punti, hanno oltre ai movimenti precedenti. 2 —1 flession; ¢on as=e
Passe © ed n —1 flessioni con asse la y distinte in gradi: propor-
~zionali alla distanza dall’origine ed alle potenze delle distanze dagli
assl o e y di esponenti 1,2,3,...n—1 rispettivamente per le fles-
sioni di 1% 2% 3. ..(n—1)° grado: per ultimo dalla considerazione
dei termini di 3° ordine sino a quelli di ordine # si deducono flession
. . ; = ¢ . . fn—1 -
misfte rispetto agh assi in numero complessivamente di ( 5 )ﬂﬂﬂ]
distribuite, una pei termini di 8° ordine, due per quelli di 4° ordine,. ..

n—2 per quelli di ordine n.

Gruseere Usal.

SUI TEORENI DEL VALOR NEDID DI BONNET E DI DU BOIS REYHOND

In una Nota, (*) pubblicata vecentemente nel Giornale di Matema-
teche di Battaglini, ho dato la dimostrazione del Teorema del valor
medio di Bonnet, sotto condizioni diverse da quelle e¢he prima si
CONO0SCOVAND.

Nella prima parte di guesto lavore, ehe ha colla snddetta nota
molti punti di contatto, mi propongo di assegnare delle nuove con-

(*) YEmreERY0, Su? Teorema dei valor medio di Bonnet, Vol. XLVII (17 @ella serie 32,
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dizioni mon solo per la validita del Teorema del Bonnef, ma anche
per quello della medik di Du Bois Reymond, il che prima d’ora non
m’'era riuscito.

Nella seconda parte, stabilisco delle condizioni per la validita di

due uguaglianze asinbtoliche, velative ai suddetti Teoremi, che pos-
sono, in molii casi, tornare di qualche utilith, date le larghe condi-
zioni sotio cul sono valide.

I. — l. Premetto il seguente:
~ TEOREMA. — Se f(x) & una funzione finiic, positiva e concava in
ab{n <) e o (x) & una funzione positiva finita e simmelrica, ci0e tale

da essere: ;
pa+B—g—D [osE<F)

st ha la reluzione:

MAEFO) [ (o) do < [ dn. (8)

Per dimostrare il Teorema, bastera far vedere che per la f(x) ha
Ilnogo la seguente relazione:

b —
(@< @+a+ro—0 (sEs=g). O

A {ala scapo, divido Uintervallo ab in 2 parti eguali di am-
piezza h. Se a-sh & un punto di divisione appartenente all’inter-

vallo (a, @t

> ), per la nota proprieta delle funzioni eoneave, (') sara:

f(a—sh+h) -1 la+sh+h) < 2f (0 sh)

f(ﬂ—i—sh)—l—f(ﬂ+sh—|—2ﬂ}-“£2f(ﬂ—{—sh-{—h)
fla —|—.~3h+h]—|—f[a+sh—l—3h)ﬁﬂf(u—l—ah—l—zhj
f-(n-—l—;'ﬂ;'—éh). —I—‘f [bﬂ —|— wh — F;) < EIf [:;: —|— nh — ‘?}1}

fla—+ nh—2R)+fla k) <2f (a-}-nh —h).

Sommando membro a membro tutie gueste disuguaglianze, si ha:

f(a—+ sh .;I»]+f(ﬂ+ﬂk’-“§f{ﬂ+Hh)—{—f[fﬁ—l-ﬂ}t-—-h]. (2)

In modo affatto analogo,®se & —sh & un punto di divisione ap-

partenente all’ intervallo (ﬂ j— - S b), s’avrebbe:

Fe=

f(b—sh-R) 41 (a--nh) S Fo—sh)+f (b —nh+R).  G)

1) V. per es.: JENERK, dcin Math., 1905,

—_— -
-

gy s
1] T
B o ol [l . s E— e

—m i =
m s Ty L By - Ay
e Tl
. L . - "
- &g %% wmar L

- & 1
L2 ..".'q‘.rl_l—-.[:l.
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Addiziono la (2} colla (3): |
fla—sh— k)| P —sh+ 1) ~+-2f (a4 nh) <<  (a -+ sh) -
+F (b—sh) 4+ (a4 nk —8) [ (b—nh + h) < .
' STlatsh) 47— oo ()

ey e b :
- K poiehe g+ up — ”j_ . avro infine

=

flotsh—R) 41 (b — sh 4 1) < Fla~-sh)4-F (5 —sh).

Da questa disngnaglianza s deduce subito la (1) e da gquesta, in
modo affatto elementsre la (A).

2. Cid premesso, sia f(z) nna funzione finita, confinua, conecava
i a,b e di segno coslante, per es, positivo, m ed M siano j 3001 VA
lori minimo e massimo, L il massimo modulo del rapporto inere-
mentale, che supporremo sempre finite, e si abbia inoltre £(3)=M.
Sia o () un'alira funzione finita, positiva, continua e simmettieca

m ab e tale che il sgo valore minimo sia maggiore d'un g > ().
Considero ]a funzione ;

i) =F(z)+ cx L«

dove 'C & una cosfante figaa maggiore di I ed « un paramefro, che
Pud assumers qualongue valore finito, consentito .dalla

%= — i — oa (4)

Essendo o () positiva e erescente in @b, posso applicare il Teo-
rema del Bonnet; ottengo:

j:d: (2) @ () dx— D (&) _L-h@' (z) dz (5)

dove £ & funzione continua e decrescente d; «; per dimostrarlo, basta

vipetere ij ragionamento fatto gl n, 9 della. Nota citata in prineipio.
Ponendo

A ————j;h:p (x) dzx [—= Ehf{mj ¢ (z) vz

la (5) assume |a forma:
[=F£(b) (A — Ae) —eit-ch (A — A} —ad:.

Voglio ora provare esistenza d'un valore particolare di « tale
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il che ¢i autorizzérebbe intanfo a concludere, che il Teorema del
Bonnet & valido, soito le condizion1 poste.

Ripetendo il ragionamento tenuto al n. 2 della Noia citata, s
dimostrerebbe che il secondo membro della (6) & una funzione con-
tinua e decresecenle di «; bastera quindi dimosirare che la quan-
tita of & compresa tra i valorl minimo e massimo, assuntl dal secondo
membro della (6), quando z varia entro i1l eampo di variabilita defi-

Se quindi & & il punto corrvispondente al valore «y=—m —e¢a,
affinché il nostro assunto possa essere dimostrato, dovra essere:
e << eb (A — Xg)) 4+ (m = ca) )5, (7)

Per dimostrare che guesta relazione sussisie, riprendo 1'infegrale
del primo membro della (5) ed osservo che, essendo per ipotesi f(x)
funzione eoncava, dovra essere tale anche la &(z) e quindi pel Teo-
rema del n. 1 sara:

Ft‘é (z) @ (x) do =

e quindi per la (5):
b (b) (A —2) =

Mﬂ];'!-' () .

d)fﬂ}i:t!llfilﬁ

{L(8) —ba) A= (D) (220).
I quatiro fattori di questa diseguaglianza sono tutti posiiivi; di :
piit si ha: |
b (6) — 1 (a) < D (5)
quindi dovra necessariamente essere A = 2k ed anche:
AZ28. (8)

La (8) combinata colla seguente relazione, che si potrebbe dimo-
strare con tutia faeiliba:

CloG:

f_ﬂﬁﬁﬁ - | (9)
el da la (7).
Infatti moltiplicando ambedue i membri della (9) per ¢ ed aggiun-
gendo al secondo membro la quantita mig, si othiene:

ctschbA—g(b—a) %— - mls
da cui per la (8): _ :
ci < b (A — Xg,) + (- ea) Ag,
che & appunto la (7).

Rimarrebbe oran a dimostrarsi che il secondo membro della (7),

per un valore abbastanza grande di =, diviene maggiore di e ; per
la dimostrazione basta riporturel alla mia Nota citata.
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Arriviamo cosi allg segnente uguaglianza, che esprime il Teorema
del Bonnet :

[t o @iz —ru [ iz (B)

3. Lasciamo ora cadere I'ipotesi che fx) sia di segno costante
in c:_f;n: pur tenendo ferme Je altre condizioni poste per essa, e con-
sideriamo la funzione hi{z)=f(z) — m.

Evidentemente 1g f1 (=) soddisfa a tutie le condizioni poste pre-
cedentemente per |g 7(z}); ad essa sara quindi applieabile la for-
mula (B): avremo:

b b
j; [f () — m] v (z) dz =[f(b) — m] j; v (2) dz

da eni:
j; hf (%) ¢ (z) dv =m j: ﬂ:? (x) dz L [ (B) l; hu:,:- () daz (C)

relazione, che & molto simile & quella di Du Bojs Reymond; anzi
colncide con essa g [la)=m.

La validita delle (B) & (() venne dimostrata nel caso che v (z)
sia sempre positiva: & ovvio del resto ch’esse somo valide anehe nel
caso che g (z) sia Sémpre negativa, purchs i suoi valori assoluti ab-
biano un minime maggiore d'un 5> (),

4. Operando analogamente sulla funzione-

Y1 (2) =f () — ez +-3

sl arriverebbe alle altre due ngnaglianze:

Jr@e@as=r [0 (B)
ff(ﬂ?) 9 (z) dz = f (a) -[q:} (x) dz | m ::p () d (C)

che sono valide sotfo le identiche condizioni svbto cui lo sono le
(B), (C) con questa sola differenza: che la f (x) dovra ragginngere nel
punto ¢ il massimo dei suoj valorl asseluti.

Se poi fosse F(b)=m, la (C') aliro uon esprimerebbe ze non il
sgeondo Teorema della media,

H. — Poniamo org per la f(x) delle condizioni molto piu larghe
di qeelle poste pocanzi; e propriamente Supponiamo ch’essa sia sem-
pré finita in b assieme al U0 rapporio inerementale, oppure, se
tale condizione civea detto rapporto non fosse verifieata, ammette-
remo ch'essa sia, nel detto mtervallo, & variazione limitata, restando,
per I'altra funzione ¢(z), ferme le condizioni precedentemente poste

Per essa, franne quella di essere simmetrica e continua,
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Sotto queste ipotesi, si sa che la f{x) puo esprimersi mediante
la differenza di due funzioni positive e mal decrescenti fi(x), fai®),

cioé pud seriversi:
flz)=fi(z) — e (x)

od anche, se ¢ & un parametro arbitrario:

f{-ﬂ)':—"(f! (=) - ¢) — (fs (1’]+ﬂ)=¢1{$)—‘4-'='x]

gssendo

W@ =h@+c; balo)=Fa(@)+c.

Poichd le ¢ (2), ga(z) sono sempre positive e mai decrescenti, pel
Teorema del Bonnel, sara:

thh {z) o () dz=" (b — 0) E w {z) diz
.ﬁj'”' (z) @ (=) dz = tba (b — 0} _[?hcp (2) dz

dove £ ed 7 sono funzioni continue e decreseenti di ¢; per vederlo,
basterebbe ripeiere il ragionamento fatto al n. 2 della mia Nota piu

volie ciiala.
Dsando la solita notazione abbreviata, e ponendo inolfre:

Ilzﬂhﬁ(I)$(E)d$, s'———'j:f(m]fﬂ.r]dm

le (1) prendono questa forma:

I, =f1 [b_‘ﬂ) (1'1 == }‘i} — cAs [2}
la=1s {b“—m [-ﬁ-—‘lﬂ}_f‘ln)

(1)

Sottraendo tra di lero le (2) e notando che
L—L=1 £fi(b—0)—f:(b—0)=f(b—0)

51 ottiene:

=7 (h—0){A — %) + e (b — 0) ey — 25) - (3)

Voglio ora dimostrare che, dando & ¢ un convenienie valore, si
potra fare in modo che sia:

Ly [-2_—* 0) (A —A)=¢

dove & d una quantitd piccola a piacere.
Osservo infatti che, avendosi dalle (2)

o flfb_n](ﬂ-H]LE)—'Ii
v 0
. falb —0) (A —Xy) — 1
= s

LS B e e o ] i ’ 3
\:q- it e ?'_-'lllﬁlil.!p

=it
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dove j numeratori dei secondl membii delle precedenti ugnaglianze
80N0 sempre finiti, qualunque sia ¢, le quantita 2; e Az, al creseere
indefinito di ¢ dovranno tendere allo zero e quindi € & dovranno .
tendere con continuita ad a essendo funzioni continue e decrescent;
di e. Si potra quindi assomere Per ¢ un valore abbastanza grande,

Assumendo quindj Per ¢ un valore siffatto, si aypy.

8 ponendo
Ia (3) ci dara:

_L.]}.(I]EFLB) ffl':-f.{b-——[]]ljhgp (;[:)ff_r:_i_e

cen e piceolo a piacere.
E poichd la funzione (@) —F (a4 0)) soddisfa alle condizionj

poste per le f (), applicando ad essa la formula precedente S avry
Faltra relazione:

b = b
_[f[i')ff’{:r]d_m=f[a +UJ£:F(.r]dm)+f(b—qu, (z) dz g

che esprime il secondo teorema della media 2 meno d’'una costante z
piccola a piacere,

Noterd da ultimo che la f(») potendosi, sotto le condizioni poste,
porre sotto Ia forma dellg differenza di dye tunzioni positive non

mal crescenti, () g puo vello stesss modo e cor tutta faeilita dimo-
strare l'alkra eguaglianza :

b | "
ﬁf(m)-:p{:ﬂjd£=f(ﬂ+UJ£¢fIde+P

con ¢ piccolo a piacere.

(1) 11 fatto & avidents ap =) ha il Inpports inerementala F2mpre finits;: pel same poi eho
ioesa & varazione limitata, s pub leggers Ia nota ala pag. 727 dal mig [avore : Sulla Serie (¥
Fourder t“ Rond. dai I Istituto Lombardo _, vol. ALHI, page, T38-759),

A. VERGERIO.
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- DAT COEFFICIENTT POLINOMIALIL

alla generalizzazione di alcune formole di analisi combinatoria

1.
|. Essendo
k=n
(1 -2 =) (;;) ek
. k=i)

il noto sviluppo (composto di " 1 termini) della potenza del bi-

nomio, sono pure note le seguenti propriety dei coefficientl binomiali:

( k ) — (ﬂ — k) 2

B)-=pEr) e

(2 )=()+ G2y o

(ﬂ—fil)=(kj1)+(;:})+~-+(§ﬁ:i) (IV)

elrrr o

(E)“L(;)+"':m+-(§)+---=9“‘1 (V1)

le quali, oltreché costituire proprietd intrinseche di essi coefficienti,
esprimono pure (per il fatto di potere ogni coefficienie essere 1n-
dicato col simbolo combinatorio) proprietd dell’analisi combinatoria.

1 vari coefficienti delle sueccessive potenze s1 possono obtenere
mediante il Triangolo di Pascal:

Polenre Coafficienta

+ Wl = O
W

Cid premesso dimostreremo che le predebte proprieta, riguar-

danti tanto 1 coefficienti quanto i simboli combinatori, si possono -

dednrre da proprieta analoghe ben pii generali che discendono
dallo sviluppo della potenza del polinomio ordinato.

. L]
i [
= L] : .
B e e -......-'n-‘ -
P =y i [ e
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2. Osserviamo,

PERIODICO DI MATEMATICA.
intanto, che lo sviluppo ordinato della polenza

[aﬂ+a1m—]—...—[—amarm)“

(dove m ed » sono inte

r1 e positivi), contiene mn + 1 termini.
Poniamo allora - .

(ﬂn +az-... - am" )" = PM - P 5 + ...+ Pﬁiwm

(1)
dove i Py” (non contenenti la x) sono coefficienti da determinarsi.
Per ¢io oftenere uguaglhiamo le derivate prime, Tispetto alla

variabile #, dei due membri della (1). 81 avra:

(@ @@+ ...+ ayzm)! (4 - Qaw + . magam—1, —
= P 1 9p® 4 + oot mn PV pun-d

e moltiplicando i due membri per

i T N A

e sostituendo ne! primo membro mediante la (1):

n(Py" P - .. 4P ™) (a2 ... 4 Mt ') =
= [:ﬂu—i*ﬂ]m"_ e ) (Pin]—,— QP{EII];B—[— P —]—mHPg,J, mmn_l) .

Dovendo Puguaglianza sussistere identicamente, saranno nguali
nel dus membri di esss i coeffictenti delle stesse poltenze di #; si
otterranno quindi le relazioni:

)
a, Py = na, P

2a0 P54 ay P = nay P L 9pg, P

(m + 1) ao Pty + may P2 . 4 q, P

J -—

— na, P —+ 2nds Pi:i; -+ ... ‘—I— mra, P

™ L

dalle quali si deducono Ie formole ricorrenti :

(nj

P na; Py
| iy

m _ (B—1)a P}¥ -+ 2na, P

- 2ay (2)

P{EEH _ (m—m)a PE'J—f-(ﬂﬂ_m-f— 1) a. Pﬁﬂ_l + ...+ (mn— 1}ay PE“]
) m  1)a,
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essendo note direttamente le altre due:

P —gt. PO —=am.

11 coefficiente generale (di o¥) & quindi:

(n—Te+ Da P 4+ 2n—Te+2)aPys + . . A+ (ma—FAm)an P (3)

== ka
0

che da un coefficiente qualunque in fanzione degli = precedenti.
Se si risolve la (3) rispetto a P . e si cambia quindi &£ In

k4 m, s1 ha:

P—

B (e—(m—1)n+ 1) Peli+k—(m—2)n+ 2)am_oPi'lat. . A (et m)ay Prin (&)
(mn — K} Gn

la guale da un coefficiente gualungue in funzione degli m seguenti.

Perché le (3) e (4) non perdano della loro generalita per qua-
lnnque valore di & (purché sia 0 < % < mn nella prima e 0Sk<lmn
nell’altra) converremo, anche pel teoremi che seguiranno, che 1 ter-
mini fignranti al numeratore si annullino quando, per speciali
valori di %, I’indice di P® diventi negativo nella (3) e maggiore
di mn nella (4).

Con questa convenzione le (3) e (4) hanmo significato anche
qnando & assume rispettivamente gli m-—1 valorl:

m—1, m—2, ..., 1 - b

mn—m-3-1, mn—m-+2, ..., mn — 1

per 1 quali Pi" si otterrda in funzione degli m—1, m —2,..., 1 R

- coefficienti precedenti o seguenti. ‘ i
_Inoltre P{™ si annulla, perché effettivamante non esistente mnello
sviluppo, anche guando per speciall valori di m, n e k risulta:

mn < k. ()

11 valore di P si pud otfenera dalle relazion: ricorrenti (2)
mediante successive sostituzioni, od anche direttamente (formando

le (2), previa la sostitnzione P™ — 48 un sistema di mn equazion)
lineari ad altrettante incognite) per determinante. (')
3. Nel caso partieolare in cul &

la (3) diventa:

(n—k—+1)P  H@n—k - PR ot . A-(mn—k—L-m) P (5)
k:

Py —

() Por ==1 1a (1) viene cosi a darei una nuova espressione della potenza del pelinomio
non ordinate.



176 PERIODICO DI MATEMATICA

dove Py (in valore assoluto) dicesi coefficiente polinomiale @i xx (di o

Posto & 1-1) nellp sviluppo della potenza, &0 Beslmag,. =
Determinato cosi j| coetficiente polinomjale Py | passiamo ora

& stabilirme Je proprieta, mediante teorem; che faremo numeries.

Hente corrispondere g quelli vignardanti j] binomio ed esposti
al n. 1.

Teorpas I, _ j coefficienti estremi ed equidistanti dagli estrems;
50RO egual;, (1,

Béma&fmza'uﬂﬂ_. — Issendo

- eguaglianzg per gmn .
(@ + ™y 1 PP e totPa. @
Poiché i primi memby; delle (6) e (7) S0n0 identicamenta aguali, S

dovranno esserlq anche 1 secondj: epperé si avra necessariamente
Ueguaglianza trg coefficienti delle stesge potenze di &, ossig -

= @:k‘}'lﬂjﬁ%hkﬂ“‘fgﬂ_‘k‘{—mP:r:jj:-kq-ﬂ—l—.u—l-(mn—-k-{—m)P"rm

ma——j-m

—

() In generalp, profotio di due polinomi interi ordinats
(= diostrata par qug la proprieth v

l(bnfm'H':i‘“"!f—f—m+%ijfﬂg*“'l‘f*flr“‘:!r**f----*l-':alfﬂ:ﬂ-u-’m*n‘+ﬁl*’“"'"_l!"i‘---"l‘&mﬂ"mﬂ

Bl dediice, ealje Seambia df = p e

(5™ Ty ey L (LR -%-ci.v“"’x—l—...—l—cnxl']:ﬁgym“ TAGTE L AL e

3 noti clis la Blmmetrig ira i eoeffivi

Recessaria perchy il polinomin Prodolto
* ad eg, ;

[:ﬂ;’sp-—l—:!]-'rp'*]y-f—'...—[- :!py!’j [E:me' +ﬂ:p_1$F‘1

dalle scambio i 2 opp % 81 ottiene.

enti dei polinomi Tattori L condizione sufReicnts ma non S
sia fimmetrico rispefto aj coeflirign ], Infatti, se 8i ha .

YT o+ ZyoP) = Gt Ci By Cgpy®2

_[ﬂuyp‘l-ﬁ]b'f'“]#-i—...—,l—lrp:ﬂ'} [r:epyP.—]-sgP_:yP*—'a-—]—...-i—::u:er = U,5"P 4 G;yEF‘lr-f—n.-l—U&p#EP
dafla qusli s dedoes .

lr-'l'i: - E’lp—l .



PERIODICO DI MATEMATICA, 177

che confrontata colla (5) dimostra, coll'applicazione del metodo di
induzione matematica, 'anzidetta propriet.

Trorema II. — Si ha la relazione, che mettiamo solo in simboli
perché meglio definita che con parole:

'ﬂ-—'k—]—l PEil i 2?1——; —I—Q P{;ﬂg o I, mﬂ—;if:—l—m P;nim

P e

Basta infatti applicare alla (b) la propriets distributiva della
divisione.

Trorema IIL — X coefficiente di x*, nello sviluppo della po-
tenza (n. —+ 1)*m3, ¢ uguale alla somma degli m -1 coefficienti nello
sviluppo enmesimo, da quello appartenente ad x* a quello di x¥—=.

Dimostrazione. — Infatbti é:

(l_l’m‘f"'--I-mm}nﬂzPE.“JFH—|—P[1“T'”:E—|—_..+Pg‘ﬁ“jr]“ i)

ma & pure

I4e+... 42" =1tet. 4" (1 +ot... 2™ =
=P+ PPe ...+ PR (Aot .t a™)=
=Py - (PP L P e ...

eppero:

P{kﬂ‘f‘-” P l’knj -I'— Pul]__'[ —I— " s m _lL P}:Em "

Trorema IV. — 1! cogffiviente di x* , nello sviluppo dellg (n-+-1)ewims
potenza, ¢ uguale alla somma dei eoefficienti di
mk—] . mk—ﬂ ¥ o say wk-:—]Il A

negle sviluppi di tutte le potenze inferiori (da n a 0),

Dimeostrazione. — Applicando successivamente il teorema pre-
cedente a tutti i walori di » fino allo 0, s ottengono le ngua-
glianze:

P};Il-]-]} e PLI'I} _I__ Pn_.}..]_ _I_ . —I" Prﬂlm
B =FF L PR L. o BT
. ’ . . . PLE;'J =. -EJ ’ ' 8 . .

che sommate 2 membro a membro, e sottratti poscia gl addendi
comnni, danno:

P = (P2 PRS- PR ) 4 (P PRV - P00) 4,
A (PR PR P ) -
TroreMa V. — La somma di tutti i coefficienti é uguale ad

(m I+ 1=,

S i
T LT R Wl

.\-.-1 ...
e

-
e bl Y fah 0

L]
#

:_r-—--ﬂ-:"l':.".ﬂ:._;lp'_

"'_-lh. gl b L i.
-— my

=

II-I—' -
=
T

Ca 8

1 B
e e

f- &L : _I_-.:"_'

b
hi
¥ |

L
- "] e, -
b aiie abl b Bopnibi TR T | D e =
. &= a
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Dimostrazione, — Iﬁ'fa.tti, per # = 1, la (6) diventa: : f
' P+ PP PO a2 el T 19
TROREMA VI. — Za somma dei coefficient; i posto dispari (in. i

dice pari) é uguale a quella dei coefficient;
Somme degli stessi aumentats di un’unita,
O pari.

Dimostrazione, — Fatto, nella (6), & =

de posto pari, 0d alla -
secondo ehe m ¢ dispari

— 1, 81 ottiene:

1141 —, 4 D' P=PP—pP . 4 D"Pm . ¥
dalla quale sj tras, tenendo pure contp del teorema precedente :i‘i
E.J—kPé]—f—..._—_ f)—]—Pg”:'—}—...——f :.E.*I_ ) (per m dispari) %
| 9 4 mp 41 - ol
PP 1Py pw T F (per m pari),
Dai sei teorem; precedenti, per m — 1, s1 dedncono in parfieo
lare le proprietd citate gl n. 1 i

In gmesto solo caso speciale I'espressions dj P g puo rir:av&re, Tis el

oltre che nei modi preesposti, dalle uguaghanze, dedotte immedia. i .
tamente dalle (2)- _ |

m) __ 7

PPl

P{n] (ﬂ T ]-) PI{HJ
- 2

{ﬂi (n— £k —+ 1) PEEI
Py’ — = ;

Infatti, moltiplicando a

membro ‘a membro e sopprimendo 1
fattor; comuni, si dednge:

PP =D (n—9).. . —% 4 1) (u)
k — k .

4. Per Ig generalizzazione dal Triangolo di Pascal, si procede
nel modo segnente:

Per m =2 5 ha i quadro

Potenze Coeflicienti

0 1

1 1 1 1

2 1 2 3 2 1

3 1 3 6 7 ¢ 3 1
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dove l'elemento p*me della ¢**ms orizzontale & nguale alla somma
del 3 elementi p#ime, (p — jesimo g (5 Rjesimo dolly, (g — ] )esima
orizzontale,

Per m =3 si ha il guadro

Polenze LCoeflicienti

0 1

1 1L 1 1 1

2 1 2 3 4 8 2 1

3 1 & 6 10 12 12 10 6 3 1

dove Pelemento petme della gesime orizzontale & ugnale alla somma
dei 4 elementi dal pesime al (p — Bysime dells (g — 1)esims oriz-
zontale.

B gosi di segnito in modo analogo.

Simbolicamente si avra, in generale:

P
Py P .. pib

(%) {9 § 2) =)
Py PP ... P9 P2, ... PE

Y B, BEL PR L PR PR o PR,

Volendo, ad es., conoscere i ecefficienti di
(1 4+ 4 o+ 2%+ o)t

s1 formera 1] quadro :

Foltenzs CoefMeienki

0 1

1 1 I 1 1 2%

2 1 2 346 4 38 2 1

3 1 3 6101618191816 10 6 8 1

4 1 410 20 35 52 68 80 85 80 68 52 3b 20 10 4 1
eppero

A4a+a o tatp=,
— 1 - 4 + 1022 + 200® + 362t | 5225 | 684 | 80a" |- 85as |-
- 80a® |- 682" |- 52" L 352" |- 202 - 102" - 4™ | 2%,

N. B. — Per le varie specie di triangoli numerici che s'otten-
gono per m= 1, 2, ..., useremo la denominazione: Triangolo del 2°,
del 3° ..., dell'(m + 1)=m¢ ordine, essendo quindi del 2° ordine
guello di Pascal. -
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11,

8. Dimostrate le proprietda di P™ ocome coetiiciente, vediamo
OTh per altra via come si possa trasformarlo in simbolo combina-
torto. Consideriamo il prodotto

(ﬂ]ﬂ—l—ﬂuiv—,—...—r—ﬂlmﬂ?n)(ﬂgn—[—ﬂgjm—’—...—,—ﬂgmil?m)...
---(Hnﬂ+ﬂnlm+"'+ﬂnmmmJ- (5)

Il termine generale dello svilappo, ordinato secondo Je potenze
crescentl di w, sara rappressntato da

EZREH]iI ﬂﬁi...ﬂmn, (9)

dove Ig sommatoria va estesa a tutte le soluzioni intere non ne-
gative dell’equazione

Wt L — (10)
con la eondizione
LS m (=1, 2 ey R)s (11)

Se faceiamo

J

(@0 + @z, ., T Gt )o

€ Ia (9), potendo aleuni dej nmmeri ¢ esgere ngnall tra loro, pren-
dera la forma

(s — I, — s s = {1
]Ij ﬂ!?.‘tj nj

la (8) divents,

2" 3 gt - o al (12)

dove la sommatoria ha sempre lo stesso sigmificato, ed & moltre
Pm — Py T v + p =n
PP (M —~ V) png +... 4 Pt =k

indieando con

ed

.11,0,0,.... 0

My m, ..., m, m——l,m—-l,...,m-l,..., 1.
2 "'Pl;l 2 voe Po

?

1
1 2...p,: 1 2 i Poglon. 1

una qualunque soluzione dells, (10),
Per otteners tutte Je solnzioni della (10) puo:
. @) formare tutte le ri partizioni di & in » Parti intere non mag-
glort di m (mettendo tanti zero, dove e quanti ne occorrono, perché
gl elementi d; clasenua ripartizione riescanc in numero di n);
0) offettuare sopra eiascuna ripartizione tutte le permutazioni

Con questo precedimento si pud sviluppare Ia (12) mediante
due operazioni distinte successive, ed allora il coefficiente Py di x*
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sara rappresentato da
PN —3 Euim a.i'":f RIS | (14)

intendendo il sommatorio esterno esteso a tutte le partizieni di %
in # partl inters non maggiori di m e non negative, ed il som-
matorio interno & tatte le permutazioni lineari degli elementi con-
tenntl 1n ciasenna ripartizione.

Ma tutti 1 termini compresi nel secondo sommatorio, per ogni
valore del primo, vengono allora a differire tra loro solo per la
posizione rispettiva degli » fattori a in ciascuno di essi, epperd,
per la proprieta commutativa, essi termini saranno tutti eguali;
quindi la (14) prendera la forma

(m) n! Pm _Pin— o
Pk _Epm!_‘pm_.li...pu!ﬂm m—;---ﬂﬂ (15)

nella quale, dovendo ciaseuno dei numeri gy dipendere dai numeri p
con indice mMaggiore, SATA Sempre:

inoltre, potendo alenni g; essere nulli, §°intende adottata la con-
venzione 0! = 1, affinche la (15) non perda significato per I'an-
nullarsi di aleunt fattori al denominatore della frazione.

6. Nel caso particolare in cni sia

dp — 8y — ... =l =1
la (15) diventa:

Pm! Pm—ll ....Pq,}!

la quale, sotto altra forma, fornisce il valore gid determinato per

il coefficiente polinomiale P,

E poichs, con semplici trasformazioni, si pnd dare alla frazione
del secondo membro della (16) la forma combinatoria

( “) (” — Pm ) ('ﬂ_ [P 1 Pm—l])_ B
Om Pm-1 ) Pm—2
N (ﬂ—[f:-m + Pm+ ... +;va]) (ﬂ— [Pe + P11 - -—|—P2])
P2 P1
s1 ottiene, colle note con vﬂnziom

(;)zl ed (T)=U per  r<s,

la notevole relazione:

=Yt (16)
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dove il simbolo RY indica il humero delle ripartizioni g k in
7 parti intere pop hegative e non maggiori di m, a] quale nu-
mero & asteso il sommatorio,

Eeempio. — Facendo nella (17) m=4, k=1, poichd Je ripar-
tizioni del 7 in 5 parti sono

4 3 4 21 4111

3 31 a2 2 3211 31111
2231 22111 21111
1111111

€ per m =4, tenendo conto delle convenzioni s citate, delle. rela-
Eimle( :): 1, ed escludendo Jo ripartizioni contenent; piu di

4 elementi (che de resto vengono senz’slire ehiminate in forgs
del significato del simbolo combinatorio)

e
B0

risultato che coincide con quello dell'esempio del o, 4. :
Si- ha dunque che, 1g corrispondenzn aj teoremi dimostrati per ‘
1 coefficient] polinomiali, eolla semplice sostituzione del sim bl (17)

8 Pi” (forme restando le convenzioni o notazioni precedentemente
fatte o tenendo presenii Ja (10), (11) e (13)), ne sussistono altret-
tantl per la deits espressione (17), i

B essl, per m =1, si deduconc nuovamente le sei formole :
del n, 1, '
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1,

7. Generalizzate le sel proprieta dei coefficienti binomiali, tanto
come coefficlenti gnanto come simboli combinatori, passiamo a ge-
neralizzare un'altra formola importante dell’analisi combinatoria, e
precisamente la:

FE)= B+ (2 (2 om

dalla quale, in particolare per p=g==F% =mn e per la (I) del n. 1,

st deduce: ) n ,;. n
(::‘)z(g)+(;e)++(:) (VL)

che da la somma dei quadrati dei coefficienti binomiali,

TroreMA VII. — S% ha la relazione:
Py = PP LD PR.L ., L PP PN, (18)

Ihmasatrazione. — Dall’ identita -
A+at...+ompr =t ot +amy (1t 2o
che puo melterss sotto la forma

PO AP 2™ = (PP - PE o) (PP ... -PE ™)

s1 ottiene, sviluppando ed eguagliando nel dne membri i coefficienti
di @*, la (18), potendo mnel secondo membro essers nulli aleuni dei
primi e degli ultimi termini, in dipendenza dei particolari valori di k.

Cororuario. — Se nella relazione testd stabilita facciamo r —n
ed s=1, per la (=) 81 annullano pel secondo membro tutti i ter-
mini, dopo 1 primi m - 1, ottenendo cosl, come caso particolare,
Iegnaghanza del Teorema III. |

Teorema VIIL. — La' somma dei quadrati dei coefficients poli-
nomiali, nello sviluppo della potenza n®ma ¢ uguale al coefficiente
di ™ nello sviluppo della potenza (2n)esims,

Dhmostrazione. — Infattl, per r =3 =n e k= mn e ricordando
il Teorema I, I'eguaglianza del teorema precedente diventa:

Pra = (P6°) + (P") +... 4+ (P2, (19)

Sostituendo la (17) nelled18) o (19) si ha la generalizzazione .

cercata delle formole VII e VIII.

8. In una nota pubblicata in questo Periodico, (') il professor
Gr. Mignos: diede una generalizzazione della VII colla seguente:

(ul—f—r@%;;---ﬁ—un):v (m)(ug)m(ﬂu) i

-\ ta

in

(') * Generalizzazione di uns formula di analisi eomblnatoria .. Ammo XXIV, fasc. IV, pag. 178,

--l'r‘- Y Ve . = = RS i & = T
¥ v = rmy _mmw T o b - - - s - :
- ——— ._."‘.. 1 }"_: Fi 2T . pe- ey L RS T f - =

L] . M " ]
s 4 =i Ha
4 - T = e ' -
SoTe = e et A
LD Ak :

T P
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gative dell’equazione (10).

Ma un’altra generalizzazions della VII & data anche dalla (18;:
¢l propomiamo di generalizzare ulteriormente la VIT in modo da
dedurne, come casi particolari, tanto la (18) che la (20).

Dal? identita

Aot Ao (Uat. . am)s . (It t . am) —

— (I _I_. L., + mm)ﬂri-ﬂf':-—-—n:

che pué mettersi sotto la forma

(P ... P g™y | (pii) + .o P ™) —= POttt ,

LUy +. o +Hn} miUy .., ~Ts)
=\9/-8 + Pm:“rl"ﬂfi"l:mj x

si ha, svilappando, ed applicando il prineipio d identits delle fon-
zloni intere:

fu +[|= cm=Tn ':“11 fu] in 1
Py T == 7 Pt Pr¥.. By (21)

essendo 1l sommatorio estess a tulte le soluzioni intere non nega-
tive della (10).

Mettendo Ia (21) sotto forma combinatoria, e ricordando an-
cora le (10), (11) e (18), si ayra la notevole relazione cercata:

Bj(umt uz;---ﬂn) (ul + +;¥;_}+u“ —Pm)

_ (29)

—

m
(u1+uz+-.-+un—§p.,)
5 .

' =l Rif ( H*r) ('H,,. - Pm) Ty == E ph)
o E }:-! 2 Pm Pm—1 m

dove 1l sommatorlo del primo membro ed i sommatori internj del
secondo sono estesi al numero delle ripartizioni di % in 3, parfl
intere, e il sommatorio esterno ha lo stesso significato di quello
della (21),

Dalla (22), per m =1 si tras la (20) e per v = 2 gi trao la (18)
dopo la sostituzione in essa dalls (17).

L’ tmportanza della (22) sta nel fatto che esss riagsums e com-

prende tutte le formols di analisi combinatoria citate e dimostrate
nel presente lavoro.

9. Supponendo

Hlﬁmgﬁ...%ﬂn

1l sommatorio della (21) &, di fatto, esteso a tubte le soluzioni
della (10) solo per i valori di % uguall © minori di mu,; ma per
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quanto s'& detto smi valori speciali che annullano il simbolo P
e quindi quello combinatorio corrispondente, e non occorrendo &
noi di conoscere il numero dei termini aventl significato, (') di-
venta superflua ogni restrizione in proposifo.

Ossarviamo piubtosto:

a) Che essendo la (10) effettivamente sottoposta alla condizione

i =S mu; (J==1,2 ¢cisy B
il nnmero delle soluzioni di essa sard eguale & quello dell’alira
Bt Fhh=my FUut+...F+u)—Fk,

epperd il sommatorio della (21) ha la stessa estensione tanto per Py
gquanto per

Pm (0, +-.4un)—k -

b) Che l'equazione (10) con la condizione (11) avra, per la (13),
tante soluzionl quante ne ha ['altra:

2 - 2m . My, =4
eggsendo

2+t T SO

¢) Che per & < m, la (10) non & piu soggeita alla condizione (11});
e poiché allora il numero delle sue soluzioni é dato da

s (ﬂ - f_ 1)

g1 ha la relazione:
(k m
-‘E‘.’m1| n — E

S b A e R N

dalla quale, tenendo conto di tutte le proprieta dei simboli dei dne
membri, se ne possono dedurre moltissime altre.

oy

2

I'V.

10. Come esempio ed a schiarimento di quanto sié Preceﬁente—

mente esposto, esporremo le espressioni di P per il caso Ppiu sem-
plice che dopo quello del 'binumin, & costituito dal trinomio e a1
ottiene per m — Z.

) TI pumere dei termini eon signifieato & i1 eoefficients di =k mello sviluppe del prodotio
4zt ..+ +z+...Fa™). . (I+=z+... 4+ o)

i1 oul valors ¥ stalo determinabo dal prof. Mignoei nella Nota “ Probiema suiln partiziene dei mm-
meri .. (Cir, Periodice, vol. XVIII, settembre-ottohre 1902),
(*) Per la dimostrazione cfr. Nota su citala.
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Dalla (5) si ha allora:

(1 -—I— -x + il}"') e P[ﬂ] 4 anJ + _,_ Pl’uil

ed 1 valori di P™ gono-
@) in forma ricorrante:

pw_ M—k 4 1P, L (9 —f 1 9y pin

k
pp — (B— 2+ DHPH, 4 (k-2 P,
2n — k J
&) 1n forma combinatoria : "":rt
I N =
P — 2 ( P&:) ( pJ ) (23) Ié‘
AR
dove il sommatorio va esteso al numero RY? deile ri ipartizionidi & &"E{
In m parti intere non negative e non maggiori di 2, essendo 1
1 2... m; 1 2... ;3 1 2 ... 1 '
2, 3,...,8 1, 1, .0ep 1y, O Do san O | 4
una qualungne solnzione dell’equazione | £l

Wl iy =F

4y =<2 =1, 2,...,n.
La (28) & qmmh sntt-u:npﬂﬂta alle due EDHdIZlﬂnJ
Ie+p+py—=n

con la condiziona

| 2ps 4 p =k
e 81 scorge facilmerte che & pure §
R® _ R (g) 11 ___;.

dove col simbolo D

(—2—) st & indicata la parte intera del quo-
: %
ziente O

La (28) pud quindi anche essere svolta nel modo seguente:
(k)

2 (n)(50)-
(?:) (ﬂ;)+(sjl) (H_?—]) Tt (3) (H;: ) per k=2t
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¢) per determinante:

1 0 O § P 0 1

—(n—1) 2 0 !SI 0 2

—(@n—1) —(n—2) 8 0... 0 0

T

P*'“?':F 0 —(2n—2) —(x@—3)4... 0 0 | (24)

R L :

0 0 0 0...—|n—(k—1)] O

d) in forma polinomiale:

B! PP —=an—1). .. n—k4-1)-Lk(k—1) n(n--1). .. (r—k1-2)]

| k (k—1) (ZTQ) (k—3)

nn—1)...n—E4+3)4+ ...

0s81a

Zk(k—l}(k 21 l)n(ﬂ—l]...(ﬂ k+r+1)

u n !
P} ]=(k) | . = (25)

dove, per 1 particolari valori di %, i1l sommatorio va esteso a tubti
1 valori di » da 1 fino a quello che annunlla un dato termine, ep-
perd tubtti 1 seguenfl, delia sueccessione. ()

In particolare:

PP — 1
Plln]_:ﬂ
m _n(n--1)
== 2l
P[n}_ﬂ(ﬂ—lﬁiﬂ+4)
5 31
P[n} ﬂ(ﬂ—l) [‘J’lﬂ-—l—?’ﬂ-—-—ﬁj
T 41
o __nr—1)(a—2)(n4 1) (n 4 12)
T 5!
»

(*) La [25) & stata dedotta dalla (24) mediante 1'applicazions di un metodo nuovo & somplice
per lo sviluppo rapido dei determinanti di sistemi rieorrentl, metodo che esporreme in an pros-

gimo lavoro.
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IL. CONCETTO GEOMETRICO DI LINEA

(Continnazione — Vedi fesvicolo precedente).

CAPITOLO I1.

Divisione del piano Per mezzo di una linea chinsa.

Spartizione dei punti internj ad una striseia mediante una linea. (*)

35. Considerando in un piano dus rette parallele x, Y, e una refta r
che seghi » ed ¥, 1 punli interni alla striscia xy si possono dividere
in due regioni, ponendo in una di esse quelli che s trovane da una
parte della retta r, 6 nell'altra quelli che si trovano dall'altra parte;
queste sono le dus regioni nelle quali la retia (0 anche, il seg-
mento di » che appartiene alla siriscia xy) divide la regione interna
alla striscia xy.

Se consideriamo poi dne segment s ed &’ ciascuno dej quall abbia
un estremo su 2 e nno sy Y, €1 due segmenti non g’ ineontrano, o al
piz hanno un estremo comune, 1 punti di s sono in una delle regioni
determinate da s nella striseis xy, ed s & in una delle due regiont
determinate da s I punti comuni alle due regioni suddetfe costifni-
scono la regione dei punti atterni alla striscia Xy compresi fra s ed &'
E poiché s ed §', coi segmentt di z e y compresi fra i loro estremi,
d&nno origine a un trapezio o ad un triangolo, diremo questa regione
imterna al trapezio o iriangolo.

La regione determinata in zy da s e non contenente sy & quella
determinata da s’ & nop contenente s, rimangono inalterate: aquindi
1 punti interni alla striseia Ty veugono divisi in tre regioni, ] punti
di s ed &' sono esclusi da ciascuna di esse.

36. Una linea spezzota L di un numero finito di lati ¢ priva di nod:,
che congiunge due punii appartenenti ai lati di wna striscia di piano
ed ha tutti gli aliri vertici miterni ad essa, delerming nelln reqiovie dei
punt: interni alla striscia due regioni tali che :

1° ogni punto interno alla striscim e mon appartenente alia lines |
appartiene o all'una o all alira d: talz rEGIONE;

2% ogni Linew interna alla striscia che congivnge due punti non appar-
venenti alla medesima regione inconlra necessariamente la linea |,

(Y} & por noi noto i1 earaifers fondamentale, tomunque stabilito, della divisfons del piano
in dne regioni per mezzo & unk reifa; dne punti del piano, e non della retia, appartengono alla
stessa regione ¢ a regioni diverse saconide che il segmento ehe Ji unises inecutra o no la relta,

y
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Siano x ed y i lati della striscia, ed ABC...KL la data linea L
Per i vertici B, C,...,K conduciamo le parallele ad z, e siano esse,
nell’'ordine di successione da z verso g: a,, g, d3,....

La regzione interna alla striscia aya,., & divisa da segmenta che
uniscono un punto di @ con un punto di @.., e che appartengono
ai lati della linea I, in regioni delle guali due sono indefinite e le
altre sono interne a trapezi o triangoli; & ficile persuadersi che 1
segmenti che aiiraversano la striscia a,a,., sono in numero dispari,
e che quindi le regioni nelle quali dividono la sitriscia sono In nn-
mero pari.

Fissato un senso su x, e corrispondentemente sulle parallele ad z,
verrd fissato un ordine di successione di queste regioni; porremo in
una regione R, le regioni che hanno numero d' ordine dispari, ¢ in una

regione Ry quelle che hanno numero d'ordine pari. Quindi delle due

regioni Indefinite 'una apparterra ad B, e l'altra ad Rs. Alle re-
aioni R, e Ra aggiungeremo anche i punti delle basi dei singoli fra-
pezi o triangoli, escludendo perd da ciaseana di esse 1 punti delle
rette  ed y e 1 punti di L

Occorre perd levare il dobbio che un punto appartenente a una
delle rette @; debba essere considerato in regioni diverse secondo

i

/ \ \/4 \\ / 78
LINIAL TN
il N N L

Fig. 1,

che si considera appartenente alla striscia a;:a; o alla striscia du ;.
Per questo basta osservare che 1 punti nei quali Iz refta @, incontra
Ja linea ! si trovano necessariamente in una delle condizioni rappre-
sentate nei casi 1,2, 3,4, 5, 6,7 della figura 1. Quindi 1 tratti di @
che non fanno parte di Z sono sempre basi di due trapezi o triangoli
dei quali i punti intermi fanno parte della stessa regioue R, o R,.

Dalla definizione delle vegion! R;, Rs segue che esse esauriscono
I’insieme dei punti interni alla skriscia zy e non appartenenti ad !,
e seguse inoltre che con centre I un punto qualunque di una di esse
si pud descrivers un cerchio la superficie del quale apparfenga tuita
alla medesima regione; quindi per il teorema II [14; 16] s1 ha che
ogni linea che congiunga un punto di B, con un punto di R; e sia
interna alla sbriscia zy inconfra giecessariamente la linea [.

37. Da quanto abbiamo detto segue ehe tracciando, con gli estremi
su x € ¥, due segmenti fra i quall sia compresa la linea /, e consi-
derando le tre regiomi nelle quali essi dividono Ia regione interna
alla striseia zy, in quella compresa fra 1 dne segmenh si trovano
punti di R, e di Rs, e le due regioni indefinite appartengono 1'ona
tutia ad Ry e I'altra tulia ad Rs.
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38. 11 teorema dimostrato ha solo un’importanza lemmatica, Pin -
generalmente, dimostreremo che:

X1V. Una linea 1, priva di nodi, che congiunge due punti apparte-
nenti ai lati di una striscia di piano ed ha futti gli altri suwoi punti
interni alla striscia medesima, divide la regione dei punti interni alla
striscia in due regioni Ry, e IRy tali che:

1° ogni punio interno alla striscia ¢ non apparienente ad 1 appar-
tiene 0 a R; 0 a Ra;

2" ogni linea interna alla striscia che congivnga un punto di Ry con
un punio di Ry tnconéra necessariamente 1.

3" due punti delln medesima regione si possono CORGIURGEre con una
linen nterna alla striscia e che non inconira 1.

Poniamo una limitazione relativamente alla linea I, la quale perd,
come vedremo [51], & solo momentanea, e d’'altra parte non viela

l._—--—-u----—r-—-—'—'—-———'—_l'l. I I

T

. Fig, 2,

aleune applicazioni immediate del teorema: che la linea ! abbia due
trattl, adiacenti ai snoi estremi A e B, rettilinei.

Tracciamo dne segmenti o, o/, compresi fra i lati della striscia 2y
e perpendicolari ad essi, e tali che la linea ! sia interna alla str1-
scra 2'y’; su 2" e ¥ prendiamo doe punti P s Q (fig. 2). Poniamo poi
i une regione Ry tutii @ punéi interni ad xy che si possono congiun-

"_
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gere @ P con linee spezzate di wun numero finito di lati interne alla
striseia Xy e che non incontrane |: in una regione Ry tutti gli altei punti
mterni ad 2y, eccettuati quelli di L . '

Si noti che esistoro certamente punti di Re: uno di esst &, per
esempio, il punto Q. Infatti, consideriamo nua spezzata qualungue s
dl un numero finito di lati che unisea P con @ e sia interna alla
striseia xy; e, nel senso PQ, sia P’ ultimo punto nel quale s incon-
tra 2, e Q' il primo punto nel qnale il tratto P'Q di s ineontra ¥ .
II' traito P'Q’ di s si trova, rispetto alla skriscia 'y, nelle eondizioni
della linea spezzata considerata nel teorema del n. 86, ¢ 1 pynti A
e B si trovano in regioni diverse rispetto a tale linea [37]. Ne segne
che I tnconfra necessariamente il tratto P'Q di s, ossia s incontra I;
percid Q non appartiene ad R,, e guindi & di R.. |

Ora, se H & un punto qualunque dj R; e si descrive un cer-

chio % (H, p) con

p<o(H,l), p<3(H 2), p<3(H,y),

la sua superficie & tutta in By ; mfatti, poiché si pud congimngere P
con H con una spezzafa contenuta tutta in Ry; aggiungendo ad essa
il segmento HH' & ottiene una spezzata che congiunge, sempre
soddistacendo alle medesime - condizioni, il punto P con qualungue .
~ punto H' del eerchio %(H, p). | - .

Analogamente, se H & un punto R, si pud considerare un intorno
circolare di H tutio di Rs. Dunque le regioni R, e R, soddisfano
alle condizioni del teovema IT [14, 16], e ne segue che ogni linea in-
terna alla striscia ay che congtunge un punto di R, con un punto
di Rs inconfra necessariamente 1, _

Sono eosl dimostrati i n. 12 del teoremn XIV. Pe poter dimo-
strare in modo generale il 1. 3 ¢i & necessario premeftere varie eon-
siderazioni, |

39. Consideriamo una lines ). aperti e priva di nodi, formata di |
un numero finito di segmenti e di archi di circonferenza; siano i suoi
vertiei A, B, C, ..., H. :

Kissendo ¢ un segmento minore delia minims distanza di ciaseun
vertice da quei segmenti o archi della linex a1 quali il vertice
stesso non appartiene, descriviamo, con centro in ciaseuno dei punti
A,B,...,H, delle circonferenze 5di raggio o uguale per tutte, con

1
9{2_.

Indi, & partive dal tratlo AB e proseguendo sur::cﬂasivamm{te,
mediante segmenti ed archi bangenti alle circonferenze deseritte
(gli archi devono essere concentrici aglt archi della linea 1) trac-
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ciamo una linea chiusa nel modo scfficientemente indicato dalla Ly
figura 3 BV
A tale linea appartengono upa semleirconferenza di centro A o e
una semicirconferenza di eentro H. prendendo due punti M’ ed M”, : ¥
uno sull'ana e uno sull'alira semicireonferenza, Ia linea chinsa viene 55

divisa in due linee limitate 2" & 2" con estremi in M’ e M”.

Fig. 3.

Crascuna delle due linee )’ ¢ 3~ s1 diva linee parallela alla data

linea A, condotta alla distanza ¢ da j. ,
Le linee ' & 1” non hanno nodi, e sono formate da un numero
finito di segmenti e archi di circonferenza. Notisi che si ha: ity
3 M)=p, B, ¥)=o, | i

© che anzi, di pit, se X » un punto qualungue di X' o di X, &
5(X,2) =p.

40. Se due linee 1 = AB od V= A'B’ hanno gli estremi su una cir-
conferenza e, e gli altri puntr inderni a c. e le due coppie di punti AB,

A'B’, considerate su ¢, 8t separano, 1e I’ hanno necegsariamente almeno (o
un punto comune. I,

Conduciamo una relin d per il centro della circonferenza ¢, M ;
modo che rispetto ad essa gl estremi A e B dilsi trovino da parte
opposta; conduciamo poi dne rette z, y parallele a d e a distanza ' =
da essa maggiore del raggio di ¢, in modo che ¢ sia compresa nella
striscia xy. Sia A nella striscia du, e B nella striscia dy.

Siano AA, e BB, i segmenti perpendicolari a z e y rispefliva-
mente, esterni gquindi, eceezion fatta per 1 punti A ¢ B, alla circon-
ferenza ¢,

La linea A AIBB, si trova, rispetto alla striscia xzy, nelle con-
dizioni volute dal teorema XIV [58], del quale sono state dimo-
strate le prime due parti: possiamo quindi concludere che essa
determina nell’interno della striscia Ty una spartizione dei punfi
in dne regioni tali clie ogni linea la guale congiunga un punto
dell'una con un punto dell'altra e sig interna g @y incontra la linea
considerata. |
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Le due parti della rvettn d che sono esterne g ¢ apparfengono
una all'mna e una all'altra di queste due regioni; ne segue che dei
due areli AB di ¢, astraendo dagli estremi A e B, uno & in una
regione e Paltro nell'altra. . |

Allora & chiaro che la linea 7, Ia quale ha gl estremi uno snl-
Feno e uno sull'altro arco AB, incontra la linea AAIBB,: e non
potendo inconirare i segmenii A A e BB, che sono eslerni a ¢, in-
confra /.

41. La osservazionse fatta ci servirn per un'altra, di molto mag-
giore importanza.

St abbia wna linea limitata e priva di nodi e=HH", della quale
Uesiremo H sia esterno & Uestremo H” interno ad una circonferenzee c.
Se H' 2 il primo punto d'iniersezione, nel senso H'H. di s con C, SHp-
pontamo |

1) che in H' ia linea o altraversi C, O3sia che 8t possa considerare
un iraflo di H'H adiacents ad H' ed esterno a &3

2) che il tratto HH di o sia una spezzala di un numero finio di lati.

Considerando ¢ eome una linea limilats con gli esfremi coinei-
denti in H', fissiamo su ¢ un senso; prendiamo poi due archi di e,
H'M" nel senso diretto e H’'M” uell’inverso, che non eontengano altri
punta di o all'infuori di H'. Questo & possibile perche dalla condi-
zione 2) segue che s ha solo nn numero finito di punti di interse-
zZlone con e, ‘

Quello che a noi preme dimostrare & che M’ ed M” si POSSOND €7t~
guungere con una linea che ha tutti gli altri swoi punti interni a e ¢
che non incontra o.

Se olbre 1 punti del tratto H'H’ esistono altri puntl di o interni
a c, sin { uno di essi, Siano s e ¢ i primi ponti nel quali § tratti
CH', CH incontrano ¢. Potremo avere vari iratta di o del tipo ee,
sempre perd i1n numero finito; essi esauriscono quello che di o & in-
terno a ¢, oltre H'H',

Se zeh, e sono due tali tratti di o, le due coppie di punti gg';,
£;2j, considerate su ¢, non si possono separare, perché 1 trathi e, 52’
di o st incontrerebbero [40], menfre ¢ non ha nodi. Ne segue che le
coppie g3, g2 S0n0 Suceessive su ¢, 0 una di esse & compresa fra i
due punti dell'altra, Noi traseureremo quelle coppie del tipo z2’ che
sono contennte nell'arco dic determinato dai due puati di una coppia
del medesimo tipo; di modo che lescoppie che considereremo saranno,
8u ¢, successive. Siano esse, nel senso fissato di e:

E].E:'J s EEEJ:J g=o oy E:ﬂE’r =

La prima condizione posta in principio ci assicura che né 2, ndé 2,
puo coincidere con H'; invece, due punti &, ed 1.1 possono anche
coincidere.
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Se doe punti X ed Y appartengono tanto a ¢ che a o, indiche-
remo con (XY) I'arco di » da ess deferminato, e eon (XY) inveece
il tratto di 5. Cip posto, consideriamo la linea 5 formata dei trati
SUCCess]vi

(Misl)i iE]E.l i s 5}:’2] y :Egilgj g 6 ¥ig {E;‘E!-j-} 3 {E‘rM”].

Essa congiunge M’ con M | appartiene tnita alle superficie di ¢, non
ha nodi e non incontra il tratto H'H di ».

La-linea % & costitnita di un nnmero finito di segmenti e di archi
di cerchio. Tracciamo ora una linea ' parallela ad essn [39]). Per
questo descriviamo intanis dge circonferenze

% (D, p) e #z(M", 5) eon e<<3(i H'H),

prendendo inolire s piceolo tanto da soddisfare alle condizioni poste
al n. 39, e sianmo ' e k" 1 pouti nei quali esse incontrano gl arehi
HM e HM" rispettivamente. Prendinmo per estremi di )’ i punti
w en’ e arco della circonferenza » (M, p) appartenente a )\’ si
prenda interno a e.

La linea X' =up" ha salo glt estremi su ¢, e tutti gli altri suoi
punti sono interni a e. Infattj se cosi non fosse, il suo primo punto

d"intersezione wvon ¢ (dope #) non sarebbe s € non potrebbe tro-.

varsi in uno degli archj (z'34), &1 quali X' & pavallela: pereid - do-
vrebbe trovarsi in une degh archi (ezy). In tal caso )/ inconfre
rebbe [40] il tratio €525, e ¢id non puo ammettersi percha 1’ 2
parallela a questo tratto.

Inoltre, 1a linea #=up" non incontra . Infatki, non ineontra il
trafbo H"H' perchd J’ sj & descritta a una distanza da ) minore
di 2 (), HH"); non Incontra i tratti ;7)) eonsiderat; perché & ad esa
parailela; non incontra neanche i1 traiti di o5 del tipo ee’ ehe abbiamo
trascurafo, perche dovrebbe inconirare anche uno dei tracti del me-
desimo fipo fra guellj constderati [40]. D'altra pavte, H'H ¢ i tratti
del tipo &2’ esauriscono quanto di 5 a inferno a .

Se dunque ai tratti di 3’ adiacenti agli estremi e che sono archi
delle civconferenze % (M, 0) e % (M”, o) sostituiremo due raggl delle
medesime cireonferenze, otterremo una linea pienamente soddisfa-
cente alle condizionj poste, giaeché essa congiungerd M’ econ M,
avra tubtl i snoi punti (ecceituati gli estremi) interni a ¢, e non in-
confrera g,

42. Riprendiamo g dimostrazione del teorema XTIV [38] per pro-
vare come due punti di una stessa delle due regioni R, o Rs si pos-
Sano congiungere con una linea mterna alla striscia xy e che non
inconbra I, e quindi tatts appartenente alla regione stessa. Che questo
avvenga per due punti di R, & manifesto, perché ambedue poSsono
congiungersi con P con spezzate soddisfacenti alle dette condizioni;
vediamo ora se avviene |o stesso per due punti di R,.
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Consideriamo i punti ai qoali si pup pervenire partendo da Q con
linee spezzate di un numero finito di lati interpe g Ty ¢ che non
mecontrano I Poichd Q & di R, anche clascuno dj tali punti & di R,,
ed appartiene guindi ad unpa vegione R’y contennta m Rg; esprime-

remo cid serivendo:
R << R;. (9

Ora, possono darsi due cast: o0 R, esanrisee Rz, ed allora il geo-
rema & senz'alfro dimostrato, oppure R’ non esaurisce Re. In questp
secondo caso, indichiamo con R la recione dej punti di R, che non
appartengono a R'y; di modo che g abbia:

-PI-B — ‘E + PL”:: .

Se U & un punto di R, sia R™; Ia regione dei punti aj quali 7
pud congrungersi con Spezzate di un numero finjio di lati interne
a 2y e che non inconfrang ’; pud darsi che R"; esauriseq R, ma
non e necessario. Osserviamo che esistono punii di ! tali ehe in qua-
lunque loro intorno eircolare SIano contenuti punti dj R™s; infatti,
s1 congiunga il punto U eon P o cop Q per mezzo di una linea, 1a
quale incontrera certamente Lesia Vil primo dei punti @’incontro,
Tutto 11 traito TV 3 36 W Qualunque cireonferenza con centro
o V contiene un tratto del tratio UV, e quindi contiens punii
di R"s; V & dungue uno dei punti dei quali parlavamo, Tali puntj
saranno chiamati brevemente punti 'V; essi sono dunque guei punt;
tati ehe in ogni loro mtorno circolare sone contenuti punti delig ye.
giﬂﬂ-ﬁ' ng.

Disirvibniamo i punti di 7 in dpe gruppi G; e @, ponendo in (3,
un punio X se nel tratto AX di / non sono- contenuti punij VY, e
i G; un punto Y se nel tratto AY sono contenuti puntj V; ogni
punto di 7 & in @G o in (s, 0 1 punti di @, Precedono quelli di @,.
Per vedere poi che esistono sempre punti di G, e di Ga, approfit-
tiamo della condizione posta ¢he due tratti AA” e BB di / sianp pe.-
tilinei; con ecentro in A deseri viamo un semicerchio nella striscia 2y,
Coll raggio minore di 5 (A, A'BY); il tratto g ! appartenente ag €850
e rettilineo, ed & facile persuadors; che ogni pun b0, mon dj [, appar-
tenente al semicerchio Pub congiungersi con P 0 ¢on Q con upy
linea inferna ad Ty che non incontra I Ciy mostra che ogni punie
del semicerchio & dj B: o di R, e%nai dj R™:; che quindi in quel
tratto di / che appartiene g semicerchio non gj trovano punti ¥
3 che tutbti i punti dj quel tratto sono del 2ruppo Gi. Analogamente
i1 vede che in un eerto tratto di 7 adiacente 5 B & compreso in BB

on st trovano punti V, e che quindi j punti di que! tratte appar-
engono a (.

(') Questa relazione non estinde she R, possa coineidere eon R,,
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Nel gruppo G, non esiste un ultimo ranto, Infatti, se X & d; (i,

-

X mon & un punto V, e quindi con eentro in X s puo descrivere nna
circonferenza entro la quale non si trovino punti dj “e; 88 X’ & il

primo punto d'incontro del fratto XB con tale eirconferenza, con Y.

centro 1n ogni punto del tratto X% & pub deserivere una circonfe-
renza Interna a quelia gia deseritta, ¢ non eontenente percid puonti
di R™s; questo dimostra che ne bratto XX’ non esistono punii V, e
che quindi anche tutti i punti di X©’ seno di G;. Dangue X, che &
un punto qualunque di Gy, non & 'ultime,

Se in (; non esiste 'ultimo punto, esisle il primo punto di G, [5]_;-
sia esso 0. E evidente che O & un punto V, anzi & il primo dei
punti V nel senso AB di L

Deseriviamo una circonferenza
c=x{0,p) con p<3(0, U),

‘e sia 8 il primo punto d'inlersezione del tratto OB d; { con ¢; fis-
safo pol un segmento = qualunque, si deseriva una circonferenza

'=x(0, ¢ con ¢'<z e p..’{p,

e sia 8" il primo punto d’intersezione del tratio OS con ¢’; infine, _

descriviamo la circonferenza

¢"==(0, p")  con ¢" <3 (0, 879),

e sia 8” I'nltimo punto d'intersezione del tratto 0S con &” 11 punto 8"
6 nel tratto O, e il tratto S8 di ! ba tutti ] suol punti Iinterni
all'anello circolare ec”,

Uonsideriamo anche il primo punto d’intersezione T del tratto OA
di ! con e e "nltima mfersezione T" di OT ¢on ¢"; di modo ehe anche
1]l tratto T"T sary interno all’anello circolare ep”, - ' |

Fimalmente, prendendo un punto U’ di R", interno a ¢”, si con-
sideri una spezzata o di un mumero finito di lati e priva di nodi che
congiunga U con U'e appartenga interamente a K"2; e sia H la sua
prima intersezione (nel senso U'U) con ¢, H” la ultima intersezione

del tratto U"H con ¢, e H Ia prima intersezione del tratto H'E

con ¢. Anche il tratto H'H di 6 avia tutti i swoi punfl interni al- |

Fanello cireolare ec”. .
Consideriamo la linea L costitnitg -

del tratte HE” i g;
dell’arco H"T” di ¢” pel quale non & S”;
del tratto TVT di L

Questa linea congiunge H con T ed ha totti i suoi punti, eccettuati
gli estremi, interni a e,
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Poniamo in una regione ¥ punti interni a ¢ e non di L ai quali
si pud ginngere da S con linee iu terne a ¢ e che non incontrano L,
e In una regione Y’ j punti interni & ¢e non di I, ns di 3. B certo
che esistono punti della regione I'; infatti, se S, & un punto di guello
dei due archi. HT dj . che non contiene S, ogni linea che congiunga
S eon S; e sia del resto i berna a ¢ incontra necessarimente I, perehé
le coppie S8, HT s separano [10]; onde i punti interni a ¢ che
hammo da 8, distanza < 3 (Sy, L) sono, senza dubbie, di X,

Per il modo stesso nel quale si sono costruite Je regionl X ¢ ¥
si ha che ogni linea che eongiunge un punto di ¥ con un punto
di " ed & interna a ¢ incontra necessariamente [, Notisi poi che
tuthi 1 punti del traito S°S di { sono in I, in quanto che S7S non
inconfra L, non Inconirando ne HH", né l'areo H'T” wd T"7.

Osserviamo che si puo applicare al cerchio ¢ e alla spezzata B
il lemma dimosirato a n, 41. La condizione posta che in H' la linea
atiraversi ¢’ si pud supporre soddisfatta, gincehd in easo confrario si
potrebbe modificara convenientemente g, fenendo conto del fatto che
esiste un intorno cireolare di H’ appartenente interamente a R",.

Applicando il detto lemma s ha che due punti M’ ed M” dj ¢
suflicientemente vicini ad H' e da parte opposta rispetto ad esso
POssono congilungersi con una linea )’ tutta interna a ¢ (eecettuati
gli estremi) che non incontri il tratto HH” di 5; o poich? il traito 08"
di ! non incontra ¢ e H'H, possiamo supporre ehe 3’ sia. condotfa a
distanza sufficientemente piccola dalla linea 7. considerata nella di-
mostrazione del n. 41 (la quale 2 & costitnita di archi di ¢ e tratti
di H'H) da non incontrare neppure 03", Nello stesso modo potremo
evifare che 1" incontri Iareo H"T” facenie parte di L.

Prenderemo i pmti M’ e M” di ¢/, che sono estremi di A, In un
intorno eircolare di H apparienente ad Ry, e cosi vicini ad H' che
Per esst si possano iraceiare due linee parallele glla spezzata H'H
le quali pon ineontrino neppure 1l rimanente fratio di L, Queste dne
parallele incontreranno ¢ in due punti, uno dei qualj apparterra al-
Farco HST & Ialtro all'arco HST; (*) una delle parallele sark dunque
contenuta in ¥ e I'alira in =y e percid i punti M’ ed M” apparter-
ranno uno a X e l'altro a Y. Sia M’ quello di  ed M” quello di 3.

La linea X' presenta dunque gquesti caratteri:

1) ha gh estremi M’ ed M~ in B e

2) 1l suo estremo M’ 3 in X & ;I suo estremo M"” in 3.

3) non incontra i tratii HH” e H'T" della linea L che determina
le regioni I o ¥, - |

4) ha tulti i syoi puntl, eceettuati gl estremi, inferni a ¢

5) non incontra il tratto 0OS” di

T

(£} 81 noti she. potandosi vonsidersra ap intorne eireolnre di 2 o di H' appeartenents tutte
ad R™,, & lecito anche gopparre che H od I won siane vartiei di o, @ the 1 [ati di o ai quali
appartengone sinno rerpendicolari g ¢ 6 o rispettivameante.
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Per ¢ prourieta 2) e 4) essa incontra L; per la proprieta 8) in-
contra j] {ry:, T di i

Consideriaag {1 senso M”M’ di »', e prendiamo il primo punto Z
nel quale ;' j5eonira il tratto OT, che comprende T"T. Poicht M” &
b X, botlo j, tratto M"Z di 3’ 8 in ¥, Per il fatto che 0 2, nel
Senso Ab, il yrimo punto di / ehe in ogni suo intorno eircolare con-
tenga punt; 4j R”;, si pubd considerare un intorno di Z che non
contenga puss di R”: sia Z° un punto del tratto M"Z di ), che
appartenys x gnesto intorno.

M punty 7 pon e dile nonédi B mentre M” & di Ry, quindi
1l tratto My 11 2" incontra necessariamente 7 in un punto W, Tale
Punto non ¢ ygj tratto 5"S perche il tratto 8”S & in = mentre W &
m X non . el tralto OS” per la proprieta 5) di 1’: non & sul
tratto O7 perehi i) primo punto d’ intersezione di \’'= M"M’' con OT
e Z Duuqur; W non appartiene al tratto TOS di [

Per ln prf;prieth 4} di A" s1 ha pﬂi:

8(0,W)<p' <e.

Cid significa che, dato un segmento qualunque &, esiste un punto W
di I, non tppartenente al fratto TOS, che ha da O distanza minore
di e. Lu Uislanza di O dai punti di [ & dunque piccola a piacere
anche esclydendo il tratto TOS. Si deve percid ammettere [19] che O
appartengn anche ai tratti rimanenti di /, ossia che ! abbia un nodo
i 0. Avons, escluso questo, I'assurdo & manifesto.

Ll assiiyqy, proviene dall’ipotesi che la regione R’y non esaurisea

la regiony Hy: il teorema XIV & dunque pienamente dimostrato.
418. Voglhiamo dimostrave ora come la linea [ sia limite comune

alle due rogroni R, ed Re da essa determinate nella striseia zy; ossia

COME o0gni punto di ! sia an punto limite di ciaseuna delle due regioni.

XV. Muntenendo 1 wpotest e le notazioni del teorema XIV, si ha
che entyo Ihatunque civconferenza deseritia con ceniro in un punio dt |
St Erovano punti i ambedue le reqioms Iy ed Hy.

Supponinme che esista un punto V di / tale che si possa dest‘:ri-
VOre con conbro in esso una eiveonferenza entro la guale non s1 frovino
punti di 1y, Uongideriamo quel tratto del tratto AV di l, udiu.uen{':ﬂ
allestromn v, o}e e tutto interno alla detta circonferenza; & mani-
festo cho i pinto di questo tratbo ha anch’esso la proprieta del
punto V. iy che si pud considerare un intorno circolare di esso
nel qualy yy), 81 trovino punti di Rs.

Distribuiging 1 punti del tratbo AV di / in due groppi G, e Ga, po-
nendoe in i, quel punti X di questo tratto tali che tutti i puntl de_l
ratto XV nhbiuno 1a proprieta stessa del punto V, e in @, gli albri.

Esistono punti di G1, gineche i punti del tratto rettilineo AA dil
non hanny, pome gia osservammo [42], la proprieta del punto V, @
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sono goindi in (G;; cosi esistono puoli di Gs per Posservazione fatta
poco sopra, dafla quale risulta anche che ogni punto di G & prece-
duto da alfri punti di G, e che guindi non esiste il primo punfo di Gs.

Esiste dungue [5] 'ultime punto di Gy, nel senso AB; sia esso 0.
Porichs il punto O non & in G, ma i punti del tratto OV sono di G,
st ha che O non ha la proprieta del punto V, ossia entro ogni ¢lr-
conferenza di cenfro O si trovano punti di R..

St ha Inolbre che entro ogni circonferenza di centro O si trovano
punti di R;; infatti, se in un intorno eircolare di O non esistesszero
puntt di Ry, lo stesso fatto si verificherebbe per i punti di un tratto
di { seguente ad O, ¢ allora in un certo intorno di uno di questi
punti (che sono in () non si avrebbero na punti di B, né punii di Ra,
e questo e assurdo [27].

Dunque in qualunque intorno circolare di O si trovano punti di R,
e punti di Ra.

Deseriviamo una circonferenza

¢ = p (U} P} con v <90 [D! YEJI' N

e consideriamo il primo punto d’interseziona S del tratto OA di !
con ¢; indi descriviamo un’altra circonferenza

¢==(0,¢) con p’ <3(0, S4),

e sia 5 1l primo punto dincontro del tratto O3 con ¢. 1 punti di /
interni & ¢ polranno apparienere soltanto ai tratti O e OV. Deseri-
viamo infine una terza eirconferenza |

¢'=2%(0,¢") eon "<3(0, 89),

e sia 8" I'nltimo punto d'intersezione del tratto O con ¢”. Il tratto 'S
contiene 5" ed appartiene interamente all'anello cireolare ee”.

FEngro ¢" consideriamo, eome si pud, an punto U, di By e un punto
Us di Rs, e congiungiamo U, con P e Us con (@ mediante due spez-
zate prive di nodi e di un nmumere finilo di lafi, o, € G2, che non
meontrino L Sia H” U'nltimo punto d’incontro di gz = [JaQ eon £”,
e H' 1l primo punto d'incontro del tratto H'Q con ¢. Cosi per o, =U,P
consideriamo 1'ultimo punto @ intersezione T con &

Possiamo fare un ragionamento analogo a quello del n. 42; e ap-
punto per questa analogia procederemo con una certa rapidita.

Cousideriamo la linea L costitujba:

del tratto QH” di 5.:
dell'arco H"T" di ¢” nel quale non & 8”;
del tratto TP di o,.

Questa linea conginnge Q con P, e possiamo supporre che sia totta
imterna (eccebtuati gli estremi) alla striscia z'y’, giacché i punti P
e Q si possono spostare comunque sui segmenti 2’ e .
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- La linea L. determina nella striseia y'»’ due regioni 3, e 5,, cogli -

stessi caratteri delle R, e Ny sia I, quella nella yuale si troya B,
2y queila nella quale si trova A. Se prendiamo M e M” sn ¢, da
parte opposta vispetito ad H' e in un mtorno di H' sufficientemente

piceolo, M’ ¢ M” sono in regioni opposte rispetto ad L;siaMin3X,

e M"in X, .

~Applicando il Jemma dimostrato 8l n. 41 abbiamo che M’ e M" s
Possono congiungere mediante una lines 3’ che sia tuita interna a ¢
(eccettuati gi estremi) e che non incontri il tratto QH"T" di L.
Potremo anche fare in modo ehe non incontri il tratto OS" di ¢, i
quaie non ha punti comnni con o: ed & totto interno a ¢

Poiche M & in Zr e M”e in S, la linea 3’ deve 1mecontrare L, a
I'ineoniro pud avvenirve solo in un punto del tratio TP di o,. Sia Z
la: prima intersezione di 3’ ool tratto T"P. Tutto il tratto M7Z.dj ¥
e in EI-

Il punto Z, essendo di =,. & in Ry, ed M, se & in un intorno snf-
Aictentemente piceolo di H, & in Re; quindi il tratto M'Z d; A in-
contra necessaviamente . Se W & Ia prima intersezione, il punto YW
nou pud trovarsi sul tratto AS the. & tutto esterno a ¢'; mon sol
tratto 58" clie & interamente in Zz; non sul tratto $”0, che non in-

conbra A’y non sul tratto VB, che & esterno a ¢ Quindi YV appartiene:

al tratto OV di ¢, . .

Poichd i1 tratto MWV di )’ & in R, si ha che in gualunque ‘in-
torno cireolare di W sono conteny it punti di Re; ma il punto W, es-
sendo nel tratto OV, & i quelli che hanns la proprieta del punto V, e
quindi con centro in esso si pud deserivere una circonferenza entro
Ia quale non si trovine punti di Ry; la contradizione & mamiesta, o
CON questa Fassurdita dell'ipotesi dalla quale siamo partiti.

Spartiziene dei punti del piano per mezzo di una linea chiusa.

4. 1] teorema che ditmostreremo si riduce in ulttma analisi al
beorema di Joroaw, (%) per 1l guale “ ogni linea chiusa divide i] piano
in due regionl ., Notisi .perd che Jorpan fanda 1l concetto di linea
sulla rappresentazione analilica, e la sua dimostrazione apparisee
-tome una estensione a1 lines qualungue di proprieta supposte note
per le linee poligonali. (¥) |

XV Una linea prane L, chivsa ¢ priva di nod, divide il piano in
due vegioni 1 ed B, Vuna definita e I'altrq indefinita, tali che:
= ogni punto del pigno non appaivienenie ad L appartiene a1 o ad B:
2 in ogni ntorno circolare e un punio di L si trovano punti di 1
e punti di I

(3} Jornaw, op. rie, 1, pag. 80 e gng, ;

(3} Le proprieta dalle linsn poligonali o parti di piano da esse limitate delis qonli 81 dave
ammetlere In eonosvenza ver la dimostrazione di Jonvas, non sono poche nd sorupliol, € manca
un espeaizions sistemntiea ij esgn. '
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3" ogni linea del piano che congiunge un punto di 1 con un punio
di B inconira necessariamente L:

4° due punti della regione B si possonoe congiungere con una e
del piano che non incontri 1., (')

~ Sul piano della linea L si considerino due rette parallele Zas Yo
che sfiorino la linea [I9], di mode che la linea stessa sia butta con-
tenuta nella striscia z,y,. La retta T, ha almeno un punto A’ in co-
mune con L, e 7, almeno un punta B Si prendano dne segmenti A’A
e B'D esterni (ad eccezione di A’ e B)-alla striscia x,, ¢ perr A e B
sl traccino le parallele 2 ed yazx, ey, L pouti di Le dei segmenti
AA" ¢ BB (eccetinati A e B} saranno interni alla striscin Ty.

- T punti A" e B’ dividono L in due linee apette himitute e prive
dr nodi ¢ ed . Immaginando ageinnti a ciascuna di esse j seg-
mentl AA" e B'B, avremo due linee

L =AAIBB, X=AATBB,

chie si trovano evidentemente nelle condiziont del teorema XIV [38].

Prendiamo le retie 2’ e 7, delle qualt si fa uso nella dimostra-
zione “di quel teorema, in modo cle fra esse sia compresa tanto
che X'; siano Ry ed R, le due regiomi determinate da ). nella styi-
seta ay, Ky e R: qguelle determinate dn ;. E precisamente, R,
ed R siano quelle nells quali si trova il punfo P di 2, Ry ed R,
siand quelle nelle guali si trova il punto. Q di ¥,

Poiche un punto X di 7 (%) non apparbieve a 3, esso deve fro-
varsi 1n nna delle. regioni R,, R,: sia per esempio in Ra. Allora
tulta la linea 7" sard in R,. Ne segne che ogni punto di R, & an-

.('.-'].IE! i R']:
R!. 'c:. RFI ’

E 1nfatti, se T & un punto di R;, esso pud congiungersi a P con una
linea che sta tutta in questa regione, e che non incontrando ) fion
inconfra neppure i segmenti AA’ e B'B; guesta linea neon incontra
neppure X', perché dovrebbe incontrure I che & in Ry; dunque T &
~anche in R/, |

Se ognl punto di R, & in R}, necessariamente ogni punto di R
e in Ra; quindi si ha;

Its< Re.

I punti di ! devono frovarsi opin R’ 0 in R ; ma se fossere in R,
sarebbero in Ry, e pereid si deve ammelfere che siano 1n R.

Poiche 1 punti di A che non sono anche di 3’ « trovano, rispetto
a 4, i guella regione nells. quale si trova P, e i punti di A’ che
nou sono anche di X si trovano, rispetto a 2, in guella regione

1) Questo teorema si completa o) XVinis [30).
©) Indichiamo enti 7 ed ¥ la linse cha si ottengono da 7 & r astraendo dhgh estrenti Ao B
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nella quale si trova Q, diremo che 3 si trova. rispetto a 1. duila
parte di P, e 1" si trova, rispetio a 7, dalla parte di1 Q.

In un intorno cireolare di un punto di / tufto contennto in B
si trovano punti B, e di R, [43]; esistono quindi efettivamente punti
comuni a R’y o Ry. Bssi costituiscono una regione (R; Re) che sara
indicata con 1 o eon I (L) & che sari chiamata regione interna allg

linea 1,
1 (L] = (Rll BE)

Tutti gli altri punti del piano, eccettuati quelli di L, costitai-
scono un'altra regione che sard indicata con E o con E(L) e sara
chiamata. regione esterna alla linea L. Di modu che, indicando con P
I'insieme dei punti del plano, si avra:

P=1{L)4+L+E(L).

La vegione E & costitnita: dai punii di iy e di R’; dai punti
dei trath AA’ o B'B: dai punti del semipiane limitato da z nel quale
non si trova y, e da quelli del semipiano limitato da y nel quale
non si trova z, .

La regione E 3 indefinita, mentre Ja regione 1 non & indefinita,
essendo compresa fra le rette Yz, .

Per il modo di formazione delle regioni I ed E, entro qualunque
circonferenza deseritta con centro i un punto di L si trovano punti
di T e punti di B [43]; € quesia & unpa proprieta caratterisiiea dei
punfi di L, giaecché se un punto e di I o di E, si pud descrivere
con centro in esso un cerchio la superficie del quale appartenga
tutta alla medesima vegione T od T, Segue da cid che ogni linea del
p1ano che eonginnge un puoto di I con un punto di E inconkra ne-
cessariamenie Ia linea I, (14].

Invece due puuti di B POSSONO congiungersi con una linea cle
non inconiri L; basta osservare che da P a Q si pud andare se-
guendo le rette 2, x, 9, & che ogni punto di E pud congiungersi
a2 P oaQ con una linea che non Incontri L. Cost il teorema & com-
pletamente dimostrate.

43. Per la regione I abbiamo dato In espressione
[=(R'R,),
MA se ne possono trovare facilmente dne altre, alle quali sarh utile
talvolta ricorrere.
L punti di R, sono parte in Ry, parte su 7, parte in Ry e quindi

in (R Rg): ed inversamente, un punto o di R,, o di 7, o di (R} R
© certamente in R, . Si ha dungue:

Ry =R, “I"r‘il— (R R'ﬂ)r
Analogamente si ottiene:

IE[RERH)E R-g"‘—R,g _?-

I=(R, R:)=R;—R,—L.

dalla quale:

i 5 R
T G
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46. Abbiamo otfennto le regioni I ed E con un certo procedi-
mento, ma esse sono indipendent: dal proecedimento adoltato. Infatti,
supponiamo che esista, rispetto alla medesima linea L, un’altra di-
visione del piano in due regioni I' ed E', che preseuti i caratferi
ennnciati nel teorema XVI. Deseriviamo una circonfevenza alla quale
L sin interna, ¢ prendiamo un punto M esterno ad essa, e quindi
necessariamente di £ ed E'; ogni altro punto di E si pubd congiun-
gere ad M con una linea che non incontra L, e quindi & anche in E';
inversamente, ogni punto di B’ & anche di B. St ha dunque E=E,
e quindi anche I=1.

47. Al n. 35 definimmo, convenzionalmente, la regione interna a
un trapezio o triangolo, e piu veolle si & parvlato di regione interna
rispetio a4 una eiwrconferenze. Ora & manifesto [46] che tali regioni
coincidono con quelle che, per le rispetfive linee chiuse, i possono
costruire secondo 1l n, 44,

(Continua)

P. BeNEDETTI,

PICCOLE NOTE

Snoalennd gnadrati e enbt notevoll.

1. 1l sig. E. N. Baristiey, in un breve articelo intitelato “Un problema di
aritmetica , e pubblicato nel fascicolo Dicembre 1909 del Supplemento, si & oc-
cupato dei pumeri (paturali) i cul guadrats s1 otlengono preponendo loro aleune
vifre, come nd es. il numero 9376 ii cni quadrato & 37809376.

Proponinmoci di complefare lo studio di tali nomeri interessanti, che chia-
mersTmo numeri ().

2. K facile veders che nesson numero () pud terminare colla cifra 1.

Infaltr, se N fosse un tale numero, si avrebhe N=10"A + 1, coen h=>=1
ed A non divisibile per 10: inolire si avrebbe

NP= (10" A 4+ 1)* =100 A £ 2 10" A 41— 10%*B 4 1054 +1, con k= 1.

Si dedurrebbe di gui
10b A4+ A=10"B,

il che & assurdo, non essendo A divisibile per 10.

Com'd ben noto, vi sono due e dga soli numeri () di ana sola cifra: il 5
(9* =25} e il 6 (6% = 36..

Siccome iU gaadrato di qualsiasi numero termina colla stessa cifra con eai
termina il quadrato della sua ultima cifrs, cosi da quanto precede & manifesto
che 1 rumeri QQ terminann futti o colla cifra 5 o eolla cifrn 6.

3. Qualungue siz il numero % (>>1) non vi possono essers dne numeri () di
n cifre terminanti con 5.

Infatii, se vi fossero due tali numeri N, ed N: << N, 8i avrebbe

Ni®*=10A 4+ N., No®*=102RB -} N, enn ASSRB.
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Sottraendo si avrebbe dj qui
Ni®— Fo = (N; + Np) (N, — Na) =10 (A—B. + IN, — Ne) 2
donde [H] +NF']—]][N1 ——N'_:l—_—lﬂn(;i-—B].

Ma tale relazione & impossibile, glacche, terminando N:oed Xy eon 5,
Ny - Ne — 1 dovrebhe terminare con 9 & sprebbe prme con 1o, per cui N; — N,
dovrebbe essere divisibila per 107, il che & assnrdo.

Analogamente s Prava chs non vi possone essere Gae numeri () d'egnal nu-
mexo di cifre e ferminanti con i,

4. Dair due nnmeri Q terminanti eon o, une N, i 7 eifre ed uno N. gj
A -4 I vifre, il namero Ny & formato dajle ultime % cifr= de aumerp N, .

Infatti per ipotesi si ha

NF=10"2 + N, Do =10k H — ¥, .
donde, soitraendo, si La
Ng*® = N;*— (Na -} Ne) (N — Ny ) = 10" (10* B — A+ (N — Ni)

e guindj
- [3\'2-;—Nl—I}{Nz——ﬁilzlﬂhflﬂ‘hﬂ—-il-

Terminando tanto X, Quanto Nu con 5, No 4+ N, — ] & prime con 10; Ns — N,
dovei dungue essere divisibile pey 10h; ¢, 4. 4.

Un teorema del tutto analozo vale e si Pro analegamente dimostrare pei
nurieri Q terminant) gon 6.

5. S0 Ny & un namero Q) di n cifre terminanie con 3, & vn pomero ( anche

i1l numere No — 10v 1 —X; (cho termina Inveca con 6,
Infatti per ipotesi si' ha IN,?— 1po A4 Ny, Sia N,*— 10" B - M. Per le-
posizioni fatte si )ia

Ni®— No* = + No) (N} — No) = (10" 4+ 1) (N, — Naoj= 10" (A—B} +- (N;—Al),
donda 10 (N, — Na) — N, =10(A — B) — L.

Essendo ianto N. Quanto M munori di 10°, sconde necessariamente di gai
N*_J — M; C. d. d-

B. Indichiamo con Ky il numera Q di n cilye termunante con 3; Sia ¢ ln BUA
nima gifra, P, i numero che deve preporsi ad R, per averne 1] quadrato,
prep .
Ad es, essendo

6255 — :';!][Jﬁ"-_}:*, i ha Ry —= EEE-}, ty = i, I’y = 390,

Dati per un certo numers i valori Ry, o, Iy » Proponiamoci di trovare i
va!m‘i H].JI s Wi, ]‘]1_1 '
Dal n. 4 abbiamo
: th = 10b -1 + Ry .
Nssendo

H-EJ; E == I{}L" PJJ 1 + Rh—l — ]-':ih_ - Ph—}l + Iﬂh fh-',l + ]—':.h
ed. R,*= 1pt Pi+Ru, avremo, per soltrazione,
REIH-I ==, Hh: — fHI|-] —I— H];J |‘Rh_l_1 e H];} e 1[}]1"1 Pn.l‘_;l "l- Iﬂh EII‘H — lﬂh Ph;

donde

(iazy 4+ Hy) lf’]* Cnon = T0PHT Py 4 ot Chs1 — 10" Py,

& quind)
fHJ:—r-l —+ Rh} e = 10 I’].:-: ‘I‘ 4t — Ph .

~ Kssendo R, &d Eyle maltipli di 9, il primo membre (] tale eguagﬁﬂ!fﬂﬂ e
divisibile per 10 ; dovra quimdi esserlo anche i secondo 6 e4; dovra coincidere
coli’ultima cifra d; Py .

-h"-_"—-
]

A

=
e e
n

L,
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Trovato cost oy, | per avere il numero Ru.. basta preporrs la cifra ey,
al numero Ry .

In quanto a Py, da ciy che precvatle si ha:

10 Pt = (Ris —+ Ry) thit + Py — g

e quindj

L Rn—l _f‘ R!. Ph - Mh—1 _
Ph—-l = 10 Fh—t + 10 ;

) Ph—epn . :
dove giova osservare clie comneide gon ¢iv che resta el numers P,

levandogli 'ultima cifra, coineide ciod eplle decine di P, ,

7. Slamo ora in grado di determinave bubki namerit () inferiori ad
mero qualsiasi, ad es. ali numery 1O,

Cominciame da quelli eke terminane con 3, cjod dni numeri Ry, Ra, Ry, ..., Ris, Byy.
Auvzitutto, essendo 52 — 25 e 25°=§25, abbiamo senz'altro

W ni-

R]':{H:El, P;'—“-'E. E;;"——E, B = 23 Ps==0.

— —ldi

Applicando 3 risuliati del p b, 8i ba di qui successivaments:

23
£5 =B, Rz = 6323, }‘;ﬁsdj$25.6+0=85.6—-——39{};

0y — 0, R,: Z-‘[}EEE!, P.; :-‘——39,

IE- 12-—
es=9, R;=00625, p,— 20625+ 08

0 : -94+-3=0125.943=82125 1.3 — 82128 -
890625
L 90623
¢¢=38, BRg=2800635 P, — IBL25 X 8 = T8H000 | = 7932192
4 8212
793212
;= R; = 2800625

& cosi via, finche si arriva ai uumerl Ry = 8 212 800 25 o Pio = 6745 157 241
trovati dal Barisien -

en =1, Ry = 18 212 890 623,

18212880625
+ 3212560625
11 = 2642578125 > 1 = 2642578125 ] = 3 317 093 849 .
+ 674515724
3317093849

Cle = 9, Hu = 018 212 590 525,

918212890625
-+ 18212880825

Fiz= | OB6425T8125 < 9 = 849783203125 | — 845114 915 509 ;
+ » 381709384

| 843114912509
C1p =9, KHiz == 906189212 890 625, -

0918212890625
+ 918212800625
Pis = 1083642578125 X 9= 9752783203125 | g 837 094 694 375-
-+ 84311491250

V837004694375

‘4 =29, Rys = 39918212 800 635,

-"‘-.'-' —1
. Th T

T lﬂ; l-lql'll-.m" -

SIS R

i ] f i s i
_l'""lid*:ﬁimhfﬂ'-l -
e
i - - r - o= =1
i
r - a - - - -
ey, - = TES
- - — - o 1
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Dal n. 5 si ha che & un numsro (2 anche il nom=r:

100 000 D00 000 001 — 59 B18 212 890 £25 — 41, ~:1337 1082378,

E questo il pitt grande dei numeri Q minori dj [0 = ierminant: con 6. li
altri (0. 4] si ottengono da esso sopprimendovi qoantesvozliano cifre da sinistra
verso destra.

%
* ¥

8. Assieme ai numeri precedentements stndiari - nteressante considerare

quelli i eui cubi si oltengono preponendo loro aleure cif++. come. ad ez, 1] no-
mero 624 il cui enbo & 243820624,

Tali pumeri noi 13 chiamevemo numer €
Sicecome 1) cubo di ogni namero tarmina colla stezza eifra con cui termina

1] cubo della sun ultima eifra, cos) si vede ovviamenie che 1'mltima ecifra dei
numeri € & necessarinmente o l,o4, 035 a6 oo

9. Qualunqua sia il pumero = (>>1) v'2 un solo numerns C di n cifre termi-
nanie con 4.

Infatii, se vi fossero dus tali numeri N: ed No < N.. si avrebbe
Niy*=10"A 4+ Ny ed NP=10"B + Nz, ron A>=B.
Softraenido, si avrebbe di qui

NIE_NERZIHI _HEJ |:1“']lE +NI -N‘E‘]L Nz’]':'- 1077 |I."_"L_B] —|—{-:':1 —_ Ng:l;
(Np — No) (N2* + Ny Ns +No®*— I =108 A —By).

Msa tale relazione & impossibile, giacch®, lerminando N: ed N: com 4,
Ni* 4+ Ny .Ne 4+ Na?— 1 dovrebbs terminare con T e sarebbe primo con 10, per
cul N;: — No dovrebbe essers divisibile per 10" il ¢he L assardo.

Analogamente si prova che v'2 un sols numers U di n vifre terminanta con 6.

10. Dati due numeri di » eifre terminanii con 1 [oppure con 5, oppura con 9]

e la cui differenza sia 5. 10°=%, se nno d'essi & un numero C,lo & anche l'aliro.
Sin infatel

Ni=10H+u (=159 -ed Ne =Ny 4 5., 107,

sia ineltre
N*=10"A 4+ R, Ne=10"B + 5,

eon B ed S minori di 10° Si avri
I"-’:_,"—Nﬁ:.ﬁ.'lﬂ"".(NEE—I—NE-N: + Ny ¥) =100 (B —A)-+(S—R);

donde si vede che 8 — R dove essere divisibiie per &, 1071,

Essendo No? + N2 . N, -+ Ni* dispari, non puo essere S — R = 0; d'altra parte,
essendo S ed B miuori di 10®, devas psseras % — R <Z10"; scende di gni cha
S—R=05_10" pssia che S=1R 4+ 5,101,

Se Ny & un numero C, si ha

H=N], S:N1+5.1DD_IZN=
e quindi & un numero ¢ anche Nz; viceversa, se N; & un numero (, 81 ha
S"——Hg, st—ﬁqlﬂn_];‘ﬁ:—ﬁ-]ﬂn_lz:ﬂ;

ed & quindi un numero € anche Ny; e d. d.

Dal n, 9 risulta senz'altro eho il teorema ora dimostrato non puo estendersi
al numeri C termipanti con 4 o con B,

R B
T ""‘r' e "

=
L
—

i
. i . e L
- S .- " . 5 - o " 2 F "
B 4.8 - e Lo Sy e e g

H
3
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1. 8¢ N & un numero O, & un numero C anche gualungue numero M eche si
ottenga da N sopprimendo in esse quaniesivogliano cifre da sinistra verso destra.
Infatti, se M ha % cifre ed N ue ha & -+ &, si avra

N=10"A 4+ M ed NEZIG"T“B—FN:IDh‘kB—Flﬂh&-l-M.
FPosto M*=10"C 4+ R. con R < 10", avremo allorn
N*—M*=10"A(N*+ NM 4+ MY =10+ B+ 10" A —10"C+- M —R._.

La differenza M — R deve dungue essere divisibile per 10": ed, essendo tanto M
quanto B minori di 10" se ne conclude the deve essere M — R: ¢, d. d.

12. Ognit numero & anche un nomero C.

Infalti, se N*=10"A —+ N, moltiplicando per N si ha

N=1PAN 4+ N*=10"AN + 10"A } N=10°A(N+1)+N.
Tuoltre & un numero C anche ogni numero Q diminunito di 1,

(N—1PF=N—3N* - BN~ 1 =10"A(N+1) L N—3.10°A —3N+3N—1=
=10"A N+ 1—B8. 1A+ N—-1=10"A(N—2) + (N—1).

13. Indicando ancora con N un numero Q di n cifre, so il numero 2N — 1 ha
pure » ciire, esso & nn numere (.
Infatti, ricordande quanto sopra, si ha

(EN—1)*=8BN"—12N°*4 6N —1=8.10"A (N+1) + SN—12.10°A 12 N+BEN—1—
=8 . 10"AN+1)—12.10"A 42N —1=10",4A(2N — 1) + (2N — 1).

Per poter concluders da iale relaziome che 2N — 1 & un numero C, le cifre
del numero 2N — 1 devono eszere soltanto s,

Se le sue cifre sono invece m- 1 (di pin nen possono essere), la prima &
maniiestamente un 1; ed & facile provare che & un numero C il numero di » cifre
2N —1-—10® che si ottiene da 2N — 1 sopprimendo quest’l iniziale.

Infatii si ha ovviamente:

(2N — 1 — 10®)® = mult. di 10® 4= {2N — 1)¥ = mult. di 10n + BN —1) =
= mult. di 10®* 4+ 2N — 1 — 107); c. d. d.

14. Dal n. 7 o dal n. 12 risulta tosto: che i nimeri

od 918 212 890 625 e 40 OBI 787 109 376

gono dei numeri C; e che lo sono anche i numeri
o9 918 212 850 624 = 40 081 T27 109 375.
Dal n. 18 &l vede poi che 1o sono anche i numeri
19 536 425 781 249 & 80 163 574 218 751.

Dal 1. 11 si ba che somo numeri € anche i numeri che si ottengono da une
qualonque di questi sei numeri sepprimendo in essi guantesivogliano cifre da
sinisira verso destra. »

Dal n. 10 si ha infine che sono wumeri C anche i numeri che si ottengono
da un gualeiagi numero O terminante con 1, con 5 o con 9 sostituendo ln sna
prima cifra n sinistra con quella che ne differisce di 5. Cosi, ad es., sono nu-
merl C 1 numeri:

40 625, 59375, 6249, TIRTSL,....

Paoro Catraxeo,
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IV CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA PER IL PROGRESS) DELLE SCENTE

NAPOLI — 15-21 Decembre 1910

La mattiva del 15 ad ors 9,30 nell’Aunla Magna dell’ Universita ebbe luogo
la solenne inrugurazione del Congresso. Parlarono il rettore prof. Dern Pszzo. che
dette il benvenuto ai congressisii, quindi il prof. Paseawr, il sindaco marchese
DxL Camrerro, il prof. Leonarno Biawem che portd il saluto del Minisiro della
Pubbliea Istruzione, ed infine il presidente dell’Associazione prof. sen. Crawiciax
dette loftura del discorso ingugnrale: * La cooperazione delle Scienze .

Lia Sezione I (Matematica, dstronomiu, Geodesie] e la Sezione [l (Ingeaneria,
Meccanica applicate, Elettrotecnica), riurnite, tennere seduta i giorni 16, 17 & 20
sotto la presidenza del prof. Marcoroseo, il 19 sotto quslla del prof. Masox:, ed
10 esse furono svolte le seguenti comunienzioni.

Nellp seduta dol 16: Tumarerno — * Tipi generali di sistemi omaloidici di

superficie privi di linee fondamentali _.
SILBERYPEIN — * Sopra un mezzo di correggere nel calcolo della media arii-

metica i valori sospefti dell’incognita .

Nella sedota del 17: Vairnaver — * L' isteresi del ferro mei cicli asimmetrici

di magnetizzazione nlternativa =
Boxpiant — * Contributo alla gaometria prolettiva differenziale degl'iperspazi ,.
Cozzouimo — * Dalls fonti dell'arte architettonica & della sna estetica , ed
* Esposizione grafica di uno stile architettonico napoleiano e saggl in aliri stili,.

Nella seduta de! 19: Dy Mora — “ Su di aleune osservazioni sul metodo del

Miiller-Breslau pel calcolo delle travalure reticolari nello SPAZID . )
Vacea — “ Sulla storia delle matematiche nell’ Estremo Oriente e sui coniri-

buti ad essa apporiati da T. Hajash:1 ¢ V. Mikami ,, |
LomMsarpr — * Comportamento del ferro in campl magoetici continui ed al-
ternativi ,.

Nella sedula del 20: Luresr — * La pozzolana ed il cemento armato nelle
opere marittime ,,. .

Burroro — *Bulls distesa delle conduttare elettriche nei paesi sismicl 4.

AXDREOLI — * Su un nuovo simbolo dell'algehra della logica ..

AMODED — * L@ riforme universiiarie in rapporto del progresso delle scienze ,.

VerDE — *Sopra un girescopio a cannocchiale per la misura delle altezze
degli astyi ..

Il giorno 20 ad ore 14 ebbe luogo 'assemblea generale della Sociela nella

guale fu proclamais Roma sede del eongrasso del 1911 o fu comunicate il risul-
tato delle votazioni alle eariche sociali effetiuatesi nella mattinata, con 107 vo-

tanti, che & il seguente:

FPresidenti di sezione: Classe 4 - LoMsarpr, Prurr, Soaeriama. — Classe B-
GRrasst, VaLesT, — (Clagse C - Bopio, Caerano.

Comitato scientifico: Cocomisa, (GaeLio, Penatoner, Pirerir.

Amministratore - STrivgHER. — Eeomomo-Cassiere - FororgrarTer, JDDONE.

GivLi0 LAzzZERY — Diretiore-responsabile

Finito di stampare 11 13 Febbealo 1911

P

.l"'::'lr_.




DUE METODI GENERALI PER LA SOMMA DELLE POTENZE SIMIL]

dei termini d'una gualsivoglia progressione aritmetica.

(Continunzione — Vedi fascicali T, i1 ¢ 11D

42. Se gli z elementi delle combinnzioni con ripetizione di y ele-
mentii ad  ad «, si possono moltiplicare e si moltiplicano fra di loro,
allora 1 singolt numeri delle ripetizioni sono gli esponenti degli ele-
menti diversi ed ogni gruppo delle combinazioni con ripetizione si-
mili & una funzione simmetriea.

Cosi, ad esempio, se si ha il polinomio

{14 + > .-'[_ ﬂ_u —— E{”l]

di y termint che si considerano indipeadenti I'nno dall’altro, la po-
teuza d'esponente x sara

1
(S(a))* =2 ““" i Dat e, (67)

Quest'espressione si dednce dalla legge generale di moltiplica-
zione dei polinomi, ma si pud anche stabilire direttamente.

Disponendo gli = polinomi ugnali per linea e per colonna, ogni
termine della potenza sara un prodotto di 2 fattori, scelli sempre
uno per linea, dappoiché non & possibile che'in un qualsivoglia fer-
mine della potenza si trovine, come fattori, due termint delln stessa
linen, cioe dello stesso polinomio.

Il numero dei fermini della potenza & dnto dal numero delle di-
sposizioni con ripetizione di y elementi (che sono i termini del po-
linomio di base) nd z ad 2 (che & il numero dei polinomi nguali che
st moltiplicano, cioe I'esponente della potenza); esso & quindi o7,

(Questi ¥* fermini si possono aggruppare in vari modi; si scelga
guello delle funzioni simmetriche, si rizniseano cio in un sol gruppo
tubti guer termini della potenza che sono simmetrici, che hanno, ciod, lo
stesso numevo di fattori distinti @ la stessa successione di esponenti,
e che, per vousegnenza, si frovano ripetufi lo stesso nmmero di volte.

Surd allora chiaro che uno qualsivoglia di questi gruppi formera

In funzione simmetrica
(™. .. aM)
che conterra

ﬂ
!
?:.

.
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termini, ciasenno dei qualisara ripetuto un numero di volte espresso da

- g8
Aht. . bt

che si assumerd come coefficiente della funzione.

D altronde, il numero dei grappi e quindi dei coefficienti & dato
dalle partizioni di z, e sara Px.z per ozmi valore di z (da 1 ad Yo
da 1 ad =, secondo che y <z o yZ ) e p._, « 0 P, per tubt'i va-
lor: di 2.

E poi evidente che se

la (67) sara identica alla (56),

43. Le proprietd dei numeri igurati sono mnumerevoli, e nulla
v ha di piu facile che ottenerne delle Iove; esse possono sempre
consideravsi come una consegnenza, sia unmediatumente sia mediata-
mente, della lore legge, o che si assuma la (27) per

2,120,
0 la (37) per
: n=0, i=0,
o la (41) o la (42) per
z=0, y=0,

e €10 succede in generale per tutte Je n-classi aritmetiche; le stesse
proprietd possono ritenersi sia inerenti alla funzione intera, (35),

Fl0 )= 0~ .+ (— 1= 1)t ],

s1a al simbolo

(;r+y)_l+y *t+y 14z gyt
T 1 " e T 1 e vy o

Per alcune proprieta si ha un melodo direito di dimostrazione,
sostifuendo i fattoviali secondo lg (30); cosi, ad esempio, si trasfor-
mano 1n idenfitdk le seguenti:

(1)-€1

\ 4
(l_fn; -V) — (I ;-I_j{._{ ]) ~+ (1 ;—E 1_ 1) . relazione (B),
(-’f’ ‘fg‘ F) (m y y.: — (;)(3 ; -’L') ? relazione (0),

DIEZD=C2L2 ).

SRS 2

=
gy

3
i -
X
I
4
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Se in tutte le formule sinora ottenute per le progressioni aritme-
tiche, si pone, per 2 =0,

od anche

gt ottengono proprietia dei numert figurati.

E se ne otiengono dalle leggi delle combinazioni, dal ealcolo delle
differenze finite, dalla partizione deir numeri, dalle serie rieorrenta,
dalle funzioni simmetriche, dalla teoria delle forme, e cost via.

44. Per rendere piu spedite alcune dimostraziom ulteriori, occorre
stabilire aleune proprieta dei numert figurati, che, forse, non sono note.

Si1 hin:

(m)[z+y)_‘____+(:r+y)[z)=(m}yiz,’l)! (68)

HE & oA

che vale per
x, Y, 220,

Infatti, essa & vera per =10, perché se ne ricava

()4 (2) =025 =07

se x=—1, a1 form lo schema

(EN+ ) bk () 2 (5
SRt B
FL9ed

(

ed essendo evidente che si deve avere ugual risultato, sin sommando
per verticali sia sommando per orizzonfali, i possono ugnaghare

queste due somme e st avra >

L) [ e () () -
=)+ )+ G+ (T =
(-

1 el S

s e

AT T T FINET

L R

+ g AL L .ll=_'.|. ._u__.._-l -“'l Y il '| 'n i-’ -
= - e . _u' s B — i
e T el T wll WL PN : _:'.' - il L i
£ s ' T —. =
=5 = - = — = — gl
A T — i = i

-
T, S
el

o W it T
A TR T s, o

v
= —
] Vi el
ey
C Yy e T

RS s
A

e

.l-. n —x p
N s
- 2
= _a__. e, [ =L AR A
e P
m— L
-

ok Fape
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o
R e o
oy e 1

i
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v
-] i Pl i
- _ r- '-—r'ut.—"-#é- -
= - s g g™ -
L3 =

] " — ~ L .
e =
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che & lo stesso risuliato che si ricava dalla (68) per z=1: si eon
seatn quindl che essa sia vera per 7 —1 ¢ percid, si ﬂbbi.‘;
1 y 3

r—1\(z Ly 2—1= u [z r L
(."E-—l)l 2 )+"'+( .:.-—li.rle):(“ i:rf+ﬁ);
attribuendo ad y @ vadori decrescent

Yyoory Y—, oo, O
s1 formi 1o schema

[ PO T

N 3
l

[

|
B
H
I._.u
. e
—
AT ¥
—

e, s ' f1cali ! |
y sommando per veritcali e per orizzoutali, s ugnuglimo le dne
somme ed allera-si avri )

(;)(3—;; )4—...+ (.rji)(e+;;—.i)+m+ (.r—i—y)(z) _

L

che & precisamente Ia formula (68),
Si ha: 1

Infalli, per la (10)),

X — | — gL pp . o —
( _;.1 ’"— !')___E“ [-_IJJ. [f:‘lhl-I)[e—{—:y )" = ;3)

e quing:

S S
_ “EI;FI)(E_‘T’_.?_:?)(?._’_ ﬁhf)(g)_

-'.1'-"_:‘:.: |
Rt -
eV
RS CaREy |
TRy e

t 2 |
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RO -
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= 1A i
AR i
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ril'i,:.l.'i 'El.
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e I
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H.IFE!mnﬂutMnmﬁirﬂ..-

L

ity —1

!

A

)

r—r—it4-h

p*

” t)(

L—F

1 (*
s (1)

X

b

i

il
S
b
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i

1

)

a
{

I
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)
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ommatorio si annulla sempre

h
al solo ultimo termine, e si ha

f) (-H—

}I
?h

—_—

G

I

|

zr--1
»—

(1 (%

I
)
R
L
e per la relazione ()

|

)

.

-

r—1r-+h

iI

|
!

i
b —r—

nf

)

|
W
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U
e per la (6), » potendo variare solamente dg 0 ad a

I
L i

.—"7

T

1

A

T—r-=h

(—1y

X

b I
--—J[

i}

e

t—r-+I

I

T

i

= =

T—1 4N

I

d & chiavo che il terzo fattore del s
alvo per »=h, e pereid si riduve

ze+1

r— i

— 1 (

1)

(

T

|
i

“1dentitia

)

it

5 ILE,

(— 1y (

= =
—

o

|

(=1}

S1 ha

Uk e

0

a1

)

z

LT}

(v0)

Infatti, essendo

)
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—-Ur(? | -m i J)
)
srehe termini equidistantis inoltire, fer la relazione (C),
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per la (8) e la (36); inoltre, per la (5) e la (36),

(FED = () () (23
2(3)(;)+"'+(§:)(:ui:.)’

e quindi
2T ) e () - L
' kLt B A LR |
=20 G L))+ () (620
== () () 2)
b ;

HER)(S) () e ) () S
MBI BASS e AT

()G |
e sommando verticalmente | j
b ET)

=50 () (G EE D = e (D) 1Y) i

=30 (L)) () e R )

=20 2)EZ). |

per la (10).

45. Si rappresentino con Ny 1 numeri figurati della legge (42) e

con ('EIE Z 1’) ' numeri figarati d'ordine 2, (2= 0); si ponga

NGy =Nust (1)

-1

. . . . ()
e 81 cosbrnisca la 2-classe aritmetica Nxy.
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Essa avra Ia seguente legge:
x=0; v=0; Im,
NEI'I,J? =1] —[— 1;
: dt., i
anz(m;[—z)_}_]; } V)
NEy =N&y 14+ N,y — (m ::T 1) . df.

Infatii,

N;, y = Nj, y—1 —“ NI—I-.T

NI.]" '_I_NI.E — NI,]r—-] _I-N.I.E ‘i‘ NJ:—],}

—{2) (z)
HI.F = I"II-F——J -+ NI-I-F'
ma

(z)
NI—I.} =N1—1.F_Nz-l.:
[z} h z—1
— N, (FETY),

z—1

percid, sostituendo, si ha la definizione della (71); Ia determinazione
e evidente,

(teneralizzando:
za=0; y=0; Im
{25+ e
No.s e -+1;

{I-':lt-li-m-frznll: (I+ 31) Ll (fﬂ —I‘Eﬁ) 41 } dt., (72)

i £

f&y 1wt zn) (Zy+.+2nl () ts
N:,]j = N:, ¥y—1 : NI:-_]; ;I-En] —

- [(‘-"‘:fl“‘l)Jr...jL(“’,'H”_'l)]; af.

r—1

46. Se invece si pone
H{Iir: N Yy X (z i— :1:) }

8 ha la legge:
e=0; y=0; Im,,
Noy=1; ]
Mo —(Ee), [ %
f ¥

(z) (z) T+ 2 o (z)
:Nx.y= NLy—l I p= N:—LT ; AL

Infatti,
NI,}' — NI.}'—-] ‘I— NI—-I, Y

NI.FX_NI,L:NI.]’——] X -N_i...?j —[— NE—-I.}'K NI,I
Ni:‘jj — N.‘iz.}j-] —l‘ NI-—-I.]T >< NI,E '

— R
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wtr—r 4 i
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= e —— i . —
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.
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= .
e
o el
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FHH
. y  (rty—1 (:r~]—z)_
NI-—LFXN':_ ( :E__l J T o
q(b+%—ﬂf+¢;4)w+: r4zﬁm .
- r—1 r-— 1 & x ==Ly,

pereid, sostituendo, si ha ia definizione dellp (73): Ta determinazione

e evidente.

Generalizzando -
T=10); y=0; I,

dt., (74)

Zn -7 ek ) .
. 3\11-]‘.}' - dt

V. — Triangolo delle lifferenze.

47. Date tre quantita qualsivogliano

a, b, e,
le tre ugusglianze

a-1-b=¢

C— =

t—b=q

sono fali che se ne esiste una esistonn tutt’e fre, perchd ciascuna
comprende implicitamente le altre due. Pear valori particolari dei tre
termini, la prima che rappresenta la piu semplice delle addizioni,
colneide eon la definizione della legge delle combinazioni sempliei;
per valorj qualsivogliano, quella che si sceglie delle alire due, e che
rappresenta Ia piz semplice delie sobbrazioni, eoincide con la defini-
zione della legge delle differenze finite.

I due termini 4 o & si possono vappresentare 'nno in funzione
dellaltro per mezzo del segno d'operazione A pero & necessario
fissare il senso di quest'operazione, il quale deve vitenersi implicito
nel segno A. Invero, se si pone, per defimzione,

Aa=b=¢—gq,
Sari un’ conseguenza il porre
Ab=aqa,
6 se sl pone, per definizione,
Ab=a=¢c—b,

- ==

- i e

= -4



PERIODICO DI MATEMATICA. 217

BArd Una econsegdenzu il porre
Ita=§

e 81 vede bene che il senso dell'operazione e & diverso di quello
dell’operazione Ab, & se s ponessero le due definizioni, le gnatiro

egpressioni di ¢ .
a -+ Ao, -+ Ab,

b+A76, a+4Ag,

si potrebbero bens) ugunglrare sia verticalmente che orizzontalmente,
ma non lo si potrebbero diagonalmente, perchd Ad e A2 sono in
generale disugnali e ¢os) pave Ab e A1), Da quesko risultato assurdo
81 conchinde che le due definizioni non possono coesistere.

Delle due differenze che si possono serivere

A — AN a=A'w
:l"cml“bz.llb,

e guindi da fissare solamente lu prima o solamente la seconds, se-
condo che sianc da ritenere dello sfesso ordine 1 doe termini 2 ed g,
ovvero 1 due termini ¢ e b. I due termini che si ritengono dello
stesso ovdine ed il terzo, rappresentato per mezzo del segno d’'ope-
razione A e guindi d'un ordine che & waggiore dell'altro di ununita,
vineolati cosl come sono dalle tre ugnaglianze, formano un triangolo
elementare delle differenze, cioe un triangelo dordine uno.

Se & dato uno solo dei tre termini, in particolare A, & chiaro
che uno degli altri dne s pud scegliere ad arbitrio ed il terzo sara
determinato in modo unjco.

Supponendo che dee termin rappresentine in genevale due diffe-
renze dello skesso qualsivoglin ordine ¥ la loro differenza si potra
sempre rappresentare per mezzo del segno d'operazione A e sard
d’ordine y 4+ 1; cosi, se

¢c=AVp
a=AYgq,
s1 ha
¢ —a=A"p— A'g= ) (AY g) = A*#H q -

Dalla definizione
Ata=5b

A b=n,
A'A™ = A A = A0,
e da questa e dal risuliato precedente
AAY = Av#?

che si pud assumere come definizione per qnalsivoglia valore in-
tero di ¥, si ha, indukbtivamente,

AY A — A= AY — AT+ :

g1 La
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ed in generale, per
al!"'!mﬂ:%ol

qua!nnqﬁe s1a la permuthzione delle & che s scelga fra Je n! possibilj,
Am, Aoy = Ay tota, x ﬁﬁ]

48. 1 tre termini d’un triangolo elementare si pOSSono rappresen-
tere in fanzione d'un solo, perché ammessa la definizione

Ala=5},

sl ha
a=A"g
ce=A"a+A'a.

In tal modo dei tre termini 81 esprime come somma solamente il

termine ¢; ma & opportuno potere esprimere come somma eiaseuno
del due termini b e ¢

S1 ponga percid, per definizione,
ge=A7A"a

. Uj=ﬂlﬂ-‘—ﬂuﬂ,
€ S| avra

b__-‘-'-'u 1' o}
= E’-‘-’u _" 1 »
Con cid il triangolo elementare avra la doppia forma:

A%a, A’a-A'q, 0o, 2%0 64,

ﬁ] i, . To = J1 (75)

e la somma dei due termin; dello stesso ordine eol segno dopera-

zione A sari
at+c=20"a-}-A'q,

e col segno d'operazione o

a-tec=30y-} g, .

L/unlteriore svolgimento di queste due reinzioni conduce a stabilive i
due metodi generali per la somma delle polenze simili dei termini d'una
qualsivoglia progressivne ari tmetica, e si vedrad in seguifo come puod
giuskificarsi V'affermazione che sono solnmente due e solamente questi.

49. 11 modo pia semplice e piit generale di rappresentare, senza
individuarla, una qualsivoglia suceessione dj quantita, d'un nomero

finito od infinito di termini, & certamente guello di assumere come

simbolo di essi, il numero d'ordine con eni 51 possono contraddistin-
guere e quindi fissare Invarinbilmente, dopo di aver confraddistinto
col numero d'ordine zere n qualsivoglia termine, scegliendolo come
prino; e se si conviene che la variabile z possa assumere tutli e
solamente i valori, essenzialmente interi, della serie naturale dei nu-
meri d'ordine (successione (A))

— Q0 ...,H1101+1:--' _l_m?

]
1
!

A
|

S L T

T

" gl mE —
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un valore di z individua, nella successione, gnel termine che con-
{raddistingue, e la totalita dei valori che si possono attribuire ad z
rappresenta, senza individuaria, quella gualsivoglia sucecessione.

Occorre perd distinguere dne casi; i termini della successione
possono essere vincolati da una legge, necessariamente di primo
grado, e possono essere o considervarslt come del tutto indipendenta
I'ano dall’altro; nel primo easo Ia successione si rappresenta col
simbolo

1]

che & quello d'una qualsivoglia I-classe aritmelica, e nel secondo eol
simbaolo
(z).

Il caleolo delle differenze finite si applica al secondo simbolo &
quindi, impliecitamente, anche al primo.
50. Se per tubt'i valovi di 2, da — o a —+ o, si pone, per defi-

nizione,
Al (z)= A"z + 1) — A" (),

le due successioni A° @ A" sono tali che se & data la prima, la seconda
& appieno debterminata, e se invece & data la seconda, per determi-
nare la prima & necessario e sufficiente assegnarne un qualsivoglia
termine; dappoich® ogni triangolo elementare & formato di due ter-
mini della prima saceessione e di uno della seconda; e per la stessa
ragione, se 1 valori di x sono in numero fivito, il numero del fermim
della seconda successione & minore di un'unith del numerc dei ter-
mini della prima.

In generale, se per tuit'i valovi di z,da — o a +— o, e per y =0,
si pone, per definizione,

AFF () = A¥ {2+ 1) — A% (2)

le y -+ 2 suceessioni A°,..., A" sono tali che di due qualsivogliano
consecuiive, se ¢ dula guella d'ordine minove, Vallra & appieno de-
terminata, e se invece @ dala questa, per determinare quella, & neces-
sario e sufficiente assegnarne un qualsivoglin termine.

Occorre osservare che falvolta quel qualsiveglia termine che &
necessario e snfficiente assegnave, si deve scegliere fra gquelli d'una
sugcessione prestabilita, e talvolta invece la scelta pud essere del
tutto arbitraria; anche In guesto case viene & costruirsi una sncces-
sione che ha per differenza la successione data.

La definizione posta si pud ammettere anche per y <0, e s1 pud
quindi considerare in tutta la sua generaliti il simbolo AY (x), avver-
tendo che 1l segno A¥ si riferisce sempre alla successione (x) e che
si pud sceglieve come prima successione quella che corrisponde ad
un qualsivoglin valore di »; talvolta perd pud essere opporiuno sce-
gliere come tule quella che corrisponde ad y—=0.
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Se i valori di z della Prima suceessione sono in nomero finito,
al diminuire dell'ordine delle suecessioni 1l numero dej termini cresce
di un’unith per volta, ed al crescere dello stesso ordine diminuisce dj
un'unita per volta e quindi si arrivera ad on’ultima successione che

6 formata di un salo termine.

1. Bi possono dopo cid considerare tre tipi distipti dj Z-classi
avitmetiche delle differenze finite & se ne possono stahilire le leggi.

Prima legge:

A° (J‘.-.J = (o) ; . .. ,:ri" (2y) = (w,) ; dl., (77)

AY () = A" (x4 1) — A (z); df.

I valori della variabiie &, In namero finito, sono consecetivl nel
campo di varinbilita della serie naturale dei nomer d'ordine, o la
variabile y ha tanti valor; quantl sono guelli della . La determi-
nazione & data dalla suceessione d'un numero finito di Germini
{Zo), . .., () che si sceglie come prima. Tubt'i termin; delle altre sue-
cessioni, fino all’ultima che & formata del solo termine A ig) in cui y

L ]

ha il massimo valore, si costruiscono con la definizione. La 2-¢lasse

e limitata in tutt'i gensi e consta dj (?i ) termint, non essendo

possibile costruirne alenn albro; essa forma il triangolo d'ordine y
delle differenze del termine A" (x,).
Secondn Jegge: |
e=0; v=0; Tm.,
A® () = () ; di., (78)
AY (1) = &% (2 4- 1) — Ax— (x); df.

La determinazione & data dalla successione () d’un numero infi-
nito di terminj; Ia definizione & guella stessa della prima legge. Se
la variabile 2 puo estendersi all’ infiniio solamente da una parte del
campo dij variabilii, occorre resiringerne la limitazione. Questa legee
comprende lu prima.

Se per un valore fissato d #, 1 valori della suceessione A¥(x) sono
uguali di s in s, in modo ele essa abbia ¢ valori distinti, allora ()
& per definizione nna progressione aritmetica d'ordine n el a periodo
costante di ¢ termini: e se §==1, s1 ha 'ordinaria progressione aritme-
tica d’ordine v, yel qual easo & sempre

A ) = A ()= ... =0.
Terzu legge:

r=0; y=0; lin,,
@)= (a) ; [ .
A7 (w)=a,;. .. P ATY (2y) = ag; | at., (79)
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