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Una leggiera pressione fatia sulla detta asticeiola, # bastata per
segnare 1l punto sul muro {(piede del gromone).

2% L'altezza dello gnomone (distanza del ecentro del foro dal
piede), venne determinata nel segnente modo. Premesso chie il eilin-
dretto, del quale abbiamo fatlo parola sopra, & sezionato lungo il
sno asse 1n modo da laseinre scoperte la meta dell’nsticeicla per un
tratto di eirea 15" in corvispondenzo del foro gnomonico, si sono
fatte dne intaccature, sull'asticeiola stessa, per mezzo di una picco-
Hsstma lima piatfa, a taglio finissimo, mantenuta per tutia 1a sna
estensione bene aderente successivamente alle dne faccie del diseo.

Per mezzo J1 un compasso n verga si presero, ccn intta preci-
sione, le distanze dalla estremitd acununata dell’asticeiola a cia-
senuna delle due intnecature e se ne ricavod il valore in millimetr
riportando le dette distanze su di una riga dobtone, di un metro di
lunghezza, divisa in centimetiri e con divisioni a secala ticoniea, in
modo da permetbtere di valuiure il decimo di millimetro. Dalla se-
misomma der due valort trovati risulto l'aliezza dello gnomone
eguale a 238 5.

Osserrazione. — 1 resultati delle due precedenti operazioni sono
della massima importanza e quindi debbono essere determinali colla
maggiore precisione possibile.

3% Il piede dello gnomone si assunse come origine di un sistema
di1 assi coordinatl I'nno verlicale, che =1 traceid col sussidio del filo
a piombo. (*) e l'altro orizzonlale di cui si individuarono due punti
per mezzo della nota costruzione del tracciamento della perpendi-
colare ad una retta data (la vertieale) in un punto assegnato (il
piede el gnomone).

II. — OsservazioN:
PER LA DETERMINAZIONE DELLA DECLINAZIONE DEL QUADRO.

4. Per queste osservazioni non si deve far altro che segnare sul
quadro, a varl 1stanti di nnr stessa giornata e colla maggiore preci-
stone possibile, 1 centri der cerchietti luminosi, immagini solari del
foro gnomonico. Per maggiore precistone si & preparato un dischetto
d1 ottone, di sottilissimo spessore, con un foro centrale di poco piit
di 1™ e si & applicafo esattamente, con della cera, lungo il hordo
taghente del foro gnomonico. Questo dischetto potrebbe anche es-

') Per evilare che il corpo de! piombine impedisea al filo di essere aderente al muro. ai pui
togliere l'intonaco per una strisvin orizzontale Inrge pochi centimetri. ol disotto del quadro. af-
Tnche possa trovarvi poste |l vigonfiamento (8l piombine stesse,

Ad inviduave la verticala polrebbe nnehe hastare 'ombra solnre del filo projetiata sul guadro,
ma b tal easo bisegna essers sicuri elie il gnadro stesso sin perfeltaments verticale e non pro-
seinil delle ondulazioni. sienn pure legeiere,

I ity a piowbe, pui, invece #he allp wmans, PG essere caccomandato ad un regelo poesglanta
sn e chiodi al disopra del quadro o deve poler szorrero facilmente su 47 esse in mode dg in-
dividuare ana vertieaiz in un punte qualungue del quadro,

B 1 [ T
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sere ritagliato da un cartoneino sobtile, ma, in ogni caso, I'upplica-
zlone non savd mai fatta sulla faccia anteriore o posteriore del disco
che altrimenti I'altezza dello guomene verrebbe ad aumentare o a
diminuire dello spessore del disco stesso.

Notati coll’orologio gli istanti corrispondenti alle diverse osser-
vazioni e condotte, per mezzo del piombino, le verticali per diversi
punti segnati, potremo subito ricavare, col sussidio del compasso a
verga e colla riga a scala ticonica, le lunghezze delle coordinate z
(contate lungo Vorizzontale) ed ¥ {contate snlla verticale). corrispon-
denti ai vari punt.

Dopo cib si potrebbe passar subito al caleolo della decliniezione
del muro; ma prima saranno utili le seguenil avvertenze,

1*. Invece di limitare le psservazioni al numero streitamente ne-
cessario, sono stati segnati i punti ad intervalli di 7 od 8§ minuti ;
1 quali punti possono servire al traceiamento dell’iperbole di decli-
nazione corrispondente 2l giorno della: osservazione. S intende che
questa operazione non & punio necessaria. ma puo essere utile per
controllave l'andamento delle due iperbole dei segni, che comprendono
quella ottenuta sperimentalmente, e che vengono dedotfe per mezzo
del ealecolo, come vedremo a suo tempo (n. 15 e seg.) basandoci sugli
elementl numerici fondamentali dell’orologio solare.

2" Gl istanti delle osservazioni precedenti, anziche mdipendenti
fra di love, sono stati presi a coppie in modo che i due di nna stessa
coppia differissero per un egnale intervallo di tempo dall’ iskante del
mezzogiorno vero rispetto al quadro. (*) 1 facile, senza hisogno di oro-
logio, determinare quanie copple si vogliono di tali istanti. Infatti,
possiamo itntanto, anche da una superficiale osservazione del modo
secondo 1l quale resta illuminato il quadre fino dalle prime ore del
mattino, riconoscere subito quale posizione avid, presso & poeo, la
linea del mezzogiorno vero del quadro.

Segnall allora tre o quattro punti dell"immagine solare del pic-
colo foro gnomonico, nelle ors che precedono il passaggio per la
subslilare, si deseriveranno, col ceniro nel piede del gnomone, delle
circonferenze concentriche passanti pei delli punii e si segneranno
nelle ore posteriori al passaggio per Ia substilare, i punti di guelle
immmagini nel momento in cui tornano a cadere sulle eirconferenze
predetie.

La eovnoseenza di queste copple dt punfi, olire essere utili sotto
laspetio amalifico, come fra poco vedremo, pro servire ad indivi-
duare grafiecnmente la substilare, che, come & noio, deve essere bi-

)

(%) Chiamo eon questo nome !'jstante che sogna la meta dell’ Intervallo di tempo durante il
quale rimane ifinminato il goadro in une stesse giorno, indipendenlementie, 5 intendes, fineli osta-
evli terrestni chie poasono impedire questa illuminazione. Tais istante si identiflea col MEZZ0E.
¥ero del Inogy terr=stre di cw l'orizzonte & paralieio al mano del guadro,
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secante di tulii gli archi di eirconferenze determinati dalle diverse
coppie di punti corvispondenti. ()

Se le vsservazioni e le operazioni grafiche sono state bene ese-
guite, le bisecanti anzidette debbono coincidere, sensibilmente, con una
unica refta che & appunto la substilare: ma porche la declinazione
del Sole varia durante una stessa giornata, guesta coincidenza non
puo essere, almeno teoricamente parlando, perfetta; infatti ali’atto
pratico si & trovato una piecolissima divergenza fra le dette bisecanti,
la quale non poteva dipendere che dalla causa ora aceennata.

3 Per quanto, una volta conosciuta la declinazione del quadro,
si possa facilmente determinare la posizione della linea meridiana,
tuttavia & uiile di segnave direttamente guesta linea (specialmente
quando si offrono alcune circostanze favorevoli) pel fatto che essa
pno servire, o almeno concorrere con altre osservazioni, ad una
pit precisa determinazione della deelinazione del muro. Elemento
indispensabile per questo tracciamento & la conoscenza dell' istante
de! mezzogiorno vero.

Accenneremo orn alle operazioni fatte per la delermmsazione di
questo istante e pel tracciamento della meridiana,

«) Si determind dapprima la differenza di longitudine, Villa Pal-
mieri-FParigi, nel modo seguente:

Diff. di long. Osservatorio Astr. d'Arcetri-Pavigi . . 8° 55 06" (9)
n w» » Villa Palmieri-Avcetri . . . . . . _ 1 26 ()
» = » Villa Palmieri-Pavigi . . . . . . . & 5§ 32

Gli ultimi due valori, tradotti in tempo, danne

126" = 54,73 e 8° 567 32" = 35 46°, 67 = 0" 5963.

) Determinazione dell’ istante (espresso in tempo medio dell’ Eu-
vopa centrale) del mezzog. vero a Villa Palmieri, il 15 gennaio 1910
(giorno dell’osservazione).

Ora in b m. di Parigi nell istante del mezz, verc. 12" (9w 44s93 (*)

Correz. per la diff. di long. Villa Palmieri-Parigi, — 32 (")
Ora media jocale a w. v, di Villa Palmieri . . . 195 (9o 43° 71
Uorrez. per la riduz. all'ora media dell’ Eur. Centy. 14m 528 97 (®)

Istante in &.m. E. (. del m. v. a Villa Palmieri , 12" 24m 3¢+ 68

('} Questo procedimento per traecisre |n substilars. & lasntico a quello uobissimo che s1 naa
per determinare la meridiana su di un $nno orizzontale,

("} Dalla Connoissance des temps, 1010,

{*] Dalla carta dei Dintorni di Firenze, ton procedimento sosloge a quolle temule per la ds-
terminaziones delln latitudine.

(*) Vedi nota (2).

(*) Questa eorrezione & data da (=871 X 0,5963. in eui 0-,871 & 1a variazione oraiia in asc, rera
dzl Sole, fornita dalla Comnaissance des tempes.

(°) Gueste correxione si & ottenuba da quella relativa ad Arcetri, che & @i 14m588.70 (V. Elam,
Astron. pel Calendario dell'anne 1910 ealenlati dal dotf. B. Viamo. Pubhlions. de]l R, Dsserv. aslr,
0i Areeirl), diminnita delln differenza di lopgitudine Villa Palmieri-Areely (52,58).
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¢) Per una precisa indicazione di questo istante, si & fatto uso
di un buon cronometro Longines (con lancetta cronografica) del
quale potd essere determinato lo sialo con sufficienie precisione,
perche dal ponte, innalzato per la costruzione dell’orologio solare,
s1 vedeva il lampo del cannone che si spara, dul Forte 8. Giorgio,
per la segnalazione del mezz. medio dell’ E. C. a Firenze, e perche
dall'Osservatorio astronomico di Aresebri veniva gentilmente comuni-
cato telefonicamente (subito dopo lo sparo) la eventuale correzione
da apportarsi alla detia segnalazione.

La correzione del eronometro nell’istante del mezzog medio del-

I'E. C. risultd deberminata come appresso:

Istante 1n eul si & laseiata libera Ja lancetta del

cronograto . . . . . . . . . . . . . . . 1I"35™00°00
Istante segnato dal cronografo gquando st & wdito il

L T ) Lt 20
Correzione pel tempo di propagazione del suono (%), — 13535
Errore neilo gparo del cannone (®} . . . . . . . 00* 00
Istante segnafo dal eromometreo al m. m. E. C. . . 12202™30°85
Uorrezione del eromometro . . . . . . ., , . . — 92m30885

Per la determinazione dell’ora segnata dal nostro cronometro nel
momento del passaggio del Sole al meridiano, si fecero le seguent;
riduzioni : '

Ora dell’E. C. a mezzog. vere di Villa Palmieri . . 12"24w 36 68
Correzione del cronometro . . . . . . . . . . 2m.30% 85
Correzione per I'andamento del cronometro (Y). , 03
Ora che deve segnare il cronometro al m. v. - . . 12427w (7% 56

Dopo questa deferminazione si aspettd 'istante in eni I'orologio
mdicava 'ora precedentemente trovaka, per segnare sul muro, enlla
punta di un lapis, il centro del cerchietto luminoso.

d} Dal punto ora segnato si condusse, per mezzo del filo a piombo,
la vertieale (meridiana) di cul il prolungamento determina sulla sub-
stilare, un punto che & il ceniro orario.

(Y] Una bassa caligine impsdl di scorgere il lampo del cannona. in previsione di questo nel
gorm precedenti, di tempo pin elilaro, fo determinsts eolla csservaziona diretts il lempo impie-
gato dal evono o pereorrere la disianza, Forte S, Giorgio-Villa Palmieri e 7 resultati coneordg-
roun abbastanzs beue ¢o) valore ¢ 13440 dedotto dalla divisione di 4340m [distanza fra i doe laogli]
ricavata dalia earta dei Diatorni di Firensza), per 340m, ossin per la velociid del suono nel caso
di aria ealma come era appunto nel giorpe delle osservazioni.

(%1 Comuuicazions avola dall’Osserv. 4" Artateol,

() Sapendo ebe il eronometro mecelera 2» al giorno, si & otteunia questa correzione dal pro-
doito 2» :{ 1,017 in eui il seconde fatlore nom ¥ altre ehe I'istervallo di tempe 24236965 (Tra ii
mezreg, medio o guelly vero) ridotto jn prrti deetmall A1 giorno. Per gueste nduzionl 81 ricorre
alle appasite tavole, per es. a quelle che ai trovano io fonde alln Comigizamnce.

E quasi snperfluo I'osservare che questa eorrezione & data gui per presentare in modo com-
pleto 'esalia delerminazions di un islanle, perohe pel ¢aso nostro non puo avere alcons 1nduenza
sénsibile sul resultate finnle -
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Questo punto, pel qnale passano tutte le lines orarie, rappre-
senta anche Iintersezione del quadro colla direzione dell’asse del
mondo condotio pel centro del foro ZHonmonico.

Quando si volesse segunire il metodo grafico, si avrebbero ora
tuthl gli elementi sufficienti pel traceiamento completo dell’orologio
solare, ma non si raggiungerebbe cos quella precisione che pud
essere conseguita coi procedimenti di caleolo che conkinueremo s
splegare.

IIl. — Carcon! RELATIVI
ALLA DETERMINAZIONE DELLA DECLINAZIONE DEL QUADRO.

5. La conoscenza delle coordinate 2 ed Y, eorrispondenti alle
varie posizioni del centro del cerchietto luminoso, & sufficiente per

deferminare la declinazione ¢ del quadro seguendo il melodo che
0ra espolremao.

Sia (fig. 2), SWNE l'oviz®ute; SZNZ' il mevidiano; ZWZ'E il
piano del guadro che, come apparisce dalla fignra stessa, presenta
la. declinazione d verso West; PP’ l'usse del mondo; GG -— a, ['al-
tezza e G’ il piede del gromone pel quale passano 1 due assi XNed Y
& cui si riferiscono le posizioni dei vari punti del qnadro.

S1a ZPA 3l tréangolo di posizione velative ad nna delle OSSErva-
zioni per la determinuzione della deelinazione del quadre e guindi
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AGT la direzione del raggio solare che passando pel foro gnomo-
nico determing i cerchietto luminoso, le coordinate del centro T

del guale sono » e Y.
Dalla figura si vileva facilmente che

d=8ZW' — 90" — [ 87D 4 DZW" | — 900 — | Ac+ Ay} —90° (1)

avendo indieato con A. I'azimut del Sole e con A, I'angolo che il
verticale del Sple fa col quadro.
Dalle note formule di trigonometria sferica si ha intanto che

a /.r.-us-,}r(z+¢)+a;se..4_u.(z+:p)Ha: 5
cot §A,= sen-;-{{zr—qa)—]—ﬁ}uus—é{[z-—q:)-—ﬁl (2)

nella quale solamente v {latitudine del luogo) & conoseiuta, mentre 5
e 2, che sono rispettivamente lg declinazione e la distanza zenitale

L=

Fig. 8,

del Sole nel momento dell’osservazione, potranno dedursi, la prima
dalle effemeridi astronomiehe toll opportune correzioni, e la seconda
dalla conoscenza delle coordinate z e 7 come fra poco diremo,

Per determinare Ay 81 osservi la figura 3 la quale, insieme ad altre
linee che considersremo in segmto, contiene, sufficientemente ingran-
difa, Ia parte della figura 2 che si riferisce al raggio solare AGT e
alle coordinate « y del punto T,

E facile ora vedere che I'angolo A, (fig. 2) ha la stessa misura
dell’angolo piano GNG’ (fig. 3) il quale pud ricavarsi dal triangolo
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veftangolo GG'N (di cui sono noti 1 catett GG =4 o &’
del puntp T misurato suyj muro) mediante I relazione:

g4, =tg BNG'= 2 (3)

La distanza zenitale Z si ottiene dg) triangolo FNT, rettangolo
in N, per mezzo della formnla

NG a
tgzzT YysenA, - ()

Per il caleolo g; 5, corrispondente all'istante de]l'naservazinne,
Si & prima ricavatg dalla Connaissanee des temps, pel giorno 16 gen-
naio, il 3 gj mezzog, medic dj Parigi e si trovato il valpre

— 21° 03’ 08, 1.,

S1 & ricavato inoltre quello della variazione oraria (28%,03), indi si
6 fatbu la correziones corrispondente all intervallo d; tempo che corre
dal momento de] l'osservazione al mezzog. medio dj Parigi.

Nelia tabella seguenie sono riportate le ore delje OSservazion;,
la loro riduzione allora media g; Parvigi, lu correzione da appor-

tarsi alla declinazione 6 ed i valori 2 eg ¥ delle coordipate misu-
rate sul muyp,

latant; della CEIEYVAZion| in..

Diffsrenza Declinazinne Coordinate
dal AEZE0g, ned,

Lo, dell'E, [t.m. di Parigj Wi Parigi LCorrezione (Val. eorretip x Y
= 10" fm bl 1 5m —2bis5m—=__ 4, [ B e o T NP4 252 Zipam 9| 125mm &
Iy =11h flw T0h 15m — i eM= k7w _ 48" 1 — 21908572 — 185mm 0 Y2 Tmm 7
fz =12k 24m,(37+) 11 34m — U Bim=__ pj Bm — jory | 21"03'90,4] — J0mm 4| 18 5mm 5
ty = T4b | 7m 184 8fm — 18 gfm — -— 1h §fm] o H9 - =192 9g 3 - 92um () | 10mw 7
tz = 15h3pm 14bgim —2hgsm = + 21 T5in -1’ 1Py = 21“1}]'51,1} -1 Eﬂﬂ'ﬂ”’,ll ignm j

6. Bd ora siame m grado di effetiuare i ealeol; velativi alla pi-
cerca della declinazione 4 del quadro, ¢ Pl questo determineremo sye-
Cessivamente i valori forniti dalle relazioni (3}, (L), (2), (1), assumendo
Per 5, z ed y i valori Op» &y, YaChe nella takbella precedente coppi-
Spondono a ¢, ¢ ricordando che @ =288"" 6. 11 ealecolo PUG essere
disposto come segue:

log @ = 2,46030 lge= 248030
Colg op = 1,53300 colg o =  7.900%2
lgtg A, = 0.01330 colg sen A, == 0,14392
]BD — ﬂ“ — 451“ -}3’ 'Ulj' Ig tg 2N = D,ﬁﬂ'{&‘i

A, = 184°07 0y 2= 72° 87" 99"

N coordinata X
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Z0 = 72987 20" sp=— T72'3T7 407

p— 45 47 4B o= 43 47 48

zZo+p= 116 25 06 p — P = 28 49 4

=== 21 4 25 fo—=—321 4 25

(20 +t0+B)= 05 20 41 (y—2+h)= 74529
Moy t+e4-8)= 47 40 20 Ieo—p+8) = 3 52 45
(2o +9—%)= 137 29 31 (20— —8) = 4% 54 19
Mz +p—8)= 63 44 45 Flam—o—%)= 24 47 0B
lgcot i(z, + ¢+ &,) = 9,B2825 1A= 1721 407
lgsan 3z, + 9 —3,) = 9,96941 A,= 3443 20
colg cos § (2, —p—7%,) = 0,04258 A,= 134 07 00
solg sen } (2, — @ +5,) = 1,16972 Ac+A,= 99 23 40
lgcol® 1 A, — 1,00994 — 90 00 00
lz cot & A, = 1,50497 = 9 25 40

N.B. — Nell'uso delle tavele triganometriche si & semprs faito 'arrotonda-

mento alle decine di secondi.

In modo analogo si trovano i valori di d peri valori di 3, x ed ¥
corrispondenti a i, £y, 1.. '

Noun si ealeola collo stesso procedimento il d, che pudo dedursi
dai valori di 8:, 22, y. corrispondenti a f;, per la ragione seguente.
Losservazione nell’istanle fa, & quella dal passagegio del Sole al me-
ridiane, pel nguale si ha

23—+ &=,
e quindi dalla (2) risultera

cot+ A, =

ossia A, =10, c1d0 che st deduce anche a priori. Ma dalla (3) si ricava,
essendo & negailvo,
A,= 180" — GNG’
e dalla (1)
d=90° — GNG

ossia, poiche nel caso attnale N si identifica con M (fig. 3), & con-
clude che

d =)' — GMG = MGG' =

L]
-

SRR

In conclusione si pud dire che dalla sola (3) o, cid che & lo shesso,
dalln precedente, si pub suobito avere la declinazione del guadro
quando si faccia l'osservazione nell'istante del mezzogiorno vero e
a1 misuri la sola ascissa a..

KEiseguili i ealeoli, in conformiti di quanto precede, per le altre
gquatiro osservazion, diamo qui appresso 1 valori brovali per d, in
corrispondenza dells ore di osservazione, iusieme alla media di quest
valor: e agli seostamenti di eiascun resullato da quesfa media.




PERIODICO DI MATEMATICA. 109

Ora dell'osservazione Valore di d Scostamento
i. m. dell'E, C. dal valer medio
108 g 9823 40" — 28" 24"
18 g 910 10 — 41 54
121 24™ (37%). 8 54 20 -+ 2 1#
140 17m 10 41 10 -+ 49 D6
15" 36™ 1011 00 + 18 56

Valore medio 9932 04~

Questo vulore medio di ¢ & quello clie @ stato adottato in tulti
i culeoll suceessivi,

Non vogliamo perd tralasciare di fare aleune osservazioni. Le
ultime quatbro determinazioni si riferiscono ud istanti che sono due
i due ad eguale intervallo di tempo dall’ora corrispondente alla
snbstilave, ()

Della primna osservazione maneca la coningata perché guesta non
avrebbe potuto effettunrsi che in condizioni troppo sfavorevoli,

Li valore di d, dedotto dall’osservanzione menrtdiana, 'abbiamo
itrodotto vel ealeolo della media come tutti gli alkel, ma veramente
sarebbe stato piu ginsto attribuire ad esso un coefficiente maggiore
deil'unita, pevche tutto fa vitenere che il 4 da essa fornito sia assai
piu attendibile degli altri. Tuttavia differendo la nostra media di
pochissimo dal valore corrispondente all’osservazione meridians, ab-
biamo preferito conservare il coefficiente uno a questo valore, subi-
toche non sarshbe stato agevole valutnrne il grado di attendibilita,

Le differenze, piutiosto sentite, che presentano 1 4 corrispon-
denir alle varie osservazioni, sono da atbribuirsi. anzilutio, alla na-
tara delle osservazioni stesse le quali, per guanto accurate, sono
tuttavin di carattere sempre troppo grossolaun per poter pretendere
una buona concordanza nei risultati.

Per avere un'idea del come possono manifestarsi ls ivergenze,
facciamo un breve esame degli errori da cu possono essere affetfi
zli element: fondamentali v ¢ & e quelli di osservazione ¢, £y Yy Sl
quali fubti si basa il caleolo di 7.

I valovi di 2 e B possono ritenersi eonosciuti con preeisione pin
che sufficiente per il genere di osservazioni in cui debbono essere
adoperili.

Non cost pubd dirsi di a e pii specialmente di « ed y le quali
ullime possono visultare affelto da errori tali da produovre differenze
molio sensibili nei risultati, Infatti, gli ervori nella valntazione di g
Possono provenire solamente dal difetto di perpendicolarita, rispetto
al muro, dell’'asticciola metalliea (n. 3, 1°) e dalla misura della por-
zione utile delfusticciola stessa.

(') Brsia infalli csscyrvare che l'orn fella gubstilare & (v, w. 10, 130 560 96- dj lemnpo medio
locale, & guindi 120 Sew 28« 4 24m 87 = 190 im0 i f. o dell'E, O
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Oca la prima causa di errori & trascurabile, perche i) difetto di
perpendicolarita non sard mai cosi grande da produrre una diffe-
renzé apprezzabile nell'altezza ¢ dello gnomone: la seconda & pure
da vitenersi molio piccola subitoche i rvisultati di ripetute misure
hanno condotto allo stesso valore per la detta altezza.

La valufazione di z ed 4, invece, & soggetta a molteplici eause
di errore dipendenti:

I°, dalla non esatta perpendicolarity dell'asticciola snddetta che
pud far variare, in modo abbastanza sensibile, i valori di a ed 1,

2% dalla non perfetta orizzontalita dell'uno o verticalita dell's|tro
asse coordinato

3, dal non essere il quadro perfeltamente plano;

4° dall’arrvorve di apprezzamento del ceniro del cerchietto luminoso;

9", dall’errore commesso nella misura della longhezza delle coor-
dinate:

6°, dal fenomeno di rifrazione ntmosferica. &)

Si deve inoltre osservare che I'errore commesso negli elementi fon-
damenfali ed in quelli di osservazione, ha influenza piii 0 meno grande
anche la scelta dei momenti in cui si effebtuanc le osservazioni,

Dopo quanto precede si presenta in modo naturale lo sindio delle
due questioni:

1, determinare 1'influenza che sul valore di ¢ ha 'errore com-
messo in uno dei dati di 0SSCrvVazione;

2°, determinare gl'istanti pi1 propizi per le osservazioni, affincha
gl errori ivi commessi inflniscano nel minor modo possibile snlla
valutazione di 4.

7. Per risolvere tali quistioni & necessario ricorrere ad alcune
formule differenziali che ora esporremo.

Partendo dalle relazioni gemnerali di trigonometria sferica della
forma

€oB@ —o0o0s b cosc +send senc Cos A ,

differenziando nella supposizione ehe tutie le lettere sieno altret-
tante variabili, effettuando poi aleune trasformazioni per mezzo di
altre formule, ciod di quelle della forms

cos & sen b — sen ¢ cos b cos (0 — sen ¢ cos A,

¢ facendo infine le opportune riduzioni, si giunge alla espressione
differenziale

@@ =cos C db-} cos Bde-sen Bsen¢. dA

e cos C A
sen B sene¢ sen B sen e te B sen e

da cui:
dA —

de.

(Y) L'affetio delln rifrazionme, come 5 noto, B Lanto pitt sentito sullangolo orariv guante pils il
Sols & lontane dalla pesizione meridiana,
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Ora, se nel nostro triangelo di posizione, che apparisce nella fi-
gura 2, poniamo A, B, C rispettivamente nei vertigi Z, P, A, avremo,
sostituendo gli elementi di questo triangolo nella formula precedente,

1

. cosf 1 2
2 = sen p sen z 49 sen p sen 2z P tg p sen 2 g )

Diffevenziande Ja (3) vol rignardare come variabili tanto la
quanto la ¢ avremo

1 1
cos® A, @A, = pc: (eda — ady)
da cui
] z rda — ady
ﬂ!ﬂ.? _— _'-;3 [Idﬂ? — ﬂ‘!d-’f-) a’ _f_ x: HE_P' = - [ﬁ)

Difterenziando infine le (1) e tenendo poi conto delle (5) e (6) ab-
biamo:

1 COR {
- T T 2
dd=dA,+dA, = sen p seng ” Sen p sen 2 6P+
1 rita — adx
1 e
' tg psenz o a’ -+ a° (7)

la quale pud vappresentare, approssimativamente, 'errore da cui
risultera affetto il valore della declinazione del quadro in funzione
degli errori commessi nella determinazione della Jatitudine del Inogo,
della distanza zenilale, della declinazione del Sole nel momento del-
Fosservazione e della coordinata ¥. Supponendo determinata la de-
clinazione del Sole e Ia latitudine con precisione tale da poterne
ritenere trascurabili gli ervori, la relazione differenziale precedente
puo ridursi a

T — 1. By ) ad.r Tl
tgp senz

| $E+ﬂ2 $E+ﬂﬂ (8)

la gquale mostra che le osservazioni meridiane possono condurre ad
errori rilevanti nalla determinazione di d, perche, essendo, in tal casa,
'angolo parallattico p molto prossimo a Zero, un errore, anche pic-
¢olo, in 2z, fa acquistare upn valore mollo grande al termine

1
W psenz

dz.

Infatti, applicate le formule (1), (2), (8), (1) alla determinazione di d,
secondo il modello di ealeolo gid adottato, si troverebbe

d=2956'20"

valore questo notevolmente differente da quello gia deferminato.
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Dal secondo termine della formula precedente apparisce ehe uno
stesso errore commesso uslla valntazione di a, fa sentire maggior-
mente la sua influenza nelle osservazioni molto prossime all'ora

corvispondente alla substilare; in tale orn in eul si ba # =0, 'errore

; . . : : CR!
raggiunge 1l valore massimo espresso. in valore assolute, da = Per

dr=1"" I'errore che si riscontrerebbe nella declinazione del quadro
sarebbe di

58,6 12 crres:

ls formula stessa mostra pol ehe do e dd variano in senso conirario,

Il momento pi propizio per I'osservazione savebhe quello in cui
1l Sole passa al [° vevtieale, perche allora p» vaggiunge 11 valore
massimo e anche un errore commesso nella valutazione di x ha pure
minore mfluenza che nelle orve successive,

K anche preferibile che le osservazioni vengano futte in giorni
viem! al solstizio esfivo, perche oltre potere allora profittare delle
osservazioni dei passaggi al 1% verticale, si ha anclie la circostanza
iavorevole che essendo le ombre pia lunghe, e guindi pin rapido lo
spostamento delle loro estremitd, le coordinate x ed #, possono es-
sere valntate con maggiore precisione. Ma a nei non {u consentito
di poter rimandare le osservazioni a questa epoca pi propizia.

§ 3. — Determinaziome del centro dell’orologio.

8. Questo centro, come & gih stato accenunto, trovass sulla linea
meridiana e ceincide colla traceia dell’asse del mondo sul piano del
guadro.

La meridiana & gia sfata traceiata come linen verticale corri-
spondente all’ascissa di 50™"3 e, in confurmita i questo valore,
o siafa determinata la declinazione del quadro in 954 207; ma
peiche quest’nltimo venne poi ridotto a 9"52° cost per rvistabilire
I'accordo fra 1 dati, & necessario prendere

X =288,0 tg ¥ 52 =s0mm 212

che differisce dal precedente di 0= 008,

Invece perd di spostare la meridiana (di una quantita picco-
lissima del reslo) s1 & preferiio spostare l'ovigine delle eoordinate,
ritenendo la posizione della mendiana determinata con tutfa ia
precisione possibile.

L& posizione del cenfro O pud essere ricavata (fiz. 3) o per mezzo

e LT R R
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di &=0M (proiezione de] Polo-stilo (V) OG =1, sulla meridiana) o per
mezzo di OG' =g, proiezione dello stessp sulla substilare. Ora

E a @ 288.6 _ )
“senl cosd cosp  cos B2 0L cos T I IS |

b=1{senw (10)

q = cot 3 (11}

eseguendo 1 calecoll si trova:

Ig cos 9° 52" 04" = 9,99357248 lg 2886 = 2 4802963
Ig cos 43° 47" 46" = D 881131 CYlg sen 43° 19°32° = 0,1450621
lgsen 8 = 08.8519379 lg? = 2 6083554
P = 8519 32~ [ =405 843
lg I = 2,60%3584 |5 283,6 = 24602963
lg sen 43" 47" 48" = 9.8401652 1z cot 45° 19’ 32" — 9 9950648
lg b = 2,44<5238 lg ¢ = 24553809
b= 280wm 389 g = 285™n 550

Questt due valori determinano, controllandosi vieenda, la po-
sizione del centro O dell’orologio.

S 1. — Ore & illuminazione del ([radro,

9. Per potere limitare il caleolo delle linee orarie a quelle stretta-
mente necessarvie, dovremo trovare, per le diverse epoche dell'anno, le
ore (i iluminazione del quadvo. Qnesta ricerea pud suddividersi in tre:

1%, determinazione dell’ intervallo di tempo che per ognuna delle
epoche prescelte, il Sole rimane al disopra dell’orizzonte locale;

2% degh intervalli di tempo precedentemente determinati, trovare
le parti durante le quali il quadro rimane illuminato;

3% di queste ultime parti ricavare le porzioni di tempo nelle quali
ta detta illaminazione non rimane impedifa da ostacol] terrestri vi-
eini (edifizi) o lontani (monti o colline).

Di gqnest'ultima ricerca. per altro, uon c¢i oecuperemo affatto.

Natnralmente savebbe troppo lungo estendere le precedent ri-
cerche g futti i giorni dell’anno; basteri limitarei a considerare Jle
dodici epoche corrispondenti all’ingresso del Sole ne; diversi segni
zodiaeali, le quali coincidono, approssimativamente, ol 21 di ogni
mese. Queste determinazioni si fondang sulla conoscenza della lati-

(Y Chiamiamo ens) lts &tile ehe ha ln direzione dell'assas sl monde. Gl anichi lg distingne-

vano eolin spla denoninazions i poles e chismarono gnomons o stile in direzionse perpendico-
inre al piane del [ naire,
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tudine del luogo e su quella della declinazione del Sole, la quale ul-
iima si ricava dalla formula

gen o—sen L senz,

ove ¢ & l'inclinazione dell'eclitfica (23°27) e L la longitudine del
Sole, che alle epoche dei suddetti ingressi, ha rispettivamente 1 va-
lori di 0%, 307 60°, 90° 120° 150° _._ 300" 1l ealeolo, semplicissimo,
piip essere disposio cosi:

0 ~+ 3 + 60
e Lz{wn {; 150 '{l 120 R
lgsen L = — w 0 69807 4,93753 0
lgsene = 959953 9.500%3 9,00033 0,500%3
lgsen 2 = — 9,295%0 0,53746 0,589085
= 0° + 11° 29 =+ 20710 + 231 27

Le epoche corvispondenti a questi valor: della dechinazione sono
rispettivamenie,

{21 Aprile(Toro) {21 Maggio (Gemelli)
f21 Marzo (Aviete) |21 Agosto (Vergine] 121 Loglio (Leone) 21 Gingno{Canero)
121 Sett. (Bilancia) {21 Ottobra (Scorpione) (21 Nov. (Sagittario) 121 Dic. (Capricorno)
121 Febbr. (Pesei) 121 Genn. {Acguario)

10. Premesso ¢id, In prima delle rvicevehe sopra enumeraie si ef-
fattua cercando, in corvispondenza dei precedenti valorl della de-
clinnzions, il valore del semiarco diurno z che & dato dalla relazione

eosz=— kg b btz p,

Ia gnale =i dednee facilmente dal triangole di posizione ZPA (fig. 2)
nella supposizione che diventi

ZA = 90",

In modo analogo si effettna la seconda delle rieerche eolla for-

mula: :
cosg = —tgd te(—np)=1tgd tg vy,

essendo e » rispettivamente il semiarco diurno e la latitudine re-
lativi all'orizzonte terrestre parallelo al piano del quadro. La latitu-
dine di guesto orizzonte & rappresentata dall’altezza che ha su di
esso il polo P (fig. 2), ossia dall’arco K'P'= — KP=—g', il quale
valore di o', si ottiene dal triangolo PZK mediante Ja formula

sen @' = cos & cos Y
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da eui
, ST Sk . s f 909358
lgsen g’ = !z cos 9° 52 (4 + lg cos43° 46 17" = | 9.8584]
Y.85194

e quindi
T = 4520 .,

Pel calcolo deile due serie dei semi archi diarni abbiamo dungue
le due formnle
lg cos (180-2) =g tg 5 -1 098174 ]

le cos g =lg tg 5 —0.00493 |

(12)

e 1l ealcolo pud disporsi nel modo seguente;

2= 0" £ 11°20° 420910 - 23097
lgled = oo» 8,20782 8,56403 4,03727
lzcosx = ) 0,22956 404072 0.61901
lesos 2 = () 951275 d,a584] 9,64220
0 = gp O 46 697 23 65" 28°

o g == O} 3% 15m 4 33 4" g2m

2’ = 900 101° 14 110" 87 114° 34
af , = @t B 45m 7 9am Th g8
a’ 5 = 80° =L N S U8 DY 837 59
at g = @i 5h 13 4% 33u 45 18w
2® = 9" 101° 51° 111° 48 116° 01'
at = BY Bh 47w T 27 T gqe

Da questi valori & facile dedurre I'ora dal sorgere e del framon-
tare del Sole per le epoche considerate tanto sull'orizzonte di Fi-
venze (Villa Palmieri} quanto sul piano del quadro. Ma per quest’ul-
timo & da osservare che il MezZzZogIorno vero & rappresentato dall’ora
covrispondente alla snbstilave, per cul bisognerd prima determinare
quest’ora eid che si oftiene traducendo in tempo "angolo ZPK che
e dato dalla relazione

cot ZPK =cotd sen -, (13

ricavata dal friangolo rettangolo ZKP.
Eseguendo i caleoli si trova:

log col d=lg ca} 9°52° 04" = (,7595045
lgseny = |z sen 4347 46" — 9,8101740
lg eot ZPK = 0,5996785

ZPK = 14" 6" 43" = ()" 56w 26+,

II' computo delle ore del sorgere e del tramontare del Sole sul
Piano dell’orologio si fa adunque col togliere ed agglungere rvispetti-
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vamente I'arco semidiurno (espresso in tempe) da 12" 56™ (arroton-

dato ai minull).

Ed ora possiamo darve il guadvo relativo al sorgere e framontare
del Sole su1 due orizzonti al 21 Jd'ogni mese.

Giorno 21 Ora del sorgere rispetto

Ora del tramonto rispetto

(ziorno 21

dei mesi di : . der mes) di
al quadro | all’orizzonte | &l quadro | all’orzzonte
Marzo & Sett. GH 56 6" DOm 6" 6™ 6" 002 |Marzo e Sett.
Aprile 8 Agoslo| Th43™ L6 6 g™ At 45m Febhraio o OIL,
Maggioe Luglio| 8h24m™ 4" 3= o 28 29 Liennnio e Nov.
Giuguo at 40w 4l 2w 5" 124 280 Dicembre
Ora del tramonio Ora del sorgere

Per T'uso di questa tavola & da osservare che leggendo 1 mesi
nella prima colonna a sinisira o a destra, le ore delle varie colonne

hanno mspettivamente ia gualifieca notata 1n alto ¢ 1n basso.
Possiamo ora facimente compilare la fabella seguente relativa

alla illuminazione del quadro nelle epoche prescelte.

TInmina- Ciuene Luaglio Agosto |Settembre Ottobre -Novembre Docesilio
AT g Maggio | Aprile |Marzo Felbbraio Gennaio
dEHE 8]:-, 4[}1:1 Bh. Egm Tl}l 43111 ﬁh‘ él‘.‘jm | E'h. 4'51:_1 i ’;IL' EEm |. Th, EBm
alle 17" 12= | 17", 2g= BHOO9% | 18L 00" 17V, 1om | 16", 35m= I. 16", 93m

Il quadro mon pud quindi essere illuminato, durante 'anno, prima
delle 6"45™ né dopo le 18"09™. E quindi inutile ealcolare le linee orarie
che precedono e che segnonoe rispeitivamente queila delle 7 e quella
delle 18.

h. — Determinazione delle Hnee orarie.

o

1), Questa determinazione si fa cercando langolo di direzione
delle diverse linee orvarie rispetto alla substilare. A tale scopo si
considert (Hg. 2) 1l irangolo reflangolo BKP, dal quale si ricava
che 1l detto angolo, misnrato dal lato IXB., viene dato dalla rela-
Zione:

tg KB=sen ¢ tg (KPZ —A)=sen 15" 19" 10" tg (1406 30" —7i) (14)

da cul )
lg tg KA = 9,580196 - Ig Lz (14° 6 50" — })

S
] -
R
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it cui k assume i valori angolari a cominciare da guello eorvi-
spondenie all’'ora 7° (— 75°) fino all'ova 18 (- 90%) variando dal
primo al seecondo limite di mezz'ora in mezz’orn ossia di 7°30
per volfa.

Heeo qui appresso riportata 1" intera tabella del ealeolo.

'F“

14°6°30" — § KRB A =¢ig KB
Ohre ¥
Valore lg ig lg tg Valore logaritmo| Valore '
(1 (2 (3 () (5 (6 (7
T =20°06" 30" 1,80789 1,65985 BR"44° 50" | 4,42124 | 2637 8mm
T4 51 36 30 | 083115 0,68311 8 16 50 | 3,44450 | 27829
8 "4 06 30 | 0,54561 0,39757 68 10 50 | 3,15896 | 14420
84 66 56 30 0,86395 (,21591 ol 41 20 | 2,97730 | 940,09
9 59 06 30 § 0,22309 0,07505 49 55 30 | 2,83644 | 686,18
91 5l 88 3D 0,10703 9,95304 41 54 30 | 2,71443 | 51R,12
10 44 06 30 | 998648 9,83844 34 34 50 | 2,50988 | 397,95
10 2 36 36 30§ 987082 9,7328D 27 50 50 | 248425 | 504,95
11 29 06 30 | 9,74569 9,59765 21 36 10 | 2,35904 | 228,58
11 2 21 36 30 2.59780 944976 15 43 50 | 221115 | 163,81
12 14 06 30 | 940026 9,25222 10 08 10 | 201361 | 103,18
12 3 6 36 30 | 906300 | 891588 4 42 30 | 1.67725 | 47.561
i3 — 033 30 | 810211 5,05407 | — 0 89 00 | 0,81546 | 6,5382
13+ | — 823 30| 9416885 902081 | — 5 59 20 | 1,78290 | 60,562
14 — 15 53 30 | 9,45439 9,30635 | — 11 26 40 | 206774 | 116,88
14 3 1 —23 23 30 | 9,683605 9.48301 | — 17 08 00 | 2,24040 | 177,5K
15 — 30 353 30 | 9,77891 9,62887 | —23 02 50 | 2,59026 | 245,62
153 | —38 28 30 0,80892 975088 | —29 24 00 | 2,51227 | 325.29
16 — 43 93 80 001552 V86048 | —38 15 50 | 2,62687 | 428,52
164 | —53 28 30 | 0,12007 9,98103 | — 43 44 50 | 2,74242 | 552,61
17 — LD 53 30 0,25431 0,10627 |(— 51 56 30 | 2,86766 | 737,33
171 | —63 23 30 | 0.40220 0,25416 [ — 60 53 00 | 3,01555 | 1036.5
iy — 19 33 380 059974 0,40170 | — 70 32 10 | 3,21309 | 16334

12. T yumeri delle ullime due eolonne hanto bisogno di spiegazione.

Le posizioni delle linee oravie, stubilite per mezzo dei vitlori an-
golari, non potrebbero risultare molto precise; sl ricorre pereid a
quest’'altro metodo. »

Si traceia la linea equinozinle Ia quale, come & noto,  tagha
orfogonalmente In substilare in un punto E (Og. 2), tale che Ia
sna diskanza e dal centro O dell’orologiv, & ipotenusa di un trian-
golo retlangolo di cui un cateio OG & Ia lunghezza 1 del Polo-stilo;
avremo quindi

!
E:—-—_;’ : 1
cos PK

b R R
T H Y P ==, = |yt
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essendo PN (fig. 3) 'arco che misura la latitudine 2 dell'orizzonte
tervestre parallelo al quadro.
Eseguendo il ealcolo si trova

log 288.6 = [,15503
t” |l cos 45°19' 32" = 00,6038
loge = 276139 e= 577" 98,

Rispetio all’'equinoziale tutte le linee orarie risultano obligue per
cm se ne potra determinare ln posizione calcolande la distanza A
del piede di oguuna di esse dul piede E idella perpendiceolare. Tali
distanze saraumo percid date dalla formula

A=etg KP.

Agginngendo. alungne, a tutti i numeri della colonns (L), 1] va-

lore costante
log e = 2,76130,

otierremo 1 numeri della colonna (6) e quindi quelli della eolonns (7)
che vappresentanc le distanze cercate. A controllo dej calcoll, e per
meggioie precisione nsl traceiamento delle linee orarie, s1 ealeola-
rono anche le porziomi 2 di linee orarie comprese fra il centro del-
Forologio e la linea eguninoziale (lnnghezze d’ombre equinoziali), Non
daremo ora gui queste lnnghezze perche esse trovano il loro posto
pil naturale nella tavola n. 16 che fornisce gli slementi pel traccin-
mento delle iperbole dei segni (elle quali ¢1 oceuperemo fra poco;
tali lunghezze sono quelle fornite dalla eolonna media (corrispondente
i 5=0) della tavola predetta.

I3. Ritornando ova alla tavola precedente d da osservare che per
le prime qualtro linee orarie e per le ultime tre, 1 piedi corrispon-
denli sulla linea equinoziale cadono troppo lontani da quello della
substilare per potere essere agevolmenie segratl, Per rimediare a
questo inconveniente & stata condoits ulla distanza e = 330", la
parallela allp linea equinoziale per eni le distanze A e le lunghezze A
s1 ridurraune rispetlivamente a

N £ — & A 247 28 Yooy €= e’ } 247.28
—_— — 3 -_a——; B w — LY —— % —_—
Z 077,28 i Y (25

da ecui :
lgN=]gA-10.63130-: lg ) =1g ). 4 9,63180.

Aggiungendo, dunque, 9,63180 tanto ai logaritni di A dati dalla
tavola precedente, quanto ai log & dati, per 2, dalla tav. (n. 16)
delle lunghezze d'ombra, e passando poi dai logaritmi ai nameri
81 ricavano 1 valori

i " &
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Ore Iz & A le X' A
7 4.05304 11209 4 05354 11312
(. 3.07630 11921 3,08587 12172
8 2,79076 617,88 2,82263 664,71
51 2,60010 406,54 267742 575,80
17 2,40046 315,84 2,60327 401,12
7L 2,64735 443 87 2,70599 08,15
1S 2,84489 695,63 287040 41,99

L ineonveniente sopra lamentato rimane ancora, almeno per Ia
distanza corrispondente all'ora 7; ma si potrebbe eliminare pren-
dendo la relba ausiliaria, parallela all” equinoziale, conveniente-
mente vieina al centro dell'orologio in wmodo che Ia distanza e
la lunghezza della linea oravia possano cadere sniro i limiti del
diseeno,

E anche da avvertire ele la. determinazione delle linee orarie
riesce tanto meno precisn quanto piit la retta di riferimento & vi-
cing al cenire orario, e la divergenza si rende, nataralmente, pin
sensibile nelle parti della linea oraria che pit sono lontane dal
cenftro oranmo.

E per questa ragione che si & creduto opportuno. per le ore
vicine alla substilare (dalla 9* alla 16%) di prendere snche una
linen di riferimento al disofto della equinoziale, ad una distanza
di so0™™, per la quale si sono fatte le identiche determinazioni a
quelle della tabella precedente e che per breviia faremo a meno
di riportare,

In questo modo le linee orarie pin importanti vengono ad avere
moltepliel eontrolli. |

14. Da quanto precede risulta che la determinazione delle linee
orarie & stata fatin con riferimento alla linea equinoziale o, per
compenso, a qualche ultra linea ad essa parallela.

Abbiamo seguito questo procedimento perche molti elementi ne-
cessarl & toli determinazioni vengono forniti da altre ricerche: ma
veramenie non e forse guesto il metodo preferibile, perche I'equi-
noziale, eccetinato il easo di un orelogio veriicale diretio (quadro
gincente sul 1? verticale) resultando pit o meno obligua rispetto
alla meridiann, non si presta sempre bene per la determinpzione
delle linee orarie non molto lontane dalla meridiana.

Un ultre metodo, che & stafo pure da noi adoperato a conferma
dell’esatlezza delle prime deferminazioni, ma pel quale non staremo
a riportare qui 1 risultali dei culeoli, consiste nel deferminare i plin i
d'intersezione delle linee orarvie coi lati del rettangolo che limitano
1 guadre,

A tale scopo si misurano esattamente le distanze det due laki
verticali e quelle orizzontali dal piede del gnomone, e eosl verremo
A conoscere le distanze del centro orario dei quattro Inti del ret-
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tangolo. D’altra parte 1a colonna (0) della tav. del n, 11, da subito
il mezzo di ricavare i1 valori deghi angoli che le lines orarie formano
colla meridiana e conseguentemente quelli formati coi quattro lati
del rettungolo; dopo c¢id potremo anehe facilmente determinare la
intersezione delle lines orarie con tali dati 0, piz precisamente, le
distanze di questi punti (' intersezione dall'uno o dall'altro estremo
di quel lato su eni si trovano.

Per ogni linea oraria si faranno i caleol; necessar! a determinare
1 punti d'intersezione con dne dei lati del rettangolo & non eoi loro
prolunzamenti e eosi la procisione di oguil linea oraria resterit ve-
rificata dal fatto che i due punii determinati ed il eentro orario
debbono trovarsi in linea reita.

§ 6. -— Determinazione delle iperbole dei segni,

15. Le estremita delle ombre dello stilo deserivono, darante una
stessa giornata, delle comiche che, alle nostre Iati tudini, sono sempre
delle iperbole, Fino da tempi antichi sono state segnate queste eurve
In corrispondenza dei giorni in eni il Sole entra nel vari segni zo-
diacali. B per questa ragione che si sogliono distinzuere colla de-
nominzzione di iperbole dei segni. II loro traceiamento si effettua
determinando, per una stessa giornata, le linghezze delle varie linee
orarie cercando il valore di OT (fiz. 2) come lato del friangolo
piano OTG nel quale 0& & la lunghezza I del Polo-stilo, TOG Van-
golo della linea oraria eol Polo-stilo, e che & misarato dall’areo PB
del triangolo sferico rettangolo KPB; infine I'angolo OGT, che &
misurato dall'aveo PA, & la distanza polare del Sole (90 — B); avremo
percio:

[ eos 3
OT = cos (3 -+ PB)
essendo
ot B — S ZPE — 10

La delerminazione delle lunghezze d’ombra si fari cercando
prima, in corrispondenza delle varie linee orarte, 1 valori ango-
lari di PB; poi, col sussidio di questi valori, si calcoleranno quelli
di OT.

Per Ia prima ricervca si ha
1g cot PB =lg cos (ZPK — k) 4 (» lgtg v =
= lgcos {14°6'30" — & } - 9,99503,

ove ad A si debbouo dare, al solito, tubti i valori, di 7°30" in 7°30),
compresi fra —75% ¢ -J- G0)°,
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Nella tavola che segne sone riporfati Eniti i caleoli relativi a
quesie determinazioni aulle quali si & aggiunto, per uniformity e
per rendere completa lu tavola stessa, anche il valore di PB cor-
rispondente all’ora segnata dallu substilire, il quale valore, che
& lo stesso ¢, ¢i sara ulile per la determinnzionc dei vertici delle
iperbole del seqni.

-_—_—mmm—

I6. Pel ealeolo delle lunghezze d’ombra

14967 30" — 7 PR

Dye

Valure j ls cos lg cut [I Valors

T s°06 30° | R 319904 8,18709 =007 10~
T3 8l 36 30 | 9,18417 9,15920) 81 47 20
N 74 06 30 | 943791 0,43294 | 74 50 20
B2 66 36 30 | 959381 0,59334 68 34 10
! 59 06 30 | 9,71047 9,70850 83 05 20
9 3 51 86 30 © 979312 078815 § 88 27 00
10 4406 30 | 983614 0,85117 54 87 50
10 4 36 38 30 9.40417 9,89960 | 51 88 30
11 29 06 30 | 9,94186 0,03639 49 10 50
11 3 21 86 30 | 9,96835 996438 | 47 24 30
12 14 06 30 9 92670 998173 | 46 12 20
12 1 B 36 3 9,09710 2,99213 | 45 31 10
substilare| . .... ¢ ., . . _ [ 45 19 40
i3 0 53 30 - 9,99995 0,00408 45 19 30
133 82330 ;| 9,99533 0,89036 45 3R 10
14 15 53 30 0.98303 997811 48 28 30
14 3 23 23 50 9,96275 995778 | 47 48 30
15 30 53 30 | 993338 992359 | 49 41 20
153 38 23 8D ; 9,85420 0,88923 52 13 40
185 45 58 30 0,84242 9,83765 55 28 10
16 3 13 23 30 | 977350 977053 50 28 40
17 60 58 50 9,68705 9,68203 B4 19 00
17 & 63 28 50 | 9,56615 9,58118 69 50 40
18 5 5% 30 |, 9.338%8 9,38109 76 27 00

formula (16) 1a quale da

in eui

abblamo gia stabilito la

Ig OT=Ig£—I—E{mEE—{—G“JgEus (2 + PB)

lgl=260835.:

¢ assume i valori a1 determinati per la deelinazione del Sole nel
momente dell'ingresso nei vari segni zodiacnli; PB prende tutki j
valori dati dalla tavola precedente in corvispondenza di 0gni ora.
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La tavola che precede contiene il culeolo per la determinazione
delle lunghezze @'ombra: essa non ha bisogno di spiegazioni per
quanto st riferisce alle intestazioni e al modo di vicavare la lun-
ghezza d'ombra per un'ora qualungue di nuna delle epoche anzidebte.
Pel modo come & stato eseguito 1l calecolo erediamo pero utile av-
vertire che le quaderne di numer corrispondenti ad una stessa graffa,
hanno il seguente significato:

t} 1% & 1l valore di 6+ PB econ PB arrotondato alle decine di
secondi ;

11 2% @ il log cos del valove precadente ; |

i1 3% & la differenza fra il logaritmo precedente e il valore che
8t trova in lesta alla colonna corrispondente :

1l 4° & il valore di OT,

Della tavola ealeolata non seno riportate che le sole parti estreme
e quella media, le quali possono bastare a dare un'idea generale
della disposizione e della estensione della tavola stessa.

I valori delle lunghezze d’ombra corrispondenti alla substilare,
hanno speciale interesss perche servono a determinare i vertici delle
iperbole, come abbiamo aecennato al n. 15.

Non vogliamo tralasciare dj osservare che tutti i valori di wna
medesima colonna si riferiseono ad uno stesso ramo d’iperbole; che
) due rami che corrispondono a valori eguali ma di segno contrario
di 3, appartengono ad una stessa iperbole; ehe in corrispondenza
di =0 si trovano i valori ehe determinano, per pnnti, la linen
equinoziale gia costenita: che i valoyi trovall per le lunghezze della
sabslilare, forniscono i vertici delle tre 1perbole; che le semisomme
di queste lunghezze, corrispondenti ad una medesima 1perhola, pos-
Sonv servive a determinare i centri dells iperbole medesime.

I valori della colonna 5 =10 e quetll in corrispondenza della sab-
stilave, dividono tubfa la tavola in quattro parti ognuna delle quali
da tre sisterni di valori che delerminano, per punti, tre mezz; rami
delle tre iperbole suddette.

Basterebbe quindi limitarci-

1%, & crleolare una di queste quakbre partl (facendo, s'intende,
la determinazione di tutti i valori della colonna =10 g i quelli
relativi alla riga della substilare, che servono rispettivimente per
1 conbrolli gia neeennali al 1. 12 e per la determinazions dei verbiv
dell’iperbole): »

2% a disegnare il mezzo ramo di iperbole fornito da questi vulori:

5, & riportare questo disegno, in modo eonveniente nelle altre ire
posizioni snl gnadro servendo, a guesto seopo, la conoscenza dell' asse
trasverso dell’iperbole (substilave) e 1 vertici determinati in pre-
cedenza,

Non ostante i risparmio di fatica che s conseguirebbe con questa
limitazione, si ritenne opportuno, tubtavia, di ealcolare la tavola in-
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teramente per oltenere, eolla ripeiizione del disegno, ex noro, pei
quatbro mezzi rami di einscona iperbole, un controllo all’esntiezza
del valori caleolali nella tavola.

I7. A meglio precisare I'andamento delle iperbole dei segni, spe-
cialmente nel trabti che si estendono a maggior distanza dal vertice,
¢ anche ubile il tracciamento der respeftivi asintotl 1 quali possono
consideravsi come le linee snlle quali il foro gnomonico si proiettn
a distanza infinita nel grorno in cnil il Sole entra nel segro zodiacale
al quale corrisponde l'iperbole considerata. Questa circostanza porta
a concludere che dovendo essere, per la (16),

p ! cos
OT'=* =G+ PB)’

sara,
PB =90 —35.

A guesto risultato, del resto, si perviene subito osservando che
la linea oraria asintofica corrispende all'istante in cui il Sole sorge
o tramonta rispetlo al piano del gquadro nel giorno anzidetlo.

E pol ehiaro che per la determinazione delle linee orarie asin-
totiche, bastera ftrovare, al solito, Vangolo w che esse formano eolla
substilare, eid che s1 otbervad pin facilmente, invece che dalla for-
mula (1), dalla rivoluzione del iriangolo PKB (fig. 2) quando si
prenda PB=90"—3, per mezzo della formmla -

cos PB =co0s KB ecos Pk

da euni -
cos
coshB= . PK
OVVero
. sen & san 5
60S 0= Gos 2" T eos4d” 19° 40"
e qmndi

lg eos w=lgsen 7 — 9 81604
ove 4 prende 1 valori

=+ 11°39 5 E20"11 + 23" 27 .

Ma per quanto abbiamo detto al principio del n. 12, I'effattivo
tracciamento delle linee orarie asintotiche si fard colla solita deter-

minazione delle distanze A e per avere gli asintoti non dovremo far

altro ehe fracciare le retie parallele a queste linee orarie, pei centri

delle iperbole respettive.
La tavola clie segue contiene tutti i caleoli relativi alla deter-
minazione dei valori delle w e delle A.

o
s i
. :Iu:lq_;_'.-
e
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a — + 11°2§° -+ 209107 =+ 23°97°
Iz sen @ - 4,28803 4,503751 0,50983
le cosw = 9,45209 0,69057 9,75280
® = + 73°39 + B3R + 557581
tg w — 0,53250 0,24972 0,16287
V26,56 015,48 1028.60
Calealo della di- 478,56 420,51 401,22
. del cen-

ft“”ﬁ““‘ o5 i 1205,42 1339.57 1499,82
]”;] : EI,E rpetioie 602,71 669,68 714 91
TR nenoequl- 4 Joe o — 577,98 — 577.96

noziaile .
25,45 92 42 137.65
iz ¢ = 140560 1,06577 2 18877
lgigm +1ze - = 1,938 2,21549 2,30164
3 = 36,752 164,23 200,25

[l procedimento di questo culeolo non ha bisogno di spiegazioni:
diremo solamente che lu posizione del eentro o meglio Ja distanza ¢
relativa a ciascuna iperbole, viene determinata come semisomma
delle distanze dalla linea equinoziale dei due vertici dells iperbole
considerata, le quali distanze sono fornite dai valori corrispondenti
alla riga della substilare nella tavola del n. 16

L

i. — 1l disegno delVorologio snlla earta.

[8. Detevminati tutti gli elementi numerici necessari alla com-
plebn eostrnzione dell’ orologio solure. procediamo ora a guesta co-
strnzione, non perd subito snlla vera e propria superficie del quadro,
uve 11 disegno non pofrebbe essere esegnito con tutta la preeisione
desiderabile a cansa delle erannlosita del muro, ma sl bene sn di
- gran doglio di carta capnce di contenere, olire le linee dell’oro-
logio, anche tuite gnelle aitre che sono necessarie alla sua eostrn-
zicne, ma che non debbono essere riportate sul quadro.

Eeco come si procede per questa costruzione.

In posizione conveniente del fogho, e parallelamente a due dei
lati del retiangolo che lo limitano, si conduce wna retta che si as-
sume come meridiang. & _

Uondetia la perpendicolare XX (fie. 3) a (uesta linea nel punto M,
1 prendera su di essa MG = z bUmm, 21 (n. 8) e si prendera pure,
sulla meridiana, MO = )= 280m=_88 (n. 8) determinando in tal modo
1l centro O dell’orologio; la congiungente O con G’ e il suo prolun-
gamento, ¢t dara la substilare. L'esattezza del triangolo OMQG’ resta
conirollate da OG' =g =255mm 34 (5, 8),

el w
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Per quanto non neeessarl, si tracceranno anche gli assi delle o
e delle ¥ pev avere unn maggior copia i linee di riferiments neal
trasporture il digsegno sul quadro come fra poco diremo.

Snlla snbstilare si prende, a partive da O, un segmento eonale
a 577mm 26 (valore dato dalln tav, del n. 16 in corrispondenza della
colonna intestata 5 =10 e dell’ora seguala dalla substilare) e con cib
resta delerminato il punto F della equtnoziale e quindi la linea
equinoziale stessa che, come b noto, & perpendicolare alln substilire
nel panto ora determinato.

Sulla equinoziale, & partire da E, si riportano poi i valori di A
dati dalla colonna 7 della tavola del n. 11; le eonginngenti i punti
trovati eol centro del’orologio, ci faranno conoscere le varie lines
orarvie, I'esattezza delle quali resta poi controllata col riscontrave
che le langhezze delle porzioni di esse comprese frn O e 'equino-
zinle, sono precisamente egnali ai valori forniti dalla colonna = 0
nella tavola del n. 16.

Per le linee orarie che non potrebbero essere agevolmente co-
struile nel modo precedente, si ricorre ad uno di gquei compensi ai
quali abbiame accennato ai numeri 13 e 14

Trovate le linee orarie s1_costruiscono, per punti, le iperbole dei
segni riportando, su deite lipes a partive dal centro ovario 0, le
lunghezze d'ombra fornite dalla tavela del n. 16,

Quelle di queste lunghezze che apparivano troppo grandi, e che
~savebbe stato malagevole di misurare e riporfare nella lovo intera
grandezza, sono state sostitujte dalle porzioni di esse contate n par-
tire dalla linea equinoziale.

A tale scopo, coi valori dati dalla tavola predetta, si & formata
un‘elbra tabella nella quale tuiti valori di nna stessa linen sono
stati diminuniti dei valori corrispondenti segnati nella colonna 5 — 0.

Prima di disegnare ls diverse tperbole sono stati tracciati i cor-
rispondenti asintoti, col metodo indicato al n. 17, 1 quali concorrono,
insieme ai punti gia trovati, » precisare meglio I'andamento de; 1'anii
delle diverse carve.

Dopo cid su delle striscie di earta lucida di grandezza tale da
poter comprendere un mezzo asintolo insieme ai punti della relativa
parte di curva, si sono tracciati a mano 1 tre differenti mezzi rami
di iperbole, ¢ ognuno dj questi disegni & stato poi successivamente
& convenientemente riportato sulle parti rimanenti di ana medesima
1perbole per constatare se j punii che individuano gueste parfi, ca-
dano o no sul disegno, Con questo mezzo si pud correggere qualche
piccola imperfezione del disegno ed anche rilevayre gqualehe eventuale
errove di caleolo chie potesse essere stato commesso nella debermi-
nazione di uno o pi punti. § per questa ragione che, per quanto
non necessario, si & voluto caleolare e determinare ognuna dells
quattro serie di punti che servono a stabilive 'andamento dei quatiro
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I-.

mezzi rami di una stessa iperbole, eome gia & stato osservato alla i
ine del n. 16. f
Disegnalo cosi I'orologio, non rimaneva ehe aggiungervi le usnali |
1serizioni ed i simboli destinati a distingnere le varie linee. A guesto |

e e T
:

scopo si & adottata la numerazione romana per le ore intere, trala- |

seiando quella delle mezz'ore, ¢ ponendo i numers, per quanto fosse ;
possibile, vicini alla parte perimetrale del rettangolo ehe racchiude “
il quadrante. i

Le iperbole sono state notute col corrispondenti seqnt zodiacali,
ricordando ¢he ogni ramo comporta due seyni i guali sono stat; pure
disposti lungo la parte perimetrale del retiangolo, in modo da spe-
cederst secondo 'ordine naturale, a comineiare dalla parte a sinistra
della linea equinoziale e procedendo nel senso contrario g quello del
movimento deile lancette degii orologi. Inoltre sj i posta in basso,
a sinistra, intevealandola fra e linee orarie, I'indicazippe della de-
clinazione el guadro, ed in alto, ai due lat, le indicazioni della lon-
gitudine a della latitudine.

Per queste due ultime iserizion; e stato mecessarip sopprimere je
linee orarie delle 7 o T4 edelle 171 e 18 le quali, del resto, non
servono che per pochi mesi e, d'altra parte, per la loro distanza
dalla linea meridiana, hanno assal minor grado di precisione, per
quanto concerne le indicazioni orarie, a cansa del fenomeno di rifra.
zione abmosferica, per cui avrebbero potuto, senz'altro, tralasciarsi.

Infine nella parte mediana superiore dell'orologio, si & posto un
motto latino per seguire I'uso praticato dalla mageior parte dei co-
struttori che dagli orologi solari SApevano irarre ispirazioni a moniti,
pensieri ed esortazioni. |

§ 8. — Il disegno delPorologio sul muro,

I9. Ricorderemo che sul muro venuero gia disegnate, durante le
osservazioni, aleune linee, e ciod la merdiana, In substilare (e quindi
1l ecentro dell'orologie), I'ovizzontale Pussante per il piede dello gno-
mone (asse delle 2) e ia vertieale passaute per lo stesso centro (agse
delle y). Queste linee ci servirono di guida per il riporfo del disegno
dalla carta sul muro, riporto che vénne effettuato nel modo sezuente-
Disteso il foglio sul quadro, st curd anzitutto che Je dye meridiane
venissero in perfetta eoincidenza e cosi pure i due assi delle z: pol,
tenulo eonto del leggerissimo spostamento gia fatto subire all’asse
delle 4 (n. 8), si osservd 8¢ anche fra questi due assj esisteva la
conventente corrispondenza, come pure ira le due substilari.

Mano a mano che veniva riscontratn o ristabilita Ia coincidenza
delle linee della carta con quelle del quadro, si ebbe cura di fissare
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il foglio eon spilli (preventivamente scapocchiati con una pinzetia
a taglio) snlla superficie del guadro. Vennero pure confitti spilli in
-modo da individoare con precisione le varie linee orarie e le iper-
bole dei segni. Staceato poi il foglio dal muro senza togliere gli
gpiifl, s1 passd al tracciamento in lapis di tutte le linee dell'orologio
servendosl, a tul uopo, della riga e di sagcome in cartone, delle di-
verse 1perbole de1 sezni, le gquali sagome restavano guidate, nel loro
andamento, dalla pesizione degh spilli gia contitii nel muro.

Compiufo il disegno ne vennero grafliate nel muro tutte le linee (%)
con una punta dacciaio, fino alla profondita di civea 3™ ¢ per una
larghezza di due, servendosi sempre, anche per iale operazione,
della riga, delle sagome e della guida degh spilli.

Questo graffito venne falto con linea continua per tutio il di-
segno, eccebinate le linee delle mezz’ore che sono state interrotte
in prossimita della linea equinoziale e delle iperpole del segni.

20. A guesto punto eomineiarono le operazioni di dipintura del-
Porologio solare. Al piano del quadro fo data una doppia mano di

= ﬁ |

vernice bianca, seceata la guale, fu nuovamente disegnato "orologio
conldoppie linee a lapis in maniera che quelle delle ore e Iequino-
ziale risulfassera dr 62® di larghezza, e le linee delle mezz ore e
quelle delle iperbole dei segni solamenie di quatiro. Queste gros-
sezze furono stabilite in seguito & ripetuie prove per mezzo di linee
di varia larghezza disegnate su carta ed osservate dai basso. T poi

('} Duasto graffito =i ¢ falfo allo seopo i serbare fracria pin dnmtorn del disegno nel enso
chie, coll'andar del tempo, Is tinta delle linee dovesse in totto o in parte spozire.
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sotlinteso che per le esatte indicazioni orarie si devono considerare
gl istanki in cui il centro dell’immagine del foro guomonieo si trova
sulle linee ideali che bipartiscono quelle del disegno nel sensp della
loro lunghezza, perche sono appunto queste linee ideali che corri-
spondono alle posizioni degli spilli.

Tolti poi tutfi gli spilli si dipinsero a vernice nera le diverse
linee facendo uso, pel tracciamento delle iperbole, di apposite sa-
gome 1n legno ricavate da quelle in cartone.

Nel traccinmento delle varie parti dell’orologio si & cereato di
imitare, per quanto fosse possibile, il tipo dei veechi quadranti so-
larr, ed & appunto per questa ragione cle si & tralasciata la ewrra
del. mezzogiorno medic che @ di invenzione relabivamente recente, (%)

A gquesta omissione, del resto, si & supplito colla compilazione di
una tavela a parte Ia quale, per i vari giorni dell'anno, da 1 minuti
che si debbone aggiungere o togliere all’'ora segnata dallorologio
solare, per ottenere la corrispondente ora media del fuso dell’ Europa
centrale.

Dopo tutbe gqueste operazioni lorologio solare prese la forma quale
apparisce nella figura 4.

In fine per far perdere ul quadrante solare I"aspetto di opera mo-
derna, vennero convenientemente ed artisticamente meecchiati tanto
lo stile gnomonico ceol proprio sostegno, quanto le parti in disegno
in modo che il tutto risultasse in buona armenia colla deeorazione

esterna dei muri delln Villa.
A, L. AxprEINIL.

SUILE EQUAZIONT D1 CONDUZEONE BELLE RETI CREWONIANE U CLRYE PIAXE

|. In una Nota pubblicata nel 1897 negli Atti del R. Istitnto Ve-
neto ho risolto il problema che si propone di cercare tutte le solu-
ziom generali e soddisfacenti il problema geometrico delle equazioni
di eondizione delle reti eremoniane di enrve piane. La Commissione
chiamata a riferire alla R. Aceademia dei Lince; sul CONCOTsSo al
premi ministeriali per le scienze matematiche per 1l 1898 (Atti Acc.
Lincei, 1899) gindico 1a trattazione di detto lavore oscura ed invo-
luta, e tale percid da © lasdlare dubbioso il lettore dell’esattezza dei
risultati che sarebbero per s importanti ,. Per questo ho pensato
di vipresentare i risultati ottenuti in codesta Nota, modificando so-

('} adozione del tempo medio, meeellsta per la prima voltn a Ginevra nel 1980 andi poi sue-
tessivamente difond=ndosl 2 Berline {1810}, in lnghilterra (1815), a Parigi (1810) 2d in Etalin (1522-5%9),
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stanzialmente I'esposizione, in modo da togliere quei dubbi eui & stato
accennalo sopra, ed approfittando di quest’oceasione per entrare in
qualche dettaglio che valga a mettere in maggior luce la portata

delle formole frovate. Lavori su quest'argomento pubblicati poste- .

riermente alla Nota citata sono: MoNTtesano, Su le reti omaloidiche
di curve piane (Rend. R. Acc. delle Scienze di Napoli, 1905); Larice

(Atti Ist. Veneto, 1809). (%)

Serivendo le equazioni delle quali intendiamo occuparei eome
segne:

2re.=3n—3, Ylrn—n*—1

assumeremo come incognile le », le #, ed anche la n. Cio viene con-
sigliato dal fatto che le poche soluzioni generali trovate dal Cre-
mona e da altri che si sono occupati dell’argomento, sono date in
generale sotto particolaril ipotesi rispetto ad », ciod per es. sotfo
I'1pofesi che n sia pari o Impari, che diviso per 3 dia per resto 0,
1, 2, che sia 1l prodotto di due fattori diversi da 1, ecc.

2. Prendiamo una rete eremoniana [(,] di ordine ¢, per la quale
S

Imlzﬂ!! J'"]E_ﬂg...-}mm-l:ﬂj,.;-'ﬂ.m::”-:

cioe che abbia @, punti base di multiplieita » , as di multiplicita m., ece.,
ed applichiamo ad essa una frasformazione izologica di ordine s,
prendendo il punto multiplo in posizione generica, ¢ facendo ca-
dere o, dei punti sempliei fra gli e, di multiplicitd w,, & fra gli o
di multiplieita ms, ece., ed 1 rimanenti in posizione generiea: otter-
remo allora una refe di ordine

rg—bony — bete . .. — by ... — ban,

ordine che indicheremo con ¢', ed avente i seguenti punti fonda-
mentali;

NUIMEero mnltiplicita
1 g —
2 —2—b —bs...—b ... —b, q
by g — m,
(y — Oy My
ba - G — iz
(Inp —— bg g
. : - i 5 ()
b{ g —m,
tty — by 03,
b. g — L.
(s — b N

(Y) Qualchs mese depe che il manoseritto di gnesla Nota sra stato spedito alla Direzione del
Feriodico nono comparsi dne altri lavori del prof. MosTEsaxo sullo stesso argomente, cioe: 19 7
gruppi cremoniant di numeri (AfR I Ace, Napoli, 1011). 2° Su e curve omologhe @i wna corvi-
fpondsnza Lirgziongle piena (Rend. Circelo Mat, dj Palermo, 1911).
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Affinchd Ia solnzione («) soddisfi al problema geometrico & ne-
cessario e sufficiente che le b siano scelte in modo da non superare
ciascuna la corrispondente @, e in guisa che la loro somma non
supert 2r— 2, e inoltre che sia ¢ —g =0, ciod

i

(r — 1) g = b + Batiig L . .. —+ bans .

Ora siccome &
2 by, < X aymy, = 39 — 2

ne segne che l'ultimn condizione & intanto soddisfaiia sempre per
rz4. Per r=3 81 ha 2r—2=4 quindi la somma delle & non pud
suparare 4, e siccome la somma degli ordini di  punti fondamen-
tali (e percio anche di 4) non pud superare Zg, cosi la nostra con-
dizione & soddisfatta anche per v = 3; analogamente dicasi per »=2.
Dungne le # non devono soddisfare che alle condizioni

b, < iy 5 oy <= 2r—2

Per r=1 devono essere tutte Ie b eguali a 0, e s1 ottiene i
nuovo la [C,] da cui si & partiti.

3. Applichiamo ancora alla rete [C,] una trasformazione 1sologica
con le stesse ipotesi precedenti, ma prendendo il punto fondamen-
tale multiplo in uno degli a« punti di multiplicita m; per la rete
data. Otteniamo allora, ponendo 6,1 in luogo di &, una rete di
ordine

r{g —m;) — bty — batity . .. — binti ... — botn

ordine che indicheremo con g,, i cui fondamentali sono

numero multiplicita
1 9 — (g —my)
r—Z2—by—lbe...— b ...—b. g — m,
by G — M, — My
ity — by 1
be G == My — Me
fo— D> s
b1 q — W — ; )
i — 2 — b 0,
b« q — My — m,
. —b. M,
»
dove la variabilita di & incomineia da —1 (giacehe quella di b 41
Incomincin da 0) valore accettabile anche se & (hi— 2=—1,

4. Applichiamo il risultato (z) al easo in eui la vete [(,] sia quella
formata dalle rette del piano.
Essendo in questo caso

¢g=1, Gy=a:=...=n. (),

.
= i :
24—y e i T

I Tl o o o7, LT T e = oy s

IR I e T e g
E =il e

— s o ==

T

:.F.'F-
— e ————

T

(il ol e L T e
—— e —— = ) T -
" = . v

gl
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dovranno essere tutle le & nguali a 0, cosicché posto »»=mn, . ofter- 'E3
remo una rete di ordine n,, i cui punti fondamental] sono ’;h
s

I di mulliplicita #, —1 e 2y — 2 sempliel (1) ’fg

che & la rete di De Jonguidres. A

5. Prendiamo come rete [C,] quesia che abbiamo ottenuta: al-
lora &

[l
T,
LI

=M, Mm=n—1, mi=1, o=1, (=20 —2

5
- I:
I

Porremo poi r—=1mn,, b =11 Allora facendo &, =0 (b, non pud

avere che uno dei valori 0, 1, essendo a; = 1), avremo, applicando
la (z), una rete di ordine Nany — L

, ordine che indicheremo con [#.],
1 cul punti fondamentali sono

Nnuinero

multiplicita
1 [ﬂ},:_-] = Th
Eﬂg — 2 — Illlj M (ID
e 1y — 1
Eﬂl — 2 _—flil‘* ].

dove L™ pud variare da 0 al minore dei dye numeri
2m— 32, Zny—2,

Se invece di b =0 si pone b —1 :
avendo cura di porre m.-L 1,
una soluzione che
che, incomineiando
mincierd da — 1.

Applichiamo ora alla (I) Ia (5) facendo
in Inogo di n,, avremo allora

e si applica ancora Ja (w),
WP -1 in luogo di ng, 1™, otteniamo
cotneide con la precedente, con la sola differenza
la variabilita di 441 da 0, quella di ' inco-

=mz==1. Ponendo 1,1

MU=y Qe =20, g—mpr=1i,.

Civ posio, per b, =0 si ottiene una soluzione che coincide eon Ia
precedente. Se poi si pone & =1 , basterd mettere . +1, L1131
in luogo di ng, LY (per cui sara r=:11), be=U"-41 e si avry
ancora una soluzione coincidente cop quella g

i ottenuta.
Applichiamo infine alla (I) Ja

[13} ponendo ny; =, =} 1. Al-
lora affinche o, —2 — 3, non sia negativo,
deve essere 6 =-—1 :

cioé br—=—1. Si ha cosi una refe di ordine
Ag——ny —1—0L", 1 cui punti fondamental; sono uno di multiplicita
ﬂg-—{—?l!—;]_'h——g e 2{‘”2"“ ?11_—!1“'——]]‘—'2

semplici, soluzione che si ha dalla (1)
i luogo di a, .

Possiamo concludere che dalla yete (1) si ricava, applicando le (z)
¢ (3), una sola soluzione generals nuova, cioe la (1), nella quale si

essendo o, —92 — — 1 .

i

ponendovi gs - 90, — LM —1
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faccia incominciare la variabilits d; M, Ny da 2 e guella di |, gy —1.
Il valore massimo ele puo avere 4" &, come s'a detto, il pin piceolo
dei numeri 2p, — 2. 2n;—2; per ;=2 le soluzioni che si hanno
dalla (IT) per 4V =1, 2 coincidono con quelle che si hanno per

51“} i 1‘ D,

qualora si ponga 1, 4+ 1 in luogo di ny; analogamente dicasi per ny=—=2,
Ne segue che per n, =2 o ng=2 basta far vaviare I, da —1 a0

Quando nella (II) si ponga L™=, essa coincide con la soluzione
generale data da De Jonquibres per 1l caso di un ordine n clie sia j]
prodotto di due fattori n,, 2, diversi da 1. Facendo ny=2 0 1,—=2 g
hW=—1,0: e pol una volta 2,=3 e un’alten ne=23 ed LM=0, 1.2
3, 4; e poi =4 0 ny=—1 ed W=—1 0,1, 2 3, 4, 5, 6, si ottengono
le soluzieni generali, diverse dalla nostra (I), date dal Cremona.

Fissati per n., n, due determinati valori, si vede subito che lg
soluzione coningata di quella date per questi valori dalla (II}) s1 ha
scambiando fra loro i valori stessi; essa & ciod data da una rete
di ordine [ns], 1 cui punty fondamentali sono 1 d; mulbiplicita [se)—.,
2 —2—04" di multiplicita Mz, L"+1 di multiplicita se—1 o
2ne —2— 1™ semplici. La (IT) fornird allora una soluzione aulo-
coniugata ogni volta che sia 1. =y abblamo ecost una rete dj or-
dine u,*— " | eui punti fondamentali sono uno dj multiplicita
(7 — ) ny — LIV | 2, —2— 0" di multiplicita », A1 di multi-
pheitd w,— 1, 2p, —2 .00 sempliei. In particolare per h'"=2n,—2,
si ha (ponendo nei risultat; =1 in luogo di m) una rete di or-
dine 7,°* - 1 i cui punti fondamental; sono uno di maltiplicita n{n,—1)
e 2m -1 di multiplieita =,.

Possiamo anche stabilire una regola per ottenere dalln (II) ie so-
luzioni che possano da essa aveps; per nn valore assegnato n del-
l'ordine. Poniamo percid nm, — It® = 5 donde Naly == 94 - i)
Dungue bisognerd intanto prenderve L™ in modo che n—+ 4" non sig
un numero primo, dovendo essere g, n, maggiori di 1; dopo di che
si dovra prendere due numer a2, m 1l cui prodotto sia eguale ad
n—+ LM cosl avremo

n—+ Lt

iy

g =

e allora dalle
2m—2=[0 2p.—9= AR
[

Lth - 2 2 (n 4

2 S TrhTe

&1 ricava subito

It quale limitazione per poter sussistere esige che sia

W 42 2 m)
I S LT
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dalla quale, assieme alla /M= —1, si ricava —1 <LV < 2 Vn—1.
Avremo cosi la regola: Si aggiungs ad » un intero A compreso

fra —1 ¢ 21/?1—1 (gli estremi inclusi); se il nnmero cosi ottenuto
L 2
5 @

ha un divisore n, diverso da 1 e da n—+ LY compreso fra

2(n+4-LM) - i S .. :
h”’_l:l-:-" )[gll estremi inelusi), si avra una rete di ordine 1, 1 eni punti

fondamentsali sono

numero multiplicita
i 93— My
2 (n - LM .
- J 2 J]':‘] iy
My
-1 m—1
2n — 2— [, 1

Cosl per n=14 avremo che [ dev’esser compreso fra — 1 e V52,
cioé fra —1 e 7. Applicando allora la regola precedente, avremo,
per V= —1, 0+ ["=13, che va scariato perché numero primo.
Per ," =0 sara n-+ 14" =14, L'intervallo indicato nella seconda
parte della regola & (1, 14), nel quale sono compresi 1 divisori 2, 7,
diversi da 1 e 14, di 14, quindi entrambi acesttabili. Allora per 7,=2
51 ha una rete (di ordine 14) per la quale & 253 =1 y Ta—= 13, a1 =3,
e per m =7 la rele coningata con #; =3, 7, =1, m; = 12. Per L{("—=]
s1 ha 72 4-1""=15, i eni divisori 3, 5 sono nell’intervallo (2, 10) in-
dicato nella regola. Si hanno cosi due reti coningate con

en=1, =7, 2,=2, =8; m=]1, =3, =2, x:=T.

Per =2 il solito intervallo & (2, 8), nel quale sono compresi i
divisori 2, 4, B di n + 4L =16. Perd, come si & notato pil sopra,
essendo =32, va escluso il valove 2, — 2 ed anche ==y, per il
quale & ne=2. Dopo cib per m, =4 si ha una rete antoconiugata
per la quale si ha =1, 2, =4, 2,=23, 2y —4. Cosi continuando,
per =4 pud prendersi m,=3 e n,= 6, e si banno cosi due reii
conugale econ on=1, 2,—=6, 2,=5; 7,=—1 , Zy=0, By="06, Per
HY=6 s1 pud prendere n, =4, =25, e risuliano cosi due reti
coniugate con xp,=1, Xis=2, Ta=T7; dp=1, Ty=T, &;=2. Ab-
biamo cosi oitenuto tutie le reti di ordine 14 forniteci dalla nosira
soluzione generale (II),

6. Prendiamo ora come rete [C,] quella data dalla soluzione (IT),
Avremo:

g=lml; m=[nl—m, mo—ny, myg=n,—1, m=—1,
=1, @G=2n—2—L" =941, @=99,—2_[0,

Pomamo mnolire
be =16, by=1S by=1®,

Avremo allora, posto 5, =10, ed applicando la (), una rete di ordine

ng [na] — Is™ e — 3™ (g — 1) — 1/ |
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ordine che indicheremo con [7s), col seguenti punti fondamentali:

numero mul tiplicita
1 [7a] — [ns]
2?!3 — 32— Ig“] — Eﬂm — Igia':' [HEJ
L1 [71:] — my
Eﬁ'g — E -— E-lfl} — Eg[-” , My [HI_)
1™ (7ts] —n; <41
I;Ir’. —’— 1— [1[2} iy — 1
fg'[ﬂ-' [Hg} — 1
2m — 2 — [ _ ® 1

Se inveee di 5, =0 si pone by=1, & si applica alla (II) la (2),
avendo enra di porre m; -+ 1, 7% -}-1 in luogo di ns, LY, si ottiene
unst soluzione che coincide con la precedente, con la sola differenza
che incomineiando la variabilita di 41 da 0, guella di I/’ inco-
mincia da — 1,

Passiamo ora ad applicare alla (1I) la (B). Facciamo in primo
luogo my=my=mn,, e poniamo by =0, Metiendo 71 in luogo
di 13, avremo

uy, = (ng 1) 9, — L1 — wy =[],
02=2na41)—2 — [V =295 _ AR
f— my= ("ﬂg —I— IJ ity — L“J — Ny = ['?15] s

Cio posto, e mantenendo le notazioni fissate sopra, otteniamo ancora
una soluzione che coincide eon quella oftenuta prima,

Se poi si pone Br=1 invece dj by =10, allora basiery mettere,
oltre che n,+1 in luogo di iz, anche nz+1 ed V-1 ip lzogo
di 7s, LY, e si avrd ancora ung soluzione che coincide con la £l
ottennia.

In secondo luogo faceionmo Wy = my=—=n; — 1. Metteremo inoltre
g1, 4,41 invece di ne, L', cosieche sary

z=—2 ['ﬂg —I— .I.] — 2 — H;“J -|—' 1] _—_'2??5—"' 1— L”’,
BGa=0"+2 4, =%, —9 (L% +1)= 2, — 8 — 1,
*ml={ﬂg—[-1)ﬂ;—(h"’+l)—~ﬂ;=ﬂgnr—£ﬂ‘-'—1=[m]—l, g— ;=[ns).

Cid posto, mantenendo le alire nofazioni fissate sopra e facendo &,=0),
otterremo una soluzione che si rieava dalla (11T) ponendo in questa
zﬂ”’“— 1, Ia{ﬂj-—!— 1 ' ngaj—{— 1 iﬂ ]uugn dl fg”', t;-glrgll nga}.

Se invece di b= () poniamo & = 1, allora mantenendo quanto si
¢ detko per ottenere la solyzione precedente, e ponendo #s41,
' +-1 in Inogo di 13, &, otteniamo di nuove la soluzione pre-
cedente. |

In terzo luogo faceiamo m=my=1. Melteremo inoltre LV —1
in luogo di 4™, dopo di che si avia g — m; =[ng). Sara inoltre

=20y — 1 — 1), g1 g, =9y ] 0",
M=ngth — (LY —1) — 9y =[ng] — m, 1.
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Allora applicando le (3) e facendo & =0, s1 ha una soluzione che
coincide con 1'ultima ottenuta SOPIa.

Se invece di 4, =0 poniamo b, =1, allora mettendo ng+1, LiN-4-1,
9 —1 in luogo di #g, L™, /¥, e mantenendo quanto si & detto per
oftenere la soluzione precedente, si oftiene wna soluzione che coln=
cide con la (11D), |

Infine faceiamo e = h=[ne] —my, per cul sard g-—ny;=mn,.
HEssendo poi @;=1, affinche @, —2— b, non sia negaltivo, dev'essere
bi= —1, cioé b =— 1. Allora applicando al solito la (3), si ottiene
una refe di ordine

(o112 — B — 1 — 1) oy — (40 - 1 — 1),

che indicheremo con [#,], avente per punti fondamentali uno di
multiplieitdy [na] — n,

2 (ﬂa + g — fg — L 1) 2 (21{1] ‘l‘ Jal® — [ )

dr multiplicita #,,

[ ACIRE AU RN
di multiplieitd », —1, |
2y — 2 — (L™ - & — 73
semplici, soluzione che si ottiene dalla (II}) (n. 5), ponendovi
Ng—f-mg — LM — L% |

in lnogo di ny ed LY 15 —7® in lzogo di 1.

Possiamo concludere che dalla rete (X1) (n. D) 8i ricava, applicando
le (@) e la (), una sula soluzione generale nuove, cio la (111), nella
guale si faccia incominciare le variabilite di Ny, Mo, n; da 2, guella
di L, 189 da — 1, e gquella delle altre 1 da 0.

In particolare pounendo tutte Ie 7 eguali a 0, abbiamo una rete
di ordine n.n.m, , avente per fondamentali un punlo di multiplicita
(g —1)nan; , 2ns—2 di multiplicitd nany , uno di multiplicita (se—1) 2,
2n, — 2 di mulfiplicitha »,, uno di multipliciia 2, —1 e 21— 2 semypliel.

Presi, riferendoei alla (ITI), dei valori arbitrari per iy, ns, ng,
per la scelta delle ! potremo procedere cosi: Si fissi anzitutto LY
non 1nferiore & — 1 ¢ in modo da non superare 1l minore dei nn-

meri 2ny — 2, Ime—1 (se & ™M= 2j1a — 1 , 8BTH 2y —2 — LV =—1
e allora dovra prendersi 4, =—1); poi si fissi & non inferiore

a —1 e m modo du non superare il minore dei numeri
2ng —2— LM, 2p,— 2.

mdi si prenda L™ non inferiore a 0 e in maniera da non snperare
il minore dei numeri

M1, 20 —2 <1,
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in fine si prenda L® non mferiore a 0 e in guisa da non superare
il minore dei numeri

53 =0 — A R T LY — 109

? o
Quando si facein n,—2 o g ==2, basterd attvibuire ad L i soli
valori — 1 e 0, gineche per [/ — 1, 2 51 hanno dalla (IT) soluzioni
coincidenti con quelle che si hanno per LM — _. 1, 0, sostitnendo .
con 711 nel caso di », =32, ed », eon 2,41 pel caso di ne=2,
& percio lo stesso aceadr per le soluzioni, du esse dedotte, fornite
dalla (ITI), e eid si puo facilmente verificare.
Quando s1 faccia

My =11 = 2, ..fllll = i‘:{l} —_— [}' -‘!nl'lﬂ'l — U: zﬂrﬂj o 2:

si kta dalla (ITI) una rete dj ordine 4n,, i cui punti fondamental;
sone 2 di mulliplicita 2n,, 2 di multiplicita 2n; — 1, 25, — 1 doppi,
1 semplice; e facendo

m=ne=3 Lh=0, W=0, =1, yH—1

si ha una rete di ordine 4y —2 avente per fondamentali 2 punti
di multiplicita 2ne — | » 2 di multipliciti 2ng— 2, 25— 2 doppi,
1 semplice. Queste due soluzioni msieme equivalgono alla seconda
di quelle date dalla sig.™ Larice, (%) (la quale alla sna volta coincide
con quella datn dal Ruoffini (%) u pag. oll, s, allorehe si fucein in
questa v=1. La soluzione che si La dalla anzidstta del Ruffini
per v=20, e che non & altro che quella che i Ruffini stesso da alla
fine della pag. 511, 3 1a seconda di quelle date dglla sig.™ Lavice,
© con essa comeide I'insieme di quelle che si hanno dalla nostra (I11),
ponendo una volia

Ng — iy — 2: Elrlj - — 1, 'EIEII:ErJI z— []r ZEIIE] - 3!

e un'altra volia

g — iy 21 Z]”J —— r), é’:;:l:rj —_— = ]1 ?gfg} — I, Eﬂﬁ} -— 2.

Facendo 9y, = =2, ["=[h—1 y W =05LN=0 g obliene la
seconda delle soluzioni date dul Ruffiui a pag. 512, ¢, , mentre la terza
di codesie soluzioni si ha per

Mg = il — 2, Ell” — 0' EE“:' —— — ], EEILE} —_—— gﬂ[a] — l:-i-,
e la sua coniugata per

Mg — e E' £[l1} P 1' Eﬂlh — IEIE'.I - JE{H} P— U_

(Y Peviodica @i motesnalicn, annon AXIY, fase, V, 1000,
(*) Bfem, Ace., Bolegna, 1877,
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Con Pultima soluzione della pag. 512 del Ruffini coincide I insieme
delle due che si hanno ponendo nella (I1I) una volta

Ng—nm — 2' l'.fl[l! == 33{1" — I& Y e [L Igl:a] —_ ].

e analtra volta

g — Hy = 2’. L_l:“ == 1‘ fg'[l] — 0. EE{EJ — 1, Eﬂ_'[:h — 0.

Infine si ha la prima delle soluzioni date dal Ruffini a pag. 513,
facendo

Mg — 1l — E, 31“]:-' !ﬂ”‘] — EE{E}: ijﬂj = El',
mentre & ha la seconda di detta pagina e la sua cbniugﬂta, facendo
rispettivamente

Mh==m = 2, EII’]] = ]., Igl’l'l = IEEHJ = Egm} =) -
Ng — I, — 2, il{ V= U, fg‘” — 1._. igﬂj = Eg“] — [].

Per i primi valori di qualeuna delle » aceade che qualche solu-
zione dedotta dalla (III) coincide con tua soluzione dedotta dalla (1I),
Cost per #e =1, =92, », gnalungure,

31“} — D, fg“‘ —_ 1. Eglal — D, Eg{a] — 1,

sl ha daila (ITT) una rete di ordine 3, — 1 , 1 ent punti fondamen-
tali sono 1 di multiplicita 2ny — 1, 3 di multiplieith #,, 2 di mul-
tiplicita ,— 1 e 21, — 3 sempliel, e Ja stessa si ha dalla (1) per
ne=37, ;'"=1, w, qualunque. Parimenti dalla (1) per ng==2, ny=3,
9% qualunque,

L= — 1, W = B, i'E":" == D’ ziﬁ'] ===

s1 ha unpa rete di ordine diy + 2 1 eul punti fondamentali sono 1 di
multipheita 2n,, 5 di multiplieity », + 1, 2 —2 semplici, e la me-
desima soluzione si ha dalla (II) peroe=3 . in—4 ¢ ponendo n,—}-2
in luogo di n,.

Avviene pure che per i primivalori delie 4 ottengane dalla (ITT)
solnziom che eoincidono con quelle dedotie dalla medesimn per altri
valori. Cost per #y,=2, " —0 ]a (I} ei da una rete di ordine

2?111‘13 — Fg{]! W — !2‘21 [“j = 1:' T 32:3_1 t
I cul punti base sono 1 di multiplicita

2’“1 (?i.'a —= 1:' = j-j"h iy — !43{5] (’i'h_— l‘l — l?ﬂlm, E??g — A — fgl:” == Egﬁ,_— JE':H}

di multiplicita 2n,, 3 di multiplicita o . L™ di annltiplicita », <+ 1
L —07 di mualtipleiba n, —1, @ dj multiplicita 2n, —1, 2p, — 2-—1,®
sempliei. La stessa soluzione si oltiene ponendo s1i; 41, L4 2 in
Inogo di ny, L. Ne segue che per m: =2, 4" =0 basta prendere
per 1Y 1 soli valori — 1, 0.

Parimenti per n, =2 /= _ 1 y (N =1®—=0. y , %z, LM gua-
langue, si ba una soluzione ehe coincide con quella che si ottiene
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ponendo n; + 1 in luogo di ng ed /" =1 invees di ¢ =—1. Qosi

pure per |
=2, W=P=0P=0;

iy, a1, LY qualunque, risulta una soluzione che coincide con guella
che si ha ponendo 2. -}-1 in luogo di n ed L =2 invecs di LM =10,
Ne segue che anche per ns =2, quando si faccia ' =" = (), basta
far prendeve ad L™ i soli valori — 1. 0,

Per ng=2, =15 =0, 1=23_ 5, , Mz, L' qualanque, si ot-
tiene dalla (ITI) una rete di ordine 2 (ngny — L™ — 1) (forma a eni pud
ridursi in pit modi un numero pari qualanque), i eui punti fondamentali
sono 1 di multiplieita sen, — [,t¥ —Z, 1 di multiplicith (ne—1) "y — L
2 =2 — 4" di wultiplicith w, LY-1 di multiplicith n, — 1, 2
di multiplieita rgn, — L™ —1, 2, —4— ' semplict. La stessa rete
st ottiene per #; =2, IV =0, =2, =10, e ponendo -1,
4 -2 in Juoge di me, 0V,

Fissati per ny, 1, 23 per le [ dei determinati valori, si vede
subito che lu soluzione coningata di quella data dalla (IIT) per quest
valori si ha tenendo fermo il valore di n: e scambilando fra loro
quelli di ny, #s, tenendo inoltre fermi i valori di [, L% e scam-
biando fra loro quellt di 4, ed I/ -+ 19, gioé la soluzione coniugata
in diseorso & data da una rete di ordine ny [mefy — LY pg - 1B — L%
(dove sl & posto [ne]y = nmang — T" ™), il quale ordine non & aléro
che [1g], e avenfe i seguentbi punti fondamentali

numero multipliciia
1 [72] — [ne]
2y ~— 2 — Y — 1 [722 ]y
l,(" —f— 1 — 4 (71 ]y — Mg
2ng — 2 — LY — [ Mg (I11)
[ (Mg — 715 + 1
Ig“'—‘- 1 Mg — 1
L% [12]; — 1
2y — 2 — LIV — B [ 1

Ne viene che Ja (IT1) fornira una soluzione aufoeoniugata gnando
BIA Mg =ny;, L= "L 1

7. La soluzione (I1I) si ricava dalla (11} nel seguente modo. Si
ssa un numero #1322 e tre altri (ciob tanti guantl sono 1 grappi
di punti fondamentali della rete (II) meno uno) numeri LY, L& 19
nel modo indicato al n, 6. 3 forma Vordine della rete (ILI) molti-
plicando per 5 quello della {1I) e sottraendo dal prodotte ls mulli-
plhicith dei punti base della (1I), esclnso il primo (ciod #n,, m—1, 1)
woltiplicate rispettivamente per LY, L2 LY T peoti fondamentali
della (I11) sono in primo luogo uno avente per multiplicita Ja diffe-
renza fra l'ordine [na) della rete sisssa e quello [n.] della (II), poi
un cevio numero di punti di multiplicita esuale all’ordine della
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rete (II), numero che si otiiene sobfraendo dal doppio, diminuoito ,;‘
di 2, di m; i tre altri nomeri @D, L, L, Per avere il numero e R
la maultiplicith degli altri gruppi di punti fondamentali si procedera g

cosl. Il numero di ciascuno dei tre gruppi, diversi dal primo, di
punti base della vete (II) si diminuisea rispeftivamente di uno dei
numeri LM, I L™ ed a eiascuno dei punti fondamentali che si
tolgono cosi nella (II) se ne sostitoisea uno la eui multiplicita sia
la differenza fra quella del punto soppresso e l'ordine délla rete (I1);
tuttl gli aliri punti della (ID) passano nella (III). Cosi diremo:
Nella (E€I) anzichs 2n, — 2 — 1,0 punti fondamentali di multipliciti 2,
che compariscono nella (II) ve ne saranno 2my— 2 — 1 — 1% So-
skifuiremo poi nella (LI) per passare alla (II1), agli punti #,-pli
cos1 soppressi altrettanti di muliiplicita [e] — 0y, cosieche in (I1I)
avremo 'Y 41 punti basse di multiplicita [ng] — n, (L' sono quelli
che si sostituiscono agli n-pli soppressi ed uno & quello gia esi-
stenfe in (II)). Parimenti nella (III) anziche L1 punti base
(#: —1)-pli che compariscono nella (1), ve ne saranno "1 — 1,

ed in luogo degli 24 punti (2;—1)-pli soppressi ne Compariranno
altrettanti di mulbiplieits [n.] — (n; — 1). Infine nella (III) inveece di
2m— 22— punti hase sempliel che vi sono nella (II), se ne tro-
veranmmo 2n —2— 71— 1.3 ef in luogo degli L/ soppressi compa- o
rivanno altrettanti punti di multiplicita [ne) — 1.
Applicando il procedimento anzidetto alla (III), otterremo una %
refe di orvdine
ny [ng] — I [ne] — L™ ([ne] — 1) — 1 0y — LY ([204]) — ny —+-1)— !
| — 5 [, —1) — [g® (22} — 1) — 1O
ordine che indicheremo con [n:], e i cui punti fondamentali sono i
numero multiplieita Tj,L
1 (4] — (1]
2“4 — 2 —Z;-,“‘ —Eg‘fg}_z:ﬂﬂj‘—- (FHH} —= Igm—- 13{5) ——".*:3”] [‘Ha] fl:jl
LY -1 (73] — [#g] Sil,
Gig— 2 — [P — L &) [122] e
14 [na] — [ng] + 1y 4
P41 — 14 [1g] — my :
{49 [92;] —my (1Y) o
g — 2 — 1\ — 1@ y VEr
{\" Lg]l —[na]+n, — 1 :;
{9 — 9 [1e] — ny |- 1 j
33[5:' [?!‘3. — i 1 ; -:I
W==1 — [ —L® Ry — 1 ; |
[ [11a] — [na] 4+ 1 |
lo — [5® [’Ha] — 1 .
L [na] — 1

21]1 — ] 2 — f;'l‘” — fﬂ{m — 33{1] 1
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Applicando alla (I 1] procedimento e g discussione applicata
alla (I1) (n. 6) si otbiene appunto g (LV) ora seritia. Quanto ulla
sceltu delle Y g oenn Tl (il valore d ciaseuna delle quali incomincia
da 0, tranne quello dellg [ che incomineia dg —1, 11 quale & gap-
cettabile anche per 2-133——2Hfgf”—ﬂ!}_-'i'ﬁig*'"’=—~u SI procedery
analogamente g quanto si & indieato per la seelta dells ls. Si fissery
c1og ™ in modo da non Superare 1l minore dej numer

2!3‘4 — 2, 2‘??3 — 1 — ?_ﬂl - z:-:{m i "T.'I.'JHJ :

POl si prendera 4 in modo da non superare il minore dei numeri

Sy — ?3[1}, !g”] + 1 =

indi si prendery 6 in guisa da non superare il minore do; numeyi

2?‘!4 S— E — Iﬂ:“" — E.E'FE'I, Ewg ey E - hrh —— Ig”',
& cosit di seguito. In particolare prendendo tutte e 7 eguall a 0, e
le # eguali g 2 & ha mna rete dj ordine 16 avente -

5.."3—_—"3, J::;:"—S, ..Tg:B, ;'1'1:3,

soluzione che si generalizza, ottenendo una rete di ordine 2% ¢ avente
per fondamentali 3 punti dj multiplicita 2

b=k —1, 1{——2,..., 1, 0.

Ed ora & evidente come si possano formare tutte le successive S0-
tuzioni generali ehe 81 ottengono con I'applieazione deile (z), (3). Bd &
pare evidente che parfendo dalla rete delle yetie del piano e eopsi-
derando le reti che Possono dedursi da essa aon una trasformazione
quadralica, e poi guelle dedoite dalle reti cosi ottennte pure eop
una trasformazione quadratica, e poi quelle trasformate (sempre per
trasformazione quadratica) delle nuove reti ottennte (prendendo 0gni
volta la rete trasformatrice in Posizione generica e nelle possibili
posizioni speciali), ¢ eos via, tuile queste refl che man mano 8]
oltengono song contenute nelle nostre (D, (I, (I11). e cosl vid, co-
sicché le formole da not trovate forniscono tutte le possibili reti
cremoniane.

8. Termineremo col far ved®re come dalle nostre solnzioni gepe-
rall (I)-(TV) s Pessino avere tulte leg vefi Al ordine 14 ottenute
dalla sig,” Lapiee nella Nota citatg g prineipio delly presente, In-
tanto dalla (I) per m, =14 abbiamo una pete €on Tyy=1, r =294
Allre 9 retj di ordine 14 abbiamo ottenuto dallg (II) al n. 5

Altre 30 ne otteniamp dalla (III) per j seguenti valori delle 7 o
delle 5.

e e TV e T
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g LY opy M LB LS e e LY opg LY LB
2 3—1 2 0 0 0 g8 8 2 8 1 1 2 ,.
3 2 —<1 2 0 0 0 3 3 2 8 1 2 0 “
3 3 2 2 0 0 0 2 383 0 3 2 0 0 -
2 2—1 3 0 0 1 2 2 -1 4 2 0 2
2 4 0 2 0 0 2 3 2 0 4 2 1 2
4 2 0 2 p 02 3 &8 1 3 2 8 0
3 3 1 2 0 0 2 2 2 =1 4 3 0 0
4 3 4 2 0 0 9 2 83—1 3 3 0 1
2 2 0 4 0 0 =2 2 3 0 4 4 0 2
3 2 0 83 0 0 4 2 3 8 83 0 2 0
2 4 0 2 1 0 0 2 2 —1 3 —1 0 3
2 2 0 4 1 0 0 3 3 —1 2—-1 ¢ 3
3 3 0 2 1 p 1 3 8 4 3 —1 2 0
3 4 3 2 1 0 1 3 3 2 3 0 3 1 g
2 3 0 8 1 0 2 3 4 4 3 2 2 0 e

Altre 8 soluzioni si oftengono dalla nostra (IV) per i seguenti
valori delle n e delle I (tralasciamo ™, 44 che sono nel easo no-
stro sempre eguali a 0),

o e LV mg LYOLE L@ gy IENOLE LY L L

i i g - ;
SRR el S

2 2 06-2 0 0 0 2—1 1 2 0 O
2 2—-1 2 0 0 2 2—1 1 2 0 0

g 2 0 3 1 1 2 2—1 1 1 0 yp g
2 2 0 3 11 2 3—1 0 1 1 2
22 0 3 1 1 2 2 0 0 0 0 0 %
2 2-—1 3 3 0 2 3 —=1 4 0 0 0
2 2—1 8 2 0 3 3—1 3 1 0 1
3 3 4 3-—1 5 0 3 —1 0 0 5 0 ]

Oltre alle 48 reli di ordine 14 date dalla siz.”» Larice e qui rica-
vate dalle nostre (I)-(IV), ne esiste qualche altra. Cosi dalla (III) per:

=Ny =g — 3, It = lgy = 2 (7 = ﬁ, !!gl:m =1
si ha una refe autoconiugata di ordine 14 con
=2, =1, =3, B=3, n=1,

Dalla (IIT) stessa per

My = ils Nz E.'l., (1[]] — -,1, ngl" —_— 1, EE‘E' — 3! Egia] - 1

st pthiene un’altra rete di ordine 14 eon
s=1, =1, as=1, =3, 2:=2, 1m=1,

che & la coniugata della penultima delle 30 ottenute dalla (II).
Dalla (IV) per

=N g HJZE: E‘.’”':_ls }E[H’-:-'r EE'“:_L Eara}:3
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e tutte le altre I uguali a 0, si ottiens un‘altra rete dj ordine 14 con
Ty — ; -1'_122, .'1'3—_—..‘}.1, .lel,

che & la coningata della quarta delle 8 cha abbiamo ottenuto sopra

dalla (IV),
F. Payating.

E]?RATA-C(ZEEHTGE. — Nellarticalo- Intorno nila Ralvz=ioni "ell’eguazioye I" - §i=gn del
prol L. Camwisy, pubblicato nel Fasecicolo 11, a
Phg. B5  lipea 1 inedce ff o Consagnenze . leqyyir = Consegne
n
B> . 4 G - g =, >0
1
1] a
b1/ ) g . WY =S w4 X
1 |
N SOPPrimeare » pells {10}
—— -

BIBLIOGRAFIA

MapEsTiNGg DEL GIUDICE. — Lezioni eritinetica razionale » algebi

elementare ad uso dei Ginnasi Superior: e degli Ititnt; tecniei.,
F. Marcolli, Roma-Milano, 1911,

Cn libvo di scienza che imprenda a trattare il zraduale o logico svolgimento
di un qualsiasi rosramma scolastico & da considerarsi sottp jj duplice aspotte
scientifico e didattico, & i] sup AVViIcioamento Pill o0 meno grande alla IITAZgiiin-
gibile perfezione ideale dipende tutto dalla perizia dell'Autore nelle sviluppare
Parmonico aceordo fea questi doe aspeiti,

Ura, se si esamina con attenzione s genza preconcetit Ia recenta pubblicaziona
del proi. per Grupice, si restn subito convinti che non si & allg pressnza di uno
dei soliti libri che 0gnl ano i grandinano Aaddosso, spesse mancanti di qualsigsi
scopo seientifico e didattice, non valenti neppure la carta sulla quale sonop stampati
o che sono lanciati daj loro compilatori nellg lizza, colla sola praoceupazione Ji
arrivare presto, perché I'arrivare Presto vuol dire spesso {ehi sa per qualj FRZ1onj)
riuscire g izsimnarsi nelia scuola, conguistare una posiziooe, IMporsi (poco jm-
porta se per fas of nefas!t).

Il tratiato del prof. vEL Giupice appartione 2 tutt'altra specie; & un libro
eccellantemente pensato, bene secriito e coordinato armonicamante nelle sue parti,
Qualeuno poira forsa ritenerlo pin difficila degh altri; ma Je cose alla fin fine
Sono quel che sono, & pop & tanto agevole muiarle, o I'apparente facilita di a)-
euni libri & qualehe volta tatta A scapito dell’esattezzy o del rigove. Cerio quelln
del prof, pEL Gopioe ¢ un libro che now 3 fatiy PET 1 c081 datbi pppg; aecelerat;,
© probabilmente non sara aceolto con soverchig entusiasmo dp quegli Istitati pyi-
vati che (& giudipare almeno dalle lorg rosee statistiche) sembia nbbiane svato
dalla Divina Provvidenza la facolia 8 I'inearico (i cambiars g feste.

Ma fortumataments gli seolari delle seupla regolari nulla sannp g eors; ge-
celerati, Per di pit sono assistit da Professori ¢ho, nella gran mageioranza,
conoseono » fondo n Scunlp e le Sug, esigenze, & ad essa Consacrano tuttp jj
tesora del loro sapere @ della loro pazienza, R quindi cerlo che up Libro; sig pur
Ziudicato dificile dr qualeano, diverri nelle loro manj ij pia facile dej libri,
purche abbia an solide fondamento logico & scientifing,

L’Autore, mosso dal nobile intento dj Sngoilare n ohi legoe o apivite Tifies-
Silo e Critico, sicché il “agionumento tenda n diveniye un PrOCESSD sempre il pp-
sciente e non aniomatics mnemonieo, eominecia molio opporiunamente coll'esporre
N misnra sobrig = {adeguatamente allo stopo) complota le nozioni fondrmentali
dalia logica, (i questa henedetla logica eontyn la quale (tanto per fare omore gl
detto che I'nomo & ragionevole) vanno a Cozzare in punti dj capitale importanza,
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& pill spesso che non 8i ereda, parecchi serittori, non esclusi nemmene aleuni che
{ineredibile a dirsil) vanno per la maggiore.

Nel 1 capitolo 1'Autore tratia deil’oggetto e del simbelismo deil’aritmetica, o
nel 1l del provedimento d'induzione che in seguite Egli applica sislematicamente
ogni qualvolla si presenta 1'ovcasione, e svolge I'intera teoria dei numeri interi
secondo 'ordine degli aliri capitoli: 11T Ja somma, 1V il prodotte, V Ia sueces-
sione dei maltipli di un numere, VI ypotenze di un wumero, V1l Ia snceessione
delle potenze di un vumero, VU ia differenza, 1X quuziente di due nnmeri, X di-
visione approssimata, X1 numeri congrui vispetto ad un dato numero, XI1 nume-
razione, X111 feenica delle operazioni aritmetiche, XIV alliveamenti che rappre-
sentano 1n un dito sistema di nuwmerazione, numeri congrui rispetio a meduli
aventi date relnzioni com la base del sistema, XV massimo divisora di un grappo
di vumeri, XVI alcuni teoremi relativi ai gruppi di vumeri primi fra loro, XVII mi-
nimo multiple di na gruppo di numeri, XVIII composizione di un nomero come
prodotio di polenze di numert sempliei, XIX costrazione del groppo dei divisori
di un numero non semplive o di un grmppo di nameri von primi fra loro, XX suolla
successione dei numeri sempliei,

Numeri frazionari.

In questa non breve esposizione tuilo & ben erdinato, gli enunciafi dei teop-
remi sono espressi cop molia precisione e le dimostrazioni condolie Sempre con
chiarezza e alla siregua della logica pin streita. Qualcuno degli imcententabili
(chs non mancano mai) pofra forse ovsservare che i teoremi che si ESPONEONO Nej
varl capitoli sono un po’ troppo numerosi, tanto che lo scolaro finisce per sfan-
carsl soverchiamente,

Ma tale osservazione ha iutta I'aria d'un eavillo, tanto pin che pareechi di
questi teoremi, sopratutio in un primo studio, possono benissimo essere lasciati,
senza che soffrn minimamente la compagine del libro; tali sono ad esempio quelli
che si riferiscono alle proprieta delle eguaglinnze e delle diseguaglianze combi-
nate fra loro e pareceld altri.

Stando allora cosi le cose, & meglio che questi feoremi vi siano tutti, perche
€16 concorrs a rendere pih completa 1'opera. (& poi da aspettare che um altro
punto del Iibro possa urtare la snsceitibilita di qualenmo di quelli che sborri-
scono dalle novita, ed & la parte svolta nei capitoll X[1, X111, X1V, Premeiliamo
subito che, dal punio di visia scientifico, non ¢"& nulla & obbiettare: angzi questa
parte & assal pregevole per la sua gemerality. 1u quanio al punto di vista didat-
tico, nna volia che nno ritenga troppoe ardno entrare in argomento, ha due mezzi
per togliersi d'imbarazzo: o lasciare questi capitoli (I'Autorve, giustamente per-
surso di quanto si va ora esponendo, ha fatto strmpare i capitoli X111 & XIV in
caratiere pim minuto), o adattarh al caso che la baze del gistema di numerazione
sia 70, ¢id che mon porta alcuna faties.

La teorin dei numeri frazionari & tutta condensata in una quarantina di pa-
gine, il che, per guanto sin da considerare comsa un pregio, pui benissimo met-
tere in orgensmo qualcuno abituate a wvedere lraiiato questv argomento pin alla
distesa. Ma I"Autore non se ne deve preoccupare piit clie {anto, avendo posto intto
1] possibile interesse a infrodmre con chiarezza, precisione o logiea il coneeito
di frazione elementare, & 1 concetfi di somma, differenza, prodotto e guoziente dei
nuovi wumerl, i quali (dal pooto di vista scientifico) offrono non piceole difficolfa.
I1 resto & di gran lunga pia sgevole, riduecandosi in gran parte n estendere ai
numeri frazjonari le proprieth gia dimostrate pei numeri interi.

Le frazioni decimali infine sono qui generalizzate e sestitnite con frazioni il
eul depominators 2 una potenza della base del sistema i numernzione, che @
lascinta complelamente generica.

Wuesto libro del prof. pEmL Giunier rinmisce in sé lali doti di eontenuto e @i
forma, cho sapra indubbiamente farsi apprezzare dai colleghi: e mentre si attende
la pubblicazione della 2* Parte che fratia deli’Algebrn, ’Avtore aceetli (questo
augurio che, quale amico sincerp, faccio per ln sua bella opern: Che essa abbia

{a fortuna che meritul
G. Prrospisr,

GIuLio LAzZzZerl — Direttore-responsabile

Finiio 4l stampare 11 1S Dicembre 1011




LTRODUZIONE AD TN NCOVO NETUDO DI GEOMETRIA. DESCRITIIT:

Il prof. B. Mayor di Losanna nel suo libro: Statigue graphigue
ies systémes de Uespace (Lausanne, Rouge & C.ie, 1910) stabilisee 11
sistema di rnppresentazione deile forze Sopra nn piano, dal quale poi
ricava la rappresentazione dij tatll gli elementi dello spazio: refia,
punto, piano.

La teoria di Mavor, spogliata del concetio estraneo di forza, li-
berata dalle formule algebriche e dagli sViluppi analitiei, appare
tome unn nuova geometria deserittiva cle pud gareggiare per sen-
plicith ed eleganza col metode d; Moxee e eon quella della proie-
zione centrale: e, soito certj aspetll, & ad essi preferibile, special-
mente 1 tutte le guistioni nelle quali giova far risaltare il principio
i dualila,

In questo Javoro mi sono proposto di ricosiruire la teoria dj
Mavor in forma goomelriea, e di ridurla molto facile e piana, af-
finehe possa entrare nel dominio della pratica,

Spero di aver rageiunto lo Scopo prelissomi, poiche per inten-
dere questo luvoro basta conoscere oltre i primi element; della geo-
metria proiettiva la brevissima nota- Teoria elementaye del canplesso

linewre da me pubblicata nel Periodico di matematica, anno XVI, 1901,
pag. 273-278. i
Mi sono limitato per ora a visolvere i problemi fondamentalj re- “
lativi & punb, rette e piami, viserbandomi di darve in seguito altre [L
applicazioni piti importanti. 1.
g

CAPITOLO 1.

Rappresentazione alegli elementi dello Spazio
SOpra um piano gqualungne per mezzo di un complesso lineare,

l. Consideriamo un complesso lineare non specialeT ed un piano 7,
Sa 5 il polo del piano . rispetto a T, e s il piano polare del punto
all'infinito della direzione perpendicolare a =,

Le retta s—=mxg & Ia polare della retta perpendicolare in S a .
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Chiameremo:

piano fondamentale o quadro il piano #;

punio fondameniale il punto S;

retta fondameniale la vetta s. |

Gl proponiamo di rappresentare sul quadro = tutti gli elementi
dello spazio per mezzo del complesso T.

2. Rappresentazione del punto e del piano. — Consideriamo un punto A
ed 1l suo piano polare «, e sin A’ la proiezioue ortogonule di A sul
quadro w, @ In traccia di 2 su =.

E facile vedere che la retta SA’ ed il paubo 4" s1 appartengono.
Infaiti il piano polare del punto sa’ passa per » (retta polare di s)
e percid & perpendicolare in S a w; e passa anche per A (polo di «)
e gquindi per la sua proiezione A’

Dungue un punto A (o un piano =) dato ad arbitrio nello spazio
determima nel modo suddelto una coppia di elementi A’, ¢’ in =z tali
che la refta SA’ appartiene al punto sa'.
~ Inversamente una coppin di elementi (A, &), tali ehe la retta SA’
ed il punto sa’ si appartengauo, individuano un punto A e un piano z.
Infatti la refta ay polare di a' passa per S (pulo di =) ¢ appurtiene
al piano polare di (s¢’) cioé al piano perpendicolare a = per i punti
S @ (sa’). Questa refta 4, incontra dunque la perpendicolire a = in A',
i un punto A che ha per piano polare Aa’.

Se per brevita di linguaggio conveniamo di chiamare antiproie-
ziwome di un piano su = la proiezione del suo pole, e antitracciv di
un punio la traccia del suo piano polare possiamo enunciare le se-

aguent] proposizioni.

Un punto A & perfeitamenie Un piano u & perfettamente rap-
rappresentato dalle sua proiezio- | presentaio dolla sua traccia & e
ne A" e dualle sun antitraccia o'. | dalla sua antiproiezione A’

Affinche unw coppia (A, o) possu rappresentare un punio A e un
plano « & necessario ¢ sufficiente che i punio sa’ e la retie SA' si ap-
DArIENguno.

Cosi gli «® punli (0 piani) dello spazio corrispondono biunivoci-
mente alle @® coppie che verificauo ln condizione suddetia.

Indicheremo un punto A col simbolo (4, «) ed il suo piano po-
lare @« eol simbolo (a’, A’).

3. Rappresentazione della retta. — Consideriamo ora una retta u
¢ la saa polare ». Siano o', v’ le proiezioni ortogonsali di #, » sul
quadro = e ', V' le loro tracce. Conveniamo di chiamare anliproie-
zione e aniitracciw di wnee retfa la proiezione e la traceia della sua
polare. Cost », V' sono lantiproiezione e 'antitraccia di w.

La vetta u pud esser considerata come sostezno di una punteg-
giata, i punti della quale hanno per proiezioni i punti della " e
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per antitracce le rette per V': oppnre come asse di un fascio (i
piani le tracce dei quali passano per U e gli antipoli apparten-
gonun a v,

E chinvo che, datn la reita u, ® perfettamente determinata la
coppia (x', V') come pure In coppin (&', 1),

Viceversa, data la coppia (', V'), resta perfettamente determi-
nata la retta # come intersezione del piano perpendicolare al quadro
per u° vol piano polare di V',

Possiamo dungue rappresentare indifferentemente la retla i, come
ln ¢, eol simboli (i, V'), (¢, U’). Per fissure le idee rappresenteremo
sempre la u col simbolo (4, V') & la v col simbolo (¢, #'). Riassu-
mendo:

Una retta & perfettamende vappreseniata dalle sua proiezione e dalla
sua antilraccia sul quadro.

Le =t rette dello spazio corrispondono binnivoeamente alle oo
coppie (u’, V') '

4. Trorenma. — Se (v, V'), (, U') sono due retie recivroche:

1) U apprartiene ad u' ¢ V' a v':

2) ¢ punto comune «lle W', v' appartiene alln retin fondamentule s :

3) la retta congiungente i punti ', V. passa pel punto fordamen-
fule S.

1°. La proposizione 1) & evidente. .

2°. I pinni perpendicolari a = condott per le rette o', v" si ta-
gliano secondo una vetta, perpendicolare a = cha inconfra le rette,
polari, =, » e pereid appartiene al complesso. Essa incontra la » (al-
I"Infinito), e percid deve inconktrare la sua polare s. Ne segue che o',
v, & sono reble concorrenti in un nunfo,

3%. La vetta U'V’, incontrando le rette polari u, », appartiene al
complesso, ed incontrando s deve inecontrare la sua pelare », ciod
deve passare per S,

5. TeEoREMA. — Affincheé una wefta u appartenga al complesso T -2
necessario e sufficiente che gli elementi u’, V' osi appariengano,

Infalti se V' appartiene ad ', il suo piano polare taglia il piano
perpendicolare a = per u', secondo una rettn per V'; dangue u, »
s inconbrano in V'. Siccome una retta clhe incontra la sua polare
leve coincidere con essa, cosi u, v coineidono in una relta del com-
plesso T,

Inversamente, se la retta u appartiene al complesso T, essa coin-
cide con la sua polave v, e rbrein o, V' si appartengono. |

Cosi le =o® retie dol complesso I' corvispondono binnivocamente
alle «® coppie (i, V') i cai elementi si appartengono.

6. TeorEmMa. — Se ln provezions W di une yeltn passa per il punio
fondamentale S, la sun antitraccic V' apparliene olla vetta fondamen-
nle s ; e viceversa.

Infaiti se ' passa per S, la retta % incontra la », e pereid la
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sua relta polare # deve incontrare la retta s, polare di » i un

punto V' che & I'antifraceia di w.
Inversamente se V', antitraccia di v, apparliene ad s, la retta v

incontra la s in V' e quindi la u, polare di V. deve incontrare ln ’,

polare di s, e percid «' deve passare per S.

7. Da guanto abbiamo detto nei 8§ precedenti discendono fseil-
mente le condizioni di apparfenenza degli elementi, punto, retia,
piano, la condizione d'incidenza di due reble, ece.

TeorEMT:

1°. Affinche una vetta u=(n,V) Affinché nna retta v =, V')
ed un punio A=(A", a') si appar- | ed un piano = (a’, A') si appar-
tengano, ¢ necessario e sufficiente | tengano & necessario e sufficiente
che le proiezioni della vetia e del | che le tracee delin retta e del piano,
punto (' e A'), si appartengano, ¢ | (U e a’), i appartenganio, e le lore
le loro antitracee, V' e a' pure si anliproiezioni, v' e A' purs si ap-
dppdriengario. | pariengano.

2% Affinché un punto A= (A’, a’) ed un piano 5= (b, B') si ap-
partengano & necessario e sufficienie che lu congiungente ¢ punti A', B’
e la inlersezione delle rette o', b’ si appariengano.

Infatti, se il punto A appartiene al piano B, 11 polo B di 8 ap-
partiene al piane «, polare di A: e percid la rettn AB coinecide con
la =3 e appartiene al complesso. Ne segue (§ 5) che la reita AR
ed il punto a'% si appartengono.

Inversamente se la retta A'B' ed il punto a'é’ si appartengono, le
retie AB e «f appartengono al complesso e coimcidono; quindi A ap-
partiene a B.

3% Ajfinche due refte vy= (u7y, V) e ns =(us, Vo) siano incident
¢ necessario e sufficienie che il punio @incontro delle retta V5, V's collu
vette fondamenicle s e la velta che congiunge il punio u'y v’y col pusto
fondamentales S si appariengano.

Affincho le due rette w,, w siano incidenti & necessario e siffi-
ciente che esista un punto A, apparienente ad ambedue, il quale
abbha (Teor, I) per proiezione il punto u, w's e per untitraccia la
veita ViV e perciv (§ 2) & necessario e sufficiente che In relfa
congiungente i punti S e w3’y e il punto d'incontro delle retfe §
e V1V’ si appartenzano.

8. Le condizioni trovaie nel Sy precedente permettono di risol-
vere con facilita i problemi fondamentali rvelativi a punti, rette e
piani.

ProBLEMI:

1°. Rappresentare la vetia comune a due punti o a due piani.
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Siano A =(A, o), B=(B, ¥) due punti (fig. 1). La retta t=AR
ha per proiezione #'= A'R’ o per an-
ttraceia V'=a'b. La lraccia di o &
il punto comune alle rette i’ e SV
(34) e Paniiproiezione dj # & la retta
che passa per V' e per su'.

Cosl la retta AB & rappresentata
da (i, V') a la sun pelare, eiod ' inter-
sezione del piani a=(q/ A'), 8=(¥,B)),
polari di A e B & rappresenftatn dn

(v, 1), Fig. 1

2% Rappreseniare il mino in- Kappresentare il punto fndipi-
dividuato da lre punéi non in linew | duato dag tre Diani non passanti
relia, Per une yetla.

Stano dati tre punfi A= (4", a), B=(B, %), 0= (C ¢) non in
linea refta (fig, 2).
Colla. costruzione del problema precedente possiamo determinare:

1% le tracee U, Uw, U\ delle retip BC, CA, AB; esse sono
Sopra una retta 2’ che & la tracein de pMane ARC:

2%, la antiproiezioni », Veny vy, delle rette medesime ; esse de-
vono passare per un punto X' antiproiezione del piano AB(.

1 piano ABC & dunque vappresentato da (¥, X').
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Similmente il punto comune ai tre piani o= (a', A), s=(l/, B),
v =(¢, () & rappreseniata da (X', 7).

3". Rappresentare il piano in- Kappresentare il punto indii-
dividuato de un punto e da una | duato da un plans e da wia retia.
retta,

S1 riduce facilmente al precedente.

CAPITOLO 11.

Rappresentazione degli elementi dello spazio
sopra un piano perpendicolare all’asse del complesso fondamentale.

3. La rappresentazione stabilita nei 8§ precedenti diventa assai
pi semplice e pih atta alle pratiche applicazioni, guando si prenda
per gnadro un piano 7 pevpendicolare all’asse del complesso fonda-
menbale T

Studieremo percid con moggiore ampiezza questo caso particolare.

Poichs ogni piane perpendicolare all’asse hu per polo il punto
d"incontro con I'nsse stesso, i punio fondamentale S 2 il punto d -
contro del quadro con asse v del complesso, e la refta fondamentaie s
(polare di +) & la rettu impropria di r-.

Per questo fatfo, che s diventa ia retia imyropria del quadro, le
proprieta dimosirate nel capilolo precedente vengono cosl sempli-
ficate.

1% Un punio A & rappresentato dalle sna proiesione A’ e dalln sud
antitvaccia n', che deve essere pavallela a SA'.

Un piano a ¢ vappresentato dalla sua traceia 8 ¢ dalle steet finti-
proiezione X', che appurtiene alla parallela per S ad o',

Cosi gli oo® punti (o piani) dello spazio corrispondono biunivoca-
mente alle =0® coppie (A", a') tali che o sin parallela ad SA’ (§ 2).

2° Una wetla ¢ vappresentata dalle sua proiezione u’ e dalla sun
anfitraceta V'.

Cosi le w0* ratte dello spazio corrispondono biunivocamente alle
=t coppre (u, V'), (§ 3).

3. Sen=(., V'), v=(v' V') sono due reiie volari:

@) U appartiene a v' ¢ V' a v';

b) u, v" sono parallele

c) U' V', 8 sono in linea reita (& 4),

1% Affinche una retta n=(u’. V') apparienga al complesso fondno-
mentale I' & necessario e sufficiente che gli elemendi ', V' 5t apparien-
fano (§ 5),

#
-
':| i
-. 1
L
=
o

43
. ‘.-
g

L }
el T S
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9% Se la proiezione n’ ds nnE refia w passa per ;| punto fomdmmen-
tale S, la sua antitraceia V© 3 all infinito, e viceversn (§ 6).

6°. Le condizioni dj appartenenza degli element; punti, retta,
piano, contenute nej teoremi 1% e 2° el 8 7 restano inalterate; la
condizione d'incidenza di due rette (8 7. Teor. 3°) si riduee alla se-
guente:

Affinché due rette h=(u5, V), Ve = (1o, V%3) siano incident | ¢ pe-
Cessario e sufficiente che la yetiv congiungente del puato S col puno u'yn's
sta parallela alla V', V', .

Condizioni di parallelismo.

10. TEoREMA 1° — Affinche due piani sieng paralleli ¢ necessario
sufficiente che Te loro antiproiezioni coincidano.

Se doe piani o= (a, A), 3= (b, B’) sono paralleli, i Toreo poli A, B
appartengono ad un diametro del complesso, parallelo all'asse, o
quindi perpendicolare g] quadro; e A" B coineidono,

Inversamente, se le antiproiezioni A’ B’ colncidono, j punti1 A, B
appartengono ad un diametro del complesso e quindi g, F sono pa-
ralleli. E sottinteso elje le traceie &', &' sono parallele fra loyp o
alln SA’

TEorEMA 2° __ Affinche dug yetie Iy = (uy, V). e = (u’z, 1)
siano parallele ¢ necessario o sufficiente che le loro antaproiezioni coine.
erderno,

Infatti se uy . ue sono parailele, ossia eoncorrons 'n un punto al-
Pinfinito, le loro polurt o, , #, appartengono ad un piano parallelo
all'asse e che passa per quel punto all’infinito, quindi le antiproie-
zioni ¥y, v coincidono in una retta parallela alle retfe Wy, u,y,

Inversamente se o, , coineidono, le rette %1, ¥2 appartengono
ad un piano parallelo all’asse del complesso e le Jore polari u, , u,
passano per il polo di guesto piano che & uny punto all’infinito del
medesimo, Dunque #,. u, sono parallele, ¢ Wy, %s SONO parallele

!

Trorryma 3° — g4 condizione necessaria o Sufficiente perche um
piane a=(n', A) ed una retie v =(n", V') siano paralleli 2 che le qn-
tiproiezioni A', v si appartengmo.

Imaginando di condurre per « 1l piano 3 parallelo ad %, guesio
teorema si deduce immediatamente da) primo,

. Prima d; procedere oltre occorre ricordare nng proprieta ca-
ratterisiica del complesso linearsg,

Se r & I'asse del complesso, A un punts alla distanza d da »,
? I'nungolo che i] pano e polare di A (il quale passa rer Ia perpen-
dicolare condotta da A ad ) fa eol piano A7, snssiste Fequazione

| d.tanp=R, (1)
dove R & una costante,
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Se chiamiamo invece ) I'angolo (complementare di ) che il
piano « fa col qmadro, I'equazione (1) diventa

R.tan ) =d, (2)

Le formule (1) e (2) sono della massima importanza, nella rap-
presenfazione che stiamo studiando, per passare rapidamente dalla
figura obiettiva alla sua rappresentazione e viceversa. Oceorre per-
tanto stabilire esattamente la regola per riconoscere il segno del-
l'angolo 2 o &,

A tal vopo (fig. 3) disegniamo il eireolo di centro S & raggio R.
che chiameremo circolo fondameniale, e snpponiamo che un osservi-

" tore si collochi in 8 al disopra del guadro,
avendo alla destra la proiezione A’ di un
punto dato A (SA’'=d) e sia 8B il raggio
del cireolo fondamentale, perpendicolare
a SA’, che losservatore vede innanzi a
sé. Facciamo rotare il triangolo A'SB di
un angelo retto al disopra del quadro,
attorno ad SB, in guisa che prenda una
posizione A,8B. Il piano che passa yper
BA: & per la tangente in B al eireslo
fondamerfale & parallelo al piano = polare di A.

Infatiy, posto SA'B=w, SBA' =4, dal triangolo SBA’ si trova che
gli angoli @, & verificano le relazioni (1), (2).

N2, Treorema, — Affinché due relte siano equalmente inelinate sul
quadro € mecessario e swfficiente che le loro antiproiezioni sieno e
distanti dal punto fondameniale.

" Siano uy, uy due reite egualmente inclinate snl quadro, e si con-
sidermo due refte wz, 2, ad esse parallele rispettivamente ed appan-
tenent1 al complesso, e la retba w, perpendicolare alla #, e all'asse »
e ad esse incideute, iz perpendicolare alla u, e ad » e ad esse in-
cidente. Poiché u, Wi, %1, w0y sono rette del complesso, i panti
Py=ugw;, Ps=wse. hanno per piani polari i piani = = uye,,
7e = Uy, che sono egualmente inchnati sul quadro; e percio {per
la. formela (2) del § precedente, i punti Py, P, sono equidistanti dal-
I'asse, e le prolezioni u';, u'y di s, u, sonov equidistanti da S.

Le antiproiezioni di u, s coincidono con guelle di ws. u. (§ 10,
Teor. 2°) ossin sono le 'y, u's perche le rette wy, 1w, appartenendo
al complesso, sono polari di se stesse.

Inversamente, se le protezioni vy, ¢s di due rvette Uy, Ua SONO
equdistantt da S, e sono Py, P’y le proiezioni di S sn #, »% i piani
polari di due punti Py, Py aventi per proiezioni P, P, sono cgual-
mente inclinati sul quadro per la formula (1) del § 11, e sono pure
egualmente inclinate sul quadro le vette u;, u, appartenenti al com-
plesso che stanno in questi piani ed hanno pev proiezioni #;, ¢'s Le

B

Fig, 5.
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rette wu;, ue, avendo le slesse antiproiezioni delle g, My, SN0 ad esse
parallele (§ 10, Teor. 29 percid seno eguulmente inclinate sul
quadro.

Cororramy. — 1°% Tutte le pette clie fanne un dato angolo col quadro
hanno per antiproiezioni le tangenti di un ecircolo

i centryo S. f
3 ol a : B ¥
E opportuno osservare cle datg "antiproie-

zione v di una relia (fig. 4) si irovs subito I'an- th"\

golo 4 che essa fa col piano. Tale angolo in-

fatt & eguule a quello che il piano polare di P SO TELPJ
(protezione di 8 su ¥) fi cul guadro e questo si
deterniinu con la costruzione (] e

2°% AL eiveolo fondumentale 2 Uinviluppo delle b
antiproieziond delle rette inclinate di 45° syl guadyo,

Condizioni di perpendicolarita. Fie: &l

13. TeoREMA. — Affinch? una retta ed un piano
stano perpendicolari & necessario o sufficiente che Uantiproiezione della
reita sie antipolare dell’ ontipyoiezione del piano rispello al civeolo fon-
damentale.

Sia data una divezione di rette u, definita dalla antiproiezione
(ig. 5) e consideriamo il piano z per S perpendicolure alla u; esso
risilta anche perpendicolure ul Piano
per v’ parallelo all’asse, e percid la sna
traccia ® In perpendicolare o — SV
condotta da S a ¢". Poichd BV, essen-
do perpendicolare all’asse, appartiene
al complesso, il polo A’ di & si trova
su a'.

Ricordando le costruzioni per tro-
vare gli angeli di una reita e di un
piano col quadro (§ 11, 12), e pensando
che gli angoli di u e di o col quadro
Fig. 3. devono essere complementari aAppari-

sce manilesto che, se indichiamo con B
uno dei punti @’incontro della parallela rer S a ¢ col cireolo fonda-
mentale, 'angolo V'BA” deve essere reito. Dunque A’ é I'antipolo di v
rispetto al civeolo fondamentale.

Inversamente sia ¢ Fantiproiezione di tolte le yette parallele ad
una divezione w; il sao aflipolp A’ vispetto al circolo fordamen-
tnle & Vantiproiezione di tutti i piani paralleli a un piano ».

Se consideriamo fra le rette u quella che passa per S ed ha per
brolezione ¥'=SB e fra i piani =« quello che, passando per S, ha
per traceia ¢'=SA’, & cliaro che la detta retla u=(u, V'), gia-
cendo in un piano perpendicolare ad @', & perpendicolare alla o
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stessa, e [a con la retta intersezione del suo piano proiettante con

un angolo eguale a A'BV', eiod retio.
Dunque u, essendo perpendicolare a due rette non parallele del

plano «, 8 perpendicolare ad esso,

Cororrawm. — 1°% Affinché due rette sieno perpendicolari @ neces-

sario e sufficiente che le loro antiproiezioni siano vrefte aniiconingate
rispetto al circolo fondmmentale.

Infatti, perche due reite w,, 4s stano perpendicolari & necessario
e suffictente che ciaseuna di esse sin siluata in un piane perpendi-
colare all'altra, e quindi che Ia sua antiproiezione passi per anti-
polo, rispetto al eircolo fondamentale della antiproiezione dell'altra,
In altre parole & necessario e sufficiente clie le due antiproiezion:
siano rette coniugate rispetto al eircolo fondamentale.

2% Affinché due piani siano pervendicolari ¢ necessario e sufficiente
che le lovo antiproiezioni siano punti coningali rispetto al circolo fon-
drementale.

Dimostrazione simile alla prece-

/_ N o Gente.

/ h\ i Ribaltamenti.,

T ,f"’(-'ll 14. Sia dato un piano e=(a’, A')

= (g, 6). Costruito nel modo indicato

an nel § 11 Vangelo &= SBA’, che il

piano fa col quadro, si conduca per

Fig. 6. A’ Ja perpendicolare ad o', che in-

conlsl guesta in H e per H si tracei

la parallela & BA' ehe incontri in (A) Ja SA”. B ehiaro che il triangolo

A'H({A) & il ribaltamento sul quadro del triangolo A'HA (A essendo

1l polo di «} attorno ad HA’ e che i

polo A si frova sopra o sotto il quadro,

secondo che a’ & dalla stessa parte di B
n da parte opposta rispetto ad SA”

Preso poi sulla semiretta HA® un
segmento H (A, =H(A), 1l punto (A),
e il vibaltamento sul quadro del polo
Al =z, quando guesto roti attorno
illa sua traceia.

Se 1« & disegnaia una fignra F
qualongne, 1l riballamento di essa &
una figura (G) omologica affine di F,
essendo ¢ I'asse di omologia e A’ (A), Fiz. 1.
due punti omologhi.

15. Sia data (fig. 7) una retta v=(u", V') e consideriama anche
[a sua polare v=(v', U),

Al
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Costrnito il triangolo rettangolo SP'B ele la per catetr la di-
stanza SP" d1 S da ¢" e il raggio SB del cireolo fondamentale, I'an-
golo 1 = SBP’ & I'angolo che la retta n fa col quadro (§ 12); se
dunque conduciamo per U la (x) parallela alla BF', essa (0 la sua
simmeirica rispetbo & ') & il ribaltamenlo delln u sul quadro,
quando il sue piano proiettante sin fatto rotare attorno alla proie-
zione ',

16. Alcuni problemi elementari. — Le proprieta fin qui dimostrate
torniscono i1 modo di risolvere tutti i problemi geomefrici relativi
& punti, rette e piani, come apparira dai seguenti esempi, nei guali
1 occupiamo delle quesiioni piu ovvie ed elementari, che sono ne-
cessarie a risolvere tuite le altre piit complicate che posseno pre-
sentarsi,

ProBrema 1° — Completare la vappresentazione di una figura F
daie in un piano conosciulo o= (a', A"}, conoscendone La vroiezione aul
quitiro (oppure le antitracee).

Indicando e¢on B, C, D... uy, w2, ts. .. i punfi e le retite del
plano z, dobbiamo trovare le loro antitracee b, ¢, d...V,. Y,
V..., supponendo note le proiezioni B, C, Dy wh sty e
Osserviamo anzitulto che la figura formata dalile proiezioni e quells
formata dalle antitracce si corrispondono in una reciprocita.

Infatér ul piano puniegeiato (o rigato) « corrisponde proiettiva-
mente la stella di piani (o di rette) di ceniro A formata dagli ele-
mentl polavi, rispetio al complesso di quelli di 2. Segando quests
stella col quadro si ottiene la figura delle anti-
tracce, la quale dunque corvisponde I'eciprocr-
mente alla fignra delle proiezioni.

La costruzione si eseguisce del resto facil-
mente. Infatii (ig. 8) data la proiezione B’ di nn
putto B di «, In sua antitracein deve passare
per il punto comune alle retle a' 0 A'B’ ed es-
sere parallela ad SB, Inversamente, se fosse scj/
“dato 4" antitraccia di un punto B di « si tro-
verebbe la proiezione B, come incontro delln
vefita che passa per i punti A’ e a'b’ con la pa-
rallela per S a &,

St vede da cio che la reciprociti, fra proiezioni e antitraces degl;
elementi di z & cosi individuata.

Faeciamo corrispondere pgospeitivamente i fasei A, S alle pun-
teggiate che hanno per sostegni @' e la retta impropria rispetti-
vamente.

Evidentemente al raggio A'S considerato come apparfenenie ai-
I'ono o all’'altro dei due fasei corrisponde lo stesso punto, ciod il
Muito improprio di «, nelle due puntegginte; e le due projettivita
stibordimate suddette individuano la reciprocith nel piano.
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I7. PROBLEM] :

. T .
1°. Rappresentare la retla comune a due punti o a tue piani (fig. 9).
i

5
i
B 3
u!
Fig, 9.
2°. Rappresentare il piano in- Rappresentare il punto indiri-
dividuato de ire punti non in linea | viduato da tre pitni non passanti
relta (fig. 10), per una retta.
ﬂf
&
‘l L ?r:
T i
‘.‘-::'E-.._ f.—*". .\
H'ﬁ-‘xr.f »
f ‘\ 4 -I‘-'l
I
b , ‘ L
: s
| C" s -
Voo k-~ ~~
B \\ Ui
Fig. 10,
3". Rappresentare il piano in- Bappresentare il punto indi-
decidualo da un punto e da una | vidusto da un piano e de und
retia. retta,

Questi problemi si risolvono come nel easo generale (3 8) suppo-
nendo soio che Ia retta s diventi in reita impropria.

18. ProsruEmMa 1° — Por un punio A = (A, a) condurre il piano
purallelo ad wn piano B = (h'B').

Liantiproiezione del piano cercato & B (§ 10, Teor. 1°); la spa
traceia 4y (fig. 11) dovendo osscre parallela a ¥ e passare per il
puuto comune alle relte AB’ e a’ (§ 7, Teor. 2 & perfettamente de-
ferminata,

ProBLEMA 2°. — Per un punto A =(A', a') condurre un pLUNO pri-
ratlelo a due relle vy=(ns, V"), s = (g, V')

L'antiproiezione del piano cercato 5 (fiz. 12) deve appartenere alle
antiproiezioni oY, ¢y delle rette date (3 10, Teor. 3°), ossia & il punto
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ad esse comnne B'= ;. La sua traccia & la paralleln o SB’ con-
dotta per il punto comune alle rette @' e A'B’ (§ 7. Teor. 20),

Flig. 11, Fig. 12,

ProrLeMA 3°. — Por un punto A= (A", &) condursye In parallela nd
untt rvetie u= (', V'),

Lantiproiezione o (tig. 13) della retta richiesta coincide con quells
delln 1 (§ 10, Teor. 2%): la sua proiezione » Ja parailela ', alle rette
', " condotba per A’; la sua antibracein @ il punto V= v, ¢ la sua
braceia 8 1] punto d'incontro Uy della retta SV con la 441 .

ProBLEMA 4°. — Per un punto A = (A", &') condurre la retia paral-
lln @ due piani 4= (b, BY), v=(e', ().

Questo problema s pud ridurre al precedente cercando prima la
retba comune ai due piant 8, v: oppure si puo risolvere divettamente
come segne:

ul

Fig. 14.

[antiproiezione della 1'et1‘::u cereata & (fig. 14) la rotta t =B0
(8 10, Teor. 3"): Is sy proiezione & la parallela a & per A, Ia sua
traceia & il punto U'= u'a', ln sua antitraceia & i punto d'incontro
delle due rette + ¢ SU"

19, ProeLENa 17 — Per un punte A = (A, &) condurie il piano
erpentdicolare ad una retty y= (u, V).

'
e - - -

i 4
L B N L
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S1 eostrnisen (fig. 15) 'antipelo B’ della antiproiezione »' di » ri-
spefto al eircolo fondamentale; esso & l'antiproiezione del piano
cercato (§ 13, Teor.). La traccia a € la parallela ad SA' condolta per
Il punto comune alle rette ¢ ¢ A'B" (§ 7, Teor, 2°).

ProBreEwa 2°. — Per un punto A= (A,4") condurre la reila per-
pendicolare ad wn pinno §= (1", B,

a

Ing. 13, Fig. s,

>1 costrnisca (fig. 16) la vebta o' antipolare di B' rispetito al cir-

colo fondamentale; essa & l'antiproiezione della retta cercata (§ 13,

Teor.); e il punto V' comune alle vetle ¢, o' & Tantitvncecia della
retta medesima, La spa proieziene w° € la parallela per A’ a ¢

20. ProprEma 1° — Trorvare Uangolo.di due rette u,= (v, V"),
Uy = (s, V) _

Il punto A’ (fig. 17) comune alle antiproiezioni 2, 'y delle due reite
date e l'anhiproiezione di un piano « parallelo alle due retie mede-

- ». Sime (§ 10, Teor. 3%), e percid v, v
3 '\"J “"J/x; s1 possono riguardare come proie-

H zionl e antiprolezioni di due relie
(nppartenenti al complesso) situate
in guesto piano = e passanbi per il
suo polo A.

Seelta una retta o paralleln ad
SA" come tracein d) «, s1 faccin il
ribaltamento di = sul quadro (§ 14).
Ottenuto il ribaltamento (A,) di A, si trovano i ribaltamenti (#,), (v:)
delle due rette, e quindi il lora angolo.

Proerena 2°, — Trovare U'nngolo di due pitani o= (o', A') p=(b', B).

(Questo problema pud ridursi al precedente eercando le antipolari
rispetto al eireolo fondamentale delle antiproiezioni A', B’ dei piani
dati. Esse sono le antiproiezioni di due rette perpendicolari ai due
prani dati (§ 13, Teor.), ed i loro angoli (che possono essere costruifi
nel modo sopra indieato) sono rispettivamento ugnali agh angoli dei

due piani.

Fig, 15,
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I problema pud anche essere tisolto diretfamente cos) -

La retta o = A’B’ (ig. 18) & Fantiproiezione delly retta comune
a1 due piania, 8 e il suo ankipolo ' rispetto al eirculo fondamentale
& I'antiproiezione dej piani perpendicoluri a questa intersezione. Percid
le rette 73=A'C, v5=B'(" sono le
antiproiezioni delle rette ribersezioni
del piania, 3 con un Plano y perpendi-
colare alla loro intersezione. Presa ad
arbitrio una retia ¢ parallela ad S,
basta ribaltare il pianc Y=|[¢,0) al-
torno a ¢ sul quadro (3 14) per uvere
Fangolo sezione normale (e diedro for-
mato dai due piani g, .

Cambiamento del sistema dj rappre-
sentazione,

2l. Propomanoeci ora (i passare
dalla rappresentazione studiata fin qui alle altre evnosciute. Bastera
[imitarei a confrontare |a nestra rappresentazione con quella di Monge
nel caso in cui il quadro coincide col primo piano proiezione, es-
sendo conosciuti i metodi per variare, nella proiezione di Monge, j
piani di proiezione o per passare dalla proiezione di Monge alla proje-
zione centrale.

PunTo. — Tracciata (fig- 19) 1a linea di terra 2 ed 11 eircolo fon-
damentule, sia dato un punto A = (A, @) per mezzo della sna proie-

Fig. 18

A x

A

-
I
!
!
i

|2
)
[
J
I
'
!
I
i
I
i

A -

P Fig 1h.

zione A" o della sun untibraceiy a’. Condolip il rageto SB del ¢ireolo
fondamentale perpendicolare ad SA’, colla regols dei segui data nel
S 11, si conduca per K, puuto comune ajle reite «'e A'B, la perpen-
dicolare a SA”. ] segmento K, A’ & I'altezza del punto A sul quadro,
tome apparisce dalin ecostruzione de § 14. Tnolire sappiumo che A g
S0pra o sotfo il quadro secondo che «', B sono dally stessu parte o




160 PERIODICO DI DATEMATICA.

da parti opposte della retba SA’. Se dungue conduciamo per A’ la
perpendicolare alla linea di terra z, e dal punto d’incontro A, di essa
con = prendiamo sulla medesima il segmento AgA”" = N, A, 1l punto A
nel sistemn di Monge & rappresentato dalla coppin di punti A', A”.

Inversnmente, date le due proiezioni A, A” del punto A, si co-
striisca 1l triengolo rettangolo SBA" che ha per caleli il segmento SA
ed 1} raggio SB del cireolo fondamentale, tennto eonto della solita
regola det segni, e su A'S si prenda A'K, = A"A,.

Condetta per K; la K,K perpendicelare ad A'S, che incontri in
K la A'B), si conduca per K la a’ parallela ad SA: essu & 'antitraceia
del punto A.

P1axo. — Dato un piano z =(a’, A') per mezzo dellw sua traceia o
é della sua antiproiezione A’ (fig. 19), determininmo, nel modo sopra
indicato, la proiezione A" del polo A di . Cerchinmo poi la seconda
traccin M" della paraliela alla retta «' eondolta per A. La rebta 5"

Fig, 20,

che congiunge M” col punio a'z & evideniemente la seconda bLraccia
del piano a.

Inversamente, se & dafto un piano « per mezzo delle sue trac-
cie a',b", s1 conduca per S la parallela wd o' che inconfri in M" la x
e per M° la perpendicolare ad @ che ineonbtri in M” in L7 Se si co-
sirulsce un triangolo M'QP rettangolo avenie per un caleto M'P la
distanza fra le rette a', SM' e per altro cuteto QM = M'M", & facile
vedere che 'angolo o EQFM' ¢ 'angolo del dato piano col primo
mano di proiezione; ed allora antipolo A’ di « (per la formula (2)
del § 11) 1 trova conducendo Ja paralleln a PQ' per 'estremo B di
un raggio del eireolo fondamentale perpendicolare ad «'. 11 punfo d’in-
coniro di questa refia con SM' & l'antipolo A" i a.

Rerra. — Sia data (fig. 20} wna retta o' = (v, V'). Col metodo
del § 15 cerchiamo il sno ribaltamento quando (%), 1] pinno proiet-
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tante si fa rotare attorno alla proiezione w’. Condotta per U’ Ia per-
pendicolare alla linea dj terra z, e¢he la incontyri in U”, abbiamo
intanto !a prima traceia (U, U”) della retta 2. Per il punto W, in-
contro di %' con 2 conduciamo le perpendicolari alla #' e alla 2. La
prima incontri (1) in (W); sulla seconda si prenda WW"=Ww/(w);
e chiaro che WW” 3 1a seconda traccia, ¢ quindi u” — U"'W” & la
seconda proiezione di .

Inversamente, data una retta u per mezzo delle sne proje-
zionl ¥, #”, si trovi il syo ribalfamento (u) quando i piano proiet-
tante rota attorno ad ' Costrvito il triangolo rettangolo SNM che
ha per cateto SN il raggto del eircolo fondamentale ed ha Pangolo
adiacente eguale a quello delle rette «', (1), si trova Ia distanza della
antiproiezione v da 8 (§ 15).

G. Lazzgrr,

SULLA DIVISIONE DEL CIRCOLO

In questa Nota dimostro in modo semplice e diretto che, come fg
rilevato da Gapss e dimostrato da ABEL, ¢ p il valore della quan-
tita della quale occorre Ja rad; e quadraia per la divisione dg] cir-
colo in p parti ugnali, prove |g slessa verita mediante caleolo diretto

¢ SIS s @F —] : :
del discriminante di r—1 ¢ per confermarla con esempl db Ia

::::11 in due fabiori pei valor primi di p da 3
a 19. Mi occupo poi parbicolarmente della divisione del ¢ircolg in
17 parti uguali e pervengo ad un procedimento dj cosbruzione rela-
tivamente semplice, quantunque necessariamente affine ad altri, de]
Poligono regolare di 17 lati: esso 3 della massima convenienza pra-
tica perche da subjto 1l cireolo diviso in cinque archi dej quali
quattro sono uguali fra loro & quadrupli de] rimanente,

La radice quadrata necessaria per la divisione el cireolp, — Se P
€ un numero primo, per dividere il eircolo in P parti uguali basta
divider prima 1'intera circonferenzy in £ — 1 purti uguali e dividere
Poi in albrettante parti uguall un arco, che dopo gj Puo cosfruire,
Ccome i dimostrato da Gauss; e devesi inoltre estrarre la radice
quadrata da una sola quantita, eche & i] nimero p eome fu rilevate
da Gaoss e dimostrato poi da ABeL. (") Noi daremo ora nna dimg-
sirazione, che pudp venjr preferita & quella di Agpy.

scomposizione di

(%) Gavss, Warke, Disquisitiones artthmeticae, Band 1. PAg. 454, in fins dell'art 250, _ Asnny,
Oetvyey, I, Christiania. M DNCCCLXX XD, Pag. 000 oppure SHERAET, Algdbre Supérieure, 11, pag. 568,
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Se «, B sono radici primitive delle equazioni
XFr—1=0, 2 — 1=
ed » & radice primitiva del numero primo p ossia sono incongrui,
rispetto al modunlo p, 1, », #* ... #7 2 ad
=1 (mod. p),

allora, se sin + a la guantita dalla quule devesi estrarre la radice
guadrata per la divisione del circolo in p parti nguali,

a=(o+B2 8%+ . B (af B fpHia )

HEseguendo il prodotto nel secondo membro ed ordinando secondo
le potenze di B, tenendo presente che P =1, si vede che

“=ﬂi‘f‘a.=r+ﬂ=rg—|— . + o Jrp—1
—+ Bt + atlrrd - grar+y + ...+ 11.'1'*_2{1'-!‘-11)
= e Ea [:rﬂ—l—l + 1) _l_ P AT + . _|_ mrP—E{rET]})

+ ﬁp._'.’l iﬂﬂ:_z_‘:l + E;1rP:-3+..1} _I‘_ a:-g{r];—.e_;“ _'!_' -" | -_!_ ;lrl'_ﬂffgmk'i‘]]] .
Siecome » & radice primitiva del numero p, 81 ha che
™ +1=0 (mod. p)
quando e solo quando

p—1
k=5

. se k<p,

eppero gh esponenti
=1, r(E-+1), 1), ..., 2k 41)

divisi per p danno, in un eerto ordine, 1 resti

1,2 8 vees b—1 B0 kip;]

e son tutht divisibili per p se % —£ _; 1. Adunque, essendo « una

radice primitiva dell’equazione z? — 1 —0 per cm

l14+ata® 4+ a4 ..  Lar1—

ed

si ha che

=Pt ppt 48T 5 e 1T

e siccome § & radice primitiva dell’equazione

Pt —1—
onde

p—i

F=————

I+ 8+F+... + P =0 e f’ =—1,

=
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si riconosee che, come éra da dimostrare,

p—1

i
C=py S =—p,

Bastava osservare che per Ia risoluzione d'un’equazione, eg anzi
per il caleolo dmoa funzione razionale a dne valori delle radici, og-
corve la radice quadrata del discriminante Per poter affermare im-
mediatamente che Vuniea radice quadrata Hecessaria per la divisione

del cireolo in p part ngnali & certamente quella (o] diseriminante
'_||

dell’equazione r—1 — 0, come ora mostreremo semplicemente.

an — 3 .
z —1 3 caleola con faeilita o prontamente

deducendolo da quello di a= —1. (') Si ottiene eop facilita anche d1-
rettamente nel seguente modo. Se

II diseriminante di

R PR
f'{r)*—:;;ffT]: fﬁlhl):r"*=+(;a-2)£“_*+... + 22 1 g

e p &una radice primitiva dell’eqnazione z» __ j =),
di f(z)
Eﬂ—:” I:'u—?-:l k=

Difed=(—1) = "W rim=

il dism"imin&nte

(n—1){a—2
={—1) "= HOg T2 8™ - L — 1) pin—9K)
08818 : :
n—1) {n—1) (e — Iquk —n F{ﬂ—-:']f{ _!_J
D = (—1 11 :
[f{ﬂ-'“ ( ]r . | {{Fll.]k_,_ ”:'.
05— o= 7 — F o
—— -—-1 =
': ) | H (1 - Pk)ﬂ |
—r I]cn_n;n_g. - 1 pk =R o™ - - o™i
Ora | o |

Ll e TS O L N,
H{1 —p%)=(1—g)q =g Vv fl— ") =f{1)=mn,

appero
Pp {n—1Y{n—2%

Dif (@) =(—1) = - BT (— po—iy

®n n—1) ni{n—1)

:(—-I]i_ﬂ___nn'_ﬂ_P 2

¥
USSia, perché p"=1 o guando 5 Parl p?=.__1

C—

fo—1} (4

D{f(#)=(~1) S

——

() V. 1. Bianowi, Les, sulle teoria dei grappi
Yibraio aditore. 1900, pag. @2

di sostituz, & sulis equaz. algebriche. Fisa, 8poerri,
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Ne segue che

= = Uh: n s Vn, se n b dispari
YD (f(z}) = s Ca
— 1)+ .m*= |, se n & pari.

i posson vedere confermati questi risultati nei seguenti esempi
relativi al easo pinn importante di » numero primo.

Le equazioni binomie 2* + 1+=0 sono reciproche ¢, come tali, si
pessono rvidurre ad equazioni di minor grado; ma non vogliamo va-
lerer ora di questa loro proprieta, vogliamo solo obtenere la scom-

w : £ = cat —1 C e i
posiziope in due fattori di stesso grado dj S Per 1pil piccoli
valori primi di p. Se
' —1 m mr1_| | m—1 |
e == [-.Tr _}‘ﬂjz e e T C0m— ;U—i—ﬂm] (:Cm—l—dlﬂ —i" ; .‘f—dm_lm—l“dm)

={z—p)lz —¢%) ... (2—c)) ((z—p){x—&). .. (x—c=")),

1 ceeflicienti corrispondenti ¢_, &, si ottengono immediatamente come
radicl d'equazioni del 2° grado a coefficienti razionali, che si ealco-
lano con molta facilita tenendo presenti le espressioni del coeffi-
ciente ¢ mediante le radici G, o2 .., 5" o di d, mediante le altre
radiei oppure si osserva che d; si ottiene da ¢, ponendovi g2 in luogo
di z. Se per radici primitive, per valori di g, relative ai moduli 5,
i, 11, 13, 17, 19 s1 considerano 2, 3, 2, 2, 8, 2, si trova con calcolo
molto facile che:

2
r—1 o i B
w12 Ta'+tattal et 1=
1 —7 —14V—-7
_(:1.-3} +5}/ 7 . —IEV 7 —1)}<
_ —
}((f'] 5 ?f! —1_21‘_?.3-—1)
= =1
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- 1 13
e (2 R.C (LI S LY 1) x
V13 — V13 ; -
4 (.-xr“—}—l zvlg..rﬁ—}—ﬂx"—!— 12 1 2 2% Ema:-f—l)
"3“_‘1 6 15 o B
g1 e +ax1L1=
1 - V17 5+ V17 7 V17 o
——(:r“' +HV > d_i—.gr-r“r TEV 2+ (2 4 ¥17) ot 4-
+7tVﬁma 1 5;}ij1‘?£ J 1+2V”m+1)><
—
X (24 L5 N [ N
! 7__'me9: ! 5"__2m E+ 1___'2]’1",3 | 1)
Zm_'ll-:.r“{—m"—!—. T+ x4+ 1 =
——(::9 ; 1+E"19m3—- IT+5—K~19$5+5+q-19$5+
: Lo =5 - oz
F 5121/ D =8 2} 19 2108 1+2*y 193}_)
— — = — E___ e
(xg+1 / lgmﬂhzﬁ;&—"g 19 ,, 5 12*“ 19_1:5_{_
T e — 10 — e
Mt ?} 192}‘_,_ 34—2 1“.1,-“-{-9-2,' 1 2 191—-_)

Si potrebbe ora procedere con metodo analogo e con la stessa
facilita ally decomposizione di ciaseun fattore, dj grado superiore
al primo, in due fatiopi d'ugual grado e confinuare, occorrendo, fino
nlla completa decomposizione iy fattori di primo grado,

Poligono regolare di 17 lati. — 1 due fattori delin decompusizione
precedente di (g4 —1): (= —1) sono a radici reeiproche per ¢ui sa-
Temmo ancora in tempo ad approfittare di questa proprieta per la
loro riduzione, Noi perd preferiamo riprendere da prineipio 'equa-
zione della divisione del circolo in diciassotte parti ugnali, che yg-
ghamo trattare in modo partisolare per abbassarla a mety grado,
dopo d'averle tolta la radice 1, in base appunio alla sna propriets
d’esger reciproca, riducendoci cosy ad aver subito dp fare con una
equazione dell'ottavo grado a coefficienti razionali, la qnal cosa non
Si pud ottenere mediante semplice scomposizione in fatior. (%)

T

(1) V. Gavse, Disquisitiones arithmetiene, Band ], pag. 417, arl. 841, prima dimostrezione data,
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Consideriamo dungue 'equazione f(y) =0 dove

) =Ly g™ +... g +y+1.

y—1
Dividendo per 3* s'otiiene I'equazione o (z) =0 dove
1
F = =
Y+ ”
e
¢lz)=a+ 2" —T2® — 62>+ 152 - 102° — 102 — 4z + 1.
Le radiei di quest’equazione sono
21 45 16 =
2 e = 2¢ 3= 2 e
2 cos 7=, 2C08 37 -y 2008 7=,
0ssia
2=
— 9 [:. 2 - S '
2 =2008 73 k=1, 2 - 8).

L’equazione = () =0 & abeliana, perchd cos mzx s'esprime razio-
nalmente per mezzo di cos = HEssendo 3 radice primitiva del modulo
primo 17, le radici dell’equazione 1 (y)=0 song

L i
By 0% P* sy psl.

se p 6 una sna radice qualunque, per es. se

O A

p== €08 J5 -} 1 sen 17

=1 ha eosi che

2 :
Jeosk 1—;5 =g 6"k,

Per la scomposizione di ¢ (z) in due fattori, in mmodo conveniente,
si pud ora prestabilire che le radici del primo fattore siamo

2posa, 2 cos Ba 2 cos 4a | 2 cos 2
e quelle del secondo siano
2 cos Ba , 2eos7a, 2 coshea, 2 cos ba

AT . ; & i . . :
dove a= <. Per l'ulteriore scomposizione in due fattori del primo

17°
di quesii due si pud orva prestabilire, come & conveniente, che le ra-
dier del primo dei dus fattori della nuova decomposizione siano

2 ¢cos e 2 cos 4a,
eppero quelli dell’albro siano
2 cos Sa e 2 Cos 2a.

I coefficienti corrispondenti dei due fatbori, per cinscnna decomposi-
zione, si ottengono facilmente come radici d'equazione di 2' grade se
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se ne caleolimo somma e prodotto mediante le loro espressioni per

mezzo di p. Si trova cosi che

p{z) =2° 42" — T2® — 62° + 152* & 102° — 10z —dz 11 =<

_ (xﬂ+1—1f1_7—1{12(17—1‘1_ﬁ gy =1 v’ﬁ+f:::{1?+ﬁﬂ) «
» ( P A= 1T 12071 |, 1~1”ﬁ~fﬂu?+v’ﬁg v
< (.1:” I 1+1-"1_:-_Vf{17+1'1'?'1 o rﬁ—fuﬁ-—vm) "
” (Ig I 1+1"ﬁ+1*"f(17+1=’1?1 = 1—}—1,"ﬁ—{—r:3f17——1/ﬁl) |

Le radiei dei due ultimi fattori SON0

Zcosda e 2 cosda, 2eos7a e 2eosBa.

Oceupiamoci ora dell’equazione

- 1—]17——}'4?“1’—-1{1—?] I+_1%Vﬁ+4}’2|1?+1/17} 5

Le sne radici, come fn gia detto, sono

e >
2reos =—= e 2eos .
17 17

Bssa pud pur seriversi nel segnente modo

2 — (Y - 1+ m) 2+ (V¥ F 1 — n) =0

m=]/1—]—(—i~)n—%, HZVI_’_H_):_’_%—'

S1 pud pur scrivere cosi

o

dove

r(a—z)=1b
dove

ﬂz}/m"—f—l-{—m, b=VYn*41—n.

Se ne dednee gniudi la molto semplice costruzione del poligono re-
golare di 17 lati.

In un ecerchio di centro O si conducuno due diametpi perpendi-
eolari fra loro, AB e CG: si divida il vaggio OA in quattro parti
uguali ed una sia 0OD; deserivasi il circolo di centro D e raggio DC
e siano B e F i punti dove esso taglia il prolungamento del raggio
OA ed OB: sia L il punlo dove il circolo di centro F e raggio FC
baglia il prolungamento del raggio OB e sia H il panto dove il cir-
colo di cenbro B e raggio EC tagha OB. Si deseriva il cireolo ehe
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passa per A ed H ed ha raggio ugnale alla meta di OL: sia MN il
suo diametro passanfe per O e supponiamo che il centro sia su ON 3
dalla parte di G rispetto alla retta AB; sia P il punto deve il pro-
lungamento di OM taglia il ecivcolo di centro O e roaggio DA e siano

Q ed R i punti dove questo stesso circolo b taghato dal circolo ad
esgo nguale di ecentro M.

Si prendano gli archi RS e QT uguali all'areco PR e si avra che

——

QP — PR — BS — TQ — 437

per cui I'arco ST & la diciassettesima parte della circonferenza e la

sua corda & late del poligone regolare di 17 lati inseritto al primo
circolo.

Se si prende il raggio QA per unifa, si ha infatti che

- i 2]

OF =DC—0D=m, OE=DC+0D==n,
OL=CF+0F=Vm*+1+m—=aq,
OH—=CE— OB — V® F1—n—1}.
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St ha inoltre che
OM.ON=0H.0A.

Siccome DA =1 ed MN = OL, sono dnonque OM ed ON, e precisa-
mente le loro misure con 0A, le due radici dell’'equazione

clao—a)=>~

per cui L L
OM__, 8= ON 25
04 = <"y A ~ = f0sae

La RQ & perpendicolare ad OM el SU0 punto di mezzo perche

epperd

F. Giopiee.

P

UL COMPORTANENTO D'UN SISTEMA == D1 LINEE DL SUPERFICIE

rispetto ad alenne operazioni eseguife su di esso (*)

|. Diciamo F una superficie la cui rappresentazione analitiea in
coordinate cartesiane ortogonali, fatta, o mediante una sola equa-
zione tra le coordinate, Oppure parameiricamente, richieda solo la
considerazione di funzioni {reali di variahili reali) finite e continue
ingieme con tutte le devivate che cccorrono. K noto allora che, in
ogni punto semplice P della superficie esisle un mano tangente 3
e nofo pure che si da il nome dj involuzione delle tangenti coniu-
gate, in P, all'involuzione 1 che |ia per retie unite le tangenti prin-
cipali u,» di F uscenti da P. L'involuzione 1 & ellittica, iperbolica
0 degenere secondochd il punto P & ellittico, iperbolico o parabo-
lico; e se, per ogni posizione di P, Iinvoluzione [ & degenere, Ia
superficie F & sviluppabile sul plano,

La conoscenza dell’involuzione 1 permette di definire Je linee asin-
totiche e le linee di carvaturg di F: le prime hanno, in ogni loro
punto, come tangente, una tangente principale di F- Je altre toe-
¢ano, in ogni loro punto P, le rette principali m, m' della relativa
mvolozione 1.

() Le sempliclssime osEarvazion: sviluppate nel presentn lavore mi furone suggerite dal
¢h.™s deib, Bannia; sase son gvolte con metodo sintekico, per qusnto le propriastld a cui giungo si
PeEBANO pure stabilirs eon procadimenti analitics.
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Infine, detti py, ps i raggi principali di corvatura in P, il raggio
di curvatura di quella sezione normale, la cui tangente in P forma
con m l'angolo w, & fornito dalla formola di Bulero:

1 cos’n - sen'e
—— i '

¢ 2 2
ed & ngaule pure al quadrato del corrispondente semidiametro del-
I'indieatrice di Dupin, la cui equazione (nel piano =, viferita ad m, m’
come assi) 8

7 g

2. Premesso questo, se & dato so F un sistems semplicemente in-
infinito, Q, di linee (reali), possiamo costrairne il sistema coniugato &'
ed 1l sistema ortogonale Q,; essi son tali che, in ogni punto comune
ad wna linea di @ ed una di @ (od &), le tangenti & queste linee
sono coniugate (od ortogonali).

Dai sistemi @, Q,, dedotii da Q mediante le due seguenfi ope-
YAZI01H *

costruzione del sistema coniugato (operazions a)
. . " ortogonale ( . b)

possiamo, con lo stesso procedimento, dedurre altri sisfemi, ai quali
saranno sempre applicabili le due operazioni suddette: e cosi via.
Quand’e che, con una successione finita di tali operazioni, si ritorna
al sistema primitivo Q7

Intanto & chiaro che, detto A un sistema di asintotiche, e  un
sistema di linee dj eurvafura, s1 ha:

A=aA =afaA)=...: C=8(bC)=aft0)....

P11 in geperale, qualunque sia il sistema © & certamente -
a{ald) = Q ; H(HQA)=Q .

per cul una snecessione di operazioni a, b, nella quale due uperazioni
consecutive sono identiche produce lo stesso effetto della [11CCessl one
ottenuia sopprimendo quelle due operazioni, Dimodochég, il solo easo
che interessa & quello in cui le operazioni &, b vengono eseguite alter-
nativamente, e quindi formano un insieme che rientra in uno dei
Lipi seguenti:

ba ... baba = (ba), (... baba = a{ba)"

ab . .. abab = (ah)", b...aba= b{ab)"

('ordine in cui intenderemo eseguite le operazioni & gquello da destra
a sinisira).

3. Pubd darsi anzitutto che la superficie T (supposta non svilup-
pabile} sia tale che ogni sistema Q, tracciato su di essa, ritorni in
se stesso quando gli si applichi un’operazione del tipo anzidelto. Se

b

=T

. L} -
N Ty Tl

i¥

g T " = P
R e T

. - TR
w2 o

L T
e

};ﬁfli-'u Eilu -

)

B gt f
L g e T e
"#ﬁaﬁr

=
Ll =
r"'bl'-'l'{l-:' -_'||‘
- =,
™ l_:fl-"ll‘\-_'\._. s
TR e Twa +
-

5
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e
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questo avviene, e diciamo J I mvoluzione di angoli retti nel faseio Px,
allora, comungne si prenda in questo fascio una retta r, sempre si
deve avere una delle quaitro relazioni segnenti:

'H e JIJI?':- [JI]DI' ==,
L. T =101y — .
o WL = (1T)er =, (1)
J. . LiL)» = J{LIpPy = »:

delle guali 1a 3" gj Pno sopprimere perché identica alla 12 (o si ve-
rifica moltiplicando Ja 1%, a sinistra, per (LJ)® e ricordando che
P=J*=1). L’essere le (1) identiche r1spetio ad » significa che sono
tdentiche, rispettivamente le proiettivita -

CRVAP (%1 ERN (18 11}

La prima di esse 3 una polenza della proiettivita JI

Ora, se J+1, 1a JI e tutte le sne potenze hanno per ragei uniti
le rette prineipali mym’ di I, le quali, costituendo una coppia d J,
S0n necessarinmente reali. In tal ecaso JI non pud esgere eiclica di
ordine > 2, per cui si deve avere ;

JIJI=1,

1l ¢he dice che e involuzioni I, J sono permutabili, e quindi che
loro raggi uniti formano Wit gtuppo armonico. Ne segue che Je tan-
genbs prineipali in P sope reali e perpendicolari; I indicatrice di
Dupin & costituita, in ogni punte, da una coppia di iperboli equila-
tere coniugate, onde F & una superficie ad area minima.

Se invece I=1J, allora 1J & I"identita, e quindj & ciclica di quel-
Fordine che si vuole. In quest’albro caso F & ypa sfera. Viceversa,
un gqualsiasi sistema di linee braeciato su di nng sfera, od un elas-
soide, vitorna in sé dopo 2, o dopo dn, (n & un intero positivo goal-
siasi), operazioni a, b, eseguile alfernativamente, qualnngue sia
quella con cmi s’ incomine;.

Sapponiamo in secondo lnogo che si abbia -

I(JT)= —1.

0ES15

o8 % =2 segue ;
JI)" = (1J)*s  ossia : (1J1 = (1)

€ quindi I =1. Se invece n=2an +1, si ha, dopo opportune tra-
sformazioni -
()], Joes (L)1

da eni J=1, 1 2° risnltato & assardo, il 1° esige che F sia un piano
(casv che intenderemo esclnso),



172 PERIODICO DI MATEMATICA.

[dentici risultati si hanno esaminando, in modo analogo, la:

J(1J)r = 1.

Potremo dungque concludeve: La sfera e le superficie ad area mi-

nima sono le sole superficie sulle quali un qualunque sisteme di linee
riorni in sé quando gli si applichi una serie di operazioni a, b; nei
due casi occorrono rispettivamente 2n ¢ 4n di tali operazioni, esequite
atlernativaments, ed incominciando con una qualunque di esse.

4. Escludiamo le superficie anzidette supponendo 1+.J ed 174 J1;
esisteranno allora su F solo dei sistemi speciali dotati della pro-
prieth voluta. Se Q & un tal sistema, ed » la tangente ad una sna
linea nel punto generico P, si dovrannv avere di noovo le (1)

La 1% e la 3* di queste sono verificate dai raggi uniti di (JI),
proietliviti che non ® certo identica per nessun valore di n; questi
raggi uniti sono le rette m, m’, onde @ &, in questo easo, uno dei due
sistemi di linee di emrvatura. E viceversa, € chiaro ehe entrambi
questl sistemi si comporiano, rispetto alle operazioni a, », come se F
fosse una sfera.

In secondo luogo si abbia la 2& delle (1). Se n—=2n' 1, segue:

()™ Iy = ;

da e :

(L) I = (JD™+% = T . (LT}~

LIy Tr =1
J¥ =9 ed : r==I{JI)¥

Posto allora:

81 avia:

per cul r sara la refta trasformata, mediante I(JI)™, di una vetta
1isotropa. Non essendo » reale, questo caso & da escludere. Se in-
vece n =2, geriviamo la 2" delle (1) sotto Ia forma:

(J)*® Ip=1;
0SBIa
(JI)*r = (1J)2 Irr = I{JI)™"s.
Posto guindi:
(JIPr=1+v,
segue:

I¥' =19, ed - = (1))

La vetta » sarh dunque la tvasformata, mediante (1J)*, di un
raggio unikto di I; il che esige che I sia iperboliea.
Resta ad esaminare la 4» delle (1), la quale si pud serivere:

(IJ)% = Jr,
od anche:
I Jr=Jr.

Posto quindi:

JI==¢",
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81 vede che »” verifica 1a 22 delle (1). Dovremo dunque supporre :

n—1=2y"

ed allora si avra:
v = Jy = (ID)"y
e quindi;
7= J{IJ)%,

Ne viene che » & la lrasformata, mediante J(LI)¥, di uno dej
raggi uniti di 1 (supposti nuovamente rveali),

Ruecogliendo i risultati ottenuti, potremo concludere -

I sistenii di linee (traceiati sy wna superficie F, non svituppabile, ¢
che non sia né una sfera nd un elassoide) che sono mutati in se da ope-
razione del tipo (1) sono -

1" per le superficie o punti ellittici i due gistems di tinee di cur-
vatura ;

27 per le superficie a punti iperbolici i due sistemni precedents ; piz
¢ sistemi 8,1 delle traietiorie oriogonali delle asintotiche, e tutti quelli
che se ne deducono con operazioni a, b.

E poi evidente che snlie superiicie ad area minima, i sistemi S, T
comeidono con quelli delle asinftofiche, mentre qoelli delle linee dj
curvatura conservano la loro proprieta, espressa da- (ab)" C = (.

9. Riprendiamo in esame 1a prolettivitii JI, supposta non idep-
tiea naé mvolutoria: essa lia come raggl uniti m, w', Dj piu, detta »
la normale ad u in P, essa contiene la coppia u, » - onde la sya ea-
ratteristica sari: |

(mam'ur) = — tg® mu.

Supposto, il che & lTeeito, neu < 45", 51 avri-
tg” 'i';:;l =]

Quindi, applicando alla refta » la proieltiviti (J1)°, e facenda poi
tendere n all’infinito, le retie suecessivamente ottenute sl avvici-
nano indefinitamente alla retta m', compiendo intorne a questa osejl-
lazioni di ampiezza decrescente.

Invece, 1a retta I(JI)"», quande »n tende all'infinito, tendera alla
retta m, oscillando intorno ad essg. Dunque :

I sislemi i linee dedoiti da uno qualungue dei sistemi 8, I, eon ope-
razioni &, b formano una clﬂsﬂ'e, la eui classe dervivatag costituita dai
due sistemi di linee di curpatura.

Si pud ecaleolare tacilmente il raggio di curvalura, in P, della
sezione normale ivi tangente ad una delle retle (JIF », (D" ». Pereio
basta ricordare che, per i raggi di curvatura g, ¢’ di dne 88zI0N1 noy-
mali coningate =i ha -

0T 6 =pr - pa;




174 PERIODICO DI MATEMATICA.

menire per quelli, o', o”, di due sezioni normuli perpendieolari si ha:
1 1 1 1
P; + = Pl + fio

o

(La 1* di queste formole esprime la costanza della somma dei

quadrati di doe semidinmetri comugati dall’indieatrice di Dupin;

la 2* & una conseguenza immediate della formola di Eulero). Elimi-
nando o tra le due formole precedenti, si trova Ia relazione ;

(o1 o) - 09" — p1pz. o —[p1 + 02) — £1g] 5"~ grps (g - o) =0,

la quale lega tra loro i raggi di enrvalura o, 0" di due sezioni nor-
mali che toceano (in P) due retie omologhe in JI.

Per applicare le formole precedenti al caso che interessa, si par-
tird dal valore del rageio di curvatura delia sezione normale di tan-

genie », che &:

P1Ps
P11 pa’

(naturalmente, dev'essere, ad es., pa<<0, ma | go | o).
6. Resta a supporre che F sia una sviluppabile (u =» =m); al-
lora, se Q & un sistema di linee traceiato sn F, e diverso dal sistema A

delle asintotiche, si ha sempre :
ald = A - abld = A,
Inveca:
aA = indeferminato : bA =,

dove C & il sistema di linee dj curvatura, diverso da A.
Ne segue: Sopra una sviluppabile, se @+ A, C, non esiste alcuna
operazione (1) che muti Q in sé stesso : mentre invece -

(b C=0C;  {(ab)" A = A,

Non sono applicabili e operazioni (ab)®, (ba)" a ¢ ed A rispetti-

vamenie.
Hueenio . ToeLisarTl.

SOPRA UNL SPECIALE CLASSE DI EQUAZIONI DI TERZO GRuDO

Si1a
[ (@)= 2" + py® 4+ por 4 pa=0 (1)
un equazione qualungue di terzo grado, e indichiamo con K il CRMPO
dei suoi coefficient;.
Supposto che Ia (1) sia gia irreduttile, nella presente nofa ei pro-
poniamo di trovare la condizione eui debbono soddisfare i coefficienti
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della (1) affinchée il suo gruppo di Galois sia quello di terz'ordine
(Gruppo ciclico d; terz'ordine). Infine troveremo una classe speciale
di equazioni che soddisfa g tale condizione,

Formiamo, al modo solito, la risolvente di Galpis della (1):

F[l”—"[y ﬂl;”I-']'—Hg.'rg—"ﬂ:;:ﬁ])fffhﬂ]Tg'—ﬂg.‘l';r—ﬂgﬂ'-';}[y'—-ﬂ].’l.’s'—"ﬂﬂ:rl—‘ﬂai['g) >¢:
}{{y"—-fll.]ﬁ'l——['ig:r;-——ﬂa.TgJ[_-y—'ul,rg—ﬂgir;-—ﬂa.?:uj{y——ﬂlﬂrﬂ——- ﬂlxﬂ__(;a:r_-lj_ {2)

Poiche la (1) & irreduttibile, il suo gruppo di Galois non pud che
essere quello tofale di ordine <=6, ovvero quello alternante, di or-
dine 3. Le tre sostituzioni i questo gruppo sono:

1 'fl?:-l'-'sr.z]: (311'35?9):

dunque, se il gruppo della (1) & quello del terz'ordine, 1 tre primi
fattori del 2° membro della (2) debbono formare un polinomio a eoef-
ficienli razionali in K- altrettanto avverrd del prodotto dei rima-
nenti fre.

Chiamando £ (y) il prodotto di quei primi tre fattori, si ha

F () =" — (a + as + as) (22 - 2, + 73) 5 -
~1= “3713'-'2 - Lpds —I‘— Ta"-ﬁ) ['1'11E -+ ‘-'?:E + ﬂﬂﬂj T
T (@ixe - 233 4 @) (@102 — dgars T as@) -
-+ (&¢° -~z -+ T3') (a,a5 + fgliy - flady }} y—
— {[Hla + ay” + ﬂﬂa] TaZory ~- mya.a; [win_f‘ Zg" - I-'EHJ +
ale 351;12;13331;353:3 —r'— (ﬂ]_ﬂ”ﬂ' —[‘ H]ﬂa: + ﬂgﬁﬂ'g) [-TIE Ag + ﬂ.TEEﬂ-'.'H + 3712:32) +
+ (a1 ay - 4y 0e® - Astty”) (2y%r5 - 2yme® Tay”)}.

Le ai, as, a; sono delle guantita arbitrarie soddisfacenti solo allg
condizione che i sei fattori delig (2) siano fra loro distinti, esse
51 POSSONO sempre immaginare scelte in K. ovvero addirittura yel-
Pordinario eampo di razionaljta. Dunque il polinomio che precede ha
1 suoi coefficienti tutti razionali in K, tranne Pultitho, il guale 1o
diventa solo se, posia

A —a’a. - ayag® - as°ag, B= (aa; -} haly” - (Tely”),
la quantiia |
A, {2 + Ty L —!* fﬂr’v"a'l + B. (-'FIE-F: + s + -Tsi'&'ﬂﬂj' (3)

e razionale in K.

Aunalogamente, svilnppando il prodotio de; rimanenti fattori, si
vicava che la guantita

B . (2% + ' - 2,240 4 A . (2,52, T Tk - raas?) (4)
e, parimenti, razionale in K.

.| ]
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Se le espressioni (3) e (4} assumono valori razionali in K, tali sa~-
ranno anche i1 valori della loro somma e della lore differenza; e

viceversa, se lo sono i valeri della loro somma e differenza, lo sa-

ranno auche guelli di (3) e (4).
Poiché A e B sono razionali, sommando si ha

(A —+ B) (&1" (%2 - 2a) + 2" (@2 + 1) + 26° (21 - 2))],

quantita sempre razionale in K, poiché la espressione in parentesi

quadra e simmetrica nelle radici della (1).
Sottraendo si ha

(A 4 B) (1" (s — ) + @’ {25 — 31) + 3* (21 — 20)],

dunque dev'essere razionale il valore dell'espressione

:-F;E [Iﬂ — I_E} + .Igg (:I-'a e .T[) + -Tr'gE [.I'l — mﬂ) — ] ﬂ:lﬂ .Tgﬂ ﬂ.'gH —_ ii.
L3 A'a <y
111

De assumiamo come discriminante dell’equazione di terzo grado (1)
l'espressione

q frams—
4 To7T 4.27

dove p e ¢ sonv 1 coefficienti dell’equazione trasformata della (1)

- . 1 a
quando su essa si esegua la trasformazione z =y — -g— , allora s1 ha

— ] =A%

B facile convincersi che, se A & razionale e la (1) & irvedut-
tibile, il gruppo di Galois della (1) stessa & quello di terz ordine.
Duanque:

La condizione necessaria e sufficiente affinche ww'equazione di terzo
grado, irredutfibile nel campo K dei suoi coefficienti, abbia per suo gruppo
di Galois, nello stesso campo K, il gruppo cielzeo di ferz'ordine (gruppo
alternanie) é che il suo diseriminante, col segno cambiato ¢ moltiplicato
per i faltore 1.27, sia un quadraio esaito, nel campo K.

II.

Ora, del discriminante di un’equazione gqualungue son nole varie
espressioni; 8 noi preme di fissarne una: e poiché ci importa anche
di figsarne il segno rispetto a A% vagioneremo soltanto per I'equa-
zione di terzo grado.
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¥ note che si ha
2 o' xSl 35— pd—2p,
P=A=|o a5 o]|=]2p, — 2P 1Py — 3ps | =
1 1 1 Ve — 3py Pips l

Se aell'nitimo determinante si cambia d; segno alle prime due
linee e s1 sommano, rispettivamente, colla 3% e colla 4% s1 ha:
2 P 0 — s ()
ﬂ = Fl D __pa

R=(—1"|8 25 24 O 0
0

0
0

3 2p 1

Le

0

3

2p

Pa

questo determinante & il visultante delle due funzioni:
af (x) — f (2) = 22° + pya® — ps, (@) =32"+2px + ps.
Dungue, se chiamiamo g, 8, Y Ie tre radici della prima dj queste
due espressioni, pssia poniamo
zf (@} —f (x) =2° + pir® — pe =2 (2 — a) (z — B) (= —y),
sappiamo che s1 ha

B [zf'(x) — f(z) £’ (2)) = (— P2 () B3 1 (7)-
Pereib
N =—f"(a) F'(B)F (4).

La condizione di poeo fa si eambia quindi in guest’ultra:

Perche il gruppo di Galois di un'equazione di terzo grado f(x) =0,
wreduttibile nel campo K dei suoi coefficients, sia, in guesto stesso campo,
quello allernante (gruppo ciclico di terz ordine) & necessario ¢ suffi-
ciente che, dette a, B, v le tre radici di

&l (&) — f (@) =0,
— @@ (I)

sie quadrato esatto di una guantita appartenenie a K.
B

Uespressione numericn

I11.

Cid posto, indicheremo qu! uno dei mezzi atti a soddisfare tale
condizione, che considereremo nella forma (1).

Perché l'espressione (I) sia quadrato esatto nel campo K, baste-
rebbe che i suoi fre fattori appartenessero tutfi e tre g K, che due

- i
-
— .

e o e

— _:.' L _r—"l . -
i Pt

" - '-‘I'I-I-rm-—.-_--.--_._....-qf.'-._-.-_.....‘.___'-
§ 5 el C i & . ek Skl B
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di essi fossero eguali fra loro e che il terzo fosse, per es., eguale
a —m*, dove m & contenuio 1n K.
Per le prime due parti, basta scegliere z, f e 1 tutii e fre in K,
con 8 =-v. Intanto notiamo che, dalla identita
af (@) — fla) = 22"+ pa® — ps =2 (& — &) (x — PHr —¥)
s1 ha

2+ By + ya=10.

Ii ponendo f=r1: 38 LB
225+ R =0,

guindi

o= E . (11)
Pare1d bisogna porre
b g ] F‘i 2 3 3 3 - 1 4
22" 1 pr —-Ps=9(ﬂ:+§ (@ — ) Zﬂ(it‘ —5 BT +§B),

onde s1 ricava

pp=—38; p=—F. (111)
Rimane arbitravio p. su eni bisogna operare in modo che risulta
[ z) =—m". 5)
Rimanendo ad f{z) 1l sigmiicato 1), poniamo
T plw) = fl@) — [m® 4 F(2)]2; 1)
allora si otfiene _
o'(a) = f"{a) — [m* 4 f'{a)] = — m". o)

Dunque basta modificare il coefficiente p. della = in f{z) nel modo
indicato dalla 1) per soddisfare alla 5), o meglio alla 5). Le altre
condizioni, per la 1), sono gia soddisfaite, ed infatti si ha

zp () — olx) = xf(zr) — flz) =2 (;:; =S %} (x — B),
e poi, infine:
— 2'(=) #'(F) @'(v) = m* [ (R) "
Tenendo presenti la (1I), la (III) e che

ra)=r(—4) =28+,

e

st ha
sle)=fie—| w1 (— §) [o=e* 50— (w1 2 e )o—gomo,

—

Siamo dunque venuli a frovare wne classe di equazioni di terzo
grado, la ewi forma 2

da* — 1232 — (dm® -+ 158%) w — 48° — 0

tali che it loro gruppo di Galois, nel campo definito dai coefficienti, @
quello dz terz’ordine; a meno che non siano redutizbili.
Per es., posto B=2 ed m=1; si ha l'equazione

:1:“—5:55—16-.1:—8=0,
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la quale non & risoluta da nessuno dei valori 1, — 1, 2, — 2§ —4,
8, —8 ehe dividono il termine noto, e percid e irviduklibile nel cumpo
ordinario di razionalita. 1] suo gruppo di Galois & quello di terz or-
dine, nelio stesso campo.

Sarvarore CHERUBINO.

ANALISI DEI TEOREMI

[. L'affinita esistente fra feorema e problema snggerisce d'intro-
durre anche nel campo dimostrativo alcune norme cle rvivestano jl
caratlere della massima genevaliti.

A tale nopo givva anzituito tenere presenite che nel teorema, con-
trariamente a quanto avviene nel problema, I'enancinto segne (0 se-
guir dovrebbe) la dimostrazione; quindi la tesi esiste sempre e non
subisce alterazioni per la dimostrazione.

Da cib deriva che nel teorema nessuna opposizione pud esisters
fra soggelto, ipotesi e tesi, e che I"ipotesi non pud essere insufficiern teo
per la tesi. Restano cosi eselusi i teorem; unrpossibili, ed i leoremni
indeterminati.

In cib che segue. par non porre limitazioni di sorfa aleuna con
restriblive definizioni del teoreme, intenderemo attribnire a tale VO-
cabolo il significato generico dj proposizione ipofetica, purche possi-
bile e determinaia.

2. Le proprieta del soggetto ehe lo definiscono, e quelle clhe rap-
presentuno Iipotesi e la fesi possono essere costilnite da pit parti,
che diremo rispettivamente elements del soggetto, dell’ipotes e della
tesi; cosicch®d ad an problema econ pill Incogniie fard riscontro un
teorema con piu elementi della tesi.

Ad evitare inutili vipetizioni, il soggelto, 'ipotes e ln tesi, anche
a dne a due considerate, non doveanne wvere elementi comuni; ed
inoltre, ad eliminare parunenti il superfluo, in ciaseuna parte del feo-
rema isolatamente considerata, non doveanno ignrare elementi depj-
vabill du altri delln medesima per mezzo d; proposizioni, che si del-
bano ritenerve necessarinmente ®oie ed in precedenzi acquisite.

3. Da un teorema, scambiando nel loro ufficio logico I'ipotesi econ
la tesi e laseiando immutato 1l soggetto, s1 olttene un teoremsy, va-
lido o no, che dicesi inerso (0 meglio converse) rispetto al prima (i-
retto. Se pur l'inverso & valido, il diretto e I'inverso s dicono fia
loro reciproct, o I'un dell’altro reciproco.
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Pud un teoremsa essere reciproco di se shesso, e lo diremo autore-
etproco. In an teorema autoreciproeo 1'ipotesi risulta uguele alla tesi:
m esso infaiti si afferma, rispetio al soggetto, che, se alecuni slementi
godono di una determinata proprietd, altrettanto avviene di alfret-
tanti elementi distinti dai primi e nelle stesse condiziom dei primi.

Fisempio

In due triangoli velttangoli di uguule ipotenusa, se un cateto di uno
¢ maggiore di un ecatelo deil'alivo, il secondo cateto di questo & muggiore
del secondo cuteto del primo.

4. A proposito di teoremi reciproei & opporfuno fare aleune con-
siderazioni,

Premettiamo che, gonantungque per maggiore semplicita facendo
astrazione dal soggetto 3, si possa dare al teorema anche ln forma:

bSeeleT
tuttavia, quando si vogliano considerare teoremi inversi e teoremi
reciproci, non solo & opportuno tewer conto del soggelto, ma & ne-
cessario, se le parti del teorema visultano di pilt elementi, tenere
esattamente disgiunl gli elementi del soggetto da quelli dell'ipotesi.

Quando due teoremi 'uno dall’altro inversi sono veri ambedne.
st suol dive (*) che (o condizione necessariu e sufficienie affinché sia veri-
ficata la proprieta T (o la 1) & che sia verificata la proprieta 1 (6 la T):
ma glova perd osservare quanto segue:

Supposto che in due teoremi inversi P e P’ I'ipotesi sin neces-
sarin e sufficiente, spostando un elemento dall’ipotesi al soggetlo, si
ottengono due teoremi inversi Py ¢ P, entrambi veri: ma in wmo di
essi I'ipofesi & piu che sufficiente e quindi non totalmente necessaria.
Al contrario dagli stessi teoremi P e P, spostando un elemento dal
soggetto all'ipotesi, si ottengono due teoremi inversi P, e P, ma uno
di essi ha I'ipotesi insufficiente e quindi non & valido. Pup servive
a chiarimento il segnenfe guadro schematico:

Noggetto [potesi Tesi
P A B,...C,D @, b...e, d o, ..., B
P A, Bi... 0D o Beo.¥, B a, b...e d
P1 A,B...G, D,ﬂ f{l, ﬂ'...d D:,i’i...";',a
P |l & B . € D; a o Boo.Y, 8 P A
Py A, B...C D,a, b...e, d % B...Y, D
Py A B...C 2, Bee.Y, B D,a, b...c, d

(1} Lazzerr ¢ Bassani, Elementi di Geowistria,
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Hsempio:

P. — Due triangoli avenli un V. — Due triangoli aventi un
lato parallelo e nella stessa dire- | luto paratlelo e nella stessa (diye-
2i0ne, se haano-anche gli altri due =ione, se sono simili, hanno anche
tati paralleli, sono simili, gle altri due lati parallel;.

B o i iriangoli aventi due Psi— Due triangoeli aventi due
lati paralleli e nella stesse dire- | lats paralleli e nella stessa diye-
zione, se hanno anche il terzo lato zlone, se $ono saneli, hawno anche

parallelo, sono simili. i terzo lato paralielp.

Pe. — Due triangoli. se hanno | Pe. — Due triangols, se seno
¢ latt puralleli e nellu stessa iy e- | Sinule, hanmo § lati paralleli e nelic
zione, sono simili. | Stessu divezione.

Dungue affinché due teoremi inversi possang essere yilemirti reciproei,
nel senso che Uipotesi sia necessaric o sufficiente, st vichiede che siano
veri entrambi e che, spostundo anche un solo elemento dal soggeito al-
Eypotesi, un d'essi risulli impossibile.

Solo allora si potrhd concludere ehe Pipotesi & necessnria e suffi-
eiente per la tesi, e diremo piu semplicen:ente che Iipotesi & equi-
vatente alla tesi. Se I'ipotesi non & equivalente alla tesi, non potendo
essere suvvalenle rispetto alla tesi, pereh il tenrema sarebbe impos-
sibile, non potra essere che prevalente.

Due teoremi reciproci esprimono del pari, rispetto al comune sog-
gebto, chie fra Vipotesi e la tesi esiste relazione di equivalenza e song
associate.

. 81 suole anche dire clie due tevremi sono recaproci quando cia-
scuno & conseguenza dell’altro. (1) B tale definizione pud estendersi
anche ad vn grappo di pit teoremi a due & due legati da una simile
relazione; ma siffatte proposizioni meglio son dette equivalenty, e si
distinguono in relativemente equivalenti ed in assolutcmente equivalenti,
secondo che eciasenva dall’altra si ottiene col sussidio 0 no di sup-
poste condizioni. (*) Valgano ad esemplo le proposizioni sostitnibili
al V postulnto a1 Euelide.

b. Se un teorema semplice -

Rispelto ad S se ¢ 1 wllora ¢ T
ammette il reciproco, i due teoremi danmo Inogo insieme a) teorems
doppio : >

Llispetio ad 8 se ¢ 1 allora's 1: e viceversa.

Se un soggetto gode di » proprieta fra loro equivalenti, s1 ha in
generale il teorema muliiplo -

(') D& Paovis, Fiementi di Geomelrin.
14 Boxora, Geamialyia noneruclidie.
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Rispetto ad S se ¢ Py, delle PyP:Ps. .. P, allora é Py delle medesime.

Pud anche avvenire che in un teorema siano equivalenti il sog-
gelto (o meglio le proprieta che lo definiscono), I'ipotesi e Ia lesi,
ed in generale che un ente definito da una gualungue di » proprieta
possa fungere da soggeflo in vun teorema nel quule suno ipotesi e tesi
due altre qualunque delle medesime. Si ha in tal cuso il teorema iper-
mauliiplo

Rispetto al soggetto definito da P, delle PyP:Ps... P, se ¢ Py, allora
¢ Py delle medesime.

Iisempio ;

Una rvetia definita da wne quainngue delle seguenti proprieta :

Fissere perpendicolare wd una corda di un cerchio,

Dimezzare la corda,

Dimezzare {'arco che sottende ln coraa,

Passare per il centro, ece.
¢ gode di uw'altra qualunque di tali proprieta, gode pure di una terza
qualunque delle medesime.

B evidente che se n & 'ordine di mulbiplicita o d’ipermultipliciti
di nn teorema, questo si pud scomporre rispettivamente in D, . ed
in Dy; teoremi semplici, o, ¢id che & lo slesso, in i1Dyqs ed iIn D,
teoremi doppi; non valgono guindi per tali teorenii norme speeciali, ed
essl non presentano speciale interesse nell’argomenio che ci occupa.

7. Dicemmo in principio di dover escludere 1a possibilita di teo-
remi indeterminati; e, nel campo dei feoremi determinati, prendemmo
in considerazione teoremi a fesi unicq. Nasce perd spontanea la ricerca
se possano esistere o meno teoremi con pikk tesi analoghi aj problemi
eon piw soluzioni; o, in altrl termini, se esistano teoremi di grado
auperiore al primo.

Faita astrazione dui teoremi, che dicemmo multipli ed ipermul-
tipli, nel quali le proprieti del soggetto sonmo fra loro equivalenti,
nulla si oppone a che un soggetio, rispetto ad una determinata ipo-
tesi, possa godere di propricta fra loro indipendenti e vicendevol-
mente esclndentisi. 81 avra cosi il teorema di a%iee grado:

Rispetio ad § se ¢ 1 allora ¢ 4, 0 ta 0 tz... 0 Ly,
in cul le tesi parziali ttsts . . . ¢, costituiscono un'unica fesi T equi-
valente all’ipotesi; e mentre sara possibile giungere ad I separnta-
mente da ciaseuna delle £, che & sufficiente ma non necessaria, non
sar@ del pari possibile pervenire da I ad una sola delle t, senza porre
una limitazione che le altve escluda, lasciando perd immutata I"ipotesi.

Esempio di leorema di secondo grado:

Due triangoli, se hanno ordinatamente ugunli due lati e Uangolo
opposto ad wno di essi, hanno gli aitri elementi ordinatamente uguali,
0 quali si riseontrano in due triangoli oflenuti congiungendo it vertice
@i un triangolo isoscele con un punto delle base; e viceversa.




PERIODICO DI MATEMATICA. 183

8. Siamo d'avviso che sarebbe utile far capo a tale definizione di
teorema, da escludere quelle proposizioni ipotetiche in eni I'ipotesi
non & equivalente alla tesi, o, quanto meno, ritenere perfetio od 1m-
perfetio un teoremn, secondo che ammette o no il reciproco.

in tale ordine di idee si potra per ogni teoremas imperfetto 11-
dagare la causa dell’ imperfeziene, per mezzo di una discussiosie od
analisi del teorema, E, per quanto siamo venufil esponendo, I'inipor-
fezione di un teorema pud avere origine da tre eause distinte :

Frima. — Nell'enunciato non sono esattamente disgiunti gli ele-
meut1 del soggetio da quelli dell’ipotesi.
Seconda. — 11 {eoremn & di grado superiore al primo.

Terza. — L'ipotesi & per se stessa prevalente rispefto alla tesi.
Cid si riscontra necessariamente quando s1 considera di un teorema
un caso speciale oitenuto aggiungendo qualche nuovo elemento al-
I'ipotesi e laseiando invariato il soggetto ¢ la tesi. Iid ogni corollario
cosl otlenuto & quindi imperfetto.

Per rilevare ed eliminare la prima causa d rmperfezione non si
ha che a spostare nei modi possibili gli elementi dell'ipotesi aggre-
gandoli al soggetto.

Fisempio:

Due parallelogrammi, se hanno ugtale una base e Uallezza corvi-
spondente, sono eguivalenti,

Due parallelogrammi di ugual base, se hanno wguale Ualtezza corvi-
spondente, sono equivalenti ; ¢ riceversa.

Quando un tfale processv riesca infrutiuoso, dovra ritenersi asse-
verata la seconda o la terza causa d’imperfezione. Perd un acceurato
esame della dimosbrazione potra condurre talvolta a piii opportuna
forma del teorema.

Hsempio:

Essendo due frazioni equivalenti, se la prima ¢ wriducibile, la se-
conda ha i termini equimultipli dei termini della prime,

Lissendo due frazioni equivalenti, se la prona ¢ arriducibile, la se-
conda ha i termini equimuliipli dei termini della proma, ed i eoefficiente
di multiplicita & il M. C. D. dei termini della seconda ;& vicerersa.

3. Come applicazione delle cose datte prenderemo in esame, nel-
lambito dei suesposti conceili, i ben noti criteri di uguaglianza, di
sumilitudine e di equivalenza dei triangoli.

K, per avero un punto di riferimenio, Ii riportiamo intanto nella
dizione seguente: (!) ’

L. Se due triangoli hanno rispettivamente uguali due lati e Vangolo
compreso, essi sono ugucli, avendo rispetlivamente ugualt anche ¢ rima-
nente lati e gli angoli opposti ai lati uguali.

C—

(') Enmiques e Axmarni, Elementi di Geometria,

B P T e L e
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IL. Se due triangoli hanno rispetiivamente wguali due angoli e il lato
comune, i due triangoli sono wgueli ; cind sono ugnali { rimanenti an-
goit ¢ & luti opposii agli angoli uguall,

I1I. Se due iriangoli hanno vguali rvispetiivamente i tre laii, essi gono
wguali ; cioé hanno wguali anche gli angoli opposti al lati uguall,

IV. Se due triangoli hanno wguali un lato, Uangolo opposto ed un
angolo adiaeente ad esso, 1 due friangoli sono uguali ; cioé hanno vgualt
it ferzo angolo e t lati opposti agii angoli uguali.

Y. Se due triangoli hanno ordinaiamente uguali due lati ¢ Uangolo
opposto al prime lato, essi sono nguali, purehé Uangolo opposto al seconde
laio sia in enirambi 1 triangoli o acuto o refto o ottuso.

VI. Se due triangoli hauno gli wngoli ordéinafamente wguali, ¢ lalz
che comprendono angoli uguali sono proporzionali.

V. Se due triangoli hanno un angolo uguale ad un angolo e un
lato del primo angolo sta ad un lalo del secondo come Uaitro lato del
primo sta ail’eltro lato del secondo, @ due triangeli hanno gl angoli
ordinatamente ugueli.

VIII. Se in due triangoli ad ogni lato dell'wno si puo far corrispon-
dere un lato dell altro, in modo che le coppie di lati corrispondenti siano
proporzionali, 1 due triangol: hanno uguali ordinatamente gli angoli.

IX. Triangoli di ugual base e di uguale altezza sono equivalenti.

X. Triangoli equivalenti ed aventi basi uguali hanno aliezze uguali,

Per ewv che st riferisce alla forma notiamo quanto segue:

Nei feoremi 1, 11, FII, 1V, V si pofra accennare all'uguaglianza
dei triangoli eome consegueuza del teorema e della definizione, ma
non come kesi, che diversamente la tesi comprenderebbe I'ipotest

Nei teoremi VI, VII, VIII e superfluo counsiderare Puguaglianza
di tutki e tre gli angoli, poiché la teorin dei triangoli simili segue
necessuriamente la feoria delle parallele e la conseguente nozione
relativa alla somma degli angoli di un triangolo. Oltre a eid & forse
opportuno porre in rilievo che nei friangoli simily, come 1 hanno
due sole relazioni indipendenti di proporzionalith fra i lati, si hanno
pure due sole relazioni indipendenii di uwguaglianza fra gh angoli.

Nel teorema VIT I'ipofesi e la tesi hanno inoltre un elemento
comune,

Per cid che si riferisce alla reeiprociti noliame che, mentre sono
veciproci 1 teoreni I e 11, VIe VIII, IX e X, sono gli altri imperfetti.

L' imperfezione del I1I deriva dal fatto ehe in esso I'ipotesi & per
se stessa prevalente alla tesi; ed invero per affermare 'nguaglianza
ira glt angoli di due triangoli, non & necessarin I'uguaglinnza dei laii,
ma semplicemente la Joro proporzionalith; il teorema in parola 8
corollario del keorema VIII.

I teoremt IV e V non sono inversi, e tanto meno reciproei, poiché
la limitazione posta all’ipotesi del V non figura nella tesi del IV ;
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come gia si vide, fan parte di un doppio teorema di secondo grado;
e di questo sussisterebbe pure 1'analogo relative alla similitudine,

Nel teorema VII, emendata la forma, la tesi rimane costituita
dalla sola nguaglianza di un angole, ed & suvvalente all'ipotesi. Com-
pletando invece la tesi con tutto cid di cni I'ipotesi & suscettibile,
vale a dire con una seconda relazione di proporzionalita fra i lati,
e tolta ogni imperfezione al teorema, che diviene reciproco di se
5Lesso,

A proposito dei teoremi VII e VIII non si puo ritenere che essi
siauo ambedne inverst del VI, sol perchie banno ugnali le tesi. (M)
Pensiamo che un teorema non possa mal I pin modi invertirsi:
e, nel caso particolare considerafo, emerge ehiaramente che la tesi
del VI won & Vipotesi del VIL

Nel teoremi IX e X infine, che pur sono reciproci, @ opportuno
rendere piti manifesia 'inversione e Ia reciprocita, separando net-
tamente 11 soggefto dull’ipotesi.

10. In base alle [aite considerazioni potremo enunciare 1 teoremi
predefti nel modo seguente:

A) Due iriangoly, se hanno ordinatamente wguali due lati e Uangolo
compreso, hanno pure ordinatamenie wguali gli altri elements D e vice-
verse.

B) Dwue Eriangoli, se hanno ordinatamente uguali due lati ¢ Cangolo
opposto ad wno determinato di guesti, hanno gii altri elementi ording-
tamente uguali, o quali si riscontrano in due triangoli oitenuli conginn-
gendo il vertice di un triungolo isoscéle con un punto delle base ; ¢ wvi-
CEVErSU.

C) Due triangoli, se hanno i luti tali da soddisfare a due distinte
proporzicn, hanno pure due angoli ordinataimene uguali; e viceversq.

Cororvnario. — Due triangoli, se hanno i lati ordinatainente uguali,
hanno pure gli angoli ordinatamente gl

D} Due triangoli, se hanno due lati tali da soddisfare ad wna pro-
porzione, ed hanno wguale Uanaolo compreso, hanno pure uguale un aliro
@ngolo, ed inoltre i lati che lo comprendono sono tali da soddisfare ad
wna proporzione ; il lgorema & autoreciprovo.

E) Due triangoli i hase (o altezza) ugudle, se hanao wguale I'al-
tezza (o la base) corrisponidente, sono eqraivalenti ; e viceversa.

" Dhrgo Feninin,

(*) ExriqQues © AMaLps, op. cil.
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ESTENSIONE DELLA FORMULA DI GROMBTRIA PIANA 4RS = abe

all*n-edro dello spazio lineare con 2 — 1 dimensioni

La dimostrazione della relazione 4RS = ale pub ottenersi, sia 1i-
correndo al noto teoremn che dice che il reitangeio di due lati di
un triangolo equivale al reitangolo del dinmetro del eerchio eirco-
scritto e dell'altezza relativa al terzo lato, sia rieorrendo alla teoria
delle antiparallele. Quesi’nltima dimostirazione — che fu gii astesa al
tetraedro dal sig. Sravpr nel Giornale di Crelle — si presta all’esten-
sione della formula medesima all'n-edro di §,_, ed fo eredo oppertuno
di presentarle ai leftori di questo pregevole Periodico esponendola
senz aliro pel caso generale.

Dato tn 8, Vn-edro AA,...A,, & consideri I"1persfera ad esso
circoseritta e si ehiamino O il suo centro ed R il suo raggio, Con-
dotti nei vertici AyA,... A, gli iperpiani tangenti Gifls. .. By, essi in-
dividueranno colle loro mntue intersezioni un nuovo n-edro che
chiameremo B,B;...B,, indicando in generale con B il punlo co-
muone agl iperpiani Byfa...BiyBis... 5.

Ogni iperpiano parallelo a uno degli iperpiani fsfa ... Bn, & che
tagla fuiti gli spigoli che escono dal eorrispondente punto di con-
tatto, produce nell'n-edro daio una sezione che diremo sezione anti-
parallele vispeito all'angoloide determinato dagli spigoli medesimi.
Riferendoci al vertice A, e chiamando PoiPaa. .. Paoo1 1 vertici del-
I'(n — 1)-edvo sezione che sono situati rispettivamente sngli spigoli
AnAi, AgAg. .  AA, 4, se per Ay, A, As (2, & disnguoali e minori di n)
conduciamo un Sy, esso seghera I'ipersfera circoseritta secondo una
circonferenza e 1'jperpianc tangente ox secondo I'S, tangenie ad essa
in A, e lo spigolo P,P,. della sezione contennto in tale Sy msuliera
paralielo a detto S, e quindi antiparallelo ad AAy; i quattro punti
A, Ay, Pry, Py ginceranmo sopra 1n medesima circonferenza e i punti
AsBy .. Ay B Pis: oo Py apparterranno a un’ ipersfera. Indicando
atlora con p, la potenza di A, rispebto a questa ipersfera, potremo
scrivere e ugnaglianze:

Pn = ADAI . Anpni = BHAE ! Au P:nﬂ — s ey Anﬂn_] . AnPa,.hI._l ' (l]

€ 1 punbl Ay, Py si corrisponderanno in una inversione di polo A, e
di costante p,.

Se conduciamo per A, una retta che passi per ) e diciame D, D’
1 punti ove essa incontra I'S, . della sezione antiparallela e I"1per-
sfera rispeltivamente e teniamo presente che questo S; visulta normale
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in D al dekto S,_y, & facile veders che anche D e D'si corrispondono in
questa inversione e che si ha:

Po =AD.AD'=—= 2R AD. (2)
St ha poi, per note formule- |
P.P, =

S Ty

o —Aiék - T:.IL—AJJAW
P 5. ’ (3)

dove con mA,A, indichiamo Il prodotto delle misure degli spigoli
useenti da A, nessuno escluso, mentre con mA A, Indichiamo i)
prodotto delle misure dei medesin; spigoli eccetluati A A, e A A,.
Segue allora:
PniP‘nk Pn

AA, . wip AgA, wALA. (4‘)

per i e k& disnguali ed inferiori ad n
Immaginiamo ora cosiruito '(n—1)-edro i ecnj spigoli sono mi-

suratl da:
Aiﬁh . ﬂik—An-A.i

¢ sia T la sua misura. Ii'(n — 1)-edro PalPu.o P 8, per le (4),
simile al precedente e se con P indichiamo la sna mismia, avremo,
essende noto il rapporto di due Jaii omologhi:

Pu n—3

P:Th(nﬂuﬂs] . (5)

Chinmiamo ova V la misura dell'n-edro dato e V' quella dell'n-edro

TN ) L) avremo, ricordande che la misara d; un n-edro &

data, 2 meno di un fatiore di proporzionalita, dal prodotto della mi-

sura degli spigoli uscenti da un vertice per il seno dell’angoloide da
ess1 determinato e tenendo presente le (i)

-vr.- _— V‘ Aan . ﬂ.,,‘[“nﬂ S ﬂul_,lﬂ."__l _ p“u—l

mALA, wALAY v (6)
Siccome pol &
V= 1 5 - P 84D
e per le (5) e (2):
| ) =1
Ve il.fr.(ﬂ;:&}“' AD= gL R e o)
segue subito dal eonfronto dells (6), (7):
2.n—1).R.V.cA A —p (8)

che & la formula che ci proponevamo appunto di trovare.
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Osservazione, — Faeendo n==4, e soltantio in gquesto caso, ciod per
I'Sy, avviene eche del simbolo =A A. non rimane traceia nella for-
mula (8). Per n=23 «i ritrova la nota formula di geometria piana,
come & naburgle; par T si deve allora porve A A,.

St nokt ancora che dall’ultima formula (8) si deduce che il pro-
dotio di T per la poteunza (n —4) -esima del seno dell’angoloide di
verilce A, & indipendente dalla scelta del veriice di riferimento e
rimane quindl costante una volba fissata la posizione degli #» punti

AjAs.. . A,.

Exsico PicoioLr.

¥

QUISTIONI PROPOSTE

736. 1l enbo della distanza di un punto dal fuoco di una parabola
e eguale ad 8 volte il prodotto dei tre raggi di curvatura corrispon-
denti ai piedi delle normali condotte dallo stesso punfo.

797. 11 prodotio dei eubi delle distanze di un punto dai fuochi di
una ellisse & in un rapporto costante col prodotto dei quattro raggi di
curvatura corrispondenti ai piedi delle normali condolle da quel punto.

H.-N. BArisigxn.

- —
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MopesTiNoe pEL Giupice., — Lezioni di aritmetice razionale e algebra
elementare ad uso degli Istituti Tecnici e dei Licei. Vol. I1: Teoria
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Questa Il Parte dell'opera del professore Dz Grupice che ora vede la Ince,
€ ln naturale continuazione della 1 Parte, non solo per I’ordine maturale della
materia che viene trattando, ma anche (cido che specinlmente importa) perciié vi
si visconira il medesimo criterio di svolzimento, i medesimi pregi, lo stesse rigore
logico ed eminentements dedutiivo. Laonde nulla ¢'é di quanto si disse nella prima
parte che nmoun si possa ripetere per la seconda.

Volendo enirare in gualche wmaggiors particolarita, & bene notare che nell'in-
_troduzione dei numeri negativi, I’Autore rvicorra molto epportunamente a quel pro-
blemi pratici che mostrane 1'asseluta necessitia di tale introduzione, abbandonando
pero tale metodo nella trattazione teorica dei mumeri velativi fatta con vigore ed
evidenza al pari di un qualsiasi capitelo dell’avitmetica ordinavia.

Nel calcolo letterale sviluppa le ordinarie trasformazioni che costituiscono le
operazioni fondamentali algebriche: e dopo aver Lrattato ampinmenia delle equa-
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zioni lineari & un’incognita e dei sisterni d; eqnazioni lineari, svolge: con molto
rigore a dottrina la divisibilita pel campo delle fanzioni intere, il massimao comun
divisore e il minime mulliplo di un insieme di funzioni inftere.

Nei trattati ordinari non si trovano questi ultimi argomenti, tutto himitandosi
ad aleuni casi specijali,

I’Autore ha ereduto bene di esporre quesfe parti delle teorie algebriche, ma
a dir vero le ha messe in carattere pin minuto, quasi ad indicare che questi ca-
piteli sono pia specizlmente dedicati a quegli studiosi che vogliono personalmente
estendere il corredo delle lovo cognizioni matematiche. In un primo studio si
possono banissimo lasciare, conteniandosi di aleani cas: particolari; non se v'rvra
alcun danno, specialmente se si ha V'avvertenza di considerare quei casi che pii
spesso capitano nella pratiea

Lo siesso pui dirsi della ricerca delle radici razionali di nn’equazione a vosfii-
cienti razionali; é un jpieressante argomento che pud incilare allo studip qual-
cano dei pii inlelligenti e volenterosi scolari eche desiderano penetrare vieppii
nell’asbroso eamnino,

I libro porta aliresi nn'estesa raccolta di otkimi esercizi, relativi alle varie
teorie svilappale.

La buona accoglienza. da parte dei Colleghi, di questo ottimo trattato, svolto
con criteri scientifici ed eminentemente moderni, ecredo e spers che non posss

MANCaHYe.
(7. Piroxpiv..

GrusepPe BerNarot, Tuvole contenenti i doppi, ¢ quadrati, 1 tripli dei
quadrati ed i cubi dei nwwmeri interi dua 1 a 1000, ad uso degli Isti-
tutl medi e superiori d’ istruziomne, specialmente tecnici, naufiei,
militari e professionali. (Bologna, Libr. Beltrami, 1911. — L. 1,50).

Qaeste tavole danno naturalmente anche senza caleolo, ssattamente od & meno
di una anith, le radici guadrate degl'interi da 1 a 1 milione e o radici cubiche
degl'interi da 1 ad 1 bilione.

Inoltre mediante l'applicazione molio faeile di poche regole assai semplict
esposie chisramente con pareechi convenienti esempi nella [ntroduzione e basate
sopra aleune note identita e due notevoli Teoremi sull'estrazione abbreviata delle
radiei quadrata e cubica dai numeri interl, esposti nella stessa introduzione eon
le relative dimeslrazioni dell'Autore a gla pubblicati con gqueste ambidue nel
Feriodico di Matematica ed il secondo di essi anche nel Giornale di Matematiche,
le Tavole snddetto dihuno con un exleolo brevissimo esattamento j (quadrati del na-
mer] interi compresi fra 1000 e 1 bilione ed j cubi degl'interi compresi fra 1000
ed 1 milione, ed esattaments od a meno di una unith le radici quadiate degl’in-
text compresi fra 1 milione & 10 bilioni & fra 250 bilioni e 1 trilione e le radig
cubiche degl'interi compresi fra 1 bilione ed 1 quattrilions.

Queste tavole sono certamente ®utili o comode per chi deve fure frequenti
caleoli numerici.

Annuaire ponr Uan 1912, publié par le Burean des longitndes. —
Paris, Gauthier-Villars.

QYuesta eccelleule raccolta fondata nel 1708 (Anno V della repubblica fran-
veso) confiens quest'anno, oltre le consuste notizie relative al calendario e i dati

i I S e—
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astronomici, dei quadri rvelativi alla fisica e alla chimica, e dne interessanti ar-
ticoli: La temperaturc media in Francia di BreourpaN e Nozioni sul metodo
dei snindmi quadroti di Havr,

Abbiamo parlate tropps volte di quesin intercssante raccolta, perche occorra .

ripetere che guesto interessante volumetio & prezioso non solo per il teenico, il
fisico, il matematico, ma per infte le persone colte che malle 750 pagine di eni
2550 81 compone troverunno 1a lista delle costanii usvali, ed una grandissima quan-
titih di fabelle & debi numerici che possono occorrer in mollissimi casi della vita,

ERRATA-CORRIGE. — Nella Note: Di wva proprieté dei moseri proni del prof, U, Coxcrsa,
pubblicato nel Fagcicole 11, a pug. B2, linea 15, invers @i ln somme dei, si feppa: 1a somma delle

AN
NECROLOGIO

#

1l giormo 25 Marzo si spengeva dopo brevissima malatiia in Pisa
nella stessa ecamera ove aveva visto la luce 71 anni fa

ANTONIO PACINOTTI

tl grande elettroiecnico, che coll’ invenzione dell’anello elettromagne-
tico dischiuse la via slle innumerevoli applieazioni pratiche della
eletfricita. Crediamo di non poter commemorare |'illustre estinto
meglio che pubblicando le nobili ed elevale parole che il Professore
G. A. Maggi, preside della facolta di scienze della R. Universita di
Pisa pronunzid nell'atrio dell’ Universita stessa sul feretro del grande.

Ad Antonio Paeinotii I'estremo salnto della Faeolta di Scienze
Fisiche, Matematiche e Naturali, di cui, per nn trentennio, fu in-
signe vanto! Par friste compito, che mi reca la vicenda dell’ufficio
di Preside della Facolta! Sorte ben diversa foeco al mio egregio
predecessore. Quella di rappresentare la Facolla nostra alla Festa
Giubilare, di eul queste dotbe mura ancora conservano 'eco. B tanto
pli ce ne commove il ricordo, davanti alla salma dell’ Uemo, a eni
gli Seienziati d'ogni contrada, 1 Colleghi, 1 Puhblici Poteri. il Popolo,
tributando Je piin solenni onoranze, vi conginngevano il ealdo angurio
che s1 conservasse per lunghi anni, ad incremento della Scienza e ad
enore del Puese! |

Un Uomo il coi nome si & imposto al mondo, gnasi con ripu-
gnanza (h chi lo portava, per modestia grande come il merito, non
ha bisogno che se ne ritessa particolareggiata storia, in questo mo-
mento, in eui butli ei opprime il cordoglio: e questo cordoglio & mi-
sura, per se stesso, della perdita che abbiamo fatto,
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Li'energia eleltro-magnetica, Ia quale, raceolta da energia mecea-
nica che per secoli ando dispersa nelle solitudini alpine, si vifa energia
meccanica, dove piil ferve I'umanita umana, 6 1l sangupe @i quella
vita industriale e sociale che forma una delle principali meraviglie
del nostro secolo. Di gquesta cireolazione viiale la maechina dinumo-
elettrica & il enove, E quando ho nominaln la macehina dinamo-elet-
irica, ho, con essi. nominato per tutty, dallo scienziato alloperaio,
Antonio Pacinotti. Lni, che, assisiente del padre sno, pure onorata
memorin del nostro Ateneo, in seguito a studi. intrapres) fin dal 1861,
non terminati ehe nel 1864, nel piceolo lnboritorio di Fisica Tecno-
logica, aunesso alla casa di vig S Maria, ¢he ne raccolse il primo
respivo or fa settantun anno. e Fultimo, Ta notte dello scorso luned;,
invento e analizzd, con pieno discernimento del prineipio e ricono-
scimento del duplice effeito. la * mueching ad elettro-calamita tra-
sversale ,, I'“anello di Pacinoiti .- Questa invenzione nemorabile
conferive alla macehina magneto-eletiriea Iagilita necessaria per dj-
venlare organo veramenle efficace. per le molleplie applieazioni, a
cul fin d'allora si vivelava riserbais. Questo non sfuggt all’inventore.
Ne fa fede la curu el'egli vipetutamente pose di esporre 1l sup mo-
dello e di distribuire la Memoria del nostro Nuovo Cimento , — |g
* Memorielta ,, come egli amava chismarly — e splegarla a chi da
quel modello poteva vieavare uny macching effettiva. Altri raccolse
il vantaggio, non sclo, ma anclie, per parecchio tempo, esclusiva-
mente la fama. Che cosa mancd per questo ad Antonio Pacinoitjy
Mi si lasei piuttosto dire che cosa egli mostrd, con questo, dj pusse-
dere di pin del comune degli noming!

Spirtto di scienziafo, egli iraeya gia Lroppa compiacenza dalla
soluzione di un brillaote problema di Fisica, per cercarne altrove ¢
altrimenti. Cost. quando il Jamin presenta, nel 1871, all’Aceademin
delle Scienze di Parigi, 1a Noia di Gramme sulla macching magneto-
elettrica producente corrente continuy, & al Jamin, per far presente
1 propr1 titoli alla nriorita di guell’mvenzione, ch'egli serive uns
sobrie e riguardesa lettera, di eni il Jamin comunica all’Aceademia
le conclusioni. E il discorso si esauriva nella sfera deghi scienziati

Ma pii2 ancora. Di seniplici costnmi, sehivo de! piacere monduno,
contento d una modica agintezan, ern insensibile alle attrattive dells
ricchezza, che sono hensi stimolo d'vperosita, ma di wuna operosita
che non bene si congiunee colle aspirazioni serene della pura Seienza,
e non di rado inlerferisce con esse. |

Se non che, diffondendosi i benefici del trovato, era troppo giusto
ehe se ne ricereasse |'ideatore. Parigl, che aveva ammirato i prodigi
della macching, chiamata d; Gramme, colla illuminazione elettrica della
Sua maggior pinzza, eonferiva ad Antonio Pacinotti, nell’oceasione
dell’ Bsposizione d' Eletfri eitd, tenutasi nell'Avutunio del 1881, un raro
Diploma d'Onore, che sofennemente gl riconosceva )a priovits del-
I'invenzione dell’anello elettro-magnetico. E cercarono, non cercati,
il Pacinotti, i maggiori onori ahe possano far la compiacenza di un
Uomo di merito, gareggiandovi le Societd Scientifiche, i Poteri Pub-
bliet, il Voto Cittadine, fino a quelll che abbiamo veduto tributargh
nel recente Giubileo.

Un anno dopo il suo mageior trionfo. nel 1882, Egli passava dal-
'Universita di Cagliari alla nosira, succedendo nl padre, nella stessa
cattedra di Fisica Teenologica — successione, ch'Egli reputava il
miglior compenso dell’onore, che, coll'opera sua, aveva reso all’ Tta-
lia. — B noi, che abbiamo avuto la particolar fortuna di averlo a
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collega, ed ora proviamo particolar rammarico della sua dipartita.
noi abbiamo potufo conoscere ed apprezzare un lato, non altretitanto
celebre, ma. nom meno bello deilo spirito di Antonio Pacinotti: la
sun estremu modestia, In sua ssrena semplicits, le sue virta dome-
stiche, 11 suo scrupulo uvell'udempimento dei doveri d’insegnante
— per cul el basti ricordure, con commozione, quello che ¢l raceon-
tava 1l nozbro Collega Qneirolo, ncecorso al letto del worente, che,
due ore prima deiln morte, gh s raccomandava di rimetterlo in
grado di presiedere 1 suoi esawni del giorno appresso. Pregi codesti
che favevano del nostro grand Tomo, parimente, mi si permetta
I'espressione, un gran earo omo!

Corrono giorni, v cui, pnr affermando piii che mai il culto della
Scienza, le si contende perd un tempo e una parte, reclamati dal-
Fattivita pratica, tanto da sorgerne qualecosa come un confhtto fra
Findirizzo scientifico e Iindivizzo pratico dell insegnamenlo. Stia il
nome di Antonio Pacinottl, come a gloria d’Itaha, anche ad elo-
quente esempio dt an purissimo amore del Sapere, donde la Pratica
ha tratfo 1l vantaggio piu cospiecno e pin luminoso!

‘ G. A. Maget.

11 3 Dicembre 1911 moriva guasi improvvisamente di angina
pectoris a La Coruna D, JUAN JACOBO DURAN LORIGA, uno degl’inse-
gnanti di matematiche pin noti ed apprezzain della Spagna. Nato a
La Coruna 1l 17 Gingno 1854, fu nominato tenente di artiglieria a
19 anni e raggiunse m quest'arma 1l grado di comandante; laseid
poi il servizio militare per 1'insegnamento della matematica, alla
quale st sentiva particolarmente atiratfo. Collabord a pareceln gior-
nall, fra 1 quah aoche 1 nostbri. .

EMILID LEMOINE nato a Quimper nel 1840 & morto il 21 Febbraio
scorso. Egl & il creatore della geometrografia e della geometrin del
triangolo, ¢ uno dei fondatori dell’ Intermediaire des maiematiciens (1894),
E pure a lut che s1 deve, per la massima parte, I'istituzione dei Con-
gressl interunzionall di matematica,

A Santo Stefano di Magra, ove era nafo 1'11 Marzo 1847, & worto,
il 15 Marzo scorso, CESARE ARZELA, professore di calcolo infinitesi-
male nella I}. Universita di Bologna, ben noto ai cultori della mute-
matica per le sne numerose e importanil pubblicazioni scientifiche
sulla teoria delle funzioni ad anche per aleani suooi fortunatissimi
libri seolastiel.

Di Iui parleremo piit lungamente nel prossimo numero.

Grouio Lazzert — Diveltore-resnonsaivle

Finito di stampare il 16 Aprila 1M2




INTEGRALI ALGEBRICI DI FUNZIONI ALGEBRICHE

dalle formole di Abel alla regola di Liouville

!
: . e Pde - : E
I. Mi oceuperd dell tegrale | —— | dove P indica una funzione :

B §

IR il
razionale di =, R un polinomio intiero in = di grado », # un numero e
intiero = 2. (Se R contiene fatbor; multipli, supporremo che il grado
di ciascuno di essi sia < n — 1).

Voglio trovare la riduzione di questo integrale mediante funzioni
algebriche ed un numero limitato di trascendenti e le condizioni perché
Si possa esprimere algebricamente, generalizzando Je formole o 1 teo-
remi trovati da Abel nel easo pariicolare di n=2, y =4, () e de-
dacendo poi la regola di Liouville.

Oecorre anzitutto ricordare ehe Abel ha dimostrato (") che se
I'Sydz, dove y & funzione algebrica di o, & esprimibile algebricamente,
il suo valore & nguale ad una funzione razionale di r e di 4.

Osservo che P si pub decomporre nella somma di termini del.

P

tipo Agm, (T_A_L 40 © fuindi f'f i
2 R

6 decomponibile nella somma

di pin integrali del tipo

f o™ f oo _
VR (r —am R

2. Riduzione dell’infegrale f dv,

1R
Per trovare la riduzione pi2 generale di eni sono suscettibili zli

integrali di questo tipo, si deve trovare la funzione algebrica pih

generale, il cui differenziale si possa decomporre in termini del fipo

Axrndy _ — ‘ .~ _
]i » @ dopo d’aver integratd il differenziale cos1 decomposto, si
VR

L

(") Anst, Qeupres aompittes, Lome 11, pag. 87 e megg.
(%} Agxy, op. eit., tome 1, prg. 545, oppurs Joarnal s Creile, Bd, 4, 1820, Abel ha dimosfraio
"I Leorama piil generals nal caso vhe i'integrala si possa esprimere con funzioni algebriche, Jo-

Airitmiche ed ¢iljitiehs. per il caso particolars da noj consideraio serve la dimostrazione data da
LI0uvitLeg, Journat de U'Ecale poigtechnigue, cahier 22,




194 PERIODIOO DI MATEMATICA. -

otterrh la relazione algebrica pitt generale fra gli integrali del
t]pnf m { ) -l.'-?j;"‘.
o S T

VK - . = B

La funzione cercata mon contiene aliri radieali oltre YR, e deve &

: - ' R - - e

essere nna funzione razionale rispeito a YR e = (per 1l teorema di o

Abel ricordato al n. 1), indicando con f(:B,VE) questn funzione po-

tremo serivers: 3T

FloeVB) = QYT+ QYR+ ...+ QuJR + Qu

dove @, Qs,..., Q. indica funziom razionali di z.

(Se la f (m,}"ﬁ) contenesse una parbe frazionaria rispefto a YR, di
guesta si potrk sempre supporre di far diventare razionale 1l deno-
minatore.)

Si puo subito vedere che le fanzioni Q,, Qs, ..., Q: devono es-
sere intiere, oppure, se frazionarie, contenere solo fattort fratfa del

tipo [_'B_lﬂ)m, dove z —a & faitore di R e m4-1=< al grado di

€ i .

1
Percid supponendo che Q. confemga un fattore fratto (r—a)

(ricordando che in questo caso Qn_x & scomponibile nella somma di

= . - et iy I g g . 1 )
una parte intiera e di fermin Z—a®  (m—ap ...) 51 ha:

n a y k@
o VR _ | YRR EYREZE | e
L [ & —ars ay R (2 — a)™ I YR

ed 1l ecoefficiente di a4 & fratto, a meno che sia x — o fatiore di R,

{}—.
e perch® sin razionale deve pol essere in ogni caso k=n—1, e 1n
questa ipotesi diventa anche intiero, se 2 —a & fattore di R.

Quindi perché il differenziale di f(:c,if’ﬁ] sin decomponibile in ter-

Il
mim del tipo A,r , potendo evidentemente tralasciare (), deve

YR

essera: |
floR) = QYR

dove Q & un polinomio intiero in #, quando R non ha fattori mulfiph,

e In caso contrario Q & frazionario e contiene nel suo denominatore

fattori di R.
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a) R nom contenga fattori multipli,
Ponigmo :

Q=17 ]‘}w—[—fama—l—...—l—fqm“.
Si otterra: :

QiR =5 4

VR
essendo o
i nw—1 _dR
. A A
&__er.c Y dx
Posto
S::pc.—i—%ar—[—q:g.f--jh...——:pq,;r"
R=zu—i—mlm+a5;ﬁ“—|—...——f{rf
st ha:
LY.
@ =altDhatalpri- L)y,
H _ e
Faufet 1= D) b dafpt1— 1),
ed & pure:
d=gp=1, g=g—pri1

Dalla uguaglianza -

a(QyE) —g %

—

VR
s1 ha:

u—_
e guindi;

B) VR atfiz .o fo ety

L’E F .f!_
=¢nfuf+¢1firl | ---+*pﬁfﬂ :
VR

VR

K dovendo essere s =

r—1 ne segue che & impossibile trovare
una relazione fra gli » —

1 mtegrali

f dx : / zdz o j"w‘—'“"d;r
f’f_ﬁ f’R

VR
¢ quindi questi integrali sono ir®Mducibili fra loro eon
briche.

i
Ses=r—1,si pud sempre ridurref{dm ad integrali dello stesso
VR
1 soli integrali irriducibil; SOmo i pre-
sempre supporre r = 2),

funzioni alge-

tipo dove s & mnore, e quindi
cedenti (si deve
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Dunque: Questi v — 1 integrali sono le sole funzioni trascendenti

contenute in £k , quando P & un polinomio intiero. {*)
VR
. rdx .
Per ridurre — 1 basta porre nella (0) g.——1,
]-I{

Pt = Pa2a—, w1 =1 e s1 oltiene:

f fi’*r f rﬁr

a* = dx ;
_I_ . tpr—} [ = ].I' I..”'_I [fﬂ + ’.1 A + «u8 '—[_f;—r—j—l'rh_r-rl)'
J 1R »

Por determinare i coefficienti %o, C1y. .- @9y foyf1y e 0o fomreay
baska porre nella {«¢) successivamente p=0,p=1,...,p =5, ricor-
dando che & o,—=—1, 9.y = @._s=...—9,_, =10, 51 avranno Je se-
guenfi s 1 squazioni:

et o

L] L] L L] = Ll & - L] L]

()

_ 1 r—1
|@r—ﬂz;.r_1]ﬁﬂfr—1 | (f‘ 1 ;)‘Ilfr—r}‘--- i (?' 1 p )ﬂ'r—lfu-

JO=9'zuﬁ+(r$)m,f,+... | (f- ;)arﬂ,
(¢)

)
l 1—(3 1= o

Mediante le nltime s — » -+ 2 equazioni (¢) st ottengono fo, /1. fa...
fern € dalle prime (d) si hanno poi @, @1... Prs.

! . . :
Se s1 voole esprimer Eff’r_m senz altro in funzione degli »—1 tra-

VR
fr?'.-: fa,rh; f r2*day
YR ’1{
basta porre nei primi membri delle (€) gy @uyr vy G col segno mu-
tato da guello che hanno in P e nei primi membri delle (d) togliere
do o, @1,..., Prs rvispettivamente i valori che si hanmo in P; e

quindi ecome prima si oftervanno fy, fi,..., fera dalle {¢) e poi le
Fog P1y P2y eny Pr_a dalle (fg)_

scendenti

(') Per n =2, v. Jovepas, Cours d"dnaivse, vol. 11

.
W w

R

-7 oy
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Se quindi si veel vidurre quesio numero #—1 di frascendenti sj
dovranno porve ngnali a 0 aleune delle Poy Pryeuey Prog, € COSIL:
Pdr

Se & vuole che Pintegrale [ — (dove P & un polinomio intiero-

R
in 2 di grado =»—1) si possa esprimere algebricamente si dovra
porre: _

TP =i =Fpa=1{)
ponendo cost r — 1 equazioni fra gh » 41 eoefficienti di R, di eni #—1
si potranno esprimere mediante j © rimanenti. (%)

b) B contenga fattori multipli.

I fattori mmltipli di B siano pero di grado < mn—1; per quanto
abbiamo detto in principio del o, 2, poninmo ;
+hed...4 f

H o — e, )

_ 4
Q= ,
dove con «; (i=1,2,...) indico gli zeri multipli di B e con m -1
rispetbtivi ordini di moltiplieiti.

Come prima :

" _[(%Q |, n—1 fEI*I) dr dx
d(Qf"'—“) —_(h e " dr Vi 10 S ]LT{

S=go+@a+...+pa,
§=i~+qg—3m—1, g=3s - Zu-1 =0

quindi
S$=r—Mm; — 1.

S1 potranno ottenere le formole annloghe alle (), (B), (e), (d), (e)
del easo precedente: sarebbero pero malagevoli da ealcolarsi in ge-
nerale.

Si avra quindi il seguente nnportante :

: s e a "Pdz : :
UBoREMA. — Quando 1” 2 intiero Uintegrale ./ o conliene solo gli

r— Iy — 1 trascendenti IR
dar raz i i
Il_ 1 -l.l. Ve J L
LT 1,;_[_: - 1'R 11’{,
Y - 1 ¥ . ; ff[{
(dove Sim;<<p—2 ¢ 41 grado del m_e. d, di B ¢ o
S _ , P * . _
E quindi: se si puole espromere  f —— ulgebricamente & necessario
J ¥R

e sufficiente che siano soddifutte v—2m;—1 equazioni py—2 —, ..

re s — :Pl'—-rnli—ﬂ —— U-

Pde
I‘Jf',,_ non sl puo esprimeora algehricamente, gnando il grndo di P & < r=71. Ulr, Lioc-

YR

VILLE, Jonrned de T Ecols Ppolytech., cahier 23,

T Lo b b




195 PERIODICO DI MATEMATICA.

Cioe vi saranno T — Zm; — 1 condizion? fra i coefficients di B, fra
v qualt ve ne sono gia Im; per le radici mulliple.

3. Riduzione dell'integmlef i — . a) Quando R non con-

| (¢ —a) VR
tiene fattori mulkipli.
Per quanto si e visto al n. 2 hisognera porre in questo c¢aso:

Q= L!-'I ] LIJE | 1 [Pm—l
t—a ' (z—uf " " (@ —a)™?

€ come prima:

o dQ  wn—1__dR\dx e
d(QVR”_]}_(H' f Q ) e .
* U dy dx | T
» SR
Quindi, posto:
R = ifa_]_ Gﬂrj. (ﬂ-'_ ﬂ] o LT S ﬂrr(m_ﬂjr
S=0+ gilr—a)4... 4 g’z (z — a) " E a1 oe (= En:?]’"

51 ottiene
! , ]
{f) Xp=—uco(p—1) IL]'Jp_1—-.:f.1(p 1 - ﬂ)t[‘l].-—...
1

g | - ﬂ-'r ('P i '?1) djp—k!—l-

Facendo po
?Jln _!_ '1?}’1 (:r__ ﬂ] + .. on —]_‘ "_'.I'JI'I_H {..F —_— E)T—EI EFn_l_ 'EFI-I' ._}_- N + " g ;B'.I"—ﬂ
s1 otterranno

I:Pﬂ‘: qll‘l =% sy EFI-H'
Prendendo I'integrale di ciascun membro dell'equazioue:

ilQVET) =g %

otterremo: YR

I- 'Ll | "I““ i L[-'u:—l " d.r
oot Gt ) s :“f o

(h) , L :Pr_ﬂf:t:r:ﬂdar

¥R

_l_}'.lf L = uf ﬂ‘ﬂf n I —l_' xmf fh: o
(a—a V'R (e—a)*VR (x—a)*VR

o~

-

S e
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Dopo aver asservalo ehe la formols vale solo perm =2 (r= 2)
sl pud porre y,=— 1, X2= ... = Yma=10, si avra:

" dx dx x iz
(2) f £ n_———:pnfn_r—i—...—l—% ﬂf a |
(*—a)"VR VR VR
. I'E.IT n r_P] | 'Pm_1 )
-":-‘f( *]H-”_‘(x—fr+"'  (e— g

.’.E—-{IHFE

E dalle (f) ponendo in esse p=1,p=2 ..., p=m, si avranno
Yas b1y a, oo, iy, e quindi dalle (7) le =y, %1, @, .
Duangue:;

o
"oy wr—Re

Lintegrale [ = a_ St esprame anedignie gli v trascendenti:
v {r—a™VR

f dx f adr jﬂxf_”dI / " dx
v JYE VR J e—aR

8¢ 8t vuole quindi esprimere quest integrale algebricumerte basterc porye
AR=Go=h=@=...=0_.=0 otfenendo equazioni fra gli v 1
coefficients Xy 1y &2 40 nn s By

Osservazions, — 11 ragionamento precedente & illusorio quando
2'o=0, poichd allora le equazioni che si possono ottenere dalla ()
per caleolare ¥y,_;, d_y.... non Lanno piu significato preeiso.

Fssendo in quesio easo y, =70, sostituendo ad m, m—-t1 dalla (h)
e dalla () si ha

. ¢ [ d: “xdr " dx
(#) / hu..__—ﬂ?uf:.j—F % :: *..—i—tpr_;-fr,:_"-
(@—a)"YR 'R 'R VR

B n__( Uy | | Ye )

VR Nz —ag V-7 (2 —ag)m

o=t + @t ~... - gaqt =0
+ —a & fattore di R,

Ed essendo

Percio:
Fre * F s .E' .
Lulte te voite che x —a 3 fattore di R Uintegrale [ = — i
~ (r—a) VR
. : . . » ) ¥ i xel: '-I'r__ﬂti :
PUO esprimere mediante gli v — 1 trascendenti s -E—T = I,
'R J VR VR

W gualungue altro caso eid & impossibile () (perché nella (R) dev'es-
sere m > 1),

e SR

(') Cfr. Tsouvinee, 1, o Quando I' e Q sono primi fra loro e Q ¢ T non hanno fattori comnni
- = * % . . i P
He multipli & impossibile eaprimere algebricamente
costania, iy
VY

» & meno the Q & riduca ad uwm
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)

1 " . - dﬂ:
Se ora voglinmo esprimere effettivamente f . essendo

‘ (z—a) VE
z—a fattore di R, mediante questi »—1 trascendenti ponendo Yi=—1,
avremo dalla (f) e dalle (g):

7 ¢ o H'(a) , (r—=1)(—2)...
!«]-'1 —'RI(H‘)I :P 0 (’H 2)2 IB-TH‘]' peeey ":P;_g ——— ,‘ RI[I) R‘t ?(ﬂ)

dove R'(a), R"{«),... R"(a) indicano le » successive derivate di R, in
cul pol sl pone z— g.

Pub ancora essere vantaggioso osservare che si puo frovare una

relazione algebrica fra gli integrali del tipo f e —quando x—u«

| (z—a)YR
¢ fattore di R. (V. Asmy, L ¢, per n=2, r=14).

— gy ——r

0) Quando R coniiene fattori multipli,
Analogamente a quanto si e fatto al n. 2, b, porremo:

1 4’1 'EI"H 4’111— 1 Q]
Q= H{z—a)m™ (r | e )

S R IEQ n—1 Q CER

L

tda 71 adx

, . Lo Enfa—as) (@-ag)e.
B=let- +o s — X e a — O ]

+ [y ... rai(z —a)

H(H‘-—{Ij}mﬁd J

g Q1
H(J' — ﬂj)mi _

=% 191 (x — a) T oo e @ r—Emy—g mE a ' " | (e _X_n'ﬂ}m '

St otterranno quindi dalle equazioni analoghe alla (f) e alle (g),
da cui, essendo m > 2, posto Ym=—1, ye=ys=... =Y =0, si
avra:

dx o J° ==t dx
f . “___tpufn -—l—"'_l_q’r—fmi—nf o lr Xﬂf N
(z—a)*VR VR R (@ —a)YR
4 '-IJI i EI"m|~1 1
el t+ g e ey
Dunque:

3 C dx | _— ; :
L integrale '/ o (m=2) si esprine mediante v — I, tra-
(@—a)"VR

seendenti :
f fjl [ vl f = =03 f dx
VR - VnR_,”.' ]?E | (:F—-n)]?f{.
USSERVAZIONE, — Se # — ¢ & fattore di R sari zero Ym €d 1l ra-

gionamento precedente & illusorio; con un procodimento analogo




