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non deferminano uy Sz, quindi sy 0gnl linea coordinata della V, vi
sone due punti nei quili I'Sy tangente non & determinato.

Questi due punti sono le intersezioni delln linea con 1a super-
ficie (18), e poicha €38R € ineonfrata in dpe puntt da ogni linea pa-
rametrica, ue viens che ; punti di quests superficie sono tuttj e golj
1 punti della V. nej qualt I'S; tangente noy & determinate.

Applicazione ai complessi di retie.

2l. La V® rappresentata di
T = [il1e) + ey(v) - 2ilr)

stra sulla quadriea R% di 5. Le z (i = 1,2...6) soddisferanno I'equa-
zione della quadrien Riz) =0. Nell'S, ovdinario si avea in COrrispon-
denza un complesso di rette., Aj ire sistemi co! {j superficie caraf-
teristiche, corrispondono nel complesso tre sistemi oo ! dl congruenze
che diremo ancors cavaiteristiche. Per ogni petin del complesso e
Pagse una di cinscun sistema.

Due congruenze d'uno Stesso sistema non hanno i generale rette
i Comine,

Due congruenze dj sistema diverso 8 intersecano secondo nna
vigala,

{Dictamo #==cosl, v=rcost., 1 = cost_ 3 tre sistemi caratbteristie,
mdichiamo con Pu, Po, Pir o tongruenze earatteristiche e con {up),
(vie), (o) le rigate lorop intersezioni).

I fatto che le coppie di punti omologhi di due snperitcie P d'ung
sbesso sistema della Va sono allineate ton un punio fisso, ¢i dice che
quelle co? coppie hanno Per reciproei rispetio alla R rispettivamente
I punti di ©®8§, che stanno in un S, (E ovvio i significato di rette
omofoghe di due cong. dello spazio ordinario appartenenti ad un sj-
stema caratteristico del complesso,)

Si ha: Le o? coppie di yelte omologhe di due Congrieenze caralteri-
stiche d'uno stesso sstema sono direttries di oo congruenze lineari ohe
Stanno in un complesso lineare C. Ogpnuna di lelt congruenze ha commune
col nostro complesse wnc rigata,

Si hanno tre sistemi oo® di confplessi 0, corvispondenti, in un certe
senso, alle tre superficie F legate alla V, (cfy. paragr. 10),

Il punto (1) in eni concorrono gli 8; tangenti alla Va nei punt;i
d'una Pw (cfr, paragr. 13) & reciproco dej punti della P sfessa, percio
essa sta nell'S, polare di Do),

Dunque le saperficie cavatteristiche delle V, stanno in S, Segpe
che le linee parametriche stanno in S,
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Nello spazio ordizario si ha: le congruenze caratieristiche dsl com-
plesso che si considera stanno in complessi lineari, le rigate loro in-
fersezioni stanno tn congruenze linear:.

Pipy, Py siano due superiicie caratieristiche della Y e I' 1l cono
a tre dimensioni, su cui esse stanno, di vertice [ () —2%0r.)].

Per una generatrice g di I', vi sono oo piani che lo segano an-
cora 1n unp retia.

Dunque vi sono per g =o® piani, ognuno dei quali sega Py Puey
in due coppie di punti emologhi.

Questt piani hanno per reciproci co® piani = nell’S; polare di g.
I punti d’intersezione dei piani m con la V® stanno sulla linea L se-
condo cul essa e segata dall'Sy che 11 contiene, quindi per ogni punto
di L ne escono & ? i quali costituiscono un cono; non pessono formare
un fascio, poiché i1 lovo reciproeci non stanno in on medesimo S;.

Dungue: fissata nna coppia di punli omologhi su Puw, P,
ognuna delle «o® coppie rimanenti forma con quella una guaderna
di punfi che hanno per reeciproci 1 punti di una conica R'%. Bi
hanno ® di tali coniche che stanno sn una guadrica passante per
la linea L.

Per un punto di L passano o' di quelle coniche.

Nello spazio orvdinario s1 ha: fissata una coppia di retie omologhe
dz due congruenze caratteristiche, ognuna delle co® coppie rimanenti forma
con esse una quaderna di retie che fanno parte d'una medesima schiera
di generatrici d'une quadrica.

ot hanno 0% di queste quadviche, lz guali stanno in una congruenza
Lineare che ha per diretivici le due rette fissate, ed ha comune col com-
plesso una rigata L avente quelle diretiriei. Per una vetta di L pas-
sano ' di quelle quadriche.

Se la V* & algebrica e di ordine n, sono algebriche e di ordine n
le superficie caratierisiiche.

Gli o® 8y per g segano I' in n generatriei, quindi eciascuno con-
tiene 2 coppie di punti omologhi di P, e Pics.

Fissata una coppia di punti omologhi su due superficie caratie-
ristiche, le altre eoppie formano =® gruppi di n — 1; eiaseun gruppo
insieme alla coppia fissa sta in un Ss.

Tre rette per nn punto e non in nn piano individuano un S,
quindi Ere coppie di punti omologhi determinano un gruppo di »
coppie che stanno in S,.

Nello spazio ordinario, il eomplesso di rette sard algebrico e di
ordine 7 e cosi pure le congruenze earatteristiche.

Fissata una coppia di rette omologhe di due eongruenze caratte-
rigiiche le altre si ripartiscono in «® gruppi di #—1 coppie, Ogni
gruppo insieme alla coppia fissata contiene # coppie di rette omo-
loghe che stunno in una congruenza lineare, ossia si appoggiano a
due retfe sghembe che in gemerale non appartengono al complesso.

& I il T 1 -
s B g i 1 I = A L im

= w4 e e . .- g
P ! J i - f. s e 5 el
e L R I S ) TR Ve

- = B e yn
T — P . LY

T L

ey

St P A L

L
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Tre coppie di rette omologhe di due congruenze caralierisiiche
determivano un grappe di n coppie che sappoggiano a due rette
sghemba le gquali appartengono ud un complesso (.

Le congruenze ecaratterisliche del nostro complesso sono con-
girmenze W (1), percha le x = fi(t) -+ @iv) 4 cosl, sono soluzioni del-
'equazione di Laplace

5

Susy

Le eongruenze W ammettono lungo ogni retta un complesso li-
neare osculatore nel senso che esso contiene tutte lo rigate oseula-
trici alla congruenza lungo una retta.

Se la congruenza sta in un complesso lineave, tulti i complessi
lineuri osculatori coincidono con esso, cosi avviene per le con-
gruenze caratteristiche.

Le rigate (wv), (vw), (10u) costituiscono i tre sistemi oo ® di rigate
prineipali del complesso, perche lunge ogni loro retta esiste un com-
plesso lineare tangente stazionario al complesso dato (efr. pavagr. 14).

La Vy (9) del paragr, 16 sta sulla R® sclo nel easo in cui sia del
second ordine, allora rappresenta nello spazio ordinario un complesso
lineare speciale.

Due sistemi di congruenze caratteristiche sono pure speciali ed
hanno per direttrice I'asse del complesso.

Quindi se un complesso rappresentato dalle equazioni

ri=fi{u) + ol2)+ b)) (=1,2...6)
R{z) =0

ha In ogoi sua retta un complesso lineare tangente stazionario & un
complesso lineare speciale,

La Vs (10), del paragr. 17, non pub stare snlla R%, perché per
ogni retta di guesta quadrica passano solo dne piam giacenti su di
essa, quindi a quella Vi non corrispunde nello spazio ordinario nessun
complesso di rette.

) 11 Biawrer chiama congroenza W egnl congruenza che faceia corrvispendere alle assinto-
ticha di nna sun fnlde foenle le asaintotiche dell'altra falda focale. 3! pod definire anche la con-
gruenza W come uns congruenza di ragel, In guale facela corrispondere sulle doe falds foculj, a
sisiemi coniugali, sisterni conivgati. Si dimestra elie se uns congrieunzs 8 pud rappresentare
paremetricamante mediante fanzioni elie sinnmo soluzioni dell'equazione aile derivate parziali @i
Laplace, essa & una congruenza W, 5

Dorr. EMmMa Calro,

—

L s Ty

L
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SOMMA DELLE POTENZE SIMILI DI DUE QUANTITA

in funzione della loro somma e del loro prodotto

Nell’Algebra superiore si danno le formole (dette di WARwG)
delle somme delle potenzo simili delle radici di un'equazione di grado
qualunque, in funzione dei coefficienti,

Mi oeccupo in questa Note della stessa questione per il caso della i
equazione di 2° grado o, in altre parole, trovo le formole che espri- A
mono Ia somma delle potenze simili di due quantita in funzione della - <J5
somma e del prodotto delle guantith medesime: il metodo di dedu-
zione & semplice e i risullati particolari che oktengo, riguardo alla
legge di formazione dei coefficienti degli sviluppr relativi, mi sem-
brano degni di essere notafi.

Eeeo le conclusioni eui giunzo:

Sieno = e B le radici dell’equazione

: r—se+p=10
d1 modo che &
a1 f=s, a3 =p.

Posto ox=a* -5 si ottiene per & =2u, ciod pari:

Say — &0 Dim) go—2  p° e DE;:L.‘: giu—4 p*— DLn_‘I §Bn—6 = | J“ ;‘

v (= 1P DR, st (— 1P DL, B0

dove & SN ot

DV=2n,... D®, =g, D&—2 x ni : f-

e inoltre s *,a, ¢
D{#) = 2D{5 4 Dfs—» — D2, G

Mentre per k=2n - 1, ciod dispari, si ha: ’f' ‘ i

a1 = §¥H — DW Gy | [ B gt .

e (=1 DR Epu—t L (— 1) Diigpm - **' -

dove & analogamente > '1

._|_.. .

DEUJ —_ EDED—-E} _[_ Dii'u—l:l o Dgn_—gﬂ}

—1

[
i

i :
AR

Diui = + 1 @ _Di:"':: = n —}— 1. U’
g

Skt o
g b LT

Deduco, tanto per & pari e¢he per % dispari, tra i coefficienti cor-
rispondenti a uno stesso valore di # una relazione ricorrente assai
sempyplice.
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Ottengo poi alenni risultabi,
determinanti particolari fatt

105

forse non noti, miorno a valori dj
con coefficienti binomial;.

"

G - -

l. Segnendo le notazion; ora

) introdotie, dagli sviluppi della po-
tenza del binomio si ottiene

n 2n 2n 2 2 e 29 i
Cay — 8 e— 1 Oan —I:lp == >, 52::—43? B “-".I_ Ta p‘" — 2 p
21— 32 *
Gira == SHJ]-—‘EI . (

)UII P—-(- H)ng_ﬂpz‘— --_{“ -— pu__l

08518
2n 2n 2n 9
Gan + ( 1 Jaﬂn—ipb-( O ) ﬁgn_:;}“?!-}- ..—!— (ﬂ.—- 1) ﬂﬂpﬂ-_l — Sﬂn =4 (?:?') pu
2?!—21 2?1——2 Dy — O
Uin—a+( E Ogn—4 P —+ _"_(R——E) ﬁﬂP“‘Ezsﬂﬂ_g——(Hl__l)pm—l
B b
ﬂu‘n—(l)mp‘f—() Cap* = &° (3)3)3
4 . 4
Gy —1 ljg"p-__# (2);}'“'

S1 tratta allora di un sistema lineare di # equazioni fra lo 5

determindle o, g, .. .44, . Essendo i) determinante de sislema
| 2n :3?3.) 2 Zn oy
i (1);1 (E.p ....... (__l)p

2n — 2 2n — 2
[] I (rﬁu] ,_a)p L (a—l? )pu—-ﬂ

in-

n—=2
g o EY RE A '———l
b 6 N ’
O ........... | (1)33 (g)p"
NS 0 1 (f)p
R {) 1
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s1 deduce
2n 20 2 21t
o u =
: [n. P (I)F [2)?}" (u—l)p 1
B O — 2 M —2 2n—2
B1—12 n— - = n—4
8 (u 1)3;r t L 1 )‘U """" (?1-—3)p
gy — b’ = h' Ly
35—(3);; D e e 0 1 (]Jp (2)312
. 3 '
“‘“(2)?’2 0 L (”*”
%
sr’——(l]p 0 o0 0 0 1
onde
o 2n 20 2h
2 G)p (E),uE .......... (n—-l p* !
$) 3
Dn—2 -?1—-.;’.) =4
8 1 ( 1 ¥ - is i £ (ﬂ-——l}‘n .
oy = S =
- § 6
g Dl a5 s i e g s 0 1 (1)3) [3 p*
st ) R () )| (%)p
3* s o it ai 5 4y 700 5 & o e 5 0 1
2n) on 2T
(l)P (E)PB """"""" (u)pu
2n— 2 (2n — 2
1 - f—1
( 1 Jp (-u—l P
e o e (B (e (9)
. 4\ .
0.+, .. \ , 1 (])P (z)p
2
0 P e e e a e e e s 0 1 (l)p

Il primo determinante, sviluppato secondo gli elementi dells prima
colonua, & un pulinomio contenente solo le polenze pari di s e cloe

3 .
5 R TR L
L TR ] f S
a e
" s _-. |-r =

¥ - = []
T R - -

-



PERIODICO DI MATEMATICA. 107
En'i" on—2

80 ... 8% 8% 8% 1] eoefficiente di g®n

e +1 e, in generile, 1l coef-
ficlente di ¢ &

En) (‘En) . ( Eﬂ) o 211) .y
3 [ ) P (2
251 —2
1 ( ] );v ............................
2i-F-2 Et—f—?.) s (22) 25t oy
[ : - e il 1
e DR 1( I )P ( 2 /P "(_s—lﬂ"‘ ( i )p
0 21 —2 2i—=2\ . . [21~2 <.
....... 0 1 ( 1 )p ..(r.__:_“p (f—-l ]p 7
4
e 0 1 (1 ) P
R S U 0 1
Questo determinanie s riduce al seguente
2n 2n Zn oo s ‘
(1)?} (EJPE (ﬂ——i’)P
2n — 2 a==F Y =
0 Bl o my ) e s
2i + 2
s P 1 ( 5,‘ ] 2

E facile poi vedere che tuttsi 1 termini dello sviluppo contengouno
1l fattore p"—'; quindi il coefficiente di 5" si pud indicare con

T G (™)

1 (‘L’ﬂ——ﬂ) L (?2-;;_—2 )

I —i—1

(— 1) DI, = (— 1)t -

lllllllllllll

eppero s1 pup serivere
Ogn == & — DI ps¥=—3 L D) ptgtues
- (= 1 DR, st (— 10 o
Questa relazione & sémpre vera qualunque sieno i numeri a e f,
da cui non dipendono i coeflicienti D: dungue anche per a=1, g

f=—1: ma in tal caso & Oon=2, §=0, p=—1¢ quindi

2= D,
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108 s
E¥azt i ) i ‘-'.FEL’: :'IP-IE- F
on 2n 2n Lol

1 J 9 & @ & - & & = ( ""E:'-L;l"_'%.—' ; 1:
2 7 . o ¥
1 (2?1 — E) {2 n— 2) - '-r;:!?g,{l: >
1 - £ & & = @ @ i'i - ] ﬁ_;l;j';:ﬂ'l i r_.{
N ; ( O — 4) on — 4 L !
1 e (-n — 3 ) =2, .
b4 :
0 - 8 & & 3 08 F ¥ % . s W 1 ( 1 ) (i‘} : ‘i_'l-
0 t ()
- = - L] - - - w " ] ® ] - " 1

: i 5 < 2n . :
S1 noti poi inoltre che & D — (] ) : ora proverd che fra i coel-

gerenti DI vi & una relazione ricorrente assai facile a determinarsi.

A tal fine si osservi che il determinante DY, sviluppato secondo gh
elementi dell’ultima colonna, ¢i da
2n 20
| (1) {3

3 T
1 (._.ﬂ E)l

2n—2
n—i—1

_i__

D&, =

(—are ( " ) 4 (= 1) (

1n—

1

_ In—-
e f—0o n—i1—1i
-(=1) (ﬂ——i—ﬂ)

(1)
L 4

2n
(%)
2n—2
L)

()

2rn—2\ |
2 )

et |2 i ] 3 e e 1:_'.--'5.- PR P ] T P g =
==l Eh L L |8 ey n EHLT e BT e T
'
=

0

(Eu-—eﬂ i LON |

(‘?u) (-_-*w) ) ) G
1) 2] o la—ie i
2i-1.9 2n—2 [ 2r—2 S

+ - el ] . B . 'y . ,ﬂ;""}-.}' . FJ

s 1 1 \n—t—2 i .

190 .

- L] L] L] - L] L] L] L] L] I-:'-Fl:l. _ll z

: 214 o 4

0. . 1 1 S

= e s . . J‘:-"l: j
Quindi si pno serivere
2142 . i

T 1) E. 4" n
D, — ( ) D, — ( *;“ ) Dt

1

L

9 o 9 ;
— —i all— & (ml ___ {__ 1\n—i oyl {1
e (27 o~ ().

In particolave, poiche é

L (Eﬂ)
-\

- -____.;‘._.I._L.;i-u

g Dy =1,

[
|
{
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sar

D — (2?:—-2) D __ (Eﬁ) _ (En{—ﬂ) : (.L;n) . (2?3) — 7 (2n — 3)

1 2 2

€ ancora

= 2 u 4 it 20— 2
DLJ-:(IJDE,EI——(E)D;,EE ...+(—1)n(q:’ 1 )Diﬂh_(—l]ﬂ(}”)——_i’.

1

e

2. Voglio ancora dedurre un’altra relazione ricorrente tra i eoef-
ficienti D per valovi diversi di a. Infatti, considerando i determi-
nante D, e sviluppandolo secondo glt elementi della prima colonna,

s1 ottiene

(21——2) (Eﬂ——-.?) [ 25 =8 3\
1 2 S gﬂ'—f—-l)'
y (En—i) ( Err——i)
s : oA e -
Do — (2% 1 \ b —4—2f .
o (1] 0 B e o -
S
q 0. . 1 (4]{—2)
(2?3) ( 2
) ()
“an—4 20— 4
_ 3 ( 1 ) "{n—a——%l)
0 1 IR S (i
e )
0 ... 1 (“}'LE)

di nuovo, sviluppando il secondo determinante nella stessa maniera,
si ottiene

(EH——{-L) an —4
1 ' s s & & .(‘j‘i—— 1—2)
2n—6

2n) 2n 1 ( -
,n]__ ta=—1 42 1
D:"‘*(l)D“-E—J‘H(E) 0 1 ) ---------- N

Ei—f—?:
(R I )

- L
1
PR S
- Filw

ey | P '

L] -
S i e T Rl R e e B e LR s
s A ok Lo . y
ity .-n..:.ﬂ-"'i-F"' Bk ap"!.' w2 o i .II‘I:"I'-T- - e ey BT o s, 1l : " ¥
- ' el

ey

T e e, T I e g L=

- i T Mg
r -.."'.-""—....'1'|i.|'72-.;| Faia ‘_f'_:li_!'_rl_lr_‘d_—_ll_t.'. P P
T e el T Tt ; e .
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e contimuando a procedere eosi sull’ultimo determinante si ottiene,
come & facile verificare,

D (Eﬂ) ) (Bﬂ
=3 w—=i—1] 9

i o | it ) Dt — ...

2 3

pp—it—1 n—i

dove & chiaro 1l significato dei vari D.
St consideri il seguente specehio di coefficient

1 2
1 D 2

1 D® DP 2

1 D DP DP 2

1 DP DP DP DP 2

1 DP DP DP DP DP 2

™ . i - - - ] =l | - a L] Ll -

Nella prima riga di questo quadro si trovano i coefficienti suc-
cessivi delio sviluppo di oy, nella seconda riga quelli dello sviluppo
di o4,... in generale nelln n°*@* 1jga quelll di cay. Nella prima co-
lonna a sinistra i coefficienti di g° (che son sempre ugnali a 1) nella t
seconda quelll di p, nella terza quei di p%... nella n*= guelli di p™ RE
A capo di ogni colonna, ecceftnato la prima, si ha sem pre il numero 2:
anzi anche & capo della prima colonna si potrebbe metiere 2, va-
lore di o,=«"§° Si ottiene in tal modo coi coefficienti D un
triangolo analogo al friangolo di Tartaglia: la (1) & una relazione -
tra gh elementi di una stessa linea orizzontale, mentre la (2) esprime %
1l valore di un coefficiente per mezzo dei coefficienti delle linee e
delle coloune precedent. ' _

3. Mi propongo inoltre di far vedere che fra gli elementi di tre | o

linee o colonne successive passa la relazione lineare seguente

DiP = 2 DY - Doy — Dip=v, (3)

1Tk
~ b=
;
. =
o N I:'1..'

dove si deve fener presente che D™ =2 D@ =1, qualunque sia
n>0epern<<2ei<2 @ D=0e infine DP=2.

Dimostrert cid per via induttiva.

Intanto questa relazione & vera, qualungue sia , per le prime co-
lonue, ciod per i=2. Infatti & per la (2)

(w-1)__ {20 — 2 Die-2 an— 2 D=3 .
3 — ]. [ __ 9 o ’
ma

DZ{‘IH_E} — (2?!— i_' 4) ' l[;n——IIJ p— Dgn—-z} p— a D{;:n-—l'i - (2“ 1""‘ 2) ‘
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D [E’ul—- 7‘] (H!Li—i)___(g'ﬂa—- :2) '

-

onde

Dangue

2D L Dia—ty __ D2 -—il’u——l)—[«ifﬂ_lj(wﬁf’)~—x,u——l)I' n—?)—l

= An—54-(2n—5)(n—1)
= 2n*—8n
e inoltre per Ia (2,

I);n' (-“]Dtn-n - [‘i:i) len _1.1
da ew

(5) 20\ 120 — 2 2n . .
D _(1 | )—— N =4n(u——1)——u(2n—1j=2ﬂ—-3?1.
¢ing
Dgn:'-‘——— EDln_” + Dgn-—l} - DE.“_'E:'
ossia la (3) & vera per i=2
Cio posto, fard vedere o

valore i —1, & vera anche per il valore i

La (1), cambiando opporiunamente gh indiei, di luego alle quattro
formole seguent;:

he la relazione (3), essendo vera per il

2n—2; L9 2] > __-
(1)& DEn}z (HH‘ .IH;-,-—')[];'”_JJ (-—n”r . ]D}:’i _!_“-

D o=t (o)

(L*  Doa— (9"_:tja+a]nf‘:_;1 (“"J*J““'

F |

)D a—2%

(o U(‘H)r

3—9

S P 1. .
(1) Din(? 1-"'+2)D'~;-_;’ ()” 2‘+4)1:ff:;*+...

D e~ (B4 e —y(*Y
DS 4+,

A (— n*({“f]ﬂrn—u_(_l | 9.“:"')n;=~f= i

I—-a

)t DR [‘” 1 ]D';'",'—("j"Lf‘Jr‘)

__q)ifen—4 (n—1) ign_g)
0 () Dy (23,
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Inolfre, tenendo presente Ia relazione seguente (7)

0— an—2+2\  (n—N wets__| (20— 2044\ (2n—2i+2 D=ty
1 1 A 2 2 S

i

-+ (S oo () ()]

(") Per dimostrare ) identiih

L A ) (e B )
s on (=T [ (..:;_—;) _ (.:_—-14)] DM = (= 1i [ (—in) B (Hni—-) ]

8! 0sservi che & par Ia (1)

(a1} _ 220 a1y (26=20+2\ o p , O\ o Oy
L *'( I )Dir—l —( 5 )Ih“lg +*..Tf~1;"(i_]jD;“j—(—ul :

che & lo avilnppo, secondo gli elementi deil'vliima eolonmna, del determinante SEguEnta

(9“1‘9) EeSEAEE e n (ﬂ"i—f")

1};:“—13—_- . .8

E:l
=
!

s
—

[ ]

-

|
e
-~
i I -
Ll
[
"'—‘_’

B o 0 ]

Uhinmando X eié che diventa qusstoe detarminants, yuando agli elementi dell’uitima cojlonna
8l sostitulseono, a partire dall'ulbimo, rispeiiivamente lo differenze
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si niliene i] secondo membro dalia relnzions (41,
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e sommando membro a membro Je (1)5 (1) e (L), dopo avere moltj-
plicato ambo i membri della (1)* per 2, si ottiene:

2D 4 D= ( E”“IQ'EJFQ) [ DG - D"::F] —
2n—2i
— ("7 )0+ D] 4
) ngin-:J _’_ :D-lz'u-l_l ] _[_

g;:_ﬂ) ;E il l}in-nJ — (=1} [ 0 _‘_(2?1)] . (5)

1

* H giacehe si suppone [:he_]a. (3) sia vera da 1, 2,... fino a i —1,
si hanno le relazioni seguenfi:

D2, = 2D%=p | D=y _ pa-n

D%, = 2De-) =D —T)p-0

(48]

-y

Dén: i 2[}:.311—-]] + D.Lin—!] o ]jiu—;j
I]'é“} i EI}E&—H _f_ D;n—ﬂl L D;Jn—:"l
0SSIA.
Di, + D4-P = 2D4=p  De-p
%+ DY-P = 206 + Dep

I

DE,”J __I_ Di“"z} ED(En—-n + D{;-IJ
D:I;-;I].I _I__ D:;n--EJ i EDED—IJ _I_ Déu—ll
DY —9 < D=0,

Con cid la (5) diventa

2DR7P 4 D =(f‘3’”_ff+gJ [D?“_J, i D’-’?:.-.’*"} =
dn—2i-1-4 r
e ) [+ D] 4.

i

g o e+
P ).

—1 ) !
Sé poi si sommano membro a membro le (1) e (L) il secondo
membro della nuova eguaglianza & lo stesso dj quello della (5)': i

conclude quindi »
DY - Decp = gpe-—» -+ D=3,

cioé la (3), come volevasi provare.

—

Avuto rignarde alja relazioite nota (m) = (m - J) + ('H 3 l) « 8l vede che T'oltima coloang

. _ . " n—1
di questo dvterminante ugoale alla somma delje dup precedentd, yuindi si concluds X =0, come
5i voleva dimostrare, |

* & & ey . ] rom E 2 - "
e - _ = = g i Tt e =
" =
i R e S R S ST e P T :
el . i T L = wweld - -
1 - - — - - -
& . o -

e e e dai -8
. =

T A e e

by

et e L

_=ra . )
TR e

F."
L

‘IE'
b=
"
¥

E el
i 15
=N L]
] 1|.i.
LAl
B ¥
]
T8

R

oLy e e Rt T — S
[ g SRR A — b P " SR

- |
2 T BN i
g T R o ST

e gl =T L= RS A : . i { 3
. L e e = . Y rE J T i
e -m.lqal s ey =) 5 AF T T TR [t i, b e
I e i L eSS et el i Ml
e L I T R e s T .- L 5

(i W

N e e k%
T e

Y=ot

I e o)

e P P 1T
-

o ¥ M - .. |
3 o T o bl ol PR B
: z =

St
e L

——
1 — 3

¥
- = - ¥ L e - - -
; "3 e = e iy
— — o g T - N - 4 e =
i r-"'—l'l., III ||.i: g o R Pl o s e o u
A = T T
B e

ﬁ,..,
J'“
-

e e oy far

A mnr——
e T T
§ i M)
I S i e = B

LA o

=

s i radh Ll L S
A e SO R
g i oot e

1 . M s
g e,

e S
- -y g -
e s
# mﬁ_ﬂ

e e

s

¥ i i 3
I AT




114 PERIODICO DI MATEMATICA.

4. Dopo c10 o facile dimostrare che @ D{_, = »*, qualunqgue sia 2.
Infaifi 11 teorema & vero, come si vede subito per n =1,=2, =3,
~Dico che & vero per ogni n; si supponga pure vero per n—2 e
per #—1, cioe s1 suppongn

DRl — (n — 1) e 8 — (=08,

Allora la relazione (3) per i=n—1 da
D=2l =Nt =D

da eunt, essende DV =2,

D =2(n —17F++2—/n—2)° =u'.

Ricovdando che primitivamente i coefficienti D7, erano messi sotto
forma di determinante, facendo i =1, si deduce

1) (&) ()

Z2n—2 In—2y
1(1)""(;1—%2)2
1

(2?1-4) i =n?,
T n—3

L] - - L] L] i L - L] L]

0 ... 0 1 (‘i) |

relazione che sarebbe assai laborioso provare direttamente.
Ancora si noti che Ia (2) per =1, essendo

B) 2 n— L g = 5= -t R
DA =wn, DY =n—1), DY =(@m—2F,..., DP=4,

¢ P
D=

fornisce quest'altra relazions pure interessante

nt = ﬁ") (n— 1)*— (2;) (n—2)*f- (2;‘) (hn —3P—.._.

b. Ad illustrazione delle cose ora dette, ecco il triangolo de coef--

ficienti degli sviluppi di cs, per snccessivi valori di n, coefficient]
cosbruiti in base alla relazione (3):

Go 2

Gg 1 2

U4 1 4 2

¢ | 6 9 2

Cio 1 10 3D H() 25 2

Jia 1 12 hd 112 105 35 2
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Del resto, coms 51 & visto e ip

di Tartagiia PEr otlenere i ecoefficiont dello svi
€oTre conoscere i coefficient; degli sviluppi pr
alla relazione (1) gia trovata.

Cosi in particolare aviemg

al g
= R e o I-2 =
DLl TR e ey 3 - g it
:'T::l'.-'-r't'f:--_'--'-' i T e -

%10 =287 —10p . ¥ 8557 o8 _ o0p™. 8-+ 26p? . 51— g8 it
Cre=238"— 12p . s 5dpt B 112p% , 3%\ 105p* . 5* — 3558, $-1-29

E- WAL L
~ i "t 3
A e
+ T
4 ;

Paracchje Proprieti si possono dedurre relativae al triangolo dej
coefficienti, e cioe cle gli elementi di uy lato sono tuttj 2, quelli
della prima lines baraliela a gunesto lato fut; quadrati, quelli dealla
séconda linea parallela allo stesso lato hauno per differenze succes-
sive 5, 14, 30, 55,. .., numeri che a Jor voltn hanno per differenze
Successive i quadrat 9, 16, 25, .. .. come & faeile dimostrarlo in gene-
rale. Inolfre j coefficienti delle potenze dispari g P S0no sempre payi:
infine fatto @=p=1 e quindi gy —9 e P=1 ed s=2 vigne

2. D% __ Dinl‘ D3 <} Diﬂ}  O%n—a __

s D'-1DE o8t (— g,

6. Un procedimento del tytte simile si pnp tenere
la somma delle polenze simil dispari de])

Partendo dalle equazioni lineari frq Je
efuazioni che sj obtengono dallo svilnppo d

per caleolare
® due quantith ¢ e B.

"nquanfith op, oy, ... Oop 1,
elle potenze di un binemio

e Ciog¢ ~
O 1 - (Eﬂl‘f— 1) Oens - (2-,:3;— ]) Oz 5 2° 4,
o Zg) ot (Y s s _ o +2 o
oy o (...n:—r 1) S '
i ﬁ:l: 3]) 05 " (';:l: 21) TaPI T == g1 (f:l:ll)sp“"
™ : y
UT+(I) s P 1 (;) Sgp" =5 — (:;)apa
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Sviluppando secondo Je potenze decrescenti di s si oiijene
Ggnyy == 37 — DiVpgln—i { Dimesn-a ..
o _’_ E"‘ 1)11—-—1 an[E}1 pn—l §® + (___ 1)" l}(:]pnﬂ.

dove, come & facile provare in mods analogo di prima, & 1
(Eu - 1) (2?: - 1) (Eﬂ +1 ;
A N i O i |
2n —1 0 — 1 !
S i sy [1
2 —i)+5) 2n—i)+5 i
o ... il 2’ "} g
2 ('H- = l-)_}" 3 IIE;I
0 0. ..... 1 [
Sviluppando questo deferminante secondo gli elementi dell’ultima f
colonna, si ottiene la relazione segnente: H
13y *
2n—1)3 2(n — 5
ni SR L o F P i
---+(—1J‘(;'_1)H“}chl)‘(";{'), (6) 0
mentre che sviluppandolo secondo gli elementi della prima colonna 4
si ha i
.E’;u):- (Bﬂ]‘.{— 1J Hi":jﬂ—— (3”—; 1) HT:_?} ,
0 1 " .
o _!_ (_ 1)1 (2‘::}*1]) Bin—i—l-lﬁ — "_ 1]1 (»'.-Hi—r* ])' (?) ::‘:
In particolare si avrebbe
D — (2-”;,- 1) Do _ (2", ; 1) Don 1
M+ 1 2 - 1 * ik
---+(H1r(ﬂfl)ﬂa”—t—l)"(“j ) 7)
Do) — (2—:1 - 1) Iye—u__[8n+ 1) _ [Zn+ 1). 2 — 1 __(2n 1] 11;
: 1 ‘ 2 1 1 2 ’ i
. g b
@aecche

=

¥ T e L S e
[ 5 1

- Tl N L i - e By e t=— ¥ = o Fo: Bt 5 T
B, =i N & T ey - L = = = g o T - = e
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mportante, clie si dimostrerebbe iy modo
analogo della (3) por Je potenze pari; & la seguente

DR =247 + DY — pa-n. (8)
dove per i—2 & Di==1 e per ogni i > il coefficiente corrispon-

dente & nullo,
In particolare &

Ij:::[“} [ 2 IJ?II':L_'—IU __]__ _DE:I‘II = - !J:‘:‘_—,J;'l]

ove D=0, Ammettendo dimosirato essere

D =2(n—23)+1 & D =2m— 1)+ 1

n—z

s1 ottiene
272 11—1)—}—1}——[2(-11-—2)—]—1}
dn—2— 2y +3=214-1.

Ora poiché, come si vede subito per i primi valori di » e
D =2n 41, e DV =3 D=3

I

I}fn,‘l
|

I

ne viene che & in generale
D¥ =2n -1,

Ussia, ricorrendo al determinante che dava il valore di D, si
8l pud serivere anche

(2?3 1—[— I) zﬂfe 2—{— ]) _____ (211 :— 1 )
S UT KRPPO oy
D = 0 SR EES (i:l:;) = 25 -} 1.
0 6.3 [4] 42)
0 0...0 1 (7]

od ancle in virti della (7)

1= (") @n+1) — () 2n—3)+ (") sy —..
e (— 1 (2?1*]-1)3__(___])“ (z-njl)_

e—1

8. Un’altra relazione importante fis j coeflicients D ¢ la seguente,

che si dimostra subito col solito metodo di induzione, e eiod
D::HJII —— I}II:IH_—EJ.‘! — ?tgr

oo
- 3
: ™ g
- I
a - -h'ﬂ_.:r—':;_'d _1:,,:.

LR Py 2

-|'li,..i‘;':‘E‘ -|-_..

=hiy,
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o ]
A gt e e
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St verifiea facilmente easere vera la relazione per i prinmi valori
di n, clpe
, L
D) —Pr—= §—1=09
DP — DP =14 55

-

Allora dalle due relazion seguentr dedotie dallg (8), si Lia
DY, =2 Jrn - 120 pes

n=—3

_Z)i'f__ﬂli ==t} _LJ';IE:SE‘ __‘_ [jnl:ﬂ — [yn-g ]

ine==i

Sottraendo membro & membro

I}:l"_:-l — _Z,Jl';n_:] I' — 2 [ ﬂ';:"__'gﬂ e Dur:lﬂ_‘l] +
LS — D) — [ Dy — py
@ supposto
D — I =m—1), poo_ D9 = (a1 — 2)°
ed essendo

DS — P =2(n—1) -1 —po (n —2) 4+ 1]=2
s1 ottiene infine
D2 — D=3 (n —1yf-g5__ (7 —2) =8

come volevasi provare.

J. Riassumendo anche cof coefficienti I gj pud formare un trian-

golo avente proprieta analoghe (j quello del n. 5 per i caso delle
potenze pari.

Ed ecco, in base alla. relazione (8), costruito i) triangolo

(o] 1

Gz 1 o

Cs 1 5 0

Ot 1 T lt’: 7

Co 1 O 27 30 9

O3 1 11 4.4 i a0 11

1 1 13 b5 156 182 91 i3

dove nella 7= 16 )ines g lrovano i suceessivi coefficienti dellp

svilappo di oy e pella 3~ ] tuinon cglonna i coefficienti dj .
Anche qui Per conoscere gli elementi della N - 1%m3 Tinea non

becorre costruire ij triangolo, ma basta servirsi della relazione (6).

Un'altra relazione da notars fra gli element; d; una stessa lineg
: In seguente

E p— EEI']—}- 1 D IJ{:[:I . ﬂﬂ'ﬂ—-t _+_ }JE:.} : EEH—H =

T DD, 2 (e o
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0ssia
1—9%m _ _D:iuj Ofu—1) _D.gnj Qfn—% __
; e (=1 D, 2 (— 1) D

ia quale si ottiene facendo a=3=1 e quindi
Ugu.,_1=E, §—=2 E p=1

10. Parecchie alire relazioni interessanti si potrebbero dedurre
tra 1 coefficienti D e D: in particolare le seguenti

{n=1) 1 Hn-1] — Dfnf

1=l i

DY 4D = I,

le quali facilmente si dimostrano per induzione servendosi delle re-
lazioni (3) ed (8).

Queste ultime formole dimostruno che, se coi coefficienti D e D
81 forma un unico quadro in modo che nelle linee suceessive si tro-
vino 1 coefficients di oy, 5a, 02,...09,... © nelle colonne successive a
partire da quella a sinistra i coefficienti di p°% p, ¢°, p% ..., nella prima
colonna s1 ha sempre 1, le successive eolonne incominciano tutte con 2
e ciascuna contiene numeri, le cui differenze successive sono date
dai numeri della precedente colonna, escluso il 2. Bceo allora il guadro
in questions:

Ga 1

Co 1 2

Ga 1 3

Q4 1 4 2

Oz 1 3 5

Os 1 £ 9 P

Oy 1 1 14 7

s 1 5 20 16 2

Qo 1 9 27 al 9

T1o 1 10 35 o) 2D 2

On 1 11 44 i} 20 11

a1 I 12 3 112 105 36 2
« s+ o+ &+ = & 3 s+ 3 2 w = w = s+ = & = = =« BOC

Si ha quindi una legge assai semplice per estendere fino a quel
numero che s1 vuole il triangolo dei ecoefficienti.
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PROIEZIONE CENTRALE E OMOTETIA

Nel Metodo della Proiezione centrale in uso nella Geometria de-
scriftiva wn punto qualugue M si snole determinare dando la sua
protezione M’ ed una retta {T, 1} od un piano [Z, 4] che lo contenga.
Questo sistema presenta Finconveniente che un medesimo punto &
suscetlibile di due serie doppiamente mfinite di rappresentazion;
giacche, in Inogo dei punti T, I si possono scegliere come elementi
determinatori di M altri due punti allineati con M' & che stinno da

MT

questo a distanze il cui rapporto sia = Jp7 5 © cost, invece delle

retle £, 2" due rette fra loro parvallele e che si trovino da M' a di-
G . Mt MT :
stanze il cut rapporto sia M7 = WT — M (") Emerge da cib che Iele-

mento essenziale che, insieme alla proiezione, completa la determi-
nazione del punto, & il numero 1. Interpretando questo come * rapporto
di un’omotetia , di centro M, s1 vede che il punto M si pud inten-
deve definito e rappresentato col mezzo dell'omotetia di centro M' e
rapporto p; per analogia con quanio si fa nel Metodo dei plani quo-
tatl, st pud serivere = (M, u); eon tale sistems di dati si pud
subifo ottenere una delle 2 .00 “rappresentazioni consuete del punto M.

Applicando questa corrispondenza fra i punti dello spazio e le
omotetie, ognt proposizione di geomelbria proiettiva si pud trasfor-
mare In altra coneernents le omofetie piane; per es., siccome * dati
tre punti arbitrari & individuato un piano che tatti li contiene s COSI
s1 vede che * date in un piano tre omoletie, esiste in generale una
coppia determinata ed unica di reite (fra loro parallele) che si cor-
rispondano in tufte oo

Le stesse considerazioni guldeno a concepire nuove soluzioni per
I problemi fondamentalj dj posizione della (Geoinetria descrittiva, Come
escmpio ei oceuperemo delia costruzione della refia determinata da due
punti, ché cosi si giunge ad un procedimento grafico il quale, se dal
punto di vista pratico non pup aceampare dirttti di preferenza SOpra.
quelli consueti, dul punto di vista deltrinale lia il vantaggio di non
presupporve la soluzione di altri problemi fondamentali & posizione,
come acecade per tutti gli altri metodi 0Zgl usati.

I punti dati siano A= (A TI'), B=(B', UJ), ossia A = (A°, a),

; AT :
B=(B".f), ove a— AT © [jzl%—}:,r. La refta 2 cercata ha per ele-

(1) Datte m In quoln del punto M & @ la distanza, 8i bn notoriamente A== —:— .

P ATl
1, T .8

e | 4
e '."_l.. -k = -5
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menti deserittivi T, I'c doe punti della rvetta o’ =A'B’ taly che s

. A5 BT |
abbia AT —*%PBT.
menie in quella delle coppie di elementi corrispendent: in due proiet-
tivita aventi la medesima sede; e siceome queste corrispondenze sono
similitudini, cosi di dette eoppie al finito ve n'e una sola, onde (come
era a prevedersi) guel problema scende dal secondo al primo grado.
Per costruire la coppin cercata s'immagiot che un punto percorra
la retta 2'; per ogni posizione di esso cerchiamo i corrispondenti in
quelle similitudini di centri A, B’ e rapporti «, f; questi punti a lor
volta descriveranno due punteggiate simili, il cui punto unito al finito

PERIODICO DI BATEMATICA,

—@. La ricerca di tali punii rientra evidente-

sard uno dei cereati; l'aliro sara il corrispondente di una (e quindi
nell’altra) di quelle similitndini. |

Per ridurre al minimo le linee da traeciare, chiamiamo M il
punto A’: il punio M che gli corrisponde nella prima similitudine
coincide con M slesso; invece il punio M che gli eorrisponde nella
seconda si otterrd unendo M a J, conducende da U la parallela
alla conginngente e poi determinandone la intersezione con z. Si-

milmente chiamiamo N il punfo B'; esso eoineide col suo corrispon-

dente N nella seconda di quelle similitudini, menfre quello N che
gli corrisponde nella prima nasce unendo N a 1’ e poi segnando la
parallela a questa da T. |

Si assumano ora due punti O, e O, appartenenti ad una parallels
a @', come centri di dne fasei di roggi prospettivi alle due punteggiate
simili M, N,...; M, N,... e se ne determini I'asse di prospettiva. Que-

sto & Ja congiungente dei punti My=0, M. O0.M e N, = O, N. XO0:N;

e M U )
a
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esso taghia la retta 2’ nel punto eercato T.. Unendo T a T e condu-
cendo da I’ Ia parallela alla congiungente, questa tagliers o nell’altro
punto cercato I'.. Notisi, per verifica, che le due rette I'.XJ e T.T
devono risultare fra loro parallele.

P A L B e

=

a - s
R T IR EESL R
ik h

g

LT e e
i .'-'a.F;.=_E-:I-I=-rFﬂI.'

- I. "1
o B ] R TR
SR, S,

gL e T T PT

Giova osservare che lo consideraz cnt esposte in principio di questa
Nota si possono immantinente estendere n spazi lineari gqualunque,
In particolare si vede che ogni punfo dello spazio lineare & quatiro [-’ '-

t
r

-

= ol e S P Sy i

o

dimensioni si pub rappresentare sopra una omotetin dello spazio ordi-
nario (ossia mediante la sya proiezione centrale ed un numero). Ora
siccome nello spazio a quatire dimensioni quatiro punti indipendenti
individuano un piano, cosi si conclude la sezuente proposizione (ana-
loga ad altra segnalata in principio): “ Date nello spazio quattro
omotetie, esiste in generale una coppia i piani (fra loro paralleli)
¢he si corrispondanc in tutte " |

Cerehi il lettore una dimostrazione direita di questa proposizione
e della analoga planimetiica.

Givo Logia.

PROBLEMI®

(Conlinuazione — Fedi fascionio ¥F1, dnmme XX¥ID

28. Sia O il vertice ed M nn punto gualunque di una parabola,
C 1l centre di curvatura velativo ad M e M il piede della terza
normale condotta da G. Il cireolo ecircoscritio al triangolo MOM’ ha
tl suo centro su MC,

29. Calcolare 'aren compresa {ra la corva

Pyt a@®—y)=0

ed il suo asintoto. |

30. Sia F il fuoco di una parabola ed » nna retta perpendico-
lave all’asse della medesima. Da un punto qualunque M di questa
s1 conducano le tre normali alla parabola e siano pi, p., ps 1 ragei
di enrvatura relativi ai pledi di queste normali. 8i dimostrino le
relazioni

i
P
b

;E '
1
i

px'?' -+ psi e fﬁz costante

FE% . F?.'fE + Pss . E-'-'lg + P:ﬁ . pa% — costante

My
€1 fs fa=— 8 -

- = : -
ey W s T ol L

() In massima non pnhblicheremo is risolugioni di questi problemi favoriteci dal Coman-
daniz Barisien, ma ocectteremo volentierl le vsservazioni o generalizzazioni vha i nostyi lettori
vorranno inviarei,



124 PERIODICO DI MATEMATICA.

31. St econsideri nna ipoeicloide friangolare di eni A, B, C sono i
punti di regresso. La tangente in A incontra la curva in A, la tan-
gente A" 1ncontra la corva 10 P e . .

Dimostrare che le tangenti in P e Q souno perpendicolari.

32. Costruita I'ellisse che ha per fuochi i punti A, B e che passa
per C, s’'indicherd con d il suo semidiametro coniugato a qguello che
passa per C, con h I'nltezza uscente da C ¢ con R il raggio del cir-
colo errcoseritto al triangolo ABC.

Dimestrare la relazione

2Rh =d*,

33. L’arvea compresa fra la curva
(¢ — 2}

Y =9GF )

ed il suo asintoto & wma’.
34. Lissendo P 1l punto d'incontro delle tangenti ad una iperbole

equilatera di centro © nei punti M, N, dimostrare che 1 triangoli
OPM, OPN sono equivalenti.

35. Sia ABCD un parvallelogrammo circoseritto ad una ellisse col
lati paralleli a dne diameiri coningati, ed F, F" 1 fnochi della ellisse.
Dimostrare che 1 quoabiro triangoli FAB, FCD, FFAD, F'BC hanno
lo stesso ovtocentro, e che il luoge di guesto ortoeentro, gquando 1l
parallelogrammo si sposta & un’ellisse.

36. L'antipodaria di una parabola rispetto ad un punto P.del suo
asse & in generale una quintien che diventa una eubiea:

1% se P & 1l vertice della parabola;

2° se P & 1l fuoco della parabola.

37. Se N 2 il punto d’incontro della normale in M ad una para-

hola con l'asse della parabola stessa, e MP, MQ sono le altrc due

normali in P e Q condotte per M, i punti M, N, P, Q ed il vertice it

della parabola sono conciclici.
38. Dimostrare che I"inviluppo della reita avenie per equazione

(b 8en v cos w

bx cos w — ay sen o - — ()
J ' osen(p—w) ’

nella guale il parametro w & variabile, & la parabela

T COS yseng | .
[eee __yusene gy,

39. Sia AB una ecrda di una parabola di fuoeo F, P il pole della
corda rispetto alla parabola. Si ha FP*=FA . FB.

Deduorne che se un triangolo & circoseritto alla parabola, il pro-
dotto delle distanze dal fuoco dei tre vertici di esso & egnale al
prodofto dei raggi vettori foeali dei punti di contatto.

40. Si consideri un’ellisse di eni O & il centro, A, A’ gli estremi
dell’'asse maggiore. F, F’ i fuochi. La tangente e la normale in un

s 3 'y by e ¥ e sy
e e T e o . LT o el .
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punto M dell’ellisse incontrino I'asse maggiore in T ed N; infine sia P

la proiezione M sull’asse maggiore.
Dimostrare che

AP AT+ FN.F'T=AP.AT+ FN.FT.

41. L'inviluppo della curva rappresentato in coordinate polari del-
I'equazione
do.cosh.cog(w-+2A)+a.sen® (w4 i)=0,

al variare di A & una parabola.
42. Si constderi un eirecolo ¢ di centro O e raggio R & la tangents

in un suo punto A, Da un punto P variabile su questa tangente
st conduca la seconda tangente ¢ e sia M il punto di contatto.

Dimostrare che:
1°% il centro del circolo eireoseritto al triangolo AMP & una retta;

2% 1l lnogo dell’'ortocentro del triangolo AMP & 1l circolo di cen-

fro A e raggio OA = R;
3% 1l luogo del baricentro del triangolo AMP & una ceubica oni-
cursile; I'area compresa fra questa curva e il sno asintoto &
=R*
3 .
4°% 1l luogo del centro del circolo dei nove punti del triangolo AMP
® una cubica unicursale; l'area compuresa fra questa curva e il suo

asintofo e:
anR”
B ¥
5% 1l luogo der cenfri dei cireoli inseritti e circoscritfi al trian-

golo AMP s1 compone del circolo ¢ e di una guartica:
6% il luogo dell’ortocentro del triangolo OAM & una strofoide

retfa, di em 1l verfice & in A e il punte doppio in O;
7", 11 lnogo del barieentro del triangolo OAM & un circolo;
87, 1l luogo del centro del cireolo dei nove punti del triangolo OAM

& una cubica unilcursale; I'area compresa fra questa curva e il suo

asintoto &: 3R
128
9 1l lnogo dei centri di similitudine del circolo ¢ e del circolo
AMP & una iperbole di cul gli asintoti fanno un angolo di 60°.

43. Se MNPQ & un parallelagrammo eircoseritto ad un’ellisse
col lati parallell a due diametri coaiugati e K & un punto qualunque:

1°. Se il parallelogrammo MNPQ varia e K resta fissa, si ha
KM*+ KN+ KP" | KQ' = costante,
2% Se il punto K varia e il parallelogrammo MNPQ resta fisso, si ha:

KM’ -+ KN* —I—ﬁz —J—E—Qg — 4K 0" = costante.
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44. Sieno O il centro, A un vertice, MM' un diametro variabile
di unn ellisse.
Dimaostrare che

te MAO X tg MIEU = ¢osinnte,

45. Essendo P la proiezione di un punto M di un’ellizsse snll’asse
maggiore, si considerino i tre eircol; seguenti:

1% di centro M e raggio MP:

2% di diametro MP:

4% 1 centro P e raggio PM,

Trovare 1 Inoght dei punti di contatto delle tangenti condotte
dal centro O dell'ellisse ai suddetti cireoll, e le aree delle enrve

ottenute.

(]“. Se (@ cos®, bsene) sono le coordinate di M, per le coordinnte del
punto di contatto T della seconda tangente condotta da O al cireolo di centro M

é raggto MP si bha:
l __ 2a"bsen g coste
¥=ga cos®p 4 bEsen® o

__ncosg(n®cos®* 9 — b%sen? )
- a? cos® @ 4 b¥senyp

F

& per egmuazione
(" + %2 [4a%%2® -} (a® 4 bY) ¥l — 2a.0% (& + 5% [2ut 2 +-
+ (0° 4+ b*) '} + a'hty? = 0,
Questa curva ba due punti doppi
ab

Ya* 1 pt ’

' =0, y=

la sna aren &

2° 8i hanno | risultati relativi nl sircale di diametro MP, eambiande nalle

P g s B o
formule precedenti & in 5 Si trova
_ Zma¥)
20 + b

5% Il luogo richiesto & la guartica

[IE -+ yﬂ:l [FJEI*I _I_ (:’I‘-E | bEJ yi] S ﬂﬂbi‘;ﬂ‘l

ity

In eni area #

(Ve 4 h%— )

Ve + b3

Nel caso in cui 'ellisse & un eireoio (@ = &= K) le aree delle tro curve pre-
cefdenti sono

“3 r———

2 B
-uz':—-?'?:R‘, wsz;i{VE—l]).

Hy — T:RJ "

(Continua). E.-N. BARISIEN.
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PICCOLE NOTE

Dal teorema di Desargnes,

1. Pnd accaders che gli elementi di uns figura abbiano nejla figirg stessa
uflicio & funzionj seatabiovoli; vaigano gij ESembl seguenti:

Mentre in un punto H concorrono le altezze di un trigngolo ABC, anche jn
cinscuno dej verkiei A, B, C cencorron rispetfivamente lo allezze dei triangoli
HBC, HAC, HAB: vale A dire che 3 qualonque dei 4 punti considerati sono ver-
tiet di un triangolo, di cai il quarto & l'oriocentro,

Mentre noa trasvarsale taghia i lati AB, AC, BC di un triangolo rispettiva-
mente nei punti P, (), R, in modo che 3l prodotte di tre segmenti non Consgecu-

E L™ = = - il — — - e ] - — e & -
= z eyl o H o R e s G s T T BT e Ube—re e ——— =" ——— = H = e .-
— - o e T 2 M 3 L P i - . = T = = L - T
ke Ty, oL kit sl T o e e i e e S TR P s 3 = — -
e e g e e e S I T e ey o e T P e 5 .8
L it m - . - 5 e T =) =

.
g
gl
i

— =
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e
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ey T Y
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e Sl e U £
R L e S g B o
- 1 ] i ¥ T e T
i ] P =

T =
By Ay e ey T e - : i e
e e g e T
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ek e e
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1 AP, BR, €Q sia ngaale al prodotto degli allri tre BP, CR, AQ, anche cia.
unn dei lati AB, AC, BQ buglia vispettivamente i lati de; triangoli CQR, BPR,
Q@ in modo da determinare analoghe relazioni; vale a dire che ciascuna delle
retto censiderate, fangendo da tiasversule rispetto al triangolo delle altre 3,
slia i lati di questo nel mode anzidetto,
2. In tale ordine di idae, prendiamo a considerare la figura corrispondente
teorema fondamentals g Desarpnes ; @
Se due triangoli sono prospeltivi, Ie infersezioni dei luti coriispondenti gono in
‘@ retta, e viceversa,
Siano ABC, A'BC" due triangoli prospettivi, sia O il centro in cui concorrono
1ggl AA', BB, CC e sia s I'asse su ¢ui concorrono rispettivamente in , B1, Ay
‘oppte di lali AB, A'B’; AU, A'C'; BC, BC.
Intanto, con aualogia alle deduzioni di Stejper rispetto al numero degli esa-
| di Pascal deferminati da @ punti di una conica, si pud osservare che, in-

' ——

g, =|-_;"J=.

A = ! =3 -
[Ea N o Ui S | Y
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steme ai kriangoli prospettivi congiderali, sonp tali altre 8 coppie di triangoli non
traceiatl mella figura, e che si ottengono scambiando fra lore opportunaments i
vertiei eorrispondenti. Indicando con ia sovrapposizione delle Jettere Ia corrispon-
denza dei vertici, i triangoli prospettivi sone i seguenti:

(,a BC ABC (ﬁ'B'U |
ABC (A B ABC

Indipendentemente da civ, prendendo in considerazione i soli triangoli primi-
tivi, netinmo che il teorema di Desargues contempla 10 ponti in ciascuno dej
qualt coneorrono 3 di 10 rette passanti cigscuna per 3 dei 10 punti, Ne segue che
ciascuno dei 10 punti pud essere considerato come il centro in cui concorrono i 3 raggi
deferminati dalle eoppie dei vertici corrispondenti di dus triangoll, dei guali i lati
corrispondenti s' incontrann sulla decima retta. Dalla semplice ispezione della fizura
51 rileva che loa 9 coppie derivate di triangoli prospetiivi sono le seguenti:

|

Cantri | Triangoli Asal || Centm Trinngol; Asai Centri | Trisogoli Ass
B G O P ; AC],B] BrBGI ’
B (4, = * {A'CTON _ C'CA; ;
B (DAC) ACB| B (o oq ) BAC| B (mcl} 03B
; CFBI.-M . : { A’B' O " A'Blﬁ .
C ARG G CLAB ( | ) COC
(GAB); | B/ “ |{Bas

8i ha gunindi:

Nel piano e nello spazio in prospettivité @i una coppic di iriangoli trae seco
b prospetiivita di altre 9 coppie di itriangali aventi i vertici, i lati, i contri, gli
assi, i punti di concorse dei Fali corrispondenti, ed i vaggi determinati dai vertic:
corrispondenti nei 10 punti ¢ sulle 10 rette individuate dalla prima coppia.

5. Sempre a proposito del teorema gdi Desrrgnes, considerato nel piano (omo-
logia piana), & degno di nota che 4 dei 10 punti, ad esempio B, C, B', (', deter-
minane un guadrilatero semplice, convesso o concavo, avente i vertici sut 4 lagi
di un guadrilatero AB1A'Cy, convesso o conmeavo. o mentre dne laii opposii del
primo s'ncontrano in un punto A, sopra nna diagonale del secondo, gli aléri doe
lati del primo s’incontrano in un punto O sull’altra diagonale del secondo.

51 ha guindi:

Nel piano, posto che un quadrilatero abbia i vertici sui quaityo lafi di un se
condo guadrilatero, se due lati opposti del primo s'incontrano sopra una diago-
nale del secondo, gli altri due lati del primo s'incontrano sull'altra diagonale dél
seeondo.

E quasi superfluo osservare che non upa wa 10 eoppie di tali quadrilaten
sono tracciate nella figarsn cormspondente al teorema.

39 invece si considera il teorema di Desargues con riferimento a due trian-
goli prospetiivi non coplanari, 4 dei 10 panti. ad esempio B, C, B, (¥, determi-
nsuo un guadrilatero avenls i vertic; rispettivamente su quatiro spigeli di nn
telraedro AB;A'Ci, ¢ mentre due laf] opposti del primo s'incontrano in un
punte A; sopra un quinto spigolo del secondo, gli altri due lati del primo 8"in-
contrano in un punto O sul sesto spigolo del secondo.
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Si ha guindi -
Fosto che un guadriiater bbie i rertici s quattyo spigolé di un terraedro, e

due lati oppoesti del primo s'ineontrano SOPre wm guinto spigolo del secondo, gli
altri due lali del prime s’incontrano enl sesto spigelo dvl secondo,

Dieso Feinist

RISOLUZIONE DELLA OUISTIONE 197

cubi delle distamnuze di wn feiio di un'ellisse dai

tella medesima 2 7y un rapporto eostante eol prodotio dei qualtro raggi di rurva-

wra corvispondenti ai pied; delle nermali condotle do guel punto.

E.-N. Barisiex,

Risoluzione del prof. R. Gatti, R Ginnasio di Gioia del Colle.

I faeila veders che i)
x* Tk

raggio g di earvatura, nel punte 2, ¥ dell’el-
886 — -&” = 1, si esprime con la formolg-
-

- !ﬂE‘__ EE;B'Q]'E'

Ei =

che qaindi, il prodotio del ragszi p,, 2y 73y 7s, velalivi a guattro punt; deila
rva, le cui ascisse sono rispettivam ente L1, T, X3, oy, & dato da

(@° — a%* Sy + ate! 8p 0 — g% .23 + €¥8p004)3
a‘h? '

Ptezfspy =

Yo

1 1‘1 ] & t E - :_.. ...
O = Em%, 8y, = 3 Ti% Spee = Eriy. it Si00 = oty oy 2p, 2,

Indichinmo ora con = y le coordinate del
isante per un altro punto =, 1.
Avremo cosi:

punte d'iucidenza Jdi ung normale,

bz | a'yt = ot

ey = alyx’ — by,
le guali 8i irae, elminando i

c'2' — 2a%%'z® 4 ot (a2t 1 By — oY) 2 + Bu'er'n — atp't — 0.

Se quindi zy, 24, 24, 2,

&
sono appunto le radiei di (uest'equazione, del quarto
do im @, Ryremo -

®* (2®
s = 2 o Tra; = — (%' | b2yt — )
e e
#" i ﬂn
E.Ej.lf_,frr = e —g W 21 I LIE] = —— o

x I By - - -y - b 2 E] -
] ST et — "_"_ g e N i = » g i
= £ - E P == * - — il —

et ] R —— 2 s
o T =

S e T T e S
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dalle ouali, con fretii caleoli, si ricavano le altre:

20" . re atl (a4 byt — )" :
S'..'l =—{{ﬂ212—b=y'—|—{:4], S:,e = — ({ 108 .‘.:"'. ] +Eﬂ-ﬂ:lfﬂ) '
¢ ¢
2=, . >
Bu,9,0 = pr (a*z’" EJ'E_JI * 4 o), Sz aas = F !,

Utilizzando queste relazioni ed osservando che, se il punto (xy) appariiene
all’ellisse, %' + a"* = «®b® avremo:

2,8
“r"" (2 + ex')* (n — ex)%,

P1Pafsdy =

formola che esprime la proprietk emunciata.

Altra risoluzione del prof. G. Usai, R. Scuola Normale di Cremona.

QUISTIONI PROPOSTE

801. Da un pumlo M si eonducano le mormali ad una parabola g 1
T IREERY

nei panti N,, Na, Ns. Se Ly, Ls, L; sono 1 punti d incontro di esse

con 1'asse,
1° qualungue sia M e qualunque sia la parabola, posto

MNl MNE BINE
LN, M LN, " I,N, F®

51 ha
E (P-l ‘-l‘— !]‘_5 + I_},ﬂ)—— (P—luﬂ —|“ IJI}'IH + [_lgpg) — CDStHHtE‘ —_— 3 s

2° se il punto M si sposta sopra una parallela all’asse, si ha

Uy —+he 1 ps = costante, |ups - tilts  Bets = costante;

3" il loogo dei punti M tali che sian ppup; = costante & una

parabola.
E.-N. BARISIEN.

802. Chiamo espressione probabile di una funzione [(x) relativa-
mente ad un dato triangolo di lati @, b, ¢ la ¥y che misura la pro-
babilita di chiudere un altro triangolo con i valori f(p), [ (q), I (r)
essendo p, g, r le perpendicolari condoite sui lati del triangolo dato
da wn pinto preso a caso nel suo interno.

.

- = F = frars -
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1 Lemoine ha studiato il ease di flr)=2a ed ha trovato
B - Zabe
" (a + &) (¢ +c) (6 o= 0]

Io ho esaminato il caso g f(@) =1L essendo % una costante
arbitraria positiva o negativa nel Giornaie i Battaglini, anmo 1894,
pag. 358,

Ricercare la H, per f{x)= 22 F. Verpz.
803. Posto:
qjl:”i-r+biy+tTI (l.::]'t :213! ‘-U

si indichi con ), il minore complementure dell’elemento ¢ nel de-

terminante
€y e €3 €4
ify flg 4 Iy :

rf? 1 E’g z?,g 'Elli ]

[y q 'y "y

Si dimesiri che le tre diagonali del quadrilatero che ha per lati
le rette di equazioni:

qu:Dr fFE_‘:Ur fFE_;Dg $4:D;
hanno per eguazioni:

a-l'iFl “[‘ -"iie?ﬂz 0 ' -‘-1'.]?1 _f— 313'-;-"3 =) ' 41?1 + 5—1?4 =0.

ADRIaNO GanDINL

BIBLIOGRATIA

Annuaire pour Uan 1913, publié par le Bureau des Longitudes. Paris,
Gaut]:ier-Villurs, 1913,

E stato pubblicato, secondo il consnetn, questo snnnavio, cos) densg di no-
tizie, che conta ormai pia di an secolo, essendo il prime velnme pobblicatoe
nel 1796. Sacendn |a disposizioni inanguraie el 1904, contiene olire i soliti daki
aslrenomicei, dei guadri dettagliati relativi alla geografia, alln statistica, alla nye-
trologia, alle monete o alla meloorologia; ma won contiene i daki fisiei @ chimioi
che sono riserbati aj successive volume.

Esso contiens anchs dye interessanti ﬂrl‘.iculi; nel primo di essi il sig. Bigonrdan
da un rinssanto delle vsservazion della importante ecligse d; sole del 17 aprile 1912
fatte in tokif i paesi ove essa fi Visibile; il secondo, del comandante Farrig, s
riferisce ad un argomento di grande aktualita, Papplicazione della telegrafia senza
fili all’invio dell’ora, sul quale dir lo notizie Pit esatte o precise.

Il voluine si chinde coi diseorsi pronunziati in oceasions dei funerali dei due
membri del Burean des Longitndes morti durante ji corrente anno, |'sstronomo
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Radan ¢ 1'illastre Poincaré: ed & malinconico vedere i discorsi pronunziabi in
onore di guest'nliimo il 19 Lnglic 1912, che seguono immediatameute quellio pro-
nunziato dallo stesso Poincavé sul fevetro del Radan il 20 Decembre 1911 in nome -

del Consiglio dall’Osservaterio di Parigi.

yEd s

K.

i I;JI -,._' : :._ﬂl"-.l_l'-.-_

Dotr. M. Dt Giupice. — Lezioni di caitmetice razionale e algebra ele-
wtentare, ad uso degli Tstituti Teenici e dei Licei. — Vol. 111, Roma-
Milano, Tip. Blzeviriana, Francesco Marcolli e C., 1912, — L. 3,00,

T S e = e R -
L, e e e
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Quisia terza parte del corso di matematica elementare dei prol Del Giudice
che veds ora la luce, & ispirata ai medesimi criteri che I'Autore sagui nelle part
precedenti, e ne & la naturale e logica conkinuazione. Nella aua gradurnle irafia-
zione comprende 1 seguenti & capitoli:

. Numeri irsazionali. — 11, Proporzioni. Rappresentazione di forme geome-
triche sul campo dei numeri. Calecolo formale delie radici aritmetiche dei numerl
poaitivi. Riduzione di quesio n caleolo delle potenze. — 111. Eimiti. Conlinnith e 5z
discontinuilix delle funzieni. Frazioni decimali periodiche. — TV. Progressioni. 3
Studio «della fonzione esponenzinle. Logaritmi. Approssimazioni. Badiel. — V. Po-
tenza di up hinomio. Numeri complessi. Kquazioni d¢i grado superiove ad 1.

Non v'& aleun dubbiv che Ia trattazione dei numeri irrazioneli ¢on metodo
elementare presenta delle sevie difficolta, e si corre il rischio o di divagare sover- . A
chiaments in considerazioni astratte e qualche volta astruse, ovvero di scenders TR
(per amore di brevita e di mala intesa facilitazione) un po” troppe vicino alls i
pratica e all’empirismo. L'Autors ha saputo contenersi egualmente lontano dal
due eccessi, ispitando la sua trattaziome & un senso di ginsta sobrieta. Natural-
mente Ie ragioni dell'sllargamento del campo dei numer razionall e della neces--.

Ty
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savia introduzione di altri enii analitici somo sempre le medesime che incontra - “75°
pgni trattatista ehe imprende uno studie sull'argomento. Si traila sempre della f:"};f{ﬂi ]‘
necessith di avere una corrispondenza biunivoca fra gli enti numerici o fuffi i e ]
segmenti di una retta che banne Porigine comune, rendendo cost la sevie pume- | -
vien assolotamenie continua come & ln sorie dei segmenti snddetii. Fatto gnesto, -, ": E
il problema purmmente formale dell’estrazione della radice aritmetica ennesima } 1
.da un numern positiva ¢ immediatamente rigoitn. 11 merito principale dell’ Autore ‘*-jh
sta nell'aver fatla gaesta inlroduzioue dei nuovi enli aritmetici ricorrendo al mi- "'"" E
nime numero possibile di principi fondamentrli, e nell'aver raggiunto nell'espp- .. 75 }'
sizione teorien e nello aviluppo delle varie operazioni sni nuoevi pumeri quells ’?: 2
chiarszza e quel rigore che ghi somo abituali. - }

[l capitolo 1[ comprende s trattazious di tre argomenti del massimo ipie- 3 ]
resse: Le proporzioni numeriche e i problemi fondamentali che vi si annellono. . ’
La vappreseniszious delle forme geometriche fondamentali & dei loro elementi - “ 1
sul ¢cempo dei wumeri, che & in sostanza P'ordinaria rappresentazione cartesiand | 4

nel piane e nello spazio, vidotta naiuralmente alle cose pii imporfanti e sempliel.
il ealeolo e lp irasformazioni dei radicali, a cui fa seguiio la teoria e-il ealcolo
delle poienze ad esponente frazionario.

Uu altvo arzomento che suol preseninre qualehe difficolta agh
dei quali nou riescouo ad afferrarne il vero o proprio significato, e Ia teoria de
limiti che pure costituiscono umo dei capisaldi della scienza.

L'Autore con molts chinrezze e precisione rviesce a dare il concetto di limite
di ung successione di numeri, dopo di che espone e dimosira una geria di Loc-

seolari, moltd
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retni che permeilono di calcolare il limite di varie fanzioni composta {somme,
differanze, prodotii, quozienti, potenze) conoscendo i limili delle funzion; compo-
nenti. Fa seguito & questo studio ana esposizione SOMMAria 8 succosn della con-
tinuitd di una funzione di una variabile, n destra e a sinistra di un punto o delle
discontinuita di prima e seconda specie.

Un”interessante applicazione della teovia dei limiti & la ricerca dslle generatricl
delle frazioni decimali periodiche. ¢he I' Antore svolge nel modo piit generalo, suppo-
nendo che la base di numernzione sia un qualunque numero a delle serie naturale.

Il capitolo IV comincin eollo studio delle progressiont aritmetiche, & cui fa
seguito 'altro delle progressioni geometriche: in entrambi questi studi sono esposte
la principalt propristi delle dus serie. Vien dopo una brattazione oltremodo inte-
ressante della funzione esponenziale a®, dove a4 & wn numero positivo diverso dn
vero e da ume, L'Autore suppone dapprima che z sin razionale, e in sernito di
In definizions dells funzione a* per valori irrazionali di z, dimostrando infine che
essa e continua in tafto il campo dei numeri reali.

Considera in segnito la funzione inrverse di upa data fupzione &, COme CRSD
particolare, prende a studiare Ia funzione logur, della gnale espome le proprieta
caratteristiche.

Parla quindi delle approssimazioni numeriche nel ealcolo logaritmico, dei lo-
garitni a base 10, delle tavole di logaritmi, ¢ di tutie le questioni pratiche che
vl 8i annsitono,

11 capitolo termina toll’esposizione d' importanti applicazioni all' interesse (sems
plice e composto), sllo seonto, alla capitalizzaziene, all'ammortamento, alla ren-
dita e alle approssimazioni di vadic: di nomeri positivi. _

1l quinto ed ultimo capitolo del Trattato comprende tre parti del massimo
interesse : La prime consists uella dimostrazione della formola che dh I svilappao
dells potenza »™* del binomio, dimostrazione che & fatita in modo mappuntabile,
La seconda parte comprende uno studio breve ma par cumpleto (almeno per
quanto pue occorrere allo scolaro che sta per imprenders lo studio delle auiA-
zioni di secondo grado) dei numeri complessi. .

L'iden deil'Antore di premettere alla trattazione delle equazioml quadratiche
un breve studio dei numeri complessi, & stata ottima. Prima di tutte I'introdu-
ziohe dei nuwmeri immaginari non offire maggivre difficolty dell'introduzions dej
ninerl irrazionali, e poi ¢'s I'alfra osservazione non priva d'interesse che lo sco-
laro che appronde vome 'equazioue di secondo grado o an’incegnita abbia sempre
i Qi § easi due radici, non dovra mai pili in seguito modificare tale enuncinto,
| quals resterii anzi confermato e gensralizzato per il case delle equazioni alze-
aviche di- grado n.

In segnito a queste I'Autore parla estesamonte dsll'equaziona di 2% grado,
telle equazioni riducibili a quelie d4i 2 grado, delle equazioni irrazionali e dei
istemi di equazioni non tutte lineari, Oltre dars le formols risolative dell'saqua-
done guadratica, espone le proprieta delly radici e (nel caso che queste siane
eali) le relazioni fra i lovo segni ¢ quelli dei coeflicienti dei termini dell'equazivne,

Da guest’esposizione un pe’ minuta risulta chiare quanto sin meridevole di
ode Ia nuova opera del prof. Del {indice.

Il terzo volume & una felice & hella continuazions dei due precedenti, e non v'ha
leun dabbio che il quarcto volume ora in corso di pubblicazinne costituira il degno
oronamenio dell’'opern bene pensala dall'Autore o otiimaments messa insisme.
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134 PERIODICO DI MATEMATICA. |
G. Fravmine. — Lezioni di Algebra, Geometria e Trigonometria sul- V! |
I'intero programma del secondo biennio degli Istituti tecnici J ¢
(sezione fisico-matematica). — Volume I per la terza classe, 3
2" ediztone, 1912. Volume II per la quarta classe, 1912, — i 3
. B. Paravia e C'. . (i
Vou. L — Cap. L. Nwmeri irvazionali. — Non classi contigue. non sezioni, non j

;

limiti, non segmenti numerici; 1'A. afftonta lo * scandalo dell'Aritmetica , per la : |
ViR il spiecia e piit comodn, considera cioé gli irrazionali come simboli che vap-

presentine le serie dei loro valoeri approssimati, non alirimenti di quanto si fa nel )
caleolo numerico. Ecco comne. Dala une serie decimale periodica, per es, 0,46486..

]

=
e

costrisce un segmento —- del segmenlo wnilario, € osserva che contiene 4 decimi

B9
In tatto, 46 ventesimi, 464 millesimi ece. Questo segmento &-unico. Dain una de ;
cimale non periodica, per es. 314159 ..., ammette che a questa corvisponda pure 3 {
un segmenio (posfulato del Dedekind) che si dimosira essex nnico. Stahilito cost '
che ad ogni unmero {¢hiamande nuinero ogni deelmale finita o indefinita, perio- )
dica o uo) corrisponde un segmento veitilineo uwnico o determinato, @ facile rico- ‘r
noscere che ad pyni segmento corrisponde un numero: basta misnrare il segmento. s
Cio posto detti ngonli due numeri che corrispondano a segmenti ngnali, & di dna ¢ _
numeri disngnali detto maggiore quello ¢he corrisponde a segmento maggiore, L -
I"intera teoria viene riassunta in nove pagine ton una semplicila ammirevole. La " :
somma di due numeri & il numero corrispondenie al segmento somma dei segmenti .
corrispondenti agli addendi, e le proprietds commuistiva e associativa di essa de- s b}

vivino dalle stesse proprieti della somma di segmenti. 11 prodotio di due numeri i

& 1l numero corvispondente nllp base di un retlangole di altezza 1 equivalenie al ,='

rettangolo costrnito con i segmenti corrispondenti ai fattori. Le propriets commn- . _

tativa e distribafiva risnltano con semplici eousiderazioni geometriche, 'associa- §

viva segue dalla commniativa. Geomeiricamenie vengono pore definile le opers- ¢ ]
3k |

zioni inverse,

(Jualcke pagina di applicazioni,  breve riforno su argomenti capitali del pro- j
gramma dsl 1° hiemnio ,, serve a dimostrare l'esisienza e 'unicita dellas radice -
positiva di un oumero, a definire le potenze con esponente irrazionale, a stabi-
lire esistenza del logarilmo, _

Arvivati a quesio punto potremmo ben dive: ® ab nuo disce omnes , e invitare SO
il lettore & leggere il libro: erediamo che dificiimente potrebbe trovarne alivi di o
pil piscevole lsitnra fra i libri di maiematica. Non sark male ifultavia, per dare -
un’idea genevale dell’opera, dare una scorsa anche agli aliri capitoli. -

I ¢ap. 1l & dedicato alle apprussimazioni nmumeriche, argomento trascurate '-
dailn generalith dei libri di testo, e pure cosi importante.

Questi die primi capileli non fanno parte dei programmi ufficiali, ma nessuno,
evediamo, riterrk inutile, prima d'inoltrarsi nel pelago di questi programmi, una
breve rassegna dello proprieta fondamentali dei pumeri reali, ¢ le norme per il
computs degli evvori uei caleoli approssimati.

[ cap, TIT tratia della disnguaglianze. Le convenzioni relative alle disugns-
glianze dei numeri con seguo vengono dedotie dall’unico eriterio di ritenere mag-
giore qusl numerd che si trovi depo I'altzo nella nota rappresentazions madial.ttﬂ
punti di una retia, ove si cominci a coniara dalla sinistra. Quesio criterio ":”“‘_1
mosso anche softo altre forme eqnivalenti ; si osserva che non tutie le pT“P“'Ei‘F
delle disuguagliauze vere per i numeri positivi continuano a snssisieve, e pol St
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tratta dei noti prineipi relativi alle dizuguaglianze (di 1° g 20 zraido) e della riso-
lnzione di queste,

Nel eap, 1V (disenssione di problemil non si L la solita esposizione de! me-
todo Tartinville, ma dalla tratfazione d; appropriati problemi di 1° e 2° grado,
algebrici o goometriei si deducono alcune nfilissime norme generali.

Il cap. V dedicato allg gonlometria, pur ispirandosi a medernita di vedate &
alieno da ogni prolissita. 11 seno s il coseno sono definiti come 'ordinata ¢ V'aseissa
del termine dell’arco, la tangente o defimta come |l rapporto al raggio del see-
mento di tangente ecc., la sotangente & |a tangente dell’mrco complemenisre,
Non si parla di secants e di cosscante, ¢ quesio fatte mostra bene I'infenzione
dell'A. di evitare qualsiasi considerazions non sirettaments necessarin aj fini
pratici dell’inseenamentn.

Il cap. VI {brigonometria) somprende, olire ad alcuni cenni zulle tavole trigo-
nomelriche, lo relazioni fra zli elemeuti @i an triangelo rettangolo e oblignavgolo,
|a risoluzione dei triangoli oblignangoli, il problema di Poihenot, espressioni varie
dell’area di up iriangolo, ecc.; solo accennata nell'applicazione a pag. 111, 1a
risoluzione dei triangoli rettangoli. Questa, essendo molto semplice, put) trovar
posto fra gii esercizi nel volume che I'A. promette e che e¢i nasgnriamo di pros
sima pubblicazione,

11 eap. VIT relativo ai massimi o minimi si inizia colla dsfinizions di funzione
¢ con esempi di rappresentazione grafica (sin usoide, carva logaritmica) e dopo
la determinazione dei massimi e minimi di aleune funzioni di x, contipne vari
problemi e I'esposizione dei consneti metodi elementari (metodo dei confini, dei
molltiplioatori, avc.).

1l cap. VIII teatta dei limiti e delle forme indeterminate. Le applicazioni aila
misura del cerchio, al volume del tetvaedro ece. sono opportuni richiami al pro-
gramma del 17 biannio. * 8e il ritorno sulia via percorsa, nota I'A. mella prefa-
zione gl 1° volume, & solo rimedio quando il segno fu oltrepassato, ragion vaola
che divenga regola nei nostri Tstitnti tecaiei, dove un programma de universa
materia che va dall'aritmeticn ragionala ai confini estremi dell'algebra, dall'as-
sioma della lines retia, alln sfera e alle stoperte di Avehimede, vuol essore shri-

gato nei primi doe amni ... ,. L'A. si limita alle forme 2= 7+ osservando che

altrs forme, come 0 X%, @—w, ece., di poca imporfanza nella matematica
alementare, avianno largo sviluppo all’ Universita come applicazions del caleolo
differenziale.

Nel cap. 1X Palgoritmo delle Frazioni continus, di eni fa notare I"importanzs
per 1l calcolo approssimato, & applieato nll’squazione esponenziale, ai numeri jr-
raziongli, alle egnazioni

I vap. X fratta brevemente (ello fignre nguali, simmotriche e simili, I'XT delle
omotetia, il XII del contribiito dell’omotetia alla riselnzione di problemi sul cer-
chio: si ginoge fino al problema d'Apallonio,

Luappendice di I'espressione in funzgpne dai lati, doj raggl del cerchio in.
seritto e dei cerchi exinserifli a un briangolo.

Maneano gli elemenii d geomalbria deseritfiva, e veramente, essendo ii pro-
gramme della ferza classe pletorico, quest’argomento & sacrificato da molfi inse-
guanti; non era male tuttavia se I'A. le aveva dedicato un capilolo.

Voin. IL — 1l 1 cap. riprende |a teoria delle pquazioni e le aggiunge infteres-
santl complementi: equuzioni decomponibili, radici razionali, equazioni a radiei
opposte, aumentate, invertite. equazioni e formole omogenee, ece.
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L'argomento non & preseritto dai programmi, ma non vi & chi non ne veda
Putilita, specialments dal punto di vista dell'A,, il quale vitiene necessario, comes
si @ detto, riprendare gli argomenti fondamentali del 1° biennio, sia per impedirne
Ir dimenticanza, sia per completarli, sin par dare all’intero vorse un assetko or-
gAnico © armonico, _

Per questo scopo appunto, e per il bisogue (i aprire le porte della scunla
media ai conceiti o ai metodi della mpderna matematica, in on eapitolo, il VII,
si tratta delle devivate, valendosi delio sviluppo binomiale, e si applicano ai mas-
siml o minimi delle fungioni. Notevole la dimostrazione del teorema di Fermat
basata sullo sviluppo binomiale,

All'analisi indeterminata di 1° grado leap. X} @ aggiunto un breve capilolo
contenente esempi di equazioni di 2° grado, argomento anche questo che sorpnssn
I programmi, ma che & interessants non fosse alfro per 1 punti di contatto colla
teoria dei numeri.

L'A. ha fatie bene anche a porre in appendics 1 numert eomplessi, argzomento
che varl professori tratiano rel loro corso e che & * vario di riassuntivi eservizi
sill"aniversa materia dell’algebra, della geomstiria e della goniometria _, (Prefa-

zione al II volume). Ssrvono d’introduzione a qaesti numeri, der quali & messa.

in lace I'importanza per la teoria delle equazioni, 1 binomi irrazionali.

Per dar luogo a questi utilj complementi & ridotta qoalche parte del pro-
gramma, cosl alle sszioni coniche & riserhato nn breve eapitolo, 1"VIII, ma, come
noia 'A., * per le curve di 2° ordine & assai nu anno all’ Universita . Del resto
il libro non deve sopprimere il maestro; deva soltanto offrire agli seolari un ria-
pilogo breve, chisre, ordinato, delle lezioni udite.

Quanto al resto poco ¢’2 da dire. Il cap. 1X parla degli angoli poliedri e dei
poligoni sforiei, il III da le principali formole di goniometria aferica, il IV parla
della risoluzione dei triangoli sferici, ridacendo al minimo le discussioni relative,
il V svolge il caleolo eombinatorio (disposizioni, permuntazioni, combinazioni) ehs
¢ applicato nel VI allo svilappo del binomio. Nei cenni sulla probabiliiz rifal-
gouo meglio che alirove lo aspirito arguto dell’A. e i pregi del suo stile. Infine il
cap. IX parla dei poiiedri enleriani e platoniei,

Un giudizio riassuntivo sul libro risults chiaro da quesia rapida rassegns.
Non potremmo affermare con sicurezza che sotho il rispetto teorico e puramente

dotirinale il lihro non contenza qualche Iacuna, ma & certo che sotto I'aspailo -

didattico, lascia ben povo, per non dir nulla, a desiderare.

La Torma svelta, spigliatr, ativnenie dell’opera, il vantnggio di rinnire in on
tntto armonieo il programma de] 20 biannio, sparso finora in libsri diversi, i pregi
didattici, le assicurano larga e meritata diffusione. Dalla simpatia e¢he ha incon-
brato & segno manifesto il rapido esanrirsi delln 1 edizione del 1 volume.

Se poil s pensa the A, ha esiiato tanto a pubblicare gnest'opera, & ¢l i &

indotto per la prescrizione ministeriale che proibisce 'uso delle dispense (come
vonfesse, quasi scusandosi, nella prefazione al 11 volume) mentre siamo indotti a
benedire, per nna volta rlmeno, I'ordine ministeriaie, non possiamo fare a meno
di vergngnarei, noi giovani, 4i buttar fuori opere con tanta leggerezza, scusabile
solo in parte culla necessitk., che ne pinge, di vineer concorsi o altro.
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| VI CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA PER T PROGRESS0 DELLE SCIENT

—_—————

GENOVA — 17925 Ottobre 1912

o

SEDTUT A INAUGURALE.

Il Congresso fu magurato il glorno 17 ottobre ad ore 9.30 nel
salone del Palazzo Dacale, con I'intervento del Ministro della P. I,

di parecehi senatori o deputati, delle nulorita loealt e di numerosi
COngressisii,

H comm. Ronco, presidente del Comitato ordinatore, ed il Sindaco
di Genova rivolsero Per primi parole di salufo a3 convenuli, quindi
tl ministro Credayo pPronunzid uu discorso nel quale, dopo aver por-
tato il saluto del Governo e ricordato le benemerenze di Genova per

gli stodi, parld della funzione delle seienze nella vita sociale, e fer-
mind colle parole seguenti :

1 vostri vongressi, che accomanano l'opera del filosofo con quella del mate-
matico, I'indagine del sociologo con quella del fisico, Ia Ticerca del ginrista o
del filosofs con guella del naturalista o del cultore di scienze teeniche; sony
Pespressione viventa dell'intime nesso tra Ia missione di tutti el scienziati, [
(quali, menire tendone sempre piz a differenziarsi, ogni gierno danno npera al-
I'abbattimento di MTualcana delle veschie barviere ehe segnavansy arbificiali confini,

Oggi si & compreso che I'sutonomin el)e singole scianze quanto Pl deve
eSSer'e ricercatn ne mezzi, tanto mene deve pssers rageiunta rispetto allo stopo,
che & uollettive, Ugui vero seienziato & ogsi orgogliose di pergere una pietra dj
base del grande edificio de] Sapeve ; ma & anche non meno orgogliose di sacrifi-
care suli'altare di uy grande fine collsttivo i vietk vesidui di un esclusivismo,
ormai superate per Sempre 4 vantazgio del Progresse integrale dellp seienza.

Di questo rinnovamento della suienza contemporanea dove essere un riflesso
in seuole. Cio avviepe quasi antomaticamenta nell"istruziona Superinre, ove i pro-
gressi scientifici hanno una eco immediata e suhisconn ZIorno per giormo una
continua elaborazipne : mveéce, questo indispensabije parallelismo tra j progressi
tella scienza e la funzione della scooln tappresenta uno dei pi gravi problemi
dalla padagogin o della politica scolastieg rispette all’istruzione @i grado medio,

A una parziale risoluzione di questo pl’ﬂhlﬂlnll mird la legge del 21 lagliv 1911 ;
che gred i ginnasio-ligap moderne. Questo stitubo, ¢ha ad alcuni, che o npp
chiameri; * lungimirant; parve timida riforma, voole vispecchiars In pin intima
wendenza della seienza contemporanea, la qunle senza perdere di vista i problemi
genernli dal Sapere si avvicina, diﬂ'aranz_innd&si, sempre pin alla vita pratica.

L'oratore continup esammande i mezzi migliori a far sy che la
seienza si accordi bene eolla senoly e questa colln viga, inneggin al
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rinnovamento e al riordinamento pit modernc e pratico degli studi;
pol concluse:

Signori € Signora !

Oggi I'ltalia si presenta al mondo civile forie della sua finanze ricostituita
con spirifo di memorandn saggezza e di perseveranie abnegazione; ammirata
nella forza eroica del suo esercilo e della suer armata; invidiata per la sapienza
della sua legislazione sociale rivolta ad aftenurre le asprezze delle compelizioni
economiche : sollecita di porgere a tutti la pacifica orma emancipatvice dell'alfa-
beto; stimata per la spiendida produzione del sno pensiero sclentifico & per lo

gplendore delle sne arti.

Ogui cittadine pud esser chiamato all’esercizio del pih alte diritto pubblico.
Il pensiero nostro da Aseoli a Cardneei, da @alileo Ferraris a Pacinotti & prodigo
al monde di inestimabili bensfici.

La Patria segue con amore o con orgoglio I'opera vosira, sia essa rivolta 2
aerutare i segreli della natura o della enscienza nmana ; essa senle echa la gran-
dezza della vostra missione é prestigio e decoro per tutii gli 1taliani.

In nome di 8. M. il Re dichiaro aperia la sesta riunione della Societa Iia-
liana per il pregresso delle seienze.

Parlarone poi il prof. Benzoni, preside della facolta di filosofia,
in rappresentanza del reftore, e il prof. Garbasso, a nome della pre-
sidenza del Congresso, ed infine il prof. senatore Scialoia presidente
dell’Associazione per il progresso delle seienze tenwve il discorso inan-
gurale brattando delle quesiioni di dudtto che si riferiscono al do-
mimie dell’aria e alla navigazione aerea. Alla fine del suo discorso
U seuatore Scindoin propose d'inviare un ielegramma di omaggio a
S. M. 1l Re, alto patrono dell’Associazione.

Il giorno stesso a ore 14,30 ebbe lungo 1'inaugarazione del Moseo
di sforia naturale con discorsi del Viece-direttore prof, Gesiro e del
prof. Avturo Issel e venuero pure iniziale le viunioni delle varie classl.

Adunanze delle elassi.

Com’d noto per I'art. 1 del Regolamento |"Associazione e divisa
i bre classi;

A) Scienze fisiche e mutematiche.

B) Scienze biologiche:

() Seienze morali.

Le adunanze a classi vinnite forono tenute nel Pulazzo 8. Giorgio
nel seguente ordine:

Venerdl 1B a ore B. — (Girasss G. B.: Biologia maring e pesea. — Foi FPro!
Le secrezioni interne. — Ronasps-Ricet: Correlazioni fra l'sumento della ric-
chezza e il progresso politice neil’ltalia moderna,

Sabafo 19 a are 9. — Cawaris: La difesa contro le malatlie esotiche nel porlo

di Gemova. — ImpeExiarnt pr Sant'Axerno: La polilica coloniale della repubblica
di Genova. — Sacco: 1 mondi antichi. _
Lunedi 21 a ore 9. — Benimxi: L'azione recente dell'oro sui prezzi gonerall

delle meyei, — Guanescri: La storia delle scienze e Domenico Guglielmini.
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Morszsrr: I limiti della coscienza. — Visconti-Prasca tepente i vascello: Arii-
glierie navali. — Gormxi: 1 formenti selezionati e la Cabbricazione del formaggio.

La classe 4 tenne pure le sue sedute nel Palazzo S. Giorgio nel
soguenfte prdine:

Gioved] 17 a ore 16. — Capuro colonuello, cape della Missions dell Istituto
geuzraiico militare della Libia: Cenno sui nostri lavori geodetico-topografici nella

Libia. — Porro: Sui cataloghi stellari. — Cogn Casti: Di una futura sistema-
zione del porto di (lenova. |

Venerdl 18 a ore 14. — Jowa: Sui cavi sotiomarini, — Panrtanerri: Difese
montane. — Horva : 11 terzo principie della termodinamica.

Sabato 19 a ore 14. — Luiger: Le opere marvittime della Libia. - Primo con-
tribute allo stadio dei materiali da costruzioni idranliche marittime della Libia. —
ABrAHAM: LUna nuova leoria della gravilazione. — Ssuia: La pesca delle spugne

neiln Libin,

Martedl 22 a ore 15, — Rscaio: Ritenate di acque di alin, bassa o media
elevazione. — Vixassa pz Riewy P.: Note geologiche su la Libia italiana. —
Faxrorr: Di aleune vedute direttive odierne nelle investizazioni idvografiche
e ldrauliche,

La classe B tenne le sue adunanze nel Mnseo ecivico di storia
naturale e la classe € nelln R. Universita negli stessi giornt ed ore
della classe 4. Fra queste notinmo la conferenza del prof. Gino
Lorra: La storia delle scienze & unn scienza 2, tenuta tl giorno 18
alla classe .

Hiceo un breve cenno delle conferenze che possono pii interessare
1 lettori del Periodico.

Prof. Rovvra: Il ierzo principio della termodinamica.

La legge fisica che, per la sua portata enorme, put essere considerala come
it terzo principio deila termodinamica, fa enuncigka sei anni or sono da Walter
Nernst, professore di chimica-fisica all’Universite di Berlino. L'oratore, ehe fu
scolare del grande chimico tedesco e collabord ¢ol Maestro alle ricerche speri-
meuntali necessarie per la verfica del nuove prineipio, fece an'esposizione critica
degli importanti lavori che viuscirono in questi nliimi tempi a diradare le nubi di
diffidenza con caui i leorici aceolsero la proposizione d1 Nernst. La quale ha lo
scopo di fissare il valore assoluto dell’entropia, che la termodinamica lascia in-
determinato. Il secondo prineipio infatti dice solo che in un sistema libero, sede
di nn processe spontaneo, il valore deli’entropia cvesce; il principio di Nernst
dice che l'enlropia di un corpo solido o liquide, come il calore specifico, tende
allo zero, all'snnallarsi della temperatyra assoluta.

L'eniropia dunque & determinata per qmualungue temperatnra, anche per i si-
stemi gassosi ed eterogenei, quando si pensi cha essi prssono passare, per via
isotermica e raveraibile, in altri costituiti da sole fasi solide.

Lo stato di equilibrio di nn sistema qualunque risulta cosi fissnto mediante
i soli dati sperimentali (calori specifici, tensioni di vapore, calori di formazione).

La grande mole di misure eseguite stu a dimostrare il buon accordoe della
teoria coll'esperienza.
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Ma Iz portata della nuova legse risulia specialmente da constderazioni eine
tieo-molevolari, suggerite daila teoria dei quanti dr energia, che, nata da mn pro-
blema di ottica. serve ormai di base all'intero edificio della fisica. La costante i
che figura nell'espressione dell'eniropia ricavata dalla teoris classiea di Boliz- l
mann & determinaiaz uells nnova teoria o il principio di Nernst risalita di- ' l
mosirato. 3

Del resto basta In considerazione che, per il secondo principio, mon & possi- ’
bile rafireddare un corpo solide fine allo zero assoluto, per comprendere che la |
nnova legge di termodinamica esprime ssnz'altro un fatbo sperimentale. Infatti,
" ammesso c¢he il calore molecolare di an corpo solido tenda allo zero, all'anpul-
larsi della temperatura assoluta (ed & wn Fatto di esperienzu) si dimostra che una
dilataziene adiabatica portsrshbe un corpo solido allo zero asseluto, se il coeffi-
ciente di dilatazione non temdesse pure allo zero. Questo andemento del coef-
ficienks di dilatazione & unn conseguenza immediaia del principto di Nernst,
vertficata dall'esperienza,

Cesl, dato il sno cavatiers di lezge natmrale. 11 terzo principio della fermo- | E
dinamica non si pud vespingere a priori in base a investigazioni leoriche, come '
il principio deila conservazione dell’'energia o quelln dell'acerescimento dell’sn-
tropia,

P e

Prof. Max ABrRaman: Una nuova teoric della grarvituzione.

In guesta conferenza 1'autore si propose di riassumers i punti essenziali di una
nuova ieoria dells gravitazione svolta da lui stesso s du) prof. Einstein di Zorigo.
Questw teorin collega il potenzinle della gravilazione colla velocita della loce, e
riduce la gravilazione ad rzion] immediate; la legge di Newton vale soltauto in
modo approssimativo. La massa di un sistema é proporzionale alla sua energia, [ i
cosicche le leggi della conservazione dell'emergia e della massa si confondono in
unz sola logge. La teorvin di relativita, Ja {uale non conduce ad una splegazione
soddisfacente delin gravitazione, deve ossers abbandonata.

Prof. Gwvo Loria: La storia della seienza @ uni scienza 2 (Conguiste,
tendenze, aspirazioni della storia delle seienze).

L'oraiore comincio eoll’indicave alenni caratter: generali delln ¥ ricercan sto-
vica , ed istitm) un parslielo fra fquesia e la * ricerca scienfifica ,, dal quale ri-
sulta in che cosa differiscano e in che cosa somiglino. Ne concluse che nulla’
autorizza a rilenere Ia prima inferiore allp seconda e dette ragione dell’opposia
opinione, segralando aleuni lavori sopra la storia delle scienze atti a screditare
(uesta branca di studi, affrettandosi a tare subito conoscere { modalli che la
Francia per prima ha offerti a coloro che intendonc dedicarvisi, Passd poi ad
indicare 1 meatodi gli ansiliar, i problemi metodologic propri della sioria delle
Scienze, arrestandosi in particolare sopra lx tanto sibatiuta guestione se SIR pos- :
sibile uoa * storia della scienza .. materia di cur nel Collegio di T'rangia esiste |
una cattedra apposita, |

Dimostrata poi I'utilita di cui & ricea la storia dalle stienze, agli chiese perché
mai essa annoveri vggl, specialments in Iialin cost scarsi cultori e si arresto m? j
enumerars i mezzi per sccrescerli, kEgli sostenne, in particolare, la necessita di
un = Manuale , per eolorn che vogliono consacrarvisi : e, dopo aver osseyvato che
uon potrebbe ossers opera di un sula persona, fece voti che la Societh per il Pro-
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gresso delle Scienze (presso eni ia storia delle scienze ha incontrato up lusin-
ghiero favore) assnmesse Ja tutela e 1a divezions dj un’'impresa che, senzs dubbio,
riscuotershbe il plauso di talte j] mondo vivile,

Adnnanze delln Sezione 1.

La sezione [ (Mﬂ.temntiﬂﬂ, Fisica, Mineralogia) si aduntd nella
1. Universiti. Keeo un breve riassanto dei supi lavor;,

Venerdl 18. — 1j puor, Uasazza biattd brevemenie di un appunto sully cadnia
dei gravi e i prof. Chsortr colls comonicazione : Si Wi alenne récenti yicerehs
@ Irodinumica, feeo una rassegna dells pin recenti questioni wrodinaniiche o
espose alenni interessanti risultati, in proposiio dei snoi studi speciali,

Sabato 19. — || yyaf. Loria, per incarico del prof. Ldgardo Ciani, comunied
le conclusioni di un lavoro dal titolo * Lo carve plawve di guint'ordive invariant
rispettoc a gruppr di eollinsazioni piaee .. Per invito del prof, Volterra il
prol, (3. Loria pose ai voti il seguente ordine de g1orno -

“ La Sezione 1 dealla V1 Rinnione deila Sveista per jl progresso delle scienzs
“1a voli: 1. Che pelln edizione completa delie opere di Eulero, attualmente in
Lorso di esecuziene, come trovarono posto le note di Lagrange al trattato di
“ Algebra, VeDZAno insarite le osservazioni al Caleolo integrale dovate n Lorenzo
“ Mascheroni. - 11. Che il Governo italiang aceordi, ove sia TIBCOSSATIO, UNA sovyer-
© zlone pecunaria opde ottenere, dalla Casa editrise il eorrispondente ampliamento
* del primitivo piane finanziario dell impresa _, I approvate ad unanimita,

I prof. Rusr annunzis alla Sezione uno speciale adattamento d'un fotometro
di Lumner e Brodham, alla misura dell’illnminazione di un ambiente illuminate,
ton la costruzione del cesideits, solido d*illuminazione. L'istrumento cosi modifi-
cato, chiamasi fotofasimeiro. Espose aleuni risuliati doil'uso da Inj fatto dell'appa-
vecehio. — 11 prof Bowacing parld di un processn per oltenere fotografie a colori
su carfa colla earta * Ubtoeolor , di vecante fabbricazione, mostry i risultati ed
aggiunse alcune sus osservazioni. — 11 prof. Beecio parle di aleune fanzioni ang-
loghe a quelle di Green che compatonn uella teoria della elasticith e del teorema
di reciprocita ad esse velative., — J] prof. Bonvororr: dette aleuni movi eriteri di
convergenza degli integrali Improprii definiti. o 1 applico a dimostrare un ieorema
sulle invariantivila della frequenza di un insieme ber trasformaczioni finite e gon-
tinwe. — Si dette per lotia In comunicazione del prof. Axpossy * Salla distriby-
zione della piogeia per le stagioni nells varie stazioni dell' lialia setbentrionyle ye—
1l prof. Gianrrawcescn espose i lavori da luk fathi snllo studio delle surve vocsl,
adoperando, come oscillografo, I'elettrometro bifilare di Wulf — Ta comurnicazione
fn illustrata con projezion;. Il prof. Lo Surpo chiese alenne spiegazioni, che
turon date dal conferenziere H dottor P. Rossi parlo sul comportamento dal-
I"Uranio X rispettn ai melodi nsuals di separazions elettrochimica degli elementi
radioattivi, eipé i) metodo elettrnuhimicuﬁlmpriﬂ.mﬁnta dotlo, ed il matodo elet-
trolifico. Quanto al primo di detii metadi 1'oratops trovo che la legge di Tincas
& soddisfatta solo ip Parle; quanto al secondo metodo trovd che quando il depo-
site anodico & radicatEivo, attivita & dovuta solo g]l' Uranio N, questa atlivity a
da considerarsi come conseguenza di fenomeni dj assorbimento, da parte di atii.
Vith contenute wei sali dj Uranio, nell'Uranio X,

Mercoledl 23. — ) prof. Prora, anche a nome del prof. Tieri, descrisse lin#
lisposizione spevimentale per determinare gli sforzi ai quali somo soggefti |
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corpi magnetici mel campo magnetico. — Segui il prof. Froranrine che rifers
sul problema della composizione delle vocali che per varie ragioni sembra ancors
molto degno di stndio, — L'ing. L. Prserico, offrendo in omaggio slla Societa
di Fisiea due suoi libri sai cataclismi geologici, ne riassunse 'areomento e Jo
scopo. — 1l prof. Lo Surbo presentd un ordine del giorne in eni rinnovd il voio,
fatto a Iloma lo scorso anne affinché i magnetografi, impiantati dal Donati in
Firenze ed attualmente in ottime condizioni, vengano tolti dall'attusle stato di
tnoperosila. Tale vofo fu approvatv ad upanimita.

Nelln seduta interna amministrativa della Societh tenutasi il
19 ottobre si procedette alla elezione parziale delle nvove eariche
soelall, che diede 1 seguenti risnltati:

Ufficio di Presidenza e di Amministrazione.

Segretario: Frof. Vincenzo Reina; Vice-segretario: Doth. Giorgie Abeti:
Amministratore : Prof. Bonaldo Stringher; Feonomo-Cossiere: Doll. Luciapo
Pigorini.

Presidenti di Sezione.

Classe A: Prof. Guido Grassi; prof. Francesco Marino Zuco; prof. sen. (Gin-
sappe Veronese. — (Jmsse B: Prof. (nglielmo Romiti: prof, Daniele Rosa. —
Classe C: Prof. Giovanni Lorenzoni; prof. Giacinte Romano.

NMembri del Comilato Scieniifico.

Prof. Giuseppe Bellneci: Col. Filippo Cavazza; prof. Corrado Gini; prof. Gio-
seppe Oddo.
Le cariche sociali restano cosi costituite:

Ufficio di Presidenza e di Amministrazione.

Presidente: Frof, sen. Vittovio Scialoja. — Vice-presidenti: Prof. Antonio
Garbasso ; prof. Romnaldo Pirotta. — Segretario : Prof. Vincenzo Reina, — Viece
segretarie: Dotl. Qiorgio Abetti. — Awministratore @ Prof. Bonaldo Stringher, —

Cassiere-Economo : Dott. Luciano Pigovini. — Vice-segretario aggiunto : Prof, Gae
tano (risostomi. — Bibliotesario : N. N,

Presidenti di Sezione.

Clasge A: Prof. Ovso Marie Corbino; prof. sen. Giuseppe Della Vedova;
prof. Guide Grassi; prof. Francesco Marino Zuco; prof. sen. Giuseppe Veronese;
mrol. Ferrnecio Zambonini, — Classe B: Prol. sen. Luigi Luciani; prof. Oresie
Mattirolo; prof. Guglielmo Romiti; prof. Danicle Rosa. — Classe C: Prof. Ghe
rardo Ghirardini ; prof. Pasquale Jsunaccone ; prof. Giovanni Lorenzoni: prof, (i1a-

cinto Homano.
Membri del Comitalo Scientifico.

Prof. (linseppe Bellucei; Col. Filippv Cavazzn; prof. Corrado Gini; prof. Tulliv
Levi-Civila ; prof. (Ginseppe Qddo ; prof. Silvio Perozzi; ing. Eugenio Rignano:

prof. (ziovanni Vacea.
Quale sede della VII Rianione del 1913 venne sfabilita la citta di Siena.
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II1 CONGRESSO
DELLA SOCIETA ITALIANA DI MATEMATICA “ MATHESIS

GENOVA — 21-24 Ottobre 1912

Questo Congresso fau tenuto nel rdolto del teatrv Curdo Felice.
La seduta inawvgurale ebbe luvgo 1i 21 ottobre alle ore 4,30,

Presero pusto alla presidenzi il prof. Castelnuovo, il prof. Vigoni,
H. Provveditors agh studi di Genova, rappresentante 1) Ministro della
P. Istruzione, 'assessore Vitali e I'avy. Garnier. '

Si levd primo a parlare i prol. Vigoni, il quale con un elevato
e applundile diseorso., dopo aver dimostrato cle nells screnza e l'ay-
venire della nostra vazza, si disse listo di portare ai congressisti il
saluto inangurale del ministro Credaro.

Segul 1! prof. Vitali, il quale assicurs che Genova seguniva con pro-
fonda attenzione gli studi de] Congresso ed era orgogliosa di ospitare
1 soci della “ Mathesis _, aj quali vimovd il saluto della sua citid,

A nome della sezione di Genova i1l prof. Loria dette con parola
ornata 1l benvenuto ai convenuti e infine Pillustre Presidente del-
I'Associazione, prof. Unsta]uunvu, comineid 1l suo diseorso eoj rin-
graziamenti di rito. Indagb poscia perchd troppo pocli si OGCUpPano
& danno importanza alle questioni didatiiche.

Rilevato ii dissidio fin scuolu e vita, riconobbe che la prima pecea.
di teoricismo. La tendenza allo specialismo ha aggravato il male.

1 prof. Castelnaovo vagheggia una riforma della scuola che la
liberi del carattere troppo dogmatico & teorico cle oggl Vopprime,
Teme perd che la riforma sarebbe troppo lenta ed imperfetta, quando
ad essa dovessero provvedere solo gli nemini c¢he vivono per la
scuola. Egli invoea un'unione degli insegnanti e degli womini i
uzione perche ingieme affrontino il grave problems, Bd & lieto di
lanciare questo augurio dalla nobile citta di Genova che por nella
febbre del suo intenso lavoro sa dimostrare qual pregio essa athri-
buisea alla collura nazionale. * Se |'ambiente ove trascorreremo
questi giorni ci fark sentive guanto profundi siano 1 legami tra la

vita attiva e la seuola — concluse — AVIemo una nuova ragione
per rallegrarci di aver seelto Genova come sede del nostro (on-
ZIeRE0 .

Le adunanze si snceedettero senza i terruzione nei giorni sneces-
sivi e furono ampiamente discusse le velnzioni preparate dalla sot-
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tocommissione ilaliana della commissione internaziondle per 'inse- i

gnamento mubematico, e cioé:

Relazioni sulle Scuole slementari o noyrmali (proi. Coxri),

Helazione sulle Scuole elassiche (prof. Scarrie e Fazzar),

Belazione sulle Senole ed Istituti Teenici (prof. Scorza).

elazione inforno alla Preparazione degli insegnanti di matematica (prof. Pix-
CHERLE),

Relazions sulle Sewsle commereiali, industriali, militari, eve. (prof. Lazzeri).

Furono pure discussi i seenenti temi

a) Bffetti gturidico-specifici deila lawren in matematica {(Relatore prof. Va.
NERONI J, |

b) Suill'incompatibilitee degli wffici di professove di matematica nelle scuole
medie ¢ nasiztente universitario (Relntore prof. Yivanm).

Quesie discussioni furono alternate con e seguenti conferenze:

Conferenza del prof. G. Lorta : Ecoentricitd ¢ misters dei numeri. |
V. Briva: Matematica di precisione e matemalicn @i ap-
prossimazione. ' |

o . « . Vacca: T ciassici delle matematiche.

= " n

La sera del 21 ebbe luogo una aduvanza nell’anla magna del-
I Umiversita, in comune con I'Associnzione eletirotecnica italiana péer
discutere sull’ordinamento degli studi per ghi allievi in gegueri. In detta
adupanza, riuseita solenne per il numero e il valore degli intervenuts,
st aceentud la tendenza, enunciata per la prima volta nel I Congresso
delle Svienze tenuto a Parma uel 1907, a ridurre gl'insegnamenti di
matemaliche pure nel primo biennio di matematiche che & comune agli.
studenti di matematiche pure e agli ailievi ingegneri in guisa che
essl possan seguire il corso di meceanica razionale al secondo anno.

Parlarono in questo senso i professori Lori, Somigliana, Enriquez
ed altri. Il prof. Pincherle, pur riconoscendo la necessiti di avere di
mira nel primo biennio gl'interessi dei fufuri Ingegneri, parld con
calda e appassionata parola dei danmi che recherebbe alla eultura
scientifica del nostro paese il dare agli studenti di matematiche pure
un Insegnamento troppo sommario, e Jasciare- andare in abbandono
le belle conguiste seientifiche di oltre cinquant’anni; ed enuncio anche
I"idea di teuwere separati gli studenti di matematiche pure da quell
d'ingegneria sino dal primio anno d'Universita per meglio tutelare
gl'interessi degli uni e degli altei.

Nacque una larga ed animata discussione alla quale presero parte
molil dei congressisti, e che si chiuse eolla proposta, accetfata da
tutti, di nominare una commissione mista di teorici e i teeniel, .
mearicaia di studiare il grave problema e {are proposte concrete. <

GIviro Lazzert — Direttore-responsabile

Finito di stampare it 2 Genunio 1918,
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VALGORITO DELLE POTENZE B 1L BiNouio o NEWTON

nel ealeolo veftoriale

l. Nou sappiamo riehiamare la benevola atlenzione dei lettori sy
quanto si ha qui oceasione dj GSPOITe senza prima invoeare a nostra
giustifieazione un‘acuta osservazione del Cantor secondo i quale ca-
ratleristica della ricerca malematica & [g pi completa liberty 0,
some avverie il prof. Gino Lopia in una sua conferenza, (') Ia facolta
di introdurre nuovi entl per definizione purche non contradicano s
prineipi di gid accektat; e di ammettere come Possibile qualungue
proposizione di eui noy sig state ancora dimostrata n falsita.

In una nota precedente (%) abbinmo esteso al ealenlo formale dei
vettori Pespressione algebriea che di i quadrato di un polinemio-
e il risultato apparisce possibile @-priori perche, contenendo lo svi-
luppo i quadrati de;j bermini, esiste ed ha significato nel ealoolo vel-

toriale la seconda potenza (scalare o mterna) di un vettore data per
definizione dalla espressione:

o
Nou & piu cosi se s cerca di estendere a) caleolo vettorinle la
formola ehe da 1o sviluppo del binomio di Newton; in ta] Caso sj

leve in primo lunogo dar signifieato alle snccessive potenze scalar
li un veitore ossin alle espression; -

al, a‘, .. . g

Poscin ricercare se in buse ad esse sia valido 1o sviluppo newto-
1ano di an binomio i cuj termini sono vettori. B poichs iy fondo i
aleolo vetforiale b un sistema essenzialmente formale c¢le esprine
0& per convenzione determinate espressioni fra sealmd con equiva-
nti aggreguzioni di simboli vettoriadi e viceversa, si vede cosl che

detta ricerea s puo mntendere in dpe modi diversi: o dando nlle

Pressioni af{i—=1, 2, 3y...) quel significato clie appare il pit natu-
le ossia il pin conforme alla ordinaria definizione di potenza da
| lufo e aj principi del ealeolo Vettoriale dall'alfyo e poscia veri-

(") Motemation ¢ reaifd. Febbraio 1011,
(*) Periodico i Malematica, anno XXVIN, fage, I, Sebt, 1912,
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146 PERIODIOO DI MATEMATICA,

ficando se in base ai prineipi stabiliti ¢ valido lo sviluppe newto-
niano o definendo addiritbura 1 superiori simboli di potenza 1n modo
che tule sviluppo reshi verifieato.

A dir vero la costruzione di un algoritmo di potenze vettoriali
dovrebbe risultare dall’esame di tutto Palgoritmo algebrico delle
potenze e non dulla considerazione di casi particolari: ma se non
prima & dimostrala a-priori In possibilita o la impossibilifa di nn
tale algoritmo — 11 ¢he pud risultare solo dalla dimosirazione che
I'idea medesima di esso contradice o no al fondamenta del caleolo
vettoriale — Ja ricerea di esso deve procedere per gradi prendendo
le mosse (o1 casi particolar,

Esporvemo qui 1l prineipio di un algoritmo che pur verificando,
come =i dimostreva, qualeuno dei teoremi elementari delle potenze, non
verifica perd la formola del binomio di Newton: anzi il procedimento
di verifica condoce alla conclusione che tale formola ® valida solo
per i binomi di nnmeri. Tale risultato negativo non pud perd in alcun
modo infirmare la validita dell’algoritmo stesso — la quale, come &
& accennato, dovirebbe ssser negata in modo diverso — sia per 'esat-
tezza dell’accennata conclusione sia per 1] fatto che non tultle le pro-
prieta e formole algebriche si traducono inalterate negli algoritm
formali poichg, com’ e noto, alcune di esse valgono integralmente,
altre con modificaziom, altre infine non sono addinttura valide.

2. Dato un vettore qualunque a e il versore i di tutti i veilorl

agenti nella direzione di a, si pud sempre porre per convenzione:

a'=a=nai; (1)

gl sa d'altro lato che:
a' = @)

oasia chiv 1l quadrato inferno o sealare del vettore & la guantita sca-
lare ugnaly al qundrato del modnio,

Com'a noto tale defimizione della seconda potenza si obtiene dal-
I"'espressione generale del prodoity interno di due vetbori:

abh = abecos(a, b)

sve si sopponga =" @ in consegnenza a=~>n, (m, b)=0 ed ove si
convengn di indicave con a* I'vspressione a X a = aa che risuita dalla

notazione del primo membro.
Per sstenildere ln nolazione ngli esponenii superinri a 2 ammel-

teremo sia valide il principiv genernle dell’elevazione a potenza,
ammetleremo civé che si abbia:

a'=a X a X aX... Xanvolle. (3)

Potendo cid semhbrare in contrndizione col noto prineipio secondo
il gquale @ un’operazione priva di significato 'operazione aX bXe
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che indica il prodotto scalure di tre veLtor, (*) osserviamo subito
che c¢id polrebbe esser vero nel caso di fre velbori distinti per i
quali oceorre considerare direzioni ed angoli diversi, mentre potrebbe
o per contro non sussistere nel caso in cui avendosi a=—h—¢ g
considerano solo una direzione unica ed ungoli nulli. Bi jufabli ve-
diaimo subito che le nostre definizioni, fondate snl principio esPIesso
dalla (3) si basauo anzi sii segnentl nolissimi prineipi di enleolo vet-
torrle (che considerano entramb; una direzione unicn) senza contra-
dire per nulla ud essi;

1° il prodotto di ua mumero scalare 1 per un vetfore m e un vei-
bore avente la grandezza k. Ia direzione ugnale a quelln di m e il
verso uguale od opposto a quello di m secondochs Z & positivo o
negativo (i fattori £ che noi consideriamo si suppongono qui, per ora,
positivi).

2" 1l prodotto sealare di dne vebtor: avenfi la stessa direzione e
ugoale al prodotto dei loro moduli.

Uonsiderinmo in effetti la terza polenza e ricordando il postulato
ammesso si ha:

a*-——n)(a)(n:[a)(n.b\’ﬂ
onde per la (2)
a'=qa"a
e per 1l primo de; priucipl esposti si pud dire che il cubo (inferno
o scalare} di on vettore, & un vettore che ha per direzione e senso
quelli del vettore dato ¢ per modulo a; st pud quindi scrivere:

a’ — g?. (4)
Considerando analogamente I quuaria potenza si avra:

a'=axXaxXaxXa

e procedendo ad eseguire i prodotli snccessivi indieali al secondo
membro sl arrivera nll'espressione:

n‘=a" X a
onde ricordando il secondo dei principi esposti si pub scrivere infine:
a'= g4 (5)

e dire che la quarta potenza di un vetlors & uno scalare ngnale alla
quarta potenza del modulo. »

Le (1) (2) {4) (5) forniscono la regola generale a eni conduee 'ado-
perato metodo di conclugione da n ad n-1: quando lo esponente &
dispari l'applicazione successiva delln (3) eenduce in definitiva al
prodotto di un numero per un vettore ossia ad un vetbore, guando

{) Buraia-Forn & MarooLonao, Elem. di Crdealo velloriale, 1909, pag. 29,
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lo esponente & pari si perviene in fine a un prodotto scalarve di due A%
» " = = . & o 1 -

vetfori agenti nella stessa direzione il che da Inogo ad un numero, 58
- 3= . .yé . : : ot A

Detio quindi 2 un numero reale intero & positivo, pari o dispari, A

- - . % Rl

possiamo serivere in generale: e

far=a" (6)

|t t=0nS {198 . X

Si ha pertanto che 1o potenzan nesima di un vetbore & uno sealare
nguale alla potenza n®iwa del modulo ovvero un veltore avente la
direzione e il senso del vettore dato e il modulo nguale alla potenza
n=sind del modulo secondochs » & parvi o dispari. Dn quanto si & detto
emerge intanto che l'applicazione successiva del prodotto scalare - _
conduce anche in questi easi ad una gnantitd scalare, avendosi um . -: .
vettore solo quando il prodotto interno & alternativamente sostituito
dal prodolie di un numero per un vebtfore. Osserviamo poi che gli 15
esponentl si suppongone sempre esser numeri che si considerano
tnoltre sempre inferi e positivi.

*

A Y
| _ A
3. Avendo considerato le potenze suecessive del vettore a pos- i v
siamo considerare anche quelle del vettore ad esso contrvario, ossia - ‘J;;?E
quelle di —a il cui tensore &8 — ¢ avendos], come si sa: <
—a— (—a)i.
Si ha allora eon procedimento del tutto analogo a quello tenuto -
¢ ricordando 1 due principi sopra esposti: -
(—a)=—n=—(a') <
(—af=(—a) X(a—)=(—a)l—a)=n’
(—af=a(—a)=(—afi=(—a)i=—(a’)

(—a)'={{— a®)i] X (—a)=(— a®) (— a) = 4

Cosi confinaando, possiamo porre in generale:

((—a) = o
1 [_ n]5h+1 == 1_ ﬂﬂll--‘i}j_ ‘7)

e confrontando con le (6) risulta:

I(— el @)

| (— ay+: = — (atn+?)

risultato formale perfettamente eonforme n quello dell’algebra ordi-
naria. Poiche i due membri della prima delle (8) rappresentano la . ..
quantiti sealarve positiva o™, possiamo convenire di indicare con 12
notazione formale —a™ la quantith scalare essenzialmente nega-
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tiva —a®™. Sappiamo per esemplo che il prodotto sealare di dune
vettori uguali ed opposti & una quanfitd scalare negativa che ha il
valore assoluto uguale al quadrato del tensore comune, ossia:

(+-2) X (—a) = —

onde in base alla convenzione fatia possiamo anche porre:

(+-2) > (—a)— — a2,

Facendo inoltre la eonvenzione di indicare con —a*™*? 'espres-
sione (— a)"™* possiamo porre in base alle (S):

{[— i . (9)

(— )t = — gt

tisultato, anche questo, del tutto conforme a quello dell’ordinario
algoritmo delle potenze.

Bistenderemo ora a tale alenritmo formale qualeuno dei teoremi
elementari sulle potenze, |

Pertanto ricordiamo qni ehe dati dne numer; parl la lorv somma
e il loro prodotto sono sempre part; dati doe numeri dispari mentre
la somma & sempre pari il loro prodotio & sempre dispari; duti finnl-
mente doe nameri uno dei quali & pari mentre Ualiio & dispari si ha

viceversa che la loro somma & sempre dispari mentre il Joro pro-

dotto & sempre pari, Tali proprietd si possono agevolmente dedurre
esprimendo, come abbiam visto. un numers pari con l'espressione:

m=2h (h=1,2.8,. ..
¢ un numero dispari con l'espressione generale:

n=24"+-1 (h'=1,238,...).

3
% =

4. Cousideriamo un vebtore 4, 1l suo versore i e due numer reai,
mberi e posilivi, i ed n.
Supposti i due numeri entrambi dispari si ha:

a" = a"
Al = q"j

e facendo il prodotto sealure dei que veltori, poichd essi agiscono
nella stessa direzione avremo:

ﬂllluj_'ln — ﬂmﬂu e ﬂul—l'.u

e poich® m +n & pari possiamo porre:

aﬂl-ﬁ-u —— ﬂ'.ll:l"r u
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e finalmente: -
aoat — Hm+n. (10}
S8 m & pavi ed n & dispari si avra:
a™ =a% A" = q"i.

Considerato il prodotto ama® fra lo scalare a® e il vettore a®

ess0, per la prima delle ngnaglianze precedenti, si pud porre sotto
la forma a=a® onde eseguendo il prodotto su detto avremo: '

478" —= gPg" — gVg"i — g™

8 poichd m--2 & dispﬁﬂ' 1l secondn membro & proprio la potenza
m — nesima de] vettore a, per coi avendosi

g™ '] = gain

gl pud finalmente scrivere, anche in tal easo:
ﬂ[ﬂﬂ\] i ai’ﬂi-ll'ﬂ
Nel easo di m, # entrambi pari si ha:
gm = /", a" = a".

Ora al modo stesso che nella definizione del quadrato scalave si
pone aa=a® uguale per definizione ad an—=a® il prodotto alge-
brico a™a" si pad, anche per le ugnaglianze formali precedenti, met-
tere analogamente solte !a forma a™a®: porremo quindi

amgt — qWag®,

Trasformando il secondo membro e osservando che m +n & parl

avremos:
Qe — qutD — po+o

e sosliluendo avremo sneora:-

ATl — pWio,

La (10) & pertanto dimostraia in ognl easo ed essa esprime, come -
in algebra, che il prodotlo di due potenze della stessa base & nna
potenza della stessa base che ha per esponente la somma degli espo-
nenti, Secondoché m ed n sono entrambi pari, entrambi dispari, uno
pari e l'altro dispari i1 primo membro & rispettivamente la rappre-
sentazione simbolica di un prodotto numerico, un prodotto interno,
la rappresentazione simbolica del prodotto di un numero per un vet-
tore e 1l secondo membro @ rispetlivamente fin numero, un altro
numero, un vettore,

Consideriamo ora I'espressione:

(a™)",
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Se 1 due numeri m ed # sono enframbi pavi si ha:

(8™)" = (a™)" = gmn
© poiché mn & pari:
H'IJJ]..'I —_ “‘.I}IIII

onde;
(am)n — gmn. {11)

Se i due numeri sono entrambi dispari si ha:
(‘ﬂmjn . (amiju p— ”ﬂm]n] i — qung

e poiche mmn & dispari, il secondo membro & |n putenza nntim qi g
per eul essendo

am™] = gmn
risulta ancora:

(ﬂm}n — ﬂmu.

Finalmente se m & pavi ed n 3 dispati si ha, ricordando che mn

& pari:
[ﬂm)n _— [ﬂm}n = g™l — gmu
6 viceversa se m & dispari ad pari;
(A7) = {ami)" = (@) = guo — g

La (11) rimane cosi completamente dimostrata ed esprime, come
in Algebra, che la potenza di una potenza si ha facendo il prodetto
degli esponenti. Se gl esponentl sono pari il primo membro & un
unmero, se sono dispari & la potenza di un vetbore, se nno & pari
e l'altro & dispari & un numero o la potenza di un vettore: e corri-
spondentemente il secondo membro sara un numero, un vettore ed
un numero.

Siano ora a, b due vettori divergenti da un'origine comune O o
consideriamo un numero m, dispari, Si avra:

Al =g,  pm = juj

essendo i, j due versori presi rispeftivamente sulle direzioni dei vet-
tor dati, Posto, com’s evidente:

ang (&, b) =ang (am, bh™) =48
sI avranno i due prodotti iuberni-

A7H" = gh eos 6 (12)
ab=gb cos 6, (13)

Elevando la (18) alla potenza m™* gyremo:
(AD)™ = a"b" cog™ § = gmpv gpg § poem—? b (14)
e sostituendo al secondo membro il valore (12} s1 avrd:

(@b)" = (a™bh™) cog—1 g {15)

.
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e poiehd, come si sa, &:
cos=1i X j=ij
si pud anche serivere:
(ah)= = (amh=) (ij)»—, (16)

La (15) o la (16) danno la potenza m*™ @i un prodotto inferno
e mostrano che a meno di un altro fattore & il prodotto interno delle
potenze m*™ dei fattori. I teorema di algebra accennnto non sj

traduce guindi integralmente in tale algoritmo.
Se m & pard si ha invece

a — ﬂm’ blﬂ —_— E,LI!!

e posto, ecome si & visto altrove:
ﬂ.'"bm — ﬁmbm
avremo per la (14):
(b} = (a™hm) cog™ = (amb™) (ij)™. (17)

Cosi ad esempio per m=2 si avri:
(ab)® = a%* cos® i = a®b® cos®,

*
¥k

9. 8i sa di gia che lo sviluppo del binomio di Newlon & valido
per # =13: vedremo ora che esso non & valido per # =3 quando si
adoperi 1l superiore algoritmo.

Consideriamo pertanto i due veftori concorrenti:

i1—A—-0, b=B-0
e sia la loro somma o risuliante:

r=R-—0.
Sappiamo che si ha:

fr=a-+Db
#=(e* -+ 2ab cos B +- 3%,

Supponendo valido lo sviluppe del binomio per l'esponente # =3

sl ha:
2+ b= 2%} 3% + 3ab? [ b’ 1}

e applicando ai termini del secondo membro | var prinecipi dell’algo-
ritmo esposto:

f a® = a'i

| 3ab* = 3b% = 3ud%

[ b=

| 3a°h =3u’b = 3a%j
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le quali esprimono che i primi due vettor agiscono nella direzione OA
¢ nel medesimo verso mentre gl altri due agiseono nella direzione OB

e anch'essi nel medesimo verso. Applicande ora alla (18) la proprieti
commulaiiva della somma vettoriale, putremo serivere:

(& 4 b} = (a - 3ab®) +- (H° -+ 2a%h)

e ricordando ehe la somma di veltor] fuogo In stessa direzione ha
per modulo la somma dei moduli, porremo:

W = (0° - 34} = (¢ + B0b® i
= (b’ < 5a°h) = (6* - 3a%) J

oy =l g
[ =
¥ s ‘u.t'?:;hlr =

e
= Sy

e
".-I.I 4

Quindi, se I'algoritmo esposto verifica In (18) i1 vettore

=71 k=(a - h)¢

(essendo k il versore della direzione OR) deve essere la rigultante
dei due veltori m ed n che comprendono 'angolo (a, b)=(a% bY) =0, (')
Pertanto il tensore di 1, ossia »® deve risultare dalla relazione:

() = (a®+ 3ab?)* L (5* - 3a°8)* -2 (a® - 3ab®) (2° 1 3a°h) cos 0. (19)

Onde verificare la relnzione ora scritta osserviamo che lo svi-

luppo del suo secondo membro deve evidentemente ungnagliare lo
sviluppo dell’espressione:

() = (»*)* = (2 L~ 2ab cos f - b*P (9

la quale contiene pure a, 8, 6 cosf. Ora Mugnaglianza delle due espres-

[*) 8i pub adopernre un altre proeadimento ponenilo -

(& + B = (0 — b3 — (3b%a L 3n=h)
dove, posii:

b= (- 0% = pp,
sl vedos clie mentre 1 dus vettori I 4 comprendenc un eerto nugolo (p, M) = o eissenuo di eas] §
In risutionte di doe vettori ehe comprendono Iangolo # talehd sl gwrd -
B =(6")® - (272 - 20883 poe B
¢* = (3a2%)* + (3a)® — 2 (34b?) (8a%D) vos D,
Se 1'nlgoritmo esposto verificnsse pereid Ia (18) si dovrebbe avere-
= p+
(P — p* 4 B=— S0y cos
In wul considernzions deve vondurre ad analoghie vonslnsion.
(%) Posto M = af T2abeost 5= 7% |a {dhuoln seriita ai pud anche otiencre dulln se-

guente ;
L4
v = (Y1) = BEEES .
@aso parbioolars di guest'alira ehe (i le poienze suecesalve di »-

a
’ﬂ={fﬁ}l‘l=rmnzﬂﬂ (2 = 1121'3-"]

e ls quale si pud porre facilmente.
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sioni non si verifiea, poiché mentre il secondo membro della preece-
dente, applicando la nota formola:

oy + 2=+ o - 24 Bay? - B2+ By +
-+ 32y + 322+ 392 -}- 6y

da 1l polinomio ordinato, completo & sunetrico:
F=a®46 cos 6 a% - (3 -+ 12 cos® §) a'd® +
+ (12 cos b — 8 cos® 6) a°0® + (8 4 12 cos® B) a®h* -+ 6 cos A ab® - B°:

il secondo membro della (19) (4 invece I'altro polinomio ordinato,
compleito e anch’esso simetrico:

F'=a"1- 6 cos 6 a®h -} 15 a*b® | 20 cos 0 o™ -
-+ 15a%* + 6 cos 6 ab® 4 B°.
Quindi poiché non & F=T" I'esposto algoritmo non verifica in
generale lo sviluppo del binomio di Newton. Le formole poste espri-
mono che lo sviluppo in quistione & valido selo quando si ha:

=¥

ossia solo quando:
3112 cos* =15
12 cos § + 8 cos® B =20 cos b.

Le so seritte condizioni si traducono com’® evidente nella condi-

zlone piu generale:
z+ycosh=z+9

essendo 2 ed y doe numeri qualunque. Perchd questa sia valida deve

essere:
cos*h=1
onde:

cos =11 =+ 1
(8, b)=b8=kx (k=0,1,23...).

onde:

Tal visultato esprime che lu (18) & valida solo se i due vettori #
e b hanno la stessa direzione: ossia in conelusione che o gviluppo
newtoniano & valido per i soli numeri poiche sappiamo in generale
che il calcolo dei numeri & ngunle a quello dei vettori aventi la
medesima divezione, essendoclie p.es, la somma di essi si riduce ad
una sommi algebrica e il loro prodotfo scalare o interno ad un pro-

do tho algebrico,
SALVATORE Aveusto Toscano.

Nora. — Nen essendosi potute, per un contrattempe, correggere le notazioni
qui adoporaie onde renderle al tutto conformi s gquelle del sistema inirinseco (0
agsoluto od awtonomo) di Caloolo vettoriale proposto dagl'illustri Proff. Burast-
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Fontt © Marooroxeo, ora universalmente adotlato, si dichiarano gui le due mo-

dificazioni essenziali da apportare ad esse.
1%, Non & permease indicaro mod a, mod b, ... con le notazioni abbreviate o, &,...

ossia indicare i moduli dei vettori mediante la letters non grassetis nguale a quella
grassetta con cui 1 vetfori si indicano. Invero tale convenziona non si pud appli-
care & indicare le espressioni:

mod {a + b), mod {8 < b, mod (n /\ b)

visto che p. es. (a+ b) “non & una lebtera @ non & a carattere grassotto , e che
& assurdo d'altro lato porre:

¥ of s
i, S . B Gt
e - S t -
Tt . Mo el T B By [
s = = X i i ik il
o e RS b ML pimaie o]
- o - . Al

AT il aip I — g T, R

e
=l R = s
S R,
1 i T L
": |'|. L Eiia s
" = e TN | 1
L =

s 1
IR, -
P B 1

moed g+ bl=moeda =+ mod b= n + b.

in generale non si pud stabilire una convenzione logica fissa, ciod applicabile
In ogni caso, relativamente alla specie dei segui atti 2 indicare i vettori, i loro
moduli ecc., @ in generals i varl enti di una classe (Burairr-Form & MaircorLowao,
Elem. di Caleolo vettoriale, 1900, nota (4) a pag. 181).

2%, Nel sistema di calcolo vetlorirle intrinseco la notazione da adotfare per
il prodotio interno & la primitiva notaziona 8 b di Grassmann ead & da abban-
donars la notazione ab che & propria del prodotto alternato nel sistema d&i calcolo

geometrice di Grassmaann-Peano.

TR — i -

2 = e LT
i - 1 Teme gl
: el e,
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SU TRE SISTEMI oo* DI SUPERFICIE P ) DEL SECOND' ORDINE

e sopra una cerrispondenza di indiei (I, 2) fra due S;

'f'r .-.!
.2
L
i

SEeay

|. Consideriamo le eguazioni:
r=uu - bu+r+a®-bo+s+aw'+bw--t4. (i=1...4). (1)

Ponendo egnale a costante uno dei tre parametri, si ottiene una
superficie P che varia in una semplice infinitd di superficie P, quando
sl fuccin variare la costaute.

Ripetendo lo stesso per gli altri parvametri si ottenzono tre si-
stemi o * di superficie P.

Li indichiamo con u = cost., » = cost., = eost.

Siccome 1w, v, w enfrano nelle (1) allo stesso modo, le superficie
del tre sistemi saranno del medesimo ordine; possiameo determinarlo
per una di esse, ad esempio pergina superficie del sistema w = cost.

- w LN - - -
g AR o g
ST e

ok —_
o oy T
il PN, T T
- - _I-.—l_—
Ry —— T e o it 3
Ty = Iu- - i, r == Li" = [l .':l-
o e S e ¥ At 1

(') 8i obhiama superilcis P uns superficie che ammette un doppio sistema oconiugate di conl
circoasritii. Ogni soperficie rappressntabile parametricaments mediante e oquazioni:

; 1 = @iln) + @z (v),
& une superficie P.

Vedi in proposito In nota del Prof. S, Corrapo Seems: ° Sulla gensrazione delle superficie che
ammekiono un doppio sistema coningato di eoni circoseritti ,. (R. A. delle Seienze, anno 1907-08,
Torino).
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Eissa sary rappresenfata da:

7y = a1 4 2°) - bu -1~ ep - f,.

5'.5-"‘-'1'!:"-_" ol Py e B, |

e
i D'
W

Assumiamo come nuove coordinate dej punti di questa superficie: -

0
Iy =1 -} v, '-
wa — It,
g = v,
Ay =— 1. :
Elimimando i parametri, si ha-
i -
L1l — TE! — mﬂu =4), : 1“:1
' ; S ‘|T-..
’ . . . ' . » . & L, A
Quest’equazione rappresenta nna quadriea a punti ellittiei, perchs | AR :
. a - - - o "_—_'--I"-'g- ‘E] i
Iintersezione col piano 7, =0 o col piano 2y =0 & una coppia di T !

relie immaginarie eoningabe:
Ta® - 25" = (),

Siccome ogni quadrica dei tre sistemi s pud rappresentare con
[a (2), riferendoci ad un certg tetraedro fondamentale variabile eon
essa, si conclude che i tre sistemi di superficie P che consideriamo
5000 composti di quadriche non rigate.

2. Le linee coordinate su ogni quadriea del sistema triple sono Ry
coniche percha, ponendo eguale a eostante due dei paramefri, le (1)
risultano funzioni di secondo grado di un parametro, percid rappre-
sentano una linea di second’ordine. .

Siccome sn ogni quadrica le linse coordinate sono segate da tutte 3 i
le gaadriche dei due sistemi ai qualt guella non appartiene, possiamo . -.. S
dire che due quadriche di sistema diverso si segano secondo coniche. =~ - .,

3. Consideriamo una quadrica del sistema w = cost., su essa le BN |
linee u e le linee » costituiscono un doppio sistema coniugato. () 1 ¥ ‘
coni circoscritti alla quadriea lango le # hanno i vertici sulla refta - - . M
rappresentata da: | 5

i :ﬂiﬂ—f— b; . (2}

Infatti, le tangenti alle v lungo una # concorrono tutte nel punio

(}) Dieiamo lines » & linea p, rispabiivamente |2 linae y— tosl, »= cost, ossia Ias linee eoor-
dinmate. La condizione necessaria e snfficienie eflinch? wna supertivie rappresentata paramatries-
mente mediante le spordinate omogenon =; del punte sgmiall a certe furziool di dus parametri s, o
abbia ¢come sistema doppio couingato il Soppio sistema delle lines coordinate, & ohe le gualuro
fungioni i di w, v siano soluzionl 4i una stessa equazione alle derivate parziali:

020 A L _
A auﬂ"—[—BaTTLF-i-Dﬂ_ﬂ,

ove 8 & la fanzione di w, v che si considera, A, B, 0, D sono coefficient dei quali A non puo es-
0"

e 0.

gore nulio. Nel caso mostro, le z: sono solazioni dell'squazione:
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: _ i {T}.T| AN l'i".’.-l:'i DL
di evordinate {ffﬂi——-E dn - 5 n'u—-ﬁ essendo, per -p—cnst.,ﬁ_ﬂ,

ora si ha, derivando le (1):

0T
— b .
I amn - b ;
tale panto & fisso per una medesima linea u, mentre varia sopra la
retta determinata dai punti dj coordinale a; e & al variare di .

Aualogamenle i coni cireoscritli ulia guadrica luugo le ¢ hanno i
verkict sulla vetta rappresentats du-

L — av "i— C;. (q:'

Le generatriei di un cono eireoseriflo alla quadrica ed uscents
da un punto dellu retta (2) sono tangenti conmgate delle tangenti
alla limea secondo cni il cono toces la quadricn; ma ogni geners-
trice & tangenle alla sezione futta dul pinno che essa determina con
la retia (2), percid i pianl per questa retta segano Ia quadrica se-
condo le linee coniugute delle » ossia secondo le .

Analogamente i piani per Ia retia (3) segano In quadriea secondo
le-linee coningate delle v, pssia seconda le #; le due rette sono dunque
reciproche rispetio alla quadriea considerata,

Per la stessa ragione sono reciproche rispetto a tutte Je quadriche
del sistema %= cost., e poiché hanno il punto di coordinate a; a co-
mune, sono loro tangenti in a,.

Analogamente le retie

Li =— I + 6[, By = {10 + I‘?rj

sono tangenti in o a totte le gmadriche del sistema » =cost.. o le

refte:
Ti = aw -+ ¢, &= a;np + d,

sono tangent: in a, a tutte le quadriche del sistema ¥ = cost,
Coneludiamo che i tre sistemi oo? dj quadriche considerate hanno
un punto A a comune, e cle le guadriche d'uno siesso sistema sono
tangenti tra loro in qnel punto.
Le linee coordinatbe di tutie queste quadriche formano tre sistemi co®
tali ehe quelle d'uno stesso sistema sono tangenti fra loro in a;.

4. Poniamo:
¥ f f
I &y w

-1{._—_?. ‘L’=?‘, ?Fz?“;

indi interpretiame ', v, ', ¥, che possiamo indicare con ®, v, 10, I,
come eoordinate cartesiane omogenee di punto In uno spazio X':
chiamiamo X o spazio sinora considerato,

Sostituendo nelle relazioni (1), esse prendono In forma:

pEi = (" -+ v* | w®) + Bt -+ ot - dypt - bit®,




158

Queste rappresentany fra £ e 3 una corrispondenza di mdiei (1, 2).

Ad un punto di P di 3 corrisponduno in %' dne punti P e Q'
viceversn, ad un punto di P’ di ¥, corrisponde in T nn solo punto P,

Se P descrive in X una superficie od una linea, i suoi omologhi
deserivono in generale in X' due superficie o dne linee, perd possono
anclie deserivere una sola superficie od una sola linea.

La gorrispondenza suddetta determina fra i punti di 3 una eor-
rispondenza (11) nella quale sono omologhi due punti come P e Q)
e poichd dato P’ & determinato Q' o viceversa, la corrispondenza o
1nvolutoria.

Dne superficie o due linee descritte rispettivamente da P e da Q'
sono omologhe nelia detta corrispondenza.

Un piano di £ di equazione Zgiry=10 hn per omologo in X' unn
sfera di equazione:

28 [ai(® + v* 4 0°) 4 bt - et - duot -+ et] = 0, .
ossia, scrivendo per semplicita con (Ea) ogni formola del tipo Z&a,,
(& aX(w® - v" - w®) 4~ (€, b) ut + (€, ¢} vt + (E, d) wt <+ (E, &) #* =0,

Ad un faseio di piani di X, corrisponde in ¥’ un faseio di sfere
e ad una stella di piani una rete di sfere, come si pud vedere dalle
eqnazion,

Alla reita, asse del fascio di piani, corrispende il eerchio base
del fascio di sferve, quindi al sistema o?® dej piani di Z corrisponde
in I' un sistema co® di sfere I”; al sistema @ * delle rette di T cor-
risponde in I’ un sistema oo di cerchi y',

Per tre punti Py, P2, Py di ¥ passa un solo piano; quindi per sei
punti Py, Q5, P, Qs P, Q5 di X' passa una sfern del sistema, @
poiche una sfera che passa per P;, P, P, deve contenere anche
Q4, Q% @5, eszendo essa unita nella corrispondenza (11) di X', ne
viene che per tre punti di &' passa una ed una sola sfera IV,

Questo lo si vede snbibo, so osserviamo che il sistema co® di
sfere I si pub rappresentare con:

1181 "]— )\-ESQ -i— }-aSu "|— l;ﬁ; — ﬂ.,

essendo 5, =8, =8; =8, =0 le equazioni di quatiro I' non per uno
gtesso punto, mn arbitrarie.

Analogamente, per due punti Py, P, di X passa nna sola retta,
quindi per i punti omologhi Py, Q\, P%, Q% passa un cerchio A\. Ma
un cerchio X' per P4y, P’ contiene Q',, Q, quindi per due punti di £’
passa uno ed un solo cerchio X,

Tre piani di = banno nn sol punto 2 comune e le tre sfere omo-
loghe in ¥ hanno due soli punti a comnne pel quali non passano
tutte le altre I, quindi in 2’ non vi sono punti fondamentali all’in-

tuori dell’assoluto, comune a tutte le sfere.
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Sia
Byt Eav + Bt +- &t =0,
I'equazione di un piano di X'; considerandola insieme alle (1) e te-
nentlo eonto delle posizioni futte al paragrafo 4, si olfiene la rup-
presentazione della superlicie omologa in X, essa e una quuadriea.
Quindi al sistema «0® di piani di £’ corrisponde in X un sistema «?
di guadriche A.

Questo sistemn contiene evidentemente i tre sistemi o' di qua-
driche considerate. Essi corrispondono vispekfivamente ai tre si-
stem o' di piani paraileli ai piani coordinnti di X' (w=0, »=0,
e =10), '

Ad ana retla di ¥ di equazioni:

JE + & + e + Bt = 0,
\SwutEw-+ Bt Ed=0,

corrisponde in £ una linea di eui la rappresentazione si othiene con-
aiderando gqueste eqguazioni insieme alle (1).

Dalle (1), eliminnndo due parametri, si ottengono le =z, funzioni
di1 secondo grado d’un solo parametro, le quali rappresentano una
conica,

Altrimenti: una retta " di ' incontra una I in due punti di cul
gli omologhi devono stare sul piano corrispondente a I", e sulla curva
corrtspondente ad +/, e siccome essi devono essere doe soli, la curva
Sarid ung conica.

Al sistema «* delle rette di X' corrisponde in X un sistema oo*
di coniche 2.

Tre punti di Z: P;, Pz, Ps, hanno per omologhi in Z' 1 punti
Py, P, Py Q) Qe, Q5 1 quali determinano otfo piani:

P\, P%P%, P\ PQ%s, P Qs Q" P:P%,
QHQ'E'QJE! QIIIQFEP;E ] QJIPEHQ’H s PJIQ;QJF T
se 1 punti P; non sono allineati.

A questi corrispondono in 2 otto guadriche A.

Se 1 punti Py, Py, P; si avvieinane indefinitamente sul piano x, i
punti P, Py, P Q4. Q's, Q'; si avvicinano pure indefinitamente sulla
slera omologa di =.

Le A per P,, Py, P: si riducono a due e sono qnelle eorrispon-
denfi a1 piam (P,[<P%), (Q:Q:Q'5 tangents alla sfera. Quindi vi sono
due guadriche A tangenti in un dato punto ad un dato pianc.

Le A passanti per due punti P;, Py sono quelle corrispondenti a
piani per le relte PP, PQa, PWQ5, Q1Q%, quindi costituiscono
quabtro sistemi oot; le quadriche corrispondenti a1 piam (P, P%Q%),
(P"1Q,Q%) hanno un punlo doppiv in P; e quelle corrispondenti »

(PiPaQs), (P2Q1Q%) hanno un punbo doppio in Ps.
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Le A passanti per un punto P sono guelle che corrispondono aj
plani delle duee stelle di centri P’ e @, costituiscono percid due si-
sternt oo i guali hauno a comune o ! coni aventi i vertici in P: sono i
coni corrispondenti ai piani del fascio P,(Q),.

Agli oo piani tangenti ad una I corrispondono in 3 oc? A tangenti
ad un piano =, |

Per un punio P’ passano ! pinni tangenti a I, guindi vi sono oA
passanti per un punto P e tangenti ad nn piano .

Per una rebia »' passano due piani tangenii a I guindi vi gomo
due A passanti per una coniea d e tangenti ad un piano =

Per due punti arbitravi P;. P passano quatiro coniche 2 eorrispon-
denti alle rette P,Q)s, PPy, P.Q5%, Q0%

Visono due 8 tangenti in un punto ad noa datn reita e guinds due
sistemi oo’ di 3 bangenti in punto ad un dato piano.

Per nn punto P passano due sistemi o f di caniche § corrispondent
alle rette delle due stelle di centri P', Q, essi hanno a comune una co-
nica corvispondente alia retta P'Q),

9. La corrispondenza considerata si pub far prevenire come pro-
dotto d'una corrispondenza (12) fra T ed una Vi di S,, con una cor-
vispondenza (11) fra I’ e la stessa varvieia. Il procedimento seguente
ci fara vedeve meglio la naiura del sistema delle A contenente i tre
sistemi oo! di superficie P considerati.

Constderiamo in un S, contenente X e X’ una varieia quadratica /\-

rappresentata dalle equazioni:
e=aiuw +v*+ )t hut+ev-tduc +6(=1... 5).

E una V5* a punii ellittici come si pud vedere dali’equazione che
s1 oftiene eliminando i parametri. A guesto fine consideriamo come
nuove coordinate dei punti di A :

ry =N,
Tyg==1,
Ty = I,
=1,

dalle quali si ottiene I'equazione:
Tils — " — W — & =0,

Gh Sg:2, =0, 2, =0, segano In V.* rispettivamente seecondo due
conl rappresentati da:

Fi== 0, s+ uxp + a¥ = 0;
2s=0, @ +&'tat=0,

1 quali sono immaginari.

: =
e T
[

= - -

e e Ty - 5

D =™ e e
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Quesia Va* contiene un sistema tiiplo semplicemente infinito di
quadriche, per ! delle quali & costante i parameiro u, per oo, il
parameiro », per Ic altre ', il parameiro w; le indicheremo rispet-
tivamente con P, P, P.. Tale sistema triploe lo diremo caratteristico
per la Vi Le P, sono sezioni della V. con gli Sy del faseio:

Xy—nuty =10,

che ha per base il pinno di equaziom : 2, =0, 2, =10 tale piano & tan-
gente alla V3* nel punto (0, 0, 0, 0, 1), percid tuite le Py, hanuo niel punto
(0,0,0,0,1) lo stesso piano tangente. Analogamente le P. sono tan-
genti I quel punto al piano (zy= 0,2, =0), e le P, al piano (zo=10,
z; =0),

Le intersezioni di questi tre piani sono le rette Iuoghi dei vertic:
dei coni tangenti a A lungo le linee coordinate.

Infatti, 1a linea o, = a;u + b, deve stare in tutti gli S; che conten-
gono le Py, ed in tubiti gli S, che contengono le Py, sard la retta
(@ =0, 2,=0, 7,=0). Analogamente dicasi per le altre,

Proietliamo A sullo spazio ¥ da un punto P ad essa esterno, Tutti
1 punti di A hanno per mmmagini i punti di X interni alla quadrica ¢
iraccia della Vy* cono, di vertice P e tangente a A.

Un punto di T interno a $ ha per corrispondenti due punti di A,
viceversa nn punto di A ha per omologo un solo punto di ¥. La cor-
rispondenza & qnindi di indici (12).

Alle o* sezioni spaziali di A corrispondono o«c* guadriche in-
seritte in .

Ma il cono che da P proietia una quadrica di A, la incontra ancora
in una guadriea, pereib ogouna di guelle co* guadriche di X corrisponde
a due quadriche distinte su A.

Due gquadriche di A hanno a comune una conica, ne viene che le
quadriche del sistema 0o* si intersecana secondo coniche,

Le ©® sezioni di A per un suo punto Q hanno per omologhe oo gua-
driche per un punto. Viceversa oo® quadriche per un punte interno a1
e mseritte in b, hanno rispettivamente per immagini su /A due si-
stemi «0? di sezioni spaziali fatte per due punti.

Al tre sistemi o' delle superficie caratteristiche di A, corrispon-
lono tre sistemi «® di quadriche contenute entro una tripla infiniti
der 1l punto S, immagine del punto (0,0,0,0,1). Le proprieta di cui
sodono le quadriche del sistema ear#tteristico sono prolettive, quindi

tre sistemi di proiezione sono composti di superficie P tali che futte
juelle d"uno stesso sistema sono tangenti in S ad un medesimo piano.
se retle intersezioni dei tre piani langenti sono i luoghi dei vertici dei
om circoserifti alle superficie lungo Je linee coordinate.

Le o2® quadriche di A sezioni degli S, per P, si proiettano doppin-
nente nelle porzioni degli oo piani di I contenute entro .,
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Poni iy v’ W'
nlamo ora w— 't—,, t?:—gr, W= I

come coordinate cartesiane omogenee di punto in . Le relazioni:

ed interpretiamo ', o', w’, '

Py 1@yt Pas s =1 s Wt 10 1wt 0" 0
rappresentano una corrispondenza biunivoca fra 1 punti di X' ed i

punfi di A.
Al punto (0, 0,0, 0,1) corrisponde il piano all’infinite di X', Alle o®

SOZIOoNI per esso;
Eay 1 Goe . . . Gty =0,
corrispondono superficie rappresentate da equazioni del tipo:
E(Eat - Caw” - Eav' &) =),

oss1a, prescindendo dal piano ' =0, corrispondono gli «c? piani di X'
Alle P., sezioni di A cogli S, del faseio oy — exy = 0, corrispondono
1 piani (u' — ¢) =0, ossia i piani paralleli al piano coordinaio u' =0,
ds equaz. 4 = cost,
Analogamente alle Ps corrispendono i piani »' cost., alle Py, 1 piani
w = cost.

Alle w* sezioni di A, corrispondono le «wo* sfere di =':
6+ Bt L Eao't’ - E't F E(u™ v w'*) =0.
Ad ©* sezioni per un punto, corrisponderanno =o® sfere per un

punto,

Riassnmendo: abbiamo stabilito fra £ e A la seguente corrispon-
denza di indiei (12):

b \
Uin punto, due punti,
4 . - . . . . " am
o quadriche inscritteinunaqua- o * sezioni spaziali,
driea o,
una quadrica del sistema, due quadriche sezioni,

> 3 - el -
%" quadriche per un punto, { e ersied slot’ waty.

w® sezioni per un altro punto,
bre sistemi «?® di superficie carat-

bre sistam: ood A o teristiche,
mi o™ di superficie P, bre sistemi o * di quadriche perun

S punto S,
¢ plan, 0® quadriche sezioni degli s

per P, centro di proiezione.
TraX'e Asihala corrispondenza di indiei (11):
& A

[ : - .
‘-'Iil sfere, »* quadriche sezioni,
@ ® sfere per up punto, o ? gquadriche per un punto,
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Ay /\
oo ® piuni, o0 ® quadriche per il punto (00001),
comune alle superficie caratteri-
stiche,
tre sislemi o di piani paralleli i tre sistemi caratteristici,
al piani coordinati, .

punto (00001).

plauo ali’ infinito,

Facendo il prodotto delle due corrispondenze, si ha una corrispon-
denza (12) fra ¥ e X"

z 5

w® quadriche inscritte in una  oo*sfere,

quad. , -

una quadrica del sistema, due sfere,

% ® quadriche per il punto S,im- @® sfere per un punto S5 ed o
magine del punto (00001), pi&ani,

0 ? piani, w? gfere,

%= piani per S, «* piani per S,
tre sistemi oo’ di quadriche P tre sistemi wo? di piani paralleli ai

per S. piani coord.,
tre sistemi ' di sfere per 8/,
punfo 3, punto S e piano all'infinito.

Questa corrispondenza & dello stesso tipo di quella gia considerata
fra T e I, quindi possiamo dire ehe il sistema delle A s compone di
quadriche per un punto fisso inscritte in una quadrica fissa.

Diciamo S quel punto, esso ha per omologhi nn punto 8’ ed il piano
all’ infinito,

La corvispondenza involutoria (cfr. pag. 157 e seg.)) di X' & tale che
ad ' corrisponde il piano all’infinito. sono uniti i piani per 8, alle
stere per questo punto corrispondono i piani di ¥', ad una sfera gene-
ricg corrisponde una sfera: & quindi un’inversione di centro &

Due quadriche JA,, A, si tagliano secondo daue coniche, di cui I'una,
per 3, ha per omologhi una retia ed un cerchio. La retta e 'interse-
zione dei piani 'y’ omologhi di A, e A,: il cerchio & I'intersezione
delle sfere che indichiamo eon Ay, As, omologhe di A, e A,.

[ due piani e le due sfere si corrigpondono rispettivamente nell’ii-
versione. _

L’altra coniea ha per immagine i due cerchi (4 w), (A wy).

Due piani # = cost., hanno a comune una retts all’ infinito che ha
per corrispondente nell’inversione il punto &, qundi Ie P, non hanno
punti comuni, all’ infuori di 8.

Analogamente dicasi per le P, e le P,

R

Ly

S 1 —= T 3 — = & = - =y T —— i .
i i T s = - S = = E R = =l —s - = S N WLy 3 = =R - 2 = = = L i iy = =
"y = H - - - e & T o T = = 5. = = = s L P ! == — ap-- e - - e = BT — R - Ll - .- r e i
e e L T e e R : = =t o e T = s e b i i s T2 T L
- B ] g —. b - = W t ¥ X 4 . 3 A o — - = Ik .
= - S — — e By - = S 2

T

e e
[ i o 351"

—

s Ty i e PN i e
2 n'r;';-i.l'-a.q}-'.-—..-"__ 5 & s lw i e X Lo 5

o
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Due quadriche P, di sistema di verso, s1 tagliano sempre secondo due
comche.

Consideriamo in £ tre piani w = v= w==f; essl hanno a comune
un punto M’ che, al variare dj k, descrive una retia, la quale ha per
omologo nell’inversione un cerchio per 8,

Quindi, se consideriamo tre gqunadriche F, appartenenti rispetti-
vamente al tre sistemi corvispondenti ai valori u=p=—1uw==F, ab-
biamo che le tre coniche per 5, da esse determinate, hanno a comune
ancora un punto M omologe di M.

Variando %, M descrive una coniea che ha con ogni quadrica dei fre
sistemi un solo punto comune,

Per ogni punto di guesia conice esce una quadriea P di ciascun

sistema.
Dorr, Enma Carro.

=

SULLA DIVISIBILITA DELLA SOMMA DI POTENZE SIMILI

di numeri inferi consecutivi pel numero dei suoi termini

In una mia precedente Nota mi sono occupato della divisibilita

per p della somma di potenze simili di p numerl interi consecubivi

nell'ipotest che p sia numero primo. (*) Nella presente Nota mi pro-
pongo di trattare la stessa questione nel caso generale di un nu-
mero & primo o composto ¢ di risolvere anche il problema di deter-
minare, mediante una formula gemplice e generale, il resto della
divisione in tutti i easi. (*)

Per brevita indicheremo con S(k, ) la somma

In-20pgn | b (k— 1) o

e con Z (k, 22) la somma dei soli termini di S{%, n) che sono primi con &;
bisogna per altro notare che il primoe simbelo pud anche significare

la somma delle potenze nt dj J- numeri interi conseeutivi qualungue,

e anche, pin generalmente, delle potenze #° di un sistema complelo

(%) Di ung proprietd dasi nunieri primi, * Perlodleo di Malematiea ., anno XXVII, fage. 11, Set-
tambra-Ottobra 1M1,

(¥} Oredo che tals guestione gemerale non sia ancora stala risoluta da alemno, Coma. AVeF0

dacennale nella citata min Nota K, Cararas in una sua Memoria- Quslgues théorémea davithmdé-

tigue nei * Mdmoires do I'"Académie royale des sciences, des letires st des beanx-arts de Balgigua ,.
tomo XLVE, a, 1886 tratta bensl, ma soliante in minima parte, tale questions di divisibilita. Ivi
& consideralo In modo agsai meomplete il caso di & pari, il quale invero presenta le mﬂEEi“ﬂ_
dificolth, » non & nemmenn posta la guestione di determinare il resio della divisione, Eeco perche
ho ritenuto utils studiare di nnovo e con altri mezzi tsle oggattc e cercars nna solusione ¢om-
pletz dell'interessante questiono.

g

= —— e T i
]
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di numeri ineongrui (mod. %), ed 4l secondo la somma delle potenze n*
di (k) numeri interi primi con % ed ineongrui (mod. k), dove con (k)
intendiamo di indicare, come si usa, il numers dei numeri primi con /
® non maggior: di k. Bd infatti no; consideriamo tali sorome unica-
mente dal punto di vista della teorig delle congruenze, ciod dej resti
delle loro divisioni per k.

Divideremo la nostra ricerea in due parti. Tnnanzi tatto of pro-
pomamo di risolvers la questione della divisibility d; Sk, n) per I,
ésponendone tutii i easi possibili, e guesta prima parte ¢i condurii
pure ad alcune conelusioni analoghe per Z(k, n) (*): nella seconda parte
c1 occuperemo dells non divisibilita e determineremo per S(k,n) e Z(k,n)
due formule che permettono di trovare il resto della divisione e che
offrono il vantaggio di esprimere in forma sintetiea il risultnto com-
plessivo di tutta la ricerea (Teoremi V e Y1)

TeorREMA 1. — Sg k ¢ un numero dispari ed n 2 un numero nat -
rale non divisibile ver alcun dirisore prmo, dininuito dell’ unita, del
numero k, S(k,n) é un multiplo di k.

Dimostrazions, — Distingueremo tre ecng; -

a) Il numero k=1p 2 primo e dispari. (%) Sia g una radice primi-
tiva di p; allora

9.9, 9% ...g""

& un sistema compleio di p — 1 numer meongrni (mod. p) e non dj-
visibili per p; quindi si La

Sfp=fr]EZ(39,?1)51+9“+9“”+---
R

Ora, poichg n per ipotesi non & divisibile per p—1 (p>2) e g &
una radice primitiva dj 2y la differenza ¢" — 1 pon € un maultiplo
d1 p, mentre lo » g — 1. Ne segue che S(p,n)e Z(p, at) sono divi-
gibili per p,

b} 2l numerp k =Pp® ¢ unu potenza di un nuwmero primo dispari, —
Sia g una delle 29 (2°%) radict primitive dj p* e mdichiamo per co-
modita con w il numero o (pv). Allery Je potenze

99,9 ..., g1

(') Se n=0giba S@& 01=% o 4 (% U) = w (&), quindi SUPpOrTems sempre » >0: sp L—1
8l ha 8(l, mi= 1. 2 (I, #) =1; percit escinderemo ynesto caso.
() Questo case fu g da me considerato nella citals Nota, basandomi S0pra on teoremna re-

i
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- = . r i =
- — T e A a e T e T AWT
e . -
=y i i = s Kk, i
= .-:_'}hr'- = £ - =, =, -y =1 = 1.7 C
= L T i T ] . Fhigins E LY ol - -
il - ] Mol s il & g = = .
P e Tt AL 5 & § r AT -
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g s
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e
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formano un sistema completo di numeri meongrui (mod. p=) con eselp-
sione di tubti e dei soli numeri divisibili per p. Si separino i nurneri

1,2,3...(p*—1), p
in due grappi, il primo dei quall eontenga tutti i numeri B
m],,:EH,I'a,...,{L'm “ i

che non sono divisibili per p e che percid risultano, salvo I'ordine,
rispettivamente congrui alle sopra notate potenze di ¢ (mod. po), e
1l secondo i rimanenti, cioé

P 2p,3p, .. (p*=1—1) p, p=. 4
In primo luogo avremo
Z (p®, n) ___'mlu_l_ 2t =1 +- g7 g ... - glw=1u (mod. p9) .7

=

- . = '

S ad Vi S ny T ]
s .-..uJ-'

0884,

™o — 1 .'.jL' * !

.Z (.;UH'I :"} —— yu__ 1 fmnd. P“}* L;i‘ *

Ora, essendo ¢ una radice primttiva di p®, eppercid anche di D, 8 J'j :

poiché per ipotesi # non & divisibile per p— 1, la differenza ¢° — 1 S |
uon & un multiplo di p, mentre gen—1 & divisibile per p=. Ne sezue che - R {1

Z(p,n)=0  (mod. p?). @ w2 W

In secondo luogo, poichd Ia somma delle potenze n* dei numeri ¥ !

del secondo gruppo &
PRI 20 8 A L (p! — 1) o ple—1) — po § (-1, ),
81 ha la relazione fondamentale
S(p2,n)=1Z (p=,m) L p* S (p=—1, n). 3 -

Dalla quale si viconosee, in virli della congruenza (2), che se fosse

S~ n)=0 (mod, pa=-1),

c106 se il teorema fosse dimostrato per la potenza ps—! esso sussi-
sterebbe anche per pe. Ma il teorema fu gia dimostrato nel caso a)
Per a.=1, dunque esso si verifica per qualungne potenza del nu-
mero p,

¢) Sia k=nsbicr .. = Aag=— Bbhf— Cer = ... un pradotio di po-
lenze di nwmeri primi dispari. — B facile dimostrare che 8(k, n) & -*
divisibile per ciuseuna delle potenze a°, %, ¢7, .. & quindi pel loro -
prodotto £. Riferendoci p. es. ad g, & chiaro che i termini di S(k,n)
91 possono separare in A sezioni contenenti ciascuna le potenze °
t a* numeri interi consecutivi, cosicch® abbiamo evidentemente la
congruenzs

_ —
ey
£y

;

S(k,n)=A .5 (a2, n) (mod. g4}, (4)
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E infine, poichd per 1potesi # non & multiplo di @ — 1, pel caso b)
& S(a®, n) divisibile per a®; per conseguenza S{k, n) @ un multiple di g=.
Analogamente si proceda per b8 e, ...

Cosi il teorema & dimostrato.

TEorema I1. — La somma 8 (2%, n) & divisibile per 2* gen ¢ dispari
€ maggiore dell'unitic ed ¢ ). >1: in ogni altre caso divisa per 9* dg il
resto 221 (Y

DrmosTrazione. — Quando & A —1 ed % up numero naturale qual-
siasi, si ha

S(2n)=142=1=090 (inod. 2)-

In pari tempo notiamo che &

Z(@2,n)=1=2° (mod. 2) (5)

Esaurito cosi il easo di ) — 1, supporremo d'ora innanzi 3> 1.
La relazione fondamentale (3) sussiste evidentemente anche per
p=2 e 1n questo easo, essendo

Z(2n)=1"+ 3" o" .. (24 — 1),

essa diviene
S(2%m)=[1"8o 50 4 (2* — 1228 (2-1,%). - (6)
Ora, & noto che per » =2 i numeri dispari minori di 24 ciod
1,3.5,...(2t —1)
sono rispettivamente congrui (mod. 2%), salvo I'ordine, ai numer;
5,5,5%...57—), 5% —5 B 1
dove % =2i-2 () Percid abbiamo

L(2n)=1-5"-5% 4 1 5m—n i
TED =8 (= 5P o (=510 (mod. 22),

e qnindi se n & dispari si ha sempre

Z(22n)=0  (mod. 2%, (7)

INvece se 7 & pard

Z (2, n)=2

Bm —y]
ot —1

(mod. 2%). (8)

(') Come s veds, in quusto teorema viene comaiderato anche {1 epso della nom divisibilits
di B (24, ) par 2, Cid rieses opperiuno per stabilire in modo esanriente il guccessivo Teorema 111,
nel quale si considera k numaro pari quglungoe.

() UTr. p, o8, Lesioni sulle tzoric ded numers di P, G, Lzygvse Mercaver, pubblicate da
K. Dedekind, § 130,
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Cid premesso, distingueremo tre easi,
8) Sian=1. — In fal caso la (6) in virti della (i) &1 da la cop-
gruenza i
S(EL1)=28(2"1,1) (mod. 2%,
epperd sl avri,
S (24 1) =2+ (mod. 2%)
ove sia
S(2,1)=2"2  (mod. 2>1),

ma cid s1 verifica per X =2, giacche in questo caso |'ultima con-
gruenza diviene
S3(2,1)=1 (mod. 2),

Ia quale & evidente. Dunque se n=1, per ogni valore di =1 i ha
SEL1)=21 (mod. 29
©) Sia n > 1 e dispari. — Allora la (6) in virtu della (7) ci da
S (24 n)=2"S (22, ) (mod. 2%) (9)

8 percid 81 avra

SE4a)=0 (mod. 2% (10)
qualora sia
' S (21, n) =0 (mod, 2'-1),

Ma & chiaro che per 1 =32 e per A — 3, essendo # = 3, la (9) si ri-
duce alla (10). Quindi se n =3 o dispari, per ogni valore di A >1
sussisfe la congruenza (10).
¢) Sie n pari. — In questo caso dalie (6) & (8) deduciamo
578 —1

gn_q T 2°8(2Ln)  (mod. 2). (11)

5 (24, n) =2

Innanzi tutto per A=2 si ricava direttamente

S(2%n) =1° + 28§ 80 4o = yu :311:22':“:1152(1110&.2*} (12)

sia perché » & pari sia perchd n=1.
Cid posto, passiamo al caso di L =3 e dimosiriamo che &

— QL7 i 3
Sn.___1 = ¢ [Hl{}d..::}- {1 )

B noto che se y=3 il numero 5 apparfiene all’esponente 272
(mnod. 27); dunque se 2* & ln massima potenza di 2 che divida =, 1a
differenza 5" — 1 sard divisihile per 2412 @ non per 2#+% (ed & qui
k=1, essendo # pari). Quindi si ha

o =1} h2n+2,
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dove 2 & numero dispari. Secondo Ia legge binomiale si ha

57 = (1 - AQu+2)n = ] -1 (;T) Agete | ( g) pRoRtn

e (’?) AR

ll
onde
Hnm — 1 7!
_21—2 I : : Eu—!—? .
B0 1 BT —gp e
7!
! —190u2)r—-1)
e ?‘![1]——?'Hkr - T

Ora, in questo sviluppo il secondo termine contiene il fattore 22+u—1
1l quale, essendo per ipotesi p =1, non » inferiore a 2%; inoltre totts
gli altri termini sono pure divisibili per 24, poiché »] eontiene il fai-
tore 2 con nn esponente che non puc superare » — 1. Cosi la (13) &
dimostrata,

Per la (8) si ha gquindi
42 n)=221 (mod. 2%), (14}
eppero la (11) si riduce alla seguente CONgruenza
S (2%, n)=2i~1+ 2 g (2*=Lm)  (mod. 2).
Dalla quale, essendo n = 2, risulta che &

S (2 n)=2-1 (mod. 24
qualora sia _ |
S ) =22 (mod, 2i-1),

Ma cio si verifien, come si veds dallu (12), per ) =2; dunque se n
& pari, per ogni valore di =1 s ha

S (24 n) =221 (mod. 2%),

Cosl il teorema & dimostrato.

CoronLarto. — Sz n & wn numero naturale, la somma S (2%, n) &
sempre divisibile papr 24—,

Teorema I11. — Se k 2 un nimero pari ed n > 1 ¢ digpari, la
somma 3 (k,n) & divisibile per k o soltanto per Lk secondo che k ¢ ¢
non ¢ divisibile per 4 : se n=1, wlora S(k, n) & divigibile soltanto per 1k
se, 2nfine, n & par, S (k. u) & divisibile solianto per 1 k, ore inoltre n
won sia multiplo di alewno dei fatto®i primi, diminuito dell’ unita, del
neanero k.

Per la dimostrazione busta ricorrere ai Teoremi T o T1 e ul pre-
redente Corollurio ¢ adottnre iR procedimento identieo a quello fe-
ko nella dimostrazione del easo ¢) nel Teorema 1.
~ OsservazioNe. — Con le relazioni (1), (2), (8), (7) e (14) emerge
lalle precedenti dimostrazioni che la somma Z (p%, n), ove p sia
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primo =2 si comporta in modo identico & quello della somma 8 (pe, ),
lo stesso avviene per Je due somme S (2%, :2) @ Z (2% n) eceettuato il
solo caso di =1 con L= 2. nel quale Z(2% n) & divisibile per 2%,
menire 3(24 n) da il resto 221, Tratteremo nel Teorema VI il Caso
di Z (&, n) nell'ipotesi c¢he % non sia potenza di un numero primo.

11

Compiuta la prima parte della nostra rigerea, veniamo org a eon-
siderare anche i casi in cui S(k, %) non & divisibile per k£ Ci1d & stato
gia fatto per k=2 nel Teorema I1: ¢i resta dungue da trattare la
questione per k diverso da una potenza di 2.

Trorema IV, — Se p & un aunnero primo dispari ed n é un numero
naturale diisibile per p— 1, la somma S (p%,n) divise per p= da il

resto o (pe).
DruostrRAZIONE. — In prime luego dimostriame che &

Zip®m)=w(p¥)  (mod. p=). (15)

Ove sia # un mulkiplo di m= ¢ (p?). gquesta congruenza & una con-

seguenza immediata del teorema di Fermat generalizzato. Invero se

Aty Tyo s« Lop

e un sistema eompleto di numeri primi con p ed incongrui (mod. p=),
s1 ha subito

(n® —1) (e — 1) ... 4+ (@ — 1) =0 (mod. p*),

donde si ricava immediatamenie la (15). Come caso particolare per
a=1 si ha

Z(p,n)=18 -2 | Fr.o+p—1P=p—1 {mod. p),

ossin

S(p,)=Z(p,n)=2 (p) (mod. p). (16)

Questa congruenza significa che il teorema snsgisle per a=1,
Se n e muliiplo di p —1, ma non di w, consideriamo la con-
gruenza (Teorema I, b))

a ___gnt-"._] T
Z(p,ﬂ}—yu__l (mod. p<)

ed osserviamo che, essendo ¢ una radice primifiva di p* e quindi
anche di p, si ha ¢g* =1 —+/4p (dove & & un numero intero che con-
tiene il fattore primo p con esponente uguale a quello col quale p &
contenuto in 2). Quindi applicando il teorems binomiale, s1 ha

=k he =14 () i+ (3) et (2) s

1 r;l'
LR

- - j
= SR B P, T T £ .
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onde
goe — 1 a) o w! " r to ! -t |
gn_l__?(p : zzlm_zjr _F_l"'-- | ?‘I{M'—""]! lp == 4 e

Ora, in questo sviluppo il secondo termine contiene il fatiore pe
(s1 noti che p>2) e tutti i successivi termini sono pure divisibili
per p*, giacchd »! contiene il fatiore # con un esponente minore
di »r—1. Cosi la (15) & dimostrato

Ne consegue, in virti della relazione fondamentale (3), elie si ha

S n)=%(p)+2°S(»*"n)  (mod. p).

Da questa congruenza discende che &
S n)=o(ps) (mod. p2),
S (pe—i,n) = (p=) (mod. p=—1),

Ma cid si verifien per 2 — 1, come si vede dalla (16), quindi il teo-
vema. e dimostrato. Esso si pub anehe esprimere con la congruenza

qnalora sia

S(p%n) +po-i= (mod. p=).
Teorema V. — Se n ¢ k = 2%gsbfor . — 2°L = a*A — hW¥B —
=¢C=...(A=0, =0, 3=0, v=0...) sono numeri naturali, e

8, b, e, ... sono i differenti divisori primi dispart di k, sussiste la con-
gruenza

Sk m)=ely () + el (@2) +-eBp (B) +... (mod. k), (17)

dove es =0 3¢ n ¢ dispari >1 ¢ 1> 1, & tnvece 55=1 in ogni altro
caso; . =1 ovvero =10 secondo che n 2 0 non & 1in multiplo di a —1;
e =1 ovwvero =0 secondo che n ¢ 0 non & un multiplo di b—1, ¢
cast via.

Dimosrrazione. — Risulta dal Teorema 11 che &

S (22, n) = ea9 (2%) (mod. 2%), | (18)
e dai Teoremi I a) e ) e IV i hanno Je congruenze
S(a?, n)= eap (@) (mod. a%), S(bS, n)=zpp (6%) (mod. b8) ece., (19)

dove s, €4, &p,... vAnno presi = ovvero =1 appunto eom’e detto
nell’enunciato. Orn, se nella congruenza (17) gli esponenti X, «, B, v, ..
8i riducono tutti allo zero, meno nno, essa diventa una delle con-
. & : .

gruenze (18) o (19). Dunque il nostre teorema & vers quando %k sia
N pumere primo oppure una potenza di un numero prinio.

Se & b un prodotto di potenze di nomer primy disugnali, allora
considerando le seguenti congruenze, analoghe allun (4),

S{k,n)=L.8(2%, 1) (mod. 24), S(k n)= A ,S(g", n) (mod. a),
S(k,n)=B.S(%,n) (mod. b#), eee.
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e tenendo conto delle (18) o (19), st ricavano le seguenti altre

Sk, n) = sl (2%) (mod.2%), 8§ (k,n) = eaAg (@2) (mod. a9), A
Sk, 0= evByp (6%) (mod. d%), ece. | 2 m

Ova, da gueste ultime, ponendo per brevita - 8

0=9(2, =29, w.=q@) ecc.
sl ha la congruenza (")
Sk, n) = g Loty - 2a AP Tl b g Boatl y, L (mod. &), (20)

dove pel teorema di Fermat generalizzato

Lw=1 (mod. 24), Aei=1 (mod. g2), Be:=1 (mod, b%), eeec.

quindi
leH=L, Am"1=4A, Ba11=B, ace. (mod.%)

Percib infine abbiamo dalla (20) | _I ’

S (k, n) =eqliyp (24) -I- qal g (a%) +euBy (B6) L, .. (mod. &),

Sk ) +-e2 1L+ eyt ~IA + 6B+ .=0  (mod. k). S

Comorrario. — La somma S (hyn) & sempre divisibile pel numero

25.—-:2{111—-1‘35,3— Ehpy—ite iy

dove g, €., 53, ... VanNO presi =0 ovvero =1 secondo lu regola dals
nel precedente teorema.

Teorema V1. — Se n ¢ k — 2*acbfer , |, = 2, — p°A — bAB =—
=eU=..,(A=0, a = 0, 8=0,vy=0.. ) sone nmaumeri naturali, ed
8, b, c,... sono i differenti divisori prune dispare di k, sussiste la con-
gruenza

Lk, n) = o (k) (ea72%) - g Aa™ ~+ 2, Brvf) 1. (mod. &), (21)

dore zg=10 se n 2 dispari qualungue ¢ x> 1, & invece eo=1 in OGNk
allro caso; e =1 orvero — () secondo che v & o non & un multiplo
di 8 —1; eco=1 ovrero =0 seconds che v & o non & wn multiplo di
b—1, ¢ cosi »ia.

Dimostrazions. — Da quanto abbiamo notato nella Osservazione
e dalla dimostrazioae del Teorema IV (congrnenze (156) e (16)) risulta
che sassistono le congruenze

Z: (2% n) = g0% (28 (mod. 24), Z{a*,m) =e,3(a")  (mod. u“]} (22)
(6 n)=zeyp (b?) (mod. b%) ecc. S

() Cfr. p. es. Dimwonner, 7, ¢, § 25,

)
o]
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dove &g, 4. &y,... Vvanno presi =10 ovvero =1 com's detto nell’ennn-
ciato del nostro teorema, Dungue questo & vero quando % sia nu-
mero primo oppure una potenza di un numero primo: ed infaili la
congruenza (21) si viduce subito ad una delle (22) quando uno solo
degli esponenti . 2, 3, v-.. sia diverso dallo zero.

Per dimostrarlo nel caso generale ¢i & necessario fare una breve
digressione, premettendo come temma la seguente proposizione: Un
sistema compleio di vy = o (k) numeri prame eon k ed incongrui (mod. k)

=I‘-.[":1!-:1"‘5|1|| I.Ef---zl‘ (23)

s¢ puo scomporre in » (L) gruppi contenenti ciascuno @ (2%) numeri in-
congrut (mod, 2%), oppure in ¢ {A) gruppt formati eiascuno con p (a%)
nwmeri incongrui (mod. a%), e eosi viq.

Per la dimostrazione riferiamoci p- es. ad a* e indichiamo con

.’I,',"l 3 :I'-'Jg, :13'3, 3E - m!wl {24)

I numert minori di a¢ e primi eon ¢ Preso uno qualungque di questi
numeri p. es, x'., formiamo la progressione aritmetica

sy, Tit+as, o+ 2a%...2°s} (A —1) ge, (25)

nella quale il numero dei termini A & primo con la ragione ac e
I'nlkimo termine nom so pera k& perché a, << a=. Orbene, per un noto
teorema, () nella progressione (25) il numero dei termini primi con A,
e percid anche econ k, d precisamente ¢ (A). Allora & chiaro che va-
riando ¢ da 1 ad w, si oblengono g (a%) progressioni analoghe alla (25),
contenenti cioé eciascunn o (A) numer cougrui tra lore (mod. a%),
primi con k, minori di ke pereid incongrnl (mod. k). B siccome due
tall numeri presi in progressiom diverse sono incongrui (mod. a“) o
guindi anche ineongrui (mod. %), il complesso di tutti questl numeri,
il eni numero & appunto o (a*) 9 (A) =g (%), costituisce nn sistema
completo di numeri imncongrui (mod. &) e primi con k, come i nu-
meri (23). Ora, prendendo uno dej nominati numeri da ciascuna
delle o (a®) progressioni (25) si oitiene un gruppo di ¢ (a¢®) numeri
mcongrui (mod. a) e di cosi fatti gruppl se ne possono formare g(A).
Altrettanto pud dirsi evidentemente dei numeri (23), e cosi il lemma
¢ dimosbrato.

(*} Il tecrema & eni allodo & il seguenta: Sabx & wn numigro inters gualungue ¢ d, n sono primi
fra lore, nelin progressione arilmetica T x-+d4, x+2....x |- (o— 1)Ad i n fzrmind 4 wamero dei
nymeri privef con 1 2 @ (n), — Questa & una notevole, eppire poco ricordata generalizzazione del
teoremsa di EvLero raiative al nomero @ (n), © 8i pud dedurre da guast'ultime teorerna osservando
che | lermini della progressione formano un sistama completo di pumesi incongrui (mod, n). Si
pud perc daree uns asmplice dimostrazione indipendentaments dal teorema di Evizno (e dedurre
poi questo come aaso particolare, *=4d —=1) fondandosi snlla seguento proposizione; Se in una
progreamone wrilmelfca o mp farmind lao differenza d & un NIINErD DIAME con D, saranae 30 § ter-
wins della progressione dirisibili per p. (Quest'nltima si trova P. 83, nell'opera La teoria delie con-
grienza di P, L. Touzsicngr, trad, ital. di I. Mawssarini, Roma, Loescher, 1865, & 7. Teorema 10},
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Da queste premesse & facile ottenere una dimostrazione del nostro
teorema, analoga a quella del Teorema V. A tal fine si formi p. es. ri-

spetto al modulo a® uno qualungue dei @ (A) gruppi di numeri incop-
grul (mod. a%) presi dal sistema (23) o dalle progressioni (25) nel modeo
suddetto, Allora Ia somma delle potenze a™® di guesli nuomeri sari
congrua (mod. %) alla somma Z(a*,n), e di consimili somme se ne
polranno ricavare @ (A), Albrettanto puo dirsi pei moduli 28 §%, ¢ov . . ..
Quindi si hanno le congruenze

Zk,n)=@(L)Z(24,a)  (mod. 2%
Z(kn)=¢(A)Z(a%n) (mod. av)
/A (%, ) = P (B} 7 (b.ﬂ? 7 ) (mod, J}ﬁ) ece,

e queste per le (22) si trasformano nelle seguenti

Zi(k,n)=cap (L) w (mod. 2%)
Z(kym) =z, (A) (mod. a%)
Z(k, n) =¢e,p(B) ws (mod. b%) ece. (%)

Dalle quali, essendo per il teorema di Fernat generplizzato
Le=1 (mod.2%), A==1 (mod. 2%), B*=1 (mod.?) ecc.
sl deduce la congruenza
Lk, n)=¢glog (L) w + eaA%p (A) o, + enB?ep (Blwe ... (mod. k),
0ssia
LU n)=9 (k) {s:LP=" + Ao | Be®d 4 ) (mod. k),

come 81 voleva dimostrare.

AVVERTENZA. — La formula (21) puo dar luogo nelle applicazioni |

numeriche a calcoli troppo laboriosi non ostante gh artifizi che st
possono usare operande sui resti di potenze anziche sulle potenze
medesime. Percid & opportuno avvertire che a fale fine pratico la
formula si pud semplificare utilmente o che spesso essa & suseettibile
di notevoli riduzioni.

In primo luogo importa notare che se taluna delle differenze
€—1, b—1,.., d divisibile per uuo delr fattori primi 2, @, b, ... di k,
allova (k) contiens questo fattore primo eon esponente almeno
uguale a quello che esso ha in ki cosi p. es. se b—1 & divisibile
per a, 1l numero o (k) & multiplo di a*, e in questo caso il prodotio
gap (K) A7) & divisibile per & ¢ come fale si pub trascurare, ciod
possiamo porre g, =10. A tale proposito si osservi cho ognigualvolia k

("} Quando si abbis ¢, =g =1sh—,,.=1, yueste congruenze dinno immediatamente
Lk m) = (k) frod, &),

Queato b il ense pesli esempi 2% @ 7% ¢hie dimmo pii sotto.

5 ]
L]
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& pari e ha abneno un divisore primo dispar: a, le differenze o —1 2
pari e 8i pud porre sq— 0,

In secondo Inogo, se # ha due o piin divisori primi diversi, osser-
viamo che, indicando con Ra, Ry, ... 1vesti delle divisioni di A per a®
di B per 88, ... (o eventuslmente i minimi resti negativi, se (uesti
8one 1n valore assoluto minori di queili), dalle congruenze

An—i=R.o! (mod. ¢=), Bwe—1 = R, @~ (mod. 4%), ecc.

avramo
A9 =AR=-1,  Be=BRy'..., (mod.k)
quindi

L (% n)= o (k) lea AR, 70—t - £, BR#0H -1 . | (mod. k). (26)

Inoltre, essendo Q,, Qu,... 1 resti delle divisioni dj ? (k) per ae,
per &7, ..., dalle congruenze

e )= Q. (mod. a2), e (A)=Q, (mod. #%), ecc.
8i dedueono :
Ag (k) = AQ,, Bo(X)=BQu,... (mod. k),
per le quali la (26) diviene
Z (k,n) = e AQuRPE-1 L 2 BQR 21 . (mod. k). (2D

Quando invece & & potenza di un numero primo si applica sen-
zaltro la (21).

*
= ik

Diamo ora alemni asempi numerici in applicazione delle nostre
formule ()
1% Sia #=25=5% ed #—38. Le formule (17) e (21) ei danno

S (25, 8) =10, Z(25,3)=0 (mod. 25).
2% 8ia k=8=2% ed #=25. Dalle formule (17) e (21) si ha subito
S®,5)=0, 4(85=0 (mod.8)
3. Sia k=120=2%.3.5 od n—1. Abbiamo

S(120,1)=155 (2 =15. 4 =60 (mod. 120)
Z{(120,1)=0  (mod.120).
>

(") Lasciamo al lettore la eura di sonirollare i resuitati per mezxo dells note formule S0
materio che dinno i wvalori dj S{&, n}, somma delle n=e potenzs dai primi  numeri naturali, e che
ai possono dedurre p. as., dipendentomonte dal sameri 47 BERNOUILLI, applicando alla fupzione "1
la formula sommstoria dal MaovAvain. Quells formale sommatorie permsttone di trovare il vesto
di 54, n) divian per &, ma per ogni esponente bizogna rleorrers ad ana foonnis spaciaie, la
quale u] crescere di » ai wu com pliennde ; al centrario la nostra formuin (17) presenta il grande
vanlageio di essere applicabilo ad ognl 8 {4, w), qualingne sia n @ richiede soltaulo clie # vanga
decomposto nei suel Tatiori primi.

e
e
0 . s

Frmri — i
= e —
= =

= T e
2 -
i | 3
o
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4°. Sin k=45=23°.5 ed n=4. Poichs 4 2 dwlslbxle per 3 —1
e o—1, avremo

S (45, 4) == 5% (3%) -} 3% (5) =30 1 36 = 21 (mod. 45)
Z (45, 4) = o (45) {596 |- Gel)) (mod. 45).
Per semplificare i ealeoli ricorriamo alln (26): osservando che
rest (5, 9) =5, rest (9,5) =4, obteniamo
(45,4) =9 (45)(5* L 9.4 =24 (10 + 86) =24 (mod, 45),
Del resto, come abbiamo notato, si ha
Z(45,4) = p(45) (mod. 43).

o, Sia k=90=2.3%5 ed n=71. Poicheé 90 non & divisibile per 4
s1 ha
S (90, 7) =450 (2) =45 (mod. 90)
Z{90,7) =1 (50). 4572 = (mod. 90).

A quest'ulfimo resultato si arriva subito, osservando che 90 & pari,
ma non potenza di 2 (vedi Ja precedente Avvertenza).

6% Sia k=492-=2°, 3. 41 ed n = 6. Essendo 6 divisibile per 3—1
81 ha

S (492, 6) = 1237 (2%) + 1649 (3) =246 - 328 =82 (mod. 492);
Z (492, 6) = o (492) {12399+ 1647}  (mod. 492);

ma, osgervando che 492 ammette divisori primi dispari e che si ha
7 (492) =160, rest (160,3)=1, . vrest (164, 3)=2,
applicando la (27) si ottiene
7£(492,6)=1,164.2'=328  (mod. 492).

7. Sia k=300=2%.3 .5 ed # =8, Poiché & & divisibile per 3 — 1
¢ D— 1, si ha

3 (300, 8) =759 (2%) -+ 1002 (3) + 129 (5%) =

150 -+ 200 -+ 240 =290 (mod. 300); -
Z (300, 8) = ¢ (300) {75¢@) |- 100¢(8% -1 12#65%)  (mod. 300).

Ma poiche 300 ammette diversi divisori primi ed abbiamo .
¢ (300)=80, rest(80,3)=2, rest(80,5%) = o, rest (100, 3)=1,
applicando la (27) si ha |
Z(300,8)=2,100.1'45.12* =200+ 5. 276 = 80 (mod. 300).
Del resto, come si & notato, abbiamo
Z(300,8) = (300)  (mod. 300),

8% Sia k=57876—=2%.3.7.13.53 ed #» = 132. HEssendo 132 divi=
sibile per 3—1, 7—1, 13— 1, avremo

S (57876, 132) == 14469 o (2%) - 19292 w (3) - 8268 o(7)+4452 ¢ (13) =
= 54802 (1nod. 57876).




PERIODICO DI MATEMATICA. 177

Per la Z (57876, 132) applichiamo subito 14 (27); osservando che
7—1 & divisibile per 8 e 53 — 1 per 13 si pud porre ea =0, g, =0
inoltre essendop

v (57876) =14976, rest (14976,7)—=3, rest (8268, 7)—1

81 avVry
4 (57876,132)=23 . 8268 . 1° = 2484 (mod. 57876),

Unserto CoNorma.

SOMME DI FATTORIALI

l. Esistono diverse formole che danno la somma delle potenze
simili di 2 numeri in progressione aritmetica, ma non se ne cono-
scono che diano le somme dei prodotti a A a £ di essi numeri. )
E questa lacuna che 1o; ci proponiamo di colmare con la presente
Nota.

In sostanza Ia ricerea in parola consiste nella determinazione
delle formole esprimenti le somme delle combinazioni semplici di »
elementi a k a k, dove gli elementi stessi SONo numeri in progressione
aritmetica ed hanno valore di fattori nells combinazioni (termini) alle
quali appartengono,

2. Consideriamo il prodotto

(x+ a) (2 a- d)...(:r:—{—a—{-[ﬂ-—l]d) (1)

essendo ¢ una variabile arbitraria.
Sviluppando la (1) secondo Ie potenze decrescenti di z, 8i avra

(m+n)(m+u—[—d)...[$ a—[n ld)=a Az~ LA, (2)

dove, com’e noto, il eoefficiente A, indica la somma dei prodotti a k a %
degli # numeri in progressione ariftmetica

¥, a-—]—d,...,a+fﬂ—1)d.

»

M 1 prof. AnoLvo MARTINI-ZUocaasT, in un suo pregevole Hbro (Trattoto ds Algedra comie
plemeriare, pag. 286, R, Giusti, odifore, Livomrno), di i'aspreasione:
e n —r~Dd)... lat(n + 1) 8} — @ (@ dY .. (w4 rd)
"
r+1)d

della somma partieolare:

Sy = G16g ... ap - ayay R AT oS o P S
essendo ay = a - k4,

 :
=LE
B

: -*'1'- — =
by oL
'TE"“:'“_H:'-“% 5 -

gy}

i . - e
3 T e s
Bl e ST S G -’FHFE-;- e T
- L g -'l-'-;..? boal .? il ¥
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Determiniamo questi coefficienti.
Cambiando nella (2) 2 in 2L d, avremo -

{m—]—u—i—d]{m—]—u—k—ﬂrﬂ o (m—!—n—}~nd}=(m—l—d}"—l~ﬁlim»I—d]““—]— By (8)

Se ora moltiplichiamo i due membri della (2) per 4+ a4 nd ed
I duoe membri dolla (8) per x—a, nelle (2) e (3), risultando egaah 1

primi membri, dovranno essere pure eguali i secondi, epperd si of-

terra I'eguaglianza :

(xﬂ ‘F"ﬂ.lI“_l T R .ﬁ,._,} {.L‘ — —'I—-ﬁrz] =
=lz+df 4 A (z4d .. .+ Az L a).

Dovendo essa sussislere identicamente, dovranno essere egnall nei
due membri i coefficienti delle stesse potenze di z; si perverra gquindi,
previa semplici riduzioni, al sistemna ricorrente;

A= (3)a+ (7))

(3)e+(3)eJo (5o (177 o]
A, — H(E)d—,—(g)ﬂ] e+ | (5N a+ "5 a |da.+
1272+ (77 &

=y 2 ) ()o@ [ o (1 ] n
ot [ E) et ()

potendo & assumere tutti i valori da 1 ad 7,
Si ha quindi, per determinante:

1 0... 0 (ij):t-}-(’f)u
—{F)+(Ta] 2 0 [(m)at(z)e]e |

a= | LGS+ G2 a e —[(EmBas (=9 o]

=) ([ (B)a+ (7)) o] |

Ao oo o go] o
e [ oo (1)

$1

dc
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3. Per a =d=1, Ja

progressione & formata dalla serie dej nu-
mert naturuli ed

altora, ricordando Ia relazione

() Hp2) ="

81 ha | |
[.T+I](;E—'—2)...[£E'—[—?i)= (4)
S 0 0 .., 0 (”_Li"lj
~3) e e o py
h ‘n—1 ¢ n—+-1
Zk;—:n-_].h _*(3) __'( 3 ) .'j e 0 ( 4 ) :vn_k
kg k)] a0 5 . G .. .
) n—]| n—2 y n—r1
—b—) RS- e ")
g7 __(n—1 n—32 n—h--2y -1
1 e 1)
dove, posto A, = ~nks 81 & fatto per generalifa 1=23,,,.
In particolare:
En,l o (ﬂ _; IJE
Enﬂ__[ﬂ—l—l}n fﬁ:I—I][Sr:—J—E_} (5)
: 2
= (R4+1¥ n® (n — 1) (n —2)
TR 48 .
8§, (4 Dn(n—1)fn — 2)(n —3)150° 4 150" — 104, — 8)

D760

Le (5), evidentemeute, si annullano per n <7k, come del resto pup
ormalmente verificarsi pe determinante del

la (4) se 8i pone in esso
'>an. Ne segue che Zax & divisibile per 1l prodoito nin—1). ..

o{n—Z%—+4-1); ma poicks I'ultima colonna del determinante stesso

divisibile per (n 4 1), essendo
n—+1 1 n
¥ )=tm+nl( )

o 1
vy

&
Tox=(n+1)n(n— Deoiln—%41) Px—1 (1)

Ve 9,4 {n) & una funzione int
grado 4 —1.

4. Poichd

ErDE+Y).etm)=r+S.o L5, 6

era di » (a determinatorec numerico)
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per x =1 si deduce
+-1)1=%,+2n+...+ Zh..
Da questa s1 ricavano pure le altre:

Bla=— S0+ ua—T+e -~ Znn—

H ! e Ln—-].n En—l,l _I_ .o . + 311—1. 3—1*
Inoltre, dalla (6), si dedurrd 'espressione derivata d'ordine %-

ffe+1)@+2) ... (@ +n)=
- =nn—1)...(n—k-4-1) "V

+ X h—kr—F,k—1...n—k—h+1)3, 52

k=]

IP'aBio MergaARL

ALGUNI TEOREMI SULLE CONICHE A CENTRO

In una mia nota * Sopra una classe speciale di eissoidali , pub-

blicata in questo Periodico (fase. 11 dell’anno XXVIII) ho fatto no-

tare un teorema nuovo snlla generazione dell’iperbole che eredo
importante sia perchd ci permette di far rientrare le curve del se-
condo ordine in una vasta classe di curve che godono notevoli pro-
prieta, sia anche perché ei da il modo di istituire una discussione
dalle condche eon procedimenti nuovi e indipendenti dalla geometria
metrico-proiettiva.

In questa nota ripiglio il teorema su ricordato estendendolo anche
all'ellisse e deduco qualcuna delle proprieta delle coniche a centro
considerandole come cissoidali, fermandomi in particolare sull iper-
bole, data I'importanza pratica di gqualeuno dei teoremi che saranno
esposti. Lo scopo di questa nobta & solo di far vedere con qualche
esempio di dimostrazione come il nuovo teorema possa esser fecondo
di applicazioni per lo studio delle coniche.

|. Rammentiamo che, per cissoidale di due curve, s'intende quella
curva che ha per raggio vettore in ogni punto la differenza dei raggi
vetiorl delle due altre. Cid posto, date due rette di equazioni

Y = Myx —+ } (1)
Y=+ pa )’

sulla cui posizione vispetto a un sistema d’assi coordinati cartesiani
ortogonali non faceiamo alecuna ipotesi particolare, la loro cissoidale
rispetto all’'origine per polo ha per equazione

iga” — (g -+ mg) &y 4 y* - (mypa — mgpy) = - (pr — p2) y =0. (2)
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Poniamo
Mg = g1y,
— (i - m3) = 24,4
MiPa — Mapy = 2a,a
Py — Py = 20s,

(3)

per cui 1a (2) piglia la forma
ﬂnﬂfg + gﬂu :!:'y + ?!_2 +‘2ﬂ13$ + Eﬂg-ay —— D'. (4)

Supporremo che i coefficrenti di questa equazione siane tutii reali,
Allora dalle (3) si hanno PEL 1%, py; M3, Ps 1 valori seguent

}ﬂl = — y —f— .‘ ﬂlEH-_‘ 1y
fyz — Mg 1oy

Bh= Gyt
) ™ — ay, .
= (5)
My = — iy — Vatis— ay
L , Tia — (g gy
Pa== — Qgg | r—=%
Ve — ay,
che sono finiti e reali o immaginarii secondo che
(g — ty = (. (B)

Escluderemo dalle nostre considerazioni il easo che (s — ftyy = ),

Ne concludiamo intanto che la cissoidale di due rette distinte, reali
0 tmmaginarie, & una curva del secondo ordine sempre reals. T preci-
samente un'iperbole o nn’ellisse secando che o due rette generatrici
son realt o immaginarie.

In quel che segne chiameremo prima o seconda generatrice rispst-
tivamente le rette rappresentate dalle (1) Stpporremo poi sempre
che esse siano distinte.

2. Dal modo stesso eol quale lu curva & stata cenerata si deduce
anzi tutto che essa piassa per 1l polo; a meno che le dne generatriel
non siano parallele, nel qual easo In curva si viduce a uns retia, Si
ha inoltre elie la tangente alla curva nel pola biessa per il punto d'in-
conire delle due generatrici. Chiameremo queslo punto pseudocentro.
Sempre per la sun sbessa generazivne risulta poi che la curva ha
due assintoti reali o immaginarii. Di essi, com’s évidente, uno coin-
cide con la sscondn generatrice ¢ l'altro & puralielo alla prima e ad
essa simmetrico rispebio al polo. Si*deduce nucora che la curva am-
melte almeno due assi di simmetrin coincidenti eon le bisettries degli
ingoli formati dagli assinfoti.

Osservando che, per quanto & state detlo, le equazioni degli as-
unteti sono

Y = mx —p, |

Y= msx ~py [ (7)
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8l hanno subito le eoordinate del centro

Pt e My Pa = ey 2
:1[] — L 1 g =" - == ‘ ( )
iy iy 1y iz

Si vede poi, anche direftamente, che, in funzione di gueste coor-
dinate, le equazioni degli assintoti sono

W= Yo ¥ — I
e, S (9)

Rammentando ora le (5) le egnazioni (9) diventano

T— Xy  — @izt Vau'"— an (10)
y— Y ayy

¢ le coordinate del ceniro sono date da

A Ass
Ju:iw‘ yu:Ia;* (11)

essendo Ay un minore del secondo ordine del diseriminante

My @ (g
A — | flay 1 ey
4 ETR (P U

dell'equazione (4), |

Osservando le (8) o le (11) possiamo dire che il centro & un punto
sempre reale, proprio finchd m, & e e diventa improprio per m; = ms,
ossia per Agy=0. E indeferminato quando p,—pa=10, my — ma=0"
(0, €1d che & lo stesso, guandoe A= Agyp— Az =10) nel qual caso
risulta nullo il diseriminanie della (2) 0 della {4). Com’s evidente la
curva si seinde allora in due rette parallele ehe costituisecono una
figura avente infiniti centri di simmetria.

3. Passando dagli assi primitivi ad altri paralleli condotti per il |
punto («, 3) st avra la nuova eqnazione sostituendo nella (2) ad 2,y
rispeitivamente z —- g, y -+ B. Si oltiene

ImeE” — (my -+ mg) oy - 4 .
+ (2ammizz — (my - ) B (mps — mgp )] 2 -+
== 28— () @ - (py — po)] y -
= [myanga® — [y - g a4 B2~k (m1y pe— g} 2 - (1 — pa) B1 =10 (12)

Possiamo frasformare questa equazione in modo che siano nulli i
coefficienti dei termini di primo grado. Le coordinate della nuova
origine saranno dale dalle equazionl che si ottengono annullando 1
coeflicienti di x, ¥ nella (12)

2nagz — (1~ ma) 5 (m2.700 — migpy) = 0
— (Mg — s) e+ 28 L (2 — ps) = 0.
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SI trovano per « e B i valori

4

D “l‘ Pa [3 . M e -+ gy

M — Mg’ "y — g

sl ritrovano ciod le coordinate del centro [n, 2],
Scegliendo dungue l'origine delle coordinate nel centro I'equazione
della curva piglia la forma

MMgt”™ — (w2g ~+ M) zy - Y+ faa =10, (13)
In cul gy & uguale a

Az == MyN52° — (M1, - 11g) &3 - % -+ (amps — Mapn) &+ (P — p2) 3

1l ealeolo di aw si fa subito serivendo I"espressione precedente in
guest'altro modo

(g == [Mamigz — & (1, - ) B+ 3 (mips — migpy) o
= [B— 3 (my + M) e =+ & (py — P}l o
+ 4 (s — Mapy) o - {21 — pe) B
Ora, quando si considerano le coordinate del centro, i primi dna

lermini del secondo membro di questa ultima espressione scompaiono
& si avra

1
(f3q = 5 (1: 95 — mgp, ﬁ: i_ i -+
i | M1 D3 - P,
iy 5 (P1 — ps) - my—me PP | (14)

Quindi la (13) si pud scrivere

Myitie™ — (imy = g) 2y - Y+ pups=0. (15)

4. Osserviamo che, rispetto ai nuovi assi coordinati, gli assintoti
defla curva hanno per equazioni

5{' == M5, o = gl
0, complessivamente, com’s facile verificare
mymgr® — (my - ms) 2y - y =0 (16)

E, per quanto & stato detlo, gli assi della curva, che son le bisettrici
degli angoli formati da gueste due retie, hanno per equazione comples-

AT — 1 (my + ) & — (mging — 1) ZY 1 (1 ms) y* = 0. (17)

Propeniamoci ora di trovare uy parfreolare sistema d’assi di rife-
rimento tale che nell’equazione (15) si annulli il termine in zy, Fa-
cendo rofave il sistema primitivo di un angolo o si dovra sostituire
nella (15) ad =z, y rispettivamente z cos ¢ —yEen , @sen ¢ -y cos g
e quindi 'equazione si cambiers nell’alira

Mty (& o8 p — 7 sen @)° — (9 - ) (z cos P — yseneg) X
X {x sen ¢ - ¥ cos ¢) 4 (= sen Pyeosg) - ppe =0,
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e, per doterminare tg o, si ha I'equazione
SON @ €0S @ — % (M ) (c0s® p — sen® p) — myme Sen @ cos =0,
0ssig

¥ (my - my) tg° ¢+ (1 —mung) g o — 3 (my + my) = 0.

E, sostituendo a tgo il sno valore % si ritrova la (17).

Se ne conclude che I'equaziona di una coniea s centro riferita aj
suol asst piglia Ja forma

mamige - y* - pipg = 0. (18)

5. Consideriamo ora in modo speciale 1l caso in cui le genera-
trici siano reali e distinte, il caso ciob dell’ iperbole. Ricaveremo per
questa muova via queleuno dei teoremi gia noti sull'iperbole e ne
aggiungeremo qualeun altro che discende immediatamente dal nuove
metodo d’indagini.

Osserviamo che I'iperbole resta perfettamente individuata quando
siano dati il polo O e le due generatrici o, ¢id ch’d lo stesso, il polo e
ght assintoti. Si assuma ora il pelo in un altro punto P dell'iperbole
@ si costruisea la retia che, con 1'assiutoto la, riproduca come cissoi-
dale 1'iperbole primitiva. Evidentemente questa reifa sara la sim-
metrica del primo assintoto rispetto al polo P ed infersecherd ¢ in B.
Ora la tangente nel polo P dell'iperbole passa proprio per B, ponto
d'incontro detle due nunove generatrici. Se ne deduce essendo il punto P
un punto qualunque dell’iperbole, che il punto di contatto della tangente
ailiperbole ¢ eguidistante dai punti in cui essu incontra gli assintoli,

p M
f A
/

4 P ’ A
_— g,
/
. /
/

C-F

S1 noti ora che, essendo AP — PE, BP = PC, il quadrilatero ABEC
© un parallelogrammo : 8, poiché, per costruzione MN =M,N,, la

— o o T T T — Ty
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retta OP & parallela ad AR e, passando per il centro P del paral-
lelogrammo, ne & nna mediana, Si conclude che AM = MC(,

Possiamo quindi ennuciare i due teoremi seguenti che danno un
mezzo semplicissimo per costinire Fiperbole per tangenti.

TeoreMA 1. — I segmento del 1° assintoto (2° retia generatrice) com-
preso fra la tangente e il pseudoceniro @ dimezzato dalla trasversale
che dal polo proietta il punto di contatto della iangente all’iperbole.

Teorema I1. — La parallele condotta ver i psewdocentro alla tra-
sversale passante per il polo e per un altro punto dell’iperbole ¢ la tan-
gente in questo punio comcorrono in un punto del secondo assintoto.

Per I'sguaglianza dei segmenti OM, e PM si ritrova la nota pro-
prieta che se una retia incontra un'iperbole i segmenti di esse COMPresi
fra la curve ¢ gli assintoli sono egumls.

Il primo dei due teoremi pocanzi dimostrati ei dice che BM, — M,
o BN, =N,E; cioe la retta €U, coincide con la CE, Se ne deduce
che due tangenti d'un'iperbole intersecano gli assintoti in punti tali che
le due rette che [i conginngono son parallele alla trasversaie passaite pei
punti di coniatto.

6. Servendosi del teorems fondamentale dimostrato vel n. 1 sa-
rebbe facile ricavare qualche nota proprieta dell’ipsrbole con econsi-
derazioni puramente geometriche. Ad esempio, osservando la figura
si riconosce snbito clie 3 briungolo compreso fra una tangente e gli
asstntoti ha aria eostante. Infalti per le due tangenti in 0 ¢ P i dne
trigangoli BCC', AC,C’ hawno in conme la parte ABC e 1 due trian-
goli ABC, ABC, sono equivalenti, avendo la stessa base e la stessa
altezza.

Se Py, P, sono due punti dell’iperbole e O un altro punto assanto
come polo, costruite Je tangenti in P,, P, si vede che il segmento
dell’assintoto compreso fra le proiettanti i punii di contatto dal polo 2
wguale alle metd del Segmento antarcetto sullo stesso assintoto delle tan-
genti. Mantenendo fissi i punti P, o Py e facendo variare il polo
s1 dovrd evidentemente eonservare la proprieta enunciata, per il
primo teorema del u. 5. L'enunciato precedente si ¢completn dungue
con quest’aliro:

Le rette che Conglungono un punto qualungue @’ un’iperbole con due
punti fissi delle stessa curvea intercettano su un assintoto un seqgmento
#i lunghezza costante en uguale « meld di guello intereettato sullo stesso
assmtoto dalle tangenti atl'iperhole nei punti fissi.

7. Dalla relazione #

OP =0M — ON

1 ha, derivando rispetto a P anomalia del raggio OM vispetio o an
malungue asse polare passante per O;

- F i 1
L e

-
EaTe .
=g -
s

n'--—"_.". ™l d
[=] _— e e, B S
— e : A e —
=~

= ] — &
Bl e, Wl e e 3
e
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ossin: la soltouormale polave dell'iperbole in un punto & uguale alla dif-
ferenza defle sottonormali polari delle due retie generatrict nei punti
eorrispondenti,

'h\
\

00

4 X B

Questo teorema offre il wezzo di poler costruire in modo semplice
la normale e la tangente in un punto all’iperbole. Le normali in M, N
alle generatrici intersecans la normale per O al rageio OM in A, B
rispettivamente. Presv OX =0A — OB, sara OX la sottonormale po-
lare delliperbole nel punto P e XP ue sara la normale.

ILaFFAELE LEONARDL

PICCOLE NOTE

Nnova dimestrazione 1 nn noto teorema sni massimi e minimi.

I noto che, se pite guantiia positive varviabili hanne somma 8 costante, il dove
prodotio P assume il sne massimo valore guando i valori delle quantiti conside-
rate sonp Bl wynali fra lore.

Tale importaute teorema & dimostrato di solito col procedimento segunente,
dovuto & Cauchy. Si prova prima In verita dell'asserto nel eagn di due gnantitd
soltanto. Per il caso poi di tre o pii quantitk si osserva che, se i valori 2o ed yo
di due fra esse sono diseguali, il prodotto P aumenta ove ad entrambe le guan-
< T

tith si din invece il valore . donde &i conclude che, se i valori delle guan-

tikiv considerate non svuu tubii eguail, il prodotlo T non ha il massime valore
possibile e che tale prodotto @ quindi massimo quando le quantita considerate
hanoo tultte lo stesso valors,

Mg sinmo noi sicari che esistano effeltivamente dei valori delle quantiia va-
rinhili corrispondentemente ai quali P assume il sue massimo valore possibile ?
La dimostrazione precedenie ci assicura sollanto che P non 2 massinto guando



PERIODICO DI MATEMATICA. 187

le quantita considerate non sone eguali. Ma di qni non & lecito concludere che P
¢ massimo quando detfe quantita sono eguali.

Bigorosn & inveca la dimostrazione che del nostve teorema diede nel 1879 il
prof. Davide Besso (Anunario del R. Istituto Teenico di Roma) s che il prof. Fraitini
ba riprodotia vella 1* edizione delle sne bellissime © Lezioni di algebra, geomelria
e Lrigonometria nd uso degli Istituti Tecnici , (Paravia, 1911), Essendomi perd
sembrato che il procedimento seguito dal Besso fosse troppo lungo e complicaio,
mi proposi di vedere se si pokeva dare del teorema una dimostrazione plit sem-
plice che, senza scostarsi troppo da quella del Cauchy, Ja rendesse rigorosa. La
dimostrazior.e brovata & In segnente, che non credo sia nota ed alla guale il Fratiini
volle tosto concedere 1'onore di gentilmente riportarla nella 2= edizione delle sue
“ Lezioni , (fatfa ad un anno di distanza dalla 1* 1),

2k
* ¥

Sirno n le quentith variabili considerate.

1

Se esse sono tuite eguali, il loro valore comune & mgnifestamento ed U
BC S - "
Joro prodetto & (P—) - 8 ha cioe P = (—_) ;
n n

Se esse invece non hanwe tutte lo stesso valore, ve n'é certamenie una

(almene) il cni valore & minore di — ed una il cui valore 2 maggiore.

n
Indichiamo con x e enn y queste due guantita: i loro valori potranne indi-
: S :
carsl con ay = hecon yp —=— 4 A&, dove A e 2 s,no evidentemenute due
n i

numert pnsibivi ed 4 é mimore Jdi —.
i

Attribniamo alla z, invece del valore zp, il valore —. La somme S manife-
1

S5 5 : S "
stnmente non muota se si atiribuisce alla y 1l valore :+ k — &k (positive, as-.

sendo - - = &) e si Iasciano immutati i valori delle altre n — 2 nquantita. Per ve-
1

dere se e come varia il prodotto P basta evideutemente vedere se e come varia
il prodotto delle quantita » ed y, le sole che hanne mutato il loro valore.
Tale prodolto era prima
8 (8 CRE 5 5
(——-hl-(—=i:)=( ) -k h. B |

i L] n

ora &
¢S Q8 g .
L PP NG P N )

Tl N M
Kisso & dungque aumentato el prodgite k. Z%; ed alle altre quantita che, even-
| A S i ;
toalmente, avevano gik il valore — ne va ora nzgiunta un'alira, la .
"
Ripatiamo, se necessario, il procediments ora indicato, fino ad oltemers che

: : : : N
le n quantita considerate abbiano tutte il valore — . 1l loro prodotto va sempre

4
Lyu S\ 0
anmentando e da ultimo & (E:) ; il prodotio primitive P era dunque < (i) -
') .
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n
Vale insomma la relazione P =< (,—E:) , 1l segno = valendo solo quando le

quantila considerale hanno taite lo stessp valore; e con cid il nostro leorema
resta completamenie dimostrato.

¥
* =

Dalla relazione precedente si ottione ovviamenta I'alira 8= . VP, nella
qurle sbbiemo ancora che il segno = vals solo quando 1 valori delle quantita
considerate sono tutii eguali fra loro.

Ne risnlta tosto dimostrato I'altro importaute teoremn che dice: ge pin quan-
titd positive variabili hanno prodotie P costante, Ta loro sommae S 2 minima grando

le guaniitd considerate hanno tutte lo slesso valowe,
Paoro Carrameo.

IN MEMORIA

ANTONTIO PACINOTTI

(17 gingpo 1841 — 25 marzo 1912)

Antonio Pacinotti aveva appena diciassette anni gnando ided un
apparecchio per valutare le intensila delle correnti mdipendente-
mente dalla forza direttrice del magnetismo. 'y guesto strumento che
a L defte la spinta per Ia costrozione del suo famoso anello ad
elettro-calamita trasversale: il rinomato anello che, variato nella forma,
ba dato luogo a tutte le macehine elettrodinamiche moderne,

LI prineipio di reversibilita delle macchine magneto-eletiriche ed
elettro-magneticlie era gia stato dimostrato dal Pacivosr: nel 1860,
ma fu da Lui reso noto solo nel 1864, Ig questo anno ebbe dunque
origine la prima dinamo costruita dal Pacivorri, il guale ne costrni
poi un'altra nel 1870. Studiando ancora, il Pacivortt cambib nel 1874
in cilindro pieno I'anello e costrui una macchina magneto-elettrica
& gowfolo con spire rettangolari; nel 1881 trasformo ancora |'anello
primifivo e costrnl una dinamo « wolano; le spire indoite avevano
in questa la forma a D.

I progressi erano continui e mai il Pacrorss perse di vista la
taorica e la pratica delle macchine per generare la corrente elet-
trica, tanto vero che mnel maggio del 1911 prese un brevetto per un
Commutatore pariicolare ad alto potenzinie e nel luglio dello stesso
4Dno ne prese un altro solla nuova elettro-calumite iraseersale ad
anellp spezzabile ¢ ricomponibile, che dovrebbero portare un pofente
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contributo alla costruzione economica delle grandi diname ad alto
potenziale.

Nel campo dell'slettrotecnica il Pacinors portd dunque un im-
menso contributo schindendo nuovi ed illimitati orizzonti.

Basterebbe questo solo contributo per rendere, como lo & difatti,
mmmortale il suo nome.

Ma in altri campi lavord alacremente il Pacixorri ed in ogni suo
lavoro si trovano sempre idee geniall che dischinderanno nuove vie
alle ricerche scientifiche. Basta leggere attentamente le swe wume-
rose memorie per convincersene.

Accennerd solo, per avvalorare eon qualche esempio questa mia
asserzione, a qualcuna delle piii importanti.

Nel eampo della fisica pura accennerds:

a) alla teoria elettrica della affinite, secondo la gquale le correnti
eletiriche, sieno esse dovute al semplice contatto, od al ealore, od
all’azione chimica, od all’azione della Inee, ecc., hanno origine dagli
attrita molecolari di scorrimento ira gli elementi delle molecole, le gquals
avrebbero I'attitudine di potersi caricare di elettricita di nome con-
trario confricandosi tira loro;

b) alle correnti prodotie da due metalli omonomi, non in con-
tatfo ed immersi in una soluzione di un sale del metallo usato, sotto
I'azione della luce o del calore;

¢) alla teoria dell’ebollizione, correita per quel che riguarda le
temperature e le tensioni; |

@) alla correzione da farsi alle leggi di Coulomb e di Matteucei
sulla dispersione delle cariche elettriche operata dall'aria;

e) alla elettricitd prodotia dalle coppie bimetalliche per attrito.

Nel campo della fisica tecnologiea accemnerd solo:

) alla costruzione di fini a conduitura [orzaia per avere un
maggior rendimento ed una migliore qualita di vino nellafermentazione
dell'nva:

b) ai viali elettromagnetici che, se ben capiti, porteranno tanti
vantaggr nella trazione elettricas

¢) alla introduzione della trazione polispastica di coltri bivo-
meri per ottenere un rendimento maggiore del terreno com risparmio
d1 spesa;

d) allo studio sull’attrito di scorrimento, col quale studio si di-
mostra I'influenza della temperatura, delle vibrazioni, della umiditi,
della eleftrolisi, della untuosita,gsulla adesione e sullo attrito nello
siregamento fra aleuni corpi & sul lavore di alcuni aratri.

Dovrei accennare avcora ai contributi portati dal Paemorrr agli
studl astronomiei, alla meccanica applicata all'agricoltura, all'archi-
tettura rorale, alla idraulica rurale, ecc. ece., ma non lo faccio per
non dilungarmi di troppo. Per chi vogla conoscere almeno in riassunto
1 lavori del Pacrvort potra leggere I'opuseolo che fii da me pubbli-
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cato col titolo * 1y MEMorIA DI ANroNIO Paciworrr , (Pisa, Tip. del
“ Nonovo Cimento ., marzo 1913).

ANTONIO P.&EINDTTI stolcamente sopporto le patite ingiustizie, non
chiese mai nulla a nessuno e dette totto il suno fecondo ingzeguo per
gli altri. |

Le pta grandi onorificenze lo lasciarono sempre freddo, ch2 egli
non le agognava. Riteneva essere un dovere dare il proprio contri-
buto d'operositiv per la grandezza della Patria, sia come cittadino,
s1a come 1nsegnante, sia come scienziato, e fin sinceramente madesto
per spontanea elezione.

Anima onesta, spirito sereno, cuore ottimo, serupolosa rettitudine
di sentimenti, erano le doti naturali di Anronio Pacivorri. E per
eto questo Grande Uomo rimase sempre indifferente a tutto eid che
portava la sua persona in alto. Egli desiderava fare il bene per il
bene, non per fine egoistico, e per la tranquillita della sua coscienza
poté conservare tino all'ultimo suo anelito di vita une straordinaria
serenita di spirito.

Fu grande come scienziato, fu immenso per la sua bonta, fu su-
blime per la sua lucidith di mente e percid la sua figura rifulgera
doppiamente, e come grande inventore e come uomo perfetto.

Livorno, 10 Marze 1913,
Prof. Virrorio Boccara.

)
+
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11 prof, Ortu Carboni ha inviate alla direzione del ® Periodico di
Matematica , una lettera in risposta alla recensione del suo Trutiato
di Matematica finanziarie, pubblicata nel N. 2 di questo giornale, —
Unn parto di questa lettera contiene accenni u qmatmm personali
che non crediamo possano trovar opportunamente posto inun giornale
scientifico, e confidiamo che l'egregio professore sara soddisfautfo di
veder puhbheatu gquelln parte che pud veramente considerarsi come
risposta alle critiche del prof. Sibirani, a1

11 prof. Sibirani discorre di un velume contenenle 481 pagine esclusive di

Matemalica finanziaria, a questo modo:

si ferma ad analizzare, nei modi volufi dai sooi fini, alenni numeri di un
eapitolo preliminare, il quale vuole affermare soltanto o rapidissimamente (e da
alkri seno pur state nceusate di soverchio pretese!) lo necessita di una coaltors com-
plementare per lo sbudio della Matematica finanziaria anche rivolto a fini pratici;

vucle, onestamente sempre, far credeve che 1o ubbia preteso annnannive lezioni
di Analisi infinitesimale in 10 pagine, che cuntengono semplicemente un formu-
lario e qualche esempio di applicazivne dell’Analisi infinitesimale alla Matematica
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finanziaris. eon lo scopo di invogliars allo studio di quella dizeipling o con op-
portuni rimandi ai pitn facili manuoali;

attrivnisce a me anche evidenti errori di stampa.

Non dimentica perd una mostra pedale degli acticoli e dei processi brevettati
degli amici, che io ho avuto il torfo di trasenrare, avendo seritto il {ibro prima
della loro produzione, ma che non avrei neppar potuto curars serivendelo ogei,
E motte pure avanii un nome venerato, Il quale, con le sue ben yote larghezze
di idee e nobilia di animu, non pud ritensre offensive per lui il disaceordo in
qualche punto fondamentale, pé gradire caril incensi... disinteressati

Genova. dicembre 1912,
8. Orto Careoxt

G. RiBont. — Flementi di calcolo letterale ¢ i algebra, per le senole

medie di 1° grado. — Societa editrice * Dante Alighieri ,, Al-
brighi-Segati. — 1. 1,80,

L'egregio Antors svolge in {uesto pregevole volumelto, in modo assai sem-
plice, chiaro ed esattn, il basn noto progranmana di Aritmetica, Caleslo lotterals ed
Algebra assegnato alla 3* classe della Scuola tecnica. Le 2 parti del programma
non sono perc fenute distinle ed esposie separalamente- Paritmetica eoi numen
segnati (chiamatt dall'A. impropriaments, coma troppo spesso si suole, numeri
algebrici) & svolia contemporaneamente al saleolo tetterale (chiamato dall’A, cal-
colo algebrico o algehra, mentre sarebbo epportuno riserbare tale denominazionse
alia teoria delle equazioni),

Un’esperienza ormai, purtroppo, abbastanza langa mi ha invece convinto che
lo studic del calcolo letierale riesece molio pift facile ed efficace quando prima
8i conosce beme l'aritmetica coi numeri segnnfl, Ritengo opporinve abituare gli
alunmi a fratbare i ngpmeri negRtivi con assai maggiore famigliarith. Come la
constderazione degli aggregati di ozgetti ci porta spontaneamente allo staudio dei
numeri naturali e la divisibilita in parti eguali a quello delle frazioni, cost le
grandezze che variano indefinitamente in dus sensi opposti €1 indacono rllo studie
dei numeri segnati, senza bisogno, né opportunita, di premelttere alcuna nozions di
caleolo letterale. lo preferisco che esso sia esposto solo dopo aver studiato 1 intere
campo di razionalilh: come una sintesi ed an‘applicazione delle varie proprieta
trovate valide nei tre campi sempre pitt ampii di numeri che si sono successi-
vamente considerati.

faita 'accennata riserva saolla disposizions data il materia (e sall'abuso dalla
paroln: algebra) sembrami che il libro del Riboni sia degnissimo di ogni elogio.
Nella prima parvte (1 numeri algebrici e le operazioni relative) approvo special-
mente I'ndeguats estensions che I'A. volle dare allo studio delle frazioni letterali,
¢he & tanto importante e del quale invece si du di soliko sultanto un rapido cennn.
Nella seconda parte (Le equazioni) I'A., dopo un'acenratissimo studio teorico dells
equazioni (liveari), si occupa dell'intavolazione dells equaziont e della discussione
dei risultati, svolgendo per esteso parecchi inferessanti problemi. Un’ampia rac-
colta di ssercizi e problemi Benissimo scelii & dati da svulgere al |ottore anmenta
il pregio di questo bel tratzatello, che vivaments raccomando ai collezhi della
Scunole tecniche o normali. (Anzi, a propositu, perche 1"A., nel titolo, paria solo
di Scuole medie di 1° grado? L’esimio Collega mi accontenti * almeno s in goesto,
nella 2* edizione, che spero non si fark molto aspettare).

» P. Carraxeo.

E. Sapuxy e €. Soscmizo, — Lezioni di aritmetion — 48 gdizinne. —
Paravia, 1912. — L. 2,75.

Gl egregi A. svolgzono in questo libro I'aritmetica razionale dei nomeyi interi
e frazionar, si qoali sone appunte rispetfivamente dedicate |a prima e |a seconida
parte del libro. L'esposizione & chiara e precisa; ma non mi sembra semplice e
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sobria gquanto sarabbe desiderabile in um libro scolastico. La lendenza a voler
trattave 'argomento troppo astrattaments, troppo in generale e con troppi detiagli
nocque forse all'efficacia didatéica.

Nella prima parle sono dimostrate le proprieia delle varie operazioni coi nu-
meri interi e le regola di caleolo col sistema di pnmerazions decimale; sono
poi esposte le teorie dei numeri primi, del mass. com. div. o del min. com. mulf,
UGn'appendice ed aloune note danno modo perd, a vhi lo desideri, di premetitere
lo studio del mass. com. div. e del min. com. mult. a quello dei numeri primi.
La saconda parte del libro si ocoupa delle frazioni, sludiando, naturalmente, prims
le ordinarie & poi le decimali, 1 guozienti approssimati ed 1 quozienti peviodici.
Is conformity al gia accenuato mio desiderio i maggior semplicith e praticiih
avrei preferito che in quesla seconda parte fosse stuto messo meglio in evidenza
'intimo logume esistente tra lo fraziomi e le grandezze e che tale legame fosse
stato, ad es., ubilmenis sfruttato nelle definizioni di somma & di prodotto. Il libro
termming con una bella raccolia di numerosi essrveizi,

' P. Carranro,

G. Fazzart. — BElementi di aritmelica, — 22 edizione. — Parte I, nu-
meri interi, L. 1,40; parie II, numeri frazionar, decimall e pro-
porzioni, L. 1,10. — Libr. Reber, Palermo.

In questi due pregevoli volumeifii & svolto in modo semplice, chiare e preciso
il programma di aritmetica razionale prescritto nel Ginoasio superiore e nelia
15 classe dell' Istitute tecnico, Agli argomsenti strettamenie necessari ne sono
ageinnti parecchi altrvi complementari, tenuti perd ben distini dri primi, in modo
che si possano con tutta facilita tralasciare ove se ne sia ecosireiti da rigoruse

enigenze seolastiche. Senza trascurare la parfe teorice sone poi tenuti nel debite -

conto ed ampiamente trattati gli importantissimi argementi relativi alla pratica
algoritmica. i

Numerose ad ampie sono le note cloriche ed etimologiche che seguono ciascun
paragrafo ; frutto dolla ben conoseiuta, singolgre competenza che sn tale argo-
mento ha |'A., esse danno nel loro complesse una brvsve storia dell’Aritmetica,
assai nlile ed intersmsante, specialmente per gli alunni doi Ginnasi e Licei. Id .
assai uiile & la bella raccolta di moltissimi esercizi, problemi, ginochi e quesiti
vari, proposti alla fine di ciascun volumetto e segniti quasi tufti da un cenno di
risoluzione : in tale modo I'A. coglie spesse il pretesto di accennars a tante -
teressanti teorie e di dare dells ulilissime nozioni, atte ad allargare la mente del
giovani ed a render lovo s matematica sempre pit atiraente,

T'assando alla parte critien dovo perd fare aleune osservazioni. Non consento
coll’A. sulla convenienza didattica di definire il prodotte @i pin numeri inberi se-
guendo I'indirizzo combinatorio propesto dal compianto pref. Capelli: tale defi-
nizione sarebbe bene porre soltanto in nota e seguire nel testo il metodo soliio.
Invece di dednrre i vari caratteri di divisibilith dal eriterio generale dovuio al
Pascal preferirei che tale eriterio fosse posto in nota s che i vari caratteri di
divisibilith fossero esposti mare solito. Relativamente alle frazioni dovrei ripeters
quanto gih scrissi piit sopra per le Lezioni dei professori Sadun e Soschino. Un'altra
raccomandazions dovrei fave da ultime all’A.: nella 3* edizione, che gli angurd
non molto lontans, adoperi caratteri pin grandi e faccia meno economia di spazio;
lo stadio dei due bei volumetti ne rimarrebbe certamente assai semplificato; 1
compenso 2i potrebbs (e sarebbe forse bene) abbreviare parecchie note e si po-
trebbs anmentare un po’ la mole... e il prezzo dei volumeiti; quand’anche co-
stassero 3 lire, sarebbero sempre denari bene spesi! '

P. CaTravEQ

Giunie LazzeErl — Direliore-responsabile

Finlto dl stnmpare 11 15 Marzo 1913,




SAGGIO SULLA TEORIA DEI VERSI

nelle forme geometriche fondamentali

Al lavoro crilico e ricostruttivo esevcitatosi negli ultimi tempi
sui fondnmenti della Geometria non & sfuggita la opportonita di daye
un compinto assetto logico alla teoria dei versi delle f; gure fondamen-
tali, specialmente in vista della utilita Qi questa nella classificazione
delle congruenze e similibudini, come pure dells continua sua appli-
cazione in Geometria Analitica e in Meceanies razionale. In corri-
spondenza ai varii metodi di eostruire Vedificio geometrico furono date
da varii aufori diverse esposiziom dj questa teorin. Fra esse un posto
& parte occupa quella del Veronese, poiche il concetts di PErs0 vi o
assunts come primitivo per una classe assai estess d; figure, ed anche
per altre caratteristiche che & qui inutile ricordare. Nel sistemsa
dell’ Hilbert, i1 quale assume come primitiva I'idea della successione
di tre punti sopra una vetta, e nel sistema, teoricamente pin semplies,
del Pasch e del Peano, ripreso pil recentemente dal De Franchis (*}
e dallo Schur, (*) fondato sni concetti di classe, punto, e segmento la
definizione dei »ersi & invece necessaria per tutte le forme. A quest;
indirizzi pud intendersi eoordinata Vesposizione dell’Amaldi (*) per il
verso degli angoli nella gnale si accenna anche agli svilappi analoghi
per lo apazio; come pure le ricerche del Lavi e del Venervoni (Y) clie
riducono tutti i casi a quello della punteggiata mediante successive
prolezioni, eiv che pnd facilitare specialmente una tratlazione didat-
tica di questa teoria.

Nel presente saggio mi propongoe una irattazione della teoria de;
versi di tutte le forme che differisce notevolmente da quelle citate
e che pur non essendo forse di esse meno complicata mi sembra possa
essere di qualche interesse dal punio di vista eritico in quanto ri-
conduce in modo diretto per ogni tipo di fignre I'ngnaglianza e I'op-
posizione dei versi alle nozioni grafiche elementari. 1) carattere logico
che ho date alla esposizione e forse sembra complicarla, mi & sem-
brato necessario per essere sicu® del massimo rigore; come pure mi

(') M. D Fravciis, Geometric elementars [Hamdron. Palormo),

(*) F. Benuon, Grundlagen der Geometrie (Tevbner, Leipzig, 1009,

(™ Iu: Questioni riguardanti fa Malemation elementarea \Bologon, Zanichelli, 1912); TU. Anaipy,
Sul concetti di retla ¢ di piane, nag, B0-T4,

(*) B. Lmvy, Sull'uguaglianza diretia ¢ inversa (dells figure, " Per. di Mat, _, X1X, 1004, pag. 207 ;
e B Yenehoxn, S rersn degli angoli ¢ dei Lriedri, * Par. di Mat, o, XXV, 1911, png. 15,
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parve opportuna I'adozione di qualche termine anche se poco usato

o poco felice per indicare classi di figure equiverse contenute in una
data forma.

§ 1. — Carattere logico della teoria.

|. Data una classe C, una rvelazione R tra elementi di C g1 dice
eguatiforme se possiede le proprieta formali di nnn ugnngliaonza; cios
se essendo z, %, z elementi di (!, si ha sempre:

Rz ; (Prop. riflessiva) (2)
da zHz e yRz si deduce Ry. (Prop. transitiva) (8)

E ben noto ¢ome da quesle proprieta si deduea logicamente
I'altra:

da xRy segue yRu. (Frop. simmetriea) (y)

2. In modo analogo, si potrebbe dire oppositiforme la relazione R op-
posta. di R. guando B & equaliforme e inoltre:

da xRz e yKz si deduce zRy. (3)

Dalle () (3) (v) (3) seguono facilmente le al bre:

non & mai zRz:; (2)
da xRy segue yltz; (£)
da 2Rz e xRz segne zRy. (m)

P. es. essendo C la classe dei numeri reall, lo zervo eseluso, Ia
relazione espressa dalla disugnaglianza x5 >0 & equaliforme: la saa
oppostn & oppositiforme. Se invece C & la classe delle rette di um

piano , ¢ R & espressa dalle parole parallela o coincidente ,, R &
equaliforme, ma R non & oppositiforme, perché rette incidenti a una
terza non sono necessariamente parallele o eoincidenti.

3. Una coppia di relazioni opposte R}, R soddisfacenti alle con-
diziont (2) (3) (3) distingne la classe ' in due elassi €', 0, tali che
tra due elementi della stessa classe sussiste la relazione R, tra ele-
menti di elassi diverse non sussiste la R & sussisle quindi 1a R. In-
fatil basta scegliere in C un elemento a e porre in C' ogm 2 per
cut zRa, in C” ogni ¥ per cai yhRa. .

4. B noto (*) come ogni relazione equaliforme R definisca per astra-
zione una funziene f degli elementi della ¢lnase tale che la relazione It

(') Vedi per mageiori particclarl i recent Elementi di caleolo vetorinlz 4 U, Buran-ForTi &

R, Marconoxgo, & 'arlicolo di 8, CATANIA: Sulla Zefinicioni per astrazions e per poginiali, 112
* Boll. di Matematica .. Anno X. pag. 12.
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tra due elementi dalla ¢lysse sl traduea nell’nguaglianza dei eorri-

spendenti valori della funzione /- Nel nosiro caso saranoo dongue
scritbure equivalenti Je seguenti:

0
e .l

- = ]

L S s s
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ey =G |

s
o

Ry
S T e
it g
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La eondizione supplementare (3) esige di piu che |

4 funzione f
olfre ad avere un niedesimo valore per tutii

gh elementi della classe ¢

ubbia anche i medesimp valdore, diverso dal primo, per quelli della 4 k!
classe (”; ole msomma la relazione I3 definises un ente a due soli =57
valore. i By}
5. 8i rieonosce facilmente che nga relazione R appartiene al tipo F
considerato quando ver ogni elemento v di C esiste 1 altre elemento N

i
-

(coningato) v' tale ehe

da Ry si deduce xRy’ (h)

Se infatti si ba, secondo Ig (3), xRz e yﬁz e s1 chiama 2’ il eo-
niugato di 2, si avra anele iz’ e yR2" e quindi 2Ry,

B. Nel seguito di Guesto studio I clusse () guri formatn di certe
igure geometricle (segmenti, angolt ece.); tra due di esse dimosire-
remo possibili due sola relazioni, 'ina opposta dell'altra, e che dj-
noteremo con le locugzioni * EQUITErSO ,, * comtraverse - Proveremo
che la prima di esss equnliforme, 1a seconda oppositiforme; per

:
1nesto s1 dimostreranno Citso per caso le propricty (=), (8). (0), ciok 53.' >
le seguenti: :E

A) Una fignra ¢ eqiEiversa a se stessaq. };, 4
B) Figure equiverse ad wna terza sono equiverse tra [pro. L
C) Per ot figura esiste wune figpura coniugata, tale ciod che ogni 'f "

Wura contraversa ally prima ¢ eguiversa alla seconda,

|f-"} F
.y . T : v 4 . . ;5
Dopo eib zli elementi d; U =i potranno distinguere in dne clussi e
- emseunn delie quali appartiene uno stesso valore di una certa E F !
2 = ¥ % IL::' 1 ;
unzione che prende il nome d; verso della classe, e cho 3 sitscet- T i ;I
- - : - ' . o S
tbile quindi di due sl viloyi. ; 3 1
flap s
L'-Liﬁ! h
" F-E:' %,
3 2. — Versi della vetty, . .

7. Essendo data una retta v, due raggia, b di » s diranno egui-
78t se uno di essi contiene Paltro; contraversi se Cl0 0N avviene.
mo quindi eonfraversi due ragel opposti, dne ragel ehe hanno g

'INune un segmento, e dne rager ehe non hanno punkl eomuni; ne
Ulentemente possons darsi altri easi.

8. Ogni 12810 contiene se stesso; I proprieti (A) & dimo-
rata.

= i — B
= e ==
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9. I raggi @ e b slano equiversi al raggio ¢; potra verificarsi uno
qualunque dei guaitzo casi:

a conbiene e, b confiene ¢;
a confiene ¢, ¢ conbiene b;
¢ conliene a, b contiene ¢;
¢ contiene a, ¢ contiene b.

Nel secondo easo &€ nel ferzo e chiaro che der ragel a ¢ b uno
contiene l'altro: essi sono guindi eguiversi. Nel primo, siano A, B, C,
le origini dei tre raggi; allora a risulta del segmento AC e del rag-
gio ¢, b del segmento BC e del ruggio e. Quindi A e B cadono da
una stessa parte di ¢, onde AC contiene BC o BC contiene AC. Con-
cludendo anche in guesto caso a contiene b o viceversa: ¢ e b sono
equiversl.

Dimostrazione analoga si ha per la quarta ipotesi; resta cosl pro-
vata la proprieta (B).

10. Come coniugato del raggio b possiamo assnmere il rageio op-
posto &'; infatti se @ e b sono contraversi si possono fare le seguenii
ipofesi:
a ¢ b sono opposti;

g e b hanno a comune un segmento AB;
@ ¢ & non hanno punti comuni,

Nel primo caso @ e & coineidono; nel secondo & & 1l prolunga-
mento di AB dalla parte di B, quindi & contiene b". Nel terzo a non
confiene B, e b non coniiene A, quindi & confiene A, ed & equiverso
ad a. B con guesto dimosirata anche la proprieta (Q).

Il. Dai n. precedenti e dall’osservazione generale del n. 6 risulka
Ja possibilith di coordinare ad ogni rétta duae enti debft 1 snoi verss,
in modo ehe ogm raggio abbia un verse, e ad ognl verso eoprrispon-
dano mfinitl raggl eqniversi. Le duoe classi nelle quali possono eosl
distinguersi i yragui di »si diranno refte ordinate; v @ il loro sostegno.

12. Coordinando ad un segmento AB un determinato ordine del
suol estremi abbiamo il segmento ordinaio; ogni segmento AB e so0-
stegno di due segmenti ordinati che & indicheranno con AB e BA;
nel primo A & lorigine, B il fermine; I'opposto nel secondo.

Per definizione, zerso del segmento AB & il verso del ragzgio che
ha la, stessa origine e che lo contiene, Indicandolo con A (B) poniamo

duangue:

verso AB=verso A (B).

Evidentemente anche per i segmenti ordinafi valgono fufte le
proprietic formali delle relazioni equirerso e contraverso; e si puo
quindt ampharve 1l contenubo della locnzione réfia ordinata eornpren-
dendovi i raggi e 1 segmentl che hanno un dato verso. Indicheremo
con #(w) la retia ordinaia che ha per sostegno In refta » e il verso w.
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13. Fra le conseguenze delln precedente definizione notinmo le
seguenti, di immediata dimostrazione: |

) I segmenti ordinati AB e BA sono eontraversi

b) Se C giace in AB, CA ¢ OB sono contraversi, AC e CB equiversi, ecc.

14. Cid che precede pub estendersi senz altro ad ogni =istema che
possa porsi 1n corrispondenza biunivoca con nna puntegginta; p. es.
al fascio di refte parallele o di piani paral leli.

§ 3. — VYersi sulle rette di un faseio o d; nha stella
di centro improprio.

15. Bastera che ci limitiamo al caso dj una stella £ di rette
parallele. Sulle vette » e s delln siella si considerino due rette or-
dinale 7 (o), s (t); vale allora il teorema:

Se due raggi di s(s) e di t{x) cadono da una stessq parte o du
party opposte vispetto allu retta che congiunge le doro origini, lo stesso
avvieng per allri due ragg: qualungue delle stesse vette ordinate. Nel
primo caso le vette si dicono equiverse, uel secondo contraverse,

Sia dapprima a’ un raggio dj $(o), di origine A; ¥ e ¢ dus Iaggl
di #(z), di origini B e C. Dobbiamo provare che se ¢ e J giaceiono
da una stessa parte di AB, a’6 ¢ giaceiono da una stessa parte di AC.
¥d fatti, supposio p. es. che & contenga ¢, rispetto ad AC eadono
da parti opposte « e AB, quindi ¢’ e B; eadono quindi da una stessa
parte @’ e ¢. |

Dobbiamo poi provare che se @’ e 4’ cadono da parti opposte di AB,
anche a e ¢ cadranno da parti opposte dr AC. Questn seconda usser-
zioue si riduce alla prima considerando riggio @ opposto di a.

Se ora si vuol passare al easo generale, hastsa applicare due volte
il risultato precedente. Poiche, se «’, ¥, di origint A e B sono raggi
di s (o), ¢, d di origini C, D raggt di £ (1), e per es. &' e ¢ cadono da
una stessa parte di AC, anche a'e @ cadranno da una stessa parte
di AD, e infine ¥ e d eadranno da ung stessa parte di BD.

I6. Definita cos) ia relazione equiverso ¢ la sna opposta contra-
verse, lra rette ordinate di diverso sostegno e ammesso per comple-
tare quesia definizione che due rette ordinate di comune sosleguo sj
dicano equiverse se identiche, contraverse se opposte, dimostriamo che
sono soddisfatte le proprieta (AJ[BL(G]‘

17. Avendo ammesso per definizione di dire cquiverse due relie
wdinate identiche, la (A) B verificaty.

18. La (B) si verifica immediatamente nel caso in cui delle tra
ette ordinate che in essa si considerano due abbian lo stesso so-
tegno;. poiché allora esse eoincidono. Dimostriamola nel caso in cui
sostegni siano distinta.

e B T A i
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Siano allora (), s(3), £(2) le tre vette ordinate; le prime due
siano equiverse alla terza. Tagliamo r, s e ¢ con un prano © nei punti
A, BoeC. |

Sulla retia ordinata » (g) esizlerd allora un raggivo a di origine A,
su s{g) un raggio &' di origine B, su i(x) un raggio ¢ di origine (),
Per I'ipotesi a’ e ¢’ cadono da una stessa parte rispetlo ad AC, gnindi
A w; 8 cosl & e ¢ cadono da una stessa parte rispetlo a BC e quindi
a w. Lo stesso avverra perciv per a e b: ¢{g) e t{1) son dungue
equiverse.

[9. Come coniugate di una data rettn ordinata si pub assumere
la sua opposta (sullo stesso sostegno): infatti & chinvo che se s (g),
$(o') sono rette ordinaie oppuete e £(t)-e& contraverso a s(g), un
raggio b di £(x) e uno a" di s/5) endono da parti opposte rispetto
alla congiungente delle loro origini; sostiluendo al raggio « 1l sup
opposto a, che appartiene a s(5'), b e a' cadranno da uns medesima
parte della stessa congiungente, onde £(1) e s(c') saranno equiversi.
La propriefa () & dimostrata.

20. Potremmo vipelere qui le conelusioni del n. 11, cib che omel-
tzamo per brevita; osserviamo solo che equivers: e contraversi possono
anche divsi 1 raggi di due retie ordinate che presentmo guesto ea-
rattere; e cosi pure i segmenti ordinati.

5> 4. — VYersi di un faseio di raggi.

2. Coordinando ad nn angolo b un ordine determinato dei snoi
laki (p. es. a, &) abbiamo Vangolo ordinato ab; a & il raggio origine,
0 1] rageio termine. -

22, Due angoli piatti ad’, bb' di un fascio O si liranno eguiversi
se ia loro parte comune & uno degli angoli convessi ub’, a'b; contru-
versi 86 ¢lb mon avviene, ciogé se la loro parte comune & uno degh
angoli convessi ub, a'd'.

Per evitare difficolta distinguiamo il caso in eni le rebte aa’, bb'
coinecidano. Si consideri -allora 1na coppia di raggi opposti del fa-
sews ¢, ¢ distinti do # e a; per delinizione 'angolo m}[‘] sara deilo

equiverso ad aca’ & nd a'¢’'n; contraverso ad aca e ad aea.

23. Per T'ultima definizione la proprieta (A) e verificala.

24. Per dimostrare la (B) si consideri a parte il easo in cui de
tre angoli piatti che in essa si considerano due abbiano i lati sulia
slessa rella.

(") In geverale con In weritturs ub = :rjr;;.:-... L vogliame siznificaie che 'apgole ub contiens,
n ¥ . . N L et " o - a i
N gnest'ordine. i ragui p, g, +...: cioi ehe g contienn p, ar contiene g, & co=i Vin,
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Per es. aa’ sia equiverso a bl'; dieiamo che esso sard equlvVerso
anche a] sito opposto al vertice #'b. ]1:1'{11.1;1 se aa € bb" hanno a co-
nmune ﬂb aa’ e U'b bhanno a comune ab; e se inveee i primi bhanno a

comune «¥, gli altri hanne a comuns a ‘W' 1n ogni modo sono equiversi.

PﬂnEHHﬂD pol al ecaso generale, dovremmo distinguere vari casi;
vedremo che basta ]u:mt,mm al seguente. Siano aa’ e bb’ Equwerm

a e, e precisamente aa’ e ¢’ abbiano a comune ac’, b5’ e c¢ abbiano

a comune be.
S1 potri guindi serivere:

J aa =aca J
| e

l e’ = cue'

IH

.'L‘

. CU —— . R B T
- Poiche il dato angolo ¢’ eontiene a e b, a cadri in ¢b o in be'; nel
Primo cRso SCriveremo:

e = cabe

e poiche & cade in ac';

aad = qbc'a’.

Inoltre, a eadendo in ¢b, &' cadra in ¢'b, e quindi:

bbh' = be'a’t'.

ﬂnnfruntanda le espressioni di ea’ e 66" si vede che essi hanno n

comnne E«u. sono quindi equiversi.
Nel seeondo easo seriveremo:

ee’ = chac’ 6 = buc'l

I

- - o o= -"
e quindy, & eadendo in ca, b in ¢'a’;

& ]

as = ac'b'u’;

si vede ancora che aa’e 64" banno o comune ab’ ¢ quindi sono eqni-
versl,

S1 & detto che 0gni caso si riduce a questo; mfmh se per es. uad’ e
e’ hanno comine ac, Ub e ¢ hanno a . comune b:,. considereremo
ol pnstn di aa’ il suo opposto al vertice a'w il quale ha a comune
con cc’ 'nngolo ac; per aa, OU, ¢ vale la dimostrazione precedente,
quindi d'¢ e Eu!: s0no equiversl. Abbiamo allora visto che sono equi-
versi anche aa’ e Bb.

25. Come eoningato di un dafo angolo piatto bd’ possiamo assnmere
Faltro angolo piatto ehe ha gli stessi lati e ehe pel momento indi-
chiamo con bb'.
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Infatii (fralasciando per brevith i solifi casi sccezionali) se up
angolo piatto a¢’ ha comune con &) la paﬂe ab o la parte :ﬁ, con bb'
avra comune rispettivamente la parte «'b o la parte ab: in ogni
modo aa’ e bb" suranno contraversi. 1 cosi dimostrata Ia proposi-
zione (C).

26. Dopo c¢id, possiamo iniendere senz’altro estesa agli angolj
piatti del faseio () la nozioue di verso: la claswe degli angoli piatli
del faseio O aventi un deferminato verso o si diri fascio ordinato
O {w). 11 faseio O & sosteguo di due fasei ordinati opposti.

27. Dato un angolo convesso ab esiste un angolo piatto aa’ con
la stessa origine e che contiene ab: duto un angolo concavo ab esiste
un angolo piatto aa’ con la stessa origine e che & contennio in ab,
In ambo i casi diremo per definizione verso di ab guello del relativo
angolo piatto av’. Non restano cosi nlterate le note proprieta formali.
onde & lecito estendere il significato della locuzione fascio ordinato,
comprendendovi tutti gli angoli clie hanno un daio verso.

28. Dalla precedente defivizione si deduconmo immedistamenle i
corollari: . N

a) L'angolo convesso ab e Uangolo coneavo ab sono contraversi.

b) Gli angoli convessi (concari) ab e bu sono conlyaversi.

¢) Gli angoli opposii al vertice sono equiversi (essendo le origini raggi
opposti). " .

d) Se ¢ cade in ab, ca ¢ cb sono contraversi, ac e cb eqUIDErsi 6oc,

23. Cid che precede pud evidentemenie applicarsi ad ogni sistema
che possa porsi in eorrispondenza biunivoca eon un fascio di relie;
p- es. alla circonferenza, ¢ ul fascio di semipianl. In questo uliimo
caso s1 possono quindi definire i due fusei ordinati di semipiani che
hanno per sostegno una data retia 7.

Per il seguito occorre notare che se ad un diedro si coordina olire
che un ordine delle facce, anche un verso della costola, s1 obtiene
una fignra che diremo diedro orientato: un fascio ordinato nel quale
sia fatta questa scelta di un verso p sulla costola si dira fascio orien-
teto di semipiani, -di svstegno »(s). Se w & il verso del fagcio, il faseio
orientato si indicherd con »(p, w). Questn considernzione ¢ permet-
tera pilu tardi il confronto dei versi di diedri @i diverso asse, che &
Impossibile se essi sono solamente ordinati.

§ 5. — Versi del piano.

90. Due fasci ordimati O; (w,), Os(we) di centri distinti, apparle-
nenti ad un piano , si diranno eguiversi quando I'angole piatto del
primo fascio che ha per origine 0, (0;) e I'angolo piatto del secondo

-



