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e cambiando @ n a e p in p:
a(€)+[a+b)(3’+1)+(u+ﬁb) (‘”fz)-p...
e+ T =t (P T -

_,,,(_:ﬂ ) (p—l—fc—[—lhl_b(;:-_—-l
i1 i+2
nltima delle formole che volevamo dimostrare.

In particolare se a=5=1, é&:

(f) ‘?(p+1)+3(”+?) (k+1)(’°+1")
CernfP P Y2 ). w

I—|—_.

¥ se a=1, b=0 s1 ha la formola nota:

()t == (1)

N. TrRAVERSOD.

Espressione in fanzione di » dell’ 7™ termine delle sueeessioni
(i numeri derivanti dalla relazione

Qﬂ — [ﬂ' - 1) Qn—] —I— (ﬂa — - 1) QE—E

e sua applicazione ad alcune eclassi notevoli di permutazioni.

1 noto ¢he indicando con P, il numero delle permutazioni di # og-
gettl differents, con P’ 1l numero di quelle nelle guali ciascun ogeetto
occupa un posto diverso da quello che ha in nna di esse detia princi-
pale, eon P, il numero delle rimanenti, nelle quali adungue almeno un
oggetto occupa lo stesso posto che ha nella permutazione principale,
i numeri P, P, P’y soddisfano alla relazione ricorrente: ()

Qn == [“ . 1) Q"—l + [”’ S ]] QH—E (1)

Lo studio di tali numeri 8 importante nell’'analisi combinatora;
ritengo quindi utile far conoscere una formola ehe permette di espri-
mere in funzione di n# I'n™® termine delle successioni Q;, Q... deter-
minate dai valori 1niziahh €, Q. o dalla (1)

e

() Per la dimosirazions si puid consoltare ® Sopra aleone classi potevoli di permuiazioni
el prol. S8invio Mingrona, Giernale di Baltaglini, vol. XLIII.
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Tale formola &, per guanto io so, nuova.
S1 ha dalla (1):

Q;:I-Q1+D.Qs
Q==D-Q1‘}*1-Q5
QE=EQ1—‘2QE

+ =302+ 3Qs = 6Q; - 90,
Qﬁ == RQQI + 4~LQ9
QH — 190@1 + Eﬁf’Qz
ed in generale
Qu — SHQI _’_' RnQi (2)
essendo S, S;, 8, ... 1 termini della successione
1, 0, 2, 6, 32, 190,...
ed Hi, Rz, Ri... guelli della successione
0, 1, 2, 9, 44, 3265....
Dall’esame di tali snecessioni risnlta subito che:
-.,n — HS"_'_] _]'_ 2 [’_ 1}]1—1 {3)
Ry=nR, -} (—1)n, (4)

Sostituendo nella (3) ad 8, ; 'espressione che si ottiene da essa
camblando n in # — 1, poi sostituendo nella relazione ottenuta ad 8, _,
I'espressione che si ottiene della (3) cambiando n in n—2, si ha:

Sﬂzn[n~—l)(u——':—;")Sn_3—'rEﬂ(u—l}[—])"“"’—!—Zn[—l]“" F2(— 1)L

Continuando nelio stesso processo, risula in generale:

S =n ["—1]---(?1—‘5)5”4—1"I—ﬂu('u—l}...(H—--i—l—l)[—l}n_""—i—
+2n(n—1)...(n—i+2) (— 1) . 420 (— 1)L 2(— 1),

Iid assumendo per ¢ il valore n —4, talchi:

[Sn—i—l]i=n_4 = 8y =2

risulta, se n & paxi, e:

Sﬂzﬁ[ﬂ[ﬂ——l)...5.5.4~—n{u—1)...6.5—[—«
—]—u(?:—1)...7,5~—...—ﬂ(u—-1)—|—ﬂ—1],

e se n & dispari :

Sy=2[n(n—1)...6.5.4—n(n—1)...6.5L, cotnln—1)—n-4-1]
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ovvero, mdicando al solito un D, il nomero delle disposizioni sem-
phei di p oggett: diversi, ¢ a g

Sn:‘E [Dn.n—ﬂ R Dﬂ.n—l _[_ Dn*n—ﬁ = seas Du.! + Dﬂ,‘l = I}n.ﬁ]
se n © par), €: {5)
Sn — 2 [Dn_n—a_ Du,‘n—l ‘i— Du.u—ﬁ s eas _]_ TJn,E F e Dn.l _I_Du.n]
se n e dispari.
Con processo analogo, movendo dalla (4}, s1 prova che:
Ry=n(m—1)...(n—i)Roios+nn—1)... (n—i- 1) (— 1) ...
oo TR — 1) (— 1) Fn (=1 L (— 1)

e ponendo i=n—3 talchaé:

[Rn—i=—1]i=ﬂ—3 = Rn = ]
Rn e Dn.n—ﬂ T . D:l,u—ﬂ "l" DJL,R—I e e _l" Du.ﬂ —= Dn,l "I‘ Dn.u ]

se n e pari, e

Rn —= Dn_n—i = Dn,u—l‘i‘ Dn,n—l e Y DH,E'I" Du.l e Dn,{l J

se 7 € dispari.

Adungue l'espressione di Q, in fonzione di »n si ha dalla (2) nella
quale ad S, ed By si inlendano sostituite le espressioni date dalle
() e (6).

Siano ora n oggethi differenti distribuiti linearmente in un certo
ovdine @;,@s,...a, e diamo a P,,P’y, P", il significato gii stabilito.
Si ha adunque;

(6)

P,+P,=P,=n!

E poiché ognuno dei simboli P,, P'n., P", soddisfa, come & stato
osservato, ad una relazione del tipo (1), risultera:

Po =8.P: + R, Ps.
Ma: P, =1, P;=2, quindi:
Py =8, 2R, =n! () (7)
Py =15, - R, P

Del pari é:

Ma Py=1, P.=1, come & facile constatare, epperb:

Py=58,+ R,.

(') In genersle dalla (2), suppponendlo Q,=2Q, sl ha:
RBa = Q; (Bu + 2Rn) =mn! Q,.
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OvVVvero:

Fn e Dn,n—ﬂ—‘ Dn.n—-%‘l‘ Dn.n—ﬁ

Dm+nm_nml
I' (8)

s| i © pari, e:

Jru — Du.n—a— Dn.nul _I_ D'I:I‘I:—ﬁ__ " + Dn..i —_ Du.l + Dﬁ.ﬂ
se n & dispari.
Infine gi ha:

‘ Pﬂn = SHP”[ _l_ RIIPHE
e poiché:
P”1 - D; P“n = Iy

come 6 evidente, risulta:

_ P =R, (9)
qualunque sia #,

Le (7), (8), (9), ove al posto di 8, ed R, siano sostituite le espres-

_Eicmi ds_l.ta dalle (5) e (6) permettono adungue di esprimere P, P',, P".
in funzione di n.

Come & noto le P' e P” soddisfano alle relaztoni:

Po=nP,,—1, per n pari
Po=nPy -+ 1,
P”n= P”n—z e L
| Y L, |

. dispan

»  pan
dispari

ed & facile constatare, temuto conto delle note proprieta del sim-
bolo D,g, che esse somo verificate. {*)

N. TrAVERsO.

I-l-l-. -

SOPRA ALCUNE IPERSUPERFICIE RIGATE

ottenute eome inviluppi di iperpiani

l. _In una nota pubblicata da questo Periodico nel fase. V del
maggio 1913, il prof. G. Usa1 tratta delle ipersuperticie inviluppo;
llmltar_lduai, come egli stesso afferma, ad una facile ma interessante
Estﬁ_msmna di aleuni concetti ben noti per lo spazio a tre dimensioni
© cloe ai concetti di inviluppo, caratteristiche di Monge e spigolo
d1 regresso. Nella nota in parola vien preso in considerazione uni-

(') Per aitra via sono dimostrate nel citato lavore del prof. Minetela,
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nente il caso in cui la ipersuperficie dipenda da un solo para-
tro arbifrario, ma & naturale di pensare anche al caso n cui nella
sazione che determina la ipersuperficie vengano a comparire due
rametri indipendenti. Anzi in quest’ultimo caso si hanno alcumi
altati interessanti, che non hanno risconfro in corrispondentt pro-
ota delle ordinarie superficie dello spazio a tre dimensioni, ed &
indi opportuno di prendere in speciale considerazione il caso In
1CO1S0.

Nella presente nota mi limito a traitare la guisfione per uno
azio a quattro dimensioni, per evitare 1 lunghi svilupp! o le nota-
i abbreviate, e determino le equazioni parametriche di certe
srsuperficie rigate speciali; le gquali 1o luogo di avere «’ spazi
re dimensioni tangenti, come accade generalmenie per ogni 1per-
perficie, ne posseggono solamente ®*; cioe lo spazio ad esse tan-
nte in un punto viene nd esscre pure tangente lungo una vetia.
Non & & mia conoscenza clie gueste ipersuperficie siano ancora
ite studiate, specialmente nel modo generale e coi metodi da me
otiati: esse non sono poi le usoali ipersuperficie sviluppabill lungo
gli oo piani a due dimensioni osculatori ad una eurva, perche per
li sviloppabili lo spazio a tre dimensiom tangents in un punto e
ngente lungo un piano a doe dimensioni e non lungo una retia.
, estensione agli spazi ad n-dimensioni dei risuliati che oltengo,
o+ le varieta contemute in uno spazio a quabiro dimensioni, nella
esente nota, non offre aleuna difficolta e per ora non me ne occupo;
i riservo solamente di far conoscere I'importanza delle rigate sopra
entovate in una nota che seguird fra non molio alla presente.

2 Siano z,, 7., *,,x, le coordinate cartesiane dei punti di un S,.
rendiamo a considerare una varieta a tre dimensioni od ipersuper-
sie, che indicheremo con V,, la cui equazione sia:

f{fﬁ'nmyfﬂ:«,:ﬂh-ﬂra]=ﬂ: [1}

ssendo = e B dne paramebri del tatto indipendenti fra loro. Se a
testi parametri si danno rvispettivamente due accreseimenti Ae, AP

passera dalla V, rappresentata dalla (1) ad un’altra V', rappre-
sntata dalla equazione:

f(l’l,:ﬂ“;r“,;il?“m—{— ﬁﬂ,?x—i—ﬁﬁ):{], {2]

la suparﬁcie V. {variefa a due dimensioni) di intersezione della V,
on la V',, quando esiste, oltre che per mezzo delle equazioni (1) e (2)
| potri anche rappresentare con il sistema:

f[mn:[’f_rsmrui'ﬂwﬂ-ﬁ)—_'o 1 (3)
f(m,,n:“-.ra,m“a-i—a&, {-J'_]' ﬁﬁ}'_'f[:fu Tyy Cyy Eyy &y B)=GJ‘

ormato con I'equazione (1) e con una combinazione lineare delle
quazioni (1) e (2). Ma la seconda equazione del sistema (3), quando
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la (1) soddisfi alle solite condizioni e sia derivabile vispetto nd « e B,
pud anche scriversi:
of

0%

ﬂr:z—l—-%flﬁ—l-s:ﬂ,

of  of
oz ' o3
ordine superiore a Az e AB. E quando si considerino due valori de-
terminati e fissi per ¢ © B mentre lo quantith Az e A3, che denote-
remwo con dz e 3, si fanno convergere allo zero; allora la V. sopra

considerata verrd ad assumere una posizione [imnite dipendente pure

o : : { . .
dal limite verso cui converge 1l rapporto *:—m- ed 1o Inogo del si-

-

essendo le devivate pavziali della (1) ed & un’ infinitesimo di

stema (3) si potrd prendere per definire questa V, limits il sistema
delle seguenti due equazioni:

f‘.‘l-‘,, Lyy Ty, I, &, BJ:G]

—g da—+ % dg =0}
Osservando ora questo sistema si vede chiaramente che tulte le
Ipersnperficie rappresentate dalle due equazioni che lo costituiscono,
quando si fissino due valori per z e § e si laseiano variare avrbitra-
viamente da e &3, passano tuite per lu curva ('infersezione delle Lre
1persuperficie:
of of

f=0 3,=0 =0 (5)

(4)

E questo & importantissimo notarlo, perché resta cosi dimostrato
ehe tutte le tpevsuperficie V', infinitamente vicine alla V, vengono
% passare per una stessa curva sitnata sulla V,- Siccome poi equa-
zione (1) definisce una doppia infinita di V, cosi si avra pure una
doppia infinita di queste curve le guali costituiranno un lnogo e piin
brecisamente una ipersuperficie che indicheremo con I, e che chia-
meremo J inviluppo delle V, rappresentate dalla (1),

Volendo I'equazione di questo inviluppo basta ricavare dalle due
ultime equazioni del sistema (5} i valori di & e B per sostituirli nella
prima, si ha cosi un‘equazione priva di parametri arbitrari che rap-
presenta appunto I"invilappo 1,. Detia equaziong sara dungue:

f (11“1 y Loy Loy by, & [I1 y Fay Ly, 3:.;]1 l?' ('Tj y Ly Ly, :’Fai}} — U: (ﬁ']

dova i valorj o (T, 2, 7, x), B(2,, 1, ¥y, r,) si intendong ricavati
dalle due equazioni:

of of .

0% U, 33 - (4)

3. ;I)jmﬂstrilmnlu ora che una ipersuperficie rappresentata dalla (1),
che diremo inviluppata, e Finviluppo 1, banno lo stesso iperpiano

tangente nei pnnti che hamno comune. Questo equivale evidente-

i 5T L S T
e PR =t

e e TRACI o

e .
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mente a dire che l'inviluppata e I'inviluppo hanno un certo con-
tatto lungo una curva e precisamente lungo la eurva rappresentata
dal sistema delle equazioni ().

L’equazione di un iperpiane fangente alla (1) 1n un punto (x,, z.,
a,, x;) ha per equaziona:

f of 2f of

-H‘L —z)>-=0, (8)

0,

(X, —2) g+ (S, —z) 5+ (Ko — =,

mentre 'equaziong dell’iperpiano tangenie nellu stesso punto all'in-
viluppo I, si avra dalla equazione (6) che lo rappresenta:

} of , f ox | Of r‘:njj) : _ofof , Of o= , B 53) |
{ll_."r]'] (!}I] l Dz I}I] | I:}B a_ml I [X: ‘r_'](ar} J DL E}m: i a"? l"}.T: |
of oz, of 03) F

of .
ol (Eﬂ: i dx dT, | 03 DX,
—I—[l-—'z](hf of oz , of 0;3)_0'

_l__

dx dx, ' 23 dm,

(2)

Ora questn equazione si riduce immediatamente alla (B) quando si
tenga conto delle (7); e 1'identita delle due equazioni risultera eom-
pletamente dimostrata quando si osservino le (5); dalle quali rsnita

che i medesimi valori di « e 8 che soddisfano 1a f=0 sono anche

. : . - 0 )
quelli che soddisfane alle dne equazioni :,j—fh—a(]; ;];—-

dungue concladere, come volevamo:

L'inviluppo 1, ed ogni inviluppata hanno gli iperpiant tangenti che
coineidono lungo tutti i punti della curva che hanno in comuie,

4. Un esempio interessantissimo della teoria svolta si ha quando
si considera un iperpiano S, di un S, la enl equazione venga a col-
tensre due parametri arbitrari. Per trattare questo caso particolave
seriviamo l'equazione di un S, nel seguente modo:

2.1 (2 B) 4 2. fola, B) -+ @ fola, B) + 2.7 (2 B) + fe(x B) =0 (10)

love si & messo in evidenza che i cinque ecefficientt f,, /., f.. [i. 1.
d: II’Lquuziune dell’iperpianc sono funzioni dei due parametri indi-
pendenti a, 3.

Per quantu si & notato sopra, I mvlluppu di quella doppia infimta
di iperpinni & definito dalle tre equazioni:

X, fl T &, f _I_-Tn f:i +':T+ f-; + f =Ol
of, 4, o, s o, . .

“ _El; T g v YL D2 dx 0 (11)
1 f afi af-ﬂ. U}‘ |
'_[_ Lo _l_ hr‘;« + & € 3 | =0

0B o

Siecome poi ognuna delle tre equazioni di questo sistema rappre-
sentn un S, cosi si pud subito affermare che I'inviluppo I, & in questo

caso costituite da una doppin infinith di rette, e di pili si pud ag-
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giungere che lungo ognnna di queste retfe I'iperpiano S, rappresen-
tato dall’eqnazione (10) tangente all’inviluppo stesso.

Volendo poi I'equazione della ipersuperficie I, si dovrebbe, secondo
quanto abblamo gia detto, dedurre j valori di ¢ e B dalle due ultime
equaziont del sistema (11) per sostituirli nella prima delle (11) stesse:
e questo pud risultare possibile, naturalmente solo quando le fun-
zioni f, della (10) seno effettivamente date. Ma anche quando la forma
di queste funzioni & sconosciuta, 8i puo tuttavia ottenere una rappre-
senlazione parametrica della I, nel modo seguente. Dalle (11) si pos-
sono rieavare i valori di o, T, %, 1N funzione della z,, delle f, e delle

loro derivate parziali prime rispetto ad e E, in tal modo si ofilene:

£, f; i fs f& fﬂ f] Wy f:z = fa fﬂ
L o of. of. o i |, O,
— |73 D= 0%  dx Dz — | dx * Ha 0x Dz |
% L o, o o, o Oy ofs of,
%53+ 5 o 3 By e
i 0,3 op 03 AR - 03 0 23 ng |
b H e L] - = L e f.
Dz 0z 0% 0 0z O
o of o o, of o,
03 03 03 Bﬂ DQ 03

o
“ i o 7
o . o,
D% 0% Dz

o . o
23 2B 23

Ora per brevita porremo:

L L & T
of,  of. of, of s ofy  of,
2z 0z ) 0% 0% |
e of, o, o, of, o,
__ _._ 193 a5 8 | 98 23 23
R U ' R LT a=—j3 f? i f:
E& sz afi‘- afl hfz ﬂ'ﬁ
D% Dz Dx 0 0z 0%
of, of. o, of, . of
3 03 3 3 95 a8 |
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ed espressioni costrutte n modo analogo intenderemo che rappre-
sentino a., b,, a,, &, per cm si avra:

W=y bl
T =y 1+ b,
Iy = ﬂﬂ' i bﬂ
=
Ed in queste formole le a;, 4 sono funzioni di « e § le quali ulfime,
assiemse a y, rappresentano tre parametri arbitrari. Qunesta rappresen-
tazione della varieta I, pone bene in chiaro che essa & rigata, perche
dando ad « e B un sistema qualunque di valori; le a; e b; diventano
costanti © le equaziont (12), nelle guah viene ora ad essere variabile
solamente y, rappreseniance una retia. Potendo pol pensare oo si-
stemi di valori da abtribuirsi ad « e § cosi si avranno pure o« retie
costitnenti 1'inviluppo 1,.
B. Si considerino ora le equazioni di una retta qualsiasi dello
spazio 3, che prenderemo soitto la forma:

(12)

£y =Y - Ell
T, = @Y + b,
Ly = A7 T E’r: ‘ (13)
Ly = +T+b4

essendo Y un parametro arbiirario che delermina 1 vari punii della
retta. Quando in gqueste equazioni le a@;, 6;, in lnogo ehe costanti, si
rignardano come funzioni di due parametri dipendenii g, B, esse ven-
gono allora a rappresentare una 1persuperficie rigata; e 'equazions
dell'iperpiano ad essa tangente in un punfo (x;), gquando si indichino
con (X;} le coordinale correnti, & la segnente:

X —u X.—a, X, — &, X.—z, |=0
a, (. a. a,
oa,  0b, _da, , db. 24, b, _da, , B,
TE}: . T TE}:’. T fﬂz ' Dx TE} % (14)
ba, , b, da, b, Jda, | 0b, da, _I_a.h
Vog o8 Yog a3 Tog a3 T U BB

Ora quesia equazione non risulta indipendente da v, per ceni va-
riando il punto (x;) sn una determinata retta della ipersnperficie varia
pure, in generale, I'iperpiano tangente. Invece per gli inviluppi 1,
rappresentati dalle equaziom #M2) sueccede che, mentre un punto per-
corre una retta della varieta, I'iperpiano tangente non muta, e questa
semplicisgima osservazione mostra intanto che le rigate dedotte come
inviluppo di una doppia infinitad di iperpiani, costituiscono una elasse
di rigate speciali, menire le piii gemerali sarebbero rappresentate
dalle {13) in cui a;, b, sono funzioni quali si vogliono dei due para-
metrl « e .
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Nou sara infine fuori Inogo il mostrare COme 81 Possino generare
geometricamente guesie ipersuperficie, I noto che nello spazio a tre
dimensioni, in generale, due superficie si intersecano in una linea,
tre superficie in un gruppo di punti, e con Papplicazione del prin-
cipio di doalita dello spazio si ha pure: Due mviluppi di oo® piani
bauno & comune ung sviluppabile e tre mviluppl di =o° plani hanno
@ comune un groppo di piani. Ma wna volta cousiderate le svilup-
pabili come generate da una semplice infinita di pigni tangenti a
due saperficie viene spontanea 1l'idea di studjare Ia superficie, lnogo
di oo® punti disiribuiti su oo! retie, aderente alla sviluppabile e con
essa Intimamente connessa. Volendo fare nello spazio a quattro di-
mensioni considerazioni analoghe, bisogneri prendere in esume 1'ip-
Lersezione di dne ipersuperficie V,. V. che generalmente & yna su-
perficie V., poi snccessivamente considerare le intersezioni di tre e
di quattre ipersuperficie, che sempre abbandonando ensi eccezionali,
SAranno ruppresentate genernlmente da una curva e da - gruppo
di punti rispebtivamente. Allora, con 'applienzione del principio di
dualiti, si oftiene: Gli oo® iperpiani comuni da due inviluppi di c?
iperpiani formano una speciale varieta di co® elementi, mentre glicct
Iperpiani comuni a tre invilappi eostituiseono una svilappabile, e gli
Iperpiani comuni a quattro imviluppi formanoe wun gruppo hnito d;
element,

Anche nello spazio a quattro dimensioni si pui poi passare alla
rappresentazione per punti di questi mviluppi ed allora si hanno i
seguentl risultati-

Gli w® iperpiani tangenti contemporaneamente a due varieta V,, V",
generano eome luogo di punti un I,, mentre gli iperpiani tangenti
contemporaneamente a tre varieta V,, V', V. generano comie luogo
di punti nna uspale svitluppabile.

S1 vede dunque che le rigate speciali prose in considerazions nella
presente neta ed indicate con I, non sono altro che una estensipne
delle ordinarie sviluppabili gih da tempo note e sludiate sia nello
spazio ovdinario sia negli spazi a piu dimensioni,

- - rl Tl ! 1 =i = F T e
Ll + "I FE Tl L= ey it St :...- ] -;-.. L --r-l =
= y b e s oo Tl g nliy
L --.d.."F o P T i, e S o e e e e e " :

=

.|"
II'
]

K. Becer.

DETERMINANTI CUBICI ED EQGUAZIONI LINEARI

Sia la matrice eubica di n° ordine formata da #° elementi Ay 1n
cui il primo indice di eiascun elemento indica lo strato orizzontale a
cul appartiene, il secondo lo strato di prospetto, 1| terzo lo styato di
profio; e si convenga di rappreseutare rispettivamente con U, D
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i tre determinanii che s1 ottengono lasciando 1mwutatt nel termine
diagonale principale @ui...6un 1 primi indici, od i secondi, od i
terzi e permufando gh alfr.

E noto (Pascaw, I deferminanti. Hoepli, 1887) che:

Seanbiando fra loro due strati orizzontali, il deterininante D) »esia
immutato; scambiando fra loro due sirati verficali paralleli, il delermi-
nante ' muta di segno.

Ma, estendendo tale considerazione a D" ed & D™, si ha che lo
scamnbio di due sbtrati di prospetto lascia malterato D", menire lo
seambio di due sbrati orizzontali o di profilo lo fa mufare di segno;
e 81 ha pure che lo scambio di due strati di profilo laseia inalfe-
rato D, mentre lo scambio di due strati orizzontali o di prospetto
lo fa mutare d: segno.

Td allova, riepilogando, s1 puo econcludere ehe:

Lo geambio di due strati orézzontalt, o di prospetio, o di profilo lasciu
rispettivamente immutato il determinante D', 0 D", 0 D7 e fa mutare di
segno glt altri due,

Da questo prineipio fondamentale consegue il

TeOREMA, — Se in una matrice cubice sono ugueli due sitrati oriz-
zontali, o di prospetio, o di profilo, sono rispettivamente uguali a zero
D" e D™, 06D e 1), 0 B D,

Infatti, seambiando fra loro 1 due strati paralleli uguali, se gnest
ad esemplo sono orizzontall, D" e D™ divengono rispetiivamente
— D" e —D7; daltronde, per Vuguaglianza deil due strati 1 due de-
terminanti non motane affatlo e st ha gquindi D"=—D"a ""=—D".
vale a dire D"=0¢e D"=10.

B gquasi superfino osservare che alkreitanto avviene se due strah
paralleli sono eomposti di elementi rispettivamente proporzionali,

Si ha inoltre il

CoroLnario. — Molliplicando gli elemenis di wno strato di profilo
ordinatamente per 1 complenenti algebrici (mminort reciproci), rispeito a I
o a D', degli elementi corrispondenti di uno strato parallelo e sommando
t risultati, si oftiene sempre lo zero.

Infatti una tale operazione corrisponde al soskituire nella matrice
ad nno strato di profilo uno strato parallelo, e con eido doe strati di
profilo risaltano uguali,

Sia ora il sistema di »2° equazioni limeari mon omogenee con
7n Incognife

»
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€ proponiamoei di determinare i valori delle incognite eon metodo
analogo al metodo dj CrRaMER, ma con riferimento aj determinanti
cubieij.

Formata la matrice cubliea D dei coefficienti, e supposto D’ di-
verso da zero, moltiplichiamo CIASCUNa equazione per i complementi
algebrici, rispetto a DY, dei coefficienti di z,. Tali complementi non
POSSON0 essere tutti uguali a zero, se tale non & D', ed indicandol;
€on AFJJI ‘e -A-,lnl o st Bnanioas A'ya , §1 ha;

¥ i r
‘ Hu:A. 111% + ...... + ﬂllm‘:l'-. iy = i?lu-ﬁk 1
J l ﬂlul‘ﬁ']nlml ----- + Myuy A.'IIII:IIII =— }iln rlnl

' [ﬂnu-&rnuﬂf: —|L 06 —{‘ Hmu‘ﬂ’nuﬂu = R J:uu.

F i
[ﬂmlﬁ_ nnlzl + LI ™ + 'ﬂ]]uuﬂ_:nnlﬂ-u — }JHDA nnl -

Sommaundo queste nyove equazioni, ed indicando con D, il de-
terminante che si ottiens quando in 1) si sostituiscano aj coefficienti

di 21 1 termini noti eorrispondenti del sistema primitive, tenuto pre-
sente 1l corollario suesposto, si ha:

D}i!l —_— D’II &

Altrettanto pud farsi rispetio alle altre incognite; cosicehd si ha
in fine:

. D,
l I:.[ DJ‘
P i

Analngmnente, supposto diverso da zero il determinante D", eon
ugusale procedimento sj ricava:

ﬂ.‘l —— D j"‘ !
‘ 1 D F.r
[ I] ”l ]

=T

Quando perd sj i petessero oli stess ragionamenti e le stesse ope-
razionl, prendendo a considerare il determinante D™, non si giun-
gerebbe ad analoglh; visnltati; e eig rerché non si aunullerebbero

in generale nell'equazione sommatoria i coefficienti delle incognite
da eliminare.

Mentre ndunque i deferminanti [)' ¢ )"
termunazione dei valori delle meognite,

=artis i Tl .

. i . -
- — - " i " -
i 4 i n ] -a L e = a . -
o, Y ' | T i - T - e T e wa | g
-y g 3 L ¥ P () L] - l-- - ha i .
' o, - | 4 : R w, [Aagerith n . e B S T 1

: %
2 e

.-.-"!'-F: - o s
i .

Possono servire alla de-
altrettanto non pud dirsi del
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determinante D, dal quale guindi si deve astrarre completamente
nella ricerca in discorso. Cip del resto & m armonia col fatto che 1
coefficienti di elascuna equazione, presi nel loro ordine naturale di
successione, costituiseono nella matrice enbica dei coetfictentt una
linea (i nno strato ovizzontale e di uno strato di prospetfo, ma non
gia nna lines di uno strato di profilo.

Risulta inoltre da quanto precede essere condizione necossaria o
sufficiente, affinche le equazioni siano compatibili ed il sistema sia
determinato, che uno almeno dei determinanti D’ ¢ D" sig diverso
da zevo, e che, quando siano ambedue diversi da zero, 1 due sistemj
di valori delle ineognite risultino eguali.

D. FeLimr

fl. TEOREMA DI VAN AUBEL E 1A SECONDA FORMULA DI STEWART
estesi al tetraedro 1persferico

L. — I teorema di Van Aubel esteso ali’n-edro Iineare di 8, .

Il teorema di Vax Ausgr per il piano si enuncig cosi-:

" Se mnel triaugolo A,A,A, si conducono pel vertice A, la ce-
viana AP e pel vertice A, la ceviana APy ad incontrarsi in 0O,
¢ se guella uscente da A; e passante per O, incontra A, A, in Qs,
sussisfe 1a formala:

-ﬂlﬂ 03 Aﬂpal ﬁsp,-ﬂ,
0:Qs = PadA, T DA, (1)

e per lo spazio:

“ Se nel tetraedro AyALAA, per i vertic; ArA2A; si conducano i
piaai A,P,F,,, AsPuPy, AP, P, ad incontrarsi in O, e si chiama Q,
1]l punto ove il piano A A0A; & segato dalla retta A,0,, si ha:

A.-_lﬂ:i A—LPH | A;P;g | A-I.P-iﬂ (‘J
O:Q: ~ Pua, Pid, " PuAs ™ 2)

Questi due teoremi s estendgpo molto facilmente all’ n-edro
lineare dello gpazio con #— 1 dimensioni. 31 vede subito che essi
81 ¢ttengono facendo n eguale & 3, o0 a 4 nell’enuncisto generale
Beguente:

" Se nell'n-edrp AA;... A, per 1 verliei A,A, ... Ai_: si condu-
cono gli S, _,:

Alpni LR Pn..w—lg AEPHIP]H "sw Pu.u—] ¥ PT!I Tl » » » Pu.n—-ﬂan—l
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e 81 chiamano 0,y e Q, rispettivamente il punto che essi hanno in
comune ¢ quello ove I'S,_5 determinato da AjAg... A, vien taghato
dall'S, delerminato da A, e da 0,_,, sussiste Ia formula-

AnOn—i AnPILl I AIIPﬂ.i | : -Altpn.n—-l 3
Oﬂ—lg“ _Pu-l AI l Pn.iﬂ-i SRR Pn-n—l An—l w ( )

Che questa formula valga effettivamente si puo dimosgtrare con
considerazioni baricentriche poco dissimili dg quelle che si trovane
esposte in una delle Note ¢he fanno seguito al bellissimo Apercu
historique del signor CmasLEs: per questo c1 dispensiamo dall’espor]e.
Osserviamo solamente che il punto O; (O;) di cui sopra — che & il
baricentro dei punti A,AA. (A:AgAzA,) carichi di masse convenienti,
determinate quando siano fissati Pa € Py (PyPe e Py) — si pno
ottenere determinando prima il baricentro di As e A (A, A e AY),
pot quello del baricentro trovato e di Ag{As). Cosi, in generale, per
ottenere (,_; basterd costruire prima i} baricentro di A AzAs.. A,
e por quello del baricentro trovato e dj Au.s, sempre suppesti ea-
richi gli » vertiei di masse convenienti che saranno, come gia av-

vertimmo, determinate, una volta fissate le posizioni dei punti
Puan! ‘.- Pu.n-l-

[1. — Un altro punto di vista sotto il guale si pud estendere
13 formula di Stewart all’z-edro di S

Nel presente paragrafo ci propomiamo di estendere all’s-edro
lineare una formula che gia dimostrammo per il tetraedro e che,
pel easo del triangolo, coincide con Yordinaria formula di Stewar™.

ziova ricordare che se nel triangolo A,;AqA; poniamo:

ﬂngu . P:1ﬂ1 — M n, e Anpag . Pag-Ag — M g

si ha, indicando con Q, il baricentro del segmento A,A,, dove A,
ed A, sono carichi di masse proporzionali & me.n, e mymn.:

m, Ha m, Mg
a L a2 7y q n, g 2
AU, — : AzA, Az A, ’ s AA,.
m ' m e \ =
1y Ma L g Mg m, A© 5)

Pel tetraedro A,A;A,A, so pPoONIAMmO ;
.A.;Pu : PuAl = MMy, .A.;P;g . P{gAﬂ =Mz . Ha. Aip—iﬁ . P-L:tAu: Mz N,

e indichiamo con Q, il baricentro di AA:A; quando A A. ed A; siano
carichi di masse proporzionali a My Ng. Mgy, Ny Mg Ny Ny . Ng. My,

i i T e Lol i e ST R e e FL T
oy _.‘."_Ll‘:.-zﬂq;_-:-_'. S g e h

di

Pt
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avremo:
2 :
m, Mg
H_.! . g o
= AA, + Ay 1
n, g omg ! Mo, My Mg Ashy
n, ' Na ' 1 », ' fng ' ny
My M, Mg
Mz 0 n, i 2
= A.{A.S : &2 A: AE r—
"m, Ma Mg (ﬂi‘ L Mo 4 myg
1, flg My n, Ny g
?‘Hl g MNig 1Ty
n, i3 T —— o ) my 0
l 2 -&14‘13 2 -Aﬂﬂ-::--
m, | ms | My ) (ml [ Ma | Mg ) 2
n, ' Ng ' m n, ' wg | ;s

Sembrerebbe che dovesse aversi in generale per I'n-edro di 8, .-

“;1 191, .}E,“ Ny Ay o
— 7 5 | |2 " . n i LAk
3 1 S 1 i k =3 2
AIIQH mene ] m AI]-E-:-; n-1 g T AiAh t (4)
? r - r
st sk
: Ny ( 1 iy )

ove (), indiea il baricentro dei punti AAq... A, carichi di masse
onvenienti ed essendo in generale P, determinato dalla condizione:

AI.PHR:P[*A}; =M : N [fle,ﬂ- e s TR — I)-

Che la formula (4) sussista, lo proveremo col metodo i mduzione.
upponiamo che per 1'(n — 1)-edro di S, . valga [a formula:

o My "t
D, s
2 i . B ] f k 4 _
Ah—1Qn-I = m—1% ' An IA;L- n—2 ’ = ﬂjflh (i_l'}
« M an r)
k. F - 3
1r "y 31- ns

ve & in generale:

ﬂiii:ﬂ‘izﬂn 1Pn-—1‘i:Pr1 -'I.J-Al [i dﬂ' -l- n’ H__EJ

Qn—-l ill'diﬂﬂ 1l bﬂ.l’iEEHLI'U dl ﬁjﬁn, .‘ﬁ;,_a.
Prendiamo un punto A, fuori di S, , e poniamo:

AP Puldi=min.  (sdalan—1);

i1 n—1 vertiel AAe... Ay verranno ad essere caricati di masse
‘Oporzionali a

?Hl ¥ ﬂﬂ i I??H e jl“—l ¥ ?Il?lﬂ b w 1!" —ETJI’”._'] i
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Consideriamo i due (#n — 1)-edri

Alﬁg e .A.n_._g.é.n, Alﬂ.g .. Au—ﬂfln—l .
[l primo di essi da:

AHQH—IE -

1 fm, = ]
—— Nﬁ.lﬂ.i Auﬂ; _[—.-.- |

)7 I

A4,

Ti ij—8 j

1 fmm, my - My—s MNiy_g 2 l .
Ng* {H] " Mg A1As + cee T : -ﬂm—‘-’fln-—: J (bJ

H n—i ? I Ii—3a

dove Q.. indica il baricentro di A,A.. .. A, A, _: e dove ancora si
¢ posto:

r Hig

’?'ITT—E -
| s s = N:.

ﬂ-j Hg T I =g

L'altro (n —1)-edro A A,.,

- AysfAny da per una formola ana-
loga alla (5): '

An Qn—;i = { - An_lﬂ'lﬂ + " s ! s An-—JAH—ﬂE ] 1

n, Hn-g J i E

m, s ——xq My_3 Ny g
o { L ALAH + . e _I_ BT !

n, s n—3 Np_s

AssAe s | B} (7)

dove si deve perd osservare che il coefficiente dj A

w1 AL sarebbe
veramente:

A‘n—] Pn—l,k
_ -Pn—l.l:élk i
-A-r:—-l.l Pu—l,l i 1 J&n—-! P:'.—I.n-—'ﬂ

Pu—.j_lﬂl e }.jn_l.ﬂa—ﬂ-é-u—ﬂ

Ma siccome il triangclo generico ALA, A,

da, pel teorema di
UEVA:

An—l Pll—-.‘l.l-r . My

Pu—!.k-&h o N ‘ FH .y '

s puo a debta frazivue sostituire 'altra pitt semplice:

My M
i n,
™, |, i 1 , Mhia  Ng
n, LD Ny I Tz

S1 prenda ora a considerare il friangolo A

- llﬁn_];Qu_l E Ei UEEEr?i
che i punti Awyy Qs € Qn sono allineati.

Se applichiamo a questo
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triangolo 11 teorema di Stewart, abbiamo:

E.TIQHE=
AHP Bl-th.n-—\‘
PQE_:[ 2 ) Pn.nml Au—l 2
T ﬂ-nP i AIIPH-II—I AHQH_I | AIIP 1 AIIIJTT.II—I A”A”_l
J."}Qn_] : P]|_11_1Au—1 PQL‘I-—I | IJI.J..u—-:IAu—:I

AP  AnPana
PQH—] ) ]:in.u—l A—‘u—l
( AP | APu )
I-J{‘l!rl—'l l -[J‘H.ﬂ a Ay

&= Allt- ~1Q11 -12

—

dove P indica il baricentro di A, e Q...
A.P

Se 1 questa formula peoniamo per PO I'espressione
11—1

m, Mg Miy—o
- Ll

n, ng Hy—g

Ne =

fornitact dal teorema di Van Ausst applicato all'ln — D-edro

AAy... A8, 6 per F"P"'"_l In frazione —-—
1§ - 11—1.&.1._1

e poniamo ancora

L ETE |
N . l”l = o I ] { Fre — Ng | My
oo ne My Ny
troviamo:
m in—1 Ty
_ﬂ_ Q i Nﬂ A ‘J 2 I ‘“rll-—]. A_ -':'i 24 NE l ity ﬁ Q 2
nefin =/ FF - <hit'mu—1 T 3 o LA 8 ) o p-3ln—1 «
N, N, N,

Poniamo ora in gnesta formula per A,Q. ;" e A, Q.. le loro
espressioni date dalle {6), (7). Avremo:

2 1 fm —y . My g 2| :
-E'-uQH - N] . l ﬂ] ﬂ-llﬂl —i_' « o= | Mo -ﬂ-uan—if lb,]
1 fm, my - | Mg Mhy_g =
N! .N:] . lﬂ'l . g ﬂ]ﬁg + el "y _a ' y—3 A“_ ﬂ'ﬂﬂ—ﬂj
My _1 Mn—
Ns.

T g Ty 1 [?Hl —9 | iy —q E'
+ Nl . Anﬁu—l N! [NE I'H’AH_IA] —I_ ** e | ““__2 .ﬁn_]ﬂ,u_ﬂj
1 [m, my 2 My_g  My_g 2

NEE l i, T M AEAE + R _!_ fBn_g Ny-g An-shus j] '

S1 osservi ora che 1 primi 7n — 2 termini insieme col termine

]. 1}1“_ 1

N, "n.,

—

A"Au I.-.
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danno il sommatorio

-1 m =
LE — ﬂ. .A.l,

i Re

—
=T
-

1 My

ﬁh.&kgr dU?E ne Ii',

: ; el o my, my
Quanto al resto, i termini dells forma e
h k

ng & hanno il valore # — 1, compariscono nefla seconda e nell'ultima

parentesi: precisamente, nells seconda col coefficiente NN, © nel-
1473

¥ w . '?J = 1 % - . -
Fultima col coefficiente : ?: I'N * N, Per cm il coefficiente gene-
11—1 i = 2

rico di AyA, sari:

my, 3"_1_[ I . My 1 } 1 B, I N mn_l}
ny " Ny 1 N,Ns ' 5, ‘NNs) "N No - T T
1 ny, 1. 1wy my
iz Nst"”h';k_' g = NIE.E.E.

Se a questi agglungiamo i termini contennti nella terza parentesi,
che hanno 1a forma

1 My 1y It .
N1= Ty -_ﬂ_l_' AI[—'IAi (l dﬂ 1 ] H—-2),

polremo comprendere tutti questl termini nel sommatorio

LYo

o |

i
NIJ i "j ﬂ}; ! k

pi!

n—I
dove N, & stato posto uguale a 3. j:r ;
i -
La (8) si trasforma cosy nella (4). Siceome quesio sussisfe per
n=3, n=4, essa & generale,
La (4) sara detts la seconda formula di Stewart per distinguerla
da un’altra trovata i ulivo articolo di questo pregevole Periodico.
Per fave un’applicazione di guesto teorema supponiamo che il punto

generico P, sia il puuto medio di A Ay, cioé che 814

=M= ... = m,_; — h=M=.,.=n,.

= |

In questo caso la formula (1) diventa

Q) = (B .. L EEY

(ﬂ _1 ]_}3 ' {_A_l‘aﬂg_,_ * s + -&n-—iﬂ-n—lﬂj

dove Q. indica il contro delle medie distanze dej punti AjA;. . A, ..
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Immaginiamo seritte le analoghe relazioni per Do Qi=y, A% s
ece., e sommiamo tutte queste relazioni membro a membro. In ognuna di
queste relazioni il fermine generico A,AL" coOmparisce, 8 precisamente

nelle due che danno A,Q,° o A, Q% e col coef-

col coeffieiente

ficiente (m —1)F 10 ciascuna delle n — 2 vimanenti; in conscguenza

n—1

1| coefficiente da cni esso termine st trova affetto nella formula finale
SQIn:
2 n—9 2n—1)—(n—2) n
w—1 (n—13 (n —1)° T (m—=1)*

Avremo guindi:

%
n— 1)’

n —y 1 3
Eﬂﬁ.ﬂ.Qﬂ. — { EhEAhAi »
1 1

Se I'n-edro & regolare e indichiamo con A Ia misura dell'altezza
di esso, con ! quella dello spigolo, riferite alla medesima uniti di
misura, avremo dalla precedente:

i/

S — H |
g 2[?1‘-—-1]'2'

HI. — La formula di Van Aubel e quella di Stewart
estese al fetraedro ipersferico.

(1 & necessario ricordare, giacche dovremo applicarla fra poco,
una formula che dimostrammo altre volte e ehe costituisce V'esten-
sione del teorema di V, Auser al trangolo sferico,

Nel triangolo sferico A;A:A, indichiamo con Py nn punto gene-
rico del lato A;Ac; se Oy & il punto comune ad A;Pg;, AsPyy e AP,
81 ha:

sen A0y, (SEH A,-;Pm)’ : (EIEII A-,,Pﬂ)ﬂ
s5en {}:P” i 1 S€n J.Jma.l I SEn Pmﬂg +

Sen ﬂaPm sen A_apﬂ_ﬂ .I%
2. sen Pz A, "sen PoA, 97 AlAEJ

La dimostraziono di questa formula si pnd trovare in un mio ar-
ticolo pubblicato nel Bollettino % Matematice del prof. Contr,

Sia ora in 8, un’ipersfera e siano A A AsA, quattro punti di detta
ipersnperficie e tali che #re qualunque di essi non appartengano a
una medesima V,; sferica massima, Prendiamo sugh archi AA; A A,
A.A; rispettivamente i punti PyPwPe e consideriamo sopra ciaseuno
dei rimanenti spigoli quel punto che risulta determinato dall’imporre
la condizione che per ognuna delle facce passanti per A, venga sod-

(9)
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disfatio 1l teorema di Ceva: sia Py il punto situato su AgA,, Py quello
su AzA; e Py quello su AA; e siano Q,Q¢Q. i punti comuni alle ce-
viane dei fre triangoli A AsAs, A(AsA; e AJAA; rispettivamente.

K subito visto che il feorema di Ceva & soddisfatto anche per la
rimanente faceia A;AgA, cosicche gli arehi A;Pyy, AdPyg, A, Ps avranno
in comune un punfo Q, e gli archi A:Q; e A,Q, avranno di conse-
guenza, & comune un ponto Os.

Prendiamo ora il triangolo sferico A A,As e applichiamo ad esso

‘ : . sen A,Q
Ia formula (9) allo scopo di calcolare il rapporto B

Avremo:

sen A_;Qg [ SEn A.LP.H_)E \ (EBH A}P.LE]E
gen Q.ﬂQm o (EEH P;[A.] ' \gen Pﬂﬂg _I_

1-2 sen AP, sen AP,
sen P A "sen P_A,

1
. COB AIAE]"’“‘. (10)

Ora nel friangolo A4A.Psn l'arco PyO; passa per Py e guindi la

- I . . _ . sSen Aﬂ:}a
medesima formula (9) potira servirci pel caleolo del rapporto sen 40,

Avremo:
sen A0 [(EEH A Qs )' | (HEII] AiPﬂ)"" |
sen O3Q),  |\sen QsPgn/ ' \sen P,A,)

1

, - 8en AQ. sen AP, e AaPm]i A1)

= Sen QEP]]_ " sen PHAB ]

dove cos AsPy rimane ad essere caleolato, per mezzo del teorema
di STewArT, dal friangolo A;AqAs. |
Cosi faeendo, si trova:

sen A, P eo08 AsA, -+ sen A,P., . coa A A,
{E‘Eﬂ. AHPM sen? A]‘Pﬂ ‘I— 2 sen A;P“ . 36N .AgPﬂ cos AIAE}-& -

COs AEP:“ —

Ma essendo questa formula omogenea in sen A,Py, e sen APy, ad
essi potremo sostituire 1 rapporti

sen AP, sen A P,
sen P A, ® sen P, A,

che sono loro proporzionali in virth del teorema @i Ceva, soddisfatio,

per quanto dicemmo, nella faccia A A,A,.
Perverremo cos1 alla formula:

cos APy —

sen APy . sen AP
sen P, A, - “%° Ay gen Pud, " 0% AsAs

— (aen A;Pu)’ ! (sen A_‘Pu)! p Sen APy sen AP A A
sen Pu A, sen PipA, "sen Py A, sen PgAg’ LOS 4B
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0, tenendo presente la (10), alla

sen AQs sen AP , sen APy,
v—s Q:Pu . COS .A.EPH — sen P*[A; . COS .ﬁ.g.ﬁ.[ i sen P{nﬁg . COB B.EAE. (12)
g lla (11 : sen AQs | . pds
e ora nella (11) peniamo pei sen Qs a sua espressione forni-
senAsQs

taci dalla (10) e poniamo por per = QEPH.BDS AsPi quella data
dalla (12), troveremo:

sen A, [(sau APay? : (sen A..Pﬂ)’ |
|

sen 0:Q, [\senPyA sen AgPa
. o 8en AP, sen APu . (sen A P:s\? |
T 2 genPyA, senPuls A1 (sen Puﬁa) '
,88n AP [sen APy sen AP

cO8 Aaﬁl 1

[§E
cos A;Agjl (13)

" “gen PeA: lsenPuA, sen PiAsq

0Ssifa:

sen A0; [(nen A;P“)’ | (Ben A;P,g)g 1 (Bﬂn AP\

S6en O:Q.i o Ben P‘n ﬁ.l S8l Pﬂﬂ.ﬂ Sen PJEA I
sSen Alp.u =Ser A;P,ﬂ | |en A{Pu Sen A;P;g
-2 sen Pu A, sen PgAs cos A;Aq -2 gen Py A,  sen P, ¢0s Ayds -
- séen A;P;g Sell A.{P.m 4
] ©)
™S Sen PgAs " sen PglAg o AEA{I ' (14)

che & la formnla di Vax AvueeL estesa nl tetraedro ipersferico.

Cid posto, eonsideriamo in un 3; di S, nn tetraedro ALAGAGA, e
conduciamo un’ipersfera di S, che tocchi I'S; nel punto A'y: sia K
i1 raggio di questa ipersfern. Se proiettiamo dal centro di quesia
ipersfera il tetvaedro sull’ipersfera stessa e indichiamo con T la
proiezione di un punio generico T'; di 8; (compreso Ay per unifor-
mitd di scrittura), avremo in generale:

A!JT ’i =~ I, tg A.;Ti ] (15)

Ma la formula di Vay AuseL estesa al tetraedro lineare si pud
porre sotto Ja forma:

A0 APy | AP | A ltpf-.ta
ﬁ.uQ’; — ﬁrigja R ﬁ‘tlﬂr‘l — A, P:u : Aiiﬂ-ln_ A’iprm I ﬂ.,.pﬁrs ‘—11’41')‘.:3 '

per cui, fenendo presente la {MT essa dara lonogo all'altra:

tg A,(),
Lg i’-‘*JQ: . t‘g AJOH -
lg A,tpu | ig AaPn | tg A ;Pm
~igAA —tg AP, " teAA —1gAP, "tz AA —1tgALP.
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E facendo ricorso alla nota formula:

sen (@ — b)
cos a. cos b

iga—1lgh=

per trasformare i denominatori delle frazioni precedenti, 1'ultima
formula si mutera nella seguente:

sen A0,
sen 0,A, " %% A0,=
seit A P, sen AP, sen AP, -
=5 2 C0sAA i P ﬁ*‘.cns A sen P A’.cns AA,.
11 ] y 23+ 42454

Questa formula, ove si tenga conto della {14) del precedente pa-
ragrafo, prendera la forma:

sen A P, . sen AP, , sen A P,

sen P_A, .cosA A sen P_A. cosA A, - sen P.A.
[% fsen AP \? o w sen AP, sen AP, '+
l-l-lr (HB]I Phﬂ.r] + =" TU Seql Pﬁﬁ.i ‘ Nell P.HAJ Cos AIA:‘I

dove nel secondo sommatorio i ed j debbono avere valori differenti.
St ha cosi |a formula domandata di STEwWART g1a frovata pel trian-
golo sferico; invero a quest'ultima possiamo dare anche la forma:

cosAA,

cosA Q). =

COoSs AaPﬂ —
sen A P, sen A,P,,

|

2on Dok, - cos AA, - sen P_A, ° cos A A.

[(sen ASPE,)’ I (EEIIE.;PH)E o Sen APy sen A;Pu
lleen P,A ) T \sen PgA, "sen Py, sen PrA,

dalla quale risulta manifesta I'analogia a cni alludevamo sopra,
OSSERVAZIONE. — Seguendo le tracce del procedimento precedente
si troverebbe per I'n-edro ipersferico di S,:

. G0S Al.é_a}i

sén A_]_l Oll::_l —
sen 0, _,Q,

[u'E-l (EEH ).&upur]E Sosen Anpm S€1n AHPHI:

. , . 14
- lu_r sen P, A, + 31“; sen Pmﬂi . EHHP"_-,;A}: . COS AIAE’ . (“]

i=1gen AP '

LN ii i 11
.cos A _A.

T sen PyA, oy

sen A ,0,_, (%)
sen 011—1 Qn

dove nel denominntore della frazione del secondo membro della (b) si
deve porrve io sviluppo dato dal secondo membro della (a).

cos A, Q, =

B. PicoioLnL
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UN'APPLICAZIONE DELLA TEORIA DELLE FUNZIONI ARDINATRIC!
alla, Matematica finanziaria

| Tndicando con L, il valore di una lira impiegata nell’ intervallo.
di tempo 0 a al tasso d inLeresse continuo variabile f. &, come &

nofo,
Efu" tydx
] —— L]

ne consegue che un capitale C, versato al tempo y, sara divenuto al

tempo «
Cel s =

Si supponga ora che un capitale venga versato con continunita
voll'intervallo di tempo 0~ a. Indichi C(y) il capitale versato dal
tempo 0 al tempo y; la quota di versamento mnell’ intervallo infini-

tesimo di tempo ¥y~ y+dy @

de (y)
dy dy;
dC {y) . . . . - . cr v
la ; m‘ st pud chiamarve 1 iniensia di versamento, o velocita di

versamento: (*) indichiamola con A,.
Il capitale C(a) versato nell’ intervallo di tempo 0 @ ed impie-

eato al tasso di interesse continue t;, sara divenuto al lempo a

Su =I ._fl ﬂ}- Ef:t:ﬁld'y.
0

Consideriamo V'insieme dei tassi d interesse contintio variabili =
per i quali accada che la misnra del tempo per eul T, s manfiene
compreso fra dne valori qualsivogliano =« e 3, eguagli la misura del
tempo per eul {; si mantiene compreso fra gl siessi valori = e §;
dalla quale ipoiesi discende, in particolare,

3 T e
— | tLide=— | 0,
@ Jo > @ Jo

ciod lu media del tasso i, & uguale alla media di eiaseuno dei tass) ..
(}i si puo proporre di determinare nell’ingieme dei tasst t. quello
clie fa divenire massima al fempo a la somma S. e quello che la fa

(11 G, TroriLaTe, * Del fasso eontinuo variabile ., Giornale di Batioglini, vel. S LV, pa-
gine 144-102,

T T T e e e i
- - - ey T S p—— B i = E
-

= i —

T T T T e s LT

— =
—_—a T
-
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divenire minima, ciod quelli che rendono massimo ¢ minimo I’ inte-

grale .
Bfaﬁgefr' "‘-ﬂxdy. , (1)

Riehiamata la definizione di funzione ordinatrice non erescente o
non decrescente di nna data funzione, noi proveremo che si ha il mas-
simo dell’integrale (1) quando per Ty 81 prende la funzione ordinatrice
non decrescente di /. e si ha il minimo quando si prende I'ordinatrice
non crescente di #..

2. Sia f(z) una fanzione reale della vaviabile z nell'intervallo
@™b, ivi continua ed il eni minjmo sia i ed 1l massimo M. Sia A un
valore compreso fra i e M, gli estremi inclusi. Esistera la misnra
dell’insieme dei punfi m eni f(z) << A: codestn misura m [1{f(z) < All
indichiamola con i, - esisteranno ancora e e
chiamo con X, e m ([l [ () > A)] ehe indichinmo con L..

Definiamo in a™5% unu funzione con le segnenti condizioni- 5
A=0, in z=a+ I, abbia il vilore A, se A.+0, la funzione abhin
il valore A in E=@—lr, In 2=a4-1, J- 2, = b— L4 e nei punti
itermedi. Facendo percorrers ad A tutéi 1 valori da u ad M, resta
definita 1n a™/ ona funzione che rappresenteremo con 0,7 (z), Ia
quale gode delle proprieia: (")

@) & non decrescente:

b) & continua:

¢) le misure degli insiemi dei punti di a™=b in cui f(z) ed O,/ (x)
prendono valori compresi fra due valori qualunque A e B sono
ugnali;

dalle quali ultime due ipotest discende che 0,7 (2) prende tutti e
solt 1 valori di J{z) e che 3

La Oif (x), col porre ¢ T 06—z in posto di z, diviene una fun-
zione O2f(2), ia quale & non erescente e gode delle proprieta h) e ¢)
o di quelle che da esse ne conseguonop,

La funzione O, 7 (2) diremo funzione ordinatrice non decrescentes di
Fa) e la Ouf (2) diremo [unzione ordinatrice non ereseenle di f(x),

3. Siu @ () una funzione integrabile in 0= n o m, i, p, 4 quattro
numeri tali che 0 < <y SP<g<t, n —m=qg—y; sia di pii
i limite inferiore (i ?(2) in m™n non minore del limite supe-
riore di ¢(z) in P q. Lm funzione B(z) che in 0~m, n—p, g a
coincide con P (x), che per m< g —n & definita dn % (% 1+ p—m)

(1 Per la dimostrazione vegzasi V. Smimani, “ 8By le funzioni ordinatrici dolla fenzionl reall
di ung o pin variabill real; s A6l deila Je, Accadamin dei Linesi, vol, XX saiie oY pp. 6M-T01,

= 5= R it b
e T W | - ki

B e U S e«
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s che per p <z < ¢ & definita da ¢ (x —pJm), soddisfa alla re-
Azione

Lfn LIJ (g} ef}'lﬁ'{lﬁﬂxdy ~ J‘" '_b (y) Bf;cp (x}dx (?.J
U 0

wve ¢ (y) & una qualunque funzione positiva in 0™ a.
Invero la funzione 6(z)— ¢ (x) € nulla m 0™ m, ™ p, ¢
regativa per m << ax <<n e positiva per p <z < g, onde

.fl{ﬂ () — g (x)) dx
¥

~a B

& nullo in g™ a, & positivo per m <y < g e per essere

SO @) — g (@) de=— [7(0(=)— () dz,
m P

& nmllo pure in 0™ m. Allora

EJ'_"' (0(x) —¢ (X)) dx

5 ugnale ad 1 per 0 <<y <n, e maggiore di 1 per m<y< g, &
nguale ad 1 per ¢g<<y <@, cl06

effﬂl-ﬂ dx __ ef_:tHI}ﬂI

per Dsysmeporgsysace

. J, 8ixydx ’ J, @(x)dx

=
per m<<y<gq, e poichd 4 (y) & funzione positiva in 0™ a, sara
pure negli stessi intervall

[0 o i
_! (ff} v (x)dx

b () ?r"“;{l.’di1

onde risnlta dimostrata la (2L |

4. La funzione 04, appartiene all’insieme delle funziom z. defi-
nite nel § 1; orbene dico che O, rende massimo I'integrale (1).
Se 1. non & una funzione non decrescente, ¢l saranno sempre in 0" a
due intervalli m™n, p— ¢ di uguale lunghezza, nel primo dei quall
il minimo di 5« non & iuferiore al gassimo di . nel secondo inter-
vallo: allora Ja funzione p(x) che coineide con . 1 0™ m, n™p,
q™ @, che prende in m ™' n ordinabamente 1 valor: che t. ha in p™ ¢
¢ viceversa, per ¢ib che abbiamo dimostrato nel paragrafo prece-
dente, soddisfa alla relazione

fﬂ- ﬂ_..- ej.‘“pl:.lll.h.dx } Lf'l AF E_f—:r“'l,;dzj
U

U
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giacche A; & manifestamente una funzione positiva, Ma dalla fun-
zione Oyt., perch@ non decrescente, non si pud, col procedimento ine
dicato sopra, dedurre una funzione che renda

SEA BRI Gy o g T Ot
U U

e poiché Oy & la sola funzione dell’ insieme delle funzioni 1, che sia

non deeresecents, & provato che Oud: vende massimo I'integrale (1),
Con ragionamento del tutto analogo si prova che il minimo del-

I"integrale (1) si ha quando si prende per t. la funzione Oy, .

F. SiBiRAKI.

FORMULE DEI NUMERI PRIMI

l. Nella nota “ Tn nuovo aspetto dafo al teorema di Goldbael
(Bend. Aee. Lincei, 1913) bo stabilito due forme ecaratteristiche pei
numeri primi, le quali forniscono facili algoritmi per tali numeni,
Una ferza formula piu semplice e pin elegante stabilisco gqui dopo
aver esibito le prime due e per I'analogia clie colla nuova presen tano,
€ per qualche osservazione ehe in comune econ questa rvichiamano,

2. Premetto che parlo sempre di numeri interi, indieo con P
I'm*™* numero primo dispari, e con E(z) il massimo intero non ag-
giore di .

La prima di guelle due formule rappresenta totti e soli i numeri
primi a partire da p=23, Fssa & data da

p=28"—n (1)
dove o:

©=1.3.5.7.11...p.; p.<E(Vp) <Pan;T=1l; p<pii:

e & prodotto di fattori primi maggiori di p,. con esponenti = ().
51 hanno cost per es. le seguenti forme caratteristicle:
11=2.7—=38

3=2,79—3.5.7...

3=2—1; 5=2.3—1; 7=9_1.

20—2° 11—8. D;
3. La seconda formuls e data da

Pp=mw —2q, (2)

dove sono conservate le notazioni precedenfi. Fssa vale per tutti e
soll 1 numeri primi » > 121,

T o) |
! iy
il oy Pyt =

4 _: 480 %

=" fi Fil Lol 8
B i T '.;_'-.-i-"'lr'r_" il x

-

Ry P

Fids | R

1
H R

g e e
e

1 I‘_ L.
- P s

W -
A i L
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4. Ma essn pno estendersi al di sotfo di tale himiie finea p=7,
issando che per 5<<p <121 sinwt=1.3.5...px, essendo p, il pil
piccolo numere primo per emi risalti = > p. Per p > 121 & sempre
t=1.8.5...0n, cON PSS E (Vp) < pays: segue manifestamente:
s 2= P »

Seguendo questa seconda formula si ha ad es.

7=8.5-—-=2" 11=3.5—2% 17=8.9.T-=2F .11 ..,

5. Ed ora veniamo alla nunova formula. Essa & data dal seguente

TeorEMA. — Condizione necessaria e Sufficiente affinché un numero
p =5 sia primo e che sia:

xa—B=p
apB=m (3)
con & e B primi fra loro, e dove = ha i valori fissati al n. 4.

La condizione ¢ sufficiente: se p & tale che si possano trovare z e 8
primi fra loro e soddisfacenti al sistema (3), p & primo. Invero, non
pud entrare nella differenza p un fattore primo disparl compreso ira
1 @ pwi1, perchd esso, enfrando pure nella somma =, entrerebbe in
ed in B, che non sarebbero pii primi fra loro. N& pud entrare in p
un fattore g > p., e diverso da p, perche sarebbe p = qr, e dali"1potes:

Pzt > B (@
p=m+1 = gr,

onde, essendo ¢ = pn-1, sarebbe + < pni1, e 1 fatbori di » (minori o
nguali a pm) entrerebbero in p, cid che si & escluso: onde p & primo

11 ragionamento non varia se, (essendo p << 121) si sestituisce p.
a pm, perche sarebbe sempre p'.., > p=—=gqr; onde, per g = pu..,
sarebbe pure » << pu.1-

La condizione & necessaria: invero, se p & primo dispari, si potra
SEmMpre porrs

T+ p T,
- ; 1

= 2 b= "5

seguirebbe

cioe soddisfacenti al sistema (3), e per p > 5, « e B dovranno essere
primi fra loro, perche se avessero un fatfore comune n > 1, questo
entrerebbe in p, che non sarebbe piu primo,

6. Segue dal teorema che & caratteristica per i numeri primi la

forma #
Tt+tp ®—Pp
P="T 1) S
— =l
e ' %— e . o
CoT :r F e ppnml fraloro,e doveé n=1.3.5... pu, essendo

2 K
o< I {VE) < Pm+1 per p > 121, ed essendo invece p,, il piu piccolo
numero primo per cui risultl © > p quando e: 5 < p < 121.
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7. Codesta formula rappresenta tubti e soli i numeri primi a partire
da p=17. Essn appare piu elegante delle precedenti, ed ha su di esse,
fra gli alfri, il vantageio che non ha bisogno della limitazione espli-
cita: p < p°n.1. Come & unica per ognl numero primo, fornisce inoltre
un semplicissimo algoritmo det numeri primi.

Cosi si hanno ad es. le seguenti forme caratteristiche:

{=11—4; 11=13—2. 13=14--1; 17 =61 —44;
1Y =62 — 43: 127 =641 — Hl14.; 131 = 643 — 512. . .

Mario VEcown,

PROBILLEMI®

(Conlinenzione — Tedi fuseicole I

—

70. Si consideri il cireolo di centro C tangente ad un’ellisse in
un punte M e passante per un fuoco F.

1°. Se M si muove sull'ellisse, il luogo del panto C & una quartica
unicursale di coi I'area &

= (85— o)
2% 1l Inogo del punto P, secondo punto d’1ncontro di MC col eir-
colo suddelto & una quartiea Ia cui srea &

Ta
2bh

(a® — &%),

(2a, 2b asse dell'ellisse data),

71. & data un'ellisse e i cui assi sono 2A e 2B e una retia » pa-
rallela all'asse maggiore di e alla distanza 3. [n punto M variabile
su ¢ 81 protebiain P en ». S prenda su M nel senso PM, QP — AMP.
L'inviluppo del cireclo di cenlro Q e raggio QP &, oltre la 7, UNAa
sestica unicursale la cui area &

U 2n kB (A*4 ABL - B%9)
o A+ Bk

Eceo alcuni casi particolari interessant;

1% A=B=R, k=1, b=, U =3xR®

25 b

(') Tu massimn mon pubblicheremo le risoluzioni d; questi problemi favoritici dal Comsndants
Bawmisiew, ma LALodlteremo vYolenlier) le csasrvazioni & goneralizzazicni che | nosirl iettori vorranmno
iInviarei, i
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L mmviluppo & allora wna epicieloide a due regressi o nefroide
2. A=B=RY?, k=1, b=R, U=8xnR"

Ze B(A®+ AB-}- BY)

iy e e

P k=1, b =0, U= A TH .

Se di pii. A=B=R, U=3xR"

1 nB (4A*+ 2AB - BY)

0 S —— — —==rh

£ =5, b= U= BT E) .
L d 3

Se di pin, A—=B—R U—mﬁﬁ .
4 11 9 g

50 k=2, b= 0; U._t“ijJrgBE'*‘m].
) g

Se: di ity A=B=1, U=2%X

72. Un pnnto M qualungue dun’ellisse si proietta in P sull’asse
maggiove; Q & il simmetrico di P rispetto alla tangentein M e I &
1l pnnto medio di PQ.

Il eireolo di cenfro M e raggio MP & tangente al suo inviluppo in Q.
Il Inogo di O & una sestica di cui 'area &

2nbla® +— ab - b*) :
a1 b

11 Inogo di I @ una sestica di cni 'area @

bt

2(a—+ b

Se l'elligse & un cireolo, 1l Inogo di Q) & un’epicicloide a due re-
Zressy.

73. Sulla normale ad una parabola in un suo punto P si prenda
il punto M equidistante da P e dal fuoco F. Siano Q, R i piedi delle
altre due normali condotte da M e P, il polo di QR. Dimostrare che:

1) 1a retta PP, passa per il fuoco I':

2} il luogo del punto medio di PP, & una parabola.

74. Siano N e N, i punti d’incontro della normale in un punto
qualungne M di nn’epicicloide a due regressi col circolo base, e M', M,
1 stmmetrici di M rispetto a N @ N,. Tl Inogo dei punti M', M, si
compone di due curve chiuse, le #ree delle quali sono eguali 'una
al cerchio base, 'altra a 21 volte il cerchio stesso,

75. Si prenda su ogni tangente dellipocicloide a guattro regresst,
a partire dal punto di contatto, un segmento costante L 11 luogo
degli estremi di guesti segmenti si compone di due curve chiuse, cia-
seuna delle qoali ha un'area equivalente alln differenza delle aree
dell’ipocicloide e del cerchio di raggio L.

=

Uy = wab |r
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76. Essendo data wna eissoide relta, il luogn dei ecentri dei cir-
coli che passano per il punfo di regresso e tagliano Ia cissoide orto-
gonalmenle & una cubica asintotica slla eigssoide. Caleolare aren
compresa fra queste due eurve.

77. Sieno MM, QQ' due diametri coningati variabili di un’ellisse,
P il punto d’ incontro dell’ellisse eol cireolo osculatore in M, e 0, O
1 cenlri dei eireoli circoseritti ai trinngoli PMM, e PQQ'. Dimostrare
che ciascuna delle due curve luoghi dei punti O, 0’ ha wn'area ezuale
a 'fy di quella della sviluppata dell'ellisse.

78. Siano OA e OB due raggi fissi ortogonali di nn eireolo di
centro O, ed M un punto variabile sul cireolo stesso. Si deserive un
circolo di centro M e ragzio egmule all'arco MB. Luoghi dei puanti
d"incontbro di guesto cireolo coi dinmetri paralleli ad OA e OB. Stu-
diars la quadratura e la vettifieazione di queste curve.

73. Sia M un punto d’un'ellisse di centro O, e N il eorrispondente
cenbro i curvatura. La perpendicolare condotta da N ad OM invi-
luppa ona curva Ia cui area & eguale a gquatéro volte I'area della
sviluppata dell’ellisse.

80. L'area della podaria di un'iperbole rispetto ad uno dei snoi

. T 117
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81. Essendo P I proiezione del centro O di una ellisse sopra nna
tangente variablle di essa, si prendano snlla tangente stessa a par-
tire da P doe segmenti PQ=PQ'= 0P e due PS= P83 =2 _0P. Di-
mostrare che clascuita delle ovali Inoghi di Q e @ ha un’area eguale
a quella del civeolo ortottico dell’silisse, & eche eigscuna delle ovali
luoghi di 8§ e 5 lin un'area doppia di quella del circolo stesso.

82. La gnariiea lnogo del punio medio delle corde @i un’ellisse
viste dal fuoco softo un angolo refto ha per area

U_nbu{ﬂi j"‘ E 'l_ﬂzlf‘!i}_
2a(a® - 0°)°

Dedurne che la curva lnogo dei verlici degli angoli vetti circo-
scrittl alln curva antipodaria dell’ellisse ha per area 417, Generaliz-
zare la quistione pev nn punto qualunque dell’asse maggiore.

83. Fare la quadralura e la rettificnzione d’nna enrva parallela
alla sviluppata di un’ellisse.

84. Sono dati on cireolo ed un ellisse concentrici. Siano P, Q1
punfi d'inconfro dell’ellisse colla polare rispetto ad essa di un
punto M del ecircolo, N il punte dincontro delle nmormali allel-
lisse in P, Q, ed M il polo della retta che congiunge i piedi delle
alfre dne normali condotte da N. Dimostrare che, se M si sposta
nel eircolo dato:

1) il luogo del contro dell’iperbole eqnilalera tangente in P ¢
alle rette MP & MQ & un civeolo:
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2) il lnogo del centro dell iperbole equilatera tangente 1n P’ e
a M'P" e M'Q" & una sestiea, I'nrea della quale & indipendente dalle
lunghezze degli assi della data ellisse ed & la meta dell’aven del
circolo.

85. Nella ipofesi dell'esercizio precedente trovare Pequaziene e
I'aren del luogo del bavieentro del triangolo NPQ: e dimostrare che
tl lnogo dell’'orlocentro dello siesso triangolo & la podaria del centro
(1 nna certa ellisse.

B6. Lun differenza delle nree della podaria e dellantipedaria del
eentro «'unp ellisse e eguale ad ' della somma delle aree della Syi-
lupputa dellellisse & delln podaria del centro di gquesta svilnppnta.

87. Ysserlo O il centro d'una ellisse, M un punto di questo, R il
raggio del cireolo ortottico (o di Monge), si porti sopra OM um sagmento

OM®y' 2 : i
ON = P Dimostrare che la curva lnogo di N & una quartica
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zhie ha la stessa area dell’ellisse, e ealeolure ie coordinate del punto
I"tneoniro di guesta quartica con I'ellisse.

88. Sumne P, Q le proiezioni del centro d'un'ellisse su dne tungenti
serpeniicolari che 8" incontrano m M.

1) Le aree delle tre curve seguenti: inviluppo di 1°Q luogo, della
wolezione O su PQ, lnogo della proiezione di M su PQ sono legate
ra loro da un’equazione di 2° grado.

2) Il luogo del polo di PQ rispetto all’ellisse ha un’area doppia
i gquella dell'ellisse stessa.

89. La curva luogo del punto d’incontro delle perpendicoiari a
lue diametri coniugali di un’cllisse nei loro estremi ha un'area doppia
lella somma delle aree dell’ellisse e della sun svilappata.

90. Sulla tungente in M ad nu'ellisse ¢ in un senso determinato
i prende MN eguale alin media aritimetica del semidiametro che ter-
mina in M e del suo contugalo, ed un segmento MP eguile alia medin
eomebrica de1 semidiameiri stessi. Dimostrave che lu differenzn fra
| doppio dell'uren del luogo di N e I'aren del luogo di P & equiva-
ente all’avea dell’ellizse anmentata della meta dell’'area del eireolo
riottico.

JI. Date due ellissi concentriche e omotetichs, siano M un punto
ariabile sull’ellisse maggiove, PQ la corda polare di M rispetto al-
wltra ellisse, N il punto d'inconiro delle normali di P e Q) 0 questa,
@ 1 piedi delle alive due normali gondotie per N ¢ P, Q@ 2li altri
ue punti d mconfro del circolo MPQ con l'ellisse minore.

Caleolare Turea delle tre curve inviluppi delle tre perpendico-
w1 condotle ni segmenti PQ, P'Q, P"Q” per i loro rispettivi ponh
1edr,

92, Sieno PQ Ia corda polare di un punto M rispetto ad un'elljsse
1 centro 0 e 8, S, le aree delle ellisse o della sua sviluppata. Di-
wsirare che se P, Q concidono:
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1) I'area del Inogo del centro del circolo circoseritto al friangolo
limite MPQ & > ;

2) l'area del luogo dell'ortocenfro del triangolo limite MPQ
& 145-1-385;;

3) T'area del luogo del centro del cirecolo dei move punti del

253 -+ 9S8

triangolo limite MPQ & hcj;g Jb:';

1) I'area del lnogo del centro del cireolo circoseritto al triangolo
i - Sy
limite OPQ) & 1 Tk

2) I'area del Inogo dell'ortoceniro del triangolo limite OPQ & S48, :

6) 'area del luogo del cenfro del circolo dei nove punti del trian-

. .98 5
golo limite OPQ & 16 5 -

93. Sia data un'ellisse X' interna ad un’altra 3, e sia € il punto
di contatlo di una corda AB di 2 tangente a 3.

1) Trovare il Inogo del punto medio della corda AB.

2) Quante sono le corde AB eguali ad una lunghezza data?

3) Quante sono le corde divise per meta da (%

4) St consideri 1] easo in cui le dne ellissi ¥, 3 son concentriche
ed hanno gli assi paralleli; e caleolare in questo easo l'area della
curva loogo del punta medio di AB.

94. Trovare I'area della podaria del centro della sviloppata d'wna
sviluppata d’un’ellisse.

. we*  wel(e’ + B | wm(a® 4 5)%(3at - 85* | 20! Jrabct
ab b | 8a’h’ 2(a - b)*

J5. Esseudo daia la earva rappresentata dall’equazione
(A)® | (By)i= i,

designamo con S uno dei punfi di regresso della ecurva situata sul-
I'asse OX. Preso un punto M della curva come centro si descriva

un eircolo di rageio

o — Are(MS)+ — 2O

AR —TB9'

questo Imcontra la tangente in M in due punti P e P’ e la normale
in due punii Q, Q)

Dimosirare che:

1) 11 luogo di uno det punti P, P" & un’ellisse:

2) l'area del Inogo deil’altro punto P e P’ & eguale a quella del-
I'ellisse;

3} I'area del luogo di ciascuno dei punti Q, Q' & pure aguale a
quella dell’ellisse.
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96. L inviluppo della retia

XCoSa -+ yseno—da Cos

al variare di «, @ una eurva X parallela ad uan’ipocicloide a 4 re-
gressi.
Il Juogo del punte dal quale si posson eondurre due tangenti orto-
: ; dwa®
gonali della curva I & una curva che ha per area —(5— -

97. L'area dell’'antipodaria di un’ellisse vispetto ad uno dei suo

Bened 3 wab na®
Hocili € 9 9

98. La curva antipodaria dell’ellisse 1 cui semiassi g, & stanno
=g . . . 1 . .
nel rapporto ¥3, rispetto ad uno del suol fuochi, si compone di due
parti equivalenti.

(Si trova in generale per arsa dell’antipoduria

o

o~ ge

— s ey
U_Eb{gb as)

Se dungue n=1J Y3, U= [}) .

99. Essendo P la proiezione del centro O di un’ellisse sopra una
tangente della medesima, Q la proiezione di P sull’asse maggiove, S Ia
proieziore di O sulla parallela ad OP condotfu per Q; dimostrare che
Varea della eurva luogo del punto S e s di quella della podaria del
cenfro dell’ellisse,

100. Essendo M un punto dato sopra un'ellisse, C il corrispondente
ecentro di carvalnra, st eonducano da una skessa parte della tangente
in M Jdue segmenti MP= MP'= MC 1nelinatt d'un angolo costante «
su MC. Dimosftrare che le curve luogo di punfi P, P" hanno la stessa
areax e calcolare guest’area,

101. L'area della curva luogo del punlto d ineontro delle normali
negli estremi di1 due diametr:r coniugat) d'unellisse, & *.4 i quella
della sviluppata dell’ellisse.

102. Dimostrare ehe

fifu* cos* 0+ sen® 0P ) i d
o (@ cos'UF&sen b 07 ), (a®cos®h I bsen*0)
(Ei trova

- b T

o=
|
w

P— i 4 253
(® cos?D -}- B¥gen®*0)* 16 n"‘b’[gﬂ e = 070 ]) '

103. Si consider: l'arco della cicloide corrispondente a un giro
completo del eircolo generatore di raggio K. Le lunghezze di un arco
MM’ di quella cicloide, iale che Iz tangente in M, M’ sieno perpen-
dicolari & sempre compreso fra 4R e 4 R V2.
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104. Le coordinnte d'nn punto d'un asteroide sssendo
r=uacos"p, y=asen®y,
de dy

s1 consideri la curva di cui le coordinate sono ﬂqu" ff"iP e poi quelli

di cui le eoordinate sono izf,-' ”EL'Z ,
L

Trovare le aree di queste due envve in funzione di quella del-
'asteroide.

105. Essendo P,Q i punti d incontro di una conchigha di Paseal
con una retta condobia per il polo I di esso, il lnogo dei centri di
similitudine dei eircoli di diametio 1P, 1Q s1 compone del punto 1e
di una embica. Dimostrare che se I & mn punto doppio della con-
chiglia a tangenti reali, 'nrea compresa fra la cubica suddetta ed il
suo asintoto & finita. Quando la conchiglia diviene Ia cardioide, la
cubica diventa una cissoide retia.

106. Sieno OA un raggio fisso ¢ OB un raggio variabile di un
circolo di centro O, C la proiezione di B sopra OA e I la prole-
zione di C su AB. Trovare Fequazione della curva lnogo del punto P
¢ dimostrare che la sua avea & ¥, di quella del cerchio,

107. Essendo M un punto d’un’ellisse, C il corrispondente ceniro
di curvatura, ¢!, D, IV i punti d’inconfro del eircolo di centro 3 e
raggio MC colla normale ¢ colla tangente in M, dimostrare che le
aree delle curve deseribbe dai guattro vertiei del quadrato C'DCD’
e le aree delle curve descritte dai puntt medi dei Iati di questo qua-
drato sono funzioni lineari delle aree della ellisse e della sua svi-
luppata.

108. Essendo F, F' i fuochi di unellisse, M un punto variabile
sulla medesima, indichiamo con U I'avea della curva luogo del fuoco
della parabola tangente in I ¢ F' alle relte MF, MF', con V l'area
della curva (di 8° ordine) luogo della proiezione del ceniro dell’ellisse
sull’asse della parabela suddetta, con B I'area dellellisse e con P
quello della podarin del centro della sua evolula. Dimostrare la g~

lazione

U+2V=7—P.

109, L’area della eurva

. @'sen®f4 b eos®
 a'sen* 4 b° cos®H

.J.i

¢ ugnale ulla differenza fru 'area del cireolo ortottico dell'ellisse dei
semi assi @, b quelle dell’ellisse stessa.

Trovare una costruzione geomelrica della curva stessa.

110. Si consideri un’ellisse e di centro O ed il suo cireolo prin-
cipale ¢. Essendo AB una corda di ¢ tangente in M ad e, siano A, B
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i punti d incontro della normale in M colle vette OA, OB. 11 lnogo
de1 punti A, B’ 8i compone di due quartiche, ciascuna delle guali si

: ; s -3 : ; _ wala —b)
compone di due ovali eguali. L'area di una di queste & — 5 '

—

essendo @, & 1 semiassi dell'ellisse .

{[l. Essendo M un punto d'an’ellisse di centro O, C il corrispon-
dente centro di ecurvatura, D il punto d’incontro d1 MC con la per-
pendicolare ad OM condotte per 0. si1 dimostr1 che:

1) il luozo del punto medio di CD & un’ellisse;

2) tl rapporto delle aree delle enrve lnoghi dei punti D, C & Y,.

112. Essendo M nn puonto variabile di un’elhisse di eentro 0, cia-
scuna delle bisettriei degli angoli formati dalla refta MO colla per-
pendicolare ad essa condotta per M iuviluppa una enrva clhiusa
unicursale, di eni Vavea @ la differenza fra la mefa dell’area dell'ellisse
e la seata parte di guella della sua sviluppata.

[13. 1) La corda ecmune ad uon'ellisse fissa e al suo eircolo oscui-
latore in un punto variabile inviluppa una cnrva, la cul avea & %, di
quella deli’ellisse.

2) Il lnogo der punfi medi delle corde suddette & una curva la cai
area @ meta di guoella dell’ellisse.

3) La podaria del cenftro della curva precedenie & una curva di

cil I'area e uguale alla differenza fra I'arvea della podaria del centro
dell'ellisse e 1l doppio deH’area del cerchio di raggid nf =

14, Si consideri un'ellisse e 8 la sna podaria p vispetto al eentro O:

1) I'avea della curva ¢ polare reciproca di p rispelto ad ¢ & eguzle
alla differenza fra lI'avea di e e '/ dell’'area della sua sviluppata:

2) In podaria della curva ¢ rispetto ad O & una sestica la cui
area

I it 232 ' a3 .3 -
L ﬂfﬁ{u*{—&“]’[{ﬂi_lﬁbj —+ Za®* ¥ (a* - bY)).

HK.-N. BARISIEN.
(Continua)

PICCOLE NOTE

Sulla teoria dell’equivalenza e dell’eqniestensione.

I¥ noto che per confrontare le snperficie piane a econtorno curvilineo (rettilineo
0 cireolare), e cosl per confronlare I solidi dei poliedri in generale e delle figure
limitale da superficie piane ¢ curve, non basta il coucello di equivalenza o egui-

scomponibilita,
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136 PERIODICO DI MATEMATICA.

1 proff. Enriques ed Amavrpi nei lovo ZFlementi di geometria mtroducono al-
I'nope i concetti di prevalents o snvvalente, e di superficie, o solidi, nguali, con
le seguenti definizioni:

di due figure A e B si dice che Ia prima & prevalente slla geconda (A > B)
¢ questa e suvvalente a quella (B<<A) so tra lo parti della prima si #rovano
tutte le parti della seconda e qualche altra in plit; di doe figure A ¢ B si dice
che esse lLnnno superficie, o solidi, ugnali (A = B) se nessuna di esse & preva-
lente all'altra; (%)

8 fondano IR teoria di quelle classi di grandezze sul postulate di Dg Zour
yeneralizzato, e ancora — & partire dalla 2* sdizione — sul poslulato complemen-
lare chie qui epunciamo:

2] Se di due figure la prima non & prevalente wlla seconda, queste & preva-
lente wd wna parie qralungue delf'aitra, (%)

Ora, questo postulato si presenta didatticamente alquanto oscuro, e di non
facile uso per le dednzioni che se ne debbono brarre, Lanby che gli natori Jo hanne
soppresso pelle ultime edizioni (3* e 6%) del libro citato, sostituendolo con tra pro.
posizioni che di quel postulato sono conseguenzs, %)

Seguendo nella scuola come testo j predetti Elementi, trovei subito conve-
niente di sostituire al postulato %) il seguente postulato di pia facile intuizions
ed enunciazione, che gli & perfettamonte equivalente: (*)

3) Di tre figure A, B, C, 3¢ A non 2 prevatente a« B, ¢ B non 2 precalente
6 G, sarda A snon prevalente a C,

Con facili dimmostrazioni per assurdo dalla properzione z) 81 deduce la &), e
dalla 5) si deduce Ia =z).

Mediants il postulate g) si dimostrano in modo prano e rigoroso le seguenti
posizioni I),... VI), di cai uel libro citato si fa rapido e parziale mccenno,

l) S5e A=B e B=C, sara A=20 (postulato di n, 421 delle 5* & o ad.),
Dimostrazione immediata.

li) Se A>B e B=20C (ovvero se A— B ¢ B> (), sara A > C.

Se fosse A non prevalenie a C, per essere U non prevalente a C sarebbe A
non prevalente a B, contro lr prima ipotesi.

HI) S$e A=A'"¢e B=B' sara A + B = A" 4 B (poatulato di n. 429),

Dimostrazions per agsurdo: si BUppOnga per esempio

A4 B>A 4B,
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avremo allora
A+ Boeguiv A"+ B -+ L,
0ssia
A+ BequicA' +B +M+ N (1)

(') Caso particolare di quest'ultima relazione & l'equivalenza o squiseomponibilitd (A squiv B),
Da yuests defimzioni e ralla teoyia dell'equivalenza deriva immediataments ol dalle tre rela-
Zioni A >B, A< B A — d sempre una ed una sola & verifisata: o Bncora, & A o prevalente
a B, e B8 prevalente a C, sark A provalsnte a C.

() Exmigiies od AmaLpr. Elementi di geomerria, 38 a4, 1905, pp. 192-197, 303.505. Cfr, lart. dal-
I"AsaLm nells Ciéestioni viguardanti le malanotichs elementari dall'Esrigues |vol, [, pp. 260, 130),
Vedi pare; (3, Maorverra, Trattate di geomeirin elemenigre (1319), ove sono chismuta eqguiswime lg
figure piane aventi superficie uguali e ie fgure dello spazio aventi aolidi nganli.

{*) Libro ¢it, 3 ed. (1911), pp. 200, 540, 555, Nnlla di variato dolis e ed,

(*) Noto gui, per maggiore chinrezza, che date dus flgure A @ B poasono darai due casi: o
esiote © nen esisle per vsse una divisione in parti per la qazle A & provalente a B: nal secondo
¢ago sj potra dire ehe A non b prevalente a B. Praticaments, rispeite ulle superficie, guands A
e prevalente a B, ¢il pud sssere messs in evidenzn col mstodo dei quedratini ssposto degli E
od A, melle prime quattso eidizioni degll Elemanti,
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essendo Loeguiv M+ N; ma dn A"+ M > A o A' = A si ha per 1)

A+M> A,
e analogamsnte
B + N>1B,
onde _
A'+-MJ+-B 4+N=>4aA} B (2)

Le relazioni (1) e (2) sono tra loro contraditorie, donde l'assurdo.

IVISe A>A e B=D (ovrero se A=A ¢e B8, sava A—B >A"+ B
(postulato di n. 423).

Da A>- A" si deduce A eguiv A"+ A", e quindi A= A" [ A, e per essove
B= 1, avremo, per la {1},

A+B=A+A"+B,
11k
N FA RN,

onde per la 1l) aviemo
A+B=A"4+ B. c. d. d.

Derrsizaoxe. — Se si ha la relazione A = B 4--C, eioe A ha superficie, o 50-
lido, ugnale alla somma B 4 C, si dice pure che A & la somma di B 8 C, 8 an-
cora 51 chiama O differenza di A e B scrivendo U= A — B,

V) 8: A=B + C, sara A > B |[corrisponds parzialmente al postuiato «)].

51 supponga A nen prevalente a B; allora ds 1} 4 € nou prevalente ad A,
e da A non prevalente n B, avremo, per g), B 4+ C non prevalente a8 B, ¢he &
azsurdo.

VI) Se A=A, B=B' e A>B, saréd A >B e A—DB=A — 1 {n. 4335,

Avremo
AeguirB -C=D 4 C,

onde essendo

A=A
avremo per la 1)
A'=B +0C
e quindt, per la V)
A>DB.

Inoltre, si ponga A=B + Ced A'=DB -+ O, supponendo per esempio C > U5
da B=D1"e C> U si deduce per la IV)

B+C>FB 4+ C,
B guindi
A=B4+C>B 4+C=4,
s gnindi, per la 11), A > A', che voutradice all’ipoiesi A = A",

Senza difficolta =i dimostrano per le cimssi di grandezze considerate le ulie-
riori proprieta generali che sene 1'i-i1ieal:r.- per la teorvie delle properzioni e per
Ia teoria della misura.

Con questa noticina non lie avuto che T'intento didattico di portare qualche
delucidazione su wn punto nutevole di un pregevole libro di testo che da disci

anni segno nella scuola.
K. MaccarERnRI,
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Di una proprieta della fanzione indieatrice.

Nello stndio della styuftura di un campo di Galpis, si trova che [o sue F{p"—1)
Fp*— 1)

]
stesso sistema. sono vadici di ung congruenza di grado n irviducibile nel cAMPo

quantity primitive si seindono in

sistemt v woio clie gnelle di uno

th razionaliti :
D' ]r E,..,[‘!]-_I'r_

Cig porta di immedinta consegnonza cho :

Flprt—1)=0,

(tnnd. #)

Non uvendo trovato uua dimostvazione diretta & tile proprieta, non mi sembra
tittile far conoscerve la seguente che si raceemandn, oltre che per la semplicita,

perché viene a porgere un altro esempio della fecondilia del concetto di grappo.
Posto p* — 1 = g, sieno .

Fig T8y es . b (1)

b 2{g) nnmeri inferiurt a g & primi con esso ul quali possiamo sostituire altri
rispeltivamente congrui ad essi (mod. g).

Poiché il prodotto di dne fattori primi con 7 € pure prino con g, segue che

b numeri +1) formane nn Eruppe G- Tra 1 numeri (1) ve ne saranuo n egunli
0 eongrui {mod. g} alle petenze

pl=1, » p%..- = (2}

e poiche il prodolto di due qualunque deéi numeri (2) & congrno (mod. g) ad uno
degli siessi, ne viene ghe essi pure cvostituiscono un gruppe G, sottogruppe di
g g- M2 'ordine di un sottogruppo & divisore di quello del gruppe, per c¢nj:

7g) = 0. [mod, u)

IC. Soarp)s,

HNIRRALN

DELLE QUISTIOND S04, 807 ¢ SON

=l 4. Loato e =iglesna 0 coniche amufucali S, frpdares
a) Uinviduppo Jdelle poleri 40 un punte (%, 5);

1) fl Tunge el pola i una retta (n. vi:

¢} Einviluppo deile normali tafi che Te tangenti ai punis dineidenzi passine per et
un punto jsse (=, :. ﬁ':
Nezpp1 Mobona. B

Risoluzione del prof. I. L. Csada di Medor (Ungheria). g‘;f
N

- & ¥ # = - - i "':!'

1% Caso di un sistemn di coniche centrali smofoculi. oy
#) L'equazione cartesiana di unn eonica s di B e E
. &

2 3 =

4 W , 1

. —‘—_ — l = l}, l:.

u? 4 it L L& 7

v

24

s
B

-||q,|.|-- N
gl
.'I-II' "l'1|a|_
I-Iﬁ#rﬂ.l.\_

Ll
=1

wlo
-
e g

-
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e 'equazione delln pulive p, dal punto 1 (=, §) &:

e b J;ﬁ
. 1=1. (1
f:“+?.+b=-|—?.. )

(fol procedimenio noto si trova I'equazione dell”inviluppo delle rette p; -

(zr + 2y}t — 2(a® — %) (20 — py) + {? — M= 0. ()

Onesta curva @ ung parabola che tocca 1'asse delle = nel punto di ascissa

(0: —h" L

= e 1'asse delie y nel punto di ordinata y =

-—

r
L]

& P
Facilmenle si puo trovare Vequaziene pliickerianadell mviluppo i p; 5 dalla (1)
si hne
= ;

- — . = —— ==
= T A LE 4=

" —

diminando & fra queste relazioni i ottiene 1'equazione richiestn:

(a? — &S e — fue + e = 0. (1)

5) L'equazione della polare del punto {§, v} &:

*I‘: - _1_ ﬂ"lf-q — -l :ﬂ!
n* 4 A h* 4 2

dunque le coordinate plitckeriane di quesia polare sono:

e 1,

a4+ A , b* + i

TI:

gliminando 2 fra queste relazioni si otiiene:
(062 — L3 ar — s -+ Sr = I, [ i)

[l lnozo del polo della ratta (n. 2) & dungne una vetta che ha per eoorilinate

plivkerinne i valori:
: : (]

\ — = . 11 — - -

- it lﬂﬂ — 1‘.1'*.! ! rlpgs — B

balle equazioni {a) e {b) segue che le ¢nrve (n) e (4) si corrispomdono dual-
menke.
c) Sia (Z, n) il punto in ent la langente passanie nel punto (=, §) tocea la co-

niep S, . Q1 hamno le velnzioni .

3 ¢ .
— 1 =1 2
ru"—f—}.+b"" 4= A <)

B

3 ¥, -

at + % b4

¢ |"eqnazione ddella normale 9, nel panto (3. 7) e:
ol — ) 4 g —n)=5lz — §) + nls — %) (4)

Cerchiamo Vequaztone 1n uunrdlmﬂf pllickerizne dell’inviluppo delle vetie n; .
Dalla {4), si hanno le relazioni:

o — = F—
H = = - 1 B — = = ’
Sz — &) 5lp— 1) St — &) + W —1)
da eul -
et — 8y —u Snut— apr — o .
== * N = . [3)

ne -+ ol - -+ n®

II
1§
1

1]_
i
i

] e ' Ty g Uiy — : =g -
e F_'l"":'.‘.'-_[-nrh-;l:l-r""-':-.‘-r'- o |y — - .- -1
- - - - - LR =
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. ininando 7 f:a e eyaazioni (2) e (3) si ricava:

g S =D = .

(a—§ (g—mg = =

ed aeeudo i valori 3, g1 trova Pequazione richiesta -

= [z = 1)+ a4 {p* — 0¥ (2 — %) e 4+ ey — se=10. ()

-uviluppo & duoque una curva dj §° ¢lasse.
Caso di un sistema d; parabole emoforulf.
.. =Y uazions :

HE —- }'-ﬂ + 3}"-:

rapastoruta il sislema dj parahbole omofoenli; i fuochi sono: Forvigine ed il punto
all’ .o Llotto dell’asse dejle o

a. Nol troviamo mediante i) provednmento precedente che Pequaziona in coordi-

nate . uckerinne dell” mviluppo dells polari di un punto (x, 3) e:

ot — aur & p— (), (1)

B thi= .8 SUA equazione ip coordinate cartesiane & -
(= -} ) +4iy = 0. (¢)
Iy . ent'aquazione rappy

esenta una parabola che ha per taneente nel suo ver

bee 2 - — = 'asse delle »: assq & dalls parte negativa delle = e ha 23 per pa-
IRAm#~1%

4, fome equazivne (e luogo del polo di una retea uy, %) §i Erova:
i — Eyp + =, - (&)

una setta chts ha per soordinate plitckeriane :

=

=
T

I
”] = ':, rj ———

- X

Lo linee {a) e (1) gj corrispondono dualmente. Li
e ' ! 3 - . e ; g
«) L equazione in cosrdinate plickeriane della rurva richiesta, che si trova e
annleyumento al caso Drecedenle, & - ’TF_
s
o
28 — e +u=10 ' (&) &
e
e Pwpiazione in coordingde cartesiane & ; "15"
it
3 f ar = (), e Ay
-"’_.'f] b 422 = ] ] 4
> ey
ledt GUEVA € unn parabois che ha per longente nel sue vertice ¥ — — 3 I'asse kA
dello y, essa i delly parte negativa de!l'asse y & ha 2z per parametiro. A
= Vs
A
T, s Folsuleri un cireplo di centro O 2 ragyio v, ¢ Uastesoide che hn j
per paudi di regpesan SO0 estremi di due igmetri AB, CIY ortogonali di detio ofr 1}-
¥ 4 i i 7 X " — - = i g -y
coli. Siano By F i pynti i smpzze degli archi AC, CB dol circolo, vd M il purnto B
L o - s, - ™ 4 - - i ~ r '.:"l
o incuntrn del ciyreudn Litngenie infernconedte in £ al cereolo dato e di Vikgpirio _;i_ Ui
a ] .'-;.'
col eirealy di diumetrn L. [y cireolo di centro O ¢ di raggie OM incontra Puste- E:
roide s otio pyats renli. Dimostrare che le tungenti in questi punti all'asteroiie :
xpgo anehe noramali allcs eapye A
E-N. Bamsigxn. o
1'.":'
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Risoluzione del prof. |. L, Csada di Modor (Ungheriz}.

Prendiamo i due diametri AB, CD per assi delle coordinate cartesiane zx, y;
le equazioni paramsbrichie dell’asteroide somo:
.
2 = ¥ C0S
v, (1)
p=rsen’s |

dove (— &) indica 'angolo formato dall'ssse z e dalla fangente all’asteroide nel

punto I" cke ha per paramelro 3.
['equazione della tangente nel punto I’ &:

' == 1l — (2
Cos @ sen P
Sia
E=rcos®d )

= rsen’ ¥ |

il punto d'incontro di questa tangente coll’asteroide dato. La tangente In quesio

simto (3 ¢ ortogzouale a guella nel punto P, se S ha:

p =5+ - 4)

ot

I

Dalle {41, (8) e (2) ottemiamo

sos? ¢ mene

o —1:
SN @ L0S @

oVvYEeruv

g 2p = 2. ()

Ma, si ha: - gy
OF® = ¢* (cos® 2 + sen®g) = 00,

e pai dalla [3) st frae:

; 1541 . H— 1
CR3" P — — SeNnT @ = =
2Yo 2¥5
dunque
=T s 2 _
OI® = 0V°~ = —r% (6)
(3]

s, £ daio an éircelo o ed una sua laugente fissa . Tependo I' in prove

~ionie st t di un punto M mobile su U, dimostrare che Uinviluppo dei circoll i

: ; .
Jieemetro MP & una cwrea, In eni aree @ 3 di quelia del eireolo o.

I.-N, Bamsiex.
Risoluzione del prof. I. L. Csada di Modor (Ungharia).
T equazione del circolo di diametro MP rispetto al sistema ehe & formato daf
¢ dal diametre di ¢ perpandicolare a { ¢:
22yt — 2rcosw.ax —r(l +aenw)y+ r*eost =10, (1)
dove w & I'angoln fra ¢ e CM [C &1l {:e;trn del cireolo dato el
Per differenziazione rispelte ad w si lrova

gem 1 . ; — COS W .y — 7-sen 2w = [, (2)

-

Dalle (1) e (2) s1 frae:

i 4y sen® m (1 + sen w)
r= r¢o3 w —!— :i:— l.!l‘ilg i, [4} T 1 + % con ;; e [4.]

T T e T =

[ ————

s

= 1 n .
SRS =S 1) [P —_—— -

w4 w BRI s

5{
L
|

i P Dl A G el e ] ol o Bl | 1

——

-

—

il oty ok i L R

B e T
L. AT
s

i e e e i e i S S e T

— e S

e e e e

e s e e = =R

e it = e

R L Sl —

T T T el T s L T T ol

]

PR——
R L
i -

=

A . SR i - e B 55—t 5 P
Ly — I — 5 i -
i = v = . .

il — x

—

3=t - A
- ._.-I_-.-.:.-;_l- s e g
s ] =i nk *m nr ' 4 y LIRS T LT i
S = = = — T
= — - - T A  —
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Da eni, per derivazione, si trova -

. (1 —5sen*m) (2 + Ssenm - 3 sen® m)
—_—

PERIODICO DE MATEMATICA.

| , 5 ;
dw (1 -+ 3 sen® w)? / 4
iy 2 sen 2m {3'—]— 2 5en 0 4 3 sen® fﬂ:l (B) ; |
—_— =,
ifin (1 + 3 sen* w)*

8 ne dediee :

-

R e

2
== LAy . i o = e SEIL O 1+ senw) 242 2 Sen » + a sen’ in) e il
il ey b 5 sen® m)° A
e dungue
; 4 4
v gaf  2Ysenw + 5senw 4 Ssendm + dsentw — 3 sep
5= 4, _ - e,
(1 4 3 s20® 1)®
Poiglis
-
T2 gen®™ ty
W =I{),
1+ 3sen*w)?
=y
)
_r -_l- r‘r
"2 seu'auw YE sen ™ m
_1 ——— i — 2 ,nn - i@,
(I 43 senw)? ! 11 —3senw)*
— .T !:}
2z
dove # & un numern intero. posSsiamo sorivere:
= X
_ . 2 Ssenw -} 8 gen!
S = 8,7 1 ”+ _,i n, = (o == 52 |,
i (1 4+ 3 sen™m,”
U
Pouniamo senw = 3, si ha-
L5 -u‘ il L3 i Bt ——1 i
J= ] w "——_'__ L_-'_i" = | -.1'.*.] ,—-—_=
-I-JHJ | - a VO AU 02 (4 el Y TR
- s L 1 On® —1 il rt -
3 | 2 o {1—}-311"]:1.'-'1___ o
[ "l il o T e |
== s ¥ —x / : - s’ I -;J } " T =
" = Jn 4 3”"1.131“ — n° o (1 4 37) Vl — N
pomiame 1 4+ 347 = = &1 hn -
| 4 I E if= N é
I——' R ‘;"} + = / ey o o — ‘-:'_u
S la ¥ H £fle=1)11=32) =4
e dungue :
S=gps, 22— 7 (=) . e d.
21 '

- - = AdeE = = e
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S— A
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Annuaive powr Uan 1974, publi¢ par le Burean des longitudes. Parig,
Ganthier-Villars, 1914

x e et R T D e e
— ) = S i

- o ey

= et P e o i e T

- T
e e prmp—i — o — —
R — -

e ——— —— =) pr waT L = G ey g e————

Ouesto interessantissimo volumetio che il Buyearn des longitndes pubblica re-
colarmente ogni anno fino dal 1796. contiene quest’anno | quadei velativi alla
Fisica e alla Chimiea, interamente vivedoti e rimessl a giorno dai sigg. Raveao
o Matre in armonia con la Ruceolta di costanti fisiche, pubblicata nel 1913 dalla

Societit francese di fizica.

.4 parte astronnmica con la quale si apra il volume, comprende le nozioni
piit importanti sopra i calendari in uso presso L diversi popoli eivili, unmerose
tavole astronpmiche, articoli relativi alla costituzione lisica della Luna, alla sismo-
logia, alla fisica solare, ecc.

Alla fine del volame si trovano i seguenti articoli:

1. Hawr, La deformazione delle imagini neile lenti. — 2° Breourpan, It giorne
g lp sue divisioni - 1 fusi ovari ¢ l'associezione internazionale dell’ora. -~ 3% Bailu-
LAUD. Notizie sulla 175 conferenza genervale dell’ Assoeiazione geodeticn internazionale.

Il secomdo di questi & particolarmente interessante; esso & nna stovia dei var
mezzi escogitati dall’'uomo per Ja misura del tempo, cominciando dalla pin remots

anticlhita e terminando ai seznali emessi dalla torve Eiffel

i
it
iii

'f_i
il

K.

VivanTl — Bsereizi di analisi infinitesimale. Pavia, Battel, 1913,

Nella prefnzione i1 valoveso Aunfore cosi espone | concetit che gli farono di
guida nella compilazione di quesia oitima raceoltn di 575 esercizi:

“ Due quistioni fondamentali mi i affaccinrono sin da prinecipio: quale do-
vessa sssore il carnltere generale dezli esercizi da scegliere: e se essi dovessero
o no essere ascompaznati dalla svlnziome.

* (Juanto al primo pnnto, io avrei volute cercnre la maggior parte delle qui-
stioni da properre nel vasto campo delle Matematiche applicale, e particolnrmente
della Meccanica ® della Fisiea, inteso nel senso pii ampio; cib avrebbe reso piu
nteressante lo studio del libro ed avrebbe insinuato nei giovani la persuasione
delf'utilith pratiea di e¢id che ad essi petvebbe altrimenti sembrare mera astra-
zione. Ma a far questo snrebbe slato necessario interpolare tntle nuelle nozioni
estranes alle Matemutiche pure, che colovo, i quali si dedicano ad nn priwoe stadio
del caltolo, in genevale non possiedono; il che avrebbe accresciuto dl non poco
la mole del libre, ne avrebbe alleralg 'omogeneita, &l avrebbe aggiunio Nuove
dillicoltis a guelis inerenti all'Analisi stessa. Ho pertanto rinunciato a tale idea,
limitandomi a spigolare, 11 piu largamonte possibile, nel cumpo della Lizomelria,
la sula seienza d'applicazione di cui 58 possn preswmere una cerin coOnNoOSEenza
nehi allievi del primo bienniv universitario.

< Quanto al secondo punte, io pense che wna collezione di esercizi, pin che a
formive problemi agli studiosi, debba tendere ad msegnar loro la via di risnlverli;
e vhe 1"iden di poter viscontvare nel libre lu trattnzione d'un problews, anziché

L Y o

o
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distogliers 'allievo dal tentarla per conloe proprio, I incoragei anzi a farlo per Ia
possibilita di eontrollare infine i) suo operato. Ho quindi fatio seguire ciaseun
esercizio dalla solnzione, piii o meno sviluppata a seconda dei easi

La scelta degli eseveizi & buona, ¢ le soluzioni sono hen fatte, con zinsia so-

brieta e chinvezza. L'ardine dalle materie 2 guello stesso adotinte dall’y. nel sno
Tratiate di annlisé infinitesimnale, uno dei rrimi nel qnali ¢ stata adottatn la fusione

d2] ealvolo differenziale con I’ integrale,
K.

Lorts Grso. — Le scienze esatte nell’ anticer Grecio. Secondn edizione
totalmente riveduts. Manuali Hoepli, Milano, 1914

Quest'opern importantissima & ben nola fa tempo ai cultori della matematiea,
ed ha contribuite al risveglio degli studi di storia della scienza, che si & venficato
in Italia e fnori, negli ultimi dne decenni.

Fu pubblicata per I prima volta in vari voiunmi delle Meniorie @i’ Acondemin di
Madene dal 1893 al 1902, o fy giustamente apprezzata dai malematici. Disgrazia-
tamente Ia poen diffusione di quelle Memorie non consentirons che I'opera fosse
universalmente conoscinta, come sarshbe stato desiderabile: ormni era diventata
unk vera varitd bibliografica; otiimaments dungne ha fatto il solerte editore Hoepli
ad aecogliere nellp sun bella collegona di mannali s segonda edizione di qnesto
libvo che 1" illustre autore ha diligentemante rivednta o migliorata.

Come chiaramente dice il fitolo stesso, il libro & nn quadro dell'opera mate-
matica degli antichi (ireci, eosi compinio e perfetio quanto si pup desiderare,
tenendo conto della imperfezione dells nostre conoscenze su gquells antiche oth o
del documenti che sono pervenuti fino a nej Tutli savmo piit 0 meno vagamente
che tre secoli prima dell'Ern volgare la Geometris ern gih arrivala ad una tale
altezza che gli Blementi di Bvoprps poterono continnare ail esser libro d; testo
fino i giorni nostri; tatti sanno che 1 zermi della maggior parte dells concezioni
moderne £ frovane in serme nells opere det Greei; ma !a gran MAZEIOTAN ZA
iznora come ed in guale misnra, Nel libro del Lomia, frntto di hingo studio e
grande amore fntii possone son poca futica appagare il desiderio innate i cono-
stere quanto fecaro gli antichi, fino a qual punto essi ginnsero con la lore spe-
calaziow seientifiche. 31 insegnanti deile scuole medie non solo troveranne in es30
una letiura molto istenttiva e diletbevola insieme, ma vi broverannoe anche una
quantita di notizie cnriose aid infevassanti che pPermetieranno lore, opportunpmenta
n=ate nella scuola, a2 rendere I insegnameanto gradevole o meno pesante, con sol-
lieva di foro stessi e degli seolayi.

L'vpera di quasi mille pagine si divide in cinque libyi come sefe :

Litne L. — T goometri gree:r precirsore d Buslide.
- U — T periodo aureo deilo qeemelvin yreca.
- ML — I substrato mateniaiive delle filosnfin natnrule dei = reei.
- N — T weriods urgenteo delln gegnetrin greea,

- Vo — Lavitmetica dei frrecs.
Un aceneate indice alfabetico dalle materie rende facili lo riesrehe a chi voglia
censu.tars il libro par argomenti speciali. K

Giuie Lazzupr — Direttore-rexnonsrbnle

Finite di stampare il 12 Murzo 1014




Sulle equazrioni ricorrenii lineari del 2' ordine a coef-
ficienti costanti e su alcune particolari equazioni

ricorrenti lineari di ordine superiore al 2°

Oggetto di questa nota & una espesizione completa della teoria
delle equazioni ricorrenti Lineari del 2° ordine a coefficienti costanti,
dedueendo le formole pit important: da considerazioni rignardanti gli
sviluppi di {a -+ 6)%, (e &).... Una immediata generalizzazione del
metodo segnito ci permelbtera di stndiare alcune classi particolar: di
equazioni lineari ricorrenti di ordine superiore al 2° ed a coefficienti
costanti, Tale stndio metteri in chiaro che 'equazione generale ricor-
rente lineare del 2° ordine a coefficient: costantl & caso speciale non
solo dell’'egnazione di ordine m, ma anche di una forma particolare per-
fettamente determinata di tale eqnazione. Risultera pure che, almeno
per lo svolgimento della teoria delle equazioni lineari del 2° ordine
e di altre di ordine superiore delle quali esse sono caso partico-
lare, la considerazione dell’sguazione cavatterisfica non & necessaria.
Tuttavia di questa ci oceuperemo brevemente sia per mosirare che
si pud per altra wvia giungere ai medesini rsaltafi, sia pin spe-
cialmente per stabilire alcune importanti relazioni tra le costanti ed
1 valor® imziali delle soluzionm deil’equazione generale ricorrente del
2% ordine. Consideraziom pariticolari riguarderanno poi alcune forme
di equazionl ricorrenti linearl del 2' ordine notevoli per le lovo pro-
prieta.

I. — Espressione del termine generale i una solnzione dell’equa-
zione ricorrente del 2° ordine in funzione dei coefficienti e
dei valori imiziali. Relazioni tra duoe termini eonseeuntivi di
una medesima soluzione,

F)
L'equazione ricorrente lineare d'ordine n a coefficienti costanti,
pud mettersi softo la forma:

Hy — 'P:T‘m—1 + Pﬂ”m—ﬂ + = s _l_ Pﬂ—l'u'u-—n% i | + pnﬂ'm—n (1}

Piy Pe,. .. Pu, e388mdo 1 numeri costanti (coefficienti). Dicesi soluzione
dell’equazione ogni successiome di numerl: w,, 4., tali che n -1

'

S

8

1 i - i » = =
e, 7 r - -
g TP S, W I S————— R T I e e e e e T ¢ T e O B Y B e T - - - -
— TP 1y [ = - e = iy i
1 2. = =
d raw & = -
—— o e ] + P p—— p ok,
= T =, s -] vk ——
= = B - a
- 5 ] - LTE &
1
= - -

— (e et E——

L e U R SR
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SRS

|
|
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consecubivl di essa gy o, ... 8w, i, verifichino l'equazione. Tra le
proprieta (*) di tale equazione ha per noi speeiale imporfanza la se-
guente che & notn: Se w™, w™, ... u,M. .. ¢ la soluzione determinata
dagh n valori iniziali 1,0,0,,..,0;...; s, L un® | guella de-
terminata dagli » valori iniziuli 0,0,...1...0.0, ' i dei quali vale 1,
mentre 1 rimanenti somo tutki nulli, .. . infine " ™ o (1) 1g g0-
luzione determinata dugli » valori iniziali 0,0,...0,1, ed & u,, u, ...
Um,... unn soluzione generale determinata dagh n valovi iniziali
My, Ug...WUy,, 81 ha, per m > n, la relazione:

Um == Unly™ U U0 | pgu @ +- et . ., (2)

che permette di esprimere I'm™ termine della snccessione Wy BggeeaWis. .
in funzione degli m™ termini delle n suecessioni in AL T L TR U
(i=1, 2...n), e degli » valori iniziali u,, uy,...n, (%).

E importante per quel che segue un’applicazione della (2).

{*) Un'esposizione della proprietl prineipall delle equazioni ricorrenti linenri a coefeiont]
vostanti (rovasi ad es. in Lezioni i Algeben romplevigntire del prof. Pincmsruz, Bologna, 1909.

(®) Come applicazione dells {2) giova osservare quantc seguse:

Poniamo l'aquazions ricorrente linears dsl 2% ordine a coscient coslanti, sotto la forma:

tm — Plém. 3 + L

g essendo diverso ds zero. Bis wy, wz,...una solugione di 8ssa. determinafa dai valori iniziali
g, was ™ well | qoella determinata dai valeri iniziali 1, 0: /¥, (2 | . guella deter-
minata dai valori Iniziali 0, 1. La snecessions delle w!!) i .

L 0, g p2. 2o - 0% Ph 4 20 b 3%t 0t L L L L L. (wt1)

e quella delle wf® -
O L2 2%t 0 P20 230" e o® 5 - pr Lt L L L L . . (D)

81 veds subitp ohe:

A
B
Tfm—_—i—1
W8l — ¥ [ )Pm—ﬂzqi—l
3 F— 1
La (Z) ei permetie i serivere-
T == Mmooy T = g (D) + qriyng I¥
epperd ;
b 4 m—1
pit) m i 1 S ' 2
— — # [ = —
W = ifla i ( )pm‘ﬁq‘“‘ + 1y X: ( ‘ )pm”m—lgi
1 1 — i [ |

che serve ad esprimere u,, mediante potenze dei eoefficionti p, . Formole che servono ad
esprimere il termine genernle di wna snenessione che risolva un'equazions lineare del 2° ordline,
meldiznte le potenze dei coefficienti costanti, a8l trovane in Theorie oz momdrer del Lurcas
nel capitole Les fometions numévigues de seconis ordre. 1vl Tequazione rigorrenie del! 27 ordins
R messa sottn !n formn

Im =— PPm—} — P¥'m-2

-

adied s
T,

.
(2] T
Ao e
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i e T

=5 == e . ] Ve pigut®
T e S e | T e & *
i . p 10 I-:Il. [ AR el g

.ﬁ-':il"'&'ll. :I'-'.-I'.l-"-
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Stano .0 o0 eV L (=12, .0+ 1), n+1 snecessiond
soddisfacenti all’'equazione (1) e determinate dagli # valori ipiziali,
Dot L w® Sia il determinante -

vulr}- . a .ﬂﬂll: l"l‘;lr!}

A=| +0 )

p ot gty M)

ad mdichiamo con Ay, As, ... As; 1 determinanti ottennt: do A sosti-
tuendo agli elementi dellan 17, 2 ... a™s, verticale 1 numer: vy
2 ™ Per Ia (2) s1 ha:

i kY = i | 4
Pt = 0y P L Pt

-!;ml.“] — L'D{H}H:..{I” _l_ T _I_ Hlfn}”_mlil
Uln[n+l} mcide vuflbi JJHHI[U] _I_ . _]__ Fl[ufl}”m{l].

Eppero, eliminando ug™, w,™, ... 10 :
(o+1) 1 n+1) {n+1) (1i=1)
Um — E (yu ﬂl _’_ Vo JH +- . _I_ L -'j'n}- (3)

In questa il 2° membro & funzione lineare di v, /%, ... 2™ e
precisamente posto:
'F]I'“ ] F“f“

D=| - 10

I:]fﬂ} I rn{nl

e detti Dy, Ds,... Dy 1 deberminanti ottenuti da D sostituendo gl
elementi della 12, 23, ...2a"™ onizzonbale con oY, po+l, e
5] ha;

-um“‘;_]" == % {?Jmt “D1 ‘|‘ meﬂjDE _I— “v. + ﬂmt"an)- l‘i)

o datii #yl®, /% mt* . . i termini dells sneeesaions ¢he risolve 'egmozione e ahe v deter-

minata dai valori iniziall rp!™ = 6, 1™ =1, ¢ duin wna formoln ebe puv anche seriversi:
m—1
! 2 -
"mil'-“"l == =1 (j“ v 1) pi—idr— Iyt
U e

ehe colnelde son (uelln sopra riportaia per esprimere ng'™, dope aver sostitwito »t 4= 1 ad
m g — g n g-—. 11 Loeas ai oecoupa anghs *Iell‘e:-apreaﬂ’mnn in funzione dl potenze di p e ¢
del termine genuerale e, della suecessione determinntn dni walori iniziali 2, p e nsolvents lequa-
Lione iy, = jwm.a ¢ trova una formola cho pud scriversi:

= - i 0 — 3 =1
on= ™4 Zp (—ry = Py
1 Ny (e

i} Tal &, come & pobo, Ia enndizione n, #, & affiochd e n solozioni corrispondenti ad i =1,
2,...n, siane linearmente indipsndenti.
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Veniamo ora alle equazioni ricorrenti del 2° ordine.

Essendo # e b numeri reali non contemporaneamente nulli, con-
sideriamo gli sviluppi;

(a+b8)=a +b ‘-"

(8 4+ 0 =a?L 2ab - B 1:‘-1

(@ 4+ b)Y = a® 4 34° -1 343° -1 &® '“
(04 B) — o 4 40 - 6u®+ dab® - bt

(6 +8)° = a® 4 5a%b - 10 4 10a%° -+ Bab - ¢

. T e . A

i

SI2 %y, %, ... u,... la successione nella qnale #, & la somma dei _."1
termini di posto dispari (i posti essendo contuti da sinistra a destra)

dello sviluppo di (64-0)" e vy, va,... 4. .. In successjone nella quale »,
¢ la somma dei termini di posto pari, divisi per b, dello svilappo di
(a-+ ). Le due suceessioni sono adungne:

¢, a4 b, a®} 3ab®, af -1 647p* + &, ¢°-F 10638 4 5abt, | (u)
1, 2a, 3a® 41, 46° - 4ad®, Sat -+ 106 6, . . . . . . (v)

%

E agevole constatare che per n > 2 si ha:

Un =201, y 4+ (§* — o), 4 |

Tn '—-2{1?}“.__: —l-— (ﬂ)g — ”:’J - I (EfJ

Risulta pertanto:

(6)
o e Zi (H) a®ipt ]
h b 1, 3 Dran ‘

nelle quali » ed #” rappresentano 1 massimi interi. rispettivamente
pari e dispari, non superiori ad »n. Risulta inoltre facilmente che sus-
sistono le seguenti relazioni:

Uy + bvy = (a— p)"
s — be, = (a b)"
Wy 1 UD, == £y 44

|
|
s — vy = (1*— 0% 1, ’ | ©

Aty b, = ug.,
(0" —a®) v, 9= (¢ -+ 8 0, — Dau,
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Dalle prime due @1 ha:
(a+ 0"+ (a— o)

o €l

_ (aEBP —(a— by ‘3)

26

n

delle guali la 22 & valida solianto se b3 0.
Dalla 1% e 32 delle (7), sottraendo e cambiando poi# in#n— 1, si ha:

¥p = (ﬂ _I_ b}n—-—l - (E—" o ﬂ) e
Dalla 2* g 3% 81 ha: |
v, =l —b" 4 (a+b6)ta

che puod anche dedursi dalla precedente cambiando & in — b. (7)
Dalla 12 e 5" s1 ha:

Uy = (¢ + b6 +(a—b) uy_s.
K dalla 20 e 57
wy = (t b)) uy_y —bla—obr",

Adunque: ciaseuna delle (u) o (v) & funzione lLineare di 1° grado
della precedente, essendo costante il coefficiente di quesia.
Sia ora l'equazione ricorrente lineare del 2° ordine:

Tm = PTu-1 _]_ Jrin—e (9)

g essendo diverso da zero, e 8i& 7;, T, .. % - - - . UN4 Solnzione di essa
determinata dai valori iniziali %, rs. Volendo esprimere y, in fun-
zione di n, p, ¢, T, 72 si determinino a e b per modo che:

p="2a; g=b*—a’.
SAari: ! (IU)
P 1 B
8=-33 E’—-iivflg—i—p'
La suecessione u,, #s....1cul valori 1iniziali sono v,=a, ty=*+ 5%,

e la successione », re,... 1 cil valori iniziali sono v, =1, 2.— 2a,
rigolvono allora 'equazione (9), alla quale si riducono le equazioni ri-
correntl (5), depo le posizioni stabilite dalle (10). Si ha pertanto, a
e b essendo determinute im funzione di p e g come mostrano le (10):

Wy = Pln—y -7 GQln—2
LT T Ply—r T 9¥Vp—a.

1

2

" Epperd assumendo ad es. b i V4q 1 p°, risulta dalle (6):

T ﬁ]'_f i ( " ) P (49 + p')_;
, 2,... ¢

T"'.n — ..'}I;I—J. Ei“ ( r'l) pﬂ—] (49 pﬂ): ’

- 1, 34008 !
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le gualt, poiché gli esponenti dj EJ:—-—EI,— Hg -t p” sono pari, sussisteno

inalterate se si pone h— 5 149 + 7. (") Essendo p e ¢ reali, come
naturalmente supponiamo, a & sempre veale, ma b puo essere imma-

1
ginario: futtavia. essendo pari gli esponentt 1 (4g +p7) 2 nelln 12 @
dispart nella 29, 4, e ry visulteranno reali, talebe le doe formole sono
valide in ogni caso, Cib risulta anche dal fatlo che POSSONO sCrivers :

1
@ ]

(11)

_._I -
essendo :'—:—qpi,‘-p—. Il nomero », verra ehiamalo base dell’ equa-

2i0ne vicorrente (9), (*) Si ha ﬂ-'—__:g, e risnlta poi evidentemente
H —= -{,i ¥r . Pertanto le (8) poszono seriversi:
'pu [ | B _IL]
th=gp=z LA+ V7 )7+ (1 —Vr)

p F]_ =¥ f_u] | (Br)
a1 70— (1 — )

Le (11) e la 1* delle (]) sono valide anche se r=0; Ia 22 delle (8)
8 mvece valida per ++0,

Volendo ora esprimere v, in funzione di p e g, baslera esprimerlo
n funzione di u, ¢ v, e dei valori iniziali i, %e, poiché u, e r; sono
appunto fanzioni di p e g. Pei le proprieta zenerali delle equazioni
ricorrenti lineari a coefficienti costanti, (formola (1)), s1 La:

.!Iu -

1, | a0 u,
T 1 | At Ey
o = Ta ?2_{_52 E, _I"le i ”H_‘_ P a
20 ] it 1

ovvero 1
o= 2o — v - [ — (-8 gl 0} (12)

(") Anche le (8) mostrano ehs in ® 7y DoOR sRwhiane cambiaudo & In — b —, Paroid in tutta

Ia Timanonte parte di gqueato lavoro agsumnerenio Hempro b = |- g 40— p=

(%) Le equazioni ricorrenti (6) potrebbore classificarsi a seconidn delln natura della base ». Molts
1potasi particolarl, come vedremo in segitito, sono possibill,

i

Un eriterio di olassificazione sarebbe offerio ad ea. dalia rolazione » — 0 ovware dq -} p? '::IJ

by .

i B
E a notarsi che ssvondochs » é U, & risalta reale, nullo od immaxinario.

1.."_. .E'."'- e
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la quale serve ad esprimere 7, In funzione di My, ¥a, Mo, #o € quindi
di m, 72, ps g (Si notl che essendo ¢ +0 & pure a®*— 01" F0).
Se q==0, b+ 0 si ha: w,=>b" se n & puri; uy=0 se n o dispari.
Inoltre r,=—0 8e m & parl; v,=5b"" sen e dispari. Quindi poiche
2 p=0; b=Yq, la (12) diventa:

o
Tin = T2 q:_l:1 s¢ o € par ] | (12)
Thn—"%1 94" se 9 & dispan l
Se a+0, b=0 & quindi p*-+4g=0, si ha:
y=a", 1y =20, a=0,... 0, =na" "
come risnlia osservando la successione delle (»). oppure dalla 2°

delle (11) (?-i noti che »r=10; rlr-—;ﬂ-). Si ha pertanto dalla (12):

i = (200 — o) @°% -2 s — @) (12")
La (12}, tennto conto delle (8}, puo SCriVers:

1 [(n-{—b]" (e— h)°

(s — 2am) —

(a -+ b)Y — (a—b)"
2b

|
|
)

=

Tn = 32 _gf

AT — (@ + b))l | .
E da questa si deduce facilmente:

1 i 1
1" =y [a--B)" (e—{(a—b)m}-+-(a—8)""{(a+-b)n—7al]

OvVvVvelro,

(a-+by——(a—b) (a-+B)*~2 (="

2" Tin=—1T]2 2} = TII“]E_HE] G

od ancora per le (8):
3 o == Nau_t + % (6" — &) vn—s. (13)
Du quesia per la 42 delle (7) si ha:
4° Mo = (12 — @) Zua T Taln-s

e sostituendo in questu & #,—; la sua espressione in funzione
di #, ed #.—2 data dalle (8):

q he _% L
B Mo = sl l:]' 8 gy ) bgﬂm Wy I

Tali formole valgono se b$0. Se b b immaginario, a +b ed a — &
sono complessi coningati e poiche, come si & visto, le » seno anche
in tal caso reali, la 3* della (13) mostra che tali sono pure le .
Adunque le (13) devono ritenersi valide in ognl €¢aso,
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La 17 delle (13) serve ad esprimere 7. in funzione di Thy Tizy Py Ga M.

Cambiando in essa = in n -1, indi operando per addizione e sot-
trazione sulle due wguaglianze, si hanno dopo facili trasformazioni le
due tmportanti relaziont:

1
Ga Merr Mo = gp Lo 0" (a4-b+ 1) (e — (0 —b) w) +
(=0 Yla—b41) l{a+ b)H — 12)]

1 ,
™ T —Ta= 5 [(@ 4B a4+ b — 1) {ge — (a0 — b) 7)) +
(@ —b) (e —&—1) {{a =+ b) g — 7.

nelle guali evidentemente & lecito eambinve b in — b.
Un caso particolare notevole, rapporto alle (13) si ha gquando
dg+p* sia il quadrato di un razionala: 4¢ + p* =1F. Allora

anche r & quadrato di un razionale: » — ( ; ) Risultano allora

- : . b ! prl
razionali ¢+-bed ¢ — b; poichd a— 5 En=—2—; a + b= 5 - (13)
Si banno adunque le formole:
(p+0 (p—4)+1

8¢ = an 7 {27]9-_'“-7_"!)1]1} I 20 ‘:(p_l'n"}]__zﬂﬂ}
2+ (p+14+2),

P Mapr g = Snti ] e —(p— Dl +
| 2 _UD;E}; T2 4 1)y — 2,
10 o0 — =(P t nn;[ﬁ];_ = 1200 —{p—1) 7]
] {pﬁnu;&ﬂ ;_z—ﬂ} T N |

nelle quali & lecito cambiare 7 in — 1.

Di tali formole quelle che esprimong Yozt T G 8d Ty — %, sta-
biliscono una relazione di dipendenza tra due consecutive delle ¥,

Osservando la 12, 6" e 7 detle {13) vedesi che COmpalono nei se-
condi membri le espressioni: a4-b-L1, ¢ +b—1,a—b+1, a—b—1,
Ne— (@ —b)m, (a+ b)m— ra. Fissati pe g e quindia + & ad a — b,
81 potranmo imporre ad (« -+ bYm—re ed 79— (a—4)7,, condizioni
speciali tequazioni ad es.) atte a determinarle: fissati invece 7 ed ¥,
si potranno imporre ad ¢ 4-b6 11, 4 — 011 oppure ad a + &6 — 1,
¢ — b —1, condizioni speciali che permettano di determinare neb
e quindi p ¢ ¢ Si potranmo anche imporre condizioni speciali ad
(@40)m—ma,ns— (@ —b)m, a+b+1,0a—b -+ 1 ece. in modo che
@, b, M, ne risoltino determinate. In tal modo si P088ONO avere suc-
cessioni dotate di proprieta speciali.
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Molte evidentemente sono le ipotesi possibili ed esempr oppor-
tuni saranno addotti in seguito. Cosi ipotesi parficolari si avreb-
bero facendo acquistare alle suddeite espressioni 1 valori 0, + 1,
+ 2, + 3 + 2" ece.

Osserviamo ancora rapporto alle (13) che essendo V" —a*=g la
3% di esse pud seriversi:

Ty — Tzln=1 _I_ qnlﬂu—ﬂ -

Pertanto se w'®, us™ ™. .. & la suecessione 1, 0,... risolvente
la (9): ¥, w®, ws® ... la successioue 0, 1,... pure risolvente la (9),
a1 ha:

) [ . . J—
II“L ! — qu]]——g . T"'Hr ) R E]ﬂ—'l. L

Adungue:

g r
Tin— Ti'!“nl ) _I[" M ”11—-1{i}| (13 ]

la quale, seritto » al posto di =%, comeide con guella stabilita in
consegnenza della (2) (v. nota In calce alla (2)). Risulta ancora
dalle (13) che:

se 7y =0, =1 = (b' — %) Tne=QqUn—a; (dalla 3*)

s o= 11- m— Ta =— Vn—1 ( N 4‘)
1

i == 11 == =X m Tn=— Yn—1 + n-3 ( - Bﬂ)

L, me=1+ta m==1 Nn == Vg1 £ Wp1 ( ; 4%

, p=atbta’n=1%06 7=l ( , 5

(si corrispondono i segni superiori e gli inferiori).
Se = (a-+b), la 1° delle (13) diventa:

Tn— T (ﬂ JI_ b}“__] == 1 [ﬂ + bJII—H*
Se 7e= (@ — &) y s1 ha invece:

tp =1 (@ — b =1 (@— L)
»

In ambo i casi le v sono termini di una progressione geomeiricn
Per es. 88 7p = 2fu_1 ~ 32 81 ha a=1, b=2, e posto .=1, y.=3 la
condizione 1= (i -+ b) v, & verilieata. Se invece si pone vy =1, 7. =—1
5 verificata la condizione 7, = (a — b) 71. Si hanno appunto le sue-
cessioni 1, 8, 3%, 2% ...e 1, —1, 1, —1,... delle potenze di3e(—1)
rispetiivamente.

i oy e s 4 - L3 L]
= = Fy
" 5,

e
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II. — Relazione tra i termini corrispondenti di tre successioni
risolventi una medesima eqnazione ricorrente, Passaggio dai
cooffieientt p, g ai coefficienti ph, ¢/°. 'Trasformazione dell’egua-
zione o eoefflcienti razionali. Relazioni tra piil termini di una
medesima soluzione.

E noto che tre soluzioni dell’equazione (9) somno linearmente di-
pendenti. Se esse SUDNO Ty My eee Toeea) Trg Trgsee Tngees iy Oayern oo
81 potri esprimere ¥, come funziune lineare & cosfficienti costanti
di 1, .. Ed iuvero si ha subito dalia (4):

T Tja IS Ty
5] t T 7
=Ty il L g 4T Tm (14)
T U T s
6 U} B B
purché sia ||El E: +0. Tale & appunto, come & noto, lu condizione
1
n. e s. allinche le soluzioni Ty, ta,...; 6y, Os,... siano linearmente

indipendenti. La (14) mostra come siano fra loro legati i valori ini-
ziali e tre termini corvispondenti di tre soluzioni delln (9).

*=
® £

Relazioni particolari sono possibili tra i termini corrispondenti di
due snecessioni risolventi eguazioni della forma (9) e soddisfacenti,
viguardo ai valovi di p e g, ad ipolesi speciali. Esgmineremo appunto
aleuni casi interessanti,

Se s1 moltiplica p per un numero % ¢ ¢ per /% 'equazione ricor-
rente (9) si trasforma in gquest’allra:

'i']ru=Ph7]'n—-1 - qhg?}rn—ﬂ- £
Si ha evidentemente:

dg+p° _ d(gh®) - (phP

=7

———

p (ph)*

eioé le due equazioni ricorrenti hauno ugual lase. Detfe o' b, w', v
cid che diventano a, b, u, v rapporto alla nuova equazione, sara:

¢ =ah; b=0bk; da+b=nla + 5
e quindi, come risulin dalle (11):

Un=Ha.h"; P =vh""; (b —a?)= (&% — a*)i*.

- -.ﬂ—*r"c::;-.;i;l

pimpyt TE -
G e =
= .’,!::E':",":Et T

E PR S - -
s S
- ¥ o e R S T T

it g o PR
T T g R e TR Ty
MR D L D

T
Sl

1'.‘1-'.1-"-'- |":;5:~l;
:f""-""ﬁf ok

.-l,l

="

G
Y

i A LT e C
" l.lll_lr“_'u'l. b T
3 T =
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La 3 delle (13) c¢i permette adunque di scrivere:

v == Tah" oy -+ Mb* {§° — @) o2,

ovvero: |
To— B [ avp—1 TJJ” (6* — a®) vn—s]

ciod, supposto che i valori iniziali delle ¥, coimeidano con quelli della
suceessione delle w, civé suppesto 77 = i 7= Ya, 1 termini della
SUCCesSione 7)1,y 7z ... sl oliengono moltiplicando per A" quelli della
snecessione sk, 7a, ... risolvente la (9) (eine la soluzione della (9)
determinata dai valori inizialt 7.4, 7).

Qi & supposto di moltiplicare p per h e g per Ii*; ogserviamo che
Se Nn=p7u-11 gMn-a & UNA squazione ricorrente analoga alia (9),

: ] N ! = e S g
I'ngnaglianza q;l]—u A q;?j stabilita allo scopo di ricercare a
quali condizioni devono soddisfare p. g, p, ¢, afinché le due equa-

sioni abbiano la stessa base, conduve sppunle a riteusre p = ol s
p = gh*, dove h & una cosiante.
Se h & neeativo, o' e ¥ rigultano di segno contrario a guello di
& & 4

a e b: sappiamo perd che & lecito cambiare il segno di b ed nssu-
1

)

(=

talehd 5 e b avranne ugnal segno. Consideriamo ad es. i] case assal
snteressante in eui h =— 1. Cid equivale a cambiare segno a p e la-
seiave inglterato g, poichd A*=1. Sarh @ = —4a; b= — b: mu s1 polra
anche assumere &' = b. Risulkera poi *—a”=05b"—a® e s1 avra:

mere b= \dg+ p". Potremo adungue anche ritenere ' ="5|k|,

”’“ — {__' ]]u":" ' 'F"" —_— "_ l]n_lﬂn .

Pertanto se 15, 7z, 7s,-.. 618 successione corrispondente a1 va-
lori inizinli fi="i: fa= s © risolvente la 7w=—pn -+ @73,
avremo dalla 3* delle (13):

7]le e (_ ]]E.-qﬂl"n—] _i_ {_ ].)u_l'.‘h {bﬂ —_— ﬂgl'ﬂn_g .

Sommando colla 2* delle (13) s1 ha:

o —+ v = 2N28n—1, ge N & par,
o= 0w =2 (0 — O)u, SE N & disparl.

Tali veluzioni mostrano come si passi dulle 7 corrispondenti ul
valori p, g dei coefficienti dell’equazione ricorrente, alle o' corrispen-
denti ai valori —p, ¢ dei coeffifienti di una analoga equazione 1i-
corrente nvente la stessa base, intendendosi che 1 due valori imziali
delle dne suceessioni coincidano.

Consideriamo, per illustrare quunto & stato detio con un esempio,
I'equazione 1]’,.-:4?]'“_1 44y, 4. Essa s1 oftiene dalla myn=2%u1 1 Mn—a
molliplicando p=1, per 2 e g=1 per =
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Pertanto i fermini della o'y =1, 3. =74, 7%,... si ottengono da
quell della successione 2v, , %2, 85, 8.... risolvente la s, = 28p——185_a,
moltiplicandoli per 277, 2°, 2! 2% 2% | ece, (V)

Riferendoci ancora alla (9), siano p e g dne razionali e pro-
priamente, come & sempre lecito, due frazioni di ugnal denominatore

” B . .
=k d=—¢. St 8Vrac:

s 2

3
My = _k a1 —]— _;:.._ Tu—2 .

La snccessione # & la seguente:
afai- B & (e 1+ Bn) 4 Bhx
B K ’
a [z (ane + 372} - Bhma] 4 Bk (2% 4 Bms)
kﬂ
nella quale, a partire dal 3° termine, i denominatori sono le potenze
2% 3* ..., dik ed a partire dal 4° termine eiasecun numeratore si ottiene

moltiplicando il precedente per o, I'antiprecedente per 3 e sommando,
Se adunque si eonsidera la successione:

"']11 T;il

’-.l--i

lkl' Yes ofat B, 2 (a@ne -l Bm) + Bhva,. ..

vedesi che & determinata dai valori iniziali 7/i =L, 7/s=1s e dalla

condizione didover risclvere I'sequazione ricorrente a coefficienti interi:

T]Fn = II5-‘5'3']"'1'1.—1 + ;fﬁ'f]jn—ﬂ .
Tra le v e le v passa adunque per n = 3 la relazione

M i

o™ - Big

Sy

- - - -lﬁl::l

A questa si poleva anche giungere, senza costrurre la successione s

X a =5

delle %, benst muovendo dalla 3* delle (13) e supponendo p=-7"
B

g = - ecc. YVedesi adunque che la costruzione di una successione ri- "

|8 i

(Y Coms altro asempio s indichi con '.1"1 . '.-;"i | '.q'; e O Bhcessione risnlvente In () de-
terminata dni valori iniziali '.-','1 = M ; 1;:'2 = %y eiok voel]l delln Mi:Me« %2... secambiati di
posto. 8i ha dalla 3% delle (15): :
‘]Ju — T1Fn- —|“ Tﬂtﬁ'i — “E}"u-ﬂ' g};

epperd, sommando o sottraendo: %é
. | : et
%a = Nn= M2 + ) {ra—1 4+ (0 — o™ ops} '}E
B N

Tin — 3

eivd : lo smecossiond ?—]n_’_—‘q—“ yOv==T % ) eg 208 . 1, 2) eoincidono eon quells
Ta + M T — M) ‘

risolvenki la (§) e corrispondenti rispettivaments alle coppic i valord iniziali 1, 2; 1, — L. 4
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solvente I'equazione lineare del 2° ordine & coefficienti razionali, puo

sempre farsi dipendere da quella diuna successione risolvente un'equa-

) N lnais . o 1 ",
-ione a coefiicientl mnteri. Iis. Be e % 5 le suceessioni delle %

) s+ T2 T -+ 3N . /5 A
od v somO e, e, — 5+ 92 ,---:Ti1=‘§a'ﬁE:‘ﬁhT;a:'ﬂu-l-?]u

[

T]-l___'-—}rﬂﬂ—!_nll'*' Ed & ﬂtl_ju—‘.‘.‘{lj‘

w
* ¥

Le relazioni tra 1 termini di una suceessione risolvents la (9) di-
pendono dai particolari valori attribuiti a » ¢ ¢. Aleune sono tutiavia
di indole wenerale. Accenperemo alie seguenti che si dimostrano fa-
cilmenfe, 81 ha:

PG e T 1)l A R PG Yen—a 1 PGTen—3 T PTga = Tigo+1 — q" T l
pq" "M + P9 T e - - PG Yisn—s T PG Tzu-a T Plian— =
n—I1 n—1J I (15)
= Man — 1 Te 1+ PG i
2 =Ygns + P gne + - P PV T+ 90 = Tuss — P

In particolare se g=1, si ha:

p(ﬂﬂ I 1]* I - '_I_Tailn}::"]!n-i-l_ﬂ].
p(Tll-i_ﬂH—l_‘lIi_l_TiEn—i.)-:j]Eﬂ_qﬂ ‘I"Pﬂl- {1_”)
Se p=1, si ha: I‘aI
q (%1 s 11 ﬁﬂ+---_’_ﬂn}=7}nT!# (2.

111. — Equazione caratteristica delle equazioni ricorrenti lineari
del 2° ordine. Relazioni tra le costanti ed i valori iniziali delle
soluzioni 4i una equazione ricorrente del 2° ordine.

Dicesi eguazione caratteristica dell’'eguazione ricorrente (9), nella
quale supponiamo g+ U, |'equazione:

ot —px —q=0. (16)

IR o [ !
(Y Quande 2 =g =1 &8 ha] %o = L= > s * ¥ n =T n-1 —1—1-?]",1_1. Questultims equa-

sope ricorreile © adongue parfieolarmendd importanie.

In una mia nota © Su alcune noleooli speeessloni o numeri ciasenno dei gualdi @ fancions
lineasre rlei thiee précedents | ( Feriodico, Imse. 1N, 1UGL), 2000 stadiats Je suosesaioni ehe rizol-
vono iali eguwzieni Ticorreufl e somb stabilite le relszioni 4l dipendsnza ira i termim delle sne-
gossioni 0, 1... visolvente la ' = fio—t + k% u_z (chinmata &1, ¥g,-.}; a.b... visolvonie ia

1
N — = Mu—t -+ Ma-2) (chiamata Py, Pg,..-} 9, &.., risolvente In Q, = Qs + Qu_=- luollrs

vi si trova ono studio salle suceessionl By, 924 .- lali ehe 8y = Bp—y -} EBp-z-




o
158 PERIODICO DI MATEMATICA.

Posto 544
P 1
6="-5; =5 Vo'-H4q. 11* |
g )
slano x.=ﬂ+b::ru=ﬂ—3:}ﬁ radiel. Suppongasi dapprima A =p"+ 44+ 0 o
e quindi @ Fxe; 60, B noto che ognl soluzione 1, 1g,... della (9) i
& della fornn

Ny = Ji " —I"‘ :‘rx'.'l.'g“ (1 ?]

h, e k essendo costanti il cui valore dipende dai valori iniziali 7.,

Tia 47‘
selnzioue. Per determinare & e 4 si osservi che per =1

, 2,81 ha:
h-r[ —1= ;1'.1'."5 -—_—"f]]

}I.TIE—'— J?L'.'ﬂgi — Ta.

Risulta adunque facilmente
T — (@ — b) T .

h = Bt ' T mmEp—p (18)

St -e supposto b+ 0; essendo poi 7+ 0, non pub essere a + b = 0, 1
Adnngue 2b (e + 3)+0.

Pertante la (17) si pud serivere

T =

T]g_‘—[ﬂ_&'}ﬂl . ﬁ:(ﬂ‘f—bl—'ﬂz o
2b (a -} b) (@+&)" + 2b (@ — b) (a—2)

Ovvero: i

1
n =g L@+ {rp — (@ — B) ) + (@ — B {(a + b}y — )]

che coineide colla 1* della (13).
56 M =a; ne=1a'+ 4% la successione delle v coineide con quella

delle . In tal caso si ha: h— ;—-EI , eppero la (17) diventa : ‘

S e S

(@ 8)" +(a— by x

Uy — £ . “mt;'

° 3

Se 1=1; nu=2u, la successione delle 7 comneide con quella delle p. Z{

: 1 1 1 1 .

In tal caso si ha: h— A =55 = — A =g quindi essendo f
b+0, si ha dalla (17): )
(a4 b)r — (a — by 5

" 2b o o

S1 obtengono adungue ancora le (3). j
Se p*4-4q << 0, posto ‘*"'

I . &
b=—5 V—lg+ 79 .i; (==,
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gi ha sempre g =a-+b; zs=a—Db, e le {(18) continuano ad essere
valide. Gia abblamo vsservato che in tal caso sono auuﬂra.vﬂ.hde
le (13) e la 3* di esse mostea che le w risuliano sempre reall.

S & supposto finora A+ 0 e quindi 1y ae. Se h—0:x =13, dalla
teoria generale delle equuziont vicorrenti lineari si ha che:

yo = k" -+ k= = ha® - kn . a ", (17)

Avremo adungue per n=1, 2
m=ha 1 k: yq=ha* - Zra

a i

-
- .
- nby == — -
- —— — - —
e L = - - . mEmE
-
- 3 = L= . - - ||
ey R .
L = L .
1S T = = .- = . -
o -

L.

eppero:

Eﬂ'ﬁl—- i3 k—— 'ﬂﬁ — QT (1811
h‘, — 3 1 —
(L 44

- ]
IIH..*”"“._‘-'.W gy P e—— -
e T DR

——

ol it g e
e mrh e T R T S e e
P B L s

e & " —

S -

quindi, per la (17°):
e = (2am — 7e) a® 2+ n(ng— an) a®

&)

———

che coincide appunto colla (12"). o

Adungue la considernzione dell’equazione caratteristica conduce
ad espressioni di 7 che cuincidonn con quelle precedentemente
frovaie. o

Fssa ¢i permebbe ancora di stabilive importanti relaziom tra le
costanti h e k ed i valon sniziali delle soluzioni dell’equazione ricor-
rente (9). Sin dapprima g¥0; bF0; Ty k£ oa. DIAN0 -hr: ke he, Ko;
ky , ky le tre coppie di costanti relative a tre soluzioni T, Ta, Tay.- -
By, Bgy Bayeoos Ty May Moo della (9), due a due linearmente indipen-

denti, taicha:

B t— .

e |

ty

L

T1 Te
T T

T1 1a
T i
Poiché & g50; b0 e quindi (& F5) + () si constata facilmente che

ossendo diversi da zero 1 ire determinanti dei valori inizial delle
auiddette soluzioni, lo sono pure quelli delle costanii h e k (date

dalle 18), cloe:

e i
he ko

T

5. 0
e

fro ko
.?h} k;?

}lr k.—

. F0
h-q kl}l :*:

? i

Avremo adungue tre relazioni analoghe alia (17) e ciog:

vy = hezy" + kewg"y O =0z - koxa®, i = hyty® - Ky¥s" (19)

Per la (14), s1 ha: sostituendo ad es. nell'ullima ad z,", 2" le

[
I
I
1
'
I'E
[
I.
!
:
§

espressioni date dalle prime dus: |
n Tie T1 Ty ”'l :
H ﬂ 1 . nht T1 YE it

hyay® + leys® = (™ L ferxe®) 1_: 1: L (hozy" -} Fowa") - = i\
Hl H‘ﬂ Bl UE L I

—— = ol e il
L] g N =
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ed uguagliando 1 coefficienti di 2,®, x." nei due membri:

N N 1 Tg , | T T Ll Ta
hy h iy A '
% A {a T h Tjg T H] fe —l_ ’ M Te
L/ S 1 Ts ' 9= (ol Tu
b, 0, B, s
Eliminando tra queste [:1 ;j si ha la relazione:
1 o
h y Ky T e — ﬁ’f ‘i"?ll e (20)
e B H, (e he ko | T1 Ta | -
Eliminando @,", " tra le (19) si ha:
| h?; .’i.:-,;. }f]: ko
___Tn ;lp I.’Ig _‘—en }f,} ﬂf,}
s = he Rt
he Ao

Uguagliando in questa e nella (14) i coefficienti di s & B, rispet-
tivamente si hanno le relazioni:

}31; kq T Tyq Jh’ k'l 1‘1 TE

- —— - ’ 21
ko kg b, B he Ko 0 fg Lo
fy k A 1 Te o fix th ' Ej] e - (22)
hye k. B B he ke T

S1 hanno adunque tre relazioni (20}, (21), (22) tra le costanti e &
ed i valori iniziali di fre soluzioni, due a due linearmente indipen-
denti, dalla (9). K [acile constatare che due sole di tali relazioni sono
indipendenti, essendo ognuna conseguenza delle rimanenti.

Tali relazioni sussistono pure, guando sia axl); =0, .

Intanto anche in questo caso & facile constatare che essendo (i-
versi da zero i determinanti dei valori iniziali, lo sono pure quelli
delle costanti %, k, date dalle (18). Bisogna poi suslituire le (17°
alle (17), mentre Ia (14) continua ad essere valida. Alle (19) sostitui-
remoe adunque le seguenti:

T = h.a® - nk.q" ! U = hoa® - nhpan?, Mo = hga®™ 4 nkya™",

Possiamo pertanto eliminare tra queste n" ed «*! ece. Obteniama
tre relazioni che differiscono dalla (=U), (21}, (22) soltanto per avere
nky, nke, nk:, al posto di k,, ke, k., Epperb, suppresso il fattore a,
8l hanno ancora le medesime relazioni.

Conclodiamo che le (20), (21), (22) sono valide in 0gnl CAaso.

{(Continua) N. TravERso.
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e il el Bl tipe—mrtergetr

NUOV1I STRUMENTI TRASCENDENTI

-

e e e Ll SR i A "—'.-.-u-—-—-——---'-—"__" T

=y
e g —— 3
e

La sqnadra ciclomeiriea.

|. Dato un segmento » (AB), si determini il segmento nr (AC), o
per mezzo dell’ Integratore di ABDANE-ABAKANOWICZ (detto comune-
mente Planimetro) (), o eon 1 fnte-

grafo polare del Pascal (*), o, infine, D
col Quadrografo o col Sinografo, di g m
cul alle pagine seguenti.

D1 tali due segmenti si1 cosbrui-
sca il rettangolo, che risultera per-
e1d equivalente al cerchio di rag-

zio 7, e, con Ja nota costruzione

elementare, si trovi il lato (AD) del quadrato ad esso eguivalente.
Dai triangoli rettangoli ADH, ADC, si ha:

AH _ AD lﬁ
RO TAD T Ab T ¥

p=>55"39" 14" 17" ... = costante,

A i 0

da eunl:

come & nafurale.

2. Uno strumento trascendente mollo semplice & dungue la squadra
simile al triangolo ACD, avenie cioe un angolo acuto eguale all’an-
golo ¢ ora determinato.

Con essa, dato il raggio »(AH) di un cerehio, possiamo subito
trovare la lunghezza della circonferenza 2rr (2A0), e 1l lato r V& (AD)
del quadrato equivalente; e vieeversa, data la circonferenza o il lato
del gnadrato equivalente, possinmo determinare il raggio del eerchio,
con semphiel spostamenti della sgnadra, osala con considerazione di
trinngoh simili alla squadra (%),

- _ --
e i =L i ==

it
i
iy
bihiEEr |
1 :% |
3?': i '
'::t-

= —_ _ L R L L
-

»

(") V. Kugtn, Conferenze sopra aleune guestioni di geomelvio elemeniors, Trad. Givprcs, To-
rino, 1896, pag. 69, '

(*) V. Pascaw, I miei integrafi pey equazioni diffevenziuli, Napali, 1914, pag. 119,

(Il Non & qoesta nns cona completamenis nnova, perché nells sue Opers Mpthematica Cri-
sTorord CLavVio, gesuita di Bamberg, costrolace un itriangolo rettangole per ia rettificaziome della
circonferenzm {vol. I, pag. 901, Mazonzn, 1612) e dne altri diversi triangoli reitangoli per la qum-
dratura del eerchio (uno di gagnito al precedents, 1'aliro a pae. 103 del vol. [I, Magonza, 1611),
bupponendo di sver potulo preveoilvameole roltiears uoa circonfersnza per mezzo della guo-
dratrice di Dinpstrato, di eni tra poco ¢i ocenperemo.
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Tnoltre la ispezione della figura ci mostra come 81 possano otfe-
nere altrl segmenti, funzioni del trascendente =:

DH=rVr—1; DC=r}slz—1); HO=r(z—1)

dove » 0 affatto arbitrarto, commensurabile o no.

3. La determinazione dell'angolo 7 per la costruzione di essa,
potrebbe fursi, molto approssimatamente, con un gonlometro di pre-
cisione; od anche, poiché e:

== 8,141502633580 . . .,

e per: r= 113 &:
= 304,99006080 . . .,

si potrehbe ottenere la squadra, costruendo un trizngolo rettangolo

avente per proiezione di un catefo sull'ipotenuvsa mm. 113, e per 1po-

tenusa mm. 355: 'errore, per eccesso, che si commetterebbe, sarebbe
. B coar 3 AR fr

minore di 10000 di millimetro, e quindi irascurabile (V).

4. Ho chiamata ciefometrica tale squadra, perché ci puo dare la
misura dei segmenti di eni sopra, se i siol bordl sono stati preven-
tivamente millimetrati, e se essa non si deforma colle variazioni di

temperatura ed umidifa.

11 guadrograifo.

|. Non passerp alla descrizione di gnesto mio secondo strumento
trascendente, senza aver prima un po’ trattato della antica guadra-
trice. 1a eurva che Ippia e Dinostrato, circa quattro secols prima
dell’era. volgare, adoperarono per risolvere i celebr1 problem della
tricezione dell’aneolo e della rettifieazione defla circonferenza @
guindi della guadratura del cerchio, insolubili col solo uso di riga

e compasso ().

iy llo fatto i ealenl ativibnsndo ad » valori interi Jda 1 ad oltes 300, ed bo Lrovate cho, u_Itta-
gquesto numero, splo per » =220, con minimo errore, puo egprimergi Tr Ton Un inlero Inferiore
b
17 ] .
gacondo il MoxTroLA s Hivivive dex Mth-mntiques, Parigi, maggio 1802, tomo 1V, pag. B35 perd
nella eitata opera di Cravio del 1612, non & iraecia di tale valors, afl infattl I'Hm::FHH,_ nalla sua
Histoire dez muthématigues, Parigt, 1874, p. 353, Ia vivere Mazio dal 1371 al 1635). il secondo
71 H5S
B e e o
CToEs . 113 _
T faeile trovars altri rapporti molte approssimati per due qualungus del sezmenti che obn-

a 1000; 1l prime di ess oi: 1=

a tutti note pereld ik lrovate da Mezie [eirea l'anne 1083

trano nel triangole da costriire: per esempio, assumendo: V== 1,772458850 . .., per: y=18T:
ap

= |
B :-f.n = b5, 909926, ,,. d& cul = =#. a.pprmaimntn a meno di lUl'JI:" o naturslmenta.
"

fanne grande spprossimazions le frazioni equivalenti a guesta.

(3) B stata eontestata la possibilitk dzlia costruiione di uno stromento adatto a deseriveria
gon tratto continuo; e l'origine di questa memoria b appunio la letfura i fale discussione nel
Le scienze sgotie nellantics Grena dej prof. G. Lonia. Miiano, 1914, pag. 163 e &70.

i
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2. Basa fu cos1 ideata ('):

Il late DC di un gnadrato compia con moto uniforme una trasla-
zione parallela verso il lato AB, ed il lato AD, pure con movimento
uniforme, ruetl intorno al suo estremo A 1n

modo che, 1niziando 1 moviment: nello stesso (;
istante, contemporaneamente giungano a so-
vrapporsi 1m AB; le successive infersezioni
dei due lati danno la ecurva DE, che & la
guadratiice.
3. Ascunti su AB e AD gli assi coordinafi
cartesiani ortogonali v ed ¥: delti: Porigine
delle coordinate, il punto E d'intersezione
della quadratrice eon 1'asse 2, il segmento AR, N E LT

I'asse x stesso, rispettivamente: polo, vertice,

parametro, asse della quadratrice (%), indicata con ! la lunghezza del
segmento AB, con » I'anomahia in radianti, dal modo di generazione
della eurva, abbiamo:

x = j/ colg wo,

i # T: - 1 = = w
da cui, avendosi: » = o7 ¥» ottemamo I'equazione in coordinate car-

tesiane:

C
T =y cotg 5 ¥;

¢ prendendo per polo ed asse polare 1l polo e 1'asse della eurva,

21 i : . .
essendo * P_se?;q: e y= — %, abbiamo |'equazione in coordinate
polari:

20 w
= senyp’

Dalle guali equaziom, essendo:

) V. ad pssmpio: Castewncovo, Lezioni di Gromelyiec onalitica, Homa, 1009, pagz, 108 —
CHasuES, Apercu historigne .. .. Farigl, 1535, p%. B.— CLAavio, Dpere Mathewmalica, Magonza, 1614,
vol. I, pag. 206, — Fazzarr, Brepe mporia deila mafemetica, Palermo, pag. 76. — HorereEn, Histoirs
des svuathfiatigues, Parigi, 1970, pag 161 — Kiein, Conferenze.. ., |, e, pag. 43. — Lroraun, Oy
clomnthia, Liber terting, in guo wirabiles guedratriciy fucaliates varige erponunisiv, lLione, 16683,
paz. L. — Lokia, Le scignse canlle , .., pag TU. — MosTucLa, Hstetre des muthémptigues, Panig, 1709,
tomo 1, pag. 180. — Ozavwan, Dictionnaire mathémaotipu=, Amsterdem, 1691, pag. 8t — Pavro, Col-
factioney spthamntivae, Trad, Comaniant, Pagaro, 1585, libre 1V, pag, 57. — Pascan, Repertorio di
raleriatiche supgriord, Milano, 1210, vol. 11, pag. 7HO.

1} LEGTATLD (I e, pRg. d) J4 inveece | momi di: cemiro, vertics, soalln, asse: 8 CLavio (4 e,
pag,. 207) echiama bus= I saeita,

—— o — L
e, B %

o — -

.._...._
L

» . T S W SV p— —
—

T e ML e el T
P | e s b

- 2 . =
e e T
=

L ————r—
T e -
-I I: o .
L i -
— e T WL

| T - - e
S e e ey s 8 - S .
=
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=

——wi

s
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ed anche:

lim , ¥ =]
g=0 SE8Nn P

talche, indieando con & la [nnghezzn del segmento AR, oin chiamato
parametro, 'equazione in coonlinnte cartesinne ortogenali della qua-
dratrice o:

U
r=ycoly s

=

e ] LR .

"T'-E;H‘ _.. 1%

ed in ccordinate polari &: |
®
sen

"
-

o=k

-.:.'::::“

._ .
il

L

Ty

.
T

_.
el

o

4. Dalla posizione fatta, poichi era =" &:

s
e

¥ -"-";r'l
=

y = k3.

i
b T

i
e

cioe: Vordinala di ogni punto dellu quadratrice & lo seiluppo dell areo
di eirconferenza di raggio k, limitato dallusse e dal raggio vettore della
quadratrice in quel punto. (In figura: PH = MIE) (1),

In altre pacole, se si condncono per i punti di una purallela ad

SRR

- l"llj':_-'ll'._: il |-

eyl

una reiia data le quadratrici aventi polo in un punto dato di quesla, P
e si limilano, ai raggi vettori estremi di esse, ghi archi di eirconfe- =

i

renza aventl cenfro nel polo e raggio egunale al corrispondente para- "]
metro, le langhezze di tuli quesii archi sono eguals fra loro, ed
eguali alla distanza della puralieln dull’aisse.

Nuturalmente, essendo qui y costante, gl angolt determinati dal-
I'asse comune e dai singoli vaggl vebbori, sono inversumente propor-
zionali ai purametei delle corvispondent quaidratriel, ed osserviamo
molire che, se & y = £, ottenianio p=1, cive mediante la guadratrice
ottemuamo Uunita angolarz o radiante, ossia Vaungolo di 37°17°44”... (9.

ity =3

o
il

A

{'i Si confronti questa von l'efquazione : r ==y che dx Nzwrox per Ia guadratrice a pag. 112
del vol. | degll Ounvenls (I'rad. (ssrronton, Losannn e timevres, 1743), dove v & la lunzhezza
dell’areo di circonfersnza (EML 1vi b dBLLO : geeces egualio wd peteviie guisidentsiren parfinet, poiche
altre guadcatrici st avevano sy ad esempio una & Tseblirnhauaen (1051-1T0%) ehe fo studiata
nel 1693 dal sno contamporaneo I Nicola gessmita @i Teloss Iv. Moxtucua, I, o, tomo I, pag. 75),

B 1nutile inolire cho osservi che le ordinate della quadratrice soro eguali ai ragel vettori

della corrispondente spivala d'dveliempde : = Ly, q

Leotaud, ehe di a questy duy ourve lo stessh polo @ Jo stewae asae, lolehi rinoliane bangonti __.'_;_,-:_
el pnnto: r =0; y—14, I chiamsa rennoine, ¢ DEl eitato Iibro 111 della spa Cuclamenthic (18 eni =2
coulats iraduzions non sarsbbe priva i Inleressel Ji miolte propesizioni in eni sono Eeomekri- y

caments ritevile e coufrontate le proprietd delle das enrvs 3¢
%I Anchie eon IMintegrafo pulars del Pascal pub obtunersi tale angolo, medisulo I'integrazione

gell'squazione cubiea: ° - :- 0° + 60 — 4 =10, che La una radice realo auunala nd —;--,r:lpprmn-

tata dall’apparecechio malto esatlamente dall'angolo di 280ys'50%, | [v. & c., pag,. 146).
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[noltre, come abbiamo gia osservato, per In genesi della curva,

per &k costanle, &: L f?ﬂ = 'f’r” ==_,.; u8sin: date una quadrairice di
Fi L2 La

parametro k, gli angoli dei raggl vettor: con U'asse somo proporzionali

alle ordinale dei punti corrvispondenti, € quindit la curva riduce il pro-

blema della divisione di un apgolo in parkl proporzionali a dati

numeri, a quelio detla divistone di an segmento 1 parti proporzio-

nali aeli stesst numers (1)

[iv frisezione dellnngolo €1 appare dungue come un caso partico-
lare di guesla divisione piin generale.

Altbra comseguenza facile ad essere dimostrata e che, dato un
gettore cireolare (per ora, minore di nn guadrante), ed una gquadra-
trice avente pulo nel eeniro. per asse uno der raggi limiti di esso,
e passante per l'estremo dell’altro raggio, la corda softesa dall’areo
del setiore ¢ divisa per meti dulla guadratrice, ed ognt altro seg-
mento compreso fra Teabremo dell’arco di guadralrice e 'asse di
essa, @ diviso dalla gnadratrice in parti proporzionali agli angeli e
quindi agli archi del settore. determinati dal raggio vettore che
pagsa per il punto di intersezione,

Dalla =A%, che pud seriversi:

y:hb==1:1,
si ha pure:
y:k=pp: 0

cioe: Uordinata di ciascun punto sta al parametro, come Uarco di cir-
conferenza di raggio g ed angolo o sta al raggio veltore o; ed anche:

Yyik=yp:y
ossia: Uordinatee de ogni punto della quadralrice é media proporzionale
geometrica fra il pmrametro e U'aveo di ctreonferenza yrp (7).
Ritornando alle eguazioni ultime btrovaie per la enrva, ponendo

. : . 3 .
in esse rispeitivamente xr =0, e g—= 5 1 abbiamo, come caso par-
ticolare di una proprieta trovaia:

ek

il

ossia: i lnio del quadrato & la quarta parle della civeonferenza i
raggio &K rettificatu (7).

(*1 V. Papro. libre 1V, Probl. Xi, Prop. I‘ﬁ{lﬂ?.

Il Paacal risolva questo problema con 'intesrale polara (v. [. &, pag, 120) costruenilo una
spirale d'Arehnzeds, surva clia si sa gedere della slessa propristi,

¥} Per Ia dictostrazions geumeiriea, v. Leovauvn, & <., pag. ol prop. XXXII & pag 57,
prop. XXXIN 1

(B Notiamochepark=2 6 All=—=2, s per 4 =+ 2 AD — -~ x+, ossia, ova vediamo |la possibi-
lita della determinazions dell’angolo o — 5549 WY 15", @l eni el sianio serviti per la costruzione

della sgundea eiometrien, sp avremo uno stromento che el deseriva ia turva n tratto continmo.
/
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Da questa eguaglianza, e dalla seconda delle proporzioni ora tro-
vate, si ha pure:

__2AD  2AD?

° T A D

0
ET:ADZAD:‘;AD F

cioé: il lato del quadralo ? medip propovzionale geometrico fra il pa- 3
rametro delln guadratrice ¢ la guarin purte della circonferenza avente 2]
per ragqgin il tuto del quadrate stesso [ J. A
5. Dalle osservazioni orn fatte, oltre Ie costruzioni dirette che ne "-'
scaturiseono, vedinmo esser facile, data una quadratrice: 22
@) determinare sopra due circonferenze disuguali due archi di :E?e]
egnale lunghezza (purché Parco della circonferenza mageglore non sia "lgfg
maggiore della circonferenza minore); B

b) costruire un triangolo isoscele di cul sl conosca il rapporto

L 2
Ly
=1 i

» . . . "?‘"
dell’angolo al vertice agli angoli alla base; i
¢) determinare 'angolo di un peligono regolare qualangque A

-]
' o [ 1 L

L i
-

7 (n — 2)
o =

7

e quindi costruire un poligono regolare di un numero qualunque
di lati;
d) determinare il raggio di una circonferenza di data lunghezza ;

¢) far passare per due punti nn ares dr eirconferenza la eni lun- !
ghezza abbia un rapporto asscgnato con la sua corda (%)

1Y) Questo (sorema ¥ staio dimostrato geomeiricamentis da Dinosbralo per mezzo delln ridy-
ziona all'assurdo; ed & fqnesia uns delle piis anliche dimostrazioni indiretto. (V. Lonia, 2. e,
Pags. 100, Parro, (. c, pap. 57: Teoreman X, prop. XXV!: ece). Par Quesis sua proprielia di "0
rettiicare la cirwonfersnza e quindi 0i poter vidurre il verehio in quadralo squivalents, sssa hig 3
avale il nome dj gandratrive, trivinzions defla parola rernarioviCorna, rlie wvuol dice appunto: che
¥iduce in qwudrate, nume che davasi alle Carve che godevawo di mle proprisli,
aren 1 oareo g rip

{*] Dato il rapporte: 4 = o &% — FE =—= sdove x il o incoznito
) Py turida + eorda o BEL i Sen o * EE =

doll'arce, ¥ w & Ia meth dell'angolo al conlre ¢he insiste sg ftitsto areo, essendo 'eyuszions della

quadratrien: s = - 7F
sS4

con J'psye "aongulo -

EATTO (¥, ¢liato libro iV, pag. 70, Prop. X1), di la sepuente dimostrazione;

e

 Presa |a quadralrice di parametyo Y 1l raggio vettore lungo Ak, ei di
&

BLD;AD =TA:AF=1B. 1

I'A:LA =PH:1K
dungus;

PA:AT == E:L_K;

ora quesio rapporin e quelio date, AE = & quindi PA = 4i, di 1o stesag angolo ¢ eopra deter-
minato,

. P
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/) trovare un settore circolare di dato angolo equivalente ad un
triangolo dato (%)

6. Sarebbe anche interessante far vedere come Pappo dumosira
esser la quadratrice la proiezione delle infersezioni di due speciall
elicoidi con piani inclinati di 43° sul piano di proiezions (*), e come
mediante la quadratrice sia possibile determinare dua angoli f':'ra lpm
incommensurabili, ma rimando senz'altro ail libra pi volte citab.

Cosi pure mon ftraseriverd come si condoeano le tangenti alla
curva (%), ma diro solo che se PT & ]a tangente in P, esiste la pro-
pPOTZI0onNe:

AB:AP=AP:AT, ossin: AT= _—j (*),

L

Newton indica pure il mode di determinare la curvatura 1n un
punto qualunque di essa con metodo generale (*); da gli sviluppl 1n
serie: di un arco della earva (*), dell’ascissa di un smo punte, del
segmento di asse compreso fra il vertice @ I’ intersezione con la tan-
gente, ed infine lo aviluppo dell’area limitata dall’asse, da un arco
della curva, dalla parnllela all’asse per T'albro estremo di guesto e
dalla perpendicolare all’asse nel polo {%): ed accenna ﬂllﬂ}__lE: esser
possibile, dalle eguazioni ridotte in serie 1infinite, df&hﬂ}'ml_xmr'e la
superficie del solido di riveluzione ed il suo centro di gravita.

(" Ho poslo qui gquestn proprieth, psr quanto avyal davuh:- ipr=e micordarla plii avanti, ﬂn]::-
parchs mi dispenso di darpe la dimostrazione che puoiro varsi in LEoTavm, L o, pag. 99, Frop. LV,
chie la da servendosi della spirale connala.

Per la sostruzione dird che pecorre irasformars il triangelo in altro aventie un nngp]u spunka
all'angole dato, deserivers poi tol polo nel veriice di questo e per asse uno dai ]a.t.l.. Efa gua-
dratrice di parametro minare di guesio lato, o per Ualtro esiremo di guesto condurre alia quadra-
trice la tangente; 1l setioré richiesto iin par raggiv 1 ragsio yveitove u}u.- va ul [.:unt.u dl tangenza,

(%) V, anche Cmasies. L 2, pag- 30, 3 26. 1 guale. poco dopo (nella Neta 1= di pag. 32) o55erva
di mver rigonosciulo ehe se il piano serante, in luogo di passare per una genaratrive della SUpEr-
ficie elienidala, b comlotto in mode arblrario, | ettiens allora in pruiuaiqnn.unu quadralrics
alluncata od mecorsiata, o, in aliri lermuimi, una concoide deiin .;,-umirun-ira' di ﬂnluall;ntﬂ:. .

1 Per la dimostrazione geomelbrive, v. NewTds, Lo, pag 101 & 1013 Enn:i.n.'an. al.un:ll eitaia,
toma 11, pag. 10b, mota I dal libro | dells pacte IV, e Lreotavh, L e, pag. 0d, Prop. LiV.

- az .
(4 Infatii, per nole regole di ealeolo. eszendo AT = p d;_ "
u . | .
AT=r—y|looig—+y | ——| | =
. ¥ - sen® -
L
if au [T
—seate - poa - L=
L
1 %2 -
o _JLT HIEIu"1 7 =
ey ¢
K

Come casv particelare, 8o P agineide ton D, il segmenio AT diviene eguale & S e Ja langente

in Lale punto rigullerebbe tangenio pure alla spirale d'Archimede: p= ke _

(£} Newrox, i. c. pag. 115, Eudeni ratione delerminart porest, bireplssirma compuialions, curva<
fure spiralion ef aligrum CHFUErER QUATHINCHN GRe,

Y, pag 198,

(') V. pag. 818,

u Sk
i e =

=

T R Nl T R e, T

i o Fer-si=—mr

P e e . Ly et "o

e

P

Sy i = e -
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-
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il
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Terminero di dare guesto rapido sgnardo refrospettivo alfla curea
che il Loria vitiene indubbiamente meritevole di un bel posto nel gruppo
fefle curve piane particolari, col dire che il centro oi gravita di un
areo circolare (anche gui, per ora, supposto minore di una semieip-
eonferenza) @ il vertice delln quadratrice avente per polo il centro,
per asse la bisetirice e passante per un estremo dell’arco; e il ceairo
di gravité del settore corrispondente, &, a partire del vertice, ai due
terzi del parnmetro della quadratrice stessa (%),

7. Ed vra, prima di venire alia descrizione dell'apparecchic ea-
pace di fracciave con segno continuo |a quadratrice, piacemi dare
di essa la seguente definizione:

E la quadratrice il luogo geometrico delle intersezioni di una retta
moventesi in un piano pavalldamente a sé stessn con velocild costante,
con un'alira retia rotante di moty pure uniforme intorno ad un suo
punio nello stesso piano, con la solu condizione che nel loro movimento
le due retle si sovrappongans (naturalmente al passaggio della prima
per il centro di rotazione dells geconda).

8. Cos) essa ei appare pit chinra nella sua interezza di carva ad
infiniti rami prolungantisi all’'infiniio, e di enj lo proprietid speciali
del tratto, finora considerato, del ramo contenente I'unico vertice, si
estendono, almeno in parte a tutta la curva.

Stimo pure inutile trattenermi Ora pii oltre su queste proprietd,
€, per esempio, far vedere che esan ha, nella retta gia detta asse,
un solo asse d; stmmetria, che ha wmfiniti agintot? nelle rette y = 2h]
Per 2 numero intero qualunque diverso da zero (7), che una retta
passante per il polo incontra la curva in punti le eni ordinate dif-
feriseono di multipli di 2l, mr passo senz'aliro alla esposizione sche-
maticn del guadrografo, col quale strumento eredo possibile descri-
vere la curva con tratio continuo, senza la preventiva conoseenza
di =, ¢id che a Sporo da Nicea sembrava indispensabile (*).

("} 8i =8 infatti che Ia distanza J del cantro di gravith di un areo dal cantro di questo, &:
3 — TaBrio % cords

— « @ detta @ 18 met} dell'angolo al centro ehe insiale sull'aren, si ottiene -

]
ey the & s equazions della Quadratrice di parametro §; = of sa nha—?.-i © la distanza,

dal centro sl séltore, del ecsntro di gravity del setlore circolars corrispondents, Cfr, LeoTavup,
& ¢, Prop. LXYI, Corall. 3% paz. 130,

(%) Il Mostuera, a pag. 77 del tomo I della sna storia, riferises che aver data alla enrva sston-
Bione altre ] Quadrants, & ataia opera del gesuita P. Leotaud nel 1663, V. mfaiti Leoraco, L &,
pag. 2, Prop, 1l, in eui pers & atiribuifo alla quadratrice solo un rameo a doe corna infoite,

(% V. Lorwa, 7. ¢. pag. 670,

Cravio, tiabtandn dalla guadratrico alla flne dul libro V1 degii Elementi di Euclide (L "
vol 1, pag. 296-304) @ nelly Cewmetria pratics ((, ¢, vol, 11, pagz. 189-194), dica ehe esss, ritennta
inufila @ non potendo easar descritta, fu rigettata da FPappo, perchi ersvi petizione di prineipio
nella sus definizipne,

Fgli, descritta 1z ogrya per punti, come si fa psr Je mozioni coniclis [eosd ica), per otlenere
il punio E, costruiges, rigpetto all'asse AB, il simmetrico di un punto della curva ad esso vici-
nisaimo o preventivaments determioeto, od unisce guesti due puuti; I'intersezions con [a AR,
gh di il punte T,

re=4J

F = | o

o) B D ., B
.

3§

g Ak 55
. ;,';r_u'-.n'_ R

_
IR

g AT T g R el
v R SR I
L L M Wiiias B '_‘..

ok {1

w1l o =
i -"ﬁ-
B r’
r
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9. Un cerchio PT sia capace di ruotare intormo al suo centro
fisso P con velocita costante, e possa comunicare il sno moto ad un
cerchlio OU, pure di centro fisso, per mezze di filo imponderabile ed
inestensibile, avvolgentesi e svolgenlesi rispettivamente: e questo
cerchio, a sua volta, per essergli rigidamente CONNEsso, posSsa Comu-
nieare 11 movimento al eerchio concentrico OV, di raggio maggiore.

Se un Iate VA di nn angolo
VAK (per comodili supposto ret- /

]
A

to) tangente al cerchio OV, é ca- B

pace d1 scorrers su sé stesso, al \ ' C

ruoinre Jdel cercine si spostera. e ‘ §

furd compiere alla retta AK una A

traslazione parallela con velocita A E |\F

costante, tutte le volte che i] cer- ‘ G

chio PT girvera di moto uniforme. ‘ 1
S1 prenda per posizione ori-

tale, che, & rotazione uniforme
della PK intorno a P, corrisponde
fraslazione uniforme della AK: e
di piu le doe rette si sovrappon-
gono durante i1l loro movimento
nel piano: secondo la definizione ultima data, il Inogo delle interse-
ziom K di tali rette & la guadralrice di Ippta e di Dinostrato: e
tale luogo non varia se il movimento deila retia PI, che potremo
ritenere motrice, non & uniforme.

{0. Trovato il sistema meceanico-teorico non resta che renderlo
pratico.

I cerchi sieno tre carrncole con i perni nej nspettivi eentri; in 1
ed M sieno fissati, per mezzo di viti micrometviche, gli estreini di
un filo d'accialo flessibile, secondo Ia disposizione della figura; 1l
lato AIC sin un'asta rigida; AV, rigida pur essa nella parte scopre=
vole in una guida, sia nella rimanente un altro filo d'aceinio il cli se-
condo estremo sin fissato con vite in N alla carrucola OV solidale
con la OU: la relta PK sia un®ltrn asta rigida saldata (o, meglio,
fissabila) ulln carrucoln PT'; ed essa ¢ la AK abbiano scanalature
tongitudinali.

Alla base dellapparecchio, dove, naiwralmente, sono fissati | perni
delle carrucole e la guida dell'asta VA, & pure fissata una molla 18
spirale che ha I'ufficio di tenere allontanato A da V, e che quindi
tiene tesi costantemente i fili d’acciaio; le viti micrometriche servono

gine quelin in eni il Into AK passa T v
per P e st fissi rigidnmente al “ N
cerchio PT nna retta PK nella M |
direzione APK, v :
Il sisiema mecceanico & dunque - U |
|
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A rethificare I'apparecchio in modo che, passando per P, AK s so-
vrapponga a PK (a tale nopo AK sard sopraelevata quanto basta);
nelle dne scanalature & guidato perpendicolarmente alla base dello
strumento nna punta serivente; la PR alla sua estremita avra una
rotella di sostegno ed un manubrio per imprimere il movimento: ed
nfine la hase porterd delle indicazioni tali da poter disporre l'ap-
parecchio con P uell'origine di due assi coordinali ortogonali, ed
orientato per modo che un’usse risulti I'asse della quadralrive (paral-
felo quindi all’asta AR),

Perehé 11 movimento sia trasmesso regolarmente, basterii che i
fili (che mi par lecito supporre inestensibili slmeno dnrante vna sola
descrizione meccanica della curva), non abbraceine I"intera gola di
ctascuna carrucola {eid avviene con la disposizione nsata), e che le
gole delle carrucole corrispondenti sieno nello stesso piano: divd in-
fine che se OV ha raggio doppio di O, il paramefro dellu guadra-
trice deve risullare il doppio del raggio PT.

Osservo pure che la punta serivente, anzichi esser regolata dalle
due scaualatnre, potfrebbe esser comun(ue rigidamente sostenuta da
un carrello scorrevole su una delle aste e gunlate dalla scanalatura
dell’alira (come negli integrafi del prof, Pascarn); la enrva descritta
risulterebbe eguale al luogo dei punti K, ma spostata rispetto a
questo.

I1. Lo stromento & capace di deserivere a tratto conitnuo buona
parte del ramo di quadratrice coutenente il vertice (in figura ven'e
descritta piit di quella che lo strumento disegnato pub dare, perd
€ facile vedere eche aumenta 'arco deseritto, coll’aumentare delie
distanze dei centri delle earrncole lungo la retta PO); la parte quindi
atta a risolvere 1 probleny ricorduti lmnanzi; pero deserive sempre
la stessa curva; per volerla di parametro qualungue (essendo:
? g

gen p’ sen
comune pantografo con cenlro di rotazione nel polo P e con 'estre-
mita .di un braceio fissato nel punto K deserivente la curva;
Festremo dell'altro braccio descriveri la enrva del paramefro vo-
Inte, se divideremo i bracei del puntografo 1n purti proporzionali
al dac puameiri deila quadratrice dell’'appurecchio e di guella
desiderata.

I12. Per semplificare questa divisione in pavfi proporzionali, io
apporterel al pantografo l'aggiunta di una steces mobile nel ver-
tice U, sovrappunibile normalmente sulla CP o sulla CB, su ¢ui sieno
segnati i due punti F o 6 tali che OF —f o (G — = "%

Volendo una quadvatrice di parametro ', sl fissi T'apparecehio in
modo che le due aste AK e PN sieno sovrapposte; s1 ponga poila
punta B del pantografo a distanza k&’ da I, e si fissi D in 1) dopo

— /-
e l.

ossla g:p =k:4) basta applicarvi un

N M i el i Rl F o S

—

L I i
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aver fatto si che il punto F di CH coincida con V'estremo dell’asts KD
che deve essere eguale alla PC; si fissi poi KE per modo che
risnlti OE =KD; allora il punto B descrive la quadratriee di pa-

rametro /.

. Fi ey
Volendo una quadratrice tale che 5~ sta ezuale ad un dato qer-

mento £, si fissi I'apparecchio nella posizione in cui la PK & normale
alle AN: e si facciano le operazioni analoghe ulle precedenti, pren-
dendo sulla CH il punto G anzichi i1 pnuto F. (La facile dimosira-
zione si basa sulla similitudine dei triangoli del pantografo.)

Infine, volendo lu quadratrice (intendo anch (g parlare solp di
parte del ramo contenento il vertice) con polo ed asse dati e pas-
:ante per un punte pure dato, si disponga lo strumento con I'asta PK
pagsante per questo punto, su cui dovra frovarsi il punto B del pan-
wografo e 81 procederis per fissare 1 punti E e D nell’identico modo
wecedente, partendv dal punto H tale che CH = Pi

Per volere guadratviei di pavimetro minore di £, bisognerebbe
wrre B in s ed allora la punia serivente sarebbe 1a punta Kk del
antografo; osservo ancora che fissando questa punta scrivente o
m AN o su PK e rendendola indipendente dall’altra di queste dne
teeche. il quadrografo ¢i pud dare retie e circonferenze utili,

13. Trovate il modo di descrivere quadratrici, si potrebbers fab-
rfeare dei curvilinei a loro somiglianza, su cui fossero anche indicati
leuni punti e linee nofevoli, come. ad esempio. 1l vertice, 1l polo,
asse, l'angolo di 55°39'14"17” .. .. Pallro di 57"17'44” __ ., &d 1 punti
o eul la normale all’asse per il polo incontra la curva; tafehe la
orda avenle in essi ghi esbremi sarebbe lunga #nZ: ed anche di tale
iwma pofrebbero farsi 1 comuani goniometri.

14. Questo semplice strumento ci faciliterebbe la risoluzione ora-
ca di tutit 1 problemi citati.

Se, ad esempio, si voiesse determinare il centro di gravitiy di un
rco citeolare, basterebbe porlo ceol polo nel centro dell’aren, e con
asse sully bisetfrice dell'angolo al centro; segnare poi, della gua-
ratrice che esso ci di col suo bordo, il vertice e I'intersezione con
no der raggi limiti del seblore, e, per I'estremita di questo Vaggio,
mdurre la parallela alla retta che passa per questi due punti: la
1a Intersezione con la bisettrice ci di il eentro d aravita dell’arco:

pinte, su questa bisettrice, a disianza dal centro eguale atr 3 della
istanza del punto ora determinato,sé il cenlro di gravita del set-
re circolare corrispondente,

15. I chiuderd eon due altre ammirevoli proprieta della qua-
‘atrice.

Kssendo le sue equazioni:

.!=yﬂutg% e p==k
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6 potendosi esse scrivere, per dabi valori o=, P = po.

T, fag %:-y e pasen p=ko

od anche:
Y _
:.:,,tn.g—é- y=0 e pesen p — fip =20,
il ramo di gquadrabrice eontenente il vertice (e quindi il quadrografo)
¢i offre il mezzo di risolvere graficamente le equuzioni trascendenti
sugeritte, o le altre equivalenti:

h: ke
m;q:—[} e seny——o=0

bag p —

0881a:
lage—=—ayp e  sen ¢ = 0p("):

basta infatti, data una gnadratrice di narametro £, per risolvere la

: . ) A : :
prima di queste, prendere il punto To="— @ determinare il punto

della quadratrice che ha iale ascissa: il raggio vettore di tale punto

¢i da con Passe P'angolo 3 cercato: e per risolvere la seconlda basta

: : : k - ;
determinare il ragsio vettore go= "7, che ¢i da con I'asse la ra-

dice p della seconda eqnazione trascendente.

I1 sinografo.

l. Ricordo che le equazioni delle cicloide, la enrva ptana generata
da un punto di una circonferenza di ragzio », che roota, senza skri-
sciave, sull'asse z, in coordinate cartesiune orfogonali, sono:

=1 — sen p)
y = (1 — cos ),

e che il centro della cireconferenza generatitce ha per coovdinate:
T=1ry; y=r/(?.

Se il punto generalore non & sulla circonferenza, ma su unn semi-
retta uscente dal centro di essa e eon essa mobile, it luogo del punto

(1) Nocossariaments, dovono egBera: u >1 @ =1,
Da gueste equazioni si ricavano due altra proprieli della guadratrice facili a dimostraral

geometricaments, ciod -
Tk =wp;lag 0:k=1: Ben ¢.

() Crasues, nella ricordala Aperpn historigus, pag, 89, psserva che ta cicloide 2 Finwiluppo dello
Bpazio percovie da wmn diametre del corchio che rofola sanza sirvisciure: che le epicialoidi sono su-
soatiibi]i anche di ana doppia generazione simile. ¢ che st in lupgo di go diametro. si consi-
dera nal cerchio mobile mus corda qualnoquoe, il suo inviloppe & nna sviluppante di epicicloide,
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b una cicloide allungata od aceorciaia, a seconda che la sun disianza
dal centro € minore o maggiore di »(').

Le equazioni:
=19 —aSeny

IJ=7r—GCO5Q

dove 2 & In distanza del punto dal eentro, dauno In cicloide allungata,
prdinaria, wecorcinta, secondo ehe o & minore, ugnale, maggiore di r:

) . 1
psse possono anche scriversi, ponenilo =

¥ L
s e N R L Ty Sl O B
T iy

r=1{p— mseny)
y=r (1 —mcos ) (°).

Tl s ) i b |, L8

I T T e =

Il'l'_-J.I"'I'l'. TaTLl e

2. Ricordo altresi ehe la eurva: y=sen 2 & detta sinusoide, se
r=1 @& la lunghezza dell’arco di eireonferenza di rageio uno, eorri-
spondente all'angolo @: con un cambiamento dell'unita di misura,
'equazione di essa pud prendere la formn:

r=1y; Y =1 88en o,

ilal

dove » pnd rappresentare il raggio di un cerchio, e u l'angolo al
cenfro che insiste sull’arco .
Si trasporti I'ovigine delle coordinate, conservando gli assi paral-

- . wr . .
leli a se stessi, nel puntor r=—— 5 3 ¥ =—r e sl ponga in lnogo
. ; T :
delle nuove coordimate e di p+ -, ancora x, y, ¢; allora la sinu-

soide riferita ai nnovi ass & data do:

|

oL

Y

»y
r (1 — cos ),

Soito questa forma pero essa e stata nota col nome di compagna
delle cicloide; 1l Moninela, nelln sua storita (*), dopo aver detto clie
essa era stata prima cliamata piccola cicloide, osserva come wund

(1 V., ad espmpio: BerzZouanri, Geometria anaiirren, Metodo dells coovdinate, Iloepll, 1911,
pag, 14U e 244, — LoRia, Polindri sirpe ¢ supdrficie agcando i+ wmelods delia geomietvia deseritfiva.
Hoapll. 1912, pag. 101, — Pascak, rafenls dxtegprale, Hospli, 1895, pag. 177 8 242,

Crello usile osservare che talun (come: Touwalsrer, Calfvale diffevensiale, Trad, Barracrisi.
Napoell, 1880, pag. 393) scambiano fra loro 1 Jue noml i alluncala ad aceoreiala

(%} Pur particolarsggiale nolizie sloriche, v, Mosrvcia, storia ¢k, tomo |, da paz. 52 a 72:
Hoerew, i. ¢, pac. 413 e 533%; & par b0 proprieto. goalyngone braitato i geomelrin analitica, eal-
colo, meccanica,

Al ssempio nelle: Apalicazioni geaninirichs el annlitiche del calealn differenziale ed tntegrule
del Waennsr, Milano, Hialiiedai, 1855, trovanai determinati della cicloide: equazioni, tangante,
normale, soliptangente, sokionurmile. raggio di enrvacura, centro dol esrelyio di eurvatara, djffe=
renzinle di drco, rellilicazione di arco, area della ciclpide e dolla superlicie g=nerala rotando
intorno all'asse, & volume di gueslo solido.

(Y Tomw [i, pag. T2 70.
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parie di essu sia proprio la sinusoide, senza perd mostrarne I iden<
titd completa; tale identitia & forse sfuggita anehe al Todhunter ed
al suo tradutiore Battaglini (*), posteriori a Iui di un secolo, e guasi
nostri contemporanei, per quanto 1l nome di sinusoide le fogse gia
8tato dato da Leibniz (*).

B nofevols che si oftiene una Sinnsoide, se si conducono per i punti
di una cireonferenza un fascio di parallele, ¢ si limitana queste Simnte-

iricamente al dinmetro ad ¢sse perpendicolure, in modo che ognuna equagli
quello dei due archi (che ciascuna determina sulla circonferenza) che
contiene lo stesso estremo (i detto diam elro; cioé in modo che sia

EF=CBD, TU=K CBDL,

08S13
EP=CB : ﬁzKﬁB, ece. . . ,

Ed & pure notevole quest'altra sua generaziono: dute la eicloide
ordinaric MGBHN, ed il suo cerchio generatore di diametro AB, preso
COme asse v, si dim muniscano, sunmetricamente ad AB, le ascisse dei
punti dellu cicloide, delle ageisse dei corvispondenti punti del cerchio ge-
neratore; la curea risultante ¢ ancora ln sinusoide (come si potrebbe,
anche in guesto caso facilmente verificare), ciop sia-

EP=GP—0P; TQ—RQ—Kg: PF =PH — PD, ece. ...

Aggiungerd che Pitot (1695-1771), a eni 2 dovuta I denomina-
zione di linee g doppia curvatura, ha per primo osservato che lg
simusoide ¢ cid che diviene néllo sviluppo di un cilindro circolare reito
S un mano ftangente, Uellisse determinato su esso da un piano secarte
inielinato dy 43" sutl’asse; od ha osservato clhie ¢ anche la proiezione su
un piano parallelo all’ gsse del eilindro, di un'elio st esso traceiata,

3. A questo punto, anzichs trattare delle note proprieta delle due
Curve, mr sia coneesso aprire una breve parentesi.

S1 sa che, data wna funzione, la curva rappresentatrice di essa,
puod solo dipendere dalla scelta dell'unita @i misura, come ¢ il caso
della sinusoide, e che al variare dell'unita prescelta, la curva varia

(Y V. Topauntes, L o, pag. B84 o Calovle integrals, pag, 139
(") V. Cmaswres, I, o, pag. 139, Nota 1»,




PERIODICO DI MATEMATICA, 175

nel piano in grandezza, talche, se gi assume tale unitd npella sus
equazione come parametro, al variare di questo si oftengomo le
diverse curve di nna famiglia di linee simili.

Qg si variasse l'nnith di misura delle sole ascisse, o delle sole or-
dinate, o di entrambi disngualmente, si avrebbero curve deformate
(@ffiné) vispetto a quella di partenza; ma non a tutte le variazioni di

unith corrisponderebbero curve di forma diversa; poiché ne potremmo
1

avere di simili; cosi ponendo: r=a, y=1ty; & ;pz?_r*_ Y=y’

otterremmo due enrve simili; infatti se si prendesse per quest'ultima
come nuova uniti un segmente a volte maggiore, tanto per le x che
per le y, la curva non varierebbe di forma e rviprodnrrebbe la prima.

Se ai facessero: x=az'; y==~y la curva risulterebbe simile a
quelin che si otterrebbe facendo:

b & ,

F] ! -|. i .
r=r, y=—_Y; 0 T==%, Y=Y

quindi la diversa variazione della nnita di misura delle due coordi-
nate, ci da una curva di cui si pnd avere la simile variando solo

una delle coordinate.
4, Cio premesso, se nell’equazione della sinusoide:

y =8en

od anche, nell’altra piii generale, che si oftiene gpostando l'origine
delle coordinate di ¢ sull’asse delle z:

3 = sen (x — ¢)

si facesse: x = ax’, y="hy/, si otterrebbe la curra sinusoidale, che 81
incontra nelle teorin dei movimenti vibratori:

9y = {1]— sen (a2 -+ ¢)

di forma analoga alla sinusoide (7).
Orbene, tale curva & simile & guella che si otterrebbe ponendo:

' © o+ ossia alla:
T==2, 1= Ui ossia alla:

Y =%’§EH (x+¢);

a ,
e ponendo: ¢=10;—=m, s ha, per #= 3:

i =M gen P

M) V. CasreELyrovo, citats Geometrio analilica, pag. 105,

. ——

I

u
= TH AR = L
 y hspr

- - I. - -
o -
i il i E T T
- e - - —ne 2 o

1 g e
— — =
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e per: » =rp:
§ = mrsen g,

Con un eambiamento dell'origine degli assl, analogo a quello 21
iatto per Ia sinnsvide, si otbengono:
T =7
Y =7(1—m cos ¢)

le quali dungue rappresentano una curva sinnsoidale simile alla:
Y= 7 sen(uz—-¢), che potr oftenersi in grandezza e posizione,

prendendo: =gy, ¥ =ay ¢ spostando convenentemente erigine
degli assi,
5. Riepilogaundo, le equazioni:

=1 (p — m sen )
¥=19{1 — w1 cos ©)

al variare di m danno cicloid allungate, ordinarie. tecoreiate, secondo

che; m%l; ¢, parimenti, le equazioni:

T =rg
Y =7(1—mcos y)

al variare di m danno curve sinusoidali o sinusoidi allungate, ordinarie,
accoreiate, secondo che- m=1,

-_—

6. Ricordando ora l'osservazione fattn, che I'ascissa del cantro
del cerchio generatore dells cicloide &: 2 — p . toncludo che:

1 punti della sinusoide allungata, oreinaria, accoreiata, hanno, per
ascisse, le successive ascisse del centro di un ceychio rotante su una retta,
¢, ver ordinate, le ordinate dei corrispondenti punti delle cicloide allur-
gatw, ordinaria accorciata, da esso generata,

Cio risulta piir ehinco se osserviamo che il parametro che corm-

: - - il = .
Piare nella equazione dells ciclolde &: i =7+ quello della sinusoide

é; M="7-1 & poiche vedesi che in questa, dei valori a e ), interessa

solp i] fapporto, puo farsi b=17; gllora i due paramety: divengono
eguali per sguali valori dej numeratori; ossin per avere nna certa 91-
nusorde allungatu, ordinaria, accorciata, in eui il rapporto della unita
delle ascisse a quella delie ordinate sif m, busferi essendo mr = g,
descrivere con un cerchio di raggio » la cicloide il eui punto gene-
ratore sia a distanza ¢ dal centro, e costimire la curva i euj punii
abbisno le coordinate determinate nel molo s defto.

7. I ora facile trovare 1 sistema meceanico cupace di darci si-
nusoidi allungate, ordinarie, aceorciale, insieme ud anuloghe cicloidi,
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Due eerchi A e B possano ruotare, senzu sfriseiare, sn nuna retta
e nello stesso piano, muntenendo costante la distanza del loroe eentri,
e un punto M delln pirconferenza & e un punto N della ecireconfe-
renza B sieno unibl con un segmento uguaie e parallelo ad AB; i
punti della MN,| al ruotare dei cerchi, deserivono eicloidi.

Se mn un punto gnalungue O della AB, e fissata la OP, normale
ad essa, per gquanto =1 8 detiv, il Inogo del punti P & una sinusoide;
se In MN & paralleln ed unguale ad AB, ma se M ed N non sono
snlle cireonferenze, ma su semirctte parallele uscentr dai centri A

\ M. \ E

X \

e\ I

¢ B, 1 punii della M,N, o della MsN,p deserrvono cicloidi allnngate
od accorciate, ed 1l lnogo dei punii Py e Py & rvispettivamente una
sinusoide allungala o nceorciata,

8. 11 sinografo si comporra dungque di nna riga sellevata dal piano
del disegno, lungo la gnale, parallelamente o guesto, possano scor-
rere due ruote A e B, sostenule superivrmente da nun telaio che poria
| lorp assi e che sostiene pure duoe roielle che scorreno lnngo il borde
opposto della riga, contro in quale sono premute da molle con regp-
latort di tensione; il teliulo poriera molire, fra la riga e 1l plano del
disegno, un'asta OF cou scanulatura attn a guidare, per mezzo di
apposito perno, il movimento (i un carrello scorrevole lungo ln MN
e portante una punta serivente: la OP uvra alle estremita dae rotelle
d1 sostegno; ed il telaio un manubrie per tmprimere i1 movimento.

La MN por sari mobile, al disvtto delle ruote A e B, Tungo due
nsfe parallele uscenti dal centro, e fissabile purallelamente a se stassa;
quesla disposizione permetlerii di otienere sinusoidl non ordinarie;
le ciclotdy s1 otferranno fissundo 1P earvello in un punfo qualingue
della MN e rendendolo indipendente dull’azione delln OP,

Un paunbograto che avesse I'estremo di un braeeio esferno fissato
al earrello nel punto P, e I'esbremo cenirale fissato in un punto qua-
linque della retta su eni rotolane 1 eerchi, deseriverebbe con I'altro
estremo uua curva capovolla, simile, e dalla banda opposta a quella

descritta dal punto P.

" - o ——— b —
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Jarebbe cosi possibile ottenere qualungue desiderata cicloide o

aimusoide,
J. Osservo ancora che le equazioni;

T =17 (2 sen )
y=»r{l —cos 3)

rappresentano pure una ecicloide: jnfatti DONIAIO:

¥ =xr—azx
y=2r—y
P=r—9g

obleniamo:

=T —r(n— ) —sen (n — T)=ry —rseng’'=r(p'—sen ¢)
P)=r—rcosz'=»r(l — cos %)

Y =2r—r—+rcos(n

le posizioni fatte equivalgono ad nno spostamento dell'origine degli
assi coordinati e all inversione del senso positivo sn di essi; le equa-
z10u1 proposte rappresentano quindi nna cicloide eapovolta e spostuta
di @z, ma uguale alla cicloide

z=r(p—sen )
y=»r(l —cosz):

sono anzi le equazioni della enrva sinmetrica di questa rispelto alla
sinusvide: 2 =1wp; y=—=7r (1 — cog 7); dunque essa & descrivibile dal
sinografo (& la curva MVBZN della figura).

Con analoghe considerazioni si vede che:

= (3 1 m sen 3)
Yy =1 —m cus g)

sono le equazioni della cielojde allungata od accorciata, simmetriea
della: 2 =12 (» — m sen )i y =7 (L —m cos ) rispetto alla sinusoide:

T =y
Yy=1+{1—mcos 3)

e quindi rispetto a quplla uguale, capovolta e spostata di T, ma
compresa sempre fra le stesse parallele all'asse w.

10. Be ln OP, anzichi essar pevpendicolare alla AB, formasse eon
la normale "tngolo 2. jl lnogo dei punti di intersezione delly MN
con lu OP non sarebbe pil una sinuscide: ma Jle equazioni della
curva sarebbero:

T'=x+ yrug«

=y
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a secondn del segno di «, ossia a seconda che la OP & inclinata o

tng o
— 91, SpO-~

destra od a sinistea della normale alln AB; posto: -

stando convententemente l'origine delle coordinate, si hanno, per la
curva, le egnazioni:

r=p"(% - cos g)

y=1{l — cos 3)

r==1(p—a cos )

y=1r(l—cosy)

a seconda della inclinazione deiln OP; divemo ln prima: elingsinoide
singstra, e la seconda: clinosinvide destra: le due ciurve sono simme-
triche rispetto alle rette = (2h 1) =, (In figura sono disegnate
le due corve MGXN, MYHN, che si ottengono per o= 43")

Il. Nella stessa ipolesi della OP inelinata di «, se la MN descrive
cicloidi allungate od necoreinte, si hanno, per il lnoge delle interse-
zioni della OP con In MN, ¢on appurtuno cambiamento dell’origine
degli ussi, le equnazioni:

=1 {p *t an cos @)
y=r {1 — mcos g)

dove il doppio segno & posto per distingnere se la curva & inelinata
a destra od a sinisfra, ed a, i, n, conservano 1l significate loro at-

tribuito,
Se pol Jmmaginiamo che 1l punto M vari sulla retta MA, per

modo che In sna distanze @ possa considerarsi anche negativa, le
equieziont pie generali della clinesinoide, o, semplicemente, sinpide,
ailungata o ordinaria o aceorcivia, destra o sinistra, diritta o capo-
valfr, sono:

r=1{p-+acosz3)
y=r(1-+bcosy)

dove a e b sono costanti arbibrarie, variabili da —= a <+ oo,
Con 1 soliti spostamenti dell’'origine delle epordinate, e cambia-
mento dellunita di misura, esse si riduecono alle:

v =hcos g+ k7
I == 08 P

od alle
r=1/Nsen T+ kp

I = sen g

xon ke & variabili comungue.

S — L p—— g —
d 0
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I2. Riepilogando, col sinografo possono descriversi le enrve di
eqnazioni:
fz=senqg- kyp [r=cos @ kp
|y = cos ¢ 2 |y =sen o

1

ciob le cicloddi (n queste possono fucilmente vidnesi le equazioni gia
date), & le sinoidi (di eni le sinnsoidi sono ciso pariicolare);

Jr=lsenyp -} k= fx=lecosy-} L
| ¥ =sen g v | 7y =cus o '

dove dalle variabili arbitrarie fie & dipendono ln inclinazione della OP
& la traslazione della MN.

[3. Concluderdp coll’'osservare che il sinografo ¢i permette la riso-
luzione grafiea di equazioni trascendenti diverse da quelle risolie col
quadrografo; e, per esemmo, ¢1 da i valori di 9 che soddistano alla
equazione generale:

asen g+t ba=y¢

od anche alla:
heos s by =c¢

cou a, b, ¢, nnmeri gualunque, ma nen posso qui darne esempl, per
non avere ancora costruito neppure un modello degli strumenti
ideati,

E. MoscmeTTL

[, PENTAEDRO DI EGUAL MOMENTO NELL® S.

e la prima ipersfera di Lemoine

l. Lavori sull’argomento, per quanto 10 sappis, non ne esistono e
percid eredo opportune esporre aleuni vesitliiuly, da me ottenuti in
proposife, ai letlori del Periodico.

Uonverrd perd, prima di entrare in det agli, dire qualeosa sulla
fignra di 8, che chiamo pentnedro di wguil momenio.

Nell'Sy prendiamo un lelraedro B,B,BB, regolare e un panto B:
fuori dell'S; clie contiene il tetraedro. Preso come polo B; e eome
potenza d’inversione /* facciamo un’inversione per raggi vettori re-
ciproei, indicando con A;A.AsA, i trasformali d1 B,B:B;B,.

Avremo, se ¢ ed A sono differenti tra loro e da 5:

ﬁ,ﬂ
Bi). (BsBy)

(Asi) = (BiBu) . (1)

.'.... .-
=1

.t

. "":..:."

o
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) 'ﬂ;l.'..-'-
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le misure mtendendosi prese rigspetto a mu segmento %#: mentre indi-
cando con A 1l punto B; quando lo si pensi come faciente parte della
figura trasformaia, s1 avra, per ¢ diverso da o:

A
B3 = BBy - &)

(onsideriamo ora 1] pentaeldro A;AsAzAA; ed esuminiamo i te-
traedrl che ne vostituiscono le facce a tre dimensionl. Cominciamo

dﬂ- A]:ﬁﬂﬂ gﬂ; .

) i*
(Baha) - (Ashe) = (B8] - (BB - (B, (BB (B:Bs) (B:B)
_ | i
(Ashs). (M) = (BBl - (B84 - (BB (BB, . (B;Ba) (B:B,) [

. k-l
[_-533_1) . (Agﬁ_i) — LBEBJ . (BHBi) . (BﬁBIJ . [EEBEJ : (BEBE) : [BBB.;J

e gquindi — poiche il tetraedrv B,BaBiB, & regolare:
(A;Ag) . (AxA,) = (AsAg). (ALA) = (AsA,) . (AdAL)

Dungue il tetraedro A;A<AzA, & di nugual momento. Ma di ngual
momento sono anclie guelli ¢he hauno un vertice in As: basta esa-

minarne uno, per esempio AsAi;A.As. Si ha

it

(AsA4) . (AeAs) = (BaBy) . (B:Bi) . (B:Bs). 1 B:Bj)
k-i-

(AzA.) . (A:AS) = (BEB]] "{B:B4). (BsB2).(B;B3) )
k*l-

(A:A3) . (A;As) — (B\B:). (B,B.) (B.B.).(B:Ba)

segne da qneste:

(AsAy) - (AaAs) = (AsAq) . (AsAs) = (AsAs) . (A, A).

(Concludiamo che esiste neil’S, un pentaedro tale che tuttl 1 tetrae-
dri che ne costituiscone Je acee a tre dimeusiom sono di egnal mo-
mento. A un tal pentaedro Jo il nome di pentaedro cdi ngual momento.

2. Preso orn un pentaedro A;A3AsAA; come pentaedro di riferi-
mento, fissinmo sopra 1'S; di vgm spigelo una coppla di punfi e
sia e, Qix quella seelbn sulla retbn dello spigole AjAy. Se per i
20 punti P, Q passa un’ipersupergcie sferica, avranno luoge mani-
festumente le relazioni:

{)ll Pla].{ﬂ1Q12) —— [Ajplz}-[Aqu] — {51])141 {AIQH] — (AIPJE]-I‘AIQH)
(Aapm]-(ﬁan} — (1'3-3[ :EE]-[ ARQM} — [AE PH} {-ﬁﬂQm) - (ﬂﬂ []EE}-{AEQ%J
(Aspm}-{ﬁan] — fﬂ-apau]*(ﬁaq.aﬂ] e [AE Pﬂ}-(ﬁﬂqmj —= [Aspaﬁ}-(AﬂQ&E,} ['5)
(AP (AQ) = (A Pe) [ AQa) = (AsPss) (A4Qm) = (A4Pi).(AQus) [
(A:Puo).(AsQis) = (AsPesh{AsQes) = (AsPas)(AsQae) = (AsPas)-{ AcQus) )

-- = e e = = = - o
= LT x - . [ r = — = —
_‘_“"!- Tt s waite S - - i n g | -
. —— ——
"y - =& - - = sa e
B = —p T = —_— —— - & e
1, ' Fe = & = - i T

L |

B T b e & P e e “;...___

_ - R .—-_'."'\-—.-I.. - l—.'l—_.-.'l..._
L L T T - ™
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Viceversa, se le (3) sarann soddisfatte, risultando in modo par-
ticolare sodlisfatte per ogni tetraedro fucente parte del pentaedro
dato le note velazioni, se le condizioni esposie nel mio teorema fon-
damentale vignardo alla posizione dej punti snlle rette degli spigoli
saranno verificate, si polra concludere che i detti punti apparten-
gono a unipersuperficie sferjca.

In parcticolare, se si sappin che i punti I, Q, eltre che soddisfare
le (5), sono tutti interni agh spigoli, si potra concludere cle asiste
un’ipersuperticie sferica che i contiene: e questo appnoto il caso
della prima ipersfera di Lewmoine; ma prima di entrare in argomento
andiamo a serivere le (5) sobto nne forma p1l opporiuna.

Poniamo:

[ ‘é'iP“i : PinAy = T i ['-T’it = 'T‘I-.'I) (5)

lAiQik . Qi]'-:Al; — Tyt

convenendo che l'indice / sia minore dell'indice & Coleolando allora
gh elementi che Ligurano nells (2), queste potranno seriversi:

Jie =— T

. tl-ru:m L1g T'1g Iﬂu -1"13:1"1: _ I
a - (e 1) (25 1)y (22 1) 233 + 1)
; lﬂ“ L1y i?l"u !15 L1 -17’15

o {'-1'11. 1~ 1) l_ﬁ?’l; - 1] o (1‘15 ‘f— 1) (-Trla + 1)
oz Tag T'og

i __(-Tlrl- 1). (s +1) 7 (s + 1) (e + 1)

32

{"as Moy ', Fos s 2’05
o (ros 1) (250 1) {25 ‘i“ 1) (s -+ 1)
s o
pa__{:rm—f—l)(.r'm—l—l]_'{.rga—f— Nr'wt1) (7)
A | {35 B35 2es -
@ 1) (@ — 1) T (x5 + 1) (£~ 1)
J!ti iﬂﬁi
M o T DT 1)~ ) T —
L e Purete
(Za 1) (Zu+ 1) ™ (20 1) (s + 1)
"!ilﬁ FEE- :
B et D@ D) @ FDaadl) "
iﬂﬁ-ﬁ BEﬁ

o (T —+ 1) (%5 ‘|‘ 1) o (T + 1) (245 + 1)

dove py pep, o © ps indicano Je polenze dei vertiei del pentaedro
rispetto all’ipersfera dei 20 punti.
Teniamo presente la relazione:

# F i r i
D = Palygk 13 — FHIIBJ‘,! glaal 03 = Py T19T 19093 9ol 4
— PsX 12 130 'Eﬂfﬂaﬂ"aﬁ’u-ﬂml 1B « [8}
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THI0E -
Confrontando tra loro le (7) avuto riguardo alla (8) si trova che , ; '1 ~|,:
a queste pud sostituirsi il sistema (9): } . J“ _
CHE
Igjﬂ E:aTzﬂfﬂa Eﬂn-‘Fﬂafﬂ _ l hi rli
'[:Fm—l—]-} {-’13r13+1] o llrm—}'ll ('?"13—|—1} o {-Firl_ll {Il'-'fﬂa"—l] ) El,
5214.1'531”:311"341?134. F*zi-rzza‘-l"*ﬂs-?'a;ﬂ?’m igmmﬂﬁrsarmf’m = i ' !
- [-Tu‘ﬁ‘“-[ﬂfu‘i“l} T e 1) (@at-1) zat ) et ) ] E I
s Taa 2alael sl e . 3Eu.:.l'531?:9.5:'1':14-1'—5-1-'1'4ﬁJ' 55 . ’ |
— lep+ D). @s+1) (st 1) s+1) l
AT g '23-1'31-’!-';3;-1"45-?"4; ﬂ2;-,—,.!-;3;‘17':3.]?;;4.1‘_'3.1:1':4;,1!*4;, =:
- (ras + ]ﬂ.ﬁm-,—;— 1)~ fas+ 1) (@6t 1) . - (9) |
Trg . Bra=Tig. L13 . %3 . T2 .
Tyg . T4 = Dz . T'yg . Teg - Tos - Lot T 34 ' l ' %
Tys . Tas=L1g. €13 -Toz - Taa . L1 - Lo . F5. T 45 b) | g
;1'24-:1?’2;—':51'23-3"':'3--1“34-33’3; ;-I
Yon » X5 = Xaz - Taa - Vah . Fag » La5. T a5 l | H |
Tas . Las=—Tas - T34 - Lis . T 45+ §:| i
3. Poniamo ora - li . ? |
UIE':EEE-E{E:IH-IE&:EE&-JE; | l
f::gzii:i-ziﬁ-__'-lll-i:ﬂﬁ:zﬂ--!ml t I ;
ca =lis . s =l .le= lio . s ¢ - {10]
¢s = s lon =—lg . les = lsa - b l
¢ = ha. l34 = laa . b= b . lss

La costante geuerica ¢ sara detta cosionte del tetraedro di ugqual

momento opposto al vertice A;. .
Dividiamo gli spigoli del pentaedro colla legge di divisione rap-
presentata per lo spigolo A;Ay dalla reluzione:

AiPih . Pihﬂu R ﬁ'h"l . E—'fl- (11}

- ——— o - i . =

Pel teorema di Ceva esteso al pentaedro gli iperpinm che pl_rniet-
tano i punti Py dagli S; oppositl passano per un punko che dn'ernvn
punto di Lemuvine del penlaedro di ugual momento e lnfht:heremp con I‘k
Questo punto K & 1l punto comune agl 5, ehe conginngono 1 vertiel
del pentnedro coi punti di Lemoine dei tetraedri di ngual mr:nlent{:
che ne costitniscono le facee. Igfutii la (11), nel caso particolare

dello spigolo AiAs da:

BT
Vg
1 1

81
-;':
i
i3
12 111
-i

| bk
- = e T e -
e, g T o il P L R g |

A.[Pu - P;:z’hﬁ — !::* . ':!:l.'r I
— i“m - Eﬂ;ﬁ. 5 iﬂiﬂ . tgd.ﬁ - FHI . Znﬂﬂ
-— Fu . FE;, u Fﬂ . Egm, = I!u: Eua.i l

—_— Fm . zﬂm . Pﬂﬁ . F.ﬂ == Eﬂlﬁ . EE&E

(12)
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Condueiamo per questo punto K 2l 1perpiani paralleli a quelli
delle facce: porremo pereid:

' - ¢'s —f‘ I
— 1

L1z = Fyg = Wy = s o
1 s -+ et st — e
a?;=11723=1‘54=-’ran—' oot
1 | 6+ et - ot = et
Te T L34 = X3 — o B (13)
1 1 1 S 6s' + ot - cg' — £yt
'y Tar T'ey = ey
1 1 1 1 01" 4+ ea* -} oyt - gt
Ty Tgs T T ey’

giacche il teorema di Fan _lubel esteso ul pentaedro il punto K di-

vide, per es. g congiungente A, col punto di Lemoine K, del tetraedro
. > 4ot et

di ngual momento A,A;AA; nel rapporto % 1 fe _I:F‘ 2,

¢y
Se ora andizmo a porre i valori (13) nelle formule (9) vediamo

subito che le (4) sono identicamenfe soddisfutte, mentre le (a), dopo
varie semplificazioni conducono alie relazioni:

s 4. 4 g 4. 4 2.4 __ 79 d. 4 78 4., 8
C 19t Ca '—_'—Ilaﬂ'l g =Jﬂ14f-'1 4 ——Eiﬂl s —-Eﬂaﬁaﬂs —

= Fueded = o Ca'es® = zgﬂﬂsdﬂf = "pstp’est = Pesedtes’. (14)

Queste relazioni sono esge pure soddisfatie se si tien presente 1l
quadro (10) giacehd ognuna delle espressiont precedenti vale ¢,2. 62,

e . %, cs*: verifichiainolo PEr una, per esempio, per la prima.
Si ha;:

Prg. ot . oot — . ha. e e 0k 0t —
——‘EIE-EIE-ZEE-h‘u-gﬂl-E:]E-IIH-EJE.-EH-!EL
_Ilg.flg-ﬁﬂg.ﬁm.!ﬂ.I;ﬁ.fm.fﬁ.fu.fﬁ

aai; TUTIY T8 P O M A T R (15)
——Jl:'.l-flﬁ-l?'lﬂ:-zib-zﬂi-zuﬁ-zu:].f_m.E“,.zig

=—£‘13-¢25-D‘aﬂ- ﬂgi.ﬂﬁE:pln

= prodotto delle misure di tuiti gh spigol.

Andiamo 3 ecaleolarve la linghezza di PP, . Dal triangolo A,P,P,g
segue :

(P12Pra)* = (A, Pys)* + (A Ppa)* — 2, (A1P1s). (AiPys) . cos A A A,

Se osserviamo che dalle (6), (13) EEEgue

4

{120 Ligte*
(AiPu) =" (AP,)= ,:

n

i el
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dove si & posto _
S=n'+ec'+ '+ o'+ £

£icendo le sostitnzioni ed esprimendo il coseno per lg, s, las, 8t tro-
vera. tenendo presenii le (14), (19):

(PusPus) =5 (16)

Cunal Innghezza di Pial’; hanno anche
P]‘:[}1li ]-JI:EPH-'I- P13P1141 l-]lﬂl‘}]ﬁw PI-LP]:EI'

Dunque il telraedro PiePibul’s & regolure. B sono pure regolari, ed
uguali a questo, anche i tetruedr

QIHPEEPMPEE- = QIB‘Q‘JH PH—IP!E: == Ql LQﬂiQEI-lPJE- N QIBQE&QE&QM J

4. T.e formnle

T — Ty, — &y = iy,
1
b= Xy = Dy = &
£ ogp
1 1 i
T = gy T by
L s L =y {17)
1 ] 1 :
J — ; i — .f & -1‘4
LB vy e

f % & . ‘
3{1:. B mrﬂ- - :1:*,‘5 Bk -TJH

- ak

definiscono una famiglia di ipersfere delle quali fa parte la prima

ipersfera di Lemoine: diremo che queste cosbitmseono ln prima fa-

miglia delle ipersfere di Tiicker,
Neil“ipotesi (17) le 9 (P) sono idenbicamente soddisfatte. Quanto

, e 1
alla O (a), se vimpiazziamo le =7, 7,7 con a,, le 7 Bag Xy Ty COM dln

IIJ

e cos) via, esse divengono, dopo soppresso il fabtlor comune a,:

Iﬂﬁ.‘ Fm IEﬁe.-:
@, FD(+1) (D, +1) " (@41 (a41) l
= "'51-1 _— {23-1 I ‘I’ﬂn-l - (18)
(@1 a,+1) (e,+)(e,+1 (o,+D(e,+1)
:’-EI 5 . E’Hﬁ e "!' 235 ‘J'E-ﬁ- I
~ (et Da+1) (e 4+Da+D " (a4Dle 41 (at1)0a+1)

Chiamando A il eomune valore di questi rapporéi, =i ricava fa-
eilmente:
T P

@ F D). (0D @D 1)

A (19)

L
= ——— -~

e - al o g o gl - ey - = ]
1 e 1 3 - = - -
m * e - - = - e o
T e e e P g ek P 1 : = Pryi o Ll E =" o T e e
- —_ . ——— 5 I N u | == == == A T = ——
x - ; R iy Tl S — : = . e e f
e T —— e T Rl i | L ATy e AT, F
= b e = =] St g T =¥ _il.."i.-'."‘ri. vt T P | T --:._a-'..l-l._-__!_'_ 3 Faede _-;':_—-'r-r:'- T At BT P
- o x & ] LI = | Sh | - 4 -y - m  m w b - - S — | i
e e g e -
- - [T e— it L - [—— — . -

— e - D e

F
b

:

|
}
1
t

| ("
i. {
|'I: |
7 .
-
-
: |
: ]
.?!I
iliE O
(B W |
fEF ]
.
Egtf
15
R
’
5
[]
bi 1
Ly =
Y ¥
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da eni:
biots 1 8
a1+1=_hz 15 __l i
93 A ’{-
e analogamenie ff':*'E
b f 1 :
ﬂ: 1 - 2t ey — 5
™ by Y2 !
L. .1 9
ay, 1 =-1 I*'“-—!_—_ (20) d
Lol 1
( ] — 14 2d Sy
« b ¥a
L.l 1 :
My~-] =B 2
» T Eﬂa Vl

L'indelerminata 7 & funzione simmetrica di secondo grado nelle /
al suo variare si obttengono tulte le ipersfere della prima fnmiglia
di Tucker: quella dj Lemoine corrisponde al valore di ) dato dallg

~ 2
A= (21)

Invero per le formule (I3) e (20) si deve avere, per esempio:

by o by 1 3
1 aces 13 13 . e = .
AT e VX & ,
D1 qui si trae | :
)‘ = ZBIE “ P.’IB : II"'mlE

JHEJ - S.‘I :

& altro non rimane da provare se non che essa & simmetrica o di
secondo grado nelle [

DI 0sservi in proposito che

4 2 W g 2 2 3

EIR'EJE uﬂ Fﬂtﬁulc!'ﬂl Fﬂ -E

g h=
43

9. Quanto abbiamo esposto sopra si pub facilmenfe estendere allo
spazio con pia dimensioni Sq. Senza entrare in dettagli ei busta
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osservare che la trasformazione per raggi vetfori reciproci e con-
duce facilmente all'esistenza di (n— 1)-edri tali che ogni tebraedro
contenuto in essi, ciod che abbia per vertiei guattro dei Inro vertiel,
sin di ugual momento: la figoru da frasformarsi dev'essere un n-edro
reqolare.

Un (n =+ 1)-edro potra quindi divsi di ugnal momento quando tuti
ali n-edri ¢he ne costibuiscono le facce suno di ugeal momento.

Ci piace inoltre aggiungere che scelta sullo spigolo AjA; la cop-
pin Pu, Qi usando le formale (6), le equaziont che debbono esser
soddisfutbe perche 1 punti P e Q siano sopra unn ipersupertieie sie-
rigiL sono:

e
ll"r:u e 1) ':.-11'1-; 'L‘ 1) B
. zﬂlﬁlr:.1$':*:c F—.EET ag s
@a+ 1. (2 1) (o +1) (@ +1

L L] L] L] L] - -

z.lll".“l"'.'.‘ll. - .‘rljh IHh—L!lT:h o iﬂﬂh D
e 1) (g, 4+1) 7 o Zs D (I‘Ih—].h ) (22)
ILII-IIE..:L[-"I;FJE.LI*I iﬂh.n-:—t"rﬂ.lnl ' :r:’.'!,n el
(1-].:‘11 _I_ 1) {Ijl.nf] _|_ l} o (In.n-_-] + 1} * (.;‘1!'11.11—? —I_ 1)

con.

#

I ]
o & L MR s

)
Lo~ Ppp-1 * = peip=2 "7 peIpe2

pel *

dove pvaria da 1 a n—1 e i da 3 a 22— 1 sempre che slano veri-
ficate le conidizioni esposte nel mio teorema fondamentale.

E le n 4+ 1 equazioni;

II'I‘ e :rllll — el T :rl.n-ll
23
[ = e s s d __;'1:|1.h--|='1:||.l 1
L 1l ol hi o h.li—1 ok F,

dove h va da 2 a n + 1, definiscono quella che, per analogia, chia-
mevemo prima famiglia delle ipersfere di Tucker velutiva all’ (n +1)-edro
di ugual momento A AL, ... A ; fuamiglia di cni fa parte la prima
ipersjera di Lemoine. &

I. Preecionl.
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Opere matematiche i Liuigi Cremona, pubblicate solto &li anspici della
R. Accademia de;j Lineet. Toma 1* 0. Huepli, Milano, 1514, (%)

Un Comitato, costitnito sobio il patrovinio dell’Aceademin de] Lineei {Presi.
dente Uzissz Diny, Direttore dells pubblicazione Kugrxio Barrint) ha impreso a
pubblicare le opere del padre della Geometria italiana o ep e porge ora, in
nitida veste, il primo volume.

Dire, & proposito di questo, della vita e dei carabteri generali deila produ-
zione scientifica tremoniana, sarebbe per uy verso ripetere cio che fu falle da
molti nell'ora non lontana in cuj il grande geometra fu tolto alla patria, per
I'altro anticipare sullo studio che il eomitate ordinators prometie di durei nel
tarzo volume delly pubblicazione.

Tuttavia § volume che abbiame sotl’occhio merita di essere salutale da una
parola che lo richiami all'attenzione dol pubblico o partivolarmenta e Zlovani,
Le dottrine ¢he in esso sono trattate sono ¢lassiclie: | principi della teovia daslle
curve pizne, la cubica gobba, la quartica di seconda specie, In rigala del terzo
grado chs ne costitniscono i principuli argomenti, figurano ormai, in ltalia, nei
cors) propedeuatici alln (Feomekrin superiore. Ma |o sviluppo che si da g questi
insegnamenti riesce nevessaviamenie limitato (dn wmolleplici esigenze; e ali stu-
diosi della matematiche iy generale o della Gleometrin in particolare poco vi si
attardano, vichiamali dai rapidi prograssi delin solenze, vevso pin alii problem:,
che, superando la congezione puristica della Geometria, mirane ad illuminare il
campo algebrico sotio diversi aspeiti. Ora a questi stndiosi, ed in special modo ai
pin giovani, crediamo di raccomandare la letturn o lo studip dell’opere del Cre-
mona, quanfunque & forse anzi per e1d che le vedute in essa dominanti 1ossano
apparice un po' lontane da quolle proprie del nostro tempo,

I motive di tale consigiio si rviattacea ad ann consilerazione flosoficn
dordine genevale o consiste vell’ interesse che offre |a storin delle scianze,
nella tendenza ol essa suggevisce o rafforza verso uma concezione pin libera
dei problemi, jai freno salutare che ne deriva per ozul strettezza o partico-
larismo i senola,

Ura I'opera cvemoniana nop & un eapitolo qualsiasi nella storia delle make-
matiche italiane; & i capitolo che logicamente preceds gli svilnppi delin nostra
seuola geometrica, B so — come ho riecovdato poc'anzi — questa scoolr & stata
attratta da poderosi problami, che sono ben degni dei nostri sforzi. won & dekio
che dalls stesso tromeco 81 gni essa st & elevata, pon Possano sorgere aliri rami
fruttiferi.

In ogni caso 1a riflessione e Ia cumprensione della ricerca gwometricn del
CrEMONA & necessaria all'intelligenza piena delln gpiriko nwovo, quale si formd
per il confluirve di vayrie correntl ideali gqnaade la (Fcometrin proietiiva ebbe pro-
fondamente assimilati i conceti] sintekiei della teoris delle funzioni.

(*) Biamo lieti di poter riproflorrs, eol consenas dall' Aulere, qneato interessncte arteoclo
hihl.lﬂgl'ﬂﬂm:l. che il ch. prof, Ex¥rijors ha Telstto Per gli Aawneli gn Afcilemio i,

(N. delin Hedazions.)
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[opera del CreMoma segna un primo passo verse questi assimilazione; se
pure le idee attinte dall’Algebra appamno talvolta in codesfo orgunizmo geome-
trico come wn imprestito fallo tacitamente. Si spiega cosi 'atiegginmento diverso
& gnagi opposte che si palesa nel discapoli, immediatl continnntori dell’opers del
masstro: la tendenza ad eliminare i coneetti algebrici od nnalitiel, edificando nna
feoria pura delle curve ¢ dolle superficie, e Valtea tendenza ail accogliere o
slaborave nalla costruzione seomelrica un piit Inrgo materiale annlitico, soppni-
mendo infine la distinzione parficolavisiicn.

Oui si rivelpno istraftive perfine e mende che eon savia e misurala prndenza
wli editori banno messo In vista pell’'opern cremoninna: dico in ispecie qurlche
passugeio dove il requisito dellalzebricita nom e esphicitmmente ennnoiale come
condizivne necessaria per la valilita dei teoremi; passaggio su enl richiamano
Pattenzivne del letkore spporinne note poste in line al volume.

Ma I'inleresse pin grande delln letinra sta pella ricehesza (i faniasia e nella
coneretezza dellp spirito eremoniane : dofi queste che spiegano Vascendente eser-
citato dal maestro sulle giovani genernzioni e lo straordinario mmpuise degli studi
seomelrici che ne & conseguito.

[, ording cronologien seguilo nella pubiblicaziens che permette di vedere che
dope unn mota attinente a ricerche h lieometvia diffsrenziala del Bordoni e

un‘altra di Algebra formale — i primi temi di niceren sugzeril al Crratosa dal-
Pattivitn del Driosehi — il gonte del nostro si volse nl campo dells Geometria

proiettiva attrattovi dalle brillanli ricercie li Chasles. Ma — schhene ilestinato &
svolzere Vindivizzo piin astrallo delln scienza (in rapporto colle trasformazioni
birazionall) — il Casvoxa serho pur semprs il gnste del metodo carabteristivo
delln seuela francese. Darimente congiunse nel suo intoresse gli argomeanti i pura
teoria e le applicazioni pratiche, come appare gia dal volume jin esame, 1l cul
art. 958 concerne appunto la Prospeitiva in rilievo di Poudra.

11 lavorn prineipale dsl volume, uno dei pin importauti del Cremona e pro-
babilmente quello che esereitd la pint larga influenza didattica, e I"* Inirodazione
al nna teoria geometrica delle enrve piane , pubblicata gin vells Memorie del-
I'Accademia (1 Bologna del 1562,

Come & noto guesta nom & una costruzione interamente ariginale,

L'antove la presenia come un saggzio, nato dal desiderio di dimesteare alennd
importanti teoremi enuncinti da Steiner, e allavgatosi sd nn vero trallatello, in
eiti trovane posto unovi resultati coordmati & quelli zia congezuill dn Plicker,
Cayley, Husse, Clebsch, Salmon. ... Pregio Tondamentale dell’'opera ¢ |1 digegno
sistemubive della trattazione. che sostituisce sl seccorse dell’avalist algebricn me.
todi sintetici di larga portata, ispivati dallo spivite geometrico di Poncelel, Chasles,
Jongnivres, Mobius. . ..

Questo rapido cenno sembra sufficiente pev In scopo moslro, " invoxzliara s0-
praitutte i giovaui alla approfondita lettura dell'opera cremoniang. Oltre alla
bellezza delle ricerche @ all'avie sineolave dell’esposizione, vi troveranno essi on
vivo sentimenty del valore della scienza e dell’ insegnamento. 15 gqui basti rvicor-
dare il programmi contenulo nella maguifica prolusone di Bologna del 1860, che
o Vart. 25 del volume e le nute storiche che ne vusiiiniscono gli nrh 22, 25.

(5 yestn infinn da vilevare Ia dilizenza amorosa con eni Uedizione del volume
b sintn eurata. La redazione originale del Cgmmona @ stata nispettata serupolosa-
mente, sin per la sostanza che per 1nMormn, ma vi sono skate introdobte oppor-
buiemente varie nggiunte che Usulore stesso appose manescriite su quaiche copin
dei suoi Javori, probabilmente in vista di una anova pubblicazione. Codeste uz-
giunte Furane eggetio di rigovuse espime o di seelks per parte degh editori. Intine
bravi e sobrie note, eni lio gl secennato, servono a mebtere davant al letlore
le lacune o le mende, & cni non s sarebba putubo riparare senza alterare il ca-
raltere gennine dell’opera.

Cos1 dinvque la puliblicazione. gia da guesto primo volome, promelie di riuscire
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sotto ogui rignardo degna de) Maesiro, che il eoncords amore dei diseepoli vnole
far vivivers in mezzo alle Pil giovani generazioni scivntifiche, o degna insiemne
della nostra Accademia che — ouorando I"insigne geometra — ha felicemente
ospresso la gratitudine mnazionale verse aumo degli nomini che pin hanno ¢on-
tribuito aila redenzione spiritmale della nuova [Ealia.

Nel concetio del Crumona — eome in quello dei grandi failori del wmostro
risorgimento — 'amore della scienza e I"'amore delln pateiz libera si fondevanop
In un usice ideale. “ O giovani folici » — esclamava egli chindendn !a sun pro-
lasione sopra citata — * cui fortuna concesse (1 assisters ne' pi begli anni della
vita alla resurrezione della prirvia vostra, sveglintevi o sorgele & contemplare il
novello sole che fiammessgia sull’orizzonte! Sp In doppia ticaemide dello sgherro
ausiriaco e del livido gesuita vi tensva oziosi s mmbelli, Iu liberia invece vi vuole
operosi e vigiii. Nelle armi e ne' militari esercizi rinvigorile il corpo; megli studi
severi e costanti spogliate ogni ruggine di serviti e alla Juce della seienza im-

parate o esser degni di liberta ..
Fgoerico Ermigques,

Fa=ry

CONFERENZA
UELLA COMMISSIONE INTERNAZIONALE DELL' INSEGNAMENT( MATEMAT]

(Parigi, 1-4 Aprile 1914),

La Comnissione internazionale dell imsegnamento malemalico si b
rloniga nel primi giorni dello seorso aprile a Parigi nei loeali della
Sorbona allo seopu di discutere le due quistioni seguenti:

A) Risultati oftenuti con Cintroduzione del Caleolo differenziale ed
integrale nelle classi superiori dell iseqnamento medio.

B) Della distribuzione ¢ delig seopo delle mintematiche nell insegna-
mento tesnico superiore,

Il giornu 1 uprile fu consuerato 2 rinnivne del Comitnto centrale
e dei delegati, La sera tutti i convenuti ulin Uonferenza presero
parte ud una seduta straordinarin dells Socielt malematicn di Francia,
alla quale segmi un trattenimento famigliare per fare leo reciproche
presenlazioni e slabilire cordiali rapporty fra 1 congressist inlterve-
nutl da tutti 1 paesi di Euoropa. L'Tialia ern rappresentata dai dele-

ati prof. Castelngovy ed Enrques, e dai professori Abrabkam, Fano,
nzzerl, Lorin, Padoa.

Il giorno 2 alle 9 & mezzo ebbe luogo 1a solenne sedunta di aper-
tura sotto la presidenza del prof. DarBoux, segretario perpetuo del-
Acecademin di seienze, rappresentante 11 Ministro delia Pubblica
Istrazione di Francia, con intervento d3 un rappresentante del Pre-
sidenie della Repubblica: pariarona applanditissimi 1l presidente
Darbonx, i prof. Castelnuevo in rappresentanza del prof. lein, pre-
sidente dells Commissione mternazionale ed allri. La seduta si chiuse
¢on una conferenza di Borel sull’adattamento dell’insegnamento secon-

dario ai progressi della scienza.
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Nella seduta pomeridiana dello stesso giorne 2 e ne;e guatitro

sedute del due giorni suceessivi 3 € 4 fnrono amplaments trattati i
due temi posti in discussione,

QuisTionE A). — La discussioue & inizid In buse nd na relazione
gencrale del prof. Bexe (dell’'Universita di Budapest) e all una re-
lazione supplementare (relativa alle seuole francesi) del prol. BiocuE
(del Liceo * Luigi il Grande , di Parigi). La relazione del rruf. Beke @
an neeurabo e diligente lavoro in cul sono raeccolil e vaglinti i risul-
tati ottennbi nei vari paesi sulla scorfe di numerose re.azion park-
eolari preparate dui vari Comitaii nazienall. Sarebbe mo. o utile che
fosse conoscinta e meditata da tutti gli tosegnant di mzatemuilca; e
siamo dolenti di non poterla risssnmere. poichg, sebbene eeupl e1rea
40 pagine & essa stessa un rinssunto; ma erediamo oppa:tuno rpor-
tarne gualche bramo che valza u dave un’idea appre==unata del
pensiero dell’egregio antore.

“ T.a tendenza ad ossere esaili, in tutte le ricerchie, nel pensiers v nell'nzione,
ha rinlzato i1 valore degli studi scientifici. Sembra che gunesta sia {"opinione pre-
dominante fra le personalitk dirigenit dell’ insegnamento segondario, comprese
quelle che non hanno variato nmel Joro giudizio sul valora dell insezmumnento delle
letters. ® Le letlere souo e resteranno (dice 1 signor Liarp, vice-r=iiora dell’Ac-
cademia di Darigi, in una riunions tenuta al Museo pedagogico ne. 1904) come
per il passalo, delle istitnirici provate che sara impossibile sostituire nel lovo
dominio. Ma nel dominio delle scienze positive, si attendono dalle scienze effettl
maggiori che per il passato per Ian formazions degli spiriti .. Quests cambiamento
di valore educativo, attribuito alle sclenze, esige che 1" insegnamento delle male-
matiche, chiave di tutti gli stndi seientifiei, diventi pit confvrme all' Wlee puove
sulla formaziona dello spirito. Esistono delle scienze che avendr sorpassato la
fase che Picard, con frase felice, chinma prematematien della loro storia, haonop
oltrepassato la soglia ove le matematiche cessano di essere um proamento senzn
atilith, per diventare Ia lingna naturale del pensierc e delle deduzivni scientifiche
e, per consegnenza, |’ istrnmento del progresso. Ne segue che Ualitudive delle
matemntiche ® la conoscenza di certi elementi delle scienze matematiche che
erano fino ad ora il privilegiv i un piccelo numere di spiriti deveno panetrare
ormai negli strati pin vasti dell'mmanita ..

= - . - B

* Quando Ia nostra Commissiona delibera sulla trasformazinns idell’ insegne-
nento matematice per adattarlo alle crescinte esigenze deiln civiizznzione e del-
I'ideale di enltura dei nostri tempi, essa fa pure un passo nella <ia che si eleva
al disopra delle aspirazioni nazionali, verso delle aspirazioni di umantta ..

La relazione termina dichiarando che il movimento riformisia non
& nna rivoluzione, ma unw tappa della evoluzione, e teroiing con
queste parole:

¢ Con queste viforme noi lavoriamo non sclamente al procresso dell’ inse-
gnamento matemativo, ma anche all'evolnziove di tutta 1'educazione. Dall'evolu-
zione dell’ insegnamenio malamatico $0i attendiame ung forte di=ciplina logica,
ana intuiziono feconda, un vive interesse per le gwistioni pratiche. il sentimento
delle realla, Vapprezzazione giustn dei Tatti. il metodo critico, P'abitudine del ia-
vorn indipendente e sopraifulto, ln eonoscemza o I'amore delln verith. Tukfo cid
insieme fa |'ideals supremo idell’educazione, In quistions primordale della civi-
lizzazione. Por servire quest’ ideals, per risoivere questa guistione 1 professori
dell’ ingegnamento secondario 8 superiore devouo cuncentrars futh i loro sforzi;
ap lo faraune, 'avyenive sari ben preparato ..
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Dalla discnssione apparve che le idee del relatore, sebbene non
senza coubrastt, raccoglievano I'adesione della Zran maggeloranza.,

QuisTioNE B). — La discussione si aprl in base ad unn bella re-
lazione del prof. D'Ocaexe dal titolo: L'ufficio delle matematiche nella
scienza dell’ingegnere. Tn sostanza egli affermd la nevessita di unn
solidu cultura matematica per i giovani allievi ingegueri: ed & con-
fortante che tale affermazione sia fatfa da uno ¢he, come 11 1V Ocngne,
€ non sulo un matematico, ma & anche e soprattutic un valente in-
gegnere.

Cosi ¢ da sperare che, se i programmi del primo bienmio di ma-
temutiche banny dovubo snbire delle gravi vidnzioni ed ampuluziom
per piegarsi alle esigenze dei tempi, queste riduzioni saranno pero
contenule entro limiti tali che non compromettano la serieti e la di-

enita degli stadi scientifici,

I professori franeesi accolsero nel modo pii cordiale e simpatico
t colleght degli altvi paesi. Terminati i lavori delia Conferenza il
principe Rulando Bonaparte, membro dell” Isti tufo, eonviid 1 congres-
sistl ad un brillantissimo rieevimento nel sno splendido palazzo del-
I'Avenue d'lena Ia sera del 4.

Riassumendo, si pud affermare sicuramente che Ja Conferenza di
Parigi ha avuto una notevele importanza. Essa non ha certamente
stabilito qual sara Vassetto definitivo delle seuole medie e SUperiori
dei vari paesi in un avvenive pin o meno prossima; ma ha rilevato
che siamo in un periodo di trasformazione & di transizi one; che dap-
pertutio si fende ad mtrodurre nell'insegnamento matematico un
soffio d1 vita nuova, spogliandolo di tutio quello ¢he ha ancora di
aceademico e di scolastico, e mebtendolo piit alla portata di tutti
e cercando di vendere le matematiche uno strumento pratico e sicuro
a servizio di tukfe le seienze. _

Fino ad orn I'insegnamento matematico dells scuole medie si &
Jimitate a quelle nozioni geometriche ehe erano conosciute dai greci
di venti secoli fa e all’algebra elementare. Tutto lo splendido edifieio
matemabico creato dal genio dell’'nomo negli ultimi secoli doveva es-
sere riserbalto all'Universit: od era vietato agli studenti delle scnole
medie di volgere a questo i loro sguardi. Chi ha assisiito alla confe-
renza ha dovubto convinecersi che presio o tardi dovia sechindersi una
‘naova eéra: che le barriere, le guali 0Z21 separano cosi netlmmente
le matematiche delle scuole medie da guelle delle scuole superiori
son destinabe a cadere; che i futuri studenti di leeo dovranmo nutrirve
il loro intelletto non sole col pensiero di Enclide e di Avchimede, ma
anche con quello di Newton e dj Leibnitz, di Descairtes e i Monge.
Resta a determinarsi in che forma e in che misura, ma anche questo
si troverd: ormai tutti i paesi sono incamminat] per gquesta via.

ERBATA-CORRIGE. — Nail'articolo: S alewns noteesli formale di analive comdinaforia dal
prof. Traverse, pubblicato nsi fascicoio IIT, & pagina 98, uelle formule (17 o (1), invecs di:

pE4 1) ;- P—k-4+1
(i.*-;'—h{-l A (IF-!-I'—I)'
GivLio Lazzerr — Deretiore-responsabile

Finito di slampnre i) 18 Maegio 1014




Sulle eguazioni wricorrenti lineari del 2° ordine a coef-
ficienti costanti e su alcune particolari equazioni
ricorrenti lineari di ordine superiore al 2°,

fCuntinune, ¢ fine — r, foce. pricadents)

1V. — Casi particolari notevoli
delVequazione ricorrente lineare del 2° ordine.

Le equazioni ricorrenti della forma (9) si differenziano esclusiva-
mente per i valori dei coefficienti p ¢ g. Molte sono le 1potes: pos-
sibili a tal rizuardo; esamineremo quelle che ei sembrano in gualche
modo degne di nota, rilevando in ciaseun cuso la particolare forma
assunta da ., ¢., che sono 1 termini generali delle successioni che

piu ei inieressano, perche fondamentali. In tutte Je ipoiesi conside-
1

rate » risnlta intero, eccetto nn caso nel quale r=-g.
1°. Sia p=-}1; g=¢5(s+41), cioe ¢ sia il prodotto di due interi

{0 anche semplicemmente razionali) aventi per differenza 1. Avremo:
1 2+ 1

— <) '

ﬂz—_j: 17

at+b=s+1; a—b=—s

Risultia: »=(2s+ 1)%. Le (8) diventano:

(s -1y (—1)"s"  {s4-1 (1"
9 ! Un = 2e + 1 '

Di queste la 2* & vaiida solianto se 2s L 14+ 0, Nella stéssa ipo-
tesi Ja 1° 6° 7° della (13) diventano:

_(s 11y (g sn) (D s (s 1) e — 7l

TI" —

In 23+ 1
(3--1)"" (8-+-2) (at-sm) + (=10 8" (s—1) {(s--1) s — 7]
Tmia 0= g 41
(31" 5. (fat-sn0) + (—=1)"s" " (s 1) (s 1) 75— !
Ng= Tl = 95+ 1

valide per qunalsiasi successione 7, Mz, Vs .- - risolvente I'equazione

Yo == No—1 + 8 (8 + 1) a—s. ()

(%) Di alire proprieth di tali syecessioni d fatto senno nella nola viteta Periodico, fasc, IV 1004
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281 p=—1; g=s(s+1) talche: :
) X
a=—g: b="1Li 41b—1; (h—b)=—(s1); ;
r—(2s - 1)~ 5
Si ha dalle (8°) ed (11) ;
pee=dBsp W, (1 e 1 ;
iy — j : Py — g + 1 . i
Dy esse Ia 2 vale se 2¢}140. Con tale ipotesi le 13, 22 7a
delle (13) diventano: e
8 e D) (=10 s+ 1) (s — ) %
W= 25 4 1 i
=
' (3] it (s+ D)l (=1 (s+1) s (s —70) - -5
it = 35—+ | &
_ ST et D ml (=10 (-1 542 (s —ma)
Th 2 — Tnw = g1

valide per ogm snccessione 7, e, ... risolvente Yeguazione o

In=—— Tn— + b (3 —f_ 1) Tn—2.

3’ Sin p=Tl_ (& miero diverso da zere). Risulta r = 4gk* 41

che sark intero se tale & 4¢4° Basta ad es. che g sia intero, od anche:

1, 1 3
g=p=1= 5; g=p=+-- t;
: _— ] : , : l
Considerazioni particolari faremo in seguito sul caso p=g¢——.

17, Sia g =sp%, s essendo intero. Risulta r =4s-1 1. Hs. g =7p",

g=1, r==_.
»“ Il caso 4 e particolare rispetto al seguente. Sia g = sh®
p==sh; ds=»~k.s* (s, ¢, & interi non uulli). Risulta » =i 4 1. Es,

§=*£1; k=dg: r=4s -+ 1.

Se =1 e quindi p="h; g=sp® si ha il caso n. 4°
Sa ¢ =4 2 risulin k=s; r=s511. B

5=9: h=1: §=1q; B==10; r—=—gq-+1;

si ha il caso delle equazioni per le quali p=2, che esaminiamo a
parte al n. 7°

6% Sia g =", p essendo intero ed m intero positivoe non nullo, S
Rigulta » =d4p*—= L 1 Es. g=1p% m=1; r=2>5. In particolare se -
p=ua’; g=2" si ha: r=>5 qualunque siano xz ed s
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P Sin p=2 talché: a=1; b=Yq+1; »
in & ¢. L'equazione (9) diventa: v,=29y 1

= ¢ — 1, sard miero se
( 1} 1;11 -8 EUi ﬂﬂddi—

sfunn pure la snccessiond g, te....; ty, te,.... Ksse sono:
1, »4+1, dr-+1, »*+b6r+1, +10r+1..... (0}
{8 2, ¥ —— 3, 4r 4+ 4, 4105 . . ... ()

Dalle (&) ed {11) si ha:
Q+Ve " 0=V, (n)r%]

Wy = 5 — i [
AL —-0—4r) (i) -
e 2y = vaatnit)

Soltanto se »#0 Ia frazione il eni denominabore & 21r esprime
1l valore di 2.

Essendoa=1; & —da* =gq:a® Fb"=g 4 2, le (7) ussumono forma
speciale. Ad es. i 3% diventa:

Hy =¥y — V).

Casi speciali st hanno attriboepdo ad » 1 valori 0,1, 2, .. ..
(¢) Sia p=2; g=—1; a=1; b=0; »r=0. 5t ha:

iy ==l b, = n.
Dalla (127), o dulla 3" delle (13), 81 ha:
N =I(n—1) 7.+ {2—nln

cui soddisfano tutte le soluzioni v, 72,... dell’'equazione

—7 )
T}n —— f11 =1 T}I]—E'

(b) Sia p=2; ¢q=0; a=1: b=1; r=1. Sara: 7pm=—=2%m_ le
as Ty, ... costituiscono una progressione geomeirica con ragione
tignale a =,

(¢) Sia p=23; g=1. Risulta »=2 (sueccessiom di Pell). (")

Le sunccessionit delle # & » sono:

L 3 T A il 89 i asasamimaaa (1)
be 2 b 12 B8 00 cisie cas e vl (z)

e sussistono le relazioni:

W =0y~ Lux
iy — jﬁn 7 T
= »
Tn ='}rn—l — Hn K |
I {'”u—-l + Iy -'2] _!_ [Ell—l '_|L' FIL--E)

facili o dimostrars,

(') Questn ed pltre successioni tone indicate col nomi clio esse hanno 1n Loegs, Thearie des
nenilires — Cap, © Les fonetions snmueriypnes Ju sacond ordre o,

Iy s ——t
o s

-1 T L3
5 = = ]
o — e e n e = o T FELE W

..l.-.‘
=
o e— =

T e e g, T

1T
H I
|
AU 4
et 1
il |

T o
j—=zy.
T i e e e e e TR g T, Bt g P iy i e s T
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(d) Sia p =¢ =2, Risulta r =3. Le successioni delle # ¢ ¢ sono:

1, 4, 10, 28, 76, EEE............(Hj
1, 2, 6, 16, 44, 120....... ... . ()

Sussistono le relazioni:

Wy, = :'-:rh - E”11:-—1 -
rll1'|+.‘.'t - 2 {"u + Ui —E_ “n—; 1 + 'rn -1}-

{e) Sia p=2, g=13. Risnlta r=4,
Le successioni delle # e 7, sono:

1, &, 13, 41, 121, ... ... .... ... . {11)
By 2 & ¥ 61 . i v i i enan (r)

Si ha dalle (23):

_ 3"+ -I—lJ"_ v (H)EI

", [ .
e U, ?'-r-—ﬂ' i ’
By n—1
vh_-fi (— 1) N ({1)2,_,.
B ‘.1 L3..a" V1

Inoltre ('):

y = 2 -+ (— 1)
Uy =By, + (— 1) .2

P, — 3,!?“_1 __I_ (_ I]II—]
=2 ,.8" — 1,

ru —_— Sﬂ'—l — Elln-_l -

La 1%, 6", 7" delle (13), poiche ¢ = 1, b =2, diventano dopo qualche

trastformazione-

::_:n—r — 1 n
T = (Ta M) ~— +4( L =1,

d .0 + Tin _ ('.il'“ + 1}2] ) :,_.}I!L— 1
S i (— 1)
= 3 - (—1)=2. )

Ty — = [711 _[_ Till] ]

i

cui soddisfano le soluzioni Tay hey ... dell’'equazione

MNn — 21]“—1 "I_ 37]'11—2 .

(f) Sia p=2; g=4. Risultn =5,
Le successioni delle (1) e (v) sono:
e O 3% 9, Thcascanscnmesan
1. 2 8, 24.

—

() In qnesto casoe ed in altyi che esaminersmo in seginto, ottemamo noteveli espressioni
di m, e v,, sostiteendo melle (1), (1= & 29) oppure nelle (T) al a o d I loro valori,
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' i Ay "o ine della succossione di
Si constaia subito che e vale '@ fermine d

i inei 2 [ner tali successioni p=g¢=1
Leonardo Pisano incomineiante con 1,5 {pe_l tall successiont p djﬂun),
siod ciascun termine vale la sonima dei due che lo prece :

]

o —— b 1'(n —1)2° termine della analogn successione incominciante
<=1 | o
uu; 1. 1. Si passa infatfi dal caso — 9. g=4, il case p =1 =1,

a ¥ : |
: LAY 2 io dai coel-
moltiplicando p per -5 € ¢ per (—2-) =7 (v.§ 2"; passagglo d
ficienti p, ¢, &l coafficienti ph, q?ﬁ).
(9) Sia p=2; g==R8 e guindi r=1.
Le suceessioni delle (u) e () sono:
1. 10, 28, 136, 496, 2080, .. .. .. ce - (1)
5 9. 40, AT BT - osew e on ow (W

Si ha dalle (29):

”n'——

i « 3\ 2 " 3
P (2 g (= B (f)s

_:I:'n = {_ Eln

EE’}L -1 + (_ 1'}!1— 1 211—1 . l:'”' ) Wy
Vi — 6 !

- d 1, :.L.-n-.li"

y =— %r“ —i- (_. 1]11 g Al
ey — —1-11,1_1 —l~ {._ 1]1] 51 Jn—1
oy, — -I,.v_r:u_1 ‘t" {__ 1}1:— | G 2.1_1_

La 1o 6 78 delle (13) diventano, dopp gualche irasformazione:

i o =8 SN Ve

i

Mn — {T.':! ~+ 27’.1}

v

g i yu—1 Oun—4
S '.2-“ 3_]_ {___ 1,]" Dl

il t 1) _iu—-l,r
T I—i_ﬂn:"kﬂﬂ—t_zﬂl] 2 | ( ) 11

..;__- —§ pn—4 7 __1;1 ﬂﬂT
'ﬁr--.l_'f.u';(‘is'i‘*.ﬂf“"‘H—*l}" gn=3 o (— 1) M

alle quali soddisfn ogni soluzione ., ¥, ... dellequazione

T]u — ETju--l + ‘!:'T]]l (T

g + p° 4
‘ % 3 —_—
& Sia p==+ ¢. Kssendo p e ¢ inters, r= ~ + m ~+ 1,
sary intero soltanto se p=+ 1, +£3, & 1. 1 easi possibili sono:
> I R > T | {, —4, —4
o 1. i ]., — 1, E.. 3.!. - = ¥ 1
p 1' —'t]. “i"] __1- 2 _25 ﬂp —Eﬂ ‘-L-l '_-'1'1 4- _4-
f’ 5:: —E- e =% 3 =1, 3. — 1, 2 0, 2, 0.

R e e Ll |
| =
»
-

o e .
a6 - a
- R o S bl 7Y e —
= iy — = ey r=

- - - ]
- —.-h-'u:-l-ilul-l-'-'- 1.-
LB sl .
- - - i

b e w " " -
m— - orm— - s
"

- .._.:.__ T T N
Bl T I e i
'-'- - | ¥ i i 5 -

O ey
" iy
o
.

N e ]

P o Bl it BE rever——
R =
i

- e T W g Wy
] -

i —
4

‘.. ¥

e

ol

T T '_'17|=.'-il'lnl=..:'.;..5h_ _",'ﬂ;-‘t;
g S L

T - ‘. ] = -
e T e o | et T ' —_'--'_-..:.h.---
- . =

f . - 1idd
- M, e oy i . ™ ] bl W
§ ——— - - el B =y =
p e — -'I.'-f-“.-'-ﬂ .

o -EFEE_m et Tl L

B

— L
- 1
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Il caso p=qp=1 & quello delle note successioni di Leonarde Pi-
sano, nelle quali ciasenn termine vale |y sommu dei due che lo ple-
cedono. Tratteremo in seguito 1 cast p=1: g—=—1 e p=32, g=—2

2. Sia p=1. Besendo g interop, » =— 8 + 1 & intero soltanto se q

e multiplo 41 £ e quindi di B

10% Sia p=g —1. Se q & antero non nullo, ::(::—:__—11) SATL In-
tero solfanto se g=—1.2 4 e corvispondentements p=-—2 1 0.
=1, 8 4,

(a) Se p =—2, ¢=—1stha a=—1; =0, r=0 & dalle (8°)

ed (11) (della 2 dalle (11) i SerVIANIe per avere Vespressioue di #, .
poiche essendo r=0, ja 2 Jella (5) non @ validu), abbiamo-

wy = {— 1)n; vy =n (— 1),
Si ha poi:

m=(—1)n— 1) [+ fa) = (— 1) T
Ton—1 Ty = (— 1)p=1 (1']1 —+ V)
Tt = T = (= 1" @1 — 1) (2 - 1) - (— 1o 25,

alle quali soddisfano le soluzioni 7y, v4 ... dell'equazione

(6) Se p=2; g=3d, sulta a=1, b=23, r—=1 §j hanno (e rela-

3
(¢) Be p=1:g=—2 risnita; a = IT 5 3 r=9. Dalie (8)ed (11)

=
[

s1 ha:

E“—I—i—lij_ L (fn]f,f

= L [, F el

i, =

'y =— = =— .-._:‘”;—].

L _‘___{’__ Ilu 1 ] ".1;.: (H) i -1
% Nz )n

Le suecessioni delle (u) e (#) sono;

1 [ 1

_3_ » ';; ' ; y 3' 1 '__-, ............ l':HJ
18 I, 3, 0, B oo ianieangay )
e risulia: )
Uy == 2y _r—(_—l)” .:
Uy =3, 2" —q,
O =20 ~-(— 1) !
Uy =324 ' ..
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Le 1 0= 72 delle (13) diventano dopo semplici Lrasformazioni:

-1 | (— 1) ,
o= b 7 L (= 1y

LIES + = ['ﬁl + T]E.] 2“—1
3 (1 -+ 1) (27 (— 1)

=N
=B

H(— 1. 2ry

T‘Il oy =" lel —

alle quali soddisfa, oguni solnzione %, s, ... gell’egunzione
7]"___. ;!1—1': ‘—}T‘I] =&

' 1 ]
11°, Sia p=43; q=—2.Si i a= 51 b=5: 7 .

|
. S hanno le suceessioni di Fermnt. Quelle delle u ¢ r sono:

3 i G 17 -
2 2 =Fr h B s
L T 1 15, 3 P (0]

Sono verificale le velazioni:

5 “ig—1
i =21 =1
#y =2 - 14

L] _-'_J‘q- 1
!u—__-!ill-'l_]_'].

P, =2V,
Le 1o, 6 70 delle (13) diventano facilmente:
Ny == (g — Ta) (2v=t 1)+
i1 — =2 (e— ) (3.2 — 1) + 2,
B — T = (2 — 1) 277
alle qnali soddisfa vgni soluzione 7, 73, ... dell’equazione:
iy =30y 14— 2Vn-9-
12, Sia p=1, g— —1. Risulta a =3

»
T

Dalle (8) ed (11) s1 ha:
144130+ 0—dy3)" 1 o, (n) : :_,)g

» ':,.I'
—

= g0 2 eade N T
A" i—1
(48P — QY3 1 (u) g7
Ty = — S = Bn—1I l :..j . J 3
-—i" ':JE' T i

b= i=1—1);

Rl ey —C =
al_ald i
fia &

i}
! '_
-rq'.
; .gl“
I '[:' .
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Le successioni delle (#) & () suno:

1 1 l ] 1 [
2 —r =1, —, = 1, e I (7]
I, 1, % =4 =d, @ 3 1 )
evidentemente periodicle.
Adungue Hn:—i—. — % » — L. L secondoche n & della [PTRTTTT
ﬁff—-—-'J [m'—'— %_ 0 . N/
6h—1" Gh—p? DS '
I essendo un intero positive = 1, & o, — [, U, —1, secondoche u 2
della forma

bh — 3 ify — 3 Gh — 2 e
6h—t’ g ST (4 intere = 1),

La successione delle M e:

T, Yz, T2 — T =ity —7¥a3, h— T, Ty Ta,..
e si vede subifo che & periodica;
a gruppi di tre, 1 bre di un Sruppo
precedente, Si lin adunque

1 segni dei termini si distribuiscone
essendo opposti a quelli del Trappo

W Ty Ye—, —y, —y, N — %
secondoeh® u & della {ormy

6h—5, 6h—4 bh —3, 6h—2, BL—1. i (/e == 1)

13°, Bin p=2, 9=—23. S ha;

t=1; b=i12;: p=_2
Dalle (&) ed (11) risulta-
fJ-J.—i‘IEf'—I—[’I iy2® . [N |
I e A ‘)[—EJ‘
- 1 L™ J
I A AT o i - g7 =
yﬂ:_'_' EV———__[T_fl_f == 'i;. ( )(_'-'-I,]_
=Y. t-zle N
Le suceessioni delfe () & (0) sone
11 == — .2, —'?, I, 25 -:I:j, ........ [HJ‘
1! 25 1, — '.'1'1 — 11, =]& Bl = 4 i . e {!-'J

ed & notevole lg distribuzione dej segni, P
ll:]- -i_}

= = sl hanno le cosidelte successioni coningale (i Pell.

1, Sia p=2. §=—2 Risulia o =1; § —;. p— _ l.
Si ha dalie (8) o (11):

I

el I valorr imziali 0, 1;

— i} . L ]
U= e = w ] = 1)
Z l.l-‘.'..rd‘_'n' l-J [ J

wtir g
Vo =— .:.jl ____;_37'{,-'(';')(_1]-.




